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Introduction.

Les réseaux euclidiens sont les arrangements réguliers de points dans ’espace, ou, plus
précisément, les sous-groupes discrets de R™ pour un certain entier n. La théorie des ré-
seaux euclidiens, aussi appelée géométrie des nombres, est née dans les années 1890, quand
Minkowski a publié son ouvrage Geometrie der Zahlen [131]. Dans la suite des travaux de
Hermite [77], il étudiait les minima de formes quadratiques définies positives. Il a montré
que ce type de questions se traduisait géométriquement de maniere extrémement naturelle.
Avec cette vision plus géométrique, de nombreux résultats sont devenus plus intuitifs et
de ce fait beaucoup plus simples a établir. Ces théories des formes quadratiques définies
positives et des réseaux euclidiens ont de trés nombreuses applications en mathématiques,
de I'étude des courbes algébriques aux corps de nombres, en passant par des résultats plus
anecdotiques comme le théoreme des quatre carrés de Lagrange (tout entier positif peut
s’écrire comme somme de quatre carrés d’entiers).

Du point de vue algorithmique, la date charniére se situe au début des années 1980,
lorsque Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra et Laszlé Lovasz mettent au point un algorithme
de réduction de réseaux de complexité polynomiale [112]. Cet algorithme, que 'on ap-
pelle LLL du nom de ses auteurs, ou encore L, a constitué une véritable révolution. Tout
d’abord, sa complexité est sans comparaison avec les algorithmes décrits jusqu’alors pour
étudier les réseaux euclidiens, et, surtout, il a ouvert la voie & un nombre impression-
nant d’applications. Les trois applications historiques sont la factorisation des polynémes
a coefficients entiers ou rationnels [79, 89, 112, 156], les approximations rationnelles si-
multanées [97] et la programmation entiére en dimension fixée [114]. Cet algorithme a
aussi regu un succes immédiat dans le domaine de la cryptanalyse. Il a en particulier été
utilisé par Adleman, Brickel, Lagarias et Odlyzko [3, 33, 34, 35, 98, 100] pour casser le
cryptosystéme de type « sac-d-dos » proposé par Merkle et Hellman [126] (une attaque
proposée par Shamir [160] existait déja, mais seulement pour la variante la plus simple du
crytosysteme). Cette attaque a ensuite été généralisée pour cryptanalyser d’autres sché-
mas de type « sac-d-dos » (voir par exemple [142]). L’algorithme di & Lenstra, Lenstra
et Lovdasz est toujours un outil tres utilisé en cryptanalyse de cryptosystemes a clé pu-
blique, comme par exemple certaines variantes rapides de RSA [22, 26, 43, 44, 60, 123] et
certaines variantes rapides du schéma de signatures DSA [82, 137]. L’algorithme LLL a
aussi permis de montrer que trouver ’exposant privé d’une clé RSA est calculatoirement
équivalent & factoriser le module [125] (il permet de construire une réduction polynomiale
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Introduction.

déterministe). Il ne s’agit que de quelques exemples parmi beaucoup d’autres, le lecteur
est renvoyé aux deux panoramas des applications cryptographiques de cet algorithme qui
sont dressés dans [85, 141]. Un autre domaine d’application important de I’algorithme LLL
est la théorie algorithmique des nombres : il a permis d’invalider la conjecture de Mer-
tens [143], et sert aussi pour calculer des polynémes minimaux (par exemple de nombres
algébriques), ou encore pour travailler dans les corps de nombres [40].

Depuis le début des années 1980, de nombreuses variantes et améliorations de 'algo-
rithme LLL ont été proposées, que ce soit vis-a-vis du temps d’exécution [87, 94, 151,
156, 174], vis-a-vis de la qualité de la base renvoyée {150, 152], ou encore pour étendre le
champ des entrées possibles [146].

Le contenu du présent mémoire se partage en deux types de sujets : d’une part nous
présentons de nouveaux algorithmes de réductions de réseaux, de la dimension 1 (on a
alors un probleme de plus grand diviseur commun), & la dimension quelconque (comme
lalgorithme LLL), en passant par la petite dimension (dimensions 2,3 et 4); d’autre
part, nous décrivons de nouvelles applications de la réduction des réseaux, dans le do-
maine de l'arithmétique des ordinateurs. Cette discipline consiste entre autres & étudier
I'implantation des nombres réels en machine. L’alternative la plus répandue pour cela
est P’arithmétique flottante, qui est standardisée pour un certain nombre de précisions
et pour les opérations arithmétiques de base (addition, soustraction, multiplication, di-
vision et racine carrée) par la norme IEEE-754 [2]|. Pour certaines applications scienti-
fiques et industrielles, il devient aujourd’hui important d’étendre cette norme a quelques
fonctions mathématiques élémentaires, parmi lesquelles des fonctions exponentielles, lo-
garithmiques et trigonométriques. Cependant, des inconnues demeurent pour déterminer
la « bonne » méthode pour implanter ces fonctions. Nous utilisons la réduction de réseaux
pour répondre a certaines difficultés liées a I'implantation des fonctions mathématiques,
en particulier nous proposons un nouvel algorithme pour résoudre le « dilemme du fabri-
cant de tables » [107]. Apporter une réponse & ce dilemme revient & déterminer & quel
point 'image par la fonction donnée d’un nombre « représentable » peut étre proche d’un
nombre représentable ou du milieu de deux nombres représentables : de tels nombres
ont des images treés difficiles a arrondir puisqu’il faut beaucoup de bits pour décider du
sens d’arrondi. La méthode présentée sert aussi a déterminer dans quelle mesure la suite
des bits de I'image par la fonction donnée d’un nombre représentable est aléatoire. Nous
améliorons aussi la méthode des tables de Gal [62], qui est une technique classique pour
implanter certaines fonctions mathématiques. Le travail présenté ici donne ainsi des ar-
guments supplémentaires aux partisans de la standardisation des fonctions élémentaires,
parmi lesquels figurent les projets ARENAIRE et SPACES de 'INRIA. Parmi les tra-
vaux de ces deux équipes qui améliorent la compréhension et I'implantation des fonctions
élémentaires, on peut citer [36, 37, 51, 52, 103, 109, 147, 177].

PLAN. Cette these comporte neuf chapitres partagés en trois parties.

Dans la premiere partie, nous rappelons certains résultats de base sur les réseaux
euclidiens (chapitre I-1), et sur Parithmétique flottante (chapitre I-2). Il s’agit de rappels
nécessaires pour les autres chapitres, ils ne comportent aucun résultat nouveau. Dans les
deux chapitres en question, nous avons aussi essayé de donner le contexte (difficulté des
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problémes sous-jacents, normalisation) des sujets abordés.

La partie II est consacrée a I’étude algorithmique des réseaux euclidiens. Dans le
chapitre II-1, nous décrivons et étudions un nouvel algorithme de calcul de plus grand
diviseur commun, probléeme qui peut étre considéré comme une réduction de réseau en
dimension 1. Au chapitre II-2, nous analysons un algorithme trés naturel de réduction dont
la sortie est en un certain sens optimale jusqu’en dimension 4. Ensuite, au chapitre II-3,
nous décrivons un nouvel algorithme de réduction de réseaux utilisant de 'arithmétique
flottante, et qui admet la meilleure borne de complexité actuelle vis-a-vis de la taille
des vecteurs donnés en entrée. Cet algorithme a été implanté et nous avons étudié son
comportement pratique : nous donnons des détails relatifs & ces expérimentations au
chapitre II-4.

Dans la partie III, ’algorithmique de la géométrie des nombres devient un outil pour
résoudre un certain nombre de questions liées & 'arithmétique des ordinateurs. Le cha-
pitre I1I-1 est consacré a la description d’un nouvel algorithme et de son analyse pour
trouver des mauvais cas pour ’arrondi des fonctions mathématiques élémentaires, c’est-a-
dire le dilemme du fabricant de tables. Au chapitre I1I-2, nous adaptons la méthode ainsi
développée au chapitre III-1 pour trouver des mauvais cas simultanés de deux fonctions,
ce qui nous a servi a améliorer une méthode pour implanter les fonctions mathématiques
a l’aide de tables. Enfin, dans le chapitre 1I1-3, nous modifions la méthode développée au
chapitre III-1 pour cryptanalyser un générateur de nombres pseudo-aléatoire qui avait été
décrit par J. E. Littlewood dans les années 1950.

Pour la plupart des chapitres nous avons mis en ligne & 'URL suivante un certain
nombre de documents ayant un lien direct avec les questions abordées :

http://www.loria.fr/"stehle/these.html

On y trouvera en particulier des programmes en langage C qui correspondent aux algo-
rithmes décrits dans les chapitres I1-3, 11-4, I11I-1 et III-2.
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Notations.

Les notations les plus souvent utilisées dans ce document sont listées ci-dessous. Even-
tuellement elles pourront avoir d’autres significations, mais cela sera indiqué explicitement.

— Par défaut, on se placera dans le modele de calcul RAM, et on comptera les opéra-
tions élémentaires sur les bits.

— On utilisera la notation M(n) pour désigner le coilit d’une multiplication de deux
entiers d’au plus n bits chacun avec I'algorithme de Schénhage et Strassen [158] :
M(n) = O(nlognloglogn).

— La notation Pol(k) signifiera « polynéme en k ».

— Pour tous les résultats de complexité concernant les réseaux, il est sous-entendu que
le réseau est entier, c’est-a-dire qu’il est inclus dans Z" pour un certain entier n.

— La fonction lg désignera le logarithme en base 2, et log le logarithme népérien.

— Si a est un entier non nul, sa longueur {(a) est le nombre de chiffres de son écriture
en base 2, c’est-a-dire I(a) = [lg(|a| + 1)].

— Si a est un entier non nul, sa valuation 2-adique v, (a) est le nombre de zéros consécu-
tifs dans les chiffres de poids faible de son écriture en base 2. On définit 1,(0) = co.

- Sin €N, le groupe des permutations de I’ensemble [|1, n|] sera désigné par S,.

— Les coeficients binomiaux sont notés (Z) pour 0 < k < n. Nous rappelons I'iden-
tité (3) = mom

— On utilisera les notations classiques [-], |-] et [-] pour la partie entiere inférieure,
I’entier le plus proche et la partie entiére supérieure. Dans le cas de ’entier le plus
proche, s’il y a deux solutions possibles, on prendra la solution paire.

— Soient a < b deux nombres réels. On écrira [|a, b|] ’ensemble des entiers dans I’in-
tervalle [a, b].

— Si a et b sont deux réels, le reste centré r = a cmod b est le réel r € ]—g-, g] tel
qu’il existe un entier k£ pour lequel r = a + kb.

— On appellera bits fractionnaires d’un nombre réel z les chiffres de sa représenta-
tion binaire qui se trouvent apres la virgule. Si n > 1 est un entier et ¢ < b, on
écrira [a, b],, 'ensemble des nombres réels compris entre a et b et qui ont au plus n
bits fractionnaires dans la représentation binaire classique, ¢’est-a-dire :

{D;a}, [2”(;]n+1’m, Lz;bj }

Si ks > k; > 0 sont des entiers et x un nombre réel, les bits fractionnaires du rang k,;
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Notations.

au rang ko, seront représentés par bitsg, x,[x]. Plus exactement :
bitsklnkQ[ﬂ?] = ("ZkZSIIJ mod ka—k1+1) c [|0,2k2—k1+1|['

— Si z est un réel, on écrira o(z) un nombre flottant le plus proche de z. L’en-
semble des nombres flottants considérés se déduira facilement du contexte, et le
non-déterminisme de la notation o(z) ne posera pas de difficulté.

- Tous les vecteurs, et uniquement les vecteurs, sont décrits par des variables en gras,
comme par exemple b.

~ La norme euclidienne d’un vecteur b sera notée ||b||, sa norme #; sera notée ||b||; et
en particulier sa norme infinie sera notée ||b||.

— La notation B(t,r) désigne la boule de centre t et de rayon r. La dimension de
I'espace considéré sera évidente a partir du contexte.

~ L’ensemble des matrices a n lignes et m colonnes & coeflicients dans ’anneau R est
représenté par M, ,(R).

— Le résultant de deux polynomes Pj(xy,...,z,) et Py(z1,...,Z,) par rapport a la
variable z, sera noté Res,, (P, P,).

— Si X est une variable aléatoire, on désignera son espérance par E[X].

xiv



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12

2.1

2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10

Table des figures

Le réseau est I’ensemble des points d’intersection de la grille. . . . . . ..
Le méme réseau donné par une autre grille. . . . . .. ... ... ... ..
Trois vecteurs dans I’espace, et leur orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Le probleme du plus proche vecteur. . . ... ... .. ... ... ....
Le volume d’un réseau est le volume du parallélépipede fondamental de
toute base du réseau. . . . .. ... oL

Nombres flottants dans les cinq précisions classiques. . . . . . . . ... ..

L’algorithme Demi-pged. . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
L’algorithme Pged-rapide. . . . . . . .. .. ... o0
Représentation graphique de l'algorithme Demi-pged. . . . . . . . .. ..
L’algorithme d’Euclide binaire classique. . . . . . . . . . ... ... .. ..
Un algorithme naif de division binaire généralisée. . . . . . . . .. .. ..
Un exemple d’exécution de l'algorithme DBG-élémentaire. . . . . . . .
Un algorithme rapide de division binaire généralisée. . . . . . .. ... ..
L’algorithme d’Euclide binaire généralisé. . . . . . ... . ... . ... ..
Un exemple d’exécution de l'algorithme Euclide-BG. . ... ... .. ..
L’algorithme Demi-pged-BG. On fixera par exemple k = |I(a)/2].

Représentation graphique de ’algorithme Demi-pged-BG. . . . . . . ..
L’algorithme Pged-BG-rapide. . . . . . . .. ... ... .. .. .....

L’enchainement des preuves pour ’analyse de complexité de I'algorithme

glouton de la section 2.3. . . . . . .. ..o
Une cellule et les vecteurs de Voronoi d’un réseau planaire. . . . . . . . ..
Des vecteurs de Voronoi non stricts. . . . . .. ... .. ... .. .....
L’algorithme de Lagrange. . . . . . . .. .. .. ... ... . ........
Un exemple d’exécution de l’algorithme de Lagrange. . . . . . ... .. ..
L’algorithme n-Lagrange. . . . . . . .. .. .. ... ... ... ...,
L’algorithme glouton de réduction en dimensiond. . . . ... .. ... ..
Une description itérative de I’algorithme glouton de réduction. . . . . . . .
L’algorithme n-Glouton de réduction en dimensiond. . . ... ... ...
Le lemme du vide en dimension 2. Un vecteur de I’extérieur de la couronne

qui est transformé en un vecteur de la cellule de Voronoi voit sa norme

diminuer significativement. . . . . . . ... o000

XV



Table des figures

xvi

2.11 Une généralisation de I'algorithme glouton de réduction. . . . . .. .. .. 95
3.1 Comparaison de différentes variantes de ’algorithme LLL. . . . . . . . .. 100
3.2 Llalgorithme LLL. . . . . . .. ... 104
3.3 L’algorithme de proprification. . . . . . . . . .. ... ... ... ... 104
3.4 L’algorithme de factorisation de Cholesky. . . . . .. .. .. ... ... .. 110
3.5 L’algorithme paresseux de proprification. . . . . . .. . ... ... ... .. 111
3.6 Llalgorithme L2.. . . . . . .. . . .. .. ... 112
3.7 L’algorithme de proprification flottant classique. . . . . . .. .. ... ... 117
4.1 Pseudo-code de la variante prouvée de fpl11-1.2. . . . . . .. .. ... .. 133
4.2 Evolution de la quantité j—zlgmt'y en fonction de la dimension, en partant

de bases sac-a-dos (& gauche), et en partant de bases d’Ajtai (a droite). . . 137
4.3 Evolution de la quantité d%lg'&‘:}n'f pour d = 95, en fonction du facteur §. . 138
4.4 Forme des bases locales apres LLL-réduction, a gauche, et apres LLL-

réduction avec insertion profonde (voir le paragraphe 4.2.3), & droite. . . . 139
4.5 Répartition des p; ;-1 (en haut & gauche), p; ;2 (en haut & droite), y; ;-5 (en

bas & gauche) et p; ;10 (en bas & droite), pour des réseaux de dimension 71,

aprées LLL-réduction. . . . . . . .. .. ... 140
4.6 L’algorithme d’insertion profonde. . . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 141
4.7 Croissance du nombre d’itérations de boucle dans l'exécution de l'algo-

rithme LLL en fonction de la dimension, pour des réseaux aléatoires de

type « Ajtal ». . . . L L L e 144
1.1 Le graphe d’une fonction et la grille des nombres représentables. . . . . . . 163
1.2 TL’algorithme de résolution de I'équation (1.1). . . . . . .. ... ... ... 166
1.3 L’algorithme de recherche de mauvais cas du polynéme P(z).. . . . . . .. 166
1.4 Lien entre les indices i, j et k lorsque (iv,fl)d <MN, < (%)dH. ...... 185
1.5 Lien entre les indices 1, j et & lorsque I—VTi <MN, < (J—VTl)d‘ ......... 185
1.6 Lien entre les indices 4, j et k lorsque M N, < ivq—,l .............. 185
1.7 Temps de calcul estimé pour la recherche du pire cas de exp z sur [1/2, 1],

sur un Opteron 2.4GhZ. . . . . . . . . . . . .. .. .. 197
1.8 Temps de calcul estimé pour I'inversion d’une suite de bits générée par la

fonction exp z sur {1/2, 1] pour différents parameétres, sur un Opteron 2.4GhZ.200
2.1 Les deux phases de Pévaluation de f(z). . . ... ... ... ... ... .. 204
2.2 Laphaserapide. . . . . . . . . . . ... 205
2.3 L’algorithme de recherche de mauvais cas simultanés. . . . . ... .. ... 217
3.1 Un exemple de fonctionnement du générateur pseudo-aléatoire de bits de

Littlewood, avec N =30,t =5,n"=7etm=9. . . . . .. ... ... ... - 226
3.2 Applications successives de 'opérateur A & la séquence obtenue a la fi-

gure 3.1. Dans la derniére colonne, les bits dominants de chaque ligne sont

nuls. . ..o e 227
3.3 Une proposition de fonction a sens unique. . . . . . . . ... ... ... .. 233



Premiere partie

Préliminaires.






Chapitre I-1
Eléments de géométrie des nombres.

J.W.S. Cassels, 1959 — We owe to Minkowski the fertile observation that certain
results which can be made almost intuitive by the consideration of figures
wn n-dimensional euclidean space have far-reaching consequences in diverse
branches of number theory.

Sommaire
1.1 Définition et représentation.. . . . . . . . ... ... .... 4
1.2 Quelques invariants d’'un réseau. . . . . ... ... ..... 7
1.2.1 Minima d’un réseau euclidien. . .. . .. .. ... ... .. 7
1.2.2 Rayon de recouvrement. . . . . . . ... ... 9
1.23 Volume.. . . . . .. .. .. ... 11
1.3 Théorémes de Minkowski et réductions. . . ... .. ... 12
1.3.1 Les deux théoremes de Minkowski. . . . . . . . .. ... .. 12
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1.3.3  Des réductions plus faibles, mais calculables efficacement. . 15

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base de la théo-
rie des réseaux euclidiens, qui nous seront utiles tout au long des chapitres suivants. Au
lieu d’adopter la présentation classique qui consiste a donner dans un premier temps les
définitions mathématiques puis dans un deuxieme temps les principaux résultats algorith-
miques, nous avons choisi de discuter les résultats algorithmiques liés & chaque concept
mathématique introduit, au moment ou ce dernier est introduit. Les résultats d’existence
sont ainsi mis en relief immédiatement avec les résultats de constructibilité et d’effectivité
qui leur correspondent.

Dans la section 1.1, nous donnons les définitions des réseaux, et discutons leur repré-
sentation. Dans la section 1.2, nous donnons quelques invariants des réseaux euclidiens et
les problémes algorithmiques qui leur sont liés. Certains de ces invariants sont faciles a
évaluer, et d’autres semblent difficiles. Le théoréme de Minkowski et la notion de réduc-
tion permettent d’obtenir de I'information sur les invariants difficiles a calculer a partir
de ceux qui sont faciles a évaluer, cela est étudié a la section 1.3.



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Les résultats annoncés dans ce chapitre viennent sans preuve. Nous renvoyons le lecteur
a des ouvrages classiques comme [38, 42, 122, 164] pour les aspects mathématiques, et [40,
118, 130] pour les aspects algorithmiques.

1.1 Définition et représentation.

Naivement, un réseau euclidien est ’ensemble des points d’une grille, ou des sommets
d’un cristal, dans un espace euclidien de dimension finie.

Définition 1 (Réseau euclidien). Soit n > 0. Un réseau euclidien L est un sous-groupe
discret de R™ muni de sa structure euclidienne naturelle. Un ensemble L' C R* est un
sous-réseau du réseau L s1 L' C L et s1 L' est un réseau.

Les réseaux non triviaux les plus simples sont certainement les points de ’espace a
coordonnées entieres Z", mais tous les sous-groupes de Z™ sont aussi des réseaux. En
particulier, Z* x {0}"~* est un sous-réseau de Z" pour tout ¥ < n. L’ensemble des points
de Z"™ dont la somme des coordonnées est paire en est un autre. On définit un réseau
entier comme un sous-groupe de Z". S’il n’est pas trivial, un réseau est de cardinalité
infinie, et n’est donc pas représentable tel quel. En fait, pour le représenter, on utilise le
fait qu’un tel ensemble est un module de type fini, et peut donc s’écrire comme ensemble
de combinaisons linéaires a coeflicients entiers d’une certaine base.

Définition 2 (Bases). Soient by,..., by € R" des vecteurs linéairement indépendants.
Ils générent le réseau :

d
L(by,...,by) = {inbi,\ﬁ,zi € Z}.

i=1
On dit que les vecteurs by, ..., by € R* forment une base de ce réseau. La forme qua-
dratique définie positive naturellement associée a la base by, ..., by est q¢(z1,...,24) =

“Ilbl + ...+ .’L’dbd”‘q.

Proposition 1. Soit L un réseau de R*. Alors L admet une base, c’est-a-dire il existe
des vecteurs by, ..., by € R* linéairement indépendants tels que L = L(by,...,by). La
cardinalité d de toutes les bases de L est identique, et s’appelle la dimension de L, que
l’on notera dim L.

A un réseau donné L sont donc associées deux dimensions : la dimension d du réseau
lui-méme, et sa dimension de plongement n. L’invariant d est plus intrinseque que n, car
le réseau L peut étre transformé en un réseau L' de dimension de plongement d par une
isométrie. Par ailleurs, la dimension de plongement n’a plus de signification du tout si ’on
considere la forme quadratique associée. _

On représente un réseau donné L par 'une de ses bases by,..., by, ou plus précisé-
ment par ’expression d’une de ses bases sous forme de matrice dont les colonnes sont les
coordonnées des vecteurs de la base dans I’espace de plongement. Cette représentation
n’est pas unique, mais elle a ’avantage d’étre finie et effective. La matrice en question a n
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1.1. Définition et représentation.

lignes et d colonnes — si l'on représente les vecteurs sous forme de colonnes. Avec cette
représentation, il est simple de tester I’appartenance d’un vecteur t au réseau L, car il
suffit de résoudre le systeme de n équations et d inconnues suivant :

z1b1+...+a:dbd:t,

et de vérifier si les solutions z1,..., 1z, obtenues sont des entiers. Il suffit par exemple
d’utiliser la méthode du pivot de Gauss (voir [74] pour une analyse détaillée). Lorsque
I’on donne des résultats de complexité sur des probleémes liés aux réseaux, on se restreint
aux réseaux entiers!. L’entrée du probléme est alors une matrice d’entiers écrits en re-
présentation binaire, et le temps de calcul est mesuré par rapport a la taille de ’entrée.
Dans le cas présent de I’appartenance d’un point a un réseau, le probleme peut étre résolu
en temps polynomial, c’est-a-dire avec un nombre d’opérations élémentaires croissant de
facon au plus polynomiale en d,n et la taille des entiers qui sont les coordonnées des
vecteurs by,...,by et t.

Tester qu’un réseau L' est un sous-réseau d’un réseau L est aussi réalisable en temps
polynomial : il suffit de tester que chaque vecteur de la base donnée du réseau L' appartient
bien au réseau L. Une conséquence immédiate est que ’on peut tester en temps polynomial
si deux bases représentent un méme réseau.

Dés que d > 2, un réseau donné admet une infinité de bases. Celles-ci sont liées
entre elles par des transformations unimodulaires, c’est-a-dire des matrices carrées de
dimension d a coefficients entiers et de déterminant 1. Autrement dit, a partir d’une
base donnée by, ..., by, les opérations valides pour conserver une base sont b; — —b;
pour un certain ¢ < d, b; = b;+b; pour ¢ # j, b; <+ b; pour 4, 7 < d, et les combinaisons
de telles opérations. On peut aussi tester si deux bases engendrent le méme réseau en
calculant la matrice de passage, et en vérifiant si celle-ci est unimodulaire. Aux figures 1.1
et 1.2, nous donnons deux différentes représentations d’'un méme réseau.

Un outil fondamental pour étudier les bases d’un réseau donné est I’orthogonalisation
de Gram-Schmidt.

Définition 3 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soient by, ..., b, des vecteurs

linéairement indépendants. L’orthogonalisation de Gram-Schmidt de la base by, ..., by est
la famille de vecteurs by, ..., b} définie par :
b; = b1

i—1
b: - bz - Z/J,Z’Jb; St 1 2 2,
j=1

R G " <
0l fti; = e pour tous j <.

1De nombreux résultats algorithmiques peuvent étre adaptés & des réseaux & coordonnées réelles, mais
nécessitent de décrire comment sont représentés les réels. Cela souléve des probleémes techniques qui sont
hors du contexte de cette these. Dans le chapitre III-1, nous étudierons d’un point de vue algorithmique
des réseaux & coordonnées non entiéres, mais nous montrerons comment se ramener au cas des réseaux
entiers dans cette situation.



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

F1G. 1.1 — Le réseau est ’ensemble des points d’intersection de la grille.

FiG. 1.2 — Le méme réseau donné par une autre grille.



1.2. Quelques invariants d’un réseau.

La figure 1.3 illustre la définition précédente. On observe aisément que si les vec-
teurs by, ..., by ont des coordonnées entieres, alors les coordonnées des vecteurs by, ..., b}
sont rationnelles. De plus, les vecteurs b} peuvent étre calculés & partir des vecteurs b;
en temps polynomial : le point central pour montrer cela est de voir que les numérateurs
et dénominateurs des quantités impliquées lors du calcul sont de taille bornée polynomia-
lement en la taille de I’entrée (voir par exemple la preuve du théoréme 17, page 104).

F1G. 1.3 — Trois vecteurs dans ’espace, et leur orthogonalisation de Gram-Schmidt.

1.2 Quelques invariants d’un réseau.

Etant donné un réseau L, on appelle une quantité liée & L un invariant si celle-ci
ne dépend pas du choix de base de L que l'on pourrait faire : il s’agit d’'une quantité
intrinséque au réseau, qui ne dépend pas de sa représentation. Nous avons déja défini un
invariant simple, la. dimension. Nous définissons dans cette section les minima, le rayon
de recouvrement et le volume, encore appelé déterminant.

1.2.1 Minima d’un réseau euclidien.

Puisqu’un réseau est un sous-groupe discret de R", il existe un vecteur non nul lui
appartenant qui est de norme minimale. Cette norme s’appelle le premier minimum du
réseau.

Définition 4 (Premier minimum). Soit L un réseau. Le premier minimum de L est
défini par :
A (L) = min(r, B(0,r) N L # {0}).

Nous rappelons que B(0,7) est la boule fermée de centre O et de rayon 7.

Le premier minimum est toujours atteint : il existe toujours un vecteur du réseau
de norme A;(L). Etant donnée une base by,..., b, d’un réseau L, renvoyer un vecteur
atteignant A;(L) constitue la version calculatoire du probleme du plus court vecteur, aussi
appelé SVP (Shortest Vector Problem). Ce probléme est au centre de I’algorithmique des
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Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

réseaux euclidiens, et a été étudié de fagon tres intensive depuis plus de 25 ans. Nous
récapitulons les principaux résultats concernant un ensemble de généralisations de sa
variante décisionnelle.

Définition 5 (y-SVP). Soit v > 1. Le probléme y-SVP est le probléme de décision sous
promesse? suivant :
— Les instances positives sont les couples (B,r) pour lesquels B € My 4(Z),r € Q et
M(L) <1, ot L est le réseau engendré par les colonnes de la matrice B.
— Les instances négatives sont les couples (B,r) pour lesquels B € My 4(Z),r € Q et
M (L) > qr, ou L est le réseau engendré par les colonnes de la matrice B.

Quand v =1, on obtient le probleme SVP.

La complexité de la famille de probléemes y-SVP est mesurée vis-a-vis de la dimen-
sion d du réseau, la taille des entrées de la matrice B n’intervenant que peu dans la
difficulté du probleme. Bien entendu, plus le facteur d’affaiblissement v augmente, plus
le probleme y-SVP devient facile. Le probleme a été conjecturé NP-difficile pour v = 1
des le début des années 1980, par van Emde Boas [59], mais c’est plus de quinze années
plus tard que cela a été prouvé : en 1998, Ajtai [7] a montré que pour v = 1, le probléme
est NP-difficile pour des réductions randomisées. Ce résultat est aussi correct pour des
réductions non uniformes — un calcul non comptabilisé dans le temps d’exécution peut
étre effectué avant que 'entrée soit donnée — et des réductions déterministes, en suppo-
sant correctes certaines conjectures sur la répartition des nombres premiers. Plus tard,
Micciancio [129] a montré que le résultat d’Ajtai était encore correct pour un facteur de
relachement arbitrairement proche de v/2, et, en 2004, Khot [90] a étendu le résultat &
n’importe quelle constante. La réduction développée par Khot, différente de celle d’Ajtai
et de Micciancio, permet aussi de montrer que le probleme y-SVP est NP-dur sous des
réductions randomisées pour v = o((log d)l/zwe), sous ’hypothese que NP n’est pas inclus
dans les problemes résolubles en temps probabiliste 279069 Dy point de vue effectif, le
meilleur algorithme déterministe pour résoudre le probleme SVP est dii & Kannan [88] et a
été amélioré par Helfrich [75]. Sa complexité est d°(9). Le meilleur algorithme probabiliste
est celui de Ajtai, Kumar et Sivakumar [11], dont la complexité est 20

Lorsque v = E‘%, Goldreich et Goldwasser [68] ont montré que le probléme y-SVP
n’est plus NP-difficile, & moins que la hiérarchie polynomiale ne s’effondre. Pour v = n¢
pour une certaine constante ¢, Ajtai [6] a établi une équivalence de complexité entre les
instances les plus difficiles et les instances moyennes, pour une distribution de probabilité
« naturelle ». Enfin, le probléme devient facile lorsque 7 est proche de 2¢. En effet, Ajtai,

Kumar et Sivakumar [11] ont montré comment le résoudre en temps probabiliste polyno-
dloglogd
mial pour v = 2 lsd | et Schnorr [150] a donné un algorithme déterministe polynomial

d(log log d)? . i . .
pour v = 27 sd  Le célebre algorithme LLL résout le probléme en temps polynomial

2Le probléme est constitué de I’union disjointe de deux langages disjoints, correspondant aux instances
positives et aux instances négatives : si on donne & l’algorithme un mot n’appartenant & aucun des deux
langages, alors la sortie n’est pas spécifiée. On parle de probléme sous promesse parce que 'utilisateur
promet en quelque sorte de donner une instance qui fait soit partie des instances positives soit partie des
instances négatives.



1.2. Quelques invariants d’un réseau.

déterministe pour 7 = ¢ oll ¢ est une constante arbitrairement proche de /4/3.

De méme que I'on a défini le premier minimum, on peut définir les minima successifs.

Définition 6 (Minima successifs). Soit L un réseau de dimension d. Soit i < d. Le i-
eme minimum du réseau L est défini par :

Ai(L) = min (r, dim(B(0,r) N L) = 1) .

Les minima successifs d’un réseau donné sont tous atteints — il existe des vecteurs
du réseau de normes égales aux minima successifs, et peuvent ’étre en particulier par des
vecteurs linéairement indépendants. Par contre, ces vecteurs ne forment pas nécessaire-
ment une base dés que d > 4. En dimension inférieure ou égale a 4, il existe une famille
de tels vecteurs qui est une base, et en dimension supérieure ou égale a 5, il existe des
réseaux pour lesquels aucune base n’atteint tous les minima. Cependant, quelle que soit
la dimension d, il existe toujours une base atteignant les min(4, d) premiers minima [184].
De plus amples détails sont donnés sur ces questions au chapitre I1-2.

Si 'on dispose d’une base by, ..., by d’un réseau L, alors les orthogonalisés de Gram-
Schmidt donnent de ’information concernant les minima successifs.

Proposition 2. Soit by, ..., by une base d’un réseau L. Alors pour tout 1 € [|1,d|], on
a:
M{(L) > min ||b%].
()= min 5]

En particulier, le premier minimum est minoré par un des ||b}|].

1.2.2 Rayon de recouvrement.

Le rayon de recouvrement correspond a la distance maximale d’un point de I’espace
au réseau.

Définition 7 (Rayon de recouvrement). Soit L un réseau. Son rayon de recouvrement
est défini par :
L) = max min|b — t|],
p(L) = max min [b -

o E(L) est I’espace vectoriel engendré par les points de L.

De méme que pour les minima successifs, 'orthogonalisation de Gram-Schmidt permet
d’obtenir facilement une borne sur le rayon de recouvrement : il quantifie donc la « per-
méabilité » du réseau.

Proposition 3. Soit by,...,bg une base d’un réseau L. Alors, on a :




Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Le probleme algorithmique naturellement associé au rayon de recouvrement est celui
du plus proche vecteur, aussi appelé CVP (Closest Vector Problem) : étant donnés une
base d’un réseau et un vecteur de I’espace de plongement (appelé vecteur cible), la version
calculatoire du probleme est de trouver un point du réseau minimisant la distance au
vecteur cible. La figure 1.4 illustre le probleme CVP. Une instance de ce probleme peut
admettre plusieurs solutions, mais leur nombre est borné par le « kissing number » [42].
Nous récapitulons les principaux résultats concernant un ensemble de généralisations de
sa variante décisionnelle.

Définition 8 (yv-CVP). Soit v > 1. Le probléme v-CVP est le probléme de décision sous
promesse suivant :
- Les instances positives sont les triplets (B,t,r) pour lesquels B € M, 4(Z),t €
Mp1(Z),r € Q et mingey, ||[b—t|| <7, 0t L est le réseau engendré par les colonnes
de la matrice B.
- Les instances négatives sont les triplets (B,t,r) pour lesquels B € M, 4(Z),t €
M1 (Z),r € Q et mingey, [[b—t|| > yr, ot L est le réseau engendré par les colonnes
de la matrice B.
Quand v =1, on obtient le probleme CVP.

CVP()

FiG. 1.4 - Le probleme du plus proche vecteur.

Le probleme CVP est connu comme étant NP-difficile depuis le début des années 1980,
ce qui était la raison pour laquelle le probleme SVP était déja conjecturé NP-difficile [59).
Le meilleur algorithme déterministe pour résoudre ce probleme est di & Kannan [88] et &
Helfrich [75], et sa complexité est d°(¥). Le meilleur algorithme probabiliste a été donné
par Ajtai, Kumar et Sivakumar [12], sa complexité est 2°(4) : il ne résout pas tout & fait
CVP, mais la version affaiblie (1 + £)-CVP, ol ¢ peut étre arbitrairement proche de 0.
Si on s’autorise autant de calculs que 'on veut sur la matrice B avant de connaitre le
vecteur cible t, et qu’au moment ot t est donné I'espace utilisé est polynomial en la taille
de la matrice B, alors le probleme CVP reste NP-difficile. Ce dernier résultat est di a
Micciancio [127].

Bien entendu, lorsque le facteur d’affaiblissement v augmente, alors le probleme -
CVP devient plus facile. Dinur, Kindler et Safra [56] ont montré qu'il restait tout de

10



1.2. Quelques invariants d’un réseau.

logd

meéme NP-difficile pour v = 90(wtea). Goldreich et Goldwasser [68] ont montré que
le probléeme -CVP n’était pas NP-difficile pour v = 5(—1—‘0@—‘1), a moins que la hiérarchie

polynomiale ne s’effondre. En utilisant 'algorithme d’Ajtai, Kumar et Sivakumar pour
dloglogd

SVP [11], on peut résoudre v-CVP en temps polynomial probabiliste pour v = 2 1sd . En
utilisant I'algorithme BKZ de Schnorr [150], on peut résoudre v-CVP en temps polynomial

d(log log d)?

déterministe pour y =2~ logd

1.2.3 Volume.

Les invariants décrits jusqu’ici sont difficiles a évaluer précisément lorsque la dimension
du réseau considéré augmente. Le volume du réseau est au contraire facile a déterminer :
on peut le calculer en temps polynomial a partir d’'une base quelconque du réseau.

Définition 9 (Parallélépipede fondamental). Soient by, ..., by des vecteurs linéaire-
ment indépendants de R™. Le parallélépipede fondamental des b; est :

P(by,...,ba) = {Z yibi, (y:)s € [0,1]%}.

Mathématiquement, on définit le volume d’un réseau L comme le volume de I’espace
quotient E(L)/L, ou E(L) est I'espace vectoriel engendré par les vecteurs de L. Cela
signifie que le volume du réseau est le volume géométrique du parallélépipede fondamental
de n’importe quelle de ses bases. Cette définition est illustrée a la figure 1.5.

F1G. 1.5 — Le volume d’un réseau est le volume du parallélépipede fondamental de toute
base du réseau.

La définition ci-dessous est équivalente.

11



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Définition 10 (Volume). Soient L un réseau et by,...,by une base de L. Le volume
(aussi appelé déterminant) du réseau L est défini par :

d
vol L= J]Iw;ll-
=1

Cette quantité ne dépend pas du choiz de la base by, ..., by.

D’autres définitions équivalentes sont encore possibles. Nous en donnons certaines dans
la proposition suivante.

Proposition 4. Soit L un réseau de R" de dimension d. Soit by, ..., by une base de L.
- Sid=mn, alors vol L = |det(by,...,by)|.
- 8i G = ((bi,b}))ij<a, alors vol L = v/det G. La matrice G est appelée la matrice
de Gram des vecteurs by, ..., by.

1.3 Théoremes de Minkowski et réductions.

Dans ce chapitre, nous donnons les deux théoremes de Minkowski, qui permettent de
majorer finement les minima d’un réseau donné, puis différentes notions de réduction, qui
peuvent étre considérées comme des variantes constructives voire effectives des théoremes
de Minkowski (avec des bases & la place de vecteurs linéairement indépendants).

1.3.1 Les deux théorémes de Minkowski.

Les théoremes de Minkowski permettent de faire le lien entre un invariant simple
a calculer, le volume, et des invariants tres difficiles a approcher finement, les minima
successifs.

Théoréme 1 (Premier théoréme de Minkowski). Soit L un réseau de dimension d.

Alors on a :
M (L) < Vd(vol L)V4,

Cette borne est relativement fine « en moyenne », éventuellement au facteur « v/d »
prés. Quand la dimension reste petite, on connait explicitement la constante d’Her-

2
mite vy = MAaxy dimL=d (G%z%ﬁ) < d, mais cette quantité semble extrémement dif-

ficile & calculer, méme en dimension 9 [122]. Dans le tableau suivant, nous en donnons les
valeurs connues & ce jour, la derniére ayant été calculée trés récemment [41].

3141516 |7 |8|24

214 8[5%[64]2°|4*

d 1
()

Méme si nous ne connaissons pas précisément la constante d’Hermite quand la dimen-
sion augmente, nous disposons de bornes asymptotiques assez précises :

log(md 1.744d
d + og( )+o(1)<7d<

Lo b DD

(1+0(1)).

2me 2me 2me
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1.8. Théoremes de Minkowski et réductions.

Le premier théoréme de Minkowski admet une version plus forte, qui permet de borner
le produit des minima.

Théoréme 2 (Deuxiéme théoréme de Minkowski). Soit L un réseau de dimension d.

Alors on a :
d

[ (L) < v4(vol L) < d*2(vol L).

1=1

[’un des problemes algorithmiques centraux concernant les réseaux euclidiens est de
rendre effectif ce deuxieme théoréme avec des bases plutot que des vecteurs linéairement
indépendants, c’est-a-dire de calculer une base dont le produit des longueurs des vecteurs
est de l'ordre du volume, & une constante multiplicative prés ne dépendant que de la
dimension du réseau. Pour mesurer la qualité d’une base, on définit le défaut d’orthogo-
nalité.

Définition 11 (Défaut d’orthogonalité). Soit by,..., by une base d’un réseau L. On

définit le défaut d’orthogonalité de la base by, ..., by de la maniére suivante :
d
-1 1D
5t :Hl—lnz.
(bl) 7bd) vol L

Le défaut d’orthogonalité est toujours supérieur a 1, et vaut 1 si et seulement si la
base est orthogonale. Moralement, réduire une base consiste a la transformer en une autre
base dont le défaut d’orthogonalité est faible, ou encore en une base dont les longueurs
des vecteurs sont proches des minima successifs. Réduire une base revient a la rendre plus
orthogonale, et c’est pourquoi certaines réductions tentent d’imiter ’orthogonalisation de
Gram-Schmidt (avec la contrainte que les transformations doivent étre entieres). Il existe
de nombreuses notions de réduction, plus ou moins fortes. Nous en listons quelques-unes
ci-dessous.

1.3.2 Des réductions fortes, mais difficiles & obtenir.

Nous donnons ici des réductions tres fortes, pour lesquelles le premier minimum est at-
teint. Les calculer est donc au moins NP-difficile sous des réductions randomisées puisque
le probleme SVP est lui méme NP-difficile sous des réductions randomisées. La plus na-
turelle d’entre elles est peut-étre la réduction au sens de Minkowski.

Définition 12 (Réduction au sens de Minkowski). Une base by,..., by est dite
réduite au sens de Minkowski si pour tout 1 < d, le vecteur b; est de norme minimale parmi
les vecteurs du réseau engendré tels que les vecteurs by, ..., b; puissent étre complétés pour
former une base. De maniére équivalente, les inégalités suivantes dotvent étre satisfaites :

Vi < d, ||z1by + ... + zabgl| = [|bill,

pour tous les entiers xy, ..., xq tels que z;, ..., x4 sont, dans leur globalité, premiers entre
eUL.
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Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Une base réduite au sens de Minkowski atteint toujours les quatre premiers minima du
réseau [184] — la norme du premier vecteur de la base est le premier minimum, la norme
du second vecteur de la base est le second minimum, ... — et son défaut d’orthogonalité est
borné par (5/4)%/2.d%?. La deuxiéme définition que nous avons donnée pour la réduction
au sens de Minkowski fait intervenir une infinité de conditions & vérifier, mais on peut en
réalité se contenter d’un nombre fini d’entre elles. I.’ensemble minimal de telles conditions
forme ce que 'on appelle les conditions de Minkowski. On reviendra sur ce point au
chapitre II-2.

La réduction de Hermite-Korkine-Zolotarev n’atteint a priori que le premier minimum
du réseau, mais on dispose de meilleures bornes pour son défaut d’orthogonalité. Avant de
définir la réduction de Hermite-Korkine-Zolotarev, nous avons besoin de définir ce qu’est
une famille propre de vecteurs.

Définition 13 (Propreté). Des vecteurs by, ..., by linéairement indépendants forment
une famille propre de vecteurs si pour tous i > j, on a |p; ;| < 1/2, ot les p;; sont les
coefficients de ’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

I1 est possible de rendre propre une famille de vecteurs en temps polynomial en la
taille de la donnée (voir par exemple la description de algorithme LLL au chapitre II-
3, page 103). Cela permet de diminuer les longueurs des vecteurs, mais ne rend pas la
base plus orthogonale. Il ne s’agit donc pas d’une notion de réduction, mais plutot d’une
propriété simple a satisfaire pour éviter d’avoir des vecteurs inutilement longs.

Définition 14 (HKZ-réduction). Une base by,..., by dun réseau L est dite réduite
au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev (HKZ) si ||by]| = A1(L), si elle est propre, et si la
base by, ..., b} est elle-méme HKZ-réduite, ot le vecteur b} est la projection du vecteur b;
orthogonalement au vecteur by, pour i € [|2,d]].

Lagarias, Lenstra et Schnorr [99] ont montré que les bases HKZ-réduites donnent de
trés bonnes approximations des minima successifs :

. 4 l|bs| i+3
Vi <d, ) — < <4/ —
! i+3 > N 4

Les bases réduites au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev peuvent étre calculées a ’aide
des algorithmes déterministes de Kannan [88] et Helfrich [75], et de I’algorithme probabi-
liste d’Ajtai, Kumar et Sivakumar [11].

La réduction au sens de Hermite [77], souvent confondue & tort avec la réduction HKZ,
est une variante plus exigeante de la réduction au sens de Minkowski : une base Hermite-
réduite est une des bases minimales pour ’ordre lexicographique sur les longueurs parmi
les bases Minkowski-réduites. On pourrait nommer cette réduction la réduction de Hermite
lexicographique. La réduction HKZ differe des deux autres dés la dimension 3, alors que
les réductions aux sens de Minkowski et de Hermite sont identiques jusqu’en dimension 6
incluse, et different ensuite [149]. Au chapitre 1I-2, nous analysons un algorithme tres
naturel qui calcule de telles bases jusqu’en dimension 4 incluse.
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1.5. Théorémes de Minkowski et réductions.

1.3.3 Des réductions plus faibles, mais calculables efficacement.

Depuis 1982, la notion de réduction la plus populaire est celle de Lenstra, Lenstra et
Lovész [112], appelée LLL-réduction, ou encore L3-réduction. La raison de cette popu-
larité est que cette réduction peut étre calculée en temps polynomial (par exemple avec
I'algorithme de Lenstra, Lenstra et Lovész [112]), et qu’elle permet d’obtenir une base de
qualité raisonnable, bien que moins bonne que celles réduites au sens de I'une des réduc-
tions décrites au paragraphe précédent. Nous proposons au chapitre I1I-3 un algorithme
tres efficace pour calculer des bases LLL-réduites.

Définition 15 (LLL-réduction). Soit § €]1/4,1]. Une base by,...,by est dite LLL-
réduite pour le facteur & si elle est propre et si elle satisfait les d — 1 conditions de

Lovdsz :
V,L S HZ,dH Hb*_‘_,uu lb 1” 5Hb:~—1“

Une base LLL-réduite satisfait en particulier les propriétés suivantes.

Théoréme 3. Soient 6 €]1/4,1[ et by,..., by une base LLL-réduite pour le facteur ¢.

Soit L le réseau engendré par les vecteurs by, ..., bg.
d—1

- Pour tout i € [I1,d]}, [bill < (27) 7 ML),

d—1
a

- bl < (527 <volL>d

- TIL Il < (2
< g

~ Pour tous 1

(vol L).

j—1i
<j<d il > (=) I
7

La valeur 1/4 est exclue pour le parametre 6 pour une raison évidente. Par contre, on
pourrait choisir § = 1, ce qui correspond & la LLL-réduction optimale, mais on ne sait pas
calculer de telles bases en temps polynomial. Les meilleures analyses de ’algorithme LLL
optimal (c’est-a-dire avec § = 1) sont dues & Akhavi [14] et & Lenstra [115].

De facon étonnante, la LLL-réduction ressemble & une notion de réduction décrite
par Hermite [76] dans le langage des formes quadratiques : on commence par réduire
récursivement les vecteurs bj, . . ., b}, (les projetés des vecteurs by, . . ., by orthogonalement
au vecteur by), on les « proprifie » par rapport au vecteur by, et on regarde si ||ba|| < ||by]].
Si c’est le cas, on échange les deux premiers vecteurs et on recommence le procédé, sinon
la base est réduite. Cela a permis & Hermite de montrer que tout réseau admet une base

dont le défaut d’orthogonalité peut étre borné par une constante ne dépendant que de la
d(d-1)

dimension. La constante en question est (g—) E
optimal.

, comme dans le cas de ’algorithme LLL

Schnorr a décrit dans [150] une hiérarchie de réductions allant de la LLL-réduction a
la réduction au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev, ainsi qu’une hiérarchie d’algorithmes
permettant & peu prés de les atteindre. Ces algorithmes font appel & des algorithmes
pour résoudre exactement le probléme SVP, comme les algorithmes de Kannan [88], Hel-
frich [75] et Ajtai, Kumar et Sivakumar [11], qui sont utilisés sur des réseaux auxiliaires
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de dimension 8 < d, ou [ est appelé la taille de bloc et est pré-spécifié. Quand g = 2, on
obtient la LLL-réduction, et quand 8 = d, on obtient la réduction HKZ.

Définition 16 (BKZ-réduction). Soit 5 € [|2,d|]. Une base by, ..., by est dite réduite
au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev par blocs de taille 8 (5-BKZ-réduite) si elle est
propre, et si pour tout i € [|3,d|], les projetés des vecteurs b;_g41, ..., b; orthogonalement
aux vecteurs by, ..., b;_g sont réduits au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev.

Une base g-BKZ-réduite contient un vecteur de longueur inférieure a ﬁo(é)/\l, oll A;
est le premier minimum du réseau engendré par les vecteurs by,. .., by. Schnorr [150] a
montré comment obtenir des bases quasiment S-BKZ-réduites (de qualité essentiellement,
identique) en temps déterministe %) & des facteurs polynomiaux prés en la taille de
la donnée, en utilisant les algorithmes de Kannan et Helfrich. Il peut étre modifié pour
obtenir une borne de complexité probabiliste 20%) 4 des facteurs polynomiaux prés, en
utilisant 'algorithme d’Ajtai, Kumar et Sivakumar. Si ’on se restreint aux algorithmes de

complexité polynomiale, on obtient des tailles de blocs maximales O (Elg%fé.a) pour le cas

déterministe et O(logd) pour le cas probabiliste. On peut donc résoudre les probleémes -
logd

__oge
SVP en temps polynomial déterministe avec v = 2O(<1°s’°sd)2) et en temps polynomial

logd
probabiliste avec v = 90 (wetea).

16



Chapitre 1-2
Eléments d’arithmétique flottante.

W. Kahan, 1997 — Twenty years ago, anarchy threatened floating-point arithmetic.
Quer a dozen commercially significant arithmetics boasted diverse wordsizes,
precisions, rounding procedures and over/underflow behaviors, and more were
in the works. “Portable” software intended to reconcile that numerical diversity
had become unbearably costly to develop.

Sommaire
2.1 Nombres flottants et norme IEEE-754. . ... .. ... .. 18
2.1.1 Nombres flottants. . . . . . ... ... .. ... ....... 18
2.1.2  Opérations arithmétiques et modes d’arrondi. . . . . . .. 19
2.2 Deux extensions de la norme IEEE-754. ... ... . ... 19
2.2.1 Normalisation des fonctions élémentaires. . . . . . . .. . . 19
2.2.2 Calculs en multiprécision. . . . . . .. .. ... ... .... 20
2.3 Sommation de nombres flottants. . . . . .. ... ... ... 21

Jusqu’au début des années 1980, les calculs scientifiques étaient effectués avec des
arithmétiques flottantes non normalisées, et dont les sémantiques variaient fortement
d’une machine & l'autre, d’'un langage a I'autre, voire méme d’un compilateur & 'autre.
Sous la pression d’industriels, et de scientifiques, dont en particulier William Kahan, la
norme IEEE-754 [2] a vu le jour en 1985 et a permis d’uniformiser de maniére considérable
tous ces calculs, en spécifiant de maniere tres précise comment représenter des nombres
flottants et comment effectuer les principales opérations arithmétiques. Cette norme est
devenue tres vite la référence, autant dans le domaine matériel, pour lequel elle a été
rédigée a l'origine, que dans le domaine logiciel. Son succes trouve probablement sa rai-
son dans le fait qu’elle apporte les solutions les plus rationnelles & un certain nombre de
problémes intrinséques aux nombres flottants.

Dans la section 2.1, nous rappelons assez brievement quelques éléments essentiels de

la norme IEEE-754. Cette norme sert de référence pour diverses généralisations, comme
les calculs en multiprécision et les calculs liés aux fonctions mathématiques élémentaires.
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Chapitre I-2. Eléments d’arithmétique flottante.

B taille de la taille de la

précision « statut » | représentation Emin Emax mantisse

(en bits) (en bits)
simple existe 32 -126 +127 24
simple étendue | déprécié 43-44 -1022 | +1023 32
double populaire 64 -1022 | +1023 53
double étendue existe 79-80 -16382 | +16382 64
quadruple théorique 128 -16382 | +16382 113

F1G. 2.1 — Nombres flottants dans les cing précisions classiques.

Nous présentons ces extensions a la section 2.2. Enfin, & la section 2.3, nous donnons un
résultat simple sur la sommation de flottants, que nous utiliserons au chapitre 1I-3.

2.1 Nombres flottants et norme IEEE-754.

Nous donnons ici quelques définitions de base sur les nombres flottants de la norme
IEEE-754. Pour de plus amples détails, nous renvoyons le lecteur a [66, 134].

2.1.1 Nombres flottants.

Un nombre flottant est un triplet (s,e,m) ol s = £1 est appelé le signe, e € Z est
appelé 'exposant et m € [1, 2] est appelée la mantisse et n’a qu’un nombre fini de bits apres
la virgule. Le nombre réel naturellement associé au triplet (s,e, m) est s-m - 2°. Le signe
est toujours représenté sur 1 bit, mais les nombres de bits utilisés pour la mantisse et pour
I’exposant dépendent de la précision choisie. La norme IEEE-754 prévoit deux principales
précisions possibles, la simple précision et la double précision, dont les caractéristiques sont
précisées dans le tableau de la figure 2.1. La quadruple précision est une extension naturelle
de ces deux précisions avec une taille de mantisse plus grande. Pour ces trois précisions, le
premier bit de la mantisse n’est pas stocké explicitement, car il vaut toujours 1. Ainsi, un
nombre flottant en simple précision est stocké sur 32 bits, un nombre flottant en double
précision sur 64 bits, et un nombre flottant en quadruple précision est stocké sur 128 bits.
Aujourd’hui, la précision la plus populaire est la double précision.

La norme TEEE-754 prévoit aussi deux précisions optionnelles : la simple précision
étendue et la double précision étendue. Une différence importante dans ces cas est que
le premier bit n’est plus forcément implicite (cela n’est pas spécifié). La simple précision
étendue est aujourd’hui extrémement rarement utilisée, et la double précision étendue est
assez fréquemment disponible, comme par exemple sur les architectures X86.

On remarque que les exposants possibles ne correspondent pas exactement a ceux qui
auraient pu I’étre si 'on considere ’espace alloué. Cela permet de représenter les valeurs
spéciales (£0, oo, NaN), et éventuellement les nombres dénormalisés (des nombres que
I’'on peut rajouter entre 0 et le plus petit nombre représentable autrement).
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2.2. Deuz extensions de la norme IEEE-75).

2.1.2 Opérations arithmétiques et modes d’arrondi.

La norme IEEE-754 régit les opérations arithmétiques élémentaires sur les nombres
flottants. Quelle que soit la précision choisie, la valeur renvoyée pour 'opération a op b
pour op € {+,—, x,/} doit étre 'arrondi de la « vraie » valeur de a op b. Cette régle
nécessite plusieurs explications. Tout d’abord, plusieurs modes d’arrondi sont possibles.
On distingue les arrondis dirigés des arrondis non dirigés. Le seul mode d’arrondi pour les
arrondis non-dirigés est I’arrondi au nombre représentable le plus proche, celui avec une
mantisse paire s’il y a plusieurs choix possibles. Cet arrondi sera ici noté o(-), et c’est celui
que nous utiliserons par défaut dans cette these. Il y a par ailleurs trois modes d’arrondi
dirigés : l’arrondi vers +oo revient & choisir le nombre représentable supérieur ou égal
a la vraie valeur qui est le plus proche; I'arrondi vers —oo revient & choisir le nombre
représentable inférieur ou égal & la vraie valeur qui est le plus proche; et 'arrondi vers 0
correspond & ’arrondi vers —oo pour un nombre positif et a ’arrondi vers +oo pour un
nombre négatif.

La norme IEEE-754 régit de la méme fagon le comportement de la racine carrée : la
valeur renvoyée pour /z doit étre I’arrondi de /z, pour le mode choisi.

2.2 Deux extensions de la norme IEEE-754.

Nous considérons ici deux extensions de la norme IEEE-754 : dans un premier temps
son extension & d’autres fonctions mathématiques que les quatre opérations arithmétiques
de base et la racine carrée, puis nous considérons les calculs en multiprécision.

2.2.1 Normalisation des fonctions élémentaires.

Un certain nombre de chercheurs [52] souhaiteraient voir apparaitre une extension de
la norme IEEE-754 & d’autres fonctions mathématiques que la racine carrée. Le but se-
rait que, pour les simple, double et quadruple précisions et les quatre modes d’arrondi,
la valeur renvoyée pour f(z) soit Parrondi de f(z), et ce pour un certain nombre de
fonctions f, éventuellement en se restreignant a des sous-domaines du domaine de défi-
nition. Une premiere question est de choisir ces fonctions. Parmi celles-ci devraient tres
certainement se trouver les fonctions mathématiques élémentaires comme les fonctions
exponentielles exp(z) et 2%, les fonctions logarithmiques log(z) et log;,(z), les fonctions
trigonométriques sin(z), cos(z), tan(z), cotan(z), leurs inverses, les fonctions trigonomé-
triques hyperboliques sinh(z),cosh(z), tanh(z), cotanh(z) et leurs inverses. A celles-ci
pourraient éventuellement se rajouter des fonctions comme sin(nz) et cos(wz), des fonc-
tions mathématiques spéciales comme la fonction I' d’Euler, la fonction ¢ de Riemann, ou

la fonction erf, ou encore des fonctions de plusieurs variables comme +/z? + 42, \/%
Tty

et tan (5)
La normalisation de ces fonctions est particuliérement étudiée aujourd’hui, en partie
a cause de la révision de la norme IEEE-754. Normaliser ces fonctions aurait des aspects

positifs indéniables. Cela permettrait de garantir de meilleures portabilités et reproduc-
tibilités des calculs scientifiques. Une définition claire de la sémantique de ces fonctions
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Chapitre 1-2. Eléments d’arithmétique flottante.

aiderait aussi & prouver et garantir (formellement) des programmes, comme cela commence
a étre le cas avec des opérations simples (voir par exemple la these de Sylvie Boldo [25]).
Les réfractaires a ’extension de la norme IEEE-754 aux fonctions élémentaires avancent
I’argument qu’on ne sait pas encore obtenir Parrondi correct & un faible cotit (par exemple
pour les fonctions trigonométriques prises en de grandes valeurs, ces fonctions devenant
numériquement trés instables), et que dans les cas ou on sait le faire, le calcul prend
beaucoup plus de temps pour certaines entrées que pour d’autres. Une des raisons a cela
est la difficulté a résoudre le dilemme du fabricant de tables [107] dans le cas des fonctions
élémentaires (pour les quatre opérations arithmétiques de base et pour la racine carrée, il
admet une réponse simple). Par exemple pour Parrondi au plus proche, la valeur exacte
de f(z) peut étre particulierement proche du milieu de deux nombres représentables, au-
quel cas il faut calculer f(z) avec une précision beaucoup plus élevée pour arriver 4 décider
Parrondi : pour résoudre le dilemme du fabricant de table, il faudrait trouver des bornes
a priori sur la précision intermédiaire requise, pour une précision donnée. On propose un
algorithme pour ce type de questions au chapitre III-1. Pour illustrer les réticences du
comité de révision de la norme IEEE-754, on peut par exemple citer David Hough? :

[Elementary functions] are too hard to standardize now because nobody knows
how to trade-off precision vs performance. If less than correct rounding is spe-
cified [... ] then [it] is always possible that somebody will come up with a non-
standard algorithm that is more accurate AND faster. This can’t happen with a
correct rounding specification, but correctly-rounded transcendental functions
seem to be inherently much more expensive than almost-correctly-rounded. One
could instead standardize properties that approrimate functions are supposed to
obey - but anomalies still abound. All these points argue against standardizing
transcendental functions now.

Cependant, au cours du congres ARITH’17 a Cape Cod, les partisans de la normali-
sation ont apporté des preuves de faisabilité convaincantes, en particulier avec la biblio-
theque Crlibm développée dans le projet ARENAIRE de P'INRIA. La normalisation des
fonctions élémentaires a de nouveau été considérée par le comité de révision de la norme :

I [David Hough] was inspired by the presentations at Arith-17 to consider a
modest beginning of correctly-rounded transcendental functions as an addition
to IEEE 754R. Anybody wishing to take a look and comment may find an
outline at [http://754r .ucbtest.org/ballots/passed/trans.htm|

2.2.2 Calculs en multiprécision.

Une autre généralisation de la norme IEEE-754 est ’extension des regles a toutes les
précisions possibles, en levant les contraintes sur les tailles des mantisses et des exposants.
Les opérations deviennent plus complexes : il faut spécifier le mode d’arrondi et les tailles
des mantisses des opérandes et des résultats. Quand nous utiliserons la multiprécision (en
particulier au chapitre 1I-3), nous prendrons le modele classique suivant.

3voir PURL http://grouper.ieee.org/groups/754/meeting-minutes/01-03-14. html
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2.83. Sommation de nombres flottants.

En précision n, un nombre flottant est un triplet (s,e,m) avec s = +1, e un entier
relatif stocké sur [lgn] bits (le domaine est centré autour de 0), et m € [1,2] a au plus n
bits apres la virgule. Pour un mode d’arrondi choisi, on exigera que le résultat renvoyé
pour a op b soit Parrondi du résultat exact, pour op € {+,—, %, /}. On ne spécifie pas
comment doivent étre gérées les erreurs (overflow, underflow, ... ) car nous prendrons une
précision n suffisamment élevée pour que la question ne se pose pas.

Parmi les implantations pratiques d’un tel modele, on peut mentionner par exemple la
bibliotheque MPFR, [147], qui étend en plus ces régles concernant les arrondis & de nom-
breuses fonctions élémentaires et spéciales, et la classe RR de la bibliotheque NTL [162]
(pour ces deux bibliothéques la plage d’exposant est bornée, mais cette borne est tres
grande).

2.3 Sommation de nombres flottants.

Nous donnons ici un résultat élémentaire sur la sommation de flottants, que 'on peut
trouver dans [78], et dont nous nous servirons au chapitre 11-3.

Théoréme 4. Soient £ la précision de calcul, et xy,...,x4 des flottants de méme préci-
ston £. S’il ne survient pas de dépassement de capacité dans les calculs, on a :

d2*2~1
o(xd+<>(xdw1+...+<>(x2+x1)...))—2xi < m;'le

Ceci n’est pas la méthode de sommation de flottants qui minimise ’erreur (on peut
par exemple sommer « en arbre », ou utiliser I'algorithme de Demmel et Hida [54], dont
une preuve simplifiée est donnée dans [61]), mais elle est simple et suffira & nos besoins.
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Deuxieme partie

Algorithmique de la réduction des
réseaux.
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Chapitre II-1

D. Knuth, 1970 — Is Euclid’s algorithm the “best” way to calculate

greatest common divisors ?

L’algorithme rapide de pgcd binaire.

Le travail de recherche correspondant a ce chapitre a été initi€ & l'université de Caen sous la direction
et avec les conseils de Brigitte Vallée. Il a fait Uobjet d’une publication dans les actes de la conférence
ANTS VI (Sizth Algorithmic Number Theory Symposium) [169]. Le présent chapitre est une version
étendue de [169].
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Ce premier chapitre est consacré aux calculs asymptotiquement rapides de plus grands
communs diviseurs (pged). Calculer des pgeds est une tache centrale en arithmétique, en
particulier quand on veut calculer sur Q, ou en arithmétique modulaire. I’algorithme
d’Euclide permet d’effectuer cela en temps quadratique en la taille n des entrées. Il a été
étudié et analysé dans le détail dans les dernieres décennies. En particulier une analyse
en moyenne extrémement précise a été effectuée par Vallée [182] pour une trés grande
classe de variantes. Le premier algorithme de pged de complexité quasi-linéaire a été



Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pged binaire.

décrit par Knuth au Congres International des Mathématiciens de 1970 [91]. 1l obtient
alors la borne O(nlog® nloglogn). Cette complexité a été améliorée peu de temps apres
par Schénhage [155], la borne décroit en O(nlog”nloglogn), ce qui reste aujourd’hui la
meilleure borne asymptotique. Nous commengons ce chapitre par une description rapide de
Ialgorithme de Knuth-Schénhage, qui nous permettra de voir quels sont les inconvénients
dont souffre cet algorithme. En particulier, la correction est délicate a établir & cause
de procédure de réparation laborieuse. Par exemple, la preuve de [190] est fausse, et
des erreurs sont répertoriées a I’'URL : http://www.cs.nyu.edu/cs/faculty/yap/book/
errata.html. Cette procédure de réparation est difficile & implanter et a longtemps été
un frein a la mise en place d’un pged rapide dans les bibliotheques de calcul sur les
entiers comme GNU MP [73]. Nous décrivons dans ce chapitre un algorithme rapide
de calcul de pged alternatif qui ne nécessite pas d’une procédure de réparation. Pour
cela nous introduisons dans un premier temps une nouvelle division, la division binaire
généralisée (DBG). Cela nous permettra de décrire ensuite I’algorithme quasi-linéaire qui
en découle. Nous prouverons alors la correction et donnerons une analyse de complexité
de cet algorithme, avant de nous intéresser & des problémes plus liés a I'implantation.

1.1 L’algorithme de Knuth-Schénhage.

L’algorithme de Knuth-Schénhage simule I'algorithme d’Euclide de calcul de pged.
Nous commencons donc par brievement rappeler ce dernier.

Définition 17 (L’algorithme d’Euclide). Soient a > b > 0. L’algorithme d’Euclide
calcule le pged de a et b de la maniére suivante. Une suite de restes ro = a,71 = b, 79,. ..
et une suite de quotients qi,qs, ... sont calculées progressivement : pour i > 1,

g = [ri-1/ri] et i =11 — i
L’algorithme s’arréte quand un reste nul r.41 est calculé. Alors le pged de a et b est .

L’algorithme de Knuth-Schénhage a été décrit de nombreuses fois [39, 91, 116, 132,
144, 155, 178, 190] et a fait I’objet de généralisations aux polynémes (voir [5, 31, 64] par
exemple), aux entiers de Gauss [185] et aux réseaux Euclidiens planaires [157, 189]. Nous
nous reposerons sur la description de [190], dont la preuve associée est erronée comme
nous ’avons dit plus haut. Des preuves correctes et complétes peuvent étre trouvées
dans [157] et [132] (qui utilise la stratégie décrite dans [157]) : dans ces deux références,
Palgorithme est modifié pour limiter au plus la procédure de réparation.

L’algorithme de Knuth-Schonhage est une variante récursive de 1’algorithme de Leh-
mer [111]. L’idée de l’algorithme de Lehmer est de calculer le début de la suite des quotients
en n’utilisant qu’un ou deux mots-machine des entrées, et d’appliquer en une fois plusieurs
quotients ainsi obtenus aux restes courants. La difficulté est de savoir jusqu’a quand les
quotients ainsi calculés sont corrects, et en particulier d’utiliser correctement le critére de
Jebelean [84]. L’algorithme de Knuth-Schénhage simule donc I’exécution de 1’algorithme
d’Euclide en calculant tous les quotients qui auraient été calculés, mais trés peu de restes.
En effet, rien qu’écrire la suite des restes coiiterait dans le cas le pire O(n?) opérations
élémentaires ou n est la taille des nombres initiaux.
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1.2. La division binaire généralisée.

L’algorithme est composé de deux routines : 'algorithme Demi-pged, décrit a la
figure 1.1 et illustré a la figure 1.3, puis I'algorithme Pgcd-rapide, décrit a la figure 1.2.
L’algorithme Pgcd-rapide prend en entrée deux entiers a et b, et renvoie leur pged en
faisant des appels successifs a ’algorithme Demi-pged. De son coté, algorithme Demi-
pged prend en entrée deux entiers a > b et renvoie une matrice unimodulaire? R telle que

si < ; ) =R- ( Z , alors ¢ et d sont les deux restes de la suite des restes de (a, b) qui

aurait été générée par I'algorithme d’Euclide qui satisfont :

1
lge > 1+ [%1 > Tgd.

En fait, R est égale au produit matriciel [g;]...[q1] ol les ¢; sont les premiers quotients
0
1
deux appels récursifs de taille moitié, une division élémentaire, et deux appels a une pro-
cédure de réparation. Si H(n) et G(n) sont les colits maximaux respectifs des algorithmes
Demi-pgced et Pged-rapide pour des couples d’entiers de tailles au plus n, alors on a
approximativement les équations :

de la suite des quotients de a par b et [q] = ( —1q ) L’algorithme Demi-pged utilise

H(n) = 2H(n/2)+ O(M(n)),
G(n) = H(n)+ G(n/2) + O(M(n)).

La procédure de réparation, sur laquelle repose la correction de 'algorithme, est ex-
trémement laborieuse & décrire car elle fait intervenir de nombreux cas particuliers. In-
tuitivement, la matrice calculée R peut correspondre & trop ou pas assez de quotients,
et s’il y en a le bon nombre, le dernier quotient peut aussi étre faux. Cette procédure
peut faire appel & O(1) divisions euclidiennes pour avancer ou reculer dans la suite des
quotients et/ou O(1) multiplications. Une procédure de réparation plus simple que celle
de [190] peut étre trouvée dans [116]. Dans [157] et [132], le probléme est contourné en mo-
difiant I'algorithme Demi-pgcd en lui demandant de renvoyer des restes et une matrice
qui « sont allés moins loin » dans 'algorithme d’Euclide. Grace a cela, on évite d’avoir
a revenir en arriere dans la suite des quotients, mais la matrice renvoyée peut elle aussi
nécessiter une réparation constituant a avancer dans la suite des quotients. Cela simplifie
déja nettement 1’algorithme.

1.2 La division binaire généralisée.

Pour éviter la procédure de réparation dans ’algorithme de Knuth-Schénhage, nous
changeons de division : au lieu d’utiliser la division euclidienne classique, nous utilisons une
généralisation de la division binaire [171], qui peut étre interprétée comme une division sur
les nombres 2-adiques. Utiliser la division binaire classique ne semble pas possible parce
que celle-ci élimine les bits de poids faible, mais pour cela elle utilise les bits de poids fort.
Cette asymétrie n’apparait plus dans la division binaire généralisée : elle ne considére que

4(’est-a-dire & coefficients entiers et de déterminant 1.

27



Chapitre I1I-1.  L’algorithme rapide de pgcd binaure.

Algorithme: Demi-pged.
Entrée : Deux entiers a et b tels que a > b > 0.
Sortie : Une matrice unimodulaire R € My 5(Z) telle que

si(é):R-(‘Z)alorslgc 1+[ ]>lgd
1. m::1+[%ﬂ].

1
2. Si lgb < m, renvoyer < 0 (1) )

3. a0'=1+La-2_mJ bo'=Lb-2 m =1+ "l ao]
4. R;:=Réparation(Demi- pgcd(ao,bo), a,b, m,t)
a a
5 (b,>=R1-(b).
6. q—-[ ] a’:=b b"=ad - qb.
N 0 1
7. Silgh” < m, renvoyer 1 —g - R;.
8. l:=[lgd"] ,k:=2m —1 - 1.
0. afi=1+ [a" - 27k | b= b 270 ¢i=1 + [ ],
10. Ry:=Réparation(Demi-pgcd(ag, by),a”,b", k, t").

11Renvoyer R, - ( (1) _lq ) - Ry.

Fia. 1.1 — L’algorithme Demi-pgcd.

Algorithme: Pged-rapide.
Entrée : Deux entiers a et b tels que a 2 b > 0.
Sortie : g = pged(a, b).

1. R:=Demi-pgcd(a, b).
c a
YRG!
3. Sid = 0, renvoyer c.
4. Renvoyer Pgcd-rapide(d,c mod d).

Fic. 1.2 - L’algorithme Pgcd-rapide.
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1.2. La division binaire généralisée.

n 3n/4 n/2 n/4 0
Troncature l
Appel récursif] l — R
>k Rl

Réparation et djvision

Troncature

Appel récursif] — Ry

*RQ

Réparation l

Fia. 1.3 — Représentation graphique de 'algorithme Demi-pgcd.

les bits de poids faible. La procédure de réparation de ’algorithme de Knuth-Schonhage
provient du fait que les retenues se propagent dans le sens inverse de la diminution de la
taille des nombres alors que, dans notre variante, les retenues et la diminution des tailles
vont dans le méme sens, ce qui supprime la procédure de réparation. Cette stratégie a le
défaut de faire intervenir des nombres un peu plus grands : dans ’algorithme d’Euclide
classique, la matrice de transformation correspondant & un gain de k bits de poids fort
dans la suite des restes (c’est-a-dire les restes courants ont k bits de moins que le plus
grand reste initial) a des entrées d’environ k bits; dans l’algorithme d’Euclide binaire
généralisé, la matrice de transformation correspondant a un gain de & bits de poids faible
aura des entrées rationnelles dont les numérateurs pourront avoir = 1.36 - k£ bits dans le
cas le pire (voir le lemme 5, page 34). En « pratique » il semble que la quantité ~ 1.36 - k
soit a remplacer par = (1 + ¢) - k, pour une petite constante € > 0. Nous revenons sur ce
dernier point a la fin du paragraphe 1.2.3, & la page 36.

1.2.1 La division binaire généralisée.

L’algorithme de division binaire repose sur les propriétés suivantes : pged(2a, 2b) =
2pged(a,b), pged(2a + 1,2b) = pged(2a + 1,b), et pged(2a + 1,20 + 1) = pged(2a +
1,a — b). Le principe est d’éliminer un bit de poids faible & chaque itération de boucle.
L’algorithme binaire est explicité dans la figure 1.4. Le comportement de cet algorithme
est trés bien compris, voir [30] par exemple. Asymptotiquement, il a la méme complexité
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgced binaire.

que l'algorithme d’Euclide naif, c’est-a-dire il a une complexité quadratique en la taille
des nombres donnés en entrée.

Algorithme: Pged-binaire.
Entrée : a,b € Z.
Sortie : pged(a, b).

. Si [b] > |al, renvoyer Pged-binaire(b, a).

.51 b =0, renvoyer a.

. Si a et b sont tous les deux pairs, renvoyer 2 - Pged-binaire(a/2,5/2).
. Si a est pair et b est impair, renvoyer Pgcd-binaire(a/2,b).

. Si a est impair et b est pair, renvoyer Pgcd-binaire(a, b/2).

. Sinon renvoyer Pged-binaire((|a| — |b])/2,b).

S W W N

F1G. 1.4 - L’algorithme d’Euclide binaire classique.

Dans le cas de la division Euclidienne classique de a par b avec |a| > |b], on calcule
un quotient ¢ tel que lorsque gb est soustrait & a, le reste obtenu est plus court que b.
Intuitivement, pour calculer un quotient, des décalés « gauches » de b sont soustraits a a
autant que possible, ¢’est-a-dire quand a a perdu ses [(a) —[(b) bits les plus significatifs. La
division binaire généralisée est le symétrique de cela : pour diviser a par b avec |ala > |b]s,
ou laly = 2-72(%) st ]a norme 2-adique de a, on calcule un quotient —2‘—7,; tel que lorsque
z¢b est additionné a a, le reste obtenu est plus petit que b pour la norme 2-adique :
intuitivement, des décalés droits de b sont soustraits a a autant que possible, c’est-a-dire
quand a a perdu ses v,(b) — 15(a) bits les moins significatifs.

Définition 18 (Division binaire généralisée). Soient a,b des entiers non nuls avec
vo(a) < va(b). Il existe une unique paire d’entiers (g, r) telle que :

r = a+q21/2(b)—1/2(a)’

|q[ < 21/2(6)—-1/2((1),
12} (7') > Iy (b) .

Nous appellerons q et v respectivement le DBG-quotient et le DBG-reste de a par b, et
noterons DBG(a, b) = (¢, 7).

Démonstration. Des deux premiéres équations on a directement que :

b ~1
qg= —-.é_;?(_(;)_ . (m> cmod 2V2(b)—112(a)+1’

ou z cmod y est 'entier z congrus a x modulo y qui appartient & I'intervalle ]123, 321]
Comme ¢ est impair, la deuxiéme condition est alors vérifiée et donne l’'unicité de q.
L’unicité et I’existence de r en découlent immédiatement, grice a la premiere équation.
Finalement, comme r = a + qm, nous avons 7 = 0 mod 2201 ce qui donne la
dernieére équation. O
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1.2. La division binaire généralisée.

La division binaire généralisée ressemble & la division impaire de Hensel, qui date du
début du XX¢ siecle, et dont une description peut étre trouvée dans [161]. Pour deux
entiers a et b avec b impair, on calcule une paire d’entiers (g, r) telle que :

a= —bg+ 2Pr et r < 2b,

ou p = [(a) — I(b) est la différence entre les longueurs de a et b. Dit différemment, la
division impaire de Hensel calcule r:=(27Pa) mod b, ce qui peut étre fait efficacement
en utilisant [133] par exemple. Par ailleurs, il y a aussi des similarités entre la division
binaire généralisée et la division « Plus-Moins » de Brent et Kung [32]. Quand r5(a) = 0
et vy(b) = 1, c’est-a-dire quand a est impair et b = 2b avec b’ i mpair, la DBG trouve
g = £1 tel que (a + ¢b')/2 est pair, ce qui est exactement 1’algorithme « Plus-Moins ».
Contrairement a la division binaire classique, a la division impaire de Hensel et a la division
« Plus-Moins », la DBG ne considére que les bits de poids faible : elle ne requiert pas de
comparer les deux nombres ou de calculer la différence de leurs longueurs®. Elle est tres
naturelle quand on considere les entiers comme des nombres 2-adiques.

Il existe une autre division qui ne nécessite que les bits de poids faible, il s’agit de celle
de Purdy [148]. Le pged de deux entiers a et b est calculé en calculant d’abord sa valuation
2-adique (c’est le minimum des valuations de a et de b), puis en utilisant la formule :

pged (£,0) si a est pair,
pged(a, b) = pged (a, % si b est pair,
pged (“T“’, i;—b) si a et bsont impairs.
Le probléme avec cet algorithme est que le nombre de divisions nécessaires pour aboutir
au pged peut éventuellement étre quadratique en max(I(a), (b)) : pour le voir, on peut
par exemple prendre 'exemple de Purdy (a,b) = (1,2" — 1).

Nous donnons maintenant deux algorithmes pour effectuer la division binaire géné-
ralisée. Le premier, décrit a la figure 1.5 et illustré & la figure 1.6, est I’équivalent de la
division euclidienne classique et est asymptotiquement plus lent que le second, décrit & la
figure 1.7 qui est I’équivalent de la division rapide. Pour la plupart de ses paires d’entrée,
I’algorithme d’Euclide reposant sur la DBG effectue quasiment toutes ses divisions sur des
paires (c, d) pour lesquelles v5(d) — 5 (c) est petit. Pour cette raison, le premier algorithme
(naif) suffit en pratique.

Lemme 1. L’algorithme DBG-élémentaire de la figure 1.5 est correct, et si [’entrée
(a,b) satisfait [(a), (b) < n, alors il finit en temps O (n - [v2(b) — va(a)]).

Il est aussi possible d’effectuer une division binaire généralisée en temps quasi-linéaire,
dans le cas ol I’'on utilise la multiplication de Schénhage et Strassen [158], en se servant
du relévement de Hensel (qui est ’analogue p-adique de 'itération de Newton).

5La division « Plus-Moins » est en réalité quasiment indépendante des bits de poids fort : au début de
Palgorithme euclidien correspondant, la différence des longueurs des opérandes est calculée. Cela implique
en particulier que les quotients calculés au cours des ’algorithme dépendent des longueurs et donc des
poids forts des restes initiaux. Cependant, ces longueurs ne sont calculées qu’une seule fois, au début de
Palgorithme. Il est peut-étre possible de construire une variante récursive rapide de cet algorithme, qui
consideére les restes successifs par les bits de poids faible.
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

Algorithme: DBG-élémentaire.
Entrée : Deux entiers a, b tels que 15(a) < v(b) < oo.
Sortie : (q,7) = DBG(a,b).

1. ¢:=0, r:i=a.

2. Tant que vo(r) < vo(b), faire

3. q:=q — 2”2(7)_V2(a)7

4. ri=p — 2v2(r)=r2(b)p,

5. ¢:=q cmod 2+2(0)—r2(a}+1, Tﬁ:qm +a.

6. Renvoyer (g,7).

F1G. 1.5 - Un algorithme naif de division binaire généralisée.

a  100010010111011 100010010111011
b 111101110111000 ; SHIFT(3) +111101110111

101010000110010 101010000110010
» 111101110111000  SHIF'T(2) + 1111011101110

q=2"0+2"=3 111001100100000

F1G. 1.6 — Un exemple d’exécution de l'algorithme DB G-€élémentaire.

Lemme 2. L’algorithme DBG-rapide de la figure 1.7 est correct, et avec l’algorithme de
multiplication de Schdonhage et Strassen, sia et b satisfont [(a),1(b) < 2n et v3(b)—1s(a) <
n, alors il finit en temps O(M(n)).

Dans I’algorithme de la figure 1.7, les étapes 3 et 4 servent & calculer I'inverse de B
modulo 2. L’étape 5 calcule le DBG-quotient ¢, et le DBG-reste correspondant est calculé
a ’étape 6.

1.2.2 L’algorithme d’Euclide binaire généralisé.

Il est tres naturel de dériver un algorithme Euclidien binaire généralisé de la division
binaire généralisée. Cela est fait a la figure 1.8. L’algorithme est illustré par un exemple
a la figure 1.9.

Lemme 3. L’algorithme Euclide-BG de la figure 1.8 est correct, et si nous utilisons
Palgorithme DBG-€élémentaire de la figure 1.5, alors pour une entrée (a,b) satisfaisant
(a),1(b) < n, il finit en temps O(n?).

Démonstration. Soit 9 = a,r; = b,r9,... la suite des restes apparaissant lors de l'exé-
cution de lalgorithme. Nous montrons dans un premier temps que cette suite est finie et
donc que l'algorithme termine.

32



1.2. La dwision binaire généralisée.

Algorithme: DBG-rapide.
Entrée : Deux entiers a, b tels que v5(a) < v2(b) < oco.
Sortie : (¢,r) = DBG(a, b).

L Ai=— 8oy, Bi= b ni—up(b) — va(a) + 1.
2. ¢:=1.

3. Pour ¢ de 1 & [lgn], faire

4. =q+ q(1 — Bg) mod 2%".

5. q:=Aq cmod 2".

6. 7:=a + mLrb.

7. Renvoyer (g,r).

FiG. 1.7 — Un algorithme rapide de division binaire généralisée.

Algorithme: Euclide-BG.

Entrée : Deux entiers a, b tels que vaa) < vo(b).
Sortie : La partie impaire 3 —4— de g = pged(a, b).
1. Si b = 0, renvoyer
2. (¢,7):=DBG(a,b).
3. Renvoyer Euclide-BG (b, 7).

_a
gva(a)”

Fic. 1.8 — L'algorithme d’Euclide binaire généralisé.

Pour tout & positif ou nul, les équations de la définition 18 assurent que |rgia| <

k
k+1 n ——— . 3 ivi kls i
|Te41] + |7£]. On en déduit que |ry| < 2" (1+2\/g) De plus, 2* divise ||, ce qui donne

k
2k < ‘Tkl < 2n+1 (1_‘_2_______\/5) ,

et donc (1 lg”‘[) k<n+1. Ilyadonc < 3.28(n+ 1) = O(n) restes dans la suite

des restes. Soit t + 1 = O(n) la longueur de cette suite : r; est le dernier reste non
nul. Le lemme 1 nous permet de borner le coiit de chaque appel & une division binaire
généralisée : le colit de diviser r par ri41 est borné par O (I(|rx|) - [v2(rra1) — va(ri)]) =
O (n - [va(rrs1) — v2(ri)]), et donc le coiit total est borné par O(nwy(r;)) = O(n?).

Pour la correction de I’algorithme, ii suffit de remarquer que le reste binaire généralisé r
de a par b satisfait r =a mod b’ ou V' = 2,,;’(,,) est la partie impaire de b. Par conséquent
pged(a, v') = pged(r, b'). O

Pour n > let g € [| — 2"+ 1,2" — 1], nous définissons la matrice [g], = ( 20n 2q )

Soient rg, r; deux entiers non nuls avec 0 = v5(ry) < (). Soient rg,71, 79, ... leur suite
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgced binaire.

a+3b/4 a+ 3b/8 a+b/4 a—23b/32
— — — —
a 1100010010010 toottidiiiloo 1001110100000  10001000000000 1100000000000
b 100tti0iidoo  10011L01000000 1000010000000 1000000000000 0

12
pecd(a, b) = 3 32 _ 0 1 1j0 110 11]0 1.a

0 1-23320 (1 14/ {1 38 |1 34| |b

FiG. 1.9 — Un exemple d’exécution de 'algorithme Euclide-BG.

de restes binaires généralisés, et ¢y, qo, . . . leur suite de quotients binaires généralisés :
Ty

vez L = ot Gy

Alors on a la relation vectorielle suivante :

. T _ 1 ' To
Vi 21, < Tit1 ) T 21/2(“)[%]111' T [Q1]ﬂ1 ’ ( r ) )

ou n; = va(r;) — vo(r;_y) pour tout s > 1.
Dans la suite, nous utilisons le résultat élémentaire suivant :

Lemme 4. Soient ro,r) deuz entiers non nuls avec 0 = vy(rg) < vo(ry1), et ro,r1,72,. ..
leur suite de restes binaires généralisés. Soit d > 0. Alors il ezriste un unique entier 1 > 0
tel que va(r;) < d < va(riy).

1.2.3 Sur la taille réelle des restes binaires généralisés.

k
Nous montrons maintenant qu’'une meilleure borne que |rg| < 27! (1—%‘—/—5) et donc

que t < 1“1':1’1 —= peut étre obtenue. Les bornes précédentes sont suffisantes pour garantir
2

la quasi-linéarité de ’algorithme de la section suivante. Les bornes améliorées permettent
de diminuer la constante multiplicative de la complexité asymptotique, et de mieux ap-
préhender la réalité puisque certaines (en particulier celle sur la taille des coefficients des
matrices de transformation) sont atteintes dans le cas le pire.

Le principe est de borner la taille de la matrice 2.,2171)[%]11 ... {q1]n,, o les g; sont
les quotients binaires généralisés d’une suite tronquée de restes binaires généralisés avec
vo(r;) < va(rg) + d < v(riy1) pour un certain d > 1. Cela permettra de borner plus
finement les longueurs et le nombre de restes binaires généralisés.

Lemme 5. Soit d > 0. Soient ro,r1 avec 0 = vy(rg) < va(ry) et ro,71,...,7ip1 leurs
premiers restes binaires généralisés, ou i est choisi tel que vy(r;) < d < va(riy1). On
1

considére la matrice o-—[giln; - - - [q1]n,, 0t les g; sont les quotients binaires généralisés

de (ro,r1), €t nj = ngrj) — vo(rj-1) pour tout 1 < j < @. Soit M le mazimum des valeurs
absolues des quatre entrées de la matrice. Alors :
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1.2. La dwiston binaire généralisée.

1. Sid=0oud=1, alors M = 1.
2. Sid=23, alorsMglsl.

3. Std=5, alors M < g—;

d+1 d+1
4. S1d=2,oud=4, oud>6, alorsM<L<(1+‘/ﬁ) —(#) )

V17 4

De plus, toutes ces bornes sont atteintes, et la derniére lest en particulier quand tous les
n; et tous les q; valent 1.

La preuve de ce lemme est similaire & I’analyse dans le cas le pire de I’algorithme de
Lagrange de [181]. L’algorithme de Lagrange [102] a aussi été décrit, ultérieurement, par
Gauss [65], et est souvent appelé, en particulier dans [181], algorithme de Gauss.

Démonstration. Nous introduisons un ordre partiel sur les matrices 2 X 2 : A <oxo B si
et seulement si pour toute coordonnée [i, j] € {1,2}?, on a A[z, j] < B3, 7]. Tout d’abord,
on peut restreindre I’étude au cas ou les g; sont tous positifs, grace a 'inégalité :

[iln; - - [g1)n | S22 {lGilln - [l [Jns-

Celle-ci s’obtient facilement par récurrence sur ¢ en utilisant les inégalités |A - B| <oz
|A| - |B], et en utilisant le fait que si les entrées des matrices A, A’, B, B’ sont positives,
alors A <oxo A’ et B <549 B impliquent A - B <43 A’ - B'.

Par conséquent on cherche les éléments maximaux pour 'ordre partiel <;xo dans
I’ensemble :

{Hnl-i—...-}-nigd[%]m e [ql]nl 3 Vl < .7 < 7;7 0 < QJ < 2n]' et nj 2 1} .

On peut restreindre 'analyse au cas ou n; +...+n; = d et ou tous les ¢; sont maximaux.
Ceci donne ’ensemble restreint :

{4 n=al2™ = 1, . [2™ = 1], }-

Remarquons maintenant que [2" — 1], <oxo [1]} dés que n > 3. Il suffit donc de
considérer la situation ol tous les n; valent soit 1 soit 2. De plus, si j > 0, alors [3]; -
[1];[3]2 <axz [1]7%, et on a aussi les relations [3]2 <oxo [1]%, [1]5 - [3]e <oxe [1]], [3]2 -
[1]3 <oz [1]] et [1]2-[3]2-[1]? <ax2 [1]§. Ceci nous permet d’obtenir facilement les éléments
maximaux :

— Pour d =0 : Id,.

~ Pour d =1 : [1];.

— Pour d =2 : [1]? et [3]s.

— Pour d =3 : [1]3, [3]2 - [1]; et [1]1 - [3]2-

~ Pour d =4 :[1]}, [3]2- (1]}, [1]s - [3]2 - [1]1 et [1]F - [3]2.

- Pour d =5 [1]3, [3]2 - (1]}, [1]s - [3]2 - [1]}, [1]7 - [3]2 - [1] et [1]7 - [3]2.
= Pour d =6 : [1]3, 3] - [1]{, [1]1 - [3]z - [1]3, [1]7 - [3]2 - [L] et [1]7 - [3a.
— Pour d =7 [1]f, [1]s - [3]2 - [1]7 et [1]1 - 3]z - [1]1.

~ Pour d > 8 : [1]5.
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pged binaire.

La fin de la preuve est évidente : il suffit de remarquer que 2791}¢ = ( uz_l uud >,
4 Udtl

ol ug =0, uy =1 et u; = u;_3 + Fu;_q pour i > 2. O
De ce résultat sur les matrices des quotients on peut obtenir des bornes sur les tailles

des restes binaires généralisés, et sur la longueur de la suite de ces restes.

Théoréme 5. Soient 1o, 71 deuz entiers non nuls satisfaisant 0 = va(rg) < va(ry), et
To,T1,...,Teq1 leur suite de restes binaires généralisés avec ryy; = 0. Soit 9 < 7 < ¢

Alors :

2205 < Jryl < = [lrol (w271 = @50D71) + | (w22 = @))]

=
\]

avec w = 1EAT g1 5 = l—ﬁ‘éﬁ. De plus, sil(rq),l(r1) < n, alors on a :

< n-+1
SlgWIT-1) -1

Démonstration. La borne inférieure sur |r;| vient du fait que 2*2(3) divise |r;|. Pour la
borne supérieure, il suffit d’utiliser la preuve du lemme précédent avec d = v5(r;_;) : on

Ug_1 U . . (. :
a |M| <, < Z ! . d ) si d > 9. En majorant la borne supérieure, on obtient :
4 Udl

o2 1
ovalrs) Wwv2(ri) (1 + __) g oantlgpelr),
17 w

ce qui donne vy(ry) < 2t On peut finir la preuve en remarquant que ¢ < vo(ry). ]
1-lgw

Pour comparer, nous rappelons que le pire cas pour le nombre d’itérations ¢ de 1’algo-
rithme d’Euclide classique est atteint par la suite de Fibonacci, avec ¢ < @T\/—E—'J‘—Jﬁ +o(n).

Remarquons enfin que :

1 1
lg(\/g+ -1 ~ 1.440 et lg(\/ﬁ— D1 ~ 1.555.

Une analyse en moyenne de I’algorithme d’Euclide binaire généralisé a été effectuée par
Daireaux, Maume-Deschamps et Vallée [48]. L’algorithme peut étre assimilé & une course
entre un lievre 2-adique qui fait diminuer de 2 bits en moyenne la longueur d’un reste a
chaque itération, et une tortue réelle qui fait augmenter la longueur du reste de vy ~ 0.05
bits en moyenne a chaque itération, avec

.1
v = lim —E[log || Ny - Ny -...- Nill],
k—oo k

ot N; est tirée aléatoirement uniformément parmi les 27%[g];, et ||A]| est le maximum des
valeurs absolues des entrées de la matrice A. Cette analyse montre que le nombre moyen
d’itérations de boucles pour des restes initiaux de longueurs inférieures a n bits est de
I’ordre de # ~ 0.51-n, et que les longueurs des entrées de la matrice produit des matrices
des quotients sont de 'ordre de (1 + 1) n a 1.025 - n. La thése de Daireaux [47] contient
une analyse plus détaillée.
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1.3. L’algorithme binaire rapide.

1.2.4 Calcul d’inverses modulaires.

Ce paragraphe est indépendant du reste du chapitre, mais trouve sa justification dans
le fait qu’une des principales applications de ’algorithme d’Euclide est le calcul d’inverses
modulaires.

Soient a et b deux entiers non nuls satisfaisant 0 = v5(a) < 1,(b) et I(a),l(b) < n.
Supposons que ’on veuille calculer 'inverse de b modulo a, en utilisant un algorithme
d’Euclide étendu reposant sur la division binaire généralisée. L’exécution de cet algorithme
fournit deux entiers A et B tels que Aa+ Bb = 2%g, ou o = O(n) et g = pged(a, b). Avec
une telle relation il est tres facile de vérifier si g = 1, et donc si l'inverse modulaire B’ de
b modulo a existe bien. De la relation Aa + Bb = 2% on déduit alors :

B' = 5 mod a.
Par conséquent, pour obtenir B’ il suffit de calculer 'inverse de 2* modulo a. En utilisant
le relevement de Hensel (comme pour I'algorithme DBG-rapide de la figure 1.7), on peut
obtenir 'inverse de @ modulo 2%. Cela donne deux entiers z et y tels que za + 2% = 1.
Clairement, y est 'inverse de 2% modulo a.

La multiplication, le relevement de Hensel et la division d’entiers de taille O(n) peuvent
étre effectuées en temps O(M(n)) (voir [64]). Etant donnés deux entiers a et b, le temps
additionnel pour calculer I'inverse de b modulo a une fois que I'on a effectué ’algorithme
d’Euclide étendu binaire généralisé est donc en O(M(n)).

1.3 L’algorithme binaire rapide.

Nous décrivons maintenant ’algorithme récursif rapide reposant sur la division binaire
généralisée. Cette description est proche de celle de [190], en ce qui concerne la récursion.
Nous introduisons deux routines : ’algorithme Demi-pgcd-BG, décrit a la figure 1.10
et illustré par la figure 1.11, puis 'algorithme Pgcd-BG-rapide, décrit a la figure 1.12.
Si on lui donne en entrée deux entiers ro et r; satisfaisant 0 = vy(rg) < va(r), 'algo-
rithme Demi-pgcd-BG renvoie en sortie les deux DBG-restes r; et 7,1 de la suite des
DBG-restes de (ro, 1) qui satisfont v5(r;) < k < va(riy1) : le parameétre k est donné en
entrée et est voué a étre proche de ¢(ry)/2. L’algorithme renvoie aussi la matrice cor-
respondante 2~ (M++mi)[g.] . [q1],,. De son c6té, 'algorithme Pgcd-BG-rapide prend
en entrée deux entiers a et b, et renvoie leur pged en faisant un appel a lalgorithme
Demi-pgcd-BG, ainsi qu'un appel récursif.

L’algorithme Demi-pgcd-BG fonctionne de la fagon suivante : un premier quart des
bits de poids faible de a et b est éliminé grace & un appel récursif sur les k/2 bits de
poids faible de a et b. Le point crucial est que lors de cet appel récursif, les quotients
calculés sont des premiers DBG-quotients de (a,b). Ainsi, en multipliant a et b par la
matrice obtenue récursivement, on obtient deux restes a’ et &’ de la suite des restes binaires
généralisés de (a,b). On effectue alors une division binaire généralisée sur (a',b’), ce qui
crée une nouvelle paire de restes (V7). A ce moment-13 on effectue un deuxiéme appel
récursif sur les ~ k/2 bits de poids faible de ¥’ et r. La taille des entrées de ce deuxiéme
appel récursif est donc similaire & celle du premier appel récursif. Enfin, les restes (¢, d)
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Chapitre 1I-1. L’algorithme rapide de pgced binaire.

Algorithme: Demi-pged-BG.

Entrée : Deux entiers a, b tels que 0 = v5(a) < v2(b), et k > 0.

Sortie : Un entier 7, une matrice a coefficients entiers R et deux entiers c et d tels que
0 = vy(c) < 1u(d), ( ccl ) =2"%R. ( Z >, et (c* = 2¢,d* = 27d) sont les deux

restes consécutifs de la suite des DBG-restes de {a, b) qui satisfont v,(c*) < k < vo(d*).

1. Sivy(b) > k, renvoyer 0, < 10 ) , G, b.

01
ki:=[k/2].
a:=q,22k1+1 4 ag, b:=b12%1F1 4 by avec 0 < ag, by < 2%t
j].? R17 C1, dl ::Demi'ngd'BG(aﬂa bO’ kl)

!
(5 )=z (3 ) (5 domtn

Si jo + 71 > k, renvoyer 71, Ry,a’,b.

(g,7):=DBG'(d, V).

ko:=k — (jo + j1)-

21'3—-’0::b’122’°2+1 + bly, ri=r1 220211 4y avec 0 < b, g < 222 L

10. jg, RQ, C2, dg::Demi-pgcd-BG(bg, T, kg)

¢\ _o2kat1-2j2pp. . [ U1 )
11.(d). 2 Ry (7'1 + d )

12. Renvoyer j1 + jo + j2, Rz - [glj - Ri, ¢, d.

Ll

© XN o«

Fi1c. 1.10 — L’algorithme Demi-pgced-BG. On fixera par exemple k = |l(a)/2].

correspondant dans la suite des DBG-restes de (a,b) sont calculés grice & la matrice
de transformation. La matrice de transformation globale est calculée & partir des deux
matrices de transformation obtenues lors des appels récursifs et du quotient de la division
binaire généralisée effectuée entre ces deux appels récursifs.

Il est utile de remarquer que dans la description de ’algorithme Demi-pgcd-BG
donnée a la figure 1.10, on utilise une routine DBG’. Celle-ci est une simple modification de
la division binaire généralisée : si on lui donne en entrée deux entiers a et b satisfaisant 0 =
va(a) < vy(b), sa sortie sera le DBG-quotient g et 5;7s5, ol r est le DBG-reste de (a, b).
Dans le méme esprit, ’entier j renvoyé par l'algorithme Demi-pged-BG correspond
a la plus grande puissance de 2 apparaissant dans les dénominateurs de la matrice de
transformation. En considérant ainsi les dénominateurs & part, on travaille sur des matrices

de transformation & coeflicients entiers.

L’avantage principal de notre algorithme par rapport aux autres algorithmes quasi-
linéaires de calcul de pged est que la matrice R renvoyée par un appel récursif de ’al-
gorithme Demi-pgcd-BG est correcte : elle est le produit de matrices de quotients qui
sont les « vrais quotients ». Il n’y a pas besoin de réparer cette matrice pour la rendre
correcte, et donc en particulier il n’y a pas besoin de stocker une suite des quotients. La
raison fondamentale est que les restes voient leur taille diminuer par les bits de poids
faible vers les bits de poids fort, et comme les retenues vont aussi dans ce sens, elles n’in-
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1.3. L’algorithme binaire rapide.

n In/4 n/2 n/4 0

l Trpncature

l Appel récursif — R,

*R1

DB

[P

l Troncature

l Appel récurgif — R}

*R2

F1G. 1.11 — Représentation graphique de I'algorithme Demi-pgcd-BG.

Algorithme: Pged-BG-Rapide.
Entrée : Deux entiers a, b tels que 0 = 15(a) < v3(b).
Sortie : g = pged(a, b).

1.7, R, d',b/:=Demi-pged-BG(a, b, |I(a)/2]).
2. Si b’ = 0, renvoyer a’.

3. (q,7):=DBG(d', V).

4. Renvoyer Pged-BG-rapide(V',r’).

Fia. 1.12 - L’algorithme Pgcd-BG-rapide.
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

terferent pas. L’algorithme est aussi simple que la version polynomiale de l'algorithme de
Knuth-Schénhage.

1.4 Correction et analyse de complexité de D’algo-
rithme binaire rapide.

Pour montrer la correction de ’algorithme Pgcd-BG-rapide, nous procédons comme
suit : nous montrons d’abord des propriété sur la division binaire généralisée, puis prouvons
la correction de l'algorithme Demi-pgcd-BG, qui implique directement celle de 1’algo-
rithme Pgcd-BG-rapide. Nous montrons dans un deuxieme temps que cet algorithme a
une complexité asymptotique O(M(n)logn).

1.4.1 Correction de ’algorithme Pgcd-BG-rapide.

Les propriétés décrites ci-dessous sont treés similaires a celles qui rendent possible I’al-
gorithme de Knuth-Schénhage dans le cas de la division euclidienne classique. Le premier
lemme_explique que les v5(b) — 19(a) + 1 bits de poids faible de a et de b suffisent &
déterminer de maniére unique le DBG-quotient de (a, b).

Lemme 6. Soient a,a’,b et b' des entiers tels que ' =a mod 2!, ¥’ =b mod 2! pour un
certain | = 2vy(b) 4+ 1. Supposons de plus que 0 = vy(a) < v,(b). Soient q et r le DBG-
quotient et le DBG-reste de (a,b), et ¢ et v’ le DBG-quotient et le DBG-reste de (a',V').
Alors :

g=¢ etr=r"mod 2",

z - ’ o -1 I .
Démonstration. Par définition, on a ¢ = —a (5,—2{’—@) cmod 2241 et de maniére iden-
-1
. . 1
tique on a aussi ¢' = —a’ (ﬁ,fj) cmod 2200+ Comme [ > 21,(b) + 1, on a 305 =
/ . 7
sy mod 2201 et aussi a = o' mod 22®)*!. Par conséquent ¢ = ¢'. De plus, comme

b _
7‘:@+f1§;;b—(b76t7":a'+qm,onar:r’ mod 247206, a

Ce résultat peut étre interprété comme une propriété de continuité : deux paires d’en-
tiers 2-adiques (a,b) et (a’,b') qui sont suffisamment proches pour la norme 2-adique
(c’est-a-dire les bits de poids faible de a et de o’ sont identiques jusqu’a un certain rang et
il en est de méme pour b et '), ont le méme DBG-quotient et des DBG-restes similaires
(plus les paires sont proches, plus les restes sont proches aussi). Le lemme suivant étend
le lemme 6 au développement en fraction continue pour la division binaire généralisée :
si les paires (a,b) et (a',b') sont assez proches, alors les premiers termes de leurs suites
de DBG-quotients sont identiques. On obtient ce résultat en appliquant plusieurs fois le
lemme 6.

Lemme 7. Soient a,a’,b et b des entiers tels que a = o/ mod 2%+ et b = b mod 2%+!

pour un certain k > 0. Supposons que 0 = 1y(a) < vy(b). Soient ry = a,m = b,79,...
la suite des DBG-restes de (a,b) et q1,¢qs,... les DBG-quotients correspondants. Soient
ro = a,ry =b,7h ... la suite des DBG-restes de (a', V) et i, ¢, ... les DBG-quotients
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correspondants, c’est-d-dire que pour tout j > 1, rj4 =1 1-!—(;(]2 i et r]+1 = 7‘] 1 —I—q] Tn
avec n; = (1) — va(rj_1) et n = vy(rl) — va(ri_y).
Alors s11;11 est le premier DBG-reste tel que vo(rip,) > k, nous avons :

Démonstration. Nous prouvons ce résultat par récurrence sur j > 0. Il est correct pour
j=0cara=a mod2%*t et b =1 mod 2%+ Supposons désormais que 1 < j < 4.

“i=d " = et I =2k +1— 2u5(rjo1).

va(rj—1)7 ovalrj—1)7 ovalrj_1)> ”2(T
2 2 J 2

On utilise le lemme 6 avec
Par récurrence, nous avons :

rj1 =15, mod g2 A1-va(riza) ot p, = ri mod 92 +1-va(rj-1)

Comme j < 4, par définition de 4 nous avons | > 2(va(r;) — va(r;-1)) + 1, et donc les
hypothéses du lemme 6 sont vérifiées. Ainsi g; = ¢; et r;11 =7}, mod 9%k+1-wa(rj) [

D’un point de vue pratique, ce lemme explique que k bits peuvent étre gagnés par
rapport a la paire initiale (a, b) en n’utilisant que 2k bits de a et 2k bits de b. L’amélioration
par rapport a la division euclidienne classique est que pour cette derniére le lemme est
seulement « & peu pres vrai », car les derniers quotients avant de gagner k bits peuvent
différer, et ont donc a étre « réparés ».

Pour montrer la correction de ’algorithme pged-BG-rapide, il suffit de montrer celle
de l'algorithme Demi-pgcd-BG, que ’on établit au théoréme suivant. Plus précisément,
on montre que l'algorithme Demi-pgcd-BG calcule exactement le début de la suite
des DBG-quotients (jusqu’aux restes successifs correspondants déterminés uniquement
comme annoncé & la figure 1.10). Cela nous garantira alors que I’algorithme 1.10) simule
lalgorithme d’Euclide binaire généralisé (ils calculent tous les deux les mémes suites de
quotients), et donc qu’il est correct. Cela nous donnera aussi la terminaison de I’algorithme
pgcd-BG-rapide : en effet, la suite des quotients est finie, et chaque appel a ’algorithme
pgcd-BG-rapide qui ne termine pas a 1’étape 2 effectue au moins une division binaire,
donc progresse dans la suite des quotients.

Théoréeme 6. L’algorithme Demi-pged-BG de la figure 1.10 est correct.

Démonstration. Nous prouvons ce résultat par récurrence sur £ > 0. Si k = 0, ’algorithme
finit & Pétape 1 car v5(b) > 1. Supposons désormais que k > 1 et que v5(b) < k.

Comme [_%J < k, étape 4 est un appel récursif strict (ses entrées satisfont bien la
condition des valuations). Par récurrence, j;, Ry, c; et d; satisfont :

( dl / bO 7
et 271¢; et 27'd; sont exactement les restes consécutifs rj et 7 |, de la suite des DBG-
restes de (rg = ag, 7] = bp) qui satisfont vy(r{ ) < k1 < vy(r} ;). Grace au lemme 7, on sait
que les entrées de 27 R, - ( Z ) sont deux restes consécutifs 21a’ = r;, et 27V = r; |,

de la suite des DBG-restes de (ro = a,7; = b), et ils satisfont r;;, = rj mod 2%+
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et ry41 =7} 4 mod 2MFL, A partir de ces égalités, nous avons directement que vy (ry,) =
(i) < k1 < wa(riq1) < valrf41). Ainsi, si I'exécution de lalgorithme s’acheve a
I’étape 6, la sortie est correcte.

Sinon, on calcule r;, 19 a 1'étape 7. A 'étape 8 on calcule ko = k — vo(r;,41). Le test
de I’étape 6 nous assure que ky est bien positif. Comme vy(r;, 41) > [kJ nous avons ko <
[—] — 1 < k. Ainsi 'étape 10 est un appel récursif strict (et ses entrées satisfont bien la

2
condition des valuations). Par récurrence, jz, R, ¢y et dy satisfont :

€2\ _o9-2p . by
(i)=2ne (),

et 272¢; et 272d, sont exactement les restes consécutifs r} et 7/, dela suite des DBG-restes
de (bg, 75) qui satisfont vo(r),) < ko < va(r,,,). Le lemme 7 nous assure que les entrées du
2y

vecteur 2 2R, - ( o1 !

) sont deux restes consécutifs 7; et 741 (avec i =1 + 15 + 1) de

la suite des DBG-restes de (a,b), que 5 iqy = 272¢, mod 2%2%2 et que Eﬁ% = 272,

mod 2%2F1. Ainsi la suite d’inégalités vo(r;) = 71 + jo + v2(0') < k < va(ri41) est correcte.
Ceci termine la preuve du théoreme. ]

1.4.2 Analyse de complexité de Palgorithme Pgcd-BG-rapide.

Dans ce qui suit, on notera H(n) et G(n) les nombres maximaux d’opérations élé-
mentaires effectuées respectivement par les algorithmes Demi-pgcd-BG et Pgcd-BG-
rapide quand on leur donne en entrée n’importe quelle paire valide d’entiers de longueurs
au plus n.

Lemme 8. Soit ¢ = 1lg1+‘/_ ~ 0.679. Nous avons les deuz relations suivantes :

H(n) = 2H (EJ + 1) +O(M(n)),
G(n) = H(n)+ G ([en])+0O(M(n)).

Démonstration. La deuxieme relation est une conséquence du lemme 5, car 11g1+‘/— +

c : apreés I’appel a I’algorithme Demi-pged-BG, le deuxiéme reste (c¢’est-a-dire le prem1er
au début de Pappel récursif & 'algorithme pgcd-BG-rapide) a « perdu » plus de n/2
bits de poids faible, et gagné moins de 1J”/_n bits de poids fort®.

Nous nous intéressons désormais a la premiére relation. Les cofits des étapes 1,2, 3,6, 8
et 9 de ’algorithme Demi-pgcd-BG sont négligeables. Les étapes 4 et 10 sont des ap-
pels récursifs donc les coiits sont chacun bornés par H (|2 + 1). Les étapes 5,11 et 12
consistent en des multiplications d’entiers de taille O(n). Enfin, I’étape 7 est une simple
division binaire généralisée, et on a vu au lemme 2 que cela peut étre effectué en O(M(n))
opérations élémentaires. OJ

6Le « demi » dans le nom de ’algorithme demi-pgcd-BG peut sembler inapproprié puisque 1’on ne
diminue pas de n/2 bits la taille des restes courants, mais de seulement ~ 0.321 - n bits (dans le cas le
pire). II faut plut6t interpréter le « demi » de la maniére suivante : on gagne n/2 bits par les poids faibles,
mais malencontreusement, pendant le processus on a rajouté des bits de poids fort.
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A partir de ce résultat et du fait que ¢ < 1, on déduit aisément que :

Théoreme 7. L’algorithme Pged-BG-rapide de la figure 1.12 termine en temps quasi-
linéaire. Plus précisément, G(n) = O(M(n)logn).

Les constantes multiplicatives que ’on peut dériver des preuves qui précédent sont plu-
tot grandes et ne correspondent pas a grand chose en pratique. En fait, pour des entrées
aléatoires de n-bits, les termes de la suite des DBG-quotients sont de I'ordre de O(1),
et donc I'étape 7 de l'algorithme Demi-pged-BG a un coiit négligeable. De plus, la

d
borne O ((1—%1-7) ) du lemme 5 qui est atteinte dans le cas le pire n’est vraisemblable-

ment pas réaliste dans la pratique. En particulier, ’analyse en moyenne de [48] inciterait
a remplacer le ¢ du lemme 8 par ~ 0.513. Supposons pour simplifier que la matrice de
transformation qui fait gagner k£ bits pour les restes ait des entrées de longueur k. Alors
pour des entrées de taille n, 'étape 5 de I’algorithme Demi-pgcd-BG cotite 4M(3n/8),
car multiplier un nombre de n/4 bits par un nombre de n/2 bits colite & peu prés une
multiplication de deux nombres de 3n/8 bits. L'étape 11 cotite 4M(n/4). Pour le produit
matriciel de I’étape 12, on peut utiliser ’algorithme de Strassen [175] pour n’utiliser que 7
multiplications n/4 x n/4 au lieu de 8. L’étape 12 coiite donc 7M(n/4). Sil’on regroupe
les différents cotits, on obtient que le nombre d’opérations élémentaires effectuées par I’al-
gorithme demi-pgcd-BG quand on lui donne en entrée deux entiers d’au plus n bits
dont I'un est pair et Pautre impair, et Pentier k = [n/2], est” :

Y
8

On obtient ainsi que l'algorithme pged-BG-rapide calcule le pged de deux entiers d’au
plus n bits dont 'un est pair et I'autre impair en G(n) ~ LM (n)lgn opérations élémen-
taires.

H(n)~2H (g) + -141M(n) M(n)lgn.

1.5 Remarques sur I'implantation des algorithmes ra-
pides de calcul de pgcd.

Nous avons implanté ’algorithme Pged-BG-rapide décrit plus haut en GNU MP [73],
mais le code de Niels Méller reposant sur la méthode de [157] et décrit dans [132] est
le plus efficace. Méller a comparé différents algorithmes de calcul rapide de pged et a
montré expérimentalement qu’utiliser la division classique permet d’obtenir un algorithme
plus rapide. Cela peut s’expliquer par le fait que dans notre algorithme, la matrice de
transformation qui fait gagner k bits (de poids faible) sur les restes a des entrées plus
grandes que celle qui fait gagner k bits (de poids fort) pour la division classique. Cela est
vrai dans le cas le pire (d’aprés le lemme 5), et semble I’étre expérimentalement dans le
cas moyen. Cela induit des multiplications de nombres un peu plus gros.

Quelle que soit la division, autant dans notre code que celui de Méller, quelques astuces
sont utilisées. Tout d’abord, certaines multiplications sont inutiles quand l’algorithme

"Dans cette équation, nous nous servons du fait que M(n) = O(nlognloglogn), autrement nous
obtiendrions 17/4 & la place de 17/8.
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Pgcd-BG-rapide appelle 'algorithme Demi-pgcd-BG, on n’a pas besoin de calculer
la matrice de transformation, le produit matriciel de 1’étape 12 est superflu. Ensuite,
en-dessous d’un certain seuil nous avons utilisé un algorithme naif quadratique qui a les
mémes spécifications que 'algorithme Demi-pgcd-BG. De plus, nous avons transformé
I’étape 7 : au lieu d’effectuer une seule division binaire généralisée, nous en faisons plusieurs
de fagon & ce que la matrice de transformation correspondante remplisse quatre entiers
signés de 32 bits. Pour faire cela, nous ne considérons que les 64 bits de poids faible
de chacun des opérandes, ce qui est suffisant pour obtenir les bons quotients d’apres le
lemme 7 (nous appliquons ce lemme avec k = 31 : un bit est réservé pour le signe). On
s’arréte donc d’effectuer des divisions binaires généralisée aux entiers quand les valeurs
absolues des entrées de la matrice de transformation deviennent > 23! ou quand les 32
bits de poids faible d’un des deux entiers sont tous nuls.

D’autres idées non implantées permettraient d’accélérer de facon (tres) significative :

1. Utiliser un algorithme de multiplication optimisé pour des entrées déséquilibrées de
longueurs (n,2n), pour rendre plus efficace I’étape 5 de I’algorithme Demi-pgcd-
BG. Dans le cas de la multiplication de Schonhage et Strassen, il faudrait calculer
trois transformées de Fourier discretes de taille 3n, alors que pour le moment on
divise le grand nombre en deux nombres de longueur 7 et on calcule six transformées
de Fourier discrétes de taille 2n. Pour la multiplication de Toom-Cook [179, 92], qui
est celle utilisée quand les algorithmes de pged rapide deviennent compétitifs, la
solution est moins simple.

2. On peut aussi remarquer que de tres nombreuses transformées de Fourier discretes
peuvent étre réutilisées dans le cas ou on utilise la multiplication de Schénhage-
Strassen, en particulier lors des produits matrice-vecteur. Cette remarque s’applique
aussi a la multiplication de Toom-Cook. Malheureusement, pour le moment il n’est
pas facile de « casser » les algorithmes de multiplication de GNU MP pour rendre
cela possible (& part pour la transformée de Fourier discrete).

3. Utiliser la multiplication matricielle de Strassen a 1’étape 12. Pour le moment on
fait huit multiplication au lieu de sept.

4. Une autre amélioration peut étre apportée quand 'algorithme est utilisé pour des
entiers de tailles en-dessous du domaine de la multiplication de Schénhage-Strassen.
Nous sommes en fait dans le domaine de la multiplication de Toom-Cook : multiplier
deux entiers de n bits chacun colite TC(n) = O (n'°63%), avec logs 5 ~ 1.465. Dans
ce contexte, I’étape 5 de lalgorithme Demi-pgcd-BG colite 87C'(n/4), Pétape 11
cotite 4T'C(n/4), et Iétape 12 coiite 7T'C(n/4). Si l'on regroupe les différents coiits,
on obtient H(n) =~ 6.562 - TC(n). Supposons maintenant qu’a 1’étape 1 de l’algo-
rithme Pgcd-BG-rapide, on appelle ’algorithme Demi-pgcd-BG non pas sur a
et b en entier, mais sur leurs yn bits de poids faible seuiement, avec v € [0,1] :
on appelle I’algorithme demi-pgcd-BG sur la partie basse de a et b, avec k =~ n,
pour « gagner » ~ In bits de poids faible, en manipulant des entiers de longueurs au
plus yn. Apres cet appel, il faut donc maintenant utiliser la matrice de transforma-
tion pour retrouver les « vrais restes », ce qui cotite 4 multiplications (1 —y)n x In
(pour mettre & jour les bits de poids fort des restes initiaux, qui avaient été délais-
sés avant I’appel & 'algorithme demi-pgcd-BG). A Tappel suivant de I’algorithme
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Pgcd-BG-rapide, les entrées ont au plus (1 — —;’—) n bits. Faisons I’hypothése sim-
plificatrice que la multiplication d’un entier de an bits par un entier de bn bits
pour a > b colite a/b multiplications de deux entiers de bn bits. Alors si v > 2/3,
reconstruire les restes coite LTC((1 — 7)n), et sinon cela coite 81TC (3n).

Trouver le coefficient v qui minimise le coiit revient a trouver le z minimum des so-
lutions des deux équations suivantes en z et v, ou z est la constante telle que G(n) =

zTC(n) :

)

1.465
T =6.562- 7% £ 2y(1 — )" 4 ¢ (1 - 5) avec v >

Wit Wl

1.465
T = 6.562 - 119 4 219 (1 — 4)4 0405 4 g (1 - 5) avec v < -

On obtient la solution optimale vy & 0.63 et zy &~ 9.85. Pour comparer, si 'on avait
pris v = 1, on aurait obtenu z ~ 10.3. Cela représente un gain d’environ 5.

. Il est aussi possible d’accélérer significativement la complexité asymptotique de I’al-
gorithme en ne faisant pas renvoyer les restes courants a I’algorithme Demi-pgcd-
BG et en utilisant la remarque suivante sur la multiplication rapide : multiplier deux
entiers de an et fAn bits pour arriver au produit modulo 27 + 1 cotite O (M (%n))
Ce résultat provient directement de la structure de I’algorithme de multiplication ra-
pide. Nous modifions donc I'algorithme Demi-pgcd-BG. Maintenant, il ne renvoie
que la matrice de transformation. A 'étape 5, pour obtenir a’ et ¥, il faut mainte-
nant effectuer le produit R:(a,b). Soit n le maximum des longueurs binaires de a et
de b. On sait que @' et b vont avoir une longueur de ~ 3n/4 bits chacun (sous les
méme hypotheses heuristiques qu’a la section 1.4). On peut donc effectuer les 4 mul-
tiplications modulo 2¥%%/4 41, ce qui coiite ~ 4M (3n/8). On supprime ’étape 11 de
I’algorithme Demi-pgcd-BG, et dans l'algorithme Pgcd-BG-rapide, on rajoute
une multiplication matrice-vecteur pour calculer les restes courants apres I’étape 1.
On arrive donc aux équations :

13 13
H(n) ~ 2H (—g) + = M(n) = —M(n)lgn,

ou n est la taille maximale des deux restes initiaux donnés en entrée respectivement
aux algorithmes demi-pgcd-BG et pged-BG-rapide, et ol I'on a choisi k ~ n/2
dans l'algorithme demi-pgcd-BG. 1l est bien entendu possible de jumeler cette
remarque avec les autres, en particulier la seconde.
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Chapitre I1I-2

La réduction de réseaux en petite
dimension

Le travail de recherche correspondant & ce chapitre a été initié lors de mon stage de DEA, & I’Ecole
Normale Supérieure sous la direction et avec les conseils de Phong Nguyén. Il a fait Uobjet d’une publi-
cation dans les actes de la conférence ANTS VI (Sizth Algorithmic Number Theory Symposium) [138].

Le présent chapitre est une version étendue de [138].

Sommaire
2.1 Préliminaires. . . . .. . ... . L o c e 50
2.1.1 Minima successifs. . . . . . .. ... o L. o1
2.1.2  Réduction au sens de Minkowski. . . .. .. ... ... .. 51
2.1.3 Cellulede Voronoi. . .. ... ... .. ........... 53
2.2 Deux analyses de I’algorithme de Lagrange. . .. ... .. 56
2.2.1 I’analyse globale de l'algorithme de Lagrange. . . . . . . . o7
2.2.2 L’analyse locale de I'algorithme de Lagrange. . . . . . . .. o8
2.3 Une généralisation gloutonne de ’algorithme de Lagrange. 59
2.3.1 L’algorithme glouton de réduction.. . . . . . .. ... ... 59
2.3.2  Une description itérative de I’algorithme glouton de réduction. 61
2.3.3 G-réduction. . . . ... 61
2.4 Le probléme CVP en petite dimension. . . . .. ... ... 63
2.5 L’approcheglobale. . . .. ... ... ... .......... 65
2.5.1 Deux phases dans l'algorithme glouton récursif. . . . . . . 66
2.5.2 L’algorithme glouton avec une base plutdét orthogonale. . . 67
2.6 La preuve de la complexité quadratique. . ... ... ... 68
2.7 L’approchelocale. . . . .. ... .. ... .. 0., 70
2.7.1 Une analyse géométrique unifiée jusqu’en dimension 4. .. 71
2.7.2 Fin de I'analyse en dimension 4. . . . . ... ... .. ... 76

2.8 Résultats sur la géométrie des réseaux en petite dimension. 80

2.8.1 Les cellules de Voronoi pour des bases réduites au sens de
Minkowski. . . . . . . .. L oo 80



Chapitre 1I-2. La réduction de réseauz en petite dimension

2.8.2 Les cellules de Voronoi pour des vecteurs e-G-réduits. . . . 84
283 Lelemmeduvide. . . . . ... ... ... ... 88
2.9 Qu’en est-il en plus grande dimension? . . .. .. ... .. 94

Dans ce chapitre, nous étudions la réduction des réseaux Euclidiens en petite dimen-
sion. Il s’agit d’une stratégie tout a fait naturelle pour appréhender les problemes qui
surviennent quand la dimension augmente. Par exemple, certaines parties de ’analyse de
I'algorithme LLL en virgule flottante du chapitre II-3 s’inspirent directement de la pré-
sente étude. En plus de cette tentative de compréhension des phénoménes mathématiques
sous-jacents se rajoute une motivation plus pragmatique : en effet, les améliorations en pe-
tite dimension sont réutilisables aussi bien en théorie qu’en pratique en grande dimension
grace a l'algorithme de Schnorr de réduction Hermite-Korkine-Zolotarev par bloc [150],
puisque ce dernier n’est qu’une succession de réductions en petites dimensions.

Nous analysons un algorithme de réduction glouton que ’on peut raisonnablement
considérer comme [’algorithme le plus naturel de réduction de réseaux, car il s’agit d’une
généralisation immédiate de ’algorithme de Lagrange [102] qui fonctionne en dimension 2.
L’algorithme de Lagrange a aussi été décrit, ultérieurement, par Gauss [65], et est plus
connu sous le nom d’algorithme de Gauss. Les résultats présentés sont de deux types.
D’un point de vue mathématique, nous montrons que jusqu’en dimension 4 la sortie de
I’algorithme est optimale : la base renvoyée atteint les minima successifs du réseau. Par
contre, dés que la dimension du réseau est supérieure ou égale a 5, la base renvoyée peut ne
méme pas atteindre le premier minimum. Plus important : d’un point de vue calculatoire,
nous montrons que jusqu’en dimension 4, la complexité (comptée en nombre d’opérations
élémentaires) est quadratique, sans faire appel & l'arithmétique rapide des entiers [158]®.
Cela avait été déja prouvé en dimension 3 par Semaev [159], qui utilise une méthode assez
laborieuse, mais la question était ouverte en dimension 4. Nous proposons deux analyses
différentes : une approche globale qui repose sur la compréhension de la géométrie de la
base courante quand on n’a plus une décroissance significative du produit des longueurs,
et une approche locale qui montre que toutes les O(1) étapes le produit des longueurs
des vecteurs courants décroit sensiblement. Nos analyses s’appuient fortement sur les
propriétés géométriques des réseaux de petites dimensions, simplifient considérablement
I’étude de Semaev en dimensions 2 et 3, et unifient les cas des dimensions 2 a 4. Bien que
I’approche globale soit plus rapide, nous considérons aussi I’approche locale car elle donne
une meilleure compréhension du comportement de ’algorithme.

Comme nous 'avons vu au chapitre I-1, il y a différentes notions de réduction d’un
réseau Euclidien. On peut citer par exemple celles de Hermite, Minkowski, Korkine et
Zolotarev (KZ), Venkov, des fréres Lenstra et de Lovasz (LLL). La plus intuitive est
peut-étre celle de Minkowski, et, en dimension inférieure ou égale a 4, elle est optimale

8Dans [57], Eisenbrand et Rote donnent un algorithme de réduction de complexité quasi-linéaire en
dimension fixée (en faisant appel & de P’arithmétique rapide), mais la dépendance en la dimension semble
trés mauvaise. L’algorithme repose sur de trés cofiteuses recherches exhaustives.
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puisqu’elle donne des vecteurs qui atteignent les quatre minima successifs du réseau. C’est
donc a cette réduction que nous nous intéresserons.

Le célebre algorithme de Lagrange, exprimé a 'origine en termes de formes quadra-
tiques, calcule des bases Minkowski-réduites en dimension 2. Il généralise I’algorithme
d’Euclide centré (le reste est choisi inférieur ou égal a la moitié du diviseur en valeur
absolue), et a la méme complexité : il termine en un temps quadratique en la taille de
I'entrée. Cet algorithme a été généralisé en dimension 3 par Vallée en 1986 [180], mais la
complexité devenait cubique, puis par Semaev en 2001 [159] qui obtient une complexité
quadratique. De facon plus générale, Helfrich [75] a montré en 1985 comment utiliser
l'algorithme LLL [112] pour calculer en temps cubique une base Minkowski-réduite en
n’importe quelle dimension. Avec les résultats du chapitre I1-3, le temps de calcul de I’al-
gorithme de Helfrich devient quadratique a dimension fixée, mais n’est ni trés pratique
ni tres révélateur en petite dimension puisqu’il repose essentiellement sur une recherche
(trés) exhaustive.

Ici, nous généralisons I’algorithme de Lagrange pour n’importe quelle dimension. Bien
que l’algorithme de réduction obtenu soit le plus simple que 1'on connaisse, son ana-
lyse gagne en difficulté de maniére assez surprenante quand la dimension augmente. Se-
maev [159] a été le premier & montrer que sa complexité restait polynomiale en dimen-
sion 3, mais la question restait ouverte en dimension supérieure ou égale a 4. Nous mon-
trons que jusqu’en dimension 4 I'algorithme glouton calcule une base Minkowski-réduite
en temps quadratique en la taille de I'entrée sans utiliser d’arithmétique rapide. Pour
arriver a ces résultats, nous avons deux approches différentes, toutes les deux tres géo-
métriques, qui généralisent chacune une analyse de ’algorithme de Lagrange. L’approche
globale généralise jusqu’en dimension 4 les analyses de Vallée [181] et d’Akhavi [14]. No-
tons qu’elle a été utilisée par Akhavi pour borner le nombre d’itérations de boucles de
I’algorithme LLL optimal en dimension quelconque. On peut résumer I’approche globale
par la question suivante : « Que se passe-t-il quand ’algorithme arréte de faire décroitre
de facon significative le produit des longueurs a chaque itération de boucle 7 » L’approche
locale répond a la question duale : « Peut-on borner le nombre maximal d’itérations de
boucles successives pour que le produit des longueurs décroisse de fagon significative 7 »
En dimension 2, cette deuxieme approche est celle de Semaev [159], qui est elle-méme
assez différente des précédentes analyses de P’algorithme de Lagrange [86, 96, 181]. En
dimension 3, I’analyse de Semaev repose sur une étude exhaustive des comportements
possibles de I’algorithme. Elle fait intervenir des calculs assez laborieux et rend difficile
une généralisation en dimension supérieure. Nous remplacons la plupart des arguments
techniques par des considérations géométriques sur les réseaux de dimension 2. Cela rend
possible la généralisation en dimension 4, par une étude précise de la géométrie des réseaux
en dimension 3, bien que quelques difficultés viennent s’ajouter. Bien que ’approche locale
soit plus laborieuse, elle n’est pas inintéressante : en effet, elle donne une compréhension
plus précise de I’algorithme.

Dans la section 2.1 nous donnerons quelques définitions élémentaires qui nous seront
indispensables pour la suite du chapitre. Ensuite nous décrirons ’algorithme de Lagrange,
avec deux analyses différentes a la section 2.2. Cela nous permettra de décrire a la sec-
tion 2.3 l'algorithme glouton qui généralise I’algorithme de Lagrange et que nous allons
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Chapitre 11-2. La réduction de réseaux en petite dimension

étudier. La section 2.4 fournit un algorithme qui résout tres efficacement CVP en pe-
tite dimension et qui est le centre de I'algorithme glouton. La section 2.5 est consacrée
a ’approche globale, qui borne le nombre d’itérations de boucles de 'algorithme, et a
la section 2.6 nous montrons la borne de complexité quadratique. A la section 2.7 nous
donnons ’approche locale, qui est une alternative & la borne sur le nombre d’itérations
de boucles qui aura été obtenue a la section 2.5 : ainsi, jusqu’en dimension 4, la borne de
complexité quadratique peut étre obtenue avec les sections 2.6 et 2.7 indépendamment de
la section 2.5. Enfin, a la section 2.8 nous prouvons des résultats géométriques sur les ré-
seaux de petite dimension. Ces résultats sont cruciaux pour prouver le lemme du vide qui
est I'ingrédient essentiel de ’approche locale décrite a la section 2.7. Dans la section 2.9,
nous dressons une liste des difficultés qui apparaissent lorsque I’on essaie de généraliser
I’algorithme et les deux approches en dimension 5. La figure 2.1 donne ’enchainement des
preuves pour l'analyse de complexité.

I Section 2.8

Lemme 30 Lemmes 34, 35 Lemme 36

\Théoréme 16
\ |

NN
Lemmes 17, 18, 19 Lemme 20
(Cas « 211 ») I
| Section 2.5| Théoréme 15 I Section 2.7
{Approche globale) (Approche locale)

'

Théorbme 14

Section 2.6

Fi1G. 2.1 — L’enchainement des preuves pour I’analyse de complexité de I’algorithme glou-
ton de la section 2.3.

Notation : Dans ce chapitre, quand la notation [by, ..., by] est utilisée, elle signifie que
les vecteurs by, ..., by sont ordonnés par normes Euclidiennes croissantes (si des vecteurs
sont de méme norme, alors la notation [...] peut étre utilisée pour plusieurs permutations
de by,...,by). On dira dans ce cas que la base est ordonnée.

2.1 Préliminaires.

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats de base sur les minima d’un réseau,
sur les réductions aux sens de Minkowski et de Hermite-Korkine-Zolotarev, et sur la cellule
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2.1. Préliminaires.

de Voronoi d’un réseau.

2.1.1 Minima successifs.

Soit L un réseau Euclidien de dimension d inclus dans R™. Nous rappelons que le i-eme
minimum \;(L), pour ¢ € [|1,d|], est le rayon de la plus petite boule fermée centrée en 0
et qui contient au moins 7 vecteurs du réseau linéairement indépendants. Quel que soit
le réseau considéré, il existe toujours des vecteurs lui appartenant qui sont linéairement
indépendants et qui atteignent les minima successifs. Il peut paraitre surprenant que,
lorsque d > 4, des vecteurs atteignant ces minima ne forment pas nécessairement une
base, et que, lorsque d > 5, il existe des réseaux pour lesquels aucune base n’atteint les
minima simultanément. En effet, il suffit de considérer le réseau engendré par les colonnes
de la matrice suivante [93] :

2 0001 0
02001 0
(bl, ,b5) = 0 0 2 O 1 y b= 0
000 21 0
00001 2
Soient b; la colonne ¢ de cette matrice, et b = 2bs — b; — by — by — by. Les vec-

teurs by, by, bs, by, b sont linéairement indépendants, la norme de b est 2, et il est facile
de voir que n’importe quel vecteur non nul est de norme au moins 2. Ainsi, Ay = Ay =
A3 = Ay = A5 = 2. Cependant, dans ce réseau, aucune base n’est composée de vecteurs de
normes toutes égales & 2 : en effet, puisque le réseau est entier, tous les carrés des normes
des vecteurs seraient paires, ce qui n’est bien entendu pas le cas pour bs.

2.1.2 Réduction au sens de Minkowski.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la réduction au sens de Minkowski, dont nous
rappelons ici la définition :

Définition 19 (Réduction de Minkowski). Une base [by,...,bg| d’un réseau L est
Minkowski réduite si pour tout i € [|1,d]], le vecteur b; est de norme minimale parmi
ceuz tels que la famille (by,...,b;) peut étre complétée en une base de L (on parle d’un
ensemble primitif de vecteurs).

La condition de primitivité des vecteurs peut étre rendue plus explicite :

Lemme 9. Une base [by,...,by] d’'un réseau L est Minkowski-réduite si et seulement si
our tout 7 € [|1,d|| et pour tous les entiers xy,...,xq4 tels que x;,..., x4 SOnt premiers
R ) y Ld ) s
entre eur dans leur ensemble, on a :

l[21by + ... + gbal| > [|bill.

Il semble donc que méme & dimension fixée il y a un nombre infini de conditions a
vérifier pour s’assurer qu’une base est Minkowski-réduite. Ce n’est pas le cas : & dimension
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Chapitre II-2. La réduction de réseauz en petite dimension

fixée, il existe un sous-ensemble fini de ces conditions qui suffit & s’assurer qu’'une base est
Minkowski-réduite. Ce résultat est connu sous le nom de second théoréme de finitude, et
le lecteur pourra en trouver une preuve dans [164]. Par contre, la borne obtenue dans le
cas général n’est pas du tout pratique. On appelle conditions de Minkowski un ensemble
minimal de telles conditions. Jusqu’en dimension 6, ces conditions ont été calculées par
Tammela [176]. On peut donc décider rapidement si une base est réduite au sens de
Minkowski en les testant.

Théoréme 8 (Conditions de Minkowski [176]). Soit d < 6. Une base [by,...,by]
d’un réseau L est Minkowski-réduite si et seulement si pour tout i € [|1,d|] et pour tous
les entiers xy, ..., xq vérifiant les deux conditions ci-dessous, nous avons :

1. Les entiers x;, ..., xq sont premiers entre eux dans leur ensemble.

2. Pour une certaine permutation 0 € Sq, (|Zo)|, ..., |%Toa)|) apparait dans la liste
ci-dessous (ou les blancs peuvent compter comme des z€ros).

211 1
311 1 1

J11 1 1 1

501 1 1 1 1
1111 2
611 1 1 1 1 1
111 11 2
1111 2 2
1111 2 8

De plus, cette liste est minimale, ce qui signifie que si l'une des lignes du tableau est
écartée, alors une base peut satisfaire les autres sans pour autant étre Minkowski-réduite.

Par exemple, en dimension 3, la base [by, by, bs] est réduite si et seulement si on a les
inégalités suivantes :

|Ib1 + by > ||by| by — bal| > |[|byl
by +bsl| > [bs]| by —bs|| > ||bs
[|by + bs| > ||bsl ||bs — ba|| > |[bs]|
by +by+bsl| > [bs]] |bi+by—bs]| > [bs]
by =by +bs|| > |bs]| by —by—bs|| > [bs]

Une base d’un réseau de dimension d qui atteint les d minima successifs est néces-
sairement Minkowski-réduite, mais la réciproque est fausse : une base Minkowski-réduite
n’atteint pas forcément les minima successifs. Par contre, elle atteint toujours les quatre
premiers (voir [184]) : si [by,...,b,] est une base Minkowski-réduite de L, alors pour
tout 1 < ¢ < min(d, 4), on a ||b;|| = A\i(L). Ainsi, une base Minkowski-réduite est optimale
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2.1. Préliminaires.

dans un sens tres naturel jusqu’en dimension 4. Il est classique que le défaut d’orthogo-
nalité d'une base Minkowski-réduite peut étre borné par une constante ne dépendant que
de la dimension du réseau (voir [184] par exemple).

Un autre type de réduction extrémement classique est celle de Hermite-Korkine-
Zolotarev (HKZ) [93, 77]. Nous avons déja défini cette notion de réduction au chapitre I-1,
a la page 14. Nous donnons une définition équivalente, dont la description est plus itéra-
tive.

Définition 20 (HKZ-réduction). Une base (by,...,by) d’un réseau L est dite réduite
au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev (HKZ) si ||by]| = A (L), si pour tout i € [|2,d]],
le vecteur b; est tel que ||bf|| est minimale (sous la contrainte que by, ..., b;_; sont déja
fizés) et si la base est propre (ses coefficients de Gram-Schmidt p;; pour i > j sont
inférieurs ou égauz d 1/2 en valeur absolue).

Les réductions HKZ et de Minkowski dont équivalentes en dimension 2, mais dés la
dimension 3, il y a des réseaux pour lesquels aucune base Minkowski-réduite n’est HKZ-
réduite :

Lemme 10. Soient by = (100,0,0), by, = (49,100,0) et by = (0,62,100). Alors le ré-
seau L(by, by, b3) n'a pas de base d la fois réduite auzr sens de Minkowski et de Hermite-
Korkine-Zolotarev.

Démonstration. Tout d’abord, la base (b, bo,bs) n’est pas HKZ-réduite car |uzo] =
2. > 1/2. Cependant elle est Minkowski-réduite (il suffit de vérifier les conditions de
Minkowski pour s’en assurer). Ainsi les vecteurs by, b, et by atteignent les trois minima.
Plus précisément, +b; sont les deux seuls vecteurs atteignant le premier minimum, +b,
sont les deux seuls vecteurs atteignant le second, et +bj sont les deux seuls atteignant le
troisieme.

Si L(by, by, bs) admettait une base réduite a la fois au sens de Minkowski et de
Hermite-Korkine-Zolotarev, cette base atteindrait les trois minima. On en déduit donc
qu’elle serait de la forme (4b;, by, £b3), ce qui contredit le fait que (by, be, bz) n’est

pas HKZ-réduite. O

2.1.3 Cellule de Voronoi.

Les rappels de ce paragraphe ne sont nécessaires que pour l’approche locale décrite aux
sections 2.7 et 2.8. On aura alors besoin de déterminer, étant donnés une base réduite
(dans un sens qui sera précisé alors) et un vecteur du réseau engendré par cette base,
quelles coordonnées peut avoir ce vecteur s’il est proche de la cellule de Voronoi de ce
Téseau.

La cellule de Voronoi [183] d’un réseau est I’ensemble des vecteurs de ’espace qui sont
plus proches de 0 que de n’importe quel autre vecteur du réseau. Autrement dit :

Définition 21 (Cellule de Voronoi). Soit L un réseau. La cellule de Voronoi Vor(L)
est définie par :
Vor(L) = {x € E(L),Vv € L,||x — v|| > ||x]|},
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ou E(L) est le sous-espace vectoriel engendré par L.

De maniere équivalente, Vor(L) = {x € E(L), Vv € L,2|(v,x)| < [[v]?}. La cellule
de Voronoi est un polytope fini dont les translatés par les vecteurs du réseau pavent
I'espace vectoriel engendré par L. Par abus de notation, Vor(by,...,b,;) désignera la
cellule de Voronoi du réseau engendré par les vecteurs by, . .., by, qui ne sont pas forcément
linéairement indépendants.

Définition 22. Soient L un réseau de dimension d et v € L. Le vecteur v est un vecteur
de Voronot si v/2 appartient ¢ Vor(L). De plus, v est un vecteur de Voronoi strict si v/2
appartient a Uintérieur d’une face de dimension d — 1 de Vor(L).

o O

o O

Fi1G. 2.2 — Une cellule et les vecteurs de Voronoi d’un réseau planaire.

Les deux définitions précédentes sont illustrées a la figure 2.2. Remarquons que si un
vecteur est un vecteur de Voronoi, alors v/2 est en fait sur la frontiere de Vor(L). De
plus, comme I'illustre la figure 2.3, un vecteur de Voronoi n’est pas forcément un vecteur
de Voronofi strict. Il est classique que les vecteurs de Voronoi correspondent aux minima
des classes d’équivalences du groupe quotient L/2[, : un vecteur de Voronoi est strict si la
classe d’équivalence correspondante n’admet que deux minima.

L) L) L) L) e
] ) )
L) e o L) e
L) L) e
L) 2 ] o L) L)

Fi1ac. 2.3 — Des vecteurs de Voronoi non stricts.

Définition 23 (Coordonnée de Voronoi possible). Soit (zi,...,z4) € Z% On dit
que (zy,...,24) est une coordonnée de Voronoi possible (respectivement coordonnée de
Voronoi stricte possible) s’il eziste une base ordonnée [by, ..., by| réduite au sens de Min-
kowski telle que T1by + -+ + z4by est un vecteur de Voronoi (respectivement vecteur de
Voronoi strict) du réseau L(b1, ..., by).
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2.1. Préliminaires.

Dans sa these, Tammela [176] a dressé une liste exhaustive des coordonnées de Voronoi
strictes possibles jusqu’en dimension 6. Nous ne pourrons pas utiliser directement le
résultat de Tammela car il concerne les coordonnées de Voronoi strictes alors que nous
aurons besoin de considérer les coordonnées de Voronoi au sens large. Nous prouverons
que ce sont les mémes en dimension 2 (lemme 23, page 80), et qu’il faut rajouter la ligne
«112» en dimension 3 (lemme 24, page 81).

Théoréme 9. ° Soit d < 6. Les coordonnées de Voronoi strictes possibles en dimension d
sont celles de la dimension d — 1, auzquelles il faut ajouter les d-uplets (zy,...,zq) tels
qu’il existe une permutation o € Sy pour laquelle (|2y1)l, .- ., |Tsa)|) apparait dans le
d-1éme bloc de la table ci-dessous :

B Lol D~

L S e Y L N I N
L LY LT NG I N N

L " G O N I
SRR CR AN i S
Lo O 2O M

o N N S S S S O
S T S G N Sy N Ny U S Sy S S Wy
DO VO ki ki DD kel ki ki ke ke e ke
LW LW W LW DLW DD Mk
Lo B P W WA WA W W~

[NSERACERNC IS ER NSNS GG N

Nous nous intéresserons aussi a des coordonnées de Voronoi vis-a-vis d’autres réduc-
tions que celle de Minkowski. Cela sera alors précisé explicitement.

Définition 24 (Rayon de recouvrement). Le rayon de recouvrement p(L) d’un ré-
seau L est la moitié du diamétre de la cellule de Voronof.

On peut remarquer que le probleme CVP consiste, a partir d’'un vecteur cible t et d’un
réseau donné par une base, a trouver un vecteur v € L tel que le vecteur t — v soit dans
la cellule de Voronoi du réseau.

Nous avons vu que si [by,...,b,] est une base Minkowski-réduite avec d < 6, les
coordonnées de Voronoi sont bornées (on a méme une liste exhaustive des coordonnées
possibles). Delone et Sandakova [53, 173] ont montré un résultat beaucoup plus fort : si
la base est réduite, alors les coordonnées (réelles) de n’importe quel point de la cellule de
Voronoi vis-a-vis des vecteurs de la base sont bornées. Ce résultat est valable quelle que
soit la dimension et pour de nombreux types de réduction, mais ’énoncé suivant nous
suffira :

Théoréme 10. Les énoncés suivants sont valides :

9Bien qu'ils aient des formes similaires, il ne semble pas a priori qu'il y ait un rapport entre ce théoréme
et le théoréme 8.
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Chapitre 1I-2. La réduction de réseauz en petite dimension

1. Soient b1, by} une base Minkowski-réduite et u € Vor(by, by). Ecrivons u = zby +
yby. Alors |z| < 3/4 et |y| < 2/3.

9. Soient [by, by, bs] une base Minkowski-réduite et u € Vor(by, by, bs). Ecrivons u =
zby + yby + zbs. Alors |z| < 3/2, ly| < 4/3 et 2| < 1.

2.2 Deux analyses de Palgorithme de Lagrange.

L’algorithme de Lagrange, décrit a la figure 2.4, peut étre vu comme une généralisation

Entrée : Une base [u, v] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base de L{u,v), avec sa matrice de Gram.

1. Répéter
" — _ et u,v
2 r:=v — zu avec : LIIUlIz 1,
3. vi=u,
4 u:=r,
5 Mettre & jour la matrice de Gram de (u,v),

6. Jusqu’a ce que |[ul| > [|v]].
7. Renvoyer [v, u] et sa matrice de Gram.

Fic. 2.4 - L’algorithme de Lagrange.

bi-dimensionnelle de ’algorithme d’Euclide centré [181]. Un exemple d’exécution est donné
a la figure 2.5.

A la seconde étape de chaque itération de boucle, le vecteur u est plus court que le
vecteur v, et on cherche donc & raccourcir v, tout en préservant la propriété que [u, v] est
une base du réseau. Pour faire cela, on utilise la transformation unimodulaire non triviale
la plus simple : on soustrait & v un multiple entier zu de u. Le choix optimal (pour faire
décroitre la norme de v le plus possible a cette étape) correspond au cas ot zu est le plus
proche possible de v, ce qui revient & résoudre un probleme de CVP ot la base est [u] et la
u,
I

ﬁ—l‘l’}w . Dans cette formule, les valeurs de (u,v) et de ||u]|?

cible est v. On trouve ainsi z:= l .

sont obtenues par simple lecture de la matrice de Gram G(u, v), qui est elle-méme mise
a jour a l’étape 5 de chaque itération de boucle. Le résultat suivant donne la complexité
de l'algorithme de Lagrange :

Théoréme 11. Etant donnée en entrée une base [u, v] d’un réseau L, l’algorithme de
Lagrange renvoie une base Minkowski-réduite de L en temps O(log||v] - [1 + log||v]] —

log A1 (L)]).

Ce résultat n’est pas trivial a prouver, et en particulier, il n’est méme pas clair a priori
que la base renvoyée est bien Minkowski-réduite. La correction de 1’algorithme vient en
fait directement des conditions de Minkowski en dimension 2, c’est-a-dire du théoreme 8.
Nous donnons ici deux analyses différentes de ’algorithme de Lagrange : une analyse
globale et une analyse locale. Nous généraliserons ces deux analyses en dimension 4.
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2.2. Deuzx analyses de ’algorithme de Lagrange.

o o o o o o o | o o o o o o o
o o o o o o o o o o o o

o /Vp o o o o o Uy o o o o o
0 © o = o o OZ-‘Q o o o o

Fi1G. 2.5 - Un exemple d’exécution de I'algorithme de Lagrange.

2.2.1 L’analyse globale de I’algorithme de Lagrange.

Il s’agit de la stratégie adoptée dans [181] et dans [14]. Deux phases de I'exécution de
I’algorithme sont dissociées : dans la premiere phase, chaque vecteur créé est nettement
plus court que celui qu’il remplace, plus précisément, plus court d’un facteur supérieur
4 +/T+ 71 pour un certain n > 0 qui sera choisi ultérieurement ; la seconde phase commence
lorsque la propriété précédente n’est pas vérifiée (méme si elle est vérifiée de nouveau par
la suite), et nous montrons que cette phase contient O(1) itérations de boucle.

Pour ’analyse, nous avons besoin de définir 'algorithme n-Lagrange, dont nous nous
servirons exclusivement pour analyser l’algorithme de Lagrange (4 aucun moment cet
algorithme ne sera exécuté). L’algorithme n-Lagrange est décrit & la figure 2.6. La premiere
phase de I’exécution de I'algorithme de Lagrange est exactement identique a ’exécution de
I’algorithme n-Lagrange, alors que la seconde phase de ’exécution correspond a l’exécution
de lalgorithme de Lagrange sur une entrée qui est déja n-Lagrange réduite, c’est-a-dire
une base laissée invariante par I’algorithme n-Lagrange.

Le nombre d’itérations de boucle de la premiére phase (c’est-a-dire 'exécution de
'algorithme 7-Lagrange) se borne treés simplement par O(1 + log ||v||), car le produit des
longueurs des vecteurs de la base décroit d’un facteur au moins /1 + n a chaque itération
de boucle. Nous bornons maintenant la longueur de la deuxiéme phase, c’est-a-dire le
nombre d’itérations de boucle de l'algorithme de Lagrange quand on lui donne en entrée
une base de sortie de 1’algorithme n-Lagrange. Soit [u, v] la base courante & la fin de la
premicre phase, et soit v/ = v — zu oll z € Z est choisi de fagon a minimiser la longueur

de v—zu. On a:
V1 < vl < V14 nlv]).
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Chapitre 11-2. La réduction de réseaux en petite dimension

Entrée : Une base [u, v].
Sortie : Une base du réseau L(u, V).

1. Répéter

2 Ir:=vV — zu avec z:= H—:l—%}-l,
3 Si (14 n)|r]|? < ||v]|* alors
4. v:i=u,

53 u:=r,

6 Sinon, aller & ’étape 7.

7. Renvoyer [u, v].

Fi1c. 2.6 — L’algorithme 7-Lagrange.

Nous affirmons que sin > 0 est suffisamment petit, alors 'algorithme de Lagrange termine
en O(1) itérations de boucle. Ecrivons v = v* 4+ v™, ol v~ = qu Puisque v/ —v* = yu

avec |y| < 1/2, le théoréme de Pythagore donne que [[V'||> < ||[v*|]® + |lu]|?*/4, ce qui

implique que : ,
*112 > (0 _ = 2
V1> (57 - 1) M

car ||u]] < ||v]|- Soit b = z;u + zov un vecteur apparaissant dans la deuxiéme phase
de Plalgorithme. On a ||v||*> > ||b||> > z3||v*|%, et donc |z3] < 1 si n > 0 est choisi
suffisamment petit. A cause du choix glouton pour z, il ne peut y avoir plus de quatre
itérations de boucle dans la deuxieme phase : dans toutes sauf une, un vecteur strictement
plus court que les précédents est créé. Dans chacune de ces itérations, un élément le plus
court de la forme zv + yu est choisi, avec z € {—1,0,1} et y déterminé de facon unique
pour chaque z possible.

Il reste maintenant & estimer le coiit de chaque étape 2, c’est-a-dire le cotlit du calcul
de z. Puisque %ﬁ}l < H;H, le coiit de I’étape 2 est borné par O(log||v|| - [1 + log||v]| —
log ||ul|]). Soient u; et v; les valeurs de u et v au début de la i-eme itération. On a v,y =

u;, et on en déduit que le coiit total de ’algorithme de Lagrange est borné par :

O logllvill - [1 +log|vill = loglwill) = O(loglvll - Y [1 +log|}vill = log [|viral])

=1 i=1

= O(log||v] - [T + log ||Vl — log A\ (L)]),

ot 7 = Olog||v]] — log A1) est le nombre d’itérations de boucle. Ceci conclut la preuve
du théoréme 11.

2.2.2 L’analyse locale de l’algorithme de Lagrange.

Vis-a-vis des analyses existantes de ’algorithme de Lagrange, notre approche locale
est proche de celle de Semaev [159], qui est elle-méme assez différente de [96, 181, 86, 16].
L’analyse n’est pas optimale (contrairement & celle de [181] par exemple, qui donne les
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2.5. Une généralisation gloutonne de l’algorithme de Lagrange.

pires cas de P’algorithme), mais elle peut étre généralisée jusqu’en dimension 4. Ceci est
moins bon que 'approche globale, mais cela apporte une compréhension plus précise de
I’algorithme.

Considérons la valeur de z & I’étape 2 :

— Si z = 0, alors nous sommes & la derniére itération de boucle.

— Si |z| = 1, deux cas sont possibles :

— Si||v — zu|| > ||lul|, alors nous sommes & la derniére itération de boucle.

— Sinon, puisque |z] = 1, on a |Ju — zv|| < |Jul|, ce qui signifie que u peut étre
raccourci a l'aide de v. Cela ne peut arriver éventuellement qu’a la premiere
itération de boucle, du fait de la stratégie gloutonne de ’algorithme : le vecteur u
est 'ancien vecteur v.

— Sinon, |z| > 2, ce qui implique que zu n’est pas un vecteur de Voronoi du réseau
engendré par u. Intuitivement, cela signifie que zu est trés éloigné de Vor(u), de
telle sorte que v — zu est considérablement plus petit que v. Plus précisément, si v*
est la composante du vecteur v orthogonale au vecteur u, on a :

3)° )
V2 (5) Tl 4 1P > 2?4 I = oul? > 3 - sul?”

ou dans la derniére inégalité nous avons supposé que nous n’étions pas a la derniere
itération de boucle.

Cela met en évidence que le produit des longueurs des vecteurs de la base décroit d’un
facteur au moins v/3 & chaque itération de boucle sauf éventuellement la premiere et la
derniére. Ainsi, le nombre 7 d’itérations de boucle est borné par : 7 = O(1 + log ||v|| —
log A\1(L)). La fin de I’analyse de complexité est similaire & celle de ’approche globale : la
borne linéaire sur le nombre d’itérations de boucle est suffisante pour faire fonctionner le

décompte total des opérations élémentaires.

2.3 Une généralisation gloutonne de P’algorithme de
Lagrange.

Dans la section précédente, nous avons décrit ’algorithme de Lagrange comme un
algorithme glouton reposant sur le probléme CVP en dimension 1. Ceci suggére une géné-
ralisation naturelle en dimension arbitraire d, que nous appelons I'algorithme glouton de
réduction. Nous étudions les bases renvoyées par ’algorithme en définissant un nouveau
type de réduction et en comparant celle-ci & la réduction au sens de Minkowski.

2.3.1 L’algorithme glouton de réduction.

L’algorithme de Lagrange suggere une généralisation en dimension supérieure : elle est
décrite a la figure 2.7. Cette généralisation utilise de la réduction et un algorithme qui
résout le probleme CVP en dimension d — 1, pour réduire des réseaux en dimension d.
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Chapitre II-2. La réduction de réseaux en petite dimension

Algorithme: Glouton(by,...,by).
Entrée : Une base [by,...,by] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base ordonnée de L(by,...,by), avec sa matrice de Gram.

1.58i d = 1, renvoyer b;.

2. Répéter

3. Trier (by,...,by) par longueurs croissantes, et mettre & jour la matrice de Gram,
4. [b1,...,bg_1]:=Glouton(by,...,bg_1),

5. Calculer un vecteur ¢ € L(by,...,bs_1) le plus proche de by,

6. bs:=bg — ¢, mettre & jour la matrice de Gram,

7. Jusqu’a ce que |[|bg|| > |[bg_1-

8. Renvoyer [by,..., by et sa matrice de Gram.

FiG. 2.7 - L’algorithme glouton de réduction en dimension d.

Un certain nombre de remarques simples doivent étre faites sur cet algorithme. Tout
d’abord, si la matrice de Gram n’est pas donnée, on peut la calculer en temps O (log? ||bg]|)
pour une dimension d fixée. L’algorithme met & jour la matrice de Gram a chaque fois que
la base est modifiée. L’étape 3 est simple : si 'on est & la premiere itération de boucle,
la base est déja ordonnée, sinon [bi,..., by 1] est déja ordonnée, et seul by doit étre
inséré a la bonne position. A I’étape 4, 'algorithme s’appelle récursivement en dimen-
sion d — 1 : G(by,...,bs_1) n’a pas besoin d’étre calculée puisque c’est une sous-matrice
de G(by,...,by), qui est déja connue. Pour le moment, nous n’expliquons pas comment
I’étape 5 est effectuée : bien sir, on pourrait utiliser des algorithmes standards qui ré-
solvent le probléeme CVP, comme celui de Kannan [88], mais ils ne suffisent pas & obtenir
la complexité quadratique annoncée. Nous décrirons une procédure efficace qui résout le
probléeme CVP en dimension fixée & la section 2.4. Remarquons qu’en dimension 2, I’algo-
rithme de réduction glouton est exactement 1’algorithme de Lagrange. D’un point de vue
géométrique, le but des étapes 5 et 6 est de faire en sorte que la projection orthogonale
de by sur le réseau engendré par [by,..., by 1] appartienne & la cellule de Voronoi de
ce réseau. Finalement, la G-réduction est définie de la fagon suivante : une base est dite
G-réduite si elle n’est pas changée par I'algorithme glouton de réduction.

Une simple preuve par récurrence permet de montrer que l’algorithme termine. En
effet, le nouveau vecteur by créé a I'étape 6 est strictement plus court que by_; si 'on
ne sort pas de la boucle a I’étape suivante. Ainsi, le produit des normes des vecteurs b;
décroit strictement a chaque itération de boucle sauf éventuellement a la derniére. Puisque
pour chaque réel B, le nombre de points du réseau de norme inférieure & B est fini, cela
montre que l’algorithme termine.

Bien que la description de P’algorithme glouton de réduction soit relativement simple,
analyser sa complexité semble étre difficile. Comme on I’a vu, méme le cas de la dimen-
sion 2 n’était pas trivial.
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2.3.2 Une description itérative de l’algorithme glouton de ré-
duction.

Nous donnons a la figure 2.8 une description itérative de I'algorithme glouton de ré-
duction. Avec cette description alternative, les similarités avec I’algorithme LLL (décrit
au chapitre I-1) sont plus évidentes : dans I'algorithme LLL, la résolution exacte du pro-
bleme CVP de I'étape 2 est remplacée par une solution approchée, et la condition sur
les longueurs de I’étape 4 est remplacée par la condition de Lovéasz, qui fait intervenir
les orthogonalisés de Gram-Schmidt b}. Nous utiliserons cette description itérative dans
la preuve de la complexité quadratique de I’algorithme, c’est-a-dire a la section 2.6, tan-
dis que la description récursive sera utilisée aux sections 2.5 et 2.7 pour montrer que le
nombre d’itérations de boucle de la variante itérative de 1’algorithme est au plus linéaire
en la taille de I'entrée.

Algorithme: Glouton-itératif.
Entrée : Une base [by,...,by] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base ordonnée du réseau L(by, ..., by), avec sa matrice de Gram.

1. k:=2. Tant que k < d, répéter

2. Calculer un vecteur ¢ € L(by,...,bg_1) le plus proche de by,

3. b:=b; — ¢, mettre a jour la matrice de Gram,

4. Si ||bgll = ||bk—1ll, alors k:=k + 1

5. Sinon insérer by & son rang k' (les vecteurs sont rangés par longueurs

croissantes), mettre & jour la matrice de Gram, k:=k' + 1.

F1G. 2.8 — Une description itérative de ’algorithme glouton de réduction.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 12. Soit d < 4. Etant donnée en entrée une base ordonnée [b1,..., by, lal-
gorithme glouton de réduction décrit auz figures 2.7 et 2.8, qui repose sur l’algorithme
de résolution du probléme CVP décrit a la section 2.4, renvoie une base Minkowski-
réduite du réseau L(by,...,by), en utilisant un nombre d’opérations élémentaires borné
par O(log ||bg]| - [ + log [[b4l| —log Ay(L)])-

Par ailleurs, pour d =5, la base renvoyée peut ne pas étre Minkowski-réduite.

2.3.3 G-réduction.

Nous étudions ici les propriétés des bases renvoyées pas I'algorithme glouton de ré-
duction. Comme nous l’avons déja dit, il n’est pas évident a priori que 'algorithme de
Lagrange renvoie des bases Minkowski-réduites, mais il est cependant clair que la base
renvoyée [u, v] satisfait :

[ull < vl < lv — zull,Vz € Z.

Ceci suggere la définition suivante :
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Chapitre II-2. La réduction de réseaux en petite dimension

Définition 25 (G-réduction). Une base ordonnée [by,...,by] est G-réduite si pour
tout i € [|2,d|] et pour tous zy,..., ;1 €7 :

Ibs|| < ||bi + z1by + -+ + 21 b4 ).

Dit autrement, on a la définition récursive suivante : en dimension 1, toute base est G-
réduite; en dimension d > 1, une base ordonnée [by, ..., b,] est G-réduite si [by, ..., by 1]
’est et si la projection orthogonale du vecteur b, sur I’espace vectoriel engendré par les
vecteurs by,...,bs_; appartient & la cellule de Voronoi Vor(by,...,by_1). L’algorithme
glouton de réduction renvoie toujours une base G-réduite, et si une base G-réduite est
donnée en entrée a l'algorithme glouton de réduction, alors elle n’est pas modifiée et est
renvoyée en sortie. Le fait que l'algorithme de Lagrange renvoie une base Minkowski-
réduite est un cas particulier du résultat suivant, qui permet de comprendre le lien entre
G-réduction et réduction au sens de Minkowski.

Lemme 11. Les énoncés suivants sont valides :
1. Toute base Minkowski-réduite est G-réduite.

2. Une base constituée de d < 4 vecteurs est Minkowski-réduite si et seulement si elle
est G-réduite.

3. Svd > 5, il eriste une base de d vecteurs qui est G-réduite mais qui n’est pas réduite
au sens de Minkowski.

Démonstration. Le premier point vient directement des définitions de la G-réduction et
de la réduction au sens de Minkowski. Le deuxieme point est une conséquence immédiate
du théoréme 8 : jusqu’en dimension 4 les conditions de Minkowski ne font que des zéros
et des uns. Il reste & donner un contre-exemple en dimension 5. Nous considérons pour
cela le réseau engendré par les colonnes de la matrice suivante :

2 0 0 0 1
0 2 0 0 1

o 0 2 o 1 |,
0 0 0 2+4+e 1+¢
0 0 0 0 1

avec € € }0, -2+ 4? [ Remarquons que —2 + 4? < 0.309.

La borne supérieure sur ¢ implique que ||by|| < ||bz|| < ||bs]] < ||bs]| < ||bsl|. La base
donnée n’est pas Minkowski-réduite car elle n’atteint pas les quatre premiers minima du
réseau, ce qui ne peut pas étre le cas pour une base Minkowski-réduite [184] : le vecteur
2bs — by — by — by — by =% (0,0,0,0, 2) est linéairement indépendant avec [by, by, bs] et
strictement plus court que by et bs. Cependant, la base est G-réduite : by, by, b3, by sont
deux & deux orthogonaux, et bs ne peut étre raccourci en lui ajoutant une combinaison
linéaire entiére des quatre premiers vecteurs. O

On déduit de ce lemme que l'algorithme glouton de réduction renvoie toujours une
base Minkowski-réduite jusqu’en dimension 4, base qui atteint ainsi les quatre premiers
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minima du réseau. Au-dela de la dimension 4, I’algorithme peut renvoyer une base G-
réduite qui n’est pas Minkowski-réduite. Le lemme suivant montre que la situation est
encore pire que cela : le plus court vecteur de la base renvoyée peut étre arbitrairement
long par rapport au premier minimum du réseau.

Lemme 12. Soit d > 5. Pour tout € > 0, il existe un réseau L et une base G-réduite
[by,...,by] de L tels que :

A 1
(L) <€ et%(—li)«—\s.
[Iou| [Tz [1bd]l

Démonstration. Considérons la base G-réduite constituée des colonnes by, bg, bs, by, bs
de la matrice suivante :

2 0001
0 2 001
00201/,
00021
0 000 ¢

ou € > 0 est petit. Alors 2bs —b; — by — b3 — by est un vecteur du réseau, de longueur 2e¢.
Par ailleurs, le vecteur by est de norme 2, ce qui nous donne la premiere partie du résultat.
Pour finir, on a vol (L) = 16¢, et le produit des longueurs des b; est > 16. ()

L’exemple donné dans la preuve précédente aurait aussi convenu pour le troisieme
point du lemme 11 : la base donnée alors permet d’illustrer le fait que les deux réductions
peuvent différer méme quand on considére des bases plutot orthogonales.

Les propriétés décrites au lemme 12 ne peuvent pas étre vérifiées par des bases ré-
duites au sens de Minkowski. La premiere inégalité montre que le plus court vecteur d’une
base G-réduite peut étre arbitrairement long par rapport au premier minimum du ré-
seau, et la deuxieme inégalité montre qu'une base G-réduite peut étre arbitrairement peu
orthogonale.

2.4 Le probleme CVP en petite dimension.

Nous expliquons maintenant comment les étapes 5 de 1’algorithme glouton récursif et 2
de 'algorithme glouton itératif peuvent étre effectuées efficacement jusqu’en dimension 5.
La solution est immédiate uniquement quand d < 2. Sinon, commengons par remarquer
que la base [by,...,bg_1] est G-réduite et donc réduite au sens de Minkowski (quand d <
5), et que nous connaissons la matrice de Gram de [by,...,bs_1, bg].

Théoréme 13. Soit d > 1 un entier. Il existe un algorithme qui, étant donnés en entrée

une base Minkowski-réduite [by, ..., bg_1], un vecteur cible t plus long que tous les b;, et
la matrice de Gram de (by,...,by_1,t), renvoie un vecteur ¢ le plus proche de t (parmi
les vecteurs du réseau L(by,..., by 1)), en temps :

O(log|[tl] - [1 +log|[t]| — log [|ball]),

ot a € [|1,d|] est un entier tel que [by,...,ba_1,t] est Minkowski-réduite.
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L’indice o qui apparait dans I’énoncé du théoreme nécessite une explication. Regardons
la version itérative de ’algorithme. L’indice k peut croitre et décroitre arbitrairement. A
un instant donné, l'indice @ permet de savoir quels vecteurs n’ont pas changé depuis la
derniere fois que I'indice &£ a eu sa valeur. Supposons par exemple que k = d = 4, puis k
décroisse jusqu’a 2, puis remonte 4 4. A ce dernier moment, on peut choisir & = 2 car
le vecteur by n’a pas changé depuis que 'indice &£ a valu 4. Intuitivement, la raison pour
laquelle on peut faire apparaitre I'indice o dans la complexité est que I'on est en train de
travailler dans 'orthogonal de by, ..., b,_1, et donc que 'on ne réduit plus par rapport
a ces vecteurs. La présence de o dans le théoréme est cruciale : en effet, une borne de
complexité de 'ordre de O(log||t|| - [1+1og ||t]| —1og||b;||]) serait trop grande pour aboutir
a une complexité quadratique pour 'algorithme glouton de réduction : on aboutirait &
une complexité cubique.

L’algorithme du théoréme fonctionne de la maniére suivante : une approximation des
coordonnées (réelles) de t par rapport aux b; est calculée par algebre linéaire, puis cette
approximation est corrigée par une recherche exhaustive adéquate.

Démonstration. Soit h la projection orthogonale du vecteur t sur I’espace vectoriel en-
gendré par by,...,bs_1. On ne calcule pas h explicitement, mais on l’introduit pour
simplifier la description de ’algorithme. Il existe 4;,...,y4-1 € R tels que h = Z?;ll yib;.
Sic= Z?:_ll z;b; est un vecteur le plus proche de t, alors :

h—-ce VOI‘(bl, ce ,bd_l).

De plus, pour tout C' > 0, si le défaut d’orthogonalité de la base est inférieur a
C, alors les coordonnées (vis-a-vis de la base) de n’importe quel point & l'intérieur de
la cellule de Voronoi sont bornées indépendamment du réseau (voir [173]). Il s’ensuit
que si nous connaissons des approximations de y; avec suffisamment de précision, alors
¢ peut étre dérivé d’une recherche exhaustive parmi O(1) vecteurs : en effet, le défaut
d’orthogonalité de la base Minkowski-réduite [by,...,bs_1] est borné. Cette recherche

exhaustive cofite O(log |[t|]) car la matrice de Gram de [by,...,bg_;,t] est connue.
Pour approcher les y;, nous utilisons de 1’algébre linéaire. Soient G = G(by,..., by 1)
et H= (%’—_‘EQ) . La matrice H est exactement la matrice G, ou la i-eme ligne a
i/ 1gi,gd—1
été divisée par ||b;||%. On a :
(b1,t)
Y1 (b, t) U1 Ik
G-| : | = : , et donc : | =H :
Ya-1 (bg-1,t) Ya-1 I(Tbﬁ

Nous utilisons cette derniére formule pour calculer les y; avec une erreur absolue infé-

rieure & 1/2. Soit r = max; [log %-‘ Remarquons que 7 = O(1 + log ||t]] — log ||ba]]),

ce qui peut étre obtenu en bornant (b, t) suivant que 7 > o ou 7 < a. En effet, si 1 < «,
puisque la base [by, ..., b,_1, t] est Minkowski-réduite, le vecteur t ne peut étre raccourci &
'aide de multiples du vecteur b; et donc |(b;, t)| < ||bi||*/2, pour ¢ < a. Remarquons aussi

que les entrées de la matrice H sont toutes < 1 en valeur absolue : la base [by, ..., by 1] est

Minkowski-réduite et donc Lagrange-réduite par paires. De plus, det(H) = ﬁ%ﬁgﬁ

64



2.5. L’approche globale.

est borné inférieurement par une constante ne dépendant que de la dimension, car le
défaut d’orthogonalité de la base Minkowski-réduite [by, ..., by ;] est borné.

Par conséquent, on peut calculer les entrées de H~! avec une erreur absolue inférieure
42790 en O(r?) opérations élémentaires : on peut voir cela avec les formules de Cramer,
car les valeurs absolues des entrées de la matrice H sont bornées supérieurement par 1
et son déterminant est borné inférieurement par une constante ne dépendant que de la
dimension. On obtient alors les y; par une simple multiplication matrice-vecteur, avec
I’erreur absolue escomptée : cela provient du fait que les valeurs absolues des coefficients
de la matrice H~! sont bornés par une constante ne dépendant que de la dimension et
que les valeurs absolues des coeflicients vectoriels sont inférieures a 27. [

Le résultat reste valide si on remplace la réduction au sens de Minkowski par n’importe
quelle réduction qui garantit que le défaut d’orthogonalité est borné, par exemple la LLL-
réduction. Dans le chapitre I11-3, nous montrerons un résultat similaire pour la résolution
approchée du probleme CVP avec 'algorithme de Babai. Ce dernier peut aussi étre suivi
d’une recherche exhaustive parmi O(1) éléments (en dimension fixée) pour aboutir & une
solution exacte au probleme CVP, avec la méme complexité O(log||t|| - [1 + log||t]| —
log ||ba||])- Il n’est pas tres clair quel serait le bon choix en pratique en petite dimension.

Le théoreme 13 peut étre rendu efficace en utilisant les bornes données au théoréme 10 :
elles permettent de limiter fortement la recherche exhaustive qui suit la phase d’algebre
linéaire.

2.5 L’approche globale.

Dans cette section, nous donnons approche globale permettant de montrer qu’l y a
au plus un nombre linéaire dans Ualgorithme glouton itératif de la figure 2.8. Le but de
cette approche globale est ainsi de montrer le théoréme 14. La preuve de ce théoréme
peut étre remplacée par une preuve alternative et indépendante, décrite auz sections 2.7
et 2.8, qui constituent l’approche locale. Dans les deuz cas, 'analyse de algorithme doit
étre complétée par la preuve de sa complexité quadratique, effectuée a la section 2.6. Cette
derniere utilise les sections 2.5, 2.7 et 2.8 uniquement via le théoréme 14.

Dans cette section, nous donnons 'analyse globale, qui permet de montrer que le
nombre d’itérations de boucle de la version itérative de ’algorithme glouton de réduction
de la figure 2.8 est borné par O(log||bgl|), quand d < 4. Plus précisément, nous montrons
que :

Théoréme 14. Soit d < 4. Soient [by,...,b,] des vecteurs linéairement indépendants.
Dans Ualgorithme glouton itératif de réduction décrit a la figure 2.8, le nombre d’itérations
de boucle est borné par O(log ||bgl|— A1), ot A est le premier minimum du réseau engendré
par les vecteurs by, ..., by.

Pour arriver a ce résultat, nous montrons qu’en dimension inférieure ou égale a 4, dans
'algorithme glouton récursif de réduction décrit a la figure 2.7, il y a au plus O(1) itérations
de boucle successives sans décroissance significative des longueurs, c’est-a-dire sans que le
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produit des longueurs des vecteurs de la base courante ne décroisse d’un facteur C' pour
une certaine constante C' > 1. Ceci implique qu’il ne peut y avoir plus de O(1) itérations
de boucle de I'algorithme glouton itératif de réduction sans une décroissance d’un facteur
plus grand que C du produit des longueurs des vecteurs. Cela donne immédiatement le
théoreme 14.

Notre démarche est la suivante. Nous commencons par définir deux phases dans I’al-
gorithme récursif. Dans la premiere phase, quand un vecteur est raccourci, sa longueur
diminue d’un facteur au moins 1 4+ 1 pour une certaine constante n > 0 qui sera défi-
nie plus tard, ce qui implique que toutes les itérations de boucle de cette phase sont de
« bonnes » itérations de boucle. Dans la seconde phase, les longueurs des vecteurs peuvent
ne pas diminuer de maniere significative, mais nous allons montrer que lorsque nous en-
trons dans cette phase, la base courante est déja quasiment réduite, et il ne reste que tres
peu d’itérations de boucle.

A la section 2.7, nous donnerons une preuve alternative du théoreme 14.

2.5.1 Deux phases dans ’algorithme glouton récursif.

Nous généralisons dans ce paragraphe l'analyse globale que nous avions effectuée en
dimension 2, au paragraphe 2.2.1. Nous divisons les itérations de boucle successives de
I’algorithme glouton récursif en deux phases : la n-phase et la phase restante. L’exécution
commence par la n-phase et demeure dans la n-phase tant que l'itération de boucle cou-
rante introduit un vecteur b, significativement plus court que le vecteur b, qu’il remplace.
Deés qu’une telle diminution de longueur n’est pas atteinte, I’exécution entre dans la phase
restante, et elle y reste jusqu’a la fin. Plus précisément, la n-phase est constituée des ité-
rations de boucle de ’algorithme n-glouton décrit a la figure 2.9, qui simule donc le début
de ’algorithme glouton de la figure 2.7. Cet algorithme généralise 1’algorithme n-Lagrange
de la figure 2.6, page 58. La phase restante correspond aux itérations de boucle de 'al-
gorithme glouton récursif quand on lui donne en entrée la base de sortie de 1’algorithme
n-glouton.

Il est clair que toutes les itérations de boucle de la 7-phase sont bonnes, puisque le
produit des longueurs décroit a chaque fois d’un facteur au moins 1 + 7. De plus, si d < 4,
quand ’exécution entre dans la phase restante, la base a un défaut d’orthogonalité borné :

Lemme 13. Soient d < 4 et n € ]0, \/g— 1[. Supposons que la base [by,..., b,] soit
invariante par U'algorithme n-Glouton de la figure 2.9. Alors pour tout k < d, on

a ||bi* > ((1+1n)2 + 1_25) IIbk||?>. Remarquons que pour k < 4, on a W + 125> 0.

Démonstration. Soient k < d et by, = by — ¢ ol ¢ est un vecteur le plus proche de by

dans L(by,...,bx_1). Nous écrivons bj, = bj + b, ou b, est dans I’espace engendré
par les vecteurs [by, ..., bg_1]. Puisque b}, ne peut pas étre raccourci en lui ajoutant une
combinaison linéaire entiere de by, ..., bg_1, on sait que :
- k-1 N k—1 k-1
I 11* < p(by, - bea)® < == max [b}[[* < ——Ibeall” < ——IIbel™
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Algorithme: n-Glouton(by, ..., by).
Entrée : Une base [by,...,bg] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base ordonnée de L(b1,...,by), avec sa matrice de Gram.

1.5i d = 1, renvoyer b;.
2. Répéter

3 Trier (by,...,by) par longueurs croissantes, et mettre a jour la matrice de Gram,
4 [b1,...,bg1]:=Glouton(by,...,by_1),

5. Calculer un vecteur ¢ € L(by,...,bg_1) le plus proche de by,

6. b:iizbd - C,

7 Si (1+7)[Ib}]| > |Iball, aller & Vétape 9.

8. Sinon, by:=b!, et mettre & jour la matrice de Gram.

9. Renvoyer [by,. .., by] et sa matrice de Gram.

F1G. 2.9 — L’algorithme n-Glouton de réduction en dimension d.

En utilisant le théoreme de Pythagore, on obtient que :

bl < (1 B4 < (1423 + ) < (14 I8P + bl )

ce qui donne le résultat. O

2.5.2 L’algorithme glouton avec une base plutét orthogonale.

Pour conclure en dimension inférieure 4 4, il suffit maintenant de montrer que lorsque
les ||b}]|/||bs|| sont bornés inférieurement (c’est-a-dire quand le défaut d’orthogonalité est
borné) alors le nombre d’itérations de boucle de I’algorithme glouton récursif est borné
par une constante.

Lemme 14. Soient d < 4 et C' > 0. Il existe une constante K telle que pour toute

base [by,...,by] qui satisfait HH—E% > C, Ualgorithme glouton récursif finit sur [’en-
trée [by,...,by] en au plus K itérations de boucle.

Démonstration. Puisque pour tout ¢ < d on a ||bf|] < ||b;||, on a aussi 'lll_ttf% > C pour

tout ¢ < d. Si initialement la base satisfait g—'ﬁ% > C, puisque le numérateur est constant
(c’est le volume du réseau) et que le dénominateur décroit, toutes les bases qui apparaissent
dans ’exécution de l'algorithme satisfont cette propriété. Ainsi, pour tout vecteur b;
apparaissant dans ’exécution de |’algorithme on a : H—:{% > C.

Nous définissons I'ensemble X; = {(z;,...,2a), 3(@1,...,7i1) € Z74, || 32, ;b <
IIb;||} pour tout ¢ < d. Nous avons |X;| < (1 + 2/C)% 1. Nous montrons cela par
récurrence décroissante sur i. Soit b = x1b;+. . .4+x4b, avec ||b|| < ||bs|. En considérant la
composante de b sur b}, on obtient |z4] < 1/C. Supposons maintenant que ¢ < d. Soit b =
T1b1+. .. +x4bg avec ||b]| < ||b;]|. Comme la base est ordonnée, nous avons ||b|| < ||biy1]],
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ce qui donne par hypothése de récurrence que (z;,1, ..., 4) appartient a4 un ensemble fini.
De plus, en prenant la composante de b sur b}, on obtient que :

d
b;, bt
w3 ol <ije
J=1+1
Ainsi, pour chaque choix de (z;41,...,24), il y a au plus 2/C + 1 valeurs possibles pour z;.

Considérons maintenant ’exécution de I’algorithme glouton de réduction sur une telle
base. Le nombre de fois qu'un vecteur plus court que by est créé est borné par (1-+2/C)%.
Ainsi, on peut couper I’exécution de ’algorithme en phases pendant lesquelles le vecteur b,

ne change pas, et il y en a au plus (1 + 2 )d Considérons une telle phase. Soit by, ..., by
la base au début de cette phase. Elle satisfait H I ” > C. Au plus | X,| < (1 +2/C)%!
fois dans cette phase un nouveau vecteur by est créé : pour tout (xg,...,z4) € X, il

n'y a qu’au plus deux valeurs possibles de z; & cause du choix glouton de ’algorithme
a I'étape 2 de la version itérative ou de 'étape 5 de la version récursive (il peut y avoir
deux solutions a une instance du probléme CVP en dimension 1). On peut donc découper
I’exécution de l'algorithme en phases pendant lesquelles b; et b, sont constants, et il y
en a moins de 2(1 + 2/C)?¢~1. En utilisant la borne sur |X;| et la finitude des solutions &
une instance du probléme CVP en dimension 7 — 1 (c’est le « kissing number », voir [42]),
le méme raisonnement peut étre fait pour découper l'exécution de I’algorithme en phases
(en nombre borné indépendamment de la base) pendant lesquelles les vecteurs by, ..., b;
ne changent pas. Le cas 7 = d donne le résultat. O

2.6 La preuve de la complexité quadratique.

Dans cette section, nous utilisons les théoremes 13 et 14 des deux sections précédentes
pour montrer la borne de complexité affirmée au théoréme 12. Pour faire cela, nous généra-
lisons le phénomeéne d’annulation utilisé dans ’algorithme d’Euclide et dans I’algorithme
de Lagrange (voir la section 2.2). Nous étendrons cette technique au chapitre II-3 pour
analyser 1’algorithme LLL.

Supposons que d < 4. Nous considérons la description itérative de l’algorithme glouton
de réduction en dimension d, et notons [bgt) ye b(t)] la base courante au début de la t-ieme
itération de boucle. Au début, nous avons : [bgl), e ,b‘(il)] = [by, ..., bg]. Le théoréme 13
nous donne que le cotlit de la t-iéme itération de boucle est borné par O(log ||bgl| - (1 +
log |[b Il —log Hba(t)ll) ). Le théoreme 14 donne que le nombre 7 d’itérations de boucle de
l’algouthme est borné par O(log ||bg||). Nous avons deux indices intéressants pour ’analyse
de complexité : 'indice k(t) signifie qu’a la ¢-iéme itération nous essayons de raccourcir
le vecteur b(t()t), et l'indice «a(t), qui est défini précisément dans le lemme suivant, et
qui correspond au plus grand ¢ tel qu'aucun des vecteurs by,...,b;_; n’a été changé
depuis la derniere fois que I'indice &k a été égal & k(t). Intuitivement, la signification de
I'indice « est la suivante : dans toute cette série d’itérations (depuis la derniére fois que
I'on a changé le k-iéme vecteur), les premiers vecteurs (jusqu’d b,_;) n’ont jamais été
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modifiés; ainsi, pendant toutes ces itérations, les vecteurs créés sont toujours réduits avec
les premiers vecteurs, et c’est quasiment comme si I'on travaillait dans 1’orthogonal de ces
premiers vecteurs ; ces premiers vecteurs n’interviennent pas dans le cout de ces itérations
de boucle.

Lemme 15. Soit t une itération de boucle. Soient ¢(t) = max(t' < t,k(t') > k(t)) si
cela existe, et 1 sinon, et at) = min(k(t'),t' € [|6(t), H) — 1. Alors le coit de la t-iéme
itération de boucle est borné par O(log||bgl| - [1 + log Hb |l = log Hb(at()t)ll])

Démonstration. Entre les itérations de boucle ¢(t) et ¢, les vecteurs by,..., by, sont
inchangés, et & cause des choix gloutons faits aux diverses étapes 2 et 3, chaque vecteur b
créé pendant ces itérations de boucle est tel que [by, ..., bgw—1,b] est G-réduit, et donc
réduit au sens de Minkowski si a(t) < 4 (la G-réduction et la Minkowski-réduction sont
équivalentes jusqu’en dimension 4). Ces vecteurs b incluent le vecteur b,(:()t). Le théoreme 13
nous donne le résultat car tous les vecteurs apparaissant pendant ces itérations de boucle
sont plus courts que by. O

Nous allons séparer en O(d) sous-sommes la somme des cotits des itérations de boucle
successives, en fonction de la valeur de k(¢) :

d
™ [1+1og by~ 10g B, 1] < 7+ 37 > (ogIbI| - log b, ).

t<r k=2 tk(t)=k

Pour chacune de ces sous-sommes, nous gardons & — 1 termes positifs et £ — 1 termes
négatifs, et « éliminons » les autres. Le point central de ce processus est le suivant :

Lemme 16. Soientk € [|2,d|] et t; <ty < ... < t des itérations de boucle de l’algorithme
itératif glouton de réduction tels que pour tout j < k, on a k(t;) = k. Alors il existe j <k

tel que |37, 1| > bl

Démonstration. Nous choisissons j = max(: < k,a(t;) > ). Cette définition est valable
car 'ensemble maximisé n’est pas vide : il contient 1. Puisque a(tyx) < k et k(ty) =
E(ty—1) = k, il existe une premiére itération de boucle Ty € [|tx—1, t[| telle que k(T}) >
k > k(T; + 1). Puisque pour un indice donné les longueurs des vecteurs décroissent
toujours, nous avons :

Il < B < b))
Par définition de T} les vecteurs bi,...,bi_; ne changent pas entre les itérations de

boucle ti_; et Tj. Ainsi :
b < by 1Y)

Si j = k—1, nous avons le résultat. Sinon, il existe une premieére itération de boucle 7_; €
[ltk—2, tx_1[| telle que k(Tx—1) > k —1 = k(Ty—1 + 1). Nous avons :

(Te-1
IbE I < bV < BTV < (b5

Si j = k — 2, nous avons le résultat escompté, et sinon nous continuons a construire des
itérations de boucle T; de la méme maniére pour aboutir au résultat. 0
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Il est maintenant possible d’achever I’analyse de complexité. Soient k € [|2,d|] et t; <
ty <...<t, ={t <7 k(t) =k} Nous avons :

Tk

> (log [Ib{™]

i=1

t;
~log b4,

Tk T —k+1
) < k(log byl — A1) + (Zlog b~ 3 log ubifz;,u> ,
1=k =1

ou A; est le premier minimum du réseau que ’on réduit. Le lemme 16 sert & borner la
partie droite de la quantité ci-dessus. On I'applique d’abord avec ¢4, ...,#,. Cela donne
qu'il existe j < k tel que ||b§:’°)H < Hbggt),)”. Les termes d’indices « 1 = k » dans la somme
des termes positifs et « ¢ = 7 » dans Ta somme des termes négatifs s’annulent. Nous
utilisons alors le lemme 16 avec tx,; et les £ — 1 premiers ¢; qui restent dans la somme
des termes négatifs. On peut voir que tx,; est plus grand que n’importe lequel d’entre
eux, et donc nous pouvons faire apparaitre une nouvelle annulation « terme positif-terme

négatif ». On effectue ce procédé 7, — k + 1 fois, pour obtenir :

Tk
3 log b
=k

Le fait que Y, 7 = 7 = O(log||b4|| — log A1) (qui provient du théoréme 14) permet de
finir la preuve du théoréme 12.

Te—k+1

= > log|blE,ll <o.
1==1

2.7 L’approche locale.

Cette section et la suivante offrent une preuve différente du théoréme 14. L’approche
locale donne une meilleure compréhension du comportement de l’algorithme, mais est
moins rapide que l’approche globale.

Dans cette section, nous donnons une preuve alternative du théoreme 14 pour d < 4.
Celle-ci généralise I’analyse locale que nous avons faite pour l'algorithme de Lagrange.
Nous montrons que 'algorithme glouton itératif de réduction de la figure 2.8 a un nombre
d’itérations de boucle au plus linéaire en la taille de ’entrée. Pour prouver ce résultat, nous
montrons qu’il ne peut y avoir plus de O(1) itérations de boucle consécutives sans une dé-
croissance significative du produit des longueurs des vecteurs courants. Plus précisément,
nous montrons le théoréme suivant, qui implique directement le théoreme 14.

Théoreme 15. Soit d < 4. Il existe trois constantes C > 1,1, F' telles que pour n’importe
quelles d itérations de boucle consécutives de l’algorithme glouton récursif de réduction de
la figure 2.7, certaines d’entre elles font partie des I itérations initiales ou des F' itérations
finales, ou le produit des longueurs des vecteurs de la base courante décroit d’au moins un
facteur C.

Ce résultat implique bien le théoréeme 14 pour d < 4. En effet, le nombre d’itérations
de boucle successives (de I’algorithme itératif) sans décroissance significative assurée du
produit des longueurs est borné par (I + F + C)¢ = O(1). A partir de maintenant, nous
nous intéresserons uniquement & la version récursive de ’algorithme glouton de réduction.
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2.7.1 Une analyse géométrique unifiée jusqu’en dimension 4.

L’analyse locale de l'algorithme de Lagrange donnée & la section 2.2 reposait sur le
fait que si |z| > 2, alors le vecteur zu était trés éloigné de la cellule de Voronoi du
réseau de dimension 1 engendré par u. L’analyse du nombre d’itérations de boucle de
I’algorithme glouton de réduction en dimensions 3 et 4 repose sur un phénomene similaire
lié a des cellules de Voronoi en dimensions respectivement 2 et 3. Cependant, la situation
est relativement plus complexe, comme le suggerent les remarques suivantes :

— Pour d = 2, nous étudions la valeur de I’entier z, mais quand d > 3, nous disposons
de plusieurs entiers x; au lieu d'un seul, et il n’est pas facile a priori de dire celui
qui va s’avérer utile.

— Pour d = 2, I'appel récursif (qui est inexistant) ne peut pas changer la base courante,
puisque pour un réseau de dimension 1 il n’y a qu’une base possible (au signe pres).
Sid > 3, appel récursif peut changer completement les vecteurs, et il parait difficile
dans ce cas de dire précisément ce qui se passe.

Pour prouver le théoreme 15, nous introduisons quelques notations. Considérons la i-

eme itération de boucle de I’algorithme. Soit [al”, .. ] la base courante [by, ..., by] au
début de cette i-eme itération de boucle. La base [ag), . ] devient [b{”, Do b((;) s al(;)]
avec ][bgz)H <+ < ||bf£1|| apres Pappel récursif, et (bY e ,bl(; ) aprés 1’étape de trans-
lation, ou b(i) = al(ii) —c® et ¢ est le vecteur (parmi les plus proches) qui a été trouvé a
I’étape 5. Soit p; le nombre d entiers 1 < j < d tels que |]b N < 1B, Soit 7; le rang de
bg) une fois que la base (b . b(z ) a été triée par ordre croissant des longueurs : par

exemple, m; = 1 si ||bl(; | < ||b1 H Remarquons que m; peut étre différent de p; parce qu’il
peut y avoir plusieurs possibilités pour le tri des vecteurs dans le cas ou certains d’entre
eux sont de normes egales Clairement, on a 1 < m; < p; < d, si p; = d alors la boucle
(z-l—l (z-l—l
s’achéve, et on a |lax, || = ||lap; ' ||-
Nous considérons la (i+ 1)-éme 1teration de boucle pour un certain 1> 1. Remarquons

() _ B — o0 _ ¢

que la définition de 7; nous donne que az, , alors que {a(ZJr Y, =

{b- hi<j<a—1- Le vecteur ¢+ appartient & L(bg“’l), .. ,b((f’ll)) = L(a] (+1) a((f’ll)) :
il existe donc des entiers 7\, 20T tels que c(FD) = Z] ! a:ﬁ“’l) §Z+1)

Nous allons montrer qu’il existe une constante universelle K > 1 telle que pour n’im-
porte quelle exécution de ’algorithme de réduction en dimension d avec d < 4, et pour
n’importe quelles d itérations de boucle successives (sauf éventuellement les premiéres et
les dernieres), le produit des longueurs des vecteurs de la base courante décroit au moins
d’un facteur K :

o)l 12
R )
Cela impliquera automathuement que le nombre d’itérations de boucle est au plus pro-
portionnel & log ||ad Il

Nous nous occupons maintenant de la premiere difficulté que nous avons mentionnée :
1
quel coefficient entier va nous servir 7 L’astuce est de s’intéresser a la valeur de a:(z+ )
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Cest-a-dire au coefficient multiplicatif de al:™" = al) — ¢® dans ¢+, et d’utiliser les

propriétés gloutonnes de 'algorithme. Ce coefﬁcient est particulier car il correspond au
vecteur qui a été créé a l'itération précédente. Puisque ce vecteur a été créé de telle sorte
qu’il ne puisse plus étre raccourci a ’aide des autres, on n’a que deux alternatives pour
créer un vecteur a l'itération courante : soit il est plus long que agffl), auquel cas p;
augmente (ce qui ne peut pas se reproduire trés longtemps de fagon consécutive), soit
il est plus court, et on a forcément |z,,| # 1 car sinon cela serait en contradiction avec
la maniere dont on-a créé le vecteur aﬁf;“) (on aurait pu faire un meilleur choix pour ce

vecteur & l'itération précédente).

Lemme 17 (Lemme glouton). Parmi d itérations de boucle consécutives de l’algorithme
glouton de réduction de la ﬁgure 2.7, il y en a au moins une d’indice 1 + 1 pour un
certain v > 1 telle que p;11 < p;. De plus, pour une telle itération de boucle, ]x (i+1) [ > 2,
ou il s’agit de la derniére itération de boucle.

Démonstration. La premiere partie du lemme est immédiate car pour tout z, on a p; €
[|1,d|], et si 'on avait p; = d, alors il n’y aurait qu’une seule itération de boucle. Consi-
dérons maintenant une telle itération de boucle, et supposons que nous ayons un petit
entier 7Y, cest-a-dire 78 = 0 ou |z0MY] = 1.
~ Si xsffl) = 0, alors ¢(*V) ¢ L(a (z+1))]¢,r“]<d L= L(b(l) ...,b‘(ﬁz). Nous affirmons
que dans ce cas, la (i+ 1)-&me itération de boucle est la derniére dans l'exécution de
I’algorithme. Puls(%ue la i-eme itération de boucle n’est pas la derniere, nous avons
Iégalité a(”l) . De plus, la base [b\?, @ bfﬁl] est déja G-réduite & cause de
I’appel recurs1f de la i-eme itération de boucle. Tout cela implique que ctD) est le
vecteur nul (ou en tout cas qu’il ne permet pas de raccourcir adz) s’il y a plusieurs
plus proches vecteurs), et donc que la (i +1)-éme itération de boucle est la derniére.

- Si {3: (1) | =1, alors on a p; 41 > p;, ce qui est contradictoire avec notre hypothese.
En effet on a cltl) — Zt]i }x(’“)agf“) oll agffl) ‘(iz) — e ot {a§z+1)}#m —

{b }1<]<d 1. Ainsi, le vecteur ¢V peut s’écrire ¢V = :F(afii) —c9)—eavece ¢
(

L(bgl), . ,b(l) ). Par consequent alth —clit) = b 4 (a ) _¢)+e. Autrement
dit, ||afii+1) — )] = ||a — f|| pour un vecteur f dans L(b() ..,bfﬁl). Le choix
glouton de by(i) & la i-eme itération de boucle implique que p;; > 1+ p;, ce qui
achéve la preuve du lemme.

O

Nous allons montrer qu’en dimension 3, lors d’une telle itération de boucle (¢ + 1),
au moins une des longueurs des vecteurs de la base décroit de maniére significative, ou
qui a décru de maniere significative a la i-eme itération de boucle. Cela n’est plus vrai en
dimension 4, mais n’est pas trés loin de I’étre : nous isolerons les mauvais cas et montrerons
que lorsqu’un mauvais cas apparait, le nombre d’itérations de boucle restantes est borné
par une constante. Plus précisément, les mauvais cas sont ceux pour lesquels les z; calculés
satisfont |z,(1)] = |Ts2)] = 1 €t |z,(3] = 2, pour une certaine permutation o de {1,2,3}.
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Cette situation sera considérée au paragraphe 2.7.2.

Nous nous intéressons désormais a la deuxieme difficulté soulevée plus haut, c¢’est-a-

dire au probleme soulevé par le changement éventuel des premiers vecteurs lors de I’a (ppel

d-1 _(i+1 1
récursif. Nous avons I’égalité c(t!) = ijl $§l+ )ag” ) mais la base a lz+1 o

n’est pas nécessairement G-réduite. Nous distinguons deux situations :

(i+1) (i+1
1. La base [a s aglz 1 )] est, en un certain sens qui sera précisé plus bas, loin d’étre

G-réduite. Alors le vecteur bf; calculé a la 7-eme itération de boucle est nettement

plus court que le vecteur a((i) qu’il remplace. Remarquons que cette décroissance des

longueurs concerne la i-¢me itération de boucle et non la (7 + 1)-eme.

2. Sinon, la base [a{"V, ... a((; '1)] est presque G-réduite. L’inégalité |25 > 2 im-
plique en quelque sorte que le vecteur cltD est trés loin de la cellule de Voronoi
Vor(aYH), . ,afﬁll)) : ce phénomene sera pris en compte de facon précise par le

lemme du vide (théoréme 16, page 75). Quand cette situation se présente, le nou-
veau vecteur bffﬂ) est nettement plus court que le vecteur a(hL ) qu'il remplace.
Intuitivement, le lemme du vide a la signification suivante : si l'on considere un
vecteur éloigné de la cellule de Voronoi d’un réseau (c’est-a-dire qui est a extérieur
d’une couronne encerclant cette cellule de Voronoi), et un vecteur de la cellule de
Voronoi, alors le deuxieme est significativement plus court que le premier. L’exis-

tence de la couronne proviendra du fait que la base [agiﬂ), e ,af;fll)] est presque

réduite et que l'on a |z V| >

Pour formaliser I'idée qu’un ensemble de vecteurs est quasiment G-réduit, nous intro-
duisons la e-G-réduction.

Définition 26 (e-G-réduction). Soit € > 0. Un wvecteur isolé [by] est toujours e-G-
réduit; pour d > 2, un d-uplet [by,...,by] est e-G-réduit si [by,...,ba1] est e-G-réduit
et la projection orthogonale de by sur l’espace engendré par [by, ..., by 1] appartient d
Uensemble (1 + €)Vor(by, ..., ba_1).

On a immédiatement qu’une base G-réduite est aussi e-G-réduite pour n’importe
quel € > 0. Dans la définition, nous n’avons pas supposé que les vecteurs b; ne sont
pas nuls ni linéairement indépendants. La raison est que le lemme du vide repose essen-
tiellement sur des propriétés de compacité : 'ensemble des d-uplets e-G-réduits doit étre
fermé (d’un point de vue topologique), alors qu’une limite de bases peut ne pas étre une
base (les vecteurs peuvent devenir linéairement dépendants). Cela a pour conséquence
que la matrice de Gram d’une telle base peut ne pas étre inversible.

Nous pouvons maintenant donner un énoncé précis des deux cas que nous venons de
décrire. Le lemme 18 correspond & la premiere situation et le lemme 19 a la seconde.

Lemme 18. Soit 2 < d < 4. Il existe une constante €, > 0 telle que pour tout € €
10,e1], il existe C. > 1 tel que la propriété suivante est valide. Considérons la (i +1)-éme
itération de boucle d une exécution de l'algorithme glouton de la ﬁgure 2.7 en dimension d.
Si [l ad ) V] nest pas e-G-réduite, alors Ha N = c. ||b ][
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Démonstration. Le résultat est évident pour d = 2 puisqu’un vecteur isolé est toujours
e-G-réduit. Supposons que d = 3 et que [ai”l) ag”l)] ne soit pas ¢-G-réduite. Nous
avons |(al™ altV)| > l—gs—Ha?H)HQ. Par ailleurs, nous avons forcément m; = 1 (sinon la

base [a&”l), ag”l)] = [bl®, bgi)] serait Minkowski-réduite), ce qui implique que le vecteur
a(fH) = b ) ne peut pas étre raccourci en lui additionnant des multiples entiers du
vecteur al (1) = b{". Ceci signifie que [(al™,al™)| < [|al"™||2/2. Les deux inégalités

prises &multanement donnent :
7 i+1)
(1+e)llay™ I < flag ™)

(i+1)

Les faits que al™" = b et que [|al™| <

Ha || achévent la preuve.

Supposons désormais que d = 4 et que [agiﬂ) agﬂ) agﬂ)] ne soit pas e-G-réduite.
Cela signifie que la projection orthogonale de agiJr ) sur I espace engendré par a( " st
pas dans (1 + ¢)Vor(aj (i+1 )), ou que la projection de ag+ ) sur I’espace engendré par
[af* al*V] nest pas dans (1 + £)Vor(a™™, al"*™). Nous considérons ces deux situa-
tlons separement Dans un premier temps, supposons que la projection orthogonale du
vecteur ag 1) sur l'espace engendré par le vecteur ag " ne soit pas dans (1 +5)V0r(a11+1)).

Alors |(a (”1), alt™y) > e (i+1)||2 De plus, nous avons forcément m; = 1 (sinon la

base [a{V ali™] = bl¥), b(l)] est réduite au sens de Minkowski). Ainsi, le vecteur al'™"
n (i+1) .
e peut pas étre raccourci en lui ajoutant un multiple entier du vecteur a;” /', ce qui

implique en particulier que |(al™" al"™)| < [|a§i+1)]l2/2. Ainsi :

(1 +e)|bP2 = (1 +&)[]af™M 12 < [laf™)2 < lal? )12,

(Z+1) (i+1)]

Pour finir, supposons maintenant que les vecteurs [a; soient e-G-réduits, et

que la projection orthogonale de ag+ ) sur I’espace engendre par [a(“rl ag“rl)] ne soit
pas dans (1 + £)Vor(a{™, al"™). Nous distinguons deux sous-cas : m; = 1 ou m =
2. Supposons d’abord que m; = 2. Alors la base [a§’+1) g”l)] est réduite au sens de
Minkowski, et les coordonnées de Voronoi possibles de L(a§i+1),ag+l)) sont les couples
(z1,22) € {—1,0,1}% (d’aprés le lemme 23). Ainsi un vecteur u a sa projection orthogonale

sur espace engendré par [a™™", a™] dans Vor(a; (1) al™) si et seulement si :

V(w1 22) € {~1,0,1)2 [lul] < flu+ 2l + 2,2l

Cela implique qu'il existe un couple (z1,79) € {-—1,0,1}? tel que !(agﬂ) T a&”l) +
zal | > Hez, a(Hl) + z2al ™2, Dans le cas ot 7; = 1, nous pouvons supposer
que [|al™[| > (1 = )||al™||, puisque si cette inégalité n’est pas satisfaite, IbY| =
||a§l+1) I < (1-¢) ||afll)l|. Nous verrons au paragraphe 2.8.2 (plus précisément au lemme 30)
que pour un ¢ > 0 suffisamment petit, les coordonnées de Voronoi possibles d’une telle
base e-G-réduite sont les mémes que pour une base réduite au sens de Minkowski. Par
conséquent, comme dans le sous-cas précédent, il existe un couple (z;,z3) € {~1,0,1}
tel que |(a, G zal ™ 4 zal iy > %iﬂa:laglﬂ) + 2,al"™V||2. A partir de maintenant,
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nous considérons les deux sous-cas simultanément. Supposons d’abord que z, = 0, ce qui
implique que |z;| = 1. Comme pour la dimension 3, le fait que le vecteur a(fJ’ ) ne puisse

pas étre raccourci en lui ajoutant un multiple entier du vecteur agiﬂ) donne le résultat
(si m; = 1 c’est automatique, et si m = 2, alors la base [al"™) altl] = [b(li), bg)] est ré-
duite au sens de Minkowski). Le cas oll z; = 0 se gere de la méme maniére. Il reste donc a
analyser la situation ol |z1| = |z3| = 1. Sans perte de généralité, on suppose z; = zo = 1.
Nous avons :
(a2l 4 af D)) > 2L al ) 4 af IR

Puisque le vecteur agffl) ne peut pas étre raccourci en lui ajoutant une combinaison linéaire
entitre des deux autres vecteurs, nous avons [|al " 4 (al™ +al™)|| > [a%|| = ||b 11
En conmderant le bon choix du « plus ou moins », et en utilisant llnegahte lla; (i+1) | <
||a4 |l, on obtient :

3 z 1+1 1 7 7 l 7 1
P2 < a2 —2]@f™, al ™ 4af ™)+ al T £al )12 < [al? 2 —eflaltt 4ad T2,

(1) p(+)]

Puisque la base [a;" ’, a; est e-G-réduite, nous avons aussi les inégalités :

[af* + af*™ )2 > a2 + el V)2 = (1 +o)][al V)R = (1 - )[lal ),
a partir desquelles on déduit : (1 +e(1 — €))|[b{]|2 < ||al?|I2. O

Lemme 19. Soit 2 < d < 4. 1l existe deux constantes €5 > 0 et D > 0 telles que la pro-
priété suivante soit valide. Considérons la (i + 1)-éme itération de boucle d’une exécution
de lalgorithme glouton de réduction en dimension d. Supposons que [agH_l), a((;+11)]
s0it e9-G-réduite, et que ]|al+1 > z—:2)||a(z+1 | pour un certain k € [|1,d —1|]. Alors

st |x| > 2 et si nous ne sommes pas dans le cas « 211 », on a :
i+l i i+l
I 17 + DIBE 7 < flag ™11,

ot le cas « 211 » est la situation ot d = 4, x| = 2 et les deux autres |z;| valent 1. En

b((iiH)[I < Hb,(:H)H, alors le vecteur bfﬁl) est significativement plus court

que le vecteur afii+1)

particulier, si ||

1B < s llal

Ce dernier lemme est une conséquence directe du théoreme de Pythagore et du lemme
du vide, auquel la section 2.8 est dédiée. Le lemme du vide est illustré par la figure 2.10 :
un vecteur de la partie non hachurée externe qui est transformé en un vecteur dans la
zone non hachurée interne voit sa norme diminuer significativement.

Théoréme 16 (Lemme du vide). Soit 2 < d < 4. Il existe deux constantese > 0 et D >
0 telles que la propriété suivante soit valide. Soient [ay, . .., a4_1] des vecteurs e-G-réduits,
u un vecteur de Vor(ay,...,a4 1) et T1,...,Tq4-1 des entiers. St ||ag|| = (1—¢)||lag_1]| pour
un certain k < d— 1, alors :

[l + Dllall® < fla+ ) ]l
ot |zk| = 2, et sid =4 et |zg| = 2, alors les deus autres |z;| ne valent pas tous les deux 1.
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Chapitre II-2. La réduction de réseauz en petite dimension

F1c. 2.10 ~ Le lemme du vide en dimension 2. Un vecteur de l'extérieur de la couronne
qui est transformé en un vecteur de la cellule de Voronoi voit sa norme diminuer signifi-
cativement.

Cela achéve la description générale de la preuve de ’équation 2.1, page 71, et par
conséquent du théoréeme 14. En effet, choisissons trois constantes ¢, D > 0 et C > 1 telles
que l'on puisse appliquer les lemmes 18 et 19. Nous montrons que 1’équation (2.1) est
vérifiée pour K = min(C, v1+ D, &) > 1. Considérons une itération de boucle (z + 1)
qui n’est pas la derniére et telle que p;;1 < p;. Nous rappelons que parmi n’importe quelles
d itérations de boucle successives, il y a au moins une telle itération de boucle. Pour cette

2 . 1+1 . . . .
itération, nous avons [a:gff ) | > 2. Nous distinguons quatre situations :

— La base [al""", . .. ,a‘(ﬁll)] n’est pas e-G-réduite : alors le lemme 18 donne le résultat
escompté grace a la i-eme itération de boucle.

~ On a Ha(;ﬁ”ll <(1- E)Ilafii+1)|[ : puisque p;11 < p;, nous avons la suite d’'inégalités
b5V < flag ™l = law ™l < (1 = e)llaf ™.

— Nous sommes dans le cas « 211 », c’est-a-dire d = 4, {ngfl)l = 2 et les deux autres
Iasg-i“) | valent 1, alors nous utilisons I’étude qui sera effectuée au paragraphe 2.7.2.

— Sinon, nous utilisons le lemme 19, qui donne le résultat escompté grace ala (i + 1)-

eme itération de boucle.

2.7.2 Fin de P’analyse en dimension 4.

Dans les paragraphes qui précedent, nous avons montré que ’algorithme glouton itéra-
tif de réduction a un nombre au plus linéaire d’itérations de boucle en dimensions 2 et 3,
mais nous avons mis en évidence ’apparition d’une difficulté supplémentaire en dimen-
sion 4 : le lemme du vide ne permet pas de gérer le cas « 211 ». Cela vient du fait qu’en
dimension 3 il existe des bases [by, by, b3] réduites au sens de Minkowski pour lesquelles
2b; + s1b; + soby est un vecteur de Voronoi, avec {7, 7,k} = {1, 2,3} et |s1] = |s2| = 1. En
effet, considérons le réseau engendré par les colonnes by, by, by de la matrice suivante :

1 1 -1
M=1]1 -1 0
0 0 1

Cette base est Minkowski-réduite et pour tous ky, ks, k3 € Z on a ||b; + by + 2bs|| =
[Iby + ba|| < |[(2ky + 1)by + (2k2 + 1)by + 2k3bs]|. Ainsi, un vecteur du translaté de la
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cellule de Voronoi centrée en by + by 4 2bz peut éventuellement ne pas étre raccourci de
maniere significative quand il est « ramené » dans la cellule de Voronoi centrée en O.

Le lemme du vide n’aide pas a résoudre cette difficulté. Néanmoins, nous pouvons
remarquer que le triplet (1,1,2) est trés peu souvent une coordonnée de Voronoi (vis-a-
vis d’'une base réduite au sens de Minkowski), et quand c’est le cas, il ne peut pas étre
une coordonnée de Voronoi stricte : on peut prouver assez simplement que si (1,1,2)
est une coordonnée de Voronoi, alors ||b; + bs|| = ||by + b + 2bs]||, ce qui signifie que
le vecteur b; + by + 2bsz n’est pas le seul dans son orbite de L/2], & étre de longueur
minimale. En fait, il se trouve que le réseau engendré par les colonnes de la matrice M est
a peu pres le seul pour lequel (1,1,2) — & tout changement de signes et permutation de
colonnes prés — peut étre une coordonnée de Voronoi. Plus précisément, si (1,1,2) — &
tout changement de signes et permutation de colonnes pres — est une coordonnée de
Voronoi d’une base d’un réseau, alors la matrice de la base peut étre écrite rUM ou r est
un réel strictement positif et U est une matrice orthogonale. Comme une base peut étre
arbitrairement proche d’une de ces bases critiques sans étre I’'une d’entre elles, nous avons
besoin de considérer un petit ensemble compact de bases normalisées autour de ces bases
génantes. Plus précisément, cet ensemble compact est :

{[bl, bg, bg} E-G-rédUitS, do € «53,

_ 1
HbSHQ ‘G btf(?):btf(S))l ]M Ml HOO < E}’

pour une constante ¢ > 0 suffisamment petite et ol ||M||o est le maximum des valeurs
absolues de la matrice M et |M| est la matrice dont chaque entrée de M a été remplacée
par sa valeur absolue.

Désormais, considérons que nous sommes dans le cas « 211 » pour une certaine itération

de boucle 7 + 1. Nous distinguons trois cas :
~ La base [, al""V al"™V] est & Vextérieur du compact. Dans ce cas une variante
du lemme du Vlde (le lemme 36), prouvé a la section 2.8, peut étre utilisée pour
(i+1)
montrer que b4 ) est significativement plus court que le vecteur ag " ’.

— La base [aEZH) al"™ altV] est & Dintérieur du compact, mais la projection orthogo-

(i+1) @) altD 44D

sur ’espace engendré par |a a; “,a; '] est loin de la cellule de

Voronol Vor(aglﬂ) ag”‘l)’ g1+1))

1)

nale de a;
. Dans ce cas, en utilisant le lemme 36, on obtient

est significativement plus court que le vecteur ffH)

que le vecteur bf1 \ : ]
~ Sinon, la géométrie de la base [alt! ai™*V al™V al"V] est connue de fagon tres
précise et on peut montrer qu’il reste O(1) itérations de boucle.

Plus précisément, en utilisant le lemme 36, on montre que :

Lemme 20. Il eriste deux constantes K,e > 0 telles que la proposition suivante soit
valide. Considérons une exécution de [’algorithme glouton de réduction en dimension 4,
et une itération de boucle i + 1 pour laquelle on a :

— Pi+1 g Di,
- zn] =2 et (|2l [Zo@)]s [703)]) = (1,1,2) pour un certain o € S,
-~ [a] (i+1) aghLl) (H'l] est e-G-réduite,
7 1+1
=l > (1= ) fa ).
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Alors, on a [|a™]| > (1 + K)[b{™V) ou

1 0 1/2 0

1 (41) _(i41) _(i+1) (i) 0 1 12 0
W\ (a51) > Aga) s Bp() > A4 )’ — Al <e¢,avec A= 12 12 1 1/2
% 0 0 12 1

Pour prouver ce résultat, nous allons restreindre progressivement les configurations
@ @ @) ) f
géométriques possibles de la base [a}”,ay’,a;”,a,”]. Remarquons que la configuration

restante est celle du « root lattice » Dy. Ce dernier cas sera considéré au lemme 21.

Démonstration. La preuve s’appuie sur le lemme 36. Nous choisissons ¢, C > 0 pour que
ce lemme soit valide. La constante K dépendra de C et de €. Nous montrons dans un
premier temps que nous pouvons supposer sans perte de generahte que les vecteurs de la
base ont des longueurs similaires, c’est-a-dire : (1 —¢)? ||a(“rl | < ||al"™||. Nous savons
par hypothese que |z,,| = 2 et que les deux autres |z;| valent 1. Nous savons aussi que :
[a%™) > (1 = &)|]al™||. Si m; = 1, clest évident. Si m = 2, alors nous utilisons le
lemme 36, 2), et si m; = 3 nous utilisons le lemme 36, 1), dans les deux cas en utilisant
aussi le théoreme de Pythagore. Jusqu'’ici, nous avons montré que nous sommes dans 'une
des deux situations suivantes :
= [lag™ P > 1+ o,

- (= <Pl < [l < ).

Le reste de la preuve est le méme quelle que soit la permutation appliquée au tri-
plet (2,1,1). Pour simplifier, nous supposerons donc que (z1,z2,23) = (2,1,1). L’étape
suivante de la preuve consiste a montrer que nous pouvons supposer que la matrice de

Gram de [a{™, al"™™" al™)] est proche de :

1 =1 _

1
2

0
1

1
Jag o2 :

1

2 1
-1 0
Cela provient directement du lemme 36 et du théoreme de Pythagore, qui impliquent

que nous sommes dans au moins une des situations suivantes :
~ a2 > @+ O)lpiY,

- 1@+, al ™) < eflaf V2 et [(a*Y,af* ) + HalIIR| < eflaf ™2 pour j =2

et 7 =3.
Il ne reste donc qu’a s’intéresser aux produits scalaires (affH) G+y pour k € {1,2,3).
Rappelons que la projection orthogonale de bt = affH) — aé”l) al™y 2a(1+1)

(i+1) (”1) ”1] appartient & la cellule de Voro-

(+1) ”

sur l’espace engendré par la base [a;
noi Vor(a; (i+1) agH),agH) Sans perte de generahte nous SUpPpoOSons que ||a
ISV > (1 — €)|lal™™ ||, puisque sinon nous avons le résultat pour K = 7. En déve-

loppant ||b4]|?, nous obtenons :
(1+190) V1P > Bllaf™ | — 26af ", 2" + 2l +-af*V) > (1 - 19¢) Jaf
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ou l'on a utilisé notre connaissance de la matrice de Gram de [agiﬂ), agﬂ), agiﬂ)]. Nous
obtenons donc :
[ (@™, 221" a2l — 2V | < 19 eV
Cette derniere équation indique que, pour finir la preuve, il suffit de montrer que
les produits scalaires (a{", al™) et (al™V al™™) sont petits. Soit j € {2,3}. Par
hypothese, [|al™ — 22" — za j“rl | > []al™™ — 22l — ol _ a0t pour tout z €

Z. En particulier, en choisissant £ = 0 puis z = 2, en developpant les normes et en
utilisant notre connaissance de la matrice de Gram de [a{""™ al"™ a{*V) on peut obtenir

explicitement un entier k tel que |(ay ) (iH))I ke Ha (D) H

Soit K = min(1 + C, e ) Nous avons montré qu’il existe une constante K’ =
max(K, 19, k) > 0 telle que :

1 i ' i i
—— G, af " &Y alt) — Al < K.
[lag™ |2
o0
Cela finit la preuve du lemme. O

A ce moment de I’ analyse du cas « 211 », nous avons prouvé que l'on peut supposer
que la géométrie de la base [al"t?, agﬂ) (ZH), affﬂ)] est trés particuliere : sa matrice de
Gram est extrémement proche de la matrice A. Nous nous attaquons a ce dernier cas avec
le lemme suivant, qui explique que si la matrice de Gram d’une base est suffisamment
proche d’une matrice inversible donnée, alors le nombre de vecteurs courts dans le réseau
engendré par la base est borné. Puisque 'algorithme glouton de réduction produit des
bases toujours plus petites pour 'ordre lexicographique des longueurs, si la matrice de

Gram de la base courante est proche de A, alors il ne reste que O(1) itérations de boucle.
Lemme 21. Soient A une matrice d X d inversible, et B > 0. Alors il existe e, N > 0 tels

que pour n’importe quelle base (by, ..., by), st IIWG(bl, ..., bg) — AH < g, alors :

{(z1, ..., a), llzaby + - + zaball < Blbal[}] <

Démonstration. Soit € > 0 tel que pour toute matrice G vérifiant ||G — Al < ¢ la
matrice G est inversible (un tel € existe puisque l’ensemble des matrices inversibles est
ouvert). Dans ce cas, si X = (z1,...,%q), alors :

L lziby -+ zgbgl? — XAXY = |X(G — A)XY] < dPe(X XY,

1
[Iball?
ou G = WG(bl,...,bd). Par conséquent, si ||z;b; + - -+ + z4bg|| < Blbgl|, alors, en
utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient |X AX?| < B2 + d%e(X X?). Mais | X AX?| >
HA AT (X X?), ou ||A]| est défini par |B]| = max(YBY",Y € R* et ||[Y|| = 1), ce qui est
strictement positif. Ainsi :

o0 (g = ) < 8

On choisit £ < FTAT] = T Les z; sont des entiers tels que (X X*) est borné, on est donc en
train de considérer les pomts a coordonnées entieres a l'intérieur d’une hyperspheére de
dimension d. Il n’y a qu’un nombre fini de tels points. O
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2.8 Résultats sur la géométrie des réseaux en petite
dimension.

Dans cette section, nous donnons quelques résultats & propos des cellules de Voronoi
en dimensions 2 et 3, qui sont cruciaux dans l'analyse de complexité de lalgorithme
glouton de réduction décrit plus haut. Plus précisément, I’analyse de complexité s’appuie
fortement sur le lemme du vide, qui provient de 1’étude des cellules de Voronoi pour des
vecteurs e-G-réduits (faite au paragraphe 2.8.2), qui s’appuie elle-méme sur 'étude des
cellules de Voronoi des base réduites au sens de Minkowski (faite au paragraphe 2.8.1).

2.8.1 Les cellules de Voronoi pour des bases réduites au sens de
Minkowski.

Nous commencons en donnant des bornes simples sur le diametre d’une cellule de
Voronofi et sur 'orthogonalisation de Gram-Schmidt d’une base réduite au sens de Min-
kowski :

Lemme 22. Soit d € [|1,5|]. Soit [by,...,by] une base d’un réseau L. Alors p(L) <
%éllbd]]. Ainsi, si [by,...,by] est une base Minkowski-réduite, on a ||b}|| > ¥3=2|[byl|.

Démonstration. La premiere partie du lemme est trés classique et diverses preuves existent
dans la littérature. Ici nous en donnons une qui repose sur les bornes de transfert (« trans-
ferance bounds »). Sans perte de généralité nous supposons que [|by|| = 1. Nous avons
la borne de transfert [99] : p(L) - A\, (L*) < v/d/2, oit L* est le réseau dual de L, c’est-i-
dire (Vb € L*)(Vi < d)({b, b;) € Z). Par définition de L* et & cause du fait que by, ..., by
sont de normes plus petites que 1, nous avons A;(L*) > 1, ce qui donne la borne sur p(L).

Supposons maintenant que [by,...,by| soit une base réduite au sens de Minkowski.
Alors la projection orthogonale de by sur I'espace engendré par [by, ..., by_1] est dans la
cellule de Voronoi Vor(by,...,bs_1). En appliquant le théoréme de Pythagore, on obtient
que : [[by][* > ||by||? — %2 (|bg-1]|%. Le fait que |[by_y|| < ||ba|| finit la preuve. O

Le lemme suivant donne la liste des coordonnées de Voronoi possibles d’un réseau de
dimension 2 donné par une base Minkowski-réduite!® Une telle base a des vecteurs de
Voronoi dont les coordonnées sont petites :

Lemme 23. En dimension 2, les coordonnées de Voronoi possibles sont (1,0) et (1,1),
auzquelles on peut appliquer tout changement de signes et toute permutation de coordon-
nées. Ainsi, les coordonnées possibles sont les couples (e1,€9) non nuls avec |e1|, |e2] < 1.

La preuve repose sur une analyse précise de 'expression ||(2z; +&1) - by + (229 + &2) -
by||? — |le1by + e2by||?, o [by, bs] est Minkowski-réduite, e1,65 € {0,1} et 1,2, € Z.
En effet, puisque les coordonnées de Voronoi d’un réseau L sont données par les minima
des orbites non nulles de L/2[,, il suffit de montrer que si z; # 0 ou zy # 0, alors cette
expression est strictement positive.

1ONous rappelons que nous ne pouvons pas utiliser directement le théoréme 9, page 55, car celui-ci ne
concerne que les coordonnées de Voronoi strictes.
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Démonstration. Rappelons que les coordonnées de Voronoi possibles peuvent étre obte-
nues en considérant les représentants courts des éléments de L/2],, quand on dispose d’une
base Minkowski-réduite de L. Soit [by, bs] une base réduite au sens de Minkowski. En rem-
plagant b; par son opposé —b; pour i € {1,2}, il suffit clairement de montrer que pour
tout z1, 25 > 0, et pour tout €1,6 € {0,1},si 2y > 1 ou 2o > 1, alors :

(221 + €1)by 4 (222 + 2)bs|]* > [le1by + e2bo]]%.

Avant tout,
H(Ql‘l + El)bl + (21}2 + 52)b2||2 - H51b1 + EQbQHQ
= ((2z1 +€1)® = eD)[bul* + (272 + £2)* — &3) [|bafl?
+2((2£C1 + El)(QIQ + Eg) - 6162)<b1, b2>
Puisque 1,22 > 0, nous avons (2zy + &5)% — 2 > 0 et (2z; + £1)(235 + €2) — €169 = 0.
De plus, [by, by] est réduite et donc |[ba|| > ||by]| et 2(by,by) > —||by[|2. A partir de ces
faits, nous obtenons :
H(Ql‘l + 61)b1 + (2132 + EQ)bQHQ - ||51b1 + 52b2”2
> 2[25% + 202 — 27179 + 71(261 — €2) + T2(265 — £1)]||b1 %
Cette derniére expression est strictement positive & partir du moment ot (3, z3) # (0, 0).
En effet :
— sig; =&y = 0, le facteur est 4((z; — 12)% + 711,),
— sie; =0 et ey = 1, le facteur est 2(22 + 235 + (29 — 1) + (22 — 71)),
— le cas €1 = 1 et €5 = 0 est symétrique,
— sig; =&y = 1, le facteur est 2((zo — 1) + (72 + 13) + (22 + 11)).
]

Nous généralisons cette analyse en dimension 3. Les idées sous-jacentes de la preuve
sont les mémes, mais comme le nombre de variables augmente, I’analyse devient plus
technique.

Lemme 24. En dimension 8, les coordonnées de Voronoi possibles sont (1,0,0), (1,1,0),
(1,1,1) et (2,1,1), auzquelles on peut appliquer tout changement de signes et toute per-
mutation de coordonnées.

Démonstration. Nous généralisons la preuve du lemme 23. En effet, nous montrons que
pour tous 1, Ty, T3 € Z et tous €1,e9,63 € {0,1}, si (2z1 + 1, 2T + €2, 223 +€3) n'est pas
dans la liste attendue des coordonnées de Voronoi, alors :

H(Ql‘l + 61)b1 + (21}2 + Eg)bQ + (21}3 + 63)b3”2 — ”61]31 + Egbg + 63b3”2 > 0.

En remplacant éventuellement le vecteur b; par le vecteur —b;, la preuve peut étre res-
treinte au cas ol xi,rs,x3 = 0. De plus, comme nous avons déja considéré le cas de la
dimension 2 dans le lemme 23, nous pouvons supposer que pour tout z € {1, 2,3}, nous
ayons (z;,&;) # (0,0).

Gréce au lemme 22, nous savons que puisque [by, by, bs] est réduite au sens de Min-
kowski, ||b%]l > |[bs]|/+v/2. Ainsi, si 223 + €3 > 5, alors :

25
“(21}1 + 61)b1 + (21}2 + Eg)bg + (21‘3 + 63)b3”2 2 25”]3;”2 2 “2——||b3[!2,
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et 'inégalité triangulaire donne que ||, b;+e9by+e3b3[|? < 9||bs]|2. Cela fournit le résultat
quand 2z3 + 3 > 5. Le méme argument tient pour (z3,e3) = (2,0), et pour (z3,e3) €
{(1,1),(1,0)} avec &; - 5 = 0. Par conséquent, il ne reste plus qu’a considérer les trois
cas suivants : (z3,e3) = (1,1) avec &1 = g9 = 1; (z3,63) = (1,0) avec €1 = g9 = 1;
et (z3,e3) = (0,1).

Cas 1 : Supposons que (z3,£3) = (1,1) et que & = &5 = 1. Comme [by, by, b3] est réduite
au sens de Minkowski, nous avons (b;,b;) > —|/b;]|?/2 pour tout 1 < i < j < 3, ce qui
donne :
”(2.’171 + 1)b1 + (21‘2 + 1)b2 + 3b3“2 - ||b1 + b2 + b3“2
= 4(z? + z1)|[ba | + 4(23 + z2)|[ba||* + 8[| bs|?
+4(3CL‘1 + 1)(b1, b3> + 4(3.’112 + 1)<b2, b3> + 4(2.’1111‘2 + 1+ CL'Q)(bl, b2>
2 (4.’11% — 41‘1.’52 — 41‘1 - 2.’112 — 2)”b1“2 + (41‘% — 2.’[)2 — 2)”b2”2 + 8“b3”2
Si zo = 0, il suffit de trouver une borne inférieure pour la quantité (z2 — z;)||by||* +
IIbs||?, qui est toujours plus grande que ||bs|?, et est donc strictement positive. Supposons
maintenant que xzo > 1. Alors 4:1:% — 229 — 2 2 0 et nous obtenons :
”(21‘1 + l)bl + (2$2 + 1)b2 + 3b3”2 - ”bl + b2 + b3”2
> 422 + 12 — 3129 — 31 — T + 1]||by]]?
2 4[(([)1 — .’L'2)2 + (1'1.'172 — X1 — 1'2) + 1]“b1“2
Il est évident que cette derniere expression est strictement positive pour tout z;, s >
0 sauf quand x; = x5 = 1. Dans cette derniére situation, nous utilisons le fait que
|3by + 3by + 3bs]|2 — ||by + by + bs||* = 8||by + bs + bs]|%.

Cas 2 : Supposons maintenant que (z3,£3) = (1,0) et que €; = €3 = 1. De maniére
similaire, nous avons :
(221 + 1)by + (225 + 1)ba + 2bg|® — [|by + by
= 4(z7 + z1)[[ba|[* + 4(2F + z2)[b2||* + 4[| bs]®
+4(2(L‘1 + 1)<b1, b3> + 4(21‘2 + 1)<b2, b3> + 4(21‘11}2 + 2z + Z‘Q)(bl, b2>
Si x5 = 0, il suffit de trouver une borne inférieure pour la quantité (22 —z; —1)||b, ||+
IIbs]|?, qui est strictement positive si x; > 1. Si z; = 0, alors nous obtenons 'une des
coordonnées possibles de Voronoi listées. Supposons maintenant que x5 > 1. Dans ce cas
nous avons 4z3 — 2 > 0, ce qui donne :
H(2$1 + 1)b1 + (2([)2 + 1)b2 + 2b3“2 - ”bl + b2“2
> 2[22% + 272 — 27,79 — 71 — Zo]||b1]|?
> 2[(z1 ~ 22) + (21 — z1) + (25 — z2) ][ ||

Siz; > 2o0uzy > 2o0u 3 # Iy, cette derniere quantité est strictement positive. Par
conséquent il reste & considérer le cas r; = x5 = 1. Nous avons :

[13by + 3by + 2bg||* — [[by + ba||* = 4[|bs|* + 3(bs, by + ba) + 2|by + by||*].

Comme [by, by, bs] est réduite, nous avons (bz, by + by) > —|[b; + b2||?/2, ce qui donne
le résultat escompté.

Cas 3 : Supposons désormais que (z3,£3) = (0,1). De maniére similaire, nous avons les
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inégalités :
H(2£E1 + 61)b1 -+ (2£E2 + 52)b2 + b3H2 - H61b1 + 52b2 + b3“2
= 4(@'% + 511E1)“b1H2 + 4(@'% + 52@'2)“1)2”2 + 41E1<b1, b3>
+4£E2<b2, b3> + 4(251715172 + T1E9 + $261)<b1, b2>
2 [4517% — 4!1715172 + (451 —2— 262)$1 - 211)261”“)1”2 + [4@'% + (452 — 2)51?2]“1)2”2

Si zy = 0, il suffit de trouver une borne inférieure pour la quantité 4z +(4e; —2—2¢)x;.
Celle-ci est strictement positive dés que 1 > 1 sauf dans le cas (z1,e1,e2) = (1,0,1), ce
qui correspond & l'une des coordonnées de Voronoi possibles. Si z; = 0, nous avons
des coordonnées de Voronoi possibles. Supposons maintenant que z, > 1. Dans ce cas
4% + (4eg — 2)zo > O et :

H(Ql‘l + 61)b1 + (2!172 + Eg)bz + bg,”2 - H6lb1 + 52b2 + b3“2
> [42? +4z5 — 4z 3o + (481 — 2 — 269) 71 + (deg — 2 — 26} ) 2] || by |2

Pour (g1,€2) = (0,0), nous obtenons 2[(z; — z9)? + (2% — z1) + (22 — )], ce qui
est strictement positif des que z; # z9 ou z; > 2 ou x > 2. Le seul cas restant qui
ne donne pas une des coordonnées listées est z; = zo = 1. Remarquons que [|2b; +
2by + bs||* > ||bs]|? est équivalent & ||b; + bo||* + (b; + by, bs) > 0, qui est impliqué
par (b; + by, b3) > —|/b; + by||?/2 (le vecteur by a sa projection orthogonale sur espace
engendré par [by, by] dans la cellule de Voronoi Vor(by, by)).

Pour (g1,€2) = (1,0), nous obtenons 2(z; — )2 + 2(22 — 2z4) + 22% + 221. Si 75 > 2,
ceci est strictement positif. Si zo = 1, nous obtenons 4z% — 2z, qui est strictement positif
sauf si z; = 0, qui donne 1'une des coordonnées de Voronoi possibles. Nous avons déja
considéré le cas zo = 0. Le cas (e1,£2) = (0, 1) est symétrique.

Finalement, si (¢;,e2) = (1,1), nous obtenons 2[(z; — z2)? + z? + z3], ce qui est
strictement positif & moins que 21 = x5 = 0 (qui donne 1'une des coordonnées de Voronoi
possibles). Ceci achéve la preuve du lemme. O

Comme nous l’avons vu, la coordonnée de Voronoi possible (2,1,1) provoque des dif-
ficultés pour ’analyse de I’algorithme glouton de réduction en dimension 4 parce qu’elle
contient un « 2 », ce qui ne peut pas étre géré par 'argument que I’algorithme est glouton,
comme pour les « 1 ». Nous résolvons ce probleme de la maniére suivante : nous montrons
que lorsque (2,1, 1) est une coordonnée de Voronof, le réseau a une forme trées particuliere,
pour laquelle le comportement de 1’algorithme est bien compris.

Lemme 25. Supposons que [by, by, bs] soit réduite au sens de Minkowsks.

1. Si (s1,82,2) est une coordonnée de Voronoi avec s; = +1 pour i € {1,2}, alors
[[bil] = [[ba]l = [Ibsll, (b1, b2) =0 et (by, by) = —Z|[bi]|” pour i € {1,2}.

2. Si (81,2,83) est une coordonnée de Voronoi avec s; = 1 pour i € {1,3}, alors
IIb1]l = ||b2||. De plus, si ||bi|| = ||ba]| = ||bs]|, alors (by,bs) = 0 et (b;,by) =
—%by|?/2 pour i € {1,3}.

3. Si (2, s, 83) est une coordonnée de Voronoi avec s; = £1 pours € {2,3} et si||by|| =
|b|| = ||bsl], alors (by, bs) =0 et (by, by) = —%||by|* pour i € {2,3}.

Démonstration. Sans perte de généralité nous supposons que pour tout ¢, on ait s; = 1.
Dans la premiére situation, nous considérons I'inégalité ||b; 4+ by + 2bs||* < ||by + by? :
c’est équivalent & ||bs||? + (b1, b3) + (ba,bs) < 0. Puisque la base est réduite, nous
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avons (b, bs) > —[[by[[2/2 et (ba, bs) > —[blf?/2. Ainsi, 2|/bs]2 — [b]|? — o < 0.
Par conséquent, on a ’égalité des longueurs et les inégalités sur les produits scalaires ci-
dessus sont des égalités. Il reste & montrer que (by, by) = 0. Comme b; est un plus court
vecteur, nous avons : ||bs + by + by||? > ||b1]|?, ce qui est équivalent & (b;,by) > 0. De
plus, en développant I'inégalité ||b; + by + 2bs||? < ||b; — by||?, nous avons (by, b,) < 0.

Dans la seconde situation, le développement de ||b; + 2b + bs||* < ||b1 + bs||? donne

I'égalité des longueurs. Dans le cas de ’hypothese supplémentaire ||by|| = ||bz|l = ||bs]|,
la base [by, by, by] est aussi réduite, et on peut utiliser la premiere partie du lemme. Ce
dernier argument permet aussi de prouver le troisieme point du lemme. O

2.8.2 Les cellules de Voronoi pour des vecteurs e-G-réduits.

Nous généralisons ici les résultats du paragraphe précédent au cas de vecteurs e-
G-réduits. L’idée générale est qu’en rendant compact ’ensemble des bases Minkowski-
réduites et qu’en le grossissant légerement, les coordonnées de Voronoi possibles restent
les mémes. Une difficulté vient du fait qu’en faisant cela, certains vecteurs que nous consi-
dérons peuvent étre nuls, ce qui donne alors une infinité de coordonnées de Voronoi :
par exemple, en dimension 2, si b; = 0, alors tout couple (z1,0) est une coordonnée de
Voronoi de [by, by]. Pour contourner cette difficulté nous nous restreignons au cas ou les
vecteurs b; ont des longueurs similaires. Plus précisément, nous utilisons ce que nous ap-
pelons le lemme Topologique : si on peut garantir que les coordonnées de Voronoi possibles
de 'espace de bases agrandi sont bornées, alors pour un agrandissement suffisamment pe-
tit, les coordonnées de Voronoi possibles restent les mémes. Avant ces considérations, nous
donnons des résultats simples sur les ensembles de vecteurs e-G-réduits et sur leurs ortho-
gonalisations de Gram-Schmidt. Puis nous donnons le lemme Topologique (lemme 28), &
partir duquel on peut prouver des versions étendues des lemmes 23, 24 et 25.

Lemme 26. Pour tout € > 0, si les vecteurs [by, be, bs] sont e-G-réduits, alors les inéga-
lités suivantes sont valides :
Vi < j’ I(bi) bJ>l < %”bz”{

Vs1, 55 € {—1,1}, [(bs, s1by + s2b2)| < 15 ||s1by + sobyf”.
Démonstration. Puisque les vecteurs [by, by] sont e-G-réduits, nous avons bj € (1 +
g)Vor(by), ou bl est la projection orthogonale de b, sur l'espace engendré par le vec-
teur by. Par conséquent, nous pouvons écrire b}, = (1 + €)u avec u € Vor(by). En déve-
loppant les inégalités |ju £b;||> > ||u/|?, nous obtenons que |[(u, b;)| < ||by]|?/2. Ainsi, on
a |(bs, by)| < (bl

Par ailleurs, les vecteurs [by, by, bs] sont e-G-réduits, de telle sorte que b}y € (1 +
e)Vor(by, by), ou b} est la projection orthogonale du vecteur bs sur I’espace engendré
par [by,by]. Par conséquent on peut écrire by = (1 + ¢)u, avec u € Vor(by, by). Nous
continuons comme ci-dessus en développant les inégalités |[u-+s;b; + sobs||? > ||ul|* pour
tout s1,se € {—1,0,1}, et cela donne le résultat. O

Le lemme précédent implique que si les vecteurs [by, ..., by] sont e-G-réduits, le seul
cas pour lequel les b; peuvent ne pas étre linéairement indépendants arrive quand certains
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d’entre eux sont nuls, ce qui ne peut malheureusement pas étre évité quand on rend
compact I’ensemble des bases réduites au sens de Minkowski. Le lemme suivant généralise
le lemme 22. Il montre que si les vecteurs sont e-G-réduits, et si on est en dimension
inférieure ou égale a 4, alors le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt ne peut pas
faire décroitre arbitrairement la longueur des vecteurs initiaux.

Lemme 27. Il existe C > 0 tel que pour tout 1 < d < 4 et tout £ > 0 suffisamment petit,
si les vecteurs [by, ..., by] sont e-G-réduits, alors nous avons ||b3|| = C|lbyl|.

Démonstration. Puisque les vecteurs [by, ..., by| sont e-G-réduits, nous savons que si le
vecteur b); est la projection orthogonale de by sur l'espace engendré par [by, ..., by 1],
alors on a b), € (1+¢)Vor(by,...,by_;). Ainsi, grace au lemme 22 et puisque les vecteurs
sont ordonnés,

, NZES Va1

Il < (b [ < (1 ey Y
Par ailleurs, le théoréme de Pythagore donne que ||bg||* = ||b3]|* + ||b}||?, ce qui finit la
preuve du lemme. O

Le lemme Topologique est 'argument-clé pour étendre les résultats sur les coordonnées
de Voronoi pour les bases réduites au sens de Minkowski vers des bases e-G-réduites.
Quand nous 'utiliserons, I’ensemble X, correspondra aux x;, ’ensemble K aux vecteurs b;
qui sont g-G-réduits, ’ensemble X aux coordonnées de Voronoi possibles, ’ensemble K
a un sous-ensemble compact des bases Minkowski-réduites, et f a la fonction continue a
variables réelles f . (yi)igda (bi)igd — “ylbl + ...+ ydbd”

Lemme 28 (Lemme topologique). Soient n,m > 1. Soient X, et Ky des ensembles
compacts de R™ et R™. Soit f une fonction continue de Koy x Xy vers R. Pour tout a € K
nous définissons M, = {z € Xo NZ", f(a,z) = mingcx,nzn f(a,z')}. Sotent K C Ky un
compact et X = Ugexg M, C XoNZ"™. Avec ces notations, il existe € > 0 tel que si b € Ky
satisfait Dist(b, K) < €, nous avons My C X.

Démonstration. Tout d’abord, toutes les notations ont un sens : Xy N Z" est fini, et donc
le minimum de f(a,-) sur cet ensemble existe, et M, est fini. Comme X C Xy N Z",
I’ensemble X est fini. Pour finir, puisque K est compact, la notation Dist(-, K) est bien
définie aussi.

Pour chaque z € X, nous définissons K, = {a € Ko,z € M,}. L’ensemble K est
compact. En effet, il est clairement borné, et, si (a;) est une suite d’éléments de K, qui
converge vers un a € Kj, nous montrons que a € K. Pour tout 2’ € Xy NZ" et pour
tout k, nous avons f(ax, ) < f(ax, z'). Par continuité, ceci est aussi valide pour la limite a,
ce qui montre que x € M,.

Maintenant, nous choisissons un z € XoNZ"\ X. Puisque K, et K sont tous les deux
compacts et z ¢ X (ce qui implique que K N K, = §), nous avons Dist(K,, K) > 0.
Puisque I’ensemble (X, N Z") \ X est fini, pour finir la preuve il suffit de choisir ¢ =
2 min[Dist(K, K), z € (XoNZ") \ X]. O
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Pour utiliser le lemme Topologique, nous avons besoin de considérer les bases e-G-
réduites comme un ensemble compact. Pour tout € > 0 et tout a € [0, 1], nous définissons :

Ky(e,) = {(by,by),[b1,bs] e-G-réduits, e < ||by|
Kg([f, a) = {(bl, bg, bg), [bl, bg, bg] E*G-I‘édllits, (0%

< lbef] =1}
< bl < b < [[bs] = 1}

Lemme 29. Sie > 0 et a € [0,1], les ensembles Ky(e, ) et K3(e,a) sont des compacts.

Le lemme suivant est une version étendue du lemme 23. Il peut aussi étre vu comme
une réciproque au lemme 26.

Lemme 30. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout a € ]0,1], les coordonnées de Voronoi
possibles de [by,by] € Ky(e,a) sont les mémes que pour les bases Minkowski-réduites,
c’est-d-dire (1,0) et (1,1), a tout changement de signes et toute permutation de coordon-
nées pres.

Démonstration. Rappelons qu’il y a un ensemble de coordonnées de Voronoi possibles

2 2 . ’ - 712
pour chaque élément non nul de (Z/2Z)" : nous nous intéressons aux minima des éléments
de L/21. Comme il y a un nombre fini de tels éléments (trois en dimension 2), nous les
traitons séparément. Soit (a1, az) € {0,1}%. Nous cherchons les couples (ky, ky) € Z? qui
minimisent [[(a; + 2k;)b; + (a2 + 2k2)bz||, ol les vecteurs [by, by] sont e-G-réduits. Nous
montrons d’abord que le minimum pris par rapport aux k; peut en fait étre pris sur un
ensemble fini. Remarquons que :

2 2 [[by|| + [[b2|l = [larb1 + azba| > [[(a1 + 2k1)by + (a2 + 2k2)by]|.
De plus, le lemme 27 donne que :
”(al + Zk?l)bl + (a2 + 2k2)b2“ > [ag + 2k52|”b;” > ‘UQ + 2/62!0,

ce qui donne le résultat pour k;. En appliquant I'inégalité triangulaire, nous obtenons le
résultat pour k; :

|a1 + 2k1|a < ||(a1 + 2k1)blll é 2 + H(az + 2k2)b2” g 2 + |a2 + 2k2|

A partir de cette équation nous déduisons que le couple (ki1,k;) € Z2 peut étre borné
indépendamment de (by, by). Nous savons que Kj(g, a) est compact, donc le lemme To-
pologique peut étre utilisé. Ceci donne le résultat escompté. O

Nous étendons maintenant le lemme 24 de la méme maniére. Pour faire cela, nous
imitons la preuve ci-dessus.

Lemme 31. I existe ¢ > 0 tel que pour tout o € ]0,1], les coordonnées de Voronoi
possibles de [by, by, bs] € K3(e, ) sont les mémes que pour les bases réduites au sens de
Minkowsk:.
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Démonstration. Nous considérons chaque élément de L/2], séparément (il y en a 7 en
dimension 3). Soit (a1, as,a3) € {0,1}>. Nous cherchons les triplets (ki, k2, k3) € Z> qui
minimisent [|(a; + 2k1)b; + (ag + 2k2)by + (a3 + 2k3)bs]||, ol les vecteurs [by, by, bs] sont
e-G-réduits. Pour appliquer le lemme Topologique, a partir duquel le résultat découle
facilement, il suffit de montrer que le minimum peut étre pris relativement & un ensemble
fini de k;. Remarquons que :

3 2 Ha1b1 + a2b2 + a3b3H 2 H(a1 + 2]€1)b1 + (ag + 2k2)b2 + (a3 + 2k3)b3“
De plus, le lemme 27 donne que :
”((Il + 2]€1)b1 + (a2 + 2]{?2)1)2 + (a3 + 2k3)b3” 2 |a3 + 2]4?3“]1)5“ Z lag + 2]413!0,

pour tout £ > 0 suffisamment petit. Ceci donne le résultat pour k3.
Avec 'inégalité triangulaire, le lemme 27, et le fait que ||by|| > «, nous avons :

3+ |as + 2ks| > |[{a1 + 2k1)by + (a2 + 2ka)ba|| = |as + 2ks|||b3|| = |az + 2k2|Ca.

Le fait que k3 est pris sur un domaine fini implique que £ est borné.
Pour obtenir le résultat sur k;, il suffit d’utiliser I'inégalité triangulaire une fois de
plus :
3+ |a3 + 2k31 + ]UQ + 2](12' 2 H(a1 + le)blll 2 [a1 + 2k1|a.

O

Le lemme suivant généralise le lemme 25 pour la coordonnée possible (1,1, 2). Contrai-
rement aux deux résultats précédents, il n’y a pas besoin d’utiliser le lemme Topologique
puisqu’un nombre fini (en fait un seul) de triplets (z,, 2, z3) est considéré.

Lemme 32. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, st les vecteurs
[b1, ba, bs] sont e-G-réduits et ||bs]| =1, alors :

1. Si (s1,59,2) est une coordonnée de Voronoi avec s; = +1 pour i € {1,2}, alors :
Ib1]l = 1 —ce, |(b1,b2)| < ce et |<bi,b3> + 3 b1][2| < ce pour i € {1,2}.

2. Si (s1,2,s3) est une coordonnée de Voronoi avec s; = %1 pour i € {1,3}, alors :
(1 — cg)||ba]] < ||b1]l < ||b2|l. De plus, si ||bi]| > 1 — ¢, alors [(by,b3)| < ce et
|(bi, ba) + %[|by||?| < ce pouri € {1,3}.

3. S8i (2,sy,s3) est une coordonnée de Voronoi avec s; = *1 pour ¢ € {2,3}, et
si|lbi]l = 1—¢, alors : |(bz, b3)| < ce et |(b;, by) + by ?| < ce pouri € {2,3}.

La preuve de ce résultat est une généralisation directe de la preuve du lemme 25.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que pour tout 2, nous avons s; =
1. Les preuves des différents cas étant similaires, nous ne nous intéressons qu’a la premiere
situation.

Nous considérons I'inégalité ||b; + by + 2bs]|? < ||by + by||* : elle est équivalente
a ||bs]|? + (b, b3) + (bs, bs) < 0. Puisque les vecteurs [by, by, bs] sont e-G-réduits, en
utilisant le lemme 26, nous obtenons : (by,bs) > —=|b1||? et (by, bs) > —1£=||by|>.
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Ainsi, 2||bs||* ~ (1 +¢€)|[b1]]* — (1 +¢€)||b||? < 0. Par conséquent, la « quasi-égalité » des
longueurs est valide, et les inégalités ci-dessus sur les produits scalaires sont des « quasi-
égalités », comme annoncé dans le théoréme.

Il reste & montrer que |(by, be)| est trés petit. En développant la relation ||b; + by +
2bs||2 < ||b; — by|?, on obtient que (b, bs) < ¢ pour une certaine constante ¢; > 0. De
maniére similaire, la relation |(bs, by + by)| < +££||b; + by||? (donnée par le lemme 26)
donne (by,by) > —cye pour une certaine constante c; > 0. |

2.8.3 Le lemme du vide.

La finalité de ce paragraphe est de montrer qu’avec des bases e-G-réduites, si I'on
additionne un vecteur du réseau, avec des coordonnées qui ne sont pas trop petites, a
un vecteur de la cellule de Voronoi, alors ce dernier vecteur devient plus long de maniére
significative. Ce résultat a été utilisé & la section 2.3 dans I'autre sens : si les z; trouvés
a I'étape 5 de l'algorithme glouton de réduction récursif ne sont pas trop petits, alors
le vecteur by est significativement plus court que le vecteur az. Nous commencons par
généraliser les ensembles compacts K, et K3. Pour tout € > 0 et tout « € [0, 1], nous
définissons :

Ky(e,a) = {(b1,bs,u),(by,by) € Ky(e,a) et u e Vor(by, by)}
Ké(E,O,’) = {(blanab37u)) (b1)b27b3) € K3(E?a) et ue Vor(blabZJbS)}'

Lemme 33. Sie > 0 et a € [0,1], les ensembles Kjy(e, ) et Ki(e, ) sont compacts.

Démonstration. Comme les preuves en dimensions 2 et 3 sont les mémes, nous montrons
le résultat uniquement pour Kj(e,«). Il suffit de montrer que I'ensemble Kj(e,a) est
fermé et borné. Le fait qu’il est borné est évident puisque ||b1|| < [|ba]] = 1 et |Ju]] <
[[b1]] + ||b2]] < 2. Nous supposons désormais que Kj(e, ) ne soit pas fermé, et nous
cherchons a faire apparaitre une contradiction. Soit (bg"), bg"), u(™) une suite d’éléments
de Ki(e, ) qui converge vers (b, by, u) ¢ Kj(e, ). Par définition de K (e, ), il existe
un couple (z,23) # (0,0) tel que ||z1b; + zaba+ ul| > |lu]|. 1l existe donc un entier n > 0
tel que [|z,b{™ + 2,bJY + u™|| > [lu™]|. Dans ce cas, u™ ¢ Vor(b{™ b{"), ce qui est
impossible. U

Le résultat suivant est le lemme du vide en dimension 2.

Lemme 34. Il existe deuz constantes ,C > 0 telles que pour tous vecteurs e-G-réduits
[b1, by et tout vecteur u € Vor(by, by), si l'une des deuz conditions suivantes est vérifiée,
alors : Hu + CElbl + .’L'2b2”2 2 ]]u]|2 -+ C”bz“z

1. |.’L‘2l 2 2,
2. |z1] > 2 et ||by]] = (1 —€)||bo|.

Démonstration. La preuve fait intervenir trois faits. Le premier aide a rendre compacte
I’ensemble des variables [bj, bs]. Le deuxiéme montre que l'on peut supposer que b,
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et by ont des longueurs similaires, et le dernier est I’étape-clé pour pouvoir appliquer
le lemme 30, qui permet de finir la preuve.

Fait 1 : Sans perte de généralité, on peut supposer que ||by|| = 1.

Soit () la proposition suivante :
« Il existe deux constantes ¢,C' > 0 telles que pour tous vecteurs e-G-réduits [by, by]

avec ||bg|| = 1, et pour tout vecteur u € Vor(by, by), si l'une des deux conditions suivantes
est vérifiée, alors : ||u + z1b; + zoby||? > [Jul|? + C.
- A- |£L'2| Z 2,

~ B-|z|>2et|byf| 21 —c.»

Nous gardons les mémes constantes ¢, C' > 0. Soient [by, by| des vecteurs e-G-réduits.
Si ||ba]| = 0, le résultat est évident. Sinon, soit b, = ﬂf)l}ﬂbi pour i € {1,2}. Nous
appliquons la proposition (x) aux vecteurs e-G-réduits [b}, b}]. Soient u € Vor(by, b,)
et u' = ”—b%ﬁu. Alors u’ € Vor(b}, b)). Sila condition (1) ou la condition (2) est satisfaite,
alors ||u’+z;b) +zybh]||? > ||[u'||*+C. En multipliant les deux cotés par ||b,||?, on obtient
le résultat. |

Nous distinguons désormais deux cas : soit by est a peu pres de la longueur de bg, soit
il est nettement plus court (ce qui ne peut pas arriver si la condition (2) est satisfaite).
[’idée du prochain fait est que lorsque by tend vers 0, (b, b, u) tend vers (0, by, u’) ot
le vecteur u’ est proche de Vor(b,).

Fait 2 : Il existe C, a, & > 0 tels que pour tout (b, be,u) € Ki(e,0) avec ||b;|| € «, dés
que |z2| > 2 on a:
llu+ 21b; + zoby|]* — [Jul* > C.
Comme u € Vor(by, by), nous avons |[(u,b;)| < ||b;]|?/2 pour 7 € {1,2}. Par consé-
quent :

”CL‘lbl + $2b2“2 + 2<ll, :1)1b1 + .Tgbg)

> ||zib1 + zebo|* — |z1]||bal)? — |22
> (2} = [z ))||ba])® + (25 — |22]) — 2|z132]|(b1, o).

“ll + Ilflbl + IL‘2b2||2 d ”11”2

H

Puisque les vecteurs [by, be] sont e-G-réduits, en utilisant le lemme 26, nous avons I'in-
égalité |(by, ba)| < 1£||by||?, d’ot I'on obtient :

[u+ 21b1 + 22bo||> = [Julf® > |z1[|z1] — (1 +€)laa| — 1Ibr[|* + (23 — |x2]).

Nous cherchons maintenant & minimiser cette derniére expression vis-a-vis de la va-
. ~ P . . 1 1
riable |z1| (c’est un polynome de degré 2), et avec le choix optimal « |z;| = ﬁ_tfﬂglli_ »,
on obtient :

1+ ¢€)|zy) + 1)2
- arby + agbal — fufp > -y e ey
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Pour une constante « suffisamment petite, le minimum de ce polynome de degré 2 en
la variable |z,| est atteint pour « |z3] < 2 », et le polyndme est décroissant par rapport
a |zo| > 2. Par hypothese |zo| > 2, et donc on a :

[[u+ z,by + 2y — |[ul]? > 2 — 0?(9/4 + 3¢ + &2),
ce qui donne le résultat. [ |

La constante a > 0 est choisie conformément au fait 2, et nous choisissons ¢ >
0 conformément au fait 2 et aux lemmes 27 et 30. Nous considérons maintenant une
suite (b{¥) b u®), :cgk),:cgk))k telle que :

1. (b, b7, u®) € Ki(c, a),
2. az(lk), xgk) sont des entiers tels que la:gk)[ > 2 (respectivement |x§k)[ > 2),
3. [[u® 4+ zFbP 4 2FBP)12 — [u® |2 = 0 quand k — .

S’il n’existe pas de telle suite alors (1) (respectivement (2)) est prouvée. Pour finir
la preuve du lemme 34, supposons qu’une telle suite existe et faisons apparaitre une
contradiction vis-a-vis des coordonnées de Voronoi.

Fait 3 : Pour tout £ > 0 suffisamment petit et pour tout a > 0, les suites :cgk) et :cgk)
restent bornées.

Supposons que ce ne soit pas le cas. Nous allons montrer que cela implique que [Ju®) +
2Fb®) 4 zFBE||2 - [u® |2 n’est pas borné, ce qui est impossible. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne :

k)1 (K k). (k k). (k k). (k k)1, (k k)y. (k
[u®+217B1 + 287~ [la® I > [1a1701 +259b7 | 171 + 27— 2]

Puisque la quantité |[u*)]] est bornée, il suffit de montrer que ngk)b(lk) + 2P| west
pas borné. Le lemme 27 nous donne que :

2% + 2BP| > 128 16P*| > Clad).

Ainsi la suite a:gk) est bornée. L'inégalité triangulaire et le fait que ||b*|| > o garantissent

- k , .
que la suite 3:5 ) reste bornée elle aussi. |

Le fait précédent et le lemme 33 impliquent que (bgk),bgk), u(’“),xgk),xgk) ) reste dans
un sous-ensemble compact de R** x Z2. Nous pouvons donc en extraire une sous-suite qui
converge vers une limite (by, by, u, 1, z2) qui est dans le méme compact et qui satisfait :
[lu + z1b; + z2by|| = ||u|l. Cela signifie que z;b; + z3by est un vecteur de Voronoi du
réseau engendré par [by, by] € Kj(e, a), ce qui contredit le lemme 30. O

Nous donnons désormais le lemme du vide en dimension 3, sur lequel repose ’analyse
de ’algorithme glouton de réduction en dimension 4.
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Lemme 35. Il eziste deuz constantes €,C > 0 telles que pour tous vecteurs e-G-réduits
[b1, ba, bs] et tout vecteur u € Vor(by, by, bs), si l'une des conditions suivantes est véri-
fiée, alors :

lu + z1by + z2by + $3b3”2 2 Hu”2 + C|[b3||2-

1. |z3| = 3, ou |zs] = 2 avee (|z1), |z2]) # (1,1).
2. b2l = (1 —€)||bs]] et : |z2| = 3, ou |z2] = 2 avec (Jz1], |z3]) # (1,1).

| >
3. |Ibi]] = (1 —&)||bs|| et : |z1| = 3, ou |z1| = 2 avec (|72, |z3]) # (1,1).
Démonstration. 11 est facile de voir que comme pour le lemme 34 on peut supposer
que ||bs|| = 1. Nous considérons trois cas : les vecteurs b; et by sont significativement plus
courts que bg; le vecteur by est tres court, mais les vecteurs by et bz ont des longueurs
similaires; et, finalement, tous les vecteurs ont des longueurs similaires.

Fait 1 : Il existe trois constantes C, a, & > 0 telles que pour tout (b1, by, b3, u) € Kj(e,0)
avec ||ba]] < o, dés que |z3] = 2 on a: |ju+ z;b; + zoby + z3bs]|2 — [Ju]|? = C.

En utilisant le lemme 26 et le fait que u € Vor(by, by, bs), nous avons les inégalités
suivantes :
llu + z,b; + z3by + z3b3||%2 — ||ul|? = ||z1b; + z2by + x3bs||? + 2(u, z1b; + z2by + z3b3)
> [z = (1 + )|z [(|z2] + |z3]) — |z [][[ba]?
+Hz3 — (1 +e)|allza] = |zalllIbal® + 25 — |z3]-
Nous minimisons ce polynéme de degré 2 en la variable |z;|, et pour le choix opti-
mal « |z;| = Qﬁlﬂﬁ%}jﬁgl}_ﬂ », nous obtenons :
Hu + $1b1 + .’L'2b2 + $3b3|12 e HUHQ
> — (el ealelsll 0P 1y 12 4 (52 — (1+ )| |ms] — |a]{[bal|? + 25 — |zs]
> [Btemetyg — (BH2 ] 4 355 o] — (L4 €)[ms| + 1)2] IIbal]? + 23 — |,
parce que ||by|| < ||bz||. Le terme entre crochets est un polynéme de degré 2 en la va-
riable |zy|, avec un coefficient dominant strictement positif (pour un £ > 0 suffisam-
ment petit). Ce polynéme est donc borné inférieurement sur Z et le minimum est atteint
en |z2| = |z3] + 1 quand £ = 0. On obtient donc :

[u + z1b1 + @by + z3bs||* — [|ul® > [as(e)x] + a1(e)|zs| + ao(e)]||ball* + 3 — |zs],

ol az(e) = —1, ax(e) = —2 et ag(e) = —1 quand € — 0. Quand ¢ > 0 est suffisamment
petit, le facteur devant ||bs||? est négatif, et comme ||by|| < @, on obtient :

llu+ z1b;y + z3by + z3bs]|? — [Jull? > (1 + @®ay(e)) s + (—1 + o?ay(€))|z3| + Pag(e).

Pour des constantes a,e > 0 suffisamment petites, ce polynéme de degré 2 en |z;|
croit strictement sur [2, 00|, de telle sorte que si I'on remplace |x3| par 2, on obtient :

[la+ z1by + m9by + zsbs||? — |[ul|? > 4[1 + &®ay(e)] — 2[1 — a?a;(e)] + a?ag(e).
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Quand a > 0 est assez petit, cette quantité est plus grande qu'une constante C > 0.

Fait 2 : Il existe C, ¢",&,a > 0 tels que pour tout (by, by, bs, u) € Kj(e,0) avec ||by|| € «
et [|ba|l = "o, dés que |z3] > 2, on a: |ju+ 1, by + zoby + 23b3]|% — ||ul? > C.

La preuve ressemble a celle du fait 2 du lemme 34, mais est un peu plus technique.
Nous avons les inégalités suivantes :
lu+ z1by + z2bs + z3bs||? — ||u||? = ||z1b1 + z2bs + z3bs]|* + 2(u, z1b; + z2by + z3bs)
> [21= (1+e)|z1| (|22l + |23 ]) =21 []l[b1]]+ |zoba+23bs | *+2(u, z2bs +33b3)
> —%;[(1 + E)(l.’L‘Ql + ,.’L'gl) + 1]2 + ”.’L’gbg + .’L'3b3”2 + 2<ll, .’L‘2b2 + .’L'3b3>.
Nous écrivons u = u’ + u”, ot u’ est dans I’espace engendré par b, bs], et u” lui est
orthogonal. Il est clair que u’ est dans Vor(bs, b3). Grice au lemme 22, on sait que ||u’|| <
1/4/2. Par ailleurs, dés que |z3] > 2 :

[22b2 + @sbsl|* > [w5 — (1+ €)l@al|zs]]l[b2l® + 23

[(1 +&)|zs)?
> —“——4—”b2“2 + 3
(1+¢)?
> 3 [1 i
> 32—
Par conséquent, V2 < /32— ||z2bs + z3bs]|, ce qui donne, en utilisant I'inégalité

de Cauchy-Schwarz :

V2 1 2
<11, .’L'2b2 -+ .’L'3b3> 2 "7”.’152b2 + .’L'3b3“ 2 “?2‘ m”l‘zbg + .’L'3b3||2.

A partir de cela on obtient :
lu + z1b; + by + z3bs]|2 — |ul|?

> —2[(1+ ) (|za| + zs]) + 1) + (1 —y 55—z ) l|m2b2 + z3bs|?

> — (1 +€)(|Jma| + 7)) + 112 + (1 — v/ 5=z ) (23 — (1 + 2¢) [ma]|z3 ) | b2 | + 23).
Puisque |z2z3| < (72 + 73) /2, on obtient, pour un € > 0 suffisamment petit, une borne
inférieure de la forme :
[a+ z1b1 + 23bs + z3bs|[* — [|ul)?
> (a?fi(e) + gi(e)lIbal*)z3 + (@2 f2(e) + ga(e)[[ball* + g3(€))73 + o fa(e),
ol lorsque € tend vers 0 : fi(e) = O(1), lim. g1(¢) > 0, 0 < |lim, g2(€)] < lim, g3(¢).
On en déduit que pour un bon ¢” > 0 (choisi pour rendre positif le coefficient de z32), il
existe C' > 0 tel que pour un « > 0 suffisamment petit et pour un £ > 0 suffisamment
petit, et pour tout (by, bs, b3, u) € Ki(g,0) avec ||by|| < a et ||ba]] = ¢"«, dans la borne
inférieure ci-dessus, le coefficient de z2 est positif et le coefficient de z2 est plus grand
que C'. Cela acheve la preuve du fait 2. |

Le reste de la preuve est identique a la fin de la preuve du lemme 34 : on choi-
sit un a > 0 qui satisfait les conditions des deux faits précédents et on consideére une

suite (bgk),bgk),bgk), u(k),xgk),xgk),xgk))k telle que :
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1. b, b bP u®) e Ki(e, q),

2. ziM z{F ), 2" sont des entiers tels que 127 = 3 ou 2| = 2 et (12371, 1287 ) # (1,1)

™| > 3 ou ete. pour 7 € {1,2}),
k) (k) k k)1 (k)
+ b + 2B + 2Tl

(respectlvement |z;

[lu® |2 = 0 quand k£ — oo.

Si une telle suite n’existe pas alors le lemme est prouvé. Nous supposons donc qu'il y
en a une et nous cherchons une contradiction vis-a-vis des coordonnées de Vorono:.

3. [[u®

Fait 3 : Pour tous €, @ > 0 suffisamment petits, les suites mgk), mgk) et xgk) sont bornées.

Supposons que ce ne soit pas le cas. Nous montrons que cela implique que |[u®) +
Fb® 4 2B 4 2EBE)12 — lu®)||2 nest pas borné, ce qui est impossible. L'inégalité
de Cauchy-Schwarz nous donne que :

[+ 217b? +237b 4 a7 OIP — u)
k) k (k)3 (k k)q (k k)
> b b0 + B [ B + 2 b + o n 2[[u®]].

Puisque la quantité ||u®|| est bornée, il sufﬁt de montrer que [|zbE 1 ZFpE) 4

(k)b || n’est pas borné. Nous prenons un ¢ > 0 suffisamment petit pour pouvoir utiliser
le lemme 27. Soit C > 0 la constante correspondante. Nous avons :

k)1 (k k)1 (k k). (k k k)* k
217D + 2B + 2BV > [ [bE7] > et

Ainsi, la suite a:gk) est bornée. Si la suite a:gk) est bornée en utilisant I'inégalité trian-

gulaire on voit qu’il en est forcément de méme de la suite z; (0 . Nous montrons maintenant

(%)

que la suite z5 "’ est bornée. Nous avons I'inégalité suivante :

k k k k k k k k)x k k
12b® + 289b + 2P| > 120|168 - 25| IbSP).

Puisque les vecteurs [b{® b{"] sont e-G-réduits et 1 > [[b”]| > [Ib|| > @, nous
sommes dans une situation similaire & celle du troisieme falt du lemme 34, et ceci nous
donne une constante strictement positive qui borne inférieurement ||bS*||, et qui dépend
éventuellement de ¢ et de a. Ceci acheve la preuve du fait. [ |

Ce fait et le lemme 33 impliquent que (bgk),bgk),bgk),u(k),xgk),xgk),:l;g )) reste dans
un ensemble compact de R%" x Z3. Par conséquent nous pouvons en extraire une sous-
suite qui converge vers la limite (by, bs, b3, u, 1, T2, 73), qui est dans le méme compact
et satisfait : [ju+ zyby + zoby + z3bs|| = ||u||. Cela signifie que z1b; + z2by + z3b3 est un
vecteur de Voronoi du réseau engendré par [by, by, bs] € Kj(e, ). D’apres le lemme 31,
c’est impossible. [l

Comme dans les paragraphes précédents, nous considérons maintenant le cas des coor-
données de Voronoi possibles (+1, +1,+2), auxquelles on peut appliquer une quelconque
permutation des coordonnées.

Lemme 36. [l existe deux constantes €,C > 0 telles que pour tous vecteurs e-G-réduits
(b1, by, bs] et tout vecteur u € Vor(by, by, bs), si au moins l'une des conditions suivantes
est satisfaite, alors on a :

lu+ z1b1 + z3by + z3bs||* > ||ul|* + C||bs]?.
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1. (21,2, 23) = (81,92,2), |sil = 1 pour i € {1,2} et au moins l'une des conditions
sutvantes est satisfaite :
byl < (1 =e)libs]l, ou [[bsfl < (1 = €)l[bsll, ou [(by, ba)]| > el[bs||?, ou [(by, bs) +
Sb1|[?] > elfbs]l?, ou [(ba, bs) + F|ba]*] > e]lbs|>.

2. (21,22, %3) = (51,2, 83), 85| = 1 pour 1 € {1,3} et [|by]| < (1 —¢)][baf.

3. (z1, 29, 23) = (51,2,83), |s:] = 1 pour i € {1,3}, ||b1]] = (1 — &)||bs]| et au moins

I'une des conditions suivantes est satisfaite : |(by, bs)| > ¢||bs||?>, ou |(b1,ba) +
SUo1l > el[bs]|?, ou [(bs, ba) + $[|by][* > ][bs][*.

4. (@1, 22, 23) = (2,82,83), |si] =1 pour i € {2,3}, ||b1]] = (1 — €)||bs|| et au moins
I'une des conditions suivantes est satisfaite : |[(by, b3)| > €||bs||?, ou |(by, by) +
2([b1ll?| > el[bs|f?, ou [{bs, b1) + £{Ib1I?| > ellbs||*.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ||bz|]] = 1. Nous
considérons chacun des quatre cas et chaque triplet (z1, z2, z3) séparément (il n’y a qu’un
nombre fini de cas). La constante ¢ > 0 est choisie de telle sorte que si I'une des conditions
du cas considéré n’est pas satisfaite, alors le lemme 32 devient faux. Dans ce cas, le
triplet (z1,z2,23) ne peut pas étre une coordonnée de Voronoi pour les vecteurs e-G-
réduits [by, by, bs].. Ceci implique que Dist{V + z;b; + zoby + z3b3, V] > 0, o0 V =
Vor(by, by, b3). Les faits que la fonction Dist[V + z1b; + xoby + z3bs, V] est continue
par rapport aux variables (b1, by, b3) et que ces variables (by, by, bs) appartiennent & un
ensemble compact permettent d’obtenir le résultat. O

2.9 Qu’en est-il en plus grande dimension ?

Nous avons vu que 'algorithme glouton de réduction peut renvoyer des bases arbitrai-
rement mauvaises a partir de la dimension 5. En utilisant les conditions de Minkowski, il
est facile de voir qu’en dimensions 5 et 6 la généralisation suivante de ’algorithme glouton
de réduction renvoie des bases réduites au sens de Minkowski. Aux étapes 2 et 3 de la
version itérative de ’algorithme glouton de réduction, au lieu de raccourcir by en utilisant
une combinaison linéaire entiére des vecteurs by, ..., bg_1, on s’autorise aussi ’utilisation
des vecteurs byy1,...,bg. Cet algorithme est décrit & la figure 2.11. On sait trés peu de
choses sur cet algorithme quand la dimension est plus grande que 6. Renvoie-t-il une base
Minkowski-réduite 7 Existe-t-il une bonne borne sur son nombre d’itérations de boucle 7
Finit-il en temps polynomial en la taille de I’entrée 7

Par ailleurs, méme si I’algorithme glouton de réduction en dimension 5 ne renvoie pas
forcément une base intéressante, on peut tout de méme se demander s’il a une complexité
quadratique. Pour faire fonctionner la technique de la section 2.6, il suffirait de montrer
que Palgorithme glouton itératif de réduction en dimension 5 a un nombre d’itérations de
boucle linéaire en la taille de ’entrée, c’est-a-dire de généraliser le théoreme 14, page 65.
En dimension inférieure ou égale & 4, pour faire cela, nous pouvions utiliser ’approche
locale et ’approche globale.

Avec Papproche globale, il semble raisonnable que ’on puisse montrer que le nombre
de boucles de la version récursive de l’algorithme glouton de réduction en dimension 5
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2.9. Qu’en est-il en plus grande dimension ?

Entrée : Une base [by,...,by] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base Minkowski-réduite de L(by,...,by), avec sa matrice de Gram.

1. k:=2. Tant que k < d, répéter

2 Calculer un vecteur ¢ € L(by,...,bg_1,bgs1,...,by) le plus proche de by,

3. by :=by — ¢, mettre & jour la matrice de Gram,

4 Si [[bgll > |[br—1ll, k:=k + 1

5 Sinon insérer by, a son rang k' (les vecteurs sont rangés par longueurs
croissantes), mettre & jour la matrice de Gram, k:=k" + 1.

Fi1G. 2.11 — Une généralisation de I'algorithme glouton de réduction.

est linéaire en la taille de I’entrée, mais cela ne serait de toute maniere pas suffisant car
on voudrait borner le nombre d’itérations de la version itérative. Bien qu’insuffisant, ce
résultat semble déja difficile & obtenir. En effet, le lemme 13 (qui indique qu’une base
stable par lalgorithme 7-Glouton est plutét orthogonale) n’est plus valide. On peut
cependant isoler les mauvais cas : il s’agit essentiellement du réseau du lemme 12, page 63.
Il s’agirait de montrer que si 'on n’est pas « proche » de ce mauvais cas, alors le lemme 13
reste vrai, et on pourrait ensuite utiliser le lemme 14, page refle :remain, qui demeure
correct en dimension 5. Si on est dans le mauvais cas, la géométrie de la base est connue
assez précisément, et il s’agirait de montrer que toutes les O(1) itérations de boucle (de
la variante récursive) aprés la fin de la n-phase, on a une décroissance significative du
produit des longueurs.

L’analyse locale en dimensions 2, 3 et 4 s’appuie essentiellement sur le fait que si
I'un des z; calculés & I’étape 5 de la version récursive a une valeur absolue plus grande
que 2, alors le vecteur ]Ib;)ll est considérablement plus court que le vecteur ||a((; I|. Ce
fait provient du lemme du vide (théoréme 16, page 75). En dimension 4, il n’est que
partiellement vérifié, mais le cas génant (le cas « 211 ») n’arrive que tres peu souvent et
peut &tre analysé en considérant la forme tres particuliere des réseaux qui peuvent le faire
apparaitre. La situation empire en dimension 5. En effet, (1,1,1,2) et (1,1,2,2) — avec
n’importe quel changement de signes et n’importe quelle permutation des coordonnées —
sont des coordonnées de Voronoi possibles. Nous donnons ici un exemple de réseau pour
lequel (1,1,2,2) est une coordonnée de Voronoi :

1 -1 0 0
1 1 -1 0
00 1 -1
lo 0 0 1

La base donnée par les vecteurs colonnes est réduite au sens de Minkowski (puisqu’elle
est G-réduite), mais :
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Chapitre II-2. La réduction de réseauz en petite dimension

pour tous ky, ks, k3, ky € Z. Remarquons que (1, 1,2,2) ne peut pas étre une coordonnée
de Voronoi stricte : si by + by + 2bsz + 2b, atteint le minimum des longueurs de son
orbite de L/2],, alors il a la méme norme que by + by. Ainsi, il est peut-étre possible de
contourner la difficulté pour (1, 1, 2,2) comme on Ia fait pour le cas « 211 » en dimension 4.
Cependant, le cas (1, 1, 1, 2) resterait encore a traiter, et cette coordonnée de Voronoi peut

étre stricte.
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Chapitre II-3

L’algorithme LLL en arithmétique
flottante

Le travail de recherche correspondant d ce chapitre a fait 'objet d’une publication dans les actes de
la conférence Eurocrypt’05 [139]. Le présent chapitre est une version étendue de [139].
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L’algorithme de Lenstra, Lenstra et Lovdsz de réduction des réseaux (LLL ou L?) est un
outil fréquemment utilisé dans divers domaines de ’algorithmique, en particulier en théorie
algorithmique des nombres [40] (pour trouver des polynémes minimaux ou travailler dans
les corps de nombres, ...) et en cryptographie [130, 141] (pour casser les cryptosystemes
de type « sac-a-dos », RSA et DSA dans certaines conditions, ...). Nous décrirons dans
la deuxiéme partie de cette these de nouvelles applications de cet algorithme, dans le
domaine de ’arithmétique des ordinateurs.
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Chapitre II-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

Etant donnés d vecteurs de normes inférieures & B dans un espace de dimension 7,
l'algorithme LLL renvoie une base dite LLL-réduite du réseau engendré par les d vecteurs,
en temps O(d®(d 4+ n)log® B), en faisant intervenir des opérations arithmétiques sur des
entiers de longueur O(dlog B). Bien que polynomiale en la taille de I’entrée, cette borne
de complexité est trop élevée pour de nombreux réseaux intervenant en pratique, ou d
et/ou log B sont souvent assez grands. A cause de cela, I’algorithme LLL original n’est
pratiquement jamais utilisé, sauf pour de petits réseaux (en petite dimension, avec des
vecteurs assez courts). A la place, on utilise des variantes flottantes de l'algorithme, ou
les nombres rationnels sont approchés par des nombres flottants de tailles moindres. Mal-
heureusement, on sait que ces variantes pratiques sont numériquement peuvent nécessiter
une tres grande précision pour se comporter comme escompté : avec une précision rai-
sonnable, la transposition directe de I’algorithme en arithmétique flottante peut ne pas
terminer, et la base renvoyée peut ne pas étre LLL-réduite. Dans ce chapitre, nous décri-
vons 'algorithme L?, qui est une nouvelle variante flottante de I’algorithme LLL, et qui
renvoie toujours une base LLL-réduite, en temps O(d*(d+n)(d +log B) log B). 1l s’agit de
la premiére version de ’algorithme LLL dont le temps d’exécution croit quadratiquement
en la taille de la donnée en dimension fixée (c’est-a-dire quadratiquement en log B), sans
faire appel a de larithmétique rapide [158]. Il s’agit donc d’une généralisation tres natu-
relle des algorithmes d’Euclide, de Lagrange (attribué & tort & Gauss habituellement) et
de 'algorithme glouton en dimensions 3 et 4 présenté au chapitre 11-2.

La date charniere en ce qui concerne 'algorithmique de la réduction des réseaux est
celle de 1981, avec les travaux de Lenstra sur la programmation entiere [113, 114], qui
reposaient sur une nouvelle technique pour réduire des réseaux (voir [113], qui est une
version préliminaire de [114]). L’algorithme de Lenstra avait une complexité polynomiale
en dimension fixée, ce qui suffisait dans [114]. Lovész s’est servi de cela pour développer
un algorithme de réduction de complexité polynomiale (y compris en la dimension), qui a
atteint une forme définitive dans le célebre article de Lenstra, Lenstra et Lovasz [112], ol
I’algorithme était utilisé pour factoriser les polynémes & coefficients rationnels en temps
polynomial. Le nom de ’algorithme, LLL, vient de cet article.

De nombreuses améliorations de 'algorithme LLL ont été proposées par la suite. Du
point de vue de la qualité de la base renvoyée, Schnorr [150] a décrit une hiérarchie d’al-
gorithmes allant de la réduction LLL & la réduction de Hermite-Korkine-Zolotarev (voir le
chapitre I-1), il s’agit de l’algorithme BKZ (Korkine-Zolotarev par blocs). Cet algorithme
doit, &tre utilisé conjointement avec un algorithme qui résout exactement le probléme SVP,
par exemple celui de Kannan et Helfrich [75, 88] ou l'algorithme probabiliste de Ajtai,
Kumar et Sivakumar [11]. Du point de vue de 'efficacité de ’algorithme LLL, on peut
distinguer deux types d’améliorations : certaines cherchent a optimiser « ’aspect algebre
linéaire » de l'algorithme, alors que d’autres cherchent a optimiser « ’aspect arithmé-
tique ». Parmi les premieres, on peut citer [94, 156, 174]. Les secondes sont souvent plus
efficaces car le gain de complexité est plus élevé asymptotiquement, le coiit de la mise en
ceuvre plus faible, et pour de nombreuses applications, le terme log B est plus grand et
donc plus significatif que le terme d. Parmi celles-ci on peut citer {87, 95, 151, 153, 154].
Notre amélioration se positionne dans cette deuxieme famille.

Comme nous P’avons affirmé plus haut, la complexité O(d®(d + n)log® B) de l’algo-
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rithme LLL original s’avere trop élevée pour de nombreuses applications. Par exemple,
dans le cas de la cryptanalyse de RSA quand la moitié des bits d’un facteur du module est
connue [45], il est possible d’avoir & réduire un réseau de dimension 64 avec des coefficients
plus longs que le module, par exemple de 1024 bits. On a alors « d®(d + n) log® B ~ 256 ».
En général, on utilise en pratique des variantes pour lesquelles Parithmétique ration-
nelle utilisée dans le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (central dans 1’al-
gorithme LLL), est remplacée par une arithmétique flottante sur des nombres de tailles
nettement inférieures. L’utilisation de I'arithmétique flottante dans I’algorithme LLL date
du début des années 1980, quand cet algorithme était utilisé pour résoudre des problémes
de sac-a-dos de faibles densités issus de cryptosystemes [34, 101}, en particulier celui de
Merkle et Hellman [126]. Malheureusement, cette utilisation de I'arithmétique flottante
dans l'algorithme LLL n’est pas trés bien comprise, et il n’existe pas de variante prou-
vée ayant un cout pratique raisonnable. En pratique, la variante la plus employée est
celle de Schnorr et Euchner [154], qui n’a aucune garantie ni de terminaison ni de cor-
rection, et dont I'implantation la plus utilisée est celle de Shoup dans NTL [162]. Quand
des phénomeénes douteux surviennent, on augmente la précision jusqu’a ce que cela fonc-
tionne, et c’est pourquoi 'algorithme LLL flottant de NTL a quatre variantes : LLL_FP
(double précision), LLL_XD (double précision avec exposant stocké séparément sur un
entier), LLL_QP (quadruple précision) et LLL_RR (précision arbitraire). Par exemple,
des problemes dis a l'utilisation de I’arithmétique flottante sont apparus quand Nguyén
et Stern [140] ont montré que le cryptosystéme Ajtai-Dwork [10] pouvait étre cassé pour
toute taille de clef réaliste, puis lorsque Nguyén [136] a cassé les « challenges » du cryp-
tosysteme GGH [69]. Ces difficultés ont permis a I’époque d’améliorer le code de NTL.

Il existe cependant une variante flottante prouvée de 1’algorithme LLL, découverte en
1988 par Schnorr [151], qui améliore significativement la complexité dans le cas le pire.
La variante de Schnorr renvoie une base quasiment LLL-réduite!!, en temps O(d*(d +
n) log B(d + log B)?), en utilisant une précision de O(d + log B) bits pour les calculs flot-
tants. Néanmoins, cet algorithme est essentiellement d’intérét théorique et n’est implanté
dans aucune des principales bibliothéques utilisées en théorie des nombres [1, 20, 119, 162].
Trois raisons expliquent cela : l’algorithme est difficile & décrire, les constantes cachées
dans la complexité sont grandes et les calculs d’erreurs numériques sont faits de facon
approchée (ce qui, en toute rigueur, ne permet de montrer que I’existence d’un algorithme
et non d’expliciter Palgorithme). Par ailleurs, la précision requise pour les calculs flot-
tants semble étre supérieure & (12d + 7lgB) bits. Avec le méme exemple que plus haut
(d = 64 et 1gB = 1024), on obtient une précision de = 7800 bits.

Dans d’autres cas, par exemple dans [95, 153], le processus d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt est remplacé par des algorithmes d’orthogonalisation plus stables numéri-
quement en toute généralité, comme ceux de Givens (implanté dans NTL) et Househol-
der [71, 104]. s sont plus coliteux mais semblent générer moins d’anomalies en pratique
dans le contexte de I'algorithme LLL. D’un point de vue théorique, les processus d’or-
thogonalisation de Givens et Householder sont stables dans le sens inverse (la solution

H1Plus précisément, Schnorr affaiblit la condition de propreté en autorisant les coefficients d’orthogo-
nalisation p; ; & étre légérement plus grand que 1/2 en valeur absolue. Nous faisons de méme que lui au
paragraphe 3.1.1. Cela ne change pas sensiblement la qualité des bases renvoyées.
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Chapitre II-53. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

calculée est la solution exacte d’une instance proche de I'instance de départ), et pas dans
le sens direct (la solution calculée serait proche de la vraie solution), alors que le processus
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt est instable dans les deux sens. Cette distinction
entre sens direct et inverse dans le cas des processus de Givens et Householder est & ’ori-
gine d’erreurs!? dans [95] et une version préliminaire de [153]. Dans I’algorithme que I’on
décrit ci-dessous, nous utilisons le processus d’orthogonalisation de Cholesky (qui est exac-
tement celul de Gram-Schmidt, mais ou les produits scalaires sont déja donnés et n’ont
pas a étre calculés), et nous nous servons du fait que nous ne sommes pas du tout dans
un cas général : le processus d’orthogonalisation n’est appliqué qu’a des bases & peu pres
orthogonales. Cependant, il pourrait étre intéressant de voir si notre algorithme peut étre
adapté voire amélioré avec les processus d’orthogonalisation de Givens et Householder, ce
qui n’est pas clair pour le moment.

Dans ce chapitre, nous présentons I’algorithme L2, une nouvelle variante flottante de
Palgorithme LLL, qui est simple & décrire, utilise un modeéle d’arithmétique flottante stan-
dard et renvoie des bases quasiment LLL-réduites, en temps polynomial en la taille de la
donnée. Plus précisément, son temps d’exécution est O(d*(d + n)(d + log B) log B), et il
fait intervenir des calculs sur des nombres flottants dont les mantisses ont dlg3 + o(d)
bits, ce qui est indépendant de log B. Il s’agit de la premiere variante de ’algorithme LLL
dont le temps d’exécution ne croit que quadratiquement en log B, toutes les autres va-
riantes prouvées étant cubiques (sans utiliser d’arithmétique rapide). Cette amélioration
est tres significative pour des réseaux ou log B est plus grand que d, par exemple ceux qui
apparaissent dans les calculs de polynémes minimaux [40] ou dans la méthode de Cop-
persmith [45] pour trouver de petites racines de polynémes (nous utilisons cette méthode
due a Coppersmith dans la deuxieme partie de la theése). L’efficacité pratique de 1'algo-
rithme L? est illustrée au chapitre II-4. Par ailleurs I’algorithme LLL peut étre considéré
comme une généralisation de l'algorithme d’Euclide, de celui de Lagrange et de celui dé-
crit au chapitre II-2, qui sont tous de complexité quadratique, et non cubique comme 1’est
lalgorithme LLL original. Cela fait de ’algorithme L? la variante « naturelle » de 1’algo-
rithme LLL du point de vue de la complexité. Nos résultats sont illustrés a la figure 3.1,
dans laquelle nous avons choisi d = ©(n), pour simplifier.

L3 [112] Schnorr [151] L2
Précision
des caleuls | O(d108B) > 12d + TigB dlg3 ~ 1.584
Complexité | O(d°log® B) | O(d*(d + log B)*log B) | O(d®(d + log B) log B)

FiG. 3.1 — Comparaison de différentes variantes de 'algorithme LLL.

L’algorithme L? repose sur plusieurs améliorations, vis-a-vis de Palgorithme LLL lui-
méme mais aussi vis-a-vis de son analyse. D’un point de vue algorithmique, nous amé-
liorons la qualité des calculs effectués lors du processus d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt en utilisant systématiquement la matrice de Gram, et en adaptant le processus

12Dans [95), I'erreur se situe & la page 17 des actes de la conférence CALC’01, au niveau des équations (1)
et (2).
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de proprification — qui est exactement ’algorithme de I’hyperplan le plus proche de Ba-
bai [18] — pour le rendre correct malgré I'utilisation d’une arithmétique flottante. Nous
donnons des bornes qui semblent fines pour le processus d’orthogonalisation de Cholesky
lié & l'algorithme LLL. Cette analyse nous a amené & découvrir des bases particuliere-
ment mauvaises : par exemple, nous avons trouvé!® un réseau de dimension 55 avec des
entrées d’une centaine de bits pour lequel le LLL_FP de NTL (une version améliorée
de l'algorithme de Schnorr et Euchner [154]) boucle indéfiniment, ce qui contredit [95]
ou il est affirmé que la double précision est suffisante dans [154] pour LLL-réduire les
réseaux jusqu’'en dimension 250 avec le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
classique. Cependant, pour des bases « aléatoires », les anomalies provenant de [’utilisa-
tion d’une arithmétique flottante semblent apparaitre en dimension nettement plus élevée
que 55. Nous rediscuterons de ce dernier point au chapitre I1-4. Par ailleurs, notre proces-
sus de proprification pourrait étre utile dans d’autres contextes car il répond aux mémes
exigences que l'algorithme d’hyperplan le plus proche de Babai, qui sert a résoudre de ma-
niere approchée le probleme CVP. Par exemple, cela pourrait étre utile dans la variante
de Micciancio [128] du cryptosysteme GGH [69], dans laquelle I’algorithme de Babai est
utilisé pour déchiffrer.

Du point de vue de I'analyse de l'algorithme, pour prouver la borne de complexité
quadratique, nous généralisons a notre situation la cascade qui apparait dans ’analyse de
I’algorithme d’FKuclide et dans I’analyse de l’algorithme du chapitre II-2. Il s’agit d’une
analyse amortie des coiits des différents processus de proprification successivement ef-
fectués. Cette analyse amortie est rendue possible par l'efficacité de notre variante du
processus de proprification, et ne peut pas étre adaptée a I'algorithme LLL classique : la
mise & jour des coefficients de Gram-Schmidt en arithmétique rationnelle s’avere déja trop
coliteuse, en raison de la taille de leurs numérateurs et dénominateurs (O(d log B) dans le
cas le pire).

Nous présentons dans ce chapitre un algorithme qui permet de trouver une base réduite
d’un réseau donné par des vecteurs générateurs qui ne sont pas forcément linéairement
indépendants. Nous avons fait ce choix pour deux raisons : d’'une part pour rendre l'al-
gorithme plus général sans le compliquer vraiment, et d’autre part parce que nous ne
connaissons qu’une seule preuve correcte d’une telle variante. En effet, 'idée d’adapter
'algorithme LLL pour des vecteurs linéairement dépendants vient de [146], ou elle est
donnée sans preuve, et la preuve de [40] est incorrecte. Remarquons qu’une preuve cor-
recte d’une variante différente (de celle décrite dans [146]) de I’algorithme LLL pour des
vecteurs linéairement dépendants est donnée dans [154]. Par ailleurs, de méme que l'algo-
rithme LLL, I’algorithme L? fonctionne sur les formes quadratiques définies positives. Il
peut étre adapté a toutes les formes quadratiques, comme il est possible de le faire avec
I'algorithme LLL [165].

Dans la section 3.1, nous rappelons quelques résultats sur les réseaux et sur l’algo-
rithme LLL. Nous décrivons 1’algorithme L? & la section 3.2, et nous prouvons sa correc-
tion & la section 3.3 et bornons sa complexité a la section 3.4. La section 3.5 dresse une

3yoir PURL http://www.loria.fr/ stehle/these.html
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Chapitre II-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

petite liste de questions ouvertes liées & ’algorithme L2

3.1 Rappels sur Palgorithme LLL.

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de base sur les réseaux euclidiens
(nous renvoyons au chapitre I-1 pour les définitions les plus élémentaires), et décrivons
I’algorithme LLL classique.

3.1.1 Orthogonalisation et LLL-réduction.

Soient by,..., by des vecteurs dans R”, qui ne sont pas forcément linéairement indé-
pendants. Leur orthogonalisation de Gram-Schmidt bj,..., b} est la famille de vecteurs
orthogonaux (certains peuvent étre nuls) définie récursivement de la fagon suivante : le
vecteur b} est la composante du vecteur b; qui est orthogonale & I'espace linéaire engendré
par by,...,b;_1. Nous avons b = b; — Z;_:ll pi,5b3 ot :

0 si b =0,
Pij = ———i—ﬁﬁlg) sinon.

Pour ¢ < d, nous définissons p;; = 1 si b # 0 et p;; = 0 sinon. Le volume du réseau L en-
gendré par les b; satisfait vol L = Hf:l,b: o [Ib; |- L’orthogonalisation de Gram-Schmidt
dépend de I'ordre des vecteurs. Si les b; sont a coordonnées entieres, alors les coordonnées
des vecteurs b} et les coefficients y; ; sont des nombres rationnels. Les coefficients y; ; de
I'orthogonalisation de Gram-Schmidt correspondent au « R » de la factorisation @ - R de
la matrice représentant les vecteurs (by,...,bg), ol ) est une matrice orthogonale et R
est une matrice triangulaire. Si R = (r;;), on a ry; = p; ;||b3|| pour tous i > j. En fait,
dans la suite du chapitre, la notation r; ; désignera ,ui,ij;fHQ. Quand nous parlerons d’or-
thogonalisation de Gram-Schmidt, nous ferons référence aux p; ; et aux r;; = p; 5{|b||*. 11
y a de la redondance d’information en arithmétique rationnelle, mais dans le contexte des
calculs flottants, il est important d’avoir toutes ces variables pour minimiser le nombre
d’opérations arithmétiques effectuées par ’algorithme L2, et donc pour minimiser la perte

de précision.

Des vecteurs (by,...,by) sont dits propres avec un facteur > 1/2 si leur orthogona-
lisation de Gram-Schmidt satisfait |u; ;| < 7 pour tous 1 < j < ¢ < d. Le i-éme vecteur b,
est dit propre si |p;,j| < 7 pour tout j < i. La proprification est en général considérée avec
le facteur n = 1/2, mais il est fondamental dans notre algorithme de prendre un facteur
strictement plus grand que 1/2.

Des vecteurs (by, ..., by) sont dits LLL-réduits avec des facteurs (§,7) ot 1/4 < § < 1
et 1/2<n< /8 si les premiers sont nuls jusqu’a un certain rang ¢, puis les autres sont
linéairement indépendants, propres et satisfont les d — ( — 1 conditions de Lovasz :

Vk € “C + 27 d”v (6 - Ui,n—l)rn—l,n—-l < Tk
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3.1. Rappels sur l'algorithme LLL.

De facon équivalente, on peut écrire ¢||bf_||* < ||b} + wxr—1bi_;]|%. Ces conditions
impliquent que les longueurs des vecteurs b} ne décroissent pas trop vite (cela signifie
intuitivement que les vecteurs b¢.q, ..., by ne sont pas trés loin d’étre orthogonaux). Le
premier vecteur non nul d’une telle famille est raisonnablement court :

el < (6 —7?) =D (vol L)<,

Pour simplifier la compréhension du chapitre, le lecteur pourra supposer que les vec-
teurs donnés en entrée dans les divers algorithmes sont toujours linéairement indépen-
dants. Cela revient a fizer ( = 0 pour l’ensemble du chapitre. La situation ot les vecteurs
peuwvent étre linéasrement dépendants n’induit que peu de modifications, c’est pour cela
que nous la constdérons en méme temps.

La notion de LLL-réduction est usuellement employée pour la paire de facteurs (6, ) =
(3/4,1/2), qui est celle qui a été choisie initialement dans [112]. Cependant, plus ¢ et 7
sont proches de 1 et 1/2 respectivement, plus la borne sur la longueur du vecteur b,
est intéressante. En pratique, on choisit souvent § ~ 1 et 7 &~ 1/2, de telle sorte que ’on
a approximativement ||b¢, ;|| < (4/3)@V/4(vol L)}/¢, L’algorithme LLL classique calcule
en temps polynomial une telle famille LLL-réduite pour toute paire de facteurs (d,1/2),
oll 6 < 1 peut étre choisi arbitrairement proche de 1. L’algorithme L? que nous décrivons
dans ce chapitre calculera une famille LLL-réduite pour les facteurs (,7), ou ¢ < 1
pourra étre choisi arbitrairement proche de 1 et n > 1/2 pourra étre choisi arbitrairement
proche de 1/2. On ne sait pas si § = 1 peut étre atteint en temps polynomial (quand la
dimension augmente, sinon c’est le cas : cela a été prouvé indépendamment par Akhavi
dans [14] et par Lenstra dans [115]), et on ne sait pas non plus si 7 = 1/2 peut étre atteint
en temps quadratique en dimension fixée. Le cas (§,7) = (1,1/2) est trés proche d’une
notion de réduction décrite par Hermite [76] dans le langage des formes quadratiques (voir
le chapitre I-1).

3.1.2 L’algorithme LLL.

L’algorithme LLL [112] est décrit & la figure 3.2. Il calcule une famille LLL-réduite de
maniere itérative : I'indice x est tel qu’a tout moment de 'exécution de I’algorithme, la
famille tronquée (by, ..., bk_1) est LLL-réduite. A chaque itération de boucle, l'indice &
est soit incrémenté soit décrémenté : on sort de la boucle quand « = d + 1, auquel cas la
famille (by, ..., by) est LLL-réduite. L’indice ¢ permet de savoir combien de vecteurs nuls
on a au début de notre famille : & tout moment, les vecteurs by,..., b sont nuls, et les
vecteurs beyq, ..., by sont non nuls.

L’algorithme LLL effectue deux sortes d’opérations : des échanges de vecteurs consé-
cutifs et des proprifications, dont chacune effectue au plus d translations de la forme
b.:=b, — mb;, ou m est un entier et 7z < k. Les échanges servent & garantir les conditions
de Lovész, alors que les proprifications permettent de satisfaire la condition de propreté.
Nous expliquons maintenant les étapes 5 & 9 : si la condition de Lovész est satisfaite a
I’étape 5, les étapes 6 a 8 sont sans effet, et I'indice x est incrémenté comme dans les
descriptions plus classiques de I’algorithme LLL. Sinon, ’étape 5 sert a déterminer le bon
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Entrée : Des vecteurs (by,...,bg) non nuls et un facteur ¢ € ]1/4,1].
Sortie : Une base LLL-réduite de L(by,...,by) pour des facteurs (4,1/2).

1. k:=2,(:=0,7y1:=]by]%

2. Tant que k < d, faire

3. Calculer les p, ; et rc ; pour j < k.

Proprifier by, vis-a-vis de (by,...,bk_1) en utilisant Palgorithme de la figure 3.3.
k':=k. Tant que K > ( +2 et 61,1 > Zf;n_l Mi/,ﬁi,i, faire : k:=k — 1.
Tn,ni’—'Z;i,{ Ni/’ﬂ'i,i- Pour i de 1 & k — 1, faire : pyji={hxt i, T i:=Tps ;.

Insérer b, entre b,_; et by.

Sib, =0, (:=C+1.

: k:=max(¢ + 2,x + 1).

10. Renvoyer (b1, ..., byg).

© PN o

F1G. 3.2 - L’algorithme LLL.

indice d’insertion du vecteur by, en regroupant ainsi plusieurs échecs successifs du test
de la condition de Lovasz.

Entrée : Des vecteurs (by,...,b,) et leur orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Sortie : Un vecteur bl = by + > i<k Tibi tel que by est propre relativement
a (by,...,bk_1), et Porthogonalisation de Gram-Schmidt de (by,...,b.).

1. Pour ¢ de k — 1 & 1, faire

2. b.:=b, — [ fx,] bs.

3. Pour j de 1 & ¢, faire

4. P, =g = LPmsi | g Th,ji=Tj = Libw,i] i g
5. Renvoyer les p; ; pour j < ¢ < k.

Fi1c. 3.3 — L’algorithme de proprification.

Si Palgorithme LLL termine, il est clair que la sortie sera une famille LLL-réduite.
Ce qui est moins évident a priori, c’est pourquoi l'algorithme LLL a une complexité
polynomiale. '

Théoréme 17. L’algorithme de la figure 3.2 est correct. De plus, si l’on suppose que d =
O(B), alors son exécution requiert O[d®log B(d®log® B + n(d + log B)?)] = O(d°(d +
n)log® B) opérations élémentaires, ou d est le nombre de vecteurs donnés en entrée, n est
la dimension de l’espace dans lequel on travaille, et B = max; ||b;|.

Démonstration. Nous commencons par montrer qu’il y a O(d? log B) itérations de boucle.
Soient dj, le produit des k premiers ||b}||* non nuls, et D = (Ix<dimzd) - (Hk,b;:()él"). La
quantité D reflete I’évolution de ’algorithme : elle diminue de fagon significative a chaque
fois qu’un échange est effectué. Nous décomposons chaque insertion de vecteur d’une
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3.1. Rappels sur ’algorithme LLL.

étape 7 en une série d’échanges. Supposons que les vecteurs b, et b,_; ne satisfassent pas
la condition de Lovasz et qu’ils sont échangés. On distingue trois cas :

1. Les deux vecteurs b;_; et b} sont tous les deux non-nuls. Alors la partie droite
de D est constante, et la partie gauche diminue d’un facteur > 1/6 : en effet, les
premiers et derniers dy sont constants (les premiers dj, ne changent pas car aucun
des termes des produits en question ne change, et les derniers ne changent pas non
plus car ||bj_,|| - [[bf|| est constant), et le dj restant n’a qu’un terme qui change, le
terme ||b*_,||?, qui décroit d’un facteur > 1/4.

2. Sib;_; #0 et b. = 0 et si le nouveau b_; est nul, alors apres ’échange, on aura
b:_; = 0 et b} # 0. Plus précisément, le nouveau b sera exactement 'ancien b} _;.
Par conséquent, la partie gauche de D est invariante, et la partie droite diminue
d’un facteur 4.

3. Sib;_, #0et b} = 0 et silenouveau b}_; n’est pas nul, alors le nouveau b est nul
car la dimension du réseau L(by,...,b,) est constante. Ainsi, la partie droite de D
est constante. En ce qui concerne la partie gauche, tous les dy a partir d’un certain
rang décroissent d’un facteur > 1/6 car aucun des ||b?||? ne change sauf ||b%_,||? qui
décroit d’un facteur > 1/6.

La situation b;_;, = 0 ne peut pas arriver, car a l'itération de boucle ou le vecteur
b,_1 aurait été créé et placé a une position Kk — 1 > ¢ + 1, la condition de Lovasz avec
le vecteur précédent n’aurait pas été vérifiée, et ce vecteur n’aurait pas été mis a cette
position. Initialement, on a D < (4B)%4+1) 4 chaque échange cette quantité diminue d’un
facteur > min(1/6,4) = 1/4. Le nombre de tests de la condition de Lovész est inférieur
a d plus le double du nombre d’échanges. Puisqu’il y a au moins un tel test par itération
de boucle, le nombre d’itérations de boucle est borné par :

d + 2d(d + 1) log, ;(4B) = O(d*log B).

Dans chacune des itérations de boucle, les étapes 3 et 4 nécessitent O(d?) opéra-
tions arithmétiques sur les termes de I'orthogonalisation de Gram-Schmidt, qui sont des
nombres rationnels, et O(dn) opérations arithmétiques sur les coeflicients des vecteurs,
qui sont des entiers. L’étape 5 requiert O(d) opérations arithmétiques, car la somme en
question peut étre mise & jour facilement d’un test de condition de Lovasz au suivant. Le
colit des étapes 6 a 9 est négligeable.

Bornons maintenant la taille des coefficients des vecteurs au cours de l’algorithme.
Tout d’abord, les quantités max;¢y ||b}|| pour £ < d diminuent au cours de 'algorithme :
au cours d’un échange, le nouveau b}_, est plus court que celui qu’il remplace, et le
nouveau b¥ est plus court que 'ancien b%_, (c’est 'orthogonalisé du méme vecteur, mais
par rapport & plus de vecteurs). Nous prouvons que tout au long de l'algorithme, les
vecteurs by sont de longueur inférieure a Vd - B, sauf éventuellement au cours d’une
étape 4 de la figure 3.2. Au début de ’exécution de I’algorithme, c’est vrai. Supposons
que ’on soit & une itération de boucle avec comme indice courant . Les vecteurs autres
que le vecteur b, ne sont pas modifiés au cours de cette itération de boucle, donc comme ils
étaient de longueur au plus v/d - B & I’itération de boucle précédente, c’est toujours le cas.
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Chapitre 1I-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

L’argument tient aussi pour le vecteur b, avant I’étape 4. Apres ’étape 4, le vecteur b,
est proprifié par rapport aux x — 1 précédents. On a donc :

Ibull® < b7 + Y kb3 < dmax [b|[* < dB*.

1<K

Au cours de I'étape 4, la longueur de b, peut augmenter, mais pas arbitrairement. Pour
montrer cela, nous étudions I’évolution des coefficients i, ; au cours de la proprification.
Nous montrons par récurrence décroissante sur j € [|1, k|] qu’au cours de cette étape, on

a toujours : '
il < = — 4+ max
el S \2 4 ielljxl)

ou les u,(f;-m) sont les p,.; au début de I'étape 4. Pour j = k, le résultat est immédiat
car g, n'est pas modifié. Soit j € [|1,k — 1|]. Comme les x — 1 premiers vecteurs sont
LLL-réduits, on a |u; ;] < 1/2 pour tout ¢ € [|j + 1,k — 1|]. En utilisant 'hypothese de

récurrence et la majoration | ;] | < 3+]px,|, on obtient qu’a tout moment de I'étape 4 :

e S 3+ () (G b))

i

(init)

luﬂ,j‘ M g H it
i=j+1
1 [t /3\""/k
(init)
S 1 - o o - il
R DY {2 + (2) (4 Tty e )}
t==j+1
K it) 3\ K (init)
< i |+ = -1 —+ ma K .
4 P (<2> ) (4 il I

Ceci achéve la preuve de ’équation (*). Elle nous permet de borner la longueur de b, au
cours de ’étape 4. En effet :

Il < Z:;ui,jllb’}HZ
S i (§>K“]’ (g T [IJ: |] )2 “b;HZ
S Z (4 51 —)H (Z e D7+ nﬁa,xu(

(inat)

H i

(init)

|[b;‘||)>2,

uﬁl
car les vect urs by,...,b._; sont LLL-réduits. Puisque pour tout i, on a ||b}|| < B
et bzl < ‘ b{™ || on a ainsi :
K V2 e [ 9 1\
bn 2 < (_B b(mzt) ) .-
R R D
]:1 4
2014 g2,
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3.1. Rappels sur Ualgorithme LLL.

Ceci nous garantit qu’a tout moment de I’exécution de I’algorithme LLL, les coefficients
(entiers) des vecteurs sont de taille O(d + log B).

Il reste encore a borner la taille des numérateurs et des dénominateurs des pu;; et
des 7;;. Remarquons que pour tout &, on a dy = (vol L((b;)igjbr0))?, ol j correspond
au k-iéme indice tel que b} # 0. Ainsi les dj, sont des entiers bornés par (dB?)%. Fixons
maintenant un j > 0. Si r;; = 0, alors les y; ; sont tous nuls. Supposons que b} # 0.
Soit £ tel que dy = Il;gjpr0l/b} HQ On a tout d’abord r;; = dy/dg-1, ce qui 1mphque
que le numérateur et le dénominateur de r;; s’écrivent sur O(dlog B) bits (nous avons
supposé que logd = O(log B)). Par ailleurs, on peut écrire b} = b; — D icjbr20 Aiibi o
les \;; sont solutions du systéme '

b]’bl Z )\]z bzybl )

i<5bj 70 1<j,b; #£0
ce qui 1mplique que di_1b} est un vecteur a coeflicients entiers. Ainsi, puisque dip;; =
(b;, dk_lb;), on peut borner les numérateurs et dénominateurs des p; ; par des entiers de
taille O(dlog B).

Si 'on récapitule, les vecteurs b; ont des entrées entieéres d’au plus O(d+log B) bits, les
i ; et m; ; sont des rationnels dont les numérateurs et dénominateurs ont au plus O(d log B)
bits, et les |u; ;] sont des entiers de O(d + log B) bits : en effet, ],uzjl < |b; H/|lb*|l et
comme les vecteurs by, ..., b; sont LLL-réduits, on a [|b}[|* > i 1/4 bl > —m—
On peut donc ﬁnalement borner le nombre d’opérations elementa1res effectuées lors de
I'exécution de 'algorithme LLL par :

O [d*log B - d- (d(dlog B)* +n(d + log B)*)] .
O

Le coiit de lalgorithme LLL est dominé par les opérations arithmétiques permettant de
calculer et mettre a jour les coeflicients de Gram-Schmidt, qui sont des rationnels avec de
gros numérateurs et dénominateurs. Il est donc tentant pour accélérer les calculs de rem-
placer 'arithmétique rationnelle par une arithmétique flottante, c’est-a-dire de ne se servir
que d’approximations flottantes des coefficients de 'orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Faire cela directement crée des probléemes numériques, et ’algorithme peut éventuellement
ne pas finir (la quantité D de la preuve ne diminue pas forcément & chaque échange de
vecteurs), ou renvoyer des vecteurs qui ne constituent pas une base LLL-réduite (& cause
d’erreurs trop grosses sur les coefficients de Gram-Schmidt). Jusqu’ici, la seule variante
flottante prouvée de 'algorithme LLL était celle de Schnorr [151], qui simule le compor-
tement de l’algorithme LLL en utilisant des approximations flottantes des coeflicients de
la matrice inverse des (; ;. Les nombres d’itérations de boucle et d’opérations arithmé-
tiques se bornent comme pour l'algorithme LLL : seuls les colits de chaque opération
arithmétique liée aux coefficients de Gram-Schmidt diminuent. Au lieu de manipuler des
entiers de longueur O(dlog B), cet algorithme manipule des nombres flottants dont les
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mantisses ont O(d + log B) bits (avec des constantes cachées assez importantes, comme
nous l'avons dit plus haut), ce qui permet de faire décroitre la complexité dans le cas
le pire & O(d*(d + n)log B(d + log B)?). Cette borne est toujours cubique en log B. Cet
algorithme a un intérét essentiellement théorique et n’est pas utilisé dans les principaux
outils de calcul en théorie des nombres [1, 20, 119, 162]. Dans ceux-ci, on utilise plutot
des variantes heuristiques proches de I’algorithme de Schnorr et Euchner [154].

3.2 L’algorithme LZ.

Nous décrivons ici l'algorithme L?, qui est une variante flottante naturelle de I’al-
gorithme LLL. Le principe général est de conserver des approximations flottantes suf-
fisamment précises des coefficients de 1'orthogonalisation de Gram-Schmidt au cours de
Pexécution de ’algorithme, pour simuler assez finement ’exécution de la variante exacte
de I’algorithme LLL. Les questions de précision sont essentielles lors des proprifications
et pour les tests des conditions de Lovasz. Il faut particulierement se méfier des pertes de
précision qui apparaissent lors des proprifications : celles-ci contiennent des opérations de
la forme z:=xz — | z], qui sont a origine de grandes annulations, et donc de pertes de pré-
cision. Dans les algorithmes LLL flottants décrits dans [151] et [153], une précision élevée
(linéaire en d et en log B) est requise pour garantir la correction des calculs, ce qui ralentit
fortement le temps d’exécution de I'algorithme. Nous diminuons ici la précision requise
(pour aboutir & une précision linéaire en d uniquement), principalement en utilisant des
produits scalaires exacts et non calculés en arithmétique flottante (paragraphe 3.2.1), et
en se servant d’un algorithme paresseux pour la proprification (paragraphe 3.2.2).

3.2.1 Orthogonalisation en arithmétique flottante.

Pour I’algorithme L?, il est important d’avoir de bonnes formules pour calculer les
coefficients de Gram-Schmidt. Dans [154], les formules récursives suivantes sont utilisées :

bi,bs) = 000 e - i IORIE S :
= Bixbad = ket i ORI o e — i - 3, - g
J 7=1

Quand ils utilisent ces formules, Schnorr et Euchner [154] calculent en arithmétique flot-
tante les produits scalaires (b;, b;), ce qui crée éventuellement des pertes de précision qui
peuvent étre de 'ordre de 27¢||b;||||b;||, olt £ est la taille des mantisses : cela arrive en
particulier quand les vecteurs b, et b; sont assez orthogonaux, c’est-a-dire quand leur
produit scalaire est petit devant le produit de leurs normes. Cela a l'inconvénient sui-
vant : pour assurer que la base finale est LLL-réduite, on demande des erreurs absolues
sur les y; ;, et donc si l'erreur est de ordre de 27||b;||||bj||, on a besoin de prendre une
taille de mantisse en §(log B) dans le cas le pire (par exemple si le vecteur b; est tres
long, alors que ||b;]| = O(1)). Les solutions apportées dans [151, 153] ne résolvent pas ce
probléme. Nous le résolvons en conservant les valeurs exactes des produits scalaires au
cours de l'exécution de I'algorithme L2 : on les calculera exactement au début, et on les
mettra & jour & chaque étape de notre algorithme, pour un coiit proportionnel au cofit de
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la mise a jour de la base des vecteurs. Cette simple modification nous permet de n’avoir
besoin que d’une précision linéaire en d pour effectuer correctement les orthogonalisa-
tions de Gram-Schmidt au cours de P’algorithme L2, Par ailleurs, pour diminuer encore les
pertes de précision, nous utilisons des formules d’orthogonalisation différentes. Celles-ci
font intervenir les r; ; = p; ||b}||* = (bs, b%) pour tous i > j :

j-1

Tij

rij = (bi,bj) — E Pk Tig €6 fi5 = —=.
k=1 T3,

La précision requise pour les calculs est moins importante aussi grace au fait que dans
chaque terme de la somme n’intervient qu’une seule multiplication au lieu de deux.
Pour i=7j,la premlere formule devient r;; = ||bl|?— S2i2} gk Tik, ce qui amene  définir

= ||by||?> — 32427 pag - Tig pour tout j € [|1,4]], de telle sorte que |[b¥||? = r;; = s
Contralrement aux p; j et r; ;, & tout moment de 'exécution de I'algorithme L?, seulement
un nombre linéaire (en d) de s; sera stocké : c’est pour cela que nous avons choisi une
notation différente. Les quantités ng) s’averent utiles pour vérifier plusieurs conditions de
Lovész consécutives. En effet, la condition de Lovész (6 — p2 . )I[bs_||* < |Ibxl|* peut
se récrire 6|[bj_|[* < [|bE|l* + pf _yIbi_|I%, c’est-a-dire

(x
6TK—1,K—1 < Spl1-

(N

Si cette condition n’est pas satisfaite, ’algorithme LLL échange les vecteurs b,_; et by,
et teste ensuite la condition de Lovasz suivante :

57"21)2,5-2 < 5,(:-)2-

Ainsi, le fait de stocker les Sg-”) permet de tester plusieurs conditions de Lovasz consécutives
(quand il y a des échanges consécutifs) sans avoir besoin de faire de calcul supplémen-

taire : on calcule les sgn) pour déterminer r, .. Nous récapitulons le calcul des r; ;, s ;

et 5 ) dans Palgorithme de factorisation de Cholesky décrit & la figure 3.4. Pour simplifier
la descrlptlon de l'algorithme de factorisation de Cholesky, nous avons séparé le calcul
des Sgd). En fait, celui-ci est déja effectué dans la boucle pour les indices 1 = 7 = d.

Bien entendu, quand on utilise une arithmétique flottante, les valeurs exactes des
coefficients de Gram Schmidt ne sont pas connues. Ala place, on calcule des approxima-
tions 7 j, fi;; et 5 . Dans ce cas, les étapes 4 a 6 de l'algorithme de la figure 3.4 sont
effectuées de la manlere sulvante14 :

Tij = o(Tij — O(ﬁj,k'ﬂ',k)),
fij = ©(Tij/Ti5)
57 = o850 — o(Baj-1 - Taj-1)).

Nous n’utiliserons pas directement 1’algorithme de factorisation de Cholesky dans ’al-
gorithme L2. En fait nous utiliserons des parties de celui-ci au cours de l’exécution de

14Nous rappelons que la notation o(x) désigne un nombre réel représentable le plus proche de z.
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Entrée : La matrice de Gram des vecteurs (by,..., by).
@

Sortie : Les 75, 15 ; et S5 pour 7 <1 < d.

1.Pour ¢ de 1 & d et pour 5 de 1 A ¢, faire

2 Sig <ietrj;=0,alors r; ;:=0, u; j:=0.

3 Sinon :

4. ’r‘i’j!=<bi,b]‘>,

5. Pour k de 1 & j — 1, faire : vy ji=r;; — pj k7 ks

6. /J'i,j::ri,j/rj,j-

7. sgd)::ﬂdeQ. Pour j de 1 & d, faire : sgd):zsgd_)l — fdj—1Td,j—1-

Fic. 3.4 — L’algorithme de factorisation de Cholesky.

l’algorithme : on réalisera toujours la partie de la factorisation correspondant & un vec-
teur donné. On conservera le début de la factorisation de Cholesky de la matrice de Gram
pour ne pas refaire ce calcul a chaque itération de boucle. I’algorithme de factorisation
de Cholesky s’avérera aussi tres utile pour établir la correction de ’algorithme 1.2, 4 la
section 3.3.

3.2.2 Un algorithme paresseux de proprification.

Ce qui est au centre de 1’algorithme L2 est une version paresseuse flottante de 1’algo-
rithme de proprification décrit a la figure 3.3. Au lieu de proprifier le vecteur b, d’un seul
coup comme on le fait dans ’algorithme LLL, notre algorithme de proprification flottant
réalise la méme chose en plusieurs petites étapes qui utilisent I’algorithme de factorisation
de Cholesky. Proprifier en une seule étape fait perdre beaucoup de précision car il s’agit
d’une opération qui peut éventuellement faire perdre beaucoup de précision. Pour pallier
cela, il faudrait utiliser de grandes mantisses, de longueurs éventuellement proportion-
nelles & log B. Plut6t que faire cela, on effectue la proprification petit a petit, c’est-a-dire
on diminue un peu les y; ;, puis on les recalcule avec ’algorithme de la figure 3.4 pour
connaitre les nouveaux p;; avec plus d’acuité, puis on recommence le procédé jusqu’a
avoir des |u; ;| suffisamment petits. Si I'on consideére les z; qui auraient été calculés par
I’algorithme de proprification de la figure 3.3, cela signifie intuitivement qu’on calcule
d’abord les bits les plus significatifs des z;, que ’on raffine notre connaissance des coeffi-
cients de Gram-Schmidt courants, que 1’on calcule les bits suivants des z;, ... jusqu’a avoir
les z; complétement. Cette procédure paresseuse rend I’algorithme L? particulierement
efficace : en général, les x; qui apparaissent lors d’une proprification sont petits et une
faible précision de calcul suffit pour les trouver, mais en faisant la proprification en un
seul coup on serait obligé de prendre une grande précision pour le cas treés rare ot celle-ci
serait nécessaire.

A Détape 4, on utilise 7 = B—%Q € ]1/2,n[ 4 la place de n pour prendre en considération
le fait que les y,.; ne sont connus que de fagon approchée. A Détape 6, il suffit de mettre
a jour les produits scalaires (b;,b,) pour ¢ < d, en utilisant par exemple les formules
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3.2. L’algorithme L2.

Entrée : Un facteur > 1/2, une taille de mantisse £, un indice «, des vecteurs

(by,...,bg) avec leur matrice de Gram, et des flottants 7; ; et f; ; pour j < i < .

Sortie : Des vecteurs ((b)l, cevybe—1,bl b1, ..., bg) avec leur matrice de Gram, des
K

flottants 7 ;, fix, ; et 5,7 pour j < K, olt b, = b, — >, =;b; pour des entiers ; et :
|(bl,, b})| < n|/b?||> pour tout i < &.

1.7 iL Répéter

2 Calculer les 7 j, fx,j et Egn) avec l'algorithme de la figure 3.4 pour « ¢ = K ».
3 Pour i de k — 1 4 1, faire

4, Si || = 7, alors X;:=|fi, ], sinon X;:=0,

5 Pour jdeladi—1, faire : fig j:=0(fin,; — o(X; - fis,5))-

6 by: ~ 2 X,b;, mettre & jour G(by, ..., by).

7. Jusqu’a ce que tous les X; soient nuls.

F1G. 3.5 — L’algorithme paresseux de proprification.

suivantes :
DL = bul® + D X7Absl* = 2 Xj(b,b) +2 > XiX;(bi,by),
jK #R JERsiER
(bi,b,) = (b;be) =Y X;(b;,b;) pour i#s.
J#k

3.2.3 L’algorithme LZ.

L’algorithme L? est donné & la figure 3.6. Lors de son exécution, il n’y a pas besoin
de conserver des approximations de tous les coeflicients de Gram-Schmidt : comme l’algo-
rithme est itératif, il suffit d’avoir des approximations de ces coefficients jusqu’a I’indice .
Remarquons que le coiit de la premiére étape est borné par O(d?nlog? B), ce qui est né-

gligeable par rapport au coiit des étapes suivantes. A Détape 4, on utilise § = ‘—53251 €1]6,1]

a la place de ¢ pour prendre en considération le fait que 7_; .1 et 3;(«“—)1 ne sont connus

que de maniére approximative. Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 18. Soit (6,7) tel que 1/4 < § <1 et 1/2 <15 < V6. Soit ¢ > lg%. Etant
donnés en entrée d vecteurs non nuls (by, ..., by) dans Z™, I’algorithme L? de la figure 3.6
avec une taille de mantisse £ = cd + o(d) renvoie une base LLL-réduite de L(by,...,by),
pour la paire de facteurs (6,m). Ce calcul nécessite O(d*(d-+n)log B(d+log B)) opérations
élémentaires, avec B = max;¢q||bi||. Plus précisément, si 7 = O(d*log B) est le nombre
d’itérations de boucle effectuées, alors le temps d’exécution est borné par :

O (d*(d+ n)(r + dlog dB)(d + log B)) .

Ce résultat doit étre complété par un certain nombre de remarques. Tout d’abord, la
borne de complexité de I’algorithme 1.2 est meilleure que celle de {151] d’un facteur —ﬂg&é
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Chapitre II-8. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

Entrée : Une paire valide (4, 7) de facteurs (comme au théoréme 18), une taille de
mantisse £ et des vecteurs non nuls (by,...,bg).

Sortie : Une base LLL-réduite de L(by,...,by) pour la paire de facteurs (4,7).
Variables : Une matrice d x d entiere G, deux matrices d x d flottantes (7; ;) et (fis ;),
et un vecteur flottant 3.

1. Calculer exactement G = G(by,...,by).

2. 5:=§-“2tl—,n::2,C::O,Fl,l::o((bl,bl)).

3. Tant que k < d, faire

4. Proprifier b, en utilisant I'algorithme de la figure 3.5. Cela met a jour

Porthogonalisation de Gram-Schmidt.
(x)

<1, faire : ki=k — L.

5 Kk':=k. Tant que K > ( +2 et o(d - Fuo14-1) = 3
6 Pour i de 1 a k — 1, faire : [ix;:=[ix’ ;, Ti,i:=Tx' 3, F&K::Eff).

7. Insérer b, entre les vecteurs b,_; et by, et mettre & jour G exactement.
8 Siby =0, (:=C+1.
9 Sinon, k:=max({ + 2,k + 1).

10. Renvoyer (by,...,bg).

FiG. 3.6 — L’algorithme L2.

Par ailleurs, on peut faire tendre la paire de facteurs (8, n) vers la paire optimale (1,1/2).
En effet, la complexité est plus précisément :

02d3(d_+_ TL) ngB(d+ logB) (d - log (77 B %))
(1-19)- (C~lg%‘z%i)

On peut donc choisir 7 = 1/2+27¢ sans augmenter la complexité, et faire tendre & vers 1,
par exemple § = 1 — E%;Tb en gardant quasiment la méme complexité asymptotique. En
choisissant la paire de facteurs (6, n) proche de la paire optimale, on voit que 'on peut
prendre ¢ arbitrairement proche de lg3 < 1.585. La derniére partie du théoreme liée
au nombre d’itérations de boucle est utile pour certaines bases données en entrée qui
apparaissent assez fréquemment en pratique et pour lesquelles on sait borner le nombre
d’itérations de boucle plus finement que dans le cas général. Par exemple pour les réseaux
liés & la recherche de relations linéaires entre des nombres entiers ou réels, on a la borne 7 =
O(dlog B) = o(d?log B). Finalement, le terme o(d) qui apparait dans la condition £ =
cd + o(d) peut étre rendu effectif (voir les hypothéses du théoreme 22) et peut aussi étre
utilisé dans le sens inverse : si I'on effectue les calculs dans une précision fixée (par exemple
en double précision), alors on pourra garantir la correction de ’algorithme jusqu’a une
certaine dimension.

Pour prouver le théoréme 18, nous procéderons de la maniere suivante. Nous établi-
rons la propriété de correction a la section 3.3, en étudiant successivement ’algorithme
de factorisation de Cholesky pour des bases apparaissant au cours d’'une LLL-réduction
(théoréme 19, page 113), l'algorithme de proprification paresseux (théoreéme 21, page 120),
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3.8. Correction de l’algorithme L?.

pour enfin aboutir au résultat désiré au théoreme 22, a la page 121. Les résultats de com-
plexité annoncés dans le théoreme 18 seront démontrés a la section 3.4. On y généralisera
I’analyse amortie réalisée pour ’algorithme Glouton & la section 2.6 du chapitre II-2.

3.3 Correction de I’algorithme L?.

Pour établir la correction de lalgorithme L2, nous avons besoin d’estimer I’acuité des
approximations flottantes & différents moments de ’exécution de ’algorithme.

3.3.1 Acuité lors des calculs d’orthogonalisation.

L’algorithme de Gram-Schmidt classique est connu comme étant particulierement in-
stable numériquement dans le cas général [21, 71, 104, 186]. Cependant, dans le cas de
I’algorithme LLL nous ne sommes pas du tout dans le cas général car les vecteurs sont
LLL-réduits progressivement, ce qui implique qu’il convient ici d’étudier les procédés d’or-
thogonalisation pour des vecteurs dont tous sauf le dernier sont LLL-réduits. Nous sommes
ainsi en train d’orthogonaliser une famille de vecteurs assez orthogonale. Dans ce contexte
particulier, le résultat suivant montre qu’une précision de = dlg3 bits suffit pour que ’al-
gorithme de factorisation de Cholesky se comporte raisonnablement, quand la paire de
facteurs (6, 7) est suffisamment proche de la paire optimale (1,1/2).

Théoréme 19. Soit (6,n) une paire de facteurs valide, comme au théoréme 18. Soit p =
%—5, avec € € )0,1]. Soient (by,...,by) des vecteurs de Z™ dont la matrice de Gram est
donnée en entrée d l'algorithme de factorisation de Cholesky de la figure 3.4. Supposons
que les vecteurs (by,...,bg_1) sotent LLL-réduits pour les facteurs (6,m). Dans le cas
ot lon effectue les calculs en arithmétique flottante avec une taille de mantisse £ qus
satisfait £ > 2 + lgd — lge + dlgp, les nombres flottants renvoyés satisfont les relations

suivantes, pour tous j <1< d :
s = Taal ¢ aytp)pr 27t et iy — gl < (2% 27
5,3
De plus, st M = maX;<q|pq ], alors on a pour tout j < d :
@—Z;:M < (2% -M-27" et |fia;— payl < (2% - M- 278
5,7
Finalement, si le vecteur by est propre par rapport aus précédents pour le facteur n, alors

pour tout § < d :

§§-d) - sg-d)l <(d27p™p 27 rga+ d2—t. 3§d).

Le deuxieme ensemble d’inégalités s’avérera utile pour I’analyse de ’algorithme de
proprification, alors que le dernier ensemble d’inégalités fournit des garanties pour les
tests des conditions de Lovasz.
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Chapitre II-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

Il est crucial dans le théoreme que les premiers vecteurs soient LLIL-réduits. Plus
précisément, si la condition de Lovasz ou la condition de propreté est violée, le résultat ne
reste absolument plus valide. Heuristiquement, la condition de Lovész permet de garantir
que lorsque l’on calcule un 7; ; & I'aide des 7 pour k& > j, l'erreur sur r; relativement
a i ne peut étre arbitrairement grande par rapport a r;; La condition de propreté
permet de son c6té de borner l'erreur des effectuée sur r;; par rapport & r;;, et donc
indépendamment du vecteur b; (celui-ci peut-étre arbitrairement long par rapport au
vecteur b;) : cela permet d’obtenir une erreur absolue sur les y; ;.

Avant de donner la preuve du théoreme 19, nous donnons une idée de celle-ci pour
la situation ou l'on a n ~ 1/2 et § =~ 1. La perte principale de précision vient de
I'étape 5 (calcul de r; ;), qui amplifie 'erreur géométriquement. Nous définissons err; =
max;¢icd LLJ—]—J—' c’est-a-dire l'erreur sur r; ; relativement a r; ;, et nous estimons la crois-

lo( bhb1>) (bl »b1>|
o2 S

sance de celle-ci quand l'indice j; augmente. On a err; < maXjgi<a

27  max;¢icq J%’l%!;)l < 2741y < 27¢, grace a la propriété de propreté. Nous fixons désor-

mais 7 € [|2,d — 1]]. Le résultat pour j = d s’obtient en modifiant légérement la preuve
du cas 5 < d — 1, intuitivement en remplacant « bg » par « —bd » dans celle-ci. Grace a
I’étape 6 (calcul de Kij),onapourtous i < detk <j:
3
S| = ) erry,
(3)

o I’on a négligé les termes d’erreur secondaires et utilisé le fait que |r; x| < ||bel*/2, qui
provient de la propriété de propreté. Ceci implique que :

1 1

erry + |7i k|
Tek Tk

_ k.k
Iuik 228 kl i
Tk k

| o (Bjk - Tig) — BigTakl < Bk — ikl 1Tl + skl - |7ig — Til

5 .
< (3] ernc il

ou 'on a aussi négligé des termes d’erreur secondaires et utilisé la propriété de propreté

deux fois. Ainsi,
leb;ll? 5) 3~ (4 o

k<j k<j

en utilisant la propriété de Lovasz. Cette derniere inégalité donne finalement :
err; S 3 errp S 39278

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que les d — 1 premiers
vecteurs sont linéairement indépendants : comme ils sont LLL-réduits, on a forcément
des vecteurs nuls puis des vecteurs linéairement indépendants, il suffit donc de décaler les
indices pour pouvoir se restreindre au cas ot il n'y a pas de vecteur nul. Nous commen-
cons par la premiere série d’équations. Le but ici est de borner I’erreur commise lors du
calcul des 7; ;. A Détape 5 (calcul de r;;), nous calculons la somme r;; — Y 7 | pjkTik
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3.8. Correction de lalgorithme L?.

séquentiellement. L’analyse d’erreur pour une telle sommation est donnée dans [78] (voir
le chapitre I-2, page 21). Nous avons donc, en utilisant I'inégalité triangulaire :

—£—1 Jj—1
ITig — Tijl < I—g%g—_m |(bs, bj)| + Z lo(fjk - Tige)| | + Z (i - Fik) — HskTikl
1 . k=1 ] .
ST-get Z o - Fik) = pykriel +d277 [(by,by) [+ Iuj,m,klp
1 - i L k=1
ST (i i) = pieriel +d27571 [(bi, bj)| + Zm,%)
k=1 i
car 1 < 1, ce qui implique |g;xmix] < 7 - Nreg < The. Nous montrons par récurrence

sur j < d la borne d’erreur suivante :

Vi e [lj,d— 1, TL=Ted

J:3

<dp7 12 Z+4

Nous définissons err; = maX;s; '——J-——’—| et B = dp?2~¢"! < ¢/2. Nous considérons d’abord
7 127 T P

le cas ou 7 = 1. Nous avons :
[o((bs, b1)) — (b;, by)| < 275 il < 2750 < 275y 1,

Supposons maintenant que j € [|2,d— 1|] et que le résultat soit déja prouvé pour tout k <
j. Sik < j <1, nous avons :

_ —f— fik Tl -
i — piel < (142750 |25 = 25 4278y
Tk.k Tk,k
1+270
< 1 _— 27,
err(l +n) T—f

4 cause de I’hypothése de récurrence et du fait que n < 1. Ainsi, si £ < 7 < ¢, nous avons :

4 2—Z-1

| o (B - Tix) = MirTikl (1 +2--1) i Tk = Mgtk
Tk,k Tk,k

N

< @+ 275N ferre(n + erre) + e — pipl] + 2757
2—»@

< (14275 Yern, [n(z +n)+e+ : +129-27%7

< errg(n(24+1n) +e) +257- 2757,

en utilisant I’hypothese de récurrence et les inégalités E < ¢ < 1/2,£ > 5 et n < 1. Par
conséquent, si j <4, on a:

ol o (e - Tig) = pyerinl = o o2
h=l S 2% n(2+mn)+e¢) Zem‘k (6 —m?)F7 4257 275 2(§ — )17
75,5 1
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Chapitre II-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

en utilisant le fait que 1 — 6 + nQ € [1/4,1]. Avec la méme inégalité nous obtenons :

|(bs, bj)| |Twl Zl Wik || b;, b) Z TLA(S-nH)'T

753 T4, T4, et

Finalement, en utilisant les 1negahtes d27%1 <277 et d > 2, on obtient :

n2+n)+e

e Zewké ) ¥ 4 273 (5 — n?)L

err; <

N

n2+n)+el’™
1 —d2-t1

1 2 Jj—1 )
do—t3 (————( +7) 2+5) (14 do=¢1yit

d2-l+3(5 . n2)1-j [1 4+

N

0~

do—tt+4 (M)J 1

5 —n? '
ott I'on a utilisé le fait que (1+d27*"1)¢ < 2, ce qui est impliqué par I'inégalité d?27¢"1 < 1.
Le résultat sur les p est évident si ’on utilise les faits que £ < 1/4 et £ > 5. De plus, il est
facile de modifier légérement la preuve pour obtenir les résultats annoncés pour les 74 ; et
les pq; pour j < d.

N

Nous nous intéressons désormais au troisieme ensemble d’équations. Nous supposons
que le vecteur by est propre pour le facteur 1 vis-a-vis des vecteurs (by,...,bg-1). L’ana-
lyse est similaire a celle qui précede. Pour tout j < d, nous avons :

do—t-1 Jj—1 ) j=1
55 — 51 < 1= i1 [H'Odﬂ2 + > 1o(Bag - Fap)l| + Z |o(Haye - Tak) = Ha,kTde]
k=1

/

d2=+1 (d) 048
< e (e D) ¢ e S
j—1
< A28 4y A2 (6 — ) 4y d2 7R (6 — )R
k=1

< d2_£85~d) + Tj’jd2_£+9pj_1,
ou nous avons utilisé les inégalités ﬁ <petf>5. O

Les bornes du théoréeme 19 semblent étre fines en pratique : quand on utilise une pré-
cision < dlg3 bits, l'algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt classique et celui
de factorisation de Cholesky font apparaitre des anomalies lors de 1’exécution de ’algo-
rithme LLL, quand on lui donne en entrée certaines bases qui sont déja LLL-réduites.
On peut par exemple considérer la base LLL-réduite formée des vecteurs lignes de la
matrice d x d suivante :

Li; = (v/4/3)¢77
Lij = (-=1)"97L;; random[0.49,0.5] si j <1
Liyj = 0 si j>1.
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3.3. Correction de l'algorithme L?.

Pour obtenir un réseau entier, on peut multiplier cette matrice par une grande constante
et arrondir les entrées. Cette base est déja LLL-réduite, et correspond au cas extréme de la
premiere partie de la preuve du théoréme 19. Avec des calculs en double précision (53 bits
de mantisse), les erreurs sur les y; ; deviennent significatives (de l'ordre de 0.1) autour
de la dimension 30. En ajoutant & la base un vecteur « aléatoire », nous avons réussi
a faire boucler le LLL_FP de NTL en dimension 55. Nous avons aussi un exemple en
dimension 35 pour lequel LLL_FP « s’apercoit » de problemes numériques et recommence
les calculs en précision supérieure. Ces deux réseaux sont disponibles & 'URL http:
//www.loria.fr/"stehle/these.html. Ces expériences contredisent [95] ou il est affirmé
que algorithme de Schnorr-Euchner [154] suffit pour des réseaux jusqu’en dimension 250 :

Up to dimension 250 Gram-Schmidt orthogonalization of an LLL-reduced basis
can be done in fpa [floating-point arithmetic] with some correction steps |....

Il semble cependant que nos réseaux soient « exceptionnellement » mauvais, et que 1’algo-
rithme LLL flottant se comporte mieux en pratique que ne le laisse supposer la situation
extréme décrite ci-dessus. Nous donnons une explication heuristique a cela au para-
graphe 4.4.2 du chapitre [I-4, dans laquelle nous estimons la précision requise a ~ 0.184
bits en « pratique » en dimension d. Cette valeur est nettement inférieure & la borne dans
le cas le pire, c’est-a-dire &~ 1.58d.

3.3.2 Acuité des calculs de proprification.

Avant d’estimer ’acuité de la variante paresseuse de I’algorithme de proprification de
la figure 3.5 que I'on utilise dans I'algorithme L?, nous étudions la version flottante de 1'al-
gorithme classique de proprification, décrite & la figure 3.7. Nous utilisons le théoréme 19
pour montrer les propriétés de correction suivantes de I’algorithme de la figure 3.7.

Entrée : Un facteur 7 > 1/2, une taille de mantisse £, des vecteurs (by,...,bg)
avec leur matrice de Gram, et des nombres flottants 7; ; et fi; ; pour j <17 <d.
Sortie : Des entiers z1,...,T4-1 € Z, bl =bg— >, 4 z:b; et G(b1,...,bg_1,b}).

1. Calculer les fig; pour j < d avec P'algorithme de la figure 3.4 pour « i = d ».
2. ﬁ::ﬁ%g. Pourided—1 a1, faire

3. Si |figi| > 7, alors z;:=|fia;], sinon z;:=0,

4. Pour j de 1 & ¢ — 1, faire : fig ji=0(fia; — o(z; - fis,5))-

5. Mettre & jour by.

6. Calculer G(by,...,bg_1,b)) & partir de G(by,...,bg_1,bg).

F1G. 3.7 — L’algorithme de proprification flottant classique.

Théoreme 20. Soient (J,7) une paire de facteurs valide (comme au théoréme 18) et p =
% avec € € ]0,1/2]. Soient (by,...,by) des vecteurs de Z™ donnés en entrée a l’al-
gorithme de la figure 3.7. Soit B = max; ||b;||. Supposons que les vecteurs (by, ..., by 1)
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Chapitre 1I-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

sotent LLL-réduits pour les facteurs (6,m) et que les flottants 7, ; et fi;; donnés en en-
trée sont exactement ceux qui auraient €té calculés par l’algorithme de factorisation de
Cholesky de la figure 3.4 avec une taille de mantisse £. Soit M = max; |uq;|. Si £
satisfait £ > 4 + 2lgd — lge + dlgp, alors Ualgorithme de la figure 3.7 calcule des en-
tiers xy1,...,xq-1 tels que pour tout 1 < d :

(b, b7)|

e <7 A0

lzg) <200+ )T 1+ M) et

De plus, si on a*® £ = O(d + log B) et £ = Q(+/log(d +log M)), alors Uezécution de
Valgorithme s’achéve en temps O(d(d + n)é(d + log B)).

Démonstration. On définit u((jz = fdj — Zz;} Tkpk,; pour ¢« > 7. En utilisant le théo-
reme 19, on obtient :

(U 27Dl — il + 27 el
|:L‘i]2~f-1 [1 4 27(1 4 2—-Z~l)dp7—1:|
9l$ildpj~12—e+3,

| o (@ - fli ) — Tipha gl

NN IN

ol 'on a utilisé les inégalités 7 < 1 et £ > 5. A Pétape 4, nous mettons a jour Hd,j-
Il s’agit d’'une somme calculée séquentiellement. Avec la borne d’erreur pour une somme
donnée dans 78] (voir aussi le chapitre II-3, page 21), nous avons :

; do—t-1 d—1 ) d—1 i
Iudﬂ “‘(Lzl S 1 — do-6-1 |a sl + Z | o (e - fig)l | + Z | o (Tk - i) — Trlirgl
L k=t k=1
do—t-1 d—1 1 d-1
S ioge M > lokmegl| + Y D Lo (@ i) — Tebnl
L k=i k=i
d2—t1 104243 p7~1 &4
< 1 — go—t1 M+Z‘$kq m—i—[T;l%l
d—1
< d27IM 42T Y .
k=i
En choisissant 1 = 7+ 1 on a pour j < d :
+1
lzjl < 7+ l:u’d] )’
1 1 1)
St ’“H "= gV \Nd]j
d-1
< A+ (1+d27)M + (n+d27HT ) D
k=j+1
< (1+n+d2~87p52) 10 (+ (14 d27Y M)
< 21+ (1 + M),

150n choisira par la suite £ = ©(d).
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3.3. Correction de l'algorithme L?.

ou nous avons utilisé les inégalités 7 > 1 et £ > 5. On a ainsi prouvé la premiére
affirmation du théoréme. Par ailleurs, pour 7 > 7, nous avons :

o

-1
By — wayl < d2TM A2 TP (L M) DO (1 )t

1

o
Il

< d2——€+9pi—2(1 4 M)(l 4 n)d—’i,

ol nous avons utilisé I'inégalité 7 > 1/2. Ceci nous permet d’établir la deuxiéme affirma-
tion du théoreme et une borne sur les nombres que ’on manipule :

| (b, b} L o—t46 o
W < N+ A2 (1 + M) (14 9),
. ' . d-1
Iﬂf},)j] < A2+ M)A+ M+ el =291+ M),
k=1

Nous analysons désormais les coiits des opérations arithmétiques. En ce qui concerne
les exposants des nombres flottants, les opérations les plus coliteuses sont les additions.
Ainsi, les colits concernant les exposants sont bornés par O (log log(2°@ (1 + M ))), ce qui
est négligeable par rapport aux cotits arithmétiques sur les mantisses. Désormais, on ne
s'intéresse plus qu’aux mantisses. Le coiit de I'étape 1 est borné par O(d?¢?). Comparé
au colt de 1'étape 4, le coiit de I'étape 3 est négligeable. Il y a au plus O(d?) opérations
arithmétiques effectuées pendant les étapes 2 a 4, chacune ayant son coit dominé par

celui de la multiplication o(z; - fi; ;). Puisque z; = {ﬂgjl)], chaque z; est un entier que

I'on peut représenter sur O(f) bits (on a cela grace & la premiére partie du théoréme) :
si £ < d, alors z; est de la forme 2%z pour un certain entier impair z}, et un certain
entier ¢t; = O(log(d + log(1 + M))). Par conséquent, le colit des étapes 2 & 4 est borné
par O(d?¢?). Aux étapes 5 et 6, nous avons O(d(d + n)) opérations arithmétiques sur des
entiers. En utilisant la relation |(b;, bg)| < ||b;|] - ||ba|| €t notre borne sur les x;, on voit
que tous les produits scalaires impliqués sont plus petits que 2°(¥ B2, Les opérations les
plus coiiteuses sont du type « z; - (bg, b;) », et comme les z; sont de taille O(£), on peut
borner le coiit des étapes b et 6 par O(d(d + n)¢(d + log B)). O

Remarquons qu’en utilisant la relation log M = O(d + log B) (qui vient du fait que les
d — 1 premiers vecteurs sont LLL-réduits), le théoréme 20 implique que si ’on prend £ =
O(d +log B), cela est suffisant pour rendre les |uq;| plus petits que 7. Malheureusement,
ceci requiert d’avoir aussi pré-calculé les r; ; et y; ; avec cette précision O(d+log B). Cette
méthode est trop brutale pour résoudre le probleme puisque O(d + log M) bits suffisent,
et en général M est beaucoup plus petit que B. En effet, si ’'on compare notre situation
a celle de l'algorithme d’Euclide, I’analogie serait de calculer les quotients d’Euclide en
regardant tous les bits des restes alors que les bits les plus significatifs suffisent.

L’algorithme paresseux de proprification de la figure 3.5 est un moyen de contourner le
fait que ’on ne peut pas borner finement M a I’avance. En utilisant une taille de mantisse
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de O(d) bits, on peut trouver progressivement les z; de la proprification en effectuant des
étapes de « petite proprification », qui font chacune décroitre log M de Q(d), jusqu’a ce
que 'on obtienne M < 7. Une stratégie similaire était déja utilisée de fagon empirique
dans le code de NTL [162], qui répete la proprification jusqu’a ce que plus rien ne se passe.

L’algorithme paresseux de proprification de la figure 3.5 utilise une taille de mantisse

de £ = <1g(§fzgz + C) d + o(d) bits, o C > 0 est une constante arbitraire. Les nombres

flottants donnés en entrée sont ceux qu’aurait calculé 'algorithme de factorisation de Cho-
lesky de la figure 3.4 avec une taille de mantisse de £ bits. Le théoreme 19 nous indique ainsi
que les = C'd bits les plus significatifs des nombres flottants donnés en entrée sont corrects
(c’est-a-dire sont cohérents avec les bits significatifs des nombres approchés). Ainsi, on ne
connait pas les r; ; et les p; ; suffisamment bien pour pouvoir effectuer une proprification
directement avec I'algorithme de la figure 3.7, mais le théoréme 20 nous assure que leurs
approximations suffisent pour faire décroitre la longueur de M = max;, %b%)—' d’a peu

prés =~ Cd bits. En effectuant O (1 + l—quﬂ) « petites proprifications », une proprification
compléte peut étre atteinte. En pratique, le choix le plus judicieux de C' peut dépendre
du réseau considéré : plus C est grand, moins il y a de « petites proprifications », mais
plus le cotit arithmétique est élevé. Si 'on pense que les x; vont étre petits, il est tentant
de choisir un petit C.

Théoréme 21. Soient (6,n) une paire de facteurs valide (comme au théoréme 18) et p =

il—;_”j%;ﬁ avec ¢ € |0,1/2]. Soit C > 0 une constante. Soient (by,...,by) des vecteurs
dans Z™ donnés en entrée a lalgorithme de la figure 3.7, et B = max; ||b;||. Supposons
que les vecteurs (by, ..., b 1) soient LLL-réduits pour la paire de facteurs (§,n) et que
les flottants 7; ; et [i; ; donnés en entrée sont ezactement ceur qui auratent €ié calculés par
Palgorithme de factorisation de Cholesky de la figure 3.4 avec une taille de mantisse de ¢
bits. Soit M = max;<, |t |- i £ satisfait £ > 7+ 2lgd — lgmin (¢, — 1) + d(C +lgp),
alors lalgorithme de la figure 3.5 renvoie une sortie correcte et les flottants 7 ;, iy, ; et §§-d)
renvoyés sont ceur qui auraient été renvoyés par l'algorithme de factorisation de Cholesky
de la figure 3.4 avec une taille de mantisse de £ bits. De plus, si £ = O(d), alors le temps

d’ezécution est borné par O(d(d + n)(d + log B)(d + log M)).

Démonstration. Nous commencons par montrer la correction de I’algorithme. A la derniére
itération de boucle, les X; calculés sont tous nuls, ce qui signifie que rien ne se passe au
cours des étapes 3 & 6 en question. Cela implique que pour tout j < &, on a |, ;| < 7.
En utilisant la deuxieme série d’inégalités du théoréme 19, on obtient que :

. d—22——£+6 . < 7.
(1-dp ) max || <7

. . ’ . b;mb* .
Avec I’hypothése sur la taille de mantisse £, on en déduit que K“Wzﬂ < 7, pour tout § < K.

Cela donne aussi que les flottants 7 j, fix,; et §§.") qui sont renvoyés sont ceux qu’aurait

renvoyé 'algorithme de factorisation de Cholesky de la figure 3.4.
Nous considérons maintenant I’effet d’une itération de boucle sur la quantité M.
Soit M; le « nouveau M » apreés l'itération de boucle. Le théoréme 20 et 'hypothese
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sur £ donnent 1'inégalité :

1/2+3n

2-Cdpr
yam—

My <7+ dp?(1+ M)27° <

Par conséquent, il y a au plus 1 + é (~lg%£ + 1gM> itérations de boucle.

Le théoréme 20 permet de borner le coiit de chaque itération de boucle par O(d?(d +
n)(d + log B)), parce que lors de I’exécution de I’algorithme, les entrées de la matrice de
Gram sont des entiers dont les longueurs ne dépassent pas O(d + log B) bits. Le cotit de
I’arithmétique sur les exposants est négligeable. Le fait que nous ayons d’autres vecteurs
dans la famille (plus précisément les vecteurs by 1, ..., by) est aussi pris en compte dans
la borne de complexité. Finalement, le colit de 1’algorithme est borné par :

log M

O (dz(d+n)(d+logB) (1 + >) = O(d(d + n)(d + log B)(d + log M)).

3.3.3 Correction de ’algorithme L2.

Nous prouvons ici la correction de ’algorithme L.?, annoncée au théoréme 18, page 111.
Elle se déduit aisément du résultat suivant :

Théoréme 22. Soient (6,n) une paire de facteurs valide (comme au théoréme 18), p =

Q—}j);% avec € € 10,1/2], et C > 0. Soient (bgl), . .,bfil)) des vecteurs de Z™ donnés en
entrée a lalgorithme L2. Pour n’importe quelle itération de boucle t, soient (bgt), e ,bg))

les vecteurs courants au début de litération de boucle. Supposons que la taille de mantisse £
satisfasse d2p?2 ™04 L min (g,m — 1). Alors nous avons les propriétés suivantes :

1. Les vecteurs (bgt), e ,bg()t)~1) sont LLL-réduits pour la paire de facteurs (4,7).

9. Pour touti < d, on a max;g; [bY*]| < max;e; [[V7]] et [b{V]] < vd-max;<; [b"]l.

Démonstration. Nous montrons ces résultats par récurrence sur t. Evidemment, toutes
ces propriétés sont vérifiées pour ¢ = 1 car alors on a £ = 2. Supposons maintenant que
nous commencons la t-iéme itération de boucle, pour un certain ¢ > 1, et supposons les
propriétés vérifiées au début de la t-ieme itération de boucle. Nous allons montrer qu’elles
le sont encore au début de la (¢ + 1)-ieme.

Nous montrons maintenant que les tests des conditions de Lovész fonctionnent comme
escompté'®. Rappelons que le vecteur by est échangé avec le vecteur b; pour ¢ < & si et

16Dans ’algorithme LLLclassique, il y a un échange si et seulement si la condition de Lovész est violée
pour le facteur § (pour les indices & et & + 1). Nous ne pouvons pas ici arriver & un comportement aussi
net car nous ne connaissons les coefficients de Gram-Schmidt qu’approximativement, mais ce n’est pas
un probléme : §'il n’y a pas d’échange, la condition de Lovész n’était pas violée pour le facteur §; s’il y a
un échange, elle 1’était, pour un facteur légérement plus grand que § (dans cette preuve on a choisi %é)
Il y a donc une zone pour laquelle il peut y avoir ou non un échange, mais cela ne pose aucun probléme.

121



Chapitre II-3. L’algorithme LLL en arithmétique flottante

seulement si pour tout j € [|z, £ — 1|], nous avons §§-K) < o(6-7; ;). Supposons d’abord que

le vecteur b, ne soit pas échangé avec le vecteur b;. Le théoreme 19 nous donne :
sW1+d27 > 7 (8- dp i)

Ainsi, puisque d?p?2="7 < 1 — 6, si un échange est réalisé lors de I'exécution de 1'al-
gorithme L2, alors la condition de Lovész correspondante n’était pas satisfaite pour le
facteur 3—;é € 16,1]. A I'opposé, supposons que les vecteurs b, et b; soient échangés. Le
théoréme 19 nous donne :

s —d27) < 0+ dpf 2,

Ainsi, puisque d?p?2~47 < 1 — 6, s'il n’y a pas d’échange, alors la condition de Lovész
correspondante était satisfaite pour le facteur . Tout cela prouve la premiere affirmation
du théoréeme pour l'itération de boucle considérée. Nous avons montré que ’exécution de
I’algorithme L? pour le facteur ¢ simule une exécution de 1’algorithme LLL avec un facteur
non déterminé dans l'intervalle [5, 3—;—5] : si sfﬁl < 0Tx—1,-1, il doit y avoir un échange,
si sff_)l > 37_5“_1,,{4, il ne doit pas y avoir d’échange, et sinon il peut y avoir un échange
ou nomn.

En ce qui concerne la deuxiéme affirmation, observons que lors d’'un échange entre
deux vecteurs by et bx_1, on a, comme dans le cas de I'algorithme LLL classique :

— [y < |Ibime®™)|| 4 cause de la propriété de Lovész,

— |ibrlreemen ) b ™| parce que le vecteur bi™7**** est une projection ortho-

gonale du vecteur b;r,

ce qui nous permet d’établir la premiére partie de la seconde affirmation du théoreme.
Finalement, si un vecteur bgt) apparait lors de I’exécution de I’algorithme L? et qu’il est
propre par rapport aux vecteurs qui le précedent, alors :

(.t) 2<d. (.t)* 2<d. (.O)* 2<4d. (0) 2
1711 < d - max|[by™|* < d - max|[b;™[[* < d - max|[b;|"

Ceci montre la deuxiéme partie de affirmation pour ¢ < x(t). Si¢ > x(t), nous considérons
le plus grand ¢’ < t tel que x(t' + 1) — 1 = i. Le vecteur bgt) a été créé lors de l'itération
de boucle t'. Si t’ n’existe pas, le vecteur en question est un vecteur initial et le résultat

est immédiat. Sinon, le vecteur bl(.t) = bf:(’ji)l)_l est propre a la (t' + 1)-ieme itération de

boucle. Nous avons ainsi ||b{"[|2 < d - max;jce11)-1 ||b§-0)|[2. Cela conclut la preuve du
théoréme. O

3.4 Analyse de complexité de I’algorithme L>.

Dans la section 3.3.3, nous avons montré que ’on a une précision suffisante pour tester
les conditions de Lovasz de maniére cohérente. Pour chaque test d’'une condition de Lovész,
Pindice  est soit incrémenté soit décrémenté de 1, et quand il est décrémenté, la quantité

D = (Migdimzdx) + (Hkp;=04*) décroit au moins d'un facteur 30 > 1. Comme dans le
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cas de l'algorithme LLL classique, cela permet de borner le nombre total d’itérations de
boucle par O(d?log B).

Dans la suite de cette section, nous montrons la borne de complexité annoncée O(d*(d-+
n) log B(d+log B)). Nous faisons cela en généralisant les analyses amorties de I’algorithme
d’Euclide, de I'algorithme de Lagrange et de la généralisation de celui-ci en dimensions 3
et 4 (voir le chapitre I1-2).

3.4.1 Une analyse tres naive de ’algorithme d’Euclide.

Comme nous I’avons mentionné dans I'introduction de ce chapitre, ’algorithme LLL est
une généralisation multi-dimensionnelle de I’algorithme d’Euclide. Cependant, jusqu’alors
cette analogie était incomplete : I’algorithme d’Euclide admet une borne de complexité
quadratique, alors que P’algorithme LLL est cubique en dimension fixée. Intuitivement,
I’analyse de I’algorithme LLL classique correspond a une analyse trés naive de I’algorithme
d’Euclide qui donne aussi une borne de complexité cubique (il ne semble pas possible de
faire mieux pour Palgorithme LLL classique).

L’algorithme d’Euclide fonctionne comme suit : étant donnés en entrée deux en-
tiers ryg > ry > 0, I'algorithme d’Euclide consiste a calculer les quotients ¢; et les restes r;
définis par :

@ = |ri-1/ri] et rip =T — @,

en s’arrétant quand 7,41 = 0 pour un certain 7. Alors r, est le plus grand diviseur
commun de g et r;. Il est classique que les restes décroissent de maniére au moins géomé-
trique de telle sorte que le nombre de divisions et de multiplications effectuées est borné
par 7 = O(logro). Une analyse naive de ’algorithme d’Euclide consiste & dire que I'on ef-
fectue O(logry) opérations arithmétiques sur des entiers de longueur au plus O(logry), ce
qui donne une borne de complexité O(log3 79). Cette analyse est fine pour chaque étape
élémentaire (une étape donnée peut effectivement cotiter Q(log® ) opérations élémen-
taires), mais pas pour une suite d’étapes : les « mauvaises » étapes ne peuvent pas se
suivre indéfiniment. L’analyse amortie classique est plus subtile. Elle consiste a borner le
coit du calcul de ¢; et r; 41 par O(logr;_1 - (1 +1loggq;)) = O(logre- (1+logr;_y —logr;)).
Lorsque 'on somme cette quantité sur I’ensemble des étapes, les termes « logr; » dispa-
raissent (sauf le premier et le dernier), ce qui améne & la borne de complexité quadratique.

Cette analyse amortie de ’algorithme d’Euclide ne peut malheureusement pas étre
étendue a l'algorithme LLL classique, car les coeflicients de Gram-Schmidt manipulés sont
trop gros (dans P’algorithme d’Euclide, cela reviendrait & calculer les quotients avec des
nombres rationnels avant de les arrondir en des entiers). De maniére étonnante, 'analyse
amortie de P'algorithme d’Euclide peut étre étendue & l'algorithme L? : cela ne serait
pas possible si 'on avait une taille de mantisse qui croit linéairement en log B, d’ou
I'importance de ’algorithme paresseux de proprification. La difficulté principale est de
généraliser le phénomeéne d’annulation de presque tous les termes de la somme des coiits
des itérations de boucle successives, d’une maniere similaire a ’analyse de complexité que
I’on a décrite au chapitre 11-2.
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3.4.2 Une analyse amortie en dimension arbitraire.

Dans cette section, nous achevons la preuve du théoréme 18. Nous avons déja montré
que le nombre d’itérations de boucle 7 est borné par O(d?log B). Grace au théoréme 21,
on sait que la ¢-ieme itération de boucle a un coit borné par O(d(d + n)(d + log B)(d +
log M(t))), out M(t) = maxjce() |ier),;(t)|- Par analogie avec I’algorithme d’Euclide, nous
faisons apparaitre une annulation dans la somme sur les étapes t des quantités « log M (t) »
Pour cela, nous définissons I'indice a(¢) comme le plus petit indice lié¢ & un échange depuis
la derniére fois que I'indice k a valu au moins sa valeur courante x(¢). Le lemme suivant
est I’analogue en dimension quelconque du lemme 15, page 69.

Lemme 37. Soit t une itération de boucle. Soient ¢(t) = max(t' < t,xk(t') > k(t)) si cela
existe et 1 sinon, et a(t) = min(x(t'),t € [|¢(t),t[|) — 1. Alors nous avons :

log M(2) < O(d) + log|[bY), || — log b, ||

Démonstration. Entre les itérations de boucle ¢(t) et t les vecteurs by,...,by-1 ne
changent pas, et griace aux proprifications, chaque vecteur créé pendant ces itérations de
boucle sera propre vis-a-vis des vecteurs by, ..., bgs-1. Cela inclut le vecteur b,(:()t). Par

conséquent, en utilisant le fait que les vecteurs (b b(t _,) sont LLL-réduits (d’apres
le théoréme 22, page 121), on a :

M(t) = K(t),2 = ’ J
() = max |uwal = max (E&Xl SR e “”’Zl)

t
ubi(l [

max |7, = max
i€(la(t)w(O-11) ||b{*||

&, I
+ (8 — p?)~ (-2 =07

N

< *
by |
< N+ Vd©S —n*)” —ap 1P t))”
“ba(t)”
car ||ba(t | < Vd maxicay |]b§t)*|] < Vd(6 - 772)—04(t)/2“b (t)x ” -

Nous allons maintenant partager la somme des « log M (t) » prise sur les itérations de
boucle successives en d — 1 sous-sommes disjointes, suivant la valeur de (t) :

d
> [0d) + 10g]b, | - 10g [ ] < Ora)+ > S [logibf? | — log b, ]

t<T k=2 t,k(t)=k

Pour chacune de ces sous-sommes, nous gardons k — 1 termes positifs et k£ —1 termes néga-
tifs, et faisons s’annuler les autres entre eux progressivement. Des termes proportionnels
A d apparaissent au cours de ces annulations, mais ils seront inclus dans le « O(7d) ». Le
point essentiel de I’analyse est le suivant. Il est ’analogue en dimension quelconque du
lemme 16, page 69.
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Lemme 38. Soient k € [|2,d]] et t; < ... <ty des itérations de boucle de ’algorithme L?
telles que pour tout j < k, on a k(t;) = k Alors il existe j < k tel que :

Ib{¥ < a6 — 7)Y .
Pour prouver ce lemme, nous avons besoin du résultat technique suivant :

Lemme 39. Soient T et j des entiers tels que «(T) > j > k(T +1). Alors on a :

max [[b{" "*|| < max|[b{""|| et max|b{" || < V- max|b{"].
S <y 1 1<j

&S

Démonstration. Si i < j est différent de x(T + 1) — 1, alors le vecteur b{" "

i est un

vecteur b @ pour un certain ¢ < j — 1. Grace a la proprification et au théoreme 22, il
T;}Ll I < maxg ]]bET)*H. Puisque le test de la condition de

Lovész a échoué a litération de boucle T pour I'indice k(T + 1) — 1, nous avons :

suffit de montrer que ||b

(T+1)* (T)*
Hbfc(T—l—l 1“ ’le(T+1)_1[|-
O

Démonstration du lemme 38. Nous choisissons j = max(i < k,af(t;) > i). Cette défi-
nition est possible car I’ensemble maximisé n’est pas vide (il contient au moins i = 1).
Puisque a(t) < k et k(tx) = k(tx—1) = k, il existe une premiere itération de boucle T} €
(lte—1, te — 1] telle que w(T;) > k > w(Ty + 1). Grace au théoreme 22 (pour la premiere
inégalité) et au lemme 39 (pour la seconde), on a les relations :

b < Vd- maxank“ | < d- max |[bI]).

i<k—1
Par définition de Ty, les vecteurs by,...,bs_; ne changent pas entre les itérations de
boucle t;_; et Tj. Ainsi, comme les vecteurs bgt""l), - ,bf:f;l) sont LLL-réduits, on a :

Ib{]] < d - max [b{* 2] < d(6 —n*)¥? - max [[b*"].

i<k—1 i<k—

Si j = k — 1, nous avons le résultat escompté car dans ce cas :

max [[b*|| < (6 = 1) g )l < (6 = 1) gyl

1<k—

Sinon, il existe une premiére itération de boucle Ty_; € [|tx—g, te—1[| telle que &(Tj—q) >
k —1 > &(Ty-1 + 1). En utilisant le lemme 39, nous obtenons :
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Si j = k — 2, nous avons le résultat escompté, sinon nous continuons ce procédé pour
finalement obtenir le résultat. m

On peut maintenant achever I’analyse de complexité. Soient &k € [|2,d|] et t; < ... <

tr, = {t < 7,k(t) = k}. Nous prenons parmi les termes de la somme compléte ceux qui
correspondent a ces itérations de boucle. Le théoréeme 22 permet d’obtenir :

)
— 5 1og )]l
=1

Le lemme 38 nous permet de borner finement la partie droite de la quantité ci-dessus. Tout
d’abord, nous 'utilisons avec t1,..., ;. Ceci montre qu’il existe 7 < k tel que ||b§ctk)|| <

N N

lo ___JLW,
=1 ”bgzt)l)

Tk
<(k-1) log(\/g- B) + logHb,(cti)[
=k

i

d(6— nQ)deSgt)j)H. Les termes d’indices « ¢ = k » dans les termes positifs et « i = 7 » dans
les termes négatifs s’annulent et un terme « —dlog(d — n?) + logd » apparait & la place.
Nous utilisons alors de nouveau le lemme 38 avec ;. et les kK —1 premiers ¢; pour lesquels
le terme « — log [[bg('t))ll » est encore présent (c’est-a-dire tous sauf ;). On voit que tgy;
est supérieur a chacun de ceux-la, et donc on peut créer une nouvelle annulation entre un
terme positif et un terme négatif, qui fait apparaitre un autre terme « —dlog(d — n*) +
log d ». Nous effectuons cela 7, — k + 1 fois. Il reste donc k£ — 1 termes négatifs, que nous
majorons en utilisant le fait que ’on manipule un réseau entier. Nous obtenons ainsi :
b

Zlog Hb(};) “ <(k-1) log(\/g -B) + 1, [—dlog(é — 1) + log d] X
=1 aft:)

Le fait que ), 7 = 7 donne finalement :

> (O(d) +log M(t)) = O(rd + d*log dB).

t<T

3.5 Conclusion et problemes ouverts.

Dans ce chapitre, nous avons décrit I’algorithme L2. Il s’agit d’un algorithme qui pro-
duit une base LLL-réduite d’un réseau euclidien, a partir de vecteurs qui ’engendrent. Il
utilise de Parithmétique flottante avec des tailles de mantisse qui croissent raisonnable-
ment avec la taille de 'entrée. Nous avons montré que son temps d’exécution est borné
par O(d*(d+n)(d+log B) log B), ol d est le nombre de vecteurs donné en entrée, n est la
dimension de ces vecteurs, et B est le maximum de leurs normes euclidiennes. Pour prou-
ver la correction de 1’algorithme, 1’élément principal a été 1’étude de son comportement
quand on utilise une arithmétique flottante, et, pour aboutir a la borne de complexité
ci-dessus, nous avons mis en ceuvre une analyse amortie. Nous étudierons cet algorithme
d’un point de vue expérimental au chapitre II-4.

L’algorithme L? et Pamélioration de la borne de complexité qu’il induit par rapport a
Palgorithme LLL ameénent & se poser un certain nombre de questions.
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1. La précision des calculs annoncée — une taille de mantisse de dlg3 + o(d) bits —
est-elle la précision minimale requise pour effectuer une LLL-réduction ? Est-il par
exemple possible d’améliorer la présente analyse? Ou d’isoler les mauvais cas de
I’analyse pour les traiter différemment ? Peut-étre peut-on utiliser un autre algo-
rithme d’orthogonalisation que celui de Cholesky 7 Par exemple, il semble [153] que
I’orthogonalisation de Householder se comporte mieux que la factorisation de Cho-
lesky sur les pires cas de notre analyse, mais il n’est pas clair que les mauvais cas
soient les mémes pour les deux algorithmes. Nous revenons sur ce point au cha-
pitre II-4.

2. Les idées utilisées pour notre algorithme peuvent-elles étre combinées avec les amé-
liorations de ’algorithme LLL qui reposent sur des économies d’opérations d’algébre
linéaire, comme [94, 156] ? Peut-on construire un algorithme « Segment-L?2 » ?

3. Est-il possible de réutiliser les idées de l'algorithme L? avec des algorithmes qui
produisent de meilleures bases, en particulier algorithme BKZ de Schnorr [150] ?

4. On a vu que l'algorithme LLL généralise ’algorithme d’Euclide et ’algorithme de
Lagrange en dimension quelconque. L’algorithme L2 rend cette généralisation plus
complete puisqu’elle devient aussi valide pour les temps d’exécution. Nous avons
aussi vu au chapitre I1-1 qu’il existe des algorithmes de calcul du plus grand diviseur
commun de deux entiers dont la complexité est quasi-linéaire en la taille de I’entrée.
Des algorithmes similaires existent aussi en dimension 2 {157, 189]. Il est donc naturel
de se demander §’il est possible de construire un algorithme qui LLL-réduit des
bases en temps quasi-linéaire en log B. Par exemple, peut-on atteindre une borne
de complexité du type'” Pol(d,n)O(M(log B) loglog B) ? Dans [57], Eisenbrand et
Rote décrivent un algorithme permettant (entre autres) de LLL-réduire une base
en temps quasi-linéaire en toute dimension fixée, mais le cout de cet algorithme est
exponentiel en la dimension.

1"Nous rappelons que M (n) = O(nlognloglogn) est le temps requis pour multiplier deux entiers de n
bits chacun avec 1’algorithme de Schénhage et Strassen [158]
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Chapitre 11-4

Résultats expérimentaux autour de
I’algorithme LLL.

Ce chapitre est un complément expérimental au chapitre II-8. Nous nous autorisons ainsi l'utilisation

des notations et des algorithmes introduits alors.

V. Shoup — I think it is safe to say that nobody really understands how the LLL
algorithm works. The theoretical analyses are a long way from describing
what “really” happens in practice. Choosing the best variant for a certain
application ultimately is a matter of trial and error.
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Chapitre II-4. Résultats expérimentaur autour de l’algorithme LLL.

Le but de ce chapitre est en quelque sorte de modérer la constatation de Victor Shoup
ci-dessus, qui apparait dans la documentation de NTL [162], ou, plus précisément, de faire
état d’un certain nombre de remarques expérimentales sur ’algorithme LLIL en arithmé-
tique flottante. Ces remarques expérimentales viennent sans preuve mais aussi souvent que
possible, nous donnons des « justifications » aux phénomenes observés. Rendre ces justi-
fications rigoureuses est selon toute vraisemblance un travail tres difficile, car il faut alors
définir exactement comment sont créés les réseaux « aléatoires » que nous réduisons, et tra-
vailler sur la modification des distributions aléatoires initiales par I’algorithme LLL. Cer-
tains travaux vont dans ce sens (voir par exemple la thése de doctorat d’Ali Akhavi [13]),
mais les résultats prouvés demeurent encore tres loin de donner une description fine du
comportement de I'algorithme.

Pour réaliser ce travail descriptif, nous avons implanté des variantes de ’algorithme L2
décrit au chapitre II-3. Ce code est disponible en ligne sous licence GNU GPL (GNU Ge-
neral Public License). Tl est compétitif vis-a-vis des principaux logiciels qui disposent
d’algorithmes de réduction de réseaux efficaces : NTL [162], Magma [119], Pari [20] et
LiDIA [1]. Tl est délicat de comparer précisément différents codes de réduction de ré-
seaux : en effet, le nombre important de parametres (les parametres de réduction § et 7,
la précision des calculs flottants), la diversité des entrées possibles et les différentes straté-
gies pour « sauver » les calculs lorsque des comportements suspects apparaissent, rendent
certains codes plus efficaces dans certains contextes et d’autres pour d’autres situations.
Notre code est, pour les cas que nos avons testés, au moins aussi rapide que les autres
et assez souvent plus rapide. Le plus grand gain que nous avons observé concerne des
matrices dont les entrées sont tirées uniformément et indépendamment (il s’agit d’un cas
tres particulier car la base donnée en entrée est en général trés proche d’étre réduite) :
en dimension 750 pour des entrées de 1000 bits, notre code finit environ 15 fois plus
rapidement que NTL!®.

Le comportement pratique de ’algorithme LLL apparait parfois mystérieux, du moins
quand il est mis en paralléle avec les analyses théoriques de 'algorithme. Les sources
d’étonnement sont de trois types : elles sont liées au temps d’exécution de 'algorithme,
a la qualité de sa sortie, et a la précision requise pour avoir un comportement correct —
lorsque 'on utilise une arithmétique flottante pour le procédé d’orthogonalisation sous-
jacent. On lit assez souvent que ’algorithme LLI se comporterait étonnamment mieux en
pratique que ce que ses analyses théoriques prédisent : il finirait plus vite que le garantit
la borne dans le cas le pire, il renverrait des bases d’une excellente qualité, et moins de
problémes liés a des pertes de précision apparaltraient, par rapport aux bornes théoriques
sur ces sujets. Nous étudions chacun de ces points en détail dans le présent chapitre. En
particulier, nous donnons des justifications heuristiques des constatations expérimentales
suivantes :

— la qualité de la base renvoyée est exponentiellement mauvaise, c’est-a-dire corres-

pond & ce qui est annoncé par I’analyse dans le cas le pire, & une constante multi-

18Nous comparons la variante rapide de fp111-1.2 avec 6 = 0.99,7 = 0.51, avec la routine FP_LLL,
pour & = 0.99.
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4.1. Implantation de l’algorithme LLL flottant.

plicative pres (dans l’exposant) ;

- a une constante multiplicative pres, la précision requise par les calculs est celle que
nous avons obtenue pour le cas le pire, au chapitre 11-3;

— dans le cas des bases « sac-a-dos » (nous expliquons ensuite ce que nous appelons
une base « sac-a-dos »), le temps d’exécution de I'algorithme L? est meilleur que
celui de la borne de complexité dans le cas le pire, mais nous pouvons utiliser ce fait
pour construire (heuristiquement) des bases atteignant la borne dans le cas le pire.

Ainsi, pour résumer, nous sommes amenés a penser que ’analyse dans le cas le pire de
I'algorithme L? donne les bons ordres de grandeur asymptotiques du comportement pra-
tique de algorithme, mais que les « constantes » observées sont sensiblement meilleures
que celles qui sont garanties dans le cas le pire. Le comportement pratique est meilleur
que ce qui est garanti par la théorie, mais il n’y a pas de différentiel surprenant.

Nous essayons d’exploiter certaines constatations expérimentales pour essayer d’amé-
liorer I'algorithme d’un point de vue pratique, pour déterminer les choix les plus « ju-
dicieux » de parametres, et pour commenter certaines de ses variantes. Ainsi, nous dis-
cuterons quelques heuristiques proposées par [19] — qui est certainement la référence la
plus complete sur le comportement pratique de 'algorithme LLL, ainsi que l'utilisation
de procédés d’orthogonalisation alternatifs comme ceux de Givens et Householder, dé-
crits dans [95, 153] et implantés dans NTL, ou encore la stratégie d’insertion profonde de
Schnorr et Euchner [154].

Le déroulement du chapitre est le suivant. Dans un premier temps, nous décrivons
les diverses variantes de notre implantation de 'algorithme L? décrit au chapitre II-3,
ainsi que les familles de bases auxquelles nous nous intéresserons. Apres avoir ainsi fixé ce
contexte expérimental, nous décrirons et tenterons d’expliquer les phénomenes que ce code
nous a permis d’observer : a la section 4.2, nous analyserons la qualité des bases renvoyées
par I'algorithme ; & la section 4.3, nous ferons quelques remarques sur le temps d’exécution
de l'algorithme ; enfin, a la section 4.4, nous ferons état de nos observations sur les pertes
de précision de I’algorithme. A la section 4.5, nous donnons quelques problemes ouverts
directement liés aux observations expérimentales.

4.1 Implantation de I’algorithme LLL flottant.

L’algorithme LLL classique utilise une arithmétique rationnelle pour les calculs liés
a ’orthogonalisation de Gram-Schmidt. I a été observé expérimentalement dans les an-
nées 1980 [34, 101] que le fait de remplacer cette arithmétique rationnelle par une arith-
métique flottante permettait d’accélérer les calculs de maniere considérable, sans pour
autant affaiblir la qualité des bases renvoyées. L’algorithme que nous avons décrit au
chapitre II-3 est trés proche de ceux utilisés alors, et son analyse rigoureuse permet d’ex-
pliquer certaines observations expérimentales de [34, 101]. Nous nous intéresserons dans
ce chapitre uniquement aux variantes flottantes de I’algorithme LLL classique, celles-ci lui
étant strictement supérieures (quand elles sont correctes) puisqu’elles renvoient des bases
de qualité équivalente, plus rapidement. Pour se convaincre, le lecteur pourra comparer
les implantations des algorithmes LLL flottants (le LLL_FP de NTL, le LLL par défaut
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Chapitre 1I-4. Résultats expérimentauz autour de l’algorithme LLL.

de Magma, ou encore notre code, £pl11~1.2) avec les implantations de 1’algorithme LLL
classique (celle de NTL par exemple, ou encore celle disponible sur la page internet de
Paul Zimmermann!®, qui est une traduction en GNU MP de I'implantation correspondante
dans NTL).

Le code £p111-1.2 contient trois implantations complémentaires de 1’algorithme LLL
en arithmétique flottante, avec différents compromis entre efficacité et correction : une
variante prouvée, une variante heuristique plus rapide mais qui pourrait éventuellement
échouer avec une précision de calculs faible, et une variante rapide qui échoue sur cer-
taines entrées meémes petites en petite précision, mais qui pour de nombreuses entrées
est nettement plus efficace que la variante heuristique. Les trois variantes utilisent la
bibliotheque GNU MP [73] pour I'arithmétique entiére, et la bibliothéque MPFR. [147] est
indispensable pour une variante prouvée valide en toute dimension.

4.1.1 La variante prouvée.

La variante prouvée est trés similaire & ’algorithme L2 que nous avons décrit au
chapitre II-3. Nous en donnons un pseudo-code & la figure 4.1. Il v a deux principales
différences avec I’algorithme du chapitre précédent. La premiére est que nous calculons la
matrice de Gram de maniére paresseuse : un produit scalaire (b;, b;) ne sera connu qu’a
partir du moment ou I'indice x aura dépassé au moins une fois la quantité max(s, j) (avant
ce moment-1a, le produit scalaire (b;, b;) n’est jamais utilisé). La seconde est que nous
maintenons tout au long de l'algorithme un tableau (o;);. La valeur «; correspond au «
courant pour l'indice ¢, c¢’est-a-dire la valeur minimale de ’indice x depuis que celui-ci
a valu au moins 4, si cette valeur existe, et 1 sinon. Ce tableau permet de conserver (et
donc de ne pas recalculer) les y; ; pour des petites valeurs de j : si oy > j, alors p;; n’a
pas changé depuis la derniére fois que 'indice x a valu 7 (voir le chapitre I11-3). Ces deux
modifications ne changent en rien ’analyse de complexité de ’algorithme, elles permettent
tout au plus de diminuer la « constante du O(-) ».

Dans cette variante prouvée, on peut choisir au moment de la compilation trois sortes

d’arithmétique flottante sous-jacente :

- des flottants double précision (53 bits de précision) : dans ce cas, 1’algorithme n’est
correct que jusqu’a une certaine dimension, et uniquement si les entrées ne sont pas
trop grosses (vers 500 bits apparaissent des problémes de dépassement de capacité) ;

— des dpe?® (des flottants double précision avec un entier pour chacun pour pouvoir
étendre I'ensemble des exposants possibles) : les probléemes de dépassement de capa-
cité ne devraient plus apparaitre, mais les risques d’échec dis a la faible précision
restent les mémes qu’avec les flottants double précision ;

— des nombres flottants en multiprécision de la bibliotheque MPFR [147] : dans ce
cas, la précision est choisie par défaut pour que la correction de I’algorithme soit
assurée, grace aux bornes du chapitre II-3.

Bien entendu, les flottants double précision sont moins cotliteux que les dpe, qui sont

19v0ir 'URL http://www.loria.fr/ zimmerma/free
20yoir 'URL http://www.loria.fr/ zimmerma/free
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4.1. Implantation de U'algorithme LLL flottant.

Entrée : Une paire (6,7) de facteurs satisfaisant § € |1/4,1[ et i € ]1/2,+/3], une taille
de mantisse £ et des vecteurs non nuls (by,...,by) & coefficients entiers.

Sortie : Une base LLL-réduite de L(bq,...,by) pour la paire de facteurs (4,7).
Variables : Une matrice d x d entiére GG contenant les produits scalaires, deux matrices
d x d flottantes (7; ;) et (fi;;), un vecteur d x 1 flottant 5 et un vecteur d x 1 entier a.

1. Calculer exactement [Ib1]2, lIball? et (by,bs).
2. 5::%'—1, ﬁ::M, k:=2,(:=0,7] 1:=0((b1, b1)), Kmax:=2, a:=[1,..., 1].

2

3. Tant que k < d, faire :

4
3
6.
7.
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Si & > Kmax, Kmax:=F, calculer exactement (b, b;),..., (b, bx_1),||bkl|*.
test:=0. Tant que test = 0, faire :
test:=1. Pour i de oy a x — 1, faire :
T,i:=0(({bx, bi)),
Pour jde 1 ai—1, faire : 7 ;:=0(Fy; — (ki - Tk,5))s
Si 1 < C, fu,i:=0, sinon iy ;:=0(Fxi/Ti:)-
Pourided~1 4 1, faire :
Si |fig | > 7, alors z;:=| ik ;] et test:=0, sinon x;:=0,
Pour j de 1 & ¢ — 1, faire : fi, j:=0(fix ; — o(x; - fii j))-
b.:=b, — z;b;.
w21y 2 + 22{[by |2 — 2z (b, by).
Pour j de 1 & kmay sauf &, faire : (b, by):=(b;, be) — zi(bs, b;).
§1::<>(“bn“2). Pour 7 de 1 a &, t:aire : §j::0(§j_1 - O(ﬁﬂ,j_l . f,g,i._l)).
":=g. Tant que kK > ( +2 et o(6 - Fx—1,6-1) = Sk—1, faire : Ki=K — 1.
Pour ¢ de 1 & k — 1, faire : fic;:=[ix i, Tk =Tk iy Tr,x =5k
Insérer b,s entre les vecteurs b,..; et by, metire & jour les produits scalaires.
o.:=k. Pour i de 5 + 1 & Kpax, faire : si K < oy, o:=kK.
Sibgy =0,(:=C+1.
Sinon, k:=max({ + 2,k + 1).

23. Renvoyer (by,...,bg).

F1G. 4.1 — Pseudo-code de la variante prouvée de fp111-1.2.
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moins cotliteux que les nombres flottants de MPFR. Pour donner un ordre de grandeur,
pour les opérations arithmétiques élémentaires avec 53 bits de précisions, les dpe sont de
I’ordre de quatre fois plus lents que les flottants double précision, et les nombres flottants
de MPFR avec 53 bits de précision sont de l'ordre de quinze & vingt fois plus lents que
les flottants double précision. Ces données sont a manipuler avec précaution car elles
varient d’une machine a 'autre, et surtout, 'arithmétique flottante ne constitue pas la
composante dominante du coit de ’algorithme L2 si les entrées des vecteurs initiaux sont
grandes : la composante dominante provient des opérations arithmétiques entiéres sur les
entrées de la matrice représentant la base, et sur celles de la matrice de Gram.

Nous avons aussi créé une adaptation du code pour des formes quadratiques quel-
conques (non nécessairement positives) : il suffit d’ajouter des valeurs absolues dans les
tests de conditions de Lovasz, a ’étape 17 de 1’algorithme de la figure 4.1, comme cela est
suggéré dans [165].

4.1.2 Les variantes heuristique et rapide.

La principale modification entre la variante prouvée et la variante heuristique est de
ne pas calculer la matrice de Gram, mais d’évaluer en arithmétique flottante les produits
scalaires aux moments ou 1’on en a besoin. Cela revient donc exactement a partir de
I’algorithme LLL classique, et a remplacer I'arithmétique rationnelle par une arithmé-
tique flottante, comme décrit par Schnorr et Euchner [154], et comme cela est implanté
dans NTL. De méme que pour la variante prouvée, on peut choisir trois types d’arithmé-
tique flottante au moment de la compilation : les flottants double précision, les dpe et les
nombres flottants de MPFR. La différence est que méme avec les flottants de MPFR avec
une précision arbitraire, ni la sortie ni le temps d’exécution ne sont garantis. Cela pro-
vient du fait qu’il peut y avoir de grosses annulations lors des calculs de produits scalaires.
Pour diminuer les effets de ces annulations, une option de compilation peut étre activée :
elle permet de détecter ces grandes annulations, et le cas échéant de calculer exactement
les produits scalaires impliqués. Evidemment, le temps d’exécution peut étre fortement
allongé. Cette astuce était déja décrite dans [154], et implantée dans NTL.

Avec des nombres flottants double précision, la variante heuristique correspond a peu
pres au LLL_FP de NTL et au LLL par défaut de Magma, avec des dpe au LLL_XD
de NTL, et avec les nombres flottants de MPFR au LLL_RR de NTL. Expérimentalement,
nous n’avons jamais rencontré d’échec avec les flottants de MPFR, ni avec le LLL_RR
de NTL d’ailleurs.

La variante rapide ne fonctionne qu’avec 53 bits de précision, et a a peu pres les
mémes propriétés de correction que la variante heuristique avec des dpe, sans l'option
de compilation qui détecte les annulations dans les calculs de produits scalaires. Au lieu
d’utiliser un entier avec chaque flottant double précision (pour stocker Iexposant), on
n’utilise qu'un entier par vecteur, pour stocker ’exposant qui correspond & la plus grande
composante du vecteur. L’arithmétique flottante sous-jacente devient quasiment aussi
efficace que les flottants double précision, sans qu’il y ait des problemes de dépassement
de capacité.
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4.1. Implantation de algorithme LLL flottant.

4.1.3 Les bases aléatoires étudiées.

Lorsqu’il s’agit d’étudier des phénomenes probabilistes avec les réseaux euclidiens, il

peut y avoir confusion entre :

— choisir un réseau aléatoire, par exemple uniformément pour ’extension naturelle de
la mesure de Lebesgue (voir [8]) ; ou encore uniformément parmi les réseaux entiers
d’un déterminant donné, ce qui revient au méme quand on fait tendre le déterminant
vers +oo (voir [70]) ;

— choisir des bases aléatoires, sans s’intéresser a la distribution induite sur les réseaux
qu’elles engendrent.

Du point de vue des algorithmes de réduction, il semble plus pertinent (si 'on consideére
les applications les plus classiques) de se placer dans la deuxiéme optique : pour tester 1’ef-
ficacité de ces algorithmes, on leur donne en entrée des bases aléatoires trés peu réduites.
Dans [13, 15, 49], Daudé et Vallée, puis Akhavi choisissent des points uniformément tirés
sur la sphere unité de dimension d. Ces points forment une base avec une grande proba-
bilité, mais cette base est trés proche d’étre réduite : quand on la lui donne en entrée,
I’algorithme LLL finit tres rapidement car il ne fait quasiment rien. Dans nos expériences,
nous prenons des bases dont le défaut d’orthogonalité est trés grand. Ainsi, nos expé-
riences sont peu adaptées aux bases provenant du cryptosystéme NTRU [80], car celles-ci
ont des défauts d’orthogonalité déja faibles. Il faudrait dans ce cas multiplier la base déja
tres orthogonale par une matrice unimodulaire aléatoire avec de grands coefficients.

Ici, nous nous intéressons a deux classes de bases aléatoires. Nous nommons la pre-
miere « bases sac-a-dos » et la deuxieme « bases d’Ajtai ». Les bases de la premieére classe
sont utiles pour casser les cryptosystémes de type « sac-a-dos », et pour chercher des poly-
ndémes minimaux. Elles apparaissent aussi lorsque ’on cherche le polynéme minimal d’un
nombre algébrique, et quand on essaie de découvrir des relations linéaires entieres entre
des nombres réels.

Définition 27 (Bases sac-a-dos). Soient d et B des entiers. Une base sac-a-dos aléa-
toire est une base de d vecteurs lignes de dimension d + 1, de la forme :

zy 10 00
zo 01 00
Td—1 00 ... 10
ot les ; sont des entiers choisis uniformément et indépendamment dans [| — B, B]].

Une variante proche de « nos » bases d’Ajtai ont permis & Ajtai [9] de montrer que
les ordres de grandeur des bornes de Schnorr [151] sur la qualité de la réduction BKZ
(réduction Korkine-Zolotarev par blocs) sont fins dans le cas le pire.

Définition 28 (Bases d’Ajtai). Soient d un entier et a > 0 un réel. Une base d’Ajtai
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aléatoire est une base de d vecteurs lignes de dimension d, de la forme :

| 2(@7)] 0 L 0 0

T2, [2((2’1“1)“)] . 0 0

Tg—11 Ty 19 l2((d-;—2)a)-| 0
T4 T4 ... Tdd-1 [2((‘”1)0‘).'

ot pour tous i > j, Uentier z; ; est choisi uniformément et indépendamment dans l'inter-
valle [—2(2d=3+1)%) p(@d=+1%)],

Pour une base d’Ajtai avec le coefficient @ > 1, on a pour tout j € [|1,d — 1]] :

L gyt ety
J+1

Les deux familles de bases que nous avons introduites mettent en valeur un cer-
tain nombre de propriétés intéressantes de ’algorithme LLL. Nous pensons en particulier
qu’elles sont représentatives du comportement de I'algorithme LLL, vis-a-vis de la qualité
de la base renvoyée, et des erreurs dilies aux pertes de précision numérique : on observe
expérimentalement que si I’on part d’un réseau donné et qu’on en choisit une base avec un
tres fort défaut d’orthogonalité, alors le comportement de I’algorithme LLL (qualité de la
sortie, pertes de précision, temps d’exécution dans une certaine mesure?!, ...) sera toujours
le méme. Cela rejoint de maniere tres informelle ’intuition d’Ajtai comme quoi tous les
réseaux se comportent de la méme maniére [9] vis-a-vis des algorithmes de réduction par
blocs de Schnorr [150], dont ’algorithme LLL est un cas particulier :

We will present a heuristic argument [...] which shows that if we start with a
sufficiently random lattice and a random basis in it (random in some undefined
heuristic sense) then Schnorr’s algorithm will converge to a basis similar to
the lattice in our lower bound.

En particulier, nous pensons que si ’on part d’une base trés réduite (par exemple la clé
privée du cryptosystéme GGH [69], ou la clé publique du cryptosystéme NTRU [80]), et
qu’on la multiplie par une grande matrice unimodulaire aléatoire, alors le comportement
de lalgorithme LLL sur la base obtenue sera « standard ».

4.2 Etude expérimentale de la qualité de la sortie.

Avec le facteur § € ]1/2,1], les algorithmes LLL et L? (en fixant 7 trés proche de 1/2)
renvoient des bases LLL-réduites by, ... b, pour le facteur ¢, qui satisfont donc les relations
suivantes (voir le chapitre I-1) :

bl < () (el D

2gj Ja quantité [[Z, [|b}]|¢~* est de Iordre de B(#), ce qui est le cas des bases d’Ajtai mais pas des
bases sac-a-dos.
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4.2. Etude expérimentale de la qualité de la sortie.

~ Pour tous 1 < i < d, |bl,]| > (5 1/4> Ibz])

On lit parfois dans la littérature des années 1980 que ces bornes dans le cas le pire ne
seraient pas fines en pratique. On peut par exemple citer les propos d’Odlyzko dans [142] :

This algorithm [...] usually finds a reduced basis in which the first vector is
much shorter than guaranteed [theoretically]. (In low dimensions, it has been
observed empirically that it usually finds the shortest non-zero vector in a
lattice.)

Nous montrons dans ce chapitre que ces bornes théoriques semblent au contraire qualita-
tivement assez représentatives de la réalité.

4.2.1 Etude du défaut d’orthogonalité.

A la figure 4.2, nous étudions I'évolution de la quantité —%lg”blnd en fonction de la
g a2 8 det I

dimension (cette quantité vaut —1lg (6 — 1) dans le cas le pire). Pour la figure de gauche,
chaque point correspond & cette quantité, aprés que I'algorithme L? a réduit une base sac-
a-dos pour laquelle on a choisi B = 2'9%¢_Chaque réduction a été effectuée avec la variante
rapide décrite & la section 4.1, pour des facteurs de réduction (§,7) = (0.999,0.501). La
figure de droite correspond a la méme expérience pour des bases d’Ajtai avec a = 1.2.
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FIG. 4.2 - Evolution de la quantité %lg'llt;'f en fonction de la dimension, en partant de

bases sac-a-dos (& gauche), et en partant de bases d’Ajtai (& droite).

On observe que les deux courbes sont similaires et tendent vers une constante, 1é-
gérement inférieure & 0.03 (pour = 0.10 dans le cas le pire). Cela signifie que les pre-
miers vecteurs des bases produites satisfont ||by[| & (1.02)%(vol L)2. Remarquons que
pour des dimensions modérées, la constante multiplicative est trés faible (par exemple, on

a (1.02)%0 =~ 2.7 et (1.02)'% ~ 7.2), ce qui explique peut-étre pourquoi dans les années 1980
on croyait que 'algorithme LLL renvoyait des vecteurs plus courts que ne le garantissait
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Chapitre I1-4. Résultats expérimentauz autour de l’algorithme LLL.

I’analyse théorique : on était alors restreint a des réseaux de dimensions modérées, pour
des raisons pratiques évidentes.

Ala figure 4.3, nous avons dressé ’évolution de la constante « 1.02 » en fonction du
parametre de réduction . Les expériences ont été réalisées avec des bases sac-a-dos de
dimension 95, avec le facteur de réduction n fixé & 0.501. Chaque point correspond a la

valeur moyenne de la quantité d%lg“dbei—ff pour 100 expériences.
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0.055

0.05 p

0.045

004

0035 F

003

0.025

! 2 1 L L
07 0.75 08 0.8s 09 085 1

[Iba{*

i pour d = 95, en fonction du facteur 6.

F1G. 4.3 — Evolution de la quantité ;i%lg

4.2.2 Etude des bases locales.

Pour comprendre la forme de la base renvoyée par l'algorithme de réduction, il est
intéressant de considérer les bases locales, c’est-a-dire les paires de vecteurs (b}, b} ; +
Wit1,:0F), pour ¢ € [|1,d — 1|]. Dans lalgorithme LLL, les opérations les plus importantes
sont les échanges diis aux échecs des conditions de Lovész, et ce phénomene a lieu au
niveau de ces bases locales. Nous observons que les bases locales ont une distribution
donnée apres avoir réduit une base aléatoire, et que ces bases locales semblent se comporter
indépendamment les unes des autres. Dans la figure 4.4, chaque point représente une
base locale d’un réseau de dimension d = 71 réduit par la variante rapide décrite a la
section 4.1 & partir d’une base sac-a-dos pour laquelle on a choisi B = 21904, Les facteurs
de réduction sont (4,7) = (0.999,0.501). Il y a 2100 points sur la figure, calculés & partir

, . , . . . , b
de 30 réductions de réseaux de dimension 71. Un point a pour coordonnées (uiﬂ,i, ””bth”).

La figure 4.4 peut paraitre surprenante. Tout d’abord, les quantités f;;; ne sont
pas du tout uniformément réparties dans [—0.501,0.501], comme on aurait pu le croire a
priori (et comme cela semble étre le cas pour les autres f; ;) : elles sont concentrées vers
les extrémités de I'intervalle. Dans la figure 4.5, nous avons dressé un histogramme de la
répartition des valeurs des p;1,4. La valeur moyenne des |11 ;| semble étre proche de 0.38.
Par ailleurs, la valeur moyenne de la quantité ”;Titlll“ semble proche de 1.04, ce qui est en

accord avec la constante « 1.02 » du paragraphe précédent, et I’hypotheése d’indépendance.
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F1G. 4.4 — Forme des bases locales apres LLL-réduction, & gauche, et apres LLL-réduction
avec insertion profonde (voir le paragraphe 4.2.3), a droite.

En effet :
bal* _ ibafl Mball (bl
vol L S
= I_I( [Ib} ] )'H“
”bz—!—lll
~ (1.04)%
~ (1.02)%.

On peut expliquer heuristiquement la forme des bases locales (b}, b}, + piy1:b})
de la maniere suivante. Au cours de Palgorithme, les ||bf|| grandissent petit & petit.
Quand ||b, , || devient plus grand que 1/4/3, soit le vecteur by, + p;41,b} est « dans I'un
des coins » de la figure 4.4, soit « pres de ’axe vertical ». S’il est « dans ’'un des coins »,
il est conservé car la base locale (b}, b}, | + pit1,:b}) est réduite. Sinon les vecteurs b;
et b;;; sont échangés. On voit ainsi que les vecteurs « des coins » ont une probabilité plus
grande d’étre conservés a la fin de I'exécution de I’algorithme.

Ces expériences nous amenent & la conjecture suivante. Si 'on donne en entrée a
I’algorithme LLL une base avec un défaut d’orthogonalité tres élevé, alors la distribution
de la base de sortie, aprés avoir divisé tous les vecteurs par la norme du premier, sera
identique a la distribution induite par ’expérience suivante :

1. Les p;; pour ¢ > j + 1 sont tirés aléatoirement et uniformément dans [—1/2,1/2].
2. Les paires (,uiﬂﬂ-, %IIIJ) sont tirées aléatoirement selon la distribution qui corres-
pond & la figure 4.5. En ordonnée se trouve le pourcentage correspondant aux p;

dans 'intervalle correspondant.
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Chapitre II-4. Résultats expérimentauz autour de l’algorithme LLL.

FIG. 4.5 - Répartition des p;;—1 (en haut & gauche), p;;_» (en haut a droite), p;;_s
(en bas & gauche) et p;;_10 (en bas & droite), pour des réseaux de dimension 71, aprés
LLL-réduction.
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4.2. Etude expérimentale de la qualité de la sortie.

3. Tous ces tirages sont deux a deux indépendants.

Cette description n’est pas exacte (on voit par exemple & la figure 4.5 que les y;; o ne
sont pas uniformément distribués), il ne s’agit que d’une premiére approximation. Elle est
conforme a la discussion heuristique d’Ajtai [9] sur la géométrie d’une base aprés lui avoir
appliqué l'algorithme de réduction BKZ de Schnorr [150]. Par ailleurs, notre hypothese
d’indépendance est en accord avec la geometric series assumption de Schnorr [152] : la

quantité ”—E‘I% décroit alors géométriquement avec 1.

4.2.3 L’insertion profonde de Schnorr-Euchner.

L’étude des bases locales permet d’expliquer pourquoi 'algorithme d’insertion pro-
fonde de Schnorr et Euchner [154] renvoie des bases d’une qualité supérieure a celle de
Palgorithme LLL. Rappelons tout d’abord en quoi consiste cet algorithme. Celui-ci est
donné & la figure 4.6 dans le cas ou 'on utilise une arithmétique rationnelle. Il differe
de I’algorithme LLL dans sa stratégie pour tester les conditions de Lovéasz : plutét que
d’insérer le vecteur b, avant le vecteur b,_; si la condition n’est pas satisfaite, I'insertion
profonde consiste a insérer le vecteur b, avant le vecteur b; ou 7 est 'indice minimal
pour lequel, orthogonalement aux vecteurs b, ..., b;_;, le vecteur b, est plus court que
le vecteur b;.

Entrée : Des vecteurs (by,...,by) linéairement indépendants et un facteur § € J1/4,1[.
Sortie : Une base LLL-réduite de L(by,...,by) pour des facteurs (4,1/2).

1. H:=2, 7‘1,1:=]|b1|[2.

2. Tant que « < d, faire

3 Calculer les py ; et 7 ; pour j < k.

4 Proprifier by, vis-a-vis de (by,...,bc_1).

5 k=1 Tant que &' <K —let -7 > 35 ﬂi,ﬂ"i,i, faire : k":=x' + 1.
6. L) D ,u,%,iri,i. Pour i de 1 & k' — 1, faire : p j:=ph i, T ii=T i-
7 Insérer b, entre b.r_; et b,.
8. k:=max(2, k" + 1).
9. Renvoyer (by,...,bg).

Fi1G. 4.6 — L’algorithme d’insertion profonde.

On ne sait pas si 1’algorithme d’insertion profonde a une complexité polynomiale??.
Par contre, il renvoie des -bases d’une qualité supérieure a celle

de I'algorithme LLL. Pour la partie droite de la figure 4.4, nous avons réalisé une ex-
périence proche de celle de la partie gauche. Nous sommes partis de bases sac-a-dos, que
nous avons LLL-réduites, avant de les donner en entrée a une variante flottante de I’al-
gorithme de la figure 4.6. Nous LLL-réduisons avant d’appliquer I’algorithme d’insertion

22P]lus précisément, on ne sait pas borner le nombre d’itérations de boucle polynomialement en la taille
de 'entrée, I’argument sur la décroissance de la quantité D = Ily<qim £dx échouant (voir la preuve du
théoréme 17, page 104).
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Chapitre 11-{. Résultats expérimentauz autour de l'algorithme LLL.

profonde car cela est beaucoup plus efficace (le nombre d’itérations de boucles et donc
le temps d’exécution deviennent sinon trop élevés pour réaliser I'expérience). La partie
droite de la figure 4.4 (apres insertion profonde) est semblable & la partie gauche (sans
insertion profonde), mais la moyenne des ”ﬁ’éﬁh” est plus élevée. Il semblerait ainsi que la

constante « 1.04 » devienne =~ 1.025. Ces valeurs sont cohérentes avec les observations
de [19].

Ce phénomene peut étre expliqué informellement de la maniére suivante. Quand la base
locale (b}, b}, | + pi41,:b}) correspond & un « coin » de la partie gauche de la figure 4.4,
la condition de Lovasz entre les vecteurs b; et b;,» a plus de chances de ne pas étre
satisfaite. En effet, la composante sur b¥,; du vecteur by, sera petite (car ||b}, || est
petit par rapport & ||b}]), et donc la quantité pi;19,41b,; sera plus petite qu’elle ne P’est
sinon. Puisque la norme du projeté de b; ., orthogonalement & by,...,b;_; est :

Va1 4 20 D7 7 + 10711,

ce vecteur a plus de chances d’étre plus court que [|b¥||. Quand cela arrive, il y a une
insertion de profondeur au moins 2 du vecteur b;,. Puisque les bases locales « dans les
coins » apparaissent avec une forte probabilité, 'algorithme d’insertion profonde effectue
assez souvent des insertions de profondeur supérieure & 2, qui n’avaient pas été réalisées
par ’algorithme LLL.

4.3 Remarques sur le temps d’exécution de ’algo-
rithme L2,

Dans cette section, nous donnons une explication heuristique du temps d’exécution de
I’algorithme LLL que ’on peut observer pour différents types de bases données en entrée.
Nous expliquons pourquoi et dans quelle mesure la borne de complexité O(d*(d + n)(d +
log B) log B) de I'algorithme L? serait asymptotiquement atteinte dans le cas moyen.

4.3.1 Mesure du temps d’exécution de ’algorithme LZ.

En pratique, pour des dimensions modérées (jusqu’aux dimensions 170 — 190, comme
cela est expliqué & la section 4.4), il n’est pas intéressant d’utiliser la variante prouvée
plutot que la variante heuristique avec des dpe ou la variante rapide. En effet, nous
rencontrons avec cette derniére reste peu de problémes liés & des pertes de précision, et
Parithmétique sur les flottants double précision est nettement plus efficace que D'arith-
métique avec des nombres flottants de précision arbitraire. La difficulté avec la variante
rapide est que la taille de mantisse est fixe, alors que cette taille de mantisse doit aug-
menter avec la dimension, non seulement pour garantir la correction de 1’algorithme L2,
mais aussi pour garantir sa borne de complexité.

Quand la taille de mantisse est fixée, le nombre d’itérations de la proprification pa-
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4.3. Remarques sur le temps d’exécution de [’algorithme L?.

resseuse peut étre multiplié?® par d; par ailleurs, puisque la taille de mantisse est fixe,
les mises & jour des vecteurs de la base (quand on les multiplie par les entiers trouvés
lors de la proprification paresseuse) devraient cotiter O(dlog B) & la place de O(d?log B).
Ainsi, globalement on devrait conserver une borne de complexité du type O(d*(d+n)(d+
log B) log B) tant que les problémes liés & des pertes de précision ne deviennent pas trop
importants. On peut résumer cette discussion en disant qu’il n’est pas simple d’estimer ri-
goureusement quel devrait étre le coiit pratique de I’algorithme pour une taille de mantisse
qui n’augmente pas avec la dimension.

Pour « retrouver » expérimentalement la borne O(d*(d + n)(d + log B) log B), il faut
utiliser la variante prouvée de 'implantation. Pour simplifier, on peut choisir n = ©(d)
et log B trés grand par rapport & d, pour obtenir une borne de complexité O(d®log® B).
Nous donnons une analyse heuristique permettant de retrouver cette borne :

1. Il'y a O(d?log B) itérations de boucle.

2. Pour une itération de boucle donnée, il y a en général deux itérations de la pro-
prification paresseuse (étapes 5 & 15 de I’algorithme de la figure 4.1, page 133) : la
premiére rend les |u, ;| inférieurs a 7, et la deuxiéme recalcule les p, ; et les r,; avec
une erreur numérique plus faible. On peut justifier cette simplification en la met-
tant en parallele avec le fait que les quotients apparaissant calculés par ’algorithme
d’Euclide sont « en général » assez petits. Cette simplification est fausse dans le cas
de bases sac-a-dos, comme nous le verrons au paragraphe suivant.

3. Chaque itérations de boucle de la proprification paresseuse fait intervenir O(d?)
opérations arithmétiques.

4. Parmis ces opérations arithmétiques, les plus cotiteuses sont celles faisant intervenir
les mutiplications entre coeflicients entiers de la base ou de la matrice de Gram
(de taille O(log B)) et les coefficients z; calculés a I’étape 11 de ’algorithme de la
figure 4.1, page 133 (les z; sont de taille O(d) si 'on suppose que |p ;| = O(1) pour
tout 7, avant 1’étape 5).

Nous discutons désormais la finesse de chacune de ces bornes. En premier lieu, la
borne O(d?log B) semble asymptotiquement fine, comme le suggeére la figure 4.7. La partie
gauche de la figure correspond & @ = 1.2 : les points ont été obtenu expérimentalement, et
la courbe est I'interpolation par une fonction du type f(d) = a-d*?, calculée par gnuplot.
La partie droite correspond & o = 1.5 : les points ont été obtenu expérimentalement, et
la courbe est l'interpolation par une fonction du type g(d) = b - d*®°. Dans le cas de
bases d’Ajtai, il y a extrémement peu d’itérations de boucle pour lesquelles il y a plus
de deux passes dans la boucle des étapes 5 & 15 : par exemple, pour d < 75 et o = 1.5,
cela concerne moins de 0.01% des itérations de boucle. La troisieme borne est elle aussi
atteinte en pratique. Ainsi, les trois premiéres bornes semblent atteintes en pratique.

Par contre, les z; calculés semblent tres fréquemment de longueur inférieure & un mot
machine (64 bits sur un Opteron), aussi est-il difficile d’observer le facteur O(d) dans la
complexité totale, qui devrait provenir de leur taille. Par exemple, sur un réseau d’Ajtai

23La quantité M de la preuve du théoréme 21, page 120, perd O(1) bits & chaque itération de boucle
de l'algorithme paresseux de proprification, au lieu de O(d) bits.
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Fia. 4.7 - Croissance du nombre d’itérations de boucle dans l’exécution de 1’algo-
rithme LLL en fonction de la dimension, pour des réseaux aléatoires de type « Ajtai ».

pour d < 75 et a = 1.5, moins de 0.2% des z; non nuls calculés ont plus de 64 bits. Nous
expliquons cela de la maniére suivante. Les x; calculés sont les entiers les plus proches
des fix,; calculés et mis-a-jour lors des étapes 5 & 15. Plus précisément :

k—1
final initial
/J’r(c,i ) = N,(s,i )“ Z TjHs,i
j=i+l

k—1
initial final
/J’r(c,i ) E liu’r(c,j )_I Ky
j=itl

(final)

KK

Nous modélisons la suite des pour i € [|1, x|} par la suite de variables aléatoires U;

définies par les relations :

l;]k) = sz():
1—1
Ui = Ri+)» URj;, pouri>1,
o

ol les R; sont distribués uniformément dans [—a,a] pour une certaine constante a, et
les R; ; sont distribués aléatoirement dans [—7,n]. On suppose aussi que toutes les variables
aléatoires R; et Rg,j sont indépendantes deux & deux. Il s’agit d’hypothéses extrémement
fortes sur la distribution des y; ;. En particulier, nous avons vu a la section 4.2 que cette
hypothese n’est pas vérifiée en pratique pour les p;;_;. Cependant, cela ne change pas
significativement le comportement asymptotique de la suite U;, et simplifie les calculs.
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4.8. Remarques sur le temps d’ezécution de I’algorithme L2.

Par ailleurs, il aurait fallu prendre [U;] pour étre plus proche de la réalité, mais puisque
les U; semblent croitre asymptotiquement, cela simplifie ’analyse sans étre déraisonnable
d’un point de vue théorique. En utilisant ’hypotheése d’indépendance des R; et R j» alnsi
que leur symétrie par rapport a 0, nous avons pour 7 > 1 :

311

HUZ) = ERY)+ Y EUIE [R”]-—“—Jr-_zw

Ainsi, pour ¢ tendant vers +oo, on a E[U?] ~ (—2—’:? + 1) . Si on prend n &~ 1/2, on

obtient \/ 41w ,/ ~ 1.04. Ainsi, les z; seraient bien asyptotiquement de lon-

gueur O(d), mais la constante du O(-) serait trés petite. En effet, la quantité (1.04)% dé-
passe 2%* (c’est-a-dire les z; sont souvent plus longs qu'un mot machine) pour d > 1100. Il
est pour le moment impossible de réduire des réseaux d’une telle dimension pour lesquels
les autres bornes de ’analyse sont elles aussi atteintes.

Cette derniere étude explique que pour des dimensions modérées (entre 100 et 200 par
exemple), il est difficile d’observer expérimentalement la borne O(d®log® B). 1l faudrait
augmenter sensiblement les parametres d et B, mais le temps d’exécution devient alors
trop important.

4.3.2 Cas des réseaux sac-a-dos.

Les réseaux sac-a-dos se comportent nettement mieux que ce que garantit la borne de
complexité théorique. Nous nous proposons ici d’en donner une explication. Tout d’abord,
dans le cas des réseaux sac-a-dos, on peut montrer qu’il y a moins d’itérations de boucles
que dans le cas le pire : la quantité D = [, ||b?]|"**! de ’analyse de I’algorithme LLL
(voir le chapitre I1-3) satisfait D = B9, ce qui garantit que le nombre d’itérations de
boucle est borné par O(dlog B). Ainsi, le théoréme 18 du chapitre II-3 (page 111) nous
donne la borne de complexité suivante :

O(d*(d + log B) log(dB)).

Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe que log B = Q(d?), ce qui nous permet
de simplifier la borne ci-dessus en O(d*log® B).

Cette borne de complexité ne semble pas refléter la situation pratique, qui semble plu-
tot étre de I'ordre de O(d® log” B), méme si cela reste difficile a vérifier, comme nous 1’avons
expliqué au paragraphe précédent. Nous proposons l'explication suivante. Les O(dlog B)
itérations de boucle se partagent de maniére « équilibrée » pour les différents indices Kyax
possibles : on définit I'indice K4, comme le maximum des indices k depuis le début
de l'exécution de l'algorithme. Au début, on a Kypax = 2, Puis Kmax €st incrémenté jus-
qu’a d + 1, quand Pexécution de 'algorithme s’acheve. Le nombre d’itérations de boucle
pour chaque valeur de Ky, semble étre le méme, de 'ordre de O(log B). Nous subdivisons
donc I'exécution de ’algorithme en d — 1 phases, suivant la valeur de Kp,ay.
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Chapitre II-4. Résultats expérimentaur autour de l’algorithme LLL.

Il semble (expérimentalement) qu’a l'issue de la phase correspondant & une valeur
donnée de l'indice K.y, la base ait la forme suivante :

a1 a2 . A1 kmax+1 00 0

az1 422 Ca A2 Kmax+1 00 ...0
a"‘gmax,1 a’ﬁmax’z Tt a”‘émaxy"émax‘Fl O O . O
A1 0 ... 0 10 ...0]"
Ap w0 0 ... 0 01 ...0

Ag 0 e 0 00 ... 1

ol les entiers a; ; satisfont, pour 7 < Kmax €6 J < Kmax-+1

jaij = 0 (B ).

En fait, les Kmax premiers vecteurs sont LLL-réduits, ce qui nous garantit que [T=2 ||b;|| <
20(@) B 1l semble expérimentalement que la borne ci-dessus soit fine et que les vecteurs b;
(pour 7 < Kmax) aient des longueurs similaires.

Nous subdivisons chaque phase en deux sous-phases : dans la premiere sous-phase, le
vecteur b,_, est proprifié vis-a-vis des vecteurs by,...,b,_. _1; la seconde sous-phase
est constituée de toutes les itérations de boucle qui suivent, jusqu’a l'incrémentation de
I'indice kmax- La premiére sous-phase « raccourcit » le vecteur by, : sa longueur était ~
B, elle devient inférieure & \/Kmax(MaX;cxp,, |[|bs]]) +1 < Bt (en utilisant ’hypothése
donnée plus haut). Le théoréme 21 du chapitre I1-3 (page 120) permet de borner le coiit de
la premiére sous-phase par O(dlog® B) :ilya O (1—05—13) itérations de boucle de I'algorithme
paresseux de proprification ; chacune fait intervenir O(d?) opérations arithmétiques; les
plus coliteuses parmis ces dernieres sont des multiplications entre des z; (de longueurs O(d)
bits) avec des entiers correspondants a des coeflicients des matrices de la base et de
Gram ; ces multiplications sont liées & des coordonnées de vecteurs b; pour i < k (et
sont donc de longueur O (*%£)), & I’exception des multiplications z; - (b, b;), qui sont en
proportion O (%) des autres et coltent chacune O(dlogB) opérations élémentaires. Le
coiit total des premiéres sous-phases est donc borné par O(d?log® B). Nous verrons que
cette quantité est asymptotiquement négligeable par rapport au cotit total de I’algorithme.

Nous essayons désormais de borner le colt total des deuxiémes sous-phases. Soit b
le vecteur b; aprés la premiére sous-phase correspondant a la phase k,.x = ¢, ¢’est-a-dire
le vecteur b; aprés sa « premiere proprification ». Soit C(d, B) le coit de l'algorithme
en dimension d avec des A; satisfaisant |A;] < B, auquel on a 6té les cotits de toutes les
premiéres sous-phases (c’est-a-dire chaque premiere proprification de chaque phase). L’al-
gorithme commence par réduire une base sac-a-dos constituée des |d/2| premiers vecteurs
avant de considérer les suivants. Soient (bf, ..., bj; ) les vecteurs LLL-réduits correspon-
dants. Si ’on exclut les premieres sous-phases des phases suivantes, cela revient & réduire
la base (bY,..., ILId/2J7 ILd/2+1J> ..., bl;), dont les longueurs des vecteurs sont bornées par ~
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BY4 La quantité C(d, B) est inférieure & la somme des coiits de la réduction des vec-
teurs (b, ..., b, ) et de la LLL-réduction des vecteurs (bf,..., b2 Plajagys - ba) s

C(d,B) =C (—g,B> +0 <d5 <1—9%§>2> =C <§,B> +O(d*(log B)?),

ce qui permet d’obtenir C(d, B) = O(d®log® B), & condition que I'on ait d?> = O(log B).
Ceci conclut notre analyse heuristique.

De maniere amusante, les réseaux sacs-a-dos, qui se comportent nettement mieux que
ne le garantit la borne dans le cas le pire de I’algorithme L?, permettent de construire des
bases pour lesquelles la borne est fine : en reprenant les notations ci-dessus, il suffit de

prendre comme entrée la base (b/, ..., ILId/EJ’ lLd/2J+1’ ..., b}). Cela revient & « remplacer

artificiellement » log B par dlog B dans la borne O(d® log® B).

4.3.3 Evolution du temps d’exécution avec les facteurs (0,7m).

Il est suggéré dans [19] de modifier la paire de facteurs (6, 7) pour améliorer le temps
d’exécution de l’algorithme. Puisque la borne sur le nombre d’itérations de boucles est
inversement proportionnel & —1gd, il est intéressant de prendre ¢ éloigné de la valeur qui
donne les bases de meilleure qualité, c’est-a-dire § = 1. Cependant, baisser ¢ fait augmenter
la, précision nécessaire de ’algorithme L2 : la taille de mantisse requise pour garantir la
correction et la borne de complexité de l'algorithme L? est =~ lg%f"—%?—. Ainsi, baisser le
facteur de réduction ¢ sans changer la précision des calculs peut faire échouer I'algorithme
en faisant apparaitre des boucles infinies. Si I’on modifie la paire de facteurs (6,7) et la
précision des calculs de maniere simultanée et cohérente, on obtient (voir le chapitre 11-3)
une borne de complexité proportionnelle & la quantité :

1g2£(15_ir%2ﬁ

—1gé ’

dont le minimum est atteint pour 7 = 1/2 et § ~ 0.59. Cette valeur n’a peut-étre aucun
sens en pratique, puisqu’elle est calculée a partir de la borne dans le cas le pire de I'al-
gorithme LLL, qui n’est vraisemblablement pas correcte dans le cas moyen. Elle permet
cependant de montrer que ’on ne peut pas diminuer le temps d’exécution en choisissant ¢
tres petit (¢’est-a-dire proche de 1/4).

4.4 Etude expérimentale de la précision numérique
nécessaire.

Dans cette section, nous évoquons fréquemment des problémes de pertes de précision.
Deux principaux probléemes peuvent arriver : le processus de proprification paresseuse
boucle (c’est le cas le plus fréquemment observé), ou les tests de Lovdsz bouclent. 11 se
peut aussi que la sortie calculée soit incorrecte, mais cela est moins fréquent : en général,
si le calcul est incorrect, il ne finit pas.

147
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4.4.1 Comportement le pire de I’algorithme LLL flottant.

Nous avons donné au chapitre II-3 de mauvais cas pour les pertes de précision dans
l'algorithme LLL en arithmétique flottante. Pour une paire de parametres (§,7), nous
considérons les vecteurs lignes de la matrice d x d définie par les équations suivantes :

Lj; = (6 — )7~
Lij = (=1)"7"L;; random[0.49,0.5] si j <4
Li,j = 0 si >

Pour observer plus facilement les anomalies, nous rajoutons une derniére ligne dont les
entrées sont grandes et aléatoires. Expérimentalement, ces matrices font boucler® les
implantations de l’algorithme LLL flottant pour des parametres (4, 7), des dimensions d
et des tailles £ de mantisses pour lesquels on a ¢ = d~lg%f%%3. Nous donnons par exemple
a 'URL http://www.loria.fr/"stehle/these.html un réseau de dimension 83 pour
lequel la version prouvée de £p111-1.2 semble boucler (lors de la proprification du dernier
vecteur) avec 113 bits de précision.

4.4.2 Comportement « moyen » de ’algorithme LLL flottant.

Nous donnons dans ce paragraphe une analyse heuristique permettant d’estimer le
comportement numérique moyen de I’algorithme LLL flottant. Plus exactement, nous es-
timons l’erreur moyenne commise lors de ’application de l'algorithme de Cholesky en
arithmétique flottante. Pour une taille de mantisse fixée, cela nous permettra d’estimer a
partir de quelle dimension I'erreur commise sur les coefficients y; ; et r; ; devient signifi-
cative. Pour ensuite transposer les résultats a ’algorithme LLL, il faut faire intervenir le
nombre d’itérations de boucles — si I’on calcule de nombreuses fois des coeflicients de
Gram-Schmidt, on augmente la probabilité que I'un d’entre eux soit erroné et que 1'exécu-
tion échoue a ce moment 1a — ainsi que les indices des vecteurs qui les concernent — les
itérations concernant les derniers vecteurs sont plus sujettes & des problemes de pertes de
précision que les itérations concernant les premiers car l'acuité des p; ; et des r; ; décroit
avec j (voir le théoréme 19, page 113, pour la borne dans le cas le pire).

Nous prenons le modele aléatoire suivant, qui est une version simplifiée de celui présenté
a la section 4.2 (il est possible d’adapter I’analyse au modeéle exact de la section 4.2, mais
cela rend ’étude plus complexe, avec un résultat asymptotique relativement équivalent) :
— Nous tirons des y;; pour ¢ > j aléatoirement et indépendamment dans [—n,7]
(ol 77 est fixé), suivant une distribution commune symétrique par rapport a 0. On a

ainsi E[u] = 0. On définit py = E[p?] et pi; = 1.
— Nous tirons des “*1 aléatoirement et indépendamment dans [§—77, +oo (o1 d < 1

1,1

est fixé). Ces tirages sont indépendants de ceux des y; ;. On définit 6_; = E [——TL] .

Ti+1,i+1
— Les variables aléatoires p;; et "t permettent de définir la matrice de Gram.
1,1

Soit 71,1 une constante arbitraire. La variable aléatoire (b;, b;) pour ¢ > j est définie

*4ors de la proprification de la derniére ligne, & cause des coefficients de Gram-Schmidt erronés
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par :
<bi,b ) =711 (ZNMMMH lHlH)-

On définit de méme les variables aléatoires ||b;|J* :

3 k-1
T ,
el =7y - (ZW 11 "“‘”—) '

k=1 =1 ?

1 . .
— On définit les variables aléatoires r; ; = 711/, HJ ”*Tt ;“, pour tous ¢ = j.

— Nous supposons que nous avons commis une erreur relative ¢ de ’ordre de 2=¢ (ou £
est la précision des calculs) lors de la traduction de la valeur exacte ||b;||> en un
nombre flottant : Al|by]|? = ¢||by||*.

Nous avons choisi une facon de choisir aléatoirement la matrice de Gram, et de com-
mettre une erreur d’arrondi sur ||by||2. Pour simplifier, nous supposons qu’il n’y a pas
d’erreur d’arrondi sur les autres produits scalaires (b;, b;). Notre but est d’évaluer 'am-
plification de Uerreur d’arrondi Al/b;]|? quand on calcule les r; ; et les y; ;, en négligeant les
termes d’erreur d’ordres supérieurs. Plus formellement, on cherche & étudier les variables
aléatoires suivantes, définies récursivement, pour ¢ > j :

Aryy = A|1b11|2:5ﬂb1||2

Arig - 1ik+ Arjg - Tik ATgg Tik - Tik L
Ari; = — E < LY AR i pour ¢ > 7,
T r?
pt kk Kk
i—1 2
2rig - Ariy  Argg Tk .
Ary;, = - E - 5 pour % > 1.
Tk k Tk

Puisque Ar;x et pu; sont des variables aléatoires indépendantes (les seuls p, 4 dont
dépend Ar; . sont tels que b < k), puisque Ar;x et p;  sont indépendantes (par symétrie),
et Arg g, tik, €t 1, sont deux-a-deux indépendantes, on a :

B [4] = - S0 (T e 7)) (B[S0 Bl + B[ 522 Bl
—E[Arkk] [Mzk]]E[MJ,k])

Puisque E[ujx) = Eluix] = 0,0on a E [A”J ] = (), pour tous 7 > 7. De la méme maniére,

on obtient, pour z > 1 :

] = -2 (Mefa]) (e S22] -2 2]t
E|—2] = - E ’ oF [ pip - —=| — E | —=| E[u?
[ Tii } Z (1;[ TI+1,14+1 Hok Tk k Tkk el

»

I
=
[\=]
]
(%Y
LT
=
TN
&=
—
>
=
a
=
| S—————|
N——
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On en déduit que E [—A;:—] est de l'ordre de (6_;(1 + 2))’e. Par exemple, si I'on suppose
les y;; uniformément répartis dans [—1/2,1/2], que _; = 1.04 (conformément aux ob-
servations relatées & la section 4.2), et que € ~ 27%3 on obtient : E [AT”] A~ 1.131 2753,

Pour 7 = 200, cette valeur est de 'ordre de 2717,

Nous avons analysé de maniere grossiere I’amplification de l'erreur d’arrondi effectuée
sur ||b;]|?, pour lalgorithme de factorisation de Cholesky. Si on veut adapter cette ana-
lyse & l'algorithme LLL, il faut prendre en compte le nombre de coefficients r;; et f; ;
calculés au cours de I'algorithme. Pour simplifier, on ne considere que les coeflicients 44,
c’est-a-dire ceux pour lesquels I'erreur numérique est a priori la plus grande. On suppose
aussi que ces calculs soient indépendants. Soit K le nombre d’itérations de boucles de
I algorithme LLL pour lesquelles k = d. On considére qu’une erreur sur rg4 est significa-
tive si _T est de 'ordre de 273. Si une telle erreur a lieu, alors il est vraisemblable que
le test de Lovész correspondant soit erroné, et il peut y avoir un échange non désiré, ou
I’inverse. Dans ce cas, la probabilité qu’il y ait au moins un calcul défectueux est de ’ordre
de 1 — (1 - 271K ~ K271 il y a plusieurs millions d’échanges, il est donc tout &
fait vraisemblable qu’il y aura une erreur numérique faisant dévier ’algorithme LLL de
son comportement désiré. Par exemple, ’exécution bouclera lors d’une proprification &
cause de coefficients de Gram-Schmidt incorrects : les coefficients de I'indice x courant
sont recalculés a chaque itération de la proprification paresseuse, mais si les coeflicients
d’indices inférieurs sont faux, il n’y a pas de raison pour que les coefficients recalculés
soient plus corrects que les anciens.

L’analyse qui précede est tout a fait heuristique, et repose sur des hypotheses gros-
sieres et partiellement fausses, mais elle permet d’obtenir des ordres de grandeur que 1’on
peut appréhender en pratique. Pour des réseaux « aléatoires », nous observons expérimen-
talement des boucles infinies diies & une précision trop faible autour des dimensions 175
a 185, avec des nombres d’itérations de boucle de I'ordre de 3 & 5 millions.

443 A propos de ’orthogonalisation de Givens et Householder.

Koy et Schnorr [95, 153] suggerent de changer le procédé d’orthogonalisation sous-
jacent a P’algorithme LLL pour améliorer le comportement pratique de ses variantes flot-
tantes. Plus précisément, ils proposent de remplacer 'orthogonalisation de Gram-Schmidt
par les algorithmes de Givens et Householder, connus pour étre plus stables numérique-
ment en toute généralité [71, 104]. Nous ne sommes pas ici dans le « cas général » puisque
chaque orthogonalisation d’un vecteur est effectuée par rapport & des vecteurs LLL-réduits.
Cette remarque est centrale dans la preuve de 1’algorithme L2. Il est cependant possible
que les orthogonalisations de Givens et Householder soient plus stables, dans le sens ou
elles nécessiteraient en général des tailles de mantisse plus faibles & dimension fixée. L’ar-
ticle [153] va dans ce sens : Schnorr y montre que les pires cas pour Gram-Schmidt (donnés
au début de cette section) peuvent étre traités par 'orthogonalisation de Householder avec
une précision nettement plus faible que celle requise par ’algorithme L2

L’exemple suivant montre une faiblesse des orthogonalisations de Givens et Househol-
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der : la précision requise semble devoir étre proportionnelle & log B dans le cas le pire.

1 1 1 1 0
2441 —2% 41
< 2% +1 -2 +1 > 2:4_ 954 “_+1 (1)

Les vecteurs lignes de la matrice de gauche ne sont pas LLL-réduits (u2; = 1 est trop
grand), mais la variante de algorithme LLL utilisant les rotations de Givens qui est
implantée dans NTL, G_LLL_FP, affirme le contraire. Ce code boucle lorsque les vecteurs
lignes de la matrice de droite lui sont donnés en entrée :

G_LLL_FP: too much loss of precision...stop!
Abort

Ce probleme n’est pas lié & NTL, mais plutot a Palgorithme d’orthogonalisation : la
matrice est construite pour que le produit scalaire des deux premiers vecteurs ne tienne
pas compte de la petite perturbation. Cette petite perturbation fausse la valeur de ps 1,
ce qui rend inconsistants les calculs visant a « proprifier » le troisieme vecteur par rapport
aux deux premiers. Ces entrées ne posent aucun probléme & I'algorithme L2, car celui-ci
travaille sur la matrice de Gram, qui est toujours exacte. Par contre, elles sont génantes
pour les variantes rapide et heuristique de notre code. Pour parer cela, il faut tester si les
produits scalaires calculés en arithmétique flottante ne sont pas trés petits par rapport
au produit des normes des vecteurs considérés. Si c’est le cas, on calcule alors le produit
scalaire avec une arithmétique entiere avant de 'arrondir. Le probléme de ce procédé est
que Pon ne peut plus garantir que ’algorithme a une complexité quadratique quand la
dimension est fixée. Cette idée se trouve déja dans [154] et dans NTL.

Les orthogonalisations de Givens et de Householder pourraient étre intéressantes dans
le contexte suivant. Supposons que 1’on veuille réduire un réseau dont la dimension exclut
lorthogonalisation de Gram-Schmidt, par exemple en dimension 200 (voir le paragraphe
précédent). Il y a alors deux alternatives. On peut tout d’abord choisir d’utiliser une bi-
bliothéque de flottants en précision arbitraire (comme MPFR. ou la classe RR de NTL),
mais cela induit un surcout tout a fait considérable par rapport a l'utilisation des flot-
tants double précision, car ceux-ci utilisent directement, les instructions du processeur. Une
autre alternative est d’utiliser ’orthogonalisation de Givens ou celle de Householder, qui
nécessiteraient des précisions plus faibles, et donc qui permettraient d’utiliser encore des
flottants double précision. I’inconvénient de cette deuxieme solution est que ces orthogo-
nalisations font intervenir plus d’opérations arithmétiques de base que 'orthogonalisation
de Gram-Schmidt : en dimension d, I’orthogonalisation de Gram-Schmidt telle que décrite
au chapitre II-3 nécessite 463 + O(d?) opérations arithmétiques (auxquelles il faut rajou-
ter 5'12—3 +O(d?) si 'on prend en compte les produits scalaires), alors que ’orthogonalisation
de Householder telle que décrite dans [153] nécessite d + O(d?) opérations arithmétiques
(dont des racines carrées, mais en nombre négligeable). L’orthogonalisation de Househol-
der est donc plus cotteuse & dimension fixée, mais cette différence est siirement compensée
par le surcoiit entre double précision et précision arbitraire.
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4.5 Problémes ouverts.

Les remarques expérimentales faites dans ce chapitre ameénent naturellement a plu-
sieurs problémes. Pour chacun de ces problemes, il s’agirait de déterminer comment exploi-
ter les réponses pour accélérer les variantes pratiques de I'algorithme LLL en arithmétique
flottante.

— Prouver la borne de complexité heuristique O(d? log® B) pour les bases sac-a-dos.

— Expliquer la géométrie des bases locales, comprendre comment elle se généralise

pour l'algorithme de réduction BKZ de Schnorr [150], et essayer d’en tirer partie
pour réduire plus fortement les bases (c’est-a-dire par exemple diminuer le défaut
d’orthogonalité, ou le facteur d’approximation du premier minimum).

~ Programmer une variante de ’algorithme L? qui change dynamiquement la précision

et les facteurs de réduction (6,7) pour aboutir plus rapidement & une base LLL-
réduite de la qualité exigée : le principe serait par exemple de commencer avec une
précision faible, de détecter si celle-ci n’est pas suffisante, puis de 'augmenter.

Du point de vue de I'implémentation de I’algorithme, un probleme crucial est de dé-
terminer si ’on peut ne pas avoir besoin de calculer la matrice de Gram pour la variante
prouvée de fpl11-1.2. Dans la variante heuristique, on calcule les produits scalaires en
arithmétique flottante et on les recalcule en arithmétique entiere si on détecte une trop
grande annulation. Cela affecte la complexité de ’algorithme, qui a priori devient cubique
en log B. Une solution pourrait étre de calculer les produits scalaires en arithmétique flot-
tante, en conservant une information sur la taille de ceux-ci au cours de ’exécution : si ’on
connalit la taille du produit scalaire, on sait le calculer de maniere précise en arithmétique
flottante, en ne considérant dans les nombres de départ que leurs parties pouvant influer
sur le résultat.
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Troisieme partie

Pires cas pour arrondi de fonctions.
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Chapitre I1I-1

Recherche des pires cas de fonctions
mathématiques.

Le travail de recherche correspondant a ce chapitre a fait objet d’une publication dans les actes de la
conférence ARITH’16 (Sizteenth Symposium on Computer Arithmetic) [167], dont une version corrigée
et étendue a été publiée dans la revue IEEE Transactions on Computers [168]. Le présent chapitre est

une version trés étendue de ces deux publications.
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Comme nous l'avons vu au chapitre I-2, le standard IEEE-754 [2] concernant P’arith-
métique flottante en base 2 spécifie que les quatre opérations arithmétiques élémentaires
(+,—, X et =) et la racine carrée soient correctement arrondies. Cela signifie que pour
une taille de mantisse et un mode d’arrondi donnés, le résultat renvoyé pour (a op b) ou
pour +/a doit étre I'arrondi du résultat en précision infinie. Il serait tentant d’étendre
ce standard aux fonctions mathématiques élémentaires (les fonctions trigonométriques
sin, cos, tan et leurs inverses, les fonctions exponentielles et logarithmiques népériennes
et en base 2, et les fonctions trigonométriques hyperboliques et leurs inverses). Cela per-
mettrait la portabilité et la reproductibilité des programmes les utilisant, d’'une machine
a I'autre. Le principal obstacle pour la standardisation est le cott algorithmique d’une
implantation correcte de ces fonctions, c’est-a-dire prouvée — dans un sens trés général.
Plusieurs difficultés se posent pour implanter ces fonctions correctement et efficacement.
Une question naturelle est de savoir quelle taille de mantisse il faut utiliser pour les calculs
intermédiaires pour pouvoir décider de I’arrondi correct pour toutes les entrées. Nous nous
intéressons & cette question dans le présent chapitre. Dans le chapitre III-2, on utilisera des
techniques similaires pour accélérer une étape importante des implantations de certaines
fonctions mathématiques élémentaires.

La question que nous abordons ici est celle du dilemme du fabricant de tables (de
calcul). Le but est de trouver les nombres représentables z avec une taille de mantisse
fixée tels que le réel f(x) soit tres difficile & arrondir, pour le mode d’arrondi spécifié. Plus
précisément, pour le mode d’arrondi au plus proche, on va chercher les nombres représen-
tables z tels que f(z) est extrémement proche du milieu de deux nombres représentables
(de telle sorte qu'’il faudra beaucoup de bits de f(z) pour I’arrondir correctement), et pour
les arrondis dirigés, on cherchera les nombres représentables x pour lesquels f(z) est tres
proche d’un nombre représentable. Si la précision d’entrée-sortie de la fonction f est de n
bits et si ’on se restreint & l'intervalle [1/2, 1] et qu’on suppose f([1/2,1[) C [1/2,1], cela
signifie que I'on cherche & trouver les z € [|2"71,2" — 1]] tels que® :

1

'2_,,—,1—,

75 () + o] emod 1] <

avec e; = e, = 0 dans le cas des arrondis dirigés et e; = 1, e = 1/2 dans le cas de I’arrondi
au plus proche, et ol m mesure la « qualité » du mauvais cas z. Dans ce chapitre, nous

25Nous rappelons que a cmod b est le réel ¢ € ]%, %] tel qu’il existe un entier k£ pour lequel a = ¢+ bk.

En particulier, le réel a cmod 1 est la partie fractionnaire centrée de a.
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chercherons a résoudre le probléme plus général d’inverser une fonction quand les premiers
bits de la sortie sont perdus, ou inconnus.

Définition 29 (Probléme d’inversion d’une fonction quand les premiers bits
sont inconnus). Soit f : [1/2,1]— [1/2,1]. En entrée sont donnés quatre nombres
réels Ny, Ny, M et c. Le but est de trouver toutes les solutions © € [|N1/2, Ny — 1|] de
léquation ci-dessous si une telle solution existe, et sinon de dire qu’il n’y a pas de solu-

tion :
T
N. adl
H of <N1> +c} cmod 1

Remarquons que dans cette définition, les entrées Ny, No, M et ¢ sont des nombres
réels. On supposera qu’ils n’ont qu'un nombre fini de bits aprés la virgule et qu’ils sont
donnés par la suite finie de leurs bits (sans exposant). On supposera que ¢ < 1, et
que Ny, Noy M > 1. S’ils ont au plus £ bits aprés la virgule, la taille de l’entrée est
alors de 1’ordre de k +1g/Ny +1gN; +1gM. En prenant ¢ = 0 et N; = N, = 2", on retrouve
bien le dilemme du fabricant de tables en précision n, pour les arrondis dirigés. En effet,
si = satisfait ’équation (1.1), cela signifie qu’il est trés proche d’un mot machine : quand il
s’agit d’arrondir correctement f(z), il faut alors calculer une approximation trés fine pour
déterminer si la valeur réelle est juste au-dessus ou juste au-dessous du nombre flottant
proche. Par exemple avec n = 7 et f = sin, on a :

1
< = :
- (11)

sin(0.1011001), = 0. 1010010,00000000000000 111 . ..
7 4

En prenant ¢ = 0 et M extrémement grand, on cherche en fait les valeurs exactes de la
fonction f, c’est-a-dire les nombres représentables z pour lesquels f(z) est un nombre
représentable. En prenant ¢ = 1/2, N, = 2" N, = 2"*! et M extrémement grand, on
cherche les nombres représentables z pour lesquels f(z) est exactement le milieu de deux
nombres représentables. Une autre motivation du probléme ci-dessus est d’inverser une
fonction f quand on n’a qu’une partie des bits de la sortie. Imaginons par exemple que
I’on a calculé 'image d’un nombre représentable avec une précision d’entrée de n; bits,
que cette image a été calculée avec une précision infinie, ou tout du moins tres grande,
mais que les my premiers bits de 'image ont été perdus. Alors, en lisant les m premiers
bits que l'on connait, et en les appelant ¢, on a une instance du probleme ci-dessus,
avec N; = 2™ N, = 2™ et M = 2™. Ce type de questions est intéressant d’un point
de vue cryptographique : si le probléeme est difficile, alors on a un générateur de bits
pseudo-aléatoire efficace. En effet, la graine serait ’entrée x, et la sortie serait la suite

des bits de f (N%), sauf les ny premiers. Résoudre 1’équation (1.1) est alors le role de

'attaquant. Cette question a déja été soulevée par Blum, Blum et Shub [23] dans le célébre
article ot ils décrivent le générateur par carrés modulaires successifs : avant de décrire ce
générateur cryptographiquement siir (il est calculatoirement équivalent & la factorisation
du module), ils décrivent le « générateur 1/N », qui consiste & prendre f(z) = 1/z dans
notre situation. Ce « générateur 1/N » n’est pas siir car on peut facilement retrouver la
graine avec 1’algorithme d’Euclide : 2IgN +O(1) bits consécutifs suffisent pour obtenir N.
Dans [89], Kannan, Lenstra et Lovdsz s’intéressent aux suites de bits produites par des

157
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fonctions algébriques, et montrent qu’elles ne sont pas aléatoires calculatoirement, en
utilisant ’algorithme LLL : si d est le degré d’algébricité de la fonction — le degré de son
polynéme minimal — et H sa hauteur — le maximum des valeurs absolues des coeflicients
de son polynéme minimal, alors O(d? + dlog H) bits suffisent. Ici, nous nous intéressons &
la méme question, mais pour des fonctions f plus générales, comme par exemple f(z) =
exp z. Il nous faudra cette fois-ci de 'ordre de n? bits pour retrouver la graine en temps
polynomial, si n = n; = ny.

Revenons au dilemme du fabricant de table. Dans le cas des quatre opérations arith-
métiques élémentaires, il est relativement simple & résoudre (voir [4] par exemple). Par
ailleurs, plusieurs auteurs [83, 103] ont montré que dans le cas des fonctions algébriques,
I'image d’un nombre représentable ne peut pas étre arbitrairement proche d’un nombre
représentable ou du milieu de deux nombres représentables, sauf si cette image est exacte-
ment un nombre représentable ou le milieu de deux nombres représentables. Cependant,
ces bornes deviennent trop grandes quand le degré d’algébricité de la fonction augmente.
De telles bornes existent aussi pour certaines fonctions transcendantes [135], mais sont
encore plus grandes, et inutilisables en pratique. De fagon intéressante, la borne de [135]
pour la fonction exponentielle dans le cas d’entrées du type & avec z € [|2"71,2" — 1]|
est asymptotiquement m = O(n?), c’est-a-dire que 1’équation (1.1) ne peut avoir de so-
lution pour Ny = Ny = 2%, ¢ = 0 et M = 2k7° pour une certaine constante k. Pour les
parameétres N; = N, = 2" et M = 2™ notre algorithme a une complexité polynomiale
heuristique, ce qui en fait en quelque sorte une version efficace de [135]. Dans une pro-
position de normalisation des fonctions mathématiques élémentaires, Defour et al. [52]
proposent de définir plusieurs degrés de garanties pour les implantations des fonctions
mathématiques élémentaires. Dans les deux degrés les plus contraignants, le dilemme du
fabricant de tables doit étre résolu (au moins pour les sous-domaines les plus utilisés des
fonctions).

D’un point de vue algorithmique, le meilleur algorithme pour résoudre le dilemme
du fabricant de tables était celui de Lefevre [105, 106, 107, 108], qui est une variante de
I’algorithme d’Euclide, et qui résout ’équation (1.1) pour N} = N, = 2", ¢ =0, M = 25 en
temps 231 (cette borne de complexité est heuristique). A aide de cet algorithme, un
travail systématique a été réalisé par Lefevre et Muller [109], qui ont publié de nombreux
pires cas pour I'arrondi de fonctions élémentaires en double précision (53 bits de mantisse),
pour tous les exposants possibles pour certaines fonctions. Quand la précision augmente,
leur approche devient trop coiiteuse. Les méthodes exhaustives de recherche des mauvais
cas — dont la méthode de Lefévre et celle que nous présentons dans ce chapitre font
partie — permettent de trouver le pire cas, mais sont en général tres onéreuses. Si n est
la précision, elles ont une complexité de Pordre de 2¥"t°(™) o k est une constante qui
dépend de la méthode : avec la recherche naive, on a k = 1, avec 'algorithme de Leféevre
on a k = 2/3, et nous montrons dans ce chapitre comment obtenir k = 1/2. L algorithme
que nous décrivons généralise de fagon tres naturelle 'algorithme de Lefevre.
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Si 'on exclut la méthode de Lefévre, il y a peu de travaux antérieurs sur la résolu-
tion du dilemme du fabricant de tables. Dans les travaux connexes, on peut mentionner
un algorithme d’Elkies [58] qui utilise la réduction de réseaux pour trouver des points
rationnels de petite hauteur qui sont proches d’une courbe. Son exemple

5853886516781223° — 447884928428402042307918% = 1641843

correspond & un mauvais cas de la fonction z%/? pour une précision d’entrée de 53 bits et
une précision de sortie de 79 bits. Son autre exemple

2220422932% — 283059965 — 2218888517 = 30

correspond & un mauvais cas de la fonction (2° + 33)/3 pour une précision d’entrée et
de sortie de 32 bits. Gonnet [72] utilise lui aussi de la réduction de réseaux pour trou-
ver des mauvais cas pour l'arrondi des fonctions mathématiques. Ces deux algorithmes
s’apparentent en fait & la méthode de Lefevre.

Le chapitre s’organise de la maniere suivante. Nous décrivons la méthode de Coppers-
mith pour trouver les petites racines de polynémes modulaires & la section 1.1. [.’algo-
rithme décrit dans ce chapitre utilise cette méthode dans le cas de polynémes modulaires
multivariés. Dans la section 1.2, nous rappelons la méthode de Lefevre, décrivons notre
algorithme, et donnons nos résultats en expliquant ce qu’ils impliquent dans les cas parti-
culiers de la recherche de mauvais cas et de la cryptanalyse du générateur pseudo-aléatoire
décrit plus haut. Notre algorithme fait intervenir deux parametres : d et . En fait, l’al-
gorithme se décompose en deux phases principales : une premiere phase d’approximation
polynomiale, qui fait intervenir le parametre d — il s’agit du degré des polynomes ap-
proximateurs ; et une deuxieme phase qui utilise la méthode de Coppersmith et qui fait
intervenir le parametre «. Dans la section 1.3, nous donnons une premiere analyse de
I’algorithme et expliquons en détail comment améliorer celle-ci dans le cas ol d = & = 2,
ce qui correspond au choix de parametres le plus simple qui permet d’améliorer I’algo-
rithme de Leféevre. Dans la section 1.4, nous analysons ’algorithme dans le cas ol d = 2 et
ol « est quelconque, puis dans la section 1.5 nous nous intéressons a un parametre d > 3
avec « quelconque. La section 1.6 explique brievement ce que deviennent I’algorithme et
son analyse de complexité lorsque I'on considere des fonctions de plusieurs variables. A
la section 1.7 nous discutons du comportement pratique de l'algorithme, et enfin, a la
section 1.8 nous décrivons quelques questions ouvertes.

Le lecteur désireux d’aboutir rapidement aux résultats principaur de ce chapitre peut
ne lire que les sections 1.2 et 1.5.

Remarque : Pour simplifier 'exposé de la méthode, nous fixons une fonction f : [1/2,1[—
[1/2,1[ qui est C* sur [1/2,1] et pour laquelle il existe une constante K telle que :
Vi > 1,Vz € [1/2,1], |f 9 ()| < 41K,

ol f@ est la dérivée i-ieme de la fonction f. Dans le cas ol les dérivées sont plus grandes,
les bornes peuvent étre adaptées : nous avons gardé explicitement les termes dépendants
de K quasiment jusqu’a la fin des preuves.
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Chapitre I1I-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

1.1 Meéthode de Coppersmith.

Nous rappelons ici la méthode de Coppersmith pour trouver les petites racines de
polynomes modulaires multivariés. Nous utiliserons de maniére intensive la généralisation
de cette méthode aux polynémes multivariés tout au long de la partie III de cette these.
Pour une introduction plus compléte sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur aux articles
de Coppersmith sur ce sujet [43, 44, 45, 46], et aux theéses de doctorat de Howgrave-
Graham [81] et May [124]. Dans un premier temps, nous décrivons la méthode dans le cas
de polynomes univariés, avant de nous intéresser au cas de polynémes multivariés, pour
lequel plus de difficultés se posent.

1.1.1 Petites racines de polynémes modulaires univariés.

Pour des polynémes univariés, la méthode de Coppersmith est rigoureuse. Comme
nous le verrons au paragraphe suivant, cela ne sera plus le cas pour des polynémes de
plusieurs variables.

Théoréme 23 (Coppersmith [44]). Soient N un entier positif et P un polynéme uni-
taire (son coefficient dominant est 1) de degré d, écrit comme une liste de d + 1 entiers
en base 2. Alors en temps déterministe polynomial en log N et d, on peut trouver tous les
entiers x tels que :

P(z)=0 mod N et |z|< Ni (x).

Démonstration. La méthode de Coppersmith fonctionne de la maniére suivante. Elle dé-
pend d’un parametre o > 1, qui est fixé de sorte a optimiser la borne X sur les valeurs
absolues des racines de P que I’on saura calculer. Le but ici est d’atteindre X = N4
et pour cela, nous ferons tendre « vers l'infini en prenant o = O(log N). La méthode
comprend quatre étapes principales.

1. Construction d’une famille d’équations polynomiales. Tout d’abord, & partir de
I’équation P(z) = 0, on dérive un grand ensemble d’équations modulo N satisfaites
par z. Plus précisément, nous considérons la famille de polynémes {P; ;(z),0 < i <
d—1,0< j < a}, avec P, ;(z) = N*7g'Pi(z). Si z est racine de P modulo N, elle
est racine de tous les F; ; modulo N,

2. Construction du réseau correspondant aux polynomes. A chaque polynéme F; ; on
fait correspondre un vecteur de dimension d(a + 1), qui est constitué des coeffi-
cients de P, ;(zX), ou les puissances de = sont rangées par ordre croissant, et X
sera fixé ultérieurement. On ordonne les polynémes F; ; par ordre croissant pour j,
puis par ordre croissant pour ¢ en cas d’égalité. En transformant chaque F;; en
un vecteur ligne, on obtient une matrice carrée triangulaire inférieure de dimen-
sion d(a + 1). Nous considérons le réseau engendré par ses lignes. La matrice sui-
vante est la forme de la matrice que ’on obtiendrait pour d = 2 et a = 3, les entrées
notées « — » étant celles qui peuvent étre non nulles. Les colonnes correspondent
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1.1. Méthode de Coppersmith.

aux mondmes 1,z,...,z°% et les lignes aux polyndmes N* N3z, ..., (P(z))3.
1 T 77 73 r! o 28
N3 N3

N3 XN3

N?P(z) | = -  X2N?

N2zP(2) S S

NP*z) | — - — - XN

NzP?(x) - - - - X°N
P¥z) | — - - - - - X°

3. La réduction du réseau. On réduit le réseau L engendré par les lignes de la matrice
précédemment construite, avec 1’algorithme LLL. Comme « sera choisi au plus po-
lynomial en d et log N et qu’'on aura X < N, cette étape de réduction a un coit
polynomial. Il s’agit maintenant d’estimer la longueur du premier vecteur renvoyé,
noté by. Avec le théoreme 3, page 15, on sait que :

dim L 1

il < 2% (vol L)

N

9d(a+0(1)) (Xg(auom))Ng(auO(a))) Tarom)

2d(a+0(1))X%(a+0(1))N%+O(1)),

AN

quand « tend vers 'infini.

4. Calcul des petites racines sur Z. Le polyndéme correspondant au vecteur by est une
combinaison linéaire entiere de polynémes pour lesquels toute racine éventuelle de P
modulo N est racine modulo N®. Par conséquent, si x est racine de P modulo NV,
elle est racine modulo N* du polynome () associé au vecteur by. Si la norme ¢; du
vecteur b, est suffisamment petite, alors 'inégalité triangulaire nous assure qu’en
fait = est racine du polyndéme R sur Z. Pour cela, il nous suffit d’avoir 'inégalité :

9d(a+0(1)) y §(a+0() NF+O() ¢ Ne

En prenant X = N 73(1+O(§)), cette inégalité est satisfaite. Il ne reste plus qu’a
chercher les racines du polynéme R sur Z qui sont plus petites que X, ce qui peut
étre réalisé en temps polynomial, par exemple a ’aide d’une recherche dichotomique.

En prenant o = O(log N), on obtient toutes les racines & qui satisfont |z| < N4 En
réitérant toute la méthode pour les polynémes P(z + X) et P(z — X), on trouve toutes
les racines x qui satisfont |z| < N*/4. O

1.1.2 Petites racines de polyndomes modulaires multivariés.

Dans toute la partie III de la these, nous utiliserons la technique de Coppersmith avec
des polyndmes multivariés. Le déroulement général des étapes est le méme que dans le
cas univarié. Les différences principales sont les suivantes :
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Chapitre III-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

— Le choix de la famille de polyndmes est moins automatique. Par exemple, dans le cas
d’un polynéme en deux variables P(z,y), on peut utiliser les puissances de P, et les
multiplier par tous les monémes z*y'. Cela donne souvent des familles de cardinalités
trop grandes pour que les vecteurs associés soient linéairement indépendants (et donc
pour que les volumes des réseaux associés soient aisément calculables). Le choix de
la famille de polynémes optimisant la borne de calculabilité des racines dépend
fortement de la forme du polynéme P : ce choix peut dépendre en particulier des
monomes apparaissant dans P, ainsi que des coefficients.

— La matrice construite a partir de la famille de polynémes a des colonnes indicées
par des monomes en plusieurs variables. Cela complexifie surtout la description de
la méthode, en faisant intervenir des multi-indices.

— Si le polynéme P a k variables, on a besoin de garder au moins & vecteurs courts a
'issue de la réduction de réseaux. En effet, ’algorithme LLL nous permet d’obtenir
des polynomes en k variables dont il suffit ensuite de chercher les racines sur Z. Pour
pouvoir éliminer ces variables, a ’aide de résultants ou toute autre méthode, on a
besoin d’au moins k polynomes. Il se peut que lors de I’élimination des variables,
on aboutisse au polynéme nul, ou que ’on n’arrive pas a éliminer suffisamment de
variables.

Pour que la méthode fonctionne, il faut que les petits polyndmes sur Z calculés soient
algébriquement indépendants, ce que I'on ne sait pas aujourd’hui garantir a partir du
polynéme initial. La méthode est donc heuristique dans le cas (modulaire) multivarié :
elle fonctionne sous I’hypothese que les polynomes correspondants aux vecteurs courts
trouvés sont algébriquement indépendants.

La méthode de Coppersmith s’est avérée trés utile en cryptographie, que ce soit la
méthode univariée prouvée [27, 45, 125], ou la méthode heuristique multivariée [26, 123].

1.2 La méthode de Lefevre et sa généralisation.

Dans cette section, nous décrivons quelques motivations de I’équation (1.1), expliquons
la méthode de Lefevre qui la résout pour un jeu de parametres restreint, et décrivons notre
généralisation.

1.2.1 Motivations.

On se donne ici une fonction f : [1/2,1[— [1/2, 1], et une précision d’entrée-sortie de n
bits : les nombres z € [1/2,1] donnés en entrée & f et renvoyés par l'implantation de f
sont des flottants de n bits de mantisse. Notre but est de trouver les mauvais cas pour
I'arrondi de la fonction f.

Définition 30 (m-mauvais cas). Soit m > 1. On dit que z € 5[|2"71,2" — 1]] est un
m-mauvais cas pour [ en précision n st :

| {277 f(z) + €3] cmod 1] < 27™,

avec e; = ey = 0 dans le cas des arrondis dirigés, et ey = 1,e5 = 1/2 dans le cas de
Uarrondi au plus proche.
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1.2. La méthode de Lefévre et sa généralisation.

Il est évident que la recherche des mauvais cas d’une fonction pour une précision donnée
est directement liée a I’équation (1.1) avec ¢ = 0. La figure 1.1 illustre graphiquement la
définition précédente. Les mauvais cas pour 'arrondi correspondent aux points de la grille
avec une petite distance verticale & la courbe.

R T T T TR TR S S S

Fic. 1.1 — Le graphe d’une fonction et la grille des nombres représentables.

Si I'on suppose qu’au-dela du n-ieme les bits de f se comportent comme des variables
aléatoires indépendantes uniformes dans {0, 1}, alors on s’attend & obtenir un pire cas
avec m ~ n. En effet, la probabilité qu'un = soit un n-mauvais cas est exactement la
probabilité que f(z) ait une suite de n zéros consécutifs ou n uns consécutifs apres le
(n-+e)-ieme bit. Comme il y a 2" entrées x possibles, on a une probabilité non-négligeable
que une d’entre elles soit un n-mauvais cas. Ce fait s’observe trés bien en pratique [107].

Lorsque 'on cherche le pire cas pour une fonction f : [1/2,1[— [1/2, 1| et une précision
données, on ne peut pas choisir M nettement plus grand que 2™ dans ’équation (1.1), car
il se peut alors qu’il n’y ait pas de solution. Dans ce cas, nous obtiendrons une borne
sur la qualité du pire cas, mais pas la borne la plus fine possible. Dans la situation de la
recherche du pire cas pour l’arrondi, nous avons donc Ny = 2™, N, = 2"t¢ et M < M.

On peut remarquer qu’il peut tout de méme étre intéressant de choisir M > 2" pour dé-
terminer les mauvais cas pour ’arrondi : les valeurs exactes de la fonction f — c’est-a-dire
les entrées = qui sont des m-mauvais cas pour tout m — sont solutions de 1’équation (1.1)
pour ¢ = 0 et toute valeur de M = 2™. Ainsi, si I’on cherche les valeurs exactes, il peut
étre intéressant de choisir M plus grand que Ny, si cela rend 1’algorithme plus efficace.
Si cela ne rend pas la recherche des solutions plus rapide, alors cela n’a aucun intérét
puisqu’une valeur exacte est de toute fagon un mauvais cas pour tout m < n.

D’un point de vue pratique, on a une connaissance précise des pires cas des fonctions
mathématiques élémentaires en double précision?® (n = 53), et, en double précision éten-
due (n = 64), les pires cas de la fonction 2% entre 1/2 et 1 ont été calculés par Paul
Zimmermann et Vincent Lefévre a ’aide d’une implantation de l'algorithme décrit dans
ce chapitre?’.

Une autre motivation de 1’équation (1.1) est d’inverser une fonction f quand on a
perdu les premiers bits de f(z). Cette question s’exprime trés naturellement sous la forme

2voir 'URL http://perso.ens-1lyon.fr/jean-michel.muller/Intro-to-TMD.htm
2Tyoir PURL http://www.loria.fr/equipes/spaces/slz.fr.html
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d’un générateur pseudo-aléatoire :

Définition 31. On dispose de deuz parameétres de sécurité ny et ny. On choisit un entier x
aléatoirement dans [|271,2™ — 1|]. La suite de bits pseudo-aléatoire est constituée de
Vezpansion binaire de f(x), od les ny premiers bits ont été supprimés.

Dans cette situation, on choisit N} = 2™ et Ny = 2" dans I’équation (1.1). On dira
que le générateur est cassé si avec un parametre M de la forme 27°1?1:2) on sait résoudre
I’équation (1.1) en temps polynomial.

1.2.2 La méthode de Lefévre.

Lefevre [106, 107, 108] a décrit sa méthode dans le contexte de la recherche de mau-
vais cas pour 'arrondi des fonctions mathématiques. On approche la fonction f par des
droites sur de petits sous-intervalles de [1/2,1[, de longueur 2L (on a N = 2", ou n est
la précision choisie). Plus précisément, on prend 4%,— petits intervalles de longueurs % (on
considérera leurs centres, ce qui explique la constante « 2 »). Si 'on considére N - [1/2,1]
au lieu de [1/2, 1], les entrées deviennent des entiers, et on considére alors 7= intervalles de
longueurs 27'. Dans la suite, par défaut nous considérerons l'intervalle réel [1/2, 1] plutét
que l'intervalle entier N[1/2, 1[. Les approximations linéaires sont calculées & partir d’ap-
proximations de plus grand degré sur des intervalles plus larges, en utilisant une méthode
de « table de différences ». La fagon dont sont construites les approximations de degré un
n’a pas d'importance pour 'analyse de I’algorithme. On peut par exemple supposer qu’il
s’agisse des débuts des approximations de Taylor calculées au milieu des sous-intervalles.
Sur chaque petit sous-intervalle, les mauvais cas pour la droite sont calculés a ’aide d’une
variante de l'algorithme d’Euclide. Le cotit de 1’algorithme vient en fait du nombre de
sous-intervalles a considérer, tous les autres colits étant négligeables. La complexité est
ainsi de 'ordre de —Ii\f—

Si les sous-intervalles sont suffisamment nombreux, les approximations sont de qua-
lité suffisante pour que les mauvais cas de f soient tous des mauvais cas des droites
(en affaiblissant un peu la borne m). Plus précisément, supposons que f(z) = f(xo) +
F'(z0)(z — 19) + O((z — 79)?) pour x proche de zy. Puisque nous négligeons les termes
d’ordre 2 et plus dans le développement de Taylor, nous devons avoir, d’aprés la formule
de Taylor-Lagrange, N|f"(zo)|(z — z0)* < 1/M, ce qui est impliqué par :

kLol
N "M
Ainsi, erreur d’approximation linéaire ne sera pas beaucoup plus grande que la dis-
tance 51,[- (sinon, il y aurait beaucoup trop de faux positifs parmi les mauvais cas trouvés
pour les droites). Comme maxzen 2.1 |f”(2)] < K et K est une constante, on trouve donc
la condition TWQ =0 (ﬁ) On appellera plus tard cette condition la condition de Taylor.
Par ailleurs, si T est grand par rapport & M, alors il y a trop de solutions dans un
sous-intervalle donné pour qu’on puisse les trouver en temps polynomial (heuristiquement,
il y en a ). On obtient ainsi une deuxiéme condition T = O(M), que 'on généralisera
sous le nom de condition de Coppersmith (car on utilisera la méthode de Coppersmith
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décrite & la section précédente). Sil'on considere les deux conditions simultanément, on
s’apercoit que le choix de parameétres optimal est

T~ M=~ N3

ce qui permet d’aboutir & une complexité heuristique de ’ordre de N%/3+¢ pour 'intervalle
complet [1/2,1[.

En pratique, I’algorithme de Lefevre est couteux mais reste réaliste en double précision
étendue (c’est-a-dire n = 64).

1.2.3 Généralisation de la méthode de Lefévre.

Le principe de notre généralisation de la méthode de Lefévre est de considérer des
approximations polynomiales de plus grand degré, a la place d’approximations par des
droites. Il faut donc étre capable de trouver les mauvais cas de polynémes. Pour cela,
nous utilisons la méthode de Coppersmith pour trouver les petites racines de polynémes
modulaires bivariés (décrite a la section 1.1). Deux phénomenes se compensent vis-a-vis
de la complexité de I'algorithme : la méthode de Coppersmith est plus cotteuse que la
variante de l’algorithme d’Euclide utilisée par Lefevre (cela nous donnera la borne de
Coppersmith), mais le fait de prendre des polynémes de plus grand degré permet de
diminuer significativement le nombre de sous-intervalles & considérer (cela nous donnera
la borne de Taylor). La méthode fait intervenir divers parameétres : % est la longueur
des sous-intervalles, d est le degré des polyndmes approximateurs, et a est 'ordre de la

méthode de Coppersmith. L’algorithme est décrit aux figures 1.2 et 1.3.

L’algorithme de la figure 1.2 consiste & subdiviser I'intervalle [1/2,1[ en &~ 21 sous-
intervalles de longueur = -ZN—TI Pour chaque intervalle, on approche la fonction f par un
polynéme de degré d. Bien que le développement de Taylor puisse ne pas étre le meilleur
choix du point de vue de la qualité de 'approximation, il a I’avantage d’étre tres rapide
a calculer, mais on pourrait par exemple choisir de prendre une approximation minimax,
ou encore adapter la méthode & base de « tables de différences » de Lefevre [107]. Ensuite,
on cherche & résoudre ’équation (1.1) pour le polynéme approximateur et ¢ = 0, ce
que l'on fait en appelant l'algorithme de la figure 1.3, en prenant en compte ’erreur
d’approximation ¢ dans la variable M’. Ce dernier algorithme peut échouer — s’il échoue,
il le fait en temps fini (il ne peut pas boucler). Pour parer & cela, on le rappelle en
divisant la longueur de ’intervalle par deux, jusqu’a ce que soit ’algorithme de la figure 1.3
réussisse, soit on obtienne un intervalle avec un seul nombre représentable, auquel cas on
teste I’élément unique de Pintervalle. Cette procédure permet de garantir que 1’algorithme
est correct : seule sa borne de complexité sera heuristique.

L’algorithme de la figure 1.3 cherche & trouver les solutions z € [| — T, T|] de I’équa-
tion |P(z) cmod 1| < "1\1/7 Pour cela, il utilise la méthode de Coppersmith pour trouver
des petites racines de polynémes modulaires bivariés. Les petites racines contiendront les
couples (z,y) ot x € [| — T, T] est solution de I’équation & résoudre et y = P(z) cmod 1,
avec |y| < 7\41“ Le module est 1. Cet algorithme fait intervenir le parameétre o, qui dé-
termine la plus grande puissance du polynéme Q(z,y) = P(z) + y qui sera utilisée pour
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Entrée : Quatre réels Ny, No, M et ¢ avec un nombre fini de bits apres la virgule,
et trois parametres entiers T, d et .
Sortie : Tous les z € [|N1/2, N1 — 1]] solutions de 1’équation (1.1).

1. to:= {%1] ,T":=T, Res:=().
2. Tant que tg < N1 — 1, faire
3. SiT' =0,

4. Ajouter z = ty dans Res s'il est solution de 1’équation (1.1),

5. to:=tg + 1,T":=T.

6. Sinon,

7. Sito+2T" > Ny — 1, T':=| tazfo=l |

8. tm:=ty + T, P(z):=c+ f (%,ﬂ;) + f (ﬁ,ﬂ;) Et.+ 5@ (%Iulk) 7@%

NI

9. e::(maxa,-e[1/2,1[ [f(d+1)($)|) . w—Ii%ﬁ (71\;7) ’ M':H%-

10. Utiliser ’algorithme de la figure 1.3 pour trouver les solutions de I’équation
|N2P(z + tr) cmod 1| < 357, avec z € [| — T', T"|].

11. Si l’algorithme de la figure 1.3 échoue, T":={T"/2],

12. Sinon,

13. ajouter & Res les solutions trouvées qui satisfont I’équation (1.1),

14. to:=to + 27"+ 1,T":=T.

15. Renvoyer Res.
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F1G. 1.2 - L’algorithme de résolution de 1’équation (1.1).

Entrée : Un réel M avec un nombre fini de bits apres la virgule,
un polynéme P(zx) et trois parameétres entiers 7', d et a.
Sortie : Tous les z € [| — T, T|] tels que |P(z) cmod 1| < &

1. nz:ﬁgj_l_%égj-_?l_

2. Soit {e1,...,en} = {z'y/,0 < i + dj < da}.

3. Soit {g1,...,0.} = {z* (P(z) + v’ ,0 < i+ dj < do}.

4. Créer la matrice B de dimensions n x n pour laquelle By est le
coefficient du monéme ¢; dans le polyndéme g, (T:L‘, ﬁy)

5. LLL-réduire le réseau engendré par les lignes de la matrice B.

6. Soient by, by deux plus courts vecteurs pour la norme ¢;.

7.Si |[b1|l1 = 1 ou |[bafl; 2 1, renvoyer ECHEC.

8. Soient Q1(z,y), @2(z,y) les polynémes correspondant & b; et bs.
R(z):=Resy(Q1(z,y), Q2(z,y)). Si R(z) = 0, renvoyer ECHEC.

9. Renvoyer tous les z € 7\,1;[| — T,T|] racines de R(z).

F1G. 1.3 — L’algorithme de recherche de mauvais cas du polynéme P(z).
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construire le réseau euclidien. A I'étape 5, nous réduisons ce réseau. Pour effectuer cela, on
peut utiliser I’algorithme LLL [112], ou n’importe laquelle de ses variantes, par exemple
celle décrite au chapitre II-3.

L’algorithme peut échouer de deux fagons différentes : la premiére source d’échec est
que la réduction de réseau ne renvoie pas assez de vecteurs suffisamment courts, et la
seconde est que les deux polyndémes correspondants aux deux vecteurs courts trouvés ne
sont pas algébriquement indépendants. En faisant croitre arbitrairement la dimension et
en fixant les parametres convenablement, on peut faire en sorte de ne jamais étre dans la
premiere situation. En fait, & aide du théoréme 3 (page 15), nous fixerons toujours les
parameétres de telle sorte que ’on obtienne au moins un vecteur suffisamment court. Cela
ne garantit pas qu’il y aura deux vecteurs assez courts. Pour ce deuxieme point, si ’on fait
croitre arbitrairement la dimension du réseau, la méme condition pour le premier vecteur
(a des facteurs négligeables prés) assurera aussi que le deuxiéme vecteur renvoyé par
Ialgorithme LLL sera suffisamment court. En dimension fixée, deux choix sont possibles :
soit renforcer la condition sur le premier vecteur pour qu’on soit certain d’avoir deux
vecteurs suffisamment courts, soit supposer que ’algorithme LLL renvoie des vecteurs de
longueurs similaires quand on lui donne en entrée une base « aléatoire », ce qui s’observe
assez bien expérimentalement?®. Nous avons choisi la deuxiéme solution, car nous sommes
obligés, dans 1’état actuel des connaissances sur la méthode de Coppersmith multivariée,
de faire des hypotheses heuristiques pour nous prémunir contre la seconde source d’échec.
En effet, on ne sait pas comment écarter la possibilité que le résultant calculé soit nul.
Ainsi, les analyses de complexité que nous effectuerons seront correctes sous I’hypothese
qu’a l’étape 8, le résultant calculé n’est jamais nul, ou qu’il ’est tres rarement, et que, dans
le cas ou la dimension est fixe, les deux premiers vecteurs renvoyés par I’algorithme LLL
a ’étape 5 sont de longueurs similaires.

A Pétape 6, la construction des polynomes (), et (), a partir des vecteurs by et b,
est simple & effectuer. Pour une colonne qui correspond & un mondme z'y?, on multiplie
le coefficient par M7 et on le divise par T¢. On reconstruit ensuite le polynéme en lisant
ses coefficients et en utilisant la correspondance entre coordonnées et mondémes donnée
par les eg. A I’étape 9, il s’agit de trouver les racines entiéres d’un polynoéme a une seule
variable. Cela peut étre réalisé par exemple en les cherchant modulo p, ou p est un nombre
premier supérieur & 27

Dans les algorithmes des figures 1.2 et 1.3, les calculs sont décrits avec des nombres
réels. Il est possible de les remplacer par des nombres réels avec un nombre fini de bits
non nuls apres la virgule. En effet, si I’on remplace le polynéme P de 'étape 8 de l'al-
gorithme de la figure 1.2 par un polynome P dont les coefficients approchent ceux de P,

il suffit que pour tout z € [—%, %], on ait [N - [P(z) — P(z)]| £ 57. On peut donc

28Pour un réseau « aléatoire » L, les minimas sont tous du méme ordre de grandeur 3 des facteurs négli-
geables prés : (det L)ﬁf. Il en est donc de méme pour les vecteurs renvoyés par ’algorithme LLL. Nous
ne savons pas a priori si les bases générées sont aléatoires dans un sens qui serait & déterminer, mais ’heu-
ristique sur les longueurs des vecteurs renvoyés par ’algorithme LLL semble vérifiée expérimentalement
dans notre situation, pour des fonctions f transcendantes.
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par exemple arrondir tous les coefficients de P(z) vers un réel le plus proche qui n’a
que lgM' + 1gN, + lg(d + 1) bits apres la virgule, et remplacer M’ par [M'/2]. Si 'on
veut ne manipuler que des entiers, il convient alors de multiplier tous les coefficients
de P par une puissance de 2 adéquate. A I'étape 3 de l’algorithme de la figure 1.3, on

remplacera les polynémes g, par les polynémes z' <M’N2NdP < ) + y) (M'NyNg)*—7

pour 0 < i+dj < da, modulo M'NyN¢, et avec |z| < T et [y| < NoNZ. A 'étape 7, au lieu
de comparer les normes avec 1, il faudra alors les comparer avec (M'N7)®. Nous garde-
rons la description avec des nombres réels, pour ne pas introduire de difficultés techniques
superflues.

Théoréme 24. Pour tout choir de paramétres T,d et «, l'algorithme de la figure 1.2
est correct. Cela signifie qu’il renvoie bien toutes les solutions de équation (1.1) dans
Uintervalle [1/2, 1], pour les quatre réels Ny, No, M et c.

Démonstration. Comme on teste toutes les solutions renvoyées, il suffit de vérifier que
toutes les solutions de 1’équation (1.1) sont bien calculées. Soit z € [|N1/2, N;—1]] une telle
solution. L’entier z fait partie de I'un des sous-intervalles considérés. Soit [|t,, —T", tm+T1"|]
Iintervalle contenant x qui ne fait pas échouer ’algorithme de la figure 1.3 et qui comporte
plus d’un élément. On a, d’apres le théoréme de Taylor-Lagrange :

+ Ny f <N1> — ¢ cmod 1]

|[NoP(z — t) cmod 1| < | NoP(z — ty) — Nof (N)
1

< e+ L
= M
1
< —.

MI

Ainsi, il nous suffit de prouver que ’algorithme de la figure 1.3 fonctionne correctement

lorsqu’il ne renvoie pas ECHEC. Soit y = — Ny P(z —t,,) cmod 1. Le couple (z —t,,, ) est
une racine du polynéme N, P <”’—J](,—tﬂ> + y, modulo 1. Par conséquent, il est aussi racine

de tous les polynémes g, modulo 1, et donc de leurs combinaisons linéaires entieres. En
particulier, il est racine des polynémes @, et (Jo modulo 1. Par ailleurs, on a :

1
MI

!

|z —tm| <T" et |y| <
Comme les vecteurs b; et by sont de normes ¢; plus petites que 1, on en déduit que le
couple (z — t;,,y) est racine des polynémes ; et @y sur Z. Ainsi, si R n’est pas nul,
alors z est une racine entiére de R sur Z, et sera trouvé a I'étape 9 de Palgorithme de la
figure 1.3. O

1.2.4 Principaux résultats.

Tous nos résultats de complexité sont heuristiques, et sont énoncés sous I’hypotheése ou
I’algorithme de la figure 1.3 n’échoue jamais a cause d’un résultant nul. Des hypotheses
similaires sont usuelles dans le domaine de la cryptographie [26, 123, 124]. Dans notre
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contexte, cette heuristique s’avere valide tres souvent dans le cas de fonctions transcen-
dantes, mais elle peut échouer complétement pour certaines fonctions algébriques. Nous
évoquerons ce probleme & la section 1.7. Le résultat ci-dessous est prouvé a la section 1.5.

Théoreme 25. Soient M, Ny, Ny et ¢ quatre réels avec M Ny > Ny. On définit m = lgM,
ny = lgNy et ny = 1gN,. Soient o et d deux entiers tels que o > logd. Supposons que
lon fasse tendre a vers +oo lorsque le produit M NyNy croit. Supposons enfin qu’au-
cun résultant calculé ne soit nul. Alors l'algorithme décrit auzx figures 1.2 et 1.8 résout
I’égquation (1.1) en temps Pol(ny, ny, m, d, a)%, tant que :

2
t(1+51)<min<n1-m+n2+0(l) (n_lj___nl)_Jr 2)’

d+1 T A (m e+ ny)

quand « tend vers 400, avec t = 1gT et :

1
6 = 0(1)+o<l),
m+ ng a
= —0(e®) + - 0@) + (m + )0 (1) + (m )0 [
27 mtn m 4+ ne 1 oY m e a? )’

Dans ’énoncé précédent, les quantités 1,2 et « O(1) » sont vouées & étre négligeables
quand les différents parametres augmentent correctement les uns relativement aux autres.
Si on les néglige, le théoreme donne deux bornes supérieures a T, c’est-a-dire a la taille
des sous-intervalles que 'on sait traiter en une seule réduction de réseaux, pour un jeu
de parametre donné. Puisque la complexité est polynomiale quand on se restreint a un
sous-intervalle (et croit polynomialement avec les parameétres d, m, &), le but est de choisir
les parametres de telle sorte que 'on puisse prendre 7' le plus grand possible. La premiere
borne supérieure de T permet de garantir I’acuité des approximations polynomiales, alors
que la seconde assure que suffisamment de vecteurs courts sont renvoyés lors de I'utilisation
de la méthode de Coppersmith.

Dans le cas de la recherche des mauvais cas pour ’arrondi des fonctions mathématiques,
nous sommes limités par la condition M = O(2"), et nous obtenons ainsi le résultat
suivant :

Théoréme 26. Supposons que Ny = 2™ et Ny = 2"t aqvec e € {0,1}. Soit € > 0.
Supposons que d = 3, M =27, ett = 5(1—¢). Supposons enfin qu’aucun résultant calculé

ne soit nul. Alors on peut choisir « de telle sorte que l'algorithme décrit aux figures 1.2
et 1.8 résout I’équation (1.1) en temps Pol(n)22(+9).

Démonstration. Sil’on fait tendre o vers +oco, on a :
?

g = louy+o(l),
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On fixe o suffisamment grand pour que les « O (1) » de € et &, soient plus petits que €
en valeur absolue. On obtient ainsi, pour n tendant vers o0 :

1
lgll < O(“)_*—g?
n

lea] < O(1) + ne.

Finalement, ’équation & vérifier devient :

1 . (7 n

t(14+0(=) +e) < min (5 - 0(1), 5(1 - 2) +O(1)) ,

n
pour n tendant vers +oo. Quand ¢ et n sont plus grands que certaines constantes, alors
en prenant ¢ = 2(1 — 4¢), on obtient le résultat escompté. O

Dans le cas du générateur pseudo-aléatoire de la définition 31, on obtient le résultat

suivant :

Théoréme 27. Soient N; = 2™ et N, = 2", Supposons que M = 2m+m2)*  Noys
choisissons d = ©((n; + ny)?), @ = O(ny + na), et T = %1 pour une certaine constante c.
Alors, sous Uhypotheése qu’aucun résultant calculé ne soit nul, l’algorithme décrit auz
figures 1.2 et 1.8 calcule les solutions de ’équation (1.1) en temps polynomial en ny et ny.

Démonstration. Avec ce choix de parametres, on a, pour n; + ny tendant vers 400 :

1 1 1
= 0! ——— 0 =0
o ((”1+”2)2> - (”1+"2> (n1+n2>
1

go = O()+0 ( ) +0(1)+0(1) =0()

TL1+TL2

L’équation que t = 1gT doit satisfaire devient donc :

; <1+0 <m>> <y — O(1).

Ceci nous donne le résultat annoncé. O

On peut remarquer que méme si la complexité annoncée dans le précédent résultat
est polynomiale, le calcul reste extrémement coiiteux. Si nous prenons 1’algorithme décrit
au chapitre II-3 pour réaliser la réduction de réseau, la complexité « O(d*(d + n)(d +
log B) log B) » devient ici :

O(((ny +m2)?)* - (ny 4+ m2)* - (1 4+ 12)*)?) = O((m1 +n2)™).

Pour aboutir & cette borne, nous avons borné la dimension du réseau par O(a?) car on
peut se contenter de réduire le réseau engendré par les lignes pour lesquelles 0 < 1+ 7 < «
(voir la section 1.5). Par contre, cela ne diminue pas le nombre de colonnes, bien qu’il soit
vraisemblable que ’on puisse en supprimer. Enfin, pour la borne sur les longueurs des
vecteurs au début de la réduction, nous prenons un réseau dont les entrées sont entieres,
comme nous ’avons expliqué plus haut (& la fin du paragraphe 1.2.3).

On peut noter qu’en fait O (M> bits suffisent au lieu de (n; + ny)? pour aboutir

log ny
a une complexité polynomiale. Plus généralement, quand on considére une fonction de v
variables, il est semble que la borne devienne ((n; + np)”*') bits (voir la section 1.6).
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1.3 Une premiere analyse de Palgorithme.

Dans cette section, nous donnons une premiere analyse naive de notre généralisation de
I'algorithme de Lefevre, qui ne permet pas d’obtenir les bornes de complexité annoncées
a la section 1.2, mais permet d’introduire simplement les idées que nous utiliserons aux
sections 1.4 et 1.5 pour améliorer ces bornes de complexité. Dans cette optique nous
considérons en détail dans la présente section le choix de parameétres d = o = 2.

1.3.1 Deux bornes dans 1’analyse de complexité.

A I'étape 8 de I'algorithme de la figure 1.2, nous approchons la fonction f par un
polynome de degré d. Ce polynome est le développement de Taylor a l'ordre d de la
fonction f au point %,ﬂ; Par conséquent, pour tout = dans cet intervalle, grace & la formule
de Taylor-Lagrange, on a la borne d’erreur :

Td+1 T d+1
166) = P < (e 9001 ) - s <5 ()

Pour que la quantité M’ (calculée & I’étape 9 de I’algorithme de la figure 1.2) ne soit pas
beaucoup plus petite que la quantité M, il suffit d’avoir :

T d+1 1
KNy | — < —. 1.2
(N> . (1.2)

Nous appelons cette condition la condition de Taylor. Elle implique que M' € [M/2, M].
La raison pour laquelle nous prenons M' proche de M est que la borne sur 7' liée a
Iétape de réduction de réseau augmente avec M'. Ainsi, si M’ est petit, la borne sur T
sera plus petite, et il y aura plus de sous-intervalles & considérer, ce qui augmentera le
cout de la méthode. On peut interpréter cela de la maniére suivante. Avoir un grand e
revient & prendre un petit M, a cause de la somme € + ﬁ Par ailleurs, si M est petit,
I’équation (1.1) impose moins de contraintes, et donc elle devient plus difficile & résoudre.
Moralement, quand M est fixé, mieux vaut prendre M’ proche de M, sinon cela revient a
résoudre 1’équation (1.1) avec un M plus petit.

La deuxiéme borne vient de la réduction de réseau. Si on lui donne en entrée une
base d’un réseau L, I'algorithme LLL renvoie une base réduite, dont le premier vecteur
satisfait |[by|| < 24mL(det L)amz. Ainsi, pour étre certain que la réduction de réseau de
I’étape b de I'algorithme de la figure 1.3 renverra au moins un vecteur suffisamment court
pour la norme /5, il faut s’assurer que v/dim L - 24™ L (det L)@z < 1. En réalité, on veut
s’assurer que ’algorithme LLL renverra au moins deux vecteurs de normes #; plus petites
que 1. Il convient donc en fait d’utiliser I'inégalité suivante, qui provient du théoreme 3,
page 15, et du deuxiéme théoreme de Minkowski, page 13 :

detL)dimﬁ

o] < 24™ LNy (L) € 29™Ly/dim L (
M(L)
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Par conséquent, on cherchera a satisfaire I’équation suivante, que nous appelons condition
de Minkowski :

1

, TmiT

Jam - gdim (detL <1 (1.3)
A(L)

Comme dim L va tendre vers +00, le terme « v/dim L » deviendra négligeable, de méme
que le « —1 » en exposant?®. Si I’équation ci-dessus est satisfaite, la seule cause d’échec
possible dans 'algorithme de la figure 1.3 est la nullité du résultant calculé a I’étape 8.

1.3.2 Premiére analyse de complexité.

La condition de Minkowski est relativement simple & expliciter. En effet, nous disposons
d’une base triangulaire du réseau L a réduire, ce qui rend aisé les calculs de sa dimension
et de son volume, ainsi que la minoration de son premier minimum. La forme triangulaire
de la base est apparente si ’on ordonne les monoémes (miyj)ogierjgda par valeur de i + dj
croissante, et par valeur de j croissante en cas d’égalité. On ordonne les lignes de la méme
maniere. Par exemple, pour d = 2 et a = 3, nous avons une matrice de la forme :

1 T :132 y ms Ty $4 ny y2 .’135 .’1?3:!/ myZ :136 51341/ $2y2 yS
1
T
T2
1
- 0 T M
T3
_ _ I
MI
T4
T2
- - - M
1
- - - - - - - - (MI)2
TS
— _ _
M! T
- - - - - - - - (M")?
TG
— _ R Al
M o
- - T -7 T e
- . - 1
- - . _ ”‘ - - - - - - - (M’)3

Les entrées de la matrice avec des « — » sont celles qui peuvent étre non nulles.
On obtient assez aisément la dimension du réseau :
(a+1)(da+2) d

dim L = ; = 5(012 + O(a)).

29Dans la suite, on utilisera implicitement cet argument sur le deuxiéme vecteur renvoyé par l’algo-
rithme LLL. Il se généralise sans difficulté & un nombre fini quelconque de vecteurs courts, quand la
dimension du réseau tend vers +co.
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De méme, son volume est facile & calculer puisqu’il suffit de prendre le produit des termes
diagonaux de la matrice :

det [, = T (€+0() (1)~ #(a*+0(e?)

On minore A;(L) en utilisant le fait que pour toute base bi,...,b,, on a A\ (L) >
min; ¢, ||b}|| (voir le chapitre I-1). Ici, les ||bf|| sont simplement les termes diagonaux
de la matrice. Par conséquent, on obtient :

A(L) = (M)~

Cette étude du réseau permet d’expliciter la condition de Coppersmith, c’est-a-dire
I'équation (1.3) :
902 +0(@) ph(a+0(1) pr~F(@+0(D) < 1

ol I'on a utilisé les relations M’ > M/2 et v/dim L = 230(®),

Soit ¢ > 0. On choisit « suffisamment grand pour que les deux termes « O(1) » de
I’équation ci-dessus satisfassent O(1) < §a. L’équation (1.3) est donc impliquée par :

O(l)T%(H%)M*%(H%) <1,
Par conséquent, si 79 < M~ et si T et M sont suffisamment grands (plus grands
qu’une certaine constante), alors la condition de Coppersmith est satisfaite. On en déduit
que si la condition suivante est satisfaite, il existe un algorithme de complexité en temps
heuristique Pol(ny, ng, m, d)%} pour résoudre 1’équation (1.1) :

Y .
T < min (—————I—I—,Mrlue) .

(MN,K )&+t
Nd+! 2dlj-1 +e Nat+! 2d1+1 —€
Si on peut choisir M, alors, en prenant M = (WZLK‘) et T = (WZLIZ) , on

aboutit a un algorithme de complexité :

4 _ e
Pol(ny, g, d) NFF (N, K ) s te,

1.3.3 Lecasd=a=2.

Dans ce paragraphe, nous analysons en détail le choix de parametres d = o = 2, car il
s’agit des parametres les plus simples qui permettent d’améliorer I’algorithme de Lefevre.
Ces parametres sont aussi particulierement intéressants en pratique pour la recherche des
mauvais cas pour ’arrondi de fonctions.

Commencons par donner la forme explicite du réseau & réduire. On écrit P(z) =
ap + a1z + ayz? (le polyndéme P correspond au début du développement de Taylor de la
fonction f en ). Alors le réseau a réduire est celui engendré par les lignes de la matrice B

. Nl
sulvante :
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T
T2
I T2 L1
Nzag Naa1 )y Nzaz—*le 7
T3
2
rakel e T
NgaoT Noaj N7 Nzaz i
T4
3 4 2
2 T T T
NaaoT Noaiyr Nzag Ty T
3 2
N2ag2 2N2agay - N5 (2apa a 2 2Ngag-Lr 2N2a1ag Lo 2Noay —L— N2a2T 2Npag —bem o A
205 20001 Ny 3 (20002 +a?) N2 200 377 29102753 201 5 a7 Fer T 2RI W2

La dimension de ce réseau est 9, et son déterminant est ( M,)5 Ainsi, pour obtenir

un vecteur de norme £; plus petite que 1, il suffit que T'® = O(M?®). En général, les
vecteurs renvoyés par 'algorithme LLL sont de longueurs similaires, de telle sorte que
si T' = O(M?), alors on s’attend & obtenir deux vecteurs suffisamment courts. Ainsi, en
utilisant a la fois les bornes de Taylor et de Coppersmith, on obtient la condition :

_ ; M 5/13
T—O<m1n<(MN2)l/3,M i

. . NSQ/ZS N15/28
Le choix optimal pour M est donc M = —ng, ce qui permet de choisir 7' ~ —15/-23‘- Dans

le cas ol N; = N, = N, ces équations se 51mp11ﬁent en M ~ N3/ et T ~ NE’/14

En fait, on peut exhiber un sous-ensemble de lignes de la matrice ci-dessus pour lequel
la borne de Minkowski A;(L) < v/dim L - (det L)@t est beaucoup plus avantageuse : le
réseau que nous avons considéré contient un sous-réseau de borne de Minkowski beaucoup
plus faible. Cela vient du fait que des coefficients de la matrice B sont nettement plus
petits que le coeflicient diagonal qui se situe sur leur colonne. On supprime désormais les
lignes 5,7 et 8, pour obtenir la matrice B’ ci-dessous :

1

T
T2
Naag Nza”g‘—l Nzﬂz% v
NpaoT Naar ke Nzaz%:g =7
NZa3  2NZagar N22(2a0a2+a§)11\% 2Nzag 3 2N§a1a2% 2Nza1 5oy Ngagg_; zwzazﬁgﬁ ot

La dimension du réseau engendré par les lignes de la matrice B’ est 6 car les vecteurs en
question sont linéairement indépendants. Par contre, le déterminant du réseau engendré
est moins facile a évaluer que précédemment car la matrice n’est plus carrée. Suppo-
sons pour simplifier que la borne de Taylor soit fine, c’est-A-dire M N,T? ~ N?. Nous

rappelons que le déterminant du réseau engendré par des vecteurs bi,..., by linéaire-
ment indépendants est det L(by,...,bx) = []%, [|bZ]|, ot les b} sont les orthogonalisés
de Gram-Schmidt des vecteurs b;. Soient bi,...,bg les lignes de la matrice B’. On a

directement les égalités :

Ibill = 1, b3 = 7, 3]l = 72, 3]l = 7.

Ensuite, on a :
6 2 6
, T " = N2 i
2 2N4

2
”b ” (M/)Z ~ a‘2N4’
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1.5. Une premiére analyse de l'algorithme.

car le deuxieme terme est plus petit que le premier (on s’est placé dans le cas ol la borne
de Taylor est fine). Pour finir, on voit que :

T 2
bg:(OOOOOON“ 2Npag s il ~1—)

2 2N47 N12M/’(M/>2
ce qui donne [|b}]| < Nia2 fﬂ puisque I'on s’est placé dans le cas ol la borne de Taylor
est fine. En utilisant le fait que |a;| = O(1), on obtient :
N3T10
det L(B') £ —2—.
LB) S Gy

.. - . N . 12/13
En utilisant la borne de Taylor, on obtient alors le choix de parameétres optimal M ~ "ﬁiﬁ‘s‘
2

N3
et T ~ 4/13 Quand on prend Ny = N; = N, on obtient alors M a N'/13 et T ~ N5/13

ce qui est meilleur que les bornes précédentes.

En pratique, on peut réduire le « grand » réseau : le sous-réseau engendré par les
lignes de la matrice B’ sera lui aussi réduit, et on obtiendra un vecteur dont la longueur
est celle annoncée par I'analyse fine ci-dessus. Par contre, du point de vue de 'efficacité
pratique de la réduction, il vaut mieux supprimer les lignes superflues. On peut aussi
supprimer les colonnes 6,8 et 9 de la matrice B’ avant de la réduire, car ces colonnes
sont des multiples d’autres colonnes dont les coefficients sont plus gros (la colonne 6 est
un multiple de la colonne 5, et les colonnes 8 et 9 sont des multiples de la colonne 7). Il
faudra par contre « reconstruire » ces colonnes avant de calculer les polynomes @ et Q-
a I’étape 7 de 'algorithme de la figure 1.3. Pour faire cela, il suffit d’utiliser la matrice
de transformation calculée lors de la réduction de réseau de 1’étape 6. Cette matrice de
transformation peut étre calculée tres simplement a partir de la base réduite car la base
de départ est triangulaire. Finalement, on peut se contenter de réduire la matrice 6 x 6
suivante :

1
T
T2
"_ T T2 1
B = Naag N2a1~N—1 N2a27v~§ M
T2 Vil
NoaoT Naay 3 Noaz 4

2.2 2 T 2 2\ T2 1 2 T 2 2T
\ Njaj 2Njapaiz; N; (2@0@2+al)ﬁ1§ 2Naag 57 2N2a1aQN—13 N. 203 N

Avec le choix de parametres Ni = Ny = N, M = N/13 ot T = N5/13_ ]a matrice qui
préceéde a la forme suivante :

1
N5/13
B N10/13
N N5/13  N-3/13 p-11/13
N18/13  p10/13 N2/13

N2 NI8/13  pN10/13  A2/13 A2/13 p—6/13
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Dans cette matrice, les entrées sont des ordres de grandeur des entrées de la matrice B”.

1.4 Le cas d = 2.

Dans cette section, nous généralisons I’étude fine de la section précédente pour n’im-
porte quel parametre ¢ > 1, pour un degré d’approximation polynomiale égal a 2.
Dans la section 1.2, nous avions choisi de prendre les polynémes Q; ;(z,y) = 'Q(z, y)’
pour 0 < ¢+ dj < da, ce qui donne 0 < 74 27 < 2a quand on prend d = 2. Ici,
nous considérons la famille restreinte des @Q; j(z,y) pour 0 < 7+ 7 < . Cela revient a
considérer la matrice carrée triangulaire inférieure qui était associée aux (Qi7j)[]<i+2j<2a
et & en conserver un certain nombre de lignes. On obtient ainsi une matrice rectangu-
laire avec Mzifit‘?l a2 9;— lignes et ~ o colonnes (puisque nous conservons la derniére
ligne de la matrice triangulaire inférieure de départ, toutes les colonnes de la nouvelle
matrice sont en général non nulles). La difficulté est désormais d’évaluer le volume du
réseau engendré par les lignes de cette nouvelle matrice : nous allons utiliser la for-
mule det L = [[;cqimy [IP7 ]|, olt les vecteurs b; sont les vecteurs lignes d’une matrice
qui représente une base de L. Une conséquence importante de cette formule est que pour
évaluer le volume du réseau, on peut effectuer des opérations élémentaires sur les lignes
et les colonnes, avec des coefficients réels.

1.4.1 Borne sur le déterminant du réseau.

Nous gardons le méme ordre sur les lignes que dans la section 1.2 : nous ordonnons
les lignes par valeur de ¢ + 25 croissante, puis par valeur de j croissante en cas d’égalité.
Soit B la matrice correspondante. Celle-ci est de la forme :

B
=5 0}
B, Bs
ou la matrice B est carrée triangulaire inférieure et correspond aux lignes et aux colonnes
telles que 0 < i+ 27 < «, et la matrice Bs est rectangulaire et correspond aux lignes telles

que @ < 1+2j < 2aet 0 <i+j < . Ainsi, on a det B = det B, - det Bs. Le déterminant
de la matrice B, est simple a évaluer :

det B, = H (zT)" - Qi (Txaﬂfy> (']
0<i+25<a
i 1 !
- 1 ()
0<i+2j<a

[23

= THOE) ()50,

Il s’agit désormais de borner le déterminant de la matrice Bj. Ecrivons Q(z,y) =

ap + 6,z + azz” + y. Nous considérons les polyn6mes Q;(z,y) définis par : Q =1let
Q;i(z,y) = Q(z,y)’— fc;é (i) (ag+a12)*Qy(x, y) pour 5 > 0 (nous rappelons que (i) est
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1.4. Le casd=2.

le coefficient binomial pour & éléments parmi 7). On vérifie aisément I'identité Q;(z,y) =
(a2x? + y)?. En effet, elle est vraie pour j = 0, et pour j > 0, on a :

-1 .
Qi(z,y) = (ao+az+ az’ +y) - Z (2) (ap + ayz)? F(agz? + y)*
k=0
J j ‘ j—1 j .
= Z (k) (ap + a12)" " (ay2® + y)* — <k) (ap + a12) ¥ (aga® + y)*
k=0 k=0
= (ag2® +y)

On considére la matrice B qui correspond aux polynémes xin(a:, y)pour 0 € i+j < . La
raison pour laquelle nous avons introduit cette matrice est la suivante : son déterminant
est plus facile a calculer que celui de la matrice B — comme on va le voir plus bas — et
en fait, les deux matrices ont le méme déterminant :

Lemme 40. Avec les notations ci-dessus, nous avons : det B = det B.

Démonstration. 11 suffit de montrer que chaque ligne de la matrice B est I’addition de la
ligne correspondante de la matrice B avec une combinaison linéaire des lignes précédentes
de la matrice B. Nous montrons cela par récurrence sur les lignes. C’est vrai pour la
premiére ligne. Prenons la ligne de la matrice B associée & un polynéme z'Q);(z,y). Par
définition des polynomes Q;(z,y) et par hypothése de récurrence, il suffit de s’assurer
que les polynoémes xi'Qj/(x,y) sont dans la matrice B et au-dessus de la ligne associée
au polynéme 7'Q;(z,y), avec j' € [|0,5 — 1]] et i' € [|0,7 + 7 — j'|]. Tout d’abord, on
a0 <4 +j <i+j<a,doncle polynome z¥Q;(z,y) est bien dans la matrice B. De
plus, on a 0 < '+ 25" < i+ j+ 7' < i+ 2j, ainsi le polynéme 7 Q; (7, y) est « au-dessus »
du polynéme z'Q;(z,y). O

La matrice B est de la forme suivante :

- (B 0
B"(o B3>’

otl la matrice B est carrée de mémes dimension et déterminant que la matrice By (on le
déduit facilement de la preuve du lemme qui précede), et la matrice Bj est de la forme :

" a2
Te . A(o/2)

177



Chapitre I1I-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

ou A,(f) (pour I > k) est la matrice triangulaire inférieure ((;)Tz(l_j)a;_j (M")~7 ) ,
o<kl

dont les k premieres lignes ont été effacées. La matrice A,(:) al—k+1ligneset [+ 1
colonnes. On a e = 1 si « est pair, et e = 0 sinon. Pour a =5 :

- A§3) -
T AY
B_g: Agi) 5
T AP
AP
avec par exemple :
Teay T35 0 0
AP = [ TPaZ 2Taq7 T?(—A%I)Q2 0 ]
TSa3 3T'al:- 37%s ()" (&)

A _ T8a3 3T%a3+= 3T"as (
3 T8a4 4T6a§-1\—}7 6T4a§(

. , . . !
Dans le lemme suivant, nous bornons le déterminant de chaque matrice A,(v).

Lemme 41. Avec les notations précédentes, nous avons :

R T s

Démonstration. Nous effectuons la suite suivante d’opérations élémentaires sur la ma-
trice Ag) : tant que cela est possible, prendre la ligne la plus basse dans la matrice qui
commence par le méme nombre de zéros que la précédente, et lui soustraire la ligne
précédente multipliée par a,. Cela ne change pas le déterminant de la matrice, et nous
donne une nouvelle matrice dont la premiere ligne L; correspond aux coefficients du po-
lynome T2t=#) (a2T2z2 + —A%y)k, et dont la ¢-éme ligne est W,—le—_l - L1, décalée de 7 — 1
colonnes vers la droite. On borne le déterminant de cette nouveﬁe matrice par le produit
des longueurs de ses lignes :

l

ik
detA,(:) < H ( = ) (Vk+1-2kT2l[a21k>]

M'T? |
i=k
< 220 | gy [FU—RHD =kt 1) (k) vy~ EERIGEEER

Y

ce qui donne le résultat, en bornant % et [ par «, et en minorant M’ par M/2. U

Nous bornons maintenant le déterminant de la matrice B; en utilisant ce dernier
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1.4. Le cas d = 2.

lemme :

_ “ ati
det By = TLQ/QJHdetAi(L )
i=1

< popen]] (,QQ,«G—;H)T@;iH)a—gﬁ Mﬁ—l)

1=1

< 206 la2|‘;—§+0(a2)T%+0(a2)M—§+0(a2).

En utilisant la borne sur det By, on obtient ainsi :

ad o3

det B < 20<03>|a2|ﬁ+0(a2>T%+0(a2>M—ﬁ+0(a2)_

1.4.2 Borne de Coppersmith et conclusion.

Nous rappelons que la dimension du réseau L considéré est 9‘2—2 + O(a). Puisque le
plus court vecteur de L est de longueur au moins (M')~* (cela provient de la rela-
tion A1(L) > min; ||bf|], ol les vecteurs b; forment une base de L, comme expliqué au
chapitre I-1), 'algorithme LLL renvoie deux vecteurs de normes strictement plus petites

. -1 ‘y
que 1 si 24mL ((2)%det L) ¥ < (M)~ On peut récrire cette relation de la maniére
suivante :

5% +0(a) || EHOWTH+OWM) pr-§+0() 1.

Puisque ay < K % (ay est le coefficient du monéme z? dans le polynéme Q(z,y) =
1

Ny P (Nil) + y), nous obtenons la borne de Coppersmith suivante :
23a+0(1)K1+o(a1.)N21+o(é)T4+o(;g) < MHO(é)wa(é).

Soit € > 0. On choisit « suffisamment grand pour que les « O (é) » soient plus petits
que €. L’équation ci-dessus est impliquée par :

0(1)K1+€N21+ET4+6 < M1—€N12—E-

2 1—-¢
Si T4+2% Ajg—;v;}-) , et si T, M, Ny et N, sont suffisamment grands, alors la condition

de Coppersmith est satisfaite. Nous rappelons par ailleurs la borne de Taylor, que nous

avons obtenue & la section 1.2 :
KM NQT3 < Nf.

Par conséquent, sous 'hypothese que l'algorithme LLL renvoie deux vecteurs dont les
polynomes associés sont algébriquement indépendants, on peut trouver toutes les solutions
de I’équation (1.1) en temps Pol(ny, ng,m,d)%* tant que :

l1—ge
. Ny MN12 1+2¢
< ) .
T mln((MN2K)1/3 (NQK) )
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N . . . NS 17
En prenant ¢ tres proche de 0, on voit que le choix optimal pour M est M = (le) ,

N5
avec 1T ~ (N?

(N1 N5)?/7. En particulier, dans le cas ou Ny = N, = N, la valeur optimale de M est ~
N7 et il y a =~ N*¥7 sous-intervalles & considérer.

1/7
) , ce qui permet d’obtenir un algorithme de complexité heuristique =

1.5 Le cas d > 3.

Nous nous intéressons désormais au cas ou ’on prend un polynéme d’approximation P
de degré d > 3. Pour analyser finement le comportement de l’algorithme dans cette
situation, il nous faut développer une autre technique que celle que nous avons décrite
pour le cas ou d = 2. En effet, dans le cas ou d = 2, le réseau avait une forme tres
particuliére : apres un peu d’algebre linéaire, on s’apercoit que la matrice de la base du
réseau a réduire est triangulaire par blocs, et le déterminant de chaque bloc est facile a
borner. Une telle structure « triangulaire par blocs » parait difficile & faire apparaitre 3°
quand d > 3. Dans cette section, nous montrons comment analyser bien plus finement
’algorithme que nous I'avons fait a la section 1.2. Pour permettre cette analyse plus fine,
nous donnons une borne générale sur les déterminants des matrices d’une certaine forme
assez courante. Cette borne générale peut aussi étre utilisée dans le cas ou d = 2, mais elle
donne des résultats moins intéressants que ceux que nous avons obtenus a la section 1.4.
Nous commencons cette section par la description de la famille de polynémes que nous
choisissons, puis nous donnons notre technique pour borner le déterminant de certaines
matrices, et enfin nous appliquons cette technique a notre contexte.

1.5.1 La famille de polynémes choisie.

Comme dans le cas d = 2, parmi les polynomes Q; ;(z,y) = z°Q(z, y)? pour 0 < i+dj <
da, nous prenons ceux pour lesquels 0 < 7 + 7 < a. Cela fait décroitre la dimension du
réseau que nous considérons de = 4—%—2- a (a+12°‘+2) R~ %2 La matrice B représentant la
base correspondante a ainsi ~ %2 lignes et ~ %1—2— colonnes. Nous ordonnons les lignes et
les colonnes par valeur de i + dj croissante, puis par valeur de j croissante lorsqu’il y a

égalité. La matrice B est de la forme :

B 0
5=(5 5 )
ou la matrice B; est carrée triangulaire inférieure et correspond aux lignes telles que 0 <

1+ dj < a, et la matrice B; est rectangulaire et correspond aux lignes telles que a <
i+dj <daet0<i+j< a Ainsi, on a det B = det B, - det B3. Nous commencons par

30plus exactement, il est possible de généraliser I’étude réalisée pour alpha = 2 en utilisant les Q ;(z,y) =
(agz?+...4a4x%+y)?, mais cela ne fournit pas des bornes aussi intéressantes que I’analyse que nous allons
donner dans cette section. L’utilisation d’autres polynémes auxiliaires comme par exemple les (agz? +y)7
ne fait pas apparaitre de structure aisément exploitable dans la matrice associée.
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calculer le déterminant de la matrice Bj :

. 1
det By = H <($T)l Qi (T xye 37’) [2* y]]>
0<itdi<a
= [ )7
O<itdi<a

= Tea@ 0N ()5 (@*+0(?)

Il s’agit désormais de borner le déterminant de la matrice Bs. Pour faire cela, nous
décrivons au paragraphe suivant une méthode permettant de borner les déterminants de
réseaux donnés par des matrices de ce type.

1.5.2 Une méthode pour borner le déterminant d’une matrice.

La méthode décrite ici est générale, et pourrait étre utilisée dans d’autres situations.
Nous supposons que nous avons une matrice d x n (avec d < n), dont on considére le
réseau engendré par les lignes. Soit B cette matrice. Nous supposons aussi que les entrées
de la matrice B sont bornées en valeurs absolues par des produits de poids sur les lignes
et les colonnes : |B; ;| < L;-Cj, ol les L; sont les poids sur les lignes et les C; les poids sur
les colonnes. Nous dirons qu’une telle matrice est bornée par les produits des L; et C;. Ce
type de matrice apparait en particulier lorsque 1’on utilise la technique de Coppersmith
pour trouver de petites racines de polynomes.

Théoréme 28. Soit B une matrice d X n qui est bornée par le produit de quantités L;
et C;. On rappelle que le déterminant de la matrice B est le produit des ||b}||, ot les
vecteurs b; sont les lignes de la matrice B. On a :

det B <27 (HL)

ot P est le produit des d plus grands C}.

Démonstration. Si ’un des L; est nul, le déterminant de la matrice B est nul aussi car
au moins 'une de ses lignes est nulle. Nous supposons donc maintenant que tous les L;
sont strictement positifs. Soit B’ la matrice B apres avoir divisé la i-eéme ligne par L; pour
tout ¢ € [|1, d|]. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que C; > Cs > ... > C,;
en effet, si ce n’est-pas le cas, il suffit de permuter les colonnes, ce qui ne change pas le
determinant de la matrice B. Il s’agit de montrer que le déterminant de la matrice B’ est
borné par 2 s -y/n - Cy -

Nous prouvons cela par récurrence sur d et sur n. Si n < d, c’est évident car les lignes
sont linéairement dépendantes, et donc le déterminant est nul. Si d = 1, le résultat est
simple & vérifier. Supposons désormais que n > d > 2. Nous effectuons une permutation
des lignes de la matrice B’ de telle sorte que |B] | > |Bj,| pour tout i € [|1,d|]. Cela ne
change pas le déterminant de la matrice B’. Nous appliquons désormais un pivot de Gauss
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partiel a la matrice B’. Pour tout i > 2, nous effectuons la transformation élémentaire
suivante :

B!
Bl « B, - =B
PR TR
ce qui ne modifie pas le déterminant de la matrice B'. On peut en effet supposer que B,
est non-nul car sinon tous les B} | sont nuls, et on obtient le résultat par récurrence sur n
(on enléeve la premiére colonne). Une fois ces transformations effectuées, on obtient une
nouvelle matrice B’ pour laquelle |B] || < C1, Bj; = 0 pour tout i > 2 et |B] ;| < 2C},
pour tous ¢, j > 2. Nous utilisons ’hypothése de récurrence sur la matrice B” qui a d — 1
lignes et n — 1 colonnes et qui correspond aux derniéres lignes et derniéres colonnes de la
matrice B’ :

d(d—1)

det B" < 2752 . —1-(20y) ... (2C,) <2°5° - /n-Cy-... - Cu.

A partir de ce point, on obtient facilement le résultat. 0

Ce résultat doit étre accompagné de plusieurs remarques. En premier lieu, il n’est
pas optimal pour de nombreux réseaux. Par exemple, en utilisant ce théoréme pour la
situation d = 2 de la section 1.4, nous obtenons des bornes plus grandes sur les déter-
minants impliqués, c’est-a-dire plus faibles. Cela s’explique par des spécificités du réseau
dont le théoreme ne tire pas de bénéfice : d’une part, il n’utilise pas le fait que les matrices
considérées sont triangulaires inférieures (c’est-a-dire qu’elles peuvent étre complétées en
des matrices carrées triangulaires inférieures en rajoutant des lignes), et d’autre part, il
n’utilise pas les liens éventuels que les coefficients de la matrice ont entre eux. De méme,
on peut utiliser le théoréme 28 pour analyser I’attaque de Boneh et Durfee [26] contre le
cryptosystéeme RSA avec un petit exposant privé, mais la borne que I’on obtient alors est
légérement moins bonne que celle prouvée dans [26].

Par ailleurs, ce théoreme a ’avantage d’étre effectif. Supposons que 1’on veuille réduire
un réseau donné par une matrice bornée par le produit de quantités L; et C;. Avant de
réduire le réseau, en particulier si la dimension est importante, il est tentant d’essayer de
trouver le sous-ensemble des lignes de la matrice qui minimise la borne de Minkowski. Ce
probléme peut ne pas étre facile & résoudre, mais nous pouvons y apporter une solution
grace au théoreme 28 : celle-ci ne sera peut-étre pas optimale, mais elle sera obtenue
efficacement. On procéde comme suit : on range les C; par ordre décroissant et les L;
par ordre croissant ; pour d allant de la dimension de la matrice de départ jusqu’a 1, on
calcule Hf:I(L,-C’,-)l/ ¢ on garde I’ensemble des lignes qui minimise cette quantité, et on
réduit le réseau engendré par ces lignes.

1.5.3 Calcul du déterminant de la matrice B; (introduite au
paragraphe 1.5.1).

Nous cherchons maintenant & borner (det Bs) en utilisant le théoréme 28. Dans ce but,

nous commengons par borner la matrice Bs par le produit de quantités L; et Cj}, ou plus

précisément par le produit de quantités L;; et Cy j» car nous décrivons la matrice Bs &
I’aide de doubles indices.
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Lemme 42. La matrice Bz est bornée par le produit des quantités :

Li; = 2(d+1)KININ,
2]'IT7;I
Ci’,j’ B r—
M7 N N}

Démonstration. La ligne (4, j) de la matrice Bz pour i+j € [[0,al] et i +dj € [Ja+1,da|]
correspond au polynéme (Tz)'Q (Tz, =y)’. Sa colonne (7' + j') pour ¢ + j/ € [la +
1, dal] correspond au coefficient de ce polynéme pour le monome "y, Ainsi, en utilisant
la notation Q(z,y) = P(z) + y, et en définissant Bs|(%,); (i, ;)] comme 'entrée a la
ligne (i, 7) et & la colonne (7', j') de la matrice B, on a :

Bl < @2 (@ (o)) B

: 1 i
< T (Q (IT, M‘,l/)) (" 7]

N
~
—
-
TN
X S,
~—
—~
g
—_~
8
=
e
-
=
N
-
Ned
o
| SS— |
5,
‘L\
Q\

J
d J=J
2jTi(M/)—j' |:Z aka:Ik} {xi’ai].

k=0

/AN

Par ailleurs, nous avons ax < K —11\%%, ce qui nous permet d’écrire :

\Bsl(i, ) ()] < PEIITINGT (M) [Z (%)} " e
< YKIITINIT (M) (__—)i’—i {
< (29(d+ 1)K NiND) (L) .
>

Dans la derniére inégalité, nous avons utilisé la minoration M’

Grace au lemme ci-dessus, nous pouvons désormais utiliser le théoréme 28. Cela nous
permet, d’obtenir :

a4
det By < 25100 . /4. L - C,

ou L est le produit des L; j pour i+ j € [|0,c]] et i+ dj € [Ja+ 1, de], et C est le produit
des (dim Bj3) plus grands C; ; pour i+dj € [|a+1, da|]. Dans la borne supérieure ci-dessus,
certains termes sont faciles & évaluer : nous commencons par ceux-la.
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Lemme 43. Avec les notations ci-dessus, on a :

dny = (3~ 57) @ +0@),

2_
L = QO(as)(dJr l)o(aS)KO(aS)NF;dl(a3+O(a2))NQ‘ZT%(a%O(az))'

Démonstration. Pour la premiére relation, on écrit :

dim B; = dim B — dim B; = —;-(a2 + O(a)) - 51(-1—(&2 + O(a)).

On s’inspire de cela pour montrer la deuxieme relation :

[l (NiV) = (H (Ni'sz)) < I1 (Nf"N;j))
i+jel|0,al]i+dje]|lat1,dal] i+j<a itdio
=1 a a . ol a?

= (NINQ)é(a3+O(a7))N16d( 3+0( z))N2 =z (a®+0(a?))

2_
_ N;—gf(a3+0(a2)) N2d6d71 (a3+o(a2))'

O

Il nous reste donc a évaluer le dernier terme, c’est-a-dire C. Nous faisons cela de la
maniére suivante : nous écrivons C < 200" [[i== k¢ o ¢, est le nombre de paires (4, §)
telles que ¢ + dj € [|a+ 1,daf] et :

(t—mn1)i— (m+ny)j €k, k+1]

avec t = IgT, n; = IgN;, m = 1gM et ny, = IgN,. Enfin, le paramétre de sommation 7 est
choisi maximal (kna.x et 7 sont négatifs) tel que Z:g"a cx > dim Bj, c’est-a-dire de telle

sorte que 1’on ait pris suffisamment de colonnes. On fixe :

b la(t—ny)] s MN, > ( )d,
e |_——(m—l—n2)‘—;—J si MN,; <

Remarquons que si la borne de Taylor est finement satisfaite, c’est-a-dire si M NyT94+! ~
N alors nous avons kpax = [a(t—n;)|. Les figures 1.4, 1.5 et 1.6 permettent de mieux
visualiser les liens entre les indices ¢, j et k. Dans les trois cas, la partie hachurée a déja été
prise en compte dans le calcul de (det B;), et on sépare la surface des indices i, j possibles
(le grand triangle privé de la partie hachurée) en trois zones Z;, Z, et Z3 qui dépendent

s . d d+1
de la valeur de k. La premiere figure correspond au cas ou M N, € [(%%) , (I—VT—l) }, la

[N \ d [N
deuxiéme figure correspond au cas ou M N, € [%}, (yj—%) } , et la derniere figure correspond

au cas ou M N, < %l Il convient de noter que si dans notre contexte on a la liberté de fixer
le parametre M comme on le souhaite, du point de vue de la complexité de ’algorithme,
il est préférable de prendre T aussi grand que possible, et donc d’atteindre la borne de
Taylor. Dans ce cas, on est dans la situation de la figure 1. Pour les trois situations
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S =
£ £
| |
" o .Z“\ “\
3 3 =
3 . 'S ) I
T £ £
= E o~ E
—~ <2 S <
e I e ]
~ 2 ~—r 2

v/ \V/;

o
W 2
\4 WV

k décroissant

[(t —n1)a]

F1G. 1.5 — Lien entre les indices i, j et k lorsque %L

. /%m,,ammd M {3 Is
.

Fi1G. 1.4 - Lien entre les indices 7, 7 et k lorsque (%L)d

j

,./

alk

falias}
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possibles, nous n’étudions & chaque fois que les zones Z; et Z,, car nous allons montrer
que Ta correspond toujours a un indice k£ qui se situe dans Z,.

Pour borner C, on procéde en plusieurs étapes : tout d’abord, on estime ¢ en fonction
de k, puis on détermine 7 & partir du fait que ’on connait la quantité dim Bs, ce qui nous
permet de finalement majorer C.

Lemme 44. Avec les notations qui précédent,

1. Sz ‘< <MN, < (»)dleta—>oo:

e ;'“:,;’;ﬁmw (1+0(2) si ke |l ¢t —n)a| (2)
(t-n1) m+n2) (1+O< )) st k€ [d(t_nl)a7 :LT%EZE] (Z2)

2 i M < MN, < () eta— o0 :

T

Nz

m+n2){((t—n1 )d+m+ng

| ) S (1+0(2) s ke [t-m)e, ] (z))
k
m (1+O (al“)) st ke [~(m+n2)a, (t—nl)a] (ZQ)

8. 51 MNy < %eta—}oo:

o { : kd+a(m4ns) ) (1 +0 (.é)) s1 ke [—(m+ ng)a, ﬂ;m—)a] (Zl)

m-+ng)((t—n1)d+m+ns

e (140 (1)) si kellt—m)a,—(m+m)al (Z2)

A partir du résultat précédent, on déduit directement que :

Lemme 45. Avec les mémes notations,

1. Sz'(N) <MN, < ( )d+1eta—>oo:

t— (=k+(t—n)o)? 1 - —(m4n3)
( nl)ac _ 2(n1—t)(d(t—7zl)jm+nz) (1 +0 (5)) si ke { T = m)a
=

B ey (L0 (1)) si k€ [d(t = ny)a, =mimale )

2(n1—t}(m+ng

2, Sz‘A’TlgMN2<( )d et — 00 :

~=

—{m+tny)a m+n 2
d —d(k—l————za) 1 . —(m+n2)a
o= | Tt (10 (2) s ke [(t = na, ke

2 .
n —51 + sy (LT 0 (3)) sik € [=(m +ma)a, (t —mi)a]

3S. SiMN2<ﬂTLeta—>oo:

._(m-(ii-nz)a ——d(k—|— m+ng a)2

1 ; —(m+ns)a
o = { 20mtna)({t—n1)dtmtny) (1+0(3))si ke {—(m +np)a, “Tz—]
2-1)(m 242d(d—1)ak .
I=k “ ;zi(((ttZZgj—l——lr_niSlz)l) (14+0(2))si k €[(t—ni)a,—(m+ n2)al.
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Cela nous permet d’établir la valeur du parametre 7, dans le lemme 46. De maniere
amusante, les cas Z; et Z, se regroupent :

Lemme 46. Avec les mémes notations :

T:{ —/ (i —t)(m+ny) si MNye |%,(

_ nmi-t4ming ;
5 St M Ny

&5

)d+1]

I
|z

Ny

)d+ 1 N
T es cas ou

y . . .. . d
Démonstration. Nous ne considérons ici que le cas ou M N, € [(%L) , (

d . R . e
MN, € [ , (%l) ] et ou M Ny < %} pouvant étre traités de maniere similaire. Rappelons
que l'on cherche & trouver 7 tel que :

(t-De —a? o2
k;lck dlmB3+O(a):%—+-—2~+O( )

Grace au lemme 45, on voit que la somme des ¢; pour [ € [—(m +1n9)5, (t — nl)a}

vaut (g—dl + 2d’{g?ft)) (a? + O(c)). Comme on a m+ ny < (d+ 1)(ny —t) (il s’agit de

la. condition de Taylor), on a m + ny < d?(n; — t), ce qui signifie qu’il n’y a pas assez
de termes dans la zone Z;. Toujours a l'aide du lemme 45, on voit que la somme des ¢

pour [ € [d(t — n1)a, (t — n1)a] vaut (2d + —én%%) (a2 + O(a)). La condition de Taylor

nous indique ici qu’il y a trop de termes dans I'union des zones Z; et Z,. Par conséquent,

onarTe€ [d(t — nl),:ﬁ%"zl]. A Paide du lemme 45, on obtient que 7 est la solution

négative de 1’équation :

-1 1_—1+ 72
2d 2 2d  2(ni —t)(m+ny)’

ce qui donne le résultat. O
Dans le lemme suivant, nous estimons les sommes == [¢;.

Lemme 47. Avec les mémes notations,

. d+1
1. Sz%gMN2<(ﬂTL)+ eta— 00, 0N aQ

i‘”‘ e, — t)d + (m + ny) 6—d§d \/(nl —t)(m + ny) (a3 n O(a2)).

2. SiMNgg%}etaﬂoo, on a:

(® 4+ 0(a?)).

Kmax 3d2(t —ny)? — 6d%(t — ny)(m + ny) — (d + 2)2(m + ny)?
D ler=(d=1) P4 ((t — r)d + m 1 ng)

=7«
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Démonstration. Nous ne démontrons ce lemme que pour la situation ot 'on a M N, €

T
A l'aide du lemme 44, on obtient :

d+1
[(%} , N ) ] les deux autres assertions pouvant étre montrées de maniére similaire.

(t—n1)e

Z lcl _ ((t — nl)d — 2(m6—|(-n71,2)—)1(f§23— nl)d +m+ Tl2) ((){3 1 O(O[Q))

= —(m+4ng)e
- d

De méme, on a :

——(m-;nz)cx )
(d*(t —my) — (m+ng) —dr)(m+ny —d7), 4 )
ley = )
2 31— )’ o+ 0l
En additionnant ces deux termes, on trouve le résultat annoncé. O

A partir de maintenant, nous ne considérons plus ici le cas ou M N, < NTL, pour deux
raisons. Tout d’abord, les formules qu’il fait intervenir ne semblent pas se simplifier, et
d’autre part, ce cas n’est pas intéressant vis-a-vis de nos motivations, que ce soit pour le
calcul des pires cas, ou pour inverser une fonction quand les premiers bits ont été perdus.
En effet, dans ce cas-la, on a M N, < Ny, alors que pour la recherche des pires cas, on
a Ny = N,, et dans le cas de l'inversion d’une fonction quand les premiers bits sont
inconnus, on fait tendre M vers 'infini beaucoup plus vite que N;. Le lemme 47 donne
une borne sur C et donc sur le déterminant de la matrice Bs. Cela nous permet de borner
le déterminant de la matrice B.

rd . . / 7 - d+]. -
Théoréme 29. Avec les notations précédentes, si ETL < MN, € (%}) et st @ — 00,
alors on a :

det B < 2O(a4) . (d+1)0(a3) .KO(aa)' (NINQ)%E_'_O(QZ) .2—%‘ /('nl t)(m+nz)(a +0(a )) (MT)O(a )
Démonstration. Nous utilisons la relation :
a4
det B = det By - det B; < 2579 . det B, - L - C,

ainsi que les bornes que nous avons calculées pour chacun des termes. O

1.5.4 Borne de Coppersmith et conclusion.

Nous pouvons désormais conclure l’analyse dans le cas ou d > 3. Nous rappelons que
la dimension du réseau L considéré est % + O(a). Puisque le plus court vecteur de L
est de longueur au moins (M')™* (cela prov1ent de la relation A;(L) > min; ||b¥||, ol les
vecteurs b; sont une base de L, comme expliqué au chapitre I-1), ’algorithme LLL renvoie
deux vecteurs de normes /4; plus petites que 1 si v/dim B - 24™ 8 (M)~ det B)fi’i;nl~§ < 1.
Ceci nous donne la condition de Coppersmith suivante :

90(a?) (d + 1)0(a) . Ko@), (N Nz) 0(1) , 9~ %4/ (nm—t)(m+n2)(at+0(1)) | (MT)O(I) <1
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Nous supposons maintenant que K est constant, que o > logd, et que MN, > N; > T.
Alors, sous I'hypothese que les deux premiers vecteurs renvoyés par I’algorithme LLL ont
des polynomes associés qui sont algébriquement indépendants on peut trouver toutes les
solutions de I’équation (1.1) en temps Pol(ny,ny, m, d, @) 32, tant que :

+ny + O(1) (ny + ny)?
11 (1 — T2 _ (mtna).
t(l+e1) < mln\nl d+1 T 4(m + o) €2/,
avec :
1 1
= m+n20(1)+0<a>
g2 = ! O(a?) + —2 O(a) + (ny +n2)0O : + (m + n2)0 L
m + ngy ™+ ny P a ? )

Nous avons prouvé le théoreme 25.

Négligeons maintenant les termes O(-),e; et &y, qui sont voués & étre négligeables
(Pexploitation rigoureuse des résultats est effectuée au paragraphe 1.2.4). Supposons au551
que Ny = N, = N. Si on peut choisir M, alors en prenant M~ NY#I-1 ot T x N'™ J—

on aboutit & un algorithme de complexité ~ N V&1 Vi On voit ainsi que pour que cette
complexité devienne polynomiale en n = IgV, il faut prendre d = Q(n?).

1.6 Le cas de fonctions de plusieurs variables.

Nous cherchons désormais a généraliser ’étude effectuée aux sections 1.4 et 1.5 a une
fonction f de plusieurs variables. Supposons que f soit une fonction de v variables. On
pose quelques hypotheses simplificatrices pour faciliter I’analyse :

— la fonction f([1/2,1[") C [1/2,1] est C* sur [1/2,1}",

— si My est le maximum en valeur absolue de toutes les dérivées partielles d’ordre d

de la fonction f sur [1/2,1[", alors ’;—?Md <1,

- on prend le méme entier N pour les « précisions d’entrée-sortie » (toutes les entrées

et la sortie ont la méme précision).
Pour simplifier I’analyse, nous supprimons aussi tous les termes ne dépendant ni de T,
ni de N, ni de M : la notation a < b signifie que a < b, a des facteurs multiplicatifs ne
dépendant pas de T, N et M.
On cherche a trouver tous les v-uplets (z1,...,z,) € [[N/2, N — 1|}¥ tels que :

T Ty\ 1
Pl < —, .
jNJ (N, ,N) + ¢ cmod 1' — (1.4)

ou N, M et c sont trois réels avec un nombre fini de bits apres la virgule, et sont donnés
en entrée.

Le principe de la méthode est exactement le méme que dans le cas d’une fonction
d’ une seule variable. Nous subdivisons I’hypercube [1/2,1]" en (%) sous-hypercubes de

cote I Pour chaque sous-hypercube, nous approchons la fonction f par un polynéme de v

189



Chapitre III-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

variables de degré total d, qui est en fait ’ensemble des termes de degré total inférieur
ou égal & d dans le développement de Taylor de la fonction f pris au centre du sous-
hypercube. De méme que dans le cas d’une seule variable, on veut que 'erreur commise
lors de cette approximation soit au plus de 'ordre de %, ce qui nous donne, en utilisant
la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre d :

MT* < N1 (1.5)

Pour chacune des approximations polynomiales P, on cherche les v-uplets (z1,...,1,) €
[| = T, T|)” qui sont solutions de 1’équation :

) cmod 1| £ %

lNP (% g
Pour faire cela, nous utilisons la méthode de Coppersmith & un certain ordre « : on réduit
un réseau correspondant a une famille de polyndmes a v + 1 variables construits a partir
du polynéme Q(zy,...,z,,y) = NP (%, ey %”) + y, en utilisant ses puissances jusqu’a
la a-ieme. Apres avoir réduit le réseau, on obtient au moins v + 1 vecteurs de normes ¢,
plus petites que 1 strictement (si la condition de Coppersmith sur les parameétres T', M
et N est satisfaite), et nous cherchons les (v + 1)-uplets qui sont des racines réelles com-
munes a ces polynémes. Cette derniére étape peut échouer, en particulier si les v + 1
polynomes trouvés sont algébriquement dépendants. Dans ce cas, on subdivise I’hyper-
cube en 2¥ sous-hypercubes et on réessaye la méthode sur chacun de ceux-la. Si le coté
du sous-hypercube considéré devient petit, on effectue une recherche exhaustive. Dans
I’analyse de I’algorithme, on supposera que 1’étape de résolution du systeme algébrique
de v + 1 variables et v + 1 polynémes n’échoue pas. Ainsi, ’analyse consiste uniquement
a borner le déterminant du réseau que I’on réduit, pour obtenir la borne de Coppersmith
correspondante.

1.6.1 L’analyse naive.

Nous commencons par une étude naive du réseau que l'on réduit, comme celle du pa-
ragraphe 1.3, que 'on avait effectuée dans le contexte d’une fonction d’une seule variable.

Nous considérons la famille de polyndmes @; ; = x'(P(x) +y)? pour 0 < (3_1) +dj <
da, ot i = (iy,...,i,),xt =23 ...2% et 3. i= Y ,_, ix. Nous ferons tendre le paramétre o
vers l'infini ultérieurement. Les mondémes qui apparaissent dans cette famille de polynémes
sont les x'y/ pour 0 < (3_1)+dj < da. A partir de maintenant, nous ordonnons ces poly-
ndmes et ces mondmes par valeur de (> 1)+ dj croissante, puis par valeur de j croissante
en cas d’égalité, puis par ordre lexicographique sur les z; (en prenant z; < 5 < ... < T
comme ordre sur les variables). Le réseau L que nous considérons est celui engendré par
les lignes de la matrice constituée par les coefficients des polyndmes Q (T'x, 2-y) vis-a-vis
des mondmes xly’. Ce réseau a pour dimension

&
i = = —(a” O(a”)).
dim L E | 1 (V+1)!(04 + 0(a"))
0 (X ) +djda
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De plus, son déterminant est facile a calculer, puisque la base est triangulaire.

det L — T”l(au+2+0(a”+1))(M/)“nz(a”+2+0(a”+1))

3

avec . o
F= D og(Tipraicda 221 = G

- N — d”
h2 = Z(K(Zi)-l—dj@a] - w2

Nous obtenons par conséquent la borne de Coppersmith T < (M')# . Avec la borne de
Taylor (I’équation (1.5)), nous obtenons :

d
Nda+1
T < min <~—i- Mﬁ) .
Mt

2
Si on peut faire varier M, alors le choix optimal est M ~ N mi—fm, avec T ~ N AT
Dans les paragraphes qui suivent, nous allons améliorer la borne de Coppersmith en
généralisant les analyses des sections 1.4 et 1.5. Nous considérons désormais la famille
restreinte de polynomes constituée des Q; ; avec i et j qui satisfont 0 < (3~ 1)+j < . Nous
appelons B la matrice de la base associée a ces polynomes, et L' le réseau engendré par

les lignes de B. La famille de mondmes reste la méme, de telle sorte que B a (u(-i:n! (@ *1 +

O(a”)) colonnes et son nombre de lignes est :

. I 1 v+1 v
dim L' = [CEE] 1)!((1 + 0(a")).

Le but des paragraphes suivants est de borner le plus finement possible la quantité (det L').

1.6.2 Analyse du cas d = 2.

Nous bornons ici le déterminant du réseau L’ dans le cas ol d = 2. Nous considérons
la famille de polynomes Q; définis par Qp = 1 et Q;(x,y) = Q(x,y)! — i (fc) (ag +
a; - X)7FQr(x,y) si 7 > 0, ot Q(x,y) = ap+a; - x+ag-x?, avec a; - X = y_,_, 01 xTk
et a; - x? = Zkl,kze[ll,,,” @2.,k1 ko Thy Thy - 11 est facile de vérifier que I'on a 1’égalité suivante,
pour tout 57 > 0 :

Qj(x,y) = (az - x" +y)’.

Dans la matrice B, nous remplacons chaque ligne correspondant & un polynéme x'(Q? par
la ligne correspondant au polynéme x()7. Le déterminant reste le méme car la transfor-
mation effectuée peut s’écrire comme une suite de transformations élémentaires chacune
de déterminant 1. Soit B la nouvelle matrice. Celle-ci est de la forme suivante :

- B, 0
B = =
[ 0 B ] ’
ol B est carrée et correspond aux lignes et aux colonnes pour lesquelles on a 0 < (1) +

2§ < a. On a det L' = det B, - det By. Comme la matrice B; est carrée, son déterminant
est simple a évaluer :

det By = T > +0 ) (1) =ra(et?+0(a”™))

b
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Chapitre III-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

avec :
kg = Zog(zi)wjga(z i = 2

- ' e

Ky = Zogi+2jga3 = It

La matrice B, s’écrit :

e Al 7
AL
BZ — T Aa—?i—i—l
T' Agla_—il)
AP
ol Ag) est la matrice (((Z}i))Tz(l—j)agzi)—j(M/)mj)Ogg(ZiKl, dont les lignes pour les-

quelles > i < k ont été effacées. On a ¢ = 1 si « est pair, et e = 0 sinon. Les in-
dices 7 des colonnes augmentent de telle sorte que la matrice A(()l) soit triangulaire infé-
rieure. La notation agz 0= signifie que I’on prend I’ensemble des mondmes apparaissant
dans (30, jeqnw) @2dike) 79, et que chacun de ces mondmes donne un coefficient

dans la matrice. Par exemple, pour v = 2, la matrice A§2) est :

i=0 | ji=1 | i=2
T'az,1,1 Taz,1,2 Ta2,2,2 3\1427
Ta2,1,1 Taz1,2 T4ag,2,2 E—Z,
T4ﬂ2,1,1 T402,1,2 T4a2,2,2 {,,—2:

4
2T%ag,1,102,2,2

4 4,2 T2 T2 T2 1)2
+1402 ) 2T%az,1,202,2,2 T ag 22 | 2a21,1377 2021297 2022237 7
.1,

4 2 4
T%az;,1 2T7ez1,102,1,2

Lemme 48. Soit a; = maxy, o)) |21, |- S on fait tendre a, k et | vers +o00, on a :

det AV < 20 ) gis s ppar

avec .
PR Ul s O((l+ k)")
5 l/! )
O =Y + (v + 1)K — IR + O((L+ K)Y)
o = v+1) ’
T — (v DEY + vl - O((L 4 k))
s (v + 1) '

Démonstration. On généralise la preuve du lemme 41. En effet, on peut voir que :

1) 1\ &I Lolmal k
detAk < H W ((l+1)22T a2) s

k<l

ce qui donne immédiatement le résultat. O
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1.6. Le cas de fonctions de plusieurs variables.

Nous bornons maintenant le déterminant de la matrice B, en utilisant ce dernier
lemme :

_ e ati
det B, = TWQJI—IdetAi(L 1)

=1

o4l w2 9 1041 40 MARETEY AT

v 2 47 s lev—l)1l L V=<
< (20T NM)O D ZERTEpowamsr @7 T v

En utilisant la borne sur det B;, on obtient ainsi :

, 2=+ vt2 =15, 0941, 527 _y_2 42
det L' < (2T NM)O@ g, e p—oamr o pr~ wsieian ©

Puisque 'on a a, < %, I’équation de Coppersmith est de la forme :

T2 (5v=2)+2 & M5.2"—1—u—2N2"+1(u—1)+2_

On a supposé que ’équation de Taylor (1.5) est satisfaite finement, on obtient donc
pour d = 2 les parametres optimaux :

2v+tlap41)—2

M =~ sz—1(10u+11)-3u~4’
2Y (2v+3)—2v—2
T =~ N2 l(aov+i1)-3v—4 ,

2Y~1(6y45)—v—2
ce qui donne un algorithme de complexité ~ N2~ '0ow+11)-3v-4 Pour vy = 1, on retrouve

bien la complexité &~ N*/7 obtenue & la section 1.4. Pour v = 2, on obtient une complexité
de I'ordre de ~ N15/13,

1.6.3 Analyse du cas d > 3.

La matrice B a réduire est de la forme :

_[B 0
o= 5 5]

ol la matrice B; est carrée et correspond aux lignes et aux colonnes pour lesquelles on
a0< (DJi)+dj < a Onadetl =detB-detBs. Le déterminant de la matrice B; est

simple a calculer :

det B; = T”B(a"+2+0(a"+1))(MI)—ng(a”+2+O(a"+1))

7

avec :

Ky = Zog(zi)+djga(zl) = d(l/:-2)!’
1

Fe = DogSitdiced T PEra

Comme dans la section 1.5, on peut utiliser le théoréme 28 pour borner le déterminant
de la matrice Bs.
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Chapitre I1I-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

Lemme 49. La matrice B est bornée par le produit des quantités :
Lij = 29(d+1)"N&DH,

2T
M N+

On utilise donc le théoreme 28, ce qui permet d’obtenir :

Cr g

deth <L- C,

ol L est le produit des L; ; pour (3_i) +j € [|0,af et O i)+ dj € [la+1,del], et C est
le produit des (dim B;) plus grands Cj; pour (>"i) + dj € [|a + 1,dal|]. Dans la formule
ci-dessus, certains termes sont faciles & évaluer.

Lemme 50. Avec les notations ci-dessus, on a :
d—1 1 (
d ( +1)!

S dz 1) Gimi(@ vH24+0(ar )

dlmBg = v+l +O( ))

L <« NV

Démonstration. On a la suite d’égalités suivante :

NED+ NEED+H | . N-(Ci)-g
1] 1] 11 ,

A€l tgelle L da] (Siti<a (Si)rdie
H NED+H N@%(a"+2+0(av+l)),
(Ci+ige
[[ ~NC0 = N-awhme o)y gy oo ),
(Ci)tdia

d

Il nous reste & évaluer la quantlte C. Nous faisons cela exactement comme a la sec-
tion 1.5. Nous écrivons C <« H,c~ mexl 9kek ol ¢y est le nombre de (v + 1)-uplets (i, 7) tels
que (> 1) +dj € [la+1,dal] et :

(t—n) (Zi) —(m4n)jelkk+1],

avec t = lgT n = lgN et m = lgM. Enfin, le parameétre de sommation 7 est choisi minimal
tel que Zkf;“(;‘ > dim Bj, c’est-a-dire de telle sorte que 'on ait pris suffisamment de
colonnes. Comme on a supposé que la condition de Taylor était finement satisfaite, cela
simplifie I’étude par rapport a la section 1.5, car nous n’avons plus que I’équivalent de la
premiére situation & considérer (c’est-a-dire I'équivalent de la figure 1.4). En particulier,

on a:

kmax = (t — n)(a+ O(1)).

Pour borner C, on procede en plusieurs étapes : tout d’abord, on estime ¢, en fonction
de k, puis on détermine 7 a partir du fait que ’on connait la quantité dim B3, ce qui nous
permet finalement de majorer C.

194



1.7. Données expérimentales.

Lemme 51. Si k, a — oo, alors on a :

(t—n)a

=it =n)"+(-m-n)" ., ,
Z a = (l/ + 1)!du+1(t _ n)u (CY + O(CY )))

[ m—il-ina
ROy ~(m + n)a
= V0= )7 () stk e d(t—n)a,——d—],
__(mtn)o

S .- (_( (cm—ny o >(a,,+1+0(a,,))_

= v+DIt=n)dtt v+ DIt —n)*(m+n)
Ce dernier lemme nous permet de déduire facilement les résultats suivants :

Lemme 52. Si o — oo, alors on a :

T o= (1) (m )T
(t—n)a Z/d(n"“t) 4 (m_|_n) — (l/—{-l)dQ((n*t)V(m—Fn))#—l
RN (v + 2l |

d

A partir de ce dernier lemme, il devient facile de borner le déterminant du réseau L' :

det L < N0 ) ity (@ H240(a 1) o iy (nt) (b)) PHT (@440 ().

On obtient ainsi la condition de Coppersmith suivante :

1

n < (n—t)"(m+n)vw.

Si on tient compte du fait que la condition de Taylor m + (d + 1)t < dn est finement
satisfaite, on obtient les valeurs optimales :

1—- L
~ 7T
T ~ N @t

M o~ N@DF-1

v
1

Cela donne finalement un algorithme de complexité &~ N @+ On remarque que pour
le choix de parametre « v = 1 », on retrouve bien les résultats de la section 1.5. Pour v = 2
et d = 3, on obtient une complexité de ’ordre de ~ N?'? » N126,

1.7 Données expérimentales.

L’algorithme décrit dans ce chapitre a été programmé pour les fonctions d’une seule
variable, et est disponible & PURL http://www.loria.fr/“stehle/these. Il a été écrit
en C, et utilise les bibliothéques GNU MP [73] et MPFR [147]. La réduction de réseaux est
réalisée a 1’aide du code décrit au chapitre 11-4, qui implante I’algorithme du chapitre I1-3.
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Chapitre III-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

En ce qui concerne I'implantation de l'algorithme de la figure 1.3 (au paragraphe 1.2.3),
les réels sont multipliés par de grandes puissances de 2 puis arrondis, de telle sorte que
I'on ne manipule que des entiers. Cela a été expliqué a la section 1.2. Pour la résolution
du systeme de deux équations polynomiales sur les entiers, nous essayons de résoudre
le systeme modulo un petit nombre premier p, et de « relever » les solutions a 1’aide
du relevement de Hensel. Si cela échoue, c’est-a-dire si la matrice qui intervient dans le
relevement n’est pas inversible modulo p, on prend un autre nombre premier. On procede
comme cela en essayant un petit nombre de nombres premiers, et si le relevement échoue,
on prend une autre paire de vecteurs suffisamment courts dans la base réduite. Une fois
que l'on a épuisé toutes les paires de vecteurs suffisamment courts, I'algorithme échoue,
et on recommence en divisant la taille du sous-intervalle par 2, comme cela est expliqué a
la figure 1.2.

Il convient de souligner que les estimations de temps d’exécution données aux fi-
gures 1.7 et 1.8 sont extrémement approximatives. En effet, de nombreux parameétres
interviennent dans l’efficacité pratique de la méthode : précision des calculs, type d’algo-
rithme LLI utilisé, parameétres de réduction pour I'algorithme LLI,, ... Un autre facteur
important est la taille des dérivées successives dans la partie de l'intervalle [1/2, 1] consi-
déré : si elles sont petites, on peut choisir des sous-intervalles élémentaires plus grands. Le
code correspondant a ’algorithme décrit dans le présent chapitre n’est en aucun cas opti-
misé : il s’agit plutot d’une preuve de faisabilité, et sert a estimer les ordres de grandeur
des temps d’exécution. Cette implantation est avant tout expérimentale.

Un autre code pour l'algorithme avait été écrit auparavant par Paul Zimmermann
et est disponible a 'URL http://www.loria.fr/"zimmerma/free/wclr-1.6.1.tar.gz.
Cette implantation est restreinte au choix de parametres d = o = 2, utilise une réduction
de réseaux avec une arithmétique pseudo-rationnelle (les rationnels sont multipliés par des
multiples des dénominateurs pour obtenir des entiers), et effectue un calcul de résultant
a la place du relevement de Hensel. Ce code précédent a servi & Paul Zimmermann et &
Vincent Lefévre pour trouver les pires cas pour ’arrondi de la fonction 2% entre 1/2 et 1
en double précision étendue® . On a par exemple le pire cas suivant pour ’arrondi au plus

proche :
15741665614440311501
264

:1.1106.4..11010.6.3.011...,

1.7.1 Recherche des pires cas d’une fonction d’une variable.

Pour la recherche de pires cas pour ’arrondi des fonctions mathématiques, la limite de
faisabilité se situe autour de la double précision étendue (64 bits de mantisse), et il apparait
qu’d ce moment, la méthode (avec d = o = 2) devienne comparable en efficacité avec
'algorithme de Lefevre [108]. Pour n = 64, il semble que le meilleur choix de parameétres
soit d = 3 et @ = 2. A la figure 1.7, nous donnons les temps estimés pour trouver le pire
cas de la fonction exp z pour z € [1/2, 1], en double précision, en double précision étendue
et en quadruple précision, avec a chaque fois les parametres qui semblent optimaux en

31yoir PURL http://www.loria.fr/equipes/spaces/slz.fr.html
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1.7. Données expérimentales.

ntd o M T temps estimé
53 |2 2 253 2198 9.1 jours
53 |3 2 2% 204 7.3 jours
53 |3 2 264 2% 3.8 jours
64 |2 2 264 2239 3.2 ans
64 |3 2 264 22460 2.6 ans

64 |3 2 280 92630 0.8 an
11312 2 211 299 1 69.10° ans
1133 2 2113 94445 3-10° ans
11313 3 2128 24821 095.10° ans

F1G. 1.7 — Temps de calcul estimé pour la recherche du pire cas de exp z sur [1/2, 1], sur
un Opteron 2.4GhZ.

pratique. Les estimations sont données pour un Opteron 2.4GhZ. Une grande part du
temps d’exécution est consacrée aux réductions de réseaux (environ 45%), le reste étant
partagé entre la recherche des racines sur R (environ 45%) et la construction de la matrice
a réduire. Lorsque 'on augmente les parameétres d et « (comme au paragraphe 1.7.3), la
réduction de réseaux voit sa part augmenter trés rapidement, les deux autres contributions
mentionnées ci-dessus devenant négligeables.

Dans les tableaux ci-dessous, nous donnons les bornes de complexité théoriques pour
un certain nombre de petits parametres d et a. Pour un choix de parametres pour d et «,
nous donnons les valeurs m = lgM et ¢ = 1g7" qui optimisent la complexité de la méthode,
qui est & 2°". Pour d = 3, la valeur optimale de M satisfait toujours 'inégalité M > N.
Puisque 'on s’attend & avoir une solution & 1’équation (1.1) uniquement si M < N, dans
les cas ou M > N, on utilise ’algorithme avec tous les choix possibles des m — n bits
superflus ce qui multiplie la complexité par 2™~ ". Cela est pris en compte dans les valeurs
données pour ¢ qui sont en gras. Pour d = 3, cela ne donne pas forcément la meilleure
stratégie : il semblerait qu’en ne satisfaisant qu'une des deux conditions de maniére fine
(et 'autre largement) parmi les conditions de Taylor et Coppersmith, on n’obtient pas la
valeur optimale pour M, mais si on a la contrainte M < NV a satisfaire, cela peut donner
de meilleures valeurs pour c.

Quand la valeur exacte de ¢ est connue (cela signifie que nous avons étudié le réseau
qui intervient et calculé précisément son déterminant), nous la donnons, sinon, nous en
donnons une valeur obtenue expérimentalement.
d=2:

a 1 2 3 1 5 10 |a—o0
t |1/3% 5/13 13/33 27/67 24/59 71/167 | 3/7
~t 0333 0385 0394 0403 0.407 0425 | 0.429
m | 1  11/13 9/11 53/67 46/59 121/167| 5/7
~m| 1 0846 0818 0791 0.780 0.725 | 0.714
c | 2/3 8/13 20/33 40/67 35/59 96/167 | 4/7
~c | 0667 0.615 0.606 0597 0593 0575 | 0.571
dim | 3 6 10 15 21 66 | ~a?/2
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Chapitre ITI-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématigues.

d=3":
« 2 3 4 5 6 7 10 a — o0
t | 3/7 13/29 17/37 22/47  — - YD)
~t 10429 0.448 0.459 0.468 0.474 0.479 0.485 0.5
m 9/7 35/29 43/37 53/47 - - - 1
~m| 1.284 1207 1.162 1.128 1.104 1.084 1.060 1
c | 6/T 22/29 26/37 31/47 - . B YD)
~c¢ |0.857 0.759 0.703 0.660 0.630 0.605 0.575 0.5
dim 6 10 15 21 34 36 66 |~ a?/2

Le choix du degré 3 se justifie d’autant plus si I’on cherche le pire cas d’une fonc-
tion pour 'ensemble des exposants possibles (aprés avoir « ramené » tous les intervalles
vers [1/2,1] par des changements de variable). Cela a en effet ’avantage d’affaiblir la
condition M < N : par exemple en double précision, il y a 2!! exposants possibles, de
telle sorte qu’au lieu d’avoir M < 253, cette condition devient 254 (il y a 254 entrées pos-
sibles). Cela est & nuancer car le temps d’exécution de la méthode dépend fortement de
I’exposant choisi. Pour les fonctions classiques, plus I’exposant est petit, mieux les fonc-
tions sont approchées par des polynomes de petits degrés et moins il y a de sous-intervalles
a considérer. Pour d’autres fonctions, de nombreux grands exposants sont sans intérét,
comme par exemple les fonctions exponentielles et trigonométriques hyperboliques pour
lesquelles on obtient rapidement un dépassement de capacité (I’heuristique liée au « 2%% »
ci-dessus est alors erronée), ou encore les fonctions trigonométriques qui s’approchent trés
mal par des polyndmes quand I’exposant augmente. La situation peut varier fortement
d’une fonction a une autre et d’un exposant & ’autre.

1.7.2 Recherche de pires cas de fonctions de deux variables.

L’étude effectuée a la section 1.6 pourrait étre utile pour trouver des mauvais cas
de fonctions de deux variables, comme par exemple z¥ et tan £. Dans cette situation,
on s’attend & ce que pour un exposant donné, il y ait une solution & I’équation (1.4) si
et seulement si M < N2, ol N = 2" et n est la précision. Quand nous obtenons une
borne M > N2, il faut alors « deviner » m — 2n bits, de maniére similaire au cas d’une
seule variable. Cela est pris en compte dans les estimations de complexité en gras. Les
tableaux ci-dessous généralisent ceux de la section précédente.

d=2:
o 2 3 4 5 o — 00
t 2/7 - — - 11/26
~t 10286 0.295 0.305 0.310 | 0.423
m 8/7 - — — 19/26
~m| 1.143 1.115 1.085 1.040 | 0.731
c 10/7 - - - 4/3
~c | 1429 1.410 1.390 1.380 | 1.154
dim 10 20 35 56 ~a’/6
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1.7. Données expérimentales.

d=3
o 2 3 4 5] 6 @~ 00
t | 2/7 4/13  — ~ — (14718
~t 0286 0.308 0.325 0.335 0.345 | 0.370
m | 13/7 23/13  — - — | 421
~m| 1.857 1769 1.700 1.660 1.620 | 1.520
c | 10/7 18/13  — - - 21/3
~c | 1429 1385 1.350 1.330 1.310 | 1.260
dim | 10 20 35 56 84 | =da®/6
d=4
« 2 3 4 5 6 Q-3 00
t | 2/7 — — — — |1-5713
~t 028 0320 0.340 0.355 0.365 | 0.415
m | 18/7 - — - - | 5?3 -1
~m| 2571 2400 2.300 2225 2.175| 1.924
c 2 — — — - | 2.5713

~c 2 1.760 1.620 1.515 1.445 1.170
dim 10 20 35 o6 84 ~ a’/6

Pour un réseau de dimension 10, le meilleur choix de parametres semble étre d = o = 2,
mais le gain de complexité par rapport a la recherche exhaustive n’est peut-étre pas tres
net en simple précision (24 bits de mantisse), d’autant plus que le coiit de la réduction de
réseaux n’est pas pris en compte dans la complexité annoncée (il est négligeable quand n
est grand). Pour n = 53, le coiit de la méthode est trop élevé. Ainsi, I'intérét pratique
de la méthode décrite n’est pas trés net pour la recherche de pires cas de fonctions de
plusieurs variables, pour les formats de la norme IEEE-754.

1.7.3 Calculs de bornes supérieures pour P’arrondi correct, et
inversion d’une suite de bits.

En quadruple précision (113 bits de mantisse), la recherche des pires cas d’une fonction
d’une seule variable sur un intervalle donné est hors de portée, méme avec de nombreuses
machines qui travailleraient en parallele. Puisque la complexité de 1’algorithme décroit
quand la quantité m augmente (jusqu’a devenir polynomiale en n pour m = O(n?)),
il devrait étre possible de calculer des bornes supérieures sur la qualité des pires cas.
Moralement, on devrait pouvoir déterminer un nombre de bits m > n suffisant pour
décider ’arrondi correct, mais a priori la borne m sera trés grande par rapport a la borne
optimale, qui, dans le modele aléatoire décrit au paragraphe 1.2.1, devrait étre de I'ordre
de n. Malheureusement, bien que tendant vers une complexité polynomiale, le temps
d’exécution requis en pratique reste trop élevé quelque soit la valeur choisie pour m.

Dans le tableau de la figure 1.8, nous nous intéressons a inverser une suite de m bits
suivants les 64 premiers, pour un nombre de départ de 64 bits aussi. La tache qui consiste
a inverser une telle suite de bits est exactement la méme que celle qui consiste a calculer
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Chapitre I1I-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.

n|ld ao M T dimensions des bases | temps estimé
64| 2 2 204 22395 6x9 3.2 ans
64| 3 2 264 292460 6 x 12 2.6 ans
64| 3 2 2100 22695 6 x 12 0.5 an

64| 4 2 2120 925 6 x 15 51 jours
64| 5 3 250 23280 10 x 34 25 jours
64| 8 3 2210 93595 10 x 52 6 jours

64 | 10 4 229 23930 15 x 105 5.5 jours
64|16 5 2400 24355 21 x 261 2.1 jours

Fi1Gg. 1.8 — Temps de calcul estimé pour l'inversion d’une suite de bits générée par la
fonction exp z sur [1/2, 1] pour différents parametres, sur un Opteron 2.4GhZ.

une borne supérieure pour I’arrondi. Nous estimons le temps de calcul qu’il faudrait sur
un Opteron 2.4GhZ pour différents types de bornes et de parameétres.

1.8 Probléemes ouverts.

Plusieurs questions naturelles se posent vis-a-vis de ’algorithme que nous venons d’ex-
poser. Tout d’abord, comme plus généralement dans le cas de la méthode de Coppers-
mith modulaire multivariée, il serait trés intéressant de savoir quand I’heuristique sur la
non-nullité du résultant va étre vérifiée (ou ne pas I’étre), autrement dit de prouver la
méthode, ou de donner des conditions sous lesquelles la méthode fonctionne toujours. En
effet, notre algorithme échoue dans certaines situations. En particulier, si I’on considere la
fonction f(z) = 2= ot n = [IgN] et N est un module RSA, en prenant Ny =~ N, = on/2.
et M arbitrairement grand, on obtiendrait un algorithme qui factorise NV en temps poly-
nomial. Sur cette instance particuliére, notre méthode fonctionne pour de petites valeurs
de d et «, puis le résultant calculé devient toujours nul, ce qui rend incorrecte ’analyse
de complexité. On observe pour cette fonction que 1’algorithme LLL renvoie des vecteurs
significativement plus courts que (det L)ﬁ, ou L est le réseau réduit. Les réseaux qui
apparaissent ici ne sont pas du tout « aléatoires ». Dans le cas de la fonction racine carrée,
la méthode échoue aussi. Cela est incontournable a cause du nombre trop important de

solutions. Par exemple, pour tout nombre pair ny, tout ny > ny/2 et tout nombre z, de

la forme -2%2; avec 7 € [|25,2% |, ona 2",/Zy = 0 mod 1 : il y a environ 2% telles
solutions, qui ne peuvent pas étre calculées en temps polynomial. Plus généralement, notre

méthode semble plutdt mal fonctionner avec les fonctions algébriques.

Du point de vue de la méthode elle-méme, une question centrale est de savoir si
les bornes de Coppersmith que nous avons calculées sont les plus fines possibles. Elles
semblent étre fines pour de petits parametres d et « car nous avons vérifié en pratique
que ’on n’obtenait pas de vecteur nettement plus court que nous le prédisent les bornes,
mais il est possible qu’elles puissent étre améliorées pour de plus grands parametres. En
particulier, il est surprenant que dans le cas ol d = 2 on puisse obtenir de meilleures

200



1.8. Probléemes ouverts.

bornes avec la méthode que nous avons exposée dans la section 1.4 qu’avec la méthode
que nous avons utilisée pour d > 3. Cela nous amene & penser que la technique développée
pour d > 3 ne donne peut-étre pas les meilleures bornes possibles. Deux arguments vont
a l'encontre de la possible non-optimalité de la borne asymptotique m = O(n; + ny)?.
D’une part, cette borne est du méme ordre de grandeur que celle obtenue par Neste-
renko et Waldschmidt [135], comme nous I’avons annoncé en introduction de chapitre.
D’autre part, si les réseaux réduits possédaient des vecteurs plus courts que ceux prédits
en théorie, l'algorithme LLL le détecterait (il calcule une approximation du premier mi-
nimum du réseau donné en entrée), et nous n’avons rien observé de tel en pratique. Ce
deuxiéme argument est faible car le temps d’exécution est trés vite trop élevé pour étudier
le comportement asymptotique de ’algorithme.

Il est aussi légitime de s’intéresser a généraliser les méthodes développées dans ce
chapitre pour les mauvais cas simultanés de deux fonctions f; et f,. Nous abordons cette
question au chapitre suivant, mais dans la limite ou les résultats obtenus peuvent étre
exploités pour I’application que 'on considére alors, c’est-a-dire la technique des tables
de Gal.

D’un point de vue plus pratique, il serait intéressant de voir comment coder effica-
cement la méthode, par exemple en utilisant un code de réduction de réseaux congu
précisément pour les réseaux issus de la méthode de Coppersmith, ou en utilisant d’autres
approximations polynomiales que celles données par les développements de Taylor. On
pourrait aussi essayer de réutiliser une réduction de réseaux faite pour un intervalle sur
I'intervalle suivant, en stockant la matrice de transformation. Une autre idée serait d’op-
timiser le passage d’un intervalle au suivant lorsqu’on trouve un vecteur plus court que
prévu, en ajustant le parametre 7' apres I’étape de réduction. De nombreuses améliora-
tions pratiques heuristiques semblent possibles. Un code qui serait significativement plus
rapide que le code existant permettrait de faire plus de tests pour mieux comprendre
le comportement de ’algorithme : bien que celui-ci soit de complexité polynomiale pour
certains choix de parametres, le temps d’exécution reste trop élevé pour qu’une étude
expérimentale intensive puisse étre entamée.

Du point de vue de la recherche des pires cas pour 'arrondi des fonctions mathéma-
tiques, notre algorithme apporte des améliorations par rapport a la méthode de Lefevre,
mais pas suffisamment importantes pour pouvoir s’intéresser a la quadruple précision.
Est-il possible de construire un autre algorithme ou de modifier celui-ci pour que cela
devienne réalisable ? Une autre question importante que notre algorithme ne résout pas
est celle des pires cas pour I'arrondi de fonctions dont les dérivées peuvent étre particu-
lierement grandes, comme c’est le cas pour sinz et cosz pour de grands exposants, une
fois effectué le changement de variables transformant l'intervalle de départ en [1/2, 1[.
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Chapritre III-1. Recherche des pires cas de fonctions mathématiques.
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Chapitre I11-2

Ameélioration de la méthode de Gal.

Le travail de recherche correspondant d ce chapitre a fait 'objet d’une publication dans les actes de
la conférence ARITH’17 (17th Symposium on Computer Arithmetic) [170]. L’idée expliquée au début du
paragraphe 2.2.2, qui consiste 4 prendre une précision d’entrée différente de la précision de sortie pour
les éléments de la table, a été suggérée par David Defour. FElle nous permis de diminuer la taille des tables
par rapport & la version publiée [170]. Le présent chapitre est ainsi une version améliorée de [170].
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La méthode des tables de Gal, décrite initialement dans [62] puis détaillée dans [63],
est une technique répandue [55, 121, 134] pour implanter efficacement les fonctions ma-
thématiques en précision fixe, en particulier en double précision. Elle permet d’obtenir
des valeurs trés souvent correctement arrondies, sans utiliser, dans les calculs intermé-
diaires, une précision supérieure a la précision d’entrée-sortie de la fonction. La mise en
place de cette méthode nécessite un gros précalcul d’une table de valeurs prises en des
points distingués par la fonction considérée — ou par plusieurs fonctions associées. Nous
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Chapitre III-2. Amélioration de la méthode de Gal.

améliorons la méthode de Gal de deux manieres. D’une part, nous décrivons ce qui est
vraisemblablement le meilleur ensemble de points distingués et expliquons en quoi cet
ensemble permet d’obtenir une meilleure implantation de la fonction, des points de vue
de Defficacité et de la qualité de ses sorties. D’autre part, nous donnons un algorithme
considérablement plus efficace que celui de Gal pour construire les tables en question. Ces
améliorations sont liées au dilemme du fabricant de tables (voir le chapitre III-1) : les
tables vont étre constituées de mauvais cas pour l'arrondi des fonctions mathématiques et
les algorithmes pour les construire sont liés & ’algorithme décrit au chapitre III-1. Nous
prouvons expérimentalement la faisabilité des méthodes décrites ici, en nous intéressant
particuliérement aux fonctions 2%, sin z et cos z, pour z € [1/2,1[, en double précision (53
bits de mantisse). Nous ne nous attardons pas sur 'implantation des fonctions a partir
de ces tables, le but du chapitre étant plutét de montrer comment construire de bonnes
tables efficacement.

Lorsque 'on veut implanter une fonction mathématique sur tout son domaine pour
une précision d’entrée-sortie donnée, on partage souvent le calcul en deux phases : par
exemple, c'est la stratégie adoptée dans [51] pour la fonction exponentielle, ou plus gé-
néralement dans la bibliothéque Crlibm [177]. La figure 2.1 illustre cette stratégie. La
premiere phase, appelée phase rapide, renvoie le résultat correctement arrondi pour une
tres grande majorité des entrées en un laps de temps aussi court que possible. La seconde
phase est la phase précise. Elle n’est utilisée que lorsque la premieére phase ne s’est pas
avérée suffisante pour garantir I'arrondi correct de la sortie, ce qui advient peu souvent.
Elle est plus coiteuse car elle fait intervenir des calculs en précision plus élevée et sou-
vent plus élaborés, mais elle permet d’obtenir un résultat correctement arrondi, quel que
soit le nombre donné en entrée. Elle repose souvent sur la stratégie en peaux d’oignon
de Ziv [191], qui consiste & étendre la précision des calculs jusqu’a ce que l'on puisse
garantir I’arrondi correct. Quand elles sont connues, comme par exemple celles obtenues
dans [107, 109, 110], les bornes sur les pires cas permettent d’étre certain que la stratégie
de Ziv fonctionnera®, et souvent qu’une seule extension de précision suffira.

Arrondi
correct
assuré?

NON

—| Phase rapide j— Phase précise

f(z) f(z)

F1G. 2.1 — Les deux phases de ’évaluation de f(z).

En général, la phase rapide utilise comme précision de calcul la précision d’entrée-
sortie, ou éventuellement une précision étendue dans un nombre tres restreint d’étapes.

33Elle aurait pu ne pas finir si f(z) était un nombre représentable pour une certaine entrée z valide.
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Elle est elle-méme fréquemment divisée en quatre phases, comme illustré a la figure 2.2 :

— Premiere réduction d’argument. On restreint I'implantation de la fonction & un
petit intervalle, en utilisant les propriétés mathématiques de la fonction considérée.
Par exemple, la formule exp(z+k In 2) = 2¥-exp(z) permet de se restreindre & [0, In 2|
pour exp z, la formule 2°+% = 2% . 2% permet de se restreindre & [0, 1] pour 2%, et la
formule sin(z +£%) = fi(z) avec fy = £sinz ou f, = = cosz suivant la valeur de k
modulo 4, permet de se restreindre & l'intervalle -1 ’:1—’[ pour sin z.

~ Deuxiéme réduction d’argument. A I'aide d’une table, 'intervalle considéré est
de nouveau réduit. Par exemple, nous écrivons 2° = 2%¢ . 2" (respectivement sin r =
sin zg-cos h+4-cos zg-sin h), ol (xg, 2%°) (respectivement (g, sin zy, cos 7)) appartient
a une table précalculée, et h = z — z; est petit. Intuitivement, la borne sur h est la
longueur de l'intervalle de départ divisée par le nombre d’éléments de la table. Nous
appelons fonctions associées les fonctions utilisées dans cette deuxieéme réduction
d’argument. En reprenant les exemples ci-dessus, les fonctions associées sont 2%
pour 2%, et sin T et cosz pour sin z.

~ Evaluation polynomiale. Les termes restants — c’est-a-dire 2", cos h et sin k dans
nos exemples — sont calculés de fagon approchée en évaluant des polynémes qui
approchent les fonctions associées sur l'intervalle restreint.

— Reconstruction. Enfin, on collecte et regroupe les termes calculés aux trois étapes

précédentes pour renvoyer une approximation de la valeur a calculer.

. . , Réduction B B . }
f(z)? | Premiere | fi(2'), f2(2') ? | gintervalle |91(2"), 92(z") 7| Evaluation(s)
m——- ];"eductlon aldée par polynomlale(s)
d’intervalle une table
‘ ‘ ; f(z)
Reconstruction —>

F1a. 2.2 — La phase rapide.

La premiére étape a été étudiée par exemple dans [36, 145], et des réponses trés précises
sont apportées pour le choix du polyndéme de la troisiéme étape dans [37]. La méthode
des tables de Gal concerne a la deuxieme étape. L'idée est de construire une table de
points presque régulierement espacés dont les images par la ou les fonctions associées
sont extrémement proches de nombres représentables. Si les points sont régulierement
espacés, la borne supérieure sur h est faible. Si on s’autorise a ce qu’ils soient moins
régulierement espacés, on peut augmenter la qualité de la table. Il y a donc un compromis
a réaliser. Dans Darticle de Gal, la table fait quelques kilo-octets (pour des raisons de
taille de cache [50]) et est calculée & ’aide d’une recherche exhaustive naive.

Nous ne nous intéressons dans ce chapitre qu’a la deuxieme réduction d’argument.
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Chapitre I11-2. Amélioration de la méthode de Gal.

En particulier, nous n’expliquons pas comment obtenir une implantation correcte pour
I’ensemble des exposants possibles a partir d’'une implantation correcte pour 'intervalle
obtenu apres la premiere réduction d’argument. Cela ne semble pas étre une tache facile
(sauf pour les exposants positifs de la fonction 2% car la formule 2°7% = 2F . 2% est exacte),
et se situe hors de notre propos. De la méme maniére, nous ne cherchons pas & optimiser
I’étape d’approximation polynomiale : dans tous nos exemples, les polynomes que nous
choisissons sont les débuts des développements de Taylor des fonctions considérées. Ce
n’est vraisemblablement pas le meilleur choix possible, mais a I’avantage de ne pas ajouter
de difficultés a 'exposé de notre méthode. Le but de ce chapitre est de montrer que I’on
peut améliorer la qualité des tables utilisées lors de la deuxieme réduction d’argument.
Les choix des fonctions étudiées, des précisions choisies et des tailles des tables peuvent
sembler arbitraires : ce sont des illustrations pratiques de la faisabilité de la méthode.

Nous améliorons la méthode de Gal de deux facons. Tout d’abord, nous décrivons le
lien qui existe entre les tables de Gal et le dilemme du fabricant de tables. En effet, la
table est constituée de mauvais cas pour les fonctions associées pour les arrondis dirigés
(vers 0 ou £o0). Ce lien nous permet de définir ce que sont les « meilleures » tables de
Gal. La deuxiéme amélioration est la facon dont sont calculées les tables. La recherche
naive de Gal aurait un cout prohibitif pour obtenir les tables que nous désirons. Dans le
cas d’une seule fonction associée, on peut utiliser directement 1’algorithme de recherche
de pires cas décrit au chapitre précédent, ou I'algorithme de Lefevre [107]. Dans le cas de
plusieurs fonctions associées, nous proposons un algorithme inspiré de celui du chapitre
précédent, qui permet de trouver des pires cas simultanés de plusieurs fonctions.

Bien que la méthode soit générale, nous nous concentrerons sur les fonctions 2% et sin z
sur [1/2, 1], en double précision (53 bits de mantisse). Pour la fonction 2%, nous proposons
deux alternatives. Pour ces choix, nos améliorations par rapport a la méthode de Gal sont
les suivantes :

1. Les tables pour sinz et la deuxieme alternative pour 2% sont construites nettement
plus efficacement. Avec la méthode naive, le calcul d’une table de cette qualité aurait
cofité plus de 252 appels & sin x et cos = en précision étendue pour sin z et 252 appels
a 2% en précision étendue pour 2°. En comparaison, nous avons construit des tables
de cette qualité en moins d’une journée sur un Opteron 2.4 GHz.

2. Pour sinz, la proportion d’entrées pour lesquelles la phase rapide échoue chute
de =~ 2710 3 =~ 2720, Pour la premiére alternative de 2%, nous pouvons faire reposer la
phase précise aussi sur la méthode de Gal, en n’utilisant que la quadruple précision.
Pour la deuxiéme alternative de 2%, nous faisons décroitre de ~ 2710 4 =~ 2720 |a
proportion d’entrées pour lesquelles la phase rapide échoue.

Dans la section 2.1 nous décrivons la méthode classique des tables de Gal, dont nous
proposons les améliorations mentionnées ci-dessus a la section 2.2. Nous décrivons nos
algorithmes pour construire les tables a la section 2.3, et donnons des résultats expéri-
mentaux & la section 2.4. Enfin, & la section 2.5 nous discutons le cas de plus de deux
fonctions associées.
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2.1. La méthode classique de Gal.

2.1 La méthode classique de Gal.

Avant de donner notre amélioration de la méthode de Gal, nous expliquons dans quel
modele aléatoire nous nous plagons et rappelons cette méthode.

2.1.1 Le modele aléatoire.

Nous nous plagons dans le méme modele aléatoire qu’au chapitre IT1I-1 : nous supposons
que d’un point de vue statistique la fonction étudiée se comporte comme une boite noire
aléatoire uniforme, a partir du moment ou les bits les plus significatifs ont été écartés.

Nous généralisons ce modele au cas de deux fonctions fy, fo : [1/2,1[— [a,b] pour
des réels a < b, par exemple sinz et cosz, ou 2% et In2 - 2°. Ces deux fonctions sont
modélisées par des boites noires aléatoires indépendantes : elles sont toutes les deux des
boites noires, et pour tous n et k; # ko suffisamment grands, si z est choisi aléatoirement
et uniformément dans [1/2, 1[,, (ou n est la précision d’entrée-sortie), alors le kj-iéme bit de
I’écriture binaire de f;(z) et le ko-iéme bit de 'écriture binaire de f,(z) sont des variables
aléatoires uniformes indépendantes. Dans ce modele, on a les propriétés suivantes :

— La probabilité d’obtenir des suites de p bits identiques — a partir d’un rang donné —
dans les écritures binaires de fi(z) et fo(x) est 227%P (il y a quatre possibilités :
deux suites de zéros, deux suites de uns, une suite de zéros et une suite de uns, et
réciproquement).

— Si nous considérons 2% entrées z (par exemple des entrées consécutives), alors il
y en a O(1) parmi elles pour lesquelles les écritures binaires de fi(z) et fa(z) ont
toutes les deux p bits consécutifs identiques & partir d’un rang donné.

— L’ensemble des z € [1/2, 1], tels que les écritures binaires de f1(z) et fo(z) ont p
bits identiques & partir d’un certain rang est de cardinalité proche de 2" ?P. L’es-
pérance de la distance maximale entre deux éléments consécutifs dans cet ensemble
est inférieure & ~ n2"" %7,

Les preuves de ces faits sont soit immédiates, soit identiques a celles du cas d’une seule
fonction (voir le chapitre I11-1). 11 est facile de généraliser ce modele & plus de deux
fonctions.

Ces hypotheses peuvent paraitre suspectes quand on considére la paire de fonctions 27
et In 22", qui sont linéairement liées, et aussi pour la paire de fonctions sin z et cos x, qui
vérifient la relation sin® z + cos? z = 1. D’une part, remarquons que nous ne demandons
qu’une indépendance statistique bit a bit et non une indépendance calculatoire des chaines
de bits (on ne pourrait pas déterminer efficacement qu’il n’y a pas indépendance, ce qui
serait une hypothése beaucoup plus forte). D’autre part, les expériences effectuées et
décrites & la section 2.4 tendent a valider cette hypothese.

2.1.2 La méthode classique de Gal.

La méthode de Gal [62, 63] concerne la seconde réduction d’argument de la phase
rapide du calcul de f(z). La méthode est générale, mais pour simplifier nous nous concen-
trons sur les exemples f(z) = 2% et f(z) = sinz. La seconde réduction d’argument repose
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Chapitre III-2. Amélioration de la méthode de Gal.

sur les identités suivantes :

(a) 22 = 2%0 . oh,
(b) sinz = sin zg - cos h + cos zg - sin A,
() 2° = 2%+ (In2-2%) - h42%.(2"—1-1In2-h),

ou : xy est dans la table et est stocké avec des approximations de 2%, respectivement
sinxy et cosxg, et respectivement 2%° et In2 - 2%0: h = z — x4 est petit, c’est-a-dire de
I'ordre de la largeur de l'intervalle de départ, divisée par le nombre de points distingués.
Plus généralement, on peut utiliser la formule suivante pour la réduction d’argument :

f(z) = f(zo) + f'(zo) - h+ h* - g(h, zp),

ou ¢ est une fonction auxiliaire et la table contient les points distingués z, et des valeurs
approchées de f(zg) et f'(zo).

Gal ne traite pas explicitement la réduction (c). Nous verrons que par rapport a la
réduction (a), elle permet d’obtenir des résultats corrects plus souvent. Remarquons aussi
que dans ce cas, on peut se dispenser de stocker I'approximation de In 2 - 2% car on peut
la retrouver a partir du nombre flottant en double précision approchant le mieux In2 et
de 'approximation stockée pour 2%° (voir ’annexe du chapitre).

Apres la réduction d’argument effectuée grace a la table, les quantités restantes sont
évaluées a ’aide de polynémes de petits degrés qui les approchent suffisamment : il s’agit
des quantités 2", respectivement sin h et cos h, et respectivement 2* — 1 —In2 - h, pour
h proche de 0. Pour simplifier les détails, nous supposerons que ces polynomes sont les
débuts des développements de Taylor des quantités qu’ils approchent, mais il est possible
de choisir de meilleurs polynémes [37]. Puisque nous supposons que la précision d’entrée-
sortie de la fonction & implanter est la double précision, les calculs doivent étre effectués
le plus possible en double précision. Pour des raisons de taille de cache [50], la taille des
tables ne doit pas dépasser quelques kilo-octets.

L’approche naive pour construire la table est de prendre des points distingués régulie-
rement espacés, ce qui a ’avantage de minimiser la borne sur |h| (pour une taille de table
fixée). La méthode de Gal consiste a relacher légérement cette condition d’optimalité pour
se permettre de prendre de meilleurs points distingués : Gal choisit des points distingués xg
presque régulierement espacés, qui sont tels que les approximations tabulées de 2%°, res-
pectivement sin x, et cos zg, respectivement 2% et In 2270, sont extrémement proches des
valeurs qu’elles approchent. Les valeurs tabulées en double précision « simulent » ainsi une
précision plus grande. D’un point de vue pratique, pour tout 0 < ¢ < 29, il choisit — ou
choisirait puisqu’il ne considére pas la deuxiéme possibilité pour la fonction 2% — a:gz)
comme le nombre flottant en double précision le plus proche de % + 5}—1— qui satisfait :

() - s :
|252. 2% cmod 1] € 27! pour la premiére variante de 2%,

1258%¢ . gin 28 cmod 1, (2% - cosz? cmod 1] < 27'° pour sinz,

(%) () . .
252 . 2% cmod 1, ]2°2%¢ . 1n2- 2%  cmod 1| < 27 pour la deuxiéme variante de 2%,
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2.2. Amélioration de la méthode de Gal.

oti, dans la deuxieme équation, on a e = 1 si [z07| < = et e = 0 sinon ; et dans la troisieme
équation, on a e = 1 si |x((f)l < —lgln2 et e = 0 sinon. Si l'on se place dans le modéle
aléatoire décrit au paragraphe précédent, le point distingué x[(f) devrait étre extrémement
proche de % + —2-f—1, ce qui implique une augmentation négligeable de la borne sur |A|. Par
ailleurs, ces points distingués donnent, une meilleure implantation de la fonction : puisque
|z — 20| est borné par ~ 272, la valeur renvoyée & la fin pour f(z) peut étre calculée avec
environ 63 bits de précision simulée tout en ne faisant les calculs qu’avec des nombres
flottants en double précision : par exemple pour la premiére variante de 2%, on calcule
2" — 1 en double précision, ce qui donne une valeur correcte & ~ 275 preés (en précision
absolue) car h est petit; on multiplie cette quantité par 2%°, ce qui donne une valeur
approchée & ~ 27% pres de 270 . (2" — 1) ; finalement, on rajoute & cela 2%, pour obtenir
un résultat correctement arrondi, sauf dans le cas ot les ~ 10 derniers bits de 2%°- (2" —1)
sont tous identiques. Toujours dans le modeéle aléatoire, le résultat renvoyé pour f(zx) est
correctement arrondi avec probabilité proche de 1 — 2719 ce qui est supérieur & 99.9%.

Les tables sont construites par recherche exhaustive, de telle sorte qu’il y a environ 2°
essais pour obtenir chaque élément distingué dans la premiere situation, et environ 2!
essais pour chaque élément distingué dans les deux autres situations. La recherche ex-
haustive est donc possible pour de telles tables.

2.2 Ameélioration de la méthode de Gal.

Nos améliorations de la méthode de Gal reposent essentiellement sur le fait que 1’'on
peut exiger mieux que 10 bits consécutifs identiques : dans le cas d’une fonction associée
unique, on peut exiger une quarantaine de bits identiques3* et dans le cas de deux fonctions
associées, il est possible d’exiger 25 bits identiques. Nous décrivons dans un premier temps
ce que ’on peut faire avec une meilleure table dans le cadre d’une seule fonction associée,
puis nous nous intéresserons au cas de deux fonctions associées.

2.2.1 Le cas d’une seule fonction associée.

Dans le cas d’une seule fonction associée, comme par exemple pour la premiere al-
ternative pour 2%, la méthode de Gal peut aussi étre utilisée pour la phase précise de
Pévaluation de f(z). Nous décrivons ici ce que pourrait étre une implantation de la fonc-
tion 2% : [1/2,1[— [1, 2[ en double précision avec arrondi correct pour les arrondis dirigés.
Comme d’habitude, nous avons une phase rapide et une phase précise. Cette derniere est
utilisée lorsque la phase rapide ne s’avere pas suffisante pour déterminer ’arrondi correct

de f(z).

La phase rapide. Nous utilisons la méthode de Gal avec une table constituée des 42-
mauvais cas pour 2% sur [1/2,1[, ¢’est-a-dire les nombres flottants en double précision z

34Ep utilisant 1'idée consistant & fixer les 10 premiers bits comme dans le cas de deux fonctions associées,
on pourrait exiger jusqu’a une cinquantaine de bits identiques. Cependant, cette amélioration aurait son
effet annulé par I’erreur numérique provenant de I’évaluation polynomiale, pour la phase rapide, et ne
présenterait aucun avantage supplémentaire lors de la phase précise.
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qui satisfont (voir le chapitre 111-1) :
25227 cmod 1] < 27%2.

La table contient les couples (zg, ©(2%°)), ot Pon a |2% — o(27)| < 27%*. 1l y a environ 2!2
éléments distingués dans la table et le calcul est réduit & 1'évaluation approchée de 2"
o |h] < 2719914 (cette valeur est justifiée & la section 2.4). Pour cette derniére évaluation,
nous approchons 2" par le polynéme P(h) = 1 + a1h + ... + a4h?, avec a; un nombre
flottant en double précision le plus proche de L%)—l Il est possible de vérifier que P(h) peut
étre évalué, avec des opérations uniquement en double précision, avec une erreur bornée
par ~ 27% (en utilisant par exemple le schéma de Horner). Cela implique que si = n’est
pas un 10-mauvais cas pour 2%, la valeur calculée pour 2* dans la phase rapide est correcte.
De facon amusante, si x est un 42-mauvais cas, le résultat peut aussi étre correctement
arrondi : pour chaque entrée de la table (zq, ©(2%°)), on ajoute un bit d’information qui dit

si la valeur stockée pour 2% est 1égerement plus grande ou légerement plus petite que 2%°.

La phase précise. Supposons désormais que la phase rapide n’ait pas suffit pour cal-
culer I'arrondi dirigé de 2*. Nous gardons la méme table, avec les mémes valeurs dis-
tinguées, et ne changeons que la phase d’évaluation polynomiale. Nous prenons le poly-
néme Q(h) = 1+ bih+ ...+ brh7 o b; est un nombre flottant en quadruple précision
le plus proche de (1—"1,2L Il est possible de vérifier que Q(h) peut étre évalué, avec des
opérations en quadruple précision, pour donner une approximation de 2% § 27196821 preg
quand |h| < 271094 Soit @ la valeur calculée pour @Q(h). On approche finalement 2% par
le produit o(27) - @, effectué en quadruple précision. L’erreur commise est bornée par :

2—106.821+1 + 2—94 - 1.00036 + 2—114—}—1 < 2—93.999'

Cela implique que si = n’est pas un 41.999-mauvais cas, alors le résultat est arrondi cor-
rectement. Au bilan, nous avons une implantation de 2” qui renvoie le résultat correct
pour toutes les entrées x qui sont des 41.999-mauvais cas. Nous réglons ce petit incon-
vénient de la maniere suivante. Nous considérons une table faite des 42.00072-mauvais
cas au lieu des 42-mauvais cas, ce qui signifie que ’on enléve 173£930a6 f9¢23/25 de la
table et le considérons comme un cas particulier. Ceci ne change pas la borne sur |h|. De
plus, il est facile d’observer que 'analyse d’erreur ci-dessus donne maintenant une borne
de 2%, Ainsi, le résultat final est correctement arrondi car nous sommes dans ’une des
trois situations suivantes :
— l'entrée = n’est pas un 42-mauvais cas, et la borne d’erreur implique que la valeur
renvoyée pour 'arrondi dirigé de 2* est correcte,
— Pentrée  est un 42.000072-mauvais cas, et la sortie est stockée dans la table (avec
un bit supplémentaire pour savoir si arrondi a été fait vers le haut ou le bas),
~ Dentrée x est exactement 173 £930a6f9c23/2% (avec ici aussi un bit supplémentaire
pour savoir si I'arrondi a été fait vers le haut ou le bas).

2.2.2 Le cas de deux fonctions associées.

Sous ’hypothése du modeéle aléatoire, il est aussi possible de renforcer les exigences
de la méthode de Gal sur les longueurs des suites de bits identiques, pour le cas de deux
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2.2. Amélioration de la méthode de Gal.

fonctions associées. Avant tout, nous discutons la facon dont x4 est choisi a partir de z. Du
point de vue de la précision, le mieux est de prendre x4 le plus proche possible de =z parmi
les points distingués (car cela diminue la borne sur |h|). Il est cependant plus efficace de
prendre 1’élément de la table qui a les mémes bits les plus significatifs que z : a partir
de z, on prend par exemple les 10 bits les plus significatifs sauf le premier ce qui donne
un entier de 9 bits, qui est le numéro de I’entrée de la table qui va donner zy. Cela est
plus efficace que de chercher ’élément z, le plus proche de z, car il faudrait alors effectuer
plusieurs comparaisons. Puisque les 10 premiers bits de 'entrée de la table sont déja
déterminés, il n’y a pas besoin de les représenter, et on peut donc prendre des éléments
distingués z € [1/2,1[s3. On stockera en fait o — 2, olt 7 est entier donné par les 10
premiers bits de zy. La quantité stockée peut en effet étre représentée exactement par un
nombre flottant en double précision.

Nous considérons ici les cas de sin x — avec pour fonctions associées sin z et cos z — et
la deuxieéme variante de 2* — avec pour fonctions associées 2% et In2 - 2%. Si l'on se place
dans le cadre du modele aléatoire, on peut obtenir une table de bonne taille si les zy sont
des 25-mauvais cas simultanés pour les deux fonctions (car 25 < (63 —10)/2), c’est-a-dire
les zp € [1/2, 1[s3 tels que :

I253+8 2-25

-sin 2y cmod 1], ]2° - cos 2y cmod 1]
[2°2. 2% cmod 1], |2°2%¢-In2 - 2% cmod 1|

b

<
< 2%
olt, dans la premiére équation, on a e = 1 si |zy| < § et e = 0 sinon; et dans la deuxiéme
équation, on a e = 1 si |zg| € —lgln2 et e = 0 sinon. Ceci donne trop de solutions,
on garde donc, pour chaque plage ou les dix premiers bits sont fixés, 1’élément le plus
proche du milieu de la plage, ce qui a pour effet de diminuer la valeur maximale prise
par |h|. Dans la section 2.4, nous décrivons le calcul de ces tables. Quel que soit z, on
a |h] < 27192 pour la table de sinz, et |h| < 271%7 pour 2%. Par choix des zy, les erreurs
faites sur les termes sin zg, cos T, 2%, et In 2 - 2% diminuent de ~ 27% (pour la méthode
classique) & = 2778 :

|sinzo — o(sinmg)| < 277°7¢ | |coszy — o(cos )| < 277,
270 — o(270)| <27 | |In2-2% — o(In2-2%)| < 2778

Nous expliquons maintenant comment faire en sorte que les évaluations des polyndémes
approchant sin &, cos h et 2" soient aussi précises, et donc comment avoir des approxima-
tions de sin z et 2% de qualités équivalentes.

Le cas de sin z. Soient S(h) = —az+ash® et C(h) = —1/2+a4h?, ol a; est le nombre flot-
tant en double précision le plus proche de 3 pour ¢ € [|3, 5[]. On calcule une approximation
de sin z de la facon suivante :

P = h*-(C(h)-sinzy+ h- (S(h) - cos zo)),
Q) := sinzy + h - cos g,
R = P+Q,
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ou le calcul de @ est fait avec des opérations fma (fused multiply and add) qui simulent des
double-doubles, avec des double-doubles directement, ou en précision étendue, et toutes
les autres opérations sont effectuées avec des doubles. Pour I’analyse d’erreur, nous sup-
poserons que le calcul de ) est effectué avec des opérations fma.
En utilisant le fait que |h| < 2719% et la fonction maximize3s de Maple [120], on
obtient :
|sinh — h — h*S(h)] < 27397 |cosh — 1 — R2C(h)] < 279,

Nous donnons maintenant lerreur® effectuée lors du calcul de P.

Opération Quantité approchée Erreur Borne
ki=o(h?) h2 < 2~ (20F53HT) — 9=74 9—20.51
S:=o(as - k) ash? a5 - 2774 4 9~ (2T453+1)  9-79.95 9—27.42
S:=o(—az + S) S(h) 9-79.95 | 9—56 < 95599 9—2.58
S:=0(S - o(cos z)) S(h) cos zg 9~0.88-55.99 | 9-2.58-79 | 9-57  9—55.93 | 9—3.46
S::o(S . h) hS(h) oS Zg 2—55.93»10.26 4 2—67 < 2—65.53 2*13.71
C:=o(aq - k) agh? aq- 2774 4 2781 L 97833 9-25.10
C:=0(-1/2+C) C(h) 9-78.33 | 9-55 < 9—54.99 9—1.00
C:=0(C - o(sin 7o) C(h) sin zo 9-0.24-54.99 | 9~1.00-79 | 9-55 « 9—54.11 | 9—1.24
SZZO(S 4 C) P/hQ 9-54.11 4 9—65.53 4 9-55 < 9—53.48 9—1.23
P:=0o(8 - k) P 9-20.51-53.48 | 9~1.23-74 4 975  9-T3.04 | 9—21.73

Pour le calcul de @) nous utilisons deux opérations fma :

Qpn = o(h-o(coszy) + o(sin zy))
Qi = o(Qn — o(sinzy))
Q1 = o(Qi— h-o(cosp))

Puisque |h - o(coszg)] < o(sinzg)/2, on a @ € [o(sinzg)/2,2 o (sinzy)], et donc la
deuxiéme opération est exacte, d’aprés le lemme de Sterbenz [172]. Par conséquent, on a
Iégalité Qp + @ = h - o(cosxg) + o(sinxy), et :

(Qn + Q1) — (h-coszg + sinmg)| < 271026, 2779 4 2779 (977899,

Le calcul de R est effectué de la maniére suivante :

Ry := o(P+Q))
R2 = O(R1+Qh)a

35Cette procédure détermine le maximum global d’une fonction sur un intervalle donné.

36Dans le tableau, les calculs d’erreur sont naifs. Il s’agit d’erreurs absolues entre des flottants et les
valeurs exactes qu’ils approchent. L’erreur sur o(a + b), notée err(o(a + b)) est inférieure & la somme de
l'erreur sur a, de celle sur b et de ’erreur commise lors de ’arrondi de la somme des valeurs calculées a
et b, c’est-a-dire err(a) +err(b) +2754(bnd(a) + bnd (b)), ot bnd(x) est une borne sur la quantité calculée z.
De méme, on utilise la majoration err(o(a - b)) < err(a)bnd(b) + err(b)bnd(a) + 2734 - bnd(a) - bnd(b).
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2.2. Amélioration de la méthode de Gal.

ou Ry est le résultat final renvoyé pour sinz. En utilisant les résultats précédents, on
obtient :

|R; — (sinz — Q)| |R1— (P+ Q)|+ |P — (sinz — h - coszy — sin z)]

2—73.04 + 2—75 + 2—71.05 . 2—0.24 + 2—83.97 . 2-0.18
2—70.83.

V/ANN/ANIV/AN

Par conséquent, on obtient le bon résultat pour o(sin z) sauf si la distance de sin z au milieu
de deux nombres flottants en double précision le plus proche est inférieure & 2-798%. Dans
I’hypothése du modele aléatoire, cela arrive avec probabilité de ’ordre de 271683, Pour un
arrondi dirigé au lieu de ’arrondi au plus proche, on a le méme résultat.

Le cas de 2”. Soit P(h) = a, +aszh + ash® + ash?, o a; est le nombre flottant en double
précision le plus proche de (ﬂl;,‘?i)i pour i € [|2,5]]. On calcule une approximation de 2% de

la facon suivante :

P = 2% .p%. P(h),
Q = 2% +h-(In2-2%),
R = P+Q,

ou le calcul de @ est fait avec des opérations fma, avec des double-doubles directement, ou
en précision étendue, et toutes les autres opérations sont effectuées avec des doubles. Pour
I’analyse d’erreur, nous supposerons que le calcul de () est effectué avec des opérations
fma.
En utilisant le fait que |h] < 271917 et la fonction maximize de Maple [120], on
obtient :
2" —1—~1n2-h - h2P(R)| < 277,

Nous donnons maintenant Uerreur effectuée lors du calcul de P.

Opération Quantité approchée Erreur Borne
P:=¢(h - as) ash <277 21972
P:=o(as + P) a4 + agh? 9-T3 4 960 < 9-59.99 9—6.69
P:=o(h - P) ash + ash? 9—10.17-59.99 4 9—T0  9—69.07 0~16.86
P:=o(a3 + P) a3 + ash + ash?® 2769.07 4 958 L 95799 2417
P:=o(h- P) ash + ash? + ash® 9—10.17-57.99 | 9—68  9—67.07 9—14.34
P:=o(ag + P) P(h) 276707 1 256 27599 27205
P:=o(h - P) hP(h) 9~10.17-55.99 | 9—66  9—65.07 9-12.22
PIIO(h . P) hZP(h) 2—-—10.17—65.07 + 2—76 g 2—74.57 2—22.39
PZZO o(zazo) . P) P 2—78—22.39 +2—-74.57+1 + 2——-76 < 2-—73.32 2—21.38

Pour le calcul de ) nous utilisons deux opérations fma :

Qn = o(h-o(In2-2%) + o(2%))
Q1 = o(Qn — o(2™))
Q= o(Q— h-o(In2-2%))
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ol o(In2 - 2%0) est dans la table précalculée, ou est recalculé a partir de ©(2%°), comme
expliqué dans ’annexe du chapitre. Puisque |h - o(In2 - 270)| < ©o(2%°)/2, on a Q) €
[0(270)/2,2 ¢ (27°}], et donc la deuxieme opération est exacte, d’aprés le lemme de Ster-
benz [172]. Par conséquent, on a l'égalité @y + Q) = h - o(In2 - 270) + o(270), et :

(Qn + Q1) — (h-1n2- 270 4 270)| L 271017 . 9=T8 4 7=78  9=T7.99
Le calcul de R est effectué de la maniere suivante :

Rl = O(P+QZ)
R2 = O(R1+Qh>7

ou Ry est le résultat final renvoyé pour 2. En utilisant les résultats précédents, on obtient :
|[Ry — (P+ Q)|+ |P— (2% —h-In2.2% — 270)]

2—73.32 + 2—75 + 2—73.85 N 21.00
2—71.88

[ By — (27 — Q)

VAS/ANN/AN

Par conséquent, on obtient le bon résultat pour ¢(2%) sauf si la distance de 2° au milieu
de deux nombres flottants en double précision le plus proche est inférieure & 277188, Dans
I’hypothése du modele aléatoire, cela arrive avec probabilité de I'ordre de 2717-%8. Pour un
arrondi dirigé au lieu de I’arrondi au plus proche, on a le méme résultat.

2.3 Le calcul des tables.

Jusqu’a maintenant, nous avons décrit des schémas d’évaluation qui reposent sur des
tables précalculées, sans avoir expliqué comment ces tables ont été calculées. Ce précal-
cul n’est pas un probléeme trivial; notre exigence plus forte sur la qualité de la table
rend la recherche exhaustive de Gal hors de portée : il faudrait 252 appels de fonction
en précision étendue pour la premiére table pour 2%, et 2%2 appels pour les deux autres
tables. Ceci est hors de portée de nos moyens actuels. Pour la premiére table pour 2%,
il s’agit d’une recherche de mauvais cas, comme celles décrites au chapitre III-1, et on
peut donc utiliser I’algorithme de Lefevre [107] ou I’algorithme qui repose sur la méthode
de Coppersmith. On utiliserait plus vraisemblablement 1’algorithme de Lefévre qui reste
le plus efficace en double précision. Dans cette section, nous décrivons et analysons une
modification de I'algorithme proposé au chapitre III-1, qui permet de trouver les mau-
vais cas simultanés de deux fonctions. On pourrait utiliser ’algorithme de Lefévre sur la
premiére fonction et tester les valeurs trouvées sur la seconde pour voir s’il s’agit bien
d’un mauvais cas simultané. Cette approche coiite asymptotiquement 22*/3+0() sj p est
la précision d’entrée-sortie. L’algorithme que nous décrivons ci-dessous a une complexité
asymptotique de l'ordre de 2%/2*°(™) quand les précisions d’entrée et de sortie sont les
mémes, ce qui est meilleur. Comme le montrent les résultats de la section 2.4, il en est de
méme en pratique.
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2.3.1 Recherche des mauvais cas simultanés de deux fonctions.

On se donne deux fonctions f; et f, définies sur [1/2,1[, et trois entiers N, N’ et M.
On souhaite trouver tous les entiers z € [| [N/2], N — 1|] tels que :

Vi€ {1,2), IN’ T, (%) cmod 1[ < % (2.1)
Cette équation est une généralisation immédiate du probléme d’inversion d’une fonction
quand les premiers bits sont inconnus (définition 29, page 157), a la résolution duquel
nous avons consacré le chapitre III-1. Si U'intervalle d’arrivée des fonctions est [1/2,1],
alors le lien avec la recherche de mauvais cas simultanés est le suivant : on prend N = 2"
ol n est la précision d’entrée (n = 63 dans notre cas), N' = 2" ol n’ est la précision de
sortie (n’ = 53 dans notre cas), et M = 2™ si 'on cherche des m-mauvais cas simultanés.
Si 'intervalle d’arrivée des fonctions n’est pas [1/2, 1], alors il faut changer n’ en n’ + j; ou
7; est choisi en fonction de 'intervalle d’arrivée de f;. Eventuellement, on peut résoudre
plusieurs équations du méme type que ’équation (2.1) si les intervalles d’arrivée des deux
fonctions chevauchent plusieurs plages d’exposants.

La méthode décrite ici est trés similaire & celle du chapitre II1-1. L’intervalle [1/2, 1] est
subdivisé en plusieurs sous-intervalles. Pour chacun de ces sous-intervalles, on approche les
fonctions étudiées par des polynémes. On résout alors ’équation (2.1) pour ces polynémes,
a 'aide de la méthode de Coppersmith pour trouver les petites racines de polynomes
modulaires multivariés (voir la section 1.1 du chapitre III-1). On utilise en fait un cas
dégénéré de la méthode car on se restreint au choix de parametre o = 1 (« est la puissance
du module utilisée dans la méthode)?".

La recherche sur l'intervalle de départ [1/2, 1] est divisée en N/27" recherches sur des
intervalles de longueur 7'/N. Chacune de ces petites recherches est effectuée extrémement
rapidement — asymptotiquement, en temps quadratique en log N,log N’ et log M — et
on cherche donc naturellement & augmenter 7" car la complexité de la recherche complete
sera de l'ordre de N/T. La raison pour laquelle on ne peut augmenter 7" arbitrairement
est que la recherche rapide sur les petits intervalles est possible seulement si les intervalles
en question sont suffisamment petits. Le but est donc de maximiser 7' sous la condition
que la recherche sur les petits intervalles soit réalisable efficacement.

Pour un petit intervalle donné, I’algorithme commence par approcher les fonctions f;
et fo par des polynoémes P, et P, de degré 2 sur 'intervalle. On peut par exemple prendre
les développements de Taylor d’ordre 2 des fonctions au milieu de ’intervalle. Ce n’est
vraisemblablement pas la meilleure approximation, mais cela est suffisant ici. Une fois les
deux polyndmes calculés, on essaie de résoudre I’équation (2.1) pour les polynémes P; a
la place des fonctions f;. Bien entendu, ces polynémes doivent étre suffisamment proches
des fonctions et M doit étre légerement diminué pour ne pas écarter de solution. Plus
précisément, on veut que N'-|f;(z) — P;(z)] < 1/M pour tout = dans I'intervalle considéré.

Si f est C3, on sait qu’il existe un réel ¢ dans 'intervalle tel que | f;(z) — P;(z)| = f(3)(t)—]7\;—i.

37Cette valeur de a est celle qui donne les meilleures bornes dans notre situation : augmenter a ne
semble pas améliorer les bornes.

215



Chapitre II1-2. Amélioration de la méthode de Gal.

Si I’on suppose que la dérivée troisieme de f est uniformément bornée par une constante,
on obtient alors la condition nécessaire :

N'T3 1
< e
N3 M
que 'on appelle condition de Taylor. On est alors ramené a trouver les solutions de I’équa-

tion : [N'- P, (%) cmod 1| < 2, pour z € [| = T, T[] et i € {1,2}.

Il reste ensuite a trouver les solutions entiéres de ces deux dernieres équations simulta-
nées. Cela est fait a I’aide de la méthode de Coppersmith pour trouver des petites racines
de polynomes multivariés modulaires, décrite de maniere plus générale au chapitre I11-1
(section 1.1). En effet, il s’agit de résoudre le systéme d’équations polynomiales a trois
inconnues suivant :

Vi € {1,2}, Qi(z,4:) cmod 1 =0,

ou Qi(z,y;)) = N' - P(z/N) + y;, et les racines z,y; et y, sont petites, c’est-a-dire
lz] < X,|ly1] S Y et |yo] <Y avec X =T et Y = 2/M. Comme nous 'avons vu, la
méthode de Coppersmith modulaire multivariée est seulement heuristique®®, ce qui rend
notre algorithme lui aussi heuristique. Quand la méthode de Coppersmith échoue, nous
divisons T par 2 et remplagons l'intervalle considéré par deux sous-intervalles. Quand T'
devient trop petit, alors on effectue une recherche exhaustive. La conséquence de notre
stratégie est que ’on trouvera toutes les solutions aux équations de départ, et que 'aspect
heuristique est déplacé vers ’analyse de complexité.

L’algorithme est décrit a la figure 2.3, qui est ’équivalent des étapes 8 & 10 de ’algo-
rithme de la figure 1.2 du chapitre I11-1, page 166 (le traitement des cas d’échecs effectué
alors peut étre réutilisé ici sans modification). A I’étape 7 de I’algorithme, la fonction Ré-
duire peut consister en 'algorithme LLL, par exemple sa variante décrite au chapitre I1-3,
ou en l’algorithme glouton de réduction en petite dimension décrit au chapitre II-2. Re-
marquons aussi que dans certaines étapes de ’algorithme décrit ci-dessous, on travaille
avec des nombres réels en précision infinie. En particulier, les coefficients des polyndémes
construits & ’étape 1 sont des réels. Il est en fait suffisant de les calculer avec une précision
de O(log N' +log M) bits pour que cela n’influe pas sur I’étape 2. A Détape 4, on arrondit
les coefficients des polyndmes P; : cela permet de manipuler des entrées entitres lors de
la réduction de réseau®®. A cause de ces erreurs ajoutées au calcul et a cause de V’erreur

38Le probléme des résultants nuls ne se pose pas ici car les trois petits polyndémes obtenus aprés
réduction sont chacun de la forme A(z) + ayy + By2 : il suffit donc d’éliminer les variables y; et yo avec
de lalgébre linéaire, car ils sont linéairement indépendants (les vecteurs associés font partie de la base
d’un réseau). Par contre, puisque la dimension du réseau ne tend pas vers +co (a est constant), on ne
peut se prémunir de la méme maniére qu’au chapitre ITI-1 contre 'éventualité qu’il n’y ait qu'un seul
vecteur court. On suppose donc ici que les vecteurs obtenus aprés réduction ont des longueurs similaires,
ce qui est une hypothése heuristique mais que nous avons vérifiée en pratique sur les tests que nous avons
effectués.

39(C’est pour cette raison que P’algorithme differe un peu de l'algorithme de la figure 1.2 du chapitre I1I-
1, page 166. En particulier, plutét que d’utiliser la méthode de Coppersmith avec des nombres réels
modulo 1, on l'utilise avec des entiers modulo C. Cela rend nécessaire 'introduction des polynémes P,
mais rapproche l’algorithme de son implantation.

216



2.3. Le calcul des tables.

des approximations polynomiales de I’étape 1, on peut trouver des solutions parasites,
c’est-a-dire qui ne sont pas des solutions de I’équation (2.1). C’est pourquoi on effectue
une vérification a I’étape 12.

Par ailleurs, a I’étape 9, plutot que de prendre les trois vecteurs les plus courts, on peut
prendre n’importe quel triplet de vecteurs courts. A I’étape 1, I'indépendance linéaire des
vecteurs implique leur indépendance algébrique (ce qui n’est pas le cas en général pour la
méthode de Coppersmith), car les polynémes sont de degré 1 en ¢ et v. Par la forme du
réseau, on sait aussi que ) sera de degré au plus 1, ce qui rend la recherche des racines
de I’étape 11 particulierement simple.

Algorithme: Recherche de mauvais cas simultanés.
Entrée : Deux fonctions fi, fo et quatre entiers N, N', M, T.
Sortie : Tous les z € [| — T, T} qui satisfont 'équation (2.1).

. Soient Py, Py les développements de Taylor de fi, fo en 0.
. Calculer € tel que N’ -|P;(t) — fi(t)| < € pour tout t € [—%, L] et tout 1 € {1,2}.

M'i=| iz | Ci=3M', et Pi(r) = ON'- P(T7/N) pour i € {1,2}.
2

e1:=1, e9:=7, e3:=7%, eq: =V, e5:=0.

. Arrondir en entiers les coefficients des 131

g1:=C,g9:=C - 7,93:=P1(7) + 3v, ga:=P5(7) + 3.

. Créer la matrice L avec 4 lignes et 5 colonnes pour laquelle Ly ; est le coefficient
du monéme ¢; dans le polynéme g.

8. V:=Réduire(L).

9. Soient vy, Vs, v3 trois plus courts vecteurs de V. Soient Q1(7), Q2(7), Q3(7)
les trois polynémes correspondants.

10.9'il existe i € {1,2,3} tel que |[v;]ly > C, renvoyer ECHEC.

11. Calculer Q(7) une combinaison linéaire des @; qui ne dépend ni de v ni de ¢.
12.Soit ¢(z) = Q(%). Pour tout zp € [| — T, T'|] racine de g, tester si zg satisfait
Péquation (2.1). Si c’est le cas, renvoyer xp.

Fic. 2.3 — L’algorithme de recherche de mauvais cas simultanés.

2.3.2 Correction de ’algorithme.

Le théoréme suivant donne la correction de algorithme décrit a la figure 2.3. La
preuve est une généralisation directe de celle du théoréme 24, page 168.

Théoréme 30. Dans le cas ot lalgorithme de la figure 2.3 ne renvoie pas ECHEC, il
se comporte correctement, c’est-a-dire 1l renvoie tous les zo € [| — T,T|] qui satisfont
Péquation (2.1).

Démonstration. Grace & I’étape 12, il suffit de montrer que I'on n’écarte pas de solution a
I’équation (2.1). Supposons que l'on ait un zy € [|—T,T'|] qui satisfasse ’équation (2.1). A
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partir de la définition des P; a I’étape 1 et la définition de £ & Pétape 2, on a pour i € {1, 2},
1
2M"

On en déduit que |P, (2o/T) cmod C| < 3/2 pour 4 € {1,2}. Si 'on arrondit au plus proche
chaque coefficient de P;, on obtient |P;(zo/7) cmod C| < 3 car il $’agit d’un polynéme de
degré 2 et il a donc au plus trois coeflicients, et |zo| < 7.

On en déduit que les polynémes ¢;, g2, g3 et g4 définis & ’étape 6 ont une racine com-
mune (zo/T, vg, do) € [~1,1]*> modulo C. Comme les @Q; sont des combinaisons linéaires
des g;, le triplet (zq/T, vy, ¢o) est aussi une racine commune aux @; modulo C. Si ’on passe
le test de I’étape 10, les coefficients des ); sont assez petits pour que Q;(xo /T, vy, ¢o) < C
et donc le triplet (zo/T, v, ¢o) est une racine commune aux @); sur les réels (sans le mo-
dulo). Par conséquent, le réel zo/T est racine de @ et donc x4 est une racine entiére de q
et sera trouvé a ’étape 12. (W

}NI'B(%/'Q) cmodll é—]\%%—sé

2.3.3 Analyse de complexité de P'algorithme.

Maintenant que nous sommes assurés que l’algorithme est correct, nous estimons sa
complexité. La borne de complexité est seulement heuristique, a cause de la possibilité

d’échec de I'algorithme & 1’étape 10. Soient a(() ), a(l , ... les coeflicients des approximations
de Taylor des fi pour ¢ € {1,2}. Nous supposons ici que pour tout k < 3 et tout 7 € {1, 2},
on ait |a,c | = O(1).

Dans 'algorithme de recherche des mauvais cas simultanés, les parametres d’entrée
sont N et N’ (pour notre situation, on a N = 283 et N' = 253). A ceux-ci se rajoutent les
parametres T et M (qui sont respectivement la taille des sous-intervalles et la qualité des
mauvais cas simultanés cherchés), qui sont fixés & la fois pour rendre 1’algorithme efficace
et pour obtenir suffisamment de mauvais cas simultanés. Comme nous I’avons vu, nous
avons déja une borne liée & 'approximation des fonctions de départ par des polynomes
de degré 2, il s’agit de la borne de Taylor :

N'T3 1
<

N3 S M
Taille des coefficients des polynémes P,. Les polynomes Py(7) = p0 + pg r 4+ pg)
calculés & I’étape 3 de l'algorithme de la figure 2.3 satisfont pg) = O(MN'T?N~?). En
effet, on a Py(t) = CN'- P,(Tt/N) pour i € {1,2}, et les coefficients des P; sont O(1).
Rappelons aussi pour compléter argument que C' = O(M).

La matrice calculée & I’étape 7. A Iétape 8, il faut réduire le réseau engendré par les
lignes de la matrice suivante :

C

L cT

A A
~(2 ~(2 ~(2
s
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Le déterminant de cette matrice est facile & calculer :

2 2
| det L] = 302T\/ (#7) + (#7) +9 =0T N' N2,

Borne de Coppersmith. Pour que I’algorithme de la figure 2.3 ne renvoie pas ECHEC
a ’étape 10, il faut au moins que I'un des vecteurs renvoyés soit de norme ¢; plus petite
que C'. Cela ne suffit pas, mais en général, les vecteurs renvoyés par LLL sont de longueurs
similaires, donc si le premier est suffisamment court, les autres devraient I’étre aussi. Cette
heuristique semble tout & fait raisonnable en pratique. Le théoréme de Minkowski (voir
le chapitre I-1) — dont une version constructive et efficace est donnée au chapitre 11-3,
et aussi au chapitre II-2 car on est en dimension 4 — nous donne ainsi une condition que
I'on appelle condition de Minkowski : |det L|*/* < C, ce qui se récrit de la fagon suivante,
a une constante multiplicative pres :

T3N'N~? < M.

Conclusion. Les bornes de Coppersmith et de Taylor indiquent que le M optimal est de
I'ordre de N'/? (on ne peut pas prendre M plus grand, sinon nous n’aurions pas assez de
solutions, et prendre M plus petit ralentit ’algorithme) et 7' de P'ordre de (N%/2/N")'/3.
La complexité de 'algorithme est donc de 'ordre de :

N
Pol(log N) - = ~ Pol(log N) - NYS N3,

Il est amusant de voir que la précision d’arrivée, c¢’est-a-dire N, contribue deux fois plus
au coit que la précision de départ, c’est-a-dire N. Quand N = N, cette complexité est
de l'ordre de N'/2,

Remarque. La technique développée ici ressemble beaucoup & la méthode présentée au
chapitre III-1 pour trouver des mauvais cas pour ’arrondi d’une fonction élémentaire.
Cependant, les choses sont un peu plus simples qu’alors. Par exemple, augmenter le degré
des approximations ne semble rien apporter de plus et considérer des puissances et des
produits des P; ne semble pas améliorer I’algorithme non plus. Par ailleurs, a la place
d’un calcul de résultants, on effectue I’élimination de variables finale a I'aide d’un pivot
de Gauss.

2.4 Résultats expérimentaux.

Nous décrivons ici les trois tables mentionnées dans ce chapitre, celles-ci étant dispo-
nibles & 'URL http://www.loria.fr/"stehle/these.html.

2.4.1 La premiere table pour 2°.

Nous donnons & 'URL ci-dessus les solutions zy € [|2°2, 2%[| de ’équation :

20 -
2°2%%5 cmod 1| < 27™,
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avec m > 41. La table nous a été donnée par Lefevre, et a été calculée & I’aide de son
algorithme pour trouver les mauvais cas d’une fonction.

Il y a 4001 éléments dans la table compléete, 1985 si on se restreint a m > 42, 973
avec m > 43, 491 avec m > 44 et 265 si on choisit m > 45. La distance maximale entre
deux éléments consécutifs est 2331088135396 5=9.914 o Je pire cas est 2y = 13e34fa6ab969e
avec m = 52.

2.4.2 La table pour sinz.

Nous donnons & PURL ci-dessus 512 solutions*® simultanées z, € [|262, 2% des deux

équations :

[253+e T Ty
8

0 53 ~25
563 cmod 11,12 - cos 553 cmod 1] € 27%°,
avec e = 1 sl [2%%[ < £ et e = 0 sinon. Ces solutions sont choisies de la maniere suivante :

toutes les solutions de ’équation ont été calculées, et on a gardé les solutions les plus

proches des 2—1—012“%& pour j € [|0,2°]. La distance maximale entre une solution et le

21_%1_21111 le plus proche est inférieure & 2715 et on aura donc toujours |h| < 27114271158 <
271026 T’ensemble total des solutions des deux équations contient environ 2™ éléments.
Remarquons que ces valeurs sont cohérentes avec le modele aléatoire adopté.

Le calcul a été effectué avec I'algorithme de la figure 2.3, sur un Opteron 2.4 GHz. Il a
pris environ une journée. Pour comparer, 'algorithme de Lefevre effectué sur la premiere
fonction aurait pris au moins une centaine de jours (en ne comptant que les appels aux
fonctions sin et cos en précision de 63 bits en entrée et 110 bits en sortie, avec MPFR [147]).
La recherche exhaustive aurait nécessité 252 appels des fonctions sin et cos. Ici, le calcul
a fait intervenir un peu moins de 2 milliards de réductions de réseaux en dimension 4,
celles-ci étant effectuées a I'aide de I’algorithme décrit au chapitre I1-3, plus précisément a
Paide de I'implantation de cet algorithme décrite au chapitre 1I-4 (heuristic.c avec comme
arithmétique flottante la double précision). Le code utilisé pour ce calcul est disponible
lui aussi a 'URL ci-dessus.

- 8in

2.4.3 La table pour 2% et In2 - 2°.

Nous donnons aussi & 'URL ci-dessus 512 solutions simultanées zo € [|2%2, 25| des
deux équations :

22, 238 cmod 1],]25%%¢ . 1In2 - 2:% cmod 1] <27%,

ol e =1 si |2—”%°3—! < —lgln2 et e = 0 sinon. Ces solutions sont choisies de la maniére
suivante : toutes les solutions de I’équation ont été calculées, et on a gardé les solutions

les plus proches des &;ﬁﬂﬂ pour j € [|0,2°[]. La distance maximale entre une solution

et son Zw—;ﬁﬂ correspondant est inférieure & 27137 et on aura donc toujours |h| <
2-11 4 2-11.37 £ 9-1017 T ensemble complet des solutions des deux équations contient
environ 2 éléments. Remarquons que ces valeurs sont cohérentes avec le modele aléatoire
adopté. Les calculs ont été effectués de la méme maniére que pour la fonction sin z.

4OPour obtenir une table de quelques kilo-octets.

220
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2.5 Généralisation possible.

Une question naturelle serait de s’intéresser aux mauvais cas simultanés de trois fonc-
tions. En effet, considérons la formule :

Flmo+h) = f(zo) + f(zo) - b+ -h*+ O(R%).

f" (o)
2
Prenons une table de la méme taille (2° entrées), avec un |h| maximal du méme ordre de
grandeur, par exemple |h| < 27'%. Si I'on veut plus de 80 bits de précision simulée (avec
comme précision réelle la double précision) sur le résultat de f(zo + h), on peut procéder

comme suit :

1. Evaluer le terme O(h?) en double précision (on doit un peu augmenter le degré de
I'approximation polynomiale pour baisser l'erreur d’approximation elle aussi),

2. Exiger que z; soit un 30-mauvais cas de f,

3. Exiger que zy soit un 20-mauvais cas de f’ (car |h| < 2719) et évaluer f'(zg) - h en
précision étendue,

4. Exiger que zp soit un 10-mauvais cas de f”/2 (car |h|> < 271%) et évaluer f(zy) - h?

en précision étendue.

Dans le modele aléatoire, cela semble possible car 30 + 20 + 10 = 60 < 63. Il convient
cependant d’ajuster les constantes pour avoir suffisamment d’éléments dans la table. Un
autre point est d’adapter I’algorithme de la figure 2.3 au cas de mauvais cas simultanés
déséquilibrés (k,-mauvais pour la fonction f), ke-mauvais pour la fonction fs, ...), et voir
comment ajouter une troisieme fonction (on pourrait éventuellement s’intéresser aux deux
premieres fonctions, et garder parmi les solutions ainsi obtenues celles qui sont aussi des
mauvais cas pour la troisieme fonction). Nous aurions finalement trois niveaux de méthode
de Gal pour la fonction f qui cotitent de plus en plus cher : la méthode de Gal classique qui
échoue avec une probabilité ~ 271, la méthode de Gal avec deux fonctions associées qui
échoue avec une probabilité ~ 272°, et la méthode avec trois fonctions associées qui échoue
avec une probabilité ~ 2739 1l serait intéressant de voir comment les faire s’enchainer
efficacement en pratique, en particulier comment réutiliser certains calculs intermédiaires.

Pour la fonction sin z, cette méthode ne nécessite peut-étre pas de calcul supplémen-
taire car f"(zg) = —f(zo), mais il faut faire attention au fait que 'on s’intéresse a f"/2
et non & f” (cela décale I’exposant des nombres renvoyés). Pour la fonction 2%, on s’in-
téresserait a la fonction %ﬁ .27 A D’annexe du chapitre, on montre que dans ce cas, il
n’y a pas besoin de stocker les approximations des 93222 - 2% car on peut les retrouver
rapidement a l’aide des approximations des 27°.

Annexe.

Nous nous intéressons ici a la table de la deuxieme variante de 2%, dans laquelle sont
stockées des entrées (g, o(27),o(In2 - 2%0)), ot ©(2%°) et o(ln2 - 2%°) sont extrémement
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Chapitre II1-2. Amélioration de la méthode de Gal.

proches des valeurs correspondantes. Nous montrons comment ne pas stocker la troisieme
colonne, c’est-a-dire les valeurs o(In2 - 2%°). Nous faisons de méme pour le cas ou l'on

. . . N In2)?
voudrait aussi une quatrieme colonne correspondant a ¢ ((—117)— ‘ 27”0).

Théoréeme 31. On considére la double précision. Soient a = o(ln2) et b = o ((1“22)2).

Soit g € [1/2,1] un réel tel que :

270 —o(2%)] < 277,
In2-2% —o(ln2-2%) < 27™,
(ln22)2 P ((1n22)2 .2%) < o

avec 27™ 4+ 2= < 9757 Alors on a :

In 2)?
o(a-0(2%0)) =o(In2-2%) et o (b-0(2%)) =0 ((——2—)— . 2””°> )
Pour la preuve, on se sert du fait que ’on sait a ’avance que le résultat de ’opéra-
tion o(a- o(2%°)) est extrémement proche d’un nombre représentable, et du fait que o(2%°)
est lui aussi trés proche d’un nombre exactement représentable.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que a € [1/2,1[,b € [1/8,1/4] et :

(In2)?

< 2—56.54.
2 ~

la —In2| < 27%°2%° 1p—

Nous avons donc :

la — In2|- o(270) + [2%0 — o(2°0)| - In2 4 2™

<
g 2-—-55.25 ) + 2—171, 4 2——m’
< 27

la-0(2%°) — o(In2 - 2%°)|

Par ailleurs, on sait que a-¢(2%°) > 1/2, donc o(ln 2-2%0) est le nombre flottant en double
précision le plus proche de a - 0(2%°), ce qui donne la premiere partie du résultat. Pour la
deuxiéme partie, nous procédons de méme :

’ In 2)? In 2)? ,
Ib -o(2%0) — o ((IL;)—— . 25‘0) < |- ( n2 ) L o(2%0) + [2%0 — o(2%)] - ( n2 ) 9™
g 2—55.54 4 9—m + 2—m’
< 27%,

Par ailleurs, on sait que b - (2%°) > 1/4, donc ¢ (% . 2“3°> est le nombre flottant en

double précision le plus proche de b - o(2%0). O
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Chapitre 111-3

Cryptanalyse du schéma de
chiffrement de J. E. Littlewood.

Le travail de recherche correspondant & ce chapitre a été initié & Puniversité de Stanford sous la direc-
tion et avec les conseils de Dan Boneh. Il a fait l'objet d’une publication dans le journal Cryptologia [166].

J. E. Littlewood, 1953 — The legend that every cipher is breakable is of course absurd,
though still widespread among people who should know better.

Sommaire
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3.4 Conclusion et question ouverte.. . . . . . .. ... .. ... 232

L’objet de ce chapitre est d’utiliser la méthode de recherche des pires cas de fonctions
mathématiques décrite dans le chapitre ITI-1 pour casser un schéma de chiffrement pro-
posé par le théoricien des nombres John Edensor Littlewood dans les années 1950. Plus
précisément, nous donnons une attaque tres simple contre ce schéma qui fonctionne pour
une grande plage de parameétres raisonnables ; nous expliquons ensuite la fagon naturelle
de contourner cette attaque élémentaire; et enfin nous décrivons comment casser cette
procédure réparée en utilisant une approche qui repose sur la méthode de Coppersmith
pour trouver les petites racines de polynémes modulaires multivariés, et qui s’inspire de
I’algorithme décrit au chapitre I1I-1 pour recherche des pires cas de fonctions mathéma-
tiques.
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Chapitre 111-3. Cryptanalyse du schéma de chiffrement de J. E. Littlewood.

3.1 Présentation et cryptanalyse du schéma original
de Littlewood.

Un des buts principaux de la cryptographie est de chercher des problémes mathéma-
tiques sur lesquels faire reposer des primitives de sécurité. Un certain nombre d’objets plus
ou moins élaborés ont été étudiés sous cet angle, avec des succes variés, comme par exemple
le probleme de la factorisation, les problémes de logarithme discret dans des corps finis ou
sur des courbes algébriques, le probleme du plus court vecteur dans un réseau Euclidien,
le probléme du mot de poids minimal dans un code linéaire, les problemes de conjugai-
son dans les groupes de tresses, etc. De fagon surprenante, I’analyse, et en particulier les
fonctions mathématiques élémentaires, a été peu étudiée sous 'angle cryptologique. Cela
est d’autant plus surprenant qu’il est tres facile d’observer - & ’aide d’une calculatrice par
exemple - I'aléa des chiffres non significatifs obtenus a ’aide des fonctions élémentaires,
par exemple sin ou log. Le schéma de Littlewood provient directement de cette observa-
tion naive, faite alors sur des tables de calcul plutét que sur des calculatrices. Cette idée
d’utiliser les fonctions élémentaires pour construire des primitives cryptographiques peut
étre motivée par le fait qu’il existe des implantations tres efficaces de certaines d’entre
elles en logiciel et en matériel, et qu’elles sont universellement répandues.

En 1953, dans le livte A Mathematician’s Miscellany [117], Littlewood propose d’uti-
liser une table de logarithmes pour faire du chiffrement. Voici ses propos :

The legend that every cipher is breakable is of course absurd, though still wi-
despread among people who should know better. I give a sufficient example,
without troubling about its precise degree of practicability. Suppose we have a
5-figure number N. Starting ot a place N in a 7-figure log-table take a succes-
ston of pairs of digits did}, dod, ... from the last figures of the entries. Take
the remainder of the 2-figure number d.d, after division by 26. This gives
a ’shift’ s,, and the code is to shift the successive letters of the message by
81, 82, . . . respectively.

It is sufficiently obvious that a single message cannot be unscrambled, and
this even if all were known except the key number N (indeed the triply random
character of s,, is needlessly elaborate). If the same code is used for a number
of messages it could be broken, but all we need do is to vary N. It can be made
to be dependent on a date, given it in clear; the key might e.g. be that N is the
first & figures of the ’tangent’ of the date (read as degrees, minutes, seconds :
28° 127 52” for Dec. 28, 1952). This rule could be carried in the head, with
nothing on paper to be stolen or betrayed. If any one thinks there is a possibility
of the entire scheme being guessed he could modify 26 to 21 and use a date
one week earlier than the one given in clear.

Dans [187, 188], Wilson décrit trés précisément comment mettre au point une cryp-
tanalyse de ce schéma. En particulier, avec les parametres exacts, les calculs peuvent
méme &tre menés a la main. Evidemment, il faut revoir & la hausse ces paramétres si 'on
considere les moyens de calcul actuels.

Pour étre précis, Littlewood définit un générateur pseudo-aléatoire de nombres et
l'utilise comme one-time pad pour obtenir un chiffrement par flots. Avant de donner
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la formalisation du générateur de Littlewood que nous prendrons, rappelons ce qu’est
un générateur pseudo-aléatoire de nombres cryptographiquement sir. Intuitivement, les
bits doivent étre facilement calculables et le k-iéme bit doit étre imprévisible méme sous
I'hypothese que 'adversaire (qui a une capacité de calcul polynomiale) a déja vu les (k—1)
bits précédents. De facon plus forte, la suite des bits ne doit pas étre discernable d’une
suite de bits vraiment aléatoire. Nous donnons ici la définition formelle d’'un générateur
pseudo-aléatoire de bits [67].

Définition 32 (Générateur pseudo-aléatoire). Un algorithme déterministe G de com-
plexité polynomiale en temps et renvoyant des bits est un générateur pseudo-aléatoire de
bits s’il existe une fonction strictement croissante | : N — N telle que pour n’importe quel
algorithme probabiliste A de complezité polynomiale en temps et prenant une suite de bits
en entrée et renvoyant un bit, pour n'importe quel polynéme P & valeurs positives et pour
nimporte quel entier k suffisamment grand,

IPHLAG(UR) = 1] — Pr{A(Uygey) = 1]] < %k)

ot U, est la distribution uniforme sur l'ensemble {0,1}" et les probabilités sont prises
relativement a Uy et Uy ainsi qu’a l'aléa lié a lalgorithme A.

Nous formalisons maintenant le générateur pseudo-aléatoire de Littlewood.

Définition 33 (Générateur pseudo-aléatoire de Littlewood). Soient n,n',m et ¢
des paramétres entiers pouvant étre ajustés pour atteindre un niveau de sécurité désiré.

1. Choisir un entier secret N de n bits.

2. Pouri de0 at, renvoyer les bits fractionnaires des rangsn'+1 a n'+m de log(N +1),
c’est-a-dire :
[2” ™ log(N + Z)J mod 2™.

Intuitivement, nous avons une table de logarithmes dont les entrées sont écrites en
lignes, et nous renvoyons ligne par ligne le bloc de bits compris entre les lignes N et N +1
et entre les colonnes n' + 1 et n’ + m. La figure 3.1 donne un exemple de ce procédé.

La faiblesse principale de ce générateur réside dans le fait que les logarithmes de deux
grands nombres sont trés proches, et en utilisant cette remarque, méme avec un tres petit
nombre de bits de sortie connus, I’adversaire peut calculer les bits de sortie suivants. Notre
attaque repose sur le lemme suivant :

Lemme 53. Soit A lopérateur sur les suites défini par : A(u)y = ugy1 — ug, et soit
A g composée i fois cet opérateur. Soient N un entier de n bits et a; = log(N + k)
pour k > 0. Alors pour tout 1+ > 1 et tout k 2 0, on a :

(i = 1)!
2i(n—1) *

IA(i) (ak)l <

Démonstration. On commence par étendre A aux fonctions : [A(f)|(z) = f(z+1) - f(z).
Soit f(z) = log(N + z), de telle sorte que a; = f(k). On applique le théoréme des valeurs
intermédiaires plusieurs fois de suite :
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N log(N)

30 | 11.0110011 | 010110100 | 1101111
31 | 11.0110111 {100011001 | 1100100
32 | 11.0111011 |100111010 | 0111011
33 | 110111111 | 100011011 | 0001111
34 | 11.1000011 {010111111 | 1001000
35 | 11.1000111 {000101011 | 0100101

Y
010110100 ’ 100011001 ‘ 100111010 | 100011011 | 010111111 | 000101011

F1c. 3.1 — Un exemple de fonctionnement du générateur pseudo-aléatoire de bits de Lit-
tlewood, avec N = 30,t =5,n"=7et m = 9.

At 1[ (k+1)] = AUV [f (k)]
At (f)](k +1) = [ATD(](k)]
max(|[ACY ()] (2)] , = € [k, k+1])
max(|[ACY(F)](2)], = € [k, k+1])
max(|[ACP (F)])(@)], « € [k, k +2))

|ADf (k)]

il

!

INCINN

max(|f®(z)] , = € [k, k+1])

(i — 1)!
N

car f)(z) = (—1)i+1£i;—}£. Le résultat provient du fait que N > 2"~1. O

N

Du lemme précédent on déduit immédiatement que la (i + 1)-eme sortie du généra-
teur, c’est-a-dire u;31 = |2"+™log(N +4+1)| mod 2™, peut étre calculée & partir des
sorties 0 a 7, en utilisant la formule :

wip1 = (uiy1 — A9 (uo)) + A9 ().

Ce calcul, illustré & la figure 3.2, nécessite O(:%) soustractions. La quantité u;y; —
A®(ug) dépend de uy, ...,u; (qui sont connus) mais non de u;;; (que I'on cherche), et
on peut borner la valeur de A®(uy) grace au lemme précédent. I’attaque consiste &
calculer u; 1 — A® (ug) & aide de wuy, . .., u; et & considérer négligeable le terme A®) (u).
Du fait de I'erreur cumulée provenant des différents arrondis, on obtient : |A® (ug)| <
27 +m A (aq)| + 2!, Pour retrouver le premier bit de sortie suivant ceux correspondant
a Uiy 1, il suffit que |A@(ug)| < 2™1, ce qui est impliqué par la condition suffisante :

|27+ AD (log N)| < 2™ 1 — 2,
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3.2. Une modification du schéma de Littlewood.

On en déduit que le générateur de Littlewood décrit & la définition 33 n’est pas crypto-
graphiquement siir a partir du moment ou il existe 7 tel que

! ;o |
m—2212n + 2 + log((z 1))

n—1

Si m est petit, il se pourrait qu’un tel i n’existe pas, et le phénomeéne de la propagation
des erreurs numériques empéche 'attaque. Il en est de méme si n’ est tres grand. Ces
deux cas sont peu réalistes puisqu’il faudrait soit calculer beaucoup de logz différents,
soit beaucoup de bits de chaque log z pour renvoyer finalement peu de bits. Cette attaque
semble fonctionner pour n’importe quels parameétres réalistes. Par exemple, si n = m =
100, elle peut étre effectuée tant que n’ < 9196; et si n = m = 1000, cette borne sur n’
devient alors 988500.

A A A
a | 0101101 b-a

IO o
b | 1000110 -

0001000 - 0000001
o< 00001

0001111

1000110

~0010111 0000000
0101111 ~0001111

~0100101
0001010

F1G. 3.2 — Applications successives de 'opérateur A a la séquence obtenue a la figure 3.1.
Dans la derniere colonne, les bits dominants de chaque ligne sont nuls.

Remarque : Le méme raisonnement est valable pour une tres grande famille de fonctions
f ala place de f = log. Il suffit en effet que lorsque N est suffisamment grand, il existe
deux constantes a > 0 et b telles que les dérivées successives de f satisfassent :

fOz)=0 (Nali%) Yz > N,Yi > .

En particulier, on peut tout a fait remplacer log par un polynéme, une fraction rationnelle,
ou une racine a-iéme, cela n’empéchera pas cette attaque.

3.2 Une modification du schéma de Littlewocod.

Nous présentons ici une modification naturelle du générateur pseudo-aléatoire de bits
de Littlewood, qui résiste a l’attaque tres facile décrite ci-dessus. Le générateur obtenu res-
semble alors beaucoup au générateur pseudo-aléatoire décrit dans [28]. Avant d’expliquer
le nouveau générateur, nous avons besoin de quelques notations et résultats élémentaires
sur le calcul des fonctions mathématiques.
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Chapitre III-8. Cryptanalyse du schéma de chiffrement de J. E. Littlewood.

Définition 34 (Fonction réelle calculable en temps polynomial). Soienta < b € R.
Une fonction f : [a,b] — R est calculable en temps polynomial s’il existe un algorithme
déterministe A et un polynome P tels que pour n’importe quel x € [a, b],, algorithme A
calcule les n bits les plus significatifs de f(x) en au plus P(n) opérations élémentaires.

Bien entendu, des fonctions telles que In, exp, sin, cos, tan, sin™!, cos™, tan~! sont cal-
culables en temps polynomial pour n’importe quel intervalle. Brent montre dans [29] que
calculer cos,sin, arctan, In et exp peut étre fait en temps quasi-linéaire en utilisant la
multiplication rapide [158].

Théoréme 32 (Brent, 1976). Si 7 et In2 sont pré-calculés, la fonction mathématique
élémentaire f(z) peut étre évaluée avec une précisionn en (K+o(1))M (n) logn opérations
élémentaires, avec :

{13 si f(z) =In(z) ou exp(x),
= { 34 si f(z) = arctan(z) ou sin(z) ou cos(z).

3.2.1 Randomisation du générateur de Littlewood.

Le probléme principal du générateur pseudo-aléatoire de bits de Littlewood réside dans
le fait que 'on prend des lignes de la table de logarithmes qui sont consécutives. Celles-ci
sont trop corrélées quand N est grand. Une fagon naturelle de résoudre ce probleme est
d’utiliser aléatoirement les lignes. L’objet que nous définissons ci-dessous est un générateur
pseudo-aléatoire conceptuellement trés proche de celui décrit dans [28]. En particulier, les
attaques contre ces deux générateurs se ressemblent.

Définition 35 (Probléme du nombre réel secret). Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction
réelle calculable en temps polynomial, comme par exemple sin. Soitent n,n’,m et t des
paramétres de sécurité. Soit o € [0, %]n un nombre secret. Le probleme du nombre réel
secret consiste a retrouver o d partir de la connaissance de :

( T;, bitS(n'+1)..(n’+m) [f(a+ ;)] )1:0..7: ?
ot les x; sont choisis uniformément et indépendamment dans [0, -21-]n

Définition 36 (Générateur randomisé de Littlewood). Avec les mémes notations, le
générateur pseudo-aléatoire généralisé de Littlewood est la fonction d’extension sutvante :

(.’Eo,...,.’L‘t)E[O,'z‘] = < Tgy..., Tty Doy oo, by >,

avec b; = bitS(ns41y..(ni4m) [ f (@ + ;)] pour i de 0 a t.

La sécurité de ce générateur pseudo-aléatoire de bits repose directement sur la difficulté
du probléeme du nombre réel secret. De fagon classique, il est possible de rebrancher le géné-
rateur sur les précédentes sorties, en utilisant la technique décrite dans [24]. Remarquons
aussi que si les z; ne sont pas choisis indépendamment, en particulier si x;1 = z; + 277,
alors attaque naive précédemment décrite pourrait encore fonctionner.
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3.5. Une attaque reposant sur ’approzimation polynomiale.

Les parametres de sécurité doivent satisfaire certaines bornes pour que le générateur
échappe & la recherche exhaustive et & 'attaque des anniversaires. On peut faire une
recherche exhaustive pour essayer de deviner les n’ premiers bits fractionnaires de y =
f(a+ x;), et alors en calculant f~1(y) (si f~! est une fonction réelle calculable en temps
polynomial) on peut retrouver a. Cette attaque a une complexité de l'ordre de 27, et
donne donc la borne n’ > s si 'on veut une sécurité en au moins 2°. L’attaque des
anniversaires donne la borne m > 2s.

3.3 Une attaque reposant sur ’approximation poly-
nomiale.

L’attaque proposée ici casse le générateur de la définition 36. Elle est cependant heuris-
tique car elle suppose que les vecteurs renvoyés par ’algorithme LLL auquel on a donné en
entrée un certain type de réseaux, aient tous a peu prés la méme longueur. Elle consiste
en un algorithme qui résout le probléme du nombre réel secret. La premieére étape est
I’approximation de f par un polynéme & coefficients réels sur tout son domaine de défi-
nition [0, 1]. Puis on réduit le probléeme du nombre réel secret & la recherche de petites
racines modulaires communes de plusieurs polynémes multivariés. On utilise finalement
la méthode de Coppersmith pour résoudre ce dernier probleme et retrouver le secret . La
technique développée dans cette attaque est tres similaire a I’algorithme que nous avons
proposé pour trouver les pires cas pour 'arrondi des fonctions mathématiques élémen-
taires, au chapitre III-1. La partie « réseaux » de cette attaque est trés similaire a celle
utilisée dans [28].

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 33. Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction C*™ calculable en temps polynomial.
On suppose que lorsque d tend vers Uinfini, max,cpy | /(9 (z)] = O(dI2%). Alors il eiste
un algorithme de complezité polynomiale en n,n' et m, tel que si t est plus grand qu’une
borne croissant de facon polynomiale avec n,n' et m, alors, sous une heuristique qui est
donnée plus bas, il résout le probléme du nombre réel secret.

3.3.1 Approcher f par un polynome.

L’approximation des fonctions continues par des polynémes a été un centre d’intérét
pour les mathématiciens depuis longtemps, mais il a vu naltre sa mise en pratique algo-
rithmique seulement récemment. On se référera a 'ouvrage de Jean-Michel Muller [134]
pour de plus amples détails sur ce sujet. Nous considérons ici des approximations pour la
norme infinie, ¢’est-a-dire :

If = Plleo = sup(|f(z) — P(=)| , z €[0,1]).

1l est bien connu que d’un point de vue théorique il existe un polynéme qui approche une
fonction donnée autant que voulu :

Théoréme 34 (Weierstrass,1885). Soit f une fonction continue. Pour tout € > 0, il
ezxiste un polynome P tel que ||f — Pl < €.
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Chapitre I1I-3. Cryptanalyse du schéma de chiffrement de J. E. Littlewood.

Malheureusement, ce théoréme n’est pas constructif (il ne dit pas comment trouver ces
polyndémes), et il ne donne pas non plus la vitesse de convergence en fonction du degré du
polynéme. Une méthode tres efficace pour calculer une approximation d’une fonction C*
est d’utiliser les polyndomes de Chebychev. Le polynéme de Chebychev de degré d ap-
prochant f peut étre calculé avec des algorithmes classiques d’analyse numérique. Plus
précisément, on peut calculer, en temps polynomial en d et k&, des approximations relatives
& 27F pres des coefficients de ’approximant de Chebychev de degré d de la fonction f. De
plus, lorsque d augmente et si les dérivées successives de f ne croissent pas trop vite, les
approximants de Chebychev convergent rapidement. Pour plus de détails, le lecteur est
renvoyé & [17], oit Pon peut trouver le théoréme suivant :

Théoréme 35 (Approximation de Chebychev). Soit f : [0,1] — [0,1] une fonc-
tion C*, et Py approzimant de Chebychev de degré d de f. Alors :

£ oo

I f = Palloo < W-

Pour notre probleme, nous prendrons le plus petit degré d tel que ||f — Pilloo < 57
On déduit directement de ce qui précede que d est borné de fagon polynomiale en n' et m,
et que l'on peut construire des approximations des coeflicients de P; avec un nombre
polynomial de bits en un temps polynomial en tous les différents parametres.

3.3.2 D’un probleme sur les réels a un probleme sur les entiers.

Supposons maintenant qu'un adversaire connaisse les paires (z;,b;) pour ¢ € [|1,¢]],
avec
bi = bits(n’+1)..(n’+m) [f(a + .’El)] € HO, 2m — 1”

Le lemme qui suit montre comment transformer chaque relation en une équation satisfaite
par un polynéme multivarié a coefficients et inconnues entiers :

Lemme 54. Soient o € [0,1], et b = bitSp 1) (n'+m)f (20)]. Soient P un polyndme
de degré d qui satisfait ||f — Plloo < 27™+™), et'l P'(z) = [2V+™P] (z). Soit Q(t) =
2dn p! (Zin) Alors @ est un polynéme de degré d a coefficients entiers, et :

Q(2"zy) — 2%h = 24y 4 o,

avec y et z des inconnues entiéres qui satisfont 0 <y < 2% et |2] < (d + 5)24.

Démonstration. Avec la définition de P’, on a |P'(z) — 2" +™P(z)] < £ pour tout z
de [0, 1]. L’inégalité triangulaire nous donne donc qu’il existe un entier 0 < y < 2" tel
que | P'(zq) — 2™y —b| < 41 +2. Finalement, {Q(2"z,) — 24"t my —24p| < (d+5)2%"1. O

Nous appliquons maintenant le lemme 54 au polynéme P, trouvé durant la phase
d’approximation polynomiale de ’attaque. Soit () le polynéome de degré d sur Z ainsi
obtenu. Pour chaque paire (z;, b;), on obtient une équation :

Q2™ (a+ z;)) — 2%b; — 29y 4y =0 (E),

41 Cette notation signifie que I’on arrondit chaque coefficient de on'+mp 3 Pentier le plus proche.
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3.8. Une attaque reposant sur [’approximation polynomaiale.

avec a,1; et z des inconnues qui satisfont 0 < z; < 2% et lys| < (d + 5)29L. Nous
transformons maintenant les équations (F;) sur Z en des équations modulaires :

Rila) +y;, =0 mod A (FE)),
avec A = 2%tm g = 2nq € [|0,277Y], Qi(a) = Q(a + 2"z;) — 2%b; et |y < (d + 5)24n 1,
Il s’agit donc maintenant de trouver a, sachant que @;(a) est petit modulo A4, avec des
polynémes ¢); connus. Nous nous retrouvons tout a fait dans le contexte général de la
méthode de Coppersmith.

Remarque : Comme il avait été annoncé plus haut, un nombre polynomial de bits des
coeflicients de P, suffit pour obtenir finalement le bon polynéme (). En effet, a partir de
la définition de P’ dans le lemme 54, il suffit que n’ +m + 1 bits fractionnaires de chaque
coeflicient de Py aient été calculés, ou plus précisément que ’on ait une erreur sur chaque
coefficient bornée par 2= ~™,

3.3.3 Comment retrouver g avec de la réduction de réseau.

La derniére étape pour retrouver le secret «, ou de fagon équivalente ’entier a, est
d’utiliser une réduction d’un réseau lié aux équations (E!) trouvées a 1’étape d’approxi-
mation polynomiale. On réduit le probleme de trouver a & la recherche de vecteurs courts
linéairement indépendants dans un réseau euclidien, probleme que ’on résout & 1’aide de
lalgorithme LLL. Plus précisément, on construit un réseau pour lequel les vecteurs courts
nous fournissent des équations polynomiales en a et les y;, sur les entiers (sans modulo).
Sous I'heuristique que 'on a suffisamment de ces équations sur les entiers, une élimina-
tion de variables par algébre linéaire permet d’obtenir un polynéme non-nul & une seule
variable et coeflicients entiers. Les racines de ce polynéme sont alors calculées, et elles
donnent directement a.

Supposons que I’on ait ¢ équations (E7),...,(F}). Soit ¢;(z,v1,...,1) = Qi(z) + v
pour 7 dans [|1,¢]. On sait que :

Vi e [|1,¢t]],a:(a, y1, - -, u) = Qi(a) + 4, =0 mod A4,

avec A = 29" et || <Y pouri < t avec Y = (d+5)2%"1. On construit alors le réseau
qui leur correspond. Par exemple, en prenant d = 3 et ¢ = 4, on obtient un réseau de la
forme :

1 =z z? 2 v vy Vs o

S
i

'

S

NS
g

[
I
I
I
b<

WL WIS -

R
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Chapitre III-8. Cryptanalyse du schéma de chiffrement de J. E. Littlewood.

ou X = 2" est la borne a priori sur a. A partir de la définition des g;, nous savons que les
entrées de la colonne correspondant & % sont identiques pour toutes les lignes (E!). Il est
donc intéressant de regarder le sous-réseau engendré par les lignes (AX") pour 0 < i < d—1
et les lignes () — (E7) pour 2 < j < t. Cela fournit un réseau de dimension d +¢ — 1 et
de déterminant :
XHTytigl

En prenant ¢ + 1 petits vecteurs de ce réseau et en annulant les colonnes correspondant
a vy,..., v alaide d'une étape d’algebre linéaire, on calcule ensuite les racines du poly-
néme en x de degré d — 1 que 'on a ainsi obtenu, et @ est I'une d’entre elles. Obtenir un
vecteur suffisamment court est faisable tant que (cela nous est donné par le théoreme 3) :

d(d—1)

X3 Yt—1<<At_1‘

On peut maintenant arguer du fait qu’en général, les vecteurs courts linéairement in-
dépendants ont des longueurs similaires. Plus précisément, pour un réseau « aléatoire »*2L
de dimension [, les | minima successifs de L ont des longueurs de 'ordre de det(L)!, & des
facteurs polynomiaux en d prés. Le théoreme 3 donne une borne trés pessimiste pour les
longueurs des différents vecteurs renvoyés, par rapport a ce que l’on observe en pratique.
Une version « probabiliste » pourrait étre*3 :

Etant donnée une base aléatoire [b1,...,b)] dun réseau L C Z, lalgorithme LLL
renvoie avec grande probabilité (par rapport & Uaspect aléatoire du réseau) et en temps
polynomial en la taille de Uentrée, une base (vy,...,v;) qui satisfait :

Vi € [|1,1]], ||vi]| & det(L)1.

Sous cette derniére heuristique, on s’attend donc & pouvoir trouver a tant que :
XET Yt A
ce qui donne en remplagant X,Y et A par leurs valeurs et en prenant le logarithme :
nd(d — 1) < 2(t — 1)m,

. . . nd(d—1
qui devient valide quand ¢t > Jg;n——l

3.4 Conclusion et question ouverte.

Le générateur pseudo-aléatoire de bits proposé par Littlewood et sa généralisation ont
montré leurs faiblesses cryptographiques. Une simple attaque reposant sur des différences

42Le mot « aléatoire » est entre guillemets parce qu’il est difficile de définir proprement ce qu’est un
réseau aléatoire (voir [8] pour une bonne fagon de faire cela), le fait énoncé n’est pas facilement prouvable
pour des réseaux aléatoires, et il n’est pas trés clair & quel point nos réseaux sont aléatoires.

43Nous avons déja fait des hypothéses similaires au chapitre III-1 lorsque la dimension des réseaux ne
croissait pas (au paragraphe 1.3.3), et au chapitre III-2 (3 la section 2.3).
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3.4. Conclusion et question ouverte.

en cascade permet de casser le schéma original pour une large plage de parametres, et une
méthode reposant sur de ’approximation polynomiale et de la réduction de réseaux permet
de casser le schéma randomisé. Les fonctions réelles semblent ainsi mal appropriées pour
construire des primitives cryptographiques. Cependant, tout n’est pas a jeter dans cette
idée. Le schéma de Littlewood est intimement lié au probleme du dilemme du fabricant
de tables (décrit au chapitre III-1), que nous rappelons ici :

DFT : Soient n,n',m des parametres entiers. On se donne une fonction C* f : [0,1] —
[0, 1] calculable en temps polynomial. Le but est de trouver toutes les solutions z € [0, 1],
de I’équation :

bitS(n/+1)_,(nr+m) [f(ﬂ?)] =0.
Nous avons étudié cette équation dans le détail au chapitre III-1 car elle est la clé pour
I’arrondi correct des fonctions mathématiques élémentaires. Nous avons vu que quand m
est de 'ordre de grandeur de n, alors le meilleur algorithme connu (donné au chapitre ITI-

1) a une complexité en Pol(n)2"/2+°() Ceci motive la question suivante, illustrée par la
figure 3.3 :

- Probléme ouvert 1. Soit n > 1 un entier. Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction C*
calculable en temps polynomial. On définit la fonction @ : [|0,2"]] — [|0, 2] par :

D(z) = bitsns1).(am) |/ (;—n)} .

Peut-on considérer ® comme une fonction a sens unique ?

FiG. 3.3 — Une proposition de fonction & sens unique.

Les arguments ci-dessus suggerent que bien que ® soit facilement calculable, elle serait
difficile & inverser. Un gros avantage pratique de cette fonction est qu’elle est tres facile a
implanter & partir d’un logiciel de calcul multi-précision. Asymptotiquement, calculer ¢ se
fait quasiment aussi rapidement que multiplier deux entiers, mais le meilleur algorithme
pour l'inverser est exponentiel. S’il s’agit en effet du meilleur algorithme, cette fonction
serait tout & fait intéressante. Par exemple, pour atteindre une sécurité de 2%, n = 160
suffit, ce qui implique de calculer f(5%) avec 320 bits de précision. Remarquons finalement
que méme pour la fonction z — 1/z, la fonction ® associée semble difficile & inverser : en
effet I’algorithme classique de reconstruction rationnelle (voir par exemple [64] ou [24])
nécessite la connaissance de 2n bits consécutifs, et ici on ne dispose que de n bits. Dans
ce contexte, Shparlinski [163], montre que si I’on a un peu moins de n bits, alors on ne
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Chapitre III-3. Cryptanalyse du schéma de chiffrement de J. E. Littlewood.

peut rien dire sur z. Entre n et 2n bits rien n’est connu. Nous proposons ici deux défis, le
premier pour la fonction cos, le deuxieme pour la fonction inverse.

Trouver zy, Ty € [[21%9,2169 — 1]] tels que :

bitse1. 420 (cos (-2%—0)) = 858386833426836933645234112375633941836693318987,

2160
bitsig1. 320 (————) = 946436456336607322266843999547133410116713716156.

T2

234



Conclusion.

Dans cette these, nous avons étudié ’algorithmique des réseaux euclidiens et son ap-
plication a un probleme lié & Parithmétique des ordinateurs, le dilemme du fabricant de
tables. Nous avons adopté une approche verticale, en nous intéressant aussi bien & l'ou-
til algorithmique, la géométrie des nombres, qu’a l'application que nous avions choisie,
c’est-a-dire le calcul des pires cas pour 'arrondi d’une fonction, quand le mode d’arrondi,
la fonction et la précision sont donnés. Pour aboutir aux résultats, nous avons fait appel
a des techniques tres diverses, du classique calcul de complexité & la méthode de Cop-
persmith, en passant par quelques considérations de géométrie élémentaire et des calculs
d’erreurs numériques.

D’un point de vue algorithmique, nos contributions sont les suivantes. Nous avons
donné un algorithme simple de calcul de pged en temps quasi-linéaire (plus simple que
ceux qui existaient déja, mais légérement plus lent en pratique). Pour aboutir & ce résultat,
nous avons introduit une nouvelle division binaire, naturelle d’'un point de vue 2-adique.
Un calcul de pged peut étre considéré comme une réduction d’un réseau de dimension 1.
En petite dimension (inférieure ou égale 4 4), nous avons généralisé de maniére naturelle et
unifié les descriptions des algorithmes de Lagrange (en dimension 2), Vallée et Semaev (en
dimension 3). Nous avons démontré la correction de cet algorithme unificateur et prouvé
qu’il avait une complexité quadratique en la taille de la donnée. Cette amélioration a été
rendue possible a I'aide d’une analyse précise des propriétés géométriques des réseaux en
petite dimension, en particulier de leurs cellules de Voronoi, ainsi qu’a ’aide d’une analyse
amortie des cotlits des étapes successives. En dimension quelconque, nous avons construit
une variante, utilisant de 'arithmétique flottante, du célébre algorithme LLL. Cette va-
riante est la seule connue a ce jour qui admette une complexité quadratique en dimension
fixée comme cela est le cas pour 'algorithme d’Euclide naif, ’algorithme de Lagrange et
sa généralisation en petite dimension. Pour analyser cet algorithme, nous avons réalisé un
calcul de la stabilité numérique de I’algorithme de factorisation de Cholesky, et nous avons
adapté au cas d’une dimension quelconque ’analyse amortie que nous avions effectuée en
petite dimension. Nous avons implanté cet algorithme, et notre code est compétitif par
rapport & ceux disponibles dans les principaux logiciels d’algorithmique de la théorie des
nombres (NTL, Magma, Pari GP). Cette implantation nous a permis de faire un certain
nombre d’observations expérimentales sur le comportement pratique de I’algorithme LLL,
qui serviront peut-étre a I’améliorer.

En ce qui concerne 1’étude des pires cas pour I’arrondi des fonctions mathématiques,
nous avons amélioré la méthode de Lefévre en utilisant la technique de Coppersmith
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pour trouver les petites racines de polynémes modulaires multivariés, qui elle-méme uti-
lise la réduction des réseaux. Par ce biais, les améliorations apportées a ’algorithmique
de la géométrie des nombres ont naturellement servi pour expérimenter 1’algorithme de
recherche de pires cas. Pour optimiser 'utilisation de la technique de Coppersmith dans
notre situation, nous avons construit une méthode pour borner le déterminant des ma-
trices rectangulaires qui apparaissent. Pour une fonction f, un mode d’arrondi et une
précision n fixés, notre algorithme trouvera tous les z € [1/2,1[ avec n bits apres la vir-
gule qui maximisent la difficulté d’arrondir f(z), en temps heuristique 2%/2*¢. Ces valeurs
de z sont celles pour lesquelles il faudra un maximum de bits apres le bit d’arrondi pour
garantir Parrondi correct de f(z). Cette méthode permet aussi de montrer qu’avec les =~ n?
premiers bits de f(z) sauf les n premiers, on peut déterminer tous les z € [1/2, 1] avec au
plus n bits fractionnaires donnant cette séquence, en temps heuristique polynomial en n.
Cela permet de quantifier I'alea des suites de bits générées par les fonctions mathéma-
tiques : si significativement moins de n? bits sont donnés, il est vraisemblablement difficile
de déterminer la graine z, les bits significatifs et les bits qui suivent la séquence donnée
(en tout cas, la présente méthode aura une complexité non polynomiale, et il semble que
ce soit la meilleure connue & ce jour pour résoudre ce type de questions) ; si & n? bits sont
donnés, alors il devient « facile » (on peut le faire en temps polynomial) de retrouver la
graine, les bits significatifs manquants et les bits suivants. En particulier, pour les fonc-
tions pour lesquelles la méthode fonctionne, les suites infinies de bits générées ne sont pas
aléatoires. Nous avons généralisé notre méthode pour trouver les mauvais cas simultanés
de deux fonctions, ce qui nous a permis d’améliorer la méthode des tables de Gal, qui est
une étape centrale dans les implantations de certaines fonctions mathématiques usuelles
en précision fixée, comme par exemple en double précision. Ces techniques de recherche de
mauvais cas pour l'arrondi et de construction des tables de Gal ont fait I’objet d’implan-
tations expérimentales. Nous avons aussi utilisé la méthode développée pour résoudre le
dilemme du fabricant de tables pour casser un cryptosysteme qui avait été proposé par
J. E. Littlewood dans les années 1950.

De nombreuses extensions des travaux décrits dans cette thése sont possibles. Nous
en avons donné certaines dans les conclusions de chaque chapitre. Du point de vue de
I’efficacité de la méthode de résolution du dilemme du fabricant de tables, I’écrasante
majorité du temps d’exécution est consacrée a des réductions de réseaux. Il s’agirait donc
de construire une variante plus efficace de l'algorithme LLL, ou de diminuer de maniere
drastique la taille des entrées données & ce dernier. Une autre question ouverte liée & notre
méthode de résolution du dilemme du fabricant de tables est de déterminer quand elle est
valide, c’est-a-dire quand ’hypothese heuristique s’avere correcte. Cela permettrait d’ex-
pliquer certains échecs observés en pratique, et peut-étre de les contourner, en particulier
dans le cas de fonctions algébriques. Un point délicat consisterait a déterminer dans quelle
mesure la méthode de Coppersmith pour les polynémes modulaires multivariés, elle-méme
heuristique, peut étre prouvée correcte. Cette question a déja été soulevée plusieurs fois
en cryptologie, dans le contexte d’attaques contre des variantes efficaces du schéma de
chiffrement RSA [26, 46, 123].

Des améliorations importantes en algorithmique des réseaux sont elles aussi envisa-
geables. [’algorithme L2 que nous avons introduit représente un progres significatif, mais
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il reste avant tout un algorithme naif : d’une part il généralise en dimension quelconque
la version la plus naive de ’algorithme d’Euclide, et il repose sur une algeébre linéaire é1é-
mentaire. La marge de manceuvre pour obtenir des variantes plus efficaces est sans aucun
doute considérable. Une premiere piste serait de construire un algorithme LLL de com-
plexité quasi-linéaire en dimension fixée quelconque, de maniére analogue aux algorithmes
de Knuth [91] et Schénhage [155] pour le pged, et de Yap [189] et Schonhage [157] pour la
réduction de réseaux planaires. Dans cette direction, une réponse a déja été apportée par
Eisenbrand et Rote [57], mais la complexité de leur algorithme explose avec la dimension.
Une amélioration de ce type serait intéressante pour des bases de dimensions modérées
mais avec des vecteurs extrémement longs. Une autre voie serait d’adapter les variantes
de l'algorithme LLL de Schénhage [156], Storjohann [174], Koy et Schnorr [94, 95], &
lalgorithme L?. En évitant d’effectuer les proprifications entierement & chaque itération
de boucle, ces variantes économisent de nombreuses opérations arithmétiques. Elles sont
particulierement pertinentes en vue de réduire des bases en grande dimension. Enfin, il
serait intéressant d’améliorer les algorithmes de réduction calculant des bases de meilleure
qualité que celles renvoyées par LLL, comme par exemple les algorithmes de Kannan [88],
Helfrich [75], Schnorr [150], Ajtai, Kumar et Sivakumar [11]. Obtenir des bases d’excel-
lente qualité semble étre la voie privilégiée pour casser plusieurs cryptosystémes, parmi
lesquels on peut citer NTRU [80]. De maniére plus générale, la place centrale des réseaux
euclidiens en cryptologie et en théorie algorithmique des nombres n’est plus a prouver.

237



Conclusion.

238



1]
2]
[3]
[4]

(6]

[7]

8]

[10]

[11]

[12]

Bibliographie

LIDIA 2.1.3. A C++ library for computational number theory. Disponible & 'url
http://www.informatik.tu-darmstadt.de/TI/LiDIA/.

IEEE Standards Committee 754. ANSI/IEEE standard 754-1985 for binary floating-
point arithmetic. Disponible dans les SIGPLAN Notices, 22(2):9-25, 1987.

L. Adleman. On breaking the iterated Merkle-Hellman public key cryptosystem.
Dans Proceedings of Crypto 1982, pages 303-308. Plenum Press, 1983.

M. Aharoni, S. Asaf, R. Maharik, I. Nehama, I. Nikulshin, and A. Ziv. Solving
constraints on the invisible bits of the intermediate result for floating-point veri-
fication. Dans Proceedings of the 17th IEEE Symposium on Computer Arithmetic
(ARITH’17), pages 76-83. IEEE Computer Society Press, 2005.

A. V. Aho, J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman. The Design and Analysis of Computer
Algorithms. Addison-Wesley, 1974.

M. Ajtai. Generating hard instances of lattice problems (extended abstract). Dans
Proceedings of the 28th Symposium on the Theory of Computing (STOC 1996),
pages 99-108. ACM Press, 1996.

M. Ajtai. The shortest vector problem in /; is NP-hard for randomized reductions
(extended abstract). Dans Proceedings of the 30th Symposium on the Theory of
Computing (STOC 1998), pages 284-293. ACM Press, 1998.

M. Ajtai. Random lattices and a conjectured 0-1 law about their polynomial time
computable properties. Dans Proceedings of the 2002 Symposium on Foundations of
Computer Science (FOCS 2002), pages 13-39. IEEE Computer Society Press, 2002.

M. Ajtai. The worst-case behavior of schnorr’s algorithm approximating the shortest
nonzero vector in a lattice. Dans Proceedings of the 35th Symposium on the Theory
of Computing (STOC 2008), pages 396-406. ACM Press, 2003.

M. Ajtai and C. Dwork. A public-key cryptosystem with worst-case/average-case
equivalence. Dans Proceedings of the 29th Symposium on the Theory of Computing
(STOC 1997), pages 284-293. ACM Press, 1997.

M. Ajtai, R. Kumar, and D. Sivakumar. A sieve algorithm for the shortest lat-
tice vector problem. Dans Proceedings of the 38rd Symposium on the Theory of
Computing (STOC 2001), pages 601-610. ACM Press, 2001.

M. Ajtai, R. Kumar, and D. Sivakumar. Sampling short lattice vectors and the clo-
sest lattice vector problem. Dans Proceedings of the 17th Annual IEEE Conference
on Computational Complezity (CCC 17), pages 53-57, 2002.

239



Bibliographie

[13] A. Akhavi. Analyse comparative d’algorithmes de réduction sur les réseauz aléa-
totres. PhD thesis, Université de Caen, 1999.

[14] A. Akhavi. Worst-case complexity of the optimal LLL algorithm. Dans Proceedings
of the 2000 Latin American Theoretical Informatics (LATIN 2000), volume 1776 of
Lecture Notes in Computer Science, pages 355-366. Springer-Verlag, 2000.

[15] A. Akhavi. Random lattices, threshold phenomena and efficient reduction algo-
rithms. Theoretical Computer Science, 287(2):359-385, 2002.

[16] A. Akhavi and C. Moreira dos Santos. Another view of the Gaussian algorithm. Dans
Proceedings of the 2004 Latin American Theoretical Informatics (LATIN 2004),
volume 2976 of Lecture Notes in Computer Science, pages 474-487. Springer-Verlag,
2004.

[17] K. E. Atkinson. An introduction to Numerical Analysis. John Wiley, 1989.

[18] L. Babai. On Lovész lattice reduction and the nearest lattice point problem. Com-
binatorica, 6:1-13, 1986.

[19] W. Backes and S. Wetzel. Heuristics on lattice reduction in practice. ACM Journal
of Experimental Algorithms, 7:1, 2002.

[20] C. Batut, K. Belabas, D. Bernardi, H. Cohen, and M. Olivier. PARI/GP computer
package version 2. Disponible a l'url http://pari.math.u-bordeaux.fr/.

[21] A Bjorck. Numerical Methods or Least Squares Problems. STAM Publications, 1996.

[22] J. Blomer and A. May. New partial key exposure attacks on RSA. Dans Proceedings
of Crypto 2008, volume 2729 of Lecture Notes in Computer Science, pages 27-43.
Springer-Verlag, 2003.

[23] L. Blum, M. Blum, and M. Shub. A simple unpredictable pseudo-random number
generator. SIAM Journal on Computing, 15(2):364-383, 1986.

[24] M. Blum and S. Micali. How to generate cryptographically strong sequences of
pseudo-random bits. STAM Journal on Computing, 13(4) :850-864, 1984.

[25] S. Boldo. Preuves formelles en arithmétiques & virgule flottante. PhD thesis, Ecole
Normale Supérieure de Lyon, 2004.

[26] D. Boneh and G. Durfee. Cryptanalysis of RSA with private key d less than N%292,
IEEE Transactions on Information Theory, 46(4):233-260, 2000.

[27] D. Boneh, G. Durfee, and N. Howgrave-Graham. Factoring n = pg" for large 7.
Dans Proceedings of Furocrypt 1999, volume 1666 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 326-337. Springer-Verlag, 1999.

[28] D. Boneh, S. Halevi, and N. Howgrave-Graham. The modular inversion hidden
number problem. Dans Proceedings of Asiacrypt 2001, volume 2248 of Lecture Notes
in Computer Science, pages 36—-51. Springer-Verlag, 2001.

[29] R. Brent. Fast multiple precision zero-finding methods and the complexity of ele-
mentary function evaluation. Journal of the ACM, 23:242-251, 1976.

[30] R. P. Brent. Twenty year’s analysis of the binary Euclidean algorithm. Dans Millen-
nial Perspectives in Computer Science : Proceedings of the 1999 Ozford-Microsoft
Symposium in honour of Professor Sir Anthony Hoare, pages 41-53, 2000.

240



[31] R. P. Brent, F. G. Gustavson, and D. Y. Y. Yun. Fast solution of Toeplitz systems
of equations and computation of Padé approximants. Journal of Algorithms, 1:259—
295, 1980.

[32] R. P. Brent and H. T. Kung. A systolic VLSI array for integer GCD computation.
Dans Proceedings of the 7th IEEE Symposium on Computer Arithmetic (ARITH’7),
pages 118-125. IEEE Computer Society Press, 1985.

[33] E. F. Brickell. Solving low-density knapsacks. Dans Proceedings of Crypto 1983,
pages 25-37. Plenum Press, 1984.

[34] E. F. Brickell. Breaking iterated knapsacks. Dans Proceedings of Crypto 1984,
volume 196 of Lecture Notes in Computer Science, pages 342-358. Springer-Verlag,
1985.

[35] E. F. Brickell, J. C. Lagarias, and A. M. Odlyzko. Evaluation of Adleman’s attack

on multiply iterated knapsacks (abstract). Dans Proceedings of Crypto 1983, pages
39-42. Plenum Press, 1984.

[36] N. Brisebarre, D. Defour, P. Kornerup, J.-M. Muller, and N. Revol. A new range
reduction algorithm. IEEFE Transactions on Computers, 54(3):331-339, 2005.

[37] N. Brisebarre, J.-M. Muller, and A. Tisserand. Computing machine-efficient polyno-
mial approximations. A paraitre dans ACM Transactions on Mathematical Software,
2005.

(38} J. W. S. Cassels. An Introduction to the Geometry of Numbers, 2nd edition.
Springer-Verlag, 1971.

[39] G. Cesari. Parallel implementation of schonhage’s integer GCD algorithm. Dans
Proceedings of the 8rd Algorithmic Number Theory Symposium (ANTS I11), volume
1423 of Lecture Notes in Computer Science, pages 65—76. Springer-Verlag, 1998.

[40] H. Cohen. A Course in Computational Algebraic Number Theory, 2nd edition.
Springer-Verlag, 1995.

[41} H. Cohn and A. Kumar. The densest lattice in twenty-four dimensions. American
Mathematical Society, 10:58-67, 2004.

[42] J. H. Conway and N. J. A. Sloane. Sphere Packings, Lattices and Groups. Springer-
Verlag, 1988.

[43] D. Coppersmith. Finding a small root of a bivariate integer equation. Dans Procee-
dings of Eurocrypt 1996, volume 1070 of Lecture Notes in Computer Science, pages
178-189. Springer-Verlag, 1996.

[44] D. Coppersmith. Finding a small root of a univariate modular equation. Dans
Proceedings of Furocrypt 1996, volume 1070 of Lecture Notes in Computer Science,
pages 155-165. Springer-Verlag, 1996.

[45] D. Coppersmith. Small solutions to polynomial equations, and low exponent RSA
vulnerabilities. Journal of Cryptology, 10(4):233-260, 1997.

[46] D. Coppersmith. Finding small solutions to small degree polynomials. Dans Procee-
dings of the 2001 Cryptography and Lattices Conference (CALC’01), volume 2146
of Lecture Notes in Computer Science, pages 20-31. Springer-Verlag, 2001.

241



Bibliographie

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

242

B. Daireaux. Analyse des algorithmes d’FEuclide : une approche dynamique. PhD
thesis, Université de Caen, 2005.

B. Daireaux, V. Maume-Deschamps, and B. Vallée. The Lyapunov tortoise and the
dyadic hare. Dans Proceedings of the 2005 International Conference on the Analysis
of Algorithm (AofA’05), DMTCS proc. AD, pages 71-94. Discrete Mathematics and
Theoretical Computer Science, 2005. Disponible a l'url http://www.dmtcs. org/.

H. Daudé and B. Vallée. An upper bound on the average number of iterations of
the LLL algorithm. Theoretical Computer Science, 123(1):95-115, 1994.

D. Defour. Cache-optimized methods for the evaluation of elementary functions.
Rapport du LIP, Ecole Normale Supérieure de Lyon. Disponible a l'url http://
gala.univ-perp.fr/"“ddefour/publications.html, 2002.

D. Defour, F. de Dinechin, and J.-M. Muller. Correctly rounded exponential function
in double precision arithmetic. Dans SPIFE, /6th Annual Meeting International
Symposium on Optical Science and Technology, pages 156-167, 2001.

D. Defour, G. Hanrot, V. Lefévre, J.-M. Muller, N. Revol, and P. Zimmermann. Pro-
posal for a standardization of mathematical function implementations in floating-
point arithmetic. Numerical Algorithms, 37(1-4):367-375, 2004.

B. N. Delone and N. N. Sandakova. Theory of stereohedra. Trudy Mathematics
Institute Steklov, 64:28-51, 1961.

J. Demmel and Y. Hida. Accurate floating-point summation. Technical report of
the computer science department of the University of California Berkeley, 02-1180,
2002.

F. de Dinechin, A. V. Ershov, and N. Gast. Towards the post-ultimate libm. Dans
Proceedings of the 17th IEEE Symposium on Computer Arithmetic (ARITH’17),
pages 288-295. IEEE Computer Society Press, 2005.

I. Dinur, G. Kindler, and S. Safra. Approximating CVP to within almost polynomial
factors is NP-hard. Dans Proceedings of the 1998 Symposium on Foundations of
Computer Science (FOCS 1998), pages 99-109. IEEE Computer Society Press, 1998.

F. Eisenbrand and G. Rote. Fast reduction of ternary quadratic forms. Dans Procee-
dings of the 2001 Cryptography and Lattices Conference (CALC’01), volume 2146
of Lecture Notes in Computer Science, pages 32—44. Springer-Verlag, 2001.

N. D. Elkies. Rational points near curves and small nonzero |z%—y?| via lattice reduc-
tion. Dans Proceedings of the 4th Algorithmic Number Theory Symposium (ANTS
IV), volume 1838 of Lecture Notes in Computer Science, pages 33-63. Springer-
Verlag, 2000.

P. van Emde Boas. Another NP-complete partition problem and the complexity of
computing short vectors in a lattice. Technical report 81-04, Mathematisch Instituut,
Universiteit van Amsterdam, 1981.

M. Ernst, E. Jochens, A. May, and B. de Weger. Partial key exposure attacks on
RSA up to full size exponents. Dans Proceedings of Furocrypt 2005, number 3494
in Lecture Notes in Computer Science, pages 371-386. Springer-Verlag, 2005.



[61]

[62]

[63]

[70]
[71]

[72]

[73]
[74]
[75]
[76]

[77]
(78]

L. Fousse and P. Zimmermann. Accurate summation : towards a simpler and
formal proof. Dans Proceedings of the international conference on real numbers and
computers (RNC’5), pages 97-108, 2003.

S. Gal. Computing elementary functions : a new approach for achieving high accu-
racy and good performance. Dans Proceedings of Accurate Scientific Computations,
volume 235 of Lecture Notes in Computer Science, pages 1-16. Springer-Verlag,
1986.

S. Gal and B. Bachelis. An accurate elementary mathematical library for the IEEE
floating point standard. ACM Transactions on Mathematical Software, 17(1):16-45,
1991.

J. von zur Gathen and J. Gerhardt. Modern Computer Algebra, 2nd edition. Cam-
bridge University Press, 2003.

C. F. Gauss. Disquisitiones Arithmetice. Springer-Verlag, 1801.

D. Goldberg. What every computer scientist should know about floating-point
arithmetic. ACM Computing Surveys, 23(1):5-47, 1991.

O. Goldreich. Modern Cryptography, Probabilistic Proofs and Pseudorandomness.
Springer-Verlag, 1999.

O. Goldreich and S. Goldwasser. On the limits of non-approximability of lattice
problems. Journal of Computer and System Sciences, 60(3):540-563, 2000.

O. Goldreich, S. Goldwasser, and S. Halevi. Public-key cryptosystems from lattice
reduction problems. Dans Proceedings of Crypto 1997, volume 1294 of Lecture Notes
in Computer Science, pages 112-131. Springer-Verlag, 1997.

D. Goldstein and A. Mayer. On the equidistribution of Hecke points. Forum Ma-
thematicum, 15:165-189, 2003.

G. Golub and C. van Loan. Matriz Computations. John Hopkins University Press,
1996.

G. Gonnet. A note on finding difficult values to evaluate numerically. Disponible a
I'url http://www.inf.ethz.ch/personal/gonnet/FPAccuracy/NastyValues.ps,
2002.

T. Granlund. The GNU MP Bignum Library. Disponible a 'url http://www.swox.
com/gmp/.

L. Groetschel, L. Lovasz, and A. Schrijver. Geometric Algorithms and Combinatorial
Optimization. Springer-Verlag, 1988.

B. Helfrich. Algorithms to construct Minkowski reduced and Hermite reduced lattice
bases. Theoretical Computer Science, 41:125-139, 1985.

C. Hermite. Extraits de lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur différents objets
de la théorie des nombres, deuxiéme lettre. Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, 40:279-290, 1850.

C. Hermite. (Buvres. Gauthiers-Villars, 1905.

N. J. Higham. The accuracy of floating point summation. SIAM Journal on Scien-
tific Computing, 14:783-799, 1993.

243



Bibliographie

[79]

[80]

[81]

[82]

83]

[84]
[85]
[86]

[87]

(88]

[89]

[90]

[91]

[92]
(93]

[94]

244

M. van Hoeij. Factoring polynomials and 0-1 vectors. Dans Proceedings of the 2001
Cryptography and Lattices Conference (CALC’01), volume 2146 of Lecture Notes in
Computer Science, pages 45-50. Springer-Verlag, 2001.

J. Hoffstein, J. Pipher, and J. H. Silverman. NTRU : a ring based public key
cryptosystem. Dans Proceedings of the 3rd Algorithmic Number Theory Symposium
(ANTS III), volume 1423 of Lecture Notes in Computer Science, pages 267-288.
Springer-Verlag, 1998.

N. Howgrave-Graham. Computational Mathematics inspired by RSA. PhD thesis,
University of Bath, 1998.

N. A. Howgrave-Graham and N. P. Smart. Lattice attacks on digital signature
schemes. Design, Codes and Cryptography, 23:283-290, 2001.

C. S. lordache and D. W. Matula. Infinitely precise rounding for division, square
root, and square root reciprocal. Dans Proceedings of the 14th IEEE Symposium on
Computer Arithmetic (ARITH’14), pages 233-240. IEEE Computer Society Press,
1999.

T. Jebelean. A double-digit Lehmer-Euclid algorithm for finding the GCD of long
integers. Journal of Symbolic Computation, 19:145-157, 1995.

A. Joux and J. Stern. Lattice reduction : a toolbox for the cryptanalyst. Journal
of Cryptology, 11(3):161-185, 1998.

M. Kaib and C. P. Schnorr. The generalized Gauss reduction algorithm. Journal of
Algorithms, 21(3):565-578, 1996.

E. Kaltofen. On the complexity of finding short vectors in integer lattices. Dans
Proceedings of EUROCAL’83, volume 162 of Lecture Notes in Computer Science,
pages 236—244. Springer-Verlag, 1983.

R. Kannan. Improved algorithms for integer programming and related lattice pro-
blems. Dans Proceedings of the 15th Symposium on the Theory of Computing (STOC
1983), pages 99-108. ACM Press, 1983.

R. Kannan, A. K. Lenstra, and L. Lovasz. Polynomial factorization and nonran-
domness of bits of algebraic and some transcendental numbers. Dans Proceedings
of the 16th Symposium on the Theory of Computing (STOC 1984), pages 191-200.
ACM Press, 1984.

S. Khot. Hardness of approximating the shortest vector problem in lattices. Dans
Proceedings of the 2004 Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS
2004 ), pages 126-135. IEEE Computer Society Press, 2004.

D. Knuth. The analysis of algorithms. Dans Actes du Congrés International des
Mathématiciens de 1970, volume 3, pages 269-274. Gauthiers-Villars, 1971.

D. Knuth. The Art of Computer Programming, vol. 2. Addison-Wesley, 1981.

A. Korkine and G. Zolotarev. Sur les formes quadratiques. Mathematische Annalen,
6:336-389, 1873.

H. Koy and C. P. Schnorr. Segment LLL-reduction of lattice bases. Dans Procee-
dings of the 2001 Cryptography and Lattices Conference (CALC’01), volume 2146
of Lecture Notes in Computer Science, pages 67-80. Springer-Verlag, 2001.



[95]

(98]

[99]

[100]

[101]
[102]

[103]

[104]

[105]

[106]
[107]

[108]

[109]

H. Koy and C. P. Schnorr. Segment LLL-reduction of lattice bases with floating-
point orthogonalization. Dans Proceedings of the 2001 Cryptography and Lattices
Conference (CALC’01), volume 2146 of Lecture Notes in Computer Science, pages
81-96. Springer-Verlag, 2001.

J. C. Lagarias. Worst-case complexity bounds for algorithms in the theory of integral
quadratic forms. Journal of Algorithms, 1:142-186, 1980.

J. C. Lagarias. The computational complexity of simultaneous diophantine approxi-
mation problems. Dans Proceedings of the 1983 Symposium on the Foundations of
Computer Science (FOCS 1983), pages 32-39. IEEE Computer Society Press, 1983.

J. C. Lagarias. Knapsack public key cryptosystems and Diophantine approximation.
Dans Proceedings of Crypto 1983, pages 3—23. Plenum Press, 1984.

J. C. Lagarias, W. H. Lenstra, and C. P. Schnorr. Korkine-Zolotarev bases and
successive minimal of a lattice and its reciprocal lattice. Combinatorica, 10:333—
348, 1990.

J. C. Lagarias and A. M. Odlyzko. Solving low-density subset sum problems. Dans
Proceedings of the 1983 Symposium on the Foundations of Computer Science (FOCS
1983), pages 1-10. IEEE Computer Society Press, 1983.

J. C. Lagarias and A. M. Odlyzko. Solving low-density subset sum problems. Journal
of the ACM, 32:229-246, 1985.

J. L. Lagrange. Recherches d’arithmétique. Nouveauxr Mémoires de [’Académie de
Berlin, 1773.

T. Lang and J.-M. Muller. Bounds on runs of zeros and ones for algebraic func-
tions. Dans Proceedings of the 15th IEEE Symposium on Computer Arithmetic
(ARITH’15), pages 13-20. IEEE Computer Society Press, 2001.

C. L. Lawson and R. J. Hanson. Solving Least Squares Problems. STAM Publications,
1995.

V. Lefévre. An algorithm that computes a lower bound on the distance between a
segment and Z2. Rapport de recherche RR1997-18 du Laboratoire de I'Informatique
du Parallélisme, 1997.

V. Lefévre. An algorithm that computes a lower bound on the distance between a
segment and Z2. Developments in Reliable Computing, pages 203212, 1999.

V. Lefevre. Moyens arithmétiques pour un calcul fiable. PhD thesis, Ecole Normale
Supérieure de Lyon, 2000.

V. Lefévre. New results on the distance between a segment and Z2. Application to
the exact rounding. Dans Proceedings of the 17th IEEE Symposium on Computer
Arithmetic (ARITH’17), pages 68-75. IEEE Computer Society Press, 2005.

V. Lefevre and J.-M. Muller. Worst cases for correct rounding of the elementary
functions in double precision. Dans Proceedings of the 15th IEEE Symposium on
Computer Arithmetic (ARITH’15), pages 111-118. IEEE Computer Society Press,
2001.

245



Bibliographie

[110] V. Leféevre and J.-M. Muller. Worst cases for correct rounding in double pre-
cision. Disponible a 1'url http://perso.ens-lyon.fr/jean-michel.muller/
TMDworstcases.pdf, 2004.

[111] D. H. Lehmer. Euclid’s algorithm for large numbers. American Mathematical
Monthly, 45:227-233, 1938.

[112] A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr., and L. Lovéasz. Factoring polynomials with
rational coefficients. Mathematische Annalen, 261:513-534, 1982.

[113] H. W. Lenstra, Jr. Integer programming with a fixed number of variables. Technical
report 81-03, Mathematisch Instituut, Universiteit van Amsterdam, 1981.

[114] H. W. Lenstra, Jr. Integer programming with a fixed number of variables. Mathe-
matics of Operations Research, 8(4):538-548, 1983.

[115] H. W. Lenstra, Jr. Flags and lattice basis reduction. Dans Proceedings of the third
European congress of mathematics, volume 1. Birkhduser, 2001.

[116] D. Lichtblau. Half~-GCD and fast rational recovery. Dans Proceedings of the 2005 In-
ternational Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC’05). ACM
Press, 2005.

[117] J. E. Littlewood. A Mathematician’s Miscellany. Methuen & Co. Ltd. London,
1953.

[118] L. Lovdsz. An Algorithmic Theory of Numbers, Graphs and Convezity. SIAM Pu-
blications, 1986. CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics.

[119] Magma. The Magma computational algebra system for algebra, number theory and
geometry. Disponible & 'url http://www.maths.usyd.edu.au:8000/u/magma/.

[120] Maplesoft. Maple 10. Disponible & 'url http://www.maplesoft.com/.

[121] P. Markstein. A fast-start method for computing the inverse tangent. Dans Pro-
ceedings of the 17th IEEE Symposium on Computer Arithmetic (ARITH’17), pages
266-271. IEEE Computer Society Press, 2005.

[122] J. Martinet. Perfect Lattices in Euclidean Spaces. Springer-Verlag, 2002.

[123] A. May. Cryptanalysis of unbalanced RSA with small CRT-exponent. Dans Pro-
ceedings of Crypto 2002, volume 2448 of Lecture Notes in Computer Science, pages
242-256. Springer-Verlag, 2002.

[124] A. May. New RSA Vulnerabilities Using Lattice Reduction Methods. PhD thesis,
University of Paderborn, 2003.

[125] A. May. Computing the RSA secret key is determinisitic polynomial time equivalent
to factoring. Dans Proceedings of Crypto 2004, volume 3152 of Lecture Notes in
Computer Science, pages 213-219. Springer-Verlag, 2004.

[126] R. Merkle and M. Hellman. Hiding information and signatures in trapdoor knap-
sacks. IEEE Transactions on Information Theory, 24(5):525-530, 1978.

[127] D. Micciancio. The hardness of the closest vector problem with preprocessing. /[EEE
Transactions on Information Theory, 47(3):1212-1215, 2001.

246



[128]

129]
[130]

[131]
[132]

[133]
[134]

[135]

[136]

[137]

[138]

[139]

[140]

[141]

[142]

D. Micciancio. Improving lattice-based cryptosystems using the Hermite nor-
mal form. Dans Proceedings of the 2001 Cryptography and Lattices Conference
(CALC’01), volume 2146 of Lecture Notes in Computer Science, pages 126-145.
Springer-Verlag, 2001.

D. Micciancio. The shortest vector problem is NP-hard to approximate to within
some constant. SIAM Journal on Computing, 30(6):2008-2035, 2001.

D. Micciancio and S. Goldwasser. Complezity of lattice problems : a cryptographic
perspective. Kluwer Academic Press, 2002.

H. Minkowski. Geometrie der Zahlen. Teubner-Verlag, 1896.

N. Mbéller. On Schonhage’s algorithm, and subquadratic integer gcd computation.
Soumis, 2005.

P. Montgomery. Modular multiplication without trial division. Mathematics of
Computation, 44(170):519-521, 1985.

J.-M. Muller. FElementary Functions, Algorithms and Implementation. Birkhauser,
1997.

Yu. V. Nesterenko and M. Waldschmidt. On the approximation of the values of
exponential function and logarithm by algebraic numbers. Matematicheskie Zapiski,
2:23-42, 1996. Disponible & 'url http://arxiv.org/abs/math.NT/0002047.

P. Nguyén. Cryptanalysis of the Goldreich-Goldwasser-Halevi cryptosystem from
Crypto’97. Dans Proceedings of Crypto 1999, volume 1666 of Lecture Notes in
Computer Science, pages 288-304. Springer-Verlag, 1999.

P. Nguyén. Can we trust cryptographic software? Cryptographic flaws in GNU
privacy guard v1.2.3. Dans Proceedings of Eurocrypt 2004, volume 3027 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 555-570. Springer-Verlag, 2004.

P. Nguyén and D. Stehlé. Low-dimensional lattice basis reduction revisited (exten-
ded abstract). Dans Proceedings of the 6th Algorithmic Number Theory Symposium
(ANTS VI), volume 3076 of Lecture Notes in Computer Science, pages 338-357.

Springer-Verlag, 2004.

P. Nguyén and D. Stehlé. Floating-point LLL revisited. Dans Proceedings of Fu-
rocrypt 2005, volume 3494 of Lecture Notes in Computer Science, pages 215-233.
Springer-Verlag, 2005.

P. Nguyén and J. Stern. Cryptanalysis of the Ajtai-Dwork cryptosystem. Dans
Proceedings of Crypto 1998, volume 1462 of Lecture Notes in Computer Science,
pages 223-242. Springer-Verlag, 1998.

P. Nguyén and J. Stern. The two faces of lattices in cryptology. Dans Proceedings of
the 2001 Cryptography and Lattices Conference (CALC’01), volume 2146 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 146-180. Springer-Verlag, 2001.

A. M. Odlyzko. The rise and fall of knapsack cryptosystems. Dans Proceedings of
Cryptology and Computational Number Theory, volume 42 of Proceedings of Sym-
posia in Applied Mathematics, pages 75-88. American Mathematical Society, 1989.

247



Bibliographie

[143]

[144]

[145]
[146)
[147)
[148]
[149]
[150]
[151)

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

[157)

[158]

248

A. M. Odlyzko and H. te Riele. Dispoof of Mertens conjecture. Journal fir die reine
und angewandte Mathematik, 357:138-160, 1985.

V. Y. Pan and X. Wang. Acceleration of euclidean algorithm and extension. Dans
Proceedings of the 2002 International Symposium on Symbolic and Algebraic Com-
putation (ISSAC’02), pages 207-213. ACM Press, 2002.

M. Payne and R. Hanek. Radian reduction for trigonometric functions. SIGNUM
Newsletter, 18:19-24, 1983.

M. Pohst. A modification of the LLL reduction algorithm. Journal of Symbolic
Computation, 4(1):123-127, 1987.

The SPACES Project. MPFR, a LGPL-library for multiple-precision floating-point
computations with exact rounding. Disponible a 1'url http://wuw.mpfr.org/.

G. B. Purdy. A carry-free algorithm for finding the greatest common divisor of two
integers. Computers and Mathematics with Applications, 9(2):311-316, 1982.

S. S. Ryskov. On Hermite, Minkowski and Venkov reduction of positive quadratic
forms in n variables. Soviet Mathematics Doklady, 13:1676-1679, 1972.

C. P. Schnorr. A hierarchy of polynomial lattice basis reduction algorithms. Theo-
retical Computer Science, 53:201-224, 1987.

C. P. Schnorr. A more efficient algorithm for lattice basis reduction. Journal of
Algorithms, 9(1):47-62, 1988.

C. P. Schnorr. Lattice reduction by random sampling and birthday methods. Dans
Proceedings of the annual symposium on theoretical aspects of computer science
(STACS 2003), volume 2607 of Lecture Notes in Computer Science, pages 145-156.
Springer-Verlag, 2003.

C. P. Schnorr. Fast LLL-type lattice reduction. A paraitre, 2005. Version
préliminaire disponible & l'url http://www.mi.informatik.uni-frankfurt.de/
research/papers.html.

C. P. Schnorr and M. Euchner. Lattice basis reduction : improved practical algo-
rithms and solving subset sum problems. Mathematics of Programming, 66:181-199,
1994.

A. Schénhage. Schnelle Berechnung von Kettenbruchentwicklungen. Acta Informa-
tica, 1:139-144, 1971.

A. Schonhage. Factorization of univariate integer polynomials by Diophantine ap-
proximation and improved basis reduction algorithm. Dans Proceedings of the
1984 International Colloguium on Automata, Languages and Programming (ICALP
1984), volume 172 of Lecture Notes in Computer Science, pages 436-447. Springer-
Verlag, 1984.

A. Schénhage. Fast reduction and composition of binary quadratic forms. Dans
Proceedings of the 1991 International Symposium on Symbolic and Algebraic Com-
putation (ISSAC’91), pages 128-133. ACM Press, 1991.

A. Schénhage and V. Strassen. Schnelle Multiplikation grosser Zahlen. Computing,
7:281-292, 1971.



[159] I. Semaev. A 3-dimensional lattice reduction algorithm. Dans Proceedings of the
2001 Cryptography and Lattices Conference (CALC’01), volume 2146 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 181-193. Springer-Verlag, 2001.

[160] A. Shamir. A polynomial time algorithm for breaking the basic Merkle-Hellman
cryptosystem. Dans Proceedings of the 1982 Symposium on the Foundations of
Computer Science (FOCS 1982), pages 145-152. IEEE Computer Society Press,
1982.

[161] M. Shand and Vuillemin J. Fast implementations of RSA cryptography. Dans
Proceedings of the 11th IEEE Symposium on Computer Arithmetic (ARITH’11),
pages 2562-259. IEEE Computer Society Press, 1993.

[162] V. Shoup. NTL, Number Theory C++ Library. Disponible & 'url http://www.
shoup.net/ntl/.

[163] 1. Shparlinski. Cryptographic Applications of Analytic Number Theory. Birkhiuser,
2003.

[164] C. L. Siegel. Lectures on the Geometry of Numbers. Springer-Verlag, 1989.

[165] D. Simon. Solving quadratic equations using reduced unimodular quadratic forms.
Mathematics of Computation, 74(251):1531-1543, 2005.

[166] D. Stehlé. Breaking Littlewood’s cipher. Cryptologia, XX VIII(4):341-357, 2004.

[167] D. Stehlé, V. Lefevre, and P. Zimmermann. Worst cases and lattice reduction.
Dans Proceedings of the 16th Symposium on Computer Arithmetic (ARITH’16),
pages 142-147. IEEE Computer Society Press, 2003.

[168] D. Stehlé, V. Lefévre, and P. Zimmermann. Searching worst cases of a one-variable
function. IEEE Transactions on Computers, 54(3):340-346, 2005.

[169] D. Stehlé and P. Zimmermann. A binary recursive ged algorithm. Dans Proceedings
of the 6th Algorithmic Number Theory Symposium (ANTS VI), volume 3076 of
Lecture Notes in Computer Science, pages 411-425. Springer-Verlag, 2004.

[170] D. Stehlé and P. Zimmermann. Gal’s accurate tables method revisited. Dans Procee-
dings of the 17th Symposium on Computer Arithmetic (ARITH’17), pages 257-264.
IEEE Computer Society Press, 2005.

[171] J. Stein. Computational problems associated to Racah algebra. Journal of Compu-
tational Physics, 1(3):397-405, 1967.

[172] P. H. Sterbenz. Floating Point Computation. Prentice-Hall, 1974.

[173] M. L. Stogrin. Regular Dirichlet-Voronoi partitions for the second triclinic group.
American Mathematical Society, 1977. Traduction en Anglais des actes de I'institut
Steklov de mathématiques, numéro 123 (1973).

[174] A. Storjohann. Faster algorithms for integer lattice basis reduction. Technical report,
ETH Ziirich, 1996.

[175] V. Strassen. Gaussian elimination is not optimal. Numerical Mathematics, 13:354~
356, 1969.

[176] P. P. Tammela. On the reduction theory of positive quadratic forms. Soviet Mathe-
matics Doklady, 14:651-655, 1973.

249



Bibliographie

[177) The ARENAIRE Project. CR-Libm, a library of correctly rounded elementary
functions in double-precision. Disponible & I'url http://lipforge.ens-1yon.fr/
www/crlibm/.

[178] K. Thull and C. K. Yap. A unified approach to HGCD algorithms for polynomials
and integers. Disponible & l'url http://cs.nyu.edu/cs/faculty/yap/papers,
1990.

[179] A. L. Toom. The complexity of a scheme of functional elements realizing the mul-
tiplication of integers. Soviet Mathematics Doklady, 3:714-716, 1963.

[180] B. Vallée. Une Approche Géométrique de la Réduction des Réseauz en Petite Di-
mension. PhD thesis, Université de Caen, 1986.

[181] B. Vallée. Gauss’ algorithm revisited. Journal of Algorithms, 12:556-572, 1991.

[182] B. Vallée. Dynamical analysis of a class of Euclidean algorithms. Theoretical Com-
puter Science, 297(1-3):447-486, 2003.

[183] G. Voronoi. Nouvelles applications des paramétres continus & la théorie des formes
quadratiques. Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 134:198-287, 1908.

[184] B. L. van der Waerden. Die Reduktionstheorie der positiven quadratischen Formen.
Acta Mathematica, 96:265-309, 1956.

[185] A. Weilert. Asymptotically fast GCD computation in Z[i]. Dans Proceedings of the
4th Algorithmic Number Theory Symposium (ANTS IV), volume 1838 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 595-613. Springer-Verlag, 2000.

[186] J. H. Wilkinson. The Algebraic Eigenvalue Problem. Oxford University Press, 1988.
[187] D. Wilson. Littlewood’s cipher. Cryptologia, 3(2):120-121, 1979.
[188] D. Wilson. Littlewood’s cipher. Cryptologia, 3(3):172-176, 1979.

[189] C. K. Yap. Fast unimodular reduction : planar integer lattices. Dans Proceedings of
the 1992 Symposium on the Foundations of Computer Science (FOCS 1992), pages
437-446. IEEE Computer Society Press, 1992.

[190] C. K. Yap. Fundamental Problems in Algorithmic Algebra. Oxford University Press,
2000.

[191] A. Ziv. Fast evaluation of elementary mathematical functions with correctly rounded
last bit. ACM Transactions on Mathematical Software, 17(3):410-423, 1991.

250



& ol AP
WNCY f:l'd.l.‘.‘t.

N0
* Dn"

Ay e ?\ M,

LI

. o v

- L =
P MNAMNCY 1 —_—

Monsieur STEHLE Damien

DOCTORAT DE L'UNIVERSITE HENRI POINCARE, NANCY 1

en INFORMATIQUE

VU, APPROUVE ET PERMIS D'IMPRIMER #1=\L 2

9UC-t-_; =

Nancy,le A% deroonlere

dént de I'Université

Le Prési
,:,, Ve '

{ ’:‘_-' ‘.-’
I

i e
j: o O
&

Ny =

TRINANCE

(BEOR TG FDTRED

Université Henri Poincaré, Nancy |
24-30 rue Lionnois - B.P. 3069 - 54013 NANCY Cédex

Tel. - 03 83 68 20 00 - Fax : 03 83 68 2] gp



Résumé

Les réseaux euclidiens sont un outil particulierement puissant dans plusieurs domaines
de I'algorithmique, en cryptographie et en théorie algorithmique des nombres par exemple.
[’objet du présent mémoire est dual : nous ameéliorons les algorithmes de réduction des
réseaux, et nous développons une nouvelle application dans le domaine de I’arithmétique
des ordinateurs. En ce qui concerne l’aspect algorithmique, nous nous intéressons aux
cas des petites dimensions (en dimension un, ot il s’agit du calcul de pged, et aussi en
dimensions 2 & 4); ainst qu’a la, description d’une nouvelle variante de Ualgorithme LLI,
en dimension quelconque. Du point de vue de l'application, nous utilisons la méthode
de Coppersmith permettant de trouver les petites racines de polynomes modulaires mul-
tivariés, pour calculer les pires cas pour larrondi des fonctions mathématiques, quand
la fonction, le mode d’arrondi; et la précision sont donnés. Nous adaptons aussi notre
techinique aux mauvais cas simultanés pour deux fonctions. Ces deux méthodes sont des
pre-calenls gouteux, qui une fois effectués permettent d’accélérer les implantations des
fonctions mathématiques élementaires en précision fixée, par exemple en double précision.

La plupart des algorithmes décrits dans ce mémoire ont été validés expéritnentalement
par des implantations, qui sont disponibles & 'url http://www.loria.fr/~stehle.

Mots-clés: Réseaux euclidiens, algorithme LLL, calcul de pged, arithmétique {lottante,
implantation de fonctions mathématiques élémentaires, dilemme du fabricant: de tables,
méthode de Coppersmith, analyse de complexité.

Abstract

Euclidean latlices are a particnlarly powerful tool for several algorithmic topics, among
which are cryptography and algorithmic number theory. The contributions of this the-
sis are twofold : we improve lattice basis reduction algorithms, and we introduce a new
application of lattice reduction, in computer arithmetic. Concerning lattices, we consider
both small dimensions (in dimension one, where the problem degenerates to a ged cal-
culation; and 1n dimensions 2 fo 4), and arbitrary dimensions, for which we improve
the clagsical LLL algorithm. Concerning the application, we make use of Coppersmith’s
owtaod for computing the small roots of multivariate modular polynomials; in order to
find the worst cases for the rounding of mathematical functions, when the function, the
rounding mode and the precision are fixed. We also generalise our technique to find input
numbers that are simultaneonsly bad for two functions. These two methods are expen-
sive pre-computations, but once performed, they help speeding up the implementations
of elementary mathematical functions in fixed precision, for example in double precision.

Most of the algorithms described in this thesis have been validated experimentally.
These implementations are available at the url http://www.loria.fr/ “stehle,

Keywords: BEuclidean lattices, LLL algorithm, ged computation, floating-point arith-
metic, elementary functions implementation, tables’ maker dilemma, Coppersmith tech-
nique, complexity analysis.
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