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Introduction

A l'instar des milieux discrets à très grand nombre de degrés de liberté, tels les gaz, les
plasmas se prêtent à diffërents niveaux de description 1. Ces approches sont typiquement
au nombre de trois. Elles procèdent d'approximations successives:

- Description particulaire : l'équation fondamentale de la dynamique est résolue
pour chaque particule individuelle. Le nombre de degrés de liberté est dans ce cas
6N : 6 degrés de liberté (position-vitesse) par particule, au nombre de N. Cette
approche se révèle rapidement inutilisable, sitôt que N excède typiquement plusieurs
milliards. Or, ce sont environ 1023 particules qu'il faudrait suivre dans un tokamak
comme ITER.
Description cinétique: elle s'appuie sur une approximation de champ moyen. La
dynamique de la fonction de distribution j des particules - qui mesure le nombre de
particules contenues dans un élément de volume de l'espace des phases à 6 dimen­
sions2 - est gouvernée par les champs électrique et magnétique moyennés sur une
longueur intermédiaire entre la distance interparticulaire et la longueur de Debye. Le
nombre de degrés de liberté est 6Ns , où Ns est le nombre d'espèces considérées (ions,
électrons, impuretés). Dans la limite non-collisionnelle, qui prévaudra dans ITER,
la dynamique de j peut être raisonnablement décrite par l'équation de Vlasov, de
structure hamiltonienne.
Description fluide: elle s'intéresse aux moments de la fonction de distribution.
Un moment d'ordre n est relié à l'intégrale en vitesse de la quantité ven) j, où la
puissance (n) indique un produit tensoriel. Les premiers moments sont la densité,
la vitesse d'écoulement, la pression, etc. Chacun de ces moments est couplé au sui­
vant, de sorte que le problème fondamental de cette approche réside dans le choix
de fermeture de cette hiérarchie infinie d'équations. Le nombre de degrés de liberté
est dans ce cas 3NM N s , où N M est le nombre de moments fluides retenus.

La question du choix du niveau de description, en pratique cinétique ou fluide, se
pose de manière particulièrement aigue lorsque l'on étudie le transport turbulent dans

1 Voir par exemple l'article très didactique de Laure Saint-Raymond dans "Pour la Science", numéro
324 (octobre 2004)

2Dans la limite adiabatique, où les champs électromagnétiques varient lentement par rapport à la
fréquence cyclotronique, l'espace des phases peut être réduit à 5 dimensions en considérant la moyenne
sur la phase cyclotronique. C'est l'approche gyrocinétique, pleinement justifiée pour décrire la turbulence
dans les plasmas de fusion. La fon<.i;ion de distribution étudiée est alors celle des centres-guides.
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les machines à fusion. Ce transport contrôle pour l'essentielles propriétés de confinement
du plasma. Il est donc primordial d'en avoir une connaissance aussi fine que possible,
afin de disposer entre autres de prédictions fiables sur l'amplitude et la dynamique de la
turbulence dans les machines de prochaine génération. Du fait de son nombre restreint
de degrés de liberté, l'approche fluide est la plus attractive. Encore faut-il s'assurer que
les approximations qui la fondent sont justifiées, et que la fermeture choisie permet de
retrouver les résultats cinétiques. Or, il s'avère que, avec les fermetures actuellement
considérées, elle est insuffisante, et ce à au moins deux titres:

- De manière intrinsèque, elle ne permet pas de rendre pleinement compte d'effets
purement cinétiques, qui trouvent leur origine dans la structure en vitesse de la fonc­
tion de distribution. On peut distinguer deux grandes classes de tels phénomènes.
En premier lieu se trouvent les résonances ondes-particules, ou résonances Landau,
qui caractérisent les effets collectifs dans les plasmas. Dans un plasma collisionnel,
l'élargissement des résonances est tel que l'effet Landau joue un rôle négligeable.
Dans ce cas, la fermeture collisionnelle des équations fluides, proposée par Bragins­
kii [1], donne des résultats satisfaisants. Mais les plasmas du cœur des machines
à fusion sont très peu collisionnels, de sorte que ces résonances doivent être prises
en compte. Enfin, il faut mentionner certaines classes de particules qui ont un rôle
important, telles les particules piégées dans les miroirs magnétiques et les particules
énergétiques. Les particules alpha, issues des réactions de fusion deutérium-tritium,
seront de telles particules dans un réacteur à fusion.

- Les deux approches donnent des résultats notablement différents quant aux seuils
linéaires des instabilités, mais également quant au niveau de transport turbulent
pour un écart au seuil donné. La comparaison directe des deux approches appliquées
à une même instabilité n'est encore que très peu développée. Pour autant, Dimits
a synthétisé en 2000 les résultats de plusieurs simulations non-linéaires, et montré
que les prédictions des codes cinétiques et fluides différaient de plusieurs facteurs,
voire d'ordres de grandeur [2]. Ces derniers tendent à surestimer le flux turbulent.
Ce travail a également mis en évidence que les écoulements zonaux, c'est-à-dire les
écoulements moyens dans les deux directions périodiques des machines toriques, au­
togénérés par la turbulence, traités différemment en cinétique et fluide, pouvaient
expliquer au moins pour partie les différences observées.

Ce travail de thèse s'inscrit dans cette problématique. Il vise à quantifier les différences
entre les approches cinétique et fluide dans une turbulence plasma, à en comprendre l'ori­
gine, et à proposer un cadre théorique pour optimiser les fermetures fluides. C'est l'in­
stabilité d'interchange, générique dans les machines toriques, qui sert de cadre à notre
étude. L'instabilité est portée à la fois par le gradient de température, et par la courbure
moyenne des lignes de champ magnétique. Le système est simplifié et réduit à deux di­
mensions spatiales, la direction radiale du confinement et une direction angulaire, et une
dimension en vitesse, l'énergie transverse. Un des points forts de notre approche est d'uti­
liser le même code numérique pour comparer les descriptions cinétique et fluide, ce qui
nous affranchit de fait de différences d'origine purement numérique. Les résultats majeurs

2
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sont les suivants :
- Le flux turbulent cinétique reste quasiment nul jusqu'à un forçage environ quatre

fois supérieur au seuil d'instabilité linéaire. La transition se produit lorsque le taux
de croissance linéaire devient comparable au taux de cisaillement des écoulements
zonaux. Cette transition non-linéaire est absente en fluide.
Pour des caractéristiques linéaires analogues, le niveau de transport turbulent fluide
est supérieur au cinétique, et ce de plusieurs ordres de grandeur. Cette différence
perdure, bien qu'amoindrie, lorsque les écoulements zonaux sont volontairement sup­
primés. Ces derniers ne permettent donc pas d'expliquer toutes les différences ob­
servées. De fait, notre analyse montre que la fonction de distribution des simulations
cinétiques est caractérisée par un grand nombre de moments fluides indépendants,
que les écoulements zonaux soient présents ou pas.
Enfin, une fermeture non collisionnelle est proposée, basée sur la comparaison des
taux quasi-linéaires de production d'entropie fluide et cinétique. Cette méthode per­
met entre autres de contraindre les paramètres pour ajuster les propriétés linéaires
cinétique et fluide du système étudié.

Le corps de ce mémoire est divisé en quatre chapitres. Dans le chapitre 1, le système
cinétique est présenté et ses caractéristiques linéaires sont étudiées analytiquement. Un
système fluide à deux champs, densité et pression, équivalent au système cinétique, est
dérivé dans le chapitre 2. Il est en particulier montré qu'une analogie peut être établie
entre les modélisations fluide à deux champs et cinétique à deux énergies. Cela permet
entre autres de simuler avec le même code numérique les régimes non-linéaires fluide et
cinétique. C'est l'objet du chapitre 3, où les résultats obtenus pour différents forçages sont
présentés. Le rôle des écoulements zonaux est discuté en détail. Enfin, le chapitre 4 est
consacré à la recherche d'une fermeture fluide non-collisionnelle, fondée sur la comparaison
des taux quasi-linaires de production d'entropie cinétique et fluide.

3
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Chapitre 1

Modèle cinétique 3D pour
l'instabilité d'échange

Nous allons étudier les caractéristiques d'une turbulence dans un modèle simplifié, afin
de cerner plus aisément l'origine des diffërences de comportement pouvant exister entre
une modélisation fluide et une modélisation cinétique. Nous nous limiterons à l'étude
d'une turbulence électrostatique et plus particulièrement à une instabilité générique dans
les plasmas de fusion: l'instabilité d'échange ionique1. Nous dérivons ici les équations
permettant de la décrire dans le cadre de la théorie cinétique. Une étude linéaire détaillée
sera ensuite réalisée.

1.1 Equation cinétique des centres-guides

Dans une machine à confinement magnétique, la héquence cyclotronique des parti­
cules Wc est supérieure de plusieurs ordres de grandeur aux fréquences caractéristiques
d'évolution du système, en particulier vis-à-vis des échelles de temps des phénomènes tur­
bulents 2. Il est alors raisonnable de moyenner les équations du mouvement sur un temps
de l'ordre de W;l, ou, ce qui est équivalent, de les moyenner sur la phase cyclotronique <Pc'
Cette opération est appelée gyromoyenne3 . Dans ce cadre, la variable d'espace pertinente
n'est plus la position réelle d'une particule x mais la position du centre de masse du mou­
vement cyclotronique XG, appelé centre-guide. Ces variables sont reliées par la relation
x = XG + Pc, où Pc est le vecteur associé au rayon de giration cyclotronique Pc = vJ.../wc.
Celui-ci mesure l'extension spatiale du domaine sur lequel la gyromoyenne est effectuée.
Ce domaine est d'autant plus petit que le champ magnétique confinant B est intense,
étant donné que Wc = qB/m, où q et m sont respectivement la charge et la masse de

IOn parle d'instabilité d'''interchange'' en anglais.
2La fréquence cyclotronique ionique Wc,i vaut approxivement 5.108Hz pour B = 5T alors que la

fréquence de la turbulence est typiquement inférieure à 106Hz. La fréquence cyclotronique électronique

wc,e est plus élevée, de l'ordre de j!!ff;WC,i = 2.101oHz

:lLe "y" est conservé en français en mémoire de l'origine américaine de cette théorie [3].
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1.1. EQUATION CINÉTIQUE DES CENTRES-GUIDES

la particule. D'autre part, il est directement relié à l'énergie cinétique de la particule au
travers de la vitesse V.l de la particule dans le plan transverse au champ confinant. Pour
un champ magnétique lentement variable vis-à-vis de W;;l, il est possible de montrer [4]
que le moment magnétique f.-L de la particule est un invariant à tous les ordres de son
développement selon le petit paramètre PelR, où R est la longueur caractéristique du
champ magnétique (le grand rayon dans un tokamak). Cet invariant est appelé invariant
adiabatique. Il est défini par :

mvi
f.-L= 2Be

où Be = B(xG) est le champ magnétique à la position du centre-guide.

(1.1 )

La gyromoyenne conduit en outre à la réduction de l'espace des phases de 6 dimensions
(x, v), à 5 dimensions (xG' vII, f.-L), où vII est la vitesse des particules le long des lignes de
champ. La dynamique des centres-guides est décomposée en un mouvement parallèle aux
lignes de champ dont la fréquence caractéristique est de l'ordre de wePelR et d'un mou­
vement de dérive dans la direction perpendiculaire aux lignes de champ dont la fréquence
caractéristique est d'un ordre inférieur, c'est-à-dire de l'ordre de we(PelR)2. Le détail du
calcul des dérives est donné en annexe A. Leur expression générale est donnée par :

ExB
UE = B2

( 2) B V'.lB
Ud = f.-LB + mVII qB2 x~

où les champs sont pris à la position des centres-guides4 .

(1.2)

(1.3)

Nous considérons un plasma à symétrie cylindrique (figure 1.1) décrit par un système
de coordonnées (R, e, y). Le champ magnétique B, confinant le plasma, est supposé créé
par un fil conducteur infini, situé sur l'axe du cylindre. Il est parcouru par un courant
constant noté I . Le théorème d'Ampère donne l'expression du champ en fonction de la
coordonnée radiale :

B f.-Lo I
--eo
2nR
BoRa--eo

R

La direction parallèle aux lignes de champ est la direction e, on définit vII == Vo. ous
considérons un domaine d'étude de faible extension radiale Lx se situant loin de l'axe
de symétrie du système. Cette limite permet d'étudier le système dans une géométrie
cartésienne: c'est la limite "sIab" . Nous décomposons la position radiale R comme suit:
R = Ra-x, avec 0 :S x :S Lx et Lx « Ra. Le champ magnétique s'écrit: B = B o(l+xl Ra)·

4L'indice 'G' sera à présent omis pour alléger l'écriture.
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CHAPITRE 1. MODÈLE CINÉTIQUE 3D POUR L'INSTABILITÉ D'ÉCHANGE

1

1

1
•••••••. • -l' •.•• • • . • •

.... -·t ..
• 1 ••

FIG. 1.1 - Géométrie du système. Le domaine d'étude dans la limite slab est représenté en grisé.

Le système est supposé périodique dans la direction y. Nous définissons L y = 21rLx la lon­
gueur telle que pour chaque grandeur 9 : g(y = 0) = g(y = L y ). Enfin, les calculs sont
effectués dans le nouveau repère direct (x, y, 0).

Dans le cadre électrostatique, le champ électrique E dérive du potentiel U : E = - 'lU.
La vitesse de dérive électrique (1.2) s'écrit alors à l'ordre le plus bas en xlRo:

(1.4)

La vitesse de dérive de courbure (1.3) s'écrit au même ordre:

J-lBo+ mv~
l1d = qBoRo ey (1.5)

où nous avons utilisé la relation 'V~B = ~ c;: ex = ~ ex. La vitesse de dérive de courbure
est indépendante des coordonnées d'espace dans cette limite.

La dynamique des centres-guides est régie par les équations d'évolution:

dx
- = UEx;
dt

dO vII--_.
dt R'

dVII = -~fJ{)U
dt mR

7



1.2. QUASI-ÉLECTRONEUTRALITÉ DANS LA
LIMITE K l..PC,I -t 0

L'évolution de la fonction de distribution F des centres-guides est régie par une équation
décrivant sa variation temporelle totale qui s'écrit en fonction des équations d'évolution:

De manière générale, l'évolution de la fonction de distribution est contrainte par un
opérateur décrivant les collisions C(F) :

dF = C(F)
dt

Cette équation est l'équation de Boltzmann. Elle permet en particulier de déterminer une
solution d'équilibre pour la fonction de distribution en présence de collisions. Dans un
régime de faible collisionnalité, cet opérateur est mis à zéro. L'évolution de la fonction de
distribution est seulement une advection dans l'espace des phases. L'équation correspon­
dante est une équation de Vlasov :

où les dérives sont définies par les équations (1.4) et (1.5). L'équation de Vlasov est une
équation de conservation. La fonction de distribution reste constante le long de ses ca­
ractéristiques, c'est-à-dire, le long de ses trajectoires dans l'espace des phases. Le potentiel
électostatique U apparaît dans l'équation de Vlasov au travers de la vitesse de dérive liE,

n constitue la deuxième inconnue du problème. n convient d'établir la contrainte de quasi­
électroneutralité décrivant la génération du potentiel par les fiuctuations de la densité de
charge.

1.2 Quasi-électroneutralité dans la
limite kl-Pc,i --+ 0

Globalement, les plasmas de fusion sont électriquement neutres. En l'absence de champ
électrique extérieur, les ions (de charge q = e) et les électrons (de charge q = -e) ont la
même densité locale à l'équilibre: Ni 0 = Ne 0 = No. Localement, la turbulence génère des
écarts à la densité d'équilibre. Soit Ni et if: les écarts en densité ionique et électronique.
Dans la limite électrostatique, l'équation de Maxwell-Poisson donne la valeur du potentiel
U qui découle de la distribution de charge locale.

- -
Àb V 2eU = Ne _ Ni

e Te No No

Nous avons introduit la longueur de Debye électronique À De = J:~~~. Te désigne ici la
température électronique d'équilibre, prise constante. Dans les tokamaks, les fiuctuations
normalisées du potentiel électrique ~ sont inférieures à l'unité. D'autre part, leur échelle

8



CHAPITRE 1. MODÈLE CINÉTIQUE 3D POUR L'INSTABILITÉ D'ÉCHANGE

caractéristique reste typiquement supérieure au rayon de Larmor ionique Pc,i' Or, dans
les plasmas de fusion la longueur de Debye est d'environ un ordre de grandeur plus
petite que Pc,i P'De rv 1O-4m , Pc,i rv 5.1O-3m). Dans ces conditions, telles que l'échelle
caractéristique des fluctuations reste grande par rapport à À De , l'équation de Maxwell­
Poisson peut raisonnablement être remplacée par la contrainte de quasi-électroneutralité :

(1.7)

Il nous faut à présent calculer les densités ionique et électronique.

Une des difficultés de la théorie gyrocinétique consiste à exprimer les densités réelles
qui interviennent dans la quasi-électroneutralité au moyen des densités de centres-guides.
La fluctuation de la densité ionique réelle Ni peut être calculée à partir de la fonction de
distribution des centres-guides ioniques Fi :

(1.8)

On voit apparaître les fluctuations de la densité de centres-guides gyromoyennéè, et le
terme de polarisation:

Npol =!d F. . (eG~.u _eU)
P O,l 1: T.

O,i O,i

L'opérateur de gyromoyenne Go est défini par l'équation (A.4). Nous avons supposé ici
qu'une double application de l'opérateur de gyromoyenne laisse inchangées la fonction
de distribution d'équilibre des ions Fo,i et la température ionique d'équilibre To,i' Cette
hypothèse est légitime tant que les quantités d'équilibre varient sur des échelles spa­
tiales grandes devant le rayon de Larmor. Nous prenons une forme maxwellienne pour
l'équilibre:

où mi(vi + vU)/2 est l'énergie cinétique totale des ions. Le calcul du terme de polari­
sation s'effectue en passant dans l'espace de Fourier dans le plan transverse au champ
magnétique :

où Npol et Û sont les transformées de Fourier spatiales de Npol et U. L'opérateur de
gyromoyenne ne dépend que de la vitesse transverse des particules au travers du rayon
de Larmor ionique: Pc,i = PsVl../cs avec Cs = JTe/mi et Ps = Cs/Wc,i' L'intégration sur la

5L'intégration porte sur l'espace des impulsions p.
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1.2. QUASI-ÉLECTRONEUTRALITÉ DANS LA
LIMITE K1.Pc,I --t 0

vitesse parallèle est alors triviale. L'intégration sur la vitesse transverse est effectuée en
utilisant la relation [5] :

où Io(z) = Jo(iz) est la fonction de Bessel modifiée. On obtient une expression intégrée
du terme de polarisation:

eÛ

TO,i

(1.9)

où nous n'avons gardé que le terme du premier ordre en k1.Ps, k1. étant la norme du vecteur
d'onde dans le plan perpendiculaire au champ magnétique. Dans l'hypothèse adiabatique,
nous prenons GO.Fi = Fi' Nous écrivons alors l'expression de la réponse en densité Ni :

- J 2 2 eUNi = dpFi - No + NoPs Y'1. Te

Le calcul rigoureux d'une turbulence en présence de deux populations de particules
chargées (les ions et les électrons) devrait s'effectuer au moyen de deux équations de
Vlasov de la forme (1.6). Cependant, cette démarche est très coûteuse du point de vue
numérique et reste difficile d'accès avec les moyens de simulation actuels. Nous faisons
le choix de simplifier le calcul de la densité électronique. La méthode consiste à trouver
une valeur approchée de la réponse linéaire Fe à une perturbation U, d'origine purement
ionique, au moyen de l'équation de Vlasov pour les électrons ((1.6) avec m = me, q = -e
et F = Fe). Pour ce faire, il est préfërable d'utiliser les variables d'angle et d'action plutôt
que les variables de position et de vitesse. Cette étude est exposée dans l'annexe B, nous
n'en donnerons ici que le résultat. La réponse électronique peut s'écrire sous la forme:

Ne eU e((U))
No Te Te

(1.10)

où ((U)) représente une moyenne sur y et (j. Cette expression peut être trompeuse et
doit être interprétée correctement. Les perturbations qui peuvent se développer dans le
système sont de deux natures: des perturbations de nombre d'onde différent de zéro et
des écoulements zonaux, c'est-à-dire des écoulements moyens ayant un nombre d'onde
égal à zéro: ky = ko = O. Pour ces derniers U = ((U)) : la relation (1.10) indique donc
que les électrons ont une réponse nulle à ces perturbations. Les perturbations de nombre
d'onde différent de zéro, sont de moyenne nulle ((U)) = 0, la réponse électronique est
alors adiabatique. En effet, dans ce cas la vitesse parallèle électronique élevée permet de
négliger toute interaction entre les particules et les ondes turbulentes.
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CHAPITRE 1. MODÈLE CINÉTIQUE 3D POUR L'INSTABILITÉ D'ÉCHANGE

1.3 Réduction à 3 dimensions de l'espace des phases

Le système que nous considérons est composé de l'équation de Vlasov décrivant la
dynamique des centres-guides ioniques (1.6) et de la contrainte de quasi-électroneutralité
(1.7). Le système d'équations auto-cohérent s'écrit:

Te p,Bo+ mv~ VII q
8tFi + -B [<I>, Fi] + B R 8yFi + Q 80Fi - Q 8oU8vll Fi = 0

e 0 e 0 0 ~~ m~~

2 2 1 j'(<I> - ((<I»)) - Ps\ll-<I> = No dpFi -1

Nous avons défini le crochet de Poisson comme: [<I>, Fi] = 8x<I>8y Fi - 8y <I>8xFi. ous nous
plaçons dans la limite où les températures caractéristiques ionique et électronique sont
égales Te = ~ = To. Le potentiel adimentionné est défini par <I> = ;g.

Par souci de simplification, nous adoptons en outre un certain nombre d'hypothèses
visant à réduire la dimensionnalité du problème à la dynamique transverse aux lignes de
champ. Nous considérons uniquement les centres-guides de vitesse parallèle nulle: vII = o.
Nous supposons de plus que les fluctuations sont constantes le long des lignes de champ.
La vitesse de dérive de courbure ne dépend alors que de l'énergie perpendiculaire des
particules E = ~mivi = p,Bo. L'équation de Vlasov (1.11) décrit maintenant seulement
la dynamique des centres-guides ioniques dans le plan transverse à B :

To E
8t Fi + -B [<I>, Fi] + B Ra 8y Fi = 0

e 0 e 0

Nous travaillerons par la suite avec des grandeurs normalisées. Les longueurs sont
normalisées au rayon de Larmor sonique: i; = xlPs et f) = YiPS' Le temps est normalisé à
la pulsation cyclotronique ionique: i = Wc,it. Nous définissons un paramètre adimensionné,
indépendant de l'énergie, représentant la dérive de courbure:

De la même manière, nous pouvons définir une vitesse de dérive électrique normalisée :
VE = liE1CS. Les densité et température normalisées sont : neq = N;;o'; et Teq = Tro,;.
De la même manière la fonction de distribution normalisée s'écrit: j = ffoFi . L'énergie

normalisée s'écrit quant-à-elle : Ê = :a. Par la suite, les chapeaux qui apparaissent sur
les variables normalisées ne seront pas conservés.

Finalement, le système s'écrit :

8d + [H,j] = 0

(<I> - (<I») - \li <I> = l j dE - 1

11
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1.3. RÉDUCTION À 3 DIMENSIONS DE L'ESPACE DES PHASES

où nous rappelons la définition du crochet de Poisson : [cI>, f] = oxcI>oyf - OycI>oxf.
La moyenne du potentiel dans la quasi-électroneutralité (cI» est une moyenne sur y.

L'équation de Vlasov s'écrit à présent sous forme hamiltonienne, avec le hamiltonien
défini t par :

(1.14)

Le premier terme E, indépendant de l'espace, ne contribue pas à l'équation de Vla­
sov. Nous l'avons cependant fait apparaître pour introduire la fonction de distribution
d'équilibre feq que nous allons utiliser. Celle-ci est définie par une maxwellienne locale
dépendant explicitement du hamiltonien d'équilibre:

(1.15)

Nous discuterons dans le prochain paragraphe de l'impact du terme correctif en Vd sur les
écarts à l'équilibre thermodynamique.

12



CHAPITRE 1. MODÈLE CINÉTIQUE 3D POUR L'INSTABILITÉ D'ÉCHANGE

1.4 Evolution autour de l'équilibre maxwellien

La fonction de distribution et le potentiel électrostatique sont décomposés en une
partie d'équilibre et une partie fluctuante:

f= J+j
<I> = <I>

Nous considérons le cas d'un équilibre sans champ électrique en prenant ~ = O. L'équilibre
J est défini comme étant la moyenne de f le long de la direction périodique y et sur un
temps long vis-à-vis de l'échelle caractéristique d'évolution des perturbations. L'intégra­
tion sur les temps longs ne sera utilisée explicitement que pour le calcul des flux quasi­
linéaires au paragraphe 1.8. La moyenne des fluctuations spatiales ou temporelles sont
nulles par definition :

(j) = (ii!) = 0

La moyenne de l'équation de Vlasov (1.12) donne:

ad+ ([ii!, jl) = 0

qui peut s'écrire également sous forme conservative :

(1.16)

(1.17)

Le flux turbulent résulte de la convection moyenne des fluctuations de la fonction de dis­
tribution par la vitesse de dérive électrique dans la direction radiale, VEx = -ay<Ï> :

(1.18)

L'équation d'évolution des perturbations est calculée en décomposant les champs et
en les injectant dans l'équation de Vlasov. La variation temporelle de l'équilibre étant
donnée par l'équation (1.16), nous obtenons:

ad + [H, j] + [<Ï>, J] + [<Ï>, j] - ([ii!, jl) = 0 (1.19)

où le hamiltonien d'équilibre est défini à partir de l'expression (1.14), en ne conservant
que le terme non nul dépendant de l'espace :

(1.20)

L'hypothèse quasi-linéaire consiste à considérer une turbulence de faible amplitude vis-à­
vis de l'équilibre. Les termes du second ordre sont supposés négligeables:

[<Ï>, j] « ad et ([<Ï>, jl) « ad
L'équation sur les perturbations est alors linéarisée:

ad + [H,j] + [ii!,J] = 0
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1.S. RELATION DE DISPERSION ET RÉPONSES NATURELLES

Le système d'équations composé de l'équation de Vlasov sur les fluctuations, couplée à la
contrainte de quasi-électroneurtralité linéarisée (1.13) s'écrit:

at! + [<Î>, 1] +VdEayj = 0 (1.22)

<Î> - vi <Î> = 100

jdE (1.23)

Considérons la stabilité linéaire autour d'un équilibre pour lequel la fonction de dis­
tribution est maxwellienne (1.15) :

- n(x) ( E)
f(x, E) = T(x) exp -T(x) (1.24)

où le facteur 1 + VdX, contenant la dépendance radiale du hamiltonien d'équilibre (1.14),
est introduit dans les définitions des densité et température moyennes:

Le gradient radial de ! mesure l'intensité des forces thermodynamique s'appliquant au
système. Il s'écrit sous forme compacte:

avec

ax ! = ! (~11 + K/r (~ - 1)) (1.25)

(1.26)

en prenant en compte que Vd = PsiI4J << 1. Dans la limite où les longueurs de gra­
dient d'équilibre sont grandes devant l'échelle des fluctuations, on suppose n, 1', ~11 et K/r

constants dans l'étude linéaire. Leurs valeurs sont définies à l'origine radiale du domaine
d'étude (x = 0).

Les définitions (1.26) montrent que la prise en compte du hamiltonien dans l'expres­
sion de la fonction de distribution d'équilibre conduit à une correction sur les forces
thermodynamiques, représentées par les gradients de densité ~11 et de température K/r.

Les effets géométriques dus au gradient du champ magnétique d'équilibre, paramétrés
par Vd, minimisent l'action des gradients de densité et de température réels. Ce point est
plus amplement développé dans la référence [6].

1.5 Relation de dispersion et réponses naturelles

Dans un premier temps, nous cherchons les modes propres du système d'équations
Vlasov-quasi-électroneutralité linéarisé (équations (1.22) et (1.23)). La structure de ce

14



CHAPITRE 1. MODÈLE CINÉTIQUE 3D POUR L'INSTABILITÉ D'ÉCHANGE

système montre que les modes de Fourier sont des modes propres pour la direction
périodique y et pour le temps. Ainsi, les perturbations sont décomposées sur une base
de Fourier spatio-temporelle:

f = L fk,w ei(ky-wt)

k,w

<Ï> = L <Î>k,w ei(ky-wt)

k,w

(1.27)

(1.28)

k = 21rl/Ly est le nombre d'onde dans la direction périodique (l est un nombre entier). De
manière générale west un nombre complexe. Sa partie réelle Wr correspond à la pulsation,
sa partie imaginaire Wi est le taux de croissance de l'instabilité. Lorsque le taux de crois­
sance est positif, l'amplitude du mode associé croît exponentiellement avec le temps: il y
a instabilité. Pour qu'une description temporelle en terme de transformée de Fourier soit
valable, il faut que les transformées de Fourier inverses, f et <Î>, soient définies, ce qui est
réalisé pour <J'(w) > 0 et J= 0 lorsque t -+ -00, en accord avec le principe de causalité6 .

En décomposant l'équation de Vlasov linéarisée (1.22) sur la base de Fourier (1.27) on
obtient une équation algébrique, décrivant la réponse linéaire de la fonction de distribution
Jk,w(X) à une perturbation du potentiel <Î>k,w(X) :

A ne-( /'Î,n + /'Î,T( - 1) A

f = --- kéf>
T Wd( - W

où l'expression du gradient radial de la fonction de distribution d'équilibre est donnée par
(1.25). Il est plus aisé de travailler avec le paramètre ( = E/T et la pulsation correspon­
dant à la dérive de courbure thermique:

(1.29)

L'équation de Vlasov linéarisée fait apparaître l'existence de pôles dans la réponse du
système. Lorsque la vitesse de phase de l'onde turbulente vrp = wr/k est égale à la vitesse
de dérive d'un centre-guide VdE la réponse diverge. Cette interaction résonante entre les
ondes turbulentes et les centres-guides est spécifique d'une description cinétique, elle est
connue sous le nom de résonance Landau.

En introduisant cette réponse dans la quasi-électroneutralité linéarisée (1.23) nous
obtenons une équation différentielle dans la direction radiale:

(1.30)

avec
K 2 = 1 + k2 + nk j. e-(/'Î,n + ~(( - 1) d(

W -Wd(
--------------

6~(W) représente la partie imaginaire de w.
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1.6. STABILITÉ MARGINALE DANS LE PLAN (AN, AT)

Dans la limite de faible variation radiale où nous nous sommes placés, K est indépendant
de x et l'équation différentielle (1.30) possède des solutions réelles, non triviales pour
K = ikx , avec des conditions aux limites de Dirichlet (<Î>(O) = <Î>(Lx ) = 0) : <Î>k,w(X) =
<Î>(O) sin(kxx) avec kx = nlx/ Lx, où lx est un entier. Les modes de Fourier peuvent être
considérés comme des modes propres du système dans la direction radiale. Au final, la
relation de dispersion s'écrit:

1 + ki + iik f':X; d(e-Ç I),n + I),T(( - 1) = 0
Jo W - Wd(

(1.31)

avec ki = k;+k2
. La relation de dispersion est une contrainte imposée entre W et le vecteur

d'onde k.l = kx + k, de sorte que W = w(k.l). Les champs qui satisfont la contrainte de
la relation de dispersion sont appelés les modes naturels.

1.6 Stabilité marginale dans le plan (An, AT)

Nous nous intéressons ici à la stabilité d'un mode donné, en fonction des paramètres
de contrôle que sont les gradients de densité et de température. Nous répondrons à la
question de l'instabilité globale du système, à savoir s'il existe au moins un mode instable
dans le système, dans le prochain paragraphe.

La dépendance en k.l ne nous intéressant pas ici, nous écrivons la relation de dispersion
(1.31) de manière compacte:

(1.32)

où le nombre d'onde est contenu dans les définitions:

(1.33)

représentant les gradients de densité et de température, et

(1.34)

représentant la vitesse de phase de l'onde sur la vitesse de dérive de courbure thermique.
Nous pouvons à présent déterminer la courbe de stabilité marginale, définie par Wi = 0,
dans le plan défini par An et AT. Le système étudié ici a ceci de particulier que seules les
ondes telles que Wr.Wd 2:: 0 sont résonantes avec les centres-guides. Dans le cas contraire
il n'existe pas de pôles sous l'intégrale dans (1.32). En conséquence, il convient de traiter
séparément les cas où les ondes se propagent dans le sens de la dérive, wr 2:: 0, et dans le
sens opposé, wr < o.
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CHAPITRE 1. MODÈLE CINÉTIQUE 3D POUR L'INSTABILITÉ D'ÉCHANGE

Dans le premier cas il convient d'utiliser la prescription de Landau. Celle-ci préconise
d'ajouter à la pulsation Wr une partie imaginaire, positive et infiniment petite io+. Comme
nous l'avions déjà signalé, cette prescription découle du principe de causalité. Elle peut
aussi se déduire du second principe de la thermodynamique appliqué à la solution (1.28),
comme on le vera au paragraphe 4.3.1. Le pôle dans la relation de dispersion (1.32) peut
alors être traité en utilisant la propriété:

1 .
--.-+ = pp (l/x) - m 6(x)
x+w

(1.35)

(1.36)

où PP(I/x) est la partie principale7 de l/x. La relation de dispersion peut alors être
décomposée en parties réelle et imaginaire (pour k > 0) :

1- PP100

d(e-çAn +AT~( - 1) = 0
o (- Wr

-i1r100

d(e-Ç(An + AT (( - 1))6(( - wr ) = 0

Cette dernière équation nous donne la valeur de la pulsation marginale en fonction des
écarts à l'équilibre:

Wr = Wd (1 -1;) (1.37)

qui n'est valable que dans la zone An/AT::; 1 du fait de la condition wr 2: O. Introduire
l'expression de la pulsation marginale dans la partie réelle de la relation de dispersion fait
apparaître un seuil indépendant du gradient de densité:

AT = 1 (1.38)

Pour la même raison que précédemment, cette expression n'est valable que pour An ::; 1.
Un mode donné sera donc instable lorsque le gradient de température est plus grand que
sa valeur marginale, quel que soit An ::; 1.

Lorsque la fréquence de l'onde et la fréquence due à la vitesse de courbure sont de
signe contraire, WrWd < 0 (ou wr < 0), la relation de dispersion (1.32) ne possède plus de
pôles. Après quelques manipulations, celle-ci s'écrit sous la forme:

( A) . A 100
_ç (- Wr + iWi _

1 - AT - An + AT(wr -1 + zATWi) d(e (. A)2 A2 - 0
o (- Wr + Wi

que l'on peut décomposer en partie réelle et partie imaginaire:

17



1.6. STABILITÉ MARGINALE DANS LE PLAN (AN,AT )

où les intégrales ne divergent pas du fait de la condition wr < O. La courbe de stabi­
lité marginale est donnée par Wi = o. La partie imaginaire de la relation de dispersion
(deuxième équation) est alors trivialement nulle. Pour accéder à l'information présente
dans la partie imaginaire, il est raisonnable de poser Wi = 0+, en accord avec le principe
de causalité. Ainsi, les parties réelle et imaginaire de la relation de dispersion peuvent
s'écrire dans la limite de stabilité marginale:

1 - AT - (An + AT(wr - 1)) Il (wr) = 0

(An + AT(wr - 1)) 12 (wr ) + AT11 (wr ) = 0

où apparaissent les deux intégrales, fonctions de wr :

(1.40)

(1.41)

(1.42)

Signalons que c'est à ce niveau que les traitements avec pôles et sans pôles ne sont plus
équivalents. Le terme en AT 11 dans la partie imaginaire de la relation de dispersion sans
pôles (1.41) est nul en présence de pôles:

C'est ce terme supplémentaire qui, à lui seul, va être responsable de la différence entre les
résultats avec et sans pôles. Dans le cas sans pôles, le système d'équation (1.40) et (1.41)
conduit à une expression paramétrique des gradients marginaux:

(1.43)

Ces relations sont suffisantes pour établir la courbe de stabilité marginale, mais ne donnent
aucune indication ni sur la pulsation marginale, ni sur le comportement asymptotique de
la courbe de stabilité pour An » 1. Pour obtenir ces informations, il faut combiner
judicieusement les parties réelle et imaginaire de la relation de dispersion de manière à
trouver une relation indépendante des intégrales Il et 12 . Le détail du calcul est donné
dans l'annexe C, où l'on obtient les expressions de la pulsation marginale:

et du gradient marginal de température:

(1.44)

valable pour AT > 1.

La courbe de stabilité marginale est montrée sur la figure 1.2. Comme on le voit, en
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FIG. 1.2 - Courbe de stabilité marginale cinétique dans le plan (Ar" AT)' Le système est instable
au-dessus de la courbe. La branche résonante (non-résonante) correspond à AT! < 1 (AT! > 1).

présence de pôles, le gradient de densité n'influe pas sur la stabilité d'un mode donné. En
l'absence de pôles, on constate l'effet stabilisant du gradient de densité: il faut appliquer
un gradient de température plus grand pour déstabiliser un mode donné.

Nous pouvons préciser encore le comportement particulier de la pulsation marginale
par une résolution numérique direct de la relation de dispersion en l'absence de pôles, qui,
étant donné l'annulation triviale de sa partie imaginaire pour Wi = 0, donne un résultat
identique à celle de sa partie réelle (1.40). Celle-ci permet d'obtenir le comportement de la
fréquence en fonction du gradient de température, montré sur la figure (1.3 traits pleins).
Il existe une valeur critique de AT au-delà de laquelle il n'y a plus de solutions Wi = 0, cor­
respondant au gradient marginal. La pulsation associée est la pulsation marginale. Celle-ci
décroît avec AT, jusqu'à atteindre wr = a pour AT = An = 1. Pour An < 1, la valeur du
maximum de AT n'appartient plus au domaine wr < 0, les résonances doivent alors être
prises en compte. De plus, pour An > 1 (courbe An = 1.5), il existe un domaine pour le­
quel deux fréquences sont solutions pour un gradient de température donné. Cette région
est caractérisée par AT > An. Ce comportement est typique d'une instabilité réactive,
c'est-à-dire d'une instabilité fluide, où le régime stable admet deux fréquences réelles et
un taux de croissance nul, et le régime instable deux fréquences complexes conjuguées.

A travers cette analyse, il est clair que la partie réelle contient, à elle seule, toute
l'information sur la pulsation marginale et le gradient marginal, mais de manière quali­
tative. L'utilisation de Wi "-' 0+ permet de prendre en compte la partie imaginaire de la
relation de dispersion en l'absence de pôles (1.41), et conduit à l'information analytique
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FIG. 1.3 - Solutions des parties réelle et imaginaire de la relation de dispersion en l'absence de résonances
(wr < 0), représentées dans le plan gradient de température AT, pulsation Wr , pour deux valeurs du
gradient de densité, An = 1 et An = 1.5.

quantitative sur la stabilité marginale. Cela apparaît sur la figure 1.3, où pour un gra­
dient de densité donné, le point d'intersection des solutions pour la partie réelle et pour la
partie imaginaire de la dispersion (trait pointillé) correspond effectivement au maximum
du gradient de température.

1.7 Spectre en k de l'instabilité

Dans l'optique d'une étude non-linéaire de la turbulence qui peut se développer dans
le système, ce paragraphe est dédié à l'étude de la stabilité linéaire en fonction du nombre
d'onde k dans la direction périodique. L'étude se concentre sur le cas où fi a une va­
leur constante. De plus, nous nous plaçons dans la partie du diagramme An - AT où les
résonances sont possibles. De fait, nous prenons un gradient de densité d'équilibre plat,
c'est-à-dire "'n = O.

En reprenant les expressions de la pulsation marginale (1.37) et du gradient marginal
de température (1.38), pour le cas "'n = 0, on obtient leurs expressions en fonction de k
et de ki :

W r = kv/t (1.45)

(1.46)VdT ( 2)"'T = -_- 1 + kl..
n

On peut introduire ici la notion de seuil d'instabilité. Il s'agit de la valeur minimum du
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gradient de température qu'il faut atteindre pour qu'au moins un mode du système soit
destabilisé. Ici, il s'agit du premier mode permis par la géométrie du système k.lo =
7r/ Lxex + 27r / Lyey . Ce gradient sera appelé gradient critique dans ce qui suit, il vaut:

~f 2 )
IVr,CT = -_-(1 + k.lo) (1.47

n
On constate dans l'expression du gradient de température (1.46), le rôle fondamental

du terme de polarisation en ki dans la stabilisation des petites structures. En effet pour un
gradient donné, supérieur au gradient critique, seul un certain nombre des premiers modes
du spectre seront destabilisés. Les modes correspondants aux petites structures spatiales
(nombre d'onde élevé) seront stables. Cet effet de stabilisation des petites structures via
la polarisation n'est pas surprenant si l'on se souvient que la polarisation provient de l'ac­
tion de la gyromoyenne sur la densité ionique, le rôle de cette dernière étant précisément
de moyenner l'information contenue aux échelles de l'ordre du rayon de Larmor.

Il est possible de déterminer l'expression approchée de w lorsque le taux de croissance
est grand devant la pulsation de dérive Wd. Dans cette limite, l'intégrale dans la relation
de dispersion (1.31), ne diverge pas. On peut dire qu'alors les résonances sont "élargies" ,
dans le sens que le terme en i7rJ(E - wr ) n'apparaît pas. De même que dans l'annexe D,
on effectue un développement de Taylor du dénominateur, en fonction du petit paramètre
e,/w :

1 - AT + AT (1 - ~) (1 + ~ + ~2 + ;3 + ...)

En prenant en compte les termes jusqu'à l'ordre 2 en l/w , on obtient W2 = -AT, qui
n'est valable que pour une pulsation nulle et un taux de croissance :

Wi = vil: ki VVdT/'ï,T

Cette expression du taux de croissance n'est valable que pour /'ï,T » 1 et pour k suffi­
samment petit. Cette limite décrit correctement le comportement cinétique loin du seuil
de stabilité linéaire. Les résonances, élargies, n'ont alors plus d'influence sur le taux de
croissance, on parle, dans ce cas, de limite fluide. En prenant en compte l'ordre supérieur
du développement de Taylor, on obtient une équation cubique en W :

W3 + ATw + 4AT = 0

qui peut être résolue de manière approchée en réintroduisant la solution d'ordre 2 :
w = ±iJA; + w et en cherchant la solution au premier ordre en W, soit: w = 2, on
a ainsi l'expression de la pulsation dans la limite fluide:

W r = 2kvdf

Afin de préciser le comportement du système pour de faibles écarts à l'équilibre, il est
nécessaire de pouvoir accéder à la totalité de l'information contenue dans la relation de
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dispersion (1.31). Cette analyse ne peut être effectuée analytiquement, nous devons ex­
primer la relation de dispersion au moyen de fonctions spéciales, bien connues et tabulées.
Dans notre cas, la relation de dispersion générale (1.31), s'écrit (en prenant "'n = 0) :

1 - nk~ (1 + (w - 1)I(w)) = 0 (1.49)
1 + .1

où nous avons défini 1 comme :

(1.50)

pour Wi ~ 0

pour Wi > 0

pour larg(z)1 < 11"

I(w) = (XJ d(e-~
Jo (-w

avec la notation: w== wjwd = wj(kVdT). Comme nous l'avions déjà signalé dans la discus­
sion sur l'utilisation de la transformée de Fourier en temps (équation (1.27)), la relation
de dispersion (1.49) n'est définie que pour Wi > O. Elle doit être prolongée analytiquement
dans tout le plan complexe. Le calcul du prolongement analytique de 1 pour Wi ~ 0 est
explicité dans l'annexe E. Il s'écrit8 :

1'00 dÇ,e-C,. . A

1 = ~ + s~gn(k) 2~11"e-w
o ,,-w

où sign(k) est le signe de k. La relation de dispersion (1.49) ne peut pas être exprimée
directement à partir de la fonction de Fried et Conte (définie par exemple dans [7] page
218). Il est plus judicieux d'utiliser l'intégrale [9] :

j
'+oo -t

El(z) = ~dt
z t

qui est le prolongement analytique de l'intégrale exponentielle, définie pour un argument
réel:

Ei(x) = _pp ;'+00 e-
t
dt pour x > 0

-x t
L'expression de 1 dans tout le plan complexe est alors (pour k > 0) :

1 = e-wEl (-w) pour Wi > 0

1 = e-w(E l ( -w) + 2i11") pour Wi ~ 0

La relation de dispersion (1.49) peut être résolue numériquement9 . Le comportement
du taux de croissance et de la pulsation ainsi calculés est montré sur la figure 1.4.
L'amortissement des petites structures par l'effet Landau et la polarisationlO semble qua­
siment linéaire. Cependant son comportement asymptotique n'a pas pu être déterminé.
En effet, comme nous l'avons vu, le calcul de la limite w» 1 ne permet pas d'accéder à
l'information sur le comportement asymtotique de w aux grands k (1.48).

Il( est ici une variable réelle, correspondant à (r dans les expressions (E.6) et (E.7) de l'annexe. l
représente ici aussi bien l'intégrale de départ que son prolongement analytique (noté l dans l'annexe).

9Le comportement de W pour k < 0 peut ête obtenu par symétrie étant donné que la transformée de
Fourier d'une fonction réelle est inchangée par la transformation (i, w, k) -t (-i, -W, -k), soit
wr(k) = -wr(-k) et wi(k) = Wi( -k).

IOLe rôle de la polarisation a déjà été discuté à partir de l'équation du gradient marginal (1.46).
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FIG. 1.4 - Taux de croissance et pulsation cinétique en fonction du vecteur d'onde k pour k x = 1r / Lx

et /'V]' = 4KT,cr
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1.8 Flux quasi-linéaire

Nous dérivons ici l'expression du flux quasi-linéaire. Il s'agit de l'approximation du flux
turbulent (1.18) dans la limite quasi-linéaire. Pour des fluctuations de faible amplitude,
on peut calculer celui-ci à partir de la réponse linéaire cinétique (1.28). Cette expression
du flux nous sera utile dans la dérivation de la production d'entropie au parapraphe 4.3.1.
Le flux turbulent a pour expression :

j 'T dt j,L'Y dy __
QtuTb = - -L fVEX

o TOY
(1.51)

où nous rappelons que VEx = -Oy<Î>. Nous regardons l'impact du flux turbulent sur la dy­
namique de la fonction de distribution d'équilibre (équation (1.17)). Il s'agit de connaître
son comportement pour des temps longs vis-à-vis de l'échelle de temps caractéristique
d'évolution des fluctuations : T » w- 1, mais pour des temps petits devant l'échelle ca­
ractéristique d'évolution de l'équilibre. Les fluctuations poloïdales et temporelles de la
fonction de distribution et du potentiel s'écrivent comme des sommes infinies de modes
de Fourier:

](y, t) = L L ik,w ei(ky-wt)
w k

<Î>(y, t) = L L <Î>k',W' ei(k'y-w't)
w' k'

Les intégrales dans la définition du flux (1.51) permettent de passer de quatre à deux
sommations, par exemple l'intégrale sur y donne:

Le flux turbulent étant réel, son expression dans l'espace de Fourier prend finalement la
forme:

Q,"" = ~S (~~ Îk,wk<Î>-k,-w) (1.52)

avec ~(z) la partie imaginaire de z.
En introduisant la réponse linéaire de la fonction de distribution (1.28) dans cette

expression, nous obtenons l'approximation quasi-linéaire du flux turbulent:

où nous avons fait apparaître le module au carré l<Î>k,wI 2 = <Î>k,w<Î>~,w' étant donné que,

pour tout <I> réel, <Î>~,w = <Î>-k,-w. Le flux quasi-linéaire est calculé à la résonance grâce à
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la prescription Landau: W = W r + io+. En utilisant (1.35) on obtient:

Le flux quasi-linéaire peut finalement s'écrire comme un flux diffusif :

(1.53)

Le flux quasi-linéaire se présente comme un peigne de Dirac à deux dimensionsll , une
somme infinie de pics de Dirac localisés pour chaque couple (w, k) tel que la vitesse de
phase de l'onde turbulente vrp = w/k soit égale à la vitesse d'évolution des particules sous
l'effet de la dérive de courbure: vrp = VdE.

Le cas Wd = 0 est intéressant puisqu'il conduit à l'égalité du coefficient de diffu­
sion quasi-linéaire avec le coefficient de diffusion électrostatique dans la limite de "re­
couvrement" des résonances. Lorsque w possède une partie imaginaire non nulle ièlwk
les résonances sont "élarlTies" puisqu'alors ~ ( -:-1 ) = tlWk est plus "large" que

O' , W+ttlWk w2+tlw%

c5(w). Cet élargissement est responsable du recouvrement des résonances lorsque plusieurs
énergies E sont impliquées. Dans cette limite la théorie quasi-linéaire est correcte. En

• 2

supposant un spectre large en fréquence de la forme: Ik<h,wI2 = ~ [:~~tl~1k, le coefficient

de diffusion quasi-linéaire D ql = 7f 2:w 2:k Ik~k,wI28(w) redonne le coefficient de diffusion
électrostatique dû à une marche aléatoire:

Le temps de corrélation est donné par Tc = èlWk
1

. èlWk peut être identifié au taux de crois­
sance linéaire de l'instabilité (Wi), mais aussi à la fréquence caractéristique d'un processus
de décorrélation non-linéaire [6].

11 De fait, il s'agirait plutôt d'une brosse de Dirac.
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Chapitre 2

Modèle fluide à deux champs

Maintenant que nous avons dérivé et analysé les caractéristiques linéaires essentielles
du modèle cinétique, nous allons présenter le modèle fluide le plus simple qui permettra
une comparaison raisonnable des deux approches dans le régime non-linéaire. Avant cela,
nous tenons à faire remarquer ici que la théorie fluide n'est pas la seule alternative possible
pour réduire la dimensionnalité du problème. On peut citer en particulier les modèles de
type "Multi Water-Bag" (voir [10]), remis au goût du jour récemment par l'équipe de
Pierre Bertrand l du LPMIA (Université Henri Poincaré, Nancy 1).

2.1 Equations de transport fluides

A partir de l'équation de Vlasov (1.12) nous pouvons dériver une hiérarchie d'équations
de transport décrivant l'évolution de grandeurs fluides, c'est-à-dire de grandeurs dépen­
dant uniquement des coordonnées spatiales et du temps. L'intégration sur l'énergie de
l'équation de Vlasov donne l'équation d'évolution de la densité:

où la densité est identifiée au premier moment (d'ordre zéro) de la fonction de distribution:

n = 100

fdE

La dépendance en énergie du hamiltonien du système H = <I> + VdEx fait apparaître le
moment d'ordre un, c'est-à-dire la pression scalaire P, dans l'équation d'évolution sur la
densité. La pression est définie comme:

P = IfEdE

Dans une hiérarchie fluide, l'évolution d'un moment est ainsi inévitablement couplée à
l'évolution du moment d'ordre supérieur. L'équation de transport donnant l'évolution

1Une thèse sur le sujet est actuellement menée par Pierre Morel.
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de P est obtenue par l'intégrale en énergie de la fonction de distribution pondérée par
l'énergie E :

OtP + [<1>, P] + VdOyQ = 0

L'evolution de la pression est couplée au moment d'ordre deux, défini comme un flux:

(2.1 )

Il faudrait une infinité d'équations de transport pour retrouver toute l'information conte­
nue dans l'équation de Vlasov qui décrit l'évolution de la fonction de distribution pour
une infinité de valeurs de l'énergie. La troncature de cette hiérarchie infinie de moments
consiste à relier un moment d'ordre J aux moments d'ordres inférieurs 0, ... , J - 1. Cette
opération de fermeture est à la base de la théorie fluide. Son choix n'est bien souvent pas
unique. Les hypothèses sur lesquelles il repose visent à ajuster les comportements linéaires
et non-linéaires des descriptions fluide et cinétique du problème considéré.

Dans le cas où le système est à l'équilibre thermodynamique local, il est complétement
décrit par une fonction de distribution maxwellienne, qui s'écrit à deux dimensions:

f - n -EIT
M- -e

T

La température T est définie en fonction des deux premiers moments par l'équation d'état:

T= Pin

La hiérarchie fluide qui en découle se limite donc à l'évolution de la densité et de la
température (ou de la pression), le flux Q (2.1) est défini à partir des deux moments
précédents :

Q I !ME2dE = TnT2

2nT2 = 2p2 /n = 2PT

(2.2)

où T = Cp/Cv est le coefficient d'adiabaticité. Dans ce qui suit, nous admettrons que la
fonction de distribution s'écarte peu d'une maxwellienne, de sorte que nous supposerons
que le flux peut toujours s'exprimer sous la forme (2.2). Cette hypothèse constitue notre
premier choix de fermeture. La description fluide du système physique repose donc sur la
résolution du système d'équations:

Otn + [<1>, n] + VdOyP = 0
0tP + [<1>, P] + VdOyQ = 0

(2.3)

Le potentiel <1> est donné par la quasi-électroneutralité (1.13). Le flux Q est défini par
l'hypothèse de fermeture (2.2). Ce système possède à présent autant d'équations que d'in­
connues et peut être résolu.
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CHAPITRE 2. MODÈLE FLUIDE À DEUX CHAMPS

On peut remarquer que le modèle fluide dérivé ici, qui découle naturellement de
l'équation de Vlasov (1.12), est sensiblement différent du modèle usuellement utilisé dans
les plasmas de tokamaks (dans le cas électrostatique), c'est-à-dire le modèle de Braginskii
[1] dans la limite 2D non-collisionnelle2. On peut constater deux différences principales.
D'une part, notre modèle ne prend en compte que la non-linéarité due au crochet de Pois­
son3 [<I>, n], correspondant au terme en vE.Vn. D'autre part, nous n'avons pas de terme de
courbure associé au potentiel. Cependant, les équations de transport fluides utilisées ici,
correspondent elles aussi à des équations de conservation. Elles assurent la conservation
du nombre total de centres-guides ainsi que de l'énergie totale du système, respectivement
définis par : N = J n dxdy et ET = J P dxdy. On a en effet:

N = /Otn dxdy

-/ ([<I>, n] + VdOyP) dxdy = 0

L'intégrale sur le crochet de poisson est nulle puisque:

/[<I>, n] dy = / (ox<I>oyn - Oy<I>oxn) dy

/ (-noxoy<I> - Oy<I>oxn) dy

-/Ox (noy<I» dy

dont l'intégrale sur x est nulle en l'absence de perturbations du potentiel aux limites ra­
diales du système. Il en va de même pour la conservation de l'énergie totale du système ET.

2.2 Expression des fiux t urbulents

La densité, la pression et le potentiel électrique sont décomposés en une partie d'équi­
libre et une partie fluctuante:

n = fi + fi,

Les grandeurs d'équilibre sont définies comme étant les moyennes sur y des différentes
quantités. Nous considérons le cas où le potentiel d'équilibre est nul: <I> = o.
La densité et la pression d'équilibre évoluent suivant les équations:

Otfi + ([4>, fi]) = 0

OtP + ([4>, P]) = 0

2Les équations de Braginskii dans cette limite peuvent être trouvées dans la référence [6].
311 en va de même dans l'équation sur P, outre le terme de fermeture.
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où les crochets désignent une moyenne sur y. Ces équations s'écrivent sous forme conser­
vative :

o(n + ox f turb

OtF + Ox Qturb

o
o

(2.7)

Les flux turbulents de centres-guides f turb et de pression Qturb résultent de la convection
moyenne des perturbations par la vitesse de dérive électrique dans la direction radiale,
VEx = -Oy<Î> :

f turb

Qturb

(ii/ÙEx)

(PVEx)

(2.8)

Les expressions des flux dans l'espace de Fourier sont calculées de la même manière que
pour le flux turbulent cinétique (1.52), c'est-à-dire:

f turb -CS Lknk<Î>-k
k

Qturb = -CS L kA<Î>-k
k

(2.9)

(2.10)

Ces expressions montrent clairement qu'un déphasage doit exister entre les fluctuations
de densité, respectivement de pression, et du potentiel afin que les flux soient non nuls.
Ces derniers sont maximaux pour des fluctuations en quadrature de phase.

2.3 Etude linéaire : stabilité marginale

L'étude de la stabilité marginale du système d'équations fluides dans le plan (An, AT)
va nous permettre de caractériser le comportement typique d'une instabilité fluide en
fonction du forçage, et de le comparer à celui obtenu avec une modélisation cinétique. Les
équations de transport (2.3) linéarisées s'écrivent, avec le flux Q donné par (2.2) :

Otn + VdOyP = oxnoy<Î>

OtP + TVdOy (2TP - T2n) = oxFoy<Î>

Dans cette section, le coefficient d'adiabaticité T est un paramètre libre pouvant prendre
n'importe quelle valeur entière positive.

Les réponses en densité n et en pression P s'écrivent dans l'espace réciproque:

n
n
p

F

_ (w - 2Twd)l\;n + Wdl\;P k<Î>
V(W,Wd)

_ Wl\;p - lWdl\;n k<Î>
V(w, Wd)
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On rappelle que Wd = kVdT. Le gradient de pression est donné par:

oxP ox(neqTeq )
"'P = --- = "'n + 1Vr = - 2Vd

P neqTeq

Le dénominateur est un polynôme d'ordre deux:

La contrainte de quasi-électroneutralité (1.23) est:

En la couplant à l'équation (2.11), on obtient la relation de dispersion fluide:

ci + w(An - 2T) - An(2T - 1) + AT + T = 0

On rappelle que w = W/Wd. Les quantités An et AT sont définies par (1.33). Pour un
système fluide à deux champs, la relation de dispersion possède deux solutions:

(2.12)

Lorsque le discriminant ~ est positif, les solutions de la relation de dispersion sont
réelles. Le taux de croissance est marginalement stable. Aucune instabilité ne peut se
développer. Lorsque le discriminant est négatif, les solutions sont complexes conjuguées.
Deux branches coexistent: une stable et une instable. Cette dernière conduit à l'instabilité
du système. La courbe de stabilité marginale correspond à la transition entre ces deux
états du système, elle est donnée par ~ = O. Cette contrainte définit le gradient marginal
de température au-delà duquel le système est instable:

AT = 11 + (An + T)(1 - 1)

La pulsation correspondante est fonction uniquement du gradient de densité:

(2.13)

A _ An + TWr ---
2

Le gradient marginal (2.13) dépend du paramètre 1. La figure 2.1 compare les courbes
de stabilité marginale fluide, pour trois valeurs de 1, à la courbe de stabilité marginale
cinétique. Le comportement asymptotique pour les grandes valeurs du gradient de densité
est identique à la courbe cinétique en l'absence de pôles (1.44) quelle que soit la valeur de

1 : AT ex f. Comme nous l'avions déjà noté, du point de vue de la stabilité marginale,
le traitement cinétique en l'absence de pôles montre un comportement très similaire au
comportement fluide.
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FIG. 2.1 - Courbes de stabilité fluides dans le plan (An, Al') pour T = 0,1,2, ainsi que la courbe
cinétique. On rappelle que la branche résonante cinétique correspond à AT, > 1.

Pour An < 1, les comportements fluide et cinétique diffèrent notablement. Pour de
forts gradients de densité, la modélisation fluide surestime la valeur du gradient marginal
de température au delà duquel un mode donné est instable, le rôle stabilisant du gradient
de densité n'apparaissant pas en cinétique en présence de pôles. Cependant, l'étude du
système cinétique dans la limite où la pulsation est grande devant la dérive des centres­
guides (wr » Wd) conduit à une expression du gradient marginal identique au fluide pour
l = 0 (annexe D). Cette limite est valable lorsque IAnl » 1. L'effet des résonances est
alors très faible et le taux de croissance cinétique reste voisin de zéro même au-dessus de
la courbe marginale cinétique.

D'autre part, comme on peut le voir en lucarne de la figure 2.1, le comportement fluide
pour les faibles gradients de densité dépend de manière cruciale de la fermeture du système
fluide au travers de 1. Dans tous les cas, le comportement fluide est alors très différent du
comportement cinétique, les résonances devant forcément être prises en compte dans cette
région du plan. Le cas l = 0 correspond à la troncature la plus simple de la hiérarchie
fluide, mettant Q à zéro. Le comportement fluide dans ce cas, malgré son accord avec la
limite Wr » Wd en cinétique, est celui qui semble être le plus éloigné d'une représentation
réaliste du système. Pour celui-ci en effet, il existe une zone (0 < An < 2) où un gradient
de température négatif peut être déstabilisant, ce qui est en désaccord avec la physique
de l'instabilité d'échange. Les deux cas T = 1 et T = 2 correspondent à des situations
physiquement acceptables. Comme nous l'avions déjà signalé, le cas T = 2 correspond à
faire l'hypothèse que la fonction de distribution d'équilibre reste maxwellienne (2.2). Le
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terme négligé est :

VdOy f (J - fM )E2dE rv 0

Celà revient à supposer que les écarts à la maxwellienne sont faibles pour les grandes
énergies. La fermeture l' = 1, quant-à-elle, suppose que le terme négligé est :

On retrouve ici encore que les écarts à la maxwellienne doivent être négligés, puisque cette
intégrale est nulle pour f = f M·

Les valeurs l' = 1 et l' = 2 représentent les deux cas limites entre lesquels une
modélisation fluide reste voisine d'une modélisation cinétique, en terme de stabilité mar­
ginale. Pour l' < 1 le comportement décrit n'est pas physiquement acceptable (gradient
de température négatif déstabilisant). Pour l' > 2, il n'existe plus de point d'intersection
entre les courbes fluide et cinétique, on ne peut alors plus égaler les seuils d'instabilité
pour un gradient de densité donné.

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons plus particulièrement au cas où le gra­
dient de densité est nul. Nous allons de plus considérer à présent une fermeture sensi­
blement diffërente de celle utilisée ici. En eff'et, nous avons en point de mire les simula­
tions numériques des régimes non-linéaires. Afin, de réduire au maximum les différences
non physiques entre les modélisations fluide et cinétique, nous allons montrer qu'il est
possible de modéliser les systèmes fluide et cinétique avec le même outil de simulation
numérique en utilisant l'analogie formelle entre une modélisation fluide à deux champs et
une modélisation cinétique avec seulement deux énergies4 .

2.4 Analogie avec une modélisation cinétique à deux
, .
energles

Le système fluide est modélisé en utilisant une fonction de distribution paramétrée par
seulement deux énergies définies comme Eu -c et Eu+c. Les deux fonctions de distribution
associées, respectivement f _ et f +, sont solutions du système d'équations diff'érentielles :

od- + [<1>, f-] + vd(Eu - E)oyf­
od+ + [<l>, f+] + vd (Eu + c)Oy f+

(2.14)

4L'égalité des seuils pour An = 0 est donnée par le nombre d'or: Y = (1 +V5) /2. L'apparition de cette
proportion harmonieuse entre le fluide et le cinétique est rendue anecdotique du fait que la simulation
numérique a désormais détrôné les critères esthétiques pour guider notre intuition dans ses choix. Cette
trace explicite de la transition entre tradition antique et considération moderne se devdit, ce nous semble,
d'être signalée.
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On définit la densité comme:

n=f-+f+ (2.15)

Dans notre modèle à deux énergies, les fonctions de distribution f _ et f + ont ainsi la
dimension d'une densité. La pression se déduit de l'équation d'évolution de la densité:

(2.16)

Les deux premiers moments ainsi définis permettent d'exprimer la température comme:

T = P = Eo+ é_f+_-_f_-
n n

(2.17)

Enfin, la fermeture découle automatiquement de la procédure de construction. Le flux de
chaleur se déduit de l'équation d'évolution de la pression:

Q f _(Eo - é) 2 + f+(Eo + é) 2

2EoP - (E6 - é
2 )n

(2.18)

Le flux ainsi défini prend la forme d'une combinaison linéaire des deux premiers moments.

Il est intéressant d'exprimer ce dernier en fonction du flux défini à partir d'une distri­
bution maxwellienne (paragraphe 2.1) :

Q T2_42f+f­-n - é--
n

(2.19)

L'information contenue dans le flux (2.18) est plus riche que celle obtenue en prenant
l = 1 dans les fermetures étudiées précédemment, en témoigne l'apparition du produit
f+f- dans le membre de droite. Il est a priori possible d'ajuster les définitions des flux
Q et nT2 en annulant approximativement le membre de droite, c'est-à-dire en prenant
é suffisamment petit (mais non nul). Nous avons cependant préféré ici garder le choix
du paramètre libre é pour contraindre les caractéristiques linéaires du système. Nous ne
conservons ainsi que la non-linéarité principale ([<I>, n] ou [<I>, Pl). Nous focalisons par là
notre attention sur la dynamique associée au crochet de Poisson qui régit, comme nous
le verrons, les écoulements moyens (paragraphe 3.2) et les flux (paragraphe 3.3) dans le
régime turbulent.

Le système d'équations (2.14) est donc équivalent à un système fluide à deux champs,
en présence de processus collisionnels :

Otn + [<I>,n] + VdOyP = DV'in
OtP + [<I>, P] + VdOyQ = DV'iP

(2.20)

Les membres de gauche sont les équations de transport fluides dérivées précédemment,
pour une fermeture définie par (2.18). Les membres de droite sont des termes collision­
nels ajoutés de manière ad hoc: un terme de diffusion, de coefficient constant D, dans
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l'équation sur la densité de centres-guides5 et un terme de conduction dans l'équation
sur la pression. Cet ajout dans les deux équations est nécessaire pour amortir les petites
structures spatiales. On peut noter que l'ajout d'un terme collisionnel dans l'équation
sur la pression seule, en gardant une équation sur la densité exacte, conduit à un sytème
instable à toutes les échelles et ne possédant pas de seuil. La limite pour les grands k.1. du
taux de croissance est en effet donnée par limkr-+oc Wi = -min(Dn , Dp )ki. Le choix de
coefficients (D) identiques permet de relier directement les coefficients apparaissant dans
les équations fluides à leurs analogues utilisés en cinétique à deux énergies, sans introduire
de termes couplés dans l'évolution de f- et f+. On conserve ainsi la structure du schéma
numérique. Enfin, l'utilisation de termes collisionnels ad hoc dans les équations fluides est
une étape intermédiaire dans le contexte général des comparaisons fluide-cinétique. La
motivation principale réside dans la simplicité du traitement numérique de tels opérateurs.
D'autre part, il n'exite pas à notre connaissance, d'études comparatives systématiques des
modèles cinétiques de type Vlasov (de plus en plus utilisés pour décrire les plasmas de fu­
sion) aux modèles fluides collisionnels (grandement employés par le passé, pour les mêmes
fins, et encore utilisés actuellement). Cette absence justifie à elle seule l'utilité de notre
travail. Cependant, notre dernier chapitre est consacré à la dérivation et à l'étude linéaire
d'une fermeture permettant d'amortir les petites structures sans ajouts de termes colli­
sionnels.

Un système d'équation auto-cohérent est obtenu en ajoutant aux équations 2.14, la
contrainte de quasi-électroneutralité :

<I> - vi <I> = f - + f + - 1

Nous pouvons à présent réaliser l'étude linéaire du système. Pour un gradient de
densité nul, les gradients des fonctions de distribution d'équilibre sont reliés au gradient
de température par :

(2.21)

De même que précédemment, la relation de dispersion est obtenue après passage dans
l'espace de Fourier en espace et en temps. La transformation x -t kx étant licite dans
l'hypothèse de séparation d'échelle entre l'équilibre (décrit par (2.21)) et les perturbations
qui subissent la diffusion (terme en -Dk~). Cette hypothèse revient à supposer que, dans
le régime linéaire, l'applatissement du profil de température d'équilibre est négligeable sur
l'échelle de temps considérée. Après quelques manipulations, la relation de dispersion lie
W = Wr + iwi à k et ki :

5La moyenne sur y de l'équation de transport des centres-guides peut être ramenée à une équation
d'évolution de la vitesse de dérive éledrique d'équilibre dans la direction périodique, (VEy), (paragraphe
3.2). Le coefficient de diffusion représente donc aussi une viscosité.
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FIG. 2.2 - Gradients marginaux de température en fonction du vecteur d'onde dans la direction
périodique. Pour un gradient donné, les modes (multiples de 0.1) en-dessous des courbes sont stables
(ainsi que le mode k = 0), les modes au-dessus sont instables. Les paramètres utilisés ici sont :
Lx = 10,Ly = 2rrLx, Vd = 5.10-3 , E = 0.95 et D = 2.10-3 .

La stabilité marginale du système est obtenue en posant Wi = O. La partie imaginaire de
la relation de dispersion donne la pulsation marginale:

(2.22)

Celle-ci ne dépend que du paramètre Eo. La partie réelle de la relation de dispersion donne
la valeur du gradient marginal de température:

Il dépend de la valeur des deux paramètres é et D. On rappelle que, dans la limite
linéaire, le gradient marginal a une valeur unique dans l'espace. Comme précédemment,
les grandeurs fi et l' sont supposées indépendantes de x.

Le système est instable lorsqu'il possède au moins un mode instable pour un gradient
de température donné. Dans le cas cinétique, le gradient marginal, donné par (1.46), est:

Celui-ci est mInImUm pour les modes les plus petits pouvant se développer dans le
système : kx = 7r/ Lx et k = 27r/ L y . Le seuil d'instabilité, où gradient critique lVr,cTl
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est alors défini comme le gradient marginal pour ces modes :

K,cin = vd
T (1 + (7f/L )2 + (27f/L )2)T,cr fi x y (2.23)

La dépendance en vecteur d'onde du gradient marginal fluide est plus complexe qu'en
cinétique:

=vdT (l k2 k2)(~2 (D_)2(k;+k
2
)2) (2.24)

~ fi + x + T2 + VdT k2

De même qu'en cinétique, celui-ci est minimum pour kx = 7f/ Lx. Son comportement en
fonction du mode k est donné par la figure 2.2. Le premier mode instable en fluide n'est pas
forcément le mode k = 27f / L y , puisqu'il dépend de la valeur de D. Dans le cas considéré,
le premier mode instable fluide est le mode k = 47f/ L y = 0.2. Le seuil d'instabilité fluide
correspond alors au gradient marginal pour ce mode :

,J}cr = min(~(k)),

où le gradient marginal fluide ~(k) est défini par l'expression (2.24).

Les racines complexes de la relation de dispersion sont :

(2.25)

6 2 fi~

1'2 (1 + kl)VdT

Le comportement de la partie réelle W r (pulsation) et imaginaire Wi (taux de croissance)
de w, pour un forçage K,T donné, en fonction du vecteur d'onde k et pour kx = 7f/ Lx est
montré sur la figure 2.3. Le discriminant sous la racine est indépendant du terme diffusif.
Le comportement réactif de l'instabilité est donc uniquement contraint par la valeur de
é:

- Pour ~ < (1 + kl)~~~ le discriminant est positif et la pulsation et le taux de
croissance prennent la forme :

6 2 fi~

T2 (1 + kl)VdT
(2.26)

Le taux de croissance décroit comme -ki aux grands vecteurs d'ondes. La pulsation
peut prendre deux valeurs.

- Pour K,T > (1+kl)~f~ le discriminant est négatif. La vitesse de phase est constante
v<p = wr / k = VdEO et la branche la plus instable est caractérisée par :

fi~ é 2

(1 + kl)VdT 1'2
(2.27)

Le système possède alors un spectre instable dont la largeur dépend des valeurs de
D et 6. Lorsque la diffusion est mise à zéro, les petites structures spatiales ne sont
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FIG. 2.3 - Taux de croissance et pulsation fluide en fonction du vecteur d'onde k (kx = 'Tf/Lx) pour un
forçage de 1.25 fois le seuil. Les paramèters utilisés sont les mêmes que pour la figure 2.2.

plus amorties, elle sont marginalement stables (2.26). Lorsque é est nul, le système
ne présente plus de seuil d'instabilité fini. Il est instable quel que soit lVr > O.

Avec les gradients de température critique 4T~T et ",fILT défini par les équations (2.23)
et (2.25), nous pouvons introduire un paramètre p~rmetta~tde quantifier la déstabilisation
du système: l'écart au seuil "'TIIVr,LT' Le maintien du gradient de température lVr au-dessus
de sa valeur critique, constitue une source d'énergie libre qui permet à la turbulence de se
développer et de se maintenir dans le régime non-linéaire. La comparaison des réponses
des systèmes fluide et cinétique à cette contrainte a alors un sens pour un écart au seuil
donné, quand bien même les valeurs des seuils soient sensiblement différentes. Nous nous
intéressons, dans ce qui suit, à un intervalle de forçage allant de "'TI IVr,LT = 1.25 à 6.

Les paramètres libres du problème, Eo, é et D sont choisis de telle sorte que les
contraintes linéaires fluide et cinétique soient similaires:

- La pulsation marginale fluide kVdEo (2.22) est égalée à la pulsation marginale
cinétique kVdT (1.45), soit Eo = T. Les deux énergies définissant les deux distribu­
tions sont donc situées de part et d'autre de l'énergie thermique des centres-guides.
En pratique, en se plaçant dans la limite où la longueur de gradient et petite devant
la dimension caractéristique du système, nous prendrons Eo = T = 1.

- La largeur du spectre instable fluide est ajustée à la largeur cinétique pour un forçage
donné.

La figure 2.4 montre un exemple de spectre linéaire avec les paramètres ajustés. Les
systèmes fluide et cinétique ont le même nombre de modes instables, cinq dans le cas
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FIG. 2.4 - Taux de croissance et pulsation linéaire fluide et cinétique pour un forçage "''1' = 1.25"''J',cr·

642

é 0.95 0.98 0.98 0.99 0.99
D 2.10 3 9.10 -4 9.10 -4 5.10 -4 5.10 -4

IlVr/ IVr,CT ~ 1.25 1 1.5

1 Ra ~ 9

1 w{~/wf,il:t ~ 2.6

51

2.6

68

2.1

440

1.6

660

1.4

TAB. 2.1 - Paramètres utilisés pour différents forçages. Le nombre de Rayleigh ainsi que les rapports
des taux de croissance maximaux w!l /wçiTl sont aussi reportés ici. Les simulations sont toutes réalisées'L,M 'L,M

pour Vd = 5.10-3 .

lVr = 1.251Vr,cr' Seul le comportement du mode k = 0 est différent sous l'effet de la dissi­
pation collisionnelle présente en fluide et qui amortit le mode d'équilibre, marginalement
stable en cinétique.

Les valeurs des paramètres pour les différents forçages sont données dans le tableau
2.1. Par analogie avec les systèmes fluides, un nombre sans dimension analogue au nombre
de Rayleigh Ra = IVrVd/ D 2 est présenté dans ce tableau. Il correspond au rapport des
termes déstabilisants sur les termes stabilisants. D'autre part, l'ajustement des spectres in­
stables fluide et cinétique se fait au détriment de l'ajustement des taux de croissance maxi­
maux (dernière ligne du tableau). La différence reste somme toute assez faible (légèrement
supérieure à l'unité).

Le premier mode instable fluide est le mode ka = 7r/ Lxex + 27r/ Lyey quel que soit
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FIG. 2.5 - Taux de croissance du mode (1r/L:r,,21r/Ly ) en fluide et en cinétique en fonction du gradient
de température.

JVr/ JVr,CTl excepté pour JVr/ JVr,CT = 1.25, où le mode 2.(2n/ L y) est déstabilisé le premier.
Dans tous les cas, le comportement du taux de croissance du mode ka en fonction du
gradient de température K-T / K-T,I.-T est similaire à celui montré sur la figure 2.5, corres­
pondant aux paramètres utilisés pour JVr / K-T,I.-T = 2. Lorsque le gradient est inférieur à
(1 + k5)P-1~~, le taux de croissance ne dépend que de D. Passé cette valeur, le taux
de croissance croît rapidement avec le forçage (pente infinie au point de bifurcation).
L'ajustement des paramètres permet de faire correspondre la valeur marginale du taux
de croissance de ce mode en fluide et en cinétique. L'abscisse du point de bifurcation est
directement reliée à é, la valeur é rv f' rv 1 semble alors dans tous les cas être la plus
optimale pour l'ajustement des seuils. La valeur de D est secondaire, étant donnée la
pente infinie à la bifurcation qui rend le seuil peu sensible à la valeur de D (donnant l'or­
donnée du point de bifurcation). La valeur optimale de D est trouvée comme étant D rv Vd.

Il apparaît cependant que les comportements fluide et cinétique, régis par des méca­
nismes différents, sont très différents aux alentours du seuil. On constate, enfin, que ces
différences tendent à disparaître pour les grands forçages. Le taux de croissance cinétique
tend asymptotiquement vers le taux de croissance fluide. Cette limite correspond à la
limite fluide calculée dans le chapitre précédent (1.48).Dans ce domaine, les processus
stabilisants n'ont alors aucune influence, que ce soit la diffusion en fluide où l'amortisse­
ment Landau en cinétique.
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Chapitre 3

Comparaison non-linéaire du fluide
et du cinétique

3.1 Méthode numérique

La résolution numérique de l'évolution du plasma dans l'espace des phases peut se faire
au moyen de différentes approches. D'abord, l'approche particulaire ou lagrangienne, uti­
lisée dans les codes PIC (pour "particules in cell") , consiste à suivre l'évolution d'un
nombre fini de macroparticules, chacune représentant un ensemble de particules d'énergie
donnée. A chaque instant, la densité de particules est calculée sur une grille spatiale. Les
équations de Maxwell donnent accès aux champs moyens sur cette grille. Ils servent au
calcul des nouvelles positions et vitesses des macroparticules via les équations de Newton­
Lorentz. Ces modèles sont limités par le bruit numérique dû au nombre fini N de ma­
croparticules considérées (les fiuctuations numériques sont de l'ordre de 6N/N rv N-l/2).
Les capacités numériques actuelles permettent de prendre en compte jusqu'à une cen­
taine de millions de particules et semblent assurer une bonne convergence numérique des
résultats [2]. En particulier, la difficulté majeure consiste à prendre en compte les inter­
actions résonantes entre ondes et particules dans des régions de faible densité de l'espace
des phases. Ce dernier inconvénient peut être contourné en raffinant judicieusement la
répartition des macroparticules en cours de simulation [11].

Une alternative consiste en l'approche eulérienne, qui vise à résoudre l'équation de Vla­
sov sur une grille fixe dans l'espace des phases (en différence finie par exemple). L'avantage
d'une telle méthode réside essentiellement dans l'absence de bruit numérique. En outre,
l'évolution temporelle de la fonction de distribution étant réalisée sur une grille fixe, il
est possible de décrire les zones de faible densité avec la précision souhaitée a priori.
Les capacités numériques (mémoire et temps de calcul) ont longtemps limité l'essor de
cette méthode. Le développement des moyens de calcul, avec en particulier l'utilisation
de calculateurs parallélisés, a permis d'utiliser cette approche dans un espace des phases
à plusieurs dimensions. Ces simulations possèdent elles aussi des limitations intrinsèques:
leur problème principal est lié au phénomène de filamentation dans l'espace des phases.
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L'équation de Vlasov interdit à deux trajectoires de l'espace des phases de se couper. Elles
s'enroulent alors l'une autour de l'autre jusqu'à atteindre la limite de résolution de la si­
mulation. A ce stade, la résolution numérique impose une coupure franche des spectres
spatiaux et en vitesse, ce qui génère une dissipation effective. Dès lors, les propriétés de
conservation du nombre de particules et de l'énergie sont une bonne mesure de la validité
de tels schémas. On peut également signaler que l'utilisation d'une grille fixe dans le cadre
d'une modélisation eulérienne explicite impose un pas de temps relativement petit!.

3.1.1 Schéma semi-Iagrangien

La méthode semi-lagrangienne possède les avantages des deux méthodes précédentes:
absence de bruit numérique et de limitation contraignante pour le pas de temps. Le prin­
cipe du schéma numérique utilisé dans ce chapitre, a été mis au point initialement par
Cheng et Knorr [12] pour résoudre le système Vlasov-Poisson à une dimension. Cette
méthode a été appliquée à des problèmes plus complexes par Pierre Bertrand et ses col­
laborateurs. On peut voir par exemple [13] pour la méthode générale et [14] pour le
traitement de l'équation de Vlasov possédant des invariants. Cette méthode tire profit de
l'écriture de l'équation de Vlasov sous forme advective :

où il, vecteur à 4 dimensions paramétré par j.1, en gyrocinétique, désigne la vitesse général­
isée dans l'espace des phases. Le traitement du problème particulier de l'équation de Vla­
sov des centres-guides est clairement exposé dans l'article [13].

Pour comprendre le principe de base de la méthode semi-lagrangienne, considérons le
cas le plus simple à une dimension:

df
dt = éJd + v(x, t)éJxf = 0 (3.1 )

Tout d'abord, l'évolution temporelle du système est réalisée au moyen d'un schéma "saute­
mouton" : deux fonctions de distribution évoluent en parallèle. Le temps est discrétisé,
tn = n~t, les deux fonctions de distribution évoluent par saut de 2~t, l'une tous les n
pairs, l'autre tous les n impairs. Pour éviter toute divergence entre les deux fonctions,
elles sont remplacées par leur valeur moyenne au bout d'un certain nombre d'itérations
(quelques dizaines en pratique). L'advection entre le temps tn - ~t et le temps tn +~t est
calculée à partir de v(x, tn ) qui est relié à f(x, tn ) par la quasi-électroneutralité. A chaque
pas de temps, la procédure est répétée pour calculer chaque fonction de distribution
alternativement à chaque itération. Le calcul de l'advection de f entre les temps tri - ~t

1La condition CFL ("Current Friedrich Levy") impose en effet Clt u/Clx < 1 où Clt et Clx sont
les discrétisations temporelle et spatiale, u est la vitesse d'advection. Les particules ne peuvent s'être
déplacées de plus d'un pas spatial pendant un pas temporel.
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et tn+!lt grâce à la connaissance de v(x, tn) est effectué par la méthode semi-Iagrangienne.
L'équation (3.1) décrit l'advection lagrangienne de f le long de ses caractéristiques:

dx
dt = v(x, t)

La fonction de distribution est constante le long de ces dernières de sorte que: f(xf, tn +
!lt) = f(Xi, tn - !lt), où xf et Xi appartiennent à la même caractéristique. La direction
spatiale est elle aussi discrétisée avec un pas !lx. La fonction de distribution est connue
sur les points de grille au temps tn - !lt ainsi que la vitesse d'advection au temps tn- La
détermination de la fonction de distribution sur les points de grille au temps tn + !lt se
fait en deux étapes:

- le calcul de la position du pied de la caractéristique Xi
- l'interpolation (par splines cubiques) de la valeur de f en un point qui n'est pas a

priori sur la grille.
Le pied de la caractéristique peut être calculé à l'ordre 2 en !lt en utilisant le point
intermédiaire sur la caractéristique X* = x(tn ). Pour ce faire, on développe à l'ordre 2 Xi
et X f autour de x* :

Xi = xf - 2!ltv(x*, t)

où la vitesse est donnée par son développement à l'ordre 1 :

(3.2)

Cette vitesse doit être précise à l'ordre 1 pour conserver l'ordre 2 dans (3.2), soit en
utilisant:

on obtient finalement

(3.3)

Il apparaît dans cette expression que la méthode semi-Iagrangienne permet de s'affranchir
de la condition de courant (CFL) des codes eulériens en la remplaçant par une inégalité
moins contraignante : l!lt~ 1 < 1.

Le code de simulation que nous utilisons est basé sur ce schéma de principe. Il
s'agit d'une version modifiée du code décrivant l'évolution d'une turbulence d'ions piégés
développé par G. Depret [15] et utilisé par Y. Sarazin [16]. C'est ce même outil de si­
mulation que nous avons utilisé pour étudier l'évolution des équations fluides en utilisant
l'analogie avec un système cinétique à deux énergies décrit au paragraphe 2.4. L'ajout des
termes dissipatifs dans l'équation de Vlasov sera brièvement explicité au paragraphe sui­
vant. La version cinétique a été parallélisée grâce à la bibliothèque MPI (Message Passing
Interface). Le code tourne sur les calculateurs centralisés du CEA (Compaq SC 232).
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3.1.2 Forçage de type Rayleigh-Bénard

Le maintien du système dans le régime turbulent nécessite la présence d'une source
d'énergie dans laquelle la turbulence pourra puiser. Cette source d'énergie constitue le
forçage du système. Il existe différents moyens de le modéliser : en imposant un flux
de chaleur (et/ou de matière) entrant dans le système, ou en figeant les profils moyens
des forces thermodynamiques (température et/ou densité). Ces méthodes ne sont pas
équivalentes [17]. Le forçage que nous utilisons ici consiste à imposer les valeurs de la
température et de la densité aux limites radiales du système. Cette méthode s'apparente
au forçage par le gradient qui est plus aisé à mettre en place numériquement. Une version
du code forcé par le flux est actuellement en cours de développement.

Les conditions aux limites radiales du système (x = 0 et x = Lx) sont calculées en
utilisant le développement limité de la fonction de distribution d'équilibre (1.24) pour un
gradient de densité nul:

](x) J(O) + xOx](O)
e-E (1 + x/Vr(E - 1))

(3.4)

où nous avons posé T(O) = fi(O) = 1. L'inverse de la longueur de gradient de température
/Vr est le paramètre de contrôle du forçage du système, il est constant dans les simulations.
En pratique, la fonction de distribution prend les valeurs:

f(O) = ](0) = e- E (3.5)

(3.6)

Le même code de simulation est utilisé pour modéliser le système fluide. Les fonctions
J- et J+ se déduisent des définitions de la densité (2.15) et de la température (2.17)
d'équilibre :

- fi-
f± = ±-(T - Eo+ c)

2c

On utilise, de même qu'en cinétique, le développement limité de ces deux fonctions de
distribution, pour /'i,n = 0, soit:

- T
f±(O) ± X/Vr 2c

1 T
- ±x/Vr-
2 2c

où nous avons utilisé comme en cinétique T(O) = fi(O) = 1 et la contrainte Eo = T = 1
(voir page 38) dans la définition de J±. Le paramètre c est donné pour chaque forçage
dans le tableau 2.1. Les conditions aux limites s'écrivent alors:

En fluide comme en cinétique, ces conditions aux limites sont équivalentes à une tur­
bulence nulle sur les premiers et derniers points de la grille radiale, ](0) = ](Lx ) = o. Or,
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FIG. 3.1 - Profils de pression avec et sans diffusion au bord pour une simulation cinétique. Echelle de
droite : coefficient de diffusion. En lucarne : zoom sur l'instabilité numérique qui se développe au bord
pour Do = O. Les simulations sont réalisées avec "''1' = 4"''1',cr et sans écoulements zonaux (<Îlo = 0). Les
profils sont moyennés sur la phase de saturation turbulente (de t = 6.103 à t = 2.104

).

dans l'équati~n de Vlasov, le flux est entièrement porté par la turbulence au travers des
fluctuations f. Le flux arrivant sur ces points n'est alors pas transporté. Il en résulte une
discontinuité physique qui conduit de fait à une instabilité numérique: des oscillations
d'un point de grille à l'autre apparaissent, comme par exemple sur le profil de pression
montré sur la figure 3.1. Ces oscillations s'amortissent sur quelques points de grille (en
lucarne de la figure). Les conséquences de telles oscillations sur le flux turbulent sont
décrites dans l'annexe F.

Pour contourner ce problème, il convient d'introduire un processus qui prendra le
relais du flux turbulent au bord, où ce dernier ne peut pas assurer le transport tout en
satisfaisant les conditions aux limites. Notre avons opté pour de la diffusion:

(3.7)

Le coefficient de dissipation est non nul sur une épaisseur de peau aux bords radiaux
(figure 3.1) :

[
1 ( Lx - Xo - x x - xo)]Dx = D + (Do - D) 1 - 2 tanh L

D
+ tanh L

D
(3.8)

avec la longueur radiale de la boîte de simulation, Lx = la, la largeur caractéristique
de décroissance du profil, L D = 0.1, et la largeur de zones diffusives, Xo = 0.6, avec la
valeur maximale au bord Do = lü-3 . On constate sur la figure que l'ajout de la diffusion
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3.1. MÉTHODE NUMÉRIQUE

Vd ~t Lx Ly Vrnax Nx Ny Nu
5.10-3 10 10 201f 5 256 256 128

TAB. 3.1 - Tableau des paramètres numériques utilisés pour les simulations. Pour plus de précision, les
intégrales en énergie sont calculées en vitesse avec E compris entre 0 et E mux = v;nux/2. Les discrétisations
sont données par les trois dernières colonnes.

au bord ne modifie pas le profil de pression au centre. Dans les simulations fluides, le
bord est traité comme en cinétique avec un coefficient de diffusion Do. L'utilisation d'un
coefficient de diffusion de valeur unique en fluide et cinétique, quel que soit le forçage
permet de minimiser le nombre de paramètres modifiés dans les simulations. Afin de ne
pas affecter outre mesure le comportement du système fluide, nous avons choisi une valeur
de Do intermédiaire entre les valeurs utilisées pour D au centre (donnée par le tableau
2.1).

3.1.3 Tests de validité du schéma numérique

La validation du schéma numérique s'appuie sur deux tests:
- accord des taux de croissance et pulsation linéaires analytiques et numériques
- conservation de l'énergie en régime non-linéaire.

Les simulations sont réalisées avec les paramètres numériques indiqués dans le tableau
3.1.

Le test linéaire est effectué en excitant un seul mode initialement:

1fX 21fY
<I> = 10-6 sin(-) cos(3 -)

Lx Ly

On suit alors l'évolution temporelle de l'amplitude de la transformée de Fourier en y du
potentiel pour le mode n = 3 au centre de la boîte2 (x = 5), comme le montre la figure 3.2.
La partie grisée (hachurée pour le fluide) correspond à la fenêtre temporelle sur laquelle le
taux de croissance est calculé. Son estimation, ainsi que celle de la pulsation, donne une
valeur correspondant au calcul linéaire (Wi sur la figure) avec une précision de moins de 1%.

Dans le cas général, les simulations débutent avec un niveau de perturbation nul pour
la plupart des modes spatiaux et faible pour quelques modes initiaux3 :

<I> = 10-4 sin(1fxjLx) [cos (41fyjLy ) + cos(61fyjLy ) - cos (81fyjLy )

- cos(101fyjL y ) + cos(121fyjL y )]

2Les résultats analytiques sont donnés pour le mode radial nx = 1 et non à une position donnée. Cette
différence ne conduit cependant à aucune différence significative, ce mode radial évoluant très lentement
au centre.

3Les simulations cinétiques pour les forçages "''1' = 3.8"''I',cr et "''1' = 4.2"''1',cr sont initialisées en
utilisant la fin de la simulation à "''1' = 4"'T,cr comme condition initiale
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FIG. 3.2 - Transformée de Fourier en y des perturbations du potentiel au centre, en fonction du temps.
La zone grisée (hachurée en fluide) correspond à la fenêtre temporelle sur laquelle le taux de croissance
est calculé. Les valeurs de Wi sont données par le calcul linéaire.

L'écriture hamiltonienne de l'équation de Vlasov (1.12) montre que toute fonction F(H)
du hamiltonien seul est globalement conservée (aux termes de surface près) :

JF(H)8d dEdxdy = - JF(H)[H, f] dEdxdy = 0

C'est le cas en particulier pour F(H) = H = VdEX + q>. On obtient alors la propriété de
conservation de l'énergie totale:

où les énergies cinétique Ec et potentielle Ep sont données par:

Ec Vd JEx f dEdxdy

Ep ~J[q>(q> - (q») + 1V'q>1 2
] dxdy

L'expression de Ep se déduit de la quasi-électroneutralité4 (1.13). Le terme de dissipation
diffusive (membre de droite de l'équation (3.7)) introduit une énergie supplémentaire ED .

4âtE p = Jdxdy ~âtJdE! = Jdxdy ~ât [(~ - (~)) + V'.V'~], avec Jdy ~ât(~) = Ly(~)ât(~) =
J'* ât~(~) et Jdxdy~V'ât V'~ = - JdxdyV'~ât V'~ = - JdX/YâtlV'~12
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FIG. 3.3 - Figure du haut: Evolution temporelle de l'énergie totale du système, !:lEtot =
Etot-Etot(t = 0) = !:lEc+!:lEp-!:lEo et de ces diffërentes contributions, pour un forçage
de 4l'i:T,CT et pour deux valeurs du pas de temps !:lt.
Figure du bas: Evolution temporelle de l'erreur sur l'énergie définie par l'équation (3.9),
pour les deux valeurs du pas de temps.

Elle est donnée par l'intégrale en temps de la puissance dissipée:

La conservation de l'énergie totale s'écrit alors: Ec+ E p - E D = constante. La figure 3.3
montre ces diff'érentes contributions. On définit l'erreur sur la conservation de l'énergie
totale par:

JE = V3!:lEtot (3.9)J!:lEt + !:lE; + !:lE'b

Pour un pas de temps !:lt = 0.5, l'erreur est typiquement de l'ordre de quelques pourcents
dans le régime de saturation non linéaire. Cependant, afin de simuler le système sur des
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temps suffisamment long, nous avons travaillé avec un pas de temps plus grand: !:lt = 10.
L'erreur est alors supérieure de plus d'un ordre de grandeur à la valeur précédente. Cette
erreur est due, pour la plus grande partie aux erreurs de calcul du terme dissipatif dans
la phase de croissance initiale (t < 103), lorsque celui-ci doit compenser l'augmentation
rapide de l'énergie potentielle. L'énergie dissipée a ensuite un comportement similaire à
celle calculée pour un pas de temps plus petit. Les énergies potentielle et cinétique, quant­
à-elle, ont une évolution temporelle tout à fait identique. D'autre part, nous avons vérifié
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1 At=1O 1
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FIG. 3.4 - Evolution temporelle du flux de chaleur turbulent (équation (3.15)) pour les deux valeurs
du pas de temps.

a posteriori que l'amplitude et la dynamique des flux turbulents reste la même lorsqu'on
augmente le pas de temps, comme on le voit sur la figure 3.4. Les moyennes temporelles
des flux et des grandeurs fluides sont similaires pour les deux pas de temps considérés.

3.2 Anisotropie des cellules de convection
écoulements zonaux et "streamers"

Dans le régime non-linéaire, le couplage entre modes spatiaux k est à l'origine de la
création et du maintien d'un potentiel électrique d'équilibre, c'est-à-dire de modes turbu­
lents k = O. Il en résulte un écoulement cisaillé du plasma dans la direction périodique y.

Ce mécanisme rentre en compétition avec le transport turbulent radial et joue donc un
rôle important dans le niveau de ce dernier.
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3.2. ANISOTROPIE DES CELL ULES DE CONVECTION:
ÉCOULEMENTS ZONAUX ET "STREAMERS"

L'équation d'évolution de la densité moyenne des centres-guides (n) = J ndy/L y est:

La quasi-électroneutralité (1.13) permet de relier cette densité au potentiel moyen:

(n) = -8; (<I» + 1 (3.10)

En injectant cette relation dans l'équation d'évolution de la densité, on obtient, après
intégration, l'équation d'évolution des écoulements moyens (VEy) = 8x (<I» :

(3.11)

Ces écoulements sont connus sous le nom d'écoulements zonaux ("zonal flows", notés ZF
par la suite). TIs sont excités par la turbulence au travers du tenseur de Reynolds:

(3.12)

En cinétique, les écoulements zonaux ne sont pas amortis linéairement par l'effet Landau
[18]. De fait, ces derniers dominent complétement la dynamique dans le régime non­
linéaire, en particulier proche du seuil de stabilité. Afin d'atténuer cet effet, nous avons
introduit un paramètre À devant la réponse des électrons aux modes d'équilibre (<I». La
quasi-électroneutralité s'écrit alors:

(3.13)

La densité moyenne devient:

(n) = (1 - À) (<I» - 8;(<I» + 1

L'impact du terme supplémentaire sur le niveau des écoulements zonaux apparaît claire­
ment dans l'espace de Fourier en espace, soit:

A (iL)
(<I» = 1 _ À + k2

x

Pour À = 1, la réponse du potentiel moyen (~) (et donc celle des écoulements zonaux), à
une perturbation de la densité de centres-guides (iL) sera amplifiée d'un facteur 1/k; ~ 1
(la longueur d'onde des fluctuations est grande devant Ps, longueur de normalisation).
Pour À =1= 1, la réponse de potentiel moyen est du même ordre de grandeur que la source
en densité. En pratique, les comparaisons fluide-cinétique seront réalisées avec À = 0.5
aussi bien en fluide qu'en cinétique.

Dans le régime de saturation turbulente, le potentiel s'organise en cellules de convection
allongées dans la direction périodique (figure 3.5 à gauche) : ce sont les écoulements
zonaux. Ceux-ci ont un effet plus visible dans les simulations cinétiques : le potentiel
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moyen conserve une amplitude supérieure d'un facteur 3 à celle des fluctuations. En fluide,
l'amplitude du potentiel moyen est voisin de celle du potentiel fluctuant. Cette différence
s'explique en notant que les écoulements zonaux ne sont pas amortis linéairement en
cinétique. En revanche ils le sont en fluide par la dissipation collisionnelle, en particulier
proche du seuil de stabilité marginale ou la dissipation est importante. ün s'attend donc
à ce que leur niveau soit beaucoup plus élevé en cinétique.

En supprimant artificiellement les écoulements zonaux, c'est-à-dire en imposant à
chaque pas de temps ~o = 0, le système s'organise en privilégiant la formation de struc­
tures allongées dans la direction radiale, de la taille de la boîte de simulation (connues
sous la dénomination de "streamers"). Les cellules de convection ont des formes identiques
en fluide et en cinétique (figure 3.5 à droite).

3.3 Amplitude du transport turbulent

3.3.1 Flux de chaleur turbulents fluide et cinétique

Nous nous intéressons dans cette section au transport turbulent de la chaleur dans
la direction radiale. La dynamique turbulente du système est régi par les équations de
transport moyennées dans la direction y, de la densité (n) et de la pression (P) . Celles­
ci sont données par les équations (2.7) auxquelles on ajoute les termes de dissipation
collisionnelle utilisés pour amortir les petites échelles en fluide (équation (2.20)) et les
oscillations numériques aux bords radiaux en cinétique (3.7). Les équations d'évolution
d'équilibre s'écrivent:

Les flux diffusifs sont:

ât(n) + âx(fturb + fD)

ât(P) + âx(Qturb + QD)

a
a

(3.14)

où Dx est défini par (3.8). Les flux turbulents de centres-guides f turb et de chaleur Qturb
sont:

f turb

Qturb

(fiVEx)

(PVEx)

(3.15)

Ces flux résultent de l'advection des perturbations de densité (fi = n - (n)) et de pression
P par la vitesse de dérive électrique dans la direction radiale: VEx = -ây~. Notons que le
flux de centres-guides f turb n'est en fait pas relié au transport des particules, mais plutôt
au tenseur de Reynolds 3.12. En effet, la quasi-électroneutralité (3.13) permet d'écrire:

f turb = (ây<I>â;<I» = -âxIl
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FIG. 3.5 - Cartes du potentiel à la fin des simlations (t = 1.2 105 en fluide et t = 6 105 en cinétique)
pour un écart au seuil "/1' = 4~T,cr' Les figures cinétiques sont en haut, les figures fluides en bas. Les
simulations avec écoulements zonaux sont à gauche, celles sans écoulements zonaux, à droite.
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FIG. 3.6 - Evolution temporelle du flux de chaleur turbulent fluide, au centre de la boîte, pour un
forçage "'T = 2"'1',cr' La partie grisée correspond à la phase de saturation turbulente.

Nous nous intéressons plus particulièrement au flux de chaleur défini comme:

Qturb - (T)r turb
qT = (n) (3.16)

Ce flux représente le flux de chaleur total Qturb auquel on a retiré la contribution" convec­
tive" 'iTturb . En pratique, pour "'Tl = 0 cette contribution est faible et le flux de chaleur
ainsi défini est voisin du flux de chaleur turbulent total Qturb' Dans la limite quasi-linéaire,
qT s'exprime directement en fonction de la perturbation de température t : qT = ('iVE:!J
5. Par convention, les flux se propageant du bord chaud (x = Lx) au bord froid (x = 0)
sont définis positifs.

Comme montré sur la figure 3.6, l'évolution temporelle du flux de chaleur turbulent
fluide ou cinétique peut généralement se décomposer en 3 phases:

- De t = 0 à t rv 8.103 le système est dans sa phase de croissance linéaire.
Les couplages non-linéaires deviennent significatifs et le système entre dans une
phase transitoire, jusqu'à t rv 2.104, caractérisée par des oscillations amorties du
flux. On constate alors une corrélation importante entre les oscillations du flux et
les oscillations du gradient de température au centre : elles évoluent en quadrature
de phase.
Le système atteint le régime de saturation turbulente, où le flux se stabilise autour
d'une valeur moyenne stationnaire (partie grisée sur la figure 3.6). Les écoulements
zonaux atteignent le régime stationnaire plus tardivement, ce qui explique le com­
portement du flux de t rv 3.103 à 5.103 .

5La température est donnée par l'équation d'état: T = Pln.Dans la limite quasi-linéaire, la per­

turbation de température T est donnée par le terme d'ordre un en perturbation de Pin: T = P-tfl
.

L'expression qT = (TVEz) conduit alors à l'expression (3.16).
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FIG. 3.7 - Moyenne temporelle du flux de chaleur au centre en fonction du forçage du sytème.

Intéresserons nous à présent en détail à cette phase où la turbulence est dans un
régime stationnaire. Dans cette phase, les profils d'équilibre n'évoluent plus sur des temps
suffisamment longs: Ot(n) = Ot(P) = 0, où les moyennes ( ) portent sur les temps courts.
Les équations (3.14) imposent aux flux totaux d'être constants dans la direction radiale:

La valeur du flux au centre peut alors être prise comme représentative du niveau de trans­
port turbulent.

La figure 3.7 représente la valeur du flux de chaleur turbulent moyenné sur la phase
de saturation, au centre (noté (qT)), en fonction du paramètre qui contrôle le forçage
du système : lVr / IVr,CT' Pour un forçage équivalent, les niveaux de transport fluide sont
supérieurs aux niveaux cinétiques de plusieurs ordres de grandeurs (échelle logarithmique
sur la figure), bien que les caractéristiques linéaires des deux systèmes soient similaires :
même spectre instable et taux de croissance maximaux ne s'écartant que d'un facteur
deux. Proche du seuil de stabilité linéaire (1Vr / lVr,cr = 1), le flux cinétique est quasi nul
bien que le système soit au-dessus de son seuil de stabilité linéaire. Sa valeur est alors
déterminée avec une certaine incertitude représentée par des barres d'erreur sur la figure
3.7. Le principe de calcul des incertitudes est explicité dans l'annexe G. Une variation
importante du flux a lieu pour un forçage autour de ""T rv 4""T,cr. Au-dessus de cette
valeur, la dépendance en forçage du flux peut être approchée par une loi d'échelle, de
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même que le flux fluide:

( )

1.5

rv 4.10-6 JVr - 3.8
JVr,cr

rv 2.10-5 ( JVr _ 1)
JVr,cr

(3.17)

Le flux cinétique varie comme la puissance 3/2 de l'écart au seuil non-linéaire "'T =
3.8JVr cr. Le flux fluide varie linéairement avec l'écart au seuil linéaire. Cette tendance,
indique que l'écart entre les flux cinétique et fluide tend à diminuer avec un forçage crois­
sant. Les deux lois de puissance donnent une valeur identique pour JVr rv 30JVr,cr' Ces
considérations sont en accord avec l'analyse linéaire (figure 2.5). Il en va des flux turbu­
lents comme des taux de croissance: loin du seuil de stabilité, les résonances sont élargies
et leur effet ne se fait plus sentir, le comportement cinétique tend vers sa limite fluide.

Cependant, en amont de cette limite, il apparaît clairement que la fermeture collision­
nelle utilisée en fluide ne permet pas de reproduire les résultats cinétiques. En particulier,
cette transition observée dans les simulations cinétiques n'existe pas en fluide. Nous allons
à présent nous intéresser plus en détail à cette différence majeure entre fluide et cinétique.

3.3.2 Transition non-linéaire du flux de chaleur cinétique

Une première information concernant la transition sur le flux cinétique, peut être
obtenue en comparant le flux moyen à son écart quadratique (figure 3.8), défini comme:

(3.18)

Pour un forçage inferieur à 4"'T,cTl le niveau des fluctuations temporelles, représenté par
a est supérieur à la valeur moyenne: le flux instantané oscille autour de zéro. Lorsque le
forçage est supérieur ou égal à 4JVr,cTl la moyenne est, comme en fluide (non représenté),
plus grande que l'écart quadratique. L'évolution temporelle du flux cinétique (figure 3.9)
montre que les événements de flux négatif ont la même intensité avant (JVr = 2"'T,cr) et
après ("'T = 4JVr,cr) la transition. L'intensité des évenements de flux positif ont quant­
à-eux augmenté lors de la transition (d'environ un ordre de grandeur sur la figure). En
fluide, les évenements de flux négatif sont quasi inexistants (figure 3.6).

Cette transition non-linéaire peut être caractérisée en terme de déphasage et de niveau
de fluctuations. Le déphasage 'l/J entre les fluctuations de la pression et de la vitesse de
dérive électrique radiale est défini à partir du flux de chaleur turbulent total (3.15) :

- - -2 ! -2 !Qturb = (PVEx) = (P ) 2 (V Ex ) 2 cos'l/J (3.19)

Cette définition fait apparaître les niveaux de fluctuation de pression (iJ2 ) 1/2 et de vitesse
de dérive électrique (V1x)1/2. Il apparaît clairement sur la figure 3.10 que les niveaux de
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FIG. 3.8 - Moyenne temporelle du flux de chaleur cinétique et écart quadratique moyen (3.18), au
centre, en fonction du forçage.
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FIG. 3.10 - Evolution temporelle dans le régime de saturation non linéaire des niveaux de fluctuations
de pression et de vitesse de dérive électrique radiale (définis par l'équation (3.19)), en x = 5, pour deux
simulations cinétiques (Iî/j' = 3.8K;T,cr et K;T = 4.2K;T,cr)'

fluctuations de pression et de dérive électrique radiale qui augmentent (d'un facteur 5
environ) au niveau de la transition non-linéaire. De même, le niveau du déphasage aug­
mente lui aussi (d'un facteur 10), cos'ljJ passant de t'V -0.01 à t'V -0.1. Il est intéressant
de noter la faible valeur du déphasage dans noter modèle. L'augmentation du transport
aux alentours de JVr = 4JVr,C-T est donc portée à la fois par une augmentation des niveaux
de fluctuations et du déphasage.

Nous retrouvons ici qualitativement les mêmes résultats que dans l'article [2]. Dimits
y compare des simulations numériques issues de différents codes gyrocinétiques et gy­
rofluides, dans le même domaine de paramètres et pour des seuils linéaires ajustés. Il
compare le comportement du coefficient de transport turbulent (typiquement qT /VT) à
un temps donné et pour une position donnée. Il obtient un seuil non-linéaire dans les si­
mulations gyrocinétiques en deçà duquel le coefficient de transport est quasi nul. Celui-ci
est connu depuis lors sous le nom de "Dimits up-shift" dans la littérature. Les simula­
tions gyrofluides ne possèdent, quant-à-elle, pas ce décalage du seui16 . Au-dessus du seuil
non-linéaire, les résultats fluides donnent un coefficient 2 à 3 fois supérieurs aux résultats
cinétiques. La présence de ce seuil non-linéaire est expliquée par Rosenbluth et Hinton
[18], qui ont montrés que les écoulements zonaux n'étaient pas amortis linéairement en
gyrocinétique sans collisions, aux alentours de la stabilité marginale. Les effets cinétiques
capturés par une fermeture gyro-landau-fluide7 conduisaient quant-à-eux à un amortis-

6Du moins, ce décalage n'apparaît pas dans les premières versions des codes gyrofluides [19]. Un seuil
apparaît avec l'utilisation d'une fermeture améliorée [20], en meilleur accord avec [18] et capable de
reproduire, en partie seulement, l"'upshift" non-linéaire.

7pour plus de détails sur les fermetures permettant de prendre en compte l'amortissement Landau,
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FIG. 3.11 - Valeur absolue de la moyenne sur la phase de saturation turbulente du cisaillement (we),
au centre en fonction du forçage.

sement de ces écoulements. Bien que moins sophistiquée, notre traitement fluide, avec
dissipation collisionnelle, est donc qualitativement équivalent à un traitement de type
Laudau-fluide du point de vue de l'amortissement des écoulements zonaux.

Le cisaillement radial dû aux écoulements zonaux conduit au déchirement des struc­
tures de convection allongées radialement et réduit par là le transport. Le cisaillement est
défini par :

WE = Bx(VEY)

La figure 3.11 montre la moyenne temporelle du cisaillement en fluide et en cinétique. Aux
alentours du seuil (1Vr < 2X;T,cr), la diffusion dans le modèle fluide amortit les écoulements
zonaux. Pour lVr > 21Vr,C-T' WE sature en fluide à la valeur cinétique. En revanche, le
cisaillement est peu dépendant du forçage en cinétique, même autour de la transition
non-linéaire.

Cette tendance est confirmée au regard des profils du cisaillement qui évoluent peu
de part et d'autre de la transition observée sur le flux (figure 3.12). Il est important de
note que dans tous les cas, WE est dominé par l'écoulement moyen (yi(w~) « (WE)). Le
décalage non-linéaire du seuil observé en cinétique ne peut donc pas être expliqué par une
baisse du niveau des écoulements zonaux avec le forçage.

Cependant, une explication peut être trouvée en comparant le taux de cisaillement WE
au taux de croissance linéaire maximum winax . Si le taux de cisaillement est plus grand
que le taux de croissance WE > winax , on s'attend à ce qu'un mode turbulent soit déchiré
avant qu'il ne puisse croître: le transport turbulent est alors supprimé [22]. La figure 3.13

on peut voir le chapitre 4, mais aussi le rapport de stage de Guilhem Dif-Pradalier [21].
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FIG. 3.12 - Profil radial du cisaillement pour "''j' = 3.8"'1',cr et "'1' = 4.2"'1',cr'

donne crédit à ce mécanisme. Pour /'î,T < 410',cTl le taux de cisaillement est supérieur au
taux de croissance d'au moins un ordre de grandeur et le flux turbulent est quasi nul.
En revanche, pour /'î,T 2: 410',cr le rapport est de l'ordre de l'unité: le flux de chaleur est
alors non nul. De même, la présence d'un flux turbulent en fluide quel que soit le forçage
est cohérente avec cette analyse. Dans ce cas, la valeur du cisaillement est faible proche
du seuil de stabilité linéaire (figure 3.11). Cette analyse, basée sur le rapport WE/W[nax,

semble proposer un bon cadre pour expliquer le décalage du seuil en cinétique sous l'effet
des écoulements zonaux.

3.3.3 Ecarts persistants en l'absence cl 'écoulements zonaux

Lorsque les écoulements zonaux sont supprimés8 (c'est-à-dire, en imposant à chaque
pas de temps ~o = 0), le niveau de transport est plus élevé en fluide comme en cinétique
(figure 3.14). L'augmentation du flux lors de cette suppression est due à une augmenta­
tion des niveaux turbulents (définis par l'équation (3.19)). En particulier, en cinétique,
(v~x) ~ est multiplié par un facteur 20 en moyenne, (P2) ~ par un facteur 30. En fluide,
leur augmentation est moindre, un facteur 7.5 et 2.5 respectivement. Il est surprenant de
constater que le déphasage cos 'l/J, diminue lorsque l'on supprime les écoulements zonaux,
d'un facteur 5 dans les deux cas (passant de 0.5 à 0.1 en fluide). Dans ce régime, les per­
turbations de pression sont quasiment en phase avec le potentiel. Ce comportement n'est
pas compris. Illimite l'augmentation du transport en l'absence d'écoulements zonaux.

D'autre part, nous pouvons, ici encore décrire l'augmentation du flux de chaleur avec
le forçage à l'aide d'une loi de puissance de l'écart au seuil (courbes reliant les points

8Les écoulements zonaux seront notés" ZF" sur les figures.
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FIG. 3.13 - Rapport du taux de cisaillement au taux de croissance maximum cinétique en fonction du
forçage.
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L'écart entre les valeurs cinétique et fluide est fortement réduit quel que soit le forçage.
En particulier, proche du seuil linéaire, le régime stationnaire est atteint en cinétique
avec une valeur non nulle du flux turbulent (figure 3.15). Le rôle des écoulements zonaux
dans l'apparition du seuil non-linéaire en cinétique est confirmé. La même tendance que
précédemment est observée: le cinétique augmente plus vite que le fluide avec le forçage,
respectivement comme les puissances 3 et 1.5 de l'écart au seuil. Les deux lois de puissances
donnent la même valeur du flux pour lVr rv 151Vr,cr, c'est-à-dire pour un forçage deux fois
plus faible que lorsque les écoulements moyens sont présents.

Notons que le flux est du même ordre de grandeur pour les simulations fluide avec
écoulements zonaux et cinétique sans écoulements zonaux, lorsque l'écart au seuil est voi­
sin de 4 (figure 3.14). Pour ce forçage, il s'avère que les profils de température d'équilibre,
quantitativement différents par ailleurs, sont également similaires dans ce cas (figure 3.16).
Ce résultat, même profil de température pour un même niveau de transport, donne une
confiance supplémentaire quant à la validité de ces simulations numériques.

Cependant, dans l'ensemble, les écarts persistent entre les niveaux de transport fluides
et cinétiques. Proche du seuil, il y a encore plus de deux ordres de grandeurs de différence.
Pour lVr rv 41Vr,LTl le flux turbulent fluide est supérieur au cinétique d'environ un ordre de
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FIG. 3.16 - Profils radiaux de la température pour "''1' = 4"''1',cr en cinétique sans écoulements wnaux
et en fluide avec écoulements wnaux.

grandeur. Comme nous l'avions déjà noté, la dissipation collisionnelle joue un rôle impor­
tant, en particulier proche du seuil. Son impact ne peut pas se réduire simplement à un
amortissement des écoulements zonaux. Le transport turbulent est lui aussi affecté. Ce
résultat va dans le même sens que les résultats obtenu par Sugama, Watanabe et Horton
[23], qui constatent eux aussi des différences entre niveaux de transport fluide et cinétique
sans écoulements zonaux, dans une géométrie simplifiée et pour le même type d'instabi­
lité. Il est à noter que dans leur cas une hypothèse de fermeture plus élaborée est utilisée.
La comparaison avec nos résultats n'est alors que qualitative. Cependant ces résultats,
comme les nôtres, justifient pleinement l'intérêt porté à des systèmes simplifiés. En parti­
culier, les améliorations apportées aux fermetures fluides [?] pour traiter convenablement
l'amortissement des écoulements zonaux (permettant de rendre compte du "Dimits up­
shift") ne sauraient être une fin en soi.

3.4 Evaluation des écarts à la maxwellienne

L'utilisation de termes collisionnels en fluide n'est pas la seule source de différences avec
le modèle cinétique. L'hypothèse de fermeture du système fluide est basée sur l'hypothèse
d'une fonction de distribution s'éloignant peu d'une distribution maxwellienne. L'étude
des écarts à la maxwellienne sous l'effet de la dynamique turbulente va permettre d'isoler
l'impact de l'hypothèse de fermeture proprement dite sur les écarts observés sur les flux
turbulents.
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3.4.1 Convergence lente des moments d'ordre supérieur à deux

Un bon moyen d'estimer l'erreur due à la troncature de la hiérarchie fluide est de
décomposer la fonction de distribution obtenue dans le régime non-linéaire, sur une base
de polynômes orthonormés appropriée. Dans notre cas, ce sont les polynômes de Laguerre
L p (() [24]. L'orthonormalité est définie par le produit scalaire:

(3.23)

où 6pq est le symbole de Kronecker : 6pq = 1 pour P = q et 6pq = 0 pour p # q. Dans notre
cas, le paramètre d'intégration est le rapport de l'énergie à la température T :

La température est définie par :

E
(= ­

T

fXJfEdE
T = ",--,0,,::=__

J~oo fdE

(3.24)

(3.25)

Cette dernière peut aussi bien représenter une température locale T(x, y, t) ou une tempé­
rature moyenne T(x, t), les deux cas contenant une information différente. Les propriétés
générales de la décomposition sont présentées pour T = T(x, y, t). Les polynômes de
Laguerre Lp de degré p sont définis par :

(3.26)

où Cpj = ,,(p~ ,),. Les trois premiers polynômes s'écrivent:
J, p J .

Lo = 1

La figure 3.17 représente les cinq premiers polynômes en fonction de (. Le nombre de
zéros de chaque polynôme correspond à son degré. La fonction de distribution peut être
projetée de manière unique sur cette base :

00

f(x, y, E, t) = L fp(x, y, t)Lp(()e-Ç

p=o
(3.27)

où les fp sont les coefficients de la projection. Ils sont indépendants de ( et contiennent
l'information sur l'évolution spatio-temporelle de la fonction de distribution:

(3.28)
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FIG. 3.17 - Allure des cinq premiers polynômes de Laguerre.

Le point qui nous intéresse dans cette décomposition, est qu'il existe un lien direct entre
le moment fluide M J d'ordre J de la fonction de distribution et les coefficients f p9' En
effet, on peut écrire de manière générale un moment fluide d'ordre J comme:

(3.29)

où les coefficients cY) sont définis par :

J

(J = L c;J) L j (()

j=O

Il apparaît clairement que le nombre de moments fluides nécessaires à la description du
système sera d'autant plus petit que les termes de la série fp convergeront rapidement vers
zéro. En particulier, lorque la fonction de distribution est maxwellienne f = ne- E /T IT
seul le coefficient d'ordre zéro conserve une valeur non nulle fo = niT. L'amplitude des
coefficients fp avec p ~ 1 fournit alors une bonne mesure de l'écart à la maxwellienne.

Intéressons nous d'abord aux écarts à la maxwellienne locale:

f (X Y E t) = n(x, y, t) e-E/T(x,y,t)
M , " T(x,y,t) (3.30)

La figure 3.18 représente les valeurs absolues des quinze premiers coefficients fp(x, y, t), en
un point et à un temps donné, en fonction de leur ordre p, pour deux simulations, avec et
sans écoulements zonaux, pour un forçage de lVr = 41Vr,cT' L'énergie est ici discrétisée par
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FIG. 3.18 - Valeur absolue des quinze premiers coefficients fp de la décomposition de f(x, y, E, t)
(équation (3.28)), à un temps donné t = 6.105 et à une position donnée: x = 5 et y = 31 avec écoulements
zonaux, y = 39 sans écoulements zonaux.

256 points entre 0 et 72. L'erreur ft Lp(()Lq(()e-(d( - 6pq est alors de l'ordre de 2.10-4

pour p ::; 12, puis elle augmente rapidement. Les deux courbes ont un comportement très
similaire. Le premier coefficient fo domine de plus d'un ordre de grandeur les suivants.
Le deuxième, h, est nul par définition9 de T. On observe une oscillation autour de zéro
pour les coefficients suivants. La convergence vers zéro est relativement lente: d'environ
un ordre de grandeur par décade de p. Cette caractéristique indique que le nombre de
moments fluides pertinents pour ce système est élevé. En particulier, une description fluide
ne faisant intervenir que l'évolution dynamique des deux premiers moments, n et P ici,
ne parviendra pas à reproduire le comportement local du système cinétique non-linéaire.
Les écarts de la fonction de distribution à la fonction de distribution maxwellienne (3.30)
pour le cas avec écoulements zonaux sont montrés sur la figure 3.19. Le nombre de zéros
de l'écart à la maxwellienne f - fM est élevé (on en dénombre 4 dans le cas considéré).
L'amplitude de f - fM devient cependant rapidement très faible. On pourrait s'attendre
à réussir à approcher le comportement des premières oscillations en vitesse de f - fM avec
les premiers termes de la décomposition en polynômes de Laguerre (3.27). L'utilisation
des termes jusqu'à 12 permet de prendre en compte les deux premiers zéros:

E E 2
I!J

f - fM = 12(1 - 2
T

+ 2T2)e- r + ...

Il apparaît cependant sur la figure 3.19, qu'il est impossible d'ajuster correctement cette
approximation au comportement cinétique, même à faible énergie : il faut considérer

9En effet, d'après les définitions (3.26) et (3.28) fI = J f(l - ()d(, qui en prenant en compte la

définition de ( (3.24) peut s'écrire comme: fI = (1 - :f.~.~~~) t JfdE. La parenthèse s'annule par

définition de T (3.25).
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FIG. 3.19 - Différence de la fonction de distribution à la distribution maxwellienne locale, en fonction
de la vitesse ..j2E dans le cas où les écoulements zonaux sont présents. La courbe pointillée représente
l'approximation de cet écart (3.31).

un nombre élevé de polynômes de Laguerre (c'est-à-dire des polynômes de degré élevé)
pour décrire les oscillations rapides des écarts à la maxwellienne aux faibles énergies. On
pourrait faire les mêmes remarques concernant la simulation sans écoulements zonaux.

3.4.2 Description fluide des écarts à la maxwellienne d'équilibre
en présence de "streamers"

Dans le cas où les écoulements zonaux sont présents, le système est homogène suivant
y (figure 3.5). L'étude des grandeurs moyennes sur y, c'est-à-dire de l'équilibre, donne
des résultats similaires à l'étude locale. Pour chaque valeur de y, le comportement des
coefficients fp est similaire à celui montré sur la figure 3.18 : la position du zéro et surtout
le signe des coefficients est toujours le même quel que soit y.

Il n'en est pas de même pour les simulations sans écoulements zonaux. Certes, les
coefficients fp ont un comportement identique en valeur absolue (même zéro, amplitudes
similaires au cas montré sur la figure 3.18) quel que soit y, mais le signe des coefficients
fp?,2 s'inverse périodiquement en y. L'explication vient du fait que le système n'est pas
homogène dans cette direction. Les cellules de convection sont de type "streamers" (figure
3.5). Comme nous l'avons signalé précédemment, les fluctuations des diverses quantités
fluides autour de leur valeur moyenne sont quasiment en phase avec le potentiel. 12 est
relié à la différence du flux Q = J f E 2dE et de nT2 (3.29) : 2T212 = Q - 2nT2

. On
constate que celui-ci est positif pour <I> > 0 et inversement. En moyenne, la contribution
de ces deux "populations" pour fp?,2 va se compenser en partie.
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FIG. 3.20 - Valeur absolue des quinze premiers coefficients fp de la décomposition de f(x, E, t), à un
temps donné t = 6.105 en x = 5. Les écoulements zonaux sont absents.

On définit les coefficients moyens à partir de l'équation (3.28) pour f -t f(x, E, t) =
(J(x, y, E, t))y et les polynômes de Laguerre définis pour une température d'équilibre lO

1'. Les coefficients de la décomposition en polynôme de Laguerre de la fonction de distri­
bution d'équilibre !, sont donnés par la figure 3.20. La décroissance des coefficients fp>2

est alors beaucoup plus rapide que ce que nous avions vu précédemment. Leur valeur a
décru de deux ordres de grandeurs en p = 5, f5 est alors de l'ordre des erreurs. Un nombre
limité de moments fluides semble donc être suffisant pour décrire le comportement des
grandeurs d'équilibre en cinétique en l'absence d'écoulements zonaux.

La fonction de distribution d'équilibre est définie par:

f (X E t) = n(x, t) e-E/T(x,t) (3.32)
M " T(x,t)

avec n(x, t) = JdE! et n1'(x, t) = JEdEf. Les écarts de la fonction de distribution
d'équilibre à la maxwellienne (3.32) ! - fM sont montrés sur la figure 3.21. Leur valeur
pour E = 0 est inférieure d'un ordre de grandeur à ce qu'ils étaient en un point donné.
Les écarts à la maxwellienne n'ont que deux zéros: une description avec seulement les
trois premiers termes de la décomposition est raisonnable:

- E E 2
l!J

f - fM rv h(1- 21' + 21'2)e- r (3.33)

La figure 3.21 montre que l'accord entre la valeur exacte et son approximation est très bon,
tant en amplitude qu'en position des zéros (Le signe des écarts correspond également.).

IOLa température d'équilibre T(x, t) doit être définie à partir de l'expression (3.25) de manière cohérente
avec la fonc.tion de distribution associée f(x, E, t) = (f(x, y, E, t))y. Elle ne peut en aucun cas être définie
par (T(x, y, t))y.
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FIG. 3.21 - Valeur absolue de la différence de la fonction de distribution d'équilibre f à la distribution
ma:x:wellienne en fonction de la vitesse V2E pour la simulation sans écoulements zonaux. La courbe
pointillée représente l'approximation de cet écart (3.33).

Le coefficient 12 peut s'écrire (3.29) en terme de grandeurs fluides:

n (Q) -312 = -= --- - 1 l'V -9.46 10
T 2nT2

où Q = JJE2dE. Ce coefficient permet d'exprimer l'erreur commise en fonction du flux
que nous avons utilisé pour effectuer la fermeture fluide (2.19), soit:

- ( E E
2 2)n 0 0 - é -212 = --= 1 - ----=- + l'V -9.7 10

T T T2

La valeur numérique est obtenue avec les paramètres utilisés dans la simulation fluide
é = 0.99 et Eo = l(tableau 2.1). L'amplitude des écarts à la maxwellienne est supérieure
d'un facteur 10 à la valeur obtenue en cinétique. On peut noter que l'accord aurait été
bien meilleur (12 l'V -9.0 10-3), si l'on avait ajusté les paramètres en énergie à la valeur de
la température au centre t l'V 1.1, plutôt qu'à la valeur au bord T = 1. Dans tous les cas,
une modélisation fluide à trois champs, où l'évolution dynamique du flux de chaleur Q est
prise en compte, doit permettre de rendre compte des écarts à la maxwellienne d'équilibre.

Comme nous venons de le voir, les écarts de la fonction de distribution à une maxwel­
lienne locale (dépendant de y), contredisent l'hypothèse qu'une description fluide locale
du système puisse être faite avec un nombre peu élevé de champs fluides. Cette conclusion
est valable aussi bien dans le régime où les écoulements zonaux dominent, que dans celui
où ce sont les "streamers". Cependant, une étude des écarts de la fonction de distribu­
tion d'équilibre (dans le sens de moyennée sur y) à la maxwellienne d'équilibre conduit à
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des conclusions qui sont plus cohérentes avec les résultats obtenus sur les flux turbulents
(figure 3.14) : l'accord entre le fluide et le cinétique est meilleur lorsque les écoulements
zonaux sont supprimés. Dans ce cas, la présence de cellules de convection allongées dans la
direction radiale conduit à une compensation partielle des coefficients de Laguerre d'ordre
élevé. Une description avec un nombre relativement petit de moments est possible: une
modélisation à trois moments semble être la plus adaptée pour réduire les différences (d'un
ordre de grandeur) observées sur le flux de chaleur. Lorsque les écoulements zonaux sont
présents, une bonne description locale semble inévitable.

Une étape supplémentaire doit être franchie pour tenter de prendre en compte avec
un nombre relativement faible de moments fluides, les caractéristiques essentielles d'un
modèle cinétique. Dans le chapitre suivant nous déterminons une fermeture fluide non
collisionnelle pour un système à deux champs, susceptible d'amortir les petites strucures
spatiales.
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Chapitre 4

Théorie quasi-linéaire d'une
fermeture fluide non-collisionnelle

L'analyse linéaire cinétique montre que les petites structures spatiales sont amorties
par le biais de la polarisation l

. Cependant, cette dernière ne permet pas à elle seule de
stabiliser les petites structures en fluide, où elles sont, dans le meilleur des cas, seule­
ment stables marginalement. De plus, il existe des analogies de comportement entre une
modélisation fluide et une modélisation cinétique lorsque les résonances entre ondes et
particules peuvent être négligées2 . On peut en déduire qu'en cinétique, l'interaction entre
ondes et particules a un rôle central à jouer dans le mécanisme de stabilisation linéaire des
petites structures, comme dans le mécanisme de saturation non-linéaire de la turbulence.

L'ajout de coefficients de dissipation collisionnelle dans les équations fluides n'est alors
qu'une première étape permettant d'accéder au régime non-linéaire en fluide et d'établir
une première série de comparaisons. La deuxième étape concerne l'obtention d'une ferme­
ture non-collisionnelle susceptible de capturer l'information pertinente dans le mécanisme
de résonance. Une revue historique complète sur la question peut être trouvée dans l'in­
troduction de l'article de Smolyakov [25]. Ce sont Hammett et Perkins [26] qui ont les
premiers proposé une approche systématique pour comparer les résultats obtenus en fluide
avec ce type de fermeture non-collisionnelles aux résultats cinétiques. Leur démarche était
basée sur l'ajustement des coefficients numériques apparaissant dans la fermeture dans la
limite linéaire.

Dans ce qui suit, nous avons tenté d'obtenir une expression du flux Q, en utilisant des
arguments physiques basés sur la comparaison des taux de production d'entropie dans le
cadre de la théorie quasi-linéaire. En effet, nous sommes à la recherche d'un processus de
stabilisation des petites structures, l'entropie semble alors être le bon critère pour capturer
l'information pertinente dans les interactions résonantes. De plus le taux de production

1Le rôle de la polarisation est discuté à partir de l'expression du gradient marginal (1.46).
20n peut revoir les commentaires des figures 1.3 et 2.1 darls le cas linéaire et les commentaires de la

figure 3.7 pour les forçages élevés darls le cas non-linéaire.
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d'entropie est fortement lié aux flux turbulents. La base de cette démarche est présentée
dans la référence [6].

4.1 Production totale d'entropie

4.1.1 Production d'entropie cinétique

En mécanique statistique classique l'entropie S d'un système hors équilibre est donnée
par:

S = - Ji log fdxdy dE

Sa variation temporelle définit le taux de production d'entropie:

. dS
S=­

dt

En inversant les opérateurs de dérivation et d'intégration, on obtient :

s= - /(1 + logJ)8ddxdy dE

soit, en utilisant l'équation de Vlasov (1.12) :

S = / (1 + log J) [H, f]dxdy dE

/[H, flogf]dxdy dE

(4.1)

(4.2)

(4.3)

L'intégrale du crochet de Poisson sur l'espace est nulle en l'absence de sources turbulentes
au bord, il vient finalement :

De par sa structure, l'équation de Vlasov est isentropique. D'autre part, on peut vérifier
que le traitement du forçage du système en imposant une fonction de distribution aux
bords (3.5) ne produit pas d'entropie. En effet, les conditions aux limites ne sont pas
solutions de l'équation de Vlasov, le calcul précédent ne permet donc pas d'estimer la
production d'entropie qui peut leur être liée. Il est possible de les modéliser en écrivant
l'équation de Vlasov comme:

df

dt
limv-too -1/ (cS(x)(f - fa) + cS(x - Lx)(f - iL,,))

limv-too -1/ ((f(0) - fa) + (f(Lx) - iLx))

(4.4)

où fa et iLx sont définies par (3.5). Les conditions aux limites se présentent comme un
terme de friction, où la fréquence est infinie de telle sorte que ce terme domine au bord
quelle que soit la solution de l'équation de Vlasov aux limites (donnée par f(O) et f(Lx )).
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La solution de l'équation différentielle donne (en zéro par exemple) : f(O) = fo+Ce- vt
, où

C est une constante représentant l'évolution de f(O) sous l'effet de l'équation de Vlasov.
En notant que ~~ = ~J '!ft, il vient automatiquement:

dS = -C dS lim ve-vt = 0
dt df v-too

Ce qui démontre que les conditions aux limites sont isentropiques. L'ajout de termes
dissipatifs dans les simulations cinétiques ne nous intéresse pas ici.

4.1.2 Production d'entropie fluide

Dans le cadre de la thermodynamique, pour un gaz parfait mono-atomique, la variation
réversible ds de l'entropie d'un élement fluide s'écrit en fonction des variations de densité
et de pression de cet élement :

où Cv et Cp sont respectivement les capacités calorifiques à volume et pression constante.
Pour un gaz mono-atomique, Cv vaut 1/2 par degré de liberté du système: Cv = 1 dans
le cas bi-dimensionnel étudié ici. La capacité calorifique à pression constante est donnée
par: Cp = Cv +1 = 2. L'entropie s est alors définie à une constante So près (avec Cv = 1) :

s = f ds = log(Pn-T
) + So

où Y = Cp/Cv = 2 est le coefficient d'adiabaticité. L'entropie est une quantité extensive,
si bien que l'entropie totale S] d'un système de N centre-guides s'écrit comme:

S] =f s dN =f sndxdy

Le taux de production d'entropie s'écrit dans sa version fluide:

(4.5)

La partie constante de l'entropie So ne contribue pas à la production d'entropie étant
donnée la conservation du nombre total de centres-guides (2.4). Nous redéfinissons alors
s comme:

(4.6)

Cette expression définit la version fluide de l'entropie. La variation d'entropie s'exprime
alors comme :

ds= (~ -y~)
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L'expression (4.6) de l'entropie fluide peut être obtenue de manière alternative à par­
tir de l'entropie générale (4.1) intégrée sur l'ensemble des énergies E, à la condition de
considérer une fonction de distribution maxwellienne de la forme lM = Tfe- E/T . Le taux
de production d'entropie fluide sera alors nul, comme en cinétique, pour un système fluide
à deux champs, avec une fermeture sur le flux de chaleur de la forme (2.2). Cette ferme­
ture correspond au choix adopté au paragraphe 2.3. Dans ce cadre, le système d'équations
fluides présente un seuil (figure 2.1). Par contre, on peut montrer facilement qu'alors, les
petites structures ne sont pas amorties linéairement mais sont seulement marginalement
stables. L'amortissement des petites échelles, présent en cinétique, est perdu pour cette
fermeture. Il en est de même avec la fermeture (2.18) du paragraphe 2.4. Comme nous
allons le voir à présent, la prise en compte d'un flux de chaleur conductif permet d'obtenir
simplement des termes d'amortissement des petites échelles.

4.1.3 Fermeture sur le flux conductif

Ecrivons explicitement le taux de production d'entropie (4.5) pour le système d'équa­
tions fluides. Le calcul est facilité en utilisant une dérivée lagrangienne dt en suivant la
dérive électrique:

d. â. [ ]
dt = ât + <I>,.

Le taux de production d'entropie s'écrit alors:

(4.8)

Une intégration par partie montre que l'intégrale du crochet de Poisson sur l'espace est
nulle en l'absence de sources turbulentes aux bords. En utilisant (4.7) nous pouvons
exprimer la production d'entropie en fonction des dérivées totales de n et P :

Les expressions des dérivées totales de la densité et de la pression sont données par les
équations de transport fluides (2.3) :

(4.9)

où apparaissent les flux diamagnétiques. r* = VdP = nVdT est le flux de centres-guides
convectés par la dérive de courbure à la de vitesse VdT. On construit de la même manière
un flux de chaleur total Q* = VdQ dans l'équation d'évolution de la pression. Dans le cas
général, celui-ci peut se décomposer en une partie convective et une partie conductive :

Q* = Tr*T + q*
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NON-COLLI8IONNELLE

Pour une fonction de distribution maxwellienne (2.2), le flux résultant se limite à sa
partie convective, soit q* = o. Après quelques manipulations, il apparaît que le taux de
production d'entropie ne dépend que du flux conductif :

Le taux de production d'entropie apparaît sous la forme standard du produit du flux et
de la force thermodynamique qui lui est associée.

La fermeture que nous considérons s'appuie sur une expression du flux de chaleur
conductif de la forme:

(4.11)

où a est un opérateur et P = (P)y est la pression moyenne. Cette forme particulière du
flux conductif permet de retrouver une production d'entropie nulle pour a constant:

On retrouve alors la propriété de l'équation de Vlasov.

Comme attendu, le flux de chaleur (4.11) permet aussi d'obtenir une stabilisation des
petites échelles. Par exemple, pour a = -8y on obtient un flux de chaleur diffusif de la
forme:

(4.12)

Le taux de production d'entropie associé s'écrit:

L'entropie augmente sous l'efret d'un flux dissipatif.

L'étude linéaire du système fluide avec ce type de fermeture va mettre en exergue le
rôle joué par la partie imaginaire de a, en particulier pour l'amortissement des petites
structures spatiales.

4.2 Ajustement du comportement linéaire fluide

Le système d'équations fluides s'écrit:

8tn + [<1>, n] + Vd8yP = 0
8t P + [<1>, P] + IVd8y (PT + PaT) = 0
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On obtient la relation de dispersion en utilisant la contrainte de quasi-électroneutralité
(1.23) :

2 2 kWd
W -T(a + 2)WdW + T(a + l)wd + n/'î,T k2 = 0 (4.13)

1 + 1-

avec a = ar + iai. Pour wi = 0, on peut décomposer la relation de dispersion en parties
réelle et imaginaire :

-TaiWd(Wr - Wd) = 0

L'existence d'une partie imaginaire est permise par l'utilisation de a complexe. La pulsa­
tion marginale est indépendante de 1. En outre, elle est identique à la pulsation marginale
cinétique:

(4.14)

En remplaçant Wr par sa valeur marginale dans la partie réelle de la relation de dispersion
on obtient une expression du gradient de température marginal indépendante de a :

~ = (T - 1) v~T (1 + ki)
n

(4.15)

Le gradient de température marginal est identique à la valeur cinétique pour T = 2. Nous
retiendrons cette valeur pour la suite.

Une étude du comportement des petites structures est utile pour déterminer les con­
traintes sur a qui permettent de stabiliser ces dernières. Nous étudions le comportement
asymptotique pour k -t ±oo du taux de croissance, pour la branche la plus instable:

(4.16)

En anticipant le résultat, on postule que la dépendance en k de a permet de négliger le
terme en gradient (ex kl-2

) pour les grands k :

où nous avons utilisé: 8'(Zl/2) = (Izl - R(Z))l/2/V2, avec Izlle module de z. Après
quelques manipulations, il apparaît que la contrainte de stabilisation limk-t±oc Wi < 0 est
toujours vérifiée pour :

ai ex -I~I = -sign(k) (4.17)

L'amortissement des petites structures est indépendant de ar . Contrairement à un opéra­
teur de type diffusif (-Dki), un tel opérateur ne conduit qu'à un amortissement des
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FIG. 4.1 - Taux de croissance cinétique et fluide en fonction de k, pour kx = 1r/ Lx, "'1'/"'T,cr = 2,
Y = 2 et a = -(1 + i).

petites structures dans la direction périodique. Cependant, l'utilisation d'une partie ima­
ginaire pour a permet à la polarisation de retrouver l'effet stabilisant qu'elle a en cinétique.
On peut s'en convaincre au regard de l'expression du gradient marginal de températuré
(4.15).

La figure 4.1 représente les spectres en k des taux de croissance fluide et cinétique. La
valeur a = -(1 + i), permet d'obtenir l'amortissement maximal en fluide (pente maxi­
mum pour k -+ 00), qui reste cependant plus faible qu'en cinétique. Pour cette valeur,
l'accord entre les spectres instables (Wi > 0) est bon: même kmax et wi,~ax l'V 1.25w!,~x'
La contrainte sur a conduit à une pulsation toujours égale à sa valeur marginale, puisque

dans ce cas : W = Wd ± iVdTlkl VdT(~;k3J'

La figure 4.2 montre les taux de croissance fluide et cinétique en fonction de l'écart au
seuil pour le premier mode instable ka = 27r/ Ly. Outre l'égalité des seuils et le comporte­
ment asymptotique pour les grands écarts au seuil qui sont indépendants de a, le choix
a = -(1 + i) conduit à un comportement des deux courbes très similaire.

La fermeture utilisée (4.11) s'écrit, en prenant par exemple les contraintes de décrois­
sance maximale de la figure 4.1 :

(4.18)

Celle-ci est équivalente à celle présentée dans la référence [26]. C'est une fermeture non­
locale en espace. En effet, elle s'écrit dans l'espace réel comme une intégrale de la forme:

::IOn peut voir la discussion après l'équation (1.47).
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FIG. 4.2 - Taux de croissance cinétique et fluide en fonction de l'écart au seuil, pour kx = 7f / Lx,
k = 27f/Ly , "''J'/''''1',cr = 2, Y = 2 et a = -(1 + i).

ikTk 1 j'OO T(y + y') - T(y - y') d 1
lkf -+;: 0 y' y

Dans la référence [26], les auteurs déterminent leur coefficient (a dans notre cas) en
ajustant au mieux les fonctions réponses fluide et cinétique, dans la limite wr/k « 1.
Ce traitement est qualitativement équivalent à celui que nous avons fait ici. Cependant,
nous proposons une autre approche pour déterminer le paramètre libre du problème de
fermeture.

4.3 Taux quasi-linéaires de production d'entropie

Nous avons montré que l'approche cinétique, basée sur l'équation de Vlasov, était
intrinsèquement isentropique. Il en est de même en fluide, pour la fermeture considérée
(4.11), pour autant que a, le paramètre libre que nous avons introduit, soit constant.
Il apparaît que ce n'est pas le cas pour une fermeture avec a dépendant du signe de
k, son expression dans l'espace réel conduisant à une dépendance en y de l'opérateur.
L'amortissement fluide ainsi déterminé ne peut donc pas être considéré comme l'équivalent
de l'amortissement par effet Landau de la théorie cinétique.

Cependant, le critère S = 0 est difficile à satisfaire en pratique. En effet, en régime
turbulent, les couplages non-linéaires génèrent des petites échelles. Il s'ensuit une perte
d'information dans les simulations numériques due à la résolution limitée à laquelle les
codes ont accès. Cela se traduit par une augmentation de l'entropie.

Dans ce cadre, il est illusoire d'espérer faire converger les descriptions cinétique et

78



CHAPITRE 4. THÉORIE QUASI-LINÉAIRE D'UNE FERMETURE FLUIDE
NON-COLLISIONNELLE

fluide de la turbulence au regard du critère B = o. Afin de s'affranchir de ces obstacles
essentiellement liés à une résolution numérique finie, nous envisagerons plutôt le taux de
production d'entropie sous l'angle quasi-linéaire Bq/. Nous retiendrons alors comme critère
de convergence des deux approches l'adéquation des taux quasi-linéaires de production
d'entropie, qui mesure l'impact des fluctuations sur le profil d'équilibre. Cette approche a
de plus l'avantage d'utiliser explicitement la réponse linéaire du système à une perturba­
tion, elle contient donc l'information sur l'amortissement Landau et mesure son impact
sur le taux de production d'entropie lié aux grandeurs d'équilibre.

4.3.1 Dérivation cinétique

Nous nous plaçons dans le cadre de la théorie quasi-linéaire définie au paragraphe
1.4. Nous définissons l'entropie quasi-linéaire par l'expression générale de l'entropie (4.3)
appliquée à la fonction de distribution d'équilibre J :

Sql = - / JlogJdxdy dE (4.19)

Le taux quasi-linéaire de production d'entropie fait intervenir l'expression de la variation
temporelle de l'équilibre définie par (1.17) :

(4.20)

li est aisé de se convaincre que le taux de production d'entropie total S est bien nul dans
le cadre de la théorie quasi-linéaire4• D'autre part, on vérifie que le taux quasi-linéaire
de production d'entropie s'écrit de manière standard comme le produit d'un flux par
les forces thermodynamiques contenues dans le gradient de la fonction de distribution
d'équilibre. Il convient de rappeler que les bonnes forces thermodynamiques, dans ce cas,
sont les gradients des quantités fluides n et T corrigées par un terme de courbure (1.26).
Plus de précisions sont données dans la référence [6]. Le flux, quant-à-Iui est de nature
turbulente:

Qturb = (j( -8y<Î»)

En utilisant l'expression quasi-linéaire du flux, dérivée au paragraphe 1.8, la production
d'entropie s'écrit:

. ;. (8x J)2
Sql = L y D ql f dx dE

où nous rappelons que le coefficient de diffusion quasi-linéaire (1.53) est donné pour W =
Wr + io+ par:

4En supposant f « j, S = - !((l+log f)atÏ+ (fat!)/ f)dxdy dE. Le premier terme décrit l'évolution
de l'équilibre et conduit au taux quasi-linéaire de production d'entropie (4.20). Le deuxième décrit
l'évolution des perturbations et compense exactement le premier.
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(4.21)

4.3. TAUX QUASI-LINÉAIRES DE PRODUCTION D'ENTROPIE

La diffusion quasi-linéaire induite par les fluctuations conduit bien à une augmentation
de l'entropie Sql > O. La production d'entropie est localisée autour des résonances entre
ondes et particules pour chaque valeur de l'énergie. L'intégration sur l'énergie permet de
passer d'un peigne de Dirac à une fonction continue en W r et Wd' Nous choisissons de
limiter notre analyse au cas où le système reste proche d'un équilibre thermodynamique
local, de sorte que la fonction de distribution d'équilibre peut s'écrire : ! = ~e-E/1'.

Dans le cas où le profil de densité est plat, les écarts à l'équilibre thermodynamique sont
ox! = TtI:/(E/T_1)e- E /'Ï', où lVr est l'inverse de la longueur de gradient défini par (1.26).
Le taux de production d'entropie s'écrit alors:

j
. WrWd>O

Sql=Ly dxny,;~ f ~lk<Î>k,wrI21~dle-wr/wd(Wr/Wd-1?

Le taux quasi-linéaire de production d'entropie est indépendant du signe du gradient 1Vr.

Cependant, seuls les gradients déstabilisants créent de l'entropie du fait de la présence de
l'intensité des fluctuations turbulentes Ik<Î>k,wr 1

2 dans l'expression. Le spectre des fluctua­
tions est pondéré par une fonction poids vVcin , donnée par la théorie quasi-linéaire, qui
modélise les parties du spectre qui dominent la production d'entropie:

T,V ( ) - 1r -Wr/Wd(/ 1)2 (4 22)
y cin wn wd - IWdl e wr wd - .

Cette expression est toujours positive. Le taux de production d'entropie l'est donc aussi.
Cette conséquence est reliée directement à la prescription Landau Wi = io+ et donc au
principe de causalité. Le taux quasi-linéaire de production d'entropie est lié à l'évolution
de la fonction de distribution d'équilibre (4.20). Comme nous l'avions signalé, cette pro­
duction d'entropie est contrebalancée par la production d'entropie due aux fluctuations
pour redonner une production d'entropie totale nulle, conformément à la structure de
l'équation de Vlasov. De fait, le principe de causalité impose que le second principe de
la thermodynamique soit respecté pour l'équilibre. Les fluctuations, quant-à-elles, contri­
buent à l'organisation du système: leur taux de production d'entropie est négatif.

D'autre part, l'expression (4.22) n'est valable que lorsque les résonances sont possibles,
c'est-à-dire pour WrWd 2 O. Le comportement de vVdn en fonction de la vitesse de phase
de l'onde Wr/Wd = wr/ kVdT est représenté sur la figure 4.3. La production d'entropie
est maximale pour les ondes de vitesse de phase nulle wr/k = O. Il existe un maximum
secondaire pour wr/k = 3VdT. Elle s'annule dans deux cas :

- Lorsque les ondes turbulentes de vitesse de phase Wr / k se propagent dans le sens
opposé aux centres-guides qui se déplacent à la vitesse VdT.

- Lorsque Wr / k = VdT, c'est-à-dire à la résonance même, pour laquelle les ondes et les
centre-guides sont en phase et n'échangent pas d'énergie.

De même, lorsque la vitesse de phase de l'onde est grande vis-à-vis de la vitesse des
centres-guides, la contribution des interactions résonantes à la production d'entropie s'an­
nule rapidement sous l'effet de la décroissance exponentielle.
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FIG. 4.3 - Fonction poids cinétique en fonction de la vitesse de phase de l'onde. On a pris vlT = 1.

L'allure de la fonction poids est entièrement régie par les interactions résonantes qui
soutendent l'amortissement Landau. La comparaison à la production d'entropie quasi­
linéaire fluide va fournir les clés de la modélisation d'un amortissement non-collisionnel
pour le système fluide.

4.3.2 Ajustement du taux quasi-linéaire de production d'entro­
pie fluide

La même démarche peut être appliquée au système fluide, afin d'établir le taux quasi­
linéaire de production d'entropie correspondant à la fermeture définie au paragraphe 4.1.3.
L'équivalent fluide de l'entropie quasi-linéaire s'obtient à partir de l'équation (4.19) en
faisant l'hypothèse d'une distribution J maxwellienne :

Le taux de production d'entropie s'écrit alors en fonction des flux turbulents ft'l.lTb et Qt'l.lTb,

contrôlant la dynamique de l'équilibre. De même qu'en cinétique, nous considérons le cas
où le gradient de densité est nul. Le taux de production s'écrit alors:

En utilisant les expressions quasi-linéaires des flux dans l'espace de Fourier (2.9), nous
obtenons:

Sql = Ly f ~~ [~k~-, (~ - ft, ) ] dx
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4.3. TAUX QUASI-LINÉAIRES DE PRODUCTION D'ENTROPIE

Les flux quasi-linéaires dérivent des réponses linéaires en densité et en pression calculées
comme dans le paragraphe 2.3. La fermeture sur le flux Q étant définie au paragraphe
4.1.3 :

Q = T(P+Fa)T (4.24)

Les réponses linéaires s'écrivent sous la même forme que le système (2.11) dans la limite
/'i,n = 0:

(4.25)

(4.26)

Seule l'expression du dénominateur diffère de précédemment, puisqu'il prend en compte
la contribution de a :

Le dénominateur V possède deux racines W± :

T IWdl { 2 }1/2
W± = "2Wd(a + 2) ± 2 [Ta + 2(T- 1)] + 4(T- 1)

Le taux de production d'entropie fluide s'écrit alors:

, j' 2 "" A 2 ( W - Wd)Sql = L y dxnrvr L..J L..J ik<I>k,wl ~ - V
w k

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

La production d'entropie fluide possède les mêmes dépendances que la production d'en­
tropie cinétique (4.21) vis-à-vis de l'intensité des fluctuations turbulentes Ik<Î>k,wI 2 et des
écarts à l'équilibre thermodynamique /'i,f. De la même manière qu'en cinétique, on définit
une fonction poids fluide :

(
W - Wd)vVfl(w, Wd) = ~ - V

Une décomposition en élements simples de la fonction poids fluide conduit à :

T.V ( )_0.<[ 1 (W+-Wd Wd- W_)]
l' fi W, Wd -:s - + --"---

w+ - w_ W - w+ W - w_

où les valeurs de W± sont données par (4.28). De même qu'en cinétique, nous nous plaçons
à la stabilité marginale telle que, pour un mode k, wi(k) = O. Pour T = 2, l'annulation
de la partie imaginaire des deux pôles imposeS ai = O. De fait, le comportement linéaire
fluide est analogue à celui étudié au chapitre 2, tel que les petites échelles ne sont jamais
stabilisées. Au regard du critère de l'entropie, il apparaît clairement que l'amortissement
cinétique, qui peut être décrit comme un mélange de phase, ne peut en aucun cas être
réduit à un terme dissipatif du type iai. Le mécanisme sous-jacent est par trop différent.
Revenons cependant sur les propriétés du taux de production d'entropie fluide ainsi défini:

5L'étude pour Y quelconque n'apporte pas d'information supplémentaire.
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FIG. 4.4 - Fonctions poids fluide et cinétique en fonction de la vitesse de phase. On a pris VdT = 1
ï = 2 et a = -(1 + i).

- Les deux pôles sont du signe de Wd, comme en cinétique, pour ar ~ -1.
- De même qu'en cinétique, on utilise la prescription Landau (Wi = 0+) pour écrire la

fonction poids fluide (4.30) comme la somme de pics de Dirac:
1["

vV/I(Wr,Wd) = [(w+ - Wd)<5(Wr - w+) + (Wd - w_)<5(wr - w_)] (4.31)
w+ -w_

Cette fonction est toujours positive, en accord avec le second principe. Cependant, le
peigne de Dirac qui apparaît en cinétique est remplacé, en fluide, par deux Dirac (pour
une modélisation fluide à deux champs) localisés en w+ et w_. Seules deux fréquences de
résonance sont sélectionnées. L'ajustement des fonctions poids est alors difficile. L'inté­
gration en énergie en cinétique permet de passer d'une représentation en terme de Dirac
à une fonction continue comme celle qui apparaît dans (4.22). La contrainte imposant
aux pôles fluides d'être réels se trouve être trop contraignante. Nous allons voir que, pour
a complexe, il est possible de décrire la fonction poids fluide comme une fonction continue.

Nous considérons ici le cas où les pôles ne sont pas réels. L'opérateur a est complexe.
Pour ai i= 0, la fonction poids aura l'allure de fonctions de Dirac élargies. Pour Wi = 0 la
fonction poids fluide (4.29) s'écrit:

(4.32)

Le second principe de la thermodynamique impose à ai d'être du signe contraire de Wd·
Cette contrainte est la même que celle obtenue pour amortir les petites structures dans
l'étude linéaire (4.17).
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La figure 4.4 représente les fonctions poids cinétique Wcin et fluide vVjl pour a =
-(1 + i) qui est la valeur déterminée pour avoir le meilleur ajustement des taux de crois­
sance linéaires (voir figure 4.1). On constate que l'ajustement des fonctions poids n'est pas
optimal. La considération des taux de production d'entropie quasi-linéaire conduit à des
choix pour le paramètre a qui sont différents de ceux obtenus avec des arguments linéaires.

L'allure générale de la courbe fluide est cependant similaire à la courbe cinétique. En
particulier, elle s'annule en Wr = Wd pour T "# 1. En notant que cette valeur correspond
à la pulsation marginale fluide et cinétique (4.14), il apparaît clairement qu'en cinétique
comme en fluide, le taux de production d'entropie est nul au seuil. En cinétique, ceci
exprime que l'énergie échangée entre particules et ondes est nulle à la résonance. La fer­
meture fluide prend donc correctement en compte ce phénomène. On peut noter que dans
le cas ar = -1, le premier maximum de la fonction poids fluide se trouve en W r = 0
comme en cinétique.

D'autre part, la fonction poids fluide décroît à l'infini comme une lorentzienne:

-(Twdai)-l
Wjl(Wr,Wd) = 1 + X2/Y2

avec les définitions: X = w; - T(ar + 2)WdWr + T(ar + 1)wâ, Y = TWdai(wr - Wd).

Un ajustement possible est montré sur la figure 4.5. Le maximum secondaire fluide est
ajusté au cinétique par les contraintes :

9 - 5T sign(k)é
ar = 2T ai = - 47fT

où sign(k) est le signe de k. La position du pic Wr = 3Wd est uniquement donnée par la
partie réelle de a. La valeur du maximum secondaire est donnée par la partie imaginaire.

L'utilisation de ces contraintes conduit à des spectres dont l'allure est montrée sur
la figure 4.6. L'ajustement des taux de croissance est moins bon que dans le cas étudié
précédemment (figure 4.1). Cependant le mode le plus instable est identique en fluide et
en cinétique k.,.,/,Ux = 5(27f/ Ly ). Le taux de croissance cinétique pour ce mode est supérieur
au fluide d'un facteur 1.5 (il était de 1.25 pour un amortissement maximum des petites
structures). Les petites échelles sont moins fortement amorties qu'en cinétique. Ces condi­
tions paraissent toutefois satisfaisantes pour servir de conditions initiales à une simulation
numérique.

D'autre part, nous avons représenté la pulsation cinétique et les deux solutions pos­
sibles pour la pulsation fluide, qui peuvent être déterminées à partir de la relation de
dispersion (4.13) :

W r ± = (ar + 2) kvdT ± vdTlkl~ [((a + 1)2 + 1 _ ~"'T 2)) 1/2]
VdT 1 + kl..
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FIG. 4.5 - Fonctions poids fluide et cinétique en fonction de la vitesse de phase. On a pris v,/Ï' = 1 et
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FIG. 4.7 - Taux de croissance et pulsations cinétique et fluide en fonction de k, pour k", = 7r / L""
"'T/"'T,cr = 2, Y = 2 et a = -(1.25 + a.8i).

On rappelle que le taux de croissance Wi est donné par la branche positive de la relation
de dispersion (4.16). La solution Wi- est toujours négative. Elle conduit à l'amortissement
de l'onde W T - quel que soit k. Il apparaît cependant que cette onde amortie (wT -) s'ajuste
convenablement avec la pulsation cinétique. L'écart absolu de l'ordre de 1% pour toutes
la zone instable du spectre (k < 1 correspondant au dixième mode). La situation s'inverse
pour k < 0, où c'est la pulsation correspondant aux modes instables W r + qui s'accorde
avec la pulsation cinétique.

Il est intéressant de noter que l'ajustement des pulsations n'est plus possible lorsque la
contrainte (fT ~ -1 n'est pas vérifiée. Cette situation est montrée pour (f = -(1.25+0.8i)
sur la figure 4.7. Aucune des deux pulsations Wr± ne s'ajuste correctement avec la pulsa­
tion cinétique. A l'inverse c'est le taux de croissance qui s'ajuste convenablement au taux
de croissance cinétique: pour le mode le plus instable, le cinétique est supérieur d'un
facteur 1.1 au fluide, ce qui est meilleur que l'accord obtenu dans les deux autres cas.
Dans ce cas, le taux de production d'entropie associé s'ajuste mal à la courbe cinétique
(en particulier le premier maximum fluide a une abscisse négative.).

ous avons, au regard de cette étude, discerné trois cas particuliers pour une même
fermeture qui seront à tester dans le régime non-linéaire:

- (fT = -1 conduit à un amortissement optimal des petites structures, la pulsation
restant quant-à-elle égale à sa valeur marginale quel que soit k. Le taux quasi-linéaire
de production d'entropie n'est pas optimisé.

- (fT < -1 conduit à un ajustement des spectres instables très convenable, au détri­
ment des petites échelles, de la pulsation et du taux quasi-linéaire de production
d'entropie.

- (fT > -1 permet un ajustement convenable des taux quasi-linéaires de production
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d'entropie, les pulsations s'accordent et les spectres instables sont corrects.

De manière générale, cette description lorentzienne ne permet cependant pas de faire
coïncider parfaitement les taux quasi-linéaires de production d'entropie. La décroissance
lorentzienne est plus douce que la décroissance exponentielle en cinétique. Les deux
maxima fluides ont la même amplitude, ce qui n'est pas le cas en cinétique. Une alternative
consiste à égaler un à un les termes du développement de Taylor en Wr/Wd de l'exponen­
tielle et de la lorenzienne. Le moyen d'y parvenir est de permettre la dépendance en k et
Wr de ar 6. Les fonctions poids sont équivalentes à l'ordre 1 en Wr/Wd pour la contrainte:

±JWrWd + isign(k)a = -1 + -!.....-----=------'--~

Y7r

D'autre part, la condition WrWd 2 0 n'apparaît pas clairement en fluide. L'annulation de
la fonction poids fluide pour WrWd < 0 n'est obtenue qu'asymptotiquement dans la limite
Wr/Wd -t -00. Ce comportement, paraît fort difficile à décrire même avec l'utilisation d'un
opérateur a(wr , k). Cette remarque ne nuit cependant pas à la méthode générale proposée
ici, puisqu'elle est particulière à notre système où les résonances se font sur l'énergie, non
sur la vitesse. De plus, il convient de rappeller que les taux quasi-linéaires de production
d'entropie sont pondérés par l'amplitude des fluctuations du champ électrique Ik~k,wI2

qui n'est pas identique a priori en fluide et en cinétique. Tout ceci ouvre la voie pour des
comparaisons dans le régime non-linéaire.

6Ce type de fermeture a déjà été proposé, par Mattor en particulier [27]. Cette approche est une des
voies envisagée afin d'améliorer le traitement de l'amortissement des écoulements zonaux [2].
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Conclusion

Dans cette thèse, deux des descriptions possibles d'une turbulence dans un plasma
magnétisé sont comparées: l'approche cinétique et l'approche fluide. La première décrit
l'évolution de la fonction de distribution f des particules dans l'espace des phases (po­
sition, vitesse), tandis que la seconde étudie la dynamique des moments successifs de
f (densité, vitesse moyenne, pression, etc) dans le seul espace réel. Un moment fluide
rend compte de la dynamique de particules d'autant plus énergétiques (v grand) que son
ordre n est élevé. L'approche fluide procède d'une nécessaire simplification du système.
En effet, de par la structure intrinsèque de l'équation de Vlasov, la dynamique de chaque
moment fluide d'ordre n est couplée au moment d'ordre supérieur n + 1, de sorte que
cette hiérarchie a priori infinie doit être tronquée. Le point fondamental réside dans le
choix de la fermeture utilisée, c'est-à-dire la relation qui relie le dernier moment n +1 aux
moments d'ordre infërieur, n, n - 1, ....

Moins coûteuse en temps et mémoire de calcul, l'approche fluide est plus attractive.
Pour autant, elle ne permet de rendre compte, que partiellement seulement, d'aspects
purement cinétiques qui jouent un rôle fondamental dans les plasmas faiblement collision­
nels : les résonances ondes-particules (résonances Landau), et la dynamique de classes
de particules paticulières (particules énergétiques et piégées). De fait, la comparaison
des résultats de différents codes montre que les simulations fluides et cinétiques dans les
plasmas magnétisés de fusion conduisent à des niveaux de transport turbulent significati­
vement différents. Notre travail s'inscrit dans cette problématique: comprendre l'origine
des différences observées et proposer une fermeture non-collisionnelle.

La comparaison des descriptions fluide et cinétique qui fait l'objet de cette thèse est
conduite sur un modèle simpifié décrivant une turbulence d'échange ("interchange" en
anglais). Le système est à deux dimensions spatiales et une dimension en vitesse. Cette
instabilité est générique dans les tokamaks. Elle apparaît au-delà d'un seuil en gradient de
température et courbure des lignes de champ magnétique. Les équations cinétiques sont
dérivées dans la limite des grandes longueurs d'onde (kl..Pc,i « 1). Le système fluide re­
tenu ne conserve que les deux premiers moments, la densité et la pression en l'occurrence.
La fermeture porte sur le flux de chaleur.

Les principaux résultats de la thèse sont les suivants :
- Le système fluide peut être avantageusement décrit par un système de deux fonc-
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tions de distribution monocinétiques, chacune régie par l'équation de Vlasov. Le
même code numérique peut alors être utilisé pour comparer les approches cinétique
et fluide. La première fermeture considérée est collisionnelle, en ce sens qu'elle ne
rend pas compte des résonances Landau, et que des coefficients de dissipation sont
introduits ad-hoc.

- Dans ce cadre, les diagrammes de stabilité marginale dans le plan (gradient de
densité-gradient de température) sont différents en cinétique et fluide. En particulier,
le gradient de température critique cinétique fi,T,CT est constant lorsque le gradient
de densité est négatif, alors que le fluide prédit une dépendance quadratique. Dans
le cas d'un profil plat de densité, les seuils linéaires peuvent cependant être ajustés,
de même que les spectres linéaires. C'est dans ce régime que les comportements
non-linéaires sont comparés.

- En cinétique, le transport turbulent ne devient non nul qu'au-delà d'un seuil non­
linéaire, supérieur au seuil linéaire. En-deçà, l'essentiel de l'énergie des fluctuations
est portée par des modes d'équilibre, les écoulements zonaux, qui ne contribuent pas
au transport. Nous retrouvons en cela des résultats déjà publiés. L'analyse montre
que cette transition se produit lorsque le taux de croissance linéaire de l'instabilité
devient comparable au cisaillement de vitesse induit par les écoulements zonaux.

- Les simulations non-linéaires montrent que le niveau de transport de chaleur fluide
excède toujours de plusieurs ordres de grandeur le cinétique. Ce résultat vaut quel
que soit l'écart au seuil considéré (1 < ~/~,CT < 6 dans nos simulations), mais
également lorsque les écoulements zonaux sont artificiellement supprimés. Ce dernier
résultat montre que ces écoulements ne permettent pas à eux seuls d'expliquer toutes
les différences observées entre le fluide et le cinétique.

- Une interprétation possible de ces différences vient de ce que, en cinétique, la fonc­
tion de distribution locale s'écarte significativement d'une maxwellienne, que les
écoulements zonaux soient présents ou non. En particulier, il est montré que deux
moments fluides sont insuffisants pour la décrire. Le choix de la fermeture s'avère
donc déterminant.

- Dans le dernier chapitre, une fermeture non-collisionnelle originale pour le flux de
chaleur est proposée. Elle repose sur la comparaison des taux de production d'en­
tropie fluide et cinétique dans le régime quasi-linéaire. L'étude de ce taux, qui est
gouverné par le transport quasi-linéaire, permet en outre d'assurer la satisfaction
du second principe. Les paramètres de la fermeture sont ajustés de manière à re­
produire au mieux la réponse cinétique fréquentielle. Dans ce cadre, les propriétés
linéaires fluide et cinétique peuvent être ajustées. La comparaison non-linéaire est
laissée aux travaux futurs.
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Annexe A

Gyromoyenne et vitesses de dérive

En présence d'un champ électrique E et d'un champ magnétique B, l'équation fonda­
mentale de la dynamique s'écrit pour une particule à la position x et se déplaçant à la
vitesse v :

dv
m dt = q(E(x) + v x B(x))

On décompose la position et la vitesse de la particule en une partie de centre-guide et une
partie liée au mouvement cyc1otronique :

x = XG + Pc

v= vG+vc

(A.l)

(A.2)

On définit la fréquence cyc1otronique comme Wc - qBG/m, où BG = B(xG) est le champ
à la position du centre-guide. On définit la vitesse cyc1otronique par V c = Pc x Wc' On
se place dans le cadre où le champ magnétique est intense et lentement variable. De fait,
wc» ÔtB, vV' log B. Une moyenne sur les temps rapides peut être ramenée à une moyenne
sur la phase cyc1otronique 'Pc = wct. La moyenne de l'équation de la dynamique sur la
phase cyc1otronique donne :

m dVG 121T
d'Pc 121T

d'Pc 121T
d'Pc-- = -E+vG x -B+ -(vc x B)

q dt 0 27f 0 27f 0 27f

étant donné que l te Vc= 0 par définition. Décomposons les champs sur une base de
Fourier spatiale :

E(x) = l dkÊ(k)eik.x

B(x) = l dkB(k)eik.x

où k est le vecteur d'onde associé à la position x des particules. En décomposant les
vitesses et positions suivant (A.l), il vient:

mdvG
--d = Go·E + VG x Go·B - p,V'-lG1.B
q t
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Go désigne l'opérateur de gyromoyenne. Dans l'espace de Fourier, il prend la forme:

où k1.. est la norme du vecteur d'onde dans le plan perpendiculaire aux lignes de champ.
Sachant que :

+00
ei~ sine 'Pc) = L J

n
(f:,) ein'Pc

n=-oo

(A.3)

nous pouvons réécrire l'intégrale sur <Pe comme une fonction de Bessel d'ordre 0 (notée
Jo) :

Go.B = j~:oo dkeik.xG Jo (k1..Pe):B (k)

où nous avons utilisé le résultat:

j '27T d
<Pe ein'Pc = c5(n)

o 21r

Il en va bien évidemment de même pour le champ électrique.

(A.4)

(A.5)

Le deuxième terme du membre de droite de l'équation d'évolution des centres-guides
(A.2) peut s'écrire sous la forme compacte suivante:

/-l'Y 1..G1.B = / dk:Beik.XG x / ~:e vceik.1.'Pc

où /-l est l'invariant adiabatique défini par (1.1). Nous allons à présent expliciter l'opérateur
de gyromoyenne G l . Soit (el, e2) les vecteurs directeurs d'une base de référence dans
le plan perpendiculaire aux lignes de champ. Soit ak l'angle que fait le vecteur d'onde
perpendiculaire avec l'axe défini par el. On prend, de même, cet axe comme réfërence
pour l'angle <Pe' Les vecteurs s'écrivent alors:

k1.. = k1..(cosak,sinak) Pe = Pe(COS<pe, sin <Pe) V c = ve(-sin<pe,cos<Pe)

Avec ces définitions le champ magnétique s'écrit :B = -Êe3 pour un repère direct
(el, e2, e3)' Nous avons alors l'expression des produits dans cette base:

kl.Pe cos(ak - <pc)

Êve(cos <Peel + sin <Pee2)

Nous pouvons alors écrire, en utilisant (A.3) :

/-l'Y1..Gl.B = Ve / dkeik,xGÊ / ~:e(COS<peel + sin <Pee2) eik.1.Pc sin(7T/2+'Pc- Ok)
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d +00
= VcJdkeik.xG ÊJ2:c(COSrpcel + sin rpce 2) L Jn(kl..pc)ein(1r/2+'Pc-Uk)

n=-oo

En écrivant les cosinus et les sinus de la phase cyclotronique sous forme d'exponentielles
complexes et en utilisant (A.5) pour effectuer l'intégration sur rpc, les fonctions de Bessel
d'ordre 1 apparaissent:

j.iV l..G1·B = VcJdkeik.xGÊ [~(J_le-i(7r/2-Uk) + J l ei(1r/2-Uk)) el+

t (J_ l e-i(1r/2-Uk) - J l ei(1r/2-Uk)) e2]

Sachant que J- l = -Jl nous pouvons écrire:

J 'k ~ 2iJl (kl..Pc)
j..tVl..Gl.B=j..t dke t ,xGB (cos Œkel + sin Œke2)

Pc

où Vc = WcPc = ~. En remarquant que cos Œkel +sin Œke2 = kl../kl.., il vient finalement:qpc

(A.6)

(A.7)

ce qui définit l'opérateur de gyromoyenne Cl'

Nous allons à présent donner l'expression des vitesses de dérive VG dans le cadre
de la théorie adiabatique. En plus de la hiérarchie sur les fréquences définie en début
d'annexe, on se place ici dans la limite kl..Pc -t O. On ne retient alors que l'ordre le plus
bas du développement en kl..Pc des opérateurs. Dans ce cadre Jo = 1 et 2Jl (kl..Pc) = kl..Pc·
Cette limite revient à prendre les champs à la position du centre-guide. L'équation de la
dynamique des centres-guides s'écrit alors:

dVG
m---;jt = q(EG + VG x B G ) - j..tVBG

La vitesse de centre-guide VG se décompose en un mouvement parallèle aux lignes de
champ et un mouvement de dérive transverse aux lignes de champ :

VG = v11b+u

où b = ~ est le vecteur directeur dans la direction parallèle. L'équation (A.7) devient:

La projection dans la direction parallèle donne:
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La projection transverse est obtenue par différence:

db (dU)mVII- + m -d = q(EG..l + U x B G ) - jj'V ..lBG
dt t ..1.

En supposant que ~~ rv 0, on obtient l'expression de la vitesse de dérive des centres-guides:

La dérive peut-être décomposée en deux vitesses de nature différente:
- La vitesse de dérive électrique est indépendante de l'espèce considérée. Elle s'écrit:

- Les vitesses de dérive de gradient et de courbure résultent de l'inhomogénéité et de
l'anisotropie du champ magnétique:

B G ( 'V..lBG db)
Ud = qB~ X jjBG B

G
+ mVII dt

Dans la limite où la pression magnétique est grande devant la pression thermodynamique,
c'est-à-dire pour f3 = 27ft « 1, nous pouvons écrire: c;:: rv vII 'il~B. La vitesse de dérive
de courbure (dénomination générale comprenant aussi la vitesse de dérive de gradient)
s'écrit alors:

( 2) B G 'V..lBG
Ud = jjBG + mVII B 2 x B

q G G

Cette vitesse dépend de l'énergie totale des particules au travers du terme jjBG + mvO.
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Annexe B

Dynamique du système en variables
angle-action

Nous dérivons dans un premier temps les équations régissants la dynamique du système
en l'absence de perturbations (U = 0) à l'aide des variables d'angle et d'action préala­
blement définies. Nous utilisons ensuite cette base pour déterminer la réponse électronique
à une petite perturbation (U). Une valeur approchée de cette réponse est alors déterminée
pour calculer la perturbation en densité électronique intervenant dans la quasi-électro­
neutralité du paragraphe 1.2.

La dynamique d'un système physique est décrite par l'équation d'Euler-Lagrange:

d aL aL
----=0
dt aqi aqi

L(q, q, t) est le lagrangien du système, dépendant des positions q, des vitesses q et du
temps. Il est aisé de constater que, pour une variable qi telle que g~ = 0, l'impulsion

généralisée associée, définie par Pi = g~ est un invariant du système : ~ = O. Une telle
variable qi est alors dite cyclique. Dans un système périodique, il est alors utile de travailler
avec un nouveau jeu de variables conjuguées. On construit une variable angulaire:

où Li est l'extension de Qi. La variable conjugée a la dimension d'une action et est définie
par

Ji = ~fPidqi
21f

Le lagrangien d'une particule chargée immergée dans un champ magnétique, de potentiel
vecteur A, est le suivant:
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Nous avons supposé ici que le potentiel électrostatique d'équilibre était nul l .

Intéressons nous au système physique décrit dans le paragraphe 1.1. Le potentiel vec­
teur est calculé pour un champ B(}(R) = Bo

R
&. Il vaut:

A = -BoRo In(R/Ro)ey

En présence d'un champ magnétique intense, la théorie adiabatique est applicable. Le
lagrangien s'écrit en fonction de l'invariant adiabatique (1.1) :

1 .
L = 2m(R(J)2 + J-lB(R) + qAiJ

où les positions et vitesses sont celles des centres-guides. Les deux variables cycliques qui
apparaissent sont y et (J. Elles définissent les angles:

Les impulsions correspondantes prennent alors la forme:

P2 = mVII et P3 = qA = -qBoRo In(R/ Ro)

Enfin, les actions associées sont les invariants du problème et s'écrivent :

L'action J2 correspond au moment cinétique des centres-guides. Dans la limite slab2 ,

l'action J3 est directement reliée à la position radiale des centres-guides:

J3 = -qBoR5ln(1 - x/Ro) l'V qBoRox

On peut remarquer qu'à une charge près, cette action représente le flux du champ magné­
tique traversant une surface Rox. Le troisième invariant exact du système est l'énergie
des centres-guides:

1
E = 2mlvl2

Enfin, le jeu de variables (al, JI) est relié au mouvement cyclotronique : al = <Pc et
JI = qJ-l/m. Celles-ci n'interviennent pas dans la dynamique des centres-guides. La va­
riable d'angle a utilisée par la suite ne dépend dès lors plus que de a2 et a3 (et de même
pour la variable d'action).

1Le calcul qui suit resterait valable pour un potentiel électrostatique ne dépendant que de la positon
radiale.

'Cette limite est définie au paragraphe 1.1. Elle consiste à poser R = Ro(l- x/Ro) avec x/Ro« 1.
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ANNEXE B. DYNAMIQUE DU SYSTÈME EN VARIABLES ANGLE-ACTION

Les variables d'angle et d'action sont canoniquement conjuguées. Les équations de
Hamilton donnent la dynamique du système en l'absence de perturbations:

dto. = éhHeq == 0

dtJ = -8o.Heq = 0

où le hamiltonien H eq du système est déterminé par:

Heq = ~mlvl2 = p,B(R) + ~mv~

p,Boexp (q~3R~) + 2~k exp (q~:~~)
Celui-ci s'écrit dans la limite slab :

J? J3 ( .J? )
Heq = p,Bo+ 2mm + qBom p,Bo + mRÔ

Dans ce cadre, l'équation de Vlasov s'écrit sous forme hamiltonienne:

où les crochets de Poisson sont :

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Pour les variations lentes en temps, l'équation de Vlasov impose à la fonction de distribu­
tion d'équilibre Feq de ne dépendre que des variables d'action. En faisant l'hypothèse que
ce sont les collisions qui fixent la forme de la fonction de distribution d'équilibre au travers
d'une équation de Boltzmann, nous choisissons une fonction de distribution d'équilibre
qui est localement maxwellienne :

( ) Neq(J3) ( Heq(J))
Feq J = (21fmTeq (h))3/2 exp - Teq (J3)

où Neq (J3) et Teq (J3) sont respectivement les densité et température d'équilibre des
centres-guides. Celles-ci dépendent de la coordonnée radiale par l'intermédiaire de l'action
J3 . La source d'énergie de la turbulence est contenue dans la variation de la fonction de
distribution d'équilibre vis-à-vis de J. Il s'agit de la force thermodynamique:

8 Feq (* )JFeq = T 0 -0
eq

où 0 sont les fréquences propres du hamiltonien définies par (8.1). Les écarts à l'équilibre
sont représentés par la fréquence:

(B.6)
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E = J.1Bo+ 2 JiR2 représente l'énergie cinétique des centres-guides.
"t 0

En présence d'une perturbation U(o:), l'équation de Vlasov conserve sa forme hamil­
tonienne :

8t Fe - {He, Fe} = 0 (B.7)

où le crochet de poisson est défini par (BA). Dans l'optique du calcul de la densité
électronique Ne, nous décrivons l'évolution de la fonction de distribution des centres­
guides électroniques Fe. Le hamiltonien total s'écrit:

He = Heq - eU

où Heq est le hamiltonien d'équilibre défini par (B.2) avec q = -e et m = me. La réponse
linéaire à une perturbation de la fonction de distribution des centres-guides électroniques
Fe s'écrit en ne gardant que les termes du premier ordre en perturbation dans l'équation
de Vlasov (B. 7) :

8tFe + ne.8aFe = - ~eq,e (0.: - ne).8aeU
eq,e

(B.8)

L'équation aux dérivées partielles (B.8) s'écrit sous forme algébrique dans l'espace réci­
proque pour un mode de Fourier de nombre d'onde n et de pulsation W :

La réponse linéaire des centres-guides électroniques s'écrit alors:

F~ - F (_ W - n.n:) eÛ
e - eq,e 1

W - nne Teq,e

Une solution approchée peut être déterminée en évaluant les ordres de grandeur des
diffërentes fréquences.

- La fréquence du phénomène turbulent west évaluée pour une turbulence ionique.
Elle est de l'ordre de We,i(Pe,i/Ro)2.

- Les écarts à l'équilibre thermodynamique pour les centres-guides électroniques sont
représentés par la fréquence o.: (B.6). L'ordre de grandeur de cette fréquence est
de we,e(Pe,e/Ro)2 f"V We,i(Pe,i/Ro? pour Ii f"V Te. Ti et Te sont les températures ca­
ractéristiques ionique et électronique.

Les fréquences propres du hamiltonien ne sont :
- une basse fréquence due à la dérive de courbure électronique de l'ordre de

( / )
2. _ _ _ J.lB+mv~

We,e Pe,e Ro . 0 3 - dt Q 3 - 8h Heq,e - - eBoRô
- une haute fréquence dans la direction parallèle de l'ordre de we,ePe,e/Ro O2

d rv - 8 H _ VII
tu;2 - h eq,e - /i.

Il existe deux cas limites pour lesquels la réponse électronique à un comportement
différent:
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ANNEXE B. DYNAMIQUE DU SYSTÈME EN VARIABLES ANGLE-ACTION

- Pour fi -=1 0, le terme en O2 au dénominateur domine et w~::~; rv O. La réponse

électronique est alors adiabatique: 1. = ;û .
eq,e eq,e

- Pour fi = 0, c'est-à-dire pour les grandeurs moyennes 3 , les électrons ont une
réponse nulle quelle que soit la perturbation Û : 1· = o.

eq,e

La réponse électronique s'écrit sous forme compacte:
A _ _

L ;en ein .a = L ;Unein .a _ ;Uo

n eq,e n eq,e eq,e

Soit encore dans l'espace réel :

eU e( (U))
Feq,e Teq,e Teq,e

où ((U)) représente une moyenne sur Œ2 et Œ3. La densité électronique est alors définie
comme l'intégrale sur l'espace des impulsions de la fonction de distribution des centres­
guides électroniques Fe, en posant Neq,e = No et Teq,e = Te :

Ne eU e((U))
No Te Te

3Une moyenne sur les variables angulaires: (A) = JA (;:)2' correspond, dans l'espace de Fourier à :

(A) = I:(Âneina ) = I: Ân8n = Âo.
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Annexe C

Stabilité marginale cinétique en
l'absence de pôles résonants

On exprime l'intégrale Il en fonction des gradients en utilisant la partie réelle de la
relation de dispersion (1.40) :

pour An + AT(wr - 1) =f O. Cette contrainte induit que AT =f 0, pour que l'annulation de
la partie imaginaire de la relation de dispersion (1.40) soit possible. En introduisant cette
expression de ft et la relation entre Il et h (1.42) dans la partie imaginaire de la relation
de dispersion on obtient une équation quadratique en wr :

(C.1)

La forme quadratique de cette relation est équivalente à celle obtenue pour la relation
de dispersion d'un système fluide à deux champsl. Le discriminant de l'équation (C.1)
s'annule pour trois valeurs de AT :

avec

AT± = A:t + An ± ~JA3 (A + 8)
8 2 8 n n

solutions réelles pour An > 0 ou An < -8. Au regard des expressions paramétriques
des gradients (1.43), il est clair qu'à une valeur de la fréquence marginale correspond un
couple unique (Aro AT)' La réciproque doit être vraie, si bien que la seule solution possible
pour l'équation (C.1) correspond à ~ = 0, soit:

A An(AT + 1)
Wr = 1 - --'------.,---------'-

2AT
1 Un bon exemple se trouve dans le chapitre 2.
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qui est nulle en An = AT = 1 comme l'était la fréquence marginale en présence de pôles
(1.37). Les trois zéros du discriminant ne sont pas des solutions physiquement accep­
tables pour le système. En effet, au regard de l'expression paramétrique du gradient de
température (1.43), et en notant que 12 > 0 (1.42) :

AT - 1 = 1? > 0
AT 12

La solution AT = 1 pour annuler le discriminant est immédiatement rejetée. La solution
AT- est rejetée elle aussi puisque AT- < 1 pour AT > 0 et AT- > 1 pour AT < O. La
solution AT+ pour AT < 0 n'est pas du bon signe, ne reste que cette solution pour AT > O.
En l'absence de pôle, la courbe de stabilité marginale s'écrit donc:

qui est égal à un pour An = 1. Il convient de noter que cette solution est compatible avec
la contrainte wr < 0 pour AT ou An > 1, la courbe de stabilité marginale est donc bien
une courbe unique dans le plan (An, AT), comme on le voit sur la figure 1.2.
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Annexe D

Stabilité marginale cinétique dans la
limite Wr » 1

Intéressons nous tout d'abord au cas où Wr > O. La relation de dispersion pour Wi = 0
s'écrit (1.36) :

1 - AT - [An + AT(wr - 1)] [pp100

~:~~ + i7fe-wr ] = 0

Dans le cas limite où la pulsation de l'onde Wr est très grande vis-à-vis de la fréquence
caractéristique des centres-guides Wd (soit wr » 1), on peut supposer que la contribution
des pôles, c'est-à-dire de la partie imaginaire de la relation de dispersion, est négligeable:
lirnwr-too e-Wr = O. D'autre part, un développement de Taylor de la partie réelle est raise­
nable en s'appuyant sur les mêmes arguments1 . On s'affranchit ainsi du calcul exact de
la partie principale:

100 d(e-Ç 1 100
. _ ((2 (3 (4

pp A = - --;:- d(e ç (1 + --;:- + ~ + ~ + o(~)).
o W r - ( W r 0 W r wr wr wr

On obtient ainsi une solution de la relation de dispersion appelée limite fluide. A l'ordre
2 en W;l, elle s'écrit:

w; + Anwr + An + AT = 0 (D.1)

La stabilité marginale est atteinte lorsque le discriminant il = A~ - 4(An + AT) est nul.
La pulsation marginale est alors :

Wr = - An (D.2)
2

La limite fluide est atteinte pour An « -1. La courbe de stabilité marginale est donnée
par :

AT = Al- An (D.3)

1Le petit paramètre du développement (/wr peut être supposé petit, même pour (tendant vers l'infini,
du fait de la pondération par l'exponentielle exp(-() : les particules à très haute énergie ont une densité
infiniment faible.
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FIG. D.1 - Courbe de stabilité marginale cinétique dans la limite fluide, c'est-à-dire pour Wr » Wei,

dans le plan (A,,,A-l'). On rappelle la courbe cinétique (figure 1.2).

Dans le cas où Wr < 0, la partie réelle de la relation de dispersion (1.40) donne la
même relation (D.1) à l'ordre deux en W;l. On vérifie, qu'à cet ordre la partie imaginaire
(1.41) s'annule aussi vite que A;:;-l. La limite fluide est atteinte, quel que soit le signe de
la pulsation, dans la limite IAnl » 1. Le courbe de stabilité marginale obtenue dans la
limite fluide (équation (D.3)) est comparée à la stabilité marginale obtenue en cinétique
sur la figure D.l. Pour les gradients de densité positifs, la courbe de stabilité marginale
calculée en l'absence de résonances a un comportement similaire à la limite fluide : les
gradients marginaux (D.3) et (1.44) ont le même comportement asymptotique en A;J4
pour An » 1. Pour les gradients de densité négatifs, la courbe de stabilité dans la limite
fluide ne peut en aucun cas s'accorder avec la courbe cinétique. Toute la différence réside
dans l'hypothèse que nous avons fait de négliger l'effet des résonances, en négligeant la
partie imaginaire de la relation de dispersion.

On peut comprendre intuitivement de quelle manière il faut interpréter cette limite
en considérant un gradient de densité négatif à droite du point d'intersection, soit An <
2 - 2.;2. Le cinétique et sa limite fluide sont en désaccord dans la zone intermédiaire entre
les deux courbes: le cinétique prédit un système instable (Wi > 0), la limite fluide prédit la
stabilité marginale du système (Wi = 0). Cependant, pour An « -1, le rôle déstabilisant
des résonances est supposé être très atténué, de sorte que le taux de croissance doit
rester faible même pour un gradient de température supérieur au gradient marginal:
Wi cv 0+ pour AT > 1. On retrouve ainsi un accord entre fluide et cinétique dans la zone
intermédiaire.
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Annexe E

Calcul de la relation de dispersion

La relation de dispersion (1.49) n'est définie que pour Wi > 0, son intégrand est alors
analytique. Lorsque W passe dans le demi-plan inférieur Wi ::; 0, l'intégrale 1 (1.50) n'est
plus définie. De plus, elle n'est plus analytique pour Wi = 0 puisqu'alors elle possède une
singularité au point ( = wr . Ce comportement discontinu peut être évité en considérant
l'intégration comme effectuée dans le plan complexe ( = (r + iCi. Nous nous inspirons ici
de la méthode proposée dans [7].

Considérons d'abord le cas où Wi > o. La position du pôle par rapport à l'axe réel
(Wi ex wdk), dépend du signe de k : il est au-dessus pour k > 0, en-dessous pour k < 0
(figure E.l (a)). L'intégrale 1 correspond à l'intégrale sur l'axe réel:

(E.l)

En intégrant sur le contour fermé défini par 1 et C+ pour k > 0 (respectivement C_ pour
k < 0), et en appliquant le théorème des résidus1 on obtient l'expression de 1 :

où sign(k) est le signe de k.

1 = Csign(k) + sign(k) 2i7re-w (E.2)

On définit la partie principale d'une intégrale dans le plan complexe en contournant
le pôle de part et d'autre comme montré sur la figure E.l (a) (pour k > 0). On obtient:

1 [J' d(e-
Ç J' d(e-

Ç
] _ j' d(e-

Ç

- --+ -- -pp --
2 c+ ç - W c_ ( - W ç - W

Par ailleurs, le théorème des résidus nous donne :

J' d(e-Ç J' d(e-
Ç '-w-- - -- = 2z7fe

c_ (- W c+ (- W
--------------

1La contribution de l'intégrale rejetée à l'infini est nulle par ailleurs.
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FIG. E.l - (a) Contours d'intégrations dans le plan complexe (r + i(i pour wr > O. (b) Contour
d'intégration pour W r < 0, Wi < a et k > O.

Les intégrales sur C_ et C+ peuvent alors être définies comme:

Nous avons ainsi une définition compacte de l pour Wi > 0 :

j.d(,e-( .
I=PP --A +sign(k)i7re-w

(,-w

(E.4)

(E.5)

Le prolongement analytique de l pour Wi ::; 0, noté l, doit être défini de telle sorte
que la relation de dispersion varie continuement lors du franchissement de l'axe réel par
le pôle. Autrement dit, il faut que l'expression analytique de l (E.5) reste valable pour 1.
l est donc égal à C_ (respectivement C+) pour k > 0 (respectivement k < 0), C± étant
définis par (E.4). La continuité est assurée car le pôle est toujours contourné de la même
manière par l et par son prolongement analytique2 1. Par exemple pour k > 0, l passe
en-dessous du pôle (Wi > 0). De même (figure E.l (a)), 1= C_ passe en-dessous du pôle
(Wi < 0).

Jusqu'à présent, nous avons implicitement travaillé avec wr > 0, pour lequel une
singularité existe en (,r = wn et pour lequel l'intégrale peut être calculée en utilisant
l'expression (E.5). Le cas qui nous intéresse pour l'étude des spectres du paragraphe
1.7 est celui où wr devient négatif pour Wi < O. Dans ce cas, nous pouvons vérifier que
l'expression (E.5) est encore valide3 . Pour ce faire, on utilise le changement de variable
(, -t iç comme montré sur la figure E.l (b). En ramenant l'axe d'intégration sur l'axe réel

2Ces prolongements analytiques sont rigoureusement équivalents aux contours utilisés par Landau
dans son étude originale [8].

3La méthode décrite ici est analogue à celle utilisée dans [9] pour traiter la relation de dispersion
relativiste.
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ANNEXE E. CALCUL DE LA RELATION DE DISPERSION

on obtient l'expression de l (E.1) :

Cette manipulation est permise étant donné qu'aucun pôle n'a été "balayé" durant l'opéra­
tion (puisqu'on suppose que wr < 0) et que l'intégrand s'annule rapidement à l'infini.
L'intégrale est à présent singulière en Ç,r = Wi (avec Wi < 0). La continuité est assurée
en suivant la même démarche que précédemment. Le cas k > 0 est montré sur la figure
E.1 (b). Le prolongement analytique de l pour Wi < 0 et Wr < 0 est alors le même que
précédemment: 1= C_ (respectivement C+) pour k > 0 (respectivement k < 0).

Reprenons ces résultats de manière synthétique. La relation de dispersion est résolue
dans tout le plan complexe en utilisant l'expression analytique (E.5) :

jd · ç- (e- .
1= l = pp (_ W+ sign(k) i1re-w

où la partie principale est définie par (E.3). Cette expression est valable quel que soit w. En
particulier, lorsque Wi = 0, on retrouve les formules opérationnelles dites de Plemelj pour
les intégrales singulières, que nous avions utilisées pour le calcul de (1.36) dans l'étude de
la stabilité marginale. Une expression alternative, en fonction de l'intégrale sur l'axe réel
nous sera aussi utile pour le calcul numérique de la relation de dispersion. On distingue
alors deux cas :

pour Wi > 0
l = {oo d(re-~r

Jo (r - W- 100
d(re- Çr

. .•
1= ( ~ + s'tgn(k) 2me-w

o r - W

L'expression (E.7) est obtenue en utilisant (E.2).

107

pour Wi ::; 0

(E.6)

(E.7)



108



Annexe F

Impact de la diffusion au bord sur le
flux au centre

Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.1.2, les conditions aux limites imposent
des fluctuations nulles aux bords radiaux. Cette discontinuité conduit à une instabilité
numérique dans les simulations cinétiques. Des oscillations apparaissent sur le profil de
pression. La figure F.1 montre les oscillations numériques présentent sur le flux de chaleur
turbulent l Qturb. Le flux au centre a alors une valeur faible (de l'ordre de 10-6), du même
ordre de grandeur que l'amplitude des oscillations aux bords. Les oscillations disparaissent
avec l'ajout d'un coefficient de dissipation au bord. Le flux diffusif, QD = -Dx8xF, prend
le relais du flux turbulent au bord. La valeur du flux au centre est alors supérieure de
plus d'un ordre de grandeur à sa valeur sans diffusion. On vérifie, de plus, que la moyenne
temporelle du flux total, somme du flux turbulent au centre et du flux diffusif au bord,
est bien constante à l'équilibre (équation (3.14)), caractérisé par 8tF = 0, de sorte que
8x(Qturb + QD) = o.

La valeur du coefficient de diffusion au bord a une influence sur la valeur du flux
turbulent au centre. L'impact reste cependant modeste. Lorsque le coefficient est divisé
par la (Do = 10-4

) le flux moyen au centre est divisé par 2.5.

1Le flux de chaleur est défini pour la modélisation fluide par l'équation (2.8). Cette expression est
valable aussi en cinétique.
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Annexe G

Calcul des incertitudes sur le flux
turbulent cinétique

Les barres d'erreurs présentes pour les faibles valeurs du flux cinétique (figure 3.7)
sont calculées en utilisant une moyenne glissante comme montré sur la figure G.!. La
valeur moyenne est calculée sur la phase de saturation (en grisée sur la courbe). On ef­
fectue ensuite une moyenne glissante entre le temps initial (t = 4.105) et le temps final
(t = 6.105). En lucarne de la figure G.1 nous avons représenté la valeur de cette moyenne
entre t = 5.105 et le temps final. On constate que celle-ci oscille autour d'une valeur
moyenne et que les oscillations diminuent au cours du temps. La mesure de l'incertitude
consiste à prendre la valeur quadratique moyenne ("rms") de ces oscillations. Ces incer­
titudes sont représentées sur la figure 3.7 sous forme de barres d'erreurs. Celles-ci ne sont
significatives et visibles sur le graphe que pour un forçage inférieur à 410',('T en cinétique.
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Descriptions fluide et cinétique d'une turbulence d'interchange dans un plasma
magnétisé

Résumé:

Les propriétés des descriptions fluide et cinétique d'une instabilité d'échange sont comparées. Le
cadre général est la prédiction du transport turbulent dans les tokamaks. Le modèle cinétique étudié
est à deux dimensions en espace et une en énergie. Le système fluide retenu décrit la dynamique de
la densité et de la pression. La fermeture considérée est collisionnelle. Nous montrons que les
équations fluides sont analogues à deux équations de type Vlasov pour deux fonctions de
distribution monocinétiques. Le même code numérique est alors utilisé en régime non-linéaire pour
le cinétique et le fluide. Pour des caractéristiques linéaires comparables, le niveau de transport de
chaleur fluide excède de plusieurs ordres de grandeur le cinétique. La fonction de distribution
s'écarte notablement d'une maxwellienne, rendant caduque la fermeture adoptée. Une fermeture
alternative est proposée: non-collisionnelle, elle repose sur la comparaison des taux quasi-linéaires
de production d'entropie.

Mots clés:

plasma magnétisé, instabilité d'interchange, descriptions fluide et cinétique, dynamique non­
linéaire, flux turbulent, écoulements zonaux, fermeture fluide non-collisionnelle

Fluid and kinetic descriptions of an interchange turbulence in a magnetized
plasma

Abstract:

The kinetic and fluid descriptions of the interchange instability are compared. The prediction of the
turbulent transport in tokamaks is the general framework. The kinetic model is two dimensional in
space and one dimensional in energy. The fluid analogue retains the dynamics of both density and
pressure. The closure is collisional. The fluid system is shown to be equivalent to two Vlasov-type
equations for two distinct monokinetic distribution functions. This allows one to use the same
numerical tool to mn non-linear simulations in kinetic and fluid. For similar linear characteristics,
the level of heat turbulent transport is larger in fluid than in kinetics, by orders of magnitudes. The
distribution function departs significantly from a maxwellian, so that the adopted closure is failing.
An alternative collisionless closure is proposed. It aims at fitting the quasi-linear entropy production
rates.

Key words:

magnetized plasma, interchange instability, fluid and kinetic descriptions, nonlinear dynamics,
turbulent flux, zonal flows, collisionless fluid closure
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