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0. Introduction

0.1 REFERENCES

Ce travail porte sur plusieurs aspects des équations d’évolution stochastiques dans
les espaces de dimension infinie, notamment dans les espaces de Hilbert ou de Ba-
nach. Ces équations généralisent les équations stochastiques d’Ito [1], et interviennent
en mathématiques théoriques (par exemple dans les problemes de Dirichlet ou des
équations paraboliques [2], [3], [4], [5], dans les équations de filtrage non linéaire [6],
7], dans les équations de type de Kolmogorov (8], [9], [10], [11], des équations retardées
[12], [13]) ainsi que dans des modéles décrivant des phénomenes aléatoires en physique
(par exemple la propagation des ondes en milieux aléatoires [14], [15], des problemes
concernant la turbulence [16], [17]), biologie (évolutions de populations [18], [19], neu-
rophysiologie [20]) ou en théorie du contréle ([21], [22], [23]). Une belle introduction
au sujet des équations d’évolution stochastiques ainsi que beaucoup d’autres exemples
et de références peuvent étre trouvés dans [24].

0.2 EQUATIONS D’EVOLUTION

Nous nous basons sur la théorie des semigroupes linéaires qui permet de traiter
d’une maniere unifiante des équations semilinéaires aux dérivées partielles parabol-
iques, hyperboliques ainsi que des équations retardées. En général, soit X un espace
de Banach séparable et A un opérateur linéaire défini sur son domaine D(A). Sup-
posons que A est un générateur infinitésimal d'un Cp-semigroupe d’opérateurs linéaires
(S:) sur X. Soit F : [0,00) x X — X une application mesurable. On a alors 1’équation
d’évolution

u = Au(t) + F(u(t)) sur X.

Faisons maintenant le lien avec les trois types d’équations:

e Dans le cas d'une équation parabolique on considere, par exemple, le probleme
de Neumann pour I'équation de la chaleur avec la perturbation cubique de signe négatif
sur un C?-domaine borné D dans R?

0.2.1 B_u = Au—u® sur D
(0.2.1) 5
% =0 sur oD

Dans ce cas, on prend pour X l’espace de Lebesgue LP(D) avec 1 < p < oo, pour A
le Laplacien sur le domaine

D(A) = {u € W2P(D) : g_u =0 sur BD} ,

v

F(u) = —u® pour u € LP(D) N L*?(D) et F(u) = 0 pour u € LP(D) \ L*?(D).
1
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e Dans le cas d’'une EDP hyperbolique considérons, par exemple, le probleme
de Cauchy pour I'équation d’ondes avec la perturbation cubique de signe négative

2
(0.2.2) % —Au—u® sur RS

Alors, ici on prend pour X l'espace produit H!(R®) x L?(R®), pour le générateur
infinitésimal I’opérateur matriciel
0 1
+=(2 o)

de domaine D(A) = H?(R?®) x H}(R3), et

v —U

F(“):( 03), we H'(RY), ve LR

Cette équation sera étudié dans le cas stochastique plus en détail dans le Chapitre 3
et 4.

e Dans le cas d'une équation retardée on peut considérer, par exemple, I’équation

0

(0.2.3) W (t) = [ du(z) u(t + ) + f(u(t))

-T

ou 7 > 0 est le retard, p est une mesure finie sur [—7,0] a valeurs dans les (d x d)-
matrices et f : R® — R? est une fonction. Ici on prend pour X I’espace produit
R4 x L2?([-r,0]; RY), pour le domaine du générateur infinitésimal

D(A) = {(hf)) € X :he Wh3([-r, 0];11%“‘)} ;

pour le générateur infinitésimal 1’'opérateur

A(1)-(F3#@). (1) <o

"()-(9) ()ex

et
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0.3 MISE DE BRUIT

Ayant une équation d’évolution dans RY, le générateur infinitésimal A est une ma-
trice et F est une fonction de R? dans R% Considérons une base stochastique
(Q, F, (F:),P) avec un processus de Wiener W = (Wj,...,W,,) par rapport a la fil-
tration (F;), et une fonction G mesurable définie sur R? & valeurs dans les matrices
(d x m). Un processus (u(t) € R : ¢t > 0) continu adapté a la filtration (F;) résout
I’équation

u(t) = Au(t) + F(u(t)) + G(u(t)) W

m

= Au(t) + F(u(t)) + Y _ G(u(t))e; W

i=1

au sens d’Ito si

fA(u ds+fF ds+fG'(u(s t=0,

=u(0)+ [ A(u(s))ds+ [ F(u(s))ds+ f: G(u(s))e; dW; t>0
! [resf]

ou, par la formule d’Ito, d’'une maniere équivalente, si

(0.3.1)

u(t) = e*u(0) + [ e F(u(s))ds + f eAt=)G(u(s))dW  t>0,
0

/
;

= eu(0) + [ e F(u(s))ds + Z/ At=9)G(u(s))e;dW; t>0
1.—1 0
ou (e”?) est le Cp-groupe de (d x d)-matrices engendré par A, et e1,..., e, est la base

canonique dans R™ car

(0.3.2) W(t) =) Wi(t)e:.

Repassant au cas banachique, on considére un espace de Hilbert séparable U et
une application G définie sur X & valeurs dans I’espace des opérateurs linéaires bornés
L(U, X). Ensuite, soit (2, F, (F:), P) une base stochastique soutenant une suite de pro-
cessus de Wiener (W; : ¢ € N) par rapport a la filtration (F;), tous indépendants, et,
enfin, soit (e; : ¢ € N) une base orthonormée dans U. Alors, compte tenu de (0.3.1) et
(0.3.2), on définit le processus de Wiener formellement comme

W(t) = i W; (t)e,-
i=1
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et on dit qu'un processus (u(t) € X : t > 0) progressivement mesurable par rapport
a la filtration (F;), résout 1'équation

u(t) = Au(t) + F(u(t)) + G(u(t)) W

= Au(t) + F(u(t)) + Z G(u(t))e; Wi

i=1

au sens d’Ito si

u(t) = Syu(0) + f Si_sF(u(s))ds+ / Si—sG(u(s)) dW £2>0,
0 0

= Siu(0) + f Si_sF(u(s))ds+ i f Si—sG(u(s))e; dW; t>0.
0

i=]1 0

Voyons maintenant comment la mise de bruit intervient dans les trois exemples
précédants.

e Cas parabolique - mouvement d’une corde élastique dans un milieu aléatoire
visqueux (voir [25])

—=—-u+u®W sur (0,1)

ot  Ox2
du ou

est un cas correspondant & ’équation (0.2.1). Plus précisément, X = L?(0,1), U =
L?(0,1) et G(u)h = u?h pour u € L*°(0,1) et G(u)h = 0 pour u € L%(0,1) \ L>(0, 1).

e Cas hyperbolique - 'équation d’ondes stochastique (voir le Chapitre 3 et 4).
Soit W un processus de Wiener spatialement homogene sur R® de mesure spectral u
finie. Alors, on considére ’équation (0.2.2) avec une perturbation stochastique

52 .
a—g:Au—u3+u2W sur R3.

La, X = HY(R®) x L?(R®), U est I’espace autoreproduisant de W qui est contenu dans
I’espace de fonctions bornées uniformément continues sur R3, et

o()e-(8): ()ex cer

e Cas de ’équation retardée (0.2.3) avec bruit (voir [13])

0

u'(t) = /dp(:t:) u(t +z) + f(u(t)) + W.

-T
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Ici, X = R? x L3([-r,0; RY), U = R% et
y\._._ = Yy
G(h)z—(o), (h)GX, zeU.
0.4 RESUME DU PREMIER CHAPITRE

0.4.1 Définitions

» Unicité pour des équations d’évolution stochastiques dans des espaces de Banach

Nous considérons une équation d’évolution stochastique

(0.4.1) u(t) = Au(t) + f(¢,u(t)) + g(t, u(t)) W
)

u(0) = p en loi

sur un espace 2-lisse séparable X (par exemple LP(D), 2 < p < o), ou A est
un générateur infinitésimal d'un Cp-semigroupe d’opérateurs linéaires (S;) sur X
(par exemple un opérateur différentiel uniformément elliptique), W est un processus
de Wiener cylindrique de covariance @ € L(U) sur un espace de Hilbert séparable U,
f:[0,T] x X — X est un drift (une application mesurable), g : [0, 7] x X — L(Up, X)
est une diffusion (une application fortement mesurable) ou Uy = Rng Q*/? est ’espace
autoreproduisant de W, T est un réel positif et u est une mesure de probabilité
borélienne sur X, et nous étudions plusieurs notions d’unicité des solutions et les re-
lations entre elles. A savoir, ayant donné une base stochastique (92, F, (F;),P) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance @, on dit qu'un processus u
défini sur [0.7] & valeurs dans X progressivement mesurable par rapport a la filtration
(F:) tel que la loi de u(0) est égale a p, résout ’équation (0.4.1) si

t
| [ 15ecaf(s,u(s))llx + 151295, u() ) ds < 00| =1
0

et

P |u(t) =Stu([))+/St_sf(s,u(s))ds+/Sg_sg(s,u(s))dw =1
0 0

pour tout t € [0, T, ou La(Up, X) est 'espace d’opérateurs linéaires radonifiants de Uy
dans X.

Pour les équations d’évolution sans bruit la question d’unicité est triviale et ne con-
cerne que l'unicité trajectorielle:

e Pour toutes solutions u' et u? telles que u'(0) = u?(0), les trajectoires coin-
cident, c’est-a-dire, u*(t) = u®(t) pour tout t.
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Dans le cas des équations bruitées une solution u n’est plus seulement une fonction
du temps mais aussi de I’omega - 1’élément représentant le coté aléatoire, et plusieurs
définitions d’unicité s’averent appropriées:

L’unicité trajectorielle est le type d’unicité le plus naturel et concerne des solu-
tions sur une base stochastique commune:

e Pour toute base stochastique (2, F, (F;),P) soutenant un processus de Wiener

cylindrique W de covariance @ et deux processus u', u® résolvant l’équation

(0.4.1) tels que I
Plu!(0) = «*(0)) = 1

Plul(t) = w?(t)] = 1

pour tout t € [0, T].

L’unicité en loi, a la différence de 'unicité trajectorielle, concerne des solutions
qui vivent sur des bases stochastiques différentes:

e Pour toutes bases stochastiques (Q,F*, (F}),P', W u'), i = 1,2 soutenant
un processus de Wiener cylindrique W, resp. W? de covariance Q et un pro-
cessus u, resp. u? résolvant l’équation (0.4.1) on a

Larop: (ul(t1),...,u' (tm)) = Laropz (uz(tl), - .,u2(tm))

B(X)®---®B(X)

.

m fois

pour toute partition 0 <t; < --- <ty <T.

L’unicité conjointe en loi est un renforcement de 'unicité en loi ou on réclame
la coincidence des lois du couple de la solution u et du processus de Wiener W':

e Pour toutes bases stochastiques (Q', F*,(F}),P', Wi u'), i = 1,2 soutenant
un processus de Wiener cylindrique W1, resp. W2 de covariance Q et un pro-
cessus ul, resp. u? résolvant ’équation (0.4.1) on a

Latopr (ug,,...,up, Wi, .., W ) = Latwpe (u?,...,ul W2,...,W})
sur
X BX) @ X BR)Y
i=1 1=1

pour toute partition 0 <t; < ---<t,, <T.
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La u-unicité conjointe en loi est le membre de raccord entre 1'unicité en loi et
I'unicité conjointe en loi:

e Soit (U, F,(F:),P,W,u) une base stochastique avec un processus de Wiener
cylindrigue W de covariance @ et un processus solution u. On dit que la u-
unicité conjointe en loi vaut pour l'équation (0.4.1) si pour toute base stochti.g_-
tique (ﬁ,f, (}T}),ﬁa,w,ﬁ) soutenant un processus de Wiener cylindrique W
de covariance Q et un processus u résolvant l’équation (0.4.1) on a l'impli-
cation suivante:

Larop (u(t1),...,u(tn)) = Eaml_; (WE1); 05 U(Eing)

sur

B(X)®---®B(X)

s

m fois

pour toute partition 0 < t; < -+ < t,, < T implique

ﬁﬂm? (uha- ..,utm,th,. . .,th) = SU-TD'I‘P? (ﬁtl,...,ﬁtm,th,...,wtm)
Sur - i

Q) B(X) @ QBR)”

i=] g=])

pour toute partition 0 < t; < --- <t <T.

La u-unicité trajectorielle est une unicité trajectorielle dans une sous-classe
de solutions liée par la loi d’une solution de référence u:

o Soit (0, F,(F),P,W,u) une base stochastique avec un processus de Wiener
cylindrique Wde covariance @ et un processus solution u. On dit que la u-
unicité trajectorielle vaut pour l’équation (0.4.1) si pour toute base stochastique

(Q, F, (F:), P) soutenant un processus de Wiener cylindrique W de covariance

Q et deuz processus u, u? résolvant l’équation (0.4.1) on a l'implication suiv-
ante: n

P[a'(0) = u?(0)] =
et

Saro (u(tr), . .., ultm)) = Larog (@ (t1),. . ., T (tm)) = Laws (@(41), ..., B (tm))

B(X)®:--®B(X)

S

m fois

pour toute partition 0 < t1 < - -+ <ty < T implique

Plal(t) = 22(t)] =1

pour tout t € [0,T].
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La (u, W)-unicité trajectorielle est une unicité trajectorielle dans une sous-classe
encore plus étroite que dans le cas de la u-unicité trajectorielle:

e Soit (U, F,(F;),P,W,u) une base stochastique avec un processus de Wiener
cylindrigue W de covariance Q et un processus solution u. On dit que la u-
unicité trajectorielle vaut pour l’équation (0.4.1) si pour toute base stochastique

(ﬁ, F : (j-::),ﬁs) soutenant un processus de Wiener cylindrique W de covariance
1 =2

Q et deux processus u-, u” résolvant l’équation (0.4.1) on a l'implication suiv-
ante:

P[a'(0) = u?(0)] = 1
et

o] =]
Eﬂm]? (utl'ﬁ""Jutm!thi"'?Wf-m) =Samﬁ(utl,...,'U.tm,th,...,Wt

sur
m

éﬁ(x’) ® Q) B(R)Y

i=1 i=]1

pour toute partition 0 <t < -+ <ty < T implique
Pla'(t) = (1) = 1

pour tout t € [0,T).

A part des diverses unicités nous rencontrerons un meilleur type d’existence:

e L’équation (0.4.1) posséde une solution forte si, pour toute base stochastique
(Q, F, (Ft),P) soutenant un processus de Wiener cylindriqgue W de covariance
Q et une variable aléatoire € a valeurs dans X mesurable par rapport a la tribu
Fo qui a pour loi p, il existe un processus solution u tel que Plu(0) = &] =1
et u(t) est mesurable par rapport a la tribu engendrée par (u(0), W(s) : s < t)
pour tout t < T.

0.4.2 Résultats principaux

Le Théoreme 1.1 nous dit que I’existence d’une base stochastique (2, F, (F;), P) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance @ et d’un processus solution u tel
que u(t) est mesurable par rapport a la tribu engendrée par (u(0), W(s) : s < t) pour
tout ¢t < T, entraine I'existence d’une solution forte, et si, en plus, 'unicité conjointe
en loi vaut, alors ['unicité trajectorielle vaut aussi. Ce résultat a été prouvé dans le cas
de dimension finie dans [26].
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Le Théoreme 1.2 assure que l’existence d’une base stochastique (2, F, (F:), P) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance @ et un processus solution u, avec
I'unicité trajectorielle entrainent 1'existence d’'une solution forte et l'unicité conjointe
en loi. Dans le cas de dimension finie ce résultat est dia a [27] et [26].

Le Théoreme 1.3 dit que l'existence d’une base stochastique (2, F, (F;),P) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance @ et un processus solution u tel
que

T
P| [ 17 s ul)lx + g (5, u(s) g ) ds < 00| =1
0

et I'opérateur de diffusion g(-,u(-)) est injectif tout le long les trajectoires, alors la u-
unicité conjointe en loi vaut. En particulier, si I'opérateur de diffusion g(t, z) et injectif
pour tout t et z € X, et 'unicité en loi vaut, alors ['unicité conjointe en loi vaut aussi.
Ce résultat a été prouvé dans le cas de dimension finie dans [26].

Le Théoreme 1.4 affirme en gros que, pour les conditions initiales non aléatoires,
lunicité en loi et l'unicité conjointe en loi coincident. Dans le cas de dimension finie
ce résultat a été démontré dans [28].

Le Théoreme 1.5 est basé sur le Théoréeme de Girsanov, et démontre que l’'unicité
conjointe en loi vaut pour toute une classe d’équations a bruit additif de type

u(t) = Au(t) + g (1) f (¢, u(t)) + g(t) W.

Dans le cas de dimension finie voir [29].

Le Théoréeme 1.6 dit que, pour une base stochastique (2, F, (F;),P, W,u) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance () et un processus u progres-
sivement mesurable par rapport a la filtration (F;), le processus u est une solution
si et seulement s’il existe une solution (fl,f" ; (.7?:), ]f’, W, @) telle que la loi conjointe
du couple (u, W) coincide avec la loi conjointe de (@, W).

Le Théoreme 1.8 clot la chaine des implications en affirmant que les énoncés suivants
sont équivalents (dans le cas de dimension finie voir [26] et [30]):

(i) II existe une solution (2, F, (F¢), P, W, u) et 'unicité trajectorielle vaut.
(ii) Il existe une solution (2, F, (F;), P, W, u) telle que la (u, W)-unicité trajecto-
rielle vaut, et I'unicité conjointe en loi vaut.
(iii) Il existe une solution (2, F,(F;),P, W,u) telle que u(t) est mesurable par
rapport a la tribu engendrée par (u(0),W(s) : s < t) pour tout ¢t < T et
I'unicité conjointe en loi vaut.

Le Théoréme 1.9 concerne la (u, W)-unicité trajectorielle: Soit (2, F, (%), P, W, u)
une solution. Alors la (u, W)-unicité trajectorielle est équivalente & ce qu’il ex-
iste une solution (', F', (F;),P’,W',u’) telle que u'(t) est mesurable par rapport
a la tribu engendrée par (u/(0), W'(s) : s < t) pour tout t < T, et la loi conjointe
de (u,W) coincide avec celle de (u/,W’). Ce résultat a été démontre dans le cas
de dimension finie dans [26].
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Le Théoréme 1.10 est une analogie du Théoreme 1.8: Soit (2, F, (F), P, W, u)

une solution. Alors, les énoncés suivants sont équivalents (dans le cas de dimension
finie voir [26]):

(i) La u-unicité trajectorielle vaut.
(ii) La u-unicité conjointe en loi vaut et il existe une solution

(@, F, (F), P, W',
telle que la loi de u coincide avec la loi de u’ et la (u/, W')-unicité trajectorielle

vaut.
(iii) La u-unicité conjointe en loi vaut et il existe une solution

(Y Fs (Fi) . P, W'sw)

telle que la loi de u’ coincide avec la loi de u et u/(¢) est mesurable par rapport
a la tribu engendrée par (u’(0), W'(s) : s <'t) pour tout t < T.

Le Théoreme 1.11 dit que l'unicité conjointe en loi est équivalente & ce que I'unicité
en loi vaut et la u-unicité conjointe en loi vaut pour toute solution (2, F, (%) , P, W, u).

0.4.3 Résultats concernant des conceptions de solutions

Les Théoremes 1.12 et 1.13 généralisent le théoreme de Chojnowska-Michalik [31]
et affirment que la formulation de solution mild

u(t) = Syu(0 [St sf(s,u(s ds+/St s9 (s,u(s)) dWj t€0,T]

est équivalente avec la formulation faible

{fo s)ds€ D(A) te|o, T]
u(t) = u(0) + A [, u(s)ds + [; f s)) ds+ [3 g(s,u(s)) dW,  te[0,T]

et c’est également équivalent a la formulation variationelle

t t t

% = ok f (A*2*,us) ds+ / ¥, e, ule T ds o f (z*, 9(s, u(s))-) W,

0 0 0

pour tout t € [0,7] et z* € D(A¥).
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0.4.4 Commentaires et remarques

Nous travaillons dans les espaces de Banach 2-lisses (en particulier, les espaces
de Hilbert ou les espaces de Lebesgue LP pour 2 < p < o0) et nous nous servons
des outils de ’analyse stochastique comme par exemple l'intégrale stochastique et
ses propriétés de convergence, les inégalités de Burkholder générales, le Théoreme
de Girsanov ou le Théoreme de Fubini stochastique. Pour cette raison nous rappelons
d’abord les définitions d'un processus de Wiener cylindrique et des espaces de Banach
2-lisses en fournissant leurs propriétés. Puis, nous suggérons une approche alterna-
tive de la construction de I'intégrale stochastique dans les espaces 2-lisses en suivant
plutét les idées dans [32] que celles dans [33], [34] ou [35]. En fin, notre construc-
tion aboutit a l'intégrale stochastique habituelle. Ensuite nous étudions les pro-
priétés de conservation des lois conjointes des intégrales de Bochner, des intégrales
stochastiques et des sélecteurs mesurables aléatoires. La derniere section est consacrée
aux démonstrations des Théoremes 1.1 - 1.13.

0.5 RESUME DU DEUXIEME CHAPITRE

» Représentations browniennes de martingales locales cylindriques
» Probléme de martingale en dimension infinie
» Propriété de Markov forte des solutions des EDPS dans des espaces de Banach

0.5.1 Premiére section

Soit (2, F, (F:),P) une base stochastique, W un processus de Wiener par rapport
a la filtration (F;) et soit g est un processus réel (F;)-progressivement mesurable dont
les trajectories appartiennent localement dans L?. Alors l'intégrale stochastique

M(t) = ] o(s) AW,

est une (F;)-martingale locale continue issue de zéro dont la variation quadratique est

égale 2
fgz(s) ds.

Alors, on peut se poser la question si, pour toute (F;)-martingale locale continue issue
de zéro dont la variation quadratique est égale a

fgz(s) ds

ou g est un processus réel (F;)-progressivement mesurable dont les trajectories ap-
partiennent localement dans L2, il existe un processus de Wiener W par rapport

a la filtration (F;) tel que
t

M(t) = f o(s) dW,.

0



12 0. INTRODUCTION

Ce probleme a été résolu par Doob dans [36] et son résultat a été généralisé aux di-
mensions supérieures dans [29], et dans le cas hilbertien dans [24]. Cependant, cette
généralité n’est pas suffisante pour le probleme suivant que nous allons étudier:

Soit X un espace de Banach 2-lisse séparable, A un générateur infinitésimal d’un
(Cp)-semigroupe sur X, U un espace de Hilbert séparable, @ € L(U) un opérateur
de covariance, Uy = Rng Q'/? ’espace autoreproduisant, f : [0,00) x X — X un
drift mesurable, g : [0,00) x X — L(Up,X) une diffusion fortement mesurable,
(Q, F,(F:),P) une base stochastique et u un processus a valeurs dans X progres-
sivement mesurable par rapport a la filtration (7).

e Exziste-il un processus de Wiener W par rapport a la filtration (F;) de covari-
ance Q tel que u résolve l’équation

u(t) = Au(t) + f(t,u(t) + gt u®) W ?

Grace au Théoreme de Chojnowska-Michalik (voir le Théoreme 1.12 et le Théoreme
1.13 du premier chapitre) il suffit et il est nécessaire de vérifier que le processus cylin-
drique

t t

My(z”) = (27, u(t)) - (iv*au(o))—f(A"I*,u(S)) ds—f(z"‘ﬁf(Sm(S))) ds

0 0

est une martingale locale pour tout z* € D(A*) et que sa variation quadratique est
donnée par

(M(z7)) =/ILCJ"‘(&M(S))ﬂ?"‘ll?f0 ds,

et que M admet une représentation brownienne. C’est-a-dire qu’il existe un processus
de Wiener W cylindrique par rapport a la filtration (F;) de covariance @ tel que

M(z*) = ] (2", g(s,u(s)) dW, =" € D(A").

La, nous voyons qu'il est utile de savoir si le théoréeme de représentations browni-
ennes est valable méme pour les martingales locales cylindriques vivants sur des espaces
de Banach.

La réponse affirmative se trouve dans le théoreme suivant:

Théoréme 2.1.2. Soit (Q,F,(F:),P) une base stochastique, g un processus a valeurs
dans L(Uy, X) progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;) tel que

T
P f”gs[li(Uo,X) ds| =1 pour tout T >0
0
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et (M(z*):z* € D) est une famille de (F;)-martingales locales continues issues de
zéro, ou D est un ensemble dense dans X~ tel que qz] + x5 € D. pour tout ] € D,
x5 € D et g € Q. Nous supposons que

> P[M(qz] + 3) = ¢M(2]) + Me(23)] =1,t20,9€Q, 21 € D, 23 € D.
> la variation quadratique est donnée par (M(z*)) = [ ]|g“ac"||i'D ds, z* € D.

Soit au moins une des conditions suivantes satisfaite:

> l'opérateur g(t,w) est injective pour dt ® P-presque tout (t,w).

> (Q,F,(F:),P) soutient un systéme infini dénombrable de (F;)-processus de
Wiener standards réels indépendants, et la tribu engendrée par eur est indépen-
dante du processus M.

Alors il existe un processus de Wiener cylindrigue W par rapport a la filtration (F;)
de covariance Q tel que

M(z*) = _/(:L‘*,g-) dW
pour tout z* € D.

Le Théoreme 2.1.2 a un corollaire immédiat. Effectivement, si X est un espace
de Banach 2-lisse ou, en particulier, un espace de Hilbert, et le processus g vérifie
une condition d’intégrabilité supplémentaire, alors le processus cylindrique M est
représentable comme une martingale locale a valeurs dans X.

Corollaire 2.1.3. Notons R(Up, X) 'espace des opérateurs radonifiants de Uy dans
X. Si X est un espace de Banach 2-lisse, resp. un espace de Hilbert, et

T T
2 2
P ngS”R(Ug,X) ds| =1 resp. P /“Qs“HS(Ua,X) ds| =1
0 0
pour tout 7T > 0, alors M admet une représentation M dans X ou

M=fgdW

et M(z*) = (z*, M) pour tout z* € D.

0.5.2 Deuxiéme section

Supposons que (2, F, (F;),P) est une base stochastique, W = (Wy,...,W,,) un
processus de Wiener, A une (d x d)-matrice, F : [0,00) xR? — R%et G : [0,00) xR —
R¥*™ deux transformations mesurables et u une solution de I’équation

u(t) = Au(t) + F(t,u(t)) + G(t, u(t))W.
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Alors, grace a la formule d’Ito, le processus

t

N(f) = flu(®) - F(u(0)) / (V£(u(s)), Aus) + F(s,u(s)))ge ds—

0
t

-3 / Tr { D?f (u(s))G(s, u(s))G"(s,u(s))} ds,  ¢20

0

est une (F;)-martingale locale pour tout f € C?(R%), et on a explictement

ML(f) = [ (VF(u(s)))" Gs, uls)) dW.
0

Par la suite, le processus défini sur 1’espace canonique des trajectoires

t

M(f)(t,w) = f(w(t)) — f(w(0)) - /(Vf(w(S)),Aw(S) + F(s,w(s)))ge ds—

0

—% f Tr { D2 f(w(s))G(s,w(s))G"(s,w(s))} ds,  ¢20, w e C([0,o00);RY)
0

est une martingale locale par rapport a la filtration naturelle (o(w(s) : s < t)); et pour
la loi de u. En fait, la réciproque est vrai aussi:

Proposition 5.4.6 [29]. Soit le processus M(f) une martingale locale sur l’espace
canonique Q) = C([0,00); RY) par rapport & une mesure de probabilité borélienne P
sur Q pour les choix f(x) = z; et f(z) = zyz;, 1 < d, j < d. Alors il existe une
base stochastique (Q, F,(F:),P) avec un processus de Wiener W = (Wq,...,Wy,) et
un processus (F;)-progressivement mesurable u vérifiant

u(t) = Au(t) + F(t,u(t)) + G(t, u(t))W.

En plus, la loi de u est égale a P.

Effectivement, [’existence faible d’'une solution de 1’équation différentielle stochas-
tique est équivalente a 'existence d’une mesure de probabilité P sur I’espace canonique
qui rend les processus explicites M(f) des martingales locales. On appelle la mesure
P la solution du probléme de martingale d’apres Stroock et Varadhan [37].

Si on passe au cas banachique on trouve que cette méthode n’est pas directement
applicable car la solution de I’équation n’est pas une semimartingale dans X a cause
de 'opérateur A qui n’est pas borné sur X et, par conséquent, la formule d’Ito ne peut
pas étre utilisée. C’est pour cette raison que nous suggérons de franchir cet obstacle a
'aide du théoreme de Chojnowska-Michalik (voir le Théoreme 1.12 et 1.13 du premier
chapitre):
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Soit (2, F, (F;),P, W, u) une solution de 1’équation

(0.5.2) u(t) = Au(t) + F(t,u(t)) + G(t, u(t)) W.
Alors
(z*,us) = (z*, up) /(A":r Us) ds-i—/(:r‘,F(s,us)) ds+/(:c*,G(s,us)-) dW
0 0

pour tout t € [0,T] et z* € D(A*) par le théoreme de Chojnowska-Michalik et le coté
gauche est une semimartingale continue. Or, si f € C%(R), le processus

F((&", u)) —f((l"‘,uo))_,/f((ﬂr‘,us)){(A*x*,UQ + (2", F(s,us))} ds—
0

- [ #@ wh 16" (s, u)e I, ds

est une martingale locale et, grace a la formule d’Ito, égale a
t
-/f((m*,us)) (*,G(s,us)) dWs.
0

Notons @ = C([0,00), RN) I'espace canonique de référence et fixons une suite D =
{hn : n € N} dans le domaine D(A*) de 'opérateur adjoint A* telle que

> qh, + hm € D pour tout g rationnel, n € N et m € N.
> l’ensemble {(hn,, A*h,);n € N} soit dense dans {(z*, A*z*) : z* € D(A*)}
pour la topologie de X™* x X*.

Ceci est possible puisque X* et séparable. Ensuite, notons

L, (f)(t,w) = f(wn(t)) = f(wn(0))—

fh wn(s)) <A‘ s & w(s)) - (hn,F(s,e_lw(s))>) ds—

0
t
—%/f ) ||G*(s,e” w(s))hn”;‘) ds, t>20, weQ
0

pour f € C%(R) et n € N, ou
e: X —>RN:z ((hn,z) : n €N)

est I'injection de X dans RN et, en fin, soit Ly, (f) le processus L, (f) tué en premier
temps de sortie de la boule de rayon m € N.
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Alors, nous avons une version en dimension infinie de la proposition précédente (voir
le Théoreme 2.3.2) qui dit en gros qu’il existe une mesure de probabilité borélienne
P sur Q qui rend les processus continus bornés Lpm(f) des martingales pour tout
f € C?(R) si et seulement s’il existe une solution (Q,F,(F,),P.W,u) de l’équation
(0.5.2) dont la loi est égale a P.

Le caractere de ce théoreme nous permet de reporter la recherche des mesures
solutions (les lois des processus solutions) sur un seul espace de référence 2.

Quant a 'unicité du probléme de martingale on définit la notion de well-posedness:

Définition. Soit O un borélien dans X et supposons que pour tout a >0 et x € O
> 1l existe une solution (Q, F, (F:),P, W, u) de U’équation (0.5.2) sur [a,o0) telle
que Plu(a) = z] =1 et P[u(t) € O] =1 pour tout t > a.
> l'unicité en loi vaut sur [a,o0) pour la mesure initiale p = 0.

Alors on dit que ’équation (0.5.2) est bien posée sur O.

Remarque (unicité). Soit ’équation (0.5.2) bien posée sur O. Alors, pour tout
a>0 etz e O il eriste une seule mesure de probabilité borélienne P** sur S telle
que

> P%*w(s) = e(z)] = 1 pour tout s < a.

> P*T est une solution du probléme de martingale.

L’importance de cette approche pour I’étude des mesures solutions peut étre il-
lustrée sur le théoreme suivant (voir le Théoreme 2.4.6): Soit l’équation (0.5.2) bien
posée sur O et soit T un temps d’arrét fini sur Q. Notons F; la tribu engendrée par le
processus canonique w(s), s <t et ..??tlw la tribu complémentaire engendrée par w(s),
s >t pour tout t > 0. Soit x € O et désignons r une version réguliére de la probabilité
P%% conditionnée par rapport & la tribu F,. Alors

r(w, V) = PT@e7 @@ (W), Ve F )0
pour presque tout w € Q.

Ce théoreme a une conséquence immédiate (voir le Corollaire 2.4.7): Soit O un
borélien dans X . Alors les énoncés suivants sont équivalents:

> L’équation (0.5.2) est bien posée sur O.

> L’équation (0.5.2) posséde une solution a valeurs dans O pour toute mesure
de probabilité borélienne initiale u sur O et l’équation (0.5.2) est unique en loi
pour (L.
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0.5.3 Troisiéme section

Le Théoreme 2.4.6 a en effet davantage de conséquences de longue portée (voir les
Théorémes 2.5.1, 2.5.3 et 2.5.4):

Soit l’équation (0.5.2) bien posée sur un borélien O. Alors les solutions
(0-5-3) (Qa,x: }-a,z:a (fa,z;t): Pa,z: Wa,m ua,x)a Pa,: [Ua,z = -'L'] =1, a=z20, z€0

définissent un processus de Markov sur O. Si, en plus, les coefficients F et G dans
l’équation (0.5.2) ne dépendant pas de la coordonnée temporelle alors les solutions
(0.5.3) définissent un processus de Markov fort sur O.

0.6 RESUME DU TROISIEME CHAPITRE

E‘quatz’ons d’évolution hyperboliques stochastiques dirigées par un processus de Wiener
spatialement homogéne

» Vitesse finie de propagation des solutions
» Ezistence des solutions globales
» Meilleure régularité des solutions

0.6.1 Introduction

Nous allons étudier I'existence et des propriétés des solutions globales de I’équation
(0.6.1) upe = Au+ f(u) + g(u) W

oh f: R — Ret g: R — R sont deux fonctions continues, .A est un opérateur
différentiel uniformément elliptique de deuxiéme ordre défini soit sur R soit sur un
domaine borné D C R? avec la condition de Dirichlet ou de Neumann au bord, et W
est un processus de Wiener spatialement homogene sur R

L’équation d’ondes stochastique a été étudiée sur la droite réelle par exemple dans
38], [39], [20], [40], [41] ou [42] et le premier essai d’aborder le cas dans R? remonte au
travail [43] dont les résultats ont été améliorés par [44]. Le cas dans la dimension trois a
été traité dans [45] et le cas multidimensionnel de I’équation linéaire dans [46], [47]. La
généralisation du cas multidimensionnel linéaire a des problemes multidimensionnels
non linéaires a été fait dans (48], et sur des groupes de Lie dans [49]. Les questions
d’explosion et de non explosion des solutions de 'équation d’ondes avec un processus
de Wiener spatialement non homogene ont été traitées dans [50].

A part du travail [50] qui n’a pas couvert le bruit de type de Wiener spatialement
homogene, tous les articles mentionnés ci-dessus traitant les perturbations stochas-
tiques de type de Wiener spatialement homogene n’ont considéré que des fonctions
nonlinéaires f et g globalement Lipschitz. Nous allons traiter le cas de bruit spatiale-
ment homogene avec des nonlinéarités f et g non lipschitziennes.
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0.6.2 Processus de Wiener spatialement homogeéne

Notons S(R¢) I’espace de Schwartz sur R%. Soit (2, F, (F;), P) une base stochastique
et W = (W (yp) : ¢ € S(R?)) une famille de processus de Wiener réels par rapport 2 la
filtration (F;) telle que

PlaWi(p1) + We(p2) = Wi(apr + @2)] =1
pour tout t > 0, a € R, @1 € S(RY), ¢2 € S(R?) et
(0.6.2) E Wi (o)W () = (T, 0 % Y(s))

ot I’ est une distribution tempérée définie positive sur R? appelée corrélation spa-
tiale, et Y5y (z) = Y(-x), z € R¢. On dit alors que W est un processus de Wiener
spatialement homogéne.

Voici une remarque éclaircissant la notion spatialement homogéne:

Remarque. La condition (0.6.2) est équivalente & ce que la loi de Wi(g¢(- + h)) soit
égale a la loi de Wy(p) pour tout t > 0, ¢ € S(RY) et h € R%. Dans ce cas, il eziste une
seule mesure tempérée positive symétrique u telle que I' est la transformée de Fourier
de p grace au Théoréme de Bochner (voir [51]). On appelle pu la mesure spectrale.

Or, W peut étre vu comme un processus de Wiener a valeurs dans ’espace des
distributions tempérées S'(R¢) dont la covariance est invariante par translations dans
S'(R%). Divers exemples des processus de Wiener spatialement homogene peuvent étre
trouvés dans [52] ou [43]. Vu la remarque précédente nous en présenterons un:

e Supposons que la mesure spectrale p soit finie. Alors I' est une fonction bornée
uniformément continue sur R et W admet une représentation en tant que champs
aléatoire gaussien (W(t,z) : t > 0,z € R?) tel que (t,z,w) — W(t, z,w) est mesurable

EW(t, z)W(s,y) = (tAs)['(z —y), t>0, s>0,zeRY yeR?

et

Wile) = j p@W(t,z)dz  t>0.
R4

0.6.3 Propagation des solutions

Supposons que f(0) = g(0) = 0 et soit (u(t) : ¢ < Tmax) une solution locale
maximale au sens qu’elle est définie sur un intervalle temporel de longueur maximale,
de I’équation

d

d d
U =D D GijUzz, + Y bil@)ue, +c(@)u+ f(u) +g(w)W  dans R,
=1 j=1 i=1
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ou W est un processus de Wiener spatialement homogéne dont la mesure spectrale p
est finie. Soit K (w) un compact dans RY tel que le support de u(0,w) et us(0,w) est
contenu dans K (w) pour presque tout w et notons A la matrice (a;;). Alors le support
de u(t,w) et us(t,w) est contenu dans

K(w)+ {.r | AT 2g) < t}
pour tout t < Tmax(w) et presque tout w € Q (voir le Théoréme 3.2.4).

Le fait que les solutions des équations hyperboliques propagent & vitesse finie était
connu depuis longtemps, et le Théoreme 3.2.4 affirme que ce fait reste valable si on
ajoute une perturbation stochastique.

0.6.4 Existence de solutions globales
Cette section est consacrée a 1'étude de la nonexplosion des solutions locales de

I’équation (0.6.1). Nous décomposons |’équation de deuxiéme ordre (0.6.1) en un
systeme de deux équations de premier ordre

(0.6.4) 5o (El (1)) 2+ F(2) + G(2) W

0= (i) 0= (o) =)

sont les opérateurs de Nemytski associés aux fonctions f et g et W est un processus
de Wiener spatialement homogene dont la mesure spectrale est finie.

~

ou

Nous donnons des conditions suffisantes (Prop. 3.3.1) pour que les opérateurs de
Nemytski F' et G soient Lipschitz sur les ensembles bornés dans 1’espace

E = D(—A)Y2 x L*(D).

Ceci entraine, grace a la théorie générale, 1'existence de solutions locales vivantes
jusqu’a un temps d’arrét maximal Tnax et notre but dans cette section est de trouver
des conditions sur f et g afin que Tmax = 00, & savoir, que la solution soit globale.

Dans ce but, nous définissons la fonction de Lyapunov V' (voir la formule (3.3.1)),
et apres avoir fait quelques approximations nous montrons que si le carré de g est
majoré par l'intégrale indéfinie de —f alors I’espérance de la fonction de Lyapunov
V' appliquée a la solution locale n'explose pas, ce qui entraine déja le fait que la
solution elle-méme ne peut pas exploser dans I’espace E. Par conséquent, 7yax est
infini presque stirement (voir le Théoreme 3.3.2).

Par ailleurs, nous avons obtenu la régularité spatiotemporelle de u qui est continu
en tant que processus & valeurs dans 'espace de Sobolev W-2(D) et le processus de
premiere dérivée temporelle u; est continu dans L?(D). En plus, la solution propage
a vitesse finie d’apres le Théoréme 3.2.4.
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0.6.5 Meilleure régularité des solutions globales

En général, a la différence des équations paraboliques, les équations hyperboliques
ne produisent pas l'effet de régularisation des solutions. Néanmoins, si les fonctions f
et g sont en plus de classe C? et la mesure spectrale vérifie

f(l + |z|?) du(z) < o<

Rd

alors les solutions globales z(t) = (u(t),u:(t)) de I’équation (0.6.4) sont continues en
tant que processus & valeurs dans le produit des espaces de Sobolev W22(D)xW42(D)
(voir le Théoreme 3.4.2).

La démonstration porte essentiellement sur la répétition de la démonstration du
Théoreme 3.3.2 avec une autre fonction de Lyapunov dans le domaine du générateur

infinitésimal
0 1
A 0
défini sur le sous-espace D(A) x D(—A)'/2 muni de la norme de graphe.

0.7 RESUME DU QUATRIEME CHAPITRE

Equations d’évolution hyperboliques stochastiques dirigées par un processus de Wiener
spatialement homogéne

» FEzistence de solutions faibles globales

Le chapitre précédent concernait les solutions de type suivant: Etant donnés une
base stochastique (2, F, (F;),P) avec un processus de Wiener spatialement homogéne
W par rapport a la filtration (F:) et une condition initiale zp & valeurs dans F
mesurable par rapport a la tribu Fp, alors il existe un processus z progressivement
mesurable par rapport & la filtration (F;) résolvant 1’équation (0.6.4). Nous avons
montré cette existence dans le Théoréme 3.3.2 ainsi que dans le Théoréme 3.4.2. Grace
a I'hypothese de Lipschitz locale des nonlinéarités F' et G nous savons que l'unicité
trajectorielle vaut pour 1’équation (0.6.4). Il n’y a donc qu’une seule solution globale
de condition initiale zg.

Une autre notion de solution de 1’équation (0.6.4) peut étre introduite (voir aussi
le premier et le deuxiéme chapitre): On dit qu’une famille de six membres

(Q,F, (F),P,W,2)

composée d’une base stochastique (2, F, (F:),P), d’un processus de Wiener spatiale-
ment homogene W par rapport a la filtration (F;) et d'un processus z progressivement
mesurable par rapport & la filtration (F;) résolvant 1’équation (0.6.4) est une solution
faible de l'équation (0.6.4).
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Les méthodes qui aboutisent a 1'existence de solutions globales reposent premiére-
ment sur le théoréeme de point fixe de Banach qui réclame, implicitement, que les non-
linéarités F' et G soient globalement Lipschitz. Deuxiémement, on affaiblit I'’hypothése
de Lipschitz globale de F' et G a la condition de Lipschitz locale produisant I'existence
de solutions locales dont 1’explosion en temps fini n’est pas exclue. En fin, on a
montré a I’aide de la méthode de fonctions de Lyapunov que, sous certaines hypothéses
supplémentaires sur la croissance de f et g (par exemple, la croissance polynomiale),
que les solutions existent en fait globalement (voir Thm 3.3.2 et Thm 3.4.2).

Dans ce chapitre nous utitlisons une troisieme méthode. Nous considérons une suite
de fonctions globalement Lipschitz f,, g. approximant les fonctions f et g et nous
observons les solutions globales z,, des équations

= (i {1)) 2+ Fu(2) + Gn(z) W?

2(0) = 29

T i) = (f:(’u)), Gilz) = (gﬂ?u)) g (ﬁ) €E, neN,

W est un processus de Wiener spatialement homogeéne de mesure spectrale finie sur
une base stochastique (Q!, F!, (F}),P1) et 2o est une variable aléatoire & valeurs dans
E mesurable par rapport a la tribu 7.

On espere que les solutions z, convergent vers un processus limite z résolvant
I'équation (0.6.4). Malheureusement ce n'est pas le cas. Par contre, profitant des
estimations en terme des fonctions de Lyapunov du troisieme chapitre, on peut choisir
les fonctions f,, g, de telle sorte que les lois des processus z, sur un espace canonique
convenable des trajectoires soient relativement compactes. Par conséquent, il existe au
moins un point d’accumulation pour la convergence faible des mesures. Tout cela peut
étre modélisé sur un espace de référence grace au théoreme de Skorohod. A savoir, il
existe un espace probabilisé (2, F,P) avec des processus 7,, ayant les mémes lois que
les processus z,, et qui convergent uniformément sur tout intervalle compact vers un
processus limite z.

Alors que nous sommes arrivés & un processus limite z, afin de vérifier que z est
une solution de 1’équation (0.6.4), il nous manque un processus de Wiener W sur
I'espace (2, et c’est exactement ’endroit ol nous pouvons nous servir du théoreme de
représentations browniennes du deuxiéme chapitre (Théoreme 2.1.2). Le passage a
la limite des processus z, (ou également 7,) a conservé le caractére de martingales
locales des processus

Ni(z) = (2(t), 2) g(_p) — (2(0), 2) g(—p) — f (2(s), M™z) g _p) —

0
t

_[(F(z(s)),l')E(-ﬁ) ds

0
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pour tout z € D(M™) ou M* est l'opérateur adjoint a
0 1
=4 9)

et E(—p) est une completion de E. En plus, la variation quadratique de N(z*) est
égale a

f IG* (2(5))zll%, ds

ou H,, est I'espace autoreproduisant du processus de Wiener en question. Alors, grace
au Théoreme 2.1.2 du deuxieme chapitre il existe un processus de Wiener spatialement
homogeéne W sur Q de méme mesure spectrale que W1, tel que

Ny(z) = / {G(z(s))-,:n)E(;ﬁ) dW, t>0
0

pour tout z € D(M™). C’est-a-dire

t t
(2(t), 2) p(—py = (2(0), Z) p(—p) + [ (2(s), M"z)p(_g) ds + f (F(z(s)), %) p(—p) ds+
0 0

+/ (G(z(s))-,:c)E{_ﬁ) dW, t>0
0

pour tout z € D(M™*). Or, (Q,F,(0(z(s) : s < t)¢, P, W, 2) résout 'équation (0.6.4)
de fagon faible par le théoreme de Chojnowska-Michalik (voir le Théoréeme 1.12 et le
Théoreme 1.13 du premier chapitre).

Cette méthode aboutit a I'existence de solutions faibles de 1'équation (0.6.4) avec
des fonctions f et g continues de croissance polynomiale (voir le Théoréme 4.3.1, les
exemples suivants et la section 4.4).
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Chapter 1

UNIQUENESS FOR STOCHASTIC EVOLUTION EQUATIONS
IN BANACH SPACES

ABSTRACT: Different types of uniqueness (e.g. pathwise uniqueness, uniqueness in law, joint
uniqueness in law) and existence (e.g. strong solution, martingale solution) for stochastic evolution
equations driven by a Wiener process are studied and compared. We show a sufficient condition for
a joint distribution of a process and a Wiener process to be a solution of a given SPDE. Equivalences
between different concepts of solutions are shown. An alternative approach to the construction of
the stochastic integral in 2-smooth Banach spaces is included as well as Burkholder’s inequality,
stochastic Fubini’s theorem, Girsanov theorem and Novikov’s condition.

2000 Mathematics Subject Classification. 60H15.

INTRODUCTION

The object of this chapter is to show what relations there are between existence and
uniqueness of stochastic evolution equations. We will consider a stochastic semilinear
equation (1.0.1) with a probability distribution as the initial condition - in other words,
we are given deterministic transformations appearing in the equation as a drift and
diffusion term respectively and a measure on the state space. These quantities are
purely deterministic and do not incorporate the stochastic part. This means that
before we can speak of any solution we must specify what probability filtered space
we work on and what Wiener process drives our equation to complete the necessary
information for our problem. Now we can seek a stochastic process solving the equation
whose value at time 0 - a random variable - is of the given probability distribution.
Having inspired ourselves from stochastic differential equation theory we pose the
following natural question:

Provided there exists a probability space where a solving process lives what con-
ditions are sufficient to conclude that there is a solving process on every probability
space 7

But we will be mainly interested in the uniqueness point of view. We know from
the finite dimensional case that if an equation is pathwise unique (i.e. no initial
condition can evolve into two different solutions) implies that every two solutions
living on possibly different probability spaces have necessarily the same probability
distribution on the space of functions (uniqueness in law). Our second question is
whether this is true in the Banach space setting too.

Third problem we treat is also inspired from the stochastic differential equations
theory. Under suitable conditions there exists a deterministic function of two variables
- the first corresponds to an initial condition and the second to a Wiener process. The
function’s value is a solution with respect to this Wiener process which starts from
this initial condition. We will show the sufficient conditions for the existence of such
a function (Thm 1.12.1, Thm 1.13.2, Lemma 1.E).



INTRODUCTION 27

We also give an example of an equation which is jointly unique in law (Def. 1.1,
Thm 1.5) and another equation which is jointly u-unique in law (Def. 1.1, Thm 1.3).
The first example is based on Girsanov’s theorem, therefore it regards additive noise
equations only, while the second one uses measurable selectors approach and covers
fairly general class of multiplicative noise equations, namely all those with one-to-one
(i.e. injective) diffusion term.

Thm 1.4 is a Banach space version of a remarkable theorem by A. S. Cherny [Ch]
(who proved it in finite dimensions) which states that uniqueness in law is, in fact,
equivalent with joint uniqueness in law provided we consider deterministic initial con-
ditions.

An essential part of the proof of Thm 1.3 and Thm 1.4 is an alternative explicit
form of the solution (Thm 1.13) thus we decided to include the complete proof of
stochastic Fubini’s theorem (Prop. 1.6.1) together with its consequences (Thm 1.12,
Thm 1.13) which were proven by the same method in a less general form and in the
Hilbert space setting by A. Chojnowska-Michalik [ChM].

Next we will prove three so called distribution preserving theorems. The first one
for stochastic Bochner integrals (Thm 1.8.3), the second one for stochastic integrals
(Thm 1.8.6) and the third one for measurable selectors (Prop. 1.8.6). The combination
of the first two theorems will result in the fundamental solution-preserving theorem
(Thm 1.6) which gives a sufficient condition for a pair of a process and a Wiener
process to be a solution in terms of their joint distribution on the space of functions.

Throughout this chapter we will work with Banach valued processes, therefore, in
the first part, we recalled the construction of the stochastic integral in a separable
2-smooth Banach space - firstly because the latter proofs go often in depth closely
along it and secondly because of its “directness” - the construction of the integral is
free of any auxiliary embeddings even in the case of the cylindrical Wiener process
with non trace class covariance. We emphasize that, apart from the observation made
in Step 1, the construction is more or less classical and we have just collected the
“common knowledge” and sometimes gave shorter proofs in light of newer methods
- many of them surveyed in [ChTV]. Our sources for stochastic integration and ge-
ometry of uniformly smooth Banach spaces were mainly works of A. L. Neidhardt
[N] (construction of the integral), P. Assouad [A] (Burkholder inequality, geometry of
2-smooth Banach spaces), E. Dettweiler [D] (Burkholder inequality), W. Linde & A.
Pietsch (characterisation of integrands), G. Pisier [P]| (geometry of 2-smooth Banach
spaces), J. Hoffmann-Jgrgensen (geometry of 2-smooth Banach spaces, characteriza-
tion of integrands [ChTV]).

The cylindrical Wiener process is understood in the sense of M. Métivier & J.
Pellaumail - we refer to their paper on cylindrical stochastic integration [MP] while the
contents regarding uniqueness trace its origin back to stochastic differential equation
results of T. Yamada and S. Watanabe [YW], H. J. Engelbert [En] and J. Jacod [J].

This work could not have been done without Jan Seidler who initiated and moti-
vated me into the direction of stochastic evolution equations and often contributed by
valuable suggestions and discussions on the subject. Another acknowledgement goes
to Marco Dozzi who enabled me to work on this topic while my stay at the Institute of
Mathematics Elie Cartan in Nancy, France, and for many interesting discussions. Last
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but not least thanks are for Zdzislaw Brzezniak who helped me complete the part of
the proof of Burkholder’s inequality for stochastic integrals in 2-smooth Banach spaces
incase 0 < p < 2.

NOTATION

1. We shall consider only complete filtrations, i.e. whenever (F3); is a filtration on
some probability space (€2, F, P) then Fy is supposed to contain all P-negligible sets
i F.

2. X stands for a separable 2-smooth Banach space (Def. 1.3.1), X* for its topological
dual space, (z*,z) — (z*,z) for the pairing between them and U will be a separable
Hilbert space. If h € H and z € X then we will write h ®(v,x) £ = h ® z to denote
the operator U — X : y — (y,h)y .

3. The strong o-algebra on L(U, X) is the smallest o-algebra which renders the map-
pings L(U,X) — X : B — Bh, h € U measurable. A mapping g: (Y,)) — L(U, X)
is said to be strongly measurable provided that it is measurable with respect to the
strong o-algebra on L(U, X), i.e. the mappings Y — X : y — g(h) are measurable for
every h € U.

4. X, is a separable Banach space such that X is continuously embedded in X, i.e.
X is a subspace of X; and the identity mapping ¢ : X — X is continuous.

5. Let (Q,F, P) be a probability space, (Y,)) a measurable space and g : @ — Y
a measurable mapping. Then we define the image of P under g by Latop (g9) (B) =
P{w:g(w)e B}, Be).

6. In view of Definition 1.1 and Definition 1.7 we are going to write shortly
Larop: (u', W) = Latwpz (u?, W?), resp. Lawp: (u') = Larwpz (u?)
instead of
Larwpr (u (t:), W(ts, hy) 1 4,5) = Larope (u?(t;), W2(t;, hj) : i,5), resp.

Sampl (‘U,l (tﬁ) : ’L) = Eampz (u2(ti) : Z)
for every partition 0 =ty < --- < t, < T and every hy,...,hp, in U.

adapted instead of saying that u is adapted to the P-augmentation of the filtration
o (uo, W(s,h): s<t,heU)in F.

7. We are going to say that a process (u; : t < T) on (Q,F,P,W) is (uo, W)p-
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Consider the following stochastic evolution equation on [0,7] in a separable 2-
smooth Banach space X (Def. 1.3.1):

(1.0.1)
u(t) = Syu(0) +_/St_5f (s,u(s)) ds-%—/St_sg(s,u(s)) dW,, 0<t<T
0 0

(1.0.1) Laro (u(0)) = p

where S : (0,7] — L (X;,X) is a strongly measurable operator-valued function, @
a covariance operator on U (i.e. a symmetric nonnegative linear bounded operator),
f:[0,T] x X — X; a measurable mapping, g : [0,7] x X — L(Up, X1) a strongly
measurable mapping (see Def. 1.2.1 for the definition of Up) and u a probability Borel
measure on X.

We are going to say that a 6-tuple (Q,F,(F;),P,W,u) consisting of a filtered
probability space, a Q-(F;)-Wiener process W on U (Def. 1.1.4) and a measurable
X-valued process u on [0, T7] is a solution of (1.0.1) provided that

(102) P | [I1Seaf (5 u(lx + 1Si-s9 (5, u(o)F 00,3 ds < 00| =1
0

for every t € (0,T], equation (1.0.1) is satisfied for every ¢t € (0,7] and there ex-
ists a sequence (z}, : n) in X* which separates points of X such that the
real processes t — (z},u(t)) have continuous adapted modifications on [0, 7]
(hence u has a predictable modification by Corollary 1.11.2 and the stochastic integral
in (1.0.1) is well defined).

The last, sort of untypical, condition will be very important in the sequel. We chose
this formulation because such a sequence (z}, : n) always exists if u is progressively
measurable, X = X3, (S;) is a Cp-semigroup and the following integrability condition
holds (see Thm 1.13)

T
103) P | [ (s.ulsDllx, + o (ulo) I g x,) ds < 00| =1
0

We will refer to (1.0.3) later on even in situations when X will not coincide with X;.

Almost all results in this chapter hold under fairly general conditions. Theorem
1.4 is exceptional in this sense - we do not know how to avoid additional assumptions.
Namely we must “eliminate” the uncountable number of conditions a process must
satisfy to be a solution (as in (1.0.2) where the condition is to be verified for every t in
the interval [0, T]). Each particular condition unfolds an exceptional set so if there are
uncountably many of them we face a terminal encumbrance for measure-theoretical
operations.
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This is why we introduce the following condition:

T
(1.0.4) P /Ml(f(s,u(s)))+M2(g(s,u(s)))ds<oo =1

0

where M; : X; — [0,00] is some measurable function with the following property:
Whenever y : [0,7] — X is a measurable function such that

T

t
/Ml(f('r,y,.))dr < oo then /][St_sf(s,ys)”}( ds < oo forevery t<T
0 0

and Ms : L(Up, X1) — [0, c0] is some strongly measurable function with the property:
Whenever y : [0,7] — X is a measurable function such that

T

t
/Mg(g(r, Yr))dr < co then fllS:_sg(S, y3)||i2(U0,x) ds < oo forevery t<T.
0 0

Apparently, M; and M, may depend on (S;), f and g. A typical example of M; is
some dependence of X; norm on the behavior of the norm of S; as ||S;—f(7,yr)| x <
1St—r Il L.cx,,x) 1f(r, yr) || x, while an example of M> arises naturally in the case when
the covariance operator of the Wiener process is nuclear (i.e. Tr@Q < oo) and g(r,z) €
L(Up, X) can be extended on U for every z € X and almost all 7 < T. Then M, will
be a suitable function of the norm of L(U, X;) as we have

||St-sg(says)||L2(Uo,x) = ”St—sllL(Xl,X] Hg(ssys)”L(U,xl) (Tr Q)l/z

by Note 1.2.6. Other examples can be constructed in cases when S; is radonifying.

We should mention that all results in this chapter remain true if we consider only
adapted solutions with norm continuous paths. Also, the integrability condition (1.0.2)
is fairly general and can be replaced or complemented by e.g. (1.0.3) or (1.0.7), with
slight modifications of the proofs. In these cases we usually cover smaller but more
regular classes of solutions which, in the end, turns to be important since the better
regularity stays preserved.

In this chapter we consider solutions on a bounded interval [0, T'] since it is sufficient
for the questions of uniqueness even for solutions on [0,c0). But in Theorem 1.12.1,
Theorem 1.13.2 and Lemma 1.E we assert existence of a functional R which assigns
a trajectory of a solution on [0, 7] to the pair of the value of an initial condition and
the trajectory of a Wiener process. This is the only part when the case [0, c0) is but
slightly different so we point out the particular (notational) changes one must do in
this situation:



MAIN THEOREMS 31

> Each occurance of [0, 77, resp. T shall be replaced by [0, c0), resp. oo.

> The space € = C ([0, 7], RY) shell be replaced by C ([0, o), RY) which, consid-
ered with the topology of locally uniform convergence, is again a Polish space
whose Borel o-algebra is generated by projections (7 : t < 00).

> The function ¢; shell be replaced by ¢; : C ([0,00),RY) — C ([0, 0),RY) :
6u(f)(s) = F(t+5) — £ (D)-

Having incorporated these changes the proofs go in the same line.

Before we state the theorems we must give a few definitions.

Definition 1.1. We say that the equation (1.0.1) with the initial distribution

> is pathwise unique if (Q, F, (F), P,W,u?), (Q, F, (F;), P, W,u?) are solutions such
that P [u'(0) = u2(0)] = 1 then P [u!(t) = u*(t)] =1 for every t < T.

> is jointly unique in law if (!, F1, (F}), P, Wl ul), (Q2, F2, (F?), P2, W2, u?) are
solutions then Lawp: (ul, W) = Larwp: (u?, W?2).

> is jointly u-unique in law for some solution (2, F,(F;), P, W,u) of (1.0.1) when-
ever (0, F1, (F}), P*, W, u?) is another solution of (1.0.1) such that Latwp: (u?)
coincides with £atwp (u) then Larop: (ul, W) = Larop (u, W).

> is unique in law provided whenever (Q¢, F*, (F}), P*, Wt, u'), i = 1,2 are solutions
of (1.0.1) then Larwp: (u!) = Laropz (u?)

> has strong solution if, for every probability filtered space (§2, F, (), P, W) with a
Q-(F:)-Wiener process W and a Fp-measurable random variable ug, there exists
a process u such that (Q,F, (F), P,W,u) is a solution, P [u(0) =ug] = 1 and u
is (uo, W)p-adapted, i.e. u is adapted to the P-augmentation of the filtration
o (uo, W(s,h) : s <t,h€U) in F.

Observe that the joint uniqueness in law means uniqueness of the joint distribution
measure on the space of functions and the distribution of the initial condition wug in
the definition of the strong solution must be necessarily u.

Another remark should be made on the notion of the strong solution which, in our
definition, comprises more information, namely the adaptation of the solving process
to the filtration generated by the initial condition and the driving Wiener process.

Now we can state the main theorems:

Theorem 1.1. Suppose that there ezxists a solution (0, F, (Fy), P, W,u) such that the
process u is (u(0), W) p-adapted. Then

> the equation (1.0.1) has strong solution.
> if joint uniqueness in law holds for (1.0.1) then pathwise uniqueness holds for
(1.0.1) as well.

Theorem 1.2. Suppose that there ezists a solution (Q, F, (F;), P, W, u) and pathwise
uniqueness holds for (1.0.1). Then

> the equation (1.0.1) has strong solution.
> joint uniqueness in law holds for (1.0.1).
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Theorem 1.3. Let, in addition, (S;) be a Co-semigroup of linear bounded operators
on L(X;) with X, reflexive. Let (Q,F,(F:), P,W,u) be a solution of (1.0.1) satisfying
(1.0.8). Further suppose that?

dt @ P{(s,w) : g(s,u(s,w)) is not one-to-one in L(Up, X1)} = 0.

Then the equation (1.0.1) is jointly u-unique in law. In particular, if (1.0.1) is unique
in law and g(s,z) is one-to-one for every x € X and almost every s then (1.0.1) is
jointly unique in law.

Remark. Some authors use the word injective instead of one-to-one.

Theorem 1.4. Let, in addition, (S;) be a Co-semigroup of linear bounded operators
on L(X,) with X; reflexive, zo € X and suppose that the equation (1.0.1) with the
initial condition pu = 05, is unique in law among the solutions satisfying (1.0.3) and
(1.0.4). If Sizo € X fort € (0,T] then the equation (1.0.1) with the initial condition
0z, 15 jointly unique in law in the class of solutions satisfying (1.0.3) and (1.0.4).

Theorem 1.5. Let f:[0,T] x X — Uy be measurable, g : [0,T] — L(Ug, X1) strongly
measurable, fot ||S:_sg(s)||izwn,x) ds < oo for every t < T and p a Borel probability
measure. Then the joint uniqueness in law holds for the equation

(106)  ult) = Seu(0) + / Se-e9(s)f (5, u(s)) ds + f Se_sg(s) AW,
0 0

(1.0.6) Laro (u(0)) = u

in the class of processes satisfying

T
(1.0.7) P [ If(s,u(s)lg, <oof =1.
/

Therefore, if f is locally bounded and each solution has almost surely bounded (in
particular, continuous) trajectories, then (1.0.6) is jointly unique in law.

Remark. In Theorem 1.5 we can prove the joint uniqueness in law only in a smaller
class of solutions determined by the condition (1.0.7). Nevertheless Theorems 1.1 and
1.2 hold in the class of solutions satisfying (1.0.7) too.

Theorem 1.6. Let (Q",.'F", (.7:;) , Pt W, ui) be a probability filtered space, W* a Q-
(F})-Wiener process and u* a progressively measurable process, i = 1,2. Suppose that
Larop: (ur, W) = Lawps (u2,W?2). If (u!,W?) satisfies (1.0.1), (1.0.2) for every
t < T then so does (u?, W?).

Lthe set of one-to-one operators from L(Up, X1) is strongly measurable. We denote dt the Lebesgue
measure on [0, 7).
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RESULTS OF SIMILAR NATURE

Apart from joint uniqueness in law and pathwise uniqueness we can also define, accord-
ing to H. J. Engelbert, finer types of uniqueness so that the implications in Theorem
1.1 and 1.2 turn into equivalences. For instance, we know by Theorem 1.2 that path-
wise uniqueness implies joint uniqueness in law. In this section we will deliver an

additional condition to joint uniqueness in law to become equivalent with pathwise
uniqueness.

Definition 1.7. Let (Q, F, (F:), P, W,u) be a solution of the equation (1.0.1). We
will say that (u, W)-pathwise uniqueness holds for the equation (1.0.1) provided that
whenever (V,F', (F)), P, W', uy), (V,F,(F),P,W',up) are solutions of (1.0.1)
such that

> Lawp (uj, W) = Larop: (uy, W) = Larop (u, W)

> P'[uf(0) = u5(0)] =1
then P’ [uf(t) = u5(t)] =1 for every t < T.

We are also going to say that u-pathwise uniqueness holds for the equation (1.0.1)
provided that whenever (Q',F', (F{),P' W', u}), (U, F',(F;),P',W',uy) are solu-
tions of (1.0.1) such that

> Lawp (u)) = Larwop: (uy) = Larp (u)
> P'[uy(0) = u3(0)] =1
then P’ [u)(t) = u5(t)] =1 for every t < T.

The last property we need to define is uniqueness in law which is said to hold for
the equation (1.0.1) provided that Larop: (ul) coincides with Larop2 (uz) for every
two solutions (Q!, F1, (F}), P, Wi ul), (0%, F2, (F2), P2, W2, u?).

Theorem 1.8. The following conditions on the equation (1.0.1) are equivalent:

(1) Pathwise uniqueness holds and there erists a solution.

(2) Joint uniqueness in law holds and there ezists a solution (2, F, (F) , P,W,u) such
that (u, W)-pathwise uniqueness holds.

(8) Joint uniqueness in law holds and there ezists a solution (Q, F, (F;), P, W,u) such
that u is (u(0), W) p-adapted.

Theorem 1.9. Suppose that (U, F, (F;),P,W,u) is a solution of (1.0.1). Then the
following conditions are equivalent:

(1) (u, W)-pathwise uniqueness holds.

(2) There ezists a solution (V,F',(F;),P',W',u') such that v’ is (u'(0), W')p,-
adapted and Larop: (u', W') = Larwp (u, W).

Theorem 1.10. Let (2, F,(F;:),P,W,u) be a solution of (1.0.1) then the following
conditions on the equation (1.0.1) are equivalent:
(1) u-pathwise uniqueness holds.
(2) Joint u-uniqueness in law holds for the equation (1.0.1) and there ezists a so-
lution (Y, F', (F{), P', W', u’) such that Larwp (u) = Lawp (u') and (', W)-
pathwise uniqueness holds.
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(3) Joint u-uniqueness in law holds for the equation (1.0.1) and there exists a
solution (U, F', (F;), P, W', u') such that Larop: (u') coincides with Larwp (u)
and v’ is (u'(0), W') p,-adapted.

We close this section by a straightforward comparison of joint uniqueness in law
and uniqueness in law.

Theorem 1.11. The following conditions are equivalent for the equation (1.0.1):

> Joint uniqueness in law holds.
> Uniqueness in law holds and joint u-uniqueness in law holds for every solution

(Q,F, (F), P, W,u).

EQUIVALENT CONCEPTS OF SOLUTIONS

Theorem 1.12. Let f be a progressively measurable process in X, g a progressively
measurable process in La(Up, X), (St) a strongly continuous semigroup of linear oper-
ators on X generated by A, W a Q-Wiener process and u a progressively measurable

X -valued process. Let also P [fOT If )|+ g (s)HiQ(UO,X} ds < oo] = 1. Then

(a) P |u(t) = Siu(0) + _/Sg_sf (s) ds +fS¢_sg (s) dW,| =1
0 0

for every t < T if and only if uw has a predictable modification with almost all trajec-
tories in L1(0, T; X) such that P [ JEu(s)ds D(A)] =1 and

t

(c) P u(t):u(0)+A/u(s)ds+/f(s) ds+/g(s) dW,| =1
0 0 0

for everyt <T.
In either case

(1) the process t — Ryu(t) has a modification which is a norm continuous semi-
martingale for every A from the resolvent set of A.

(2) the processt — (z*,u(t)) has a modification which is a continuous semimartin-
gale for every z* € D (A*). In particular there ezxists a sequence x;, € D (A*)
which separates points of X such that t — (z},u(t)) is continuous for every
n € N.

Theorem 1.13. Let f be a progressively measurable process in X, g a progressively
strongly measurable process in L(Up, X), (St) a strongly continuous semigroup of lin-
ear operators on X generated by A, W a Q-Wiener process and u a progressively
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measurable X -valued process. Let also P [fOT lf (s)]| + |lg (S)Hi(b’o,X) ds < oo] =1
and P [fot |St—sg (S)[Iiz(Uo,X) ds < oo} =1 for everyt <T. Then

(a) P [u(t):Stu(O)-l- f Se_of (s) ds+ / 3, .als) dWs] -1
0 0

holds for every t < T if and only if u satisfies

T
(b) P [[
0

for every measurable bounded function z* : [0,T] x [0,T] — X* and

T

0

|(z*(t,5),u(s))| dsdt < oo] =1

(¢) P [(x*,ut) = (z",uo) + [ (A"z",us) ds+ [ (=", fs) ds+ [ g.z* dW3] =)
furapae fessa |

0 0

for everyt <T, z* € D(A*).

Moreover, in either case, the conclusion (2) of Theorem 1.12 holds and u has a
predictable modification.

IDEAS OF THE PROOFS

Theorem 1.1 as well as Theorem 1.2 are consequences of the following general phe-
nomenon. In both, and many other cases, there exists a time sequence of measurable
functions (R; : t < T') such that P [u(t) = R¢(u(0), W)] = 1 for every t < T (Lemma
1.E). This means that the solution u depends only on the initial value and on the corre-
sponding trajectory of the Wiener process. Moreover this dependence comes through
the measurable transformations (R;). Now it is enough to prove that whenever we
take a filtered probability space (Q2, F, (F;), P, W) with a Q-Wiener process W and an
initial p-distributed random variable % then the process #@(t) = Ry (o, W) completes
the family (Q, F,(F),P,W, ﬁ) to be a strong solution starting from p.

If we are in the situation of Theorem 1.1 then joint uniqueness in law implies
pathwise uniqueness. Indeed, if (Q,}" ,(F), P, W, 5) were another solution starting
from %o then, by the joint uniqueness in law, we would have

for every t < T. But P|
everyt < 7T.

£
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In the situation of Theorem 1.2 we must prove the uniqueness of the joint solution
measure on the space of functions. Suppose that (Qi,Fi’(ff),Pi,H’*,u‘), $=1.2
are two solutions. Then, by pathwise uniqueness, we have u(t) = R;(u'(0), W?),
t <T,i= 1,2 and we see that to show the equality of the joint solution measures
Larp: (u', W?), i = 1,2 it suffices to show the equality of Larop: (u*(0), W?), i =
1,2 since (R;) are measurable transformations. But u*(0) is F3-measurable thus P*-
independent of W* hence Larop: (u*(0), W*) = p @ Larop: (W*). But Larwp: (W) =
Caropz (W?) because W', W2 have the same covariance Q.

In the proof of Thm 1.3 and Thm 1.4 we use sort of “inversion formula” to express
the intervening Wiener process in terms of the solution u whose distributions are
supposed to coincide. We wish to write W = [g¢~'(s)du for v = [ g(s)dW but
unfortunately, in our case we must proceed in steps using approximations given by
measurable selectors (Theorem 1.8.8).

Theorem 1.5 is based on the Girsanov theorem (Proposition 1.7.1) and relies heavily
(as well as all results in this chapter) on the fact that solutions of (1.0.1) are com-
pletely determined by the joint distribution Lato (u, W) of the solving process u and
the Wiener process W. More precisely, if (!, F*, (F}), P, W', u!) satisfies (1.0.1),
(1.0.2) and u! is (F})-progressively measurable (we do not assume any kind of path
continuity of u') and (QQ,.’Fz, (F3), P2, W2, u2) is a filtered probability space with a
Q-Wiener process W2 and (F?)-progressively measurable process u? such that

Laropr (ul(t;), W(ti, hy) : 3,7) = Laropa (u?(t;), W2(ti, hj) : 4, )
for every partition 0 = tg < --- < t, < T and every finite number of vectors hy,...,Am

in U then (22, F2,(F2), P2, W?2,u?) satisfies (1.0.1) and (1.0.2) which is but a sum-
mary of Theorem 1.6.

This chapter is quite comprehensive and the lengthy proofs often split into separate
parts. In order to facilitate the reading and for easier orientation we include the
structure of the rest of this chapter:

Preliminary results and notations

Section 1.1 Cylindrical Wiener process. . ... svoovers svassemasmnssnnsnss 37
Section 1.2 Radonifying mappings and the space Up .................... 39
Seetion 1.3 Stochastic integral ... cvoneinvivis sssnuni s ssesmanesis sas 42
Seétion 1.4 A convergenes re8ill. .- voor s srssinmsimaus e s 48
Section 1.5 Burkhiolder mBauality. . o snams sswiness s simvviosseacvin 49
Section 1.6 Fubini’s theorem, Proof of Theorem 1.12 and 1.13........... 51
Section 1.7 Girsanov-Novikov theorem.................cooiiiiiiin. 55
Section 1.8 Distribution of random integrals and measurable selectors. . .55

> Distribution of random Bochner integrals ............... 55

> Distribution of stochastic integrals...................... 57

> Distribution of measurable selectors.................c.... 60
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PRELIMINARY RESULTS AND NOTATIONS
1.1 Cylindrical Wiener process

A classical stochastic process u in a separable Banach space X is a mapping from
[0,7] x ©Q to X such that the restrictions u; : Q — X are measurable for all t < T.
On the other hand, sometimes it is convenient to generalize this notion to a larger
class of objects - the cylindrical processes. From the probabilistic point of view they
are two-parameter real processes (u(t,z*):t <T,z* € X*) where the first variable
corresponds to the time while the second to the elements of the topological dual space
X*. Moreover we want the linearity in the z* variable. The motivation for this object
is the following. Suppose that we are given a classical process (u(t):¢t < T) in X.
Then u(t,z*) = (z*, u(t)) is a cylindric process - it represents the decomposition of a
classical process into coordinates. The greatest advantage of the cylindrical processes
is that we can define a cylindrical Wiener process of a non-nuclear covariance operator
and a stochastic integral with respect to it.

Definition 1.1.1. Let (Q, F, P) be a probability space and (M (z*) : z* € X*) a fam-
ily of real processes on [0, T] such that P [M(az* + y*) = aM;(z*) + M;(y*)] =1 for
every t € [0,T], a € R, z* € X*, y* € X*. Then M is called a cylindric process.

Definition 1.1.2. We say that a cylindrical process M = (M(z*) : z* € X*) on [0, 7]
is representable provided there exists a stochastic process u in X defined on [0, T'] such
that P [(z*,u;) = My(z*)] = 1 for all t < T and z* € X*. Then we say that u is a
representation of M and, obviously, u is unique up to modification.

Definition 1.1.3. Let (9, F, P) be a probability space with a filtration (F;) and
o > 0. Then a continuous real (F;)-adapted process W on [0,7] is called @ Wiener
process with the covariance o? provided

> P[Wo=0]=1

> o(W, — Ws) is P-independent of Fs whenever 0 < s <t < T

> Larwp (W, — W) =N (0, (t — s)o?) whenever 0 < s <t < T.

In case 0 = 1 we say W is a standard Wiener process.
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Definition 1.1.4. Let U be a separable Hilbert space. A cylindrical process W =
(W(u) : w € U) on [0,T] on (Q,F,(F:),P) is called a cylindrical Wiener process
provided that (Wy(u) : ¢t < T) is an (F;)-Wiener process with covariance possibly
depending on u (Def. 1.1.3) for every u € U and there exists a positive constant
¢ such that EW2(u) < ¢ ||ully, u € U. A covariance operator of W is the unique
operator Q € L(U), Q* = @, @ > 0 such that

EW:(2)Ws(y) = s (Qz,y)y = (W(z), W(y)) (s)

forevery 0 < s<t< T,z e€U,ye€ U where s — (W(z), W(y))(s) is the cross-
variation process associated to W (z)W (y).

Proof of the existence of . The mapping (z,y) — EWr(z)Wr(y) is a real
bounded symmetric positive bilinear form on U x U so there exists a bounded symmet-
ric positive operator @ on U satisfying EWr(z)Wr(y) = T (Qz,y),; for all z,y € U:

EW(z)Ws(y) = EE[Wi(x)/Fo]Ws(y) = EWs(z)Ws(y) =
= TE(W2(a+9) - W2 —y) = =B (Wh(z +3) - Wh(z —)) =

=5(Qz,y)y = i (W(z+y), — (W(z —y)),) = (W(z), W(y)), -
d

Now we will show that there exists a filtered probability space with a cylindrical
Wiener process with given covariance operator Q:

Claim 1.1.5. Let Q € L(U), @ = Q, @ > 0. Then there exists a probability
space (2, F, P) with a complete filtration (F;) and a cylindrical Wiener process W =
(W(u) :uw€U) on [0,T] with the covariance operator Q.

Proof: ~ Choose an orthonormal basis (ux : k) in U and a probability space
(Q,F, P) with a complete filtration (F;) in F which carries independent standard
real Wiener processes (8% : k). Then define the real Wiener processes W(u) =
>k (@Y?u,ur),, B* for u € U where the sum converges uniformly in ¢t in L%(9).
The family (W (u) : u € U) is a cylindrical Wiener process on U with the covariance
operator Q. [

Now we will show what is the connection between the cylindrical Wiener process
and the classical Wiener process. We know that the covariance operator of a Gauss-
ian measure on a separable Hilbert space is necessarily nuclear, consequently every
classical Wiener process is of nuclear covariance. The following theorem says that a
cylindrical Wiener process is representable (Def. 1.1.2) if and only if the covariance
operator is nuclear, and in that case the representation is a classical Wiener process.

Theorem 1.1.6. Let W be a cylindrical Wiener process on [0,T] with a covariance
operator Q. Then W has a continuous representation if and only if Q is nuclear. In
that case the representation is a U-valued Wiener process with covariance Q.
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Proof: ~ Let (ux : k) be an orthonormal basis in U. Then the sum ), W (ux)ux
converges in L? (Q,C ([0, T),U)) if and only if , HleukH2 is convergent due to the
Doob maximal inequality. So there is only to prove that the representation (when Q
is nuclear) is a Wiener process. The fact that the increments are centered Gaussian
follows immediately from the explicit formula ), W(ux)ux and the independence

of the increments from Lévy’s characterization theorem applied on the martingale
(W(uk) : k< N). O

1.2 Radonifying mappings and the space Uy

The reason for the following definition is that we will work with Wiener processes of
arbitrary covariance operator and as we will see later the only important informa-
tion (regarding stochastic integration) is in the reproducing kernel space Uy which is
continuously embedded in U.

Definition 1.2.1. Since @ € L(U) is a non-negative operator we may define the
square root @*/2 € L(U) and @~*/2 : Rng (Q'/?) — U defined as the inverse mapping
of the one-to-one restriction Q*/2|p : D — Rng(Q'/?) where D = (Ker Q'/2)~ is the
orthogonal complement of Ker Q'/2 in U. We also define the separable Hilbert space
Uo = Rng(Q'/?) CC U with the inner product

(91,92)0 = <Q'1”291,Q‘”292>U, g€y, g2€lp.

Now the mapping QY2 : (D, ||.||l) = (Uo, ||-|lo) is an isometry.

Before we state some useful properties where the space Uy intervenes we shall recall
the definition of a radonifying operator. We know that the class of Hilbert-Schmidt
operators is the state space for processes which we integrate with respect to a Wiener
process in the Hilbertian case. If we want to pass to Banach spaces the class of
radonifying operators appears. The following theorem is a synthesis of results due to
It6, Nisio, Fernique, Hoffmann-Jgrgensen and Kwapien.

Theorem 1.2.2. Let (7, : n € N) be a sequence of real independent identically
distributed centered Gaussian random variables, (z, : n € N) a sequence in a separable

Banach space Y. Let 0 < p < oo and denote s = ZLl MmZn, k € N. Then the
following statements are equivalent:
> The sequence (si : k € N) converges in LP.
> The sequence (s : k € N) converges in norm almost surely.
> There exists a Borel probability measure v on Y such that Caro ((z*,sx)) —
Laro, (z*) weakly in the space of measures for every z* € Y™.

In the third case, the measure v is the distribution of the limit.

If, moreover, Y does not contain any subspace linearly homeomorphic to ¢ (e.g. a
reflexive space) then the above conditions are also equivalent to the following condition:

> The sequence (si : k € N) is bounded in L”.
For the proof see Chapter V in [ChTV]. O



40 CHAPTER 1

Definition 1.2.3. Let U be a separable Hilbert space and (£,) a sequence of inde-
pendent standard Gaussian random variables defined on a probability space . An
operator A € L(U, X) is called radonifying provided that the series > &, Au, con-
verges in L?(f2, X) for some orthonormal basis (u,) in U. We denote Ly(U, X) the
space of radonifying operators and ]|A\|izw’x) = B\ §nAun]|§{. We also write
Al L, w,x) = oo for A &€ Ly (U, X).

It seems that the definition of Ly (U, X) and || A||z,(v,x) depends on the choice of the
orthonormal basis (u,) and (&,) but in fact, it does not. Once 3, &, Au, converges
in L%(Q, X) it converges for all choices of orthonormal bases in U and for all choices
of independent standard Gaussian random variables due to Theorem 1.2.2 because we
already know that the probability distribution Laro (3", &, Au,) is the Borel centered
Gaussian measure on X with covariance AA* € L(X™, X) hence - independent of (uy)
and (§,) and [|A|lZ,w.x) = [x llz]|? dN'(0, AA*). Another consequence of Theorem
1.2.2 is that A € Lo(U, X) if and only if N'(0, AA*) exists as a Borel measure on X.
For further details see [ChTV].

The following Proposition is a handy tool for verification whether a composition of
two operators is a radonifying operator provided either of them is. Indeed, we see that
L, is an operator ideal. Moreover one can easily show, using Pietsch’s factorisation,
that every p-summing operator is already radonifying (e.g. [LP]). Proposition 1.2.4 is
due to W. Linde & A. Pietsch but our proof is based on Kahane’s contraction principle.
We note that Lo(U, X) is an operator ideal even if X contains ¢y (e.g. [Bal).

Proposition 1.2.4. Suppose that X does not contain any subspace linearly homeo-
morphic to ¢y and let A € L (U, X). Then the following conditions are equivalent.
(1) A e Ly(U, X).
(2) There exists K € [0, co) such that if (7, : n € N) is a sequence of real standard
Gaussian random variables then

< K?sup {i (h,hi)? - ||B|| < 1}

k=1

(*) E

for every hy,...,h, in U.
In either case ||A|[,,r x) is the minimal K such that (*) holds.

Proof: (2) implies (1) by Theorem 1.2.2. Suppose that (1) holds. Take arbitrary

vectors hi, ..., h, in U and an arbitrary orthonormal set ey, ..., e, in U which contains
hi,...,hn in its linear span. The left hand side is now of the form
n m =
E|>° mfule
k=1 I=1

where fri = (hk,e;) is an n X n-matrix. We can decompose (fx;) into a matrix product
B xnDnxnCnxn where B and C are unitary and D is diagonal. If we set £ = B*n,
0 =C*E, yi = Y -, ciAe; then the left hand side equals

Z ikt Z: &ili
P =1

2

E <max{d%:i<n}E = l(f)l* E

i: 0, Ae;
=1
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by the contraction principle (e.g. V.4, Proposition 4.1, [ChTV]) because £ and 6
are N (0, I,)-distributed. But ||(fi)||*> = sup {z;;l (h, k)2 : A < 1}. If we took

h; = 0 for m < i < n we would have
m
Sup{ (R, hi)? : ||| < 1},
k=1

2
anAhk <E Z&Ae;
k=1 =1
2 m
< ”A“ig(U,X) SUP{Z (hy hie)? || < 1}

consequently

kAhg

as n tends to co. [

Now we are going to give a series of simple propositions which tend to say that
(L2(U, X), || llou,x)) is a separable Banach space and in case that X is a Hilbert
space it coincides isometrically with the Hilbert-Schmidt operators. Moreover the
point (5) in the following Proposition is the key to verify whether an Lo (U, X)-valued
mapping is Borel measurable or not.

Proposition 1.2.5. Suppose that A € L(U, X) is radonifying. Then

(1) l4llzw,x) £ 1Al Lo w,x)-

(2) Ly(U, X) is a linear space and || ||z,(v,x) is a norm.

(B) u®z € Ly(U,X) forallu e U, z € X, |[u® z||z,w,x) = lullv||z|lx and the
finite-dimensional operators are dense in Ly (U, X), consequently Lo(U, X) is
separable.

(4) || llz,(u,x) is complete.

(5) the Borel o-algebra on the separable Banach space Ly(U, X) is generated by
the mappings Ly(U, X) - X : A— Au,ueU.

(6) Lo(U, X) is a strongly measurable subset of L(U, X).

Proof: 1. The measure p = Lamw (>, &nAu,) is Gaussian and centered on X
and p{z: (z*,z) € B} = N(0,|A*z*||})(B) for every z* € X*, B € B(R). Thus
4%z ||v < ||AllL,w,x) for every |z*| < 1.

2. and 3. are obvious.

4. If (Am) is || ||z, (v, x)-Cauchy then it converges to A € L(U, X) in the uniform
operator topology due to (1) and ), &, Au, coincides with the limit of ", &nAmun
in L?(Q, X) due to Theorem 1.2.2.

5. The mapping A — Au is continuous for every u € U by (1) thus Borel mea-
surable. On the other hand, if we denote o the o-algebra generated by the map-
pings A — Au, u € U and we fix B € Ls(U,X) then the real mapping A —
E |3k &x(Aug — B'u.k)lli. is o-measurable. Hence every ball in Ly (U, X) belongs to o
which makes the end of the proof because L,(U, X) is separable.

2
6. Lo(U, X) = N2, U, N, {A € LU, X) : EHE;’;nnguj” < %} due to
the completeness of L?(; X). O

Now we are ready to return to Definitions 1.2.1 and 1.2.3 and state a few simple
observations which take the space Uy into account.
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Note 1.2.6. Let A: Uy — X be a linear mapping and B € L(U, X ). Then

(D) 1Al Lo, x) = HAQU?HL(U,X)

@) 1Al oo, x) = [4QY2|| L, w.x)

(3) l[A*z*||y, = H(Ale)*.’L‘* . for every z* € X* provided A € L(Up, X).

(4) Bluy, € L2(Uo, X) and || Bl 1, vy, x) < IBllLw.x)vIr @ provided Q € L(U) is

Eua;lear.

Proof: (1), (2) and (3) are direct consequences of the definitions and of the fact

that Q'/2 is an isometric isomorphism between D and U.

(4) Since Q'/? is Hilbert-Schmidt the series 3, &Q"/?u, converges in L?(Q,U).
Hence 3", & BQ'?u, converges in L*(2, X) and the estimation follows immediately.

(5) ﬁg = Rng(Ql/z)U _ Rng(@”’z)‘v = (KerQY/2)* =D. O

1.3 Stochastic integral

One of the reasons for including the construction of the stochastic integral was its
straightforward It6 style - we have dropped the necessity of auxiliary spaces and
embeddings (e.g. [DZ], [B], [B1], [B2] or [BG]) which, later on, made all manipulations
more transparent. None the less, we have arrived to the habitual stochastic integral
whose properties we summarize at the end.

Let us consider a filtered probability space (2, F, (F;), P, W) with a Q-(F;)-Wiener
process on U and X a 2-smooth Banach space (Def. 1.3.1).

Step 1.

Since W is not necessarily a process in U we can not define the X-valued random
variable A(W;) for every A € L(U, X) but we can do so for A finite dimensional (i.e.
Au =3} _, (u,ux) zx for some ux € U, zx € X) in the following way:

AW, = Z Wi (uk)zk.

k=1

We can easily see that (z*, AW;) = Wi(A*z*) hence the definition of AW} is indepen-
dent of the expansion of A and the definition of AW, coincides with the composition
A(W;) provided W is a U-valued process (i.e. in the case when the covariance @ is
nuclear).

Step 2. (elementary integral)

Now we are going to integrate simple finite dimensional valued processes. Let ) be a
process with values in L(U, X) such that ¥(t) = 3.7 AijIpi for t; <t <tiyq, i<
for some partition 0 = t; < --- < thy1 =T, (FY : j < m) an F;.-decomposition of Q
and A;j, i < n, j < m finite dimensional operators in L(U, X). Then the process

t T m
t— '/lde = Z Z(AiijtHl — AijWine, ) I pis
0

=1 j=1
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is a norm continuous L?-martingale in X and

t o m t
<:E*,/’de> = ZZ/‘{FUI(RJ"HI dW(A,J.I'*)
0

i=1j=17

This definition is classical and one can define f : YdW, 0 < s <t in the same spirit as
well.

Before we proceed to Step 3 we recall some properties and examples of 2-smooth
Banach spaces.

Definition 1.3.1. A Banach space X is called 2-smooth provided there exists an
equivalent norm || || and a constant ¢ > 2 such that ||z + y||2+||x—19'||2 < 2||z||?+¢||y||?
foreveryz € X,y € X.

We note that there are other equivalent definitions, for instance in terms of asymp-
toticity of the modulus of smoothness of the norm due to P. Assouad, T. Figiel, J.
Hoffmann-Jgrgensen, G. Pisier (e.g. [P]) or in terms of martingale estimation [A], [P].
We chose this definition 1.3.1 because one can easily show by C2-smoothness of || ||°,
B > 2 that LP(u) spaces with arbitrary positive, not necessarily o-finite measures
are 2-smooth for every 2 < p < co. Obviously, by the parallelogram, every Hilbert
space is 2-smooth and closed subspaces and products of 2-smooth spaces are 2-smooth
hence Sobolev spaces W¥P are 2-smooth for 2 < p < oo, k > 0. Also, if A generates
a holomorphic semigroup on a 2-smooth Banach space then the domains of fractional
powers D (—A)%, a > 0 with the graph norm are 2-smooth since they are isometric
isomorphs of X. Another observation reveals that a 2-smooth Banach space X is
uniformly smooth hence X is reflexive.

The following simple observation was made by P. Assouad [A] and it is the key to
the forthcoming construction.

Lemma 1.3.2. Let X be a 2-smooth Banach space. Then there exists a constant C
such that

E|Mu|?<CY E|Mp—Miy|?, 1<n<N
k=1

holds for every L?-martingale (Mg, Fr: k=0,...,N), Mo =0.
Proof:  Let m, € L?, A a sub-o-algebra and denote ;1 = E [n2|A]. Then

E|2m —m2|® + Eln2||* < 2E|m||* + cEllnz — m|?

by 2-smoothness and
ImsI? = 11 [2m1 = mal )P < E [l2m = mall® 4]

Hence E||n2||? < E||m||?> + cE||n2 — m||? and the result comes by induction, applied
step by step, on the martingale M. The constant ¢ may change after returning to the
original norm. [J
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Step 3. (Burkholder inequality)

There exist constants Cp, 0 < p < oo such that the following estimation holds for
every ¥ of the form we have considered in Step 2:
B
/ vdW

t 2
/ PSS t} =GE (0/ “wQU2| ig(U,x) ds) '

The proof for p different from 2 will be postponed until (1.5.1). The left hand side
2
of (1.3.2) is majorated by 4F “ fg‘ wdw“ due to Doob’s inequality and this can be

s P

(1.3.2) E sup {

_ 2
further majorated by 4C 3 . | E f;‘_l deH by Lemma 1.3.2. To finish the proof
we will refer to the following Lemma.

Lemma 1.3.3. Let p > 0. Then there exists ¢, > 0 such that

P

> (Ai(We) — Ai(W5)) Ips

i=]

E

i=1

= (t=9)F Y BIr, [ Izl aV (0, 4:Q4)) <
X

<c(t—5)T Y Elp,

i=1

1/2
AR, w.x)

for every A; € L(U,X), i < n finite dimensional, s < t and (F; : ¢ < n) an F,-
decomposition of €.

Proof:  Since (F*' : i < n) is a decomposition of  we can exchange the order
of the sum and the norm in the left hand side term. More over AW; — AW, is
stochastically independent of F, so we only have to show that E ||[AW; — AW,||" =
(t—s)% Jx llz||” dN (0, AQA*) for A € L(U, X) finite dimensional. But this is obvious
since the distribution of AW; — AW, is Gaussian centered on X with covariance
(t —s)AQA*. The second inequality follows from the fact that, for every p, g positive,

1 1
there exists a positive constant a such that ([ [|z||Pdv)? < a ([y ||z||9dv)? for every

Gaussian centered probability measure » on X which is a consequence of the Fernique
theorem (e.g. [Ba]). O

Step 4. (stochastic L*-integral)

Having the Burkholder inequality for p = 2 we can define the norm continuous X-
valued L?-martingale t — fot ¥ dW for a progressively measurable Ls(Up, X )-valued
random process v satisfying EfOT Ht,b(s)[[izwo,x) ds < oo as a limit of integrals of
simple processes with values in finite dimensional operators of L(U, X) in the space
L?(Q;C([0,T]; X)) as we have done in Step 2. We recall Note 1.2.6 (2) in view of
the right hand side of (1.3.2) where ”'ﬂbQImHiz(U,x) = ”w”iz(Uo,X) appears. The
values of 1 outside of Uy = Rng @Q'/? are not important in this estimation thus we
consider the more “appropriate” space La(Up, X ). The only thing we must show now
is existence of simple processes ¥, of the form we have considered in Step 2 which
satisfy lim,, .o F fOT l¥n(s) — w(s)llizwo, x) ds = 0. To do it we are going to use the
following simple but useful Lemma:
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Lemma 1.3.4. Let Y be a separable Banach space and Y{ its countable dense
subset. Then there exist a sequence of simple mappings F,, : ¥ — Y{ such that
| Fr(y) — ylly \, 0 for every y € Y. In particular we can take Y = Ly(Up, X) and Yp
some dense countable subset of finite dimensional operators in L(U, X).

Proof: ~Enumerate {21, 22, ...} the dense set Yy and define
tn(y) =min{i <n: |y — 2zl = min{|ly — 2| : s < n}}.

The functions F,(y) = z;,(y), ¥ € Y, n € N have clearly this property. Regarding the
particular case we already know by Proposition 1.2.5 (3) that finite dimensional opera-
tors of L(Up, X) are dense in Ly (Up, X) so we must only show that every ho ® v, x)Z,
ho € Up, € X can be approximated by some h @ v, x)z, h € U, z € X. But
(Qh, ho)y, = (Ql/Qh,Q‘”th)U = (h,Q1/2Q“1/2h0)U = (h, ho)y; by definition of Uy
and selfadjointness of Q/2. Hence the restriction of h ®rw,x) T € L(U,X) to Up is
h QLw,X) zly, = Qh QL(Uo,X) T € L(Up, X) and

Hh ®Lw,x) T — ho ®L(,,X) :E”LQ(UO,X) =

= “Qh ®L(Uo,Xx) T — ho ®L(vo,x) ‘T“LQ(UO,X) =

= lQk = hally, llzllx = ||Q*/2h — Q*/*h

where we used Proposition 1.2.5 (3). Now given hg € Uy we can always find h € U
such that HQlﬂh - Q_Uzhg”U is arbitrarily small because Up is dense in D and
Q~2hg € D by Note 1.2.6 (5). O

Our process ¥ is measurable from ([0, 7] x Q, Pr) to L2(Uy, X) where Pr denotes
the o-algebra of progressively measurable sets. Hence, by the particular case of Lemma
1.3.4, F,% are simple progressively measurable processes with values in finite dimen-
sional operators of L(U, X) such that EIOT || Fri(s) — w(s)“i:(Uo,X) ds ™\, 0 by the
Lebesgue theorem. Since each F,% is of the form ) -, Bxlc, where (Ci : k < m)
is a Pr-decomposition of [0,T] x Q and By is finite dimensional in L(U, X)) we must
show that each I¢, can be approximated by simple real processes in L? ([0,7] x Q)
but this is a well known fact (e.g. [KS]).

|, lzllx

Remark 1.3.5. Take a progressively measurable Lo(Up, X )-valued process ¥ such

that EfUT ||zb(s)1li?(umx) ds < oo. In view of Step 2 and ¥, considered therein the
processes

2

o= (s [wnar) - [[(so27)
0 0

are real martingales for every n € N and z* € X™*. Thus, if

ds

i E [ [16a(6) = $()]y0,x) ds =0
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then 7, (t) converge to

t 2 t
- 2
(= / vaw) - [I(pere=)

ds
U

in L}(Q) for every t < T because of Proposition 1.2.5 (1), consequently the process
t— f; ||1,5"(.'s)3:“‘||i-D ds is the quadratic variation process of

t
t— <:r*,0f¢dW>

due to Note 1.2.6 (3). Analogously one can show that if Y is another 2-smooth Banach
space, ¢ a progressively measurable Ls(Up, Y')-valued process such that

T
E/”‘f’(s)“iz(uo,y) ds < 00
0

then t — fc: (¥*(s)z*, ¢*(s)y™)y, ds is the cross variation process associated to the
real martingales

t

-
t— <:L'*,/de> and t— <y*,f¢dW>, re X", yreY".
0

0

Summary of Step 4. We have constructed a continuous X-valued L?-martingale
t— fut Y dW as a limit in L? (Q; C ([0, T); X)) for a progressively measurable process
¥ with values in Ly(Up, X) and so the Burkholder inequality (1.3.2) holds with p = 2.
The mapping ¢ — [ ¥ dW is linear by construction.

Step 5. (general case)

Now we will finish the construction of the stochastic integral by extending it to pro-
gressively measurable Ly (Up, X)-valued processes ¢ with P-almost all trajectories in
L% ([0,T); Lo(Uy, X)) by the classical “localization” procedure. One defines the stop-
ping times

t
* . 2
0

with values in [0,77] and then puts f; YdW = fot Ijg +=1% dW on [0,t}]. The process

t— fot ¥ dW is a continuous local martingale in X. Yet, for the sake of correctness,
we must first show:
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Lemma 1.3.6. Let 7 be a stopping time and v a progressively measurable process
with values in Lo(Up, X) such that EfOT Hw(s)”iz(Uo,X) ds < oo. Then we have

[T dW = f; Ijo,7(s)¥(s) dW for every t < T.

Proof: =~ Suppose that 1 is a bit more complicated than in Step 2, namely of
the type > ;_; fxAx where (fi : k < n) are bounded real progressively measurable
processes and (Ax : k < n) finite dimensional operators from L(U,X). Then, by a
simple convergence argument and the second formula in Step 2, we have

) 5 n t
<:::*,/de> =% [gk dW (Arz™)
0 k=1
for every t < T and z* € X*. Hence the claim holds for v of this type by the properties

of real stochastic integrals. Now it suffices to take an approximating sequence 1, of
simple processes from Step 2 such that

T
. 2
nli{lgo Ef |¥n — wilLe(UO’X} a5 =0
0

and the proof is complete by using the Burkholder inequality (1.5.1) for p=2. O

Summary of Step 5. We have extended the stochastic integral to progressively
measurable processes ¥ with values in Ly (Up, X) which satisfy

T
2
0

The continuous X-valued process t — fot ¥ dW is a local martingale and

tAT £

(1.3.6) ] D = / Tio.ry(s)(s) AW
0 0

for every stopping time 7 and time t < T. Moreover, if Y is another 2-smooth Banach
space, ¢ a progressively measurable Ly(Up, Y )-valued process such that

T
2
0

then t — f{;’ (¥*(s)z*, 9" (s)y*)y, ds is the cross variation process associated to the
real local martingales t +— <3:*, fot' 1,de> and t — <y“, fot q'adW), z* e X* yteY".
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Example 1.3.7. Let ¢ be a progressively measurable L,(Up, X )-valued process with
almost all trajectories in L2 (0,T; Lo(Up, X)) and h € U. Then

> ¢(s,w) =h®pwpr) 1 is a constant process in La(Up, R).

> the restriction of ¢ to Uy belongs to L(Uy, R) = Uy thus can be identified with
Qh € Up.

> ¢*(s,w) = Qh € L(R, Up).

>[5 ¢(s)dW = [; QhdW = Wi(h).

>t — [5 (z*,%(s)Qh) ds is the cross variation process of ¢ <:r*, fc:'de>
and t — Wi(h), 2" € X*.

1.4 A convergence result

Proposition 1.4.1. Let ¥, ¥,, n € N be a sequence of Ly (Up, X )-valued progressively
measurable processes with P-almost all trajectories in L? ([0, T']; L2(Up, X))) such that

foT [n(s) — w(s)”izwo, x) ds converges to 0 in probability. Then

Sup{ fwndW—/de
0 0

in probability as well.

:s<T?—0

The proof is based on the following simple inequality: Denote

s 2 t
A(t) = sup _/zde :s<ty, B(t)=0Cy / ||¢(s)||izwmx) ds.
0 0

Then A and B are continuous processes and
(1.4.1) EA(t) < EB(1)

for every stopping time 7 < T. Now the claim follows from Lenglart’s inequality (e.g.
1.4.15 and 1.4.17 in [KS]).

Proof:  Define t; as in Step 5 of the previous section. Then we have FA(7) =
lim EA(T At}) as A is continuous and nondecreasing and

i 2 TAL,
EA(T At;,) < Esup /I[O,mt;]de :s<T»<CFE / ||’l!1(3)”iz(Uo,X) ds
o 0

ds <oo. O

. P 2
by (1.5.1) for p = 2 which we may apply as E |; IlI[Uﬂ"\‘l]wlle(Uo,X)
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Remark 1.4.2. Let ¢ be progressively measurable Ly (Up, X )-valued processes with
P-almost all trajectories in L? ([0, T; Ly(Up, X))). Then, by Step 4 and 5, there exists

a sequence ¥, n € N of simple processes that we have considered in Step 2 such that
fOT |n(s) — 1;’)(3)”1252(%‘ x) ds converges to 0 in probability.

1.5 Burkholder inequality

There exist constants Cp, 0 < p < oo such that

t
:8< t} < GE (/”wig(uo,m ds)
0

for every progressively measurable Lo(Uy, X )-valued process ¢ with trajectories in the
space L* ([0, T); L2(Uo, X)).

E

P 2

)

fﬂ’)a‘W

0

(1.5.1) Esup{

We have already proven (1.5.1) in the case p = 2 in Step 3 and 4 of the previous
section. The case 0 < p < 2 follows from (1.4.1) by e.g. IV, Prop. 4.7 in [RY]
so we are only to prove the case 2 < p < o©. To do so take % as in Step 2 of
the previous section and define M; = [*¢¥dW, M = max {||M;[|:i<n+1}, S; =

1
; PN 3 :
(ng j:_’_l deH )P and B; = fot‘ “w(s)”ig(Uo,X) ds, i < n+ 1. These discrete
processes are adapted to the filtration (Fy, : ¢ < n + 1) since ¥ is F;,_,-measurable
on the interval (¢;—,,t;]. Thus, taking A > 0, 8> 1and 0 < § < B — 1, we get the
following (F3,)-stopping times: 73 = min {t; : ||M;|| > AB}, 72 = min {¢; : | M;|| > A}
and 0 = min{t; : S; V B;+1 > 6\} where min() = T'. It is easy to see that the set

A= [M > /\6a Sn.+1 < 6/\: Bn+1 < 6A]

is a subset of
Ay = [”Mfma i M'rzf\a” > A(ﬁ - - 1)]

since 0 =T and | M,,|| < S;, + A< Ad+ X on A;. Another look reveals that

T T
/ |I¢(S)||2I[Tgf\d<s$ﬁz\a] ds = I[M)J\} f IIlD(S)ll?f[ﬁngﬁM] ds <
0 0

< I[M>Al/||w(3)“2ds < Ipasn 87X,
0

Hence, by Chebyshev’s inequality and (1.5.1) with p = 2 we get

1 2
P(A1) < P(42) < 13 TS E || Iirpno<s<mna¥ dW||” <
c i 5202C
2 2 2
< N(B3—06— l)gE/ [lo(s)l| I{‘rza’\o'(sST;Aa] ds < (6 — 5 — 1)213[Mr > A].
0
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So we have
52C,
(B—=F— 1)2

and integrating both sides with respect to pA?~! d\ over (0, c0) we arrive at

P[M > M\ < P[M > A+ P[Spt1 > A8] + P[Bny1 > A

tit1 a
EMP §2C; L5y
R L DD Al
=4(F)
. 5
1 2
+55B | [ ) ywo.x) ds
0
Now
P

ti41
E _/ vdW| < GPE ||wtj+1“ig(un,X) (tj+1 - tj)g
t;

by Lemma 1.3.3 so we get

B
2

T
EMP < CpE (_/ (I, wo.x) ds)
0

due to the fact that the [?(N)-norm is smaller or equal than the norm of I2(N) (2 <
p < o0). We obtain (1.5.1) by refining the partition 0 = ¢; < -+ < tp+1. To finish
the proof take 1 such that the right hand side of (1.5.1) is finite. We are going to
construct a sequence 1, of simple processes (Step 2 of the previous section) such that

T 5

lim, B f 1n(s) = 0(8)I2, 0y xy 4| =0.

The procedure goes in the same line as in Step 4 of the previous section: We take the
simple processes F,1 having || Fr,v — 11;||L2(U0,X) N\, 0 on [0,7] x Q. Thus

E
2

P
B [ 14n(9) = 66y d5 | N0
0
by the Lebesgue theorem. But now we can follow the considerations of Step 4 in view
of the following inequality

5 T

T
E (/ | Fri(s) — ’Al’n(3)|l,2r_,2(vo,x) ds) < CTE_/ | Frt(s) — ?!’n(s)Hig(Uo,x) ds
0 0
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namely one approximates the intervening real bounded processes by simple real pro-
cesses in L? ([0, T] x Q) instead of L? ([0, T] x §2). Thus we see that [ 4, dW is Cauchy
in LP (€; C ([0,T]; X)) and the limit L is majorated by the right hand side of (1.5.1).
On the other hand, the limit L = [ dW because [ v, dW converges to [ dW in
C ([0,T]; X) in probability by Proposition 1.4.1. O

1.6 Fubini’s theorem

Let (2, F, (F:),P,W) be a probability filtered space with a Q-Wiener process W on
U and let us denote Qr = [0,7] x Q, Pr the o-algebra of progressively measurable
subsets of [0, 7] x Q and ds ® P the product of the Lebesgue measure and P. We will
write shortly L?(Qr) for the space L? ((Qr,ds ® P); La(Uo, X)).

Proposition 1.6.1. Let (Y,),u) be a finite measure space and ¢ : Qp x Y —
Lg(Uo, X)a 'PT ® Y-measurable mapping such that [y [|¥(y)|2(q,) di < 00. Then

y) du is a progressively measurable process in L?(Qr).
Y
fo y)dW has an Fr ® Y-measurable version m : 2 x Y — X such that

[m(y = fo ¥ (y) dW] =1 for p-almost all y € Y.

3) Pfym@)de=f7 (Jy v()du) aW] = 1.

Proof: (1) follows from the following inequality: Let f be a nonnegative Pr ® Y-
measurable function on Q7 x Y. Then

2
(16.1) f ( ] fd,u) ds@P< ] 1F @)l 2y ) i
Y

Qr Y

2
because ( [y f(a,y)du)” = [y .y fla,y1)f(a,y2)du ® p and we get (1.6.1) by the
Schwarz inequality. Now suppose that m in (2) exists. Then by taking €2 instead of
Qr in (1.6.1) we get

2
(162) |E (f[m(y)ll dn) S/\/Ellm(y)ll2du < \/E'E/nw(y)nmﬂ dy
3 Y. Y

by the Burkholder inequality (1.5.1). Hence [, m(y)dpu is defined P-almost every-
where. Now take v, satisfying the assumption of the proposition such that the se-
quence of the integrals [ |[¢n(y) —%(y)l| 12(qp) du converges to zero. Then there
exists a subsequence (ni : k € N) such that

(a) fﬁ Un, (y) AW — fo (y) dW in L?(Q; X) for y-almost ally € Y.
(b) fo (fy ¥n(y) du) dW — fér (fy ¥(y) du) dW in L*(Q; X) for p-a.e. y €Y.

(a) and (b) follow from the Burkholder inequality (1.5.1) as ||¢n, (y) — YW)llL2 ) —
0 p-almost everywhere (case a) and (b) due to (1.6.1). Let us introduce the set D of all
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Pr ® Y-measurable Ly(Up. X )-valued processes ¥ with [, 1Y (W)l L2(py dr < 00 such
that there exists an m satisfying (2) and (3). It is easy to see that D is a linear space
and if we found ¢, € D such that [, |[¢¥n(y) — YY)l L2(q,) dv — O then we would
finish the proof. Indeed, take the corresponding functions m,. Then the sequence
(m, : n € N) is Cauchy in L* (2 x Y; X) due to (1.6.2) (after having applied the
Jensen inequality) and ¥ belongs to D due to (a) and (b). Now we will show how to
construct the approximating sequence v,,. First consider mappings F, on Ly (Up, X) as
in Lemma 1.3.4. The simple functions F,,7) take values in finite dimensional operators
of L(U,X). Moreover ||Frv(y) —w(y)lng(Qﬂ N\, O for p-almost all y € Y by the
Lebesgue theorem hence [y, [|Fnt(y) — ¥(y)ll2(qpy d \ 0 and if Fryp € D, n € N
then ¥ € D. Now, to show that F,v¥ € D, we will take advantage of the fact that
each F,v is bounded in Ly(Up, X) and [y, [|én(y) — ¢(y)||L2(QT) dp — 0 if and only if
fﬂTxY |6n = Bl L, we.x) d8@dP@dp — 0 for ¢, uniformly bounded in Lz(Up, X). So
as Frv is of the form 3., Ic, By where (Cx : k < m) is a Py ® Y-decomposition of
Qr x Y and By, k < m are finite dimensional operators in L(U, X') we conclude that
F.+¢ € D provided I¢, Bx € D due to linearity of D. Another reduction shows that
this is true if Ic1xc2Bx € D for every C} € Pr, C} €Y as I¢, can be approximated
by Ico in LY(Qr x Y) where C? is a disjoint union of sets of the type CL x C?.
Finally, as I is a progressively measurable process, it can be approximated by simple
uniformly bounded real processes in L'(Qr) so we will finish the proof by showing
that I(s,yxc,xc2Br € D for s < 1, Cs € F; but this is obvious. [

Example 1.6.2. Let g: [0,7]xQ — Ly(Up, X) such that (z},g(ht)) : [0,T]xQ — R
is progressively measurable for z;, € X*, hy € Up, n € N, k € N where (z}, : n)
separates points in X and (hx : k € N) is dense or orthonormal in Up. Then g is
progressively measurable by Proposition 1.2.5 (5).

Example 1.6.3. Let (S;) be a continuous semigroup of linear operators on X gener-
ated by A, W a Q-Wiener process and g : [0,7] x Q — Lo (Up, X) a progressively mea-
surable process such that P [ ST lg(s) 112, 0.y ds < oo] = 1. Denote G(t) = [ gdW
and C(t) = [ St—sg(s) dW. Then

(1) C has an (F;)-predictable modification such that C(w) € L?(0,T; X) P-almost
surely.

(2) P [fot C(r)dr € D(A)} =1 and P [Afot C(r)dr=C(t) — G(t)] = 1 for every
i < T.
Proof:  To simplify the notation we will extend the operator-valued function S to
negative times by 0 € L(X).
First suppose that

T
E ] lo(s)I2, 0, x) ds < oo.
0

Fix t € [0, T] and define ¥ (s,w,r) = Sy_sg(s,w) for s < t, r < t. Then, by Proposition
1.6.1, there exists a B ([0, t]) ® F;-measurable function m; : [0,¢] x @ — X such that
P [m(r) = C(r)] = 1 for almost all r € [0,t] and m¢(w) € L?(0,t; X) for all w € Q.
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Next take A from the resolvent set of A and define ¥(s,w,r) = S,—sARxg(s,w), s < t,
7 < t. Then v satisfies the assumptions of Proposition 1.6.1 with ¥ = [0,¢] and we
have (s,w) — [, ¥dr = Si_sRag(s,w) — Rag(s,w), P[m(r) = ARxmy(r)] = 1 for
almost all » < t because

(*) ARy = AR, — Ix

is bounded and AR, [; mq(r)dr = [, m(r)dr = RyC(t) — RAG(t) P-almost every-
where but Rng Ry = D (A) and, due to (¥), P [ JEme(r)dr € D(A)] — 1. Thus

t t
P|A [ mp(r)dr=A | my(r)dr =C(t) — G(t)] = 1.
t[rire=s]

Moreover the process t — fot myp(r) dr is continuous and adapted as
t t
P [_/my(’r)dr = /m:(r)dr} =1
0 0

. { A [ymr(r)dr [, mp(r)dr € D(A)
0 Jy mr(r)dr & D(A)

is predictable because D(A) is a Borel set in X and A : D(A) — X is Borel measurable.

Consequently, C has a predictable modification. The general case follows directly from
(1), (2) by localization of Step 5: Define

t
0

and gn(s,w) = g(s,w)l[ot=()(s).- Then the processes Cy(t) = fcf St—sgn(8) dW,,
Gult) = fg gn dW satisfy (1), (2). The set of (¢,w) where C,, is convergent is pre-
dictable and the limit is predictable as well. But this limit is a modification of C
because Cy(t) converges P-almost surely for every t < T as P[t; = T] / 1 and
P[Cnh(t)=C(t),t;, =T)=1foreveryt<T. O

Example 1.6.4. Let (S;) be a continuous semigroup of linear operators on a separable
reflexive Banach space X generated by A, W a Q-Wiener process, g : [0,7] x Q —
L(Uy, X) a progressively measurable process with respect to the strong o-algebra

on L(Up,X). Further suppose that P [foT |[g(s)|]iwo’x) ds < oo] = 1 and denote
G- (t) = [5 g*z* AW, Ce-(t) = [ g*(5)S;_sz* dW for z* € X*, t < T. Then
(1) Cy- has an (F;)-predictable modification such that C.-(w) € L2%(0,T) P-
almost surely for every z* € X*.
(2) Cz- is a continuous process and P [fot Caez-(8)ds = Cy-(t) — G- (t)] =1 for
every t < T provided z* € D (A*).

for every t < T so
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Proof:  Cy- is areal adapted process which is continuous in probability by Propo-
sition 1.4.1. Thus (1) is a consequence of Proposition 1.3.2, [DZ]. Next suppose that
EfOT ||g(s)||iw0’x) ds < 0o. Then (2) follows immediately from Proposition 1.6.1 and
the general case can be obtained in the same way as in Example 1.6.3 but this time

with t; = inf {t < T fgt ||g(s)|[i(U0‘X) ds > n}, gn(s,w) = g(s,w) g ¢z (s)- O

Proof of Theorem 1.12. If we define y;(¢) = S;u(0) then Af; y1(s)ds = y1(t) —
u(0). The process ys(t) = fot Si—sf (s) ds is obviously norm continuous, adapted and,
by classical Fubini’s theorem, A fo ya(s,w)ds = yo(t,w) fo (s,w) ds for every w
satisfying fo |f (s,w)|| ds < oco. Thus, by Example 1.6.3, the predictable process
t) = [ Si—sg(s) dW satisfies A [ y3(s)ds = ya(t) — [ g(s) dW almost every-

where, (a) implies (b) because u(t) = y1(¢ )+yg (t)+ys(t) almost everywhere and (1), (2)
obviously hold. On the other hand, if (b) holds, define h(t) = y1(t)+ya2(t)+ya(t) —u(t).
Then h(t) = A f{:’ h(s)ds almost everywhere for every ¢ < 7. Thus, computing
fo (z*,Sr—¢h(t)) dt, z* € D (A*) by classical Fubini’s theorem, we get [ h(s,w)ds =
0 for every 7 < T and almost all w. But t — (z*, h(t,w)) is continuous for almost all
w for every choice of z* € D (A*) thus h(t,w) = 0 on [0, 7] for almost all w because
X is reflexive and D (A*) is norm dense in X*. O

Proof of Theorem 1.13. (a) implies (b) and (c¢): In fact, we will prove a little more.
(a) implies that

t

t
(1.13.a) (z*,us) = (z”, Stuo) + / (z*,St—sfs) ds +fg;5§_sx* dW
0 0

for every z* € X* and this equality already implies (b) and (c). Thus we need not
suppose that X is 2-smooth whatsoever - X might be separable reflexive and (1.13.a)
should hold. The process t — (z*,u(t)) has a predictable modification for every
z* € X* by Example 1.6.4 hence u has a predictable modification by Corollary 1.11.2.

Now fix z* € D(A*) and define y4(t) = [ g2S;_,A*z* dW;. Then, proceeding along
Theorem 1. 12 (c) follows from Example 1.6.4. To show (b) define the predictable
processes vy, (t fo St—sgn(s)dWs, n € N and v(t) = [; Si—sg(s) dWs with g, from
Example 1.6. 4 Then, by Proposition 1.6.1, P [ fo fo [{z*(t, s), vn(8))| dsdt < oo] =
1. But P [vn(t) I _T] = v(t) e —7]] = 1for every t < T and P[t}, = T] /' 1 thus (b)
holds as t — S;u(0) + fo S;_sf(s) ds is norm-continuous.

(b) and (c) imply (a): Define h(t) = u(t) — Seu(0) — [y Se—sf(s) — [y Si—sg(s) dWs.
Then, by the first part of the proof, h can be chosen predictable satisfying (b) and
P [(:1: h(t fo (A*x*, h(s)) ds] =1 for every t < T, z* € D(A*). Thus, comput-
ing fo (Sr_,z*,h(t)) dt by Fubini’s theorem, we get that P [h(t) = 0] = 1 for every
t<7T. O
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1.7 The Girsanov-Novikov theorem

Proposition 1.7.1. Let (9, F, (F;),P,W) be a filtered probability space with a Q-
Wiener process W on U, ¢ a progressively measurable process with values in Uy

satisfying E exp ( foT ||qz‘)(s)|]f;0 ds) < oo and ¥ a progressively measurable process
with values in Ls(Up, X) such that P [ ST, wo.x) ds] = 1. Then

(1) M; =exp (— f; ¢pdW — 1 fot |[c;b(s)||g; ds) is a P-martingale on [0, 7.

(2) Wt(h = We(h) + fo $),h)y ds,t<T,heUisa P-Q-Wiener process on
U with P(F) = [ Mr dP
fo AW = fo v dW + fo (s)¢(s) ds almost everywhere for every t < T.

( ) if (Y,)) is a measurable space and £ : @ — Y an Fp-measurable random
variable then Laroz (§) = Larop (§).

Proof: The proof goes along the classical Girsanov and Novikov theorem (e.g.
[RY]). Hence (1) follows from the fact that the quadratic variation process of ¢ —
f(;q&dW is t — f[: ||¢(s)]|f,0 ds due to Remark 1.3.5. Here we use the isometrical
isomorphism between Ls(Up,R) and Up. Using the same arguments as in Remark
1.3.5 we can show that t — fg (¢(s), Qh)y, ds is the cross variation process associated
tot— fg ¢dW and t — Wy(h). But (¢(s), Qh)y, = (#(s), h)y; whence (2). If we take
Y =1IIrp,h®z forsome 0 <s<t<T, Fs; € F;, h€ U, z € X then (3) obviously
holds. Due to linearity, (3) holds for simple ¥ that we have considered in Step 2 of
the previous section as well. If ¥ is general we can find a sequence (¢, : n € N) of
simple processes of Step 2 such that fOT |¥n(s) — w(s)][ia(%, x) @s — 0 in probability

(;!'5 as well as P) by Remark 1.4.2 and the final equality is just the limiting argument
of Proposition 1.4.1. The claim (4) is a consequence of (1). O

Remark. The measures 13, P are absolutely continuous with respect to each other
so their null sets coincide as well as P-convergence and P-convergence, consequently
the integrals in (3) do not depend on P, resp. P due to Proposition 1.4.1.

1.8 Distribution of random integrals and measurable selectors

The goal of this section is to show a sufficient condition on a process u and a Q-
Wiener process W to be a solution. More precisely we are going to prove that if the
distributions of (u, W) and (v, B) coincide on the space of functions and (v, B) is a
solution then so is (u, W).

In the last part we have modified the selection theorem of [KRN] to open set
mappings with the gain of distribution preserving selectors.

Distribution of random Bochner integrals

Lemma 1.8.1. Let (Y,)) be a measurable space, £* a Y-valued random variable and
(f;(#): t<T), 5 < N real bounded measurable processes on (', F*, P*), i = 1,2
such that

Lawp: (f}(r), € : j < N, 1 <m) = Lawpz (f7(r1),€%: j < N, 1< m)



56 CHAPTER 1

for every partition 0 = 79 < -+ < 7, < T in D* for some D* C [0,T] of Lebesgue
measure 7. Then

173 ti
Larp1 (ff}(s)ds,gl : k,j) = Laropo (f f3(s)ds, €% k,j)
0 0

for every partition 0 =tp < --- < t, <T.
Proof:  First let £* be real bounded, N =1 and 0 < t < T fixed. We are going to
show that the Fourier transforms of the R2-valued random vectors ( fo fi(s)ds, & *)

not depend on 7 thus they must coincide. Define g*(s) = v/=1 (af*(s) + %f*), a €R,
beR:

EZ,i/exp (jgt(s)ds) dP“'=1+g£_!j...j (U[Q'(Sl)-——gi(sk)dpi) Ayl

by Fubini’s theorem.

Now the general case can be proven by repeated application of the previous case: Fix
a partition 0 =tp < ---<t, <T,J <N, K <n and suppose that

Larop: /f;l(s) ds,f_.}(n),&i k< K,j1<J,j<N,l<m

are equal for ¢ = 1,2 for every choice of 0 = 79 < --- < 7y, < T in D*. Set n* =
( ;’“ 1 (s)ds, f3 (), & k<Kj;<Jj<N£<m),z—l 2 and fix a measurable
set A in the state space of 7°. Then Lawp1 (f], (r7), Ijyrea) : L < M) coincides with
Laropz (f2 (rf), Iip2ea) : 1 < M) for every partition 0 =75 < --- < r}; < T in D* and
jo < N hence Larop: (fo s) ds, IinleA]) = Larp2 (fot 2 (s)ds,I[nzeA]) for every
t<T, jo <N and A by the ﬁrst part of the proof which is, indeed, the induction
step. O

Corollary 1.8.2. Suppose that (fi(t):t <T) is a [0, oo]-valued measurable process
n (O, F, PY), i = 1,2 such that Latwp: (f1(r):1<m) = Lawpz (f2(r1) : 1 < m)
for every partition 0 = rg < --- < ry, < T in D*. Then P! [f fl(s)ds < oo] =
P2 [fo (s ds<oo]
Proof:  The bounded measurable processes ¢ — f5(t) = max { f'(t), n} satisfy the
assumption of Lemma 1.8.1. Thus P! [ fDT fi(s)ds < A] P? [ fo f2(s)ds < A] for

every A € R and we have P! [fo s)ds < A] = P2 [f f2(s)ds < A] by Lévy’s
theorem. The claim now follows by lettmg A tend to infinity. I:]
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Theorem 1.8.3. Let (Y,)) be a measurable space, £ a Y -valued random variable
and (fi(t):t<T), j < N X-valued measurable processes on (Q*,F*,P*), i = 1,2
satisfying

(L P [ﬁ;r Hfjl(s)” ds < oo} = p? [foT Hf32(3)H ds < oo] =1 for every j < N.

(2) Laropr (f}(r1), €' :5 < N, 1 <m) = Lawpe (f3(1),£%: 5 < N,1 < m) for ev-
ery partition 0 =19 < -+ < 1y < T in D* for some D* C [0,T] of Lebesgue
measure T'.

Then
ty ti
Latop: (/ fjl(s) ds,&l :k,j | = Larwp2 (/ f_.?(s)d,g,§2 1 Ryg
0 0

for every partition 0 =ty < --- <t, <T.
Proof:  First suppose that X = R and define the real functions

hm(r) = sgn (r)max{|r|,m}, m € N.

Then, by Lemma 1.8.1, the measures
ti
Laro p: _/h"‘ (f;(s)) ds,6':k<n,j<N
0

are equal for i = 1, 2 for every m € N and the claim follows by letting m tend to infinity
by Lebesgue’s theorem. To prove the general case choose a sequence (z] : I € N) in
X* which separates points of X. Then, by an application of the previous case, we get
the equality of the measures

tr
Larop: f(xﬁf}(s)) ds,&':k<n,l<L,j<N
0

for i = 1,2 for every L € N. But this is already equivalent to the conclusion of the
theorem as (z] : [ € N) generates the Borel o-algebra on X. [

Remark 1.8.4. Notice that the probabilities appearing in condition (1) are, under
assumptions of the theorem, always equal by Corollary 1.8.2. Moreover, by obvious
modification of the proof, the theorem holds true even if some of f™’'s were [0, co]-
valued.

Distribution of stochastic integrals

Lemma 1.8.5. Let (Y,)) be a measurable space, £' a Y-valued random variable,
Bi,, m < M real (F})-Wiener processes and (gi(t) : t < T), j < N (F)-progressively
measurable bounded processes on (Q, F*, (F}) , P'), i = 1,2 such that

Laropr (93 (r), Bh,(r0), € : j,1,m) = Lavopz (92(r1), B2, (r), &2 : j,1,m)
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for every partition 0 =79 < -+ < rmy < T in D* for some D* C [0,7] of Lebesgue
measure 7. Then

ti tr
Laro px /g;dB,ln,gl : k,j,m) = Larop2 (fgf.dBfn,g? : k,j,m)

0 0
for every partition 0 =tp < --- < t, <T.

Proof: First suppose that all processes g;'- are, in addition, continuous and D* =
[0,T]. Then

th t

Lam p: (/Q;L dBrlmgl :k,j,m | = Larwope (_/g?-L dBfm§2 5By Y m)
0 0

for approximations g}L(t) = Ef‘=1 g}(n_l)l(n_hﬂ](t) with a subdivision 0 = ¢ <

«--<rp =T of (tx : k < n). The claim now follows by letting the subdivisions’ norm

tend to zero. In the general case consider the continuous uniformly bounded processes

¢ ¢ max{t—i—,ﬁ}
a0=L [ goa-r|[gea- [ g
max{t—f,[)} 0 0

We have Lato p: (g;L(r;),B}n(r;),El : j,1,m) = Larope (ng:'-’L(ar';),}91,531(?*;),(‘52 : j,1,m) for
every partition 0 =79 < --- < 1,y < T by Lemma 1.8.1. In fact, we should consider
partitions in D* but the intervening processes are continuous and D* is dense in [0, 7.
Thus, by the previous case,

tix ti
Larop1 /g}L dBL €' :k,j,m | = Larwpe /gfL dB2,£% : k,j,m
0 0

and the general claim follows by letting L tend to 0 as a sequence because gi; — g;
dt ® P'-almost everywhere on [0,7] x Q. O

Theorem 1.8.6. Let (Y,)) be a measurable space, £ a Y -valued random variable,
W* a Q-Wiener process on U and (gi(t) :t<T), j < N La(Uo, X)-valued (F})-
progressively measurable processes on (Q, F*, (F}) , P?), i = 1,2 satisfying

(1)

T T
2 2
= / o2 ()%, g, s ds < 00| = P f 1922, 5 0 ds < 00| =1
0 0

for every j < N.
(2)
-campl (g}(rl)aws}; (h’k)JEI :jala k) 2= Eampﬂ (g_?('rl)s Wv?; (h’k):gz :ja l: k)

for every hy. € U, k < K and every partition0 =19 < --- < 7 < T in D* for
some D* C [0,T] of Lebesgue measure T .
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Then
ti ti
Laropr /g;dwl,glzk,j = Cawp2 _/gdeQ,gzzk,j
0 0

for every partition0 =ty < --- <t, <T.

Proof: =~ We will start by taking the simple approximation F, : Ly(Up, X) —
L(U,X), n € N with values in finite dimensional operators of L(U, X) as in Lemma
1.3.4 such that ||F,,A — Alng(Uo,X) N\, O for every A € Ly(Up, X ). Thus each F, is of

the form 3"}, Ic, Bx where (Cx : k < m) is a measurable decomposition of Ly(Up, X)
and By, € L(U, X) are finite dimensional. If we put g}, = F,g}, we will have

*) lim f 165(5) = g3n() 3, 0 ) 45 =0

Pi-almost everywhere, i = 1,2. Moreover
Laropr (gjn(r1), Wy, (he), € : 5,1 k) = Lawpz (g7, (r1), W2 (h), €2 : §, 1, k)

for every hy € U, k < K and every partition 0 =719 < -+ < 7, < T in D*. So, if we
showed that the measures

tr
(54 Larop: <mz‘,fg;?de"> & :1<Lk<n,j<N
0

are equal for i = 1,2 for every m € N, L € N and some sequence (z] : [ € N) which
separates points of X (hence generates the Borel o-algebra of X) we would prove the
claim of the theorem using (*) and Proposition 1.4.1 because (**) implies

tr t
Lar p: ]g}mdwl,gl k,j | = Larop: /g?de2,§2 :k,j5], meN.
0 0

But each g, is of the form Y}, Ijicc, Bk and, recalling the proof of Lemma 1.3.6,

we have (2%, [; g5, dW') = S0, [y lgiec, W' (Bjz™). Thus (**) follows from
Lemma 1.8.5. O
Remark 1.8.7. Notice that the probabilities appearing in condition (1) are, under

assumptions of the theorem, always equal by Corollary 1.8.2. Moreover, to verify the
condition (2), one should take advantage of Proposition 1.2.5 (5).
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Distribution of measurable selectors

Proposition 1.8.8. Let (Q',F*, (F}),P?), i = 1,2 be filtered probability spaces,
X a Polish space, (Y,)) a measurable space, G a nonempty open set in R, D* a
nonempty subset of [0,7] and £ : O — Y, i = 1,2 measurable mappings. Let
H :[0,T] x ¥ xX =R, i = 1,2 satisfy:
(1) the mapping [0,T] x Q' — R : (t,w) — H*(t,w,y) is (F})-progressively mea-
surable for every y € X, i1 =1, 2.
(2) the mapping X — R : y — H'(t,w,y) is continuous for every (t,w) € [0,T] x
0. a=12
(3) Laropr (H(tj,yk). & : 4, k) = Lawpz (H(tj,yx), &2 : j, k) for every finite sub-
set {to,...,tn} of D* and for every y1,...,ym in X.
(4) the set {y: H'(t,w,y) € G} is nonempty for every (t,w) € [0,T] x Q*, i =1,2.

Then there exist (F})-progressively measurable X-valued processes s* such that
Sampl (Sl(tj),fl : j) = Eam}ﬂ (Sz(tj),cfz . j)

for every to,...,t, in D* and H' (t,w, s* (t,w)) belongs to G.

Proof: ~ Suppose that d < 1 is a complete metric on X and choose r1,79,... a
countable dense subset of X. Define G(t,w) = {y: H'(t,w,y) € G} and construct a
sequence of (F})-progressively measurable X-valued processes s}, in such a way that

(a) d (si_1(t,w), sk (t,w)) <271 for every n > 0 and (t,w) € [0,7] x Q, i =1,2.
(b) d (s%(t,w), G} (t,w)) < 2~™ for every n > 0 and (t,w) € [0,T] x U, i =1,2.

(c) Larwpsr (sk(t;), H! (tj k). & : j, k) = Larwope (s2(¢;), H? (tj,yx), &% : j. k) for ev-
ery to,....tm in D*, y1,...,ymw in X and n > 0.

First set s}(t,w) identically equal to ro and then, proceeding by induction, assuming
that ( ) ) and (c) hold for some st_;, i = 1,2, n > 1, we define the sets A‘ =

(b
{(tw) :d(rj, 85y (t,w)) < 21} 0 ()  d (s Giltrw)) <2, 52 0,6 = 1,2
“’hmh are (-7'— ¢ )‘Progresswely measurable because

{(t,w):d(r;,G*(t,w)) <27} = U {(tw): H (t,w,m) € G,d(rj,m) <27"}.
=1

Moreover U =0 A‘ =[0,T] x 2, i = 1,2 by the assumption (b). Thus defining s}, =r;
on A1 \ Uig; Al for j > 0and i = 1,2 we complete the induction step and now it
sufﬁces to take s' as the limit of s%. O
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1.9 Proofs of Theorem 1.3 and 1.4

Proof of Theorem 1.3
We will start with the following Lemma:

Lemma 1.9.1. Under the assumptions of Theorem 1.3 let (Q*, 71, (F}) , P}, W1, u!)
be another solution of (1.0.1) such that £arwp (u) = Larwp: (u'). Further suppose that
£:Q—Y, € : Q' =Y are some random variables where (Y,)) is some measurable
space. Let also z;, resp. z}, i < n be (F;), resp. (F}) progressively measurable
processes in X7 such that

(1) P [fOT lg* (s, u(s)) zi(s)||3, ds < oo] = 1 for every i < n.

(2) Lawp (u(t;),zi(s;),€:4,5) = Larwpr (u(t;), 2z} (s;), & : 1,7) for every finite
sequence to,...,tm and So,...,8m in D* where D* is a subset of [0,T] of
Lebesgue measure T'.

Then

t;

Sawp | u(ty), €, ] 0" (s, u(s)) zi(s) AW, 14,5 | =

tj
= Larwp: (ul(tj),gl,fg‘ (s,u’(s)) z; (s) dW, :z’,j)
0

forevery 0=t <:--- <t <T.
Remark. Observe that (2) in Lemma 1.9.1 is equivalent with

SGTDP (U(tj),Ii(Sj),f : 313) — ‘E-"cm:'}:’1 (u1 (tj):x%(sj)igl : 3:3)

for every to,...,tm in [0,7] and so, ..., Sm, in D* by the assumption (1.0.3). Indeed,
(1.0.3) implies existence of a continuous modification of t — (z*,u,) for every z* €
D(A*) (Theorem 1.13) and D(A*) separates points in X7, consequently it generates
the Borel o-algebra in X ! So given 0 =t9 < ...,t,, < T we find some tf € D* such
that t;-‘ — t; and extend the equality of the intervening laws to %o, ..., ¢, by the above
mentioned continuity.

Proof: We must realize that (1.0.3) holds for u' as well as

T
Pl /|
0

for every ¢ < n by Corollary 1.8.2 (having supposed (1) and (2) in Lemma 9.1) hence
we can apply Theorem 1.13 (together with the remark included in the proof) to obtain

g" (s,u}(s)) 2}(s)||p,, ds < 00| =1

t

t
/g‘ (s,us) Ry™ dWs = (y*, Rawe) — (¥", Rauo) — f (y*, ARxus + Raf (s, us)) ds
0 0
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for every y* € X; where Ry = (A— A)~" for some A in the resolvent set of the
generator A of (S;) in X;. Similarly, we get analogous equation for u*. Now sup-
pose that all z;, z}, i < n are bounded, norm continuous and D* = [0,7]. Fix a
partition (¢; : j) of [0,7] and define z; m(t) = Ef‘:_c,l Fozi(r) Ly r 0] (B)s Thom(t) =
oy Frz}(r))] (s, r,.)(t) for some subdivision 0 = ro < --- < rp = T of (t;:j)
where F,,, are the simple approximations of identity from Lemma 1.3.4 applied on the
separable space X7. Then the claim of the Theorem is true for R}z;rm,, and R}z}

iLlm
by Theorem 1.8.3 because

t
fg* (S:US)R*xiLm dW, =
0

L-1 &
=Y (Fmzi(r1), Rutary,, — Ruear,) — / (®iLm, ARus + Rf (s,us)) ds

and analogously for z,,.. If we pass to the limit with m tending to infinity we get

the claim for z;1(£) = 317" #i(r1) I(ry,ri00) () and 24 () = S50 €2 (1) Lry ripa) (2) bY
Proposition 1.4.1. Apparently we let the subdivision’s norm tend to zero as L tends
to infinity and the claim of Lemma holds for R}z;, Rz} by another application of
Proposition 1.4.1. In the second step we will suppose that z;, z! are bounded and D*
has Lebesgue measure 7". Consider

t t max{t—%,O}
yir(t) =L zi(s)ds=1L z;i(s)ds — z;(s)ds
max{t‘[%,[]} 6/ ‘0[

and analogously vy}, where the integral is taken in the Banach space X;. We know
that Larp (u(t;), yir(t;) : 1,7) = Lawpr (ul(t;),yi(¢;) 1 4,7) forevery 0 =1¢p < --- <
tm < T by Theorem 1.8.3 thus, referring to the first part of the proof we conclude
that the claim of Lemma holds true for Ry, R;y}L, consequently it holds for R}z;,
R3z! by Proposition 1.4.1 as y;z, resp y}; converge in norm to z;, resp. z} dt ® P,
resp. dt ® P'-almost everywhere (e.g. [DU]). On the other hand, AR}z* — z* for
every ¥ € X{ as A tends to infinity because X; is reflexive (consequently A* is a
generator of a Co-semigroup on X7) so the claim of Lemma holds for z;, z! as well by
letting \ tend to infinity by the uniform boundedness of z; and z}. Finally, to cover

3 == 3 e |
the general case, cut the processes into z;, = xlI“[Ii”Sm] and z; = Z; IEH-‘BEHSmI'

The claim of Lemma holds for z;,, z,, by the previous part of the proof and

T
/ llg™ (s,u(s))z:i — g* (s, u(s))mimﬂ?}c da =
0

T
* P—a.e.
= fffux.-rbm} lg™ (s, u(s)) zillg, ds ——= 0.
0

Since the same reasoning holds in the analogous case the proof is completed. [
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Lemma 1.9.2. Under the assumptions of Theorem 1.3 let (Q*, F!, (F}), P, W u!)
be another solution of (1.0.1) such that Larp (u) = Larop: (u!). Further suppose that
£:Q—=Y, €& : Q! =Y are some random variables where (Y, )) is some measurable
space such that Larop (u(t;),€:7) = Larwpr (ul(t;),€1:j) forevery 0 =tg < -+~ <
tm < T in D* where D* is a subset of [0, T'] of Lebesgue measure T'. Let p(t,z) € L(Up)

denote the orthogonal projection in Uy onto the closed subspace (Ker g(t, :r))L. Then
p:[0,T] x X — L(Uy) is strongly measurable and

Sﬂmp (U(tj),f,fp(S,ﬂ(S))hidWS E:J) =
0

= Larps (ul(tj),§1,_/p (s,ul(s)) hi AW : z',j)

0

forevery 0 =tgp < --- <t <T and hy,...,h, in Up.
Proof: We will begin with the strong measurability of p. Fix h € Up and let
ao,ai, as, ... be a dense subset in Uy with ap = 0. In this way we can define

bc(t,z) = inf {||h — ailly, : lg(t. 2)asll, < €i=0,1,...} =

= inf {||h - ally, : lg(t, z)allx, < €}

for (t,z) € [0,T] x X and gem(t,z) = a4, (t,z) € [0,T] x X where i is the least index
in {0,1,...} such that ||h — a;||y, < d(t z)+ ~ and lg(t, z)a:l|x, < e Both é(t,x)
and g. m(t, z) are obviously measurable. But

2 2
2 1 1 :
et <
||QE,m qe'“HUo £2 (5€ - —) +2 (5€ T ) 467

by the parallelogram. So g¢.,, converges to some measurable g. in Uy and we have
llh — QE(tax)”Uo = 0¢(t,z) and Hg(tT:E)(QE(tax))l[xl < ¢ for every (t,z) € [0,T] x X.
Now let 0 < €; < €2 and, using the parallelogram rule once again, we get

lges = Gealy, < 267, + 262, — 482,
But € — d.(t, z) is nonincreasing on (0,00) and bounded by

8(t,z) = inf {||h — ally, : llg(t, z)allx, =0}

for every (t,z) € [0,T] x X so g. converges to some measurable g : [0, 7] x X — U as
€ tends to zero and we have [|h — q(t,z)||y;, < 6(¢,z) and ||g(¢, z)(g(t,2))|lx, = O for
every (t,z) € [0,T] x X, consequently ||h — q(t,z)||;;,, = é(t,z). Hence g(t, z) is the
orthogonal projection of h onto Ker g(t, z), therefore (t,z) — p(t,z)h = h — q(t, z) is
measurable.
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Now we can proceed to show the second assertion. Realize that Rng g* (¢, z) is dense
in (Ker g(t,z))" = Rngp(t, z) for every (t,z) € [0,T] x X so define

H(t,w,z,...,23) = ) llg* @, ult,w)) e} — p (¢, ult,w)) hilly,

i=1
on [0,7] x Q x (X7)" and

n

H'(t,w,2},...,33) =) _|

i=1

g" (tul(t,w)) 7 — p (t, ! (t,w)) hal|,

on [0,7] x Q! x (X7)" for the fixed hy,...,h, in Uy. Now we can apply Proposition
1.8.8 to get progressively measurable processes Tim, z.,,, i < n in X{ such that
> Larop (u(t;), &, Tim(s;) : J, 1) = Larwpr (ul(t;), €Y, 2, (s5) : j,9) for every par-
tition tg,...,tn in D* and every sg,...,sy in D*.
> >oiey lg* (6 u(t,w)) Tim — p (¢, u(t,w)) hilly, < & everywhere on [0,T] x Q.

m
> 3 g7 (8 ul(t W) Zim — p (8w (t,w)) hil|y, < 7 everywhere on [0, T]x Q.

for every m € N. But now we are exactly in the situation of Lemma 1.9.1 and the
claim of Lemma 1.9.2 is proven as we let m tend to infinity by Proposition 1.4.1. [J

Proof of Theorem 1.3. First we remark that the set of one-to-one operators from
L(Uy, X1) is strongly measurable. Indeed, both Uy and X; are separable reflexive
hence a linear bounded operator B € L(Up, X;) is one-to-one if and only if the range
of its adjoint operator B* is norm dense in Up, i.e. inf {||B*z}; —h;||: k€ N} =0
for every j € N where (zj : k), resp. (h;: j) are norm dense countable subsets of
X3, resp. Up. As a consequence we get that if (Q1, FY, (F}), P!, W1, u!) is another
solution of (1.0.1) such that Larp (u) = Latwop: (ul) then

dt ® P {(s,w) : g (s,u’(s,w)) is not one-to-one in L(Up, X1)} = 0.

As a corollary of Lemma 1.9.2 we get that, given h € U, p(s,u(s,w))Qh = Qh for
dt® P-almost all (s,w) € [0, T]xQ as well as p (s, u’(s,w)) Qh = Qh for dt® P'-almost
all (s,w) € [0,T] x Q' thus

t

P fp(s,u(s))thW= b/thW: Wi(h)| =1

0

for every t € [0, T] by Example 1.3.7 and analogous equality holds for (u!, W!). Hence
Lemma 1.9.2 yields the proof of Theorem 1.3. [0
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Proof of Theorem 1.4

We will start with an auxiliary lemma referring once again to the notation of the
section 1.11:

Lemma 1.9.3. Let (S;) be a Cp-semigroup of linear bounded operators on L(X})
with X, reflexive and suppose that the equation (1.0.1) with g = §,, is unique in
law among the solutions satisfying (1.0.3) and (1.0.4), for some zo € X fixed. Let
Stzo € X for every t € (0,T]. Then the o-algebra o(u; : t < T) is independent of Gy
for every solution (2, G, (G:), P,u, W) of (1.0.1), (1.0.3), (1.0.4) starting from zo € X.

Proof: In compliance with the notation of the section 1.11 (preceding the proof of
Theorem 1.1 and 1.2) we fix an orthonormal basis (h}, : k € N) in U and write Wgec
for the continuous RN-valued process (W (h}) : k € N). We also fix some sequence
(zx € X7 : k € N) in D(A*) which separates points in X; (consequently in X)
denoting € : X — RN the continuous embedding z — ((z},z) : kK € N) and the
extended (Borel measurable) inverse e~! : RN — X where e™*(y) = 0 for y ¢ Rng(e)
(see Lemma 1.11.1). The remark included in the proof of Theorem 1.13 ensures a
continuous modification of the RN x RN-valued process ¢ — (eu;, Waec(t)) hence there
exists a mapping (kernel) k : Q x B(€ x €) — [0, 1] such that

(a) @ —[0,1] : w — k(w, V) is Go-measurable for every V € B(€ x €).

(b) B(€ x €) — [0,1] : V — k(w, V) is a probability measure for every w € .

(c) fGo ko(V)dP = ch Iv (eu, Wyec) dP for every Go € Gop and V € B(€ x €).

To simplify the notation we will write
m:€x €— C([0,T),RY) : (g1,92) = giy i=1,2.

The existence of k is guaranteed by e.g. Corollary 3.3 in [Ed] as C ([0, T],RY) is a
Polish space. The equality (c) can be now rewritten as

(*) f k (w, [(n!,7%) € V]) dP(w) = / Iv(eu, Wgec) dP.

Go Go

The space € x € endowed with the filtration (B; ® B)icjo,7) in B @ B is a filtered

measurable space and 7!, 72 are adapted continuous RN-valued processes. Firstly we
will show that

> ok (R h)y Wﬁ(t) on V}

helU,t<T
0 out of V}! -

By(h) = {

where

Vi = {(t,gl,gg) €0, T]xexC: Z (hx, h)y T2 (t, g1, 92) is convergent} =
k

g

o0

= U ﬂ {(t,gl,gg)e [0,T]x€xC: Z(h;,h)[jﬂ}%(t?ghg?)
k

j:l m=1ln=m

| -

LY
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defines a cylindrical Q-(B;®B;)-Wiener process on € x € under the probability measure
k., for P-almost all w € 2. Tothisend ix Ne N, 0<s<t<T, A€ B ®B,,
B € B(R") and denote YV = (7?,...,7%). Then (x) yields that

ko (AN[YY — YN € B]) = k(AN (0, (t—s) [(Qlﬂh;, Qlfzh;f)]i’j) (B)

for P-almost all w. But since B, @B, and B(R”) are countably generated we have that
there exists some set, say G € Go, such that Y is an RV-valued k. -(B; ® B, )-Wiener
process for every N € Nand w € G;. As a consequence we have that 3, (h}, h), 77 (t)
is a sum of sign-invariant random variables hence it converges in measure (under k.,)
if and only it converges k. -almost surely (for w € G;). So, given h € U, we get that
k.[V{] =1 for every t < T and every w € G;. Passing to the limit in (*) we get
()
fk (w, [(7r1, B, By oo BB ) € V]) dP(w) = /Iv(eu, W Biyosvy W i ) AP
Q Q

for every t1,...,tm in [0,T], h1,...,hm in U and V € B ® B(R™).

Now fix ¢ € (0,T]. We are going to show that

T
(aa) ko [/ “f(?‘,e_l‘zr:)llxl + ”Q'(Ts e_lﬂ:)ni(uo,xl) dr < °°:| =1
0
T
(aa) ko [ f My (f(r,e7n})) + Ma(g(r, e my)) dr < oo} =1
0

and second that

t t
(bb) k. [e_lwtl = Sie"'n} —|-_/St_rf(r,e_lw,})dr+fSt_,.g(r,elfr,})dB,] =1
0 0

(cc) kole iy = z0] =1
for every w from some, say G2 C Gy, G2 € Gy, P(G3) = 1. The fact that (aa) and
(cc) hold for P-almost all w follows immediately from (*) and Proposition 1.9.4. To
show that (bb) holds denote

O ={(ry) €[0,t] xRN : S,_.g(r,ety) € La(Up, X)}

and
¥:[0,8] x RN : (r,y) = Se—rg(r, e 'y)Io(r, y).
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Choosing ¢1(r,y) = Io(r,y) in Proposition 1.9.4 we get that

t
(dd) k. [[ Io(r,m})dr = t] =1 (ee) k. [m; € Rnge] =1
0

for P-almost all w € Q by (*). We can introduce, as in the remark following Lemma
1.3.4, the simple approximations F, : L2(Uy, X) — L(U, X) such that each F;, takes
only finitely many values - moreover all of them are finite dimensional operators in
L(U, X), and ||[Fy(B) — Bl|,w,.x) \ 0 for every B € Ly(Up, X). Consider an equidis-
tant partition 0 = tp < --- < ) = t and define the measurable mappings from € to
Lo(Uy, X) as in Proposition 1.9.4:

= J:‘_l Y(r,y-)dr if fgt [(r, ?Jr)“iz(Ug,X) dr < oo
Zi(y) =

0 if f(; [(r, yr)”iz(uc,){) dr = o0
and 0 for0<t<t
orust=st
Zi(y) = { g
Zi(y) fort;<t<tyg,i=1,....,m—1

Realize that Z (depending on m) is a predictable process with values in L,(Up, X) and
s0 is (Z¢(n')). Now the composition process t — F;, o Z;(y) is piecewise constant and
takes only finitely many values - all of them finitedimensional operators in L(U, X).
It is easy to verify that

t t
(3%) [ k (w, [(wl, / F,Z.(r')dB,) € VD dP = / Iy (e, / F.Z,(eu) dW,) dP
0 Q 0

Gy

for every V € B ® B(X) as both stochastic integrals are elementary and are defined
exclusively by Borel compositions - (3*) then holds by (**) by straightforward manner.
In deed, the left hand side integral in (3*) is considered only on G; as we know that
P(G1) = 1 (so it can be exchanged with Q) and B is a Q-Wiener process under k,
only for w € G;. Now, letting n tend to infinity, we obtain

(4%) / ( f o(nt, j Zr(wrl)dB,_)dkw) dP = f o(eu, j Z.(eu) dW,.) dP

Ga C 0 Q 0

for every bounded continuous function ¢ : € x X — R as
t t
anZ,(wl) dB, — /Z,—(?I’l) dB;
0 0

in measure (under k) for every w € G, by (aa), where fot Z.(m') dB, depends on w
and is defined only for w € G;. In the last step we recall the dependence of Z on m
and let m tend to infinity to get

(5%) f k (w, l(wl, / w(r, 7)) dB,) € VD dp= / o / w(r, en,) dW,) dP
0 0

Ga Q
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by the same argumentation as in the previous step. Now we apply (dd) to get

t
fk (w, [{ﬂl,_/St_fg(r, e lr)dB,) € V}) dP =
0

G2

t
=/Iv(eu,/.5‘t_,~g(r, ur) dW,) dP
Q 0

which, together with Proposition 1.9.4, implies (bb). Now we can find a set G3 C G,

G3 € Gp such that (aa), (bb), (cc) and (ee) hold for every w € G3 and every t € J

where J is some countable dense subset of [0, 7]. We claim that the process t — e !x}

is a solution under k,, of (1.0.1), (1.0.3) and (1.0.4) with the initial condition zo. To
this end, choose w € G3 and define

t ¢
vy = Sixo + ng_sf(s, e lnl)ds —|—]S;_sg(s, e~ l7l)dB,
0 0

under k,. As we remarked in the proof of Theorem 1.13, the process t — v; is an
X-valued process predictable in X; with respect to the k,-augmentation of (B; ® B;)

in B ® B, hence predictable in X (all summands belong to X) and ¢ — e(v;) has a

continuous modification. But k,, [v; = e~*n}] = 1 for every t € J by (aa). This implies

that k., [e(vs) = 73] = 1 for every t € J by (ee). In consequence, k., [e(v:) = 7}] =1
for every t € [0,T] by continuity of both ev and 7!. Therefore k,, [v: = e n}] =1
for every t € [0,7T] as v takes values in X whence the claim. In particular,

Plug, '€ By,i <nl=k, [e_lﬂ'f_i € B;,i < n] =k, [m:, € e[B;],t < n]
for every w € Gs, t1,...,t, in [0,T] and By,..., B, in B(X) where the first equality
holds by uniqueness in law. Given G € Go, G C G3 we get
P(G)P [us; € Bi,i <n]= /ku [7s, € e[B;],¢ < n] dP = P[GN[uy € Bi,i < nl
G
by (*) so the independence of o(u¢ : 0 <t < T) on Gy has just been shown. O

Proposition 1.9.4. Let ¢; : [0,7] x RN — [0,00] and 5 : [0,T] x RN — Y be
measurable functions where Y is some separable Banach space. Then, for some 0 <
a < b <T, the mappings

b
€ — [0,00]: y*—*fw(wr)dr
a

IR oa(ryr)dr it [ llpa(r,yr)lly dr < oo

C—=Y: iy~ { T
0 if fo o2 (r, yr)”Y dr = o0

are Borel measurable.
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Proof of Theorem 1.4. Denote ¢ : [0,7] x X — L(Up), ¢(t,z) the orthogonal
projection in Uy onto the closed subspace Ker g(¢, z). Then ¢ is strongly measurable by
Lemma 1.9.2. Next consider a solution (2, F, (F:), P, W,u) of (1.0.1), (1.0.3), (1.0.4)
starting from zo and extend the stochastic base (by product extension of probability
spaces) so that there exist Q-(F;)-Wiener processes B and C in such a way that B,
C and (u, W) are independent. Further denote

t t

we(h) = f p(s, us)QhdW, + f e w )b,

1] 0

and

t t
ve(h) = /p(s,us)thC‘.j -{~/‘q(s,us)thlW',,7
0 0

for h € U. Then

(w(hy), w(ha)), = (v(he), v(ha)), = f (p(5, us)@h1, D5, 1) Qha)y, +
0

+ (a(s, us)Qha, q(s, us)Qh2)y, ds = t (Qh1, Qha)y, =1 <Q1’!2h1, Q1/2h2>U

by independence of W, B and C. Thus w and v are Q-(F;)-Wiener processes. More-
over (w(hi1),v(hs)), = fot (p(s,us)Qh1,q(s,us)Qh2)y, ds = 0 which, by Lévy’s theo-
rem, implies that

> a; — as is independent of F;
1

> a; — a; is independent of a? —a
for every 0 < s < t < T where a = (a',a?), a' = (w(hy),...,w(hn,)) and a? =
(v(le),...,v(fzﬂ)) with A1, ... Rms Blye vy b belonging to U. This means that the
o-algebra o(w;(h) — we(h)) is independent of G, = F, V o(vr(h) — vs(h) : 7 > s,h €
U)=FV O'(U,-(;:L) :r>0,h € U). Hence w is a Q-(G:)-Wiener process. Now, if ¢
is a (F;)-simple process (as we have considered in Step 1 of the construction of the
stochastic integral) then one verifies

2
s

t t t

(a) /d’s dws = f%P(S, us) dW, + _/st(Ss us) dB;
0 0 0
t t ;)

(b) Ysdvs = [ Ysp(s,us)dCs + [ ¥sq(s, us) dWs
[#e=] /

directly by definition. The density argument yields that the above equalities hold for
every (JF:)-progressively measurable process ¢ satisfying P [ fg ||1bs||§,2(yo, X)] =1 by
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the construction of the stochastic integral and by the ideal property of La(Up, X) as
shown in Proposition 1.2.4, particularly

1%sp(8, Us) || Lo (U0, x) < 1Wsl oo, ) 1P(8s Us) || L(ve) < 1¥s]l Lo (v, )

and analogously with g(s, us). In consequence, taking 1 = S;—sg(s, us), we get
t
[St—sg(ss us)dws — fSt—sg(ss us)p(ssus) dw.s = ‘/’St-—sg(srus)dws
0 0 0

by (a), and since the stochastic integral f(;' Si—s9(s,us) dw, is the same taken under
the filtration (F;) or (G;) we conclude that (2, F, (G:), P, w,u) is a solution of (1.0.1),
(1.0.3) and (1.0.4) starting from zo hence u is independent of Gy by Lemma 1.9.3. In
particular, o(u; : 0 <t < T) is independent of o(vs(h) : t > 0,h € U) and this is the
crucial point of the proof. Indeed, consider another solution (2!, F, (F}), P*,u!, W?)
of (1.0.1), (1.0.3) and (1.0.4) such that Larp (u) = Larwp: (u') on the extended space
(as we did in the beginning of this proof) so that it supports two Q-(F;)-Wiener
processes B! and C! in such a way that B!, C! and (u!, W!) are independent. We
define u! and v! in the same way as we defined u and v to get that o(u} : 0 <t < T)

is independent of o(vi(h) : t > 0,h € U). But this implies that Lawp (u,v) =

Larwpr (ul,v?), consequently

t; t;

(c) Larop (u;),/q(s. us) hidvs : 1,7 | = Larop: utlj,_/q (s, ui) h; dv; 24,

0 0

for every 0 = tp < --- < tmm < T and hl, hn in Uy by Theorem 1.8.6. But
fo q(s,us)hdvs = fo q(s,us)hdW, and fo q(s,ul)hdv! fo (s,ul)hdW}! by (b)
hence, incorporating this fact to (c) and applymg Lemma 1.9.2 we obtain

L t
Larop (utj,/q(s,us)h@ dWs,_/p(s,us)hi dWs :4,3 | =
0

0

t t

= Larp: utlj,fq(s,ui) hgde,/p(s,ui) hidW} :i,j
0 0

forevery 0 =ty < -+ < t,, <T and hy,...,h, in Uy which, in particular, means that
Carop (utj,wf,j (Ri) - zg) = Carps (utlj,Wé(fzi) : 13)

for every 0 = tg < -+ < t;,, < T and Ri,....hn in U as ngﬁdW = Wt(f_l.) and
[5 QhdW?' = W}(h) for every h € U by Example 1.3.7. O
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1.10 Proofs of Theorem 1.5 and 1.6

Before we start with details we are going to recall a version of Lévy’s theorem:
Proposition 1.10.1. Let us consider a filtered probability space (¢, F*, (F}), P?)
with a d-dimensional continuous local (F})-martingale M*, M¢ = 0 defined on [0, 7]
and an (Fo)-measurable random variable &' with values in a measurable space (Y, )),
i = 1,2. Suppose that the cross-variation (d x d)-matrix Vji(t) = ((M_;, M,i}t) is
deterministic, independent of i and Larwp: (£!) = Lawpe2 (£2). Then
Lawpr (M} (t), &' : j < d,k < n) = Lawpz (M?(tx),£%: j <d,k <n)

for every partition0 =tg < --- < t, =T.

Proof: The classical Lévy characterization theorem implies that o (M} — M}) is

P'-independent of F! for every 0 < s < t < T, i = 1,2 and Lawp: (M — M}) =
N (0,V; — V). In particular we have equality of the marginal measures

Laro p1 (M;‘(tk) 59 k) = Lato p2 (sz(tk) 1 % k)
and P‘-independence implies
Larp: (M;:(ﬁk), Ei 395 k) = Larop: (M;(tk) S k) ® Larop: (61) .
O
Proof of Theorem 1.5. Let (Qf, F*, (), P', W', u') be a filtered probability space
with a Q-Wiener process W* and u*, i = 1,2 a progressively measurable process satis-
fying (1.0.6), (1.0.7). It will be convenient in the sequel to extend the operator valued

function S to nonpositive times by 0 € L(X;,X) to obtain a strongly measurable
family of operators in L(X;, X) on the real line. So, if we define the stopping times

t
‘rf;=T/\min{tgT:f”f(s,ui(s))“?}O dszk}, i=1,2
0

then Mi(f) = exp (ﬁ JIATE £ (s,ui(s)) AW — L [N “f(s,uf(s))niro ds), i =1,2
is a P'-martingale by Proposition 1.7.1. Following Proposition (1.7.1) further on
we define a new measure P*(F) = [r M} dP* on F* and a family of nonrandom
strongly measurable L(Uy, X )-valued processes *(s) = Si—s9(s), t < T such that
Yt(s) € La(Up, X) for almost all s < T. Indeed, La(Up, X) is a strongly measurable
subset of L(Uy, X) by Proposition 1.2.5 (6) so we can define the stochastic integral
of ¥ in the nonambiguous way as [ ¢* dW with whichever Lo (Uy, X )-valued progres-
sively measurable process ¢' which coincides with 1" dt ® P-almost everywhere. Then

Wti(h‘) = Wi(h) + f(: (f (s,u"(s)) ’h>UI[0ﬂ',‘;l(S) ds,t<T,heUisa Q—(ff)—Wiener
process on U with respect to P* and

(1.10.1) AW = [ AW+ [ ¢4(s)f (s,u'(s)) Tjg,r(s) ds
[y [vav]
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almost everywhere for every 7 < T and t < T by Proposition 1.7.1. Now the mu-
tual cross variation processes of the real local (.7-';', P")—ma_rtinga.les Wt(hy), Wi(hs),

<a:;, [ w‘dW*> and <:c§, vt dwi> are nonrandom and independent of i for every

choice of hy € U, hy € U, z7 € X, 25 € X by Summary of Step 5 and Example 1.3.7
hence the probability measures

tn
Saru)-,-‘. (<ﬂ:;‘/¢tn dwi> ‘W:“hm,ui(i)) :j,n,m)
0

are equal for i = 1,2 by Proposition 1.10.1 for every partition 0 = ¢ < ...ty < T,

zi,...,27in X* and h;,...,hp in U, consequently the measures
t

(1.10.2) Sumﬁ ([ htn dwi,anhm,ui(O) :n,m)
0

coincide for i = 1,2 since u*(0), 4?(0) have the same law. The process
e Seut(0) + [y ¥tdWi, 0<t<T
u*(0), =0

has a predictable modification u'(t) — f; Si—s9(s)f (s,u'(s)) I(,i,T}(s) ds for i = 1,2
by (1.10.1) and, due to (1.10.2), we get

Lawz, (zl (i), thnhm : n,m) = Larz, (zz(tn), wtihm : m, m)
for every partition 0 = t9 < ...ty < T and hi,...,hpn in U. Denote the aux-
iliary process €i(t) = [, ||f (s,:z"(s))”z,t| ds, t < T, i = 1,2. Then, by Remark
1.8.4, Larz, (zl(tn),wtlnhm,el(tn) ' m, m) = Larwg, (zz(tn),wahm,ez(tn) :n,m)
and Larwz, (zl(tﬂ),wtlnhm,r,} : n,m) = Lawg, (zz(tn),wtihm,rf : n,m) since the
process z' coincides with u' d¢t® Pi-almost everywhere on [0, 7¢] by definition of z* thus
[ri < A] = [inf {max {e‘(g) — k,0} : g € QN [0,A]} = 0] modulo a P*-negligible set

for every 0 < A < T which is already sufficient for the equality of the measures
above. Now, as we have observed, l(t) = f (t,2'(t)) Ljo-)(t) = f (t,u'(2)) Ijo,2)(t)

dt ® Pi-almost everywhere on [0, T] x QF so the measures

tn
garoz, | 2(tn), WE b I(tn), / Fla)dson,m
0
are equal for i = 1,2 for every partition 0 =tg < -+ < ty < T and hy,...,hy in U

by Theorem 1.8.3, consequently

Laroz, (21 (tn), Wi hm, I (tn) : n,m) = Lawg, (2%(tn), We, Am, I*(t5) : n,m)
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since Wih = th—(fg I*(s) ds, h>U for every t < T and h € U by the definition of W*.

Finally Laroz, (zi(tn), Wi hm, fOT I'dW?, fOT ||£i(s)||;o ds: n, m) are equal fori = 1,2
iy — T i i T \17i( )\ |12

by Theorem 1.8.3 and 1.8.6 and as M*(T") = exp (— fy awi=1 [ || (s)”U0 ds) we

get that Car, (2%(tn), W; hm, M*(T) : n,m) are equal for i = 1,2. But this implies

Latop1 (zl(tn),thnhm ) n,m) = Larop2 (22(tn),anhm : n,m) by the definition of

the measure P*. Now, realizing that 2*(t) = z.(t) — u'(t) P'-almost everywhere, the
claim follows by letting k tend to infinity. O

Proof of Theorem 1.6. Fix t € (O T], set Sop = 0 € L(X;,X) and define the
processes 7;(s) = Se—s f (s,u(5)), 05(s) = St—sg (s,ui(s)), s < t,i=1,2. Then i is
measurable with values in X and 6‘ is (-ﬁ) progressively measurable with values in
L(Up, X) such that n} € La(Up, X) ds ® Pi-almost everywhere. Since Ly(Up, X) is a
strongly measurable subset of L(Up, X) by Proposition 1.2.5 (6) we define the (F})-
progressively measurable Lo(Up, X )-valued process 75 = 95'1[956 La(Uo,X)]? = L2
having preserved P* [n}(s) = Si—sg(s,u’(s))] = 1,1 = 1,2 for almost all s < T. Hence
the measures Larvop: (u(t),u’(0),ni(r:), nh(re), Wi hi : 1, k) are equal for i = 1,2 for
every hi,...,hmn in U and every partition 0 = 79 < --- < 7 < T in some set
D* C [0, T] of Lebesgue measure T'. Thus, by Corollary 1.8.2, we see that (1.0.2) holds

for u>. Moreover we conclude that £arop: (ul(t),Stul (0), f5 ni(s)ds, [y m3 dWl) =
Larop2 ( ), Seu?(0 fu ni(s (; n3 dW2) by Theorem 1.8.3 and 1.8.6 so

1= P! |u!(t) = S;ul(0) + ]St_sf (s,u'(s)) ds +fS¢_sg (s,u'(s)) dW?| =
L 0 0

= P? |u%(t) = S;u?(0) +fSt_5f (s,u?(s)) ds -I—fSt_sg (s,u(s)) dW?
0 0

O
1.11 Preliminaries to proofs of Theorem 1.1 and 1.2

Before we proceed to the proofs of Theorem 1.1 and Theorem 1.2 we will make a
simple but important observation on a bi-Borel embedding of a separable reflexive
Banach space into RN (Lemma 1.11.1). More precisely, we will want to re-establish
the results of Yamada and Watanabe for mild solutions (1.0.1) in 2-smooth Banach
spaces. The proof in the finite dimensional case relies on the disintegration of the joint
solution measure on the Polish state space of continuous functions which is associated
to the trajectories of the solutions. But, unlike to the finite dimensional case, we do
not know in general whether the solutions are norm continuous. So it is not possible
to consider C ([0, T]; X) as the state space for the trajectories although we need some
Polish space for the disintegration theory whatsoever. On the other hand we know
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that, in many cases (e.g. Theorem 1.13), there exists a sequence (z, : n € N) in X*
which separates points of X such that ¢ — (z};,u(t)) is a continuous process. So one
way out is to consider the solutions with the above, sort of weak continuity property,
and C ([0,T];RY) as the state space for the natural coordinate decomposition of the
trajectory. We are also going to use the following notation:

> ¢ =C ((0,7],RY), B=B (C ([0, T],RY)).
> m: C([0,T),RY) > RN: f f(¢),t < T.
> ¢ : C ([0, T],RY) — C ([0, T],R") : apt(f)( )=f(tAs),t<T.
> ¢ : C ([0,T],RY) — C ([0, T],RY) : ¢:(f)(s) = f(t+ ) AT) = f(£), t < T.
> B, =B(C([0,T],RY)) =0o(ms:5<t),t<T.
One can easily verify that the Borel o-algebra B (C ([0, 7], RY)) coincides with o (7, :
s < T) so the mappings ¢; : (€,B;) — (€,B), ¢; : (¢,B) — (€, B) are measurable and
B (C ([0,T),RY)) = o(¢:), t < T. Next we denote

pPF=XxCxC€xC

> F*=B(X)B@B®B

> Fr =B(X)®B: @ B; @ B;
and if v is a measure on (Q*, F*) we will write 7} = F; Vo {N € F* : v(n) = 0} for
the v-augmentation of 7} in F*. We fix an orthonormal basis (h; : k€ N) in U
throughout this section and if W is a Q-Wiener process on U then we denote

> t — Waec(t) = (Wi(h}) : k € N) the continuous process in R™ and

> W = Laro (Wyec) its distribution on (€, B) which depends only on Q.
Finally let u be a probability Borel measure on X then we denote

> GHEW = B(X)®B,; Vo {N € B(X)®B: u® W(N) = 0} the augmentation of

B(X) ®B; in B(X) ® B with respect to p® W

and, to shorten the notation, we will write

>z:Q"— X:(abc,c?) —a.

bw: N —=C: (a,b,cl,CQ) — b.

>y : Q" —=C: (a,bclc?)—cthi=1,2
A decomposition result is discussed next:

Lemma 1.11.1. Let X be a separable reflexive Banach space (e.g. 2-smooth) and
(z}, : n € N) a sequence in X™* which separates points of X. Then the image Rnge of
the one-to-one mapping e : X — RN : z +— ((z%,z) : n € N) is a Borel subset in R
and the extended inverse e~! : RN — X, e71(y) = 0 for y ¢ Rnge is Borel measurable.

Proof:  The system S = {B C X :¢[B] is Borel measurable in RN} contains
closed balls and X as these are weakly o-compact and e is continuous with respect to
the weak topology in X. Hence S is a o-algebra whence the claim. O

Corollary 1.11.2. Let (Y,)) be a measurable space, (', F%, (F}),P% &\ n'), i =
1,2 two filtered probability spaces where ¢! is a (F})-predictable X-valued process,
€2 = (¢2:neN) a family of real (F7)-predictable processes and 7, i = 1,2 some
Y-valued random variables. Suppose that

Lawp: ({25, (tn)) s n' : myn) = Lawpz (£2(ta),n° : m,n)
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for every partition0 =ty < --- <ty < T, every z7,...,2}, M € Nand N € N where
(z;, : n € N) is some sequence in X* which separates points of X. Then there exists a
predictable X-valued process £ on (Q2, 72, (F?) , P?) such that

Larwpr (£ (tn),n' : n) = Lawpa (E(tn),n* : n)

for every partition 0 =t < --- < ty < T and t — (z},£(t)) is a modification of
t— £2(t), n € N.

Proof: ~ Consider the mapping e associated to (z, : n € N) and define £ = e~! (£?).
Then £ is a predictable process in X because &2 is predictable in RY and e~ ! is
measurable. Moreover

P?[e(£(t)) = £3(t)] = P2 [e(e71€%(t)) = €%(t)] = P! [e(e71€ (1)) = €' (t)] =1

for every t < T and the equality of the laws follows from the fact that (z}, : n € N)
generates the Borel o-algebra on X. O

1.12 Proof of Theorem 1.2

In fact, we are going to prove a more general statement. Theorem 1.2 is its immediate
consequence.

Theorem 1.12.1. Let u be a Borel probability measure on X, (Q,F, P,W,u) a so-
lution of (1.0.1) satisfying (1.0.2) and let (z}, : n € N) be a sequence in X* which
separates points of X such that the processes t — (z},,u(t)) have continuous adapted
modifications. Then there exists a probability measure P* on (2*,F*), a Q-(}}P')-
Wiener process W* and (.FtP -)-predictabie X -valued processes Z*, Z* such that

(Q*,J—‘*, (ff") ,P*,W*,Z“)

satisfies (1.0.1), (1.0.2) and the processes t — (z},, Z'(t)) have continuous adapted
modifications, i = 1,2. Moreover

(1) P*[Z*(0) = Z%(0)] =1.

(2) Larwp- (Z',W*) = Larwp- (Z2,W*) = Lawp (u, W).

(3) if we knew that P* [Z'(t) = Z*(t)] =1 for t from some dense subset of [0, T

—

then there would ezist a mapping R : X x € — € measurable in the following
way

R: (X X o:,gg@w) —(¢,B), t<T

such that, whenever (Q, F!, (F}), P}, W', u}) is a filtered probability space
with a Q-(F})-Wiener process W' and an F}-measurable random variable
u§ with distribution Laropr (u§) = p, defining the predictable process u'(t) =
e~ R(ub, WL.), the family (Q1, F!, (FL), P}, W', ul) is a strong solution of
(1.0.1) satisfying (1.0.2) with the initial condition u} and Larop: (u!', W?) =
Eamp (u, W').
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We will start the proof of Theorem 1.12.1 by recalling one of the versions of the
classical theorem on disintegration of measures. See Corollary 3.3 in [Ed] for the proof.

Proposition 1.12.2. Let Z be a Polish space, (H,H) a measurable space and ¢ a
probability measure on H @ B (Z). Then there exists a kernel ¢ : H x B(Z) — [0, 1]
such that
(1) the mapping H — [0,1] : h — g(h, F') is H-measurable for every F € B(Z).
(2) the mapping B(Z) — [0,1] : F — g(h, F) is a probability measure.
(3) ¢(B x F) = [gq(h,F)dqi(h) for every B € H, F € B(Z) where ¢;(B) =
q(B x Z), B € H is the marginal measure of g.

Proof of Theorem 1.12.1. Let e be the mapping associated to (z}, : n € N) by

Lemma 1.11.1. Then the modification of the random vector (u(0), Wec, eu — eu(0))

takes values in X x € x € by assumption of the theorem. Next consider the measure
Larop (u(0), Wyec, eu — eu(0)) on BX)®B®B

and denote ¢° its restriction to B(X) ® B; @ B, t < T. By Proposition 1.12.2, there
exist the corresponding kernels ¢ : X x € x B — [0, 1], t < T where we take (H,H) =
(X x€,(X)®B,),t<T and Z = €. The measure P* is then defined by

(1.12.1) P*(B) = f ({ / Tz ) @ U, 0) (B(I*‘”))) du® W(z,w), BeF*
Xx€ xC

where B®%) = {(y},4?) : (z,w,y*,y?) € B} is the cut-set in (z,w) € X x €, the

solutions Z* are defined as

(1.12.2) Z'(t,z, w,yt, %) =z + ey (t)

and the Q-Wiener process as

o0

(1.12.3) W,y g2(B) =D (B hi)ywe, heU
k=1

where the sum is taken in L? ((Q*, F*P*),C[0,T]) and w = (wi : k € N) € €.

Proof of the first part of Theorem 1.12.1 (in sequence of lemmas)

Lemma 1.A. Let t < T. Then o (¢:(Waec)) is P-independent of ;. In particular

(1) o (u(0), vt(Waec), ¢t (eu — eu(0))) is P-independent of o (¢¢(Waec))-

(2) B, is W-independent of o (¢;) on (€, B).

(3) Larop (u(0), Waee) = @ W.

(4) p ® W is the g}-marginal of ¢*, t < T from Proposition 1.12.2.
Proof: The process B = (W (h}),...,W (h}/)) is an N-dimensional (F;)-Wiener pro-
cess with covariance ((er/ Qh:‘, QY 2h;f)U) ~so, by Lévy’s characterization theorem,

ij
the o-algebra o (B(r) — B(t) : v € [t,T)]) is P-independent of F; for every N € N hence
50 is 0 (Waec(r) — Waec(t) : 7 € [¢,T]). The claim (1) holds because
o (u(0), pt(Waec), ¢t (eu — eu(0))) C F,

(2) because B; = o (¢;) and (3) and (4) are obvious. O
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Lemma 1.B. Let t < T, A€ B, F € FF" and B = X x ¢;'[4] x € x €. Then
P*(BNF) = P*(B)P*(F).

Proof: First we are going to prove that

(1.B.1) p@W{(z,w) € X x€: ¢" (z,w, F) = qt (z,w,F)} = 1.

for every F; € B;. To do so fix G; € BX and define
— {GE]B: / ¢t (z,w, F}) dp @ W(z,w) = ¢¥ (G1 x G X Fz)}.
Gle

It is easy to see that D is a Dynkin class and if we showed that it contains all sets of

the type ¢; *[Ga] N ¢; [G3] for all G2 € B, G3 € B we would know that D is all of B.
Thus

/ ¢ (z,w, Fy) du @ W(z,w) =

G1x (72 G2lNg; 1 [Cs])

=/(X Ig,(z)q" (z,w, Fy) du(m)) Ig, (pr(w)) Ic, (¢1(w)) dW(w)
c

o(¢¢)-measurable

B:-measurable

by Fubini’s theorem. But B, is W-independent of o(¢;) by Lemma 1.A (2) so

= ] ¢' (z,w, Fy) du ® W(z,w) | W (¢;}[G3]) =
1@, [Ga]
= .Camp (U(O), Wdem eu— eu(O)) (G] X (Pt_l[GQ] X Fg) Samp (Wdec) (qﬁt_l[Gg])

and since F; = ¢; [Vo] for some V; € B we get
= P[(u(0), ot (Waec) , ¢t (eu — eu(0))) € G1 x G2 x Vo] P [6 (Weec) € Gs] =

= £arop ((0), Waeer eu — eu(0)) (G1 x (¢7G2] N 67 [Gal)  F)
Finally we infer that [}, ¢* (z,w, F}) du®@W(z,w) = [, ¢* (z,w, F;) du @ W(z,w) for
every V € B(X) ® B whence (1.B.1).

Now we will turn to the proof of Lemma 1.B: Fix U; € B(X), Uy € B, Us € By,
U4 = IB: and define C = U1 X U2 X U3 X U4. Then

P (CNB)= j Ty, (2) I, (w)La ($:(w)) ¥ (23w, Us) &% (2, w, Us) dp ® Wz, w)
XxC
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and, by (1.B.1), we have

- / v, (2) I, ()14 (61(w)) ¢* (2w, Us) ¢* (2w, Us) dp ® Wz, w).
Xxe

Using Fubini’s theorem we continue

=/ QIUl(x)q‘ (z,w,Us) ¢* (z,w, Uy) d,u(x)) Iy,(w) Ia(oew) dW(w)
¢

(¢ )-measurable

-

B;-measurable

but
= f I, (@) Iy, ()a* (z, w, Us) ¢ (, w, Us) duu ® dW(z, w) P*(B)
XxC

o

P+(C)
due to Lemma 1.A (2). So far we have proven that P*(FNB) = P*(F)P*(B) for every
F € B(X)®B; ® B, @ B, = F; but the same is obviously true for every F € 7. O
Lemma 1.C. The processes Z*, i = 1,2, defined in (1.12.2), are (F})-predictable,
W* defined in (1.12.3) is a Q-(Ff" )-Wiener process and (1) and (2) in Theorem 1.12.1

hold. Particularly (Q*,F*, (FF"),P*,W*, Z) satisfies (1.0.1), (1.0.2) for i = 1,2 by
Theorem 1.6.

Proof: First we must realize that, by the definition of the measure P*, we have
(1.12.4) Larop- (:c, w, yi) = Larop (u(0), Wyec, eu — eu(0)) .

So Larp- (Wc’;ec,em - yi) = Larop (Wyec, eu), ¢ = 1,2 and, by Corollary 1.11.2, we
get that

(1.12.5) P* [y'(t) € Rnge] =1, t<T,

Z%, i =1,2 are predictable in X and
(1.12.6)

Larop- (Z*’(tj),wg;(h;) Lji<nk< K) = Lawp (u(t;), Ws, (h}) : j < n k < K),

i = 1,2 for every partition 0 = g < -+ < t, < T and every K € N. Denot-
ing B = (W (h}),...,W (h}y)) the continuous N-dimensional (F; )-adapted process
we see that Larwp- (B; — B;) is the N-dimensional centered Gaussian measure with

covariance ((le’?h;‘,Ql/?h;)U)__ and, by Lemma 1.B, we have that o (B; — B;) is
ij

FF -independent. Thus we conclude that B is an N-dimensional (F} " )-Wiener pro-

cess for every N € N, consequently, as

2

n

S (b hp)y W (A7)

k=m

<

c([0,7))

Ep-
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<4T Y Y (hhidy (QV2hi, QV2h ) (hhi)y =

k=ml=m
2
= 4T

= (Z (hy hi)y hi)

k=m

U

by the Doob inequality, the series (1.12.3) is convergent and defines a Q-(F} " )-Wiener
process while (2) in Theorem 1.12.1 follows from (1.12.6) by the linearity of W* and
by that fact that the linear span of (hf : k € K) is dense in U. We also have, by
definition of P*, that P* [y*(0) = 0] =1, i = 1,2 whence (1) in Theorem 1.12.1.
Proof of the second part of Theorem 1.12.1 (in sequence of lemmas)

Suppose that we know that P* [Z(t) = Z2(t)] = 1 for ¢ from some dense subset of
[0,T]. Then, by the definition of Z* (1.12.2) and by (1.12.5), there is

1=P* [yl S y2} =P X xCxD] = / qg;}w) ® qg;'w)(D)dp @ W(z,w)
Xxe
where D = {(y},y?) € € x €:y! = y?} is the diagonal of € x €. So the set M =
{(:c, w) : qg;,w) ® qg;,w)(D) = 1} € B(X) ® B is of u ® W-measure 1 and, by Fubini’s
theorem, qaw) must be a Dirac measure for every (z,w) € M. Denoting k(z,w) €
¢, (z,w) € M the corresponding mass point we have [k € B] = [¢¥(B)=1] =
[¢*(B) = 1] modulo a p ® W-zero set for every F; € B; by (1.B.1). Hence k, ex-
tended by 0 out of M, is (X x €, g;@W) — (€, B;) measurable for every t < T.

The proof of the second part of Theorem 1.12.1 will now follow from Lemma 1.D and
Lemma 1.E.

Lemma 1.D. Writing ¢t — Re(z,w) = ez + k¢(z, w) € RN we have that
(1.D.1) R: (X x €, gf®w) — (€,B;) is measurable for every t < T
(1.D.2) Larop (eu, Wyec) = Larw,gw (ﬁ’, ﬁ) on BB
(1.D.3) p®W {(m,w) : wgﬁ(m,w) = e:r} =1
where w : (X,€) — €: (z,w) — w.

Proof: (1.D.1) is obviously true so we will show (1.D.2) and (1.D.3):

P*(B) = /5:;(3‘1_,,) ® 5k(z‘w)(B(I‘w)) dpu @ W(z, w) —
M

=p@W{(z,w) : (z,w, k(z,w), k(z,w)) € B}

by the definition of P* (1.12.1) for every B € F*. So (1.D.2) follows from (1.12.4). As
for (1.D.3), observe that 1 = P [mq (eu — eu(0)) = 0] = P* {(z,w,y},¥?) : ¥*(0) = 0}
so the claim follows from the first part of the proof. [
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Lemma 1.E. Let u be a Borel probability measure on X, (2, F, P, W, u) a solution
of (1.0.1) satisfying (1.0.2) and let (z; : n € N) be a sequence in X* which sep-
arates points of X such that the processes t — (z}.,u(t)) have continuous adapted
modifications. Let also R : X x € — € be a function satisfying (1.D.1), (1.D.2) and
(1.D.3) of Lemma 1.D. Then, whenever (Q!, F!, (F}), W', u}) is a filtered proba-
bility space with a Q-(F})-Wiener process W' and an Fj-measurable random vari-
able uj with distribution Larp: (u}) = p, the family (Q1, F1, (F}), W', ul), where
ul(t) = e mR(ud, Wj..) is a predictable process, is a strong solution of (1.0.1) sat-
isfying (1.0.2) with the initial condition u§ and Latwp: (u!, W) = Larwp (u, W).

Proof: First of all one must realize that Sarop: (ud, Wi,.) = 4 ® W by Lemma

dec

1.A so, if we denote H,; the P'-augmentation of o (u}, msW,. : s < t) then H, C F},
the mapping (uj, Wi..) : (', H:) — (X x ¢,Gt ®W) is clearly measurable and u! is
(H;)-predictable. Moreover

Larwpr (ul(t;), Wi : j) = Larop (e_lﬂ'tjﬁ (uds Wiee) s Wdec :j) =
= Larw,ow (e‘lmj R,@: j) = Lawp (e‘lmj eu, Waec) = Larop (u(t;), Waec) »
by the assumption (1.D.2), consequently
Sarops (u(t), Wi (h)) £ 5 <,k < K) = Samp (ulty), Wey () : § < m, k < K)

for every partition 0 =ty < --- < t, < T and every K € N. But since (hj : k € N)
spans densely in U we get the above equality with arbitrary hx’s due to linearity of
W, W. Hence (u!, W) satisfies (1.0.1), (1.0.2). We have that

Lawp (eu(t)) = Law,gw (wtﬁ) ; 1 <T
by (1.D.2) so, using Corollary 1.11.2, we see that u @ W [mﬁ € Rng e] =1 and
Pl [ul(0) =) = P [eqlﬂoﬁ (ugs Wiee) = ul] =

=u@W {(:z,w) : e‘lwgﬁ(a:,w) = :r:} = u@W{(m,w) : woﬁ(m,w) = e:c} =1

by (1.D.3). O

1.13 Proof of Theorem 1.1

The idea is, again, to construct a function R satisfying the assumptions of Lemma 1.E
but firstly we will recall a fairly known fact on representations of “suitably” measurable
functions. The proof can be found in [DM] 12-I-18.
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Proposition 1.13.1. Let (22, F,v) be a measure space, (Y,)) a measurable space, A
a sub-o-algebra of F, Z a Polish space, f : 2 — Y an arbitrary function. Denote o (f)
the o-algebra generated by f and AY = AV{N € F:v(N) = 0} the v-augmentation
of Ain F.
(1) If g : Q — Z is a o(f)-measurable mapping then there exists a measurable
mapping h : (Y,)) — Z such that g = hf.
(2) If g : Q@ — Z is A”-measurable then there exists an .A-measurable function h
such that g = h v-almost everywhere.

Theorem 1.13.2. Let (Q,F,(F;),P,W,u) be a strong solution of (1.0.1), (1.0.2)
such that z;, € X*, n=1,2,... separate points of X and the processes t - (x5, ult));
n € N have continuous modifications. Then there erists a function R satisfying

(1.D.1), (1.D.2) and (1.D.3) of Lemma 1.D, consequently the conclusions of Lemma
1.E hold.

Proof: Denote H; the P-augmentation of o (u(0), msWgec : s < t). Then the map-
ping eu : (2,H,) — (€, B;) is measurable for every ¢ < T by assumption. Conse-
quently there exists a measurable mapping R : (X x €,B(X)® B) — (€, B) as well as
mappings 7; : (X x €, B(X) ®@B,) — RN such that P [ﬁ (w(0), Waee) = eu] =1 and
P [ry (u(0), Wgec) = mreu] = 1, t < T by Proposition 1.13.1. But then

LW [rt = mﬁ] —P [r: (w(0), Waee) = 7R (w(0), Wde,_.)] =1, t<T

soR: (X x €, Q{mw) — (€,B;) for every t < T by Lemma 1.A. [

Actual proof of Theorem 1.1. The strong existence follows immediately from
Lemma 1.E so suppose that joint uniqueness in law holds for (1.0.1) and that we have
a solution v of (1.0.1) on some filtered probability space (', F', (), P’,W’). Then

P’ [v(t) = e~ 1, R (v(0), W;ec)] —p [u(t) — e~ 17, R (u(0), wdec)] =1, ¢<T

by the joint uniqueness in law and Theorem 1.13.2. Hence we see that (1.0.1) is
pathwise unique. [J

1.14 Proofs of Theorem 1.8, 1.9 and 1.10

We use the notation of section 1.11.

Proof of Theorem 1.8. (1) implies (2) and (3) by Theorem 1.2 while (3) implies (1)
by Theorem 1.1. Suppose that (2) holds. Then the assumptions of Theorem 1.12.1 are
satisfied with the original solution (Q,F, (%), P, W,u) so if (', F',(F{),P W', )
is a solution then so is (¥, F, (F!),P',W’,v') where v'(t) = e~ mR (u/(0), Wi..)-
Consequently we get

P/ [w/(t) = e m B (w(0), Wieo) | = P/ [o/(6) = e m R (0/(0), Woeo)|

for every t < T as (u/, W') and (v’, W’) have the same law by joint uniqueness in law.
The latter is equal 1 because P’ [u’(0) = v’(0)] = 1 and the proof is complete. Whence
pathwise uniqueness for (1.0.1). O



82 CHAPTER 1

Proof of Theorem 1.9. (1) implies (2) by Theorem 1.12.1. Now suppose that
(2) holds. Then (u,W)-pathwise uniqueness holds if and only if (u', W’)-pathwise
uniqueness holds so let (Q!, F1, (F}), P!, W', u!) be a solution of (1.0.1) such that
Larwp: (v, W) = Lawp: (uv/,W’). Then (Q, F2, (F}), P, W' v!) is a solution of
the equation (1.0.1) and Larwp: (v}, W) = Larop: (u?, W) with

v (t) = e7'mR (u'(0), W)
by Theorem 1.13.2. Moreover P [u!(0) = v*(0)] =1 thus
Pl [ul(t) = e*lmé (uI(O), Wc}ec)] = P! [vl(t) = e”lmfi (vl(O), Wjec)} =1

for every t < T, whence (1). O

Proof of Theorem 1.10. Suppose that (1) holds. Then the assumptions of Theorem
1.12.1 are satisfied with the original solution (2, F, (F;) , P, W, u) so consider another
solution (Q', ', (F;), P, W',v") such that Larwp (u) = Lawps (v'). Then, by Theorem
1.12.1, (Y, F',(F{), P',W', ') is again a solution of (1.0.1) such that Larop (u, W) =
Larop: (u', W') where

u'(t) = e 'mR(W'(0),W'), t<T

is (u/(0), W’) p,~adapted. But P’ [u/(t) = v'(t)] = 1, t < T by u-pathwise uniqueness
as P’ [u/(0) = v(0)] = 1 whence joint u-uniqueness in law for (1.0.1) and (2) and (3)
hold.

If (2) holds then the assumptions of Theorem 1.12.1 are satisfied with the original
solution (', F', (F}),P',W',u') and we will show that it has the claimed properties.
In deed, (', F',(F]),P',W',v') is a (u'(0), W') p,-adapted solution where v'(t) =
e 1m R (u/(0), W’), t < T. Moreover, by (u/, W’)-pathwise uniqueness, P (t) =
v'(t)] for every t < T.

To show that (3) implies (1) consider a solution (Q!, F*, (F}), P, W u!) such
that Larwp: (u') = Larop: (u!). Then, by Theorem 1.13.2, (@, F1, (F}), P, W1 vl)
is also a solution with the distribution Latwp: (v') = Larwp: (v?) where

vi(t) = e mR (u(0), W), t<T.
But we know that
P! [ul (t) = e~ 'm R (u'(0), W(}ec)] — P! ['ul(t) = e 'm R (v(0), Wc}ec)] =1

for every t < T by joint u-uniqueness in law and the fact that P! [u!(0) = v?(0)] = 1.
Whence u-pathwise uniqueness for (1.0.1). [
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Used notation

BELOCN  crocoonssmrmnsorssmmmisemeive o o v s . A S S ViR 6 Borel o-algebra on X
P s 3 A R SN TR B AT T dual space to X
B o st 8 B R B Y MR BRI Lebesgue space of p-integrable functions
BEETHAY o rsocnns winesonminmsmmmmsn s s xoxmms amsm b s conditional expectation
N = O T O 0N RO W o-hull over &
o R il o R T T T ¥or o-hull over (fo:a € A)
L0, () sonsisnovvenminsunssnnonmin v ses distribution of f with respect to u
(M), resp. (M,N) ....variation, resp. cross-variation process. [RY], Section IV.1
I o ronnns. oo scuraios e s i ani e S a0 A T S T Definition 1.2.1
9V E 8 ) [ ——— Gaussian probability with mean z and covariance Q
Bl X} o sommmsmmmonomasiaminm s s smasss linear bounded operators from U to X
Lo(UyX) eviiiiniinannnnnns Radonifying operators from U to X, Definition 1.2.3
CH0L B @) oo vommmmsimrvsmmmsnmmenissmmmn continuous functions from [0, 7] to Z
BB o ionoh fos bon ot Mo piae oo o8, o-algebra of progressively measurable sets
By B e s S G .0 SRS R AR A S B SRR SR e S S SR 1L
€ e R R SRR S R S R AR SRS S S R VRS e Section 1.11
BB siicnmemnn e s v e e R e e SR R R R S e A o e Section 1.11
s e e 0 T R R W O e R S e R S Section 1.11
GO st i 0 1 70 W 95 4 0 1 10 ML 550806 Section 1.11
R om0 AR R A TN B SR A IO N SRR RS SRS B Section 1.11
[ETRNMTFEY]) cnnns onawenon smvsmwipossmsem s e ewmes s ensmamss s Section 1.11
T om0 R 0 R . Section 1.11
1y PN OO0, WU TN YO0, CIOOY OUORL IO I8 TR DO o L O O RO O Section 1.11
B B s DR R B O BB R AR N e e R o, Section 1.11

o s P o STt s e o Pl bt el o o s Section 1.11
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Chapter 2

BROWNIAN REPRESENTATIONS OF CYLINDRICAL
LOCAL MARTINGALES, MARTINGALE PROBLEM AND
STRONG MARKOV PROPERTY OF WEAK SOLUTIONS

OF SPDEs IN BANACH SPACES

Abstract: This chapter deals with three issues. First we show a sufficient condition for a cylindri-
cal local martingale to be a stochastic integral with respect to a cylindrical Wiener process. Secondly
we state an infinite dimensional version of the martingale problem of Stroock and Varadhan, and
finally we apply the results to show that a weak existence plus uniqueness in law for deterministic
initial conditions for an abstract stochastic evolution equation in a Banach space implies the Markov
property, and, in case of time homogeneous coefficients, the strong Markov property.

2000 Mathematics Subject Classification. 60H15.

Keywords. Brownian representations, martingale problem, strong Markov property.

2.0 INTRODUCTION

The first part of this chapter is devoted to the study of Brownian representations
of cylindrical local martingales. If W is a (cylindrical) Wiener process and g a pro-
gressively measurable integrable process with values in the space of linear bounded
operators then the stochastic integral M = [ gdW is a cylindrical local martingale
with the quadratic variation process [ gg*ds. The question is whether, provided M
is a cylindrical local martingale with the above quadratic variation, there exists a
Wiener process of given covariance such that M is the stochastic integral of the pro-
cess g with respect to W, and the positive answer is in Theorem 2.1.2 for the general
cylindrical case, and in Corollary 2.1.3 for the particular case where we consider the
representations in 2-smooth Banach spaces which seem to be the most general spaces
where stochastic integral with respect to Wiener processes exist. In particular, every
Hilbert space is 2-smooth. We refer to Chapter 1 or [1] or [2] for details on stochas-
tic integration in these spaces. The contribution of Theorem 2.1.2 is that we do not
consider only Hilbert space local martingales (as in [3]) but also Banach space valued
and, moreover, cylindrical martingales over a reflexive Banach space. The motivation
for this generalization is that solutions of stochastic evolution equations in Banach
spaces are no more semimartingales since generators of Cp-semigroups are unbounded
operators. Yet, the solutions are still cylindrical semimartingales and then, as we will
see in the second and the third part of this chapter, this generalization permits to
develop the Stroock and Varadhan theory of martingale problems for rather general
class of abstract stochastic evolution equations.

The second part deals with a stochastic evolution equation (2.2.1) in a 2-smooth
separable Banach space X. In general, the solutions of this abstract equation need
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not be norm continuous and so we cannot consider the space of X-continuous function
on [0,00) as the state space for the paths of the solutions on which we would like to
formulate some sort of a martingale problem. Yet, the solutions are continuous for
a certain topology weaker than the weak topology 7(X,X*) on X by a theorem of
Chojnowska-Michalik (Theorem 1.12 and Theorem 1.13 in Chapter 1, or [4] or [2])
which can be naturally embedded in the Fréchet space of real sequences RN, and so
we consider the path-space Q of continuous functions from [0,00) to RN. This, in
fact, rather complicates the exposition since the embedding is not a homeomorphism.
Anyway, we establish Theorem 2.3.2 which states sufficient and necessary conditions
for a Borel probability measure on Q to be a law of a solution of the equation (2.2.1).
The advantage of this theorem is that we work on one fixed probability space with
one process and the objects of study are Borel probability measures which correspond
in one-to-one way to martingale solutions (weak solutions in the probabilistic sense).

Having established Theorem 2.3.2 we formulate an infinite dimensional version of
the martingale problem using the ideas of Stroock and Varadhan [5]. We show that
if the equation (2.2.1) is well-posed, i.e. weak existence and uniqueness in law hold
for deterministic initial conditions, then the Markov kernel is measurable (Corollary
2.4.8) and defines a Markov process (Theorem 2.5.1). As a by-product we get weak
existence and uniqueness in law for general initial conditions for the equation (2.2.1)
(Corollary 2.4.7). At this occasion we refer to Theorem 1.4 in Chapter 1 where is
shown that provided the equation (2.2.1) is well-posed then joint uniqueness in law
holds for deterministic initial conditions (i.e. the joint law of the solution and the
driving Wiener process is unique).

In the third part of this chapter we consider the equation (2.2.1) and we suppose
that solutions have norm continuous trajectories. This additional assumption enables
us to return to the path space 2 of continuous functions from [0, 00) to X considered
with the natural evaluation process Y;(w) = w(t), t > 0, w € Q. And again, under
the assumption of well-posedness of the equation (2.2.1), the process Y, together with
the probability measures (P** : ¢ > 0,z € X) corresponding to laws of the solutions
departing at time a from z € X, is a Markov, resp. strong Markov family (Thm 2.5.3,
resp. Thm 2.5.4).

The proofs are given separately at the last section.

I would like to thank Marco Dozzi and Jan Seidler for suggesting me this problem,
and to the Institute of Mathematics Elie Cartan in Nancy, France, and the Mathe-
matical Institute of the Academy of Sciences in Prague for their material support.

2.1 BROWNIAN REPRESENTATIONS OF CYLINDRICAL MARTIN-
GALES

Representations of martingales as stochastic integrals goes back to Doob [6] who
showed a representation theorem for one-dimensional martingales. Its finite dimen-
sional version can be found in Theorem 3.4.2 in [7], and a generalization to Hilbert
space valued martingales in Theorem 8.2 in [3]. Our version covers all the preced-
ing cases and, moreover, the cases where the martingales are Banach valued, or even
cylindrical over a Banach space.
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Notations and conventions

Throughout this chapter

> if nothing is assumed about a filtered probability space (2, F, (F:),P) we will
suppose that Fy contains all P-negligible sets of F.

> we denote U a separable Hilbert space, X a separable reflexive Banach space,
@ a symmetric nonnegative operator on U, Uy = Rng Q'/2 the reproducing
kernel space for @ with the inner product defined via

<'U.., v)Uo == <Q_1‘;2’U.., Q_1/2v> u € UU, v E UO:

where Q~1/2 is the inverse mapping to the restriction of Q/? onto the orthog-
onal complement of Ker Q'/2 in U.

> given a filtered probability space (22, F, (F:),P), we speak of a cylindrical Q-
(Ft)-Wiener process W = (W(u) : u € U) provided W(u) is an (F;)-Wiener
process on [0, co) for every u € U and

E W (u)Wy(v) = (Qu, v)y min{t, s}

for every s > 0, ¢t > 0, u € U and v € U. This is a generalization of a U-
valued Q-(F;)-Wiener process W for @ nuclear since then W(u) = (W, u); is
a Wiener process in our sense (see e.g. [8]).

> we denote L(U, X) the space of linear bounded operators from U to X equipped
by the o-algebra generated by the mappings B — Bu for every u € U.

> we denote R(U,X) the space of vy-radonifying operators from U to X and
we recall that R(U, X) is a separable Banach space whose Borel o-algebra
coincides with the o-algebra generated by the mappings B +— Bu for every
u € U (e.g. [9] or [2]). Hence if (2, F) is a measurable space, a mapping &
from Q to either L(U, X) or R(U, X) is measurable if and only if u: Q — X
is Borel measurable for every u € U. We used the notation L(U, X) instead
of R(U, X) in Chapter 1.

Definition 2.1.1. Let (Q,F, (F;),P) be a filtered probability space, a > 0 and M =
(M(t) : t > a) an adapted process with continuous paths. Then we say that M is a
local martingale provided there exist stopping times 7,, with values in [a, co] such that
lim 7, = oo almost surely and ¢t — M(t A 7,,) is a bounded martingale on [a, 00) for
every n € N.

Theorem 2.1.2. Let (Q,F,(F:),P) be a filtered probability space, g a progressively
measurable L(Uy, X )-valued process such that

T
P| [losliwox) 45| =1 forevery T3>0
0

and (M(z*) : z* € D) a family of continuous local (F;)-martingales starting from zero
where D is a dense subset of X* such that qz] + z5 € D for every 1 € D, z5 € D
and ¢ € Q. We suppose that

> P[Mi(qr] + z3) = gM(x]) + My(23)] =1,t>0,9€ Q, 21 € D, z5 € D.

> the quadratic variation process is given by (M(z*)) = [ [|g‘:}:"‘|]?jD ds, z* € D.
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Let either condition be satisfied:

> the operator g(t,w) is injective for dt @ P-almost all (t,w).
> (Q,F, (F:),P) supports an infinite number of independent standard real (F;)-
Wiener processes, which are, altogether, independent of the process M.

Then there ezists a Q-(F;)- Wiener process W such that

M(z*) = ] (z*,9) AW,

for every z* € D. [

Theorem 2.1.2 has an immediate corollary. If X is a 2-smoothable Banach space
or, in particular, a Hilbert space, and the process g satisfies an additional integral
condition then we have an integral representation of the cylindrical process M.

Corollary 2.1.3. In particular, if X is a 2-smoothable space, resp. a Hilbert space
and

T T
" / lgsll 7w, ) ds] =1 v F / s 15 (w0, x) ds| =1
0 0

for every T > 0 then M has a representation M in X where

M=/gdW

and M(z*) = (z*, M) for every z* € D.

2.2 THE STOCHASTIC EQUATION AND THE SETTINGS

Notations and conventions: From now on

> X will be, in addition, 2-smoothable.

> B(Z) stands for the Borel o-algebra over a topological space Z and RN is the
Fréchet space of real sequences.

> if (Q, F,P) is a probability space and G C F then G is the smallest o-algebra
containing G and every P-negligible set of F and we call G¥ the P-augmentation
of G in F. A P-augmentation of a filtration (G;) in F is the filtration (G}).

> if (Q, F,P) is a probability space and £ a measurable mapping from (2 to some
measurable space Y then we denote Larp (§) the law of £ under P.

Moreover we write

> 7 : C([0,00),RY) = RN : f i f(s) for s € [0, 0)

> Q= C([0,00),RN)

> F =B(C([0,00),RY)) = o(m, : s < 00)

> Fr=o0(ms:s<t)forte|0,o0)

b Fap=0(ms:a<s<b)orFaeo=0(ms:5>a)for0<a<b<oo



2.2 THE STOCHASTIC EQUATION AND THE SETTINGS 89

Further we consider an infinitesimal generator A of a Cp-semigroup (S; : ¢t > 0) on X.
The adjoint operators (S; : ¢ > 0) on the dual space X* form a Cy-semigroup as well,
and the adjoint operator A* is its infinitesimal generator by Corollary 1.10.6 in [10]
since X is reflexive. Thus we can fix a countable set D = {h, : n € N} in the domain
D(A*) of the adjoint operator A* such that

> ghn + hm € D for every g rational, n € Nand m € N
> the set {(hn, A*hy);n € N} is dense in {(z*, A*z*) : 2* € D(A*)} in X* x X*
since X* is separable.

Definition 2.2.1. Each element of z € X can be mapped into RN as 7 = ((hn,z) :
n € N) and it defines an injective mapping e : X — RN : z — #. We denote
e ! : RN — X the inverse of e extended by zero on R \ Rnge.

Proposition 2.2.2. The mapping e is injective and continuous and maps Borel sets
of X into Borel sets of RN. In particular e~ is Borel measurable.

Proof: The system of subsets of X whose image under e is a Borel set in R¥
contains closed balls and X as these are weakly o-compact, and e is continuous with
respect to the weak topology in X. Whence e maps Borel subsets of X into Borel
subsets of RN. In view of this the inverse mapping e_; of e is Borel measurable from
the range of e onto X, and we will denote e~! : RN — X its Borel extension by zero

on RN\ Rnge. O

We also consider some measurable nonlinearities F' : [0,00) x X — X, G : [0,00) X
X — L(Uy, X) and some auxiliary measurable mapping J : [0,00) x X — [0, o0] with
the following property:

Whenever a > 0 and v : [a,00) — [0,00) and w : [a,00) — X are measurable such that
t
/J(vs,ws)ds<w, t>a
then

t
/Il'wslix + [|F (v, ws)llx + 1G(vs, wa) [ v, x) + 1Se-sG (vs, we) | R x) 5 < 00
a

for every t > a.

Let a > 0. We say that a 6-tuple (2, F, (F:), P, W, u) of a filtered probability space
(Q,F,(F),P), an Q-(F;)-Wiener process and a progressively measurable X-valued
process (u(t) : t > a) is a solution of the equation (with the coefficients J, F' and G)

(2.2.1) %’i(c) = Au(t) + F (t,u(t)) + G (t,u(t)) W
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on [a, o0) provided that

(2.2.2) P |:/ J(s,u(s))ds < oo] =1, t>a

a

and

(2.23) P [u(t)=8¢_au(a)+ f Sy_.F(s,u(s)) ds + / St_sG(s,u(s))dW} N

holds for every t > a.
Remark 2.2.3. The equality (2.2.3) holds if and only if

t t
(2.24)  (hn, u(t)) = (hn,u(a)) + f (A*hn, u(s)) ds + / (hny F(s,u(s))) ds+

t

+ / (hm, G5, u(s))") dW

a

holds almost surely for every ¢ > a and every n € N by the theorem of Chojnowska-
Michalik (Theorem 1.12 and Theorem 1.13 in Chapter 1).

Remark 2.2.4. In particular the RN-valued process t ~— @(t V a) (Def. 2.2.1) has a
continuous modification which takes values in .

First example of the choice of J. Let p > 2 and % < a < 1. Suppose that

/ HSS]L‘Z t>0.

Then we can set
J(s,z) =1+ ||z||x + || F(s,z)||x + ||G(s,m]]|iwo‘x} §s>0, zelX.

Proof:

[j (j 'v(s,r)dr) ds] " < j (/E v2(s,r)ds) h dr

0 0 0 0

holds for every nonnegative function v by Fubini’s theorem so we fix some ¢ positive
and set v(s,7) = (t — 7)* 1(r — 8)%||St-s9(5) || rwo,x) for 0 < s < r < t and zero
otherwise for some g : (0,t) — L(Up, X) measurable. Then

1/2

e (/ IS-e0(Nxwoyds | <
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‘ [ i
”Sf—‘!'”L(X) r=sllR(X)
= _/ (t—r)1-a) _/ (r — s)2 llg(s )”L(Uo ds dr <
0 0
! e /2 1/p
P 18- || b suﬂm : 2
- r(1—a)p’ dr )2a (S)HL(UO,X) ds dr <
0
; ; LAV /2 /4 1/p
HSr”i(X) ||Sr||2;{(x)
< ( g f 2 ar ) [ 160 e
0 0 s

by Holder’s and Young’s inequality. [

Second example of the choice of J. Let @Q be a trace class operator on U and

denote V' the orthogonal complement of Ker Q/2? in U with inherited norm from U.
Then we can set

J(s,2) = llzllx + |1F(s,@)llx + [G(s, ) 2wy 20, zeX.

Proof: Let g € L(V, X). Then ||gllwe,x) < ll9llzev,x)l|@"?(l L) and
|Se=sgll R@s, x) = 11St=s9@" 2|l rev.x) < ISe=sllzxylgll v, 2| Revy =

= ||Se=sllLox)llgll v,y (Tr Q) V2.
O

Third example of the choice of J. Let the diffusion operator G take values in the
space of vy-radonifying operators R(Up, X ). Then we can put

J(s,z) = |lzllx + |F(s,2)llx + |G (s, 2)|Rwe.xy $20, z€X.
Proof: Let g € L(Up, X). Then

lgllzwo,x) < llgllr(wo,x)

and
|St—sgll r(vo,x) < |ISt—sllzex) gl Rvs, x)
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2.3 MARTINGALE THEOREM

In this section we will show a sufficient and necessary condition for existence of a
solution (2, F, (F;), P, W, u) of the equation (2.2.1). Namely we formulate an infinite
dimensional version of the martingale problem of Stroock and Varadhan.

Let 0 < a < oo and denote
(2.3.1) Tm(b) = 75.(b) = inf{s > a : |b(s)| = m}

for a function b : [a,00) — R and m € N with the convention that inf () = oo,

(2.3.2) M, m{wEQ /Jse rs(w))ds<oo}

t>a

the real continuous processes defined on O

(2.3.3) Ln(£)(t,w) = Lo (f)(t,w) = f(x7 (w)) — f(7g(w))—

/f ) ((A*hn, e g (w)) + (Bn, F(s, € ms(w)))) ds—

—% /f(?r?(w)) I6" sy e ma@hal, . t2a, we M,

L. (f)(t,w) = La(f)(t,w) =0, t2a, wEﬁ\Ma

where 7m(w) = (7d(w) : j € N) € RN, for f € C?(R) and n € N, and finally the
stopped processes
(2.3.4) _

nm (f)(t,w) = Ly (F)(t,w) = Lo (f)(EA Tm(Ln (F) (5 w))w), t2a, weQ

for f € C?*(R), n € N and m € N.

Remark 2.3.1. The processes L,(f) and L, (f) are continuous by the assumptions
on the function J and L., (f) is uniformly bounded. Moreover, if we suppose that
a probability measure P on F is such that P(M,) = 1. Then the random variables
Ln(f)(t) and Ly, (f)(t) are measurable for the P-augmentation of the o-algebra o (7 :
a<s<t)in F for every t € [a,00), f € C*(R),n€ N and m € N.

In view of Remark 2.2.4 and Remark 2.3.1 we see that the objects appearing in the
following theorem are well defined. See Proposition 5.4.6, p. 315 in [7] for the finite
dimensional case:
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Theorem 2.3.2. Let 0 < a < 0.

1° If (, F, (Fe), P, W,u) is a solution of the equation (2.2.1) on [a,00) then the
law P of the process t — i(t V a) on F satisfies

P[M,) =P[n; € Rnge] =1

for every t € [a,00) and the bounded processes Lnm(f) are martingales on
[a,00) under P with respect to the P-augmentation of the filtration (F,) in F
for every f € C*(R), me N and n € N.

2° There exists a countable set B of C*°(R)-functions with compact supports,
independent of a, such that whenever P is a measure on F such that

P[Ma] = P[ra € Rnge] = P[m € Rnge] =1

for almost every t € [a,0), and the bounded processes Lo (f) are martingales
on [a,00) under P with respect to the P-augmentation of the filtration (Fg )
in ?a,m for every f € B, m € N and n € N, then there exists a solution
(Q, F, (F:),P,W,u) of the equation (2.2.1) such that P coincides with the law
of the process t — @(tVa) on Fg co-

2.4 MAIN THEOREM AND ITS APPLICATIONS TO SPDEs

Definition 2.4.1. We denote M(Z) the Polish space of Borel probability measures on
a Polish space Z, with the topology induced by the real bounded continuous functions
on Z. Moreover, we will write M = M(C([0,0), RY)) and define the shift operator

6:R x C([0,00),RY) = C([0,00),RY) : (3, f) = (f(s +y)" : 5> 0).

Definition 2.4.2. Let a > 0 and z € X. We say that the equation (2.2.1) is (a,z)-
unique in law provided that whenever (QF, F¢, (F}), P}, Wi, ut), i = 1,2 are two solu-
tions of the equation (2.2.1) on [a, o) such that P*[ul(a) = z] = P?[u?(a) = z] = 1
then Larwp: (ul(t:) : i < k) = Laropz (u?(t;) : i < k) for every finite times ¢y,...,t in
in [a, 00).
Definition 2.4.3. Let a > 0 and z € X be given and suppose that there exists a
solution (2, F, (F:), P, W, u) of the equation (2.2.1) on [a, 00) such that Plu(a) = z] =1
and the equation (2.2.1) is (a, z)-unique in law. Then we say that the equation (2.2.1)
is (a, x)-well-posed. Moreover we denote P** the law of the process t — (¢ V a) on
F (Remark 2.2.4) and define P(a,z,t,V) = Plu(t) € V] for t > a and V € B(X).
Theorem 2.4.4. Let the coefficients J, F and G be time independent, i.e. J(t,x) =
J(z), F(t,z) = F(z) and G(t,z) = G(z) for everyt >0 and z € X.
> If the equation (2.2.1) is (a, z)-well-posed for some a € [0,00) and x € X then
the equation (2.2.1) is (b, z)-well-posed for every b € [0, c0).
> If O is a Borel subset of X and (2.2.1) is (0, z)-well-posed for every x € O
then the mapping [0,00) x O — M : (a,z) — P** is Borel measurable.

In either case P%* = £awpe.= (§,—p) on F for everya>0,b>0 andz € X.

The following theorem is an infinite dimensional version of 6.7.4, p. 167 in [5].
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Theorem 2.4.5. Let E be a nonempty Borel subset of [0,00) x X and let the equation
(2.2.1) be (a,z)-well-posed for every (a,z) € E. Then the function E — M : (a,z) —
P** is Borel measurable.

Now we are coming to the essential theorem of this section. Its finite dimensional
predecessor is due to Stroock and Varadhan Theorem 6.2.2, p. 146 in [5].

Theorem 2.4.6. Let a > 0 and let O be a nonempty Borel subset of X. Let the
equation (2.2.1) be (b, x)-well-posed for every b > a and x € O. Further suppose that
there ezists a solution (Q, F, (F;), P, W, u) of the equation (2.2.1) on [a,0) and denote
P the law of the process t — w@(tV a) on F (Remark 2.2.4). Let (G;) be a filtration in
F such that F; € G, C ?:D for everyt > 0, and let T be an [a, o0)-valued (G;)-stopping
time. Assume that P[r, € e[O]] = 1 and denote r : 2 x F — R a regular version

of the conditional probability P with respect to G.. Then there ezists a set N in G,
P(N)=1, N C [, € e[O]] such that

r(w, V) = PT@he (mr@) (@) ()
for every V € ?T(w),m and every w € N.

Theorem 2.4.6 has two immediate corollaries. Corollary 2.4.7 is the weak existence
and the uniqueness in law for general initial distribution and Corollary 2.4.8 is the
measurability of the Markov kernel.

Corollary 2.4.7. Let O be a Borel subset of X and p a probability measure on B(X)
such that u(O) = 1. Suppose that the equation (2.2.1) is (a,x)-well-posed for every
a>0andz € O. Then
> there ezists a solution (Q, F, (Ft), P, W,u) of the equation (2.2.1) on [a, o)
such that Larop (u(a)) = p.
> whenever (QF, F* (FF), Wk, u¥), k = 1,2 are two solutions of the equation
(2.2.1) on [0, 00) such that Larop: (u(0)) = Laropz (u?(0)) = p then

Larop: (u!(t;) : 1 < m) = Laropz (u?(t;) : 1 < m)
for every ty,...tm in [0,00).
Corollary 2.4.8. Let O be a nonempty Borel subset of X and let the equation (2.2.1)
be (a, z)-well-posed for every a > 0 and z € O. Then the function
(a,z,t) — P(a,z,t,V): {(a,z,t): 0<a<t <00,z € O} = R
is jointly measurable for every V € B(X).

2.5 MARKOV AND STRONG MARKOV PROPERTY

e Let O be a non empty Borel subset in X and denote
p O={CeB(X):CCO}
> Q=0I0%) = {,:[0,00) = O}
> Y;: 0 —=0:w—w(t),t>0
b F =00 =g(Y;:t>0)
b =0, 184 £%);E20
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The following theorems are essentially applications of Theorem 2.4.6.

Theorem 2.5.1. Let the equation (2.2.1) be (a,z)-well-posed for every a > 0 and
x € O. Further suppose that, for every a > 0, x € O, there exists a solution

(Qa,m: Fa,:rr (fa,:c;t): ]Pa,:ce Wa,:ca ua,a:)

of the equation (2.2.1) on [a,00) such that Pg z[uaz(a) = z] =1 and Poz[uax(t) €
O] =1 for every t > a, and denote P** the law of the process t — u, -(tVa) on F.
Then (2, F, (F), Y, (P*%)a>0,ze0) is a Markov family, i.e.
> [0,00) X (0,0) — R: (a,z) — P**(V) is jointly measurable for every V € F.
> If we denote (H;) the P**-augmentation of the filtration (F;) fora >0, z € O
fized, and b < c are fized times in [a,o0) then P&*[Y, € V|H,] = P¥¥2[Y, € V]
P%* -almost surely for every V € B(O).

e Let O be a subspace of X and consider norm || - [|o on O such that (O, || |[o) is a
separable Banach space continuously embedded in X and denote

> Y;: C([0,00), (0, llo)) = O :wr—w(t), 20

> Q= C([Ov OO), (01 ” ' HO))

> F= E(C([U,OO), (Ov H : ”O))) = J(lft 12 0)

p FR=a(Y,:8<t),t20

Remark 2.5.2. The assumption of the continuous injection of O into X implies that
B(O) C B(X) by chap. 3, par. 39, sect. IV, p. 487 in [11]. In particular, O is a Borel
subset in X and B(O) = O = {C € B(X) : C C O}.

Theorem 2.5.3. Let the equation (2.2.1) be (a,z)-well-posed for every a > 0 and
z € O. Further suppose that, for everya > 0, z € O, there ezists a solution

(Qa,x: Fa,ma (}-a.::;t)a Pa,ra Wa,xs ua,x)

of the equation (2.2.1) on [a,o0) such that P, z[uqex(a) = z] = 1 and the paths of ug »

are continuous in (O, |- |lo), and denote P** the law of the process t — u, -(tVa) on

B(C([0,00), (O, |- llo)))- Then (o, F,(Ft),Y, (P**)a>0,zc0) is a Markov family, i.e.

> [0,00) X (0,0) — R : (a,z) — P**(V) is jointly measurable for every V € F.

> If we denote (H;) the P**-augmentation of the filtration (F;) fora >0,z € O

fized, and b < ¢ are fized times in [a, ) then P*%[Y, € V|H,) = P@Y+[Y, € V]
P**_almost surely for every V € O.

Theorem 2.5.4. Suppose that the coefficients J, F and G are time independent, i.e.
J(t,z) = J(z), F(t,z) = F(z) and G(t,z) = G(z) for everyt > 0 and let the equation
(2.2.1) be (0, z)-well-posed for every x € O. Further suppose that, for every z € O,
there exists a solution (Qz, Fz, (Fzt), Pz, W, uz) of the equation (2.2.1) on [0,00) such
that P.[u(0) = z] = 1 and the paths of u, are continuous in (O, || - |l0), and denote
P® the law of u on B(C([0,00), (O, |- lo))). Then (Q,F,(F:),Y, (P*)zc0) is a strong
Markov family, i.e.
> (0,0) = R:z— P*(V) is jointly measurable for every V € F.
> If we denote (H;) the P*-augmentation of the filtration (F;) for z € O fized,
and T is an (H,)-stopping time then P*[Y;., € V|H,] = PY~[Y; € V] P*-almost
surely for everyt >0, and V € O.
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2.6 THE DEMONSTRATIONS

2.6.1 PROOF OF THEOREM 2.1.2

First we will give a classical result on real local martingales. Then we recall the
definition of a stochastic integral with respect to a cylindrical martingale and finally
we conclude by the actual proof of Theorem 2.1.2.

The following proposition is an easy consequence of the Lenglart inequality 1.4.17,
p. 30 or 1.5.25, p. 38 in [7]:

Proposition 2.6.1.1. Let (2, F, (F;),P) be a filtered probability space and (M, :
n € N) a sequence of real continuous local (F;)-martingales on [0, c0) starting from
zero and, for every é > 0, A > oo and t > 0, there exists ngp € N such that whenever
m > ng and n > ng then P[(M,, — M,,) (t) > 6] < A. Then there exists a continuous
local martingale M such that |M, — M|+ (M, — M) + | (M) — (M) | converges to
zero in C[0, c0) in probability.

Corollary 2.6.1.2. The family of the local martingales (M(z*) : z* € D) from
Theorem 2.1.2 can be extended for the indices z* € X* \ D such that

> (M;(z*) : t > 0) is a local (F;)-martingale for each z* € X* \ D.

> P[Mi(azx] + z35) = aMy(z7) + Me(z3)] =1,t > 0,a € R, 2] € X*, 25 € X™.

> the quadratic variation process is given by (M(z*)) = [ |lgr"‘:1:“|]?,-0 ds, z* € X™.

Proof: If z* € X* and (k, € D : n € N) converges to z* in X* then M(k,)

converges in probability in C[0, c0) to some limit M (z*) and the limit is independent
of (k, : n € N) by Proposition 2.6.1.1. Considering the unique extensions by the
above limits for z* € X* \ D we have a family (M (z*) : z* € X*) of continuous local
martingales satisfying the claimed properties. [J

Now we recall the construction and the elementary properties of the stochastic
integral with respect to a cylindrical martingale with quadratic variation in the integral
form.

Proposition 2.6.1.3 (stochastic integral). Suppose that (Q,F, (F;),P) is a fil-
tered probability space, H is a Hilbert space, (N(h) : h € H) is a family of local
martingales starting from zero such that PlaN;(hy) + Ni(h2) = Ni(ahy + ho)] = 1,
a €R, hy € H, hyp € Hand t >0, [|c*h||}, ds is the quadratic variation process
of N(h), h € H where c is a progressively measurable process in L(Up, H) such that
]P[fo't ”C(S)Hi(Uo,H) ds < oo] =1 for every t > 0. Let (¢(t) : t > 0) be a progressively
measurable H-valued process such that

t
P / | [ (1,!)3)||2U0 ds<oo| =1 for every t> 0.
0

Then the stochastic integral [% dN is a real local martingale.
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Indication of the proof: Fix an orthonormal basis (k, : n € N) in H and suppose
that v is uniformly bounded. Then we define

/'d)dN = nli_{{)loi/(w,hk) dN (hk)
k=1

where the sum is taken in C[0,00) and converges in probability due to Proposition
2.6.1.1. For v general, define

./de :nﬁ_{i‘effllwnxsﬂ]lbd}v.
El

Remark 2.6.1.4. Let, in addition, ¢ be another progressively measurable H-valued

process such that f; llct (0s)||3, < oo for every t > 0. Then the cross-variation process

satisfies
-

<f e / MN) (1) = Of (e (¥), ¢ (9))y, ds

The following remark can be easily proved using Proposition 2.6.1.1:

for every t > 0.

Remark 2.6.1.5. Let, in addition, K be a separable Hilbert space and 7 a progres-
sively measurable process in L(H, K) such that ]PU(; ”wC”%(Ug,K) ds < co] =1 for
every t > 0. Then L(k) = [¢*kdN, k € K is a family of local martingales, and if ¢
is a progressively measurable process in K such that P[ f; llc‘w‘éﬂf]ﬂ] ds < o] =1 for

every t > 0 then
fc;’)dL:fv,b*qbdN.

The Borel functional calculus will enter into the proof of Theorem 2.1.2. Here we
point out one of its important features:

Proposition 2.6.1.6. Let us denote L(U) the space of linear bounded symmetric
operators on U equipped by the o-algebra inherited from L(U) (i.e. the o-algebra gen-
erated by the mappings B +— Bu for every u € U), and consider the Borel functional
calculus on Ly(U). Then the mapping L,(U) — Ls(U) : B — f(B) is measurable for
every locally bounded measurable function f.

Indication of the proof: The Borel functional calculus is given by the finite signed
measures »”'-Ey with the support in the spectrum of B, forz € X,y € X and B € L4(U)
where

+o0
(F(B)z,y)x = f £ duB,

for every locally bounded Borel measurable function f. The mapping B — f(B) is
measurable by definition for f(¢) = t", n € N since then f(B) = B™ and the rest
follows by density of polynomials in L*(c(B),u2,). O
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Remark 2.6.1.7. Let B € L(U, H) where H is a Hilbert space and let f be a lo-
cally bounded Borel function. Then Bf(B*B)B* = fo(BB*) where fo(t) = tf(t).
Consequently, f(B*B) = 0 provided B is injective.

Proof of Theorem 2.1.2: We consider the extension of M from Corollary 2.6.1.2.

Step 1. Let us first suppose that X = X* is a Hilbert space, the covariance operator
@ is the identity operator on U = Up and there exists a cylindrical Wiener process
W with identity covariance operator on U, independent of M. Further, decompose
the interval (0,00) into Borel sets By, Ba,... such that each of them has a positive
distance from the origin, and define the functions v;(t) =t~! for t € B; and %;(t) =0
for t € [0,00)\ B;, i € N, and 9o(t) = 1 for ¢ = 0 and ¥o(t) = 0 for ¢ > 0. Let us
also denote C; = Ip,, i € N, and Cy = 9. The process (t,w) — g*(t,w)g(t,w) is
progressively measurable in L(U) and takes values in the subspace of the symmetric
operators. So we have, using the Borel functional calculus (Prop. 2.6.1.6), the L(U)-
valued progressively measurable processes

(tsw) = wi(g*(tvw)g(nw)): (t,w) = Ci(g*(taw)g(taw))a 12 0.

The processes

Wiu) = f olla" )W) dM, i=1,2,... Wolu)= f Yolg*9)(w) W

are real local martingales for every u € U by Proposition 2.6.1.3, and the cross-
variation processes (W;(u1), Wj(uz) = 0 for every uy € U, up € U and 0 < 7 < j since
9"9v;i(9"g9) = Cj(g9*g) and Ci(g*9)Cj(g*g) = 0, and (W;(u)) = [[|Ci(g*9)(w)||} ds
for every u € U and i > 0 by Remark 2.6.1.4. Now

> wiwh =Y [ e o @l ds =Y [ (Cite"a)(w,u)y ds =
i=0 i=0 7 1=0

- f () ds = t]ull?
0

so W(u) = 32, Wi(u) is convergent in C[0,00) in probability for every u € U by
Proposition 2.6.1.1, and W = (W(u) : u € U) is a cylindrical Wiener process on
U with the identity covariance operator. On the other hand, to show that M(h) =
[ (h,g-) AW for every h € X*, it is obviously sufficient to verify that [ |g*h|| ds is
the cross-variation of M(h) and [ (h,g-) dW. To carry out this, recalling Remark
2.6.1.5, we get that

</9*de"’M(h)> = </9¢s(g*g)g*hdM,/hdM> =

= f (9"9vi(9"9)g"h, g h)y ds
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fori =1,2,... by Remark 2.6.1.4, and

<l/9*deg,M(h)> = </¢’0(9*9)g*de,M(h)> Y

<i/g*de,- —/g*hdw> (t)

1=0

Since

converges to zero for every ¢ > 0 we arrive at

<_/(h,9-) dW,M(h)> - g/@(g"g)g*hag‘h)u o

- / lg*RIlZ ds — / (Colg"9)g Ry g°h)y ds

but (Co(9*9)g*h,g*h)y = (9Co(g*9)g*h,h)x = (C(gg*)h,h)x = 0 where C(t) =
tCo(t) = 0 by Remark 2.6.1.7.

Step 2. If the process g is injective di ® P-almost surely then we do not need the
process W since then Cy = 0 by Remark 2.6.1.7.

Step 3. If X is still a Hilbert space but the covariance operator @ is general then we
consider Q'/2, the square root of Q in L(U ), and K the orthogonal complement of
Ker @Q'/2 in U considered with the norm of U. The operator gQ*/2 belongs to L(K, X)
and ||g*h||lv, = [|(gQ/?)*h||k for every h € X since Q/2 : K — Up is an isometry.
Moreover, g is injective if and only if gQ!/? is. Applying the above result we get that

M(h) :f(h,ngﬂ-) dﬁ:/(h,g-) dW, heX

for some H(_:’ylindrical Wiener process W with the identity covariance on K. Finally,
W (u) = W(Q'?u), u € U is the Q-Wiener process on U.

Step 4. Let X be a separable reflexive space. Chose some subset {z}, : n € N} of the
unit sphere of X* which separates points of X and define H as the completion of X in
the norm ||z||%4 = 3°27,27"| (5, z) [2. Then the inclusion j : X — H is continuous
and we apply the previous result on the processes N(h) = M(j*h), h € H. The
quadratic variation of N(h) is then [ ||(jg)*h||#, ds and so there exists a Q-Wiener

process W such that

MGR) =N = [ (hig) aW = [(G"hg)aw,  heH.
Consequently
(2.6.1.1) M(z") = / (z*,g-) dW, z* € Rng j*

but Rng j* is norm dense in X* and so (2.6.1.1) holds for every z* € X*. O
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2.6.2 PROOF OF THEOREM 2.3.2

We will need the following Lemma which is a modification of Proposition 4.6, p.
315 in [7]:

Lemma 2.6.2.1. Let 0 < a < oo and let (Q, F, (F;), P) be a filtered probability space
with a real continuous adapted process m and real progressively measurable processes
by and b, with locally integrable paths. Moreover suppose that the processes

t

M(t) = n(t) — n(a) — f bi(s)ds

and

Z(t) = w2(t) — m*(a) — Q/w(s)bl(s) ds — sz(S) ds

t
t— / ba(s)ds
a
is the quadratic variation of M.
Proof: The process 7 is a semimartingale so

are local martingales. Then

t t

72(t) = m2(a) + wa(s)bl(s) ds + 2]11'(3) dM(s) + (M) (1)

a a

by Ito’s formula. But then

Z() - / r(s) dM(s) = (M) (t) — f bl

The left hand side is a local martingale while the right hand side a process of bounded
variation. Hence it is null everywhere. [J

Proof of Theorem 2.3.2 1°: First we see that
(2.6.2.1) Larog (e 7y, 14 < k) = Larop (u(r; Va): i < k)

for every r1,...,7% in [0, 00) so P(M,) = 1 by (2.2.2) and P[r; € Rnge] = P[i(t) €
Rnge] = 1 for every t > a. Fix n € N, f € C?(R) and define the auxiliary process

Y(t) = f((hn,u(t))) — f((hn, u(a)))-
-ff((hn,U(S)))((A‘th(SD+(hmF(S=U(8))>) ds—

- T}é/ F(hny w16 (5, ulsDally, 20
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Then

Y(t) = / F (s u(5))) (ks G5, u(s))) AW,  t>a

by Ito’s formula and
Larg (e, Ln(F)(t5) : 1 < k,j < k) = Lawp (u(r; Va),Y(t) : i < k,j < k)

for every ry,...,rx in [0,00) and every ti,...,tk in [a,00) by (2.6.2.1). The mapping
Tm in (2.3.1) is upper-semicontinuous from C([a,o0)) to [a, oc] and so

stop : Cla,0) — Cla,0) : f = (f(tATm(f)) : t > a)
is Borel measurable. Consequently,
Latog (€ ey, Lum(F)(t5) : i <k, G < k) =
= Larop (u(r; Va),stopY (t;) : 1 < k,j < k)
for every 71,...,7k in [0,00) and every ti,...,t in [a,o0), and so
Larog (7ry, Lum(f) (&) 11 < ki = 1,2) =
= Larop (u(r; V a),stopY (t;) : i < k,j=1,2)

for every ry,...,7% in [0,00) and some a < t; < t3, whence L, (f) is a martingale on
[a, 00) with respect to the P-augmentation of the filtration (F;).

Proof of Theorem 2.3.2 2°: Let B be a countable set of C°*°(R)-functions with
compact support such that it contains functions fL(t) =t = f(¢) and f2(t) = t* =
f2(t) for |t| < k, k €N, and let P be the assumed probability measure on F in 2° for
the set B that we have just specified. Let also (€, F, (%), P) be a filtered probability
space with countably many 1ndependent real Brownian motions (8% : k£ € N) and
define Q =0 xQ, F=F®F, P=P@P and F; the P-augmentation of the filtration
(fa!t\m®.7-}) in F. Now fix n € Nand m € N. Then an(fk] are bounded martingales
on [a, 00) for P with respect to the P-augmentation of the filtration (F,), for k € N,
¢ = 1,2 and so are the killed processes

(t,@) = Lam(fi) A 1(7" (-, @), @)
where 7 was defined in (2.3.1). But
Lom (fi) (¢ A T(7"(-,©)), @) = Lo (f*) (¢ A k(7" (-, D)), @)

and 7x(7"(-,@)) — oo so the processes Lnn(f*), i = 1,2 are bounded martingales
on [a,o0) as well, therefore L,(f*), i = 1,2 are local martingales on [a,00). Define
M(hy) = L, (f*) and Z,(t) = Ly(f?). Then

(M (hy)) (t) = / 1G* (s, €17 (5))ha |5, ds
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by Lemma 2.6.2.1. Now, whenever n € N, m € N and ¢ is a rational number,
there exists | € N such that ghn, + hm = hy as D = {h; : j € N} was supposed
to be additive and rationally homogeneous. Having the choice of m, n, [ and g, we
have, by assumptions, that P[r(t) € Rnge] for almost every ¢ > a. In particular,
(hk,e *n(r)) = «*(r) almost surely for every k¥ € N and some dense countable set
r > a. Apparently, ¢gn™(t) + 7™(t) = 7'(t) for every t > a almost everywhere by
continuity of the processes. Consequently, P[M;(qh + k) = qM;(h) + M;(k)] = 1 for
everyt>a,q€Q,he Dand k€ D, and

(M(R)) (t) = f 1G* (s, e n(s))h[5,, ds

for every h € D. We are ready to extend the objects onto the product space Q2. To
this end, define the processes N(h)(¢t,@,w) = M(h)(tV a,®), II(t,&,@) = 7(¢t,@) and
wi(t,@0,0) = Bp(t,@) for t > 0, k € N and (@,w) € Q. The process N inherits the
linearity of M, N(h) is a local martingale on [0, o0) for the filtration (F;) and

(N(R)) (£) = / a0y (5)G™ (s, e TI(s))R|[%, ds
0

The processes (wy : k € N) are independent (F;)-Wiener processes independent of
o(N(h): h € D), so we can apply Theorem 2.1.2 obtaining a Q-(F;)-Wiener process
W such that

t

Ni(#) = [ (b ToGls, €™ TI(s)):) W, he D,
0

or equivalently

(7110, b) = (7M@), k) + [ (Ah e (E)) + (b Fls, e I(s))) ds+

a

t

+/(h,G(s,e‘1H(s))-) dw

a

for every h € D, t = a and almost every t > a as P[II(t) € Rnge] = 1 for t = a and
almost every ¢t > a. If we define the (F;)-predictable process

u(t) = St—ae~11(a) f Si—oF(s,e " MI(s)) ds + f S,_sG(s, e~ I(s)) AW
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for ¢ > a then

t

(u(t), h) = (e TI(a), k) + / ((47h, e 11(s)) + (h, F(s, e 1N(s))) ds+

a

t

| +/<h,G(s,e_1H(s))-> dW

a

for every every t > a and every h € D by the theorem of Chojnowska-Michalik (Thm
1.12 and Thm 1.13 in Chapter 1), so Ple™II(¢) = u(t)] = 1 for ¢ = a and almost every
t > a. Consequently,

t t
u(t) = Si_qu(a) + f S:_sF(s,u(s))ds+ / Si—sG(s,u(s))dW
and P[II(¢) = 4(t)] = 1 for every t > a by continuity of IT and @. O

2.6.3 PROOFS OF THEOREM 2.4.4 AND THEOREM 2.4.5

Lemma 2.6.3.1. Let O be a Borel subset of X and let the equation (2.2.1) be (0, z)-
well-posed for every z € O (Def. 2.4.3). Then the mapping O — M : z — P%% is
Borel measurable.

Proof: The mapping
M—-R:pu— f wdp
Q
is Borel measurable for every bounded or [0, oc]-valued measurable function ¢ : Q — R,

K = MonN[m € Rnge] N {w € Q:dt{s € [0,00) : ms(w) ¢ Rnge} =0}

is a Borel set since the third set is measurable by Fubini’s theorem. Further let V; be
the set of all those measures p for which

/ Lo (£)(t) d = ] Lom(f)(s) ds
C (5

for every C in some countable subset generating F, for every 0 < s < t in Q, every
n € N, m € N and f € B where B is the countable subset of C?(R) introduced in
Theorem 2.3.2 2°. Then V; is a Borel set and Vo = {u : u(K) = 1} NV; is the Borel
set of all probability measures p which satisfy

u(Mp) = plmo € Rnge] = p[r, € Rnge] =1
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for almost every ¢t > 0, and render the bounded processes L, (f) martingales with
respect to the py-augmentation of the filtration (F;) for every f € B. Now

X SRYL MR &M

where e was defined in Def. 2.2.1, j : y — J, is a homeomorphism, and ¢ : p +—
Laro, (mp) is continuous. By this scheme we get that

Va =i ![j[e[O]]] = {1 : there exists z € O such that u[ry = 7] = 1}
is a Borel set by Prop. 2.2.2. Consequently,
V=VoNVs={ueV,: there exists € O such that ule"'mp = 2] = 1}

is a Borel set and the mapping ¢ is injective on V. Indeed. Let p; and po be two
elements of V' such that i(u;) = i(p2) = 0z for some z € O. Then there exist two
solutions (Q, F*, (FF), Pk, Wk, u¥), k = 1,2 of the equation (2.2.1) on [0,00) such
that Laropx (e(u*)) = pk for k = 1,2 on F by Theorem 2.3.2 2°. But then P¥[u*(0) =
z] = 1 for k = 1,2 and so, by (0,z)-uniqueness, we get that u; = ps. Therefore
i : V. — M(RY) is a continuous injection and so is the mapping j~1i : V — ¢[0]. In
fact, ;=1 is a bijection from V to e[O] by Theorem 2.3.2 1° due to the well-posedness
of the equation (2.2.1) on O. In particular, j~1i[C] is a Borel set in RY for every Borel
subset C' of V by chap. 3, par 39, sect. IV, p. 487 in [11] and so i~!j : €[0] — M is

Borel measurable. Eventually, i~!je : O — M is Borel measurable. O

Proof of Theorem 2.4.4. Fix y > —a and consider the shift operator 6, (Def.
2.4.1).

Step 1: Let u be a probability measure on F such that w(Mg+y) = plms € Rnge] =1
for every s € [a+y, 00) and let the processes Ly ¥ (f) be martingales on [a+y, 00) under
p with respect to the p-augmentation of the filtration (Fasy¢) for every f € C%(R).
Then 6;'[M,] = Moy and L3F¥(t + y,w) = LG, (f)(t,0y(w)) for every w € Moyy
and t > a since the coefficients J, F and G do not depend on time. If we define
v = Laro, (fy) then v(M.) = ﬂ'(g-;l[Ma]) = p(Ma+y) =1, v[ms € Rnge] = p[msyy €
Rnge] =1 for every s € [a,00). Further

/ Ity (7ay (@) - - - Iy (ay () L2 () (t,0) dv =
Q

= /Ir'l (77814'?,‘(“))) o Irk (7T31+y(w))L::m(f)(t, gy(w)) de‘ =

<l

Irl (7731+y(w)) e Il-'k (W81+y(w))L$1:1y(f)(t T ysw) dau

bl\

for every si,...,s; and t in [a,00), and Ty,...,[x in (RY). Whence the processes
L2, (f) are martingales on [a, c0) under v with respect to the v-augmentation of the
filtration (F, ) for every f € C*(R).
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Step 2: Let (Q, F, (F:), W, u) be a solution of the equation (2.2.1) on [a + y, c0) with
Plu(a + y) = z] = 1 and denote u the law of the process t — (¢t V (a +y)). Then u
satisfies the assumptions of Step 1 by Theorem 2.3.2 1°. Applying Theorem 2.3.2 2°
on v we get a solution (Q}, F1, (F}), W, u?) of the equation (2.2.1) on [a, o) with
Pllul(a) = z] = 1.

Step 3: Let the equation (2.2.1) be (a,z)-unique in law. Let (QF, F* (FF), Wk, uF),
k = 1,2 be two solutions of the equation (2.2.1) on [a + y, 00) with PF[uf(a + y) =
2] = 1, k = 1,2 and denote u* the law of the process t — @*(tV (a + y)), k = 1,2.
Then p* satisfy the assumptions of Step 1 by Theorem 2.3.2 1°. Applying Theorem
2.3.2 2° on v* we get two solution (e, Frey (Fiet), Wi, uk), k = 1,2 of the equation
(2.2.1) on [a, 00) such that v* coincides with the law of the process t — (¢ V a) on
Fops fork=71,2. In partlcular Prlux(a) = 2] =1 for g = 1 2, and so, by (a,z)-
uniqueness in law, v* = v® on F, . Consequently, u* = u? on F a+y,00- Whence
(a + y, x)-uniqueness in law.

Step 4: Let the equation (2.2.1) be (0, z)-well-posed for every z € O. Then O — M :
z — P%% is Borel measurable by Lemma 2.6.3.1. Moreover, P** = Larpo,- (f_,)
by Step 2. Whence [0 o) x O — M : z — P%® is Borel measurable. Indeed. The
mapping ¢ : R X Q — Q is jointly measurable. Consider a continuous bounded function
¢ on Q. Then the mapping

(a,z) — f{de“”" = /c,o09_a dP%*

Q

is continuous in a for fixed z, and measurable in z for fixed a. The joint measurability
of such a function then follows, for instance, from Caratheodory’s conditions. O

Let us consider the following auxiliary equation:

—~—

(2.6.3.1) %(t) — Fu(t) + F(ae) + Ga)w

on the space X =R x X with a complete separable 2-smooth norm

I
U2 5("
o u \ _ Uz
B () = (s).

with the infinitesimal generator

2

=l +laly, (%)X,

the Cp-semigroup

E:(g g) Dom(A) = R x D(A),
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the nonlinearities
U1 _ 1 Ul oy
() - (p(u;,u2))= ()%

=~ u _ 0 uy &
6(m)e=(cuume): ()% ecmn
and the function
j(:;) = |ug| + J(u7 , u2), (z;) EX

Solutions of the equation (2.6.3.1) are characterized by the following Lemma where
we write (uj,u2) instead of the vertical vector notation:

)

1
2

Lemma 2.6.3.2. Leta >0,z € X and (2, F, (F;), P, W) a filtered probability space
with a Q-(F:)-Wiener process W. Let also (uj,u2) be a progressively measurable
X-valued process on [a,00) with Pluj(a) = a] = 1 and Pluz(a) = z] = 1. Then
(Q,F,(F:),P, W, (u1,uz2)) is a solution of (2.6.3.1) on [a, o) if and only if

> Pluy(t) = t] =1 for every t > a.

> (Q, F, (F:), P, W, us) is a solution of (2.2.1) on [a, c0).

Moreover, the equation (2.6.3.1) is (a, (a, z))-unique in law if and only if the equation
(2.2.1) is (a, z)-unique in law.

Corollary 2.6.3.3. Let ¢ > 0 and z € X. Then the equation (2.6.3.1) is (a, (a,z))-
well-posed if and only if the equation (2.2.1) is (a, z)-well-posed.

Proof of Theorem 2.4.5. The equation (2.6.3.1) is (r, (a,z))-well-posed for ev-
ery 7 > 0 and (a,z) € E by Corollary 2.6.3.3. Thus. Denote é : X — RN an
embedding for the setting of the equation (2.6.3.1) as in Def. 2.2.1, and, provided
(Q,F, (F),P,W,u = (u1,u2)) is a solution of the equation (2.6.3.1) on [a, c0) with
Plu(a) = (a,z)] = 1, denote P*(%:2) the law of the process t — &(u(t V r)) on Q as in
Def. 2.4.3. The mapping E — M : (a,z) — P*(%%) is Borel measurable by Theorem
2.4.4. But

PR [‘;" €y, iy € I‘k] =P [’U,g(tl VG) € e'l[I‘;l], ..ouz(tx Va) € 8_1[1-‘;5]] =

=P [‘E(tl \/a) ER x e_l[rl],...,ﬁg(tk Va) eR x e_l[l"k]} =
=P [é(u(t1 Va)) €€ [Rx e )] ,...,é(T(tk Va)) € €[R x e }[I%]]] =
= P2 [1, €E[Rx e} T4]],..., 7, €&[R x e [Tk]]]

holds for every ti,...,tx in [0,00) and I'y,...Tk in B(RN) by Lemma 2.6.3.2. Whence
E — M: (a,z) — P%7T is Borel measurable. [J
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Step 1:

First we realize that P(M,) = P[rs € Rnge| = 1 for every s > a and the pro-
cesses L2 (f), f € C%(R) are martingales on [a,oc) under P with respect to the
P-augmentation of the filtration (F;) by Theorem 2.3.2 1°. Now let @ < s < t and
C € F. be arbitrary. We have

/ (f Lf:m(f)(t)dr(w)) e = [ Lin(h)dPw) =
C1N[r<s]

c cnCiN[r<s]
= f Lim(f)(s) dP(w) = f ( f L2, (F)(s) dr(w)) dP(w)
CNCiN[T<s] Cin[r<s] \C

for every C) € G, since C1 N[t <sl€GsNG-, G5 C ?: and the martingale property
of L%, (f). In particular

(2.6.4.1) I[sz](w)fL?zm(f)(t) d?‘(w)=I[rgs](w)fLim(f)(S)dT(w)
C

c

P-almost everywhere.

Step 2:

Considering the countable set B from Theorem 2.3.2 2° and the fact that every F,
is generated by some countable algebra As, we can find a set N; € G, P(N;) =1
such that (2.6.4.1) holds for every C € A,, fe B ne NNmeN, we Ny and s <t
in [a,00) N Q. We can suppose as well that r(w,M,) = 1 for every w € N; since
P(M,) = 1. Now we see that, given w € Ny,

] L2, (f)(t) dr(w) = f L2,.(f)(s) dr(w)
C

C

holds for every 7(w) < s <t,C € Fs,n € N, m € N and f € B by the continuity
of the processes L7, (f). Moreover, Ly, (f) are adapted to the r(w)-augmentation of
the filtration (F, ;) since r(w, M,) = 1. Altogether we have just gotten that

(Lam(£)() = Lam(F)(7(w)) : £ 2 7(w))

are uniformly bounded martingales under r(w) on [7(w), c0) with respect to the r(w)-
augmentation of the filtration (F, ;) for every w € N;,n € N me Nand f € B. The
same is, of course, true for the stopped process

(Lam(£)(EA0k) = Ly (f)(T(w)) : £ 2 7(w))
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. : —r(w) -
by the optional stopping theorem for the (F,;)-stopping time

ox = inf{s > 7(w) : [LT@)(f)(s)| > k} = T;(MJ(L;(M)U))

by definition in (2.3.1). But, still with an w € N fixed,

Lam(f)(tAok) = Loy (F)(T(w)) = I[r;(Lg(f))Z-r(u)jL;f}(t A T (La(£)))

on the set M, by definition. Hence, letting m tend to infinity, we get that the processes
(L () 2 7(w))

are uniformly bounded martingales under r(w) on [7(w), 00) with respect to the r(w)-
augmentation of the filtration (F,.) for every w € Ny, n € N, k € Nand f € B.

Step 3:
We already know that r(w, M,) = 1 for every w € N;. Define the set

Vo= {w € ﬁ: /I]RN\Rng e(’rs(w))ds = 0} =

={we0:7y(w)) € Rnge for a.e. s>a}.

Then P(V,) =1 by Theorem 2.3.2 1°. Hence, there exists a set Ny € G, P(N2) =1
such that r(w,V,) = 1 for every w € N.

Step 4:
There exists a set N3 € G-, P(N3) = 1 such that r (w, [7r()(w) = 'rrT(w)]) = 1 for
every w € N3 by the elementary proprieties of r and the fact that F; € Gi, t > 0

(hence (w,wo) — Tr(u) (W) — Tr(w) (wo) is Gr ® F-measurable), and Trw)(w) € €[0] for
every w € N3 by the assumptions of Theorem 2.4.6. So, given w € N = N; NNy N N3,

r (w= [Tr'r(w) € Rng 6]) 2T (w! [ﬂ-'r{u) = Tr(w) ((.d)]) =1

and so there exists a solution (ﬁ, F, (.7::,3), P, W, v) of the equation (2.2.1) on [7(w), 00)
such that the law of the process ¢t — ¥(t V 7(w)) coincides with 7(w) on F () e
by Theorem 2.3.2 2°. In particular, ﬁ[v(r(w) = e 7, ()(w))] = 1 and so r(w) =
Pr(@)e7 (T ) (@) op ?T(w),m since the equation (2.2.1) is (7(w), €™ 7 (u)(w)))-unique
in law by assumption. [J
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Proof of Corollary 2.4.7. Define

P(V)= /P“’I(V) du(z) VeF
(@

in view of Thm 2.4.5. Then, apparently, P(M,) = P[ns € Rnge| = 1 for every s > a

and
/ t)dP = j em(s)d

for every C € Fs,a<s<t,ne€N meNand f € C%(R) by Theorem 2.3.2 1°.
Whence there exists a solution (2, F, (F;), W, u) of the equation (2.2.1) on [a, o) such
that Larp (4(- Va)) = P by Theorem 2.3.2 2°. In particular, Larop (u(a)) = p. For
the second part of the corollary denote Py the laws of the processes t — e(u*(t)) on F
for k = 1,2 by Remark 2.2.4. Then P; = P, on Fy and P;|Fo = P3|Fo by Theorem
2.4.6. Consequently P, = P,. O

Proof of Corollary 2.4.8. The mapping

(asx] Y f@(ﬂt)Pa’xa resp. Pax

.'OI\

is measurable by Theorem 2.4.5, resp. continuous for every ¢ : RN — [0, 1] continuous.
Hence it is jointly measurable since it satisfies the Caratheodory condition. The joint
measurability then holds for every ¢ bounded, e.g. ¢ = Iy for V € B(X). O

Proof of Theorem 2.5.1 and Theorem 2.5.3. We have
e [-Ytl =3 I T— },tm € Fm] = ]Pa,z [ua,r(tl) =4 i Ty ua,z:(tm) € Fm] =

— Pa‘z [?Ttl\/a, €e [Fl] 3res Mt Va ce [rm]]

for every a > 0, z € O, t1,...,ty in [0,00) and every I',...,I'y, in O C B(X).
Whence the measurability of (a :1:) — P%* by Theorem 2.4.5.
Next, fixing 0 < a < b < cand z € O, denote r a regular version of the conditional

probability P** with respect to F; then
— pbe (m(w)) a,T
7(w, [mc € e[[]]) = P [mc € e[l']] P%%-a.e.

for every I' € O by Theorem 2.46. So. f 0 < s; < - < s, <band I'y,...,I',,T
belong to O then
P**Y,; € Tiyii 3 Y, €l Y €T =

= ]Pa,:r[ua,::(sl \ a) € Fle R 'U.a,;z(Sm v a) € I‘m’ ua"I(C) = P] -
= Pa’z[wsl € e[rl]! ceey s, € e[rm],ﬂc € e[r]] =
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Lepry) (e, () - -  Tofp ] (s, (W) P2 "D, € €[T]] dP**(w) =
I, (Ua z(s51V @) ... It (e z(5m V @)) P¥¥e=O[r, € e[[]) dP, . =

= [ I () I (Ve ) P50 € efTT) a2
Q
by definition. Whence

P**[Y, € ['|Hp] = P*¥[r, € e[[]] = P**[Y. € T].
g
Proof of Theorem 2.5.4. We have
P*[Y;, €T1,..., Y, €Tm] =Pz [uc(ts) €1, ..., uz(tm) €Tm] =

= po= [m:, €e[l1],...,m, € e[l

for every z € O, t1,...,tm in [0,00) and every I'y,...,I, in O C B(X) by Remark
2.5.2. Whence the measurability of z — P* by Theorem 2.4.4.

(a) Fixing an z € O, denote G; the P%*-augmentation of F;, t > 0,
i : C([0,00), (0, ]l [lo)) = C ([0,00),RY)) : w = (e(w(t)) : t > 0)
the continuous injection and its Borel pseudoinverse

iY@ @ € Rngi
7:0(0,00).RY) = O (0.0 (Ou]1- o) s~ { ) 2 TE

Indeed. j is Borel measurable by chap. 3, par. 39, sect. IV, p. 487 in [11].
(b) Larvop= (i) = P%* on F and Lawpo,- (j) = P* on F. Particularly P%*(Rngi) = 1.

(c) 77[Y: eT)NRngi = [m; € e[l']]NRngi for every ' € O and t > 0, so ;7}[C] € G;
for every C € F; and, consequently, for every C € H; by (b), t > 0.

(d) i~Y[m € T] = [e(Y;) €T for every I' € B(RN) and ¢t > 0, so i~}[C] € H; for every
C € F, and, consequently, for every C € G, t > 0.

(e) Defining 7(@) = 7(j(@)), @ € Q then 7 is a (G;)-stopping time by (c).

(f) The mapping i : (2, H,) — (Q, G5) is measurable by (d) and j : (Q,Gz) — (2, H-)
is measurable by (c).

(g) If we denote 7 : @ x F — R a regular version of the conditional probability P%=*
with respect to G= then there exists a set N € Gz, P(N) = 1 such that 775 (@) € e[0]

and r(@) = PT@)e" (723 @) op F=(z),00 for every @ € N by Theorem 2.4.6.
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(i) The function R: @ x F - R : (w, V) — r(i(w),~[V]) is H,-measurable in the
first variable by (f). Moreover, R is a regular version of the conditional probability
P* with respect to H,. Indeed. Let C € H, and V € F. Then

R(-,V)dP* = r(i(3(-)), 37 [V]) dP%* = r( i [V])dP%* =
[rna- | /

[jeC] [1€C]

=P%E [ CnV]] = PX(V AC)
by (b) and (f).
(j) Since P%*(Rngi) = 1 the set N1 = {@ : r(w, Rngi) = 1} € G- satisfies P%*(N;) =

1 and the set N = {w : R(w, [T(w) = 7]) = 1} € H, satisfies P*(N;) = 1 by the
elementary properties of conditional probabilities. So,

R(w, [Ye4r € T]) = R(w, [Yitrw) €T]) = r(i(w),j_l[l/;+1.(w} el]) =

=7(i(w), j 7 Ye4r(w) € T1 N Rngi) = r(i(w), [Fetr(w) € e[l]] N Rogi) =
= r(i(w), [Tesr(w) € e[[]]) = P @@ @@Dr,, ) € e[l)] =
_ pO,e“(m(w)(i(w)))[wt_l_r(w) 00_r() € e[l]] = pﬂ‘e"(#?m(i(w)))[m € ell]] =
= POYr @[, € e[[]] = PO¥ @) ([r, € ¢[l)] N Rngi) =
= PO¥-@)(j71[Y, e T| N Rugi) = PYY@ @71y, e T = P [y, T

by (c), (g) and Theorem 2.4.4 for every I' € B(O), w € i"*[N N N;]N N, € H, and
P=[i~1[N N N3] N Ny] = 1 by (b) and (f). O
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EXISTENCE DE SOLUTIONS GLOBALES DES EQUATIONS

D’EVOLUTION HYPERBOLIQUES STOCHASTIQUES
PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIENER
SPATIALEMENT HOMOGENE

Résumé: Nous étudions des équations semilinéaires hyperboliques de seconde ordre par rapport
a un processus de Wiener spatialement homogéne. Des conditions suffisantes en termes de fonctions
de Lyapunov entrainant l’existence de solutions globales sont trouvées. En plus, nous démontrons que
les solutions du probléme de Cauchy propagent a vitesse finie. En particulier, les résultats d’existence
sont applicables aux équations avec des nonlinéarités polynomiales.

2000 MSC classement. 60H15.

Mots-clés: Equations hyperboliques stochastiques, processus de Wiener spatialement homogeéne

3.0 INTRODUCTION

Considérons une équation semilinéaire hyperbolique stochastique

9%y

(3-0.1) &E‘

(t) = Au(t) + f (u(t)) + g (u(t)) W, u(0) = uo, 1 (0) = vo

sur un domaine D dans R? avec un processus de Wiener en dimension infinie W. Nous
allons considérer le probleme de Cauchy pour (3.0.1), & savoir le cas ou D = R, ainsi
que le probléme sur un domaine borné de classe C? avec la condition de Dirichlet ou
de Neumann. On suppose que A est un opérateur différentiel uniformément elliptique
de second ordre et f,g : R — R deux fonctions telles que les opérateurs de Nemyt-
ski associés sont localement Lipschitz entre des espaces de Sobolev convenables. Le
processus de Wiener W est supposé spatialement homogeéne de mesure spectrale finie.
Le sujet des équations aux dérivées partielles stochastiques par rapport a un proces-
sus de Wiener spatialement homogene a attiré beaucoup d’intérét récemment; nous
recommandons au lecteur le travail [Pesl] pour un résumé de la littérature existante
et les références.

Ce travail part de l’article de S. Peszat [Pes| dont les résultats entrainent, en parti-
culier, que (3.0.1) posséde une unique solution globale dés que f et g sont globalement
Lipschitz. Néanmoins, si I'on abandonne I’hypothése de lipschitzianité globale il n’est
pas exclu que les solutions de (3.0.1) n’existent que localement jusqu'a un temps
d’explosion. Un exemple d’une équation d’ondes semilinéaire stochastique avec des
solutions explosantes, et des conditions suffisantes pour I’existence de solutions glob-
ales du probleme de Cauchy pour 1’équation d’ondes nonlinéaire (A = A) par rapport
a un bruit spatialement nonhomogene peuvent étre trouvés dans le travail de P.-L.
Chow (voir [Chow]).
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Dans ce chapitre, nous envisageons de trouver des conditions suffisamment générales
sur f et g pour que les solutions de (3.0.1) vivent globalement. Ensuite, dans le cas
du probleme de Cauchy, nous montrons que les solutions propagent a vitesse finie, et
en fin nous présentons des conditions suffisantes sur f, g et la mesure spectrale p pour
que les solutions de (3.0.1) aient une meilleure régularité et, par conséquent, soient les
solutions fortes au sens des EDP.

Nos démonstrations sont basées essentiellement sur des techniques des fonctions
de Lyapunov. La procédure est connue dans la théorie des EDP ou elle est prov-
enue de motivations physiques : quand un systéeme admet une quantité conservée
(par exemple ’énergie) alors elle peut servir de fonction de Lyapunov et I’explosion
en temps fini est exclue. Le lecteur peut trouver une belle introduction & la théorie
des équations d’ondes abstraites dans le livre [Reed]. Les preuves de nonexplosion
reposent sur des techniques de fonctions de Lyapunov et ont été appliquées a des
équations différentielles stochastiques par R. Khasminskii dans les années soixante
(voir son livre [K]); quant aux résultats récents dans cette direction nous référons aux
travaux [Na], [Ta] ou [Thi| et leurs références. Les articles [Nal], [Ma-Ma], [M-W]
et [KST] traitent également le sujet de nonexplosion des équations stochastiques de
deuxieme ordre et ils sont particulierement liés a ce travail. Les preuves de nonexplo-
sion fondées sur les fonctions de Lyapunov pour les équations aux dérivées partielles
stochastiques ont été utilisées dans [D-M] au cas parabolique et dans [B-M-S| au cas
de I'équation des poutres stochastiques. Le travail [Chow| est également dédié aux
équations d’ondes stochastiques. L’article [M-M] traite l'existence et l'unicité de la
solution de I'équation d’ondes dans R? avec le drift polynomial et la diffusion bornée
et globalement Lipschitz; en revanche, les hypothéses sur la covariance spatiale du
bruit consideré sont moins restrictives que les notres.

Ce chapitre commence par un résumé sur les opérateurs différentiels uniformément
elliptiques de deuxiéme ordre soit sur R? soit sur un domaine borné D dans R?
avec la condition au bord de Dirichlet ou de Neumann. Nous rappelons ensuite la
définition et quelques propriétés essentielles d’un processus de Wiener spatialement
homogene sur R?. Puis nous spécifions les équations d’évolution stochastiques en ques-
tion et nous définissons les notions de solutions. Ensuite nous étudions la propriété
de propagation finie des solutions locales en temps de notre équation sur R (voir le
Théoreme 3.2.4). Les deux sections suivantes sont consacrées a la recherche des con-
ditions suffisantes pour l’existence des solutions globales (voir le Théoreme 3.3.2), a
leur régularité améliorée (voir le Théoréeme 3.4.2) et en fin & des exemples particuliers.
Les démonstrations sont données séparément dans la derniére section.

Les conditions entrainant l'existence de solutions globales présentées dans cette
section ne sont pas du tout nécessaires et leur affaiblissement sera élaboré dans le
quatrieme Chapitre.

Je voudrais exprimer mes remerciements & Marco Dozzi, Jan Seidler et Bohdan
Maslowski pour leur influence positive, beaucoup de discussions et suggestions, et
a I'Institut Elie Cartan a Nancy et 'Institut des Mathématiques de I’Académie des
Sciences a Prague pour leur soutien matériel.
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> Nous désignerons BUC¥(D) I'espace des fonctions de classe C* sur le domaine
D dont toutes les dérivées jusqu'a 'ordre k sont uniformément bornées et
uniformément continues sur D.

> Toute filtration dans ce chapitre sera compléte, a savoir, si (Q, F, (F;),P) est
une base stochastique, alors Fy doit contenir tout ensemble F' de la tribu F
dont la probabilité P(F) = 0.

> Si z est une variable aléatoire vectorielle sur un espace probabilisé (2, F, P) et
z est a valeurs dans un espace de fonctions complexes sur le domaine D, on dit
que la variable aléatoire z est réelle si la parti imaginaire Im z(w) = 0 presque
partout sur D pour tout w.

Bien que nous nous intéressons aux solutions réelles de I’équation (3.0.1), nous
allons travailler dans les espaces de fonctions complexes & cause de la disponibilité de
la théorie spectrale et de la théorie d’interpolation dans le cadre complexe.

L’opérateur différentiel A sera de la forme
d

d 9 d
(3.1.1) Ap = Zzaij(m)b—ia—(’;'i-zbi(z)gz +c(z)p(z).

i=1 j=1

Si D est un domaine borné dans R? avec la frontiere de classe C2, alors le domaine
D(A) contiendra exactement toutes les fonctions ¢ de W2?2(D) dont la trace sur 8D
satisfait a I'une des conditions au bord:

1. (Dirichlet) ¢ = 0 sur 9D.

2. (Neumann) Zf=1 Z_?:l a,'j%;‘?yi = ¢ sur D pour un vy € BUC!(D).

Nous rappelons que v(z) est le vecteur unitaire de la normale extérieure & 0D au point
z € 0D.

Si D = R? alors D(A) = W22(R%).

En tout cas, la matrice réelle symétrique {a;;} appartient & BUC?(D), le vecteur réel
{b;} 4 BUC'(D) et ¢ n’est qu’une fonction bornée, réelle et mesurable sur D. En plus,
nous réclamons la condition de 'ellipticité uniforme

d d d
Y ai(@wiy; =2CY vi, zeD,yeR
i=1 j=1 i=1

ou C est une constante strictement positive et si nous considérons la condition au bord
de Neumann nous aurons besoin de supposer (en plus) que

C - Q!+” Tr H%:(W"‘Q(D),LZ(D)) ou o= sup {"}’(.r) b i 3D}
et Tr: W12(D) — L?(0D) est I'opérateur de trace.
> Sous les hypotheses ci-dessus, l'opérateur .A, dans tous les trois cas, est sec-

toriel sur L?(D) et cllullw22(py < ||lullz2(py + ||-Aul|L2(p) vaut pour un ¢ > 0
et tout u € D(A) d’apreés [Lun, Chapitre 3].
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Maintenant nous pouvons introduire 'opérateur auxiliaire

Ap= szamt (3560 52(@) + (c(a) - C) (o)

i=1 j=1

avec D(A) = D(A) et une constante C telle que

> C > ess supesi D = R% ou si D est borné et A est considéré avec la condition
au bord de Dirichlet.
> C >esssupc+a™ | Tr ||%(W1,2(D)}LQ(BD)) si D est borné et nous considérons la
condition au bord de Neumann.
L’opérateur A est, sous les hypotheses ci-dessus, autoadjoint et strictement négatif sur
L?*(D) (voir [Lun, Chapitre 3]). En plus, comme

2 2
C3 ”(p”WL?(D) < (_Aﬁpz‘:Q)L?(D) = “5‘9”D{—A)1/2 < C4”‘PH%V1»2(D)3 p e D(A)

pour des constantes positives Cs, Cy, nous concluons que D(—A)'/?2

fermé dans W12(D). En effet,
> D(—A)Y/2 = Wy*(D) si D = R4
> D(—A)Y/2 = W;*(D) si D est borné et nous considérons I'opérateur A avec
la condition au bord de Dirichlet.
> D(—A)Y2 = W12(D) si D est borné et nous considérons 1'opérateur A avec
la condition au bord de Neumann.

est un espace

Les deux premieres égalités sont faciles & démontrer. La troisieme peut étre déduite de
[Lun, Théoreme 3.2.3, Corollaire 2.2.3, Proposition 2.2.2, Proposition 1.2.3 et Propo-
sition 2.2.15] car

W?*%(D) = Da(s,2) C Da(s, ) = (L*(D), D(4))s,0c € (L*(D), D(A))1/2,1 =

= D4(1/2,1) C D(—A)/?
pour 1/2 < s < 3/4 et W2%2(D) est dense dans W?(D). La derniére propriété dont
on aura besoin dans la suite est I'inégalité suivante (voir [Lun, Chapitre 3)):

Csllellw22(py < |A¢ll2py = llellpay < Callellw22(py, ¢ € D(A)

qui dit que la norme de W?2?(D) est équivalente & la norme graphe sur l’espace de
Hilbert D(A), & savoir, a la norme induite par le produit scalaire

(¢1,92) pray = (AP1, Ap2) 12Dy ; o1 € D(A), @2 € D(A).
(A) (D)

La raison d’introduire l'opérateur A est qu’il est plus beau et plus facile a travailler
avec, di aux faits qu’il est autoadjoint et négatif. D’autant plus que l’échelle des
domaines des puissances fractionnaires D(wg — A)* = D(—A)% et les normes graphe
sont équivalentes (voir [Hen, Thm 1.4.6]) pour wp suffisamment grand et a € [0, 1].
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Le processus W est un processus gaussien sur une base stochastique (2, F, (F3),P) a
valeurs dans ’espace des distributions tempérées sur R et satisfaisant aux conditions
suivantes

> Le processus réel (W;, ) est un processus de Wiener par rapport a la filtration
(F:) pour tout ¢ de I'espace de Schwartz sur R.

> Il existe une distribution tempérée I (appelée la corrélation spatiale de W)
telle que

E (Ws, @) (W, v) = min{s, t} (T, ¢ * )

ol ¥s(r) = ¥(—z), z € R% Puisque I doit étre une distribution définie positive,
il existe une seule mesure positive symétrique tempérée u sur R? telle que I soit la
transformée de Fourier de p. La mesure p est appelée la mesure spectrale de W. Dans
le travail [P-Z], les auteurs ont montré que I'espace autoreproduisant de W (noté H,,)
peut étre caractérisé comme

H, = {$p: v € L*(R% u,C), (@) = ¥(—z),z € R%}

et

<m’@>HW :/1.2’)1%(1#-
R

En particulier, si u(R?) < oo alors I' est une fonction bornée uniformément continue,
H.,, est contenu dans ’espace des fonctions réelles bornées uniformément continues sur
R? comme on verra plus généralement dans le Lemme 3.1.1 et, par [P-Z1],

(Wer ) = f W(t, 2)p(z) dz
Rd

ou (W(t,z):t >0,z € R?) est un champ aléatoire tel que

> (W(t,z) : t > 0) est un processus de Wiener par rapport a la filtration (F;)
pour tout z € R4,

> 'application (¢, z,w) — W(t, z,w) est mesurable et continue en t.

> EW(t,z)W(s,y) = (t As)T'(z —y) pour tout t > 0, s >0, z € R% et y € R4,

Nous avons la modification suivante du Lemme 2.2 dans [Pes| qui permet de définir
l'opérateur de multiplication qui va apparaitre dans 1’équation stochastique. Nous
rappelons que BUC (R9) est la notation pour l'espace de Banach des functions de
C'(R%) dont les dérivées jusqu’a I’ordre I sont bornées et uniformément continues sur
R4, muni de la norme

llellgue = Z sup {|D%p(z)|: z € Rd} :

|| <
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Lemme 3.1.1. Soit k > 0 un entier, D un domaine dans R? et soit

[ @+ i) dut) < o

Bd

Alors Hy, est inclus dans BUCk(Rd) avec injection continue, et il existe une constante
C telle que l'application

W*2(D) x Hy, — WR23(D) : (u, &) — ué

est un opérateur bilinéaire continu et, en plus, Hilbert-Schmidt dans la deuziéme co-
ordonnée, a savoir

D lu&iliveacpy < Cliullfyrzpy
i=1

pour tout u € W*2(D) et toute base orthonormée (§; : j € N) dans H,,.

Remarque 3.1.2. Sous I’hypothése du Lemme 3.1.1 tout élément u € W*2(D)
définit un opérateur de multiplication £ — u¢ de H,, dans W¥?(D) qui est Hilbert-
Schmidt.

L’équation aux dérivées partielles stochastique (3.0.1) se décompose en un
systéeme de deux équations de premier ordre

du
2 =)

2 (6) = Au(t) + F(u(9) + g(u(®) W.

Il est convenable de considérer 1’espace de Hilbert produit £ = D(—A)'/2 x L?(D)
avec le produit scalaire

(w2, 1), (a2, v2))p = ( (=) 2ur, (=) 2uz) |+ (v1,09) 2

L2?(D)
pour (uy,v1) € E, (ug,v2) € E et
(3.1.2) M= (i é) . D(M)=D(A) x D(—A)2.

L’opérateur M est une somme d’un opérateur antiautoadjoint (u,v) — (v, Au) et
d’un opérateur borné (u,v) — (0, Au — Au). Or, M est un générateur infinitésimal
d’un Cy-groupe (S; : t € R) sur E d’apreés [Pazy, Chapitre 3]. Notre systeme de deux
équations a alors la forme

dz

— () = Mz(t) + F(2(t)) + G(=(1)) 14

(3.1.3)

ou z = (u,v) € E,
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F ("':) - (f(ffeu)) €E, Gluv)t= (g(Rgu)g) cE

pour £ € Hy, (u,v) € E ou G est défini au sens de la Remarque 3.1.2. Les fonctions
f et g seront choisies de telle sorte (voir les Propositions 3.3.1 et 3.4.1) que f(Reu) et

g(Reu) appartiennent & L?(D) pour tout u € D(—A)!/? et donc la définition ci-dessus
est correcte.

Etant donnée une base stochastique (Q, F, (F;),[P, W) avec un processus de Wiener
spatialement homogene de mesure spectrale p et une condition initiale réelle zp a
valeurs dans E mesurable par rapport a la tribu Fp, un processus (z(¢t) : t > 0) a
valeurs dans E progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;) est une
solution mild de (3.1.3) s’il satisfait &

(3.1.4) 3t} = Szt f So_oF(2(s)) ds + / Si_sG(2(s)) dW, t>0,
0 0

en supposant implicitement ’existence des intégrales. Si, en plus, le processus (z(%) :
t > 0) est a valeurs dans D(M), les trajectoires du processus (Mz(t) : t > 0) sont
localement intgrables dans E et

t t t
(3.1.5) a2ty = zo+/Mz(s)ds+fF(z(s))ds+/G(z(s))dW, >0,
0 0 0

alors z est appelé une solution forte.

Nous remarquons que si I'équation (3.1.5) vaut alors 1’équation (3.1.4) vaut aussi da
au théoreme de Chojnowska-Michalik (voir les Théorémes 1.12 et 1.13 du premier
chapitre ou [ChM]).

Les espaces de Hilbert dans lesquels nous travaillons sont tous complexes a cause de
la théorie spectrale, la théorie des semigroupes, la théorie d’interpolation et la théorie
des espaces de puissances fractionnaires dont nous nous servons. Néanmoins, nous
sommes intéressés surtout a des solutions réelles, a savoir, a des processus solutions z
tels que z(t,w) € R presque partout sur le domaine D pour tout (¢,w). Nous rappelons
que tout espace de Hilbert complexe (H, (, )) est, en fait, un espace de Hilbert réel
en méme temps si nous le considérons avec la partie réelle du produit scalaire original,
a savoir (H,Re(, )). Remarquons que cette convention n’'influence pas la norme. Ce
phénomene sera utilisé pour 'intégration stochastique qui est naturellement congue
entre des espaces de Hilbert réels. Plus précisément, si ¥ est un processus dans I’espace
des opérateurs Hilbert-Schmidt HS(H,, (E,C)) alors I'intégrale stochastique

flIde
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est construite pour ¥ en tant que processus a valeurs dans HS(H,, (E,R)). Nous
soulignons que si un proceesus z satisfait a I’équation (3.1.4) alors le processus conjugué
complexe Z = Re z—iIm z y satisfait aussi. Or, si zo(w) est réel pour tout w et I'unicité
trajectorielle vaut pour 'équation (3.1.4) (par exemple si les coefficients sont Lipschitz
sur tout ensemble borné dans E) alors z = Z et, par conséquent z est réel. Dans ce
chapitre, nous n’allons considérer que des conditions initiales réelles.

3.2 VITESSE FINIE DE PROPAGATION DES SOLUTIONS

Il est bien connu que le principe du maximum fort ne vaut pas pour les équations
hyperboliques de deuxiéme ordre sur R%. Au contraire, les solutions propagent &
vitesse finie. Nous allons démontrer, effectivement, que ceci est vrai méme si on
perturbe ces équations par un processus de Wiener spatialement homogene. D’abord
nous faisons la définition suivante dont la justification sera reportée a la section 3.5:

Definition 3.2.3. Une famille d’ensembles fermés non vides (K; : ¢ > 0) dans la
fermeture du domaine D est appelée une évolution de support si elle vérifie aux hy-
potheses suivantes

> {K::t> s} = K, pour tout s >0
> Siz € Eyys pour tout z€ E;, £ 20,520

E; = {(u,v) € E : le support essentiel de u et v est contenu dans K;}

sont des sous-espaces fermés croissants continus a droite dans E et (S; : ¢t € R) est le
Co-groupe défini dans (3.1.2). Nous disons qu’une évolution de support (K; : t > 0)
est compacte si K; est compact dans R¢ pour tout ¢t > 0. En fin, nous remarquons
que K; = D, t > 0 est une évolution de support qui est compacte si D est borné. Or,
une évolution de support existe toujours.

Supposons que les nonlinéarités F : E — FE et G : E — HS(H,, E) sont bornées
sur des ensembles bornés dans E. Si 7, est un temps d’arrét strictement positif par
rapport a la filtration (F;) alors 'ensemble [0, 7,,,) est progressivement mesurable par
rapport a la filtration (F;) dans [0,00) x § et un processus z & valeurs dans E défini
sur [0, 7,,) progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;) est appelé une
solution locale de (3.1.4) si

> P[z(0) =z =1

> les trajectoires de z sont continues sur [0, 7,,) dans F

> toute trajectoire de z est nonbornée sur [0, 7ym) Si Tm < 00

> le processus t — z(t A og) résout (3.1.4) presque partout sur [0, 0g) pour tout
R > 0 ol og = inf{t < 7, : |2(¢)||g > R}, & savoir, les trajectoires d’une
modification continue du processus

t t
t— 2(t Nogr) — Stzo — /-S,;_SF(z(s AoR))ds — fSt_sG(z(s AoR))dW
0 0
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sont nulles sur [0, 0r) presque sirement, ou, d'une maniére équivalente, pour
des Cp-groupes,

S_tz(t Nogr) = zo+/S*3F(z(s/\og))ds+'/S_SG(z(sAaR))dW
0 0

pour tout t € [0,0r) presque strement.

SiF:E— FEetG:E— HS(Hy,,FE) sont Lipschitz sur des ensembles bornés dans
E alors, par la méthode standarde de localisation des nonlinéarités (voir la preuve
du Théoreme 3.2.4), il existe une unique solution réelle locale de 1’équation
(3.1.4). Nous rappelons que HS(H,,E) est I'espace des opérateurs de Hilbert-
Schmidt linéaires de H,, dans E et nous considérons le cas D = R¢:

Théoreme 3.2.4. Soient les opérateurs de Nemytski FF : E — E et G : E —
HS(H,, E) (définis dans (3.1.8)) Lipschitz sur des ensembles bornés, f(0) = g(0) =0
et soit la mesure spectrale p finie. Etant donnée une condition initiale réelle zo a
valeurs dans E mesurable par rapport a la tribu Fo, considérons l'unique solution lo-
cale réelle (z; = (us,v¢) : t < Tm) a trajectoires continues dans E jusqu’a un temps
d’arrét T,,. Ensuite, soit (Ki(w) : t > 0) une évolution de support pour tout w € )
telle que le support essentiel de u(0,w) et v(0,w) est contenu dans Ko(w) pour tout
w € Q. Alors il existe un ensemble N € Fo, P(N) =1 tel que u(t,w) et v(t,w) ont les
supports essentiels contenus dans Ki(w) pour tout 0 <t < Tpp(w) etw e N. O

3.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS “MILD” GLOBALES

Avant d’énoncer le théoréeme nous allons présenter des conditions suffisantes pour que
I'opérateur de Nemytski associé & une fonction h : R — R soit Lipschitz sur des
ensembles bornés de W'2(D) dans L?(D). d est la dimension de R?.

On référera aux hypotheses suivantes par (LL,d) signifiant “localement Lipschitz”.

> Si d = 1 alors nous voulons que h soit localement Lipschitz.

> Si d = 2 alors nous voulons que h soit de classe C! et |h(z)| < C(1 + |z|*),
z € R pour un s > 1.

> Sid > 3 alors nous voulons que h soit de classe C! et lh(a:)] < C(1+|z|?/4-2),
z eR.

Proposition 3.3.1. Soit l'une des conditions suivantes satisfaite:

> les hypothéses (LL,d) valent et le domaine D est borné.
> les hypothéses (LL,d) valent, D = R% et h(0) = 0.

Alors lopérateur de Nemytski agit de WY2(D) dans L*(D) et il est Lipschitz sur des
ensembles bornés, a savoir h(p) € L*(D) quel que soit ¢ € W12(D) et, étant donné
R > 0, il eziste une constante Cr telle que ||h(p1)—h(p2)|lz2(D) < Crll¢1—v2|lw12(D)
vaut pour tous 1 € WH2(D), o, € WH2(D) tels que ||pillwizpy < R, i =1,2. O
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Nous définissons

(3.3.1) Yiz)=1 %”z”% + /L(Reu) dz | , z=(u,v) € E
D

pour une fonction I : (Ag, 00) — (0, c0) telle que

> | appartient & C?(Ag, 00)

> lithz—es () =00

> i(z) >0,z > Ag

> zl(z) < Cl(z), = > 8 pour une constante positive C

> z2max{i(z),0} < Cl(z), z > 8 pour une constante positive C
ou L est la fonction primitive de —f, & savoir L(0) =0 et L(z) + f(z) =0,z € R et
Ay € R tel que

(3.3.2) —o0 < Ag< by =inf g|!u||2D(_A)1,2 + /L(Reu)d:r: : u € D(—A)Y/?
D
ou 0 < @ < 1 est un parametre.

Théoréme 3.3.2. Supposons que f et g satisfont aur hypothéses de la Proposi-
tion 3.3.1, supposons que la mesure spectrale p est finie et que (3.3.2) vaut avec un
paramétre 0 < § < 1. Soit, en plus, f de classe C! et EV(2) + E ||20|% < o0 ou 2
est une condition initiale. Ensuite supposons que

1
(3:3.3) o)y < m | GHulld_aps + [ L(w)dz = 2
D
vaut pour une constante positive m quel que soitu € D(—A)Y/? réel. Il existe alors une
unique solution “mild” globale réelle z de l’équation (3.1.4) avec la condition initiale

zg et une constante positive Cy indépendante de la solution telle que
(3.3.4) EV(z(tAT)) < e“*E V()
vaut pour tout t > 0 et tout temps d’arrét . 0O

3.4 EXISTENCE DE SOLUTIONS FORTES GLOBALES

Ici nous commencons par une délimitation d’une classe de fonctions dont ’'opérateur
de Nemytski associé est Lipschitz de W2?2(D) dans W2(D) sur des ensembles bornés.
Nous rappelons que d est la dimension de R<.

On référera aux hypotheses suivantes par (LL2,d) signifiant “localement Lipschitz”.

> Si d < 3 alors nous voulons que h soit de classe C2.

> Si d = 4 alors nous voulons que & soit de classe C2 et |h(z)| < C(1 + |z|*),
z € R pour un s > 1.

> Si d = 5 alors nous voulons que k soit de classe C? et |h(z)| < C(1 + |z|),
r € R.

> Si d = 6 alors nous voulons que h soit de classe C? et |h(z)| < C, z € R.

> Sid > 7 alors nous voulons que h(z) = az + b, z € R pour des constantes a, b.
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Proposition 3.4.1. Supposons que les hypothéses (LL2,d) sont satisfaites, et soit
h(0) = 0 si D = R<. Alors
> l'opérateur de Nemytski associé a la fonction h agit de W?2(D) dans W2(D),
et il est Lipschitz sur des ensembles bornés, a savoir, h(p) € WY2(D) quel que
soit ¢ € W2%(D), et, étant donné R > 0, il existe une constante Cr telle
que [|h(p1) — h(2)llwr2(py < Crller — w2llw22(py pour tous o1 € W*2(D),
P2 € W2’2(D) tels que ”(pillwa,z(p} < R, §= 1,2.
> Si D est borné, u € W22(D) N Wy*(D) et h(0) = 0, alors h(u) = 0 sur
dD. En particulier, si nous considérons l'opérateur A soit sur R? soit sur
D borné avec la condition de Dirichlet au bord, alors l'opérateur de Nemytski
agit de D(A) dans D(—A)Y? et il est Lipschitz sur les ensembles bornés car
D(-A)Y? = W}*(D) dans ces cas-ci. Pareil pour A avec la condition de
Neumann au bord car D(—A)Y/? = W12(D).

Théoreme 3.4.2. Supposons que f et g satisfont aux hypothéses (LL2,d) et soit, en
plus,
(a) f(0)=g(0)=0 si D =R9.
(b) f(0)=g(0)=0 et Z?=1 %’I—‘;— = b; sur 0D pour tout 1 <1 <d si D est borné,
et nous considérons l'opérateur A avec la condition de Dirichlet au bord.

Supposons que (3.8.2) vaut avec un paramétre 0 < 6 < 1. Soit la condition initiale zq
réelle et a valeurs dans D(M) et soit E [|zg||%,(M} +EV(z) < oo. Supposons que la
mesure spectrale p satisfait a

/ (1+ |lzl?) du(z) < .

Re

Supposons que g vérifie la condition (3.3.8) du Théoréme 3.3.2 et qu’il existe une
constante m > 0 telle que, pour tout z = (u,v) réel dans D(M),

(3.4.1) I1f(w@)llwr2(py < m (14 |[ullw22(py) (14 V(2))

lg() 2y < m (14 lullfyzagpy) (L +V(2).

Il existe alors une solution forte globale réelle z de l’équation (3.1.5) avec la condition
initiale zo et une constante positive Cy indépendante de la condition initiale telle que
(8.3.4) vaut pour tout t > 0 et tout temps d’arrét 7.

Remarque. La condition (b) dans le Théoréme 3.4.2 est nécessaire pour que A — A
envoie les éléments de D(A) dans D(—A)Y/2.
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Evolution de support compacte I (Déf. 3.2.3): Considérons I'opérateur

2 d
Ap(z) = Z %(m) + Z b; (:c)f?;;'i1 + c(z)p(z), z € R?

i=1 L i=1

sur L?(R?) avec by,...,bq, ¢ dans L°°(R%) et soit Ko un compact dans R. Si nous
définissons
Ki={z+y:z € Ko,|y| L t}, t>0

alors (K; : t > 0) est une évolution de support compact pour le Co-groupe engendré

par
0 I
M= (A 0) :
Démonstration: 1l est connu que si zp = (ug, Vo) est un couple de deux fonctions
appartenant & C°°(R%) a support compact, alors la solution de 1’équation

9%u ou

52 = Au, u(0) = uo, E(o) = Vo

est une fonction appartenant & C=(R x R9) et

T (20) = (u(t), 9o (1)

ou (73 : t € R) est le Cp-groupe engendré par le générateur infinitésimal

0 I
My = ( B 0) .

Notons B(z,7) = {y e R : ly—z| <r},z € R4 r > 0. Siu = v = 0 sur
B(z,r), alors u(t) = v(t) = 0 sur B(z,r — t) pour tout ¢t € [0,r] par l'unicité de
solutions classiques de I’équation d’ondes (voir par exemple [Evans, Chapitre 7.2.4)).
Cette propriété peut étre facilement généralisée par la régularisation. Effectivement,
si z € E s’annule presque partout dans B(z,r) alors T3z s’annule presque partout dans
B(z,r—t). Maintenant fixons s > 0, t > 0, z € E; et supposons que K, est disjoint
de B(z,r) pour un z € R? et 7 > 0. Alors K est disjoint de B(z,r + t) et donc T}z
s’annule sur B(z, ). Or, T;z € E;.s. Nous voyons que (K; : t > 0) est une évolution
de support compact pour le Co-groupe (73 : t € R). Si nous perturbons le générateur
infinitésimal de (7; : t € R) par un opérateur linéaire borné M; : E — FE tel que
M, [E;] C E; pour tout t > 0, alors (K; : t > 0) est une évolution de support compact
pour le Cp-group engendré par My + M, d’apres [Pazy, Chapitre 3]. En particulier,

0 0
Mlz(A—A o)

a cette propriété. [J
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Evolution de support compact II (Déf. 3.2.3): En cas d’un opérateur différentiel
uniformément elliptique de deuxiéme ordre général

A(,D ZZG‘U 8 B:IIJ 2 sz

i=1 j=1

(z)e(z)

sur L?(R?) avec a;; € BUC™(R?) et by, ..., by, c dans L>°(R%) nous pouvons construire
une évolution de support de facon analogue a I’exemple précédent en nous référant au
résultat dans [Evans, Chapitre 7.2.4]; mais, cette fois-ci, les compacts de 1’évolution

de support (K; : t > 0) ont une forme donnée par les solutions d’une équation aux
dérivées partielles de premier ordre.

Fonction ! (Thm 3.3.2, Thm 3.4.2): Des exemples des fonctions [ appartenant
a C?(Ag, 0o) satisfaisant aux hypotheses dans (3.3.1) sont, par exemple, /(z) = (z —
Ap)®, a>0oul(z) =log(x+1—Ag). Sil satisfait aux hypotheses dans (3.3.1), alors
il existe un prolongement lp € C*(R) tel que lo >0 sur R et lp =1 sur (69, 00).

Finitude de dy (Thm 3.3.2, Thm 3.4.2): Définissons
(3.5.1) & =inf{||(=A)?ull}2py : u € D(—=A)Y?, ||ullL2(p) = 1} = inf o (—A).

Alors 9 est positif car I'opérateur auxiliaire A est autoadjoint et strictement négatif

et peut étre aussi grand qu’on veut selon le choix de C dans la définition de A qui,
lui-méme, peut étre arbitrairement grand du commencement. Si

(3.5.2) 62—6:1: + L(z) > C., z€eR
vaut pour une constante réelle C, si D est borné, ou pour C, = 0 si D = R?, alors
0 est fini. En particulier, soit R; > 0, Rz > 0, L(z) > 0 pour z ¢ [—R;, R»] et soit
I'une des deux conditions satisfaite:

> D est bornée. _

> D =R, f appartient & C! et f(z) <46 pour tout —R; <z < Rs.
Alors 6y > —o0.
Condition de croissance pour g dans (3.3.3) dans Thm 3.3.2 et Thm 3.4.2: Si
(3.5.2) vaut alors nous pouvons mettre Ay = —1 quand D = R4 et Ay = (C.—1)A%(D)

quand D est borné, ot C, intervient dans (3.5.2) et A? est la mesure de Lebesgue sur
RY. Alors (3.3.3) vaut si

s@P<m (32 +L@+Co), zeR

vaut pour une constante m et avec Co =0si D =R% et Co =1 — C, si D est borné.

Condition de croissance pour g et f dans (3.4.1) du Thm 3.4.2: Nous rap-
pelons que D(—A)Y2 = Wy*(D) si D = R? ou si D est borné et A est considéré
avec la condition de Dirichlet au bord. Si D est borné et A est considéré avec la
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condition de Neumann au bord alors D(—A)/2 = W12(D). Soit (3.5.2) valable avec
un parametre 0 < 0 < 1 et mettons Ag = —1 quand D = R? ou Ay = (C, — 1)A4(D)
quand D est borné ou C, intervient dans (3.5.2) et A4 est la mesure de Lebesgue sur
R%. Notons ¢y = inf{||1;,||2D(ﬂql)”2 : |lul|zee(py = 1} si d = 1 et distinguons les cas
particuliers suivants:

Si d =1 et s’il existe une constante a telle que
(3.5.3) |f()| +13(z)[* < al (cox®/2 + &)

vaut pour tout = € R, alors (3.4.1) vaut.

Si D est borné dans R avec d > 1 et A est considéré avec la condition de Dirichlet
au bord, supposons que

(3.5.4) If(z)]” <a [1 + |z|™ + (gm? + L(z) — c)]
et
(3.5.5) T [1 el + (gw ) — 0)]

ou a, r1, T2 et v sont tels que /(@) 4 gr2/7 < cl(z) pour tout z > 0 et une constante
c>0, et

>2<r;pouri=12ety=2quandd=1.
>2<r;pouri=1,2et2<7vy<o0quand d=2.
>2<r7;<2d/(d—2)pouri=1,2ety=d quand d > 3.

Alors (3.4.1) vaut.

Sid>1et D=R?ouD est borné dans R? et A est considéré avec la condition

de Neumann au bord, supposons que (3.5.4) et (3.5.5) sont satisfaits. En plus, nous
supposerons que (3.3.3) vaut et que z < cl(z) pour tout z > 0 et une constante c, et

zf(z) < 6z% + rq|z|™

pour tout |z| > R ou R est une constante positive fixée. Alors (3.4.1) vaut.
Indication des démonstrations: Soient h € C*(R) et u € W22(D) alors

V(h(u)) = h(u)Vu
et )
[R(w)|If1.2(py = IIR(W)]|Z2(py + 1h(w) VulZ2(py-
Etant donné py, . .., px € [, 0], nous avons

k
Z v;Vu
i=1

k
<> vl Lo () 1 Vel p2mi o=y <
L2(p) =1

k
< Cllullw22(py Y llville«(p)

=1
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pour toutes fonctions vi,...,vxouy=2quandd=1,vy>2quandd=2et y=d
quand d > 3 grace au théoreme de Sobolev. Or, si |h(z)| < E:-C:l vi(z) il suffit
d’estimer ||v;(u)||z#: (D). Quant & la deuxiéme partie nous utilisons

1

15 (w) = F(O)32(py < / / | tu) 2luf? de dt

0

et le fait qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
T 4 2 - T 6 2
1+ [tz|™ + §|t:z:| + L(tz) - C. <¢|1+|z|™ + §|x] + L(z) — C.

pourtout 0<t<letzeR. [

Exemple 1. Considérons le probleme de Cauchy pour 1'équation

2
(3.5.6) ?971; = Au —aufulP"  +blul?W  sur R

avec a > 0 et b € R sur une base stochastique (2, F, (¥;),P, W) avec un processus
de Wiener spatialement homogeéne de mesure spectrale finie et une condition initiale
(u(0), u¢(0)) & valeurs dans W12(R9) x L?(R%) mesurable par rapport & la tribu Fo.
Supposons que 1 < g < (p+1)/2quandd=1oud=2,et1 <¢g<(p+1)/2<2
quand d = 3. Alors, par le Théoreme 3.3.2, I'équation (3.5.6) a une unique solution a
trajectoires continues dans W%(R¢) x L?(R%).

Si, en plus, u(0,w) et u:(0,w) ont le support essentiel contenu dans une boule Br
dans R% pour tout w et un R > 0 alors les deux composantes de la solution u(t,w) et
us(t,w) ont le support essentiel contenu dans Bgry; pour tout ¢ > 0 et w € Q.

Exemple 2. Considérons le probléme de Cauchy pour 1’équation (3.5.6)

0%u

Tl = Au—au®™ T L " W sur R4

(3.5.7)
aveca >0, b€ R, m e Net n € N tels que n < m + 1, sur une base stochastique

(Q,F, (F:),P,W) avec un processus de Wiener spatialement homogene W de mesure
spectral p vérifiant a

(3.5.8) /(1 +|z|?) dp <

et une condition initiale (u(0),u(0)) & valeurs dans W?2?(R%) x W2(R%) mesurable
par rapport a la tribu Fy. Supposons que d < 3, et m = 1 uniquement si d = 3. Alors,
par le Théoreme 3.4.2, 'équation (3.5.7) a une unique solution a trajectoires continues
dans W22(R%) x W2(R%) qui propagent & vitesse finie comme dans I'Exemple 1.
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Exemple 3. Considérons le probleme de bord de Neumann pour I’équation

O Au-f@)+g@W s D

(3.5.9) ~

g—S(t)=0 sur 0D pour t>0

ou D est un domaine borné de classe C? dans R? et f, resp. g est un polynome
d’ordre 2m + 1 de signe positif au terme principal, resp. d’ordre n, et n < m+ 1. Soit
(Q,F,(F:),P,W) une base stochastique avec un processus de Wiener spatialement
homogene W de mesure spectrale finie et une condition initiale (u(0),u¢(0)) a valeurs
dans W12(D) x L?(D) mesurable par rapport & la tribu Fy. Supposons que d < 3, et
m =1 si d = 3. Alors, par le Théoreme 3.3.2, 'équation (3.5.9) a une unique solution
4 trajectoires continues dans W'2?(D) x L?(D).

Example 4. Considérons le problem de bord de Dirichlet pour I’'équation
o2
u(t) =0 sur 0D pour t>0

(3.5.10) Au— f(u) + gu) W sur D

o D est un domaine borné de classe C? dans R? et f, resp. ¢ est un polynome
d’ordre 2m + 1 de signe positif au terme principal, resp. d’ordre n, et n < m + 1.
Soit (2, F, (F;),P,W) une base stochastique avec un processus de Wiener spatiale-
ment homogéne W de mesure spectrale p vérifiant (3.5.8), et une condition initiale
(u(0),u¢(0)) & valeurs dans (W?22(D) N W,*(D)) x W,'*(D) mesurable par rapport
a la tribu Fy. Supposons que d < 3, et m = 1 si d = 3. Alors, par le Théoreme 3.4.2,
I’équation (3.5.10) a une unique solution & trajectoires continues dans

(W22(D) N Wy*(D)) x Wy*(D).

3.6 DEMONSTRATIONS

Preuve du Théoreme 3.2.4. Les nonlinéarités F et G étant Lipschitz sur des
ensembles bornés il existe une solution locale en temps (2z; = (u¢,v1) : 0 <t < 7)) &
trajectoires continues dans E ou 7,, est le temps d’arrét de I’explosion positif, a savoir,

lim sup ||2¢|| g = o0, sur [Tm < 0.

t—Tm

Définissons

r(w) =inf{t > 0: ||2(¢t,w)||g > R}, we N
le premier temps de sortie de la boule de rayon R dans FE, la fonction continue

1 r<R
ar(r)=¢ 2—-r/R R<r<2R
0 r>2R
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et Fr(z) = ar(||z]|)F(z) et Gr(z) = ar(]|z]|)G(z),z€ E, R > 0. Alors Fr : E — E et
Gr: E — HS(Hy, E) sont globalement Lipschitz. Si nous pouvions montrer 1’énoncé
du théoréme pour la solution zg correspondant a ’équation avec les nonlinéarités Fr
et Gr a la place de F et G avec la condition initiale

z0(w) quand [z(w)||le < R

20,R(w) = { 0 quand |[zo(w)||g > R

nous aurions démontré le théoreme également pour la solution locale z grace a I'unicité
trajectorielle:

2(t,w) = zp(t,w), 0<t<7r(w), we€/||lz0lle<R].

Notons (E;(w) : t > 0) les espaces associés a 1’évolution de support (K:(w) : ¢t > 0),
w € ) comme dans la Définition 3.2.3, et définissons Y 1’espace des processus adaptés
@ dont les trajectoires sont continues dans E, issues de zp g et tel que

> ¢(t,w) € Ey(w) pour tout t > 0 et w € €.
> E sup{||¢(t)||% : t < T} < oo pour tout T > 0.

Cet espace muni des pseudonormes

pa(#) = (E supfexp(—tCn)llp(®)lz : t <n}*)?, neN

ou (C, : n € N) sont des constantes convenables, est complet et I’application

t t
O(9)(t) = Sezo.n + / So—oFr(yps) ds + / Si_sGrlps)dW, 30
0 0

est contractive sur Y. Or, si nous montrons que O envoi Y dans Y alors il existera un
unique point fixe qui ne serait apparemment rien d’autre que zg et la démonstration
serait achevée.

Discutons chacun des termes séparément:
StZO'R(w) S Et (W)

pour tout w € € par la Définition 3.2.3. Ensuite, fixons ¢ > 0. Alors le support
essentiel de F(p(s,w)) = (0, f(Rep(s,w))) ne peut pas étre plus grand que le support
essentiel de ¢(s,w) qui est contenu dans K (w) par définition car f(0) = 0. Par
conséquent, le support essentiel de Fr(¢(s,w)) est contenu dans K,(w) aussi. Au
total, la trajectoire

s+— S;_sFr(p(s,w)), 0<s<t

vit dans le sous-espace fermé E;(w) pour tout w € Q et donc 'intégrale de Bochner

/ Si-oFr(e(s,w)) ds € Ey(w).
0
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Il nous reste le terme stochastique. Apparemment, le support essentiel de g(p(s,w))
est contenu dans K,(w) car g(0) = 0. Nous avons déja vu dans les préliminaires
(voir le Lemme 3.1.1) que si la mesure spectrale p est finie alors 'espace autorepro-
duisant H,, est contenu dans l'espace des fonctions bornées uniformément continues
et I'opérateur de multiplication est défini par multiplication des fonctions point par
point. Or, le support essentiel de g(Re ¢(s,w))€ est contenu dans K (w) et de méme
pour Gr(¢(s,w))& pour tout £ € H,,. Par conséquent, la trajectoire

s — Si_:G(p(s,w)), 0<s<t

vit dans HS(H,,, E¢(w)) pour tout w € Q. Alors

/StnsGR(‘P) dW(UJ) € Eg(u.))
0

pour presque tout w par le Lemme 3.6.6. En résumant, étant donné t > 0, nous
obtenons
O1(p)(w) € Ex(w)

pour presque tout w. Ensuite nous savons de [DP-Z| que la trajectoire
t — O(p)(t, w)

est continue dans F et, comme

Es(w) =) Ex(w)

t>s

pour tout w € () par définition, nous obtenons que O(p)(w) € Y pour presque tout
w € Q. Une modification éventuelle sur un ensemble négligable pour la mesure P nous
permet de conclure. [J

Discussion 3.6.1 (sur preuves suivantes). Nous allons faire la premiere partie
de la démonstration du Théoreme 3.3.2 et du Théreme 3.4.2 simultanément car la
méthode est la méme. La seule différence est qu’elle se fait dans des espaces différents.
Les suites des deux démonstrations seront ensuite effectuées séparément.

Sous les hypotheses du Théoreme 3.3.2 les opérateurs de Nemytski F': E — E et G :
E — HS(H,, F) sont Lipschitz sur des ensembles bornés dans E. Au cas du Théoréme
3.4.2 les opérateurs de Nemytski F' : D(M) — D(M), G : D(M) — HS(H,,D(M))
sont Lipschitz sur des ensembles bornés dans D(M). Ici D(M) = D(A) x D(—A)'/?
est I'espace de Hilbert muni du produit scalaire

<21= zQ)D(M) - <Au1= Au?)L2(D) * <(—A)1/'2'U1, (—A)1/2v2>L2{D)
pour z; = (u3,v1) € D(M), 22 = (u2,v2) € D(M) et la norme de D(M) est équivalente
a la norme graphe

2 lIgraph = ll2llE + 1M 2]|E
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ou z = (u,v) € D(M). La théorie générale des Cy-groupes entraine que
S:[D(M)]=D(M), teR,

et la restriction S|p(ar) est un Co-groupe sur D(M) de générateur infinitésimal M
restreint & D(M?).

Ces faits entrainent 1'existence d’une solution mild locale (z; = (ut,v:) : t < 7, ) dans
E (pour le Théoreme 3.3.2) ou dans D(M) (pour le Théoreme 3.4.2) ou 7, est le
temps d’arrét d’explosion positif (et il est différent dans chacun des cas). Notons

Tr(w) = inf{t > 0: ||2(¢,w)||g = R}, w€Q  pour le Théoreme 3.3.2
ou
Tr(w) = inf{t > 0: ||2(¢,w)||p(m) = R}, w e N pour le Théoréeme 3.4.2

le premier temps de sortie de la boule de rayon R dans E, resp. dans D(M) et

ocr = TR AT ou T est un temps d’arrét arbitraire. Nous allons démontrer 'inégalité
suivante:

Proposition 3.6.2. Sous les hypotheses et les conventions faites dans la Discussion
3.6.1 ci-dessus l'inégalité suivante vaut:

(361) EV(ZU\O-R) S ]EV(Z(])+

t

[ 1

+IE_/E (523,\”[!% —!—fL(usMR)d:c max{(Bu(ssaor), V(8sacr)) L2(py » 0} ds+
0 D

t
1 (1
+'§E/£ (§ |IZSA0'R1IQE +/L(ushan) dz | [|lg (usnaa)llzs(f;w,ﬂ(p)) ds+

0 D
t
1 -1 2
+§E max { [ 3 |zsaorllg + | L (usror) dz | ,0 p X
0 D
2 2
X ||'U3MR||L2(D) g (usnor ) Ers(a., 2Dy @55 t=>0

ou B est I'opérateur différentiel de premier ordre B = A — A pour le Théoreme 3.3.2
ainsi que pour le Théoreme 3.4.2 [

Preuve du Thm 3.3.2 et la premiére partie de la preuve du Thm 3.4.2.

Les considérations qui suivent sont communes pour le Théoreme 3.3.2 et pour le
Théoréme 3.4.2:

En majorant les termes dans (3.6.1) on obtient

t

EV(ziror) < EV(z0) + Co fIEV(stR)ds t>0
0
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pour une constante Cy par les hypotheses sur [, l et {, Phypotheése (3.3.3), le Lemme
3.1.1 et le fait que |z — Ag|l(z) + (z — Ag)? max{l(z),0} < Cil(z) pour = > & et une
constante C;. Par conséquent, grace au Lemme de Gronwall, nous concluons que

(3.6.2 EV(2tror) < €CC'EV (20).
R

En ce moment nous interromprons la ligne de la preuve du Théoréme 3.4.2 (dont la
reprise suivra) et nous terminons la preuve du Théoréme 3.3.2:

Maintenant nous sommes préts & montrer P[r,, < oo] = 0. Pour voir cela nous
mettons 7(w) = 00, w € £ (le choix du temps d’arrét 7 a été arbitraire comme nous
avons remarqué des le commencement). Nous avons

1-6 1
2zl + 80 < 3zl + [ L(Rew dz
D

pour tout z = (u,v) € F alors
1((1=0)R%*/2+48) < V(2thop) on [trR<T]
puisque [ est croissant et R < |27, || = ||2tacr || E sur 'ensemble [T < t]. Or,
1((1—0)R?/2+8p) P [rr < t] SEV(2ta0r) < €P'E V(20)
par (3.6.2) et en faisant tendre R vers l'infini nous obtenons

Plrm <t]= lim P[rr<t]=0.

Comme le temps t est arbitraire on a terminé. L’inégalité (3.3.4) et une conséquence
immeédiate de (3.6.2) par le Lemme de Fatou. [

Avant de passer a la deuxiéme partie de la preuve du Théoreme 3.4.2 nous allons
énoncer encore une proposition. Pour cela nous allons utiliser une autre fonction de
Lyapunov:

1
Vo(z) =k (§||2||2D(M))

pour une fonction & : [0, 00) — [0, c0) telle que
> k appartient & C?([0, 00)).
> k(z) >0,z >0.
Ensuite nous définissons ¢ = inf{ll(—A)lmcp”ig(D] : lllz2(py = 1} = inf o(—A).
La démonstration de la proposition suivante est essentiellement la méme que celle de

la Proposition 3.6.2. Nous rappelons les conventions de la Discussion 3.6.1, surtout le
fait que (2; = (ug, v¢) : 0 <t < 7, est la solution mild locale dans D(M),

Tr(w) = inf{t > 0: |z(t,w)|lp(a) > R}, weQ

est le premier temps de sortie de la boule de rayon R dans D(M) et or = TR A T OU
7 est un temps d’arrét fixé.
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Proposition 3.6.3. Sous les hypotheéses du Théoreme 3.4.2 I'inégalité

(363) E Vo(szR) S ]E Vo(zo)+

t
1 . (1 2
0
X||vsaorllD(—ay1/2[| Busacr + f(usnor) || D(—ayr/2 ds+

t

+§ (1 ¥+ 3) Efk (5 ||zsAchHD(M)) Hg(ushan)”Hs(Hw,D(_A)l/z) ds+
0

1+ 4)e _ij{g (S nnli) 0}

2 2
X ”'Usf\oR”D(—A)lﬂ g (usnaa)”Hs(Hw,D(_A)uz) ds, t>0

vaut avec 'opérateur différentiel de premier ordre B = A — A.

Deuxiéme partie de la preuve du Théoréme 3.4.2. Choisissons pour k la fonc-
tion log(1l + z). Nous voyons que le dernier terme dans (3.6.3) n’intervient pas car

k est négative. Ensuite nous appliquons (3.4.1) pour voir que la premiére intégrale a
droite peut étre majorée par

(1 + %) IE‘./t Cm (1 + V(2sn0r)) ds

par le Lemme 3.1.1 ou C est une constante positive. Donc (3.6.3) méne a
1 t
(3.6.4) EVWo(ztrnor) < EVo(z0) + (1 - 3) /C’m (1+ eCOS) ds, i:>0
0

par (3.6.2), et nous concluons de fagon classique: Notons r; le coté droit de (3.6.4)
et en prenant 7(w) = oo pour tout w € ) (le temps d’arrét 7 était arbitraire, comme
nous avons déja remarqué, des le commencement) nous obtenons

KR /2) < K (Flatnoallbn ) = Volonen) s fom <= [rm<t)

Or, k(R?/2)P [rr < t] < r; pour tout R > 0. Faisant tendre R vers I'infini nous avons

Plr, <1 =Rlim Plrr<t]=0
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et puisque le temps t a été choisi de facon arbitraire nous clorons la démonstration
en constatant que la solution z est globale. L’estimation (3.3.4) est une conséquence
immeédiate de (3.6.2) par le Lemme de Fatou. O

Preuve de la Proposition 3.6.2. Quant & cette démonstration nous allons suivre
surtout [B-M-S] et nous n’allons présenter que le cas du Théoréme 3.4.2. En cas du
Théoreme 3.3.2 il faut lire E au lieu de D(M). Nous définissons

a(t) = I{O,JR)(t)F(ztAO‘R)s b(t) = I{O,O’R)(t)G(Zta’\JR)! t20.

Le processus a est alors a valeurs dans D(M), b est a valeurs dans HS(H,,, D(M))
et les deux sont progressivement mesurables et uniformément bornés. En plus, en

définissant les approximations de Yosida du générateur infinitésimal M (défini dans
(3.1.2)) dans D(M)

M,=nMmn-M)"", neN

nous considérons les processus
t t
zn(t) = St 2(0) + fS?*sa(s) ds + f St b(s) dW, >0, neN
0 0

a valeurs dans D(M) ou (S : t € R) est le Cy-groupe dans E engendré par M,
dont la restriction & D(M) est un Cp-groupe sur D(M). Les processus z, satisfont
(automatiquement) &

t t

zn(t) = 2(0) + j Mpz,(s)ds + fa(s) ds + / b(s) dW, t>0
0

0 0

pour tout n € N puisque M,, sont des opérateurs linéaires bornés tant sur E' que sur
D(M). Donc

lim E  sup |lzn(t) — 2()Ipay =0, T >0

n—oe 0<t<TAor

par [B-M-S| ou la Proposition 7.3 dans [DP-Z]. Maintenant nous pouvons calculer
V(z,) en utilisant la formule d’Ito qui est, sous nos hypotheses, applicable, pour
arriver a

tACR

V(zn(t Aor)) = V(20) + / V(2n(8)) (Mpza(s) + a(s)) ds+

tAcR tACR

; 1 B}
+ [ Veals)ple)aw + / D V(anls) (6)6es (se) s

0 0



3.6 DEMONSTRATIONS 135

ou (& : k € N) est une base orthonormée dans H,,. Apres avoir calculé toutes les
expressions nous obtenons

V(zn(t Aogr)) =V (20) + / I (%||zn(s)l|%+fL(un(s)) d:c) X

0 D

x Re ((zn (5), Mnzn(s) + a’(s))E - ff(un)M&zn (s) dx) ds+
D

+ V(zn(s))b(s) dW +
/

+3 [ Zz‘(%nzn(s)u?ﬁ / L(un(s»dm) lo(un($)el 72 ) ds+

D

[ Xi (%“zn(s)”?g +f L(un(s))dl‘) (vn(5), 9(un($))6k) 12 (p) ds

g k=1 D

ol zp = (Un,¥n), Mnz = (M22, M2z) € D(M) C E et nous rappelons que L = —f.
Définissons les approximations de Yosida N,, de 'opérateur N : D(M) — E,

(0 I
v= (3 0):

a savoir, N, = nN(n — N)~1. Alors les opérateurs NV,, sont tous dissipatifs sur F et
donc

Re (2n(8), Mn2n(s)) g < Re(za(s), (Mn — Nn)zn(s)) g,

la suite (|| Mn — Ny ||L(E))n est bornée et || My,z—N,z—(M — N)z| g converge vers zéro
par le Lemme 3.6.5 car M — N est borné sur E. Ce fait, ensemble avec la nonnégativité
de [, entraine ce que nous pouvons majorer la premiere intégrale a droite par

thogr

(3.6.5) [ f(%llzn(s)llfu:‘i’ f L(un(s))dz) X
D

0

X ((zn(s), Mp2,(8) — Nnzn(s) +a(s)) g — f fun) MLz, (s) dx) ds.
D

Comme || M} (u, v) —v||2(p) converge vers zéro quel que soit (u,v) € E par le Lemme
3.6.4 nous pouvons passer a la limite en probabilité dans (3.6.5) obtenant

thoR

/ f(%||z(s)]23+fL(u(s))dm) x
D

0
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X ((z(s): (M —N)z(s)+a(s)g — f f(u)v(s) d:c) ds =
D

tAoR

[i (%uz(s)n% + [ L) dx) (2(5), (M = N)2(s))  ds =
D

0

- / j(%HZ(S)IIzEJf/L(”(Sde) (v(s), Bu(s))2(p) ds

0 D

par définition de a, mettant B = A — A qui est un opérateur différentiel de premier
ordre continu de D(—A)!/2? dans L?(D). Les autres termes convergent en probabilité
aussi. Nous obtenons

thor

V(z(t ANogr)) < V(z) + / V(2(s))b(s) dW +
0

+ [ f(éuz(s)n%+ / L(u(s))dx) (v(s), Bu(s)) g2 ) ds+
0

+% / . (%IIz(s)II%+fL(u(S))dw) lg(u(s))&kllz2(py ds+
0

*e [ (%”z(s)ll% F f L(u(s))da:) (v(s),g(u(s))wizw) ds
1 D

et, par conséquent,
(3.6.6) V(z(t Aor)) < V(z0) + / V(2(s))G(z(s)) dW+
0

+ [ z‘(§||z(s)||?g+ / L(u(s))dz) (Bu(s), o(5)) 2 ) ds+

0 D
= [ ‘(iuz(s)u%+ [ ) )ug(u(s))llisww,mn o
D
{ (%uz I + fL dw)’ }
><||‘U(S ||L2(D) llg(u “HS(H ,L2(D)) ds

et (3.6.1) est démontré. [
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Preuve de la Proposition 3.6.3. La démonstration est fondée sur la méme idée que
nous venons d’utiliser dans la preuve de la Proposition 3.6.2; donc nous procéderons
plus vite ici. Nous définissons les processus a, b, z, et les opérateurs linéaires bornés
M, , N, de méme fagon que dans la démonstration de la Proposition 3.6.2. Alors nous
avons également

lim E  sup |lza(t) — z(t)|pay =0, T >0.

n—oo p<t<TAcgr
Maintenant nous pouvons calculer Vj(2,) en nous servant de la formule d'Ito pour
arriver a

tAor

Vo(zn(t Aor)) = Vo(20) + / Vo(zn(8)) (Myzn(s) + a(s)) ds+

thogr thogr oo

- / Vg(zn(s))b(s)dW+% f ZVO zn(8)) (b(s)&;, b(s)&;) ds
0

ou (& : j € N) est une base orthonormée dans H,,. Si nous calculons toutes les
expressions nous obtenons

tAoR

Vo(zn(t Aor)) = Vo(20) + / k (%”zn(s)HQD(M)) (2n(8), Mpnzn(s) + a(s))pary ds+
0

tACR tAOR

b [ oa(opte) aw+ 5 ] Zk(—nzn(s 2 ) 100, (un(5)6) ) do+

0

thop &0

+_;_ f ;k( 2 ( S)”E)( n(5), (0, 9(un(8))6:)) ary ds

ou 2z, = (un,v,). Ensuite, comme les processus qui interviennent sont tous & valeurs
fonctions réelles, nous avons

(zn(8), Mpn2n (S))D(M) < <zn (s), (Mp — Np)zn (s)>D(M)

par la dissipativité de N, sur D(M). La suite (|[Mn — Np||z(D(a)))n est bornée et
|Myz — Npz — (M — N)z||p(ar) converge vers zéro par le Lemme 3.6.5 car M — N est

borné sur D(M?) = D(N?). Ceci, ensemble avec la nonnégativité de k, entraine la
majoration de la premiere intégrale a droite par

thog

1K (% llzn(s)llé(m) (2n(5), Mazn(s) = Nazn(s) + a(s)) poas) ds
0
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qui converge en probabilité vers

thog

/ g (%”z(s)”ZD(M)) (2(5), (M = N)z(s) + a(s)) par) ds-
0

Les autres termes convergent en probabilité aussi. Or, en notant B = A — A, nous
avons

tAoRr

Vos(t A om)) < Va(ao) + [ (5l6)Ban ) (61, 0, Buls) + £(w)) piany ds+

(3.6.3) est entrainé par le fait que

<

|2, 0,9 paany | = |@: ¥za(o) + ((=4) 20, (-4) 2y

L*(D)

1
< (1+3) Wlocapalvloaps, 2= (o) DOD), ye D=4

comme 5I|tp]|igw) < ||(—A)1/299||%‘2(D) pour tout ¢ € D(—A)Y/? par définition. [

Preuve du Lemme 3.1.1. Soit £ € H,, représenté par £ = 1,‘{;;; pour un ¥ € L%(u).
La mesure p est finie, alors la distribution tempérée £ est représentée par une fonction
réelle (notée toujours &)

(z) = fexp(—'i (z,¥) ¥(y)du(y), zeR%
BRd
En ce qui concerne le premier énoncé, £ € BUC*(RY) et
Do¢(a) = [ (~iv)*exp (=i (a1 () dulw). 7€ RS
Rd

pour tout multiindex |@] < k. Si nous prenons un u € W¥*2(D), le produit uf
appartient & W*2(D). Fixons deux multiindices o et 3 tels que |a| + |3| < k. Alors
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ZHD“HD’@E;HL:(D) Z[\D‘* (2)DP¢;()|” da =
J= 1D
2

dr =

=y [ IDu(z)? f(— )P exp (=i (z, ) i ) ds(e)
i=lp

Bd

=f|Da | Z’( Pexp (—i(z ,-))ewj>L2(pJ‘2 dz <
D
< [ID%u@) [ |(-i)? exp (i 0" dute) e
D Rd

< lulfinaoy [ 1+ 16)° duto)

Rd

par I'inégalité de Bessel ou (&; = @ : j € N) est une base orthonormée dans H,,.
Par conséquent, (¢; : j € N) est orthonormée dans L?(u). Or, il existe une constante
C indépendante de u telle que

oo

> Iuillyea(py < Cllulfyrapy-

O

Lemme 3.6.4. Soit X un espace de Banach, et soit C' un opérateur sectoriel avec
wo = sup{Reo(C)} et X* = D(w — C)* pour un w > wp. Alors ils existent des
constantes K,, 0 < a <1 telles que

IAC(A? = C)Hlp(xe x) S KAl + WM —w+1)7%, N 2w.
Preuve: Notons B = C — w. Alors
(-B)*(A\—B)~! = f eM(B2eBtd, A0
0

et nous obtenons
I(=B)*(A= B) Hlrx) S ca(A+1)*71,  A20
pour tout 0 < o < 1 et des constantes c,, car

”(—D)QGFDtHL(x) < cae 2 t>0
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pour une constante § > 0 par [Pazy, Chapitre 2, Théoréme 6.13]. Ensuite
IAC(A? = C) Y| (xa,x) <

IAB(X? —w = B)™ (=B)™||(x) + [IMw(A? —w = B)"H(=B) " %|l(x) <
IA(=B)'"*(\ —w = B)lpx) + [IMw(A? —w = B)H(=B) | 1x) <
Ci1—aXA(M =w + 1) + [|(=B) |l L) Awl (A —w + 1) 77
KA1+ )X -w+1)"%  A>w.
O

Lemme 3.6.5. Soit X un espace de Banach, G; et G5 deux générateurs infintésimaux
de Co-semigroupes avec D(G;) = D(G:) tels que 'opérateur G = G; — G5 est borné
sur X. Définissons les approximations de Yosida

G} =2Gi(A\-Gy)™Y, i=1,2

Alors
limsup |G = G3|L(x) <
A—oo

et
Jim Gz —Gyz—Gz||x =0, =zeX.

Prewve: G2 — G} = X2(A— G2)~'G(A = G;)~1. O

Lemme 3.6.6. Soit E(w) un sous-espace fermé dans E pour tout w € Q, T > 0 et ¢
un processus progressivement mesurable & valeurs dans HS(H,, E) tel que

T
P /||¢(3)||§15(Hw,5) < 00} =]
0

et Y¥(s,w)é € E(w) pour tout w € 2, £ € Hy, et s <T. Alors

T
/w(s) dW(w) € E(w)
0

pour presque tout w € €.
Preuve: Le processus de Wiener W admet une décomposition

o0

W,6) =) Wi(€,&)y, E€S

i=1
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ot (& : i € N) est une base orthonormée dans H,, et (W : i € N) sont des processus de
Wiener réels standards indépendants. Définissons t, ; = jT/npour n€ N, 0<j<n
et Yn(s,w) =0 pour s <, et

n(s,w) = / Y(r,w)dr, tng <8<tpn4in

pour 1 < j <n—1. Alors ¢, est un processus en escalier tel que

T iy
lim [ ¢,dW = / vdW en probabilité
0

n—oo

0

et

lim Z / Yn&; dW; = / U dW en probabilité.

N—oo

Comme s — 9, (s,w)&; est un processus simple & valeurs dans F(w) pour tout w € €,
I'intégrale stochastique est définie trajectoire par trajectoire et |, (;I‘ Yn€i dW;(w) € E(w)
pour presque tout w € (2. Or, la démonstration se termine en passant a la limite. [J
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Chapitre 4

EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES
DES EQUATIONS D’EVOLUTION
HYPERBOLIQUES STOCHASTIQUES
PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIENER
SPATIALEMENT HOMOGENE

Résumé: Nous étudions des équations semilinéaires hyperboliques de second ordre par rapport a
un processus de Wiener spatialement homogéne. Des conditions suffisantes entrainant ’existence de
solutions faibles globales sont données. En particulier, les résultats d’existence sont applicables aux
équations avec des nonlinéarités continues.

2000 MSC classement. 60H15.

Mots-clés: Equa.tions hyperboliques stochastiques, solutions faibles, processus de Wiener spatiale-
ment homogéne

4.0 INTRODUCTION

Considérons une équation semilinéaire hyperbolique stochastique

(4.0.1) %(t) = Aull)+ P+ ouli W, sl =ue, 60} =%

sur un domaine D dans R? avec un processus de Wiener en dimension infinie W.
Nous allons considérer le probleme de Cauchy pour (4.0.1), & savoir le cas ou D = R?,
ainsi que le cas d’'un domaine borné de classe C? avec la condition de Dirichlet ou de
Neumann. On suppose que A est un opérateur différentiel uniformément elliptique de
second ordre et f,g: R — R deux fonctions continues. Le processus de Wiener W est
supposé spatialement homogeéne de mesure spectrale finie. Le sujet des équations aux
dérivées partielles stochastiques par rapport & un processus de Wiener spatialement
homogene a attiré beaucoup d’intérét récemment; nous recommandons au lecteur le
travail [1] pour le résumé de la littérature existente et de références.

Ce travail part de l'article de S. Peszat [2] dont les résultats entrainent, en partic-
ulier, que (4.0.1) posséde une unique solution globale dés que f et g sont globalement
Lipschitz. Néanmoins, si ’on abandonne I’hypothése de lipschitzianité globale il n’est
pas exclu que les solutions de (4.0.1) n’existent que localement jusqu’a un temps
d’explosion. Un exemple d’une équation d’ondes semilinéaire stochastique avec des
solutions explosantes, et des conditions suffisantes pour 1'existence de solutions glob-
ales du probléme de Cauchy pour 'équation d’ondes nonlinéaire (A = A) par rapport

a un bruit spatialement nonhomogéne peuvent étre trouvés dans le travail de P.-L.
Chow (voir [3]).
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Récemment, dans [4], 'auteur de ce travail a utilisé des techniques de fonctions de
Lyapunov et les injections de Sobolev pour démontrer 'existence de solutions “mild”
globales et des solutions fortes globales (au sens analytique) de 1’équation (4.0.1)
avec des fonctions f et g nonlipschitziennes, par exemple régulieres de croissance
polynomiale. En plus, dans le cas du probleme de Cauchy, il a montré que les solutions
propagent a vitesse finie, a savoir, si la vitesse de propagation des solutions classiques

de I’équation dans R¢
Zzalj (=) 3:c 8:1:3

i=1 j=1

est finie, alors la vitesse de propagation des trajectoires des solutions de I’équation
(4.0.1) est également finie.

Ce travail a pour but de poursuivre I’étude en affaiblissant les hypotheses sur f
et g pour que les solutions de (4.0.1) existent globalement, du moins comme les so-
lutions faibles au sens de probabilité. Cela veut dire que nous allons présenter des
conditions suffisantes sur f et g entrainant l’existence d’une famille de six membres
(Q,F, (F:),P,W,u) composée d’une base stochastique (22, F, (F:),P), d’'un processus
de Wiener spatialement homogene W et d’un processus progressivement mesurable
u résolvant I’équation (4.0.1). Malheureusement, nous ne pouvons pas assurer, en
général, ni 'existence sur toute base stochastique contenant un processus de Wiener
spatialement homogeéne, ni aucune sorte de 'unicité des solutions.

Nos démonstrations sont basées sur des techniques de fonctions de Lyapunov et des
techniques de compacité. Etant donné des fonctions f et g, nous allons considérer leurs
approximations globalement Lipschitz f, et g, et démontrer, & 1’aide de fonctions de
Lyapunov convenables, que les lois des solutions des équations associées a f, et g, sont
tendues dans un certain espace de trajectoires. Le point d’accumulation de cette suite
sera la loi d'une solution faible. Plus précisément, nous allons construire une base
stochastique avec un processus de Wiener spatialement homogéne et un processus
suivant cette loi qui vont, ensemble, constituer une solution faible.

Le lecteur peut trouver une belle introduction & la théorie des équations d’ondes
abstraites dans le livre [5]. Des démonstrations basées sur des techniques de fonctions
de Lyapunov pour les équations aux dérivées partielles stochastiques ont été utilisé
dans [6] pour le cas parabolique et dans [7] pour 1’équation des poutres stochastique.
Le travail [3] est également dédié aux équations d’ondes stochastiques. L’argument
de compacité a été introduit dans [8] et il repose sur le théoréme de représentation de
Skorohod tel qu'il est exposé dans dans le Théoreme 8.3 dans [9).

Ce chapitre commence par un résumé sur les opérateurs différentiels uniformément
elliptiques de deuxieme ordre soit sur R? soit sur un domaine borné D dans R? avec la
condition au bord de Dirichlet ou de Neumann. Ensuite nous rappelons la définition
et quelques propriétés essentielles d’un processus de Wiener spatialement homogéne
sur RY. Puis nous spécifions le cadre hilbertien dans lequel nous allons travailler
et les équations d’évolution stochastiques en question et nous définissons les notions
des solutions v compris les solutions faibles. Ensuite nous rappelons la propriété de
propagation finie des solutions de I’équation (4.0.1) sur R? (voir aussi le Théoréme
3.2.4 dans le troisieme Chapitre) dont nous aurons besoin dans la suite. La section
suivante est la parti centrale de ce chapitre; nous présentons dans le Théoreme 4.3.1
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les conditions suffisantes en terme des fonctions f et g pour qu’il existe une solution
faible globale de I’équation (4.0.1). Deux exemples illustrant ce théoréme suivent.
Les hypotheses sur f et g dans le Théoréme 4.3.1 sont abstraites. Pour cette raison
nous dédions la section suivante a une discussion plus explicite de chacune d’elles. La
derniere partie de ce chapitre contient les preuves.

Je voudrais exprimer mes remerciements a Marco Dozzi, Jan Seidler et Bohdan
Maslowski pour leur influence positive, beaucoup de discussions et suggestions, et
a 'Institut Elie Cartan & Nancy et I'Institut des Mathématiques de I’Académie des
Sciences a Prague pour leur soutien matériel.

4.1 NOTATIONS ET RAPPELS

> Nous désignerons BUC¥ (D) ’espace des fonctions de classe C* sur le domaine
D dont toutes les dérivées jusqu’a 'ordre k sont uniformément bornées et
uniformément continues sur D.

> Toute filtration dans ce chapitre sera compléte, & savoir, si (2, F, (F;),P) est
une base stochastique, alors Fy doit contenir tout ensemble F' de la tribu F
dont la probabilité P(F') = 0.

> Si z est une variable aléatoire vectorielle sur un espace probabilisé (2, F,P)
et z est a valeurs dans un espace de fonctions complexes sur le domaine D,
on dit que la variable aléatoire z est réelle si la partie imaginaire Im z(w) =0
presque partout sur D pour tout w

Bien que nous nous intéressons aux solutions réelles de 1’équation (4.0.1), nous
allons travailler dans les espaces de fonctions complexes & cause de la disponibilité de
la théorie spectrale et de la théorie d’interpolation dans le cadre complexe.

L’opérateur différentiel A sera de la forme

(4.1.1) ZZ% = ax3+zb(“ dp

i=1 j=1 $=1

+ c(z)p(z).

1

Si D est un domaine borné dans R¢ avec la frontiere de classe C2, alors le domaine
D(A) contiendra exactement toutes les fonctions ¢ de W22(D) dont la trace sur 8D
satisfait a I'une des conditions au bord:

1. (Dirichlet) ¢ = 0 sur 9D.
2. (Neumann) 3%, E _, ;22 z. Vi =Yy sur 9D pour un y € BUC!(D).
Nous rappelons que v(z) est le vecteur unitaire de la normale extérieure a 0D au point
z € 0D.
Si D = R¢ alors D(A) = W22(R9).

En tout cas, la matrice réelle symétrique {a;;} appartient & BUC?(D), le vecteur réel
{b;} a BUCY(D) et c n’est qu’une fonction bornée, réelle et mesurable sur D. En plus,
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nous réclamons la condition de 'ellipticité uniforme

d
Zzaij(x)yiijCny, z €D, yeR?
. =1

=1 j=1

ou C est une constante strictement positive et si nous considérons la condition au bord
de Neumann nous aurons besoin de supposer (en plus) que

C>a™|Tr ”%,(Wl-z(D),LQ(D)) ou a=sup{y(z):z € dD}

et Tr : Wh2(D) — L?(8D) est 'opérateur de trace.

> Sous les hypotheéses ci-dessus, 'opérateur A, dans tous les trois cas, est sec-
toriel sur L%(D) et cl|ul|w2.2(p) < |lullz2(p) + ||Aul|L2(py vaut pour un ¢ > 0
et tout u € D(A) d’apres le Chapitre 3 dans [10].

Maintenant nous pouvons introduire I'opérateur auxiliaire

=332 (s5@52@) + (cto) - &) ota)

i=1 j=1

avec D(A) = D(A) et une constante C telle que I'hypothése suivante & laquelle nous
référerons dans la suite par (SN) signifiant strictement négatif soit satisfaite

> C > esssupcsi D = R? ou si D est borné et A est considéré avec la condition
au bord de Dirichlet.

> C >esssupc+at| Tr “i(WLQ(D),L?(aD)) si D est borné et nous considérons la
condition au bord de Neumann.

L’opérateur A est, sous les hypotheses ci-dessus, autoadjoint et strictement négatif sur
L?(D) (voir Chapitre 3 dans [10]). En plus, comme

2
Cs ”50“%[11-2(1)) < (=4, P)r2(p) = lellp—ayre £ Call¢lliyapy,  » € D(A)

pour des constantes positives Cs, C4 nous concluons que D(—A)'/2 est un espace
fermé dans W'2(D). En effet,
> D(—A)Y2 = W,%(D) si D =R%
> D(—A)Y? = WOI’Q(D) si D est borné et nous considérons I'opérateur A avec
la condition au bord de Dirichlet.
> D(—A)Y2 = Wh2(D) si D est borné et nous considérons 1'opérateur A avec
la condition au bord de Neumann.
Les deux premiéres égalités sont faciles & démontrer. La troisieme peut étre déduite
du Théoréme 3.2.3, du Corollaire 2.2.3, de la Proposition 2.2.2, de la Proposition 1.2.3
et de la Proposition 2.2.15 dans [10] car

W?2*2(D) = Da(s,2) C Da(s,00) = (L*(D), D(A))s,c0 C (L*(D), D(A))1/21 =
= D4(1/2,1) C D(—A)/?
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pour 1/2 < s < 3/4 et W2%2(D) est dense dans W12(D). La derniére propriété dont
on aura besoin dans la suite est I'inégalité suivante (voir le Chapitre 3 dans [10]):

Csll@llw22(py < || A¢llL2(py = ll@llpay < Callellwz2(p), ¢ € D(A)

qui dit que la norme de W?22(D) est équivalente & la norme graphe sur ’espace de
Hilbert D(A), a savoir, a la norme induite par le produit scalaire

(P1,902) pay = (A1, Apa)2pys 1 € D(A), 2 € D(A).
En particulier, si D est borné alors (A — A)~! : L?(D) — L?(D) est compact car

W?22(D) est contenu de facon compacte dans L?(D) et donc (—A)™® est compact
pour tout a > 0 puisque

(—A)=e = 50T [y—a(y _ 4)-1 4
[

T

quel que soit 0 < a < 1 et (—A)7%(—A)™% = (=A4)~%° quel que soit a > 0, b > 0.

La raison d’introduire 1'opérateur A est qu’il est plus beau et plus facile a travailler
avec, du aux faits qu’il est autoadjoint et négatif. D’autant plus que l’échelle des
domaines des puissances fractionnaires D(wo — A)* = D(—A)® et les normes graphe
sont équivalentes (voir Thm 1.4.6 dans [11]) pour wq suffisamment grand et o € [0, 1].

Le processus W est un processus gaussien sur une base stochastique (22, F, (%;),P) a
valeurs dans I’espace des distributions tempérées sur R? et satisfaisant aux conditions
suivantes

> Le processus réel (W;, 1) est un processus de Wiener par rapport a la filtration
(F:) pour tout 7 de 'espace de Schwartz sur R¢.

> Il existe une distribution tempérée I' (appelée la corrélation spatiale de W)
telle que

E <Ws: 90) <Wta ‘d)) — min{ss t}' (F-: Q * ’@bs)

ou ¥s(z) = ¥(—z), € R% Puisque I' doit étre une distribution définie positive,
il existe une seule mesure positive symétrique tempérée u sur R? telle que I soit la
transformée de Fourier de . La mesure u est appelée la mesure spectrale de W. Dans
le travail [P-Z], les auteurs ont montré que 1'espace autoreproduisant de W (noté H,,)
peut étre caractérisé comme

Hy = {yp: v € L*(R%, 1,C), ¥(z)

w(_x)a T € Rd}

et
<m=@>H = [ Y1 dp.

w

d

]
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En particulier, si z(R%) < oo alors I est une fonction bornée uniformément continue,
H,, est contenu dans I'espace des fonctions réelles bornées uniformément continues sur
R4 comme on verra plus généralement dans le Lemme 4.1.1 et, par [P-Z1],

(W, o) = ] W(t, 2)¢(z) dz
Rd

ou (W(t,z):t >0,z € R?) est un champ aléatoire tel que

> (W(t,z) : t > 0) est un processus de Wiener par rapport a la filtration (F;)
pour tout z € RY.

> l'application (¢, z,w) — W(t, z,w) est mesurable et continue en ¢.

> EW(t,z)W(s,y) = (¢t As)[(z —y) pour tout t > 0, s > 0, z € R et y € R%.

Nous avons la modification suivante du Lemme 2.2 dans [2] ou du Lemme 3.1.1 dans
le troisieme Chapitre qui permet de définir l'opérateur de multiplication qui va ap-
paraitre dans 1'équation stochastique. Nous rappelons que BUC(R?) est la notation
pour 1’espace de Banach des functions bornées uniformément continues sur R¢, muni
de la norme supremale.

Lemme 4.1.1. Soit u(R%) < oo. Alors H,, est inclus dans BUC(R?) avec injection
continue, et il existe une constante C telle que l’application

L*(D) x Hy — L*(D) : (u, ) +— ug

est un opérateur bilinéaire continu et, en plus, Hilbert-Schmidt dans la deuxiéme co-

ordonné, a savoir
oo

[u€;l1Z2(py < CllullZz(py
=1
pour tout u € L*(D) et toute base orthonormée (&; : j € N) dans H,,.

Remarque 4.1.2. Sous '’hypothése du Lemme 4.1.1 tout élément u € L?(D) définit
un opérateur de multiplication £ — u& de H,, dans L?(D) qui est Hilbert-Schmidt.

Cadre hilbertien. Nous définissons A9 = wo — A sur L?*(D) pour un wy € R
suffisament grand afin que sup Reo (A — wp) < 0, et les espaces de Hilbert séparables

E(a,b) = D(A%) x D(A}), a€R,beR
munis des produits scalaires
((u1,01), (u2, U2)>E(a,b) = (u1, ’UQ)D(A3) + (v1, 'U2)D(Ag)

pour (u1,v;) € E(a,b), (uz,v2) € E(a,b), ou D(A;°), ¢ > 0, est I'espace de Hilbert
fractionnaire séparable défini comme la complétion de L?(D) par rapport a la norme

lull pazey = Mg ullz2py,  w € L*(D),
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et
D(A$) = {A5°u: u € L*(D)}

est 'espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire
(u, U)p(Ag) = (Agu, AS”)L?(D} .

La classe suivante d’espaces aura une importance particuliere

E(a) = E(1/2+a,a) = D(AY*™) x D(A2), a€R
et
E = E(0) = E(1/2,0) = D(AY/?) x L*(D).
Ensuite, nous notons

E(-B) f0<pB<3

Fs=E((1/2-B8)Vv0,-B) = { E(0,-8) B> 1
) 2

I’espace d’états pour la solution dans le Théoréeme 4.3.1. Observons que Fj est inclus
dans E(—f3) avec injection continue. Définissons également I'opérateur

(4.1.2) M= (31 é)

Alors M = M; + M5 ou

I
Ml:(g o) e M"z(AEA g)

Maintenant M; défini sur D(A) x D(—A)Y2, est un opérateur antiautoadjoint sur
I’espace de Hilbert D(—A)/? x L?(D) muni du produit scalaire

((u1,v1), (uz, U2)>g = <(_A)1/2u11 (—A)1/2u2> + (v1, '02)1,2(13) )

L*(D)
et M, est borné sur D(—A)'/2 x L?(D). Donc M de domaine E(1/2) est un générateur
infinitésimal d’un Cp-groupe (S; : t € R) sur E par le Chapitre 3 dans [14] et la section

préliminaire car D(—A)/2 x L?(D) = E, D(A) x D(—A)Y/? = E(1/2), et les normes
respectives sont équivalentes. En effet, (S;) est un Cp-groupe sur tout E(a), a € R, et

les opérateurs
_(AF O
Ny = ( 0 Aj

de domaine E(a V 0) sont bornés sur F pour a < 0, inversibles sur E pour a > 0, et
commutent avec M. Par conséquent, S; commute avec N, et c’est donc un Cp-groupe
sur E(a) pour tout a réel.
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L’équation aux dérivées partielles stochastique (4.0.1) se décompose en un
systeme de deux équations de premier ordre

du
) = ()

%(t} = Au(t) + f(u(t)) + g(u(t)) W,

ou bien, dans la notation vectorielle,

gﬁ“):(ﬂ é)z(t“(f(f(tn)*(gwcit))) Wy o8 z()

Fixons 8 > 0 et soit LP?(D) inclus dans D(A, '3) avec injection continue pour un
p € [1,00). Définissons

(f(ffeu)) siz= (3) € E(-B),u € L*(D) et f(Reu) € LP(D)

0
( 0 ) autrement

et, de facon analogue,

(g( ° )g) 8 z= (z) € E(—B), u€ L*(D) et g(Reu) € L*(D)

F(z)=

Reu

0
( 0 ) autrement

pour £ € H,,, vu la Remarque 4.1.2. Alors
F:E(-B)— E(-B) et G:E(-B)— HS(Hy,E(-B))

G(2)€ =

sont Borel measurable, ou HS(Hw, E(—/3)) désigne I'espace des opérateurs de Hilbert-
Schmidt linéaires de l'espace autoreproduisant H,, dans E(—03) par le Lemme 4.1.1.

Notre systeme de deux équations s’écrit donc comme

(4.1.3) %(t) = Mz(t) + F(2(t)) + G(z(t)) W

sur E(-p).
Ayant fixés § et p comme ci-dessus, nous disons qu'une famille de six membres
(Q:}_a (Ft),P,WZ)

composée d’une base stochastique (2, F, (F;),P), d'un processus de Wiener spatiale-
ment homogene W de mesure spectrale finie et d’un processus z = (u,v) adapté a la
filtration (F;) a trajectoires continues dans Fj est une solution faible de (4.1.3) si

> u(t,w) est réel quels que soient w € N et ¢ >0
> v(t,w) appartient a la fermeture par rapport & D(A, ’S) de la classe des fonc-
tions réelles de L?(D) pour tout w € Q et t > 0
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et, pour tout ¢ > 0, on a

2| [ 1 Dllerio) + llou(s)) oy ds < 00| =1
0

et

(4.1.4) P | 2(t) =Stzo+/.5‘t_3F(z(s)) ds+f8t_sG(z(s)) dw| = 1.
0 0

Les espaces de Hilbert dans lesquels nous travaillons sont tous complexes a cause de
la théorie spectrale, la théorie des semigroupes et la théorie des espaces fractionnaires
qui ne sont pas disponibles dans le cas réel. Néanmoins, nous ne nous intéressons
qu’aux solutions réelles, & savoir, aux processus solutions z ou z(¢,w) € R presque
partout sur le domaine D pour tout (¢,w). Nous rappelons que tout espace de Hilbert
complexe (H,(, )) est, en effet, également un espace de Hilbert réel si nous le con-
sidérons avec la parti réelle du produit scalaire original, & savoir (H,Re(, )). Remar-
quons que cette convention n’influence pas la norme. Ce phénomene sera utilisé pour
I'intégration stochastique qui est naturellement congue entre des espaces de Hilbert
réels. Plus précisément, si U est un processus dans l'espace des opérateurs Hilbert-
Schmidt HS(Hy, (H,C)), alors 'intégrale stochastique

/\I!dW

est construite pour ¥ en tant que processus & valeurs dans HS(H,, (H,R)). Nous
soulignons que si un proceesus z satisfait a ’équation (4.1.4) au cas 8 = 0, p = 2, alors
le processus conjugué complexe Z = Re z — i Im z y satisfait aussi. Or, si zp(w) est réel
pour tout w et 'unicité trajectorielle vaut pour I’équation (4.1.4) (par exemple si les
fonctions f et g sont globalement Lipschitz), alors z = Z et, par conséquent z est réel.
Dans ce chapitre, nous n’allons considérer que des conditions initiales réelles comme
on l'a déja indiqué au commencement.

4.2 VITESSE FINIE DE PROPAGATION DES SOLUTIONS

Il est bien connu que le principe du maximum fort ne vaut pas pour les équations
hyperboliques de deuxieéme ordre sur R%. Au contraire, les solutions propagent &
vitesse finie. Nous avons déja démontré que ceci est vrai méme si on perturbe ces
équations par un processus de Wiener spatialement homogene (voir le Théoreme 3.2.4
dans le troisieme Chapitre). La justification de la définition suivante sera reportée a
la section 4.4.
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Definition 4.2.1. Une famille d’ensembles fermés non vides (K; : ¢ > 0) dans la
fermeture du domaine D est appelée une évolution de support si elle vérifie aux hy-
potheses suivantes
> ({K::t> s} =K, pour tout s > 0
> Siz€ Ey s pourtout 2 € Eq,t>0,5>0
ou
E; = {(u,v) € E : le support essentiel de u et v est contenu dans K}

sont des sous-espaces fermés croissants continus a droite dans F et (S; : t € R) est le
Co-groupe défini dans (4.1.2). Nous disons qu’une évolution de support (K; : t > 0)
est compacte si K; est compact dans R? pour tout ¢ > 0. En fin, nous remarquons
que K; = D, t > 0 est une évolution de support qui est compacte si D est borné. Or,
une évolution de support existe toujours.

Nous rappelons que HS(H,, E) est I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt
linéaires de H,, dans E, et nous considérons le cas D = R%. Pour la démonstration
du théoreme suivant voir la preuve du Théoreme 3.2.4 dans le Chapitre 3:

Théoreme 4.2.2. Soient les opérateurs de Nemytski F' : E — E et G : E —
HS(H,,E) (définis dans (4.1.8)) Lipschitz, D = R%, f(0) = g(0) = 0 et soit la
mesure spectrale p finie. Etant donné une condition initiale réelle zo a valeurs dans
E mesurable par rapport a la tribu Fy, considérons l'unique solution “mild” globale
réelle z = (u,v) a trajectoires continues dans E de l’équation (4.1.3) avec p = 2 et
B = 0. Ensuite, soit (K¢(w) : t > 0) une évolution de support pour tout w € 2 telle
que le support essentiel de u(0,w) et v(0,w) soit contenu dans Ko(w) pour tout w € Q.
Alors il eziste un ensemble N € Fo, P(N) = 1 tel que u(t,w) et v(t,w) ont les supports
essentiels contenus dans K¢(w) pour toutt >0 etw € N. 0O

4.3 EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES

Nous allons nous intéresser a une relaxation éventuelle des hypotheses imposées sur
f et g considérées dans [2] ou dans les Théorémes 3.3.2 et 3.4.2 du Chapitre 3, en-
trainant I’existence des solutions globales. Nous voulons surtout affaiblir la régularité
C? ou la lipschitziannité globale. Le prix que nous devrons payer pour cela sera que
les méthodes présentées ne nous permettront d’obtenir que des solutions faibles glob-
ales. Nous référons le lecteur a la section 4.4 pour des cas particuliers des hypothéses
abstraites suivantes:

Etant donné 0 < a < f <ocoet1< p < 00, nous introduisons les trois hypotheses
suivantes:

(CE) Si D = R supposons qu'il existe une évolution de support compact (K; : t > 0)
avec la famille des espaces (E; : t > 0) fermés dans E continus a droite associés
(voir la Définition 4.2.1). Si D est borné alors nous considérons 1’évolution de
support compact triviale K; = D et E;, = E, t > 0.

(CA) L’espace E; muni de la norme de E(—a) est contenu de facon compacte dans
E(—f) pour tout ¢t > 0.

(CP) LP(D) est inclus dans D(Ag“) avec injection continue.
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Remarque. Si (CA) vaut alors, trivialement, ’espace E; muni de la norme de E est
contenu de fagon compacte dans E(—f) pour tout ¢ > 0.

Remarque. Si D est borné alors E(—a) est contenu de facon compacte dans E(—3)
pour tout t > 0 et 0 < a < 3 par la section préliminaire. Or, (CA) vaut pour tout
0<a<p.

Remarque. Si (CP) vaut alors LP(D) est inclues dans D(Ay %) avec injection con-
tinue car D(Ay“) est inclus dans D( Ay A) avec injection continue qui est isomorphe
a I'espace dual de D(A?) (voir la définition du drift F).

Ayant 0 < o < 8 < 00, 1 < p < 00 comme ci-dessus nous considérons de nouveaux
parametres 6 € [0,1), ¢ > 2, 1 < a < pg/2 et une constante C satisfaisant & la
condition (SN) de la section préliminaire, avec laquelle nous définissons 1'opérateur A.
Maintenant nous précisons la classe des fonctions f et g que nous allons considérer:
Définition (CF). On dit que les fonctions réelles f et g satisfont a I’hypothese (CF)
s'il existe des suites de fonctions globalement Lipschitz (f,) et (g.) telles que

e f.(0) = gn(0) = 0 quel que soit n € N si D = R¢.

e f,, resp. g, converge vers f, resp. g uniformément sur les ensembles bornés
dans R<.

e le parametre 6 € [0, 1) est tel que §g > —oc ol

0
(4.3.1) d¢ = inf §||UH?§;{_A}112 + /Ln(Re u)dz:u € D(Aé’lg),n eN
D
ott Ln(0) =0, Ln(z) + fa(z) =0 pour tout z € R et n € N.

e ayant fixé une constante Ag € (—00, dp), il existe une fonction positive bornée
m sur [0, 00) telle que

et
1/a
(1:4.3) f fa()Pdz |+ / |9n(w)? dz <
[lul27] [lul>7]
1 2
< m(r) ’Q‘HUHD(_A)xm + | Lp(u)dz — Ap
D

vaut quel que soit u € D(—A)Y/2 réel, 7 > 0 et n € N.

Ensuite, vu la Définition (CF'), nous définissons les fonctions de Lyapunov
q/2

1 1
(4.3.4) Vn(z) = §||u||2D(_A}1/2 - 5”1}”%2(9) -i-_/Ln(Reu) dz — Ag , 2z€E
D

pour n € N avec la convention z = (u,v) € E.
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Théoreme 4.3.1. Soient f, g deux fontions continues sur R, soient 0 < a < 8 < oo,
1<p<00,0<560<1,¢>2,1<a<pq/2et C tels que les hypothéses (CA), (CE),
(CP) et (CF) valent pour f, g,a, 3, 6, q et a, et la constante C satisfait a l’hypothése
(SN) de la section préliminaire. Supposons que la mesure spectrale p soit finie et v
soit une mesure de probabilité borélienne sur E telle que

v{z€Ep:zréel} =1
ou Eg correspond a Ky dans (CE), et

SliP/Vn (z)dv(z) < 0
E

avec Vi, défini dans (4.3.4). Alors il existe une solution faible (0, F, (F),P, W, z) de
(4.1.3) dans E(—[3) avec les coefficients f et g ot z = (u,v) est un processus adapté,
a trajectoires continues dans Fg, vérifiant

> P[2(0) € Eg] =1 et v est la loi de 2(0)
2
> E sup,<, 20113, + ENF@E)IE o) +Ellg(®)Lap < Ce, ¢ >0

» —F, :
ot C est une constante positive. En plus, P[2(t) € E; °] =1 quel que soit t > 0.

Exemple I. Considérons le probleme de Cauchy dans D = R? pour 1'équation

agEy 2 iia Fu +ib L
B — = i () — + c(z)u — ulu u
6t2 i=1 j=1 ™ 33{633' =1 I 6Ij
avec une (3 x 3)-matrice réelle symétrique et strictement positive (a;;), des fonctions
b1, ba, by appartenant & BUC'(R3), ¢ € L*(R®) et soit » une mesure de probabilité
borélienne sur E = W12(R?) x L?(R?). Nous avons les possibilités suivantes:

e Quand 2 < 2s < r+ 1 < 4 alors I'équation a une unique solution globale a
trajectoires continues dans E quel que soit la condition initiale a valeurs dans F
mesurable par rapport a la tribu Fy (comme on 1’a déja montré dans le Théreme 3.3.2
dans le Chapitre 3).

Dans les autres cas nous supposons de plus que

+1)/2
(4.3.6) / {Hullgw,z(p) & ”vllia(p) + ||u||§(:+1(g) } dv(u,v) < o0
E
et
v{(u,v) € E : le support essentiel de u et v est contenu dans K} =1
pour un ensemble compact K dans R® et un ¢ & préciser dans la suite.

e Quand 3 <r<5,2<2s<r+1,g>r,22>208>r—3 alors il existe une
solution faible (Q2, F, (F;),P, W, z) de I’équation (4.3.5) de loi initiale v, telle que les
trajectoires de z propagent & vitesse finie et sont continues dans H'~?(R3) x H#(R3).

eQuand 5<r,2<2s<r+1,¢>6r/(r+1),28>3(r—1)/(r+1) alors il existe
une solution faible (2, F, (%), P, W, z) de I’équation (4.3.5) de loi initiale v, telle que
les trajectoires de z propagent & vitesse finie et sont continues dans L?(R?) x H?(R?).
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Exemple II. Considérons le probléme de bord de Dirichlet ou de Neumann pour

I’équation (4.0.1) avec l'opérateur A comme dans (4.1.1) sur un domaine borné D

dans R? de classe C2. Soit r > 1 et soit f et g deux fonctions réelles continues telles
que

0 < lim inf —fla) < limsup /(=)

|z|—o0 $|$|r_1 |z|—o0 I|l‘|r_1

< 00

et

lg(z)]

|z|FD72 0

lim sup

|#|—00

Ensuite, soit ¥ une mesure de probabilité borélienne sur E ot E = W,'*(D) x L?(D)
quand nous considérons le probléme de bord de Dirichlet, ou E = W#(D) x L?(D)
pour le probleme de bord de Neumann, telle que (4.3.6) vaut avec un ¢ & préciser dans
la suite. Distinguons les trois cas suivants:

e Quand 1 < r < 3, ¢ > 3, 0 < 28 < 1 alors il existe une solution faible
(Q, F, (F:),P,W, 2) de I’équation (4.0.1) avec la condition initiale v, telle que les tra-
jectoires de z sont continues dans D(Aém_ﬁ) % D(.A{)”ﬁ).

e Quand 3 < r < 5, ¢ > 17,2 > 48 > r — 3 alors il existe une solution faible
(Q, F, (F:),P,W, z) de I’équation (4.0.1) avec la loi initiale v, telle que les trajectoires
de z sont continues dans D(Aé/z_ﬁ) x D(AZ").

e Quand 5<r,qg > 6r/(r+1),48 > 3(r—1)/(r+1) alors il existe une solution faible
(Q, F, (F),P, W, z) de ’équation (4.0.1) avec la loi initiale v, telle que les trajectoires
de z sont continues dans L?(D) x D(AE’B).

4.4 EXEMPLES ET COMMENTAIRES

Evolution de support compact (Déf. 4.2.1): Considérons I'opérateur

d d d
0%¢ Oy d
Ap(z) = ; ;aijm(m) + ;bg(x)a—m + c(z)p(z), z€R
sur L?(R%) avec une (d x d)-matrice réelle symétrique strictement positive (a;;), des
fonctions by, ..., bg, ¢ dans L*°(R?) et soit K un ensemble compact dans R4. Si nous
définissons

Ki={c+y:z€Ko|T ' <t}, t>0

ou T est une (d x d)-matrice réelle telle que TT™ = (a;;), alors (K; : t > 0) est une
évolution de support compacte pour le Cy-groupe (S;) sur E (voir la section 3.5 dans
le Chapitre 3 ou le Chapitre 7.2.4 dans [15].
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Finitude de ¢ dans (4.3.1): Notons
(441) & =mf{|(~4)"2ulZap) : u € D(~A)"?, [lullzap) = 1} = inf o(A).

Alors 4 est positif car 'opérateur auxiliaire A est autoadjoint et négatif, et peut étre
aussi grand qu’on veut selon le choix de C dans la définition de A, qui lui-méme, peut
étre arbitrairement grand des le commencement. Si

(4.4.2) inf {%é:c'*‘ +Ln(z):neN,ze JR} >0,

vaut pour une constante réelle C,, quand D est borné, ou C, = 0 quand D = R¢, alors
bg > —o0.

Hypothése (CA). Quand D est borné alors 0 < a < (3 peut étre choisi arbitrairement
car E; = E quel que soit t > 0 et 'opérateur Ag € : L?(D) — L?(D) est compact pour
tout ¢ > 0 d’apres la discussion dans la section préliminaire de ce chapitre. Quand
D = R? alors il faut procéder plus attentivement:

Supposons que les coefficients {a;;}, {b;} et ¢ de I'opérateur A sont de classe
BUC*™(R%) pour un entier m > 1. Alors (CA) vaut pour tout 0 < a < 3 < m.

Sous les hypotheses ci-dessus —Af" est un opérateur différentiel d’ordre 2m, il est
sectoriel dans L?(R?) étant défini sur W?™2(R?) et la norme graphe est équivalente
la norme de W?™2(R9) grace au Théoréme 3.2.1 dans [10]. Cela veut dire que 'espace
de puissance entiere D(AJ) = W?™2(R9) et les normes sont équivalentes. Ensuite,
—Ap est dissipatif et donc

D(45) = [L3(D), W*™2(R?)|e/m = BI5(R) = W22(RY)

avec 1'équivalence des normes pour tout 0 < ¢ < m d’apres le Théoreme 4 dans [16], le
Théoreme 1.15.3 dans [17] et le Théoréme 2.4.1 dans [17]. Maintenant, si 0 < ¢; < ¢
et R > 0, alors il existe des constantes positives K; < K5 telles que

Killullwaeoage) < lullwiecspom) < Kollullwsa@ey, — i=1,2

quel que soit R > 0, et u € W?%2(R%), i = 1,2 s’annulent en dehors de Br ou Br
est la boule dans R de rayon R. Soit u, une suite bornée dans W?2°2:2(R9) telle que
tout u, est zéro en dehors de Br. Alors il existe une sous-suite {nx} telle que uy,
converge dans W?2¢:2(B,g) d’apreés le Théoréme 4.10.2 dans [17]. Donc, u,, converge
dans W2e1:2(R9).

Faisons la convention qu'une fonction ~ dans L?(G) définit un élément dans 1’espace
dual (W2¢2(G@))*, ¢ > 0 par v — (v,h)2(c)- Nous savons que D(A; ) est 'espace
dual de D(A§). Soit donc 0 < ¢; < c; < m, supposons que u, € L2(R?) est
bornée dans D(A;“*) et que tout u, s’annule en dehors d’une boule Bg. Alors uy, est
bornée dans (W?2°:2(Bg))* qui est inclus dans (W?2¢2:2(Bg))* avec injection compacte
par le théoreme de Schauder et le Théoréeme 4.10.2 dans [17]. Or, (un,)r converge
dans (W?¢2(Bpg))* pour une sous-suite {nx}. Par conséquent, (un, )r converge dans
(W262,2(Rd))" O
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Hypothése (CP). Soit 1 < p < 2 et m > 1 et supposons que

d/1 1
=2z )Z 6l m,
Z(p 2)_a_m

Soient les coefficients {a;;}, {b:}, ¢ de 'opérateur A de classe BUC*™(D). Quand
D est borné supposons que D est de classe C*™, et au cas ou nous considérons le
probleme de bord de Neumann supposons que 7 appartienne 8 BUC*™~*(D). Alors
D(A2) est inclus dans L?' (D) avec injection continue, 1/p + 1/p’ = 1.

Preuve: Sous les hypotheses ci-dessus —Af est sectoriel étant défini sur Ly =
W?2k:2(R?) quand D = R¢, ou sur

L {cpEW%’z(D):BAgcp:{Jsur 3D,j=0,...,k—l}

pour By = ¢ quand nous considérons le probleme de bord de Dirichlet, ou

d d
dp
Be=3°3 vasgE —0
skt oy T;
i=1 j=1
quand le probleme de bord de Neumann est considéré, quel que soit k = 1,...,m.
Effectivement, suivant [10] il est facile de vérifier que la “root condition” (3.2.2) vaut
et également la “extended root condition” (3.2.3). La condition complémentaire (3.2.7)
se réduit a I'inversibilité de la (k x k)-matrice complexe

(exp(2jlmi/k) :0< j< k,0L< 1< k)

mais elle est inversible en tant que cas particulier du déterminant de Vandermonde
(Exercice 6.3.11, p. 168 dans [18]). Maintenant, comme les ensembles des résolventes
de Af et A%|z, ne sont pas disjoints quel que soit k < m, nous concluons que D(.A¥) =
Lk, k < m, et donc D(A¥) est un sous-espace fermé dans W?*2(D) avec I’équivalence
des normes quel que soit 1 < k < m par le Théoréme 3.2.2 dans [10]. Or,

D(AZ) = [L*(D), D(AD)]a/m C [L*(D), W*™?(D)]a/m = B2%(D) C L¥' (D)

par le Théoréme 4 dans [16] et les Théoremes 1.15.3, 2.4.1, 4.3.1/2, 2.8.1 et 4.6.1 dans
[17], et les inclusions sont continues. [

Fonctions f, g qui satisfont aux hypotheses dan§ (CF): Supposons que f et g
sont continues (avec f(0) = g(0) = 0 quand D = R%), L + f = 0 sur R¢, L(0) = 0,

f(z)

(44.3) limsup -_.’I]'_ < 00,

|z|—oe

%3:2-1-}5(3:)20* z€R
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et
@) < (@) (55" + el + L&) +) . a€R

o@ < (o) (327 + L) +ho) . 7R

valent pour § défini dans (4.4.1), une constante positive c et s > 2 tel que W?%(D)
est inclus dans L*(D) avec injection continue, C, = by = 0 quand D = R, 0uC, €R
et bg = 1 —C, quand D est borné dans R¢, et ot 7 est une fonction paire strictement
positive continue telle que lim, .. m(r) = 0 et # € [0,1) est un parametre. Nous
remarquons que (4.4.3) entraine que la fonction Cz? + L(z) est décroissante dans un
voisinage de —oo, et croissante dans un voisinage de co, pour une grande constante
C. Ensuite définissons la fonction V, : E — [0, 00| comme

q/2

1 1
Vo(2) = “2‘||u||?3(-,4)m + §||v|I§,2(D) + /L(Reu) dz — ¢4
Bd

pour z = (u,v) € E avec ¢, = 0 quand D = R%, ou ¢, = C.A(D) quand D est borné,
notant A(D) la mesure de Lebesgue du domaine D. Maintenant nous allons distinguer
trois cas:

Premier cas: Supposons que D = R? et

—40(1 — 0) < liminf M
x—0 €T
Alors il existe des suites de fonctions réelles (f,,), resp. (g») de classe C*° a supports
compacts dans R convergeant uniformément sur des ensembles compacts vers f, resp.
g, 6572 0 pour un 0 < 6 < 1 olt &5 a été défini dans (4.3.1), (4.3.3) vaut pour Az = —1
et pour tous a, ¢ tels que s < 2a < pq, et (4.4.2) vaut avec C, = 0. Par conséquent,
I’hypothése (CF) vaut. En plus, pour tout ¢ > 0 donné,

12l + sup Va(2) < ¢q(Vy(2) +1)
vaut pour tout z € E et une constante 0 < ¢; < oc.

Deuxiéme cas: Supposons que D = R? et que f et g sont, en plus, localement
Lipschitz. Alors il existe des suites de fonctions réelles (f,), resp. (g») globalement
Lipschitz aux supports compacts dans R convergeant uniformément sur des ensembles
compacts vers f, resp. g, 6z > 0 pour un 0 < § < 1 ou &5 a été défini dans (4.3.1),
(4.3.3) vaut pour A@': —1 et pour tous a, q tels que s < 2a < pq, et (4.4.2) vaut avec
C, = 0. Par conséquent, I’hypothése (CF) vaut. En plus, pour tout ¢ > 0 donné,

2l +sup Va(2) < €q(Vg(2) +1)

vaut pour tout z € F et une constante 0 < ¢; < oo.
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Troisiéme cas: Supposons que D C R? est borné. Alors il existe des suites de
fonctions réelles (fy ), resp. (g») de classe C*° a supports compacts dans R convergeant
uniformément sur des ensembles compacts vers f, resp. g, 5&' > (C. — 1)A(D) pour
un 0 < 6 < 1 ou & a été défini dans (4.3.1), (4.3.3) vaut pour Az = (Ci — 2)A(D)
et pour tous a, g tels que s < 2a < pg, et (4.4.2) vaut. Par conséquent, I’hypothése

(CF) vaut. En plus, pour tout ¢ > 0 donné,

|1ZI|% + sup Va(2) < ¢q(Vq(2) +1)

vaut pour tout z € E et une constante 0 < ¢4 < o0.

Preuve:

Premier cas: Fixons 6; € (64,0) et trouvons des suites décroissantes (c1r), (din),

(ban) et des suites croissantes (cay), (d2n), (b1n) telles que

din < Cin < bin < 0 < ban < con < dan,

. 1 |
lim — +
n—o [C1p| |c2n |
M) o5, LB oy
bin Cin

et définissons a;, = €;bin, t = 1,2, n € N pour une constante € € (0, 1) telle que

b (1—ek;i<6,i=1,2
b 2K+ (1—e)k; <8(1—8),i=1,2
ou .

. K; = sup

n bin n

En plus, faisons le choix de telle sorte que

sup {m(cin)/m(z) : n € N, |cin — z| < |cin

dz'n_ in .
Sup{1—cg*c-—I1f(Cm)l :n€N,i=1,2

n

L(b;n)

S |bln| + ]b2n| = 0:

neN, i=1,2

2 3
bin

b<oe

Etant donné une fonction réelle h définissons pour tout n € N

(0

dyn—
h(Cln) din "‘C::n

h(z)
h(b1n) i =ars
hn(z) =4 0

hlban) 5, ann

z < djn

din <z <CcCIn
Cin S T < b1n
bin £z < G1n
ain S T < a2n
azn <z < bon
bon <z < Con
Con £ T < dap
don <

n €N,

i=1,2.

—din|,i= 1,2} < o0
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Choisissant pour h la fonction f, resp. g nous obtenons les suites (fn), resp. (gn) et
il existe 0 € (0,6/2), O > 0 et R > ¢ tels que

—

”"‘sgm%En(:r), L()<O(R2+L( )), z€R, neN
ol L, est la fonction primitive de —fn, i (0)=0et

(4.4.4a) |fn(x)|’° < M(z) (g:::2 + clz|® + En(z)) ’ z€R, neN

(4.4.4b) 19(z)|* < M(z) (g:t:2 + En(:c)) , ze€R, neN

pour une fonction paire continue positive M satisfaisant a

lim M(r)=0.

T—00

En utilisant (4.4.4a) et (4.4.4b) nous arrivons aux fonctions f,, g, de classe C* a
supports compacts dans R par régularisation et on obtient

02 < 52? + Lafz),  La(a) <O(R:z: +L(x)) ZER, neN

o1 0 < 0 < 6et O < O sont des constantes fixées, L, est la primitive de —f,,
L,(0)=0et

2

|fn(@)P < (M(z)+e ™) (g:cz + clz|® + Ln(a:)) 4 z€R, neN

]
lgn(z)]? < (M(z) + e "‘2) (§x2 - Ln(x)) , z€R, neN
fn et gn ayant des supports compacts & distance positive de I'origine. [

Dans la suite, nous fixons §; € (06, 0) et choisissons des suites décroissantes (c1,,),
(din) et des suites croissantes (cz,), (d2n) telles que

1 1
lim —+ — =0,
n—oo [cin|  |C2n]
flem o5 neN, i=12,
Cin

sup {m(cin)/m(z) : n € N, |Cin — Z| < |Cin — din|,1 = 1,2} < 0
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din_ in ;
sup{lcTC'wlf(cmﬂ :neNi= 1,2} < o0

in

Etant donné une fonction réelle h définissons, pour n € N,

(0 z < din
h(cin) _11 ﬂ_""_cicn din <z < Cin
(4.4.5) hn(z) = { h(z) in < 2 < Con
h(c2n)d_t:i% Can S z S d2n

\ 0 d2ﬂ S z

et appliquons cette construction 8 h = f et h = g obtenant les suites ( fn) et (Gn)-

Ensuite notons L la fonction primitive de — f1r1 avec L (0) = 0. Maintenant nous
procédons au second et au troisieme cas:

Second cas: Il existe 0 € (0,6/2) et R > § tels que

22 —a? 4+ Lu(x);, ILalz) < gmz +L(z), z€R, neN

wlc:h

et
AR )|P<M(x)(6sc el Kol )), reR, neN

- é ~
19 (z)|? < M(z) (§x2 + Ln(x)) , z€R, neN
pour une fonction paire continue positive M satisfaisant a

lim M(r) =0.

T—00

Troisieme cas: Il existe 0 € (0,6/2) et R > ¢ tels que
~ 2 5 9 et = R 2
r°+ C, < 5% + Lp(z), L(z) < 53: + L(z), ze€R, neN
ol fr, gn sont définies d’apres (4.4.5), L, est la primitive de — fn, n(0) =0et

|Fn(2)|P < M(z) (ga:z + clz|® + Ln(z) — Cu + 1) ; z€R, neN

)
lgn(m)|2<M($)( —z% + Lp(z) - c+1) z€R, neN
pour une fonction paire continue positive M satisfaisant a

lim M(r) =

T—+00
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Maintenant il suffit de régulariser les fonctions fn et gn pour arriver & des fonctions
fns gn de classe C°° aux supports compacts dans R telles que

022 +C.—1< g:.c"’ + L,(z), Li(z) € gscz + L(z) + 1, re€R, neN

ou L, est la primitive de —f,, L,(0) =0 et

2

|fn(@)P < (M(z)+e™) (g.rz + c|z|® + La(z) — C. + 1) . r€R, neN

lgn(z)|? < (M(z) + e_xg) (-g—:t2 + Ly(z)—-C. + 1) ; zeR, nelN

O

4.5 PREUVE DU THEOREME 4.3.1

Tout d’abord nous remarquons que les opérateurs de Nemytski F;, : £ — E et
G, : E — HS(H,,FE) associés & f, et g, dans (4.1.3) sont globalement Lipschitz.
Choisissons une base stochastique auxiliaire (Q!, 1, (F}), P!, W) avec une variable
aléatoire zo mesurable par rapport 4 la tribu F} telle que

P! [z € B] = v(B)

pour tout borélien B dans E, et nous avons donc des solutions globales z,, de (4.1.4)
par rapport a un processus de Wiener spatialement homogéne W' de mesure spec-
trale p, avec les coefficients F, et G, et avec la condition initiale 2o, vivant sur
(@, 71, (F}),P!). Nous allons montrer que la suite des variables aléatoires z, est
tendue dans un certain espace polonais de trajectoires Y (a définir dans la suite),
donc elle contient une sous-suite (que nous noterons, par abus de notation, toujours
2, ) convergeant faiblement dans I’espace des mesures de probabilité boréliennes sur Y
grace au théoreme de Prokhorov. Cette situation peut étre modélisée sur un deuxiéme
espace de probabilité (2, F,P) par le théoréme de Skorohod, & savoir, il existe des vari-
ables aléatoires z et (7, : n € N) a valeurs dans Y définies sur (2, telles que

Pl € B)=P'[2,€B], neN

pour tout borélien B dans Y et 7, — z dans Y presque partout pour P. En fin, nous
montrerons que z = (u,v) résout 1’équation (4.1.4) sur un certain prolongement de la
base stochastique. Voici les détails:
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Etape 1. Nous avons les inégalités uniformes suivantes

(4.5.1) supE V,(2a(t)) < Ce€t,  t>0,
Pg
(4.5.2) SUE || fa(un(®)F5p) < Ce',  t20
(4.5.3) SUPE ||gn(un(t))l|$2(py < Ce®*, 20,
n
(4.5.4) sup {IE sup Hzn(s)ll%} £ e, t>0
n s<t

pour une constante C.

Etape 2. Les solutions
t t
Zn(t) = Stzo + /St_an(zn(s)) ds+f5¢_an(zn(s)) dw}, t>0, neN
0 0

peuvent s’écrire sous la forme
zn(t) = R1(20)(t) + Ra(fn(un))(t) + R3(yn)(t), £20, neN

ot Ry (2)(t) = Siz envoie

Ry : By — C([0,0), E(-B)),
Ry(h)(t) = [; Si—s(0, h(s)) ds envoie (avec un r > 1 fixé)

R3 : Lj,c((0, 00), D(Ag®)evot) — C([0, o0), E(-8)),
R3(h)(t) = [y (t — 8)7"1S;,_sh(s) ds envoie
Ry : Lj,,.((0,00), Eevol) — C([0, 00), E(—5))

et
t

f (t = 8)Ss_s G (zn(s)) AW,
0

sinym

Yn(t) = pn

loc
les fonctions u de L], ((0,00), D(Ag?)) telles que u(t) € L*(D) et qui s’annulent en

dehors de K; pour presque tout t > 0. De méme, L{ ((0,00), Eevol) est le sous-espace

avec ¢ < 7y < 3 d'apres [9]. Ici Lf,.((0,00), D(Ay*)evol) est le sous-espace de toutes
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de toutes les fonctions 2z de L ((0,00), E) telles que 2(t) € E; pour presque tout
t > 0. Les deux espaces ci-dessus soient munis des topologies héritées des espaces les
contenant.

Nous affirmons que tous les trois opérateurs Ry, Ry et R3 sont compacts dont la

démonstration fera partie de la preuve de I’Etape 2. Rappelant la définition

E(-B) quand 0 < 8 < 3

Fs=E((1/2-8)V0,-0)) = { E(0,—B) quand }<3
y 2=

nous posons
Y = ([0, 00), Fp)

et affirmons que la suite z, est tendue dans Y.

Etape 3. En référant au Théoreme de Skorochod [9] nous pouvons trouver I’espace
de probabilité mentionné (€2, F,P) avec des variables aléatoires z et 7,, n > 1 a
valeurs dans Y telles que la loi de z, sous P! et la loi de 7, sous P coincident sur
la tribu borélienne sur Y quel que soit n € N, 7, converge vers z dans Y presque
partout pour P, et I’espace de probabilité (2, F,P) soutient un nombre infini des
processus de Wiener réels indépendants entre eux-mémes et également indépendants
de la suite (7, ), ce qui sera réclamé dans la suite pour la recherche des représentations
browniennes (’Etape 5). Nous soulignons que nous avons omis le passage & une sous-
suite dans le théoreme de Skorochod mais ceci n’a pas d’influence a la démonstration
du Théoreme 4.3.1. En plus, comme Yy = C((0,00), E) est un espace polonais inclus
dans Y avec injection continue, nous savons, grace au Théoreme 8.3.7 dans [19] que
Yy est un borélien dans Y et comme P[n, € Y] = P!z, € Yy| = 1, nous pouvons
supposer que 7,, prend ses valeurs dans Y} et la loi de z,, coincide avec la loi de 7,, sur
la tribu borélienne sur l'espace polonais Yy. Pourtant, 7, converge vers z dans Y (a
savoir, dans l'espace supérieur).

Etape 4. Nous allons démontrer que le processus réel

¢ N () = (0 2)5(-) — (1n(0) DDy — [ (), M2} 5 -

i

_ f (Fn(1n(s)), ) g(—g) ds
0

a la méme loi borélienne sur C[0, oc) que le processus

(45.5)  t— NMz) = (2a(8), 2) g(_py — (20, T) £ (p) 'f<zn(3)aM*$>E(—_s)‘
0

t

- / (Fa(2n(5)), 2) 5 _g) 45,

0



4.5 PREUVE DU THEOREME 4.3.1 165

et

N} (z) = / (Gn(2n(5)) @) p(_py AW? >0
0

par le théoreme de Chojnowska-Michalik (voir le les Théoremes 1.12 et 1.13 dans
le premier Chapitre) quels que soient n € N et z € D(M*) ou M* est I'opérateur
adjoint du générateur infinitésimal du Cp-groupe (S;) sur E(—7). L'intégrale stochas-
tique dans (4.5.5) est une (F})-martingale L?(Q')-intégrable de variation quadratique
donnée par

t [ 1Ga(an (o)), ds,
0

ou G (z) € L(E(—pB),Hy) est l'opérateur adjoint de G,(z2) € L(H,, E(—3)) pour
tout z € E. Par conséquent, N"(z) est une martingale par rapport a la filtration
naturelle o(7,,) et de variation quadratique donnée par

(4.5.6) - / 1G2 (1 (5))zl|%,, ds.
0

Etape 5. Nous avons
E sup |2(s) 1%, +E | f ()| o) + Elo(u(®)lfap) < Ce™,  £20
3—

pour une constante C. Si nous définissons maintenant le processus réel

L

t — Ni(z) = (2(t), z) p(—g) — (2(0), Z) g(_p) — ] (z(8), M™z) g _g) —
0

- [ (PG, D)5 s ds
0

pour z € D(M™*) alors c’est une martingale par rapport a la filtration naturelle o(z)
et de variation quadratique

-
t [ 16 (o)l do,
0

ou F: E(-B) — E(—pB) et G : E(—B) — L(H,,E(—f)) sont les nonlinéarités de
I’équation (4.1.3). En plus, d’aprés le Théoréeme 2.1.2 dans le deuxiéme Chapitre, il
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existe un processus de Wiener spatialement homogene W de mesure spectrale p par
rapport a la filtration o(z), qui représente N, & savoir

t

Ni(z) = / (G(2(s)), z) g(—p) AW, t>0

0
quel que soit x € D(M™), ce qui signifie par définition que

t t

(&0 D5y = (02} gy + [ (o(6), M2) gy do+ [ (FIa(6)),2) 5y ds+

0] 0

+ [ (GG D)p g W, t20

quel que soit x € D(M™). Or,

= S5:z(0 [S: - s))ds-l—/St_sG(z(s))dW, t=0
0

dans E(—f) par le théoreme de Chojnowska-Michalik.

Preuve de I’Etape 1: Soient f € C!(R) globalement Lipschitz et soit § globale-
ment Lipschitz, avec f(0) = §(0) = 0 uniquement si D = R%. Soit lo € C?(R) une
fonction arbitraire telle que lo(z) > 0 et lo(z) > 0 pour tout z € R, L(z) + f(z) =
pour tout z € R, L(0) = 0. Notons = (i, ) la solution de (4.1.4) dans E avec les
coefficients f et § et la condition initiale z9. Alors nous savons par (3.6.6) du troisieme
Chapitre que

(45.7) Va(2(0)) < Valzo) + [ Vo(G(s))G((s)) aw+
+ [l (%uz( Mo anreszor + [ E(a(s))dx) (Bi(s), 2(5)) 12 p) ds+
0 D

t
1 3 - e
+3 [ (§|z(s>||%(_muw(m + [ L) d:c) 18(a) s, 220 ds+
D

0
+% / max{ ( l1Z(s )”D( AllzxLi’(D)"'ff’(ﬁ(s))dw) :0} X

D

- -~ 2
X ”1’(5)”12(0} !Ig(u(s))“}{s(ymp(p)) ds, t>0
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vaut pour

1 = =
Vo(z) =lo | 3llelbapraxzamy + / LiRsdjds), zeE
D

et B = A— A. Mais les f, ne sont que Lipschitz donc, étant donné n € N, pour
obtenir (4.5.7) dans notre cas pour z,, fn, gn, NOUs approximons f, par une suite de
fonctions h,, de classe C* telles que hp,, (0) = fr(0), Ay converge uniformément vers
frnsur R et |hp(z) —hm(y)| £ Clz —y| quels que soient z € R, y € R et une constante
C indépendante de m. Cela se fait facilement a 'aide des convolutions de f,, et une
suite de noyaux réguliers. Or, (4.5.7) entraine

(4.5.8) Unm (0 (£)) < Unn(20) + / Urm (0 (5)) G (0 (s)) AW+

t

| [fE ¢
+/£o §I|wm(s)]|%(_A)1,ngg{D) +/Hm(um(s))dw] (Bum(s),vm(s))Lg(D) ds+
0 D

t

1 : 1
+3 [lo | 3lem@ b apexssm + [ Hmlum(@)do | x
D

0

X ||gn (wm (8)) |5 (a0, 2(Dy) 95+
/max I |wm(s “D( AY1/2% L2 D)+/H (um(s))dz | ,0 » X

X va(s)“p(})) “Q’n(um(s))”Hs(Hw,Lz(D)) ds
ou H,, est la primitive de —h,, telle que H,,(0) = 0,

1
Un(2) =lo | 512l _apaxzao) + f B (Bewde ), z={wid)eB

et Wy, = (Um,Um) est la solution de (4.1.4) avec les coefficients h.,, g et la condition
initiale zp. Ensuite, en définissant

1
Vo) Iy §||z||2D(_A)1,ngg(D)+/Ln(Reu)dx . z€E
D

ou L, est la primitive de — f, telle que L,(0) = 0 nous avons H,, — L,, uniformément
sur tout ensemble compact dans L?(D) ot Hm(u) = [, Hm(Reu) dz pour u € L*(D)
et L, est défini de facon analogue. Par consequent

Jim |Un(2) = Vo ()] + [Un(2) = Vo (2) &) = 0
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quel que soit z € E. Supposons (pour I'instant) que E||20/|% < co. Alors, en applicant
la Proposition 7.3 dans [9], on obtient

. . 3 . —
1im_Esup{[lwm(t) =z ()} :t < T} =0

quel que soit T > 0 ou z, = (un,vn) est la solution de (4.1.4) avec les coefficients f,,
g et la condition initiale zp. Donc, il doit exister une sous-suite telle que

Jim sup{|uwm, (t) — zn(t) 5 ¢ < T} =0

P! -presque stirement qui traduit (4.5.8) par le passage & la limite vers

(4.5.9) V2 (za(t)) < VX (20) + f V2 (2n(5))Gn(zn(s)) dW+
0

i
s 1
+/IU Enzn(s)“%(_,q)uszz(p)+/Ln(un(3))d33 (Bun(s)svn(s)h,?(p) ds+
0 D

t

I fi {1 5
+3 [lo | 512l -apraxizoy + [ ntun(s)) da | x
0 D

X Hgn(un(s))”?"-IS(Hw,Lz(D)) ds+

t
1 < [ 1
+§/max lo §||zn(s)||%(_A),,ngg(D)+_/Ln(un(s))d:r ,0 9 %
0 D

2 2
X ”vn(s)“w(m Hgn(un(s))”HS(HW,Lz(D)) ds.

Afin de montrer (4.5.9), nous avons eu besoin de la condition E||2||% < co. Pourtant,
(4.5.9) vaut quel que soit la condition initiale zp mesurable par rapport a la tribu
Fo puisque F,, : E — E et G, : E — HS(H,, F) sont globalement Lipschitz et
donc l'unicité trajectorielle vaut pour (4.1.3). Cela veut dire que (4.5.9) vaut presque
partout sur 'ensemble [||z0||g < R] quel que soit R > 0. Par conséquent, (4.5.9) vaut
presque partout.

Maintenant considérons une fonction lp € C?([dg,00)) ot 6 a été défini dans (4.3.1)
avec lo(z) > 0, lo(z) > 0, zlo(z) < Colo(z), max{lo(z),0} < Colo(z) pour tout
T > g et une constante Cp, et prolongeons-la & une fonction de classe C?*(R) telle
que lo(z) > 0 et lp(z) > 0 pour tout z € R. Un tel prolongement existe toujours et,
profitant des propriétés de fn, gn et de la fonction ly, (4.5.9) devient

V(z2a(8)) < V2 (20) + / V2 (24(5))Cn(zn(s)) AW + C f V1(2n(s)) ds
0 0
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pour tout ¢ > 0 et une constante C indépendante de n par (4.3.3) et par le fait que
|z — Aglio(z) + (z — Ag)? max{ly(z),0} < Cilo(z)

quel que soit z > dy et une constante C;. Le lemme de Gronwall dit que

(4.5.10) EV2(2:(t)) < ' EV} (), t>0
et
1 = 9 2 1
(4.5.11) siip lo 5 l2n ()1 D ay1/2xz2(py + 08 | < SUp V. (zn(8)) <

<Ot (v,:(zo) 4485 |Jn(s)|)

s<t

ol Jn(t) = f; V. (2 (1))Gn(2n(r)) dW? est une martingale locale de processus de
variation quadratique donnée par

2

-1
(ne= | |io | Glan(oMbecapmcisor + [ Ln(un(s))dm) Jion(s)lzoqgen | ds

0 D

ou

ol gl = f g, lanlseo, 6550, 0, 8
D

avec zp, = (Un,Vn)-

L’inégalité (4.5.10) appliquée a lp(z) = (z — Ag)?/? achéve la démonstration de
(4.5.1) qui, ensemble avec (4.3.3), entraine (4.5.2) et (4.5.3). Ensuite nous appliquons
(4.5.11) a la fonction lo(z) = (z — Ag)¥/* et la fonctionelle correspondante

q/4

1
V,:(z) = (§|z“%{—A)1/2xL2(D) +[Ln(ReU) dr — Ag
D

pour démontrer (4.5.4), en obtenant, aprés avoir mis les deux cotés de l'inégalité
(4.5.11) au carré,

16 ¥
sup (*2_”zn(3)||29(—A)1/=xL2(D) + 09 — Ag) < e2Ct (Vn(ZO) +S'Ii}; IJn(S)12) .
s-—

s<t

Mais ;
E sup |J'if1(3)l2 < 4E|Jn(t)12 = 4E(Jn>t < C-/EVR(Zn(S))dS < ce®
s<t
- 0
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pour une constante ¢ par l'inégalité maximale de Doob, (4.3.3) et (4.5.1). Or,

1—86 q/2

mn

pour une constante C et (4.5.4) est démontré.

Preuve de I’Etape 2 (compacité):

Cas de R;: Si (zmm : m € N) est une suite bornée dans Ey alors il existe une
sous-suite (my : k € N) telle que (z,,, : k € N) converge vers un z dans E(—f3) car
'injection de Ey dans E(—/3) est compacte d'aprés I’hypothése (CA). Donc

klim sup ||Stzm, — Stzllp(-p) =0
—00 t<T

puisque (S; : ¢t > 0) est un Co-groupe sur E(—3). Donc R; est compact.

Cas de Ry: Soit v, € L7((0,T), D(A5*)) bornée, v,(t) € L?(D) de support essen-
tiel dans K pour presque tout t. Notons z,(t) = [y Si—s(0,vn(s)) ds, t € [0, T]. Nous
devons démontrer qu'il existe une sous-suite (nk) telle que (z,, : k € N) converge
dans C([0,T], E(—3)). D’abord nous voyons que (0,v,(s)) € Es pour presque tout s.
Donc, étant donné t € [0, 7], S;—s(0,v,(s)) € E; par la définition de (E; : t > 0). Par
conséquent

t
2alt) = / Ss—s(0,vn(s)) ds € BZC®).
0

Comme (S; : t > 0) est un Cp-groupe sur E(—a) nous obtenons que la suite (2, : n €
N) est uniformément bornée dans C([0,T], E(—c«)). Ensuite nous allons montrer que

(4.5.12) flairrésup{llzn(t +h) =2z, (t)||g(-p) : t<T,t+h<T,meN} =0

qui, ensemble avec le fait que E:E(_a) est inclus dans E(—/3) avec injection compacte
ce qui n'est rien autre que ’hypothése (CA), compléte la preuve par le théoreme
d’Arzela-Ascoli. Donc il ne nous reste que (4.5.12). Notons

I={v:veL*D), ””“D(AD“") < 1,ess-suppv € Kr}

et
c(h) = sup{||St+n(0,v) — S¢(0,v)||p(-p) : t < T,v € I}

Alors

t+h
lant+1) = n@ls-) < || [ SevnsOvaloas| -+
¢ E(-B)
t
#| [ Setnmal0,00(6)) = SicaOvm(e)) dsf| <
0 E(-p)

t+h t
< Kr [ loalo)llpugn +e(®) [ Ion(s)lpgagny < Kr(h =" +c(h)
t 0

et limc(h) = 0 car h tends vers zéro d’apres (CA).
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Cas de R3: Soit h, € L9((0,T), E) bornée, h,(t) € E; pour presque tout ¢. Notons
Zil) = f{;‘(t — 8)7718,_shn(s)ds, t € [0,T]. Nous devons montrer qu'’il existe une
sous-suite (nx) telle que (zn, : k € N) converge dans C([0,T], E(—p3)). D’abord nous
voyons que, étant donné t € [0, 7], (t — s)7"1S;_shn(s) € E; pour presque tout s par
la définition de (E; : t > 0). Par conséquent,

t

Zn(t) = ngFShn(S) ds € Et
0

et (zn : n € N) est uniformément bornée dans C([0,T], E) puisque ¢y > 1. Ensuite
nous allons montrer que

(4.5.13) fllimosup{Hzﬂ(t +h) = 2p(t)||g(-p) : t < T, t+h<T,n €N} =0

qui, ensemble avec le fait que Er est inclus dans E(—() avec injection compacte,
compleéte la preuve par le théoreme d’Arzela-Ascoli. Donc il nous reste encore (4.5.13).
Notons

c(h) = sup{||Se+nz — Sezllp(-p) : t < T,z € E7,||2][g < 1}

et
T 1-1/q
a(h) = [57—1 - (S + h)y—l]‘i‘/(Q—l) ds} )
\
Alors
t+h
|2 (t + k) = 22 ()l E(-p) < / (t+h—58)""18h_shn(s)ds +
¢ E(-B)
+ / ((t +h — 8" Stsheshn(8) — (t — 8)? " Sein—sha(s)) ds <
0 E(-8)
& /(t — 8)"7 1 (Strh—shn(8) — St—shn(s)) ds &
0 E(-B)
t+h t
< Kr f (t+h = s)7- Yk (8)]|5 + KTf (6= 8)* = (¢ b 8)71] [ u(8) | st
t 0

(t — 8)" " Y he(s)||lg < Ko (B9 + a(h) + ¢(h))

T"\

et limp .0 c(h) + a(h) = 0 puisque E7 est inclus dans E(—/3) avec injection compacte.
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Preuve de I’Etape 2 (tension): Fixant une suite positive (am : m € N),
I'ensemble I de toutes les fonctions u € C([0,00), D(—A)'/?) telles que le support

essentiel de u(t) est contenu dans K; pour tout ¢ > 0 et qu’il existe une fonction
v € C([0,00), L*(D)) vérifiant

u(t) = u(0) + f ddds @ sl @ e £ pour-tonkm EN

t<m

est relativement compact dans C([0, 00), L%(D)) par le théoreme d’Arzela-Ascoli car
{z € D(=A)"?: ||z||p(—ay/2 < 1, ess-supp = C K}
est relativement compact dans LQ(D) quel que soit £ > 0. Donc

C([0,00),L%(D))

<# U s len(@lle > an| <

m=1

b [ungf

<32 [ lln(®lls > on] < 3 anE sup 20 1)1} <

m:]
oc
CeCm
=3,
m=1

ar (4.5.4). Or, un bon choix de la suite (a,, : m € N) entraine la tension de (u, : n €
N) dans C([0,0), L*(D)).

Ensuite nous allons montrer la tension de (2, : n € N) dans C([0, ), E(-25)).
Pour faire cela, soit r = pg/(2a), fixons une suite positive (a, : m € N) et notons
I ={2€ Ey: ||z]|g < R} pour un R > 0,

= { h € L (10,00), D(AT)ew) : [ (5] ooy ds < amem €N
0

Is=(¢ he Ll ([0,00), Eevol) : f[lh(s)”qE ds < am,me N}

et

n(®) = 222 [(6 = )50 ,Gnlen(s) dW.

Alors D = Ry[l1] + Rz[I2] + R3[I3] est un ensemble relativement compact dans
C([0, <), E(—f)) par la partie précédente de cette démonstration.
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Donc

(4.5.14) [ T ﬁ))] <

< P! ([20 € [ U [fn(un) € 2] U [yn € I3]) <

m=

< P! [||zollg > R]+1p1 [/ | fr(un ()5 (A=) ds = Gy, | F

o0
B | [ ln)lds > am

si nous montrons que y, (en tant qu'un processus défini a une modification pres) a
une modification mesurable (notée toujours y,) qui satisfait, pour presque tout w, a
yn(t,w) € E; pour presque tout t > 0. Nous reviendrons & ce probleme plus tard, et
nous reprenons (4.5.14) dont le c6té droit peut étre majoré par

m

— 1
<P [lzollz > B+ Y. —E [ (Ifalun(6)ppze) + 19a(s)lIE) ds <

m=1 0

<P fleols > BRI+ Y o2

m=1

avec une suite (b,, : m € N) indépendante de (a,, : m € N). D’ou la tension de

(zn : m € N) dans C([0,00), E(—f3)). Par conséquent, (2, : n € N) est tendu dans Y.
Mais il nous reste encore

(1) a identifier les constantes (b, : m € N).
(2) a montrer que y, admet une modification a trajectoires dans Feyol-

Preuve de (1):

E [ (Ifa(un(&paser + I9n(un(s)lEncoy) ds <
0

<GE [ (Inun(s)Iirco) + Ian(un(6D sy ds <201 [ Ce*ds = b
0 0

pour une constante C; car LP(D) est inclus dans D(A;®) avec injection continue
d’apres I’hypothese dans le Théoreme 4.3.1, (4.5.2) et (4.5.3).

Preuve de (2): D’abord remarquons que

lim P! (lyn(s) ~ 4n(B)2 > A] =0
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quels que soient A > 0 et t > 0. Il existe donc une suite des nombres réels positifs
(0 : k € N) tels que

P |ln(s) — w0l 2 3| <27

lorsque 0 < s < k, 0 <t < k, |t —s| < 0. Définissons une suite de processus
mesurables a valeurs dans E par

T (t) = Zy“ (30k) 115, <t<(j+1)6x] k € N,
=0

z(t,w) = klingo zi(t, w)

lorsque la limite existe, et z(t,w) = 0 autrement. Alors z est un processus mesurable
4 valeurs dans E et P! [z(t) = yn(t)] = 1 quel que soit ¢t > 0 car zx(t) converge vers
yn(t) presque partout quel que soit ¢ > 0. En plus, il existe un ensemble J € F1!,
P1(J) = 1 tel que zx(t,w) € E; quels que soient ¢t > 0, w € J, k € N et, fixant un
w € J,

lim zx(t,w) = z(t,w)

k—oo

pour presque tout ¢t > 0, ce qui signifie que z(¢,w)Is(w) est une modification mesurable

de y, dont les trajectoires appartiennent & L ([0, 00), Eevol)-

Preuve de ’Etape 4 et 5: Fixons n € N, z € D(M*) et définissons deux
applications auxiliaires B; et B, de C([0,00), E) dans C([0, 00)) par
t
By(2)(t) = (z(t):-T)E(—ﬁ} - (z(O),:c)E(_ﬁ) - / (z(s),M*a:)E(_B) ds—
0

t

- [ (Fatale)) @) 5 05

0
Ba(2)(t) = [ IGA(x(o))alfy ds, 20,
0

Alors B; et B, sont continues, doncs boréliennes, car E est inclus dans E(—/f) avec

injection continue. Donc la loi conjointe de (Iﬂ\vf "(z), Ba(2n), 2 ) sous P! coincide avec
la loi conjointe de (N™(z), B2(n,), 7n) sous P sur

B(C([0,00)) @ B(C([0,00)) @ B(C([0, o0)), E).

Ce fait a plusieurs conséquences:

(a) Le processus N™(z) est une martingale continue & valeurs dans L?(Q,P) par
rapport a la filtration o(n,).

(b) Le processus (N™(z))? — Ba(n,) est une martingale continue & valeurs dans
L(, P) par rapport a la filtration o(n,).



4.5 PREUVE DU THEOREME 4.3.1 175

Done, Bs(7n,) est le processus de variation quadratique de N™(z) par (a) et (b),
et (4.5.6) est démontré. Pour montrer le reste, nous allons profiter des propriétés
suivantes que nous démontrerons apres. Fixons z € D(M™).

(aa) E sup,, ||z(t)|[q £ 0% t=10

(bb) E | f(u(®)I|E ) +E lg(u(®)) [ 420 < Ce* quel que soit > 0

(cc) E|NJ(z)|? + E|Ny(z)]|? < Ce®t quel que soit n € Net t >0

(dd) E||fa(nl())—f(u(t)) [|§(D) converge vers 0 lorsque n — oo quel que soit ¢ > 0
(ee) E|lgn(nk(t))—g(u(t)) “L2(D) converge vers 0 lorsque n — oo quel que soit ¢ > 0

ol 1, = (nk,n2) et C est une constante positive.
Ensuite, toujours étant donné z € D(M™),

|INTH(z) — Ne(z)| < Ch SSEI: 17 (s) — 3(3)“1-"3 +C [ an(ni(S)) - f(‘U»(S))HLp(D) ds
= 0

pour t > O fixé et une constante C;. Le premier terme a droite converge vers zéro
presque partout alors que le second dans LP9/(29)(Q) par (4.5.2) et (dd). Donc le c6té
gauche converge vers zéro en probabilité. Comme sup,, E [N7*(z) — Ni(z)|? < oo par
(cc) nous savons que E |NJ*(z) — Ni(z)|? converge vers zéro car ¢ > 2. Ensuite,

q/2

lim E /HG* 7 ()22 ds—[llG" Dol ds| =0

n—oo

par (4.5.3) et (ee). Donc nous pouvons montrer que N(z) est une martingale pour la
filtration o(z): Choisissons une fonction continue ¢ : F¥ — [0,1]. Alors

Ep(z(s1),- -, 2(sk))Ne(z) = Hm Ep(nn(s1), - - -, M (sk)) Ny (2) =

= lim E¢(nn(s1), .-, Mn(sk)) V5 (2) = Ep(2(s1), - - - 2(sk)) Ne(2)

quels que soient 0 < s < t et {s1,...,8x} C [0, s], et la méthode analogue peut étre
utilisée également pour montrer que

ts N2 :r:)—f”G* el ds

est une martingale pour la filtration o(z). Il nous reste de montrer (aa) - (ee). Les
estimations (aa), resp. (bb) sont une conéquence de (4.5.4), resp. (4.5.2) et (4.5.3)
par le Lemme de Fatou. On a

E|N7(z)|! = E|N7(2)|? < CE _/“gn(un(s))”%P(D) ds| < Ce
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par (4.5.5), I'inégalité de Burkholder (voir Lemma 7.2 in [9]), le Lemme 4.1.1 et (4.5.3),
quel que soit n € N. Donc (cc) est une conséquence du Lemme de Fatou car N/*(z)
converge vers IN;(z) en probabilité comme nous venons de montrer ci-dessus. En ce
qui concerne (dd) nous avons

n-—00

[Im% (t.w)[<R]

lign / |Fa(ni(t, ) — f(u(t, )’ dz=0  P-presque partout

pour R > 0 fixé car le support essentiel de n} (t,w) et u(t,w) est contenu dans K; pour
presque tout w € (2 ou K; est donné par (CE). Donc

imE | [ o) - S d| =0

n—oo
[na ()| <R]

par le théoreme de Lebesgue et (bb). Ensuite

Fnrh (e, )P do < (%rnntt,w)l% + [ Latub(s,))da - Aa)

[In% (t.w) |2 R] D

quels que soient ¢t > 0 et w € ) par (4.3.3). Par conséquent,
% 3
2 1
el [ imhe)rds| <miE{JIm@Ik+ [Lani(s) da- A
|n3 (8)|2R] D
= mIYPE Vo (0 (t)) = mYPE Vi (2a(t)) < m¥2Ce®t,  t>0

par (4.5.1). Maintenant
|f (u(t,w))P dz <

(7% (t.w)|2R]
< futoPd+ [ |futw)Pds
[In} (t,w)—u(t,w)|2R/2] [lu(t,w)|2R/2]
ou
lim |f(u(t,w))|Pdz =0  P-presque partout

n—0o0
[|7?3; (t,w)—u(t,w)lZR/ﬂ

car ||ny(t,w) — u(t,w)|| L2(p) converge vers zéro presque partout et

/ |f(u(t,w))|Pdz < 00 [P-presque partout
D
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par (bb) qui, ensemble avec le théoréeme de Lebesgue, entraine que o O

me| [ Weore| o LL0%

T -z 'T{%ﬁ;f
En résumant ces faits nous obtenons “5

2a 0%
limsupE ([ [fama(@®) - f@)f de | < Ql
n—0o
D
5
<a|mfe+E| [ (fum)pd

lu(t)|2R/2]

pour une constante C; et tout R > 0. Nous clorons la démonstration de (dd) en
utilisant (4.3.2). La démonstration de (ee) est tout a fait analogue a celle de (dd). O
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Résumé : Ce travail comporte quatre chapitres sur les équations d’évolution semilinéaires stochastiques (EDPS)
dans des espaces de Banach. Le premier chapitre traite des diverses notions d’unicité et d’existence (telles que
I’unicité trajectorielle, I’unicité en loi, I’existence forte et faible) et des relations entre elles. Nous construisons
d’une maniére différente I’intégrale stochastique dans des espaces de Banach, et nous démontrons I’inégalité de
Burkholder, le théoréme de Fubini, le théoréme de Chojnowska-Michalik et le théoréme de Girsanov. Nous
démontrons aussi des théorémes de conservation de loi pour des intégrales de Bochner, des intégrales
stochastiques et des sélecteurs mesurables. Le deuxiéme chapitre traite des représentations browniennes de
martingales locales cylindriques banachiques et du probléme de martingale en dimension infinie. Nous utilisons
ces résultats pour démontrer le role de la notion de « bien-posé » et le fait que 1’existence faible et I’unicité en loi
de I’équation en question entrainent la propriété de Markov forte des solutions. Le troisiéme et le quatriéme
chapitre concernent des EDPS hyperboliques de second ordre par rapport 4 un processus de Wiener spatialement
homogeéne. Plus précisément, nous donnons des conditions suffisantes sur les coefficients entrainant I’existence
globale des solutions fortes et faibles, et nous démontrons que les solutions se propagent a vitesse finie.

Mots-clés : Equations aux dérivées partielles stochastiques, unicité abstraite, représentations browniennes,
propriété de Markov forte, équations aux dérivées partielles stochastiques hyperboliques, processus de Wiener
spatialement homogene.

Abstract: This work consists of four chapters on some aspects of stochastic semilinear evolution equations
(SPDE) in Banach spaces. The first chapter deals with different notions of uniqueness and existence (such as
pathwise uniqueness, uniqueness in law, strong and weak existence) and the relations between them. We present
an alternative construction of the stochastic integral in Banach spaces and we prove Burkholder’s inequality,
Fubini’s theorem, the Chojnowska-Michalik theorem and Girsanov’s theorem. We prove distribution preserving
theorems for Bochner integrals, stochastic integrals and measurable selectors as well. The second chapter regards
the Brownian representations of local cylindrical martingales in Banach spaces and the martingale problem in
infinite dimensions. We use these results for illustrating the role of the notion “well-posedness™ and for showing
that weak existence and uniqueness in law for the equation in question imply the strong Markov property of the
solutions. The third and the fourth chapter treats second order hyperbolic SPDE’s driven by a spatially
homogeneous Wiener process. We present sufficient conditions on the coefficients for the equation to have
global strong and weak solutions, and we prove that the solutions propagate at finite speed.

Key Words: Stochastic partial differential equations, abstract uniqueness, Brownian representations, strong
Markov property, stochastic hyperbolic partial differential equations, spatially homogeneous Wiener process.

Abstrakt: Tato prace se sklada ze &yt kapitol tykajicich se n&kolika aspektii stochastickych semilinearich
evoluénich rovnic (SPDR) v Banachovych prostorech. V prvni kapitole se zabyvame riiznymi typy
jednozna¢nosti a existenci (napf. jednozna¢nosti po trajektoriich, slabou jednoznac¢nosti, silnou a slabou
existenci) a vztahti mezi nimi. Konstruujeme alternativnim zpiisobem stochasticky integral v Banachovych
prostorech a dokazujeme Burkholderovu nerovnost, Fubiniho vétu, vétu Chojnowské-Michalikové a
Girsanovovu vétu. Dile se zabyvame vétami o zachovéani rozdéleni pro Bochnerovy integrély, stochastické
integraly a méfitelné selektory. Druha kapitola se tyka brownovskych reprezentaci lokalnich cylindrickych
martingalii v Banachovych prostorech a martingalového problému v nekoneéné dimenzi. Vysledky nam
umoziiuji ilustrovat roli pojmu ,,well-posedness”, a také na z4kladé nich dokazujeme, Ze slab4 existence a slaba
jednozna¢nost SPDR implikuje markovskou vlastnost feSeni. Treti a &tvrtd kapitola je v&€novéna hyperbolickym
SPDR druhého fadu s perturbaci prostoroveé stejnorodym Wienerovym procesem. Nachizime obecné postadujici
podminky na koeficienty rovnice pro existenci globalnich silnych a slabych feSeni a dokazujeme, Ze feSeni se §ifi
kone&nou rychlosti.

Kli¢ova slova: Stochastické parcidlni diferencidlni rovnice, abstraktni jednozna¢nost, brownovské reprezentace,
silna markovska vlastnost, stochastické hyperbolické parcialni diferencialni rovnice, prostorové stejnorody
Wieneriiv proces.
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