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o. Introduction

0.1 RÉFÉRENCES

Ce travail porte sur plusieurs aspects des équations d'évolution stochastiques dans
les espaces de dimension infinie, notamment dans les espaces de Hilbert ou de Ba­
nach. Ces équations généralisent les équations stochastiques d'Ito [1], et interviennent
en mathématiques théoriques (par exemple dans les problèmes de Dirichlet ou des
équations paraboliques [2], [3], [4], [5], dans les équations de filtrage non linéaire [6],
[7], dans les équations de type de Kolmogorov [8], [9], [10], [11], des équations retardées
[12], [13]) ainsi que dans des modèles décrivant des phénomènes aléatoires en physique
(par exemple la propagation des ondes en milieux aléatoires [14], [15], des problèmes
concernant la turbulence [16], [17]), biologie (évolutions de populations [18], [19], neu­
rophysiologie [20]) ou en théorie du contrôle ([21], [22], [23]). Une belle introduction
au sujet des équations d'évolution stochastiques ainsi que beaucoup d'autres exemples
et de références peuvent être trouvés dans [24].

0.2 ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION

Nous nous basons sur la théorie des semigroupes linéaires qui permet de traiter
d'une manière unifiante des équations semilinéaires aux dérivées partielles parabol­
iques, hyperboliques ainsi que des équations retardées. En général, soit X un espace
de Banach séparable et A un opérateur linéaire défini sur son domaine D(A). Sup­
posons que A est un générateur infinitésimal d'un Co-semigroupe d'opérateurs linéaires
(St) sur X. Soit F : [0,00) XX -t X une application mesurable. On a alors l'équation
d'évolution

ù = Au(t) + F(u(t)) sur X.

Faisons maintenant le lien avec les trois types d'équations:

• Dans le cas d'une équation parabolique on considère, par exemple, le problème
de Neumann pour l'équation de la chaleur avec la perturbation cubique de signe négatif
sur un C 2-domaine borné D dans ]Rd

(0.2.1)
au 3

D- = flu-u sur
at

au = 0 sur aD
av

Dans ce cas, on prend pour X l'espace de Lebesgue LP(D) avec 1 < P < 00, pour A
le Laplacien sur le domaine

D(A) = {u E W 2 ,P(D) : ~~ = 0 sur aD} ,

F(u) = _u3 pour u E LP(D) n L 3p(D) et F(u) = 0 pour u E LP(D) \ L 3p(D).
1



2 O. INTRODUCTION / 0.2 EQUATIONS D'ÉVOLUTION

• Dans le cas d'une EDP hyperbolique considérons, par exemple, le problème
de Cauchy pour l'équation d'ondes avec la perturbation cubique de signe négative

(0.2.2) sur

Alors, ici on prend pour X l'espace produit H 1(]R3) x L 2(]R3), pour le générateur
infinitésimal l'opérateur matriciel

A=(~ ~)

Cette équation sera étudié dans le cas stochastique plus en détail dans le Chapitre 3
et 4.

• Dans le cas d'une équation retardée on peut considérer, par exemple, l'équation

(0.2.3)

o

u'(t) = JdJ.L(x) u(t + x) + f(u(t))
-r

où r > 0 est le retard, J.L est une mesure finie sur [-r,O] à valeurs dans les (d x d)­
matrices et f : ]Rd -7 ]Rd est une fonction. Ici on prend pour X l'espace produit
]Rd x L 2([-r, 0]; ]Rd), pour le domaine du générateur infinitésimal

D(A) = { (h~O)) EX: hE W 1,2([_r, 0]; ]Rd) } ,

pour le générateur infinitésimal l'opérateur

et
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Ayant une équation d'évolution dans ]Rd, le générateur infinitésimal A est une ma­
trice et F est une fonction de ]Rd dans ]Rd. Considérons une base stochastique
(0, F, (Ft), IP) avec un processus de Wiener W = (Wl , ... , Wm ) par rapport à la fil­
tration (Ft), et une fonction G mesurable définie sur ]Rd à valeurs dans les matrices
(d x m). Un processus (u(t) E ]Rd : t ~ 0) continu adapté à la filtration (Ft) résout
l'équation

u(t) = Au(t) + F(u(t)) + G(u(t)) W
m

= Au(t) + F(u(t)) + L G(u(t))ei Wi
i=l

au sens d'Ito si

t t t

u(t) = u(O) +JA(u(s)) ds + JF(u(s)) ds +JG(u(s)) dW t ~ 0,

o 0 0

t t m t

= u(O) +JA(u(s)) ds + JF(u(s)) ds + L JG(u(s))ei dWi t ~ 0
o 0 t=l 0

ou, par la formule d'Ito, d'une manière équivalente, si

(0.3.1)
t t

u(t) = eAtu(O) +JeA(t-s) F(u(s)) ds +JeA(t-s)G(u(s)) dW t ~ 0,

o 0

t m t

= eAtu(O) + JeA(t-s) F(u(s)) ds + L JeA(t-s)G(u(s))ei dWi t ~ 0
o t=lO

où (eAt ) est le Co-groupe de (d x d)-matrices engendré par A, et el, ... , em est la base
canonique dans ]Rm car

m

(0.3.2) W(t) = L Wi(t)ei.
i=l

Repassant au cas banachique, on considère un espace de Hilbert séparable U et
une application G définie sur X à valeurs dans l'espace des opérateurs linéaires bornés
L(U, X). Ensuite, soit (0, F, (Ft), IP) une base stochastique soutenant une suite de pro­
cessus de Wiener (Wi : i E N) par rapport à la filtration (Ft), tous indépendants, et,
enfin, soit (ei : i E N) une base orthonormée dans U. Alors, compte tenu de (0.3.1) et
(0.3.2), on définit le processus de Wiener formellement comme

00

W(t) = L Wi(t)ei
i=l
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et on dit qu'un processus (u(t) EX: t ~ 0) progressivement mesurable par rapport
à la filtration (Ft), résout l'équation

u(t) = Au(t) + F(u(t)) + G(u(t)) W
00

= Au(t) + F(u(t)) + 2: G(u(t))ei Wi
i=l

au sens d'Ito si

t ~ 0,

t t

u(t) = Stu(O) +JSt-sF(u(s)) ds +JSt-sG(u(s)) dW
o 0

t 00 t

= Stu(O) +JSt-sF(u(s)) ds + 2:JSt-sG(u(s))ei dWi
o 1=1 0

t ~ O.

Voyons maintenant comment la mise de bruit intervient dans les trois exemples
précédants.

• Cas parabolique - mouvement d'une corde élastique dans un milieu aléatoire
visqueux (voir [25])

sur (0,1)

t~O

est un cas correspondant à l'équation (0.2.1). Plus précisément, X = L 2 (0, 1), U =
L2 (0, 1) et G(u)h = u2 h pour u E LOO (0, 1) et G(u)h = 0 pour u E L2 (0, 1) \ Loo(O, 1).

• Cas hyperbolique - l'équation d'ondes stochastique (voir le Chapitre 3 et 4).
Soit W un processus de Wiener spatialement homogène sur ]R3 de mesure spectral Ji,
finie. Alors, on considère l'équation (0.2.2) avec une perturbation stochastique

sur

Là, X = Hl (]R3) xL2(]R3), U est l'espace autoreproduisant de W qui est contenu dans
l'espace de fonctions bornées uniformément continues sur ]R3, et

• Cas de l'équation retardée (0.2.3) avec bruit (voir [13])

o

u'(t) =JdJi,(x) u(t + x) + f(u(t)) + W.
-r
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0.4 RÉSUMÉ DU PREMIER CHAPITRE

0.4.1 Définitions

• Unicité pour des équations d'évolution stochastiques dans des espaces de Banach

Nous considérons une équation d'évolution stochastique

(0.4.1) ü(t) = Au(t) + f(t, u(t)) + g(t, u(t)) W
u(O) = /.L en loi

sur un espace 2-lisse séparable X (par exemple LP(D), 2 :s p < 00), où A est
un générateur infinitésimal d'un Co-semigroupe d'opérateurs linéaires (St) sur X
(par exemple un opérateur différentiel uniformément elliptique), West un processus
de Wiener cylindrique de covariance Q E L(U) sur un espace de Hilbert séparable U,
f: [0, T] x X --t X est un drift (une application mesurable), 9 : [0, T] x X --t L(Uo,X)
est une diffusion (une application fortement mesurable) où Uo = Rng Ql/2 est l'espace
autoreproduisant de W, T est un réel positif et /.L est une mesure de probabilité
borélienne sur X, et nous étudions plusieurs notions d'unicité des solutions et les re­
lations entre elles. A savoir, ayant donné une base stochastique (n, F, (Ft), lP) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance Q, on dit qu'un processus u
défini sur [O.T] à valeurs dans X progressivement mesurable par rapport à la filtration
(Ft) tel que la loi de u(O) est égale a /.L, résout l'équation (0.4.1) si

Il' [/ 118,-,/(s,u(s))lIx + 118,-,g(s,u(s))II~,(uo,X) ds < 00] = 1

et

Il' [U(t) = 8,u(O) +18,_,/(s, u(s)) ds +18,_,g(s, u(s)) dW] = 1

pour tout t E [0, Tl, où L2 (UO, X) est l'espace d'opérateurs linéaires radonifiants de Uo
dans X.

Pour les équations d'évolution sans bruit la question d'unicité est triviale et ne con­
cerne que l'unicité trajectorielle:

• Pour toutes solutions u 1 et u2 telles que u 1 (0) = u 2 (0), les trajectoires coïn­
cident, c'est-à-dire, u1 (t) = u2 (t) pour tout t.
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Dans le cas des équations bruitées une solution u n'est plus seulement une fonction
du temps mais aussi de l'omega - l'élément représentant le côté aléatoire, et plusieurs
définitions d'unicité s'avèrent appropriées:

L'unicité trajectorielle est le type d'unicité le plus naturel et concerne des solu­
tions sur une base stochastique commune:

• Pour toute base stochastique (D, F, (Ft), JP» soutenant un processus de Wiener
cylindrique W de covariance Q et deux processus u 1, u2 résolvant l'équation
(0.4.1) tels que

on a

pour tout t E [0, T].

L'unicité en loi, à la différence de l'unicité trajectorielle, concerne des solutions
qui vivent sur des bases stochastiques différentes:

• Pour toutes bases stochastiques (Di,Fi,(FD,JP>i,Wi,Ui ), i = 1,2 soutenant
un processus de Wiener cylindrique W 1 , resp. W 2 de covariance Q et un pro­
cessus u 1 , resp. u 2 résolvant l'équation (0.4.1) on a

sur
lffi(X) 0 ... 0 JB(X)
, #

V

m fois

pour toute partition a ::; tl < ... < t m ::; T.

L'unicité conjointe en loi est un renforcement de l'unicité en loi où on réclame
la coïncidence des lois du couple de la solution u et du processus de Wiener W:

• Pour toutes bases stochastiques (Di, Fi, (FD,JP>i,Wi,Ui), i = 1,2 soutenant
un processus de Wiener cylindrique W 1, resp. W 2 de covariance Q et un pro­
cessus u 1 , resp. u 2 résolvant l'équation (0.4.1) on a

sur
m m

@lffi(X) 0 @JB(IR)U
i=l i=l

pour toute partition a ::; tl < ... < tm ::; T.
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La u-unicité conjointe en loi est le membre de raccord entre l'unicité en loi et
l'unicité conjointe en loi:

• Soit (D, F, (Ft), IP', W, u) une base stochastique avec un processus de Wiener
cylindrique W de covariance Q et un processus solution u. On dit que la u­
unicité!or;joi".!:.te :.n~i vaut pour l'équation (0.4.1) si pour toute base stoch~

tique (D, F, (Ft), IP', W, il) soutenant un processus de Wiener cylindrique W
de covariance Q et un processus il résolvant l'équation (0.4.1) on a l'impli­
cation suivante:

sur
JB(X) ® ... ® JB(X), ~

V'

m fois

pour toute partition 0 ::; t l < ... < t m ::; T implique

sur
m m

@JB(X) ® Q9JB(JR)U
i=l i=l

pour toute partition 0 ::; tl < ... < tm ::; T.

La u-unicité trajectorielle est une unicité trajectorielle dans une sous-classe
de solutions liée par la loi d'une solution de référence u:

• Soit (D, F, (Ft), IP', W, u) une base stochastique avec un processus de Wiener
cylindrique W de covariance Q et un processus solution u. On dit que la u­
u'!.!ic!:...té ~aje;:torielle vaut pour l'équation (0.4.1) si pour toute base stochastique
(D, F, (Ft), IP') soutenant un processus de Wiener cylindrique W de covariance
Q et deux processus il!, U2 résolvant l'équation (0.4.1) on a l'implication suiv­
ante:

et

sur
JB(X) ® ... ® JB(X), ~

V'

m fois

pour toute partition 0 ::; t l < ... < tm ::; T implique

pour tout t E [0, T).
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La (u, W)-unicité trajectoriel1e est une unicité trajectorielle dans une sous-classe
encore plus étroite que dans le cas de la u-unicité trajectorielle:

• Soit (n, F, (Ft), lP, W, u) une base stochastique avec un processus de Wiener
cylindrique W de covariance Q et un processus solution u. On dit que la u­
u!!ic~té t;:.aje!.:.torielle vaut pour l'équation (O.4.1) si pour toute base stochastique
(n, F, (Ft), lP) soutenant un processus de Wiener cylindrique W de covariance
Q et deux processus u1, u2 résolvant l'équation (O.4.1) on a l'implication suiv­
ante:

et

sur
m m

@Iffi(X) ® Q9Iffi(lR)U
i=l i=l

pour toute partition °~ t1 < ... < tm ~ T implique

pour tout t E [0, T].

A part des diverses unicités nous rencontrerons un meilleur type d'existence:

• L'équation (O.4.1) possède une solution forte si, pour toute base stochastique
(n, F, (Ft), lP) soutenant un processus de Wiener cylindrique W de covariance
Q et une variable aléatoire ç à valeurs dans X mesurable par rapport à la tribu
Fa qui a pour loi /1, il existe un processus solution u tel que lP[u(ü) = ç] = 1
et u(t) est mesurable par rapport à la tribu engendrée par (u(ü), W(s) : S ~ t)
pour tout t ~ T.

0.4.2 Résultats principaux

Le Théorème 1.1 nous dit que l'existence d'une base stochastique (n, F, (Ft), lP) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance Q et d'un processus solution u tel
que u(t) est mesurable par rapport à la tribu engendrée par (u(ü), W(s) : s ~ t) pour
tout t ~ T, entraîne l'existence d'une solution forte, et si, en plus, l'unicité conjointe
en loi vaut, alors l'unicité trajectorielle vaut aussi. Ce résultat a été prouvé dans le cas
de dimension finie dans [26].
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Le Théorème 1.2 assure que l'existence d'une base stochastique (0, F, (Ft), lP) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance Q et un processus solution u, avec
l'unicité trajectorielle entraînent l'existence d'une solution forte et l'unicité conjointe
en loi. Dans le cas de dimension finie ce résultat est dû à [27] et [26].

Le Théorème 1.3 dit que l'existence d'une base stochastique (D, F, (Ft), lP) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance Q et un processus solution u tel
que

p [jll! (s, u(s))lIx + IIg (s, u(s))II~(Uo,x) ds < 00] = 1

et l'opérateur de diffusion g(., u(·)) est injectif tout le long les trajectoires, alors la u­
unicité conjointe en loi vaut. En particulier, si l'opérateur de diffusion g(t, x) et injectif
pour tout t et x EX, et l'unicité en loi vaut, alors l'unicité conjointe en loi vaut aussi.
Ce résultat a été prouvé dans le cas de dimension finie dans [26].

Le Théorème 1.4 affirme en gros que, pour les conditions initiales non aléatoires,
l'unicité en loi et l'unicité conjointe en loi coïncident. Dans le cas de dimension finie
ce résultat a été démontré dans [28].

Le Théorème 1.5 est basé sur le Théorème de Girsanov, et démontre que l'unicité
conjointe en loi vaut pour toute une classe d'équations à bruit additif de type

ü(t) = Au(t) + g(t)f(t, u(t)) + g(t) W.
Dans le cas de dimension finie voir [29].

Le Théorème 1.6 dit que, pour une base stochastique (D, F, (Ft), lP, W, u) avec
un processus de Wiener cylindrique W de covariance Q et un processus u progres­
sivement mesurable par rapport à la filtration (Ft), le processus u est une solution
si et seulement s'il existe une solution (n, F, (Ft), JP>, W, ü) telle que la loi conjointe
du couple (u, W) coïncide avec la loi conjointe de (ü, W).

Le Théorème 1.8 clôt la chaine des implications en affirmant que les énoncés suivants
sont équivalents (dans le cas de dimension finie voir [26] et [30]):

(i) Il existe une solution (0, F, (Ft) ,P, W, u) et l'unicité trajectorielle vaut.
(ii) Il existe une solution (0, F, (Ft), P, W, u) telle que la (u, W)-unicité trajecto­

rielle vaut, et l'unicité conjointe en loi vaut.
(iii) Il existe une solution (0, F, (Ft) ,P, W, u) telle que u(t) est mesurable par

rapport à la tribu engendrée par (u(0), W (s) : s ~ t) pour tout t ~ T et
l'unicité conjointe en loi vaut.

Le Théorème 1.9 concerne la (u, W)-unicité trajectorielle: Soit (D, F, (Ft) ,P, W, u)
une solution. Alors la (u, W)-unicité trajectorielle est équivalente à ce qu'il ex­
iste une solution (n', F', (FD , P', W', u') telle que u' (t) est mesurable par rapport
à la tribu engendrée par (u'(O), W'(s) : s ~ t) pour tout t ~ T, et la loi conjointe
de (u, W) coïncide avec celle de (u', W'). Ce résultat a été démontre dans le cas
de dimension finie dans [26].
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Le Théorème 1.10 est une analogie du Théorème 1.8: Soit (n,:F, (:Ft) ,P, W, u)
une solution. Alors, les énoncés suivants sont équivalents (dans le cas de dimension
finie voir [26]):

(i) La u-unicité trajectorielle vaut.
(ii) La u-unicité conjointe en loi vaut et il existe une solution

(n',:F', (:F;) , P', W', u')

telle que la loi de u coïncide avec la loi de u' et la (u', W')-unicité trajectorielle
vaut.

(iii) La u-unicité conjointe en loi vaut et il existe une solution

(n', :F', (:F;), P', W', u')

telle que la loi de u' coïncide avec la loi de u et u' (t) est mesurable par rapport
à la tribu engendrée par (u' (0), W' (s) : s ::; t) pour tout t ::; T.

Le Théorème 1.11 dit que l'unicité conjointe en loi est équivalente à ce que l'unicité
en loi vaut et la u-unicité conjointe en loi vaut pour toute solution (n,:F, (:Ft) ,P, W, u).

0.4.3 Résultats concernant des conceptions de solutions

Les Théorèmes 1.12 et 1.13 généralisent le théorème de Chojnowska-Michalik [31]
et affirment que la formulation de solution mild

t t

u(t) = Stu(O) +JSt-sf (s, u(s)) ds +JSt-sg (s, u(s)) dWs
o 0

est équivalente avec la formulation faible

{
J; u(s) ds E D(A) tE [0, T]

u(t) = u(O) + A J; u(s) ds + J; f (s, u(s)) ds + J; 9 (s, u(s)) dWs

et c'est également équivalent à la formulation variationelle

tE [0, T]

tE [O,T]

t t t

(x*,Ut) = (x*,uo) + J(A*x*,us) ds+ J(x*,f(s,u(s))) ds+ J(x*,g(s,u(s))·) dWs
000

pour tout t E [0, T] et x* E D(A*).
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0.4.4 Commentaires et remarques

Nous travaillons dans les espaces de Banach 2-lisses (en particulier, les espaces
de Hilbert ou les espaces de Lebesgue LP pour 2 ~ p < (0) et nous nous servons
des outils de l'analyse stochastique comme par exemple l'intégrale stochastique et
ses propriétés de convergence, les inégalités de Burkholder générales, le Théorème
de Girsanov ou le Théorème de Fubini stochastique. Pour cette raison nous rappelons
d'abord les définitions d'un processus de Wiener cylindrique et des espaces de Banach
2-lisses en fournissant leurs propriétés. Puis, nous suggérons une approche alterna­
tive de la construction de l'intégrale stochastique dans les espaces 2-lisses en suivant
plutôt les idées dans [32] que celles dans [33], [34] ou [35]. En fin, notre construc­
tion aboutit à l'intégrale stochastique habituelle. Ensuite nous étudions les pro­
priétés de conservation des lois conjointes des intégrales de Bochner, des intégrales
stochastiques et des sélecteurs mesurables aléatoires. La dernière section est consacrée
aux démonstrations des Théorèmes 1.1 - 1.13.

0.5 RÉSUMÉ DU DEUXIÈME CHAPITRE

~ Représentations browniennes de martingales locales cylindriques
~ Problème de martingale en dimension infinie
~ Propriété de Markov forte des solutions des EDPS dans des espaces de Banach

0.5.1 Première section

Soit (n,:F, (:Ft), JP» une base stochastique, W un processus de Wiener par rapport
à la filtration (:Ft) et soit 9 est un processus réel (:Ft)-progressivement mesurable dont
les trajectories appartiennent localement dans L 2 . Alors l'intégrale stochastique

t

M(t) = j g(s) dWs

o

est une (:Ft)-martingale locale continue issue de zéro dont la variation quadratique est
égale à

j g2(s)ds.

Alors, on peut se poser la question si, pour toute (Ft)-martingale locale continue issue
de zéro dont la variation quadratique est égale à

j 92(S)dS

où 9 est un processus réel (:Ft)-progressivement mesurable dont les trajectories ap­
partiennent localement dans L 2 , il existe un processus de Wiener W par rapport
à la filtration (:Ft) tel que

t

M(t) = j g(s) dWs '

o
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Ce problème a été résolu par Doob dans [36] et son résultat a été généralisé aux di­
mensions supérieures dans [29], et dans le cas hilbertien dans [24]. Cependant, cette
généralité n'est pas suffisante pour le problème suivant que nous allons étudier:

Soit X un espace de Banach 2-lisse séparable, A un générateur infinitésimal d'un
(Ca)-semigroupe sur X, U un espace de Hilbert séparable, Q E L(U) un opérateur
de covariance, Ua = Rng Ql/2 l'espace autoreproduisant, f : [0,(0) x X --7 X un
drift mesurable, g : [0,(0) x X --7 L(Ua, X) une diffusion fortement mesurable,
(n, F, (Ft), IP) une base stochastique et u un processus à valeurs dans X progres­
sivement mesurable par rapport à la filtration (Ft) .

• Existe-il un processus de Wiener W par rapport à la filtration (Ft) de covari­
ance Q tel que u résolve l'équation

ü(t) = Au(t) + f(t, u(t)) + g(t, u(t)) W ?

Grâce au Théorème de Chojnowska-Michalik (voir le Théorème 1.12 et le Théorème
1.13 du premier chapitre) il suffit et il est nécessaire de vérifier que le processus cylin­
drique

t t

Mt(x*) = (x*,u(t)) - (x*,u(O)) - J(A*x*,u(s)) ds- J(x*,f(s,u(s))) ds

a 0

est une martingale locale pour tout x* E D (A*) et que sa variation quadratique est
donnée par

(M(x*)) = JIIg*(s, u(s))x*ll~o ds,

et que M admet une représentation brownienne. C'est-à-dire qu'il existe un processus
de Wiener W cylindrique par rapport à la filtration (Ft) de covariance Q tel que

M(x*) = J(x*, g(s, u(s))·) dW, x* E D(A*).

Là, nous voyons qu'il est utile de savoir si le théorème de représentations browni­
ennes est valable même pour les martingales locales cylindriques vivants sur des espaces
de Banach.

La réponse affirmative se trouve dans le théorème suivant:

Théorème 2.1.2. Soit (D, F, (Ft), IP) une base stochastique, g un processus à valeurs
dans L(Ua, X) progressivement mesurable par rapport à la filtration (Ft) tel que

pour tout T > 0
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et (M(x*) : x* E D) est une famille de (:Ft)-martingales locales continues issues de
zéro, où D est un ensemble dense dans x* tel que qxi + x2 E D. pour tout xi E D,
x 2 E D et q E Q. Nous supposons que

c> lP [Mt (qxi + x 2) = qMt(xi) + M t (X2)] = 1, t ~ a, q E Q, xi E D, X2 E D.
c> la variation quadratique est donnée par (M(x*)) = J Ilg*x*ll~o ds, x* E D.

Soit au moins une des conditions suivantes satisfaite:

c> l'opérateurg(t,w) est injectivepourdt@lP-presque tout (t,w).
c> (D,:F, (:Ft), lP) soutient un système infini dénombrable de (:Ft)-processus de

Wiener standards réels indépendants, et la tribu engendrée par eux est indépen­
dante du processus M.

Alors il existe un processus de Wiener cylindrique W par rapport à la filtration (:Ft)
de covariance Q tel que

M(x*) = J(x*, g.) dWs

pour tout x* E D.

Le Théorème 2.1.2 a un corollaire immédiat. Effectivement, si X est un espace
de Banach 2-lisse ou, en particulier, un espace de Hilbert, et le processus 9 vérifie
une condition d'intégrabilité supplémentaire, alors le processus cylindrique M est
représentable comme une martingale locale à valeurs dans X.

Corollaire 2.1.3. Notons R(Uo, X) l'espace des opérateurs radonifiants de Uo dans
X. Si X est un espace de Banach 2-lisse, resp. un espace de Hilbert, et

resp.

pour tout T > 0, alors M admet une représentation M dans X où

M= JgdW

et M(x*) = (x*, M) pour tout x* E D.

0.5.2 Deuxième section

Supposons que (D,:F, (:Ft), lP) est une base stochastique, W = (W1 , ... , W m ) un
processus de Wiener, A une (d x d)-matrice, F : [0, (0) x]Rd -t ]Rd et G : [0, (0) x]Rd -t

lRdxm deux transformations mesurables et u une solution de l'équation

ü(t) = Au(t) + F(t, u(t)) + G(t, u(t))W.
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t 2:: 0, w E C([O,oo);]Rd)

Alors, grâce à la formule d'Ito, le processus

t

Mt(J) = f(u(t)) - f(u(O)) - J(\7 f(u(s)), Au(s) + F(s, u(S)))JRd ds-

o
t

-~ JTr {D2 f(u(s))G(s, u(s))G*(s, u(s))} ds, t 2:: °
o

est une (Ft)-martingale locale pour tout f E C 2 (]Rd), et on a explictement

t

Mt(J) = J(\7 f(u(s)))* G(s, u(s)) dW.

o

Par la suite, le processus défini sur l'espace canonique des trajectoires

t

M(J)(t, w) = f(w(t)) - f(w(O)) - J(\7 f(w(s)), Aw(s) + F(s, w(S)))JRd ds-

o

t

-~ JTr{D2 f(w(s))G(s,w(s))G*(s,w(s))} ds,

o

est une martingale locale par rapport à la filtration naturelle (a(w(s) : S ::; t))t et pour
la loi de u. En fait, la réciproque est vrai aussi:

Proposition 5.4.6 [29]. Soit le processus M(J) une martingale locale sur l'espace
canonique n = C([O, 00); ]Rd) par rapport à une mesure de probabilité borélienne P
sur n pour les choix f(x) = Xi et f(x) = XiXj, i ::; d, j ::; d. Alors il existe une
base stochastique (n, F, (Ft), lP) avec un processus de Wiener W = (W1 , ... , W m ) et
un processus (Ft)-progressivement mesurable u vérifiant

ü(t) = Au(t) + F(t, u(t)) + G(t, u(t))W.

En plus, la loi de u est égale à P.

Effectivement, l'existence faible d'une solution de l'équation différentielle stochas­
tique est équivalente à l'existence d'une mesure de probabilité P sur l'espace canonique
qui rend les processus explicites M(J) des martingales locales. On appelle la mesure
P la solution du problème de martingale d'après Stroock et Varadhan [37].

Si on passe au cas banachique on trouve que cette méthode n'est pas directement
applicable car la solution de l'équation n'est pas une semimartingale dans X à cause
de l'opérateur A qui n'est pas borné sur X et, par conséquent, la formule d'Ito ne peut
pas être utilisée. C'est pour cette raison que nous suggérons de franchir cet obstacle à
l'aide du théorème de Chojnowska-Michalik (voir le Théorème 1.12 et 1.13 du premier
chapitre):
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Soit (n, F, (Ft), IP', W, u) une solution de l'équation

15

(0.5.2)

Alors

û(t) = Au(t) + F(t, u(t)) + G(t, u(t)) W.

t ~ 0, w E n

t t t

(x*,Ut) = (x*,uo) + J(A*x*,us) ds+ J(x*,F(s,us)) ds+ J(x*,G(s,us)') dWs
o 0 0

pour tout t E [0, T] et x* E D(A*) par le théorème de Chojnowska-Michalik et le côté
gauche est une semimartingale continue. Or, si f E C2(JR), le processus

t

f((x*,ut)) - f((x*,uo)) - Jj((x*,us)) {(A*x*,us) + (x*,F(s,us))} ds-

o

t-JÏ((x*,us)) IIG*(s,us)x*ll~o ds
o

est une martingale locale et, grâce à la formule d'Ito, égale à

tJj((x*,Us)) (x*,G(s,us)') dWs'
o

Notons n = C([O, (0), JRN) l'espace canonique de référence et fixons une suite D =

{hn : n E N} dans le domaine D (A*) de l'opérateur adjoint A* telle que

[> qhn + hm E D pour tout q rationnel, nE N et mEN.
[> l'ensemble {(hn,A*hn);n E N} soit dense dans {(x*,A*x*) : x* E D(A*)}

pour la topologie de X* x X*.

Ceci est possible puisque X* et séparable. Ensuite, notons

t

-Jh(wn(s)) ((A*hn,e-1w(s)) + (hn,F(s,e-1w(s)))) ds-

o
t

-~ Jj(wn(s)) IIG*(s, e-lw(s))hnll~o ds,
o

pour f E C 2 (JR) et nE N, où

e : X -- JRN : x r--t ((hn , x) : n E N)

est l'injection de X dans JRN et, en fin, soit Lnm(f) le processus Ln(f) tué en premier
temps de sortie de la boule de rayon mEN.
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Alors, nous avons une version en dimension infinie de la proposition précédente (voir
le Théorème 2.3.2) qui dit en gros qu'il existe une mesure de probabilité borélienne
P sur D qui rend les processus continus bornés L nm (f) des martingales pour tout
f E C2 (IR) si et seulement s'il existe une solution (0,.1', (Ft),IP', W,u) de l'équation
(0.5.2) dont la loi est égale à P.

Le caractère de ce théorème nous permet de reporter la recherche des mesures
solutions (les lois des processus solutions) sur un seul espace de référence D.

Quant à l'unicité du problème de martingale on définit la notion de well-posedness:

Définition. Soit 0 un borélien dans X et supposons que pour tout a ~ 0 et x E 0

[> il existe une solution (D, .1', (Ft), IP', W, u) de l'équation (0.5.2) sur [a, (0) telle
que IP' [u(a) = x] = 1 et IP' [u(t) E 0] = 1 pour tout t ~ a.

[> l'unicité en loi vaut sur [a, (0) pour la mesure initiale M = 6x '

Alors on dit que l'équation (0.5.2) est bien posée sur O.

Remarque (unicité). Soit l'équation (0.5.2) bien posée sur O. Alors, pour tout
a ~ 0 et x E 0 il existe une seule mesure de probabilité borélienne pa,x sur D telle
que

[> pa,x[w(s) = e(x)] = 1 pour tout s ~ a.
[> pa,x est une solution du problème de martingale.

L'importance de cette approche pour l'étude des mesures solutions peut être il­
lustrée sur le théorème suivant (voir le Théorème 2.4.6): Soit l'équation (0.5.2) bien
posée sur 0 et soit T un temps d'arrêt fini sur O. Notons Ft la tribu engendrée par le
processus canonique w(s), s ~ t et Ft,oo la tribu complémentaire engendrée par w(s),
s ~ t pour tout t ~ O. Soit x E 0 et désignons r une version régulière de la probabilité
po,x conditionnée par rapport à la tribu .1'-r. Alors

V E F-r(w),oo

pour presque tout w E O.

Ce théorème a une conséquence immédiate (voir le Corollaire 2.4.7): Soit 0 un
borélien dans X. Alors les énoncés suivants sont équivalents:

[> L'équation (0.5.2) est bien posée sur O.
[> L'équation (0.5.2) possède une solution à valeurs dans 0 pour toute mesure

de probabilité borélienne initiale M sur 0 et l'équation (0.5.2) est unique en loi
pour M.
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0.5.3 Troisième section
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Le Théorème 2.4.6 a en effet davantage de conséquences de longue portée (voir les
Théorèmes 2.5.1, 2.5.3 et 2.5.4):

Soit l'équation (0.5.2) bien posée sur un borélien O. Alors les solutions

(0.5.3) (Oa,x, Fa,x, (Fa,x;t), lPa,x, Wa,x, ua,x), lPa,x [ua,x = x] = 1, a 2: 0, x E 0

définissent un processus de Markov sur O. Si, en plus, les coefficients F et G dans
l'équation (0.5.2) ne dépendant pas de la coordonnée temporelle alors les solutions
(0.5.3) définissent un processus de Markov fort sur O.

0.6 RÉSUMÉ DU TROISIÈME CHAPITRE

Équations d'évolution hyperboliques stochastiques dirigées par un processus de Wiener
spatialement homogène

~ Vitesse finie de propagation des solutions
~ Existence des solutions globales
~ Meilleure régularité des solutions

0.6.1 Introduction

Nous allons étudier l'existence et des propriétés des solutions globales de l'équation

(0.6.1) Utt = Au + f(u) + g(u) TV

où f : }R ---t }R et 9 : }R ---t }R sont deux fonctions continues, A est un opérateur
différentiel uniformément elliptique de deuxième ordre défini soit sur }Rd soit sur un
domaine borné D ç }Rd avec la condition de Dirichlet ou de Neumann au bord, et W
est un processus de Wiener spatialement homogène sur }Rd.

L'équation d'ondes stochastique a été étudiée sur la droite réelle par exemple dans
[38], [39], [20], [40], [41] ou [42] et le premier essai d'aborder le cas dans }R2 remonte au
travail [43] dont les résultats ont été améliorés par [44]. Le cas dans la dimension trois a
été traité dans [45] et le cas multidimensionnel de l'équation linéaire dans [46], [47]. La
généralisation du cas multidimensionnel linéaire à des problèmes multidimensionnels
non linéaires a été fait dans [48], et sur des groupes de Lie dans [49]. Les questions
d'explosion et de non explosion des solutions de l'équation d'ondes avec un processus
de Wiener spatialement non homogène ont été traitées dans [50].

A part du travail [50] qui n'a pas couvert le bruit de type de Wiener spatialement
homogène, tous les articles mentionnés ci-dessus traitant les perturbations stochas­
tiques de type de Wiener spatialement homogène n'ont considéré que des fonctions
nonlinéaires f et g globalement Lipschitz. Nous allons traiter le cas de bruit spatiale­
ment homogène avec des nonlinéarités f et 9 non lipschitziennes.
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0.6.2 Processus de Wiener spatialement homogène

Notons §(IRd ) l'espace de Schwartz sur IRd . Soit (O,:F, (:Ft), IP) une base stochastique
et W = (W (rp) : rp E §(IRd )) une famille de processus de Wiener réels par rapport à la
filtration (:Ft) telle que

IP[aWt(rpl) + Wt(rp2) = Wt(arpl + rp2)] = 1

pour tout t ~ 0, a E IR, rpl E §(IRd ), rp2 E §(IRd ) et

(0.6.2)

où r est une distribution tempérée définie positive sur IRd appelée corrélation spa­
tiale, et 'Ij;(s)(x) = 'Ij;(-x) , x E IRd . On dit alors que West un processus de Wiener
spatialement homogène.

Voici une remarque éclaircissant la notion spatialement homogène:

Remarque. La condition (0.6.2) est équivalente à ce que la loi de Wt(rp(· + h)) soit
égale à la loi de Wt (rp) pour tout t ~ 0, rp E §(IRd ) et h E IRd

. Dans ce cas, il existe une
seule mesure tempérée positive symétrique j1 telle que r est la transformée de Fourier
de j1 grâce au Théorème de Bochner (voir [51]). On appelle j1 la mesure spectrale.

Or, W peut être vu comme un processus de Wiener à valeurs dans l'espace des
distributions tempérées §' (IRd ) dont la covariance est invariante par translations dans
§' (IRd ). Divers exemples des processus de Wiener spatialement homogène peuvent être
trouvés dans [52] ou [43]. Vu la remarque précédente nous en présenterons un:

• Supposons que la mesure spectrale j1 soit finie. Alors r est une fonction bornée
uniformément continue sur IRd et W admet une représentation en tant que champs
aléatoire gaussien (W(t,x) : t ~ O,x E IRd ) tel que (t,x,w) t--' W(t,x,w) est mesurable

JE W(t, x)W(s, y) = (t 1\ s)r(x - y), t ~ 0, s ~ 0, x E IRd
, Y E IRd

et

Wt(rp) = Jrp(x)W(t, x) dx
]Rd

t ~ O.

0.6.3 Propagation des solutions

Supposons que 1(0) = g(O) = 0 et soit (u(t) : t < Tmax) une solution locale
maximale au sens qu'elle est définie sur un intervalle temporel de longueur maximale,
de l'équation

d d d

Utt = z= z= aijUxiXj + L bi(x)UXi + c(x)u + f(u) + g(u)W
i=l j=l i=l
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où West un processus de Wiener spatialement homogène dont la mesure spectrale J.L
est finie. Soit K(w) un compact dans}Rd tel que le support de U(O,w) et Ut(O,w) est
contenu dans K (w) pour presque tout w et notons A la matrice (aij). Alors le support
de u(t, w) et Ut(t, w) est contenu dans

K(w) + {x: IA-1
/

2xl ::; t}
pour tout t < Tmax(W) et presque tout w E n (voir le Théorème 3.2.4).

Le fait que les solutions des équations hyperboliques propagent à vitesse finie était
connu depuis longtemps, et le Théorème 3.2.4 affirme que ce fait reste valable si on
ajoute une perturbation stochastique.

0.6.4 Existence de solutions globales

Cette section est consacrée à l'étude de la nonexplosion des solutions locales de
l'équation (0.6.1). Nous décomposons l'équation de deuxième ordre (0.6.1) en un
système de deux équations de premier ordre

(0.6.4)

où

z= (~ ~) z + F(z) + G(z) TV

sont les opérateurs de Nemytski associés aux fonctions f et 9 et West un processus
de Wiener spatialement homogène dont la mesure spectrale est finie.

Nous donnons des conditions suffisantes (Prop. 3.3.1) pour que les opérateurs de
Nemytski F et G soient Lipschitz sur les ensembles bornés dans l'espace

Ceci entraîne, grâce à la théorie générale, l'existence de solutions locales vivantes
jusqu'à un temps d'arrêt maximal Tmax et notre but dans cette section est de trouver
des conditions sur f et 9 afin que Tmax = 00, à savoir, que la solution soit globale.

Dans ce but, nous définissons la fonction de Lyapunov V (voir la formule (3.3.1)),
et après avoir fait quelques approximations nous montrons que si le carré de 9 est
majoré par l'intégrale indéfinie de - f alors l'espérance de la fonction de Lyapunov
V appliquée à la solution locale n'explose pas, ce qui entraîne déjà le fait que la
solution elle-même ne peut pas exploser dans l'espace E. Par conséquent, Tmax est
infini presque sûrement (voir le Théorème 3.3.2).

Par ailleurs, nous avons obtenu la régularité spatiotemporelle de U qui est continu
en tant que processus à valeurs dans l'espace de Sobolev W 1,2(D) et le processus de
première dérivée temporelle Ut est continu dans L2(D). En plus, la solution propage
à vitesse finie d'après le Théorème 3.2.4.
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0.6.5 Meilleure régularité des solutions globales

En général, à la dIfférence des équations paraboliques, les équations hyperboliques
ne produisent pas l'effet de régularisation des solutions. Néanmoins, si les fonctions f
et g sont en plus de classe C 2 et la mesure spectrale vérifie

/(1 + Ix1 2
) dJ1(x) < 00

Rd

alors les solutions globales z(t) = (u(t),Ut(t)) de l'équation (0.6.4) sont continues en
tant que processus à valeurs dans le produit des espaces de Sobolev W 2,2(D) x W 1,2(D)
(voir le Théorème 3.4.2).

La démonstration porte essentiellement sur la répétition de la démonstration du
Théorème 3.3.2 avec une autre fonction de Lyapunov dans le domaine du générateur
infinitésimal

défini sur le sous-espace D(A) x D( _A)1/2 muni de la norme de graphe.

0.7 RÉSUMÉ DU QUATRIÈME CHAPITRE

Équations d'évolution hyperboliques stochastiques dirigées par un processus de Wiener
spatialement homogène

~ Existence de solutions faibles globales

Le chapitre précédent concernait les solutions de type suivant: Étant donnés une
base stochastique (n, .1', (Ft),!P) avec un processus de Wiener spatialement homogène
W par rapport à la filtration (Ft) et une condition initiale Zo à valeurs dans E
mesurable par rapport à la tribu Fa, alors il existe un processus z progressivement
mesurable par rapport à la filtration (Ft) résolvant l'équation (0.6.4). Nous avons
montré cette existence dans le Théorème 3.3.2 ainsi que dans le Théorème 3.4.2. Grâce
à l'hypothèse de Lipschitz locale des nonlinéarités F et G nous savons que l'unicité
trajectorielle vaut pour l'équation (0.6.4). Il n'y a donc qu'une seule solution globale
de condition initiale zoo

Une autre notion de solution de l'équation (0.6.4) peut être introduite (voir aussi
le premier et le deuxième chapitre): On dit qu'une famille de six membres

(n, .1', (Ft),!P, W, z)

composée d'une base stochastique (n, .1', (Ft), !P), d'un processus de Wiener spatiale­
ment homogène W par rapport à la filtration (Ft) et d'un processus z progressivement
mesurable par rapport à la filtration (Ft) résolvant l'équation (0.6.4) est une solution
faible de l'équation (0.6.4).
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Les méthodes qui aboutisent à l'existence de solutions globales reposent première­
ment sur le théorème de point fixe de Banach qui réclame, implicitement, que les non­
linéarités F et G soient globalement Lipschitz. Deuxièmement, on affaiblit l'hypothèse
de Lipschitz globale de F et G à la condition de Lipschitz locale produisant l'existence
de solutions locales dont l'explosion en temps fini n'est pas exclue. En fin, on a
montré à l'aide de la méthode de fonctions de Lyapunov que, sous certaines hypothèses
supplémentaires sur la croissance de i et 9 (par exemple, la croissance polynomiale),
que les solutions existent en fait globalement (voir Thm 3.3.2 et Thm 3.4.2).

Dans ce chapitre nous utitlisons une troisième méthode. Nous considérons une suite
de fonctions globalement Lipschitz in, gn approximant les fonctions i et 9 et nous
observons les solutions globales Zn des équations

z= (~ ~)Z+Fn(Z)+Gn(z)Wl

z(O) = Zo

où

Z = (~) E E, nE N,

w1 est un processus de Wiener spatialement homogène de mesure spectrale finie sur
une base stochastique (nI, FI, (Fl), JP>1) et Zo est une variable aléatoire à valeurs dans
E mesurable par rapport à la tribu F6.

On espère que les solutions Zn convergent vers un processus limite Z résolvant
l'équation (0.6.4). Malheureusement ce n'est pas le cas. Par contre, profitant des
estimations en terme des fonctions de Lyapunov du troisième chapitre, on peut choisir
les fonctions in, gn de telle sorte que les lois des processus Zn sur un espace canonique
convenable des trajectoires soient relativement compactes. Par conséquent, il existe au
moins un point d'accumulation pour la convergence faible des mesures. Tout cela peut
être modélisé sur un espace de référence grâce au théorème de Skorohod. A savoir, il
existe un espace probabilisé (n, F, JP» avec des processus 'TJn, ayant les mêmes lois que
les processus Zn, et qui convergent uniformément sur tout intervalle compact vers un
processus limite z.

Alors que nous sommes arrivés à un processus limite z, afin de vérifier que Z est
une solution de l'équation (0.6.4), il nous manque un processus de Wiener W sur
l'espace n, et c'est exactement l'endroit où nous pouvons nous servir du théorème de
représentations browniennes du deuxième chapitre (Théorème 2.1.2). Le passage à
la limite des processus Zn (ou également 'TJn) a conservé le caractère de martingales
locales des processus

t

Nt(x) = (z(t),x)EC_(3) - (z(O),x)EC-(3) - J(z(s),M*x)EC_(3)­
o

t

-J(F(z(s)),x)EC_(3) ds
o
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pour tout x E D(M*) où M* est l'opérateur adjoint à

et E( -(3) est une completion de E. En plus, la variation quadratique de N(x*) est
égale à

JIIG*(z(s))xll~w ds

où Hw est l'espace autoreproduisant du processus de Wiener en question. Alors, grâce
au Théorème 2.1.2 du deuxième chapitre il existe un processus de Wiener spatialement
homogène W sur n de même mesure spectrale que W 1 , tel que

t

Nt(x) = J(G(z(s))·, x) E(-,B) dW, t 2: 0

o

pour tout x E D(M*). C'est-à-dire

t t

(z(t),x)E(_,B) = (z(O),x)E(_,B) +J(z(s),M*x)E(_,B) ds+ J(F(z(s)),x)E(_,B) ds+
o 0

t

+ J(G(z(s))·, x)E(-,B) dW, t 2: 0

o

pour tout x E D(M*). Or, (n, F, (o"(z(s) : S S t)t, P, W, z) résout l'équation (0.6.4)
de façon faible par le théorème de Chojnowska-Michalik (voir le Théorème 1.12 et le
Théorème 1.13 du premier chapitre).

Cette méthode aboutit à l'existence de solutions faibles de l'équation (0.6.4) avec
des fonctions f et 9 continues de croissance polynomiale (voir le Théorème 4.3.1, les
exemples suivants et la section 4.4).
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Chapter 1

UNIQUENESS FOR STOCHASTIC EVOLUTION EQUATIONS
IN BANACH SPACES

ABSTRACT: Different types of uniqueness (e.g. pathwise uniqueness, uniqueness in law, joint
uniqueness in law) and existence (e.g. strong solution, martingale solution) for stochastic evolution
equations driven by a Wiener process are studied and compared. We show a sufficient condition for
a joint distribution of a process and a Wiener process to be a solution of a given SPDE. Equivalences
between different concepts of solutions are shown. An alternative approach to the construction of
the stochastic integral in 2-smooth Banach spaces is included as weIl as Burkholder's inequality,
stochastic Fubini's theorem, Girsanov theorem and Novikov's condition.

2000 Mathematics Subject Classification. 60H15.

INTRODUCTION

The object of this chapter is to show what relations there are between existence and
uniqueness of stochastic evolution equations. We will consider a stochastic semilinear
equation (1.0.1) with a probability distribution as the initial condition - in other words,
we are given deterministic transformations appearing in the equation as a drift and
diffusion term respectively and a measure on the state space. These quantities are
purely deterministic and do not incorporate the stochastic part. This means that
before we can speak of any solution we must specify what probability filtered space
we work on and what Wiener process drives our equation to complete the necessary
information for our problem. Now we can seek a stochastic process solving the equation
whose value at time 0 - a random variable - is of the given probability distribution.
Having inspired ourselves from stochastic differential equation theory we pose the
following natural question:

Provided there exists a probability space where a solving process lives what con­
ditions are sufficient to conclude that there is a solving process on every probability
space?

But we will be mainly interested in the uniqueness point of view. We know from
the finite dimensional case that if an equation is pathwise unique (i.e. no initial
condition can evolve into two different solutions) implies that every two solutions
living on possibly different probability spaces have necessarily the same probability
distribution on the space of functions (uniqueness in law). Our second question is
whether this is true in the Banach space setting too.

Third problem we treat is also inspired from the stochastic differential equations
theory. Under suitable conditions there exists a deterministic function of two variables
- the first corresponds to an initial condition and the second to a Wiener process. The
function's value is a solution with respect to this Wiener process which starts from
this initial condition. We will show the sufficient conditions for the existence of such
a function (Thm 1.12.1, Thm 1.13.2, Lemma LE).
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We also give an example of an equation which is jointly unique in law (Def. 1.1,
Thm 1.5) and another equation which is jointly u-unique in law (Def. 1.1, Thm 1.3).
The first example is based on Girsanov's theorem, therefore it regards additive noise
equations only, while the second one uses measurable selectors approach and covers
fairly general class of multiplicative noise equations, namely aIl those with one-to-one
(i.e. injective) diffusion term.

Thm 1.4 is a Banach space version of a remarkable theorem by A. S. Cherny [Ch]
(who proved it in finite dimensions) which states that uniqueness in law is, in fact,
equivalent with joint uniqueness in law provided we consider deterministic initial con­
ditions.

An essential part of the proof of Thm 1.3 and Thm 1.4 is an alternative explicit
form of the solution (Thm 1.13) thus we decided to include the complete proof of
stochastic Fubini's theorem (Prop. 1.6.1) together with its consequences (Thm 1.12,
Thm 1.13) which were proven by the same method in a less general form and in the
Hilbert space setting by A. Chojnowska-Michalik [ChM].

Next we will prove three so called distribution preserving theorems. The first one
for stochastic Bochner integrals (Thm 1.8.3), the second one for stochastic integrals
(Thm 1.8.6) and the third one for measurable selectors (Prop. 1.8.6). The combination
of the first two theorems will result in the fundamental solution-preserving theorem
(Thm 1.6) which gives a su:ffi.cient condition for a pair of a process and a Wiener
process to be a solution in terms of their joint distribution on the space of functions.

Throughout this chapter we will work with Banach valued processes, therefore, in
the first part, we recalled the construction of the stochastic integral in a separable
2-smooth Banach space - firstly because the latter proofs go often in depth closely
along it and secondly because of its "directness" - the construction of the integral is
free of any auxiliary embeddings even in the case of the cylindrical Wiener process
with non trace class covariance. We emphasize that, apart from the observation made
in Step 1, the construction is more or less classical and we have just collected the
"common knowledge" and sometimes gave shorter proofs in light of newer methods
- many of them surveyed in [ChTV]. Our sources for stochastic integration and ge­
ometry of uniformly smooth Banach spaces were mainly works of A. L. Neidhardt
[N] (construction of the integral), P. Assouad [A] (Burkholder inequality, geometry of
2-smooth Banach spaces), E. Dettweiler [D] (Burkholder inequality), W. Linde & A.
Pietsch (characterisation of integrands), G. Pisier [Pl (geometry of 2-smooth Banach
spaces), J. Hoffmann-J0rgensen (geometry of 2-smooth Banach spaces, characteriza­
tion of integrands [ChTV]).

The cylindrical Wiener process is understood in the sense of M. Métivier & J.
Pellaumail- we refer to their paper on cylindrical stochastic integration [MP] while the
contents regarding uniqueness trace its origin back to stochastic differential equation
results of T. Yamada and S. Watanabe [YW], H. J. Engelbert [En] and J. Jacod [J].

This work could not have been done without Jan Seidler who initiated and moti­
vated me into the direction of stochastic evolution equations and often contributed by
valuable suggestions and discussions on the subject. Another acknowledgement goes
to Marco Dozzi who enabled me to work on this topic while my stay at the Institute of
Mathematics Elie Cartan in Nancy, France, and for many interesting discussions. Last
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but not least thanks are for Zdzislaw Brzezniak who helped me complete the part of
the proof of Burkholder's inequality for stochastic integrals in 2-sr:p.ooth Banach spaces
in case a< p < 2.

NOTATION

1. We shall consider only complete filtrations, i.e. whenever (Ft)t is a filtration on
sorne probability space (D, F, P) then Fa is supposed to contain all P-negligible sets
in F.

2. X stands for a separable 2-smooth Banach space (Def. 1.3.1), X* for its topological
dual space, (x*,x) ~ (x*,x) for the pairing between them and U will be a separable
Hilbert space. If h E H and x E X then we will write h ®L(U,X) X = h ® x to denote
the operator U --+ X : y ~ (y, h)u x.

3. The strong CT-algebra on L(U, X) is the smallest CT-algebra which renders the map­
pings L(U, X) --+ X : B ~ Bh, hEU measurable. A mapping 9 : (Y, Y) --+ L(U, X)
is said to be strongly measurable provided that it is measurable with respect to the
strong CT-algebra on L(U, X), i.e. the mappings Y --+ X : y ~ g(h) are measurable for
every hEU.

4. Xl is a separable Banach space such that X is continuously embedded in Xl, Le.
X is a subspace of Xl and the identity mapping i : X --+ Xl is continuous.

5. Let (D, F, P) be a probability space, (Y, Y) a measurable space and 9 : D --+ Y
a measurable mapping. Then we define the image of P under 9 by ..catop (g) (B) =
P{w:g(W)EB},BEY.

6. In view of Definition 1.1 and Definition 1.7 we are going to write shortly

instead of

..catopl (Ul(ti ), WI(ti , hj ) : i,j) = ..caltJp2 (U2(ti), W 2(ti' hj ) : i,j), resp.

..catopl (Ul(ti) : i) = ..catop2 (U2(ti) : i)

for every partition a= ta < ... < tn :S T and every hl,"" hm in U.

7. We are going to say that a process (Ut: t:S T) on (D,F,P,W) is (ua,W)p­
adapted instead of saying that u is adapted to the P-augmentation of the filtration
CT (ua, W(s, h) : s :S t, hEU) in F.
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Consider the following stochastic evolution equation on [0, T] in a separable 2­
smooth Banach space X (Def. 1.3.1):

(1.0.1)
t t

u(t) = Stu(O) +JSt-si (s, u(s)) ds +JSt-sg (s, u(s)) dWs, 0 < t ::; T

° 0
(1.0.1) j3ato (u(O)) = p,

where S : (0, T] ~ L (Xl, X) is a strongly measurable operator-valued function, Q
a covariance operator on U (i.e. a symmetric nonnegative linear bounded operator),
i : [0, T] x X ~ Xl a measurable mapping, g : [0, T] x X ~ L(Uo, Xl) a strongly
measurable mapping (see Def. 1.2.1 for the definition of Uo) and p, a probability Borel
measure on X.

We are going to say that a 6-tuple (D, F, (Ft) ,P, W, u) consisting of a filtered
probability space, a Q-(Ft)-Wiener process W on U (Def. 1.1.4) and a measurable
X-valued process u on [0, T] is a solution of (1.0.1) provided that

(1.0.2) p [j 115,-,1 (s, u(s))lI x + 115'-'9 (s, u(s))IIt,cu"x) ds < 00] = 1

for every t E (0, T], equation (1.0.1) is satisfied for every t E (0, T] and there ex­
ists a sequence (x~ : n) in X* which separates points of X such that the
real processes t t-t (x~, u(t)) have continuous adapted modifications on [0, T]
(hence u has a predictable modification by Corollary 1.11.2 and the stochastic integral
in (1.0.1) is weIl defined).

The last, sort of untypical, condition will be very important in the seque!. We chose
this formulation because such a sequence (x~ : n) always exists if u is progressively
measurable, X = Xl, (St) is a Co-semigroup and the following integrability condition
holds (see Thm 1.13)

(1.0.3) p [1"1 (s, u(s) )lIx, + 119 (s, u(s) )1I~(U"x,) ds < 00] = 1.

We will refer to (1.0.3) later on even in situations when X will not coincide with Xl'

Almost aIl results in this chapter hold under fairly general conditions. Theorem
1.4 is exceptional in this sense - we do not know how to avoid additional assumptions.
Namely we must "eliminate" the uncountable number of conditions a process must
satisfy to be a solution (as in (1.0.2) where the condition is to be verified for every t in
the interval [0, Tl). Each particular condition unfolds an exceptional set so if there are
uncountably many of them we face a terminal encumbrance for measure-theoretical
operations.
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This is why we introduce the following condition:

(1.0.4) p [1 Ml (1(s, u(s))) + M 2 (g(s, u(s))) ds < 00J = 1

where Ml : Xl --+ [0,00] is sorne measurable function with the following property:
Whenever y : [0, T] --+ X is a measurable function such that

T

JMI(f(r,Yr))dr < 00 then

°

t

JIISt-sf(s, Ys)llx ds < 00 for every t ~ T

°
and M2 : L(Uo,Xl) --+ [0,00] is sorne strongly measurable function with the property:
Whenever y : [0, T] --+ X is a measurable function such that

T

JM2 (g(r, Yr)) dr < 00 then

°

tJIISt-sg(s, Ys) IIL(Uo,x) ds < 00 for every t ~ T.

°
Apparently, Ml and M2 may depend on (St), f and g. A typical example of Ml is
sorne dependence of Xl norm on the behavior of the norm of St as Il St-r f (r, Yr) Il x ~

IISt-r IIL(x X) Ilf(r, Yr) Ilx while an example of M2 arises naturally in the case when
l, 1

the covariance operator of the Wiener process is nuclear (i.e. Tr Q < 00) and 9(r, x) E
L(Uo, X) can be extended on U for every x E X and almost aIl r ~ T. Then M2 will
be a suitable function of the norm of L(U, Xl) as we have

by Note 1.2.6. Other examples can be constructed in cases when St is radonifying.

We should mention that aIl results in this chapter remain true if we consider only
adapted solutions with norm continuous paths. AIso, the integrability condition (1.0.2)
is fairly general and can be replaced or complemented by e.g. (1.0.3) or (1.0.7), with
slight modifications of the proofs. In these cases we usually coyer smaller but more
regular classes of solutions which, in the end, turns to be important since the better
regularity stays preserved.

In this chapter we consider solutions on a bounded interval [0, T] since it is sufficient
for the questions of uniqueness even for solutions on [0,00). But in Theorem 1.12.1,
Theorem 1.13.2 and Lemma LE we assert existence of a functional R which assigns
a trajectory of a solution on [0, T] to the pair of the value of an initial condition and
the trajectory of a Wiener process. This is the only part when the case [0,00) is but
slightly different so we point out the particular (notational) changes one must do in
this situation:
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[> Each occurance of [0, Tl, resp. T shall be replaced by [0, (0), resp. 00.
[> The space Q: = C ([0, Tl, ]RN) shell be replaced by C ([0, (0), ]RN) which, consid­

ered with the topology of locally uniform convergence, is again a Polish space
whose Borel o--algebra is generated by projections (nt: t < 00).

[> The function cPt shell be replaced by cPt : C ([0,00), ]RN) -7 C ([0,00), ]RN)

cPt(f)(s) = f(t + s) - f(t).

Having incorporated these changes the proofs go in the same line.

Before we state the theorems we must give a few definitions.

Definition 1.1. We say that the equation (1.0.1) with the initial distribution J-L

[> is pathwise unique if (n, F, (Ft), P, W, u l ), (n, F, (Ft), P, W, u2) are solutions such
that P [ul(O) = u2(0)] = 1 then P [ul(t) = u2(t)] = 1 for every t:S T.

[> is jointly unique in Law if (nI, FI, (Fl), pl, W I , u l ), (n2 , F 2, (Fl), p2, W 2,u2) are
solutions then ..caro pl (u l, WI) = ..caro p2 (u2, W2).

[> is jointly u-unique in Law for sorne solution (n, F, (Ft), P, W, u) of (1.0.1) when­
ever (nl,FI

, (Fl), Pl, WI,u l ) is another solution of (1.0.1) such that ..caropl (ul )
coincides with ..caro p (u) then ..caro pl (u l, WI) = ..caro p (u, W).

[> is unique in Law provided whenever (ni, Fi, (Ff), pi, W i , u i ), i = 1,2 are solutions
of (1.0.1) then ..caropl (ul ) = ..carop2 (u2).

[> has strong solution if, for every probability filtered space (n, F, (Ft), P, W) with a
Q-(Ft )-Wiener process W and a Fa-measurable random variable ua, there exists
a process u such that (n, F, (F), P, W, u) is a solution, P [u(O) = ua] = 1 and u
is (ua, W) p-adapted, i.e. u is adapted to the P-augmentation of the filtration
0- (ua, W(s, h) : s :S t, hEU) in F.

Observe that the joint uniqueness in law means uniqueness of the joint distribution
measure on the space of functions and the distribution of the initial condition Ua in
the definition of the strong solution must be necessarily J-L.

Another remark should be made on the notion of the strong solution which, in our
definition, comprises more information, namely the adaptation of the solving process
to the filtration generated by the initial condition and the driving Wiener process.

Now we can state the main theorems:

Theorem 1.1. Suppose that there exists a solution (n, F, (Ft), P, W, u) such that the
process u is (u(O), W)p-adapted. Then

[> the equation (1.0.1) has strong solution.
[> if joint uniqueness in Law holds for (1.0.1) then pathwise uniqueness holds for

(1.0.1) as well.

Theorem 1.2. Suppose that there exists a solution (n, F, (Ft), P, W, u) and pathwise
uniqueness holds for (1.0.1). Then

[> the equation (1.0.1) has strong solution.
[> joint uniqueness in Law holds for (1.0.1).
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Theorem 1.3. Let, in addition, (St) be a Ca-semigroup of linear bounded operators
on L(Xl ) with Xl refiexive. Let (n, F, (Ft), P, W, u) be a solution of (1.0.1) satisfying
(1.0.3). Further suppose that l

dt 0 p {(s,w) : 9 (s, u (s,w)) is not one-to-one in L(Ua, Xl)} = O.

Then the equation (1.0.1) is jointly u-unique in Law. In particular, if (1.0.1) is unique
in Law and g(s, x) is one-to-one for every x E X and almost every s then (1.0.1) is
jointly unique in Law.

Remark. Sorne authors use the word injective instead of one-to-one.

Theorem 1.4. Let, in addition, (St) be a Ca-semigroup of linear bounded operators
on L(Xl ) with Xl refiexive, Xo E X and suppose that the equation (1.0.1) with the
initial condition J.1 = 6xo is unique in Law among the solutions satisfying (1. O. 3) and
(1.0.4). If StXa E X for tE (0, T] then the equation (1.0.1) with the initial condition
6xo is jointly unique in Law in the class of solutions satisfying (J. O. 3) and (1.0.4).

Theorem 1.5. Let f : [0, T] x X -+ Ua be measurable, 9 : [0, T] -+ L(Ua, Xl) strongly

measurable, J~ IISt-sg(s)IILcuo,x) ds < 00 for every t :::; T and J.1 a Borel probability
measure. Then the joint uniqueness in Law holds for the equation

(1.0.6)

(1.0.6)

t t

u(t) = Stu(O) + JSt-sg(s)f (s, u(s)) ds + JSt-sg(s) dWs
a a

~a\1) (u(O)) = J.1

in the class of processes satisfying

(1.0.7) P [1"f(8. U(8)) lit, < 00] = L

Therefore, if f is locally bounded and each solution has almost surely bounded (in
particular, continuous) trajectories, then (1. O. 6) is jointly unique in Law.

Remark. In Theorern 1.5 we can prove the joint uniqueness in law only in a srnaller
class of solutions deterrnined by the condition (1.0.7). Nevertheless Theorerns 1.1 and
1.2 hold in the class of solutions satisfying (1.0.7) too.

Theorem 1.6. Let (ni, Fi, (Ft) ,pi, W i , ui) be a probability filtered space, W i a Q­
(Ff)- Wiener process and u i a progressively measurable process, i = 1,2. Suppose that
~atupl (ul, Wl) = -Catup2 (u2, W2). If (ul, Wl) satisfies (1.0.1), (1.0.2) for every
t:::; T then so does (u2, W 2).

Ithe set of one-to-one operators from L(Uo, XI) is strongly measurable. We denote dt the Lebesgue
measure on [0, Tl.
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Apart from joint uniqueness in law and pathwise uniqueness we can also define, accord­
ing to H. J. Engelbert, finer types of uniqueness so that the implications in Theorem
1.1 and 1.2 turn into equivalences. For instance, we know by Theorem 1.2 that path­
wise uniqueness implies joint uniqueness in law. In this section we will deliver an
additional condition to joint uniqueness in law to become equivalent with pathwise
uniqueness.

Definition 1.7. Let (n, F, (Ft) ,P, W, u) be a solution of the equation (1.0.1). We
will say that (u, W)-pathwise uniqueness holds for the equation (1.0.1) provided that
whenever (O',F',(FD,P',W',u~), (n',F',(FD,P',W',u;) are solutions of (1.0.1)
such that

[> .s;otuP' (u~, W') = .s;otu P' (u;, W') = .s;otu P (u, W)
[> P' [u~ (0) = u;(O)] = 1

then P' [u~(t) = u;(t)] = 1 for every t:::; T.

We are also going to say that u-pathwise uniqueness holds for the equation (1.0.1)
provided that whenever (n', F', (FD, P', W', uD, (n', F', (FD, P', W', u;) are solu­
tions of (1.0.1) such that

[> .s;otup' (u~) = .s;otup' (u;) = .s;otup (u)
[> P' [u~ (0) = u;(O)] = 1

then P' [u~ (t) = u;(t)] = 1 for every t :::; T.

The last property we need to define is uniqueness in law which is said to hold for
the equation (1.0.1) provided that .s;otuPl (u 1) coincides with .s;otup2 (u 2 ) for every
two solutions (nI, FI, (Fl), PI, W 1 , u 1 ), (n2 , F 2 , (F'f), p 2 , W 2 , u 2 ).

Theorem 1.8. The following conditions on the equation (1.0.1) are equivalent:

(1) Pathwise uniqueness holds and there exists a solution.
(2) Joint uniqueness in law holds and there exists a solution (n, F, (Ft) ,P, W, u) such
that (u, W) -pathwise uniqueness holds.
(3) Joint uniqueness in law holds and there exists a solution (n, F, (Ft) ,P, W, u) such
that u is (u(O), W)p-adapted.

Theorem 1.9. Suppose that (n, F, (Ft), P, W, u) is a solution of (1.0.1). Then the
following conditions are equivalent:

(1) (u, W)-pathwise uniqueness holds.
(2) There exists a solution (O',F',(FD,P',W',u') such that u' is (u'(O),W')pl­
adapted and .s;otuP' (u', W') = .s;otu p (u, W).

Theorem 1.10. Let (n, F, (Ft), P, W, u) be a solution of (1.0.1) then the following
conditions on the equation (1.0.1) are equivalent:

(1) u-pathwise uniqueness holds.
(2) Joint u-uniqueness in law holds for the equation (1.0.1) and there exists a so­

lution (n', F', (FD, P', W', u') such that .s;otup (u) = .s;otup' (u') and (u', W')­
pathwise uniqueness holds.
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(3) Joint u-uniqueness in law holds for the equation (1.0.1) and there exists a
solution (n', F', (F;), P', W', u') such that ~atop' (u') coincides with ~atop (u)
and u' is (u'(O), W')p,-adapted.

We close this section by a straightforward comparison of joint uniqueness in law
and uniqueness in law.

Theorem 1.11. The following conditions are equivalent for the equation (1.0.1):

[> Joint uniqueness in law holds.
[> Uniqueness in law holds and joint u-uniqueness in law holds for every solution

(0, F, (Ft), P, W, u).

EQUIVALENT CONCEPTS OF SOLUTIONS

Theorem 1.12. Let f be a progressively measurable process in X, 9 a progressively
measurable process in L 2 (Uo, X), (St) a strongly continuous semigroup of linear oper­
ators on X generated by A, W a Q- Wiener process and u a progressively measurable

X-valued process. Let also P [ft llf (s)11 + IIg (s)IILCUo,x) ds < 00] = 1. Then

(a) P [U(t) = 8,u(O) +18,_,j (s) ds +18,-,9 (s) dW,] = 1

for every t :::; T if and only if u has a predictable modification with almost all trajec­

tories in L1(O,T;X) such that P [J; u(s) ds E D(A)] = 1 and

(c)
[

t t t ]

P u(t) =u(O)+AJu(s)ds+ Jf(s) ds+ Jg(s) dWs

° 0 0

=1

for every t :::; T.
In either case

(1) the process t t---+ R)..u(t) has a modification which is a norm continuous semi­
martingale for every À from the resolvent set of A.

(2) the process t t---+ (x*, u(t)) has a modification which is a continuous semimartin­
gale for every x* E D (A*). In particular there exists a sequence x~ E D (A*)
which separates points of X such that t t---+ (x~, u(t)) is continuous for every
nEN.

Theorem 1.13. Let f be a progressively measurable process in X, 9 a progressively
strongly measurable process in L(Uo, X), (St) a strongly continuous semigroup of lin­
ear operators on X generated by A, W a Q- Wiener process and u a progressively



1 1 1 1 .1 III 1 1111 1

IDEAS OF THE PROOFS 35

measurable X-valued process. Let also P [Ja
T Ilf(s)11 + Ilg(s)II~CUo,x) ds < 00] = 1

and P [J~ IISt-s9 (s)IILCUo.x) ds < 00] = 1 for every t:::; T. Then

(a) P [U(t) = Stu(O) +1St-,f (s) ds +1St-,g (s) dW'] = 1

holds for every t :::; T if and only if u satisfies

(b) P [lll(x'(t, s), u(s))1 ds dt < 00] = 1

for every measurable bounded function x* : [0, T] x [0, T] --t X* and

(c) p [(X" Ut) = (x', uo) + j(A'x', u,) ds + j(x', j,) ds + jg;x' dW'] = 1

a a a

for every t :::; T, x* E D(A*).

Moreover, in either case, the conclusion (2) of Theorem 1.12 holds and u has a
predictable modification.

IDEAS OF THE PROOFS

Theorem 1.1 as weIl as Theorem 1.2 are consequences of the foIlowing general phe­
nomenon. In both, and many other cases, there exists a time sequence of measurable
functions (Rt : t :::; T) such that P [u(t) = Rt(u(O), W)] = 1 for every t :::; T (Lemma
LE). This means that the solution u depends only on the initial value and on the corre­
sponding trajectory of the Wiener process. Moreover this dependence cornes through
the measurable transformations (Rt ). Now it is enough to prove that whenever we
take a filtered probability space (n, F, (Ft), P, w) with a Q-Wiener process W and an
initial J1-distributed random variable Ua then the process u(t) = Rt(ua, W) completes
the family (n, F, (Ft), P, W, u) to be a strong solution starting from Ua.

If we are in the situation of Theorem 1.1 then joint uniqueness in law implies
pathwise uniqueness. Indeed, if (n, F, (Ft), P, W, v) were another solution starting
from Ua then, by the joint uniqueness in law, we would have

P [v(t) = Rt(v(O), W)] = P [u(t) = Rt(u(O), W)] = 1

for every t :::; T. But P [v(O) = u(O)] = 1 thus P [v(t) = Rt(u(O), W) = u(t)] = 1 for
every t :::; T.
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In the situation of Theorem 1.2 we must prove the uniqueness of the joint solution
measure on the space of functions. Suppose that (ni, J:-i, (:Ff), pi, W i , U i), i = 1, 2
are two solutions. Then, by pathwise uniqueness, we have ui(t) = Rt(ui(O), W i ),
t :s; T, i = 1,2 and we see that to show the equality of the joint solution measures
-Cattlpi (ui , Wi), i = 1,2 it suffices to show the equality of -Cattlpi (ui(O), Wi), i =
1,2 since (Rt ) are measurable transformations. But ui(O) is :F6-measurable thus pi_
independent of W i hence -Caropi (ui(O), Wi) = IL@-Cattlpi (Wi ). But -Cattlpl (W1) =
-Cattlp2 (W2) because W 1, W 2 have the same covariance Q.

In the proof of Thm 1.3 and Thm 1.4 we use sort of "inversion formula" to express
the intervening Wiener process in terms of the solution u whose distributions are
supposed to coincide. We wish to write W = Jg-1(8) du for u = Jg(8) dW but
unfortunately, in our case we must proceed in steps using approximations given by
measurable selectors (Theorem 1.8.8).

Theorem 1.5 is based on the Girsanov theorem (Proposition 1.7.1) and relies heavily
(as weIl as aIl results in this chapter) on the fact that solutions of (1.0.1) are com­
pletely determined by the joint distribution -Caro (u, W) of the solving process u and
the Wiener process W. More precisely, if (nl,:F1, (:Fl), pl, W1,U1) satisfies (1.0.1),
(1.0.2) and u 1 is (:Fl}-progressively measurable (we do not assume any kind of path
continuity of u 1 ) and (02,:F2, (:Fl), p2, W 2,u2) is a filtered probability space with a
Q-Wiener process W 2 and (:Fl}-progressively measurable process u2 such that

for every partition 0 = ta < ... < tn :s; T and every finite number of vectors hl, ... , hm
in U then (n2,:F2, (:Fl},p2, W2,U2) satisfies (1.0.1) and (1.0.2) which is but a sum­
mary of Theorem 1.6.

This chapter is quite comprehensive and the lengthy proofs often split into separate
parts. In order to facilitate the reading and for easier orientation we inc1ude the
structure of the rest of this chapter:

Preliminary results and notations

Section 1.1 Cylindrical Wiener process 37
Section 1.2 Radonifying mappings and the space Ua 39
Section 1.3 Stochastic integral 42
Section 1.4 A convergence result. .48
Section 1.5 Burkholder inequality .49
Section 1.6 Fubini's theorem, Proof of Theorem 1.12 and 1.13 51
Section 1.7 Girsanov-Novikov theorem 55
Section 1.8 Distribution of random integrals and measurable selectors 55

[> Distribution of random Bochner integrals 55
[> Distribution of stochastic integrals 57
[> Distribution of measurable selectors 60



Proofs

1.1 CYLINDICAL WIENER PROCESS

.11 1 1

37

Section 1.9 Proofs of Theorem 1.3 and 1.4 61
Section 1.10 Proof of Theorem 1.5 and 1.6 71
Section 1.11 Preliminaries to proof of Theorem 1.1 and 1.2 73
Section 1.12 Proof of Thm 1.2, 1.12.1, Lemma LA, LB, Le, 1.D, LE 75
Section 1.13 Proof of Theorem 1.1 80
Section 1.14 Proofs of Theorem 1.8, 1.9 and 1.10 81

Used notation 83
References 83

PRELIMINARY RESULTS AND NOTATIONS

1.1 Cylindrical Wiener process

A classical stochastic process U in a separable Banach space X is a mapping from
[0, T) x n to X such that the restrictions Ut : n - X are measurable for all t :s; T.
On the other hand, sometimes it is convenient to generalize this notion to a larger
class of objects - the cylindrical processes. From the probabilistic point of view they
are two-parameter real processes (u (t, x*) : t :s; T, x* E X*) where the first variable
corresponds to the time while the second to the elements of the topological dual space
X*. Moreover we want the linearity in the x* variable. The motivation for this object
is the following. Suppose that we are given a classical process (u(t) : t :s; T) in X.
Then u(t, x*) = (x*, u(t)) is a cylindric process - it represents the decomposition of a
classical process into coordinates. The greatest advantage of the cylindrical processes
is that we can define a cylindrical Wiener process of a non-nuclear covariance operator
and a stochastic integral with respect to it.

Definition 1.1.1. Let (n, F, P) be a probability space and (M(x*) : x* E X*) a fam­
ily of real processes on [0, T) such that P [Mt(ax* + y*) = aMt(x*) + Mt(y*)) = 1 for
every t E [0, T], a E R, x* E X*, y* E X*. Then M is called a cylindric process.

Definition 1.1.2. We say that a cylindrical process M = (M(x*) : x* E X*) on [0, T]
is representable provided there exists a stochastic process u in X defined on [0, T] such
that P [(x*, Ut) = Mt(x*)] = 1 for aIl t :s; T and x* E X*. Then we say that u is a
representation of M and, obviously, u is unique up to modification.

Definition 1.1.3. Let (n, F, P) be a probability space with a filtration (Ft) and
0' ~ O. Then a continuous real (Ft)-adapted process W on [0, T] is called a Wiener
process with the covariance 0'2 provided

[> P [Wo = 0] = 1
[> O'(Wt - Ws) is P-independent of Fs whenever a :s; 8 < t :s; T
[> 'carop (Wt - Ws) = N (0, (t - 8)(/2) whenever O:S; 8 < t:S; T.

In case (/2 = 1 we say W is a standard Wiener process.
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Definition 1.1.4. Let U be a separable Hilbert space. A cylindrical process W =
(W(u) : u E U) on [0, T] on (n, F, (Ft) ,P) is called a cylindrical Wiener process
provided that (Wt(u) : t ::; T) is an (Ft)-Wiener process with covariance possibly
depending on u (Def. 1.1.3) for every u E U and there exists a positive constant
c such that EWj(u) ::; c21Iull~, u E U. A covariance opemtor of W is the unique
operator Q E L(U), Q* = Q, Q 2: 0 such that

EWt(x)Ws(Y) = s (Qx, y)u = (W(x), W(y)) (s)

for every 0 ::; s < t ::; T, x E U, yEU where s f--+ (W(x), W(y)) (s) is the cross­
variation process associated to W (x) W (y ).

Proof of the existence of Q. The mapping (x, y) f--+ EWT(X)WT(y) is a real
bounded symmetric positive bilinear form on U x U so there exists a bounded symmet­
ric positive operator Q on U satisfying EWT(x)WT(y) = T (Qx, y)u for aU x, yEU:

EWt(x)Ws(Y) = EE[Wt(x)/Fs]Ws(Y) = EWs(x)Ws(Y) =

= ~E (W;(x + y) - W;(x - y)) = 4~E (wj(x + y) - wj(x - y)) =

1
= s (Qx,y)u = 4 ((W(x + Y))s - (W(x - Y))s) = (W(x), W(Y))s'

o

Now we will show that there exists a filtered probability space with a cylindrical
Wiener process with given covariance operator Q:

Claim 1.1.5. Let Q E L(U), Q* = Q, Q 2: O. Then there exists a probability
space (n, F, P) with a complete filtration (Ft) and a cylindrical Wiener process W =
(W(u) : u E U) on [0, T] with the covariance operator Q.

Proof: Choose an orthonormal basis (Uk : k) in U and a probability space
(n, F, P) with a complete filtration (Ft) in F which carries independent standard
real Wiener processes ((3k : k). Then define the real Wiener processes W (u) =
L:k (Ql/2 u , Uk}U (3k for u E U where the sum converges uniformly in t in L 2(n).
The family (W(u) : u E U) is a cylindrical Wiener process on U with the covariance
operator Q. 0

Now we will show what is the connection between the cylindrical Wiener process
and the classical Wiener process. We know that the covariance operator of a Gauss­
ian measure on a separable Hilbert space is necessarily nuclear, consequently every
classical Wiener process is of nuclear covariance. The following theorem says that a
cylindrical Wiener process is representable (Def. 1.1.2) if and only if the covariance
operator is nuclear, and in that case the representation is a classical Wiener process.

Theorem 1.1.6. Let W be a cylindrical Wiener process on [0, T] with a covariance
opemtor Q. Then W has a continuous representation if and only if Q is nuclear. In
that case the representation is a U-valued Wiener process with covariance Q.
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Praof: Let (Uk : k) be an orthonormal basis in U. Then the sum I:k W(Uk)Uk

converges in L2 (D, C ([0, Tl, U)) if and only if I:k IIQ1/2uk 11
2

is convergent due to the
Doob maximal inequality. So there is only to prove that the representation (when Q
is nuclear) is a Wiener process. The fact that the increments are centered Gaussian
follows immediately from the explicit formula I:k W(Uk)Uk and the independence
of the increments from Lévy's characterization theorem applied on the martingale
(W(Uk) : k::; N). 0

1.2 Radonifying mappings and the space Ua

The reason for the following definition is that we will work with Wiener processes of
arbitrary covariance operator and as we will see later the only important informa­
tion (regarding stochastic integration) is in the reproducing kernel space Ua which is
continuously embedded in U.

Definition 1.2.1. Since Q E L(U) is a non-negative operator we may define the
square root Q1/2 E L(U) and Q-1/2 : Rng (Q1/2) __ U defined as the inverse mapping
of the one-to-one restriction Q1/21n : D __ Rng(Q1/2) where D = (Ker Q1/2)..l.. is the
orthogonal complement of Ker Q1/2 in U. We also define the separable Hilbert space
Ua = Rng(Q1/2) çç U with the inner product

( ) /Q-1/2 Q-1/2 )
91,92 °= \ 91, 92 u' 91 E Ua, 92 E Ua·

Now the mapping Q1/2: (D, Il.llu) -+ (Uo, Il.110) is an isometry.

Before we state sorne useful properties where the space Uo intervenes we shall recall
the definition of a radonifyin9 operator. We know that the class of Hilbert-Schmidt
operators is the state space for processes which we integrate with respect to a Wiener
process in the Hilbertian case. If we want to pass to Banach spaces the class of
radonifying operators appears. The following theorem is a synthesis of results due to
Itô, Nisio, Fernique, Hoffmann-J0rgensen and Kwapien.

Theorem 1.2.2. Let ("ln : n E N) be a sequence of real independent identically
distributed centered Gaussian random variables, (x n : n E N) a sequence in a separable

Banach space Y. Let 0 < P < 00 and denote Sk = I:~=1 "lnXn, kEN. Then the
following statements are equivalent:

c> The sequence (Sk : kEN) converges in LP.
c> The sequence (Sk : kEN) converges in norm almost surely.
c> There exists a Borel probability measure v on Y such that 'cam ((x*, Sk)) -­

'catul/ (x*) weakly in the space of measures for every x* E Y*.
In the third case, the measure v is the distribution of the limit.

If, moreover, Y does not contain any subspace linearly homeomorphic to Co (e.g. a
refiexive space) then the above conditions are also equivalent to the following condition:

c> The sequence (Sk : kEN) is bounded in LP.

For the proof see Chapter V in [ChTV]. 0
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Definition 1.2.3. Let U be a separable Hilbert space and (çn) a sequence of inde­
pendent standard Gaussian random variables defined on a probability space D. An
operator A E L(U, X) is called radonifying provided that the series Ln ÇnAun con­
verges in L2 (D, X) for sorne orthonormal basis (un) in U. We denote L2 (U, X) the
space of radonifying operators and IIAIIL(u,x) = E IILn çnAunll~. We also write
IIAII L2 (U,X) = 00 for A rt L 2 (U, X).

It seems that the definition of L2 (U, X) and IIAII L 2(U,X) depends on the choice ofthe
orthonormal basis (Un) and (Çn) but in fact, it does not. Once Ln ÇnAun converges
in L2 (O, X) it converges for an choices of orthonormal bases in U and for aIl choices
of independent standard Gaussian random variables due to Theorem 1.2.2 because we
already know that the probability distribution ~atu (Ln çnAun) is the Borel centered
Gaussian measure on X with covariance AA* E L(X*, X) hence - independent of (un)
and (çn) and IIAIIL(u,x) = Ix IIxl1 2 dN(O, AA*). Another consequence of Theorem
1.2.2 is that A E L 2 (U, X) if and only if N(O, AA*) exists as a Borel measure on X.
For further details see [ChTV].

The following Proposition is a handy tool for verification whether a composition of
two operators is a radonifying operator provided either of them is. Indeed, we see that
L 2 is an operator ideal. Moreover one can easily show, using Pietsch's factorisation,
that every p-summing operator is already radonifying (e.g. [LP]). Proposition 1.2.4 is
due ta W. Linde & A. Pietsch but our proof is based on Kahane's contraction principle.
We note that L 2 (U, X) is an operator ideal even if X contains Co (e.g. [Ba]).

Proposition 1.2.4. Suppose that X does not contain any subspace linearly homeo­
morphic to Co and let A E L (U, X). Then the following conditions are equivalent.

(1) A E L 2(U, X).
(2) There exists K E [0,(0) such that if (7]n : n E N) is a sequence of real standard

Gaussian random variables then

(*) E ~ 'lkAhk 2 S; K 2 sup {~ (h, hk )2 : 11h11 S; 1}

for every hl, ... ,hn in U.

In either case IIAIIL2(U,X) is the minimal K such that (*) holds.

Proof: (2) implies (1) by Theorem 1.2.2. Suppose that (1) holds. Take arbitrary
vectors hl, ... , hn in U and an arbitrary orthonormal set el, ... , en in U which contains
hl, ... , hn in its linear span. The left hand side is now of the form

n n 2

E L L 7]kikl Ael
k=ll=l

2n

where fkl = (hk, el) is an n x n-matrix. We can decompose (Jkl) into a matrix product
BnxnDnxnCnxn where Band C are unitary and D is diagonal. If we set ç = B*7],
e = C*ç, Yi = L~=l CilAel then the left hand side equals

n 2 n 2

E LdiiÇiYi :::;max{d~i:i<n}E LÇiYi =11(Jkl)11
2

E I::elAel
i=l i=l l=l
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by the contraction principle (e.g. VA, Proposition 4.1, [ChTV]) because ç and ()

are N (O,In)-distributed. But II(Jkl)1I 2
= sup {L~l (h, hi )2 : 11h11::; 1}. If we took

hi = 0 for m < i ::; n we would have

2 :SE tOlAel 2 sup {~(h,hk)2: 11h11 SI},
consequently

E ~ 1]kAhk 2 SIIAIIL(U,x) sup {~(h, hk)2 : 11h11 SI}
as n tends to 00. 0

Now we are going to give a series of simple propositions which tend to say that
(L2(U, X), Il II L2(U,X)) is a separable Banach space and in case that X is a Hilbert
space it coincides isometrically with the Hilbert-Schmidt operators. Moreover the
point (5) in the following Proposition is the key to verify whether an L2 (U, X)-valued
mapping is Borel measurable or not.

Proposition 1.2.5. Suppose that A E L(U, X) is radonifying. Then

(1) II A IIL(u,x)::; IIAII L2(U'x).
(2) L2(U, X) is a linear space and Il II L2(U,X) is a norm.
(3) U 0 x E L2(U, X) for aIl U E U, x EX, lIu 0 xIIL2(U,X) = Iluilu Ilxllx and the

finite-dimensional operators are dense in L2 (U, X), consequently L2 (U, X) is
separable.

(4) 1IIIL 2(U,X) is complete.
(5) the Borel Œ-algebra on the separable Banach space L2 (U, X) is generated by

the mappings L2(U,X) ~ X: A 1---+ Au, U EU.
(6) L2(U, X) is a strongly measurable subset of L(U, X).

Praof: 1. The measure J1, = .earo (Ln çnAun) is Gaussian and centered on X
and J1,{x: (x*,x) E B} = N(O, IIA*x*llb)(B) for every x* E X*, B E JB(lR). Thus
IIA*x*llu::; IIAII L2(U,X) for every Ilx*11 ::; 1.

2. and 3. are obvious.

4. If (Am) is IIII L 2(U,x)-Cauchy then it converges to A E L(U, X) in the uniform
operator topology due to (1) and Ln ÇnAun coincides with the limit of Ln ÇnAmun
in L2 (O, X) due to Theorem 1.2.2.

5. The mapping A 1---+ Au is continuous for every U E U by (1) thus Borel mea­
surable. On the other hand, if we denote Œ the Œ-algebra generated by the map­
pings A 1---+ Au, U E U and we fix B E L2(U, X) then the real mapping A 1---+

E III:kÇk(Auk - BUk)ll~ is Œ-measurable. Hence every ball in L2(U,X) belongs to Œ
which makes the end of the proof because L2 (U, X) is separable.

6. L 2(U,X) = n~=l U~=l n:=n {A E L(U,X): E IIL7=nçj AUjI12 ::; t} due to

the completeness of L2 (O; X). 0

Now we are ready to return to Definitions 1.2.1 and 1.2.3 and state a few simple
observations which take the space Ua into account.
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Note 1.2.6. Let A : Ua ~ X be a linear mapping and B E L(U, X). Then

(1) IIAIIL(ua,x) = IIAQ1/21IL(U,X)

(2) IIAIIL2(Ua,X) = IIAQ1/21IL2(U,X)

(3) IIA*x* Il ua = Il (AQ1/2)* x* Ilu for every x* E X* provided A E L(Ua, X).

(4) Blua E L2(Ua,X) and IIBIIL2(Ua,X) :::; IIBIIL(U,X)VTrQ provided Q E L(U) is
nuclear.
-u

(5) Ua = D.

Praof: (1), (2) and (3) are direct consequences of the definitions and of the fact
that Q1/2 is an isometric isomorphism between D and Ua.

(4) Since Q1/2 is Hilbert-Schmidt the series Lk ÇkQ1/2un converges in L 2(D., U).
Hence Lk Çk B Q1/2un converges in L 2(n, X) and the estimation follows immediately.

(5) U~ = Rng(Q1/2)U = Rng(Q1/2)* U = (Ker Q1/2)-L = D. 0

1.3 Stochastic integral

One of the reasons for including the construction of the stochastic integral was its
straightforward Itô style - we have dropped the necessity of auxiliary spaces and
embeddings (e.g. [DZ], [B], [BI], [B2] or [BG)) which, later on, made aIl manipulations
more transparent. None the less, we have arrived to the habituaI stochastic integral
whose properties we summarize at the end.

Let us consider a filtered probability space (n, F, (Ft), P, W) with a Q-(Ft )-Wiener
process on U and X a 2-smooth Banach space (Def. 1.3.1).

Step 1.

Since W is not necessarily a process in U we can not define the X-valued random
variable A(Wt ) for every A E L(U, X) but we can do so for A finite dimensional (i.e.
Au = L~=l (u, Uk) Xk for sorne Uk E U, Xk E X) in the following way:

n

AWt = L Wt(Uk)Xk.
k=l

We can easily see that (X*, AWt) = Wt(A*x*) hence the definition of AWt is indepen­
dent of the expansion of A and the definition of AWt coincides with the composition
A(Wt ) provided W is a U-valued process (i.e. in the case when the covariance Q is
nuclear).

Step 2. (elementary integml)

Now we are going to integrate simple finite dimensional valued processes. Let 'l/J be a
process with values in L(U, X) such that 'l/J(t) = L;:l Aijlpij for t i < t :::; ti+1' i :::; n
for sorne partition 0 = t1 < ... < tn+1 = T, (Pi j : j :::; m) an Fti-decomposition of 0,

and A ij , i :::; n, j :::; m finite dimensional operators in L(U, X). Then the process

t n m

t ~J'l/JdW = LL(AijWtAti+l - AijWtAt.)Ipij
a t=lJ=l



1.3 STOCHASTIC INTEGRAL

is a norm continuous L2-martingale in X and

1 1 .1 III 1

43

This definition is c1assical and one can define J: 'lj; dW, 0 :S s :S t in the same spirit as
weIl.

Before we proceed to Step 3 we recall some properties and examples of 2-smooth
Banach spaces.

Definition 1.3.1. A Banach space X is called 2-smooth provided there exists an
equivalent norm 1111 and a constant c ~ 2 such that Ilx + yl12+llx-yI12 :S 211x11 2+clly112
for every x EX, Y EX.

We note that there are other equivalent definitions, for instance in terms of asymp­
toticity of the modulus of smoothness of the norm due to P. Assouad, T. Figiel, J.
Hoffmann-J0rgensen, G. Pisier (e.g. [PD or in terms of martingale estimation [A], [Pl.
We chose this definition 1.3.1 because one can easily show by C2-smoothness of Il Il.6,
(3 > 2 that LP(J.L) spaces with arbitrary positive, not necessarily a-finite measures J.L
are 2-smooth for every 2 :S p < 00. Obviously, by the parallelogram, every Hilbert
space is 2-smooth and c10sed subspaces and products of 2-smooth spaces are 2-smooth
henee Sobolev spaees Wk,p are 2-smooth for 2 :S p < 00, k ~ O. Also, if A generates
a holomorphie semigroup on a 2-smooth Banach space then the domains of fractional
powers D (- A)a, a ~ 0 with the graph norm are 2-smooth since they are isometric
isomorphs of X. Another observation reveals that a 2-smooth Banach space X is
uniformly smooth hence X is reflexive.

The following simple observation was made by P. Assouad [A] and it is the key to
the forthcoming construction.

Lemma 1.3.2. Let X be a 2-smooth Banach space. Then there exists a constant C
such that

n

E IIMn l1
2 :S CLE IIMk - Mk_111

2
, 1:S n:S N

k=1

holds for every L2-martingale (Mk,:Fk : k = 0, ... , N), Mo = O.

Praof: Let TJ2 E L2, A a sub-a-algebra and denote TJ1 = E[TJ2IA). Then

by 2-smoothness and

Henee EIITJ211 2 :S EIITJ111 2 + CEIITJ2 - TJIil 2 and the result comes by induction, applied
step by step, on the martingale M. The constant c may change after returning to the
original norm. 0
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Step 3. (Burkholder inequality)

There exist constants Cp, 0 < P < 00 such that the following estimation holds for
every'l/J of the form we have considered in Step 2:

(1.3.2)

The proof for p different from 2 will be postponed until (1.5.1). The left hand side

of (1.3.2) is majorated by 4EIII;'l/JdwI12 due to Doob's inequality and this can be

further majorated by 4C L~=l E IIIt:~l 'l/J dwI1
2

by Lemma 1.3.2. To finish the proof
we will refer to the following Lemma.

Lemma 1.3.3. Let p > O. Then there exists Cp > 0 such that

n

E ~ (Ai(Wt ) - Ai(Ws)) IFi
i=l

p n

= (t - s)~ ~ EIFi JIlxllP dN(O, AiQA:) ::;
t=l x

n

::; ep(t - s)~ ~EIFiIIAiQ1/211~2(u,x)
i=l

for every Ai E L(U, X), i ::; n finite dimensional, s < t and (Fi : i ::; n) an Fs­
decomposition of n.

Praof: Since (Fi: i ::; n) is a decomposition of n we can exchange the order
of the SUffi and the norm in the left hand side term. More over AWt - AWs is
stochastically independent of F s so we only have to show that E IIAWt - AWsllP =
(t - s)~ Ix IlxilP dN(O, AQA*) for A E L(U, X) finite dimensional. But this is obvious
since the distribution of AWt - AWs is Gaussian centered on X with covariance
(t - s)AQA*. The second inequality follows from the fact that, for every p, q positive,

1 1

there exists a positive constant a such that (Ix IIxllP dv) Ti ::; a (Ix Ilxll q dv) q for every
Gaussian centered probability measure v on X which is a consequence of the Fernique
theorem (e.g. [Ba]). 0

Step 4. (stochastic L2 -integral)

Having the Burkholder inequality for p = 2 we can define the norm continuous X­
valued L2-martingale t 1---+ I; 'l/J dW for a progressively measurable L 2 (Ua, X)-valued

random process 'l/J satisfying E I: Il'l/J(s)IILCUo,x) ds < 00 as a limit of integrals of
simple processes with values in finite dimensional operators of L(U, X) in the space
L 2 (D; C ([0, T]; X)) as we have done in Step 2. We recall Note 1.2.6 (2) in view of

the right hand side of (1.3.2) where Il'l/JQ1/211~2(U'x) = Il'l/JIILCUo,x) appears. The

values of 'l/J outside of Ua = Rng Q1/2 are not important in this estimation thus we
consider the more "appropriate" space L 2 (Ua, X). The only thing we must show now
is existence of simple processes 'l/Jn of the form we have considered in Step 2 which
satisfy limn-+oo E I: Il'l/Jn(s) - 'l/J(s)II~2(Uo,X) ds = O. To do it we are going to use the
following simple but useful Lemma:
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Lemma 1.3.4. Let Y be a separable Banach space and Yo its countable dense
subset. Then there exist a sequence of simple mappings Fn : y' ---t Yo such that
IIFn(y) - ylly \. 0 for every y E Y. In particular we can take Y = L2(UO, X) and Yo
sorne dense countable subset of finite dimensional operators in L(U, X).

Praof: Enumerate {Z1' Z2""} the dense set Yo and define

tn(y) = min{i:::; n: Ily - zill = min{lly - zjll : j:::; n}}.

The functions Fn(y) = Ztn(y), y E Y, nE N have c1early this property. Regarding the
particular case we already know by Proposition 1.2.5 (3) that finite dimensional opera­
tors of L(Uo, X) are dense in L2(UO, X) so we must only show that every h0 0L(Uo,X)X,
ho E Uo, x E X can be approximated by sorne h 0L(U,X) x, hEU, x E X. But
(Qh, ho)uo = (Q1/2h, Q-1/2ho)u = (h, Q1/2Q-1/2ho)u = (h, ho)u by definition of Uo
and selfadjointness of Q1/2. Hence the restriction of h 0 L(U,X) X E L(U, X) to Uo is
h 0L(U,X) xluo = Qh 0L(Uo,X) x E L(Uo, X) and

Ilh 0L(U,X) x - ho 0L(Uo,X) xII L2CUO 'X) =

= IIQh 0L(Uo,X) x - ho 0L(Uo,X) xII L2 (UO,X) =

= jlQh - holl uo Ilxllx = IIQ1/2h - Q-1/2hollu IIxllx

where we used Proposition 1.2.5 (3). Now given ho E Uo we can always find hEU
such that IIQ1/2h - Q-1/2holl u is arbitrarily small because Uo is dense in D and

Q-1/2ho E D by Note 1.2.6 (5). 0

Our process 'l/J is measurable from ([0, T] x D, PT) to L2(UO, X) where PT denotes
the O"-algebra of progressively measurable sets. Hence, by the particular case of Lemma
1.3.4, Fn'l/J are simple progressively measurable processes with values in finite dimen-

sional operators of L(U, X) such that E fo
T

IIFn'l/J(s) - 'l/J(s)lli2(uO,x) ds \. 0 by the
Lebesgue theorem. Since each Fn'l/J is of the form 2:::=1 BklCk where (Ck : k :::; m)
is a PT-decomposition of [0, T] x D and Bk is finite dimensional in L(U, X) we must
show that each ICk can be approximated by simple real processes in L 2 ([0, T] x D)
but this is a well known fact (e.g. [KS]).

Remark 1.3.5. Take a progressively measurable L2(Uo, X)-valued process 'l/J such

that E fo
T

Il'l/J(s)lli2CUO'X) ds < 00. In view of Step 2 and 'l/Jn considered therein the
processes

t 2 t

'1n(t) = / x"J,pn dW) -JIl (,pn(S)Ql/2)' x'll>s
\ 0 0

are real martingales for every n E N and x* E X*. Thus, if

T

}~~ E JIl'l/Jn(s) - 'l/J(s)IILCUo,x) ds = 0
o
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then 'f/n (t) converge to

CHAPTER 1

in L 1(D) for every t ::; T because of Proposition 1.2.5 (1), consequently the process
t ~ J; "'lj;*(s)x*ll~o ds is the quadratic variation process of

due to Note 1.2.6 (3). Analogously one can show that if Y is another 2-smooth Banach
space, cP a progressively measurable L 2 (UO, Y)-valued process such that

T

E JIlcP(s) IIL(Uo,Y) ds < 00

o

then t ~ J; ('lj;*(s)x*,cP*(s)Y*)uo ds is the cross variation process associated to the
real martingales

and t ,.... \ y', 14> dW), x· E X', y' E Y'.

Summary of Step 4. We have constructed a continuous X-valued L2-martingale
t ~ J; 'lj; dW as a limit in L2 (n; C ([0, T]; X)) for a progressively measurable process
'lj; with values in L2(Uo, X) and so the Burkholder inequality (1.3.2) holds with p = 2.
The mapping 'lj; ~ J 'lj; dW is linear by construction.

Step 5. (general case)

Now we will finish the construction of the stochastic integral by extending it to pro­
gressively measurable L2 (Uo, X)-valued processes 'lj; with P-almost an trajectories in
L 2 ([0, T]; L 2(UO, X)) by the classical "localization" procedure. One defines the stop­
ping times

t~ = min {t ST: III"'(S)II~,(UO'X)ds 2 n}

with values in [0, T] and then puts J; 'lj; dW = J; I[o,t;,]'lj; dW on [0, t~]. The process

t ~ J; 'lj; dW is a continuous local martingale in X. Yet, for the sake of correctness,
we must first show:
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Lemma 1.3.6. Let T be a stopping time and 7./J a progressively measurable process

with values in L 2 (UO, X) such that E J: 117./J(s)lli2(U0,X) ds < 00. Then we have

J;I\T 7./JdW = J; I[O,T] (s)7./J(s) dW for every t::; T.

Proof: Suppose that 7./J is a bit more complicated than in Step 2, namely of
the type :L~=1 fkAk where (fk : k ::; n) are bounded real progressively measurable
processes and (Ak : k ::; n) finite dimensional operators from L(U, X). Then, by a
simple convergence argument and the second formula in Step 2, we have

(

t ) n tX"! ,pdW = t;! 9k dW(Akx')

for every t ::; T and x* E X*. Hence the claim holds for 7./J of this type by the properties
of real stochastic integrals. Now it suffices to take an approximating sequence 'l/Jn of
simple processes from Step 2 such that

T

lim EJ Il'l/Jn - 'l/Jlli (U X) ds = 0n-+oo 2 D,

°
and the proof is complete by using the Burkholder inequality (1.5.1) for p = 2. 0

Summary of Step 5. We have extended the stochastic integral to progressively
measurable processes 'I/J with values in L 2 (UO, X) which satisfy

The continuous X -valued process t t-+ J; 'I/J dW is a local martingale and

(1.3.6)

tl\T t

J'l/JdW =JI[O,T] (s)7./J(s) dW

° °
for every stopping time T and time t ::; T. Moreover, if Y is another 2-smooth Banach
space, cP a progressively measurable L2 (UO, Y)-valued process such that

p [lll<P(S)II~,(UO'Y) ds < 00] = 1

then t t-+ J; ('I/J*(s)x*, cP*(s)y*)uo ds is the cross variation process associated to the

real local martingales t t-+ \ x* , J; 'I/J dW) and t t-+ \ y* , J; cP dW), x* E X*, y* E Y*.
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Example 1.3.7. Let 'l/J be a progressively measurable L2 (Uo,X)-valued process with
almost aIl trajectories in L 2 (0, T; L 2(Uo, X)) and hEU. Then

t> cjJ(s, w) = h Q9L(U,R) 1 is a constant process in L 2 (Uo, IR).
t> the restriction of cP to Uo belongs to L(Uo, IR) = Uô thus can be identified with

Qh E Uo.
t> cP* (s, w) = Qh E L(IR, Uo).
t> J; cP(s) dW = J; QhdW = Wt(h).

t> t 1--+ J;(x*,'l/J(s)Qh) ds is the cross variation process of t 1--+ (x*,J;'l/JdW)
and t 1--+ Wt(h), x* E X*.

1.4 A convergence result

Proposition 1.4.1. Let 'l/J, 'l/Jn, n E N be a sequence of L2 (Uo, X)-valued progressively
measurable processes with P-almost aIl trajectories in L 2 ([0, T]; L 2(UO, X))) such that

J[ Il'l/Jn(s) - 'l/J(s)IIL(Uo,X) ds converges to °in probability. Then

in probability as weIl.

The proof is based on the following simple inequality: Denote

t

B(t) = C2 JIl'l/J(s) 11~2(UO'X) ds.
o

Then A and B are continuous processes and

(1.4.1) EA(T) :::; EB(T)

for every stopping time T :::; T. Now the claim follows from Lenglart's inequality (e.g.
1.4.15 and 1.4.17 in [KS]).

Prao!: Define t~ as in Step 5 of the previous section. Then we have EA(T) =

lim E A (T 1\ t~) as A is continuous and nondecreasing and

by (1.5.1) for p = 2 which we may apply as E Jo
T

III[o,Tt\t;'J'l/JII~2(Uo,X) ds < 00. 0
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Remark 1.4.2. Let 'l/J be progressively measurable L2(UO, X)-valued processes with
P-almost aIl trajectories in L2 ([0, T]; L2(tJO, X))). Then, by Step 4 and 5, there exists
a sequence 'l/Jn, n E N of simple proeesses that we have considered in Step 2 such that

foT Il'l/Jn(s) - 'l/J(s)IIL(uo,x) ds converges to a in probability.

1.5 Burkholder inequality

There exist constants Cp, a < p < 00 such that

(1.5.1)

for every progressively measurable L2(UO, X)-valued process 'l/J with trajectories in the
space L2 ([0, T]; L2(UO, X)).

We have aIready proven (1.5.1) in the case p = 2 in Step 3 and 4 of the previous
section. The case a < p < 2 follows from (1.4.1) by e.g. IV, Prop. 4.7 in [RY]
so we are only to prove the case 2 < P < 00. To do so take 'l/J as in Step 2 of
the previous section and define Mi = f;i 'l/J dW, M = max {IIMill : i ~ n + 1}, Si =

1

(Lj::;i Ilft;-l 'l/JdwII
P

) P and Bi = f;i Il'l/J(s)II~2(UO'X) ds, i ~ n + 1. These discrete

processes are adapted to the filtration (Fti : i ~ n + 1) since 'l/J is Fti_1-measurable
on the interval (ti-l, ti]. Thus, taking ..\ > 0, (3 > 1 and 0 < 0 < (3 - 1, we get the
following (Ft.)-stopping times: Tl = min{ti : IIMil1 > ..\(3}, T2 = min{ti : IIMil1 >..\}
and a = min{ti : Si V Bi+l > o..\} where min 0= T. It is easy to see that the set

Al = [M > ..\(3, Sn+l ~ 0..\, Bn+l ~ 0..\]

is a subset of
A2 = [IIMT1/\CT - MT2 /\CTII 2:: ..\((3 - 0 - 1)]

since a = T and IIMT2 11 ~ ST2 +..\ ~ '\0 +,\ on Al, Another look reveals that

T T

JIl'l/J(s)11
2

I[T2/\CT<s::;Tl/\CT] ds = I[M>À] JIl'l/J(s)11
2

I[T2/\CT<s::;Tl/\CT] ds ~
o 0

CT

~ I[M>À] JIl'l/J(s)11 2ds ~ I[M>À]02,\2.
o

Renee, by Chebyshev's inequalityand (1.5.1) with p = 2 we get

P(A l ) ~ P(A2) ~ ..\2((3 _10 _ 1)2 E III[T2/\CT<s::;Tl/\CT]'l/J dwl12 ~
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and integrating both sides with respect to pÀp-1 dÀ over (0,00) we arrive at

Now
p

by Lemma 1.3.3 so we get

(

T ) ~
EMP :': CpE !111/J(S)IIL<uo ,x) ds

due to the fact that the lP(N)-norm is smaller or equal than the norm of l2(N) (2 ::;
P < 00). We obtain (1.5.1) by refining the partition 0 = tl < ... < tn+l. To finish
the proof take 'l/J such that the right hand sicle of (1.5.1) is finite. We are going to
construct a sequence 'l/Jn of simple processes (Step 2 of the previous section) such that

The procedure goes in the same line as in Step 4 of the previous section: We take the
simple processes Fn'l/J having IIFn'l/J - 'l/JII L2 (Uo,X) '\.. 0 on [0, T] x n. Thus

by the Lebesgue theorem. But now we can follow the considerations of Step 4 in view
of the following inequality

T )~ T
E (!IIFn1/J(S) - 1/Jn(s)II~,(Uo,x) ds :': eTE !IIFn1/J(S) - 1/Jn(S)IILcuo,x) ds



1 1 1 1 .11 1 1 IIMIl 1

1.6 FUBINI'S THEOREM 51

namely one approximates the intervening real bounded processes by simple real pro­
cesses in V ([0, T) x n) instead of L 2 ([0, T) x 0). Thus we see that-f ~n dW is Cauchy
in LP (n; C ([0, T); X)) and the limit L is majorated by the right hand side of (1.5.1).
On the other hand, the limit L = J~ dW because J~n dW converges to J~ dW in
C ([0, T); X) in probability by Proposition 1.4.1. 0

1.6 Fubini's theorem

Let (0, F, (Ft) ,P, W) be a probability filtered space with a Q-Wiener process W on
U and let us denote nT = [0, Tl x 0, PT the er-algebra of progressively measurable
subsets of [0, T) x 0 and ds 0 P the product of the Lebesgue measure and P. We will
write shortly L2(nT) for the space L2((OT, ds 0 P); L2(UO, X)).

Proposition 1.6.1. Let (Y, y, J1) be a finite measure space and ~ : OT X Y ---+

L2(UO,X) a PT 0 Y-measurable mapping such that Jy Il'l/J(y)IIU(!1
T

) dJ1 < 00. Then

(1) Jy 'l/J(y) dJ1 is a progressively measurable process in L2(OT)'

(2) Jo
T

'l/J(y) dW has an FT ® Y-measurable version m : 0 X Y ---+ X such that

P [m(y) = Jo
T

'l/J(y) dW] = 1 for J1-almost aIl y E Y.

(3) P [Jy m(y) dJ1 = J;[ (Jy 'l/J(y) dJ1) dW] = 1.

Praof: (1) follows from the following inequality: Let f be a nonnegative PT ® y-
measurable function on nT x Y. Then

(1.6.1)

because (Jy f(a, y) dJ1)2 JyXY f(a, Yl)f(a, Y2) dJ1 0 J1 and we get (1.6.1) by the
Schwarz inequality. Now suppose that m in (2) exists. Then by taking 0 instead of
OT in (1.6.1) we get

(1.6.2)

by the Burkholder inequality (1.5.1). Renee Jy m(y) dJ1 is defined P-almost every­
where. Now take 'l/Jn satisfying the assumption of the proposition such that the se­
quence of the integrals Jy Il'l/Jn(Y) - 'l/J(y)llu(!1T) dJ1 converges to zero. Then there
exists a subsequence (nk : kEN) such that

(a) J;[ 'l/Jnk (y) dW ---+ J;[ 'l/J(y) dW in L2(n; X) for J1-almost an y E Y.

(b) J;[ (Jy 'l/Jn(Y) dJ1) dW ---+ J;[ (Jy 'l/J(y) dJ1) dW in L2(0; X) for J1-a.e. y E Y.

(a) and (b) follow from the Burkholder inequality (1.5.1) as Il'l/Jnk(y) - 'l/J(y)II L 2(!1T) ---+°J1-almost everywhere (case a) and (b) due to (1.6.1). Let us introduce the set V of an
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PT®Y-measurable L 2 (Ua X)-valued processes 'l/J with Jy Il'l/J(y)IIL2(n
T

) df-l < 00 such
that there exists an m satisfying (2) and (3). It is easy to see that 'D is a linear space
and if we found 1pn E 'D such that Jy Il'l/Jn(Y) - 'l/J(y)IIL2(nT) dp, ~ °then we would
finish the proof. Indeed, take the corresponding functions m n . Then the sequence
(mn : n E N) is Cauchy in LI (n x Y; X) due to (1.6.2) (after having applied the
Jensen inequality) and'l/J belongs to 'D due to (a) and (b). Now we will show how to
construct the approximating sequence 'l/Jn. First consider mappings Fn on L 2 (Ua, X) as
in Lemma 1.3.4. The simple functions Fn'l/J take values in finite dimensional operators
of L(U, X). Moreover IIFn'l/J(y) - 'l/J(y)IIL2(nT) "'" °for p,-almost aIl y E Y by the

Lebesgue theorem hence Jy IIFn'l/J(y) - 'l/J(y)IIL2(nT) dp, "'" °and if Fn'l/J E 'D, n E N
then 'l/J E D. Now, to show that Fn'l/J E 'D, we will take advantage of the fact that
each Fn'l/J is bounded in L 2 (Ua,X) and Jy II<Pn(Y) - <p(y)IIL2(nT) df-l ~ °if and only if

JnTXY II<Pn - <p 11L2(Ua,X) ds®dP®dp, ~ °for <Pn uniformly bounded in L 2 (Ua, X). 80

as Fn'l/J is of the form 2:;;'=1 IckBk where (Ck : k ::; m) is a PT ® Y-decomposition of
nT x y and Bk, k ::; m are finite dimensional operators in L(U, X) we conclude that
Fn'l/J E 'D provided IckBk E 'D due to linearity of 'D. Another reduction shows that
this is true if Iclxc2Bk E'D for every Ck E PT, C~ E y as ICk can be approximated

k k

by Ica in L 1 (DT x Y) where CZ is a disjoint union of sets of the type Ck x C~.
k

FinaIly, as IcI is a progressively measurable process, it can be approximated by simple
k

uniformly bounded real processes in LI (nT) so we will finish the proof by showing
that I(s t]xC xc2Bk E'D for s < t, Cs E Fs but this is obvious. D

, • k

Example 1.6.2. Let 9 : [0, T] x n ~ L 2 (Ua,X) such that (x~, g(hk)) : [0, T] x D ~ IR
is progressively measurable for x~ E X*, hk E Ua, n E N, kEN where (x~ : n)
separates points in X and (hk : kEN) is dense or orthonormal in Ua. Then 9 is
progressively measurable by Proposition 1.2.5 (5).

Example 1.6.3. Let (St) be a continuous semigroup of linear operators on X gener­
ated by A, W a Q-Wiener process and 9 : [0, T] x n ~ L 2 (Ua, X) a progressively mea-

surable process such that P [faT IIg(s)II~2(Ua,X) ds < 00] = 1. Denote G(t) = J~ gdW

and C(t) = J~ St-sg(s) dW. Then

(1) Chas an (Ft)-predictable modification such that C(w) E L 2 (0, T; X) P-almost
surely.

(2) P [J~ C(r) dr E D(A)] = 1 and P [A J; C(r) dr = C(t) - G(t)] = 1 for every
t ::; T.

Prao/: To simplify the notation we will extend the operator-valued function S to
negative times by °E L(X).

First suppose that
T

E JIIg(s)II~2(Ua,X) ds < 00.
a

Fix tE [0, T] and define 'l/Jt(s, w, r) = Sr-sg(s, w) for s ::; t, r ::; t. Then, by Proposition
1.6.1, there exists a lB ([0, t]) ® Ft-measurable function mt : [0, t] x n ~ X such that
P [mt(r) = C(r)] = 1 for almost aIl r E [0, t] and mt(w) E L 2 (0, t; X) for aIl w E n.
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Next take À from the resolvent set of A and define 'ljJ(s, w, r) = Sr-sAR>..g(s, w), s ::; t,
r ::; t. Then 'ljJ satisfies the assurnptions of Proposition 1.6.1 with Y = [0, t] and we
have (s, w) f-t Jy 'ljJ dr = St-sR>..g(s, w) - R),g(s, w), P [m(r) = AR>..mt(r)] = 1 for
almost aIl r ::; t because

(*) AR), = ÀR>.. - Ix

is bounded and AR), J~ mt(r) dr = J~ m(r) dr = R),C(t) - R),G(t) P-almost every­

where but Rng R), = D (A) and, due to (*), P [J~ mt(r) dr E D(A)] = 1. Thus

P [A1mr(T) dT ~ A1mt(T) dT = C(t) - G(t)] = 1.

Moreover the process t f-t J~ mT(r) dr is continuous and adapted as

for every t ::; T so

{
A J~ mT(r) dr J~ mT(r) dr E D(A)

tf-t ° J~ mT(r) dr ~ D(A)

is predictable because D(A) is a Borel set in X and A : D(A) --+ X is Borel measurable.
Consequently, C has a predictable modification. The general case follows directly from
(1), (2) by localization of Step 5: Define

t~ = inf {t ST: Illg(S)"~'(U"X) ds 2: n }

and gn(s, w) = g(s, w)I[o,t;,(w)J(s). Then the processes Cn(t) = J; St-sgn(s) dWs,
Gn(t) = J~ 9n dW satisfy (1), (2). The set of (t,w) where Cn is convergent is pre­
dictable and the limit is predictable as weIl. But this limit is a modification of C
because Cn(t) converges P-almost surely for every t ::; T as P[t~ = T] / 1 and
P [Cn(t) = C(t), t~ = T] = 1 for every t ::; T. 0

Example 1.6.4. Let (St) be a continuous semigroup oflinear operators on a separable
refiexive Banach space X generated by A, W a Q-Wiener process, 9 : [0, T] x n --+

L(Uo,X) a progressively measurable process with respect to the strong CJ-algebra

on L(Uo,X). Further suppose that P [J; Ilg(s)II~(Uo,x) ds < 00] = 1 and denote

Gx• (t) = J~ g*x* dW, Cx· (t) = J~ g*(s)S!_sx* dW for x* E X*, t ::; T. Then

(1) Cx. has an (Ft)-predictable modification such that Cx. (w) E L2 (0, T) P­
almost surely for every x* E X*.

(2) Cx· is a continuous process and P [J~ CA • x• (s) ds = Cx· (t) - Gx• (t)] = 1 for

every t ::; T provided x* E D (A*).
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Prao!: ex· is a real adapted process which is continuous in probability by Propo­
sition 1.4.1. Thus (1) is a consequence of Proposition 1.3.2, [DZJ.. Next suppose that .

E J; Ilg(s)II~(Uo,x) ds < 00. Then (2) follows immediately from Proposition 1.6.1 and
the general case can be obtained in the same way as in Example 1.6.3 but this time

with t~ = inf {t :S T : J; IIg(s) 11~(Uo,x) ds ~ n }, gn(s, w) = g(s, w)I[o,t;,(w)] (s). 0

Proof of Theorem 1.12. If we define YI(t) = Stu(O) then AJ;YI(S)ds = YI(t)­
u(O). The process Y2(t) = J; St-sf (s) ds is obviously norm continuous, adapted and,

by classical Fubini's theorem, AJ; Y2(S,W) ds = Y2(t,W) - J; f (s,w) ds for every w

satisfying J; llf (s,w)11 ds < 00. Thus, by Example 1.6.3, the predictable process

Y3(t) = J;St-sg(s) dW satisfies AJ;Y3(s)ds = Y3(t) - J;g(s) dW almost every­
where, (a) implies (b) because u(t) = YI(t)+Y2(t)+Y3(t) almost everywhere and (1), (2)
obviously hold. On the other hand, if (b) holds, define h(t) = YI (t)+Y2(t)+Y3(t)-u(t).
Then h(t) = AJ; h(s)ds almost everywhere for every t :S T. Thus, computing
J; (x*, Sr-th(t)) dt, x* E D (A*) by classical Fubini's theorem, we get J; h(s, w) ds =
ofor every r:S T and almost aIl w. But t t---+ (x*,h(t,w)) is continuous for almost aIl
w for every choice of x* E D (A*) thus h(t, w) = 0 on [0, Tl for almost aIl w because
X is reflexive and D (A*) is norm dense in X *. 0

Proof of Theorem 1.13. (a) implies (b) and (c): In fact, we will prove a little more.
(a) implies that

(1.13.a)

t t

(x*, Ut) = (x*, StUo) +J(x*, St-sfs) ds +Jg; S;_sx* dWs
o 0

for every x* E X* and this equality already implies (b) and (c). Thus we need not
suppose that X is 2-smooth whatsoever - X might be separable reflexive and (1.13.a)
should hold. The process t t---+ (x*, u(t)) has a predictable modification for every
x* E x* by Example 1.6.4 hence u has a predictable modification by Corollary 1.11.2.
Now fix x* E D(A*) and define Y3(t) = J; g;S;_sA*x* dWs' Then, proceeding along
Theorem 1.12, (c) follows from Example 1.6.4. To show (b) define the predictable

processes vn(t) = J; St-sgn(s) dWs, n E N and v(t) = J; St-sg(s) dWs with gn from

Example 1.6.4. Then, by Proposition 1.6.1, P [J; Jo
T

l(x*(t,s),vn(s))1 dsdt < 00] =
1. But P [vn(t)I[t;'=T] = v(t)I[t;'=T]] = 1 for every t :S T and P [t~ = Tl / 1 thus (b)

holds as t t---+ Stu(O) + J; St-sf(s) ds is norm-continuous.

(b) and (c) imply (a): Define h(t) = u(t) - Stu(O) - J; St-sf(s) - J; St-sg(s) dWs'
Then, by the first part of the proof, h can be chosen predictable satisfying (b) and

P [(x*,h(t)) = J; (A*x*,h(s)) ds] = 1 for every t:S T, x* E D(A*). Thus, comput­

ing J; (S;_tx*, h(t)) dt by Fubini's theorem, we get that P [h(t) = 0] = 1 for every
t :ST. 0
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1.7 The Girsanov-Novikov theorem

Proposition 1.7.1. Let (O,F, (Ft) ,P, W) be a filtered probability space with a Q­
Wiener process W on U, 4> a progressively measurable process with values in Ua

satisfying E exp (J: 114>(s)ll~o ds) < 00 and 'l/J a progressively measurable process

with values in L2 (Uo,X) such that P [J: Il'l/J(s)IILcUo,x) ds] = 1. Then

(1) Mt = exp ( - J~ 4>dW - ~ J~ 114>(s)ll;o ds) is a P-martingale on [0, T].
~ t -

(2) Wt(h) = Wt(h) + Jo (4)(s), h)u ds, t ::; T, hEU is a P-Q-Wiener process on

U with P(F) = JF MT dP.
t ~ t t

(3) Jo 'l/JdW = Jo 'l/JdW + Jo 'l/J(s)4>(s)ds almost everywhere for every t::; T.
(4) if (Y, Y) is a measurable space and ç : n --7 Y an Fo-measurable random

variable then ~arop (ç) = ~atup (ç).

Proof: The proof goes along the dassical Girsanov and Novikov theorem (e.g.
[RY]). Rence (1) foIlows from the fact that the quadratic variation process of t 1--1-

J~ 4>dW is t 1--1- J~ 114>(s)ll~o ds due to Remark 1.3.5. Rere we use the isometrical
isomorphism between L 2(UO, JR) and Ua. Using the same arguments as in Remark

1.3.5 we can show that t 1--1- J~ (4)(s), Qh)uo ds is the cross variation process associated

to t 1--1- J~ 4>dW and t ~ Wt(h). But (4)(s), Qh)uo = (4)(s), h)u whence (2). If we take
'l/J = ICs,t]) IFs h 0 x for sorne 0 ::; s < t ::; T, Fs E Fs, hEU, x E X then (3) obviously
holds. Due to linearity, (3) holds for simple 'l/J that we have considered in Step 2 of
the previous section as weIl. If 'l/J is general we can find a sequence ('l/Jn : n E N) of

simple processes of Step 2 such that J: Il'ljJn(s) - 'l/J(s)IILCUo,x) ds --7 0 in probability

(P as weIl as P) by Remark 1.4.2 and the final equality is just the limiting argument
of Proposition 1.4.1. The daim (4) is a consequence of (1). 0

Remark. The measures P, P are a~solutely continuous with respect to each other
so their null sets coincide as weIl as P-convergence and P-convergence, consequently
the integrals in (3) do not depend on P, resp. P due to Proposition 1.4.1.

1.8 Distribution of random integrals and measurable selectors

The goal of this section is to show a sufficient condition on a process u and a Q­
Wiener process W to be a solution. More precisely we are going to prove that if the
distributions of (u, W) and (v, B) coincide on the space of functions and (v, B) is a
solution then so is (u, W).

In the last part we have modified the selection theorem of [KRN] to open set
mappings with the gain of distribution preserving selectors.

Distribution of random Bochner integrals

Lemma 1.8.1. Let (Y, y) be a measurable space, çi a Y-valued random variable and
(fJ(t) : t ::; T) j ::; N real bounded measurable processes on (ni, :F\ pi), i = 1,2
such that

~atupl (f](rl), e:j < N, l ::; m) = ~atup2 (f](rl), e:j ::; N, l ::; m)
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for every partition 0 = ra < ... < rm :s; T in D* for sorne D* ç [0, T] of Lebesgue
measure T. Then

'carop, (l ffCs) ds, e k,j) = 'carop, (l fiCs) ds, e:k,j)

for every partition 0 = ta < ... < tn :s; T.

Proof: First let çi be real bounded, N = 1 and 0 < t :s; T fixed. We are going to

show that the Fourier transforms ofthe IR2-valued random vectors (J~ fi(S) ds, çi) do

not depend on i thus they must coincide. Define gi(S) = yCI (afi(s) + %çi), a E IR,
b E IR:

by Fubini's theorem.

Now the general case can be proven by repeated application of the previous case: Fix
a partition 0 = ta < ... < tn :s; T, J:s; N, K :s; n and suppose that

'carop, (1 fi, (s) ds, fiCr,), e:k:S K,j, :S J, j :S N,l :S m)

are equal for i = 1,2 for every choice of 0 = ra < ... < rm :s; T in D*. Set 7]i =
(J~k fjl(s)ds,fJ(rl),çI: k:s; K,jl:S; J,j:S; N,l:S; m), i = 1,2 and fix a measurable

set A in the state space of r{ Then ~atupl (Jj~ (rn,I[TJ1EAJ : l :s; M) coincides with
~atup2 (fla (rl),I[TJ2EAJ : l :s; M) for every partition 0 = rô < ... < rM :s; Tin D* and

ja :s; N hence ~atupl (J~ fJo(s) ds,I[TJ1EAJ) = ~atup2 (J~ flo(s) ds,I[TJ2EAJ) for every
t :s; T, ja :s; N and A by the first part of the proof which is, indeed, the induction
step. 0

Corollary 1.8.2. Suppose that (ji(t) : t :s; T) is a [0, oo]-valued measurable process
on (ni, :F\ Pi), i = 1,2 such that ~atupl (F(rl) : l :s; m) = ~atup2 (f2(rl) : l < m)

for every partition 0 = ra < ... < rm :s; T in D*. Then pl [J: fl(S) ds < 00] =

p2 [Ja
T

f2 (s) ds < 00].
Proof: The bounded measurable processes t f-+ f~(t) = max {fi(t), n} satisfy the

assumption of Lemma 1.8.1. Thus pl [Ja
T f~(s) ds :s; D.] = p2 [J: f~(s) ds :s; D.] for

every D. E IR and we have pl [JaT fI (s) ds :s; D.] = p2 [JoT f2 (s) ds :s; D.] by Lévy's

theorem. The claim now follows by letting D. tend to infinity. 0
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Theorem 1.8.3. Let (Y, y) be a measurable space, çi a Y -valued random variable
and UJ(t) : t ::; T), j ::; N X -valued measurable pracesses on (ni, ':f\ pi), i = 1,2
satisfying

(1) pl [loT IlfJ(s)11 ds < 00] = p2 [loT IlfJ(s)11 ds < 00] = 1 for every j ::; N.

(2) ~atupl UJ(rl), e :j ::; N, l ::; m) = ~arop2 UJ(rl), e :j ::; N, l ::; m) for ev­
ery partition 0 = ra < ... < rm ::; T in D* for some D* ç [0, T] of Lebesgue
measure T.

Then

.curop, (l fJ(s) ds, e :k,j) = .curop, (l jJ(s) ds, e :k, j)
for every partition 0 = ta < ... < t n ::; T.

Prao!: First suppose that X = IR and define the real functions

hm(r) = sgn (r)max{lrl ,m},

Then, by Lemma 1.8.1, the measures

mEN.

.curop' (1 h". (fj(s)) ds, e:k :S n, j :S N )

are equal for i = 1,2 for every mEN and the claim follows by letting m tend to infinity
by Lebesgue's theorem. To prove the general case choose a sequence (xi: l E N) in
X* which separates points of X. Then, by an application of the previous case, we get
the equality of the measures

.curop, (1 (xUj(s)) ds, e:k :S n, 1:S L, j :S N )

for i = 1,2 for every L E N. But this is already equivalent to the conclusion of the
theorem as (xi: l EN) generates the Borel CT-algebra on X. 0

Remark 1.8.4. Notice that the probabilities appearing in condition (1) are, under
assumptions of the theorem, always equal by Corollary 1.8.2. Moreover, by obvious
modification of the proof, the theorem holds true even if sorne of fn,s were [0,00]­
valued.

Distribution of stochastic integrals

Lemma 1.8.5. Let (Y, Y) be a measurable space, çi a Y-valued random variable,
B~, m ::; M real (FD-Wiener processes and (g;(t) : t ::; T), j ::; N (FD-progressively
measurable bounded processes on (ni,F\ (':fD ,Pi), i = 1,2 such that

~atupl (gJ(rl)' B~(rl),e:j, l, m) = ~arop2 (g;(rl), B:n(rl), e:j, l, m)
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for every partition °= ra < ... < rm ~ T in D* for sorne D* ç [0, T] of Lebesgue
measure T. Then

.caroP' (1 yj dB;",f! : k, j, m) = .caroP' (1 yJ dB;", ç' : k, j, m)

for every partition °= ta < ... < tn ~ T.

Prao!: First suppose that all processes gj are, in addition, continuous and D* =
[0, T]. Then

.caroP' (1 yjL dB;", ç' : k, j, m) = .caroP' (1 yJL dB;", ç' : k, j, m)

for approximations gJL(t) = 2:f=1 gj(rl-1)I(rl_l,rz] (t) with a subdivision °= ra <
... < rL = T of (tk : k ~ n). The daim now follows by letting the subdivisions' norm
tend to zero. In the general case consider the continuous uniformly bounded processes

yjL(t) = L J yj(s) ds = L (J gj(s) ds - maXji.
O

}gj(s) dS) .

max{t-±,a} a a

Wehave~aropl (gJL(rl),B~(rL),e: j,l,m) = ~atop2 (gJL(rl),B~(rl),ç2: j,l,m) for
every partition °= ra < ... < rm ~ T by Lemma 1.8.1. In fact, we should consider
partitions in D* but the intervening processes are continuous and D* is dense in [0, T].
Thus, by the previous case,

.caroP' (1 yjL dB;", ç' : k, j, m) = .caroP' (1 yJLdB;", ç' : k, j, m)

and the general daim follows by letting L tend to °as a sequence because gjL ---t gj
dt ® pi-almost everywhere on [0, T] x n1 . 0

Theorem 1.8.6. Let (Y, Y) be a measurable space, çi a Y -valued random variable,
W i a Q- Wiener process on U and (gj (t) : t ~ T), j ~ N L2(Ua, X)-valued (FD­
progressively measurable processes on (ni,.f"i, (FD ,pi), i = 1,2 satisfying

(1)

pl [/llyj(s)II~,(uo.x) ds < 00] = p2 [1 M(s)II~,(Uo.X) ds < 00] = 1

for every j ~ N.
(2)

~aropl (gJ(rl)' W;l (h k ), e :j, l, k) = ~aro p2 (gJ(rl)' W~ (hk), e :j, l, k)

for every hk EU, k ~ K and every partition °= ra < ... < rm ~ T in D* for
some D* ç [0, T] of Lebesgue measure T.
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Then

'carop, (lgJdW"Ç': k,j) ='carop' (lgJdW2,Ç': k,j)

for every partition 0 = ta < ... < t n :S T.

Proof: We will start by taking the simple approximation Fn : L 2 (Ua, X) ~
L(U, X), n E N with values in finite dimensional operators of L(U, X) as in Lemma
1.3.4 such that IIFnA - A11L2(UO,X) \.. 0 for every A E L 2(Ua, X). Thus each Fn is of
the form 2::=1 IckBk where (Ck : k :S m) is a measurable decomposition of L2 (Ua, X)
and Bk E L(U, X) are finite dimensional. If we put 9}n = Fn9}, we will have

(*)

T

nl~~J 119;(s) - 9;n(s)II~2(UO'X) ds = 0
a

pi-almost everywhere, i = 1,2. Moreover

for every hk EU, k :S K and every partition 0 = ra < ... < rm :S T in D*. 80, if we
showed that the measures

(**)

are equal for i = 1,2 for every mEN, L E N and sorne sequence (xi: l E N) which
separates points of X (hence generates the Borel O"-algebra of X) we would prove the
claim of the theorem using (*) and Proposition 1.4.1 because (**) implies

But each 9}n is of the form 2:~1 I[g} Eck]Bk and, recalling the proof of Lemma 1.3.6,

we have \ x*, J; 9}n dWi ) = 2::=1 J; I[g}ECkJ dWi(Bkx*). Thus (**) follows from
Lemma 1.8.5. 0

Remark 1.8.7. Notice that the probabilities appearing in condition (1) are, under
assumptions of the theorem, always equal by Corollary 1.8.2. Moreover, ta verify the
condition (2), one should take advantage of Proposition 1.2.5 (5).
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1,2 be filtered probability spaces,
G a nonempty open set in 1R, D* a
i = 1,2 measurable mappings. Let

Distribution of measurable seleetors

Proposition 1.8.8. Let (ni, .1\ (FD ,Pi), i
X a Polish space, (Y, Y) a measurable space,
nonempty subset of [0, T] and ~i : ni ---+ Y,
Hi : [0, T] x ni x X ---+ IR, i = 1,2 satisfy:

(1) the mapping [O,T] x ni ---+ IR: (t,w) f-+ Hi (t,w,y) is (F;)-progressively mea­
surable for every y E X, i = 1,2.

(2) the mapping X ---+ IR: y f-+ Hi (t,w,y) is continuous for every (t,w) E [O,T] x
ni, i = 1,2.

(3) 'catupi (HI(tj, Yk), e : j, k) = 'catup2 (H2(tj, Yk), e :j, k) for every finite sub­
set {ta, ... , tn } of D* and for every YI, ... ,Ym in X.

(4) the set {y: Hi(t,w, y) E C} is nonempty for every (t,w) E [0, T] x ni, i = 1,2.

Then there exist (FD-progressively measurable X-valued processes Si such that

for every ta, ... ,tn in D* and Hi (t, W, Si (t, w)) belongs to C.

Proof: Suppose that d < 1 is a complete metric on X and choose rI, r2,'" a
countable dense subset of X. Define Ci (t, w) = {y : Hi (t, w, y) E G} and construct a
sequence of (FD-progressively measurable X-valued processes s~ in such a way that

(a) d(S~_I(t,W),s~(t,w)) < 2-n +1 for every n > °and (t,w) E [O,T] x ni, i = 1,2.

(b) d(s~(t,W),Gi(t,W)) < 2-n for every n 2: 0 and (t,w) E [O,T] x ni, i = 1,2.

(c) 'campi (s~(tj),HI(tj,Yk),e :j,k) = ,eatup2 (s~(tj),H2(tj,Yk),e :j,k) for ev­
ery ta,··., t m in D*, YI,"" YM in X and n 2: O.

First set sb (t, w) identically equal to ra and then, proceeding by induction, assuming
that (a), (b) and (c) hold for sorne S~_l' i = 1,2, n 2: 1, we define the sets A~ =
{(t,w): d(rj,S~_I(t,W))< 2-n +l

} n {(t,w): d(rj,Gi(t,w)) < 2-n
}, j 2: 0, i = 1,2

which are (FD-progressively measurable because

00

{(t, w) : d (r j ,Gi(t, w)) < 2-n} = U{(t, w) : Hi (t, w, rl) E G , d (rj , rl) < 2-n}.
l=l

Moreover U;a A~ = [0, T] x ni, i = 1,2 by the assumption (b). Thus defining s~ = rj
on A~ \ Ul<j At for j 2: °and i = 1,2 we complete the induction step and now it
suffices to take Si as the limit of s~. 0
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1.9 Proofs of Theorem 1.3 and 1.4

61

Proof of Theorem 1.3

We will start with the following Lemma:

Lemma 1.9.1. Under the assumptions of Theorem 1.3 let (nI, FI, (Fl) ,Pl, W l
, u l )

be another solution of (1.0.1) such that ..carop (u) = ..caropl (u l ). Further suppose that
ç : n -+ Y, e :nI -t Y are sorne random variables where (Y, y) is sorne measurable
space. Let also Xi, resp. xL i :::; n be (Ft), resp. (Fl) progressively measurable
processes in Xi such that

(1) p [faT IIg* (s,u(s))xi(s)llto ds < 00] = 1 for every i:::; n.

(2) ..carop (u(tj),Xi(Sj),Ç: i,j) = ..caropl (ul(tj),x}(Sj),e : i,j) for every finite
sequence ta, ... , tm and Sa, ... , Sm in D* where D* is a subset of [0, T] of
Lebesgue measure T.

Then

'camp (U(t j ), ç,1g' (s, u(s» Xi(S) dW, : i,j)

= 'camp, (u1 (t j ), ç',1g' (s, u' (s») x~(s) dW; : i,j)
for every a= to < ... < tm :::; T.

Remark. Observe that (2) in Lemma 1.9.1 is equivalent with

for every to, ... , tm in [0, T] and So, ... ,Sm in D* by the assumption (1.0.3). Indeed,
(1.0.3) implies existence of a continuous modification of t ~ (x*, Ut) for every x* E
D(A*) (Theorem 1.13) and D(A*) separates points in Xl, consequently it generates
the Borel o--algebra in X ! So given a= ta < ... , tm :::; T we find sorne tj E D* such
that tj -+ tj and extend the equality of the intervening laws to to, . .. , tm by the above
mentioned continuity.

Proof: We must realize that (1.0.3) holds for u l as well as

for every i :::; n by Corollary 1.8.2 (having supposed (1) and (2) in Lemma 9.1) hence
we can apply Theorem 1.13 (together with the remark included in the proof) to obtain

t t

Jg* (s, us) R~y* dWs = (y*, R>.ut) - (y*, R>.uo) - J(y*, AR>.us + R>.f (s, us)) ds
a a
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for every y* E Xi where R>.. = (À - A)-l for sorne À in the resolvent set of the
generator A of (St) in Xl' Similarly, we get analogous equation for u l . Now sup­
pose that aIl Xi, x}, i :S n are bounded, norm continuous and D* = [0, T]. Fix a
partition (tj : j) of [0, T] and define XiLm(t) = Lf=~l FmXi(rl)I(Tl,Tl+l) (t), X}Lm (t) =

Lf=~l Fmx}(rl)I(Tl ,Tl+l) (t) for sorne subdivision 0 = ro < ... < rL = T of (tj : j)
where Fm are the simple approximations of identity from Lemma 1.3.4 applied on the
separable space Xi. Then the claim of the Theorem is true for RÀXiLm and RÀx}Lm
by Theorem 1.8.3 because

t

Jg* (s, us) R*XiLm dWs =

o

L-I t

= L (FmXi(rl), RUt/\Tl+l - RUt/\rll - J(XiLm, ARus + Rf (s, us)) ds
1=0 0

and analogously for x}Lm' If we pass to the limit with m tending to infinity we get

the claim for xidt) = Lf=~l xi(rl)I(Tz,Tz+l)(t) and X}L(t) = Lf=~l x}(rl)I(Tl,Tl+l)(t) by
Proposition 1.4.1. Apparently we let the subdivision's norm tend to zero as L tends
to infinity and the claim of Lemma holds for RÀXi, RÀx} by another application of
Proposition 1.4.1. In the second step we will suppose that Xi, X} are bounded and D*
has Lebesgue measure T. Consider

YiL(t) = L j Xi(S) ds = L (1 Xi(S) ds - m~7t'o}Xi(S) dS)

max{t-i,O} 0 0

and analogously ylL where the integral is taken in the Banach space Xi. We know
that ~atup (u(tj)'YiL(t j ): i,j) = ~atupl (ul(tj),ylL(tj): i,j) for every 0 = to < ... <
tm :S T by Theorem 1.8.3 thus, referring to the first part of the proof we conclude
that the claim of Lemma holds true for RÀYiL, RÀyIL' consequently it holds for RÀXi,
RÀx} by Proposition 1.4.1 as YiL, resp yIL converge in norm to Xi, resp. X} dt 0 P,
resp. dt 0 pl-almost everywhere (e.g. [DU]). On the other hand, ÀRÀx* ---t x* for
every x* E Xi as À tends to infinity because Xl is refiexive (consequently A * is a
generator of a Co-semigroup on Xi) so the claim of Lemma holds for Xi, X} as weIl by
letting). tend to infinity by the uniform boundedness of Xi and x}. FinaIly, to coyer
the general case, cut the processes into Xim = xJ[lI x ill::Sm) and x}m = x}IlIlx;II::Sm)'

The claim of Lemma holds for Xim, x}m by the previous part of the proof and

TJIlg* (s,U(S))Xi - g* (s,u(s))ximll~o ds =

o
T

=JI[lixill>m) IIg* (s, u(s)) xill~o ds P-a.e.) O.

o
Since the same reasoning holds in the analogous case the proof is completed. 0
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Lemma 1.9.2. Under the assurnptions of Theorern 1.3 let (nI, FI, (Fl) ,pl, W l , u l )
be another solution of (1.0.1) such that 'camp (u) = 'campl (ul ). F\rrther suppose that
ç : n ~ Y, çI : nI ~ Y are sorne randorn variables where (Y, y) is sorne rneasurable
space such that 'camp (u(tj),ç: j) = 'campI (ul(tj),çI : j) for every °= ta < ... <
tm ~ Tin D* where D* is a subset of [0, T] of Lebesgue rneasure T. Let p(t, x) E L(Ua)
denote the orthogonal projection in Ua onto the closed subspace (Ker g(t, x))J... Then
p: [0, T] x X ~ L(Ua) is strongly rneasurable and

= 'cUlOp, (U1(t j ), e1p (s, u' (s)) hi dW; : i, j)
for every 0= ta < ... < tm ~ T and hl, ... , hn in Ua·

Proof: We will begin with the strong rneasurability of p. Fix h E Ua and let
aa, al, a2, ... be a dense subset in Ua with aa = O. In this way we can define

8€(t, x) = inf {ilh - ailluo : IIg(t, x)aillxl < E, i = 0, 1, ... } =

= inf {Ilh - all uo : IIg(t, x)allxl < é}

for (t, x) E [0, T] x X and q€,m(t, x) = ai, (t, x) E [0, Tl x X where i is the least index
in {D, 1, ... } such that Ilh - ailluo < 8€(t, x) + ~ and IIg(t, x)aillxl < 15. Both 8€(t, x)
and q€,m(t, x) are obviously rneasurable. But

by the parallelograrn. So q€,m converges to sorne rneasurable q€ in Ua and we have
Ilh - q€(t, x)ll uo = 8€(t, x) and IIg(t, x)(q€(t, x))lIx

I
~ 15 for every (t, x) E [0, Tl x X.

Now let °< El < 152 and, using the parallelograrn rule once again, we get

But Et-7 8€(t, x) is nonincreasing on (0, (0) and bounded by

8(t, x) = inf {Ilh - all uo : IIg(t, x)all xl = o}

for every (t, x) E [0, T] x X so q€ converges to sorne rneasurable q : [0, Tl x X ~ Ua as
Etends to zero and we have Ilh-q(t,x)lluo ~ 8(t,x) and IIg(t, x)(q(t, x))llxI = °for
every (t,x) E [O,T] x X, consequently Ilh-q(t,x)lluo = 8(t,x). Hence q(t,x) is the
orthogonal projection of h onto Ker g(t, x), therefore (t, x) t-7 p(t, x)h = h - q(t, x) is
measurable.
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Now we can proceed to show the second assertion. Realize that Rng g* (t, x) is dense
in (Ker g(t, x))l- = Rngp(t, x) for every (t, x) E [0, T] x X so define

n

H(t, w, xi,···, x~) = L Ilg* (t, u(t, w)) x: - p (t, u(t, w)) hill uo
i=l

on [0, T] x n x (Xit and

n

H 1(t, w, xi, . .. ,x~) = L Ilg* (t, u 1 (t, w)) x: - p (t, u1 (t, w)) hill uo
i=l

on [0, T] x nI x (Xit for the fixed hl, . .. , hn in Ua. Now we can apply Proposition
1.8.8 to get progressively measurable processes Xim, x;m' i ~ n in Xi such that

C> ~attJp (u(tj),Ç,Xim(Sj): j,i) = ~a\tlpl (u1 (tj),çI,x;m(Sj): j,i) for every par­
tition to, ... , tN in D* and every sa, ... , SN in D*.

C> 2:~1 Ilg* (t, u(t, w)) Xim - P (t, u(t, w)) hi Il Uo ~ ~ everywhere on [0, T] x n.
C> 2:~=lllg* (t,u 1 (t,w)) x;m - P (t,u 1 (t,w)) hill uo ~ ~ everywhereon [0,T]xn 1

.

for every mEN. But now we are exactly in the situation of Lemma 1.9.1 and the
daim of Lemma 1.9.2 is proven as we let m tend to infinity by Proposition 1.4.1. 0

Proof of Theorem 1.3. First we remark that the set of one-to-one operators from
L(Uo,Xd is strongly measurable. Indeed, both Ua and Xl are separable refiexive
hence a linear bounded operator B E L(Uo, Xd is one-to-one if and only if the range
of its adjoint operator B* is norm dense in Ua, i.e. inf {IIB*xk - hj Il : kEN} = a
for every j E N where (xk : k), resp. (hj : j) are norm dense countable subsets of
Xi, resp. Ua· As a consequence we get that if (nI, FI, (Fl) ,Pl, Wl, u1

) is another
solution of (1.0.1) such that ~atup (u) = ~a\tlpl (u1

) then

dt@p1 {(s,w): 9 (s,u 1 (s,w)) is not one-to-one in L(UO'X1 )} = O.

As a coroIlary of Lemma 1.9.2 we get that, given hEU, p(s,u(s,w))Qh = Qh for
dt@P-almost aIl (s, w) E [0, T] xn as weIl as p (s, u1 (s, w)) Qh = Qh for dt@p1-almost
aIl (s,w) E [0, T] x nI thus

for every tE [0, T] by Example 1.3.7 and analogous equality holds for (u 1 , W 1 ). Rence
Lemma 1.9.2 yields the proof of Theorem 1.3. 0
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Proof of Theorem 1.4

We will start with an auxiliary lemma referring once again to the notation of the
section 1.11:

Lemma 1.9.3. Let (St) be a Co-semigroup of linear bounded operators on L(X1 )

with Xl refiexive and suppose that the equation (1.0.1) with J-t = 6xo is unique in
law among the solutions satisfying (1.0.3) and (1.0.4), for sorne Xo E X fixed. Let
StXO E X for every t E (0, T]. Then the cr-algebra cr(Ut : t ::; T) is independent of Ço
for every solution (0, ç, (Qt), P, u, W) of (1.0.1), (1.0.3), (1.0.4) starting from Xo EX.

Proof: In compliance with the notation of the section 1.11 (preceding the proof of
Theorem 1.1 and 1.2) we fix an orthonormal basis (h'k : kEN) in U and write Wdec
for the continuous }RN-valued process (W(h'k) : kEN). We also fix sorne sequence
(x'k E Xi : kEN) in D(A*) which separates points in Xl (consequently in X)
denoting e : X ~ }RN the continuous embedding x t--t ((x'k, x) : kEN) and the
extended (Borel measurable) inverse e-1 : }RN ~ X where e-1 (y) = a for y ~ Rng(e)
(see Lemma 1.11.1). The remark included in the proof of Theorem 1.13 ensures a
continuous modification of the}RN x }RN-valued process t t--t (eUt, Wdec(t)) hence there
exists a mapping (kernel) k : 0 X lB(~ x ~) ~ [0,1] such that

(a) 0 ~ [0,1] : w t--t k(w, V) is ço-measurable for every V E lB(~ x ~).

(b) lB(~ x ~) ~ [0,1] : V t--t k(w, V) is a probability measure for every w E O.
(c) IGokw(V) dP = IGoIv(eu, W dec ) dP for every Go E Ço and V E lB(~ x ~).

To simplify the notation we will write

The existence of k is guaranteed by e.g. Corollary 3.3 in [Ed] as C ([0, Tl, }RN) is a
Polish space. The equality (c) can be now rewritten as

(*) Jk (w, [(-71'1,11'2) E V]) dP(w) = JIv (eu, Wdec) dP.

Go Go

The space ~ x ~ endowed with the filtration (lBt (8) lBt)tE[O,Tj in JB (8) JB is a filtered
measurable space and 11'1, 11'2 are adapted continuous }RN-valued processes. Firstly we
will show that

where

on v;th
out of V~

hEU,t::;T

Vh = { (t, 91, 9') E [0, T] x <t x <t :~ (hi:, h)u 1r~ (t, 9',9') is convergent} =
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defines a cylindrical Q- (lBt 0lBt )-Wiener process on lt x lt under the probability measure
kw for P-almost all w E D. To this end fix N E N, °::; s < t. :S T, A E lBs 0 lBs,
B E lB(IRN ) and denote yN = (7l"r, ... , 7l"~). Then (*) yields that

for P-almost all w. But since lBs 0lBs and lB(IRN) are countably generated we have that
there exists sorne set, say Cl E Qo, such that yN is an IRN -valued kw-(lBt 0lB t )-Wiener
process for every N E N and w E Cl' As a consequence we have that Lk (h'k, h)u 7l"~(t)

is a sum of sign-invariant random variables hence it converges in measure (under kw)
if and only it converges kw-almost surely (for w E Cl)' 80, given hEU, we get that
kw [V~] = 1 for every t ::; T and every w E Cl' Passing to the limit in (*) we get
(**)

Jk (w, [(7l"I, B tl hl,"" BtTnhrn ) E V]) dP(w) = JIv (eu, W tl hl,"" WtTnhrn ) dP.
n n

for every tl,.'" tm in [0, T), hl," ., hm in U and V E lB 0 lB(IRm).

Now fix t E (0, T]. We are going to show that

(aa)

and second that

(cc)

for every w from sorne, say C 2 ç Cl, C 2 E Qo, P(C2 ) = 1. The fact that (aa) and
(cc) hold for P-almost ail w follows immediately from (*) and Proposition 1.9.4. To
show that (bb) holds denote

and
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(ee) kw [7ri E Rng e] = 1(dd)

Choosing CPl(r,y) = Io(r,y) in Proposition 1.9.4 we get that

kw [1 10 (T, ".;) dT = t] = 1,

for P-almost aH w E 0 by (*). We can introduce, as in the remark foHowing Lemma
1.3.4, the simple approximations Fn : L2 (UO, X) ~ L(U, X) such that each Fn takes
only finitely many values - moreover aH of them are finite dimensional operators in
L(U, X), and IIFn(B) - BII L2 (U0,X) \. 0 for every BE L2 (UO, X). Consider an equidis­
tant partition 0 = to < ... < tk = t and define the measurable mappings from Q: to
L2 (UO, X) as in Proposition 1.9.4:

{

mt ltti 'l/J(r, Yr) dr if ~ot Il'l/J(r, Yr) Iii (U X) dr < 00
Zi(Y) = ,-1 . t 2

2
0,

o If Jo Il'l/J(r,Yr)II L2 (U0,X) dr = 00

and

{
0 for 0 ::; t ::; tl

Zt(Y) = .
Zi(Y) for ti < t ::; tH!' '/, = 1, ... , m - 1.

Realize that Z (depending on m) is a predictable process with values in L2 (Uo, X) and
so is (Zt(7r 1

)). Now the composition process t ~ Fn a Zt(Y) is piecewise constant and
takes only finitely many values - aH of them finitedimensional operators in L(U, X).
It is easy to verify that

(3*) Jk (W' [("."j FnZr(".')dBr)EV]) dP=1Iv(eu,j FnZr(eu) dWr )dP
Cl 0 ft 0

for every V E B 0 B(X) as both stochastic integrals are elementary and are defined
exclusively by Borel compositions - (3*) then holds by (**) by straightforward manner.
In deed, the left hand side integral in (3*) is considered only on G I as we know that
P(G1 ) = 1 (so it can be exchanged with 0) and B is a Q-Wiener process under kw
only for W E G I . Now, letting n tend to infinity, we obtain

(4*) J(1 '1'("''' j Zr (".') dBr) dkw ) dP = 1<p(eu,j Zr (eu) dWr) dP
C2 I!: 0 ft 0

for every bounded continuous function cp : Q: x X ~ JR as

t tJFnZr(7r 1 )dBr ~JZr(7r I )dBr
o 0

in measure (under kw) for every W E G2 by (aa) , where J~ Zr(7r I )dBr depends on W

and is defined only for w E G I . In the last step we recall the dependence of Z on m
and let m tend to infinity to get

(5*) Jk (W' [("'" j 1/J(T,,,.;) dBr) E V]) dP = 1Iv (eu, j 1/J(T, eUr )dWr) dP
C 2 0 ft 0
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by the same argumentation as in the previous step. Now we apply (dd) to get

t

= JIv (eu, JSt-rg(T, ur) dWr) dP
n 0

which, together with Proposition 1.9.4, implies (bb). Now we can find a set G3 ç G l ,

G3 E go such that (aa), (bb), (cc) and (ee) hold for every w E G3 and every t E J
where J is sorne countable dense subset of [0, T]. We claim that the process t I-t e-Lrrl
is a solution under kw of (1.0.1), (1.0.3) and (1.0.4) with the initial condition xo. To
this end, choose w E G3 and define

t t

Vt = StXO +JSt-sf(s, e- l7r;) ds + JSt-sg(s, e- l7r;) dBs
o 0

under kw. As we remarked in the proof of Theorem 1.13, the process t I-t Vt is an
X-valued process predictable in Xl with respect to the kw-augmentation of (lBt @ lBt)
in lB @ lB, hence predictable in X (aIl summands belong to X) and t I-t e(vt) has a
continuous modification. But kw [Vt = e- l 7rl] = 1 for every t E J by (aa). This implies
that kw [e(vt) = 7rt] = 1 for every t E J by (ee). In consequence, kw [e(vt) = 7rt] = 1
for every t E [0, T] by continuity of both ev and 7r l. Therefore kw [Vt = e-l7rl J = 1
for every t E [0, T] as v takes values in X whence the claim. In particular,

P[Uti E Bi,i::; n] = kw [e-l7rti E Bi,i::; nJ = kw [7rti E e[Bi],i::; n]

for every w E G3 , tl,"" tn in [0, T] and B l , ... , B n in lB(X) where the first equality
hoIds by uniqueness in law. Given G Ego, G ç G3 we get

P(G)P [Uti E Bi, i ::; n] = Jkw [7rti E e[Bi], i ::; n] dP = P [G n [Uti E Bi, i ::; n]]
G

by (*) so the independence of 17(Ut : a ::; t ::; T) on go has just been shown. 0

Proposition 1.9.4. Let !{Jl : [0, T] X }RN --+ [0,00] and !{J2 : [0, T] X }RN --+ y be
measurable functions where Y is sorne separable Banach space. Then, for sorne a ::;
a < b ::; T, the mappings

b

<!: --+ [0,00] : y I-t J!{Jl (T, Yr) dT
a

are Borel measurable.
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Proof of Theorem 1.4. Denote q : [0, T] x X -t L(Uo), q(t, x) the orthogonal
projection in Uo onto the closed subspace Ker g(t, x). Then q is stronglymeasurable by
Lemma 1.9.2. Next consider a solution (D, F, (Ft), P, W, u) of (1.0.1), (1.0.3), (1.0.4)
starting from Xo and extend the stochastic base (by product extension of probability
spaces) so that there exist Q-(Ft )-Wiener processes Band C in such a way that B,
C and (u, W) are independent. Further denote

t t

wt(h) = Jp(s,us)QhdWs +Jq(s,us)QhdBs
o 0

and
t t

vt(h) = Jp(s, us)Qh dCs + Jq(s, us)Qh dWs
o 0

for hEU. Then

t

(w(h l ), w(h2))t = (v(h l ), v(h2))t = J(P(s, us)Qhl ,p(s, us)Qh2)uo+
o

+ (q(s, us)QhI, q(s, us)Qh2)u ds = t (QhI, Qh2)u = t / QI/2hl , QI/2h2)00\ u

by independence of W, Band C. Thus w and v are Q-(Ft)-Wiener processes. More­
over (w(h l ), v(h2))t = J; (p(s, us)Qhl ,q(s, us)Qh2)uo ds = a which, by Lévy's theo­
rem, implies that

(> at - as is independent of F s
(> ai - a; is independent of at - a;

for every a ::; s < t ::; T where a = (al, a2), al = (w(h l ), ... ,w(hm)) and a2 =
(v(h l ), ... , v(hn)) with hl,"" hm, hl,"" hn belonging to U. This means that the
a-algebra a(wt(h) - ws(h)) is independent of Os = Fs V a(vr(h) - vs(h) : r ~ s, h E

U) = F s Va(vr(h) : r ~ 0, hEU). Rence w is a Q-(Ot)-Wiener process. Now, if 'l/J
is a (Ft)-simple process (as we have considered in Step 1 of the construction of the
stochastic integral) then one verifies

(a)

(b)

t t tJ'l/Js dws = J'l/Jsp(s, us) dWs +J'l/Jsq(s, us) dBs
o 0 0

t t tJ'l/Js dvs = J'l/Jsp(s, us) dCs +J'l/Jsq(s, us) dWs
o 0 0

directly by definition. The density argument yields that the above equalities hold for

every (Ft)-progressively measurable process 'l/J satisfying P [1; Il'l/Js 11~2(UO'X)] = 1 by
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the construction of the stochastic integral and by the ideal property of L2 (UO, X) as
shown in Proposition 1.2.4, particularly

and analogously with q(s, us). In consequence, taking 1/;s = St-sg(s, us), we get

t t t

JSt-sg(s, us) dws = JSt-sg(s, us)p(s, us) dWs = JSt-sg(s, us) dWs
000

by (a), and since the stochastic integral J; St-sg(s, us) dws is the same taken under
the filtration (:Ft) or (gt) we conclude that (D,:F, (Yt), P, w, u) is a solution of (1.0.1),
(1.0.3) and (1.0.4) starting from Xa hence u is independent of go by Lemma 1.9.3. In
particular, O"(Ut : 0 ~ t ~ T) is independent of o"(vt(h) : t 2: 0, hEU) and this is the
crucial point of the proof. Indeed, consider another solution (D1 , :FI, (:Fl ), pl, U1 , Wl)
of (1.0.1), (1.0.3) and (1.0.4) such that J;arop (u) = J;aropl (u l ) on the extended space
(as we did in the beginning of this proof) so that it supports two Q-(:Fl)-Wiener
processes BI and Cl in such a way that BI, Cl and (u l , WI) are independent. We
define u l and vI in the same way as we defined u and v to get that O"(ui : 0 ~ t ~ T)
is independent of o"(vl(h) : t 2: 0, hEU). But this implies that J;arop (u, v) =
J;aro pl (ul , VI), consequently

for every 0 = ta < ... < tm ~ T and hl, ... , hn in Uo by Theorem 1.8.6. But
J; q(s, us)hdvs = J; q(s, us)hdWs and J; q(s, u~)hdv; = J; q(s, u~)hdW; by (b)
hence, incorporating this fact to (c) and applying Lemma 1.9.2 we obtain

= .carop, (Uij '1q (5, u:l hi dW:,1P (5, U:) h;dW: : i,j)
for every 0 = to < ... < tm ~ T and hl, ... , hn in Uowhich, in particular, means that

- -. t - -
for every 0 = to < ... < tm ~ T and hl, ... ,hn III U as Jo QhdW = Wt(h) and

J; QhdW I = Wl(h) for every hEU by Example 1.3.7. 0
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1.10 Proofs of Theorem 1.5 and 1.6
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Before we start with details we are going to recall a version of Lévy's theorem:

Proposition 1.10.1. Let us consider a filtered probability space (ni, .1\ (FD ,pi)
with a d-dimensional continuous local (FD-martingale Mi, M~ = 0 defined on [0, T]
and an (Fa)-measurable random variable çi with values in a measurable space (Y, Y),
i = 1,2. Suppose that the cross-variation (d x d)-matrix V3k(t) = ((Mj, Mk\) is

deterministic, independent of i and ~atupl (e) = ~atu p2 (ç2). Then

~atupl (MJ(tk), e :j ::; d, k ::; n) = ~atup2 (MJ(tk), e:j ::; d, k ::; n)

for every partition 0 = ta < ... < tn = T.

Praof: The classical Lévy characterization theorem implies that (J (Mf - M~) is
pi-independent of F~ for every 0 ::; s < t ::; T, i = 1,2 and ~atupi (Mf - MD
N (0, ~ - Vs). In particular we have equality of the marginal measures

~atupl (MJ(tk) : j, k) = ~atup2 (MJ(tk) : j, k)

and pi-independence implies

o
Proof of Theorem 1.5. Let (ni, Fi, (FD ,pi, W i,ui) be a filtered probability space
with a Q-Wiener process W i and u i , i = 1,2 a progressively measurable process satis­
fying (1.0.6), (1.0.7). It will be convenient in the sequel to extend the operator valued
function S to nonpositive times by 0 E L(Xl, X) to obtain a strongly measurable
family of operators in L(X1 , X) on the realline. So, if we define the stopping times

rk = T Amin {t S; T: III! (s,ui(s))II~o ds 2: k}' i = 1,2

then Mi(t) = exp ( - J;/\T~ f (s, ui(s)) dWi - ! J;/\T~ Iif (s, ui(s)) II~o ds), i = 1,2

is a pi-martingale by Proposition 1.7.1. Following Proposition (1.7.1) further on
we define a new measure pi (F) = JF M~ dpi on Fi and a family of nonrandom
strongly measurable L(Ua, X)-valued processes 'l/Jt(s) = St-sg(s), t ::; T such that
'l/Jt(s) E L2 (Ua, X) for almost aIl s ::; T. Indeed, L2 (Ua,X) is a strongly measurable
subset of L(Ua, X) by Proposition 1.2.5 (6) so we can define the stochastic integral
of 'l/Jt in the nonambiguous way as J4Jt dW with whichever L2 (Ua,X)-valued progres­
sively measurable process 4Jt which coincides with 'l/Jt dt Q9 P-almost everywhere. Then

Wti(h) = Wti(h) + J; (f (s, ui(s)) ,h)u I[a,T~](s)ds, t::; T, hEU is a Q-(FD-Wiener

process on U with respect to pi and

(1.10.1)

r T rJ'l/Jt dWi =J'l/Jt dWi + J'l/Jt(s)f (s, ui(s)) I[a,T~] (s) ds
a a a
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almost everywhere for every r ::; T and t ::; T by Proposition 1.7.1. Now the mu­

tuaI cross variation processes of the reallocal (Fi, pi)-martingales Wi(hl ), W i(h2),

\ xi, J'l/Jt dWi ) and \ x2' J'l/Jt dWi ) are nonrandom and independent of i for every

choiee of hl E U, h2 E U, xi EX, x2 EX by Summary of Step 5 and Example 1.3.7
hence the probability measures

are equal for i = 1,2 by Proposition 1.10.1 for every partition 0 = ta < ... tN ::; T,
xi, ... ,xj in X* and hl"", hM in U, consequently the measures

(1.10.2)

coincide for i = 1,2 since ul(O), u2(0) have the same law. The process

Zi(t) = { StUi(O) + J; 'l/Jt dWi, 0 < t ::; T
ut(O), t = 0

has a predictable modification ui(t) - J; St-sg(s)f (s, ui(s)) I(T~,T](s) ds for i = 1,2
by (1.10.1) and, due to (1.10.2), we get

~attJpl (zl(tn), WLhm : n,m) = ~atup2 (z2(tn), Wt:,hm : n,m)

for every partition 0 = ta < ... tN ::; T and hl,".' hM in U. Denote the aux­
iliary process ei(t) = J; Iif (s, zi(S)) II~o ds, t ::; T, i = 1,2. Then, by Remark

1.8.4, ~atupl (zl(tn), WLhm,el(tn): n,m) = ~atup2 (z2(tn), Wt:,hm,e2(tn): n,m)

and ~attJpl (zl(tn), WLhm,Tf: n,m) = ~attJp2 (z2(tn), Wlnhm,T~: n,m) sinee the

process zi coincides with ui dtQ9pi-almost everywhere on [0, Tf] by definition of zi thus

[Tf::;~] = [inf {max {ei(q) - k,O}: q E Qn [O,~]} = 0] modulo a pi-negligible set
for every 0 ::; ~ < T which is already sufficient for the equality of the measures
above. Now, as we have observed, Zi(t) = f (t, Zi(t)) I[o,T~l (t) = f (t, ui(t)) I[a,T~] (t)

dt 0 pi-almost everywhere on [0, T] x ni so the measures

are equal for i = 1,2 for every partition 0 = ta < ... < tN ::; T and hl,'··' hM in U
by Theorem 1.8.3, consequently

~atupl (zl(tn), WLhm,ZI(tn): n,m) = ~atup2 (Z2(tn), Wt2nhm,Z2(tn): n,m)
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sinee Wt
ih = Wt

ih- \ f; li (s) ds, h)u for every t ~ T and hEU by the definition of W i.

Finaily'catupi (zi(tn ), Wtinhm, foT li dWi, foT Illi(S)II~o ds: n, m) are equal for i = 1,2

byTheorem 1.8.3 and 1.8.6 and as Mi(T) = exp (- f: lidWi -! f: Illi(S)II~o ds) we

get that 'catu pi (zi(tn ), WL hm, Mi(T) : n, m) are equal for i = 1,2. But this irnplies

'catupI (zl(tn ), Wl:,hm :n,m) = 'catop2 (z2(tn ), W?nhm: n,m) by the definition of
the measure pi. Now, realizing that zi(t) = z1(t) ---+ ui(t) pi-almost everywhere, the
daim foilows by letting k tend to infinity. 0

Proof of Theorem 1.6. Fix t E (0, Tl, set So = 0 E L(XI, X) and define the
proeesses 771(s) = St-si (s,ui(s)), B~(s) = St-sg (s,ui(s)), s:S t, i = 1,2. Then 771 is
rneasurable with values in X and B~ is (F;)-progressively rneasurable with values in
L(Uo, X) such that 77~ E L2(Uo, X) ds 0 pi-almost everywhere. Sinee L2(UO, X) is a
strongly measurable subset of L(Uo, X) by Proposition 1.2.5 (6) we define the (F;)­
progressively measurable L2 (UO, X)-valued process 77~ = B~I[B~EL2(Uo,X)]' i = 1,2,

having preserved pi [77~(S) = St-sg(s, ui(s))] = l, i = 1,2 for almost ail s ~ T. Renee
the measures 'catopi (ui(t),ui(0),771(rl),77~(rl),W;zhk: l,k) are equal for i = 1,2 for
every hl,"" hm in U and every partition 0 = ro < ... < rL :S T in sorne set
D* ç [0, T] of Lebesgue measure T. Thus, by Coroilary 1.8.2, we see that (1.0.2) holds

for u2. Moreover we condude that 'catupI (ul(t),StUI(O),f;77i(S)ds,f;77~dWI)

'catop2 (u2(t), StU2(0), f; 77r(s) ds, f; 77~ dW2) by Theorem 1.8.3 and 1.8.6 so

1 = p' [u'(t) = S,u'(O) +1S,_,j (s, u'(s)) ds +1S,-,9 (s, u'(s)) dW']

o

1.11 Preliminaries to proofs of Theorem 1.1 and 1.2

Before we proceed to the proofs of Theorern 1.1 and Theorem 1.2 we will rnake a
simple but important observation on a bi-Borel ernbedding of a separable refiexive
Banach space into IRN (Lemma 1.11.1). More precisely, we will want to re-establish
the results of Yamada and Watanabe for mild solutions (1.0.1) in 2-smooth Banach
spaces. The proof in the finite dimensional case relies on the disintegration of the joint
solution measure on the Polish state spaee of continuous functions which is associated
to the trajectories of the solutions. But, unlike to the finite dimensional case, we do
not know in general whether the solutions are norm continuous. So it is not possible
to consider C ([0, T]; X) as the state space for the trajectories although we need sorne
Polish space for the disintegration theory whatsoever. On the other hand we know
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that, in many cases (e.g. Theorem 1.13), there exists a sequence (x~ : n E N) in X*
which separates points of X such that t I-t (x~, u(t)) is a continuous process. So one
way out is to consider the solutions with the above, sort of weak continuity property,
and C ([0, T]; ]RN) as the state space for the natural coordinate decomposition of the
trajectory. We are also going to use the following notation:

[> <r = c ([0, T], ]RN), lB = lB (C ([0, T], ]RN)).
[> 1rt : C ([0, T], ]RN) --+ ]RN : f I-t f(t), t :::; T.
[> <Pt : C ([0, T], ]RN) --+ C ([0, T], ]RN) : <Pt(f)(s) = f(t As), t:::; T.
[> cPt : C ([0, T], ]RN) --+ C ([0, T], ]RN) : cPt(f)(s) = f ((t + s) AT) - f(t), t:::; T.
[> lBt = lB (C ([0, T], ]RN)) = O"(1rs : S :::; t), t :::; T.

One can easily verify that the Borel O"-algebra lB (C ([0, T], ]RN)) coincides with O"(1rs :

S :::; T) so the mappings <Pt : (<r, lBt ) --+ (<r, lB), <Pt : (<r, lB) --+ (<r, lB) are measurable and
lBt (C ([0, T], ]RN)) = 0"(<Pt), t :::; T. Next we denote

[> 0* = X x <r x <r x <r
[> F* = lB(X) ® lB ® lB ® lB
[> Ft = lB(X) ® lBt ® lBt ® lBt

and if v is a measure on (0*, F*) we will write Fr = Ft v 0" {N E F* : v(n) = a} for
the v-augmentation of Ft in F*. We fix an orthonormal basis (h'k : kEN) in U
throughout this section and if W is a Q-Wiener process on U then we denote

[> t I-t Wdec(t) = (Wt(h'k) : kEN) the continuous process in]RN and
[> W = ~ato (Wdec) its distribution on (<r, lB) which depends only on Q.

Finally let j.1, be a probability Borel measure on X then we denote

[> gr0W = lB(X) ®lBt V 0" {N E lB(X) ® lB : J1 ® W(N) = a} the augmentation of
lB(X) ® lB t in lB(X) ® lB with respect to J1 ® W

and, to shorten the notation, we will write

[> x : n* --+ X : (a, b, Cl, c2 ) I-t a.
[> w : n* --+ <r : (a, b, Cl, c2 ) I-t b.
[> yi : n* --+ <r : (a, b, Cl, c2 ) I-t Ci, i = 1, 2.

A decomposition result is discussed next:

Lemma 1.11.1. Let X be a separable refiexive Banach space (e.g. 2-smooth) and
(x~ : nE N) a sequence in X* which separates points of X. Then the image Rng e of
the one-to-one mapping e : X --+ ]RN : x I-t ((x~, x) : n E N) is a Borel subset in ]RN
and the extended inverse e- l : ]RN --+ X, e-l(y) = a for y ~ Rnge is Borel measurable.

Proof: The system S = {B ç X : e [B] is Borel measurable in ]RN} contains
closed balls and X as these are weakly O"-compact and e is continuous with respect to
the weak topology in X. Rence S is a O"-algebra whence the daim. 0

Corollary 1.11.2. Let (Y, y) be a measurable space, (Oi, Fi, (FD ,Pi, çi, fJi), i =

1,2 two filtered probability spaces where e is a (Fn-predictable X-valued process,
e = (ç~ : n E N) a family of real (Fl)-predictable processes and fJi, i = 1,2 sorne
Y-valued random variables. Suppose that
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for every partition 0 = ta < ... < tN ::; T, every xi, ... ,xM' MEN and N E N where
(x~ : n E N) is sorne sequence in X* which separates points of X. Then there exists a
predictable X -valued process ç on (n2 , F 2, (Fl) ,p2) such that

for every partition 0 = ta < ... < tN ::; T and t t-7 (x~,ç(t)) is a modification of
t t-7 ç~(t), nE N.

Proof: Consider the mapping e associated to (x~ : n E N) and define ç = e-1 (e).
Then ç is a predictable process in X because e is predictable in }RN and e- 1 is
measurable. Moreover

for every t ::; T and the equality of the laws follows from the fact that (x~ : n E N)
generates the Borel O"-algebra on X. 0

1.12 Proof of Theorem 1.2

In fact, we are going to prove a more general statement. Theorem 1.2 is its immediate
consequence.

Theorem 1.12.1. Let j.L be a Borel probability measure on X, (D, F, P, W, u) a so­
lution of (1.0.1) satisfying (1.0.2) and let (x~ : n E N) be a sequence in X* which
separates points of X such that the processes t t-7 (x~, u(t)) have continuous adapted
modifications. Then there exists a probability measure P* on (D*,F*), a Q-(Fr")­

Wiener process w* and (Fr") -predictable X -valued processes Zl, Z2 such that

(n* F* (:;::p.) P* W* Zi), , t , , ,

satisfies (J.O.l), (1.0.2) and the processes t t-7 (x~, Zi(t)) have continuous adapted
modifications, i = 1,2. Moreover

(1) p* [Zl(O) = Z2(O)] = 1.

(2) ~al1Jp" (Zl, W*) = ~atup. (Z2, W*) = ~al1Jp (u, W).
(3) ifwe knew that P* [Zl(t) = Z2(t)] = 1 fort from some dense subset of [O,T]

then there would exist a mapping R : X x ([ -+ ([ measurable in the following
way

t ::; T

such that, whenever (nI, FI, (Fl) , pl, W1, uô) is a filtered probability space
with a Q-(Fl)- Wiener process W 1 and an FJ-measurable random variable
Uô with distribution ~al1Jpl (uô) = j.L, defining the predictable process u 1(t) =
e- l7ftÎi(uô, WJec) , thefamily (D1,F1, (Fl), pl, W1,u 1) is a strong solution of
(J. 0.1) satisfying (J. 0.2) with the initial condition Uô and ~al1Jpl (u1,W1) =
~al1Jp (u, W).
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(1.12.3)

We will start the proof of Theorem 1.12.1 by recalling one of the versions of the
dassical theorem on disintegration of measures. See Corollary 3.3 in [Ed] for the proof.

Proposition 1.12.2. Let Z be a Polish space, (H, Ji) a measurable space and q a
probability measure on Ji 0 lB (Z). Then there exists a kernel q : il x lB (Z) -t [0,1]
such that

(1) the mapping H -t [0,1] : h r--7 q(h, F) is Ji-measurable for every F E lB(Z).
(2) the mapping JBS(Z) -t [0,1] : F r--7 g(h, F) is a probability measure.
(3) q(B x F) = JE q(h, F) dql (h) for every B E Ji, F E lB(Z) where ql (B) =

q(B x Z), B E Ji is the marginal measure of q.

Proof of Theorem 1.12.1. Let e be the mapping associated to (x~ : n E N) by
Lemma 1.11.1. Then the modification of the random vector (u(a), Wdec, eu - eu(a))
takes values in X x Q.: x Q.: by assumption of the theorem. Next consider the measure

..eatup(u(a),Wdec,eu-eu(a)) on lB(X)0lB0lB

and denote qt its restriction to lB(X) 0 JBSt 0 lB, t ::; T. By Proposition 1.12.2, there
exist the corresponding kernels qt : X x Q.: x lB -t [0,1], t ::; T where we take (H, Ji) =
(X x Q.:, (X) 0 lBt), t ::; T and Z = Q.:. The measure P* is then defined by

(1.12.1) P'(B) =xl. CL qix,w) 0 qix,w) (B(X,W»)) dl' 0 W(x, w), BEF'

where B(x,w) = {(yI, y2): (X,w,yl,y2) E B} is the eut-set in (x,w) E X x Q.:, the
solutions Zi are defined as

(1.12.2) Zi(t,x,w,yl,y2) =x+e-1yi(t)

and the Q-Wiener process as
00

W;,w,yl,y2 (h) = L (h, hi.)u Wk, hEU
k=l

where the sum is taken in L 2 ((0,*, F*P*), e[a, Tl) and W = (Wk : kEN) E Q.:.

Proof of the first part of Theorem 1.12.1 (in sequence of lemmas)

Lemma LA. Let t::; T. Then cy (<Pt (Wdec )) is P-independent of Ft. In particular

(1) cy (u(a), 'Pt(Wdec), 'Pt (eu - eu(a))) is P-independent of cy (<Pt (Wdec))'
(2) lBt is W-independent of cy (<Pt) on (Q.:, lB).
(3) ..eatup (u(a), Wdec) = J-L 0 W.
(4) J-L 0 W is the qi-marginal of qt, t::; T from Proposition 1.12.2.

Proof: The process B = (W (hi), ... , W (h'N)) is an N-dimensional (Ft)-Wiener pro­

cess with covariance ((Ql/2h;,Ql/2hi)u)ij so, by Lévy's characterization theorem,

the cy-algebra cy (B(r) - B(t) : r E [t, Tl) is P-independent of Ft for every NE N hence
so is cy (Wdec(r) - Wdec(t) : r E [t, Tl). The daim (1) holds because

cy (u(a), 'Pt (Wdec), <Pt (eu - eu(a))) ç Ft,

(2) because JBSt = CY ('Pt) and (3) and (4) are obvious. 0
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Lemma l.B. Let t ::; T, A E lB, F E Fr· and B = X X cP-;1 [A] x 1[ x 1[. Then
P*(B n F) = P*(B)P*(F).

Proo/: First we are going to prove that

(1.B.l)

for every Ft E lEt. To do so fix G I E BX and define

1) = {G E lE: J qt (x,w,Ft ) dp,0 W(x,w) = qT (G I X Gx Ft)}.

GlxG

It is easy to see that 1) is a Dynkin class and if we showed that it contains aIl sets of
the type <p-;I[G2] n cP-;I[G3 ] for aIl G2 E lE, G3 E lE we would know that 1) is aIl of lB.
Thus J qt (x, w, Ft) dp,0 W(x, w) =

Cl X(cp;:l (G2]n<i>;:1 (G3J)

= !UIG, (x)q' (x, w, Ft) dl'(X)) IG, (\Ot(W)),u~~;_~~~::~le dW(w)

v

Bt-measurable

by Fubini's theorem. But JB t is W-independent of 0"(cPt) by Lemma l.A (2) so

= )3atup (u(ü), Wdec, eu - eu(ü)) (GI x <p-;l [G2] X Ft) )3atup (Wdec) (cP-;1 [G3])

and since Ft = <p-;l [Va] for sorne Va E lE we get

= P [(u(ü), <Pt (Wdec ) , <Pt (eu - eu(ü))) E GI x G2 x Va] P [cPt (Wdec ) E G3]=

= )3atup (u(ü), Wdec, eu - eu(ü)) (GI x (<p-;I[G2] n cP-;I[G3]) x Ft).

FinaIly we infer that Iv qt (x, w, Ft) dJ.L0 W(x, w) = Iv qT (x, w, Ft) dp,0 W(x, w) for
every V E lE(X) 0lE whence (l.B.l).

Now we will turn to the proof of Lemma l.B: Fix UI E lB(X), U2 E lEt, U3 E lEt,
U4 E lBt and define C = UI X U2 X U3 X U4 . Then

p*(CnB) = J lUI (x)lu2(w)lA (cPt(w))qT(x,w,U3)qT(x,w,U4 ) dp,0W(x,w)

Xx<!:
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and, by (1.B.l), we have

= JlUI (x)Iu2 (w)IA (1Jt(w)) qt (x, w, U3) qt (x, w, U4 ) d~ 0 W(x, w).

XxI!:

Using Fubini's theorem we continue

= J(Jlu, (x)q' (x,w, U3 )q' (x,w, U.) d/L(X)) Iu2 (w) ~ dW(w)

I!: V "er(q'>t)-measurable
v

lRt-measurable

but

XxI!:

" v

P*(C)

due to Lemma LA (2). So far we have proven that p*(FnB) = P*(F)P*(B) for every
F E 1ffi(X) 01ffit @1ffit 01ffit = F; but the same is obviously true for every F E Fr*. 0

Lemma l.e. The processes Zi, i = 1,2, defined in (1.12.2), are (Fr*)-predictable,
W* defined in (1.12.3) is a Q-(Fr*)-Wiener process and (1) and (2) in Theorem 1.12.1
hold. Particularly (n*, F*, (Fr*) ,P*, W*, Zi) satisfies (1.0.1), (1.0.2) for i = 1,2 by
Theorem 1.6.

Prao!: First we must realize that, by the definition of the measure P*, we have

(1.12.4) ~atup* (X,w,yi) = ~atlJp (u(O), Wdec, eu - eu(O)).

So ~atlJp* (Wd'ec' ex + yi) = ~atup (Wdec , eu), i = 1,2 and, by Corollary 1.11.2, we
get that

(1.12.5) P* [yi(t) E Rng eJ = 1, t:::; T,

Zi, i = 1, 2 are predictable in X and
(1.12.6)

~atlJp* (Zi(tj), Wt: (hk) : j :::; n, k :::; K) = ~atup (u(tj), Wtj (hk) : j :::; n, k :::; K) ,

i = 1,2 for every partition 0 = ta < ... < t n :::; T and every KEN. Denot­
ing B = (W (hi), ... , W (h'N)) the continuous N-dimensional (Fn-adapted process
we see that ~atup* (Bt - B s ) is the N-dimensional centered Gaussian measure with

covariance ((Ql/2h;,Ql/2h;)U)ij and, by Lemma LB, we have that Œ(Bt - B s ) is

Fr* -independent. Thus we conclude that B is an N-dimensional (Fr*)-Wiener pro­
cess for every N EN, consequently, as

n

L (h, hk)u W*(hk)
k=m

2

C([a,T])

<
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n n

:::; 4T L L (h, htJ u (Ql/2h'k, Ql/2h'l) u (h, hl)u =
k=ml=m

=4T Ql/2 (t (h, h'k)U h'k) 2

k=m U

by the Doob inequality, the series (1.12.3) is convergent and defines a Q- (:Ff· )-Wiener
process while (2) in Theorem 1.12.1 follows from (1.12.6) by the linearity of W* and
by that fact that the linear span of (h'k : k E OC) is dense in U. We also have, by
definition of P*, that P* [yi(O) = 0] = 1, i = 1,2 whence (1) in Theorem 1.12.1.

Proof of the second part of Theorem 1.12.1 (in sequence of lemmas)

Suppose that we know that P* [ZI(t) = Z2(t)] = 1 for t from sorne dense subset of
[0, T]. Then, by the definition of Zi (1.12.2) and by (1.12.5), there is

1 = P* [yI = y2] = P* [X x l!: x D] = J qfx,w) Q9 qfx,w)(D) dp, Q9 W(x, w)
XxI!:

where D = {(yI, y2) E l!: xl!:: yI = y2} is the diagonal of l!: x l!:. So the set M =

{ (x, w) : qfx,w) Q9 qfx,w) (D) = 1} E E(X) Q9 lB is of p, Q9 W-measure 1 and, by FUbini's

theorem, qTx,w) must be a Dirac measure for every (x, w) E M. Denoting k(x, w) E

l!:, (x,w) E M the corresponding mass point we have [k E B] = [qT(B) = 1] =
[qt(B) = 1] modulo a p, Q9 W-zero set for every Ft E lBt by (1.B.l). Rence k, ex-

tended by 0 out of M, is (X x l!:, gr l8lW
) -t (l!:, lBt ) measurable for every t ::; T.

The proof of the second part of Theorem 1.12.1 will now follow from Lemma 1.D and
Lemma LE.

Lemma l.D. Writing t t---t Rt(x, w) = ex + kt(x, w) E RN we have that

(1.D.l) R: (X x l!:, gr l8lW
) -t (l!:, lBt ) is measurable for every t :::; T

(1.D.2) 'carop (eu, Wdec) = 'caroj.LI8lW (R, w) on lB Q9 E

(1.D.3) p, 0 W {(x, w) : 1roR(x, w) = ex} = 1

where w: (X, l!:) -t l!:: (x, w) t---t w.

Praof: (1.D.l) is obviously true so we will show (1.D.2) and (1.D.3):

P*(B) = J6k(x,w) Q9 6k(x,w) (B(x,w)) dp, Q9 W(x, w) =
M

= p, 0 W {(x, w) : (x, w, k(x, w), k(x, w)) E B}

by the definition of P* (1.12.1) for every B E :F*. So (1.D.2) follows from (1.12.4). As
for (1.D.3), observe that 1 = P [1ro (eu - eu(O)) = 0] = P* {(x, W, yI, y2) : yl(O) = O}
so the daim follows from the first part of the proof. D
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Lemma LE. Let j.t be a Borel probability measure on X, (n, F, P, W, u) a solution
of (1.0.1) satisfying (1.0.2) and let (x~ : n E N) be a sequence in X* which sep­
arates points of X such that the processes t I-t (x~, u(t)) have continuous adapted
modifications. Let also R : X x e.: ~ e.: be a function satisfying (1.D.1), (1.D.2) and
(1.D.3) of Lemma 1.D. Then, whenever (nI, FI, (Fl) , WI, uô) is a filtered proba­
bility space with a Q-(Fl)-Wiener process W l and an FJ-measurable random vari­
able uô with distribution j;atupl (uÔ) = j.t, the family (nI, FI, (Fl) , W 1

, ul ), where

ul(t) = e-l7rtR(uÔ, WJeJ is a predictable process, is a strong solution of (1.0.1) sat­
isfying (1.0.2) with the initial condition uô and j;atupl (u1, Wl) = j;atu p (u, W).

Praof: First of all one must realize that j;atupl (uÔ, WJec) = j.t @ W by Lemma
LA so, ifwe denote H t the pl-augmentation of (j (uÔ,7rs WJec: s ~ t) then H t ç Fl,

the mapping (UÔ, WJeJ : (nI, Ht ) ~ (X x e.:, Qt@W) is clearly measurable and u l is

(Ht)-predictable. Moreover

= j;atup.@w (e- l7rtjR,w: j) = j;atup (e-l7rtjeu, Wdec) = j;atup (u(t j ), Wdec ) ,

by the assumption (1.D.2), consequently

for every partition 0 = to < ... < t n ~ T and every KEN. But since (h'k : kEN)
spans densely in U we get the above equality with arbitrary hk 's due to linearity of
W, W l . Hence (u1, Wl) satisfies (1.0.1), (1.0.2). We have that

t ~ T

by (1.D.2) so, using Corollary 1.11.2, we see that j.t 0 W [7rtRE Rnge] = 1 and

= j.t 0 W { (x, w) : e- l 7roR(x, w) = x} = j.t 0 W { (x, w) : 7roR(x, w) = ex} = 1

by (1.D.3). 0

1.13 Proof of Theorem 1.1

The idea is, again, to construct a function R satisfying the assumptions of Lemma LE
but firstly we will recall a fairly known fact on representations of "suitably" measurable
functions. The proof can be found in [DM] 12-1-18.
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Proposition 1.13.1. Let (0, F, v) be a measure space, (Y, y) a measurable space, A
a sub-cr-algebra ofF, Z a Polish space, f : D ~ Y an arbitrary function. Denote cr (f)
the cr-algebra generated by f and ALI = A V {N E F: v (N) = O} the v-augmentation
of A in F.

(1) If 9 : D ~ Z is a cr(f)-measurable mapping then there exists a measurable
mapping h : (Y, y) ~ Z such that 9 = hf.

(2) If 9 : D ~ Z is All-measurable then there exists an A-measurable function h
such that 9 = h v-almost everywhere.

Theorem 1.13.2. Let (D, F, (Ft), P, W, u) be a strong solution of (J.O.l), (1.0.2)
such that x~ E X*, n = 1,2, ... separate points of X and the processes t ~ (x~, u(t)),
n E .N have continuous modifications. Then there exists a function R satisfying
(l.D.l), (J.D.2) and (J.D.3) of Lemma J.D, consequently the conclusions of Lemma
J.E hold.

Praof: Denote H t the P-augmentation of cr (u(O), 7rsWdec : s ::; t). Then the map­
ping eu : (D, Ht ) ~ (Q:, lBt ) is measurable for every t ::; T by assumption. Conse­
quently there exists a measurable mapping R: (X x Q:, IB(X) ® IB) ~ (Q:, IB) as weIl as

mappings rt : (X x Q:,lB(X) ®lBt ) ~]RN such that P [R(u(O), Wdec) = eu] = 1 and

P [rt (u(O), Wdec) = 7rteu] = 1, t ::; T by Proposition 1.13.1. But then

J.L ® W [rt = 7rtR] = P [rt (u(O), Wdec) = 7rtR (u(O), Wdec )] = 1, t::; T

so R: (X x Q:, gt@W) ~ (Q:, IBt ) for every t ::; T by Lemma LA. 0

Actual proof of Theorem 1.1. The strong existence follows immediately from
Lemma LE so suppose that joint uniqueness in law holds for (1.0.1) and that we have
a solution v of (1.0.1) on sorne filtered probability space (0', F', (FD, P', W'). Then

p' [v(t) = e-l7rtR (v(O), W~ec)] = P [u(t) = e-l7rtR (u(O), Wdec )] = 1, t ::; T

by the joint uniqueness in law and Theorem 1.13.2. Hence we see that (1.0.1) is
pathwise unique. 0

1.14 Proofs of Theorem 1.8, 1.9 and 1.10

We use the notation of section 1.11.

Proof of Theorem 1.8. (1) implies (2) and (3) by Theorem 1.2 while (3) implies (1)
by Theorem 1.1. Suppose that (2) holds. Then the assumptions of Theorem 1.12.1 are
satisfied with the original solution (D, F, (Ft), P, W, u) so if (0', F', (FD, P', W', u')
is a solution then so is (O',F', (FD ,P', W',v') where v'(t) = e- l7rtR (u'(O), W~eJ.
Consequently we get

p' [u'(t) = e-l7rtR(u'(O), W~ec)] = p' [v'(t) = e- l7rtR (v'(O), W~ec)]

for every t ::; T as (u', W') and (v', W') have the same law by joint uniqueness in law.
The latter is equall because P' [u'(O) = v'(O)] = 1 and the proof is complete. Whence
pathwise uniqueness for (1.0.1). 0
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Proof of Theorem 1.9. (1) implies (2) by Theorem 1.12.1. Now suppose that
(2) holds. Then (u, W)-pathwise uniqueness holds if and only if (u', W')-pathwise
uniqueness holds so iet (nI, FI, (Fl) ,Pl, wl , u l ) be a solution of (1.0.1) such that
..eatupl (ul, Wl) = ..eatup' (u', W'). Then (nI, FI, (Fl) ,Pl, Wl, v l) is a solution of
the equation (1.0.1) and ..eatupl (v!, Wl) = ..eatupl (ul, Wl) with

by Theorem 1.13.2. Moreover pl [ul(O) = vl(O)] = 1 thus

for every t ~ T, whence (1). 0

Proof of Theorem 1.10. Suppose that (1) holds. Then the assumptions of Theorem
1.12.1 are satisfied with the original solution (n, .1', (Ft) ,P, W, u) so consider another
solution (n', .1", (FD, P', W', v') such that ..eatup (u) = ..eatup' (v'). Then, by Theorem
1.12.1, (0', .1", (FD, P', W', u') is again a solution of (1.0.1) such that ..eatup (u, W) =
..eatuP' (u', W') where

u'(t) = e- l 7rtR(v'(O), W'), t ~ T

is (u'(O), W')p,-adapted. But P' [u'(t) = v'(t)] = 1, t ~ T by u-pathwise uniqueness
as P' [u'(O) = v'(O)] = 1 whence joint u-uniqueness in law for (1.0.1) and (2) and (3)
hold.

If (2) holds then the assumptions of Theorem 1.12.1 are satisfied with the original
solution (0',.1", (FD ,P', W',u') and we will show that it has the claimed properties.
In deed, (0',.1", (FD,P',W',v') is a (u'(O),W')p,-adapted solution where v'(t)
e-l7rtR(u'(O), W'), t ~ T. Moreover, by (u', W')-pathwise uniqueness, P'[u'(t) =
v'(t)] for every t ~ T.

To show that (3) implies (1) consider a solution (nI, FI, (Fl) ,pl, wl, u l ) such
that ..eatup' (u') = ..eatupl (ul ). Then, by Theorem 1.13.2, (!t1,Fl , (J=l) ,pl, Wl, v l)
is also a solution with the distribution ..eatuP' (u') = ..eatu pl (vI) where

t ~ T.

But we know that

for every t ~ T by joint u-uniqueness in law and the fact that pl [ul(O) = vl(O)] = 1.
Whence u-pathwise uniqueness for (1.0.1). D
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U sed notation

Jffi(X) Borel o--algebra on X
X* dual space to X
LP Lebesgue space of ~integrable functions
E [j / A] conditional expectation
o-S o--hull over S
o-(JCt : a E A) o--hull over (JCt : a E A)
'caro !Jo (J) distribution of f with respect to f-L

(M), resp. (M, N) variation, resp. cross-variation process. [RYl, Section IV.1
Ua Definition 1.2.1
N(x, Q) Gaussian probability with mean x and covariance Q
L(U, X) linear bounded operators from U to X
L 2 (U,X) Radonifying operators from U to X, Definition 1.2.3
C ([0, Tl, Z) continuous functions from [0, T] to Z
PT o--algebra of progressively measurable sets
e, e-1 1.11.1
<t , Section 1.11
E, Jffit Section 1.11
1ft •.......................................•....................•...•.Section 1.11
<Pt Section 1.11
cPt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Section 1.11
(D*,:F*, (:Ft)) Section 1.11
:Fr Section 1.11
Wdec Section 1.11
W Section 1.11
gr®w Section 1.11
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Chapter 2

BROWNIAN REPRESENTATIONS OF CYLINDRICAL

LOCAL MARTINGALES, MARTINGALE PROBLEM AND

STRONG MARKOV PROPERTY OF WEAK SOLUTIONS
OF SPDEs IN BANACH SPACES

Abstract: This chapter deals with three issues. First we show a sufficient condition for a cylindri­
cal local martingale to be a stochastic integral with respect to a cylindrical Wiener process. Secondly
we state an infinite dimensional version of the martingale problem of Stroock and Varadhan, and
finally we apply the results to show that a weak existence plus uniqueness in law for deterministic
initial conditions for an abstract stochastic evolution equation in a Banach space implies the Markov
property, and, in case of time homogeneous coefficients, the strong Markov property.

2000 Mathematics Subject Classification. 60H15.

Keywords. Brownian representations, martingale problem, strong Markov property.

2.0 INTRODUCTION

The first part of this chapter is devoted to the study of Brownian representations
of cylindrical local martingales. If W is a (cylindrical) Wiener process and 9 a pro­
gressively measurable integrable process with values in the space of linear bounded
operators then the stochastic integral M = J9 dW is a cylindrical local martingale
with the quadratic variation process J99* ds. The question is whether, provided M
is a cylindrical local martingale with the above quadratic variation, there exists a
Wiener process of given covariance such that M is the stochastic integral of the pro­
cess 9 with respect to W, and the positive answer is in Theorem 2.1.2 for the general
cylindrical case, and in Corollary 2.1.3 for the particular case where we consider the
representations in 2-smooth Banach spaces which seem to be the most general spaces
where stochastic integral with respect to Wiener processes exist. In particular, every
Hilbert space is 2-smooth. We refer to Chapter 1 or [1] or [2] for details on stochas­
tic integration in these spaces. The contribution of Theorem 2.1.2 is that we do not
consider only Hilbert space local martingales (as in [3]) but also Banach space valued
and, moreover, cylindrical martingales over a refiexive Banach space. The motivation
for this generalization is that solutions of stochastic evolution equations in Banach
spaces are no more semimartingales since generators of Co-semigroups are unbounded
operators. Yet, the solutions are still cylindrical semimartingales and then, as we will
see in the second and the third part of this chapter, this generalization permits to
develop the Stroock and Varadhan theory of martingale problems for rather general
class of abstract stochastic evolution equations.

The second part deals with a stochastic evolution equation (2.2.1) in a 2-smooth
separable Banach space X. In general, the solutions of this abstract equation need
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not be norm continuous and so we cannot consider the space of X -continuous function
on [0,00) as the state space for the paths of the solutions on which we would like to
formulate sorne sort of a martingale problem. Yet, the solutions are continuous for
a certain topology weaker than the weak topology T(X, X*) on X by a theorem of
Chojnowska-Michalik (Theorem 1.12 and Theorem 1.13 in Chapter 1, or [4] or [2])
which can be naturally embedded in the Fréchet space of real sequences IR.N , and so
we consider the path-space n of continuous functions from [0,00) to IR.N. This, in
fact, rather complicates the exposition since the embedding is not a homeomorphism.
Anyway, we establish Theorem 2.3.2 which states sufficient and necessary conditions
for a Borel probability measure on n to be a law of a solution of the equation (2.2.1).
The advantage of this theorem is that we work on one fixed probability space with
one process and the objects of study are Borel probability measures which correspond
in one-to-one way to martingale solutions (weak solutions in the probabilistic sense).

Having established Theorem 2.3.2 we formulate an infinite dimensional version of
the martingale problem using the ideas of Stroock and Varadhan [5]. We show that
if the equation (2.2.1) is well-posed, i.e. weak existence and uniqueness in law hold
for deterministic initial conditions, then the Markov kernel is measurable (Corollary
2.4.8) and defines a Markov process (Theorem 2.5.1). As a by-product we get weak
existence and uniqueness in law for general initial conditions for the equation (2.2.1)
(Corollary 2.4.7). At this occasion we refer to Theorem 1.4 in Chapter 1 where is
shown that provided the equation (2.2.1) is well-posed then joint uniqueness in law
holds for deterministic initial conditions (i.e. the joint law of the solution and the
driving Wiener process is unique).

In the third part of this chapter we consider the equation (2.2.1) and we suppose
that solutions have norm continuous trajectories. This additional assumption enables
us to return to the path space n of continuous functions from [0, 00) to X considered
with the natural evaluation process yt(w) = w(t), t 2:: 0, w E n. And again, under
the assumption of well-posedness of the equation (2.2.1), the process Y, together with
the probability measures (pa,x : a 2:: 0, x E X) corresponding to laws of the solutions
departing at time a from x EX, is a Markov, resp. strong Markov family (Thm 2.5.3,
resp. Thm 2.5.4).

The proofs are given separately at the last section.
l would like to thank Marco Dozzi and Jan Seidler for suggesting me this problem,

and to the Institute of Mathematics Elie Cartan in Nancy, France, and the Mathe­
matical Institute of the Academy of Sciences in Prague for their material support.

2.1 BROWNIAN REPRESENTATIONS OF CYLINDRICAL MARTIN­
GALES

Representations of martingales as stochastic integrals goes back to Doob [6] who
showed a representation theorem for one-dimensional martingales. Its finite dimen­
sional version can be found in Theorem 3.4.2 in [7], and a generalization to Hilbert
space valued martingales in Theorem 8.2 in [3]. Our version covers aIl the preced­
ing cases and, moreover, the cases where the martingales are Banach valued, or even
cylindrical over a Banach space.
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Notations and conventions

Throughout this chapter

c> if nothing is assumed about a filtered probability space (D, F, (Ft), lP) we will
suppose that Fa contains alllP-negligible sets of F.

c> we denote U a separable Hilbert spaee, X a separable refiexive Banach space,
Q a symmetric nonnegative operator on U, Ua = Rng Q1/2 the reproducing
kernel spaee for Q with the inner product defined via

(u, v)uo = (Q-1/2U , Q-1/2v ) U E Ua, v E Ua,

where Q-1/2 is the inverse mapping to the restriction of Q1/2 onto the orthog­
onal complement of Ker Q1/2 in U.

c> given a filtered probability space (D, F, (Ft), lP), we speak of a cylindrical Q­
(Ft )- Wiener process W = (W(u) : u E U) provided W(u) is an (Ft)-Wiener
process on [0,00) for every u E U and

IEWs(u)Wt(v) = (Qu,v)umin{t,s}

for every s ~ 0, t ~ 0, u E U and v E U. This is a generalization of a U­
valued Q-(Ft)-Wiener proeess W for Q nuclear sinee then W(u) = (W, u)u is
a Wiener process in our sense (see e.g. [8]).

c> we denote L(U, X) the space oflinear bounded operators from U to X equipped
by the O"-algebra generated by the mappings B f-7 Bu for every u E U.

c> we denote R(U, X) the space of 'Y-radonifying operators from U to X and
we recall that R(U, X) is a separable Banach space whose Borel O"-algebra
coincides with the O"-algebra generated by the mappings B f-7 Bu for every
u E U (e.g. [9] or [2]). Henee if (D,F) is a measurable space, a mapping ç
from D to either L(U, X) or R(U, X) is measurable if and only if çu : D -+ X
is Borel measurable for every u E U. We used the notation L2 (U, X) instead
of R(U, X) in Chapter 1.

Definition 2.1.1. Let (D, F, (Ft), lP) be a filtered probability space, a ~ 0 and M =
(M(t) : t ~ a) an adapted process with continuous paths. Then we say that M is a
local martingale provided there exist stopping times T n with values in [a, 00] such that
lim Tn = 00 almost surely and t f-7 M(t 1\ Tn ) is a bounded martingale on [a, 00) for
every n E N.

Theorem 2.1.2. Let (D, F, (Ft), lP) be a filtered probability space, 9 a progressively
measurable L(Ua, X)-valued process such that

Il' [llg""~(U"X) dS] = 1 forevery T> 0

and (M(x*) : x* E D) a family of continuous local (Ft)-martingales starting from zero
where D is a dense subset of x* such that qxi + x2 E D for every xi E D, x 2 E D
and q E Q. We suppose that

c> lP [Mt (qxi + X2) = qMt(xi) + Mt(x;)] = l, t ~ 0, q E Q, xi E D, x; E D.
c> the quadratic variation process is given by (M(x*)) = J Ilg*x* II~o ds, x* E D.
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Let either condition be satisfied:

c> the operator 9 (t, w) is injective for dt Q9 lP-almost aU (t, w).
c> (0, F, (Ft), lP) supports an infinite number of independent standard real (Ft)­

Wiener processes, which are, altogether, independent of the process M.

Then there exists a Q-(Ft )- Wiener process W such that

M(x*) = J(x*,g·) dWs

for every x* E D. 0

Theorem 2.1.2 has an immediate corollary. If X is a 2-smoothable Banach space
or) in particular, a Hilbert space, and the process 9 satisfies an additional integral
condition then we have an integral representation of the cylindrical process M.

Corollary 2.1.3. In particular, if X is a 2-smoothable space, resp. a Hilbert space
and

resp.

for every T > °then M has a representation M in X where

M= JgdW

and M(x*) = (x*, M) for every x* E D.

2.2 THE STOCHASTIC EQUATION AND THE SETTINGS

Notations and conventions: From now on

c> X will be, in addition, 2-smoothable.
c> JB(Z) stands for the Borel O"-algebra over a topological space Z and ]RN is the

Fréchet space of real sequences.
c> if (0, F, lP) is a probability space and ç; ç F then ç;lP' is the smallest O"-algebra

containing ç; and every IP'-negligible set of F and we call ç;lP' the lP-augmentation
of ç; in F. A IP'-augmentation of a filtration (ç;t) in F is the filtration (ÇJf).

c> if (0, F, lP) is a probability space and ç a measurable mapping from 0 to sorne
measurable space Y then we denote -CatolP' (ç) the law of ç under lP.

Moreover we write

c> 7rs : C([O,oo),]RN) -+]RN: f f-+ f(8) for 8 E [0,(0)
c> 0 = C([O, (0), ]RN)
c> F = JB(C([O,oo),]RN)) = O"(7rs : 8 < (0)
c> Ft = O"(7rs : 8 :::; t) for tE [0, (0)
c> Fa,b = O"(7rs : a:::; 8 :::; b) or Fa,oo = O"(7rs : 8 ~ a) for °:::; a :::; b < 00
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Further we consider an infinitesimal generator A of a Co-semigroup (St: t ~ 0) on X.
The adjoint operators (S; : t ~ 0) on the dual space x* form a C{)-semigroup as weIl,
and the adjoint operator A* is its infinitesimal generator by Corollary 1.10.6 in [10]
since X is reflexive. Thus we can fix a countable set D = {hn : n E N} in the domain
D(A*) of the adjoint operator A* such that

l> qhn + hm E D for every q rational, n E N and mEN
l> the set {(hn,A*hn);n E N} is dense in {(x*,A*x*): x* E D(A*)} in X* x X*

since X* is separable.

Definition 2.2.1. Each element of x E X can be mapped into ]RN as X = ((hn , x) :
n E N) and it defines an injective mapping e : X --+ ]RN : x 1---+ x. We denote
e-1 : ]RN --+ X the inverse of e extended by zero on ]RN \ Rng e.

Proposition 2.2.2. The mapping e is injective and continuous and maps Borel sets
of X into Borel sets of]RN. In parlicular e-1 is Borel measurable.

Praof: The system of subsets of X whose image under e is a Borel set in ]RN
contains closed balls and X as these are weakly a-compact, and e is continuous with
respect to the weak topology in X. Whence e maps Borel subsets of X into Borel
subsets of ]RN. In view of this the inverse mapping e-l of e is Borel measurable from
the range of e onto X, and we will denote e-1 : ]RN --+ X its Borel extension by zero
on]RN \ Rnge. 0

We also consider sorne measurable non1inearities F : [0,(0) x X --+ X, G : [0,(0) x
X --+ L(Uo, X) and sorne auxiliary measurable mapping J: [0, (0) x X --+ [0,00] with
the following property:

Whenever a ~ 0 and v : [a, (0) --+ [0,(0) and w : [a, (0) --+ X are measurable such that

tJJ (vs, W 5) ds < 00, t 2 a
a

then

t

JIlwsllx + IIF(vs,ws)llx + IIG(vs,ws)lliCUo,x) + IISt-sG(vs, ws)II~(uo,x) ds < 00

a

for every t 2 a.

Let a 2 o. We say that a 6-tuple (0, F, (Ft), lP', W, u) of a filtered probability space
(0, F, (Ft), lP'), an Q-(Ft )-Wiener process and a progressively measurable X-valued
process (u( t) : t 2 a) is a solution of the equation (with the coefficients J, F and G)

(2.2.1)
du .
dt (t) = Au(t) + F (t, u(t)) + G (t, u(t)) W
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on [a, (0) provided that

CHAPTER 2

(2.2.2)

and

li' [/ J(S, U(S)) ds < 00] = 1, t?:.a

(2.2.3) li' [u( t) = St-au(a) + / St-,F(s, u(s)) ds + / St~,G(s, u(s)) dW] = 1

holds for every t ?:. a.

Remark 2.2.3. The equality (2.2.3) holds if and only if

(2.2.4)

t t

(hn,u(t)) = (hn,u(a)) + J(A*hn,u(s)) ds+ J(hn,F(s,u(s))) ds+
a

t

+ J(hn,G(s, u(s))·) dW
a

a

holds almost surely for every t ?:. a and every n E N by the theorem of Chojnowska­
Michalik (Theorem 1.12 and Theorem 1.13 in Chapter 1).

Remark 2.2.4. In particular the IRN-valued process t f-7 u(t Va) (Def. 2.2.1) has a
continuous modification which takes values in n.
First example of the choice of J. Let p ?:. 2 and ~ < Œ< 1. Suppose that

Then we can set

t ?:. o.

J(s, x) = 1 + Ilxllx + IIF(s, x)llx + IIG(s, x)lli(Uo,x)

Praof:

s ?:. 0, x E X.

[

t ( t )] 1/2 t ( t ) 1/2

f f v(s, T) dT ds :S f f v
2
(s, T) ds dT

hoIds for every nonnegative function v by Fubini's theorern so we fix sorne t positive
and set v(s,r) = (t - r/l<-l(r - s)-OIISt-sg(s)IIR(Uo,X) for 0 < s < r < t and zero
otherwise for sorne 9 : (0, t) ~ L(Uo, X) rneasurable. Then

---,7r---, (ft IISt-sg(s)II~(uo,X)ds) 1/2 <
sin(7rŒ)
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t ( r ) 1/2< f IISt-rIIL(X) f IISr-sll~(X) Il (s)112 ds dr <
- (t - r)(l-a) (r - s)2a 9 L(Uo,X) -

o 0
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(

t, ) l/p' [ t ( r ) p/2 ] l/p
< f IISrlli(x) dr f f IISr-sll~(X) Il (s)112 ds dr <

r(l-a)p' (r - S )2a 9 L(Uo,X) -
o 0 °

< (ft IISrll~(x) dr) l/p' (ft IISrll~(x) dr) 1/2 (ft Il (r)IIP dr) l/p
- r(1-a)p' r2a 9 L(Uo,X)

o 0 °
by Hülder's and Young's inequality. 0

Second example of the choice of J. Let Q be a trace class operator on U and
denote V the orthogonal complement of Ker Q1/2 in U with inherited norm from U.
Then we can set

J(s, x) = Ilxllx + IIF(s, x)llx + IIG(s, x)llt(v,x) s 2': 0, x E X.

Prao!: Let 9 E L(V, X). Then IlgIIL(Uo,X) :::; IlgIIL(V,x)IIQl/21IL(U) and

IISt-sgIIR(Uo,X) = II St_sgQl/21IR(V,X) :::; IISt-s IIL(x) IlgIIL(V,X) IIQ1/21IR(V) =

= IISt-s IIL(x) IlgIIL(V,X) (Tr Q)1/2.

o
Third example of the choice of J. Let the diffusion operator G take values in the
space of ')'-radonifying operators R(Uo, X). Then we cau put

and

J(s, x) = Ilxllx + IIF(s, x)llx + IIG(s, x)II~(Uo,x)

Praaf: Let 9 E L(Uo, X). Then

s 2': 0, x E X.

D

IISt-sgIIR(Uo,X) :::; IISt-s IIL(X) IlgIIR(Uo,X)'
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2.3 MARTINGALE THEOREM

In this section we will show a sufficient and necessary condition for existence of a
solution (0, F, (Ft), lP, W, u) of the equation (2.2.1). Namely we formulate an infinite
dimensional version of the martingale problem of Stroock and Varadhan.

Let a :::; a < 00 and denote

(2.3.1) Tm(b) = T~(b) = inf{s 2: a : Ib(s)/ 2: m}

for a function b : [a, (0) ~ IR and mEN with the convention that inf 0 = 00,

(2.3.2) Ma = n{W E n: ] J(s,e-1",(w)) ds < co}
t>a a

the real continuous processes defined on 0

(2.3.3) Ln(j)(t,w) = L~(j)(t,w) = f(7r;(w)) - f(7r~(w))-

t-Jj(7r~(w)) ((A*hn,e-l7rs(w)) + (hn,F(s,e-l7rs(w)))) ds-
a

t

-~JÏ(7r~(w)) IIC*(s, e-l7rs(w))hnll~o'
a

t 2: a, W E Ma

Ln(j)(t, w) = L~(j)(t, w) = 0, t 2: a, w E 0 \ Ma

where 7rs(W) = (7r~(w) : j E N) E IRN, for f E C2 (IR) and n E N, and finally the
stopped processes
(2.3.4)

Lnm(j)(t,w) = L~m(j)(t,w) = L~(j)(tI\Tm(L~(j)(-,w)),w), t 2: a, w E 0

for f E C 2 (IR), n E N and m E No

Remark 2.3.1. The processes Ln(j) and Lnm(j) are continuous by the assumptions
on the function J and L nm(j) is uniformly bounded. Moreover, if we suppose that
a probability measure ïP on F is such that ïP(Ma ) = 1. Then the random variables
Ln(j)(t) and Lnm(j)(t) are measurable for the ïP-augmentation ofthe O"-algebra O"(7rs :

a:::; s :::; t) in F for every tE [a, 00), f E C2(IR), nE N and mEN.

In view of Remark 2.2.4 and Remark 2.3.1 we see that the objects appearing in the
following theorem are well defined. See Proposition 5.4.6, p. 315 in [7] for the finite
dimensional case:
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Theorem 2.3.2. Let a :S a < 00.
10 If (D, F, (Ft), IP, W, u) is a solution of the equation (2.2.1) on [a, (0) then the

law IF' of the process t ~ u(t Va) on F satisfies

iP[Ma] = iP[1l"t E Rng e] = 1

for every t E [a, 00) and the bounded processes L nm (f) are martingales on
[a, (0) under iP with respect to the iP-augmentation of the filtration (Ft) in F
for every f E C2 (IR), mEN and nE N.

20 There exists a countable set B of COO(IR)-functions with compact supports,
independent of a, such that whenever iP is a measure on F such that

iP[Ma] = iP[1l"a E Rnge] = iP[1l"t E Rnge] = 1

for almost every tE [a,oo), and the bounded processes Lnm(f) are martingales
on [a, (0) under iP with respect to the iP-augmentation of the filtration (Fa,t)
in Fa,oo for every f E B, mEN and n E N, then there exists a solution
(D, F, (Ft), IF', W, u) of the equation (2.2.1) such that iP coincides with the law
of the process t ~ u(t V a) on Fa,oo.

2.4 MAIN THEOREM AND ITS APPLICATIONS TO SPDEs

Definition 2.4.1. We denote M(Z) the Polish space of Borel probability measures on
a Polish space Z, with the topology induced by the real bounded continuous functions
on Z. Moreover, we will write M = M(C ([0, 00), IRN)) and define the shift operator

() : IR x C([O, (0), IRN) ~ C([O, 00), IRN) : (y, f) ~ (f(s + y)+ : s 2: 0).

Definition 2.4.2. Let a 2: °and x E X. We say that the equation (2.2.1) is (a, x)­
unique in law provided that whenever (Di,Fi,(FD,lPi , wi,ui ), i = 1,2 are two solu­
tions of the equation (2.2.1) on [a, 00) such that 1P1[u1(a) = x] = 1P2 [u2 (a) = x] = 1
then 'campl (u1 (ti) : i :S k) = 'catup2 (u2 (ti) : i :S k) for every finite times t1, ... , tk in
in [a, (0).

Definition 2.4.3. Let a 2: °and x E X be given and suppose that there exists a
solution (D, F, (Ft), IP, W, u) ofthe equation (2.2.1) on [a, (0) such that lP[u(a) = x] = 1
and the equation (2.2.1) is (a, x)-unique in law. Then we say that the equation (2.2.1)
is (a, x) -well-posed. Moreover we denote pa,x the law of the process t 1---+ u(t Va) on
F (Remark 2.2.4) and define P(a, x, t, V) = lP[u(t) E V] for t 2: a and V E lB(X).

Theorem 2.4.4. Let the coefficients J, F and G be time independent, i.e. J(t, x) =
J(x), F(t,x) = F(x) and G(t,x) = G(x) for every t 2: °and xE X.

[> If the equation (2.2.1) is (a,x)-well-posedfor some a E [0,(0) and x EX then
the equation (2.2.1) is (b, x)-well-posed for every b E [0,(0).

[> If 0 is a Borel subset of X and (2.2.1) is (0, x)-well-posed for every x E 0
then the mapping [0,00) x 0 ~ M : (a, x) ~ pa,x is Borel measurable.

In either case pb,x = 'catupa,x (()a-b) on F for every a 2: 0, b 2: °and xE X.

The following theorem is an infinite dimensional version of 6.7.4, p. 167 in [5].
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Theorem 2.4.5. Let E be a nonempty Borel subset of [0,(0) x X and let the equation
(2.2.1) be (a, x) -well-posed for every (a, x) E E. Then the funciion E -t M : (a, x) ~
pa,x is Borel measurable.

Now we are coming to the essential theorem of this section. Its finite dimensional
predecessor is due to Stroock and Varadhan Theorem 6.2.2, p. 146 in [5].

Theorem 2.4.6. Let a 2: 0 and let 0 be a nonempty Borel subset of X. Let the
equation (2.2.1) be (b, x)-well-posed for every b 2: a and x E O. Further suppose that
there exists a solution (0, F, (Ft), IP', W, u) of the equation (2.2.1) on [a, (0) and denote
p the law of the process t 1---+ u(t V a) on F (Remark 2.2.4). Let (gt) be a filtration in

F such that Ft ç gt ç F:' for every t 2: 0, and let T be an [a, 00 ) -valued (Qt) -stopping
time. Assume that P[11"r E e[O]] = 1 and denote r : 0 x F -t IR a regular version
of the conditional probability P with respect to gr. Then there exists a set N in gr,
P(N) = 1, N ç [11"r E e[O]] such that

r(w, V) = pr(w),e-1(7r.,-(w) (w» (V)

for every V E Fr(w),= and every w E N.

Theorem 2.4.6 has two immediate corollaries. Corollary 2.4.7 is the weak existence
and the uniqueness in law for general initial distribution and Corollary 2.4.8 is the
measurability of the Markov kernel.

Corollary 2.4.7. Let 0 be a Borel subset of X and p, a probability measure on JE(X)
such that p,(O) = 1. Suppose that the equation (2.2.1) is (a, x)-well-posed for every
a 2: 0 and x E O. Then

c> there exists a solution (O,F, (Ft),IP', W,u) of the equation (2.2.1) on [a,oo)
such that ~atolP' (u( a)) = p,.

c> whenever (Ok,Fk, (Ft), Wk,uk ), k = 1,2 are two solutions of the equation
(2.2.1) on [0, (0) such that ~atolP'l (u1(0)) = ~atulP'2 (u 2 (0)) = p, then

~atulP'l (u1
(ti) : i ::; m) = ~atulP'2 (u2

( t i ) : i ::; m)

for every t 1 , ... t rn in [0, (0).

Corollary 2.4.8. Let 0 be a nonempty Borel subset of X and let the equation (2.2.1)
be (a, x) -well-posed for every a 2: °and x E O. Then the function

(a, x, t) ~ P(a, x, t, V) : {(a, x, t) : 0::; a ::; t < 00, x E O} -t IR

is jointly measurable for every V E JE(X).

2.5 MARKOV AND STRONG MARKOV PROPERTY

• Let 0 be a non empty Borel subset in X and denote

c> 0 = {C E JE(X) : C ç O}
c> 0 = 0[0,=) = {w : [0, (0) -t O}
c> yt : 0 -t 0 : W ~ w(t), t 2: 0
c> :F = 0[0,=) = a(yt : t 2: 0)
c> :Ft = a(Ys : s ::; t), t 2: °
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The following theorems are essentially applications of Theorem 2.4.6.

Theorem 2.5.1. Let the equation (2.2.1) be (a, x)-well-posed forevery a 2': °and
x E O. Further suppose that, for every a 2': 0, x E 0, there exists a solution

of the equation (2.2.1) on [a,oo) such that ]Pa,x[ua,x(a) = x] = 1 and ]Pa,x[ua,x(t) E
0] = 1 for every t 2': a, and denote ]pa,x the Law of the process t 1--+ ua,x(t V a) on F.
Then (D, F, (Ft), Y, (]pa,X)a~O,xEO) is a Markov family, i. e.

[> [0,00) x (0, 0) ~ IR : (a, x) 1--+ ]pa,x(v) is jointly measurable for every V E F.
[> If we denote (Ht ) the ]Pa,x-augmentation of the filtration (Ft) for a 2': 0, x E 0

fixed, and b::; c are fixed times in [a, 00) then lPa,X[Yc E VIHb] = ]pb'Yb[Yc E V]
]pa,x -almost surely for every V E lB(0) .

• Let 0 be a subspace of X and consider norm Il . 110 on 0 such that (0, II· 110) is a
separable Banach space continuously embedded in X and denote

[> yt: C([O, 00), (0, 11·110)) ~ 0: w 1--+ w(t), t 2': °
[> D = C([O, 00), (0, II· 110))
[> F = lB(C([O, 00), (0, II· 110))) = a(yt : t 2': 0)
[> Ft = a(Ys : s :::; t), t 2': °

Remark 2.5.2. The assumption of the continuous injection of 0 into X implies that
lB(O) ç lB(X) by chap. 3, par. 39, sect. IV, p. 487 in [11]. In particular, 0 is a Borel
subset in X and lB(O) = 0 = {C E lB(X) : C ç O}.

Theorem 2.5.3. Let the equation (2.2.1) be (a, x)-well-posed for every a 2': °and
x E o. Further suppose that, for every a 2': 0, x E 0, there exists a solution

of the equation (2.2.1) on [a, 00) such that ]Pa,x[ua,x(a) = x] = 1 and the paths ofua,x
are continuous in (0, 11·110), and denote ]pa,x the Law of the process t 1--+ ua,x(tVa) on
lffi(C([O, 00), (0,11·110))). Then (0, F, (Ft), Y, (]pa,X)a~O,xEO) is a Markov family, i.e.

[> [0,00) x (0, 0) ~ IR : (a, x) 1--+ ]pa,x(v) is jointly measurable for every V E F.
[> If we denote (Ht ) the lPa,x-augmentation of the filtration (Ft) for a 2': 0, x E 0

fixed, and b ::; c are fixed times in [a, 00) then ]pa,x [Yc E V!Hb] = ]pb,Yb[Yc E V]
]pa,x -almost surely for every V E o.

Theorem 2.5.4. Suppose that the coefficients J, F and Gare time independent, i. e.
J(t, x) = J(x), F(t, x) = F(x) and G(t, x) = G(x) for every t 2': °and let the equation
(2.2.1) be (0, x)-well-posed for every x E o. Further suppose that, for every x E 0,
there exists a solution (Ox, F x , (Fxt ), ]Px, W x , ux ) of the equation (2.2.1) on [0,00) such
that ]Px [ux(o) = x] = 1 and the paths of U x are continuous in (0, II· 110), and denote
]pX the Law of u on lffi(C([O, 00), (0, 11·110))). Then (D, F, (Ft), Y, (]PX)XEO) is a strong
Markov family, i.e.

[> (0, 0) ~ IR : x 1--+ ]px (V) is jointly measurable for every V E F.
[> If we denote (Ht ) the ]Px-augmentation of the filtration (Ft) for x E 0 fixed,

and T is an (Ht)-stopping time then ]px [yt+T E VIHT] = ]pY.,. [yt E V] ]Px-almost
surely for every t 2': 0, and V E o.
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2.6.1 PROOF OF THEOREM 2.1.2

First we will give a classical result on real local martingales. Then we recall the
definition of a stochastic integral with respect to a cylindrical martingale and finally
we conclude by the actual proof of Theorem 2.1.2.

The following proposition is an easy consequence of the Lenglart inequality 1.4.17,
p. 30 or 1.5.25, p. 38 in [7]:

Proposition 2.6.1.1. Let (n, F, (Ft), lP) be a filtered probability space and (Mn:
n E N) a sequence of real continuous local (Ft)-martingales on [0, (0) starting from
zero and, for every 6 > 0, .6. > 00 and t > 0, there exists no E N such that whenever
m 2: no and n 2: no then JP> [ (Mn - Mm) (t) ~ <5] :S .6.. Then there exists a continuous
local martingale M such that IMn - MI + (Mn - M) + 1 (Mn) - (M) 1 converges to
zero in C[O, (0) in probability.

Corollary 2.6.1.2. The family of the local martingales (M(x*) : x* E D) from
Theorem 2.1.2 can be extended for the indices x* E X* \ D such that

1> (Mt(x*) : t 2: 0) is a local (Ft)-martingale for each x* E x* \ D.
1> lP [Mt (axi + x:2) = aMt(xi) + Mt (x:D] = 1, t ~ 0, a E IR, xi E X*, X 2E X*.
1> the quadratic variation process is given by (M(x*)) = JIlg*x* II~o ds, x* E X*.

Prao!: If x* E X* and (kn E D : n E N) converges to x* in X* then M(kn)
converges in probability in C[O, (0) to sorne limit M(x*) and the limit is independent
of (kn : n E N) by Proposition 2.6.1.1. Considering the unique extensions by the
above limits for x* E x* \ D we have a family (M(x*) : x* E X*) of continuous local
martingales satisfying the claimed properties. 0

Now we recall the construction and the elementary properties of the stochastic
integral with respect to a cylindrical martingale with quadratic variation in the integral
form.

Proposition 2.6.1.3 (stochastic integral). Suppose that (n, F, (Ft), JP» is a fil­
tered probability space, H is a Hilbert space, (N(h) : h E H) is a family of local
martingales starting from zero such that lP[aNt(h l ) + Nt(h2 ) = Nt(ahl + h2 )] = 1,
a E IR, hl E H, h2 E H and t ~ 0, JIlc*hllbods is the quadratic variation process
of N(h), h E H where c is a progressively measurable process in L(Uo,H) such that

JP>U; Ilc(s)lli(Uo,H) ds < 00] = 1 for every t ~ O. Let ('!/J(t) : t ~ 0) be a progressively
measurable H -valued process such that

for every t ~ O.

Then the stochastic integral J '!/J dN is a real local martingale.
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Indication of the proof: Fix an orthonormal basis (kn : n E N) in H and suppose
that 'ljJ is uniformly bounded. Then we define

1 'ljJ dN = nl~~t 1('ljJ, hk) dN(hk)
k=l

where the SUffi is taken in C[O, 00) and converges in probability due to Proposition
2.6.1.1. For'ljJ general, define

1 'ljJdN = n~~1 I[lj1/Jllx$n]'ljJdN.

o
Remark 2.6.1.4. Let, in addition, </> be another progressively measurable H-valued
process such that J; Ilc;(</>s)lltro < 00 for every t 2: O. Then the cross-variation process
satisfies

t

(1 'ljJ dN,1</>dN) (t) = 1(c*('ljJ), C*(</»)Uo ds
o

for every t 2: O.

The following remark can be easily proved using Proposition 2.6.1.1:

Remark 2.6.1.5. Let, in addition, K be a separable Hilbert space and 'ljJ a progres­
sively measurable process in L(H, K) such that ]PU; Il'ljJcllicuo,K) ds < 00] = 1 for
every t 2: O. Then L(k) = J'ljJ*kdN, k E K is a family of local martingales, and if </>

is a progressively measurable process in K such that ]PU; Ilc*'ljJ*</>llbo) ds < 00] = 1 for
every t 2: 0 then

1 </>dL = 1'ljJ*</>dN.

The Borel functional ca1culus will enter into the proof of Theorem 2.1.2. Here we
point out one of its important features:

Proposition 2.6.1.6. Let us denote Ls(U) the space of linear bounded symmetric
operators on U equipped by the o--algebra inherited from L(U) (i.e. the o--algebra gen­
erated by the mappings B f-t Bu for every u E U), and consider the Borel functional
calculus on Ls(U). Then the mapping Ls(U) -7 Ls(U) : B f-t f(B) is measurable for
every locally bounded measurable function f.

Indication of the praof: The Borel functional calculus is given by the finite signed
measures /-L~y with the support in the spectrum of B, for x E X, Y E X and B E Ls(U)
where

+00

(f(B)x, y)x = 1f d/-L:'y
-00

for every locally bounded Borel measurable function f. The mapping B f-t f(B) is
measurable by definition for f(t) = tn, n E N since then f(B) = En and the rest
follows by density of polynomials in L 1(o-(B), /-L~y)' 0
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Remark 2.6.1.7. Let B E L(U, H) where H is a Hilbert space and let f be a 10­

cally bounded Borel function. Then Bf(B*B)B* = fo(BB*) where fo(t) = tf(t).
Consequently, f(B* B) = a provided B is injective.

Proof of Theorem 2.1.2: We consider the extension of M from Corollary 2.6.1.2.

Step 1. Let us first suppose that X = X* is a Hilbert space, the covariance operator
Q is the identity operator on U = Uo and there exists a cylindrical Wiener process
W with identity covariance operator on U, independent of M. Further, decompose
the interval (0,00) into Borel sets Bl, B z, ... such that each of them has a positive
distance from the origin, and define the functions 'l/Ji (t) = C l for t E Bi and 'l/Ji (t) = a
for t E [0,00) \ Bi, i E N, and 'l/Jo(t) = 1 for t = a and 'l/Jo(t) = a for t > O. Let us
also denote Ci = lBi' i E N, and Co = 'l/Jo. The process (t,w) t---+ g*(t,w)g(t,w) is
progressively measurable in L(U) and takes values in the subspace of the symmetric
operators. So we have, using the Borel functional calculus (Prop. 2.6.1.6), the L(U)­
valued progressively measurable processes

(t,w) t---+ 'l/Ji(g*(t,w)g(t,w)), (t,w) t---+ Ci(g*(t,w)g(t,w)), i 2: O.

The processes

Wi(U) = / g'l/Ji(g*g)(u) dM, i = 1,2,... Wo(u) = / 'l/Jo(g*g)(u) W

are real local martingales for every u E U by Proposition 2.6.1.3, and the cross­
variation processes (Wi(ud, Wj(uz) = a for every Ul E U, Uz E U and a ::; i < j since
g*g'l/Jj(g*g) = Cj(g*g) and Ci(g*g)Cj(g*g) = 0, and (Wi(u)) = J IICi(g*g)(u)IIEr ds
for every u E U and i 2: a by Remark 2.6.1.4. Now

00 oot oot

L (Wi(u)) (t) = L / IICi(g*g)(u)IIEr ds = LI (Ci(g*g)(u), U)u ds =
t=O t=O 0 t=O 0

t

=1(u, U)u ds = tllullEr
o

so W(u) = L~oWi(u) is convergent in C[O, 00) in probability for every u E U by
Proposition 2.6.1.1, and W = (W(u) : u E U) is a cylindrical Wiener process on
U with the identity covariance operator. On the other hand, to show that M(h) =
J(h,g·) dW for every h E X*, it is obviously sufficient to verify that JIIg*hllErds is
the cross-variation of M(h) and J(h, g.) dW. To carry out this, recalling Remark
2.6.1.5, we get that

(/ g*hdWi ,M(h)) = (1 g'l/Ji(g*g)g*hdM,1hdM) =

=1(g*g'l/Ji(g*g)g*h,g*h)u ds
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for i = 1,2, ... by Remark 2.6.1.4, and

(1 g*hdWo, M(h)) = (1 'l/Jo(g*g)g*hdW, M(h)) = O.

Since

converges to zero for every t 2: 0 we arrive at

(J (h,g·) dW, M(h)) =~J(C,(g'g)g'h,g'h)u ds =

= 1Ilg*hll~ ds - 1(Co(g*g)g*h,g*h)u ds

but (Co(g*g)g*h,g*h)u = (gCo(g*g)g*h,h)x = (C(gg*)h,h)x
tCo(t) = 0 by Remark 2.6.1.7.

Step 2. If the process 9 is injective dt 0 lP-almost surely then we do not need the
process W since then Co = 0 by Remark 2.6.1.7.

Step 3. If X is still a Hilbert space but the covariance operator Q is general then we
consider Q1/2, the square root of Q in L(U), and K the orthogonal complement of
Ker Q1/2 in U considered with the norrn of U. The operator gQ1/2 belongs to L(K, X)
and Ilg*hll uo = II(gQ1/2)*hIIK for every h E X since Q1/2 : K -7 Uo is an isornetry.
Moreover, 9 is injective if and only if gQ1/2 is. Applying the above result we get that

M(h) = 1\h,gQ1/2-) dW =1(h,g·) dW, hEX

for sorne cylindrical Wiener process W with the identity covariance on K. Finally,
W(u) = W(Q1/2u ), U E U is the Q-Wiener process on U.

Step 4. Let X be a separable refiexive space. Chose sorne subset {x~ : n E N} of the
unit sphere of X* which separates points of X and define H as the completion of X in
the norm IlxllJt. = 2:~=12-nl (x~, x) 1

2
. Then the inclusion j : X -7 H is continuous

and we apply the previous result on the processes N(h) = M(j*h), h E H. The
quadratic variation of N(h) is then J II(jg)*hll~o ds and so there exists a Q-Wiener
process W such that

M(j*h) = N(h) =1(h,jg·) dW =1(j*h,g·) dW, hEH.

Consequently

(2.6.1.1) M(x*) = 1(x*, g.) dW, x* E Rngj*

but Rngj* is norrn dense in X* and so (2.6.1.1) holds for every x* E X*. 0
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2.6.2 PROOF OF THEOREM 2.3.2

We will need the following Lemma which is a modification of Proposition 4.6, p.
315 in [7]:

Lemma 2.6.2.1. Let 0 :::; a < 00 and let (n,:F, (:Ft), lP') be a filtered probability spaee
with a real continuous adapted process 7r and real progressively measurable proeesses
b1 and b2 with locally integrable paths. Moreover suppose that the processes

t

M(t) = 7r(t) - 7r(a) - Jb1(s) ds
a

and
t t

Z(t) = 7r 2 (t) - 7r2 (a) - 2J7r(s)b1(s) ds - Jb2 (s) ds
a a

are local martingales. Then

is the quadratic variation of M.
Proof: The process 7r is a semimartingale so

t t

7r 2 (t) = 7r 2 (a) + 2J7r(s)b1(s) ds + 2J7r(s) dM(s) + (M) (t)
a a

by Ito's formula. But then

t t

Z(t) - J7r(s) dM(s) = (M) (t) - Jb2(s) ds.
a a

The left hand side is a local martingale while the right hand side a process of bounded
variation. Renee it is null everywhere. 0

Proof of Theorem 2.3.2 1°: First we see that

(2.6.2.1) ~atuiP (e- l 7rTi : i :::; k) = ~atulP (u(ri Va) : i:::; k)

for every rl, ... ,rk in [0,00) so P(Ma ) = 1 by (2.2.2) and P[7rt E Rnge] = lP'[u(t) E
Rng e] = 1 for every t ~ a. Fix n E N, f E C 2 (JR) and define the auxiliary process

y (t) = f ((hn , u (t) )) - f ((hn , u (a)))-
t-Jj((hn,u(s))) ((A*hn,u(s)) + (hn,F(s,u(s)))) ds-

a

t-~ Jj((hn,u(s))) IIG*(s,u(s))hnll~o' t ~ a.
a
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t

Y(t) = Jj( (hn , U(S))) (hn , G(S, U(S))·) dW, t ?- a

a
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by Ito's formula and

.eatujp (e- l
7rril Ln(f)(tj ) : i::; k,j ::; k) = .eallJlP (U(Ti Va), Y(tj) : i::; k,j ::; k)

for every Tl, ... , Tk in [0,00) and every tl, ... , tk in [a, (0) by (2.6.2.1). The mapping
Tm in (2.3.1) is upper-semicontinuous from C([a, (0)) to [a, 00] and so

stop: C[a, 00) -t C[a, (0) : f f-4 (J(t/\Tm(f)): t?- a)

is Borel measurable. Consequently,

.eatujp(e-l7rri,Lnm(J)(tj): i::; k,j::; k) =

= .eatulP(U(Ti Va),stopY(tj): i::; k,j::; k)

for every Tl, ... ,Tk in [0,00) and every tl,"" tk in [a, (0), and so

.eatujp(7rri,Lnm(J)(tj): i::; k,j = 1,2) =

= .eatulP (Ù(Ti Va),stopY(tj): i::; k,j = 1,2)

for every Tl, ... ,Tk in [0, 00) and sorne a ::; tl < t2, whence Lnm (J) is a martingale on
[a, 00) with respect to the W-augmentation of the filtration (Ft).

Proof of Theorem 2.3.2 2°: Let B be a countable set of Coo(lR)-functions with
compact support such that it contains functions ff(t) = t = fl(t) and f;,(t) = t2 =
j2(t) for Itl ::; k, kEN, and let Wbe the assumed probability measure on F in 2° for-- -- -- --
the set B that we have just specified. Let also (n, F, (Ft), lP) be a filtered probability
space with countably many independent real Brownian motions ((3k : kEN) and
define n = n x fi, F = F @ F, lP = W@ Pand Ft the lP-augmentation of the filtration
(Fa,tva@Ft ) in F. Now fix nE N and mEN. Then Lnm(Jk) are bounded martingales
on [a, 00) for Wwith respect to the W-augmentation of the filtration (Fa,t), for kEN,
i = 1, 2 and so are the killed processes

where Tk was defined in (2.3.1). But

and Tk (7rn(.,w)) -t 00 so the processes Lnm (Ji), i = 1, 2 are bounded martingales
on [a, 00) as weIl, therefore Ln(Ji), i = 1,2 are local martingales on [a, 00). Define
M(hn) = Ln(Jl) and Zn(t) = Ln(J2). Then

t

(M(hn)) (t) = JIIG*(s, e-l7r(s))hnll~o ds
a



102 CHAPTER 2

by Lemma 2.6.2.1. Now, whenever n E N, mEN and q is a rational number,
there exists l E N such that qhn + hm" = hl as D = {h j : j E N} was supposed
to be additive and rationally homogeneous. Having the choice of m, n, land q, we
have, by assumptions, that ïP[7r(t) E Rng e] for almost every t 2': a. In particular,
(hk' e- l7r(r)) = 7rk(r) almost surely for every kEN and sorne dense countable set
r 2': a. Apparently, q7rn (t) + 7rm (t) = 7r1(t) for every t 2': a almost everywhere by
continuity of the processes. Consequently, ïP[Mt(qh + k) = qMt(h) + Mt(k)] = 1 for
every t ~ a, q E Q, h E D and k E D, and

t

(M(h)) (t) = JIIG*(s, e-l7r(s))hll~o ds
a

for every h E D. We are ready to extend the objects onto the product space n. To
this end, define the processes N(h)(t, w, w) = M(h)(t V a, w), II(t, w, w) = 7r(t, w) and
Wk(t,w,W) = !3dt,w) for t ~ 0, kEN and (w,w) E n. The process N inherits the
linearity of M, N(h) is a local martingale on [0,00) for the filtration (Ft) and

t

(N(h)) (t) =JIII[a,oo) (s)G*(s, e-lII(s))hll~o ds.
o

The processes (Wk : kEN) are independent (Ft)-Wiener processes independent of
J(N(h) : h E D), so we can apply Theorem 2.1.2 obtaining a Q-(Ft)-Wiener process
W such that

or equivalently

t

Nt(h) = J(h,I[a,oo)G(s, e-1II(s)).) dW,
o

hED,

t

(e-1II(t),h) = (e-1II(a),h) +J((A*h,e-1II(s)) + (h,F(s,e-1II(s))) ds+

a

t

+ J(h, G(s, e-1II(s))-) dW
a

for every h E D, t = a and almost every t 2': a as lP[II(t) E Rng e] = 1 for t = a and
almost every t ~ a. If we define the (Ft)-predictable process

t t

u(t) = St_ae-1II(a) +JSt-sF(s, e-1II(s)) ds +JSt-sG(s, e-1II(s)) dW
a a
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for t ~ a then

t

(u(t),h) = (e-III(a),h) + J((A*h,e-III(s) + (h,F(s,e-III(s)) ds+

a

t

. +J(h, G(s, e-III(s))·) dW
a
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for every every t ~ a and every h E D by the theorern of Chojnowska-Michalik (Thm
1.12 and Thm 1.13 in Chapter 1), so lP'[e-III(t) = u(t)] = 1 for t = a and alrnost every
t ~ a. Consequently,

t t

u(t) = St-au(a) +JSt-sF(s, u(s)) ds +JSt-sG(s, u(s)) dW
a a

and lP'[II(t) = ü(t)] = 1 for every t ~ a by continuity of II and ü. D

2.6.3 PROOFS OF THEOREM 2.4.4 AND THEOREM 2.4.5

Lemma 2.6.3.1. Let 0 be a Borel subset of X and let the equation (2.2.1) be (0, x)­
weU-posed for every x E 0 (Def. 2.4.3). Then the rnapping 0 -+ M : x t---+ PO,X is
Borel rneasurable.

Praof: The rnapping

M -+ IR : f.l t---+ Jcp df.l

TI

is Borel rneasurable for every bounded or [0, oo]-valued rneasurable function cp : n -+ IR,

K = Mo n [7ro E Rnge] n {w E n: dt{s E [0,(0): 7rs (w) fÎ. Rnge} = O}

is a Borel set since the third set is rneasurable by Fubini's theorern. Further let VI be
the set of aU those rneasures f.l for which

JLnm(f)(t) df.l =JLnm(f)(s) df.l
c c

for every C in sorne countable subset generating :Fs for every a :S s < t in Q, every
n E N, mEN and f E B where B is the countable subset of C 2 (IR) introduced in
Theorern 2.3.2 2°. Then VI is a Borel set and V2 = {f.l : f.l(K) = 1} n VI is the Borel
set of aU probability rneasures f.l which satisfy

f.l(Mo) = f.l[7ro E Rng e] = f.l[7rt E Rng e] = 1
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for almost every t ~ 0, and render the bounded processes Lnm(f) martingales with
respect to the J.L-augmentation of the filtration (Ft) for every 1 E B. Now

where e was defined in Def. 2.2.1, j : y t--t Oy is a homeomorphism, and i J.L t--t

~atu J.L (1ro) is continuous. By this scheme we get that

Vs = i-1[j[e[O]]] = {J.L: there exists x E 0 such that J.L[1ro = x] = 1}

is a Borel set by Prop. 2.2.2. Consequently,

V = V2 n Vs = {J.L E V2 : there exists x E 0 such that J.L[e-l1ro = x] = 1}

is a Borel set and the mapping i is injective on V. Indeed. Let J.Ll and J.L2 be two
elements of V such that i(J.Ll) = i(J.L2) = Ox for sorne x E O. Then there exist two
solutions (nk,Fk,(F~),JPk,Wk,uk), k = 1,2 of the equation (2.2.1) on [0,(0) such
that ~atuI!"k (e(uk)) = J.Lk for k = 1,2 on F by Theorem 2.3.2 2°. But then JPk[uk(O) =
x] = 1 for k = 1,2 and so, by (0, x)-uniqueness, we get that J.Ll = J.L2. Therefore
i : V ~ M(JRN) is a continuous injection and so is the mapping j-1i : V ~ e[O]. In
fact, j-1i is a bijection from V to e[O] by Theorem 2.3.2 1° due to the well-posedness
of the equation (2.2.1) on O. In particular, j-1i[C] is a Borel set in JRN for every Borel
subset C of V by chap. 3, par 39, sect. IV, p. 487 in [11] and so i-1j : e[O] ~ M is
Borel measurable. Eventually, i-1je: 0 ~ M is Borel measurable. 0

Proof of Theorem 2.4.4. Fix Y ~ -a and consider the shiEt operator ey (Def.
2.4.1).

Step 1: Let J.L be a probability measure on F such that J.L(Ma+y) = J.L[1rs E Rnge] = 1
for every 8 E [a+y, 00) and let the processes L~-:nY(f) be martingales on [a+y, (0) under
J.L with respect to the J.L-augmentation of the filtration (Fa+y,t) for every 1 E C 2 (JR).
Then e;l[Ma ] = Ma+y and L~-:nY(t+y,w) = L~m(f)(t,ey(w)) for every W E Ma+y
and t ~ a since the coefficients J, F and G do not depend on time. If we define
v = ~atuJ.L (ey) then v(Ma ) = J.L(e;l[Ma ]) = J.L(Ma+y) = 1, v[1rs E Rnge] = J.L[1rs+y E
Rng e] = 1 for every 8 E [a, 00). Further

JIr l (1rSI (W )) ... Irk(1rSI (W ))L~m (/) ( t, w) dv =
TI

= JIrl (1rSI +y(W)) ... Irk(1rsl+y(w))L~m(f)(t, ey(W)) dJ.L =

TI

= JIrI(1rsl+y(w)) ... Irk(1rsl+y(w))L~~Y(f)(t+y,w)dJ.L
TI

for every 81, ... , 8k and t in [a, 00), and fI"", fk in (JRN). Whence the processes
L~m (f) are martingales on [a, 00) under LI with respect to the v-augmentation of the
filtration (Fa,t) for every 1 E C 2 (JR).
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Step 2: Let (n, F, (Ft), W, u) be a solution of the equation (2.2.1) on [a + y, (0) with
P[u(a + y) = x] = 1 and denote p, the law of the process t t-+ u(t V (a + y)). Then p,
satisfies the assumptions of Step 1 by Theorem 2.3.2 1°. Applying Theorem 2.3.2 2°
on v we get a solution (nl,Fl, (Fl), WI,u l ) of the equation (2.2.1) on [a, (0) with
pl [ul (a) = x] = 1.

Step 3: Let the equation (2.2.1) be (a, x)-unique in law. Let (ok, F k, (Ff), W k, uk),
k = 1,2 be two solutions of the equation (2.2.1) on [a + y, 00) with pk[uk(a + y) =
x] = 1, k = 1,2 and denote p,k the law of the process t t-+ ük(t V (a + y)), k = 1,2.
Then p,k satisfy the assumptions of Step 1 by Theorem 2.3.2 1°. Applying Theorem
2.3.2 2° on vk we get two solution (Ok, Fk, (Fkt), Wk, Uk), k = 1,2 of the equation
(2.2.1) on [a, (0) such that vk coincides with the law of the process t t-+ Uk(t V a) on
Fa,OCJ for k = 1,2. In particular, Pk[uk(a) = x] = 1 for k = 1,2, and so, by (a, x)-
.. l 2 - l 2 -uruqueness ln law, v = v on Fa,OCJ' Consequently, p, = p, on Fa+y,OCJ' Whence

(a + y, x)-uniqueness in law.

Step 4: Let the equation (2.2.1) be (0, x)-well-posed for every x E O. Then 0 -t MI :
X t-+ po,x is Borel measurable by Lemma 2.6.3.1. Moreover, pa,x = ~atupo,:z; (B_a)
by Step 2. Whence [0,(0) x 0 -t MI : X t-+ pa,x is Borel measurable. Indeed. The
mapping B : IR x 0 -t n is jointly measurable. Consider a continuous bounded function
cp on n. Then the mapping

(a,x) t-+ Jcpdpa,x = JcpoB_adpo,x

n n

is continuous in a for fixed x, and measurable in x for fixed a. The joint measurability
of such a function then follows, for instance, from Caratheodory's conditions. 0

Let us consider the following auxiliary equation:

(2.6.3.1)
du - - - .
dt (t) = Au(t) + F(u(t)) + G(u(t))W

on the space X = JR x X with a complete separable 2-smooth norm

the Co-semigroup

with the infinitesimal generator

- (0 0)
A= ° A ' Dom(A) = JR x D(A),
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ft (~~) = (P(ut,U2)) ' (~~) EX

G(~~)ç= (G(ut~U2)Ç)' (~~) EX, çEUo,

and the function

Solutions of the equation (2.6.3.1) are characterized by the following Lemma where
we write (u l , U2) instead of the vertical vector notation:

Lemma 2.6.3.2. Let a ~ 0, x E X and (0, F, (Ft), lP, W) a filtered probability space
with a Q-(Ft)-Wiener process W. Let also (UI, U2) be a progressively measurable
X-valued process on [a, 00) with lP[uI(a) = a] = 1 and lP[u2(a) = x] = 1. Then
(D, F, (Ft), lP, W, (UI, U2)) is a solution of (2.6.3.1) on [a, 00) if and only if

c> lP[UI (t) = t] = 1 for every t ~ a.
c> (0, F, (Ft), lP, W, U2) is a solution of (2.2.1) on [a, 00).

Moreover, the equation (2.6.3.1) is (a, (a, x))-unique in law if and only if the equation
(2.2.1) is (a, x)-unique in law.

Corollary 2.6.3.3. Let a ~ 0 and x E X. Then the equation (2.6.3.1) is (a, (a,x))­
well-posed if and only if the equation (2.2.1) is (a,x)-well-posed.

Proof of Theorem 2.4.5. The equation (2.6.3.1) is (T, (a, x))-well-posed for ev­
ery T ~ 0 and (a, x) E E by Corollary 2.6.3.3. Thus. Denote ë : X -t IRN an
embedding for the setting of the equation (2.6.3.1) as in Def. 2.2.1, and, provided
(D,F, (Ft),lP, W,U = (UI,U2)) is a solution of the equation (2.6.3.1) on [a, 00) with
lP[u(a) = (a, x)] = 1, denote pa,(a,x) the law of the process t ~ ë(u(t V T)) on D as in
Def. 2.4.3. The mapping E -7 M : (a, x) t---7 pa,(a,x) is Borel measurable by Theorem
2.4.4. But

= lP [U(tl Va) E IR x e-l[rl], ,U2(tk Va) E IR x e-l[rkJ] =

= lP [ë(U(tl Va)) E ë [IR x e-l[rl]J , ,ë(U2(tk Va)) E ë [IR x e-l[rkJ]] =

= pa,(a,x) [7ft l E ë [IR x e-l[rl]J , ... ,7ftk E ë [IR x e-l[rk]]]

holds for every tl, ... , tk in [0,00) and rI, ... r k in JE(IRN) by Lemma 2.6.3.2. Whence
E -t M : (a, x) t---7 pa,x is Borel measurable. 0
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2.6.4 PROOF OF THEOREM 2.4.6

Step 1:

First we realize that P(Ma ) = P[7rs E Rng e] = 1 for every s ~ a and the pro­
cesses L~m(J), f E C 2 (JR) are martingales on [a, (0) under P with respect to the
P-augmentation of the filtration (Ft) by Theorem 2.3.2 1°. Now let a :::; s :::; t and
C E F s be arbitrary. We have

1 (1 L~m(J)(t)dr(W)) dP(w) = 1 L~m(J)(t)dP(w) =

Cln[T~S] C CnCln[T~S]

1 L~m(J)(s) dP(w) = 1 (1 L~m(J)(s) dr(W)) dP(w)
CnCln[T~S] Cln[T~S] C

for every Cl E YT since Cl n [T :::; s] E Ys n YT' Ys ç F: and the martingale property
of L~m(J). In particular

(2.6.4.1) I[T~s](w)1L~m(J)(t) dr(w) = I[T~s](W)1L~m(J)(s) dr(w)
C C

P-almost everywhere.

Step 2:

Considering the countable set B from Theorem 2.3.2 2° and the fact that every F s

is generated by sorne countable algebra As, we can find a set NI E Yn P(NI ) = 1
such that (2.6.4.1) holds for every C E As, f E B, n E N, mEN, w E NI and s :::; t
in [a, (0) n Q. We can suppose as weIl that r(w, Ma) = 1 for every w E NI since
P(Ma ) = 1. Now we see that, given w E NIl

1L~m(J)(t) dr(w) = 1L~m(J)(s) dr(w)
C c

hoIds for every T(W) :::; S < t, C E F s , n E N, mEN and f E B by the continuity
of the processes L~m(J). Moreover, L~m(J) are adapted to the r(w)-augmentation of
the filtration (Fa,t) since r(w, Ma) = 1. Altogether we have just gotten that

(L~m(J)(t) - L~m(J)(T(W)) : t ~ T(W))

are uniformly bounded martingales under r(w) on [T(W), (0) with respect to the r(w)­
augmentation of the filtration (Fa,t) for every w ENI, n E N, mEN and f E B. The
same is, of course, true for the stopped process
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by the optional stopping theorem for the C~:(~))-stOPPi~gtime,

by definition in (2.3.1). But, still with an W E NI fixed,

on the set Ma by definition. Renee, letting m tend to infinity, we get that the processes

are uniformly bounded martingales under r(w) on [T(W), (0) with respect to the r(w)­
augmentation of the filtration (Fa,t) for every W ENI, nE N, kEN and f E B.

Step 3:

We already know that r(w, Ma) = 1 for every w ENI' Define the set

= {w E n: 1rs (w)) E Rnge for a.e. s 2: a}.

Then P(Va) = 1 by Theorem 2.3.2 10
• Renee, there exists a set N 2 E gr, P(N2 ) = 1

such that r(w, Va) = 1 for every w E N2 .

Step 4:
There exists a set N3 E gr, P(N3 ) = 1 such that r (w, [1rr(w)(w) = 1rr(w)]) = 1 for
every w E N3 by the elementary proprieties of r and the fact that Ft ç gt, t 2: 0
(hence (w,wo) f-t 1rr(w)(w) -1rr(w)(wo) is gr o F-measurable) , and 1rr(w)(w) E erG] for
every W E N3 by the assumptions of Theorem 2.4.6. So, given w E N = NI n N 2 n N 3 ,

r (W, [1rr(w) E Rnge]) 2: r (W, [1rr(w) = 1rr (w) (w)]) = 1

- - - - ~
and so there exists a solution (n, F, (Ft), lP, W, v) of the equation (2.2.1) on [T(W), (0)
such that the law of the process t f-t v(t V T(W)) coincides with r(w) on Fr(w),oo

by Theorem 2.3.2 2°. In particular, P[V(T(W) = e- I
1rr (w) (w))] = 1 and so r(w) =

p r(w),e-
1
(7r.,.(w)(w)) on Fr(w),oo since the equation (2.2.1) is (T(W), e- I1rr(w) (w)))-unique

in law by assumption. 0
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P(V) = Jpa,X(V) dJ-L(x)

o

in view of Thm 2.4.5. Then, apparently, P(Ma ) = P[7fs E Rng e] = 1 for every S ~ a
and JL~m(t) dP = JL~m(s) dP

c c

for every C E F s , a :S S :S t, n E N, mEN and f E C 2 (IR) by Theorem 2.3.2 1°.
Whence there exists a solution (0, F, (Ft), W, u) of the equation (2.2.1) on [a, (0) such
that ~atulP (û(· Va)) = P by Theorem 2.3.2 2°. In particular, ~atulP (u(a)) = J-L. For
the second part of the corollary denote Pk the laws of the processes t 1---7 e(uk (t)) on F
for k = 1,2 by Remark 2.2.4. Then Pl = P2 on F o and PIIFo = P2JFO by Theorem
2.4.6. Consequently Pl = P2. 0

Proof of Corollary 2.4.8. The mapping

(a,x) 1---7 J<p(7ft)pa ,X,

TI

resp. tl---7 J<p(7ft)pa
,X

TI

is measurable by Theorem 2.4.5, resp. continuous for every <p : IRN ---+ [0, 1] continuous.
Rence it is jointly measurable since it satisfies the Caratheodory condition. The joint
measurability then holds for every <p bounded, e.g. <p = Ie[v] for V E JB(X). 0

Proof of Theorem 2.5.1 and Theorem 2.5.3. We have

= pa,x [7ftl Va E e [r1] , ... ,7ftTn Va E e [rm]]

for every a ~ 0, x E 0, tl, ... ,tm in [0,(0) and every rl, ... ,rm in 0 ç JB(X).
Whence the measurability of (a, x) ---+ ]P'a,x by Theorem 2.4.5.

Next, fixing °:S a :S b:S c and x E 0, denote r a regular version of the conditional
probability pa,x with respect to :Fb then

pa,x_a.e.

for every r E 0 by Theorem 2.4.6. 80. If °:S SI :S ... :S Sm :S b and rI, ... , r m, r
belong to 0 then

pa,x[YSl E rI, ,YSTn Erm, Ye Er] =

= Pa,x[Ua,x(SI Va) E rI, ,Ua,x(Sm Va) E r m, Ua,x(C) Er] =

= p a
,X[1rSl E e[r1l, ,7fSTn E e[rml, 1re E e[r]] =
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= JIe[rl] (7fSI (w)) ... Ie[rTn ](7fSTn (w))pb,e-
I

(7r b (w)) [7fe E e[r]]dpa,x(w) =

n

= J I rl (Ua,x(Sl Va)) ... IrTn (Ua,x(Sm V a))pb,ua ,x(b)[7fe E e[r]] dlPa,x =
na ,x

= JIrl (YsJ ... IrTn (YSTn)pb,Yb [7fe E e[r]] dlPa,x

n

by definition. Whence

o

Proof of Theorem 2.5.4. We have

px [Yi l E rI,"" Yi Tn Erm] = Px [Ux(tl) E rI,"" Ux(tm) Erm] =

= pO,x [7ft l E e [rI],' .. , 7ftTn E e [rm]]

for every x E 0, tl,"" tm in [0, (0) and every rI,"" r m in 0 ç B(X) by Remark
2.5.2. Whence the measurability of x __ px by Theorem 2.4.4.

(a) Fixing an x E 0, denote Qt the pO,X-augmentation of :Ft, t 2: 0,

i: C ([0, (0), (0, 11·110)) -- c ([0, (0), }RN)) : w f-+ (e(w(t)) : t 2: 0)

the continuous injection and its Borel pseudoinverse

{
i-l(w)

j : C ([0, (0), }RN)) -- C ([0, (0), (0, 11·110)) :w f-+ a
w E Rngi

w E (Rngi)e

Indeed. j is Borel measurable by chap. 3, par. 39, sect. IV, p. 487 in [11].

(b) j;atojpx (i) = pO,x on:F and j;atopo,x (j) = px on:F. Particularly pO,X(Rngi) = 1.

(c) j-l [Yi E rj n Rng i = [7ft E e[rj] n Rng i for every r E 0 and t 2: 0, so j-l [Cl E Qt
for every C E :Ft and, consequently, for every C E 'Ht by (b), t 2: O.

(cl) i- l [7ft E r] = [e(Yi) E r] for every r E B(}RN) and t 2: 0, so i- l [Cl E 'H t for every
CE :Ft and, consequently, for every C E Qt, t 2: o.
(e) Defining T(W) = T(j(W)), WE n then T is a (Qt)-stopping time by (c).

(f) The mapping i : (n, 'H-r) -- (n, Çh-) is measurable by (d) and j : (n, Çh-) -- (n, 'H-r)
is measurable by (c).

(g) If we denote r : n x :F -- IR a regular version of the conditional probability pO,x
with respect to Qr then there exists a set N E Qr, peN) = 1 such that 7fr (w)(W) E e[O]
and r(w) = pr(w),e-I(7r"TCw) (w» on F::;:(w),= for every W E N by Theorem 2.4.6.
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(i) The function R: 0 X F -+ IR : (w, V) f-t r(i(w),j-I[V]) is 1iT -measurable in the
first variable by (f). Moreover, R is a regular version of the conditional probability
jp>x with respect to 1iT. Indeed. Let C E 1iT and V E F. Then

JR(·, V) djp>x = J r(i(j(·),j-I[V]) dpo,x = Jr(',j-I[V]) dpo,x =

C [jEC) [jEC]

= pO,x [j-I [C n V]] = jp>X(V n C)

by (h) and (f).

(j) Since pO,X(Rngi) = 1 the set NI = {w : r(w, Rngi) = 1} E Qr satisfies pO,X(NI) =

1 and the set N 2 = {w : R(w, [T(W) = T]) = 1} E 1iT satisfies jp>X(N2) = 1 by the
elementary properties of conditional probabilities. Sa,

= r(i(w),j-l[yt+T(w) Er] n Rngi) = r(i(w), [1rt+T(W) E e[r]] n Rngi) =

= r(i(w), [1l"t+T(W) E e[r]]) = pT(w),e-
1

(
7r -r(w)(i(w))) [1rt+T(W) E e[r]] =

= pO,e-
1

( 7r -r(w)(i(w))) [1rHT(W) 0 ()-T(W) E e[rj] = pO,e- 1
( 7r -r(w)(i(w))) [1rt E e[rj] =

= po,Y-r(w)(w)[1l"t E e[r]] = po'y-r(w)(W) ([1rt E e[r]] n Rngi) =

= pO,Y-r(w)(w) (j-I [yt E rj n Rng i) = pO,Y-r(w)(w) [j-I [yt Er]] = jp>Y-r(w)(w) [yt E r]

by (c), (g) and Theorem 2.4.4 for every r E E(O), w E i-I[N n NI] n N2 E 1iT and
jp>X [i- I [N n NI] n N 2] = 1 by (h) and (f). 0
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Chapitre 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS GLOBALES DES ÉQUATIONS

D'ÉVOLUTION HYPERBOLIQUES STOCHASTIQUES

PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIENER
SPATIALEMENT HOMOGÈNE

Résumé: Nous étudions des équations semilinéaires hyperboliques de seconde ordre par rapport
à un processus de Wiener spatialement homogène. Des conditions suffisantes en termes de fonctions
de Lyapunov entraînant l'existence de solutions globales sont trouvées. En plus, nous démontrons que
les solutions du problème de Cauchy propagent à vitesse finie. En particulier, les résultats d'existence
sont applicables aux équations avec des nonlinéarités polynomiales.

2000 MSC classement. 60RIS.

Mots-clés: Équations hyperboliques stochastiques, processus de Wiener spatialement homogène

3.0 INTRODUCTION

Considérons une équation semilinéaire hyperbolique stochastique

(3.0.1)
82u .
8t2 (t) = Au(t) + j (u(t)) + 9 (u(t)) W, u(O) = UQ,

sur un domaine D dans]Rd avec un processus de Wiener en dimension infinie W. Nous
allons considérer le problème de Cauchy pour (3.0.1), à savoir le cas où D = ]Rd, ainsi
que le problème sur un domaine borné de classe C2 avec la condition de Dirichlet ou
de Neumann. On suppose que A est un opérateur différentiel uniformément elliptique
de second ordre et j, 9 : ]R ~ ]R deux fonctions telles que les opérateurs de Nemyt­
ski associés sont localement Lipschitz entre des espaces de Sobolev convenables. Le
processus de Wiener West supposé spatialement homogène de mesure spectrale finie.
Le sujet des équations aux dérivées partielles stochastiques par rapport à un proces­
sus de Wiener spatialement homogène a attiré beaucoup d'intérêt récemment; nous
recommandons au lecteur le travail [Pes1] pour un résumé de la littérature existante
et les références.

Ce travail part de l'article de S. Peszat [Pes] dont les résultats entraînent, en parti­
culier, que (3.0.1) possède une unique solution globale dès que j et 9 sont globalement
Lipschitz. Néanmoins, si l'on abandonne l'hypothèse de lipschitzianité globale il n'est
pas exclu que les solutions de (3.0.1) n'existent que localement jusqu'à un temps
d'explosion. Un exemple d'une équation d'ondes semilinéaire stochastique avec des
solutions explosantes, et des conditions suffisantes pour l'existence de solutions glob­
ales du problème de Cauchy pour l'équation d'ondes nonlinéaire (A = ~) par rapport
à un bruit spatialement nonhomogène peuvent être trouvés dans le travail de P.-L.
Chow (voir [Chow]).
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Dans ce chapitre, nous envisageons de trouver des conditions suffisamment générales
sur f et 9 pour que les solutions de (3.0.1) vivent globalement. Ensuite, dans le cas
du problème de Cauchy, nous montrons que les solutions propagent à vitesse finie, et
en fin nous présentons des conditions suffisantes sur f, 9 et la mesure spectrale Il pour
que les solutions de (3.0.1) aient une meilleure régularité et, par conséquent, soient les
solutions fortes au sens des EDP.

Nos démonstrations sont basées essentiellement sur des techniques des fonctions
de Lyapunov. La procédure est connue dans la théorie des EDP où elle est prov­
enue de motivations physiques : quand un système admet une quantité conservée
(par exemple l'énergie) alors elle peut servir de fonction de Lyapunov et l'explosion
en temps fini est exclue. Le lecteur peut trouver une belle introduction à la théorie
des équations d'ondes abstraites dans le livre [Reed]. Les preuves de nonexplosion
reposent sur des techniques de fonctions de Lyapunov et ont été appliquées à des
équations différentielles stochastiques par R. Khasminskii dans les années soixante
(voir son livre [K]); quant aux résultats récents dans cette direction nous référons aux
travaux [Na], [Ta] ou [Thi] et leurs références. Les articles [Na1], [Ma-Ma], [M-W]
et [KST] traitent également le sujet de nonexplosion des équations stochastiques de
deuxième ordre et ils sont particulièrement liés à ce travail. Les preuves de nonexplo­
sion fondées sur les fonctions de Lyapunov pour les équations aux dérivées partielles
stochastiques ont été utilisées dans [D-M] au cas parabolique et dans [B-M-S] au cas
de l'équation des poutres stochastiques. Le travail [Chow] est également dédié aux
équations d'ondes stochastiques. L'article [M-M] traite l'existence et l'unicité de la
solution de l'équation d'ondes dans ]R2 avec le drift polynomial et la diffusion bornée
et globalement Lipschitz; en revanche, les hypothèses sur la covariance spatiale du
bruit consideré sont moins restrictives que les nôtres.

Ce chapitre commence par un résumé sur les opérateurs différentiels uniformément
elliptiques de deuxième ordre soit sur ]Rd soit sur un domaine borné D dans IRd

avec la condition au bord de Dirichlet ou de Neumann. Nous rappelons ensuite la
définition et quelques propriétés essentielles d'un processus de Wiener spatialement
homogène sur ]Rd. Puis nous spécifions les équations d'évolution stochastiques en ques­
tion et nous définissons les notions de solutions. Ensuite nous étudions la propriété
de propagation finie des solutions locales en temps de notre équation sur ]Rd (voir le
Théorème 3.2.4). Les deux sections suivantes sont consacrées à la recherche des con­
ditions suffisantes pour l'existence des solutions globales (voir le Théorème 3.3.2), à
leur régularité améliorée (voir le Théorème 3.4.2) et en fin à des exemples particuliers.
Les démonstrations sont données séparément dans la dernière section.

Les conditions entraînant l'existence de solutions globales présentées dans cette
section ne sont pas du tout nécessaires et leur affaiblissement sera élaboré dans le
quatrième Chapitre.

Je voudrais exprimer mes remerciements à Marco Dozzi, Jan Seidler et Bohdan
Maslowski pour leur influence positive, beaucoup de discussions et suggestions, et
à l'Institut Élie Cartan à Nancy et l'Institut des Mathématiques de l'Académie des
Sciences à Prague pour leur soutien matériel.
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(3.1.1)

[> ous désignerons BUCk(D) l'espace des fonctions de classe Ck sur le domaine
D dont toutes les dérivées jusqu'à l'ordre k sont uniformément bornées et
uniformément continues sur D.

[> Toute filtration dans ce chapitre sera complète, à savoir, si (D, F, (Ft), lP) est
une base stochastique, alors Fo doit contenir tout ensemble F de la tribu F
dont la probabilité lP(F) = O.

[> Si z est une variable aléatoire vectorielle sur un espace probabilisé (D, F, lP) et
z est à valeurs dans un espace de fonctions complexes sur le domaine D, on dit
que la variable aléatoire z est réelle si la parti imaginaire lm z(w) = 0 presque
partout sur D pour tout w.

Bien que nous nous intéressons aux solutions réelles de l'équation (3.0.1), nous
allons travailler dans les espaces de fonctions complexes à cause de la disponibilité de
la théorie spectrale et de la théorie d'interpolation dans le cadre complexe.

L'opérateur différentiel A sera de la forme

d d a2ep d aep
Aep = L L aij(x) ax.ax' + L bi(x) ax' + c(x)ep(x).

i=l j=l t J i=l t

Si D est un domaine borné dans IRd avec la frontière de classe C2 , alors le domaine
D(A) contiendra exactement toutes les fonctions ep de W 2,2(D) dont la trace sur aD
satisfait à l'une des conditions au bord:

1. (Dirichlet) ep = 0 sur aD.

2. (Neumann) L~=l L~=l aij~Vi = ,ep sur aD pour un, E BUC1(D).

Nous rappelons que v(x) est le vecteur unitaire de la normale extérieure à aD au point
x E aD.

En tout cas, la matrice réelle symétrique {aij} appartient à BUC2(D), le vecteur réel
{b i } à BUC1(D) et c n'est qu'une fonction bornée, réelle et mesurable sur D. En plus,
nous réclamons la condition de l'ellipticité uniforme

d d d

LLaij(X)YiYj ~ CLY;' x E D, Y E IRd
,

i=l j=l i=l

où C est une constante strictement positive et si nous considérons la condition au bord
de Neumann nous aurons besoin de supposer (en plus) que

C> 0+11 Tr Ili(w1,2(D),L2(D)) où 0 = sup {,(x) : X E aD}

et Tr : W 1 ,2(D) -7 L2(aD) est l'opérateur de trace.

[> Sous les hypothèses ci-dessus, l'opérateur A, dans tous les trois cas, est sec­
toriel sur L2 (D) et cllullw2.2(D) ~ IluIIL2(D) + IIAullL2(D) vaut pour un c> 0
et tout u E D(A) d'après [Lun, Chapitre 3].
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Maintenant nous pouvons introduire l'opérateur auxiliaire

d d fJ ( fJ )
Acp = ~f; fJXi aij(X) fJ~ (x) + (C(X) - c) cp(X)

avec D(A) = D(A) et une constante C telle que

[> C > ess sup c si D = ]Rd ou si D est borné et A est considéré avec la condition
au bord de Dirichlet.

[> C> ess sup c+a+ Il Tt Ili(W 1•2 (D),L2(ôD)) si D est borné et nous considérons la
condition au bord de Neumann.

L'opérateur A est, sous les hypothèses ci-dessus, autoadjoint et strictement négatif sur
L2 (D) (voir [Lun, Chapitre 3]). En plus, comme

pour des constantes positives 0 3 , 0 4 , nous concluons que D( _A)l/2 est un espace
fermé dans W l ,2(D). En effet,

[> D( _A)l/2 = W~,2(D) si D = ]Rd.

[> D(_A)l/2 = W~,2(D) si D est borné et nous considérons l'opérateur A avec
la condition au bord de DiricWet.

[> D( _A)l/2 = W l ,2(D) si D est borné et nous considérons l'opérateur A avec
la condition au bord de Neumann.

Les deux premières égalités sont faciles à démontrer. La troisième peut être déduite de
[Lun, Théorème 3.2.3, Corollaire 2.2.3, Proposition 2.2.2, Proposition 1.2.3 et Propo­
sition 2.2.15] car

W 2s ,2(D) = DA(S, 2) ç DA(s, (0) = (L2(D), D(A))s,oo ç (L2(D), D(A)h/2,l =

= DA(1/2, 1) ç D(_A)l/2

pour 1/2 < S ::; 3/4 et W 2s,2(D) est dense dans W l,2(D). La dernière propriété dont
on aura besoin dans la suite est l'inégalité suivante (voir [Lun, Chapitre 3]):

cp E D(A)

qui dit que la norme de W 2,2(D) est équivalente à la norme graphe sur l'espace de
Hilbert D(A), à savoir, à la norme induite par le produit scalaire

CPl E D(A), CP2 E D(A).

La raison d'introduire l'opérateur A est qu'il est plus beau et plus facile à travailler
avec, dû aux faits qu'il est autoadjoint et négatif. D'autant plus que l'échelle des
domaines des puissances fractionnaires D(wQ - A)Q = D( -A)Q et les normes graphe
sont équivalentes (voir [Hen, Thm 1.4.6]) pour WQ suffisamment grand et a E [0, 1].
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Le processus West un processus gaussien sur une base stochastique (D,:F, (:Ft), IP') à
valeurs dans l'espace des distributions tempérées sur ]Rd et satisfaisant aux conditions
suivantes

[> Le processus réel (Wt , 'Ij;) est un processus de Wiener par rapport à la filtration
(:Ft) pour tout 'Ij; de l'espace de Schwartz sur ]Rd.

[> Il existe une distribution tempérée r (appelée la corrélation spatiale de W)
telle que

où 'l/Js(x) = 'Ij;(-x), x E ]Rd. Puisque r doit être une distribution définie positive,
il existe une seule mesure positive symétrique tempérée p, sur ]Rd telle que r soit la
transformée de Fourier de p,. La mesure p, est appelée la mesure spectrale de W. Dans
le travail [P-Z], les auteurs ont montré que l'espace autoreproduisant de W (noté Hw)
peut être caractérisé comme

et

(~'~)Hw = J'l/Jl'lj;2 dp,.
]Rd

En particulier, si p,(]Rd) < 00 alors r est une fonction bornée uniformément continue,
Hw est contenu dans l'espace des fonctions réelles bornées uniformément continues sur
]Rd comme on verra plus généralement dans le Lemme 3.1.1 et, par [P-Zl],

(Wt , <p) = JW(t, x)<p(x) dx

]Rd

où (W(t, x) : t ~ 0, x E ]Rd) est un champ aléatoire tel que

[> (W(t, x) : t ~ 0) est un processus de Wiener par rapport à la filtration (:Ft)
pour tout x E ]Rd.

[> l'application (t,x,w) t---7 W(t,x,w) est mesurable et continue en t.
[> JE W(t, x)W(s, y) = (t 1\ s)r(x - y) pour tout t ~ 0, s ~ 0, x E ]Rd et y E ]Rd.

Nous avons la modification suivante du Lemme 2.2 dans [Pes] qui permet de définir
l'opérateur de multiplication qui va apparaître dans l'équation stochastique. Nous
rappelons que BUCI(]Rd) est la notation pour l'espace de Banach des functions de
Cl (]Rd) dont les dérivées jusqu'à l'ordre l sont bornées et uniformément continues sur
]Rd, muni de la norme

11<pIIBUCI = L sup {IDQ<p(x)1 : x E ]Rd}.

IQI9
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Lemme 3.1.1. Soit k 2 a un entier, D un domaine dans IRd et soit

J(1 + IIYI1 2
)k dll(Y) < 00.

]Rd

Alors Hw est inclus dans BUCk(lRd ) avec injection continue, et il existe une constante
C telle que l'application

est un opérateur bilinéaire continu et, en plus, Hilbert-Schmidt dans la deuxième co­
ordonnée, à savoir

00

L Iluçj II~k,2(D) ::; Cllull~k,2(D)
j=l

pour tout u E W k ,2(D) et toute base orthonormée (çj : j E N) dans Hw.

Remarque 3.1.2. Sous l'hypothèse du Lemme 3.1.1 tout élément u E W k ,2(D)
définit un opérateur de multiplication ç I---t uç de Hw dans W k ,2(D) qui est Hilbert­
Schmidt.

L'équation aux dérivées partielles stochastique (3.0.1) se décompose en un
système de deux équations de premier ordre

du
dt (t) = v(t)

dv .
dt (t) = Au(t) + f(u(t)) + g(u(t)) W.

Il est convenable de considérer l'espace de Hilbert produit E = D( _A)1/2 x L 2(D)
avec le produit scalaire

(3.1.2) D(M) = D(A) x D(_A)1/2.

L'opérateur M est une somme d'un opérateur antiautoadjoint (u, v) I---t (v, Au) et
d'un opérateur borné (u,v) I---t (0, Au - Au). Or, M est un générateur infinitésimal
d'un Co-groupe (St: t E IR) sur E d'après [Pazy, Chapitre 3]. Notre système de deux
équations a alors la forme

(3.1.3)

où z = (u, v) E E,

dz .
dt (t) = M z(t) + F(z(t)) + G(z(t)) W
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pour ç E Hw, (u, v) E E où G est défini au sens de la Remarque 3.1.2. Les fonctions
f et 9 seront choisies de telle sorte (voir les Propositions 3.3.1 et 3.4.1) que f(Reu) et
g(Reu) appartiennent à L 2(D) pour tout u E D( _A)1/2 et donc la définition ci-dessus
est correcte.

Étant donnée une base stochastique (0, F, (Ft), IfD, W) avec un processus de Wiener
spatialement homogène de mesure spectrale j.L et une condition initiale réelle Zo à
valeurs dans E mesurable par rapport à la tribu Fo, un processus (z(t) : t :::: 0) à
valeurs dans E progressivement mesurable par rapport à la filtration (Ft) est une
solution mild de (3.1.3) s'il satisfait à

(3.1.4)

t t

z(t) = StZO + J St-sF(z(s)) ds +JSt-sG(z(s)) dW, t:::: 0,
o 0

en supposant implicitement l'existence des intégrales. Si, en plus, le processus (z(t) :
t :::: 0) est à valeurs dans D(M), les trajectoires du processus (Mz(t) : t :::: 0) sont
localement intgrables dans E et

(3.1.5)

t t t

z(t) = Zo + J M z(s) ds + J F(z(s)) ds + J G(z(s)) dW, t:::: 0,
000

alors z est appelé une solution forte.

Nous remarquons que si l'équation (3.1.5) vaut alors l'équation (3.1.4) vaut aussi dû
au théorème de Chojnowska-Michalik (voir les Théorèmes 1.12 et 1.13 du premier
chapitre ou (ChM]).

Les espaces de Hilbert dans lesquels nous travaillons sont tous complexes à cause de
la théorie spectrale, la théorie des semigroupes, la théorie d'interpolation et la théorie
des espaces de puissances fractionnaires dont nous nous servons. Néanmoins, nous
sommes intéressés surtout à des solutions réelles, à savoir, à des processus solutions z
tels que z(t, w) E IR presque partout sur le domaine D pour tout (t, w). Nous rappelons
que tout espace de Hilbert complexe (H, ( , )) est, en fait, un espace de Hilbert réel
en même temps si nous le considérons avec la partie réelle du produit scalaire original,
à savoir (H, Re ( , )). Remarquons que cette convention n'influence pas la norme. Ce
phénomène sera utilisé pour l'intégration stochastique qui est naturellement conçue
entre des espaces de Hilbert réels. Plus précisément, si 'li est un processus dans l'espace
des opérateurs Hilbert-Schmidt HS(Hw , (E, C)) alors l'intégrale stochastique

JWdW
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est construite pour 'li en tant que processus à valeurs dans HS(Hw , (E, JR)). Nous
soulignons que si un proceesus z satisfait à l'équation (3.1.4) alors le processus conjugué
complexe z = Rez-iImz y satisfait aussi. Or, si zo(w) est réel pour tout w et l'unicité
trajectorielle vaut pour l'équation (3.1.4) (par exemple si les coefficients sont Lipschitz
sur tout ensemble borné dans E) alors z = z et, par conséquent z est réel. Dans ce
chapitre, nous n'allons considérer que des conditions initiales réelles.

3.2 VITESSE FINIE DE PROPAGATION DES SOLUTIONS

Il est bien connu que le principe du maximum fort ne vaut pas pour les équations
hyperboliques de deuxième ordre sur JRd. Au contraire, les solutions propagent à
vitesse finie. Nous allons démontrer, effectivement, que ceci est vrai même si on
perturbe ces équations par un processus de Wiener spatialement homogène. D'abord
nous faisons la définition suivante dont la justification sera reportée à la section 3.5:

Definition 3.2.3. Une famille d'ensembles fermés non vides (Kt : t ~ 0) dans la
fermeture du domaine D est appelée une évolution de support si elle vérifie aux hy­
pothèses suivantes

t> n{Kt : t > s} = K s pour tout s ~ 0
t> StZ E Et+s pour tout zEEs, t ~ 0, s ~ 0

où
Et = {(u, v) E E : le support essentiel de u et v est contenu dans Kd

sont des sous-espaces fermés croissants continus à droite dans E et (St : t E JR) est le
Co-groupe défini dans (3.1.2). Nous disons qu'une évolution de support (Kt: t ~ 0)
est compacte si Kt est compact dans JRd pour tout t ~ o. En fin, nous remarquons
que Kt = D, t ~ 0 est une évolution de support qui est compacte si D est borné. Or,
une évolution de support existe toujours.

Supposons que les nonlinéarités F : E ~ E et G : E ~ HS(Hw , E) sont bornées
sur des ensembles bornés dans E. Si Tm est un temps d'arrêt strictement positif par
rapport à la filtration (:Ft) alors l'ensemble [0, Tm) est progressivement mesurable par
rapport à la filtration (:Ft) dans [0,00) x n et un processus z à valeurs dans E défini
sur [0, Tm) progressivement mesurable par rapport à la filtration (:Ft) est appelé une
solution locale de (3.1.4) si

t> JP[z(O) = zo] = 1
t> les trajectoires de z sont continues sur [0, Tm) dans E
t> toute trajectoire de z est nonbornée sur [0, Tm) si Tm < 00
t> le processus t f---+ z(t 1\ CTR) résout (3.1.4) presque partout sur [0, CTR) pour tout

R > 0 où CTR = inf {t < Tm : Ilz(t) IlE ~ R}, à savoir, les trajectoires d'une
modification continue du processus

t t

t f---+ z(t 1\ CTR) - StZO - JSt-sF(z(s 1\ (JR)) ds - JSt-sG(z(s 1\ CTR)) dW

o 0
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sont nulles sur [0, 0"R) presque sûrement, ou, d'une manière équivalente, pour
des Co-groupes,

t t

S-tz(t 1\ O"R) = Zo +JS_sF(z(s 1\ O"R)) ds +JS_sG(z(s 1\ O"R)) dW

o 0

pour tout t E [O,O"R) presque sûrement.

Si F : E ~ E et G : E ~ HS(Hw , E) sont Lipschitz sur des ensembles bornés dans
E alors, par la méthode standarde de localisation des nonlinéarités (voir la preuve
du Théorème 3.2.4), il existe une unique solution réelle locale de l'équation
(3.1.4). Nous rappelons que HS(Hw , E) est l'espace des opérateurs de Hilbert­
Schmidt linéaires de Hw dans E et nous considérons le cas D = IRd :

Théorème 3.2.4. Soient les opérateurs de Nemytski F : E ~ E et G : E ~

HS(Hw , E) (définis dans (3.1.3)) Lipschitz sur des ensembles bornés, f(O) = 9(0) = 0
et soit la mesure spectrale J-L finie. Étant donnée une condition initiale réelle Zo à
valeurs dans E mesurable par rapport à la tribu Fo, considérons l'unique solution lo­
cale réelle (Zt = (Ut, Vt) : t < Tm) à trajectoires continues dans E jusqu'à un temps
d'arrêt Tm' Ensuite, soit (Kt(w) : t ~ 0) une évolution de support pour tout w E n
telle que le support essentiel de u(O,w) et v(O,w) est contenu dans Ko(w) pour tout
w E n. Alors il existe un ensemble N E Fo, lP(N) = 1 tel que u(t, w) et v(t, w) ont les
supports essentiels contenus dans Kt (w) pour tout 0 ::;: t < Tm (w) et w EN. 0

3.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS "MILD" GLOBALES

Avant d'énoncer le théorème nous allons présenter des conditions suffisantes pour que
l'opérateur de Nemytski associé à une fonction h : IR ~ IR soit Lipschitz sur des
ensembles bornés de W 1,2(D) dans L2(D). d est la dimension de IRd .

On référera aux hypothèses suivantes par (LL,d) signifiant "localement Lipschitz".

e> Si d = 1 alors nous voulons que h soit localement Lipschitz.
e> Si d = 2 alors nous voulons que h soit de classe Cl et Ik(x)1 ::;: C(1 + IxI S

),

x E IR pour un s ~ 1.
e> Si d ~ 3 alors nous voulons que h soit de classe Cl et Ik(x)1 ::;: C(1+lx\2/(d-2)),

X E IR.

Proposition 3.3.1. Soit l'une des conditions suivantes satisfaite:

e> les hypothèses (LL, d) valent et le domaine D est borné.
e> les hypothèses (LL,d) valent, D = IRd et h(O) = O.

Alors l'opérateur de Nemytski agit de W 1,2(D) dans L2(D) et il est Lipschitz sur des
ensembles bornés, à savoir h(<p) E L2(D) quel que soit <p E W 1,2(D) et, étant donné
R> 0, il existe une constante CR telle que Ilh(<p1)-h(<p2)1IL2(D) < CRII'P1-'P21Iw1.2(D)
vaut pour tous 'Pl E W 1,2(D), <P2 E W 1,2(D) tels que II<pillw1,2(D) ::;: R, i = 1,2. 0
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Nous définissons

(3.3.1) Vez) = 10IIzll~ +iL(Reu) dX) , z = (u, v) E E

pour une fonction l : (60, (0) ~ (0, (0) telle que
1> l appartient à C 2 (6 0 , (0)
1> limx -+ CXJ l(x) = 00

1> i(x) > 0, x > 6 0

1> xi(x) ~ Cl(x), x 2: !Jo pour une constante positive C
1> x 2 max{l(x) , O} ~ Cl(x), x 2: !Jo pour une constante positive C

où L est la fonction primitive de -j, à savoir L(O) = 0 et L(x) + j(x) = 0, x E IR et
6 0 E IR tel que

(3.3.2) -00 < !'!., < 0, = inf { ;lIull~(_A)'I' +iL(Reu) dx : u E D(_A)'/2 }

où 0 ~ () < 1 est un paramètre.

Théorème 3.3.2. Supposons que j et 9 satisfont aux hypothèses de la Proposi­
tion 3.3.1, supposons que la mesure spectrale J.L est finie et que (3.3.2) vaut avec un
paramètre 0 ~ () < 1. Soit, en plus, j de classe Cl et IE V(zo) + IE "zoll~ < 00 où Zo
est une condition initiale. Ensuite supposons que

(3.3.3) IIg(u) Il i'(D) <; m 0lIu ll~(- A)'Idf L(u) dx - !'!.,)

vaut pour une constante positive m quel que soit u E D(_A)1/2 réel. n existe alors une
unique solution "mild" globale réelle z de l'équation (3.1.4) avec la condition initiale
Zo et une constante positive Co indépendante de la solution telle que

(3.3.4) IE V(z(t /\ T)) ~ eCotIE V(zo)

vaut pour tout t 2: 0 et tout temps d'arrêt T. D

3.4 EXISTENCE DE SOLUTIONS FORTES GLOBALES

Ici nous commençons par une délimitation d'une classe de fonctions dont l'opérateur
de Nemytski associé est Lipschitz de W 2,2(D) dans W l ,2(D) sur des ensembles bornés.

ous rappelons que d est la dimension de IRd .

On référera aux hypothèses suivantes par (LL2,d) signifiant "localement Lipschitz".

1> Si d ~ 3 alors nous voulons que h soit de classe C 2
.

1> Si d = 4 alors nous voulons que h soit de classe C 2 et Ih(x)J ~ C(1 + IxI S
),

x E IR pour un s 2: 1.
1> Si d = 5 alors nous voulons que h soit de classe C 2 et Ih(x)1 ~ C(1 + Ixl),

xER
1> Si d = 6 alors nous voulons que h soit de classe C 2 et Ih(x)1 ~ c, x E IR.
1> Si d 2: 7 alors nous voulons que h(x) = ax + b, x E IR pour des constantes a, b.
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Proposition 3.4.1. Supposons que les hypothèses (LL2,d) sont satisfaites, et soit
h(O) = a si D = ]Rd. Alors

c> l'opérateur de Nemytski associé à la fonction h agit de W 2,2(D) dans W I ,2(D),
et il est Lipschitz sur des ensembles bornés, à savoir, h(cp) E W I,2(D) quel que
soit cp E W 2,2(D), et, étant donné R > 0, il existe une constante CR telle
que Ilh(CPI) - h(CP2)llw1,2(D) ::; CRlicpl - CP21Iw2,2(D) pour tous CPI E W 2,2(D),
<P2 E W 2,2(D) tels que II<pi Ilw2,2(D) ::; R, i = 1,2.

c> Si D est borné, u E W 2,2(D) n W5,2(D) et h(O) = 0, alors heu) = a sur
aD. En particulier, si nous considérons l'opérateur A soit sur ]Rd soit sur
D borné avec la condition de Dirichlet au bord, alors l'opérateur de Nemytski
agit de D(A) dans D(_A)I/2 et il est Lipschitz sur les ensembles bornés car

D( _A)I/2 = W5,2(D) dans ces cas-ci. Pareil pour A avec la condition de
Neumann au bord car D( _A)I/2 = W I,2(D).

Théorème 3.4.2. Supposons que f et 9 satisfont aux hypothèses (LL2,d) et soit, en
plus,

(a) f(O) = g(O) = a si D = ]Rd.

(b) f(O) = g(O) = a et ~:=l ~:i: = bi sur aD pour tout 1 ::; i ::; d si D est borné,

et nous considérons l'opérateur A avec la condition de Dirichlet au bord.

Supposons que (3.3.2) vaut avec un paramètre a ::; () < 1. Soit la condition initiale Zo
réelle et à valeurs dans D(M) et soit JE Ilzollt(M) + lE V(zo) < 00. Supposons que la
mesure spectrale J1 satisfait à

J(1 + Ilx11
2

) dJ1(x) < 00.

Rd

Supposons que 9 vérifie la condition (3.3.3) du Théorème 3.3.2 et qu'il existe une
constante m > a telle que, pour tout z = (u, v) réel dans D(M),

(3.4.1) Ilf(u)llw1,2(D) ::; m (1 + Ilullw2,2(D)) (1 + Vez))

Ilg(u)II~f1,2(D) ::; m(1 + lIull~2'2(D)) (1 + V(z)).

n existe alors une solution forte globale réelle z de l'équation (3.1.5) avec la condition
initiale Zo et une constante positive Co indépendante de la condition initiale telle que
(3.3.4) vaut pour tout t 2:: a et tout temps d'arrêt T.

Remarque. La condition (b) dans le Théorème 3.4.2 est nécessaire pour que A - A
envoie les éléments de D(A) dans D( _A)I/2.



124 CHAPITRE 3

3.5 EXEMPLES ET COMMENTAIRES

Évolution de support compacte 1 (Déf. 3.2.3): Considérons l'opérateur

xE IRd

sur L2 (IRd ) avec b l , ... , bd, c dans LCXl(IRd ) et soit Ko un compact dans IRd . Si nous
définissons

Kt = {x + y : x E K o, jyl ::; t} , t > a
alors (Kt: t ~ 0) est une évolution de support compact pour le Co-groupe engendré
par

Démonstration: Il est connu que si Zo = (uo, vo) est un couple de deux fonctions
appartenant à C= (IRd ) à support compact, alors la solution de l'équation

u(O) = ua,
â2u
ât2 = ~u,

est une fonction appartenant à CCXl CIl~ X IRd ) et

âu
ât (0) = va

où (Tt: t E IR) est le Co-groupe engendré par le générateur infinitésimal

Mo = (~ ~).

Notons B(x,r) = {y E IRd
: Iy - xl < r}, x E IR d

, r ~ O. Si ua = va = a sur
B(x, r), alors u(t) = v(t) = a sur B(x, r - t) pour tout t E [0, r] par l'unicité de
solutions classiques de l'équation d'ondes (voir par exemple [Evans, Chapitre 7.2.4]).
Cette propriété peut être facilement généralisée par la régularisation. Effectivement,
si zEE s'annule presque partout dans B(x, r) alors Ttz s'annule presque partout dans
B(x, r - t). Maintenant fixons s ~ 0, t > 0, zEEs et supposons que Kt+s est disjoint
de B(x, r) pour un x E IRd et r > O. Alors K s est disjoint de B(x, r + t) et donc Ttz
s'annule sur B(x, r). Or, Ttz E Et+s. Nous voyons que (Kt: t ~ 0) est une évolution
de support compact pour le Co-groupe (Tt: t E IR). Si nous perturbons le générateur
infinitésimal de (Tt: t E IR) par un opérateur linéaire borné Ml : E --t E tel que
Ml [Et] ç Et pour tout t ~ 0, alors (Kt: t ~ 0) est une évolution de support compact
pour le Co-group engendré par Mo + Ml d'après [Pazy, Chapitre 3]. En particulier,

a cette propriété. 0
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Évolution de support compact II (Déf. 3.2.3): En cas d'un opérateur différentiel
uniformément elliptique de deuxième ordre général

sur L 2 (]Rd) avec aij E BUCOO(]Rd) et bl, . .. , bd, c dans LOO (]Rd) nous pouvons construire
une évolution de support de façon analogue à l'exemple précédent en nous référant au
résultat dans [Evans, Chapitre 7.2.4]; mais, cette fois-ci, les compacts de l'évolution
de support (Kt: t 2: 0) ont une forme donnée par les solutions d'une équation aux
dérivées partielles de premier ordre.

Fonction l (Thm 3.3.2, Thm 3.4.2): Des exemples des fonctions l appartenant
à C2 (tl(J, 00) satisfaisant aux hypothèses dans (3.3.1) sont, par exemple, l(x) = (x ­
tl(J)a, a> 0 ou l(x) = log(x +1- tl(J). Si l satisfait aux hypothèses dans (3.3.1), alors
il existe un prolongement lo E C 2 (]R) tel que io > 0 sur ]R et la = l sur [6(J, 00).

Finitude de 6(J (Thm 3.3.2, Thm 3.4.2): Définissons

(3.5.1) 6 = inf{II(-A)I/2ulli2(D) : u E D(_A)I/2, IlullL2(D) = 1} = info-(-A).

Alors 6 est positif car l'opérateur auxiliaire A est auto~djoint et strictement négatif
et peut être aussi grand qu'on veut selon le choix de C dans la définition de A qui,
lui-même, peut être arbitrairement grand du commencement. Si

(3.5.2) xE]R

vaut pour une constante réelle C* si D est borné, ou pour C* = 0 si D = ]Rd, alors
6(J est fini. En particulier, soit RI 2: 0, R2 2: 0, L(x) 2: 0 pour x ~ [-RI, R2] et soit
l'une des deux conditions satisfaite:

[> D est bornée.
[> D = ]Rd, f appartient à Cl et j(x) ~ M) pour tout -RI ~ x ~ R2.

Alors 6(J > -00.

Condition de croissance pour 9 dans (3.3.3) dans Thm 3.3.2 et Thm 3.4.2: Si
(3.5.2) vaut alors nous pouvons mettre tl(J = -1 quand D =]Rd et tl(J = (C* -1).d(D)
quand D est borné, où C* intervient dans (3.5.2) et ).d est la mesure de Lebesgue sur
]Rd. Alors (3.3.3) vaut si

xE]R

vaut pour une constante m et avec Co = 0 si D = ]Rd et Co = 1 - C* si D est borné.

Condition de croissance pour 9 et f dans (3.4.1) du Thm 3.4.2: Nous rap­
pelons que D( _A)I/2 = WJ,2(D) si D = ]Rd ou si D est borné et A est considéré
avec la condition de Dirichlet au bord. Si D est borné et A est considéré avec la
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condition de Neumann au bord alors D( _A)I/2 = W I,2(D). Soit (3.5.2) valable avec
un paramètre 0 ~ () < 1 et mettons ~B = -1 quand D =}Rd OU ~B = (C* - I)Àd (D)
quand D est borné où C* intervient dans (3.5.2) et À d est la mesure de Lebesgue sur
}Rd. Notons Co = inf{llull~(_A)1/2 : IluIILOO(D) = 1} si d = 1 et distinguons les cas
particuliers suivants:

Si d = 1 et s'il existe une constante a telle que

(3.5.3)

vaut pour tout x E }R, alors (3.4.1) vaut.

Si D est borné dans }Rd avec d ;::: 1 et A est considéré avec la condition de Dirichlet
au bord, supposons que

(3.5.4)

et

(3.5.5)

où a, Tl, T2 et 1 sont tels que xrd(2,) +Xr2h ~ cl(x) pour tout x;::: 0 et une constante
c> 0, et

e> 2 ~ Ti pour i = 1,2 et 1 = 2 quand d = l.
e> 2 ~ Ti pour i = 1,2 et 2 < 1 < 00 quand d = 2.
e> 2 < Ti ~ 2d/(d - 2) pour i = 1,2 et 1 = d quand d;::: 3.

Alors (3.4.1) vaut.

Si d ;::: 1 et D = }Rd ou D est borné dans }Rd et A est considéré avec la condition
de Neumann au bord, supposons que (3.5.4) et (3.5.5) sont satisfaits. En plus, nous
supposerons que (3.3.3) vaut et que x ~ cl(x) pour tout x ;::: 0 et une constante c, et

xf(x) ~ 8x2 + Tllx(l

pour tout Ixl ;::: R où R est une constante positive fixée. Alors (3.4.1) vaut.

Indication des démonstrations: Soient hE CI(}R) et u E W 2,2(D) alors

V'(h(u)) = k(u)V'u

et
IIh(u)II~1.2(D) = Ilh(u)lli2(D) + Ilk(u)V'u lli2(D)'

Étant donné Pl, ... ,Pk E li, 00], nous avons

k

~ 2:= IlviIILPi(D)IIV'uIIL2Pi!(Pi-2)(D) ::;
L2(D) i=l

k

::; Cll u llw 2 •2 (D) 2:= Ilvi Ilui (D)

i=l
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pour toutes fonctions VI, ... ,Vk où 1 = 2 quand d = 1, 1 > 2 quand d = 2 et 1 = d
quand d 2: 3 grâce au théorème de Sobolev. Or, si Ih(x)1 :::; 2::=1 Vi(X) il suffit
d'estimer Ilvi(U)IILPi(D)' Quant à la deuxième partie nous utilisons

1

Ilf(u) - f(0)lli2(D) :::; JJli(tu)1 2 IuI 2 dx dt
o D

et le fait qu'il existe une constante ë > 0 telle que

pour tout 0 :::; t :::; 1 et x E IR. 0

Exemple 1. Considérons le problème de Cauchy pour l'équation

(3.5.6)
&u .
- = t:::.u - aulul p

-
1 + blul q W

8t2

avec a > 0 et b E IR sur une base stochastique (0, .1', (Ft), IP, W) avec un processus
de Wiener spatialement homogène de mesure spectrale finie et une condition initiale
(u(O), Ut(O)) à valeurs dans Wl,2(JRd) x L 2(IRd) mesurable par rapport à la tribu .1'0.
Supposons que 1 :::; q :::; (p + 1)/2 quand d = 1 ou d = 2, et 1 :::; q :::; (p + 1)/2 :::; 2
quand d = 3. Alors, par le Théorème 3.3.2, l'équation (3.5.6) a une unique solution à
trajectoires continues dans Wl,2(IRd) x L 2(IRd).

Si, en plus, u(O,w) et Ut(O,w) ont le support essentiel contenu dans une boule BR
dans IRd pour tout w et un R > 0 alors les deux composantes de la solution u(t, w) et
Ut (t, w) ont le support essentiel contenu dans BR+t pour tout t 2: 0 et w E O.

Exemple 2. Considérons le problème de Cauchy pour l'équation (3.5.6)

(3.5.7)

avec a > 0, b E IR, mEN et n E N tels que n :::; m + 1, sur une base stochastique
(0, .1', (Ft), P, W) avec un processus de Wiener spatialement homogène W de mesure
spectral Ji- vérifiant à

(3.5.8)

et une condition initiale (u(O), Ut(O)) à valeurs dans W2,2(JRd) x Wl,2(JRd) mesurable
par rapport à la tribu .1'0. Supposons que d :::; 3, et m = 1 uniquement si d = 3. Alors,
par le Théorème 3.4.2, l'équation (3.5.7) a une unique solution à trajectoires continues
dans W2,2(JRd) x Wl,2(JRd) qui propagent à vitesse finie comme dans l'Exemple 1.



128 CHAPITRE 3

sur D(3.5.9)

Exemple 3. Considérons le problème de bord de Neumann pour l'équation

a2u .
at2 =.6.u - f(u) + g(u) W

sur D(3.5.10)

au
av(t) = 0 sur aD pour t ~ 0

où D est un domaine borné de classe 0 2 dans ]Rd et f, resp. 9 est un pôlynome
d'ordre 2m + 1 de signe positif au terme principal, resp. d'ordre n, et n < m + 1. Soit
(D, F, (Ft), IP, W) une base stochastique avec un processus de Wiener spatialement
homogène W de mesure spectrale finie et une condition initiale (u(O), Ut(O)) à valeurs
dans W 1 ,2(D) x L 2(D) mesurable par rapport à la tribu F o. Supposons que d :S 3, et
m = 1 si d = 3. Alors, par le Théorème 3.3.2, l'équation (3.5.9) a une unique solution
à trajectoires continues dans W 1,2(D) x L 2(D).

Example 4. Considérons le problèm de bord de Dirichlet pour l'équation

a2u .
at2 =.6.u - f(u) + g(u) W

u(t) = 0 sur aD pour t ~ 0

où D est un domaine borné de classe 0 2 dans ]Rd et f, resp. 9 est un pôlynome
d'ordre 2m + 1 de signe positif au terme principal, resp. d'ordre n, et n :S m + 1.
Soit (D, F, (Ft), IP, W) une base stochastique avec un processus de Wiener spatiale­
ment homogène W de mesure spectrale J1, vérifiant (3.5.8), et une condition initiale
(u(O), Ut(O)) à valeurs dans (W2,2(D) n W~,2(D)) x W~,2(D) mesurable par rapport
à la tribu Fo. Supposons que d:S 3, et m = 1 si d = 3. Alors, par le Théorème 3.4.2,
l'équation (3.5.10) a une unique solution à trajectoires continues dans

3.6 DÉMONSTRATIONS

Preuve du Théorème 3.2.4. Les nonlinéarités F et G étant Lipschitz sur des
ensembles bornés il existe une solution locale en temps (Zt = (Ut, Vt) : 0 :S t < Tm) à
trajectoires continues dans E où Tm est le temps d'arrêt de l'explosion positif, à savoir,

lim sup IIZt IlE = 00,
t-+Tm

sur [Tm < 00].

Définissons
TR(W) = inf{t ~ 0 : Ilz(t,w)IIE ~ R}, wED

le premier temps de sortie de la boule de rayon R dans E, la fonction continue

{

Ir < R

aR(r)= 2-r/R R:Sr:S2R

Or> 2R



1 1 • 1 1 1 Il ~ 1

3.6 DÉMONSTRATIONS 129

et FR(Z) = aR(llzll)F(z) et GR(Z) = aR(llzll)G(z), zEE, R > O. Alors FR : E --+ E et
GR : E --+ HS(Hw,E) sont globalement Lipschitz. Si nous pouvions montrer l'énoncé
du théorème pour la solution ZR correspondant à l'équation avec les nonlinéarités FR
et GR à la place de F et G avec la condition initiale

{
zo(w)

ZO,R(W) = a
quand Ilzo(w)IIE ::; R

quand Ilzo(w)IIE > R

nous aurions démontré le théorème également pour la solution locale z grâce à l'unicité
trajectorielle:

z(t,w) = ZR(t,W), O:S t < TR(W), w E [llzollE ::; R].

Notons (Et(w) : t ;::: 0) les espaces associés à l'évolution de support (Kt(w) : t ;::: 0),
w E n comme dans la Définition 3.2.3, et définissons Y l'espace des processus adaptés
cp dont les trajectoires sont continues dans E, issues de ZO,R et tel que

l> cp(t,w) E Et(w) pour tout t;::: 0 et w E n.
l> lE sup{llcp(t)111 : t:S T} < 00 pour tout T> O.

Cet espace muni des pseudonormes

nEN

où (en: n E N) sont des constantes convenables, est complet et l'application

t t

O(cp)(t) = StZO,R +JSt-sFR(CPs) ds +JSt-sGR(CPs) dW, t ;::: a
° °

est contractive sur Y. Or, si nous montrons que 0 envoi Y dans Y alors il existera un
unique point fixe qui ne serait apparemment rien d'autre que ZR et la démonstration
serait achevée.

Discutons chacun des termes séparément:

pour tout wEil par la Définition 3.2.3. Ensuite, fixons t > O. Alors le support
essentiel de F(cp(s,w)) = (0, f(Recp(s,w))) ne peut pas être plus grand que le support
essentiel de cp(s,w) qui est contenu dans Ks(w) par définition car f(O) = O. Par
conséquent, le support essentiel de FR(cp(S,W)) est contenu dans Ks(w) aussi. Au
total, la trajectoire

vit dans le sous-espace fermé Et(w) pour tout w E n et donc l'intégrale de Bochner

tJSt-sFR(cp(s,w))ds E Et(w).

°
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Il nous reste le terme stochastique. Apparemment, le support essentiel de g(<pCs, w))
est contenu dans Ks(w) car g(O) = O. Nous avons déjà vu dans les préliminaires
(voir le Lemme 3.1.1) que si la mesure spectrale J.L est finie alors l'espace autorepro­
duisant Hw est contenu dans l'espace des fonctions bornées uniformément continues
et l'opérateur de multiplication est défini par multiplication des fonctions point par
point. Or, le support essentiel de g(Re<p(s,w))ç est contenu dans Ks(w) et de même
pour GR(<p(S,W))ç pour tout ç E Hw. Par conséquent, la trajectoire

S t-+ St-sG(<p(s,w)),

vit dans HS(Hw, Et(w)) pour tout w E O. Alors

tJSt-sGR(<P) dW(w) E Et(w)
o

pour presque tout w par le Lemme 3.6.6. En résumant, étant donné t > 0, nous
obtenons

pour presque tout w. Ensuite nous savons de [DP-Z] que la trajectoire

t t-+ O(cp)(t,w)

est continue dans E et, comme

Es(w) = nEt(w)
t>s

pour tout w E 0 par définition, nous obtenons que O(<p)(w) E Y pour presque tout
w E O. Une modification éventuelle sur un ensemble négligable pour la mesure IP nous
permet de conclure. 0

Discussion 3.6.1 (sur preuves suivantes). Nous allons faire la première partie
de la démonstration du Théorème 3.3.2 et du Th6rème 3.4.2 simultanément car la
méthode est la même. La seule différence est qu'elle se fait dans des espaces différents.
Les suites des deux démonstrations seront ensuite effectuées séparément.

Sous les hypothèses du Théorème 3.3.2 les opérateurs de Nemytski F : E -+ E et G:
E -+ HS(Hw, E) sont Lipschitz sur des ensembles bornés dans E. Au cas du Théorème
3.4.2 les opérateurs de Nemytski F : D(M) -+ D(M), G : D(M) -+ HS(Hw, D(M))
sont Lipschitz sur des ensembles bornés dans D(M). Ici D(M) = D(A) x D(_A)I/2
est l'espace de Hilbert muni du produit scalaire

(ZI, Z2)D(M) = (AUI, Au2)L2(D) + \(-A)I/2vl , (-A)I/2V2 ) L2(D)

pour Zl = (UI, VI) E D(M), Z2 = (U2, V2) E D(M) et la norme de D(M) est équivalente
à la norme graphe

Ilzlliraph = Ilzll~ + IIMzll~
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où Z = (U, V) E D (M). La théorie générale des Co-groupes entraîne que
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SdD(M)] = D(M), tE IR,

et la restriction StID(M) est un Co-groupe sur D(M) de générateur infinitésimal M
restreint à D (M2 ) .

Ces faits entraînent l'existence d'une solution mild locale (Zt = (Ut, Vt) : t < Tm) dans
E (pour le Théorème 3.3.2) ou dans D(M) (pour le Théorème 3.4.2) où Tm est le
temps d'arrêt d'explosion positif (et il est différent dans chacun des cas). Notons

ou

TR(W) = inf{t ~ 0: Ilz(t,w)IIE ~ R},

TR(W) = inf{ t ~ 0 : Ilz(t, w) I1D(M) ~ R},

wEn pour le Théorème 3.3.2

pour le Théorème 3.4.2

le premier temps de sortie de la boule de rayon R dans E, resp. dans D(M) et
O"R = TR 1\ 7 où T est un temps d'arrêt arbitraire. Nous allons démontrer l'inégalité
suivante:

Proposition 3.6.2. Sous les hypothèses et les conventions faites dans la Discussion
3.6.1 ci-dessus l'inégalité suivante vaut:

(3.6.1)

+1E1i ( ~ Il Z'AaRII~ + , L(U'AaR) dx) max{ (Bu( S'AaR)' V(S'AaR))L' (D) , O} ds+

+~1E1i ( ~ IIZ'AaRII~ + , L (U'AaR) dX) 119 (u'AaR)II~S(H".L'(D)} ds+

+~1E1max {i (~IIZM"RII~ + , L (U'AaR) dX) ,o} x

X Ilvs/\ŒRII~2(D) Iig (us/\ŒR)I1~S(Hw,L2(D)) ds, t ~ 0

où B est l'opérateur différentiel de premier ordre B = A - A pour le Théorème 3.3.2
ainsi que pour le Théorème 3.4.2 0

Preuve du Thm 3.3.2 et la première partie de la preuve du Thm 3.4.2.
Les considérations qui suivent sont communes pour le Théorème 3.3.2 et pour le
Théorème 3.4.2:

En majorant les termes dans (3.6.1) on obtient

t

JE V(Zt/\ŒR) ~ JE V(zo) + Co JJE V(ZS/\ŒR) ds t ~ 0

a
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pour une constante Co par les hypothèses sur l, i et i", l'hypothèse (3.3.3), le Lemme
3.1.1 et le fait que lx - ~oli(x) + (x - ~0)2 max{l(x), O} :S Cll(x) pour x 2: 60 et une
constante Cl' Par conséquent, grâce au Lemme de Gronwall, nous concluons que

(3.6.2)

En ce moment nous interromprons la ligne de la preuve du Théorème 3.4.2 (dont la
reprise suivra) et nous terminons la preuve du Théorème 3.3.2:

Maintenant nous sommes prêts à montrer JP[Tm < 00] = o. Pour voir cela nous
mettons T(W) = 00, W E n (le choix du temps d'arrêt T a été arbitraire comme nous
avons remarqué dès le commencement). Nous avons

1- e 1 J
-2-lIzlI~ + 60 :S 2"zll~ + L(Reu) dx

D

pour tout Z = (u, v) E E alors

on

puisque l est croissant et R:S IlzTRllE = Ilztl\uRllE sur l'ensemble [TR :S t]. Or,

par (3.6.2) et en faisant tendre R vers l'infini nous obtenons

JP [Tm :S t] = lim JP [TR :S t] = O.
R~oo

Comme le temps t est arbitraire on a terminé. L'inégalité (3.3.4) et une conséquence
immédiate de (3.6.2) par le Lemme de Fatou. 0

Avant de passer à la deuxième partie de la preuve du Théorème 3.4.2 nous allons
énoncer encore une proposition. Pour cela nous allons utiliser une autre fonction de
Lyapunov:

Vo(Z) = k (~llzll~(M))
pour une fonction k : [0,(0) --+ [0,(0) telle que

[> k appartient à C2 ([0, (0)).
[> k(x) 2: 0, x 2: O.

Ensuite nous définissons 6 = inf{ll( -A)1/2cplli2(D) : IlcpllL2(D) = 1} = inf 0"( -A).

La démonstration de la proposition suivante est essentiellement la même que celle de
la Proposition 3.6.2. Nous rappelons les conventions de la Discussion 3.6.1, surtout le
fait que (Zt = (Ut, Vt) : °:S t < Tm) est la solution mild locale dans D(M),

TR(W) = inf{t 2: 0: Ilz(t,w)IID(M) 2: R}, wEn

est le premier temps de sortie de la boule de rayon R dans D(M) et O"R = TR 1\ T où
T est un temps d'arrêt fixé.
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Proposition 3.6.3. Sous les hypothèses du Théorème 3.4.2 l'inégalité
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(3.6.3)

t

+ (1 + ;2) EJmax {k (~lIzs/\uRII~(M)) )o} x
o

x IIVs/\URII~(_A)l/21Ig (Us/\uR)II~S(Hw,D(-A)l/2) ds, t ~ 0
vaut avec l'opérateur différentiel de premier ordre B = A-A.

Deuxième partie de la preuve du Théorème 3.4.2. Choisissons pour k la fonc­
tion log(l + x). Nous voyons que le dernier terme dans (3.6.3) n'intervient pas car
k est négative. Ensuite nous appliquons (3.4.1) pour voir que la première intégrale à
droite peut être majorée par

t

(1 +~) EJCm(l +V(ZS/\UR)) ds
o

par le Lemme 3.1.1 où C est une constante positive. Donc (3.6.3) mène à

(3.6.4)

t

JE VO(Zt/\UR) ::; EVo(zo) + (1 + ~) JCm (1 + eGoS) ds,

o

t~O

par (3.6.2), et nous concluons de façon classique: Notons Tt le côté droit de (3.6.4)
et en prenant T(W) = 00 pour tout W E n (le temps d'arrêt T était arbitraire, comme
nous avons déjà remarqué, dès le commencement) nous obtenons

sur

Or, k(R2/2)lP' [TR ::; t] ::; Tt pour tout R> O. Faisant tendre R vers l'infini nous avons

JP> [Tm::; t] = Rlim JP> [TR ::; t] = 0
-+00
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et puisque le temps t a été choisi de façon arbitraire nous clorons la démonstration
en constatant que la solution Z est globale. L'estimation (3.3.4) ,est une conséquence
immédiate de (3.6.2) par le Lemme de Fatou. 0

Preuve de la Proposition 3.6.2. Quant à cette démonstration nous allons suivre
surtout [B-M-S] et nous n'allons présenter que le cas du Théorème 3.4.2. En cas du
Théorème 3.3.2 il faut lire E au lieu de D(M). Nous définissons

t 2: o.

Le processus a est alors à valeurs dans D(M), b est à valeurs dans HS(Hw , D(M))
et les deux sont progressivement mesurables et uniformément bornés. En plus, en
définissant les approximations de Yosida du générateur infinitésimal M (défini dans
(3.1.2)) dans D(M)

Mn = nM (n - M)-l ,

nous considérons les processus

nEN

t t

zn(t) = S~z(O) +JS~sa(s) ds +JS~_sb(s) dW,
o 0

t 2: 0, nEN

à valeurs dans D(M) où (S'f : tER) est le Co-groupe dans E engendré par Mn
dont la restriction à D(M) est un Co-groupe sur D(M). Les processus Zn satisfont
(automatiquement) à

t t t

zn(t) = z(O) +JMnzn(s) ds + Ja(s) ds + Jb(s) dW, t 2: 0

o 0 0

pour tout n E N puisque Mn sont des opérateurs linéaires bornés tant sur E que sur
D(M). Donc

lim JE sup Ilzn(t) - z(t)II~(M) = 0,
n-.oo O<.S,t<.S,TAUR

T>O

par [B-M-S] ou la Proposition 7.3 dans [DP-Z). Maintenant nous pouvons calculer
V(zn) en utilisant la formule d'Ito qui est, sous nos hypothèses, applicable, pour
arriver à

tAUR

V(Zn(t 1\ (lR)) = V(ZO) + J V(Zn(S)) (Mnzn(s) + a(s)) ds+
o

tAa R tAa R 00

+ JV(Zn(S))b(s) dW + ~ J 2:= V(Zn(S)) (b(S)Çk, b(S)Çk) ds
o 0 k=l
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(3.6.5)

OÙ (Çk : kEN) est une base orthonormée dans Hw. Après avoir calculé toutes les
expressions nous obtenons

V(Zn(t Il aR)) = V(zo) + lRi ( ~ IIZn(s)lI~ +[ L(un(s)) dX) x

x Re (zn(s), Mnzn(s) + a(s)) E ~ [ f(Un)M~Zn(s) dX) ds+

tl\aR

+ J V(Zn(s))b(s) dW+
o

+~ Tt: i ( ~IIZn(s)ll~ +[ L(un(s)) dx) IIg(Un(s))Çkll~'(D) ds+

+~ tTt: i0IIzn(s)lI~ + [ L(un(s)) dX) (vn(s), g(Un(S))~k)~'(D) ds

où Zn = (Un, Vn), Mnz = (M~z, M~z) E D(M) ç E et nous rappelons que t = - f.
Définissons les approximations de Yosida Nn de l'opérateur N : D(M) ----7 E,

à savoir, Nn = nN(n - N)-l. Alors les opérateurs Nn sont tous dissipatifs sur E et
donc

Re (zn(s), Mnzn(s)) E ::; Re (zn(s), (Mn - Nn)zn(s))E'

la suite (11Mn -NnIIL(E))n est bornée et IIMnz-Nnz- (M -N)zIIE converge vers zéro
par le Lemme 3.6.5 car M -N est borné sur E. Ce fait, ensemble avec la nonnégativité
de l, entraîne ce que nous pouvons majorer la première intégrale à droite par

Ti O"z,,(S)II~ +[ L(Un(s)) dX) x

x (zn(s), Mnz,,(s) - Nnzn(s) + a(s)) E - [ f(un)M~zn(S) dX) ds.

Comme IIM~(u,v) -vllL2(D) converge vers zéro quel que soit (u, v) E E par le Lemme
3.6.4 nous pouvons passer à la limite en probabilité dans (3.6.5) obtenant

'Ti (~lIz(s)lI~ +[ L(u(s)) dX) x
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x (Z(S), (M - N)z(s) + a(S»)E - [ J(U)V(S) dX) ds =

tACTR ( )! i ~lIz(s)111 +[ L(u(s» dx (z(s), (M - N)z(s»E ds =

'ri (~lIz(s)1I1 +[ L(u(s» dX) (V(S),BU(S»)P{D) ds

par définition de a, mettant B = A - A qui est un opérateur différentiel de premier
ordre continu de D(_A)1/2 dans L2(D). Les autres termes convergent en probabilité
aussi. Nous obtenons

tACT R

V(z(t /\ (IR)) ::; V(zo) + J1I(z(s) )b(s) dW+
o

tACTR ( )

+ ! i ~ IIz(s)1I1 +[ L(u(s» dx (v(s), BU(S»)P(D) ds+

+~ 'r~ i ( ~lIz(s)111 +[ L(u(s» dX) IIg(u(s»çklli'{D) ds+

tACTR ( )

+~ ! ~i ~lIz(s)1I1 +[L(U(S»dX (v(s),g(u(s))Çk)i'{D) ds

et, par conséquent,

(3.6.6)

tACTR

V(z(t /\ (IR)) ::; V(zo) + J1I(z(s) )G(z(s)) dW+
o

+ 'ri0IIz(s) 111 +[ L(u(s)) dx) (Bu(s), V(s»)P{D) ds+

tACTR ( )1 . 1 2 2
+2 ! 1 2I1z(s)IIE +[ L(u(s» dx IIg(u(s))IIHs{Hw ,L'{D)) ds+

+~ 'rmax {i (~ Ilz(s)1I1 +[ L(u(s» dX) ,0 } x

X Ilv(s)II~2(D) IIg(u(s))II~s(Hw,L2(D)) ds

et (3.6.1) est démontré. 0
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Preuve de la Proposition 3.6.3. La démonstration est fondée sur la même idée que
nous venons d'utiliser dans la preuve de la Proposition 3.6.2; donc-nous procéderons
plus vite ici. Nous définissons les processus a, b, Zn et les opérateurs linéaires bornés
Mn, Nn de même façon que dans la démonstration de la Proposition 3.6.2. Alors nous
avons également

lim lE sup Ilzn(t) - z(t)II~(M) = 0,
n-+oo O:5,t:5,T /\0-R

T> O.

Maintenant nous pouvons calculer VO(zn) en nous servant de la formule d'Ito pour
arriver à

t/\o-R

Vo(zn(t 1\ O"R)) = Vo(zo) + JVO(Zn(S)) (Mnzn(s) + a(s)) ds+

°
t/\o- R t/\o- R 00

+ J Vo(zn(s))b(s)dW + ~ J LVo(Zn(S)) (b(s)çj,b(s)çj) ds
° 0 J=l

où (çj : j E N) est une base orthonormée dans Hw. Si nous calculons toutes les
expressions nous obtenons

t/\o- R

VO(Zn(t1\ O"R)) = Vo(zo) + J k (~llzn(s)lIb(M)) (Zn(s), Mnzn(s) +a(s))D(M) ds+

°
t/\o- R t/\o- R

+ ! VO(zn(s))b(s) dW + ~ ! ~ kGIIzn(s)lIk) 11(0, g(un(s))çj)IIi,(M) ds+

+~ 'rf k G"zn(s)"k) (Zn(s), (0, g(un(s))Çj))i,(M) ds
o J=l

où Zn = (un, vn). Ensuite, comme les processus qui interviennent sont tous à valeurs
fonctions réelles, nous avons

par la dissipativité de Nn sur D(M). La suite (IiMn - NnIIL(D(M)))n est bornée et
IIMnz - Nnz - (M - N)zIID(M) converge vers zéro par le Lemme 3.6.5 car M - N est
borné sur D(M2) = D(N2). Ceci, ensemble avec la nonnégativité de k, entraîne la
majoration de la première intégrale à droite par

t/\o- RJk (~llzn(s)lIb(M)) (zn(s), Mnzn(s) - Nnzn(s) + a(s)) D(M) ds

°
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qui converge en probabilité vers
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tA17R

J k (~llz(s)II~(M)) (z(s),(M-N)z(s)+a(s))D(M) ds.
o

Les autres termes convergent en probabilité aussi. Or, en notant B = A - A, nous
avons

tA17R

Vo(Z(t/\(TR))::; Vo(zo) + J k (~llz(s)II~(M)) (z(s),(O,Bu(s)+f(Us)))D(M) ds+
o

tA17R tA17R

+ J Vo(z(s))b(s) dW + ~ J f k (~llz(s)II~) 11(0, g(Us)çj)II~(M) ds+
o 0 J=1

(3.6.3) est entraîné par le fait que

::; (1 + }) IIvIlD(-A)l/21IyIID(-A)1/2' Z = (u, v) ED(M), Y ED( _A)1/2

comme 8I1cpll1,2(D) ::; Il (-A)1/2cpll1,2(D) pour tout cp E D(_A)1/2 par définition. 0

Preuve du Lemme 3.1.1. Soit ç E Hw représenté par ç =~ pour un 'ljJ E L 2 (p,).
La mesure p, est finie, alors la distribution tempérée ç est représentée par une fonction
réelle (notée toujours ç)

ç(x) =Jexp(-i(x,y))'ljJ(y)dp,(y),
]Rd

En ce qui concerne le premier énoncé, ç E BUCk (IRd) et

DCtç(x) = J(_iy)Ct exp (-i (x, y)) 'ljJ(y) dp,(y) ,
]Rd

pour tout multiindex lai ::; k. Si nous prenons un U E W k ,2(D), le produit uç
appartient à W k ,2(D). Fixons deux multiindices a et !3 tels que lai + 1!31 ::; k. Alors
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f IIDouDl'çjll~2(D) = f JIDOu(x)Dl'çj(x) 1

2
dx'

J=l J=l D

= ~ [ IDnu(x)I' ~ (-iy)P exp (-i (x, y)) >Pj(Y) dl'(Y) , dx =

J
= 2

= IDOu(x)12I:1((-i.)I'exP(-i(x,·)),'ljJj)L2(~)1 dx::;
D J=l

::; JIDOu(x)1 2J!(-iy)l'exp(-i(x,y))1
2

df-L(y)dx::;
D Rd

::; Ilulltvk,2(D) J(1 + jyjk)2 df-L(Y)
Rd
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par l'inégalité de Bessel où (çj = & : j E N) est une base orthonormée dans Hw.
Par conséquent, ('ljJj : j EN) est orthonormée dans L 2(f-L). Or, il existe une constante
C indépendante de u telle que

=I: lI uçjlltv k ,2(D) ::; Cllu lltv k ,2(D)'
j=l

D

Lemme 3.6.4. Soit X un espace de Banach, et soit C un opérateur sectoriel avec
WQ = sup{Re 0-(Cn et XO = D(w - C)O pour un W > WQ. Alors ils existent des
constantes K 0' 0 ::; a < 1 telles que

Preuve: Notons B = C - w. Alors

=
(_B)o(>\ - B)-l = Je-Àt

( _B)Oe- Bt dt, À ~ 0

Q

et nous obtenons

pour tout 0 < a < 1 et des constantes CO, car
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pour une constante b > °par [Pazy, Chapitre 2, Théorème 6.13]. Ensuite

IIÀcp.2 - C)-lIIL(X",X) :::;

IIÀB(À2 - w - B)-l( -B)-aIIL(x) + IIÀw(À2 - w - B)-l( -B)-aIIL(x) :::;

IIÀ(_B)1-a(À2 - W - B)-lIIL(X) + IIÀw(À2 - w - B)-l( -B)-aIIL(x) :::;

Cl _aÀ(À2 - w + 1)-a + II( -B)-aIIL(X)Àlwl(À2 - w + 1)-1

K aÀ(1 + Iwl)(À2 - w + 1)-a, À2 2: W.

o

Lemme 3.6.5. Soit X un espace de Banach, Gl et G2 deux générateurs infintésimaux
de Co-semigroupes avec D(G l ) = D(G2 ) tels que l'opérateur G = G l - G2 est borné
sur X. Définissons les approximations de Yosida

i = 1,2.

Alors

limsup jlGî - G~IIL(X) < 00
)..-+00

et

lim IIGîx - G~x - Gxllx = 0,
)..-+00

x EX.

Preuve: Gî - G~ = À2(À - G2)-lG(À - Gl)-l. 0

Lemme 3.6.6. Soit E(w) un sous-espace fermé dans E pour tout w E D, T> °et '1/;
un processus progressivement mesurable à valeurs dans H S (Hw, E) tel que

et '1/;(s, w)f, E E(w) pour tout wEst, f, E Hw et s :::; T. Alors

T

J'I/;(s) dW(w) E E(w)
o

pour presque tout wEst.

Preuve: Le processus de Wiener W admet une décomposition

00

(W,f,) = 2: Wi (f"f,i)H
w

i=l

f, E §*
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OÙ (Çi : i E N) est une base orthonormée dans Hw et (Wi : i E N) sont des processus de
Wiener réels standards indépendants. Définissons tn,j = jT/ n pour n EN, 0 :S j :S n
et 'l/Jn(s,w) = 0 pour S :S tn,1 et

tn.j

'l/Jn(S,W) =; j 'l/J(r,w)dr,
tn,j-l

tn,j < S < tn,j+1

pour 1 :S j :S n - 1. Alors 'l/Jn est un processus en escalier tel que

et

T T

lim j'l/JndW = j'l/JdW
n->oo

o 0

N T T

lim L:j'l/JnÇidWi = j'l/JndW
N->oo

i=1 0 0

en probabilité

en probabilité.

Comme S I---t 'l/Jn(S,W)Çi est un processus simple à valeurs dans E(w) pour tout w E D,

l'intégrale stochastique est définie trajectoire par trajectoire et J: 'l/JnÇi dWi(w) E E(w)
pour presque tout w E D. Or, la démonstration se termine en passant à la limite. 0
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Chapitre 4

EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES

DES ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION

HYPERBOLIQUES STOCHASTIQUES

PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIENER

SPATIALEMENT HOMOGÈNE

Résumé: Nous étudions des équations semilinéaires hyperboliques de second ordre par rapport à
un processus de Wiener spatialement homogène. Des conditions suffisantes entraînant l'existence de
solutions faibles globales sont données. En particulier, les résultats d'existence sont applicables aux
équations avec des nonlinéarités continues.

2000 MSC classement. 60H15.

Mots-clés: Équations hyperboliques stochastiques, solutions faibles, processus de Wiener spatiale­

ment homogène

4.0 INTRODUCTION

Considérons une équation semilinéaire hyperbolique stochastique

(4.0.1)
82u .
8t2 (t) = Au(t) + i (u(t)) + 9 (u(t)) W, u(O) = Ua,

sur un domaine D dans ]Rd avec un processus de Wiener en dimension infinie W.
Nous allons considérer le problème de Cauchy pour (4.0.1), à savoir le cas où D = ]Rd,

ainsi que le cas d'un domaine borné de classe C2 avec la condition de Dirichlet ou de
Neumann. On suppose que A est un opérateur différentiel uniformément elliptique de
second ordre et i, 9 : ]R --t ]R deux fonctions continues. Le processus de Wiener West
supposé spatialement homogène de mesure spectrale finie. Le sujet des équations aux
dérivées partielles stochastiques par rapport à un processus de Wiener spatialement
homogène a attiré beaucoup d'intérêt récemment; nous recommandons au lecteur le
travail [1] pour le résumé de la littérature existente et de références.

Ce travail part de l'article de S. Peszat [2] dont les résultats entraînent, en partic­
ulier, que (4.0.1) possède une unique solution globale dès que i et 9 sont globalement
Lipschitz. Néanmoins, si l'on abandonne l'hypothèse de lipschitzianité globale il n'est
pas exclu que les solutions de (4.0.1) n'existent que localement jusqu'à un temps
d'explosion. Un exemple d'une équation d'ondes semilinéaire stochastique avec des
solutions explosantes, et des conditions suffisantes pour l'existence de solutions glob­
ales du problème de Cauchy pour l'équation d'ondes nonlinéaire (A = .0.) par rapport
à un bruit spatialement nonhomogène peuvent être trouvés dans le travail de P.-L.
Chow (voir [3]).
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Récemment, dans [4], l'auteur de ce travail a utilisé des techniques de fonctions de
Lyapunov et les injections de Sobolev pour démontrer l'existence de solutions "mild"
globales et des solutions fortes globales (au sens analytique) de l'équation (4.0.1)
avec des fonctions f et 9 nonlipschitziennes, par exemple régulières de croissance
polynomiale. En plus, dans le cas du problème de Cauchy, il a montré que les solutions
propagent à vitesse finie, à savoir, si la vitesse de propagation des solutions classiques
de l'équation dans ]Rd

est finie, alors la vitesse de propagation des trajectoires des solutions de l'équation
(4.0.1) est également finie.

Ce travail a pour but de poursuivre l'étude en affaiblissant les hypothèses sur f
et 9 pour que les solutions de (4.0.1) existent globalement, du moins comme les so­
lutions faibles au sens de probabilité. Cela veut dire que nous allons présenter des
conditions suffisantes sur f et 9 entraînant l'existence d'une famille de six membres
(D, F, (Ft), lP, W, u) composée d'une base stochastique (D, F, (Ft), lP), d'un processus
de Wiener spatialement homogène W et d'un processus progressivement mesurable
u résolvant l'équation (4.0.1). Malheureusement, nous ne pouvons pas assurer, en
général, ni l'existence sur toute base stochastique contenant un processus de Wiener
spatialement homogène, ni aucune sorte de l'unicité des solutions.

Nos démonstrations sont basées sur des techniques de fonctions de Lyapunov et des
techniques de compacité. Étant donné des fonctions f et g, nous allons considérer leurs
approximations globalement Lipschitz fn et gn et démontrer, à l'aide de fonctions de
Lyapunov convenables, que les lois des solutions des équations associées à fn et gn sont
tendues dans un certain espace de trajectoires. Le point d'accumulation de cette suite
sera la loi d'une solution faible. Plus précisément, nous allons construire une base
stochastique avec un processus de Wiener spatialement homogène et un processus
suivant cette loi qui vont, ensemble, constituer une solution faible.

Le lecteur peut trouver une belle introduction à la théorie des équations d'ondes
abstraites dans le livre [5]. Des démonstrations basées sur des techniques de fonctions
de Lyapunov pour les équations aux dérivées partielles stochastiques ont été utilisé
dans [6] pour le cas parabolique et dans [7] pour l'équation des poutres stochastique.
Le travail [3] est également dédié aux équations d'ondes stochastiques. L'argument
de compacité a été introduit dans [8] et il repose sur le théorème de représentation de
Skorohod tel qu'il est exposé dans dans le Théorème 8.3 dans [9].

Ce chapitre commence par un résumé sur les opérateurs différentiels uniformément
elliptiques de deuxième ordre soit sur ]Rd soit sur un domaine borné D dans ]Rd avec la
condition au bord de Dirichlet ou de Neumann. Ensuite nous rappelons la définition
et quelques propriétés essentielles d'un processus de Wiener spatialement homogène
sur ]Rd. Puis nous spécifions le cadre hilbertien dans lequel nous allons travailler
et les équations d'évolution stochastiques en question et nous définissons les notions
des solutions y compris les solutions faibles. Ensuite nous rappelons la propriété de
propagation finie des solutions de l'équation (4.0.1) sur ]Rd (voir aussi le Théorème
3.2.4 dans le troisième Chapitre) dont nous aurons besoin dans la suite. La section
suivante est la parti centrale de ce chapitre; nous présentons dans le Théorème 4.3.1
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les conditions suffisantes en terme des fonctions f et 9 pour qu'il existe une solution
faible globale de l'équation (4.0.1). Deux exemples illustrant ce théorème suivent.
Les hypothèses sur f et 9 dans le Théorème 4.3.1 sont abstraites. Pour cette raison
nous dédions la section suivante à une discussion plus explicite de chacune d'elles. La
dernière partie de ce chapitre contient les preuves.

Je voudrais exprimer mes remerciements à Marco Dozzi, Jan Seidler et Bohdan
Maslowski pour leur influence positive, beaucoup de discussions et suggestions, et
à l'Institut Élie Cartan à Nancy et l'Institut des Mathématiques de l'Académie des
Sciences à Prague pour leur soutien matériel.

4.1 NOTATIONS ET RAPPELS

[> Nous désignerons BUCk(D) l'espace des fonctions de classe C k sur le domaine
D dont toutes les dérivées jusqu'à l'ordre k sont uniformément bornées et
uniformément continues sur D.

[> Toute filtration dans ce chapitre sera complète, à savoir, si (0',:F, (:Ft), IP') est
une base stochastique, alors :Fa doit contenir tout ensemble F de la tribu :F
dont la probabilité lP(F) = O.

[> Si z est une variable aléatoire vectorielle sur un espace probabilisé (0',:F, IP')
et z est à valeurs dans un espace de fonctions complexes sur le domaine D,
on dit que la variable aléatoire z est réelle si la partie imaginaire lm z(w) = 0
presque partout sur D pour tout w.

Bien que nous nous intéressons aux solutions réelles de l'équation (4.0.1), nous
allons travailler dans les espaces de fonctions complexes à cause de la disponibilité de
la théorie spectrale et de la théorie d'interpolation dans le cadre complexe.

L'opérateur différentiel A sera de la forme

(4.1.1)

Si D est un domaine borné dans ]Rd avec la frontière de classe C2 , alors le domaine
D(A) contiendra exactement toutes les fonctions cp de W2,2(D) dont la trace sur aD
satisfait à l'une des conditions au bord:

1. (Dirichlet) cp = 0 sur aD.

2. (Neumann) 2:1=1 2:~=1 aij~Vi = ,,(CP sur aD pour un "( EBUC1(D).

Nous rappelons que v(x) est le vecteur unitaire de la normale extérieure à aD au point
x E aD.

Si D = IRd alors D(A) = W 2,2(IRd).

En tout cas, la matrice réelle symétrique {aij} appartient à BUC2 (D), le vecteur réel
{bd à BUC1 (D) et c n'est qu'une fonction bornée, réelle et mesurable sur D. En plus,
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nous réclamons la condition de l'ellipticité uniforme

d d d

LLaij(X)YiYj ~ CLY;'
i=l j=l i=l

x E D, Y E:!Rd

où C est une constante strictement positive et si nous considérons la condition au bord
de Neumann nous aurons besoin de supposer (en plus) que

C> a+11 Tr Ili(W1,2(D),L2(D» où a = sup {,(x) : X E aD}

et Tr : W 1 ,2(D) ~ L 2(aD) est l'opérateur de trace.

t> Sous les hypothèses ci-dessus, l'opérateur A, dans tous les trois cas, est sec­
toriel sur L 2 (D) et cllullw2,2(D) ::s IluIIL2(D) + IIAuIlL2(D) vaut pour un c> a
et tout u E D(A) d'après le Chapitre 3 dans [la].

Maintenant nous pouvons introduire l'opérateur auxiliaire

avec D(A) = D(A) et une constante C telle que l'hypothèse suivante à laquelle nous
référerons dans la suite par (SN) signifiant strictement négatif soit satisfaite

t> C> ess sup c si D = :!Rd ou si D est borné et A est considéré avec la condition
au bord de Dirichlet.

t> C> ess sup c+ a+ Il Tr Ili(W1 ,2(D),L2(BD» si D est borné et nous considérons la
condition au bord de Neumann.

L'opérateur A est, sous les hypothèses ci-dessus, autoadjoint et strictement négatif sur
L 2 (D) (voir Chapitre 3 dans [la]). En plus, comme

C3I1cpll~fl,2(D) ::s (-Acp, cph2(D) = Ilcpll~(-A)l/2 ::s C41Icpll~1l,2(D)' cp E D(A)

pour des constantes positives C3 , C4 nous concluons que D(_A)1/2 est un espace
fermé dans W 1,2(D). En effet,

t> D( _A)1/2 = WJ,2(D) si D = :!Rd.

t> D( _A)1/2 = WJ,2(D) si D est borné et nous considérons l'opérateur A avec
la condition au bord de Dirichlet.

t> D( _A)1/2 = W 1,2(D) si D est borné et nous considérons l'opérateur A avec
la condition au bord de Neumann.

Les deux premières égalités sont faciles à démontrer. La troisième peut être déduite
du Théorème 3.2.3, du Corollaire 2.2.3, de la Proposition 2.2.2, de la Proposition 1.2.3
et de la Proposition 2.2.15 dans [10] car

W 2s ,2(D) = DA(s, 2) ç DA(s, 00) = (L2(D), D(A))s,oo ç (L2(D), D(A)h/2,1 =

=DA(1/2, 1) ç D(_A)1/2
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pour 1/2 < s :::; 3/4 et W 2s,2(D) est dense dans W I ,2(D). La dernière propriété dont
on aura besoin dans la suite est l'inégalité suivante (voir le Chapitre 3 dans [10]):

rp E D(A)

qui dit que la norme de W 2,2(D) est équivalente à la norme graphe sur l'espace de
Hilbert D(A), à savoir, à la norme induite par le produit scalaire

rpl E D(A), rp2 E D(A).

En particulier, si D est borné alors p.. - A)-l : L2(D) ----t L2(D) est compact car
W 2,2(D) est contenu de façon compacte dans L2(D) et donc (_A)-a est compact
pour tout ex > 0 puisque

00

(_A)-a = Sin~7ra) JÀ-a p.. - A)-l dÀ

o

quel que soit 0 < a < 1 et (-A)-a( _A)-b = (_A)-a-b quel que soit a > 0, b> O.

La raison d'introduire l'opérateur A est qu'il est plus beau et plus facile à travailler
avec, dû aux faits qu'il est autoadjoint et négatif. D'autant plus que l'échelle des
domaines des puissances fractionnaires D(wo - A)a = D(-A)a et les normes graphe
sont équivalentes (voir Thm 1.4.6 dans [11]) pour Wo suffisamment grand et ex E [0,1].

Le processus West un processus gaussien sur une base stochastique (0, F, (Ft), IP) à
valeurs dans l'espace des distributions tempérées sur IRd et satisfaisant aux conditions
suivantes

1> Le processus réel (Wt , 'Ij;) est un processus de Wiener par rapport à la filtration
(Ft) pour tout 'Ij; de l'espace de Schwartz sur IRd .

1> Il existe une distribution tempérée r (appelée la corrélation spatiale de W)
telle que

JE (Ws, rp) (Wt , 'Ij;) = min{s, t} (r, rp * 'lj;s)

où 'lj;s(x) = 'Ij;( -x), x E IRd . Puisque r doit être une distribution définie positive,
il existe une seule mesure positive symétrique tempérée J.L sur IRd telle que r soit la
transformée de Fourier de J.L. La mesure J.L est appelée la mesure spectrale de W. Dans
le travail [P-Z], les auteurs ont montré que l'espace autoreproduisant de W (noté Hw)
peut être caractérisé comme

et
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En particulier, si f.L(JRd ) < 00 alors f est une fonction bornée uniformément continue,
Hw est contenu dans l'espace des fonctions réelles bornées uniformément continues sur
JRd comme on verra plus généralement dans le Lemme 4.1.1 et, par [P-Zl],

(Wt , cp) = JW(t, x)cp(x) dx

IRd

où (W(t, x) : t ~ 0, x E JRd) est un champ aléatoire tel que

c> (W(t, x) : t ~ 0) est un processus de Wiener par rapport à la filtration (:Ft)
pour tout x E JRd.

c> l'application (t,x,w) ~ W(t,x,w) est mesurable et continue en t.
c> lE W(t, x)W(s, y) = (t 1\ s)f(x - y) pour tout t ~ 0, s ~ 0, x E JRd et y E JRd.

ous avons la modification suivante du Lemme 2.2 dans [2] ou du Lemme 3.1.1 dans
le troisième Chapitre qui permet de définir l'opérateur de multiplication qui va ap­
paraître dans l'équation stochastique. Nous rappelons que BUC(JRd ) est la notation
pour l'espace de Banach des functions bornées uniformément continues sur IRd , muni
de la norme supremale.

Lemme 4.1.1. Soit IL(IRd
) < 00. Alors Hw est inclus dans BUC(IRd ) avec injection

continue, et il existe une constante C telle que l'application

est un opérateur bilinéaire continu et, en plus, Hilbert-Schmidt dans la deuxième co­
ordonné, à savoir

00

L IluçJi2(D) < Cllulli2(D)
j=1

pour tout u E L2(D) et toute base orthonormée (çj : j E N) dans Hw.

Remarque 4.1.2. Sous l'hypothèse du Lemme 4.1.1 tout élément u E L2 (D) définit
un opérateur de multiplication ç~ uç de Hw dans L 2 (D) qui est Hilbert-Schmidt.

Cadre hilbertien. Nous définissons Ao = Wo - A sur L2(D) pour un Wo E IR
suffisament grand afin que sup Re a-(A - wo) < 0, et les espaces de Hilbert séparables

E(a, b) = D(Ag) x D(Ag),

munis des produits scalaires

a E IR, b E JR

pour (UI, VI) E E(a, b), (U2, V2) E E(a, b), où D(AüC
), c ~ 0, est l'espace de Hilbert

fractionnaire séparable défini comme la complétion de L2 (D) par rapport à la norme
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et

est l'espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire

La classe suivante d'espaces aura une importance particulière

E(a) = E(1/2 + a, a) = D(A~/2+a) x D(Ag),

et
E = E(O) = E(1/2, 0) = D(A~/2) x L2(D).

Ensuite, nous notons

a E IR

149

F{3 = E((1/2 - (3) V 0, -(3) = { E( -(3)
E(O, -(3)

ifO:::;(3:::;!

if (3 > !
l'espace d'états pour la solution dans le Théorème 4.3.1. Observons que F{3 est inclus
dans E( -(3) avec injection continue. Définissons également l'opérateur

(4.1.2)

Alors M = Ml +M2 où

et

Maintenant Ml défini sur D(A) x D(_A)I/2, est un opérateur antiautoadjoint sur
l'espace de Hilbert D( _A)I/2 x L 2(D) muni du produit scalaire

et M2est borné sur D( _A)I/2 xL2(D). Donc M de domaine E(1/2) est un générateur
infinitésimal d'un Co-groupe (St: t E IR) sur E par le Chapitre 3 dans [14] et la section
préliminaire car D(_A)I/2 x L2(D) = E, D(A) x D( _A)I/2 = E(1/2), et les normes
respectives sont équivalentes. En effet, (St) est un Co-groupe sur tout E(a), a E IR, et
les opérateurs

(
Aa 0)

Na = 0
0

Ag

de domaine E(a V 0) sont bornés sur E pour a < 0, inversibles sur E pour a ~ 0, et
commutent avec M. Par conséquent, St commute avec Na et c'est donc un Co-groupe
sur E(a) pour tout a réel.
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L'équation aux dérivées partielles stochastique (4.0.1) se décompose en un
système de deux équations de premier ordre

du
dt (t) = v(t)

dv .
dt (t) = Au(t) + f(u(t)) + g(u(t)) W,

ou bien, dans la notation vectorielle,

dz (0 1) (0) ( 0 ) .dt (t) = A 0 z(t) + f(u(t)) + g(u(t)) W, où z = (~) .

Fixons (3 ~ 0 et soit LP(D) inclus dans D(Aü.6) avec injection continue pour un
p E [l, CX)). Définissons

si z = (~) E E( -(3), u E L2 (D) et f(Reu) E LP(D)

autrement

et, de façon analogue,

si z = (~) E E( -(3), u E L2 (D) et g(Reu) E L2(D)

autrement

pour ç E Hw, vu la Remarque 4.1.2. Alors

F : E( -(3) ~ E( -(3) et G : E( -(3) ~ HS(Hw , E( -(3))

sont Borel measurable, où H S (Hw, E (- (3)) désigne l'espace des opérateurs de Hilbert­
Schmidt linéaires de l'espace autoreproduisant Hw dans E( -(3) par le Lemme 4.1.1.

Notre système de deux équations s'écrit donc comme

(4.1.3)

sur E(-(3).

dz .
dt (t) = Mz(t) + F(z(t)) + G(z(t)) W

Ayant fixés (3 et p comme ci-dessus, nous disons qu'une famille de six membres

(n, F, (Ft), IP, W, z)

composée d'une base stochastique (n, F, (Ft), IP), d'un processus de Wiener spatiale­
ment homogène W de mesure spectrale finie et d'un processus z = (u, v) adapté à la
filtration (Ft) à trajectoires continues dans Fj3 est une solution faible de (4.1.3) si

l> u(t, w) est réel quels que soient w E n et t ~ 0
l> v(t, w) appartient à la fermeture par rapport à D(Aü.6) de la classe des fonc­

tions réelles de L2 (D) pour tout w E n et t ~ 0
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et, pour tout t 2: 0, on a

Il' li IIf(u(s))lluCD) + IIg(u(s))1I1'CD) ds < 00] = 1

et

(4.1.4) Il' lZ(t) = S,Zo +1St_,F(z(s)) ds +1S,_,G(z(s)) dW] = 1.

Les espaces de Hilbert dans lesquels nous travaillons sont tous complexes à cause de
la théorie spectrale, la théorie des semigroupes et la théorie des espaces fractionnaires
qui ne sont pas disponibles dans le cas réel. Néanmoins, nous ne nous intéressons
qu'aux solutions réelles, à savoir, aux processus solutions z où z(t,w) E ]R presque
partout sur le domaine D pour tout (t,w). Nous rappelons que tout espace de Hilbert
complexe (H, ( , )) est, en effet, également un espace de Hilbert réel si nous le con­
sidérons avec la parti réelle du produit scalaire original, à savoir (H, Re ( , )). Remar­
quons que cette convention n'influence pas la norme. Ce phénomène sera utilisé pour
l'intégration stochastique qui est naturellement conçue entre des espaces de Hilbert
réels. Plus précisément, si '1t est un processus dans l'espace des opérateurs Hilbert­
Schmidt HS(Hw , (H, C)), alors l'intégrale stochastique

J'1t dW

est construite pour '1t en tant que processus à valeurs dans HS(Hw , (H, ]R)). Nous
soulignons que si un proceesus z satisfait à l'équation (4.1.4) au cas (3 = 0, p = 2, alors
le processus conjugué complexe z = Re z - i lm z y satisfait aussi. Or, si ZQ (w) est réel
pour tout w et l'unicité trajectorielle vaut pour l'équation (4.1.4) (par exemple si les
fonctions f et g sont globalement Lipschitz), alors Z = z et, par conséquent Z est réel.
Dans ce chapitre, nous n'allons considérer que des conditions initiales réelles comme
on l'a déjà indiqué au commencement.

4.2 VITESSE FINIE DE PROPAGATION DES SOLUTIONS

Il est bien connu que le principe du maximum fort ne vaut pas pour les équations
hyperboliques de deuxième ordre sur ]Rd. Au contraire, les solutions propagent à
vitesse finie. Nous avons déjà démontré que ceci est vrai même si on perturbe ces
équations par un processus de Wiener spatialement homogène (voir le Théorème 3.2.4
dans le troisième Chapitre). La justification de la définition suivante sera reportée à
la section 4.4.
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Definition 4.2.1. Une famille d'ensembles fermés non vides (Kt : t ;::: 0) dans la
fermeture du domaine D est appelée une évolution de support si elle vérifie aux hy­
pothèses suivantes

c> n{Kt : t > s} = K s pour tout s;::: 0
c> StZ E E t+s pour tout zEEs, t ;::: 0, s ;::: 0

où
Et = {(u, v) E E : le support essentiel de u et v est contenu dans Kd

sont des sous-espaces fermés croissants continus à droite dans E et (St: t E IR) est le
Co-groupe défini dans (4.1.2). Nous disons qu'une évolution de support (Kt: t ;::: 0)
est compacte si Kt est compact dans IRd pour tout t ;::: O. En fin, nous remarquons
que Kt = D, t ;::: 0 est une évolution de support qui est compacte si D est borné. Or,
une évolution de support existe toujours.

Nous rappelons que HS(Hw , E) est l'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt
linéaires de Hw dans E, et nous considérons le cas D = IRd . Pour la démonstration
du théorème suivant voir la preuve du Théorème 3.2.4 dans le Chapitre 3:

Théorème 4.2.2. Soient les opérateurs de Nemytski F : E ---+ E et G : E ---+

HS(Hw , E) (définis dans (4-1.3)) Lipschitz, D = IRd , ](0) = g(O) = 0 et soit la

mesure spectrale J.L finie. Étant donné une condition initiale réelle Zo à valeurs dans
E mesurable par rapport à la tribu Fa, considérons l'unique solution "mild" globale
réelle z = (u, v) à trajectoires continues dans E de l'équation (4.1.3) avec p = 2 et
f3 = O. Ensuite, soit (Kt(w) : t ;::: 0) une évolution de support pour tout w Entelle
que le support essentiel de u(O, w) et v(O, w) soit contenu dans Ka (w) pour tout w E n.
Alors il existe un ensemble NE Fa, lP(N) = 1 tel que u(t,w) etv(t,w) ont les supports
essentiels contenus dans Kt (w) pour tout t ;::: 0 et w EN. 0

4.3 EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES

Nous allons nous intéresser à une relaxation éventuelle des hypothèses imposées sur
] et g considérées dans [2] ou dans les Théorèmes 3.3.2 et 3.4.2 du Chapitre 3, en­
traînant l'existence des solutions globales. Nous voulons surtout affaiblir la régularité
ClOU la lipschitziannité globale. Le prix que nous devrons payer pour cela sera que
les méthodes présentées ne nous permettront d'obtenir que des solutions faibles glob­
ales. Nous référons le lecteur à la section 4.4 pour des cas particuliers des hypothèses
abstraites suivantes:

Étant donné 0 ~ ex < f3 < 00 et 1 ~ p < 00, nous introduisons les trois hypothèses
suivantes:

(CE) Si D = IRd supposons qu'il existe une évolution de support compact (Kt: t ;::: 0)
avec la famille des espaces (Et: t ;::: 0) fermés dans E continus à droite associés
(voir la Définition 4.2.1). Si D est borné alors nous considérons l'évolution de
support compact triviale Kt = D et Et = E, t ;::: O.

(CA) L'espace Et muni de la norme de E( -ex) est contenu de façon compacte dans
E( -(3) pour tout t ;::: O.

(CP) LP(D) est inclus dans D(AüO<) avec injection continue.
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Remarque. Si (CA) vaut alors, trivialement, l'espace Et muni de la norme de E est
contenu de façon compacte dans E( -(3) pour tout t 2: o.
Remarque. Si D est borné alors E( -a) est contenu de façon compacte dans E( -(3)
pour tout t 2: a et a :::; a < (3 par la section préliminaire. Or, (CA) vaut pour tout
ü:::; a < (3.

Remarque. Si (CP) vaut alors V(D) est inclues dans D(Aü.B) avec injection con­
tinue car D(Aü

Q
) est inclus dans D(Aü.B) avec injection continue qui est isomorphe

à l'espace dual de D(Ag) (voir la définition du drift F).

Ayant a :::; a < (3 < 00, 1 :::; p < 00 comme ci-dessus nous consid~rons de nouveaux
paramètres () E [0,1), q > 2, 1 :::; a < pq/2 et une constante C satisfaisant à la
condition (SN) de la section préliminaire, avec laquelle nous définissons l'opérateur A.
Maintenant nous précisons la classe des fonctions i et 9 que nous allons considérer:

Définition (CF). On dit que les fonctions réelles i et 9 satisfont à l'hypothèse (CF)
s'il existe des suites de fonctions globalement Lipschitz (in) et (gn) telles que

•
•

•

(4.3.1)

•

(4.3.2)

(4.3.3)

in(ü) = gn(Ü) = Ü quel que soit n ENsi D = IRd
.

in, resp. gn converge vers i, resp. 9 uniformément sur les ensembles bornés
dans }Rd.

le paramètre () E [0, 1) est tel que 6e > -00 où

8. = inf { ~ lIulll,(-A)'/ +[ Ln(Reu) dx : u E D(A~/2), nE N}
où Ln(O) = 0, Ln(x) + in(x) = a pour tout x E IR et n E N.
ayant fixé une constante 6:.e E (-00, 6e), il existe une fonction positive bornée
m sur [0,(0) telle que

lim m(r) = a
r-+oo

et

( J lin(u)jP dX) l/a + J 19n(u)12 dx <;

lui ~r] [lui ~r]

<; m(r) ( ~ Ilulll,(_A)'/d [ Ln(u) dx - t..)

vaut quel que soit u E D( _A)1/2 réel, r 2: aet nE N.

Ensuite, vu la Définition (CF), nous définissons les fonctions de Lyapunov

(4.3.4) Vn(z) = (~lIulIl,(-A)'/ + ~lIvlli'(D) + [ Ln (Re u) dx - t..) Q/2, zEE

pour n E N avec la convention z = (u, v) E E.
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(4.3.5)

Théorème 4.3.1. Soient f, 9 deux fontions continues sur JR, soient Ü ::; Q < (3 < 00,
1 ::; p < 00, Ü ::; () < l, q > 2, 1 ::; a < pq/2 et C tels que les hypothèses (CA), (CE),
(CP) et (CF) valent pour f, g,Q, (3, (), q et a, et la constante C satisfait à l'hypothèse
(SN) de la section préliminaire. Supposons que la mesure spectrale J-L soit finie et Il

soit une mesure de probabilité borélienne sur E telle que

Il {z E Eo : z réel } = 1

où Eo correspond à K o dans (CE), et

s~pJVn(x) dll(x) < 00
E

avec Vn défini dans (4·3·4)· Alors il existe une solution faible (D, F, (Ft), P, W, z) de
(4.1.3) dans E (- (3) avec les coefficients f et 9 où z = (u, v) est un processus adapté,
à trajectoires continues dans F/3, vérifiant

[> P [z(ü) E Eo] = 1 et Il est la loi de z(ü)
E!l

[> E sUPs~t Ilz(t)llh + JE IIf(u(t))lli~(D) + JE Ilg(u(t))111 2 (D) ::; CeCt
, t 2: ü

où C est une constante positive. En plus, JP [z(t) E Et F
13

] = 1 quel que soit t > ü.

Exemple I. Considérons le problème de Cauchy dans D = JR3 pour l'équation

82 3 3 82 3 a
8t~ = 2:2: aij 8x.;x. +2: bj(x) 8:. + c(x)u - ulul

r
-

1 + luiS W
i=1 j=1 t J j=1 J

avec une (3 x 3)-matrice réelle symétrique et strictement positive (aij), des fonctions
b1, b2, b3 appartenant à BUC1(JR3), CE D,o(JR3) et soit Il une mesure de probabilité
borélienne sur E = W1,2(JR3) X L2(JR3). Nous avons les possibilités suivantes:

• Quand 2 ::; 2s ::; r + 1 ::; 4 alors l'équation a une unique solution globale à
trajectoires continues dans E quel que soit la condition initiale à valeurs dans E
mesurable par rapport à la tribu F o (comme on l'a déjà montré dans le Th6rème 3.3.2
dans le Chapitre 3).

Dans les autres cas nous supposons de plus que

(4.3.6)

et

J{llull~1'2(D) + Il vII12(D) + Ilulll~+~~~~} dll(u, v) < 00
E

II{ (u, v) E E : le support essentiel de u et v est contenu dans K} = 1

pour un ensemble compact K dans JR3 et un q à préciser dans la suite.

• Quand 3 < r < 5, 2 ::; 2s < T + l, q > T, 2 2: 2(3 > T - 3 alors il existe une
solution faible (D, F, (Ft), P, W, z) de l'équation (4.3.5) de loi initiale Il, telle que les
trajectoires de z propagent à vitesse finie et sont continues dans H 1-/3 (JR3) x H-/3 (JR3).

• Quand 5 ::; T, 2::; 2s < r + l, q> 6r/(T + 1),2(3 > 3(r -l)/(r + 1) alors il existe
une solution faible (D,F, (Ft),JP, W,z) de l'équation (4.3.5) de loi initiale Il, telle que
les trajectoires de z propagent à vitesse finie et sont continues dans L 2 (JR3) x H-/3 (JR3).



4.4 EXAMPLES ET COMMENTAIRES 155

Exemple II. Considérons le problème de bord de Dirichlet ou de Neumann pour
l'équation (4.0.1) avec l'opérateur A comme dans (4.1.1) sur un domaine borné D
dans IR3 de classe C2 . Soit r 2': 1 et soit f et 9 deux fonctions réelles continues telles
que

. . -f(x). -f(x)
0< lImmf 1 Ir-l ::; hmsup 1 Ir-l < 00

Ixl--+oo x x Ixl-+oo X X

et
. Ig(x)1

hmsup 1 l(r+l)/2 = o.
Ixl-+oo X

Ensuite, soit 1/ une mesure de probabilité borélienne sur E où E = WJ,2(D) x L2(D)
quand nous considérons le problème de bord de Dirichlet, ou E = W 1,2(D) x L 2(D)
pour le problème de bord de Neumann, telle que (4.3.6) vaut avec un q à préciser dans
la suite. Distinguons les trois cas suivants:

• Quand 1 ::; r ::; 3, q > 3, 0 < 2{3 ::; 1 alors il existe une solution faible
(0, F, (Ft), P, W, z) de l'équation (4.0.1) avec la condition initiale 1/, telle que les tra­
jectoires de z sont continues dans D(A~/2-t3) x D(Aüt3 ).

• Quand 3 < r < 5, q > r, 2 ~ 4{3 > r - 3 alors il existe une solution faible
(0, F, (Ft), P, W, z) de l'équation (4.0.1) avec la loi initiale 1/, telle que les trajectoires
de z sont continues dans D(A~/2-t3) x D(Aüt3 ).

• Quand 5 ::; r, q > 6r / (r+ 1), 4{3 > 3(r-1)/ (r+ 1) alors il existe une solution faible
(D, F, (Ft), P, W, z) de l'équation (4.0.1) avec la loi initiale 1/, telle que les trajectoires
de z sont continues dans L 2(D) x D(Aüt3 ).

4.4 EXEMPLES ET COMMENTAIRES

Évolution de support compact (Déf. 4.2.1): Considérons l'opérateur

d d B2ep d Bep
Aep(x) = L L aij Bx.Bx. (x) +L bi(x) Bx. + c(x)ep(x),

i=l j=l t J i=l t

xE IRd

sur L2(IRd ) avec une (d x d)-matrice réelle symétrique strictement positive (aij), des
fonctions b1, ... , bd, c dans LOO(IRd) et soit Ka un ensemble compact dans IRd. Si nous
définissons

Kt = {x + y : x E Ka, IT-1yl ::; t} , t > 0

où T est une (d x d)-matrice réelle telle que TT* = (aij)) alors (Kt : t 2': 0) est une
évolution de support compacte pour le Co-groupe (St) sur E (voir la section 3.5 dans
le Chapitre 3 ou le Chapitre 7.2.4 dans [15].
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Finitude de Je dans (4.3.1): Notons

(4.4.1) J = inf{ll( -A)I/2u lli2(D) : U E D( _A)I/2, IluIIL2(D) = 1} = inf 0"(-A).

Alors J est positif car l'opérateur auxilia!:"e A est autoadjoint et négatif, et peut être
aussi grand qu'on veut selon le choix de C dans la définition de A, qui lui-même, peut
être arbitrairement grand dès le commencement. Si

(4.4.2)

vaut pour une constante réelle C* quand D est borné, ou C* = 0 quand D = ~d, alors
Je > -00.

Hypothèse (CA). Quand D est borné alors 0 < a < (3 peut être choisi arbitrairement
car Et = E quel que soit t 2': 0 et l'opérateur Aoc: L 2 (D) -- L 2 (D) est compact pour
tout C > 0 d'après la discussion dans la section préliminaire de ce chapitre. Quand
D = JR.d alors il faut procéder plus attentivement:

Supposons que les coefficients {aij}, {bJ et C de l'opérateur A sont de classe
BUC2m (JR.d ) pour un entier m 2': 1. Alors (CA) vaut pour tout 0 :S a < (3 :S m.

Sous les hypothèses ci-dessus -Aü est un opérateur différentiel d'ordre 2m, il est
sectoriel dans L 2(JR.d) étant défini sur W2m,2(JR.d) et la norme graphe est équivalente à
la norme de W2m,2(JR.d) grâce au Théorème 3.2.1 dans [10]. Cela veut dire que l'espace
de puissance entière D(Aü) = w2m,2(~d) et les normes sont équivalentes. Ensuite,
- Ao est dissipatif et donc

avec l'équivalence des normes pour tout 0 :S c:S m d'après le Théorème 4 dans [16], le
Théorème 1.15.3 dans [17] et le Théorème 2.4.1 dans [17]. Maintenant, si O:S Cl < C2

et R> 0, alors il existe des constantes positives KI < K 2 telles que

i = 1,2

quel que soit R > 0, et U E W2c;,2(JR.d), i = 1,2 s'annulent en dehors de BR où BR
est la boule dans JR.d de rayon R. Soit Un une suite bornée dans W2C2,2(~d) telle que
tout Un est zéro en dehors de BR, Alors il existe une sous-suite {nd telle que Unk
converge dans W 2cl,2(B2R) d'après le Théorème 4.10.2 dans [17]. Donc, unk converge
dans W 2Cl,2(JR.d).

Faisons la convention qu'une fonction h dans L 2 (G) définit un élément dans l'espace
dual (W2c,2(G))*, C 2': 0 par v I--t (v,h)p(G)' Nous savons que D(AoC) est l'espace

dual de D(A8). Soit donc 0 :S Cl < C2 :S m, supposons que Un E L2(~d) est
bornée dans D(AoCl) et que tout Un s'annule en dehors d'une boule BR, Alors Un est
bornée dans (W2cl,2(BR))* qui est inclus dans (W2c2,2(BR))* avec injection compacte
par le théorème de Schauder et le Théorème 4.10.2 dans [17]. Or, (unkh converge
dans (W 2C2(BR))* pour une sous-suite {nk}' Par conséquent, (Unk)k converge dans
(W2C2,2(JR.d))*. 0
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Hypothèse (CP). Soit 1 < p ~ 2 et m 2: 1 et supposons que

~ (~ - ~) < Cl: < m.2 p 2 - -

Soient les coefficients {aij}, {bi}, c de l'opérateur A de classe BUC2m (D). Quand
D est borné supposons que BD est de classe C2m , et au cas où nous considérons le
problème de bord de Neumann supposons que 1 appartienne à BUC2m- 1 (D). Alors
D(Aü) est inclus dans V' (D) avec injection continue, l/p + l/p' = l.

Preuve: Sous les hypothèses ci-dessus -A~ est sectoriel étant défini sur Lk
W2k,2(]Rd) quand D = ]Rd, ou sur

Lk = {rp EW 2k,2(D) : EAbrp = 0 sur BD,j = 0, ... , k -1}
pour Erp = rp quand nous considérons le problème de bord de Dirichlet, ou

quand le problème de bord de Neumann est considéré, quel que soit k = 1, ... , m.
Effectivement, suivant [10] il est facile de vérifier que la "root condition" (3.2.2) vaut
et également la "extended root condition" (3.2.3). La condition complémentaire (3.2.7)
se réduit à l'inversibilité de la (k x k)-matrice complexe

(exp(2jl7ri/k) : 0 ~ j < k, 0 ~ l < k)

mais elle est inversible en tant que cas particulier du déterminant de Vandermonde
(Exercice 6.3.11, p. 168 dans [18]). Maintenant, comme les ensembles des résolventes
de A~ et A~ILk ne sont pas disjoints quel que soit k ~ m, nous concluons que D(A~) =
Lk, k ~ m, et donc D(A~) est un sous-espace fermé dans W 2k,2(D) avec l'équivalence
des normes quel que soit 1 ~ k ~ m par le Théorème 3.2.2 dans [10]. Or,

par le Théorème 4 dans [16] et les Théorèmes 1.15.3, 2.4.1, 4.3.1/2, 2.8.1 et 4.6.1 dans
[17], et les inclusions sont continues. 0

Fonctions f, g qui satisfont aux hypothèses dans (CF): Supposons que f et g

sont continues (avec f(O) = g(O) = 0 quand D = )Rd), t + f = 0 sur )Rd, L(O) = 0,

(4.4.3)
. f(x)

hmsup -- < 00,
IxJ->CX) x

XE)R
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If(x)IP :S m(x) (~X2 + clXl s + L(x) + bO) , xE ffi.

Ig(x)1 2:S m(x) (~X2 + L(x) + bO) , xE ffi.

valent pour 6 défini dans (4.4.1), une constante positive C et s ~ 2 tel que W 1,2(D)
est inclus dans LS(D) avec injection continue, C* = bo = 0 quand D = ffi.d, ou C* E ffi.
et bo = 1 - C* quand D est borné dans ffi.d, et où mest une fonction paire strictement
positive continue telle que limr ...... oo m(r) = 0 et 0 E [0,1) est un paramètre. Nous
remarquons que (4.4.3) entraîne que la fonction Cx2 + L(x) est décroissante dans un
voisinage de -00, et croissante dans un voisinage de 00, pour une grande constante
C. Ensuite définissons la fonction Vq : E - [0,00] comme

( )

q/2

Vq(z) = ~lIulll,(_A)'/' + ~lIvllhD) +j L(Reu) dx - c.

pour Z = (u,v) E E avec c* = 0 quand D = ffi.d, ou c* = C*À(D) quand D est borné,
notant À(D) la mesure de Lebesgue du domaine D. Maintenant nous allons distinguer
trois cas:

Premier cas: Supposons que D = ffi.d et

-6(1 - 0) < Hm inf f(x) .
x ......0 X

Alors il existe des suites de fonctions réelles (in), resp. (gn) de classe C oo à supports
compacts dans JR convergeant uniformément sur des ensembles compacts vers f, resp.
g, 6e~ 0 pour un 0 :s (f < 1 où &e a été défini dans (4.3.1), (4.3.3) vaut pour !:le = -1
et pour tous a, q tels que s :S 2a < pq, et (4.4.2) vaut avec C* = O. Par conséquent,
l'hypothèse (CF) vaut. En plus, pour tout q> 0 donné,

Ilzllk + sup Vn(z) :S cq(Vq(z) + 1)
n

vaut pour tout zEE et une constante 0 < cq < 00.

Deuxième cas: Supposons que D = ffi.d et que f et 9 sont, en plus, localement
Lipschitz. Alors il existe des suites de fonctions réelles (ln), resp. Cgn) globalement
Lipschitz aux supports compacts dans ffi. convergeant uniformément sur des ensembles
compacts vers f, resp. g, 6e~ 0 pour un 0 :S (f < 1 où 6e a été défini dans (4.3.1),
(4.3.3) vaut pour !:le = -1 et pour tous a, q tels que s:s 2a < pq, et (4.4.2) vaut avec
C* = O. Par conséquent, l'hypothèse (CF) vaut. En plus, pour tout q > 0 donné,

Ilzllk + sup Vn(z) :S cq(Vq(z) + 1)
n

vaut pour tout zEE et une constante 0 < cq < 00.
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Troisième cas: Supposons que D ç IRd est borné. Alors il existe des suites de
fonctions réelles (in), resp. (gn) de classe Coo à supports compacts dans IR convergeant
uniformément sur des ensembles compacts vers f, resp. g, 88 ~ (C* - l)'(D) pour

un 0 ~ (f < 1 où 8e a été défini dans (4.3.1), (4.3.3) vaut pour ~8 = (C* - 2)'(D)
et pour tous a, q tels que s ~ 2a < pq, et (4.4.2) vaut. Par conséquent, l'hypothèse
(CF) vaut. En plus, pour tout q> 0 donné,

Ilzll~ + sup Vn(z) ~ cq(Vq(z) + 1)
n

vaut pour tout zEE et une constante 0 < cq < 00.

Preuve:

Premier cas: Fixons 81 E (08,8) et trouvons des suites décroissantes (Cln), (dln ),
(b2n ) et des suites croissantes (C2n), (d2n ), (bln ) telles que

nE N,

i = 1,2n EN,

1 1
Hm -,-1 + -,-1 + Ibln l + Ib2n l = 0,n--+oo Cln C2n

f(b in ) < 8 f(Cin) < 8
b - 1, - 1,
in Cin

et définissons ain = Eibin, i = 1,2, n E N pour une constante E E (0,1) telle que

1> (1 - E) ki < 8, i = 1, 2
1> 2Ki + (1 - E)k i < 8(1 - 0), i = 1,2

où

k
f(bin)

i = sup b. '
n tn

En plus, faisons le choix de telle sorte que

i = 1,2.

sup{m(Cin)/m(x): n E N, Icin - xl ~ ICin - dinl,i = 1,2} < 00

et

{
Idin-Cinll ()I . }sup 2 f Cin : n E N, ~ = 1,2 < 00.

ctn

Étant donné une fonction réelle h définissons pour tout n E N

0 x ~ dln
h(c ) dln-X dln ~ X ~ Clnln d1n -Cl n

h(x) Cln ~ X ~ bln
h(b ) X-al n bln ~ X ~ alnln bln-aln

hn(x) = 0 aln ~ X ~ a2n
h(b ) X- a 2n a2n ~ X ~ b2n2n b 2n - a 2n

h(x) b2n ~ X ~ C2n
h(c ) d2n- X C2n ~ X ~ d2n2n d2n- C2n

0 d2n ~ X
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Choisissant pour h la fonction i, resp. 9 nous obtenons les suites (in), resp. Cgn) et
il existe êi E (0,6/2),0> 0 et R> 6 tels que

x E IR, nE N

où Ln est la fonction primitive de -in, Ln(O) = 0 et

(4.4.4a) x E IR, nE N

(4.4.4b) x E IR, nE N

pour une fonction paire continue positive M satisfaisant à

Hm M(r) = O.
T->OO

En utilisant (4.4.4a) et (4.4.4b) nous arrivons aux fonctions in, gn de classe Coo à
supports compacts dans IR par régularisation et on obtient

x E IR, nE N

x E IR, nE N

où 0 < 0 < êi et 0 < 0 sont des constantes fixées, Ln est la primitive de -in,
Ln(O) = 0 et

lin(x)IP:S (M(x) + e-
X2

) (~X2 + clxl s + Ln(X)) ,

x E IR, nE N

in et gn ayant des supports compacts à distance positive de l'origine. 0

Dans la suite, nous fixons 61 E (06,6) et choisissons des suites décroissantes (Cln),
(d1n ) et des suites croissantes (C2n), (d2n ) telles que

nE N,

1 1
Hm -- + -- = 0,

n->oo IClnl IC2n/

i(Cin < ~ 2
_ VI, n E N, i = 1, ,

Cin

sup {ffi(Cin)/ffi(x) : n E N, Icin - xl :S ICin - dinl, i = 1, 2} < 00
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et

{
Idin - Cin!li()1 . }SUp 2 Cin :nEN,?'=1,2 <00.

Ctn

Étant donné une fonction réelle h définissons, pour n EN,

161

(4.4.5)

o
h(c ) d1n-x

ln d1n-Cl n

o

x ::; d ln

dln ::; X ::; Cln

Cln ::; X ::; C2n

C2n ::; X ::; d2n
d2n ::; X

et appliquons ce,!te construction à h = i et h_ 9 ob~nant les suites Un) et C9n)'
Ensuite notons Ln la fonction primitive de -in avec Ln(O) = O. Maintenant nous
procédons au second et au troisième cas:

Second cas: Il existe aE (0, b/2) et R > b tels que

xE 1R, nE N

et

Ih(x)IP::; M(x) (~x2 + cjxl S + Ln(x)) , xE 1R, nE N

19n(x)12
::; M(x) (~x2 + Ln(x)) , xE 1R, nE N

pour une fonction paire continue positive M satisfaisant à

lim M(r) = O.
r-.oo

Troisième cas: Il existe aE (0, b/2) et R > b tels que

xE 1R, nE N

- - - -
où in, 9n sont définies d'après (4.4.5), Ln est la primitive de -in, Ln(O) = 0 et

Ifn(x)IP ::; M(x) (~x2 + clxl s + Ln(x) - C* + 1) ,

19n(x)1 2 ::;M(x) (~x2+Ln(x)-C*+1),

pour une fonction paire continue positive M satisfaisant à

lim M(r) = O.
r-.oo

xE 1R, nE N

xE 1R, nE N
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Maintenant il suffit de régulariser les fonctions in et 9n pour arriver à des fonctions
in, 9n de classe COO aux supports compacts dans IR telles que

x E IR, nE N

où Ln est la primitive de -in, Ln(O) = 0 et

I!n(x)IP::; (M(x) + e-
X2

) (~x2 + clxl s + Ln(x) - C* + 1) ,

19n(X)\2::; (M(x) + e-
X2

) (~x2 + Ln(x) - C* + 1) ,
o

4.5 PREUVE DU THÉORÈME 4.3.1

x E IR, nE N

x E IR, nE N.

Tout d'abord nous remarquons que les opérateurs de Nemytski Fn : E ---+ E et
Gn : E ---+ HS(Hw , E) associés à in et 9n dans (4.1.3) sont globalement Lipschitz.
Choisissons une base stochastique auxiliaire (nI ,:FI, (:FI), !pl, W1) avec une variable
aléatoire Zo mesurable par rapport à la tribu FJ telle que

!pl [zo E B] = v(B)

pour tout borélien B dans E, et nous avons donc des solutions globales Zn de (4.1.4)
par rapport à un processus de Wiener spatialement homogène W 1 de mesure spec­
trale J.L, avec les coefficients Fn et Gn , et avec la condition initiale zo, vivant sur
(n1, FI, (:FI), !pl). Nous allons montrer que la suite des variables aléatoires Zn est
tendue dans un certain espace polonais de trajectoires Y (à définir dans la suite),
donc elle contient une sous-suite (que nous noterons, par abus de notation, toujours
zn) convergeant faiblement dans l'espace des mesures de probabilité boréliennes sur Y
grâce au théorème de Prokhorov. Cette situation peut être modélisée sur un deuxième
espace de probabilité (0, F,!P) par le théorème de Skorohod, à savoir, il existe des vari­
ables aléatoires Z et (TIn : n E N) à valeurs dans Y définies sur n, telles que

nEN

pour tout borélien B dans Y et TIn ---+ Z dans Y presque partout pour !P. En fin, nous
montrerons que Z = (u, v) résout l'équation (4.1.4) sur un certain prolongement de la
base stochastique. Voici les détails:
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Étape 1. Nous avons les inégalités uniformes suivantes

(4.5.1)

(4.5.2)

(4.5.3)

(4.5.4)

suplE Vn(zn(t)) ::; CeCt , t ~ 0,
n

E!l. Ct
suplE Ilfn(Un(t))lli~(D) ::; Ce, t ~ °

n

suplEI19n(un(t))/I12(D)::; CeCt , t > 0,
n

sup {lE sup Ilzn(S)/It} ::; Ce
Ct , t ~ °

n s::;t

pour une constante C.

Étape 2. Les solutions

t t

zn(t) = StZO + JSt-sFn(zn(S)) ds + JSt-sGn(Zn(S)) dWsl,
o 0

peuvent s'écrire sous la forme

t ~ 0, nE N

t 2: 0, nE N

où RI(z)(t) = StZ envoie

RI: Eo --7 C([O,oo),E(-,8)),

R 2 (h)(t) = J; St-s(O, h(s)) ds envoie (avec un r > 1 fixé)

R2 : L1oc((0, 00), D(AüO)evol) --7 C([O, (0), E( -,8)),

R3: Lfoc((0,00),Eevo1 ) --7 C([O,oo),E(-,8))

et
t

- sin/7r J -, IYn(t) - -7r- (t - s) St-sGn(zn(s)) dW .
o

avec ~ < / < ~ d'après [9]. Ici L1oc((0, 00), D(AüO)evol) est le sous-espace de toutes

les fonctions u de L1oc((0, (0), D(AüO)) telles que u(t) E L2 (D) et qui s'annulent en
dehors de Kt pour presque tout t ~ O. De même, Lfoc ((0,00), Eevo1 ) est le sous-espace
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de toutes les fonctions Z de L[oc((O, 00), E) telles que z(t) E Et pour presque tout
t ~ O. Les deux espaces ci-dessus soient munis des topologies héritées des espaces les
contenant.

Nous affirmons que tous les trois opérateurs RI, R2 et R3 sont compacts dont la
démonstration fera partie de la preuve de l'Étape 2. Rappelant la définition

F{3 = E((1/2 - {3) V 0, -{3)) = { E( -{3)
E(O, -{3)

nous posons

et affirmons que la suite Zn est tendue dans Y.

quand °< {3 :S ~

quand ~ :S {3

Étape 3. En référant au Théorème de Skorochod [9] nous pouvons trouver l'espace
de probabilité mentionné (D, F, lP) avec des variables aléatoires z et TJn, n ~ 1 à
valeurs dans Y telles que la loi de Zn sous pl et la loi de TJn sous lP coïncident sur
la tribu borélienne sur Y quel que soit n E N, TJn converge vers z dans Y presque
partout pour lP, et l'espace de probabilité (D, F, lP) soutient un nombre infini des
processus de Wiener réels indépendants entre eux-mêmes et également indépendants
de la suite (TJn), ce qui sera réclamé dans la suite pour la recherche des représentations
browniennes (l'Étape 5). Nous soulignons que nous avons omis le passage à une sous­
suite dans le théorème de Skorochod mais ceci n'a pas d'influence à la démonstration
du Théorème 4.3.1. En plus, comme Yo = C((O, 00), E) est un espace polonais inclus
dans Y avec injection continue, nous savons, grâce au Théorème 8.3.7 dans [19] que
Yo est un borélien dans Y et comme lP[TJn E Yo] = lPI [zn E Yo] = 1, nous pouvons
supposer que TJn prend ses valeurs dans Yo et la loi de Zn coïncide avec la loi de TJn sur
la tribu borélienne sur l'espace polonais Yo. Pourtant, TJn converge vers z dans Y (à
savoir, dans l'espace supérieur).

Étape 4. Nous allons démontrer que le processus réel

t

t t--+ N;"(x) = (TJn (t), x) E( -{3) - (TJn (0), x) E( -{3) - J(TJn (s), M*x)E( -{3) -

o

t

-J(Fn(TJn(S)),X)E(_{3) ds

°
a la même loi borélienne sur C[O, 00) que le processus

(4.5.5)

t

t t--+ iJ;,,(x) = (zn(t),X)E(_{3) - (zO,x)E(_{3) - J(zn(S),M*x)E(_{3)­

o

t-J(Fn(Zn(S)),X)E(_{3) ds,

°
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et
t

iJ;:(X) = J(Gn(Zn(S))"X)EC_,B) dW1 t 2: 0

a

par le théorème de Chojnowska-Michalik (voir le les Théorèmes 1.12 et 1.13 dans
le premier Chapitre) quels que soient n E N et x E D(M*) où M* est l'opérateur
adjoint du générateur infinitésimal du Co-groupe (St) sur E( -;3). L'intégrale stochas­
tique dans (4.5.5) est une (.rn-martingale L2 (n1 )-intégrable de variation quadratique
donnée par

t

t f-t JIIG~(zn(s))xllkw ds,
a

où G~(z) E L(E( -;3), Hw) est l'opérateur adjoint de Gn(z) E L(Hw,E( -;3)) pour
tout zEE. Par conséquent, Nn(x) est une martingale par rapport à la filtration
naturelle a(rJn) et de variation quadratique donnée par

(4.5.6)

Étape 5. Nous avons

t

t f-t JIIG~(rJn(s))xllkw ds.
a

lE sup Ilz(s)ll} + lE Ilf(u(t))llitCD) + lEllg(u(t))lli2 CD) S CeCt
, t 2: 0

s$t (3

pour une constante C. Si nous définissons maintenant le processus réel

t

t f-t Nt(x) = (z(t),x)EC-,B) - (z(O),x)EC-,B) - J(z(s),M*x)EC_,B)­
a

t

-J(F(z(S)),x)EC_,B) ds
a

pour x E D(M*) alors c'est une martingale par rapport à la filtration naturelle a(z)
et de variation quadratique

t

t f-t JIIG*(z(s))xllkwds,
a

où F : E( -;3) -7 E( -;3) et G : E( -;3) -7 L(Hw,E( -;3)) sont les nonlinéarités de
l'équation (4.1.3). En plus, d'aprés le Théorème 2.1.2 dans le deuxième Chapitre, il
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existe un processus de Wiener spatialement homogène W de mesure spectrale J-l par
rapport à la filtration o-(z), qui représente N, à savoir

t

Nt(x) =J(G(z(s))·, x)E(-{3) dW, t ~ 0

o

quel que soit x E D(M*), ce qui signifie par définition que

t t

(z(t),X)E(_{3) = (z(O),x)E(_{3) +J(z(s),M*X)E(_{3) ds+ J(F(z(S)),X)E(_{3) ds+
o 0

t

+ J(G(z(s))·, x) E(-{3) dW, t ~ 0

o

quel que soit x E D(M*). Or,

t t

z(t) = Stz(O) +JSt-sF(z(s)) ds +JSt-sG(z(s)) dW, t ~ 0

o 0

dans E( -(3) par le théorème de Chojnowska-Michalik.

Preuve de l'Étape 1: Soient j E C 1 (1R) globalement Lipschitz et soit 9 globale­
ment Lipschitz, avec 1(0) = g(O) = 0 uniquement si D = 1Rd

. Soit ~o E C 2 (1R) une

fonction arbitraire telle que lo(x) > 0 et io(x) > 0 pour tout x E 1R, L(x) + j(x) = 0
pour tout x E 1R, L(O) = O. Notons z = (ü, v) la solution de (4.1.4) dans E avec les
coefficients j et 9 et la condition initiale zoo Alors nous savons par (3.6.6) du troisième
Chapitre que

(4.5.7)

t

Vo(z(t)) :::; Vo(zo) +JVa(z(s))G(z(s)) dW+
o

+1io OIlZ(S)II~(-A)'I'XL'(D) +[ L(ü(s») dX) (Bü(s), ii(s))L'(D) ds+

+~1io (~IIZ(S)II~(-A)'I'XL'(D) +[ L(Ü(S»)dX) IIg(ü(s»II~S(Hw,L'(D)) ds+

+~ 'tmax {i~ (~lIz(s)II~(_A)'I'XL'(D) +[ L(ü(s) dX) ,0 } x

X Ilv(s)II~2(D) Ilg(ü(s))II~S(Hw,L2(D)) ds, t ~ 0
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(
1 2 J- - )VO(Z) = lo 21IzIID(-A)l/2XL2(D) + D L(Reu) dx , zEE

et B = A-A. Mais les in ne sont que Lipschitz donc, étant donné n EN, pour
obtenir (4.5.7) dans notre cas pour Zn, in, 9n, nous approximons in par une suite de
fonctions hm de classe COO telles que hm(O) = in(O), hm converge uniformément vers
in sur JR et Ihm(x) - hm(y)j ::; Clx - Yi quels que soient x E JR, Y E JR et une constante
C indépendante de m. Cela se fait facilement à l'aide des convolutions de in et une
suite de noyaux réguliers. Or, (4.5.7) entraîne

(4.5.8)

t

Um(wm(t)) ::; Um(zo) + JUm(Wm(S))Gn(Wm(S)) dW1+
o

z = (u, v) E E

+1io [~IIW=(S)II~(_A)"'XL'(D) +[ H=(Um(S))dX] (Bum(s),v=(S))L'(D) ds+

+~1io ( ~IIWm(s)II~(_A)"'xL'(D) +[ Hm(u=(s)) dX) x

x 119n(Um(s))II~s(Hw,L2(D)) ds+

+~1max {i~ (~ IIwm(s)II~(_A)"'xL'(D) +[ H=(um(s)) dx) ,0 } x

x Ilvm(s)II~2(D) 119n(um(s))II~s(Hw,L2(D)) ds

où Hm est la primitive de -hm telle que Hm(O) = 0,

Um(z) = la ( ~llzlI~(-A)"'xL'(D) +[ Hm (ReU) dX) ,

et Wm = (um,vm) est la solution de (4.1.4) avec les coefficients hm, 9 et la condition
initiale zo. Ensuite, en définissant

zEE

où Ln est la primitive de - in telle que Ln(O) = 0, nous avons Hm ~ Ln uniformément
sur tout ensemble compact dans L2 (D) où Hm(u) = ID Hm(Reu) dx pour u E L2(D)
et Ln est défini de façon analogue. Par conséquent
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quel que soit zEE. Supposons (pour l'instant) que IElizol11 < 00. Alors, en applicant
la Proposition 7.3 dans [9], on obtient

lim IEsup{llwrn(t) - zn(t)111 : t::; T} = 0
m-+oo

quel que soit T > 0 où Zn = (un, vn) est la solution de (4.1.4) avec les coefficients ln,
9n et la condition initiale zo. Donc, il doit exister une sous-suite telle que

]pl_presque sûrement qui traduit (4.5.8) par le passage à la limite vers

(4.5.9)

t

V~(zn(t)) < V~(zo) + JV~(Zn(S))Gn(Zn(S)) dW I +
o

+!i, (~IIZn(s)1I1(-A)'I'XL'(D)+[ Ln(u,.(S))dX) (Bu,.(s),Vn(s))L'(D) ds+

+~!i, ( ~IIZn(s)1I1(-A)'I'XL'(D) +[ Ln(u,.(s)) dX) x

x 119n(Un(s))II~S(H""L2(D)) ds+

+~!max {i~0IIzn(s)1I1(-A)'I'XL'(D) +[ Ln(u,.(s)) dX) ,0 } x

x Ilvn(s)II~2(D) Ilgn(un(s))II~S(Hw,L2(D)) ds.

Afin de montrer (4.5.9), nous avons eu besoin de la condition IElizol11 < 00. Pourtant,
(4.5.9) vaut quel que soit la condition initiale Zo mesurable par rapport à la tribu
FJ puisque Fn : E ---+ E et Gn : E ---+ HS(Hw , E) sont globalement Lipschitz et
donc l'unicité trajectorielle vaut pour (4.1.3). Cela veut dire que (4.5.9) vaut presque
partout sur l'ensemble [llzollE ::; R] quel que soit R> O. Par conséquent, (4.5.9) vaut
presque partout.

Maintenant considérons une fonction lo E C 2 ([00, 00)) où 00 a été défini dans (4.3.1)
avec lo(x) > 0, io(x) > 0, xio(x) ::; Colo(x), max{l~(x), O} ::; Colo(x) pour tout
x 2: 00 et une constante Co, et prolongeons-la à une fonction de classe C2 (IR) telle
que lo(x) > 0 et io(x) > 0 pour tout x E IR. Un tel prolongement existe toujours et,
profitant des propriétés de ln, gn et de la fonction lo, (4.5.9) devient

t t

V~(zn(t)) ::; V~(zo) +JV~(Zn(S))Gn(Zn(S)) dW I + CJV~(zn(s)) ds
o 0
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pour tout t ~ 0 et une constante C indépendante de n par (4.3.3) et par le fait que

. 2··lx - boolla(x) + (x - boo) max{la(x), O} ~ Clla(x)

quel que soit x ~ 60 et une constante Cl. Le lemme de Gronwall dit que

(4.5.10)

et

t~O

(4.5.11)

où Jn(t) = J; V;(zn(r))Gn(zn(r)) dW l est une martingale locale de processus de
variation quadratique donnée par

où

'Pn(S,w,y) = Jei(y,x)gn(Un(S,w,X))vn(s,w,x)dx

D

avec Zn = (un,vn).
L'inégalité (4.5.10) appliquée à la(x) = (x - boO)q/2 achève la démonstration de

(4.5.1) qui, ensemble avec (4.3.3), entraîne (4.5.2) et (4.5.3). Ensuite nous appliquons
(4.5.11) à la fonction la (x) = (x - boo)q/ 4 et la fonctionelle correspondante

( )

q/4

V~(z) = ~llzll~(-A)'/'XL'(D) + [ Ln(Reu) dx - D.,

pour démontrer (4.5.4), en obtenant, après avoir mis les deux côtés de l'inégalité
(4.5.11) au carré,

Mais
t

IE sup IJn(s)1 2 ~ 4IE IJn(t) 1
2 = 4IE (Jn)t ~ eJIE Vn(Zn(S)) ds ~ cect

s<t- a
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T > °
pour une constante c par l'inégalité maximale de Doob, (4.3.3) et (4.5.1). Or,

s~p {lE C; 8~~? IIZn(tlllbC-A)'I'xL'(D) H, -6.,t 2

} 5, Ce
èT < co,

pour une constante C et (4.5.4) est démontré.

Preuve de l'Étape 2 (compacité):

Cas de RI." Si (x m : mEN) est une suite bornée dans Eo alors il existe une
sous-suite (mk : kEN) telle que (xmk : kEN) converge vers un x dans E( -(3) car
l'injection de Eo dans E( -(3) est compacte d'après l'hypothèse (CA). Donc

lim sup IIStXmk - StxIIE(-,(3) = °
k-+oo t$T

puisque (St: t ~ 0) est un Co-groupe sur E( -(3). Donc RI est compact.

Cas de R2 ." Soit Vn E Lr((O, T), D(Aüa» bornée, vn(t) E L2 (D) de support essen­

tiel dans Kt pour presque tout t. Notons zn(t) = J; St-s(O, vn(s» ds, t E [0, T]. Nous
devons démontrer qu'il existe une sous-suite (nk) telle que (znk : kEN) converge
dans C([O, Tl, E( -(3)). D'abord nous voyons que (0, vn(s)) E Es pour presque tout s.
Donc, étant donné t E [0, Tl, St-s(O, vn(s) E Et par la définition de (Et: t ~ 0). Par
conséquent

t

J -E(-a)
zn(t) = St-s(O, vn(s» ds E Et .

o

Comme (St: t ~ 0) est un Co-groupe sur E( -a) nous obtenons que la suite (zn: n E

N) est uniformément bornée dans C([O, Tl, E( -a)). Ensuite nous allons montrer que

(4.5.12) hlim Sup{I/zn(t + h) - zn(t)IIE(-,(3) : t ::; T, t + h ::; T, nE N} =°
-+0

qui, ensemble avec le fait que ETE(-a) est inclus dans E( -(3) avec injection compacte
ce qui n'est rien autre que l'hypothèse (CA), complète la preuve par le théorème
d'Arzela-Ascoli. Donc il ne nous reste que (4.5.12). Notons

1= {v : V E L 2(D), I/vl/ D (A;"') ::; 1, ess-suppv E KT}

et
c(h) = sup{IISt+h(O,V) - St(O,v)IIE(-,(3) : t::; T,v El}.

Alors
t+h

Ilzn(t + h) - zn(t)IIE(-,(3) < JSt+h-s(O, vn(s») ds +
t E( -,(3)

t

+ J(St+h-s(O,Vn(s» - St-s(O,vn(s)) ds <
o E(-,(3)

t+h t

::; KT JIlvn(s)IID(AoC» + c(h) JIlvn(s)IID(A;"') ::; KT(h I
-

I
/
r + c(h)

t 0

et lim c(h) = °car h tends vers zéro d'après (CA).
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Cas de R3 : Soit hn E Lq((O, T), E) bornée, hn(t) E Et pour presque tout t. Notons
zn(t) = J;(t - sp-1St_shn(s) ds, t E [0, T]. Nous devons montrer qu'il existe une
sous-suite (nk) telle que (znk : kEN) converge dans C([O, T], E( -,8)). D'abord nous
voyons que, étant donné t E [0, Tl, (t - sp-1St_shn(s) E Et pour presque tout s par
la définition de (Et: t ~ 0). Par conséquent,

t

zn(t) = J St-shn(s) ds E Et
o

et (zn: n E N) est uniformément bornée dans C([O, Tl, E) puisque q, > 1. Ensuite
nous allons montrer que

(4.5.13) ~~suP{IIZn(t+ h) - zn(t)IIE(-,6) : t::; T,t+h::; T,n E N} = °
qui, ensemble avec le fait que ET est inclus dans E( -,8) avec injection compacte,
complète la preuve par le théorème d'Arzela-Ascoli. Donc il nous reste encore (4.5.13).
Notons

c(h) = sup{IISt+hZ - StzIIE(-,6) : t ::; T, Z E ET, IlziiE ::; 1}

et

Alors

t+h

Ilzn(t + h) - zn(t)IIE(-,6)::; J (t + h - S)'-lSt+h_shn(s) ds +

t E(-,6)

t

+ J ((t + h - s)'-lSt+h_shn(s) - (t - S)'-lSt+h_shn(s)) ds <
o E(-,6)

t

+ J(t - s)'-l (St+h-shn(S) - St-shn(s)) ds <
o E(-,6)

t+h t

::; KT J (t + h - s)'-lllhn(s)IIE + KT J [(t - S)'-l - (t + h - S)'-l] ilhn(s)IIE ds+
t 0

t

+c(h) J(t - s)'-lllhn (s)IIE::; KT(hr- 1
/
q+ a(h) + c(h))

o

et limh->O c(h) + a(h) = °puisque ET est inclus dans E( -,8) avec injection compacte.
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Preuve de l'Étape 2 (tension): Fixant une suite positive (am : mEN),
l'ensemble l de toutes les fonctions u E C([O, 00), D(-A)1/2) telles que le support
essentiel de u(t) est contenu dans Kt pour tout t 2': °et qu'il existe une fonction
v E C([O, 00) L 2(D)) vérifiant

t

u(t) = u(O) +Jv(s) ds
o

et sup II(u(t), v(t))IIE :::; am pour tout mEN,
t::;m

est relativement compact dans C ([0, 00), L 2(D)) par le théorème d'Arzela-Ascoli car

{x E D(_A)1/2 : IlxlID( _A)1/2 :::; 1, ess-supp x ç Kd

est relativement compact dans L 2 (D) quel que soit t 2': O. Donc

par (4.5.4). Or, un bon choix de la suite (am: mEN) entraîne la tension de (un: n E
N) dans C([O, 00), L 2(D)).

Ensuite nous allons montrer la tension de (zn: n E N) dans C([O,oo),E(-,8)).
Pour faire cela, soit r = pq/(2a), fixons une suite positive (am: mEN) et notons
h = {z E Eo : IlziiE :::; R} pour un R> 0,

et
t

- sin(r7r) J -, 1Yn(t) - 7r (t - s) St-sGn(Zn(s)) dW .

o

Alors D = Rdh] + R2 [h] + R3 [h] est un ensemble relativement compact dans
C([O, (0), E( -,8)) par la partie précédente de cette démonstration.
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~ ]pl ([Zo tj h] U [fn(un) tj 12] U [Yn tj h]) ~

.,; 11" [lizoliE > RJ + 11'1 mQl [lllfn(Un(s))II;:'(A~.) ds > am] +

+11'1 mQ, [IIlYn(S)II'!: ds > am]
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si nous montrons que Yn (en tant qu'un processus défini à une modification près) a
une modification mesurable (notée toujours Yn) qui satisfait, pour presque tout w, à
Yn(t, w) E Et pour presque tout t 2: O. Nous reviendrons à ce problème plus tard, et
nous reprenons (4.5.14) dont le côté droit peut être majoré par

00 m

~ Jp>l [llzollE > R] + L a~ JE J(1Ifn(un(s))II;(Ao") + IIYn(s) IIi<;) ds ~
m=l 0

avec une suite (bm : mEN) indépendante de (am: mEN). D'où la tension de
(zn: nE N) dans C([O, (0), E(-,B)). Par conséquent, (zn: n E N) est tendu dans Y.
Mais il nous reste encore

(1) à identifier les constantes (bm : mEN).
(2) à montrer que Yn admet une modification à trajectoires dans Eevol'

Preuve de (1):

m

lE J(1Ifn(un(s))II';(Ao") + Ilgn(un(s))111 2 (D)) ds ~
o

m m

~ ClJE J(1Ifn(un(s))IILP(D) + Ilgn(un(s))111 2 (D)) ds ~ 2Cl JCe
cs ds = bm

o 0

pour une constante Cl car V(D) est inclus dans D(AüO
) avec injection continue

d'après l'hypothèse dans le Théorème 4.3.1, (4.5.2) et (4.5.3).

Preuve de (2): D'abord remarquons que
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quels que soient ~ > 0 et t ~ O. Il existe donc une suite des nombres réels positifs
(6k : kEN) tels que

JP>1 [IIYn(s) - Yn(t)IIE ~ ~] :s; 2-k

lorsque ° :s; s :s; k, 0 :s; t :s; k, It - si :s; 6k. Définissons une suite de processus
mesurables à valeurs dans E par

00

xdt) = I::: Yn(j6k)I[j8 k $.t<(j+1)8k l,
j=O

x(t,w) = lim Xk(t,W)
k--+oo

kEN,

t ~ O.

lorsque la limite existe, et x(t, w) = 0 autrement. Alors x est un processus mesurable
à valeurs dans E et JP>1 [x(t) = Yn(t)] = 1 quel que soit t ~ °car xdt) converge vers
Yn(t) presque partout quel que soit t ~ o. En plus, il existe un ensemble J E FI,
JP>1(J) = 1 tel que xdt,w) E Et quels que soient t ~ 0, w E J, kEN et, fixant un
w E J,

lim Xk(t,W) = x(t,w)
k--+oo

pour presque tout t ~ 0, ce qui signifie que x(t, w)IJ(w) est une modification mesurable
de Yn dont les trajectoires appartiennent à L[oc([O, 00), Eevo1 ).

Preuve de l'Étape 4 et 5: Fixons n E N, x E D(M*) et définissons deux
applications auxiliaires BI et B2 de C([O, 00), E) dans C([O, 00)) par

t

BI(z)(t) = (z(t),X)E(_{3) - (z(O),x)E(_{3) - J(z(s),M*x)E(_{3) ds­
o

t

-J(Fn(z(s)), x) E(-{3) ds
o

t

B2(z)(t) = JIIG~(z(s))xll~w ds,
o

Alors BI et B2 sont continues, doncs boréliennes, car E est inclus dans E( -(3) avec
injection continue. Donc la loi conjointe de (Nn(x), B2(zn), zn) sous JP>1 coïncide avec
la loi conjointe de (Nn(x), B2(TJn), TJn) sous JP> sur

lffi(C([O, 00)) 0lB(C([0, 00)) 0 JB(C([O, 00)), E).

Ce fait a plusieurs conséquences:

(a) Le processus Nn(x) est une martingale continue à valeurs dans L2(n, JP» par
rapport à la filtration Œ(TJn).

(b) Le processus (Nn(x))2 - B2(TJn) est une martingale continue à valeurs dans
LI(n,JP» par rapport à la filtration Œ(TJn).
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Donc, B 2 (7]n) est le processus de variation quadratique de N n(x) par (a) et (b),
et (4.5.6) est démontré. Pour montrer le reste, nous allons profiter des propriétés
suivantes que nous démontrerons après. Fixons x E D (M*).

(aa) lE sUPs:::;t Ilz(t) Ilh :::; Cect, t ;::: a
E.!l

(bb) lE Ilf(u(t))lIl~(D) + lE IIg(u(t))11i,2(D) :::; CeCt quel que soit t ;::: a
(cc) lE INf(x)lq + lE INt(x)lq :::; CeCt quel que soit n E N et t ;::: a

E.!l
(dd) lE Ilfn(7];(t)) - f(u(t))llr~(D) converge vers a lorsque n --+ 00 quel que soit t ;::: a
(ee) lE Ilgn(7];(t)) - g(u(t))11i,2(D) converge vers alorsque n --+ 00 quel que soit t ;::: a

où 7]n = (7];, 7]~) et C est une constante positive.
Ensuite, toujours étant donné x E D(M*),

t

INf(x) - Nt(x)1 :::; Cl sup II7]n(s) - z(s)IIF}3 + Cl JIlfn(7]~(s)) - f(u(s))IILP(D) ds
s<t

- 0

pour t ;::: a fixé et une constante Cl. Le premier terme à droite converge vers zéro
presque partout alors que le second dans v q/(2a)(D.) par (4.5.2) et (dd). Donc le côté
gauche converge vers zéro en probabilité. Comme sUPnlEINf(x) - Nt(x)lq < 00 par
(cc) nous savons que lE INf(x) - Nt (x)1 2 converge vers zéro car q > 2. Ensuite,

t t q/2

nl~~ lE JIIG~(7]n(s))xllkw ds - JIIG*(z(s))xllkw ds = 0
o 0

par (4.5.3) et (ee). Donc nous pouvons montrer que N(x) est une martingale pour la
filtration Œ(Z): Choisissons une fonction continue <p : pk --+ [0,1]. Alors

quels que soient 0 :::; s < t et {S1, . .. ,sd ç [0, s], et la méthode analogue peut être
utilisée également pour montrer que

t

t f-7 N t
2 (x) - JIIG*(z(s))xllk

w
ds

o

est une martingale pour la filtration Œ(Z). Il nous reste de montrer (aa) - (ee). Les
estimations (aa), resp. (bb) sont une conéquence de (4.5.4), resp. (4.5.2) et (4.5.3)
par le Lemme de Fatou. On a
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par (4.5.5), l'inégalité de Burkholder (voir Lemma 7.2 in [9]), le Lemme 4.1.1 et (4.5.3),
quel que soit n E N. Donc (cc) est une conséquence du Lemme de Fatou car N["(x)
converge vers Nt(x) en probabilité comme nous venons de montrer ci-dessus. En ce
qui concerne (dd) nous avons

Hm
n-+oo J

[l1]~(t,w)I<R]

lP -presque partout

pour R > 0 fixé car le support essentiel de 'T/;(t,w) et u(t,w) est contenu dans Kt pour
presque tout w E n où Kt est donné par (CE). Donc

~

nl~~ IE ( J Ifn('T/~(t)) - f(u(t))I PdX) 2a = 0

11J~(t)I<R]

par le théorème de Lebesgue et (bb). Ensuite

quels que soient t ~ 0 et w E n par (4.3.3). Par conséquent,

= mjCIE Vn('T/n(t)) = mjCIE Vn(zn(t)) :S mjCCeCt
, t ~ 0

par (4.5.1). Maintenant

J If(u(t,w))IPdx:s

[I1]~(t,w)I2:R]

< J If(u(t, w))IP dx + J If(u(t, w))IPdx

[l1]~ (t,w) -u(t,w) I2:R/2] [lu(t,w) I2:R/2]

où

lP -presque partoutIf(u(t, w)) IP dx = 0Hm
n-+oo J

[11];; (t,w) -u(t,w) I2:R/2]

car 1l'TI; (t, w) - u( t, w) IIp(D) converge vers zéro presque partout et

JIf(u(t, w))JP dx < 00

D

lP -presque partout



1 1 • 1 1 1 Illl 1 1

4.6 RÉFÉRENCES 177

par (bb) qui, ensemble avec le théorème de Lebesgue, entraîne que

-'L

n~~ JE ( J If(u(t))IP dX) 2a = O.

11]~ (t)-u(t) I2:R/2]

En résumant ces faits nous obtenons

-'L

li:,n_s~plEUIfn(ry~(t)) - f(u(t))I
P dX)'· <

< Cl (mjf.2 CeCt + lE ( J If(u(t))IP dX) ~)
lu(t)I2:R/2]

pour une constante Cl et tout R > O. Nous clorons la démonstration de (dd) en
utilisant (4.3.2). La démonstration de (ee) est tout à fait analogue à celle de (dd). 0
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Résumé: Ce travail comporte quatre chapitres sur les équations d'évolution semilinéaires stochastiques (EDPS)
dans des espaces de Banach. Le premier chapitre traite des diverses notions d'unicité et d'existence (telles que
l'unicité trajectorielle, l'unicité en loi, l'existence forte et faible) et des relations entre elles. Nous construisons
d'une manière différente l'intégrale stochastique dans des espaces de Banach, et nous démontrons l'inégalité de
Burkholder, le théorème de Fubini, le théorème de Chojnowska-Michalik et le théorème de Girsanov. Nous
démontrons aussi des théorèmes de conservation de loi pour des intégrales de Bochner, des intégrales
stochastiques et des sélecteurs mesurables. Le deuxième chapitre traite des représentations browniennes de
martingales locales cylindriques banachiques et du problème de martingale en dimension infinie. Nous utilisons
ces résultats pour démontrer le rôle de la notion de « bien-posé» et le fait que l'existence faIble et l'unicité en loi
de l'équation en question entraînent la propriété de Markov forte des solutions. Le troisième et le quatrième
chapitre concernent des EDPS hyperboliques de second ordre par rapport à un processus de Wiener spatialement
homogène. Plus précisément, nous donnons des conditions suffisantes sur les coefficients entraînant l'existence
globale des solutions fortes et faibles, et nous démontrons que les solutions se propagent à vitesse finie.

Mots-clés : Équations aux dérivées partielles stochastiques, unicité abstraite, représentations browniennes,
propriété de Markov forte, équations aux dérivées partielles stochastiques hyperboliques, processus de Wiener
spatialement homogène.

Abstract: This work consists of four chapters on some aspects ofstochastic semilinear evolution equations
(SPDE) in Banach spaces. The first chapter deals with different notions ofuniqueness and existence (such as
pathwise uniqueness, uniqueness in law, strong'and weak existence) and the relations between them. We present
an alternative construction of the stochastic integral in Banach spaces and we prove Burkholder's inequality,
Fubini's theorem, the Chojnowska-Michalik theorem and Girsanov's theorem. We prove distribution preserving
theorems for Bochner integrals, stochastic integrals and measurable selectors as well. The second chapter regards
the Brownian representations of local cylindrical martingales in Banach spaces and the martingale problem in
infinite dimensions. We use these results for illustrating the role ofthe notion "well-posedness" and for showing
that weak existence and uniqueness in law for the equation in question imply the strong Markov property of the
solutions. The third and the fourth chapter treats second order hyperbolic SPDE's driven by a spatially

, homogeneous Wiener process. We present sufficient conditions on the coefficients for the equation to have
global strong and weak solutions, and we prove that the solutions propagate at finite speed.

Key Words: Stochastic partial differential equations, abstract uniqueness, Brownian representations, strong
Markov property, stochastic hyperbolic partial differential equations, spatially homogeneous Wiener process.

Abstrakt: Tato prâce se sklâda u Ctyi' kapitol tYkajicich se nêkolika aspektü stochasticIcych semilineâmich
evolu~nich rovnic (SPDR) v BanachoyYch prostorech. V prvni kapitole se zabYv'âme rùznY'mi typy
jednozoafuosti a existenci (napf. jednoznaœosti po trajektoriich, slabou jednozna~nosti,silnou a slabou
existenci) a vztahü mezi nimi. Konstruujeme alternativnim zpüsobem stochasticIcy integrâl v BanachoyYch
prostorech a dokazujeme Burkholderovu nerovnost, Fubiniho vêtu, vêtu Chojnowské-Michalikové a
Girsanovovu vêtu. Dale se zabYv'âme vêtami 0 zachovâni rozdêleni pro Bochnerovy integrâly, stochastické
integrâly a mêtitelné selektory. DroM kapitola se tYka brownovsIcych repreuntaci loklilnich cylindricIcych
martingalü v BanachoyYch prostorech a martingalového problému v nekone~né dimenzi. Vysledky nâm
umomuji ilustrovat roli pojmu "well-posedness", a také na zaIdadê nich dokazujeme, Ze sIaM existence a sIaM
jednozna~nostSPDR implikuje markovskou vlastnost ~ni. TIeti a ~tvrtâ kapitola je vênovlina hyperbolicIcym
SPDR druhého flidu s perturbaci prostorovê stejnoroctym WieneroyYm procesem. Nachlizime obecné posta~ujici

podminky na koeficienty rovnice pro existenci globlilnich silnych a slabych ~ni a dokazujeme, Ze fe~eni se ~ffi

kon~nou rychlosti.

KliCova slova: Stochastické parcialnf diferencililni rovnice, abstraktni jednozna~nost,brownovské reprezentace,
silna markovskli vlastnost, stochastické hyperbolické parcialni diferencililni rovnice, prostorovê stejnorody
Wieneruv proces.
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