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Cette thèse, effectuée sous la direction de Bernard Roynette, a pour thème l'étude 
de quelques équations différentielles stochastiques. Elle se développe autour de trois pro
blèmes n'ayant que peu de liens entre eux. C'est pourquoi nous introduirons ces sujets 
séparément. 

Le premier sujet mettra en valeur un phénomène singulier de la théorie des grandes 
déviations relative aux trajectoires d'une équation différentielle stochastique. 

Le second établira l'existence, l'unicité ainsi que quelques autres propriétés de la so
lution d'un système de deux équations différentielles stochastiques non-linéaires. Nous 
montrerons également dans cette seconde partie que la solution du système peut être 
approchée par un système de particules interagissantes gràce à la propagation du chaos. 

Enfin, nous présenterons une étude développée autour du comportement asymptotique 
des trajectoires d'une diffusion renforcée, c'est-à-dire d'une diffusion dont la dérive dépend 
de tout le passé. En d'autres termes cette dernière partie concernera des processus à mé
moire longue. 

Un principe singulier de grandes déviations 

La théorie des grandes déviations a pour but d'étudier et d'estimer le comportement 
de certains événements rares liés à un phénomène aléatoire. Elle s'intéresse donc, en parti
culier, à la probabilité qu'une trajectoire d'un certain processus stochastique atteigne un 
domaine fixé. C'est dans cette thématique que s'inscrit l'étude qui suit. Nous considérons 
un système dynamique déterministe et unidimensionnel 

où b est une fonction continue, auquel nous administrons une petite perturbation aléatoire: 
le système devient alors une équation différentielle stochastique 

{ 
dX[ = b(X[)dt + êdE, 
xg =x E IR, 

où E désigne un mouvement brownien. Nous cherchons alors à déterminer le compor
tement de la diffusion X' lorsque le paramètre positif ê tend vers zéro. Le processus 
markovien X' va-t'il converger vers une solution du système dynamique déterministe? La 
première étude relative à ce problème remonte sans doute à 1970, date à laquelle ont été 
publiés les résultats de A.D.Wentzell et M.I.Freidlin concernant un système dynamique 
perturbé dont la fonction b est lipschitzienne ([F-Wl]). Leurs résultats figurent dans de 
nombreux ouvrages consacrés à la théorie des grandes déviations (parmi lesquels [D-S],[D
Z], [F -W2] et [V]). En fait, ils ont établi non seulement que la diffusion tend uniformément 
vers l'unique solution déterministe du système dynamique sur tout intervalle [O,T] fini, 
mais encore que la distance entre ces deux processus décroît avec une vitesse exponen
tielle. Plus précisément, ils ont défini sur l'ensemble des fonctions continues C([O,T]) la 
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fonctionnelle 

Ir(J) = { ~ fo~ If'(t) - b(J(t)Wdt SI 

00 Sillon, 

où HI désigne l'espace de Cameron-Martin, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions abso
lument continues. Ils ont alors montré que la loi de la diffusion XE suit un principe de 
grandes déviations de vitesse ê 2 et de bonne fonctionnelle d'action Ir. Ainsi, lorsque b est 
lipschitzienne, le comportement asymptotique de la diffusion est connu avec précision. Le 
but de notre étude est de sortir de ce cadre lipschitzien et d'apporter un résultat précis 
de grandes déviations. 

En 1992, G. Jona-Lasinio, dans une intéressante discussion informelle, a donné la 
minoration des inégalités de grandes déviations avec une vitesse ê

2 pour une fonction b 
uniquement mesurable ([J-L]). Ce résultat ne peut cependant donner entière satisfaction 
puisque la fonctionnelle d'action s'annule sur tout borélien de C([O,T]) muni de la norme 
uniforme qui contient au moins une solution du système dynamique. Ainsi si le système 
satisfait un phénomène de Peano, c'est-à-dire s'il existe une infinité de solutions issues de 
l'origine x, il y a un manque d'information important sur le comportement asymptotique 
des trajectoires sur une partie "non-négligeable" de C([O,T]). 

Sortons maintenant du cadre des grandes déviations pour signaler des résultats éton
nants obtenus dans le cadre d'une fonction b non-lipschitzienne. En 1982, R.Bafico et 
P.Baldi, sans doute les premiers, ont considéré la perturbation de systèmes dynamiques 
vérifiant un phénomène de Peano ([B-B]). En étudiant la diffusion associée, ils ont mis en 
évidence et ont décrit les valeurs d'adhérence de la loi du processus stochastique lorsque 
la perturbation tend vers zéro. Ils ont montré en particulier que le support de ces va
leurs d'adhérence était contenu dans l'ensemble des trajectoires des solutions extrémales 
(solutions quittant en premier la position d'origine). 

Plaçons nous, pour la suite, dans le cas particulier où x = 0 et où b est une fonction 
impaire croissante continue et bornée vérifiant b'(x) ~ Clxl"y-i au voisinage de l'origine 
(C > 0 est une constante et 0 < 1 < 1). Dans ce cas, grâce à la symétrie de l'E.D.S., 
il existe une unique valeur d'adhérence à la loi du processus, répartie uniformément sur 
les trajectoires des solutions extrémales. Ainsi XE converge vers la solution extrémale 
supérieure avec la probabilité 1/2 et converge vers la solution extrémale inférieure (opposé 
de la solution extrémale supérieure) avec la même probabilité 1/2. 

Nous nous attachons à montrer que, dans ce cadre, la diffusion XE suit un principe de 
grandes déviations de vitesse ê 2

, avec la bonne fonctionnelle d'action Ir définie ci-dessus, 
sur l'ensemble des fonctions continues C([O,T]) muni de la norme uniforme (ce résultat est 
identique à celui rencontré dans la théorie de Freidlin et Wentzell, bien que la démonstra
tion en soit différente). Comme ce résultat ne donne aucune information sur les boréliens 
contenant une solution du système dynamique, nous étudions également la probabilité 
que XE appartienne à un voisinage d'une telle solution déterministe. Evidemment, si ce 
voisinage contient au moins une des deux solutions extrémales, l'événement n'est pas rare. 
Dans le cas contraire, nous mettons en évidence un phénomène singulier de grandes dé
viations puisque cette probabilité tend vers zéro de façon exponentielle, avec la vitesse 
ê 2(1-"Yl!(l+"y) . 
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Cette description du comportement du processus stochastique lorsque son coefficient
de diffusion tend vers zéro, repose sur une étude de la densité du processus par rapport à
la mesure de Lebesgue, étude faite en collaboration avec MM. Gradinaru et Roynette et
présentée également dans la première partie de cette thèse. La densité de la diffusion a le
comportement asymptotique suivant:

- si (t,x) E IR~ x IR est un point qui appartient au domaine contenu strictement entre
les deux trajectoires extrémales, alors la densité de XE en ce point décroît de façon
exponentielle à la vitesse 02(1-""1)/(1+""1);

- si, par contre, (t,x) est strictement à "l'extérieur" des trajectoires extrémales, alors
la densité de XE décroît de façon exponentielle à la vitesse e2.

La démonstration de ce résultat repose tant sur des arguments probabilistes (transforma
tion de Girsanov, formule d'Itô, grandes déviations du mouvement brownien, ... ) que sur
des arguments analytiques (spectre d'opérateurs, solutions de viscosité des équations de
Hamilton-Jacobi).

Pour plus d'informations concernant les résultats obtenus, il est conseillé de lire direc
tement l'introduction située au début de la première partie. Elle décrit de manière plus
précise, à l'aide de formules, les différentes convergences énonçées. Signalons également
que l'idée de ce problème a pris naissance au cours d'une discussion entre MM. Ouknine
et Roynette sur la route de Ouarzazate.

Système de processus autostabilisants non linéaires

La seconde partie de cette thèse se concentre sur l'étude d'un système de deux équa
tions définissant des processus autostabilisants. En d'autres termes, nous étudions un
système de deux E.D.S. non linéaires. Pour introduire le problème considéré, nous avons
besoin de quelques définitions. Soient f3 : IR --+ IR une fonction continue impaire et
croissante, cP : IR --+ IR une fonction continue impaire et bornée, (Bt)t>o et (Bt)t>o deux
mouvements browniens indépendants tels que B o = Bo = 0, et une constante 1/2 ~ a < l.
Nous nous intéressons alors au système d'équations suivant:

Xt = Xo+ Bt + a [ cP *Vs (Xs)ds - (1 - a) lt f3 *us(Xs)ds

lt = Yo+ Bt + (1 - a) [ cP * us(Ys)ds - a [ f3 *vs(Ys)ds

lP(Xt E dx) = ut(dx) et lP(lt E dx) = vt(dx),

où le produit de convolution est défini de la manière suivante

La non linéarité de ce système repose essentiellement sur le fait que les termes de dérive
dépendent des lois de X et de Y: les deux équations sont donc couplées. Nous étudions
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dans un premier temps l'existence et l'unicité des solutions d'un tel système d'E.D.S.,
puis le· comportement de ces processus stochastiques lorsque le temps tend vers l'infini:
nous montrons alors que la solution (X"yt) se stabilise, c'est-à-dire qu'elle converge en loi
vers la distribution stationnaire. Lorsque a oF 1/2 le problème ne peut se reduire à l'étude
d'une seule équation différentielle. Nous montrons en particulier que les lois limites de X
et Y sont clairement distinctes.

Cette étude est motivée par la considération du système de particules stochastiques
suivant:

(F)

Xi,Nn = Xi + Bi _ 1 t ~ ;3(Xi,Nn _ Xj,Nn)ds
, 0' N + M Jo 6 s s

n n 0 j=l

1 l'Mn.+ '" "'(X"Nn _ yk,Mn)ds 1 < i < NN +M 6'1-' s s - - n,
n n 0 k=l

1 l' Mny,i,Mn = y,i + Bi _ '" ;3(yi,Mn _ yj,Mn)ds
, 0' N +M 6 s s

n n 0 j=l

1 l' N
n

.+ '" ",(y"Mn _ Xk,Nn)ds 1 < i < M .N +M 6'1-' s s ,- - n
n n 0 k=l

N n et Mn sont, ici, deux suites d'entiers tendant vers l'infini quand n -+ 00, (BI ,.. ,BNn)
et (BI ,.. ,BMn ) sont des mouvements browniens indépendants de dimensions respectives
N n et Mn· Les particules de ce système sont de deux natures différentes et leur interaction
dépend de leur nature: deux particules de mème nature s'attirent et deux particules de
nature différente se repoussent. Lorsque le nombre de particules tend vers l'infini, nous
observons qu'il y a un phénomène de propagation de chaos. Ainsi les (X;,Nn ,yti,Mn

) sont
asymptotiquement indépendantes et convergent vers la loi du couple de processus non
linéaire (X"yt), solution de (E).

Les processus auto-stabilisants ont déjà fait l'objet de plusieurs études. En particulier,
S. Benachour, B. Roynette, D. Talay et P. Vallois ([B-R-T-V] et [B-R-V]) ont considéré
l'E.D.S.

(EE) { X, = X o+ B, - ~ l' ;3 *u(s,Xs)ds

lP(X, E dx) = u(t,dx).

Dans l'équation non-linéaire (EE), le mouvement brownien, qui est un processus non
convergent, est perturbé par une dérive non linéaire et non bornée, ce qui permet de
montrer que le processus se stabilise à la limite. Par ailleurs les auteurs ont montré que
la solution de cette E.D.S. pouvait également ètre approchée par un système infini de
particules, par un phénomène de propagation du chaos. Ce travail a largement inspiré
cette partie de la thèse.

Signalons également que Y. Tamura ([Tl], [T2]) avait auparavant analysé une équation
semblable à (EE) en considérant une E.D.S. dirigée par le processus d'Ornstein-Uhlenbeck
(qui converge en loi quand le temps tend vers l'infini) et dont la dérive non-linéaire est
bornée. La bornitude remplace le caractère rentrant de la fonction ;3.
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Mentionnons enfin un travail effectué par M. Deaconu et S. Wantz concernant un
processusnon"linéaire auto"stabilisant réfléchi ([D"WJ). Elles ont décrit les solutions de
l'équation:

11t

Xt = X o+ Et - - {3 *u(s,Xs)ds - kt
2 0

lP(Xt E dx) = u(t,dx),Xt E [-1,1]

Ikl t = [1l{-',l}(Xs)d 1k l " kt = [n(Xs)d1kls.

Ici, n est le vecteur unitaire sortant aux extrémités de l'intervalle [-1,1],

n(x) = sgn(x).ll{_l,l}(X).

Dans cette équations figurent trois inconnues: le couple de processus {(Xt,kt), t 2:: O} et
la famille de probabilités (u(t,.), t 2:: 0). M. Deaconu et S. Wantz étudient alors le com
portement asymptotique de ce processus stochastique et montrent que, même dans le cas
réfléchi, le processus se stabilise en convergent vers sa loi d'équilibre (mesure invariante).

Etude de quelques diffusions renforcées

Le but de cette dernière partie est de présenter une étude, faite en collaboration avec
B. Roynette, sur le comportement asymptotique, quand le temps tend vers l'infini, des
solutions de l'équation différentielle stochastique suivante:

(1)

où E désigne un mouvement brownien unidimensionnel et cP : IR -+ IR une fonction im
paire mesurable bornée, vérifiant cP(x) 2:: 0 pour x 2:: O. Dans cette équation la dérive à
l'instant t dépend de tout le passé de la solution de l'E.D.S.: il s'agit donc d'une équa
tion à mémoire longue. Cette recherche a été motivée par l'étude des marches aléatoires
renforcées, c'est-à-dire des marches aléatoires dont la loi à l'instant n E IN dépend de
tout le passé de la façon suivante: le marcheur cherche à retourner là où il a passé le
plus de temps. Ce genre de processus a déjà été étudié par plusieurs auteurs tels que
MM. Benaïm, Bienvenüe, Diaconis, Davis, Pemantle, Tôth, Volkov... (voir, par exemple,
lB], [D], [P], [P-V]). Un article a particulièrement retenu notre attention: il s'agit de
l'étude du comportement asymptotique de la marche aléatoire renforcée par les som
mets, étude conduite par R. Pemantle et S. Volkov ([P-V]). Les auteurs montrent que
les trajectoires de ces marches aléatoires sont presque sûrement bornées. Plus précisé
ment, si R = {k : X n = k pour un certain n} est le support aléatoire du processus, alors
lP(IRI = 5) > 0 et lP(IRI < 00) = 1. Ils décrivent, de plus, le comportement asymptotique
de manière précise. Ce résultat très intéressant nous a motivé à observer ce qui se passe
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dans le cas continu: les trajectoires de la diffusion à mémoire longue (1) sont-elles conver
gentes? Sont-elles bornées? La comparaison entre l'équation que nous avons considérée et 
le cas discret s'arrête au niveau de cette motivation puisque la dérive de l'E.D.S. (1) en 
un certain point dépend de la mesure d'occupation de Z dans tout l'espace (IR) et non 
seulement dans un voisinage du point considéré (positions voisines pour le cas discret). 

Dans le cas des processus continus, le comportement de certains processus dont la 
dérive dépend de toute la trajectoire passée a déjà fait l'objet de plusieurs études. Citons, 
dans le contexte des diffusions auto-évitantes, les travaux de J.R. Norris, L.C.G. Rogers, 
D. Williams ([N-R-W]) et de R.T. Durrett et L.C.G. Rogers ([D-R]). Les premiers ont 
étudié le comportement de la solution de 

X t = Bt + l t 

ds l s 
duf(Xs - X u ), 

avec B un mouvement brownien d dimensionnel et f(x) = 7jJ(x)x/llxll où 7jJ(x) 2: O. Les 
seconds se sont concentrés sur le cas, en dimension 1, de l'équation 

X t = Bt -lt 

g(X"L(s,Xs))ds, 

où L désigne le temps local de la diffusion X. Dans les deux cas, les auteurs ont considéré 
le rapport Xt!t et ont cherché à borner les limites supérieure et inférieure lorsque le temps 
tend vers l'infini, ou à prouver la convergence presque sûre de cette expression. 

Les autres diffusions à mémoire longue qui ont été considérées jusqu'ici sont les diffu
sions renforcées, c'est-à-dire les solutions de l'E.D.S. (1). Cette équation fait déjà l'objet 
de plusieurs études dans le cas de fonctions <I> particuliéres. M. Cranston et Y. Le Jan ont 
décrit le comportement asymptotique des trajectoires dans deux cas particuliers ([C-LJ]). 

- Le premier concerne la fonction <I>(x) = ax, avec a > 0 une constante. La solution 
de l'E.D.S. s'écrit alors de façon explicite sous forme d'intégrale stochastique ce qui 
permet aux auteurs d'en déduire la convergence presque sûre des trajectoires de la 
diffusion lorsque le temps tend vers l'infini. 

- Le second cas considéré est celui de l'interaction "constante" pour une E.D.S. uni
dimensionnelle, c'est-à-dire <I>(x) = asgn(x). Même si, dans ce cas, la solution n'est 
pas explicite, les auteurs montrent quand même la convergence presque sûre des 
trajectoires grâce à des principes de comparaison. O. Raimond ([Ra]) étend ce der
nier résultat au cas d'une diffusion dans IRn avec n 2: 2 en considérant l'interaction 
constante: <I>(x) = ax/llxll· 

Le but de cette partie de la thèse est d'étendre les résultats de convergence (dans 
le cas d'une diffusion unidimensionnelle) à des interactions plus générales. En fait, nous 
montrons que, si <I> est une fonction croissante, alors, sous des hypothèses très faibles, 
les trajectoires convergent presque sûrement. Les conditions imposées à la fonction d'in
teraction exigent un certain comportement au voisinage de l'origine. En effet, nous sup
posons qu'il existe une constante C > 0 et un polynôme Pk de degré k E lN* vérifiant 
limx-Hoo Pk (x) = +00 tels que, au voisinage de l'origine, 

1 <I>(x) 1 2: Cexp-Pk C~I)· (2) 
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Ce résultat n'est évidemment pas optimal, cependant, la condition est relativement faible. 
Pour démontrer la convergence des trajectoires, il suffit en fait de reprendre la plupart des 
arguments fournis par M. Cranston et Y. Le Jan. Dans le cas d'une fonction continue et 
décroissante sur IR~, la même méthode ne marche plus car la monotonie globale (sur tout 
IR) est un argument fondamental de la preuve. Ainsi, nous n'obtenons, dans ce dernier 
cas, que la bornitude presque sûre des trajectoires. 

Puisque la condition (2) est faible, nous avons cherché à comprendre ce qui se passe 
lorsque l'interaction n'est pas locale, c'est-à-dire lorsque la fonction i!i s'annule dans un 
voisinage de l'origine. Pour cela, nous avons considéré l'équation (1) avec la fonction 
d'interaction i!i(x) = sgn(x):ff{lx l2:a} où a > O. M. Cranston et Y. Le Jan avaient déjà fait 
remarquer que, presque sûrement, les trajectoires de telles solutions ne convergent pas. 
Le comportement dans ce cas limite est donc bel et bien complètement différent. Nous 
montrons en fait que, même si les trajectoires ne convergent pas, elles restent bornées 
presque sûrement. Ce résultat repose sur des principes de comparaison ainsi que sur 
l'étude du temps passé par une diffusion dans un certain intervalle. 
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Introduction 

Considérons sur [O,T] l'équation différentielle stochastique: 

{ 
dX[ = odEt + b(X[)dt 
x , -0 0- . 

(1) 

où b est une fonction continue et E est un mouvement brownien unidimensionnel. Si b est 
une fonction lipschitzienne, alors la solution X' converge uniformément sur [O,T] lorsque 
0-+ 0 vers l'unique solution du système dynamique suivant 

{

Xi (t) = b(x(t)) 
x(O) = o. (2) 

De plus, Freidlin et Wentzell ont étudié la vitesse de convergence sous la forme d'un 
principe de Grandes Déviations (cf par exemple [F-W], chapitre 5.6 de [D-Z], chapitre 1.4 
de [D-S], section 6 de [V]). Avant de poursuivre, introduisons quelques notations ainsi que 
la définition d'une fonctionnelle d'action. 
Soit X un espace topologique muni de sa tribu borélienne Ex' 

Définition 1 Une fonctionnelle d'action l est une fonction semi-continue inférieurement 
l : X -+ [0,+00]. Une fonctionnelle d'action est dite bonne si pour tout Ct, {x : I(x):<::: Ct} 
est un compact de X. 

Freidlin et Wentzell ont montré que XE suit un PGD dans C([O,Tl) de vitesse 02 avec la 
bonne fonctionnelle d'action 

!r(J) = { ~ 1~ lJ'(t) - b(J(t)Wdt , si f E Hl 

00 SInon, 
(3) 

où Hl désigne l'espace de Cameron-Martin, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions abso
lument continues sur [O,T]. En d'autres termes, si PE est la loi de XE, alors pour tout 
borélien r de (C([O,T]),II.lIoo), on obtient l'encadrement 

- inf IT(x) :<::: lim inf c2ln p'(r) :<::: lim sup02ln pE (r) :<::: - in! fr(x). (4) 
xEro e-tO E-tO xEr 

La démonstration repose essentiellement sur la continuité de l'application 0 E C([O,Tl) >-+ 
Y(O) définie par 

Y(t,O) = ott) + l b(Y(s,O))ds, tE [O,T]. (5) 

13 
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Cette continuité permet d'appliquer un principe de contraction mettant en relation le 
PGD de la diffusion XE à celui du mouvement brownien, lequel est mis en évidence par le 
théorème de Schilder. Il est donc impératif pour cette démonstration que l'équation (5) 
admette une unique solution, ce qui est vérifié lorsque b est une fonction lipschitzienne. 
Le but de ce chapitre est d'étendre ce résultat de Grandes Déviations aux diffusions dont 
la dérive n'est pas lipschitzienne. G.Jona-Lasinio a déjà donné, sous la forme d'une dis
cussion informelle [J-L], des estimations du type de celles de Freidlin et Wentzell pour une 
équation différentielle stochastique avec dérive mesurable, mais ses résultats sont claire
ment plus faibles que les estimations habituelles. 

Pour la suite, nous allons considérer que b satisfait aux conditions suivantes: 

(Hl) b est une fonction continue impaire croissante, b' E e(]D, + oo[) et b-1 est intégrable 
au voisinage de D. 

(H2) il existe D < "( < 1 et C > D tels que b'(x) ~ C"(!x!'Y- l au voisinage de l'origine. 

Sous les conditions de continuité de b, la famille {PE : e > D} est étroitement relati
vement compacte quand e tend vers zéro. De plus, toute valeur d'adhérence P a son 
support contenu dans l'ensemble des trajectoires des solutions du système dynamique (2). 
Ce résultat manque évidemment de précision puisque, sous la condition (Hl), le système 
dynamique vérifie le phénomène de Peano. En d'autres termes, il existe une infinité de 
solutions non constantes à l'équation (2). Pourtant Bafico et Baldi ont montré que sous la 
condition (Hl), il existe une unique valeur d'adhérence P dont le support est l'ensemble 
des trajectoires des solutions extrémales de (2), la solution extrémale supérieure (resp. 
inférieure) étant la solution qui quitte en premier l'intervalle] - 00,8] (resp. [-8, + oo[) 
pour 8> D. 
Le but de ce chapitre est de donner des estimations de la vitesse de convergence de PE en 
termes de Grandes Déviations. 
Nous étudierons dans une première partie à quelle vitesse la densité pi(x) de Xi tend vers 
zéro pour (t,x) n'appartenant pas à la trajectoire d'une solution extrémale de l'équation 
(2). Nous mettrons alors en évidence un phénomène particulier: la vitesse dépend forte
ment de la position de (t,x), en ce sens qu'il apparaît deux vitesses différentes dans les 
Grandes Déviations. Plus précisément, si le point (t,x) est tel que lx! > K-1(t), où K-1 

est la fonction réciproque de .fox b1~), il existe une fonction strictement positive kt telle que 

Ceci signifie que, dans le domaine cité, la densité décroît de façon exponentielle à la vi
tesse e2

, comme dans la théorie de Freidlin et Wentzell pour des perturbations aléatoires 
de systèmes dynamiques. 
Par contre, pour (t,x) appartenant au domaine situé entre les trajectoires des deux so
lutions extrémales, i.e. Ix! < K-1(t), la décroissance exponentielle de la densité a pour 
vitesse e2(1-'Y)/(1+~). Plus précisément, nous montrerons que, pour de tels points (t,x), 

2(1-'''{) 

lime (1+,) lnp~(x) =),1 (K(!x!) - t). 
E-+O 
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la solution

extrémale supérieure

~

o

~~~t
1 extrémale inférieure \

FIG. 1 - Solutions du système dynamique

où >'1 est la première valeur propre positive de l'opérateur de Schri:idinger:

Dans une seconde partie nous exposerons un principe de Grandes Déviations fonctionne!.
En d'autres termes, si b est bornée et strictement croissante, nous démontrerons que P,
la loi de X' vérifie les estimations (4). De plus, si <p est une solution non extrémale du
système dynamique, alors il existe J > 0 tel que

lims2(1-oy)((1+OY) InlP (.sup IX: - <p(t)j ~ J) = >'1 (K(I<p(T) j+ J) -T)
o--tO tE[O,T]

Ainsi, si le Borélien considéré dans la formule (4) ne contient aucune solution du système
dynamique (voir Figure 2), la probabilité pour que X' appartienne à ce Borélien décroît
de façon exponentielle avec une vitesse de l'ordre de S2. Par contre, si le Borélien contient
une solution, deux cas se présentent: soit cette solution est une solution extrémale et, dans
ce cas, la probabilité d'appartenir à ce Borélien ne tend pas vers 0 puisque la solution en
question appartient au support de la loi limite P, soit le Borélien ne contient aucune des
solutions extrémales et alors la probabilité que X' appartienne à cet ensemble tend vers
zéro de façon exponentielle avec pour vitesse S2(1-oy)(1+oy.

o
T

FIG. 2 - Borélien r
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Chapitre 1 

Principe de Grandes Déviations pour la 
densité 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous étudions un principe singulier de Grandes Déviations pour une 
diffusion de coefficient é > 0 et de dérive b, où b vérifie les hypothèses (Hl) et (H2). Le cas 
particulier b(x) = sgn(x)lxl' avec 0 < 'Y < 1 a fait l'objet d'une prépublication [G-H-R]. 
Dans tout ce chapitre, nous faisons les preuves dans le cas b(x) = sgn(x)lxl', et nous 
discutons de leurs extensions au cas d'une fonction b vérifiant (Hl) et (H2). 
Le plan de ce chapitre est le suivant: dans la première section nous rappelons quelques 
résultats d'existence de solutions d'E.D.S et E.D.O. ainsi que les résultats de Bafico et 
Baldi [B-B] concernant la dérive b. De plus, nous donnons quelques représentations de la 
densité pi. Nous développons, en particulier, la densité en série de termes dépendants des 
valeurs propres et fonctions propres d'un opérateur de Schrôdinger. Ce genre de dévelop
pement a déj à été étudié par Kac [K] pour des potentiels continus, et nous adaptons ce 
résultat à notre situation. La deuxième section est consacrée à la convergence de la densité 
en vitesse logarithmique é2

• Nous calculons la limite pour les points (t,x) qui ne sont pas 
situés entre les trajectoires extrémales (voir Théorème 1), et nous donnons une majoration 
pour les autres points. Dans les deux dernières sections, nous étudions la convergence de 
la densité en vitesse logarithmique é2(1-,)/(1+,) pour les points (t,x) situés entre les deux 
trajectoires extrémales. Une majoration est obtenue dans la section 1.3, pour une dérive 
particulière b(x) = sgn(x).fiX1, en utilisant des arguments de Grandes Déviations (voir 
Théorème 2). En particulier, nous obtenons le comportement de 

limé2
/
3 lnlE [exp -~ I t 

Ib,l dS], 0 < t < 1, 
10--+0 é 0 

où {bs : S E [O,l]} est un pont brownien standard (voir Proposition 9). La limite précise 
est obtenue dans le Théorème 4 par l'étude (développée dans la section 1.4) de solution 
de viscosité d'une équation de Hamilton-Jacobi. Les idées sont inspirées du livre de Barles 
[B], mais, ici, nous sommes en présence de difficultés nouvelles: b, par exemple, n'est pas 
lipschitzien. 

17 
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1.1 Préliminaires 

1.1.1 Résultats d'existence 

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques résultats d'existence pour l'E.D.S 

pour l'E.D.O. 

{ 
dX[=édBt+sgn(X[)IXil1'dt 
xg =0, 

et de convergence (voir [B-BD. 

(1.1) 

Proposition 1 Il existe une unique solution forte de 1.1. De plus, pour toute fonction 
Borélienne f, lE[J(X[)] est égal à 

[ {
lB 11'+1 ,r 1 r }] 

lE f(éBt)exp b+\)é1-1' - 2é1-1' Jo IBsl1'-lds- 2é2-21' Jo IBsl21'ds (1.3) 

Preuve : 
Les résultats d'existence, d'unicité faible et de non-explosion sont des conséquences du 
théorème de Girsanov et du critère de Novikov (qui est satisfait ici puisque, < 1). 
L'unicité trajectorielle est une conséquence de la Proposition 3.2 dans [R-Y] p. 370. En 
appliquant le théorème de Girsanov, on a 

lE [f (~[)] = lE [f(Bt) exp t1~1' [sgn(Bs)IBsl1'dBs - 2/-21' [IBsI21'dS}] , 

et ainsi (1.3) résulte de la formule d'Itô-Tanaka (grâce â la convexité) et de la formule 
d'occupation. QED 

On étudie maintenant le système dynamique (1.2) et le comportement, quand é -t 0, 
de la loi P, du processus X: : 
Proposition 2 L'équation (1.3) admet une infinité de solutions: 

{ c (t - >..)1/1-1' >.. > o· -c (t - >..)1/1-1' >.. > o} 
'Y +'-'1 +,-

où c1' est une constante. On note 

P1,2(t) = ±{(1 _,)tp/1-1' 

les solutions extrémales du système dynamique. Alors P, tend vers ~O'P1 + ~o'p" quand 
é -t O. 
Preuve: Le résultat d'existence est évident. Par le Théorème 5.2 dans [B-B], p. 291 on 
a: si P est une valeur d'adhérence {P,}, quand é -t 0, alors P est concentré sur les 
trajectoires des solutions extrémales Pl et P2: 

1 1 
P = 2"O'P1 + 2"O'P2 ' 

QED 
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1.1.2 Cas particulier: 1 = 0 

On note que, dans le cas 'Y = 0, les calculs sont explicites: on calcule la densité et on 
montre que la diffusion tend vers les solutions extrémales (les solutions de l'E.D.O. étant 
généralisées i.e. différentiables) de l'E.D.O. suivante 

{
X; = sgn(Xt) 
Xo = 0, 

qui sont Pl,2(t) = ±t. Dans ce cas particulier, la diffusion X~ est solution de l'équation 
différentielle stochastique: 

{ 
dXi = odBt + sgn(Xt) dt (l.l') 
Xo=O, 

et on obtient une expression de la densité p~ (x) de Xi par rapport à la mesure de Lebesgue: 

Proposition 3 Soit <p(x) = Ixoo c Y' f2 dy. Alors, 

p~(x) = 1 exp _ {(Ixl- t)2} _ 1 <p (M + ..fi) exp 21xl. 
0,j2ii; 202t 02V21f o..fi 0 02 (1.4) 

De plus, quand 0 --+ 0, 

sz x f= 0, 

E( ) 0 t 
Pt x ~ V2n:t3 exp - 202 ' si x = O. 

En particulier, pour tout (t,x) E IR+ x IR* 

et 

Preuve: Par le théorème de Girsanov et la formule d'Itô-Tanaka, on obtient 

où 1 est une fonction Borélienne paire (on peut se restreindre aux fonctions paires puisque 
_XE est également solution de (1.1')) et Lt est le temps local en 0 du mouvement brownien. 
Par ailleurs, par le théorème de Lévy, (IBtl,2Lt) a la même loi que (St - Bt,St), où 
St = sup Bs. Ainsi 

O::;s::;t 

lE[J(X:Jl = lE [1 (o(St - Bt)) exp { - ~t - 2!2 }] . 
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Or la loi du couple (Bt,St) est connue (voir, par exemple, [K-S] Proposition 8.1, p. 95): 

2(2b - a) { 
IP(Bt E da,St E db) = v'2ifi3 exp 

21ft3 

(2b aJ2 } 
2t dadb, pour a:<::= b ,b 2': O. 

On en déduit 

lE[f(X")] = ('''' (b 2(2b - a) exp {_ (2b - a)2 _ (), _ _ t } f(c(b _ a))dadb. 
t Jo Loo -/21ft3 2t c 2c2 

Par le changement de variables x := c(2b - a) et y := c(b - a), on obtient 

lE[f(X;)] = 2 100 
/,00 {x2 

2y x t} xexp -- + - - - - - f(y)dxdy 
c3 -/21ft3 0 y 2c2t c2 c2 2c2 

2 {oo {2Y (y + t)2 } 
cV2ifi; Jo f (y) exp c2 - 2c2t dy 

2 100 (100 
v

2

) 2y exp - -dv f (y) exp 7:dy 
c2.j2ii 0 (y+t)!(",;i) 2 c 

L'expression de la densité (1.4) est issue de cette dernière égalité. De plus, par la méthode 
de Laplace, on obtient les équivalents de l'énoncé de la proposition. QED 

1.1.3 Quelques représentations de la densité 

Dans ce paragraphe, on décrit quelques représentations de la densité de X[, solution 
de l'équation (1.1), pour 0 < 'Y < 1. 
Proposition 4 Pour t > 0, c > 0, x E lR: 

€ ( ) _ 1 { Ixlo+1 x' } 
Pt x - "V27Fi exp ('Y+1)" - 2€2t 

xlE [exp { - ~t [ Ixs + cVtbsl1'- lds - 2:2 [ Ixs + cVtbs I21'dS}] , 

où {bt : t E [0,1]} est un pont brownien standard. 

(1.5) 

Remarque 1 On peut étendre cette proposition pour b vérifiant (Hl) sans difficulté. On 
obtient alors 

'( ) _ 1 { G(lxl) x
2

} 
Pt x - "V27Fi exp ~ - 2,,2t 

xlE [exp { -~ [ b'(xs + cVtbs)ds - 2:2 [ b2 (xs + cVtb,)dS}] , 

où G(x) = Jo
x 

b(y)dy. 

(1.6) 

Preuve de la Proposition 4: Par (1.3) dans la Proposition 1 et par la propriété de 
changement d'échelle du mouvement brownien, on obtient 

[ { 

t(')'+1)!2 

lE[J(Xf)] = lE f(cVtBl) exp ( ) 1 IBll1'+l 
'Y + 1 c -1' 
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r t(?+1)!21 1 p+1 11 }]
1- IBs j?-lds - 2-2 IBs l

2?ds.
21ô? 0 21ô? O

On décompose le mouvement brownien comme suit:

21

où g est une variable aléatoire Gaussienne standard indépendante du pont brownien b.
Aussi,

lE[j(X")] = rf(IôVty) exp { t(7+1)!2 lyl?+l _ y2} dy
t JlR V2i Cr + 1)1ô1-? 2

[ {
rt(?+1)!211 t?+1 11 }]

xlE exp 1- lys + bs l?-lds - 2-2 lys + bs l
2?ds .

2é?O 2é?o

Par le changement de variable x = IôVty, la formule ci-dessus devient

xlE [exp { - ~t 11 Ixs + IôVtbs 1'1-1ds - 2:2 1
1

Ixs + éVtbs12'1ds }] dx

ce qui entraîne l'expression de la densité (1.5). QED

Une autre expression utile de la densité est contenu dans le corollaire suivant:
Corollaire 1 Pour t > 0, Iô> 0 et xE JR, la densité pj(x) est égale à

B~t = 0] (1.7)
s(e)

où on note S(Iô) := 1ô(2(1-?))!(l+?) et V le potentiel donné par

(1.8)

Preuve: Conditionnant par rapport à {Bt = x} dans (1.3), on obtient

xlEo [exp - Lé;-? [IBsl?-l dS - 21ô21 2'1 l t

IBs j2?dS} 1 B t = x] .

La fonctionnelle du mouvement brownien qui apparaît dans l'intégrale du second membre
de l'égalité précédente est invariante par renversement du temps. On obtient ainsi
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= lEx [exp - Lé7-'Y [IBsl'Y-ldS - 2éL2'Y [IBsI2'YdS} 1 Bt = 0] 

Par la propriété de changement d'échelle, on parvient à la formule (1. 7). QED 

Le résultat suivant contient un développement en série de la densité de X: en termes 
de valeurs et fonctions propres d'un opérateur de Schrodinger. Ce type d'expression a déjà 
été considéré par Kac [K], p. 194 pour des potentiels continus. 

Proposition 5 1) Pour t > 0, é> 0 et x E IR: 

(1.9) 

où Àj et '-/Jj sont les valeurs propres et fonctions propres normalisées dans U(IR) de 
l'opérateur: 

1 d2 1 
-2 dx2 + 2 V(x), 

V étant donné par (1.8). De plus, la série est uniformément convergente à t fixé et pour 
x appartenant à un ensemble compact de IR. 
2) la multiplicité de Àl est égale à 1 et la fonction propre correspondante est strictement 
positive '-/JI (x) > 0 pour tout x E IR. 
Preuve :1) On considère le semi-groupe à un paramètre suivant 

et on note at(x,y) la densité de ce semi-groupe par rapport à la mesure de Lebesgue: 

e-(x-y)2/2t [ 1 I t 
1 ] 

at(x,y) := V2it lEx exp -2 0 V(Bs)ds Bt = Y . 

Ainsi, en utilisant (1.7), on peut écrire 

& 1 {IX 1'Y+1} ( X ) 
Pt(X)=éS(é)1/2 exp b+1)é2 a,<,,) 0'é:S(é)1/2 . 

On remarque que, par définition, le semi-groupe Tt préserve la positivité. Par ailleurs, le 
générateur infinitésimal de Tt = e- Ht est -H, où H est un opérateur auto-adjoint positif. 
En effet, cette propriété est vérifiée par tous les semi-groupes de contraction auto-adjoints 
(voir, [D2] Théorème 4.6, p. 99) et on peut montrer 

IITt llL'(lR),L2(lR) ::; sup lEx [exp -~ I t 
V(Bs)dS] ::; 1, 

xElR 2 0 

puisque V(·) 2: 0 (voir, par exemple, [Ca], p. 271). 
On sait (voir [D-S] Lemma 2.1 p. 339) que la densité d'un semi-groupe, vérifiant toutes 
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les hypothèses précédentes et étant un opérateur à trace, peut se développer de la façon 
suivante 

00 

at(x,y) = L e-Àjt1/;j(x)1/;j(y). 
j=O 

Ici les Àj et les 1/;j sont les valeurs propres et les fonctions propres normalisées du spectre 
discret de l'équation 

1 1 
-"21/;"(x) +"2 V(x)1/;(x) = À1/;(x). 

De plus, la convergence de cette série est uniforme sur tous les compacts de IR x IR. 
Pour obtenir le résultat (1.9), il reste donc à montrer que Tt est un opérateur à trace. Or, 

at(x,x) ~ ~lE [exp-~ tlx+b~,t12'1ds] =: iit(x,x), 
y27rt 2 Jo 

(LlO) 

où b~,t est le pont brownien allant de 0 à 0 sur [O,t] (ainsi le pont brownien standard 
correspond à bs = b~,l) et iit(x,y) est la densité du semi-groupe généré par l'opérateur de 
Schriidinger 

1d2 1- - 2 
-"2dx2 + "2V(x), avec V(x):= Ixl "Y. 

Puisque V E Lfoc(IR) et limx .... co V(x)/lxl'1 = +00, on peut en déduire que l'opérateur 
est à trace (voir aussi [Dl] Théorème 3.2, p. 488). Par le théorème de Mercer (voir, par 
exemple, [R-S1], p. 65), on obtient 

lm iit(x,x)dx < 00, 

et alors, par (1.10), 

L ~(x,x)dx < 00. 

En utilisant une nouvelle fois le théorème de Mercer, on déduit que Tt est un opérateur à 
trace. 
2) Tt est un semigroupe de contraction irréductible: soit B c IR, U E U(IR) If = 
o sur BC} est invariant à gauche pour Tt alors, modulo un ensemble de mesure nulle B = 0 
ou IR. Or la première valeur propre non nulle d'un semigroupe de contraction irréductible 
est de multiplicité 1 et la fonction propre associée est strictement positive sauf sur un 
ensemble de mesure nulle (voir [R-S2] p.202). Or comme 

À t [ 1 ft ] 1/;l(X) = e 1 lEx 1/;1 (Bt) exp -"2 Jo V(Bs)ds , 

on en déduit que 1/;1 (x) > 0 pour tout x E IR. QED 
Remarque 2 Dans le cas particulier 'Y = 1/2 on trouve un équivalent de 1/;j(x): 

1/;j(x) ~ exp { _~X3/2 + 2VxÀj}, quand x -+ 00. 

On peut alors penser que e2/ 3 Inp;(x) tend vers À1 (2.J!Xï - t), si (t,x) appartient au 
domaine contenu entre les trajectoires extrémales Pl,2(t) = ±t2 /4 (ici ste) = e2

/
3
). 
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La seconde partie de la remarque peut être démontrée dans le cas simple suivant 
x = 1':8(1':)1/2 et pour tout 0 < "( < 1: 

Corollaire 2 Pour t > 0, 0 < "( < l, 

De plus, la convergence est uniforme sur tout compact de IR~. 

Preuve: Par (1.9), on a 

Comme V est minoré, il existe une constante K > 0 telle que 

(1.11 ) 

(voir [Dl] Lemme 3.1, p. 488). Par la Proposition 5 2) et en utilisant les théorèmes de 
convergence classiques, on a 

on obtient alors le résultat annoncé. Il n'est pas difficile de modifier cette preuve pour 
obtenir la convergence uniforme. QED 
On observe maintenant la généralisation de ce résultat pour la diffusion (1) avec une dérive 
b vérifiant les hypothèses (Hl) et (H2). On utilise les mêmes notations pour la densité 
bien que celle-ci soit différente de celle du Corollaire précédent. 

Proposition 6 Sous les hypothèses (Hl) et (H2), pour t > 0, 

(1.12) 

où À1 est la première valeur propre positive de l'opérateur de Schrodinger lié au potentiel 

V( ) .- c"( C 2 1 12"'1 x .- IxI 1-'Y + X . 

De plus, la convergence est uniforme sur tout compact de IR~. 

(1.13) 

preuve La preuve repose sur un argument d'encadrement. En utilisant le résultat (1.6) 
de la remarque 1 et par un raisonnement analogue à celui de la preuve du Corollaire l, 
on obtient une expression de la densité 
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où G est la primitive de b et 

- b2(éX) 
V(x) = b'(êX) + -2-' 

é 

25 

Or comme b'(x) ~ C"!lxl'Y-1 au voisinage de 0 et que b(O) = 0, il existe rJ > 0 et deux 
constantes Cl ::; 1, C2 ~ 1 proches de 1 telles que, pour lêX 1 ::; rJ, 

C CH'Y", Ix12'Y C CH'Y", Ix12'Y 1 1 + C2C2+2'Y __ < V(x) < 2 1 + C2C2+2'Y __ 
IxI1-'Y 1 ê2 - - IxI1-'Y 2 ê2' 

ce qui entraîne (en notant X la fonction caractéristique), 

lE [X (sup lêB,1 ::; rJ) exp -~ lt V(Bs)ds Bt = S(ê)1/2] 
sE[O,t] 2 0 

::; lE [X (sup !cBsl ::; rJ) exp -~ lt C;V(C1Bs)ds Bt = S(ê)1/2]. (1.14) 
sE[O,t] 2 0 

On obtient la minoration en remplaçant Cl par C2 • On montre tout d'abord, par les 
Grandes Déviations, que le fait d'introduire une indicatrice sous l'espérance ne change 
pas la limite. Pour cela on considère R une fonction positive. On a alors la décomposition 
suivante 

lE [X (sup IcBsl ::; rJ) exp -lt R(Bs)ds Bt = S(é)1/2] 
sE[O,t] 0 

- lE [exp - [R(Bs)dSI Bt = S(ê)1/2] 

-lE [X (sup lêBsl > rJ) exp - r R(Bs)ds Bt = s(c)1/2] . 
sE[O,t] Jo 

Or, pour ê assez petit, le second terme du membre de droite est majoré en valeur absolue 
par 

lP (sup lêBsl ~ rJ Bt = S(ê)1/2) ::; 
sE[O,t] 

lP (sup IcB; + SêS(ê)1/2 Itl ~ rJ) 
SE[O,t] 

< lP (sup lêB;1 ~ rJ/2) , 
SE[O,t] 

où B; est un pont brownien prenant la valeur 0 en t. Ainsi, en appliquant le principe 
de Grandes Déviations du pont brownien, on obtient une décroissance exponentielle de 
vitesse 0 2 uniformément en t sur tout compact de lR~. On montre alors que 

limsups(c)lnlE [X (sup IcBsl::; rJ) exp-lt R(Bs)ds Bt = S(ê)1/2] 
~o sE~A 0 

= li~1~ps(c) ln lE [exp - [R(Bs)dsl Bt = S(ê)1/2] . 
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En utilisant l'inégalité (1.14) on en déduit donc 

lim sup S(E) lnp~ (ES(E)1/2) ::: lim sup S(E) ln lE [exp -~ l t 

CfV( ClBs)dSI Bt = s(E)1/2] . 
€--+o ê-tO 2 0 

La minoration est vraie également en remplaçant Cl par C2 • 

Par ailleurs, par une démonstration identique à celle de la Proposition 5, on obtient la 
décomposition sous forme de série, pour i E {1,2}, 

où Àj et 'l/Jj sont les valeurs propres et les fonctions propres normalisées dans L2(lR) de 
l'équation 

1 d2 1 
-"2dx2 'l/Jj(x) + "2V(x)'l/Jj(x) = Àj'l/Jj(x), 

avec V défini par (1.13). On en déduit alors 

limsup s(E) Inp~(Es(E)1/2) ::: -cf Àlt, 
0-->0 

et 

En faisant tendre les deux constantes vers 1, on obtient (1.12). La convergence uniforme 
provient de la convergence uniforme de la Proposition 5, puisque nous avons raisonné par 
encadrement. QED 

1.2 Convergence de e2 ln P~ (x) 

Le but de cette section est d'étudier le comportement de E2Inp;(x). Le résultat sera 
optimal lorsque (t,x) ne sera pas situé entre les deux trajectoires des solutions extrémales 
de (1.2). 
Théorème 1 Si Ixl > {t(l-l')P/l-"Y, alors il existe une fonction strictement positive kt 
telle que 

lim E2Inp~(x) = -kt(lxl). 
0-->0 

Remarque 3 Nous montrons également que, si Ixl ::: {t(1 - l') P/l-"Y, alors 

limsupE2Inp~(x)::: 0, 
0-->0 

mais ce résultat sem amélioré dans la section 4. 

(1.15) 

(1.16) 
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Preuve du Théorème 1: De manière évidente, par (1.5) on peut écrire 

où 

et 
t 11 J(éb) = ~ Ixu - VtEbu I2'Ydu. 
2 0 

i) (une majoration de lim sUPe--+O e2 ln P~ (x)) 
On a 

1 { IX I'Y+
1 

x
2

} [ J(Eb)] pHx):::: rn-=:;:exp ( ) 2--2 lE exp--2- =:rHx). 
Ey 27ft , + 1 E 2E t E 
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La fonctionnelle J est une fonction continue minorée du pont brownien. Aussi, pour 
étudier rHx), on utilise le principe de Varadhan (voir, par exemple [De-S], p. 43). Ainsi, 
en prenant le logarithme, on obtient 

Ixl'Y+1 x 2 1 
limsupE2Inp~(x) :::: -- - - - ~ inf A(q,), 

HO , + 1 2t 2 <PEHJ 

où, pour q, E HJ, 

(1.17) 

Ici 

HJ := {q,(t) = l f(s)ds: f E L2 ([O,1]) et q,(l) = O}, 

muni de la norme 

11q,IIHJ := ([ IifJ'(SWds f2 
On calcule le minimum de la fonctionnelle A: 

Proposition 7 Il existe une jonction strictement positive kt telle que 

{ 

21~f;7 _ ~2, si Ixl :::: {t(l-,)P/(l-'Y) 
inf A(q,) = 

<PEHJ 21~f;' _ ~2 + 2k,(lxl), sinon. 
(1.18) 

On termine la preuve du théorème et on décale la démonstration de la Proposition 7. Par 
(1.18), on déduit (1.16) et 

lim supE2Inp~(x) :::: -kt(lxl). 
,->0 
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ii) (une minoration de liminf,,-+o ê2Inp~(x)) 
On remarque juste que F explose quand (t,x) est situé entre les trajectoires extrémales. 
Dans la suite, on suppose que x > {t(l - 1'lP/1-~. On note Ji := Hx - 04>~(0)) > 0, 
où ,po est la fonction qui minimise la fonctionnelle A (voir la preuve de la Proposition 7 
ci-dessous). On déduit de la preuve de la Proposition 7 que ,po appartient à l'ensemble 
ouvert suivant 

u:= {,p E C([O,l]) : xu - 04>(u) > JiU, Vu E [0,1]}. 

Par ailleurs, il existe 1) > 0 tel que 

max F(,p) ::; 1). 
<PEU 

Soit a > 0 et soit V un voisinage de 4>0 tel que 

maxJ(,p)::; J(4)o) + o. 
q,EV 

Notons alors W := U n V. On peut alors écrire 

lirpJrü ·2ln lE [exp _ (F(éb) + J~~b)) ] 

2: li~ionfé2lnlE [exp - (F(éb) + J~~b)) lI{EbEWl] 

2: liminfé2lnlP(éb E W) -limé2
1) - maxJ(,p) . 

..::--+0 e--+O tPEW 

Par le théorème de Schilder (voir par exemple [D-S], p 18), on obtient 

Quand on fait tendre a vers zéro, on a 

> - inf ~ 11 1,p'(uWdu - J(,po) - a 
<PEwnHJ 2 0 

1 
> -2A(,po) - o. 

Ixl~+l x 2 1 
liminfé2Inp~(x) > -- - - - - inf A(,p). 

HO - l' + 1 2t 2 <PEHJ 

En utilisant l'expression de l'infimum (1.18), on obtient la limite (1.16) de l'énoncé du 
Théorème 1. Ceci termine la preuve du Théorème l, sauf pour la démonstration de la 
Proposition 7. QED 

Preuve de la Proposition 7: On remarque tout d'abord qu'on peut se restreindre 
au cas x 2: O. En effet, si x ::; 0, il suffit de remplacer bu par -bu dans (1.5) pour obtenir 
le résultat, puisqu'ils sont de même loi. 
i) Soit ,p E HJ. On définit (voir figure 1.1). 

a = sup { 0 ::; u ::; 1 : ,p( u) = ~} . 
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° a

FIG. 1.1 - Description de a

Il est évident que, sur [O,lJ, la droite l(s) := xs/Vt minimise la fonctionnelle

D'autre part

En effet

~ = </>(0) = 1 [ <p'(u)dul :::; ...,ra([ <p'2(U)dU) 1/2

ii) Montrons qu'il existe <Po E HJ tel que A(<Po) = inf A(<p). Prenons une suite minimisante
<Pn de A. Comme cette suite est bornée dans HJ, il existe une sous-suite, toujours notée
<Pn, faiblement convergente vers une certaine fonction <Po. On en déduit la convergence
ponctuelle de <Pn vers <Po, et ainsi, par le théorème de Lebesgue, la convergence de la
première partie de A(<Pn) vers la première partie de A(<po). Parallèlement, on obtient la
convergence de la norme L2 de <P~ vers celle de <p~. Cette convergence combinée avec la
convergence faible entraîne la convergence. Ainsi A(<Pn) tend vers A(<po) qui réalise en fait
le minimum.
Par i) on sait que sur [O,a], <Po = 1. On remarque aussi que

<Po(u) < l(u) pour tout u E]a,l].

Pour tout h E HJ à support compact dans ]0,1]

(cette différentiation est permise puisque, pour u E]a,l], xu - Vt<Po(u) > 0).
Par (1.17) et (1.18), on obtient

[lt~IXU - Vt<po(uW"Y- 1h(u)du - [<p~(U)h'(U)dU = o.

(1.19)

(1.20)
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On note y(u):= xu-y'lxpo(u) > O. Alors, d'après (1.19), y vérifie l'équation différentielle: 
yl/(u) = fl;2y2"1-1(U) sur ]a,l], dans un sens faible, avec y(a) = 0 et y(l) = x (gràce à la 
continuité de y). Ainsi y vérifie, dans un sens faible, 

Aussi, pour tout é > 0, 

(y'(u)? = (y'(a + é»2 + 21t21U Y(X)2"1-1y'(x)dx 
a+g 

= (y'(a + é»2 + t2Y(U)2"1 - t 2y(a + é)2"1. 

Cette équation implique que y' peut être prolongée par continuité sur [a,l]. 
iii) On montre que, pour a > 0, y vérifie: 

Y(U)l-"1 
u = a + pour tout u E [a,l]. 

t(l - 1) 

(1.21) 

(1.22) 

Pour cela, on a besoin de calculer y'(a+). On suppose que y'(a+) > o. ly(uJl2"1-1 est alors 
intégrable au voisinage de a et ainsi la formule (1.20) s'étend à tout h. Tout ceci implique 
que la dérivée seconde de y est une fonction. Or y'(a-) = 0, ce qui contredit l'inégalité 
y'(a+) > O. Ainsi y'(a+) = 0 et par (1.21) nous obtenons 

Y'(U)2 = t2Y(U)2"1 

c'est-à-dire 
u = a + (yeu) dx = a + Y(U)l-"I. 

J y(a) tx"l t(l - 1) 

Finalement, puisque y(l) = x, on a en prenant u = 1 

x 1-"1 
a - 1 - -,-----c-

- t(l - 1) , 

et alors la condition a > 0 correspond à 

En d'autres termes, (t,x) est situé entre les trajectoires des solutions extrémales. 
iv) On peut alors calculer le minimum de A 

infA(<t» = A(<t>o) = A(y(·)/v't -1(·» = 

(1.23) 

t t Ixu - v't<t>o(uW"Idu + t <t>~(u)du = x
2
a + t Il Ixu - v't<t>o(uW"Idu + Il <t>~2(u)du, Jo Jo t a a 

puisque <t>o(u) = l(u) sur [O,a]. Ainsi 

A(<t>o) = x
2
a Il ()2"Yd Il (x - Y'(u»2d -+t yu u+ u 
ta· a t 

x2a Il x2(1 - a) 2x Il 111 -+t y(u)2"1du+ -- y'(u)du+- y'2(u)du. 
ta t ta ta 
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Utilisant (1.22), on obtient: 

A(<;bo) = - + 2t {t(1 - ')')(u - a)} Gdu - 2x {t(1 - ')')(u - a)}"2'r du, x
2 11 2 11 

t a a 

qui peut s'écrire, grâce au changement de variable v = t(1 - ')')(u - a) et grâce à (1.23), 
de la manière suivante 

On obtient ainsi la première partie de (1.18) après avoir effectué quelques calculs simples. 

v) On suppose maintenant que a = 0 ce qui signifie, par iii), que: 

Comme dans iii), la solution du problème (1.21) vérifie 

(1.24) 

Par contre, dans le cas (a=O), on n'obtient aucune valeur explicite de y'(0), (contrairement 
àiii»). 

vi) On calcule alors le minimum de A 

inf A(<;b) = A(<;bo) = t t y(u)2~du + t (x - y'(U)? du 
Jo Jo t 

_ ~ t y'(u)2du _ y'(O? _ x
2

. 
t Jo t t 

Comme y est strictement positive sur ]0,1], yi ne s'annule pas grâce à l'équation différen
tielle (1.24) et est donc strictement positive. Aussi est-il permis d'appliquer le changement 
de variable suivant 

du 1 

dy Vyl(0)2 + t2y2"!' 
(1.25) 

et on obtient 

A(<;bo) = ~ t Vyl(0)2 + t2y2~dy _ y'(O? _ x
2
. 

t Jo t t 
Après quelques lignes de calculs relativement simples, on a 

A( <;bo) = 
t 

où 
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On montre alors que k,(x) > O.
Par le changement de variable (1.25), on obtient

l x du IX dy
1 = 0 dy dy = 0 VY'(0)2 + t2y2,

Il s'ensuit que VICO), en temps que fonction de x, est strictement croissante et dérivable
pour x ?- {tel _,)P/l-,. De plus, la dérivée est égale à

,y'(O)
> O.

x + b - lh/y'(O)2 + t2x2, -

Ainsi, nous pouvons calculer la dérivée k;(x) pour x > {tel _,)}'/'-':

1
k;(x) = t( Vy'(O)2 + t2x2, - tx') > 0, car y'(O) > O.

On remarque que k,({t(l _,)}'/'-') = 0 par iv) et que k;(x) est strictement positif pour
x> {tel _,)}'/'-'. On en déduit que k,(x) > O.
Ceci termine la preuve de la seconde partie de (1.18). QED

On peut montrer, par une méthode strictement identique à celle de la preuve du Théorème
1 et à celle de la Proposition 7, que ce résultat se généralise à la diffusion (1) dans le cas
où b vérifie la condition (Hl) :

Théorème 2 Sous la condition (Hl) et pour Ixl > K-l(t), il existe une fonction stricte
ment positive k, telle que

On rappelle que K-l est la fonction reciproque de f: b1~). La preuve de ce théorème
repose sur le fait que b soit croissante (b' ?- 0 implique qu'on peut oublier ce terme dans
la majoration) et continue. Elle repose également sur la proposition suivante

Proposition 8 Soit

I l l"A(q,) := t b2(XU - Vtq,(u))du + q,'2(u)du.
o . 0

Il existe alors une fonction strictement positive kt telle que

_ { 2G(lxj) - x,',
inf A(q,) =

</>EHt 2G(lxl) - xt' + 2k,(lxj),

où G(x) = f: b(y)dy.

Sinon,
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1.3 Etude du cas particulier b(x) = sgn(x).JTXT 

Dans ce paragraphe, nous obtenons une majoration de lim SUPé-+O c2/3Inp~(x), pour 
(t,x) situé entre les trajectoires des solutions extrémales. 

Théorème 3 Pour Ixl ~ t2/4, 

limsupc2/3Inp~(x) ~ a~(t/2 - M), (1.26) 
é-+O 

où a~ est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonction de A iry Ai. 

Remarque 4 On connaît la valeur de a~ qui est égale à: a~ = -1.01879297 ... (voir, 
par exemple, [A-Sj, p. 172). On remarque que, dans le Théorème, on n'a qu'une inégalité 
puisque dans la preuve, on majore par 1 le facteur singulier suivant 

exp { -~ 11 Ixs + cVtbs l
-

1
/

2dS} 
dans l'expression (1. 5) de la densité p~. Dans la section 1..4 on améliore ce résultat en 
donnant explicitement la limite de c2/3 Inv,(x) et donc également la constante précise qui 
remplace a~. 

Pour démontrer ce théorème, on utilise un résultat concernant une fonctionnelle du pont 
brownien standard {bu,u E [O,l]}, qui est intéressant en lui-même: 
Proposition 9 Pour 0 ~ a < 1, 

lim c2/31n lE [exp - ~ f" 1 bu 1 dU] 
E~O Eh (1.27) 

Preuve de la Proposition 9 Soit B:,6 un pont brownien allant de 0 à x sur [0,8]. Par 
la propriété de changement d'échelle du mouvement brownien, on a 

(1.28) 

En conditionnant {bu: 0 ~ u ~ a} par rapport à la variable Gaussienne centrée ba, de 
variance a = a(l - a), on obtient 

lE [exp -~ f" IbuldU] = {'X) f2 lE [exp _~ la IB~,aldu] exp _ x
2 

dx 
c Jo Jo V -;; c 0 2a 

2 lE IBx/é'/3a/é2/3Id X d 100 If [l a
/

é2
/

3 

] 2 = - exp- u' u exp-- x. 
o a1f 0 2a 

On calcule alors la valeur de l'expression: 

lE [exP-lIB~,tldU] 
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en utilisant des arguments similaires à ceux qui apparaissent dans [Sh]. 
Dans un premier temps, on rappelle la formule de Kac (voir, par exemple [I-MK], p. 54): 
pour toute fonction bornée à support compact f, et pour tout potentiel V :2: 0, 

lE [[>0 exp - {ad + l' V(Bs)dS} f(Bt)dt] = u(O), (1.29) 

où u est l'unique solution bornée de l'équation 

1 
- -:/'(x) + (a+ V(x))u(x) = f(x). (1.30) 

On prend V(x) = Ixl. Soient iP, \{1 deux solutions de l'équation homogène 

1 
-2"u"(x) + (a + V(x))u(x) = 0, 

telles que iP est bornée en +00, \{1 est bornée en -00, et telles que 

iP\{1' - iP'\{1 = 2. (1.31) 

Alors, par application de l'opérateur de Green à f, la solution de l'équation (1.30) s'écrit: 

u(x) = iP(x) [~ \{1(y)f(y)dy+ 1J!(x) 100 

iP(y).f(y)dy, (1.32) 

et, par (1.29) 

lE [[" exp - { at + l' lBs Ids } f(Bt)dt] 

= iP(O) [~ \{1(y)f(y)dy + \{1(0) [X) iP(y)f(y)dy. (1.33) 

Or les fonctions d'Airy Ai et Bi satisfont à l'équation -u"(x) + xu(x) = 0, avec Ai(·) 
borné en +00 (voir, par exemple, [A-S], p. 162). C'est pourquoi on obtient: 

si x :2: 0 = \{1 -x 
si x < 0 (), (1.34) 

où la dernière égalité résulte de la symétrie de l'équation. Les constantes do, dl, d2 peuvent 
être déterminées grâce aux conditions iP(O+) = iP(O-), iP' (0+) = iP'(O-) et grâce à (1.31). 
On a alors, par exemple, 

d~ = (1.35) 

Pour obtenir le résultat de cette proposition il suffit d'introduire le conditionnement de 
{Bs : 0 ::; s::; t} par rapport à Bt = x, c'est pourquoi on prend, dans l'expression (1.29), 
la fonction particulière 
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puis on fait tendre 6 -1- 0 (1.33), Dans le membre de droite de (1.33), on a 

{ 
V21f\li(O)iI> (x), 
V21fiI> (0) \Ii (x), 

V21f2~1/3 Ai(21/3(11;1 + 00)) 
Ai'(21/3oo) 

par (1.34) et (1.35), La limite du membre de gauche de (1.33) peut s'écrire: 
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limlE [ (00 exp _ {OOt + t lEs IdS} :I[{IBt~xl<o} lP(IEt - 1;1 < 6) dt] (1.36) 
otO Jo Jo lP(IEt - xl < 6) 26N27ft Vi 

20 lP(IEt - xl < 6) x 2 

On note que lP(lEt - xl < 6) ~ V21rt et lim V2it = exp --, Alors, par le 
1f no 26/ 27ft 2t 

théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient pour (1.36) 

(00 ~at [ _ (t 1 _] (_ x2) ri:! _ V21f2~1/3 Ai(21/3(lxl + 00)) 
Jo e lE exp Jo lEs Ids Et - x exp 2t Vi - Ai'(21/3oo) , 

Par inversion de la transformée de Laplace (voir, par exemple, [Ri], p, 241), on obtient 

[ 
-lt 1 -] exp-~; _ _ 1/6_1_1iOO 

eUSAi(21/3(lxl +u)) 
lE exp lEs Ids Et - x Vi - ,;1i2 2', A"(21/3 ) du 

o t 7f~ ~'oo 2 U 

__ r:;; 1/6 ~ Ai(21/3 11;1 + a~) a~t 
- v 7f2 ~ Ai"(a' ) exp 21/3' 

n=l n 

pour x tel que Ai(21/3 1xl +a~) # 0, 'In, Ici a~ est le n-ième zéro de Ai', La dernière égalité 
est obtenue en calculant les résidus de l/Ai'(u), 
Enfin, puisque -Ai"(x) + x Ai(x) = 0, 

[ l t 1 ] exp _x' 00 Ai(21/31xl + a') a' t 
lE exp - lEs Ids Et = x Vi 2t = -,;1i21/6 L , A '( ') n exp 1/3' 

o t n=l an 2 an 2 

Pour obtenir lE [exp-~ Joa 
Ibuldu], il suffit d'intégrer l'égalité précédente: 

(00 _l_lE [exp _ ("1
02

/

3 
IE~/El/3,aIE2/3IdU] exp _ X

2 
dx 

Jo oV21f Jo 202 
22/3100 00 Ai(21/31x / é1/31 + a~) a~ aIl x2 

----;;- L a'Ai(a') eXP21/3é2/3exp(~- 02)2'dx 
o n=l n n 

22/3 00 a' a 
---;;- L cn exp 21/;é2/3 ' 

n=l 

où 

_ 1 100 

'( 1/3~1 ' {(~_~ x
2

} en-'A'(') Az211/3+an)exp 2)2 dx, an 't an 0 é a cr 
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En effet, on a 17
2 = a(1-a) < a et IAi(u)1 :::; Ai(ai) (voir, par exemple, [A-S], p. 162); par 

ailleurs, IAi(a~)1 ~ bl n- I /
6 et -a~ ~ b2n2/3, quand n t 00, où bl et b2 sont des constantes. 

On obtient alors la convergence de la série par le critère de Raabe-Duhamel. 
De plus, par des arguments classiques de convergence monotone et dominée on trouve 

lE [exp-~ t Ibuldu] = Cl t/3 

) exp( l~l~/ ) (1 +o( ;/3))' 
o Jo a 1 - a 2 0 3 0 

ce qui entraîne (1.27). QED 
Remarque 5 Le résultat est également vrai pour a = 1. En effet, dans [Ri}, il est montré 
que 

lE [exp _V2t3
/

2 
[ IbuldU] = yÇt~ ex~~ét), pour t > O. (1.37) 

Par des arguments similaires à ceux utilisés dans la fin de la preuve de la Proposition 9, 
on déduit que (1.27) est aussi vérifié pour a = 1. 
Preuve du Théorème 3: 
i) Voici tout d'abord quelques notations, définitions et résultats concernant les espaces de 
Raider (voir, par exemple, [B-RD. 
Soit 0 < a < 1. On note C" l'ensemble de toutes les fonctions 1 sur [0,1] qui sont a-RaIder 
continues. La norme de cet espace sera notée par 

11111,,:= sup 
O::;t<s::;l 

II(t) - l(s)1 
It - si" 

Par Ct{, on désigne le sous-espace de C" comprenant toutes les fonctions 1 telles que: 

lim sup II(t) - l(s)1 = o. 
';-+0 It-sl9 ; 09<s·9 It - si" 

Nous définissons également Co l'ensemble des suites (t;n)n2:o telles que liIDn-+oo t;n = 0 muni 
de la norme sup. On sait que les espaces de Banach séparables Co et Ct{ sont isomorphes 
(voir, par exemple, [Ci]) grâce à l'isomorphisme T" : Co --+ Ct{ donné par: 

00 t;n 
ç >---+ 2: ~(~) iPn-

n=l en a 

Ici {iPn : n:2: o} est la base de Schauder et cn(a) = 2n("-1/2)21-" avec fi = llog2nj. On 
rappelle aussi que, puisque le pont brownien standard a ses trajectoires presque sûrement 
contenues dans l'espace de RaIder de paramètre a (a < 1/2), il peut être décomposé dans 
la base de Schauder comme suit: 

00 

bu = 2:9niPn(U), u E [0,1], 
n=2 

où gn sont des copies indépendantes d'une Gaussienne centrée réduite. 
ii) On suppose sans perdre de généralité que x :2: o. L'espérence apparaissant dans l'ex
pression (1.5) de la densité p;(x) peut être majorée: 

lE [exp - {~t [ Ixs - ovtbs l- I
/
2
ds + ;0 [ Ixs - oVtbslds}] :::; E, 
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où

E := lE [exp - ;E: 11 Ixs - E:VtbsIdS] .

Soit 4>0 la fonction qui minimise la fonctionnelle A donnée par (1.17), alors

E E A(4)o)
Pt (x)::; rc=: exp -2-'

EV 21rt 2E:
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On introduit la boule Hiilderienne Ba ( 4>0,(3) = {4> E Cô : 1Iq:\ - 4>0110. ::; {3} ({3 > 0) et on
décompose E = El + E2 avec:

et

E2 := lE [exp { - 2~21l Ixs - EVtbs1dS} :[{EbEBo(q\o,{3)}]'

iii) On considère dans un premier temps El: par le principe de Varadhan pour le pont
brownien en norme Hiilderienne, on a

limsup 2E2 ln El = - inf A(4))::; -A(4)o) - {3.
&--+0 {q\EH' nB(q\o,{3)"'q\(O)=q\(l)=O}

En fait ce résultat est obtenu grâce au lemme suivant:

Lemme 1 Pour toute fonction 7/J sur [O,lJ telle que 7/J(0) = 7/J(1) = 0,

A(1/o) - A(4)o);:o. t
3

/
2 1" 17/J(u) - 4>o(u)ldu+ 117/J - 4>oIIH"

(1.38)

(1.39)

la fonctionnelle A étant donnée par (1.17) et a étant défini au début de la preuve de la
Proposition 7. De plus,

si 117/J - Ma ;:0. (3, alors A(1/0) - A(q:\o) ;:0. (3.

On reporte la preuve de ce lemme et on termine la preuve du Théorème 3.
iv) Soit la décomposition de la fonction q:\o dans la base de Schauder:

00 Çn 00 ç~

4>o(u):= L-(-)<Pn(u) et II4>oIlHl = L ~()'
en ct C ct

n=l n=l n

On obtient alors:

(1.40)

N

XS - E:VtLXn<Pn(S) ds
n=2
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Par le Lemme 1 et par (1.40), on a 

E<l' ( A(.pO»)J Ir é-
N 

{;"(Cn(a)xn-çn)2 
2 lm exp--- ... exp- ~ 

- Ntoo 2é2 fI~~2[~:(~,~:t;l1 (21T)N/2 n=2 2é2cn(a)2 

t3/2ia N <I>n(S) } 
--2 L(cn(a)Xn - çn)-( -) ds dXI ... dxN, 

2é 0 n=2 Cna 

puisque .po(u) = xu/Vi sur [D,a] (voir ii) dans la preuve de la Proposition 7. Alors, 
toujours par la décomposition du pont brownien, on obtient 

( A(.p») [ t
3

/
2i a 

] E2 ~ exp - 2é; lE exp - 2é 0 lbs Ids . (1.41) 

On déduit alors de (1.38) et de la Proposition 9, que 

li~;~Pé2/3InpHx) ~ max {-(X) ,a~ G -vTxT) } = a~ G -vTxT) , 
Ceci termine la preuve du théorème sauf pour celle du Lemme 1. QED. 

Preuve du Lemme 1: 
i) On suppose sans perte de généralité que x 2': 0 et on note ;j; la fonction suivante: 

Alors 

ainsi 

X· 

.,Ii 

FIG. 1.2 - Définition de 'ljJ 

- (xu) 'ljJ(u) := 'ljJ(u) - 2 'ljJ(u) - Vi :I[{,p(ol-:q:>O} (u). 

t [Ixu - Vi7j)(u)ldu = t [Ixu - Vi;j;(u)ldu, 

A('ljJ) = t [Ixu - ..;t;j;(u)ldu + [ 'ljJ12(U)du. 
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Puisque x • -Vi~(.) 2: 0, on obtient 

A('ljJ) = t[(xu-Vi~(U))dU+ ['ljJ/2(U)dU 

t [(xu - VtcPo(u))du + l\cP~?(u)du - t3
/
2 [(~ - cPo)(u)du 

+2 [(cP~('ljJ1 - cP~))(u)du + [('ljJ1 - cP~)2(u)du 
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- A(cPo) - t3
/
2 [(~ - cPo)(u)du - 2 [ cP~('ljJ - cPo)(u)du + [('ljJ' - cP~?(u)du 

A(cPo) - t3
/
2 1" (~- cPo)(u)du + [('ljJ1 - cP~)2(u)du - t3

/
2 [(~ - 'ljJ)(u)du. 

On a utilisé le fait que cP~(u) = _t3/
2/2 sur [a,l] et cP~(u) = 0 sur [D,a]. On obtient alors 

(1.39) par une minoration évidente. 
ii) Pour f ECO', IlfllHl 2: Ilill,,· Ainsi, pour 'ljJ appartenant au complémentaire de la boule 
Hiilderienne Bu(cPo,(3), on a A('ljJ) - A(cPo) 2: (3. QED 

1.4 Solutions de viscosité d'une équation de Hamilton
Jacobi 

Dans les théorèmes l et 2, nous avons obtenu le comportement de la densité pi(x), 
lorsque (t,x) n'est pas situé entre les trajectoires des solutions extrémales. Le but de cette 
section est d'étudier le comportement de la densité entre les extrémales. Plus précisément, 
nous calculons la limite quand é tend vers 0 de Sté) Inpf(x) , avec sté) = é(2(1--y))/(1+-y). 

Théorème 4 Si (t,x) appartient au domaine situé entre les trajectoires des solutions 
extrémales de (1.2), alors 

lim Sté) Inp~(x) = -À, (t _ Ix l'--Y) . 
c-to l - 'Y 

(1.42) 

Ici, À, est la première valeur propre positive de l'opérateur de Schrodinger: 

1 ~ 'Y Ix1 2
"Y ---+ +-

2 dx2 2Ixl'--Y 2· 

Notre étude repose sur un outil particulier: les solutions de viscosité d'équation aux 
dérivées partielles parabolique. Pour une étude détaillée de ce concept, on conseille au 
lecteur de consulter le livre de Barles [B] ou encore celui de Fleming [FI]. 
On introduit tout d'abord quelques domaines du premier quart de plan: 

!1 := {(t,x): 0 < t < T , 0 < x < {(l- 'Y)t}'/1--y}, 

Ô:= {(t,x): 0 < t :s: T 0 < x < {(l - 'Y)t}'/'--Y}, 
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o 

la solution 

extrémale 

OS(0)1/2 
------

T 

FIG. 1.3 - Le domaine O' 

n := {(t,x): 0 < t:s; T , O:s; x < {(l_,)tp/l-'Y}, 

~y := {(t,X): (1 _,)04/(H'Y) < t < T , oS(0)1/2 < X < {(1_,)t}I/I-'Y}, 

{Y:= {(t,x): (l_,)é/(H'Y) < t:s; T oS(0)1/2 < X < {(1_,)t}I/I-'Y}, 

n' := {(t,x): (1 _,)é/(H'Y) < t :s; T , oS(0)1/2:S; X < {(l _,)t}I/I-'Y}. 

On considère maintenant l'équation aux dérivées partielles suivante, définie sur un Borélien 
U c lR? (on précisera U par la suite): 

au au a2u 
at + H(t,x,u, ax' ax2 ) = 0 , (1.43) 

où H est un Hamiltonien réel défini sur IR x U x IR x IR. On suppose que H est elliptique 
dans le sens suivant: 

H(t,x,U,P,ql) :s; H(t,x,U,P,q2), if q2 :s; Ql· 

On donne alors la définition d'une solution de viscosité de l'équation (1.43) qui sera 
légèrement différente de celle présentée dans [B] (voir Définition 2.1, p. 11 ou Définition 
4.1, p. 80), puisque les domaines que l'on considère ne sont ni ouverts ni fermés. 

Définition 2 Soit u une fonction semi-continue supérieurement (s.c.s) bornée (respecti
vement semi-continue inférieurement (s.c.i.)) définie sur un ensemble connexe U à fron
tière connexe. u est une sous-solution de viscosité (respectivement sur-solution de visco
sité) de (1.43) sur U, si pour toute fonction cp E C2 (U), et (to,xo) E U point de maximum 
local (resp. minimum local) de u - cp, on a 

Proposition 10 Soit 

(1.45) 

où D > O. Alors u' est une solution de viscosité de 

au' au' a2u' 
at + H.(t,x,u', ax ' ax2 ) = 0 sur' O·, (1.46) 
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muni de l'Hamiltonien: 

(1.47) 

Remarque 6 On introduit le terme exponentiel, avec D > 0, dans la définition de u' 
dans le but d'obtenir la bornitude de cette fonction. Evidemment, en choisissant D assez 
grand, ce terme supplémentaire n'interviendra pas dans la limite quand é -+ O. 

Preuve de la Proposition 10: 
a) On montre tout d'abord que l'équation (1.46) est vérifiée dans un sens classique sur 
!t' . 
Puisque V, le potentiel donné par (1.8) de l'opérateur de Schri.idinger, vérifie une pro
priété d'uniforme continuité Hi.ilderienne dans un voisinage de tout point x of 0 (voir [Ro] 
Définition 2 p. 122), on déduit grâce au Théorème 1 p. 127 dans [Ro] que la fonction 

(t,x) H ~ exp ( - x
2

)IE [exp -~ lt V(Es)dSI Et = x] 
v 21ft 2t 2 0 

est une solution classique de l'équation 

au = ~ 02U _ ~ V u sur ]O,T] x IR*. 
ot 2 ox2 2 

Ainsi, par des arguments similaires, en utilisant (1.7), on obtient p' E C1,2(!t,). Par la 
transformation logarithmique, on déduit que u' est une solution classique de 

au aU 02U 
ot +H,(t,x,u'ox'ox2) = 0 sur !t', 

où H€ est donné par (1.47). 
b) Par ailleurs, toute solution classique est une solution de viscosité, ce qui entraîne que 
u€ est une solution de viscosité sur !t'. Il suffit donc de montrer que u' est une solution de 
viscosité sur 0' \!t'. On choisit 'P E C2(0') tel que (T,xo) E 0" soit un point de maximum 
local de u' - cp. En remplaçant 'P par cp + (x - XO)4 + (t - T)2, la première et la seconde 
dérivée en (T,xo) ne changent pas. On peut ainsi que (T,xo) est un point de maximum 
strict. L'idée est d'adapter le raisonnement effectué sur les points de 0' au point (T,xo). 
On a besoin pour cela du lemme suivant: 
Lemme 2 Soit (u~)~ une suite de fonction s.c.s. qui converge vers u, uniformément sur 
tout compact de l'ensemble borné U. On suppose que u peut être prolongée en une fonction 
s.c.s. sur D. Si (7,Ç) est un point de maximum local strict de u, il existe alors (7~l;~) E D 
suite de points de maximum local de u~ telle que lim~-+o(7~,ç~) = (7,Ç). 

On termine maintenant la preuve de la Proposition 10. On considère la fonction 

S~(t,x):= u'(t,x) - cp(t,x) - -T17 , 17 > O. 
-t 

En appliquant le Lemme 2 sur 0', il existe une suite (t~,x~) E 0' de points de maximum 
local de S~ qui converge vers (T,xo), quand 17 -+ O. Evidemment, limt-t7 S~(t,x) = -00. 
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Aussi t~ < T et pour T} assez petit (t~,x~) E 0'. 
Comme u' est une sous-solution de viscosité sur 0', on a: 

Par la continuité de u€, en faisant tendre T} --+ 0, on obtient 

Le même argument peut être utilisé pour montrer que u' est une sur-solution. Ceci ter
mine la preuve de la Proposition 10, il ne reste donc qu'à démontrer le Lemme 2 pour que 
cette preuve soit complète. QED 

Preuve du Lemme 2: Le résultat est clair pour (7,Ç) E int(U) (voir [B] Lemme 4.2 
p.88). On suppose maintenant que (7,Ç) E au. Soit r > o. On définit l'ensemble compact 
Kr = B((7,ç),r) nu, où B est une boule Euclidienne centrée en (7,Ç) de rayon r telle que 
(7,Ç) est le point de maximum strict sur Kr. La fonction s.c.s. u~ atteint son maximum 
sur le compact Kr au point (7~,Ç~). On peut alors extraire une sous-suite, notée aussi 
par volonté de clareté (7~,Ç~), qui converge vers (7,,~), quand T} --+ O. On suppose que 
(Tl) <1. au. Comme u est s.c.s. et comme (7,Ç) est un point de maximum strict, il existe 
(t,y) E Kr tel que 

U(7,Ç) > u(t,y) > u(Tl) 

Cette inégalité ne peut être vraie! En effet, U~(7~,Ç~) tend vers u(Tl) et u~(t,y) tend vers 
u(t,y), ces deux convergences étant uniformes. Ainsi, (Tl) E au. On sait, de plus, que 
II(Tl) - (7,ç)11 :::; r. On peut alors choisir une suite Wlr) qui tend vers (7,Ç), quand 
r -+ O. Par diagonalisation, on trouve alors une suite (7~,Ç~) E (j qui converge vers (7,Ç), 
quand T} --+ O. QED 

Fort du résultat énoncé dans la Proposition 10, on voudrait passer à la limite quand 
c --+ ° dans l'équation de Hamilton-Jacobi (1.46). On montre alors le résultat de stabilité 
suivant: 
Proposition 11 Soit 

il(t,x) := limsup u'(s,y), pour tout (t,x) E fl. (1.48) 
c--+o, s-+t, y--+x, (S,Y)Ene 

Alors il est une sous-solution de viscosité de l'équation 

au (au) 
at + Ho x'ax = ° sur 0, (1.49) 

munie de l'Hamiltonien 
Ho(x,p) := x'p. (1.50) 

En notant 'li = liminfu', au sens de la limite (1.48), alors 'li est une sur-solution de 
viscosité de (1.49). 
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La preuve de ce résultat est identique à celle du Théorème 4.1 p.85 dans [B], mis à part que 
le résultat de stabilité y est démontré pour des ensembles fermés. Il suffit donc d'utiliser 
le Lemme suivant qui est la clef de la preuve. 

Lemme 3 Soit (v"),, une suite de fonctions s.c.s. ayant une bornitude locale uniforme sur 

n". On définit fi = limsupv" comme dans (1.48). On suppose que fi admet un maximum 

local strict sur n. Il existe alors une sous-suite (v",)", de (v"),, et une suite (r""z",)", E n" 
telles que: 
pour tout c' > 0, Vs' atteint un maximum local sur n" en (r""z",) et 

La preuve de ce Lemme est similaire à celle du Lemme 4.2, p. 88 dans [B]. 

Par ailleurs, on obtient aussi un résultat d'unicité: 

Proposition 12 Pour tout (t,x) E n, 
il(t,x) = 1!(t,x). (1.51 ) 

Preuve de la Proposition 12: 
i) Tout d'abord, montrons (1.51) pour (t,x) E]O,T] x {O}. Soit 'P E C2 (n) telle que (to,O) 
soit un point de maximum local de il - 'P. Utilisant le Lemme 3, on sait qu'il existe une 
suite de points (t",x,,) de maximum local de u" sur & telle que: 

Modulo une sous-suite, on se trouve dans l'une des deux situations suivantes: 
a) soit (t",xE ) E d". En prenant la limite quand c -7 0 dans l'équation (1.46), on trouve 

o'P _ 1 < O· 
ot -, 

b) soit (t",x,,) E & \ d". Comme, pour D assez grand, 

u"(t",x,,) = -s(c) ln(p~.(és(é)1/2) + e-D / s
(,,)) 

tend vers ÀltO quand é -7 0 (voir Corollaire 2), on a il(to,O) = ÀltO' 
On prend une fonction particulière 'Po qui ne vérifie pas (1.52): 

_ _ x 2 t - to t - to 
u(t,x) - 'Po (t,x) := u(t,x) - - - 'TI cosh(-2-) - --, 

'TI 'TI 'TI 

(1.52) 

(1.53) 

on note (t~,x~) le point de maximum de il - 'PO sur n et on montre que a (t~,x~) f/c O. Il 
est clair que 

(il - 'Po)(t~,x~) 2:> (il - 'Po) (to,O) = il(to,O) - 'TI2 • 

Comme il est bornée, on obtient, par (1.53) li~--+o x~ = 0, li~--+o t~ = to et li~--+o t,,;to = 

O. Par ailleurs, puisque il est une sous-solution de viscosité, si (t~,x~) E 0, on obtient 

o'Po . 'Y o'Po 
ot (t~,x~) + x" ox (t~,x~) ::; O. (1.54) 
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Or, par (1.53), 

o<po . t~ - to 1 o<po 1 
",(t~,x~) = smh( 2 ) + - and ..".-(t~,x~) = -. 
ut ry ry ux ry 

Il est évident que ni l'équation (1.52), ni l'équation (1.54) ne peuvent être satisfaites par 
<Po avec ry assez petit. Ainsi, (t~,x~) 1/: !1 et donc (t~,x~) E]O,T] x {O}. De plus, comme on 
se trouve dans le cas b), u(t~,O) = À1tw On déduit alors que 

u(to,O) -<:: Àlt~ + ry - <Po(t~,O). 

Quand ry -7 0, on a 
u(to,O) -<:: ÀltO. 

En utilisant le même raisonnement pour ", on obtient u =" sur ]O,T] x {O}. 
ii) La seconde étape consiste à démontrer (1.51) pour (t,x) E !1. Il suffit de vérifier (1.51) 
sur les compacts 

K/j = {(t,x) : x -<:: ((t - 5)(1- ,W/l-"Y} n!1 
pour tout 5 > O. Tout d'abord, on remarque que l'inégalité 

~~ (t,x) +x"Y~~ (t,x) -<:: 0 

est satisfaite sur la frontière {(t,x) : x = {(t - 5)(1- ,)P/l-"Y} n!1. Pour prouver cela, il 
suffit de raisonner comme dans la preuve de la Proposition 10 en prenant cp E C2 (K/j) et 
la suite de fonctions 

B~(t,x) := u(t,x) - <p(t,x) + 1- (ry)( ). 
X "Y_ t-5 1-, 

On calcule maintenant 
M := sup(u - ,,). (1.55) 

K, 

On suppose que M > O. Comme on l'a déjà vu, le maximum ne peut pas être atteint pour 
x = O. Soit a > O. La fonction 

u,,(t,x) := u(t,x) - at 

est une sous-solution de l'équation 

ou ou 
ot +Ho(x'ox)+a=O. 

On définit alors 

_ (x-y? (t-S)2 
\ff~(t,s,x,y) := u,,(t,x) - ,,(s,y) - 2 2 

71 ry 
(1.56) 

et on note (t~,s~,x~,y~) le point de maximum local de \ff~. Alors u" - Xl atteint un 
maximum local en (t~,x~), où Xl est la fonction définie par 
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Par le même argument, X2 - 1& atteint un maximum local en (s~, ,Y~') où X2 est la fonction 
définie par 

_ (x~ - y)2 (t~ - S)2 
X2(S,y) := u,,(t~,x~) - 2 

7J 7J2 

Pour terminer la preuve, on a besoin du lemme suivant: 

Lemme 4 Il existe p > 0 et (t~,s~,x~,y~), une suite de points de maximum de 'lT~ (donnée 
par (1.56)), tels que 

lim(x~ - Yn)2/7J2 = 0, (1.57) 
~--+o 

x~ > p et Y~ > P pour 7J assez petit. (1.58) 

On continue la preuve de la Proposition 12. Grâce au Lemme 4, on sait qu'il existe une 
sous-suite (t~, ,s~, ,x~' 'Yn') de (t~,s~,x~,y~), telle que x~, > o. Comme u" est une sous
solution de viscosité, on a 

ainsi 
2(t~, - s~, ) li ( 2(x~, - Y~' )) 

/2 + 0 X n', /2 +a::;O. 
7J 7J 

(1.59) 

Par le même argument, comme 1& est une sur-solution de viscosité, on a 

2(t~, - s~' ) (2(X~' - y~,)) 
/2 + Ho Y~', /2 ?: o. 

7J 7J 
(1.60) 

En soustrayant (1.60) â (1.59) on obtient 

_ 2(x~' - Yn') ( 'Y _ 'Y) _ If, ( , 2(x~, - Y~' )) _ li ( , 2(x~, - Y~' )) 
, 2 X1}1 Yrl - 0 X'f}' '2 0 Y1J' '2 

7J 7J 7J 
::; -a. 

Par passage â la limite quand 7J -+ 0, et grâce â (1.57) et (1.58), on obtient 0 ::; -a. Ceci 
est en contradiction avec l'hypothèse a > O. La preuve est donc complète sauf pour les 
arguments du Lemme 4. QED 

Remarque 7 Il est évident que 

( 

Xl-'Y ) 
u(t,x) = ÀI t - --

1-']' 

est une solution classique de l'équation (1.49) qui vérifie u(t,O) = À1t. Aussi, par les 
ar9uments de la preuve de la Proposition 12, on déduit un résultat d'unicité qui entraîne 
u = 1& = u. 
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Preuve du Lemme 4: Soit M~ = SUPK, \ji~ = \ji~(t~,s~,x~,y~). Alors, par (1.56), et pour 
tout (t,x) et (s,y) appartenant à K" 

_ (x-y? (t-S)2 
uaJt,x) - 'Ii.(s,y) - 2 - 2 ::; Mw 

." ." 

Prenant (t,x) = (s,y), on a 

ainsi 

Comme 

(u" - 'Ii.)(t,x) ::; M~, 

M" := sup(u" - 'Ii.) ::; Mw 
K, 

M " - (t ) ( ) (x~ - y~)2 
::; U" ~,x~ - 'Ii. s~,y~ - 2 

." 
et comme M", u" et 'Ii. sont bornés, il existe k > 0, tel que 

(x~ - y~? (t~ - S~)2 k 
-'---''----oc2 =- + 2 ::;, pour tout." > O • 

." ." 

On peut alors extraire une sous-suite (t" ,s" ,x" ,y~,) qui converge vers (t,s,x,y) E K, et 
telle que la suite {( x~, - y~, )2/.,,' 2 :.,,' 2: O} converge. Comme x~, - y~, ---+ 0 et t~, - s~, ---+ 
0, quand .,,' ---+ 0, on trouve que t = s et x = y. 
De plus, 

M" ::; lim inf M~, ::; lim sup M~, 

(X'_y,)2 (t'-S~,)2 
::; u,,(t,x) - 'Ii.(t,x) - lim ~ 2 ~ -liminf-'-2~-~--'-::; M". 

'fJ' -+0 'T}' 7J' -+0 rI' 2 

Aussi 
(x~, - y~,? 

lim M~, = !vI" et lim = O. 
1')' -t0 r/ -+0 7]' 2 

On suppose que (t,x) E]O,T] x {O}. L'inégalité précédente implique 

M" ::; u,,(t,x) - 'Ii.(t,x) = -a.t 

puisque u = 'Ii. sur ]O,T] x {O}. Or, pour a. assez petit, M" est positif, ce qui contredit 
notre dernière inégalité et ainsi on en déduit (1.58). QED 

Pour conclure, gràce à la symétrie de la densité pi Cl, le résultat énoncé dans le Th6-
rème 4 est une conséquence immédiate de la Remarque 7 et de la proposition suivante: 
Proposition 13 Pour (t,x) E 0, 

lim s(o) lnp~(x) = Àl _x~ - t , 
( 

l-~ ) 

5->0 1 - r (1.61) 

et la convergence est uniforme sur tout compact de O. Par ailleurs, 

lim s(o) InpHO) = -À1t, Vt> O. 
&->0 
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Preuve de la Proposition 13: Cette preuve est une adaptation de la preuve d'un 
résultat dans [B) (voir I:emme 4.1, p. 86). 
Soit K un compact de O. Tout d'abord, on montre que lime-to u" = u, uniformément sur 
K. Grâce â la Proposition 12, on sait que u = '!! = u sur K. Ceci signifie que u est une 
fonction continue (puisque u est s.c.s. et'!! est s.c.i.). Ainsi par (1.45) u" - u est aussi une 
fonction continue et M" := SUPK(u" - u) est atteint en (t",x,,) E K. 
Comme u" est borné, on peut extraire une sous-suite (tE:' ,x",), telle que (te' ,xe') -+ (t,x) E 

K et M", -+ (limsup" M,,), quand re;' -+ O. 
En utilisant (1.48), on a 

limsupu'" (t""xe,) ::; u(t,x). 
é/ --+0 

Ainsi 

limsup sup(ue 
- u) limsup (u"'(t""x",) - u(te"xé )) 

ê--tO K ,;1-+0 

< u(t,x) - u(t,x) = O. 

Par des arguments similaires, on obtient 

lim sup supt u - u") ::; 0, 
ê-tO K 

ce qui implique, 
limsup sup(u - u") = O. 

c--tO K 

Par ailleurs, 

limsupu"(t,x) = min {limSUp(-s(e) Inp~(x)),D} 
E--tO s--tû 

liminf ue(t,x) = min {lim inf( -s(e) lnp~ (x )),D} . 
E--tO ê--tO 

Ainsi, pour D assez grand, le terme exp(-D/s(e)) ne change pas la limite quand e tend 
vers zéro, puisque u(t,x) = À1(t - ~~;) est borné. Il s'ensuit que ste) lnp;(x) converge 

1-7 -
uniformément vers À1(~_, - t) sur tout compact de O. 
Enfin, pour x = 0, on utilise la formule (1.9) de la Proposition 5 : 

Par un raisonnement identique à celui de la preuve du Corollaire 2, on montre alors 

lims(e) Inp~(O) = -À1t. ,-t0 

QED 

Ce résultat se généralise au comportement de la densité de la diffusion avec dérive b, 
où b vérifie (Hl) et (H2). On rappelle que 

ste) = 2(1-,)/(1+,). 
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Théorème 5 Si (t,x) appartient au domaine situé entre les trajectoires des solutions 
extrémales de (2), alors 

lims(é) InpHx) = ),1(K(lxl) - t), 
é--+O 

où K(x) = fox b1~) et),1 est la première valeur pmpre positive de l'opérateur de Schrodinger 

Par ailleurs, cette convergence est uniforme sur tout compact de l'ensemble 

((t,x) : 0 < t ~ T, 0 < Ixl < K-1(t)}. 

La démonstration de ce théorème est identique à celle du Théorème 4, en considérant des 
domaines différents et un Hamiltonien différent: 

é
2 

é
2 (u -D) H,(t,x,u,p,q) := -2"q + 2s(é)p2 + b(x)p - b'(X)S(é) 1 - exp Sté) . 

On utilise aussi la Proposition 6 à la place du Corollaire 2. 



Chapitre 2 

Principe de Grandes Déviations 
fonctionnel 

Introduction 

Le but de ce chapitre est de montrer un Principe de Grandes Déviations fonctionnel 
pour la loi de X' solution de l'E.D.S. 

{ 
dX[ = cdBt + b(Xtldt 
xg =0. 

(2.1) 

où B est un mouvement brownien unidimensionnel. On rappelle les hypothèses que doit 
vérifier la fonction b: 

(Hl) b est une fonction continue impaire croissante, b' E C(lO, + oo[) et b- l est intégrable 
au voisinage de o. 

(H2) il existe 0 < r < 1 et C > 0 tels que b'(x) ~ Grlxl'Y-I au voisinage de l'origine. 

On suppose de plus pour ce chapitre que b est une fonction bornée et strictement crois
sante. Alors X' suit un principe de Grandes Déviations de vitesse 102 et de bonne fonc
tionnelle d'action 

!r(J) = { ~ 1~ If'(t) - b(J(t)Wdt , si J E Hl 

00 sInon, 
(2.2) 

où Hl est l'espace de Cameron-Martin. 

Théorème 6 Pour tout Borélien r de (C([O,T]),II.lloo) on a 

- inf IT(x) ::; liminfc2 InlP(X' E r) ::; limsupc2 InlP(X' Er)::; - inf IT(x). (2.3) 
xEfD ê-tO &"---+0 xEr 

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur des arguments utilisés dans la dis
cussion informelle de G. Jona-Lasinio [J-Ll. 

49 
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Par ailleurs, soit <.p une solution du système dynamique 

{ 
x/(t) = b(x(t)) 
x(O) = 0; 

(2.4) 

si <.p Er, alors le théorème précédent ne donne aucune information sur le comportement 
de IP(Xe Er) quand c -+ O. En effet, infxEr Iy(x) = O. Par contre, l'étude effectuée dans 
le chapitre précédent permet d'obtenir le résultat suivant: 

Théorème 7 Si <.p est une solution non extrémale de (2.4), alors, 
pour 0 < <5 < K-1 (T) - 1 <.p(T) l, 

limc2(1-oy)!(1+oy) InIP (sup IX: - <.p(t) 1 :s: <5) = À1 (K(I<.p(T) 1 + <5) - T). (2.5) 
e-+O tE[O,T] 

On rappelle que K(x) = fox b1~), que K- 1 est sa fonction réciproque et que À1 est la 
première valeur propre positive de l'opérateur de Schr6dinger lié au potentiel (1.13). Tout 
ceci permet donc de bien comprendre le comportement de la diffusion lorsque le coefficient 
de diffusion tend vers zéro (voir les explications de l'introduction générale à cette partie). 
Ce chapitre est divisé en trois sections: la première consiste à démontrer la minoration 
du Théorème 6 (c'est la partie la plus facile de la démonstration), la seconde consiste à 
prouver la majoration dans le cas d'ensembles r compacts. Dans un dernier temps, on 
démontrera le Théorème 7. 

2.1 Minoration 

Cette section est consacrée à l'étude de la minoration dans le principe de Grandes 
Déviations. 

Proposition 14 Soit e un ouvert de (C([O,T]),II.II,x,). Alors, 

liminfc2 1nlP(Xe E e):::: - inf Ir(<.p). (2.6) 
ê-tO !.pEe 

preuve 
La preuve de cette proposition est divisée en deux partie. La première a pour objectif la 
minoration de la probabilité que la diffusion xe appartienne à une boule centrée en une 
fonction <.p E Hl et la deuxième consiste à généraliser ce résultat aux ouverts. 
i) Soit ((n)nElN une approximation de l'unité, et on note b(n) := b*(n' Alors b(n) E COO(IR) 
et de plus b(n) converge uniformément vers b lorsque n -+ 00, puisque b est uniformément 
continue. Soit xn,e l'unique solution forte de l'E.D.S. 

x~,e = cB, + 10' b(n)(X:")ds, pour tE [O,T]. (2.7) 

En utilisant la formule de Girsanov, on obtient, pour tout <.p E Hl 

A := IP (sup IX: - <.p(t) 1 < <5) = lE [x (sup IcB, - <.p(t) 1 < <5) e~T] , 
'E[O,T] 'E[O,T] 
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où X est la fonction caractéristique et 

ÇT = ~ lT 

b(cBs)dBs - 2\ lT 

b2
(cBs)ds. 

o ° c ° 
(2.8) 

On définit ç~n) de la même manière, en remplaçant juste b par b(n). Ainsi, pour Œ > 0, 

A > lE [X (sup !cBt - <p(t) 1 < 5) X (IÇT - ç~)1 < Œ) e(T] 
tE[O,T] 

> lE [X (sup 10Bt - <p(t) 1 < 5) e(';)] e-a 
- lE [X (IÇT - ç~)12 Œ) e(';)] 

tE [O,T] 

> lP (sup IX;" - <p(t) 1 < 5) e-a -lP(IÇT - ç~)12 Œ)1/2IE[e2(~n)p/2. (2.9) 
tE[O,T] 

Cette dernière minoration est obtenue par l'inégalité de Cauchy-Schwartz. 
Or, par la théorie de Freidlin-Wentzell appliquée à la diffusion xn,s, on obtient, pour 
h> 0 et 0 < oo(n,5,h), 

IP (sup IX;'s - <Ptt) 1 < 5) 2 e-(I~n)(",)+h)/2.2 
tE [O,T] 

où la fonctionnelle d'action est donnée par 

(2.10) 

(2.11 ) 

Ainsi, en utilisant (2.10) et en choisissant Œ = h/c2 dans l'expression (2.9), on obtient 

(2.12) 

On montre dans un premier temps que 

(2.13) 

puis dans un deuxième temps que 02 ln IE[e2f~n)J est borné uniformément en 0, ce qui 
entraîne que dans le second membre de l'inégalité (2.12) seul le premier terme compte à 
la limite. 
Démonstration de (2.13): comme b est bornée, on obtient la majoration 

Il suffit alors de calculer 
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= lP (exp { ..\ l T 
(b - b(n)) (r;Bs)dBs - ~21T (b - b(n))2(fBs)ds } 

::0: exp { ..\r;h - ~21T (b - b(n)j2(r;Bs)dS} ) 

:s; exp { - ..\r;h + ..\:T llb - b(n) Il,,, } . 

La dernière inégalité est obtenue grâce â l'inégalité de Markov et par un argument de 
martingale. En choisissant ..\ = h/(2fTllb - b(n)II",), on obtient 

(l
T 

(n) h) h2 

lP 0 (b - b )(r;Bs)dBs::O: ~ :s; exp 2f2Tlib _ b(n)lIoo' 

on en déduit ainsi (2.13) puisque lib - b(n) Il,,, -+ 0 quand n tend vers l'infini. 

On montre maintenant que r;2InlE[e2e~)J est borné uniformément en f. On note Z' la 
solution de l'E.D.S. 

alors, par la formule de Girsanov, on a 

lE [e2e~n)l lE [exp L!21
T 

b(n)2(Zs)dS}] 

< exp {2!2Tllb(n) 1100 } , (2.14) 

ce qui implique le résultat recherché. On déduit alors de (2.9), en faisant tendre h vers 
zéro, 

liminfr;2lnlP (sup IX: - cp(t) 1 < li) ::0: -4n)(cp). 
,->0 tE[O,T] 

Comme le membre de gauche de l'inégalité précédente ne dépend pas de n, on a par 
passage à la limite 

liminff2lnlP (sup IX: - cp(t) 1 < li) ::0: -Ir(cp), 
,->0 tE[O,T] 

où, pour cp E Hl, 

IT(<p) = l T 
Icp/(s) - b(cp(s))12ds. 

ii) On a montré que la minoration est vérifiée pour toute boule ouverte autour d'une 
fonction de l'espace de Cameron-Martin. On prouve maintenant que c'est vrai pour tout 
ouvert. Soit e un ouvert de (C([O,T]),II.lloo). Alors, d'après il, pour tout cp E Hl ne, 
:J li> 0 tel que B(cp,li) c e, où B(.,.) est une boule ouverte pour la norme uniforme, d'où 

liminfr;2In lP(X' E e)::o: liminfr;2 In lP(X' E B(cp,Ii))::o: -Ir(<p), 
.:--+0 €----tO 



2.2. Majoration sur les compacts 53 

ce qui entraîne 

QED 

Corollaire 3 Ir est une bonne fonctionnelle d'action. (voir Definition 1) 
preuve Pour montrer que fT est une bonne fonctionnelle d'action, il suffit que la loi de 
la diffusion soit exponentiellement tendue et que la minoration dans les estimations des 
Grandes Déviations soit vérifiée pour tous les ouverts (voir par exemple [D-Z] p.8). Le 
deuxième point a évidemment été énoncé dans la Proposition 14. Il reste donc à montrer 
la tension exponentielle. Pour M > 0, par le théorème de Girsanov et par l'inégalité de 
Cauchy-Schwartz, on a 

P ( t~~~ X: ~ M}") - IE [X (~~:r] cBt > M) e<T] 

< P ( sup cBt > M) 1/2 IE[é<T]1/2 
tE[O,T] 

où ÇT est défini par (2.8). Par le même argument que celui qui vient d'être utilisé pour 
démontrer (2.14), on obtient 

IE [e2<T] ~ exp L!2Tllb 11 ex} 

De plus, on connaît la tension exponentielle du mouvement brownien: il existe une 
constante C > 0 telle que 

P ( sup cBt > M) ~ C;; e-M2
/

ô2
• 

tE[O,T] 

De ces deux résultats, on déduit aisément que pour tout Œ, il existe un compact Ka tel 
que 

limsupc2 lnP(XE E Ka) < -Œ. 
,-+0 

2.2 Majoration sur les compacts 

QED 

En fait, pour obtenir une majoration sur les fermés de (C([O,T]),II.lloo), il suffit d'avoir 
la majoration sur les compacts, puisque la fonctionnelle d'action est bonne d'après le 
Corollaire 1 (voir par exemple [D-Z] Lemme 1.2.18 p.8). Le but de cette section est de 
montrer le résultat suivant: 

Proposition 15 Soit K un compact de (C([O,T]),II.lloo) tel que inf"'EKIr(cp) > 0, alors 

limsupé2 InP(X' E K) ~ - inf Ir(cp). 
E-tÛ rpEK 

(2.15) 
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La majoration dans l'inégalité (2.15) est une conséquence immédiate de la Proposition 
15. 
preuve Cette preuve sera divisée en deux parties: dans un premier temps on étudie la 
probabilité de l'événement 

A:= {rp: p(rp,<'p(n) (s)) > o}, 

où 0 > 0, p est la distance liée à la norme uniforme et <'p(n) (s) = {rp E C ([O,Tl) : 4n) :s; 
s}. Puis, dans un second temps, on estime la probabilité avec laquelle la diffusion Xc 
appartient à un compact. 
i) En utilisant la formule de Girsanov et la définition (2.13), on a 

!P(A) lE [X (p(éB,<'p(n) (s)) > 0) e<T] 

lE [X (p(éB,<'p(n) (s)) > 0) X (Içf) - çTI < Œ) e<T] 

+lE [X (p(éB,<'p(n) (s)) > 0) X (içf) - çTI :2: Œ) e<T] 

< lE [X (p(oB,<'p(n) (s)) > 0) An)] eo. + lE [X (Iç~n) - çTI :2: Œ) e<T] . 

Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient 

Or, par la théorie de Freidlin et Wentzell, on sait que, pour h > 0 et 0 :S; éo(n,o,h), 

Par un raisonnement similaire à celui de la minoration dans la preuve de la Proposition 14, 
c'est-à-dire en utilisant l'estimation (2.13) et la bornitude de é2 ln lE[e2<T] uniformément 
en 0 (identique à (2.14)), on obtient l'estimation suivante, pour n assez grand, 

limsupé2 In!P(p(rp,<'p(n)(s)) > o):s; -s. 
8->0 

ii) Soit K un compact de (C([O,T]),II.lloo). Comme Ir est une bonne fonctionnelle d'ac
tion, son minimum sur le compact est atteint. De plus, f~n) converge vers fT lorsque 
n tend vers l'infini, ce qui entraîne que, pour 77 > 0, n assez grand et en choisissant 
20 = p(K,<'p(n)(inf'PEKfT(rp) -77)), 

!P(X8 E K):S;!P (p(XC,<I>(n)(inf Ir(rp) -77)) > 0). 
'PEK 

Ainsi, 
lim supé2 ln !P(X" E K) :S; - inf Ir( rp) + 77. 

E-.tO rpEK 

En faisant tendre 77 vers zéro, on en déduit (2.15). QED 
Les sections 2.1 et 2.2 démontrent donc un Principe de Grandes Déviations pour la diffu
sion (2.1) avec une vitesse exponentielle en 0 2 . 



2.3. Comportement au voisinage d'une solution non extrémale 55 

2.3 Comportement au voisinage d'une solution non ex
trémale 

Dans cette section, on se place dans un voisinage d'une solution non extrémale du 
système suivant: 

{ 
x'(t) = b(x(t)) 
x(O) = o. (2.16) 

On choisit le voisinage de sorte qu'il ne contienne aucune solution extrémale et on étudie 
la probabilité que la diffusion (1) appartienne à ce voisinage. 
preuve du Théorème 7 
Soit cp une solution du système (2.16), telle que K-I(T) - Icp(T) 1 > 0, où K-I est la 
fonction réciproque de J; b1~) et soit 0 < 5 < K-I(T) -lcp(T)I· 
i) Soit 0 < 71 < 5. On considère alors l'ensemble suivant: 

r~ {J E C([O,T]) t.q. sup If(t) - cp(t) 1 25} 
tE [O,T] 

n {f E C([O,Tl) t.q. f(T) E [cp(T) - 5 + 71,cp(T) + 5 - 71]}· 

r ~ est un ensemble fermé pour la topologie uniforme. Ainsi, puisque IT est une bonne 
fonctionnelle d'action (Corollaire 1), son minimum sur r ~ est atteint en une certaine 
fonction fo E Hl n r ry- On suppose que ce minimum est nul. fo est alors une solution du 
système dynamique (2.16). De plus fo(T) E [cp(T) - 5 + 71,cp(T) + 5 -71J puisque fo E r~. 

On en déduit donc que Ifo(t)-cp(t)1 < 5-71 pour tout t < T. En effet, Ifo(t)-cp(t)1 est une 
fonction strictement croissante pour fo différente de cp car b est une fonction strictement 
croissante. On arrive alors à une absurdité: fo ne peut pas appartenir à r w On en déduit 
donc que infJEI', ITU) > o. 
ii) En utilisant la décomposition: 

IF (sup IX: - cp(t) 1 ::; 5) = IF (IX1, - cp(T) 1 ::; 5) 
tE[O,TI 

-IF ({IXf - cp(T) 1 ::; 5} n { sup IX: - cp(t) 1 > 5}) , 
tE[O,TI 

et l'inégalité 

IF ({IXf, - cp(T) 1 ::; 5} n { sup IX: - cp(t) 1 > 5}) 
tE [O,TI 

::; IF(X" E r~) + IF(IXf - cp(T) 1 EJ5 - 71,5]), 

on en déduit par i) et par le principe de Grandes Déviations (Théorème 6) que, pour 71 
suffisamment petit: 

limé2(1--y)/(I+'y) ln IF (sup IX: - cp(t) 1 ::; 5) = limé2(1--y)/(I+-y) ln IF (IXf - cp(T) 1 ::; 5). 
,,-+0 tEIO,TI <-tO 
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On considère un premier cas: la boule uniforme B( <p,O) ne contient pas la fonction iden
tiquement nulle. Alors, comme la densité de la diffusion vérifie 

lim
o

é 2(1-'Y)/(1+'Y) lnp~(x) = À1 (K(lxl) - T), 
0-> 

où À1 est la première valeur propre positive de l'opérateur de Schriidinger lié au potentiel 
(1.13) (voir Proposition 6), et comme cette convergence est uniforme sur tout compact de 
]- K-1 (T),O[U]O,K-1 (T)[, on obtient par la méthode de Laplace (2.5). 
Dans le second cas, c'est-à-dire si B(<p,O) contient la fonction identiquement nulle, il suffit 
d'enlever un voisinage B(O,1I), d'appliquer le raisonnement précédent, puis de faire tendre 
11 vers zéro. On obtient alors (2.5) par monotonie. QED 
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Deuxième partie 

Système de processus autostabilisants 
non linéaires 
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Introduction

Soient {3 : IR -t IR une fonction continue impaire et croissante, rjJ : IR -t IR une fonction
continue impaire et bornée, (Bt)t>o et (Bt)t>o deux mouvements browniens indépendants
tels que Bo = 130 = 0 et une constante 172 ::; a < 1. Nous nous intéressons alors au
système d'équations suivant:

Xt = Xo+ Bt + a l rjJ * vs(Xs)ds - (1 - a)1t

{3 * us(Xs)ds

yt = Yo+Bt + (1 - a)1t

rjJ * us(Y;)ds - al (3 * Vs (Y;)ds

lP(Xt E dx) = Ut(dx) et lP(yt E dx) = vMx),

où le produit de convolution est défini de la manière suivante

Dans le système (E), nous avons en fait quatre inconnues: les processus stochastiques X t

et Y; et leurs densités Ut(x) et Vt(x). Ce système peut également s'écrire sous la forme du
système d'équations différentielles stochastiques suivant

Xt = X o+ Bt -1t
rI (s,Xs)ds

yt = Yo+ Bt -1t
r2(s,Y;)ds

où
rI (s,x) = lE[(l - a){3(x - X s) - arjJ(x - Y;)]

r2(s,x) = lE[a{3(x - Ys) - (1 - a)rjJ(x - X s)]

Les deux processus aléatoires qui forment la solution de ce système sont bien sûr indé
pendants, puisque la position de X t (respectivement de yt) ne dépend que de la loi de Y
(X).
De telles E.D.S. ont déjà été étudiées en détail, entre autres par Benachour-Roynette
Vallois (dont l'article a largement inspiré les démonstrations qui suivront), mais la pré
sence d'un système d'équations dans ce cas le rend particulier. Ce système d'équations
nous provient de la propagation du chaos dans un système de particules

(X1,Nn x2,Nn xNn,Nn y;l,Mn y;Mn,lItIn )
t ,t , ... , t ,t , ... , t
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(Nn et Mn sont, ici, deux suites d'entiers tendant vers l'infini quand n ---+ 00) dont les
particules sont de deux natures différentes X et Y. L'interaction entre les particules est la
suivante: deux particules de même nature s'attirent et deux particules de nature différente
se repoussent.
Nous nous intéresserons donc au système de particules suivant (F) et à sa convergence
quand le nombre de particules tend vers l'infini.

(F)

Xi,Nn = Xi + Bi _ 1 l'~ (J(Xi,Nn - xj,Nn)ds
, 0' N+M 6 s s

n n 0 j=l

1 l' Mn .+ '" ""(X"Nn - yk,Mn)ds 1 < i < NN+M 6'1' s s ,- - n
n n a k=l

1 l' Mny,i,Mn = Y;i + f3i _ "'(J(yi,Mn _ yj,Mn)ds
, 0' N +M 6 s s

n n 0 j=l

1 l' N
n

.+ '" ""(y"Mn _ Xk,Nn)ds 1 < i < M .N+M 6'1's s ,-- n
n n 0 k=l

(Bj, .. ,B[in) , (f3j, .. ,f3rn) sont deux mouvements brownien indépendants.
Cette partie concernant l'étude d'un système de processus autostabilisants non linéaires
est découpée en deux chapitres, le premier est consacré à l'étude du système (E), le second
à celle du système (F). Le plan est construit comme suit:
dans un premier paragraphe, nous exposerons toutes les conditions imposées sur les fonc
tions (J et rjJ qui seront, sans doute, loin d'être optimales. Nous supposerons, entre autres,
que (J est continue croissante à croissance polynômiale et impaire, et que rjJ est impaire
Lipschitzienne et bornée. Nous commencerons alors dans une première partie par étudier
le système (E), c'est-à-dire l'existence et l'unicité d'une solution. La preuve de ce résultat
n'exigera que la bornitude de certains moments de X o et de Yo. Puis nous étudierons l'exis
tence et l'unicité d'une distribution stationnaire, c'est-à-dire une solution ('U(x)dx,v(x)dx)
au système

{

~~:~ -a:x[(rjJ*v)'U] + (l-a):x[((J*'U)'U] =0

~Z:~ - (1- a) tx [(rjJ * 'U)v] + a:x[Uh v)v] = O.

Si l'existence ne demande pas de condition supplémentaire à celles définies au départ,
nous supposerons par contre pour montrer l'unicité que (J se décompose de la manière
suivante

(J(x) = (Jo(x) + ax

où (Jo est une fonction paire croissante convexe telle que limx-to+ 13oix) = 0 et a > 0 assez
grand. De plus, si (Jo croît plus vite que IxlP pour p > 1 et si rjJ est concave, alors nous
montrerons dans le paragraphe 3 que la solution (Xt ,};) converge en loi lorsque le temps
tend vers l'infini vers ('U(x)dx,v(x)dx). Pour clore l'étude du système (E), nous verrons
que, pour a # 1/2, les densités 'U et v des lois stationnaires sont clairement distinctes et
nous donnerons également une vitesse de séparation des lois de X t et de Yi au voisinage
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de l'origine, lorsque X o et Yo ont la même loi.
Enfin, dans un deuxième chapitre, nous verrons qu'il y a propagation du chaos dans le
système à infinité de particules (F) : c'est-à-dire que la suite de mesures empiriques

définie sur C([O,T)), T fixé, converge en loi quand n tend vers l'infini, vers une mesure
déterministe Il ® v, où Ilt(dx) = ut(x)dx et vt(dx) = vt(x)dx (u et v étant les densités du
couple solution du système (E)). Ceci permettra donc d'approcher la loi de la solution du
système (E) en simulant des particules, solutions du système (F). Nous donnerons, pour
finir, une inégalité de concentration pour la loi des particules. Cette inégalité provient de
la théorie développée autour de l'inégalité de Sobolev logarithmique (voir, par exemple
[A-co] et [M]). Nous montrerons en particulier qu'il existe une constante KT > 0 telle que,
pour toute fonction lipschitzienne vérifiant

inf{M > 0; V x,y E lR.d , 1 f(x) - f(y)l::; MI x - yi}::; 1,

nous avons

~r+J~:)
IV r2

< 2exp--n
- 4CT '

pour tout r ~ O. CT = (éll</>'II=T - 1)/114>'1100 et ut(x)dx est la loi de Xt solution de
l'équation (E). De même,

où vt(x)dx est la loi de ft solution de (E).

~ r+ fil) M r2

< 2exp--n
- 4CT '
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Chapitre 1 

Etude du système (E) 

Préliminaires 

Voici tout d'abord quelques notations et quelques hypothèses dont on se servira tout 
au long de cette étude. 
Les hypothèses concernant (3: 
(3: IR ---+ IR est une fonction continue croissante, à croissance polynômiale et impaire. De 
plus, il existe (31 > 0, (30 E IR, c > 0, C > 0 et r E lN* tels que: 

(3(x) - (3(y) 2" (31 (x - y) + (30, pour tout x 2" y, (1.1) 

j(3(x) - (3(y)j ::; jx - yj(c + jxjr + jyj'), pour x E IR, et y E IR, (1.2) 

j(3(x)j ::; C(1 + jxj2q
), 2q 2: r + 1 ; (1.3) 

et celles concernant la fonction rP: 
rP : IR ---+ IR est une fonction lipschitzienne de paramètre K > 0, bornée par ]\IIq, > 0 et 
impaire, telle que sgn(x)q,(x) 2: O. 

1.1 Existence et unicité des solutions du système (E) 

Cette partie a pour but de montrer l'existence et l'unicité d'une solution du système 
(E), qui n'est pas évidente a priori, puisque la différentielle de X t dépend de la position de 
X t mais aussi de la loi de Yi et réciproquement. On utilisera donc une méthode de point 
fixe pour déterminer une solution. Le résultat principal de cette partie est contenu dans 
le théorème suivant: 

Théorème 1 Soient X o et Yo, deux variables aléatoires de lois symétriques, telles que 
2(r+1)' 2('+1)' 1 IE[Xo 1 < 00 et IE[Yo 1 < 00. On suppose, de plus que (31 > :a K où 1/2 ::; a < 1. 
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Le Bystème (E) admet alors une unique solution forte.

X t = X o+ Bt +arr c/J(Xs - x)vs(x)dxds - (1- a) r r f3(Xs - x)us(x)dxds
Jo JJR t ~o JJR (1.4)

Yt=Yo+Èt +(l-a)1Lc/J(Ys-x)Us(X)dxds-a1Lf3(Ys-x)vs (X)dXdB,

où Bt et Bt sont deux mouvements browniens indépendants.
ut(x)dx (respectivement vt(x)dx) eBt la loi de X t (reBp. Yt).
Pour pouvoir démontrer ce résultat, on a besoin d'introduire certains espaces fonctionnels
1) On note AT l'ensemble des fonctions b : [O,T] x IR --+ IR telles que:

x --+ b(t,x) est croissante
b(t,.) est localement Lipschitz, uniformément par rapport à t sur [O,T],

jb(t,x) - b(t,y)1~ enlx - yi, pour Ixl ~ n, Iyl ~ n, tE [O,T], (1.5)

b(t,x) - b(t,y) :::: (1- a)f31(x - y) + (1 - a)f3o, pour x :::: y et tE [O,T]. (1.6)

Ces fonctions vérifient de plus

Ib(t,x) 1

IlbiiT = sup sup 1 12 < 00.
tE[O,T] xEJR 1 + x q

(1.7)

AT est muni de la norme Il.IIT'
2) Soit E l'ensemble des fonctions b : [O,T] x IR --+ IR globalement lipschitziennes et

bornées par aM.
Cet espace est muni de la norme

Ilblloo = sup Ib(t,x)l.
tE[O,T] xEJR

3) On notera enfin FT = AT X AT X E x E muni de la norme

2 4

II~II~ = L IIMT + L IIbi ll oo ,

i=l i=3

(1.8)

(1.9)

En plus de tous ces espaces fonctionnels on va utiliser la transformation f : FT --+ FT
définie par ses coordonnées

PI0r(~)(X) = !E[(1- a)f3(x - Xtl]
P2of(Q)(X) = !E[af3(x - t;b)]
P30r(~)(X) = !E[ac/J(x - t;b)]
P40r(~)(X) = !E[(1 - a)c/J(x - Xtl]

(LlO)

où Pi est la ième projection dans l'espace FT et Xl (resp. t;b ) est solution de l'E.D.S.

(1.11)
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respectivement 
(1.12) 

Pour montrer qu'il existe des solutions aux équations qui viennent d'être citées, il sera 
important d'utiliser le résultat suivant (cf Stroock et Varadhan [S-V] 1979 Théorème 
10.2.2 p.255) : 

Proposition 1 Soit b : IR+ X IR -+ IR une fonction telle que 

sup Ib(t,O) 1 < 00, 
t2:0 

Ib(t,x) - b(t,y)1 :s: cnlx - yi, pour nE lN, Ixl:S: n, lyl:S: n, 

(1.13) 

(1.14) 

et sgn(x)b(t,x) 2: 0 pour Ixl assez grand, alors l'E.D.S. suivante a une unique solution 
forte 

x; = Xo + Bt -[ b(s,X;)ds. 

Pour montrer que le système (1.4) a une unique solution, on cherche un point fixe à la 
transformation f. Pour ce faire, on vérifie, dans un premier temps, que, pour Q E FT, les 
équations (1.11) et (1.12) admettent une unique solution forte. 
Or, comme b3 et b4 sont bornées et Q E FT, il existe Xo > 0 tel que, pour tout x vérifiant 
Ixl 2: xo, 

sgn(x)(b1(t,x) - b3 (t,x)) 2: 0, 

sgn(x)(b2 (t,x) - b4 (t,x)) 2: 0, pour tE [O,T]. 

Par ailleurs, les bi sont localement Lipschitziennes pour i = 1,2,3 et 4. On peut alors 
appliquer la Proposition 1. On en déduit que les équations (1.11) et (1.12) admettent une 
unique solution forte. 
Pour la suite, on utilise les notations suivantes: 

--mb ~,b 
X t ' =supXs , 

s-5.t 

vm,b ~Y ,b 
"t = sup s . 

s$.t 

Pour démontrer le Théorème 1, on a besoin de plusieurs lemmes: 

Lemme 1 Soient Q E FT, n 2: 1, P = (Po,Po,O,O) où Po(t,x) = f3ox, alors X:;,n,p < 00 et 
~2 

YT n,p < 00, pour n 2: 0 tel que lE[IXo 12n
] < 00 et lE[IYo 1

2n
] < 00. 

De plus 

x:;,n,b:s: k1(n){X:;,n,p + T 2n L;~l cillbl - Poll~(1 + X:;,qi,P)}, 

yin,b:s: k2(n){yin,P + T2n Li~l dillb1 - Poll~(l + yiqi,p)}, 

où les C;, di sont des constantes ne dépendant ni de Q ni de P ni de T. 

(1.15) 
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Preuve: 
i) En considérant p = (Po,Po,O,O), on a alors l'équation suivante: 

Zt = e-~ot l t 
e~osdBs' 

Zt est alors une variable aléatoire gaussienne centrée et de variance (1 - c 2!3ot)/2f3o. 
Ainsi, 

On en déduit donc: 
suplE[IXiI2n] :::; Cn(1 + IE[lXoI2n]) 
t20 

où les Cn sont des constantes (le même raisonnement est valable pour Y). Donc, si 1E[IXo 1 2n] 
et 1E[lYoI2n] sont finis, il s'en suit que 5tt,n.p < 00 et yin,P < 00. 

ii) Par ailleurs, 

d'où, pour Œ > 1, on obtient 

IX: - Xii'" = -Œ l sgn(X; - X;') IX; - X;'I"'-I][{Xh'Xn (bl (s,X;) - Plop(s,X;))ds 

+Œ l sgn(X; - X;) IX; - X;'I"'-I][{Xz,un(b3 (s,X;) - P3 0 p(s,X;'))ds. 

En prenant la limite quand Œ --+ 1 +, on a alors 

IX: - Xii = -l sgn(X; - X:,) (bl (s,X;) - Plop(s,Xf))ds 

+ l sgn(X; - Xn(b3(s,X;) - P30 p(s,X;'))ds. 

Comme bl est une fonction croissante, sgn(x - y)(bl(s,x) - bl(s,y)) 2" O. On obtient donc 

IX: - Xii:::; -l sgn(X; - Xn(bl(s,X;) - Plop(s,Xf))ds 

+ l sgn(X; - X;) (b3 (s,X;) - P3 0 p(s,X;'))ds. 
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Or, P30P est identiquement nul et b3 est borné par (1 - a)M, ce qui implique 

IX; - Xii < (1 - a)Mt + [llbl - PlopllT(1 + IXfl 2q )ds 

< (1 - a)Mt + Ilbl - plopliT [(1 + IXfI 2q )ds. 

Par un argument de convexité, on obtient 

Par l'inégalité de H6lder, on a 
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où k(m) est une constante. On en déduit la première formule de (1.14) où les Ci sont des 
constantes qui ne dépendent que de a, M et n. On peut alors effectuer les mêmes calculs 
pour obtenir la deuxième formule. QED 
Pour continuer les calculs, on a besoin d'introduire un lemme plutôt technique qui s'ap
parente à un lemme de Gronwall. 
Lemme 2 Soit cjJ une fonction positive telle que cjJ(O) = O. On suppose qu'il existe deux 
constantes b > 0 et c 2 0 telles que 

cjJ(t) ::; b [cjJ(S)dS + c [ y'cjJ(s)ds, 

alors 
cjJ(t) ::; {~(ebt/2 _ 1)} 2. 

Preuve: On pose 1j; la solution non nulle de l'équation 

1j;(t) = b [1j;(S)dS + c [ ~ds. 

Par dérivation, on a 
d1j;(t) = dt 

b1j;(t) + cy'1j;(t) , 

puis, en prenant la primitive dans cette égalité, et en utilisant la condition initiale 
1j;(0) = 0, on trouve 

1j;(t) = {~(ebtI2 _ 1)} 2. 

(1.16) 

Pour terminer la preuve de ce lemme, on fait appel à un résultat dans [B] (Théorème 4.1 
p.16) qui assure cjJ(t) ::; 1j;(t). QED 

Lemme 3 1. r est une application de FT dans FT et 

Ilfbll~ ::; M + k3 (1 + X~2q + y;.2q). (1.17) 



70 Chapitre 1. Etude du système (E) 

2. f est continue et vérifie 

Ilplof(l1) - PlofÜ~)IIT :S k4(e(1-a)KT -1)(llbl - clllT + IIb3 - c31100) 
Ilp2or(11) - P2ofÜ~)IIT :S k5 (e(1-a)KT -1)(llb2 - c211T + IIb4 - c41100) 
Ilp3or(11) - P30f(Ç) 1100 :S k6Te(1-a)KT(llb2 - c211T + IIb4 - c41100) 
Ilp4or(11) - P4of(Ç)1100 :S k7Te(1-a)KT(ilbl - Cl liT + IIb3 - c31100), 

où ki sont des constantes. 
Preuve: 

(1.18) 

1) Comme (3 est une fonction continue et croissante, lE[(1 - a)(3(x - Xf)] est croissante 
en x. Par ailleurs elle est localement lipschitzienne et vérifie, par (1.1), 

lE[(1- a)(3(x - X;) - (1 - a)(3(y - X%)] 2: (1 - a)((3l(x - y) + (30) pour x 2: y 

Enfin, 
lE[(1 - a)(3(x - X;)] :S lE[C(I- a)(1 + Ixl 2q + IX;1 2Q)] 

:S C(1 - a)(1 + IxI 2q)lE[1 + IX;1 2Q] = C(1 - a)(1 + IxI 2q )(1 + X~2q). 

D'où 

De la même manière, 
Ilp2of(11) liT :S aC(1 + y~,2q), 

Ilp30f(11) 1100 :S aM, 

Ilp40f(Q)1100 :S (1- a)M. 

(1.19) 

(1.20) 

On en déduit alors (1.17). Comme P30f et P40f tendent vers 0 à l'infini, ces expressions 
sont globalement Lipschitziennes et bornées ce qui justifie entièrement 1). 
2) On prouve maintenant la deuxième partie du lemme, et plus particulièrement, les deux 
dernières inégalités énoncées. Par la propriété de Lipschitz de q, (cf les préliminaires) on a 

Ip30f(l!)(X) - P30f(Ç) (x) 1 :S alE[Iq,(x - y/) - q,(x - Y;C) 1] :S aKlE[IYt - y;clJ, 

pour tout x E lR. Or, d'après la démonstration du Lemme 1, 

Iy:b _ y:cl < 
t t - (1- a)K [IY: -Ysclds + [lb4(S,ysC) - C4(S,YSC) Ids 

+llb2 - c211T [(1 + ly.cI2q)ds 

< (1 - a)K li Iy'b 
- y.Clds + Tllb4 - c41100 + IIb2 - C211T t (1 + ly.cI2q)ds. 

o Jo 
En prenant l'espérance, on obtient 



1.1. Existence et unicité des solutions du système (E) 71 

Par le lemme de Gronwall, on trouve 

et ainsi 
Ilp30r(Q) - P30f (Ç) 1100 :<: k6Te(1-a)KT {llb2 - c211T + IIb4 - c41100}, 

où k6 = aK(l + y;,2Q
). On obtient de la même manière la dernière inégalité de (1.18) avec 

k7 dépendant de a, K et (1 + Xi 2Q ). 
3) On montre enfin les deux premières inégalités de (1.18). En utilisant l'hypothèse (1.2) 
sur (J, on a 

IP10f(Q)(x) - P10r(Ç)(X) 1 11E[(1- a) (!'I(x - X%) - {J(x - Xt)]1 
< (1- a)!E[IX; - X%I(c+ IxlT + IX;IT + IX%IT)] 
< (1- a)ks(1 + IxIT)!E[IX; - X%I(1 + IX;IT + IX%IT)] 
< kg(l + IxIT)!E[IX; - X%12P/2[(1 + !E[IXWT] + !E[IX~12T])Jl/2, 

pour tout x E R. 
I! faut alors calculer IX; - X[12: 

IX; - X~12 = -2 [(X~ - X~)(bl(S,X~) - cl(s,X~))ds 

+2 [(X~ - X~)(b3(S,X!) - c3(s,X~))ds 

< -2 [(X~ - X~)(h(s,X~) - cl(s,X~))ds + 2(1 - a)K [ IX~ - X~12ds 

+211b3 - c31100 [ IX; - X~lds 

< 211bl - clllT [IX~ - X~I(l + IX~12Q)ds + 2(i - a)K l,x; -X~12ds 

+211b3 - c31100 [IX; - X~lds. 

En prenant l'espérance, on obtient 

!E[IX; - Xm <:: 211bl - Cl liT [(1 + !E[IX~14Q])1/2!E[IX~ - X~n/2ds 

+2(1 - a)K [ !E[lX! - X~12]ds 

+211b3 - c31100 [!E[IX: - X~12]1/2ds 

< klO (llbl - clllT + IIb3 - c311(0) [!E[IX; - X~12p/2ds 

+2(1- a)K [!E[IX; - X~12]ds. 



72 Chapitre 1. Etude du système (E) 

Puis, par application du Lemme 2, on trouve 

d'où la première équation de (1.18), avec k4 qui dépend de X:p4q, X~2r et X:p2r. La même 
démonstration est bien-entendu valable pour P2. QED 
Voici un premier résultat d'existence et d'unicité des solutions du système (E) : 

Lemme 4 Soit L:::: 2aC(1 + max(k,(q)X,;g,P,k2(q)y~q,P)) et A~ = AT n {b, Il blIT ::: L}. 
On définit Fi = A~ x A~ x E xE. Il existe k '2 tel que, si 
T = k,2 (L; 1E(IXoli), 1 ::: i ::: 8q2), alors 
i) r(Fi) c Fi et la norme lipschitzienne de f, restreinte à Fi, est inférieure à 1/2, 
ii) il existe une unique solution forte au système (E) telle que 

Preuve: 

sup 1E( IXt 1

2q
) < 00 

O'Ôt<:T 
et sup 1E(IYiI 2Q

) < 00. 
O:s;t::;T 

1) On choisit L:::: 2aC(1 +max(k,(q)X,;g,P,k2(q)y~Q,P)). D'après (1.19), on a 

Ainsi, d'après le Lemme 1, 

où Ilplloo = suPx>o Itloxl/(1 + IxI 2q
). On peut alors choisir T, assez petit tel que 

2q 

(1 - a)Ck,(n)T;q L ci(L + Ilpolloo)i(1 + X~;i,p) ::: L/2. 
i::::::l 

Ainsi fb E Fi; car, pour P2of, le calcul est identique. 
2) Il s'agit maintenant d'examiner la constante de Lipschitz. En faisant la somme des 
inégalités (1.18), on obtient 

où a(T) = (k4 + k 5)(e(l-a)KT -1) + (k 6 + k7)Te(1-a)KT. 
On choisit T2 assez petit pour que a(T2 ) ::: 1/2. Alors, en prenant T = min(T

"
T2 ) , la 

norme Lipschitzienne est inférieure à 1/2. T dépend évidemment de L et de 1E[IXoliJ, pour 
1 ::: i ::: 8q2 
3) On suppose que T = kdL; IE(lXoli) 1 ::: i ::: Sl). Soit bo E Fi. On construit alors 
la suite Qn+! = fQn; d'après le début du lemme, on a Qn E Fi pour tout n et f est une 
contraction de norme inférieure à 1/2. D'après le théorème du point fixe, Qn converge vers 
I!. avec la norme Il.llf. La plupart des propriétés sont évidemment directement vérifiées par 
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f2: il ne reste plus qu'à montrer que bl et b2 sont localement Lipschitziennes. On le vérifie 
pour bl. Comme f2n+! = rf2n, 

Ibn+l,l(t,X) - bn+!,l(t,y) 1 < (1- a)lE[I,8(x - X%") - ,8(y - Xhl] 

< (1 - a)lx - yllE[c + Ixl" + Iyl" + Ix;nn 
-b < kdN)(l + xTn,") lx - yi, pour Ixl::; N, Iyl::; N. 

Comme IIplof2nllT ::; K et IIp2of2nllT ::; K, on en déduit, d'après le Lemme 1, 

Ibn+!,I(t,X) - bn+!,I(t,y)1 ::; k14 (N,K,T,p) lx - yi· 

En prenant la limite quand n tend vers l'infini, on obtient 

Ibl(t,x) - bl(t,y)l-<:: kI4 (N,K,T,p) lx - yi· 

bl est donc localement lipschitzienne. On peut effectuer le même raisonnement pour b2 , 

ce qui implique que f2 E F,fo: il s'agit donc d'un point fixe rf2 = f2. Ainsi (Xb,yb) est une 
solution forte du système (E). QED 
On aimerait construire une solution forte sur [0, + 00[. Pour cela, on a besoin de savoir 
que SUPt>olE(IXfI2n) < 00 et SUPt>olE(lYlI2n) < 00, pour un certain n 2: 1. Pour cela, 
on a besoin de majorations du type de celles développées dans le Lemme 1 mais qui ne 
dépendraient plus du temps T. 
Tout d'abord, on rappelle un lemme énoncé dans [B-R-T-V] p.182. 
Lemme 5 Soit f une fonction continue et dérivable définie sur [0, + oo[ à valeurs dans 
IR. Supposons qu'i! existe 1 > 0 tel que {t; f(t) > l} c {t ; j'(t) < O} alors 

sup f(x) -<:: max(J(O),I). 
x~O 

Lemme 6 Soit f2 E FT et on suppose que rf2 = f2, avec a = 1/2, que,8l > K et que X o et 
Yo sont indépendantes et de même loi d'espérance nulle. Alors 

i~2n -<:: k15 (mi ,2-<:: i -<:: 2n), où mi = lE(IXoli
), 

y;,2n -<:: kl6 (ni , 2 -<:: i -<:: 2n), où ni = lE(IYon 

(1.21 ) 

(1.22) 

Preuve: Comme a = 1/2 et, X o et Yo sont indépendantes et de même loi, X t et yt sont 
indépendants et de même loi. On en déduit 

11t 11t 

lE[Xt] = lE[Xo]- - lE[,8(Xs - X~)]ds + - lE[4>(Xs - X~)]ds, 
2 0 2 0 

où X et X' sont indépendants et de méme loi. Puisque ,8 et 4> sont impaires, on a 

lE[,8(Xs - X;)] = lE[4>(Xs - X;)] = 0, 

ce qui entraîne 
lE[Xt] = lE[Xo] = O. 
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Le même raisonnement est bien entendu valable pour Y. 
i) Soit X o et Xh deux variables aléatoires indépendantes et de même loi. Soient deux 
mouvements browniens indépendants B et B'. X, X' sont les solutions des équations 

et 

où 

1 rt 
1 t 

Xt = Xo + Bt - 2" Jo b,(s,Xs)ds + 2" Jo b3 (s,Xs)ds, 

, , , 1 t ( ') 1 t ( ') Xt = Xo + Bt - 2" Jo b, s,Xs ds + 2" Jo b3 s,Xs ds, 

b,(s,x) = IE[;3(x - X s )] = lE [;3 (x - X;)], 

b3(s,x) = IE[rf;>(x - X s )] = IE[rf;>(x - X;)]. 

On pose Yi = X t - X; et /-Ln(t) = IE(IYiln
) pour n :2: 2. Alors Y est une semi-martingale: 

Yi = Yo + Bt - B; - ~ t (b,(s,Xs) - b, (s,X;)) ds + ~ t b3 (s,Xs) - b3 (s,X;)ds. 
2 Jo 2 Jo 

En appliquant la formule d'Itô, on trouve 

y,2n = Yo2n + 2n l y,2n- I d(B - B')s - n l Y,2n-1 (b, (s,Xs) - b,(s,X;))ds 

+n l t 
Ys2n-l(b3 (s,Xs) - b3 (s,X;))ds + 2n(2n -1) l y,2n-2ds. 

On prend alors l'espérance: 

/-L2n(t) = /-L2n(0) + n l IE[Ys2n-l(b3 (s,Xs) - b3 (s,X;))]ds + 2n(2n -1) l/-L2n-2(S)dS 

-n l IE[Ys2n-l(b,(S,Xs) - b,(s,X;))]ds. 

On dérive par rapport au temps pour obtenir 

n 
- 2(2n - 1)/-L2n-2(t) + IE[y,2n-1 (b3 (t,Xt) - b3 (t,X;))] 

_IE[y,2n-1 (b, (t,Xt) - b,(t,X;))]. 

On suppose que x :2: y. Comme b, satisfait à (1.6) et b3 est lipschitzienne de coefficient 
K> 0, on a 

(x - y)(b,(t,x) - b,(t,y)) :2: ;3,(X - yj2 -1;3ollx - yi, 

et 
Ib3 (t,x) - b3 (t,y)1 ::; K(x - y). 

On en déduit donc 
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Comme dans l'hypothèse du lemme K < f31' il existe k17 > 0 tel que, pour x :::: k17 (n), on
a

2(2n - I)X1- 1/n + lf3olx1- 1/2n - f31X + Kx < 0 ;

alors {t; Jl2n(t) > k17 (n)} C {t; Jl~n(t) < O}. En appliquant le Lemme 5, on obtient

lE[(Xt - X;)2n] ::; max(k17 (n),lE[(Xo - x~)2nJ), n:::: 1.

ii) Soient ç et Ç' deux variables indépendantes, Ç' étant une copie de ç, telles que
lE[ç] = lE[Ç'] = O. Alors

lE[en] ::; k1S (lE((ç - e?),... ,lE((ç _ Ç')2n)).

La démonstration de ce résultat se fait par récurrence. Ceci termine la preuve du Lemme
6, puisque lE[Xtl = lE[Y;] = O. QED

Lemme 7 Soit li. E FT, On suppose que fli. = li.; X o et Yo ont des lois symétriques et
f31 > l:a K. Alors

x~2n ::; kl9 (mi ; 2::; i ::; 2n),

y;,2n ::; k20 (ni ; 2::; i ::; 2n).

(1.23)

(1.24)

Preuve:
i) On suppose que X o et Yo ont des lois symétriques.
On montre alors que lE[Xt] = lE[Y;] = O. Pour ce faire, on considère (Xt, Y;), la solution
de

Xt = X o+ Bt -lt b1(s,Xs )ds + lt b3(s,Xs )ds

Y; = Yo + Bt -lt b2 (s,X,)ds + l b4 (s,Xs )ds,

avec
b3 (t,x) = lE[aq,(x -Y;)], b1(t,x) = lE[(I- a)f3(x - Xt)],

b4 (t,x) = lE[(1 - a)q,(x - Xt)], b2(t,x) = lE[af3(x -Y;)J.

On remarque alors que si (Xt,Bt),(Y;,Bt) est solution faible de ces équations, alors, comme
q, et f3 sont impaires, (-Xt, - Bt),(-Y;,-Bt) sont également solutions faibles des équations.
Grâce à l'unicité en loi, -Xt a même loi que X t et -Y; a même loi que Y; puisque -Xo
a même loi que X o et - Yo a même loi que Yo. On en déduit alors

lE[-Xt] = lE[Xt]= 0, "ft:::: 0

lE[-Y;] = lE[Y;] = 0, Vt:::: O.

ii) Pour la suite, on va utiliser les mêmes arguments que ceux utilisés dans la démons
tration du Lemme 6, mais dans la situation présente, a peut être différent de 1/2. On
considère donc X t et X; deux solutions de
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et 

1 1 1 1 l t 

( 1) 1 l t 

( 1) X t = X o + Et - - bi s,Xs ds + - b3 s,Xs ds. 
2 0 2 0 

On pose Zt = X t - Xi et J1.n(t) = lE(IZtln), pour n:::: 2. Z est une semi-martingale: 

Zt = Zo + Et - E; -l (bl(s,Xs ) - bl(s,X;)) ds + l t 

b3 (s,Xs ) - b3(s,X;)ds. 

En appliquant la formule d'Itô, puis en dérivant par rapport au temps, on obtient 

(2n -1)J1.2n-2(t) + 2IE[z;n-1 (b3 (t,Xt ) - b3 (t,X;))] 

-2IE[z;n-l(bl (t,Xt ) - bl(t,X;))]. 

Par les mêmes arguments que ceux utilisés dans la preuve précédente, on obtient 

Jt~n(t) :<:: (2n -1)(Jt2n(t))I-I/n + 2alf301(J1.2n(t))I-I/2n + 2((1 - a)K - a(31)J1.2n(t). 
n 

Comme dans l'hypothèse du lemme f31 > 1:aK, il existe k21 (n) > a tel que, pour 
x:::: k21 (n), on a 

(2n _1)xl- 1/n + 2alf30Ixl-1/2n + 2((1- a)K - af3l)x < a. 
Ainsi {t ; J1.2n(t) > k21 (n)} C {t ; Jt;n(t) < a}. En appliquant le Lemme 5, on obtient 

IE[(Xt - Xi)2n] :<:: max(k21 (n),IE[(Xo - x~)2n]), n:::: 1. 

La fin de la démonstration de ce lemme est la même que celle du lemme précédent.QED 
preuve du Théorème 1 
On suppose X o, Yo de lois symétriques. On note 

U = max {T > a, le système (E) admet une unique solution sur [a,T], 
sup IE[X;q] < 00 et sup IE[~2q] < oo} 

OSt"ST OSt"ST 

(par convention max0 = a). 
1) On montre d'abord que U> a. On choisit 

K = max{ 2aC(1 + max(k1(q)X~,P,k2(q)y~q,P)) ; 

k3 (1 + kl9 (mi ; 2:<:: i :<:: 2q) + k20 (ni ; 2:<:: i :<:: 2q))} 

Grâce au Lemme 4, il existe T = k12 (mi ; 1:<:: i :<:: 8q2) et un unique Q E Afj, tel que rQ = Q 
alors (Xb,yb) est l'unique solution forte du système (E') sur [a,T]. On suppose qu'il existe 
(Xb,yb) solution de (E') sur [a,T], telle que sup lE[y;2q] < 00 et sup lE[X;q] < 00. On 

note 
O"St"ST OSt"ST 

C1(t,X) = IE[(l- a)f3(x - Xn] 
C2(t,X) = IE[af3(x - y;b)] 
C3(t,X) = IE[aq,(x - y;b)] 
C4(t,X) = IE[(l - a)r/>(x - X%)]. 



1.2. Existence d'une distribution stationnaire 77 

Ainsi 
licl(t,X) liT :::; k3(1 + X~,2q). 

Comme t:; = ft:;, d'après le Lemme 7, on a 

Ilcl(t,x)IIT:::; k3 (1 + k19 (mi ; 2:::; i :::; 2q)) :::; K. 

De la même manière, on obtient Ilc2(t,x)IIT :::; K, d'où t:; E Aff, et alors, par unicité, X = X, 
Y = y et Q=t:;. 
2) On remarque tout d'abord que x;g,P = k22 (mi ; 2:::; i :::; 2q). De la même façon, on 
remarque que ~q,p = k23 (mi ; 2:::; i:::; 2q). On pose m: = k19 (mj ; 2:::; j:::; i) et 
n: = k20 (nj ; 2:::; j:::; il. Soit K' la constante définie par l'équation (24) en remplaçant 
les mi et ni par les m: et n:. A ce K' correspond un T' = k12 (m:; 2 :::; i:::; 8q2) > O. On 
raisonne alors par l'absurde: on suppose que U < 00 et on choisit c > 0 tel que c < T' /2. 
Or on sait que, pour c > 0, il existe T tel que U - c < T < U et qu'il existe une solution 
(X,Y) sur [O,T] vérifiant sUPO<t<T 1E[~2q] < 00 et sUPO<t<T IE[X;q] < 00. On considère 
alors le système (E') sur [T,oO[fm prenant comme données initiales X T et YT qui sont 
symétriques (on a dejà démontré dans le Lemme 7 que X t a même loi que -X, et idem 
pour Y). Or d'après le Lemme 7 

sup IE[X;q]:::; k19 (mi ; 2:::; i :::; 2q) :::; m;q, 
O<:,t<:,T 

sup 1E[y;2q]:::; k20 (ni ; 2:::; i :::; 2q) :::; n;q. 
O<:,t<:,T 

On peut donc définir une solution sur [T,T + T']. Comme T + T' > U il y a contradiction 
ce qui entraîne que U = 00. QED 
En utilisant la démonstration de ce théorème, on peut énoncer directement un autre 
résultat: 
Proposition 2 Soit (X,Y) une solution du système (E). On suppose que IE(XJn) < 00 

et 1E(l(?n) < 00 alors 

sup lE[x;n] < 00 
O<:,t<:,T 

et sup lE [y;2n] < 00, pour tout n E lN*. 
o:;t5:T 

Remarque 1 Pour a = 1/2, grâce à l'unicité de la solution du système, le système 
(E) n'est plus un système à pmprement parler mais une juxtaposition de deux équations 
identiques: on rejoint alors l'étude développée dans [B-R-T- Vj. 

1.2 Existence d'une distribution stationnaire 

Dans tout ce paragraphe, on notera u(t,x) la densité de X t et v(t,x) celle de yt. On 
rappelle que (Xt,yt) est l'unique solution forte du système (E) et on peut alors directement 
en déduire que (u(t,x),v(t,x)) est solution du système suivant: 

{ 

~~ = H~ - aJx[(q, u)u] + (1- a);x[Uh u)u] 

~~ = H~~ - (1- a);x[(q, * u)v] + a;x[(,B * v)v]. 

(1.25) 
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Si u(x)dx et v(x)dx sont des distributions stationnaires, elles vérifient alors: 

{ 

~~:~-a:x[(4)*v)u]+(I-a):x[(;hu)u]=O 

~g:~ - (1 - a) :x [(4) * u)v] + a%x[(fh v)v] = o. 
En intégrant ces équations, on obtient 

u(x) = À(~,v) exp {a [ 4> * v(y)dy - (1 - a) lX f3 * U(Y)dY} , 

où À(U,v) est telle que flR u(x)dx = 1. 

v(x) = /l(~,v) exp {(1- a) [ 4> * u(y)dy - a lX f3 * V(Y)dY} , 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

où /l(U,V) est telle que flR v(x)dx = 1. Le résultat principal de ce paragraphe est le 
théorème suivant, qui donne l'existence d'une distribution stationnaire; on énoncera par 
la suite un résultat d'unicité. 

Théorème 2 1) Il existe un couple de densités (u,v) tel que u et v sont des fonctions 
paires, de plus, (u,v) satisfait aux équations (1.26), (1.27) et (1.28). 
2) Si u et v sont les densités de X o et Yo, alors la solution (Xt,Y;) du système (E) a pour 
densité jointe u(x)v(y) quelque soit t 2: O. 
Pour prouver ce résultat, on a besoin du Théorème du point fixe de Schauder (voir, par 
exemple, Corollaire 11.2 p.280 dans [G.T]). On note F l'adhérence d'un ensemble F. 
Proposition 3 On suppose que E est un espace de Banach, C un sous-ensemble convexe 
fermé, A une application de C dans C telle que 
(i) A est continue 
(ii) A( C) est compact 
alors A admet un point fixe dans C. 
On détermine tout d'abord les ensembles concernés et, pour cela, on introduit quelques 
notations. 
Notations: 
1) Eo est l'ensemble des fonctions continues f : IR -+ IR telles que 

sup(1 + IxIP)lf(x)1 < 00 où p > 4q. 
x 

On munit Eo de la norme 1·100 où Ifloo = sUPxEIR(1 + IxIP)lf(x)l· 
2) On définit CM le sous-ensemble fermé convexe de Eo suivant: 

CM = {f E Eo ; f 2: 0 ; paire; l f (x)dx = 1; sup(1 + IxjP)f(x) :; M} . 
IR xEIR 

3) Pour tout u E CM, on définit l'k(U) = flR Ixlku(x)dx et pour (u,v) E CM X CM, les 
opérateurs suivants 

A(u,v) (x) = À(~,v)exp{o[ 4>*v(y)dy-(I-a) [f3 *U(y)dY} 
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8(u,v)(x) = J1(~,v) exp {(1 - a) [ <p * u(y)dy - a [ (3 * v(y)dy } 

Pour pouvoir appliquer la Proposition 3, il est nécessaire de démontrer quelques lemmes 
préliminaires. 
Lemme 8 Soit u E CM. 

1) Si Cl = 1 + max r Ix1
1

k 

1 dx, alors 
O<:k<:p-2 JIR 1 + x P 

2) (3 * u est une fonction impaire et 

(1.29) 

lX (3(y)dy ~ 1"((3 * u)(y)dy ~ C2Mx2 (1 + x2q
), 'Ix 2 0 (1.30) 

où C2 est une constante dépendant de (3 et M et satisfaisant M 2 max(l,G;Q). 
Preuve: On rappelle la preuve de ce Lemme qui se trouve dans [B-R-T-V]. 
On montre tout d'abord la première partie du lemme: il est facile de voir que 

Il est également évident que (3 * u est une fonction impaire. De plus, pour x 2 0, on a 

(3* u(x) (3(x) + la ((3(x - y) - (3(x))u(y)dy 

(3(x) + l''" ((3 (x - y) + (3(x + y) - 2(3(x))u(y)dy. 

(3 étant une fonction impaire, on obtient 

(3 * u(x) = (3(x) + l"" ((3(x + y) - (3(y - x) - 2(3(x))u(y)dy. 

En utilisant la convexité de (3 sur IR+ et le fait que toute fonction impaire f convexe sur 
IR+ vérifie 

1 
f(x) ~ "2(J(x - y) + f(x + y)), 'Ix 2 0, Vy E IR, 

on a 
(3 * u(x) 2 (3(x), 'Ix 2 o. 

On en déduit donc la minoration dans l'équation (1.30). Pour la majoration, on décompose 
(3 * u de la façon suivante: 

(3 * u(x) = lX) ((3(x + y) - (3(y))u(y)dy + l''" ((3 (y) - (3(y - x))u(y)dy. 

En utilisant l'inégalité (1.2), on obtient 

1(3 * u(x)1 ~ cx(l + xr) (1 + l''" yru(Y)dY) ,x 2 o. 
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Comme r + 1 -<:: 2q et 2q -<:: p - 2, on a, par l'inégalité de RaIder, 

'/'r(U) 1,y,ru(y)dY -<:: b2q(U)y/2q -<:: (MC1y/2q 

< (MCd2q- 1)/2q -<:: M(1-1/4q') -<:: M. 

Par intégration, on obtient la majoration de (1.30). 
Grâce à ce lemme, on peut montrer le résultat suivant: 
Lemme 9 Il existe M tel que 

QED 

Preuve: Il suffit de vérifier ce lemme pour A, l'autre inclusion se montre de manière 
identique à quelques constantes près. 
On pose R(x) = (1 + IxIP)A(u,v)(x), u et v appartenant à CM. Evidemment A(u,v) 2': o. 
Par ailleurs, puisque rjJ est bornée par M~, (voir Préliminaires) 

A(u,v)(x) -<:: À(~,v) exp { -(1 - a) lX {3 * u(y)dy + aM~x }. 

En utilisant le lemme précédent, on a 

A(u,v)(x) -<:: À(~,v) exp {aM",x - (1- a) [ {3(Y)dY}. 

On en déduit, grâce à (1.1), 

0-<:: R(x) -<:: À(~,v) ~~E [(1 + IxIP
) exp {aM~x - (1- a) [ {3(Y)dY}] -<:: À(~~v)' 

où C3 est une constante ne dépendant que de rjJ, (3 et a. 
On cherche maintenant à minorer À(u,v): 

À(u,v) 2fo''''' exp { -(1 - a) lX {3 * u(y)dy + a lX rjJ * V(Y)dY} dx 

> 2fo''''' exp { -(1 - a) lX {3 * u(y)dy - aM",x} dx. 

En appliquant (1.30), on obtient 

(OC C 
À(u,v) 2': 2 Jo exp {-(1 - a)C2Mx2(1 + x2q ) - aM",x} dx 2': vit' 

où C4 = Jooo exp ( -(1 - a)C2y2(1 + y2q) - aM~y)dy. C4 ne dépend donc que de a, q, (3 

et rjJ. Cette dernière inégalité est obtenue par le changement de variable y = xVM en 
supposant que M 2': 1. Finalement, on obtient 

C3 !.:i 
supR(x) -<:: -c vM. 
xEll1 4 
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On peut alors choisir M tel que 

sup(l + IxIP)A(u,v)(x) SM et sup(1 + IxIP)B(u,v) (x) SM. 
~H xŒ 

QED 

Lemme 10 A et B sont des opérateurs continus. 
Preuve: On étudie la quantité suivante: 

(,/(x) = exp {a lX 1>*v1(y)dy-(1-a) fox l'hU1(Y)dY} 

- exp {a fox 1> * v2(y)dy - (1 - a) lX 13 * u2(y)dy } 

(exp -(1 - a) lX 13 * U1(y)dY) [exp a fox 1> *V1(y)dy - exp a fox 1> * V2(Y)dY] 

+ (expa[ 1>*V2(y)dY) 

x [exp -(1- a) fox 13 * u1(y)dy - exp -(1 - a) fox 13 * U2(y)dY] 

(,/l(X) + (,/2(X). 

l{,/l(X) 1 s (exP -(1-a) fox f3(Y)dY) 1 exp a fox 1>*V1(y)dy-expafox 1>*V2(y)dyl· 

Or fox 1> * v1(y)dy S M",x, d'où 

l{,/l(X) 1 s a exp { -(1 - a) [ f3(y)dy + aM",x} I[ 1> * v1(y)dy - [ 1> * V2(y) dy l 

S a exp { -(1 - a) [ f3(y)dy + aM",x} I[ L 1>(y - t)(V1 - V2)(t) dtdy l· 

Comme I[ L 1>(y - t)(V1 - V2)(i) dtdy l S M",xlv1 - v2100 L 1 :~tiP' 
et, de plus, comme sUPxŒ Ixexp{-(l-a) fox f3(y)dy+aM",x}1 < 00 car f3(x) 2' 131 X + 130 
pour x 2' 0 avec 131 > 0, on a 

On calcule maintenant 1 (,/2 (x) 1 : 

1 (,/Ax) 1 < exp(aM",x) lexp (-(1 - a) fox 13 * U1(y)dY) - exp (-(1 - a) [ 13 * U2(y)dY) 1 

< exp { -(1 - a) fox f3(y)dy + aM",x} 

x lexp (-(1- a)1>l(x)) - exp (-(1- a)1>2(x)) 1 , 
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OÙ <Pi(X) = Jox /3i(y)dy avec /3i(Y) = JOOO ({3(y + t) - {3(t - y) - 2{3(Y))Ui(t)dt. 
Comme le-a-e-bl :<::: la-bl pour a et b positifs et comme {3 vérifie {3(x) :<::: {3(x-y)+{3(x+y), 
on obtient 

1(i2(X)1 :<::: (1- a) exp { -(1 - a) [ {3(y)dy + aM~x} [ H(y)dy, 

où 

Ainsi 

H(y) - 1100 
({3(y + t) - {3(t - y) - 2{3(y)) (UI(t) - uAt))dtl 

1100 

({3(y + t) - {3(t - Y))(UI(t) - u2(t))dtl· 

H(y) < 100 
1{3(y + t) - {3(t - y)IIUI(t) - u21(t)dt 

< 100 
Cy(l + yT)(1 + tT)IUI(t) - u21(t)dt. 

De plus, comme p > 4q, 

En intégrant, on obtient 

On en déduit 
(1.31 ) 

Il ne reste plus qu'à estimer A(UI,VI)(X) - A(U2,V2)(X). En décomposant cette différence, 
on obtient 

où 

Or, d'après la démonstration du Lemme 9, IW(x)1 :<::: M x de où de est une constante et 
W(x) 2: o. 
De plus, comme "\(UI,VI) - "\(U2,V2) = Jooo (i(x)dx, on obtient 

IA(UI,VI) - A(U2,V2) 100 :<::: CS(IUI - u2100 + IVI - v2100) + C9(IUI - u21;:;2 + IVI - v21;:;2). 

On en déduit donc que A est un opérateur continu. Le même raisonnement est valable 
pour B. QED 
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Preuve du Théorème 2: 
1) Pour pouvoir utiliser la Proposition 3 (avec [ = [0 x [0 et C = CM x CM), grâce 
aux lemmes précédents, il ne reste plus qu'à vérifier que A(CM,CM) x B(CM,CM) est bien 
compact. 
On observe tout d'abord que 

A'(u,v)(x) = 
1 

À(u,v) (aq, * v(x) - (1- a)f3 * u(x)) 

x exp {a lX q, * v(y)dy - (1 - a) fox f3 * u(y)dy } . 

IA'(u,v)(x) 1 < vz: (1(1- a)f3 * u(x)1 + aM",) exp {aM",x - (1 - a) lX f3(Y)dY} 

< vz: (C(l - a)x(l + xr) (1 + lXJ yru(Y)dY) + aM",) 

x exp { aM",x - (1 - a) lX f3(y)dy } 

< C10 (1 + IxI 2Q+l) exp {aM",x - (1- a) fox f3(Y)dY}. 

Comme f3(y) 2: f31Y+ f30, on obtient que IA'(u,v)(x) 1 est uniformément borné par rapport 
à u, v et x. Idem pour B. On peut donc appliquer le théorème d'Ascoli: soit (un,vn) une 
suite de fonctions de CM x CM. Il existe alors une sous-suite qui converge vers (u,v). Or par 
la dernière inégalité démontrée et par son homologue pour B, on en déduit que (u,v) E [. 

Ainsi A(CM,CM) x B(CM,CM) est compact. 
2) D'après 1), il existe u E CM et v E CM tels que u = A(u,v) et v = B(u,v). Alors, de 
manière évidente, u et v sont dans C". 
Si on suppose que lP(Xo E dx) = u(x)dx et lP(Yo E dx) = v(x)dx, on a alors lP(Xt E dx) = 
u(x)dx et lP(yt E dx) = v(x)dx. QED 

On cherche maintenant à étudier à quelles conditions suffisantes, on obtient un résultat 
d'unicité du couple (u,v). 

Pour cela, on suppose que f3 : lR+ -+ lR+ est une fonction convexe. Comme f3(0) = 0, 
x -+ Il~) est une fonction croissante et positive. De plus, par l'hypothèse (1.1), on sait 

que Il~X) 2: f31 > 0, au voisinage de l'origine, ce qui implique que Cl< = limx->o+ Il~) existe 
et appartient à lf3" + 00[. 
On pose alors 

f3(x) = f3o(x) + ŒX, où f30 est convexe, avec lim f3o(x) = O. 
x-tO+ X 

(1.33) 

Théorème 3 On suppose que f3 admette la décomposition (1.33), il existe alors Œllo > 0 
tel que, pour tout Œ 2: Œllo, le système (1.26) admet au plus un couple de solutions. 
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Pour la démonstration de ce théorème, on a besoin de quelques lemmes et de la définition 
suivante: 

v = {v : IR -+ IR+ ; paire; r v(x)dx = 1 et sup(l + IxI2n)v(x) < Do} lm xEffi 

Lemme 11 On suppose que (1.33) soit vér~fié et que u E V alors 

(30 * u(x) = 100 

((30 (x + y) - (3o(Y - x))u(y)dy 2: 0, Vx 2: 0, (1.34) 

(3 * u(x) = (30 * u(x) 2: ŒX, Vx 2: O. (1.35) 

La démonstration de ce lemme est évidente (c'est pour cela que l'on ne l'expose pas ici). 
Soit (u,v) le couple solution de (1.26) alors 

u(x) = A(u,v) ::; À(~,v) exp {aM~x - (1- a) 1x 

(3 * U(Y)dY}. 

Ainsi 

u(x) < 1 exp {aM x _ (1 - a) ŒX2} . 
- À(u,v) ~ 2 

(1.36) 

Par des arguments identiques, 

v(x)::; (1 ) exp {(1- a)M",x - ::ŒX2}. 
~ u,v 2 

(1.37) 

On définit alors l'espace suivant 

Va = {(u,v) , u: IR -+ IR+ , V : IR -+ IR+ ; L u(x)dx = L v(x)dx = 1, 

u(x) = u(-x) et v(x) = v(-x), Vx E IR, u vérifiant (1.36) ; v vérifiant (1.37)}. 

On définit également la norme 

Np(u) = 100 

x(l +xP)lu(x)ldx, p > 4q. 

On montre alors que A et B sont des contractions de Va dans V pour la norme Np. 
Lemme 12 Il existe une constante c ne dépendant que de (30, cp et a telle que, 
si (u,v) E Va alors 

1 
À(u,v) ::; ŒC. 

Preuve: 

À(u,v) L exp {a { cp * v(y)dy - (1- a) { (3 * U(y)dy } dx 

> 2100 

exp { -aM",x - (1 - a) 1x 

(30 * u(y)dy - (1 - a)Œ x;} dx. 
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Or, grâce à (1.2),

(30 *U(y) ::; cy(l + yr) (1 + [X> trU(t)dt) .

Par le calcul, on obtient

[X> tru(t)dt < lX) À(~'V) exp {-(1 - a)a~2 + aM,pt} dt

1 100

(at2Y/2 { at
2

}< r/2 () exp -(1 - a)~ + aM,pt dt.
a 0 À u,v 2

En posant x = vat, et puisque a 2: l, on a

100 1 100

x
r

{ x
2

}t"u(t)dt::; (r+1)/2 () exp -(1 - a)- + aM,px dx.
o a 0 À u,v 2

Il s'ensuit que

85

100 C
tru(t)dt::; (11)"

o À u,v

On cherche donc à minorer À(U,v):

À(U,v) 2: 2100

exp { -aM~x - (1 - a)a~2 - Cd1- a)x2
(1 + xr) (1 + À(~'v)) } dx.

En posant fi, = VÀ(u,v) et x = fJY, on obtient

{DO { (YfJ)2 }fi,2 2: 2fJ Jo exp -aM,pfJY - (1 - a)a~2- - C12 (1 - a)y2(1 + (Yfi,Y) (1 + fi,2) dy.

D'où fi, 2: h(fi,), où

{oo {(yt)2 }h(t) = 2 Jo exp -aM~ty - (1 - a)a-
2
- - Cd1- a)y2(1 + (ytn(l + t2) dy.

Il se trouve que h est décroissante, on calcule alors sa dérivée en supposant que t E [0,1]:

En posant x = yJC14 + ";', on a, par un changement de variable,

'( ) 2a(1 - a)t 100

2 x' ( )-h t ::; C13 + " x e- dx::; C13 + C15ap" t ,
(C14 + T )3/2 0

en définissant p,,(t) = t/(C14 + "n· Comme vap,,(t) ::; vaP,,(C14 .J21O;) et comme

vap" (C14V2/a) est une constante qui ne dépent pas de a, on a

h(O) - h(t) ::; t(C13 + C16va).
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Comme h(O) est une constante, il existe C17 tel que h(t) 2: C17(I- t(1 + fol). 
Si t < inf(I,c17(C17(1 + fo) + 1)-1) alors h(t) > t et donc, si Œ est assez grand, 
J1 = VÀ(u,v) 2: C17 (C17 (1 + fo) + 1)-1. Ainsi I/ŒÀ(u,v) est majoré par une constante. 
QED 

Lemme 13 Soit Orx) la fonction paire définie par 

Orx) = exp { -(1 - a) lX jh u1(y)dy + a lX q, * VI (y)dy } 

- exp { -(1 - a) lX {3 * u2(y)dy + a lX q, * v2(y)dy }, 

où (Ut,vtl et (U2,V2) sont des éléments de 1)", alors il existe une constante c > 0 telle que 

Preuve: 

( ŒX2) Orx) = exp -(1 - a)-2- Oo(x). 

On définit 00 comme 0 en remplacant {3 par (30. On obtient la décomposition suivante 
Oo(x) = 01(X) + 02(X) avec les inégalités suivantes, pour x 2: 0, 

11J1 (x)1 < 

< 

< 

< 

< 

eXP {-(I-a) f {3o(y)dY } 1 exp a f q,*V1(y)dy-expa lX q,*V2(y) dy l 

aexp(aMq,x) Ilx q, *VI (y)dy -lX q, * V2(y)dyl 

aexp(aMq,x) If lm. q,(y - t)(V1 - V2)(t) dtdy l 

aexp(aMq,x) If lm. (q,(y - t) - q,(y)) (VI - V2)(t) dtdy l 

aexp(aMq,x) If lm. (q,(y + t) - q,(t - Y))(V1 - V2)(t) dtdy l· 

La dernière inégalité est obtenue grâce â la parité de q,. De plus, comme q, est lipschit
zienne, il existe C18 > 0 tel que 

On observe maintenant O2 : 

11J2 (x) 1 < exp(aM.px) lexp (-(1 - a) lX (30 * U1(y)dY) - exp (-(1 - a) lX (30 * U2(Y)dY) 1 

< exp(aMq,x) lexp (-(1 -a) lX ['" ({30(t + y) - (3o(t - Y))U1(t)dtdY) 
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- exp (-(1 - a) [ l''" (,Bo(t + y) - (Jo(t - Y))U2(t)dtdY) 1 

< (1- a) exp(aM~x) 11x l'" (,Bo(t + y) - (Jo(t - Y))(Ul - U2)(t) dtdy l 

< (1- a) exp(aM~x) lX cy(1 + yr)dy l'" t(1 + tr)IUl - u21(t)dt. 

Or, comme i~:: est borné, car p > 4q ~ 2r + 2, il s'ensuit que 

102(X)1 ::: C,7X2(1 + xr) exp(aM~x)Np(U1 - U2). 

On obtient donc le résultat recherché en combinant 10,1 et 1021. 

Lemme 14 Il existe Ot{3o > 0 et 0 < k{3o < 1 tels que, pour tout Ot ~ Otllo on a 

Np(A(U1,V1) - A(U2,V2)) ::: k{3o(Np(U1 - U2) + Np(V1 - V2)), 

pour tout (U1,V1) et (U2,V2) dans 1)", et Np(w) = flR Ixl(1 + IxIP)lw(x)ldx. 
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QED 

Preuve: Pour la preuve de ce résultat, on notera toujours c la constante même si elle peut 
changer de valeur d'une ligne à la suivante. Tout d'abord on rappelle la décomposition 
utilisée dans le Lemme 10 : 

où 

Alors, d'après les lemmes précédents, on a 

où 

I, = L''" x3 exp (aM,px - (1- a) Ot;2) (1 +xP)(1 +xr)dx. 

En posant y = fox, on obtient 

D'où 

Par ailleurs, 
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et comme Np(W(x)) ::; ca, où West défini ci-dessus, on obtient le résultat énoncé dans 
le lemme. Les mémes calculs se font bien entendu pour B. QED 
Pour démontrer le Théorème 3, il suffit de remarquer que le lemme précédent peut être 
interprété comme suit: pour Œ assez grand, (A,B) est une contraction de Da dans D, ce 
qui entraîne l'unicité du point fixe. 

1.3 Convergence vers la distribution stationnaire 

On a vu jusqu'à présent qu'il existait une unique solution forte au système (E) (section 
1.1) et qu'il existait une solution au système (1.26), c'est-à-dire qu'il existe une distribution 
stationnaire (section 1.2). De plus, si on suppose que (1.33) est vérifié, il y a unicité de la 
distribution stationnaire. On se placera dans ce cas pour toute cette section afin de montrer 
que, sous certaines conditions, la loi de (XtYi), solution du système (E), converge vers la 
distribution stationnaire. 
On commence par énoncer quelques résultats qui seront primordiaux pour montrer la 
convergence vers la distribution stationnaire. On rappellera leurs preuves qui se trouvent 
dans [B-R-V]. 

1.3.1 Résultats préliminaires 

On commence par rappeler un lemme de comparaison concernant des E.D.S. Soit .cl?; 
l'ensemble des fonctions b : IR+ x IR --> IR vérifiant: pour tout N > 0, T > 0, il existe 
une constante KT,N telle que 

Ib(s,x) - b(s,y) 1 ::; KT,Nlx - yi, \flxl ::; N, \flyl ::; N, \fs ::; T. 

Si b E 'cl?;, on peut définir une unique solution Xb, jusqu'au temps d'explosion eb, de 
l'E.D.S. suivante: 

x; = X o + Et -lt 
b(s,X;)ds, t < eb, 

où E est un .rt-mouvement brownien unidimensionnel partant de l'origine, et X o est une 
variable aléatoire .ro-mesurable. Pour la suite, on suppose que b vérifie 

sgn(x)b(s,x):::;' 0 \fs:::;' 0, \fx -1 o. (1.39) 

D'après la Proposition 3.3 dans [B-R-T-V], on sait alors que l'E.D.S. ci-dessus admet une 
unique solution forte définie sur IR+ (i.e. eb = (Xl). 
Proposition 4 Soient b et c deux fonctions impaires de .cIT; vérifiant (1.39) et 

sgn(x)(b(s,x) - c(s,x)) :::;. 0, \fs:::;' 0, \fx (resp. ::;). (1.40) 

Alors, pour toute fonction f : IR --> IR, paire, croissante sur IR+, on a 

1E[J(X;)] ::; 1E[.f(Xtl] \ft:::;' 0 (resp. :::;.), 

sachant X8 = Xli = Xo· 
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Pour démontrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant: 

Lemme 15 Soit (bn)n2"O une suite de fonctions appartenant à .clf~, b E .clf~ et bn converge 
vers b: 

lim ( sup Ibn(s,x) - b(S,X)I) = 0, 
n-too Ixl::;R, s::;T 

pour tout T ;:,. 0, R > o. Alors X;n converge presque sûrement vers Xl quand n -+ 00, 

lorsque xgn = xg = Xo. 
La preuve de ce lemme est évidente. 
Preuve de la Proposition 4 : 
i) Dans un premier temps, on montre qu'on peut se ramener à des fonctions b et c 
lipschitziennes. Pour cela, on se donne une suite de fonctions impaires 'Pn de classe Cao 
telles que 'Pn(x) ;:,. 0 pour x ;:,. 0, 'Pn croissante sur IR+, définie par 

On définit également 

{

D, 0::; x ::; lin, 
'Pn(x) = x, 2/n::; x ::; n, 

n + l, x;:" n + 1. 

Comme 'Pn est une fonction croissante, bn et en vérifient (1.40). En utilisant le Lemme 
15, on peut alors, par approximation, supposer que b et c sont des fonctions impaires 
lipschitziennes uniformément en t et que 

b(t,x) = c(t,x) = 0, Ixl::; n, (1.41 ) 

pour un n > O. 
ii) On définit un nouveau mouvement brownien f3: 

Comme x -+ xb(t,x) est une fonction paire, U := (X bj2 est solution de l'E.D.S. suivante: 

Ut = X5 + 2 [ y'fJ;df3s - [b(S,Us)dS, 

où 

b(s,x) = Mb(s,M) - ~s, s;:" 0, x E IR. 

Grâce à la propriété (1.41), la dérive de l'E.D.S. est lipschitzienne en x uniformément par 
rapport à s. Ainsi l'E.D.S. admet une unique solution forte (voir, par exemple, Proposition 
2.13 p. 291 dans [K-S]). Par conséquent, ((X%)2; t ;:,. 0) et (U;; t;:,. 0) ont la même loi, 
où ut est solution de 

t t U; = X5 + 2 Jo vfUrsdBs - Jo b(s,U;)ds. 
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De la même façon, ((Xf)2; t 2': 0) et (V,'; t 2': 0) ont la même loi, où V' est solution de 

v,' = xg + 2 [ ..jVfdBs - [C(S,v;)dS. 

Ici, c est défini de la même manière que b mais à partir de c, ce qui entraîne b( t,x) 2': c( t,x). 
On peut maintenant terminer la preuve de cette proposition en appliquant un lemme de 
comparaison classique (voir, par exemple, Proposition 2.18 p.293 dans [K-S]). Ainsi, pour 
tout t 2': 0, on a 

u; ~ V; (resp. 2':), p.s. 

Il s'en suit que si f est une fonction paire et croissante sur lR+, alors 

lE[f(xf)] = lE[g((X%)2)] = lE[g(UD] ~ lE[g(V,')] = lE[g((X%?)] = lE[J(X[)], 

où f(x) = g(x2). QED 

L'étude du comportement asymptotique de processus de Markov dont le semi-groupe 
vérifie une propriété d'ultracontractivité est un second résultat primordial pour démontrer 
la convergence de la solution de l'E.D.S. vers la mesure stationnaire. 
Soit b : lR -+ lR une fonction impaire telle que 

b'(x) 2': k >0 Vx ElR, 

et 

:Jp > 1, lim inf b(x) > o. 
+00 xP 

A cette fonction b, on associe une densité de probabilité 

( ) exp - J: b(y)dy 
Vb x = JIR (exp- JoXb(y)dy)dx' 

XE lR. 

On note Lb l'opérateur défini par 

Lbf(x) = ~(JII(X) - b(x)f'(x)), xE lR, f E C2 (lR). 

On peut alors voir que 

W f,g)Vb = (J,Lb g)Vb' 

(Lbf'!)vb = -~ L f2(x)vb(x)dx, 

f et 9 étant deux fonctions de classe Coo, à support compact et 

(1.42) 

(1.43) 

(1.44) 
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De plus, Lb est le générateur infinitésimal du semi-groupe markovien (Tt; t :2: 0) sur 
Il'(Vb) symétrique par rapport à vb(x)dx. Voici quelques propriétés de ce semi-groupe: 

Lemme 16 Soit b: IR -+ IR une fonction impaire vérifiant (1.42) et (1.43), alors: 
i) (Tt; t:2: 0) est un opérateur ultracontractif: 

(1.45) 

où k(t) est une constante positive. 
ii) Pour tout t :2: 0, Tt: U(Vb) -+ L2(Vb) est un opérateur à trace. 
iii) Soit (-Àn; n:2: 1) la suite décroissante de valeurs propres négatives de Lb 
(i.e. 0> -À1 > -À2 > ... > -Àn > ... ) et fn la fonction propre normalisée dans L2(Vb) 
associée à la valeur propre -Àn, alors À1 :2: k/2 (propriété de trou spectral), k étant défini 
par (1.42), et 

Ilfnlloo ::; k(t)eÀnt Vt> O. (1.46) 

Preuve: 
i) Comme la primitive de b est une fonction concave et que son inverse est intégrable au 
voisinage de l'infini, on obtient l'ultracontractivité de Tt (voir Théorème 1.4 p.158 dans 
[K-K-R]). 
ii) En utilisant des propriétés sur la densité de Tt, on montre qu'il s'agit d'un opérateur 
à trace. En effet, on a 

TtJ(x) = LPt(x,Y)f(Y)Vb(Y)dY. 

En prenant (gn)n?-O une approximation de la masse de Dirac au point Xo: oxo et en 
passant à la limite dans l'inégalité d'ultracontractivité pour les fonctions gn, on obtient 
Pt(x,xo)::; k(t), ce qui signifie que la densité est bornée sur IR2 Ainsi 

Cette bornitude implique que, pour t > 0, Tt : L2(Vb) -+ L2(Vb) est un opérateur de 
Hilbert-Schmidt (voir, par exemple [D-S] p.1009). Or, Tt = T!;2Tt/2' ce qui implique que 

Tt est un opérateur à trace. 
iii) Soit f l'opérateur "carré du champ" et f 2 défini par la relation suivante 

f(!,g) = ~(Lb(!g) - fLbg- gLbJ) , 

1 
f 2(.f,g) = 2(Lb(f(!,g)) - r(Lb.t,g) - f(!,Lb g)). 

S'il existe k > 0 tel que 
f 2 (.f,f) :2: kf(!,f), 

pour tout .t E coo, alors on a la propriété de trou spectral i.e. iii) (voir [Ba-E] et [Ba]). 
Dans la situation présente 

f(.f,g) = ~.f'g', f 2(.f,g) = ~(.fffgff + b'.f'g'). 
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Ainsi, il suffit de montrer 
1"2 + b'1'2 2: 2k 1'2. 

Or, ceci est une conséquence immédiate de (1.42) (en remplaçant k par 2k), on obtient ainsi 
la propriété de trou spectral. Par ailleurs, prenant fn une fonction propre normalisée dans 
L 2 (Vb), on obtient IlfnllL'(vb) :S 1 et ainsi l'inégalité d'ultracontractivité (1.45) implique 
(1.46). QED 
Ce lemme a une application en probabilité puisqu'il permet d'estimer la différence entre 
la loi de Xf et la distribution stationnaire vb(x)dx lorsque le temps t tend vers l'infini. 
Corollaire 1 Soit b : IR -+ IR une fonction impaire localement lipschitzienne vérifiant: 
il existe p > 1 tel que liminf+oo b(x)/xP > 0, et 

b(x) - b(y) 2: k(x - y), Vx 2: y, où k > o. 

Soit Xo une variable aléatoire admettant une densité par rapport à Yb. Il existe alors À > 0 
et ,(to) > 0 tels que 

IIE[g(X;)]- la 9(X)Vb(X)dxl :s ,(to)e-Àt llgIlL2(Vb)' (1.47) 

pour tout t > to, 9 E L2 (Vb). 
Preuve: On va montrer l'encadrement (1.47) pour une fonction b E Cl et vérifiant 
b'(x) 2: k> O. Le cas général s'obtient alors en approchant b. 
Comme X o admet une densité, on a IP(Xo E dx) = O(x)vb(x)dx. Alors, pour toute fonction 
9 E L2 (Vb), on a le développement suivant 

9 = (g,l)vb + l.)g,jn)fn, (1.48) 
n2: 1 

où Un, n 2: 1) est la suite de fonctions propres associées aux (Àn, n::" 1) (voir le lemme 
précédent). Ainsi 

lE[g(X;)] = la lE[g(Xf)W(x)vb(x)dx = (lE[g(X;)],O)Vb' 

où (Xf, t 2: 0) est la diffusion de l'E.D.S. avec dérive b et partant de x. En appliquant 
l'opérateur Tl à (1.48), on a 

Tlg = (g,l)vb + l.)g,jn)Vbe- Ànt fn· 
n;:::l 

On obtient ainsi 

Utilisant (1.46), on a 

1 (fn,O)vb 1 :s la l!n(x)IO(x)Vb(X)dx :s Ilfnlloo :s k(to/2)eÀnto/2. 
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz dans L2(lN), on a 

Or, comme Tt./2 est un opérateur à trace (voir Lemme 16), L e-Ànto/2 < +00. Ceci 
n~l 

termine la preuve de (1.47) puisque les estimations ci-dessus ne dépendent pas de la dis
tribution initiale. QED 

1.3.2 Convergence vers la distribution stationnaire 

Voici quelques rappels et préliminaires qui sont essentiellement des conséquences de 
(1.33) : 

/3(x) = ,6o(x) + ŒX, Œ > 0, 

où ,60 est une fonction impaire, strictement croissante, convexe sur lR.+, vérifiant: il existe 
r > 0, tel que 

l/3o(x) - /30 (y) 1 :S clx - yl(1 + Ixl T + lyIT), Vy E lR., xE lR.. (1.49) 

En particulier 
l,6o(x)1 :S C(1 + IxI 2q

), où 2q 2: r + 1. (1.50) 

On supposera de plus que K < l:a Œ. Dans la section 1.2 on a vu qu'il existe Œilo > 0 
tel que, pour tout Œ 2: Œil" il existe une unique distribution symétrique stationnaire 
(u(x)dx,v(x)dx) telle que 

u(x) = À(~,v) exp {a lX cP * v(y)dy - (1- a) [ ,6 * U(y)dY} , (1.51) 

où À(u,v) est telle que IIR u(x)dx = 1. 

v(x) = J1(~,v) exp {(1- a) [ cP * u(y)dy - a lX /3 * V(Y)dY} , (1.52) 

où J1( u,v) est tel que IIR v(x )dx = 1. La démonstration de ce résultat repose sur le fait 
que, pour tout Œ supérieur ou égal à un certain Œila, il existe 0 < kilo < 1 tel que 

A est défini ici par 

A(u,v)(x) = À(~,v) exp {a lX cP * v(y)dy - (1- a) [ ,6 * U(Y)dY} , 
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et 

Np(w) = llxl(l + IxIP)lw(x)ldx, p > 4q. 

L'inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout (Ul,VI) et (U2,V2) appartenant à Da défini par 
l'équation (1.38). Le résultat est également vérifié pour B défini comme suit 

B(u,v)(x) = Il(~,v) exp {(1 - a) [ rjJ * u(y)dy - a [ (3 * V(Y)dY}. 

Remarque 2 On peut rendre k(3o suffisamment petit en augmentant a(3o· 
Voici le résultat principal de ce paragraphe: 

Proposition 5 On suppose que X o et Yo sont deux variables aléatoires de lois symé
triques, (3o(x) 2': kxP pour x 2': 1 et pour un certain p > 1 et rjJ est concave sur lR+. Alors 
il existe 1 tel que, pour tout (3(x) = f3o(x) + ax avec a 2': l, la distribution du couple 
(Xt,l't), solution de (E), converge vers (u(x)dx,v(x)dx) quand t tend vers l'infini. 

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, voici quelques remarques sur 
les fonctions avec lesquelles on sera amené à travailler. On pose 

rI (t,x) = lE[(l - a)(3(x - X,) - arjJ(x - l't)], 

r2(t,x) = lE[af3(x -l't) - (1- a)rjJ(x - X,)]. 

On note au passage que le système (E) est équivalent au système suivant 

{ 

Xt+Bt-f~rl(s,Xs)ds 

l't + Et - f~ r2(s,Ys )ds. 

Comme X t et l't sont de lois symétriques (voir la démonstration du Lemme 7), on obtient 

1 ~ 

lE [(3 (x - X,)] = lE[f3(x + X,)] = 2" lE [(3 (x - X,) + f3(x + X,)] = lE[f3x(X,)], 

où lix(y) = Hf3(x - y) + (3(x + y)). (3 étant convexe et impaire, on en déduit que 

lix(Y) ::> (3(x) pour tout x ::> O. Ainsi 

lE[f3(x - X,)] ::> (3(x) = (3o(x) + ax 2': ax. (1.53) 

De plus, par (1.2), 

lE[f3(x - X,) - f3(y - X,)] -<:: clx - yl(l + IxlT + lyIT). 

lE[f3(x - X,)] est donc borné pour x fixé. En ce qui concerne le deuxième terme de rI, on 
raisonne de manière identique et on trouve alors 

~ ~ 1 
lE[rjJ(x -l't)] = lE[rjJx(l't)], où rjJx(Y) = 2" (rjJ(x - y) + rjJ(x + y)). 
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Comme cp est une fonction Lipschitzienne impaire, 

1 
IE[cp(x - Yi)] = 2"IE[cp(X + Yi) - cp( -x + Yi)]. 

Ainsi IE[cp(x - Yi)] est borné à x fixé: 

-Kx ::; IE[(b(x - Yi)] ::; Kx, 

et 
IE[lcp(x - yt) - cp(y - yt)l] ::; Klx - yi. 
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(1.54 ) 

En reliant les propriétés de cp et de f3, i.e (1.53) et (1.54), on déduit les inégalités suivantes 
concernant r1 (on peut obtenir sensiblement les mêmes pour r2). 

r1(t,x) 2 (1- a)ax - Kax 2 "(x, où "( > 0, 

car on a supposé que K < l:aa. Par ailleurs 

h(t,x) - r1(y,t) 1 ::; clx - yl(l + Ixl" + Iyl")· 

(1.55) 

On peut alors déterminer la limite supérieure et inférieure des coefficients ri puisque 
ceux-ci sont bornés. On notera, pour i = 1,2, 

r:o(x) = SUpri(t,X), r:o(x) = inf ri(t,x), x 2 o. 
t?to. t?to 

Alors 

On pose également 
ri(x) = infr1o(x) = lim SUpri (t,x), 

to t 

ri(x) = sup r:o (x) = liminfri(t,x). 
to t 

Alors P(x) = -P(-x) et ri(x) = -ri(-x). De plus, si x 2 y, 

On introduit enfin 

r1o(x) - r1o(Y) 2 "((x - y), idem pour r;o' 

P(x) - of (y) 2 "((x - y), idem pour ri. 

exp - j,lxl r1(y)dy 
u~)= 0 . 
- fIRJ exp - f6 xl r 1 (y )dy )dx 

(1.56) 

'fi est défini de la même manière en remplacant r par r; et 71 est défini en remplacant r1 
par r2. 
Lemme 17 Soit f : IR --+ IR+ une fonction croissante paire à croissance polynômiale sur 
IR+, alors il existe ..\ > 0, Cl > 0 et C2 > 0 tels que 

(1.57) 

pour t 2 2to. On définit !le par la formule (1.44). La même relation est vraie pour yt, il 
suffit d'échanger r1 et r2· 
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Preuve: La preuve de ce résultat est similaire à celle de Benachour-Roynette-Vallois 
Lemme 3.2 p.214 dans [B-R-V]. 
On associe à X deux diffusions X et X telles que 

X t = X to + Bt - Bto -lt 
[~o(Xs)ds, t::o: to, 

to 

Xt = X to + Bt - Bto -lt 
T~o(Xs)ds, t::o: to· 

to 
Comme les fonctions Tl et [1 sont paires localement lipschitziennes, on peut appliquer le 
principe de comparaison (Proposition 4), on obtient ainsi 

lE[f(Xt)] ~ 1E[J(Xt)] ~ 1E[J(Xt)], pour t::o: to, 

pour f une fonction paire et croissante. Comme, d'après l'hypothèse de la Proposition 5 
f3(x) ::0: kxP pour x ::0: 1, et grâce à (1.46), on peut appliquer le Corollaire 1 qui utilise 
l'ultracontractivité du semi-groupe associé à la diffusion Xb, on en conclut qu'il existe des 
constantes c, r! et À telles que, pour t ::0: 2to, 

ck~e-À(t-to) + { f(y)vrj (y)dy ~ 1E[J(Xt)] ~ { f(y)vcl (y)dy + c'k}e-À(t-to), ira 0 lm 0 

où 7i.~ = lm. P(y)vEl
o 
(y)dy. Il ne reste plus qu'à montrer que 7i.~ est fini. Pour cela, on prend 

Cl et C2 deux fonctions vérifiant: c; est paire lipschitz, lim infx -+oo c~:) > 0 pour un certain 
p> 1, Ci(X) - Ciry) ::0: k(x - y) avec k > 0 et x ::0: y et de plus sgn(x) (Cl (x) - C2(X)) ::0: 0 
pour tout x E IR*. On se donne Ul (t) et U2 (t) deux diffusions associées aux termes de 
drift Cl et C2 alors 

1E[J(Ul(t))] ~ 1E[J(U2(t))]. 

En prenant la limite quand t tend vers l'infini, on obtient 

lm. f(y)vCl (y)dy ~ lm. f(y)vC2 (y)dy. 

Grâce à (1.45), on déduit pour f à croissance polynômiale, 

k~ = { P(Y)Vrj (y)dy ~ k, = { f2(y)vEI (y)dy ~ ( f2(Y)V..,o(y)dy < 00, lIFt 0 .Ira 0 JJR 
b est défini dans l'équation (1.55)). QED 
Preuve de la Proposition 5: 
1) On vérifie tout d'abord que [1 = Tl et que [2 = T2

, en d'autres termes que Tl (t,x) et 
T2(t,X) convergent quand t tend vers l'infini. On utilise le résultat du lemme précédent, 
avec f = 7Jx. Comme 1E[f3(x - Xt)] = 1E[,8x(Xt)], en prenant la limite supérieure et 
inférieure, on obtient 

liminf { ,8x (y) Vr' (y)dy < liminflE[f3(x - Xt)] 
to JJR ta t 

< limsuplE[f3(x - X t)] ~ limsup { ,8AY)Vr l (y)dy. 
t ~ & ~ 
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Comme r 1(x) = infto r~ (x) 2': 0, on a limto-+oo fm. !3x(y)vrlo (y)dy = jh u(x), ainsi 

fJ * u(x) ::; liminflE[j3(x - Xt)] ::; limsuplE[fJ(x - Xt)] ::; j3 * 1f(x). 
t t 

On remarque que la même é.ljalité est vraie pour yt en remplacant u par v. 
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rjJ étant concave sur IR+, -rjJx est une fonction croissante et donc par un raisonnement 
identique à celui que l'on vient d'effectuer 

-rjJ * v::; liminflE[-rjJ(x - yt)] ::; limsuplE[-rjJ(x - yt)] ::; -rjJ * 'Q. 
t t 

En combinant les deux résultats, on trouve 

r1(x) ::; (1 - a)j3 * lf(X) - arjJ * l'(x), 
r 1(x) 2': (1 - a)j3 * u(x) - arjJ * v(x). 

(1.58) 

En utilisant le Lemme 13 et le principe de comparaison décrit dans la preuve précédente, 
on sait qu'il existe ko E]0,1/2[ tel que 

Np(u - lf) ::; Np(A(lf,l') - A(u,v)) ::; ko(Np(u -1f) + Np (v - l')). 

Par ailleurs, par un calcul similaire, il existe k1 E]0,1/2[, tel que 

Np (v - l') ::; Np(B(lf,l') - B(u,v)) ::; k1(Np(u -1f) + Np (v - l')). 

On en déduit alors que ri = ri = ri et que 1f = U = u*, l' = v = v', en faisant la somme 
des deux inégalités précédentes. Puis par la formule (1. 58), on trouve 

r~(x) = (1 - a)j3 * u'(x) - arjJ * v*(x) 

et 
r;(x) = aj3 * v*(x) - (1- a)rjJ * u*(x). 

Et donc (u',v*) est l'unique solution du système (1.26) notée (u,v). Ceci implique, par 
convergence dominée, que 

lim 1E[J(Xt )] = r f(x)u(x)dx, 
t-too lm 

et 

lim 1E[J(yt)] = r f(x)v(x)dx, 
t-+oo lm 

où f : IR -+ IR est paire, croissante sur IR+ et à croissance exponentielle. Enfin, comme 
Xt et yt sont indépendants, la loi de (Xt,yt) converge vers (u(x)dx,v(x)dx). 
En particulier, 

tli,~ !P(lXtl 2': a) = L ll{IYI2:o}u(y)dy. 

Comme la distribution de X t est symétrique, on a 

IP(lXtl 2': a) = 2IP(Xt 2': a) = 2(1 - IP(Xt < a)). 

On en déduit que, pour tout a E IR, 

lim IP(Xt < a) = la u(y)dy. 
t-t-OO -00 

X t converge donc bien en loi vers u(x)dx. Le même raisonnement est valable pour Y.QED 
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1.4 Différence entre les lois Ut(x)dx et Vt(x)dx 

En considérant le système (E), on remarque que, quand a = 1/2, les deux équations 
apparaissant dans le système sont identiques. Ainsi, X t et Yt ont la même loi, pour tout 
t > 0 (si X o et Yo ont la même loi). Par contre, lorsque a # 1/2, les lois de X t et de 
Yt sont vraiment différentes, pour t > O. Dans un premier temps, on montrera que les 
densités des lois stationnaires (u et v) sont différentes en étudiant l'équivalent de ln;; au 
voisinage de l'infini. Dans un second temps, on cherchera à quelle vitesse les lois de X t et 
Yt se séparent au voisinage de l'origine, lorsque X o et Yo ont la même loi. 
On rappelle que u(x)dx et v(x)dx désignent les lois stationnaires du système (E), et donc 
que (u(x ),v(x)) vérifie l'équation (1.26), où {3 et q, vérifient les hypothèses de la section 
préliminaire et (1.33) avec {3o(x) 2': kxP pour x 2': 1, où k > 0 et p > 1. 

Proposition 6 Au voisinage de +00 et -00, on a 

u(x) lixi 
ln v(x) ~ (2a - 1) 0 {3(y)dy. (1.59) 

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du résultat suivant: 

Lemme 18 Soit {3 une fonction croissante paire, à croissance polynômiale. Au voisinage 
de ±oo, on a alors 

L{3(x - y)u(y)dy ~ {3(x). (1.60) 

Idem pour v(x). 
Preuve du Lemme Pour montrer (1.60), on décompose le produit de convolution en 
trois intégrales. 
i) La première est 

ft (R) = 1: {3(x - y)u(y)dy, où R> o. 

Comme {3 est une fonction croissante, on a, pour x 2': R, 

{3(x - R) 1: u(y)dy S ft(R) S {3(x + R) 1: u(y)dy. 

Puisque u est une densité de probabilité à décroissance exponentielle au voisinage de 
l'infini, quelque soit é > 0, on peut choisir Ra assez grand tel que, pour tout R 2': Ra, 

LOO {3(y )u(y )dy S c. 

On en déduit alors que 

1: u(y)dy 2': 1 - 2é, pour R 2': Ro· 

Par ailleurs, on sait que 
. {3(x±R) 

hm {3() = 1. x--+oo X 
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Ainsi on peut choisir Xo assez grand tel que, pour tout x 2: xo, on ait 

I1 (R) 
(1- f)(I- 2f) -<:' f3(x) -<:' (1+f)(I- 2E). 

ii) La seconde intégrale est 

r oo 

h(R) = J R f3(x - y)u(y)dy. 

Or, pour R 2: Ho, on a 

IIAR) 1 < L+oo 

1f3(x - y)lu(y)dy -<:' L+oo 

max(f3(x),f3(y))u(y)dy 

< f3(x) L+oo 

u(y)dy+ L+oo 

f3(y)u(y)dy -<:' (f3(x) + I)E. 

iii) La troisième intégrale est 

Is(R) = l: f3(x - y)u(y)dy. 

Or, pour R 2: Ro, on a 

l R r+oo 
II3(R)I-<:' -00 1f3(x-y)lu(y)dy-<:, JR+x 1f3(y)lu(x+y)dy. 

Comme u est décroissante au voisinage de l'infini, pour x assez grand, on a 

1
+00 

IIs(R)I-<:' 1f3(y)lu(y)dy -<:' f. 
R+x 
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En combinant les trois intégrales ont obtient (1.60) au voisinage de +00 et, comme f3 est 
une fonction impaire, on en déduit (1.60) au voisinage de -00. QED 
Preuve de la Proposition 6: La preuve est évidente. On utilise le Lemme précédent 
pour obtenir des équivalents dans les formules (1.27) et (1.28). On utilise alors le fait que 
f30 (x) 2: kxP pour x 2: 1, avec p > 0, et que cP est une fonction bornée. QED 
On s'intéresse maintenant à la séparation des lois de X t et yt pour t au voisinage de 
l'origine. Pour cela, on introduit la distance de Wasserstein: 

W(JL,V) = inf J J lx - yld1f(x,y), 

où l'infimum est pris sur toutes les probabilités 1f sur IR x IR ayant pour marginales JL et 
v (de premier moment fini). 
Proposition 7 Soit w(x)dx la loi de X o et celle de Yo, avec w une fonction paire positive 
telle que IlR x2(r+t)' w(x )dx < 00 (r étant défini dans la section préliminaire), et soient 
ut(x)dx la loi de Xl> vt(x)dx la loi de yt, alors 

liminf W(ut(x)dx,vt(x)dx) 2: (2a - 1) r 1 (cP + (3) * wl(x)w(x)dx. 
HO t JlR 
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Preuve: On définit tout d'abord la semi-norme suivante: 

IlfliLip = inf{ry;:' 0 t.q. V(x,y) E IR?, If(x) - f(y)l:::; rylx - yi}· 

D'après le Théorème de Rubinstein-Kantorovitch (voir, par exemple, [Du] p.20), on sait 
que 

W (fJ.,v) = sup [j gdfJ. - J gdV] , 

où le suprémum est pris sur toutes les fonctions g telles que IlgllLip :::; 1. Ainsi 

W(ub)dx,Vt(x)dx) = sup lE[g(Xt) - g(yt)], (1.61) 
9 , IlgllLip<::! 

où (X"yt) est la solution du système (E) (cette solution existe puisque lE[xgcr +1
)'] = 

lE[Ya2Cr+1)'] < 00: voir Théorème 1). 
Or, d'après (1.4) et la formule d'Itô, pour g à dérivées première et seconde continues et 
bornées, on a 

lE[g(Xo)] + a llE[gl(XS )(4> * Vs) (Xs)]ds 

l
t 11t -(1 - a) 0 lE[g'(Xs )(,6 * us) (Xs)]ds + 2 0 lE[gl/(Xs)]ds. 

De même, 

lE[g(yt)] = lE[g(Yo)] + a llE[gl(Ys)(4> * us) (Ys)]ds - (1 - a) llE[gl(Ys)({3 * vs)(Ys)]ds 

11t 

+- lE[gl/(Ys)]ds. 
2 0 

On en déduit donc, par continuité en t, 

:tlE[g(Xt ) - g(yt)] (0) = (2a -1) L g'(X)((4> + ,6) * w)(x)w(x)dx. 

On applique alors cette formule à une suite de fonctions (gn, n ;:. 1) régulières paires 
à dérivées première et seconde bornées, croissantes sur lR+, telles que g~(x) = 1 pour 
x ;:. l/n et IlgnliLip :S 1. Comme a ;:. 1/2 et gràce à la parité de gn, 4> et ,6, on obtient 

~1E[gn(Xt) - gn(yt)](O) ;:. (2a - 1) 1 1(4) +,6) * wl(x)w(x)dx. 
dt IxI2'/n 

En utilisant (1.61), on obtient 

liminf W(ut(x)dx,vt(x)dx) ;:. (2a -1) 1 l(rH,6) * wl(x)w(x)dx. 
t--+O t IxI2'/n 

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient le résultat de la Proposition 7. QED 



Chapitre 2

Etude du système (F) et propagation
du chaos

Dans ce chapitre, nous étudions le système à Nn+Mn particules (F), chacune vérifiant
une équation différentielle stochastique dans laquelle intervient la position des autres
particules du système. L'ensemble des particules peut être divisé en deux sous-ensembles:
les particules de même nature ont tendance à s'attirer et les particules de nature différente
à se repousser. Dans un premier temps nous allons démontrer l'existence et l'unicité d'une
solution au système (F), puis nous montrerons qu'il y a propagation du chaos: c'est-à-dire
que si nous considérons un nombre fini de particules du système (F) et que le nombre de
particules du système tend vers l'infini, les particules considérées seront asymptotiquement
indépendantes et vérifieront une E.D.S. non linéaire. Enfin dans un dernier temps, nous
étudierons une inégalité de concentration de la loi des particules autour de leur moyenne.

2.1 Existence et unicité des solutions pour (F)

Soient (Nn)nEIN et (Mn)nEIN deux suites croissantes tendant vers l'infini. On suppose
que

1· Nn 1 /lm = - a, 1 2 <::: a < 1.
n-+oo Nn + Mn

On définit le système de Nn + Mn équations suivant:

Xi,Nn = Xi + Bi _ 1 I t
~ (3(Xi,Nn _ Xj,Nn)ds

t 0 t N +M ~ s s
n n 0 j=l

1 I t Mn .+ '" "'(X"Nn _ yk,Mn)ds 1 < i < NN +M ~'I' s s , - - n
n n 0 k=l

y;i,Mn = y;i + iJi _ 1 I t
~ (3(yi,Mn _ yj,Mn)ds

t 0 t N +M ~ s s
n n 0 j=1

1 It
N

n

+N + M L </J(y,i,Mn
- X;,Nn )ds, 1 <::: i <::: Mn

n n 0 k=l

101
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B et B sont deux mouvement browniens indépendants de dimensions respectives Nn et 
Mn. Les hypothèses sur cp et (3 sont celles exprimées dans la section préliminaire du 
chapitre 1. On suppose de plus que (31 > l~a K. Dans toutes les démonstrations qui 
suivent, N n n'apparaîtra pas en exposant â côté de X ni Mn â côté de Y dans 
le but d'alléger les notations. 

Proposition 8 Le système (2.1) admet une unique solution forte. 

Preuve: Soit (3p la fonction définie par 

{ 

(3(p) si x ?'p, 
(3p(x) = (3( -pl si x :":: -p, 

(3(x) si - P:":: x :":: p. 

On considère un nouveau système en remplacant (3 par (3p. Le terme de dérive est alors 
borné et lipschitzien, ainsi le système a une unique solution forte. Soit 

Tp = inf{t? 0: =J n E lN' t.q. IXrl > p ou IYtl > p}. 

On veut montrer alors que supTp = 00. En utilisant la formule d'Itô, on a 

Nu Mn 

2)Xi)2 + L(Y/)2 
i=l j=l 

N n Mn t Nn lt Mn 

- L(X~)2+ L(YJ)2+2 Jo LX;dBs+2 LY!dBs 
i=l j=l 0 i=l 0 j=l 

+ Nn ~ Mn ~ [ X; ( - ~ (3(X; - Xt) + ~ cp(X; - y!)) ds 

+ N
n 
~ Mn ~ [Y,i (- ~(3(Y,i - yn + ~cp(Y,i - Xi)) ds 

+(Nn + Mn)t 
N n Mn t N n rt Mn 

L(X~?+ L(yg)2+2 Jo LX;dBs+2 Jo LY!dBs 
i=l j=l 0 i=l 0 j=l 

+ N 2 M L t -(X; - x1)(3(X; - Xt)ds 
n + n l'Si<j'5: Nn Jo 

+ N 2 M L t _(y,i - Y!l,6(y,i - Y!)ds 
n + n l<5.i<jSMn Jo 

+ N 2 M L rt 

(X; - Y!lCP(X; - Y!)ds 
n + n l::;:i::;Nn, , l'5:.jS:Mn Jo 

+(Nn + Mn)t. 

En prenant l'espérance et en utilisant la bornitude de cp, puis l'inégalité sgn(x)(3(x) ? 0 
impliquant 

L (Xi - xj)(3(xi - xj) ? 0, 
lS:i<j<5,Nn 
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on obtient 

[ 
Nn ] [Mn ] 2M fT At (Nn Mn) 

< lE ~(Xi)2 + lE ~(Y6l2 + N
n 
+ ~n lE Jo P ~ IX;I + ~ IY:I ds 

+(Nn + Mn)lE[Tp 1\ t] 

< lE [~(Xi)2] + lE [~M)2] + (2M,pp + Nn + Mn)t. 

Or, comme 

on obtient 

On en déduit donc que 
lim lP(Tp ::; t) = O. 

p->oo 

QED 

2.2 Propagation du chaos pour un système infini de 
particules 

2.2.1 Convergence en loi 

Le principal résultat concernant ce système d'équations est la propagation du chaos, 
, t' d' t t (k ) E JN2 (X1,Nn X2,Nn Xk,Nn v1,Mn vr,Mn) ces -a- Ire que, pour ou ,T ,t, t,···, t ,I t , ... ,I 't converge 

en loi, quand n tend vers l'infini, vers 07=11'- 0~=1 1/ où 1'- est la loi de X t et 1/ la loi de 
Yj, (Xi,Yj) étant la solution du système (E). Ce résultat est la conséquence du théorème 
suivant (voir [8]) : 

Théorème 4 On suppose que X o et Yo ont des lois symétriques et que lE[X~(r+l)'] < 00 

et lE[Y0
2(r+1)'] < 00, alors, pour tout T < 00, 

lim lE [sup IxI,Nn 
- X!12] = 0 

n->oo tE[O,TI 
(2.2) 
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lim lE [sup l~i,Mn - "Y;1 2
] = 0,

n-+oo tE [a,T]

où (:Y;,"y;) est la solution de

~ = x~ + Bj + a rt rc(J(Jr. - x)vs(x)dxds - (1- a) rt r!3(Y: - x)us(x)dxds
Jo JJR t J~ JJR (2.3)

"Y; = Y~ + Bj + (1- a)1Lc(J(Y: - x)us(x)dxds - al L!3(Y: - x)vs(x)dxds

-1 -1
ut(x)dx (respectivement vt(x)dx) est la loi de X t (resp. Y t ).

Pour démontrer ce théorème, on a besoin de plusieurs propositions et lemmes.

Proposition 9 On suppose que lE [xgP] < 00 avec p E lN, il existe alors une constante c,
dépendant de p et T, telle que

Le même résultat est valable pour Y.

Preuve: Par la formule d'Itô, on a

Nn

:L)Xj)2P+2
i=l

où Mt est une martingale locale continue. Or

Par ailleurs, grâce â l'inégalité de H6lder et â la bornitude de c(J, il existe une constante
M > 0 telle que

On pose 1/;p(t) = lE [L:{:n1(X1)2p]. Alors, d'après les dernières inégalités, on obtient que 1/;
vérifie
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Comme 7f;o(t) = Nn , on obtient facilement, par récurence, 

lorsque lE[IXoI2p] < 00. 

Proposition 10 Soit (XfJT/) la solution du système (2.1). Alors, pour T < 00, 

Preuve: D'après la formule d'Itô, on a 

On définit 

b1(t,x) = lE[O(x - Xi)], 
b2 (t,x) = lE[O(x - f'?)], 
b3(t,x) = lE[q,(x - f?)], 
b4(t,x) = lE[q,(x - Xl)]. 

105 

QED 

(2.4) 

(2.5) 

i) On calcule d'abord le deuxième terme de l'égalité ci-dessus, lequel est égal à (l)i + (2)i 
où 

(l)i = 

(2)i = -2lE t ( 1 - (1 - a)) b1(s,X;))(X; - X;Jds. 
Jo Nn+Mn 

On cherche d'abord à estimer (1);: 

2 t N
n 

(1); = N + M lE Jo ~)O(X; - X;) - O(X; - xt))(X; - X;)ds 
n n 0 j=l 

2 lt N
n 

N M lE 2)O(X; - xt) - b1 (s,X;))(X; - X;)ds 
n + n 0 j=l 

= 
2 lt N

n 
2 l t 

N
n 

N M lE 'I>lj(s)ds- N M lE I>lj(s)ds. 
n + n 0 j=l n + n 0 j=l 
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La définition de p;~(t) et celle de p;j(t) sont implicites dans le calcul précédent. Or, on 
a la propriété suivante: 

où pl~(t) = pl~(t) + p)~l(t). Comme f3 est impaire, 

(3) _ i j - i - j i - i j - j Pi,j (s) - (f3(Xs - X s) - f3(Xs - Xs))(Xs - X s - (Xs - X s ))· 

Six-y;::: x'_y' (respectivement x-y:S x'_y'), alors x-x' ;::: y_y' (resp. x-x':S y_y') 
et donc [(x - y) - (x' - y')][f3(X - x') - f3(y - y')] ;::: O. Par conséquent pl~(s) ;::: 0 et 

LI<:i,j<:NnPl,~(s);::: O. 
D'autre part, par l'inégalité de Schwartz: 

avec 

Nn 

En développant la somme dans B, on obtient Bi(S) = LÇj,j(s) + 2 L Çj,k(S) où 
j=1 l'Sj<k';5;Nn 

- 1) si j f- k, alors X;, xt et X: sont trois copies indépendantes de X; et comme f3 
est impaire, on obtient Çj,k(S) = 0 pour j f- k 

- 2) si j = k alors çjj = lE[(f3(X; - Xi) - bl (s,X;))2]. Comme 1f3(x) 1 :S C(1 + Ixl 2q
) 

pour 2q ;::: r + 1, en utilisant la Proposition 2, on obtient une borne uniforme sur 
[O,T] : il existe une constante Cl > 0 telle que 

Bi(S) :S C;Nn. 

Par ailleurs, en utilisant la symétrie lE[(X: - X;)2] = lE[(X; - X;]2J, on trouve alors une 
inégalité pour (l)i: 

(2.6) 

Que se passe-t'il pour (2)i? 



2.2. Propagation du chaos pour un système infini de particules 107 

Il existe donc une constante C2 , telle que 

(2)i :<; C21 Nn _ (1 - a) 1 rt 

IE[IX; - x;12j1!2ds. 
Nn+Mn Jo (2.7) 

ii) On revient maintenant au premier terme de la formule (2.4): 

où 

( 
2Mn ) rt 

- . -
Ci = N

n 
+ Mn - 2a lE Jo b3 (s,X:) (X: - X:)ds. 

On majore successivement toutes ces quantités: 

2Mn l t 
i -i 2 ai :<; N KIE (Xs - X s ) ds, 

Mn + n a 

car cp est lipschitzienne de paramètre K > O. 

Enfin, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a 

C < C 1 Mn - all
t 

IE[(Xi 
- X i )2]1!2ds '_3 N + M s s , 

n n 0 

où la constante C3 vaut 2M~. 
On regroupe toutes les inégalités obtenues concernant (2.6), (2.7), ai, bi et Ci. Pour cela, 
on pose w(t) = IE[(Xl- X1)2] et w(t) = IE[(Y? - Y??J, alors 

w(t) :<; a(Nn,Mn) t v w(s)ds+2K MnM t w(s)ds+2K N Mn rt 

vw(s)w(s)ds, Jo Nn + n Jo n + Mn Jo 

( Cl..;N;. 1 Nn 
( 1 1 Nn 1 OÙ a Nn,Mn) = M + C2 M - 1 - a) + C3 N M - a tend vers 0 quand 

Nn + n Nn + n n + n 
n -t 00. 

On obtient la même équation pour w en échangeant N n et Mn, a et 1 - a. Comme 
xy :<; x';y2 pour tout x et y dans lR, on a 

l
t 

M l t 

w(t):<;a(Nn,Mn) vw(s)+w(s)ds+3K n
M 

w(s)+w(s)ds, 
o Nn + n 0 
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et 

w(t) ::; a'(Nn,Mn) i t 

vw(s) + w(s)ds + 3K Nn i t 

w(s) + w(s)ds. 
a Nn +Mn a 

En faisant la somme de ces deux expressions et en appliquant le Lemme 2, on trouve 

Ainsi, on en déduit 

lim sup w(t) = 0 et 
n-too tE [a,TI 

lim sup w(t) = O. 
n-too tE[a,TI 

QED 
Remarque 3 Si, à partir d'un certain rang, ~ est constant, alors les calculs se sim
plifient dans la démonstration précédente et, de plus, il existe des constantes C4 > 0 et 
C5 > 0 telles que 

et 
sup lE[(~i,Mn _ "f,i?] ::; Cs. 

tE[a,TI Mn 

Voici un deuxième résultat de convergence : 

Proposition Il Pour T < 00, i E lN*, 

et 
lim sup lE[(~i,Mn - "f,i)4] = O. 

n-too tE[a,TI 

Preuve: En utilisant la formule d'Itô, on trouve 

où 
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Comme cp est bornée par IvI</>, on trouve 

Par un raisonnement similaire à celui utilisé dans la preuve précédente pour majorer (1 li, 
on obtient 

Enfin, comme lE[xgq
] < 00, on a, par la Proposition 2 et la condition (1.3), 

SUPtE[O,TllE[b1(t,X"l)4] < 00, et ainsi 

Si on pose ç = {suPsE[o,TllEIX! - X!14P/4, ç satisfait à l'inégalité 

{ }

1/2 

e::;csTIN NnM -(1-allç+C7 sup lEIX;-X;12 

n + n sE [O,TI 

Comme d'après la proposition précédente {suPsE[o,TllEIX! - X!12P/2 -+ 0 alors ç -+ 0, ce 
qui termine la démonstration. QED 

Remarque 4 Si, à partir d'un certain rang, ~: est constant, alors la démonstration se 
simpl~fie et il existe une constante Cs > 0 telle que 

Le même résultat est valable pour Y. 
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Preuve du Théorème 4: Par la formule d'Itô, on a 

-21
t 

(N 1 M tj3(X; - Xf) - (1 - a)b1(S,XD) (X; - X;)ds (2.9) 
o n + n j=l 

En prenant les valeurs absolues, le supremum sur [O,T] et l'espérance, on obtient les mêmes 
majorations pour le premier terme (2.8) de l'égalité précédente que celles effectuées dans 
la Proposition 10, ainsi 

D'après la Proposition 10, cette somme tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Plus préci
sément, si :r: est constant à partir d'un certain rang, alors il existe une constante C12 > 0 
telle que 

1
T (Mn ) C 1 . k - . . - . 12 

2 N M L q,(X; - ~ ) - ab3 (s,X;) (X; - X;)ds:<:: N . 
o n + n k=l n 

En ce qui concerne le deuxième terme, c'est-à-dire (2.9), on trouve une majoration par 
ai + bi , où 

avec 
(1) _ i j - i - j i - i Pi,j (s) - [j3(Xs - X s) - j3(Xs - Xs)](Xs - X s), 

(2) _ - i - j - i i - i 
Pi,j (s) - [j3(Xs - X s) - b1(s,Xsl](Xs - X s)' 
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et 

bi = c131 N NnM - (1- a)1 { sup lE[IX~ _ X;12]}1/2 
n + n sE[O,T] 

Il est évident que, d'après la Proposition 10, bi tend vers 0 quand n -+ 00 et qui plus est, 
ce terme est nul si ':t: est constant à partir d'un certain rang. On cherche maintenant à 
majorer ai. 
Comme on a déjà vu précédemment 

lE (~IP\~](S)I)::; {lE[(X;-X;)2]ei(S)}1/2::; C14~{ sup lE[IX;_X;12J}I/2 
j=1 SE[O,T] 

D'où 

2 fT lE (~IPl~(s)l) ds::; 2TC14VN" { sup lE[IX~ _ X~12]}1/2 
~+~h j=l' ~+~ ~M 

Le second membre converge vers 0 quand n -+ 00 et si ':t: est constant à partir d'un 
certain rang, alors il est majoré par une constante multipliée par ~n' 
Par ailleurs 

lE[lp;~(s)l] < {lE[(X; - X;?JlE[(f3(X; - yi) - f3(X~ _ y/)2]}1/2 

< {lE[(X; _ x;)2]} 1/2 

X {lE[(X~ - X~ + X; - XtJ2(C + IX; - xW + IX; - X;n2]} 1/2. 

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz 

lE[lp;,j(s)IJ ::; {sup lE[IX; _ XWJ}I/2 
SE[O,T] 

xlE[(X; - X; + X; - Xn4Jl/4lE[(c + IX; - xW + IX; - XW)4j1/4 

< C15 { sup lE[IX~ _ X;12J}I/2 { sup lE[lX: _ X:1 4]}1/4 
sE [O,T] sE [O,T] 

Ce dernier terme tend également vers 0 quand n -+ 00, d'après les Propositions 10 et 11, 
et si ':t: est constant à partir d'un certain rang, alors 

2Nn l T 

lE[1 (1) (s) I]ds < C16
. N + M p,,] - ,,3/4 

n n 0 1Vn 

On en déduit donc le résultat du théorème. QED 

Remarque 5 Si !ft: est constant à partir d'un certain rang, alors il existe une constante 
L > 0, dépendant de T, telle que 

lE [Sup IX;,Nn - X:1 2
] 

sE[O,T] 

Le même résultat est bien entendu valable pour Y. 
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2.2.2 Inégalité de concentration

Dans cette section, on cherche à décrire la répartition des particules, solutions du
système (F) autour de leur moyenne mais aussi autour de la moyenne de (Xt,yt). Toute
cette étude se fait à temps fixé t > O. On utilisera essentiellement des propriétés liées aux
inégalités de Sobolev logarithmiques détaillées dans [M] et dans le livre [A-co].
On supposera pour la suite que f3 et cf; sont des fonctions appartenant à l'ensemble Cl et
on notera (x{'n ,y;Mn) la solution du système à Nn+ Mn équations (F). Pour une fonction
définie dans IRd, on définit la norme

Ilflkip = inf{M > 0; Vx,y E IRd
, If(x) - f(y)1 <:: Mllx - yll}·

On a alors l'inégalité de concentration suivante:
Proposition 12 Pour tout T > 0 et t E [O,Tl, et pour Fn : IRNn+Mn --+ IR lipschitzienne
vérifiant IlFnllLip <:: l, on a

r2

lP(lFn(xtn,y;Mn) -lE[Fn(x{'n,y;Mn)ll:2: r) <:: 2exp- 4C
T

' Vn E lN Vr:2: 0, (2.10)

où CT = (éll4>'II=T -l)/IWlloo.

En particulier, si on prend la fonction

où f est une fonction lipschitzienne telle que Ilflkip <:: l, alors IlFnllLip <:: 1/,;N;; et donc,
en appliquant la proposition précédente, on obtient, pour t E [D,Tl,

(
1 Nu ) N r2

lP IV L f(Xf) -lE[J(Xt
l
)] :2: r <:: 2 exp - 4~ Vr :2: O.

n i=l T

(2.11)

On obtient exactement la même inégalité pour Y en remplaçant Nn par Mn.
Preuve: Soit (XtNu ,y;Mn) la solution du système à Nn+ Mn équations (F). Ce processus
de Markov continu a alors pour générateur infinitésimal

avec

b;(x) = (2.12)
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D'après le Théorème de Herbst (voir par exemple [A-co] p.74), l'inégalité de concentration 
de constante CT = 2(1 - e-2pT )/ p est une conséquence de l'inégalité de Sobolev logarith
mique satisfaite par le semi-groupe associé au générateur Ln. Il suffit donc de vérifier le 
critère de Bakry-Emery (voir [Ba-El), c'est-à-dire, pour tout f E Cg"(JRNn+Mn), 

où r est l'opérateur "carré du champ", 

et 

r 2 (f) = ~wr(f) - 2r(fpg)]. 

Or, pour démontrer ce critère, il suffit de montrer que le spectre du tenseur de courbure 
de Ricci associé au générateur Ln est minoré par p (voir, par exemple [A-co] p.60). Ici, le 
tenseur de Ricci (R;,j)l:S i,j:SNn+Mn est défini par 

et 

Q. = _~ [ab i + abj ] 
"i,) 2 ax. ax.' i#j, 

J ' 

abi 
Rii=--a . 

, Xi 

En faisant les calculs, on obtient: 
si 1 :c:: i,j :c:: Nn et i # j ou Nn + 1 :c:: i,j :c:: Nn + Mn et i # j, alors 

R;,J(x) = - N. ~ M j3'(Xi - Xj), 
n n 

si 1 :c:: i :c:: N n et N n + 1 :c:: j :c:: Nn + Mn ou 1 :c:: j :c:: N n et N n + 1 :c:: i :c:: N n + Mn, alors 

R;,j(x) = N. ~ M 1/(Xi - Xj), 
n n 

si 1 :c:: i :c:: N n , alors 

enfin si N n + 1 :c:: i :c:: Nn + Mn, alors 

En appliquant le Théorème de Gershgorhin-Haddamard (voir, par exemple, [M-M] p. 146), 
on sait que le spectre de R est inclus dans la réunion des boules euclidiennes 

Nn+M
n 

( ) 
spectre(R) C ~ B R;,i, ~ 1R;,jl . 
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Ainsi, toute valeur propre est minorée par

Ceci termine la preuve en prenant p = -211<;b'lloo et donc CT = (éIW11=T -l)/ll<P'lloo.QED
En particulier, si Nn/(Nn + Mn) est constant à partir d'un certain rang (pour n ::: no),
alors on obtient le résultat suivant

Corollaire 2 Il existe une constante KT > 0 telle que, pour toute fonction lipschitzienne
vérifiant Ilflkip :<:: 1, on a

(2.13)

pour tout r ::: o. CT est donnée par (2.10) et KT est la constante apparaissant dans la
Remarque 3, ut(x)dx est la loi de Xl solution de l'équation (2.3). De même,

(2.14)

où vt(x)dx est la loi de f;l solution de (2.3).
Preuve: La preuve de ce résultat est simple: il suffit d'appliquer l'inégalité triangulaire

Or, comme f est lipschitzienne de norme inférieure à 1, grâce à la Remarque 3 et à
l'inégalité de Cauchy-Schwartz, le second membre de l'expression ci-dessus est majoré par

Pour terminer la preuve, il suffit alors d'appliquer (2.11). La preuve de (2.14) est identique
à celle de (2.13). QED
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Introduction 

Soit l'équation différentielle stochastique suivante: 

{ 
dZt = dBt - ([ il>(Zt - Zs)dS) dt 

Zo =0 
(1) 

où B est un mouvement Brownien unidimensionnel. 
Dans cette équation, la dérive dépend de tout le passé de la trajectoire. Nous nous inté
ressons alors au comportement asymptotique des solutions de cette équation à mémoire 
longue où il> est une fonction impaire mesurable et bornée, et nous cherchons à établir 
les cas pour lesquels les trajectoires de la solution de l'E.D.S. convergent et ceux pour 
lesquels elles restent juste bornées. La motivation de ce travail repose sur l'étude des 
marches aléatoires renforcées: R. Pemantle et S. Volkov (voir [P-V]) ont étudié le proces
sus X O,X1 ,X2 , •.• prenant ses valeurs dans n':. En définissant 

n 

Z(n,v) = 1 + L :[Xi=V 

i=O 

le nombre de fois plus un où le processus visite v avant le temps n, la marche aléatoire 
renforcée par sommets sur n': est alors donnée par sa loi: 

Z(n,x) 
IP(Xn+1 = xlFn) = :[X~xn L Z( ) 

W"-'Xn n,w 

où Fn est la tribu engendrée par Xo"",Xn et la relation de voisinage est notée ~. 
R. Pemantle et S. Volkov montrent alors que les trajectoires sont presque sûrement bor
nées, plus particulièremnt, si R = {k : X n = k pour un certain n} est le support aléatoire 
du processus X O,X1 ••• , alors IP(IRI = 5) > 0 et IP(IRI < 00) = 1. Ils donnent de plus le 
comportement asymptotique de manière assez précise. En tout cas, il s'agit d'un résultat 
quelque peu étonnant. Tout ceci nous motive à observer ce qui se passe dans le cas continu, 
c'est-à-dire dans le cas d'une diffusion renforcée vérifiant l'équation (1), en d'autres termes 
dans le cas d'une équation différentielle à mémoire longue (la dérive dépend de toute la 
trajectoire). Evidemment, la correspondance avec le cas discret s'arrête au niveau de la 
motivation puisque, dans le cas continu, la dérive dépend de tout le passé, c'est-à-dire de 
ce qui se passe dans tout l'espace et non pas juste sur des "positions voisines". 
Dans le cas de diffusions, ce problème a déja été étudié pour quelques fonctions il> par
ticulières. M. Cranston et Y. Le Jan ont étudié deux cas particuliers sur IR: le premier 
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concerne la fonction <1> (x ) = ax, avec a une constante strictement positive. La solution de 
l'E.D.S. s'exprime alors de façon explicite sous forme intégrale et, de plus, les trajectoires 
convergent presque sûrement (voir [C-LJ]). Le second cas concerne l'interaction constante 
c'est-à-dire <I>(x) = asgn(x). Pour cette fonction <1> la solution n'est pas explicite mais M. 
Cranston et Y. Le Jan prouvent tout de même la convergence des trajectoires par des 
résultats de comparaison. O. Raimond ([Ra]) étend le résultat dans le cas de l'interaction 
constante sur lRn, n 2- 2 en considérant la fonction <I>(x) = 1;::;1' 

Le but de cette partie est d'étendre les résultats de M. Cranston et Y. Le Jan pour 
d'autres fonctions sur lR. Le premier chapitre montrera que le problème est bien posé en 
présentant un résultat d'existence et d'unicité pour l'E.D.S. (1). 
Dans le second chapitre, nous nous attacherons au cas où la fonction <1>, impaire et bornée, 
n'est pas identiquement nulle au voisinage de l'origine. Nous étudierons alors deux cas: le 
cas d'une fonction croissante et le cas d'une fonction décroissante sur lR~. Dans le premier 
cas nous établirons le résultat suivant: 
Théorème S'il existe une constante C > 0 et un polynôme Pk de degré k E lN* vérifiant 
limx-Hoo Pk (x) = +00 tels que, au voisinage de l'origine, 

1 <1> (x) 1 2- Cexp-Pk C!I)' 
la solution Zt de l'E.D.S. (1) converge p.s. quand t --+ 00. 

Ce théorème très fort, puisque la condition est très peu restrictive, est une extension de 
celui de M. Cranston et Y. Le Jan. La croissance de la fonction est un élément fondamen
tal dans la preuve de ce théorème. Dans le cas contraire nous n'arrivons pas à obtenir la 
convergence, en particulier, nous ne montrerons pour les fonctions décroissantes et conti
nues sur lR~, que la bornitude presque sûre des trajectoires (avec quelques conditions sur 
le comportement de <1> près de l'infini). 
Enfin, dans le dernier chapitre, nous étudierons le cas où <1> est identiquement nulle au voi
sinage de l'origine en prenant <I>(x) = sgn(x)][{lxl::>a}, avec a > O. Ce cas qui ne se distingue 
pas beaucoup du précédent puisque la condition du Théorème est suffisamment faible, a 
en fait un comportement complètement différent. M. Cranston et Y. Le Jan avaient déjà 
fait remarquer que, dans ce cas, les trajectoires de la solution de l'E.D.S. ne convergeaient 
pas presque sûrement. Nous nous attacherons à montrer qu'elles sont néanmoins bornées 
presque sûrement. 
Toute cette étude a fait l'objet d'une prépublication [H-R]. 



Chapitre 1 

Existence et unicité 

Dans cette section, on s'attache à démontrer l'existence et l'unicité des solutions de 
l'E.D.8. (1) dont le comportement des trajectoires sera étudié plus en détail dans les 
sections suivantes. 

Proposition 1 - Si cp est une fonction mesurable bornée, alors il existe une unique 
solution faible de l'E.D.S. (1), 

- si 1> est continue alors il existe au plus une solution forte, 

- si 1> est lipschitzienne il existe une unique solution forte. 

Preuve: On commence par définir une famille brownienne Z = {{ Zt,:Jl : 0 :'0 t < oo}, 
O,F!, lP} où F! est la tribu engendrée par Z. En utilisant le Corollaire 3.5.16 p. 200 
dans [K-S], on sait que 

Rt = exp {[ ([ 1>(Zs - Zu)dU) dZs - ~ [ ([ 1>(Zs _ Zu)dU) 2 dS} 

est une martingale continue. De plus, comme la dérive est localement bornée, la formule 
de Girsanov (voir, par exemple, Corollaire 3.5.2 dans [K-S]) implique qu'il existe une 
probabilité <Q équivalente à lP sur Ft

Z pour tout t > 0 telle que E, défini par 

soit un FtZ-mouvement brownien sur (O,F!,<Q) avec <Q[Eo= 0] = 1. On en déduit donc 
qu'il existe une unique solution faible à l'équation (1). 
De plus, pour toute fonctionnelle bornée F, 

lEq [F(Z.; 0:'0 • :'0 t)] = lElP [F(E.; 0:'0 • :'0 t)Rt ] 

la loi de Z est entièrement déterminée: la solution est donc unique en loi. 
Si, de plus, 1> est une fonction continue, alors, pour T < 00, 

b(t,x(.)) = - [ 1>(Xt - xs)ds, xE C([O,T]), 
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est une fonction continue par rapport aux deux variables t et x(.). Comme la dérive est 
localement bornée, on en déduit que l'équation (1) admet au plus une solution forte (voir, 
par exemple, Corollaire 1 p.271 dans [G-8]). 
Enfin si <I> est lipschitzienne, on applique le Théorème 11.2 de [R-W] qui assure l'existence 
d'une unique solution forte. QED 

Remarque 1 Par les mêmes arguments, on montre qu'il existe une unique solution faible 
zx à l'équation 

Z: = x + Bt -liS <I>(Z: - Z~)duds, 0::; t < 00. 

De plus, ZX a la même loi que x + ZO . 
On n'étudiera donc, par la suite, que les solutions partant de l'origine. 



Chapitre 2 

Si le support de <P contient un 
voisinage de l'origine 

Dans cette section, <1> est une fonction impaire dont le support contient un voisinage 
de l'origine. On distingue alors deux cas: le premier concerne les fonctions continues 
et croissantes. Dans ce cas, sous certaines conditions supplémentaires, les trajectoires de 
l'unique solution forte (voir Proposition 1) sont presque sûrement convergentes. Le second 
cas est celui des fonctions continues et décroissantes sur lR~. Dans ce cas, sous certaines 
conditions, on ne montre que la bornitude des trajectoires. 

2.1 Cas d'une fonction croissante 

On suppose, dans ce paragraphe, que <1> est une fonction impaire continue croissante 
bornée. Sous ces hypothèses, il est existe une unique solution forte à l'équation (1) et, de 
plus, on obtient le résultat suivant 

Théorème 1 S'il existe une constante C > 0 et un polyn6me Pk de degré k E lN* vérifiant 
limx-t+oo Pk(X) = +00 tels que, au voisinage de l'origine, 

1<I>(x) 1 2: Cexp-Pk C~I)' (2.1 ) 

la solution Z, de l'E.D.S. (1) converge p.s. quand t -+ 00. 

Pour montrer ce théorème, on a besoin de quelques résultats concernant l'équation sui-
vante: 

{ 
dY; = dW, - ([ <1> (Y; - Ys)ds + V(Y;)) dt 

Yo = 0 
(2.2) 

où West un mouvement Brownien et V une fonction mesurable localement bornée positive 
sur lR+- On note ]pCV) la loi de Y. 

Proposition 2 Sous les hypothèses du Théorème 1, on a 
- a) sup lt < 00 ]pCV) p.s. 

tElR+ 
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~ b) si V(x) 2: 'TI > 0 pour x 2: 0 alors, pour tout é > 0, 

lP(V) (Sup Yi > é) :s; 'Pc ('TI) 
tElR+ 

où lim 'Pc('TI) = o. 
~-+oo 

Pour la suite, on pose J1t = J; 6y,ds. On remarque que (Yi,J1t) est un processus de Markov. 
De plus, 

Lemme 1 Pour tout temps d'arrêt T, la loi conditionnelle de Yi+T - YT sachant (y",J1T) 
coincide sous lP(V) avec lP(VT) où , , 

La preuve du Lemme 1 est évidente. 
Preuve de la Proposition 2 

(2.3) 

i) Soit la suite Lü = 0, Ln = Ln~l + ln où ln = R/n2 avec R > O. Comme la série des 
(In)n2:1 converge, on peut noter Loo = limn -+oo Ln- On remarque que limR-+oo Loo = +00. 
On définit également une suite positive (an)n2:1 qui tend vers l'infini. On précisera cette 
suite un peu plus loin. Par ailleurs, pour tout a E lR+ on note Sa = inf {t > 0, Yi = a}, 
puis on définit la suite Tü = 0 et T n = S Ln. 

Pour montrer que les trajectoires de Y sont presque sûrement majorées, il suffit de consi
dérer l'événement 

00 

A:= n{Tn+1 - Tn > an+1 ou Tn = oo}, 
n=O 

et de montrer que limR-+oo lP(AC) = O. En effet, on dispose de l'inclusion: 

Or, par le Lemme 1, on obtient 

lP(AC) < lPh:s; al) 

+ ~lE [D ][{OO>Ti+l~Tj>"i+dlP(Vn)(Sln+l < an+1)] (2.4) 

en notant Vn = VTn . Toujours d'après le Lemme 1, on connaît Vn: 

Comme il> est une fonction croissante, il>(x + YTn - y) 2: il>(YTn - y) pour tout x 2: O. 
De plus, puisque V(x) 2: 'TI pour x 2: 0, on a: sous lP(V), sur l'événement n~~l{ 00 > 
Tj+1 - Tj > aj+1} et sur l'intervalle [Tn,Tn+1 1\ (Tn + an+1)], pour x 2: 0, 
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(On prendra "fJ = 0 pour démontrer a)). C'est pourquoi l'opposé de la dérive de Y sur 
[TmTn+l 1\ (Tn + O<n+l)] et pour x 2': 0, est minoré par 

(2.5) 

Comme 
n nI (11) L lk = R L k2 2': R j + 1 - n + 1 ' 

k=j+l k=j+l 

et comme il> est une fonction croissante, on a la minoration 

(2.6) 

On va maintenant se servir de la condition sur la fonction <I> : il existe donc une constante 
C > 0 et un polynôme Pk de degré k E lN* tels que, au voisinage de l'origine, 

liI>(x) 1 2': Cexp-Pk C~I)· 

On pose alors 

pour n > 2, 

et 0<2 = 1/<I>(R/4). 
Ainsi, comme <I> est une fonction croissante, pour n 2': 2, 

On définit également C2 = -l. 
On remarque alors qu'il existe no(k) E lN tel que, pour n 2': no, Cn > O. 
ii) Pour continuer la preuve de la Proposition 2, on a besoin du résultat suivant, qui sera 
démontré ultérieurement dans le developpement de cette section. 

Proposition 3 Soient yt le processus défini par l'E.D.S.: 

{ 
dyt = dBt + V(Y"s ::; t)dt 
Yo = 0, 
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et Zt le processus refiéchi défini par l'équation 

{ 
dZt = dBt + Ddt + dLt 
Zo = 0, 

où B est un mouvement brownien unidimensionnel et Lt est un processus croissant à 
variation finie. Lt ne croît que lorsque Zt = ° de telle sorte que Zt soit toujours positif 
ou nul. 
Alors, si V(Y"s ::; t) ::; D pour tout t tel que yt ~ 0, on a 

yt ::; Zt p.s. 

En utilisant ce résultat de comparaison et l'inégalité Dn ~ Cn + '1/, on en déduit 

où Qest la loi du processus Z défini par l'équation 

{ 
dZt = dBt - (Cn + 'I/)dt + dLt 
Xo =0, 

(2.7) 

où Zt est continu, positif et Lt ne croît que lorsque Zt = O. Or, pour tout (3 > 0, on a 

(2.8) 

Soit a > ° et (3 > 0, on calcule alors l'expression lE<Il[e-~Sa]. Pour cela, on choisit une 
fonction f E C2 (lR) solution de l'équation 

On a alors 

{ 
~f"(x) - (Cn + 'I/)f'(x) - (3f(x) = ° 
j'(0) = ° et f(a) = 1. 

sur ]O,a[ 

'\+e).-X - '\-e).+x 
f(x) = '\+e). a _ '\-e.\+a' sur [O,a], 

(2.9) 

,\+ -,\-
avec ,\± = Cn + '1/ ± V(Cn + '1/)2 + 2(3, ainsi f(O) = '\+e). a _ '\-e).+a· On prolonge cette 

fonction par la fonction nulle sur (-00,0]. Grâce à l'équation (2.9) et grâce à la formule 
d'Itô, on peut montrer que 

est une martingale locale continue. En effet, 

d(J(Zt)e-~t) = !,(Zt)e-~tdBt + !,(Zt)e-~tdLt 

+ Gf"(Zt) - (Cn + 'I/)!'(Zt) - (3f(Zt)) e-~tdt 

!'(Zt)e- f3tdBt> 
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car j'(0) = O. De plus, comme j'est localement bornée et bornée au voisinage de -00, 

Mt/\sa est une martingale uniformément intégrable et ainsi, en appliquant le théorème 
d'arrêt pour les martingales (voir, par exemple, [K-S] p.19), on obtient 

On a alors, pour (3 < 1, 

En utilisant l'équation (2.8) et en choisissant (3 = 1/an+1 on obtient, pour n assez grand, 

(2.10) 

Grâce â l'inégalité (2.7) et â l'hypothèse du Théorème 1, on obtient, pour n assez grand, 

IP(Vn) (Sln+l < an+l) < 2e(Cn + 7} + 1?an+1e-2(Cn+~)ln+l 
< ~ (Cn + 7} + 1)2(n + 1)k+3ePk(2(n+2)IR)-2(Cn+~)ln+l. 

On remarque que 

L IP(Vn) (SlMl < an+1) < 00, 

n;:::O 

puisque Pk (2(n + 2)/ R) est un polynôme en n de degré k, Cnln+1 est un polynôme de 
degré k + 2 et (Cn + 1)2(n + 1)k+3 un polynôme de degré 2k + 7. 
iii) On termine la preuve en considérant deux cas: 7} = 0 ou 7] > O. Ainsi, pour démontrer 
le a) de la proposition, on choisit 7} = 0 et R> 1, alors, il existe nI tel que, pour n :::: nI, 
Pk ((2n + 4)/R) :s; H(2n+4) puisque limx-HooPk(x) = +00, et ainsi 

IP(Vn) (5 < a ) < 2e(0 + 7] + 1)2(n + 1)k+3ePk(2(n+2))-2(Cn+~)ln+l 
ln+l n+l -en' 

Dans le second membre de l'inégalité précédente, seul ln+l dépend de R et de manière 
monotone, ce qui entraîne, par un argument de convergence monotone, qu'i! existe nI tel 
que 

Par ailleurs, <Q (51n+1 < an+1) --+ 0 lorsque R --+ 00 pour 1 :s; n :s; nI -1. Or d'après (2.4), 

00 

IP(AC
) :s; IPh :s; al) + LIP(Vn)(51n+1 < an+1). 

1 

On en déduit donc a). 
Pour le deuxième cas: 7] > 0, on choisit R assez petit de telle sorte que Loo = E, et on fait 
tendre 7} vers l'infini. Alors, il existe une constante K > 0 indépendante de n et 7], telle 
que, pour n :::: nI, 
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A nouveau par un argument de convergence monotone, on en déduit b). QED 
Preuve de la Proposition 3: On rappelle ici la preuve détaillée figurant dans [Ra]. 
Soit f E C2 (IR), telle que: 

{
'Ix> O,J(x) > 0 et 
'Ix -<; 0, J(x) = O. 

Par la formule d'Itô, on obtient 

f'(x) > 0, 

It f'(Ys - Zs)d(Ys - Zs) + ! It f"(Y, - Zs)d < y, - Z.,Y, - Zs > 
o 2 0 

l f'(Y, - Zs)(V(Yu,u -<; s) - D)ds -l f'(Y, - Zs)dLs 

l :D:{y,-z,>O}f'(Ys - Zs)(V(Yu,u -<; s) - D)ds -lt 

:D:{y,>o}f'(Y,)dLs. 

Or, sur {Y, > Zs}, Ys est strictement positif puisque Zs est positif ou nul, aussi a-t'on 
V(Yu,u -<; s) -<; D et donc J(y'; - Zt) -<; 0 presque sûrement. Grâce â la définition de J, 
on conclut que Yi -<; Zt presque sûrement. QED 
On montre maintenant que les trajectoires de la solution de l'équation (1) convergent 
presque sûrement. 
preuve du théorème: Comme la solution Z est presque sûrement bornée, d'après la 
Proposition 2, la dérive de l'EDS change de signe une infinité de fois (dans le cas contraire 
la solution de l'E.D.S. serait comparable â un mouvement brownien dont les trajectoires 
ne sont pas bornées presque sûrement). Pour 'TJ > 0, on définit la suite de temps d'arrêt 
finis p.s.: 

To = 0 Tn+! = inf{t :::: Tn + 'TJ t.q. !lt = O} 

où !lt est la dérive de l'équation (1). On note que !lTn(X) est une fonction décroissante 
qui vérifie !lTJZTJ = O. En effet, comme il> est une fonction croissante, on a 

I
Tn fTn 

- 0 il>(x - Zs)ds :::: - Jo il> (y - Zs)ds, pour x -<; y. 

On pose alors, pour 0 > 0, 

Ainsi, par le Lemme 1 et un principe de comparaison, on obtient: il existe p > 0 tel que 
pour tout n E lN, 

ce qui implique lim sup 1An = 1 p.s., en particulier IP(UnAn) = 1. Par ailleurs, sur l'évé-
n 

nement IZt - ZTnI -<; c pour tout t E [Tn,Tn + 'TJ], on a, conditionnellement â ZTn+~,J1!rn+~' 

P(c,'TJ) := lP (limsuPZt -liminfZt > 601 ZTn+~,JJ.Tn+~) 
t-too t-too 
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où 

< lP (li~~P Zt - ZT+ > ci ZTn+~,ftTn+~) 
+lP (liminfZt - ZT < -ci Zr +~,ftr +~) t--too - n n 

< 2lP (li~~PZt - ZT+ > ci ZTn+~,ftTn+~) 

T+ = inf{t 2': Tn + 'TJ : Zt = ZTn + 2e} 

L = inf{t 2': Tn +'TJ: Zt = ZTn - 2e}. 

Or, pour t 2': T+, la dérive de Rt-T+ = Zt - ZT+ vaut 

- fot-T+ iP(x - Rs)ds - ~T+ (x) 

Ainsi, d'après la Proposition 2 b): 

avec ~T+ (x) 2': iP(e)1] pour x 2': o. 
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Par ailleurs, en définissant la suite d'événement deux à deux disjoints A'n = An - Ui<nAi, 
on obtient: 

lP (lim sup Zt - lim inf Zt > 6e) 
t--+oo t--+oo 

LlP ({limsuPZt -liminf Zt > 7e} n A~) 
t-+oo t--+oo 

n 

< 2'Pe(iP(e)1]) LlP(A~) ::; 2'Pe(iP(e)1]) 
n 

Le second membre de l'inégalité précédente tend vers 0 quand 'TJ -+ 00, ce qui implique le 
théorème. QED 

2.2 Cas d'une fonction décroissante sur IR~ 

On considère maintenant le cas d'une fonction impaire, continue et décroissante sur 
lR~ vérifiant iP(O) = 0 et iP(O+) ElO, + 00[. 
On suppose de plus: 
(H) il existe Œ > 0 tel que x f---t xiP 2+" (x) est une fonction croissante sur 1R+ et 
limx-+oo xiP 2+" (x) = +00. 
Comme la fonction iP est bornée, il existe une unique solution faible à l'E.D.S. 

{ 
dYi = dBt -[ iP(Yi - Y,)ds dt 

Yo = 0 
(2.11) 
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où B est un mouvement Brownien unidimensionnel. On étudie alors le comportement 
asymptotique des trajectoires de cette solution. On montre que les trajectoires sont 
presque sûrement bornées. 
Proposition 4 sup IYtI < 00, !pCV) p.S. 

tEIR+ 

Preuve: La preuve de cette proposition repose essentiellement sur les mêmes arguments 
que ceux utilisés dans la démonstration de la Proposition 2. 
Soit la suite Lo = 0, Ln = Ln-1 + ln où ln = R/n1+a/2 avec R> O. Comme la série des 
(ln)n2:1 converge, on peut noter Loo sa limite. On remarque que limR-too Loo = +00. 

On définit également une autre suite (tn)nEIN par 

Par ailleurs on note, pour tout a E IR+, 

Sa = inf{t > 0, Yt = a}; Ta = inf{t > 0, IYtI = a}, 

et on définit la suite '0 = 0 et 'n = TLn . Pour montrer que les trajectoires de Y sont 
presque sûrement majorées, il suffit de considérer l'événement 

00 

A:= n{'n+1 - 'n > tn+1 - tn ou 'n = oo}. 
n=O 

On dispose alors de l'inclusion 

Par ailleurs, par le Lemme 1, on obtient 

!P(AC
) < !Ph <::: 1) 

+ ~lE [D ll{oo>Tj+1-Tj>tj+l-tjj!pCVn) (TLn+1 < tn+1 - tn)] 

où 

Or, 
!pCVn

) (TLn+1 < tn+1 - tn) 

<::: !pCVn)(SLn+1 < tn+1 - tn) + !pCVn
) (S-Ln+l < tn+1 - tn) 

et de plus, comme iD est une fonction impaire, pour calculer 

!pCVn)(SLn+l < tn+1 - tnl YTn = Ln), 

!pCVn)(SLn+l < tn +1 - tnl YTn = -Ln), 

!pCVn)(S_Ln+l < t n+1 - tnl YTn = Ln), 

(2.12) 
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et 
lP(Vn)(S_Ln+l < tn+l-tnl Y,-n = -Ln), 

il suffit de calculer une seule de ces expressions, les autres se calculant de la même manière, 
en remarquant que pour passer de -Ln à Ln+l on doit passer par Ln. Il suffit donc 
d'estimer la première expression. 
Or, conditionnellement à {YTn = Ln}, pour n assez grand et pour x ::>: 0, 

Comme if> est une fonction décroissante, on obtient sur l'intervalle [Tn ,SLn+l], pour x ::>: 0, 

ce qui entraîne que l'opposé de la dérive est minoré par 

sur l'intervalle [Tn,SLn+l 1\ (Tn + tn+l - tn)]. 
En utilisant la définition de tn, on trouve que, pour R assez grand, 

Ainsi, pour R assez grand, Dn ::>: tnif>(2Loo)/2. En utilisant la Proposition 3 et l'inégalité 
(2.10), on obtient qu'il existe une constante C > 0 telle que 

Or, il existe une constante C > 0 telle que 

Rtnif>(2Loo) 
2(n + 1)1+"/2 

> R if>2+"(2Loo) 1 (nif>(2Loo )) 
2(n + 1)1+"/2 X if>1+"(2Loo) exp 4if>(0+) 

nl+fr 
> CRif>2+"(2Loo) (n + 1)1+<>/2 

Ainsi, limn --7oo ln+lDn = +00 ce qui implique la convergence de la série dans l'équation 
(2.12). De plus, grâce à l'inégalité précédente, on obtient par convergence monotone, 
limR--7oo lP(AC) = 0, ce qui implique la bornitude presque sûre des trajectoires de l'équation 
(2.11). QED 

Remarque 2 Il existe des fonctions if> qui ne vérifient pas (H) et pour lesquelles la solu
tion de l'EDS associée admet des trajectoires convergentes avec une probabilité strictement 
positive. 
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En effet, si on considère la fonction iP(x) = sgn(x), alors pour tout a E]O,l[ il existe M > 0 
tel que 

lP( sup IYtI ~ M) 2: a. 
tElR+ 

On remarque alors que, sur cet événement, les trajectoires s~nt convergentes presque 
sûrement et, par ailleurs, ce sont les trajectoires de la solution Y de l'E.D.S associée à la 
fonction if, (x) = sgn (x) lI{ Ixl <:Ml (x). Ainsi 

lP( sup Iftl ~ M) 2: a, 
tE1R+ 

et 
lP (ft converge lorsque t --+ (X)) 2: a. 

Remarque 3 lpCV) la loi de Y, où Y est solution de l'EDS 

{ 
dYt = dWt - (l iP(Yt - Ys)ds + V(Yl)) dt 

Yo = 0 
(2.13) 

avec V une fonction positive en dehors d'un voisinage de l'origine et W un mouvement 
Brownien unidimensionnel, si V(x) 2: 1) > 0 pour x 2: ê/4 et V(x) ~ -1) pour x ~ -ê/4 
alors 

où lim~-+oo'Po(1)) = O. 

Mais cette remarque ne suffit pas pour obtenir la convergence presque sûre des trajectoires 
comme dans le Théorème 1, car dans le cas d'une fonction décroissante sur IR~, 

l iP(x - f(s))ds 

n'est pas une fonction monotone en x pour toute fonction continue f sur [O,t]. Or cet 
argument est une des clefs de la preuve du Théorème 1. 



Chapitre 3 

Si <Il s'annule sur un voisinage de 
l'origine 

Dans cette section, on s'intéresse à la solution de l'équation différentielle stochastique 
suivante: 

(3.1) 

où B est un mouvement brownien unidimensionnel. 
On a vu dans la section précédente que, si Œ = 0, la diffusion a ses trajectoires presque sû
rement convergentes. Ici, le comportement des trajectoires est bien entendu complètement 
différent. On a en particulier le résultat suivant: 

Lemme 2 (Cranston-Le Jan) 
Soit X la solution de l'E.D.S (3.1). Alors, presque sûrement, les trajectoires de la solution 
ne convergent pas. 

Preuve: On considère le temps d'arrêt Tt = inf{ s > t : IX, - Xtl = Œ/2}. Pour 
S E [t,Tt], le terme de dérive ne dépend que de la position et non du temps, ainsi 

où J.lt = J; ox,ds. 
La dérive est donc continue et bornée par t, ce qui entraîne, même si t est très grand, 

IP(Tt < (0) = 1, 

en appliquant le test de Feller (cf Proposition 5.32 p.350 dans [K-S]). Il s'ensuit donc que, 
presque sûrement, les trajectoires ne convergent pas. QED 

Le but de ce chapitre est de montrer que les trajectoires de la solution de l'E.D.S. 
restent néanmoins bornées presque sûrement. Pour l'étude qui suit, on choisira v = 1 et 
Œ = 2 pour simplifier les notations mais les démonstrations se généralisent pour Œ > 0 et 
v> O. 
On commence par énoncer quelques résultats préliminaires. 
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3.1 Résultats préliminaires 

On énonce premièrement un lemme concernant la loi forte des grands nombres, puis 
on étudie le temps passé en-dessous de l'origine par quelques diffusions particulières. 

Lemme 3 Soit (Aik:1 une suite de variables aléatoires indépendantes de carré intégrable 
telle que 

- lE[Ai ] = Œi > 0, pour tout i E lN*, et 2::'::1 Œi = 00, 

- lE[Arl = (3i ((3i - Œr 2: 0) tel que 2::'::1 ((3i - Œf) < 00, 

alors 

p.S. 

Preuve: On considère la variable aléatoire 

Alors lE[Enl = 0, pour tout n 2: 1, et 

Comme 2:n>llE[Enl = 0 et 2:n>llE[E~] < 00, on peut appliquer le lemme de Kolmogorov 
(voir, par exemple, Lemme 2.2.r p.42 dans [Re]), pour obtenir la convergence presque sûre 
de la série 2:n>1 En. Puis, en appliquant le théorème de Kronecker (voir Théorème 1.2.2 
p.35 dans [Re]), on en déduit 

2:~-1 (Ai - Œi) 0 "n --+ , 
L......i=l Œi 

p.S. 

QED 
On continue les résultats préliminaires par l'étude du temps passé sous l'origine par la 
diffusion suivante: 

Xt = Et -lot nJ[[O,I] (Xs)ds, 

tuée en T, temps de sortie de l'intervalle [-l,a], 0 < a ::; 1. 

Proposition 5 Soit 

alors 

(3.2) 

(3.3) 
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Preuve: Soit la diffusion partant de x E [-l,a]. On note 

Par la formule de Feynman-Kac, u est solution du système suivant, sur l'intervalle [-l,a], 

{

III " 2u - n][[O,ajU - A][[O,ajU = 0, 

u(-l) = 1 et u(a) = O. 
(3.4) 

Ainsi 
U(x) = Ax + A + 1, avec A E IR, sur [-1,0], 

u(x) = Œe(n+vn'+2À)X + j3e(n-vn2+2À)x, Œ E IR, j3 E IR, sur [O,a]. 

Comme u(a) = 0, on a l'égalité j3 = -Œexp(2avn2 + 2'\), et donc, sur [O,a], 

Par ailleurs, puisque u(O_) = u(O+) et u'(O_) = u'(O+), on obtient le système suivant 

{
A + 1 = Œ(l _ e2avn'+2À) , 
A = Œ(n + vn2 + 2'\) - Œ(n - vn2 + 2'\)e2avn2+2À. 

Par la résolution de ce système d'équations, on trouve 

Œ (n + vn2 + 2,\ - 1- (n - vn2 + 2,\ - 1)e2avn'+2À) = -1. (3.5) 

Le résultat de la Proposition 5 est alors une conséquence immédiate de (3.5) et du fait 
que u(O) = Œ(l- exp(2avn2 + 2'\)). QED 

On suppose maintenant que a dépend de n, on le note alors an et on étudie le compor
tement asymptotique du temps passé sous l'origine par la diffusion (3.2) lorsque n tend 
vers l'infini. 

Corollaire 1 Si an ~ ,;" avec r E [0,1 [ lorsque n tend vers l'infini, alors 

(3.6) 

On remarque que le premier terme du développement limité à l'infini ne dépend pas de r ce 
qui peut sembler surprenant. En fait, asymptotiquement la diffusion passe essentiellement 
son temps dans les positions négatives ainsi que dans un voisinage très petit de l'origine. 
Preuve: La preuve de ce résultat est immédiate: il suffit de dériver l'expression (3.3) par 
rapport à ,\ et de prendre la valeur à l'origine. Ce qui donne 

1 2ae2an (2n -1 + e2an ) - (e2an -1)(1 + e2an + 2ae2an ) 
r 2 = -;, ---'----(;-;(::'2n'-----=1c;-) -+-e""2C-an"');;-2 ------'-. 
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On en déduit alors (3.6).
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QED

Proposition 6 Soit la diffusion

X t = Et - n l t

:D:{x,?o}ds,

et soit T = inf{t > 0, X t = -1} alors

lE [exp -.\17

:D:[O,+oo) (Xs)dS] _ 1
1 + vn2 + 2.\ - n

(3.7)

La preuve de cette proposition est identique à celle de la Proposition 5. Il suffit de définir
le système (3.4) sur [-l, +(0) et de remplacer les conditions aux bords par u(-1) = 1 et
u(oo) = O.
Corollaire 2

lE [[ :D:[O,+oo)(Xs)dS] = ~

[(17 )2] 2n + 1
lE 0 :D:[O,+oo)(Xs)ds = n3

(3.8)

La preuve de ce résultat est immédiate. Ceci termine les quelques résultats préliminaires
qui sont indispensables à la preuve de la bornitude des trajectoires de l'équation (3.1).

3.2 Bornitude des trajectoires

On considère la solution de l'équation différentielle stochastique suivante

X t = Et -ltl s
sgn(Xs - X u ):D:{IX,-xu l?2}duds, t ~ O.

Pour la suite, on note

(3.9)

<p(x) = sgn(x):D:{lxl?2}' (3.10)

Théorème 2 Les trajectoires de l'unique solution faible de l'équation (3.9) sont presque
sûrement bornées.
On s'attachera à démontrer dans le preuve que les trajectoires sont presque sûrement
majorées. Il est alors facile d'obtenir le résultat du théorème par symétrie.
Preuve: (Dans toute cette preuve, les Ci désignent des constantes). Soit Tn = inf{t ~
0, X t = n}, n :2: 4. On se place sur l'événement On = {Tn < oo} et on suppose que
lP(On) > 0 (dans le cas contraire, la majoration des trajectoires de X est évidente).
On montrera alors qu'avec une probabilité strictement positive, indépendante de n, on
n'atteint pas le niveau n + 2. Ceci suffit pour démontrer la bornitude presque sûre des
trajectoires. En effet, la probabilité de ne pas rester bornée est

II IP(T2n+2 < 00lT2n < (0) = 0,
n;:::O
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puisque 1P(T2n+2 < 00lT2n < 00) < Co < 1, uniformément en n. 
Tout d'abord on définit une suite Uo = 0, Uk = Cl X {k(log(k + 1))2}-1 de telle sorte que 

et deux suites de temps d'atteinte (S:h~o et (Tk)k~O définies par: 

st = Tn = To 

Sk = inf {t > 0,Xt+Uk_1 = n - 1 + ~ Uj} , 
J=O 

st = inf {t > O,Xt+Uk_l = n + 1 + ~ Uj} , 
J=O 

Tk = inf{t > O,Xt+Wk =n+ tUj}, k 2: 1, 
J=O 

où 
k k k k-l 

k 2: 1, 

Uk = LS; + LTj et Wk = LS; + LTj . 

j=O j=l j=O j=l 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(on prendra par convention inf0 = +00). Pour prouver que les trajectoires n'atteignent 

n+L 

;;. 
n i~i _-L....!-~_~ ________ ,~ _ _ ____ _ 

" ' 

n-1 

n - 2~ 

S-
1 S:; 

FIG. 3.1 - définition des temps d'atteinte 

pas le niveau n + 2 avec une probabilité strictement positive, il suffit de montrer que 

(3.16) 

où 
(3.17) 
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En effet, l'ensemble des trajectoires vérifiant Tk = 00 sachant Sk < 00 pour un certain 
k E 1N*, sont majorées: on peut donc bel et bien introduire la condition des temps 
d'atteintes finis dans la définition des Ek' La démonstration de (3.16) va se faire en 
plusieurs étapes. 
étape 1: On considère de manière générale un temps d'arrêt T et on définit yt = Xt+T
X T . Ainsi, on obtient, par (3.9) et (3.10), 

yt = Bt+T - BT - [TH ds 18 

<l>(Xs - Xu)du 

Bt+T - BT -lt 

ds 18 

<l>(Xs+T - X u+T )du 

-l t 

ds l T 
<l>(Xs+T - Xu)du 

Bt -lt 
ds i <l>(Ys + X T - Y)/LT(dy) + l t 

ds l s 

<l>(Ys - Yu)du, 

où B est un mouvement brownien indépendant de :FT (:Ft = a{ Bs, s ::; t}) et /Lt 
rt 

A rl 
JO UX8~S. 

Si on note y';Ck) = X t+Uk _ 1 - X Uk _ 1 , alors, sur l'intervalle [O,Sk 1\ st], on a 

y,(k
l = E, -[ (L <l> (Y,I'I + n + ~ Uj - y) "u,_, (dY)) dB. (3.18) 

En effet, IYsCk) - yJk) 1 ::; 2 pour 0 ::; u,S ::; Sk 1\ st. On remarque donc que, condition
nellement à FUk_l' yCk) est une diffusion dont la dérive, à l'instant t, ne dépend que de la 

position de Y,;(k). On cherchera par la suite à estimer plus précisément cette dérive, afin 
de calculer la probabilité suivante: W(Sk < StIEk-d. 

On peut définir une E.D.S. identique à (3.18) en définissant Z~k) = Xt+Wk - X Wk sur 
l'intervalle [O,n]. Ainsi, on obtient 

Z!"I = E, -[ (L <!> (Z1'1 + n -1+ ~ Uj - y) l'w, (dY)) ds. (3.19) 

Le reste de la démonstration du théorème se concentre sur la preuve de l'inégalité (3.16). 
Le but est de trouver une majoration de la probabilité W(Sk > StIQk-l) (étape 4). Pour 
ce faire on va comparer la diffusion y(.) avec une autre diffusion plus simple. Cet argument 
repose sur un principe de comparaison (voir par exemple Théorème 1.1 chapitre 6 dans [1-
W]). C'est pourquoi on sera amené à trouver une majoration de la dérive de yU. Comme 
y(.) et Z(.) sont fortement liés, il suffit de comparer Z(.) avec une diffusion plus simple, 
en d'autres termes il suffit de trouver une majoration de la dérive de ZU (étape 3). Or 
cette dérive dépend du temps d'occupation de y(.), c'est pourquoi, dans l'étape qui suit, 
sont présentés quelques résultats concernant yU. 
étape 2: Soit 0 < r < 1. On cherche tout d'abord à calculer la probabilité suivante: 

(1~ ) Am := W :lI{y'(rn»l_"rn-l .}ds> m'Y Em , 
o 8 - '-'J=l UJ 
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où 1 ::::; l ::::; m. Par l'inégalité de Markov, pour N E IN*, on obtient
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Par la formule (3.18), comme la dérive de y(m) est négative pour tout t E [O,S;;:; 1\ S;;;], on
a, par comparaison (Théorème 1.1 chapitre 6 dans [I-W]), ~(m) ~ Et p.s. ce qui entraîne
lP(S;;:; < S;;;) ~ 1/2.
Ainsi

2 [( s:;;, ) NAm ::::; ~IE (ll{y'<m»l_",m-l .}dsm'Y Jo S - L-j=l UJ

On compare y(m) avec la diffusion Y définie par l'E.D.S.

ft = Et - Tlt.

On rappelle que Tl est le temps d'atteinte par X du niveau 1, indépendant de B, et on
définit R_ l = inf{t > 0, ft = -1}. On obtient alors

Comme la loi de Tl et celle de R_ l sont connues (voir, par exemple, dans [B-S] les formules
2.0.2 p.163 et 2.0.2 p.223), on obtient

1 [00100
{1 (yx - 1)2 }Am < - XN- 3/2y-3/2 exp -- - dx dy.

27f . 0 0 2y 2x

Ainsi, il existe une constante K N > 0, telle que, pour tout N ~ 1,

Par ailleurs, on définit l'événement Fk par:

k

Fk = n G~,
m=k-Lk"YJ

avec

G~ = { {s,-;, ll{y'<m»l_",m-l u.}ds < m'Y Em - l n {Tm - l < OO}}.
Jo S - L-J=k-lk"YJ-l J

Ainsi, d'après (3.20),

(3.20)
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k
~ K N C2Or, comme L...t t'V --;---,...-----;-:--:-:---:- lorsque k tend vers l'infini, on a, pour N

m'YN (k - lk'YJ)'YN - l
m=k-lk1'J

assez grand,

LIP(F%) < 00.

k2':l

Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit qu'il existe une variable aléatoire
Nl(w) E lN telle que, pour tout k 2: Nl(w), W E Fk p.s. et donc w E G~ p.s. pour
k - lk'YJ ~ m ~ k.
étape 3 : Grâce à ces calculs, on est en mesure de trouver une majoration de la dérive des
diffusions Z(k) pour k > Nl(w). En effet, d'après (3.19), sur l'intervalle [O,Tk], la dérive
est égale à

b,(x) := /., <1' (x + n - 1 +~ u:; - Y) l'w, (dy) pour xE [-1,1 + ur].

Ainsi, conditionnellement à Ek n {Tk < (X)}, on obtient les majorations suivantes:

bk(x) ~ 0 si x 2: 0,
s-

bk(x) ~1k lI{y}k)2':l_Uk_dds sur [-Uk-l,O[,

bk(x) ~ {Sk-l lI{yk_l>l_ }ds + {Sk lI{y(k»l }ds
Jo S - Uk-2 Jo s _ -Uk-l-Uk-2

sur [-Uk-l - Uk-2, - Uk-l[,

Ainsi, grâce aux calculs effectués jusqu'ici dans l'étape 2, on a, pour k 2: NI (w ),

bk(x) ~ k'Y sur [-Uk-l,O[,
bk(x) ~ k'Y + (k - 1)7 sur [-Uk-l - Uk-2, - uk-d,

Pour la suite, on note

Ç,k >

k-l

Ç,k = L Uj'

j=k-lk1'J-l

On remarque, grâce à la définition des Uj (Uj = CIf(j(log(j + 1)?)-1), que

l
k- 2 dx 110g(k-2) du

Cl (l )2 = Cl 2
k-lk1'J-l X og X log(k-lk1'J-l) U

> Cl ( 1 _ 1 ) > C3 /'\,k,
log(k-lk'YJ -1) log(k-2)

(3.21 )
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où 
1 

/'i,k rv quand k -t 00. 
k1-, (log k)2 

(3.22) 

Ainsi, sur l'intervalle [-Çk,O] la dérive de la diffusion Z(k) est majorée par 

(3.23) 

En utilisant la majoration (3.23) de la dérive de Z(k), on peut alors minorer le temps 
passé sous l'origine par cette même diffusion. Conditionnellement à Ek n {Tk < oo} et en 
utilisant un principe de comparaison (Théorème 1.1 chapitre 6 dans [I-W]), on a 

où 

zik
) = Et + lot ((k' + IfD:[-tk>Ol(Z~k)) + (Wk + s)D:(-OO,-tk[(Zt))) ds. 

On rappelle que Çk est défini par (3.21), W k par (3.15). De plus, on définit Ra = inf{ t > 
-(k) _ 

0, Zt - a}, a E lR. 
On en déduit alors 

On applique alors une version adaptée du Corollaire 1 (cas symétrique, n remplaçé par 
C ( 1 ) 1-'0-

2
, 

k2
,). Comme Çk 2': kl-~o' pour tout )'0 < )', i.e. comme Çk 2': C4 k2, , on obtient, 

pour )' > 1/3, 
1 

1E[Ak ] 2': Œk où Œk rv k
2

, au voisinage de l'infini. (3.24) 

Enfin 

IE[ (Ad] :S lE [ ([" U[-1 ,0] (Zjk»)ds ) '] , 

où la diffusion zik
) est définie par 

En utilisant le Corollaire 2, on obtient l'inégalité suivante: 

(3.25) 
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ce qui implique, en particulier,
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E[A k ]::::; ~~.

En utilisant (3.24) et (3.25) et en appliquant le Lemme 3, on a, pour ry < 1/2,

k k 1 kl-27

~ A j rv~ -:-2 rv p.s. lorsque k -+ 00.
L L z 7 1 - 2'i!
j=1 j=1 1

Etape 4: Dans cette dernière étape, on détermine lP(nk>1 Ek ), où Ek est défini par
(3.17). Pour ce faire, on choisit k ~ NI (w) + 1 et on majore la dérive dk de la diffusion
y(k). On rappelle que dans le calcul de la dérive de y(k), il n'y a aucune contribution du
temps passé par la diffusion X dans l'intervalle [x-1,x+ 1] puisque <l?(x) = sgn(x)][{lxl:::2}'
Ainsi, grâce à l'équation (3.18), on a

m T k-I k-I
dk(x) ::::; - L1j ][[-I,O](Z~j»)ds, pour 1 - L Uj::::; x ::::; 1 - L Uj.

j=1 0 j=m-I j=m

Or, d'après l'étape 2, pour m ~ NI(w),

(3.26)

lorsque m et k tendent vers l'infini. Ainsi, par un principe de comparaison (Théorème 1.1
chapitre 6 dans [1-W)), on obtient

Sk désignant la fonction d'échelle de la diffusion y(k), définie par l'RD.S. suivante

avec

dk(x) = 0 sur [-1,1 - I: 'IJ,j] ,
j=Nj(w)

d,ex) = -(lm sur [1 -if,uj,l-~Ui]' m> N, (w) + 1.

On calcule alors la fonction d'échelle:

(3.27)
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ainsi, Sk(X) = x pour x:::; 0 et 

k-l 
On remarque que L '(1 tj 

))2 tend vers l'infini quand k tend vers l'infini. De plus, 
j=Nl J og J + 1 

pour () > 0 suffisamment petit, il existe une constante C6 ((}) telle que 

( ) > C6 ((}) (kl-2'Y-O) 
Sk 1 - k(log(k + 1))2 exp . 

En utilisant (3.27) et l'égalité Sk~O~ - Sk~-l~ = (~ ,on en déduit que 
Sk 1 - Sk -1 Sk 1 + 1 

LIP(S: :::; Sk1Ek-1 n {Tk- 1 < oo}) < 00, 

k~l 

et que la série est majorée par une constante qui ne dépend pas de n, ce qui entraîne qu'il 
existe pour n ::::: 4 une constante c E]O,l] indépendante de n telle que IP(nk>l Ek ) ::::: c. En 
partant du niveau 2n, on n'atteint pas le niveau 2n + 2 avec une probabilité strictement 
positive indépendante de n, ce qui suffit à démontrer que les trajectoires sont presque 
sûrement majorées. Par symétrie, on obtient alors aisément la bornitude presque sûre des 
trajectoires de l'équation (3.9). QED 
Proposition 7 Soit X la solution de l'équation (3.1) alors 

lim sup X t - lim inf X t :::; 11a p.8. 
t-+oo t-+oo 

(3.28) 

Preuve: Pour démontrer cette proposition on étudie la solution de l'E.D.S. suivante: 

{ 
yt = dEt - (l t 

v sgn(yt - Ys)JI{IYt-Ysl2:Q}ds + V(yt)) dt 

Yo = 0 

où V(x) ::::: rJ > 0 pour x ::::: O. On note IP(V) la loi de Y. Par une démonstration similaire 
à celle du Théorème 2, on montre qu'il existe une constante C ne dépendant que de a 
telle que 

IP(V) (sup yt > 5a) :::; Ce-ry/2. 
t2:0 

On en déduit alors (3.28) par un raisonnement identique à celui exposé dans la preuve du 
Théorème 1. QED 
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RÉSUMÉ 

La première partie contient l'étude d'un phénomène de grandes déviations. Elle généralise 
les résultats de Freidlin et Wentzell liés au comportement asymptotique d'une solution d'une 
équation différentielle stochastique, dont le coefficient de diffusion tend vers zéro. Elle met en 
valeur l'étude du cas où l'équation différentielle ordinaire associée au problème limite satisfait 
un phénomène de Peano. Les arguments sont probabilistes (principe de grandes déviations et 
calcul stochastique) mais également analytiques (solutions de viscosité d'équations de Hamilton
Jacobi). 
Dans la seconde partie, on étudie un système de processus autostabilisants qui s'obtient comme 
limite, par propagation du chaos, d'un système de particules. Ces particules satisfont à une 
équation différentielle stochastique et sont regroupées en deux familles. Les particules de la 
même famille s'attirent et les particules de familles différentes se repoussent. On montre alors 
que le système limite admet une unique solution qui, de plus, se stabilise quand le temps devient 
grand, c'est-à-dire que la loi de la solution tend vers l'unique mesure stationnaire. 
Enfin, la dernière partie se concentre sur l'étude d'une diffusion à mémoire longue inspirée des 
marches aléatoires renforcées. La dérive de cette diffusion particulière dépend de tout le passé 
et attire le processus vers l'endroit où il a passé la majeure partie de son temps. Suivant le 
comportement de la fonction d'interaction au voisinage de l'origine, on montre que la diffusion 
converge presque sûrement ou, au contraire, qu'elle ne converge pas, tout en restant bornée 
presque sûrement. Les démonstrations reposent essentiellement sur des principes de corn para
isons entre les diffusions. 

Mots clés: équations différentielles stochastiques - grandes déviations - solutions de viscosité 
- équations de Hamilton-Jacobi - pont brownien - processus autostabilisants - mesure invariante 
- ultracontractivité - propagation du chaos - inégalité de concentration - diffusion à memoiIè 
longue - principe de comparaison 

ABSTRACT 

The first part contains a study of a large deviation phenomenon. Our approach generalizes the 
resuIt of Freidlin and Wentzell. Here we emphases the asymptotic behaviour of a solution of a 
stochastic differential equation which diffusion coefficient tends to zero, and which associated 
ordinary differential equation satisfies a Peano phenomenon. Proofs are based on probabilistic 
(large deviations theory) and analytic (viscosity solutions for Hamilton-Jacobi equations) tools. 
In the second part, we study a system of self-stabilizing processes. This system is obtained by 
taking the limit in a system of two kinds of particules. These particules satisfy stochastic 
differential equations. Moreover, two particules of the same family attract each other and a 
particule pushes a particule of the other family awç,y. We let the number of particule tend to 
infinity and prove that the system admits an unique solution which converges to the stationnary 
distribution as the time is getting large. 
In the last part, we study a stochastic differential equation with long memory. The drift of this 
diffusion, which depends on ail the past, attracts the pro cess to the place where it has spent the 
most time. We prove then that the behaviour of this pro cess, when the time tends to infinity, 
depends on the behaviour of the interaction function in the neighbourhood of the origin. In 
sorne particular cases the pro cess converges almost surely, in other cases the pro cess do es not 
converge but remains bounded. Proofs are based on comparison results. 
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