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Introduction

1. Origine physique des équations étudiées

Cette thèse est consacrée à l'étude d'équations aux dérivées partielles de type "Hamiltoll-Jacobi

avec viscosité" :

(VHJ) {
auat - D.u = al\7ul P dans JO, +oo[xn,
u(O) = J.to dans n.

avec une condition aux limites de type Dirichlet homogène:

(D) u = 0 sur JO, +oo[xan,

ou bien une condition aux limites de type Neumann homogène:

(N)
auav = 0 sur Jo, +oo[ xan.

Le domaine n c rn;N est un ouvert borné et à frontière an assez régulière. Pour tout x E an,
v(x) désigne la normale extérieure à an au point x. Les paramètres a,p seront choisis telles

que a E rn;, a # 0, p > 0 et la donnée initiale J.to sera une mesure de Radon bornée sur n,
ou bien une fonction mesurable de l'espace de Lebesgue Lq(n), q 2 1, ou bien une fonction

continue sur n.

Les équations de type (VH J) sont d'un grand intérêt aussi bien mathématique que physique.

En effet, on les trouve, en particulier, dans les problèmes relatifs au calcul des variations, ainsi

que les problèmes de réaction-diffusion. D'une part, elles peuvent servir de modèles dans la

théorie des équations paraboliques, car elles constituent le plus simple exemple d'équation pa­

rabolique quasi-linéaire, dont le terme non-linéaire est une fonction du gradient de la solution.

D'autre part, ces équations interviennent dans la théorie du contrôle détérministe et stochas­

tique (voir [36]) ainsi que dans l'étude des problèmes de perturbations singulières qui jouent

un rôle important dans la théorie des grandes déviations. Celle-ci est une partie de la théorie

des perturbations aléatoires des systèmes dynamiques (voir [6, 34, 35, 37]). Plus précisément

si on note par Pé(t, x) la probabilité qu'un processus de diffusion partant de x à l'instant t

avec un petit bruit d'inténsité é > 0 reste dans un domaine bornée n E lR;.N jusqu'à l'instant

fixé T > 0, alors Pé (t, x) satisfait une équation parabolique linéaire dans [0, TJ x n avec les

conditions aux limites:

Pé(t, x) = 0, pour (t, x) E [0, TJ xan et PdT, x) = 1 pour xE n.

9
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La théorie des grandes déviations étuçlie le comportement de Pt au voisinage de a lorsque é

tends vers O. Une méthode classique qui répond à cette question est de considérer la fonction

Ut définie par:

UE: = -é log Pt.
1

Si le processus de diffusion est le mouvement brownien dïntensité (2é 2 ). alors la fonction Ut

vérifie l'équation:

{

O~t _ é6.Ué = l\7ué l2 dans ]0. +oo[ xn.

Ué = +00 sur ]0, +oo[xon,
ué(T) = a dans n,

de plus. lorsque é tend vers O. on peut démontrer sous des hypothèses convenables que Ut

converge vers une fonction u. solution du problème aux limites:

{

Ou = l\7ul2 dans ]0, +oo[xn.ot
U = +00 sur ]0, + [xon,
u(T) = a dans n,

Ce modèle correspond donc au problème (VH J) avec condition au bord de type Dirichlet.

Pour le problème de eumann. on peut considérer des modèles de processus dont les trajec­

toires sont refléchies sur le bord du domaine n.

Signalons que ces équations interviennent aussi dans l'étude de la croissance de surfaces, qui

sont en réalité des films minces, séparant deux couches (par exemple deux fluides de densité

différentes : eau douce-eau salée, vapeur-eau, etc... ).

Un modèle de croissance de surfaces qui se déplaceraient à vitesse constante a été développé

par M.Kardar-G.Parisi-Y.-C.Zang dans [45]. Avec une approche "continue des mécanismes",

ce modèle est décrit par l"équation aux dérivées partielles:

oh ?
(KPZtl ot = ,6.h + ÀIVhl- + 1].

Où la fonction h désigne la hauteur de la surface et t la variable temporelle. Le premier terme du

membre de droite de l'équation (KP Zd représente la diffusion et, peut être considéré comme

"une tension de surface". Le deuxième terme du membre de droite provient du processu de

déplacement des particules (la constante À mesure par exemple la vitesse de sédimentation).

Enfin. le dernier terme est produit par une force stochastique de courte mémoire et d'espérance

nulle. Dans sa forme la plus simple, 1] représente un "bruit blanc" de loi Gaussienne. En prenant

en compte d"autres effet de surface, J.Krug-H.Spohn. [49] ont étendu ce modèle avec l'EDP :

oh
(KPZ2 ) ot =,6.h+ÀIVhIP +1],

Pour p > a l'équation (KPZ2 ) e t connue sous le nom de l'équation KPZ généralisée. En

particulier. en négligeant le bruit blanc 1] cette équation est parfois appelée équation K P Z

déterministe généralisée.
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2. Quelques références

Dan ce paragraphe on résume briévement les nombreuses contributions à l'étude du problème

(VHJ) ainsi qu'aux problèmes voisins.

Le problème parabolique semi-linéaire :

{

au _ ,0,.u = alul'Y- I u dans

(PSI) /!~°sur ]O,T[xaO,
u(O) = Mo dans 0,

]O,T[xO,

où a E IR, a f 0, "t > 1 et ° un ouvert de IR a fait l'objet de nombreuses études.

Sans être exhaustif. on peut citer d'une part les travaux de F.B. Weissler [70, 71] qui a étudié

l'existence et l'unicité des solutions faibles locales du problème (PSd avec une donné initiale

une fonction mesurable dans l'espace de Lebesgue Lq(O), q ~ 1 et d'autre part P.L. Lions [57] et

W.-M. i-P.E.Sacks [59] qui ont étudié le comportement asymptotique des solutions. H.Brezis­

Th.Cazenave " ont revisité" le problème (PSI) dans [22] et ont amelioré certains résultats

en démontrant l'unicité des solutions dans une classe plus large et plus appropriée. H.Brezis­

A.Friedman ont étudié dans [23] le problème de Cauchy sur IRN avec des données initiales

moins régulières (des mesures de Radon bornées). Plus précisément ils ont démontré dans ce

cas, l'existence de solutions faibles pour tout "t inférieur à un exposant critique "tc = N~2

et la non-existence de solutions faibles dès que "t ~ "tc. P.Baras-M.Pierre [5] ont donné des

conditions néce aires et suffisantes sur l'exposent "t et la donnée initiale Mo pour avoir l'existence

et l'unicité des solutions faibles du problème aux limites (PSI).

Signalons que dans ces travaux il apparaît les exposants critiques suivants:

N("(-l)
qc = 2

dans ]0, T[xO,

et on peut observer que:

qc ~ 1 {:::=? "t ~ "tc·

P.Quittner [61] et P.Quittner-Ph.Souplet [62] ont étudié des systèmes paraboliques du type

(PSI) et (VH J).

Un autre problème lié à (VH J) est le problème parabolique semi-linèaire :

{

~u _ ,0,.u = alul'Y- I u + bl\7ujP

(PS2 ) u ~ °sur ]O,T[xaO,
u(O) = Mo dans 0,

où a. b E lit a, b f 0, "t,p > 1 et °est un ouvert borné de IRN
.

M. Chipot et F.B. Weissler [26] se sont intéréssés à l'existence de solutions globales du pro­

blème (PS2) lorsque a > °et b < O. Il ont mis en évidence la compétition entre les paramètres

"t et p, en donnant des conditions suffisantes sur la donnée initiale Mo et les exposants "t et p

pour que les solutions explosent en temps fini.
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D·autres investigations sur des problèmes du type (PS2 ) ont été faites par L.Boccardo-F.Murat­

J.-P.Puel [19], Ph.Souplet-F.B.Weissler [68] et plus récemment par F.Andreu-L.Boccardo­

L.Orsina-S.Segura de Leon [4] et Ph.Souplet [66], [67].

Le problème de Cauchy dans l'espace entier IR.N :

{
au _ 1 IP(P0

3
) at - !:lu - Ct \lu

u(O) = /-La

dans ]0. +oo[ xIR.N .

dans IR.N .

si p < 2,
N(p - 1)

qc = ----
2-p

a été beaucoup étudié. Lor~que la donllée initiale est assez régulière, par exemple /-La E C2 (IR. .)

telle que /-La ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre 2 soient bornées sur IR.N , L.Amour-M.Bell­

Artzi [3] et M. Ben-Artzi [7] ont démontré l"existence globale et l'unicité des solutions classiques

pour le problème de Cauchy (PC3 ) lorsque p 2: 1. B.Gilding-M.Guedda-R.Kersner [39] ont

éténdu ces résultats aux données initiales {ta E C(IR.N ) n Loo(IR.N ) et p > o.
Si la donnée initiale /-La n·est pas régulière. plus précisément si /-La est dans un espace de

Lebesgue Lq (IR.N ), 1 :::: q < 00 ou bien si /-La est une mesure de Radon bornée, des résultats

de (non- )existence et de (non- )unicité de solutions faibles du problème (PC3 ) ont été obtenus

par M.Ben-Artzi-Ph. Souplet-F.B.Wei sler dans [9] et S.Benachour-Ph.Laurençot dans [13].
en fonction des paramètres p 2: 1 et Ct E IR., Ct i- O. Dans leur étude un rôle essentiel est joué

par les deux exposants critiques:

N+2
Pc = N + 1 et

où:

qc :::: 1 {:::} P :::: Pc·

Outre l"existellce et l'unicité de solutions pour le problème de Cauchy, le comportement asymp­

totique des solutions est analysé par: S. Benachour-Ph. Laurençot-D. Schmitt dans [11]. S.

Benachour-Ph. Laurençot-D. Schmitt-Ph. Souplet dans [12], B. Gilding-M. Guedda-R. Kers­

ner dans [39]. M.Ben-Artzi-H.Koch dans [8] et Ph.Laurençot-Ph.Souplet dans [54]. Par une

méthode probabiliste S.Benachour-B.Roynette-P.Valois [14] et [15] ont construit la solution

fondamentale de la première équation de (PC3 ) lorsque p = 1. Cette solution fondamentale

permet d ·obtenir la description du comportement asymptotique des solutions.
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3. Le problème aux limites sur des domaines bornés, pour les équation de

Hamilton-Jacobi avec viscosité

Sur des ouverts bornés n c ~N. le problème (VH J) avec une condition aux limites de type

Dirichlet homogène (D) ou Neumann homogène (N) a été très peu étudié.

Parmi les résultats connus on mentionne celui de . Alaa [1], qui a démontré l'existence et

l'unicité de solutions "mild". lorsque la donnée initiale est une mesure de Radon bornée et

p E [1, ~tî [. Rappelons aussi qu'à l'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent

la monotonie, M.G.Crandall-P.L.Lions-P.E.Souganidis [28] ont prouvé l'existence d'une borne

universelle pour les solutions positives du problème de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1, a < 0 et

P.o est une fonction continue positive qui s'annule sur la frontière an (Théorème 2.1, p.l72 dans

[28]). Cette estimation leur a permis de démontrer ensuite l'existence de solutions et l'unicité

dans certains cas. Ainsi, ils ont prouvé que le problème de Cauchy-Dirichlet homogène avec la

condition initiale P.o = +00 sur un ouvert D c Den et P.o = 0 dans n \ D admet une unique

solution positive.

n résultat plus récent est celui de Ph. Souplet [67], qui a démontré le "blow-up du gradient

des solutions" lorsque a > 0, P > 2 et pour des données initiales "assez gandes".

Finalement on rappelle que le problème stationnaire (elliptique) associé au problème (V H S),

a été étudié, entre autres, par P.L. Lions [56] et N.Alaa- M.Pierre [2].

4. Résumé des résultats obtenus

Dans cette thèse on se propose de continuer les investigations sur les solutions du problème de

Cauchy-Dirichlet [(VH J) + (D)] et Cauchy- eumann [(VH J) + (N)] et on étudie certaines

questions telles que l'existence de solutions faibles, l'unicité, la régularité et le comportement

asymptotique des solution, lorsque t tend vers +00.
Un intérêt particulier est accordé aux problèmes [(VH J) + (D)] et [(VH J) + (N)] lorsque la

donnée initiale P.o est peu régulière ou même singulière.

Dans le Chapitre I, on étudie le problème de Cauchy-Dirichlet et on établit des résultats

d'existence, d'unicité et de régularité des solutions du problème [(VH J) + (D)] en fonction

de la donnée initiale P.o, de l'exposant p et du signe de a. On mentionne que les problèmes

aux limites dans des ouverts bornés, n'ont pas été étudié lorsque p E]O, 1[. Voici, les résultats

principaux de ce chapitre:

(i) Cas a E ~,a i- O. D'une part, pour 0 < P < Nti, et P.o une mesure de Radon bornée,

on démontre en utilisant un théorème de point fixe, que le problème [(VH J) + (D)] admet

une solution faible; de plus cette solution est unique si 1 ::; p < ~tî. D'autre part, si

~ti ::; p < 2 on obtient l'existence et l'unicité des solutions lorsque la donnée initiale P.o est
N( 1)

dans Lq(n) avec q> qc = 2~~ .
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(ii) Lorsque a < °et ~:ti ~ p < 2 on montre que le problème [(VH J) + (D)] adm-et au moins

une solution pOUl' tout J.L0 E L1(D),J.L0 2: o. .
(iii) Dans le cas 1) 2: ~~:ti. Ilo = 6xo (masse de Dirac au point 1:0 de D) et a E ~.a i O. on

prouve quïl u·existe pas de solutions faibles pour le problème [(VH J) + (D)].

(iv) Finalement on étudie le cas sur-quadratique. On sait que, si a > 0, P > 2 et J.L0 assez grand.

alors le gradient de la solution classique u du problème [(VH J) + (D)] explose en temps

fini. (tandis que u reste uniformément bornée, voir [67]). Dans cette partie on démontre que

pour a < °et p 2: 2 le problème [(V H J) + (D)] admet au moins une solution globale pOUl'

des données initiales positives dans L~,apPTox (cf. définition (3.6) dans le Chapitre 1).

Dans le Chapitre II. on sïntèresse au problème de Cauchy- eumann [(VH J) + (N)]. Comme

dans le Chapitre l nous établissons des résultats d'existence, d'unicité et de régularité des

solutions du problème [(V H J) + (N)] en fonction de la donnée initiale J.L0, de l'exposant p et

du signe du nombre réel a. Les résultats principaux peuvent être résumés ainsi:

(i) Cas a E Rai O. D'une part, pour °< p < ~ti, et J.Lo une mesure de Radon bornée.

on démontre en utilisant un théorème de point fixe, que le problème [(V H J) + (N)] admet

une solution faible: de plus, cette solution est unique si 1 ~ p < ~ti. D'autre part, si

;~:+i ~]J < 2 on obtient l'existence et l'unicité des solution lorsque la donnée initiale J.Lo e t
N(p-I)dans LC/(O). q > qc = 2=7J.

(ii) Lorsque a < °et ~ti ~ p < 2 on montre que le problème [(VH J) + (N)] admet au moins

une solution pOUl' tout J.L0 E L1(D),J.L0 2: O.

(iii) Finalement dans le cas p 2: ~+i, J.L0 = 6xo (la masse d Dirac au point 1:0 de D) et

a E Rai O. on prouve qu'il n'existe pas de solutions faibles pour le problème [(VH J)+(N)].

Le Chapitre III est consacré à l'étude du comportement asymptotique des solutions du pro­

blème de Cauchy-Dirichlet [(VH J) + (D)]. On présente les résultats obtenus, en mentionnant

toutefois que le sujet est loin d ·être épuisé.

(i) Lorsque a < O. p E]O, 1[ et J.L0 E Mt(D), alors il y a extinction, en temps fini. des solutions

du problème [(VH J) + (D)]. C'est à dire:

il existe T* > °tel que toute solution u du problème [(V H J) + (D)] vérifie:

u(t.x) =0, pourtout (t,X)E]T*,+ [xO.

(ii) Si a < O. p 2: 1 et J.L0 E LI(D),J.Lo 2: 0, alors toute solution faible 'l.l du problème de

Cauchy-Dirichlet converge vers 0, uniformément sur D, lorsque t -t +00.
(iii) Finalement on étudie le cas a > °et p E [1. 2[. Si J.L0 E LC/(D)·llo 2: °avec:

q > 1 lorsque p E [1 N+2 [et q > q = N(p-I) lorsque p E [N+2 2[- . N+I c 2-p N+l' ,

alors la solution globale u du problème [(VH J) + (D)] converge vers 0, uniformément sur

D, lorsque t -t 00.

Dans le Chapitre IV, on revient d'abord sur l'étude du problème de Cauchy-Nemann [(VH J) +
(N)] lorsque 0 est un ouvert convexe, borné et on donne des résultats d'existence et d"tmicité
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de la solution lorsque la donnée initiale est une fonction continue sur D. Ensuite, on aborde

l'étude du comportement asymptotique des solutions en fonction de l'exposant p et du signe

de a. Cette étude est basée sur des estimations sur le gradient des solutions du problème

de Cauchy-Neumann[(VH J) + (N)], estimations qui sont obtenues par une technique due à

S. . Bernstein. Ces estimation font l'objet de Théorèmes IV.I et IV.2 et constituent la clé

essentielle pour l'obtention, en particulier, d'un résultat d'extinction des solutions, énoncé dans

le Théorème IV.3 :

Si p E]O.I[ alors pour toute solution u du pmblème [(V H J) + (N)] avec une donnée initiale

dans C(D), il existe T* > 0 et c E lR tels que:

u(t, x) == c, pour tout t > T* et x E D.

C tte propriété est appelée: propriété d'extinction en temps fini du gradient de la solution u

du problème [(VH J) + (N)].
Enfin, dans le Théorème IV.3 on prouve que pour p 2: 1 la solution du problème de Cauchy­

eumann [(VH J) + (N)] converge, uniformément sur D, vers une constante, lorsque t -t +00.
Finalement, nous considérons aussi le problème aux limites, peu habituel, suivant:

aust -!lu + IVulP= 0 dans D x ]0, +00[,

av = 0 sur ]0, +oo[ x aD,
u(O) = +00 dans D,
u (0) = 0 dans D \ D,

où P E]I, +00[, D et D sont deux ouverts bornés de lRN à frontières assez regulières tels que

D C D c D et D est supposé convexe. Le problème de Cauchy-Dirichlet associé au problème

ci-dessus a déjà été étudié dans [28]. Avec le Théorème IV.5, nous complétons les résultats

de [28], en démontrant l'existence des solutions positives lorsque p > 1 et 1unicité lorsque

p E]I, 2[. Signalons que les estimations sur le gradient des solutions qui sont obtenues dans le

Théorème IV.2 jouent un rôle essentiel dans la preuve de l'existence des solutions.
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o est un ouvert borné de]RN à frontière assez régulière.

Pour Xo E ]RN et r > 0, Br(xo) est la boule de centre Xo et rayon r.

Pour tout 0 < 7 < T::; notons par QT =]O,T[xO, fT =]0,T[x80, QT.T =]7,T[xO et

fT,T =]7, T[x80.

C(O) est l'e pace des fonctions continues sur O.
C+(O) est l'espace des fonctions positives appartenant à C(O).

Cb(O) est l'espace des fonctions continues et bornées sur O.

Co (0) est l'espace des fonctions continues, bornées sur 0 et qui s'annulent sur le bord 80 ;

Cc;(O) est l'espace des fonctions positives appartenant à Co(O).

Cc(O) est l'espace des fonctions continues et à support compact dans O.

Cc (0) ( resp. C:;O(QT)) est l'espace des fonctions infiniment dérivables sur 0 et à support

compact dans 0 (resp. QT).

C 1,2(QT) est l'espace des fonctions continues u dans QT telles que les dérivées: ~~, (::i )1~i~N,
(8x~~xjh~i,j~N' existent et appartiennent à C(QT)'

On introduit les espaces de RaIder:

Soit a un nombre réel positif et [a] sa partie entière telle que [a] < a, alors:

ca (0) désigne l'espace des fonctions f définies sur 0 dont les dérivées partielles:
8 kl +k2+··+knf
k k. k existent pour tout entiers k1 , k2, ... ,kn ~ 0 tels que k1+ k2 +... + kn ::; [a],

8xll8x22···8xn"
et sont RaIder uniformément continues de paramètre a - [a] dans O. On muni cet e pace de

la norme:

où:

IlfIICO(ri) = L
k] ,.·2.··· ,kn~O

k l +k2+·+kn~[a]

8k]+k2+ .. ·+knf
8Xk

1
l 8Xk

2
2 ... 8x~n ca-[aJ(ri)

si a> 1,

If(x) - f(y)1
Ilfllee'(ri) = sUE If(x)1 + sup_ 1 _ Ip SI P E]O, 1].

xEll x,yEn X Y
xi=y

Soit Q un ouvert borné de ]Rn+l alors:

CO/2,0 (Q) désigne l'espace des fonctions f définies sur Q dont les dérivées partielles:
8l+kl +k2+ ..+ k n f

k k k existent pour tout entiers l, k1, k2,' .. ,kn ~ 0 tels que 2l + k1+ k2+ ... +
8tl8xll8x22 ... 8xnn

17
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kn :s [a]. sont uniformément continues dans Q et telle que la norme suivante:

a21 /.:1 +k2+"'+/.:" f
Il.t'llco / 2.o (Q) = L a a,.kra.k2 a )'n SI a> 1.

U I .'·2 .... .!-n'20 t Xl X2 .,. Xn C(o-[oJ)/2.o-[oJ(Q)
2/+kl +k2+·+kIlS[l1']

soit finie .. où :

Il Il 1'( 1 If(3 ..'E) - f(t·y)1 ]]f C(o-[o))/2.o-[ol(Q) = SUp_ .t t. x) + SUp _1 _ 10 / 2 1 _ la si p E 0.1 .
(t,x)EQ (s..c).(f.y)EQ t 3 + x y

(s.x):;t(t,y)

al! notera par : Ct~Jn) (resp. c~~2.l1'(Q)), l'espace des fonctions f appartenant à CO(n') (resp.

C O
/

2.0 (Q')) pour tout ouvert œ tel que œ c œ c 0, (resp. Q' tel que Q' C Q' C Q).

On note par:

M/)(n) l'espace de mesures de Radon bornées sur n. Mb(n) sera muni de la norme usuelle

Il II.Vlu(l!)·

Mt (0,) est l'espace des mesures de Radon bornées et positives:

Pour q 2 1, Il Il q désigne la norme dans l'espace de Lebesgue Lq(n).

Lq (0,) l'espace des fonctions positives appartenant à Lq(n).

Pour q 2 1 et p 2 1, on note par:

Wl.q(n) l'espace Sobolev des fonctions 'U de VI(n) dont les dérivées au sens des distributions:
au

(OXi)ISiSN. soient dans Lq(n);

w l ,q (QT) l'espace Sobolev des fonctions u de Lq (QT) telles que les dérivées au sens des di ­

tributions: ~~. (g:i hSiS 1 soient dans Lq(QT)'

W~,2(QT) l'espace Sobolev des fonctions u de LCf(QT) dont les dérivées au sens des distribu-

. . au (au). (Ott)..' , . , LCf (Q )
tlOns. at' aXi lSlSN, aXiaXj ISl,JSN, eXistent et appartiennent a T .

W7;"(~(QT) l'espace Sobolev des fonctions u de LP(O. T; LCf(n)) dont les dérivées au sens des

d · '1' au (au) (au) . .,
lstn JutIOns: at' ax, 1SiSN, aXiaXj ISi,jSN, eXIstent et appartIennent a

LP(O. T: Lq(n)).

On note par:

( Dk::o le semi-groupe de contraction dans Lq(n),q 2 1 pour l'équation de la chaleur avec

une condition au bord homogène de type Dirichlet.

(S(t)k:o le semi-groupe de contraction dans Lq(n), q 2 1 pour l'équation de la chaleur avec

une condition au bord homogène de type eumann.

La fonction inconnue u sera une fonction mesurable sur QT =]0. T[ xn à valeurs réelles. Afin

de simplifier les notations, pour tout t E]O, Tl, on définit la fonction u(t) : 0, -+ ~ par

u(t)(.'E) = u(t. x) pour x E n. Dans la suite. on utilisera u(t) à la place de u(t,') et vice­

versa. Pour une telle fonction, u+ est définie par u+ = max{O,u}.
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Problèmes aux limites de type Cauchy-Dirichlet pour
l'équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité.

RÉSUMÉ. On étudie l'existence, l'unicité et la régularité des solutions faibles pour l'équa­
tion de Hamilton-Jacobi visqueuse Ut -!lu = al\7uI P , t > 0, x E 12 avec condition de Dirichlet
homogène au bord et donnée initiale /-ta non régulière. L'ouvert 12 C IRN est borné et régulier,
a E IR, a f- 0 et p e. t un nombre réel positif. On considère en particulier les cas où la don­
née initiale /-ta est une me ure de Radon bornée ou bien appartient à un espace de Lebesgue
LQ(I2),l :s q < 00.

1. Introduction

On considère le problème aux limites parabolique suivant:

a

{
a~ - b.u = al\7ul P dans ]0, +oo[xn,

u(t,x) = ° sur ]O,+oo[xan,
u(O,x) = Mo(X) dans n.

(1.1)

où a E IR, a :j:. 0, p > °et n c IRN est un ouvert borné à frontière régulière, de classe

au moins C 3 . Le problème de Cauchy sur l'espace entier IRN a été beaucoup étudié (voir

[3, 7, 9, 13, Il, 12, 15, 39, 68]). Lorsque la donnée initiale est continue bornée, Mo E

C(IRN ) n LOO (IR ) et p > 0, dans [39], B.Gilding-M.Guedda- R.Kersner ont montré d'une part

l'existence et l'unicité des solutions fortes du problème de Cauchy et d'autre part ils ont étudié

la régularité et le comportement asymptotique des solutions. Si la donnée initiale Mo n'est pas

régulière, plus précisément dans l'espace de Lebesgue Lq(IRN ), 1 :S q < 00 ou bien une mesure

de Radon bornée, plusieurs ré ultats d'existence et de non existence pour des solutions faibles

du problème (1.1) ont été présentés dans [9] et [13] en fonction de l'exposant p 2: 1. Sur des

ouverts bornés n c IRN , dans [1] l'existence et l'unicité des solutions mild ont été démontrées,

lorsque la donnée initiale est une mesure de Radon bornée et p E [1 ~tî[. Rappelons qu'à

l'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent la monotonie, M.G.Crandall, P.L.Lions

et P.E.Souganidis ont prouvé l'existence d'une borne universelle pour les solutions positives

du problème de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1 et Mo est une fonction continue positive qui

s'annule sur la frontière an (Théorème 2.1, p.l72 dans [28]). Aussi dans [19], [40] et [53] on

trouve des résultats d'éxistence des "solutions faibles" pour des problème parabolique non­

linéaire plus générale avec des conditions aux limites de type Dirichlet.

Dans ce chapitre, on établit plusieurs résultats d'existence, d'unicité et de régularité des solu­

tion du problème (1.1) en fonction de la donnée initiale Mo et de l'exposant p. On mentionne

19
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au si que le cas p EJa.l[ n'a jamais été étudié dans des ouverts bornés. Vojci en résumé les

résultats principaux:

(i) Ca a E IR. a :/= a. D'une part. pour a < p < ~ti. et /.1,0 une mesure de Radon bornée. on

démontre en utilisant des théorèmes du point fixe, que le problème (1.1) admet une solution

faible: de plus cette solution est unique si 1 :::; p < Nti. D'autre part. si ~ti :::; p < 2 on

obtient l'existence et l'unicité de la solution lorsque la donnée initiale J-Lo est dans VI(O,).
N(p-I)

q>qr=~'

(ii) Lorsque a < a et ~tî :::; p < 2 on montre que le problème (1.1) admet au moins une

solution pour tout I-Lo E LI (0,). J-Lo ;:::: a.
(iii) Dans le cas p;:::: ~:tî. J-Lo = c5xo (masse de Dirac en un point Xo de 0,) et a E IR, a :/= 0, on

pl'Ouve qu'il n'y a pas de solutions faibles pour le problème (1.1).

(iv) Finalement. on étudie le cas sur-quadratique. Si a > a. p > 2 et J-Lo assez granc!. on sait

que le gradient de la solution classique u du pl'Oblème (1.1) explose en temps fini, tandis

que u reste uniformément borné (cf. [67]). Dans cette dernière partie on démontre que pour

a < aet p ;:::: 2 le problème (1.1) admet une unique solution globale pour des données initiales

dans LI (0,) et positives.

2. Quelques résultats préliminaires sur l'équation de la chaleur

Ou rappelle d'abord les définitions suivantes :

Définition LI. Soient {J-Ln}n une suite de mesures de Mb(o') et J-L E Mb(o'). On dit que

J-Ln -'- J-L dans Mb(o') faible,
n-too

si pour' tout cp E Cb(0,)

/ cp(x)J-Ln(dx) n~ / cp(x)J-L(dx)
Ç) Ç)

Théorème LI. ({5, 21, 24, 63]) Soit J-Lo E Lq(O,), q ;:::: 1. Alors le problème aux limites:

{

u E C([a, +00[; VI (0,)) n LI (0, T; W~,I (0,))

~~ - LlU = a dans Vi (QT) (2.1)

u( i, x) = J-Lo dans 0,

admet une unique solution, pour' tout T > a. Posons

et6.I.Lo=u(t) pour tout tE[a+ [.

alors (é~::' k~o est un semi-groupe de contraction dans VI (0,) pour tout q ;:::: 1 (dans le cas q = 1

voir' [24, 63J où ce semi-groupe est prolongé de L 2 (0,) à LI (0,)).

Définitian 1.2. (eu::, k,:o est appelé le semi-groupe de la chaleur.

Nous rappelons quelques propriétés concernant le semi-groupe de la chaleur (e t6. k~o.
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(2.2)

(2.3)

Proposition 1.1. Soit !-to E Lq(n), q ~ 1, aloTs pOUT tout T E [q, +oo[ (resp. r = (0) la

fonction t -7 etl:l!-to est dans C(]O, 00[; W~,T (0.)) (resp. C(]O, 00[; W 1,OO(n))). De plus, il existe

une constante positive C(q, r) telle que:

Iletl:l!-toIIT:::; C(q,r)C~ct-~)II!-tollq pour tout t> °
C

N CIl) 1)IIVetl:l!-toIIT :::; C(q.r)(1 + C "2 q--;: +"2 )II!-tollq pOUT tout t> °
Voir [63] (Lemme 3, p.25) pour la preuve de (2.2) et [68] (Lemme A6, Lemme A7) pour la

preuve de (2.3).

Remarque 1.1. L'estimation (2.3) est vmie même pOUT r = q = 00 (VoiT par exemple [69],
p.35), et on obtient dans ce cas:

pOUT tout t > 0, (2.4)

(2.5)

où la constante C dépend seulement de N et n.

Dans la suite on veut généraliser cette proposition pour des données mesures. Pour ce faire

on donne d'abord un résultat d'existence de solutions de l'équation de la chaleur avec pour

donnée initiale une mesure de Radon bornée.

Proposition 1.2. POU1' tout !-to E Mb(n) l'équation de la chaleuT à donnée initiale !-to admet

une unique solution faible u au sens :

{

u E C(]O, +00[, L 1(n)) n L 1 (O, T; W~,I(n))

~~ - D.u = ° dans V'(QT)
u(t,·) ->. !-to dans Mb(n) faible

t--+O

pOUT tout T > O. De plus, pOUT s, T ~ 1 véTifiant : ~ + ~ > N + 1 on a :

u E LOO (0,00;L 1(n)) nV(O,T;W~,T(n))

et

Ilu(t) Ilr :::; Il!-to IIMbCO),

IluIILsCO,T;Wci,rco)) :::; C(s, r, T, n)ll!-toIIMbCO)'

(2.6)

(2.7)

Remarque 1.2. Si u est une fonction dans C((O, T); L 1 (n)) telle que u(t) ->. /1'0 dans Mb(n)
t--+O

faible, alOTS u E L (0, T; LI (0.)).

Démonstmtion:

a) Unicité

Grâce à la Remarque 1.2, l'unicité est une conséquence directe du Lemme 3.4 dans [5].

b) Existence

Si on note par]Jo le noyau de la chaleur avec une condition au bord de type Dirichlet homogène

(voir par exemple [30]), alors Po satisfait les propriétés suivantes:

PO E COO(]O, oo[ xn x 0.) n C(]O, oo[xn x 0.) (2.8)
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Pour tout cp E L1(0) et x E 0 :

ei~cp(x) = / po(t. x, y)cp(y) dy.

o

Pour tout t.8 > 0 et x.y E 0:

pn(t+s,x,y) = /PlI.(t,x,Z) ·PlI.(s,z,y)dz.

o
et

PO ~ 0 dans ]0. [xO x 0 avec / pn(t. x. y) dy ~ 1. pour tout x E 0, t> O.

o

Soient Ita E Mb(O) et (ua)n une suite de fonctions dans Cc (0) satisfaisant:

{
Ua ----+ Ita dans Mb(O) faible,

n--+
IluaIII ~ Illta IIJV1b(O)'

et notons par:

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.14)

un(t. x) = é~ua(x) = / po(t. x. y)ua(Y) dy. (2.13)

li.

Alors (cf. par exemple Lemme 3.3 dans [5]) un est l'unique solution du problème aux limites:

{

Un E C([0,T[;L1 (0)) nLl(O,T;W~,l(O))
aun
-a - D..un = 0 dans 1J'(QT)

t
'lJ,n(o) = ua dans 0

De plus. pour tout s, T ~ 1 tel que: ~ + ~ > N + 1 on a :

un E L oo (0,T;L1 (0)) nU(O,T;W~,r(O))

et

IlunllL (a,T:Ll(O)) + IlunIILS(O.T:Il"ci,T(O)) ~ C(s.T.T,O)lluôlll
Grâce à (2.8) on peut considérer:

u(t, x) = / Pli. (t, x, y)lto(dy)

li.

En utilisant (2.8) et (2.12) on peut passer à la limite dans (2.13) et on obtient:

(2.15)

(2.16)

un(t, x) ----+ u(t, x), pour tout (t. x) E]O,oo[xO (2.17)
n--+oo

De plus. grâce à (2.12) on peut appliquer le résultat de compacité du Lemme 3.3 dans [5] et

on déduit que la suite (un)n est relativement compacte dans U(QT) pour tout T E [1. NJ2[.
Ainsi. de (2.17) il résulte que, à une sous-suite près:

un -+ U dan F(QT).

Ce qui nous permet de passer à la limite dans (2.14) et on obtient:

auat - D..u = 0 dans 1J'(QT)

(2.18)

(2.19)
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Afin d'identifier la donnée initiale, on considère cp E Cb(O). D après (2.16) on·a :

Ju(t, x)cp(x)dx = JCl Pll(t x, Y)J.Lo(dy)) cp(x)dx = ! (! po.(t x, y)cp(x)dx) J.Lo(dy)
Il Il Il Il Il

= 1ettl cp(y) J.Lo (dy) --t ! cp(y)J.Lo(dy),
. t~O

Il Il
où la dernière limite est obtenue grâce au Théorème de la convergence dominée car:

ettlcp --t cp p.p. dans 0
t~O

et

23

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Ilé~~cplloo ~ Ilcplloo·

D'une part, pour montrer (2.6) il suffit d'intégrer (2.16) sur 0 et d'utiliser la propriété (2.11)

du noyau de la chaleur.

D'autre part, pour montrer (2.7), on reconsidère la suite (un)n définie par (2.13) . Grâce à

(2.15) et (2.12) la suite (un)n est bornée dans L (0 T; W~,l' (0)) pour tout s, r > °vérifiant

~ + ~ > N + 1. Par conséquent, à une sous-suite près:

un -' u faiblement dans L (O,T;W~,r(O)),

et

IlulILS(o T'W1"'(Il)) ~ lim inf Il'l.lnIILS(o T'W1"'(Il)) ~ C(s, r, T, O)IIJ.LoIIMb(Il)'
, , 0 n--+oo ' . 1 0

Ainsi l'inégalité (2.7) est établie.

Soient t, s > 0, alors, en utilisant (2.10) et (2.16) on obtient:

u(t + s, x) = ! Pll (t + s, x, y)J.Lo(dy) = !!Pll(t, x, Z)Pll (s, z, y)dzJ.LO (dy)

Il Il Il

= Jpo.(t, x, z)u(s, z)dz = ettlu(s)(x)

Il

Comme u(s) E LI(O) pour tout s > 0, on déduit que l'application t -7 u(t) est dans

C(JO, T[; LI (0)) ce qui achève la preuve de la Proposition 1.2. 0

En notant par ettl J.Lo la solution faible, donnée par la Proposition 1.2 on a :

{

e(i,+s)tl J.Lo = ettlestl J.Lo pour tout s > 0, t > 0,
lim ettl J.Lo = J.Lo dans Mb(O) faible,
t~O

Il ettl
J.Lo III ~ IIJ.Lo IIMb(Il)'

Avec les notations ci-dessus on peut généraliser la Proposition LI à des données initiales dans

Proposition 1.3. Soit J.Lo E Mb(O). AloTS pOUT tout r' E [1, +oo[ ( resp. r = 00 ) la fonction

t -7 ettlJ.Lo est dans C(]O,oo[;W~,r(O)) (Tesp. C(]O, 00[; WI,OO(O))). De plus il existe une

constante positive C (r) telle que :

iiettlJ.LOllr ~ C(r)C~(l-~)IIJ.LoIIMb(ll) pOUT tout t > 0,

Il'VettlJ.LOllr ~ C(T)(1 + C(~(1-~)+~))IIJ.LoIIMb(ll) pOUT tout t > O.
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Démonstmtion:

Soit [ E]O. t[ et /Lo E Mb(n) alors éL:!./Lo E LI(n) et grâce à la Proposition LI, et à la relation

(2.20) on a d"tme part:

Ilet .0./LoIIT = Ile(t-t:).6.é.6./LoIIT ~ C(r-)(t - [)-!f(I-*)llé.0./Lolll

~ C(r-)(t - [)-f(I-*)II/LoIIMb(r1)

et d'autre part:

Pour obtenir (2.21) et (2.22), il suffit de faire tendre [ ~ 0 dans les inégalités ci-dessus.

Afin de démontrer que é:::'/Lo E C(]O, 00[; W~,T(n)) (resp. et.0./Lo E C(]O. [; W I, (n))). on

fixe to E]O. + [et on considère (tn)n une suite de nombres réels qui converge vers to. Il existe

é > 0 tel que tn - 2[ > 0 et si on note ub = é.6. /Lo. alors_ ub E LI (n). r- 2: 1. et grâce à la

continuité en t pour le semi-groupe de la chaleur dans V'(O), r- 2: 1 on a :

De même. la relation (2.3) implique:

11\7(eto .6./10 - é'~/Lo)IIT = II\7é.6.(e(to-2t:).6.'lJ,b - e(tn -2t:).0.'ub) liT
~ C(1 + [-~)lle(to-2t:).6.Ub - e(t,,-2t:)~UbIIT -+ 0

n-t

et la démonstration de la Proposition 1.3 est achevée. o

Dans la suite. on considère le problème aux limites non-homogène pour l'équation de la chaleur :

{

au _ t::.'lJ, = f
at

'lJ,(t, x) =0
u(O, x) = /LO(X)

On introduit les définitions suivantes:

dans QT,

sur fT,
dans O.

(2.23)

Définition 1.3. Soient T > 0, /Lo E Mb(O) et f E LI(QT)' On appelle solution faible du

pmblème (2.23). une fonction u qui véTifie :

{

u E C(]O, T[; LI (0)) n LI (0, T; W~,I (0))

au '( )at - t::.u = f dans 1) QT

u(t,') ----' /1o(x) dans n faible.
t-tO

(2.24)

Remarque 1.3. Soit f E LI(QT), alor-s f(s) E LI(O) pour- pr-esque tout s E]O,T[. Puisque

(é:::')t>o est un semi-gmupe de contmction dans LI (0) (voir- par- exemple [24]) on a :

Ile(t-S).6.f(s)lh ~ Ilf(s)lh.
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L

Par' conséquent, ! e(t-s),è; 1(s) ds est une intégmle de BochneT absolument conveTgente dans

o
t

l"espace LI(n). De plus t -+ ! e(t-s),è;f(s)ds est dans C([O,T],Ll(n)). Ainsi, il est plus

o
pratique de travailleT avec la solution "mild".

Définition 1.4. Soient T > 0, f..to E Mb(n) et 1 E LI (QT)' On appelle solution mild du

pTOblème (2.23), une fonction u E C(]0,T[;L1(n)) nLl(O,T;W~,l(n)) qui véTifie:

L

u(t) = eL,è;f..to +! e(t-s),è; f(s) ds, t E]O, T[.

o

(2.25 )

Proposition 1.4. Soient T > 0, f..to E Mb(n) et 1 E L1(QT). AloTS le pTOblème (2.23) admet

une unique solution faible u. Cette solution satisfait :

pO'UT S, T 2: 1 véTifiant :
2 N
-+->N+l.
s T

De plus, on a :

(2.26)

(2.28)

où T -+ C(s, T, T, n) est une fonction cTOissante.

Démonstmtion:

Comme dans la Proposition 1.2. l'unicité est une simple conséquence du Lemme 3.4 dans [5]

On passe à la preuve de l'existence et on considère (u())n et Un)n deux suites de fonctions

dans l'espace Cc (n) et C~(QT), telles que:

{
'u~ --->. f..to dans Mb(n) faible,

n-HXJ

Ilu~lh :S IIf..toIIMdn),

et

Grâce à la Remarque 1.3, on pose:

t

u(t) = et,è;/-Lo + Je(t-s),è; f(s) ds.

o

et pour tout entier n, on introduit:

t

un(t) = et,è;uo + Je(t-s),è; fn(s) ds.

o

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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Alors un est une solution mild du problème (2.23) correspondant aux données ua et r. Grâce

à la régularité de ces données on peut appliquer la Proposition 4.1.6 in [25] et on obtient que

u ll est une solution classique du problème (2.23). Ainsi. d'après le Lemme 3.3 dans [5] on a :

pour tout S.1' > 0 satisfaisant (2.26). De plus:

(2.32)

Ell faisant appel à la preuve de la Proposition 1.2. plus précisément à la relation (2.18). et

grâce à (2.28) et (2.29), on peut passer à la limite dans (2.31) et on obtient qu'à une sons-suite

près:

un -7 'U dans LI (QT). (2.33)
11---+

De plus grâce à (2.32) on déduit que un est bornée dans U(O, T; wci·T(O)), et par conséquent,

à une sous-suite près:

un ---'- 'U faiblement dans LS(O,T: wci· 1'(0)),
11---+

pour tout s, T > 0 satisfaisant (2.26). D'une part, d'après (2.32) on a :

Il u II LS (O.T;lI'ci·'(l1)) ::::; l~~inf Il'l.l
n

II LS (O.T;H'ci''(l1)) ::::; C(T. O. S, q)(llfIILI (QT) + lIJ.lolI,\.1b(l1))

D'autre part. en utilisant (2.20) et les propriétés du semi-groupe de contractioll (é'~k,:o dans

LI (0). Oll déduit:

L

Il'uIILOO(O.T;Ll(l1)) ::::; Ilé~Mollu"'(o,T;L1(l1)) + Il./ eU-s)t::.f(s) dsIILoo(o,T;L1(rl))

o
::::; IIMOIIA1b(11) + IlfIILl(Qr)'

Puisque un est une solution classique du problème (2.23) et satisfait (2.33), on peut passer à

la limite lorsque n -t 00 et on obtient:

auat - ~u = f dans V'(QT).

D'après (2.20) on a :

et
L

lim Il J' e(L-S)t::. f(s) dsIILl(rl) = O.
L---+O

o
Comme u est donné par (2.30) on déduit que:

tl(t) ---'- Mo dans Mb(O) faible.
L---+O

Ce qui prouve que u est solution faible du problème (2.23).

En considérant T! et T2 tels que 0 ::::; Tl ::::; T2 alors QTl C QT2 et il est facile de vérifier que

la constante C(s, T, T. D) qui intervient dans la relation (2.27) est croissante par rapport à

TE [O. + ). Ainsi, la preuve de la Proposition 1.4 est complète. 0
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Remarque lA. Dans la Définition 1.4, la solution mild peut êtTe intr'oduite seulement pa?'

(2.25) sans l'hypothèse de TégulaTité u E L1(O, T; wJ,l(n)). En efJet, la pr'euve ci-dessus montTe

que la solution "mild" satisfait cette TégulaTité et qu'elle est identique à la solution faible qui

est unique.

Étant donnée une solution faible du problème (2.23) on a les propriétés de régularité suivantes:

Proposition 1.5. Soient J..lo E Co(n) et f E L'Y(O,T;LT(n)), avec

N 'Y
'Y l' > 1 et -. -- < 1

, 21' 'Y - 1 '

aloTs la solution u du pTOblème (2.23) donnée paT (2.25) est dans l espace C(QT).

(2.34)

Démonstmtion:

Soient (u~)n et (r)n deux suites de fonctions respectivement dans C~(n) et C~(QT) et

vérifiant:

{

u~ ~ J..lo dans L (n),
jn~ j dans L'Y(O,T;Lr(n)). (2.35)

n-too
Notons par 'l.L

n la solution de (2.23) correspondante aux données fn et u~. Alor , compte tenu

de la régularité du domaine on a :

et
t

un(t) = et~u~ + j e(t- )~ fn(s) ds

o
Cette dernière relation regroupée avec (2.25) et (2.2) implique:

t

Ilun(t) - u(t)lloo ~ Ilet~u~ - et~J..lolloo + j Ile(t-s)~ fn(s) - e(t,-s)~ f(s)lloo ds

o
t

~ Ilu~ - J..loii + O(r') j(t - s)-;':IIUn - f)(s)llrds

o
1

:5 lIu~ - 1'01100 + C(r) (1 (t - s)-i'h') ;' lIf" - fil "'IO,T,L' (0)) ,

où 'Y' = _'Y_. Grâce à (2.34) on a N. 'Y' < l, donc l'intégrale ci-dessus est finie. On obtient:
'Y - 1 21'

Ilun(t) - u(t) IILOO(QT) ~ Ilu~ - J..lolloo + C(T, 'Y, T) . Ilfn - fIIL'Y(O,T,u(Il)) (2.36)

Compte tenu de (2.35) et (2.36) on déduit que Un ---+ U uniformément sur QT, lorsque n ---+ 00.

Par conséquent

u E C(QT).

o
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Proposition 1.6. Soit f E LY(O.T:U(O)), où ,,1' 2: 1. Notons pm'

U E C([O, TJ: LI (D)) n LI (0, T: W~,l (0)) la solution faible du pT'Oblème aux limites:

{
~:L _6.u = f dans QT,

u(t. x) = 0 sur' rT.
u(O. x) = 0 dans n.

alo1's : 1L E LY(O,T: W~,r(O)) et
1

Iluil L Î (a.T;\ \ .~." (Sl)) :s C(T)T 2 11f IlLÎ (a,T;f/(Sl))'

Démonstmtion:

En utilisant le semi-groupe de la chaleur, on a :
i

u(t) = /e(i-S)~f(s)ds
a

d·où. grâce à (2.3). pour tout t EJO, T[ :
1 i

Il'Vu(t)llr :s / Il'Ve(i-sP f(s)llr ds :s C(r') /(t - s)-k Ilf(s)llr ds,

a a
En appliquant lïnégalité de Young on obtient finalement:

J

Iluil L Î (a.T: \1'~ .1' (Sl)) :s C (1' )T 2 11 f Il L Î (a.T;L" (Sl))·

D

3. Résultats principaux

Donnons d'abord les définitions des notions de solutions faibles du problème (1.1) lorsque

p EJO.oo[ et CL E !R,a -=1- O.

Définition 1.5. Soit /-la E Mb(O). On appelle solution faible du pT'Oblème (1.1) une fonction

u E C(JO. 00[: Ll(O)) n L1(0. T: W~,l(O)) telle que l'Vul P E L1(QT) pour- tout T > 0 et qui

véTifie :

{

~u _ 6.u = al'VulP dans TJ' (QT),
Ot
u(t) ~ /-la dans Mb(n) faible.

i--ta

(3.1 )

(3.2)

Définition 1.6. Soit /-la E Mb(n). On appelle solution mild du pT'Oblème (1.1) une fonction

u E C(]O, [:L1(0)) nLI(O,T;W~,l(O)) telle que l'Vul P E L1(QT) pOUT tout T > 0 et qui

véTifie :
i

u(t) = eib.jJ,a + a / e(i-s)b.I'VuIP(s) ds.

a

D'après la Remarque 1.4 les deux définitions sont équivalentes, ainsi on appelle solution faible

toute solution mild.
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On peut énoncer maintenant les résultats prinCipaux.

Le premier théorème concerne le cas 0 < p < 1. À notre connaissance ce cas n'a jamais

été étudié sur des ouverts bornés. En effet, seul dans [39J on trouve un résultat d'existence

et d'unicité de solutions dans l'espace entier IRN et uniquement pour des données initiales

continues et bornées.

Théorème 1.2. Soient a E IR, a i= 0, /-Lü E Mb(O) et °< P < 1. Alors le pr'oblème (1.1)

admet au moins une solution faible globale.

De plus, pOUT tout T > 0, cette solution est unique dans les deux cas suivants:

a) Si °< P < N~l et /-Lü E Mb(O),
b) Si N~l :s: p < 1 et /-Lü E Lq(O) avec q > f!!p'
La preuve de ce théorème e t structurée en quatre étapes. D'abord, à l'aide du Théorème de

point fixe de Schauder on démontre l'existence d une solution locale, ensuite on donne un ré­

sultat de régularité qui nous permet de prolonger cette solution locale en une solution globale.

Finalement on démontre l'unicité dans les cas a) et b) ci-dessus.

Le cas 1 :s: p < ~ti qui suit a été beaucoup étudié dans le cadre du problème de Cauchy sur

l'espace entier IR r ( voir [3, 9, 13, 39]) ainsi que dans des ouverts bornés avec une condition

au bord de type Dirichlet homogène ( voir [1, 28J ). Dans le deuxième théorème on donne un

résultat d'existence et d'unicité de la solution pour le problème (1.1). Ce résultat est analogue

a celui de N. Alaa [IJ où la donnée initiale est supposée positive. otre preuve est tout à fait

différente est reste valable pour une donnée initiale non-signée.

Théorème 1.3. Soient a E IR, a i= 0, /-Lü E Mb(O) et 1 :s: p < ~ti. AloTs le pmblème (1.1)

admet une unique solution faible.

La preuve suit presque les mêmes étapes que le théorème précédent. Le fait que 1 :s: p < ~ti

nous permet d'obtenir l'unicité de la solution, car, dans ce cas la fonction ç- -+ Iç-IP est locale­

ment Lipschitz. Quant à l'existence locale d'une solution, elle est obtenue grâce au Théorème

de point fixe de Banach.

Le résultats suivants concernent toujours le cas de la croissance sous-quadratique. On donne

des condition suffisantes ur la donnée initiale pour que le problème (1.1) admette des solutions

faibles. On note par qc l'exposant:

N(p - 1)
qc =

2-p

Cet exposant critique apparaît aussi dans ([9], p. 343), ([13], p. 2013) et ([28], p. 189) et on

observe que qc est relié à l'autre exposant critique, ~ti par:

N+2
qc >l~p>--.- - N+l

On a le résultat suivant:
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Théorème lA. Soient a E IR, a1-0 et ~~i S p < 2. Si f.to E Lq(O) avec q > qc. aloTs le

pTOblème (1.1) admet une solution faible u E C([O, +00[; Lq(O)) n LP(O. T; w~,pq(o) pOUT tout

T> O. Cette solution est unique dans cet espace et de plus c'est une solution classique globale

SUT JT. + [xO, T > O.

Signalons que les preuves de l'existence de solutions dans Théorème 1.3 et Théorème 1.4. et

la première partie dans le résultat de régularité sont assez proches de la preuve du Théorème

2.1 dans [9J qui concerne le problème de Cauchy dans IRN . car on a les mêmes estimations

(2.21) et (2.22) sur le noyau de la chaleur dans des ouverts bornés. En revanche. on utilise

des arguments différents pour prouver d'une part l'unicité des solutions dans Théorème 1.3 et

d'autre part la régularité des solutions.

Dans le cas n < 0, le résultat suivant établit l'existence de la solution avec une hypothèse

moins restrictive sur la donnée initiale.

Théorème 1.5. Soient a < 0, ~~i s p < 2 et Mo E L1(0), Mo ~ O. AloTS le pTOblème (1.1)

admet au moins une solution faible u E C([O, +00[; L1(O))

Le théorème qui suit est un résultat de non-existence de solutions pour des données mesures

lorsque l'exposant p ~ ~~i. Ce résultat est analogue à celui de S. Benachour et Ph. Laurencot

dans [13J. pour l'espace entier IR .

Théorème 1.6. Soient a E IR, a 1- 0, p ~ ~~i, T > 0, Xo E 0 et M une constante positive

quelconque. Alor-s il n existe pas de fonction:

telle que:

A utr-ement dit, le

M6xo ' M > O.

{

OU
ot - b.u = al\7ul P dans D'(QT).

u(t) -+ M 6xo dans Mb(O) faible.

pTOblème aux limites (1.1) n'admet pas de solutions faibles

(3.3)

(3.4)

pOUT Mo =

Comme dans [9], cc résultat peut être prolongé aux mesures p-atomiques lorsque ~~ti S p < N

(voir la R.emarque 1.10 ci-dessous).

Finalement on analyse le cas sur-quadratique qui correspond à p ~ 2. D'après le Théorème 7.10

de [38J on sait que si Mo E C6(0) alors le problème (1.1) admet une unique solution maximale

u E C°,l([O,T*[xO) n C 1,2(JO,T*[xO) où T* EJO,+ooJ est le temps maximal d'existence de la

solution. De plus si T* < 00. alors:

lim sup (Iu(t, x)1 + l\7u(t, x)l) = 00. (3.5)
t--+T' xE\!

Par conséquent. la solution u peut être uniformément bornée et pourtant ne pas être globale

lorsque:

lim sup l\7u(t,x)1 = +00.
L/,T" XE\!
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Dans cette situation on dit qu'il y a "blow-up du gradient", c'est à dire le gradient explose

en t mps fini. Lorsque a > 0, P > 2 et P,o E CJ(O), dans [67], P. Souplet a démontré que le

gradient des solutions du problème (1.1), explose en temps fini, pour des données initiales P,o

"assez grandes". Signalons que ce phénomène n'a pas lieu pour le problème de Cauchy dans
!RN.

Dans le cas d'une équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité et absorption (correspondant à

a < 0) on a le résultat d'existence de solutions globales suivant:

Théorème 1.7. Soient p 2: 2 et a < O. Alor-s pour- toute donnée initiale /Lo E CJ(O),/LO 2: 0,

la solution maximale u du pmblème (1.1) est une solution globale.

Un résultat analogue a été prouvé dans [[28], Théorème 2.1] mais la preuve est assez compli­

quée. En effet dans [28], le but principal est de construire des solutions de (1.1) avec donnée

initiale prenant la valeur +00 sur un ouvert régulier et borné D de 0 dont la fermeture D

est dans O. Ce résultat est obtenu à l'aide d'un théorème abstrait sur les semi-groupes. otre

preuve fait appel à une méthode différente.

Le Théorème 1.7 peut être généralisé à des données initiales moins régulières. Comme dans [9]

on introduit l'espace :

(3.6)

(3.7)

On a le résultat suivant:

Théorème 1.8. Soient p 2: 2 et a < O. Alor-s pour- tout /Lo E L 1 ,approx' le pmblème (1.1)
admet au moins une solution faible qui vér-ifie pOU1' tout T > °:

{

u E C([O, +00[; LI (0)) n LP(O, T; W~,P(O)),

~~ -.!:lu = alV'ulP dans V'(QT),

u(O) = P,o dans O.

La clé de la preuve de ce théorème est une estimation du gradient de la solution u de (3.7).

Signalons que cette estimation est vérifiée aussi par la solution correspondante du problème

de Cauchy dans l'espace entier !RN, (voir [39]).

4. Preuve du Théorème 1.2

a) Existence locale

On considère T E]O, 1[, q E]1 N~i [et notons par X = X(T) l'espace de Banach des fonctions

continues u : ]0, T] -+ w~,q(0) telles que:

Ilullx = max{supt{3llu(t)llq,supt{3+~IIV'u(t)llq} ::; 00,
]O,T] ]O,T]
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f3=~ (1-~).
Des espaces à poids. du type X(T). liés à l"opérateur de la chaleur. ont déjà été introduits

par T.Kato [46], T.Kato-H.Fujita [47], H.Brezis-T.Cazenave [22], M.Ben-Artzi-P.Souplet­

F.B.Weissler [9] et F.B.Weissler [70, 71].
On a X y Lq(O. T: wol,q(n)) avec injection continue. Pour u E Lq(O. T; w~,q(O)) on définit

les fonctionnelles 9 et F par:

1

gu(t) = / e(l-s).6.I\lu(s)iP ds

o

et

Fu(t) = el .6. JLo + Q,. gu(t).

alors g. F sont des opérateurs continus de Lq(O. T: w~,q(n)) dans Lq(O, T: w~,q(n)).

En effet. soit (Un )n2: l c Lq(O, T: w~,q(n)) une suite telle que:

Un ----t u dans Lq(O,T; w~,q(n)).

et notons par fn = l\lunl P et f = l\luI P. alors, puisque p E]O. 1[ on a :

lfn - fi = II\lunIP- l\lulPI :S l\lun - \luiP ----t 0 dans U/P( QT)

aInsI

et la suite V n

problème:

fn ----t f dans Vi/P( QT)

gUn - gu est solution faible dans C([0.T]:L1 (n)) n Lq(O,T;w~,q(n)) du

{

8;tn - 6.Vn= fn - f dans D' (QT ).

vn(t. x) = 0 sur fT.
vn(O, x) = 0 dans O.

D'après le Théorème IV.9.1 de [51]. V n E W;;~(QT) et on a l"estimation

Ilvn ll,,-1.2(Q ) :S C· Ilfn - fllci/p·
q/p T

Comme p E]O. 1[. en particulier on a :

gUn ----t gu dans Lq(O, T; w~,q(n)).

Ainsi 9 est continue sur Lq(O, T: wd·q(n)) ce qui entraîne F continue sur le même e pace.

Soit K > 0 et notons par XrdT) la boule fermée de rayon K de X(T), et par Xf{(T) la

fermeture de X r,' (T) dans l"espace Lq (0, Ti w~,q(0)). Afin d'appliquer un théorème de point

fixe de Schauder (voir le Corollaire 11.2, p.280. [31] ou Proposition 18, p.270 dans [64]). on

cherche Tl E]O. 1[ et KI > 0 tels que:

(4.1)
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soit une fonction bien définie et F(XK , (Tl)) soit relativement compact dans Lq(O, Tl; w~,q(n))_
Soit u E X. D'une part, d'après la relation (2.2) on a :

L t L

IIQu(t)llq::; JIle(t-s)61\7u(s)IPllq ::; J111\7u(s)IPllqds ::; JInl~ lI"\7u(s)ll~ ds
o 0 0

L .!.::.E
!..=l'. J (1 Inl q 1 1::; Inl q lIull~- s-P /3+}) ds ::; 1 _ p(j3 + 1) . tl-P(iJ+2)llull~\ ::; Cl . tl-p(iJ+})llull~~_

o 2

Notons par 'Y = 1- p(j3 + ~) alors compte tenu des hypothèses faites sur pet q, on a °< 'Y < 1.

Ainsi les inégalités ci-dessus impliquent:

(4.2)

D'autre part grâce à (2.3) on a :

t

II\7Qu(t)llq::; JII\7e(L-s)61\7u(s)I P llqds

o
L L

::; C(q) .J(t - s) -! II\7u(s)IP Ilqds ::; C(q) Inl~J(t - s)-~ 1II\7u(s) II~ ds

o 0
L

!.=.l'. J 1 (iJ 1) 1::; C(q) -Inl q Ilull~- (t - s)-}s-p +} ds::; c2c2+1'llull~\

o
et donc

d+f3 II\7Qu(t)llq::; C2·(f+f3llull~_

Compte tenu de (4.2) et (4.3) on tire:

IIQ(u)llx ::; C3 · T1'+f3llull~_

(4.3)

Cette inégalité et la Proposition 1.3 donnent l'estimation suivante sur F(u) :

IIF(u)llx ::; IleL6 J.Lollx + laIIIQ(u)llx ::; C(q)llJ.LoIIMb(l1) + lai· C31Iull~- .T1'+f3
::; Cl (11J.Lo!I A1 b(l1) + Ilull~ .Ti+f3) ,

où la constante C4 ne dépend que de Inl lai p. q et N. On peut choisir KI et Tl E]O,I[ tel·

que

C4 (IIJ.LoIIMb(l1) + Ki· T?+ ) < KI (4.4)

On obtient que pour tout u E Xf{, (Tl) on a F(u) E XI'-l (Tl). Cela implique:

X[{I(TI ) C F- I (XJ(I(Td) C F-I(XJ(,(TI ))

Comme F est un opérateur continu dans Lq(O,TI;w~,q(n)), alors F-I(X[,-, (Td) est fermé

dans Lq(O,TI ; w~,q(n)) et on déduit:

XJ(1 (Td C F- I (XJ(1 (Tl)).

Il reste à montrer que F(XI<l (Tl)) est relativement compact dans Lq(O, Tl; w~,q(n)). Pour ce

faire, comme



34 1. PROBLÈ~IE.· AUX LIMITES DE TYPE CAliCHY-DlHJCHLET

(4.6)

il suffit de démontrer que 9(X!,'1 (Td). est relativement compact dans Lq(O. T; W~,q(D)). Soit

(un)n C XI,'! (Td et (Ç(un))n la suite bornée correspondante de 9(X !'l (Td). Pour tout (t, x) E

Qr! on pose:

alors fn E Lq/P(Qr!) et

IIM,.I'(Q.,,) ~ (1[IVUn(S)IQ
) plq ~ Ilunll~'(o.T,"i"(n))' (4.5)

Soit e= 1 - q(~ + (3). Comme 1 < q < ~~~ on a e> 0 et pour tout 1t E X(T1 ) :

(fT! f' )l/q (./T! 1 ) l/q (TO) l/q
Ilullul(o,r]:\I'~q(lI))= 0 li l'Vulqdxdt ::; Ilullx 0 c q

('j+{3) ::; Ilullx --t
On en déduit que pour tout u EX,,! (Td :

(
T O) l/q

IluIILq(o.r!;\\·~·q(lI)) ::; K] 1
Ainsi. compte tenu de (4.5) et (4.6) on tire:

Ilfnllei/p::; C(p,q,N)· Kf· TjO/q, (4.7)

donc la suite (fn)n est bornée dans Lq/P(QT]). De plus comme 9un E W:;~(Qrl) est une

solution faible du problème aux limites:

{

89un _ 6.9u = f
8t n. n

9un (t, x) = 0
9un (O, x) = 0

On obtient d'aprè le Théorème IV.9.1 de [51] que

dans Qrl ,

sur rT1 ,

sur D.

119UnIIW1.2(Q. ) ::; C(Tl , D) . Ilfnllq/p
qjp Tl

Par conséquent (Çun)n est bornée dans W:i~(QT!) t grâce à la suite d'injections.

W1. 2 (QT!) y Vi/P(O,Tl;W1,q/P(D)) '-'! V'(O,T1;W1,q(D))
q/p compacte contlllue

et au fait que (Çun)n C V'(O,TI;w~,q(n)) on obtient que:

1(Çun)n est relativement compact dans Lq(O, Tl; Wo,q(D))

On peut alon; appliquer le Théorème de Schauder, et on obtient l'existence d'une fonction

u E XI,'] (Td vérifiant:

En particulier

t

u(t) = et6i),o + a./ e(t-S)61'Vu(s)iP d

o

(4.8)
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dans V' (QT/2n,T ),

sur r r/2n,r,
dans O.

max{ sup tf3l1u(t)llq sup d+13 IIVu(t) Ilq} ::; KI
]a,T!] ]a,Td

Par conséquent, la solution u est dans l'espace X/{! (Td et compte tenu de (2.27) et (4.8) on

obtient aussi u E LOO(O, Tl; LI(O)). Ainsi 'U est une solution locale du problème (1.1) sur QT!.

D

b) Régularité

Proposition 1.7. Il existe 8 E]O, 1[, indépendant de J1a E Mb(O), tel que toute solution faible

u E C(]0.T[;L1(0)) nLI(O,T;W~,1(O)) du problème aux limites (1.1), vérifie

'1. E C1+<>/2,2+<>(Q ) n C fJ /2,fJ(-Q) VT E]a T[
L loc r,r r,T ,

Démonstmtion:

On fixe T E]O, T[ et on décompose le problème (1.1) en deux parties.

(i) Soit donc UI E C([T/2n T];L1(0)) nL1(0,T; W~,l(O)) la solution faible du problème aux

limites (2.1) sur QT/2n,T avec donnée initiale u(T/2n,·) E W~,I(O), où 71, est un entier positif

qui sera choisi ultérieurement. Alors Ul vérifie:

{

OUI
- - 6.Ul = a

(Pd u~tt x) = °
ul(T/2n,x) = u(T/2n,x)

Grâce à l'effet régularisant de l'équation de la chaleur (voir par exemple le Théorème XLI

dans [20]) et à la régularité du domaine 0, pour tout 8 E]a, 1[ on a :

U. E C I+<>/2,2+fJ(Q )
1 2T/2n,T

(ii) Notons par f la fonction

f(t, x) = alV'u(t, x)IP sur Qr, (4.9)

et soit U2 E C([T /271" T]; LI (0)) n LI (0, T; W~,l (0)) la solution faible du problème:

{

a~2 _ 6.u2 = f dans V'(Qr/2n,r),

(P2) U2(t, x) = a sur r r/2n,T,
U2(T /271" x) = a dans O.

Puisque l\lui E LI (QT) on a f E L1/P(QT). Grâce à la régularité des solutions des équations

paraboliques (cf. Théorème IV.9.1 dans [51]) on obtient U2 E Wll;~(QT/2n,T)'

(iii) Puisque u = Ul + U2 on tire U E W;;~(Q2T/2n,r) et par conséquent:

l\lui E L 1/P(Q2r/2n,T),

ce qui implique :

f E L 1/P
2

(Q2T/2n,T)'

On peut répéter ce processus et on obtient par récurrence que:

f E L I/p
n

(Qr/2,T) et u E WIl;~n(Qr/2,T)'
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d fJ/2.2+fJ(Q r ) n
lac T.r

o

On choisit 71. suffisamment grand tel que pIn> N + 2 alors, grâce au Lemme 11.3.3 dans [51].

pour tout 1/ E]O. 1[ satisfaisant 0 < 1/ < 1 - (N + 2)pn on a :

l'Vul E C
,
)/2,fJ(QT/2,T),

et en particulier :

f E CPI) /2,PI) (Q T /2,T)'

On reconsidère les problème (Pd et (P2) sur QT/2,T avec donnée initiale u(T/2 . .). En uti­

lisant les mêmes notations. on obtient d'une part UI E COO(QT.T). D'autre part puisque

f E CPV/2.PI)(QT/2,T), grâce au Théorème 1II.12.2 dan. [51] on a U2 E C/o~pv/2.2+PI)(QT/2.T) n
C pl)/2,pv(Q r)T/2.1' .
En regroupant ces deux derniers résultats on obtient finalement U E

C fJ
/2.

fJ
(QT,r) avec {; E]O.I[. ce qui achève la preuve de la Proposition 1.7

Proposition 1.8. Soient a E IR, a i- 0 et 0 < P < 1. Si /-lo E VI(O) avec q ~ 1 alors toute

solution faible u du pmblème (1.1) est dans C([O. T]; Lq(O)) n U(O, T: W~·q(O)) pour tout

1 :S r < 2. De plus si /-lo E Co(O) alors u est dans C(QT).

Démonstmtion:

Soit /-lo E Lq(O) et u E C(]0,T[;L1(0)) nLI(O T:W~,I(O)) une solution faible du problème

(1.1) à donnée /-lo. Posons UI = é~/-lo, Alors UI est solution faible du problème:

{

au] '( )at - .6.u] = 0 dans 7) QT ,

u,(t. x) = 0 sur fT,
u,(o, x) = /-lo(,x) dans O.

Puisque /-lo E Lq(O). on a UI E C([O, T]; Lq(O)) et grâce à (2.3) on obtient:
1

Il'VuI (t) Il q :S CC211/-l011q pour tout t E]O, T[.

Par conséquent UI E U(O, T; wo
1,q(0)) pour tout 1 :S r < 2.

otons par f la fonction :

f(t,x) = al'VuIP(t,:r:) p.p (t,x) E QT

et par U2 la solution faible du problème aux limites:

{

a~2 _ .6.1L2 = f dans 7)'(QT),

U2(t, x) = 0 sur fT,
U2(0, x) = 0 dans O.

Puisque l'Vul E L1(QT)' on a f E L1/P(QT) et grâce à la Proposition 1.6 on obtient U2 E
L1/P(O. T; WOl.l/P(O)).

Montrons que 'U2 E C([O. T]; Lq(O)) n U(O, T; wo1,q(0)) pour tout r E [1,2[.

Soit r E [1. 2[ fixé et posons 71.1 = [1t~nIIP] + 1 et 71.2 = [I~~/P] + 1. où [a] est la partie entière
du nombre réel a.

Alors on a n l ~ 1. 71.2 ~ 1 et :

1 1 1 1
--<1'<- et --<q<-.
pn1-1 - pnl pn2-1 - pn2
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On examine les différentes possibilités.

(i) Le cas r :::; q. On a nI :::; n2.

Si nI = 1 alors r < l/p. Puisque u = UI + U2, on obtient dans ce ca

u E V'(O,TiW~,min{1/p,q}(n))

Si nI ~ 2 alors n2 ~ 2 et par suite q ~ l/p. l'Vul E LI/P(QT) implique f E L I/P
2
(QT) et grâce

à la Proposition 1.6 on obtient:

Par récurrence on montre que :

Donc lorsque nI = n2 on a r < p~l et q < p~1 et par suite

U2 E U(O, Ti w~,q(n)),

ce qui implique u E V'(O, Ti w~,q(n)).

Dans le cm n2 > nI par la même méthode on démontre que U2 E V'/P(O, Ti W~·I/pn2 (n))

et par conséquent u E Lr (0, T; w~,q (n)). En particulier fEU (0, T; Lq (n)) d'où on tire

u E C([O, T]; Lq (n) )).

(ii) Le cas r > q se traite de la même manière.

Supposons dans la suite que p,o E Co(n) alors grâce au point précédent

u E C([O, T]; Lq(n)) n U(O, T; wol,q(n)) pour tout q> 1 et 1 :::; r < 2

et f E V·/P(O. T, wI,q/p(n)). Ainsi, comme 0 < P < 1 :::; r on peut choisir q assez grand tel

que:
N r,/p

--. <1
2· q/p r /p - 1

Les hypothèses de la Proposition 1.5 étant satisfaites, on obtient u E C(QT) et la preuve de la

Proposition 1.8 est achevée. 0

c) Existence globale

Soit 'I.L une solution faible du problème aux limites (1.1) sur ]0, T] . D'après la Proposition 1.7

pour tout to E]O, T[, u(to) E LOO(n) et grâce au Principe de Comparaison (cf. par exemple le

Théorème 2.16 dans [38] ) on a :

u(t,x) :::; Ilu(to)11 pour tout (t,x) E [to,T] x n

et donc

Ilu(T)lh :::; Inlllu(T)lloo :::; Inlllu(to)lloo
On reprend la preuve d'existence locale pour le problème (1.1) avec donnée initiale u(T) et on

fixe T2 > 0 et K 2 > 0 vérifiant :
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où C" est la même constante qui intervient dans (4.4) et qui ne dépend que de p, N. st et a.

On peut alors prolonger la solution sur [T. T + T2 ]. Puisque T2 et K2 dépendent cette fois ci

de Iltt(ta) 1100 et ne dépendent plus de la donuée initiale u(T), on peut continuer le processus

et 011 obtient l'existence globale d\ll1e solution ur Q . 0

cl) Unicité

Proposition 1.9. Soit a E IR. a f:- 0 et 0 < P < 1 aloTs le pmblème (1.1) admet une unique

solution faible dans les deux ca suivants:
2a) Si 0 < P < N+l et /-La E Mb(st).

b) Si '~l "S p < 1 et /-La E VI(st) avec q > f!!p'
Démonstration:

Avant de COll1mencer la preuve on fait l'observation suivante:

Remarque 1.5. Si a E IR. a f:- 0 et 0 < p < 1, alor's gr'âce à la Proposition 1.4, toute solution

faible u de (1.1) véTifie: u E U(O,T;Wal,S(D) pour tout s E [1, ~vtn

(4.10)

pN

( ) < 1,
q2-p

Soient Ul et U2 deux solutions faibles du problème (1.1) et posons U = Ul - U2 et f
a(l\7ulI P -1\7u2IP). Alors U est une solution faible du problème aux limites:

{

~~ - D..u = f dans QT,

u = 0 dans fT,

u(O, x) = 0 dans D.

D'abord on montre que U E C(QT) dans les deux cas a) et b) ci-dessus,

a) Le cas 0 < P < N~l et /-La E Mb(D),
Grâce à la Remarque 1.5. on au E LOO(0.T:L1(D)) nU(O,T:W~'S(st)) et f E LS/P(QT) pour

tout .s E [1, ~;t~ [. Puisque 0 < P < N~J on obtient:

lim __ , sjp Np(N + 1) < 1
S/' ;~:ti 2· sjp sjp - 1 2[(N + 2) - p(N + 1)]

et donc. on peut trouver s tel que 1 "S s < ~t~ et :

N sjp 1
2, sjp . sjp - 1 < .

Comme U est une solution du problème (4.10) avec pour donnée initiale 0, grâce à la Proposition

1.5 on obtient U E C(QT).

b) Le cas / l "S p < 1 et fJ,a E Lq(D) avec q> l}!!p.
Grâce à la Proposition 1.8 pour tout T E [1,2[, U E C([O, T]; Lq (D)) n V' (0, T; W l,q (st)) est une

solution faible du problème (4.10) où f E V"!p(O. T; Lq/P(D)) ,

Puisque q est choisi tel que q > ~ on a :

1
. N Tjp
Im--'~':""::""'-

r /,2 2 ' qjp r jp - 1

ainsi. on peut trouver T tel que 1 "S T < 2 et :

~, Tjp <1.
2, qjp rjp - 1
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Les hypothèses de la Proposition 1.5 étant de nouveau satisfaites avec la donnée initiale /-lo == 0

on déduit que u E C(QT)'

Ainsi dans les deux cas ci-dessus, en vertu de la Proposition 1.7 on obtient :

u E CI~~O/2, 2+0(QT.T) n C(QT) 'oh E]O,T[

Le reste de la preuve est plus ou moins standard grâce au Principe de Comparaison (cf. [38,44]

par exemple). ous le reproduisons juste pour être complet.

Dans ce qui suit on considère E: > 0 et A > 0, et on pose:

alors

et

? J
z(t,x) = u(t,x) - At - dl + Ixl-)'ï

z E C(QT) n C 1,2(]O,T] x 0)

(4.11)

z(t.x) ~ 0 dans [0 T] x 00 U {O} x 0

Montrons que z ~ 0 sur [0, T] x n. Si z prend des valeurs positives en un point de QT alors

z admet un maximum positif en (to, xo) E]O, T] x O. Ainsi au point (to, xo) où z atteint un

maximum positif on a :

(\7z)(to,xo) = 0,

(~z)(to,xo) ~ 0

et

Pour montrer que :

z(t,x) ~ 0 pour tout (t,x) E QT, (4.12)

il suffit de trouver une valeur A = A(E:) telle que en tout point (t, x) E]O, T] x 0 vérifiant

(\7z)(t,x) = 0 on ait:

(~~ -~z) (t,x) <O.

De plus, si la dépendence de A par rapport à E: est telle que A -t 0 lorsque E: \. 0, en faisant

tendre E: vers 0 dans (4.11) on obtient

u(t, x) :s: 0

Pour ce faire on observe que:

(4.13)

et

Puisque

on en déduit:

(4.14)
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Ainsi. en tout point (t ..x) E Qr pour lequel (\7z)(t.x) = 0 on a:

oz { 2 1
at - ~z :s; lai 1\711,2 + E(l + Ixl )-2 . ·1:IP - l\7u2I P} + nE - A (4.15)

:s; lai ·ld1 + Ixl:2)-~ . xlP + nE - A :s; lalEP + nE - A

Il , uffit de prendre

pour réaliser
oz
ot (t, x) - ~z < 0

en tout point (t. x) E Qr tel que \7z(t, x) = O.

011 el! déduit (4.12) et par suite on a :

u( t. x) :s; 2(nE + lalEP ) + dl + Ix12)1/2.

Par passage à la limite lorsque E ~ 0+ on obtient u(t, x) :s; O. De même on montre que

u(t. x) ;::: O. ce qui achève la preuve de l'unicité des solutions faibles. 0

Remarque 1.6. POUT' la pT'euve de la Pmposition 1. 9, Ph. Souplet a indiqué le cho'lx plus

simple suivant pOUl' la fonction z dans (4.11) :

5. Preuve du Théorème 1.3

a) Unicité

Soient tLl et 11,2 deux solutions faibles du problème (1.1) sur Qr. Posons 11, = 11,1 - 11,2. alors

pour tout t E]O, T[. on a :
t

u(t) = a / eCt-T)~(I\7uIIP - l\7u2IP)(T) dT.

°
De la Proposition lA. on déduit que pour tout . r ;::: 1 qui vérifient ~ + -/:- > N + 1 :

11, E LOO(O,T;LI(O)) nU(0,T;W1,T(0)),

de plus on a l'estimation:

IluIIUXl(O,T;U(Il)) + IluIIL"co,r;w~,1'Cll)) :s; C(s, r, T, O)III\711,IIP
- l\7u2lP III

où C est une fonction croissante par rapport à la variable T.

On va trai ter séparément les cas p > 1 et p = 1.

(i) Si p > 1 on prend oS = r = p dans la relation (5.1) et on a :

II\7uIILP(Qr) :s; lai· C(p, T, 0) ·111\7uIIP -1\711,2IPIIUCQr)

:s; lai' p. C(p, T. 0) . (11\7ull1~;/Qr) + II\7u211~;tQr)) . II\7uIILP(Qr)'

Compte tenu de (5.1) et du fait que I\7UII et l\7u21 E LP(Qr), on obtient dans ce cas:

,p~ lai' p . C(p, T, O)(II\7ulll~;tQr)+ II\7u211~;(IQT)) = O.

(5.1)

(5.2)
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Donc, en vertu de (5.2), on peut toujours trouver T E]O, T[ tel que:

Par conséquent :

Vu = 0 p.p. dans Qi',

c'est à dire \luI = \lu2 p.p. dans Qi" Alors, compte tenu de (5.1) on tire:

Ilullu(o,i';\I\!I"'(fl)) = 0

donc UI = U2 p.p. dans Qi" Par un argument classique on peut déduire que UI = U2 dans QT·

(ii) Pour le cas p = 1, dans la relation (5.1) on choisit 1 < r = s < ~tî. Alors on obtient:

Comme
1 l

lim lal·C(r,T,n) ·T?lnl? =0
T'\,O

de même que dans le cas précédent on obtient UI = U2 sur QT. o

b) Existence locale

Soit T E]O.l[ et notons par X = X(T) l'espace de Banach des fonctions continues u : ]0, T] --+

wJ,p(n) telles que:

lIuIL.\" = max{sup tOllu(t)llp, sup tO+~ IIVu(t)llp } < (X)

]O,T] JO,Tl

où
N 1

a = -(1 - -).
2 p

Pour u E X on définit les fonctionnelles :

t

çu(t) = .1 e(t-s)t>jVu(s)iP ds

°
et

Fu(t) = ett>p,o + a· çu(t).

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Soit K > 0 et notons par XK(T) la boule fermée de rayon K dans X(T). Afin d'appliquer le

Théorème de point fixe de Banach on cherche Tl E]O, 1[ et KI > 0 tels que:
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et F soit une contraction sur Xl,"j (TI)'

Soit u E X/\"(T). D'une part, compte tenu de (2.2) on a :

L 1

119u(t)llp ~ / Ile(t-s)61V'u(sWllpds ~ C(p) /(t -s)-OIIIV'u(s)[Plh ds

a a
L f

= C(p) /(t - s)-OIIV'1L(s)ll~ ds ~ C(p)llull\" /(t - s)-os-p(a+~) ds

a a
1

~ C(p)llull\" . tl-p(o ~)-O. /(1- s)-O. s-p(o+~) ds

a

Le paramètre a étant donné par (5.3) on pose:

1
,=l-p(a+-).

2

Grâce à l"hypothése. 1 ~ p < ~: i on a alors a < ~ et , > O. Ainsi on peut déduire que:

D'autre part. l'estimation (2.3) implique:

L L

Il V'9u(t) II p ~ / 11\7e(L-s)61\7u(sWII p ds ~ C(p) / (t - s) -(a+ ~) II\7u(s) II~ ds

a a
1

~ C(p) Ilull\" .tl-p(o+~)-(a+~) / (1 - s)-(o+~) . s-p(o+~) ds.

a

Puisque a < ~ et , > O. on en déduit:

Eu regroupant les relations (5.6) et(5.7) on obtient

119(u)llx ~ C3 . Ilull\" .T'Y.

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Grâce aux estimations (2.21) et (2.22), pour tout /-la E Mb(O), l'application ]0, T[3 t ---+

el':::" /-la EX. Alors. compte tenu de (5.8). la fonctionnelle F vérifie:

IIF(u)llx ~ Il eL6 /-lallx + lal'119(u)llx
~ C(p)ll/-laIIMb(fl) + C3 1Iull\" .T',

d'où:

(5.9)
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où la constante C4 ne dépend que de p, N, a, et n.
Soient maintenant UI et U2 dans Xg(T). Alors

t

IIFuI(t) - FtL2(t)llp::; lai / Ile(t-s)6.(I\7uII P(s) -1\7u2I P(s))llp ds

o
t

::; C'(p) / (t - s)-QIII\7uI(s)[P -1\7u2(S)[PIII ds

o
t

::; C'(p)· p /(t -s)-Q(II\7uI(S)II~-l + II\7u2(S)II~-I)II\7UI(S) - \7u2(s)ll pds

o
::; C'(p) . KP-l . T"Y . cQllul - U2 Il ...\ ,

d'où:

De même on a:

Des deux dernières inégalités on déduit:
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(5.10)

Soit C6 = max{C4 , C5}, alors la constante C6 ne dépend que de a, p, N et n et on peut choisir

KI > a et Tl EJO, 1[ tels que:

(5.11)

Alors, grâce aux relations (5.9) et (5.10) pour tout u E X g1 (Td, F(u) E XKl (Tl) et donc

l'application:

est bien définie. De plus

1
IIFu(t) - Fv(t)llx ::; 211u - vllx.

C'est à dire que F est une contraction sur Xf(j (Td. Alors on peut appliquer le Théorème

du point fixe de Banach, et on obtient l'existence et l'unicité d'une fonction U E Xf(j (Tl)

vérifiant:
t

u(t) = et6.p,o + a / e(t-s)6.I\7u(s)[P ds,

o

(5.12)

pour tout t EJO, Tl [.
Comme u E X]{j (Td alors u E LP(O, Tl; W~,p(n)), et on peut conclure que u est une solution

faible du problème (1.1) sur QT1'
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c) Régularité

I. PROBLÈIIIES AUX LIMITES DE TYPE CACCHY-DIRICHLET

Proposition 1.10. Il existe 6 E]a.1[ indépendant de Mo tel que la solution faible locale 1L d'u

p1'Oblème (l.1) t1'Ouvée ci-dessus vér'ifie :

E C H6
/

2
.
2+O(Q ) n C6/ 2 .6(-Q ) pOUT tout T E]a. T I [.u Loc T.TI T,TI

Démonstmtion:

On montre d'abord que u E L (T,T1;W l , (n)) pour tout T E]a.TIl. En effet, on sait dejà

que: u E X c C(]a, TI [; W~,p(n)). Grâce à l'unicité de cette solution sur QTI on a :

t

u(t) = e(t-T)l>U(T) + a / e(t.-s)l>IV'u(s)iP ds,

T

(5.13)

pour tout a < T < t < Tl, Comme 1 :S p < ~tî on peut fixer deux constantes m et T telles

que:

p :S m < T :S 00 et
plI- - - <-.
m N r'

(5.14)

On suppose d'abord que pour un certain m ~ p donné, la solution u satisfait:

max{ up t'T(I-;:!,)llu(t)llm, sup t!f(l-;:!,)+~IIV'u(t)llm}< Lm,
]o.Td JO,T]]

(5.15)

où Lm est une constante qui dépend de m et Tl. On veut démontrer que u satisfait la même

inégalité avec T à la place de m, où m et T vérifient (5.14). Pour ce faire, on prend T = ~ dans

la relation (5.13) et on applique les estimations (2.2) et (2.3).

D'une part on a :

t

Ilu(t)lll' :S IleU/ 2
)6u (t/2) 111' + C JU - s)-+(~-~)IIIV'u(s)iPllm/pd

t/2

t

J\'(l 1) 1 J\'( 1):S C· C2 m-;: Ilu(t/2)llm + C. (t - s)-2 ~-;: IIV'u(s)II~1ds

t/2

t

C L _E(I_l) C LP J( )_K(E._l) _p(E(I_J...)+l) d:S . m' t 2 . ,. + . m' t - S 2 m ,. . S 2 m 2 ,s

t/2

N(.1) N(.I) (1)< C . L . C 2 1-;: + C . LP . C 2 1-;: +I-p a+ 2"
- m l'n

1

J(l )_K(E._l) _p(E(l_J...)+l) d
X - S "1 1YI '" • S 2 11} 2 S,

j

2'

(5.16)
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t

II\7u(t)llr ~ II\7e(t/2)~u(tj2)llr + C /(t -s)-~(;;';:-~)-~III\7u(s)IPllm/pds
t/2

t

~ C .C~(~-n-~ Ilu(tj2)llm + C / (t - s)-~(;;';:-~)-~ II\7u(s)ll~ ds

t/2

t

C L -!i(l-.!.)-.!. C LP J'( )_!i(l'.-_.!.)_.!. _p(!i(l_J...)+.!.) d
~ . m· t 2 ,. 2 + . m' t-s 2 m l' 2·S 2 111 2 S

t/2

< C· Lm . C~(l-n-~ + C· LP . c~(1-~)-~+l-P(O+~)
- 171

1

j N (P 1 ) 1 ( N (1 1) 1)(1 )-- --- -- -p - -- +- dX - S 2 m l' 2. S 2 111 2 S.

1
"2

(5.17)

(5.18)

Compte tenu de (5.14) les intégrales au second membre de (5.16) et (5.17) convergent. Donc

la relation (5.15) est vraie pour r à la place de m, oil r' vérifie (5.14) et pour une certaine

constante L r . On va démontrer, par récurrence, que la relation (5.15) reste valable pour tout

T E [p, +00]. D'après la construction de u, (5.15) est vraie pour m = p. On considère une suite

(mik:~o, croissante vérifiant:

{
";0 = Pl 1
- - - < -- pour tout i 2:: 0,
mi N mi+l

et pour laquelle u satisfait:

N ( 1) ". ( 1)'
max{ sup (2 1- mi Ilu(t) Ilmi' SUp ("2 1- mi +211\7u(t) Ilm;} < Lm;

]O,T] ]O,T]

Po on' par exemple:

N( +l)mi-l 1\' . { N(N + 2)}N(N+2)-mi_l T SI mi-l < mm r, ,
r smon.

Comme 1 ~ P < ~ti la suite mi définie ci-dessu vérifie (5.18). De plus après un nombre fini

d'itérations on obtient mi = r et finalement on déduit:

max{ sup t~(1-~)llu(t)IIT'sup t2(1-~)+~II\7u(t)II,,}< L r ,
jO,Tt] jO,Tl]

pour tout T E [p, +00]. En particulier pour r = +00 on a :

u E V>O(T, Tl; Wl,OO(D)) pour tout 0 < T < Tl,

(5.19)

(5.20)

Il reste à démontrer u E CI~~8/2,2H(QT,Tl) n C8/ 2,8(QT,T,).

Pour T E]O, TI[ on note par UI E C([Tj3,Tl ]'L l (D)) nLl (Tj3,Tl ;W5,1(D)) la solution faible
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du problème aux limites:

{

OUI

(
Pl) ot - ~Ul = a dan. 7)' (QT/3.T1 ).

Ul(t,X) =0 sur f T / 3.TI ·

Ul(T/3,x) = u(T/3,x) dans O.

Puisque u(T/3) E Wl. (0) n Wal,P(O) on obtient grâce à l'effet régularisant de l'équation de

la chaleur (voir par exemple le Théorème XI.1 de [20])et à la régularité du domaine 0, pour

tout 6 E]O. 1[ on a :

U· E C1+6/2.2H(Q )
l 2r/3,T

Posons:

f(t, x) = al\7ujP(t. x),

alors, d'après (5.20), f E L"(Qr/3,T,) pour tout l' 2: 1. Notons par U2 E Ll(T /3. T: W~·l (0)) la

solution faible du problème aux limites:

{

O~~2 _ ~U2 = f dans 7J'(Qr/3,T,).

(P2) U2(t, x) = a sur f r/3.Tl'
U2(T/3.x) =0 dans O.

Grâce au Théorème IV.9.1 dans [51] on a U2 E W/,2(Qr/3,T1 )'

Puisque U = Ul + U2 sur QT/3,Tl et u, E C (Q2r/3.TJ. on obtient alors U E W/·2(Q2T/3,TJ,

pour tout T 2: 1. On prend r' tel que T > N + 2. Alors. grâce au Lemme II.3.3 dans [51], pour

tout 6 E]O.I[ satisfaisant a < 6 < 1 - N:2. on a :

1\7'ul E CO/2,6 (Q2r /3,TI ), (5.21)

d'où on déduit:

f E C6/2'O(Q2T/3.Tl)·

On reconsidère les problèmes (Pd et (P2 ) ci-dessus, cette fois-ci sur Q2T T et avec pour donnée
3 '

initiale ue; ..). En utilisant les mêmes notations on obtient d'une part

UI E COO(Qr,T,) (5.22)

Et d'autre part. comme f E C6(Q2r/3.T) on a:

U2 E CI~~6/2,2H(Q2r/3,T) (5.23)

(cf. par exemple le Théorème III.12.2 dans [51]). Compte tenu de (5.22), (5.23) et (5.21) on

tire:
E C1+6/2,2H(Q ) n C6/2,6(Q . )U loc T,T 2T/3,T ,

ce qui achève la preuve de la Proposition 1.10. o

d) Existence globale

On a l'existence locale de la solution sur ]0, Tl]' Grâce à la régularité de u, pour tout ta E]O. Tl [,

u(ta,.) E LOO(O). Par la même méthode que dans le Théorème 1.2 on peut démontrer l'existence

globale des solutions faibles de (1.1).
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Soit T E]a. 1[ et notons par X = X(T) l'espace de fonctions continues

u :]a T] -+ w~,pq(n) qui vérifient:

lIullx = max{sup tallu(t)llpq, sup d+ClIIV'u(t)llpq} < 00
JO,TJ ]O,T]

où
N 1 1

a = 2(q- pq)' (6.1)

Comme dans la preuve du Théorème 1.3 on définit les fonctionnelles ç et F sur X (cf. (5.4) et

(5.5) ) et on note par XJ((T) la boule fermée de rayon K de X(T). Afin de pouvoir appliquer le

Théorème de point fixe de Banach il suffit de trouver KI et Tl tels que: F(XJ(1 (Td) C XI,'l (Tr)
et F soit une contraction sur XJ(, (Td. Ainsi les estimations (2.2) et (2.3) appliquées aux opé­

rateurs ç et F donnent d'une part :

l l

IIÇu(t)llpq :::; j IleCl-s)61V'u(s)IPllpqds:::; C(p,q) j(t - s)-alllV'u(s)IPllqds

o 0
t l

:::; C(p, q) j(t - s)-allV'u(s)ll~qds :::; C(p q) ·lIull~· j(t - s)-a. s-pCa+~) ds

o 0
:::; C(p, q) Ilull~ . tl-a-pCa+~).

Posons
1

,=I-p(a+2')'

Comme q> qc = N;~~l) on a, > a et on déduit :.

tClIIÇu(t) Il pq :::; C(p, q) . Ilull~ TI.

D'autre part:

(6.2)

(6.3)

t l

IIV'Çu(t)ll pq :::; j IIV'eCl-S)61V'u(s)IPllpq ds :::; C(P, q)!(t - s)-CCl+~)IIIV'u(s)IPllq ds

o 0
l t

:::; C(p, q) !(t - S)-CCl ~)IIV'u(s)ll~q ds :::; C(P, q)llull~ !(t - S)-CCl+~) . s-pCo+~) ds

o 0
:::; C(p,q)llull~\" tl-CCl+~)-pCCl+~),

d'où

ta+~IIV'çu(t)llpq:::;C(p,q)llull~·TI.

En regroupant (6.3) et (6.4) on obtient:

IIÇ(u)llx :::; Clllull~\,TI.

De même, grâce aux relations (2.2), (2.3) et (6.5) on a :

IIF(u)llx :::; C2 (1\f.lollq + Ilull~TI),

(6.4)

(6.5)

(6.6)

où la constante C2 ne dépend que de p, q, N, a et n.
Montrons que F est une contraction pour T assez petit. On considère UI et U2 dans XJ«T),
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alors pour tout t E]O. T[ :

t

IIFudt) - F'Ll2(t)llpq :S lal/lle(t-S)L'.(I\7UIIP -1\7u2I P )(s)llpq

a
t

:s C(p.q) /(t -.s)-aIIIVuI(sW -IVu2(sWllqds

a
t

:S C(p.q) /(t - .s)-a(IIVuds)II~;;-1 + II\7u2(S)II~;;-I)II(\71il - VU2)(s)llpqds

a
t

:S C(p. q)KP-1111il - 'Ldlx /(t -s)-as-pO+a) :s C(p, q)KP- 1t l - IJ(a+1)-all'Lll - u2lLx.

a

(l'où:

De même on montre que :

Par conséquent :

On pose C4 = max{C2 . C3 } et on choisi t KI et Tl tels que :

1
P ') 1C4 (llfLa Iq+KI ·TI :s 2K1'

(6.7)

(6.8)

On peut appliquer le Théorème du point fixe de Banach et on obtient l'existence et 1unicité

d'une fonction 1i E X [,", (Td qui vérifie:

t

1i(t) = etC:>. fLa + a / eU- s)6.IVu(sW ds, t E [0, Til.

a

(6.9)

Grâce à (6.9) et au fait que 1i E Xf(l (Td il est facile de voir que 1i E C([O, Til; Lq(n)) n
V(O. Tl: wI.pq(n)) et pal' conséquent 1i est une solution faible du problème (1.1) sur [0, Tl]

b) Unicité

Soient 1i1 et 1i2 deux solutions faibles du problème (1.1) sur Qr et telles que:

(6.10)
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Puisque UI et U2 vérifient (6.9) on peut appliquer (2.3) et on obtient:

t

II\7uI(t) - \7u2(t)ll pq ::; j Il'Ve(t-s)C~ï'VUI(s)IP -1'Vuds)IPllpqds, t E]O,T[,

°t

::; j(t - s)-(Q+~)III'Vuds)IP -1'Vu2(s)IPll qds,

°
où Œ est défini par (6.1).

Grâce à l'inégalité de Young et compte tenu de (6.2) on déduit:

II\7uI - \7u21ILP(0.T;LP(I(fl)) ::; o· T')'/PIII'VuIIP -1'VU2IPIIV(O.T;Lq(fl))

::; O· T')'/PII(I'VUI!P-I + l'VU2IP- l )l\7ul - 'Vu211IV(0,T;Lq(fl)))

::; O, T')'/P(III'VUIIP-
I ·1'Vul - 'Vu21 IILI (O,T;LQ(fl))) +

111'Vu2IP
-

I ·1'Vul - 'Vu211ILl(0,T;LQ(fl)))'

d'où:
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II\7UI - \7u21ILP(O,T;Lpq(fl)) ::; 0 . T')'/P(II'VurII~~tO,T;LPq(fl)) + Il'VU211~~tO,T;LPq(fl))) (6.11)

·II'VUI - 'Vu21ILP(0,T;LPq(fl))'

Puisque 1 > °alors T -7 O(T)T')'/p est une fonction croissante et comme l\7uII,I\7u21 E

LP(O.T;Vq(n)), on peut choisir T assez petit tel que:

o .T')'/P(II'V II p
-

1
_ Il'V IIP- I

- ) < ~UI LP(O,T;Lpq(fl)) + U2 LP(O,T;Lpq(fl)) - 2'

De (6.11) on déduit:

1
11\7(Ul - u2)II LP(o,T;Lpq(fl)) ::; 211'V(ul - u2)II LP(0,i';LP'I(fl))'

Par conséquent \7uI = \7u2 p.p. dans Qi' et grâce à (6.9) on a :

UI = U2 p.p. dans Qi'

Par un argument classique on montre que ul = u2 dans QT et la preuve de l'unicité est achevée.

o

Remarque 1. 7. Comme dans la pr'euve du Théorème J.3, on peut montrer que la solution

locale 'U ainsi trouvée satisfait U E 01~:8/2,2+8 (Qr,T1 ) n 0 8/2,8 (Qr,Tl) pour un certain 8 E]O,I[

et pour' tout T E]0, Tl [; de plus par la même méthode on peut pmlonger cette solution locale en

une solution globale sur Qoo'

Remarque 1.8. La preuve du Théorème 1.4 reste valable pour tout 1 ::; p < 2 et

{
q? 1 si 1::; p < ~~i '

N( ) (6.12)
q > -E=..!... si N+2 < p < 2.2-p N+I -

En particulier, si on pr'end J.Lo E Oo(n) alors, pour tout T > 0, le pmblème (1.1) admet

une unique solution U dans l'espace 0([0, Tl, Lq(n)) nV(O, T; w~,pq(n)) pour tout q vérifiant
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(6.12). Cette solution est dans CI~~i5/2.2 i5(QT,'r) n C i5/2·i5 (QT.T) et satisfait:

max{ sup ta Ilu(t) Il pq . sup d+a: 11V'1L(t) Il pq } < 00,
]O.T] ]O.T]

où Cl' est donné pal' (6.1).

La Remarque 1.8 peut être complétée par le résultat de régularité suivant:

(6.13)

Proposition 1.11. Si 1 ~ ]J < 2 et p.o E Co (rI) aloTs la solution du pmblème (1.1) est dans

C(QT). pOUT' tout T > O.

Démonstmtion:

On note par f = alV'ul P et on fixe q tel que q > :~. En particulier q vérifie (6.12), et d'après

(6.13) on a :

N

)
<1.

(2 - p . q - pN + N

[

TI-PT(()+~). ]
< C 1 < 00.
- 1 - pl' (Cl' + 2)

sup tP(~+a)llf(t)llq< 00,

tE]O.T]

où Ct est défini par (6.1).

Grâce au choix de q on a :

N l'
lim ---

7'/,p(a+~) 2q T - 1

Ainsi il est possible de trouver r' tel que:

1 N T
1 < l' < ----:;-- < 2 et _. -- < 1.

p(Cl' + ~) 2q T - 1

Avec 7' et q vérifiant (6.15), et grâce à (6.14) on a :

Ilfii
T C (fT -pT(a+1)d )
U(O,T;U/(f1)) ~ ° t 2 t

Ainsi les hypothèses de la Proposition 1.5 sont vérifiées et on obtient u E C(QT)'

7. Preuve du Théorème 1.5

Pour tout n EN posons

(6.14)

(6.15)

o

(7.1)

un(x) = { /-Lo(x) .si /-Lo(x) < n,° n S111on.

Alors (urDu c L (D) est une suite croissante de fonctions positives qui converge presque

partout et dans LI (D) vers /-Lo. On fixe q > qc = N~~~l). En particulier pour tout n E N

ua E D/(D) et d'après le Théorème lA, il existe une unique solution faible du problème:

Dun

{

- - Ll1Ln = ulV'unlP dans QT.at
un(t. x) = 0 sur fT.

un(O, x) = u~(x) dans D.

telle que

(7.2)



1 1 1 l L 1

7. PREUVE 0 THÉORÈME 1.5

1 1 1 III[ 1 1

51

pour tout T E]O, T[.
Grâce aux Principe de Comparaison pour les solutions faibles d'équations paraboliques(voir

par exemple [1] ou [44]) la suite (un)n est croissante et converge presque partout vers une

fonction qu'on note u.

Montrons que u E LP(O,T; W~,p(n)). Soit vn = é(~u~ la solution de l'équation de la chaleur

avec donnée initiale u~. Puisque 0, < °en utilisant de nouveau le Principe de Comparai on on

obtient:

°~ un ~ vn
~ V dans QT.

Où V = eit::. fLo . On passe à la limite dans (7.3) lorsque n -+ 00 et on obtient:

°~ 'l.L ~ v dans QT.

(7.3)

(7.4)

Comme fLo E Li (n), grâce à la relation (2.2) on obtient v E V' (QT) n Loo (0, T, Li (n)) pour

tout 1 ~ r < ï!/. Ainsi, d'après (7.4), u E Y(QT) nLOO(O,T,Li(n)) et comme la suite Un

est croissante et converge presque partout vers u on tire que:

un -+ u dans LT(QT) et p.p. dans QT. (7.5)

De plus, grâce à (7.3) pour tout t E]O, Tl, la suite (un(t))n est croissante et majorée par

v(t) E L 2 (n). Alors, en utilisant le Théorème de la Convergence Monotone, pour tout t E]O, T[

on a:

un(t) -----+ u(t) dans L 2 (n) pour tout t E]O, T[.
n-4oo

On fixe T E]a, T[ et TJ tels que ~ + ~ = 1. Comme:

un -+ u dans QT,T,
a < un < vn = eit::.un- - 0

et

vn -+ v = eit::. fLo fortement dans L''' (QT,T ),

on déduit:

(7.6)

un -+ U fortement dans L'''(QT,T), (7.7)

(Voir par exemple le Corollaire 1.4.14 dans [48] ou Proposition 18, p.27Ü dans [64]).

En intégrant sur QT la première équation du problème (7.1) on obtient:

T T! un(t,x)dx-a !!IV'un(t,x)IPdXdt= !Uô(X)dX+! !aa~l(t,X)d()(X)dt,
non n 0 an

où ve t la normale extérieure au domaine n et d() la mesure surfacique sur an.
D'après (7.3), pour tout (t,x) E fT on a

aun . un(t, x + ÀV)
-a (t, x) = hm À ~ °v À/O

Par conséquent :
T

\a l! ! lV'un(t, x)IP dx dt ~ \Iuôlli ~ IlfLolh,
o n

(7.8)
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donc la suite (71n)n est bornée dans LP(O, T: Wd'P(O)). Compte tenu de (7.7), à une sous-suite

près. on a :

'un ~ u faiblement dans LP(O. T; Wd'P(O)).

Pour T E]O. T[ fixé. montrons que:

lV'unlP ~ lV'ulP dans L 2 /P(QT,'T) fort.

(7.9)

(7.10)

D'une part. en multipliant la première équation du problème (7.1) par Un et en intégrant sur

QT,r on a :

T

~ J(un(T. X))2 dx - ~ J(Un(T, X))2 d.T + / / l\7un(s, x)1 2 d:r:ds

o 0 T 0
r

= CL / / l\7un(s, xWtLn(s, x) d.'Eds.

T 0

Comme un 2 0 et CL < 0 on tire :

TJ/ l\7tLn
(t, x)1 2

dx ::::: ~ / (tLn)2(T. x) dx.
T 0 0

D'autre part. en regroupant (7.3) et l'inégalité (2.2). pour tout t E]T, T[ on a :

Ilun(t)112::::: Ilvn(t)112 = Ilé~~tLôI12::::: CC'tlltLôlh::::: CT-'tII{LOlh. (7.11)

D'où

et par conséquent

c'est à dire:

T

/ / lV'tLn(t. x)12dx ::::: CT-ff lI{Lolll,
T 0

(7.12)

(lV'unIP)n est bornée dans L2/JJ (QT.T)' (7.13)

Puisque 1 < ~ ::::: 2c:,:2
1
), il existe une sous-suite notée toujours par (l\7tL1l IP)n, telle que:

En particulier

On passe à la limite dans (7.1) et on trouve que u vérifie l'équation:

atLat - 6. tL = 9 dans V' (Qr ).

(7.14)

(7.15)
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Dans la suite, on veut démontrer que (lLn)n est une suite de Cauchy dans L2(T, T; H&(n)).

Pour ce faire, soient lLn et lLm deux solutions de (7.1) avec pour données Initiales 1L~ et uer
respectivement. Alors (lLn - lLm) satisfait l'équation:

a(lLn - lLm)
at - ~(lLn - lLm) = a(l\7lLn

I
P -1\7lLm IP ) dans QT,T.

La régularité (7.2) de (lLn - um) permet de multiplier cette dernière équation par (lLn - tl
m )

et d'intégrer sur QT,T, ainsi on obtient:

T

~ '/(lLn - lLm)2(T) dx - ~ ./ (lLn _lLm)2(T) dx + ././I\7lLn
- \7lLm l2 dx ds

l! l! Tl!
T

= a./ ./ (l\7lLn IP -1\7lLm
I
P )(lLn

- lLm)dx ds.
T l!

(7.16)

Grâce à (7.6) (7.7) et (7.13) on peut passer à la limite dans la dernière égalité lorsque n, m -7

, et on obtient :
T

lim ./ j'l\7lLn - \7lLm l2 dx ds = O.
n,7n---too

T l!

Ainsi, (lLn )n est une suite de Cauchy dans L2(T, T; H& (0,)). En particulier, à une sous-suite

près, on a :

ce qui implique:

IV'lLn lP -7 IV'lLlP dans L 2/P(QT,T) lorsque n -700.

Ce dernier point et la relation (7.14) nous permet de faire l'identification:

9 = al\7ulP p.p. dans QT,T.

Finalement: u E LP(O, T; W~,p(n))n L2(]T, T[; H& (n)) n Wii~(QT,T) et vérifie

~~ - ~u = al\7ulP dans V'(QT,T)' (7.17)

Il reste à identifier la donnée initiale /.lo. Pour ce faire, on va prouver d'abord que u E

C([O,T];L1(n)). Soit (tm)m une suite qui décroit vers O. Puisque v E C([O,T];L1 (n)) à une

sous-suite près qu'on note (tm' )m" on a :

v(tm / ) -7 /.lo p.p dans n.

On peut passer à la limite dans (7.3) et on a

limsuplL(tm" x) ~ limsupv(tm"x) = /.lo(x) p.p x E n.
tm/---to Lm,---tO

(7.18)

Comme pour tout n E N, un E C([O,T],LQ(n)), par un procédé d'extraction diagonale on

trouve une sous-suite (tm" )mil de (tml )m' tel que

'un(tm" x) -7 lLo(x) pour tout n E N et p.p. xE n.
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La sui te (U11)11 étant croissante on a :

On passe à la limite dans l'inégalité ci-dessus et on obtient

(7.19)

1) dt < Cllulll'/(N+I) '11u11 P
- LOO (O,T;L1 (11)) L1'(O.T;\I'~·P(I1))·

Grâce à la monotonie de ua on en déduit:

IJ,O(X) ::; lim infu(tm" , x) p.p. xE n.
t ,71 "---70

Ce dernier point regroupé avec (7.18) donnent:

limsupu(tm".x)::; f..Lo(x)::; liminfu(tm"'x) p.p. xE n.
tm"---70 lm"----+ O

D'où:

u(tm",x) ---+ f..Lo(x) p.p. xE n.

De plus:

O::;u(tm",x)::;v(tm",x) dans n

et

v(tm", x) ---+ f..Lo(x) dans LI(n) lorsque tm" ---+ O.

On en déduit(cf. par exemple le Corollaire 1.4.14 de [48]) :

u(tmll ) ---+ f..Lo dans LI (n) lorsque tm" -t O. (7.20)

Ainsi. on a démontré que toute suite (tm)m2:I telle que t m \. 0, lorsque m ---+ ,contient une

sous-suite (t11l") telle que (7.20) soit vérifiée. Donc:

u(t) ---+ /-l,0 dans L I (n) lorsque t -t 0

Finalement u E C([O. TJ: LI (n)) et compte tenu de (7.9) et (7.17), on conclut que u est solution

faible du problème aux limites (1.1). 0

8. Preuve du Théorème 1.6

Ce résultat est vrai lorsque n = ffi.N, (cf. [13]) et la preuve utilise un argument local, grâce

à une troncature adaptée à l'équation parabolique. Pour cette raison, lorsque n est un ouvert

borné. le problème peut être résolu par la même idée. Plus précisément supposons qu'il existe

une fonction u satisfaisant (3.3) et (3.4) et posons T = p(NN+
I
). Alors, grâce à l'inégalité de

Gagliardo- Tirenberg on a :

T TJIlu(t)II:: dt::; CJIIVu(t)II;N/(N+I) '1Iu(t)W/( 1

o 0

Par conséquent

(8.1 )
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Soit B1"(xo) c n la boule de centre Xo et de rayon r et soit tp E Cc (IRN +1 ) une fonction

positive à support compact dans] - T T[xB1"(xo) telle que tp(O,xo) = 1. Pour tout k :2 1

posons:

tpk(t, x) = tp(k2t, k(x - xo) + xo) (t, x) E IR +1.

Le support de chaque tpk étant indu dans] - T T[xB1"(xo) on obtient:

lim tpdt, x) = ° pour tout (t, x) -=1= (0, xo).
k-+oo

Pour q :2 1 on a :

ainsi, pour tout q E]l, Ni 2
] :

(tpk,l> b.tpk) converge fortement vers zéro dans Lq (QT)

(8.2)

(8.3)

En multipliant la première équation de (3.4) par tpk et et en intégrant sur ]t, T[ x n, on obtient:

T T-Ju(t, X)tpk(t, .1:) dx = JJU(tpk,t + b..tpk) dx ds + a!! lV'ulPtpk dx ds.
fi t fi t fi

Compte tenu de (3.3) et (3.4), on peut passer à la limite dans l'égalité ci-dessus lorsque t \. O.

On obtient:
T T

-M = JJU(tpk,t + b..tpk) dx ds +a!! lV'ulP. tpk dx ds (8.4)
o fi 0 fi

Grâce à la régularité (3.3) de u, à la relation (8.2) et au Théorème de la Convergence Dominée

de Lebesgue on a d une part :

(8.5)

et d'autre part, comme u E L T (QT) et r'

2)/(N + 1) on obtient grâce à (8.3) :
P(~~D~N E]l, Ni2

] lorsque p :2 (N +

T

}~m JJU(tpk,t + b..tpk) dx ds = °
o fi

Ainsi on peut passer à la limite dans (8.4), lorsque k -+ +00, et on obtient -M = 0, donc une

contradiction. Cela achève la preuve du Théorème 1.6. 0

Remarque 1.9. Signalons que la preuve de non-existence des solutions faibles dans [13],

Théorème 4, p. 2011, est valable pour a < 0, aussi bien que pour a > o.

Remarque 1.10. Comme dans fl9], Théorème 4.4}, on peut démontrer la non-existence de

solution faible lorsque a < 0, N :2 2, ~~î < P < N, et la donnée initiale /-Lo est une mesure
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p-atomique positive. /-la =1 O. à support compact dans D. En effet. en notant par v la solution

de (2.1) avec donnée initiale /.La, et par v la solution de l'éql1.ation de la chaleur dans ]RI\" alors:

{

V E C(JO.T[;L1(]RIY)) nL1(0.T:Wl.l(]RJ\')).

av _ '(( N)-8 - 6.v = 0 dans 'D 0, ]R .
t .

v(t) --->. lia dans Mb(]Rl\) faible.
L'"a

où lia est donné par:
_ {/-la dans n:

/.La = 0 dans ]RN.

Comme lia ~ 0 on a v ~ 0 dans JO, T[ x]R1Y. En particulier. Vha.T[xan ~ O. Pa1' conséquent

on peut appliquer le principe de comparaison et on obtient:

v ::; v dans QT.

Supposons maintenant que, sous les hypothèses ci-dessus. il existe une solut'ion faible u du

pr-oblème (1.1), alors. en utilisant de nouveau le principe de comparaison on obtient:

u ::; v ::; v dans QT.

on peut utiliser la même preuve q1le celle du Théorème 4.4 dans [9J. Ainsi. on pe'ut démontrer

le même résultat de non-existence de solution sur des ouverts bOT'nés n. PO'U1' des données

initiales /.La p-atomiques.

9. Preuve du Théorème I.7

Pour /-la E C6(D), d'après le Théorème 7.10 de [38J. le problème aux limites (1.1) admet

une unique solution classique maximale u E Ca.1([0,T*[xn) n C1,2(QT_), où T* est 1 temps

maximal d'existence de la solution u. Supposons que T* < 00 et notons par v = eLc:, /.La

la solution du problème aux limites (2.1) à donnée initiale /.La E C6(D). Par le principe de

comparaison on a :

o ::; u ::; v sur [0, T*[xn.

De plus pour tout (t. x) E [O. T* [x aD
au( ) _ l' u(t.x + À/./)

a t.X - lm
/./' À/a À

et
av( .) -1' v(t,x+À/./)
a t, x - lm \

v À/a /\

Grâce à (9.1) on tire:

av au-a (t. x) ::; -a (t x) ::; 0 sur [o. T*[xn
v /./

Soit i E {1. . .. ,N} et {e l, e2, ... ,eN} la base canonique de]RN alors :

au au
-a = -a cos (/./, ei)

Xi v
-t

av av
-a = -a cos(v, ei)'

Xi v

(9.1)

(9.2)
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Compte tenu de (9.2) on en déd~it :

1

âu 1 < 1 âv 1 sur [0, T*] x ân
âXi - âXi

Pour i E {l" .. ,N} on note par:
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(9.3)

âv
Mi = sup 1-(t,x)l, (9.4)

(t,x)E[O,T"jxO âXi

et on dérive, par rapport à la variable Xi, la première équation du problème (1.1). Alors, d'après

(9.3) et (9.4) on obtient:

~ (âu) _ ~ (âU) = apl\7ulp-2\7u. \7 (âu) sur [0, T*[xn,
ât âXi âXi âXi

\::i(t,X)I5,Mi sur [O,T*[xân, (9.5)

âu âuo
âX'i (0, x) = âXi (x) dans n.

Pour (t, x) E [0, T*[xn on note par:

b(t, x) = apl\7ulp
-

2 . \7u.

Fixons T E]O, T*[ quelconque. Puisque u E CO,l([O, T] x 0) et P ~ 2 on a:

Ibl E C([O, T] x 0).

Pour i = 1· .. n et (t, x) E QT notons par:

âu
Ji(t, x) = b(t, x) . \7( âXi )(t, x),

alors, grâce à la régularité de b et u on a :

En particulier :

Ji E Lioc(QT), pour q> (N + 2)/2.

D après (9.5) et le résultats classiques de régularité pour équations paraboliques (voir le

Théorème 7.13 dans [55], par exemple) on a :

âu 12 .
âXi E Wq,loc(QT), 2 = 1··· n.

Comme q > (N + 2)/2 on a :

W 1 ,2 CDe/2,De(Q)q,loc y lac T

pour tout a E]O q-(N
q
+2)/2 [ (voir le Lemme 3.3 dans [51]). Ainsi:

l\7ul E C~~2,De(QT)'

Si on note par :

g(t, x) = al\7uIP(t, x) III QT,

comme P ~ 2, la relation (9.6) implique:

C De /2,De(Q )9 E lac T .

(9.6)
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On revient au problème (1.1) et on utilise un argument classique de "bootstrap" afin d 'accroitre

la régularité de la solution u. Ainsi. grâce aux résultats de régularité locale pour les équations

paraboliques ( Théorème II1.12.2 dans [51]) on obtient:

C l+%,2+o (Q. )u E lac r .

Donc, en utilisant des propriétés classiques des espaces de Rolder ( voir [50], p. 126) on déduit:

lta .1+0
9 E Clo~ (QT ) .

En appliquant de nouveau les résultats de régularité locale pour les 'olutions des problèmes

paraboliques. (Théorème II1.12.2 in [51]] on obtient finalement:

3ta .3+0
u E Clo~ (Qr).

Donc. en particulier ~7L E CI.2(Qr) n C(QT)' Cette régularité regroupée avec (9.3) nous
O·');i

permet d'appliquer le Principe de Comparaison, (Théorème 2.16, p.52 dans [38]), au problème

(9.5) sur [O. T] x n. Il en résulte:

au
1~(t,x)Is;Mi sur [O,T]xn.
UXi

Comme Mi est une constante qui ne dépend pas de T et comme T E]O, T*[ a été choisi

arbitrairement on déduit:
au

laXi(t.x)IS;Mi sur [O.T*[xn,

pour tout i = 1··· N. Ainsi, compte tenu de (9.4) et (9.7) on obtient:

II\7ull ux>(QT") S; /N11V'vllux'(Qr-)'

De plus. d'après (9.1) on a :

sup lu(t,x)1 S; IlvIILOO(QT')
(t.x)E[O,r' [xn

Donc, si on note par :

(9.7)

(9.8)

(9.9)

M = IlviILOO(Qrl + /N11V'vIILOO(Qr-)'

alors, en regroupant (9.8) et (9.9) on obtient:

sup (Iu(t, x)1 + lV'u(t, x)1) S; M,
(L,x)E [O,T" [xn

ce qui contredit (3.5). Par conséquent T* = 00 et 'U est une solution globale classique du

problème (1.1) sur ]0. +oo[ xn = Qoo' 0

10. Preuve du Théorème 1.8

Pour démontrer l'existence d'une solution faible on utilise une méthode analogue à celle de

la preuve du Théorème 1.5. Soient /-Lo E L~,approx et (u~)n C cJ(n) une suite de fonctions

positives telle que:

alors:

u~ /' /-Lo a.e. in n,

{
uB ~ /-LO p.p. dans n.
Ilu~lll S; lI/-LoIl1'

(10.1 )

(10.2)
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Soit T > 0 et notons par:
3+0 3+

unEcO,l([O,+oo[xn)nClo~' Q(Qoo),

la solution du problème aux limites:

{

aun _ tlun = al\7unlP dans QT,
at

un(t, x) = 0 sur r T ,

un(O, x) = u~(x) dans n,
donnée par le Théorème 1.7, où Cl( E]O, 1[. Alors un vérifie le lemme suivant:

Lemme 1.1. Soient T E]O, 1[, a < O. p ~ 2 et u~ E cJ(n) une fonction positive.

solution du problème (10.4) ayant la régulaTité (10.3). AloTs :
N l

II\7un(t)lloo ~ Cr2-21Iu~lll, pour tout tE (0, T),

où C est une constante positive qui dépend seulement de a, n et N.

(10.3)

(10.4)

Soit un la

(10.5)

Démonstmtion:

La preuve de (10.5) est réalisée à l'aide d'une' technique de Bernstein" et suit le mêmes

arguments que dans [13], [28] et [39].

Soit V n = et~u~ la solution de 1équation de la chaleur (le problème (2.1)), avec pour donnée

initiale 'l.t~. Grâce au Principe de Comparaison on a :

dans QT, (10.6)

et comme que dans la preuve du Théorème 1.7, point (9.3), on peut montrer que pour i =
1··· n:

1~~: 1 ~ 1~~: 1 sur rT·
Ensuite, en utilisant les relations (2.4) et (10.7) on a :

l

II\7un(t)IIUlO(80) ~ II\7vn(t)IILOO(80) ~ cor21Iu~IILOO(O)' pour tout t E]O, T[,

où Co est une constante positive qui dépend de n et N.

On fixe l'entier n et c > 0 et soit ME; = Ilu~lloo + c, alors d'après (10.6) on a :

IlunIIUlO(Qr) ~ IlvnllL (Qr) ~ Ilu~11 ~ ME;'

Notons par:

(10.7)

(10.8)

(10.9)

l\7unl2
w = O(un ) dans QT, (10.10)

où 0 est une fonction positive dans C2 ([0, ME;]) , qu'on va choisir ultérieurement. Alors grâce à

la régularité de 'l.tn donnée par (10.3) on déduit:

w E C(QT) n C l ,2(QT)

(10.11)
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(
. B,(un ))

d(t.x) = palV'u
n

lP-
2 + 2 B(un ) V'ul1

•

On définit B par la formule suivante:

2 2 1 2
B(u) = CaMé + Méu - 2u ,

où Co est la même constante qui intervient dans la relation (10.8). Alors, d'après (10.9) on a :

n) ?)
B('I.L ~ CaM;,

Ces relations. regroupées avec (10.11) impliquent:

Lw + W2 :s; 0

où
aw

Lw = - - b..w - d(t. x)V'wat '
Notons par 9 la fonction:

g(t) = cl, t > O.

Alors:

Lg + l = O.

(10.12)

(10.13)

(10.14)

De plus. compte tenu de (10.8) on a :

Il ( )11
Ilvn(t)117JCXl(ÔO) C6t-lllu~lll (0) t-1

w t LCXl(ÔO):S; C2 M2 :s; C 2 M2 <. (10.15)
o é 0 é

Grâce aux relations (10.13), (10.14) et (10.15) on peut appliquer le Principe de Comparaison,

(Théorème 2.16, p. 52 dans [38]) afin d'obtenir:

w(t, x) :s; g(t) dans QT.

Cela implique:

IIV'un(t)ll= :s;J(C6 + l)(II'U~lloo + E:)C~, pour tout t E]O, T[.

On passe à la limite, lorsque E: ---+ 0, dans la relation ci-dessus, et on a :

(10.16)

c'est à dire:

IIV'un(t)lIloo :s; )(2C6 + 2)llun(t/2)lIooC~'

Puisque un est une sous-solution de l'équation de la chaleur , grâce à (2.2) et à l'inégalité

ci-dessus on obtient:

ce qui achève la preuve du Lemme 1.1.

On intègre. sur ]0. T[ x n, la première équation du problème (10.4) et on obtient:

T T

/ 'I.L
n(T. x) dx - / / aauvn (s, x) dx ds - a / / l\7un

I
P(s, x) dx ds = / uo(x) dx.

o 00 on 0

D
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Grâce aux relations (9.2), (10.2) et (10.6) on tire:

61

r

lai / / l\lunIP(s, x) ds dx ::; / uû(x) dx ::; / J.Lo(x) dx.
o n n n

Par conséquent, la suite (un)n est bornée dans LP(O, T; W~,P(O)) et, en particulier relativement

compacte pour la topologie faible de LP(O, T; W~,P(O)). Alors, d'une part la suite (al\lunIP)n

est bornée dans L 1 (Qr) et d autre part grâce à (10.2) la suite (u'(j)n est bornée dans L1 (O).

Ainsi, on peut appliquer le Lemme 3.3 dans [5] au problème (10.4) et on obtient que la suite

(un)n est relativement compacte dans V'(Qr) pour tout r' E [1, N~2[. Donc, à une sous-suite

près:

un ---7 U dans U(Qr) fort et p.p dans Qr. (10.17)

De plus, comme la suite (un)n est relativement compacte pour la topologie faible de V(O, T; W~,P(O))

on déduit que u E LP(O, T; W~,P(O)). Soit T E]O, T[. D'après (2.2), (10.2) et (10.6) on a :

IV N
IlunlluXl(QT,T) ::; IlvnIILoo(QT,T) ::; CT-Tlluûlh ::; CT-TIIJ.L0111. (10.18)

En regroupant les relations (10.17) et (10.18) on peut appliquer le Théorème de la convergence

dominée et on a d'une part:

un ---7 U dans LTJ(QT,r) pour tout 1] 2:: 1.

D'autre part, grâce au Lemme LI :

(10.19)

(10.20)

On en déduit que, pour tout q E [1, +(0), la suite (l\lunIP)n est bornée dans Lq(QT,r) et donc,

à une sous-suite près:

(10.21)

On peut passer à la limite, lorsque n ---7 00 dans la première équation du problème (10.4) et

on obtient:
ouot -/:).u=g dans D'(Qr). (10.22)

Comme 9 E Lq(QT,r) pour tout q > 1, u EL (T,T;W 1,OO(O)) nV(O,T;W~'P(O)) et vérifie

(10.22), alors grâce aux résultats classiques sur la régularité des solutioons des équations

paraboliques (voir [51], p. 341) on déduit que:

u E W~,2(QT,r) n L (T, T' W 1,OO(O)) n V(O, T; W~,P(O)) pour tout q E]l, +00[. (10.23)

Dans ce qui suit on démontre que, à une sous-suite près:

l\lunl --7 [\lui p.p. dans Qr.
n-too

(10.24)

Pour ce faire, soient un et um vérifiant (10.4), alors (un - um ) est une solution du problème:

o(u
n

- u
m

) _ ~(un _ 'um) = a(l\lunIP-1\lumIP) dans QT,r.ot
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Soit cp E C~ (T. T). La régularité (10.3) de ('Un - 'U'm) nous permet de multiplier cette dernière

équation par (un - 'U1T/)cP et d'intégrer sur QT.T. Ainsi on obtient:

T T

-~ ./ ./('Un - u'l1L)2cptdxds + ././ l'Vun - 'Vu'm12cpdxds

TnT n
T

= a./ '/(l'VunIPI-I'Vu'mIP)(un - u'tn)cpdxds

T n

Grâce aux relations (10.19) et (10.21) on peut passer à la limite dans l'égalité ci-dessus et on

obtient:
T

lim J'./ l'Vu'/l - 'V'U'm12cpd:r:ds = 0, pour tout cp E C1(T, T).
n.'m-too

T n
D'après (10.19) il résulte:

l'Vunl ----+ l'Vul dans Lfoc(0.T;L2 (D)) (10.25)
1I-t00

Ainsi. à une sous-suite près. la relation (10.24) est satisfaite. En regroupant (10.20) et (10.24)

on déduit que. pour tout q E [1, +oo[ :

al'VunlP ----+ al'Vul P dans Lq(QT).
n-toc

Alors, compte tenu de (10.21) on peut conclure:

(10.26)

g = al'VuJP.

Finalement u E LP(O. T: Wol,P(D)) n W,7,2(QT.T) pour tout q E [1, +00) et vérifie:

~~ - 6u = al'VulP dans D'(QT,T)' (10.27)

Afin d'identifier la donnée initiale, grâce à la relation (10.1), on peut utiliser la même méthode

que dans le Théorème 1.5. Ainsi on obtient que u est une solution faible locale pour le problème

(3.7).

Pour q suffisamment grand. grâce à (10.23), on a u E CO,l(QT.T). Par conséquent. il existe

to E]T, T[ tel que u(to) E C6(D). On est alors dans le cadre des hypothèses du Théorème 1.7.

Pour obtenir l'existence d'une solution globale il suffit d'appliquer le Théorème 1.7 au problème

(3.7) avec la donnée initia1c u(to).

Remarque 1.11. L'identification: g = al'VulP peut s'obtenir, gTâce à la Temm>que suivante

de Ph.Souplet. n suiffit d'utiliser d'une paTt le fait que, gTâce au Lemme 1.1, la suite (l'Vttnl)n

Teste bomée dans LOC(QT.T), T > 0 et d'autre part le résultat de Tégularisation, Lemme II.3.3

dans [51], qui donne une estimation dans un espace de Holder pour \lun . En particulieT, on

obtient que la s'Uite (!'Vunl)n Teste bomée dans CfJ(QT,T), T > 0, fi E]O, 1[. D'où on peut déduiTe

(10.24)·

o
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Problèmes aux limites de type Cauchy-Neumann pour
l'équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité.

RÉsu~IÉ. On étudie l'existence, l'unicité et la régularité de solutions faibles de l'équation
de Hamilton-Jacobi avec viscosité: Ut - 6.u = aiVul P , t > 0, x E n avec une condition de
Neumann homogène au bord et la donnée initiale ~to, une mesure de Radon bornée ou bien
une fonction mesurable clans un espace de Lebesgue Lq (rl), 1 :::; q < 00. L'ouvert n c ]RN est
supposé borné et régulier, a E IR, a f. °et ]J E]O, 2[.

1. Introduction

On considère le problème aux limites suivant:

!
au
- - .6.u = alV'ul P

st = a
av
u(O,·) = /-Lo

dans ]0, +oo[ x 0,

sur ]0, +oo[ x an,
dans 0,

(1.1 )

où a E IR, a i= 0, P > a et 0 C ]RN est un ouvert borné à frontière régulière de classe au moins

C3
. Le problème de Cauchy (1.1) avec une condition de Dirichlet homogène au bord, a été

étudié dans [1, 10, 19, 28]. D'une part, lorsque P E [1, Ntî[ et Mo est une mesure de Radon

bornée l'existence et l'unicité des solutions faibles du problème de Cauchy-Dirichlet ont été

démontrées par . Alaa [1]. D'autre part, en utilisant une méthode différente S. Benachour et

S. Dabuleanu [10], ont fait une analyse plus complète du problème de Cauchy-Dirichlet lorsque

p E]O. + 00[. Aussi l'existence, l'unicité et la régularité des solutions, en fonction du paramètre

a E ]R, a i= 0, de l"exposant p> a et de la donnée initiale Mo, selon que celle-ci est une mesure

de R.adon bornée ou une fonction mesurable dans l'espace de Lebesgue Lq(O), 1 :S q < 00 sont

étudiées dans [10]. Signalons aussi qu'à l'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent

la monotonie, M.G.Crandall, P.L.Lions et P.E.Souganidis [28] ont prouvé l'existence d'une

borne universelle pour les solutions positives du problème de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1

et Mo est une fonction continue positive qui s'annule sur la frontière ao. Cette estimation leur

a permis de démontrer l'existence des solutions et l'unicité dans certains cas. Ainsi, ils ont

aussi prouvé, que le problème de Cauchy-Dirichlet homogène avec condition initiale Mo = +00
sur un ouvert D c D c 0 et /-Lo = a dans 0 \ D admet une unique solution positive.

Le problème de Cauchy sur l'espace entier ]RN, a été beaucoup étudié (voir [3, 7, 9, 13, 15,

39, 68]). Lorsque la donnée initiale /-Lo est continue bornée sur]RN et p > 0, dans [39] on trouve

une étude sur l'existence et l'unicité des solutions fortes de (1.1) ainsi que sur la régularité et le

comportement asymptotique des solutions. Lorsque la donnée initiale n'est pas régulière, dans

[9] et [13] on trouve des résultats d'existence d'unicité et sur le comportement asymptotique

63



II. PROBLÈi\1ES AuX LIi\IITES DE TYPE CA CHY-NEUi\IAN:\

pour les solutions faibles du problème de Cauchy en fonction de l'exposant p 2 1. .

a notre connaissance. le problème (1.1) n'a pas été étudié. La version stationnaire du pl'Oblème

(1.1) à été abordée dans [56].

Dans cette partie. nous reprenons l'étude réalisée dans le Chapitre l pour le problème de

Cauchy-Dirichlet en établissant des résultats d'existence, d'unicité et de régularité de. solutions

du problème aux limites (1.1) en fonction de la donnée initiale /-Lü et de l'exposant p.

Les résultats principaux peuvent être résumé ainsi:

(i) Cas CL E IR. CL f- O. D'une part. pour 0 < p < ;~ti, et /-Lü une mesure de Radon bornée. on

démontre en utilisant un théorème de point fixe, que le problème (1.1) admet une solution

faible: de plu. cette solution est unique si 1 ::; p < ~:ti· D'autre part. si ~ti ::; p < 2

on obtient l'existence et l'unicité de la solution faible lorsque la donnée initiale /-Lü est dans

Lq(O). q > qc = N;~~l).

(ii) Lorsque Q, < 0 et ~ti ::; p < 2 on montre que le problème (1.1) admet au moins une

solution faible pour tout /-Lü E L1(0),/-Lü 2 O.

(iii) Finalement dans le cas p 2 ~ti, /-Lü = 8xo ( masse de Dirac en un point X ü de 0 ) et

a E lit CL f- O. on prouve qu'il n'y a pas de solutions faibles pour le problème (1.1).

2. Quelques résultats préliminaires sur l'équation de la chaleur avec une

condition au bord homogène de type Neumann

Tout d'abord on rappelle la définition suivante:

Définition ILL Soient {/-Ln}n une suite de meSUTes de Mb(n) et /-L E Mb(n). On dit que

/-Ln -' /-L dans Mb(O) faible,
ll~OO

; .<p(x)/-Ln(dx) ~ f <p(x)/-L(dx)
l1~OO

S1 S1

L' étude du problème (1.1) est basée sur des propriétés du semi-groupe de la chaleur dans

V'(O). q 2 1, avec une condition au bord homogène de type Neumann. N'ayant pas trouvé

de preuves complètes de ces propriétés, il nous a semblé utile de les écrire. On considère le

problème aux limites suivant pour l'équation de la chaleur :

(

au
- - 6.u = °
iJt = 0
av
u(O,·) = /-Lü

Rappelons d'abord le résultat de base suivant:

dans Qoo·

sur Qoo,

dans O.

(2.1)

Théorème ILL [63] POUT tout /-Lü E V'(O), q 2 1, le pmblème (2.1) admet une umque

solution faible dans C([O. +00[: Lq(O)) n L1(O, T; W~,l (0)).
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On note par (S(t)k::o le semi-groupe dans Lq(n), q 2: 1 associé au problème (2.1) et par

PlI(t. x, y) le noyau de la chaleur pour le même problème. Alors la solution de (2.1) est donnée

par:

u(t,x) = S(t)J.Lo(x) = 1PlI(t,x,Y)J.Lo(y)dy, pour tout (t,x) E [O,+oo[xn (2.2)

li

De plus d'après [32] on a :

Pli E COO(]O,+oo[xn x n)

et pour tout l EN et a E NN :

pour tout (t,x,y) E]O,T[xn x n

(2.3)

D'où on peut déduire les résultats suivants:

Proposition ILL Soit J.Lo E Lq(n), q 2: 1 et S(t)J.Lo la solution faible de (2.1) donnée par

la r'eiation (2.2). Alors pOU1' tout T > °et r E [q, +00], la fonction t -7 S(t)J.Lo est dans
C(]O.T[:W 1,1·(st)). De plus on a les estimations:

IIS(t)J.Lollr ~ C(r,q,T,n)ci-(~-~)IIJ.Lollq, pour tout t E]O,T[' (2.4)

Démonstmtion:

La preuve utilise essentiellement l estimation (2.3) sur le noyau de la chaleur. Ainsi on obtient:

IIS(t)J.Lollr = 1Pll(t, x, y)J.Lo(Y) dy ~ C(T, st) 1ci- e- CIX~YI21J.Lo(Y)1dy

li r li r

~ C(T, st) li ci- e-cIx~YI21J.Lo(Y)1dy
N r

En notant par :

N clxl 2

K(t, x) = CT e--l-, (t, x) E]O, +oo[xlRN

on a:

IIS(t)J.LoI11· ~ C(T, n)IIK(t) * J.Lollr·

De plus. grâce à l'inégalité de Young avec ~ = ~ + ~ - 1 on obtient:

IIS(t)J.Lollr ~ C(T,n)IIK(t)llsllJ.Lollq·

Par un calcul classique on a :

IIK(t)lls = C(r, q)ci-(~-~)



66 II. PROBLÈMES AUX LHdlTES DE TYPE CAUCHY-NEl::\I.-\N:\

et on en déduit (2.4).

De même on a :

II'vTS(t)/-Lallr = / \lxPI1(t, .'E, Y)/-La(Y) dy ::; C(T, 0,) / C( !f+~)e- 1"~III\.la(Y)1dy

Il 7' Il r

::; C(T.n) li c( Jt ~) e- cl"~YI21/-La(y) 1 dy ::; C(T. n)c ~ IIK(t) * /-La 117'

N
T

[ j\' ( 1 1) 1 J
::; C(T. q. T. n)c 2 q-r +2 II/-Lallq

cl'où (2.5).

Pour démontret la continuité dans C(]O, T[: W l.r (0,)) on peut utiliser les mêmes arguments

que dans la preuve de la Proposition 1.3 et le fai que le semi-groupe (S(t) k:a est fortement

continu sur U(n) pour tout l' E [1, +00] (cf. par exemple Lemme 2. p.19 dans [63]). 0

Cette proposition admet une extension à des donnée initiales qui sont des mesures bornées.

Donnons d'abord la notion de solution faible suivante:

Définition II.2. Soit /-La E Mb(n). Une solution faible du pmblème (2.1) est une fonction

'I.L EL (O. +00: L1(n)) n L1(0, T: W1,1(n)) et véTifiant :

- ~T lu. ~~ dxdt+ ~T! \lu.\l<pdxdt= !<p(O.X)/-La(dx) (2.6)

Il Il Il

pOUT tout <p E C1(QT) avec <p(T.x) = 0, \:fx E n.

Proposition II.2. Soit /-La E Mb(n), aloTs le pmblème (2.1) admet une unique solution faible

au sens de la Définition II. 2. Cette solution est donnée paT:

u(t. x) = / PI1(t. x, Y)/-La(dy) pOUT tout (t. x) E]O. +oo[ xn.

Il

de plus:

(i)

pOUT tout T > 0 et s. T Téels véTifiant :

2 N
s :::::: 1, r' > 1 et - + - > N + 1.

s r'

(ii)

(iii)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Démonstmtion:

Existence

Comme, pour tout (t,x) fixé dans ]0 + oo[xn, PI1(t,x,·) E COO(f2) , en particulier on a
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(2.11)

po(t, X,·) E Cb(n). Donc l'intégrale dans (2.7) est bien définie.

Soit u la fonction définie par (2.7) et soit (uH)n une suite de fonctions dans Cc (n) telle que:

{

uH ---' J..to dans Mb(n) faible,
n~oo

IluHlll :::; IIJ..toIIMb(O)·
Posons

un(t, x) = S(t)uü(x) = Jpo(t, x, y)uü(y) dy, (t, x) E]O, +oo[xn,

o
Puisque Po E Coo(]O, +oo[xn x n) alors, grâce à (2.11) on obtient:

un --t u dans V' (Q00), lorsque n --t 00

et

un --t U p.p dans Qoo, lorsque n --t 00.

(2.12)

(2.13)

D'après (2.4), (2.5) et (2.11), pour tout 5, r' E [1, +oo[ vérifiant (2.8) on a :

Ilunllu(O,T;WI,r(o)) :::; C(8, r, T, n)lluülh :::; C(8, r, T, n)llJ..toIIMb(O)

C'est à dire que la suite (un) est bornée dans LS(ü, T; w1,r(n)), donc, lorsque r,8 > 1 et

vérifient (2.8) 'à une sous-suite près" on a :

un ---' u faiblement dans LS(O,T; W1,r(n)).
n~

En particulier (2.14) reste valable aussi pour r' = 5 = 1. On en déduit que, d'une part:

(2.14)

IluIILS(O,T;Wl,r(o)) :::; l~~~f lIu
n

ll LS(O,T;Wl",(O)) :::; C(8, r, T, n) IIJ..toIIMb(O)'

et d'autre part, comme un est une solution classique du problème (2.1), en multipliant par la

fonction 8ign(un ) la première équation de (2.1) et en intégrant sur Qt, on obtient:

Ainsi, grâce à (2.13) et au Lemme de Fatou on obtient:

Ilu(t)lll :::; IIJ..toIIMb(O), pour presque tout tE [0, +00[,

d'où:

(2.15)

Il reste à vérifier la relation (2.6). Puisque un est une solution classique de (2.1), un est aussi

une solution faible, ainsi:

-1T Jun. ~~ dx dt +1T J\Jun . \Jcpdxdt = Jcp(O,x)uü(x) dx,
000

pour tout cp E C1(QT) avec cp(T, x) = 0, Vx E n.
Grâce aux relations (2.11) et (2.14) on peut passer à la limite, lorsque n tend vers ,dans

l'égalité ci-dessus et on obtient que u vérifie (2.6). C'est à dire que u est une solution faible

du problème (2.1).
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Unicité

Soient Uj et U2 deux solutions faibles du problème (2.1) et posons:

u = UI - U2

alors, u vérifie:
T T-.!.! U· ~~ dx dt + .!.! \lu· \l cp dx dt = 0

a 0 a 0

pour tout 'P E CI([O, T] x 0) avec cp(T, x) = O. Vx E O.

Soit eE C~(QT) et soit 'ljJ E C1.2(QT) la solution du problème aux limites:

!
8'ljJ

~/t - tl'ljJ = e dans Qr,

- = 0 sur rT,
8u
'ljJ(T. .) = 0 dans O.

Alors. on peut utiliser 'ljJ comme fonction test dans (2.16) et on a :

T T

f ;' 8'ljJ J'J'-. . U· 8t d.rc dt + \lu . '\1 'ljJ dx dt = 0
a 0 a 0

et grâce à (2.17) et à la formule de Green on obtient:

T

J'J' 8'ljJu (- 7ft - tl 'ljJ) dx dt = 0

a 0

Finalement. pour tout eE Cc (QT) on a :

T

.! .!u.e=o
a 0

donc u == 0 dans QT et la preuve de l'unicité est achevée.

(2.16)

(2.17)

o

Proposition 11.3. Pour- tout J.La E Mb(O). notons par- S(t)J.La la fonction donnée par- (2.7).

Alor-s :

{

i) S(t + s)J.La = S(t)S(s)J.La,
ii) lim S(t)J.La = J.La dans Mb(O) faible,

i---ta

iii) IIS(t)J.Lalh ~ IIJ.LollJ\/lb(O)'

(2.18)

Démonstmtion :

Soit (un)n la suite de solutions, introduites dans la preuve de la Proposition 11.2 et définies

par:

un(t, x) = S(t)u(j(x).

Grâce à (2.13) et à l'estimation (2.3) sur le noyau Po il est facile de voir que pour tout t > 0 :

S(t)u(j --t S(t)J.La dans LT(O), 1 ~ l' <
n---too

(2.19)
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Alors, d une part on a :

S(t + s)f.Lo = lim S(t + s)uH = lim S(t)S(s)uH
n-t n-t

= S(t ) lim S(s)uH = S(t )S(s)f.Lo ,
n-too

où toutes les limites ci-dessus sont considérées dans L1(D), ce qui prouve le point i).

D'autre part, pour tout <p E Cb(D), grâce au théorème de Fubini on a :

limj·<p(X)S(t)f.Lo(X)dX = lim! (J <p(x)PrI(t,x, Y)f.LO(dY)) dx
t-tO t-to.

ri ri ri

= ~~ / (J <p(x)PrI(t, x, y) dX) f.Lo(dy) = ~~JS(t)<p(Y)f.Lo(dy) = / <p(y)f.Lo(dy).
ri ri ri ri

ce qui prouve le deuxième point de (2.18).

Finalement, le troisième point est une conséquence de (2.9).

Avec les notations ci-dessus on a le résultat suivant :

69

D

Proposition lIA. Soit f.Lo E Mb(D) et S(t)f.LO la solution faible de (2.1) donnée par (2.7).

AloTs pOUT tout T > 0 et T E [1, +00], la fonction t --t S(t)f.Lo est dans C(]O, T[; W1,r(D)) et

satisfait les estimations :

IIS(t)f.Lollr ~ C(r, T D)C~(l-~)IIf.LoIIMb(rI)' pOUT tout t E]O, T[; (2.20)

Ilv'xS(t)f.Lollr ~ C(T, T, D)C~-~(l-~)IIf.LoIIMb(rI)' pour tout t E]O, T[; (2.21)

où T --t C(T, T, D) est une fonction croissante.

Démonstmtion:

Pour é > 0 et t E]C, T[ on a :

S(t )f.Lo = S(t - é) S(é ) J.Lo .

Puisque S(c)f.Lo E LI (D) alors, d'après la Proposition 11.1 :

t --t S(t - é)S(é)f.LO E C(]c,T[; W1,r(D))

d'où

t --t S(t)f.Lo E C(]O, T[; W1,r(D))

pour tout T E [1, +00]. D'une part, en appliquant (2.4) on a :

IIS(t)f.Lollr = IIS(t - é)S(é)f.Lollr ~ C(T, T, D)(t - é)-~(l-~)IIS(é)f.Lolh

et grâce à (2.15) on tire:

IIS(t)f.Lollr ~ C(T, T, D)(t - é)-~(l-~ )11f.LoIIMb(rI)

On en déduit alors (2.20) en passant à la limite, lorsque é --t O.

D'autre part, grâce à (2.5) on a :

II\7x S(t)f.Lollr = II\7x S(t - é)[S(é)f.LO] 117' ~ C(r',T,D)(t - é)-(~(l-~)+~)IIS(c)f.LOlll

Comme ci-dessus on obtient (2.21) ce qui achève la preuve de la Proposition lIA. D
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Dans la suite on considère le problème aux limites suivant pour l'équation de. la chaleur :

1
9~ -f>u. = f dans QT,

a = ü sur rT,
u(o,.) = Mo dans n.

On introduit d'abord la classe de solutions faibles de (2.22) :

(2.22)

Définition 11.3. Soient T > 0, f E L1(QT) et 1-',0 E Mb(n). Une solution faible du pTOblème

(2.22) est une fonction u E VXl(O. T: LI (n)) n LI (0, T; WU (n)) véTifiant :

T T T

-Il u ~~ dxdt + ././ \lu· \lcpdxdt = ././ f· cpdxdt + ./ cp(O. X)MO(dx). (2.23)
0\1 0\1 0\1 \1

pOUT' tout cp E CI(QT) avec cp(T.x) = 0, 'ï/x E n.

Remarque ILL Soit f E L1(QT), alor-s f(s) E L1(n) pour- pr-esque tout s E]O.T[. Puisque

(S(t)k:~o est un semi-gTOupe de contmction dans L1(n) (voir- paT exemple [63]) on a :

IIS(t)f(s)lh :::; Ilf(s)lh-
l

PaT' conséquent, l S(t)f(s) ds est une intégmle de Bochner- absolument convergente dans l'es­

a
l

pace L 1(n). De plus lafonct'ion t f-------i ./ S(t)f(s)ds est dans C([0,T],L1(n)).

a
Ainsi. il est pr-~fémble de tmvailler- avec les solutions "mild" définies ci-dessous.

Définition II.4. Soient T > 0, f E L 1(QT) et MO E Mb(n). On appelle solution "mild" du

pTOblème (2.22) toute fonction u E LCXl(ü, T; L1(n)) n L1(ü. T: W 1,1(n)) qui véTifie :

011 a le résultat suivant:

l,

U (t) = S (t) Mo + l S (t - s) f (s) ds.

a

(2.24)

Proposition 11.5. Soient f E L1(QT) et Mo E Mb(n), alor-s le pTOblème (2.22) admet une

unique solution faible. Cette solution satisfait:

pOtl1' s. r- r'éels vér-ifiant :
2 N

s ~ 1, r ~ 1, et - + - > N + 1.
s r-

De plus:

où T -t C(s. r', T. n) est une fonction cTOissante.
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Démonstmtion:

La preuve de l'unicité est analogue à celle de la Proposition 11.2. Ainsi on ne l'écrit pas.

Pour montrer l'existence d'une solution, posons:
t

u(t) = S(t)J.LO + / S(t - s)f(s) ds (2.26)

°Tout d'abord on démontre que la fonction u donnée par (2.26) satisfait (2.25).

D'une part. d'après (2.15), pour tout t E]O, T[ on a :
t

Ilu(t)lh ::; IIS(t)J.LoI11 + / IIS(t - s)f(s)111 ::; IIJ.LoIIMb(!1) + IlfIILl(QT)'
o

D'autre part, grâce aux relations (2.20) et (2.21), pour tout t E]O, T[ on a :
t

Ilu(t)llr ::; IIS(t)J.Loll1' + / IIS(t - s)f(s)II1' ds

° t

::; C(r, T, n)(c!f(1-~)IIJ.LoIIMb(!1)+ / (t - s)-!f(1-~)llf(s)11t ds).

°Soit H la fonction de Heaviside définie sur JR par:

H(t) = {1 s~o SI

Posons:

t > 0;
t ::; O.

j(t x) = { f(t x) si t E [O,T],
, 0 si t E] - 00, O[U]T, +00[.

Soit X[O,T] la fonction indicatrice de l'intervalle [0 T]. Alors l'inégalité ci-dessus devient:

Ilu(t)llr ::; C(r, T, n)(c!f(1-~)IIJ.LoIIMb(!1)+ / (t - s)-!f(1-~)H(t - S)X[O,T](t - s)llj(s)ll] ds)

IR

Pour t E JR, posons :

Alors:

Ilu(t)llr ::; C(r,T,n)· (c!f(1-~)IIJ.LoIIMb(!1)+ (N * Ilillt)(t)),

et, pour tout s, r ~ 1 vérifiant (2.8) on obtient grâce à l'inégalité de Young:

IluIILs(o,T;U(!1)) ::; C(r T n)(T~-!f(1-~)IIJ.LoIIMb(!1) + IINIILS(O,T)llfIILl(QT)
::; C(r, T, n)T~-!f(1-~)(IIJ.LoIIMb(!1) + IlfIIU(QT))'

De même, en utilisant (2.21), on démontre:
1 N( 1) 1

II\7uIILS(O,T;U(!1)) ::; C(T,T,n)Ts-T 1-; -2 (11J.LoIIMb(!1) + IlfIILI(QT))

Grâce à (2.8) on a :
1 NIl
---(1--)-->0.
s 2 r 2

Ainsi, en regroupant les inégalités ci-dessus on obtient:
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où T ----7 C(s. T. T. n) est une fonction ,croissante.

Il reste seulement à vérifier que 11, est une solution faible de (2.22), plus préci ément, que 11,

vérifie (2.23). Pour ce faire on considère (u~)n et (/n)71 deux suites de fonctions respectivement

dans C~ (n) et dans C~ (QT) vérifiant :

et

r----7f dans (2.27)

Pour t E]a. T[. posons:

{
u~ -" J.lo dans Mb(n) faible,
IluS III ~ II~lo IIJ\lfb(I1)'

(2.28)

L

un(t) = S(t)u~ +!S(t - s)r(s) ds. (2.29)

o
Alors. un E Cl.2 (QT) et est la solution classique du problème (2.22) aux données r et uS,
Par conséquent. 11,71 vérifie:

T T T-!! 11,71 ~~ dxdt + !! \7un
. \7cpdxdt = !!r· cpdxdt +! cp(a. x)u~(x) dx. (2.30)

011 011 011 11

pour tout cp E C1(QT) avec cp(T,.7:) = O. pour tout xE n.
Compte tenu de (2.4) on a :

L

Ilun(t) - u(t)lll ~ IIS(t)u~ - S(t)J.lolll +! IIS(t - s)(r(s) - f(s))lll ds

o
L

~ IIS(t)uo - S(t)J.lo III +! Ilr(s) - f(s) Ih ds
o

~ IIS(t)uo - S(t)J.lolh + Ilr - fIILl(QT)'

D'où on tire:

Ilun
- uIIU(QT) ~ IIS(-)uo - S(-)J.loIILI(QT) +Tllr - fIIU(QT)' (2.31)

D'une part. d'après (2.19), pour tout t E]O, T[ on a :

IIS(t)uo - S(t)J.lolll ----7 a lorsque n ----7 00,

d'autre part. d'après (2.15) et (2.28) :

IIS(t)uo - S(t)J.lolll ~ 211J.loIIMb(I1), pour tout t E]O. T[ et nE N.

On en déduit. grâce au théorème de la convergence dominée de Lebesgue, que

IIS(-)uo - S(-)J.lOIILl(QT) ----70 lorsque n ----700.

En regroupant (2.27). (2.31) et ce dernier point on tire :

un ----7 11, fortement dans L I
( QT ) lorsque n ----7 00. (2.32)

un étant donnée par (2.29), par le même argument que dans la preuve de la Proposition 11.2

on a:
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pour tout S, r' E [1, +oo[ vérifiant (2.8). Donc grâce à (2.27) et (2.28) la suite (un)n est bornée

dans LS (0, T: w1,r (0)) donc, lorsque r s > 1 et vérifient (2.8) "à une sous-suite près" on a :

uT/. ~ u faiblement dans LS(O, T: W1,r(0)).
n-t

En particulier, cette relation reste valable aussi pour r = s = 1. Finelement, cette dernière

convergence nous permet de passer à la limite dans (2.30), lorsque n ---7 00, et d'obtenir que

u est une solution faible du problème (2.22) et vérifie (2.25). Cette solution étant unique la

preuve de la Proposition 11.5 est achevée. 0

Remarque II.2. D'après la pr'euve de la Proposition II. 5 ci-dessus, la solution "mild" u du

pT'Oblème (2.22) est identique à la solution faible qui est unique. Ainsi on appelera solution

faible du pT'Oblème (2.22) toute fonction qui vérifie soit la Définition II.3 soit la Définition

II.4·

Etant donnée une solution faible du problème (2.22) on a les deux propriétés de régularité

suivantes:

Proposition II.6. Soient {..to E C(O) et f E L'Y(O,TiU(O)) avec r,r 21 vérifiant:

N . (_r_) < 1 (2.33)
2r r - 1 '

alors la solution u du pT'Oblème (2.22) donnée par (2.24) est dans l espace C(QT)'

La preuve de cette proposition est analogue à celle de la Proposition 1.5, aussi elle sera omise.

Enfin, la proposition suivante est une conséquence des Théorèmes 2.3.3.6 et 2.4.2.6 de [41] et

du Corollaire 1.1 de [27] (voir aussi [43]).

Proposition II.7. Soit f E L'Y(O, Ti U(O)), avec r 2 1 et r > 1. Notons par

u E L (0, T; U(O)) n L1(0, T; W1,1(O)) la solution faible du problème aux limites:

l
at - /:::"u = f dans Qr,

- = 0 sur fT.av '
u(O,x) = ° dans 0,

alors U E W1";(QT) et il existe une constante C = Ch,r,T,O) telle que

Iluil W~}(QT) ~ Ch, r, T, 0HllfIIL1(O,T:U(I1)) + Ilu IIL1(O,T;U(I1)))'

3. Résultats principaux

(2.34)

Pour p E]O, [et a E IR, a i= 0, on introduit les deux notions suivantes de solutions faibles du

problème (1.1).
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Définition II.5. Soit !J'O E Mb(Sl). on appelle solution faible du pTOblème (1.1) une fonction

u E L (O.T:LI(Sl)) nL1(0.T:W1,1(Sl)) telle que IV"uIP E L1(QT), pattr tout T > 0 et qui

vérifie:
T T T

- // u~~ dXdt+/ / V'u·V'cpdxdt=a / /IV'uIPcpdXdt+ /CP(O,X)fLO(dX). (3.1)
on on on n

pour toute fonction cp E Cl (QT) telle que cp(T, x) = 0, \Ix E Sl.

Définition II.6. Soit ~to E Mb(Sl), on appelle solution "mild" du pTOblème (1.1) une fonction

u E LOO(O. T: LI (D)) n LJ(O, T; W1,1(Sl)) telle que IV'ulP E L1(QT) pour tout T > 0 et qv,i

vér'ifie :
t

u(t) = S(t)fLO + a / S(t - s)IV'uIP(s) ds. tE [0, T]. (3.2)

o
où (S(t)k~o est le semi-gTOupe de la chaleur dans Mb(Sl) avec condition au bor'd du type

Neumann ( voiT' D~finition II. 2, Proposition II. 2 et (2.18)).

D'après la Remarque 11.2. ces deux définitions sont équivalentes. Ainsi conviendra d'appeler

solution faible toute solution "mild".

Remarque 11.3. Grâce à l'inégalité de PoincaT'é- Wir·tinger, si p ~ 1, toute solution faible u

est dans LP(O, T: W1. P(D)), pour tout T > O.

On considère d'abord le cas 0 < P < 1. Dans ce cas le problème de Cauchy pour des données

initiales continues et bornées est étudié dans [39] et le problème de Cauchy-Dirichlet pour des

données initiales peu regulières est étudié dans [10].

Théorème II.2. Soient a E !R, a -1- 0, fLo E Mb(Sl) et 0 < p < 1. Alors le pTOblème (1.1)

admet au moins une solution faible.

De plus si Sl est convexe cette solution est unique dans les deux cas suivants :

a) Si 0 < P < j\~1 et fLo E Mb(Sl) ;

b) Si j\'~1 :::; P < 1 et ~to E Lq(D) avec q > t~~·

La preuve de ce théorème est structurée en quatre étapes. Tout d'abord à l'aide du Théorème

de point fixe de Schauder on démontre l'existence d'une solution locale, ensuite on établit un

résultat de régularité qui nous permet de prolonger cette solution locale en une solution glo­

bale. Finalement on démontre i"unicité des solutions dans les cas a) et b) lorsque Sl est convexe.

Lorsque 1 :::; P < ~~î, d'une part le problème de Cauchy dans i"espace entier !RI\' a été

étudié dans [3, 9, 13, 39] et d'autre part le problème de Cauchy-Dirichlet a été étudié dans

[1, 10, 28]. Le théorème suivant donne un résultat d'existence et d'unicité de la solution faible

pour le problème de Cauchy-Neumann (1.1).

Théorème II.3. Soient a E !R, a -1- 0, fLo E Mb(Sl) et 1 :::; p < ~ti. Alors le problème (1.1)

admet une unique solution faible.
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La preuve suit presque les mêmes étapes que celle du théorème précédent. Comme la fonction

lçl ----t lçlP est localement Lipschitzienne pour p ~ 1, cela permet de démontrer l'unicité de la

solution. Quant à l'existence d'une solution locale, elle est obtenue grâce à un théorème de

point fixe de Banach.

Dans le théorème suivant on étudie le cas p E [1, 2[ et on donne une condition suffisante sur la

donnée initiale pour que le problème (1.1) admette des solutions. On note par qc l'exposant:

N(p - 1)
qc =

2-p

Cet exposant critique apparaît aussi dans les travaux ([9], p.343), ([13], p.2013) et ([28],

p.189). De plus, on observe que:

N+2
qc > 1 <===} P > --.

- - N+l
On a le résultat suivant :

Théorème II.4. Soient a E IR, a t= a et p E [1,2[. Soit /-Lo E Lq(O) avec:

q ~ 1 si p E [1, ~ti[ ou bien q > qc si p E [Ntî, 2[.
Alors le pmblème (1.1) admet une solution faible u E C([O, +00[; Lq(O)) n LP(O, T: wl,pq(O).

De plus cette solution est unique dans cet espace.

Le cas a < 0, correspond à un phénomène d absorption, pour lequel on prouve l'existence des

solutions avec une hypothèse moins restrictive sur la donnée initiale.

Théorème II.5. On suppose a < 0, Nti ::; P < 2 et /-Lo E Ll(O), /-Lo ~ O. Alors le problème

(1.1) admet au moins une solution faible u E C([O +00[; L l (0)) n L l (0, T; Wl,P(O)).

Le théorème suivant est un résultat de non-existence de solutions pour des données initiales

dans Mb(O), lorsque l'exposant p ~ ~tî. Ce résultat est analogue à celui de [13] relatif au

problème de Cauchy dans l'espace entier IRN .

Théorème II.6. Soient a E IR, a t= 0, p ~ ~tî, T > 0, Xo E 0 un point fixé et M une

constante positive quelconque. Alors il n'existe pas de fonction:

(3.3)

véT'ifiant :
T T T

-IIu~~ dxdt+ II \lu·\lcpd:I;dt=a II l'VulPcpdxdt + Mcp(O,xo) (3.4)
011 011 011

pour tout cp E Cl (QT) avec cp(T, x) = 0, pour tout x E O. A utrement dit, le problème aux

limites (l.1) n'admet pas de solutions faibles lOT"sque /-Lo = M8xo '

Signalons que des investigations analogues ont été faites dans le Chapitre II (où bien dans[10])

pour le problème de Cauchy-Dirichlet homogène. Ainsi, dans ce chapitre, on évitera parfois de

développer les mêmes calculs mais on indiquera les ajustements nécessaires.
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4. Preuve du Théorème II.2

a) Existence locale

On considère T > 0 et 1 < q < ~1i. Notons par X = X(T) l'espace de Banach des fonctions

continues u : ]0. T] ----+ wl.cl(n) telles que:

Iluils = max{supto"llu(t)IICJ·supto"+~lI'vu(t)IICJ} < 00.
]O,T] ]O,T]

où

a=~(I-~).
Les espaces à poids du type X(T) liés à l'opérateur de la chaleur ont été introduits en particu­

lier par T.Kato [46]. T.Kato-H.Fujita [47]. H.Brezis-T.Cazenave [22]. 1.Ben-Artzi-P.Souplet­

F.B.Weis 1er [9] et F.B.Weissler [70, 71].
On remarque d'abord que l'injection de X dans LCJ(O. T; wl,CJ(n)) est continue. Pour u E

LIJ(O. T: w1. CJ (n)) on définit les fonctionnelles:

L

Çu(t) = l S(t - s) l'Vu(s)JP ds

°et

Fu(t) = S(t)j1.o + a· Çu(t).

alors Ç.F sont des opérateurs continus de LCJ(0,T;W1,CJ(n)) dans LCJ(O.T;WI,CJ(n)). En effet

soit (U1Lk~1 C LCJ(O. T: wl,CJ(n)) tel que:

Un ----+ U dans LCJ(O, T; w1,CJ(n)),

et notons par fn et f les fonctions: fn = l'VunlP et f = l'VuI P. Puisque P E]a, 1[ on a :

lfn - fi = Il'VunIP - l'VulPI :S l'Vun - 'VuiP ----+ 0 dans LCJ/P(QT);

ainsi

et la suite (Çun - ÇU)n2: 1 vérifie:

L

çUn (t) - çU (t) = l S (t - s) (In - f) (s) ds.

°
Puisque 1 < q < ~T1i on obtient grâce à la relation (2.25) :

IIÇun - Çu IILq(O,T;Wl.q(Il)) :S C(q, T, O)llfn - fIIL'(QT)'

d'où

ÇUn ----7 Çu dans LCJ(O, T: w1,CJ(n)).

Pour K > a on note par X/{ (T) la boule fermée de rayon K de X (T), et par X f( (T) la

fermeture de XJ«T) dans l'espace Lq(a, T; w1,CJ(n)). Afin d'appliquer un théorème du point

fixe de Schauder (cf. par exemple: Corollaire 11.2, p. 280 [31]), on cherche Tl > 0 et KI > a
tels que:

(4.1 )
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soit une application bien définie et F(XK ) (Td) soit relativement compact dans Lq(O, Tl; wl,q(n)).

Soit u EX, grâce à (2.4) on a d'une part:
t t t

119u(t)llq::; / IIS(t - s)IVu(s)IPllqds ::; / IIIVu(s)IPllq ds ::; ./ InI71IVu(s)ll~ds

o 0 0
t !.::E

::; Inl~ Ilull~\' / s-p(o+~) ds ::; 1 In~ q ]). tl-p(o+~)II'UII).- ::; C(p, q, n) . (''II'UII).-·
o -pa+ 2

Notons par '"Y = 1 - p(a + ~), alors compte tenu des hypothèses sur p et q on a 0 < '"Y < 1.

Ainsi les inégali tés ci-dessus donnent :

(4.2)

D'autre part, en utilisant (2.5) on obtient:

t

IIV9u(t)llq::; / IIVS(t - s)IVu(s)IPllqds

o
t t

::; C(q) . / (t - s)-~ IIIV'U(s)IPllq ds ::; C(q) . Inl~ ./(t - s)-~ IIV'U(s) II~ ds

o 0
t

.!..=.l'. ./ 1 ()) 1::; C(q) . Inl q Ilullj,· (t - S)-2 . s-p 0+ 2 ds::; C(p, q, n) .C2+'Y . lIull).-;
o

et donc

t!+01IV9'U(t)llq ::; C(p, q, n) . t'Y+oll'Ullj,..
Compte tenu de (4.2) et (4.3) on tire:

119('U)llx ::; Cl .T'Y+OII'UIIj,··
Alors en utilisant la Proposition lIA et cette dernière inégalité, pour tout 'U EX, on a :

donc:

(4.3)

IIF(u)llx ::; C2 (IIJ.LoIIMb(1I) + Il'Ullj,- .T'Y+O
) , (4.4)

où la constante C2 ne dépend que de Inl, lai p, q et N. On choisit KI et Tl tels que

C2 (IIJ.LoIIMb(1I) + Ki' T;+O) < K]. (4.5)

Ainsi, pour tout u E XJ(l (Td on a F('U) E XJ(l (Td. Cela implique:

XJ(\ (Tl) C F-l(XJ<l (Td) C F-l(XJ<J (Td)

Comme F est une opérateur continu dans Lq(O Tl; wl,q(n)) alors F-l(XJ() (Td) est fermé

dans Lq(O,Tl;wl,q(n)) et on déduit que:

Xf(l (Tl) C F-l(XJ<) (Tl))'

Il reste à montrer que F(XJ<I (Tl)) est relativement compact dans Lq(O,Tl ; wl,q(n)). Comme

F(XJ(J (Tl) = et.6.J.Lo + a· 9(XJ<I (Td)
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il suffit dc démontrer que Ç(X[,') (Td) est relativement compact dans Lq(O, T;-wJ,q(n)), Soit

('Un )1! eX"" (Tj ) et (Ç(1Ln ))11 la suite bornée correspondante dans Ç(X[,'] (Tl))' Pour tout

(t, x) E QT, on pose:

Il!,, Il L"/'(QT, 1~ ([[IVU"(s) l'ri' ~ lIu" lIi'(OT, 1\ L, (0)1

Soit e= 1 - q(~ + cr), Comme 1 < q < ;~~~ alors e> 0 et pour tout 'U E X(TI ) 011 a :

Par dcnsité on obtient que pour tout 'U E X},') (Tl)

Ainsi. compte tenu de (4.6) et (4.7) on tire:

Ilfnllq/p :::; C(p, q) . Kr . (Tf + T:+1)~

donc la suite (fn)n est bornée dans Lq/P(QT])'

Comme:
i

ç'Un(t) = l S(t - 8)fn(8) d8.

o

grâce aux relations (2.4) et (2,5) on a ÇUn E Lq/P(O,Tl;WI,q/p(n)) et

IIÇunllu1/p(O,TI :wI,q/P(ll» :::; C(p, q, Tl, n) IlfnIlLq/p(QT1)'

(4.6)

(4,7)

(4. )

Ainsi. par la régularité des solutions des équations paraboliques (cf. par exemple le Théorème

7.20 de [55]) on a : ÇUn E W;;~(QT]) et vérifie l'estimation:

IIDI.Çunl1 Lq/P(QT,) + II D ;Ç'UnIILq/p(QTI) :::; C(qjp, Tl, n) Ilfnll UI/P(QT])'

En regroupant les deux dernières inégalités on a :

Puisque (fn)n> 1 est bornée dans Lq/P(QT1 ) alors la suite (Çun)n est bornée dans W l/,2(QTI)'
- q P

Et comme l'injection :

W;;~(QTl) '--7 Lq(O, Tl; wl,q(n)),

est compacte. on en déduit que la suite (ÇUn)n~l est relativement compacte dans Lq(O. Tl; W l,q(n)),

ce qui prouve que Ç(X},'t (Td) est relativement compact dans Lq(O, Tl; wl,q(n)).
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On peut alors appliquer le Théorème de Schauder et on obtient l'existence d'une fonction

u E Xf{l (Td qui vérifie:

t

u(t) = S(t)/LO + a / S(t - s)IVu(s)I P ds Vt E]ü, Td.

°
En particulier

et

max{ sup tQllu(t)llq, sup d+Qllvu(t)llq} < KI,
]0,T1l ]0 ,TI]

Par conséquent u E XI,'! (Td. En regroupant (4.9) avec (2.25) on obtient:

Ainsi u est une solution locale du problème (1.1) sur QT1 •

b) Régularité

(4.9)

D

Proposition II.S. Soit /Lo E Mb(O). Il existe 0 E]ü,l[, indépendant de /Lo tel que toute

solution locale 7l E LCXJ(O. T. LI (0)) n LI (0, T; WI,l (0)) du problème aux limites (1.1), vérifie:

u E C1+0/2,2+O(Q-r,T) pour tout y E]O,T[.

Démonstmtion:

On fixe y E]O, T[ et on décompose le problème (1.1) en deux parties.

(i) Notons par Ul la solution du problème aux limites (2.1) sur Q-r/2n,T avec la donnée initiale

u(y /2n.·) E Wl.l(O). Plus précisément:

u](t) = S(t - Y/2n)u(Y/2n), tE [T/2n,T], (4.10)

où 11 E N* sera choisi ultérieurement. Grâce à l'effet régularisant de l'équation de la chaleur

(voir pal' exemple le Théorème XLI de [20]) et à la régularité du domaine 0, pour tout 0 E]Ü, 1[

on a:

u E C1+0/2,2+O(Q )
1 2-r/2n,T

(cf. par exemple le Théorème XLI dans [20]).

(ii) Posons:
L

U2(t) = / S(t - s)f(s) ds pour tout t E]Y /2n, Tl,

-r/2n
où

f(t, x) = alvu(t, x)IP, (t, x) E QT

Comme

(4.11)
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on peut appliquer la Proposition II.7 et le Théorème 7.20 dans [55] sur la régularité des

solutions des équations paraboliques dans les espaces Lq(O), q > 1. Ainsi. on obtient:
j?

U2 E Wli~(QT/2n,T)'

Puisque U = Ul + U2. en regroupant (4.10), (4.11) et ce dernier point on déduit:

l\lui E L 1/P(Q2T/2n.T)'

et par conséquent :

Par récurrence on montre que:

U E Wii~n(QT/2.T)'

On choisit n assez grand tel que pl" > N + 2. Alors, grâce au Lemme 11.3.3 dans [51], pour

tout f3 E]O. I[ satisfaisant 0 < f3 < 1 - (N + 2)pn, on a :

l\lul E Cf3/2,f3(QT/2,T),

qui entraîne:

f E C/j/2,/j(QT/2,T) avec 6 = pf3 < 1.

On reconsidère les fonctions Uj et 1L2 définies sur ]T /2, T[ par:

Ul(t) = S(t - T/2)u(T/2): T/2::; t < T

et
i

U2(t) = JS(t - s)f(s) ds; T/2::; t < T.

T/2

AloI' . par le même argument ci-dessus. Ul E C (QT.T) et grâce au Théorèm IV.5.3 dans [51]

on a:

Comme U = u, + U2. on obtient:

u E Cl+/j/2,2H(-Q)T,T,

ce qui achève la preuve de la Proposition 11.8. 0

Proposition 11.9. Soient a E IR, a "# 0 et 0 < P < 1. Si /-Lo E VI(O) avec q 2': 1 alors

toute solution faible u du pmblème (1.1) est dans C([O, Tl; VI(O)) n U(O, T; w1,q(O)) pour

tout 1 ::; r < 2. De plus si /-Lo E C(O) alors u est dans C(QT).

La preuve de ce résultat étant analogue à celle de la Proposition 1.8 nous l'omettons.

L'existence d'une solution globale s'obtient, grâce à la régularité ci-dessus, par la même mé­

thode que dan le Théorème 1.2.

c) Unicité

Proposition II.10. Soient a E IR, a "# 0, p E]O, I[ et 0 un ouvert convexe. alors le pmblème

(1.1) admet une unique solution faible dans les deux cas suivants :
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CL) Si 0 < p < / 1 et!-Lo E Mb(O);

b) Si l'li :s: p < 1 et !-Lo E Lq(O) avec q > !}!!p.
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Tout d'abord il convient de faire les deux remarques suivantes qui vont être utiles dans la

suite.

Remarque lIA. Soit 0 un ouveTt convexe de IRN contenant l'oTigine et dont la frontièTe est

TégulièTe. POUl' x E ao. soit v(x) la nOTmale extéT'ieur'e à ao au point x. AloTS :

x . v(x) > O.

Remarque 11.5. Soient CL E IR, a i- 0 et 0 < P < 1, aloTs gr'âce à la PToposition II.5, toute

sol'ution fa'ible u de (1.1) avec pOUl' donnée initiale !-Lo E Mb(O) véTifie :

N+2
u E L S (0, T: W Ls (0)) pOUl' tout s E [1. --[.

N+1

Démonstm,tion de la Proposition II. 10 :

Tout d'abord ou prouve l'unicité des solutions faibles lorsque 0 est un ouvert convexe contenant

l'origine.

Soient UI et 'I.l2 deux solutions faibles du problème (1.1) et posons u = U1 - U2 et f =

a(l\7uIIP -1V'U2IP). Alors u est solution faible du problème aux limites suivant:

au _ b..u = j. dans QT
~it .,
- = 0 sur fT. (4.12)av '
u(t, x) ----' 0 dans Mb(O) faible.

t 0

Grâce à la Remarque II.5 on a f E U/P(QT) pour tout s E [1, ~ti[. Alors, en utilisant les

Propositions II.6 et 11.8 on peut montrer que dans les deux cas CL) et b) de la Proposition 11.10

ci-dessus on a :

u E Cl 8/2, 2+8(QT,T) n C(QT), pour tout T E]O, T[.

(pour les détails. voir aussi Proposition 1.9). La régularité de la fonction u étant acqui e, le

reste de la preuve est basé sur le principe de maximum. On suit une méthode analogue à celle

dans [39] et [44]. Nous le reproduisons, dans le cas d'une condition au bord de type Neumann

juste pour être complet et surtout, pour faire apparaître l'utilité de l'hypothèse de convexité

sur l'ouvert O.

Dans le résultat qui suit on considère deux nombres réels E > 0 et A > 0, et on pose:

z(t, x) = u(t, x) - At - E(1 + IxI2)!.

Alors on a :

z E C(QT) n C1,2(]0,T] x 0),

z(O, x) :s: 0 dans 0,

et grâce à la Remarque IIA

az E' X· v
-(t x) = - < 0 sur fT,a,/ ' JI + Ixl 2

(4.13)

(4.14)
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Montrons que z :s: 0 sur [0, T] x O. On raisone par l'absurde. Si z prend des .valeurs positives

en des points de QT alors z admet un maximum positif en (ta. xa) E]O. T] x O. En effet, si

(ta. xa) E]O. T] x 00 on a :

oz ( ) l' z(ta, Xa + À1/) - z(ta· xa) 0- ta. Xa = lm > .
AV À)"a À -

ce qui contredit la relation (4.14).

Ainsi au point (ta, xa) E [O. T] x 0 où z atteint un maximum positif on a :

(\7z)(ta.xa) = O.

(6.z)(ta. xa) :s: 0

et

Pour montrer que:

z(t, x) :s: 0 pour tout (t, x) E QT, (4.15)

il suffit de trouver une valeur A = A(E) telle que en tout point (t, x) E]O. T] x 0 vérifiant

(\7z)(t,x) = 0 on ait:

(~~ -6.z) (t,x) <O.

De plus, si la dépendance de A par rapport à E est telle que A = A(E) ---+ 0 lorsque E~ 0,

alors en faisant tendre E vers 0 dans (4.13) on obtient

u(t. x) :s: o.
Par un calcul facile. on trouve qu'il convient de prendre

A = 2(NE + lai· EP)

pour réaliser
oz
ot (t, x) - 6.z(t, x) < 0

en tout point (t,x) E QT tel que \7z(t,x) = O. Ce qui contredit:

oz
ot (ta, xa) - 6.z(ta, xa) 2: 0

On en déduit (4.15) et par suite on a

u(t, x) :s: 2(NE+ lalEP)t +dl + IxI2)1/2 dans QT.

Ainsi, par passage à la limite lorsque E -+ 0+ on obtient u(t, x) :s: 0 dans QT. Comme UI et

U2 jouent des rôles symétriques on a aussi u(t,x) 2: 0 dans QT, ce qui achève la preuve de

l'unicité des solution' faibles lorsque 0 est un ouvert convexe, contenant l'origine.

Dans le ca' où 0 ne contient pas l'origine, il suffit d'effectuer une translation pour se ramener

à un ouvert convexe et contenant l'origine: OXo = 0 - Xa. où Xa E O. 0
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5. Preuve du Théorème II.3
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Hormis le résultat de régularité, la preuve de ce théorème est analogue à celle du Théorème

3.2 dans [10]. Ainsi, nous donnons seulement l'idée de la preuve de l'existence de solutions

faibles locales et quelques remarques concernant la régularité des solutions. Cette régularité

des solutions est utilisée pour réaliser le prolongement des solutions sur Qoo'

a) Existence locale

Soit T > 0 et notons par X = X(T) l'espace de Banach des fonctions continues u : ]0, T] -+
WI,P(D) telles que:

Ilullx = max{ sup tllllu(t)ll p . sup tll+~ lIV'u(t) II p } < +00.
JO.T] JO.T]

où
N 1

Cl! = -(1- -).
2 P

Pour u E X on définit les fonctionnelles:
t

Çu(t) = ./ S(t - s)lV'u(s)IP ds

o
et

Fu(t) = S(t)/-Lo + a· Çu(t).

(5.1)

(5.2)

(5.3)

Soit K > 0 et notons par X J( (T) la boule fermée de rayon K de X (T). Afin d' appliquer le

Théorème de point fixe de Banach et démontrer l'existence de la solution locale du problème

(1.1) il suffit de trouver T] > 0 et K] > 0 tels que:

et F soit une contraction sur X]{J (Td (pour les détails, voir la preuve du Théorème 1.3 ou

bien Théorème 3.2 dans [10]).

b) Régularité

Proposition II.11. Il existe <5 E]O, 1[ indépendant de /-Lo E Mb(O) tel que la sol'ution faible

locale u E X "'1 (Td tTOuvée ci-dessus véT'ifie

tL E Cl+8/2,2+8(QT,T,) pour tout 0 < T < Tl, (5.4)

On observe que dans (5.4) on obtient la régularité de la solution sur QT,TI' Ce résultat est

dû au fait que dans le cas d'un problème aux limites avec une condition au bord de type

eumann homogène on peut utiliser le Théorème IV.5.3 dans [51], qui exige des conditions

de compatibilité d'ordre zero, tandis que pour le cas d'une condition de Dirichlet au bord, le

théorème correspondant IV.5.2 de [51] exige des conditions de compatibilité d'ordre un, qui

ne sont pas satisfaites en général; dans ce dernier cas, on perd la régularité de la solution

jusqu'au bord de QT. Mis à part cet aspect la preuve de la proposition ILll est analogue à

celle de la Proposition 1.10.
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6. Pre1,1ve du Théorème lIA

La preuve de l"exi tence de solutions faibles locales. uit la même méthode que celle du Théo­

rème 1.4. Toutefois. on va la redévelopper pour mettre en évidence les arguments différents par

rapport au problème de Cauchy-Dirichlet.

a) Existence locale

Soit T > °et notons par X = X(T) l'espace de Banach des fonctions continues u :]0, T] ~

wl,pq(O) vérifiant:

où
NIl

a = 2 Cg - pq)' (6.1 )

Comme dans la preuve du Théorème 11.3 on définit sur X les fonctionnelles ç et F (cf. (5.2) et

(5.3) ) et on note par X (dT) la boule fermée de rayon K de X (T). Afin de pouvoir appliquer le

Théorème de point fixe de Banach il suffit de trouver K] et Tl tels que: F(X},'1 (Tj )) C X (,'j (Tl)

et F soit une contraction sur X}{j (Td. Ainsi les inégalités (2.4) et (2.5) appliquées aux opé­

rateurs ç et F donnent :

1 t

IIÇu(t) Il pq ::; / IIS(t - s) IV'u(sWIl pq ds ::; C(p. q) / (t - s) -0 111\7u(sWllqds

o 0
1 t

::; C(p, q) /(t - s)-OIIV'u(s)ll~q ds ::; C(p, q) . Ilull~\" / (t - s)-O . s-p(o+!) ds

o 0

::; C(p,q)llull~\"' t1-0-P(o+!).

Posons
1

,=1-p(a+ 2)

comme q > '~~~l) on a, > O. Alors. d'une part on a :

tOIIÇu(t)llpq ::; C(p, q)llull~T'Y, pour tout t E]O, T[.

D'autre part:
t t

IIV'Çu(t) II pq ::; / IIV'S(t - s) IV'u(sWIl pq ds ::; C(p, q) / (t - s)-(o+!) 111\7u(sWllq ds

o 0
1 t

::; C(p.q) /(t -s)-(a+!)IIV'u(s)ll~qds::; C(p,q) ·llull~· /(t -s)-(a+!). s-p(a+!) d

o 0
::; C(p. q)llull~\" .tl-(o+!)-p(o+!),

d'où:

tO +! IIV'Çu(t) Il pq ::; C(p, q) . Ilull~\" T'Y pour tout t E]O, T[.

En regroupant (6.3) et (6.4) on obtient:

IIÇ(u)llx ::; Cl ·llull~\"T'Y.

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)
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Enfin. grâce aux relations (2.4), (2.5) et (6.5) on a :

où la con tante C2 ne dépend que de p, q, N, a et O.

Montrons que F est une contraction sur XI< (T) pour T assez petit.

Pour ce faire on considère U1 et U2 dans XI< (T), alors pour tout °< t < T :

l

IIFuI(t) - FU2(t)llpq:::; lai / IIS(t - S)(I\7UIIP-1\7u2IP)(s)ll pq ds

o
1

:::; C(p,q) /(t -s)-alll\7UI(SW -1\7u2(sWllqds

o
1

:::; C(p, q) / (t -s)-a(II\7UI (s) 1I~~1 + II\7U2(S) 11~~I) Il (\7UI - \7U2)(S) Il pq ds

o
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(6.6)

1

:::; C(p,q)KP-Ill ul - u211x /(t - s)-a .

o
:::; C(p,q)KP-Itl-P(Q+~)-Qllu] - u2lLx,

d'où:

.-p(~+Q) ds ,

De même on montre que:

Par conséquent:

(6.7)

(6.8)

(6.9)

On pose C~ = max{C2.C3}. où C2 et C3 sont données par les relations (6.6) et (6.7). et on

choisit K] et Tl tels que:

C4 (IIP,ollq + Ki' T?) :::; ~KI'
Alors F(X]'·j (Tl)) c X[,'j (Tl) et

1
IIFul - FU211x :::; "2llu1 - u211x.

pour tout UI.U2 E X[,', (Tl)' Par suite on peut appliquer le Théorème de point fixe de Banach

et on obtient l'existence et l'unicité d'une fonction U E Xf(l (Td qui vérifie:

l

u(t) = S(t)p,o + a / S(t - s)lV'u(sW ds.

o

Grâce à (6.9) et au fait que u E X I,'\ (Td il est facile de voir que u E C([O, Tl]; Lq(O)) n
LP(O. Tl; wl,pq(O)) et par conséquent u est une solution faible du problème (1.1) sur QTt·
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b) Unicité

Par les mêmes arguments que dans la preuve du Théorème lA, on peut montrer que la solution

locale u trouvée ci-dessus est unique dans l'espace C([O. T]; Lq(O)) n LP(O. T; w 1,pq(0)).

Remarque 11.6. Comme dans la preuve du Théorème II.3, on peut montT'er que la solution

locale u ainsi tmuvée vérifie u E C1+8/2.2+<5 (QT,Tl) pOUT' un certain fJ E]O.I[ et pOUT' tout

T E]O. Tl [. De plus par la même méthode on peut pmlonger cette solution locale en une solution

globale sur Q .

Remarque II.7. Soit Mo E C(D) alor's, pour tout T > 0, le problème (l.1) admet une unique

solution u dans l'espace C([O. T], Lq(O)) n LP(O, T; WI,pq(D)) pour tout q > max{1. qc}' Cette

solution est dans C1+8/2.2+<5 (QT,T) et satisfait:

max{ sup tOllullpq. sup à+oll\7ullpq } < 00, (6.10)
]O,Tl ]O,T]

où Ct est donné par' (6.1).

La Remarque II.7 peut être complétée par le résultat de régularité suivant, dont la preuve est

développée dans la Proposi tion 1.11.

Proposition II.12. Si 1 ::; p < 2 et Mo E C(O) alors la solution du problème (1.1) est dans

C(QT)' pour' tout T > O.

Sous les hypothèses du Théorème IIA on a le principe de comparaison suivant:

Proposition II.13. Soient p E [1,2[ et !-ll, M dans Lq(O) avec q > max{1. qc, 2~:-~)} et

notons par' UI et U2 dans C([O, T]: Lq(O)) n LP(O, T; wl,pq(O), les solutions du problème (l.1).

données par le Théorème II.4, et corT'espondantes aux données initiales Ml et M. Si

alo1's

p.p dans 0

p.p dans QT (6.11)

Démonstmtion:

La preuve est analogue à celle du Lemme 4.1 dans [1], relatif à un problème aux limites de

type Cauchy-Dirichlet. On peut adapter cette preuve au problème (1.1) (du type Cauchy­

Neumann) en utilisant l'inégalité de Poincaré-Wirtinger au lieu de l'inégalité de Poincaré.

Pour être complet, on donne la preuve de ce principe de comparaison, en faisant apparaître

les points technique. essentiels relatifs au problème (1.1).

Puisque UI et U2 sont des solutions du problème (1.1) correspondant aux données Ml et !-l2,

d'après le Théorème IIA on tire que UI et U2 vérifient (6.10). Comme q > max{1. qc} et Ct est

donnée par (6.1) on en déduit qu'il existe r' E]p, 2[ tel que

1
1'(2 + Ct) < 1. (6.12)

par suite Uj. U2 E U(O, T, WI,pq(D)).

Posons

U = U1 - U2 dans QT·
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7.t E C([O, T[; VI (st)) n V' (0, T; w 1,pq (st)),

Si

(6.13)

est solution du problème aux limites:

1
~ -L'.u =a(IVud' - IVu,I') dans QT,

- = ° sur fT (6.14)av '
u(O) = f..L1 - f..L2 ::; ° dans st.

Puisque P E [1, 2[ il existe 8: QT ----7 [O,IJ tel que:

a(IVu1IP -IVu2IP) = apI8Vu1 + (1 - 8)Vu2IP-2(8\7u1 +(1- 8)\7u2)' (\7u1 - \7u2) = A· \7u.

où A : QT ----7 ]RN est définit par:

A(t, x) = apI8Vu1 + (1 - 8)\7u2IP- 2(t, X)(B\7u1 + (1 - B)\7u2)(t, x). (6.15)

Grâce à la régularité de U1 et U2 on en déduit que
,. pq

A E L~ (0, T; L;J=l (st)).

Posons:

et

(6.16)

Uo = f..L1 - f..L2 dans st.

Alors f E U/P(O. T; Lq(st)), Uo E Lq(st), et il existe deux suites de fonctions (u())n C Cc (st)

et Un)n C Cc (QT) qui vérifient:

Ua ----7 Uo dans VI(st), ua::; ° dans st.

et

fn ----7 f dans U/P(O.T;Lq(st)).

otons par un E C1,2(QT) l'unique solution du problème:

(

aun
- - !::"un = r' dans QT,
#Jn
av =° sur fT,

Un(o) = ua dans st.

On veut montrer que:

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

Puisque un et 'U sont des solutions "mild" respectivement des problèmes (6.19), et (6.14), on

peut écrire:
t

un = S(t)ua +JS(t - s)r(s) ds

o
et

t

U = S(t)uo +JS(t - s)f(s) ds

o
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D"tll1e part. grâce à (2.4). il existe une constante Cdq, T. n) > 0 telle que:

lIun
- uIIL=(O.T.L'I(Il» ::::: Cl (q. T, DHIlua - uoll q + Il.m - flIL' (O.T:Lq(Il»]·

D'autre part. en utilisant (2.5). l'inégalité de Young et (6.12), il existe une autre constante

C2 (r·. q. T. n) > 0 telle que:

, Je) 1 e )
1[\lv,IL - \lull L"(O.T:Lpq(Il») ::::: C2 (T, q, T, D)T-;: - 2+

0 Ilua - Uo Il q +T-;: - 2+
0 Ilfn - f IILI (O.T:Lq(Il»·

Ainsi. grâce aux relations (6.12), (6.17) et (6.18) on déduit (6.20).

On va utiliser une méthode d'energie pour démontrer que u+ == 0 dans QT. Pour E E]O, min{T­

p, pq - pH. R > O. n E N* . on intl'Oduit les fonctions .Ù,?- et.7n.1' : lR ---+ lR. définies par:

{

0 si f, < 0,
.7R(Ç) = e si 0 ::::: f, ::::: R,

Re si f, > R

et

{

0 si f, < ~,

.7R.n(f,) = f,e si ~ ::::: f, ::::: R.
Re si ç > R

Puis considérons les fonctions In et I R.n : lR ---+ lR définies par:

( (

In(f,) = .1 jn(s) ds et IR.n(Ç) = .I.7R.n(S) ds

o 0

On multiplie la première équation du problème (6.19) par jn,n(un) et on intègre sur Qt, pour

t fixé dans ]0, T[. Puisque ua ::::: 0 dans D, on a l n,n (ua) = O. Ainsi, on obtient:

t

.1 In.n ('Ltll (t))dx + E .1 .1 (un
)e-

l lV'un I2 dxds = / / jR,n(Un)rn dxds.

Il [*<u"<n]nQt 0 Il

Grâce à (6.18) et (6.20). à une sous-suite près, on a :

fn -----+ f p.p. dans QT,
71-tOO

et

un -----+ u p.p. dans QT,
n-too

La fonction j n.n étant continue, on déduit:

De plus:

(6.21)

IjR,n(un)fnl ::::: Relfnl·

Ainsi, grâce à (6.18) et au Théorème de Lebesgue (Corollaire 1.4.14 dans [48]) on déduit d'une

part que:

j Rn (Un)r -----+ .7 n(u)f dans Li (QT)'
, n-too

D'autre part, à une sous-suite près,

(6.22)
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De même que ci-dessus. compte tenu de (6.20) et du [Corollaire 1.4.14 dans [48JJ on déduit:

Finalement, d'après (6.20), à une sous-suite près:

( n)E-li" nl2 E-11" 12 d QU vU X[*<ull<R]71~ U vU X[O<u:S;R] p.p ans T·

où XQ est la fonction indicatrice de l'ensemble Q c Qr.

En regroupant (6.21). (6.22). (6.23) et (6.24), on obtient grâce au lemme de Fatou:

lI IR(U(t))dx + é I I (u)E- 11\7uI2 d.'Eds ::; II jR(u)f dxds.

Ç) [o<U<R]nQI 0 Ç)

l l

::; II jR(u)A\7udxds ::; I I jR(u)IAII\7ul dxds,
o Ç) 0 n

(6.23)

(6.24)

(6.25)

où A est la fonction définie dans la relation (6.15).

Grâce au choix de é EJO. min{r- - p, pq - pH, à la régularité (6.16) de A. et à la régularité (6.13)

de u on a :

Ce dernier point et le Théorème de la Convergence Dominée nous permet de passer à la limite

dans la relation (6.25), lorsque R -+ 00. Ainsi, on obtient:

t l

é ~ 1I (u+)E+l dx + é I I (U+)E- 1 1\7u+12 dxds ::; JJ(u+)EIAII\7u+ 1dxds.

n 0 Ç) 0 n

Grâce à lïnégalité de Héilder et à l'inégalité de Young on a d'une part:

En regroupant (6.26) et (6.27) on obtient d'une part:

(6.26)

(6.27)
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D'autre part, compte tenu de (6.16), on en déduit:

t

1 J' l 2E.l1 ,+1 2-- (U+(t))E+ dx + 1\7((u+f-2)1 dxds:S:
E + 1 (E + 1)2 .

Il 0 Il
t

:'S C(E)(.I [.I(U+)(E+J)p"R'-2P d.r:] p9+:,,-2
p
,+;-2" ds) '+2,:-2

p

o Il

En posant w = (u+) 't 1

, l'inégalité ci-dessus devient:

(6.28)

On va distinguer trois cas :

'i) Le cas N > 2. Dans ce cas on peut utiliser l'inégalité de Poincaré-Wirtinger et on obtient:

.II \7w (t )12 dx 2: C ( .IIw(t) - w (t )1)2' dx ) f.: ,
Il Il

où

1

2*
1 1 1 J'"2 - N et w(t) = Tnï w(t) dx.

Il

En injectant cette inégalité dans (6.28) on obtient:

t

E~ 1 .1 w2(t) dx + k(E) .1 (.llw(s) - w(s)12
" (s) dx) f.: ds

Il 0 Il
t

:'S C (E) (.1 [.1 w P"~~~2P dx] P9+:9-
2
" 1 +;-2p ds) "+2,-2

p

o Il

(6.29)
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Ainsi on tire :

t

E~ I / W2(t) dx + k(E) / (/ Iw(s) - w(s)1 2" dx) }. ds :S
000

:S C(E)II((w - w) + w)211 L r+{-2p (O,L;L pq!J-2p (r!))

<C(E)II(w-W)211 r , +C(E)llw211 1" "

- fj r+2-2p (O,L:LP,,!}-2p (0)) L~(O.L;L~(0))
L pq+2-2p,. "+2-2p

C( ) ( f [f 1 () - ()I?---l!!l- ] -1'-" r+2-2p )-r:S E , , W S - W s -pq+2-2Pdx ds

o 0
L

+C(E) (/ (IOltû)2 r+L2p d,') "+2,~2p
o

L

:S C(E) (/ [/ Iw(s) _ W(S) 12 pq:L2p dx] pq+:q-2
P

,·+d"-2p ds) r+~.-2P

o 0
t

+C'(E) (/(/ W2 dx) "+{-2p ds) ."+2r-2
P

o 0

Puisque q > N(p-I) > N(p-I) on a :
2-p p

2 pq < 2*.
pq + 2 - 2p

ainsi il existe À EJO, I[ tel que:

2*
pq = - À + (I - À).

pq + 2 - 2p 2

Et grâce à l'inégalité de Rolder on déduit:

L

J
, ;' pq+2-21' -'-' 'r+2-21'_ 2 ----..E9.....- ,.+2 - 2 ,.

( [, Iw-wl1'Q+2-2pdx] pQ 1'ds)

o 0
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(6.30)

L

= (/ [(/ Iw _ w1 2">.+2(1->')dx] pq+:q-2
p

r+d"-2p ds) r+2,~2p

o 0
L

:S Cl [/ Iw - 'Ûlr dxrpQ+;q-2
p

r+;'-2P [/ Iw - tûl 2 dxt ->.) pQ+:Q-2
p

r+{-2p ds) 1"+2r-2
1'

o 0 0

De nouveau le fait que q > qc implique:

N(p-I)r ,pq+2-2p r 2
pq > {:=:> A < -.

r + 2 - 2p pq T + 2 - 2p 2*
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Par conséquent. en appliquant encore une fois lïnégalité de RaIder à la dernière ligne de

lïnégalité précédente on obtient:

1 L(J [J Iw - w12~ dx] PQ+;q-2
P

r+;:"'2P ds) "+2,~2p :::; (J [J Iw - 'wI2' dx] /' ds) r+2,~2p ~

o !1 0 !1
L

X (J [J Iw - wl 2dx] (l-J..)PY+;Q-2
P

"+;:"'2" -y' d) "+2,~2P:;"

o !1
(6.31)

où
2 pq l' + 2 - 2p,= -

2* À pq + 2 - 2p l'

et
1 1
-+-=1., "

Grâce au choix de q :

pq(1' + 2 - 2p)
=----=--e..,--,-_----,----"--'- > 1.

N(p - 1)1'
(6.32)

l' + 2 - 2p 1
l' ,

N(p - 1)
_2.::....-_-'- < 1.

pq
l'

On note par a = , > , > 1 et a' le conjugué de a :
T + 2 - 2p

1 1- + - = 1,
a a'

et on applique l'inégalité de RaIder pour le couple (a, a') à (6.31), alors:

(6.33)

Ainsi. en regroupant (6.30) et (6.33) on obtient:

L

+C' (E) (J [J w2 d::c] r+{-2p ds) r+2r-2
p

o !1

Par un calcul facile on trouve que:

(
\)pq+2-2p l' ,,-1

1-/\ ,=--<1
pq l' + 2 - 2p a - 1

et
l' + 2 - 2p a' a - 1

l' " , - 1

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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En regroupant (6.34), (6.35) et (6.36) on obtient:

t t

E~l J w2(t)dx ~ J/(E)(J [JIW-WI2dX]~=:ds)~=:+C'(E)(J [J w2dX]~ ds)?i
Il 0 Il 0 Il

< k'(E)II(w - w)211 0"-1 + C'(E)llw2
11 IL

- LYT(O.t:U(Il» L'(O,t:LI(Il»

< k'(E)llw211 0"-1 + k'(E)II'w2
11 0"-1 + C'(E)llw211 IL

- L;;-::T (O.t;LI (Il» L 1=T (O,t:U (Il» L (O,t:U (Il»

< 2k'(E)llw211 0"-1 + C'(E)llw211 IL .
- L1=T(O,t;U(Il» L'(O.t:U(Il»
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a-1
Comme >

')'-1
finalement :

(6.37)
a

en appliquant lïnégalité de Rolder à la dernière inégalité on obtient
')'

t

E~ 1 J w2 (t) dx ~ C(E, T) (J [/ w2 dx] ~=: ds) ~=~ pour tout t E]O, T[.

Il 0 Il

Enfin, pour t E]O, T[ on note:

y(t) = (J w2(t) dx) ~=:,
Il

alors y est une fonction positive qui vérifie l'inégalité:

t

y(t) ~ C(E. T) / y(s) ds, pour tout t E]O, T[.

o

Ainsi, grâce à l'inégalité de Gronwall on déduit:

y = ° dans ]0, T[.

D'où on tire:

u+ = ° p.p. dans QT

ce qui prouve (6.11) dans le cas N > 2.

(6.38)

(6.39)

ii) Le cas N = 1. Dans ce cas, à la place de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg on utilise

l'inégalité suivante:

II(w - w)(t) 11100(11) ~ Inl / lV'w(t)12dx pour tout t E]O, T[.
Il

(6.40)
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On remplaçe cette inégalité dans (6.28) et on obtient:

i

E~ 1 / w
2
(t) dx + k 1 (E) /llw(s) - w(s)llloo(rI) ds

ri a
i

:s: C(E)(/ [/w2~dX]pQ+:Q-2Pr+L2PdS) ''+2,:-2
p

a ri
i

:s: C(E)( / [/Iw _ wI2pq:L2pdx] pq+:Q-2
p

"+;"-21' ds) "+~:-2p+

a ri

Pal' un calcul facile on obtient grâce à l'inégalité de Rëilder :

(6.41)

1 • pq+2-2p _,_._ 7'+2-2p i(![/ _2~ ] pq r+"-"p ) " ( ) /11 - 12C(E). . Iw - wl pq+2-2Pdx - - ds :s: k 1 E W - wl Loo(rI)ds

a ri a
i . pq+2-2p 7' 1 r+2-2p l-,À

k ( \) (/ [J 1 -1 2 P,'l (1-), r+2-2p) d] pq "+2-2p l="":\ d) ,. 1-)., ,'+:l :lp+"2 E,A W-w pq+_-2p ,. X S ,.

a ri

Où À E]0, 1[ a été choisi tel que:

--=P-=q--(l _ À
T + 2 - 2p ) < 1

pq + 2 - 2p T -,

cela est possible grâce au choix de q > 2~~:), Compte tenu de (6.42) et (6.41) on a :

(6.42)

i

< k ( \) (J' [/'1 -1 2 ~? ? (1-), 1'+2-2p) d ] pq~;(1-2P r+{-2p 1~,À d ) ,'+2r-2
p

l-,À :,+j lp
_ "2 E, A W - W pq+- -p l' X S "

a ri
i

+C(E)(/ [/ w2 dx] r+;-2p ds) 1'+2,:-21'

a ri
(6.43)

Grâce à (6.42) on peut appliquer encore une fois l'inégalité de Rëilder dans la dernière intégrale

de (6.43) et on obtient:

i

1 / ( /' J' [ ]2 ,'l'-).,(1'+2-2p) 1 )~ I+~ ,)E+ 1 w2(t) dx :s: k2(E, À) ,( w - W dX)1'+2-2p
l' M' l="":\ ds ' 1-).,~

ri a ri

(6.44)
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On note par 'V = T-À(r+2-2p) _1_ > 1 alors d'aprè (6.44) on obtient:
1 T-Àr 1-À

95

En notant par :

y(t) = (J w2 (t) dx) ,·+d'-2P ~I dans [0, T[,

îI
alors (6.45) s'écrit:

L

y(t) ::; k3(E) Jy(s) ds pour tout t E]O, T[.

o
Comme dans le cas précédent, en utilisant le lemme de Gronwall, on tire

y =°dans [O. T[

d'où on obtient u+ = ° dans QT.

iii) Le cas N = 2. Compte tenu du fait que dans ce cas l'inégalité de Poincaré-Wirtinger

devient:

II(w - w)(t)llic5(îI) ::; C(n. 6) Jl\7w(t)1 2 dx pour tout t E]O,T[,
îI

pour tout 6 E [1, +00[. On choisi 6 tel que:

d'une part:

2 pq < 6
pq + 2 - 2p ,

et d'autre part:
2

1 _ N(p-l) < 6,
q(2-p)

ce qui est possible puisque q > qc = N~~~l) = 2~~pl) . Alors, pour À E]O, 1[ vérifiant:

pq = ~À + (1 - À).
pq + 2 - 2p 2 .

on obtient:

À pq + 2 - 2p r
pq r' + 2 - 2p

1 4(p - 1) T 1 4(p - 1) 2
-- < -- <-.
6 - 2 pq r + 2 - 2p 6 - 2 2 - p 6

Dans la suite. on peut resoudre ce cas comme pour N > 2 en remplaçant 2* par 6. Ainsi la

preuve de la Proposition n.l3 est achevée. 0
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7. Preuve du Théorème II.5

Pour tou t entier 17, EN posons

un(x) = { I-"o(x) .si 1-"0(:1;) < n,
o n smon.

Comme 1-"0 2: 0, alors (u~)n C L')O(D) est une suite croissante de fonctions positives qui

converge presque partout et dans LI(D) vers 1-"0. On fixe q > qc = N~~~I). En particulier pour

tout 17, E N, u~ E LCJ(D) et d'après le Théorème IIA, il existe une unique solution faible du

problème:

(7.1 )

telle que:

(7.2)

pour tout T E]O, T[.
Grâce au Principe de Comparaison [Proposition II. 13] la suite (unJn est croissante et converge

presque partout sur Qr vers une fonction u.

Montrons que u E LP(O, T; WI,P(D)). Soit vn = S(t)u~ la solution de l'équation de la chaleur

(2.1) et avec la donnée initiale u~. Puisque a < 0, par le Principe de Comparaison on a :

On passe à la limite dans (7.3), lorsque 17, -t 00 et on obtient:

°~ u ~ v p.p dans Qr,

(7.3)

(7.4)

où v = S(t)l-"o. Comme /-lo E LI(D), grâce à la relation (2.9) on a v E LOO(O, T, LI (0,)). On en

déduit, d'après (7.4), que u E LOO(O, T, LI (0,)). Comme la suite (un)n est croissante et converge

presque partout vers u on tire que:

un -t u dans LI(Qr) et p.p dans Qr. (7.5)

De plus, grâce à (7.3), pour tout t E]O, T[ la suite (un(t))n est croissante et majorée par

vU) E L 2 (D). Alors, en utilisant le Théorème de la Convergence Monotone, pour tout t E]O, T[

on a:

un(t) ~ u(t) dans L 2 (D) pour tout t E]O, T[.
n--+oo

On fixe T E]O, T[ et r; tels que ~ + ~ = 1. Comme:

un -t u p.p. dans QT,r,°< un < vn = ett::.un- - 0

et

vn -t V = eU::'l-"o dans LT/(QT,r),

on déduit cf. par exemple Corollaire 1.4.14 dans [48]] que:

un -t u dans LT/(QT,r).

(7.6)

(7.7)
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En intégrant sur QT la première équation du problème (7.1) on obtient:

TJ7.Ln (T. x) dx - aJJ1\77.Ln (t. x)IP d.'r dt = J7.Lo(x) dx.

\1 0\1 \1

Pal' conséquent :
T

lai JJl\7tLn (t. x)IP dx dt :s; II7.Lolh :s; IIMolll' (7.8)
a \1

c'est à dire que (1\77.Lnl)n est bornée dans LP(QT). Donc. quitte à extraire une sous-suite de

(1\77.Lnl)n on a :

\77.Ln -'- \7 7L fai blement dans [LP (QTW" .
n-+

En regroupant (7.4), (7.5) et (7.9) on a :

7.L E LOO(O,T,LI(O)) et 1\77.L 1E LP(QT).

On veut obtenir

(7.9)

(7.10)

(7.11)

alors, il l'este à montrer que 7.L E LP(QT).

Comme pour presque tout t E]O, T[ on a 7.L(t) E LI (0) et 1V'7.L(t) 1 E LP(QT), grâce au Théorème

d'injection pour les espaces de Sobolev on en déduit d'une part que:

7.L(t) E LP(O) pour presque tout t E]O. T[.

D'autre part. compte tenu de l inégalité de Poincaré-Wirtinger on a :

117.L(t) - u(t)ll p :s; C(p, O)II\77.L(t)ll p p.p.t t E]O, Tl,

où:

1 /'u(t) = ïOï. 7.L(t, x) dx.

\1

En intégrant sur ]0, T[ cette dernière inégalité on obtient en particulier:

Ilull~p(QT) :s; C(p, O)(TlluiIL (O,T;L1(\1)) + 11V'7.LII~p(QT))·

Grâce à (7.10) on tire 7.L E LP(QT) et le point (7.11) est prouvé.

Pour T E]O, T[ fixé, montrons que:

1\77.Ln IP ---+ lV'tLI P dans L2/P(Q7,T). (7.12)

D'une part. en multipliant la première équation du problème (7.1) par 7.Ln et en intégrant sur

Q7,T on a :

T T

~J(7.Ln (T. x))2 dx - ~J(Un(T, x))2 dx + JJl\7un(t, x)1 2 dx dt = aJJlV'unIP
, un dx dt.

\1 \1 7\1 7\1

Comme un ::: 0 et a < 0 on tire:
TJJ\\77.Ln (t. x) 1

2 dx dt :s; ~J(un )2 (T, x) dx.

7 \1 \1
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D'autre part, en regroupant (7.3) et (2.4), on obtient:

D'où:
T

.1.1 l\7un(t, x)1 2 dx dt ::; CT-~ IIp,olli.
r 0

(7.14)

par conséquent,

c'est à dire:

(l\7un
I
P)n est bornée dans L2/P(QT,T)'

P · 1 2 < 2(N+l) .,. .UIsque < p _ N+2 ,qUItte a extralI"e une SOus-sUIte, on a :

al\7unlP -' 9 faiblement dans L 2/P(QT.T).
n--+oo '

(7.15)

Soit rp E Cl (QT,T) telle que rp(T, x) = 0, pour tout x E O. On multiplie la première équation

de (7.1) par rp et on intègre les deux membres sur QT,T :

T T

- .1 .1 un(t,x)· ~~(t,x)dXdt+.1.1 \7un(t, x) . \7rp(t,x)dxdt =
TOT 0

T

a .1.1 l\7un
I
P(t, x) . rp(t, x) dx dt + .1 rp(T, X)Un(T, x) dx.

r 0 0

(7.16)T

.1 .1 g(t, x) . rp(t, x)dxdt + .1 rp(T, X)U(T, x) dx.

T 0 0

Grâce aux relations (7.5), (7.6), (7.9) et (7.15), on peut passer à la limite, lorsque n -t 00,

dans l'inégalité ci-dessus et on obtient:

T T

- .1.1 u(t, x) . ~~ (t, x)dxdt + .1.1 \7u(t, x) . \7rp(t, x)dxdt =
TOT 0

Par conséquent, u est la solution faible du problème aux limites:

r
w

Qr,T,- - 6.w =g dans
g~

fT,T
(7.17)

-=0 sur
8//
W(T,·) = U(T,·) dans O.

Montrons que (un)n est une suite de Cauchy dans L2 (T,T;H l (D.)). Pour ce faire, soient un et

um les solutions de (7.1) correspondantes aux données initiale uH et uer respectivement. Alors

(un - um) satisfait:

8(u
n
8~ um) _ 6.(un - um) = a(l\7un

I
P-1V'umI P ) dans Qr,T.



8. PREUVE DU THÉORÈME TI.6 99

Compte tenu de (7.2) on peut multiplier cette dernière équation par (Un .- 'um ) et l'intégrer

sur QT,T, ainsi on a :

T

~ /(u l1
- um )2(T) dx - ~ /(un

- um )2(T) dx + //IV'un- V'uml2 dxds

Il Il Til
T

= a //(IV'ullIP -1V'umjP)(un- um ) d.'Eds.

T Il

Grâce à (7.6). (7.7) et (7.15) on peut pas er à la limite dans (7.18), lorsque n, m ---+

obtient:

(7.18)

. On

T

lim 1/IV'u71
- V'uml2 dx ds = O.

1l.m-t00

T Il

Compte tenu de (7.7). on en déduit que (un )ll est Ulle suite de Cauchy dans L 2 (T, T; H1(n)).

En particulier, à une sous-suite près, on a :

V'u'/! -+ V'u dans L 2(QT,T) et p.p. dans QT,T,
n-too

ce qui implique:

lV'unlP ---+ lV'ulP dans L 2/P(QT,T) lorsque n ---+ 00.

En regroupant ce dernier point avec la relation (7.15) on peut faire l'identification:

9 = alV'ul P p.p. dans QT,T.

De plus u ayant la régularité (7.11), pour qu'elle soit une solution du problème (1.1) il ne reste

plus qu'à identifier la donnée initiale /-Lo. Pour ce faire on peut utiliser les mêmes arguments

que dans le Théorème 1.5. Aussi on ne redéveloppe pas ce point.

8. Preuve du Théorème II.6

Ce résultat est déjà connu lorsque n = )RN, (cf. Théorème 4 dans [13]), et la preuve utilise un

argument de troncature et "scaling" qui concentre le problème sur une boule Br(xo) de centre

Xo et de rayon r- > 0 telle que Br(xo) C n. Par conséquent, lorsque n est un ouvert borné, on

peut adapter la preuve de [13] au cas du problème aux limites (1.1).





CHAPITRE III

Comportement asymptotique des solutions du problème de
Cauchy-Dirichlet.

RÉ U~IÉ. On étudie le comportement asymptotique pour la solution de l"équation de
Hamilton-Jacobi vi, queuse : Ut - ~'1I, = nl'\uI P , t > 0, x E n avec une condition de Dirichlet
homogène au bord et avec une donnée initiale, une fonction continue j.Lo qui s'annule sur le
bord an. L'ouvert n est supposé borné et régulier, a E R, n =F °et p > O.

1. Introduction et résultats principaux

On considère le problème aux limites suivant:

{

auat -!:lu = al\7ul P

u=O
u(O,') = Mo

dans

sur
dans

Jo, +oo[ xn,

JO, +oo[xan.
n,

(1.1)

où a E IR. a :1= 0, p > 0 et n c IRN est un ouvert borné à frontière régulière de classe au moins

C3 . Le problème de Cauchy-Dirichlet (1.1) a été étudié dans [1, 10, 19, 28J. ainsi que dans

le Chapitre II de ce mémoire. En effet, lorsque la donnée initiale est une mesure de Radon

bornée et p E [1. ~ti [, dans [1J N. Alaa démontre l'existence et l'unicité des solutions faibles

du problème (1.1). En utilisant une méthode différente S. Benachour et S. Dabuleanu [10J.

ont fait une analyse plus complète du problème de Cauchy-Dirichlet. Dans [10], l'existence,

l'unicité et la régularité des solutions, en fonction du paramètre a E IR, a :1= 0, de l'exposant

p > 0 et de la donnée initiale Mo, selon que celle-ci est une mesure de Radon bornée ou une

fonction mesurable dans l'espace de Lebesgue Lq(n), 1 :s: q < 00. Signalons aussi qu'à l'aide

de propriétés sur les semi-groupes qui préservent la monotonie, M.G.Crandall, P.L.Lions et

P.E.Souganidis [28J ont prouvé l'existence d'une borne universelle pour les solutions positives

du problème de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1 et Mo est une fonction continue positive et

qui s'annule sur la fi:ontière an. Cette estimation leur a permis de démontrer l'existence de

solutions et l'unicité dans certains cas. Leur but est de prouver que le problème de Cauchy­

Dirichlet homogène "non-standard" avec condition initiale Mo = +00 sur un ouvert D c Den

et Mo = 0 dans n \ D admet une unique solution positive. L'étude de ce problème est liée à la

théorie des grandes déviations dans certains processus de diffusion de Markov.

Dans la suite on présente, un résumé des résultats du Chapitre I. qui sont utiles pour analyser

le comportement a ymptotique des solutions du problème (1.1).

(i) Cas a E IR, a :1= O. D'une part, pour 0 < p < ·ti, et Mo une mesure de Radon bornée on

démontre en utilisant un théorème de point fixe, que le problème (1.1) admet une solution

faible: de plus cette solution est unique si 1 :s: p < ~ti· D'autre part, si ~+î :s: p < 2 on

101
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obtient l'existence et l'unicité de la solution lorsque la donnée initiale /-lo est dans LCJ(0,),

q > q = N(p-l).
c 2-p

(ii) Lorsque CL < °et ~ti :::; p < 2 on montre que le problème (1.1) admet au moins une

solution pour tout /-lo E LI (0,), /-lo 2:: o.
(iii) Dans le cas p 2:: ~ti, /-la = 6xo ( masse de Dirac en un point .TO de 0, ) et CL E IR, CL =J 0,

on prouve que le problème (1.1) n'admet pas de solutions faibles.

(iv) Finalement dans le cas sur-quadratique, on démontre que pour CL < 0 et P 2:: 2 le problème

(1.1) admet une unique solution globale pour des données initiales vérifiant une certaine

régularité.

On est en mesure maintenant d'énoncer les résultats principaux. La notion de solution faible

est celle introduite dans le Chapitre 1.

Théorème ilL!. Soient CL < 0, P E]O, 1[ et /-la E Mt(0,). Alors pour toute solution faible u

du pTOblème (1.1) il e.Tiste T* > 0 tel que

u(t, x) = 0 pour tout (t, x) E]T*, +oo[ x0,.

Cette pTOpriété est l'appelée ('extinction en temps fini de la solution du pTOblème (1.1)".

(1.2)

La preuve repose sur les résultats de [11, 12, 39] concernant le comportement asymptotique

de la solution du problème de Cauchy dans l'espace entier rn;N. En effet, lorsque a < 0, après

avoir réalisé un prolongement à rn;N de la donnée initiale, la solution du problème de Cauchy

est une sur-solution pour le problème de Cauchy-Dirichlet. Ainsi, du fait qu'il y a extinction

pour le problème de Cauchy, on en déduit l'extinction en temps fini des solutions du problème

de Cauchy-Dirichlet. La preuve est développée dans le paragraphe 2.

Remarque ilL!. Dans le cas CL > 0, P E]O, 1[ et /-lo E Mt(0,) il n'y a pas d'extinction en

temps fini de la solution u du pTOblème (1.1), car, dans ce cas, 'U est minorée par la solution

de l'equation de la chaleur' à donnée initiale /-lo.

Le théorème suivant décrit le comportement asymptotique des solutions du problème (1.1)

lorsque CL < °et p 2:: 1.

Théorème IIL2. Soient CL < 0, p 2:: 1 et /-la E LI (0,), /-lo 2:: O. Alors toute solution faible u du

pTOblème (1.1) converge uniformément ver's °lorsque t -t 00.

Ce résultat tient compte du fait que la solution ett:>/-lO, du problème relatif à l'équation de

la chaleur à donnée initiale /-la, est une sur-solution du problème (1.1). D'après les résultats

classiques sur l'équation de la chaleur avec une condition de Dirichlet homogène (voir par

exemple Lemme 3, p. 25 dans [63]) on sait que:

Ilé~~/-lalloo :::; C(1 + C't)e-Àtll/-loIII' pour tout t E]O, +00[,

où .À est la première valeur propre du Laplacien dans 0, avec une condition au bord de type

Dirichlet homogène. On en déduit que la solution faible u du problème (1.1) vérifie:

Ilu(t)lloo :::; C(1 + C't)e-Àtll/-lolh, pour tout t E]O, +00[. (1.3)
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(1.4)

Ce qui nous donne le taux de décroissance de la solution u. En particulier, u converge unifor­

mément vers 0 lorsque t ~ 00. Ainsi, le Théorème III.2 est démontré. 0

On continue l'étude sur le comportement asymptotique des solutions de (1.1) avec le cas

a> 0, p E [1,2[. Dans ce cas. la remarque suivante est très utile.

Remarque IIL2. Soient a E lit al- O. p E [1. 2[. Soit !J.o E Lq(n) où :

. ['+2[ _ N(p-l). [1\'+2 2[q 2': 1 sz pEl, N+l et q > qc - 2-p SZ P E N+l' .

Alor-s, d'apr-ès le Théor-ème I.4 et la Remar-que I.8. le pmblème (1.1) admet une unique solution

globale u E C(]O. T[, VI(n) n LP(O. T; W6q (n)) n Cl+.5/2,2+6(Qr,T), où 8 E]O, l[et T E]O. T[.
vér-ifiant :

t

u(t) = ett::.f.Lo + a.f e(t-s)t::.IVuI P ds.

o

De pl'us, il e:riste une constante C4 qui ne dépend que de a,p, q, N et 0. (cf. la r-elation (6.8)

du Chapitr-e I), telle que, pour- tout Tl > 0, KI> a vér-ifiant :

on ait :

où

et

max{ sup tOllu(t)llpq, sup d+oIIVu(t)lIpq}:S KI,
tE]O.Tt] tE]O,Tt]

NIl
a=-(---)

2 p pq

1
'Y = 1 - p(a + -)2 .

(1.5)

(1.6)

En par-ticulieT', tous ces r-ésultats r-estent vmis si la donnée initiale f.Lo E Co (0.) et d'apr-ès la

Remar-que I.8 du ChapitT'e I, la solution u appartient à C(QT) n C 1,2(QT)'

Compte tenu de la remarque ci-dessus on a le résultat suivant :

Théorème IIL3. Soient a E RaI- O. p E]l, 2[ et J1.0 E Co(n), alor-s la solution globale u du

pmblème (1.1) conver-ge ver-s 0, unifor-mément dans n, lor-sque t ~ 00.

En combinant la Remarque III.2 et le Théorème III.3 on a le corollaire suivant:

Corollaire IlL!. Soient a E lit a 1- 0 et p E]1. 2[. Soit J1.0 E Lq(n), où;

. [N+2[ _ N(p-l). [+2 2[q 2': 1 sz pEL ---:tT et q > qc - 2=;J sz P E N +l' .

AloT's la solution globale u du pmblème (1.1) conver-ge ver-s 0, unifor-mément dans n, lor-sque

t ~ 00.
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2. Preuve du Théorème IIL1

(i)Tout d'abord on démontre le résultat pour des données initiales dans ct(n).
Soit donc Mo E Co(n) telle que Mo ~ °et considérons U E C 1,2(QT) n C(QT) l'unique solution

du problème (1.1).

Posons:
_( .) _ {MO (x) SI

Mo x - ° SI

Et soit û E C1.2 (]0,oo[x]RN) n C([O,+oo[x]RN)

blème de Cauchy :

x E n,
x E ]RN \ n.

(voir [39]), l'unique solution sur ]RN du pro-

(2.2)

{
~~ - llû = alVûl P dans ]0, oo[x]RN, (2.1)

Û(O, x) = Jio(x) dans ]RN.

Grâce au Principe de Comparaison û est une fonction positive et puisque a < 0, P E]O, 1[ et (io

est à support compact dans ]RN, d'après [11] et [39] on obtient d'une part qu'il y a extinctioll

en temps fini de la solution û du problème (1.1). C'est à dire:

::J T* > 0; û(t,x) = °V (t,x) E]T*,+oo[x]RN.

D'autre part, sur Qoo la fonction û vérifie

{

aû _ llû = alVûl P dansat
û(t, x) ~ ° sur r 00'

û(O, x) = Mo(X) dans n.
Donc, 'Ù est une sur-solution du problème (1.1). Ainsi, grâce au Principe de Comparaison,

(Théorème 16, p.52 dans [38]), on a :

°:s; U :s; û dans Qoo'

Par conséquent il existe T*, tel que la solution U vérifie la relation (1.2).

(2.3)

(ii) Examinons le cas général, où Mo E M:(n). D'une part d'après la régularité des solutions

du problème (1.1), pour tout T > 0, U(T) E Ct(D). D'autre part, grâce au résultat d'unicité

lorsque la donnée initiale est continue, u est la solution forte du problème:

{

~~ - D.w = alVwl P dans QT,OO

w(t, x) = ° sur r T,OO

W(T,X)=U(T,X) sur 0,

D'après l'étape précédente (i), il existe T* > T tel que U vérifie (1.2) ce qui achève la preuve

du Théorème IlI.1. 0

3. Preuve du Théorème IIL3

La preuve du Théorème IlI.3 sera faite en plusieurs étapes. Donnons d'abord quelques pro­

priétés des solutions du problème (1.1) introduites par la Remarque IIl.2. Pour Mo E Co(n)
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notons par T(t)/-Lo E C(QT) n C 1,2(QT) la solution associée à cette donnée. initiale /-Lo. Alors

on a le résultat suivant:

Proposition IlL!. (T(t)t"~o est un semi-gTOupe, continu sur Co(O), qui préserve la monoto­

nie. C 'est à dire:

(i) (t.cp) -+ T(t)cp est continue de [0,+ [xCo(O) dans Co(O);

(ii) T(t)T(T) = T(t + T) pour tout t, T 2: 0;

(iii) T(O)cp = cp pOUT tout cp E Co(O) ;

(iv) POUT tout cp.1f; E Co(O) telles que cp ~ 1f; on a : T(t)cp ~ T(t)1f;, Vt> O.

En particulie1' (T(t)k::o est "un système dynamique SU1' Co(O)".

Dérnonstmtion:

Soient (t71, cp71) une suite qui converge vers (t, cp) dans [0, +oo[ x Co (0). Alors, grâce au Principe

de Comparaison. (Théorème 16, p.52 dans [38]) et à la relation (1.4) on a :

IIT(fL)cpn - T(t)cplloo ~ IIT(fL)(cpn - cp) 1100 + IIT(tn)cp - T(t)cplloo
~ Ilcpn - cplloo + IIT(tn)cp - T(t)cplloo·

Donc:

Ainsi, on en déduit (i).

Le point (ii) est une conséquence de l'unicité de la solution du problème (1.1) dans C(QT) n
C1.2 (QT), et l'unicité est obtenue en utilisant le Principe de Comparaison. (Théorème 16, p.52

dans [38]).

Quant au point (iii), il est évident.

Enfin, le point (iv) est une conséquence du même Principe de Comparaison, (Théorème 16.

p.52 dans [38]). 0

La preuve du Théorème III.3 est basée d'une part sur le Principe d'Invariance de LaSalle (cf.

par exemple Théorème 9.2.3, p.144 clans [25]) et d'alltre part sur la convergence des trajectoires

vers les états stationnaires lorsque l'on dispose d'une fonctionnelle de Liapunov stricte (cf. par

exemple Théorème 9.2.7, p.144 dans [25]). Ainsi, on va étudier d'abord l'ensemble E des états

stationaires du semi-groupe (T(t))t 2: O. Plus précisément cet ensemble est défini par:

E = {w E Co (n); T(t)w = w, V t 2: O}.

Grâce à la régularité des solutions du problème (1.1) on déduit qu'il existe 6 E (0,1) tel que:

(3.1)

La proposition suivante donne une caractérisation de l'ensemble E, lorsque p E [1,2[.

Proposition 111.2. Soit p E [1,2[, a E IR, a #- O. Alors, la fonction nulle est le seul état

stationnaire du semi-gTOupe (T(t))t"2:o. AutTement dit le pTOblème aux limites:

n'admet que la solution w == O.

{

W E Co(O) n C2+<5(0),
-b..w = al\7wIP,

(3.2)



106 lll. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CAUCHY-DIRICHLET

Démonstration:

Donnons la preuve pour a > 0, car, si a < 0, il suffit de changer w avec -w.

Soit w E Co(O) n C 2H (0) une solution du problème (3.2). Puisque a > 0, alors w vérifie:

-~w 2: 0,

et d'après le "Principe du maximum" on en déduit:

inf w = min w = O.
xEIT xEoO

Par conséquent :

w 2: 0 dans O.

Montrons que:

w :s: 0 dans O.

On va distinguer les deux cas suivants: selon que p E]1, 2[ et p = 1.

i) Le cas p E]1, 2[ : Pour é > 0, on définit la fonction:

z(x) = w(x) - c(M - (1 + IxI 2)1/2), xE O.

où

M = sup(1 + IxI 2)1/2.
xEO

Alors d'après (3.2) :

et

z :s: 0 sur 80.

Montrons que :

z :s: 0 dans ri.

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Si z prend des valeurs positives en des points de 0 alors grâce à (3.5), z admet un maximum

positif en Xo E O. Ainsi, au point Xo où z atteint un maximum positif on a :

(\7z)(xo) = 0,

et

-(~z)(xo) 2: 0

Donc, pour obtenir (3.6), il suffit de montrer qu'en tout point x E 0 tel que (V'z)(x) = 0 on

a:

-~z(x) < O.

Par un calcul facile, on obtient qu'en tout point x E 0 vérifiant (\7z)(x) = 0, on a :

_ . N + (N - 1)lx12
_ P N + (N - 1)1.'];1 2

-~z(x) - -~w(x) - é (1 + IxI 2)3/2 - al\7wl (t,x) - é (1 + IxI 2)3/2

= aéP IxlP
_ é N + (N - 1)lx1

2

(1 + IxI 2)p/2 (1 + IxI 2)3/2

PI IP N:s: aé do - é (1 + 1801 2)3/2

I N< Id IP ( P- - )
- aé ,0 é aldol P(1 + IdoI 2)3/2 '

(3.7)
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OÙ dn est le diamètre du domaine D. Ainsi, puisque p E]1, 2[, pour é assez petit tel que:

N _1_

O<é« )P-l (38)
aldnl p (1 + IdnI2)3/2 . .

on obtient (3.7). Par conséquent la relation (3.6) est vérifiée et compte tenu de (3.4) on tire:

o::; w(t, x) ::; c(M - (1 + Ix[2)1/2),

pour tout é vérifiant (3.8). Par passage à la limite, lorsque é -t 0+, on obtient:

w == 0 dans Qr.

ii) Le cas p = 1. Soit Xo E]RN tel que Xo t/:. D et soit z une fonction définie sur D par:

12'-:1'01 2

z(x) = w(x) - é(M - e 2 ), xE D. (3.9)

où
Ix- x ol 2

M=supe-2-,

xEn

Alors comme précédemment il suffit de montrer qu'en tout point x E D tel que (V'z)(x) = 0

la relation (3.7) est vérifiée. En effet, on a

Ix- xoj2
-~z(x) = -~w(x) - c(N + lx - xol 2 )e 2

? Ix-xol 2

= alV'wl - c(N + lx - xol-)e 2

Ix- xol 2 2 Ix- xol 2

= aélx - xole 2 - c(N + lx - xol)e 2

1:z:-xo!2
::; é(a -Ix - .xol))lx - xole 2 .

Donc, pour obtenir (3.7) il suffit de choisir Xo t/:. n telle que min lx - Xo 1> a. Cela achève la
xEn

preuve de la Proposition III.2. D

Dans ce qui suit on considère l'espace Co(D) muni de la norme usuelle:

lIull = ma~ lu(x)l·
xEn

Rappelons d'abord, la notion de fonction de Liapunov (resp. Liapunov sticte) pour le système

dynamique (T(t)k,:o sur Co(D) (cf. [25] par exemple).

Définition IlL!. Une fonction <I> : Co(n) -+ ~ est appelée fonction de Liapunov pour le

système dynamique (T(t) k:,:o si elle vérifie les conditions suivantes:

a) <I> est continue SUT Co(D),

b) POUT tout t > 0 et /-Lo E Co(D) on a :

<I>(T(t)/-Lo) ::; <I>(/-Lo), (3.10)

De plus on dit que <I> est une fonction de Liapunov stricte pOUT (T(t)k:,:o si la condition suivante

est Tealisée :

Soi /-Lo E Co(D) tel que <I>(T(t)/-Lo) = <I>(/-LO) pOUT tout t > 0 aloTs /-Lo est un état stationnaiTe de

(T(t)k~o.

Dans la proposition suivante on démontre entre autres que la norme usuelle de Co(D) est une

fonction de Liapunov stricte pour (T(t))L~O'
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Proposition III.3. Sous les hypothèses du Théorème III. 3 on a les résultats s.uivants :

i) La fonction:

(3.11)

est une fonction de Liapunov stricte pour le système dynamique (T(t) )c;?o.

ii) Pour' tout t-to E Co(O) l'ensemble {T(t)t-to; t ~ O} est relativement compact dans Co(n).

Démonstration:

La relation (3.10) est une simple conséquence du Principe de Comparaison pour le problème

(1.1) (Théorème 16, p.52 dans [38]) pour le problème (1.1).

Ainsi pour achever le point i) il nous reste à démontrer que <:D est une fonction de Liapunov

stricte pour (T(t))t~o. Soit donc, t-to E Co(n) tel que:

IIT(t)t-tolloo = Iit-tolloo pour tout t > O.

En particulier pour to > 0 fixé il existe Xo E n tel que

Grâce à (3.10) on sait que:

1[T(t)t-to](x) 1~ Iit-tolloo pour tout (t,x) E Qoo'
Ainsi, on déduit que (to, xo) est un point de maximum positif ou bien un point de minimum

négatif pour la fonction T(-)t-to sur Qoo'
On a deux posibilités :

a) Soit Xo E an et dans ce cas [T(to)t-to](xo) = 0 d'où on déduit t-to == O. Comme 0 est le seul

état stationnaire de (T(t))t~O le point i) est démontré dans ce cas.

b) Soit Xo En. Fixons To > to et supposons que la fonction T(-)t-to atteint un maximum positif

au point (to, xo) E QTo (le cas minimum négatif se démontre de la même façon). Pour simplifier

la notation posons :

u(t, x) = [T(t)t-to](x) , (t, x) E QTo

alors u E C(QTo) n C l ,2(QTo) et vérifie:

LU = 0

où L est l'opérateur parabolique linéaire défini sur 0 1,2 (QTo) par

aw
LW = b.w + b(t, x) . \Jw - at'

et

b(t, x) = al\7u(t, x)I P-
2\Ju(t, x), (t, x) E QTo'

Grâce à la régularité de u et au fait que p E]l, 2[, la fonction b est continue sur QTo et on peut

appliquer le Principe du maximum fort (Théorème 1, p.34 dans [38]) afin d'obtenir:

u(t,x) = u(to,xo), pour tout (t,x) E Qto'

et par la continuité jusqu'au bord de la fonction u on a :

u(t,x) = u(to,xo), pour tout (t,x) E Qto'
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Comme u vérifie une condition au bord de type Dirichlet homogène on déduit u(to, xo) = a
d'où /-lo == a ce qui achève le point i) dans ce dernier cas.

Pour démontrer le point ii) ou utilise la Remarque III.2, (relation (1.6)). Soit /-lo E Co([2) et

fixons q > max{ f;. N~~~l)}. Soient KI, TI > a tels que:

C4(I~W/qll/-lolloo+ KfTi) :::; ~l (3.12)

alors KI, Tl vérifient (1.5) et d'après (1.6), pour E E]O, ~l [ n ]0, 1[ on déduit:

IIT(t)/-loll"'ci.pq(ll) :::; KIE-(o+~), pour tout t E [E,TI]. (3.13)

Montrons que la relation (3.13) a lieu pour tout t E [C, +00[. En effet. soit to > Tl, Grâce au

Principe de Comparaison on a :

Tl
IIT(to - 2)/-lolloo:::; II/-lolloo,

et donc. (3.12) est vérifiée pour IIT(to - ~1 )/-lolloo à la place de II/-lolloo' Ainsi grâce à (1.6) on

obtient
-(o+!). Tl Tl

IIT(t)/-lo Il Il"ci·pq(ll) :::; KIE 2, pour tout t E [to - 2 + E, to + 2]'

En particulier (3.13) est vérifiée pour tout to > Tl, Ainsi, on en déduit que pour tout E E

]0. ~l [ n]0.1[. l"ensemble {T(t)/-lo: t 2 c} est borné dans w~,pq(O). Grâce au choix de q tel

que pq > N, lïnjection :

wci,pq(O) y Co([2)

est compacte. Par conséquent, pour tout E E]O, ~[ n ]0,1[, l'ensemble {T(t)/-lO; t 2 E} est

relativement compacte dans Co(O). Fixons E E]O, ~[ n ]0, 1[ alors d'une part l'ensemble:

{T(t)/-lo: t 2 E} est relativement compacte dans Co(O)

et d'autre part. comme (T(t)k::o est un semi-groupe continu sur Co(O) on déduit que l"en­

semble:

{T(t)/-lo; tE [O. El} est relativement compacte dans Co(O).

En regroupant les deux derniers points on achève la preuve de la Proposition III.3. 0

Preuve du Théorème 111.3 :

Soit /-lo E Co (0) et notons par:

w(/-lo) = {w E Co(O): ::Jtn -7 00 tel que T(tn)/-lo -7 W dans Co(O), lorsque n -7 oo}.

l"ensemble w-limite de /-lo relatif au semi-groupe (T(tk::o. Alors grâce à la Proposition III.3

on peut appliquer le Théorème 9.2.7 dans [25] et on obtient que l'ensemble w-limite est indu

dans l'ensemble des états stationnaires de (T( t) )t2:o. Ainsi par le Principe d'Invariance de

LaSalle (voir Théorème9.2.3 dans [25]), pour tout /-lo E Co(O) on a :

lim if?(T(t)/-lo) existe et est fini.
t--+oo

Posons

L = lim if?(T(t)/-lo)
t--+oo



lJO

alors:

lII. COIvIPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CAUCHY-DfR1CHLET

o

LE {<p(w); W E w(/-lo) CE}.

où E est l'ensemble des états stationnaires du système dynamique (T(t))c2:o, D'après la Pro­

position III.2 on a E = {O}. et on déduit que:

lim <p(T(t)~LO) = O.
t~

ce qui achève la preuve du Théorème III. 3.

Remarque 111.3. Dans le cas a > 0, P E]O, 1[ et /-la E Co (fi). on peut obtenir des estimations

du type (1.5) et (1.6) pour les solutions du problème (l.l). A insi le résultat de la Propositions

III.l reste valable dans ce cas. Pour·tant, on ne cannaît pas le comportement asymptotique des

solutions. car l07'sque p E]O. 1[ et st = BI (0) (la boule de centre 0 et de myon 1 dans ]RN ).

l'ensemble E des états stationnaires contient au moins deux éléments. Autrement dit l'équation

elliptique (3.2) admet au moins une solution non-nulle. EfJectivement la fonction:
2-p

w(.x) = (1 - p)G 1 (1 -Ixl~),
(2 - p)(N - (N - l)p)T=P

est une solution non-nulle du problème (3.2) dans st = El (0).

Remarque 111.4. Lorsque a > 0, P > 2 et la donnée initiale /-la est assez gr'ande, dans [67] Ph.

Souplet a démontr'é que le gmdient de la solution du problème (1.1) explose en temps fini. Mis

à part ce résultat on ne connaît pas d'autres investigations sur le comportement asymptotique

des solutions dans le cas sur-quadmtique si a > O.
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CHAPITRE IV

Comportement asymptotique des solutions du problème de
Cauchy-Neumann.

RÉsu~IÉ. On étudie d'abord l'existence et l'unicité des solutions fortes pour réquation
de Hamilton-Jacobi visqueuse Ut - è.u = al\ulP t > O. x E \2 avec condition de ~eumann

homogène au bord et à donnée initiale p'o, une fonction continue jusqu'au bord. L'ouvert 12
e t suppo é borné, régulier et convexe, a E R. a oF 0 et p > O. Ensuite, on s'intéresse au
comportement asymptotique de la solution en fonction de rexposant p et on démontre en
particulier que, pour ]J E]O, 1[, il Y a extinction en temps fini du gradient de la solution, tandis
que pour ]J 2: 1 la solution converge uniformément vers une constante, lorsque t -+ 00. Dans
la dernière partie, on étudie lea solution lorsque p > 1 et la donnée initiale p'o = +00 sur un
ouvert D C D C \2 et p'o = 0 sur \2 \ D.

1. Introduction et résultats principaux

On considère l'équation parabolique suivante:

1
au
- - !lu = al'Vul P

Bt
a(t,x) = 0
u(o, x) = ;.ta (x)

dans ]0, +oo[ xn,

sur ]O,+oo[xan,
dans n,

(1.1 )

où a E !R, a -=f. 0, p > 0 et n c !RN est un ouvert borné à frontière régulière de classe au moins

C3 .

Le problème de Cauchy sur l'espace entier !RN a été beaucoup étudié (voir [3, 7, 9, 13, 15, 39,

68]). Sur des ouverts bornés n c !RN et en fonction de l'exposant p des résultats d'existence et

d"tmicité de la solution du problème de Cauchy-Dirichlet ont été obtenues dans [1, la, 28, 67],

et dans [29] pour le problème de Cauchy-Neumann selon l'appartenance de la donnée initiale

;.ta à plusieurs espaces fonctionnels (Lq(n), Mb(n), C(O)). En effet, l'existence, l'unicité et la

régularité des solutions du problème (1.1), lorsque p E]O, 2[, a E ]R, a -=f. 0 et pour des données

initiales ;.ta qui sont des mesures de Radon bornées ou des fonctions mesurables dans l'espace

Lq(Q), q 2: 1 sont étudiés dans [29]. A notre connaissance, le problème (1.1) n'a pas été étudié

dans le cas sur-quadratique: p 2: 2.

Dans l'espace entier ]RN, le comportement asymptotique de la solution du problème de Cauchy

a été étudié dans [11, 12], lorsque a < 0 et pour des données initiales ;.ta des fonctions po itives.

Dans [12], on trouve en particulier le résultat suivant: si a < 0, P E]O, 1[ et si la donnée initiale

;.ta est périodique, il y a extinction, en temps fini, de la solution du problème (1.1). Comme

toute solution positive du problème de Cauchy est une sur-solution du problème de Cauchy­

Dirichlet homogène. ce résultat de [12], reste valable sur des ouverts bornés pour le problème

de Cauchy-Dirichlet.

III



112 IV. CO[VIPORTEr-IENT ASYMPTOT1QUE - CAUCHY-NEUMANN

Dans cette partie on analyse le problème (1.1) lorsque 0 est un ouvert convexe borné et on

donne des résultats d'existence et d'unicité de la solution lorsque la donnée initiale est une

fonction continue sur n. Ensuite on étudie le comportement asymptotique des solutions en

fonction de l'exposant p. Cette étude est basée sur des estimation du gradient des solutions

du problème (1.1). estimations qui sont obtenues par une technique due à S. . Bernstein.

Ces etimation font l'objet du Théorème IV.1 et du Théorème IV.2, elle constituent la clé

essentielle pour l'obtention en particulier d'un résultat d'extinction énoncé dans le Théorème

IV.3 : si p E]O.l[ alors pour toute solution u du problème (1.1) à donnée initiale dans C(O) il

existe T* > 0 teE IR tels que:

u(t. x) == c. pour tout t > T* et x E O.

Cette propriété est appelée: "extinction en temps fini du gradient de la solution u du problème

(1.1)". Enfin. dans le Théorème IV.3 on prouve aussi que pour p ~ 1 la solution du problème

(1.1) converge uniformément vers une constante, lorsque t -+ 00.
Finalement, nous considérons le problème aux limites suivant:

aust -!:lu + l\7ul P = 0 dans

~ = 0 sur ]0, +oo[ x00;
uU
u(O) = +00 dans Dj
u(O) = 0 dans 0 \ D;

Ox]O, +00[;

(1.2)

où p E]1. + [.0 et D sont deux ouverts de IRN à frontières assez regulières tels que D c D c 0

et 0 convexe. Ce problème est lié à la théorie des grandes deviations dans certains processus

de diffusion de Markov.

Signalons que le problème de Cauchy-Dirichlet associé à (1.2) a été déjà étudié par M.G.Crandall.

P.L.Lions et P.E.Souganidis. A l'aide de propriétés sur les semi-groupe qui préservent la mo­

notonie, ils ont prouvé dans [28], l'existence d une borne universelle pour les solutions positives

du problème de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1 et f.l.o est une fonction continue positive qui

s'annule sur la frontière 00. Cette estimation leur a permis de démontrer que le problème de

Cauchy-Dirichlet homogène avec condition initiale l.Lo = +00 sur un ouvert D c D c 0 et

f.l.o = 0 dans 0 \ D admet une unique solution positive.

Le Théorème IV.5 nous complète les résultats de [28], en obtenant l'existence de solutions

positives pour le problème aux limites (1.2) et l'unicité seulement lorsque p E]l, 2[. Les esti­

mations du gradient obtenues dans le Théorème IV.2 jouent un rôle es entiel dans la preuve

de l'existence des solutions.

Fixons d'abord quelques notations:

Soit u une fonction de C(Q). Pour tout t ~ 0 notons par:

et

M(t) = m~u(t x)
xEll

m(t) = mi~ u(t, x),
xEll

(1.3)

(1.4)
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Dans le Théorème 1.1 ci-dessous on démontre l'existence et l'unicité des solutions du problème

(1.1) pour tout p > 0, lorsque 0 est un ouvert borné, convexe, à frontière assez régulière et la

donnée initiale /-La E C(O). On établit aussi des estimations sur le gradient de la solution u du

problème (1.1), en fonction de m(t) et M(t), de l'exposent p et de la donnée initiale /-La. Ces

estimations seront très utiles dans la preuve du Théorème IV.3.

Voici les principaux résultats:

(1. 7)

(1.5)

(1.6)t -t m(t) est une fonction cTOissante S'UT' IR,

II\7u(t)lloo ~ (~) 1/2 (M(s) - m(s))(t - s)-i pour tout t > s ~ 0,

Théorème IV.I. Soient a E IR, a i- 0, 0 'un ouvert convexe et borné, /-La E C(O), et p > O.

Alors le pTOblème (1.1) admet une unique solution

'U E C(QT) n C1+8/2,2+O(Q7,T)

pour tout T > 0 et T E]O, T[. De plus cette solution vérifie:

t -t M (t) est 'une fonction décTOissante S'U,T' IR,

et si Pi- 1

(
max{p 2}) l/p

IIV'u(t)lloo ~ l '1 (M(s) - m(s))l/P(t - S)-l/P pour tout t > s ~ O.
pl-p

(1.8)

La preuve utilise une technique due à S.N. Bernstein. Cette méthode a été utilisée dans [13,

28, 39] et [56], pour démontrer des estimations analogues à (1.7) et (1.8) pour le problème de

Cauchy dans IRN .

Cette technique a été utilisée aussi par Ph. Benilan [16] afin d'obtenir des estimations tres

fines pour les solutions de " l'équation des milieux poreux" .

Dans le résultat suivant on donne des estimations sur le gradient des solutions du problème

(1.1) lorsque a < 0, P > 1 et la donnée initiale /-La est une fonction continue et positive. Ainsi

on trouve une borne universelle pour le gradient de la solution, estimation qui va être très utile

dans la preuve du Théorème IV.5.

Théorème IV.2. Soient 0 un ouveTt conve.Te et bor'né, a < 0 et p > 1. Soient /-La E C+(O), et

u l'unique solution du pTOblème (1.1) donnée paT' le Théorème IV.1, AloT's on a les estimations

suivantes:

(1.9)

et
( _ 1)(p-l)/p

IIV'u(P-l)/P(t)lloo ~ lal- I / p p r l / p ,
p

(1.10)

Des estimations analogues ont été obtenues pour le gradient de la solution du problème de

Cauchy dans l'espace entier IRN et a < 0, (voir [13]). Notre preuve suit les mêmes arguments

qui sont basés sur une technique due a S.N. Bernstein. Signalons qu'en général les estimations

(1.9) et (1.10) ne sont pas vérifiées par la solution du problème de Cauchy-Dirichlet (voir la
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Remarque IV. 7 ci-dessous).

Le résultat suivant concerne le comportement asymptotique des solutions du problème (1.1).

Théorème IV.3. Soient a E JR., a i- 0, 0 un ouvert convexe et bomé et p > O. Soient

/-la E C(O) et u la solution du problème (1.1). Alors:

i) Si p EJO.l[, il Y a extinction en temps fini du gradient de la solution u, c'est à diTe:

il existe T* E [O. +oo[ et c E JR. tels que:

u(t, x) == c pOUT tout t ~ T* et x E 0,

ii) Si p E [1, +00[. alors la solution u(t,') converge 'uniformément s'ur 0 vers une constante

lorsque t -+ 00. De plus le taux de convergence est donné par:
1

(
8f'(t/2)) ::y

M(t) - m(t) :S . t2 ,V t > 0,

f étant donné par' (5.22) et 'Y par (5.2).

Remarque IV.l. D'après (5.22) on a :

Cf~12)) ," {
?

CIC~e-C2t
0+1

C
3
t- ,(0-1)

si p = 1,

si p> 1.

où Cl, C2 , C3 sont des constantes positives qui dépendent de p, N, 'Y, et 'Y et a sont données

par (5.2) et (5.5).

La démonstration utilise de manière essentielle les estimations (1.7) et (1.8). La preuve est

presque analogue à celle développée dans [12] pour obtenir le comportement asymptotique des

solution du problème de Cauchy dans le cas de l'espace entier JR.N et lorsque la donnée initiale

est une fonction continue périodique.

Remarque IV.2. Le Théorème IV.3 est vrai pour tout a E JR., a i- 0, aloTs que dans [llJ et

[12J le Tésultat n'est prouvé que lOTsque a < O.

Remarque IV.3. LOTsque p EJO, 2[, l'existence et l'unicité de la solution du problème (l.1),

ont été démontTées dans [29J pOUT des données initiales moins régulièr'es, en utilisant un théo­

Tème du point ,fixe.

Plus précisément on a :

Théorème IV.4.

i) Si p EJO,I[, a E JR.,a i- °et /-la est une meSUTe de Radon bomée, aloTs le problème (1.1)

admet au moins une solution faible globale u telle que pOUT tout T > °et T EJO, T[ :

u E VX)(O, T; LI(O)) n LI(O, T; WI,I(O)) n C IH/2,2H(QT,T)

et
t

u(t) = S(t)/-la + a.l S(t - s)IVu(s)IP ds, t EJO, T[.

a
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De plus s'i D est un ouver't convexe cette solution est unique dans les deux cas suivants:

a) Si p E]O, t'~l] et !-ta E Mb(D),
b) Si p E]~.I[ et !-ta E Lq(D) avec q > f-~,

ii) Si p E [1. ~:tî[. a E IR. a i- 0 et !-ta est une meSUTe de Radon bomée, le pmblème (1.1)

admet une unique solution faible globale u véTifîant :

U E VXl(O, T; L 1 (D)) n LP(O, T; W 1,P(D)) n C1+6/2,2H(QT,T)

pO'UT tout T > 0 et T E]O, T[.

i'ii) Si p E [~t~, 2[, a E IR, a i- 0 et !-ta E V'(D), q > qc = N~~~1) aloTs le p1'Oblème (1.1) admet

tme uniq'ue solution faible et globale :

7l E C([O. T]: Lq(D)) n LP(O, T: W 1,pq(D)) n C1+6/2.2H(QT,T)

pOUT' tout T > 0 et T E]O. T[.

Le corollaire suivant s'est déduit des Théorème IV,3 et Théorème IV.4 ci-dessus.

Corollaire IV.I. Soit Dun ouveTt convexe, bomé et àf1'OntièTe assez T'égulièr'e et a E IR, a i- O.

AI01'S :

i) Si p E]O.I[ et !-ta est une meSUT'e de Radon bomée, il y a extinction en temps fini du gmdient

de toute solution faible u du p1'Oblème (1.1).

ii) La solution faible u(t . .) du pmblème (1.1) conveTge unifoTmément SUT D, veTS une constante

c E IR. IOT'sque t --+ oc dans les deux cas suivants :

a) p E [1, ~tî [ et !-ta est une meSUTe de Radon bomée,

b) [1'1'+2 2[ Lq(n) _ N(p-l)P E 1'1'+1' et !-ta EH, q > qc - 2-p ,

Dans la suite on analyse le problème aux limites (1.2) qui est lié à la théorie des grandes

déviations. Rappelons que ce problème avec une condition au bord de type Dirichlet homogène,

a été étudié dans [28], lorsque p > 1 et a < O. Il convient alors d'introduire d'abord la définition

uivante :

Définition IV.I. Une solution faible du p1'Oblème (1.2) est une fonction positive u E C 1,2 (QT.T)

qui vé7'ifîe pOUT tout 0 < T < T < 00 .'

{~= L'-u + [\luI
P

= 0 dans Qr,T, , (l.U)

av - 0 S'U1 r T,T,

et

lim u(t .. ) = 0 unifoTmément SUT tout compact de n\ D
t'\,a

(1.12)

(1.13)lim u(t, ,) = +00 unifoTmément SUT tout compact de D.
t'\,a

Théorème IV.5. Supposons p E]I, +00[. Soit D, D deux ouveTts de IRN à fmntièTes assez

l'égulièT'es tels que D soit convexe et D c D. AloTs le pmblème (1.2) admet au moins une

solution a'u sens de la Définition IV.l.

De plus cette solution est unique si p E]I, 2[
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On démontrera l'existence locale en utilisant quelques propriétés des semi-groupes qui pré­

servent la monotonie. Ces propriétés sont bien développées dans [28]. On utilisera aussi de

façon essentielle la convexité du domaine n, plus précisément les estimations du gradient de la

solution de (1.1) obtenues dans le Théorème IV.2. Lorsque 1 < P < 2, dans [28], l'unicité des

solutions du problème de Cauchy-Dirichlet n'est prouvée que si 0, et D sont étoilés par rapport

au même point. On observera que notre preuve de l'unicité des solutions faibles est valable

pour tout ouvert 0, à frontière assez régulière, aussi bien pour le problème aux limites avec

une condition de Neumann homogène que pour le problème aux limites avec une condition de

Dirichlet homogène.

2. Résultats préliminaires

Donnons d'abord quelques résultats qui seront utilisés dans les preuves des théorèmes énoncés

ci-dessus.

Lemme IV.I. Soient 0, c ]RN un ouveTt bomé et à frontièTe assez régulièTe et Mo E 0(0,).

Notons paT m = minMo(x) et M = maxMo(x).
xEO xEO

AloTs il existe une suite (US)n2:1 c 03+,6(0,), ({3 E]a, 1[) telle que:

ua '\i Mo lOTsque n -t 00,

1 1
m + -- < un < M + --. "In >_ 1.,2n+1 - 0 - 2n - 1 '

et oun
__0 = a SUT an.
01/

Démonstmtion:

Pour tout n E N*, notons par va = Mo + 2~" alors (va)n c 0(0,). Pour i > aposons:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

vn(i) = S(i)vg,

où (S(i)k:o:o est le semi-groupe de la chaleur dans Lq(n), q 2:: 1, pour le problème de Neumann

homogène.

Alors VU E O(Qoo) n 0 00 (QT,oo) pour tout T E]a, 00[, de plus:

ovn
~(i, x) = a pour tout (i, x) E fT,
ul/

Puisque vn E O(Qoo), il existe in assez proche de a tel que

Ivn(tn,x) - vg(x)1 < 2n1+2 "Ix E n.
Posons:

uo(x) = vn(tn,x).

Alors uS E 0 00 (0,) et vérifie la condition (2.3). De plus grâce à (2.4) on a d'une part:

1 1 1
un - /1. - (un - vn) + (vn - /1. ) < -- + - < --o ,.-0 - 0 0 0,.-0 - 2n+2 2n - 211 -] ,
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n (71, 71,) (71, ) 1 1 1
Uo - J.Lo = Uo - Vo + Vo - {LO 2: - 271,+2 + 2n 2: 271,+1 .

D'où on tire (2.2).

Pour montrer que (u'()')n est une suite décroissante, il suffit de calculer:

1 1 1 1
uT! _ un+1 = (un _ vn) + (vn _ vn+1) + (vn+J - un+l ) > --- + --. - -- = -- > 0o 0 0 0 0 0 0 0 - 2n+2 2n+1 2n+3 2n+3

Enfin, on obtient (2.1). o

Lemme IV.2. Soit D C ]RN un ouvert convexe et borné et q 'un nombr'e Téel tel que q > N.

Compte tenu de l'injection de Sobolev W 1,Q(D) y C(0), pOUT tout u E w1,Q(O). on peut

poseT :

Mu = ma~ u(x) et mu = mi~ u(x),
xEn xEn

aloTs :

M,u - mu ~ CIIV'ull q ,

où la constante C ne dépend que de q, Net D.

Démonstmtion:

La preuve est analogue à celles des Lemmes 7.16 et 7.17 dans [31].

D étant supposé convexe, pour tout x, y EDon a (1 - t)x + ty E D et

1

u(x) - u(y) = / V'u((1 - t)x + ty) . (x - y) dt,

o
d'où:

1

u(x) - I~I Ju(y) dy = I~I / / V'u((1 - t)x + ty)· (x - y) dtdy.
n n 0

otons par:

un = I~I / u(y) dy
n

et

d = diam(D).

Alors

(2.5)

l

lu(x) - uni ~ I~I / / lV'u((1 - t)x + ty)ldtdy
n 0

1

:::; I~I J/ lV'u((1 - t)::r; + ty)1 dy dt.
o n

On fait le changement de variable (1 - t)x + ty = ( et, pour tout t E [0,1], on note par DL

l'ensemble:

DL = { = (1 - t)x + ty; y E D} c D,
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l

d ff' Nlu(x) - ulli :::; ïQT. l\lu(()lr dtd(.

o lit

L'inégalité de Bolder appliquée avec q > N donne:

I [ ] I/q
l''(x) - uni :ô I~I.[ [1"U(Olq d( In,ll-IjqcN

dt

J

:::; 1~III\7ullq· JtN(I-I/q)rNloll-l/q dt

o

Finalement pour tout x, y E 0 on obtient:

d'où on tire la relation (2.5). Ainsi, le Lemme IV.2 est prouvé. o

Lemme IV.3. Supposons que 0 C ffi,N soit 'un ouvert conve.'Ee et borné et soit u E C2 (O)

véTifiant aa
u

1811= O. AloT's :
1./

Pour la preuve de ce lemme voir le Lemme LI, p. 350 dans [56].

Le lemme qui suit est un Principe de Comparaison pour des équations paraboliques non­

linéaires. Ce résultat généralise le Principe de Comparaison dans [44] à un cas où les fonctions

sont un peu moins régulières.

Lemme IV.4. Soit 0 C ffi,N un ouveTt convexe, borné et à. fmntièTe assez TégulièTe et soit N,
l 'opémtwT pambolique non-linéaiTe, défini paT' :

N(u) = ~~ - ~u - f(t, X, u, \lu)

où f est une fonction unifoT'mément continue qui véT'ifie :

pom' tout T > 0 il existe L r > 0 tel que:

If(t . .1:, YJ, VI) - f(t, X, Y2, V2)1 :::; Lr(IYI - Y21 + IVI - V2J),
pOUT tout (t,x) E QT et YI,Y2 E] -T,Tl, VI,V2 E BT(O),

où :

(2.6)
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Soient u i et u2 deux fonctions dans CO,l(Qr) n C 1,2(Qr), T E]O, T[ telles que:

{

N(uL)(t,x) :s O:s N(u2)(t,x) pour- tout (t,x) E Qr
au l au2

- < - sur-fr
81/ - al/ .

u L(O. x) :s u2(O. x) pour- tout x E n
Alor-s

On commence par faire la remarque suivante qui sera très utile dans la suite:

119

(2.7)

Remarque IV.4. Soit n un ouve1't dans IR?N, contenant l·or-igine. On suppose que n est

convexe, à fmntièTe an assez r·égulièr-e. Soit I/(x) la nor-rnale extéTieur-e à an en x. Alor-s :

x . 1/ (x) > 0, Vx E an.

Démonstration du lemme IV.4

Supposons d'abord que n est un ouvert convexe qui contient l'origine et notons par:

R = max{ sup luI(t,x)l; sup IV'UII(t,x); sup IU2(t,x)l; sup l'VU21(t, x)}.
(t,X)EQT (t,3:)EQT (i.3;)EQT (t,X)EQT

Alors, d'après (2.6), il existe LR > 0 tel que:

l.f(t,X,Ul' V'UI)- f(t.x,u2. V'U2) 1 :s LR(!UI-U21+IV'UI-'VU21), pour tout (t,x) E Qr. (2.8)

Pour é E]O. 1[ notons par:

z(t. x) = UI (t. x) - U2(t, x) - ceCt (1 + IxI2)~,

où C = 2LR + N. Alors, d'après la régularité de UI et U2 on a :

z E C°,1(Qr) n C I,2(Qr).

Pour tout t E [O. T] posons:

<fy(t) = max{sup z(t, x); O},
xEn

alors cp E C([O, T]), et pour tout t E]O, T] on peut définir:

cp'(t) = limsup cp(t) - cp(t - h).
h'"O h

Pour montrer que:

il suffit de prouver que:

z :S 0 dans Qr, (2.9)

cp'(t) :S LRCP(t) pour tout t E]O, T[. (2.10)

En effet. comme cp(O) = 0 et cp 2: 0, on peut appliquer le Théorème 4.1 dans [42] à l'inégalité

diffërentielle (2.10) et on déduit cp == O. Ce qui implique (2.9).

Preuve de (2.10) :

Soit t E]O. T].
Si cp(t) = 0 alors (2.10) est vérifié, car. dans ce cas ep'(t) :S O.

Si cp(t) > O. aloI' il existe Xo E n tel que:

z(t, xo) = cp(t) > O.
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Montrons que Xo tt. an. En effet, si Xo E an, d'une part:

oz ( ) _ l' z(t, Xo + ÀV) - z(t, xo) 0
~ t, Xo - nn 2 .
uV À/O À

D'autre part, grâce à l'hypothèse (2.7) et à la Remarque IV.4 on a :

oz OUI OU2 CI; X . V Ct X . //
- = - - - - Ee 1 < -Ee 1 < 0 sur fT,
0// 0// 0// (1 + Ix1 2) 2" (1 + Ix1 2)2

Donc, il y a une contradiction. Par conséquent, Xo E 0, est un point de maximum positif pour

la fonction 0,:3.1: -t z(t,x) et

V'z(t,xo) = 0 et 6.z(t,xo):S: O. (2.11)

(2.12)

Puisque, pour h > 0 on a z(t - h, xo) :s: <p(t - h), on obtient d'une part:

'( ) . z(t,xo) - z(t - h,xo) _ oz( .)
<p t :s: hm - !:l t, ·1:0 .

h/O h ut

D'autre part, grâce à (2.8) et (2.11), au point (t, xo), on a :

oz OUI OU2 Ct? 1
ot (t, xo) = 7jt(t, xo) - 7jt(t, xo) - ECe (1 + Ixol-) 2"

:s: .0.(UI - U2)(t, xo) + f(t, Xo, UI, \7ud - f(t, Xo, U2, V'U2) - ECeCt (l + IXoI2)~
C (N+(N-1)l xoI 2

) C 2 1

:s: .0.z(t,xo) + Ee t 2 3/2 + LRlul - U21 + LRIV'UI - V'u21- ECe t(l + Ixol )2"
(1 + 1.1:01 )

:s: Ee
Ct (N + LR Ixol l) + LRZ(t,XO) - E(L R + N)e Ct (l + IXoI2)~

(1 + IxoI2)2"
:s: LRZ(t, xo) + E(N + LR)eCt

- E(N + L R )eCt (l + Ixol 2
) ~ :s: LR<P(t).

(2.13)

On rappelle qu'on a choisi C = 2LR + N et que z(t, xo) = <p(t).

En regroupant (2.12) et (2.13) on déduit (2.10). Ainsi la preuve de (2.9) est achevée. En faisant

tendre E vers 0 dans (2.9) on obtient

UI :s: U2 dans QT·

Remarque IV.5. Si 0, ne contient pas l'origine, vu que la pr'emière équation de (1.1) est

invariante par tmnslation, on peut mmener l'étude du pmblème sur nXQ = 0, - Xo, où Xo E n.

Cette dernière remarque achève la preuve du Lemme IVA. o

Dans la suite on note par G :]0, +oo[ x 0, x 0, le noyau de la chaleur avec une condition de type

Neumann homogène au bord, c'est à dire, pour tout yEn fixé, GC,·, y) vérifie:

!
;~ (t, x, y) =t>.,G(t,x, y) dans Qoo,

!:l (t,x,y)-O SUl f oo ,
u//

G(t, X, y) --'- 6y (X) dans Mb(n) faible.
t--+O

Plusieurs propriétés de ce noyau ont été établies dans [32, 38] parmi lesquelles le résultat

suivant que nous utiliserons par la suite.
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Lemme IV.5. [32, 38] Soit 0 un ouvert borné et à frontière assez rég'ulière et G le noyau de

la chaleuT avec une cond'ition au bord homogène de type Neumann. Alors pOUT tout l E N et

Cl! E NN. et pour tout T > O. il existe deux constantes c > 0 et C(T) > 0 telles que G satisfait

l'inégalité :

1 ( IY 101 1) Ix-YI 2

[D~DtG(t,x,y)1 :; C(T)C 2+2+ e-c-I-

POU1' tout (t.x.y) E]O.T[xO x O.

(2.14)

(2.15)

(3.3)

(3.1)

(3.2)

Soit. /-Lo E L (0) et S(t)/-Lo la solution de l'équation de la chaleur avec une donnée initiale /-Lo

et une condition au bord homogène de type eumann. Alors:

S(t)/-Lo(x) = l G(t, X, Y)l-to(Y) dy.

Il

Grâce à (2.14), pour tout l E N et Cl! E NN et pour tout T > 0 on a l'estimation:

I[D~DiS(t)l-tol[oo :; C(T)llfl,ollooC(I~I+l),

où C(T) est une constante positive.

3. Preuve du Théorème IV.l

On démontre le théorème lorsque a > O. Si a < 0, alors -a > 0 et on observe que si v est la

solution du problème (1.1) avec la donnée initiale -/-Lo à la place de /-Lo et -a à la place de a,

alors u = -v est la solution du problème (1.1) correspondant aux données a et /-Lo.

Soit /-Lo E C(n) et posons M(O) = m~/-Lo(x) et m(O) = mi!!/-Lo(x). Alors. d'après le Lemme
xEIl xEIl

IV.1, il existe une suite de fonctions (U~)n2:I vérifiant:

{

u3 '\; /-Lo
au~ = 0
al/

m(O) + ~ :; u~ :; M(O) +~, "In 2: 1.

Comme dans [13J et [39J on introduit une régularisation de la fonction ç -+ a[ç[P. Pour tout

E E]O, 1[ on considère la fonction Fé : IRN -+ IR définie par:

{

a(E + lçI2)p/2 si 0 < p :; 1,
Fé(Ç) = a(-E + lç[2)(E + lç[2)9 si 1 < P < 2,

alçlP si p 2: 2.

Soit p > O. Montrons que pour tout ô, 6 E Bp(O) et E EJO, 1[ :

IF
é
(6) - F

é
(6)1 :; Kpmax{p-I,O}lô - 6I min {p,I}.

où K est une constante qui ne dépend que de p et a.

On utilise le théorème des accroissements finis, et on distinguera les trois cas ci-dessous : Il

existe À E [0, 1] tel que:
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Cas p 22 :
IFE (ç J ) - FE (6) 1::; 1\7 FE (>,6 + (1 - À)6) 116 - 61

::; ap· IÀ6 + (1 - À)6IP-
1 16 - 61 ::; appp

-
116 - 61·

De plus, FE E Coo (]RN) vérifie les inégalités:

(V'FE)(ç)· ç - FE(Ç) ::; a(p - l)lçlP si a < p::; 1

(\7 FE)(Ç) . ç - FE(ç) 2 a(p - l)lçlP si p> 1

En effet, lorsque a < p :S 1 on a :

si 1 < P < 2 alors :

finalement, si p 2 2 on a :

Pour tout n E l'ii, on note:

Pn = sup{lV'u~l(x)}.
XE!1

Alors, il existe 0 EJO, 1[ et une fonction Fn,E' telle que:

F E C2+b(]RN).n,é 1

Fn,E(Ç) = FE(Ç) si ç E Bpn+dO),

Fn,E(Ç) = vn(l + lçl2) si lçl 2 Pn + 2,

IFn,E(Ç) 1 ::; 1Jn(1 + lçl2) pour tout ç E ]RN,

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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OÙ Vn est une constante qui ne dépend que de Pn et p.

Avec la fonction Fn .ô introduite ci-dessus on considère le problème:

!nt -6.u = Fn,ô(\7u) dans QT.

- = 0 sur fT (3.11)
81/ '
u(O,') = uS dans n.

Grâce à la régularité de 'ua et aux relations (3.1), (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10) on peut appliquer

le Théorème V.7.4 dans [51] au problème (3.11). Ainsi, il existe Un,ê E C1+a:/2,2+0'(QT) avec

a E]O, 1[, unique solution de (3.11). Posons:

(3.12)

Alors, de la régularité de Fn,ê et Un,ê on tire:
1+01+ -fn,ê E C---r,· O'(QT)

et Un,ê vérifie:

(3.13)!
8un,ê
-- - 6.un,ê - f dans Q7',8

h
- n,ê

8u? ,ê

---a;;- = 0 sur fT,

un.ê(O.·) = uS dans n.
Grâce au théorème sur la régularité locale des solutions du problème aux limites (3.13)

par exemple le Théorème III.12.2 dans [51]), on obtient:

3+0 3+0' /
un.ê E Clo~' (QT) n C1+O' 2,2+0'(QT).

Démontrons que, pour tout [; E]O, 1[,

(cf.

l'VUn,ê(t, x)1 ::; Pn V (t, x) E QT, (3.14)

où Pn est donnée par (3.6).

Pour ce faire. on utilise une technique due à S. . Bernstein. On introduit d'abord l'opérateur

parabolique défini sur C O.1(QT) n C1.2 (QT) par:

8v
L:(v) = 8t - 6.v + b(t, x) . 'Vv,

où b E [L (QT)]N est donné par:

b(t,x) = -(\7Fn,ê)('Vun,ê)(t,:r;) dans QT.

Posons w = l\7un .ê I2 . alors W E CO,l(QT) n C 1,2(QT) et vérifie:

(
82un,ê )2

L:(w) = -2 L 8x8x' ::; 0,
i,j=l Z J

et grâce au Lemme IV.3 et aux relations (3.1) et (3.6) on a :

8w
- < 0 sur fT81/ -
w(O, x) ::; P~ dans n

Ainsi, par le Principe de Comparaison, (Lemme IV.4), on obtient:

w ::; P~ dans QT
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(3.17)

et la relation (3.14) est démontrée.
3+" 3+0

En regroupant (3.8), (3.11) et (3.14), on obtient finalement que Un,é E Clo~' (Q:r) n
C]+0/2,2+0(QT) est solution du problème aux limites:

1
~=L>u ~ }~(Vu) dans Qr, (3.15)

av - 0 SUl fT,

u(O, .) = u~ dans n.
On observe que, dans (3.15), Fé est indépendante de u, Pour é > 0 et n entier positifon pose:

1
m n é = m(O) + - - aéP/

2
. T (3.16), n

et
_ ( 2 p/2Mn é - M 0) + - + aé . T., n

Dans la proposition suivante on donne des estimations qui nous permettront de faire le passage

à la limite dans (3.15), lorsque é tend vers 0 :

Proposition IV.l. POUT' tout p EJO, +00[, la solution Un,é E cl;t,3+o
(QT) n C]+0/2,2+0(QT)

du pmblème (3.15) vérifie :

Il'Vun,é(t)lloo :::; (~) 1/2 (Mn,é - mn,é +~). C~ pour' tout t EJO,T[,

et, si p i- 1

Il n,é()11 (maX{p,2})1/
P

( 1)]/p -l/p, J ['Vu t 00:::; 1 1 Mn é - m n é + - . t pour tout t E 0, T ,
p1-p "n

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Démonstration:

La double inégalité (3.18) est une simple conséquence du Lemme IV.4.

Pour démontrer (3.19) et (3.20) on utilise une technique de Bernstein, analogue à celle utilisée

dans [13],[39J et [56J.
On introduit la fonction w suivante définie sur QT par:

l'VUn,éI2
w = (3.21)

B(Un,é)

où B est une fonction strictement positive de classe C 2([mn ,é' Mn,éJ) et qui sera fixée ultérieu­

rement en fonction de l'exposant p.

Alors, d'après la régularité de la fonction Un,é on a :

De plus:

01'VUn,éI2 OUn,é 01\lun,éI2
~_---'-B(un,é) _ l\lun,éI2 ,B'(Un,é)__

ow av 01/ 01/ sur fT.
01/ [B(Un,é)J2 [B(Un,é)J '

Comme Best supposée positive, cette dernière relation combinée avec le Lemme IV.3 donnent:

owav :::; 0 sur fT, (3.22)
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Notons par N l'opérateur parabolique semi-linéaire défini sur CO,l (QT) n C1,2 (QT) par:

N(v) = ~~ - b.v - b(t.x)· Vv - c(t,x)v2 - d(t.x)v1+P/2

où

et
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1'-2
dU, x) = a(p - 1)B~ (Un,ê)( t, x)B' (u7l.é)(t. x).

La fonction 'W étant donnée par (3.21) on a :

N 2 ?2 ( a un,ê ) - (}/(Un,ê) _ <

N(w) = - (}( )"" a a + (}2( ) [(VFê)(Vun
.
c

) . VUn.~
U n .ê ~ x· x· U n .ê

i,j=l t J

-Fê(Vun,ê) - a(p -1)lvun.êIPjlvun ,êI2.

On va distinguer deux cas pour prouver (3.19).

i) Le cas 0 < p ::::; 1. Dans (3.21) on prend la fonction (} comme suit:

II? 1 2
(}(~) = -2 (Mn.ê - mn,ê + -)- - -2 (Mn,ê - ç), ç E [mn.ê. Mn.êl,17,

où m n .ê et Mn .ê sont définis par (3.16) et (3.17). Donc e vérifie:

1
e(Ç) 2': 217,2'

(}' (ç) = Mn,ê - ç
e" (u) = -1,

et on déduit:

et
l'.::2d(t, x) = a(p - 1)B 2 - (un,ê)(t, x)B' (Un,ê) (t. x) ::::; O.

En regroupant ces derniers points avec (3.4) et (3.24) on tire:

N(w) ::::; 0

Compte tenu de (3.6) et (3.13) on a :

_ Ivuno 1
2

w(O) _< 2p2nn2.
- e(uô)

L'entier 17, étant fixé. on considère rt > 0 tel que:

1
w(O) ::::; 2p~n2 ::::; -.

rt
otons par v la fonction définie sur Qr par:

v(t, x) = (t + rt)-l.

Comme on est dans le cas a > a et p Eja, 1[ on a :

N(v) = -d(t,x) . (t + rt)-(1+p /2) 2': a.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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En regroupant les relations (3.22),(3.25), (3.26) et (3.27) on obtient grâce au Lemme IV.4 :

w(t,x) :::; (t + 'rJ)-1 < rI pour tout (t,x) E QT

d'où. on déduit (3.19) lorsque p EJO, IJ.

ii) Le cas p > 1. Dans (3.21) on considère la fonction () suivante:

1 1 2 1 2
()(Ç) = 2(Mn.E- m n.E+~) - 2(Ç - mn,E)' f, E [mn.E.Mn,EL

alors on a :
1

()(Ç) 2': -22'n
()' (Ç) = mn .E - f,

()1I(f,) = -1.

et on en déduit:

et
E.::.2d(t, x) = a(p - 1)() 2- (Un,E)(t, x)()'(Un,E)(t, x) :::; O.

En régroupant ces derniers points avec (3.5) et (3.24) on tire:

N(w) :::; 0,

et comme précédemment on démontre (3.19) pour p 2': 1. en comparant w et v.

On va distinguer troi ca pour prouver (3.20). :

i) Le cas 0 < p < 1. Dans (3.21) on choisit la fonction () suivante:

_ 2 2/p 1 :?.=.E. 1
()(Ç) - ( (1 )) (Mn.E- mn.E+ -) p • (f, - mn.E+ -). f, E [mn.E, Mn,EJ

ap - p n n

Donc

()(f,) > [ 2 ] 2/p ()'(Ç) 2': 0 et ()II(Ç) = 0, f, E [mn,E' Mn,EJ.
- anp(l - p)

w étant donné par (3.21), grâce aux relations (3.4) et (3.24) on obtient

N(w) :::; 0

Compte tenu de (3.11) et (3.28), on peut choisir 'rJ > 0 tel que:

(0) = l\7u1W <2 2 [anp(1- p)]2/
P

_1_
w ()(uü) - Pn 2 < 'rJ2/p'

où Pn est donné par (3.6).

Soit v la fonction définie sur QT par:

v(t. x) = (t + T/)-2/p .

d étant défini par (3.23), avec notre choix de () on a :
:?.=.E.

d(t.x) = _~ (Mn'E - mn.E~ ~) 2 :::;_~
P u - mn,E + n p

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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p+2
N(v) = (-d - 2/p)(t + 7))-~ 2 0
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(3.31)

(3.33)

En regroupant les relations (3.22),(3.29),(3.30) et (3.31), on obtient grâce au Lemme IVA :

w(t. x) :s; (t + 7))2/p < C 2/ p pour tout t > 0,

et on déduit (3.20). pour 0 < P :s; 1.

ii) Le cas 1 < p < 2. Dans (3.21). on choisit la fonction () suivante:

_ 2 2/p 1 ~ 1
()(O - ( ( 1)) (Mn.E- m n.E+ -) )J (Mn,E - f, + -) f, E [mn.E· Mn,E]

ap p - n n

Donc

()(Ç)2 [anp(~-I)r/p, ()'(Ç):S;O et ()II(Ç) =0. f,E[mn.E,Mn.E]. (3.32)

et on obtient (3.20) par les mêmes arguments que précédemment.

iii) Le cas p 2 2. Cette fois ci on démontre (3.20) comme dans les deux cas ci-dessus, en

considérant la fonction :

_ 1 1 2/p ]()(Ç) - [( 1) (Mn,E - f, + -)] ,f, E [mn,E' Mn,E .
ap- n

o

On revient au problème (3.15) et on remarque que la fonction

E: ---+ FE (Ç) est croissante si 0 < P :s; 1

et

E: ---+ Fdf,) est décroissante si p > 1.

Alors, grâce aux relations (3.3) et (3.18) on peut appliquer le Lemme IVA au problème (3.15).

On obtient que la suite (un.E)E>O est monotone et bornée par rapport à E: et par conséquent, il

existe un E LOO (QT) tel que

Un,E /' un dans QT lorsque E: ",; 0, si 0 < p :s; 1

et

UH,E ",; un dans QT lorsque E: ",; 0, si p > 1

De plus, grâce aux relations (3.1) et (3.18) les hypothèses du Théorème V.7.2 de [51] sont

satisfaites et on en déduit que les solutions Un,E de (3.15) vérifient:

Il un,EII < C
C~·l+c5(QT) -

où 0 E]O. 1[ et C sont des constantes qui dépendent seulement de m, M, Iluôll~) et n. Ainsi. on
lH 1 li­

en déduit que pour tout n.l'ensemble {Un,E,O < E: < 1} est borné dans l'espace C~' + (QT)'

Soit la fonction fn,E donnée par (3.12), alors grâce à la régularité de FE et à (3.33), l'ensemble

{fn,E'O < E: < 1} est borné dans C li /2.li (QT). Puisque Un,E E C
1
to,1+li(QT) est solution du

problème (3.15). les hypothèses du Théorème IV.5.3 de [51] sur la régularité, dans les espaces

de Hûlder, des solutions d'équations paraboliques, sont vérifiées et on tire:
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de plus, il existe une constante C > 0, indépendante de é E]O, 1[ tel que:

Ilun,éIICl+J/2.2+J(QT) ::; C(llu~llc2+J(il) + Ilfn,cIICJ/2.b(QT) ::; Cn (3.34)

Ainsi, l'ensemble {un,c, 0 < é < 1} est borné dans C1+o/2,2+o (QT)' Comme pour tout 0 ::; 1/ < S

C1+0/2,2+O(Qr) y C1+///2,2+//(QT) ,

avec injection compacte, on en déduit que l'ensemble {Un,é,O < é < 1} est relativement

compact dans C1+///2,2+//(QT) et donc "à une sous-suite près" on a d'une part:

'Un,é -+ un dans C1+///2,2+//(QT) lorsque é ~ 0

D'autre part. comme pour tout ç E ~N :

(3.35)

(3.36)

on peut passer à la limite dans le problème (3.15), lorsque é ~ 0, et on obtient que un E

C1+///2,2+//(Qr) est une solution du problème aux limites:

1
a;~n - !::,un= alV'unl P dans QT,
a-una = 0 sur fT,

un(O, x) = u~(x) dans D.

De plus, grâce au Principe de Comparaison, [Théorème 1 dans [44]], cette solution est unique

dans C 1,2 (QT)'

L'objet de la proposition suivante est de montrer que cette suite (un)n vérifie aussi les estima­

tions (3.18), (3.19) et (3.20) avec é = 0, et reste bornée dans un espace de RaIder.

Proposition IV.2. La solution un E C1+///2,2+// (QT) du problème (3.36) satisfait les proprié­

tés suivantes :
1 2

m(O) + - ::; un(t, x) ::; M(O) + -,
n n

(1)1/2 2 1

Il'Vun(t)lloo::; - (M(O) - m(O) + -). C 2 , pour tout t E]O,T[,
2 n

et, si p f:. 1 :

(
max{p 2}) l/p 2.

Il'V'Lln(t)lloo ::; l '1 (M(O) - m(O) + - )l/P . Clip, pour tout t E]O, T[.
pl-p n

De plus, il existe S E]O, 1[ tel que pour tout T E]O, T[ :

la suite (un)n est bomée dans C l +O/2,2+O(QT,T)'

(Cette bome dépend seulement de T, D,p, m(O) et M(O).)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Démonstration:

Les relations (3.37), (3.38) et (3.39) sont de simples conséquences de (3.18), (3.19), (3.20) et

(3.35). Afin de démontrer (3.40) on note par fn la fonction définie sur QT par:
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Alors un E C I+I ·2+//(QT) est solution du problème aux limites:

!
aun i\ nId Q

&
' - u U =. n ans T·
~l

U
av = 0 sur fT,

un(O, .) = ua dans n.

Soit T E]a, T[. Grâœ à la relation (3.38), 171 E VXJ(QT,T) et :

a /2
IllnIILoo(QrT) ::; 2P/2 (M(O) - m(O) + 2)PT-P ,
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(3.41)

(3.42)

Par conséquent. la suite (fn)n~O est uniformément bornée dans LOO(QT.T).

On décompose le problème ci-dessus en deux parties.

D'une part on note par vn la solution de l'équation de la chaleur sur QT/3.T :

!~~-t::.v
n

= 0 dans QT/3,1"

-a = 0 sur f T/3 T,
1/ '

vn(T/3,x) = un(T/3,x) dans n.

Grâce à l'effet régularisant de l'équation de la chaleur on tire que:

(3.43)

vn E COO (Q2T/3,T) (3.44)

et d'après le Lemme IV.5 et les relation (2.15) et (3.37), pour tout l E N et ex E N on a :

IID~ D~vnlloo,Q2T/3.T ::; C(T, n)(M(O) + m(O) + l)T-( I~I +l) (3.45)

Ensuite, on note par wn la solution du problème:

!
a;n _ t::.wn = In(t, x) dans QT/3.T,

aJn (3.46)
av = 0 sur f T/3,T'

wn(T/3,·) =0 dansn.

Compte tenu de (3.35), on a In E c1tv'!+//(QT) et on en déduit que wn E Cl+///2,2+//(QT/3,T)'

Comme In E L OO (QT/3,T), en particulier on a In E Lq(QT/3,T) pour tout q> 1. Ainsi on peut

appliquer le Théorème 7.20 de [55], sur la régularité des solutions d'équations paraboliques

dans les espaces Lq et on obtient qu'il existe une constante C > 0 indépendante de n telle

que:

II D; wn ll q,QT/3.T + IIDtwn ll q,QT/3.T ::; Clllnllq,QT/3.T ::; CIQT/3,TI 1
/
q
lllnll ,QT/3.T·

En regroupant (3.42) avec (3.47) on tire:

IIDtwnllq,QT/3.T + IID~wnllq,QT/3.T ::; C(M(O), m(O),p, T, T, n).

Puisque un = vn + wn. d'après (3.45) et (3.48) on obtient d'une part:

IIDtunllq,Q2T/3.T + IID;unllq,Q2T/3.T ::; C(M(O), m(O),p, q, T, T, n).

D'autre part, les relations (3.37) et (3.38) nous donnent:

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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IIDxunlloo,Q2T/3,T ::; C2(M(0), m(O),p, T). (3.51)

En regroupant (3.49), (3.50) et (3.51) on obtient:

Ilunll""d2(Q2T/3.T)::; C(M(O),m(O),p,q,T,T,Q) pour tout nE N et q> 1.

On choisit q > N + 2, et d'après le Lemme II.3.3 de [51] (sur les injections des espaces de

Sobolev dans les espaces de Rolder), on déduit que pour tout (3 vérifiant 0 < (3 < 1 - N:2 il

existe une constante C > 0 telle que:

Il vv,n Il c13/2,13 (Q2T/3.T) ::; C (q, (3, T, T, Q) Ilun Il Wq1.2( Q2T /3,T)'

Comme la suite (un.)n est bornée dans Wi,2(Q2T/3,T)' on en déduit que (Ivunl)n est bornée

dans Cf3/2,(3(Q2T/3,T)' Par conséquent Un = alvunlP)n est une suite de fonctions uniformément

bornée dans CO/2,O(Q2T/3,T), où 0 = o((3,p),

On revient de nouveau aux problèmes (3.41), (3.43) et (3.46) sur l'ouvert Q2T/3,T' On reitère

le procédé ci-dessus et grâce au Théorème IV.5,3 de [51] on a :

i) wn E C1+0/2,2H (Q2T /3,T) et il existe une constante C > 0, indépendante de n telle que:

IlwnllcJ+O/22+O(Q2T/3.T) ::; CllfnIIC8/2,8(Q2T/3,T) ::; C(m(O), M(O),p, N, T, T, Q).

ii) vt! satisfait la relation (3.45) sur QT,T.

Donc, en regroupant (3.45) et (3.52) on obtient que un E C1+0/2,2H (QT,T) et :

Ilv/!ll c 1+8/2,2+O(Q2T/3,T) ::; C(m(O), M(ü),p, N, T, T, Q),

ce qui achève la preuve de la Proposition IV.2.

(3,52)

(3.53)

o

(3.56)

Preuve de l'existence des solutions.

D'une part, grâce au Principe de Comparaison, [Théorème 1 dans [44]], et aux relations (3.1)

et (3.37) la suite (un)n est décroissante et uniformément bornée. Par conséquent il existe

u E LOO(QT) tel que:

un '\, u dans QT. (3.54)

D'autre part, en vertu de la Proposition IV,2, pour tout T E]O, Tl, la suite (un )n2: 1 est bornée

dans C 1H/2.2H(QT,T). Comme C1+0/2,2H(QT,T) s'injecte de façon compacte dans

C1+v/2,2+v(QT,T), pour 1/ E]O, 0[, "à une sous-suite près", on a :

un --7 u dans C1+v/2,2+//(QT,T) lorsque n --700. (3.55)

Donc u E C l +V/2,2+//(QT,T) et grâce aux relations (3.54) et (3.55) on peut passer à la limite

dans la première et la deuxième équation du problème (3.36) et on obtient que pour tout

T E]O, T[. u vérifie:

{

au
fj~ =!:lu = ~lvulP dans QT,T,

a -0 sUIfTT.
1/ '

De plus, par passage à la limite dans (3.38) et (3.39), lorsque n tend vers l'infini, on obtient

(1.7) et (1.8). Les relations (1.5) et (1.6) sont des simples conséquences du Lemme IV.4.

n reste à identifier la donnée initiale {LO.
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(3.57)

Pour ce faire pour t E]O, TL notons v(t) = S(t)/-Lo et vn = S(t)u~. où (S(t))c~o est le . emi­

groupe de la chaleur dans Lq(n), q 2: 1 pour le problème de eumann. Alors, grâce au Principe

de Comparaison. [Lemme IVAl, pour tout n E N on a :

vn :::; un dans QT.

Grâce à (3.54). par passage à la limite lorsque n -t 00, on obtient:

v:::; u dans QT.

Ainsi. puisque v E C(QT), pour tout Xo En on a :

/-Lo(xo) = lim v(t,x):::; liminf u(t,x).
(l,x) ...... (O,xo) (t,x) ...... (o.xo)

(t,:J:)EQr (t,X)EQT

Comme pour tout n E N on a :

u :::; un dans QT.

alors:

(3.58)

lim sup u(t, x):::; lim sup un(t, x) = u~(xo).
(t.x) ...... (O,xo) (t.x) ...... (O,xo)

(t,X)EQT (t,X)EQT

Puisque la suite (u~)n est décroissante et converge vers /-Lo on peut passer à la limite dans

lïnégalité ci-dessus et on obtient:

lim sup u(t, x) :::; /-Lo(xo), (3.59)
(I.X) ...... (O·,·o)

(t,X)EQT

En regroupant (3.58) et (3.59) et le fait que Xo est quelconque dans 0 on déduit que u E

C(QT) n C 1+vj2 ,2+v(Qr,T) est une solution classique du problème (1.1). Ce qui achève la

preuve de l'existence de solutions du problème 1.1. lorsque a > O.

Preuve de l'unicité:

L'unicité sera une simple conséquence du Lemme suivant:

Lemme IV.6. Soient a > 0, P > 1, n c ]RN un ouvert à fTOntière assez 7'égulièr'e, /-Lo E c(n)
et u E C(QT) n C1+vj2,2+v(Qr,T) la solution du pTOblème (1.1) obtenue ci-dessus. Soient

Wo E Cm) et w E C(QT) n C1+vj2,2+//(Qr,T) une fonction vérifiant:

!
OW
!J~ - ~w :::; al'VwlP

( 2: al'VwI P
) dans QT,

~ :::; 0 ( 2: 0) dans r T , (3.60)
ul/

w(O, .) = Wo :::; /-Lo (resp. Wo 2: /-Lo) dans O.

Alors:

w :::; 'U (resp. w 2: u) dans QT·

Démonstration:

Ce résultat est analogue au [Lemme 7, [51]] et sa preuve suit les mêmes arguments.

Supposons d'abord que n soit un ouvert borné et convexe contenant l'origine etwo :::; /-LO'

On considère deux nombres réels E > 0 et A > 0, et on pose:
? J

z(t, x) = w(t, x) - u(t, x) - Atq
- E(1 + Ixl-)2, (3.61)
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(3.62)

où q = min{l, ~}. Alors:

z E C(QT) n C1,2(]0, T] x 0).

z(O,x) ::; 0 pour tout xE n.
Grâce au Lemme IV.3 et à l'hypothèse (3.60) on a :

az aw au é . X . 1/ < 0
-a (t. x) = -a (t, x) - -a (t. x) - sur fT·

1/ v v JI + Ixl2

Montrons que z ::; 0 sur [O. T] x n.
Si z prend des valeurs positives en des points de QT alors z admet un maximum positif en

(to. xo) E]O. T] x n. En effet. si (to, xo) E]O. T] x an on a :

az ( .) _ l' z(to· Xo + ÀV) - z(to. xo) 0
~ to· Xo - lm À 2: .
ul/ À/,O

ce qui contredit la relation (3.62).

Ainsi au point (to, xo) E [0, T] x n où z atteint un maximum positif on a :

('lz)(to,xo) = 0,

(6.z)(to, xo) ::; 0

et
az
at (to, xo) 2: a.

Pow· montrer que:

z(t, x) ::; 0 pour tout (t, x) E QT, (3.63)

il uffit de trouver une valeur A = A(é) telle que pour tout point (t. x) E]a, T] x n vérifiant

('lz)(t. x) = 0 on ait:

(~~ - 6.z) (t. x) < O.

De plus, si la dépendance de A par rapport à é est telle que A = A(é) -7 0 lorsque é ~ a.
alors en faisant tendre é vers 0 dans (3.61) on obtient

w(t, x) ::; u(t, x) dans QT.

Un calcul facile donne :

az a -1 N+(N-l)lxI 2

-at - 6.z = at (w - u) - 6.(w - u) - qAt
q

+ é-(I-+-'--I.x-f"'-)":-3/'--2-'-

::; al'lwl P - al'lul P - qAtq
-

1 + Né.

Ainsi, en tout point (to, xo) pour lequel 'Vz(to, xo) = 0 on a :

az A (1 x IP 1 IP) q-lat - uZ ::; a 'lu + é (1 + IxI2)1/2 - 'Vu - qAt + Né.

On va distinguer deux cas :

(i) Le cas p E]O, 1]. Dans ce cas on a q = 1 et (3.64) devient:

az Ixl
- - 6.z < aéP ( )P - A + Né < aéP - A + Né.
at - (1 + IxI2)1/2 -

Donc, il convient de prendre

A (é) = 2(Né + a . é P )

(3.64)
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pour réaliser

OZ
~(t. x) - 6.Z(t, x) < 0
ut

en tout point (t,x) E Qr tel que V'z(t, x) = O. Ce qui contredit:

oz
ot (to,xo) - 6.z(to,xo) 2: 0
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On en déduit (3.63).

(ii) Le cas p > 1. Dans ce cas, grâce au théorème des accroissements finis. l'inégalité (3.64)

devient:

Compte tenu de la relation (1.8), on en déduit:

(3.65)

où C est la constante qui intervient dans la relation (1.8). Pour obtenir (3.63) il suffit de

prendre
(p-I)

A(c) = 2pc[NT-p- + ap(C(M(O) - m(O))l/P + ct1/P)p-l]

dans la relation (3.65).

Dans les deux cas ci-dessus on obtient (3.63). Donc

avec:

lim A(c) = O.
é-tO

Ainsi, par passage à la limite, lorsque c --t 0+, on obtient w ::; u dans Qr, ce qui achève la

preuve du Lemme IV.6 lorsque st est un ouvert convexe, contenant l'origine. Dans le cas où

st ne contient pas l'origine, il suffit d'effectuer une translation pour se ramener à un ouvert

convexe et contenant l'origine: stxo = st - Xo, où Xo E st.

L'inégalité w 2: u se démontre de la même façon. Ce qui achève la preuve du Théorème IV.1.

o

Remarque IV.6. Le résultat du Lemme IV.6 T'este vmi pOUT tout a E JR, a#-O et donc, pOUT

toute solution u E C(Qr) n Cl+cl / 2.2+O(QT.r) du pTOblème (1.1).
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4. Preuve du Théorème IV.2

Pour p > 1 notons par <P la fonction définie par :

<P(r) = -arP/
2, pour tout r E]O, +00[. (4.1 )

(4.2)

On reprend les notations utilisées dans la preuve du Théorème IV.l. Soit 7J/~ E C1+,//2,2+v(Qr)

la solution du problème aux limites (cf (3.36)) :

1
oun
- - 6.u1L + <P(I\7un

I
2) dans Qr

ot
a'un

- = ° sur fT01/
un(O,·) = Uo dans 0,

où Uoest définie par (3.1).

De plus un vérifie (3.37) :

112
- S m(O) + - S un(t, x) S M(O) + -, pour tout (t, x) E QT,
n n n

(4.3)

car Uo est supposée non-negative: m(O) = min,uo(x) 2: O.
xE12

Grâce à la régularité de un on a <P(I\7un I2 ) = -al\7unIP E c-4-"-,1+//(QT) , pour un certain

1/ E]O, 1[. Ainsi, d'après le théorème de régularisation locale,[ Théorème III.12.2, [51]]. on

obtient:

dans QT,

3+" 3+
UnEc1+~,2+V(QT)nClo~' v(QT).

Soit f :]0.+00[---+]0,+00[, définié par f(r) = rP/ p -
1. Posons:

vn = f-1(un) et wn = IV'vn 12 .

D'après (4.3) et (4.4) :

vn E C1+!j,2+v(QT) et wn E CO,l(QT) n C 1,2(QT),

et vn est solution du problème aux limites:

1
O;tn - 6.vn - ('j::) (vn)l\7vn

I
2 + f'(~n) <p((f'(vn))2IV'vn I2) = °

ovn

- = ° sur fT01/ '
vn(O) = va = f-1(uO) dans O.

La fonction wn vérifie : :

ow
n

ov
n

1 02 vn 1

2

- - 6.wn = 2V'vn . \7(- - 6.vn) - 2 " --m m L fux
15.i,j5. N 2 J

Ainsi, grâce à (4.5) on trouve:

Par un calcul facile on a :

(4.4)

(4.5)
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où L est l'opérateur parabolique linéaire défini sur CO,l (QT) n C l ,2 (QT) par:

Lw = ~: - 6.w + 2 {J'(vn)(j)'((f'(vn))2wn) - (~::) (vn )} \lvn . \lw (4.7)

et

8(r) = 2r'(j)'(T) - (j)(r) , TE [0, +00[.

D'une part:

8(T) = lal(p - 1)rP/
2 20, r 2 0,

et

(fil) 1- (T) = _T-P/(p-l) > O. r > o.
f,2 p --

D'autre part. d'après (4.3) :

(
l)(P-l)/P 2
- :::; vn(t, x) :::; (M(O) + _)(P-l)/P.
n n

Par conséquent :

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)(
f il)' 1 2 2·-2 ~ (vn ) = __ (vn)-2 2 --(M(O) + - )-2(p-l)/p > O.
j p-1 p-1 n

Comme wn est une fonction non-negative, en regroupant (4.8), (4.9), (4.10) et (4.11) on ob­

tient: 2 ( 2) -2(p-l)/p
Lwn + -- M(O) + - (wn)2 :::; 0, dans QT.

p-1 n
De plus. grâce au Lemme IV.3 on a :

awn

-- < 0 sur fT.al/ -
Comme va = f-l(u~) il existe 'f) > 0 tel que:

(p _ l)(M(O) + 1 )2(P-l)/P
wn(O) = w~ = l\lvol2

:::; 2'f) n .

Posons:

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(p _ l)(M(O) + 1 )2(P-l)/P
n(t) _ n

9 - 2(t + 'f)) ,

alors g11 est une sur-solution du problème (4.12) car:

2 ( 2) -2(p-l)/p
Lgn + -- M(O) + - (gn)2 = 0,

p -1 n

et

dans QT

(4.15)

agn

-a = 0 sur fT,
1/

Compte tenu de (4.14). par le Principe de Comparaison,[ Lemme rVA] on obtient:

wn(t, x) :::; gn(t, x), pour tout (t, x) E QT.

Grâce à (3.55). par passage à la limite lorsque n --7 00 et 'f) --7 0, on en déduit

1/2
II\lu(p-l)/P(t) 1100 :::; CP; 1)) IIJ.loll~-1)/PC1/2, t> O. (4.16)

En particulier :



136 IV. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CAUCHY-NEUMANN

Comme u est une sous-solution de l'équation de la chaleur avec la donnée initiale J.Lo, grâce à

(2.14) on a :

En regroupant ces dernières relations on obtient (1.9).

Preuve de (1.10). Grâce à (4.6) et (4.11) on obtient:

Lwn + 2 (;;~) (vn)8((f'(vn))2 wn)wn :::; O.

Compte tenu de (4.9) et (4.10) on déduit:

( )

P-1
Lwn + 21al -p- (wn)1+p/2 :::; O.

p-1

Soit T/ > a tel que:
(']') _ 1)2(p-l )/p

A < n < 11-2/ p -2/p_ Wo _ a ? T/ ,
p-

et notons par :
( _ 1)2(p-1)/p

h(t) = lal-2/ p p ? (t + T/)-2/ p.
p-

Alors h vérifie :

( )

P-1

Lh + 21al -p- h1+P/
2 = 0,

p-1

et grâce à (4.12), (4.18) et au Principe de Comparaison, Lemme IVA on tire:

wn(t,x) :::; h(t,x), pour tout (t,x) E Qr.

Par passage à la limite, lorsque n ---+ 00, on déduit grâce à (3.55) :

(p - l)(p-I)/p
Il'Vu(P-1)/P(t) 1100 :::; lal- l / p (t + T/)-l/P,

P

(4.17)

(4.18)

pour tout T/ > a et t > a assez petit.

Enfin, lorsque T/ ---+ aon obtient (1.10) ce qui acheve la preuve du Théorème IV.2. 0

Remarque IV.7. En génér'al, les estimations (1.9) et (1.10) du Théor'ème IV.2 ne sont pas

vérifiées par les solutions du problème de Cauchy-Dirichlet.

Démonstration:

On considère le problème de Cauchy-Dirichlet sur n =]0, l[e IR :

{

au a 2u au P _ ,
at-ax2 + lax l -0 dans ]O+oo[x]O,l[,
u(t, 0) = u(t, 1) = a pour tout t E]O, +00[, (4.19)
u(O,x) = J.Lo(x) dans ]0,1[.

Compte tenu des résultats du Chapitre U( Théorème 1.4 et Théorème 1. 7) on sait que si p > 1 et

J.Lo E Cgo(]O, 1[), J.Lo 2: a le problème (4.19) admet une unique solution u E C(Qoo) n C 1,2(Qoo).

De plus, comme les conditions de compatibilité d 'ordr'e un sont satisfaite dans ce cas on a

u E C 1,2(Qoo).
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(4.23)

Supposons que cette solution vér-ifie les r-elations (1.9) et (1.10), alor-s comme pour- tout (t,:r:) E

]0. +oo[ x ]0. 1[ :
~

ou p o(u p ) !
!:j(t. x) = -- 0 (t. x)u p (t. x),
ux P - 1 x

on déduit:
ou 1

1ox (t, x) 1 ~ C(t )u p (t, x) ,

où C(t) est une constante positive qui dépend de t. Par' conséquent pour- tout t E]O, +oo[ les

limites:

1· ou() l' ou ( )lm !:j t, x et lm!:j t. x
x aux x/,l u:r:

existent et sont égales à O. D'où, on a d 'une par·t :

ou ou
!:j(t.O) = !:j(t.l) = 0 t E]O. +00[. (4.20)
uX uX

D 'autr-e par't. gr-âce à la r-égular-ité de u et aux conditions aux limites dans (4.19) on a :

ou ou
ot (t, 0) = ot (t, 1) = 0 t E]O, +00[. (4.21)

Ainsi, en r-egroupant (4.19), (4.20) et (4.21) on obtient:

02u ou2
~ 2(t, 0) = ~ 2(t.l) = 0 t E]O, +00[. (4.22)
uX uX

Pour' x E IR. posons:

ù(x) = { u(x) . si xE n.
o smon.

Comme u E C 1 ,2 ([O+oo[ x [0,1]) et véTifie (4.20), (4.21) et (4.22) on déduit ù E C 1,2([0, +oo[ x IR)

et vér-'ifie le problème de Cauchy:

{

OÙ 02ù où
ot - ox2 + J ox 1 = 0 dans ]0 + oo[xIR,

Ù(O, x) = ùa(x) dans IR.

Comme Ua =1 0, la solution du problème de Cauchy (4.23) ne peut pas êtr-e à suppor-t compact

et on an'ive à une contmdiction.

Remarque IV.S. La pr-euve de la Remar-que IV. 7 peut s'obtenir- gr-âce à la T'elation (4.20) qui

contr-edit le Lemme de Hopf (cf paT' exemple Théor-ème 6, p.174 dans [60]).

5. Preuve du Théorème IV.3

Soit f3 un nombre réel positif satisfaisant:

f3 > (2P+~ - N) +

et posons

, = N(f3 + 1) et ri = N(f3 + 1) - p.

Puisque f3 vérifie (5.1) on a :

'T/>p+l

(5.1 )

(5.2)

(5.3)
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Avec ces notations la proposition suivante sera d'un intérêt essentiel pour la preuve du Théo­

rème IV.3.

Proposition IV.3. Soient n C]RN un ouveTt bomé,convexe et à jTontièr'e TégulièTe, et fi'o E

C(D). Notons paT u la sol'ut'ion du problème (1,1) dont l'existence est donnée paT le ThéoTème

IV.l. AloTS :

i) La fonction t -+ (1 + t)(M(t) - m(t))'Y est dans L 1 (0, +(0),

ii) En notant paT y la fonction défin'ie SUT [0, +oo[ paT:
00

y (t) = / (s - t)( M (s) - m (s))'Y ds

1.

alor's y E W 2,00(]0, +oo[) et véTifie l'inéquation difJéTentielle :

y'(t) + Cy(t)C< :::; 0 V t E [0, +00)

où la constante positive C ne dépend que de p,{3,N,n, (M(O) - m(O)) et

1+"7
a= .

2+''7-p

(5.4)

(5.5)

Démonstmtion:

Notre preuve suit les mêmes idées et les mêmes arguments que celles du Lemme 3 dans [11]
et du Lemme 12 dans [12].
Posons:

T* = inf{ t > 0; l\7u(t) [ == O}

alors T* peut être défini de manière équivalente:

T* = inf{ t > 0; M(t) = m(t)} = inf{ t > 0; y(t) = O}. (5.6)

Si /ka == c alors u == c, ce qui implique T* = 0 et la Proposition IV.3 est achevée.

On suppose fi'o non constante et par conséquent T* E]O, +00]. Soit T E]O, T*[ et t E [0, T[.

En intégrant la première équation du problème (1.1) sur ]t, T[xn et grâce aux relations (1.3),

(1.4), (1.5) et (1.6) on obtient:

T

lai / h[\7u(s, x)IP dx ds :::; [n[(M(t) - m(t))

t

D'après (5.2) et (5.3) on a :

1 = N ({3 + 1) = "7 + P

alors, par majoration on obtient :

II\7u(s)ll~ :::; 1[\7u(s)[I~ . [[[\7u(s)[P[h,

En regroupant les deux dernières inégalités on obtient:

T

/ II\7u(s)[[~) . II\7u(s)[[~ds :::; [,~i (M(t) - m(t))
(

(5.7)
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On considère les deux cas suivants :

Cas (i) : Pi- 1. Grâce à la relation (1.8). pour tout s E]t, T[ on a :

où Cl est une constante po itive qui ne dépend que de p > O.

En vertu du Lemme IV.2 :

M(s) - m(s) ~ C2 11\7u(s)lh

Ainsi les relations (5.7).(5.8) et (5.9) donnent:
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(5.8)

(5.9)

T

/(s - tf7/P(M(s) - m(s))' ds ~ C3 (M(t) - m(t))'/p pour tout tE [O. T] (5.10)

t

où la constante C3 ne dépend que de N, a,p, {3, "7 et O.

On passe à la limi te dans (5.10), lorsque T /" T*, et on obtient :

T"

/ (8 - t)T)/P(M(s) - m(s))' ds ~ C3 (M(t) - m(t))'/p pour tout t E [0, T*[ (5.11)

t

On fixe 8 E]O, T*[. En utilisant (1.5),(1.6) et (5.3) et (5.11) on obtient:

8 T"

/ (1 + s)(M (s) - m(s ))Î' ds = / (1 + s) (M (s) - m (s ))' ds + / (1 + s)(M (s) - m (s )fi ds

o 0 8
r-

~ (1 + 8)[8(M(0) - m(O))'Y + 8-T)/p / sT)/P(lYI(s) - m(s))Î' ds]

8
T-

~ (1 + 8)[c5(M(0) - m(O))Î' + c5-T)/p / sT)/P(M(s) - m(s)fi ds].

o

De nouveau, en vertu de (1.5), (1.6) et (5.11) (qui est vraie en particulier pour t = 0), cette

dernière intégrale est finie. Par conséquent :

t ---+ (1 + t)(M(t) - m(t)fi E Ll(]O, +oo[). (5.12)

On en déduit alors que la fonction y est bien définie sur [0, +oo[ et appartient à W 2 , (]O, + [).

En effet. pour tout t > O. on a :

et

+00

yi (t) = - / (M (s) - m (s ))' ds

t

y" (t) = (M(t) - m(t))'.

(5.13)

(5.14)
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Grâce à l'inégalité de Rolder et à (5.3) la fonction y vérifie aussi:

(y(t)r7/p = (/(s - t)(M(s) - m(s))"r dS)77/P

i
T" T-

:::; [/(s - t)77/P(M(s) - m(s))"r dsH/(M(S) - m(s))"r dSp/P-1

i 1

En regroupant cette dernière inégalité avec (5.10) on obtient:

c'est à dire:

y(tf' :::; C· y"(t) . (-y'(t)r7- p pour tout t E [O. T*[.

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Compte tenu que y'(t) :::; O. on multiplie l'inégalité (5.16) par (-y'(t)) et on lïntégre sur ]t, T*[.

ce qui donne:

y(t)l+77 :::; C· (_y'(t))2+77 - P tE [O,T*[

d'où, grâce à la définition de T* :

1 ---.!.±L
y'(t) + C y(t)2+ 17-P :::; a pour tout tE [0,+

et la preuve de (5.4) est achevée pour p i= 1.

Cas (ii) : Si p = 1. A la place de (1.8) on utilise cette fois-ci (1.7). Ainsi, pour tout s E]t, T[.
on a:

II\7u(s)II~7 ~ c4 (S - t)77/2(M(t) - m(t))-77.

en regroupant les relations (5.7), (5.17) et (5.9) on obtient:

T

/(s - tf7/2(M(s) - m(s)fl ds ::; C5 (M(t) - m(t))"r pour tout t E [O. T] (5.18)

i

où la constante C5 ne dépend que de N, a,p, /3, '17 et f2.

Grâce à (5.3) on a '17 > 2. Comme dans le cas précédent, on fixe fJ E]O, T*[, alors, en utilisant

(1.5), (1.6), (5.3) et (5.18) on obtient:

8 r

/(1 + s)(M(s) - m(s))"r ds = /(1 + s)(M(s) - m(s))'Y ds + /(1 + s)(M(s) - m(s))"r ds

o 0 8
r

:::; (1 + fJ)[<5(M(O) - m(O))'Y + <5- 7,/2 / S77/2(M(s) - m(s))"r ds]

8
T"

::; (1 + <5)[<5(M(O) - m(O))'Y + 5-77 / 2 / S77/2(M(s) - m(s))"r ds].

o

De nouveau. en vertu de (1.5), (1.6) et (5.18), cette dernière intégrale est finie. Par conséquent

la relation (5.12) est vérifié aussi pour p = 1. Comme dans le premier cas on en déduit que la

fonction y est bien définie sur [0, +oo[ et appartient à W 2,oo (JO, +oo[), la première dérivée et
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la dérivée seconde étant données par les formules (5.13) et (5.14).

Comme 'TI > 2, en utilisant l'inégalité d'Rûlder on obtient cette fois ci :
00

(y(t)f7l2 = (/ (s - t)(M(s) - m(s))' dsr7l2

1
T" T"

~ [/ (s - t)T//2(M(s) - m(s))' dS][/(JVI(S) - m(s))î dS]T//2-1

t t

Compte tenu de (5.18). (5.13) et (5.14) on en déduit:

y(t)T//2 ~ C. y"(t)(-y'(t))T//2-]

et par les mêmes arguments que dans le cas précédent on obtient :

y'(t) + ~y(t) ~ 0 pour tout t E [O. +oo[

ce qui achève la preuve de la Proposition IV.3, lorsque p = 1.

Preuve du Théorème IV.3 :

Soit:

14]

(5.19)

o

00

y(t) = /(s - t)(M(s) - m(s))'Y ds tE [0,00[.
t

la fonction définie dans la Proposition IV.3. On a obtenu que y E W 2,+ (]O. +oo[) et il existe

une constante positive C qui ne dépend que de p, (J. N. net (M(O) - m(O)) telle que y satisfait

l'inéquation diffërentielle (5.4) :

y'(t) + Cy(t)O ~ O. pour tout t E [0, + [,

avec a donné par (5.5) et
00

y(O) = / s(M(s) - m(s))'Y ds ~ O.

o
D'une part, si p E]O, 1[ alors a E]O, 1[ et, d'après inégalité diffërentielle (5.4) et (5.6) on obtient

que T* < 00 et :

y(t) == 0 pour t > T*

Par conséquent, lorsque p E]O, 1[, il Y a extinction en temps fini du gradient de la solution du

problème (1.1).

D'autre part, si p ~ 1 alors a ~ 1 et grâce à (5.4) et au fait que y e t une fonction positive,

on déduit:

y' (t) 1
-- < -- pour tout t E]O, +00[.
ya(t) - C

On va distinguer entre deux cas :

(i) Le cas p > 1. Dans ce cas on a alors a > 1.

En intégrant sur ]0. t[, t > 0, l'inégalité (5.20) on obtient:

(a - l)t
y(t)l-a ~ y(O)I-a + C '

(5.20)
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y(t) < ( 1 ) 1/(0-1) pour tout t E]a, +00[.
. - y(O)l-a + (ac})t

(ii) Le cas p = 1. Dans ce cas on a ct = l.

En intégrant sur ]0, t[, t> 0, l'inégalité (5.20) on obtient cette fois-ci:

t
logy(t) :s: 10gy(0) - C'

c'est à dire:

On obtient ainsi un taux de décroissance pour Is fonction y, lorsque t ~ 00.

Il suffit de démontrer que démontrer que:

lim M(t) - m(t) = 0,
1--+00

(5.21)

pour voir que, lorsque p 2: 1, la solution 1L du problème (1.1) converge uniformément dans n
vers une constante, quand t ~ 00.
Pour ce faire on rappel que, d'après la Proposition IV.3 la fonction:

g(t) = (1 + t)(M(t) - m(t))'Y est dans L 1 (0, +(0).

Comme t H (M(t) - m(t)) est une fonction positive et décroissante sur [0, +00[, il existe une

constante nOll-negative c telle que:

c = lim (M(t) - m(t))'.
1--+00

Alors:

c(1 + t) :s: g(t),

et par conséquent, la fonction t ~ c(1 + t) est dans L 1 (0, +(0), ce qui n'est possible que si

c = O. Ce qui prouve la relation (5.21).

On veut trouver maintenant un taux de décroissance de la fonction t H (M(t) - m(t)). Pour

ce faire notons par f :

p> 1.{

y(O)e-t si p = 1,

f(t) = ( 1 ) 1/(0-1)
si

y(O)(I-a)+ (0;1)1

le taux de décroissance, trouvé ci-dessus, de la fonction y.

Alors, pour tout t > 0 on a :

1! (s - t/2)(M(s) - m(s))' ds :s: y(t/2) :s: f(t/2).

1/2

Comme l'application s H (M(s) - m(s)) est décroissante on en déduit:

1

(M(t) - m(t))' !(s - t/2) ds :s: f(t/2), V t > 0,

t/2

(5.22)
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1

M(t) - m(t) ~ (8f~~2))::Y V t > 0,

où f est donné par (5.22). Ainsi la preuve du Théorème IV.3 est achevée.

6. Preuve du Théorème IV.5

(5.23)

D

(6.2)

Pour démontrer l'existence et l'unicité de la solution du problème (1.2) on va utiliser certains

résultats de [28] sur les semi-groupes continus qui préservent la monotonie.

Notons par C+ (0) le cône des fonctions positives dans l'espace des fonctions continues sur D

qui muni de la nonne Il 1100 est un espace de Banach.

Grâce au Théorème IV.1, pour tout p E]1. +oo[ et J.Lo E c+(n). le problème:

lÛt - 6'1.l + \V''I.lIP = 0 dans Qoo;

- = 0 sur r 00 (6.1)
av
'I.l(0) = J.Lo dans n.

admet une unique solution classique et non négative :

u E C(QT) ncH<l/2,2H(QT,T),Pour tout T E]O,T[, T > 0,

où fJ E]O.l[.

Notons par T(t){LO cette solution.

Proposition IVA. (T(t)k::o est un semi-groupe continu sur C+(O) et ce semi-groupe pTé­

serve la monotonie. C'est à diTe:

(i) (t, cp) --t T(t)cp est continue de [0, +oo[ xC+(D) dans c+(n) ;

(ii) T(t)T(T) = T(t + T) pOUT tout t, T ~ 0;

('iii) T(O)cp = cp pOUT tout cp E C+(D) ;

(iv) POUT tout cp, 'lj; E C+(O) telles que cp ~ 'lj; on a : T(t)<p ~ T(t)'lj;, pour tout t > 0

Démonstmtion:

Soient (el. cp7l) une suite qui converge vers (t, cp) dans [0, +oo[ xC+(D). Alors, grâce au Principe

de Comparaison, [cf. Lemme IV.6] et à la relation (6.2) on a :

IIT(t7l )cp7l - T(t)cplloo ~ IIT(t7l )(cpn - cp) 1100 + IIT(tn)cp - T(t)cplloo
~ Ilcpn - cplloo + IIT(tn)cp - T(t)cplloo.

Donc:

Ainsi, on en déduit (i).

Grâce à l'unicité de la solution du problème (6.1) dans l'espace défini par (6.2) on obtient (ii).

Quant au point (iii), il est évident.

Enfin, le point (iv) est une conséquence du Principe de Comparaison, [cf. Lemme IV.6]. D

La proposition suivante sera utile dans la preuve de l'existence de solutions. En posant:

c = {cp E C+(D); cp = 0 dans n \ D},

on a le résultat suivant:

(6.3)
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Proposition IV.5. Pour tout t > 0,

T(t)C est relativement compact dans C+(IT) .

et

si CPI E C et CP2 E C alors CPI V CP2 E C.

(6.4)

(6.5)

La relation (6.5) est évidente, par contre la preuve de (6.4) sera faite en deux étapes en utilisant

les deux lemmes suivants:

Lemme IV.7. Soit [ un sous-ensemble borné de C+ (0). Alors, pOUT tout t E]O, T[, l'ensemble

T(t)[ est Telativement compact dans C+(O)

Démonstation du Lemme IV. 7 :

Pour cp E [ notons par u<p E C(QT) n C I ,2(QT), l'unique solution du problème (6.1) avec la

donnée initiale cp (solution donnée par le Théorème IV.l). Ainsi, grâce aux relations (1.5),

(1.6) et (1.7), u<p vérifie:

mincp(x) :::; urp :::; maxcp(x)
xE~ xE~

et

(1) 1/2 1

II\7urp(t) 1100 :::; 2 IIcpilooC 2 pour tout t > O.

Puisque [ est borné dans C+(O) on en déduit que pour tout t> 0 l'ensemble:

{T(t)cp; cp E [} est borné dans WI,OO(O).

Comme l'injection de WI,OO(O) dans C(O) est compacte on en déduit que T(t)[ est relative­

ment compact dans C+(O), pour tout t> O.

Ce qui achève la preuve du Lemme IV.7. 0

Lemme IV.8. Soient p E]I, +oo[ et 0 un ouvert borné, convexe et à frontièTe régulièTe. Soient

D C D c 0 un ouver·t borné et à fmntière Tégulièr'e et C définie paT (6.3). POUT cp E C soit

T(t)cp la solution du pmblème (6.1) corTespondant à cette donnée initiale cp. AloTS, pOUT tout

t E]O, T[ il existe une constante C(t,p, 0, D) telle que:

IIT(t)cplloo :::; C(t,p, 0, D) pour' tout cp E C (6.6)

(6.7)

Démonstration du Lemme IV. 8 :

Avant de faire la preuve du point (6.6) on démontre d'abord qu'il existe une "borne universelle"

pour IIT(t)cpIILOO(an), pour tout cp E C et pour tout t E]O, T[. Pour ce faire, on s'inspire, comme

dans [28], d'une méthode assez utilisée en théorie du potentiel. Notons par eE CI (0)nCI ,2(0)

la solution du problème aux limites:

{

-6e = 1 dans 0 \ D,
e= 0 sur aD,
aeav = 0 sur 00.

Alors d'après le principe de maximum et le Lemme de Hopf (voir [33], page 327), on obtient

que

inf B(x) = min B(x) = 0,
xEn\D xEanUaD
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de plus. grâce aux conditions aux limites dans (6.7), on déduit:

a()
av < 0 sur aD

et

() > 0 dans 0 \ D.

Posons:

w(t. x) = Àé'te8(~')

oü À > 0 et C > 0 (C sera choisi ultérieurement en fonction de À).

On a:
aw Ct a() 1 _J_.

aV (x,t) = Àe a)- (()(x))2)e O
(X)

et grâce à (6.7). (6.8) et (6.9) on obtient:

{

aw
fjJ;; = +00 sur ]0, T[ x aD

-a = 0 sur ]0, T[xaO
v

De plus. pour tout 'P E C :
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(6.8)

(6.9)

(6.10)

1

w(O. x) = Àe 8 (x) 2: 'P(x) = 0 sur 0 \ D.

Il suffit alors, de trouver C = C(À) tel que:

aw -at -!::::.w + lV'wlP 2: 0 dans ]0, T[xO \ D, (6.11)

pour conclure à l'aide du Principe de Comparaison, [cf. Lemme rVA] que, pour tout À > 0, il

existe C)., > 0 tels que pour tout 'P E C :

T(t)rjJ:::; Àec>o.teb dans ]0, T[xO \ D. (6.12)

Preuve du point (6.11).

On a:
aw V'()at = Cw, V'w = -(j2 . w

et

d'oü:
aw P _ 1 2 1 2 1V'()\Pwp-lat - !::::.w + lV'wl - w(C - [()2 + (()3 + ()4 )IV'()I - (}2p ]).

Posons:
1

1 2 1 1V'()IPV-1e(p-l)8 1 2 1 2 1V'()IPwp- 1

g(À,x) = ()2 + (()3 + ()4 )1V'()1
2

- ()2p 2: ()2 + (()3 + ()4 )IV'()I - ()2p

Alors, comme IV'()I = 1g~ 1=f. 0 et () = 0 sur la frontière de D compte tenu de la définition de

won a:

g(À. X)lôD = -00.

De plus. grâce à (6.9) :

g(À,·) E C(O \ D)
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Par conséquent. la fonction g(À.·) estmajorée dans n\D, par une constante qu'on note C(À).

Il suffit alors de prendre CÀ > max{O, C(À)} dans la définition de w afin d'obtenir (6.11). Ain i

on en déduit (6.12).

De plus. grâce à (6.9) il existe une constante d > °telle que e> d sur an et par conséquent,

en utilisant (6.12), pour tout cp E C on a :

T(t)<jJ:S ÀeC>..l+~ dans JO.T[xan. (6.13)

Preuve du point (6.6) :

Grâce au Théorème IV.2. plus précisément au point (1.10). pour tout cp E C on a :

(p l)(p-J)/p
11\7(T(t)cp)(p-l)/P(t)lloo :S - Cl/p. (6.14)

p

Soit donc Xo E an fixé. D'après (6.14), pour tout t E]O, Tl, (T(t)cp) 7 E wl. (n), alors

l

(T(t)cp) 7 (x) = (T(t)cp) 1';1 (xo) + J\7x(T(t)cp) 1';1 (s.1: + (1 - s)xo) . (x - xo)ds

a
et. par conséquent. grâce à (6.13) et (6.14) on obtient:

(1'-1)

l'..=..!- E=...!. E=...!.(c 1) (p - 1) -p-li (T(t)cp) l' IILoo(n) :S À l' e l' >..t+(l + dn c JiP ,
p

où dn est le diamètre du domaine n. Ainsi, on en déduit (6.6) et la preuve du Lemme IV.8 est

achevée. 0

En regroupant le résultats des Lemmes IV.7 et IV.8 on peut en déduire (6.4) ce qui achève

la preuve de la Proposition IV.5.

Preuve de l'existence de solutions faibles du problème (1.2) :

Pour tout t EJO, T[. posons:

M(t,x) = sup{(T(t)cp)(x);cp E C}. (6.15)

Puisque C vérifie (6.4) et (6.5) on peut appliquer la Proposition 1.2 de [28J et on obtient que

{M(t), t > O} C c+(n) et de plus:

T(t)M(T) = M(t + T) pour tout T > 0 et t ~ O. (6.16)

Donc, pour tout T > 0, l'application [0, TJ ::7 t ~ M(t + T) à la régularité donnée par (6.2), de

plus c'est une solution du problème (6.1).

Il reste à démontrer que l'application t H M(t) vérifie les conditions initiales (1.12) et (1.13).

Vérifions d'abord (1.12). Dans la preuve du Lemme IV.8 on a montré qu'il existe une fonction

e vérifiant (6.7),(6. ) et (6.9), telle que la relation (6.12) soit satisfaite, c'est à dire, pour tout

t EJO, T[ et cp E C :

T(t)cp :S Àec>..leb dans n \ D.

Compte tenu de (6.15), en passant à la borne supérieure, on en déduit:

M(t) :S Àé\teb dans n \ D. (6.17)
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Soit K un compact dans 0 \ D, comme la fonction (} vérifie (6.9) alors il existe une constante

positive d = d(K) telle que (}(x) ~ d(K) dans K. En regroupant ce dernier point avec la

relation (6.17) on obtient :

d'où on déduit:
1

0:::; limsupM(t) :::; Àed(h') uniformément dans K
l",",O

Comme la dernière inégalité a lieu pour tout À > 0, on peut passer à la limite lorsque À -+ 0+.

On obtient alors (1.12).

Reste à prouver (1.13). Soit K un compact dans D. Pour R> °soit cp E C telle que cp = 2R

dans K. Comme cp E C+(O), grâce aux points (i) et (iii) de la Proposition IV.4 on a :

lim T(t)cp = cp uniformément dans O.
t",",O

C'est à dire: pour tout c > 0, :3 6(c, cp) tels que pour tout t E]O, 6(c, cpH on ait:

IIT(t)cp - cpllu"'(fl) < C.

En particulier

pour tout t E]O. 6(é. cpH· IIT(t)cp - 2RIILOO(J() < C.

d'où

pour tout t E]O, 6(é, cp)[, T(t)cp> 2R - é. V x E K.

Soit E E]a, R[, alors, grâce à (6.15) on obtient que, pour tout R > 0, il existe 6(é, cp) = 6(R)

tels que, pour tout t E]O, 6(RH on ait:

M(t, x) > R pour tout xE K,

En faisant tendre R vers +00 dans l'inégalité ci-dessus. on en déduit (1.13). Ainsi, on a dé­

montré que:

u(t, x) = M(t, x) dans QT.

est une solution du problème (1.2) au sens de la Définition IV.1. o

La preuve de l'unicité des solutions du problème (1.2) repose sur le Principe de Comparaison

suivant:

Proposition IV.6. Soient Dl, D2 E IRN deux ouveTts bomés et à jmntiè7-es assez régulières

tels que Dl C Dl C D2 C D2 C n et notons par:

et

Cl = {cp E C+(O); cp = °dans n\ Dd,

C2 = {cp E C+(O); cp = 0 dans n\ D2},

Ml (t) = sup{T(t)cp; cp E Cd

M2 (t) = sup{T(t)cp; cp E cû·

(6.18)

(6.19)
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Soient Ul et U2 deux solutions positives du pmblème (1.2) cOTr'espondant Tespectivement aux

ouveTts Dl et D 2 et au sens de la Definition IV.l.

Si U 1 est donnée paT (6.18) ou bien si U2 est donnée paT (6.19) aloTs

Ul ~ U2 dans QT (6.20)

D émonstmtion:

Cas i) : Soit Ul une solution quelconque du problème (1.2) et soit 'I.t2 la solution donnée par

(6.19).

Comme D \ D2 est un compact de D \ DIon a :

lim Ul (t . .) = °uniformément sur D \ D 2
t 0

Il en résulte que: pour tout E> 0, :3 i5(E) > ° tel que, pour tout T E]O. i5(E)[ :

Uj (T, .) - E < °dans D \ D 2

Alors. pour tout T E]O, i5(E)[, il existe 'PT E C2 tel que:

UdT,·) - E < 'PT dans D ,

c'est à dire. pour tout T E]O, i5(E)[ :

UdT,·) < 'PT + E dans D.

Puisque (T(t))t~O pré. erve la monotonie, on en déduit:

T(t)uJ (T.·) ~ T(t)('PT + E) dans D. pour tout T E]O, i5(E)[ et t E]O, T[.

d'où:

'I.tl (t + T.·) ~ T(t) ('PT + E) dans D, pour tout T E]O, i5(é)[ et t E]O. T[

Grâce à l'unicité des solutions du problème (1.1) à données continues on a :

T(t)('PT + E) = T(t)('PT) + E

et, comme 1>T E C2 , on en déduit:

Ul (t + T.·) ~ T(t)'PT + E~ M 2(t) + E dans D, pour tout T E]O, i5(E)[ et t E]O, T[.

Donc:

UI (t + T,') ~ M 2(t) + E dans D, pour tout T E]O, i5(E)[ et t E]O, T[.

On passe à la limite lorsque T \. °et puis lorsque E \. °dans l'inégalité ci-dessus et on

obtient:

Ul (t) ~ M2(t) = U2(t) pour tout t E]O, T[.

Cas ii) : Soit Ut la solution donnée par (6.18) et soit U2 une solution quelconque du problème

(1.2).

Puisque Dl C D 2 on ait:

lim U2 (t . .) = +00 uniformément sur Dl,
t'\,o '
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Soit cp E Cl, il existe alors o(cp) > °tel que pour tout T E]O,O(cp)[ on a:

U2(T.·) ~ Ilcplloo ~ cp dans Dl·

Comme U2 (T . .) est une fonction positive et cp E Cl, alors pour tout T E]0.0 (cp)[ on a :

U2(T.·) ~ cp dans n
Puisque T(t) préserve la monotonie. alors:

U2(t + T) = T(t)u2(T) ~ T(t)cp pour tout T E]O,O(cp)[. pour tout t E]O, T[

On fait tendre T vers °et on obtient:

U2(t) ~ T(t)cp, pour tout t E]O, Tl, pour tout cp E Cl

Ul étant donnée par (6.18), on en déduit (6.20). Ce qui achève la preuve de la Proposition

N.6. 0

Preuve de l'unicité des solutions du problème (1.2) lorsque p E]1, 2[ :

Soit (Dn)nEf\l une suite décroissante d'ouverts de ~N telle que:

D C Dn+1 C Dn, et D = nDn,
nEN

et soit (Un)nEf\l une suite croissante d'ouverts de ~N telle que:

Un C Un+1 C D et D = UUn·
nEf\l

Posons:

et

Cu" = {cp E C (n); cp =°dans n \ Un}.

Et notons par :

MD" (t) = sup{T(t)cp; cp E CD,,}

et

(6.21)

(6.22)

Mu,,(t) = sup{T(t)cp; cp ECu,,}.

Alors MOn et Mu" sont des solutions du problème (1.2) correspondant aux ouverts D n et Un·

Grâce à la Proposition IV.6 et aux relations (6.21) et (6.22), pour toute solution U du problème

(1.2) correspondant à rouvert D et pour tout t E]O, T[ on a :

Mu" (t) S u(t) S MD" (t) dans n. (6.23)

De plus. (McJn est une suite croissante de fonctions et (MDn)n est une suite décroissante.

En notant par A et B leur limite respective, alors d'après (6.23), pour tout t E]O, T[ on a :

A(t) S u(t) S B(t) dans n.

Montrons d'abord que A = M, où M est la solution de (1.2) donnée par (6.15).

D'une part, grâce à (6.24) pour tout t E]O, T[ on a :

A(t) S M(t) dans n.

(6.24)
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et d'autre part. pour avoir M :::; A, il suffit de démontrer que pour tout cp E C ett E]O, T[ on

a:

T(t)cp :::; A(t) dans n.

Pour cp E C, il existe une suite CPn E CUn telle que:

CPn /' cp uniformément dans n, lorsque n -+

La monotonie de T(t) implique:

T(t)CPn /' T(t)cp, lorsque n-+

Comme. pour tout n E N

T(t)CPn :::; MUn (t) :::; A(t) dans n.

par passage à la limite lorsque n -+ 00, on en déduit (6.25).

Montrons maintenant que M = B. Grâce à (6.24) pour tout t E]O, T[ on a :

M(t) :::; B(t) dans n

Il reste à démontrer que:

B<M.

La preuve de cette inégalité sera faite en plusieurs étapes.

Soit R> O. Pour tout n E N et t E]O, T[ posons:

MDn.R(t) = sup{T(t)cp; cp E CD", Ilcpll :::; R}

Grâce au Principe de Comparaison, [cf. Proposition II.l3], on a :

IIMDn,Rlloo,QT :::; R.

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Comme dans la preuve de l'existence de solutions du problème (1.2), on peut démontrer que

pour tout T E]O,T[, MOn.R E C 1,2(QT,T) et est une solution du problème:

au
- - 6.u + lV'ulP = 0 dans QT,

fJtav = 0 sur fT, (6.29)

u = R dans D n ,

u = 0 dans n \ D n ,

la condition initiale étant vérifiée au sens suivant :

pr~ u( t, .) = 0 uniformément sur tout compact de n \ Dn

et

lim u( t, .) = R uniformément sur tout compact de D n .
t 0

(NIo".R)n étant une suite décroissante, il existe une fonction UR tel que:

UR = lim MDn R dans QT·
n-HXl '

On a besoin du lemme suivant:

(6.30)

(6.31)

(6.32)
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Lemme IV.9. Soit UR la fonction définie paT (6.32). Alors. pOUT tout q ~ 1 et T E]O. T[ on

a :

De plus, il existe Ua E LOO(n) telle que UR soit l'unique solution du pmblème :

1
EhlR
7ft - tJ.UR + 1.\7URI P = 0 dans QT;
âUR
- =0 SUT fTa,/
u(t) = Ua dans 0,

Démonstration:

Comme

(6.33)

MO",R(t) = T(T)Mo",R(t - T) E T(T)(C+(D))

grâce à la Proposition IV.7 et à (6.28) on déduit que pour tout t E]O. Tl, (MOIl.R(t))n est une

suite relativement compacte dans c+(n) et par conséquent, à une sous-suite près:

MOn,R(t) ---+ UR(t) dans c+(n) lorsque n ---+ 00.

Alors pour tout T > 0 et t E]O, T[ on a :

Donc UR E C1 ,2(QT,T) et vérifie:

{
a~t -tJ.UR + l\7uHI P = 0 dans QT,T.

âUR-a = 0 sur f TT .
LI '

De plus, grâce à (6.28) :

(6.34)

(6.35)

Montrons que 'UR E L 2 (0, T; H 1 (n)).

Soit T E]O, Tl, multiplions la première équation de (6.34) par UR et intégrons la sur QT,T :

Compte tenu de (6.35) on déduit:

J\\7uR(t,x)j2 dxdt::; ~R21nl
QT.T

On fait tendre T \. 0 dans l'inégalité ci-dessus et on obtient que UR E L2 (0, T: Hl (0,)).

Soient t E]O. T[ et q ~ 1. D'après (6.35) on tire:

Montrons qu'il existe Ua E LOO(n) tel que:

UR(t) -' Ua faiblement dans Lq(n), V q ~ 1.
t'\,D

(6.36)

(6.37)



152 [v. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CAUCHY-NEUMANN

Soit (tn)n une suite qui tend vers 0, alors grâce à (6.36), (UR(tn))n converge faiblement "à une

sous-suite près" dans Lq(D).

Supposons qu'il existe deux sous-suites de (tn)n notées par (tn,) et (tn,,) telles que:

UR(tn') -'- u~ faiblement dans Lq(D)

et

UR(tn,,) -'- u~ faiblement dans Lq(D).

Soit cp E Cgo(D). En multipliant la première équation de (6.34) pal' cp et en l'intégrant sur

QLn' ,L ct QLn",t respectivement, on a d'une part :

JuR(t)cpdx + J \1uR\1cpdxds + J l\1uRI Pcpdxds = JuR(tn,)cpdx

li Qln"f Qln"f li

et d'autre part on a :

JuR(t)cpdx + J \1uR\1cpdxds + J l\1uRI Pcpdxds = JuR(tn")cpdx.

li Qln".1 Qin"'! li

Donc, par passage à la limite lorsque t n , '\. 0 et t n" '\. 0 on déduit:

Ju~(x)cp(x) dx = Ju~(x)cp(x) dx pour tout cp E Cgo(D).

li li

Par conséquent :
,- 11- d nua = ua = Ua ans ~ 6

et (6.37) est vérifiée.

Finalement, on montrons que, pour tout q 2:: 1, UR E C([O, Tl, Lq(D)). Posons 1 = -1\1uRIP E

L2/P(QT). D'après la Proposition II.5, UR E C(]O,T],Lq(D)) n L2(0,T;H1(D)) est l'unique

solution du problème:

et pour tout t 2:: 0 :
!

8;t -6UR = 1 dans QT;

8UR
-- = 0 sur f'l'8v .
u(t) -'- Ua faiblement dans Lq(D)

(6.38)

L

UR(t) = S(t)ua +JS(t - s)1(s) ds

a
On en déduit que UR E C([O, T]; Lq(D) est l'unique solution du problème (6.33) et en particu-

lier:

UR (t) ----7 Ua fortement dans L q (D) .
L\,a

Par suite il existe un suite t n '\. 0 tel que:

UR(tn, x) -t ua(x) p.p. dans D.

Grâce à (6.35) on obtient que Ua E Loo(D) avec:

Ilua 1100 ~ R.

(6.39)

(6.40)
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o

R dans D.
o dans n \ D.

(6.41)

alors on a le résultat suivant:

Lemme IV.IO. Uo étant la fonction d~firàe par (6.37), on a :

Uo ::; '(jJR p.p. dans n.

Démonstmt'lon:

La suite (!VIO".R)n étant décroissante compte tenu de (6.30) on a :

UR(t.X) ::; !VIOn,R(t,X) pour tout (t,x) E]O,T[xn.

On note par:

{
R dans Dn ,

'l/Jn,R = 0 dans n \ D n
Alors, grâce à (6.30) et (6.31) on en déduit

limsupuR(t,X) ::; '(jJn.R(t, x) p.p. dans n.
t'\,O

et. par passage à la limite lorsque 11 -+ 00, on obtient:

(6.42)

(6.43)

limsupuR(t,x) ::; 'l/JR(t, x) p.p. dans n. (6.44)
t'\,O

Finalement. en regroupant (6.40) et (6.44) on obtient (6.42) et le Lemme IV.10 est prouvé. 0

Pour tout t E]O. T[, notons par:

Lemme IV.Il. Pour tout T E]O, T[ et q 2 1, la fonction !VID,R vérifie:

!VIO.R E C([O, T]; Lq(n)) n L2(0, T; HI (n)) n C1,2(QT,T) n LOO(QT),

et de plus, !VIO.R est l'unique solution du problème:

1
aufJt =tlu + l\7ulP

= 0 dans

av - 0 sur fT,

u(O) = '(jJn dans n

(6.45)

(6.46)

(6.47)

Démonstmtion:

Comme dans la preuve de l'existence de solutions pour le problème (1.2), on peut montrer que

pour tout T E]O. T[. !VID.R E C1,2(QT.T) est une solution du problème (6.29), correspondant au

domaine D et avec les conditions initiales (6.30) et (6.31). En particulier:

!VIO,R(t) -+ '(jJR p.p. dans n, lorsque t ~ 0

Grâce au Principe de Comparaison, [Proposition II.13l,

Il!VIo,RIIU'''(Qr) ::; R (6.48)
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Donc. lorsque t \. 0

MD,RJt) ~ 'l/JR dans Lq(n), pour tout q :2 1. (6.49)

On en déduit que pour tout T E]O, T[ et q :2 1, MD,R vérifie (6.46) et c·est runique solution

du problème (6.47). 0

Ainsi. les fonctions UR et MD,R ont la même régularité donnée pal' (6.46) et vérifient le même

problème aux limite (6.47) avec respectivement des conditions initiales Ua et 'l/JR satisfaisant

(6.42). Afin de pouvoir appliquer le Principe de Comparaison [cf. Proposition II.l3]. on a

besoin d·un résultat pour la régularité des solutions faibles du problème (1.1).

Lemme IV.12. Soient p E]I, 2[. f..La E L (n) et U E LOO(Qr) n L 2 (0. T. H1(n)). une solution

faible du pr'oblème (1.1). AloTS U E LP(O, T, Wpq(n)). pOUT tout q :2 1.

Démonstmtion:

Pour tout t E]O, T[ notons:

t

udt) = S(t)f..La et U2 = a / S(t - s)lV'u(sWds

a

Grâce aux relations (2.4) et (2.5) du Chapitre II, on a : ul E LOO(Qr) et vérifie:

Iludt)II\\'[,pq(D) :S C(pq, T, n)c! IIf..Lallpq :S C(pq, T, n)lnll/pqc! IIf..Lall . pour tout t E]O, T[.

pour tout q :2 1. Par conséquent: UI EL (Qr) n U(O T. wl,pq(n)) pour tout TE [1,2[.

Montrons que U2 a la même régularité.

Posons:

f = alV'ulP dans Qr·

Puisque U E L2(0.T:H l (n)) on a JE L 2/P(Qr) et u2 est la solution du problème (2.34) dans

le Chapitre III. Grâce à la Proposition II.7 on a U2 E Wi;~(QT) et comme U et Ur sont dans

L 00 (Qr) on obtient U2 = U - Ul E LOO(Qr). En particulier:

(6.50)

Grâce à l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (cf. par exemple [20], p.195) pour tout 'P E W 2,')' (n)n

L (n) on a :
1 1

IIV' 'P Il 2')' :S Ch, n) Il'PII Jp,-y (D) Il'PII~

Par conséquent:
1 [

II\7u2(t)ll~ :S C(2/p. n)llu2(t)II~.2.2/P(D)llu2(t)IIJo, pour tout t E]O. T[

Puisque U2 EL (Qr). alors grâce à (6.50) on a :
4 1 4

U2 E Lv (O. T; W 'v (n)).

Soit n = [10g2/p Pf] où [a] est la partie entière du nombre réel a, alors:

(2)n (2)n+1
2 p :S pq < 2 P

(6,51)
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Si n = °alors pq < ~ et comme 2 < ~ on en déduit que U2 E V (0, Ti w1 ,pq (D)) pour tout

r E]I, 2[, et la preuve du lemme IV.12 est achevée.

Si TI, > °alors ~ ~ pq et U = U1 + U2 satisfait :

U E V" (0, T; W1,~ (D)) pour tout r E [1,2[.

En particulier pour r E]p, 2[ :

Grâce à la Proposition II. 7 on tire:

U2 E LT/P(O, Ti W2,(~)2(D)) pour tout r E]p, 2[.

En appliquant de nouveau (6.51) on a :

U2 E L 2T /p(0, T; W1,2(~)2(D)).

Si TI, = 1 alors pq < 2(~)2 et comme r < ~;. on obtient: U2 E V(O, T; W 1,pq(D)).

Si TI, > 1, on continue le processus et on démontre, par récurrence, que pour tout r E]p,2[ :

U2 E L 2T /p(0, T; W 1,2( ~)n+l (D)),

d'où, on tire:

U2 E LT(O, Ti W 1,pQ(D)), pour tout r E]p,2[

On remarquera que la régularité ci-dessus, de U2, est vraie pour tout r E]I, 2[. Ce qui achève

la preuve du lemme IV.12. D

Grâce au lemme IV.12, UR et MD,R appartiennent à LP(O, Ti W 1,pQ(D)) pour tout q 2: 1, et

en particulier pour tout q > max{l, qc}, où qc = N;~~l). On peut appliquer le Principe de

Comparaison, [ Proposition II.l3], au problème (6.47) et on a :

UR(t) ~ MD,R(t) ~ M(t) pour tout t E]O, T[,

UR étant définie par (6.32).

Preuve du point (6.26) :

La suite (MDn)n étant décroissante, pour tout t E]O, T[ on a :

(6.52)

B(t) = inf sup{T(t)'P; 'P E COn}'
nEN

où la suite (Dn)n est définie par (6.21).

Donc, pour (to,xo) E]O,T[xO fixé, on peut trouver une suite ('Pn)n telle que 'Pn E CDn et

vérifie:

T(to)'Pn(xO) \. B(to, xo), lorsque n -700. (6.53)

Alors, grâce à (6.27) on a :

T(t)('Pn /\ R) ~ MOn,R(t) pour tout t E]a, T[.

Comte tenu de (6.32), par passage à la limite on obtient:

limsupT(t)('Pn /\ R) ~ UR(t) dans D.
n---+oo

(6.54)

(6.55)
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En regroupant les relations (6.52) et (6.55), pour tout R > °et t E]O, T[ on a :

limsupT(t)(cpn 1\ R) :::; M(t) dans O.
n-HXl

Donc. pour (to, xo) E]O, T[ xO, fixé on a :

lim supT(to)(CPn 1\ R)(xo) :::; M(to, xo), pour tout R > O.
n-+oo

Alors:

pour tout E > 0,371, = 71,(E) t.q. T(to)(CPn 1\ R)(xo) :::; M(to, xo) + E pour tout n 2': 71,(E).

On fait tendre R vers l'infini dans l'inégalité ci-dessus et on obtient:

Dons, par passage à la limite, lorsque n -t 00, on tire grâce à (6.53)

B(to, xo) :::; M(to, xo) + E, pour tout E > 0,

et en faisant tendre E vers 0, on obtient:

Le point (to, xo) étant choisi arbitrairement, on en déduit (6.26). Ainsi:

A=M=B.

Finalement, grâce à (6.24) :

u=M.

est l'unique solution du problème (1.2). Ce qui achève la preuve du Théorème IV.5. 0
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Cette thèse est consacrée à l'étude de l'équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité:

(VHJ) Ut -.6..u = alV'ulP,t > O,x E 0,

où a E ~ a i- 0, p > 0 et 0 C ~N est un ouvert borné à frontière assez régulière. On étudie
l'existence, l'unicité et la régularité des solutions faibles des problèmes aux limites de (VH J)
avec une condition au bord homogène de type Dirichlet ou Neumann et des données initiales /-io,
des mesures de Radon bornées ou bien des fonctions mesurables dans un espace de Lebesgue
LQ(O),l ::; q < 00. Des propriétes qualitatives des solutions faibles sont étudiées à l'aide
d'une technique dûe à S.N. Bernstein. Un interêt particulier est accordé au comportement
asymptotique des solutions pour des temps grands, en fonction du signe de a et de l'exposant
p. On montre aussi l'existence de solutions de (V H J) avec une condition au bord homogène
du type Neumann, dans le cas où 0 est un ouvert convexe et la donnée initiale /-io = +00 sur
un ouvert D C D c 0 et /-io = 0 sur 0 \ D.

Initial boundary-value problems for viscous Hamilton-Jacobi equations
with irregular initial data

This thesis deal with the viscous Hamilton-Jacobi equations of the form :

(VHJ) Ut -.6..u = alV'ul P, t> 0, xE 0,

where a E ~,a i- 0, p > 0 and 0 C ~N is a bounded domain with a smooth boundary ao. We
study the existence, uniqueness and regularity of weak solutions for (VH J) equation with Di­
richlet or Neumann homogeneous boundary conditions and irregular initial data /-io. The cases
of initial data /-io a bounded Radon measure, or a function in the Lebesgue space Lq, 1 ::; q < 00

are investigated. Next, using the Bernstein technique we prove sorne qualitative properties of
these solutions. A particular attention is given to the long time behaviour depending on the
sign of a and the exponent p. We also study the existence and the uniqueness of the solutions
of (VH J) equation for the Neumann boundary condition, when 0 is a convex bounded domain
and the initial data /-io = +00 on a sub-domain D C D C 0 and /-Lo = 0 on 0 \ D.
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