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Introduction

1. Origine physique des équations étudiées

Cette these est consacrée a I'étude d’équations aux dérivées partielles de type “Hamilton-Jacobi
avec viscosité” :

Ju
s Wi WP dans
(VHJ) p Au = a|VulP dans ]0.+00[x€2,
u(0) = pp dans €.

avec une condition aux limites de type Dirichlet homogene :
(D) u=0 sur ]0.+oc[xdQ,

ou bien une condition aux limites de type Neumann homogene :
. du
(N) — =0 sur |0.+o00[xdS.
dv
Le domaine © C BV est un ouvert borné et a frontiere 9 assez réguliere. Pour tout x € 940,
v(x) désigne la normale extérieure 4 d€ au point x. Les parametres a.p seront choisis telles
que a € R.a # 0. p > 0 et la donnée initiale pg sera une mesure de Radon bornée sur 2,
ou bien une fonction mesurable de 'espace de Lebesgue L7(€2), ¢ > 1, ou bien une fonction
continue sur §2.

Les équations de type (V H.J) sont d'un grand intéret aussi bien mathématique que physique.
En effet, on les trouve. en particulier. dans les problémes relatifs au calcul des variations. ainsi
que les problemes de réaction-diffusion. D'une part, elles peuvent servir de modeles dans la
théorie des équations paraboliques, car elles constituent le plus simple exemple d’équation pa-
rabolique quasi-linéaire, dont le terme non-linéaire est une fonction du gradient de la solution.
D’autre part. ces équations interviennent dans la théorie du controle détérministe et stochas-
tique (voir [36]) ainsi que dans 1'étude des problemes de perturbations singulieres qui jouent
un role important dans la théorie des grandes déviations. Celle-ci est une partie de la théorie
des perturbations aléatoires des systemes dynamiques (voir [6, 34, 35, 37]). Plus précisément
si on note par P.(f.x) la probabilité qu'un processus de diffusion partant de x a I'instant ¢
avec un petit bruit d’inténsité £ > 0 reste dans un domaine bornée 2 € BN jusqu’a 1" instant
fixé T > 0. alors P-(t.x) satisfait une équation parabolique linéaire dans [0, 7] x Q avec les
conditions aux limites :

P.(t.z) =0, pour (t.z) €[0.T] x IQ et P.(T.xz)=1 pour x €.
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La théorie des grandes déviations étudie le comportement de P. au voisinage de 0 lorsque ¢
tends vers (. Une méthode classique qui répond a cette question est de considérer la fonction
u. définie par :

u- = —¢log P-.
Si le processus de diffusion est le mouvement brownien d’intensité (25'_%J. alors la fonction w-

vérifie I'éguation :

- 4

% — eAu: = |Vu:|~ dans ]0,+o00[x1Q,
(

e = +00 sur  J0O, +oc[x 082,
e (1) =10 dans €.

de plus. lorsque £ tend vers 0, on peut démontrer sous des hypotheses convenables que .
converge vers une fonction u. solution du probleme aux limites :
% = |Vul* dans 0, 4+oc[xS2.

u= +0o0 sur 0. oo x .

u(T) =10 dans €,
Ce modele correspond done au probleme (V H.J) avec condition au bord de type Dirichlet.
Pour le probleme de Neumann, on peut considérer des modeles de processus dont les trajec-

toires sont refléchies sur le bord du domaine €.

Signalons que ces équations interviennent aussi dans I'étude de la croissance de surfaces, qui
sont en réalité des filins minces. séparant deux couches (par exemple deux fluides de densités
différentes : eau douce-eau salée, vapeur-eau, etc...).
Un modele de croissance de surfaces qui se déplaceraient a vitesse constante a été développé
par M.Kardar-G.Parisi-Y.-C.Zang dans [45]. Avec une approche “continue des mécanismes”.
ce modele est décrit par 'équation aux dérivées partielles :
(KPZ) % = ~vAh + /\|Vh.|"’ + 1.
O la fonction h désigne la hauteur de la surface et t la variable temporelle. Le premier terme du
membre de droite de I'équation (K PZ;) représente la diffusion et 4 peut étre considéré comme
“une tension de surface”™. Le deuxieéme terme du membre de droite provient du processus de
déplacement des particules (la constante A mesure par exemple la vitesse de sédimentation).
Enfin. le dernier terme est produit par une force stochastique de courte mémoire et d’espérance
nulle. Dans sa forme la plus simple, 7 représente un “bruit blanc™ de loi Gaussienne. En prenant
en compte d'auntres effets de surface. J.Krug-H.Spohn. [49] ont étendu ce modele avec 'EDP :
> oh
(KPZ,) — = yAh + A|Vh|P + 7,
ot
Pour p > 0 I'égquation (K PZs) est connue sous le nom de 'équation K PZ généralisée. En
particulier. en négligeant le bruit blanc 7 cette équation est parfois appelée équation KPZ

déterministe généralisée,
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2. Quelques références

Dans ce paragraphe on résume briévement les nombreuses contributions a I'étude du probleme

(VHJ) ainsi qu'aux problémes voisins.

Le probleme parabolique semi-linéaire :

d_f; e u.]‘ulﬁ'_l?-'- dans 0. T[x€Q,

ot
u=0sur ]0.T[x09,
w(0) = po dans €,

(PSh)

ota € Boa # 0,9 > 1et Qun ouvert de BN a fait 'objet de nombreuses études.

Sans étre exhaustif. on peut citer d'une part les travaux de F.B. Weissler [70, 71| qui a étudié
I'existence et I'unicité des solutions faibles locales du probleme (PS)) avec une donné initiale
une fonction mesurable dans I'espace de Lebesgue L9(€2), ¢ > 1 et d’autre part P.L. Lions [57] et
W.-M.Ni-P.E.Sacks [59] qui ont étudié le comportement asymptotique des solutions. H.Brezis-
Th.Cazenave * ont revisité” le probleme (PS)) dans [22] et ont amelioré certains résultats
en démontrant 1'unicité des solutions dans une classe plus large et plus appropriée. H.Brezis-
A Friedman ont étudié¢ dans [23] le probleme de Cauchy sur BV avec des données initiales
moins régulieres (des mesures de Radon bornées). Plus précisément ils ont démontré dans ce

N+2
N

et la non-existence de solutions faibles dés que v > .. P.Baras-M.Pierre [5] ont donné des

cas, l'existence de solutions faibles pour tout ~ inférieur & un exposant critique v, =

conditions nécesaires et suffisantes sur 'exposent 7 et la donnée initiale p5 pour avoir I'existence
et 'unicité des solutions faibles du probleme aux limites (PS;).

Signalons que dans ces travaux il apparait les exposants critiques suivants :

_N+2 _-NH=1)

- N =" 8 °

o et q.

et on peut observer que :
G 21=72".

P.Quittner [61] et P.Quittner-Ph.Souplet [62] ont étudié des systemes paraboliques du type
(PS)) et (VH.T).

Un autre probleme lié¢ a (V H.J) est le probleme parabolique semi-lineaire :

du ol :
5 " Au = alu|"" u+b|Vul’ dans ]0,T[x€,

(P52)§ w=0sur 10, T[x 052,

u(0) = po dans €,
ona.be R a.b#0.~.p>1etQest un ouvert borné de RN.
M. Chipot et F.B. Weissler [26] se sont intéréssés a I'existence de solutions globales du pro-
bleme (PS,) lorsque a > 0 et b < 0. Ils ont mis en évidence la compétition entre les parametres
v et p. en donnant des conditions suffisantes sur la donnée initiale g et les exposants v et p

pour que les solutions explosent en temps fini.
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D autres investigations sur des problemes du type (PSy) ont été faites par L.Boccardo-F.Murat-
J.-P.Puel [19]. Ph.Souplet-F.B.Weissler [68] et plus récemment par F.Andreu-L.Boccardo-
L.Orsina-S.Segura de Ledn [4] et Ph.Souplet [66]. [67].

Le probleme de Cauchy dans 1'espace entier BV :

du g
— — Au=a|Vul’ dans ]0, R,

(PC3){ Au = a|Vul? dans |0 .+x[X]F
w(0) = pg dans R

a été beaucoup étudié. Lorsque la donnée initiale est assez réguliere, par exemple i € C2(RN)
telle que gig ainsi que ses dérivées jusqu'a Fordre 2 soient bornées sur RN, L.Amour-M.Ben-
Artzi [3] et M. Ben-Artzi [7] ont démontré I'existence globale et 'unicité des solutions classiques
pour le probleme de Cauchy (PCy) lorsque p > 1. B.Gilding-M.Guedda-R.Kersner [39] ont
éténdu ces résultats aux données initiales g € C(BY) N L>(RY) et p > 0.
Si la donnée initiale gy n'est pas réguliere. plus précisément si pg est dans un espace de
Lebesgue LY(BN). 1 < g < oc ou bien si j est une mesure de Radon bornée. des résultats
de (non-)existence et de (non-)unicité de solutions faibles du probleme (PCy) ont été obtenus
par M.Ben-Artzi-Ph. Souplet-F.B.Weissler dans [9] et S.Benachour-Ph.Laurencot dans [13].
en fonction des paramcetres p > 1 et a € Boa # 0. Dans leur étude un role essentiel est joué
par les deux exposants critiques :

N+2 N(p—1)
= et o= —Y—

2-p

sip <2,
oll :
G- <1&p<pe.

Outre I'existence et I'unicité de solutions pour le probleme de Cauchy. le comportement asymp-
totique des solutions est analysé par : S. Benachour-Ph. Laurencot-D. Schmitt dans [11]. S.
Benachour-Ph. Laurencot-D. Schmitt-Ph. Souplet dans [12]. B. Gilding-M. Guedda-R. Kers-
ner dans [39]. M.Ben-Artzi-H.Koch dans [8] et Ph.Laurencot-Ph.Souplet dans [54]. Par une
méthode probabiliste S.Benachour-B.Roynette-P.Valois [14] et [15] ont construit la solution
fondamentale de la premiere équation de (PC3) lorsque p = 1. Cette solution fondamentale

permet d’obtenir la description du comportement asymptotique des solutions.
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3. Le probleme aux limites sur des domaines bornés, pour les équation de
Hamilton-Jacobi avec viscosité

Sur des ouverts bornés 2 C BV . le probleme (V H.J) avec une condition aux limites de type
Dirichlet homogene (D) ou Neumann homogene (N) a été trés peu étudié.

Parmi les résultats connus on mentionne celui de N. Alaa [1]. qui a démontré I'existence et
I'unicité de solutions “mild”. lorsque la donnée initiale est une mesure de Radon bornée et
p € [1, —2%‘13[ Rappelons aussi qu'a l'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent
la monotonie, M.G.Crandall-P.L.Lions-P.E.Souganidis [28] ont prouvé I'existence d'une borne
universelle pour les solutions positives du probléme de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1. a < 0 et
1 est une fonetion continue positive qui s’annule sur la frontiére 92 (Théoreme 2.1. p.172 dans
[28]). Cette estimation leur a permis de démontrer ensuite I'existence de solutions et 'unicité
dans certains cas. Ainsi. ils ont prouvé que le probleme de Cauchy-Dirichlet homogéne avee la
condition initiale iy = 400 sur un ouvert D C DCQet jo = 0 dans Q\ D admet une unique
solution positive.

Un résultat plus récent est celui de Ph. Souplet [67]. qui a démontré le “blow-up du gradient
des solutions™ lorsque a > 0, p > 2 et pour des données initiales “assez gandes”.

Finalement on rappelle que le probleme stationnaire (elliptique) associé au probleme (VHS).
a été étudié. entre autres. par P.L. Lions [56] et N.Alaa- M.Pierre [2].

4. Résumé des résultats obtenus

Dans cette these on se propose de continuer les investigations sur les solutions du probleme de
Cauchy-Dirichlet [(VH.J) + (D)] et Cauchy-Neumann [(VHJ) + (N)] et on étudie certaines
questions telles que 'existence de solutions faibles, 'unicité, la régularité et le comportement
asymptotique des solution. lorsque t tend vers +oc.

Un intéret particulier est accordé aux problemes [(VHJ) + (D)] et [(VH.J) + (N)] lorsque la

donnée initiale g est peu réguliere ou méme singuliere.

Dans le Chapitre I, on étudie le probleme de Cauchy-Dirichlet et on établit des résultats
d’existence, d'unicité et de régularité des solutions du probleme [(VH.J) + (D)] en fonction
de la donnée initiale sy, de l'exposant p et du signe de a. On mentionne que les problemes
aux limites dans des ouverts bornés, n’ont pas été étudié lorsque p €]0, 1[. Voici, les résultats
principaux de ce chapitre :

(1) Cas a € R,a # 0. D'une part, pour 0 < p < -2-1—% et pp une mesure de Radon bornée.
on démontre en utilisant un théoréme de point fixe. que le probleme [(VH.J) + (D)] admet

: : : : : N+2 1y ;

une solution faible: de plus cette solution est unique si 1 < p < 5. D’autre part. si
) - r o i s oY, 3 S M g

‘_L_‘f < p < 2 on obtient I'existence et I'unicité des solutions lorsque la donnée initiale jio est

dans L9(S2) avec q > ¢, = "\"Ei—’pl}‘
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(7i) Lorsque a < 0 et :—'_f < p < 2 on montre que le probleme [(VHJ)+ (D)] admet au moins
une solution pour tout pug € L'(£2). pg > 0.

(¢i7) Dans le cas p > :—:'l) fto = 0y, (masse de Dirac au point zg de Q) et a € E.a # 0. on
prouve qu'il nexiste pas de solutions faibles pour le probleme [(VH.J) + (D))].

(71) Finalement on étudie le cas sur-quadratique. On sait que. sia > 0. p > 2 et pi assez grand.
alors le gradient de la solution classique u du probleme [(VH.J) + (D)] explose en temps
fini. (tandis que u reste uniformément bornée, voir [67]). Dans cette partie on démontre que
pour a < (0 et p > 2 le probleme [(VH.J) + (D)] admet au moins une solution globale pour

des données initiales positives dans LL“W,.”‘.,. (cf. définition (3.6) dans le Chapitre I).

Dans le Chapitre I1. on s'interesse au probleme de Cauchy-Neumann [(VH.J) + (N)]. Comme
dans le Chapitre 1 nous établissons des résultats d’existence. dunicité et de régularité des
solutions du probleme [{I-'HJ] + {N)] en fonction de la donnée initiale pg, de 'exposant p et
du signe du nombre réel a. Les résultats principaux peuvent etre résmmnés ainsi :
(1) Cas a € F.a # 0. D'une part. pour 0 < p < Q—If ety une mesure de Radon bornée.
on démontre en utilisant un théoreme de point fixe. que le probleme [(VH.J) + (N)] admet
N+2

une solution faible: de plus, cette solution est unique si 1 < p < 3. D'autre part, si
o

\—_f < p < 2 on obtient 'existence et 1'unicité des solutions lorsque la donndée initiale p est
Nip—=1)
2—p

dans L1(2). g > q. =
N+2

(27) Lorsque a < 0 et 55 < p < 2 on montre que le probleme (VH.J)+(N)] admet au moins
une solution pour tout jug € L'(2). pg > 0.

(721) Finalement dans le cas p > % jto = 0., (la masse de Dirac au point xj de ) et

a € E.a # 0.on prouve qu’il n'existe pas de solutions faibles pour le probléme [(VH.J)+(N)].

Le Chapitre IIT est consacré a 'étude du comportement asymptotique des solutions du pro-
bleme de Cauchy-Dirichlet [(VH.J) + (D)]. On présente les résultats obtenus, en mentionnant
toutefois que le sujet est loin d’étre épuisé.
(i) Lorsque a < 0.p €]0.1[ et pg € M, (£2). alors il y a extinction. en temps fini. des solutions
du probleme [(VH.J) 4 (D)]. Cest a dire :
il existe 7" > 0 tel que toute solution u du probleme [(VH.J) + (D)] vérifie :

u(t.xz) =0, pour tout (¢,x) €]T*, +o0[xC.

(ii) Sia < 0.p > 1 et ug € L'(Q).pg > 0. alors toute solution faible u du probleéme de
Cauchy-Dirichlet converge vers 0. uniformément sur €. lorsque ¢ — 4.
(722) Finalement on étudie le cas a > 0 et p € [1.2]. Si py € LY(2), o > 0 avec :
q > 1 lorsque p € [1. —2—}-‘[5[ et q>q.= \[_,+;” lorsque p € [‘:—IfZ[
alors la solution globale u du probleme [(V H.J) + (D)] converge vers 0. uniformément sur

Q. lorsque t — .

Dans le Chapitre IV, on revient d’abord sur I'étude du probleme de Cauchy-Nemann [(VH.J)+

(N)] lorsque € est un ouvert convexe, borné et on donne des résultats d’existence et d unicité
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de la solution lorsque la donnée initiale est une fonction continue sur Q. Ensuite. on aborde
I'étude du comportement asymptotique des solutions en fonction de 'exposant p et du signe
de a. Cette étude est basée sur des estimations sur le gradient des solutions du probleme
de Cauchy-Neumann[(V H.J) + (N)]. estimations qui sont obtenues par une technique due a
S.N. Bernstein. Ces estimations font 'objet des Théoréemes IV.1 et IV.2 et constituent la clé
essentielle pour I'obtention, en particulier, d'un résultat d’extinction des solutions. énoncé dans
le Théoréme 1V.3 :

Si p €]0.1[ alors pour toute solution u du probléme [(VHJ) + (N)] avec une donnée initiale
dans C(Q). il existe T* > 0 et ¢ € R tels que :

u(t,x) = c. pour tout t >T" et x € €L
Cette propriété est appelée : propriété d’extinction en temps fini du gradient de la solution u
du probleme [(VH.J) + (N)].
Enfin. dans le Théoreme IV.3 on prouve que pour p > 1 la solution du probleme de Cauchy-

Neumann [(V H.J) + (N)] converge, uniformément sur €2, vers une constante. lorsque ¢ — +oc.

Finalement. nous considérons aussi le probleme aux limites, peu habituel, suivant :

(,)—i: — Au+ |VulP =0 dans Qx]0,+ocl,
u .
e 0 sur J0,+o00[xd.

uw(0) = +oc  dans D,

uw(0) =0 dans Q\ D,
oit p €]1.4[. Q et D sont deux ouverts bornés de RV A frontieres assez regulieres tels que
D C D C Q et Q est supposé convexe. Le probleme de Cauchy-Dirichlet associé au probleme
ci-dessus a déja été étudié dans [28]. Avec le Théoreme IV.5, nous complétons les résultats
de [28]. en démontrant I'existence des solutions positives lorsque p > 1 et 'unicité lorsque
p €]1.2[. Signalons que les estimations sur le gradient des solutions qui sont obtenues dans le

Théoreme IV.2 jouent un role essentiel dans la preuve de l'existence des solutions.
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Notations

Q est un ouvert borné de BN i fronticre assez réguliere.

Pour zy € RVet r > 0, B,(xg) est la boule de centre z( et rayon r.

Pour tout 0 < 7 < T < oo notons par Qr =]0,T[xQ , Ty =]0.T[x0N . Q.1 =|7.T[xQ et
Ly =7, T[x00.

C(Q) est I'espace des fonctions continues sur €).

C*(Q) est I'espace des fonctions positives appartenant a C(9).

C(2) est 'espace des fonctions continues et bornées sur €.

Co(92) est I'espace des fonctions continues, bornées sur € et qui s’annulent sur le bord 0€2:
Co () est I'espace des fonctions positives appartenant a Cy(9).

C.(€2) est I'espace des fonctions continues et a support compact dans €.

C>(€2) ( resp. CX(Q71)) est I'espace des fonctions infiniment dérivables sur €2 et a support
compact dans € (resp. Qr).

' . . : -y du | du
C! '2((2?‘) est 'espace des fonctions continues © dans Q7 telles que les dérivées : 5 ((')_ Mi<i<N-
. g = =
du ) . . :
(=——)i<ij<n. existent et appartiennent a C(Qr).
d;L‘,'d;r. g T F=E
On introduit les espaces de Holder :
Soit v un nombre réel positif et [o] sa partie entiere telle que [a] < a, alors :
C(82) désigne l'espace des fonctions f définies sur © dont les dérivées partielles :
ok koot ‘ '
existent pour tout entiers ky, ko, -+ .k, > 0 tels que ky + ko +- -+ ky < [al.

0;5!]"‘0;1:.‘.'“ O
et sont Holder uniformément continues de parametre o — (o] dans €. On muni cet espace de
la norme :

ak1+k2+---+k,.f
Hfl co(Q) = Z T T = sioa>1.
i M S0 ('J.'Elld:r,',z‘ - diy Ca~[a)(T)
ky4ka+thn<[a]
ou :
x)— fly
flea ey = sup | f(x)| + sup M si p€]0,1].

o (T) I I

IE?!- PRTLt] {J" e y!p
TFy

Soit Q un ouvert borné de R"*! alors :

C*/2(Q) désigne I'espace des fonctions f définies sur Q dont les dérivées partielles :
PliHkit+kate Atk

ot! U;r:’f‘ U;L‘g"' cee Ohn

existent pour tout entiers . ki, ko, -+ .k, = 0 tels que 20 + ki +ko+-- -+
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ky, < [a]. sont uniformément continues dans @ et telle que la norme suivante :

(’)2!'4-’\ 1 +A".'4‘""L}i'n f

“.f“ wfta()) — A 7 Y Sl o > 1.
s 2 I_J«-[,&--.Z-:.hrMI UI'UJ:J;]UJ:QQ.”U:H:"" (""—|”!IIE,(._§-':'{6]
U +ky +ka+-+kn<[a]
soit finie. o :
s.x) — f(t.y)l
1 lctomtonzamoigy = Sup_ [fEo)+ sup —LEE IO g g )

[f.‘l‘]{—:a (s ) tnEQ !f - "‘Iln'llrz + |‘I‘ - y|H
(s:a)£(ty)

On notera par : €} _(€2) (resp. C;:j_z‘“((,))}. 'espace des fonctions f appartenant 3 C*(Y') (resp.
C/%20 Q")) pour tout ouvert Q' tel que ' C O C Q (resp. Q' tel que Q' C Q' C Q).

On note par :

M, (Q) Tespace des mesures de Radon bornées sur €. M, () sera muni de la norme usuelle
| vy (2)-

M, () est Iespace des mesures de Radon bornées et positives:

Pour ¢ > 1. || ||, désigne la norme dans I'espace de Lebesgue L9(€2).

L7 (Q) I'espace des fonctions positives appartenant a L9(€).

Pour ¢ > 1 et p > 1. on note par :

W ha(€Q) I'espace Sobolev des fonctions u de L1(€2) dont les dérivées au sens des distributions :

(=—)1<i<n. soient dans L9(Q):

du,
W4(Qp) Tespace Sobolev des fonctions u de LY(Q7) telles que les dérivées au sens des dis-

- du , du . .
tributions : —. (——)j<;<n soient dans LY(Qr).

o A o e e

»1,2 . - . s roob . N
" ,j"(Q-,:-} I'espace Sobolev des foncetions v de LY(Qr) dont les dérivées au sens des distribu-
; Ju  du Ju ; : 3
tions : —. (=—)i<i<n, (7——)1<ij<n. existent et appartiennent a LY(Q7).

at o dxp T daidx;” = -
H'.,j‘}f{(},r,'l I'espace Sobolev des fonctions u de LP(0.T: LY(€2)) dont les dérivées an sens des
du | du du

distributions : E (d—h)lip—:‘\ (
LP(0.T: L1(€)).

On note par :

m}lii-i‘jf\" existent et appartiennent a
. J; - -J

(,.-‘-\},:“ le semi-groupe de contraction dans LY(€2).q > 1 pour I'équation de la chaleur avec
une condition au bord homogene de type Dirichlet.
(S(t))r>0 le semi-groupe de contraction dans LY(Q).q > 1 pour I'équation de la chalenr avec

une condition au bord homogene de type Nenmann.

La fonetion inconnue u sera une fonction mesurable sur Q7 =|0.T[x € a valeurs réelles. Afin
de simplifier les notations. pour tout t €]0.T[. on définit la fonction u(t) : € — R par
w(t)(r) = ult.z) pour x € €. Dans la suite. on utilisera w(t) a la place de u(f.-) et vice-

-+

versa. Pour une telle fonction. «™ est définie par u™ = max{0. u}.
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CHAPITRE 1

Problemes aux limites de type Cauchy-Dirichlet pour
I’équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité.

RESUME. On étudie 'existence, 'unicité et la régularité des solutions faibles pour I'équa-
tion de Hamilton-Jacobi visqueuse u;—Au = a|Vul”, t > 0, r € Q avec condition de Dirichlet
homogene an bord et donnée initiale o non réguliere. L'onvert @ € BY est borné et régulier,
a € R.a # 0 et p est un nombre réel positif. On considere en particulier les cas ou la don-

née initiale pg est une mesure de Radon bornée ou bien appartient a un espace de Lebesgue
. 1< g < oo,

1. Introduction

On considére le probleme aux limites parabolique suivant :

du ’

T Au = a|Vu|’ dans ]0.4o00[x€2.

u(t.z) =0 sur 0, +oo[x €2, (1.1)

u(0.z) = polz) dans ().
onta €R a#0,p>0etQCRBY est un ouvert borné a frontiere réguliere, de classe
au moins C?. Le probleme de Cauchy sur l'espace entier BV a été beaucoup étudié (voir
3, 7, 9, 13, 11, 12, 15, 39, 68]). Lorsque la donnée initiale est continue bornée, py €
C(RY)NL>*(RN) et p > 0, dans [39]. B.Gilding-M.Guedda- R.Kersner ont montré d'une part
I'existence et 'unicité des solutions fortes du probleme de Cauchy et d’autre part ils ont étudié
la régularité et le comportement asymptotique des solutions. Si la donnée initiale pp n’est pas
réguliere, plus précisément dans 'espace de Lebesgue LY(RY).1 < g < oc ou bien une mesure
de Radon bornée, plusieurs résultats d’existence et de non existence pour des solutions faibles
du probleme (1.1) ont été présentés dans [9] et [13]. en fonction de 'exposant p > 1. Sur des
ouverts bornés  C B, dans [1] I'existence et I'unicité des solutions mild ont été démontrées,
lorsque la donnée initiale est une mesure de Radon bornée et p € |1, —t%f[ Rappelons qu’'a
I'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent la monotonie, M.G.Crandall, P.L.Lions
et P.E.Souganidis ont prouvé I'existence d'une borne universelle pour les solutions positives
du probleme de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1 et pg est une fonction continue positive qui
s’annule sur la frontiere 92 (Théoréme 2.1, p.172 dans [28]). Aussi dans [19], [40] et [53] on
trouve des résultats d'éxistence des “solutions faibles” pour des probléme parabolique non-
linéaire plus générale avec des conditions aux limites de type Dirichlet.
Dans ce chapitre, on établit plusieurs résultats d’existence, d'unicité et de régularité des solu-

tions du probléeme (1.1) en fonction de la donnée initiale yg et de I'exposant p. On mentionne

19
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aussi que le cas p €]0. 1] n'a jamais été étudié dans des ouverts bornés. Voici en résmmné les
résultats ]u‘im'ipuux :
(1) Cas a € Eoa # 0. D'une part, pour 0 < p < 3—5. et pup une mesure de Radon bornée. on

démontre en utilisant des théorémes du point hxu que le probleme (1.1) admet une solution
’\ +3 D

i N2 7
faible: de plus cette solution est unique si 1 < p < aufre part. si :_:.l] <p<2ou
obtient 'existence et 'unicité de la solution lor h(lll(‘ la donndée initiale y1g est dans L9(Q).
N(p-1)

2—p )
(i7) Lorsque a < 0 et % < p < 2 on montre que le probleme (1.1) admet au moins une

solution pour tout ;m E L' (). po > 0.

] e} (e =

(741) Dans le cas p > \ J’I. jo = 04, (masse de Dirac en un point zy de Q) et a € R.a # 0. on

prouve qu'il u’y a pas de solutions faibles pour le probleme (1.1).

(70) Finalement. on ¢tudie le cas sur-quadratique. Si a > 0, p > 2 et pq assez grand. on sait
que le gradient de la solution classique w du probleme (1.1) explose en temps fini. tandis
que u reste uniformément borné (cf. [67]). Dans cette derniére partie on démontre que pour
a < Oet p > 2leprobleme (1.1) admet une unique solution globale pour des données initiales

dans L'(Q) et positives.

2. Quelques résultats préliminaires sur I’équation de la chaleur

On rappelle d'abord les définitions suivantes :
Définition 1.1. Soient {1, }, une suite de mesures de My(S2) et p € My(2). On dit que

o — o dans  My(Q) faible.

n—soC

si pour tout @ € Cy(£2)

/t,o(.-r.'};.t,,{d;f.') =i /@(J:)g;(d.fr)
' 0

Q
Théoréme 1.1. ([5, 21, 24, 63]) Soit py € L1(2). g > 1. Alors le probléme aux limites :

u € C([0,+00f; L9(2)) N L' (0, T; W, ()

. Au=10 dans  D'(Qr) (2.1)
w(t.x) = pg dans Q

admet une unique solution. pour tout T > 0. Posons
D ;
ey =ult) pour tout te€ [0+ .

alors (e'= Ji>0 est un semi-groupe de contraction dans LY(S2) pour tout ¢ > 1 (dans le cas g =1

voir [24, 63] o1 ce semi-groupe est prolongé de L*(2) a L'(S2))
Définition 1.2. (¢/), > est appelé le semi-groupe de la chaleur.

Nous rappelons gquelques propriétés concernant le semi-groupe de la chaleur (fff"'\);_?{].
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Proposition 1.1. Soit pug € L), q > 1, alors pour tout r € [q.+oc[ (resp. v = o) la
fonction t — €' g est dans C(]0. oc[; W‘;"‘(Sl)) (resp. C(]0.0c[: W1>(Q))). De plus. il existe
une constante positive C(q.r) telle que :

N
le ol < C(q,r)f._ﬂi_%} lpzolly  pour tout >0 (2.2)
N -1 1
Ve pollr < Clg.r)(1 + ¢~ @42 )|, pour tout ¢ >0 (2.3)

Voir [63] (Lemme 3. p.25) pour la preuve de (2.2) et [68] (Lemme A6, Lemme AT) pour la
preuve de (2.3).

Remarque L.1. L’estimation (2.3) est vraie méme pour v = ¢ = o (voir par exemple [69)].

p.35). et on obtient dans ce cas :

IVe!® ol < C(1 + t_%}”,uu”x. pour tout t > 0, (2.4)

ot la constante C dépend seulement de N et ).

Dans la suite on veut généraliser cette proposition pour des données mesures. Pour ce faire
on donne d’abord un résultat d’existence de solutions de I'équation de la chaleur avec pour

donndée initiale. une mesure de Radon bornée.

Proposition 1.2. Pour tout puy € My(Q2) l'équation de la chaleur a donnée initiale py admet

une unique solution faible u au sens :

u € C(]0, 400, L (2)) N LY (0, T; W, (Q))

% —Au=0 dans  D'(Qr) (2.5)
u(t.-) r::u Mo dans My (2) faible

pour tout T > 0. De plus, pour s.r > 1 vérifiant : % + % >N+1lona:
u € L®(0,00; L' () N L* (0, T: Wi (2))
et
lu@®)l1 < ol vy ), (2.6)
”““L-‘{U.'!‘:l-l}}"{m} < CO(s,7m.T,82)| po

| M, (0)- (2.7)

Remarque 1.2. Siu est une fonction dans C((0,T); L'(2)) telle que u(t) o dans My(Q)
faible. alors u € L>(0.T: L' (2)).

Démonstration:

a) Unicité

Grace A la Remarque 1.2, I'unicité est une conséquence directe du Lemme 3.4 dans [5].

b) Existence

Si on note par pgo le noyau de la chaleur avec une condition au bord de type Dirichlet homogene

(voir par exemple [30]). alors pq satisfait les propriétés suivantes :

pa € C(]0.00[xQ x Q) N C(]0, 00[x 2 x Q) (2.8)
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Pour tout ¢ € L'(Q) et x € Q:
e'®p(z) = /psz(i-:f-'-:u}tz»‘(y}rﬁ:r;-
)
Pour tout f.s >0 et x.y € Q:

polt+s.z.y) = / palt.x.z) - pals.z.y) dz.
0

po > 0 dans 0. oc[ %€ x © avec /pg;{f..r.y) dy < 1. pour tout = € Q. + > 0.
0

Soient g1y € My(2) et (uff), une suite de fonctions dans C'2*(2) satisfaisant :
ug — o dans M, (Q) faible,
n—oC
lug v < lleoll g, ()
et notons par :
W (t, %) = (""A'u.{{{;r) = /pg;(i._f:.;.';)n{;{y)dy.
QO

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Alors (cf. par exemple Lemme 3.3 dans [5]) ©" est 'unique solution du probleme aux limites :

u" € C([0.T[: LY () N L' (0.T: W, ()
%t;?” — Au" =0 dans D'(Q7)
u™(0) = uf dans §
De plus. pour tout s.7 > 1 tels que : 2 + % >N+1lona:
u™ € L®(0,T; L' () N L*(0,T: W, " (Q))
et
" || Lo 0, 7:0.0 (02)) + ”'”“”f.-‘Lﬂff‘:ll',.i"':!!:} < C(s.r.T,Q)|ug |1
Grace a (2.8) on peut considérer :
u(t,z) = / palt.z.y)poldy)
Q

En utilisant (2.8) et (2.12) on peut passer a la limite dans (2.13) et on obtient :

u"(t.x) — wu(t.x). pour tout (i xz) €]0.o0[x
n—o0

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

De plus. grace 4 (2.12) on peut appliquer le résultat de compacité du Lemme 3.3 dans [5] et

on déduit que la suite (u"),, est relativement compacte dans L"(Q7) pour tout r € [1.

Ainsi. de (2.17) il résulte que. & une sous-suite pres :
u" — u dans L (Qp).
Ce qui nous permet de passer a la limite dans (2.14) et on obtient :

% — Au=0 dans D'(Qr)

(2.18)

(2.19)
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Afin d'identifier la donnée initiale, on considere ¢ € Cy(€2). D'apres (2.16) on a :

./.-u.(t.:r.'}(p(:;r)d:r.' =/(./;Uﬂ{f.'Jf.'y)ﬂu(d;t}})t,D(J.‘)(f:r: =/(/pu(t..-1.'.y){p(:r:)d:f:)pu(rffy}

1] Q Q 2 0
e L A ; i 7
= [ etwmtdn) = [ etwmdn)
) 0
oit la derniére limite est obtenue grace au Théoréme de la convergence dominée car :
e — ¢ p.p. dans Q
t—0
et

e @lloe < lllloc-
D'une part. pour montrer (2.6) il suffit d'intégrer (2.16) sur et d'utiliser la propriété (2.11)
du noyvau de la chaleur.
D'autre part. pour montrer (2.7), on reconsidere la suite (u"), définie par (2.13) . Grace a
(2.15) et (2.12) la suite (u"), est bornée dans L*(0,T" Wul"'(ﬂ)) pour tout s,r > 0 vérifiant
24 % > N + 1. Par conséquent, 4 une sous-suite pres :

u" — u faiblement dans L*(0.T; W'ul’r(Q)}.
et
”'"‘”L-‘fU.’.":H'f:"'(QJ) < li,}ﬁgf"“"”L-*(U.T:u‘,:"‘m)] < C(s,7.T.Q)||poll amy)-
Ainsi I'inégalité (2.7) est établie.

Soient £, s > 0. alors, en utilisant (2.10) et (2.16) on obtient :

u(t + s.z) = /pgz(f. + s,x.y) poldy) = //pn(t.;::‘z}pg(s.z.y]dz;zg(dy)

Q Q0
= /;)g;[t.a:.z)‘tt[s.z)dz =ef‘\u{.a'}(:1.']
0

Comme u(s) € L'(Q) pour tout s > 0, on déduit que I'application ¢ — wu(t) est dans
C(]0.T[: L' (22)) ce qui achéve la preuve de la Proposition 1.2. O

En notant par e/ la solution faible, donnée par la Proposition 1.2 on a :
elt+3)8 = etBe*Spy pour tout s > 0,2 > 0,

lime' g = o dans M, (Q) faible, (2.20)
f-rl.l_\
lle'= poll1 < [lpoll gy (-

Avec les notations ci-dessus on peut généraliser la Proposition 1.1 & des données initiales dans

M, (2).

Proposition 1.3. Soit pug € My(Q2). Alors pour tout r € [1.+oc[ ( resp. r = o ) la fonction
t — e=ug est dans C(]0.[; H""Ul‘r(ﬂ)) ( resp. C(]0,0c[: W(Q))). De plus il existe une
constante positive C'(r) telle que :

N

e ol < C(_r)t':*-"("-l'-)||m,|[_.\,,b(m pour tout t > 0, (2.21)

szugm » <C(r)(1 + t“%“']?]"'%‘ poll v, () pour tout t > 0. (2.22)
5(52)
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Démonstration:
Soit £ €]0.t[ et pg € My(£2) alors e =y € L'(9) et grace a la Proposition L.1. et & la relation

(2.20) on a d'une part :

2 £ ! Eite :
1]l = ||p“‘*"‘:t*‘“\!~‘-0||" <C(r)(t—e)" 20D e oy
< C(r)(t =)~ 2" ol a0

et d’autre part :

||Vr‘f‘\‘(-*-nl|r _ []V[f-”_"mf?f'\ﬂu)\||r < C(l?-])(l + (t — E)_(-E'{I—.l}+i—-))|lr-f~3,':-n||1
< C(r)(1+ (t =) =272 ol gy )

Pour obtenir (2.21) et (2.22). il suffit de faire tendre £ ~, 0 dans les inégalités ci-dessus.

Afin de démontrer que e¢py € C(]0, ] H"'”l‘r{ﬂ)) (resp. ey € C(]0, 0c[: WH(£))). on
fixe £ €]0. +~c[ et on consideére (t,), une suite de nombres réels qui converge vers . 11 existe
e > 0 tel que t, —2¢ > 0 et si on note uy = == . alors, uy € L'(Q).r > 1, et grace i la

continuité en 1 pour le semi-groupe de la chaleur dans L"(€2).r > 1 on a :

lr‘u—:'}_\u(:’] . (_,{.h. _”A”E}Hr )
N—r0C

20

”(-’”—\ﬂ.“ - (:"'_\{I-E'J”r - ”‘o

De meme. la relation (2.3) implique :

IV (e — e S pg) || = [| Ve (elfo™2)3ug — et =25345) |,

] i = 5 £
& ({[] 4+ g EJHEHU—:‘: 1_\_“1:] . {?”" —_J;}_\“(:]”r ,:,;’c 0

et la démonstration de la Proposition 1.3 est achevée. O

Dans la suite. on considere le probleme aux limites non-homogene pour I'équation de la chaleur :

% —Au=f dans Q.
u(f. x)=10 sur [, (2.23)
w(0,x) = polz) dans €.

On introduit les définitions suivantes :
Définition 1.3. Soient T > 0, pg € My(Q) et f € LY (Qr). On appelle solution faible du
probléme (2.23). une fonction u qui vérifie :

we C(J0.T[: L' () N LY0.T; W) ()

% —Au=f dans D'(Q7) (2.24)

'«L(.’..-}r::}I polx) dans € faible.

Remarque L.3. Soit f € L'(Qr). alors f(s) € L'(2) pour presque tout s €)0.T[. Puisque

(f-‘"‘\'}.":u est un semi-groupe de contraction dans L'(Q) (voir par exemple [24]) on a :

=13 £ (s)[ls < [1fF ()l
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t
Par conséquent, /f'f“_s)_\f(.‘i)d.‘i est une intégrale de Bochner absolument convergente dans
0
t
l'espace L'(). De plus t — /r:”*smf(s)ds est dans C([0,T].L'(Q)). Ainsi. il est plus

0
pratique de travailler avec la solution “mald”.

Définition 1.4. Soient T > 0. pg € My(Q) et f € LY(Qr). On appelle solution mild du
probléme (2.23). une fonction u € C(]0.T[; L' (2)) N LY(0, T H-"OI’I(S'E)) qui vérifie :
f|
u(t) = e pg + /e““”“f(s)f_x.«;. t €]0.T7. (2.25)

0

Proposition 1.4. Soient T' > 0. pg € My(Q) et f € L' (Q7). Alors le probléeme (2.23) admet

une unique solution faible u. Cette solution satisfait :
u € C(J0,T): L' (2)) N L®(0,T; L' (2)) N L*(0.T; Wy ()
pour s.v > 1 vérifiant :
P S )

De plus. on a :

”"’“f-'x(O.T:LI(QH 4+ ||‘M| L-‘(D.T:N'{:'rl:ﬂ}] _<_ C(S. s T._ Q)("fl LYQT) + HH{] H-“"‘b(“))' (227)

ouT — C(s,7.T.9Q) est une fonction croissante.

Démonstration:

Comme dans la Proposition 1.2, I'unicité est une simple conséquence du Lemme 3.4 dans [5]
On passe a la preuve de 'existence et on considere (ug), et (f"), deux suites de fonctions
dans l'espace C2¢(Q2) et C2*(Q7r). telles que :

{ uj = po dans My(Q) faible, -
luglli < llollag, ()
et
" — f dans L'(Qr). (2.29)
Grace a la Remarque 1.3, on pose :
t
u(t) = e g + f et=%)3 £(s) ds. (2.30)

0

et pour tout entier . on introduit :

t
u"(t) = (”'Aug + /e“_”)‘"‘f"(s) ds. (2.31)
0
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Alors u" est une solution mild du probleme (2.23) correspondant aux données ug et . Grace
a la régularité de ces données on peut appliquer la Proposition 4.1.6 in [25] et on obtient que

at

u" est une solution classique du probleme (2.23). Ainsi. d’apres le Lemme 3.3 dans [5] on a :
u" € L>(0.T: L' () N L*(0.T: H'“'"‘{S!)}

pour tout s.r > 0 satisfaisant (2.26). De plus :

™ | sy + 1™ o oty < CEm TS 11 (@) + N lagy ). (2:32)

En faisant appel a la preuve de la Proposition L2. plus précisément a la relation (2.18). et
grace a (2.28) et (2.29). ou peut passer a la limite dans (2.31) et on obtient qu’a une sous-suite
pres :

u" — u dans L'(Qp). (2.33)

[ B A0 &
De plus grace a (2.32) on dédnit que u" est bornée dans L*(0.T": V['UI';'(S'Z)). et par conséquent,

aune sous-siite pres :

u" — w faiblement dans L*(0.T: W, " (Q)).
H—oc

pour tout s.r > 0 satisfaisant (2.26). D'une part, d’apres (2.32) on a :
eell s o oty < Bminf{ja| L g gyt q)) < CT Qs @) (1l v@r) + ol )

D autre part. en utilisant (2.20) et les propriétés du semi-groupe de contraction (e'=);~( dans
L'(2). on déduit :
t

A " (1-s)A
€= poll L o701 () + |l / "2 f(s) ds|| = 001 (@)

||“-|I!.x[u.’.f':!,llsm &

0
< ol a2y + 1L (@p)-
Puisque «" est une solution classique du probleme (2.23) et satisfait (2.33). on peut passer a
la limite lorsque 1 — ¢ et on obtient :
% — Au = f dans D'(Qr).
D apres (2.20) on a :
e g = Ho dans M;(€2) faible.

et
r‘
lim | / et=93 £(5) ds|| 1) = 0.
t—0 g
1]

Comme u est donné par (2.30) on déduit que :
u(t) [y Ho dans M, () faible.
Ce qui prouve que u est solution faible du probleme (2.23).
En considérant 77 et T) tels que 0 < Ty < T3 alors Qr, C Qr, et il est facile de vérifier que
la constante C'(s.7.T.82) qui intervient dans la relation (2.27) est croissante par rapport a

T € [0, 4+~¢). Ainsi. la preuve de la Proposition 1.4 est compléte. O
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Remarque 1.4. Dans la Définition 1.4. la solution mild peut étre introduite seulement par
(2.25) sans Uhypothése de régqularité u € LY(0.T: H-’{:'I(Q)). En effet. la prewve ci-dessus montre
que la solution “mild™ satisfait cette réqularité et qu’elle est identique a la solution faible qui

est unique.
Etant donnée une solution faible du probleme (2.23) on a les propriétés de régularité suivantes :
Proposition 1.5. Soient jug € Co(Q) et f € L7(0.T; L™ (), avec

N
y.r>1 et —-. v

— <1, 2.34
2r 'y—l< ey

alors la solution u du probléme (2.23) donnée par (2.25) est dans l'espace C' {W).

Démonstration:

Soient (ug), et (f"), deux suites de fonctions respectivement dans C(2) et C(Q7) et
vérifiant :

uj — pp dans L>(Q), _

n—oo (235)

m— dans L7(0,T: L7 ().

n—oc
Notons par u" la solution de (2.23) correspondante aux données f, et uf. Alors, compte tenu

de la régularité du domaine on a :
u = C'LJ(QT)

et
t

u(t) = euu(’)' + /e”_""]‘\‘fn(s) ds
0
Cette derniere relation regroupée avec (2.25) et (2.2) implique :

t
1" () = u®)lloc < lle*Sug — e polloo + [ 1702 fu(s) — =2 £ (5) oo dis
0
)
N
< lluf = polloc + C(7) f (t =)= (/" = £)(s)llr ds

1
-

1]
f Y
_é.'" n
48 — polloo + C(r) [ =) %7 | 1" = Fllrer.ora):
0

IA

ousy = Ll Grace & (2.34) on a o 4" < 1, done I'intégrale ci-dessus est finie. On obtient :
=

lu(8) = u(®)llz=(@z) < Il = Holloo + Clr 7, T) - 1™ = Fllior,2m(@) (2.36)

Compte tenu de (2.35) et (2.36) on déduit que u,, — w uniformément sur Qr, lorsque n — .
Par conséquent

u € C(Qr).
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Proposition 1.6. Soit f € L7(0.T:L"(£2)). ou ~.r > 1. Notons par
w € C([0,T): L(2)) N LY(0,T: H"{:’i (2)) la solution faible du probléme aux limites :
ﬁ —Au=f dans Q7.
ot
ult.z) =10 sur  I'r.
u(0.x) =0 dans ().

alors : uwe LV(0.T: W, (2)) et
L
“"!"‘HL- [U._f‘:l'l"i'r[il}'] < ((7)T" Hf”f (0.7:L" ()

Démonstration:
En utilisant le semi-groupe de la chaleur. on a :
t
ul(t) = /(‘”‘“’J‘\‘j’(x}rf,«
0
d’oi. grace a (2.3). pour tout £ €]0.77 :

t t
V)], < / Ve =92 f(s)llr ds < C(r) / (t— )2 £(s)]lr ds.
0 0

Eun appliquant I'inégalité de Young on obtient finalement :

Lop
”“’”L“ o-whran < C(T]TZ“f“L’[IJJ‘:L"{Q]]'
( o ()

3. Résultats principaux

Donnons d’abord les définitions des notions de solutions faibles du probleme (1.1) lorsque
p€l0.oc][et a € Roa #0.

Définition 1.5. Soit g € My(Q). On appelle solution faible du probleme (1.1) une fonction
u € C(]0,00[: L' (2)) N Ll({].T:H'(:'I(!!)] telle que |VulP € LY Q1) pour tout T > 0 et qui
verifie :

du . 5
5 Au = a|Vull dans D (Qr). (3.1)

w(t) Ty M dans My(Q) faible.
Définition 1.6. Soit gy € My(S2). On appelle solution mild du probléme (1.1) une fonction
u € C(]0,00[: L} (£2)) N L*(0,T; Wnl'i(ﬂ)] telle que |VulP € LY (Q7) pour tout T > 0 et qui
verifie :

l'.
u(t) = e g + n/ r-r[’_"‘]“\|V'ts|”(.~;) ds. (3.2)
0

Dapres la Remarque 1.4 les deux définitions sont équivalentes. ainsi on appelle solution faible

toute solution mild.
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On peut énoncer maintenant les résultats principaux.

Le premier théoréme concerne le cas 0 < p < 1. A notre connaissance ce cas n'a jamais
été étudié sur des ouverts bornés. En effet, seul dans [39] on trouve un résultat d’existence
et d'unicité de solutions dans I'espace entier BN et uniquement pour des données initiales

continues et bornées.

Théoréeme 1.2. Soient a € B. a # 0. pg € My(2) et 0 < p < 1. Alors le probléme (1.1)
admet au moins une solution faible globale.

De plus. pour tout T > 0. cette solution est unique dans les deuz cas suivants :

a) Si0<p< -\% et g € My(Q).

b) Si —\{—1 <p<loetpge L) avec g > %

La preuve de ce théoréme est structurée en quatre étapes. D'abord. a I'aide du Théoreme de
point fixe de Schauder on démontre I'existence d’une solution locale, ensuite on donne un ré-
sultat de régularité qui nous permet de prolonger cette solution locale en une solution globale.
Finalement on démontre I'unicité dans les cas a) et b) ci-dessus.

Lecas 1 <p < -}i—f qui suit a été beaucoup étudié dans le cadre du probléeme de Cauchy sur
I'espace entier BV ( voir [3, 9, 13, 39]) ainsi que dans des ouverts bornés avec une condition
au bord de type Dirichlet homogene ( voir [1, 28] ). Dans le deuxieme théoréme on donne un
résultat d’existence et d'unicité de la solution pour le probleme (1.1). Ce résultat est analogue
a celui de N. Alaa, [1] ou la donnée initiale est supposée positive. Notre preuve est tout a fait
différente est reste valable pour une donnée initiale non-signée.

Théoréme 1.3. Soient a € R, a # 0., g € My(2) et 1 < p < Q—-i—f— Alors le probléme (1.1)

admet une unique solution faible.

La preuve suit presque les memes étapes que le théoreme précédent. Le fait que 1 < p < Q—Z:f
nous permet d’obtenir I'unicité de la solution, car, dans ce cas la fonction & — |£|” est locale-
ment Lipschitz. Quant a I'existence locale d'une solution. elle est obtenue grace au Théoréme

de pomt fixe de Banach.

Les résultats suivants concernent toujours le cas de la croissance sous-quadratique. On donne
des conditions suffisantes sur la donnée initiale pour que le probleme (1.1) admette des solutions
faibles. On note par ¢, 'exposant :
q. — M
L6 2 . p -
Cet exposant critique apparait aussi dans ([9]. p. 343), ([13]. p. 2013) et ([28]. p. 189) et on
observe que ¢, est relié a I'autre exposant critique, %:'::—f par :
N+2
Ge2l&s=rp> ——.
= P=N+1

On a le résultat suivant :
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Théoreme 1.4. Soient a € F.a # 0 el %{—f < p <2 8ipg € LYQ) avec ¢ > q.. alors le
probléme (1.1) admet une solution faible u € C([0. +oc[: LY(2)) N LP(0. T H-'(,I PUQ) pour tout
T > 0. Cette solution est unique dans eet espace el de plus ¢’est une solution classique globale

sur |7, +o0c[xQ,7 > 0.

Signalons que les preuves de I'existence de solutions dans Théoreme 1.3 et Théoreme 14, et
la premiere partie dans le résultat de régularité sont assez proches de la preuve du Théoreme
2.1 dans [9] qui concerne le probleme de Cauchy dans RY. car on a les mémes estimations
(2.21) et (2.22) sur le noyau de la chaleur dans des ouverts bornés. En revanche. on utilise
des arguments différents pour prouver d'une part I'unicité des solutions dans Théoreme 1.3 et

d'antre part la régularité des solutions.

Dans le cas a < 0. le résultat suivant établit 'existence de la solution avec une hypothese

moins restrictive sur la donnée initiale.

Théoreme 1.5. Soient a < (). 2—*1’ <p<2etpy€ L'(Q). pg > 0. Alors le probléme (1.1)

—+

admet au moins une solution faible u € C([0, +oc[: L'(Q))

Le théoreme qui suit est un résultat de non-existence de solutions pour des données mesures

A

lorsque 'exposant p = : ‘f Ce résultat est analogue a celui de S. Benachour et Ph. Laurencot

dans [13]. pour I'espace entier RN,

Théoréeme 1.6. Soient a € B. a # 0. p > :if T > 0. xg € Q et M une constante positive

quelconque. Alors il n’existe pas de fonction :
u € C(10.T[: L' (Q)) N LP(0, T H"ul"u(!!) (3.3)

telle que :
du
i Au = a|VulP dans D'(Qr).
u(t) = Md,, dans My(Q) faible.
Autrement dit. le probléme auz limites (1.1) nadmet pas de solutions faibles pour jy =

J"l!fsl,-”. J'"t[ (1),

(3.4)

Comme dans [9]. ce résultat peut etre prolongé aux mesures p-atomiques lorsque %{—f <p< N

(voir la Remarque 1.10 ci-dessous).

Finalement on analyse le cas sur-quadratique qui correspond a p > 2. D'apres le Théoreme 7.10
de [38] on sait que si pg € C} (92) alors le probleme (1.1) admet une unique solution maximale
we CUH0. T [x2) N C2(]0. T [xQ) on T* €]0, +¢] est le temps maximal d’existence de la
solution. De plus si 7% < ~. alors :
lim sup (|u(t. )| + |Vu(t.z)|) = <. (3.5)
=T pe
Par conséquent. la solution u peut etre uniformément bornée et pourtant ne pas etre globale
lorsque :

lilj};. sup |Vu(t. z)| = +.

t/T* red
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Dans cette situation on dit qu’il y a “blow-up du gradient”, c¢’'est a dire le gradient explose
en temps fini. Lorsque a > 0, p > 2 et py € C}(Q). dans [67]. P. Souplet a démontré que le
gradient des solutions du probleme (1.1). explose en temps fini, pour des données initiales i
“assez grandes”. Signalons que ce phénomeéne n'a pas lieu pour le probleme de Cauchy dans
Dans le cas d'une équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité et absorption (correspondant a
a < 0) on a le résultat d’existence de solutions globales suivant :

Théoreme 1.7. Soient p > 2 et a < 0. Alors pour toute donnée initiale g € C(}(-ﬁ)._;:.n > (.

la solution mazimale u du probléme (1.1) est une solution globale.

Un résultat analogue a été prouvé dans [[28], Théoréme 2.1] mais la preuve est assez compli-
quée. En effet. dans [28]. le but principal est de construire des solutions de (1.1) avec donnée
initiale prenant la valeur +oc sur un ouvert régulier et borné D de € dont la fermeture D
est dans (2. Ce résultat est obtenu a I'aide d'un théoreme abstrait sur les semi-groupes. Notre

preuve fait appel & une méthode différente.

Le Théoreme 1.7 peut étre généralisé a des données initiales moins régulieres. Comme dans [9]

on introduit 'espace :
L}P.uppm:r = {1“‘“ € L:—(“)l EI(US)IL- UH € Cé (§)° 0< “H P .“'U}' (3.6)

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.8. Soient p > 2 et a < 0. Alors pour tout py € L

+.appror?

le probléme (1.1)
admet au moins une solution faible qui vérifie pour tout T > 0 :

u € C([0,40c[; L' (Q)) N LP(0,T; W, 7(2)),
% — Au = a|Vu|’ dans D'(Qr). (3.7)

'u{tl] = pup dans .

La clé de la preuve de ce théoreme est une estimation du gradient de la solution u de (3.7).
Signalons que cette estimation est vérifiée aussi par la solution correspondante du probleme
de Cauchy dans l'espace entier RV, (voir [39]).

4. Preuve du Théoréme 1.2

a) Existence locale
On considére T €]0.1[, ¢ €]13=3[ et notons par X = X (T') I'espace de Banach des fonctions
continues u : |0,7T] — W’U' 9(02) telles que :

||| x = max{sup t-‘fjllu(t)nq. sup t‘3+%||Vu(t)||q} < oc,
10.7) 10,7
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N |
s — [1==)
¢ 2( fi)

Des espaces a poids, du type X(T). liés a I'opérateur de la chaleur. ont déja été introduits
par T.Kato [46]. T.Kato-H.Fujita [47]. H.Brezis-T.Cazenave [22]. M.Ben-Artzi-P.Souplet-
F.B.Weissler [9] et F.B.Weissler [70, 71].

Ona X < LY0.T: Ii'“l'”{EZ]} avec injection continue. Pour u € LY(0.7": W-"ul 1(€2)) on définit

les fonctionnelles G et F par :

011

f

Gu(t) = /r.‘""_‘""\‘|Vu(.q)|“d.s-
0

ot

Fult) = ru;.f.u +a-Gul(t).
alors G. F sont des opérateurs continus de LY(0. T H"U' “(€2)) dans LY(0.T: I-"I»'n1 “1(€2)).
En effet, soit (u,),> C LY0.T: H'}f‘q(ﬂ)) une suite telle que :

w, = u dans L9(0.T: l-"l'nl"’(ﬂ}].
et notons par f,, = |Vu, | et f = |Vul, alors, puisque p €]0.1[ on a :
|fn = fl = ||[Vun|? — |Vul?| < |Vu, — Vul? = 0 dans LYP(Qr)

ainsi

fn— [ dans LYP(Qr)
et la suite v, = Gu, — Gu est solution faible dans C(]0. T]:L'(SZ)) N L90.T: H-'{,l “4(€)) du

probleme :

() 1 :
‘—(%f— — Avp = fo— f dans D'(Qr).
vplt.z) =0 sur ['p.

vy(0.2) =0 dans €.

Dapres le Théoreme 1V.9.1 de [51]. v, € l‘l'qlf'.i(()y-) et on a 'estimation

”“H H[l,'r::i((‘)-}..] < C- ”.fﬂ o .f“q;‘p'
Comme p €]0. 1[. en particulier on a :
Gu, = Gu dans L9(0,T: W, ().

. s . #1. . . . .
Ainsi G est continue sur L7(0. 7: W;7(£2)) ce qui entraine F continue sur le méme espace.

Soit K > 0 et notons par Xy (T) la boule fermée de rayvon K de X(T'). et par Xi(T) la
fermeture de Xy (7)) dans Uespace LY(0.T% WJ “(€2)). Afin d’appliquer un théoreme de point
fixe de Schauder (voir le Corollaire 11.2. p.280, [31] ou Proposition 18, p.270 dans [64]). on
cherche Ty €]0. 1] et K| > 0 tels que :

F: Xk, (Th) = Xk, (Th). (4.1)
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soit une fonction bien définie et F(X g, (71)) soit relativement compact dans L9(0., T); W'[: Q).
Soit v € X. D'une part. d’aprés la relation (2.2) on a :

{ ' t
|Gu(t)|, < /IIFT{!_‘*"\‘IVU(-‘*)l”llq §/|1|V?f-("f]f”1|qd35 /IQI]_‘_’EIWH(H)IIL'd-‘*
0 i 0

t

Q 1-p
l—p " ;|
<197 Jlulfk / R PP LUK

——I-tl‘i’{-"+%)|
— 1—p(84 5)

ull} <€y - 1P|y lh

0
Notons par v = 1—p(F+ %) alors compte tenu des hypotheses faites surpet g.ona 0 <y < 1.

Ainsi les inégalités ci-dessus impliquent :

t9)

Gu(t)llg < Crt7 7 Jull%. (4.2)

D’autre part grace a (2.3) on a :

t
IVGu(t)||, < [”Vﬁ”_"‘}ﬂvu(-“”p”qd“"

0

! f
< Clq)- [ (t = )72 | Vu(s)Pllgds < Ca)|Q 7 / (t—s)"2(|[Vu(s)|} ds
0 0
t
< Clg)- 197 lully / (t — 8)"2s7PP2) ds < Oyt ™37 |Jull

0
et donc

128V Gu(t)ly < Ca - 747 Jullh (4.3)
Compte tenu de (4.2) et (4.3) on tire :
IG(u)llx < Cs-T7|ull%
Cette inégalité et la Proposition 1.3 donnent I'estimation suivante sur F(u) :

| F(u)llx < llepollx + lalllG(u)llx < Cla)llrollpmy ) + lal - Callull - T+
< Ci(llpoll a0y + Nlully - T77),

ou la constante Cy ne dépend que de ||, |al.p.q et N. On peut choisir K; et T} €]0.1] tels
que

Ca(lloll pmy 0y + KT - T < By (4.4)
On obtient que pour tout u € Xy, (71) on a F(u) € Xy, (7). Cela implique :
Xk, (Th) € F~ (XK, (Th)) € FH(Xk, (Th))
Comme F est un opérateur continu dans L9(0,T): W[,I 9(Q)). alors F~'(Xg, (T1)) est fermé
dans L9(0.T;: W, (Q)) et on déduit :
Xk, (Th) € F~H(Xk, (Th))-

I1 reste & montrer que F(X g, (77)) est relativement compact dans L9(0,T7; WJ"’(Q)). Pour ce
faire. comme

F(Xk,(T1) = o +a- G(Xk, (Th))
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il suffit de démontrer que g(m} est relativement compact dans LY(0.7: W, I"’(Q]). Soit
(1) © X, (T)) et (G(uy)), la suite bornée correspondante de G( X, (7)). Pour tout (¢.x) €
7, on pose :

fals.2) = [Vuy(s.2)|
alors f, € LY7(Q7,) et

.‘.'.l F]Ifq
; B ieNIg =
liminy = | [ [ 190 = Wuall i sy (4.5)
0 0
Soit # =1 — q( + ). Comme 1 < g < \+f on af >0 et pour tout u € X(77) :
- 1/ - 1/
"ll ) iq f] . /q T" |_a'|‘;
||'”'H.’."fll.'!|:ll]i"’{!!il = / / |V u|?drdt < ”u.”‘\' [f_--r}'[i'-” < ||u|| x ( HI ) .
00 0
On en déduit que pour tout u € Xy, (17)
1/q
Ty :
lell oo 1y 20y < K (9) : (4.6)
Ainsi. compte tenu de (4.5) et (4.6) on tire :
T ¥ o U —
| fally/p < Clprq, N) - KT - TP, (4.7)

donc la suite (f,), est bornée dans LY?(Qq,). De plus comme Gu, € W W,p((,),.-l] est une

solution faible du probleme aux limites :

G,
d'.; o = f, dans Q.
Gu,(t.x) =0 sur [y,
Gup(0.2) =0 sur (.

On obtient d’apres le Théoréme 1V.9.1 de [51] que
“g?uz ” ”',:j‘f,{QTl ) < C(Tl .§2) - ”fn ”r_;/p
Par conséquent (Gu,, ), est bornée dans I"[-'J}ﬁ(f}rl) et grace a la suite d’injections.

W2(Qr) =  LY/P0,T:WWPQ) < LY0, T Wh(Q))

WP compacte continue
et au fait que (Guy,), < LY0.T}; H-"HI""[SE)) on obtient que :
(Gu,,), est relativement compact dans LY(0,T): 1 " 4(0))

On peut alors appliquer le Théoreme de Schauder, et on obtient I'existence d'une fonction
u e \;\ (Ty) vérifiant :

t
u(t) = e g +a / =93 | Tu(s)|P ds. (4.8)
0

En particulier

ue C0.T[: Wy 9(Q)) N L0, Ty; Wy 9(2))
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et

max{ sup #*||u(t),. sup £277||Vu(t)|,} < K
10.7}] 10.74]

Par conséquent, la solution u est dans I'espace Xy, (7)) et compte tenu de (2.27) et (4.8) on

obtient aussi u € L>(0.T}: L'(Q2)). Ainsi u est une solution locale du probleme (1.1) sur Q7.
O

b) Régularité

Proposition 1.7. Il existe 6 €]0,1]. indépendant de pg € My(S2), tel que toute solution faible
u € C(10.T[; L' (2)) N L'(0, T H"];'I(Q)) du probléme aux limites (1.1), vérifie

u e CLH2 0 )y nC¥2(@Qrr) YT €)o, T

loc

Démonstration:

On fixe 7 €]0.T[ et on décompose le probleme (1.1) en deux parties.

(i) Soit done uy € C([r/2n.T); LY(Q)) N L' (0, T W"nl'l (£2)) la solution faible du probleme aux
limites (2.1) sur @y, 7 avec donnée initiale u(7/2n.-) € WOI‘I(Q), ol n est un entier positif
qui sera choisi ultérieurement. Alors u, vérifie :

% —Au; =0 dans D'(Q/2n.1)-
(Pr) ) (t, z)=10 sur F‘r,-':Zn.T-

wi(7/2n,x) = u(r/2n,x) dans .
Grace a l'effet régularisant de 'équation de la chaleur (voir par exemple le Théoreme XI.1
dans [20]) et a la régularité du domaine Q, pour tout é €]0.1[ on a :

u) € Cl+6;2‘2+6[Q27[2H.T)

(22) Notons par f la fonction

f(t.z) = a|Vu(t.z)|P sur Qr. (4.9)
et soit uy € C([7/2n. T): L' (2)) N L'(0,T: W, (2)) la solution faible du probléme :
[ %2 Auy= dans D/@upan)
(P2) us(t,z) =0 sur  ['jop 7,

us(7/2n,x) =0 dans €

Puisque |Vu| € L'(Q7) on a f € LYP(Qr). Grace a la régularité des solutions des équations
paraboliques (cf. Théoréme IV.9.1 dans [51]) on obtient uy € Wll;;z,(anzn._:f')-
(7i¢) Puisque u = u; + ug on tire u € ”;11,;?;[(227;’2“‘7”) et par conséquent :
|Vu| € L'P(Qar jon,1)-
ce qui implique :

f € LY (Qyrj201)-

On peut répéter ce processus et on obtient par récurrence que :

€ L7 (Quar) et u € W, (Qrj2r)-



36 I. PROBLEMES AUX LIMITES DE TYPE CAUCHY-DIRICHLET

On choisit n suffisamment grand tel que .“L‘ > N + 2 alors. grace au Lemme I1.3.3 dans [51].
pour tout v €]0. 1] satisfaisant 0 < v <1 — (N +2)p" on a :

|Vu| € C*/**(Qr/2r),
et en particulier :

J € C"P(Q ).
On reconsidere les problemes (Py) et (%) sur Qo avec donnée initiale u(7/2.-). En uti-
lisant les memes notations. on obtient d'une part u; € C™(Q.7). D'autre part puisque

[ ecr/2m(Q yr). grace au Théoréme I11.12.2 dans [51] on a uy € (_-!1!:_’”-""-"2“”’(QTII..Q_-‘,-} n
(.-"m’ II!J”’[(JT"Q-T}'

- 7 5 5 i | +8/2.2+44
En regroupant ces deux derniers résultats on obtient finalement v € C) (Q-r) N
C20(Qr) avec 6 €]0. 1. ce qui acheve la preuve de la Proposition 1.7 a

Proposition 1.8. Soient a € Roa # 0 et 0 < p < 1. Si pg € LYQ) avec q > 1 alors toute
solution faible w du probléme (1.1) est dans C([0.T]: LY9(2)) N L"(0.T: H'“l""{ﬂ)} pour tout
1 <r < 2. De plus si py € Co(R) alors u est dans C(Qr).

Démonstration:
Soit g € L) et u € C(J0.T[: L' () N L' (0.T: W' (2)) une solution faible du probleme
(1.1) & donnée 1. Posons uy = e'= 1. Alors u; est solution faible du probleme :

% —Auy =0 dans D'(Qr).

wy(t.x) =0 sur I'p.
w1 (0, 2) = po(x) dans £

Puisque g € L9(2). on a uy € C([0.T]: LY(2)) et grace a (2.3) on obtient :
1
IVuy ()]l £ Ct2|

tollg pour tout ¢ €]0.77.
Par conséquent uy € L"(0. T 'W“I “1(Q)) pour tout 1 <r < 2.
Notons par [ la fonction :
f(t.x) = a[Vul'(ta) pp (ta)€Qr
et par uy la solution faible du probleme aux limites :

duy

B Aus = f dans D'(Qr).
ua(t.x) =0 sur 'y,
u(0.2) =0 dans €.

Puisque |Vu| € L'(Qp). on a f € LYP(Qr) et grace a la Proposition 1.6 on obtient uy €
L0, T; Wy P ().
Montrons que uy € C([0.7]: LY(2)) N L" (0. T Wui “4(€2)) pour tout r € [1.2[.
Soit r € [1.2[ fixé et posons n; = [h}:“ﬁ} +1letnyg = [%] + 1. ont [a] est la partie entiere
du nombre réel a.
Alorsonan; > l.ny > 1 et :

1 1 1 1

g—-—’"l_l <r< .”Tl et a1 <g< T
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On examine les différentes possibilités.
(i) Le cas r < g. On a ny < ny.
Siny =1 alors r < 1/p. Puisque u = u; + uy, on obtient dans ce cas :

u € L7(0,T; Wl min{l/Pa}(q))

Siny > 2 alors no > 2 et par suite ¢ > 1/p. [Vu| € LY?(Q7) implique f € L'-‘f”‘"'((;)—,r-) et grace
a la Proposition 1.6 on obtient :

up € L7 (0, T WP (9)).

Par récurrence on montre que :

LS|

Uy € L”'ﬂ

L
!’”I

0.T: W, /7" (92)).

Done lorsque ny = no onar < et g < ;T'I‘T et par suite

ug € L7(0,T; W, (),

ce qui implique w € L"(0, T W’“l'q(Q)).

Dans le cas ns > ny par la méme méthode on démontre que uy € L”"’('[].T:ﬂ'{:'”p”?(gl))
et par conséquent u € L7(0.7": W&"’(Q)}. En particulier f € L"(0.7:L%(£2)) d’out on tire
u € C([0,T]; LY(2))).

(i) Le cas r > ¢ se traite de la meme maniere.

Supposons dans la suite que py € Co(Q2) alors grace au point précédent
u e C([0.T): LI(Q)) N L"(0.T: W,%(Q)) pour tout g > 1et 1 <r <2

et f € L"P(0. T, Wh4/?(Q)). Ainsi, comme 0 < p < 1 < r on peut choisir ¢ assez grand tel
que :
N r/p
2-q/p ' r/p—1
Les hypotheses de la Proposition 1.5 étant satisfaites, on obtient u € C(Qr) et la preuve de la
Proposition 1.8 est achevée. O

<]

c¢) Existence globale
Soit u une solution faible du probléme aux limites (1.1) sur |0.7] . Dapres la Proposition 1.7
pour tout ty €]0,T[, u(ty) € L>(€2) et grace au Principe de Comparaison (cf. par exemple le
Théoreme 2.16 dans [38] ) on a :

u(t,z) < ||lu(to)|| pour tout (t,z) € [to,T] x Q2
et done

|[w(T)]h < [Qllu(T)|loc < [Qfl|ulto)lloc

On reprend la preuve d’existence locale pour le probleme (1.1) avec donnée initiale «(7") et on

fixe Tb > 0 et Ko > () vérifiant :

Ca(19] - llulto)lloo + K2 - T3 ) < Ky



38 I. PROBLEMES AUX LIMITES DE TYPE CAUCHY-DIRICHLET

on C'y est la meme constante qui intervient dans (4.4) et qui ne dépend que de p. N.Q et a.
On pent alors prolonger la solution sur [T.T + Tb]. Puisque 75 et Ky dépendent cette fois ci
de [[u(ty)||~ et ne dépendent plus de la donnée initiale u(7). on peut continuer le processus

et on obtient 'existence globale d'une solution sur (0. O
d) Unicité

Proposition 1.9. Soit a € B, a # 0 et 0 < p < 1 alors le probléme (1.1) admet une unique
solution faible dans les deux cas suivants :

a) Si<p< ﬁ et jg € My(€2).

h) Si T"—I <p<1oelpg € LYQ) avee g > 4_}%}

Démonstration:

Avant de commencer la prenve on fait I'observation suivante :

Remarque 1.5. Siac E a#0 et 0<p< 1. alors grace a la Proposition 1.4. toute solution
Saible w de (1.1) vérifie : u € L¥(0,T: H-"'nl (Q) pour tout s € [1. N+2

N+41L

Soient wu; et wus deux solutions faibles du probleme (1.1) et posons v = u; — us et [ =

al(|Vu [P — |Vusal?). Alors u est une solution faible du probleme aux limites :

— —Au=f dans Qr.

w=0  dans I'r. (4.10)
u(0,2) =0 dans (2.

D’abord on montre que u € C'(Q7) dans les deux cas a) et b) ci-dessus.

a) Lecas 0 < p< \;;t et jg € My(9).

Grace a la Remarque L5, on a u € L>(0,T: L' (2)) N L*(0. T H'UI *(Q)) et f € L/?(Qr) pour

tout s € [1. =3[, Puisque 0 < p < =7 on obtient :
lim N ‘ s/p _ Np(N +1) .
s p 842 2-s/p s/p—1 2[N+2)—p(N+1)]
et donc. on peut trouver s tel que 1 < s < t—j—‘f et :
N s/p

. <k
2-s/p s/p-=1

Comme u est une solution du probleme (4.10) avec pour donnée initiale 0. grace a la Proposition
1.5 on obtient u € C(Q7r).
b) Le cas '\"%T <p<let puye L1Q) avec g > f_—\p
Grace a la Proposition 1.8 pour tout € [1,2[. u € C([0,T]: LY(2)) N L™ (0, T: W'9(2)) est une
solution faible du probleme (4.10) ou f € L"/?(0.T: L9/P(Q)) .
Puisque ¢ est choisi tel que ¢ > j”_—\p ona:
lim NP = i <1,
r722-q/p rip—1 q(2-p)
ainsi. on peut trouver r tel que 1 <r < 2 et :
N r/p
2-q/p . r/p—1

< L.
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Les hypotheses de la Proposition 1.5 étant de nouveau satisfaites avec la donnée initiale jo = 0
on déduit que u € C(Qp).
Ainsi dans les deux cas ci-dessus, en vertu de la Proposition 1.7 on obtient :

146/2, 2+4

u e C‘,m, (Q:71)N (‘(Q_}] V7 E]U. T

Le reste de la preuve est plus ou moins standard grace au Principe de Comparaison (cf. [38, 44|
par exemple). Nous le reproduisons juste pour étre complet.
Dans ce qui suit on considére £ > 0 et A > 0. et on pose :
z(t.x) =wu(t.x) — At —g(1 +|.‘I-’|2)% (4.11)
alors
z € C(Qr)NC"*()0.7] x Q)

z(t.z) <0 dans [0,T] x 92U {0} x Q

Montrons que z < 0 sur [0.7T7] x Q. Si z prend des valeurs positives en un point de Q7 alors
z admet un maximum positif en (ty,z9) €]0.7T] x Q. Ainsi au point (fg,z¢) on z atteint un

maximum positif on a :
(Vz)(to.xp) = 0,
(Az)(tg.mo) <0

et 5
22 (to z0) > (
m[ 0.20) >0
Pour montrer que :
z(t.xz) <0 pour tout (t,z) € Qr, (4.12)

il suffit de trouver une valeur A = A(e) telle que en tout point (t,z) €]0.7] x Q vérifiant

(Vz)(t.2) = 0 on ait :
Jz

De plus. si la dépendence de A par rapport a ¢ est telle que A — 0 lorsque £ ~, 0, en faisant
tendre £ vers 0 dans (4.11) on obtient

u(t,z) <0
Pour ce faire on observe que :
Vz=Vu—ce(l+|z2) 2z (4.13)
et P p
% - Az= %;i —Au+eln+(n—1)z2)1 +z>)"%% -4
Puisque

{n+(n—1)z?}- (1 +|z[*)3?% <n pourtout z € Q

on en déduit : 3
0.—? - Az < a(|Vuy|P = |[Vug|?) + ne — A (4.14)
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Aiusi. en tout point (t.x) € Qp pour lequel (Vz)(t.x) =0 on a:
Jz :
T Az < al{ |V:u.g —:— e(1+ |:r:1‘4)'% -xzlP — |[Vua|’} +ne— A (4.15)
<la|-|e(1 + |2[*)"2 - z|P +ne — A < |a|e? +ne — A
I suffit de prendre
A = 2(ne + |a| - €P)
pour réaliser
0z
—(t.z) — Az <0
Bt
en tout point (4.x) € Qp tel que Vz(i,x) = 0.

On en déduit (4.12) et par suite on a :
u(t, z) < 2(ne + |ale?) + (1 + |z)*) /2

Par passage 4 la limite lorsque ¢ — 0L on obtient w(f.z) < 0. De meme on montre ¢ue

wlt.x) = 0. ce qui acheve la preuve de I'unicité des solutions faibles. O

Remarque 1.6. Pour la prewve de la Proposition 1.9. Ph. Souplet a indiqué le choir plus

simple swivant pour la fonction z dans (4.11) :

Z=e "1

5. Preuve du Théoréme 1.3
a) Unicité
Soient u; et us deux solutions faibles du probleme (1.1) sur Q7. Posons u = u; — u». alors
pour tout £ €]0.T[. on a :
rl
u(t) = a / =73 (|Vu, [P — |Vup|?)(7) dT.
0

De la Proposition L4, on déduit que pour tout s.r > 1 qui vérifient 2 + ’l >N+1:

w € L°°(0,T; L1 (Q)) N L* (0, T; W' (),
de plus on a I'estimation :

||“.H,l_'\' (0.1 L1 (§2)) o= ”‘”'||L"{i].'f’:li}:"'(“}) S C‘(.‘-i. o A Q””VU,] [f’ — ‘VHQEPH | {:Jl)

ol (" est une fonction croissante par rapport a la variable T.
On va traiter séparément les cas p > 1 et p = 1.
(1) Sip>1on prend s =r = p dans la relation (5.1) et on a :
IVullr@r) < lal - Cp, T, 2) - [V |” = [VualP| 11y
<lal-p-CE.T.Q) - IV 010, + 1Vl 0i0p) - 1Vull o)
Compte tenu de (5.1) et du fait que |Vuy| et |Vuy| € LP(Qr). on obtient dans ce cas :

L __ 1 jl—' = 'j'l—l P
’}_I\I\i:l la| - p-C(p, T.Q)(||Vuy ”U‘{Q';"a e ]|V.'Q||“,(Q?_)) = 0.
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Donc. en vertu de (5.2), on peut toujours trouver T €]0. T tel que :

1
IVullLr@ < lIVullLr@ys)
Par conséquent :
Vu=0 p.p. dans Qj,

c’est a dire Vu) = Vuy p.p. dans Q. Alors, compte tenu de (5.1) on tire :

”””L-‘([l.’f‘:ﬂ"-’(Sl)} =
donc 1y = uy p.p. dans Q7. Par un argument classique on peut déduire que u; = uy dans Q7.
(i2) Pour le cas p = 1. dans la relation (5.1) on choisit 1 <r =5 < x—if Alors on obtient :

IVullpr@r) < lal - C(r,T,Q) - [[|Vur| — [Vual| 1)

<la|-C(r, T,Q) - T7 Q7 - |Vl ir o)
Comie
Yim [a] - C(r. T, 9) TV Q7 =0
de méme que dans le cas précédent on obtient u; = uo sur Q7. O

b) Existence locale

Soit T' €]0. 1[ et notons par X = X (T') 'espace de Banach des fonctions continues u : |0, 7] —
W, 7 () telles que :

[[ul| x = maz{sup t*||u(t)||,. sup t“"'%HVu(t}Hp} < 00
10,77 1077

ol
(r=£(l—l). (5.3)
2 D
Pour v € X on définit les fonctionnelles :
rl
Gu(t) = / =33 | Tu(s)|P ds (5.4)
0
et,
Fu(t) = ™ po + a - Gu(t). (5.5)

Soit K > 0 et notons par X g (7T') la boule fermée de rayon K dans X(7'). Afin d’appliquer le
Théoreme de point fixe de Banach on cherche Ty €]0.1] et K > 0 tels que :

F(Xk,(Th)) C X, (Th)
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et F soit une contraction sur Xy (77).

Soit u € Xy (T). D'une part. compte tenu de (2.2) on a :

t t
IGu(t)|], < / =92V u(s)Pllpds < Clp) /(f — ) [IVuls)["[|y ds

0 4]
! f

= C(p) / (t = %)~ Vu(s)|[ ds < C(p)|Jull / (t — 5)s7PO+2) d

0

0
1

< C@)|ull’; - t-Peti-o . /(1 — g)= . g0t D) g
0

Le parametre o étant donné par (5.3) on pose :

1
7=1 —j)((Y+§].

Grace a I'hypothése. 1 < p < %E—% on a alors a < % et v > 0. Ainsi on peut déduire que :

t1Gu(t)|l, < Cyllull\T7. (5.6)

D autre part. I'estimation (2.3) implique :

f

t
IVGu(t)|, < / | Vel =3 Tu(s)[?||, ds < C(p) /{f - .q)“{“+%"|]\_’n{.u}| hds
0 i

0
I-
< (:(P)H”HP\ ’ fl—p(n+:f;}—(u+:‘l;] / (1 _ s)—-(n+.]j1 _H—pfn+%}ds.
0
Puisque o« < 5 et v > 0. on en déduit :
4 1 - oy
t*T2|VGu(t)||, < anuﬂfj\-T'. (5.7)

En regroupant les relations (5.6) et(5.7) on obtient
1G(u)llx < Cs - [lull’ - T7. (5.8)

Grace aux estimations (2.21) et (2.22). pour tout puy € M,(82). lapplication |0.7[3 t —
ey € X. Alors. compte tenu de (5.8). la fonctionnelle F vérifie :

IF@)llx < lle"pollx + la] - [|G(u)]lx
< C(p)llpollas,(0) + Callull - T,

d’on :

I F (u)l|x < Cilllpollag, @y + llull - T7) (5.9)
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ou la constante Cy ne dépend que de p, N. a. et €.

Soient maintenant u; et uy dans Xy (7). Alors

t
| Fuy (t) — Fua(t)|lp < |al f l[e"=92(|Vuy [ (s) — |VualP(s)) ] ds
0
t
< C'(p) /(f- = 8) 7 NIVur ()P = [Vuz(s)["[|1 ds
0

t
<C'(p)-p /(t - s)_“(”Vu](s)Hg_] - |IV‘!£2(H)]E£_1)HV’H.[(S) — Vuy(s)|, ds

0
< C'(p)- KP71-T7 - 7 %||uy — uo|x,
d’ott :
t*|| Fuy (1) — Fua ()|, < C'(p) - K-t T7||uy — ug||x-

De meme on a :
pots IVFuy(t) — VFua(t)|l, < ¢ (p)- K*= . 1 |y — wz||x-
Des deux derniéres inégalités on déduit :
| Fuy(t) = Fus(t)||x < Cs- KPP~ T7|luy — uz|x. (5.10)

Soit Cy = max{C,, C5}, alors la constante Cg ne dépend que de a,p, N et 2 et on peut choisir
K > 0 et Ty €]0,1] tels que :

. K
Co([lpoll my ) + KV - TT) < Tl (5.11)

Alors, grace aux relations (5.9) et (5.10) pour tout u € Xg, (T7), F(u) € X, (T1) et donc
I'application :

}_ : ‘X’h'} (T}) — X;\'l (T[)
est bien définie. De plus

| Fu(t) = Fo(t)||lx < %llu —vf|x.

C'est a dire que F est une contraction sur Xg, (77). Alors on peut appliquer le Théoréme
du point fixe de Banach. et on obtient I'existence et I'unicité d'une fonction u € Xg (7})
vérifiant :
t
u(t) = e g + u[ﬁ““s)"\ﬂVH{s)[” ds. (5.12)
0
pour tout t €0, 7/
Comme u € X, (1) alors u € LP(0,T\; WOl 7(Q)). et on peut conclure que u est une solution
faible du probleme (1.1) sur Q.
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¢) Régularité

Proposition 1.10. [l cxiste 6 €]0.1[ indépendant de py tel que la solution faible locale u du
probleme (1.1) trouvée ci-dessus verifie :

we o2 "M(QT ) N C29(0, 1. 7,) pour tout 7 €]0.T)[.

f'{?!

Démonstration:
On montre d’abord que u € L>*(7.T;: W'°(Q)) pour tout 7 €]0.Ty[. En effet. on sait deja
que:u € X C C(J0.7[: Vl'“l 7(Q)). Grace a 'unicité de cette solution sur Qp, on a :

t
u(t) = et~ ”Au,(r)+u/ =93 T u(s)|” ds. (5.13)

pour tout 0 < 7 <t < Tj. Comme 1 < p < %—}f on peut fixer deux constantes m et r telles

que :
pE<m<r<oc et ———<-—. (5.14)
On suppose d’abord que pour un certain m > p donné. la solution u satisfait :

N 1 N 1 1
max{ sup t "5 |lw(t) ||, sup t 2752 |Vu(t)|[m} < L. (5.15)
]U.-;"-l] ]l].]”[]

ol L,, est une constante qui dépend de m et Tj. On veut démontrer que u satisfait la meme
inégalité avec r a la place de m. ott m et r vérifient (5.14). Pour ce faire, on prend 7 = £ dans
la relation (5.13) et on applique les estimations (2.2) et (2.3).

D une part on a :

la(t)]lr < [|e/2Dy umn+6/u“q“ﬂ4 IV ()P llsp ds

t/2
2 o2&, +c/u-q'4m*WVMﬂMﬂﬂ
t/2
f
ol M ) IR [{f—s)‘%('%‘%)'-“'_P(%“H:H ) ds

S C-" Lm ® _%{I_’l) + (:‘ ;) L'U * f_%(l_%}+’_!)[r}+%}

1

/(1_4,)—— i) sp(B0-50+) g5, (5.16)
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. _ N 1
oua=3(1- 5].

D’autre part :

1

IVu)|l- < [|[Ve’23u(t/2)|l, + C/{f. - .w)_*-}(;%—r)_% V()P |l n/p ds

t/2
< C-f.—% + 'l ||u f/2 ”m +C/(f = ")__{;"_’__ _%”v”(“)“ﬁtd"
(/2
1
& Ol - F 01 L L;’“./(f_.,) T(EF-2)-2 . s P(30-5)+3) g
t/2

SC‘L,"'?‘_L}(I_%}_%‘ +C.L£i 'f—%(l—l) 5+1— p(ﬂ“l‘ )

/(1_5}—3 241,52 F0-23) ds.  (5.17)

1l %

Compte tenu de (5.14) les intégrales au second membre de (5.16) et (5.17) convergent. Donc
la relation (5.15) est vraie pour r a la place de m. o r vérifie (5.14) et pour une certaine
constante L,. On va démontrer, par récurrence. que la relation (5.15) reste valable pour tout
r € [p.+oc]. D’aprés la construction de u. (5.15) est vraie pour m = p. On considére une suite
(m)i>o. croissante vérifiant :

1 1 "
= < pour tout i > 0, (5.18)
m; N mjy

et pour laguelle u satisfait :
Ny -
max{sup t 7= }||u{f}||m ,qupf 2 (1 H’ IV u(t)|lm } < Lm,
0.7 jo.17

Posons par exemple :

mg = p,

N(N+1)m;_ - ) . i
mi = { NNTo)—m—y AT simi— < min{r, N(N + 2)},

T sinon.

Comme 1 < p < 21‘1' la suite m; définie ci-dessus vérifie (5.18). De plus aprés un nombre fini
d'itérations on obtient m; = r et finalement on déduit :

max{ sup t F0-
10,71]

)|l mp 1=+ 3 | V(b)) < Ly (5.19)
).T1]

pour tout r € [p, +o0]. En particulier pour r = +oc on a :
u € L>®(r, Ti; Wh*°(Q)) pour tout 0 < 7 < Tj. (5.20)

Il reste a démontrer u € CI];M.B‘H&(QT‘T, ) N C25(Q.1).
Pour 7 €]0.T}[ on note par u; € C([7/3,T1]: L'(2)) N LI[T‘/3,T]'._W{:'] (2)) la solution faible
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du probleme aux limites :

),
L Aup =0 dans  D'(Q./37,)-
! uy(t,xz) =0 sur  [r/g7,.

wi(7/3.2) =u(r/3,x) dans €.
Puisque u(7/3) € W>(Q) N H"(,I'I’(SZ) on obtient grace a I'effet régularisant de I'équation de
la chaleur (voir par exemple le Théoreme XI.1 de [20])et a la régularité du domaine €. pour
tout 4 €]0.1] on a :
uy € GV (g,
Posons :
flt.x) = a|Vul|(1.x).

alors, d’apres (5.20). f € L"(Q, /3.7,) pour tout r > 1. Notous par uy € L'(7/3.T: H'“"I (£2)) la
solution faible du probleme aux limites :

Jus

—Auy = f dans D'(Q,/371,).
us(t. ) =0 sur Irogg.
us(7/3.2) =0  dans €.

()

Grace au Théoreme IV.9.1 dans [51] on a uy € W, 'Q(Q:-f:i.'f‘, )

Puisque v = u; + uy sur Q. 3, et vy € C(Qa;/37,). on obtient alors u € H',! '2{(,,)-_3,.,_-;.-,.--I )
pour tout r > 1. On prend r tel que » > N + 2. Alors. grace au Lemme 11.3.3 dans [51]. pour
tout d €]0. 1] satisfaisant 0 < 4 < 1 — # ona:

|Vu| € C¥2%(Qy, /31,): (5.21)
d’ont on déduit :
J € C* Qa3
On reconsidere les problemes (P) et (P) ci-dessus. cette fois-ci sur (J;t_:.—r et avec pour donnée

initiale wu( “—,:' .). En utilisant les memes notations on obtient d'une part

u; € C*(Qrm1,) (5.22)

Et d’autre part. comme f € C"’_(Qg‘_;;;_-p) on a :

1+68/2.24-0

up € Cpp '™ (Quryar) (5.23)
(ef. par exemple le Théoreme 111.12.2 dans [51]). Compte tenu de (5.22), (5.23) et (5.21) on
tire :
u € CH***(Q, 1) N C¥*%(Qar jar);

ce qui acheve la preuve de la Proposition 1.10. O

d) Existence globale
On a U'existence locale de la solution sur 0. 7% . Grace a la régularité de w. pour tout t, €]0. 7).
ulty..) € L>(9Q). Par la meme méthode que dans le Théoreme 1.2 on peut démontrer l'existence

globale des solutions faibles de (1.1).
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6. Preuve du Théoreme 1.4

Soit T €]0.1] et notons par X = X(T') I'espace des fonctions continues
u 0. T] = Wy P9(2) qui vérifient :
lu|| x = max{sup t*||u(t)||pq. Sll])t%+“||Vu(t)||m} < 00
10.7] 0.7
ou N
1 1
a=—(-—-——). (6.1)
2°q pq
Comme dans la preuve du Théoreme 1.3 on définit les fonctionnelles G et F sur X (cf. (5.4) et
(5.5) ) et on note par X i (7') la boule fermée de rayon K de X (T'). Afin de pouvoir appliquer le
Théoreme de point fixe de Banach il suffit de trouver K; et T} tels que : F(X g, (T})) C Xk, (T))
et F soit une contraction sur Xy, (77). Ainsi les estimations (2.2) et (2.3) appliquées aux opé-
rateurs G et F donnent d'une part :

t t
IGu(t)lpg < /”eu_sm|V“("‘)|p”pq ds < C(p. Q)/(t = 8)"*[[Vu(s)Pllq ds
0 0

i t
< Clpa) [t = o) Iulo)lfyds < Ol ulls [(6= 57577t ds
0 | 0
< Clalulfy - 8-e-ries),
Posons i
v = 1‘1’(“"*‘5)- (6.2)
Comme ¢ > q. = \{2+_p” on avy > 0 et on déduit :.
t*1Gu(t)|lpg < C(p.q) - lullKT. (6.3)
D’autre part :
t t
IVGu(B)l < [ 19! (Tule) Pl ds < Co.0) [ (¢ =) DIITu(s)Pl, ds
0 ]

t 1
<C(p.q) [(f- = 3)_["+%]||V“(-‘)||;:q ds < C(p.q)|lull’ / (t— -*-’]_{"+']3} L sTPOt3) gy
0 0

< C(p.q)lull’ - fl-(a+d)-pla+})

d’onr
! /) .
tn+'_"”Vgu(t)”ﬁq < C(f’*@'}”“NT\‘T‘?' (6.4)
En regroupant (6.3) et (6.4) on obtient :
1G()|lx < CillulyT7. (6.5)

De meéme. grace aux relations (2.2). (2.3) et (6.5) on a :
IF@)lx < Collluollg + lulxT7), (6.6)

on la constante Cy ne dépend que de p,q. N.a et €.
Montrons que F est une contraction pour 7" assez petit. On considere u, et uy dans X (7).
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alors pour tout ¢ €]0.77 :

t
| Fuy(t) — Fua(t)|pg < |al / [t =2 (|Vu1 |” = [Vua|P)(5)]lpg

4]

!
< C(p.q) /(f —5)"Y|Vur ()" = |Vua(s)|"||q ds

0
I

< Clp.g) / (t = ) (IVur ()" + V()1 I(Ver = Vuz) (s)|g ds
0

f
< Clp. ) KP~Huy — sz x /'(f — 5)"9s7M31) < C(p, ) KPP0 |y — wy|x.
i
d'on :
| Fur () — Fug(t)|lpg < Clp, ) KP~'T7 ||y — uax
De meme on montre que :
(5 [V Fuy (1) — VFus(8)llpg < C @) KP T |y — us| x-
Par conséquent :
| Fuy — Fugllx < Cs- KP7'T7||uy — usl|x- (6.7)
On pose 'y = max{Cy. Cs} et on choisit Ky et T) tels que :
Callluoly + KY - T7) < 5K, (65)
Alors F(Xk,(Th)) C Xg,(T)) et pour tout uj,us € Xg, (T7) on a:

1
”:FU; —.7:1.5-3”,\‘ < 5“”1 = 'Uz”.\'-

On peut appliquer le Théoréme du point fixe de Banach et on obtient I'existence et I'unicité
d'une fonction u € Xg, (T}) qui vérifie :

t
u(t) = rJ"‘\‘;:.U - a./ (J{-r_")‘\‘|V'u{.s)|” ds, t € [0,Ty][. (6.9)
0

Grace a (6.9) et aun fait que u € Xg (77) il est facile de voir que uw € C([0,7T,]: L9(2)) N
LP(0.T: WHPa(€2)) et par conséquent u est une solution faible du probleme (1.1) sur [0,7}]

b) Unicité

Soient uy et us deux solutions faibles du probléme (1.1) sur Q7 et telles que :

iy € C([0.T]; L)) N LP(0,T: WP(Q)) (6.10)
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Puisque u; et up vérifient (6.9) on peut appliquer (2.3) et on obtient :
1 I pphq

t
[IVuy(t) — V()| < /HVPU_S]_\'|VH](3)|p — |Vua(s)|P|lg ds, t€]0, T,
0
t

< [t = DT )P = [Tua) g ds.
0
ou « est défini par (6.1).

Grace a 'inégalité de Young et compte tenu de (6.2) on déduit :

Vu, — Vuy ILP{U.T;LP‘-‘[S!}} =@ TH"'EPIHVHIPJ = |V’f£2|p|]Llw.T:Lv(sm
< C-T|(IVur [P~ + | V|~V — Vualll L1 o7 Laca)))
< C-TVP(|||Vug [P~ - | Vg — V||| 110 7:9())) +
| Vuz|P~" -« [Vuy — Vuo|ll 12 o.7:19(0)))-

d’ou :

: -1 -1 :
[V — V'H.'z||LP{£I.T:I.-“"?(QJ} <C -T”r""’(llvm ”;E,F(U_T;qu“]” ok "vu2||i;-{u.’r;m(m)) (6.11)
|Vuy — V“?HU‘(U.T:LP‘![S!}}-

Puisque v > 0 alors T — C(T)T7/? est une fonction croissante et comme |V, |Vuy| €
LP(0.T: LP4(Q)). on peut choisir T assez petit tel que :

- 1
.Ty/p . p—1 ) p—1 =
c-T (”V”"”L:-m.’f:i,p-:(sz)) + Hvuz“LP([],’)"":LW(Q)}) £ 9

De (6.11) on déduit :

1
IV (= u2)ll oo 75m(ey) < IV (1 = w2)ll oo 75 00(c2))-
Par conséquent Vu; = Vuy p.p. dans Q; et grace a (6.9) on a :
u; =uy p.p. dans Qj

Par un argument classique on montre que u; = uy dans Q7 et la preuve de 'unicité est achevée.

O

Remarque 1.7. Comme dans la preuve du Théoréme I.3. on peut montrer que la solution
locale w ainsi trouvée satisfait u € C,](;:féﬂ'zH(QT;r, )N 05;2'6{(27_')1I) pour un certain 6 €0, 1]
et pour tout T €0, TY[ ; de plus par la méme méthode on peut prolonger cette solution locale en

une solution globale sur Q.

Remarque 1.8. La preuve du Théoréme 1.4 reste valable pour tout 1 <p < 2 et

{qzl si 1<p< pi2

N( 1) N i\:‘i_l?
N(p— ;N4
9> == 8 NH Sp<2

(6.12)

En particulier. si on prend pg € Cy(Q) alors, pour tout T > 0, le probléme (1.1) admet
une unique solution u dans Uespace C([0,T], LY(2)) N L*(0,T" WJ‘I’Q(Q)) pour tout q vérifiant
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A46/2245
loc

(G.12). Cette solution est dans C (Q+7) N CY2(Q1 1) et satisfait :

max{sup t“||u(t)||pq. sup t 3+a |Vu(t)|lpg} < oc. (6.13)
0.7 0.7

ot v est donné par (6.1).
La Remarque L8 peut etre complétée par le résultat de régularité suivant :

Proposition 1.11. Si 1 < p < 2 et g € Co(Q) alors la solution du probléme (1.1) est dans
C(Qp). pour tout T > 0.

Démonstration:
On note par f = a|Vu|" et on fixe g tel que ¢ > _,—\_% En particulier ¢ vérifie (6.12). et d'aprés
(6.13) on a :

sup t”{'l.'"'“’||f(t)][q <00, (6.14)
t<]0.7]
oi a est défini par (6.1).
Grace au choix de g on a :
r N

lim  — = <1
r/"piu-r-.—'}quT'_ 1 (2—?))-(;—3‘)N+.{V

Ainsi il est possible de trouver r tel que :

1 T
1 & pg———tid ob — < 1. (6.15)
pla+ §) 2g r—1
Avece r et g verifiant (6.15). et grace 4 (6.14) on a :
l { i Tl—prl(:—:—%)
T <@ / tPietlgt | €€ | —0————| € o%.
||f|1!’ (0.T:L4(€2)) = - 1 — ;U?'(t‘r 7 _E)
0
Ainsi les hypothéses de la Proposition 1.5 sont vérifiées et on obtient u € C(Q7). |

7. Preuve du Théoreme 1.5

Pour tout n € N posons

uf(z) = fo(x) ’*‘i po(r) < m.
! n  sinon.

Alors (ufj), € L™(f) est une suite croissante de fonctions positives qui converge presque
N(p-1)
2—p

partout et dans L'(€) vers pg. On fixe ¢ > q. = . En particulier pour tout n € N

ull € L) et d’apres le Théoreme 1.4, il existe une unique solution faible du probleme :

A |
d;f — Au" = a|Vu"|? dans Qrp.

i'."““;...'f.') =1 sur [‘T‘ (l'.l_)
u" (0, z) = uff(x) dans Q.

telle que
un € C([0.T]. LYQ)) N LP(0,T; Wo P (2)) N CLr>27(Q, ). (7.2)

o
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pour tout 7 €]0. 7.

Grace aux Principe de Comparaison pour les solutions faibles d’équations paraboliques(voir
par exemple [1] ou [44]) la suite (u,), est croissante et converge presque partout vers une
fonction qu’on note wu.

Montrons que u € LP(0. T W’l'p(ﬂ}) Soit v = e'?ufl la solution de I'équation de la chaleur
avec donnée initiale ufj. Puisque a < 0 en utilisant do nouveau le Principe de Comparaison on
obtient :

0<u” <v" <wv dans Qp. (7.3)
On v = ¢! j1y. On passe A la limite dans (7.3) lorsque n — oo et on obtient :
O0<u<wv dans Qp. (7.4)

Comme gy € L'(9Q). grace a la relation (2.2) on obtient v € L™ (Q7) N L>*(0,T.L'(£2)) pour
tout 1 <r < l{r—" Ainsi. d’apres (7.4). w € L™(Qr) N L>(0.T.L'(£2)) et comme la suite u,
est croissante et converge presque partout vers u on tire que :

" — u dans L"(Q7) et p.p. dans Q7. (7.5)

De plus. grace a (7.3) pour tout t €]0,T[, la suite (u"(t)), est croissante et majorée par
v(t) € L?(2). Alors. en utilisant le Théoréme de la Convergence Monotone. pour tout ¢ €0, 7|
on a:
u"(t) — u(t) dans L%(Q2) pour tout ¢ €]0, T (7.6)
n—oc
On fixe 7 €]0,T7 et 5 tels que ;l} + & = 1. Comme :
u" - u dans Q;r,
N<u*<o" = t.ﬁuﬁ
et
" 50 =e"py fortement dans L"(Qr1),
on déduit :
u" — u fortement dans L"(Q;71). (7.7)
(Voir par exemple le Corollaire 1.4.14 dans [48] ou Proposition 18, p.270 dans [64]).
En intégrant sur Q7 la premiere équation du probleme (7.1) on obtient :
-

/u”(t.:;:)r.‘f:rﬂa.//qu"‘(t.:::)]” drdt = /uﬂ(r ) dx +j-/d—i(f x) do(x) dt,

Q 0 Q 0 a0
ol » est la normale extérieure au domaine € et do la mesure surfacique sur 9€).

D'aprés (7.3), pour tout (t.z) € 'y on a

du" . u(t,r + Av)
AL = _ 1l
v (£,2) ,{l}l'(lj A s
Par conséquent :
|a|] ] [Vu™(t, z)|P dzdt < ||uglly < |lmoll1s (7.8)

0 Q



52 I. PROBLEMES AUX LIMITES DE TYPE CAUCHY-DIRICHLET

done la suite (u"),, est bornée dans LP (0, T 1'1'(;""(52)). Compte tenu de (7.7), a4 une sous-suite

pres. on a
w" — u faiblement dans LP(0.T": H'l:'p(Q))‘ (7.9)
d’on
u € LP(0,T: Wy P(Q)).
Pour 7 €]0. T fixé. montrons que :
|Vu, [P = |Vul?  dans L*P(Q.) fort. (7.10)

D' une part. en multipliant la premiere équation du probleme (7.1) par w, et en intégrant sur
Q-7 ona:

-
i , 1 . ¥ §
§/(w"(T.::7)]"d.'::— 3 /(‘u."{f..-;r))zd.-fr-k-] f [Vu'" (s.x)|” deds
O 0 T 0
1
za//|Vu..”{.~;..r}|'”u"{.~.-..'r:)ri.-rd.x.
T Q2

Comme u" >0 et a < () on tire :

o
/ / |Vu"(t, z)|? do < % /(u")z('r. x) du.
70 0

D’autre part. en regroupant (7.3) et I'inégalité (2.2). pour tout t €]7.T[ on a :

N N a
@l < " @l = le>ullls < €t~ ully < O ol (7.11)
D'on
z
/ / |V (t.x)|* dr < CT_%H;J.[,H]. (7.12)
T Q

et par couséquent
(|Vu"]), est bornée dans L*(Q:1),
c'est a dire :
(|Vu"|P), est bornée dans L¥P(Q..7). (7.13)

; I [, S0 [p— . " "
Puisque 1 < ﬁ < [—\_—_;i il existe une sous-suite notée toujours par (|Vu|?"),. telle que :

a|Vu"|P — ¢ faiblement dans L*?(Q-7). (7.14)
En particulier
a|Vu"|P — g dans D'(Q7).
On passe a la limite dans (7.1) et on trouve que u vérifie I'équation :

% — Au =g dans D'(Q7). (7.15)
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Dans la suite. on veut démontrer que (u"), est une suite de Cauchy dans L*(7,T: H}()).
Pour ce faire, soient u" et u™ deux solutions de (7.1) avec pour données initiales uf et wu’
respectivement. Alors (u" — u™) satisfait 1'équation :
du™ —u™)
ot
La régularité (7.2) de (u" — u'™) permet de multiplier cette derniere équation par (u" — u™)
et d’intégrer sur Q- 7. ainsi on obtient :

— A(u" —u™) = a(|Vu"|P — |Vu™P) dans Q7.

[(u“ = WPV (T) d — —/(u" —u™)%(r)dz + //qu” Vu™|? dx ds

" T8 (7.16)
= / / [Vu" P — |[Vu™ P)(u" — u™) de ds.
T 0
Grace a (7.6). (7.7) et (7.13) on peut passer a la limite dans la derniere égalité lorsque n.m —

~C. et on obtient :
T

lim //IVU" — Vu™|?dxds = 0.

nam—oc
T Q

Ainsi, (u"), est une suite de Cauchy dans L?(7,T: H}(f2)). En particulier, & une sous-suite
pres, on a :

[Vu"| = |Vu| dans L*(Q-7) et p.p. dans Qrr.
ce qui implique :
|[Vu"|P — |Vul’ dans Lgf”{QT,T) lorsque 1 — oc.
Ce dernier point et la relation (7.14) nous permet de faire 'identification :
g = a|Vul? p.p. dans Q; 7.
Finalement : u € LP(0.T: W’ul'p(ﬂ)) N L (|, T HY () NW, lf[QT T) et vérifie

du

ot
I reste a identifier la donnée initiale p. Pour ce faire, on va prouver d’abord que u €
C([0.T]: L' (£2)). Soit (tm)m une suite qui décroit vers 0. Puisque v € C([0,T]: L' (2)) 4 une
sous-suite pres qu'on note (f,, ), . on a :

— Au = a|Vul? dans D'(Q,.r1). (7.17)

(tm) = o p.p dans €.

On peut passer a la limite dans (7.3) et on a

limsupwu(ty,,y. ) < limsupv(t,.z) = pol(z) p.p x € Q. (7.18)

t, r—0 {0 —0

Comme pour tout n € N, u" € C([0,T],L9(€2)), par un procédé d’extraction diagonale on
trouve une sous-suite (t,,1 ), de (), tel que

u" (ty, &) = ug (z) pour tout n € N et p.p. z € Q.
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La suite (u"),, étant croissante on a :
u (tyr.x) < ulty,m.x).
On passe a la limite dans inégalité ci-dessus et on obtient

uy () = llmmt u (tr.or) < lm 111['.*:(?,“;; x). (7.19)

t, H—r ty

Grace a la monotonie de wuff on en déduit :

pole) < l‘m infu(t,,».x) p.p. x € .

=l
Ce dernier point regroupé avec (7.18) donnent :

limsup u(ty,r.x) < pola) < luumfu( ot ) p.p- @ € £

t, =0 ttr—0
D'ou :
u(tyr.x) = pole) p.p. ¢ €
De plus :
0 < ultyr.z) <oltyr.x) dans
el

vt x) = pol(z) dans L'(Q) lorsque t,,» — 0.
On en déduit(cf. par exemple le Corollaire 1.4.14 de [48]) :
wlt,n) = po dans L' (2) lorsque t,,» — 0. (7.20)

Ainsi. on a démontré que toute suite (4,,),,>1 telle que t,, ~, 0. lorsque m — oo, contient une

sous-suite (1,,») telle que (7.20) soit vérifiée. Done :
u(t) — po dans L'(Q) lorsque t — 0

Finalement u € C'([0.T]: L'(€2)) et compte tenu de (7.9) et (7.17). on conclut que u est solution
faible du probleme aux limites (1.1). O

8. Preuve du Théoréme 1.6

Ce résultat est vrai lorsque Q = BV, (cf. [13]) et la preuve utilise un argument local. grace
a une troncature adaptée a I'équation parabolique. Pour cette raison. lorsque €2 est un ouvert

borné. le probleme peut etre résolu par la meme idée. Plus précisément supposons qu'il existe

une fonction u satisfaisant (3.3) et (3.4) et posons r = M Alors. grace a l'inégalité de

Gagliardo-Nirenberg on a :

(N+1) p

N/(N+1 r/(N+1)
/ utehle déis C /”v”“m: @)y dt < Cllu ”fx{urﬂmn Il oswir iy

ar conséquent

u € L'(Qr). (8.1)
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Soit B,(xzg) C © la boule de centre zq et de rayon r et soit ¢ € CX(RY*!) une fonction
positive a support compact dans | — T.T[x B, (zg) telle que ¢(0.29) = 1. Pour tout & > 1

PoOsous -
ok(t.z) = p(k*t, k(z — xo) + o) (t,z) e RNFL,

Le support de chaque ¢ étant inclu dans | — 7. T'[x B, (zp) on obtient :
‘lim wr(t.z) =0 pour tout (¢, x) # (0.xp). (8.2)
C—+0D0

Pourg>1lona:

lokllia@r) + 1Akl La@ry < K2 N29(|loyll a(@r) + 1A@] La(@))s

ainsi. pour tout ¢ €]1. 252] :

(pr.t. Apr) converge fortement vers zéro dans LY(Qr) (8.3)

En multipliant la premiere équation de (3.4) par ¢ et et en intégrant sur |t. 7'[x €2, on obtient :

T T
—/u(t.;}:)(p;\.(t.:f:)d:r: = / /u(gok_; -I—A(pk)d:::ds+(1//|V1£|pp;-d:r:(l.e.
t Q t Q

Q

Compte temu de (3.3) et (3.4), on peut passer i la limite dans I'égalité ci-dessus lorsque ¢~ 0.
On obtient :
T

—M = // @AI+A@L)deS+a//|V1L|p i deds (8.4)
00 0

Grace a la régularité (3.3) de w. a la relation (8.2) et au Théoréeme de la Convergence Dominée
de Lebesgue on a d'une part :

T
lim //|Vu|”¢pk drds =0 (8.5)
k—+oc
0 2
et d’autre part, comme u € L"(Qr) et 7' = 5 = ﬂ;:—\,('%;:}'l:)“i‘ €|l, .'\_3-3] lorsque p > (N +

2)/(N + 1) on obtient grace a (8.3) :
T
hm /[’u(cp“ + App)drds =0
0
Ainsi on peut passer a la limite dans (8.4), lorsque & — +oc, et on obtient —M = 0, donc une
contradiction. Cela achéve la preuve du Théoréme 1.6. O

Remarque 1.9. Signalons que la preuve de non-existence des solutions faibles dans [13].
Théoréeme 4, p. 2011, est valable pour a < 0, aussi bien que pour a > 0.

Remarque 1.10. Comme dans [|9]. Théoréme 4.4]. on peut démontrer la non-existence de

solution faible lorsque a < 0. N > 2, Rif < p < N, et la donnée initiale pg est une mesure
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p-atomique positive. jry # 0. a support compact dans 2. En effet. en notant par v la solution
de (2.1) avee donnée initiale g, et par © la solution de l'équation de la chaleur dans R alors :
? € Cc(J0.T: LY (RY)) n L' (0. T; WHH(RY)).
do ~ ' N
— — A =0 dans D((0.R").

i :
o(t) — pp dans My (BY)  faible,
150

ot jiy est donné par :

5. jg  dans S!:_
HO=19 0 dans RV .

Comme jig > 0 on a © >0 dans ]0.T[xRY. En particulier. oljo, <00 = 0. Par conséquent

on peut appliquer le principe de comparaison et on obtient :
v<v dans Q.

Supposons maintenant que. sous les hypothéses ci-dessus. il existe une solution faible v du

probléeme (1.1). alors. en utilisant de nowveau le principe de comparaison on obtient :
u<wv <o dans Q.

on peut utiliser la meme preuve que celle du Théoréme 4.4 dans [9]. Ainsi. on peul démontrer
le méme résultat de non-existence de solution sur des ouverts bornés . pour des donnces

initiales jiy p-atomiques.

9. Preuve du Théoréme 1.7

Pour g € CH(Q). d’apres le Théoreme 7.10 de [38], le probleme aux limites (1.1) admet
une unique solution classique maximale u € CU1([0. T*[xQ) N C2(Qr-). out T* est le temps
maximal d’existence de la solution u. Supposons que T* < ¢ et notons par v = ¢/
la solution du probleme aux limites (2.1) & donnée initiale py € CJ(Q). Par le principe de

Comparaison on a :

0<u<wv sur [0, T*[x€. (9.1)
De plus pour tout (t.z) € [0,T*[x 92
du g ul(t.z + Ar)
i) = i
et )
(.)?' (t.z) = lim ——”(L:L + )
v A0
Grace a (9.1) on tire :
v du
—(t,z) < —(t,x) <0 sur [0, T*[xS 9.,
(_)U(!.J} i UV{?‘..;) <0 sur [0.T*[xQ (9.2)
Soit i € {1.--- . N} et {ej.ea.--+ .ex} la base canonique de RV alors :
du du

= — cos(r.e;
o (v.e;)

v v
— = —cos(v, &;).

i v
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Compte tenu de (9.2) on en déduit :

3_:'1 < |3% sur [0.7*] x 9Q (9.3)
Pour i € {1,--- , N} on note par :
M; = sup | — i (t, )|, (9.4)

(tar)e0,T*]xQ OTi

et on dérive, par rapport a la variable z;, la premiere équation du probleme (1.1). Alors, d’apres
(9.3) et (9.4) on obtient :

a 611 df d

It o p—2 - "

ot (dr,) & (U.L,-) ap|Vul["~*Vu - V( ’) sur [0, T*[x€,

d?_t_ U--’I-‘)‘ < M; sur [0,T*[x99, 9.5)
ﬁ(()f du” dans €.

():i'?_;

Pour (t.z) € [0.T*[x on note par :
b(t.z) = ap|VulP~2 - Vu.
Fixons T €]0, T*[ quelconque. Puisque u € C*([0.T] x Q) et p>2on a:
b € C([0.T] x ).
Pouri=1---net (f,2) € Qr notons par :
fi(t.) = (t.2) - V()1 0)
alors. grace a la régularité de bet v on a :
fi € Lige(Qr).
En particulier :
fi € LL (Qr), pour ¢> (N +2)/2.

Drapres (9.5) et les résultats classiques de régularité pour équations paraboliques (voir le
Théoreme 7.13 dans [55]. par exemple) on a :

Jdu ;
Ay S WJ,.fw(QT). i=1-n.
Comme g > (N +2)/2ona:
/2,0
Wive = Cioe *(Qr)
pour tout « €]0. '—’1%[ (voir le Lemme 3.3 dans [51]). Ainsi :
|Vu| € CR3*(Qr). (9.6)

Si on note par :
g(t,r) = a|VulP(t.2) in Qr,

comme p > 2, la relation (9.6) implique :

ge Cur;‘) n(QT)-

loc
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On revient au probleme (1.1) et on utilise un argument classique de “bootstrap™ afin d’accroitre
la régularité de la solution w. Ainsi. grace aux résultats de régularité locale pour les équations
paraboliques ( Théoreme 111.12.2 dans [51]) on obtient :

Jd+59 240

weC,.*" (Qr)

Done. en utilisant des propriétés classiques des espaces de Holder ( voir [50]. p. 126) on déduit :
1+
'.—,‘1+fl
g€eC,’ (Qr)-
En appliquant de nouveau les résultats de régularité locale pour les solutions des problemes
paraboliques, (Théoréme I11.12.2 in [51]] on obtient finalement :
31a 3ta

u € (—'(m' ((27)'

Done. en particulier ;J% e C'(Qr) N C(Qr). Cette régularité regroupée avec (9.3) nous
permet d’appliquer le (1—’.1';11(‘-&])(‘. de Comparaison. (Théoréme 2.16. p.52 dans [38]). au probléme
(9.5) sur [0.T] x €. 1l en résulte :

]%L(!..nﬂ < M; sur [0,7]x Q.
Comme M, est une constante qui ne dépend pas de T et comme T €]0.7*[ a été choisi

arbitrairement on déduit :
Ju

|=—(t.z)| < M; sur [0.T*[xQ. (9.7)
or;
pour tout i = .-+ N. Ainsi. compte tenu de (9.4) et (9.7) on obtient :
IVl (@) < VNIVl (0;e)- (9.8)
De plus. d'apres (9.1) on a :
sup lu(t, x)| < ”‘”“*’-"‘ffv.’r-} (9.9)

(t2)E[0.T+[xQ
Done. si on note par :
M = |jv]l(g;-) + VNI
alors. en regroupant (9.8) et (9.9) on obtient :

Vol = (Q

T= }-

sup (lu(t.x)| + [Vu(t.z)|) < M,

(ta)e[0.T-[xQ2
ce qui contredit (3.5). Par conséquent 7" = oc et u est une solution globale classique du
probleme (1.1) sur ]0. +0c[xQ = Q. 0

10. Preuve du Théoréme 1.8

Pour démontrer I'existence d'une solution faible on utilise une méthode analogue a celle de
la preuve du Théoreme L5, Soient pg € LY 4)p0r €t (uff)n C Cy (©2) une suite de fonctions
positives telle que :

uy A po a.e. in S, (10.1)
alors :

(10.2)

{ ugy — pig p.p. dans €2,
luglls < llsolls-
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Soit T' > 0 et notons par :
= 3ta a4,
€ ([0, 400[x2) N C,.2 " (Quo), (10.3)

la solution du probléme aux limites :
du”

— Au" = a|Vu"|P  dans Qr,
u”(?‘ z)=0 sur I'p, o)
u"(0,z) = ug(xz) dans €,

donnée par le Théoreme L7, ott @ €]0,1[. Alors u™ vérifie le lemme suivant :

Lemme L.1. Soient T €]0,1[. a < 0, p > 2 et uf} € C}(Q) une fonction positive. Soit u™ la
solution du probléme (10.4) ayant la régularité (1()..1‘). Alors :

N

V" (#)]l~ < Ct

pour tout t e (0,T), (10.5)

ot C' est une constante positive qui dépend seulement de a, ) et N.

Démonstration:

La preuve de (10.5) est réalisée a l'aide d'une “technique de Bernstein” et suit les memes
arguments qu9 dans [13], [28] et [39].

Soit v, = el la solution de 1'équation de la chaleur (le probleme (2.1)). avec pour donnée
initiale ufj. Grace au Principe de Comparaison on a :

0<u"<v® dans Qr, (10.6)

et comme que dans la preuve du Théoreme 1.7, point (9.3), on peut montrer que pour i =

 EEER 1
au" dv"
Jx; Jx;
Ensuite. en utilisant les relations (2.4) et (10.7) on a :

sur I'p. (10.7)

IVu" ()| L= a0) < IVO" ()| a0) < Cuf pour tout £ €0, 7. (10.8)

o1 Cy est une constante positive qui dépend de 2 et N.
On fixe I'entier n et € > 0 et soit M. = ||ufj||~ + &, alors d’apres (10.6) on a :

lu" |z (@r) < 0" lL>(@r) < lluplloc £ M. (10.9)
Notons par :
| ﬂ!J
W= B () dans Qr, (10.10)

ol f est une fonction positive dans C*#([0, M.]). qu’on va choisir ultérieurement. Alors grace a
la régularité de u" donnée par (10.3) on déduit :

w € C(Qr) NC*(Qr)
et vérifie :

. Aw —d(t.z) - Vw — 8" (u")w* — a(p — 1]9'{1;”]9%(u”‘)w”pﬂ =

& D?u" \2
B 9(u") Z dr,d.r_,

1<i,j<N

(10.11)
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on
——p & (u")
d(t.z) = [ pa|Vu"|P~2 +2——2 | Vu'.
(¢,) (" (V' 0(um)
On définit @ par la formule suivante :
o 1 .
0(u) = CfMZ + M.u — Eu."’.
ou (Y est la meme constante qui intervient dans la relation (10.8). Alors. d’aprés (10.9) on a :

O(u") > CIM2, O (W) >0 et 8"(u") =—1.

Ces relations. regroupées avec (10.11) impliquent :

Lw+w? <0 (10.12)
on .
Lw = %{;—J — Aw —d(t,z)Vw (10.13)

Notons par ¢ la fonction :
g(t) =t~ t>0.
Alors :
Lg+g°=0. (10.14)
De plus. compte tenu de (10.8) on a :

" Olix ooy _ Gt bl _ A8
CaM? - CiM? - '
Grace aux relations (10.13). (10.14) et (10.15) on peut appliquer le Principe de Comparaison.

(Théoreme 2.16. p. 52 dans [38]) afin d’obtenir :

|w(t)| o< o0y <

w(t.x) < g(t) dans Q.
Cela implique :

IVu" ()|l < \/(CF+ 1)(l|luglloc + E]t_%. pour tout # €]0,77.

On passe a la limite, lorsque ¢ — 0, dans la relation ci-dessus, et on a :

V" (1)l < \/(CE + 1)||lulloct™2. t €]0.TY. (10.16)

c'est a dire :

Ve (1)l < /(203 +2)llu" (¢/2) oot ™2
Puisque u" est une sous-solution de I'équation de la chaleur , grace a (2.2) et a I'inégalité
ci-dessus on obtient :

_N_1
VU™ ()l < Ct™ 7720l ||y

ce qui acheve la preuve du Lemme 1.1. O
On integre, sur |0, 7[x €, la premicre équation du probleme (10.4) et on obtient :

T oz
: L —— - :

/'u”(T. x)dx — // d(;: (s.x¢)dxds — u/ /|V'u.”|"(.~=..-.':}d.-r:d.- = /'u.{;(.r)ri;r:.

. . } . . .

Q 0 2 0 Q 0
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Grace aux relations (9.2). (10.2) et (10.6) on tire :

T
|a.|/ /]Vu"|"(s._:1:)dsd:r:§/u{,’(;r:)d-.rr < /;LU(;f:)dar.

0 0 Q 19

Par conséquent, la suite (u"),, est bornée dans LP(0.T" W’ﬂl P(Q)) et. en particulier relativement
compacte pour la topologie faible de L?(0.T" W-"Ol‘p(ﬂ)). Alors, d'une part la suite (a|Vu'|"),
est bornée dans L'(Qr) et d’autre part, grace a (10.2) la suite (ull), est bornée dans L'(€2).
Ainsi. on peut appliquer le Lemme 3.3 dans [5] au probléme (10.4) et on obtient que la suite
(t,)n est relativement compacte dans L™ (Q7) pour tout r € [1. #[ Done. a une sous-suite
pres :

u" = u dans L"(Qp) fort et p.p dans Q7. (10.17)

De plus. comme la suite (u"),, est relativement compacte pour la topologie faible de L”(0, T*: W}f &
on déduit que v € LP(0.T: W'Oi'“(ﬂ)). Soit 7 €]0,T[. D’aprés (2.2), (10.2) et (10.6) on a :

i
T

. _N
lu" | (@, r) S 0" lLoe(@rr) S CT™ 2 |luglli < C77 2 ||polls- (10.18)

En regroupant les relations (10.17) et (10.18) on peut appliquer le Théoréme de la convergence
dominée et on a d'une part :

u" —u dans L"(Q,7) pour tout n > 1. (10.19)
D’autre part, grace au Lemme 1.1 :
IVl @,y < CT~ 5 72|l < O™ 5% oy (10.20)
On en déduit que, pour tout ¢ € [1, +00), la suite (|Vu"|?),, est bornée dans L(Q; ) et donc,
a une sous-suite pres :
a|Vu"|P — ¢ faiblement dans LY(Q. 7). (10.21)

On peut passer a la limite, lorsque n — oc. dans la premiere équation du probleme (10.4) et
on obtient :

du "
a Au=g¢g dans D(Qr). (10.22)
Comme g € LYQ-7) pour tout ¢ > 1, u € L=(r, T: W'>(Q)) N LP(0.T; WJ"’(Q)) et vérifie
(10.22), alors grace aux résultats classiques sur la régularité des solutioons des équations

paraboliques (voir [51], p. 341) on déduit que :
u € W, (Qr.r) N L®(7, T; WH°(Q)) N LP(0, T; W,7(Q2)) pour tout ¢ €]l,+oc[. (10.23)
Dans ce qui suit on démontre que. a une sous-suite pres :
[Vu"| e [Vu| p.p. dans Qrp. (10.24)

Pour ce faire, soient u" et ™ vérifiant (10.4), alors («" — «™) est une solution du probléme :

du™ —u™)

5 - A(u™ —u™) = a(|Vu"|? — |Vu™|?) dans Qr7.
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Soit ¢ € C(7.T). La régularité (10.3) de (¢" — «") nous permet de multiplier cette dernicre
équation par (u" —u" )y et d'intégrer sur ;7. Ainsi on obtient :
7

- ‘
Ll ) . |

~3 / /[n“ —u") pydrds + / [IV'H.” — Vu" *pdzds
T 0 -

T T 0
T

= u/ /(|V'u.” [?] = |Vu™ P)(u" — u™)pdrds
O

Grace aux relations (10.19) et (10.21) on peut passer a la limite dans I'égalité ci-dessus et on

obtient :

T m—

1
lim / / |Vu" — Vu™|*pdeds = 0, pour tout ¢ € C!(7.T).
s &
T 1

Dapres (10.19) il résulte :
[Vu"| — |Vu| dans L2..(0,T: L*()) (10.25)

Ainsi. 4 une sous-suite pres. la relation (10.24) est satisfaite. En regroupant (10.20) et (10.24)
on déduit que, pour tout ¢ € [1. +| :

a|Vu"|" — a|Vu|P dans LY(Q7). (10.26)
Alors. compte tenu de (10.21) on peut conclure :

g = a|Vul”.

2

Finalement w € LP(0.T: W '[:"’(Q}) N W,}"(QT_-;-) pour tout ¢ € [1.+20) et vérifie :
du ; " s

i Au = alVu|’ dans D(Q:7). (10.27)
Afin d'identifier la donnée initiale. grace a la relation (10.1). on peut utiliser la méme méthode
que dans le Théoreme L5, Ainsi on obtient que u est une solution faible locale pour le probleme
{3.7).

Pour ¢ suffisamment grand. grace a (10.23). on a u € C"'(Q,.1). Par conséquent. il existe
to €]7.T| tel que u(ty) € (-'A [ﬁ). On est alors dans le cadre des hypotheses du Théoreme 1.7.
Pour obtenir l'existence d'une solution globale il suffit d’appliquer le Théoreme 1.7 au probleme

(3.7) avec la donnée initiale u(fg).

Remarque 1.11. Lidentification : g = a|VulP peut s’obtenir, grace a la remarque suivante
de Ph.Souplet. Il suiffit d utiliser d'une part le fait que. grace au Lemme 1.1. la suite (|Vu"|),
reste bornée dans L>(Q-p).7 > 0 et d’autre part le résultat de régularisation, Lemme I1.3.3
dans [51]. qui donne une estimation dans un espace de Holder pour Vu". En particulier. on
obtient que la suite (|Vu"|), reste bornée dans CQr1),T>0,6 €10.1[. D’ou on peut déduire
(10.24).
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CHAPITRE 11

Problémes aux limites de type Cauchy-Neumann pour
I’équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité.

RESUME. On étudie 'existence, 'unicité et la régularité des solutions faibles de I'équation
de Hamilton-Jacobi avec viscosité : uy — Qu = a|Vu|’, # > 0, 2 € 2 avec une condition de
Neumann homogene au bord et la donnée initiale po, une mesure de Radon bornée ou bien
une fonction mesurable dans un espace de Lebesgue LY(Q),1 < g < so. L'ouvert Q ¢ BY est
supposé borné et régulier. a € R.a # 0 et p €]0,2[.

1. Introduction

On considere le probleme aux limites suivant :

(,i—::i — Au =a|VulP dans ]0,+o0[x(2,

Z =9 sur  ]0, +o0[x 9, L
Jdv

u(0,+) = pg dans (.

ona€R a#0.p>0et QCRY est un ouvert borné i fronticre réguliere de classe au moins
C?. Le probléme de Cauchy (1.1) avec une condition de Dirichlet homogene au bord, a été
étudié dans [1, 10, 19, 28]. D'une part, lorsque p € [1, %—f—f[ et pp est une mesure de Radon
bornée. I'existence et I'unicité des solutions faibles du probleme de Cauchy-Dirichlet ont été
démontrées par N. Alaa [1]. D’autre part, en utilisant une méthode différente S. Benachour et
S. Dabuleanu [10]. ont fait une analyse plus complete du probleme de Cauchy-Dirichlet lorsque
p €]0. 4+ oc|. Aussi 'existence. I'unicité et la régularité des solutions. en fonction du parametre
a € R.a # 0. de 'exposant p > 0 et de la donnée initiale z1p. selon que celle-ci est une mesure
de Radon bornée ou une fonction mesurable dans 'espace de Lebesgue L9(Q2). 1 < g < oo sont
étudiées dans [10]. Signalons aussi qua I'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent
la monotonie, M.G.Crandall. P.L.Lions et P.E.Souganidis [28] ont prouvé l'existence d'une
borne universelle pour les solutions positives du probleme de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1
et g est une fonction continue positive qui s'annule sur la frontiere 9€2. Cette estimation leur
a permis de démontrer I'existence des solutions et 'unicité dans certains cas. Ainsi, ils ont
aussi prouvé. que le probleme de Cauchy-Dirichlet homogene avec condition initiale pg = +0oc
sur un ouvert D C D C Q et pg = 0 dans © \ D admet une unique solution positive.

Le probleme de Cauchy sur I'espace entier BY . a été beaucoup étudié (voir 3, 7, 9, 13, 15,
39, 68]). Lorsque la donnée initiale y est continue bornée sur BY et p > 0. dans [39] on trouve
une étude sur 'existence et I'unicité des solutions fortes de (1.1) ainsi que sur la régularité et le
comportement asymptotique des solutions. Lorsque la donnée initiale n'est pas réguliere, dans

[9] et [13] on trouve des résultats d’existence, d'unicité et sur le comportement asymptotique

63
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pour les solutions faibles du probleme de Cauchy en fonction de 'exposant p > 1.

a notre connaissance. le probleme (1.1) n'a pas été étudié. La version stationnaire du probleme

(1.1) & été abordée dans [56].

Dans cette partie. nous reprenons l'étude réalisée dans le Chapitre 1 pour le probleme de

Canchy-Dirichlet en établissant des résultats d’existence. d unicité et de régularité des solutions

du probléme aux limites (1.1) en fonction de la donnée initiale i et de 'exposant p.

Les résultats principaux peuvent étre résumés ainsi :

(1) Cas a € E.a # 0. Dune part. pour ) < p < :—ff et g1 une mesure de Radon bornée. on
démontre en utilisant un théoréme de point fixe. que le probleme (1.1) admet une solution
faible: de plus cette solution est unigue si 1 < p < ::f D’autre part. si -:—f'f <p<?2
on obtient I'existence et 'unicité de la solution faible lorsque la donnée initiale pg est dans

LYQ). ¢ > g, = ‘_[{T”

(it) Lorsque a < 0 et %E—f < p < 2 on montre que le probleme (1.1) admet au moins une
solution faible pour tout g € L'(Q). o > 0.
(72¢) Finalement dans le cas p > %%f Jio = 0y, ( masse de Dirac en un point xy de € ) et

a € F.a # 0. on prouve qu'il n'y a pas de solutions faibles pour le probleme (1.1).

2. Quelques résultats préliminaires sur I’équation de la chaleur avec une
condition au bord homogéne de type Neumann

Tout d’abord on rappelle la définition suivante :

Définition I1.1. Soient {j,, }, une suite de mesures de My(2) et p € My (2). On dit que
o = M dans My(Q) faible.
si pour tout @ € Cy(S)
[ ewmntdn) = [ ootz
2 Q

L" étude du probleme (1.1) est basée sur des propriétés du semi-groupe de la chaleur dans
L9(Q).q > 1. avec une condition au bord homogene de type Neumann. N'ayvant pas trouvé
de preuves completes de ces propriétés, il nous a semblé utile de les éerire. On considere le

probléme aux limites suivant pour I'équation de la chaleur :

;_f; —Au=0 dans Qx.
; 2.1
o =10 sur - Qu. -

w(0.+) = g dans €.

Rappelons d’abord le résultat de base suivant :

Théoreme I1.1. [63] Pour tout puy € L9(S2). g > 1. le probléeme (2.1) admet une unique
solution faible dans C([0. +oc[; LY(R2)) N LY(0.T; W, (2)).
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On note par (S(#))i>¢ le semi-groupe dans L9(€2).q > 1 associé au probleme (2.1) et par
polt.xz.y) le noyau de la chaleur pour le méme probleme. Alors la solution de (2.1) est donnée

par :

u(t.z) = S(t)polx) = /pn(t,x.y)uu(y) dy. pour tout (t,z) € [0, +oc[xS2 (2.2)
0

De plus d’apres [32] on a :
pa € C(]0. +00[xQ x Q)

et pour tout [ € N et a € NV :

P 0 f} /
pe 5 palt.z.y)

D’on on peut déduire les résultats suivants :

2
_clz—yl

< C{T.Sl)t_{%+L;"l+'Je ~ 7 , pourtout (¢ zy)€]0,T[xQxQ

(2.3)

Proposition IL.1. Soit yug € L1(2). ¢ > 1 et S(t)ug la solution faible de (2.1) donnée par
la relation (2.2). Alors pour tout T > 0 et r € [q.+<|. la fonction t — S(t)uo est dans
C(]0.T: W' (). De plus on a les estimations :

1_1

IS(®)uollr < Cr.q. T, )t =)

tollg.  pour tout t €]0.T: (2.4)

IV2S(t)olly < Cr,q,T. Q)27

|pollg.  pour tout t €]0,T7 . (2.5)

Démonstration:

La preuve utilise essentiellement 'estimation (2.3) sur le noyau de la chaleur. Ainsi on obtient :

, ' N _elemyl?
1S (ol = / palt, 2. y)uo(y) dy|| < C(T,0) [ e lualy)| dy

) ; Q r
<o) [ % T )l dy
eN r
En notant par :
K(t,z) = =% e__rn:r?. (t.z) €]0, 4+00[xRY

on a .

IS()pollr < C(T. )| K(2) * pollr-

De plus. grace a I'inégalité de Young avec ;l = '; + % — 1 on obtient :

1S(#)pollr < CT. QK (@)[s]10llq-

Par un calcul classique on a :
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et on en déduit (2.4).

De meme on a

: : N f'|.r—_q|“=
IVaS(t)polly = /v_,.;f;gg(f..:r.‘.;u);m(y)dy < C(T.9) /t“?*%}v_'—lnu(y)lfa’-;u

0 ,. 0

< CO(T.9) / G e @)l dyl| < T HIK @) * polls
BN . f.
< Cr.q. 7.~ F G 48],
d'on (2.5).
Pour démontret la continuité dans C'(]0, T[: W7 (€)) on peut utiliser les mémes arguments
que dans la preuve de la Proposition L3 et le fai que le semi-groupe (S(f));>o est fortement
continu sur L' () pour tout r € [1, +c] (ef. par exemple Lemme 2. p.19 dans [63]). O

Cette proposition admet une extension a des données initiales qui sont des mesures bornées.

Donnons d’abord la notion de solution faible suivante :

Définition IL1.2. Soif g € My(2). Une solution faible du probléme (2.1) est une fonction
u € L>=(0. +2c: LY(2)) N LY0.T: WH1(Q)) et vérifiant :

T e t")Lp S 5
— / / - — dx dt —I—/ / Vu-Veodrdt = / @(0. ) o (dax) (2.6)
Jo 4 ot 0 4 ;

Q
pour tout @ € C1(Qr) avec o(T.xz) =0, Vz € Q.

Proposition I1.2. Soit jig € My(S2), alors le probléeme (2.1) admet une unique solution faible
au sens de la Définition 11.2. Cette solution est donnée par :

u(t,z) = /pgg(!..;f:.y);;o(dy) pour tout (t.x) €)0.+oc[x €. (2.7)
§]
de plus :
(i)
u € L*(0, T, W' (R)) n L=(0, +oc: L' (Q))

pour tout T >0 et s.r réels vérifiant :

2 N
gz, r>] f-ff:+?>N+].. (2.8)
(#1)
llull o< (0,4+0c:21 () < 20l Aty (02)- (2.9)
(i4)

]

Lso.rwrrey) < Cls.r.T.Q) | pol| am, 0) (2.10)

Démonstration:
Existence

Comme, pour tout (f.z) fixé dans |0 + oc[xQ. pa(t.z.-) € C*(Q). en particulier on a
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palt.x.-) € Cp(2). Donc I'intégrale dans (2.7) est bien définie. :
Soit u la fonction définie par (2.7) et soit (ug), une suite de fonctions dans C°(Q2) telle que :

. P L
uunn_}x_ po dans M, () faible, 2.11)
llugll < o M, ()
Posons
u™(t,z) = Sithuglx) = /pn(r.,:rr. y)ug (y) dy.  (t.x) €]0, 400 %12,
0
Puisque po € C>(]0, +oc[xQ x Q) alors, grace & (2.11) on obtient :
u" = u dans D'(Qx). lorsque n — oc (2.12)
et
u" = u p.pdans Q, lorsque n — oc. (2.13)

D’apres (2.4), (2.5) et (2.11), pour tout s,r € [1, +oc[ vérifiant (2.8) on a :

[l

Lot < Cls, T, Q)|lug |l < Cls,r, T, Q)|luol| ay (2)
C'est a dire que la suite (u") est bornée dans L*(0.T; W' (Q)). donc, lorsque r.s > 1 et

vérifient (2.8) “a une sous-suite pres” on a :

u" — wu faiblement dans L*(0.T; W' (9)). (2.14)

n—oc

En particulier (2.14) reste valable aussi pour r = s = 1. On en déduit que, d'une part :
lwll s 0,71 r )y < l'll}gi:gf||"“||La(o.’f';'.-rhr-(s'm < C(s.r,T.Q) || ol a, () -
et d’autre part. comme u" est une solution classique du probleme (2.1), en multipliant par la
fonction sign(u") la premiere équation de (2.1) et en intégrant sur ();, on obtient :
lu™ ()][1 < [Juglli < lltollaty (). pour tout ¢ € [0. +ocl.

Ainsi, grace a (2.13) et au Lemme de Fatou on obtient :

llw(t)|[1 < ||pollam, (). Pour presque tout ¢ € [0, +o0.
d'on :
el Loe (0.4 00s22 (92)) < N0l (0)- (2.15)

Il reste a vérifier la relation (2.6). Puisque u" est une solution classique de (2.1). u" est aussi
une solution faible, ainsi :

T B T
—/ /‘u.” ‘Bt dx dt +/ /Vu" -Vodzdt = /go((). z)ug () dz.
0 . 3 0 .
Q Q

0
pour tout ¢ € CY(Qr) avec ¢(T,z) = 0, Va € (.
Grace aux relations (2.11) et (2.14) on peut passer a la limite, lorsque n tend vers oo, dans
I'égalité ci-dessus et on obtient que u vérifie (2.6). C'est a dire que u est une solution faible
du probleme (2.1).
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Unicité
Soient u; et us deux solutions faibles du probleme (2.1) et posons :
U=, — U
alors. u veérifie :
-

%
—/ / " - % dxdt + / / Vu-Veodedt =0 (2.16)
0 0 00

pour tout ¢ € C'([0.T] x Q) avec ¢(T,x) = 0. Vz € Q.

Soit 6 € C(Qr) et soit ¢+ € C'2(Qr) la solution du probléme aux limites :

—W“ —Ap =0 dans Q.
3—1 =10 sur 'y, (2.17)
P(T.:) =0 dans €.
Alors. on peut utiliser ¢ comme fonction test dans (2.16) et on a :
7 ‘ i
- [ /'.u.- % drdt + //V'u. Npdedt =0
00 00
et grace a (2.17) et a la formule de Green on obtient :
5 2 .
/ / -u.(—% —AY)drdt =0
0 0
Finalement. pour tout ¢ € CX((r) on a :
L
/ / u-0=10
00
done v = 0 dans Qp et la preuve de IMunicité est achevdée. O

Proposition I1.3. Pour tout pg € My(Q2). notons par S(t)py la fonction donnée par (2.7).
Alors :

i) S(t+s)po = S(t)S(s)po.

i) }in{_}jS(f.);r.“ =g dans My(Q) faible, (2.18)

iii) ||S(E)pollr < ol g, (0)-

Démonstration :
Soit (u"), la suite de solutions, introduites dans la preuve de la Proposition 11.2 et définies

par :
u"(t.x) = S(t)ug ().
Grace a (2.13) et a U'estimation (2.3) sur le noyau pq il est facile de voir que pour tout £ > 0 :

S(t)ug —3 S(t)pp dans L"(2). 1 <r < . (2.19)



| u 1 L1 Bt | 1l

2. QUELQUES RESULTATS PRELIMINAIRES 69

Alors, d'une part on a :
S(t+ s)up = lim S(t+ s)ug = lim S()S(s)ug
n—oc n—oo
= S(t) lim S(s)uf = S(t)S(s)pa.
n—oo

on toutes les limites ci-dessus sont considérées dans L'(£2). ce qui prouve le point i).
D autre part, pour tout ¢ € Cp(£2), grace au théoréme de Fubini on a :

}in‘}/ p(x)S(t)po(z) dx = }in{l}/ /(p[;lf]pn(i..'I:.y);tu(dy} dx

0 Q \0
= tim [ | [ etttz ds | mo(dy) = liny [ Strotwmo(an) = [ ewmtan)
Q 0 Q Q
ce qui prouve le deuxieéme point de (2.18).
Finalement, le troisicme point est une conséquence de (2.9). O

Avec les notations ci-dessus on a le résultat suivant :

Proposition I1.4. Soit 1y € My(2) et S(t)puo la solution faible de (2.1) donnée par (2.7).
Alors pour tout T > 0 et r € [1,+00], la fonction t — S(t)uo est dans C(10,.T[; W1 (Q)) et
satisfait les estimations :

|
1
3

IV 2S(t)uoll < C(r, T, Q)t_-__"\T.“_]F}Hp{ﬂwa(m. pour tout t €]0.T: (2.21)

ouT — C(r.T.Q) est une fonction croissante.

S(t)uollr < C(r, T, Q)t_%{}_]?}||;zg]|be_Q}. pour tout t €]0,TY; (2.20)

Démonstration:
Pour e >0et t€le.T[ona:
S(t)uo = S(t — £)S(e) po.
Puisque S(z)pug € L' () alors. d’apres la Proposition I1.1 :
t = S(t—¢€)S(e)uo € C(le, T; W ()
d’on
t — S(t)uo € C(]0,T: wir(Q))

pour tout r € [1,4+00]. D'une part. en appliquant (2.4) on a :

|lS(”HO“r = ”S{t - E)S(E]p‘,n”r < C(T.TQ)(f 4 E)_%“_%.}

S(e)poll

et grace a (2.15) on tire :

IS@mollr < C(r.T,Q)(t — )~ (=)

Holl a0
On en déduit alors (2.20) en passant a la limite. lorsque ¢ — 0.
D autre part, grace & (2.5) on a :

IV 5ol = 1V25(t = )[S(E)mollly < Clr.T.Q)(t — &)~ =043 (e) o

Comme ci-dessus on obtient (2.21). ce qui acheve la preuve de la Proposition 11.4. O
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Dans la suite on considere le probleme aux limites suivant pour I'équation de la chaleur :

d_f; —Au=f dans Q7.
9 99
E)% =0 sur I, -

u(0.-) = pgp dans (2.

On introduit d’abord la classe de solutions faibles de (2.22) :

Définition I1.3. Soient T > 0. f € LY (Q7) et g € My(2). Une solution faible du probléme
2.92) est une fonction u € L>(0.T; LY (Q)) N LY(0.T: WhY(Q)) vérifiant :

- " -
- / /u%j—j drdt + / /V-H-Vgod.;r:df. =/ /f-\,od.frdf - /sp((i. ) (dr). (2.23)

0 0 0 0 0 0 Q2

pour tout p € CY(Qr) avee (T.x) =0, Vz € Q.

Remarque I1.1. Soit f € L'(Q7). alors f(s) € L'(Q) pour presque tout s €)0.T[. Puisque

(S(#))1>0 est un semi-groupe de contraction dans LY (Q) (voir par exemple [63]) on a :

IS@)F () < 1)l

t
Par conséquent, /S{f}j'(s} ds est une intégrale de Bochner absolument convergente dans 'es-
0

t
pace LY(Q). De plus la fonction t — [S(t]_f(x) ds est dans C([0.T]. L'(2)).
0
Ainse. il est préférable de travailler avee les solutions “mild”™ définies ci-dessous.

Définition I1.4. Soient T > 0. f € L' (Q7) et g € My(2). On appelle solution “mild” du
probléme (2.22) toute fonction w € L>(0,T: LY(Q)) N LY(0.T: W1(Q)) qui vérifie :

t
u(t) = S(t)po + /S{f — 8)f(s)ds. (2.24)
0

On a le résultat suivant :
Proposition I1.5. Soient f € L'(Qr) et pg € My(R), alors le probléme (2.22) admet une
unique solution faible. Cette solution satisfait :
u € L*(0.T: W (Q)) N L>=(0,T: L' (2)).

pour s.v réels vérifiant :

2 . N

sz21, r>21, et —+—>N+1.

g r

De plus :
lull Lo o700 ) + el s o.rwrr )y £ Cls.m TN fll (@) + kol @) (2.25)

o T — C(s.r.T.82) est une fonction croissante.
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Démonstration:
La preuve de I'unicité est analogue a celle de la Proposition I1.2. Ainsi on ne I'écrit pas.

Pour montrer I'existence d'une solution, posons :

t
u(t) = S(t)po + /S(t —s)f(s)ds (2.26)
0

Tout d’abord on démontre que la fonction u donnée par (2.26) satisfait (2.25).
D'une part. d’apres (2.15), pour tout t €]0.7[ on a :

t
lu(®)]1 < IS(t)pollr + / ISt = s)f ()l < Neollamy) + I1f L1 (04
0

D’autre part, grace aux relations (2.20) et (2.21), pour tout ¢ €]0,7[ on a :

[
lu(®)ll; < 1S E)poll, + [ 1S(t = 5 (s) s
0

t
N j N 1
éCwJWHWW“'WmNan+/ﬁ—sr?“*mﬂﬂmdﬂ
0
Soit H la fonction de Heaviside définie sur R par :

1 sit>0;
H“L‘{u si t<0.

Posons :

F _f flt.x) site0.T],
fisa—{ it siecllL

Soit xjg77 la fonction indicatrice de I'intervalle [0.T]. Alors I'inégalité ci-dessus devient :

N ¥ (—L F
lu®)llr < Clr. T, ) (¢ 292 ol pgy ) + /(t —s) 2P H(t - s)xjo,1(t — s)|Lf(s)]1 ds)
R
Pour t € [E. posons :

N(t) =t 209 H(t)xom(t): tER.

Alors :

@)l < COT.9) - (=T ol gy ey + (V * [ F)(B)).
et. pour tout s.r > 1 vérifiant (2.8) on obtient grace a l'inégalité de Young :

llull s 0.r5r () < C(r, T, 511}(3"%_1%“_%]“#0 M) T IN sl FllLrq)
<Cr, T, T+~ 2" (|luollmye) + I1flLr@r))-
De meme. en utilisant (2.21). on démontre :
IV ull s o,1;L7(02)) < C(r, T, Q)T+~ ':{"_éj—%(||ﬂu|le(sz) + 1l (@)

Grace a (2.8) on a :

1 N 1 1

i 2 e O TV

5 2 ( ‘r‘) 2
Ainsi. en regroupant les inégalités ci-dessus on obtient :

lull s o 0wy < Cls.m, T, Q) (|l ol ag, @) + 121 (0q)
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onT — C(s.r.T.€) est une fouction croissante.

Il reste seulement 4 vérifier que u est une solution faible de (2.22). plus précisément. que u
vérifie (2.23). Pour ce faire on considere (uf), et (f"), deux suites de fonctions respectivement
dans CX(Q) et dans O (Qq) vérifiant :

"= f dans  LYQr) (2.27)
et
ufl — fu dans M, () faible. .
2.28)
{ luglly < lliollag, ) [
Pour t €]0.T[. posons :
(
u"(t) = S(t)ug —1—/ S(t —s)f"(s)ds. (2.29)

0
Alors, u" € C'*(Q7r) et est la solution classique du probleme (2.22) aux données ™ et wufj.

Par conséquent. u" vérifie :
Tom i o A :
- / / u.“%d;r:df—% / /V-.*;."-Vapd;rtritz/ /f“ - drdt + /sp((].:z:}uf{(:r:)d.;rr. (2.30)
00 0 0 0 Q §)

pour tout p € (“1(@?] avec p(T.x) = 0. pour tout x € (.
Compte tenu de (2.4) on a :

" () — u(t)|y < |

[
S(tyuf — S(t)polls + / IS(t = $)(f"(s) = F(s)]h ds
1}

{
< 150 = SOl + [ 157() = £l ds
0
< |1S(tyus — SBuolls + 1" = Flrany
Do on tire :

[u" —ull L@y < 1S()ug = SCuollLr@ry + TUF" = Flly@r)- (2.31)
D'une part, d'apres (2.19), pour tout £ €]0, 7] on a :

[S(t)ug — S(t)polly = 0 lorsque n — oc.
d’autre part. d'apres (2.15) et (2.28) :
I1S(t)ug — S(H) ol < 2|10l s, ). pour tout ¢ €]0.T[ et n € N.
On en déduit, grace an théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. que
1S (-)ug — S()pollr @) = 0 lorsque n — oc.
En regroupant (2.27). (2.31) et ce dernier point on tire :
u" — u fortement dans L'(Q7) lorsque n — . (2.32)

u" étant donnée par (2.29), par le méme argument que dans la preuve de la Proposition 11.2

on & .
lu" || s 0,507 12y < C(,7, T, Q) ([t || g, ) + 1"

L (Qr))
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pour tout s.r € [1. +oc[ vérifiant (2.8). Donc grace a (2.27) et (2.28) la suite (u"),, est bornée
dans L*(0.T: W' (Q)) done. lorsque . s > 1 et vérifient (2.8) “A une sous-suite pres” on a :

u" — wu faiblement dans L*(0,T; W (Q)).

n—o0
En particulier. cette relation reste valable aussi pour r = s = 1. Finelement. cette derniere
convergence nous permet de passer a la limite dans (2.30). lorsque n — oc. et d’obtenir que
u est une solution faible du probleme (2.22) et vérifie (2.25). Cette solution étant unique la

preuve de la Proposition 11.5 est achevée. O

Remarque 11.2. D'apreés la preuve de la Proposition 11.5 ci-dessus, la solution “mild”™ u du
probléeme (2.22) est identique a la solution faible qui est unique. Ainsi on appelera solution
faible du probléme (2.22) toute fonction qui vérifie soit la Définition IL.3 soit la Définition
I1.4.

Etant donnée une solution faible du probleme (2.22) on a les deux propriétés de régularité

suivantes :

Proposition I1.6. Soient g € C(Q) et f € L7(0,T: L7 () avec v.r > 1 vérifiant :

N i o

alors la solution u du probléme (2.22) donnée par (2.24) est dans Uespace C(Q7).

La preuve de cette proposition est analogue a celle de la Proposition 1.5, aussi elle sera omise.

Enfin, la proposition suivante est une conséquence des Théorémes 2.3.3.6 et 2.4.2.6 de [41] et
du Corollaire 1.1 de [27] (voir aussi [43]).

Proposition I1.7. Soit f € L7(0.T: L"(2)). avec v > 1 et r > 1. Notons par
w € L>®(0.T: L™ (2)) N LY0.T: WhH(Q)) la solution faible du probléme auz limites :

(?—?: —Au=f dans Qr.
a—t =0 sur D', (2.34)

u(0,2) =0 dans (2,

alors u € WA2(Qr) et il existe une constante C' = C(v.7.T.Q) telle que

lullyyr2(gp < Clr.r. T, Q)(|If]

trorLr @) + el o @)

3. Résultats principaux

Pour p €]0,00] et a € R.a # 0, on introduit les deux notions suivantes de solutions faibles du
probleme (1.1).
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Définition I1.5. Soil g € My(82). on appelle solution faible du probléme (1.1) une fonction
w € L>(0.7: L' () n LY 0. T: Wh1(Q)) telle que |Vul? € LY Q7). pour tout T > 0 et qui
verifie :
L. r S :
- / / u(é’f dardt + / /\7“. -Veodrdt = u./ / [VulP o dedt + /cp({'}. ) o (di). (3.1)
0O 0 O 0 O 0
pour toute fonction o € C'(Qr) telle que o(T.x) = 0, Y € Q.

Définition I1.6. Soit j1p € My(S2). on appelle solution “mild™ du probléme (1.1) une fonction
w € L>¥(0.T:LY(Q) n LY'0.T:WhHQ)) telle que |VulP € LY(Qr) pour tout T > 0 et qui

verifie :
t

u(t) = S(t) g + (:./S(f —5)|Vul|P(s)ds. tel0,T). (3.2)

0
ou (S(t))i>0 est le semi-groupe de la chaleur dans My(S2) avec condition au bord du type

Newmann ( voir Définition 112, Proposition I1.2 et (2.18)).

D apres la Remarque [1.2. ces deux définitions sont équivalentes. Ainsi conviendra d’appeler

solution faible toute solution “mild™.

Remarque I1.3. Grace a l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, si p > 1, toute solution faible u
est dans LP(0.T:WHP(Q)). pour tout T > 0.

On considere d’abord le cas (0 < p < 1. Dans ce cas le probleme de Cauchy pour des dounées
initiales continues et bornées est étudié dans [39] et le probleme de Cauchy-Dirichlet pour des

données initiales peu regulieres est étudié dans [10].

Théoréeme I1.2. Soient a € B, a # 0. pp € Mp(Q2) et 0 < p < 1. Alors le probléme (1.1)
admet au moins une solution faible.

De plus si Q est convere cetle solution est unique dans les dewr cas suivants :

a) Si0<p< '\'-:_I et g € My(R2) ;

h) Si \;il <p<loetpye LNYQ) avee g > -_;_L\ﬂ

La prenve de ce théoreme est structurée en quatre étapes. Tout d’abord a I'aide du Théoreme
de point fixe de Schauder on démontre I'existence d'une solution locale, ensuite on établit un
résultat de régularité qui nous permet de prolonger cette solution locale en une solution glo-
bale. Finalement on démontre I'unicité des solutions dans les cas a) et b) lorsque €2 est convexe.,

[ 42 L ‘- 1 . . /N sy
Lorsque 1 < p < :24]. d'une part le probleme de Cauchy dans 'espace entier BN a été

étudié dans [3, 9, 13, 39] et d’autre part le probleme de Cauchy-Dirichlet a été étudié dans
(1, 10, 28]. Le théoréme suivant donne un résultat d’existence et d'unicité de la solution faible

pour le probléeme de Cauchy-Neumann (1.1).

Théoréme I1.3. Soient a € B, a # 0. pg € Mp(Q2) et 1 <p < t—if Alors le probléeme (1.1)

admet une unique solution faible.
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La preuve suit presque les memes étapes que celle du théoreme précédent. Comme la fonetion
[€] = €] est localement Lipschitzienne pour p > 1. cela permet de démontrer I'unicité de la
solution. Quant a l'existence d’une solution locale. elle est obtenue grace a un théoreme de

point fixe de Banach.

Dans le théoréme suivant on étudie le cas p € [1.2[ et on donne une condition suffisante sur la
donnée initiale pour que le probleme (1.1) admette des solutions. On note par ¢, 'exposant :
N(p-1)

=
Cet exposant critique apparait aussi dans les travaux ([9]. p.343). ([13]. p.2013) et ([28],
p.189). De plus. on observe que :
N +2
N+1

e 2 1 &= Yy 2
On a le résultat suivant :

Théoreme I1.4. Soient a € R,a # 0 et p € [1,2[. Soit py € LI(Q) avec :

q>1sip€[l, 33[ ou bien g > g, sip € [=2.2[.
Alors le probléme (1.1) admet une solution faible u € C([0,+oc[; LI(€2)) N LP(0.T; W'Pi(Q).

De plus cette solution est unique dans cet espace.

Le cas a < 0, correspond a un phénomeéne d’absorption. pour lequel on prouve 'existence des

solutions avec une hypothese moins restrictive sur la donnée initiale.

Théoréme I1.5. On suppose a < 0, %:-—f <p<2etpg€ LYN), po > 0. Alors le probleme

(1.1) admet au moins une solution faible u € C([0, +oc[; L'(2)) N L' (0, T; W'P(€)).

Le théoreme suivant est un résultat de non-existence de solutions pour des données initiales
dans M;,(Q). lorsque I'exposant p > X=2. Ce résultat est analogue  celui de [13] relatif au

yrobleme de Cauchy dans Iespace entier BY .
I ) 1

Théoréeme I1.6. Soient a € R, a # 0, p > X2, T > 0.y € Q un point firé et M une

N+1-
constante positive quelcongue. Alors il n'existe pas de fonction :
u € L>®(0,T; LY(Q)) N LP(0, T; WP (Q)) (3.3)
vérifiant :

p - "

- / / -u%da:dfjtj /Vu-Vnpdr.d.t =g /[|Vu|”<pda:dt+Mcp(U.;ru} (3.4)
0 0 0 Q 0 0

pour tout ¢ € CY(Qr) avec @(T.x) = 0, pour tout x € . Autrement dit. le probléme aux

limites (1.1) n’admet pas de solutions faibles lorsque po = Mdy,.

Signalons que des investigations analogues ont été faites dans le Chapitre II (out bien dans[10])
pour le probleme de Cauchy-Dirichlet homogene. Ainsi, dans ce chapitre, on évitera parfois de

développer les memes calculs mais on indiquera les ajustements nécessaires.
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4. Preuve du Théoréme 11.2

a) Existence locale
On considere T">0et 1 < g < -:—T—f Notons par X = X(7T') I'espace de Banach des fonctions
continues u : |0.T] — W4(Q) telles que :

|ul|x = max{sup t*||u(t)|[,. sup f”*']E[|V"u(t]|],,,} < oc,
10,7] 10.7

N 1
Y = E (] —a)

Les espaces a poids du type X(7') liés a I'opérateur de la chaleur ont été introduits en particu-
lier par T.Kato [46]. T.Kato-H.Fujita [47]. H.Brezis-T.Cazenave [22]. M.Ben-Artzi-P.Souplet-
F.B.Weissler [9] et F.B.Weissler [70, 71].
On remarque d’abord que 'injection de X dans L9(0.T: W'9(Q)) est continue. Pour u €
LO(0.T: WH4(Q)) on définit les fonctionnelles :
t
Gu(t) = fS'{_! — 5)|Vu(s)|” ds
0

011

Fult) = S(t) o + a - Gu(t).
alors G. F sont des opérateurs continus de L9(0.T:; W9(Q)) dans L9(0.T; W4(Q2)). En effet
soit. (u,)p>1 C LY(0. T H"""(Sl]] tel que :

up — u dans L0, T: WH(8Q)).
et notons par f, et f les fonctions : f, = |Vu,|” et f = |[VulP. Puisque p €]0.1[ on a :
= 1= IVunl? = [Vul’| < |Vug — VulP -0 dans  LY"(Qr);

ainsi

fo—f dans LYP(Qr)

et la suite (Gu, — Gu), > vérifie :
!it
Guy(t) — Gu(t) = / St — s){fa — f)ls)ds.
0

Puisque 1 < ¢ < 35 on obtient grace & la relation (2.25) :

|Gun — GullLago, w90y < Cl@. T Q)| fa = fllLi@r):

d’on

Gu,, — Gu dans L9(0.T: W"9(Q)).
Pour K > 0 on note par X (T) la boule fermée de rayon K de X(T'). et par Xi(T) la
fermeture de X (T) dans espace LI(0,T: W9(€2)). Afin d’appliquer un théoréme du point
fixe de Schauder (cf. par exemple : Corollaire 11.2. p. 280 [31]), on cherche T} > 0 et Ky > 0

tels que :

F: X, (Th) = Xg, (Th) (4.1)
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soit une application bien définie et F (X, (7})) soit relativement compact dans L7(0, T} : W19(£2)).
Soit u € X, grace a (2.4) on a d'une part :

{ ! 1
IGu(t)l, < j IS(t — )| Vuu(s)Pllgds < j [ Vu(s)Plly ds < / 107 [ Vu(s) 2 ds
0 0 0

[

; - o
=5 i q el :
< |Q|”'-;J' [l / sTPOt) ds < ———— 1P ||y|K < C(p.q. Q) - 17|l
ay 1—pla+s) ‘ ’
0

Notons par v = 1 — p(a + %) alors compte tenu des hypotheéses sur p et g on a 0 < v < 1.
Ainsi les inégalités ci-dessus donnent :

tl1Gu(t)lly < Clp.q. D+ lull}. (4.2)

Dautre part, en utilisant (2.5) on obtient :

t
[VGu(t)]|y < / [[VS(t — s)|Vu(s)|P|l, ds
0

i L
< C(q)- [ (t = ) [Vu(s)Pllgds < Cla) -1 T f (t— )2 (| Vu(s)|lh ds
0 0

]
<Clq)- lQ|i__fﬂ||H||y\ /(f- - .ﬁ)_]? . sPa+3) go < C(p.q,Q) Ll ||u||‘i’\-:
0

et done
t25|VGu(t)ly < C(p.q. Q) - 7+ Jull%. (4.3)
Compte tenu de (4.2) et (4.3) on tire :
IG(w)llx < Cr- T fulfk.
Alors en utilisant la Proposition 11.4 et cette derniere inégalité, pour tout v € X, on a :
IF(u)llx < IS pollx + lall|G(u)llx < Clg)llpoll ) + lal - C

donc :

”“P\ 2 T"p+u !

IF)llx < Collluollay ) + lull - T79), (4.4)
ou la constante C ne dépend que de ||, |al, p.g et N. On choisit K, et T} tels que

Co(llmoll pmy ) + KY - T7 ™) < K. (4.5)
Ainsi. pour tout u € Xk, (T}) on a F(u) € Xk, (T1). Cela implique :
Xk, (Th) € F~Y(Xk, (Th)) € F (XK, (T1))

Comme F est une opérateur continu dans L7(0,Ty; WH9(Q)) alors F~' (X, (T1)) est fermé
dans L9(0,T,: WH4(€2)) et on déduit que :

Xk, (Th) € F (XK, (Th)).
Il reste & montrer que F(Xg, (7)) est relativement compact dans L7(0,Ty: W'4(€)). Comme

F(X, (Th) = g + a - G(Xp, (Th))
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il suffit de démontrer que G(Xy, (T7)) est relativement compact dans L7(0.7: W 4(2)). Soit
(1) © Xy (T)) et (Gluy,)), la suite bornée correspondante dans G(Xy, (77)). Pour tout

(t..r) € Qp, on pose :
Falsiz) = |Vua(s,z)|"
alors f, € LYP(Qr,) et

7 pla
||fu||{_-r."m(‘)-;-!| . / / |v??‘t'n{"")|luI < |l'”'ﬂl|;}inf“]"[]:”'l.-;“”}' (4.6)

0

Soit # =1 — q{% + ). Comme 1 < g < t—:f alors € > 0 et pour tout v € X(77) on a :

iy i 44 ,l
: y T! d A I
W pacn ot < ; t-agte) 4 4o < lulls | 24 2— .
[feel| 1 (07:Wha(0)) = ||| x ./l + < ||ullx 0 0+ %
0 -

Par densité on obtient que pour tout u € Xy, (77)
y - 0 0+%.1 &
H“||f:ful.'r.:u'i--f{sz}) < Clp.q)K, - (T} + T1 y O (4.7)
Ainsi. compte tenu de (4.6) et (4.7) on tire :
I { 6"'% 2
Wllasp < Clprg) - KD - (T8 + T 2) 4 (4.8)

done la suite (f,,), est bornée dans L"‘f'-"{QT, ).

Comme :
lil
Gualt) = / S(t — 8)fals) ds,
0

grace aux relations (2.4) et (2.5) on a Gu,, € LYP(0,Ty; WH4/P(Q)) et

”gT«‘-u”l.wrm,rt;u'l--;mm)} < C(p.q.T1. Q)| ful La/P(Qry )

Ainsi. par la régularité des solutions des équations paraboliques (cf. par exemple le Théoréme
,1.2
7.20 de [55]) on a : Gu,, € H'}:u,

| DiGuy, ||Luf:»[q.f-i )+ |DZGu, “L-W'I‘{Q-_;-l ) < Clg/p, T1, Q)| fn ||;r,-v’:rfq-,-i )

(Qr,) et vérifie l'estimation :

En regroupant les deux dernieres inégalités on a :
”g”"|IH-.,1,;?,(QT'1 ) < C(p. q. 11, ”)”fﬂ ”LW'V[QTI )

Puisque (f,),>1 est bornée dans L"””(Q’;‘,) alors la suite (Guy, ), est bornée dans Ifrt;{;i((};-l ).

Et comme l'injection :

W 2(Qr,) = LU0, Ty : Wh(9)),

a/p

est compacte. on en déduit que la suite (Guy, ), >1 est relativement compacte dans L9(0. Ty : Wha(€)).

ce qui prouve que G(X g (7)) est relativement compact dans L9(0. T): Wha(Q)).
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On peut alors appliquer le Théoreme de Schauder et on obtient I'existence d'une fonction
u € Xy, (T)) qui vérifie :

t
u(t) = S(t)po + n.[S(f. — 5)|[Vu(s)|Pds Vit €)0,T)]. (4.9)
[\]

En particulier

u € CJ0.Ty[; Wh9(Q)) N LI0, Ty: W(Q))

max{ sup t||u(t)|,. sup t%+“||V'u.(t}|lq} < K.
10.71] 0.73]

Par conséquent u € Xy, (77). En regroupant (4.9) avec (2.25) on obtient :
u € L®(0, Ty; L' ().

Ainsi u est une solution locale du probleme (1.1) sur Q.

b) Régularité

Proposition IL.8. Soit pg € My(Q). Il existe & €)0.1[. indépendant de pq tel que toute
solution locale w € L>*(0, T, L' (Q))N LY (0.T: W' (Q)) du probléme auz limites (1.1), vérifie :

w € CYHO122H0 (00 pour tout T €]0.T7.

Démonstration:

On fixe 7 €]0,T[ et on décompose le probleme (1.1) en deux parties.

(1) Notons par u; la solution du probleéme aux limites (2.1) sur (0, /9, 7 avec la donnée initiale
u(t/2n.-) € WHHQ). Plus précisément :

ui(t) = S(t — v/2n)u(r/2n), te€ [r/2n,T], (4.10)

ot n € N* sera choisi ultérieurement. Grace a l'effet régularisant de I'équation de la chaleur
(voir par exemple le Théoreme XI.1 de [20]) et a la régularité du domaine €2, pour tout o €]0. 1]
ona:

148/2,246 ("
uy € C 230Gy o)

(cf. par exemple le Théoreme XI.1 dans [20]).

(22) Posons :

1
us(t) = / S(t — s)f(s) ds pour tout t €]7/2n, T, (4.11)
on
f(t,z) = a|Vu(t.z)|?, (t.z) € Qr
Comme

f € L'?(Qr).
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on peut appliquer la Proposition 117 et le Théoréme 7.20 dans [55] sur la régularité des

solutions des équations paraboligques dans les espaces L9(€2). ¢ > 1. Ainsi. on obtient :

r1.2
uy € W l/p{(sz'_’rr.'f')-

Puisque u = wu) + uy. en regroupant (4.10). (4.11) et ce dernier point on déduit :
Vul € LVP(Quran ),
et par conséquent :
f € LY%(Qarponr)-
Par récurrence on montre que :
u e "‘1"1|)}in (Qr/2.1)-
On choisit n assez grand tel que ;L > N + 2. Alors. grace an Lemme 11.3.3 dans [51], pour

)1

tout 3 €]0, 1] satisfaisant 0 < 3 <1 — (N +2)p". on a :
(Vul € C¥25(Q ),
(ui entraine :
e i [Q::;—) avec 0 = pfi < 1.
On reconsidere les fonctions uy et uy définies sur |7/2.T[ par :
wy(t) =St —7/2u(r/2): 7/2<t<T

et

t
us(t) = / S(t—s)f(s)ds: 7/2<t<T.

Alors. par le méme argument ci-dessus. u; € C™(Q,.1) et grace au Théoreme 1V.5.3 dans [51]
ona

uy € Ci+a'_;"z.‘.:‘+d(7(21_’}2__}')_
Comme u = u; + us. on obtient :

= c-l-.—«i{?.?ﬂi{mL
ce qui acheéve la preuve de la Proposition 11.8. O
Proposition I1.9. Soient a € Foa # 0 et 0 < p < 1. Si pp € LYQ) avec q > 1 alors

toute solution faible u du probléme (1.1) est dans C([0.T]: L9(2)) N L™(0.T: Wh4(Q)) pour
tout 1 < r < 2. De plus si pig € C(Q) alors u est dans C(Qr).

La preuve de ce résultat étant analogue a celle de la Proposition 1.8 nous 'omettons.
L'existence dune solution globale s’obtient. grace a la régularité ci-dessus. par la meme mé-

thode que dans le Théoreme 1.2,

¢) Unicité

Proposition I1.10. Soient a € E.a # 0. p €]0.1[ et Q un ouvert convere, alors le probléme

(1.1) admet une unique solution faible dans les deux cas suivants :
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a) Si<p< \;:I et g € My(Q2) :
b) Si \—“’;—] <p<letpye L) avec g > A

2—p°

Tout d’abord il convient de faire les deux remarques suivantes qui vont étre utiles dans la

suite,

Remarque I1.4. Soit Q un ouvert conveze de BY contenant Uorigine et dont la fronticre est

réqulicre. Pour @ € d€). soit v(x) la normale extérieure a 0 au point x. Alors :
x-v(r) >0,
Remarque IL1.5. Soient a € R, a # 0 et 0 < p < 1. alors grace a la Proposition 115, toute
solution faible w de (1.1) avee pour donnée initiale pg € My(§2) vérifie :
N + 2[
N+1"

we L0, T:WH(Q)) pour tout s € 1.

Démonstration de la Proposition 1110 :

Tout d’abord on prouve 'unicité des solutions faibles lorsque €2 est un ouvert convexe contenant
I'origine.

Soient w; et uy deux solutions faibles du probleme (1.1) et posons © = wu; — uy et f =

a(|Vuy [P — |Vusy|P). Alors u est solution faible du probleme aux limites suivant :

d—j — Au = f dans Q.
(J_: =0 sur I'p. (4.12)

u(t.,z) — 0 dans M,(2) faible.
™0

srace a la Remarque 115 on a $/P(Qr) pour tout s L2210 Alors, en utilisant les
G la R jue 11 € L*/?(Qr) pour tout s € [1, F55[. Al tilisant 1
Propositions 11.6 et I1.8 on peut montrer que dans les deux cas a) et b) de la Proposition 11.10

ci-dessus on a :

u € C1H/2 24““‘(Qr.;r) N C(Qr). pour tout 7 €]0, 7.
(pour les détails. voir aussi Proposition 1.9). La régularité de la fonction u étant acquise, le
reste de la preuve est basé sur le principe de maximum. On suit une méthode analogue a celle
dans [39] et [44]. Nous le reproduisons, dans le cas d'une condition au bord de type Neumann
juste pour etre complet et surtout. pour faire apparaitre 1'utilité de 'hypothese de convexité
sur l'ouvert €2,
Dans le résultat qui suit on considere deux nombres réels = > 0 et A > 0, et on pose :
‘ 1

z(t.x) = u(t,z) — At —e(1 + |z|?)2. (4.13)

Alors on a :
z € C(Qr)NC*%()0.T] x Q).
z(0,2) <0 dans €2.

et grace a la Remarque 11.4

Jz E-T-V
—(t.x) = ————=—= < 0 sur I'p. (4.14
C)V( ) V1+ |z)? ! )



82 [I. PROBLEMES AUX LIMITES DE TYPE CAUCHY-NEUMANN

Montrons que z < 0 sur [0, 7] x . On raisone par I'absurde. Si z prend des valeurs positives
en des points de Qp alors z admet un maximum positif en (fy.xzg) €]0.7] x €. En effet. si
(to.xp) €]0.T] x I on a :

0_3“ i) = T z(to.xo + Av) — z(to, xo)
a7 T 350 A

> ().

ce qui contredit la relation (4.14).

Ainsi au point (tg,xg) € [0.T] x © ol z atteint un maximum positif on a :
(VZ)“-u.J'{]} = {).

(Az)(tg.w9) <0
et
O g i) 3 0
—1ip, T ¥
ot \f0:T0) 2
P()\ll‘ montrer que :
z(t,x) <0 pour tout (f.x) € Qr, (4.15)

il suffit de trouver une valeur A = A(e) telle que en tout point (f.x) €]0.7] x Q vérifiant

(Vz)(t.x) =0 on ait :
oz

De plus. si la dépendance de A par rapport a € est telle que A = A(g) — 0 lorsque £ ™ 0,
alors en faisant tendre = vers 0 dans (4.13) on obtient
ult.r) <0.
Par un calcul facile. on trouve qu’il convient de prendre
A =2(Ne+|a|-£P)

pour réaliser

02 4 %) — Az(t,z) < 0

==l B} —= vs &0

ot
en tout point (f,x) € Qr tel que Vz(t,xz) = 0. Ce qui contredit :

0z

E(ffll-:ﬂu) - AZ“U,;I?{J) >0

On en déduit (4.15) et par suite on a
u(t.z) < 2(Ne + |aleP)t + (1 + |z/*)'/? dans Q-

Alinsi. par passage a la limite lorsque ¢ — 0. on obtient u(f.x) < 0 dans Qp. Comme u; et
uy jouent des roles symétriques on a aussi u(t.x) > 0 dans Q7. ce qui acheve la preuve de
'unicité des solutions faibles lorsque 2 est un ouvert convexe, contenant l'origine.

Dans le cas ol €2 ne contient pas 'origine, il suffit d’effectuer une translation pour se ramener

a un ouvert convexe et contenant l'origine : ,, = Q — xq, o1 g € . O
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5. Preuve du Théoréme I1.3

Hormis le résultat de régularité, la preuve de ce théoreme est analogue a celle du Théoreme
3.2 dans [10]. Ainsi. nous donnons seulement I'idée de la preuve de l'existence de solutions
faibles locales et quelques remarques concernant la régularité des solutions. Cette régularité

des solutions est utilisée pour réaliser le prolongement des solutions sur () .

a) Existence locale

Soit T > 0 et notons par X = X(T') I'espace de Banach des fonctions continues u : 0,7 —
WP (Q) telles que :

y 1
[l x = max{sup t®||u(t)||,. sup t*72||Vu(t)],} < +c,
10.7] 10.7T7]

on
N
&= ’2(1-})). (5.1)
Pour u € X on définit les fonctionnelles :
!
Gu(t) = /S{t — 5)|Vu(s)|P ds (5.2)
0
et
Fu(t) = S(t)po + a - Gu(t). (5.3)

Soit K > 0 et notons par X (T) la boule fermée de rayon K de X (7). Afin d° appliquer le
Théoréme de point fixe de Banach et démontrer I'existence de la solution locale du probleme
(1.1) il suffit de trouver T} > 0 et K| > 0 tels que :

F(Xg (Th)) C Xk, (Th)

et F soit une contraction sur Xy, (77) (pour les détails. voir la preuve du Théoreme 1.3 ou
bien Théoreme 3.2 dans [10]).

b) Régularité

Proposition I1.11. Il existe & €]0, 1] indépendant de py € My(2) tel que la solution faible
locale uw € Xy, (Ty) trouvée ci-dessus vérifie

= Cl+ﬁ'!!'2_—§((")1-_)"l) pour tout 0 <1 < Tj. (5.4)

On observe que dans (5.4) on obtient la régularité de la solution sur m Ce résultat est
di au fait que dans le cas d'un probleme aux limites avec une condition au bord de type
Neumann homogene on peut utiliser le Théoreme 1V.5.3 dans [51], qui exige des conditions
de compatibilité d’ordre zero, tandis que pour le cas d'une condition de Dirichlet an bord, le
théoréme correspondant IV.5.2 de [51] exige des conditions de compatibilité d’ordre un, qui
ne sont pas satisfaites en général: dans ce dernier cas, on perd la régularité de la solution
jusqu’au bord de Q7. Mis a part cet aspect la preuve de la proposition I1.11 est analogue a
celle de la Proposition 1.10.
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6. Preuve du Théoréme I11.4

La preuve de 'existence de solutions faibles locales suit la meme méthode que celle du Théo-
reme L4, Toutefois. on va la redévelopper pour mettre en évidence les arguments différents par

rapport au probleme de Cauchy-Dirichlet.

a) Existence locale
Soit T" > 0 et notons par X' = X(T') I'espace de Banach des fonctions continues w :]0. 7] —
Whra(€) vérifiant
1
l|lul| x = max{sup t*|lu||pq. sup £27||Vul|,} < o<,
10.7] 0.7
o

N 1 1 .
a=—(-——). (6.1)
2 q pq

Comme dauns la preuve du Théoreme I1.3 on définit sur X les fonctionnelles G et F (cf. (5.2) et
(5.3) ) et on note par X (T) la boule fermée de rayon K de X (T). Afin de pouvoir appliquer le
Théoreme de point fixe de Banach il suffit de trouver Ky et Ty tels que : F(X g, (T))) € Xy, (1))
et F soit une contraction sur Xy (7). Ainsi les inégalités (2.4) et (2.5) appliquées aux opé-

rateurs G et F donnent :

t t
|Gu(t)|pg < / [S(t — 5)|Vu(s)|P||pq ds < C(p. ff)j(f- —8) [|Vu(s)|?]l4 ds
0 0

1 i

< C(p.q) /(.'. — )" Vu(s)|[h, ds < C(p.q) - ||lull /(t _g)a. g=pla+d) g,
0 J
< C(p.q)|ull’ - pl—a—pla+3z)
Posons
vy=1-pla+ %) (6.2)

Nip—1
comme ¢ > —-[,'1,, :

on a v > 0. Alors, d'une part on a :
t|Gu(t)|[pg < Clp.@)|lul, T7. pour tout ¢ €]0.T7. (6.3)

D autre part :

1 1
IV Gu(t)|pg < / VS (t — s)|Vu(s)|P]|pq ds < C'{p.q)/(i = .»;)"*“‘f%}|||\7-u.(.q)[*’||q ds
0 0

' 1
< Clpa) [t D Tuls) g ds < Cora) - ulle [ (1= )53 oviosD gy
D 0

< C(p,g)llulfy, - 1-(o+3)-plot+3),
d’on :
r“+-’s||vg-u.(x}||p,,, < C(p.q) - w5 T pour tout ¢ €]0,T]. (6.4)
En regroupant (6.3) et (6.4) on obtient :

IG(@)llx < Ci - [lulff T, (6.5)
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Eufin. grace aux relations (2.4), (2.5) et (6.5) on a :

IF)llx < Colllmollg + llullxT7). (6.6)

ou la constante 'y ne dépend que de p.g. N.a et €.
Montrons que F est une contraction sur X (7)) pour T assez petit.
Pour ce faire on considere up et wy dans X (7). alors pour tout 0 < t < T :

t
[ Fur(t) — Fua(t)llpg < Irr-I/ 1St = $)(|Vur|” = [Vuz]?) ()] pq ds
0

!

< C(p.q) /{f —8) 7| Vuy (s)|” — |Vua(s)|?||, ds

0

1
< Cl(p.q) /(f- - 5)7%(|[Vay (-“)”;ﬁ;l *F Hv'“-z(-‘-’]“];;;l W[(Vuy — Vug)(s)||pg ds
0

t
< Cp.q)KP~uy — uz||x ](t —-5)™° . s~Pl3+e) go

0
< C(p. q)K-”'1)‘1_”("+']?)_"|[u| —us|x.

don :
)| Fuy (t) — Fuz(t)||pg < C(p. ) KP 7' T7 ||uy — ua| x.
De meéme on montre que :
14 2|V Fuy (1) — VFus(t)|pg < C(p- ) KP~"T7||wy — ]| x-
Par conséquent :
|Fuy — Fus||x < Cs- KP7'T7 |y — uy| x. (6.7)

On pose €'y = max{Cy. Cs}. o Oy et C3 sont données par les relations (6.6) et (6.7). et on
choisit K| et T} tels que :
-~ Y 1 .
Ci(llpollg + K -T)) < §K|- (6.8)

Alors F(Xk, (T1)) C Xk, (T7) et
1
1Fur = Fugllx < gllur —uallx

pour tout uy.uy € Xy (7). Par suite on peut appliquer le Théoreme de point fixe de Banach
et on obtient 'existence et 'unicité d'une fonction u € Xg (7)) qui vérifie :

1
u(t) = S(t) g +a /S(f — 8)|Vu(s)|” ds. (6.9)
0

Grace a (6.9) et au fait que u € Xy, (T}) il est facile de voir que uw € C([0.T7]: L9(2)) N
LP(0. T : WHPa(Q)) et par conséquent 1 est une solution faible du probleme (1.1) sur Q7.
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b) Unicité

Par les memes arguments que dans la preuve du Théoreme 1.4, on peut montrer que la solution
locale u trouvée ci-dessus est unique dans espace C/([0.T]: L9(2)) N L7 (0. T: W Pa(€2)).
Remarque I1.6. Comme dans la preuve du Théoréme IL 3. on peut montrer que la solution
locale u ainsi trouvée vérifie u € C'""”"""""'s(m) pour un certain & €]0.1] et pour toul
7 €|0.T\[. De plus par la méme méthode on peut prolonger cette solution locale en une solution

globale sur ().

Remarque I1.7. Soit g € C(Q) alors. pour tout T > 0. le probléme (1.1) admet une unique
solution u dans Uespace C([0.T]. LY(Q)) N LP(0.T: WP9(Q)) pour tout ¢ > max{1.q.}. Cette
solution est dans C'*0/2259(Q_ 1) et satisfait :

1
max{sup t%||ul|,g. sup 27| Vul[,, } < . (6.10)
10.7] 10,7]

ou « est donné par (6.1).

La Remarque I1.7 peut etre complétée par le résultat de régularité suivant. dont la preuve est

développée dans la Proposition 1.11.

Proposition I1.12. Si 1 < p < 2 et ug € C(Q) alors la solution du probléme (1.1) est dans
C(Qr). pour tout T > 0.

Sous les hypotheses du Théoreme 11.4 on a le principe de comparaison suivant :
Proposition I1.13. Soient p € [1.2] et jy. po dans LYQ) avec ¢ > max{l.q,. 3(,_’,"_}”} et
notons par u, et uy dans C([0.T]: LY(2)) N LP(0. T; WP4(Q), les solutions du probléme (1.1),

données par le Théoréeme 114, et correspondantes auxr données initiales jiy et po. Si

< pio p.p dans )

alors

uy < us p.p dans  Qr (6.11)

Démonstration:

La preuve est analogue i celle du Lemme 4.1 dans [1]. relatif & un probleme aux limites de
type Cauchy-Dirichlet. On peut adapter cette preuve au probleme (1.1) (du type Cauchy-
Neumann) en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger au lieu de l'inégalité de Poincaré.
Pour etre complet, on donne la preuve de ce principe de comparaison. en faisant apparaitre
les points techniques essentiels relatifs au probleme (1.1).

Puisque u; et us sont des solutions du probleme (1.1) correspondant aux données iy et .
d’apres le Théoreme 11.4 on tire que u; et us vérifient (6.10). Comme ¢ > max{1l.q.} et « est

dounée par (6.1) on en déduit qu’il existe » €]p. 2[ tel que
1
7'(5 +a) < 1. (6.12)

par suite uy.uy € L"(0.T. WhP4(Q)).
Posons

w=1u; —uy dans Qr.
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alors
u € C([0.T[: LY(R)) N L™ (0.T: W'P1(Q)). (6.13)
est solution du probleme aux limites :
0
g:i — Au = a(|Vuy [P = |[Vusl?) dans Qr.
l =0 sur I'y. (6.14)

7
u(0) = py — po <0 dans €.
Puisque p € [1.2[ il existe 6 : Q7 — [0, 1] tel que :
a(|Vui [P = |Vuz|) = ap|dVu, + (1 — 0)Vua [P~ 2(0Vu; + (1 — 0)Vuy) - (Vu; — Vuy) = A - V.

o A: Qp — BN est définit par :

A(t.x) = ap|dVuy + (1 — 0)Vuy P~ 2(t. 2) (0Vu; + (1 — 0)Vus)(t, x). (6.15)
Grace a la régularité de u; et us on en déduit que
A€ LF=1(0,T; L=1(9)). (6.16)
Posons :
f=a(|Vui [ = [Vus]?) dans Qr.
et

ug = ft; — po dans €.

Alors f € L™P(0.T: L9(R2)). ug € L(£2). et il existe deux suites de fonctions (ug)n C CF(Q)
et (f"), C CX(Qr) qui vérifient :

ug — ug dans L9(Q). wuj <0 dans €. (6.17)
et
f™ = f dans L"P(0.T:LY()). (6.18)
Notons par u” € C''?(Q7) 'unique solution du probleme :
(;; — Au" = f" dans Q7.
o5 n .
,L =0 sur I'y. (6.19)
Jdv
u™(0) = uy dans L
On veut montrer que :
u" — u dans C([0.T[: LY9(Q))NL"(0.T: W lPa(Q)). (6.20)

n—oc
Puisque u" et u sont des solutions “mild” respectivement des problemes (6.19). et (6.14). on

peut écrire :
t
u" = S(t)ug + / S(t—s)f"(s)ds
0

et
i

w= S(t)ug + /‘S(t —s)f(s)ds
0
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D une part. grace a (2.4). il existe une constante C'y(q. T.€Q) > 0 telle que :

lu" — ull .~ o.1.L0(02)) < C1(q. T. Q)[llug — wollg + IILf™ = FllLro.1:00(02))])-

D'autre part. en utilisant (2.5). I'inégalité de Young et (6.12). il existe une autre constante
Cy(r.q. T.Q) > 0 telle que :

1 - 1 1 2 L y
IVu™ = Vul|tro.1:1e0)) < Cor.q. T, Q)T {"+"}||'”'H —ugllg + T {L’H””f“ = flleror:Loey)-
Ainsi. grace aux relations (6.12). (6.17) et (6.18) on déduit (6.20).
On va utiliser une méthode d’energie pour démontrer que u™ = 0 dans Q7. Pour £ €]0, min{r—
p.pq —pt. R >0.n €N on introduit les fonctions jp etj,, : B — R définies par :
0 si £<0,

jr(€) =1 & si0<E<R,
Rsié>R

ot
0 si £<1,
Jral(§) = £ si 'I_' S ESH,
Rsié>R
Puis considérons les fonctions Iy et I, : E — R définies par :
3 €
Ip(§) = [jk[b‘]dﬁ et Ipn(§) = / Jrn(s)ds
0 0

On multiplie la premiere équation du probleme (6.19) par jp, (¢") et on intégre sur ;. pour

t fix¢é dans 0. T[. Puisque uff <0 dans Q. on a Ig,(uj) = 0. Ainsi, on obtient :

t

/ Tpa(u"(t))de + ¢ [ / (u)=~HVu"|? deds = / / Jralu™) " drds. (6.21)
0 . [%<u“'<:h’}n(3, 0 Q

Grace a (6.18) et (6.20). & une sous-suite pres. on a :

" — f p.p.dans Q7.
n—oo

u" — u p.p. dans Qrp.
Nn—oC

La fonetion jp,, étant continue. on déduit :
JRa(W) " — jra(u)f p.p dans Qr.
De plus :
liRn(u") f"] < R fal.

Ainsi. grace a (6.18) et au Théoréme de Lebesgue (Corollaire 1.4.14 dans [48]) on déduit dune
part que :
IR (W) " — jr(u)f dans LY(Qr). (6.22)

D autre part. a une sous-suite pres.

Ipa(u"(t)) — Ip(u(t)) p.p. dans €,
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et
R (u"(t))] < R |u"(t)].
De meme que ci-dessus. compte tenu de (6.20) et du [Corollaire 1.4.14 dans [48]] on déduit

Ip(u™(t)) — Ip(u(t) dans LY(). (6.23)

Finalement, d’apres (6.20). & une sous-suite pres
(6.24)

~1 —1
|V X[L<un<h] 752, ut ™| Vul? Xjo<u<r] P-p dans Q7.
ou xg est la fonction indicatrice de I'ensemble Q C (0
). (6.23) et (6.24). on obtient grace au lemme de Fatou

En regroupant (6.21).

/I,rg u(t))dr +=/ / (u)" | Vul|? deds < /-/JH ) f drds.
(6.25)

[0<u<RINQ; 0 Q

/ ] Jr(u)AVudrds < / /j]g(?£)|.4||V?f-| drds
0 0
ot A est la fonction définie dans la relation (6.15)
Grace au choix de £ €]0. min{r —p, pg — p}[. & la régularité (6.16) de A. et & la régularité (6.13)

de wona:
E Ly
|lul*|A|[Vu] € L(Qr).
Ce dernier point et le Théoreme de la Convergence Dominée nous permet de passer a la limite

dans la relation (6.25). lorsque R — oc¢. Ainsi, on obtient

{
/(u ¥t dz + € ]/(u N Vut|? deds < / /[-:.t+)'f]_4||V'n.+|d.::d,s. (6.26)
00 00
Grace a I'inégalité de Holder et a I'inégalité de Young on a d'une part
/ /[u ) |A||Vut| deds < = / / “NYut|? dads
0 1] Q ([’27)
. ( prgﬂ;'f:—"!p r+-,|__.,ﬂ i ..--i—i—'.’p
+C()| Al : (/[/ Vtmdr] T ds)
(@l ||r,f"—‘f[n:;';r.f~1T:sm (u™) g ned =
0 Q
En regroupant (6.26) et (6.27) on obtient d'une part
{
1 V 2
s+l,/{; *ld:+§// N Vut)? dads <
0 0
pq+2=2p : : = r+'.?.—'.’._p
Py r+2—2p (,L‘; r

1
C(e)| Al Sy / /[-‘-'.)( e i‘dl]
.-':_T((H! (£2))

0
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D autre part. compte tenu de (6.16). on en déduit :

S S Sn o o
— [ de+ - ”2 [/|v 92 deds <

e -1
0 0 9
. 9 [ i l:rq+';.:—‘.’p ,._,_-:._‘-, !'-i--!r-!p
§(-'(E}(/ [/(u ) e d:] e Ll ri.«)
00
En posant w = (u™) = ST inégalité ci-dessus devient :
{
l/"’(f}i+ = //|V|dd<
—— w\r) dr — u Las
e+1, + 1)2
2 ¢ (6.28)

pq+2—2p r r+42—2p

t
< Cle) / /ruw:+-’—-’vrh] e rﬁ.-,-)
0 0

On va distinguer trois cas :
i) Le cas N > 2. Dans ce cas on peut utiliser I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et on obtient :

/!\7“1 )2 dx > C /lm(f —a(t)])? ri:)%.

on

1 } 1 1
* =5 W et w(t) = @/ w(t) da
Q
En injectant cette inégalité dans (6.28) on obtient :
. !- . 2
- j_ 7 / w?(t) dx + k(e) / (/ lw(s) — @(s)]* (s) d.-;:) " ds
" &y (6.29)
pq+2—-2p t r+2-2p

by r4-2=2p r
ds )

5}(/ uw-a+—’—'-1' di’]

0
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Ainsi on tire :

t )
E_}_I/'u#(t)d-.rr+k(s]/ /|“,( ) — (s )]z- tf.'tf)Fdsg

< (( )N((w — ) + wJ || s

TR I (0,4: L PAF2=T0 (1))

< G -
< Clelll(w —w ) ”r r¢'~’—~“nm.r:f,:-w‘r"-—"-:f{sz)) + C{t]”“ ” FFET (0.4 = 7 ()
]

v 2 e pq+2=2p = r--EI-'-'j-
S C»‘(E}( / [/|H?(-“) _.‘I?[S)I p-;-ﬁ-ﬁ—'.’j!(i:r] Py l-'—'_-pr.i.‘\‘) T
=i , _ (6.30)
" , r+2-2p
+C(5)( [(|§2|1?!)'——"+3"2P d.s)
1 Y ,
; . p:;+.r—_';| ,.+-:._-:, J-+.’r—!p
< C(E)( / [/[-r::(.q} --1Er(.~'}|z;n;+‘-‘—2vd:tr] e ide ds)
[
¢ r'+2‘—21
/(/m di) EE= -’3d) '
/ ;
Puisque ¢ > M2 Pl] > "\r{’;_l.’ on a :
q
L. =g
pg+2-—2p
ainsi il existe A €]0, 1] tel que :
) 2>
L — X+ (1 —
pg+2-2p 2
Et grace a I'inégalité de Holder on déduit :
!
. . 5 7 pq+2—-2p +.)r'_-.) r+‘."—2‘n
(/ [/ lw — 1| P’*“*Pd:r:] L ”"ds) F o=
00
1
. . i ; pd+‘.:—'23l - -:’_-), r+3-1p
= (/ [(/ |w — |? )‘““_Md:r] == d.&)
0 0
2 . . Apa+2-2p i . . (1- ,\)E&Li'_’.__’i.w #L’
< (/ [/ |w — b|? d:r} P IRESESE [/ |-u:—1I:|zd;x] . '"d.&;) :
00 )

De nouvean le fait que ¢ > ¢, implique :

N(p—1)r =i /\pq+2—2p r » E
rT+2—2p g r+2-2p 2*
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Par conséquent. en appliquant encore une fois I'inégalité de Holder a la derniere ligne de

I'inégalité précédente on obtient :

"- = pq+2—2p r +-—-n 2 r+2-2p |
-2 I r4+2—2p = r 5
( / [[|U’ — | :":-3—-#(1:;.'} ! (Es) / [|u‘ — | ri: Ls')
0o

0
I
. y (1— A}p{—}—' 2p J 1'+2.—22‘L’
x([ [/ |w — 'fE'|2d;: w = rl.u-) i

0
(6.31)
ot
= 2 g r+2—-2p - pg(r +2 — 2p) il (6.32)
2 Apg+2-2p r N(p—-1)r
et
—H — =:].
g A
Grace au choix de g :
r+2-2p 1 N(p-1
!—.E - —_— = L < l
r ¥ Pq
On note par o = 'y?—“’——_—zj—l > > 1 et o' le conjugué de o
1 1
o o
et on applique I'inégalité de Holder pour le couple (o.0') & (6.31). alors :
pqt+2-2p : )r " r+2.—“!; )L‘
C'(e) / /Iu!— dn] RS = -prf.f] i r+,~_,,ds) J / /|m — | d,;)' 1s
0 0
f '
, . e (1 ,\]!"[‘:‘—;—-E .—+ e ." +.’r— p (_L!
+k (E}( [ [/ |w — w|* d.’;?] il ds) "
0
(6.33)
Ainsi. en regroupant (6.30) et (6.33) on obtient :
1 . ' ) u —ARtZ=Ze x| ril-Zpe
: [m‘[t]d;r < A"[El( [[[|-ﬁ.'——ﬁr|"rl.t o IS nf.s-) L *
] i! h i! A (034)
. r r42-2p
+C’(E)( / [/ w® d:f] i ri.u-) -
0 Q
Par un calcul facile on trouve que :
pg+2—2p r T [ s
1—A = <1 6.35
( ) Pq 1'—1-'2—2])7 o-—1 )
et
r+2-2po’ o-1
PZ (6.36)

g g=L



6. PREUVE DU THEOREME 11.4 93

En regroupant (6.34). (6.35) et (6.36) on obtient :

= :_ T /u'z(f-]d::r < k() / /[n'—w dr]' d-.) / [/ w? dJ I_\,

0
< K (&) (w — w)* ||‘, —]—{Ur;l((z): (ﬂ(g)”"-”u (0.1:L1())
<K z’smwn 2=t oy RO ez @I
< 2K (e)||w?| ”_—, it +C'(e )”"'2” T04L Q)
(6.37)
Comme ﬂ'_ > ; en appliguant l'inégalité de Holder a la derniere inégalité on obtient
ﬁualmueu’; J f
. ! F=l
= / w?(t)de < C(e.T / / w? rh ds) = pour tout ¢ €]0.7]. (6.38)
Q 0

Enfin. pour f €]0. 7] on note :

y(t) = ([”-’2“) (i:r.')%'l

0

alors y est une fonction positive qui vérifie I'inégalité :

y(t) < C(E.T)/y(s)ds. pour tout t €]0.7. (6.39)
0

Ainsi. grace a I'inégalité de Gronwall on déduit :

y=0 dans ]0,T[.
D’ou on tire :

Y =0 p.p.dans Qpr
ce qui prouve (6.11) dans le cas N > 2.

i1) Le cas N = 1. Dans ce cas. a la place de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg on utilise

I'inégalité suivante :

[|(w — -ff:)(i}”ixm) <19 [IV'HT(f)|2d;I? pour tout ¢ €]0.7. (6.40)



94 Il. PROBLEMES AUX LIMITES DE TYPE CAUCHY-NEUMANN

On remplace cette inégalité dans (6.28) et on obtient :

t
> ] /-‘mz(t)ff;r*FM(E} / [[2(s) —ﬁ}(.q)||f_x{ﬂ)(f.q
' 0

h 9]
.'l . 5 i py+2—=2p : .-,r . r'+2l-3p
< (I(f}( / [/ w PU+‘2—3P{£:L} pa '+-—-pd5) )
U / ) (6.41)
A i oy Ll 2 P :--o»zl_ 2p
SC(E)(/ [/|‘m_“~’| ”"”"—’“d:rril " J+'_"'dh‘) T+
0 0
!' L s r+2-2p
+C(£)(/ [/UT'(L‘J‘] e d.‘-;) :
00

Par un calcul facile on obtient grace a I'inégalité de Holder :

{ t
. ) - py+2—2p : .,r_.,j i'+3:“—‘_’]| .
(»'{E](/ [/lu' —?F;[J,nﬁ!—ﬁr' rl.-;:] S hf-hi) < ki (g) /||1n -—‘f?:||f_x[mf£3
00 0
f
. ’ rh2g pq+2-2p : - 1 r42--2p 1,_.\__.
_|_;,-2(5_,\)( / [/-hn - 'fI:|2m+jfz"—'2p“_’\ 5 P)d;r-‘] e R =
00
On A €]0. 1] a été choisi tel que :
X r+2—2p
S el E gy (6.42)

pg+2—2p

cela est possible grace au choix de g > 251 Compte tenu de (6.42) et (6.41) on a :

2—p
I .
— [-n"}(i)ri;r: <
e+1,
Q
t
: a ; e r2-2 e = O R, r2—2p |'_—:\__'
S ;l-“_—’(-:.-- /\)( / [/ I’“? —_ 'J_} Jplf":‘?.l—?‘ll(]_A r P) d.’}f] e r4+2—=2p 1=2 (f..‘-i r 1—ALE2=2p 1._‘
00
f -
. .:‘_.,' r'+2l—.‘;1
+C(E)( [ [ / w? d-.rt] . nf.‘-;)
0 0

(6.43)
Grace a (6.42) on peut appliquer encore une fois I'inégalité de Holder dans la derniere intégrale
de (6.43) et on obtient :

f
i 2 r r=Mr+2=2p) m—_r'!_ﬂ_]._'-\_
i ./ .ul,'.?(r.}d:!,: S ;}.2(5‘ A)(‘/‘(/ [U’ T -’J{I d:ﬂ) r=2=2p Ay_f\r ’ ITI_\ (i-‘&') " I = 2p
1§ 0 0
l' 3 “¥.
v ‘:._.», ' "‘h—r— =p
+C(€]([ [ / w? d:r:] e ds)
00

(6.44)
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S R o . )
On note par v = #ff{”—)ﬁ > 1 alors d’apres (6.44) on obtient :
. ", P r42—3p |
1 2 2, 172" = E -
w*(t)dr < 2ky(c. N) wdr ds

e+1, J L,
) 0 0

r+2—2n

f
+C‘[E}( / [/',w‘-’d.-f-] T dh-) " (6.45)
0

Q

¢ r+2—23p |

< C"(E)( [ [ /wzd;:r] e nf.s’) e,

0 2

En notant par :

y(t) = {/u!zli)d;r}"*"—:"l’!’-' dans [0,T7,
)

alors (6.45) s'éerit :
{

y(t) < ks(e) [y(.q}ds pour tout ¢ €]0.T7.
0
Comme dans le cas précédent, en utilisant le lemme de Gronwall, on tire
y=0dans [0.7]
d’on on obtient «™ =0 dans Q7.
iit) Le cas N = 2. Compte tenu du fait que dans ce cas I'inégalité¢ de Poincaré-Wirtinger
devient :

| (w — "'I’)(t)”i"(ﬂ) = C{Q.(i)-/ \Vw(t)|? dr pour tout t €]0.T].
Q

pour tout § € [1,+2c[. On choisi § tel que :
d’'une part :

P .
T - AL
pqg+2—12p
et d'autre part :
— )
_ N(p-1) <9
q(2-p)
ce qui est possible puisque ¢ > g, = "\.L’SJH = 2{.;:}”. Alors, pour A €0, 1] vérifiant :
Pq 0

————— = A+ (1= A).
pq+2-2p 2 i )

on obtient :
/\pq+2—~2p i 1 4(p-1) g 1 4p-1) - 2
Pq r+2—-2p 6-2 pg T+2-2p 6-2 2-p 5

Dans la suite. on peut resoudre ce cas comme pour N > 2 en remplacant 2° par 4. Ainsi la

preuve de la Proposition 11.13 est achevée. O
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7. Preuve du Théoréme II1.5

Pour tout entier n € N posons

ug (z) = fo(x) _"'i polx) < n.
: n SI1O11.

Comme g > 0. alors (uj), C L>(£2) est une suite croissante de fonctions positives qui
N(p—1 i
——%’_?_}. En particulier pour

tout n € N, uff € LY(2) et d’apres le Théoreme I1.4. il existe une unique solution faible du

converge presque partout et dans L'(Q) vers pp. Ou fixe ¢ > ¢, =

probleme :

Sul
_':! — Au" = a|Vu"|P dans Q7.
_” (t,z) =0 sur 'y, L)
Jdv
u"(0,2) = ug(x) dans €,
telle que :
u" € C([0,T), LY(Q)) N LP(0,T; WhP1(2)) N C1Ho/22+0 (), (7.2)

pour tout 7 €]0.7'[.

Grace au Principe de Comparaison [Pmpusition II.13] la suite (u, ), est croissante et converge
presque partout sur (Q7 vers une fonction w.

Montrons que w € LP(0,T: W'P(Q)). Soit v = S(t)uf la solution de I'éguation de la chaleur

(2.1) et avec la donnée initiale ufj. Puisque a < 0, par le Principe de Comparaison on a :

0<u" <o" dans Q. (7.3)

-

On passe a la limite dans (7.3). lorsque n — oc et on obtient :
0<u<wv ppdans Q. (7.4)
ot v = S(#)pg. Comme g € L'(2). grace i la relation (2.9) on a v € L>(0.7. L'(2)). On en
déduit, d’apres (7.4). que v € L>(0,T, L' (Q)). Comme la suite (1), est croissante et converge
presque partout vers u on tire que :
u" — u dans LY(Qr) et p.p dans Q7. (7.5)

De plus. grace a (7.3). pour tout t €]0.7 la suite (u"(t)), est croissante et majorée par
v(t) € L*(€2). Alors, en utilisant le Théoréme de la Convergence Monotone, pour tout ¢ €]0, 7T

Ol a =

u"(t) — u(t) dans L*(©2) pour tout t €]0.77. (7.6)

T =D
On fixe 7 €]0. T et n tels que ri, + & =1. Comme :
u = u  p.p.dans Q..
<Ly <® = fi"'A'!'.‘.;;
et
T

0" = v =e"pg dans L(Qr1),

on déduit ef. par exemple Corollaire 1.4.14 dans [48]] que :

u" —u dans L"(Q.7). (7.7)
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En intégrant sur (4 la premiere équation du probleme (7.1) on obtient :

i
/ ' (T, z)dr —a / /|Vu”(t.:r.’}|p drdt = / ug () dz.

Q 0 Q 0

Par conséquent :

4
|al f/ [Vu" (t.2)|P da dt < ||lug|li < llpolli- (7.8)

00
c’est a dire que (|Vu"|), est bornée dans LP(Q7). Donc. quitte a extraire une sous-suite de

(|Vu"|), on a :

vu" = Vu faiblement dans [L”(Q7)]". (7.9)
En regroupant (7.4). (7.5) et (T.Q) on a:
w € L>(0,T,L'(Q)) et |Vu| € L*(Qr). (7.10)
On veut obtenir
w € LP(0,T;W'P(Q)) N L>=(0.T. L' (2)). (7.11)

alors. il reste & montrer que u € LV (Q7).
Comme pour presque tout t €]0. 7] on a u(t) € L'(9) et [Vu(t)] € LP(Qr). grace au Théoreme

d’injection pour les espaces de Sobolev on en déduit d'une part que :
u(t) € LP(2) pour presque tout t €]0.7T].
D’autre part. compte tenu de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger on a :
llu(t) — a(t)|, < Cp.Q)||Vu(t)|, p.pt te€]0.T[.

on :

u(t) = ﬁ / u(t.z) dr.
0

En intégrant sur 0, T cette derniére inégalité on obtient en particulier :
H"-’-IW_;,{QT, < Clp- (T ||ull o< 0,7;01(02)) + ”V“”.:'J_J'[QT;J‘

Grace a (7.10) on tire u € L?(Qr) et le point (7.11) est prouvé.
Pour 7 €]0. T'[ fixé, montrons que :

|Vuyp|P — |VulP  dans L¥P(Q, ). (7.12)

D une part. en multipliant la premiere équation du probleme (7.1) par u, et en intégrant sur
Qq7 ona:

. i i

% [['u."{T. z))? dr — % /(':.t.”(i'.;.':))"Z dx + / /-th.f“(t..r}fzd;f: dt = n./ [[V'U."P’ cu" ddt.
§} 0 T 02 T 0

Comme u" >0 et a < 0 on tire :

1

-/. [ |Vu" (t. z)|* de dt < %./.(u")z(r. x)dx.

T 0 {
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D’autre part. en regroupant (7.3) et (2.4). on obtient :
Wice. s e & i
[u™ (T)ll2 < [[o™ (7)ll2 = [IS(T)ugllza £ CT77 |lug |y < C7 7 [|pol1- (7.13)
D'on :
/ / |Vu"(t,z)|* dedt < CT_%||;z{,]|f. (7.14)
par conséquent.,
(|Vu"[), est bornée dans L*(Q.r).

c'est a dire :

(|Vu"|P), est bornée dans L*/P(Q..r).

3 ) 2
Puisque 1 < 2 < [ . (quitte & extraire une sous-suite. on a :

a|/Vu"|? — ¢ faiblement dans L?P(Q,7). (7.15)
TI—OC

Soit p € CY(Q, 1) telle que @(T.x) = 0. pour tout z € . On multiplie la premiere équation

de (7.1) par ¢ et on integre les deux membres sur Q; p :

7 i
/ u" (t.x) —(f x) dax dt + / /V-u.”(f,.;f.')-V{p(t.;f.')(i;f.'df =

2

o
r:./ / |Vu"|P (¢, z) - @(t, z) dz dt + /w(T.;r:)'u.”{T. x) dr.
T 0 4)
Grace aux relations (7.5). (7.6). (7.9) et (7.15), on peut passer a la limite, lorsque n — o,
dans I'inégalité ci-dessus et on obtient :

T

/[ (t.x) - ! 1]:]:(!1‘+//Vu[f z) - Vo(t, x)drdt =

’ (7.16)
[ / g(t.x) - p(t.z)drdt + / (7, x)u(r. ) de.
T 8 )
Par conséquent. u est la solution faible du probleme aux limites :
d
{;’ —Aw=g¢g dans Q..
Jw _ (7.17)
=0 sur Do
d!} “ 1 J-.ll.

w(7.-) = u(r.-) dans (L

Montrons que (u™),, est une suite de Cauchy dans L?(7.T: H'(€)). Pour ce faire, soient u" et
1 .
u"™ les solutions de (7.1) correspondantes aux données initiale ufj et uf' respectivement. Alors
(u" — u™) satisfait :

du" —u")

5 — A(u" —u™) = a(|Vu" P — |Vu™|P) dans Q7.
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Compte tenu de (7.2) on peut multiplier cette derniere équation par (¢ — u™) et 'intégrer
sur (. ainsi on a :

. . T
%/(”" —u™)*(T) dx — % /(”” —u"™)*(7) da + / / |Vu" — Vu™|* dx ds
0 T 0

Q T

(7.18)

2.4 / /[1V-n"|" — |Vu™P)(u" — ™) dx ds.
T Q
Grace a (7.6). (7.7) et (7.15) on peut passer a la limite dans (7.18), lorsque n.m — ~c. On

obtient :
i

lim / [[Vn” — Vu™|?dxds = 0.
0

n.m—oc

Compte tenu de (7.7). on en déduit que (u"),, est une suite de Cauchy dans L2(7.T: H'(£2)).
En particulier. & une sous-suite pres. on a :
Vu" — Vu dans L*(Q,r et p.p. dans Q7.
7.1 I l : A
n—oC
ce qui implique :
il
|Vu"|P = |Vul? dans  L*P(Q,7r) lorsque n — .
En regroupant ce dernier point avec la relation (7.15) on peut faire I'identification :
g = a|Vu|’ p.p. dans Q..
De plus u ayant la régularité (7.11). pour qu'elle soit une solution du probleme (1.1) il ne reste
plus qu'a identifier la donnée initiale . Pour ce faire on peut utiliser les mémes arguments

que dans le Théoreme 1.5. Aussi on ne redéveloppe pas ce point.

8. Preuve du Théoréme I11.6

Ce résultat est déja connu lorsque = BY | (cf. Théoréme 4 dans [13]), et la preuve utilise un
argument de troncature et “scaling” qui concentre le probleme sur une boule B, (xg) de centre
g et de rayon r > 0 telle que B, (xg) C €. Par conséquent, lorsque €2 est un ouvert borné, on

peut adapter la preuve de [13] au cas du probléme aux limites (1.1).






CHAPITRE 111

Comportement asymptotique des solutions du probleme de
Cauchy-Dirichlet.

RESUME. Oun étudie le comportement asvmptotique pour la solution de I'équation de
Hamilton-Jacobi visqueuse : u; — Au = a|Vu|”, 1 > 0, x €  avec une condition de Dirichlet
homogene au bord et avec une donnée initiale. une fonction continue pg gui sannule sur le
bord J€2. L'ouvert € est supposé borné et régulier. a € E.a # 0 et p > ().

1. Introduction et résultats principaux

On considere le probleme aux limites suivant :

5
% — Au = a|VulP dans ]0.+oo[x12,
w=0 sur 0, +o0[x 08, 1)

u(0.-) = po dans €.

onaceR. a#0.p>0et QC RN est un ouvert borné a frontiere réguliere de classe an moins
(3. Le probleme de Cauchy-Dirichlet (1.1) a été étudié dans [1, 10, 19, 28]. ainsi que dans
le Chapitre II de ce mémoire. En effet. lorsque la donnée initiale est une mesure de Radon
bornée et p € [1. :_:T[ dans [1] N. Alaa démontre I'existence et 'unicité des solutions faibles
du probleme (1.1). En utilisant une méthode différente S. Benachour et S. Dabuleanu [10],
ont fait une analyse plus complete du probleme de Cauchy-Dirichlet. Dans [10], I'existence.
I'unicité et la régularité des solutions. en fonction du parametre a € E.a # 0. de 'exposant
p > 0 et de la donnée initiale pg. selon que celle-ci est une mesure de Radon bornée ou une
fonction mesurable dans l'espace de Lebesgue LY(€2).1 < ¢ < oc. Signalons aussi qu'a aide
de propriétés sur les semi-groupes qui préservent la monotonie. M.G.Crandall. P.L.Lions et
P.E.Souganidis [28] ont prouvé I'existence d'une borne universelle pour les solutions positives
du probleme de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1 et pg est une fonction continue positive et
qui s'annule sur la frontiere 9€2. Cette estimation leur a permis de démontrer 'existence de
solutions et I'unicité dans certains cas. Leur but est de prouver que le probleme de Cauchy-
Dirichlet homogene “non-standard” avec condition initiale 1p = 4oc sur un ouvert D C D C €
et 19 = 0 dans Q\ D admet une unique solution positive. L'étude de ce probleme est lide i la
théorie des grandes déviations dans certains processus de diffusion de Markov.
Dans la suite on présente. un résumé des résultats du Chapitre 1. qui sont utiles pour analyser
le comportement asymptotique des solutions du probleme (1.1).
(1) Cas a € E.a # 0. D'une part, pour 0 < p < -:—f—f et g une mesure de Radon bornée, on
démontre en utilisant un théoreme de point fixe, que le probleme (1.1) admet une solution
2

faible: de plus cette solution est unique si 1 < p < %—I—l D autre part. si -:—:f <p<2on

101
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obtient l'existence et 'unicité de la solution lorsque la donnée initiale iy est dans L7(€2).
Nip=1)
2—-p

qg>q.=

(71) Lorsque a < 0 et t:f < p < 2 on montre que le probleme (1.1) admet au moins une

solution pour tout g € L'(2), g > 0.

(i4i) Dans le cas p > z—ff jto = 04, ( masse de Dirac en un point zy de 2 ) et a € R.a # 0,
on prouve que le probleme (1.1) n'admet pas de solutions faibles.

(iv) Finalement dans le cas sur-quadratique. on démontre que pour a < 0 et p > 2 le probleme
(1.1) admet une unique solution globale pour des données initiales vérifiant une certaine
régularité.

On est en mesure maintenant d’énoncer les résultats principaux. La notion de solution faible

est celle introduite dans le Chapitre 1.

Théoréme IIL.1. Soient a < 0. p €]0.1] et py € ;M;(Q). Alors pour toute solution faible u
du probléme (1.1) il existe T* > 0 tel que

u(t.z) =0 pour tout (t,x) €]T". +oc[x . (1.2)

Cette propriété est Uappelée “extinction en temps fini de la solution du probleme (1.1)7.

La preuve repose sur les résultats de [11, 12, 39] concernant le comportement asymptotique
de la solution du probleme de Cauchy dans U'espace entier RV . En effet. lorsque a < . apres
avoir réalisé un prolongement 4 BN de la donnée initiale, la solution du probleme de Cauchy
est une sur-solution pour le probleme de Cauchy-Dirichlet. Ainsi, du fait qu’il y a extinetion
pour le probleme de Cauchy, on en déduit 1'extinction en temps fini des solutions du probléme
de Cauchy-Dirichlet. La preuve est développée dans le paragraphe 2.

Remarque IIL.1. Dans le cas a > 0, p €]0.1] et pg € M;’(Q) i n'y a pas d’extinction en
temps fini de la solution u du probléme (1.1). car, dans ce cas. u est minorée par la solution

de Uequation de la chaleur a donnée initiale py.

Le théoreme suivant décrit le comportement asymptotique des solutions du probleme (1.1)

lorsque a < 0 et p > 1.

Théoréme I11.2. Soient a < 0, p > 1 et pg € L' (). g > 0. Alors toute solution faible u du

probléme (1.1) converge uniformément vers 0 lorsque t — oc.

Ce résultat tient compte du fait que la solution e'=j. du probleme relatif & I'équation de
la chaleur & donnée initiale jig, est une sur-solution du probleme (1.1). D'apres les résultats
classiques sur I'éguation de la chaleur avec une condition de Dirichlet homogene (voir par

exemple Lemme 3. p. 25 dans [63]) on sait que :
N
lle"®polloe < C(1 412 )e M|lugll;. pour tout # €]0, 400,

ol A est la premicre valeur propre du Laplacien dans Q avec une condition au bord de type

Dirichlet homogene. On en déduit que la solution faible v du probleme (1.1) vérifie :

|u(t) ]l < C(1+ 3 Je M |luoll1. pour tout t €]0, 4o0l. (1.3)
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Ce qui nous donne le taux de décroissance de la solution w. En particulier. u converge unifor-

mément vers () lorsque ¢ — oc. Ainsi. le Théoreme I11.2 est démontré. O

On continue 'étude sur le comportement asymptotique des solutions de (1.1) avec le cas
a > 0. p € [1.2[. Dans ce cas. la remarque suivante est trés utile.

Remarque IIL.2. Soient a € B. a # 0. p € [1.2[. Soit iy € LI(R2) ou :

g>1sipe[l.iHE[etg>q. = \—i"“_;i sip € [§£2.2].

Alors, d’apres le Théoréme 1.4 et la Remarque 1.8, le probléme (1.1) admet une unique solution
globale u € C(J0.T[. L9(2) N LP(0, T; W () N C1H/2249(Q, 1), ou 6 €]0.1[et 7 €]0.T].
verifiant :
f.
u(t) =e®po+a / f'”""}A|V'.*:.|pds. (1.4)
0
De plus, il existe une constante Cy qui ne dépend que de a.p.q. N et Q0 (cf. la velation (0.58)
du Chapitre 1). telle que. pour tout Ty > 0, K| > 0 vérifiant :

, A K, .
C-!(H”UNQ T I‘{Ti ) S "2_ (15)
on ait :
max{ sup "|u(t)|p,. sup r5+“||\7u(t)||,,q} < K. (1.6)
1€]0.71] 1€]0.77]
ot
N 1 1
a=(-—
2 p py
et

1
=1—-pla+ =).
¥ p(n+2]

En particulier. tous ces résultats restent vrais si la donnée initiale g € Co(Q) et d'apres la
Remarque 1.8 du Chapitre 1. la solution u appartient ¢ C(Qp) N C“*(Qr).

Compte tenu de la remarque ci-dessus on a le résultat suivant :

Théoreéme I11.3. Soient a € B.a # 0. p €]1.2[ et pg € Cp(Q), alors la solution globale u du

probléeme (1.1) converge vers 0, uniformément dans Q. lorsque t = .
En combinant la Remarque 111.2 et le Théoreme I11.3 on a le corollaire suivant :
Corollaire IIL.1. Soient a € B.a # 0 et p €]1.2|. Soit py € L4(R2). o ;

q>1si pell. :—_";‘IZ[ et q>q.= =l

2—p

sipE [-:-:—f?[

Alors la solution globale v du probléeme (1.1) converge vers 0. uniformément dans €2, lorsque

I — o,
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2. Preuve du Théoréme III.1

() Tout d’abord on démontre le résultat pour des données initiales dans C-'J (£2).
Soit done g € Cy(£2) telle que g > 0 et considérons u € Cl'z(Q;r) N C'(@-',r—-) I'unique solution
du probleme (1.1).

Posons :

il = pole)  si z €8,

HWEI=10 si zeRV\Q
Et soit @ € C2(]0, oc[xBY) N C([0. +0c[xBY) (voir [89]). I'iigue solution sur BY du pro-
bleme de Cauchy :

diu ; =i N
5 At = a|Va|P dans ]0,00[xR",

a(0.2) = jig(x) dans RN,

(2.1)
Grace au Principe de Comparaison @ est une fonction positive et puisque a < 0. p €]0. 1] et i
est A support compact dans BY . d’apres [11] et [39] on obtient d'une part qu’il y a extinction

en temps fini de la solution @ du probleme (1.1). C'est a dire :
IT* > 0: alt.z) =0 V (t.z) €]T". +oc[xR".

D autre part. sur (O« la fonction @ vérifie

% — Au =a|Val’ dans Q.

uw(t,z) 20 sur T, (2.2)
w(0.2) = polz) dans €.
Done, w est une sur-solution du probleme (1.1). Ainsi. grace au Principe de Comparaison.
(Théoreme 16. p.52 dans [38]). on a :

D<u<u dans Q. (2.3)

Par conséquent il existe T7. tel que la solution u vérifie la relation (1.2).

(41) Examinons le cas général, on pg € M:{Q). Drune part d'apres la régularité des solutions
du probleme (1.1), pour tout 7 > 0, u(7) € C; (£2). D’autre part, grace au résultat d'unicité
lorsque la donnée initiale est continue, u est la solution forte du probleme :

dw ;

i Aw = a|Vw|? dans O

ot

w(t.xz) =0 sur 'y

w(r.x) =u(r.z) sur £
Drapres I'étape précédente (i), il existe T > 7 tel que u vérifie (1.2) ce qui acheve la preuve
du Théoreme I11.1. O

3. Preuve du Théoréme II1.3

La preuve du Théoreme 1113 sera faite en plusieurs étapes. Donnons d’abord quelques pro-

priétés des solutions du probleme (1.1) introduites par la Remarque 1112, Pour pg € Cy(9)
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notons par T(t)pg € C(Qr) N C2(Qr) la solution associée a cette donnée initiale jo. Alors

on a le résultat suivant :

Proposition IIL.1. (T(t);>o est un semi-groupe. continu sur Co(Q), qui préserve la monoto-
nie. C'est a dire :

(1) (t.) = T(t)p est continue de [().-Hx[ng{ﬁ) dans Cy(Q) :

() T()T (1) =T(t + 7) pour tout t. 7 > 0:

(iti) T(0)¢ = @ pour tout ¢ € Cy(Q) :

(iv) Pour tout .1 € Cy(Q) telles que ¢ < 1) on a : T(t)e < T(t)y, Vi > 0.

En particulier (T(t));>0 est “un systéme dynamique sur Co(92)

Démonstration:
Soient (#". ") une suite qui converge vers (t.¢) dans [0. +oc[xCy(£2). Alors. grace au Principe
de Comparaison. (Théoréme 16. p.52 dans [38]) et a la relation (1.4) on a :
IT(E)e" — T(Hllse < ITE)(@" = P)lloe + ITE )0 — T(Dpllo
< " = @llos + IT(E")o — T(t)lloc-

Donc :

lim ||T(t")p" — T(t)¢lloc =0

n—og
Ainsi. on en déduit (7).
Le point (ii) est une conséquence de I'unicité de la solution du probleme (1.1) dans C(Qr) N
C2(Qr). et I'unicité est obtenue en utilisant le Principe de Comparaison. (Théoreme 16, p.52
dans [38]).
Quant an point (iii). il est évident.
Enfin. le point (iv) est une conséquence du meme Principe de Comparaison. (Théoreme 16.

p.52 dans [38]). O

La preuve du Théoreéme [I1.3 est basée dune part sur le Principe d'Invariance de LaSalle (cf.
par exemple Théoréme 9.2.3, p.144 dans [25]) et d’antre part sur la convergence des trajectoires
vers les états stationnaires lorsque 'on dispose d'une fonctionnelle de Liapunov stricte (cf. par
exemple Théoreme 9.2.7. p.144 dans [25]). Ainsi. on va étudier d’abord I'ensemble E des états

stationaires du semi-groupe (7'(¢)); > 0. Plus précisément cet ensemble est défini par :
E={we Cy(Q): T(t)w=w.Yt>0}.
Grace a la régularité des solutions du probleme (1.1) on déduit qu’il existe o € (0.1) tel que :
E = {w € Co(Q) N C**°(Q): —Aw = a|Vw|P} (3.1)
La proposition suivante donne une caractérisation de I'ensemble E. lorsque p € [1.2[.

Proposition IIL2. Soit p € [1.2[, a € R.a # 0. Alors. la fonction nulle est le seul état

stationnaire du semi-groupe (T'(t))i>0. Autrement dit le probleme aux limites :
w € Co() N C2H(N), (3.2)
—Aw = a|Vwl?, '

n'admet que la solution w = ().



106 L COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CAUCHY-DIRICHLET

Démonstration:
Donnons la preuve pour a > 0. car. si a < 0. il suffit de changer w avec —w.
Soit w € Co(2) N C*H2(Q) une solution du probleme (3.2). Puisque a > 0. alors w vérifie :

—Aw > 0,
et d’apres le “Principe du maximum”™ on en déduit :

inf w = min w = 0.
reQ eI

Par conséquent :
w > (0 dans €L
Montrons que :
w < 0 dans €. (3.3)
On va distinguer les deux cas suivants : selon que p €]1.2[ et p = 1.
i) Le cas p €]1.2[ : Pour £ > 0. on définit la fonction :
z(x) = w(x) —e(M = (1 + )%, zeq. (3.4)

ol
M = sup(1 + |z|*)"/2.
TEQ
Alors d'apres (3.2) :
z € Co(@) N C2H ()
et
2 <0 sur €. (3.5)
Montrons que :
2 < 0 dans Q. (3.6)
Si z prend des valeurs positives en des points de € alors grace a (3.5), z admet un maximum
positif en xq € . Ainsi. au point zy ol z atteint un maximum positif on a :
(Vz)(xg) =0,
et
—(Az)(xzg) =0
Donc. pour obtenir (3.6). il suffit de montrer qu'en tout point = € 2 tel que (Vz)(x) = 0 on
ac
—Az(xz) <0. (3.7)
Par un calcul facile, on obtient qu’en tout point x € € vérifiant (Vz)(z) = 0. on a :

) . N+ (N-1)z? o N+ (N —1)|z|?
~Ase) = —Awl) —em e = Vel ) — e e
=P |z [P N4 (N~ 1)|x|?

S (=P (14 [af?)32

ae’|dg|? — ¢

IA

(1 a |h‘n|2)3;’2
N

r.r.t‘|r.'{gzl'”(5'”-1 _—

A

aldg|P(1 + |,«,fﬂ|2)3_..fz ):
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oll do est le diametre du domaine €. Ainsi, puisque p €]1.2[, pour ¢ assez petit tel que :

N =
( sy L (3.8)
H.Irfggl'"“ - |d“1_}.i,ﬁ.’)

on obtient (3.7). Par conséquent la relation (3.6) est vérifiée et compte tenu de (3.4) on tire :

D<e<

0 < w(t.z) < e(M —(1+|z)'/?),
pour tout £ vérifiant (3.8). Par passage a la limite. lorsque £ — (0,. on obtient :
w=0 dans Qr.

ii) Le cas p = 1. Soit 29 € RN tel que z ¢ Q et soit 2z une fonction définie sur € par :

o
r—rxgl=
]

(5) = wig) =M =6 2), pefl (3.9)
ot X
M = sup e 3 .
TEQN

Alors comme précédemment il suffit de montrer quen tout point x € €2 tel que (Vz)(x) = 0
la relation (3.7) est vérifiée. En effet. on a

5, le=zgl®
—Az(z) = —Aw(x) — (N + |z — .-1.-”[3}(:‘_-_.-‘1'
‘ IJ'*IQI-‘)
= a|Vw| — (N + |z — .IT{||J)(’. 3
jr—xq]® 9. le=zgl®
= aelz — .-f.'uie—‘-’o_ —e(N+|z— :;rul"]e—eu_
|-f'_-r!1|2

< egla— |z —xol))|x — mole 2
Donc. pour obtenir (3.7) il suffit de choisir x5 ¢ Q telle que min|z — 29| > a. Cela achéve la
refl

preuve de la Proposition I11.2. ]

Dans ce qui suit on considere I'espace Cy(2) muni de la norme usuelle :
[|u]|oc = max |u(z)|.
refl

Rappelons d’abord. la notion de fonction de Liapunov (resp. Liapunov sticte) pour le systéme

dynamique (T'(t));>0 sur Co(Q) (cf. [25] par exemple).

Définition IIL.1. Une fonction ® : Cy(Q2) — B est appelée fonction de Liapunov pour le
systéme dynamique (T(1));>0 si elle vérifie les conditions suivantes :
a) ® est continue sur Cy(9),
b) Pour tout t >0 et py € Co(Q) on a:

P(T(t)po) < (po)- (3.10)
De plus on dit que ® est une fonction de Liapunov stricte pour (T'(t))i>0 sila condition suivante
est realisée :
Si po € Co(Q) tel que ®(T(t) o) = (o) pour tout t > 0 alors g est un état stationnaire de
(T'(t))e>0-

Dans la proposition suivante on démontre entre autres que la norme usuelle de C(£2) est une

fonction de Liapunov stricte pour (1°(#));>¢.
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Proposition II1.3. Sous les hypothéses du Théoréeme I3 on a les résultats suivants :
i) La fonetion :

D:CH(2) = R, ®(po) = |0l (311
est une fonction de Liapunov stricte pour le systeme dynamique (T'(t))i>0-
i) Pour tout g € Cy(Q) Uensemble {T(t)po:t > 0} est relativement compact dans Co(9).

Démonstration:

La relation (3.10) est une simple conséquence du Principe de Comparaison pour le probleme
(1.1) (Théoréme 16. p.52 dans [38]) pour le probleme (1.1).

Ainsi pour achever le point i) il nous reste a démontrer que ¢ est une fonetion de Liapunov
stricte pour (T'(t));>¢. Soit donc, uy € C‘u{ﬁ) tel que :

IT(t)poll = ||p0ll~c pour tout ¢ > 0.
En particulier pour t5 > 0 fixé il existe xg € € tel que

[[T'(to)po)(z0)| = |0l oo

Grace a (3.10) on sait que :
[[T(t)pol(x)| < [|peol|x pour tout (f.z) € Q.

Ainsi. on déduit que (fg. zp) est un point de maximum positif ou bien un point de minimum
négatif pour la fonction T'(+)pg sur Q.

On a deux posibilités :

a) Soit zg € dQ et dans ce cas [T'(tg)po](zg) = 0 d’ott on déduit pg = 0. Comme 0 est le seul
état stationnaire de (7'());>¢ le point 7) est démontré dans ce cas.

b) Soit g € €. Fixons Ty > t; et supposons que la fonction T'(+) o atteint un maximum positif
au point (tg.xg) € Qp, (le cas minimum négatif se démontre de la meéme facon). Pour simplifier

la notation posons :
u(t.xr) = [T(t)po](x), (t.z) € Qi
alors v € C'[_(“)'T;) M C""‘!(Q'p“) et vérifie :

Lu=0
ot £ est l'opérateur parabolique linéaire défini sur C'1?(Qy,) par
dw
Lw=Aw+blt,z) Vw— 5

et

b(t.r) = a|V'u,[)‘..:f.‘)|”_2V'u[f..:r:). (t,2) € Qry-
Grace a la régularité de u et au fait que p €]1.2[, la fonction b est continue sur Q7, et on peut
appliquer le Principe du maximum fort (Théoreme 1, p.34 dans [38]) afin d’obtenir :

u(t. ) = ultp.xg). pour tout (t,x) € Qy,.
et par la continuité jusqu'au bord de la fonction v on a :

ul(t.x) = ultp.xg). pour tout (t,z) € _QTU
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Comme u vérifie une condition au bord de type Dirichlet homogene on déduit u(tg.xy) = 0

d’ont pg = 0 ce qui acheve le point ) dans ce dernier cas.

Pour démontrer le point ii) on utilise la Remarque I11.2, (relation (1.6)). Soit g € Cy(Q) et

fixons ¢ > max{ :—1 %}” t. Soient K;.7) > 0 tels que :
/ e sl I’ . i
Ca(| lpolloe + KPT]) < = (8.12)
alors K. T vérifient (1.5) et d’aprés (1.6). pour € €]0, %L[ M 10. 1] on déduit :
||T{f-)ﬂ-uH“-;.,--;[m < K]E_:"H'%}. pour tout t € [¢.T]. (3.13)

Montrons que la relation (3.13) a lien pour tout ¢ € [z, +oc[. En effet. soit ¢ > 7). Grace au

[).‘ 7 _‘i‘(‘ arale o e
rimcipe de Lomparaison on a :

T
IT(t0 = 5 mollse < lliolloc-

et donc. (3.12) est vérifiée pour ||T'(tp — %);m“x a la place de

[120]| - Ainsi grace a (1.6) on
obtient e :
b — —J—-l ] ]

”T“')'””||'.1"f“"*fsz] < Kye7@*2) pour tout t € [ty — -y +e.tg + ?]
En particulier (3.13) est vérifiée pour tout ¢y > T). Ainsi. on en déduit que pour tout £ €
0. L[ N 10 1[. Tensemble {T'(t)jz0:t > £} est borné dans W;7/(2). Grace au choix de g tel
que pg > N, l'injection :

Wy (Q) — Cy(Q)
est compacte. Par conséquent. pour tout & €]0, J_zL[ M 10, 1], I'ensemble {T'(t)po:t > c} est
relativement compacte dans Cy(€). Fixons ¢ €0, 121-[ (N ]0. 1] alors d'une part I'ensemble :
[T(t)po:t > £} est relativement compacte dans Cp(92)
et d’autre part. comme (7'(%));>¢ est un semi-groupe continu sur Co(9) on déduit que I'en-
semble :
IT(t)po:t € [0.2]}  est relativement compacte dans Cp(€).

En regroupant les deux derniers points on achéve la preuve de la Proposition 111.3. O

Preuve du Théoréme II1.3 :
Soit py € C-'n(ﬁ) et notons par :
wlpg) = {w € Co(R): 3, = o tel que T(t,)po — w dans Cy(9), lorsque n — oo},

'ensemble w—limite de yg relatif au semi-groupe (T'();>¢. Alors grace a la Proposition 111.3
on peut appliquer le Théoreme 9.2.7 dans [25] et on obtient que I'ensemble w—limite est inclu
dans l'ensemble des états stationnaires de (T(1));>0. Ainsi par le Principe d'Invariance de

LaSalle (voir Théoreme9.2.3 dans [25]). pour tout pg € Cy(€2) on a :
rlim O(T(t)pp) existe et est fini.
—00

Posons

L= lim ®(T(t)pg).
t—o¢
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alors :
L e {®(w); wew(u) C E}.
on E est I'ensemble des états stationnaires du systéme dynamique (7'(1));>¢. D apres la Pro-

position I11.2 on a E' = {0}. et on déduit que :
lim ®(7T'(1)pp) = 0.
t—nc

ce qui acheve la preuve du Théoreme I11.3. O

Remarque II1.3. Dans le cas a > 0. p €]0. 1] et g € Cy (2). on peut obtenir des estimations
du type (1.5) et (1.6) pour les solutions du probléme (1.1). Ainsi le résultat de la Propositions
1111 reste valable dans ce cas. Pourtant, on ne cannait pas le comportement asymptotique des
solutions, car lorsque p €]0.1] et Q = B(0) (la boule de centre 0 et de rayon 1 dans RN ),
l'ensemble E des états stationnaires contient au moins deux éléments. Autrement dit l'équation

elliptique (3.2) admet au moins une solution non-nulle. Effectivement la fonction :
2—p

d-p)t __[__(1—|;f.'|f_:ﬁ).
(2-p)(N = (N —1)p)T=>

est une solution non-nulle du probléme (3.2) dans 2 = B (0).

w(x) =

Remarque II1.4. Lorsque a > 0, p > 2 et la donnée initiale ju est assez grande. dans [67] Ph.
Souplet a démontre que le gradient de la solution du probléme (1.1) explose en temps fini. Mis
a part ce résultat on ne connait pas d’autres investigations sur le comportement asymptotique

des solutions dans le cas sur-quadratique si a > ().



CHAPITRE IV

Comportement asymptotique des solutions du probleme de
Cauchy-Neumann.

Resume. On étudie d'abord Texistence et 'unicité des solutions fortes pour I'équation
de Hamilton-Jacobi visqueuse w, — Au = a|Vul”. t > 0. # € @ avec condition de Neumann
homogene au bord et a donnée initiale po. une fonction continue jusqu’au bord. L'ouvert
est supposé borné, régulier et convexe, a € F.a # 0 et p > 0. Ensuite, on s’intéresse au
comportement asvmptotique de la solution en fonction de 'exposant p et on démontre en
particulier que. pour p €]0, 1[. il ¥ a extinction en temps fini du gradient de la solution. tandis
que pour p > 1 la solution converge uniformément vers une constante, lorsque t — oc. Dans
la derniere partie. on étudie lea solutions lorsque p > 1 et la donnée initiale gy = +o¢ sur un
ouvert D C D C Q et pp =0 sur Q\ D.

1. Introduction et résultats principaux
On considere I'équation parabolique suivante :

;-i: — Au=a|Vul’ dans ]0,+0o0[x$,
U—:(r.. z) =0 sur 0. 4o0[x 09,
w(0,z) = polx) dans €2,

(1.1)

ona€R a#0,p>0et QCRY est un ouvert borné a frontiere réguliere de classe au moins
c?,

Le probleme de Cauchy sur I'espace entier BV a été beancoup étudié (voir (3,7,9, 13,15, 39,
68]). Sur des ouverts bornés 2 € BV et en fonction de 'exposant p des résultats d’existence et
d'unicité de la solution du probleme de Cauchy-Dirichlet ont été obtenues dans [1, 10, 28, 67].
et dans [29] pour le probleme de Cauchy-Neumann selon 'appartenance de la donnée initiale
tio A plusieurs espaces fonctionnels (L9(2). M, (€2). C(Q)). En effet, I'existence. I'unicité et la
régularité des solutions du probleme (1.1). lorsque p €]0.2[. a € R.a # 0 et pour des données
initiales pzo qui sont des mesures de Radon bornées ou des fonctions mesurables dans I'espace
L9(2). g > 1 sont étudiés dans [29]. A notre connaissance, le probleme (1.1) n’a pas été étudié
dans le cas sur-quadratique : p > 2.

Dans 'espace entier BV | le comportement asymptotique de la solution du probleme de Cauchy
a été étudié dans [11, 12]. lorsque a < 0 et pour des données initiales yio des fonctions positives.
Dans [12]. on trouve en particulier le résultat suivant : sia < 0, p €]0,1] et si la donnée initiale
1o est périodique, il y a extinction, en temps fini. de la solution du probleme (1.1). Comme
toute solution positive du probléme de Cauchy est une sur-solution du probleme de Cauchy-
Dirichlet homogene. ce résultat de [12], reste valable sur des ouverts bornés pour le probleme
de Cauchy-Dirichlet.

111
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Dans cette partie on analyse le probleme (1.1) lorsque 2 est un ouvert convexe borné et on
donne des résultats d’existence et d'unicité de la solution lorsque la donnée initiale est une
fonction continue sur Q. Ensuite on étudie le comportement asymptotique des solutions en
fonction de l'exposant p. Cette étude est basée sur des estimations du gradient des solutions
du probleme (1.1). estimations qui sont obtenues par une technique due 4 S.N. Bernstein.
Ces etimations font I'objet du Théoréme IV.1 et du Théoreme 1V.2. elles constituent la clé
essentielle pour I'obtention en particulier d'un résultat d’extinetion énoncé dans le Théoreme
IV.3 : si p €]0.1] alors pour toute solution u du probléme (1.1) & donnée initiale dans C'(€) il
existe T" > 0 et ¢ € E tels que :

u(t.xz) = e, pour tout t > T et x € (L.

Cette propriété est appelée : “extinction en temps fini du gradient de la solution « du probléme
(1.1)". Enfin. dans le Théoreme IV.3 on prouve aussi que pour p > 1 la solution du probleme
(1.1) converge nniformément vers une constante, lorsque t — .

Finalement. nous considérons le probléme aux limites suivant :

% — Au+ [Vul’ =0 dans Q2x]0.+0c[;
=0 sur 10, 400 x I (1.2)
Jv

u() = +o¢  dans 2:
w(0) =0 dans Q\ D:

o p €]1. +x[. Q et D sont deux ouverts de BN A frontieres assez regulicres tels que D € D C
et 2 convexe. Ce probleme est lié & la théorie des grandes deviations dans certains processus
de diffusion de Markov.

Signalons que le probleme de Cauchy-Dirichlet associé i (1.2) a été déja étudié par M.G.Crandall.
P.L.Lions et P.E.Souganidis. A I'aide de propriétés sur les semi-groupes qui préservent la mo-
notonie. ils ont prouvé dans [28]. I'existence d une borne universelle pour les solutions positives
du probleéme de Cauchy-Dirichlet lorsque p > 1 et pp est une fonction continue positive qui
s‘annule sur la frontiere d€2. Cette estimation leur a permis de démontrer que le probleme de
Canchy-Dirichlet homogene avec condition initiale g = +oc sur un ouvert D € D C € et
o = 0 dans Q\ D admet une unique solution positive.

Le Théoreme IV.5 nous compléte les résultats de [28], en obtenant I'existence de solutions
positives pour le probleme aux limites (1.2) et I'unicité seulement lorsque p €]1.2[. Les esti-
mations du gradient obtenues dans le Théoreme IV.2 jouent un role essentiel dans la preuve
de T'existence des solutions.

Fixons d'abord quelques notations :

Soit « une fonction de C'(Q~ ). Pour tout ¢ > () notons par :

M(t) = maxu(t. x) (1.3)
ref
et,
m(t) = minu(t.r). (1.4)

refl
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Dans le Théoreme 1.1 ci-dessous on démontre I'existence et 'unicité des solutions du probleme
(1.1) pour tout p > 0, lorsque € est un ouvert borné. convexe, a frontiere assez réguliere et la
donnée initiale yg € C(©2). On établit aussi des estimations sur le gradient de la solution « du
probleme (1.1). en fonction de m(t) et M(t). de 'exposent p et de la donnée initiale pg. Ces

estimations seront tres utiles dans la preuve du Théoreme IV.3.

Voici les principaux résultats :

Théoréme IV.1. Soient a € R.a # 0. Q un ouwvert conveze et borné. py € C(Q), et p > 0.
Alors le probléme (1.1) admet une unigue solution
u € C(@r) N CWH224(Q, 1)

pour tout T > 0 et T €]0.T[. De plus cette solution vérifie :

t — M(t) est une fonction décroissante sur R. (1.5)
t — m(t) est une fonction croissante sur R, (1.6)
1/2
[[Vu(t)|oe < (5) (M(s)—m(s))(t — .s')_% pour tout t > s > 0, (1.7)
et sipF#1
max{p.2}\"/? 1/ 1/
[[Vu(t)||< < ( 1 | ) (M(s) —m(s)P(t = 5)"'" pour tout t > s > 0. (1.8)
P —p

La preuve utilise une technique due & S.N. Bernstein. Cette méthode a été utilisée dans [13,
28, 39] et [56]. pour démontrer des estimations analogues a (1.7) et (1.8) pour le probleme de
Cauchy dans BV,

Cette technique a été utilisée aussi par Ph. Benilan [16] afin d’obtenir des estimations tres
fines pour les solutions de * I'équation des milieux poreux”.

Dans le résultat suivant on donne des estimations sur le gradient des solutions du probleme
(1.1) lorsque a < 0. p > 1 et la donnée initiale j1y est une fonction continue et positive. Ainsi
on trouve une borne universelle pour le gradient de la solution. estimation qui va étre tres utile

dans la preuve du Théoreme IV.5.

Théoreéme IV.2. Soient Q un ouvert conveze et borné. a < 0 et p > 1. Soient g € C(Q). et

u unique solution du probléme (1.1) donnée par le Théoréeme IV.1. Alors on a les estimations

suivantes :
”vl”l{p—l],'p“]“x < C(p.Q)Huun{lb—1)f'.b't—[p(‘_\'-q-|'J_I.\v};’2'pl (1.9)

et
(p— ”us—wﬂ

P

Des estimations analogues ont été obtenues pour le gradient de la solution du probleme de

Ve~ DP(t)]| < |a|~'/P g, (1.10)

Cauchy dans I'espace entier RN et a < 0, (voir [13]). Notre preuve suit les mémes arguments
qui sont basés sur une technique due a S.N. Bernstein. Signalons qu’en général les estimations

(1.9) et (1.10) ne sont pas vérifiées par la solution du probleme de Cauchy-Dirichlet (voir la
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Remarque IV.7 ci-dessous).

Le résultat suivant concerne le comportement asymptotique des solutions du probleme (1.1).

Théoreme IV.3. Soient a € E.a # 0, Q un ouvert convexre ct borné et p > 0. Soient
1o € C(Q) et u la solution du probléeme (1.1). Alors :
i) Sip€l0.1]. il y a extinction en temps fini du gradient de la solution u. ¢’est a dire :
il existe T* € [0.+0oc[ et ¢ € R tels que :
u(t.z) = ¢ pour tout t > T" et x € 5.

ii) Sip € [Ll.+x[. alors la solution u(t.-) converge uniformément sur ) vers une constante
lorsque t — oc. De plus le taur de convergence est donné par :
1
8f(t/2)\~
M(t) —m(t) < (HT/)) ., V>0,
[ étant donné par (5.22) et v par (5.2).

Remarque IV.1. D'apres (5.22) on a :
! 9 .
(Sfﬁle) T { Cit e 2t g p=1
$2 a

o+1

Cst =11 & p>1.
ou C.Cy.Cy sont des constantes positives qui dépendent de p. N.~v. et v el « sont données

par (5.2) et (5.5).

La démonstration utilise de maniere essentielle les estimations (1.7) et (1.8). La preuve est
presque analogue a celle développée dans [12] pour obtenir le comportement asymptotique des
solution du probleme de Cauchy dans le cas de Uespace entier RV et lorsque la donnée initiale

est une fonction continue périodique.

Remarque IV.2. Le Théoréme IV.3 est vrai pour tout a € R.a # 0. alors que dans [11] et
[12] le résultat n'est prouvé que lorsque a < 0.

Remarque IV.3. Lorsque p €]0.2[. Uezistence et ['unicité de la solution du probléme (1.1),
ont été démontrées dans [29] pour des données initiales moins régquliéres, en utilisant un théo-

réme du point fize.
Plus précisément on a :

Théoréme IV .4.
i) Sip€l0.l]. a e Ba #0 el py est une mesure de Radon bornée. alors le probléme (1.1)
admet au moins une solution faible globale u telle que pour tout T >0 et 7 €]0. 7T -

u € L%®(0,T; L} (Q)) n L} (0, T; W1 () n ¢ /2248 (0 1)
el

t
u(t) = S(t)pg + a / S(t — 8)|Vu(s)|P ds, t€]0.T].
0
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De plus si ) est un ouvert convexe cette solution est unique dans les deuzx cas suivants :
a) Sip €]0. ﬁ] et jig € My(£2).
b) Sip€]lx5.1] et py € LY(Q) avec q > -j'_—\p
ii) Sip € | -1—3:—7‘[ a € Boa #0 el pg est une mesure de Radon bornée. le probleme (1.1)

admet une unique solution faible globale u vérifiant :
w € L®(0.T; L' (R)) N LP(0, T; WhP(Q)) n CHHo/22+(Q. 1)
pour tout T > 0 et 7 €]0,T7.

iti) Sipé€ [-\%f 2La€R,a #0 et po € LYQ). q > q. = ,'\‘;;:“1 L alors le probleme (1.1) admet

une unique solution faible et globale :
u € C([0.T]: LY(R)) N LP(0,T; W'P1(Q)) N C'9/2248(Q 1)
pour tout T > 0 et 7 €]0.T.

Le corollaire suivant s’est déduit des Théoreme IV.3 et Théoreme IV.4 ci-dessus.

Corollaire IV.1. Soit Q) un ouvert convexe. borné et a frontiére assez réqulicre et a € F.oa # 0.

Alors :

1) Sip€l0.1] ef py est une mesure de Radon bornée. il y a extinction en temps fini du gradient
de toute solution faible v du probléme (1.1).

ii) La solution faible u(t.-) du probléme (1.1) converge uniformément sur Q, vers une constante
c € B, lorsque t — oc dans les deux cas suivants :
a) p €[l —:%f[ el g est une mesure de Radon bornée,

b)pe [—:—:;-‘]32[ et g € LYQ). ¢ > q. = \(zpf;”

Dans la suite on analyse le probleme aux limites (1.2) qui est li¢ & la théorie des grandes
déviations. Rappelons que ce probleme avec une condition au bord de type Dirichlet homogene.

a été étudié dans [28]. lorsque p > 1 et a < 0. Il convient alors d’introduire d’abord la définition
suivante :

Définition IV.1. Une solution faible du probléme (1.2) est une fonction positive u € C'*(Q,.r)
qui verifie pour tout 0 < 7 <T < o0 :

Jdu
oA S [VulP =0 dans Q..
t . (1.11)
=0 surT.q
v ol T
ii\t:(l) u(t.-) = 0 uniformément sur tout compact de Q\ D (1.12)
t
el
}!\1‘1[1} wu(t. ) = +oc uniformément sur tout compact de D. (1.13)

Théoreme IV.5. Supposons p €]1.+>c[. Soit Q, D deux ouverts de RN @ frontiéres assez
régulicres tels que Q soit convexe et D C ). Alors le probléme (1.2) admet au moins une
solution au sens de la Définition IV. 1.

De plus cette solution est unique si p €]1,2[
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Ou démontrera 'existence locale en utilisant quelques propriétés des semi-groupes qui pré-
servent la monotonie. Ces propriétés sont bien développées dans [28]. On utilisera aussi de
facon essentielle la convexité du domaine €2, plus précisément les estimations du gradient de la
solution de (1.1) obtenues dans le Théoréme IV.2. Lorsque 1 < p < 2, dans [28]. I'unicité des
solutions du probleme de Cauchy-Dirichlet n'est prouvée que si €2 et D sont étoilés par rapport
au meme point. On observera que notre preuve de 'unicité des solutions faibles est valable
pour tout ouvert €2 a frontiere assez réguliere. aussi bien pour le probleme aux limites avec
une condition de Neumann homogene ¢ue pour le probléeme aux limites avec une condition de

Dirichlet homogene.

2. Résultats préliminaires

Donnons d’abord quelques résultats qui seront utilisés dans les preuves des théorémes énoneés
ci-dessus.
Lemme IV.1. Soient @ C BN un ouvert borné et a fronticre assez réqulicre et pug € C(Q).
Notons par m = llligl:.l po(x) et M = max polz).

resl el

Alors il existe une suite (ug)y>; C C*9(Q), (B €]0.1]) telle que :

ug N\ po lorsque n — oc, (2.1)
]' [} ]' 0 s
m+ Pl <uy <M+ AT YV > 1. (2.2)
el
'} ,”
0 =0 sur o9 (2.3)
dv

Démonstration:

Pour tout n € N*, notons par vl = g + 5, alors (vf'), € C(2). Pour t > 0 posons :
V(1) = S(t)of.

ou (S(f))i>p est le semi-groupe de la chaleur dans L7(€2).q > 1. pour le probleme de Neumann
homogene.
Alors v" € C(Qx) N C®(Qr.x) pour tout T €]0, >[. de plus :

auv™

W(t.‘;'} = 0 pour tout (t.x) € I'y.
Puisque v" € C(Qx ). il existe t,, assez proche de 0 tel que

[v" (tn, x) — vy (z)| < 2”% Y e (. (2.4)
Posons :

g (2) = v"(tn, )
Alors ufl € C™(Q) et vérifie la condition (2.3). De plus grace 4 (2.4) on a d'une part :
1 1

1
uy — po = (ug —vg) + (vg — po) < gz T om < oa=T”
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et d’autre part : :
1 n n gt 1 1
uy — po = (ug —vg) + (vg — po) 2 “oni2 T gn = quel
Dot on tire (2.2).
Pour montrer que (u(f), est une suite décroissante. il suffit de calculer :

1 1 1 1

) 2 —2n+-2 + n+l - 2::-—.'1 = gn+3 >0

ug —ugtt = (uf — vf) + (v —of ) + (vFt! — ugt!
Enfin, on obtient (2.1). O

Lemme IV.2. Soit Q2 C BN un ouvert conveze et borné et ¢ un nombre réel tel que ¢ > N.
Compte tenu de Uinjection de Sobolev W'(Q) — C(Q). pour tout u € W(Q). on peut
poser :

M, = maxu(x) et m, = minu(r),
e reh)

alors :

M,—m, <C

| Vullq, (2.5)

ot la constante C' ne dépend que de q. N et .

Démonstration:
La preuve est analogue a celles des Lemmes 7.16 et 7.17 dans [31].

2 étant supposé convexe. pour tout .y € Qon a (1 —t)r +ty € Q et

1
u(r) —uly) = / Vau((l —t)x+ty) - (z — y) di.
0
d’on :

1
1 f 1 .
u(x) — @ / u(y) dy = ﬁ f/Vn((l —t)r +ty) - (x — y) dt dy.
Q

Q0
Notons par :

ug = ﬁ/ u(y) dy
)

et
d = diam/().
Alors

I
[u(x) —ug| < ﬁf [|Vn{(1 —t)x + ty)|dt dy

@0

1
1
: ﬁ / /lvu((l —t)z + ty)| dydt.
0O

On fait le changement de variable (1 — t)z + ty = ( et. pour tout { € [0, 1], on note par €

I'ensemble :

U={(=(1—-ta+ty:y € Q} C .
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alors :

|
lu(z) — ug| < & / / |Vau(C) |t~ Ndtd¢.
0
L'inégalité de Holder appliquée avec ¢ > N donne :
b /aq
|u(z) — ug| < ﬁ/ /|V‘n.-({:)|" dc¢ || 9= N dt
0 Lo

d

< Vel [ #4010t

0
1

d N/
S WHVH”,}' / t ‘\’;’l(it

1}

d q
S |S2|I-"’Iq q = N ||v”'”q'

Finalement pour tout x.y € €2 on obtient :

!mﬂ—umnsmw%ﬂmH*m‘“w”SuwM’E§ﬁ|

|Vullg,
d’on on tire la relation (2.5). Ainsi. le Lemme IV.2 est prouvé. O

Lemme IV.3. Supposons que Q@ C BN soit un ouvert conveze et borné et soit u € C*(Q)

vérifiant i o= 0. Alors :
dv
d ; .
—|Vul|? <0 sur 9Q
v

Pour la prenve de ce lemme voir le Lemme 1.1, p. 350 dans [56].

Le lemme qui suit est un Principe de Comparaison pour des équations paraboliques non-
linéaires. Ce résultat généralise le Principe de Comparaison dans [44] & un cas on les fonctions

sont un peu moins régulieres.

Lemme IV.4. Soit Q@ C BN un ouvert conveze. borné et a frontiére assez réguliére et soit N,

lopérateur parabolique non-linéaire. défini par :

du
Nu)=— —Au— f(t.z,u,Vu)
Jdt
ot f est une fonction uniformément continue qui vérifie :
pour tout v > 0 il existe L, > 0 tel que :
|f(t.x,yrov1) = f(E 2, 92,00)] < Le(|ya — y2| + v — v2l).

pour tout (t.x) € Qr et yi.y2 €] —r,r[, v1,v9 € B,(0), \2:9)

ot

B.(0)={¢eRY; |¢] <r}.
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Soient u' et u? deux fonctions dans C*V(Q1) N CY2(Qr), T €l0, T telles que :

N(u')(t.z) <0< N(u?)(t.z) pour tout (t.x) € Qr

A1 0,2

‘{” < G sur Tp (2.7)
qv I
u' (0.2) < u?(0.2) pour tout x € 2

Alors
u' < u? dans Qr.

On commence par faire la remarque suivante qui sera trés utile dans la suite :

Remarque IV.4. Soit Q un ouvert dans B . contenant lorigine. On suppose que € est

convexe. a frontiere d€) assez régulicre. Soit v(x) la normale extérieure a J§2 en x. Alors :
x-v(x) > 0. Yo € 09.

Démonstration du lemme 1V.4

Supposons d'abord que §2 est un ouvert. convexe qui contient 1'origine et notons par :

R =max{ sup |ui(t.z)]: sup |Vuy|(t.z): sup |uo(t.z)|: sup |[Vus|(t.x)}.
(tr)eQy (t.r)eQr (tx)e@r (tLa}eQr

Alors. d’apres (2.6). il existe Lr > 0 tel que :
[f(t.z.u;. Vuy)=f(t.z.up. Vus)| < Lp(|luy—us|+|Vuy—Vus|), pour tout (f.z) € Qr. (2.8)
Pour ¢ €]0. 1] notons par :
z(t.x) = uy(t.x) — ua(t. ) — eeC1(1 + |I|2)%

o1 ' =2Lk + N. Alors. d’apres la régularité de u; et us on a :

z € C¥Y(Qr) N C*(Qr).
Pour tout t € [0.T] posons :

d(t) = max{sup z(t. z); 0},

TeQ

alors ¢ € C'([0.T1). et pour tout t €]0.7] on peut définir :

©'(t) = limsup ) —pit—h)

hN\O h
Pour montrer que :
z <0 dans Q7. (2.9)
il suffit de prouver que :
¢'(t) < Lrep(t) pour tout ¢ €]0.7]. (2.10)

En effet. comme p(0) = 0 et ¢ > 0. on peut appliquer le Théoréme 4.1 dans [42] a I'inégalité
différentielle (2.10) et on déduit ¢ = 0. Ce qui implique (2.9).

Preuve de (2.10) :

Soit t €]0.T1.

Si () = 0 alors (2.10) est vérifié, car. dans ce cas ?(t} < 0.

Si (1) > 0. alors il existe x( € Q tel que :

z(t.zo) = @(t) > 0.
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Montrons que &g ¢ 0€2. En effet, si 29 € 02, d'une part :

(')_z(r 26) = fim z(t.xg + Av) — z(t. z0)
oY T N0 A

> 0.

D autre part. grace a 'hypothese (2.7) et a la Remarque IV.4 on a :

)z duy i : TV . TV
= 2 _chf _:_J.(-f

v v v (1+ |J_,|2),_l, -

———— < 0sur T'p.
(1 + |x]?)2

Donc, il v a une contradiction. Par conséquent, zy € €2 est un point de maximum positif pour

la fonction 2 3 x — z(t.x) et
Vz(t.wo) =0 et Az(t.zg) < 0. (2.11)

Puisque, pour h > 0 on a z(t — h.xg) < p(f — h), on obtient d'une part :

z(t.xg) — z(t — h.xp) Jz

¢'(t) < i = —(t, xp). 2.12
sl i 77 10 212
D autre part. grace a (2.8) et (2.11). au point (¢.xg). on a :
Jz iy ds ct ol
—(t.xg) = —(t.x9) — —(t.zg) — eCe " (1 + |zg|7)2
01( 1) By (t.xp) i (t.2zg) —eCe™ " (1 + |zo|”)

< A(uy —u)(t.zo) + f(t. xo.uy, Vuy) — f(t. zp, ug. Vug) — EGP(WF(I + |'1r”I2}%
W (N + (N = 1)|zo|?)

< Az(t,zx é‘.'”(i [

< Az(t,xp) + e¢ (1 + |zo2)372

+ Lr|uy — ug| + Lg|Vuy — Vug| — eCe®(1 + |.-r..'u|2){‘

< ee“! (N - LR% + Lpz(t.20) — e(Lg + N)e (1 + |ag[?)2
+ HHY 2

< Lpz(t,zo) + €(N + Lg)e® — e(N + Lr)eCH(1 + |20|?)? < Lrep(t).
(2.13)
On rappelle qu'on a choisi C' = 2Lp + N et que z(t, zg) = (1).
En regroupant (2.12) et (2.13) on déduit (2.10). Ainsi la preuve de (2.9) est achevée. En faisant
tendre £ vers (0 dans (2.9) on obtient

wy < us dans Qp.

Remarque IV.5. Si Q ne contient pas Uorigine, vu que la premiere équation de (1.1) est

invariante par translation. on peut ramener U'étude du probléme sur 2, = Q—wxy. ou xy € ().

Cette derniere remarque acheve la preuve du Lemme IV .4. O

Dans la suite on note par G :]0. +00[x € x €2 le noyau de la chaleur avec une condition de type

Neumann homogene au bord, c’est a dire. pour tout y € € fixé. G(-.-.y) vérifie :

iq(f.:l.f.?j) =A,;G(t.z,y) dans Qx.

a—r(t.:r:.y) =0 &t T
v

G(t.z.y) = dy(x)  dans M, (€2) faible.

Plusieurs propriétés de ce noyau ont été établies dans [32, 38] parmi lesquelles le résultat

suivant que nous utiliserons par la suite.
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Lemme IV.5. [32, 38] Soit Q un ouvert borné et a frontiére assez réguliere et G' le noyau de
la chaleur avec une condition au bord homogéne de type Neumann. Alors pour tout | € N et
a € NN et pour tout T > 0. il existe deux constantes ¢ > 0 et C(T) > 0 telles que G satisfait
[inegalite :

3
|Je=y|*®

DeDIG(t, z.y)| < C(T)t~F+'F+)e—c"5 (2.14)
a t
pour tout (t.x,y) €]0.T[xQ x Q.

Soit. pg € L>(Q) et S(t)pg la solution de I'équation de la chaleur avec une donnée initiale

et une condition au bord homogene de type Neumann. Alors :

S(t)olx) = / G(t, . y)puo(y) dy.
O

Grace & (2.14). pour tout [ € N et a € NV et pour tout T > 0 on a 'estimation :
DS DiS (t)polle < C(T)lolloct ™=+, (2.15)

ou C(T) est une constante positive.

3. Preuve du Théoréme IV.1

On démontre le théoreme lorsque a > 0. Si a < 0, alors —a > 0 et on observe que si v est la
solution du probleme (1.1) avec la donnée initiale —pg a la place de pg et —a a la place de a.

alors u = —wv est la solution du probleme (1.1) correspondant aux données a et ju.

Soit j19 € C(Q) et posons M(0) = max fig(x) et m(0) = minpg(x). Alors. d’apres le Lemme
TEN refl

IV.1. il existe une suite de fonctions (uf), > vérifiant :

fj{ N Ho
é%:n (3.1)
m(0) + % <ug < M(0)+ f Vn > 1.
Comme dans [13] et [39] on introduit une régularisation de la fonction £ — a[£|P. Pour tout
£ €]0.1] on consideére la fonction F. : RN — R définie par :

a(e + |€|)P/? _si 0<p<l,
F(§) =1 a(—e+ )+ EH)F si 1<p<2, (3.2)
al&|? si p>2.

Soit p > 0. Montrons que pour tout &;.& € B,(0) et £ €]0.1] :
|Fe(€r) = Fel&)] < Kpmexlo=10}jg, — gy[mininth, (3.3)
ol K est une constante qui ne dépend que de p et a.

On utilise le théoreme des accroissements finis. et on distinguera les trois cas ci-dessous : 1l
existe A € [0.1] tel que :
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Cas0<p<l1:

|F-(&1) — F-(&)| = al(e + |&)P? = (e + lézl"’):”] < af(e + 6122 — (e + |&2}) /2

A&+ (1 — A& B £ _ £ (P
Sr:((6+|/\£|+(1_)\)£2|2)U2]€| E-z|) < alé) — &

Casl<p<2:

|F:(&1) — F-(&)| S [VFEA(X& + (1 = A)&) - (& — fz)|
. 2[A&1 + (1 = M)&2|(28 + B(IA& + (1 — A& —¢)
(L AT P
- (£ 4+ A&+ (1 = N)&o|2)2-1/2
< dalA& + (1 = N&PE — &f < dapP7'61 — &

)151—£2|

Casp=>2:
|F:(&1) — F:(&)| < [VF(A& + (1 = A)&)|16 — &2
< ap - [M + (1= NéalP~ & — & < appP~ 6 — &

De plus. F. € C®(RY) vérifie les inégalités
(VE)(€) € F.(€) <alp—1)[¢f si0<p<1 (3.4)
(VE)(E) - € — Fe(§) Z alp—1)[¢J” si p>1 (3.5)
En effet, lorsque 0 < p < 1 on a :

_ PP —(e+1EP) _ - -«

(VEF)(E) - & - Fs|(tfl =a (et ]ﬂz)l—pﬁz L (e + [€[2)1—P/2
. E‘l'{l"'}'J)El _ 9_1—(1_3})!‘{ . 2\p/2
el T T e+ D) etk
< —alL DL (e jgp2 < —at = e + 162 < alp - DIEP.

sil<p<?2alors:

. _ (p=D(e+ )2 +3e(2 - p)l|* + 2(2 - p)
(VF.)(E) - E—F:(§) =a (e 4+ !Elz)Z—n;z

> a(p—1)(e + [€2)P? > alp— 1)|E,

finalement. sip > 2 on a :

(VE)(E) - € = Fo(€) = apl€]P~2€ - € = alé|” = alp — 1)|€]"
Pour tout n € N, on note :

D= SUB”V"E (z)}. (3.6)
T

Alors, il existe § €]0. 1] et une fonction F), . telle que :

B e CPRN ) (3.7)
Fu—’(‘f} = F:(E} si € B,(J,,+| (U)- (.3-8)
Ff!.:‘[f) = (1l + |£|2) s lﬂ = pn+2, (Jg)

|Fpc(8)] < vn(1 4+ |€]%) pour tout & € RY, (3.10)
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ol 17, est une constante qui ne dépend que de p, et p.

Avec la fonction F, . introduite ci-dessus on considere le probleme :

(')_: — Au = F, -(Vu) dans Qr.
—”' =0 sur I'y. P
(917

u(0.-) = uff dans €.
Grace a la régularité de uff et aux relations (3.1). (3.7), (3.8). (3.9) et (3.10) on peut appliquer
le Théoreme V.7.4 dans [51] au probleme (3.11). Ainsi. il existe v € c1+a/22+e(Qr) avec
a €]0. 1[. unique solution de (3.11). Posons :
Tnelt, @) = FnANVu**)(i,2). (3.12)
Alors. de la régularité de F, - et ™ on tire :
fne € CF 2 (Qr)

et u° vérifie :

(')"!h:'

- Au™* = f,. dans Qr,

dé 3.1
=0 sur I'r, (3.13)

dv
u™*(0.-) = ug dans (0.

Grace au théoreme sur la régularité locale des solutions du probleme aux limites (3.13) (cf.

par exemple le Théoreme I11.12.2 dans [51] . on obtient :

=+

E ( [(2f} n Crl+f},¢"2.2+u(c_2?]_

fnr

Démontrons que, pour tout £ €]0. 1]

|Vu™*(t,z)| < pn ¥V (t,x) € Q. (3.14)
ou py, est donnée par (3.6).
Pour ce faire. on utilise une technique due a S.N. Bernstein. On introduit d’abord I'opérateur
parabolique défini sur C%H(Qr) N CY2(Qr) par :

Lv) = % — Av+b(t.x) V.
o b € [L>*(Q7)]" est donné par :

b(t.x) = —=(VE,)(Vu™)(l.z) dans Q7.

Posons w = |Vu"=<[%, alors w € C"Y(Qr) N CI‘Q{QT) et vérifie :

C - *un=E .<
(w) = -22 5edn;) <

t,i=1

et grace au Lemme V.3 et aux relations (3.1) et (3.6) on a :

dw -
i <0 sur I'p
s

w(0.x) < p,j dans

Ainsi. par le Principe de Comparaison. (Lemme IV.4), on obtient :

w < pﬁ dans Qp
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et la relation (3.14) est démontrée.

2 ’i:,i S0
En regroupant (3.8). (3.11) et (3.14). on obtient finalement que u"* € C,° 0 0
C1re/2250 () est solution du probleme aux limites :
A
% — Au = F.(Vu) dans Q7.
'i =0 sur I'p, —_—

1/
w(0.-) = uf dans €.

On observe que. dans (3.15), F. est indépendante de u. Pour £ > 0 et n entier positifon pose :

1 .
My = '”n’-(()) - (},E‘UKZ T (Jlb}
T
et )
M, = JPVI(“) + -+ (f.{“”rz B o8 (3.17)
T

Dans la proposition suivante on donne des estimations qui nous permettront de faire le passage
a la limite dans (3.15). lorsque £ tend vers 0 :

3+a -
== 3+a

Proposition IV.1. Pour tout p €)0. +oc[. la solution u"* € C,
du probleme (5.15) vérifie :

((‘2,!‘) N (_'i +a /2,240 (Q_."_)

o

Mpe <u™ < M,. dans Qrp, (3.18)
1 1/2 1 .
IV (1) < (5) (Mus — e+ =) -4 pour tout t 0., (3.19)
n
et. sip#1:
max{p.2}

1/p 1 _
IVu"™= ()] < ( ) (M- —my.- + ;)1/.” A~ YP pour tout t €]0.T[.  (3.20)

pl1—p|
Démonstration:
La double inégalité (3.18) est une simple conséquence du Lemme TV 4.
Pour démontrer (3.19) et (3.20) on utilise une technique de Bernstein. analogue a celle utilisée
dans [13].[39] et [56].
On introduit la fonction w suivante définie sur Qp par :
o |V'H,"":_]2 3.21)
w = W (3.2
oit # est une fonction strictement positive de classe C?([my, -, My, .]) et qui sera fixée ultérieu-
rement en fonction de 'exposant p.

Alors. d'apres la régularité de la fonction u™* on a :
w € C*V(Qr) N C(Qr)-
De plus :

VU ne neld ofenes OUYE  BIVuMEPR
e v . Sl s 74 e S -
(_I — dlf dj'} — ().V sur 1_‘_"
v [6(un<))? [O(un)]
Comine # est supposée positive. cette derniere relation combinée avec le Lemme IV.3 donnent :

? < 0 sur T'r- (3.22)

Jv
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Notons par N I'opérateur parabolique semi-linéaire défini sur ChYQr)NCH3(Qr) par:

N(v) = % — Av = b(t.z) - Vo — e(t. x)v® — d(t. z)p' TP/?

ol
b(t.x) = (VE)(Vu"™)(t.z) + 260 (;(u”)\_;?r l{]fl')
c(t,r) = 9”(?;”'5)(t,;p_},
of

d(t.xz) = a(p — 1)9&'——'_2 (u") (. 2)0 (u™") (1. ).
La fonction w étant donnée par (3.21) on a :

N

- B 9 (-)2“:!.5 2 9!(.”;1.:'] .. il -
N(w) = 8 ) F.Zl (f).‘f!,‘lf).‘f-‘_;) + 972(“”‘:_}[(?}:‘;)(VN‘- )-Vu

—F.(Vu™) — a(p — 1)|Vu™= P]| Va2

On va distinguer deux cas pour prouver (3.19).

J=

1) Le cas 0 < p < 1. Dans (3.21) on prend la fonction # comme suit :
1 1.s 1 ’
() = :_(A'I'n..:' — My + _)2 —=(Mpye — {)_J £ € ["”fu..:'--’ifu.:']-
2 n 2
on 1y, - et M, - sont définis par (3.16) et (3.17). Donc 6 vérifie :
1
> 5
6() = 2n?
91({) = My — €
6" (u) = -1,

et on déduit :
9."(“!!.5) 2 {]

d(t.z) =alp — 1)9%(u"‘f][t.;r:)ﬁ'(u"‘_)(t..r) <0,

En regroupant ces derniers points avec (3.4) et (3.24) on tire :

N(w) <0
Compte tenu de (3.6) et (3.13) on a :
|Vug * 2,2
w(0) = W < 2p,n-.

L’entier n étant fixé. on considere n > 0 tel que :
& 1
w(0) < pr,n.*’ < —.
n
Notons par v la fonction définie sur Q7 par :
o(t.z) = (t+n)"".
Comme on est dans le cas a > 0 et p €]0.1[ on a :

N(@) = —d(t.z) - (t+n)" P2 >0,

(3.23)

(3.24)

(3.26)

(3.27)
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En regroupant les relations (3.22),(3.25). (3.26) et (3.27) on obtient grace au Lemme 1V .4 :
w(t.z) < (t+n)"" <t~ pour tout (t.z) € Qr

d’oli. on déduit (3.19) lorsque p €]0. 1].

ii) Le cas p > 1. Dans (3.21) on considere la fonction # suivante :

1 1 1 5
0(&) = ;(j”n.f — My + }‘;)2 = slf — M) v £ € ["*n.-:- J'H,,_.—].

alors on a : |

0(&) = CRR

0(€) = M. — €

0" (&) = —1.
et on en déduit :

o' (u") < 0.
et

d(t.x) =alp— l}9%?(-u”"')(t..-::)9"{15“'5)(1!.;1:) < 0.

En régroupant ces derniers points avec (3.5) et (3.24) on tire :

N(w) <0,

et comme précédemment on démontre (3.19) pour p > 1. en comparant w et .

On va distinguer trois cas pour prouver (3.20). :

1) Le cas 0 < p < 1. Dans (3.21) on choisit la fonction # suivante :

2 o 1. 5-p
0{5.) = (__).!”,{ﬂfn.:“ — M =+ _]TL * {E — Mp: + l] ‘E € l?”'n.-:- ﬂfﬂ.:‘]
ap(l —p) n n
Done .
2 P ' " :
0&) > | ———— L0 >0 et 07(€) =0, € [m”_,-.ﬂ-i'n_g]‘ (3.28)
anp(l —p)

w étant donné par (3.21). grace aux relations (3.4) et (3.24) on obtient
N(w)<0 (3.29)
Compte tenu de (3.11) et (3.28). on peut choisir 5 > 0 tel que :

ZiTel 2/p :
|Vl |2 5 [anp(1 = p)]1* 1
W) = ———— < 2p;, | ——= Lo,
w(0) = ey < 20 2 oy

(3.30)
o p, est donné par (3.6).
Soit v la fonction définie sur (Qp par :
o(t.x) = (t +n)"2/P.
d étant défini par (3.23). avec notre choix de # on a :

Mo — et X °
d(f..:f') - —g ( I“"' . n) S _g

P U—Mpe+




3. PREUVE DU THEOREME IV.1 127
On en déduit que :
N@)=(=d=2/p)(t+n)~"=F >0 (3.31)

En regroupant les relations (3.22).(3.29).(3.30) et (3.31). on obtient grace au Lemme IV.4 :
w(t.z) < (t+0)*? < 727 pour tout t > 0.

et on déduit (3.20). pour 0 < p < 1.

i) Le cas 1 < p < 2. Dans (3.21). on choisit la fonction € suivante :

2 3/ 1 2-p 1
H(E) = {____)-,..U{ﬂf”.:_ — Mye = ")TL{HIH.:' _S_'_ _']" ‘f € [”~'¢:.:‘-ﬂi’n.:‘]
ap(p —1) n n
Donce
2 2/p
f(¢) > [——} , 0'(6) <0 et 8"(6) =0, € € [mpe. My]- (3.32)
anp(p — 1)

et on obtient (3.20) par les memes arguments que précédemment.
i11) Le cas p > 2. Cette fois c¢i on démontre (3.20) comme dans les deux cas ci-dessus, en

considérant la fonction ;

1 i -~
= g = 212/ 1 - M -
6(€) = [r.t(j) 1) (ﬁfn.: £ v )] P EEe ["'”11,:-1?"1:!.:]-

On revient au probleme (3.15) et on remarque que la fonction
e — F.(€) est croissante si 0 < p <1
et
e — F.(£) est décroissante si p > 1.
Alors. grace aux relations (3.3) et (3.18) on peut appliquer le Lemne 1V.4 au probleme (3.15).
On obtient que la suite («").~; est monotone et bornée par rapport a € et par conséquent, il
existe u" € L™ (Qr) tel que
u"* A u" dans Qp lorsque € N, 0. si 0<p <1
et
u™ Ny " dans Qp lorsque £ N, 0. si p>1
De plus. grace aux relations (3.1) et (3.18) les hypotheses du Théoreme V.7.2 de [51] sont
satisfaites et on en déduit que les solutions v+ de (3.15) vérifient :
1.z v i) e
u B < O 3.33)
|| ||(lt_¥_'l-ﬂ‘t_(2'f‘} -_— {
o1 & €]0.1[ et C sont des constantes qui dépendent seulement de m. M. ||u I|£l " et Q. Ainsi. on
en déduit que pour tout . lensemble {u™<.0 < £ < 1} est borné dans 'espace C 2 1 7(Qr).

Soit la fonction f,, - donnée par (3.12). alors grace a la régularité de F. et a (3.33). l'ensemble
144

{fn-.0 < £ < 1} est borné dans C%29(Qy). Puisque u< € C = '*2(Qr) est solution du

probléme (3.15). les hypotheses du Théoreme 1V.5.3 de [51] sur la régularité. dans les espaces

de Holder. des solutions d’équations paraboliques. sont vérifiées et on tire :

uu.:‘ = (-l+ﬂ_;'r2.2-r—f§(m)‘
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de plus. il existe une constante C' > 0, indépendante de e €]0. 1] tel que :

"¢ 148/2248 (Q7) = C(llug [l 2+i) T | fnelle

Ainsi. I'ensemble {u"*.0 < £ < 1} est borné dans C'9/2:249((7). Comme pour tout 0 < v < §

$/2.8(Gr) S Cn (3.34)

(.‘ 1 +§,-'J2‘2+f§(m) ey C | +i/,r‘2.2+b‘(m).

avec injection compacte. on en déduit que I' ensemble {u"".0 < ¢ < 1} est relativement

D) A LA . N "
compact dans C1T/2257 () et done “4 une sous-suite prés” on a dune part :

u™ = u" dans CTTY22T(Or) lorsque £ N, 0 (3.35)
Dautre part. comme pour tout £ € RV :
F-(&) — al€)P lorsque € ™, 0

on peut passer a la limite dans le probleme (3.15). lorsque £ ~, 0. et on obtient que u" €

(12257 (O4) est une solution du probleme aux limites :

U, .” .
r;"r — Au" = ul|v.”|u [}; dans: Qe

(‘j, _}i N
~ -0 sur Ip, G
v

u"(0.x) = ug(r) dans €.
De plus. grace au Principe de Comparaison. [Théoréme 1 dans [44]]. cette solution est unique
dans C'2(Qr).
L'objet de la proposition suivante est de montrer que cette suite (u" ), vérifie aussi les estima-
tions (3.18). (3.19) et (3.20) avec £ = 0. et reste bornée dans un espace de Holder.
Proposition IV.2. La solution u" € CHHv/224v(Qr) du probléme (5.56) satisfait les proprié-
tés suivantes :

1 2
m(0) + - <u"(t.z) < M(0) + —. (3.37)
n n

1/2
[[Vu"™ ()]0 < (%) (M(0) = n(0) + ?;) t

et, sip#1=:

r-l—'

. pour tout t €]0. T, (3.38)

ax{p,2}\'/? 2
|V (t) || < (El—%ijﬁl) (M(0) —m(0) + =)P - t=YP_ pour tout t €]0.T[.  (3.39)
L -

De plus. il existe 6 €]0.1] tel que pour tout T E]U.T[ ;

la suite (u™), est bornée dans C'TO/22(Q 1) (3.40)
(Cette borne dépend seulement de 7,9, p,m(0) et M(0).)
Démonstration:

Les relations (3.37). (3.38) et (3.39) sont de simples conséquences de (3.18). (3.19). (3.20) et
(3.35). Afin de démontrer (3.40) on note par f,, la fonction définie sur QQp par :

faltim) =a|Vul|? [, 2).
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¥ 9 —_— i 5 o .
Alors u" € C'"T2277(Qp) est solution du probleme aux limites :

du" _
S Au" = f, dans Q7.
P, "y
r,ﬂ =0 surly. (3:41)
dv
u"(0.-) = uf dans Q.
Soit 7 €]0.T[. Grace & la relation (3.38). f, € L>(Q,7) et :
[T —— %{M({}) —m(0) +2)Pr P2, ¥YneN (3.42)
Par conséquent. la suite (f,),>0 est uniformément bornée dans L>(Q,.1).
On décompose le probleme ci-dessus en denx parties.
D™une part on note par " la solution de I'équation de la chaleur sur Q51 :
U ,fl
Cf;f —Av" =0 dans Q,/37.
't 3.43
TP 0 sur 'y, ( )
v (7/3.2) = u"(7/3.x) dans Q.
Grace a l'effet régularisant de I'équation de la chaleur on tire que :
'I‘“ € CX(QET;;;_‘[‘} (3.44]

et d’apres le Lemme IV.5 et les relation (2.15) et (3.37), pour tout l € N et o« € NV on a :

|1 DS D" || .0y, 5 < C(T.Q)(M(0) +m(0) + 1)r=(5H+0 (3.45)
Ensuite. on note par w" la solution du probléeme :
’J, ',n
- f‘)‘f — Aw" = fu(t.z) dans Q, /37,
ow'" 3.46
o =0 sur Ff!::i_“f'. ( ]

w"(7/3.-) =0 dans .

| B

Compte tenu de (3.35), ona f, € C =

1H(Q7) et on en déduit que w" € C'*"*’N""?“L"{m).
Comme f,, € L>(Q;/3.r). en particulier on a f, € LY(Q./37) pour tout ¢ > 1. Ainsi on peut
appliquer le Théoreme 7.20 de [55], sur la régularité des solutions d’équations paraboliques
dans les espaces L7 et on obtient qu’il existe une constante €' > 0 indépendante de n telle
que :

D30 l0.0. 5.0 + 1P 0.0, 150 < Cllfnlla@, sz < ClQr/ax! N falloc.@. oz (3.47)
En regroupant (3.42) avec (3.47) on tire :
I Drw" |lg., /5.0 + ||Df-'“-’””q.Q.-;3_1- < C(M(0),m(0),p, 7, T,9). (3.48)
Puisque w" = »" +w". d’apres (3.45) et (3.48) on obtient d'une part :
D™ l4.@s- s v + ID2U" 4.5, 5.0 < C(M(0).m(0), p. g, 7, T. Q). (3.49)
D’autre part. les relations (3.37) et (3.38) nous donnent :

4"l c.@ar 5.7 < Cr(M(0).m(0)) (3.50)
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et
1Dzt || o,@ayr 5.0 < C2(M(0).m(0), p. 7). (3.51)
En regroupant (3.49). (3.50) et (3.51) on obtient :
““‘H|llt',,"3{f22r;.-s.-r} < C(M(0),m(0).p.q.7.T.92) pour tout n € N et g > 1.
On choisit ¢ > N + 2. et d'apres le Lemme 11.3.3 de [51] (sur les injections des espaces de

Sobolev dans les espaces de Holder). on déduit que pour tout 3 vérifiant 0 < 3 < 1 — '\:2 il

existe une constante C' > 0 telle que :

”V'HN H( 32, 5{m) S C(q. ,I")’. e Q) ||'H.” ” ”":'2[':2;’1-;'3_';'3'

Comune la suite (wuy,), est bornée dans H-",; '2{(227/3_1-}. on en déduit que (|Vu,|), est bornée
dans C"j"'lz“’(Q-JT:,-_-‘_‘;-]. Par conséquent (f,, = a|Vu,|P), est une suite de fonctions uniformément
bornée dans C'd"z"i(()z,.;x;;_-;-}. ol & = 8(8.p).

On revient de nouveau aux problemes (3.41). (3.43) et (3.46) sur l'ouvert QQu; /3 7. On reitére
le procédé ci-dessus et grace an Théoreme 1V.5.3 de [51] on a :

* ¥ { [ 9L 5 — . a 2 =
i) w" e ORI, 1y ) et il existe une constante C' > 0. indépendante de n telle que :

Hm“”f']“-’”-'-"""t() <C

2r/3.T ) —

f,,“(.ﬁ;g“s{m} < C(m(0), ﬂff(())‘p. N.7.T.Q). (3.52)

i) v" osatisfait la relation (3.45) sur Q; 7.
Done. en regroupant (3.45) et (3.52) on obtient que u" € CV\Ho/22+6( 1) et

6™ | cr4/2245 @y < Clm(0), M(0),p, N, 7,T.9), (3.53)

ce qui achéve la preuve de la Proposition IV.2. O

Preuve de 'existence des solutions.
D'une part. grace au Principe de Comparaison. [Théoreéme 1 dans [44]]. et aux relations (3.1)
et (3.37) la suite (u"), est décroissante et uniformément bornée. Par conséquent il existe
u € L>(Qr) tel que :

u" N, u dans Qr. (3.54)
D’autre part. en vertu de la Proposition IV.2, pour tout 7 €]0. T7[. la suite (u"),> est bornée
dans C'1H/2240(Q ). Comme C'H/2240(Q 1) s'injecte de facon compacte dans

1Ll e NI % & T
CYHR2HY(Q 7). pour v €0, 4[. 4 une sous-suite pres”. on a :

u" —u dans C'T/22(QIr) lorsque n — oc. (3.55)

o

e ; F : 5 2 5 o
Done u € C''""/225 (0 1) et grace aux relations (3.54) et (3.55) on peut passer a la limite
dans la premicre et la deuxieme équation du probleme (3.36) et on obtient que pour tout
7 €]0.T[. u vérifie :

du
i Au = a|Vu|P dans Q7.

gt (3.56)
ol 0 sur [, p.
De plus. par passage a la limite dans (3.38) et (3.39). lorsque n tend vers I'infini. on obtient
(1.7) et (L.8). Les relations (1.5) et (1.6) sont des simples conséquences du Lemme IV 4.

Il reste & identifier la donnée initiale .
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Pour ce faire pour ¢ €]0,T[. notons v(t) = S(t)ug et v" = S(t)uf. o (S());>o est le semi-
groupe de la chaleur dans LY(€2). g > 1. pour le probleme de Neumann. Alors. grace au Principe

de Comparaison. [Lemme IV.4]. pour tout n € N on a :
" <" dans Q.
Grace a (3.54). par passage a la limite lorsque n — oc. on obtient :
v<u dans Q. (3.57)

Ainsi. puisque v € C(Q7). pour tout xg € Q on a :

polzg) =  lim  w(t.xz) < lminf w(f. x). (3.58)
(ta )= {0,xh) (tax)=(0.xp)
(Lar)EQy (La)eQr

Comme pour tout n € M on a :
u<u" dans Q7.
alors :
limsup u(t,z) < limsup «"(¢t,x) = ug(xo).
()= (0.xq) (L= (0.20)
(tx)eQr (La)eQy
Puisque la suite (uf), est décroissante et converge vers jip on peut passer a la limite dans
I'inégalité ci-dessus et on obtient :
limsup u(t.z) < polxg). (3.59)
(t.r )= (0.xg)
(t.r)eQr
En regroupant (3.58) et (3.59) et le fait que ¢ est quelconque dans €2 on déduit que u €
C(Qr) N C'V/2247(Q, 1) est une solution classique du probleme (1.1). Ce qui achéve la

preuve de 'existence de solutions du probléme 1.1. lorsque a > ().

Preuve de 'unicité :

L unicité sera une simple conséquence du Lemme suivant :

Lemme IV.6. Soient a > 0. p > 1, Q C BN un ouvert a frontiére assez réquliére, pg € C(Q)
et u € C(Qr) N CYHY/22450(Q 1) la solution du probléme (1.1) obtenue ci-dessus. Soient
wy € C(Q) et w e C(Qr) NCYH/224(Q 1) une fonction vérifiant :

(i;‘ — Aw < a|Vw|’ ( > a|Vuw|? ) dans Qr.
;” <0(>=0) dans I'r, (3.60)
di

w(0,) = wo < pg (resp. wy > g ) dans €.
Alors :
w < wu (resp. w > u ) dans Qp.
Démonstration:
Ce résultat est analogue au [Lemme 7. [51]] et sa preuve suit les mémes arguments.

Supposons d'abord que € soit un ouvert borné et convexe contenant l'origine etwg < .

On considere deux nombres réels € > 0 et A > 0, et on pose :

z(t.x) =w(t.z) —u(t,z) — AT —e(1 + |.r|2)§ (3.61)
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ol ¢ = min{1, .ﬁ} Alors :
z € C(Qr) N C2(J0,T] x Q).
z(0.x) <0 pour tout x € Q.
Grace au Lemme IV.3 et a I'hypothese (3.60) on a :
g-x-v

Jz dw du
—(t,r) = —(t,2) — —(l.z) — <0 sur T'y. 3.62
i)u( z) dv ks ) Uu( ?) + |2 MOk 2 ( )
Montrons que z < 0 sur [0.7] x Q.

Si z prend des valeurs positives en des points de Qp alors z admet un maximum positif en
(to.xo) €]0.T] x 2. En effet. si (¢p.xp) €]0.T) x 92 on a :

Jz z(tg. o + Av) — z(tg. &
—(f9.x¢) = lim (o, 2o + Av) — z(to. Zo) >0,
v A

0 A
ce (qui contredit la relation (3.62).

Ainsi au point (fg.xg) € [0.T] x Q o z atteint un maximum positif on a :
(vz)(ﬁ{}..'f,'u) = (.
(Az)(tg.z0) <0

Jz
—(tgs2g) = 0.
ih‘( 0:Z0) 2
Pour montrer que :
z(t.xz) <0 pourtout (t.z)€ Qr. (3.63)

il suffit de trouver une valeur A = A(e) telle que pour tout point (f.x) €]0.T] x Q vérifiant

(Vz)(t.z) =0 on ait :
dz
— — Az (t.z) <.
(5 -2¢) )
De plus. si la dépendance de A par rapport a £ est telle que A = A(e) — 0 lorsque £ > 0.
alors en faisant tendre £ vers () dans (3.61) on obtient

w(t.z) <wult.z) dans Q.

Un caleul facile donne :

0z 0 -1, N+(N-1)z]
— — Az = —(w—u)— Alw - —Aiq] c
ot Uf(w u) (w —u) q g 1+ t:ﬂ|g):;;2
< a|Vwl’ — a|Vul|P — qAt""! 4+ Ne.
Ainsi. en tout point (fg,xq) pour lequel Vz(fy, zq) =0 on a :
=z T
— —Az<a(|lVu+e————
ot = (14 |x]2)1/2

On va distinguer deux cas :

P — |VulP) — ¢At?~! 4+ Ne. (3.64)

(i) Le cas p €]0,1]. Dans ce cas on a ¢ = 1 et (3.64) devient :

oz T
— — Az < ag?( i P _— A+ Ne<ae? — A+ Ne.

dt (1+ |:I.'|2]]f'3)
Done. il convient de prendre

A(g) =2(Ne +a-£P)
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pour réaliser
dz
a{t.:r] —Az(t.z) <0

en tout point (f.x) € Qp tel que Vz(t.x) = 0. Ce qui contredit :
d
U_j{fu. xg) — Az(tg,z9) 2 0

On en déduit (3.63).

(#7) Le cas p > 1. Dans ce cas. grace an théoreme des accroissements finis. I'inégalité (3.64)

devient :

0z || )P—l || 1 1/p—
— — Az < ape | |Vu| +¢ S — | Ne — —A¢l/r-1
ot > 0f (| | (1+ 1“,_.iz)|_fz (14 |z|2)1/2 P
< ape(|Vu| +)"~' + Ne — —At'/7~1,
P

Compte tenu de la relation (1.8). on en déduit :

0z / p—1 1
5 — Az <ape (C1(0) = m(O) /7117 )" 4 Ne — — a0/, (3.65)
o1 ' est la constante qui intervient dans la relation (1.8). Pour obtenir (3.63) il suffit de

prendre
Ae) = 2;:5[NT"':+" + ap(C(M(0) = m(0))"/? + et'/Pyp—1]

dans la relation (3.65).

Dans les deux cas ci-dessus on obtient (3.63). Donc
(w—u)(t,z) < A(e)tT 4+ (1 + |;I?|2)|/2 dans Q7.
avec :
:liw’l_lll]A(E) = 0.

Ainsi, par passage a la limite, lorsque ¢ = (0., on obtient w < u dans Q. ce qui acheve la
preuve du Lemme IV.6 lorsque € est un ouvert convexe. contenant l'origine. Dans le cas ou
Q ne contient pas lorigine. il suffit d’effectuer une translation pour se ramener a un ouvert
convexe et contenant l'origine : 2, = Q — z4. ou g € (.

L'inégalité w > u se démontre de la meme facon. Ce qui acheve la preuve du Théoreme 1V.1.
O

Remarque IV.6. Le résultat du Lemme IV.6 reste vrai pour tout ¢ € R.a # 0 et donc. pour
toute solution u € C(Qp) N C'F/2249(Q 1) du probléme (1.1).
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4. Preuve du Théoréme IV.2
Pour p > 1 notons par ¢ la fonction définie par :
®(r) = —ar?’?, pour tout r €]0. +o¢|. (4.1)

On reprend les notations utilisées dans la preuve du Théoreme IV.1. Soit u" € C-'H""”"‘!'H"{Q‘f')

la solution du probleme aux limites (cf (3.36)) :

du" i |2
T Au" + O(|Vu"|7) dans Qp
" (4.2)
=0 sur'p
v 1
u"(0.-) = u; dans 2.
ot uf est définie par (3.1).
De plus u" vérifie (3.37) :
1 . 2 ,
—<m(0)+ — <u"(t,x) < M(0)+ —. pour tout (f.z) € Q7. (4.3)
n n n
car wug est supposée non-negative : m(0) = mi}g pro(x) = 0.
T
Grace a la régularité de u" on a ®(|Vu"|?) = —a|Vu"|P € (—'!?"'H’(m]. pour un certain
v €]0.1[. Ainsi. d'apres le théoréme de régularisation locale,[ Théoréme T11.12.2, [51]]. on
obtient :
; v e , — L‘-‘-_{-:-'-'-..'i v
u" € CHEX @) n e, T (Qr). (4.4)

Soit f :]0. 4+00[—]0. +oc[. définié par f(r) = r?/P~!. Posons :
o= ) et w' = Vo
Dapres (4.3) et (4.4) :
" € C"+%'2+”{m} et w" € CU‘I(@) NCH(Qr),

et v" est solution du probleme aux limites :

1 i . j o ‘

da‘f—f — A" — (%) (,”N)lvnl,J:rflvg + W‘I’({f"(?-’”))2|V'L’"|‘e} = (0 dans Q’;’

T 4 8

o =0 sur I'p, (4.5)
1%

v"(0) = vf = f'(uff) dans Q.

La fonction w" vérifie : :

i ; 2
Juw" dv" o*o"
T Aw™ = 2Vv" - V(—-()T — Av™) =2 Z 3
. . TN i
Ainsi. grace a (4.5) on trouve :
1

a1 " ;
07 — Aw" < 2V - V( (T) (") |Vo"|? + ((f' (™) Vo™ |?).

f'(v")

Par un calcul facile on a :

Lw™ <2 (;—T)’ (v™) (w™)? — 2 (?f;-) (v")%T heta((f'(v"))w" )w", (4.6)
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olt £ est 'opérateur parabolique linéaire défini sur C%'(Qr) N C2(Qr) par
Lw = % —Aw+2 {_f'{f:!”)(b’([f"(-n”}]"!-m”] — (‘;—T) (-n”]}Vf'“ - V.
et
O(r) = 2rd'(r) — ®(r). r € [0.+ox].
D une part :
O(r) = la|(p—1)rP? >0, r >0,

"
_ L..o0
(—f. ) (r) = —r?/=1) >0, r>0.
]J

et

D autre part. d'apres (4.3) :

1\ P-1/p
(_) <o"(t.x) < (M(0) +

n

2

=y p=typ,
n

Par conséquent :

"y 1 : 2 :
-2 (f—,) (") = —(v") "2 > ——(M(0) + 2)_3(,,_n;p > ().
f p—1 p—1 n

(4.11)

Comme w" est une fonction non-negative. en regroupant (4.8), (4.9). (4.10) et (4.11) on ob-

tient :
) 2 =2(p—1)/p .
Lw™ + T (M((l} -+ —) (w")? <0, dans Q7.
p— n

De plus. grace au Lemme IV.3 on a :

dw" .

<0 sur I'p.
dv — r

Comme o) = f~!(ul!) il existe n > 0 tel que :

(p — 1)(M(0) + 2)2=1/p

w"(0) = wd = |Voi|? <
w"(0) = wy = [Vog |~ < o

Posons : .

() = (p — 1)(M(0) + 2)2p=1)/p
A= 2(t+n)

alors g" est une sur-solution du probleme (4.12) car :

9 9 —2(p-1)/p ‘
Lg" + ;;__ (M(U) + ;) (¢")? =0, dans Qp
et d %

—5%- =0 sur T'y.

Compte tenu de (4.14), par le Principe de Comparaison.| Lemme 1V.4] on obtient :

w"(t.x) < g¢"(t.x). pour tout (t.x) € Qr.
Grace a (3.55). par passage a la limite lorsque n — oc et 7 — 0, on en déduit

(p—1)
2

1/2
||v~.”’-'*f‘**m||.xs( ) o | & /P12, ¢ > 0.

En particulier :
IVuP~DP|| o < (p— 1)~ 2 |Ju(t/2)|| & V/Pe= /2.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Comine u est une sous-solution de I'équation de la chaleur avec la donnée initiale py. grace a
(2.14) on a :

lu(t/2)lc < 1SE/Dpollx < CEOE ol

En regroupant ces derniéres relations on obtient (1.9).

Preuve de (1.10). Grace a (4.6) et (4.11) on obtient :

L +2 (;) (™)O((f'(v"))*w"yu" < 0.

Compte tenu de (4.9) et (4.10) on déduit :

, p—1
Lu" + 2|al ( 4 1) (w")*P/2 < 0. (4.17)
p—
Soit 77 > 0 tel que :
o (p— 1)20-01p

0<wy < |n.]_'}”’("_%z___”—~fﬂ_ (4.18)
et notons par :
(p — 1)2p=1/p
e

p-

h(t) = |a|~2/P (t+m)~2".

Alors h vérifie :
4 p-1
Lh + 2|al (L) htel2 — .
p—1
et grace a (4.12). (4.18) et au Principe de Comparaison, Lemme IV .4 on tire :
w'(t.x) < h(t.z), pour tout (t.z) € Qp.

Par passage a la limite. lorsque n — oc, on déduit grace a (3.55) :

(p—1)P—1/p

||v,”[}"_]}fﬂ[”||.x S |a|—l,-'rp “ + ”)—l,f'p'

pour tout 1 > 0 et £ > () assez petit.

Enfin. lorsque 77 — 0 on obtient (1.10) ce qui acheve la preuve du Théoreme IV.2. O

Remarque IV.7. En général. les estimations (1.9) et (1.10) du Théoréme IV.2 ne sont pas
vérifices par les solutions du probléme de Cauchy-Dirichlet.
Démonstration:

On considére le probléme de Cauchy-Dirichlet sur Q =]0,1[C R :

ou Pu Ou
— ——— 4+ |—P =0 dans 10+ oo[x]0,1],
Jat  Odx? £ ld'r| g S0 Gal il
w(t,0) = u(t,1) =0 pour tout t €]0.+o¢],
w(0.2) = po(z) dans 10.1[.
Compte tenu des résultats du Chapitre II( Théoréme 1.4 et Théoréme 1.7) on sait que sip > 1 et
o € C(]0.1]). prg > 0 le probléme (4.19) admet une unique solution u € Q) NCY¥2 0 ,).
De plus. comme les conditions de compatibilit¢ d’ordre un sont satisfaite dans ce cas on a

u € C'?(Qx).

(4.19)
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Supposons que cette solution vérifie les relations (1.9) et (1.10). alors comme pour tout (t.x) €
0. +0c[x]0. 1] :
du p d(n =
—(t.T) =
ol A

{f I']H*(f x).

on déduit :

J

5 ()] < C(tyur (t.).
ot C(t) est une constante positive qui dépend de t. Par conséquent pour tout t €0, +c[ les
limites :

hmd—{f x) et lim ﬁ(f...r:)

N0 dr r /1 dr
existent et sont égales a 0. Dot on a d'une part :
%(3 0) = —[1 1) =0 t €0, +o0. (4.20)
D autre part. grace a la régularité de u et aur conditions aux limites dans (4.19) on a :
gi(r 0)= d” (t.1) =0 t€]0.+oc]. (4.21)
Ainsi, en regroupant (4.19), (4.20) et (4. JJ) on obtient :
32 —(t.0) = d—(f 1) =0 t€J0.+o0]. (4.22)

Pour x € E. posons :

i(z) = { :;,(.::) st € Q.

stnon.

Comme u € CV2([0400[x[0, 1]) et vérifie (4.20). (4.21) et (4.22) on déduit u € C'*2([0, +00[xR)
et vérifie le probléeme de Cauchy :

ga O o
% 3;‘ |;”|—U dans 10 + o[ X,

(4.23)
w(0,z) = dy(x) dans E.

Comme ug # 0. la solution du probléeme de Cauchy (4.23) ne peut pas étre a support compact

et on arrive a une contradiction.

Remarque IV.8. La preuve de la Remarque IV.7 peut s obtenir grace a la relation (4.20) qui
contredit le Lemme de Hopf (cf par exemple Théoréme 6, p.174 dans [60]).

5. Preuve du Théoréme IV.3

Soit / un nombre réel positif satisfaisant :
2p+1—-N
B> (”—) (5.1)
N +

=N(pB+1) et n=N(pB+1)—p (5.2)

Puisque /3 vérifie (5.1) on a :

et posons

n>p+1 (5.3)
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Avec ces notations la proposition suivante sera d'un intéret essentiel pour la preuve du Théo-
reme V.3,

Proposition IV.3. Soient Q C BN un ouvert borné.convexe et a fronticre régulicre. et jiy €
C'(Q2). Notons par u la solution du probléme (1.1) dont Uexistence est donnée par le Théoréme
IV 1. Alors :

i) La fonction t — (1 + t)(M(t) —m(t))? est dans L'(0.+c).

ii) En notant par y la fonction définie sur [0,4oc] par :

oc

y(t) = / (s —t)(M(s) —mi(s))" ds

t
alors y € W=>(]0. +c|) et vérifie Uinéquation différentielle :
y'(t) + Cy(t)* <0 Vte[0,+ox) (5.4)
ot la constante positive C' ne dépend que de p. 3. N.Q. (M(0) —mn(0)) et

L+4n

o=,
24+n—p

Démonstration:
Notre prenve suit les memes idées et les mémes arguments que celles du Lemme 3 dans [11]
et du Lemme 12 dans [12].

Posons :
T* = inf{t > 0; |Vu(t)| = 0}
alors T pent etre défini de maniere équivalente :
T* = inf{t > 0; M(t) = m(t)} = inf{ > 0; y(¢t) = 0}. (5.6)
Si p1g = ¢ alors u = ¢, ce qui implique T* = 0 et la Proposition IV.3 est achevée.
On suppose g1y non constante et par conséquent 7% €]0. +oc]. Soit T €]0.T*[ et t € [0.T].

En intégrant la premiere équation du probleme (1.1) sur |t T'[x €2 et grace aux relations (1.3),
(1.4). (1.5) et (1.6) on obtient :

”
|al / / [Vu(s,z)|P deds < |Q(M(t) — m(t))
J Ja
'

D’aprés (5.2) et (5.3) on a:
y=N(pB+1)=n+p
alors. par majoration on obtient :
[Vus)|3 < IVuls) i - [[[Vuls)[P .

En regroupant les deux dernieres inégalités on obtient :

i
/ [Vu(s)]|" - [[Vu(s)||3ds < %(Mr(t) —m(t)) (5.7)
-: "

[
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On considere les deux cas suivants :
Cas (i) : p # 1. Grace a la relation (1.8). pour tout s €]t.T[ on a :
[Vu(s)|= > Cils — )P (M(t) — mi(t) ", (5.8)
o ('} est une constante positive qui ne dépend que de p > 0.
En vertu du Lemme IV.2 :
M(s) —ml(s) < Cy||[Vu(s)||5 (5.9)
Ainsi les relations (5.7).(5.8) et (5.9) donnent :
r
(s =t)"P(M(s) —m(s))" ds < C3(M(t) —m(t))"'? pour tout ¢ € [0.7] (5.10)
1
ou la constante ('3 ne dépend que de N.a,p. 3.1 et €.
On passe a la limite dans (5.10). lorsque T' 2 T, et on obtient :
T
/(_.,- — 1)1 (M(s) —m(s))” ds < C3(M(t) —m(t))"” pour tout t € [0, 7] (5.11)
't
On fixe 6 €]0.7*[. En utilisant (1.5).(1.6) et (5.3) et (5.11) on obtient :
x ri_ "
/{l + s (M(s) —m(s)) ds = /(1 +8)(M(s) —m(s))7 ds + /[1 + 8)(M(s) —m(s))” ds
0 0 o
e
< (14 0)[0(M(0) —m(0)) + r}'“h’f’/s””‘(ﬂ/I(.s) —m(s))” ds]
[
44
< (14 8)[d(M(0) —m(0)) + r‘F'*-‘J’"”/ sTP(M(s) —m(s))? ds].
0

De nouveau. en vertu de (1.5), (1.6) et (5.11) (qui est vraie en particulier pour ¢ = 0), cette

derniere intégrale est finie. Par conséquent :
t = (1+t)(M(t) —m(t))” € L]0, +0[). (5.12)

On en déduit alors que la fonction y est bien définie sur [0, +oc[ et appartient a W2 (]0. +|).
En effet. pour tout t > 0. on a :

y(t) = - /(M(s) —m(s))" ds (5.13)
t

y (t) = (M(t) —m(t))". (5.14)
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Grace a I'inégalité de Holder et a (5.3) la fonction y vérifie aussi :

(y())"P = ( /{ — 1) (M(s) —m(s))? ds)"?
t

-
<[ [ (s=t)"P(M(s) —m(s)) d.s][/(.ﬂf(s) —m(s))7 ds]"P!
1

En regroupant cette derniere inégalité avec (5.10) on obtient :
y(t)"P < C-y" ()P (—yf (1)VP. (5.15)

clest a dire :

y(H)" < C-y"(t) - (—y'(£))"? pour tout ¢t € [0.T"[, (5.16)
Compte tenu que y'(#) < 0, on multiplie I'inégalité (5.16) par (—y'(t)) et on I'intégre sur |1, 7.
ce qui donne :

y(t)!' < C - (=Y (1)) t € [0, T

d’oli. grace a la définition de T :

1 I+
y' (1) + F'y(t)?ﬂ—ﬂ < 0 pour tout t € [0, +x]

et la preuve de (5.4) est achevée pour p # 1.

Cas (ii) : Si p = 1. A la place de (1.8) on utilise cette fois-ci (1.7). Ainsi, pour tout s G]f..T[.

ona:
IVu(s)[|5" > Cals — )"2(M(t) — m(t) ™" (5.17)
en regroupant les relations (5.7). (5.17) et (5.9) on obtient :
i
(s — )72 (M (s) — m(s))" ds < C5(M(t) — m(t))”? pour tout t € [0.7] (5.18)

t
o la constante C5 ne dépend que de N, a,p, 3.7 et €.
Grace a (5.3) on a 7 > 2. Comme dans le cas précédent. on fixe § €]0, 7|, alors, en utilisant
(1.5). (1.6). (5.3) et (5.18) on obtient :

o0 i) T
/(l + $)(M(s) —m(s)) ds = /(1 + 8)(M(s) —ml(s))" ds + [{l + s)(M(s) —m(s)) ds
1] 1] - 4
< (1 + 0)[6(M(0) —m(0))Y + 6-1/2 /s””(M(.s;) — m(s))? ds]
'
< (14 8)[5(M(0) — m(0))? + a—nﬂ/.«ﬂ/z(ﬂf(ﬁ) ol el
0

De nouveau. en vertu de (1.5). (1.6) et (5.18). cette derniere intégrale est finie. Par conséquent
la relation (5.12) est vérifié aussi pour p = 1. Comme dans le premier cas on en déduit que la

fonction y est bien définie sur [0, +oc[ et appartient a W2>(]0. +2c[). la premitre dérivée et
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la dérivée seconde étant données par les formules (5.13) et (5.14).

Comme 7 > 2. en utilisant I'inégalité d"Holder on obtient cette fois ci :

(y(t)"* = (/(s — t)(M(s) — m(s))" ds)"/?

’ T -
< [/(5 — )2 (M(s) — m(s))” n‘.’s][/{:‘lf(.-c) —1mi(s))” f_.’..ﬁ]”u_l
J :

i
Compte tenu de (5.18). (5.13) et (5.14) on en déduit :

y(#)"? < C -y (1) (—y/ (t))"*! (5.19)
et par les meémes arguments que dans le cas précédent on obtient :
1
y'(t) + F‘y(i) < 0 pour tout # € [0. 4+

ce qui acheve la preuve de la Proposition IV.3. lorsque p = 1. O

Preuve du Théoréme IV.3 :
Soit :

o0

1) = /[.s —t)(M(s) —m(s))"ds t€[0,00].
1
la fonction définie dans la Proposition IV.3. On a obtenu que y € W27>(]0. +) et il existe
une constante positive C' qui ne dépend que de p. 5. N. Q et (M(0) —m(0)) telle que y satisfait

I'inéquation différentielle (5.4) :
y'(t) + Cy(t)® < 0. pour tout ¢ € [0, +oc].

avec « donné par (5.5) et
o9
y(0) = / s(M(s) —m(s))" ds > 0.
0
D™une part. si p €]0. 1] alors « €]0, 1] et. d’apres inégalité différentielle (5.4) et (5.6) on obtient
que T" < oc et :
y(t) =0 pourt > T

Par conséquent. lorsque p €]0.1[. il y a extinction en temps fini du gradient de la solution du
probleme (1.1).
D’autre part. si p > 1 alors @ > 1 et grace a (5.4) et au fait que y est une fonction positive,

on dédnit :

!

y'(t) 1 —
< —5 Pour tout ¢ €j0,+ool. 5.20
Pl = g P toit £€); o] (5.20)

On va distinguer entre deux cas :

(2) Le cas p > 1. Dans ce cas on a alors a > 1.
En intégrant sur J0.1[, t > 0, I'inégalité (5.20) on obtient :
(= 1)t

y(1)' 7 > y(0)' " + =
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c¢'est a dire :

1/(ne—1)
1
y(t) < ( : [n—ll-') pour tout t €]0. +ocl.
y(0)r= 1=

(#7) Le cas p = 1. Dans ce cas on a a = 1.
En intégrant sur 0. ¢[. ¢ > 0. I'inégalité (5.20) on obtient cette fois-ci :

: t

logy(t) < logy(0) — c’
c'est a dire :
!
y(t) < y(0)e <.

On obtient ainsi un taux de décroissance pour ls fonction y. lorsque t — oc.

I1 suffit de démontrer que démontrer que :
lim M (1) —m(t) =0, (5.21)
—oc

pour voir que. lorsque p > 1, la solution « du probléeme (1.1) converge uniformément dans €2
vers une constante, quand f — ~c.

Pour ce faire onu rappel que. d’apres la Proposition 1V.3 la fonction :

g(t) = (1 + t)(M(t) — m(t))? est dans L'(0.+oc).

Comme t — (M(t) —m(t)) est une fonction positive et décroissante sur [0, +ocl, il existe une

constante non-negative ¢ telle que :

¢= lim (M(t) —m(t))".

t—co
Alors :
e(1+1) < g(t).
et par conséquent. la fonction t — ¢(1 + 1) est dans L'(0.+oc). ce qui n'est possible que si
¢ = (. Ce qui prouve la relation (5.21).
Ou veut trouver maintenant un taux de décroissance de la fonction ¢ — (M (t) — m(t)). Pour

ce faire notons par f :

y(ll)e“% si p=1,
f(f) = 1 1/(a—1) . (:}22)
W s1p 0]

[
le taux de déeroissance. trouvé ci-dessus. de la fonction y.
Alors. pour tout £ > 0 on a :
t

/'(..,- — 1/2)(M(s) — m(s))" ds < y(t/2) < f(2/2).

/2

Comme 1" application s — (M (s) —m/(s)) est décroissante on en déduit :

t
(M(t) — m(t))" [[s —t/2)ds < f(t/2), Vt>0,
1/2
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ou bien : ! _
8f(t/2)\~
M(t) —m(t) < (M) . YViE>0. (5.23)
o f est donné par (5.22). Ainsi la preuve du Théoreme IV.3 est achevée. O

6. Preuve du Théoréme IV.5

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution du probléeme (1.2) on va utiliser certains
résultats de [28] sur les semi-groupes continus qui préservent la monotonie.

Notons par C*(Q) le cone des fonctions positives dans I'espace des fonctions continues sur
qui muni de la norme || ||« est un espace de Banach.

Grace au Théoreme IV.1. pour tout p €]1. +c[ et pg € CT(Q). le probleme :

(_J-g?; — Au+ |[Vul? =0 dans Q:
" (6.1)
- = ‘] 8 -
£y sur ['ss
u(0) = pg dans €.
admet une unique solution classique et non négative :
ue C(Qr)nCH22(0 1), pour tout 7 €]0,T[, T > 0, (6.2)

o1 4 €]0.1[.

Notons par T'(t)ug cette solution.

Proposition IV.4. (T'(t));>0 est un semi-groupe continu sur CH(Q) et ce semi-groupe pre-
serve la monotonie. C'est a dire :

(i) (t.) = T(t)p est continue de [0, +oc[xCT(Q) dans C*(Q) ;

(i) T()T(7) =T(t +7) pour tout t.7 > 0;

(iii) T(0)p = ¢ pour tout ¢ € CT(Q) ;

(iv) Pour tout ¢.v» € CT(Q) telles que o < 3 on a : T(t)e < T(t)1). pour tout t > 0
Démonstration:
Soient (1", ") une suite qui converge vers (£, ¢) dans [0. +'x[x(7+(§]. Alors. grace au Principe
de Comparaison. [cf. Lemme IV.6] et a la relation (6.2) on a :
IT(t")e" = T(#)ellc < ITE) (" = @)lloc + 1T (") — T(t) el
< l¢" = ol + IT(t" ) — T(t) || -

Doue :

lim [|[T(#")¢" — T(t)¢lloc =0

n—oo
Ainsi, on en déduit (7).
Grace a I'unicité de la solution du probleme (6.1) dans I'espace défini par (6.2) on obtient (i7).
Quant au point (z:). il est évident.

Enfin. le point (iv) est une conséquence du Principe de Comparaison. [cf. Lemme IV.6]. [

La proposition suivante sera utile dans la preuve de 'existence de solutions. En posant :
C={peCt(Q): ¢p=0dans Q\ D}. (6.3)

on a le résultat suivant :
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Proposition IV.5. Pour tout t > 0.

T(t)C est relativement compact dans C7 (1) . (6.4)

st w1 EC el w2 €C alors @) Vs €C. (6.5)

La relation (6.5) est évidente, par contre la preuve de (6.4) sera faite en deux étapes en utilisant

les deux lemmes suivants :

Lemme IV.7. Soit & un sous-ensemble borné de C*(S2). Alors, pour tout t €]0.T[. l'ensemble

T(t)E est relativerment compact dans C* ()

Démonstation du Lemme IV.7 :

Pour ¢ € & notons par u, € C(Qr) N C'"*(Qr), I'uique solution du probleme (6.1) avec la
donnée initiale ¢ (solution donnée par le Théoreme TV.1). Ainsi. grace aux relations (1.5).
(1.6) et (1.7). u, vérifie :

min(r) < u, < maxp(x)
TEQ T e}

1\ /2
|Vuy(t)]e < (5) ||cp||.xf._% pour tout > (.

Puisque £ est borné dans €' (£2) on en déduit que pour tout ¢ > 0 'ensemble :

{T(t)e: ¢ € £} est borné dans Wh>(Q).

Comme P'injection de W>(€Q) dans C(Q) est compacte on en déduit que T'(t)€ est relative-
ment compact dans C'(Q), pour tout t > 0.

Ce qui acheve la preuve du Lemme IV.7. O

Lemme IV.8. Soient p €]1. 4| et Q un ouvert borné. conveze et a frontiére réqulicre. Soient
D C D C Q un ouvert borné et a frontiére réquliére et C définie par (6.3). Pour ¢ € C soil
T(t)p la solution du probléme (6.1) correspondant a cette donnée initiale ¢. Alors. pour toul
t €]0.T] il existe une constante C(t,p.S2. D) telle que :

[[T(t)ellee < C(t.p. QD) pour tout ¢ € C (6.6)

Démonstration du Lemme IV.8 :
Avant de faire la preuve du point (6.6) on démontre d’abord qu’'il existe une “borne universelle”
pour [[T(t)@|| 1.~ (a0). pour tout ¢ € C et pour tout ¢ €0, T'[. Pour ce faire, on s’inspire, comme
dans [28]. d'une méthode assez utilisée en théorie du potentiel. Notons par § € C'(Q)NC"2(12)
la solution du probleme aux limites :
—~Af =1 dans Q\ D.
(i)(): 0 sur dD. (6.7)
o 0 sur 0f2.
Alors d’apres le principe de maximum et le Lemme de Hopf (voir [33], page 327). on obtient
que

inf O(z)= min 6(x)=0.
reQ\D redQdua D
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de plus. grace aux conditions aux limites dans (6.7). on déduit :

o
:d— < 0 sur 9D (6.8)
dv
et
0 >0 dans Q\ D. (6.9)
Posons :

T
'U'(!. .'.f-') — Ap( "f»rh.u

ot A >0 et C' >0 (C sera choisi ultérieurement en fonction de A).

On a: 3 90
u ( 1 L ”E =T
dv( b= 2a¢ ()H( (9( ))? 3)e
et grace a (6.7). (6.8) et (6.9) on obtient :
i = +oc sur |0.T[x0D
u (6.10)
E = 0 sur 0. T[x N2

De plus. pour tout ¢ € C :
1
w(0.z) = Xef) > p(x) =0 sur 2\ D.

I1 suffit alors. de trouver C' = C'(A) tel que :

(—:}i — Aw + |[Vw|? > 0 dans |0, T[x2\ D. (6.11)

pour conclure i 'aide du Principe de Comparaison. [cf. Lemme 1V.4] que. pour tout A > 0. il
existe 'y > 0 tels que pour tout @ € C :

T(t)$ < AeMed dans 10, T[xQ\ D. (6.12)
Preuve du point (6.11).
On a: ) w0
% =Cw. Vw= gz W
et
1 \% v
Aw = 'm(_—EAF)+ QI 93! - | 9_1| ).
d'on : 1
n f1PwP—
o Aw + |Vw|P = w(C — 1 s m (i + —)|V6‘]2 El—,”—
ot 0%
Posons :
1
1 o  |VOPAP-le=TE 1 2 1 s |VOPwP!
g(\a) = o +( _,)|v9|2— e EEJ’(@*'F)T”W'J_T
Alors. comme |V = |%| # 0 et 0 = 0 sur la frontiere de D compte tenu de la définition de
won a:

g(A.z)|ap = —oc
De plus. grace a (6.9) :
g(\,) € C(Q\ D)
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Par conséquent. la fonction g(\. ) est majorée dans Q\ D. par une constante qu’on note C'(\).
Il suffit alors de prendre C'y > max{0.C(A)} dans la définition de w afin d’obtenir (6.11). Ainsi
on en déduit (6.12).

De plus. grace a (6.9) il existe une constante d > 0 telle que € > d sur d€2 et par conséquent,

en utilisant (6.12), pour tout ¢ € C on a :
T(t)p < Ae3*i dans 0. T[x 9. (6.13)

Preuve du point (6.6) :

Grace au Théoreme IV.2. plus précisément au point (1.10). pour tout ¢ € C on a :

(p— 1)1/

V(T (t)p) P~ VP (1)]| oo < =1/, (6.14)

Soit done g € J€2 fixé. D'apres (6.14), pour tout ¢ €]0,T'[. (fji.’"(lf.la',p}f%E € Wh>(€). alors
1
(T(t)p) » (&) = (T(t)p) » (xg) + / Ve(T(t)p) v (sx+ (1 = s)xg) - (& — wo)ds
0
et. par conséquent. grace a (6.13) et (6.14) on obtient :
(p—1)

=1 =1 p=Tipen gy T =" ;
T (1)) T ey S AT €7 (OFD +dng—-l-l—f-_]“"-
P

ol do est le diametre du domaine €2. Ainsi, on en déduit (6.6) et la preuve du Lemme IV.8 est

achevée. O

En regroupant les résultats des Lemmes IV.7 et IV.8 on peut en déduire (6.4) ce qui acheve

la preuve de la Proposition IV.5.

Preuve de 'existence de solutions faibles du probléme (1.2) :
Pour tout t €]0. 7. posons :

M(t,x) = sup{(T'(t)p)(z); ¢ € C}. (6.15)

Puisque C vérifie (6.4) et (6.5) on peut appliquer la Proposition 1.2 de [28] et on obtient que
[IM(t).t >0} € CH() et de plus :

T(t)M(7) = M(t + 7) pour tout 7 > 0 et £ > (. (6.16)

Done, pour tout 7 > 0, I'application [0.T] 3t — M (t + 7) a la régularité donnée par (6.2), de
plus ¢’est une solution du probleme (6.1).
Il reste & démontrer que l'application t — M (#) vérifie les conditions initiales (1.12) et (1.13).
Vérifions d’abord (1.12). Dans la preuve du Lemme IV.8 on a montré qu'il existe une fonction
# vérifiant (6.7).(6.8) et (6.9). telle que la relation (6.12) soit satisfaite. ¢’est i dire. pour tout
t€l0,T[et peC:

T(t)e < AeS AMed dans Q \ D.

Compte tenu de (6.15). en passant a la borne supérieure. on en déduit :

M(t) < AeCMei dans Q\ D. (6.17)
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Soit K un compact dans '\ D. comme la fonction @ vérifie (6.9) alors il existe une constante
positive d = d(K) telle que #(z) > d(K) dans K. En regroupant ce dernier point avec la
relation (6.17) on obtient :

M(t) < Ae“MeT T dans K,
d’on on déduit :

1 W
0 < limsup M () < Aed® uniformément, dans K
1N0

Comme la derniére inégalité a lieu pour tout A > 0. on peut passer a la limite lorsque A — 0.
On obtient alors (1.12).

Reste a prouver (1.13). Soit K un compact dans D. Pour R > 0 soit ¢ € C telle que ¢ = 2R

dans K. Comme ¢ € C*(Q). grace aux points (i) et (i7i) de la Proposition IV.4 on a :

liinT(t)gp =  uniformément dans €.
1\

C’est a dire : pour tout £ > 0. 3 d(z.¢) tels que pour tout t €]0,6(s. ) on ait :
IT (&) — ellL=(0) <&

Eu particulier

pour tout t €]0.6(c.@)[. ||T(t)¢ — 2R ~(k) < &-
d’on

pour tout t €]0.d(c. ). T(t)p >2R—c. Yz €K,
Soit £ €]0. R|. alors. grace & (6.15) on obtient que. pour tout R > 0, il existe d(z.¢) = 6(R)
tels que. pour tout t €]0,4(R)[ on ait :

M(t.x) > R pour tout x € K.

En faisant tendre R vers +~¢ dans 'inégalité ci-dessus, on en déduit (1.13). Ainsi. on a dé-
montré que :

u(t.z) = M(t.x) dans Q7.

est une solution du probleme (1.2) au sens de la Définition IV.1. O

La preuve de 'unicité des solutions du probleme (1.2) repose sur le Principe de Comparaison
suivant :

Proposition IV.6. Soient D\. Dy € BY deur ouverts bornés et a frontiéres assez réquliéres
tels que Dy C Dy C Dy C Dy C 2 et notons par :
Ci={peCt(Q); ¢ =0 dans Q\ D},
Co={peCt(); ¢=0dans Q\ Dy},
M (t) = sup{T'(t)p:p € C1} (6.18)

el

My(t) = sup{T(t)p: p € Ca}. (6.19)
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Soient wy et uy deux solutions positives du probléme (1.2) correspondant respectivement aux
ouverts Dy et Dy et au sens de la Definition 1V. 1.

Si uy est donnée par (6.18) ou bien si us est donnée par (6.19) alors

wy < uy dans Qp (6.20)
Démonstration:
Cas i) : Soit u; une solution quelconque du probleme (1.2) et soit us la solution donnée par

(6.19).
Comme Q\ D est un compact de 2\ D, on a :

!121{1} wy(f.-) = 0 uniformément sur Q\ D,
I1 en résulte que : pour tout £ > 0. 3 d(e) >0 tel que, pour tout 7 €]0.4(¢)] :
uy(7.+) — e < 0 dans Q\ Dy
Alors. pour tout 7 €]0.4(¢)]. il existe ¢, € Cs tel que :
uy(7.) — € < ; dans Q .
c’est a dire. pour tout 7 €]0,4(¢)] :
u1(7.7) < g; + € dans 2.
Puisque (7'(#));>0 préserve la monotonie, on en déduit :
T(t)uy(r.-) < T(t)(pr + ) dans Q. pour tout 7 €]0,4(¢)[ et t €]0.T.
d'otr :
u(t +7.-) <T(t)(pr + €) dans 2, pour tout 7 €]0,4(e)[ et ¢t €]0.7]
Grace a 'unicité des solutions du probleme (1.1) & données continues on a :
T(t)(pr +€) = T(t)(¢r) + <
et, comme ¢~ € Cy. on en déduit :
uy (¢ +7.-) < T(t)p; + ¢ < My(t) + £ dans 2, pour tout 7 €]0,d(g)[ et ¢ €]0,T7.

Done :
up(t+ 7.-) < My(t) + £ dans €. pour tout 7 €]0,d(¢)[ et ¢ €]0. 7.
On passe a la limite lorsque 7 >, 0 et puis lorsque £ >, 0 dans 'inégalité ci-dessus et on
obtient :
uy (1) < Msy(t) = us(t) pour tout ¢ €0, 7.

Cas i7) : Soit u; la solution donnée par (6.18) et soit us une solution quelconque du probleme
(1:2):
Puisque D, C D on ait :

lim us (. -) = 400 uniformément sur D).
™0
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Soit ¢ € Cy. il existe alors d(¢) > 0 tel que pour tout 7 €]0.4d(p)[ on a :
u2(7.+) > ||¢llec = ¢ dans D;.
Comme uy(7.-) est une fonction positive et ¢ € C;. alors pour tout 7 €]0.d(¢)[ on a :
us(7.-) > @ dans Q
Puisque T'(1) préserve la monotonie. alors :
up(t + 7) = T(t)ua(7) > T(t)e pour tout 7 €]0.4(p)[. pour tout ¢ €]0. T
On fait tendre 7 vers () et on obtient :
us(t) > T(t)p. pour tout t €]0.T[, pour tout ¢ € C,

uy étant donnée par (6.18). on en déduit (6.20). Ce qui acheve la preuve de la Proposition
IV.6. O

Preuve de 'unicité des solutions du probleme (1.2) lorsque p €]1.2] :
Soit (D)1 une suite décroissante d’ouverts de BN telle que :
DcD,.,CD,, et D= ﬂ D.. (6.21)
neM

et soit (U,,), e une suite croissante d’ouverts de BN telle que :

Up CUpprCDet D= U, (6.22)
nel
Posons :
Cp, ={p € CT(Q); ¢=0dans Q\ D,}
ot

Cu, = {p € CT(Q): ¢ =0dans Q\ U,}.
Et notons par :
Mp, (t) = sup{T(t)¢: ¢ €Cp,}
et
My, (t) = sup{T(t)¢; ¢ € Cyu, }.
Alors Mp, et My, sont des solutions du probleme (1.2) correspondant aux ouverts D, et U,.
Grace a la Proposition IV.6 et aux relations (6.21) et (6.22). pour toute solution « du probleme

(1.2) correspondant a l'ouvert D et pour tout ¢ €]0.7T[ on a :
My, (t) <wu(t) < Mp,(t) dans €. (6.23)

De plus. (M, ), est une suite croissante de fonctions et (Mp, ), est une suite décroissante.
En notant par A et B leur limite respective. alors d’aprés (6.23). pour tout ¢ €]0.7[ on a :

A(t) < ul(t) < B(t) dans Q. (6.24)

Montrons d’abord que A = M. on M est la solution de (1.2) donnée par (6.15).

D une part. grace a (6.24) pour tout ¢ €]0. 7 on a :
A(t) < M(t) dans €.
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et d'autre part. pour avoir M < A, il suffit de démontrer que pour tout ¢ € C et t €]0, 7' on

a:
T(t)y < A(t) dans €.
Pour ¢ € C. il existe une suite ¢, € Cp;, telle que :
¢on /" uniformément dans Q. lorsque n — .

La monotonie de T'(#) implique :

T(t)ye, A T(t)p. lorsque n — oc.
Comme. pour tout n € [N

T(t)en < My, (t) < A(t) dans €.

par passage a la limite lorsque n — oc, on en déduit (6.25).
Montrons maintenant que M = B. Grace a (6.24) pour tout ¢ €]0.7 on a :

M(t) < B(t) dans £
Il reste a démontrer gue :
B <M.

La preuve de cette inégalité sera faite en plusieurs étapes.

Soit R > 0. Pour tout n € N et ¢ €]0.T[ posons :
Mp, .r(t) =sup{T(t)p: ¢ €Cp,. [¢llec < R}
Grace au Principe de Comparaison. [cf. Proposition 11.13], on a :

IMp, .rllxc.Qr < R.

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Comme dans la preuve de 'existence de solutions du probleme (1.2). on peut démontrer que

pour tout 7 €]0.T[. Mp, p € C"?(Q;1) et est une solution du probléme :

(')f

gl: —Au+|Vul’ =0 dans Q7.
u

5 sur I'y

u= R dans D’*-;_
u=0 dans Q\ D,,

la condition initiale étant vérifiée au sens suivant :

1!\‘11[11 u(t.-) = 0 uniformément sur tout compact de Q\ D,
t
et

limw(t. -) = R uniformément sur tout compact de D,,.
£5\0
(Mp, )y étant une suite décroissante. il existe une fonction up tel que :
up = lim Mp, g dans Q7.
n—o0

Omn a besoin du lemme suivant :

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)
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Lemme IV.9. Soit up la fonction définie par (6.32). Alors. pour tout ¢ > 1 et 7 €]0.T[ on

a.:
ur € C([0.T); LY(R)) N L2(0.T; H'(Q)) N C**(Q-1) N L=(Qr).

De plus, il existe ug € L>(Q) telle que ug soit U'unique solution du probleme :

C);th‘ — Aup + |Vugl? = 0 dans Qr:
d_—HR =0 sur 'y s3d)
dv

u(t) = ug dans Q

Démonstration:

Comme

Mp, r(t) =T(r)Mp, r(t —7) € T(1)(C™ (1))

grace a la Proposition IV.7 et & (6.28) on déduit que pour tout t €]0,T[. (Mp, g(t)), est une

suite relativement compacte dans C7(€2) et par conséquent. & une sous-suite prés :
Mp, g(t) = up(t) dans CT(Q) lorsque n — .
Alors pour tout 7 > O et £ €]0.T[ on a :
T(T)up(t) =T(7)( lim Mp, g(t)) = lim T(7)Mp, g(t) = lim Mp, p(7+1t) =up(t+1).
n—o0 n—oG n—oC

Donc up € CY2(Q,.7) et vérifie :

ﬂ — Aup + |Vugl? =0 dans Q- . _
"u.tﬁ —0 sur ) s
B sur I';p.
De plus. grace a (6.28) :
||”f'a’||f,1{Qv,--] <R (6.35)

Montrons que up € L*(0.7: H'()).

Soit 7 €]0. T'[. multiplions la premiere équation de (6.34) par up et intégrons la sur Q.7 :

-]2— /uR{T. ) dx + / |'Vu,,r1»{f,.;:'_}i2 dx dt +

Q t’)r"f

[ |[Vug(t.z)|Pup(t,z)dedt = %] up(7.z)? dz.
Q-1 0

Compte tenu de (6.35) on déduit :

/ \Vup(t.o)* dedt < %R?}S!I
Q-1

On fait tendre 7 N\, 0 dans I'inégalité ci-dessus et on obtient que up € L?(0.T: H'(Q)).
Soient t €]0.T[ et ¢ > 1. D’aprés (6.35) on tire :

lur(t)ll, < RIQM. (6.36)
Montrons qu'il existe ug € L>®(€) tel que :

up(t) Ty o faiblement dans L(Q2). V¢ > 1. (6.37)
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Soit (1,,),, une suite qui tend vers 0. alors grace a (6.36). (ug(f,)), converge faiblement *i une
sous-suite pres” dans L9Y(€).
Supposons qu’il existe deux sous-suites de (4,,), notées par (#,/) et (¢,) telles que :

ug(t,) — uf faiblement dans L7(€2)
et

wr(tyr) — ug faiblement dans L9(€2).
Soit ¢ € C>(2). En multipliant la premiere équation de (6.34) par ¢ et en I'intégrant sur
Q1,1 et Q¢ respectivement, on a d'une part :

/'H.R(f.)gpe‘f-:!.'-{— / VurVodeds + / [Vug|Ppdrds = / up(ty ) dr
O QJ“,J Qr‘”,_# i!

et d’autre part on a :

/u.;g(.f.)(pri‘r:ﬂ— / VupVedrds + / \VuglPodrds = /'-‘J.R{i".-”-'#)god;f.'.
h {‘)’.“H-f (Jf'"r.r-f “

Done. par passage a la limite lorsque 1,0 ~, 0 et 1,» >, 0 on déduit :

/ ug(x)p(z) de = /uf;(;r)t,o(;x:}d;;: pour tout ¢ € C(€2).
0 0
Par conséquent :
uy = uf = ug dans

et (6.37) est vérifice.

Finalement. on montrons que. pour tout ¢ > 1, up € C([0.T]. L1(£2)). Posons f = —|Vug|' €
L*P(Qr). Diaprés la Proposition IL5. ug € C(]0,T]. L9(2)) N L2(0.T: H'(2)) est 'unique

solution du probleme :

% — Aup = f dans Qp:

Jup =0 sur I'p (6.38)

o
u(t) — ug faiblement dans L7(€2)
et pour tout £ > 0 :

f
up(t) = S(t)ug + j S(t—s)f(s)ds
0
On en déduit que up € C([0.7]: LY9() est 'unique solution du probleme (6.33) et en particu-
lier :
up(t) ;\—-5 ug fortement dans L9(€2). (6.39)
N
Par suite il existe un suite ¢, ~, 0 tel que :
up(ty.x) = ug(x) p.p. dans €. (6.40)
Grace a (6.35) on obtient que 1y € L>(Q) avec :

luoll« < R.
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Ce qui acheve la preuve du Lemme 1V.9 O
Notons par :
. R dans D. .
0 dans Q\ D.

alors on a le résultat suivant :
Lemme IV.10. u étant la fonction définie par (6.37). on a :
ug < Pp p.p. dans €. (6.42)

Démonstration:
La suite (Mp, p), étant décroissante compte tenu de (6.30) on a :
ug(t.r) < Mp, g(t.z) pour tout (t.x) €]0. T[x€.

On note par :

R dans D,,.
. - L. 6.43
Yn.i { 0 dans Q\ D, ( )
Alors. grace a (6.30) et (6.31) on en déduit
limsupupg(t.z) <, gt x) p.p. dans €.
N0
et. par passage a la limite lorsque n — oc. on obtient :
limsupug(t.z) < ¢p(t.x) p.p. dans €. (6.44)

™0
Finalement. en regroupant (6.40) et (6.44) on obtient (6.42) et le Lemme IV.10 est prouvé. O

Pour tout ¢ €]0.T[. notons par :
Mp.r(t) =sup{T(t)p: p €C, [pllx < R} (6.45)
Lemme IV.11. Pour tout 7 €]0.T| et ¢ > 1, la fonction Mp_ p vérifie :
Mp.g € C([0.T): LY()) N L*(0.T: H (R)) N C**(Qr.1) N L™(Qr). (6.46)
et de plus. Mp g est Uunique solution du probleme :
d—l: — Au+ |Vu|’ =0 dans Qr.
3'”' =0 sur TIrp,

5
u(0) = p dans Q

(6.47)

Démonstration:
Commne dans la preuve de I'existence de solutions pour le probleme (1.2). on peut montrer que
pour tout 7 €J0. T[. Mp.p € C"E[QT_;:-) est une solution du probleme (6.29). correspondant au
domaine D et avec les conditions initiales (6.30) et (6.31). En particulier :

Mp.p(t) = tp p.p. dans €, lorsque ¢ >, 0

Grace au Principe de Comparaison. [Proposition 11.13],

|Mp gl L~ < R (6.48)
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Done. lorsque £ ~, 0
Mp.gp(t) = p dans LY(€2). pour tout ¢ > 1. (6.49)

On en déduit que pour tout 7 €]0.7T[ et ¢ > 1. Mp g vérifie (6.46) et ¢’est I'unique solution
du probleme (6.47). O

Ainsi. les fonctions upy et Mp g ont la meéme régularité donnée par (6.46) et vérifient le meme
probleme aux limites (6.47) avec respectivement des conditions initiales wug et ¢y satisfaisant
(6.42). Afin de pouvoir appliquer le Principe de Comparaison [cf. Proposition I1.13]. on a

besoin d'un résultat pour la régularité des solutions faibles du probleme (1.1).

Lemme IV.12. Soient p €]1.2[, pg € L>(Q) et u € L>(Qr) N L*(0.T. H' (), une solution
faible du probleme (1.1). Alors w € LV(0. T, WPI(Q)). pour tout ¢ > 1.

Démonstration:

Pour tout ¢ €]0, T'[ notons :

f
wy(t) =S(t)py et ws=ua / S(t — s)|Vu(s)|"ds
0
Grace aux relations (2.4) et (2.5) du Chapitre II. on a : u; € L>(Q7) et vérifie :

[y ()10 00) < Clpg. T, !!)f_i_'|[p.u|[m < C(pq.T.QHSH”WF:l'||,u.n||x. pour tout ¢ €]0,T'[.
pour tout ¢ > 1. Par conséquent : u; € L>(Qr) N L™ (0. T.WPI(Q)) pour tout r € [1.2].
Montrons que u; a la meme régularité.

Posons :

f=a|Vull dans Q7.
Puisque u € L*(0.T: H'(2)) on a f € L*?(Q7) et us est la solution du probleme (2.34) dans
le Chapitre III. Grace a la Proposition I1.7 on a us € W.._,IJ;.;),(QT} et comme u et u; sont dans
L>™(Qr) on obtient us = u —u) € L>™(Q7). En particulier :

ug € L¥?(0,T; W22/P(Q)). (6.50)

Grace a I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (cf. par exemple [20], p.195) pour tout ¢ € W27(Q)N
L>(Q) on a:

L 1
196ll2y < €O Dl o ol (6:51)
Par conséquent :
3 3
||V"-'-‘.>(-“')i|;1j < C(2/p. Q)Jua(t)] 1"‘1-;.2/,,””||'“-2(fr)||5o- pour tout t €]0. 7

Puisque uy € L™ (Qp), alors grace a (6.50) on a :
z@eLﬂuﬂu”HQM

Soit n = [log,, 5] ot [a] est la partie entiere du nombre réel a. alors :

9\ N 2 n+1
2(:) Spq<2(—) .
P p
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Sin =0 alors pg < I—'} et comme 2 < }Ij on en déduit que uy € L"(0.T:W19(€)) pour tout
r €]1.2[. et la preuve du lemme IV.12 est achevée.
Sin > 0 alors ;‘E < pg et u = uy + uy satisfait :
; -
we L"(0.T:W"»(Q)) pour tout r € 1,2
En particulier pour r €]p. 2[ :
f e L0, L% ().
Grace a la Proposition I1.7 on tire :
uy € L'P(0, T: W57 (2)) pour tout r €]p.2[.
En appliquant de nouveau (6.51) on a :
ug € L¥P0, T; w6 ? (€2)).
Sin=1 alors pqg < 2{%)2 et comme 7 < 2L on obtient : uy € L"(0.T; W14(Q)).

v
Sin > 1. on continue le processus et on démontre. par récurrence, que pour tout r €|p. 2| :

(€2)).

1.2( ;__:.}n-i-l

ug € L2P(0,T; W
d’on. on tire :
uy € L™(0,T; W'P9(Q)). pour tout 7 €]p.2|
On remarquera que la régularité ci-dessus. de uy, est vraie pour tout r €]1,2[. Ce qui achéve

la preuve du lemme 1V.12. O

Grace au lemme 1V.12. up et Mp_p appartiennent a LP(0,T: W'P4(Q)) pour tout ¢ > 1, et

en particulier pour tout ¢ > max{1l,q.}. ou ¢. = J\épf;” On peut appliquer le Principe de

Comparaison, | Proposition 11.13], au probleme (6.47) et on a :
up(t) < Mp gr(t) < M(t) pour tout t€|0.7]. (6.52)

up étant définie par (6.32).

Preuve du point (6.26) :
La suite (Mp, ), étant décroissante. pour tout ¢ €]0,7 on a :
B(t) = in}fl sup{T'(t)p: ¢ € Cp, }.
nelt

ot la suite (D,,), est définie par (6.21).
Done, pour (tg,xz¢) €]0.T[x fixé, on peut trouver une suite (¢,), telle que ¢, € Cp, et
vérifie :
T(to)enlxg) >y Bltg.xo). lorsque n — oc. (6.53)
Alors, grace a (6.27) on a :
T(t)(pn A R) < Mp, gr(t) pour tout t €]0.T. (6.54)

Comte tenu de (6.32). par passage a la limite on obtient :

limsupT'(t)(p, A R) < up(t) dans €. (6.55)

n—o0
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En regroupant les relations (6.52) et (6.55). pour tout B > 0 et ¢ €]0.7[ on a :

limsupT'(t)(@, A R) < M(t) dans €2.

Tn— X

Done. pour (ty.ap) €]0.T[x€, fixé on a :
limsup T (tg)(@n A R)(xg) < M (tg.29). pour tout R > 0.
n—nc
Alors :
pour tout £ > 0.3 n=mn(e) t.q. T(to)(en A R)(zg) < M(tg.z¢) + ¢ pour tout n > n(s).
On fait tendre R vers l'infini dans U'inégalité ci-dessus et on obtient :
T(to)pn(zo) < M(tg.x0) + €.
Dous. par passage a la limite. lorsque n — oo, on tire grace a (6.53) :
B(tg.xg) < M(tg.xy) + €. pour tout £ > 0.
et en faisant tendre £ vers 0. on obtient :
B(tg, zg) < M(tg.20).
Le point (#j.x9) étant choisi arbitrairement. on en déduit (6.26). Ainsi :
A=M = B.

Finalement. grace a (6.24) :

uw= M.

est I'unique solution du probleme (1.2). Ce qui achéve la preuve du Théoreme IV.5. O
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Cette thése est consacrée a I'étude de I'équation de Hamilton-Jacobi avec viscosité :
(VHJ) u — Au = a|VulP,t > 0,z € Q,

ola€Ra#0,p>0et QCRY est un ouvert borné a frontiére assez réguliere. On étudie
I'existence, 1'unicité et la régularité des solutions faibles des problemes aux limites de (V H.J)
avec une condition au bord homogene de type Dirichlet ou Neumann et des données initiales pi.
des mesures de Radon bornées ou bien des fonctions mesurables dans un espace de Lebesgue
L1(Q2),1 < q < oo. Des propriétes qualitatives des solutions faibles sont étudiées a 1'aide
d'une technique due a S.N. Bernstein. Un interét particulier est accordé au comportement
asymptotique des solutions pour des temps grands, en fonction du signe de a et de 'exposant
p. On montre aussi 'existence de solutions de (VH.J) avec une condition au bord homogene
du type Neumann, dans le cas ol {2 est un ouvert convexe et la donnée initiale g = 400 sur
un ouvert D C D C Q et pp = 0 sur Q\ D.

Initial boundary-value problems for viscous Hamilton-Jacobi equations
with irregular initial data
This thesis deal with the viscous Hamilton-Jacobi equations of the form :

(VH.J) w — Au=a|Vull. 1 >0, x € Q,

where a € R,a # 0, p > 0 and Q C RV is a bounded domain with a smooth boundary 9Q. We
study the existence, uniqueness and regularity of weak solutions for (V H.J) equation with Di-
richlet or Neumann homogeneous boundary conditions and irregular initial data pg. The cases
of initial data g a bounded Radon measure, or a function in the Lebesgue space L7, 1 < ¢ < o>
are investigated. Next, using the Bernstein technique we prove some qualitative properties of
these solutions. A particular attention is given to the long time behaviour depending on the
sign of a and the exponent p. We also study the existence and the uniqueness of the solutions
of (V H.J) equation for the Neumann boundary condition, when  is a convex bounded domain
and the initial data po = +o0 on a sub-domain D € D C Q and pg =0 on Q\ D.
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