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menter l’équipe de probabilité de l’IECN et c’est la raison pour laquelle j’ai eu
grand plaisir à y travailler.

Je remercie chaleureusement Monsieur Hanspeter Schmidli pour l’honneur
qu’il me fait de rapporter sur ma thèse et pour les relations très agréables, tant
scientifiques qu’humaines, que j’ai partagées avec lui.

Je remercie profondément Monsieur Jean Bertoin, qui malgré ses occupa-
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Introduction

Dans cette thèse, nous nous intéressons à deux problèmes différents, tous
les deux étant de nature probabiliste. Ces deux problèmes étant indépendants,
nous les traitons dans deux parties séparées.

Première partie Cette première partie a été faite en collaboration avec
Christophe Ackermann. Elle est inspirée d’un travail voisin, effectué par
S. Benachour, P. Chassaing, B. Roynette et P. Vallois (cf. [BCRV96]),
qui étudient l’aspect probabiliste de l’équation des milieux poreux, i.e. :

(Sm,µ)





Xt = X0 +

∫ t

0

um(s,Xs)dBs

Xt admet pour densité u(t, .) , t > 0
X0 a pour loi µ

, (0.0.1)

où (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, X0 est une variable
aléatoire indépendante de (Bt , t≥ 0) et m est un réel strictement positif.

Nous étudions ici un processus (Xt , t≥ 0), non linéaire, associé à l’équa-
tion de diffusion rapide, c’est à dire satisfaisant au système Sm,µ où m
est un réel de ]− 1

2
, 0[.

? Dans un premier temps, nous supposons que µ est la masse de Dirac
en 0.

1. Nous montrons alors que (Sm,δ0) admet une unique solution faible
((0Xt , t ≥ 0), (0u(t, .) , t ≥ 0)).

2. Puis nous prouvons que :
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(i) Si β =
1

2m + 2
,

p.s. lim sup
t→0

0X t

tβ
= lim sup

t→+∞

0X t

tβ
= +∞ (0.0.2)

p.s. lim inf
t→0

0X t

tβ
= lim inf

t→+∞

0X t

tβ
= −∞ . (0.0.3)

(ii) Pour tout λ > 0, le processus (0Xλ
t , t ≥ 0) défini par :

0Xλ
t := λ 0X t

λ2m+2
, (0.0.4)

a même loi que le processus (0Xλ
t , t ≥ 0).

(iii) Pour tout ν <
1

2
, les trajectoires de (0Xλ

t , t ≥ 0) sont presque

sûrement höldériennes d’indice ν.

3. Ensuite nous calculons explicitement, à l’aide de fonctions hyper-
géométriques bien choisies, les transformées de Laplace des temps
d’arrêt suivants :

Ty0 = inf {t > s ; 0Xs,x
t = y0t

β}, y0 6= 0 et |x| < |y0|sβ

T ∗
z0

= inf {t > s ; |0Xs,x
t | = z0t

β}, z0 > 0 et |x| < z0s
β

où (0Xs,x
t , t ≥ s) désigne le processus (0Xt , t ≥ 0) conditionné à

valoir x au temps s.

? Nous supposons, dans un deuxième temps, que µ a une densité, i.e.
µ ∈ L1(R), et qu’il existe deux constantes C1 et C2 strictement positives
telles que pour tout réel x :

µ(x) ≤ 1

C1 + C2|x|
1
|m|

. (0.0.5)

Nous montrons alors, sous cette hypothèse, que l’équation Sm,µ a encore
une solution faible (µXt , t ≥ 0).
Puis nous obtenons un théorème de renormalisation et nous montrons
que le processus (λ µX t

λ2m+2
, t ≥ 0) converge en loi, lorsque λ tend vers

0, vers le processus (0Xt , t ≥ 0). Le processus (0Xt , t ≥ 0) sert donc de
“processus de référence” pour l’équation (Sm,µ).
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Deuxième partie Il est classique de modéliser la fortune d’une compagnie
d’assurance à l’instant t (t ≥ 0) par un processus (Zx

t , t ≥ 0) défini par
Zx

t = x−Xt, avec
Xt = Bt − ct + Jt , (0.0.6)

où (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, (Jt , t≥ 0) un pro-
cessus de Lévy, de sauts purs, de mesure de Lévy ν, indépendant de
(Bt , t≥ 0). Nous supposons B0 = J0 = 0 ; x désigne une constante réelle
positive et c un réel.
Soit Tx, le premier temps de ruine, i.e. :

Tx := inf {t ≥ 0; Xt > x} . (0.0.7)

Nous supposerons toujours dans la suite que :
∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < +∞ . (0.0.8)

En particulier E(|J1|) < +∞.

1. De nombreux auteurs se sont intéressés à la probabilité de ruine
(cf. le paragraphe 4.6) et plus particulièrement à la décroissance de
x → P(Tx < +∞), lorsque x tend vers +∞. Dans notre contexte,
lim

t→+∞
Xt = −∞ p.s. si et seulement si c > E(J1), condition appelée

habituellement, hypothèse de profit net, par les financiers.

Au lieu de nous restreindre à la probabilité de ruine, i.e. P(Tx < +∞),
nous considérons plus généralement la fonction F définie par :

F (θ, µ, x) := E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

)
, θ ≥ 0, µ ≥ 0, x ≥ 0 ,

(0.0.9)
où Kx := XTx − x est l’overshoot ou dépassement du niveau x.

Il est clair que si θ = µ = 0, F (0, 0, x) cöıncide avec la probabilité
de ruine.

En supposant l’existence de certains moments exponentiels pour ν,
nous prouvons (cf. Théorème 7.3, chapitre 7), que F (θ, µ, x) ad-
met, quand x tend vers +∞, un développement asymptotique de la
forme :

F (θ, µ, x) =C0(θ, µ)e−γ0(θ)x +

p∑
i=1

(
Ci(θ, µ)e−γi(θ)x + Ci(θ, µ)e−γi(θ)x

)

+ O
(
e−Bx

)
(0.0.10)
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où les Ci(θ, µ) sont des complexes, B ∈ R+, γ0(θ) ∈ R∗+, et les
γi(θ), i ∈ {1, · · · , n} sont les racines de l’équation ψ(x) = θ où ψ
est l’exposant caractéristique du processus (Xt , t≥ 0). Les γi(θ)
sont des nombres complexes conjugués deux à deux et vérifient :

0 ≤ γ0(θ) < Re γ1(θ) ≤ · · · ≤ Re γp(θ) < B .

Lorsque ν ne charge que R+, les constantes Ci(θ, µ) sont explicites.

En particulier si θ = µ = 0 :

P(Tx < +∞) =C0e
−γ0(0)x +

p∑
i=1

(
Cie

−γi(0)x + Cie
−γi(0)x

)

+ O
(
e−Bx

)
(0.0.11)

avec
0 ≤ γ0(0) < Re γ1(0) ≤ · · · ≤ Re γp(0) < B .

2. Nous montrons, dans le chapitre 8, un résultat de décroissance de
x → P(Tx < +∞) de nature différente. Sous l’hypothèse de profit
net (E(J1) < c), et lorsque la restriction de ν à R+ possède des
moments d’ordre n ≥ 3, nous obtenons une majoration du type :

P(Tx < +∞) ≤ C

1 + xn−2
∀x ∈ R+ . (0.0.12)

3. Nous utilisons le développement (0.0.10) pour prouver un théorème
de convergence au second ordre. Plus précisément :

1er cas : Sous la condition de profit net, E(X1) = −c + E(J1) < 0,

conditionnellement à {Tx < +∞}, le couple (Tx, Kx), conve-
nablement renormalisé, converge en loi vers une v.a. bidimen-
tionnelle (ξ1, ξ2). ξ1 et ξ2 sont indépendantes et ξ1 suit une loi
gaussienne (cf. Théorème 10.1). Lorsque ν ne charge que R+,
la loi de ξ2 est explicite. Ainsi les variables aléatoires Tx et Kx

sont “asymptotiquement indépendantes”.

2ème cas : Sous la condition E(X1) = −c + E(J1) > 0, le couple
(Tx, Kx), convenablement renormalisé, converge en loi vers une
v.a. bidimentionnelle (ξ1, ξ2). ξ1 et ξ2 sont indépendantes et ξ1

suit une loi gaussienne (cf. Théorème 10.3). Lorsque ν ne charge
que R+, la loi de ξ2 est explicite. Là encore, les variables aléa-
toires Tx et Kx sont “asymptotiquement indépendantes”.
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3ème cas : Sous la condition E(X1) = −c + E(J1) = 0,

Nous avons un résultat de convergence analogue au 2ième cas,
mais cette fois, ξ1 n’est plus gaussienne (cf. Théorème 10.5).

4. Cette partie a été réalisée en commun avec Ivan Nourdin. Nous nous
intéressons à la formule de Zolotareff pour le processus (Xt , t≥ 0)
défini en (0.0.6), i.e. :

t P(Tx ∈ dt) dx = x P(Xt ∈ dx) dt sur R+ × R+ . (0.0.13)

Nous montrons l’équivalence des trois propriétés suivantes :

(i) (Xt , t≥ 0) vérifie la relation de Zolotareff (0.0.13) .

(ii) ν ne charge que R− .

(iii) ∀θ > 0, ∃Cθ > 0 tel que ∀x ≥ 0, E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= e−Cθx .

Notons que l’assertion (i) ⇒ (ii) est classique (cf. Bertoin [Ber96])
et que Borokov a établi un résultat analogue pour les marches aléa-
toires à valeurs dans Z.
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2.2.2 Propriété d’échelle du processus 0X . . . . . . . . . . . . 36
2.2.3 Propriétés du processus Yt := Argsh (bZt) . . . . . . . . 37
2.2.4 Corollaire pour le processus Z . . . . . . . . . . . . . . . 42
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A.3 Situation où c = E(J1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Depuis Mc Kean et Vlasov (cf. [Szn89], [MK66] et [MK67]), nous savons
qu’il existe un lien étroit entre les systèmes de particules en interaction et
les processus “non linéaires”, via la propagation du chaos. Plus précisément,
soit N particules dont les positions à l’instant t ( t ≥ 0) sont modélisées par le
processus N -dimensionnel (X i,N

t , t ≥ 0 , i ∈ {1, · · · , N}) solution de l’E.D.S. ,
N -dimensionnelle, suivante :

X i,N
t = X i

0+

∫ t

0

1

N

N∑

j=1
j 6=i

σ
(
X i,N

s −Xj,N
s

)
dBi

s+

∫ t

0

1

N

∑

j=1
j 6=i

b
(
X i,N

s −Xj,N
s

)
ds ,

(1.1.1)
où b et σ sont des fonctions régulières de R dans R et (Bi

t , t ≥ 0 , i ∈ {1, · · · , N})
est un mouvement brownien N -dimensionnel.

Nous savons (cf. les articles de S. Méléard et Roelly-Copoletta et de A.S.
Sznitman [MRC87] et [Szn89]) que, sous des conditions convenables, le pro-
cessus (X1,N

t , t ≥ 0) converge quand N tend vers +∞, vers (Xt , t ≥ 0), le
processus non linéaire, qui satisfait à une équation de la forme :

Xt = X1
0 +

∫ t

0

σ̃(µs, Xs)dB1
s +

∫ t

0

b̃(µs, Xs)ds , (1.1.2)

17



18 Chapitre 1. Introduction

où µt est la loi de Xt et b̃ et σ̃ sont définies par :

b̃(µ, y) = b ∗ µ(y) =

∫

R
b(y − x)µ(dx) (1.1.3)

σ̃(µ, y) = σ ∗ µ(y) =

∫

R
σ(y − x)µ(dx) . (1.1.4)

Lorsque nous ne faisons porter l’interaction des particules que sur le terme
brownien (c’est à dire b = 0 dans l’équation (1.1.1)) et que nous faisons tendre
σ vers la masse de Dirac en 0 ( deux particules n’interagissent que lorsqu’elles
se touchent), nous obtenons, (cf. [BCRV96]), comme processus “ non linéai-
re”, le processus (Xt , t≥ 0), de densités (u(t, .) , t > 0) tel que le couple
((Xt , t ≥ 0) , (u(t, .) , t > 0)) soit solution du système suivant :

(S1,µ)





Xt = X0 +

∫ t

0

u(s,Xs)dBs

Xt admet pour densité u(t, .) , t > 0
X0 a pour loi µ

. (1.1.5)

Plus généralement, réécrivons (1.1.1) en faisant agir m particules sur une
particule (cf. [BCRV96]), soit :

X i,N
t = X i

0 +

∫ t

0

1

Nm

N∑

jk 6=ji

j1,··· ,jm=1

σ(X i,N
s −Xj1,N

s , · · · , X i,N
s −Xjm,N

s )dBi
s .

(1.1.6)
avec σ : Rm → R+, d’intégrale 1 et ayant un petit support contenant l’origine.
En faisant tendre ce support vers 0 (c’est à dire en faisant tendre σ vers la
mesure de Dirac δ0 dans Rm), nous obtenons le système suivant :

(Sm,µ)





Xt = X0 +

∫ t

0

um(s,Xs)dBs

Xt admet pour densité u(t, .) , t > 0
X0 a pour loi µ

. (1.1.7)

Bien que pour les considérations intuitives qui précèdent, m a été choisi entier
positif, le système (Sm,µ) a encore un sens pour tout m réel positif. En appli-
quant la formule d’Itô à la première ligne de (1.1.7), il est classique de montrer
que la densité de probabilité u(t, .) satisfait à l’équation des milieux poreux
(équation qui modélise l’écoulement d’un fluide à travers un milieu poreux et
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homogène), soit, pour m > 0 :

(Em,µ)





∂u

∂t
=

1

2

∂2(u2m+1)

∂x2

u(0, .) = µ

, (1.1.8)

Une littérature abondante existe sur cette équation voir en particulier
[Bar52], [OKYL58], [LSU68], [Aro69], [Kne77], [AB79], [BC81], [Ben83], [BM84]
et [Kal87]. Nous savons alors que :

1. Quand m > 0,
(i) La vitesse de diffusion est finie ou, plus précisément, si µ est à support

compact, il en est de même de u(t, .) pour tout t > 0.
(ii) Le paramètre m, lorsqu’il est entier, représente la modalité coopéra-

tive d’interaction des particules (pour que des particules agissent sur
une autre, elles doivent se grouper par paquets de m particules).

2. Quand m = 0, auquel cas l’équation (Em,µ) devient l’équation de la
chaleur, soit :

(E0,µ)





∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2

u(0, .) = µ

, (1.1.9)

et le processus (Xt , t≥ 0), solution du système (S0,µ) est le mouvement
brownien.

Ainsi, dans ce cas :
(i) La vitesse de propagation est infinie, c’est à dire que pour toute

mesure µ à support compact et tout t > 0, le support de u(t, .) est R
tout entier.

(ii) Il n’y a pas d’interaction de particules entre elles, le processus est
“linéaire” : La première ligne du système (S0,µ) est toute résolue car
m = 0.

Une question vient donc naturellement : Que se passe-t-il quand m est
négatif ?

1.2 Le processus de diffusion rapide

1.2.1 Définition du processus

Bien qu’apparemment, dans le cas m < 0, il n’y ait pas d’interprétation
en terme d’interaction de particules, nous nous intéressons au processus non
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linéaire (Xt , t≥ 0), appelé processus de diffusion rapide, de famille de densités
(u(t, .) , t > 0), tel que le couple ((Xt , t≥ 0), (u(t, .) , t > 0)) soit solution du
système :

(Sm,µ)





Xt = X0 +

∫ t

0

um(s,Xs)dBs

Xt admet pour densité u(t, .) , t > 0
X0 a pour loi µ

(1.2.10)

où (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, u est une fonction de
R+×R dans R+, µ est une mesure de probabilité sur R et m est un paramètre
réel négatif.

L’une des difficultés, à priori, de cette étude provient du fait que u(t, .) étant
une densité de probabilité et m < 0, la fonction um(t, .) possède nécessairement
une singularité à l’infini.

1.2.2 Lien avec l’équation de diffusion rapide

Supposons qu’il existe une solution ((Xt , t≥ 0), (u(t, .) , t > 0)) au sys-
tème (Sm,µ). Une application de la formule d’Itô, (cf. la première étape de la
démonstration du Théorème 2.1), montre qu’alors la densité u(t, .) satisfait à
l’équation suivante :

(Em,µ)





∂u

∂t
=

1

2

∂2(u2m+1)

∂x2

u(0, .) = µ

. (1.2.11)

Les dérivées apparaissant dans (Em,µ) sont à prendre au sens des distributions.
Le système (Sm,µ) est donc étroitement lié à l’équation (Em,µ).

Classiquement cette dernière équation possède des solutions pour m > −1

2
(condition qui assure le caractère parabolique de l’équation (Em,µ)) et il y
a vitesse infinie de propagation : si µ est positive, à support compact, non
identiquement nulle, le support de u(t, .) est R tout entier, pour tout t > 0.

Ainsi, dans la première partie de ce travail, nous étudierons l’équation

(Sm,µ) avec m ∈
]
−1

2
, 0

[
.

L’équation (Em,µ) est appelée équation de diffusion rapide pour la raison
suivante. Lorsque nous comparons la solution, pour µ = δ0, de l’équation de la
chaleur d’une part et celle de (Em,δ0) d’autre part, nous constatons :
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– Pour l’équation de la chaleur, la densité u(t, .) se comporte, à t fixé,

comme C1e
−C2x2

et décrôıt donc exponentiellement vite quand |x| tend
vers +∞.

– Pour l’équation de diffusion rapide, la densité u(t, .) se comporte, à t fixé,
quand |x| tend vers +∞, comme l’inverse d’une puissance positive de x,
C

x
1
|m|

(cf. (1.3.18)).

Ainsi l’équation de diffusion rapide modélise des phénomènes physiques de
diffusion (cf [Kal87]) dont la vitesse de propagation dépasse celle de la chaleur.

1.2.3 Propriétés des solutions de l’équation de diffusion
rapide

Oublions maintenant le système (Sm,µ) et considérons l’équation de diffu-
sion rapide. Supposons que la fonction u(t, .), de R+ × R dans R, satisfasse à
cette équation,i.e. :

(Em,µ)





∂u

∂t
=

1

2

∂2(u2m+1)

∂x2

u(0, .) = µ

, (1.2.12)

où µ est une mesure de probabilité et m est un paramètre réel appartenant à

l’intervalle

]
−1

2
; 0

[
.

D’après le principe du maximum, toute solution u de (Em,µ) est positive.
Si u est régulière et s’annule à l’infini, en intégrant (Em,µ) par rapport à x,
nous obtenons :

∂

∂t

∫

R
u(t, x) dx =

1

2

∫

R

∂2(u2m+1)

∂x2
(t, x) dx = 0 . (1.2.13)

Nous en déduisons que

∫

R
u(t, x) dx =

∫

R
µ(dx) = 1. Ainsi, pour tout t ≥ 0,

u(t, .) est une mesure de probabilité.

Il est alors naturel de chercher un processus (Xt ; t ≥ 0) tel que pour tout
t ≥ 0, Xt ait pour densité u(t, .). Au vu des alinéa 1.2.1 et 1.2.2, nous sommes
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conduits à nous intéresser au système :

(Sm,µ)





Xt = X0 +

∫ t

0

um(s,Xs)dBs

Xt admet pour densité u(t, .) , t > 0
X0 a pour loi µ

(1.2.14)

où (Bt , t ≥ 0) désigne un mouvement brownien réel indépendant de X0. Les
inconnues de ce système sont le processus (Xt , t≥ 0) et la famille de densité
(u(t, .) ; t > 0). C’est une autre façon d’arriver au système (Sm,µ).

1.2.4 L’aspect non linéaire

Une des difficultés que nous rencontrons dans l’étude de l’équation (Sm,µ),

avec m ∈
]
−1

2
, 0

[
, tient à la non linéarité de cette équation. En effet, dans le

cas de l’équation de la chaleur, la solution fondamentale, i.e. correspondant à
µ = δ0, du système (S0,δ0) est le couple ((Bt , t≥ 0), (u(t, .) , t > 0)) avec :

u(t, x) =
1√
2πt

e−
x2

2t . (1.2.15)

Cette solution permet de construire, grâce à l’aspect linéaire de l’équation de
la chaleur, la solution ((X

(µ)
t , t ≥ 0), (uµ(t, .) , t > 0)) du système (S0,µ), pour

toute mesure de probabilité µ, de la façon suivante :

X
(µ)
t = X0 + Bt , (1.2.16)

uµ(t, x) =

∫

R

1√
2πt

e−
(y−x)2

2t µ(dy) , (1.2.17)

où X0 est une variable aléatoire indépendante de (Bt , t≥ 0) et de loi µ.
Dans le cadre qui est ici le notre, i.e. la diffusion rapide, l’aspect non linéaire

interdit une relation simple entre la solution du système (Sm,δ0) et celle du
système (Sm,µ). C’est ce qui nous conduit à étudier dans un premier temps, le
cas où µ = δ0, puis ensuite une situation plus générale.

1.3 Plan de l’étude et résultats

Ce travail est consacré à l’étude du système (Sm,µ), où m ∈
]
−1

2
, 0

[
.

1- Dans le chapitre 2, nous nous plaçons dans le cas particulier où µ est la
mesure de Dirac δ0.
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(i) Dans le paragraphe 2.1, nous montrons l’existence et l’unicité d’une so-
lution faible de (Sm,δ0) (cf. Théorème 2.1). La fonction 0u est la densité de
Barenblatt–Pattle (cf. [Bar52] et [Pat59]), fonction auto-similaire donnée
par la formule :

0u(t, x) =
1

tβ

(
a2

m + qm
x2

t2β

) 1
2m

, (1.3.18)

où β =
1

2m + 2
(β > 0) et am et qm sont des constantes positives que

nous préciserons.
(0X t , t ≥ 0) est solution faible de l’E.D.S. première ligne de (Sm,δ0) où
nous avons remplacé u par la fonction définie par (1.3.18).

(ii) Une fois l’existence et l’unicité du couple ((0X t , t ≥ 0), (0u(t, .) , t > 0))
solution de (Sm,δ0) établies, nous étudions, dans le paragraphe 2.2, les
propriétés trajectorielles de (0X t , t ≥ 0).

? Le processus (0X t , t ≥ 0) est récurrent (cf. alinéa 2.2.1) et vérifie :

p.s. lim sup
t→0

0X t

tβ
= lim sup

t→+∞

0X t

tβ
= +∞ (1.3.19)

p.s. lim inf
t→0

0X t

tβ
= lim inf

t→+∞

0X t

tβ
= −∞ . (1.3.20)

avec β =
1

2m + 2
.

? Il satisfait à la propriété d’échelle (cf. alinéa 2.2.2) suivante :
Pour tout λ > 0, le processus (0X t , t ≥ 0) a même loi que le processus

(0X
λ
t , t ≥ 0), défini par :

0X
λ
t = λ 0X t

λ2m+2
. (1.3.21)

soit
(0X

λ
t , t ≥ 0)

L∼ (0X t , t ≥ 0) . (1.3.22)

? Le processus (0X t , t ≥ 0) est à trajectoires hölderiennes, d’indice

strictement inférieur à
1

2
(cf. alinéa 2.2.5, Théorème 2.9). Pour montrer

le Théorème 2.9, nous utilisons des résultats auxiliaires qui font l’objet
des alinéas 2.2.3 et 2.2.4.
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(iii) Dans le paragraphe 2.3, nous étudions certains temps de passage.

? Les limites (1.3.19) et (1.3.20) ainsi que la propriété d’échelle (1.3.22)
nous invitent à nous intéresser aux familles de temps d’arrêt définies (cf.
alinéa 2.3.1) par :
pour y0 6= 0 et |x| < |y0|sβ,

Ty0 = inf {t > s ; 0Xs,x
t = y0t

β}
et pour z0 > 0 et |x| < z0s

β,

T ∗
z0

= inf {t > s ; |0Xs,x
t | = z0t

β}
où (0X

s,x
t , t ≥ s) désigne le processus (0X t , t ≥ 0) conditionné à valoir

x au temps s.

? Nous montrons à l’alinéa 2.3.2, que les transformées de Laplace de T ∗
z0

et de Ty0 s’expriment au moyen de fonctions hypergéométriques.
Nous avons rassemblé, dans l’Annexe D, les propriétés des fonctions hyper-

géométriques que nous utilisons.

2- Dans le chapitre 3, nous résolvons l’équation (Sm,µ) sous des conditions
très générales portant sur µ. Plus précisément :

(i) Au paragraphe 3.1, nous supposons que µ satisfait aux hypothèses sui-
vantes :
• µ admet une densité (notée encore µ),
• Il existe κ > 0 et θ > 0 tels que pour tout réel x, nous avons :

µ(x) ≤ 1

κ + θ|x| 1
|m|

. (1.3.23)

Nous démontrons alors l’existence et l’unicité d’une solution faible au
système (Sm,µ).

(ii) Au paragraphe 3.2, nous démontrons, sous l’hypothèse (1.3.23), la
convergence du processus solution de (Sm,µ), convenablement renorma-
lisé, vers le processus, solution du système (Sm,δ0), étudiée au chapitre 2.
Ainsi la solution de (Sm,δ0), bien qu’il s’agisse ici d’équation non linéaire,
a tout de même un caractère de référence pour l’équation générale.



Chapitre 2

Étude de (Sm,δ0
)

2.1 Existence et unicité de la solution de (Sm,δ0)

Nous considèrons l’équation :

(Sm,δ0)





0Xt =

∫ t

0

0um(s,0Xs)dBs

0Xt admet pour densité 0u(t, .) (t > 0)
0X0 = 0

. (2.1.1)

Nous introduisons tout d’abord quelques notations.
Pour tout réel m ∈ ]−1

2
, 0

[
, nous posons :

β :=
1

2m + 2
(2.1.2)

qm :=
|m|

(2m + 1)(m + 1)
. (2.1.3)

Remarquons que β > 0.
Nous notons alors :

am :=

[
q−1/2
m B

(
1 + m

2|m| ;
1

2

)] |m|
m+1

, (2.1.4)

où B est la première fonction d’Euler. Enfin, nous définissons γm et la fonction
ϕ par :

γm = amq−1/2
m (2.1.5)

ϕ(x) =
[
a2

m

(
1 +

x2

γ2
m

)] 1
2m ∀x ∈ R . (2.1.6)

25
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Théorème 2.1
i) Pour tout réel m dans l’intervalle

]−1
2
, 0

[
, l’équation (Sm,δ0) admet une

solution faible unique (0X,0u).
ii) La densité 0u(t, .) de la variable aléatoire 0Xt est celle de Barenblatt-Pattle :

0u(t, x) =
1

tβ

(
a2

m + qm
x2

t2β

) 1
2m

. (2.1.7)

La loi de
0Xt

tβ
ne dépend pas de t et vaut ϕ(x)dx.

Démonstration du Théorème 2.1

Cette démonstration se fait en plusieurs étapes :
1- Nous montrons que si (Sm,δ0) admet une solution (0X,0u), alors 0u est solu-
tion de (Em,δ0) (cf. (1.2.11) avec µ = δ0).

2- Nous calculons explicitement la solution de (Em,δ0) sous forme d’une fonc-
tion autosimilaire.

3- Nous remplaçons alors dans la première ligne de (Sm,δ0),
0u par la fonction

trouvée au point précédent.

4- Pour prouver l’existence d’une solution faible à l’équation (Sm,δ0), obtenue
alors, nous étudions une équation stochastique auxiliaire, stationnaire et ho-
mogène (cf.(2.1.34)), dont la solution est notée (Zt , t ∈ R).

5- Nous prouvons que la solution cherchée est le processus ((0Xt , t ≥ 0)) défini
par : {

0Xt := tβZln t pour t > 0
0X0 = 0 .

. (2.1.8)

6- En particulier, nous montrons que lim
t→0

(0Xt) = 0.

Première étape
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Soit f une fonction de classe C∞(R) à support compact. En appliquant la
formule d’Itô, nous obtenons :

f(0Xt) = f(0X0) +

∫ t

0

f ′(0Xs)
0um(s,0Xs)dBs +

1

2

∫ t

0

f ′′(0Xs)
0u2m(s,0Xs)ds .

(2.1.9)
En prenant l’espérance, nous avons :

E(f(0Xt)) = E(f(0X0)) +
1

2

∫ t

0

E(f ′′(0Xs)
0u2m(s,0Xs))ds , (2.1.10)

c’est-à-dire :
∫

R
f(x)0u(t, x)dx = f(0) +

1

2

∫ t

0

∫

R
f ′′(x)0u2m(s, x)0u(s, x)dx ds . (2.1.11)

En dérivant cette expression par rapport à t, nous obtenons :

∂

∂t

∫

R
f(x)0u(t, x)dx =

1

2

∫

R
f ′′(x)0u2m+1(t, x)dx , (2.1.12)

et en intégrant le deuxième membre deux fois par parties,
∫

R
f(x)

∂0u

∂t
(t, x)dx =

1

2

∫

R
f(x)

∂2(0u2m+1)

∂x2
(t, x)dx . (2.1.13)

Cette égalité étant vérifiée pour toute fonction f de classe C∞(R) à support
compact, nous en déduisons que 0u vérifie :

(Em,δ0)





∂0u

∂t
=

1

2

∂2(0u2m+1)

∂x2

0u(0, .) = δ0

. (2.1.14)

D’après [BF83], (Em,δ0) admet une solution positive unique, la fonction dite
de Barenblatt-Pattle.

Deuxième étape

Nous allons écrire ici l’expression explicite de cette solution sous la forme
d’une fonction autosimilaire. Pour cela, nous posons :

0u(t, x) =
1

tρ
ϕ
( x

tρ

)
, (2.1.15)
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où ϕ est l’inconnue, positive et d’intégrale 1. Nous avons donc :

∂0u

∂t
(t, x) = − ρ

t1+ρ
ϕ

( x

tρ

)
− ρx

t1+2ρ
ϕ′

( x

tρ

)
(2.1.16)

et
∂2(0u2m+1)

∂x2
(t, x) =

1

tρ(2m+3)
(ϕ2m+1)′′

( x

tρ

)
. (2.1.17)

Puisque 0u vérifie (Em,δ0), nous obtenons :

− ρ

t1+ρ
ϕ

( x

tρ

)
− ρx

t1+2ρ
ϕ′

( x

tρ

)
=

1

2tρ(2m+3)
(ϕ2m+1)′′

( x

tρ

)
. (2.1.18)

Nous pouvons maintenant choisir ρ tel que 1 + ρ = ρ(2m + 3), c’est à dire :

ρ = β =
1

2m + 2
.

En posant y =
x

tρ
et en simplifiant par

1

tρ
dans (2.1.18), il résulte que :

−βϕ(y)− βyϕ′(y) =
1

2
(ϕ2m+1)′′(y) (2.1.19)

et donc

−2β
d

dy
(yϕ(y)) = (ϕ2m+1)′′(y) . (2.1.20)

Nous intègrons alors (2.1.20) avec une constante d’intégration nulle (car
nous cherchons ϕ d’intégrale 1) et nous obtenons :

−2βyϕ(y) = (ϕ2m+1)′(y)

= (2m + 1)ϕ′(y)ϕ2m(y) . (2.1.21)

Pour tout nombre réel y tel que ϕ(y) 6= 0, nous pouvons donc écrire :

− 2βy

2m + 1
= ϕ′(y)ϕ2m−1(y) =

1

2m
(ϕ2m)′(y) (2.1.22)

et, puisque − 2mβ

2m + 1
> 0 et ϕ positive :

ϕ2m(y) = a2 − 2mβ

2m + 1
y2 (2.1.23)

ou encore

ϕ(y) =

(
a2 +

|m|
(2m + 1)(m + 1)

y2

) 1
2m

. (2.1.24)
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Il reste à choisir a positif tel que

∫

R
ϕ(y)dy = 1.

En notant qm =
|m|

(2m + 1)(m + 1)
, nous avons :

∫

R
ϕ(y)dy = a

1
m

∫

R

(
1 + qm

(y

a

)2
) 1

2m

dy

= a
1
m+1q−1/2

m

∫

R

(
1 + z2

) 1
2m dz

où nous avons effectué le changement de variable z =
√

qm
y

a
.

Or
1

2m
< −1 et, pour r > 1, nous avons :

∫

R

dz

(1 + z2)r
= 2

∫ +∞

0

dz

(1 + z2)r
=

∫ +∞

1

dx

xr
√

(x− 1)
, (2.1.25)

où nous avons posé : x = 1 + z2.

En notant t =
1

x
, nous obtenons :

∫ +∞

1

dx

xr
√

(x− 1)
=

∫ 1

0

t(r−
1
2
)−1(1− t)

1
2
−1dt = B

(
r − 1

2
;
1

2

)
. (2.1.26)

Par conséquent,

∫

R

(
1 + z2

) 1
2m dz = B

(
1 + m

2|m| ;
1

2

)
.

Nous posons alors :

am := a =

[
q−1/2
m B

(
1 + m

2|m| ;
1

2

)] |m|
m+1

, (2.1.27)

de sorte que : ∫

R
ϕ(y)dy = a

1
m+1q−1/2

m B

(
1 + m

2|m| ;
1

2

)
= 1 . (2.1.28)

Alors

ϕ(y) =
(
a2

m + qmy2
) 1

2m (2.1.29)

ou encore en posant γm = amq−1/2
m ,

ϕ(y) =
[
a2

m

(
1 +

y2

γ2
m

)] 1
2m

. (2.1.30)

d’où (2.1.7).
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Troisième étape

Nous avons vu que si (0X,0u) est solution de (Sm,δ0) alors 0u est la densité
de Barenblatt–Pattle. On peut donc remplacer 0u par sa forme explicite dans
l’E.D.S. de la première ligne de (Sm,δ0) et ainsi chercher une solution faible de :

0Xt =

∫ t

0

s−βmϕm

(
0Xs

sβ

)
dBs . (2.1.31)

Nous remarquons que la loi de
0Xt

tβ
ne dépend pas de t et que cette variable

aléatoire admet pour densité la fonction ϕ. Nous commençons donc par cher-
cher une E.D.S. homogène stationnaire dont la solution admet ϕ pour densité.
Nous considèrons pour cela l’E.D.S. générale suivante :

Vt = V0 +

∫ t

0

σ(Vs)dBs −
∫ t

0

b(Vs)ds . (2.1.32)

Si α est la densité stationnaire de V , l’équation de Fokker–Planck s’écrit :

1

2
(ασ2)′′ + (bα)′ = 0 . (2.1.33)

D’après (2.1.20), en posant b(x) = βx et σ = ϕm, nous obtenons : α = ϕ.

Quatrième étape

Pour prouver l’existence d’une solution de (Sm,δ0), par comparaison avec
la troisième étape, nous étudions donc, tout d’abord, l’équation homogène
stationnaire suivante :

Zt = Zs +

∫ t

s

ϕm(Zr) dBr − β

∫ t

s

Zrdr , t ≥ s (2.1.34)

où pour tout réel t, Zt est de densité ϕ et (Bt ; t ∈ R) est un mouvement
brownien défini sur R.

Puisque la fonction ϕ est égale à

ϕ(y) =
(
a2

m + qmy2
) 1

2m ,
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ϕm est une fonction sous-linéaire et lipschitzienne ; de plus, ce qui apparait dans
le terme de dérive est une fonction lipschitzienne et linéaire donc l’équation
(2.1.34) possède une unique solution forte.

On peut définir Z sur R tout entier. En effet si s1 et s2 sont deux nombres
réels tels que s1 < s2, et si l’on note (Z1

t )t≥s1 la solution de (2.1.34) pour s = s1

et (Z2
t )t≥s2 la solution de (2.1.34) pour s = s2, alors les processus Z1 et Z2

restreints à l’intervalle [s2, +∞[ ont même loi, puisque Z1
s2

a pour densité ϕ.
On est donc en présence d’un système projectif de probabilités ce qui permet
de construire le processus Z sur R.

Cinquième étape

Nous définissons :
{

0Xt = tβZln t pour t > 0
0X0 = 0 .

(2.1.35)

Nous allons montrer qu’il existe un mouvement brownien (B′
t) tel que pour

tout 0 < s < t, on ait :

0Xt = 0Xs +

∫ t

s

0um(s,0Xs) dB′
r . (2.1.36)

La formule (2.1.35) implique que

d0Xt = βtβ−1Zln tdt + tβd(Zln t)

c’est-à-dire

d0Xt = βtβ−1Zln tdt + tβ
(
−βZln t

dt

t

)
+ tβd

∫ ln t

0

ϕm(Zs)dBs

et donc :

d0Xt = tβd

(∫ ln t

0

ϕm(Zs)dBs

)
. (2.1.37)

Nous définissons le processus (Mt , t ≥ 0) par :

Mt =

∫ ln t

0

ϕm(Zs)dBs . (2.1.38)
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(Mt ; t ≥ 0) est une martingale locale. Il reste à montrer que le processus
(B′

t ; t ≥ 0) défini par :

tβdMt =
1

tβm
ϕm(Zln t)dB′

t . (2.1.39)

est un mouvement brownien.
Nous avons

dB′
t = tβ(1+m)ϕ−m(Zln t) dMt , (2.1.40)

donc (B′
t , t ≥ 0) est une martingale locale. Calculons son crochet :

< B′
. , B

′
. >t =

∫ t

0

s2β(1+m)ϕ−2m(Zln s) d < M.,M. >s

=

∫ t

0

s2β(1+m)ϕ−2m(Zln s)ϕ
2m(Zln s)

ds

s
(2.1.41)

(2.1.42)

et puisque 2β(1 + m) = 1,
< B′

. , B
′
. >t= t . (2.1.43)

Ainsi (B′
t , t ≥ 0) est un mouvement brownien et (0Xt , t ≥ 0) est solution de

(2.1.36).

Sixième étape

Nous allons montrer que :

0Xt
p.s.−−→
t→0

0 . (2.1.44)

Il nous faut pour cela introduire quelques notations.
Soit T une partie de R et F = (ti)i∈{1,...,d}, une suite finie, strictement

croissante d’éléments de T .
Nous considèrons une fonction continue f : T −→ R et deux nombres réels

a et b tels que a < b. Nous définissons par récurrence la suite (sn)n∈N∗ de la
façon suivante :

s1 = inf{ti ; f(ti) > b} s2 = inf{ti > s1 ; f(ti) < a}
s2n+1 = inf{ti > s2n ; f(ti) > b} s2n+2 = inf{ti > s2n+1 ; f(ti) < a}
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avec la convention inf ∅ = td .
Nous définissons

D(f, F, [a, b]) := sup{n; s2n < td} , (2.1.45)

et le nombre de “descentes” de f sur [a, b], le long de T par :

D(f, T, [a, b]) = sup
F fini ,F⊂T

F (f, F ; [a, b]) . (2.1.46)

Soit 0 < s < 1. (0Xv)v∈[s,1] est une martingale.
Pour toute partie T dénombrable de [s, 1], nous avons donc, d’après les

inégalités de Dubins (cf. [RY91], page 61) :

(b− a)E
(
D(0X, T, [a, b])

) ≤ sup
t∈T

E
(
(0Xt − b)+

)
, (2.1.47)

et
(b− a)E

(
D(0X, T, [a, b])

) ≤ |b|+ sup
t∈T

E(|0Xt|) . (2.1.48)

0X étant à trajectoire continues, nous obtenons :

E
(
D(0X, [s, 1], [a, b])

) ≤ |b|+ supt∈[s,1] E(|0Xt|)
b− a

. (2.1.49)

En effet, il suffit d’appliquer (2.1.48) pour T = Q ∩ [s, 1] et d’utiliser la conti-
nuité de 0X.
Nous allons maintenant montrer que :

sup
t∈[0,1]

E(|0Xt|) < ∞ . (2.1.50)

Puisque 0u est la densité de 0Xt, nous avons :

E(|0Xt|) =

∫

R

1

tβ
ϕ

( x

tβ

)
|x|dx (2.1.51)

et en faisant le changement de variable y = x/tβ, nous obtenons :

E(|0X t|) = tβ
∫

R
|y|ϕ(y)dy . (2.1.52)

D’après la forme explicite (2.1.29) de ϕ, nous avons :

ϕ(y) ∼
|y|→+∞

C|y|1/m , (2.1.53)
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et donc
|y|ϕ(y) ∼

|y|→+∞
C|y| 1

m
+1 . (2.1.54)

Ainsi

∫

R
|y|ϕ(y)dy < ∞ et puisque β est strictement positif, sup

t∈[0,1]

tβ = 1. Nous

en déduisons la relation (2.1.50).

Remarque 2.2
En utilisant le même argument, nous montrons qu’il existe ε > 0, dépendant
de m, tel que :

sup
t∈[0,1]

E(|0Xt|1+ε) < ∞ . (2.1.55)

Ceci prouve l’équi-intégrabilité de la martingale (0Xt , t ≥ 0).

Nous avons donc, d’après (2.1.49) :

E
(
D(0X, [s, 1], [a, b])

) ≤ k < ∞ (2.1.56)

où la constante k ne dépend pas de s.
Si nous notons D(0X, [s, 1], [a, b]) = Ds, alors Ds est une variable aléatoire

qui crôıt, quand s décroit, vers D(0X, ]0, 1], [a, b]).
Le théorème de convergence monotone permet d’en déduire

E
(
D(0X, ]0, 1], [a, b])

) ≤ k < ∞ . (2.1.57)

Comme cela est vrai pour tous les nombres réels a et b tels que a < b, ceci
implique classiquement que lim

s→0

0Xs existe presque sûrement.

Il reste à identifier cette limite. Nous définissons alors la suite (tn)n≥1 par

tn = n−
3
β . Il est clair que lim

n→+∞
tn = 0 .

D’après l’inégalité de Markov et (2.1.52), nous avons :

P (|0Xtn| >
1

n
) ≤ nE(|0Xtn|) = nCtβn =

c

n2
. (2.1.58)

Puisque
∑
n≥1

P (|0Xtn| > 1/n) ≤ c
∑
n≥1

1/n2 < ∞ , d’après le lemme de Borel-

Cantelli, presque sûrement pour n suffisamment grand, |0Xtn| <
1

n
, et donc

lim
n→+∞

0X tn = 0 p.s. . (2.1.59)
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La limite de 0Xs lorsque s tend vers 0 est donc égale à 0, ce qui achève la
démonstration de l’existence de la solution de (Sm,δ0).

L’unicité en loi résulte du caractère markovien du processus 0X et de l’uni-
cité de la solution de l’E.D.P. (Em,δ0).

2.2 Etude trajectorielle du processus 0X

2.2.1 Comportement asymptotique des trajectoires de
0X

Rappelons que (0X , 0u) est la solution de l’équation (Sm,δ0).

Théorème 2.3
Le processus (0Xt , t ≥ 0) vérifie :

p.s. lim sup
t→0

0Xt

tβ
= lim sup

t→+∞

0Xt

tβ
= +∞ , (2.2.60)

p.s. lim inf
t→0

0Xt

tβ
= lim inf

t→+∞

0Xt

tβ
= −∞ . (2.2.61)

(0Xt , t ≥ 0) est en particulier récurrent.

Démonstration du Théorème 2.3

Z étant un processus markovien et stationnaire dont la densité stationnaire
ϕ a pour support ]−∞, +∞[ , Z est récurrent sur ]−∞, +∞[ et nous avons :

p.s. lim sup
t→+∞

Zt = +∞ et p.s. lim inf
t→+∞

Zt = −∞

p.s. lim sup
t→−∞

Zt = +∞ et p.s. lim inf
t→−∞

Zt = −∞ .

Ainsi, puisque 0Xt = tβZln t, il en découle :

p.s. lim sup
t→+∞

0Xt = +∞ et p.s. lim inf
t→+∞

0Xt = −∞ . (2.2.62)
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Le processus 0X étant continu, il est récurrent d’après ce qui précède, et nous
avons :

p.s. lim sup
t→0

0Xt

tβ
= +∞ et p.s. lim inf

t→0

0Xt

tβ
= −∞

p.s. lim sup
t→+∞

0Xt

tβ
= +∞ et p.s. lim inf

t→+∞

0Xt

tβ
= −∞ .

ut

2.2.2 Propriété d’échelle du processus 0X

Proposition 2.4
Pour tout λ > 0, le processus 0X a même loi que le processus 0X

λ
défini par

0X
λ
t = λ 0X t

λ2m+2
.

Démonstration de la proposition 2.4

Pour λ > 0, nous définissons le processus 0X
λ
t par :

0X
λ
t = λ 0X t

λ2m+2
(2.2.63)

où (0X , 0u) est la solution de (Sm,δ0) et on note vλ(t, .) la densité de la variable

aléatoire 0X
λ
t . Pour toute fonction f borélienne, nous avons :

E(f(0X
λ
t )) = E[f(λ 0X t

λ2m+2
)] =

∫

R
f(λx)0u

(
t

λ2m+2
, x

)
dx

donc en effectuant le changement de variable y = λx, nous avons :

E(f(0X
λ
t )) =

∫

R
f(y)

1

λ
0u

(
t

λ2m+2
,
y

λ

)
dy . (2.2.64)

Or, par définition,

E(f(0X
λ
t )) =

∫

R
f(y)vλ(t, y)dy , (2.2.65)

donc

vλ(t, y) =
1

λ
0u

(
t

λ2m+2
,
y

λ

)
(2.2.66)
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où 0u est la densité de Barenblatt–Pattle, définie en (2.1.7). Avec la définition

(2.2.63) de 0X
λ
, nous obtenons :

0X
λ
t = λ

∫ t/λ2m+2

0

0u
m

(s, 0Xs)dBs

et en posant r = λ2m+2s, il vient

0X
λ
t = λ

∫ t

0

0um

(
r

λ2m+2
,
λ 0X r

λ2m+2

λ

)
dB r

λ2m+2

=

∫ t

0

vm
λ (r, 0X

λ
r )λ

m+1dB r
λ2m+2

.

On définit ensuite le processus (B′
t , t ≥ 0) par B′

t = λm+1B t
λ2m+2

. Il est alors

clair que (B′
t , t ≥ 0) est un mouvement Brownien. Ainsi

0X
λ
t =

∫ t

0

vm
λ (r,0Xrλ)dB′

r

et (0X
λ
, vλ) est solution de (Sm,δ0). On en déduit immédiatement que les pro-

cessus 0X
λ

et 0X ont même loi.
ut

2.2.3 Propriétés du processus Yt := Argsh (bZt)

Nous allons maintenant établir quelques résultats auxiliaires qui nous per-
mettront d’étudier la régularité des trajectoires de (0Xt , t ≥ 0).

En notant b =

√
qm

am

et a = am, nous pouvons réécrire l’équation (2.1.34)

de la façon suivante :

Zt = Zs +

∫ t

s

a
√

1 + b2Z2
r dBr − β

∫ t

s

Zrdr , (2.2.67)

où a et b sont des réels strictement positifs.
Nous définissons alors le processus (Yt , t≥ 0) par Yt := Argsh(bZt) .
La formule d’Itô nous donne alors :

Yt = Ys +

∫ t

s

b√
1 + b2Z2

r

(a
√

1 + b2Z2
r dBr−βZrdr)−

∫ t

s

a2b3Zr(1 + b2Z2
r )

2(1 + b2Z2
r )3/2

dr ,
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c’est à dire

Yt = Ys + ab(Bt −Bs)− 1

2
(a2b2 + 2β)b

∫ t

s

Zr√
1 + b2Z2

r

dr , (2.2.68)

ou encore

Yt = Ys + ab(Bt −Bs)− 1

2
(a2b2 + 2β)

∫ t

s

shYr√
1 + sh2Yr

dr . (2.2.69)

Finalement, le processus (Yt , t≥ 0) est solution de l’E.D.S. suivante :

Yt = Ys + ab(Bt −Bs)− 1

2
(a2b2 + 2β)

∫ t

s

thYr dr . (2.2.70)

Remarque 2.5
La fonction th étant bornée et lipschitzienne, l’équation (2.2.70) admet une
solution forte unique. On retrouve alors l’existence d’une solution forte unique
pour l’E.D.S. (2.1.34).

Etudions alors les propriétés du processus (Yt , t≥ 0).

Proposition 2.6

(i) Pour tout t ∈ R, le processus (Yt) admet pour densité stationnaire la

fonction y → θ
(
ch y

)m+1
m avec θ =

a
1
m

b
.

(ii) Pour tout t et tout α vérifiant 0 < α < −m+1
m

, E(exp(αYt)) est finie
et ne dépend pas de t.

(iii) Nous notons Y (n) le processus Y , conditionné par l’événement
{Y0 ≤ k ln n}.
Presque sûrement, pour n suffisamment grand, nous avons

∀t ∈ [0, 1] , Y
(n)
t ≤ 2k ln n . (2.2.71)

(iv) Pour C > 0 suffisamment grand, presque sûrement pour t suffisam-
ment grand, (t ≥ T (ω)), nous avons :

|Yt| < C ln t . (2.2.72)
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Démonstration de la Proposition 2.6

- démonstration de (i) :
Zt admettant ϕ pour densité stationnaire, nous avons :

E(f(Yt)) =

∫

R
f(Argsh (bx))ϕ(x)dx

et avec le changement de variable y = Argsh (bx),

E(f(Yt)) =
1

b

∫

R
f(y)ϕ

(sh y

b

)
ch y dy.

Or ϕ
(sh y

b

)
= a1/m(ch y)1/m, donc

E(f(Yt)) = θ

∫

R
f(y)

(
ch y

)m+1
m dy

avec m+1
m

< 0.

Remarque 2.7

Le processus Ỹ défini par Ỹt =
1

ab
Argsh (bZt) vérifie l’ E.D.S.

Ỹt = Ỹ0 + Bt − 1

2

(
2β

ab
+ ab

) ∫ t

0

th (abỸs)ds .

En notant w′(x) =
(

2β
ab

+ ab
)
th (abx), on peut définir une mesure de probabilité

µ̃ en posant µ̃(x) = e−w(x) où w est une primitive de w′. Un résultat classique

nous prouve que µ̃ est la mesure invariante du processus Ỹ . Le calcul de µ̃ nous
donne :

µ̃(x) = K
(
ch (abx)

)m+1
m (K > 0) . (2.2.73)

- démonstration de (ii) :

Nous calculons, pour 0 < α < −m + 1

m
:

E(exp(αYt)) = θ

∫

R

eαy

(
ch y

)−m+1
m

dy ≤ C

∫

R

eαy

e−
m+1

m
y + e

m+1
m

y
dy .

Cette intégrale converge et ne dépend pas de t.
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- démonstration de (iii) :

Nous considèrons le processus noté B̃(n) défini par :

B̃
(n)
t := k ln n + abBt . (2.2.74)

Pour tout n ∈ N∗ nous désignons par Dn et En les événements suivants :

Dn :=
{∀t ∈ [0, 1], 0 ≤ B̃

(n)
t ≤ 2k ln n

}

et
En :=

{∀t ∈ [0, 1], Y
(n)
t ≤ 2k ln n

}
.

Sur Dn ∩
{
Y

(n)
t ≥ 0 , ∀t ∈ [0, 1]

}
, nous avons :

− 1

2b
(a2b2 + 2β)

∫ t

0

thY (n)
r dr < 0 et Y

(n)
0 ≤ B̃

(n)
0 . (2.2.75)

Le principe de comparaison assure alors :

Y
(n)
t ≤ B̃

(n)
t ∀t ∈ [0, 1] . (2.2.76)

Sur Dn ∩
{
Y

(n)
t < 0 , ∀t ∈ [0, 1]

}
, nous avons :

Y
(n)
t ≤ 0 ≤ B̃

(n)
t , ∀t ∈ [0, 1] . (2.2.77)

En conséquence, sur Dn, nous avons :

∀t ∈ [0, 1] , Y
(n)
t ≤ B̃(n)

n ≤ 2k ln n . (2.2.78)

Donc :
P (Dn) ≤ P (En) . (2.2.79)

Nous allons calculer P (Dc
n) où Dc

n désigne le complémentaire de Dn.
Nous avons :

Dc
n =

{
sup

t∈[0,1]

B̃
(n)
t > 2k ln n ou inf

t∈[0,1]
B̃

(n)
t < 0

}
(2.2.80)

et d’après (2.2.74),

Dc
n =

{
sup

t∈[0,1]

Bt >
k

ab
ln n ou inf

t∈[0,1]
Bt < − k

ab
ln n

}
=

{
sup

t∈[0,1]

|Bt| > k

ab
ln n

}
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Ainsi,

P (Dc
n) ≤ 4P

(
|B1| ≥ k

ab
ln n

)

≤ C exp

(
− k2

2a2b2
(ln n)2

)

≤ C exp

(
− k2

2a2b2
ln n

)
(2.2.81)

donc

P (Dc
n) ≤ C n

− k2

2a2b2 . (2.2.82)

Par ailleurs, d’après (2.2.79), P (Ec
n) ≤ P (Dc

n) donc

P (Ec
n) ≤ C n

− k2

2a2b2 .

En choisissant k > max{1,√2ab}, la série
∑
n≥1

P (Ec
n) converge.

D’après le lemme de Borel-Cantelli, presque sûrement pour tout n ≥ N2(ω) ,

∀t ∈ [0, 1] , Y
(n)
t ≤ 2k ln n.

- démonstration de (iv) :
Nous montrons que pour tout k > max{1,√2ab} , presque sûrement pour n
suffisamment grand,

Yn ≤ k ln n.

Nous avons :
P (Yn > k ln n) = P (eYn > nk)

et d’après l’inégalité de Markov :

P (Yn > k ln n) ≤ 1

nk
E(eYn)

où E(eYn) est une constante indépendante de n d’après le point (ii) de la
Proposition 2.6, −m+1

m
étant strictement supérieur à 1.

Par conséquent, la série
∑
n≥1

P (Yn > k ln n) est convergente et d’après le

théorème de Borel–Cantelli, presque sûrement pour n ≥ N1(ω),

Yn(ω) ≤ k ln n .
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Or d’après le point (iii) de la Proposition 2.6, presque sûrement pour n ≥ N2(ω),

∀t ∈ [0, 1] , Y
(n)
t ≤ 2k ln n.

D’où, presque sûrement pour n ≥ N(ω),

∀t ∈ [n, n + 1] , Yt ≤ 2k ln n ≤ 2k ln t .

En conclusion, Yt ≤ 2k ln t presque sûrement, pour t ≥ T1(ω). Nous démon-
trerions de même que, presque sûrement, pour t ≥ T2(ω) , Yt ≥ −2k ln t .

Ainsi, presque sûrement, pour t ≥ T (ω),

|Yt| ≤ 2k ln t .

ut

2.2.4 Corollaire pour le processus Z

De la Proposition 2.6 et de la relation Yt = Argsh (bZt) où nous avons

Zt =
1

b
sh (Yt), nous déduisons :

Corollaire 2.8
(i) Presque sûrement, il existe T (ω) et C(ω) tels que

∀|t| > T (ω) , |Zt| ≤ C(ω)|t|2k .

(ii) Presque sûrement, pour tout ξ > 0, il existe une constante Cξ(ω) telle que
pour tout t ∈ R, nous avons :

|Zt| ≤ Cξ(ω)(ξ + |t|2k)

(iii) Presque sûrement, pour tout ξ > 0, il existe une constante C ′
ξ(ω) telle que

pour tout t ∈ R, nous avons :

|Zt|2 ≤ C ′
ξ(ω)(ξ + |t|4k) .
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Démonstration du corollaire 2.8
(i) Pour les t > 0, ceci découle directement du corollaire précédent et de la
majoration sh x ≤ ex . Le cas t < 0 résulte de la symétrie du processus Z. ut

2.2.5 Caractère höldérien des trajectoires de 0X

Théorème 2.9
Pour tout ν < 1/2, le processus 0X est presque sûrement à trajectoire höldé-
rienne d’indice ν.

Démonstration du Théorème 2.9

La preuve du caractère Hölderien du processus 0X se décompose en trois
étapes.

Première étape

Soit ν < 1
2
.

Nous majorons l’expression
|0Xt − 0Xs|
|t− s|ν de la façon suivante :

|0Xt − 0Xs|
|t− s|ν =

|tβZln t − sβZln s|
|t− s|ν ≤ |tβ − sβ||Zln t|

|t− s|ν︸ ︷︷ ︸
(A1)

+
sβ|Zln t − Zln s|

|t− s|ν︸ ︷︷ ︸
(A2)

. (2.2.83)

La fonction x 7→ xβ étant concave puisque 1
2

< β < 1 , pour tout η > 0 tel que
β − η > ν et pour tous s et t de [0, 1] tels que s ≤ t, nous avons :

A1 ≤ |t− s|β−η

|t− s|ν |Zln t||t− s|η (2.2.84)

donc
A1 ≤ |t− s|β−η−ν |t|η|Zln t| (2.2.85)

avec |t − s|β−η−γ ≤ 1 et lim
t→0

tη|Zln t| = 0 presque sûrement (cf le point 6 de la

preuve du théorème 2.1).
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Les trajectoires de Z étant presque sûrement continues, il existe une constante
C(ω) telle que pour tous s et t de [0, 1] tels que s ≤ t, nous avons :

A1 ≤ C(ω) . (2.2.86)

Il reste à majorer le terme A2. C’est l’objet des deux étapes suivantes.

Deuxième étape

Majoration de |Zln t − Zln s|.
Soit 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

D’après (2.2.67), nous avons :

|Zln t − Zln s| ≤ β

∣∣∣∣
∫ ln t

ln s

Zrdr

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ ln t

ln s

a(1 + b2Z2
r )1/2dBr

∣∣∣∣ . (2.2.87)

Nous majorons tout d’abord le premier terme :

β
∣∣∣
∫ ln t

ln s

Zrdr
∣∣∣ ≤ β

∫ ln t

ln s

|Zr|dr

≤ C

∫ ln t

ln s

( 1

2k
+ r2k

)
dr (d’après le point (ii) du corollaire 2.8)

≤ C
{

(| ln s| − | ln t|) + (| ln s|2k+1 − | ln t|2k+1)
}

donc

β
∣∣∣
∫ ln t

ln s

Zrdr
∣∣∣ ≤ C(ω)

(
| ln s|2k+1 − | ln t|2k+1

)
.

Pour le deuxième terme, il faut d’abord remarquer que celui-ci peut s’écrire
sous la forme d’un mouvement Brownien changé de temps : si nous notons B̃
un mouvement Brownien classique, alors :

∫ ln t

ln s

(1 + b2Z2
r )

1
2 dBr = B̃R ln t

ln s (1+b2Z2
r )dr

. (2.2.88)

Ainsi, sachant d’après la loi du logarithme itéré, que :
∣∣∣B̃t

∣∣∣ ≤ C(ω) sup{t 1
2
−ε, t

1
2
+ε} avec ε > 0 , (2.2.89)



2.2. Etude trajectorielle du processus 0X 45

et en notant :

I =

∣∣∣∣
∫ ln t

ln s

a(1 + b2Z2
r )

1
2 dBr

∣∣∣∣ , (2.2.90)

nous avons :

I ≤ C sup

{( ∫ ln t

ln s

(1 + b2Z2
r )dr

) 1
2
−ε

,
( ∫ ln t

ln s

(1 + b2Z2
r )dr

) 1
2
+ε

}

≤ C sup

{( ∫ ln t

ln s

(1 + r4k)dr
) 1

2
−ε

,
( ∫ ln t

ln s

(1 + r4k)dr
) 1

2
+ε

}

donc

I ≤ C(ω) sup

{(
| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1

) 1
2
−ε

,
(
| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1

) 1
2
+ε

}
.

Troisième étape

Majoration de A2 .

A2 ≤
sβ

∣∣∣
∫ ln t

ln s
Zrdr

∣∣∣
|t− s|ν +

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
a(1 + b2Z2

r )
1
2 dBr

∣∣∣
|t− s|ν , (2.2.91)

et nous majorons les deux termes du membre de droite séparément :

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
Zrdr

∣∣∣
|t− s|ν ≤ Csβ | ln s|2k+1 − | ln t|2k+1

|t− s|ν

≤ Csβ−η (| ln s|2k+1 − | ln t|2k+1)ν

|t− s|ν sη(| ln s|2k+1 − | ln t|2k+1)1−ν

et par l’inégalité des accroissements finis,

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
Zrdr

∣∣∣
|t− s|ν ≤ Csβ−η {(2k + 1)| ln s|2k|s− t|}ν

sν |t− s|ν sη| ln s|(2k+1)(1−ν)

ce qui donne finalement

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
Zrdr

∣∣∣
|t− s|ν ≤ Csβ−η−νsη| ln s|2k+1−ν .
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En choisissant η tel que β − η − ν > 0, comme lim
s→0

sη| ln s|2k+1−ν = 0, il vient

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
Zrdr

∣∣∣
|t− s|ν ≤ C(ω) .

Nous procèdons de façon similaire pour le deuxième terme :

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
a(1 + b2Z2

r )
1
2 dBr

∣∣∣
|t− s|ν

≤ Csβ

(| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1
) 1

2
+ε

+
(| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1

) 1
2
−ε

|t− s|ν

≤ Csβ−δ

(| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1
)ν

|t− s|ν sδ

[(| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1
) 1

2
−ε−ν

+
(| ln s|4k+1 − | ln t|4k+1

) 1
2
+ε−ν

]
.

(2.2.92)

Nous choisissons ε > 0 tel que 1
2
− ε− ν > 0 et par un raisonnement identique

au précédent, nous obtenons :

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
a(1 + b2Z2

r )
1
2 dBr

∣∣∣
|t− s|ν ≤ Csδ| ln s|(4k+1)( 1

2
+ε)−ν

et puisque lim
s→0

sδ| ln s|(4k+1)(1/2+ε)−ν = 0 ,

sβ
∣∣∣
∫ ln t

ln s
a(1 + b2Z2

r )
1
2 dBr

∣∣∣
|t− s|ν ≤ C .

Finalement,
A2 ≤ C(ω) .

Nous avons donc démontré :

sup
s,t≤1
s6=t

|0Xt −0Xs|
|t− s|ν ≤ C(ω) , (2.2.93)

ce qui signifie que 0X est localement Höldérien d’indice ν <
1

2
. ut
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2.3 Etude de temps de passage

2.3.1 Définition de temps de passage

Les limites

lim sup
t→0

0Xt

tβ
= +∞ p.s. et lim inf

t→0

0Xt

tβ
= −∞ p.s.

lim sup
t→+∞

0Xt

tβ
= +∞ p.s. et lim inf

t→+∞

0Xt

tβ
= −∞ p.s.

nous invitent à nous intéresser au moment où 0X t

tβ
dépasse une valeur donnée.

Pour tout x réel et tout s > 0, nous notons (0Xs,x
t , t ≥ s) le processus, solution

de l’équation différentielle stochastique :

0Xs,x
t = x +

∫ t

s

0u
m

(r, 0X
s,x
r )dBr , t ≥ s. (2.3.94)

Nous définissons alors deux familles de temps d’arrêt :
pour y0 6= 0 et |x| < |y0|sβ, nous posons :

Ty0 = inf{t > s;0Xs,x
t = y0t

β} , (2.3.95)

et pour y0 > 0 et |x| < y0s
β,

T ∗
y0

= inf{t > s; |0Xs,x
t | = y0t

β} . (2.3.96)

Il est clair que :
T ∗

y0
= Ty0 ∧ T−y0 . (2.3.97)

En définissant le processus Zy comme solution de l’E.D.S. :

Zy
t = y +

∫ t

0

ϕm(Zy
r )dBr − β

∫ t

0

Zy
r dr , t ≥ 0 , (2.3.98)

nous avons l’égalité :

0X
s,x
t = tβZ

x

sβ

ln( t
s)

, t ≥ s . (2.3.99)

Si nous notons Sx0,y0 le temps d’arrêt :

Sx0,y0 := inf {t ≥ 0 ; Zx0
t = y0} , (2.3.100)
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nous avons :

S x

sβ ,y0 = ln

(
inf {t ≥ s, Z

x

sβ

ln( t
s)

= y0}
)
− ln s

= ln
(
inf {t ≥ s, 0X

s,x
t = y0t

β})− ln s . (2.3.101)

Par conséquent,

S x

sβ ,y0 = ln

(
Ty0

s

)
. (2.3.102)

Nous sommes donc amenés à déterminer la loi de ces temps d’arrêt. En fait,
nous allons calculer explicitement la transformée de Laplace de ces temps. Nous
utiliserons les résultats et les notations de l’appendice D.

2.3.2 Calcul explicite de la transformée de Laplace des
lois des temps de passage

Théorème 2.10
Pour tout λ ≥ 0 et pour tous réels x, y, z tels que y ≤ x ≤ z, nous avons :

E[exp−λ(Sx,y ∧ Sx,z)] =
hλ(x)(kλ(z)− kλ(y))− kλ(x)(hλ(z)− hλ(y))

hλ(y)kλ(z)− kλ(y)hλ(z)
,

(2.3.103)
et pour z > 0 et −z ≤ x ≤ z,

E[exp−λ(Sx,z ∧ Sx,−z)] =
hλ(x) + hλ(−x)

hλ(z) + hλ(−z)
, (2.3.104)

où les fonctions hλ et kλ sont définies dans l’annexe D (cf. (D.0.20)).

Démonstration du Théorème 2.10

Soit f ∈ C2(R). D’après la formule d’Itô, nous avons :

e−λtf(Zx
t ) =f(Zx

0 ) +

∫ t

0

e−λsf ′(Zx
s )ϕm(Zx

s )dBs − β

∫ t

0

e−λsf ′(Zx
s )Zx

s ds

−
∫ t

0

λe−λsf(Zx
s )ds +

1

2

∫ t

0

e−λsf ′′(Zx
s )ϕ2m(Zx

s )ds (2.3.105)
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c’est à dire :

e−λtf(Zx
t ) =f(x) +

∫ t

0

e−λsf ′(Zx
s )ϕm(Zx

s )dBs

+

∫ t

0

(−λe−λsf(Zx
s ) + e−λsLf(Zx

s )
)
ds , (2.3.106)

Avec :

Lg(z) :=
1

2
ϕ2m(z)g′′(z)− βzg′(z), g ∈ C2(R), z ∈ R . (2.3.107)

Par conséquent, le processus (Mt , t ≥ 0) défini par :

Mt := e−λtf(Zx
t )− f(x) +

∫ t

0

(−λe−λsf(Zx
s ) + e−λsLf(Zx

s )
)
ds (2.3.108)

est une martingale locale.
De plus, la martingale arrêtée (M

Sx,y∧Sx,z

t , t ≥ 0) est une vraie martingale
bornée.
Pour f = f y

λ (pour la définition de f y
λ , cf. (D.0.21), annexe D), nous avons :

−λe−λsf y
λ(Zx

s )+e−λsLf y
λ(Zx

s ) = −λe−λsf y
λ(Zx

s )+e−λsλf y
λ(Zx

s ) = 0 , (2.3.109)

et donc :
Mt = e−λtf y

λ(Zx
t )− f y

λ(x) . (2.3.110)

D’où (Mt , t ≥ 0) est une martingale bornée sur [0, Sx,y∧Sx,z[ et nous pouvons
lui appliquer le théorème d’arrêt :

E[MSx,y∧Sx,z ] = E[M
Sx,y∧Sx,z

0 ] = 0 . (2.3.111)

Ainsi,
E[e−λ(Sx,y∧Sx,z)f y

λ(Zx
Sx,y∧Sx,z)] = f y

λ(x). (2.3.112)

Nous décomposons alors le membre de gauche de l’égalité (2.3.112) et nous
obtenons :

E[e−λ(Sx,y∧Sx,z)f y
λ(y)1l{Sx,y≤Sx,z} + e−λ(Sx,y∧Sx,z)f y

λ(z)1l{Sx,y>Sx,z}] = f y
λ(x)
(2.3.113)

ce qui donne, vu que f y
λ(y) = 0 (d’après la définition de f y

λ , cf. (D.0.21)),

E[e−λ(Sx,y∧Sx,z)f y
λ(z)1l{Sx,y>Sx,z}] = f y

λ(x) . (2.3.114)
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Si nous supposons qu’il existe un z > y tel que f y
λ(z) = 0, alors pour tout

y ≤ x′ ≤ z, f y
λ(x′) = 0, ce qui est absurde car f y

λ n’est pas identiquement nulle.
Donc f y

λ ne s’annule pas sur ]y, +∞[ et nous avons :

E[e−λ(Sx,y∧Sx,z)1l{Sx,y>Sx,z}] =
f y

λ(x)

f y
λ(z)

(2.3.115)

et de la même manière,

E[e−λ(Sx,y∧Sx,z)1l{Sx,y≤Sx,z}] =
gz

λ(x)

gz
λ(y)

. (2.3.116)

Des deux égalités précédentes et en se référant aux définitions de f y
λ et gz

λ (cf.
(D.0.21) et (D.0.22), annexe D), nous déduisons :

E[exp−λ(Sx,y ∧ Sx,z)] =
hλ(x)(kλ(z)− kλ(y))− kλ(x)(hλ(z)− hλ(y))

hλ(y)kλ(z)− kλ(y)hλ(z)
.

(2.3.117)

Soit z un réel positif et x ∈] − z, z[. En remarquant que pour tout w ∈ R,
kλ(w) = hλ(−w), nous obtenons :

E[exp−λ(Sx,z ∧ Sx,−z)] =
hλ(x)(hλ(−z)− hλ(z))− hλ(−x)(hλ(z)− hλ(−z))

hλ(−z)2 − hλ(z)2

=
(hλ(x) + hλ(−x))(hλ(−z)− hλ(z))

(hλ(−z) + hλ(z))(hλ(−z)− hλ(z))
. (2.3.118)

D’où :

E[exp−λ(Sx,z ∧ Sx,−z)] =
hλ(x) + hλ(−x)

hλ(z) + hλ(−z)
. (2.3.119)

ut

Corollaire 2.11
Pour tout λ ≥ 0, nous avons :

E
[
(T ∗

y0
)−λ

]
= s−λ hλ(xs−β) + hλ(−xs−β)

hλ(y0) + hλ(−y0)
.
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Démonstration du corollaire 2.11

D’après le théorème 2.10 et l’identité (2.3.102), nous avons :

E
[
exp−λ ln

(Ty0 ∧ T−y0

s

)]
= E

[
exp−λ(ln Ty0/s ∧ ln T−y0/s)

]

= E
[
exp−λ(Sx/sβ ,y0

∧ Sx/sβ ,−y0
)
]

=
hλ(xs−β) + hλ(−xs−β)

hλ(y0) + hλ(−y0)
.

Or

E
[
(T ∗

y0
)−λ

]
= E

[
(Ty0 ∧ T−y0)

−λ
]

= E
[
exp−λ(ln(Ty0 ∧ T−y0))

]

= E
[
exp−λ(ln(Ty0) ∧ ln(T−y0))

]

donc

E
[
(T ∗

y0
)−λ

]
= s−λ hλ(xs−β) + hλ(−xs−β)

hλ(y0) + hλ(−y0)
.

ut
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Chapitre 3

Résolution de (Sm,µ) avec µ
quelconque

3.1 Existence et unicité de la solution de (Sm,µ)

pour une large classe de mesures µ

Nous avons démontré au paragraphe 2 que (Sm,µ) (cf. (1.2.10)) possède une
unique solution lorsque µ = δ0. Le but de ce paragraphe est de prouver le même
résultat pour une large classe de données initiales. Nous nous restreindrons au
cas où µ admet une densité, que nous noterons encore µ. Soit donc µ ∈ L1(R).
Nous montrons aisément que si (µX, µu) est solution de (Sm,µ), alors µu est
solution de (Em,µ) (cf. (1.2.11) et d’après [Kal87] et [AB79], il existe une unique
solution positive à l’équation (Em,µ). Ainsi µu est cette unique solution positive.

Nous notons (H), l’hypothèse suivante :

(H) Il existe κ > 0 et θ > 0 tels que : ∀x ∈ R, µ(x) ≤ 1

κ + θ|x|1/|m| .

(3.1.1)

Théorème 3.1
Soit µ ∈ L1(R). Sous l’hypothèse (H), l’équation (Sm,µ) possède une unique
solution faible (µX , µu).

Avant de démontrer le théorème 3.1, nous établirons deux résultats pré-
liminaires : les lemmes 3.2 et 3.3. Nous rappelons tout d’abord les résultats
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classiques sur la solution µu de (Em,µ) qui sont indépendants de l’hypothèse
H et vrais si µ ∈ L1(R). Les résultats suivants apparaissent dans les articles
de A.S. Kalashnikov [Kal87], pour (A), (B) et (E), D.J. Aronson - P. Benilan
[AB79], pour (C) et (D) et J.L. Vásquez [V9́3] :

(A) µu ∈ C∞(]0, +∞[×R) , (3.1.2)

(B) µu est strictement positive sur ]0, +∞[×R , (3.1.3)

(C) L′application t → µu(t, .) est continue pour la norme L1 , (3.1.4)

(D) Il existe une constante C telle que ∀ t > 0 , ||µu(t, .)||∞ ≤ Ct−β ,
(3.1.5)

(E) lim inf
|x|→+∞

|x|
1
|m| µu(t, x) ≥ Cmt

1
2|m| avec Cm =

(
2(2m + 1)(m + 1)

|m|
) 1

2|m|
.

(3.1.6)

Lemme 3.2
Sous l’hypothèse (H) et pour tout T > 0, il existe des constantes κT et θT telles
que pour tout x ∈ R, nous ayons :

sup
0≤t≤T

µu(t, x) ≤ 1

κT + θT |x| 1
m

.

Démonstration du lemme 3.2

Nous procèdons en deux étapes.

Première étape

Pour tout a > 0, nous notons ũa la fonction définie par :

ũa(t, x) :=
1

tβ

(
a + qm

( x

tβ

)2
) 1

2m

pour tout t > 0 et x ∈ R. La fonction ũa vérifie l’E.D.P. première ligne de
(Em,δ0). Nous avons

ũa(t, x) =
1

tβ
(
a + qm

t2β x2
) 1

2|m|
.
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Puisque 1
2|m| > 1, il existe une constante Cm telle que

(
a +

qm

t2β
x2

) 1
2|m| ≤ Cm

(
a

1
2|m| +

q
1

2|m|
m

t
β
|m|

|x|
1
|m|

)
.

Ainsi,

ũa(t, x) ≥ 1

Cma
1

2|m| tβ + Cmq
1

2|m|
m t

β(1− 1
|m| )|x|

1
|m|

,

or β(1− 1
|m|) < 0 donc, pour t0 suffisamment grand :

Cmq
1

2|m|
m t

β(1− 1
|m| )

0 ≤ θ .

Nous pouvons également choisir a tel que Cma
1

2|m| tβ0 ≤ κ. Dans ce cas,

µ ≤ 1

κ + θ|x|
1
|m|

≤ ũa(t0, x)

et le principe de comparaison assure que pour tout (t, x) ∈ [0, +∞[×R,

µu(t, x) ≤ ũa(t0 + t, x).

Deuxième étape

Soit T > 0. Nous avons :

sup
0≤t≤T

µu(t, x) ≤ sup
0≤t≤T

ũa(t0 + t, x) ≤ 1

tβ0

(
a + qm

x2

(t0 + T )2β

)− 1
2|m|

et puisque 1
2|m| > 1,

sup
0≤t≤T

µu(t, x) ≤ 1

tβ0


a

1
2|m| + q

1
2|m|
m

x
1
|m|

(t0 + T )
β
|m|



−1

.
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En posant κT = tβ0a
1

2|m| et θT = q
1

2|m|
m

tβ0
(t0 + T )β/|m| , nous obtenons le résultat

attendu. ut

Soit ε et T deux réels strictement positifs tels que ε < T . Soit µXε une
variable aléatoire de densité µu(ε, .), indépendante de (Bs , s ≥ ε). Nous consi-
dèrons l’E.D.S. suivante

(Eε)
µX t = µXε +

∫ t

ε

µum(s, µXs)dBs , t ≥ ε

où µu est la solution de (Em,µ).

Lemme 3.3
Soit µ ∈ L1. Sous l’hypothèse (H), l’équation (Eε) admet une unique solution
forte sur [ε, T ].

Démonstration du lemme 3.3

Première étape

La fonction µu étant de classe C∞ et strictement positive sur ]0, +∞[×R,
µum est localement lipschitzienne en sa deuxième variable, uniformément en
t ∈ [ε, T ]. D’après l’exercice 2.10 page 364 de [RY91], il existe un unique temps
d’arrêt Te appelé temps d’explosion et un unique processus (µXt , t ≥ ε) tel
que µX soit continu sur [ε, Te ∧ T [ et vérifie, pour tout ε ≤ t < Te ∧ T l’équa-
tion (Eε). De plus, si nous notons Tn le temps d’arrêt défini pour n ∈ N∗ par
Tn = inf{ε ≤ t ≤ T, |µXt| > n}, alors Te = supn Tn.

Deuxième étape

Il reste à voir que presque sûrement, Te = +∞. Soit α ∈
]
0,

1

2

[
. Nous

considèrons la fonction ζ définie sur ] −∞,−1] ∪ [1, +∞[ par ζ(x) = |x|α et
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construite sur ] − 1, 1[ de telle sorte que ζ soit de classe C2 et positive sur R.
D’après la formule d’Itô, nous avons :

ζ(µXT∧Tn) = ζ(µXε)+

∫ T∧Tn

ε

ζ ′(µXs)
µum(s, µXs)dBs+

1

2

∫ T∧Tn

ε

ζ ′′(µXs)
µu2m(s, µXs)ds .

Nous avons : 1l{Te≤T} ζ(µXT∧Tn) ≤ ζ(µXT∧Tn) et sur {Te ≤ T}, |µXT∧Tn| = n.
Nous obtenons alors successivement :

P (Te ≤ T )ζ(n) ≤ E(ζ(µXT∧Tn))

≤ E(ζ(µXε)) + E

(∫ T∧Tn

ε

ζ ′(µXs)
µum(s, µXs)dBs

)

+
1

2
E

(∫ T∧Tn

ε

ζ ′′(µXs)
µu2m(s, µXs)ds

)
. (3.1.7)

Nous allons montrer que les trois termes du membre de droite de (3.1.7) sont
finis et ne dépendent pas de n.
Pour tout s ∈ [ε, T ], nous avons :

µu(s, x) ≤ 1

κT + θT |x|1/|m| .

Ainsi, d’après le lemme 3.2, nous obtenons :

E(ζ(µXε)) =

∫

R
ζ(x)µu(ε, x)dx ≤

∫

R
ζ(x)

1

κT + θT |x|1/|m|dx ,

et

ζ(x)
1

κT + θT |x|1/|m| = O±∞(|x|α−1/|m|) , (3.1.8)

avec α− 1

|m| < −1. Ainsi :

E(ζ(µXε)) < +∞ .
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D’autre part, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

E

(∣∣∣∣
∫ T∧Tn

ε

ζ ′(µXs)
µum(s, µXs)dBs

∣∣∣∣
)
≤

(
E

( ∫ T∧Tn

ε

ζ ′(µXs)
µum(s, µXs)dBs

)2
)1/2

≤
(

E
( ∫ T

ε

(ζ ′)2(µXs)
µu2m(s, µXs)ds

))1/2

≤
(∫ T

ε

∫

R
(ζ ′(x))2 µu2m+1(s, x)dxds

)1/2

≤
(∫ T

ε

∫

R

(ζ ′(x))2

(κT + θT |x|
1
|m| )2m+1

dxds

)1/2

.

(3.1.9)

Par ailleurs, nous avons :

(ζ ′(x))2

(κT + θT |x|
1
|m| )2m+1

= O±∞(|x|2(α−1)− 2m+1
|m| ) ,

avec 2(α− 1)− 2m + 1

|m| < −1. L’espérance majorée en (3.1.9) est donc finie et

ne dépend pas de n.
De même, nous avons :

E

(∫ T∧Tn

ε

ζ ′′(µXs)
µu2m(s, µXs)ds

)
≤

∫ T

ε

∫

R
|ζ ′′(x)|µu2m+1(s, x)dxds

≤
∫ T

ε

∫

R

|ζ ′′(x)|
(κT + θT |x|

1
|m| )2m+1

dxds .

(3.1.10)

Cependant, nous avons :

|ζ ′′(x)|
(κT + θT |x|

1
|m| )2m+1

= O±∞(|x|α−2− 2m+1
|m| ) , (3.1.11)

et α− 2− 2m + 1

|m| < −1. L’espérance majorée en (3.1.10) est donc finie et ne

dépend pas de n.
En faisant tendre n vers +∞ dans (3.1.7, nous obtenons :

lim sup
n→+∞

P (Te ≤ T )ζ(n) < +∞ . (3.1.12)
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Ceci implique que P (Te ≤ T ) = 0. Donc P (Te = +∞) = 1, c’est-à-dire que le
processus n’explose pas sur [ε, T ]. Il existe donc une solution de (Eε) sur [ε, T ].

ut

Remarque 3.4
Voici une autre démonstration du lemme 3.3. Nous allons montrer qu’il existe
des constantes C1 > 0 et C2 > 0 telles que

sup
t∈[ε,T ]

µum(t, x) ≤ C1 + C2|x|, (3.1.13)

c’est-à-dire que µum est sous-linéaire à l’infini. La fonction µum étant par ailleurs
localement lipschitzienne en x, l’exercice 2.10 page 383 de [RY91] permet de
conclure que l’équation (Eε) admet une unique solution forte sur [ε, T ].

A ε fixé, d’après les propriétés (B) et (E), il existe une constante K telle
que, pour tout réel x, nous ayons :

µu(ε, x) ≥ K

1 + |x| 1
|m|

. (3.1.14)

Soit c > 0 et vc la solution de l’équation (Em,cδ0). Il existe alors des constantes
γ1(c) > 0 et γ2(c) > 0, telles que :

vc(t, x) =
γ1(c)

tβ

(
γ2(c) +

x2

t2β

) 1
2m

, (3.1.15)

et ∫

R
vc(t, x)dx = γ1(c)

∫

R

(
γ2(c) + y2

) 1
2m dy = c , (3.1.16)

d’où lim
c→0

γ1(c) = 0.

Ainsi, au vu de la forme explicite de vc (cf. ( 3.1.15)), nous pouvons choisir
c suffisamment petit pour que pour tout nombre réel x, nous ayons :

µu(ε, x) ≥ vc(ε, x).

Le principe de comparaison implique alors que pour tout nombre réel x et tout
t ≥ ε,

µu(t, x) ≥ vc(t, x) , (3.1.17)

et donc :

µu(t, x) ≥ γ1(c)

tβ

(
γ2(c) +

x2

t2β

) 1
2m

. (3.1.18)
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Comme m est négatif, nous avons alors pour tout x ∈ R et tout t ≥ ε :

µum(t, x) ≤ (γ1(c))
m

tβm

(
γ2(c) +

x2

t2β

) 1
2

. (3.1.19)

La majoration (3.1.13) en découle aisément.

Démontration du théorème 3.1

Première étape

D’après le lemme 3.3, pour tous réels ε et T tels que ε < T , il existe une
solution à (Sm,µ) sur l’intervalle [ε, T ]. Nous notons Pε,T la loi sur C([ε, T ]) du
processus solution (µXt, ε ≤ t ≤ T ). Puisque la solution de (Sm,µ) est unique et
que le processus µX est markovien, la famille de probabilité Pε,T forme un sys-
tème projectif. Nous pouvons alors construire une probabilité P sur C(]0, +∞[)
telle que P |C([ε,T ]) = Pε,T . Pour tout ε > 0 et tout t > ε, le processus des coor-
données (µXt) vérifie l’équation (Eε).

Deuxième étape

Il faut maintenant montrer que sous la probabilité P , il existe une variable
aléatoire µX0 de densité µ telle que lim

ε→0

µXε = µX0 presque sûrement. Nous

procèdons comme dans le cas de (Sm,δ0) : pour tout T > 0, nous avons :

sup
0≤t≤T

E|µXt| = sup
0≤t≤T

∫

R
|x| µu(t, x)dx

≤
∫

R
|x| sup

0≤t≤T

µu(t, x)dx

≤
∫

R

|x|
κT + θT |x|

1
|m|

dx < +∞

d’après le lemme 3.2. En opérant comme dans la démonstration du théorème
2.1, nous montrons que lim

ε→0

µXε existe presque sûrement. Nous notons µX0 cette

limite. Il reste à déterminer sa loi.
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Soit f une fonction continue et bornée. Nous avons :
∣∣E(f(µXε))−

∫

R
µ(x)f(x)dx

∣∣ =
∣∣
∫

R
f(x)(µu(ε, x)− µ(x))dx

∣∣

≤ ||f ||∞||µu(ε, .)− µu(0, .)||L1

or d’après la propriété (C), lim
ε→0

||µu(ε, .)− µu(0, .)||L1 = 0, donc

lim
ε→0

E(f(µXε)) =

∫

R
µ(x)f(x)dx .

Étant donné que lim
ε→0

E(f(µXε)) = E(f(µX0)), nous obtenons :

E(f(µX0)) =

∫

R
µ(x)f(x)dx

c’est-à-dire, µX0 admet pour densité la fonction µ.

Troisième étape

Nous allons montrer que pour toute fonction f de classe C∞(R) à support
compact, le processus (Nt , t ≥ 0) défini par :

Nt = f(µXt)− f(µX0)− 1

2

∫ t

0

µu2m(s, µXs)f
′′(µXs)ds , (3.1.20)

est une P-martingale.
Pour tout ε > 0, nous avons d’après la formule d’Itô :

f(µXt) = f(µXε) +

∫ t

ε

µum(s, µXs)f
′(µXs)dBs +

1

2

∫ t

ε

µu2m(s, µXs)f
′′(µXs)ds .

(3.1.21)
Le processus (Nt , t ≥ ε) est donc une P-martingale.
D’autre part, lim

ε→0
f(µXε) = f(µX0) presque sûrement, et dans L1(R) par conver-

gence dominée.
Pour tout t > 0, nous avons donc :

E

(∣∣∣∣
∫ t

0

µu2m(s, µXs)f
′′(µXs)ds−

∫ t

ε

µu2m(s, µXs)f
′′(µXs)ds

∣∣∣∣
)

≤
∫ ε

0

E(µu2m(s, µXs)|f ′′(µXs)|)ds

≤
∫ ε

0

∫

R
µu2m+1(s, x)|f ′′(x)|dxds .
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En utilisant la propriété (D), nous obtenons :

∫ ε

0

∫

R
µu2m+1(s, x)|f ′′(x)|dxds ≤

∫ ε

0

∫

R

C

sβ(2m+1)
|f ′′(x)|dxds

≤
∫

R
|f ′′(x)|dx

∫ ε

0

C

s
2m+1
2m+2

ds

≤ ε
1

2m+2 C(f) .

Puisque
1

(2m + 2)
> 0, alors nous avons : lim

ε→0
ε

1
2m+2 = 0 et donc

lim
ε→0

1

2

∫ t

ε

µu2m(s, µXs)f
′′(µXs)ds =

1

2

∫ t

0

µu2m(s, µXs)f
′′(µXs)ds dans L1(R) .

Ainsi, (Nt , t ≥ 0) est une P-martingale et le processus (µXt , t ≥ 0) est so-
lution du problème des martingales. Le théorème de Stroock et Varadhan (cf.
[KS91] page 318) affirme que (µXt , t ≥ 0) est une solution faible sous P de
(Sm,µ).

Quatrième étape

L’unicité en loi de la solution de (Sm,µ) résulte de l’unicité de la solution
de (Em,µ) et du caractère markovien de la solution. ut

3.2 Théorème de renormalisation

Soit µ une densité vérifiant les hypothèses du Théorème 3.1. Pour tout
λ > 0, nous posons :

µλ(x) :=
1

λ
µ

(x

λ

)
, x ∈ R (3.2.22)

µλ est alors une densité qui vérifie les hypothèses du Théorème 3.1. De plus,
lorsque λ tend vers 0, µλ tend étroitement vers δ0.

Nous notons (µλX , µλu) la solution de (Sm,µλ
).
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Théorème 3.5

(i) Soit (µXλ
t , t ≥ 0), défini par :

µXλ
t := λ µX t

λ2m+2
, (3.2.23)

où (µX, µu) est solution de (Sm,µ). Alors, nous avons :

(µXλ
t , t ≥ 0)

Loi
= (µλXt , t ≥ 0) . (3.2.24)

(ii) Pour tout m ∈
]
−3 +

√
5

4
, 0

[
, les processus µXλ et µλX convergent

en loi, lorsque λ tend vers 0, vers 0X, où (0X , 0u) est la solution du
problème (Sm,δ0).

Remarque 3.6

1. Ce théorème affirme que le processus (µXt , t ≥ 0), convenablement re-
normalisé, converge vers la solution du problème correspondant à µ = δ0.

2. L’intervalle

]
−3 +

√
5

4
, 0

[
est inclus strictement dans

]
−1

2
, 0

[
. Nous ne

savons pas démontrer ce Théorème pour tout m ∈
]
−1

2
, 0

[
.

Démonstration du théorème 3.5

- démonstration du point (i) :

Nous notons (µX, µu) la solution de (Sm,µ). Nous allons d’abord vérifier que
le processus (µλX t , t ≥ 0) a même loi que (µXλ

t , t ≥ 0).
Nous commençons par calculer la densité de µXλ

t . Soit f une fonction bo-
rélienne. Nous avons

E[f(µXλ
t )] = E[f(λ µX t

λ2m+2
)]

=

∫

R
f(λx) µu

(
t

λ2m+2
, x

)
dx .
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Par le changement de variable y = λx, nous obtenons :

E[f(µXλ
t )] =

∫

R
f(y)

1

λ
µu

(
t

λ2m+2
,
y

λ

)
dy . (3.2.25)

Donc µXλ
t a pour densité :

µuλ(t, .) :=
1

λ
µu

(
t

λ2m+2
,

.

λ

)
. (3.2.26)

En particulier, pour t = 0, µXλ
0 a pour densité µλ.

Par définition de µX, nous avons :

µXt = µX0 +

∫ t

0

µum(s, µXs)dBs ,

donc

λ µX t
λ2m+2

= λ µX0 +

∫ t
λ2m+2

0

λ µum(s, µXs)dBs . (3.2.27)

En posant r = λ2m+2s, nous avons :

µXλ
t = µXλ

0 +

∫ t

0

[
λ µum

( r

λ2m+2
, X r

λ2m+2

) 1

λm+1

]
1

λm+1
dB r

λ2m+2
. (3.2.28)

Nous posons, pour tout réel r positif :

B′
r = λm+1B r

λ2m+2
. (3.2.29)

B′ est alors un mouvement brownien et vérifie :

dB′
r = λm+1 1

λ2m+2
dB r

λ2m+2
=

1

λm+1
dB r

λ2m+2
.

Donc, nous avons :

µXλ
t = µXλ

0 +

∫ t

0

(
1

λ
µu

(
r

λ2m+2
,

µXλ
r

λ

))m

dB′
r .

Ainsi (µXλ , µuλ) est solution de (Sm,µλ
), µXλ a donc même loi que le processus

µλX et µuλ = µλu.
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- démonstration du point (ii) :

Cette démonstration se fait en quatre étapes :

1. Soit P λ la loi du processus µλX ( ou celle donc du processus µXλ). Nous
montrons que la famille de lois (P λ)λ>0 est relativement compacte.

2. Soit pour f ∈ C2, à support compact, le processus (Mλ
t , t ≥ 0), défini

par :

Mλ
t := f(µλX t)− f(µλX0)− 1

2

∫ t

0

f ′′(µλXs)
µλu(s, µλXs)ds , (3.2.30)

et soit Qλ la loi de Mλ. Nous montrons que la famille de probabilités
(Qλ)λ>0 est relativement compacte.

3. Soit (M̃λ
t , t ≥ 0), le processus défini par :

M̃λ
t := f(µλX t)− f(µλX0)− 1

2

∫ t

0

f ′′(µλXs)
0u(s, µλXs)ds , (3.2.31)

où 0u est la densité de Barenplatt-Pattle donnée en (2.1.7). Nous mon-

trons que les lois des processus Mλ et M̃λ ont les mêmes points adhérents
quand λ tend vers 0.

4. Nous concluons.

Première étape

Nous notons P λ la loi du processus µλX. C’est une probabilité sur C([0, +∞[).
Nous allons montrer que la famille de lois (P λ)λ>0 est relativement compacte.

Pour tout entier n ≥ 1, nous définissons la fonction ξn de la façon suivante :





ξn(x) = x si x ∈ [−n, n]
ξn(x) = n + 1 si x ≥ n + 1
ξn(x) = −(n + 1) si x ≤ −(n + 1)

et nous construisons ξn sur ]−(n + 1),−n[∪]n, n + 1[ de sorte que ||ξn||∞ ≤ n + 1
et que ξn soit de classe C∞(R).

Pour tout réel λ > 0, nous notons P λ,n, la loi de probabilité du processus
(ξn(Xλ

t ) , t ≥ 0)). A n fixé, nous allons montrer que la famille (P λ,n)λ>0 est
tendue. D’après Karatzas et Schreve (cf. [KS91], page 64), la tension de la
famille (P λ,n)λ>0 va résulter du lemme suivant :
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Lemme 3.7
Il existe trois réels strictement positifs α, γ et ν tels que :

(i) sup
λ>0

E
(|ξn(µλX0)|ν

)
< ∞ (3.2.32)

(ii) Pour tout réel T > 0, il existe C(T ) > 0 tel que

sup
λ>0

E (|ξn(µλX t)− ξn(µλXs)|α) ≤ C(T )|t− s|1+γ, ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

(3.2.33)

Démonstration du Lemme 3.7

Démonstration de (3.2.32)

Nous avons supλ>0 E(|ξn(µλX0)|) ≤ n + 1, donc le point (i) est vérifié avec
ν = 1.

Démonstration de (3.2.33)

En appliquant la formule d’Itô, nous obtenons à n fixé

ξn(µλX t)− ξn(µ
λXs) =

∫ t

s

ξ′n(µλXr)d
µλXr +

1

2

∫ t

s

ξ′′n(µλXr)d < µλX .,
µλX . >r

=

∫ t

s

ξ′n(µλXr)(
µλu)m(r, µλXr)dBr +

1

2

∫ t

s

ξ′′n(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)dr.

Soit p > 1. Il existe alors une constante Cp telle que :

|ξn(µλX t)− ξn(µλXs)|2p ≤Cp

(∣∣∣∣
∫ t

s

ξ′n(µλXr)(
µλu)m(r, µλXr)dBr

∣∣∣∣
2p

+

∣∣∣∣
∫ t

s

ξ′′n(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)dr

∣∣∣∣
2p

)
. (3.2.34)

Nous majorons séparément les espérances des deux termes du membre de droite
de (3.2.34).
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Majoration du premier terme de (3.2.34) :

D’après l’inégalité de Burkölder-Davis-Gundy, il existe une constante kp

telle que pour tout s, t ∈ [0, T ], nous avons :

E

(∣∣∣∣
∫ t

s

(ξ′n)(µλXr)(
µλu)m(r, µλXr)dBr

∣∣∣∣
2p

)

≤ E

([∫ t

s

(ξ′n)2(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)dr

]p)
. (3.2.35)

Par l’inégalité de Hölder, nous obtenons :

[ ∫ t

s

(ξ′n)2(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)dr

]p

≤ |t−s|p−1

∫ t

s

(ξ′n)2p(µλXr)(
µλu)2mp(r, µλXr)dr.

Or, nous avons :

E
( ∫ t

s

(ξ′n)2p(µλXr)(
µλu)2mp(r, µλXr)dr

)
≤

∫ t

s

∫

R
|ξ′n|2p(x)(µλu)2mp+1(r, x)dx dr .

Par ailleurs, lorsque 1 < p <
1

2|m| , nous avons

2mp + 1 > 0 et ||(µλu)2m+1(r, .)||∞ ≤ Cr−β(2mp+1) , (3.2.36)

où la constante C ne dépend ni de r, ni de λ.
En effet, d’après la propriété D, nous avons ||µu(t, .)||∞ ≤ Ct−β pour tout
t > 0, et donc :

||(µλu)(t, .)||∞ ≤ λ−1Cλ(2m+2)βt−β ≤ ct−β . (3.2.37)

Ainsi,
∫ t

s

∫

R
|ξ′n|2p(x)(µλu)2mp+1(r, x)dx dr ≤

∫

R
|ξ′n|2p(x)dx

∫ t

s

C

rβ(2mp+1)
dr .

Par construction, ξ′n est à support borné donc :
∫

R
|ξ′n|2p(x)dx = M < ∞ . (3.2.38)

Comme β(2mp + 1) 6= 1, nous avons :
∫ t

s

C

rβ(2mp+1)
dr = C(t−β(2mp+1)+1 − s−β(2mp+1)+1) . (3.2.39)
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Par ailleurs, puisque −β(2mp + 1) + 1 < 1, nous avons :
∫ t

s

C

rβ(2mp+1)
dr ≤ C|t− s|−β(2mp+1)+1 .

Par conséquent, nous obtenons :

E
(
Cp

∣∣∣
∫ t

s

ξ′n(µλXr)(
µλu)m(r, µλXr)dBr

∣∣∣
2p)

≤ C|t− s|p−β(2mp+1).

Majoration du deuxième terme de (3.2.34) :

Nous majorons maintenant E
(
Cp

∣∣∣
∫ t

s

ξ′′n(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)

∣∣∣
2p)

. Avec

l’inégalité de Hölder, nous obtenons :

∣∣∣
∫ t

s

ξ′′n(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)dr

∣∣∣
2p

≤ |t− s|2p−1
∣∣∣
∫ t

s

(ξ′′n)2p(µλXr)(
µλu)4mp(r, µλXr)dr

∣∣∣

≤ |t− s|2p−1

∫ t

s

|ξ′′n|2p(µλXr)|µλu|4mp(r, µλXr)dr.

Par ailleurs, nous avons

E
( ∫ t

s

|ξ′′n|2p(µλXr)|µλu|4mp(r, µλXr)dr
)

=

∫ t

s

∫

R
|ξ′′n|2p(x)|µλu|4mp+1(r, x)dx dr .

Lorsque 1 < p <
1

4|m| , nous avons :

4mp + 1 > 0 et ||(µλu)4m+1(r, .)||∞ ≤ Cr−β(4mp+1) . (3.2.40)

Ainsi :
∫ t

s

∫

R
|ξ′′n|2p(x)|µλu|4mp+1(r, x)dx dr ≤

∫

R
|ξ′′n|2p(x)dx

∫ t

s

C

rβ(4mp+1)
dr .

Comme précédemment, nous avons :
∫

R
|ξ′′n|2p(x)dx = M̃ < ∞ . (3.2.41)

Par ailleurs, comme nous avons β(4m + 1) 6= 1 et −β(2m + 1) + 1 < 1, alors
nous pouvons écrire :

∫ t

s

C

rβ(4mp+1)
dr ≤ C|t− s|−β(4mp+1)+1 .
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Ainsi,

E
(
Cp

∣∣∣
∫ t

s

ξ′′n(µλXr)(
µλu)2m(r, µλXr)

∣∣∣
2p)

≤ C|t− s|2p−β(4mp+1).

Nous constatons alors que p−β(2mp+1) et 2p−β(4mp+1) sont strictement

supérieurs à 1 si et seulement si p >
2m + 3

2
.

Nous posons alors :

γ1 = p− β(2mp + 1)− 1 et γ2 = 2p− β(4mp + 1)− 1.

Lorsque p ∈ ]
2m+3

2
; 1

4|m|
[
, nous pouvons écrire pour tout s, t ∈ [0 T ],

sup
λ>0

E
(|ξn(µλX t)− ξn(µλXs)|2p

) ≤ C
(|t− s|1+γ1 + |t− s|1+γ2

)
.

L’intervalle Im =
]

2m+3
2

; 1
4|m|

[
est non vide lorsque m ∈ ]−3+

√
5

4
, 0

[
, et pour p

choisi dans Im, il existe une constante C(T ) telle que pour tout s, t ∈ [0, T ],
nous avons :

sup
λ>0

E
(|ξn(µλX t)− ξn(µλXs)|2p

) ≤ C(T )|t− s|1+γ , (3.2.42)

où nous avons posé γ = inf {γ1, γ2}.

Ceci achève la démonstration de (3.2.34), avec α = 2p. ut

Ainsi, la famille (P λ,n)λ>0 est tendue. Elle possède donc un point adhérent
P n. Par construction, la famille de probabilités (P n)n≥1 est projective et cette
suite induit donc une probabilité P sur C([0, +∞[). Il est clair que P est un
point adhérent à la famille de probabilités (P λ)λ>0 et que sous P , le processus
des coordonnées de C([0, +∞[) est une martingale, car (µλX t , t ≥ 0) est une
martingale.

Deuxième étape

Soit f ∈ C∞(R) à support compact.
Nous définissons le processus (Mλ

t ; t ≥ 0) par :

Mλ
t = f(µλX t)− f(µλX0)− 1

2

∫ t

0

f ′′(µλXs)(
µλu)2m(s, µλXs)ds . (3.2.43)
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Nous notons Qλ la loi du processus Mλ. C’est également une probabilité sur
C([0, +∞[).

Lemme 3.8
La famille (Qλ)λ>0 est tendue.

Démonstration du Lemme 3.8

Nous avons, d’après la formule d’Itô,

Mλ
t =

∫ t

0

f ′(µλXs)(
µλu)m(s, µλXs)dBs . (3.2.44)

Donc (Mλ
t ; t ≥ 0) est une martingale locale. Nous appliquons le critère de

tension, énoncé dans le Lemme 3.7.
Il nous faut donc démontrer l’existence de trois constantes p > 0, γ > 0 et

ν < 0 telles que :

(i) sup
λ>0

E
(|Mλ

0 |ν
)

< ∞ (3.2.45)

(ii) Pour tout réel T > 0, il existe C(T ) > 0 tel que

sup
λ>0

E
(|Mλ

t )−Mλ
s )|2p

) ≤ C(T )|t− s|1+γ, ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

(3.2.46)

Démonstration de (3.2.45)

Nous avons E(|Mλ
0 |) = 0 , donc le point (i) est vérifié avec ν = 1.

Démonstration de (3.2.46)

E(|Mλ
t −Mλ

s |2p) = E

(∣∣∣
∫ t

s

f ′(µλXs)(
µλu)m(s, µλXs)dBs

∣∣∣
2p

)

donc par le Théorème de Burkhölder–Davis–Gundy

E(|Mλ
t −Mλ

s |2p) ≤ CpE

[(∫ t

s

(f ′)2(µλXs)(
µλu)2m(s, µλXs)ds

)p]
.

En utilisant la même démarche que celle utilisée pour prouver (3.2.34), nous
avons :
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E(|Mλ
t −Mλ

s |2p) ≤ Cp,T |t− s|1+γ

où p et γ sont obtenus de la même manière que précédemment. La famille
(Qλ)λ>0 est donc tendue. ut

La famille (Qλ)λ>0 possède un point adhérent Q. De plus, sous la probabi-
lité Q, le processus (Mλ

t ; 0 ≤ t ≤ T ) est une martingale.

Troisième étape

Pour tout λ > 0, nous notons :

ξλ := sup
0≤t≤T

∣∣∣1
2

∫ t

0

(µλu)2m(s, µλXs)f
′′(µλXs)ds− 1

2

∫ t

0

0u
2m

(s, µλXs)f
′′(µλXs)ds

∣∣∣ ,

(3.2.47)
où 0u(t, .) est la densité de Barenblatt Pattle donné en (2.1.7).

Lemme 3.9
Pour tout α > 0, nous avons :

lim
λ→0

P λ(ξλ > α) = 0 . (3.2.48)

Démonstration du Lemme 3.9

Nous avons :

Eλ(ξλ) ≤ 1

2
Eλ

(
sup

0≤t≤T

∫ t

0

∣∣∣(µλu)2m − 0u
2m

∣∣∣ (s, µλXs)|f ′′(µλXs)|ds

)

≤ 1

2
Eλ

(∫ T

0

∣∣∣(µλu)2m − 0u
2m

∣∣∣ (s, µλXs)|f ′′(µλXs)|ds

)
(3.2.49)

(3.2.50)

et

Eλ

(∫ T

0

∣∣∣(µλu)2m − 0u
2m

∣∣∣ (s, µλXs)|f ′′(µλXs)|ds

)

=

∫ T

0

∫

R

∣∣∣(µλu)2m − 0u
2m

∣∣∣ (s, x)|f ′′(x)| µλu(s, x)dxds . (3.2.51)
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Nous notons :

θ(t, x) := tρ(µu(t, x)− 0u(t, x)) avec ρ =
1

m + 1
. (3.2.52)

Ainsi nous avons :
µu(t, x) = 0u(t, x) +

θ(t, x)

tρ
, (3.2.53)

et

µλu(t, x) =
1

λ
µu

(
t

λ2m+2
,
x

λ

)
=

1

λ
0u

(
t

λ2m+2
,
x

λ

)
+

λ(2m+2)ρ−1

tρ
θ

(
t

λ2m+2
,
x

λ

)

=
λ(2m+2)β

λtβ
ϕ

(
xλ(2m+2)β

λtβ

)
+

λ

tρ
θ

(
t

λ2m+2
,
x

λ

)
.

Nous en déduisons donc que :

µλu(t, x) = 0u(t, x) +
λ

tρ
θ

(
t

λ2m+2
,
x

λ

)

et ∣∣µλu(t, x)− 0u(t, x)
∣∣ =

λ

tρ

∣∣∣∣θ
(

t

λ2m+2
,
x

λ

)∣∣∣∣ .

Or d’après [V9́3], lim
t→+∞

||θ(t, .)||∞ = 0 donc pour tout x ∈ R et tout t ∈ ]0, T ],

lim
λ→0

µλu(t, x) = 0u(t, x)

et
lim
λ→0

∣∣(µλu)2m − 0u
2m∣∣(s, x)|f ′′(x)| µλu(s, x) = 0.

Notons K le support de f et M = ||f ′′||∞.

Par la propriété D et la définition de 0u, nous avons alors, pour tout λ > 0,
tout t ∈ ]0, T ] et tout x ∈ R :

∣∣∣(µλu)2m − 0u
2m

∣∣∣ (s, x)|f ′′(x)| µλu(s, x)

≤
(
(µλu)2m+1(s, x) + 0u

2m
(s, x) µλu(s, x)

)
M1lK(x)

≤
[

C

tβ(2m+1)
+

C

tβ
1

t2mβ
(am + qmx2)

]
M1lK(x) .
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Nous avons donc :

∣∣(µλu)2m − 0u
2m∣∣(s, x)|f ′′(x)| µλu(s, x) ≤ C

tβ(2m+1)
(c + x2)1lK .

Le membre de droite est intégrable car K est compact et β(2m + 1) < 1.
D’après le théorème de convergence dominée, nous avons donc lim

λ→0
Eλ(ξλ) = 0

et pour tout α > 0,
lim
λ→0

P λ(ξλ > α) = 0 .

Ceci prouve (3.2.48). ut

Ainsi, nous avons :

∣∣∣∣
1

2

∫ .

0

(µλu)2m(s, µλXs)f
′′(µλXs)ds− 1

2

∫ .

0

0u
2m

(s, µλXs)f
′′(µλXs)ds

∣∣∣∣
loi−−−→

λ−→0
0 .

(3.2.54)
Ainsi les lois des processus (Mλ

t ; 0 ≤ t ≤ T ) définis par (3.2.43) et les lois

des processus (M̃λ
t ; 0 ≤ t ≤ T ) défini par :

M̃λ
t = f(µλX t)− f(µλX0)− 1

2

∫ t

0

f ′′(µλXs)
0u

2m
(s, µλXs)ds ,

ont les mêmes points adhérents, quand λ tend vers 0. Nous rappellons que la
loi de (Mλ

t ; 0 ≤ t ≤ T ) est Qλ.

Quatrième étape

Soit (λn)n≥0 une suite convergeant vers 0 telle que
(
P λn

)
n≥0

converge vers

P . La famille
(
Qλn

)
n≥0

étant relativement compacte, elle possède un point

adhérent Q, qui est une probabilité. Ainsi, il existe une suite extraite (λ′n)n≥0

telle que
(
P λ′n

)
n≥0

et
(
Qλ′n

)
n≥0

convergent respectivement vers P et Q.

Soit (Wt , t ≥ 0) le processus des coordonnées de l’espace C[0, +∞[. Nous
avons donc :

1. Sous P , (Wt , t ≥ 0) est une martingale, car (µλX t , t ≥ 0) est une mar-
tingale.
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2. Sous Q, (Wt , t ≥ 0) est une martingale, car (Mλ
t , t ≥ 0) est une mar-

tingale.
Ainsi, sous P , le processus (Nt , t ≥ 0) défini par :

Nt := f(Wt)− f(W0)− 1

2

∫ t

0

f ′′(Ws)(
0u)2m(s,Ws)ds , (3.2.55)

est une martingale.

Dans ces conditions, il est alors classique, (cf. Karatzas et Schreve [KS91], page
314), qu’il existe un mouvement brownien (B′′

t , t ≥ 0) défini sur C[0, +∞[, tel
que :

Wt = W0 +

∫ t

0

0u
m

(s,Ws)dB′′
s . (3.2.56)

Ainsi la loi du processus (Wt , t ≥ 0) est celle du processus (0X t , t ≥ 0) tel
que (0X, 0u) soit solution de (Sm,δ0). Or P λ, la loi du processus (µλX t , t ≥ 0)
converge, quand λ tend vers 0, vers P . Ce qui achève la démonstration du
Théorème 3.5.

ut
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Chapitre 4

Introduction

4.1 Le temps de ruine et l’overshoot

Nous nous intéressons ici au problème suivant : une compagnie d’assurance,
à l’instant initial 0, possède un capital initial x ( x ≥ 0) ; elle compte sur des
rentrées régulières mais son capital connait des fluctuations aléatoires. Nous
modélisons son capital à l’instant t (t ≥ 0) par le processus (Zx

t , t ≥ 0) défini
par :

Zx
t = x−Xt ∀t ≥ 0 , (4.1.1)

avec :
Xt = σBt − ct + Jt ∀t ≥ 0 , (4.1.2)

où (Bt , t≥ 0) représente “les petites fluctuations régulières” de la fortune et
est un mouvement brownien linéaire, issu de 0. σ est un réel non nul (sans
perte de généralité, nous supposerons que σ = 1). c est un réel et ct représente
les rentrées non aléatoires. (Jt , t≥ 0) représente les fluctuations discontinues
du capital et est un processus de Lévy, de sauts purs, de mesure de Lévy ν,
indépendant de (Bt , t≥ 0) et vérifiant J0 = 0.

Nous considérons le temps de ruine de la compagnie, c’est à dire le premier
temps d’atteinte du niveau 0 par le processus (Zx

t , x ≥ 0), noté Tx et défini
par :

Tx := inf{t ≥ 0 ; Zx
t < 0} . (4.1.3)

Il est clair que Tx est aussi le premier temps de dépassement du niveau x par
le processus (Xt , t≥ 0) :

Tx = inf{t ≥ 0 ; Xt > x} . (4.1.4)

77
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Nous nous intéressons à la probabilité que Tx soit fini, c’est à dire à la proba-
bilité de ruine P(Tx < +∞).

De nombreux auteurs se sont intéressés au calcul de cette probabilité, à
l’étude asymptotique de P(Tx < +∞), lorsque x tend vers +∞, et à des pro-
blèmes voisins. Nous reportons au paragraphe 4.6 de ce chapitre, une courte
bibliographie où nous situerons nos résultats par rapport à ceux de la littéra-
ture.

Nous supposerons dans toute la suite que E(|X1|) est finie, c’est à dire :

E(|J1|) ≤
∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < +∞ . (4.1.5)

Nous distinguerons les deux cas suivants :

1. E(X1) < 0, hypothèse dite de profit net, soit :

E(X1) = −c + E(J1) = −c +

∫ +∞

−∞
yν(dy) < 0 . (4.1.6)

Sous (4.1.6), nous avons :

lim
t→+∞

Xt = −∞ p.s. (4.1.7)

En particulier la fonction x → P(Tx < +∞) est décroissante et vérifie :

lim
x→+∞

P(Tx < +∞) = 0 . (4.1.8)

2. E(X1) = −c + E(J1) ≥ 0

Dans ce cas, nous avons :

lim sup
t→+∞

Xt = +∞ p.s. (4.1.9)

et alors :
P(Tx < +∞) = 1 ∀x ≥ 0 . (4.1.10)

Il est clair que l’étude de la probabilité de ruine n’est donc intéressante que
sous l’hypothèse (4.1.6).
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Nous définissons, pour tout x ≥ 0, sur {Tx < +∞} :

Kx := XTx − x . (4.1.11)

Kx est appelé overshoot ou dépassement du niveau x, à l’instant Tx.
Nous nous intéressons donc à la loi conjointe du couple (Tx, Kx), condition-

nellement à {Tx < +∞}. Ceci nous conduit à considérer la fonction F , définie
par :

F (θ, µ, x) := E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<∞}

)
θ ≥ 0, µ ≥ 0, x ≥ 0 . (4.1.12)

Remarquons que F (0, 0, x) = P(Tx < +∞).

4.2 Sous-exponentialité de F (θ, 0, .)

Le but de cette section est de montrer qu’avec des arguments très simples,
nous pouvons montrer que x → F (θ, 0, x) et donc x → P(Tx < +∞) sont à
décroissance exponentielle.

4.2.1 Utilisation de la sous additivité de −ln ◦ F (θ, 0, .)

Soit x et x′ deux réels positifs. Sur {Tx < +∞}, nous notons :

T ′
x′ = inf {t ≥ 0; XTx+t −XTx > x′} . (4.2.13)

De la relation {Tx < +∞} ∩ {T ′
x′ < +∞} ⊂ {Tx+x′ < +∞} , nous dédui-

sons en utilisant la propriété de Markov forte et la stationnarité des accroisse-
ments de (Xt , t≥ 0) que :

E
(
e−θ(Tx+Tx′ )1l{Tx<+∞}∩{T ′

x′<+∞}
)
≤ E

(
e−θTx+x′1l{Tx+x′<+∞}

)
, (4.2.14)

ce qui équivaut, comme Tx et T ′
x′ sont indépendants, à :

F (θ, 0, x).F (θ, 0, x′) ≤ F (θ, 0, x + x′) . (4.2.15)

La fonction x → − ln F (θ, 0, x) est alors sous additive et d’après un théorème
classique, nous déduisons la proposition suivante :



80 Chapitre 4. Introduction

Proposition 4.1 Soit γ̃θ = inf
x>0

− ln(F (θ, 0, x)

x
.

Alors

(i) γ̃θ ≥ 0 et lim
x→+∞

−1

x
ln F (θ, 0, x) = γ̃θ (4.2.16)

(ii) F (θ, 0, x) ≤ e−eγθx ∀x ≥ 0 . (4.2.17)

Ce qui nous permet d’affirmer que F (θ, 0, .) est sous exponentielle.
Remarquons alors que : ∀θ ≥ 0,∀µ ≥ 0,∀x ≥ 0,

F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

)

≤ E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= F (θ, 0, x) (4.2.18)

donc comme F (θ, 0, .) est sous exponentielle, F (θ, µ, .) l’est aussi.

De plus, lorsque ν ne charge que R−, le processus (Xt , t≥ 0) n’a pas
de saut positif, donc si Tx < +∞, presque sûrement, XTx = x, Kx = 0 et
T ′

x′ + Tx = Tx+x′ . Ainsi l’inégalité (4.2.15) devient une égalité et par consé-
quent :

F (θ, µ, x) = F (θ, 0, x) = E(e−θTx1l{Tx<+∞}) = e−eγθx ∀x ≥ 0 . (4.2.19)

Précisons que :
si θ > 0, alors γ̃θ > 0 . (4.2.20)

En effet, comme 0 < F (θ, 0, x) ≤ 1, la constante γ̃θ est positive ou nulle.
Soit θ > 0. Supposons que γ̃θ = 0. Alors E(1− e−θTx1l{Tx<+∞}) = 0 et

comme la variable aléatoire (1− e−θTx1l{Tx<+∞}) est positive alors elle est nulle
presque sûrement.

Donc e−θTx1l{Tx<+∞} = 1 p.s. et alors Tx = 0 p.s., ce qui est absurde.

La proposition 4.1 nous invite de manière naturelle à :

a) Déterminer γ̃θ à l’aide des caractéristiques du processus de Lévy.

b) Trouver des majorations, soit exponentielles, soit polynomiales,
de F (θ, µ, x) et de P(Tx < +∞), quand x tend vers +∞, en fonction
d’hypothèses convenables sur ν.

c) Si possible, trouver le comportement asymptotique exact, quand x tend
vers +∞, de F (θ, µ, x) et donc de P(Tx < +∞).
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4.2.2 Utilisation d’un théorème de renouvellement

Lorsque (Xt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé (i.e. ν(R) < +∞),
et sous des hypothèses convenables (cf. chapitre 8, (8.0.3) et (8.0.4)) nous mon-
trons, en utilisant un théorème de renouvellement, que :

F (θ, µ, x) ∼x→+∞ C(θ, µ)e−γ0(θ)x , (4.2.21)

où C(θ, µ) > 0 et γ0(θ) > 0 si θ > 0 ou si θ = 0 et c > E(J1) (cf. Théorème 8.1,
chapitre 8).

4.3 Comportement asymptotique de F (θ, µ, x),

quand x tend vers +∞
4.3.1 Equation fonctionnelle satisfaite par F (θ, µ, .)

Sous l’hypothèse simplificatrice que (Jt , t≥ 0) est un processus de Pois-
son composé, nous prouvons que F (θ, µ, .) satisfait à l’équation fonctionnelle
suivante :

G(x) = F0(θ, µ, x) + F1(θ, µ, x) + ΛθG(x) ∀x ≥ 0 (4.3.22)

où F0(θ, µ, x) et F1(θ, µ, x) sont deux fonctions explicites et Λθ un opérateur
(cf. Théorème 5.1 du chapitre 5 ).

Dans le paragraphe 5.3 de ce même chapitre, nous montrons que l’opérateur
Λθ est contractant dans des espaces de Banach bien choisis. Ceci permet de
montrer que F (θ, µ, .) est l’unique solution de l’équation (4.3.22).

Par ailleurs, de l’équation (4.3.22), nous déduisons :

F (θ, µ, x) =
+∞∑
n=0

Λn
θ (F0 + F1) (θ, µ, x) . (4.3.23)

Ceci fournit un schéma d’approximation numérique de F (θ, µ, .), à vitesse ex-
ponentielle.

4.3.2 Développement asymptotique de F (θ, µ, x), quand
x tend vers +∞

Nous montrons que la transformée de Laplace F̂ (θ, µ, .) de F (θ, µ, .) définie
par :

F̂ (θ, µ, q) :=

∫ +∞

0

e−qyF (θ, µ, y)dy , (4.3.24)
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vérifie une équation de type fonctionnelle (cf. (6.1.7)). Cette équation est ob-
tenue en intégrant (4.3.22) par rapport à la mesure e−qx1l{x>0}dx , lorsque la
mesure de Lévy ν de (Jt , t≥ 0) est une mesure bornée (i.e. : (Jt , t≥ 0) est
un processus de Poisson composé).

Ce calcul étant fait, nous constatons que F̂ (θ, µ, q) ne dépend plus de
λ = ν(R). Ceci nous permet d’étendre cette équation à des processus de Lévy
plus généraux que les processus de Poisson composés. Par contre, dans l’équa-
tion fonctionnelle (4.3.22), une telle généralisation n’est pas claire.

Dans le cas où ν n’a que des sauts positifs, F̂ (θ, µ, .) est calculée explicite-
ment. (cf. chapitre 6)

Nous utilisons ensuite l’équation fonctionnelle (6.1.7) pour obtenir un dé-
veloppement asymptotique, quand x tend vers +∞ de F (θ, µ, x), généralisant
(4.2.21).

Plus précisément, nous montrons alors que sous des hypothèses convenables
portant sur des moments exponentiels de ν, la fonction F (θ, µ, .) admet un
développement asymptotique quand x tend vers +∞ de la forme :

F (θ, µ, x) =C0(θ, µ)e−γ0(θ)x +

p∑
i=1

ai

(
Ci(θ, µ)e−γi(θ)x + Ci(θ, µ)e−γi(θ)x

)

+ O
(
e−Bx

)
, (4.3.25)

où γ0(θ) ∈ R+, B ∈ R+ et les (γi(θ))i∈{1,...,n} sont des complexes conjugués
deux à deux vérifiant :

0 ≤ γ0(θ) < Re γ1(θ) ≤ · · · ≤ Re γp(θ) < B ,

et ai =
1

2
si −γi(θ) est réel et ai = 1 sinon. (cf. Théorème 7.3).

La démonstration de (4.3.25) repose sur l’inversion, par la méthode de
Mellin Fourier, de l’équation fonctionnelle (6.1.7) satisfaite par la transformée

de Laplace F̂ (θ, µ, .).

4.3.3 Comportement asymptotique, quand x tend vers
+∞, de la probabilité de ruine P(Tx < +∞)

1. Les résultats du paragraphe 4.3.2 s’appliquent lorsque θ = µ = 0 et donc
lorsque ν admet des moments exponentiels convenables, nous obtenons
un développement asymptotique de x → P(Tx < +∞) , quand x tend
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vers +∞, de la forme :

P(Tx < +∞) = C0e
−γ0(0)x +

p∑
i=1

ai

(
Cie

−γi(0)x + Cie
−γi(0)x

)
+ O

(
e−Bx

)
,

(4.3.26)
où γ0(0) ∈ R∗+, B ∈ R+ et les γi(0), i ∈ {1, . . . , n}, sont des complexes
conjugués deux à deux, vérifiant :

0 < γ0(0) < Re γ1(0) ≤ · · · ≤ Re γp(0) < B ,

et ai =
1

2
si −γi(0) est réel et ai = 1 sinon.

2. Sous des hypothèses plus faibles, c’est à dire l’existence de moments
d’ordre n ≥ 3 pour la restriction de ν à R+ et la condition de profit net,
nous obtenons la majoration :

P(Tx < +∞) ≤ C

1 + xn−2
∀x ≥ 0 . (4.3.27)

Remarquons qu’il est naturel qu’il n’y ait pas de condition portant sur la

restriction de ν à R−, outre

∫ 0

−∞
|y|ν(dy) < +∞. En effet, plus les sauts

négatifs sont grands, plus la probabilité P(Tx < +∞) sera petite.

4.4 Résultats pour le couple (Tx, Kx)

L’un des intérêts de notre approche est d’avoir pris en compte la loi conjointe
du couple (Tx, Kx), via sa transformée de Laplace (i.e. la fonction F )

Connaissant un équivalent de F (θ, µ, x), quand x tend vers +∞, avec des
hypothèses raisonables (hypothèses du Théorème 7.3), nous montrons (cf. cha-
pitre 10) :

1er cas : Sous la condition de profit net, E(X1) = −c + E(J1) < 0, condition-
nellement à {Tx < +∞}, le couple (Tx, Kx), convenablement renormalisé,
converge en loi vers une v.a. bidimentionnelle (ξ1, ξ2). ξ1 et ξ2 sont indé-
pendantes et ξ1 suit une loi gaussienne (cf. Théorème 10.1). Lorsque ν
ne charge que R+, la loi de ξ2 est explicite. Ainsi les variables aléatoires
Tx et Kx sont “asymptotiquement indépendantes”.

2ème cas : Sous la condition E(X1) = −c + E(J1) > 0,
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le couple (Tx, Kx), convenablement renormalisé, converge en loi vers une
v.a. bidimentionnelle (ξ1, ξ2). ξ1 et ξ2 sont indépendantes et ξ1 suit une
loi gaussienne (cf. Théorème 10.3). Lorsque ν ne charge que R+, la loi de
ξ2 est explicite. Là encore, les variables aléatoires Tx et Kx sont “asymp-
totiquement indépendantes”.

3ème cas : Sous la condition E(X1) = −c + E(J1) = 0,

Nous avons un résultat de convergence analogue au 2ième cas, mais cette
fois, ξ1 n’est plus gaussienne (cf. Théorème 10.5).

4.5 Formule de Zolotareff

Cette étude est indépendante de ce qui précède.

Nous savons classiquement que pour un processus de Lévy tel que sa mesure
de Lévy ν ne charge que R−, nous avons la formule de Zolotareff, i.e. :

t P(Tx ∈ dt)dx = x P(Xt ∈ dx)dt sur R+ × R+ . (4.5.28)

Nous montrons ici (cf. chapitre 11) une réciproque de ce théorème. Plus préci-
sément, nous montrons l’équivalence des propriétés suivantes :

(i) ν ne charge que R− .

(ii) t P(Tx ∈ dt) dx = x P(Xt ∈ dx) dt sur R+ × R+ .

(iii) ∀θ > 0, ∃Cθ > 0 tel que ∀x ≥ 0, E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= e−Cθx .

Ce résultat généralise un théorème de Borovkov ([Bor64]), relatif aux marches
aléatoires (Sn)n≥0 sur Z :

Il y’a équivalence entre les assertions suivantes :

(i) n P(Tk = n) = k P(Sn = k), n ∈ N, k ∈ N .

(ii) le pas de la marche est à support dans ]−∞, 1] .

4.6 Commentaires bibliographiques

Le livre de T. Rolski, H. Schmidli et J. Teugels [RSST99] contient une très
grande bibliographie sur les sujets traités ici. On pourra s’y reporter pour des
informations complémentaires.
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4.6.1 Le modèle classique

Dans la littérature, on désigne par modèle classique, un processus de la
forme :

Xt = −ct + Jt , (4.6.29)

où (Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé, c’est à dire un processus
de Lévy de sauts purs, dont la mesure de Lévy ν est de masse finie λ, défini
par :

Jt =
Nt∑
i=1

Yi , (4.6.30)

où le processus (Nt , t≥ 0) est un processus de Poisson de paramètre λ et les
variables aléatoires Yi, indépendantes de (Nt , t≥ 0) et indépendantes entre
elles, sont de loi commune µ. Nous avons alors ν = λ µ. Très souvent, les au-
teurs choisissent des variables aléatoires Yi positives. Ce modèle a été introduit
par Filip Lundberg [Lun03] et a été étudié de façon approfondie par Harald
Cramér [Cra30] et [Cra55]. C’est pourquoi, ce modèle est souvent appelé mo-
dèle de Cramer-Lundberg.

En particulier, ces auteurs se sont intéressés à la probabilité de ruine,
F (0, 0, x), avec nos notations (cf. 4.1.12). Ils obtiennent une équation satis-
faite par la transformée de Laplace de cette probabilité et calculent explicite-
ment cette probabilité quand les variables aléatoires Yi sont exponentielles, de
paramêtre δ, à savoir :

F (0, 0, x) = P(Tx < +∞) =
λ

cδ
e−(δ−λ

c )x ∀x ≥ 0 . (4.6.31)

D’autres démonstrations de (4.6.31) ont été obtenues par des méthodes
différentes (utilisation de martingales (voir Gerber [Ger73]) ou de martin-
gales inverses (voir [DH95]), utilisation du générateur infinitésimal du pro-
cessus (Xt , t≥ 0) (voir Dassios-Embrecht [DE89]) et Taylor [Tay76]). Lorsque
la loi µ est plus générale, ces nouvelles approches permettent d’obtenir des
encadrements de la probabilité de ruine :

∀x ≥ 0, C1e
−γ0x ≤ F (0, 0, x) ≤ C2e

−γ0x , (4.6.32)

où C1 et C2 sont des constantes et γ0 est l’unique racine de l’équation :

−γc + λ

(∫ +∞

0

eγydµ(y)− 1

)
= 0 . (4.6.33)
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Remarquons que si nous notons ψ l’exposant caractéristique de (Xt , t≥ 0),
i.e. : E(eλXt) = etψ(λ), et ϕ(t) = ψ(−t) alors (4.6.33) est équivalente à ϕ(−γ) = 0.

L’existence de la limite suivante :

lim
x→+∞

eγ0xF (0, 0, x) = C , (4.6.34)

est classiquement connue et sa démonstration repose sur le Théorème de re-
nouvellement de Feller [Fel71].

Des résultats du type précédent ont été montrés lorsque la mesure de Lévy
ν est de masse infinie mais où ν charge R+. De tels processus sont souvent
appelés gamma processus et ont été étudiés par D.C.M. Dickson et H.R. Waters
[DW93], par F. Dufresne, H.U. Gerber et E. Shiu [DG93] et [DGS91].

4.6.2 Le modèle perturbé

Le processus (Xt , t≥ 0) est défini ici par :

Xt := −ct + Jt + σBt , (4.6.35)

où σ est une constante non nulle et (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien
standard issu de 0, indépendant de (Jt , t≥ 0), processus de Poisson composé,
comme défini en (4.6.30).
Ce modèle a été introduit par Gerber [Ger70].

Citons, pour le modèle (4.6.35), les résultats suivants :

1. Gerber et Landry [GL98], Furrer et Schmidli [FS94] et Schmidli [Sch95]
ont obtenu des majorations et des minorations de la probabilité de ruine :

Ce−γ0x ≤ F (0, 0, x) ≤ e−γ0x ∀x ≥ 0 . (4.6.36)

où C > 0.

2. Lorsque :

Jt =
Nt∑
i=1

Yi , (4.6.37)

où les v.a. Yi ont une distribution de densité p qui est une combinaison
d’exponentielles :

p(x) :=
n∑

i=1

Aiβie
−βix ∀x ≥ 0 , (4.6.38)
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avec p(x) > 0, ∀x ≥ 0, (les constantes Ai pouvant être pour certaines
négatives et les constantes βi étant strictement positives), F. Dufresne et
H.U. Gerber ont démontré en 1990 (cf. [DG90]) que :

F (0, 0, x) =
n+1∑

k=1

Cke
−rkx x ≥ 0 , (4.6.39)

avec
n+1∑

k=1

βi

βi − rk

Ck = 1 ∀i ∈ {1, . . . , n} ,

n+1∑
i=1

Ci = 1

et

Ch =
n∏

i=1

(
rk − βi

βi

) n+1∏

k=1, k 6=h

(
rk

rh − rk

)
∀h ∈ {i, . . . , n + 1} ,

les rh étant les solutions de λ

n∑
i=1

(
Ai

λi − r
+

σ2

2

)
= c.

3. Dans le cas où (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy, de sauts purs, de
mesure de Lévy ν ne chargeant que R+, et s’il existe γ0 > 0 tel que
ψ(γ0) = 0 où ψ est l’exposant caractéristique du processus (Xt , t≥ 0),
R.A. Doney prouve en 1991 (cf. [Don91]), que :

lim
x→+∞

eγ0xF (0, 0, x) = C , (4.6.40)

avec

C = − ϕ′(0)

ϕ′(−γ0)
. (4.6.41)

4. Lorsque (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy, de sauts purs, mais où la
mesure de Lévy ν ne charge pas seulement R+ (cf. [BD94]) J. Bertoin
et R.A. Doney établissent en 1994, le même résultat que (4.6.40), mais
cette fois la constante C n’est pas explicite.
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5. Dans le cadre du modèle perturbé :

Xt := σBt − ct + Jt , (4.6.42)

où

Jt =
Nt∑
i=1

Yi avec Yi > 0 , (4.6.43)

mais où le processus (Nt , t≥ 0) est cette fois, un processus de renou-
vellement, alors H.J. Furrer et H. Schmidli (cf. [FS94]) obtiennent des
inégalités du type :

F (0, 0, x) ≤ C(r) e−rx , (4.6.44)

où les constantes C(r) > 0 et r > 0 sont données plus ou moins explici-
tement.

6. Pour le modèle perturbé (4.6.35), avec Jt =
Nt∑
i=1

Yi, processus de Pois-

son composé, S.G. Kou et H. Wang [KW01] calculent explicitement la
transformée de Laplace de la probabilité de ruine, lorsque les variables
aléatoires Yi ont une densité de la forme :

p(y) = c1η1e
−η1x1l{x>0} + c2η2e

−η2x1l{x<0} , (4.6.45)

avec c1 + c2 = 1, c1 ≥ 0, c2 ≥ 0, η1 > 0 et η2 > 0.

7. En 1997, M. Dozzi et P. Vallois ont calculé explicitement la loi de Tx

lorsque le processus (Xt , t≥ 0) est la différence d’un processus de Pois-
son composé, à sauts positifs, exponentiels, et d’un processus de Lévy
croissant (cf. [DV97], Théorème 4.1, page 371).

8. Notre travail se situe dans l’esprit des résultats précédents. Nous consi-
dérons le processus (Xt , t≥ 0) défini en (4.6.35), mais où (Jt , t≥ 0)
est un processus de Lévy, de sauts purs, de mesure de Lévy ν telle que∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < +∞.

(i) Tout d’abord, nous obtenons, sous des hypothèses convenables por-
tant sur les moments exponentiels de la mesure ν, un développement
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asymptotique, au voisinage de +∞, de F (θ, µ, .) (cf. (4.1.12) pour la
définition de F ). Ce développement est de la forme :

F (θ, µ, x) =C0(θ, µ)e−γ0(θ)x +

p∑
i=1

ai

(
Ci(θ, µ)e−γi(θ)x + Ci(θ, µ)e−γi(θ)x

)

+ O
(
e−Bx

)
, (4.6.46)

où γ0(θ) ∈ R+, B ∈ R+ et les (γi(θ))i∈{1,...,n} sont des complexes conju-
gués deux à deux vérifiant :

0 ≤ γ0(θ) < Re γ1(θ) ≤ · · · ≤ Re γp(θ) < B .

et ai =
1

2
si −γi(θ) est réel et ai = 1 sinon. (cf. (4.3.25) et Théo-

rème 7.3). Dans le cas où ν ne charge que R+, les coefficients Ci(θ, µ)
et γi(θ) sont obtenus explicitement.

Nos résultats généralisent donc le travail de F. Dufresne et H.U. Ger-
ber [DG90] , R.A. Doney [Don91], et J. Bertoin et R. A. Doney [BD94].

(ii) Nous montrons par ailleurs que dans le cas d’existence de moments
d’ordre n ≥ 3 pour la mesure ν, la probabilité de ruine admet une

majoration polynomiale du type F (0, 0, x) ≤ C

(1 + x)n−2
.

Notons que des inégalités de ce type ont été obtenues par A. Frolova,
Y. Kabanov et S. Pergamenshchikov (cf. [FKP01]), pour un modèle où
le processus (8X) est solution d’une équation différentielle stochastique
avec sauts positifs.

4.6.3 Approximation numérique

De nombreux articles sont consacrés à l’approximation numérique explicite
de la probabilité de ruine (voir Abate et Whitt [AW92] et [AW95]). Cette
dernière est approchée par la fonction :

Fapprox(x) = Ce−γ0x . (4.6.47)

Dans notre approche, l’équation fonctionnelle (5.2.9) (cf. Théorème 5.1), four-
nit un schéma d’approximation numérique qui converge à vitesse exponentielle
(cf. (5.3.78).
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4.6.4 Le triplet (Tx, Kx, Lx)

Assez récemment, des auteurs se sont intéressés à la loi du triplet (Tx, Kx, Lx)
où Kx := XTx − x désigne le déficit aussitôt la ruine, appelé overshoot ou sé-
vérité de la ruine et Lx := x−XT−x désigne la fortune immédiatement avant
la ruine.
Ces notions ont été introduites et étudiées par Gerber, Goovaerts et Kaas
[GGK87] dans le modèle classique. Il faut voir aussi sur ce thème Dickson
[Dic92], Dikson et Waters [DW92], Dufresne et Gerber [DG88], Frey et Schmidt
[FS96] et Gerber et Schiu [GS97], mais toujours pour le modèle classique.
Plus précisément, H.U. Gerber et E.S.W. Shiu, en 1997, (cf. [GS97]), éta-
blissent, pour le modèle classique défini en (4.6.29), la formule suivante :

E(e−δTx1l{x−X
T−x

∈du}1l{XTx−x∈dv} =
λ

c
µ(x + y) e−ρx du dv , (4.6.48)

où ρ est une constante dépendant de δ.

Pour le modèle perturbé, le théorème de Pecherskii-Rogozin (cf. l’article de
L. Nguyen et M. Yor [NY01]) établit un lien entre la transformée de Laplace
de F (θ, µ, .) et la loi du processus (Xt , t≥ 0). Plus précisément, il existe une
constante k > 0 telle que :

F̂ (θ, µ, q) =
κ(θ, q)− κ(θ, µ)

(q − µ)κ(θ, q)
, (4.6.49)

avec

κ(α, β) := k exp

(∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

1

t
(e−t − e−αt−βx)P(Xt ∈ dx)

)
. (4.6.50)

On pourra rapprocher la formule (4.6.49) de l’expression (6.1.7) de F̂ (θ, µ, q),
énoncée dans le Théorème 6.1.

Nos théorèmes de renormalisation (cf. Théorèmes 10.1, 10.3 et 10.5) existent
pour des marches aléatoires (voir le livre d’Allan Gut (cf. [Gut88], page 102,
Théorème 10.11) et semblent nouveaux dans notre situation.

4.6.5 Formule de Zolotarev

Soit (Xt , t≥ 0) un processus de lévy de la forme :

Xt := σBt − ct + Jt ∀t ≥ 0



4.6. Commentaires bibliographiques 91

où (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy de sauts purs, vérifiant J0 = 0 et de
mesure de Lévy ν et Tx, le premier temps d’atteinte du niveau x par (Xt , t≥ 0),
i.e. :

Tx := inf {t ≥ 0 ; Xt > x} .

On dit que le processus (Xt , t≥ 0) satisfait à la fomule de Zolotareff si :

t P(Tx ∈ dt) dx = x P(Xt ∈ dx) dt sur R+ × R+ . (4.6.51)

Dans les années 60, A. Borovkov et M. Zolotarev ont montré que la classe
des processus de Lévy sans sauts positifs satisfont à la formule de Zolotareff
(cf. le livre de J. Bertoin [Ber96], pages 190-191, pour une démonstration de
ce théorème). En 1966, B.A. Rogozin [Rog66] a prouvé une réciproque de ce
théorème.
A. Borovkov s’est aussi intéressé à la version discrète de (4.6.51) et a montré
que si X = (Xn , n ∈ N) est une marche aléatoire unidimensionnelle issue de
0, si T = (Tk , k ∈ N∗) est défini par Tk = inf {n ∈ N / Xn ≥ k}, alors il y’a
équivalence entre les propositions suivantes :

(i) k P(Xn = k) = n P(Tk = n), n ∈ N∗, k ∈ N∗, (4.6.52)

(ii) P(X1 ≤ 1) = 1 . (4.6.53)

Plus récemment, M. Dozzi et P. Vallois [DV97] ont montré que la classe des
processus vérifiant la condition suivante, légérement plus générale que (4.6.51) :

P(Tx < t) = −x
∂+

∂x

∫ t

0

P(Xu > x)
du

u
, (4.6.54)

est fermée pour la convergence en loi. Ce qui fournit une nouvelle démonstra-
tion de l’identité (4.6.51) pour les processus de Lévy sans sauts positifs (cf.
[DV97], Théorème 3.1, page 362).

Enfin, en 2001, A.A. Borovkov et Z. Burq [BB01] donnent une autre dé-
monstration de l’identité (4.6.51) pour un processus de Lévy sans sauts positifs,
à l’aide de martingales et de changement de mesure.

Notre contribution à l’étude de la formule de Zolotareff consiste à four-
nir une nouvelle démonstration de la réciproque énoncée par Rogozin. Plus
précisément, il y’a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) t P(Tx ∈ dt) dx = x P(Xt ∈ dx) dt sur R+ × R+ .

(ii) ν ne charge que R− .
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4.6.6 Problématiques voisines

Afin de mieux prendre en compte la gestion des actifs d’une compagnie
d’assurance et la ruine de cette compagnie, de nombreux auteurs ont remplaçé
le processus de Lévy (Xt , t≥ 0) par des processus mieux adaptés, dont voici
des exemples :

Barrière de ruine, ruine absolue :
– Le niveau de ruine n’est plus un réel fixe mais devient une fonction du

temps. (voir article de C. Lefevre et P. Picard [LP97]).
– La compagnie d’assurance peut emprunter de l’argent pour éviter la

ruine qui ne se produit plus quand le capital devient nul mais quand
il atteint un seuil négatif. Le processus étudié devient :

Xt = x− Jt −
∫ t

0

b(Xs)ds , (4.6.55)

où

b(x) =





β1(x−∆) + c si x ≥ ∆
c si 0 ≤ x < ∆
β2x + c si x < 0

(4.6.56)

Le temps de ruine absolue est alors le temps d’atteinte du niveau − c

β2

,

au dela duquel la compagnie d’assurance n’est plus capable de rem-
bourser ses dettes (voir articles de A. Dassios et de P. Embrechts
[DE89] et de P. Embrechts et H. Schmidli [ES94]). Avec des hypo-
thèses particulières portant sur la loi du processus de Poisson composé
(Jt , t≥ 0), ces auteurs calculent explicitement les probabilités de ruine
absolue.

Modèle avec intérêts et inflation :
A. Dassios et de P. Embrechts généralisant le processus défini en (4.6.55)
en introduisant un taux d’inflation δ constant, avec δ < β1 ∧ β2 (cf.
[DE89]). Ainsi la fonction b devient :

b(x) =





β1(x−∆)− δx + c si x ≥ ∆
c− δx si 0 ≤ x < ∆
β2x− δx + c si x < 0

(4.6.57)

Le premier temps de ruine absolue se produit dès que (Xt , t≥ 0) atteint

le niveau − c

β2 − δ
. A. Dassios et de P. Embrechts calculent la probabilité
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de ruine absolue lorsque la loi des sauts est exponentielle.

Modèles plus généraux

De nombreux auteurs s’intéressent à des modèles plus généraux, citons :
– R. Norberg [Nor] qui réalise des calculs de probabilité dans le cas où

le mouvement brownien dans (4.6.35) est remplacé par un processus
d’Ornstein Uhlenbeck ou un mouvement brownien géométrique.

– H. Schmidli [Sch01] qui étudie des processus (Xt , t≥ 0) du type
(4.6.35), où le mouvement brownien est remplacé par un processus
de Lévy α-stable .

– J. Paulsen et H.K. Gjessing (cf. [PG97] et [Pau01]) introduisent des
modèle où l’argent de la compagnie peut être, à tout instant, réinvesti
dans un actif risqué.

– H. Schmidli considère des modèles dépendant d’un niveau de réas-
surance et d’investissement (cf. [Sch02]). La compagnie dispose d’un
contrôle permettant d’agir sur ce niveau. Il s’agit donc d’optimiser une
fonctionnelle mesurant le risque et dépendant du contrôle.

4.7 Notations

Nous rassemblons ici les notations principales qui sont utilisées dans la
suite.

1. Le processus (Xt , t≥ 0) , objet de notre étude est :

Xt := σBt − ct + Jt ∀t ≥ 0

où

• (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy de sauts purs, vérifiant J0 = 0 et
de mesure de Lévy ν telle que :

∫

R

|y| ν(dy) < +∞ , (4.7.58)

En particulier E(|J1|) < +∞.

• (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, indépendant de (Jt , t≥ 0),
tel que B0 = 0.

Quitte à changer (Bt , t≥ 0) en (−Bt , t ≥ 0), nous pouvons supposer
que σ est un réel strictement positif. Par la suite, sans perte de généralité,
nous considérerons σ = 1 .
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Par conséquent :
Xt = Bt − ct + Jt ∀t ≥ 0 (4.7.59)

Nous nous intéressons à :

Tx := inf{t ≥ 0; Xt > x} ∀x ≥ 0 , (4.7.60)

et
Kx := XTx − x ∀x ≥ 0 . (4.7.61)

2. Soit ψ l’exposant caractéristique de (Xt , t≥ 0), i.e. : E(eqXt) = etψ(q).

Nous travaillons plutôt avec la fonction ϕ définie par ϕ(q) := ψ(−q) et
nous avons :

ϕ(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞

(
e−qy − 1

)
ν(dy) . (4.7.62)

Compte tenu de (4.7.58), ϕ(q) existe dès que :

∫

R
1l{|y|≥1}e

−qyν(dy) < +∞ . (4.7.63)

Suivant le contexte et donc suivant les hypothèses faites sur ν, nous
préciserons le domaine de validité de ϕ : q ∈ R+, q ∈ C, etc.

Pour tout θ, nous définissons :

∀θ ≥ 0 ϕθ(q) := ϕ(q)− θ . (4.7.64)

3. Soit la fonction F définie par :

F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

)
θ ≥ 0, µ ≥ 0, x ≥ 0 . (4.7.65)

4. Si ρ est une mesure positive, σ finie sur R, ρ̂ désigne sa transformée de
Laplace, i.e. :

ρ̂(q) =

∫

R
e−qyρ(dy) . (4.7.66)

De même, si f est une fonction de R+ dans R+, f̂ désigne sa transformée
de Laplace, i.e. :

f̂(q) =

∫ +∞

0

e−qyf(x)dx . (4.7.67)
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en particulier :

F̂ (θ, µ, q) =

∫ +∞

0

e−qyF (θ, µ, x)dx . (4.7.68)

Nous utiliserons parfois aussi, pour une fonction f définie de R dans R+,
la notation f̂ , pour sa transformée de Laplace définie par :

f̂(q) =

∫ +∞

−∞
e−qyf(x)dx . (4.7.69)

Le domaine de validité du paramètre q sera précisé dans chaque contexte.

4.8 Plan de la partie II

1. Chapitre 5

Nous montrons, lorsque (Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé,
que F (θ, µ, .) satisfait à l’équation fonctionnelle (4.3.22) et nous étudions
cette équation.

2. Chapitre 6

Nous montrons que la transformée de Laplace F̂ (θ, µ, .) satisfait à l’équa-
tion fonctionnelle (6.1.7).

3. Chapitre 7

Nous démontrons l’existence du développement asymptotique, quand x
tend vers +∞, de F (θ, µ, x), donné en (4.3.25).

4. Chapitre 8

Nous retrouvons le premier terme du comportement asymptotique de
F (θ, µ, x), quand x tend vers +∞, à l’aide d’un théorème de renouvelle-
ment.

5. Chapitre 9

Nous montrons la majoration polynomiale (4.3.27) de P(Tx < +∞).

6. Chapitre 10

Nous démontrons les Théorèmes de la limite centrale 10.1, 10.3 et 10.5,
pour le couple (Tx, Kx), quand x tend vers +∞.

7. Chapitre 11

Nous établissons une réciproque du théorème de Zolotareff.

Nous avons reporté en appendice :



96 Chapitre 4. Introduction

1. Les propriétés de l’exposant caractéristique de (Xt , t≥ 0) dont nous
avons besoin dans ce texte (Annexe A).

2. La démonstration de l’unicité de la solution de l’équation fonctionnelle
(4.3.22) (Annexe B).

3. Un exemple d’étude de processus où ν est une loi gamma (Annexe C).



Chapitre 5

Etude du cas où (Jt , t≥ 0) est
un processus de Poisson
composé

5.1 Le contexte

Nous considérons le processus (Xt , t≥ 0) défini par :

Xt = Bt − ct + Jt , (5.1.1)

où c ∈ R, (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, issu de 0 et
(Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé, de mesure de Lévy ν, tel
que J0 = 0, et indépendant de (Bt , t≥ 0). Par conséquent :

λ := ν(R) =

∫ +∞

−∞
ν(dy) < +∞ . (5.1.2)

Pour tout x ≥ 0, Tx désigne le premier temps d’atteinte par (Xt , t≥ 0) du
niveau x :

Tx := inf {t ≥ 0 ; Xt > x} . (5.1.3)

Le dépassement du niveau x, au temps Tx, ou overshoot est noté :

Kx := XTx − x . (5.1.4)

Kx n’existant que sur l’événement {Tx < +∞}.

97
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Considérons la fonction F définie par :

F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

)
; θ ≥ 0, µ ≥ 0, x ≥ 0 . (5.1.5)

Remarquons que
F (0, 0, x) = P(Tx < +∞) (5.1.6)

est la probabilité de ruine.

De plus
0 ≤ F (θ, µ, x) ≤ F (θ, 0, x) ≤ P(Tx < +∞) ≤ 1 , (5.1.7)

et
0 ≤ F (θ, µ, x) ≤ F (0, µ, x) ≤ P(Tx < +∞) ≤ 1 . (5.1.8)

L’intérêt de considérer (Jt , t≥ 0) processus de Poisson composé est que
(Jt , t≥ 0) admet un premier temps de saut τ1 (0 < τ1 < +∞ p.s.). Ainsi,
sur l’intervalle [0, τ1[, le processus (Xt , t≥ 0) est le mouvement brownien
avec dérive (Bt − ct , t ≥ 0) arrêté en τ1. Nous allons décomposer l’événe-
ment {Tx < +∞} en fonction des positions relatives de Tx et de τ1. Nous en
déduisons que F (θ, µ, .) vérifie une équation fonctionnelle (cf. Théorème 5.1).

Nous étudierons ensuite cette équation fonctionnelle et nous montrerons
qu’elle admet une unique solution dans un espace fonctionnel ad-hoc, lorsque
les paramètres sont choisis convenablement (cf. Théorème 5.5).

Afin de ne pas alourdir la preuve des deux résultats principaux de cette sec-
tion (Théorèmes 5.1 et 5.5), nous avons repoussé la démonstration de certains
points techniques dans l’Appendice B.

x

0 Tx τ1

Tx < τ1

x

0

Kx

Tx = τ1

Tx = τ1

x

0 Txτ1

τ1 < Tx < +∞

Fig. 5.1 – Position de Tx par rapport à τ1
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5.2 Equation fonctionnelle satisfaite par F (θ, µ, .)

Montrons à présent que F (θ, µ, .) vérifie une équation fonctionnelle.

Théorème 5.1 Nous supposons que λ = ν(R) < +∞. Pour tout θ ≥ 0
et tout µ ≥ 0, la fonction F (θ, µ, .) est solution de l’équation fonctionnelle
suivante :

G(x) = F0(θ, µ, x) + F1(θ, µ, x) + ΛθG(x) ∀x ≥ 0 (5.2.9)

où

αθ =
√

c2 + 2(λ + θ) , (5.2.10)

F0(θ, µ, x) = e−(c+αθ)x , (5.2.11)

F1(θ, µ, x) =
e−(c+αθ)x

αθ(µ + c + αθ)

∫

[0,x]

(
e(c+αθ)y − e−µy

)
ν(dy)

+
1

αθ(µ + c− αθ)

∫

]x,+∞[

(
e−(αθ−c)(y−x) − e−µ(y−x)

)
ν(dy)

+
eµx − e−(c+αθ)x

αθ(µ + c + αθ)

∫

]x,+∞[

e−µy ν(dy)

− e−(c+αθ)x

αθ(µ + c− αθ)

∫ +∞

0

(
e−(αθ−c)y − e−µy

)
ν(dy) , (5.2.12)

Λθ est l’opérateur défini par :

ΛθG(x) =
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
G(x− a− y)da .

(5.2.13)

Démonstration du Théorème 5.1

τ1 étant le premier temps de saut du processus (Xt , t≥ 0), nous écrivons :

{Tx < +∞} = {Tx < τ1} ∪ {Tx = τ1} ∪ {τ1 < Tx < +∞} . (5.2.14)

Ces trois événements étant disjoints, nous en déduisons :

F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<τ1}

)
+ E

(
e−θTx−µKx1l{Tx=τ1}

)

+E
(
e−θTx−µKx1l{τ1<Tx<+∞}

)
. (5.2.15)

Le calcul de ces trois espérances nous conduira à l’équation fonctionnelle (5.2.9)
satisfaite par F (θ, µ, .).
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Lemme 5.2 Soit αθ, le réel défini par la relation (5.2.10), alors :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<τ1}

)
= e−(c+αθ)x . (5.2.16)

Démonstration du Lemme 5.2
Soit (B̃t , t≥ 0), le mouvement brownien avec dérive, défini par :

B̃t = Bt − ct ∀t ≥ 0 , (5.2.17)

et T̃x le temps d’atteinte du niveau x par le processus (B̃t , t≥ 0), i.e. :

T̃x := inf {t ≥ 0; B̃t > x} ∀x ≥ 0 . (5.2.18)

alors :
{Tx < τ1} = {T̃x < τ1} . (5.2.19)

Sur l’événement {Tx < τ1}, Kx = 0 et Tx = T̃x. De plus τ1 est une v.a. indé-

pendante de T̃x et de loi exponentielle. Nous en déduisons :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<τ1}

)
= E

(
e−θ eTx1l{eTx<τ1}

)

=

∫ +∞

0

E
(
e−θ eTx1l{eTx<t}

)
λe−λtdt

= E
(

e−θ eTx

∫ +∞

eTx

λe−λtdt

)

= E
(
e−(λ+θ)eTx

)
, (5.2.20)

et d’après ([KS91], exercice 5.10 page 197) nous avons :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<τ1}

)
= e

−
�
c+
√

c2+2(λ+θ)
�
x

= e−(c+αθ)x . 2
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Lemme 5.3 Nous avons :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx=τ1}

)

=
e−(c+αθ)x

αθ(µ + c + αθ)

∫

[0,x[

(
e(c+αθ)y − e−µy

)
ν(dy)

+
1

αθ(µ + c− αθ)

∫

[x,+∞[

(
e−(αθ−c)(y−x) − e−µ(y−x)

)
ν(dy)

+
eµx − e−(c+αθ)x

αθ(µ + c + αθ)

∫

[x,+∞[

e−µy ν(dy)

− e−(c+αθ)x

αθ(µ + c− αθ)

∫ +∞

0

(
e−(αθ−c)y − e−µy

)
ν(dy) .

(5.2.21)

Démonstration du Lemme 5.3
Appelons Y1, la taille du premier saut de (Jt , t≥ 0).
Remarquons que, sur {Tx = τ1}, Y1 > 0.

Nous rappellons que (B̃t , t≥ 0) est le processus défini par (5.2.17). Alors

{Tx = τ1} = {sup
t≤τ1

B̃t < x, B̃τ1 + Y1 > x} (5.2.22)

et
Kx = B̃τ1 + Y1 − x . (5.2.23)

En conditionnant par τ1 et Y1, nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx=τ1}

)

=

∫ +∞

0

dt e−λt

∫ +∞

0

ν(dy) E
(
e−θt−µ( eBt+y−x)1l{supu≤t

eBu<x ; eBt+y≥x}
)

=

∫ +∞

0

dt e−(λ+θ)t

∫ +∞

0

ν(dy) E
(
e−µ( eBt+y−x)1l{supu≤t

eBu<x ; x−y≤ eBt}
)

(5.2.24)

La densité du couple (sup
u≤t

Bu, Bt) nous est donnée par ([KS91] page 95), i.e. :

P
(

Bt ∈ da; sup
u≤t

Bu ∈ db

)
=

2(2b− a)√
2πt3

e−
(2b−a)2

2t 1l{a<b; b>0}dadb . (5.2.25)
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En appliquant la formule de Girsanov, nous avons :

P
(

B̃t ∈ da; sup
u≤t

B̃u ∈ db

)
=

2(2b− a)√
2πt3

e−ca− c2

2
t e−

(2b−a)2

2t 1l{a<b; b>0}dadb .

(5.2.26)
En reportant (5.2.26) dans (5.2.24), nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx 1l{Tx=τ1}

)

= eµx

∫ ∞

0

ν(dy) e−µy

∫ x

x−y

da e−(c+µ)a

∫ x

a∨0

db (2b− a)

∫ ∞

0

2√
2πt3

e−(λ+θ)t− c2

2
t− (2b−a)2

2t dt

= eµx

∫ ∞

0

ν(dy) e−µy

∫ x

x−y

da e−(c+µ)a

∫ x

a∨0

db (2b− a)

∫ ∞

0

2√
2πt3

e
− 1

2

�
(2(λ+θ)+c2)t+

(2b−a)2

t

�
dt . (5.2.27)

Désignant par K 1
2

la fonction définie par :

K 1
2
(δ) :=

1

2

∫ +∞

0

1√
t
e−

δ
2
(t+ 1

t
)dt ∀δ > 0 , (5.2.28)

et utilisant la formule classique :

K 1
2
(δ) =

√
π

2δ
e−δ ∀δ > 0 , (5.2.29)

nous en déduisons par dérivation et par le changement de variable t →
√

β
γ

t

la valeur de l’intégrale :
∫ +∞

0

1√
t3

e−
1
2
(βt+ γ

t
)dt =

√
2π

γ
e−

√
βγ ∀β > 0, ∀γ > 0 . (5.2.30)

Ceci nous permet de calculer l’intégrale en dt figurant dans le second membre
de (5.2.27) et nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx=τ1}

)

= 2eµx

∫ +∞

0

ν(dy) e−µy

∫ x

x−y

da e−(c+µ)a

∫ x

a∨0

e−αθ(2b−a) db (5.2.31)
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où αθ est défini en (5.2.10). En calculant l’intégrale en db, nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx 1l{Tx=τ1}

)

=
eµx

αθ

∫ +∞

0

ν(dy) e−µy

∫ x

x−y

da e−(c+µ)a
(
e−αθ|a| − e−αθ(2x−a)

)
. (5.2.32)

En distinguant alors les cas x − y ≥ 0 et x − y < 0 pour faire disparâıtre la
valeur absolue |a|, nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx=τ1}

)

=
eµx

αθ

∫

[0,x[

ν(dy) e−µy

∫ x

x−y

e−(c+µ+αθ)a da

+
eµx

αθ

∫

[x,+∞[

ν(dy) e−µy

[∫ 0

x−y

e−(c+µ−αθ)a da +

∫ x

0

e−(c+µ+αθ)a da

]

−e(−2αθ+µ)x

αθ

∫ +∞

0

ν(dy) e−µy

∫ x

x−y

e−(c+µ−αθ)a da . (5.2.33)

Le calcul des intégrales en da donne alors :

E
(
e−θTx−µKx1l{Tx=τ1}

)

=
e−(c+αθ)x

αθ(c + αθ + µ)

∫

[0,x[

(
e(c+αθ)y − e−µy

)
ν(dy)

+
1

αθ

∫

[x,+∞[

[
e−(c−αθ)(x−y) − eµ(x−y)

c− αθ + µ
+ e−µy

(
eµx − e−(c+αθ)x

c + αθ + µ

)]
ν(dy)

− e−(c+αθ)x

αθ(c− αθ + µ)

∫ +∞

0

(
e(c−αθ)y − e−µy

)
ν(dy) . (5.2.34)

ut

Lemme 5.4

E
(
e−θTx−µKx 1l{τ1<Tx<+∞}

)
=

1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e(2x−a)αθ

)
F (θ, µ, x− a− y) da .

(5.2.35)
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Remarquons tout d’abord que :

e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ ≥ 0 pour a ≤ (x− y) ∧ x . (5.2.36)

L’opérateur Λθ défini par (5.2.13) est donc positif.

Démonstration du Lemme 5.4
En opérant comme dans la démonstration du lemme 5.3, nous obtenons

successivement :

E
(
e−θTx−µKx 1l{τ1<Tx<+∞}

)

=

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

E
(
e−θTx−µKx1l{t<Tx<+∞} / τ1 = t ; Y1 = y

)
e−λt dt

=

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

dt e−λtE
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞ ; supu≤t

eBu<x ; eBt<x ; eBt+y<x}/Ft

)

=

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

E
(
e−θ(t+Tx◦ϑt)−µ(Xt+Tx◦ϑt

−x)1l{t+Tx◦ϑt<+∞}

1l{supu≤t
eBu<x ; eBt<x∧(x−y)}

)
e−λt dt (5.2.37)

où ϑ. est l’opérateur de translation.
Nous utilisons alors la propriété de Markov pour obtenir :

E
(
e−θTx−µKx 1l{τ1<Tx<+∞}

)

=

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

E

[
e
−θT

x−( eBt+y)
−µ

�
XT

x−( eBt+y)
−(x−( eBt+y))

�
1l{T

x−( eBt+y)
<+∞}

1l{supu≤t
eBu<x ; eBt<x∧(x−y)}

]
e−(λ+θ)t dt . (5.2.38)

Utilisant de nouveau le loi du couple (sup
u≤t

B̃u ; B̃t), nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx 1l{τ1<Tx<+∞}

)

=

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
da e−ca

∫ x

a∨0

db
2(2b− a)√

2π
∫ +∞

0

dt
1√
t3

e−(λ+θ)t− (2b−a)2

2t
− c2

2
t F (θ, µ, x− a− y) . (5.2.39)
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En calculant l’intégrale en t grâce à (5.2.30), nous obtenons :

E
(
e−θTx−µKx 1l{τ1<Tx<+∞}

)

= 2

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
da e−ca

∫ x

a∨0

db e−αθ(2b−a)F (θ, µ, x− a− y) . (5.2.40)

L’intégrale en b se calcule et :

E
(
e−θTx−µKx 1l{τ1<Tx<+∞}

)

=
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
F (θ, µ, x− a− y) da .

ut

5.3 Etude de l’opérateur Λθ

Pour étudier l’équation (5.2.9) et en particulier l’unicité de la solution,
nous allons montrer que l’opérateur Λθ est contractant dans des espaces de
Banach bien choisis. Puisque F (θ, µ, .) a un comportement sous exponentiel
(cf. (4.2.17) et (4.2.18), paragraphe 4.2), il parâıt naturel d’introduire pour
tout γ ≥ 0, l’espace de Banach Bγ :

Bγ := {f : R+ → R ; sup
x∈R+

eγ x|f(x)| < +∞ } , (5.3.41)

muni de la norme :
‖f‖γ = sup

x∈R+

eγ x|f(x)| . (5.3.42)

L’étude des valeurs de γ pour lesquelles Λθ est contractant dans Bγ est liée
au signe, donc aux zéros, de la fonction ϕ dont nous rappellons la définition
vue en (4.7.62) :

ϕ(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞

(
e−qy − 1

)
ν(dy) . (5.3.43)

Soit :

rν := sup

{
s ≥ 0;

∫ +∞

0

(esy − 1) ν(dy) < +∞
}

. (5.3.44)
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Lorsque :
rν > 0 (éventuellement rν = +∞) , (5.3.45)

la fonction ϕ est donc définie sur ]− rν , 0].
Nous rappelons que ν̂ désigne la transformée de Laplace de la mesure ν, soit :

ν̂(q) :=

∫ +∞

−∞
e−qyν(dy) . (5.3.46)

et nous introduisons la notation :

ν̂+(q) := ν̂|]0,+∞]
(q) =

∫ +∞

0

e−qyν(dy) . (5.3.47)

Théorème 5.5
(i) Pour tout θ ≥ 0, l’opérateur Λθ défini par (5.2.13) est un opérateur

positif et de norme égale à
λ

λ + θ
dans L∞(R+).

(ii) Nous supposons rν > 0. Soit γ ∈ [0, rν [ et θ ≥ 0.
Λθ est un opérateur linéaire, borné, de Bγ à valeurs dans Bγ.
Plus précisément,

‖Λθf‖γ ≤ cθ,γ‖f‖γ ∀f ∈ Bγ , (5.3.48)

avec

cθ,γ =
ν̂(−γ)

ν̂(−γ)− ϕ(−γ) + θ
. (5.3.49)

De plus si ϕ(−γ) < θ, alors :

0 < cθ,γ < 1 . (5.3.50)

Lorsqu’il en est ainsi, Λθ est donc contractant dans Bγ.

Remarque 5.6 D’après la remarque A.2, point 5, et la remarque A.3 de l’An-
nexe A, nous savons que l’intervalle {q ∈ ]− rν , 0] / ϕ(q) < θ} est non vide :

– pour tout θ > 0,
– pour θ = 0 si c > E(J1).

(voir figures A.1, A.4 et A.5 de l’Annexe A).

Démonstration du Théorème 5.5

Démonstration du point (i) :
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a) L’inégalité (5.2.36) implique que Λθ est un opérateur positif.
b) ∀h ∈ L∞(R+), ∀x ≥ 0, nous avons :

|Λθh(x)| ≤ 1

αθ

‖h‖∞
∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
da .

(5.3.51)
Nous remarquons que la fonction ` définie par :

`(x) = 1l{a+y≤x ; a≤x}e
−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
(5.3.52)

est strictement croissante. Elle est, en particulier, strictement majorée par sa
limite à l’infini :

1l{a+y≤x ; a≤x}e
−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
< e−cae−αθ|a| ∀x ∈ R . (5.3.53)

Nous en déduisons que, pour tout x ≥ 0 :

|Λθh(x)| ≤ 1

αθ

‖h‖∞
∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

−∞
e−cae−αθ|a| da

≤ 1

αθ

‖h‖∞
∫ +∞

−∞
ν(dy)

[∫ 0

−∞
e−(c−αθ)a da +

∫ +∞

0

e−(c+αθ)a da

]

≤ 1

αθ

‖h‖∞
∫ +∞

−∞
ν(dy)

(
− 1

c− αθ

+
1

c + αθ

)

≤ λ

λ + θ
‖h‖∞ ≤ ‖h‖∞ (5.3.54)

Par ailleurs, si nous considérons la fonction h1 : x → 1 alors ‖Λθh1‖∞ =
λ

λ + θ
,

d’après la remarque (5.3.53). Nous en déduisons donc que : ‖|Λθ|‖L∞(R+) =
λ

λ + θ
.

Démonstration du point (ii) :
Par définition, si f appartient à Bγ, alors |f(x)| ≤ ‖f‖γ e−γx, ∀x ≥ 0.
Soit γ ∈ [0, rν [. Nous avons :

|Λθf(x)| ≤ 1

αθ

‖f‖γ e−γx

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
eγ(a+y)da .
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Nous déduisons de (5.3.53) :

|Λθf(x)|

≤ 1

αθ

‖f‖γ e−γx

∫ +∞

−∞
ν(dy)eγy

[∫ 0

−∞
e−(c−αθ−γ)ada +

∫ +∞

0

e−(c+αθ−γ)ada

]

≤ 1

αθ

‖f‖γ e−γx

∫ +∞

−∞
ν(dy)eγy

(
1

αθ − c + γ
+

1

αθ + c− γ

)

≤ ‖f‖γ e−γx ν̂(−γ)

−1
2
γ2 + cγ + λ + θ

. (5.3.55)

Utilisant (5.1.2) et la définition de ϕ, il vient :

|Λθf(x)| ≤ ‖f‖γ e−γx ν̂(−γ)

ν̂(−γ)− ϕ(−γ) + θ
(5.3.56)

D’où (5.3.48)
‖Λθf‖γ ≤ cθ,γ ‖f‖γ .

ut

Proposition 5.7 Nous supposons que rν > 0. Soit µ ≥ 0, soit θ > 0 ou
θ = 0 si c > E(J1). Pour tout γ ∈ [0, rν [ tel que ϕ(−γ) < θ, nous avons :

(i) La fonction F (θ, µ, .) appartient à Bγ et

lim
x→+∞

1

x
ln F (θ, µ, x) ≤ −γ . (5.3.57)

(ii) L’équation (5.2.9) possède une unique solution dans Bγ.

Remarquons que de tels γ existent d’après la Remarque 5.6.

Démonstration de la Proposition 5.7

Démonstration du point (i)
a) Nous montrons directement que la fonction F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .) ap-

partient à Bγ.
Tout d’abord :

eγx|F0(θ, µ, x)| = e−(c+αθ−γ)x ≤ 1 (5.3.58)
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car c + αθ − γ > 0 (cf. (A.3.18) dans l’Appendice A), donc

F0(θ, µ, .) ∈ Bγ . (5.3.59)

Par ailleurs :

eγx|F1(θ, µ, x)| ≤ 1

αθ(µ + c + αθ)

∫

[0,x]

e−(c+αθ−γ)(x−y)eγyν(dy)

+
e−(c+αθ−γ)x

αθ(µ + c + αθ)

∫

[0,x]

e−µyν(dy)

+
1

αθ|µ + c− αθ|
∫

]x,+∞[

e−(αθ−c+γ)(y−x)eγyν(dy)

+
1

αθ|µ + c− αθ|
∫

]x,+∞[

e−(µ+γ)(y−x)eγyν(dy)

+
1

αθ(µ + c + αθ)

∫

]x,+∞[

e−(µ+γ)(y−x)eγyν(dy)

+
e−(c+αθ−γ)x

αθ(µ + c + αθ)

∫

]x,+∞[

e−µyν(dy)

+
e−(c+αθ−γ)x

αθ|µ + c− αθ|

∣∣∣∣
∫ +∞

0

(
e−(αθ−c)y − e−µy

)
ν(dy)

∣∣∣∣ . (5.3.60)

Comme, d’après (A.3.18) dans l’Appendice A, si ϕ(−γ) < θ, nous avons
−αθ − c < −γ < αθ − c, alors :

eγx|F1(θ, µ, x)|

≤ 2ν̂+(−γ)

αθ(µ + c + αθ)
+

2ν̂+(µ)

αθ(µ + c + αθ)
+

2ν̂+(−γ)

αθ|µ + c− αθ| +
ν̂+(αθ − c) + ν̂+(µ)

αθ|µ + c− αθ| .

(5.3.61)

Le membre de droite est fini puisque γ < rν , αθ − c ≥ 0 et µ ≥ 0.
Donc :

F1(θ, µ, .) ∈ Bγ . (5.3.62)

b) Nous itérons alors l’équation fonctionnelle (5.2.9) et nous obtenons :

F (θ, µ, x) =
n∑

p=0

Λp
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x) + Λn+1

θ F (θ, µ, .)(x) . (5.3.63)

Nous prouvons dans l’Appendice B (cf. Proposition B.2) que :

lim
n→+∞

Λn+1
θ F (θ, µ, .)(x) = 0 . (5.3.64)
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Par ailleurs, les fonctions F0(θ, µ, .) et F1(θ, µ, .) appartenant à Bγ et Λθ étant
contractant, nous en déduisons :

F (θ, µ, x) =
+∞∑
n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x) , (5.3.65)

cette dernière série étant convergente dans Bγ. Ainsi si γ ∈ [0, rν [ et ϕ(−γ) < θ :

F (θ, µ, .) ∈ Bγ , (5.3.66)

et
F (θ, µ, x) ≤ e−γx‖F (θ, µ, .)‖γ . (5.3.67)

D’après l’Appendice B, Proposition B.2, nous savons que la limite, quand x

tend vers +∞, de
1

x
lnF (θ, µ, x) existe, donc avec (5.3.67), nous déduisons,

pour tout γ de [0, rν [ tel que ϕ(−γ) < θ :

lim
x→+∞

1

x
ln F (θ, µ, x) ≤ −γ . (5.3.68)

Démonstration du point (ii)
L’unicité de la solution de l’équation (5.2.9) dans Bγ découle du caractère

contractant de Λθ. ut

Remarque 5.8 1. Nous définissons, pour tout θ ≥ 0, γ0(θ) par :

γ0(θ) := sup{γ ∈ [0, rν [ tel que ϕ(−γ) < θ } . (5.3.69)

D’après l’étude faite en Appendice A, (voir figures A.1, A.2, A.3, A.4 et
A.5) :

Si θ > 0 γ0(θ) > 0 (5.3.70)

Si θ = 0 et c > E(J1) γ0(0) > 0 (5.3.71)

Si θ = 0 et c ≤ E(J1) γ0(0) = 0 (5.3.72)

De (5.3.68), nous déduisons que, pour tout θ > 0 ou pour θ = 0 et
c > E(J1), et tout µ ≥ 0

lim
x→+∞

1

x
ln F (θ, µ, x) ≤ −γ0(θ) . (5.3.73)
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D’après le caractère sous-exponentiel de F (θ, 0, .) et d’après (4.2.16),
nous avons :

lim
x→+∞

− 1

x
ln F (θ, 0, x) = −γ̃θ ≤ −γ0(θ) . (5.3.74)

Ainsi, nous en déduisons que γ̃θ ≥ γ0(θ) > 0.

Dans le cas où la condition de profit net n’est pas réalisée, c− E(J1) ≤ 0,
alors l’intervalle {γ ∈ [0, rν [ / ϕ(−γ) < 0 } est vide (cf. Remarque 5.6),
mais nous savons dans ce cas que : F (0, 0, x) = 1 ∀x ≥ 0 .

2. Sous les hypothèses de la Proposition 5.7, il découle de la propriété de
contraction de Λθ que :

F (θ, µ, x) =
+∞∑
n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x) . (5.3.75)

Ceci fournit un schéma d’approximation numérique de F (θ, µ, .), à vitesse
exponentielle, car :

∣∣∣∣∣F (θ, µ, x)−
p∑

n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=p+1

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣Λ
p+1
θ

(
+∞∑
n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .))

)
(x)

∣∣∣∣∣ (5.3.76)

et comme
+∞∑
n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) appartient à Bγ alors

∥∥∥∥∥F (θ, µ, x)−
p∑

n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .))

∥∥∥∥∥
γ

< cp+1
θ,γ

∥∥∥∥∥
+∞∑
n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .))

∥∥∥∥∥
γ

. (5.3.77)
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Nous en déduisons qu’il existe une constante K > 0 telle que :

∣∣∣∣∣F (θ, µ, x)−
p∑

n=0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x)

∣∣∣∣∣ < cp+1
θ,γ K e−γx ,

(5.3.78)
où cθ,γ est définie par (5.3.49).

3. Lorsque ν ne charge que R− alors ϕ est définie sur R− et rν = +∞. Le
processus (Xt , t≥ 0) franchit continûment le niveau x > 0 donc :

Kx = XTx − x = 0 et F1(θ, µ, x) = 0 . (5.3.79)

L’équation (5.2.9) devient donc :

F (θ, µ, x) = e−(c+αθ)x + ΛθF (θ, µ, .)(x) . (5.3.80)

D’après l’Appendice A, Remarque A.2, point 3 et figures Ai (i ∈ {1, .., 5}),
nous savons que, pour tout θ > 0 et pour θ = 0 dans le cas de profit net,
il existe un réel unique γ0(θ) tel que :

−γ0(θ) < 0 et ϕ(−γ0(θ)) = θ , (5.3.81)

soit :
γ2

0(θ)

2
− cγ0(θ) +

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)− λ = θ . (5.3.82)

Un calcul direct montre que la fonction fθ : x → e−γ0(θ)x est solution de
(5.2.9).
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En effet :

e−(c+αθ)x + Λθfθ(x)

= e−(c+αθ)x +
1

αθ

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
e−γ0(θ)(x−a−y)da

= e−(c+αθ)x − e−(2αθ−γ0(θ))x

αθ

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

∫ x

−∞
e−(c−αθ−γ0(θ))ada

+
e−γ0(θ))x

αθ

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

(∫ 0

−∞
e−(c−αθ−γ0(θ))ada +

∫ x

0

e−(c+αθ−γ0(θ))ada

)

= e−(c+αθ)x +
e−(2αθ−γ0(θ))x

αθ

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

e−(c−αθ−γ0(θ))x

c− αθ − γ0(θ)
+

e−γ0(θ)x

αθ

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

[
1

−c + αθ + γ0(θ)
+

1

c + αθ − γ0(θ)
− e−(c+αθ−γ0(θ))x

c + αθ − γ0(θ)

]

= e−(c+αθ)x +
2 e−γ0(θ)x

α2
θ − (c− γ0(θ))2

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

+
e−(c+αθ)x

αθ

∫ 0

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

(
− 1

c + αθ − γ0(θ)
+

1

c− αθ − γ0(θ)

)

= e−(c+αθ)x +
2e−γo(θ)xν̂(−γ0(θ))− 2e−(c+αθ)xν̂(−γ0(θ))

−γ2
0(θ) + 2cγ0(θ) + 2(λ + θ)

= e−γ0(θ)x (5.3.83)

car ϕ(−γ0(θ)) = θ donc :

2 ν̂(−γ0(θ))

−γ2
0(θ) + 2cγ0(θ) + 2(λ + θ)

= 1 , (5.3.84)

et d’après le point (ii) de la Proposition 5.7, nous déduisons donc que :

F (θ, µ, x) = e−γ0(θ)x ∀x ≥ 0 . (5.3.85)

En particulier, si la condition de profit net, c > E(J1), est vérifiée, nous
avons :

P(Tx < +∞) = F (0, 0, x) = e−γ0(0)x , (5.3.86)
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et si la condition de profit net n’est pas réalisée, γ0(0) = 0 et nous re-
trouvons :

P(Tx < +∞) = F (0, 0, x) = 1 . (5.3.87)

Le point (i) de la Proposition 5.7 nous donne partiellement le comportement
asymptotique de F (θ, µ, x) quand x tend vers +∞. L’objet des paragraphes
suivants est de préciser ce comportement.



Chapitre 6

Transformée de Laplace de
F (θ, µ, .)

6.1 Expression de la Transformée de Laplace

F̂ (θ, µ, .)

Nous ne supposons plus ici que (Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson
composé. La mesure ν n’est donc plus nécessairement de masse finie. Nous
supposons que (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy, de sauts purs, de mesure
de Lévy ν telle que : ∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < ∞ . (6.1.1)

Nous supposons par ailleurs que :
∫ −1

−∞
e−qyν(dy) < ∞ ∀q > 0 . (6.1.2)

Nous définissons l’opérateur R de la manière suivante :
Pour toute fonction h de L∞(R+) et pour tout q appartenant à D0, où

D0 = {q ∈ C ; Re q > 0} , (6.1.3)

nous posons :

Rh(q) :=

∫ 0

−∞
e−qyν(dy)

∫ −y

0

e−qbh(b)db−
∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

h(b)db . (6.1.4)

Remarquons que les hypothèses (6.1.1) et (6.1.2) assurent l’existence de
Rh(q) pour tout q ∈ D0 et toute fonction h bornée, définie sur R+.

115



116 Chapitre 6. Transformée de Laplace de F (θ, µ, .)

Nous utiliserons la même notation qu’en (4.7.62) , pour tout complexe q de
D0 :

ϕ(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy) , (6.1.5)

Observons que d’après les hypothèses (6.1.1) et (6.1.2), ϕ est définie sur
D0 = {q ∈ C ; Re q ≥ 0}.
Puisque F (θ, µ, .) est une fonction bornée, sa transformée de Laplace F̂ (θ, µ, .)

est holomorphe sur le domaine D0 et :

F̂ (θ, µ, q) :=

∫ +∞

0

e−qyF (θ, µ, y)dy ∀q ∈ D0 . (6.1.6)

Théorème 6.1 Sous les hypothèses (6.1.1) et (6.1.2), la transformée de La-

place F̂ (θ, µ, .) de F (θ, µ, .) satisfait, pour tout θ ≥ 0, tout µ ≥ 0 et tout
q ∈ D0, à :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕ(q)− θ

(
q − γ∗0(θ)

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy) + RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
)

(6.1.7)

où γ∗0(θ) est défini par :
– Si θ > 0 ou si θ = 0 et c < E(J1) alors γ∗0(θ) est l’unique réel vérifiant :

γ∗0(θ) > 0 et ϕ(γ∗0(θ)) = θ . (6.1.8)

– Si θ = 0 et c ≥ E(J1) alors :

γ∗0(0) = 0 . (6.1.9)

Remarque 6.2 1. L’expression (6.1.7) est énoncée avec la convention que
ea − eb

a− b
vaut ea quand a = b.

2. D’après (6.1.2), ϕ est définie sur ]− rν , +∞[. Dans ces conditions, pour
tout θ ≥ 0, l’existence de γ∗0(θ) est prouvée dans l’Appendice A (cf.
(A.5.26)).

3. Comme ϕ(γ∗0(θ)) = θ et F̂ (θ, µ, .) est définie sur D0, l’expression (6.1.7)
fait clairement apparâıtre que q = µ et q = γ∗0(θ) sont des “fausses”

singularités pour F̂ (θ, µ, .).
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4. Si ν ne charge que R+, RF (θ, µ, .)(q) = 0, ∀q ∈ D0, et alors l’expression
(6.1.7) n’est plus une équation mais devient une formule explicite donnant

F̂ (θ, µ, q) :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕ(q)− θ

(
q − γ∗0(θ)

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

)

(6.1.10)

5. Si ν ne charge que R−, l’expression (6.1.7) devient :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕ(q)− θ

(
q − γ∗0(θ)

2
+ RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))

)

(6.1.11)

Nous détaillerons ces deux derniers cas particuliers à la suite de la démonstra-
tion du théorème 6.1.

Démonstration du Théorème 6.1

Première étape Nous allons supposer dans un premier temps, que (Jt , t≥ 0)
est un processus de Poisson composé. Les notations sont celles du paragraphe
5. F (θ, µ, .) vérifie l’équation fonctionnelle (5.2.9) donc F̂ (θ, µ, .) vérifie l’équa-
tion :

F̂ (θ, µ, q) = F̂0(θ, µ, q) + F̂1(θ, µ, q) + Λ̂θF (θ, µ, .)(q) q ∈ D0 . (6.1.12)

De la définition de F0(θ, µ, x) donnée en (5.2.11), il découle :

F̂0(θ, µ, q) =
1

c + αθ + q
. (6.1.13)

De la définition de F1(θ, µ, x) donnée en (5.2.12), il découle :

F̂1(θ, µ, q) =

∫ +∞

0

e−qxF1(θ, µ, x)dx

= I1(θ, µ, q) + I2(θ, µ, q) + I3(θ, µ, q) + I4(θ, µ, q) (6.1.14)
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avec

I1(θ, µ, q) =

∫ +∞

0

e−(q+c+αθ)x

αθ(µ + c + αθ)

(∫

[0,x]

(
e(c+αθ)y − e−µy

)
ν(dy)

)
dx

=

∫ +∞

0

ν(dy)

(
e(c+αθ)y − e−µy

)

αθ(µ + c + αθ)

∫ +∞

y

e−(q+c+αθ)xdx

=
1

αθ(q + c + αθ)(µ + c + αθ)

∫ +∞

0

(
e−qy − e−(q+µ+c+αθ)y

)
ν(dy) ,

(6.1.15)

I2(θ, µ, q) =

∫ +∞

0

e−qx

αθ(µ + c− αθ)

(∫

]x,+∞[

(
e−(αθ−c)(y−x) − e−µ(y−x)

)
ν(dy)

)
dx

=

∫ +∞

0

ν(dy)

αθ(µ + c− αθ)

∫ y

0

(
e−(q+c−αθ)xe−(αθ−c)y − e−(q−µ)xe−µy

)
dx

=
1

αθ(µ + c− αθ)

∫ +∞

0

(
e−(αθ−c)y − e−qy

q + c− αθ

+
e−qy − e−µy

q − µ

)
ν(dy) ,

(6.1.16)

I3(θ, µ, q) =

∫ +∞

0

e−(q−µ)x − e−(q+c+αθ)x

αθ(µ + c + αθ)

(∫

]x,+∞[

e−µy ν(dy)

)
dx

=

∫ +∞

0

ν(dy)
e−µy

αθ(µ + c + αθ)

∫ y

0

(
e−(q−µ)x − e−(q+c+αθ)x

)
dx

= − 1

αθ(µ + c + αθ)

∫ +∞

0

ν(dy)

(
e−qy − e−µy

q − µ
− e−(q+µ+c+αθ)y − e−µy

q + c + αθ

)
,

(6.1.17)

I4(θ, µ, q) = −
∫ +∞

0

e−(q+c+αθ)x

αθ(µ + c− αθ)
dx

(
ν̂+(αθ − c)− ν̂+(µ)

)

=
ν̂+(µ)− ν̂+(αθ − c)

αθ(q + c + αθ)(µ + c− αθ)
(6.1.18)
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Nous rappelons que ν̂+ est la fonction définie en (5.3.47) par :

ν̂+(q) := ν̂|]0,+∞]
(q) =

∫ +∞

0

e−qyν(dy) .

En reportant ces expressions dans (6.1.14), nous obtenons :

F̂1(θ, µ, q) =
ν̂+(q)

αθ(µ + c + αθ)

(
1

q + c + αθ

− 1

q − µ

)

− ν̂+(q)

αθ(µ + c− αθ)

(
1

q + c− αθ

− 1

q − µ

)

+
ν̂+(αθ − c)

αθ(µ + c− αθ)

(
1

q + c− αθ

− 1

q + c + αθ

)

+

(
ν̂+(µ)

αθ(µ + c− αθ)
− ν̂+(µ)

αθ(µ + c + αθ)

)(
− 1

q − µ
+

1

q + c + αθ

)
,

soit

F̂1(θ, µ, q) = − ν̂+(q)

αθ(q + c + αθ)(q − µ)
+

ν̂+(q)

αθ(q + c− αθ)(q − µ)

+
2 ν̂+(αθ − c)

(µ + c− αθ)(q + c− αθ)(q + c + αθ)

− 2 ν̂+(µ)

(µ + c− αθ)(q − µ)(q + c + αθ)
.

(6.1.19)

Enfin, en notant :

Cθ(q) := (q + c + αθ)(q + c− αθ) = q2 + 2cq − 2(λ + θ) , (6.1.20)

nous obtenons :

F̂1(θ, µ, q) =
2 ν̂+(q)

(q − µ)Cθ(q)
+

2 ν̂+(αθ − c))

(µ + c− αθ)Cθ(q)
− 2 ν̂+(µ)(q + c− αθ)

(q − µ)(µ + c− αθ)Cθ(q)

ou encore

F̂1(θ, µ, q) =
2

Cθ(q)

(
ν̂+(q)− ν̂+(µ)

q − µ
− ν̂+(µ)− ν̂+(αθ − c)

µ + c− αθ

)
. (6.1.21)
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Remarquons que Cθ(q) ne peut s’annuler que pour q = αθ − c, puisque q ∈ D
et donc Re q + c + αθ > 0.

Calculons maintenant Λ̂θF (θ, µ, .)(q).
En effectuant le changement de variable b = x− a− y dans (5.2.13), nous

obtenons :

ΛθF (θ, µ, .)(x)

=
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e−c(x−b−y)
(
e−αθ|x−y−b| − e−(x+y+b)αθ

)
F (θ, µ, b)db

=
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

e−c(x−b−y)
(
e−αθ|x−y−b| − e−(x+y+b)αθ

)
F (θ, µ, b)db

− 1

αθ

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

e−c(x−b−y)
(
e−αθ(x−y−b) − e−(x+y+b)αθ

)
F (θ, µ, b)db .

(6.1.22)

Avec des notations évidentes, nous avons :

ΛθF (θ, µ, .)(x) = H1F (θ, µ, .)(x) + I(θ, µ, x) + H2F (θ, µ, .)(x) , (6.1.23)

avec

H1F (θ, µ, .)(x) =
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

e−c(x−b−y)e−αθ|x−y−b|F (θ, µ, b)db , (6.1.24)

I(θ, µ, x) = − 1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0

e−c(x−b−y)e−(x+y+b)αθF (θ, µ, b)db

=
1

αθ

e−(c+αθ)x ν̂(αθ − c) F̂ (θ, µ, αθ − c) ,

(6.1.25)

et

H2F (θ, µ, .)(x) = −e−(c+αθ)x

αθ

∫ 0

−∞
e(c+αθ)yν(dy)

∫ −y

0

e(c+αθ)bF (θ, µ, b)db

+
e−(c+αθ)x

αθ

∫ 0

−∞
e(c−αθ)yν(dy)

∫ −y

0

e(c−αθ)bF (θ, µ, b)db .

(6.1.26)
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H2F (θ, µ, .)(x) s’écrit, avec la notation (6.1.4) :

H2F (θ, µ, .)(x) =
e−(c+αθ)x

αθ

(RF (θ, µ, .)(αθ − c)−RF (θ, µ, .)(−αθ − c)) .

(6.1.27)

Ainsi la transformée de Laplace Λ̂θF (θ, µ, .) nous est donnée par :

Λ̂θF (θ, µ, .)(q) = Ĥ1F (θ, µ, .)(q)− ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)

αθ(q + c + αθ)

+
RF (θ, µ, .)(αθ − c)−RF (θ, µ, .)(−αθ − c)

αθ(q + c + αθ)
. (6.1.28)

Calculons Ĥ1F (θ, µ, .)(q) :

Ĥ1F (θ, µ, .)(q) =
1

αθ

∫ +∞

−∞
ecyν(dy)

∫ +∞

0

ecbF (θ, µ, b)db

∫ +∞

0

e−(q+c)xe−αθ|x−y−b|dx

=
1

αθ

∫ 0

−∞
ecyν(dy)

∫ −y

0

ecbF (θ, µ, b)db

∫ +∞

0

e−(q+c)xe−αθ(x−y−b)dx

+
1

αθ

∫ +∞

−∞
ecyν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

ecbF (θ, µ, b)db

∫ b+y

0

e−(q+c)xeαθ(x−y−b)dx

+
1

αθ

∫ +∞

−∞
ecyν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

ecbF (θ, µ, b)db

∫ +∞

b+y

e−(q+c)xe−αθ(x−y−b)dx .

(6.1.29)

En calculant alors les intégrales en x, nous trouvons :

Ĥ1F (θ, µ, .)(q) =
1

αθ

∫ 0

−∞
e(c+αθ)yν(dy)

∫ −y

0

e(c+αθ)bF (θ, µ, b)db
1

q + c + αθ

+
1

αθ

∫ +∞

−∞
e(c−αθ)yν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e(c−αθ)bF (θ, µ, b)
1− e−(q+c−αθ)(b+y)

q + c− αθ

db

+
1

αθ

∫ +∞

−∞
e(c+αθ)yν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e(c+αθ)bF (θ, µ, b)
e−(q+c+αθ)(b+y)

q + c + αθ

db .

(6.1.30)
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D’où, d’après la définition de l’opérateur R (cf. (6.1.4)) :

Ĥ1F (θ, µ, .)(q) =
1

αθ(q + c + αθ)

[
RF(θ, µ, .)(−αθ−c) +

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

F (θ, µ, b)db

]

+
1

αθ(q + c− αθ)

∫ +∞

−∞
e(c−αθ)yν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e(c−αθ)bF (θ, µ, b)db

− 1

αθ(q + c− αθ)

∫ +∞

−∞
e−qyν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e−qbF (θ, µ, b)db

+
1

αθ(q + c + αθ)

∫ +∞

−∞
e−qyν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e−qbF (θ, µ, b)db .

(6.1.31)

Par ailleurs :∫ +∞

−∞
e−δyν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e−δbF (θ, µ, b)db

= ν̂(δ) F̂ (θ, µ, δ)−RF (θ, µ, .)(δ) +

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

F (θ, µ, b)db . (6.1.32)

En utilisant la notation (6.1.20) et en remarquant que :

1

αθ(q + c + αθ)
− 1

αθ(q + c− αθ)
= − 2

Cθ(q)
, (6.1.33)

nous obtenons :

Ĥ1F (θ, µ, .)(q) =
RF (θ, µ, .)(−αθ − c)

αθ(q + c + αθ)

+
ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)−RF (θ, µ, .)(αθ − c)

αθ(q + c− αθ)

− 2

Cθ(q)

(
ν̂(q)F̂ (θ, µ, q)−RF (θ, µ, .)(q)

)
. (6.1.34)

Ainsi en reportant (6.1.34) dans (6.1.28), nous obtenons :

Λ̂θF (θ, µ, .)(q) = − 2

Cθ(q)

(
ν̂(q)F̂ (θ, µ, q)−RF (θ, µ, .)(q)

)

+
2

Cθ(q)

(
ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)−RF (θ, µ, .)(αθ − c)

)
.

(6.1.35)
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Utilisant de plus (6.1.12), nous en déduisons :

F̂ (θ, µ, q) = F̂0(θ, µ, q) + F̂1(θ, µ, q)

+
2

Cθ(q)

(
−ν̂(q)F̂ (θ, µ, q) + RF (θ, µ, .)(q)

)

+
2

Cθ(q)

(
ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)−RF (θ, µ, .)(αθ − c)

)
.

(6.1.36)

Soit

F̂ (θ, µ, q)

(
1 +

2ν̂(q)

Cθ(q)

)
= F̂0(θ, µ, q) + F̂1(θ, µ, q) +

2

Cθ(q)
RF (θ, µ, .)(q)

+
2

Cθ(q)

(
ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)−RF (θ, µ, .)(αθ − c)

)
. (6.1.37)

Or en remarquant que Cθ(q) + 2ν̂(q) = 2(ϕ(q)− θ), nous obtenons :

(ϕ(q)− θ)F̂ (θ, µ, q) =
1

2
Cθ(q)

[
F̂0(θ, µ, q) + F̂1(θ, µ, q)

]
+ RF (θ, µ, .)(q)

+ ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)−RF (θ, µ, .)(αθ − c) .

(6.1.38)

Nous choisissons q = γ∗0(θ) dans (6.1.38), nous obtenons :

ν̂(αθ − c)F̂ (θ, µ, αθ − c)−RF (θ, µ, .)(αθ − c)

= −1

2
Cθ(γ

∗
0(θ))

(
F̂0(θ, µ, γ∗0(θ)) + F̂1(θ, µ, γ∗0(θ))

)
−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ)) .

(6.1.39)

En utilisant (6.1.13) et (6.1.21), nous avons :

1

2
Cθ(q)

(
F̂0(θ, µ, q) + F̂1(θ, µ, q)

)

=
1

2
(q + c− αθ) +

ν̂+(q)− ν̂+(µ)

q − µ
− ν̂+(µ)− ν̂+(αθ − c)

µ− αθ + c
. (6.1.40)
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Ainsi en reportant dans l’expression (6.1.12) de F̂ (θ, µ, q), nous obtenons :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕ(q)− θ

[
1

2
(q + c− αθ) +

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)

− 1

2
(γ∗0(θ) + c− αθ)− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

+RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
]

, (6.1.41)

d’où (6.1.7).

Remarquons que F̂ (θ, µ, .) est holomorphe sur D0 car F (θ, µ, .) est bornée.
Donc les zéros de q → ϕ(q)− θ appartenant à D0, (par exemple γ∗0(θ), quand

γ∗0(θ) > 0), sont des fausses singularités pour F̂ (θ, µ, .).
Par ailleurs, nous avons démontré dans l’Appendice A (cf. Proposition A.5,

point (iii)), que si θ = 0 et c ≥ E(J1), il n’y a pas de zéro de ϕ(q) = 0 du
type q = iy, autre que q = 0. Là encore, nous montrons que 0 est une fausse
singularité pour F̂ (0, µ, .) (cf. paragraphe 6.2). F̂ (θ, µ, .) vérifie bien (6.1.7),
pour tout q ∈ D0.

Deuxième étape (Jt , t≥ 0) est à présent un processus de Lévy de mesure
de Lévy ν, vérifiant (6.1.1) et (6.1.2). Nous travaillons par approximation. Plus
précisément, soit :

νn(dy) := ν| R� ]− 1
n , 1

n [(dy) ∀n ≥ 1 . (6.1.42)

νn est de masse finie que nous notons λn :

λn :=

∫ +∞

−∞
νn(dy) = ν

(]
−∞,− 1

n

])
+ ν

([
1

n
, +∞

[)
. (6.1.43)

Ainsi pour tout n ≥ 1, le processus de Lévy associé à νn, noté Jn est un
processus de Poisson composé. Nous lui appliquons le résultat du paragraphe
précédent et nous utiliserons les notations évidentes suivantes, pour tout n ≥ 1,
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tout x ≥ 0 et tout t ≥ 0 :

Xn
t = Bt − ct + Jn

t (6.1.44)

T n
x = inf {t ≥ 0 , Xn

t > x} (6.1.45)

Kn
x = Xn

T n
x
− x (6.1.46)

Fn(θ, µ, x) = E
(
e−θT n

x −µKn
x
)
1l{T n

x <+∞} . (6.1.47)

D’après (6.1.7), la transformée de Laplace F̂n(θ, µ, .) de Fn(θ, µ, .) vérifie, pour
tout q ∈ D0 :

F̂n(θ, µ, q) =
1

ϕn(q)− θ

[
q − γ∗n0 (θ)

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)νn(dy)

− 1

γ∗n0 (θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗n
0 (θ)y − e−µy)νn(dy) + RnFn(θ, µ, .)(q)−RnFn(θ, µ, .)(γ∗n0 (θ))

]

(6.1.48)

où

ϕn(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)νn(dy) , (6.1.49)

et pour toute fonction h de L∞(R+) :

Rnh(q) =

∫ 0

−∞
e−qyνn(dy)

∫ −y

0

e−byh(b)db−
∫ 0

−∞
νn(dy)

∫ −y

0

h(b)db . (6.1.50)

et où pour tout θ > 0, γ∗n0 (θ) est le réel vérifiant :

γ∗n0 (θ) > 0 et ϕn(γ
∗n
0 (θ)) = θ . (6.1.51)

ϕn ayant les mêmes propriétés que ϕ, nous démontrons, comme en (A.5.26) de
l’Appendice A, l’existence de γ∗n0 (θ).

Lemme 6.3

(i) lim
n→+∞

T n
x = Tx p.s. (6.1.52)

(ii) lim
n→+∞

Kn
x = Kx (6.1.53)

(iii) lim
n→+∞

Fn(θ, µ, x) = F (θ, µ, x) ∀θ ≥ 0, ∀µ ≥ 0 . (6.1.54)
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Démonstration du Lemme 6.3
Les points (i) et (ii) sont des résultats classiques.
(iii) D’après les hypothèses (6.1.1) et (6.1.2), nous démontrons grâce au théo-
rème de Lebesgue de convergence dominée que :
1− Soit q ≥ 0 et µ ≥ 0 fixés.

lim
n→+∞

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)νn(dy) = lim
n→+∞

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)1l{|y|≥ 1
n
}ν(dy)

=

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy) ν(dy) . (6.1.55)

Nous déduisons de (6.1.55), avec µ = 0, que :

lim
n→+∞

ϕn(q) = ϕ(q) , (6.1.56)

et donc
lim

n→+∞
γ∗n0 (θ) = γ∗0(θ) . (6.1.57)

2− lim
n→+∞

∫ +∞

0

(e−γ∗n
0 (θ)y − e−µy)νn(dy) = lim

n→+∞

∫ +∞

0

(e−γ∗n
0 (θ)y − e−µy)1l{|y|≥ 1

n
}ν(dy)

=

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy) ν(dy) . (6.1.58)

3− lim
n→+∞

∫ 0

−∞
e−qyνn(dy)

∫ −y

0

e−bqFn(θ, µ, b)db

= lim
n→+∞

∫ 0

−∞
e−qy1l{y≤ 1

n
}ν(dy)

∫ −y

0

e−bqFn(θ, µ, b)db

=

∫ 0

−∞
e−qyν(dy)

∫ −y

0

e−bqF (θ, µ, b)db . (6.1.59)

Pour la démonstration de (6.1.59), nous utilisons (6.1.54) et l’inégalité :
∣∣∣∣
∫ −y

0

e−bqFn(θ, µ, b)db

∣∣∣∣ ≤ |y| . (6.1.60)

4− D’une manière analogue,

lim
n→+∞

∫ 0

−∞
νn(dy)

∫ −y

0

Fn(θ, µ, b)db = lim
n→+∞

∫ 0

−∞
1l{y≤ 1

n
}ν(dy)

∫ −y

0

Fn(θ, µ, b)db

=

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

F (θ, µ, b)db . (6.1.61)
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De (6.1.59) et (6.1.61), nous déduisons que :

lim
n→+∞

RnFn(θ, µ, .)(q) = RF (θ, µ, .)(q) (6.1.62)

et lim
n→+∞

RnFn(θ, µ, .)(γ∗n0 (θ))) = RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ)) . (6.1.63)

Enfin si

F̂n(θ, µ, q) :=

∫ +∞

0

e−qxFn(θ, µ, x)dx , (6.1.64)

alors, d’après (6.1.54) et le théorème de Lebesgue de convergence dominée,
nous avons :

lim
n→+∞

F̂n(θ, µ, q) = F̂ (θ, µ, q) . (6.1.65)

Nous déduisons de toutes les limites précédentes que F̂ (θ, µ, .) vérifie l’équation
suivante :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕ(q)− θ

(
q − γ∗0(θ)

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy) + RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
)

ut

6.2 Etude de cas particuliers

Nous supposons que :

rν > 0 (éventuellement rν = +∞) , (6.2.66)

où rν est défini en (5.3.44).

L’étude des zéros de ϕθ sur R est faite aux paragraphes A.1 et A.2 de
l’Appendice A. Toutefois, afin d’étudier les deux cas particuliers, ν ne charge
que R+ et ν ne charge que R−, nous nous plaçons uniquement dans les cas des
figures A.1 cas a, A.2 cas a, A.3 et A.5. Il est équivalent de supposer, qu’il
existe κ > 0 tel que, pour tout θ ∈ [0, κ] :

∃ − γ0(θ) ∈]− rν , 0] tel que ϕ(−γ0(θ)) = θ , (6.2.67)
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avec :

(i) si θ > 0, − γ0(θ) < 0 , (6.2.68)

(ii) si θ = 0 et c > E(J1), − γ0(0) < 0 , (6.2.69)

(iii) si θ = 0 et c ≤ E(J1), − γ0(0) = 0 . (6.2.70)

6.2.1 Si ν ne charge que R+

F̂ (θ, µ, q) nous est donnée explicitement par (6.1.10), q ∈ D0.

Or les fonctions ϕ et q → 1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy) sont définies sur

]− rν , +∞[, ϕ(−γ0(θ)) = θ et d’après l’hypothèse (6.2.67), −γ0(θ) appartient

à ]−rν , 0], donc la fonction F̂ (θ, µ, .) admet un prolongement holomorphe sur :

D−γ0(θ) := {q ∈ C / Re q > −γ0(θ)} (6.2.71)

Le prolongement holomorphe de F̂ (θ, µ, .) est encore la transformée de La-
place de F (θ, µ, .) qui est donc définie sur D−γ0(θ), d’après Lukacs (cf. [Luk70],
Théorème 7.1.1, page 193).

Ainsi la fonction q → F̂ (θ, µ, q − γ0(θ)) est définie pour q > 0 et cette
fonction est la transformée de Laplace de la fonction x → eγ0(θ)xF (θ, µ, x).

La proposition suivante nous donne le comportement asymptotique de
F̂ (θ, µ, q − γ0(θ)) quand q tend vers 0.

Proposition 6.4 Sous les hypothèses (6.1.1), (6.1.2), (6.2.67) et si ν|]−∞,0[ = 0,
alors ∀θ ∈ [0, κ], ∀µ ≥ 0,

F̂ (θ, µ, q − γ0(θ)) ∼q→0
C0(θ, µ)

q
(6.2.72)

où la constante C0(θ, µ) vaut :

1. Si θ > 0 ou si θ = 0 et c 6= E(J1),

C0(θ, µ) =
1

ϕ′(−γ0(θ))

[
−γ0(θ)+γ∗0(θ)

2
+

1

−γ0(θ)−µ

∫ +∞

0

(
eγ0(θ)y−e−µy

)
ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(
e−γ∗0 (θ)y − e−µy

)
ν(dy)

]
. (6.2.73)
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2. Si θ = 0 et c = E(J1),

C0(0, µ) =
1− 2

µ2

∫ +∞
0

(1− e−µy − µy)ν(dy)

ϕ′′(0)
. (6.2.74)

Remarque 6.5 1. Quand (Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé,
nous prouvons au chapitre 8, par un théorème de renouvellement (cf.
Théorème 8.1), que la limite, quand x tend vers +∞, de eγ0(θ)xF (θ, µ, x)
existe. Nous montrons au chapitre 7, que cette limite existe aussi dans le
cas où (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy qui n’est plus un processus
de Poisson composé.

La Proposition 6.4 nous permet donc d’identifier cette limite :

lim
x→+∞

eγ0(θ)xF (θ, µ, x) = C0(θ, µ) . (6.2.75)

En particulier, lorsque θ = µ = 0, nous retrouvons ainsi le résultat de
Doney [Don91].

2. L’expression (6.2.73) est énoncée avec la convention que
ea − eb

a− b
vaut ea

quand a = b.

3. ϕ′(−γ0(θ)) < 0, sauf quand θ = 0 et c = E(J1), auquel cas ϕ′(0) = 0,
ce qui explique que C0(θ, µ) prend deux expressions différentes dans la
Proposition 6.4.

4. Par définition de F̂ (θ, µ, q − γ0(θ)), la fonction µ → F̂ (θ, µ, q −γ0(θ)) est
décroissante, donc la fonction µ → C0(θ, µ) est aussi décroissante.

Si θ > 0 ou si θ = 0 et c 6= E(J1), lim
µ→+∞

C0(θ, µ) = − γ0(θ) + γ∗0(θ)
2ϕ′(−γ0(θ))

et

cette limite est strictement positive.

Si θ = 0 et c = E(J1), lim
µ→+∞

C0(0, µ) =
1

ϕ′′(0)
et cette limite est stricte-

ment positive.

Nous avons donc toujours C0(θ, µ) > 0.

Démonstration de la Proposition 6.4
1) Nous supposons θ > 0 ou θ = 0 et c 6= E(J1).
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Soient µ ≥ 0 et q > 0. D’après (6.1.10), nous avons :

F̂ (θ, µ, q − γ0(θ)) =
1

ϕ(q − γ0(θ))− θ

[
q − γ0(θ)− γ∗0(θ)

2

+
1

q − γ0(θ)− µ

∫ +∞

0

(
e−(q−γ0(θ))y − e−µy

)
ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(
e−γ∗0 (θ)y − e−µy

)
ν(dy)

]
. (6.2.76)

Nous avons : ϕ′(−γ0(θ)) 6= 0. (cf. Remarque 6.5, point 3). Nous pouvons donc
écrire :

ϕ(q − γ0(θ))− θ = ϕ(q − γ0(θ))− ϕ(−γ0(θ)) ∼q→0 qϕ′(−γ0(θ)) . (6.2.77)

En utilisant (6.2.77) et en faisant tendre q vers 0 dans (6.2.76), nous obtenons

F̂ (θ, µ, q − γ0(θ)) ∼q→0
C0(θ, µ)

q
avec C0(θ, µ) vérifiant (6.2.73).

2) Etudions le cas où θ = 0 et c = E(J1).
Soient µ ≥ 0 et q > 0. D’après (6.1.10), nous avons :

F̂ (0, µ, q) =
1

ϕ(q)

[
q

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(
e−qy − e−µy

)
ν(dy)

+
1

µ

∫ +∞

0

(
1− e−µy

)
ν(dy)

]
. (6.2.78)

Comme ϕ′(0) = 0, nous avons :

ϕ(q) ∼q→0
q2

2
ϕ′′(0) . (6.2.79)

Par ailleurs, nous avons :

1

q − µ

∫ +∞

0

(
e−qy − e−µy

)
ν(dy) +

1

µ

∫ +∞

0

(
1− e−µy

)
ν(dy)

= − 1

µ

(
1 +

q

µ

) ∫ +∞

0

(
1− qy − e−µy

)
ν(dy) +

1

µ

∫ +∞

0

(
1− e−µy

)
ν(dy) + o(q)

= − 1

µ

∫ +∞

0

(
−qy +

q

µ
− q2

µ
y − q

µ
e−µy

)
ν(dy) + o(q)

∼q→0 − q

µ2

∫ +∞

0

(
1− e−µy − µy

)
ν(dy) . (6.2.80)
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De (6.2.79) et (6.2.80), nous pouvons donc déduire que F̂ (0, µ, q) ∼q→0
C0(0, µ)

q
où C0(0, µ) vérifie (6.2.74). ut

Remarque 6.6 En faisant θ = µ = 0 dans l’expression de F̂ (θ, µ, q − γ0(θ))
de la Proposition 6.4, nous obtenons des résultats sur la probabilité de ruine.
Nous distinguons les cas c > E(J1), (condition de profit net), c < E(J1) et
c = E(J1) :

1er cas) c > E(J1) (condition de profit net)

D’après (6.2.69) et (6.1.9), nous avons :

F̂ (0, 0, q − γ0(0)) ∼q→0
C0(0, 0)

q
(6.2.81)

où la constante C0(0, 0) est donnée par :

C0(0, 0) =

=
1

ϕ′(−γ0(0))

[
−γ0(0)

2
+

1

−γ0(0)

∫ +∞

0

(eγ0(0)y − 1)ν(dy) +

∫ +∞

0

yν(dy)

]

=
1

ϕ′(−γ0(0))

[
−ϕ(−γ0(0))

−γ0(0)
− c +

∫ +∞

0

yν(dy)

]
. (6.2.82)

En remarquant que ϕ′(0) = c−
∫ +∞

0

yν(dy) = c− E(J1) > 0 et que

ϕ(−γ0(0)) = 0, nous avons :

F̂ (0, 0, q − γ0(0)) ∼q→0 − ϕ′(0)

ϕ′(−γ0(0))

1

q
. (6.2.83)

Nous retrouvons ainsi le résultat de Doney [Don91] :

lim
x→0

eγ0(0)xP(Tx < +∞) = − ϕ′(0)

ϕ′(−γ0(0))
. (6.2.84)

2ème cas) c < E(J1)

D’après (6.2.70) et (6.1.8), nous avons :

F̂ (0, 0, q) ∼q→0
C0(0, 0)

q
(6.2.85)
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où la constante C0(0, 0) est donnée par :

C0(0, 0) =

=
1

ϕ′(0)

[
−γ∗0(0)

2
− 1

γ∗0(0)

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy)−
∫ +∞

0

yν(dy)

]

=
1

ϕ′(0)

[
−ϕ(γ∗0(0))

γ∗0(0)
+ c−

∫ +∞

0

yν(dy)

]
. (6.2.86)

En remarquant que ϕ′(0) = c−
∫ +∞

0

yν(dy) et que ϕ(γ∗0(0)) = 0, nous

obtenons :

F̂ (0, 0, q) ∼q→0
1

q
. (6.2.87)

Ceci est en accord avec (4.1.10), i.e. F (0, 0, x) = P(Tx < +∞) = 1.

3ème cas) c = E(J1)

En remarquant que :

lim
µ→0

(
1− 2

µ2

∫ +∞

0

(1− e−µy − µy)ν(dy)

)
= 1 +

∫ +∞

0

y2ν(dy) = ϕ′′(0) ,

nous déduisons, de la Proposition 6.4 :

F̂ (0, 0, q) ∼q→0
1

q
. (6.2.88)

Ceci est en accord avec (4.1.10), i.e. F (0, 0, x) = P(Tx < +∞) = 1.

6.2.2 Si ν ne charge que R−
F̂ (θ, µ, .) vérifie l’équation (6.1.11) que nous rappelons :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕ(q)− θ

(
q − γ∗0(θ)

2
+ RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))

)
.

Proposition 6.7 La fonction Gθ : x → e−γ0(θ)x est solution de (6.1.11).

Remarque 6.8 1. Si Gθ est solution de (6.1.11), elle l’est aussi de l’équa-
tion équivalente (5.2.9). La proposition (5.7) (ii), prouve que Gθ est
l’unique solution de (5.2.9) dans Bγ, ∀γ ∈ [0 , γ0(θ)[, donc :

F (θ, µ, x) = e−γ0(θ)x ∀x ≥ 0 . (6.2.89)
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2. µ ne joue aucun rôle ici car ν ne charge que R−, donc Kx = XTx − x = 0
et donc pour tout µ ≥ 0, F (θ, µ, .) = F (θ, 0, .).

3. D’après (4.2.17), nous savons que F (θ, 0, .) est majorée par une expo-
nentielle, l’analyse précédente nous permet de préciser la valeur de la
constante γ̃θ de (4.2.16) : γ̃θ = γ0(θ). Nous retrouvons ainsi le résultat
de (4.2.19).

Démonstration de la Proposition 6.7
Le numérateur du second membre de (6.1.11) sera noté NF (q), donc :

NGθ(q) =
1

2
(q − γ∗0(θ)) + RGθ(q)−RGθ(γ

∗
0(θ))

=
1

2
(q − γ∗0(θ)) +

∫ 0

−∞
e−qyν(dy)

∫ −y

0

e−(q+γ0(θ))bdb

−
∫ 0

−∞
e−γ∗0 (θ)yν(dy)

∫ −y

0

e−(γ∗0 (θ)+γ0(θ))bdb

=
1

2
(q − γ∗0(θ)) +

1

q + γ0(θ)

∫ 0

−∞

(
e−qy − eγ0(θ)y

)
ν(dy)

− 1

γ∗0(θ) + γ0(θ)

∫ 0

−∞

(
e−γ∗0 (θ)y − eγ0(θ)y

)
ν(dy)

(6.2.90)

Par ailleurs, comme ϕ(−γ0(θ)) = ϕ(γ∗0(θ)) = θ, nous avons :

ϕ(γ∗0(θ))− ϕ(−γ0(θ)) = 0

=
γ∗20 (θ)− γ2

0(θ)

2
+ c (γ∗0(θ) + γ0(θ)) +

∫ 0

−∞

(
e−γ∗0 (θ)y − eγ0(θ)y

)
ν(dy) .

(6.2.91)

Soit encore :

− 1

γ∗0(θ) + γ0(θ)

∫ 0

−∞

(
e−γ∗0 (θ)y − eγ0(θ)y

)
ν(dy) =

γ∗0(θ)− γ0(θ)

2
+ c . (6.2.92)

de même, comme

ϕ(q)− θ = ϕ(q)− ϕ(−γ0(θ))

=
q2

2
− γ2

0(θ)

2
+ c(q + γ0(θ)) +

∫ 0

−∞

(
e−qy − eγ0(θ)y

)
ν(dy) , (6.2.93)
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nous avons :

1

q + γ0(θ)

∫ 0

−∞

(
e−qy − eγ0(θ)y

)
ν(dy) =

ϕ(q)− θ

q + γ0(θ)
− 1

2
(q − γ0(θ))− c . (6.2.94)

En reportant (6.2.92) et (6.2.94) dans (6.2.90), nous obtenons :

NGθ(q)

ϕ(q)− θ

=
1

ϕ(q)− θ

[
1

2
(q − γ∗0(θ)) +

ϕ(q)− θ

q + γ0(θ)
− 1

2
(q − γ0(θ))− c +

γ∗0(θ)− γ0(θ)

2
+ c

]

=
1

q + γ0(θ)
. (6.2.95)

Nous retrouvons donc bien Ĝθ(q) =
1

q + γ0(θ)
.

Remarque 6.9 Nous pouvons montrer directement le résultat de la Proposi-
tion 6.7 par un argument de martingale.

Nous posons pour tout t ≥ 0 et tout q ∈ ]− rν , 0[ tel que ϕ(q) > 0 :

M q
t := exp (−qXt − ϕ(q)t) . (6.2.96)

(M q
t )t≥0 est une martingale bornée sur [0, Tx] et pour q ∈ ] − rν , 0[ tel que

ϕ(q) > 0 par e−qx.
Appliquant le théorème d’arrêt à la martingale (M q

t )t≥0 au temps d’arrêt
t ∧ Tx, nous obtenons :

E(M q
0 ) = 1 = E(M q

t∧Tx
)

E
(
e−qXt∧Tx−ϕ(q)(t∧Tx)1l{Tx<+∞}

)
+ E

(
e−qXt−ϕ(q)t1l{Tx=+∞}

)
. (6.2.97)

En faisant tendre t vers +∞, comme
(
e−qXt1l{Tx=+∞}

)
t≥0

est borné par e−qx,
en appliquant le théorème de Lebesgue, nous obtenons :

E
(
e−ϕ(x)Tx1l{Tx<+∞}

)
= e−qx ∀q ∈]− rν ; 0[ tel que ϕ(q) > 0 . (6.2.98)

En choisissant q = −γ0(θ), comme ϕ(−γ0(θ) = θ, nous obtenons :

F (θ, 0, x) = E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= e−γ0(θ)x . 2
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6.2.3 Transformée de Laplace de la probabilité de ruine
(cas où θ = µ = 0)

Nous supposons ici que le support de ν n’est réduit ni à R+, ni à R−.
Ce paragraphe ne donne pas de résultats nouveaux, mais donne, à partir de
l’expression obtenue en (6.1.7), des formules explicites de la transformée de
Laplace de la probabilité de ruine que nous utiliserons par la suite, et apporte
des vérifications à des formules antérieures.

1er cas) c > E(J1) (condition de profit net)

D’après (6.1.7) et (6.1.9), nous obtenons :

F̂ (0, 0, q) =
1

ϕ(q)

(
q

2
+

1

q

∫ +∞

0

(e−qy − 1 + qy)ν(dy) + RF (0, 0, .)(q)

)

(6.2.99)

Dans ce cas, 0 est une fausse singularité pour F̂ (0, 0, .).

1. Lorsque ν ne charge que R+,

F̂ (0, 0, q) =
1

ϕ(q)

(
q

2
+

1

q

∫ +∞

0

(e−qy − 1 + qy)ν(dy)

)
, (6.2.100)

soit encore :

F̂ (0, 0, q) =
1

q
− c− E(J1)

ϕ(q)
. (6.2.101)

Nous en déduisons facilement l’équivalent vu en (6.2.83).

2. Lorsque ν ne charge que R−, P(Tx < +∞) = e−γ0(0)x, d’après la
Proposition 6.7.

2ème cas) c < E(J1)

D’après (6.1.7) et (6.1.8), nous avons :

F̂ (0, 0, q) =
1

ϕ(q)

(
q − γ∗0(0)

2
+

1

q

∫ +∞

0

(e−qy − 1)ν(dy)

− 1

γ∗0(0)

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy)

+ RF (0, 0, .)(q)−RF (0, 0, .)(γ∗0(0))

)
(6.2.102)
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Dans ce cas, q = γ∗0 est une fausse singularité pour F̂ (0, 0, .).

Montrons, à titre de vérification, que la fonction h : x → 1 vérifie l’équa-
tion (6.2.102) :

Rh(q)−Rh(γ∗0(0)) =

∫ 0

−∞
e−qyν(dy)

∫ −y

0

e−qbdb−
∫ 0

−∞
e−γ∗0 (0)yν(dy)

∫ −y

0

e−γ∗0 (0)bdb

=
1

q

∫ 0

−∞
(e−qy − 1)ν(dy)− 1

γ∗0(0)

∫ 0

−∞
(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy) .

Ainsi (6.2.102) devient :

ĥ(q) =
1

ϕ(q)

(
q − γ∗0(0)

2
+

1

q

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy)− 1

γ∗0(0)

∫ +∞

−∞
(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy)

)

=
1

ϕ(q)

(
ϕ(q)

q
− c− ϕ(γ∗0(0))

γ∗0(0)
+ c

)
=

1

q
(6.2.103)

Ce résultat est en accord avec le résultat (4.1.10) et celui de la Proposi-
tion 6.7 qui lui, n’est vrai que quand ν ne charge que R−.

3ème cas) c = E(J1)

D’après (6.1.7) et (6.1.9), nous avons :

F̂ (0, 0, q) =
1

ϕ(q)

(
q

2
+

1

q

∫ +∞

0

(e−qy − 1 + qy)ν(dy) + RF (0, 0, .)(q)

)

(6.2.104)

Dans ce cas, q = 0 est un pôle double de F̂ (0, 0, .), car q est un zéro de
ϕ d’ordre de multiplicité 2..

Montrons alors, à titre de vérification, que la fonction h : x → 1 vérifie
l’équation (6.2.104) :

Rh(q) =

∫ 0

−∞
e−qyν(dy)

∫ −y

0

e−qbdb−
∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

db

=
1

q

∫ 0

−∞
(e−qy − 1)ν(dy) +

∫ 0

−∞
yν(dy) .

Ainsi (6.2.104) devient, comme c =

∫ +∞

−∞
yν(dy) :

ĥ(q) =
1

ϕ(q)

(
q

2
+ c +

1

q

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy)

)
=

1

q
(6.2.105)

Ce résultat est bien en accord avec (4.1.10).
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6.2.4 Equation de Dufresne Gerber

Soit
A(x) := 1− P(Tx < +∞) . (6.2.106)

Dans le cas où ν ne charge que R+ et sous l’hypothèse de profit net, Dufresne
et Gerber [DG90] montrent que A satisfait à l’équation suivante :

∀x ≥ 0 A(x) =

(
1− E(J1)

c

)
H1(x) +

E(J1)

c
A ∗K(x) (6.2.107)

où
H1(x) = 1− e−2cx et K(x) = h1 ∗ h2(x) (6.2.108)

avec

h1(x) = 2ce−2cx1l{x≥0} et h2(x) =
ν[x; +∞[

E(J1)
. (6.2.109)

Le but de cette remarque est de montrer que l’équation (6.2.107) est un cas
particulier de notre équation (6.1.7). En effet, d’après (6.2.101), nous avons :

F̂ (0, 0, q) =
1

q
− c− E(J1)

ϕ(q)
.

D’après (6.2.106), la transformée de Laplace de A vérifie :

Â(q) =
1

q
− F̂ (0, 0, q) =

c− E(J1)

ϕ(q)
. (6.2.110)

L’équation (6.2.107) de [DG90] est donc équivalente à :

c− E(J1)

ϕ(q)
=

(
1− E(J1)

c

)(
1

q
− 1

q + 2c

)
+
E(J1)

c

(
c− E(J1)

ϕ(q)
K̂(q)

)
.

(6.2.111)
où

K̂(q) =
2c

(q + 2c)E(J1)

∫ +∞

0

dxe−qx

∫

[x,+∞[

ν(dy)

=
2c

(q + 2c)E(J1)

∫ +∞

0

ν(dy)

∫ y

0

e−qxdx

=
2c

(q + 2c)E(J1)

1

q

∫ +∞

0

(1− e−qy)ν(dy) . (6.2.112)
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Il s’agit donc de montrer que :

c− E(J1)

ϕ(q)
=

2(c− E(J1))

(q + 2c)q
+

2(c− E(J1))

(q + 2c) ϕ(q)

1

q

∫ +∞

0

(1− e−qy)ν(dy)

=
2(c− E(J1))

(q + 2c)qϕ(q)

[
ϕ(q) +

∫ +∞

0

(1− e−qy)ν(dy)

]
. (6.2.113)

Or

ϕ(q) +

∫ +∞

0

(1− e−qy)ν(dy) =
q2

2
+ cq =

1

2
(q + 2c)q . (6.2.114)

ce qui achève la démonstration de cette remarque. ut



Chapitre 7

Comportement asymptotique de
F (θ, µ, .) au voisinage de +∞

7.1 Forme du développement asymptotique de

F (θ, µ, .) au voisinage de +∞
Nous allons utiliser la transformée de Laplace F̂ (θ, µ, .) de F (θ, µ, .) pour

étudier le comportement asymptotique de F (θ, µ, .) en +∞. Au vu de l’ex-

pression de F̂ (θ, µ, .) ( cf. Théorème 6.1), les zéros de la fonction ϕθ, définie en
(4.7.64), vont jouer un rôle déterminant.

Dans ce paragraphe, ν vérifie les hypothèses (6.1.1) et (6.1.2), i.e. :

(i)

∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < +∞ et (ii)

∫ −1

−∞
e−qyν(dy) < +∞ ∀q > 0 .

(7.1.1)
Nous supposons que :

rν > 0 (éventuellement rν = +∞) , (7.1.2)

où nous rappelons que rν est l’élément de [0, +∞], défini par :

rν := sup

{
s ≥ 0;

∫ +∞

0

(esy − 1) ν(dy) < +∞
}

. (7.1.3)

Nous nous plaçons uniquement dans les cas des figures A.1 cas a, A.2 cas
a, A.3 et A.5 de l’Appendice A. Il est équivalent de supposer, qu’il existe κ > 0
tel que, pour tout θ ∈ [0, κ] :

∃ − γ0(θ) ∈]− rν , 0] tel que ϕ(−γ0(θ)) = θ , (7.1.4)

139
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avec :

(i) si θ > 0, − γ0(θ) < 0 , (7.1.5)

(ii) si θ = 0 et c > E(J1), − γ0(0) < 0 , (7.1.6)

(iii) si θ = 0 et c ≤ E(J1), − γ0(0) = 0 . (7.1.7)

D’après (7.1.1) (ii), ϕ est définie sur ]− rν , +∞[. Dans ces conditions, (cf.
(A.5.26) Appendice A), nous avons :

∀ θ ≥ 0, ∃ γ∗0(θ) ≥ 0 tel que ϕ(γ∗0(θ)) = θ , (7.1.8)

avec :

(i) si θ > 0, γ∗0(θ) > 0 , (7.1.9)

(ii) si θ = 0 et c < E(J1), γ∗0(0) > 0 , (7.1.10)

(iii) si θ = 0 et c ≥ E(J1), γ∗0(0) = 0 . (7.1.11)

Soit ν̂|[1,+∞[
la transformée de Laplace de la restriction de ν à [1, +∞[ :

ν̂|[1,+∞[
(q) :=

∫ +∞

1

e−qyν(dy) (7.1.12)

Pour tout b ≥ 0, notons

Db := {q ∈ C tel que Re q > −b} . (7.1.13)

Nous introduisons :

Bν := sup {b > 0 tel que ν̂|[1,+∞[
admet un prolongement méromorphe sur Db}

(7.1.14)
Remarquons que d’après l’hypothèse (7.1.2), nous avons Bν ≥ rν et éven-

tuellement Bν = +∞.
Dans ces conditions, ϕ admet un prolongement méromorphe sur DBν et

nous noterons encore ϕ ce prolongement. De même, nous noterons encore
ν̂|[1,+∞[

le prolongement de ν̂|[1,+∞[
.

Nous faisons, en outre, l’hypothèse suivante :

∀0 < B < Bν ∃K > 0, ∃R0 > 0, tels que :

|ν̂|[1,+∞[
(q)| ≤ K|q| , pour tout q vérifiant :

{ −B ≤ Re q ≤ 0
|Im q| ≥ R0

(7.1.15)

Remarque 7.1 1. Compte tenu de (7.1.1), nous pouvons remplacer
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ν̂|[1,+∞[
(q) dans (7.1.15), de manière équivalente, par

∫
0+∞

0(e−qy − 1)ν(dy)

ou par

∫
0+∞
−∞(e

−qy − 1)ν(dy).

2. Comme nous avons :

sup
Re q≥0

|ν̂|[1,+∞[
(q)| < +∞ , (7.1.16)

alors, si l’hypothèse 7.1.15 est vérifiée, nous avons aussi :

∀q vérifiant :

{
Re q ≥ −B
|Im q| ≥ R0

|ν̂|[1,+∞[
(q)| ≤ K|q| (7.1.17)

Nous donnerons ci-dessous (cf. Remarque 7.4), des hypothèses raisonnables
portant sur ν pour que l’hypothèse (7.1.15) soit satisfaite.

Proposition 7.2 Sous les hypothèses (7.1.1), (7.1.2), (7.1.4) et (7.1.15),
pour tout θ ∈ [0, κ], il existe βθ > 0 tel que, pour tout B ∈]0, Bν [, aussi proche
que l’on veut de Bν, les zéros de ϕθ dans la bande :

DB,βθ
:= {q ∈ C tel que −B ≤ Re q ≤ βθ} (7.1.18)

sont en nombre fini, conjugués deux à deux et s’écrivent :

(i) Si θ > 0 :

− γ0(θ), −γ1(θ), −γ1(θ), · · · ,−γp(θ) et − γp(θ) ,

(ii) Si θ = 0 et c > E(J1) :

0, −γ0(0), −γ1(0), −γ1(0), · · · ,−γp(0) et − γp(0) ,

(iii) Si θ = 0 et c ≤ E(J1) :

− γ0(0) = 0, −γ1(0), −γ1(0), · · · ,−γp(0) et − γp(0) ,

où p est un entier, éventuellement nul, et

−B < −Re (γp(θ)) ≤ · · · ≤ −Re (γ1(θ)) < −γ0(θ) ≤ 0 . (7.1.19)

Démonstration de la Proposition 7.2
Cette démonstration est faite dans l’Appendice A, Proposition A.6.



142 Chapitre 7. Comportement en +∞ de F (θ, µ, .)

Théorème 7.3 Nous supposons les hypothèses (7.1.1), (7.1.2) et (7.1.15)
satisfaites. Soit B ∈]0, Bν [, aussi proche que l’on veut de Bν et soit κ > 0,
assez petit, tels que (7.1.4) soit vérifié et (7.1.19) soit également satisfait pour
tout θ ∈ [0, κ] (avec un nombre p indépendant de θ, θ ∈ [0, κ]).

Pour tout θ ∈ [0, κ] et pour tout µ ≥ 0, il existe C0(θ, µ) > 0 et des
constantes complexes C1(θ, µ), · · · , Cp(θ, µ), telles que F (θ, µ, .) admet, quand
x tend vers +∞, un développement asymptotique de la forme :

F (θ, µ, x) =C0(θ, µ)e−γ0(θ)x +

p∑
i=1

ai

(
Ci(θ, µ)e−γi(θ)x + Ci(θ, µ)e−γi(θ)x

)

+ O
(
e−Bx

)
, (7.1.20)

où O est uniforme en µ ∈ R+ et en θ appartenant à [0, κ] et ai =
1

2
si −γi(θ)

est réel et ai = 1 sinon.

Remarque 7.4 1. Le choix de B (aussi proche de Bν que nous voulons)
sera précisé au cours de la démonstration.

2. Lorsque ν ne charge que R+, la constante C0(θ, µ) figurant dans (7.1.20)
est bien la même que celle de la Proposition 6.4. Plus généralement, tou-
jours lorsque ν|]−∞,0[

= 0, les constantes Ci(θ, µ) se calculent explicitement
(cf. (7.2.104).

3. Si l’hypothèse (7.1.4) n’est pas vérifiée, ϕθ n’a pas de zéro sur [−rν , 0[,
mais il est encore possible de montrer que, quand x tend vers +∞ :

F (θ, µ, x) = O(e−(rν−ε)x) , ε > 0 . (7.1.21)

4. Voici des situations où l’hypothèse (7.1.15) est vérifiée :
a) Supposons que la mesure ν a des moments exponentiels de tout ordre,

c’est à dire :

∀q ∈ R
∫

0+∞
−∞|e−qy − 1|ν(dy) < +∞ . (7.1.22)

Dans ce cas, les fonctions ν̂|[1,+∞[
et ϕ sont holomorphes dans C, elles

admettent un prolongement sur tout C et nous avons Bν = +∞. De
plus, pour tout B > 0 :

sup
Re q≥−B

∣∣∣∣
∫ +∞

1

e−qyν(dy)

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

1

eByν(dy) < +∞ . (7.1.23)
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Donc l’hypothèse (7.1.15) est vérifiée.
En particulier, si ν est à support compact et intègre |y| au voisinage
de 0, alors ν vérifie (7.1.22).

b) Nous supposons que ν ne charge que R+ et que ν est une combinaison
de lois gamma :

ν(dy) :=
n∑

i=1

ρie
−βiymidy . (7.1.24)

avec pour tout i ∈ {1, 2, · · · , n}, ρi > 0, βi > 0 et mi ∈ N.
Le calcul explicite de la transformée de Laplace de ν donne de façon
évidente le prolongement méromorphe souhaité. Donc Bν = +∞ et
l’hypothèse (7.1.15) est vérifiée.

ν̂(q) =

∫ +∞

0

e−qx

n∑
i=1

ρie
−βixxmidx =

n∑
i=1

ρi

∫ +∞

0

xmie−(q+βi)xdx .

(7.1.25)
En posant y = (q + βi)x, nous obtenons :

ν̂(q) =
n∑

i=1

ρi

(q + βi)mi+1

∫ +∞

0

ymie−ydy =
n∑

i=1

ρimi!

(q + βi)mi+1
. (7.1.26)

ν̂ et ϕ sont holomorphes sur C−{−β1, · · · ,−βn} et méromorphes sur
C.

c) Nous pouvons généraliser l’exemple développé en b). Nous supposons
que ν ne charge que R+ et s’écrit :

ν(dy) :=

[
(ρ0e

−β0yym0−1 +
n∑

i=1

(ρie
−βiy + ρie

−βiy)ymi−1)dy1l{y≥0}

]
φ(y)

+ O(e−βn+1y) , (7.1.27)

avec ρ0 ≥ 0, β0 > 0, ρi ∈ C∗, mi ∈ N∗ et βn+1 ≥ sup
i∈{1,··· ,n}

Re (βi),

et où φ est une fonction égale à un O(y) au voisinage de 0 et est
constante pour y assez grand. Les fonction ν̂ et ϕ sont méromorphes
sur {q / Re q ≥ βn+1}. Donc Bν = βn+1 et l’hypothèse (7.1.15) est
vérifiée.

d) Par ailleurs si ν = ν1 + ν2 avec ν1 et ν2 satisfaisant à l’hypothèse
(7.1.15) alors ν satisfait à l’hypothèse (7.1.15).
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Démonstration du Théorème 7.3
La démonstration se fait en trois étapes :

1. Nous modifions F (θ, µ, .) au voisinage de 0 en une fonction F̃ (θ, µ, .) de

façon à rendre la transformée de Fourier de F̃ (θ, µ, .) intégrable.

2. Nous inversons la transformée de Fourier de F̃ (θ, µ, .) grâce aux tech-
niques de Mellin Fourier et à l’équation fonctionnelle (6.1.7) satisfaite

par F̂ (θ, µ, .).

3. Les coefficients Ci(θ, µ) sont fournis par les résidus de la fonction que
nous inversons, les pôles étant précisément les points −γi(θ) et leurs
conjugués, définis dans la Proposition 7.2.

Dans les étapes 1 et 2 ci-dessous, B ∈]0, Bν [, est fixé aussi proche que l’on
veut de Bν .

Etape 1 Nous rappelons que :

F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

) ∀x ≥ 0 . (7.1.28)

Nous prolongeons la fonction F (θ, µ, .) en une fonction F̃ (θ, µ, .) définie et
continue sur R par :

∀x ∈ R F̃ (θ, µ, x) := F (θ, µ, x)1l[0;+∞[(x) + (1 + x)1l[−1;+0](x) . (7.1.29)

Nous noterons
̂̃
F (θ, µ, .), la transformée de Laplace de F̃ (θ, µ, .), définie par :

̂̃
F (θ, µ, q) :=

∫ +∞

−∞
e−qxF (θ, µ, x)dx . (7.1.30)

Le remplacement de F (θ, µ, .) par F̃ (θ, µ, .) rend intégrable sur R la fonction

t → ̂̃
F (θ, µ, q1 + it), comme nous le verrons dans l’étape 2.

En utilisant la formule (6.1.7) donnant la transformée de Laplace F̂ (θ, µ, q)
et en remarquant que :

∫ 0

−1

(1 + x)e−qxdx =
eq − 1− q

q2
, (7.1.31)
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nous obtenons :

̂̃
F (θ, µ, q) =

eq − 1− q

q2
+

1

ϕ(q)− θ

(
q − γ∗0(θ)

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy) + RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
)

(7.1.32)

Remarquant ensuite que :

ϕ(q)− θ

q + γ∗0(θ)
=

ϕ(q)− ϕ(γ∗0(θ))
q + γ∗0(θ)

=
q − γ∗0(θ)

2
+ c

q − γ∗0(θ)
q + γ∗0(θ)

+
1

q + γ∗0(θ)

∫ +∞

−∞
(e−qy − e−γ∗0 (θ)y)ν(dy) , (7.1.33)

et que :

eq − 1− q

q2
+

1

q + γ∗0(θ)
=

eq − 1

q2
− γ∗0(θ)

q(q + γ∗0(θ))
, (7.1.34)

nous obtenons, pour tout q tel que Re q > 0 :

̂̃
F (θ, µ, q) =

eq − 1

q2
− γ∗0(θ)

q(q + γ∗0(θ))

+
1

ϕ(q)− θ

[
−c

q − γ∗0(θ)
q + γ∗0(θ)

− 1

q + γ∗0(θ)

∫ +∞

−∞
(e−qy − e−γ∗0 (θ)y)ν(dy)

+
1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

+RF (θ, µ, .)(q)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
]

. (7.1.35)

Il est clair, d’après (7.1.1) (ii), que RF (θ, µ, .) est holomorphe dans C et
que toutes les intégrales qui apparaissent dans la formule ci-dessus sont holo-
morphes soit dans C, soit dans DBν . En considérant les prolongements méro-
morphes à DBν , de ϕ et de tous les autres termes, la formule (7.1.35) donne le

prolongement méromorphe au domaine DBν , de
̂̃
F (θ, µ, .), que nous noterons

encore
̂̃
F (θ, µ, .).
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Observons par ailleurs que, si θ > 0 ou si θ = 0 et c 6= E(J1),
̂̃
F (θ, µ, .),

comme F̂ (θ, µ, .), est holomorphe au voisinage de q = γ∗0(θ), bien que γ∗0(θ)

soit un zéro de ϕθ, ce zéro étant une fausse singularité de
̂̃
F (θ, µ, .). Par contre,

si θ = 0 et c = E(J1), γ∗0(0) = 0 est un pôle de
̂̃
F (0, µ, .).

Etape 2 Soit θ appartenant à [0, κ], fixé. Nous considérons alors βθ > 0,
choisi comme dans la proposition A.5 (Annexe A). Soit q1 ∈]0, βθ[.

Lemme 7.5 Supposons les hypothèses (7.1.1) et (7.1.15) vérifiées et soit

un réel q1 vérifiant 0 < q1 < βθ. La fonction t → ̂̃
F (θ, µ, q1 + it) appartient

alors à L1(R).

Avant de démontrer le lemme 7.5, nous allons énoncer et démontrer un
certain nombre de majorations dont nous nous servirons dans toute la suite.

Lemme 7.6 Soit θ1 < θ2. Avec les hypothèses (7.1.1) et (7.1.15), nous avons :

(i) ∃k > 0 tel que ∀q / Re q ∈ [θ1, θ2], nous avons :
∣∣∣∣
∫ 1

−1

(e−qy − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤ k|q| , (7.1.36)

∣∣∣∣
∫ 0

−1

(e−qy − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤ k|q| et

∣∣∣∣
∫ 1

0

(e−qy − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤ k|q| ,
(7.1.37)

(ii) ∀d > 0, ∃k0 > 0 tel que sup
Re q≤d

∣∣∣∣
∫ −1

−∞
e−qyν(dy)

∣∣∣∣ ≤ k0 (7.1.38)

(iii) ∀A > 0 ∃k1 > 0 tel que ∀q vérifiant :

{ −B ≤ Re q ≤ A
|Im q| ≥ R0

,

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤ k1(1 + |q|) , (7.1.39)

1

k1

|q|2 ≤ |ϕ(q)| ≤ k1 |q|2 (7.1.40)

(iv) ∀h ∈ R, sup
Re q≤h

|RF (θ, µ, q)| < +∞ . (7.1.41)
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Démonstration du Lemme 7.6
(i) Soit, en posant q = a + ib avec a ∈ [θ1, θ2] :

∣∣∣∣
∫ 1

−1

(e−qy − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫ 1

−1

(e−(a+ib)y − e−ay)ν(dy)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ 1

−1

(e−ay − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ .

(7.1.42)
En utilisant la formule des accroissements finis, nous en déduisons (7.1.36).
Les deux inégalités de (7.1.37) s’obtiennent de manière analogue.

(ii) Pour tout q tel que Re q ≤ d,

∣∣∣∣
∫ −1

−∞
e−qyν(dy)

∣∣∣∣ ≤
∫ −1

−∞
e−Re qyν(dy) ≤

∫ −1

−∞
e−dyν(dy) = k0 . (7.1.43)

k0 est fini d’après l’hypothèse (7.1.1) (ii).

(iii) Pour tout q tel que −B ≤ Re q ≤ A et |Im q| ≥ R0,

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy) =

∫ −1

−∞
e−qyν(dy) +

∫ 1

−1

(e−qy − 1)ν(dy)

+

∫ +∞

1

e−qyν(dy) +

∫ −1

−∞
ν(dy) +

∫ +∞

1

ν(dy) . (7.1.44)

L’inégalité (7.1.39) est une conséquence de l’hypothèse (7.1.15), et des in-
égalités (7.1.36) et (7.1.37).

De la définition de ϕ :

ϕ(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy) , (7.1.45)

nous déduisons alors (7.1.40).
(iv) Nous avons d’après (6.1.4),

RF (θ, µ, q) =

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

e−q(y+b)F (θ, µ, b)db−
∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

F (θ, µ, b)db .

Donc la fonction q → RF (θ, µ, q) est croissante sur R et elle s’annule en q = 0.
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Ainsi, pour tout complexe q tel que Re q ≤ h,

|RF (θ, µ, q)| ≤
∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

e−Re q(y+b)F (θ, µ, b)db +

∫ 0

−∞
(−y)ν(dy)

≤ RF (θ, µ, h) + 2

∫ 0

−∞
(−y)ν(dy)

D’où (7.1.41).

ut
Démonstration du lemme 7.5

D’après (7.1.35), la fonction t → ̂̃
F (θ, µ, q1 + it) est continue sur R. En effet,

remarquons que, d’après la Proposition A.5, ϕθ n’a pas de zéro sur la bande
{q ∈ C / 0 < Re q < βθ} et donc ϕ(q1 + it)− θ ne s’annule jamais.

Son appartenance à L1(R) ne dépend que de son comportement en +∞.
C’est ce que nous allons étudier maintenant.

Les dénominateurs apparaissant dans l’expression (7.1.35) de
̂̃
F (θ, µ, .), q2,

q(q + γ∗0(θ)) et ϕ(q)− θ, sont minorés, en module, par C|q2| où C > 0, quand
|q| tend vers +∞ (cf. point (iii) du lemme 7.6) et les numérateurs sont des
fonctions bornées sur la droite {q1+it / t ∈ R}. En effet, en notant q = q1+it :

• |eq − 1| ≤ eq1 + 1,

•
∫ +∞

−∞
(e−qy − e−γ∗0 (θ)y)ν(dy) =

∫ +∞

−∞
(e−qy − 1)ν(dy) +

∫ +∞

−∞
(1− e−γ∗0 (θ)y)ν(dy),

donc, d’après (7.1.39) :
∣∣∣∣

1

q1 + it + γ∗0(θ)

∫ +∞

−∞
(e−(q1+it)y − e−γ∗0 (θ)y)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
K1(|q1 + it|+ 1)

|q1 + it + γ∗0(θ)|
(7.1.46)

où K1 est une constante.

•
∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy) =

∫ +∞

0

(e−qy − 1)ν(dy) +

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy),

donc, d’après (7.1.36) et l’hypothèse (7.1.15) :
∣∣∣∣

1

q1 + it− µ

∫ +∞

0

(e−(q1+it)y − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
K2(|q1 + it|+ 1)

|q1 + it− µ| (7.1.47)

où K2 est une constante. Remarquons que pour cette dernière expression
intégrale, q = µ est une fausse singularité.

• Pour majorer le terme RF (θ, µ, .)(q), nous utilisons (7.1.41).
ut
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Etape 3
Pour tout θ appartenant à [0, κ], nous considérons alors βθ > 0, choisi

comme dans la proposition A.5 et q1 ∈]0, βθ[. Nous choisisons B de telle sorte
qu’aucun zéro de ϕθ ne se trouve sur la droite {−B + it / t ∈ R} et tel que
B 6= γ∗0(θ). Ce choix peut se faire grâce à la Proposition 7.2. Ce B dépend à
priori de θ, mais en fait, nous pouvons choisir B indépendant de θ, à condition
de prendre κ assez petit.

En effet, soit A > 0 fixé. Pour tout B ∈]0, Bν [, proche de Bν , il existe
R1 > R0 tel que ϕθ ne s’annule pas sur les demi bandes
{q ∈ C / −B ≤ Re q ≤ A et |Im q| > R1}, ainsi les zéros des fonctions ϕθ, θ
variant dans [0, κ], sur la bande {q ∈ C / −B ≤ Re q ≤ A}, sont dans des
compacts. Comme ϕ est holomorphe, lorsque κ tend vers 0, ces compacts dé-
croissent vers l’ensemble des zéros de ϕ, qui sont en nombre fini dans
{q ∈ C / −B ≤ Re q ≤ A}.

Ainsi, à condition de prendre κ suffisamment petit, nous pouvons choisir
B de telle sorte que pour tout θ ∈ [0, κ], aucun zéro de ϕθ ne se trouve sur la
droite {−B + it / t ∈ R}.

Par ailleurs la fonction γ∗0 : θ → γ∗0(θ) est continue et donc γ∗0([0, κ]) est un
intervalle compact de R+. Ainsi, à condition de prendre κ suffisamment petit,
nous pouvons choisir B /∈ {γ∗0(θ); θ ∈ [0, κ]}. C’est ainsi que nous choisissons
κ et B.

Comme nous avons démontré (cf. Lemme 7.5) que la fonction

t → ̂̃
F (θ, µ, q1 + it) appartient à L1(R), nous pouvons donc appliquer la

formule d’inversion de Mellin Fourier et obtenir, pour x ≥ 0 :

e−q1xF̃ (θ, µ, x) = e−q1xF (θ, µ, x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eitx ̂̃

F (θ, µ, q1 + it)dt , (7.1.48)

d’où

F (θ, µ, x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(q1+it)x ̂̃

F (θ, µ, q1 + it)dt

= − i

2π

∫

Γq1

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz , (7.1.49)

où Γq1 est le chemin défini par :

Γq1 := {z = q1 + it tel que t ∈ R, t croissant} . (7.1.50)
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−γ0(θ) βθ γ∗0(θ)0−rν

−γ1(θ)

−γ2(θ)

−γp(θ)

−γp(θ)

−B

−γ1(θ)

−γ2(θ)

q1−B+ε

R0

−R0

R

−R

Fig. 7.1 – Chemin Γ−B,q1,R

Nous avons démontré en Appendice A, Proposition A.6, qu’il existe R1 > R0,

tel que ϕθ n’a pas de zéro - et donc
̂̃
F (θ, µ, .) est holomorphe - dans les demi-

bandes {q ∈ C / −B ≤ Re q < βθ et |Im q| > R1} . Soit R > R1.
Nous définissons alors :

Γq1,R := {q1 + it / |t| ≤ R, t croissant} , (7.1.51)

ΓR := {t + iR / −B ≤ t ≤ q1, t décroissant} (7.1.52)

Γ−B,R := {−B + it / |t| ≤ R, t décroissant} , (7.1.53)

Γ−R := {t− iR / −B ≤ t ≤ q1, t croissant . (7.1.54)

Soit le chemin rectangulaire Γ−B,q1,R, (voir Figure 7.1), défini par :

Γ−B,q1,R := Γq1,R ∪ ΓR ∪ Γ−B,R ∪ Γ−R (7.1.55)

Appliquant le théorème des résidus à la fonction z → ezx ̂̃
F (θ, µ, z) ou plus

exactement, à son prolongement méromorphe sur DBν , le long de Γ−B,q1,R, nous
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obtenons, pour tout R > R1 :

∫

Γ−B,q1,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz = 2iπ

[
Res (ezx ̂̃

F (θ, µ, z),−γ0(θ)) +

p∑
i=1

ai

(
Res (ezx ̂̃

F (θ, µ, z),−γi(θ)) + Res (ezx ̂̃
F (θ, µ, z),−γi(θ))

)]
(7.1.56)

où Res(f(z); γ) désigne le résidu de f en γ et ai =
1

2
si −γi(θ) est réel et ai = 1

sinon.
Par ailleurs,

F (θ, µ, x) = − i

2π
lim

R→+∞

∫

Γq1,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz

= − i

2π
lim

R→+∞

[∫

Γ−B,q1,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz −

∫

ΓR

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz

−
∫

Γ−B,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz −

∫

Γ−R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz

]
.

(7.1.57)

Lemme 7.7 Sous les hypothèses (6.1.1), (6.1.2) et (7.1.15), nous avons :

(i) lim
R→+∞

∫

Γ±R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz = 0 . (7.1.58)

(ii) lim
R→+∞

∫

Γ−B,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz = O(e−Bx) . (7.1.59)

où O est uniforme en θ ∈ [0, κ] et en µ ∈ R+.

Admettons provisoirement le Lemme 7.7 et terminons la preuve du Théo-
rème 7.3.

Ainsi, d’après (7.1.56) et (7.1.57), le Lemme 7.7, nous permet de conclure
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que, quand x tend vers +∞ :

F (θ, µ, x) =Res

(
ezx ̂̃

F (θ, µ, z); −γ0(θ)

)

+

p∑
i=1

ai

[
Res

(
ezx̂̃F (θ, µ, z); −γi(θ)

)
+Res

(
ezx̂̃F (θ, µ, z);−γi(θ)

)]

+ O(e−Bx) . (7.1.60)

Et si nous notons :

Ci(θ, µ) := Res

(
̂̃
F (θ, µ, z); −γi(θ)

)
, (7.1.61)

nous avons :

Res

(
ezx ̂̃

F (θ, µ, z); −γi(θ)

)
= e−γi(θ)xCi(θ, µ) , (7.1.62)

et donc, quand x tend vers +∞ :

F (θ, µ, x) =e−γ0(θ)xC0(θ, µ) +

p∑
i=1

ai

[
e−γi(θ)xCi(θ, µ) + e−γi(θ)xCi(θ, µ)

]

+ O(e−Bx) . (7.1.63)

Ceci achève donc la démonstration du Théorème 7.3. ut
Démonstration du Lemme 7.7

(i) D’après (7.1.32), nous avons :
∫

ΓR

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz =

∫

ΓR

dzezx

[
ez − 1− z

z2
+

1

ϕ(z)− θ

(
z − γ∗0(θ)

2
+

1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy) + RF (θ, µ, .)(z)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
)]

.

(7.1.64)

Pour tout z appartenant à ΓR, nous avons :

z = t + iR avec t ∈ [−B, q1] .
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En remarquant que :

1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy−e−µy)ν(dy) =
1

z − µ

[∫ +∞

0

(e−zy − 1)ν(dy) +

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)

]
,

(7.1.65)
nous appliquons le point (i) du Lemme 7.6 et l’hypothèse (7.1.15), pour écrire :

∀µ ≥ 0, ∃C1 > 0, ∃C2 > 0, tels que ∀t ∈ [−B, q1], ∀R > R1 :∣∣∣∣
1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
1

|z − µ|(C1|z|+ C2) . (7.1.66)

Ainsi, uniformément en Re z = t ∈ [−B, q1] et pour R assez grand, nous
déduisons d’après le Lemme 7.6 que, dans l’expression à intégrer (7.1.64), :

• les dénominateurs |z2| et |ϕ(z)− θ| sont minorés par CR2, où C est une
constante ,

• les numérateurs |ezx|,
∣∣∣∣

1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣,∣∣∣∣
1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ et |RF (θ, µ, .)(z)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))|
sont bornés par des constantes ,

• les numérateurs |ez − 1− z| et |z − γ∗0(θ)| sont bornés par C ′R où C ′ est
une constante.

Nous en déduisons alors que :

lim
R→+∞

∫ q1

−B

e(t+iR)x ̂̃
F (θ, µ, t + iR)dt = 0 , (7.1.67)

et le point (i) du Lemme 7.7 en découle.

(ii) En utilisant l’écriture (7.1.35), nous avons :
∫

Γ−a,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz =

∫

Γ−a,R

dz ezx

[
ez − 1

z2
− γ∗0(θ)

z(z + γ∗0(θ))

− 1

ϕ(z)− θ

(
c

z − γ∗0(θ)
z + γ∗0(θ)

+
1

z + γ∗0(θ)

∫ +∞

−∞
(e−zy − e−γ∗0 (θ)y)ν(dy)

+
1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

+RF (θ, µ, .)(z)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
)]

. (7.1.68)
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Pour tout z appartenant à Γ−B,R, nous avons :

z = −B + it avec −R ≤ t ≤ R .

Nous allons alors montrer que les numérateurs de l’expression à intégrer
dans (7.1.68) sont encore bornés et que les dénominateurs sont minorés mais
ici uniformément en θ ∈ [0, κ] et en µ ∈ R+.

1) Tout d’abord, observons que la fonction γ∗0 : θ → γ∗0(θ) est définie de R+

dans R+ d’après l’hypothèse (7.1.1) ( cf. (7.1.8)), elle est continue, croissante
et donc bornée sur le compact [0, κ].

Il existe donc une constante k1 telle que :

1

|z + γ∗0(θ)|
≤ k1

|z| , (7.1.69)

et ainsi ∣∣∣∣
γ∗0(θ)

z(z + γ∗0(θ))

∣∣∣∣ ≤
k1γ

∗
0(κ)

|z|2 . (7.1.70)

2) Comme B a été choisi de telle sorte que, pour tout θ ∈ [0, κ] et tout t ∈ R,
z + γ∗0(θ) = −B + γ∗0(θ) + it 6= 0, nous déduisons qu’il existe une constante C
telle que :

sup
θ∈[0,κ]

t∈R

∣∣∣∣
c(z − γ∗0(θ))
z + γ∗0(θ)

∣∣∣∣ ≤ C . (7.1.71)

3) En reprenant l’écriture (7.1.65), et en appliquant le point (i) du Lemme
7.6 et l’hypothèse (7.1.15), nous déduisons qu’il existe une constante indépen-
dante de µ ≥ 0, C1 > 0, telle que, pour tout z vérifiant |Im z| ≥ R1 :
∣∣∣∣

1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
1

|z − µ|C1(|z|+1)+

∣∣∣∣
1

z − µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ .

(7.1.72)
Comme Re z = −B < 0, alors

∀µ ∈ R 1

|z − µ| ≤
1

|z| . (7.1.73)

Mais si y ≥ 0, |1− e−µy| ≤ µy et nous en déduisons :
∣∣∣∣

1

z − µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣1−

z

z − µ

∣∣∣∣
∫ +∞

0

yν(dy)

≤ 2

∫ +∞

0

yν(dy) . (7.1.74)
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Ainsi, il existe des constantes C1 > 0 et C2 > 0, indépendantes de µ ≥ 0, telles
que : ∣∣∣∣

1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
1

|z|(C1|z|+ C2) . (7.1.75)

4) En utilisant le point (iii) du Lemme 7.6 et (7.1.69), nous avons successive-
ment, pour tout z vérifiant Im z ≥ R1 :∣∣∣∣

1

z + γ∗0(θ)

∫ +∞

−∞
(e−zy − e−γ∗0 (θ))ν(dy)

∣∣∣∣

=
1

|z + γ∗0(θ)|

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
(e−zy − 1)ν(dy) +

∫ +∞

−∞
(1− e−γ∗0 (θ))ν(dy)

∣∣∣∣

≤ C3

|z|
(

C4|z|+ C5 +

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
(1− e−γ∗0 (κ))ν(dy)

∣∣∣∣
)

. (7.1.76)

5) Montrons que pour tout θ ∈ [0, κ] et pour tout µ ∈ R+, nous avons :
∣∣∣∣

1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

0

yν(dy) . (7.1.77)

En effet :
– Supposons que γ∗0(θ) < µ. Grâce au théorème des accroissements finis, il

existe y0 ∈ [0, y] tel que :
∣∣∣∣

1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ) − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−γ∗0 (θ)y 1− e−(µ−γ∗0 (θ))y

γ∗0(θ)− µ
ν(dy)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−γ∗0 (θ)yye−(µ−γ∗0 (θ))y0ν(dy)

∣∣∣∣

≤
∫ +∞

0

yν(dy) (7.1.78)

– Supposons que γ∗0(θ) > µ. Grâce au théorème des accroissements finis, il
existe y0 ∈ [0, y] tel que :

∣∣∣∣
1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ) − e−µy)ν(dy)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−µy e−(γ∗0 (θ)−µ)y−1

γ∗0(θ)− µ
ν(dy)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−µyye−(γ∗0 (θ)−µ)y0ν(dy)

∣∣∣∣

≤
∫ +∞

0

yν(dy) (7.1.79)
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6) D’après le point (iv) du Lemme 7.6, comme Re z = −B et la fonction
γ∗0 est bornée sur [0, κ], il existe une constante Cκ indépendante de θ ∈ [0, κ]
et de µ ≥ 0 telle que :

|RF (θ, µ, .)(z)−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))| ≤ Cκ . (7.1.80)

7)Par hypothèse B a été choisi tel que ϕ(B)− θ 6= 0, donc d’après le point
(iii) du Lemme 7.6, il existe une constante k indépendante de θ ∈ [0, κ] telle
que :

1

|ϕ(z)− θ| ≤
k

|z|2 . (7.1.81)

Ainsi, il existe des constantes k1 > 0 et k2 > 0 telles que, pour tout θ ∈ [0, κ]
et tout µ ∈ R+ :

∣∣∣∣∣
∫

Γ−B,R

ezx ̂̃
F (θ, µ, z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ e−Bx

∫ R

−R

(
k1

B2 + t2
+

k2

(B2 + t2)
3
2

)
dt (7.1.82)

et lim
R→+∞

∫ R

−R

(
k1

B2 + t2
+

k2

(B2 + t2)
3
2

)
dt est une constante ne dépendant

que de B.
Ce qui achève la démonstration du point (ii). ut

7.2 Calcul “explicite” des coefficients Ci(θ, µ)

du développement

Pour tout i ∈ {0, · · · , p}, nous avons montré (cf. (7.1.61), que les constantes
Ci(θ, µ) apparaissant dans (7.1.20) sont égales à :

Ci(θ, µ) = Res

(
̂̃
F (θ, µ, z); −γi(θ)

)
. (7.2.83)

D’après (7.1.29) et (7.1.31), nous avons :

Ci(θ, µ) = Res

(
ez − 1− z

z2
+ F̂ (θ, µ, z); −γi(θ)

)
. (7.2.84)

La fonction z → ez − 1− z

z2
admet un prolongement holomorphe sur C. Donc,

nous avons pour tout θ ∈ [0, κ] et tout µ ≥ 0 :

Ci(θ, µ) = Res
(
F̂ (θ, µ, z); −γi(θ)

)
∀i ∈ {0, · · · , p} . (7.2.85)
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Remarquons par ailleurs que Ci(θ, µ) = Res
(
F̂ (θ, µ, z); −γi(θ)

)
, z dési-

gnant le conjugué de z.

7.2.1 Dans le cas de pôle simple

Si −γi(θ) est un zéro simple de ϕθ, alors −γi(θ) est un pôle simple de

F̂ (θ, µ, .). Cette situation se produit en particulier, pour i = 0, quand θ > 0
ou quand θ = 0 et c 6= E(J1).

Si par ailleurs, la partie réelle de −γi(θ) est supérieure à −rν , d’après (6.1.7)
et (7.2.85), nous avons :

Ci(θ, µ) =

=
1

ϕ′(−γi(θ))

[−γi(θ)− γ∗0(θ)
2

+
1

−γi(θ)− µ

∫ +∞

0

(eγi(θ)y − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

+RF (θ, µ, .)(−γi(θ))−RF (θ, µ, .)(γ∗0(θ))
]

. (7.2.86)

7.2.2 Positivité de C0(θ, µ)

Nous avons :

C0(θ, µ) > 0 ∀θ ∈ [0, κ] ∀µ ≥ 0 . (7.2.87)

En effet, d’après le développement asymptotique de F (θ, µ, .), quand x tend
vers +∞ (cf. Théorème 7.3), nous avons :

lim
x→+∞

eγ0(θ)xF (θ, µ, x) = C0(θ, µ) . (7.2.88)

La fonction x → eγ0(θ)xF (θ, µ, x) étant positive, C0(θ, µ) est donc positive.

Par ailleurs, −γ0(θ) est un pôle simple de F̂ (θ, µ, .) pour tout θ > 0 et pour

θ = 0 et c 6= E(J1) donc dans ces cas, le résidu de F̂ (θ, µ, .) en −γ0(θ) ne peut
être nul.

Enfin lorsque θ = 0 et c = E(J1), l’expression de C0(0, µ) (cf. (7.2.103)),
montre là encore que C0(0, µ) 6= 0.
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7.2.3 Equation satisfaite par C0(0, µ) pour µ ≥ 0

Précisons les expressions de C0(0, µ) et de C0(0, 0) en distinguant les trois
cas suivants :

1er cas) c > E(J1) (condition de profit net)

Comme −γ0(0) < 0 et γ∗0(0) = 0, (cf. (7.1.6) et (7.1.11)), nous avons :

C0(0, µ) =
1

ϕ′(−γ0(0))

[−γ0(0)

2
− 1

γ0(0) + µ

∫ +∞

0

(eγ0(0)y − e−µy)ν(dy)

+
1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy) + RF (0, µ, .)(−γ0(0))

]
. (7.2.89)

Et si µ = 0 :

C0(0, 0) =
1

ϕ′(−γ0(0))

[−γ0(0)

2
+

1

−γ0(0)

∫ +∞

0

(eγ0(0)y − 1)ν(dy)

+

∫ +∞

0

y ν(dy) + RF (0, 0, .)(−γ0(0))

]
. (7.2.90)

2ème cas) c < E(J1)

Comme −γ0(0) = 0 et γ∗0(0) > 0, (cf. (7.1.7) et (7.1.10)), nous avons :

C0(0, µ) =
1

ϕ′(0)

[
−γ∗0(0)

2
− 1

γ∗0(0)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − e−µy)ν(dy)

− 1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)−RF (0, µ, .)(γ∗0(0))

]
. (7.2.91)

Et si µ = 0 :

C0(0, 0) =
1

ϕ′(0)

[
−γ∗0(0)

2
− 1

γ∗0(0)

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy)

−
∫ +∞

0

y ν(dy)−RF (0, 0, .)(γ0(0))

]
. (7.2.92)

3ème cas) c = E(J1)

0 est un zéro double de ϕ mais 0 est un pôle simple de F̂ (0, µ, .). Ainsi :

C0(0, µ) = Res(F̂ (0, µ, z); 0) = lim
z→0

(
zF̂ (0, µ, z)

)
. (7.2.93)
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D’après (6.1.7) et en remarquant que −γ0(0) = γ∗0(0) = 0, (cf. (7.1.7) et
(7.1.11)), nous pouvons écrire :

F̂ (0, µ, z) =
N(µ, z)

ϕ(z)
, (7.2.94)

avec

N(µ, z) :=
z

2
+

1

z − µ

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

+
1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy) + RF (0, µ, .)(z) . (7.2.95)

Comme z → N(µ, z) est holomorphe au voisinage de 0, s’annule en 0 et :

∂N

∂z
(µ, z) =

1

2
− 1

(z − µ)2

∫ +∞

0

(e−zy − e−µy)ν(dy)

− 1

z − µ

∫ +∞

0

y e−zy ν(dy) +
dRF (0, µ, .)

dz
(z) , (7.2.96)

où, nous avons :

dRF (0, µ, .)

dz
(z) = −

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)e−z(y+b)F (0, µ, b)db . (7.2.97)

Ainsi nous avons :

lim
z→0

∂N

∂z
(µ, z) =

1

2
− 1

µ2

∫ +∞

0

(1− e−µy − µy)ν(dy)

−
∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)F (0, µ, b)db . (7.2.98)

Par ailleurs, au voisinage de z = 0, :

N(µ, z) = z
∂N

∂z
(µ, 0) + o(z) (7.2.99)

ϕ(z) =
z2

2
ϕ′′(0) + o(z2) (7.2.100)

ϕ′′(0) = 1 +

∫ +∞

0

y2 ν(dy) > 0 , (7.2.101)
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donc :

C0(0, µ) = lim
z→0

(
zF̂ (0, µ, z)

)
=

2

ϕ′′(0)

∂N

∂z
(µ, 0)

=
1

ϕ′′(0)

(
1− 2

µ2

∫ +∞

0

(1− e−µy − µy)ν(dy)

−2

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)F (0, µ, b)db

)
. (7.2.102)

et si µ = 0 :

C0(0, 0) =
1

ϕ′′(0)

(
1 +

∫ +∞

0

y2 ν(dy)− 2

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)F (0, 0, b)db

)

= 1− 2

ϕ′′(0)

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)F (0, 0, b)db . (7.2.103)

7.2.4 Calcul explicite des constantes Ci(θ, µ), quand ν ne
charge que R+

Si ν ne charge que R+, les résidus se calculent explicitement.
Soit i ∈ {0, · · · , p}. Supposons que −γi(θ) est un pôle simple tel que

Re (−γi(θ)) > −rν . (Remarquons que −γ0(θ) est toujours un pôle simple et
que pour tout θ, nous avons Re(−γ0(θ)) > −rν).

D’après (7.2.86), nous avons :

Ci(θ, µ) =
1

ϕ′(−γi(θ))

[−γi(θ)− γ∗0(θ)
2

+
1

−γi(θ)− µ

∫ +∞

0

(eγi(θ)y − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

]
. (7.2.104)

Etudions plus particulièrement les résidus quand θ = 0 et µ = 0 en disso-
ciant les trois cas suivants :

1er cas) c > E(J1)
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Nous avons alors :

Ci(0, 0) =

=
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
+

1

−γi(0)

∫ +∞

0

(eγi(0)y − 1)ν(dy) +

∫ +∞

0

y ν(dy)

]

=
1

ϕ′(−γi(0))

[
ϕ(−γi(0))

−γi(0)
− c +

∫ +∞

0

y ν(dy)

]
. (7.2.105)

Comme :

ϕ(−γi(0)) = 0 et ϕ′(0) = c−
∫ +∞

0

y ν(dy) , (7.2.106)

nous obtenons :

Ci(0, 0) = − ϕ′(0)

ϕ′(−γi(0))
. . (7.2.107)

En particulier, si i = 0, nous retrouvons la constante de (6.2.83) et le

résultat de Doney [Don91] : lim
x→0

eγ0(0)xP(Tx < +∞) = − ϕ′(0)

ϕ′(−γ0(0))
.

2ème cas) c < E(J1)

Si i = 0, nous déduisons de (7.2.92) :

C0(0, 0) =

=
1

ϕ′(0)

[−γ∗0(0)

2
− 1

γ∗0(0)

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy)−
∫ +∞

0

y ν(dy)

]

=
1

ϕ′(0)

[
−ϕ(γ∗0(0))

γ∗0(0)
+ c−

∫ +∞

0

y ν(dy)

]
. (7.2.108)

Si i ∈ {1, · · · , p}, nous avons :

Ci(0, 0) =
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)− γ∗0(0)

2
− 1

γi(0)

∫ +∞

0

(eγi(0)y − 1)ν(dy)

− 1

γ∗0(0)

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy)

]

=
1

ϕ′(−γi(0))

[
ϕ(−γi(0))

−γi(0)
− c− ϕ(γ∗0(0))

γ∗0(0)
+ c

]
. (7.2.109)
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Comme ϕ(γ∗0(0) = 0 et d’après (7.2.106), nous avons :

C0(0, 0) = 1 et Ci(0, 0) = 0 si i ∈ {1, · · · , p} . (7.2.110)

Ce résultat est en accord avec le résultat (4.1.10) : P(Tx < +∞) = 1.

3ème cas) c = E(J1)

Si i ∈ {1, · · · , p} :

Ci(0, 0) =

=
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
+

1

−γi(0)

∫ +∞

0

(eγi(0)y − 1)ν(dy) +

∫ +∞

0

yν(dy)

]

=
1

ϕ′(−γi(0))

[
ϕ(−γi(0))

−γi(0)
− c +

∫ +∞

0

yν(dy)

]
. (7.2.111)

et donc, d’après (7.2.106) :

Ci(0, 0) = 0 . (7.2.112)

Par ailleurs, d’après (7.2.103), nous avons :

C0(0, 0) = 1 . (7.2.113)

Ainsi (7.2.113) et (7.2.112) sont en accord avec le résultat que nous
connaissions : F (0, 0, z) = P(Tx < ∞) = 1.

Remarque 7.8
Si −γi(0) est tel que Re (−γi(0)) < −rν , il suffit de remplacer ϕ, dans les
formules (7.2.107), (7.2.109) et (7.2.111), par son prolongement méromorphe
pour obtenir là encore Ci(0, 0).



Chapitre 8

Comportement asymptotique de
F (θ, µ, .) via un théorème de
renouvellement

Nous nous proposons ici, de donner le premier terme du développement
asymptotique de F (θ, µ, x), quand x tend vers +∞, par une autre méthode que
celle du paragraphe 7 (cf. Théorème 7.3), c’est à dire en utilisant un théorème
de renouvellement.

Plus précisément, nous supposons que (Jt , t≥ 0) est un processus de Pois-
son composé, de mesure de Lévy ν, vérifiant :

ν(R) =

∫ +∞

−∞
ν(dy) =: λ < +∞ , (8.0.1)

∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < +∞ . (8.0.2)

Si rν désigne rν := sup {s ≥ 0 /

∫ +∞

0

(esy − 1)ν(dy) < +∞}, alors nous sup-

posons également :

rν > 0 (éventuellement rν = +∞) . (8.0.3)

Nous nous plaçons uniquement dans les cas des figures A.1 cas a, A.2 cas
a, A.3 et A.5 de l’Appendice A. Il est équivalent de supposer, qu’il existe κ > 0
tel que :

∀θ ∈ [0, κ] ∃γ0(θ) ∈ [0,−rν [ / ϕ(−γ0(θ)) = θ , (8.0.4)
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avec

si θ > 0 γ0(θ) > 0 , (8.0.5)

si θ = 0 et c > E(J1), γ0(0) > 0 , (8.0.6)

si θ = 0 et c ≤ E(J1), γ0(0) = 0 . (8.0.7)

Théorème 8.1 Sous les hypothèses précédentes, pour tout µ ≥ 0, et :
– si c 6= E(J1), pour tout θ ∈ [0, κ],
– si c = E(J1), pour tout θ ∈]0, κ],

alors eγ0(θ)xF (θ, µ, x) converge lorsque x tend vers +∞, vers un réel C(θ, µ),
strictement positif.

Remarque 8.2

1. La démonstration du Théorème 8.1 repose sur le fait que la fonction
G(θ, µ, .) définie par :

G(θ, µ, x) := eγ0(θ)xF (θ, µ, x) , (8.0.8)

satisfait à l’équation de renouvellement :

g(x) = G̃2(θ, µ, x) +

∫ +∞

−∞
1l{x−z≥0} g(x− z) N (z)dz , (8.0.9)

où G̃2(θ, µ, .) est définie par (8.0.17) et N par (8.0.20). Le Théorème 8.1
est alors une conséquence d’un théorème de renouvellement (cf. [Fel71],
general renewal Theorem, page 381).

2. Le cas θ = 0 et c = E(J1) est exclus car alors, il nous est impossible
d’appliquer le théorème de renouvellement de Feller qui nécessite l’hy-

pothèse

∫ +∞

−∞
zN (z)dz > 0 (cf. Lemme 8.3, ci-dessous). Par contre, par

la méthode employée au chapitre 7, nous avons su traiter ce cas (cf.
Théorème 7.3).

Démonstration du Théorème 8.1
Nous conservons les notations du chapitre 7 et nous considérons la fonction

G(θ, µ, .) définie par (8.0.8).
L’équation fonctionnelle (5.2.9) vérifiée par F (θ, µ, .) implique que G(θ, µ, .)

est solution de l’équation fonctionnelle :

g(x) = G2(θ, µ, x) + Λθg(x) x ≥ 0 . (8.0.10)
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où
G2(θ, µ, x) := eγ0(θ)x (F0(θ, µ, x) + F1(θ, µ, x)) , (8.0.11)

avec F1(θ, µ, x) et F2(θ, µ, x) donnés en (5.2.11) et (5.2.12) et Λθ l’opérateur
défini sur L∞(R+) par :

Λθg(x) := eγ0(θ)xΛθ(e
−γ0(θ).g)(x) , (8.0.12)

avec Λθ défini en (5.2.13).
Nous avons alors :

Λθg(x) =
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)eγ0(θ)y

∫ (x−y)∧x

−∞
e(γ0(θ)−c)a

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
g(x−a−y)da .

(8.0.13)
En effectuant le changement de variables b = x− a− y dans l’intégrale précé-
dente, nous obtenons :

Λθg(x) =
e(γ0(θ)−c)x

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)ecy

∫ +∞

0∨(−y)

e−(γ0(θ)−c)b
(
e−αθ|x−b−y| − e−αθ(x+b+y)

)
g(b)db .

(8.0.14)
Puis, en regroupant différemment les termes apparaissant dans (8.0.10), nous
obtenons :

g(x) = G̃2(θ, µ, x) + Λ̃θg(x) (8.0.15)

où Λ̃θ est l’opérateur défini par :

Λ̃θg(x) :=
e(γ0(θ)−c)x

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)ecy

∫ +∞

0

e−(γ0(θ)−c)be−αθ|x−b−y|g(b)db ,

(8.0.16)

et G̃2(θ, µ, .) est donnée par :

G̃2(θ, µ, x) := G2(θ, µ, x)

− e(γ0(θ)−c)x

αθ

∫ 0

−∞
ν(dy)ecy

∫ −y

0

e−(γ0(θ)−c)be−αθ(x−b−y)g(b)db

− e(γ0(θ)−c)x

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)ecy

∫ +∞

0∨(−y)

e−(γ0(θ)−c)be−αθ(x+b+y)g(b)db ,
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soit

G̃2(θ, µ, x) = G2(θ, µ, x)

− e−(c+αθ−γ0(θ))x

αθ

[∫ 0

−∞
ν(dy)e(c+αθ)y

∫ −y

0

e(c+αθ−γ0(θ))bg(b)db

+

∫ +∞

−∞
ν(dy)e(c−αθ)y

∫ +∞

0∨(−y)

e(c−αθ−γ0(θ))bg(b)db

]
.

(8.0.17)

En effectuant le changement de variables z = x − b dans (8.0.16), nous
pouvons écrire :

Λ̃θg(x) =
e(γ0(θ)−c)x

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)ecy

∫ +∞

−∞
1l{x−z≥0}g(x−z)e−(γ0(θ)−c)(x−z)e−αθ|z−y|dz ,

(8.0.18)
soit encore :

Λ̃θg(x) =

∫ +∞

−∞
1l{x−z≥0} g(x− z) N (z)dz (8.0.19)

où N est défini par :

N (z) :=
e(γ0(θ)−c)z

αθ

∫ +∞

−∞
ecy−αθ|z−y|ν(dy) . (8.0.20)

L’équation (8.0.15) s’écrit alors comme une équation de renouvellement :

g(x) = G̃2(θ, µ, x) +

∫ +∞

−∞
1l{x−z≥0} g(x− z) N (z)dz . (8.0.21)

Nous démontrons alors que N est un “bon noyau”, c’est à dire :

Lemme 8.3 (i) N est une densité de probabilité : N ≥ 0 et

∫ +∞

−∞
N (z)dz = 1.

(ii) N vérifie, pour tout θ ∈ [0, κ] :

∫ +∞

−∞
zN (z)dz = − ϕ′(−γ0(θ))

ν̂(−γ0(θ))
. (8.0.22)

(iii) Si θ ∈]0, κ] ou si θ = 0 et c 6= E(J1) alors

∫ +∞

−∞
zN (z)dz > 0,

et si θ = 0 et c = E(J1), alors

∫ +∞

−∞
zN (z)dz = 0
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Démonstration du Lemme 8.3
(i) N ≥ 0 découle de la définition de N . Par ailleurs, nous avons :

∫ +∞

−∞
N (z)dz =

1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)ecy

[∫ y

−∞
e(γ0(θ)−c+αθ)ze−αθydz

+

∫ +∞

y

e(γ0(θ)−c−αθ)zeαθydz

]
. (8.0.23)

En remarquant, d’après l’Annexe A (Proposition A.4), que nous avons :

γ0(θ)− c + αθ > 0 et γ0(θ)− c− αθ < 0 , (8.0.24)

nous obtenons :∫ +∞

−∞
N (z)dz =

1

αθ

∫ +∞

−∞

[
eγ0(θ)y

γ0(θ)− c + αθ

+
eγ0(θ)y

−γ0(θ) + c + αθ

]
ν(dy) .

(8.0.25)
En observant alors que :

(γ0(θ)− c + αθ)(−γ0(θ) + c + αθ) = α2
θ − (γ0(θ)− c)2

= −γ2
0(θ) + 2cγ0(θ) + 2(λ + θ)

= −2ϕ(−γ0(θ)) + 2θ + 2

∫ +∞

−∞
eγ0(θ)yν(dy)

= 2ν̂(−γ0(θ)) , (8.0.26)

nous obtenons

∫ +∞

−∞
N (z)dz = 1.

(ii) Par définition de N , nous avons :
∫ +∞

−∞
zN (z)dz =

1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)ecy

[∫ y

−∞
ze(γ0(θ)−c+αθ)ze−αθydz

+

∫ +∞

y

ze(γ0(θ)−c−αθ)zeαθydz

]
.

Une intégration par parties donne :
∫ +∞

−∞
zN (z)dz =

1

αθ

∫ +∞

−∞

[
yeγ0(θ)y

γ0(θ)− c + αθ

− eγ0(θ)y

(γ0(θ)− c + αθ)2

− yeγ0(θ)y

γ0(θ)− c− αθ

+
eγ0(θ)y

(γ0(θ)− c− αθ)2

]
ν(dy) . (8.0.27)
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En utilisant (8.0.26), nous obtenons :

∫ +∞

−∞
zN (z)dz =

1

ν̂(−γ0(θ))

[∫ +∞

−∞
yeγ0(θ)yν(dy) + γ0(θ)− c

]
ν(dy) , (8.0.28)

et d’après la définition de ϕ′,
∫ +∞

−∞
zN (z)dz = − ϕ′(−γ0(θ))

ν̂(−γ0(θ))
. (8.0.29)

(iii) Pour tout θ > 0 nous avons : ϕ′(−γ0(θ)) < 0 et donc

∫ +∞

−∞
zN (z)dz > 0.

Par ailleurs, si θ = 0 et si c 6= E(J1), nous avons : ϕ′(−γ0(0)) < 0 et donc nous

avons aussi

∫ +∞

−∞
zN (z)dz > 0.

Mais si θ = 0 et c = E(J1), alors ϕ′(−γ0(0)) = 0 et donc

∫ +∞

−∞
zN (z)dz = 0. ut

Le Théorème 8.1 s’obtient alors grâce à une généralisation du Théorème
de renouvellement de Feller (cf. [Fel71] general renewal Theorem, page 381)
appliquée à l’équation (8.0.21). Nous pouvons utiliser ce théorème si :

1.

∫ +∞

0

zN (z)dz > 0 (cf. Lemme 8.3 ci-dessus),

2.

∫ +∞

0

G̃2(θ, µ, x)dx < +∞ (cf. Lemme 8.4 ci-dessous).

Le théorème de Feller implique donc que lim
x→+∞

eγ0(θ)xF (θ, µ, x) existe et

cette limite est strictement positive car

∫ +∞

0

zN (z)dz < +∞. Pour terminer la

démonstration du Théorème 8.1, il nous reste donc à démontrer que G̃2(θ, µ, .)
est intégrable sur R+.

Lemme 8.4 G̃2(θ, µ, .) est intégrable sur R+.

Démonstration du Lemme 8.4
Montrons tout d’abord que G2(θ, µ, .) est intégrable sur R+.
1) eγ0(θ)xF0(θ, µ, x) = e−(c+αθ−γ0(θ))x. D’après (8.0.24), nous savons que :

c + αθ − γ0(θ) > 0, donc la fonction x → eγ0(θ)xF0(θ, µ, x) est intégrable sur
R+.
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2) D’après (5.2.12), nous avons :

∫ +∞

0

eγ0(θ)xF1(θ, µ, x)dx =

∫

[0,+∞[

e(c+αθ)y − e−µy

αθ(µ + c + αθ)
ν(dy)

∫ +∞

y

e−(c+αθ−γ0(θ))xdx

+

∫

[0,+∞[

e−(αθ−c)y

αθ(µ + c− αθ)
ν(dy)

∫ y

0

e(αθ−c+γ0(θ))xdx

−
∫

[0,+∞[

e−µy

αθ(µ + c− αθ)
ν(dy)

∫ y

0

e(µ+γ0(θ))xdx

+

∫

[0,+∞[

e−µy

αθ(µ + c + αθ)
ν(dy)

∫ y

0

(e(µ+γ0(θ))x − e−(c+αθ−γ0(θ))x)dx

−
∫

[0,+∞[

e−(αθ−c)y − e−µy

αθ(µ + c− αθ)
ν(dy)

∫ +∞

0

e−(c+αθ−γ0(θ))xdx . (8.0.30)

Soit :

∫ ∞

0

eγ0(θ)xF1(θ, µ, x)dx =
1

αθ(c + αθ − γ0(θ))

∫

[0,∞[

eγ0(θ)y − e−(c+αθ−γ0(θ)+µ)y

c + αθ + µ
ν(dy)

+
1

αθ(µ + c− αθ)

∫

[0,+∞[

eγ0(θ)y − e−(αθ−c)y

γ0(θ) + αθ − c
ν(dy)

− 2

(µ + c)2 − α2
θ

∫

[0,+∞[

eγ0(θ)y − e−µy

γ0(θ) + µ
ν(dy)

+
1

αθ(µ + c + αθ)

∫

[0,+∞[

e−(c+αθ−γ0(θ)+µ)y − e−µy

c + αθ − γ0(θ)
ν(dy)

− 1

αθ(c + αθ − γ0(θ))

∫

[0,+∞[

e−(αθ−c)y − e−µy

−αθ + c + µ
ν(dy) .

(8.0.31)

Puisque par hypothèse −γ0(θ) > −rν , alors

∫ +∞

0

eγ0(θ)yν(dy) < +∞. De

plus, c + αθ − γ0(θ) > 0 (cf. (8.0.24)), αθ − c > 0 et µ ≥ 0, ce qui implique,

puisque nous avons l’hypothèse

∫ +∞

−∞
|y|ν(dy) < +∞, que toutes les intégrales

intervenant dans (8.0.31) convergent. ut
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Chapitre 9

Majoration polynomiale de
P(Tx < +∞)

Pour plus de commodité, dans cette section, la probabilité de ruine sera
notée comme suit :

F (x) := F (0, 0, x) = P(Tx < +∞) , (9.0.1)

et la transformée de Laplace F̂ de F sera définie par :

F̂ (q) :=

∫ +∞

0

e−qxF (x)dx ∀q ∈ C , Re (q) > 0 . (9.0.2)

Remarquons que, si la condition de profit net n’est pas vérifiée, alors F (x) = 1.
C’est pourquoi nous supposons dans tout ce paragraphe que la condition de
profit net est vérifiée : c > E(J1). Il est clair que l’hypothèse (6.1.1) reste vraie
dans ce paragraphe.

Le but de cette section est d’affaiblir les hypothèses du paragraphe précé-
dent et de trouver une majoration de F (x) de la forme :

F (x) ≤ C

1 + xn
∀x ∈ R+ . (9.0.3)

Théorème 9.1 Supposons que la condition de profit net est vérifiée, c > E(J1),
et qu’il existe un entier p ≥ 3 tel que :

∫ +∞

0

ypν(dy) < +∞ , (9.0.4)
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alors pour tout entier n ≤ p− 2, il existe un réel Cn > 0 tel que :

∀x ∈ R+ F (x) ≤ Cn

1 + xn
. (9.0.5)

Démonstration du Théorème 9.1

Cette démonstration se fait en quatre étapes :

1. Nous montrons que nous pouvons nous ramener au cas où le support de
ν est inclus dans un intervalle du type [−k, +∞[.

2. Nous montrons que F est intégrable sur R+. Ainsi, en prolongeant F par
0 sur R−, F admet une transformée de Fourier.

3. Nous prouvons que cette transformée de Fourier est p− 2 fois dérivable
et que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre p− 2 sont dans L1(R).

4. Nous concluons en utilisant alors le Théorème de Riemann-Lebesgue.

Etape 1 Nous nous ramenons au cas où la restriction de ν à R− est à support
compact.

D’après la condition de profit net, il existe k > 0 tel que :

c >

∫ +∞

−k

yν(dy) . (9.0.6)

Soit alors le processus (Xk
t , t≥ 0) défini par :

Xk
t := Bt − ct + Jk

t ∀t ≥ 0 , (9.0.7)

où (Jk
t , t≥ 0) est le processus de Lévy associé à la mesure de Lévy νk, restric-

tion de la mesure ν à [−k; +∞[ : νk = ν|[−k;+∞[.
Remarquons que νk vérifie encore (9.0.4).
Nous supposons le processus (Jk

t , t≥ 0)réalisé sur le même espace de pro-
babilité que (Jt , t≥ 0). Puisque ν−νk est une mesure positive dont le support
est inclus dans ]−∞;−k] il est clair que :

p.s. ∀t ≥ 0 Xt ≤ Xk
t , (9.0.8)

donc
p.s. ∀x ≥ 0 T k

x ≤ Tx . (9.0.9)



173

où
T k

x := inf {t ≥ 0 / Xk
t > x} . (9.0.10)

et ainsi
∀x ≥ 0 F (x) ≤ F k(x) := P(T k

x < +∞) . (9.0.11)

Une majoration de F k impliquera donc une majoration de F .

Nous supposons dans la suite que ν est à support inclus dans [−k; +∞[ et

vérifie , outre la condition de profit net, c >

∫ +∞

−∞
yν(dy), l’hypothèse suivante :

∫ +∞

0

y2ν(dy) < +∞ . (9.0.12)

Etape 2 Intégrabilité de F sur R+.
Nous commençons par démontrer que F̂ est bornée sur un voisinage [0, q0]

de 0.

Lemme 9.2 Si ν est à support dans [−k, +∞[, vérifie la condition de profit
net et l’hypothèse (9.0.12), alors il existe un réel q0 > 0 tel que :

sup
0≤q≤q0

|F̂ (q)| < +∞ . (9.0.13)

Démonstration du lemme 9.2
D’après (6.2.99), F̂ (q) vaut :

F̂ (q) =
1

ϕ(q)

(
q

2
+

1

q

∫ +∞

0

(e−qy − 1 + qy)ν(dy) + RF (q)

)
(9.0.14)

Au voisinage de q = 0, nous pouvons écrire :

ϕ(q) ∼q→0 qϕ′(0) = q(c− E(J1)) (9.0.15)

q

2
+

1

q

∫ +∞

0

(e−qy − 1 + qy)ν(dy) ∼q→0
q

2

[
1 +

∫ +∞

0

y2ν(dy)

]
. (9.0.16)

Par ailleurs, comme ν|R− est à support compact, RF (q) s’écrit :

RF (q) =

∫ 0

−k

e−qyν(dy)

∫ −y

0

e−qbF (b)db−
∫ 0

−k

ν(dy)

∫ −y

0

F (b)db . (9.0.17)
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La fonction RF est donc indéfiniment dérivable et s’annule en q = 0, donc au
voisinage de 0 :

∃a > 0, ∃b > 0 / ∀q ∈ [0; a] RF (q) ≤ bq . (9.0.18)

Ainsi, de (9.0.15), (9.0.16) et (9.0.18), nous en déduisons (9.0.13). ut
Pour montrer que F appartient à L1(R+), il suffit de faire tendre q vers 0

dans (9.0.14) et d’utiliser le Lemme 9.2 :

∫ +∞

0

F (x)dx = lim
q→0

∫ +∞

0

e−qxF (x)dx = F̂ (0) ≤ K . (9.0.19)

Nous prolongeons F sur R en posant : F (x) = 0, lorsque x ≤ 0 .

Nous pouvons alors déduire que la transformée de Fourier q → F̂ (iq) existe,
avec :

F̂ (iq) =

∫ +∞

0

e−iqxF (x)dx =

∫ +∞

−∞
e−iqxF (x)dx ∀q ∈ R . (9.0.20)

En fait, comme dans la démonstration du théorème 7.3, nous régularisons
la fonction F au voisinage de 0, afin d’éviter les problèmes d’intégrabilité en
+∞ de q → F̂ (iq). Nous définissons donc F̃ par :

∀x ∈ R F̃ (x) := F (x)1l[0;+∞[(x) + (1 + x)1l[−1;+0](x) . (9.0.21)

Soit q → ̂̃
F (iq) sa transformée de Fourier, avec :

̂̃
F (iq) =

∫ +∞

−∞
e−iqxF̃ (x)dx =

∫ +∞

−1

e−iqxF̃ (x)dx ∀q ∈ R . (9.0.22)

Comme nous avons
∫ 0

−1

(1 + x)e−iqxdx = −eiq − 1− iq

q2
, (9.0.23)

Alors

̂̃
F (iq) = − eiq − 1− iq

q2
+

1

ϕ(iq)

[
iq

2
− i

q

∫ +∞

0

(e−iqy − 1 + iqy)ν(dy) + RF (iq)

]
.

(9.0.24)
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Etape 3 Intégrabilité de la transformée de Fourier de F̃ et de ses dérivées.
Plus précisément, nous prouvons que :

(i) Si ν vérifie (9.0.12) alors la fonction q → ̂̃
F (iq) appartient à L1(R).

(ii) Si de plus, il existe un entier p ≥ 2 tel que :

∫ +∞

0

ypν(dy) < +∞ . (9.0.25)

alors q → ̂̃
F (iq) est p−2 fois dérivable et sa dérivée (p−2)ième appartient

aussi à L1(R).

Démontrons (i) : Remarquons que d’après la Proposition A.5 de l’Appen-
dice A, ϕ(iq) ne s’annule qu’en q = 0. Par ailleurs, l’hypothèse (9.0.12) étant vé-
rifiée, d’après (9.0.15), (9.0.16) et (9.0.18), en remplaçant q par iq, nous dédui-

sons que la fonction q → 1

ϕ(iq)

[
iq

2
− i

q

∫ +∞

0

(e−iqy − 1 + iqy)ν(dy) + RF (iq)

]

admet une limite, lorsque q tend vers 0.

Il est clair que la fonction q → −eiq − 1− iq

q2
se prolonge continument en

0.

Ainsi, d’après (9.0.24), la fonction q → ̂̃
F (iq) est continue en 0 et sur tout

R. Il suffit donc, pour prouver son intégrabilité sur R, d’étudier son compor-
tement à l’infini.

Afin d’étudier q → ̂̃
F (iq) au voisinage de ±∞, nous écrivons

̂̃
F (iq) sous la

forme suivante :

̂̃
F (iq) =

1− eiq

q2
+

1

ϕ(iq)

[
iϕ(iq)

q
+

iq

2
− i

q

∫ +∞

0

(e−iqy − 1 + iqy)ν(dy) + RF (iq)

]
.

(9.0.26)
Et comme :

ϕ(iq) = − q2

2
+ ciq +

∫ +∞

−k

(e−iqy − 1)ν(dy) , (9.0.27)

alors :

̂̃
F (iq) =

1− eiq

q2
+

1

ϕ(iq)

[
−c +

∫ +∞

0

yν(dy) +
i

q

∫ 0

−k

(e−iqy − 1)ν(dy) + RF (iq)

]
.

(9.0.28)



176 Chapitre 9. Majoration polynomiale de P(Tx < +∞)

Au voisinage de ±∞, nous avons :
∣∣∣∣
1− eiq

q2

∣∣∣∣ ≤
2

q2
, (9.0.29)

ϕ(iq) ∼|q|→+∞ −q2

2
, (9.0.30)

∣∣∣∣
i

q

∫ 0

−k

(e−iqy − 1)ν(dy)

∣∣∣∣ ≤
∫ 0

−k

|y|ν(dy) , (9.0.31)

et

|RF (iq)| =
∣∣∣∣
∫ 0

−k

e−iqyν(dy)

∫ −y

0

e−iqbF (b)db−
∫ 0

−k

ν(dy)

∫ −y

0

F (b)db

∣∣∣∣

≤ 2

∫ 0

−k

|y|ν(dy) . (9.0.32)

Nous concluons donc, qu’au voisinage de ±∞,
∣∣∣∣
̂̃
F (iq)

∣∣∣∣ ≤
C

q2
. (9.0.33)

Ainsi, il existe une constante C1 > 0 telle que, pour tout q ∈ R :
∣∣∣∣
̂̃
F (iq)

∣∣∣∣ ≤
C1

1 + q2
. (9.0.34)

Donc q → ̂̃
F (iq) appartient à L1(R).

Démontrons (ii) : Nous supposons à présent que (9.0.25) a lieu.
• Etudions tout d’abord les dérivées des différents termes intervenant dans

l’expression (9.0.24) de
̂̃
F (iq).

d

dq
(ϕ(iq)) = −q + ic− i

∫ +∞

−k

ye−iqyν(dy) , (9.0.35)

d2

dq2
(ϕ(iq)) = −1−

∫ +∞

−k

y2e−iqyν(dy) , (9.0.36)

dn

dqn
(ϕ(iq)) = (−i)n

∫ +∞

−k

yne−iqyν(dy) ∀ 2 < n ≤ p . (9.0.37)
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De même :

dn

dqn
(RF (iq)) = (−i)(n)

∫ 0

−k

ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)ne−iq(y+b)db ∀ n ≥ 1 .

(9.0.38)
Enfin, nous avons :

∫ +∞

0

e−iqy − 1

q
ν(dy) =

∫ +∞

0

h(qy) y ν(dy) , (9.0.39)

avec

h(z) =
e−iz − 1

z
.

Comme la fonction h est de classe C∞ sur R , qu’elle est bornée sur R, ainsi
que toutes ses dérivées, il est clair, par dérivation sous le signe intégrale, que la

fonction q → iq

2
− i

q

∫ +∞

0

(e−iqy − 1 + iqy)ν(dy) est dérivable n fois sur R,

(et ses dérivées sont bornées sur R), dès que

∫ +∞

0

|y|n+1ν(dy) < +∞. Cette

condition est réalisée si n ≤ p− 1 .

• Démontrons que q → ̂̃
F (iq) est dérivable au voisinage de q = 0.

Nous avons montré dans la Proposition A.5 de l’Appendice A, que ϕ(iq)
ne s’annule que pour q = 0. D’après (9.0.27), nous avons :

ϕ(iq) = qD(q) . (9.0.40)

où

D(q) := − q

2
+ ci +

∫ +∞

−k

e−iqy − 1

q
ν(dy) et D(0) = i(c− E(J1)) . (9.0.41)

Nous pouvons alors écrire :

̂̃
F (iq) = − eiq − 1− iq

q2
+

N(q)

D(q)
, (9.0.42)

avec

N(q) :=
i

2
− i

∫ +∞

0

e−iqy − 1 + iqy

q2
ν(dy) +

RF (iq)

q
. (9.0.43)

Remarquons que :

̂̃
F (0) =

1

2
+

N(0)

D(0)
avec N(0) = lim

q→0
N(q) . (9.0.44)
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D est une fonction qui ne s’annule pas en 0, qui est n fois dérivable dès que∫ +∞

−k

|y|n+1ν(dy) < +∞, donc si n ≤ p− 1. Ainsi
1

D
est p− 1 fois dérivable.

Par ailleurs, remarquons que d’après (9.0.18) et (9.0.38), sachant que RF

s’annule en 0, q → RF (iq)

q
et donc N se prolongent continument en 0. De plus,

en opérant comme en (9.0.39), nous montrons que N est n fois dérivable dès

que

∫ +∞

−k

|y|n+2ν(dy) < +∞, donc si n ≤ p− 2.

Enfin, il est clair que la fonction q → −eiq − 1− iq

q2
est de classe C∞ sur R.

Nous en déduisons que q → ̂̃
F (iq) est p− 2 fois dérivable sur R.

Nous montrerions, d’une manière analogue que les dérivées successives de

q → ̂̃
F (iq) sont continues sur R.

• Ainsi, pour montrer l’intégrabilité sur R, des dérivées de q → ̂̃
F (iq), il

nous suffit d’étudier leur comportement, quand |q| tend vers +∞.

Nous utilisons l’expression (9.0.28) de
̂̃
F (iq).

Soit N1 défini par :

N1(q) := −c +

∫ +∞

0

yν(dy) + i

∫ 0

−k

e−iqy − 1

q
ν(dy) + RF (iq) . (9.0.45)

Nous avons alors
̂̃
F (iq) =

1− eiq

q2
+

N1(q)

ϕ(iq)
. (9.0.46)

La fonction q → 1− eiq

q2
est indéfiniment dérivable au voisinage de ±∞ et

sa dérivée d’ordre n est bornée quand |q| tend vers +∞ par
C2

|q|2 où C2 est un

réel.
Nous avons :

d

dq
(ϕ(iq)) ∼|q|→+∞ −q , (9.0.47)

sup
|q|>1

∣∣∣∣
d(n)

dq(n)
(ϕ(iq))

∣∣∣∣ < +∞, pour tout 2 ≤ n ≤ p . (9.0.48)
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Les fonctions q →
∫ 0

−k

e−iqy − 1

q
ν(dy) et q → RF (iq) admettent des déri-

vées jusqu’à l’ordre p− 1, bornées sur R.
Donc N1 admet des dérivées jusqu’à l’ordre p− 1, bornées sur tout R.

Par ailleurs, il est clair, d’après (9.0.30), (9.0.47) et (9.0.48), que la dé-

rivée nième dn

dqn

(
N1(q)

ϕ(iq)

)
est équivalente quand |q| tend vers +∞ au terme

(
1

ϕ(iq)

dnN1

dqn
(q)

)
. Elle est donc majorée, en module, par

C3

q2
où C3 est une

constante.

Nous en déduisons donc que q → ̂̃
F (iq) admet des dérivées jusqu’à l’ordre

p−2, qui sont majorées, quand |q| tend vers +∞, par
C

q2
où C est une constante.

Ainsi les dérivées jusqu’à l’ordre p−2 de q → ̂̃
F (iq) appartiennent à L1(R).

Etape 4 Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du Théo-
rème 9.1.

D’après le Théorème de Riemann-Lebesgue, comme la dérivée (p − 2)ième

de q → ̂̃
F (iq) appartient à L1(R), alors la fonction x → xp−2F̃ (x) est définie

par la formule d’inversion :

xp−2F̃ (x) =
ip−2

2π

∫

R
eiqx dp−2

dqp−2

(
̂̃
F (iq)

)
dq . (9.0.49)

De plus, cette fonction tend vers 0 quand x tend vers +∞.
Comme F et F̃ sont égales sur R+, nous avons :

lim
x→+∞

xp−2F̃ (x) = lim
x→+∞

xp−2F (x) = 0 . (9.0.50)

Nous en déduisons qu’ il existe un réel Cp tel que :

∀x ∈ R+ F (x) ≤ Cp

1 + xp−2
. (9.0.51)

ut
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Chapitre 10

Loi limite du couple (Tx, Kx),
quand x tend vers +∞

Le but de ce paragraphe est de montrer que le couple (Tx, Kx), convenable-
ment renormalisé, converge en loi, quand x tend vers +∞. Nous distinguerons
le cas où la condition de profit net est réalisée, c − E(J1) > 0, le cas où
c− E(J1) < 0 et le cas où c = E(J1).

10.1 Théorème central limite sous la condition

de profit net

Théorème 10.1 Sous les hypothèses du Théorème 7.3 et si la condition de
profit net est vérifiée, c−E(J1) > 0, alors, conditionnellement à {Tx < +∞},
la loi du couple

(
1√
x

(
Tx +

x

ϕ′(−γ0(0))

)
, Kx

)
converge, quand x tend vers

+∞, vers la loi produit N
(

0;−ϕ′′(−γ0(0))

ϕ′3(−γ0(0))

)
⊗ w où w est une probabilité

portée par R+ et où N (0; σ2) désigne la loi normale centrée, de variance σ2.

De plus, si ν ne charge que R+, w est connue explicitement et vaut :

w(dz) =
1

c− E(J1)

[
γ0(0)

2
δ0(dz) +

(∫

[z,+∞[

(eγ0(0)(y−z) − 1)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]

(10.1.1)
où δ0 est la mesure de Dirac en 0 et −γ0(0) est le plus grand réel strictement
négatif vérifiant ϕ(−γ0(0)) = 0 (cf. (7.1.4)) .

181
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Remarque 10.2 1. L’égalité (10.1.1) montre que w contient une partie
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et une partie
mesure de Dirac en 0. Cette seconde partie correspond intuitivement aux
franchissements continus du niveau x par (Xt , t≥ 0).

2. Dans le cas où ν charge tout R, la mesure w(dz) satisfait à l’équation
suivante :

w(dz) =
−1

ϕ′(−γ0(0))C0(0, 0)

[
γ0(0)

2
δ0(dz)

+

(∫

[z,+∞[

(eγ0(0)(y−z) − 1)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

−
∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
eγ0(0)(b+y) − 1

)
F (0, 0, b)ρ(b, dz)db

)
ν(dy)

]
,

(10.1.2)

où ρ(x, dz) désigne la loi conditionnelle de Kx sachant {Tx < +∞} et
C0(0, 0) est donnée en (7.2.90).

Démonstration du Théorème 10.1
Soient θ et µ deux réels strictement positifs fixés.
Nous considérons l’espérance conditionnelle suivante :

E
(
e−θTx−µKx / Tx < +∞)

=
F (θ, µ, x)

P(Tx < +∞)
=

F (θ, µ, x)

F (0, 0, x)
, (10.1.3)

où F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

)
.

Nous utilisons alors le développement asymptotique au premier ordre de
F (θ, µ, x), quand x tend vers +∞, vu en (7.1.20). Soit

E
(
e−θTx−µKx / Tx < +∞) ∼x→+∞

C0(θ, µ)e−γ0(θ)x

C0(0, 0)e−γ0(0)x
=

C0(θ, µ)

C0(0, 0)
e−(γ0(θ)−γ0(0))x .

(10.1.4)

Remarquons que d’après le Théorème 7.3, l’équivalence est uniforme en θ ∈ [0, κ].
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Développons alors γ0(θ)− γ0(0) au voisinage de θ = 0.

En remarquant que ϕ(−γ0(θ)) = θ et que ϕ est “localement”bijective, nous
avons γ0(θ) = −ϕ−1(θ) et donc :

γ0(θ)− γ0(0) = θγ′0(0) +
θ2

2
γ′′0 (0) + o(θ2) . (10.1.5)

Comme

γ′0(0) = −(ϕ−1)′(0) =
−1

ϕ′(−γ0(0))
et γ′′0 (0) =

ϕ′′(−γ0(0))

(ϕ′(−γ0(0)))3
,

alors :

γ0(θ)− γ0(0) = − 1

ϕ′(−γ0(0))
θ +

1

2

ϕ′′(−γ0(0))

ϕ′3(−γ0(0))
θ2 + o(θ2) . (10.1.6)

Ainsi, en multipliant l’espérance conditionnelle, dans (10.1.4), par e
− θ

ϕ′(−γ0(0))
x

et en remplaçant θ par
θ√
x

, nous obtenons :

E
(

e
− θ√

x

�
Tx+ x

ϕ′(−γ0(0))

�
−µKx / Tx < +∞

)
∼x→+∞

C0(0, µ)

C0(0, 0)
e
− 1

2
ϕ′′(−γ0(0))

ϕ′3(−γ0(0))
θ2

.

(10.1.7)

Par ailleurs, nous avons d’après (7.2.89) et (7.2.90) :

C0(0, µ)

C0(0, 0)
=

1

ϕ′(−γ0(0))C0(0, 0)

[−γ0(0)

2
+

1

−γ0(0)− µ

∫ +∞

0

(eγ0(0)y − e−µy)ν(dy)

+
1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy) + RF (0, µ, .)(−γ0(0))

]
. (10.1.8)

où la constante C0(0, 0) vaut :

C0(0, 0) =
1

ϕ′(−γ0(0))

[−γ0(0)

2
− 1

γ0(0)

∫ +∞

0

(eγ0(0)y − 1)ν(dy)

+

∫ +∞

0

yν(dy) + RF (0, 0, .)(−γ0(0))

]
. (10.1.9)
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Montrons alors que
C0(0, µ)

C0(0, 0)
est la transformée de Laplace d’une mesure

positive w.
En remplaçant eγ0(0)y − e−µy par eγ0(0)y(1 − e−(µ+γ0(0))y) et en remarquant

que
1− e−ay

a
=

∫ y

0

e−azdz, nous écrivons :

C0(0, µ)

C0(0, 0)
=

−1

ϕ′(−γ0(0))C0(0, 0)

[
γ0(0)

2
+

∫ +∞

0

eγ0(0)y

(∫ y

0

e−(µ+γ0(0))zdz

)
ν(dy)

−
∫ +∞

0

(∫ y

0

e−µzdz

)
ν(dy)−RF (0, µ, .)(−γ0(0))

]
. (10.1.10)

En intervertissant les intégrales, nous obtenons :

C0(0, µ)

C0(0, 0)
=

−1

ϕ′(−γ0(0))C0(0, 0)

[
γ0(0)

2
+

∫ +∞

0

e−µz

(∫

[z,+∞[

eγ0(0)(y−z)ν(dy)

)
dz

−
∫ +∞

0

e−µzν([z, +∞[)dz −RF (0, µ, .)(−γ0(0))

]
. (10.1.11)

Par ailleurs, d’après (6.1.4) :

RF (0, µ, .)(−γ0(0)) =

∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
eγ0(0)(b+y) − 1

)
F (0, µ, b)db

)
ν(dy) .

et F (0, µ, x) = E
(
e−µKx1l{Tx<+∞}

)
.

Si nous notons ρ(x, dz) la loi conditionnelle de {Kx / Tx < +∞} alors nous
avons :

F (0, µ, x) = E
(
e−µKx1l{Tx<+∞}

)
= E

(
e−µKx / Tx < +∞)

P(Tx < +∞)

= F (0, 0, x)

∫ +∞

0

e−µzρ(x, dz) . (10.1.12)
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Nous pouvons donc écrire que
C0(0, µ)

C0(0, 0)
=

∫ +∞

0

e−µzw(dz) avec :

w(dz) =
−1

ϕ′(−γ0(0))C0(0, 0)

[
γ0(0)

2
δ0(dz)

+

(∫ +∞

z

(eγ0(0)(y−z) − 1)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

−
∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
eγ0(0)(b+y) − 1

)
F (0, 0, b)ρ(b, dz)db

)
ν(dy)

]
.

(10.1.13)

Comme ϕ′(−γ0(0)) < 0 et C0(0, 0) > 0 d’après (7.2.87), nous pouvons af-
firmer que w est une mesure positive. Nous vérifions aisément que w est une

probabilité car

∫ +∞

0

w(dz) = lim
µ→0

C0(0, µ)

C0(0, 0)
= 1.

Si de plus, nous supposons que ν ne charge que R+, alors d’après (7.2.107),

C0(0, 0) =
−ϕ′(0)

ϕ′(−γ0(0))
et ϕ′(0) = c − E(J1), donc w(dz) est donnée explicite-

ment par :

w(dz) =
1

c− E(J1)

[
γ0(0)

2
δ0(dz) +

(∫

[z,+∞[

(eγ0(0)(y−z) − 1)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]
.

(10.1.14)
ut

10.2 Théorème central limite sous la condition

c− E(J1) < 0

Théorème 10.3 Sous les hypothèses du Théorème 7.3 et si c−E(J1) < 0,

la loi du couple

(
1√
x

(
Tx +

x

ϕ′(0)

)
, Kx

)
converge, quand x tend vers +∞,

vers la loi produit N
(

0;−ϕ′′(0)

ϕ′3(0)

)
⊗ w où w est une probabilité portée par

R+.
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De plus, si ν ne charge que R+, w est connue explicitement et vaut :

w(dz) =
1

E(J1)− c

[
γ∗0(0)

2
δ0(dz) +

(∫

[z,+∞[

(1− eγ∗0 (0)(z−y))ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]

(10.2.15)
où δ0 est la mesure de Dirac en 0 et γ∗0(0) est le plus petit réel strictement
positif tel que ϕ(γ∗0(0) = 0 (cf. (7.1.8)).

Remarque 10.4

1. Dans ce cas, nous ne conditionnons pas par {Tx < +∞} car ici, cet évé-
nement est toujours réalisé.

2. Un résultat analogue a été obtenu par Allan Gut (cf. [Gut88], page 102,
Théorème 10.11) mais pour des marches aléatoires. Dans le cas de pro-
cessus de Lévy, ce résultat est nouveau.

3. Dans le cas où ν charge tout R, la mesure w(dz) satisfait à l’équation
suivante :

w(dz) =
1

E(J1)− c

[
γ∗0(0)

2
δ0(dz)

+

(∫

[z,+∞[

(1− eγ∗0 (0)(z−y))ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

+

∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
e−γ∗0 (0)(y+b) − 1

)
ζ(b, dz)db

)
ν(dy)

]
, (10.2.16)

où ζ(x, dz) désigne la loi de Kx.

Démonstration du Théorème 10.3
La démonstration est analogue à celle du Théorème 10.1 mais tout se passe

au voisinage de 0, plus grand zéro négatif de ϕ, au lieu du voisinage de −γ0(0),
plus grand zéro négatif de ϕ, dans le cas de condition de profit net.

Nous utilisons le développement asymptotique au premier ordre de F (θ, µ, x),
quand x tend vers +∞, vu en (7.1.20) :

E
(
e−θTx−µKx

)
= F (θ, µ, x) ∼x→+∞ C0(θ, µ)e−γ0(θ)x . (10.2.17)

Remarquons que d’après le Théorème 7.3, l’équivalence est uniforme en θ ∈ [0, κ].
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Développons alors γ0(θ) au voisinage de θ = 0 en remarquant que γ0(0) = 0
(cf. (7.1.7)) et que ϕ(−γ0(θ)) = θ.

ϕ étant “localement” bijective, γ0(θ) = −ϕ−1(θ).
Donc nous avons :

γ0(θ) = θγ′0(0) +
θ2

2
γ′′0 (0) + o(θ2) . (10.2.18)

Comme

γ′0(0) = −(ϕ−1)′(0) =
−1

ϕ′(0)
et γ′′0 (0) =

ϕ′′(0)

ϕ′3(0)
,

alors :

γ0(θ) = − 1

ϕ′(0)
θ +

1

2

ϕ′′(0)

ϕ′3(0)
θ2 + o(θ2) . (10.2.19)

Ainsi, en multipliant l’espérance, dans (10.1.4), par e
− θ

ϕ′(0)x
et en rempla-

çant θ par
θ√
x

, nous obtenons :

E
(

e
− θ√

x

�
Tx+ x

ϕ′(0)
�
−µKx

)
∼x→+∞ C0(0, µ)e

− 1
2

ϕ′′(0)
ϕ′3(0)

θ2

. (10.2.20)

Par ailleurs, nous avons d’après (7.2.91) :

C0(0, µ) =
1

ϕ′(0)

[−γ∗0(0)

2
− 1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(0)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − e−µy)ν(dy)−RF (0, µ, .)(γ∗0(0))

]
.

(10.2.21)

Montrons alors que C0(0, µ) est la transformée de Laplace d’une mesure
positive w.

En remarquant que ϕ′(0) = c− E(J1) et que
1− e−ay

a
=

∫ y

0

e−azdz, nous

écrivons :

C0(0, µ) =
1

c− E(J1)

[−γ∗0(0)

2
−

∫ +∞

0

(∫ y

0

e−µzdz

)
ν(dy)

−
∫ +∞

0

e−γ∗0 (0)y 1− e(γ∗0 (0)−µ)y

γ∗0(0)− µ
ν(dy)−RF (0, µ, .)(γ∗0(0))

]
.

(10.2.22)
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Soit

C0(0, µ) =
1

c− E(J1)

[−γ∗0(0)

2
+

∫ +∞

0

e−γ∗0 (0)y

(∫ y

0

e(γ∗0 (0)−µ)zdz

)
ν(dy)

−
∫ +∞

0

(∫ y

0

e−µzdz

)
ν(dy)−RF (0, µ, .)(γ∗0(0))

]
. (10.2.23)

et

C0(0, µ) =
1

c− E(J1)

[−γ∗0(0)

2
+

∫ +∞

0

e−µz

(∫

[z,+∞[

eγ∗0 (0)(z−y)ν(dy)

)
dz

−
∫ +∞

0

e−µz

(∫

[z,+∞[

ν(dy)

)
dz −RF (0, µ, .)(γ∗0(0))

]
. (10.2.24)

Par ailleurs :

RF (0, µ, .)(γ∗0(0)) =

∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
e−γ∗0 (0)(y+b) − 1

)
F (0, µ, b)db

)
ν(dy) .

et F (0, µ, x) = E
(
e−µKx

)
.

Si nous notons ζ(x, dz) la loi de Kx alors nous avons :

F (0, µ, x) =

∫ +∞

0

e−µzζ(x, dz) . (10.2.25)

Nous pouvons donc écrire que C0(0, µ) =

∫ +∞

0

e−µzw(dz) avec :

w(dz) =
1

E(J1)− c

[
γ∗0(0)

2
δ0(dz) +

(∫

[z,+∞[

(1− eγ∗0 (0)(z−y))ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

+

∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
e−γ∗0 (0)(y+b) − 1

)
ζ(b, dz)db

)
ν(dy)

]
. (10.2.26)

Ainsi, la condition c < E(J1), nous permet d’affirmer que w est une mesure
positive.
Si de plus nous supposons que ν ne charge que R+, la mesure w(dz) est donnée
explicitement par :

w(dz) =
1

E(J1)− c

[
γ∗0(0)

2
δ0(dz) +

(∫

[z,+∞[

(1− eγ∗0 (0)(z−y))ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]
.

(10.2.27)



10.3. Théorème central limite avec c = E(J1) 189

Nous vérifions aisément que w est une probabilité car

∫ +∞

0

w(dz) = C0(0, 0) = 1

(cf.(7.2.92)).

Nous pouvons aussi le vérifier par un calcul direct : Comme nous avons, pour
tout x positif : ∫ +∞

0

ζ(x, dz) = F (0, 0, x) = 1 , (10.2.28)

nous obtenons :∫ +∞

0

∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
e−γ∗0 (0)(y+b) − 1

)
ζ(b, dz)db

)
ν(dy) =

=

∫ 0

−∞

(∫ −y

0

(
e−γ∗0 (0)(y+b) − 1

)
db

)
ν(dy)

=
1

γ∗0(0)

∫ 0

−∞
(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy) +

∫ 0

−∞
yν(dy) . (10.2.29)

D’où :∫ +∞

0

w(dz) =
1

E(J1)− c

[
γ∗0(0)

2
+

∫ +∞

0

(∫ y

0

(1− eγ∗0 (0)(z−y))1l{z≥0}dz

)
ν(dy)

+
1

γ∗0(0)

∫ 0

−∞
(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy) +

∫ 0

−∞
yν(dy)

]

=
1

E(J1)− c

[
γ∗0(0)

2
+

1

γ∗0(0)

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy) +

∫ +∞

0

yν(dy)

+
1

γ∗0(0)

∫ 0

−∞
(e−γ∗0 (0)y − 1)ν(dy) +

∫ 0

−∞
yν(dy)

]

=
1

E(J1)− c

[
ϕ(γ∗0(0))

γ∗0(0)
− c + E(J1)

]
= 1 . (10.2.30)

ut

10.3 Théorème central limite sous la condition

c = E(J1)

Théorème 10.5 Sous les hypothèses du Théorème 7.3 et si c = E(J1), alors

la loi du couple

(
Tx

x2
, Kx

)
converge, quand x tend vers +∞, vers la loi produit
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%⊗ w où w est une probabilité portée par R+ et % est la loi d’atteinte du

niveau

√
1

ϕ′′(0)
par un mouvement brownien standard issu de 0, c’est à dire :

∫ +∞

0

e−θx%(dx) = e
−
q

2θ
ϕ′′(0) ,

Rappelons que ϕ′′(0) = 1 +

∫

R
y2ν(dy).

De plus, si ν ne charge que R+, w est connue explicitement et vaut :

w(dz) =
1

ϕ′′(0)

[
δ0(dz) +

(
2

∫

[z,+∞[

(y − z)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]
(10.3.31)

où δ0 est la mesure de Dirac en 0.

Remarque 10.6

1. Ici, la renormalisation de Tx n’est plus du même ordre et la loi limite n’est
plus gaussienne. Par ailleurs, comme dans le cas c < E(J1), l’événement
Tx < +∞ est toujours réalisé.

2. Dans le cas où ν charge tout R, la mesure w(dz) satisfait à l’équation
suivante :

w(dz) =
1

ϕ′′(0)

[
δ0(dz) + 2

(∫

[z,+∞[

(y − z)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

− 2

∫ +∞

0

db

(∫ b

−∞
(y + b)e−(y+b)xν(dy)

)
ζ(b, dz)

]
, (10.3.32)

où ζ(x, dz) désigne la loi de Kx. Par ailleurs, ϕ′′(0) = 1 +

∫

R
y2ν(dy).

Démonstration du Théorème 10.5
La démonstration est analogue à celle du Théorème 10.3 mais les calculs

diffèrent du fait que 0 est un zéro double de ϕ.
Nous utilisons le développement asymptotique au premier ordre de F (θ, µ, x),

quand x tend vers +∞, vu en (7.1.20) :
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E
(
e−θTx−µKx

)
= F (θ, µ, x) ∼x→+∞ C0(θ, µ)e−γ0(θ)x . (10.3.33)

Remarquons que d’après le Théorème 7.3, l’équivalence est uniforme en θ ∈ [0, κ].
Développons alors h := γ0(θ) au voisinage de θ = 0, en remarquant que

ϕ(−γ0(θ)) = θ, ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) = 0 :

θ = ϕ(−γ0(θ)) = ϕ(−h) =
h2

2
ϕ′′(0) + o(h2) . (10.3.34)

Nous en déduisons aisément :

γ0(θ) = h =

√
2θ

ϕ′′(0)
+ o(

√
θ) . (10.3.35)

Ainsi, en remplaçant θ par
θ

x2
, nous obtenons :

E
(
e−θ Tx

x2 −µKx

)
∼x→+∞ C0(0, µ)e

−
q

2θ
ϕ′′(0) . (10.3.36)

Nous remarquons alors que e
−
q

1
ϕ′′(0)

√
2θ

est la transformée de Laplace de la loi

d’atteinte du niveau

√
1

ϕ′′(0)
par un mouvement brownien standard issu de 0

(cf. [KS91] page 96 formule (8.6)).
Par ailleurs, nous avons, d’après (7.2.102) :

C0(0, µ) =
1

ϕ′′(0)

[
1 +

2

µ2

∫ +∞

0

(e−µy − 1 + µy)ν(dy)

−2

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)F (0, µ, b)db

]
. (10.3.37)

Montrons alors que C0(0, µ) est la transformée de Laplace d’une mesure
positive w.

Comme précédemment, si nous notons ζ(x, dz) la loi de Kx alors nous
avons :

F (0, µ, x) =

∫ +∞

0

e−µzζ(x, dz) . (10.3.38)
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En remarquant que
e−ay − 1 + ay

a2
= −

∫ y

0

(z − y)e−azdz, nous écrivons :

C0(0, µ) =
1

ϕ′′(0)

[
1− 2

∫ +∞

0

(∫ y

0

(z − y)e−µzdz

)
ν(dy)

−2

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

db (y + b)

∫ +∞

0

e−µzζ(b, dz)

]
. (10.3.39)

Soit

C0(0, µ) =
1

ϕ′′(0)

[
1 + 2

∫ +∞

0

e−µz

(∫

[z,+∞[

(y − z)ν(dy)

)
dz

−2

∫ +∞

0

e−µz

∫ +∞

0

db

(∫ b

−∞
(y + b)e−(y+b)xν(dy)

)
ζ(b, dz)

]
.

(10.3.40)

Nous pouvons donc écrire que C0(0, µ) =

∫ +∞

0

e−µzw(dz) avec :

w(dz) =
1

ϕ′′(0)

[
δ0(dz) + 2

(∫

[z,+∞[

(y − z)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

− 2

∫ +∞

0

db

(∫ b

−∞
(y + b)e−(y+b)xν(dy)

)
ζ(b, dz)

]
. (10.3.41)

Nous remarquons donc bien que w est une mesure positive.

Si de plus, nous supposons que ν ne charge que R+, la mesure w(dz) est
donnée explicitement par :

w(dz) =
1

ϕ′′(0)

[
δ0(dz) + 2

(∫

[z,+∞[

(y − z)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]
. (10.3.42)

Nous vérifions aisément que w est une probabilité car

∫ +∞

0

w(dz) = C0(0, 0) = 1.

Nous pouvons aussi le vérifier par un calcul direct :
Comme nous avons, pour tout x positif :

∫ +∞

0

ζ(x, dz) = F (0, 0, x) = 1 , (10.3.43)
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nous obtenons :

∫ +∞

0

∫ +∞

0

db

(∫ b

−∞
(y + b)ν(dy)

)
ζ(b, dz) =

∫ 0

−∞
ν(dy)

∫ −y

0

(y + b)db

= − 1

2

∫ 0

−∞
y2ν(dy) . (10.3.44)

Ainsi :
∫ +∞

0

w(dz) =
1

ϕ′′(0)

[
1 + 2

∫ +∞

0

(∫ y

0

(y − z)1l{z≥0}dz

)
ν(dy)

− 2

∫ +∞

0

∫ +∞

0

db

(∫ b

−∞
(y + b)ν(dy)

)
ζ(b, dz)

]

=
1

ϕ′′(0)

[
1 +

∫ +∞

0

y2ν(dy) +

∫ 0

−∞
y2ν(dy)

]
= 1 , (10.3.45)

car ϕ′′(0) = 1 +

∫

R
y2ν(dy). ut
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Chapitre 11

Formule de Zolotareff pour un
processus de Lévy

Soient B = (Bt , t≥ 0) un mouvement brownien standard issu de 0 et
T = (Tx , x > 0) le processus défini par Tx = inf {t > 0 ; Bt > x}. On
sait (voir par exemple [KS91] page 96 ) que, pour tout x > 0, Tx admet une
densité :

P(Tx ∈ dt) =
x√
2πt

3
2

exp

(
−x2

2t

)
1l{t>0}dt. (11.0.1)

En particulier, les lois des processus B et T vérifient la relation (continue) de
Zolotarev

x P(Bt ∈ dx)dt = t P(Tx ∈ dt)dx, t > 0, x > 0. (11.0.2)

Cette identité soulève une question naturelle : peut-on trouver une classe
C de processus (contenant le mouvement brownien) telle que tout processus X
de C vérifierait la relation de Zolotarev, i.e. :

x P(Xt ∈ dx)dt = t P(Tx ∈ dt)dx, t > 0, x > 0, (11.0.3)

où Tx = inf {t > 0 ; Xt > x} ?

Plusieurs auteurs se sont intéressés à cette question et ont montré que C
contient la classe des processus de Lévy sans sauts positifs (cf. paragraphe 4.6.5).

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de caractériser, parmi les processus
de Lévy, ceux qui satisfont à la formule de Zolotareff (11.0.3). Une telle carac-
térisation a déjà été obtenue par B.A. Rogozin [Rog66]. Nous allons ci-dessous,
en donner une démonstration qui nous semble nouvelle. Plus précisément :

195
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Soit (Xt , t≥ 0) un processus de Lévy de la forme :

Xt := σBt + ct + Jt , (11.0.4)

où (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0, c un réel, σ un
réel non nul et (Jt , t≥ 0) un processus de sauts purs, de mesure de Lévy ν,
indépendant de (Bt , t≥ 0).

Nous considérons, pour x positif, le premier temps d’atteinte Tx du niveau
x par le processus (Xt , t≥ 0), i.e. :

Tx := inf {t ≥ 0 ; Xt > x} . (11.0.5)

Théorème 11.1
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ν ne charge que R− .

(ii) t P(Tx ∈ dt) dx = x P(Xt ∈ dx) dt sur R+ × R+ .

(iii) ∀θ > 0, ∃Cθ > 0 tel que ∀x ≥ 0, E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= e−Cθx .

(iv) ∃θ > 0 et ∃Cθ > 0 tels que ∀x ≥ 0, E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= e−Cθx

(v) p.s. , ∀x ≥ 0, XTx = x sur {Tx < +∞} .

Démonstration du Théorème 11.1
Rappelons tout d’abord quelques propriétés élémentaires que nous utilise-

rons dans cette démonstration.
Soit pour tout t ≥ 0, St := sup

u≤t
Xu. Alors

{Tx < t} = {St > x} . (11.0.6)

Soit τ une variable aléatoire, indépendante de (Xt , t≥ 0) et de loi expo-
nentielle de paramètre θ (θ > 0)( i.e. P(τ > t) = e−θt). Comme Tx et τ sont
indépendantes, alors nous avons :

P(Sτ > x) = P(Tx < τ) = E(e−θTx) . (11.0.7)

Pour tout q > 0, en multipliant les membres de (11.0.7) par qe−qx et en les
intégrant sur R+, nous obtenons :

q

∫ +∞

0

P(Sτ > x)e−qxdx = E
(∫ Sτ

0

qe−qxdx

)
= 1− E(e−qSτ ) , (11.0.8)
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et

E(e−qSτ ) = 1− q

∫ +∞

0

e−qxE(e−θTx))dx . (11.0.9)

En définissant, pour tout θ > 0, la fonction F (θ, .) par :

F (θ, x) := E
(
e−θTx1l{Tx<+∞}

)
= E

(
e−θTx

) ∀x ≥ 0 , (11.0.10)

(avec la convention : e−∞ = 0), et sa transformée de Laplace F̂ (θ, .) par :

F̂ (θ, q) :=

∫ +∞

0

e−qxF (θ, x) dx ∀q > 0 , (11.0.11)

nous obtenons alors :
E(e−qSτ ) = 1− qF̂ (θ, q) . (11.0.12)

• démonstration de (i) ⇒ (ii) :
Cette démonstration est faite dans le livre de Jean Bertoin [Ber96], page 190.
Nous en reprendrons ici les éléments principaux.

Si ν ne charge que R−, nous savons que pour tout θ > 0, E(e−θTx1l{Tx<+∞})
s’écrit sous forme exponentielle (cf. (4.2.19) et (4.2.20)), i.e. :

∀θ > 0 ∃Cθ > 0, E(e−θTx) = E(e−θTx1l{Tx<+∞}) = e−Cθx . (11.0.13)

Nous avons alors :

F (θ, x) = e−Cθx et F̂ (θ, q) =
1

q + Cθ

. (11.0.14)

Ainsi, d’après (11.0.12), nous avons :

E(e−qSτ ) =
Cθ

q + Cθ

. (11.0.15)

D’après la formule de Frullani, i.e. :

A

q + A
= exp

(∫ +∞

0

e−qx − 1

x
e−Axdx

)
, (11.0.16)
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nous avons :

E(e−qSτ ) = exp

(∫ +∞

0

e−qx − 1

x
e−Cθx dx

)

= exp

(∫ +∞

0

e−qx − 1

x
E(e−θTx) dx

)

= exp

(∫ +∞

0

e−θt

∫ +∞

0

e−qx − 1

x
P(Tx ∈ dt) dx

)
. (11.0.17)

Par ailleurs, nous savons (cf. J.Bertoin [Ber96], page 159, Théorème VI-5,
point (ii)) que :

E(e−qSτ ) = exp

(∫ +∞

0

e−θt

t

(∫

[0;+∞[

(e−qx − 1) P(Xt ∈ dx)

)
dt

)
. (11.0.18)

En comparant (11.0.17) et (11.0.18), nous obtenons le point (ii).

• démonstration de (ii) ⇒ (iii) :
Appliquons la relation de Zolotareff dans (11.0.18) :

E(e−qSτ ) = exp

(∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

e−qx − 1

x
e−θt P(Tx ∈ dt)

)

= exp

(∫ +∞

0

e−qx − 1

x
E(e−θTx)dx

)
(11.0.19)

En remarquant que :
e−qx − 1

x
= −

∫ q

0

e−vx dv , (11.0.20)

nous obtenons :

E(e−qSτ ) = exp

(
−

∫ +∞

0

(∫ q

0

e−vx dv

)
E(e−θTx)dx

)

= exp

(
−

∫ q

0

dv

∫ +∞

0

e−vx E(e−θTx) dx

)

= exp

(
−

∫ q

0

F̂ (θ, v) dv

)
. (11.0.21)

Ainsi d’après (11.0.12) et (11.0.21), nous obtenons :

1− qF̂ (θ, q) = exp

(
−

∫ q

0

F̂ (θ, v) dv

)
. (11.0.22)
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En dérivant cette dernière expression par rapport à q, nous obtenons l’équation
différentielle suivante :

−F̂ (θ, q)− q
∂F̂

∂q
(θ, q) = −F̂ (θ, q)exp

(
−

∫ q

0

F̂ (θ, v) dv

)
, (11.0.23)

−F̂ (θ, q)− q
∂F̂

∂q
(θ, q) = −F̂ (θ, q)

(
1− q F̂ (θ, q)

)
, (11.0.24)

∂F̂

∂q
(θ, q) = −F̂ 2(θ, q) . (11.0.25)

Ainsi, pour tout θ > 0, il existe Cθ ≥ 0 telle que :

F̂ (θ, q) =
1

q + Cθ

∀q ≥ 0 . (11.0.26)

Cθ ≥ 0 découle du fait que 0 < F (θ, x) ≤ 1 et donc F̂ (θ, q) ≥ 0.
Si Cθ était nulle, nous aurions alors pour tout x ≥ 0, E(1− e−θTx1l{Tx<+∞}) = 0

et comme la variable aléatoire (1− e−θTx1l{Tx<+∞}) est positive : e−θTx1l{Tx<+∞} = 1
p.s., donc Tx = 0 p.s., ce qui serait absurde.

Ainsi, il existe Cθ > 0 telle que :

F (θ, x) = e−Cθx ∀x ≥ 0 . (11.0.27)

• démonstration de (iii) ⇒ (iv) :
Elle est immédiate.

• démonstration de (iv) ⇒ (v) :
Cette démonstration se fait en deux étapes :

1. Nous montrons tout d’abord que : ∀x ≥ 0, p.s., XTx = x.

2. Nous démontrons que p.s., pour tout x ≥ 0, XTx = x.

Première étape
Soient x ≥ 0 et y ≥ 0 fixés.
Sur {Tx < ∞}, nous définissons le processus (X̃t , t≥ 0) par :

X̃t = XTx+t −XTx , t ≥ 0 . (11.0.28)
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Soit T̃z, le premier temps d’atteinte du niveau z ≥ 0 par ( X̃t , t≥ 0), i.e. :

T̃z := inf {t ≥ 0 ; X̃t > z} . (11.0.29)

Nous avons :
Tx+y = Tx + T̃(x+y−XTx )+ . (11.0.30)

Ainsi, d’après la propriété de Markov forte et l’indépendance du processus
(X̃t , t≥ 0) et de FTx , nous avons :

F (θ, x + y) = E
(
e−θTxe

−θ eT(x+y−XTx
)+

)

= E
(
e−θTxE

(
e
−θ eT(x+y−XTx

)+/FTx

))

= E
(
e−θTxF (θ, (x + y −XTx)+)

)
. (11.0.31)

Or, d’après l’hypothèse (iv) :

F (θ, x + y) = e−Cθ(x+y) = E
(
e−θTxF (θ, y)

)
(11.0.32)

d’où
E

(
e−θTx [F (θ, (x + y −XTx)+)− F (θ, y)]

)
= 0 . (11.0.33)

Or la fonction z → F (θ, z) = e−Cθz est strictement décroissante puisque Cθ > 0
et comme :

(x + y −XTx)+ ≤ y ∀x ≥ 0, ∀y ≥ 0 , (11.0.34)

nous en déduisons que :

F (θ, (x + y −XTx)+)− F (θ, y) = 0 p.s. sur {Tx < ∞} . (11.0.35)

Comme F (θ, .) est injective, nous avons :

(x + y −XTx)+ = y p.s. sur {Tx < ∞} , (11.0.36)

d’où
XTx = x p.s. sur {Tx < ∞} . (11.0.37)

Ainsi :

∀x ≥ 0 ∃Ωx tel que P(Ωx) = 1 et ∀ω ∈ Ωx∩{Tx < +∞} XTx(ω) = x .
(11.0.38)
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Deuxième étape

Soit Ω̃ =
⋂

q∈Q+

Ωq. Nous allons montrer que :

∀x ∈ R+, ∀ω ∈ Ω̃ XTx(ω) = x . (11.0.39)

Soit x ≥ 0. Il existe une suite décroissante, (qn)n∈N, de rationnels positifs, telle

que lim
n→+∞

qn = x. Pour tout ω ∈ Ω̃ et pour tout n ∈ N :

XTqn
(ω) = qn . (11.0.40)

Par ailleurs, pour tout n ∈ N, Tx ≤ Tqn et la suite (Tqn) est une suite décrois-
sante, de limite T , d’où :

Tx ≤ T . (11.0.41)

D’autre part, d’après (11.0.40) et comme t → Xt et x → Tx sont càd-làg, nous
avons :

XT = lim
n→+∞

XTqn
= lim

n→+∞
qn = x . (11.0.42)

Deux situations peuvent alors se produire :

1. Tx = T < +∞. Alors (d’après (11.0.42)), nous avons : XTx = x .

2. Tx < T < +∞ et XTx > x. Il existe alors n0 tel que :

∀n ≥ n0 x < qn < XTx . (11.0.43)

Comme qn ≤ XTx , alors Tqn ≤ Tx. Mais Tx < T ≤ Tqn car la suite
(Tqn)n≥0 décrôıt vers T . Ainsi, nous en déduisons que Tqn = Tx, d’où
T = Tx.

La situation 2. ne peut donc jamais se produire et nous avons toujours T = Tx.
Ainsi :

∀ω ∈ Ω̃, ∀x ∈ R+, XTx(ω) = x . (11.0.44)

Ce qui donne (v).

• démonstration de (v) ⇒ (i) :

a) Soit r ∈ R+. Le processus (Xt , t≥ 0), partant de 0, a la même loi
que le processus (Xr

t ; t ≥ 0), translaté de r, défini par :

Xr
t = Xr+t −Xr . (11.0.45)
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Par conséquent, la propriété (11.0.44) étant vraie pour le processus (Xt , t≥ 0),
elle l’est aussi pour le processus (Xr

t , t ≥ 0). En particulier, pour tout r ∈ Q+,
le processus (Xr

t , t ≥ 0) vérifie :

∃Ω̃r, P(Ω̃r) = 1, ∀ω ∈ Ω̃r ∩ {T r
x < +∞} ∀x ∈ R+, Xr

T r
x
(ω) = x .

(11.0.46)

Notons
˜̃
Ω =

⋂

r∈Q+

Ω̃r.

b) Supposons que ν charge R+.
Soit Ω1 := {ω ∈ Ω / (Xt(ω) , t ≥ 0) a un saut strictement positif }. Nous avons

donc P(Ω1) > 0 et nous pouvons écrire :

Ω1 =
⋃

n∈N∗
Ωn ,

avec Ωn :=

{
ω ∈ Ω / (Xt(ω) , t ≥ 0) a un saut d′amplitude supérieure à

1

n

}
.

(11.0.47)

Il est clair qu’il existe donc n0 > 0 tel que :

P(Ωn0) > 0 . (11.0.48)

Pour tout ω ∈ Ωn0 , nous définissons :

S0(ω) = inf

{
t ≥ 0 / Xt(ω)−Xt−(ω) ≥ 1

n0

}
. (11.0.49)

Par ailleurs, la fonction t → Xt(ω) étant presque sûrement càdlàg, nous avons :

Ωn0 =
⋃

r∈Q+

p∈N∗

Ωr,p
n0

, (11.0.50)

avec

Ωr,p
n0

:= {ω ∈ Ω / S0(ω) ∈ [r−1

p
; r+

1

p
] et sup

s∈[r− 2
p

; S0(ω)[

|Xs(ω)−XS0(ω)| < 1

4n0

} .

(11.0.51)
D’après (11.0.48), il existe donc r0 ∈ Q+ et p0 ∈ N∗ tel que P(Ωr0,p0

n0
) > 0.



203

c) Soit alors ω ∈ Ωr0,p0
n0

∩ ˜̃
Ω, et (Xr0

t , t ≥ 0) la trajectoire translatée de
r0. D’après (11.0.51), nous avons (cf. Figures 11.1 et 11.2 ) :

Xr0
S0−r0

>
1

2n0

. (11.0.52)

d’où T 1
2n0

= S0 − r0 et donc Xr0

T
r0
1

2n0

>
1

2n0

.

Ce qui contredit (11.0.46) et prouve (i).

XS−0

0 r0 S0

XS0

r0 − 2
p0

≥ 1
n0

≥ 1
4n0

≥ 1
4n0

Fig. 11.1 – Trajectoire (Xt(ω) , t ≥ 0)

≥ 1
2n0

Xr0
S0−r0

0 S0 − r0

Xr0

(S0−r0)−

≥ 1
4n0

≥ 1
4n0

Fig. 11.2 – Trajectoire translatée de r0
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Annexe A

Propriétés de la fonction ϕ

Soit (Xt , t≥ 0) le processus de Lévy :

Xt := Bt − ct + Jt ∀t ≥ 0

où

1. (Jt , t≥ 0) est un processus de Lévy de sauts purs, vérifiant J0 = 0 et de
mesure de Lévy ν telle que :

∫

R

|y| ν(dy) < +∞ , (A.0.1)

Cette hypothèse sera supposée réalisée dans toute la suite.

2. (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, indépendant de (Jt , t≥ 0),
tel que B0 = 0.

3. c est un réel.

L’exposant caractéristique de (Xt , t≥ 0) est la fonction ψ définie par :

E(eqXt) = etψ(q).

Nous définissons la fonction ϕ par ϕ(q) := ψ(−q) et donc :

ϕ(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞

(
e−qy − 1

)
ν(dy) . (A.0.2)

Compte tenu de (A.0.1), ϕ(q) existe dès que :
∫

R
1l{|y|≥1}|e−qy|ν(dy) < +∞, q ∈ C . (A.0.3)

207
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A.1 Etude de ϕ sur R
Soit :

rν := sup

{
s ≥ 0;

∫ +∞

0

(esy − 1) ν(dy) < +∞
}

, (A.1.4)

et

r∗ν := sup

{
s ≥ 0;

∫ 0

−∞

(
e−sy − 1

)
ν(dy) < +∞

}
, (A.1.5)

avec la convention sup ∅ = 0.
La fonction ϕ est définie sur ]− rν , r

∗
ν [.

Nous supposons par la suite que :

rν > 0 et r∗ν > 0 (éventuellement rν = +∞ ou r∗ν = +∞) . (A.1.6)

En particulier, si ν ne charge que R+, alors r∗ν = +∞ et si ν ne charge que
R−, alors rν = +∞.

Proposition A.1 Sous les hypothèses (A.0.1) et (A.1.6), nous avons :
(i) ϕ est de classe C∞ sur ]− rν , r

∗
ν [ et :

ϕ(0) = 0 , (A.1.7)

ϕ′(q) = q + c−
∫ +∞

−∞
yν(dy) , (A.1.8)

ϕ′(0) = c−
∫ +∞

−∞
yν(dy) = c− E(J1) . (A.1.9)

(ii) ϕ′′(q) = 1 +

∫ +∞

−∞
y2e−qyν(dy) > 0 et donc ϕ est strictement convexe

sur ]− rν , r
∗
ν [.

Nous distinguons les cas suivants :

1er cas) La condition de profit net est vérifiée : c > E(J1).
Nous avons donc ϕ′(0) > 0.

Trois situations peuvent se produire (voir Figure A.1).

2ème cas) c < E(J1).
Nous avons alors ϕ′(0) < 0.

Trois situations peuvent se produire (voir Figure A.2).

3ème cas) c = E(J1).
Nous avons alors ϕ′(0) = 0. Une seule situation a lieu ( voir Figure A.3).
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0 = γ∗0(0)
r∗ν

−rν−γ0(0)

Cas a : −rν < −γ0(0)

−rν = −γ0(0) r∗ν0 = γ∗0(0)

Cas b : −γ0(0) = −rν

r∗ν
−rν 0

Cas c : un seul zéro nul

Fig. A.1 – Situation de profit net, c > E(J1)

−rν γ∗0(0) r∗ν−γ0(0) = 0

Cas a : γ∗0(0) < r∗ν

−γ0(0) = 0−rν γ∗0(0) = r∗ν

Cas b : γ∗0(0) = r∗ν

r∗ν0−rν

Cas c : un seul zéro nul

Fig. A.2 – Situation où c < E(J1)

r∗ν−rν −γ0(0) = 0 = γ∗0(0)

Fig. A.3 – Situation où c = E(J1)
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Remarque A.2

1. Dans tous les cas, 0 est un zéro de ϕ.

2. Si rν < +∞ et si r∗ν < +∞, nous notons les limites (qui existent car ϕ
est convexe) :

ϕ(−rν) = lim
q→−rν

ϕ(q) et ϕ(r∗ν) = lim
q→r∗ν

ϕ(q) . (A.1.10)

ϕ est ainsi définie sur [−rν , r
∗
ν ]. ϕ(−rν) ou ϕ(r∗ν) peuvent être infinis.

3. Si rν = +∞, lim
q→−∞

ϕ(q) = +∞ et de manière analogue, si r∗ν = +∞,

lim
q→+∞

ϕ(q) = +∞.

4. Lorsque ϕ a deux zéros (éventuellement un zéro double) dans [−rν , r
∗
ν ],

nous noterons −γ0(0) le plus petit et γ∗0(0) le plus grand. (voir Figures
A.1, A.2 et A.3)

5. L’ensemble {s ∈ [−rν , 0] / ϕ(s) < 0} est un intervalle inclus dans [−rν , 0]
et il est non vide dès que c > E(J1). (voir Figures A.1, A.2 et A.3)

A.2 Etude de ϕθ : q → ϕ(q)− θ sur R, où θ > 0

Soit θ > 0.
La fonction ϕθ : q → ϕ(q)− θ est convexe , de classe C∞ sur ]− rν , r

∗
ν [. De plus

nous avons : ϕθ(0) = −θ < 0.
En considérant les cas de figures du paragraphe précédent et en choisissant

θ suffisamment petit, ϕθ satisfait à l’une des quatre situations représentées par
les figures A.4 et A.5.

Remarque A.3 L’ensemble {s ∈ [−rν , 0] / ϕθ(s) < 0} est toujours un inter-
valle non vide inclus dans [−rν , 0].

Par la suite, à partir du chapitre 6, nous nous limitons, pour la représenta-
tion de ϕ, aux cas représentés par la Figure A.1 cas a, la Figure A.2 cas a et
la Figure A.3. Ainsi la fonction ϕ admet deux zéros (éventuellement un zéro
double) −γ0(0) et γ∗0(0) qui vérifient :

−rν < −γ0(0) ≤ 0 ≤ γ∗0(0) < r∗ν .
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0−rν r∗νγ∗0(θ)

−θ

Cas a : un zéro positif

r∗ν−rν
−γ0(θ) 0

−θ

Cas b : un zéro négatif

−rν 0 r∗ν

−θ

Cas c : pas de zéros

Fig. A.4 – ϕθ a un ou pas de zéro

r∗ν−rν γ∗0(θ)0−γ0(θ)

−θ

Fig. A.5 – ϕθ a deux zéros

Il existe donc un réel κ > 0 tel que pour tout θ ∈ ]0, κ], ϕθ admet un zéro
négatif, noté −γ0(θ), et un zéro positif, noté γ∗0(θ), qui vérifient :

−rν < −γ0(θ) < −γ0(0) ≤ 0 ≤ γ0(0) < γ∗0(θ) < r∗ν . (A.2.11)

Ainsi à partir du chapitre 6, nous ne retiendrons donc plus que le cas de la
Figure A.5 pour la représentation de ϕθ.

A.3 Zéros du polynôme Cθ(q) = q2 + 2cq − 2(λ + θ),

θ ≥ 0

Nous supposons dans ce paragraphe que (Jt , t≥ 0) est un processus de
Poisson composé, i.e. :

λ := ν(R) =

∫ +∞

−∞
ν(dy) < +∞ . (A.3.12)
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Remarquons que, pour tout q ∈]− rν , r
∗
ν [, nous avons :

ϕθ(q) = ϕ(q)− θ =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

−∞
e−qyν(dy)− (λ + θ)

=
1

2
Cθ(q) + ν̂(q) , (A.3.13)

où ν̂ désigne la transformée de Laplace de ν, i.e. :

ν̂(q) :=

∫ +∞

−∞
e−qyν(dy) , (A.3.14)

et Cθ(q) désigne le polynôme défini par :

Cθ(q) = q2 + 2cq − 2(λ + θ) . (A.3.15)

Nous en déduisons que, si ν n’est pas identiquement nulle :

ϕθ(q) >
1

2
Cθ(q), q ∈]− rν , r

∗
ν [ . (A.3.16)

Remarquons que :

Cθ(q) = (q + c + αθ)(q + c− αθ) , (A.3.17)

où αθ =
√

c2 + 2(λ + θ).

Proposition A.4 Pour tout θ ≥ 0, le polynôme Cθ(q) admet deux racines
dans R, −αθ − c < 0 et αθ − c > 0 telles que :

(i) L’ensemble {s ∈ ] − rν , r
∗
ν [ / ϕθ(s) < 0} est un intervalle inclus dans

[−c− αθ, αθ − c].
(ii) En particulier, si ϕθ admet deux zéros réels −γ0(θ) et γ∗0(θ) dans [rν , r

∗
ν ]

alors nous avons :

−c− αθ < −γ0(θ) ≤ 0 ≤ γ∗0(θ) < αθ − c . (A.3.18)

Démonstration de la Proposition A.4
(i) et l’encadrement de (ii) résultent de (A.3.16) (voir FigureA.6). ut
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y = Cθ(q)

−γ0(θ) γ∗0(θ) αθ − c−c− αθ 0

y = ϕθ(q)

θ

Fig. A.6 – Comparaison des zéros de Cθ(q) et des zéros de ϕθ

A.4 Etude de ϕθ sur C, où θ ≥ 0

Soit θ ≥ 0.
La fonction ϕθ : q → ϕ(q)− θ se prolonge sur {q ∈ C ; −rν < Re q < r∗ν}.
Dans cette section et les suivantes, nous nous limitons aux cas a des figures

A.1 et A.2 et à la figure A.3. Ce qui revient à considérer uniquement la figure
A.5, quand θ > 0.
Ainsi, il existe κ > 0 tel que, pour tout θ ∈ [0, κ] :

∃ − γ0(θ) ∈]− rν , 0] et ∃ γ∗0(θ) ∈ [0, r∗ν [

tels que ϕ(−γ0(θ)) = ϕ(γ∗0(θ)) = θ . (A.4.19)

Proposition A.5 Pour tout θ ∈ [0, κ], nous avons :
(i) ϕθ est holomorphe sur {q ∈ C / − rν < Re q < r∗ν}.
(ii) Les seuls zéros réels de ϕθ dans {q ∈ R / − rν ≤ q ≤ r∗ν} sont −γ0(θ)

et γ∗0(θ).
(iii) Les seuls zéros complexes de ϕθ dans {q ∈ C/− γ0(θ) ≤ Re q ≤ γ∗0(θ)}

sont les zéros réels −γ0(θ) et γ∗0(θ).

Démonstration de la Proposition A.5
(i) découle de la définition de ϕθ.
(ii) découle de (A.4.19) et de la convexité de la restriction de ϕθ à ]− rν , r

∗
ν [

(voir Figures A.1 cas a, A.2 cas a, A.3 et A.5).
(iii) Soit q ∈ C. Nous distinguons les cas suivants :
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1er cas Soit q tel que −γ0(θ) < Re q < γ∗0(θ). Un tel q n’existe que si θ > 0 ou
si θ = 0 et c 6= E(J1) car alors nous avons : γ0(θ) < γ∗0(θ).
Puisque E(e−qX1) = eϕ(q), nous avons :

|eϕθ(q)| = |eϕ(q)−θ| = e−θ|E(e−qX1)| ≤ e−θE
(|e−qX1|)

≤ E(e−Re q X1−θ)

≤ eϕθ(Re q) . (A.4.20)

Or eϕθ(Re q) < 1 car ϕθ est strictement négative sur ]−γ0(θ), γ
∗
0(θ)[. Nous

prouvons ainsi que ϕθ ne peut s’annuler sur {q ∈ C/− γ0(θ)<Re q<γ∗0(θ)}.
2ème cas Soit q = −γ0(θ) + ib avec b ∈ R.

Nous avons :

ϕθ(q) = ϕ(−γ0(θ) + ib)− θ

=
γ2

0(θ)

2
− ibγ0(θ)− b2

2
− cγ0(θ) + icb +

∫ +∞

−∞
(e(γ0(θ)−ib)y−1)ν(dy)−θ

=

[
γ2

0(θ)

2
− cγ0(θ) +

∫ +∞

−∞
(eγ0(θ)y − 1)ν(dy)− θ

]
− b2

2

+

∫ +∞

−∞
eγ0(θ)y(e−iby − 1)ν(dy)− ibγ0(θ) + icb

= ϕθ(−γ0(θ))− b2

2
+

∫ +∞

−∞
eγ0(θ)y(cos(by)− 1)ν(dy)

+ i

(
−bγ0(θ) + cb−

∫ +∞

−∞
eγ0(θ)ysin(by)ν(dy)

)
(A.4.21)

Et comme ϕθ(−γ0(θ)) = 0, nous avons :

Re (ϕθ(q)) = −b2

2
−

∫ +∞

−∞
eγ0(θ)y(1− cos(by))ν(dy) ≤ −b2

2
. (A.4.22)

Nous pouvons donc en conclure que ϕθ(q) ne peut s’annuler que si b = 0
et donc que si q = −γ0(θ).

3ième cas Soit q = γ∗0(θ) + ib avec b ∈ R.
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Un calcul analogue au précédent nous permet d’écrire :

ϕθ(q) = ϕ(γ∗0(θ) + ib)− θ

= ϕθ(γ
∗
0(θ))−

b2

2
+

∫ +∞

−∞
e−γ∗0 (θ)y(cos(by)− 1)ν(dy)

+ i

(
bγ∗0(θ) + cb−

∫ +∞

−∞
e−γ∗0 (θ)ysin(by)ν(dy)

)
(A.4.23)

Et comme ϕθ(γ
∗
0(θ)) = 0 et pour tout b ∈ R, 1−cos(by) ≥ 0, nous avons :

Re (ϕθ(q)) = −b2

2
−

∫ +∞

−∞
e−γ∗0 (θ)y(1− cos(by))ν(dy) ≤ −b2

2
. (A.4.24)

Nous pouvons donc en conclure que ϕθ(q) ne peut s’annuler que si b = 0
et donc que si q = −γ∗0(θ).

ut

A.5 Prolongement méromorphe de ϕθ, θ ≥ 0

Nous supposons que rν > 0 (éventuellement rν = +∞) et que de plus :

∫ −1

−∞
e−qyν(dy) < +∞ . (A.5.25)

Alors r∗ν = +∞, ϕ est définie sur ]− rν , +∞[ et d’après la remarque A.2, point
3, nous avons :

∀ θ ≥ 0, ∃ γ∗0(θ) ≥ 0 tel que ϕ(γ∗0(θ)) = θ (A.5.26)

avec

si θ > 0, γ∗0(θ) > 0 (A.5.27)

si θ = 0 et c < E(J1), γ∗0(0) > 0 (A.5.28)

si θ = 0 et c ≥ E(J1), γ∗0(0) = 0 . (A.5.29)

Par ailleurs, il existe κ > 0 tel que, pour tout θ ∈ [0, κ] :

∃ − γ0(θ) ∈]− rν , 0] tel que ϕ(−γ0(θ)) = θ (A.5.30)



216 Annexe A. Propriétés de la fonction ϕ

avec

si θ > 0, − γ0(θ) < 0 (A.5.31)

si θ = 0 et c > E(J1), − γ0(0) < 0 (A.5.32)

si θ = 0 et c ≤ E(J1), − γ0(0) = 0 . (A.5.33)

Soit ν̂|[1,+∞[
la transformée de Laplace de la restriction de ν à [1, +∞[ :

ν̂|[1,+∞[
(q) :=

∫ +∞

1

e−qyν(dy) (A.5.34)

Pour tout b > 0, nous notons :

Db := {q ∈ C tel que Re q > −b} . (A.5.35)

Nous considérons :

Bν := sup {b > 0 / ν̂|[1,+∞[
admet un prolongement méromorphe sur Db} .

(A.5.36)
Remarquons que d’après l’hypothèse (A.1.6), nous avons Bν ≥ rν et éven-

tuellement Bν = +∞.
Dans ces conditions, ϕ admet un prolongement méromorphe sur DBν et

nous noterons encore ϕ ce prolongement. De même, nous noterons encore
ν̂|[1,+∞[

le prolongement de ν̂|[1,+∞[
.

Nous faisons enfin, l’hypothèse suivante :

∀ 0 < B < Bν ∃K > 0, ∃R0 > 0, tels que :

|ν̂|[1,+∞[
(q)| ≤ K|q| ∀q vérifiant :

{ −B ≤ Re q ≤ 0
|Im q| ≥ R0

(A.5.37)

Remarquons que :
sup

Re q≥0
|ν̂|[1,+∞[

(q)| < +∞ . (A.5.38)

Ainsi, si l’hypothèse A.5.37 est vérifiée, nous avons aussi :

∀q vérifiant :

{
Re q ≥ −B
|Im q| ≥ R0

|ν̂|[1,+∞[
(q)| ≤ K|q| (A.5.39)



A.5. Prolongement méromorphe de ϕθ 217

Proposition A.6 Sous les hypothèses précédentes, pour tout θ ∈ [0, κ], il
existe βθ > 0 tel que, pour tout B ∈]0, Bν [, choisi aussi proche de Bν que nous
le voulons, les zéros de ϕθ dans la bande {q ∈ C / −B ≤ Re q ≤ βθ} sont en
nombre fini, conjugués deux à deux et s’écrivent :

(i) Si θ > 0 :

− γ0(θ), −γ1(θ), −γ1(θ), · · · ,−γp(θ) et − γp(θ) ,

(ii) Si θ = 0 et c > E(J1) :

0, −γ0(0), −γ1(0), −γ1(0), · · · ,−γp(0) et − γp(0) ,

(iii) Si θ = 0 et c ≤ E(J1) :

− γ0(0) = 0, −γ1(0), −γ1(0), · · · ,−γp(0) et − γp(0) ,

où p est un entier, éventuellement nul, et

−B < −Re (γp(θ)) ≤ · · · ≤ −Re (γ1(θ)) < −γ0(θ) ≤ 0 . (A.5.40)

Démonstration de la Proposition A.6

1ère situation : θ > 0 ou θ = 0 et c < E(J1). Dans ces conditions, ϕθ admet
un unique zéro strictement positif γ∗0(θ).

Nous choisissons βθ tel que 0 < βθ < γ∗0(θ). Soit B ∈]0, Bν [, proche de
Bν . D’après l’hypothèse (A.5.37) et d’après (A.5.38), il existe R1 > R0 tel que
la fonction ϕθ n’a pas de zéro dans l’ensemble formé des deux demi-bandes
{q ∈ C / −B < Re q < γ∗0(θ) et |Im q| > R1}.

D’après la Proposition A.5 point (iii), ϕθ n’a pas de zéro dans la bande
{q ∈ C/− γ0(θ) ≤ Re q ≤ γ∗0(θ)} à l’exception de −γ0(θ) et de γ∗0(θ).
Ainsi, ϕθ n’a qu’un nombre fini de zéros dans la bande {q ∈ C/−B<Re q<βθ}
car ϕθ, méromorphe dans cette bande, n’a qu’un nombre fini de zéros dans
le compact {q ∈ C/−B ≤ Re q ≤ −γ0(θ) et |Im q| ≤ R1}. Ces zéros sont
conjugués deux à deux car ϕθ(z) = ϕθ(z).

2ième situation : θ = 0 et c ≥ E(J1) Dans ces conditions γ∗0(θ) = 0.
Soit B ∈]0, Bν [, proche de Bν . D’après l’hypothèse (A.5.37) et d’après

(A.5.38), il existe R1 > R0 tel que ϕ n’a pas de zéro dans l’ensemble formé des
deux demi bandes {q ∈ C / Re q > −B et |Im q| > R1}.



218 Annexe A. Propriétés de la fonction ϕ

Puisque que ϕ est méromorphe, pour tout A > 0, elle a un nombre fini de
zéros sur le compact {q ∈ C / −B ≤ Re q ≤ A et |Im q| ≤ R1}.

Par ailleurs, d’après la Proposition A.5 point (iii), ϕ ne s’annule pas sur
{q ∈ C / Re q = 0} sauf en q = 0. Il est donc clair que nous pouvons choisir
βθ > 0, tel que ϕ ne s’annule pas sur {q ∈ C / 0 < Re q < βθ} et ϕ a alors un
nombre fini de zéros sur {q ∈ C / −B < Re q < βθ}, conjugués deux à deux.

En conclusion, les zéros de ϕ dans la bande {q ∈ C/−B < Re q < βθ} sont
0, −γ0(θ), −γ1(θ) et −γ1(θ) , · · · , −γp(θ) et −γp(θ). ut

−B γ∗0(θ)

−γp(θ)

−γp(θ)

−γ2(θ)

−γ2(θ)

−γ1(θ)

−γ1(θ)

−rν
0 βθ−γ0(θ)

Fig. A.7 – Zéros complexes de ϕθ (θ > 0) dans la bande −B < Re q ≤ βθ
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Limite de Λn
θF (θ, µ, .), quand n

tend vers +∞

Soit le processus (Xt , t≥ 0) défini par :

Xt := Bt − ct + Jt , (B.0.1)

où (Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé, de masse totale λ, i.e. :

λ := ν(R) =

∫ +∞

−∞
ν(dy) < +∞ . (B.0.2)

Nous définissons pour tout θ ≥ 0 et tout µ ≥ 0, la fonction F (θ, µ, .) par :

F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<∞}

) ∀x ≥ 0 . (B.0.3)

où
Tx := inf{t ≥ 0 ; Xt > x} , (B.0.4)

et
Kx := XTx − x . (B.0.5)

D’après le Théorème 5.2.9, nous savons que F (θ, µ, .)vérifie l’égalité :

F (θ, µ, x) = F0(θ, µ, x) + F1(θ, µ, x) + ΛθF (θ, µ, x) ∀x ≥ 0 (B.0.6)

où F0(θ, µ, x) et F1(θ, µ, x) sont définies par (5.2.11) et (5.2.12) et Λθ est l’opé-
rateur défini par :

Λθg(x) =
1

αθ

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−αθ|a| − e−(2x−a)αθ

)
g(x− a− y)da .

(B.0.7)

219
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θ F (θ, µ, .))

avec
αθ =

√
c2 + 2(λ + θ) . (B.0.8)

Soit Bγ, l’espace de Banach défini par :

Bγ := {f : R+ → R ; sup
x∈R+

eγ x|f(x)| < +∞ } , (B.0.9)

muni de la norme :
‖f‖γ = sup

x∈R+

eγ x|f(x)| . (B.0.10)

Nous supposons rν > 0 (éventuellement rν = +∞), où rν est défini en
(5.3.44) par :

rν := sup

{
s ≥ 0;

∫ +∞

0

(esy − 1) ν(dy) < +∞
}

. (B.0.11)

D’après le Théorème 5.5, point (ii), nous savons que tout γ ∈ [0, rν [ vérifiant
ϕ(−γ) < θ, l’opérateur Λθ est borné dans Bγ et

‖Λθf‖γ ≤ cθ,γ‖f‖γ ∀f ∈ Bγ , (B.0.12)

avec
0 < cθ,γ < 1 . (B.0.13)

Ainsi Λθ est contractant dans Bγ.

Remarque B.1 D’après la remarque A.2, point 5, et la remarque A.3, nous
savons que de tels γ existent :

– pour tout θ > 0,
– pour θ = 0 si c > E(J1).

(voir figures A.1, A.2, A.3, A.4 et A.5 de l’Appendice A)

Nous avons démontré (cf. (5.3.59) et (5.3.62)) que F0(θ, µ, .) et F1(θ, µ, .)
appartiennent à Bγ.

En itérant l’égalité (B.0.6), nous obtenons :

F (θ, µ, x) =
n−1∑
p=0

Λp
θ [F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)] (x) + Λn

θ F (θ, µ, .)(x) . (B.0.14)

Le but de cet Appendice est de démontrer la Proposition suivante :
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Proposition B.2 Nous supposons θ > 0 ou θ = 0 et c > E(J1). Pour tout
µ ≥ 0 et tout x ≥ 0, nous avons :

(i) lim
n→+∞

Λn
θ F (θ, µ, .)(x) = 0 . (B.0.15)

(ii) F (θ, µ, x) =
∑
n≥0

Λn
θ (F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)) (x), (B.0.16)

la série convergeant dans Bγ où 0 ≤ γ < rν.

Démonstration de la Proposition B.2

1) Soit γ ∈ [0, rν [ tel que ϕ(−γ) < θ. Un tel γ existe d’après la Re-
marque B.1.

Comme F0(θ, µ, .)+F1(θ, µ, .) appartient à Bγ et que Λθ est contractant dans

Bγ (cf. Théorème 5.5), alors
n−1∑
p=0

Λp
θ [F0(θ, µ, .) + F1(θ, µ, .)] converge, quand n

tend vers +∞, vers une fonction notée F (θ, µ, .), appartenant à Bγ.
D’après (B.0.14), il est clair que (i) implique (ii).

2) Montrons (i), lorsque θ > 0 :
D’après ce qui précède, F (θ, µ, .) appartient donc à L∞(R+) car la norme

‖ ‖∞ est inférieure à la norme ‖ ‖γ, pour tout γ ≥ 0.
Ainsi, d’après l’égalité (B.0.14), la suite (Λn

θ F (θ, µ, .))n≥0 converge unifor-
mément sur R+, vers une fonction, notée G(θ, µ, .).

Si θ > 0, l’opérateur Λθ, considéré comme opérateur de L∞(R+) dans

L∞(R+), est de norme inférieure ou égale à
λ

λ + θ
< 1. Ainsi nous avons

‖Λn
θ F (θ, µ, .)‖∞ ≤

(
λ

λ + θ

)n

et donc la fonction G(θ, µ, .) est identiquement

nulle.

3) Montrons (i), lorsque θ = 0 et c > E(J1) :

Lemme B.3 Sous les hypothèses précédentes, nous avons :
(i) G(0, µ, .) est positive et bornée sur R+ ,
(ii) Λ0G(0, µ, .) = G(0, µ, .),
(iii) G(0, µ, .) est continue sur R+,
(iv) lim

x→+∞
G(0, µ, x) = 0.
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Démonstration du lemme B.3

- démonstration de (i) : Pour tout x ≥ 0, F (0, µ, x) ≥ 0 et Λ0 est un
opérateur positif donc G(0, µ, .) est positive.

Puisque, dans (B.0.14), tous les termes sont positifs et que, pour tout x ≥ 0,
0 ≤ F (0, µ, x) ≤ 1 et F (0, µ, .) appartient à L∞(R+), nous avons, pour tout
x ≥ 0, 0 ≤ G(0, µ, .) ≤ 1.

- démonstration de (ii) : (ii) résulte de la définition de G(0, µ, .) et
du fait que Λ0 est borné, donc continu, dans L∞(R+) (cf. Théorème 5.5, point
(i)).

- démonstration de (iii) : D’après (B.0.7) et d’après l’alinéa (ii) du
Lemme B.3, nous avons :

G(0, µ, .)(x) =

=
1

α0

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x−y)∧x

−∞
e−ca

(
e−α0|a| − e−(2x−a)α0

)
G(0, µ, x− a− y)da . (B.0.17)

En effectuant le changement de variables z = x− a− y, nous obtenons :

G(0, µ, .)(x) =

=
1

α0

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

e−c(x−y−z)
(
e−α0|x−y−z| − e−(x+y+z)α0

)
G(0, µ, z)dz .

(B.0.18)

La fonction Υ : x → e−c(x−y−z)
(
e−α0|x−y−z| − e−(x+y+z)α0

)
G(0, µ, z) est conti-

nue sur R+, à valeurs dans R+.
Pour tout y + z ≥ 0, majorons |Υ| sur le compact [(x0 − ε)+, x0 + ε], où

x0 ≥ 0. Plus précisément, pour tout x appartenant à [(x0 − ε)+, x0 + ε] :

∣∣∣∣|x− y − z| − |x0 − y − z|
∣∣∣∣ ≤ |x− x0| ≤ ε , (B.0.19)

et donc

|Υ(x)| ≤ ‖G(0, µ, .)‖∞ e−c(x0−ε−y−z)e−α0(|x0−y−z|−ε)

≤ ‖G(0, µ, .)‖∞ e(c+α0)εe−c(x0−y−z)e−α0|x0−y−z| (B.0.20)
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En remplaçant dans le second membre de (B.0.18), Υ(x) par le majorant ob-
tenu en (B.0.20) et en utilisant le changement de variables a = x0−y−z, nous
avons :

1

α0

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

0∨(−y)

sup
x∈[x0−ε,x0+ε]

|Υ(x)| dz

≤ 1

α0

‖G(0, µ, .)‖∞ e(c+α0)ε

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ (x0−y)∧x0

−∞
e−cae−α0|a|da

≤ 1

α0

‖G(0, µ, .)‖∞ e(c+α0)ε

∫ +∞

−∞
ν(dy)

∫ +∞

−∞
e−cae−α0|a|da < ∞ . (B.0.21)

Cette dernière intégrale est finie car α0 > |c| et

∫ +∞

−∞
ν(dy) = λ.

Nous en déduisons, d’après le théorème de convergence dominée, que la
fonction G(0, µ, .) est continue sur R+.

- démonstration de (iv) : Nous savons que F (0, µ, .) appartient à Bγ

et donc :
lim

x→+∞
F (0, µ, x) = 0 . (B.0.22)

Dans le cas où θ = 0 et la condition de profit net est vérifiée, c > E(J1),
nous savons d’après (4.1.8), que :

lim
x→+∞

F (0, 0, x) = lim
x→+∞

P(Tx < +∞) = 0 . (B.0.23)

Comme F (0, µ, x) ≤ F (0, 0, x), alors :

lim
x→+∞

F (0, µ, x) = 0 . (B.0.24)

Nous pouvons donc conclure que :

lim
x→+∞

G(0, µ, x) = lim
x→+∞

(
F (0, µ, x)− F (0, µ, x)

)
= 0 . (B.0.25)

ut
Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de la Pro-

position B.2.
D’après (B.0.17), (5.3.53) et (5.3.54), nous avons, pour tout x ≥ 0 :

G(0, µ, x) = Λ0G(0, µ, .)(x) ≤ ‖G(0, µ, .)‖∞ . (B.0.26)

D’après l’inégalité stricte (5.3.53), l’inégalité (B.0.26) est stricte dès que
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‖G(0, µ, .)‖∞ 6= 0. Comme G(0, µ, .) est continue et tend vers 0 quand x tend
vers +∞ (cf. Lemme B.3, (iii) et (iv)), elle atteint son maximum en un point
x0 ≥ 0, donc G(0, µ, .) ≡ 0. Ceci achève la démonstration de la Proposition B.2.

ut



Annexe C

Exemple de processus où ν est
de densité gamma

C.1 Introduction

C.1.1 But de cette annexe

Soit le processus (Xt , t≥ 0) défini par :

Xt := Bt − ct + Jt , (C.1.1)

où c ∈ R, (Bt , t≥ 0) est un mouvement brownien linéaire, issu de 0 et
(Jt , t≥ 0) est un processus de Poisson composé, de mesure de Lévy ν, tel
que J0 = 0, indépendant de (Bt , t≥ 0).

Le but de cette annexe est de développer un exemple simple où nous choi-
sissons explicitement la mesure de Lévy ν, de masse finie et de la forme :

ν(dy) =
ba

Γ(a)
ya−1e−by1l{y>0} dy . (C.1.2)

où a ∈ N∗ et b > 0 sont des constantes données.

Pour cet exemple, nous démontrons les deux résultats suivants :

1. Nous démontrons que pour tout θ ≥ 0, tout µ ≥ 0 et tout x ≥ 0,
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F (θ, µ, x) se calcule explicitement (cf. Théorème C.1) :

F (θ, µ, x) =

q−1∑
i=0

Ci(θ, µ)e−γi(θ)x+

p∑
i=1

(
Di(θ, µ)e−ρi(θ)x + Di(θ, µ)e−ρi(θ)x

)
,

(C.1.3)
où q est le nombre de zéros réels de ϕθ, notés −γi(θ), et 2p est le nombre
de zéros non réels, notés −ρi(θ) et −ρi(θ) .

Ainsi, nous consacrons tout d’abord un paragraphe, C.2, à l’étude de la
fonction ϕθ et de ses pôles.

2. Nous démontrons qu’avec la condition de profit net , c >
a

b
, la loi de

l’overshoot Kx (défini sur {Tx < +∞}, est égale à (cf. Théorème C.4) :

wx(dz) = A0(x)δ0(dz) + A1(x)e−bz1l{z≥0}dz . (C.1.4)

où

A0(x) =

q−1∑
i=0

αie
−γi(0)x +

p∑
i=1

(
βie

−ρi(0)x + βie
−ρi(0)x

)
(C.1.5)

et A1(x) =

q−1∑
i=0

Pi(z)e−γi(0)x +

p∑
i=1

(
Qi(z)e−ρi(0)x + Qi(z)e−ρi(0)x

)

(C.1.6)

avec αi et βi des constantes et Pi et Qi des polynômes de degré a− 1.

3. Nous étudions deux cas particuliers : nous choisissons dans (C.1.2), a = 1
puis a = 2. Nous effectuons alors des calculs précis, en particulier nous
donnons explicitement, sous la condition de profit net, la loi de l’over-
shoot Kx (défini sur {Tx < +∞}) :
1) Pour a = 1,

wx(dz) =

(
q1e

q1x

2ϕ′(q1)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)

)
δ0(dz)

+
(
P1(z)eq1x + P2(z)eq2z + P 2(z)eq2z

)
e−bz1l{z≥0}dz (C.1.7)

où q1 et q2 sont les zéros non nuls de ϕ et Pi avec i ∈ {1, 2} est le
polynôme, de degré 0, défini par :

Pi(z) =
qi

(b + qi) ϕ′(qi)
, (C.1.8)
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2) Pour a = 2,

wx(dz) =

(
q1e

q1x

2ϕ′(q1)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)

)
δ0(dz)

+
(
P1(z)eq1x + P2(z)eq2z + P 2(z)eq2z

)
e−bz1l{z≥0}dz (C.1.9)

où q1, q2 et q2 sont les zéros non nuls de ϕ et Pi avec i ∈ {1, 2} est le
polynôme, de degré 1, défini par :

Pi(z) =
1

ϕ′(qi)

[
qi

b + qi

z + 1 +
b2

(b + qi)2

]
. (C.1.10)

Enfin, nous précisons la probabilité de ruine ; ainsi, sous la condition de
profit net :
1) Pour a = 1,

P(Tx < +∞) = − ϕ′(0)

ϕ′(q1)
eq1x − ϕ′(0)

ϕ′(q2)
eq2x , (C.1.11)

2) Pour a = 2,

P(Tx < +∞) = − ϕ′(0)

ϕ′(q1)
eq1x − ϕ′(0)

ϕ′(q2)
eq2x − ϕ′(0)

ϕ′(q2)
eq2x . (C.1.12)

Des calculs similaires ont déjà été réalisés par plusieurs auteurs, citons en
particulier :

1. S.G. Kou et H. Wang ([KW01]) étudient le cas où :

ν(dy) :=
(
pη1e

−η1y1l{y≥0} + qη2e
η2y1l{y<0}

)
dy , (C.1.13)

où p ≥ 0, q ≥ 0, p + q = 1, η1 > 0 et η2 > 0.
Ils calculent explicitement alors la loi de l’overshoot XTx − x (cf. Pro-
position 3.1, page 8) et la transformée de laplace de la loi de Tx (cf.
proposition 3.2, page 9).

2. F. Dufresne et H.U. Gerber (cf. [DG90]) étudient le cas où (cf. 4.6.38) :

ν(dy) :=

(
n∑

i=1

Aiβie
−βiy1l{y≥0}

)
dy , (C.1.14)

et calculent explicitement la probabilité de ruine (cf. 4.6.39) :

P(Tx < +∞) =
n+1∑

k=1

Cke
−rkx . (C.1.15)

Leurs calculs sont plus généraux que notre exemple lorsque a = 1.



228 Annexe C. Exemple où ν est de densité gamma

C.1.2 Notations et remarques

La transformée de Laplace de la mesure ν est définie, pour tout q > −b,
par :

ν̂(q) :=

∫ +∞

0

e−qyν(dy) =

(
1

1 + q
b

)a

. (C.1.16)

Puisque ν ne charge que R+, nous avons :

r∗ν = +∞ , (C.1.17)

et d’après la définition de rν (cf. (5.3.44)), nous avons :

rν = b . (C.1.18)

Remarquons que nous avons :

E(J1) =

∫ +∞

0

y
ba

Γ(a)
ya−1e−by dy =

1

b

Γ(a + 1)

Γ(a)
=

a

b
. (C.1.19)

La fonction ϕθ : q → ϕ(q)− θ se calcule explicitement :

ϕθ(q) =
q2

2
+ cq +

∫ +∞

0

(e−qy − 1)ν(dy)− θ

=
q2

2
+ cq − (1 + θ) +

1(
1 + q

b

)a . (C.1.20)

Ainsi ϕθ se prolonge en une fonction holomorphe sur C− {−b} et nous consta-
tons donc que les hypothèses du Théorème 7.3 sont satisfaites. Nous noterons
encore ϕθ son prolongement méromorphe.

Pour tout θ ≥ 0 et tout µ ≥ 0, soit la fonction F (θ, µ, .) définie par :

F (θ, µ, x) := E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<∞}

) ∀x ≥ 0 . (C.1.21)

D’après (6.1.10), F (θ, µ, .) a pour transformée de Laplace F̂ (θ, µ, .) définie,
pour tout q ∈ C tel que Re (q) > 0, par :

F̂ (θ, µ, q) =

∫ +∞

0

e−qxF (θ, µ, x)dx

=
1

ϕθ(q)

[
q − γ∗0(θ)

2
+

1

q − µ

∫ +∞

0

(e−qy − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

]
(C.1.22)
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où γ∗0(θ) est l’unique réel vérifiant :

γ∗0(θ) ≥ 0 et ϕθ(γ
∗
0(θ)) = 0 . (C.1.23)

avec

si θ > 0, γ∗0(θ) > 0 (C.1.24)

si θ = 0 et c < E(J1), γ∗0(0) > 0 (C.1.25)

si θ = 0 et c ≥ E(J1), γ∗0(0) = 0 . (C.1.26)

Comme ϕθ, F̂ (θ, µ, .) admet un prolongement méromorphe sur C.

Nous avons vu au paragraphe 7 que les zéros de ϕθ, pôles de F̂ (θ, µ, .),
jouent un rôle déterminant dans le comportement de F (θ, µ, .) à l’infini.

Nous savons d’autre part que γ∗0(θ) est une fausse singularité pour F̂ (θ, µ, .)

et que F̂ (θ, µ, .) n’a pas de singularité sur {q ∈ C / Re q > 0} . L’étude de la
fonction ϕθ est l’objet des deux paragraphes suivants.

C.2 Etude de ϕθ

C.2.1 Etude de ϕθ sur R
Nous avons :

ϕ′θ(q) = q + c− a

b

1(
1 + q

b

)a+1 (C.2.27)

ϕ′′θ(q) = 1 +
a(a + 1)

b2

1(
1 + q

b

)a+2 . (C.2.28)

• La présence dans (C.2.27) du facteur
1(

1 + q
b

)a+1 indique que les varia-

tions de ϕθ, sur ]−∞,−b[, dépendent de la parité de a, ce qui n’est pas
le cas sur ]− b, +∞[.

• La présence dans (C.2.28) du facteur
1(

1 + q
b

)a+2 montre que ϕθ est

convexe sur ]− b, +∞[, tandis que cette convexité dépend, sur ]−∞,−b[,
de la parité de a.
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0 γ∗0(θ)

−θ

−b−γ0(θ)

Cas où θ > 0

−b 0−γ0(θ)

Cas où θ = 0 et c > a
b

0−b γ∗0(θ)

Cas où θ = 0 et c < a
b

0−b

Cas où θ = 0 et c = a
b

Fig. C.1 – Graphe de ϕθ sur ]− b, +∞[

C.2.2 Etude de ϕθ sur ]− b, +∞[

ϕθ est donc convexe sur ]− b, +∞[ et vérifie :

ϕθ(0) = −θ (C.2.29)

ϕ′θ(0) = c− a

b
(C.2.30)

lim
q→(−b)+

ϕθ(q) = +∞ (C.2.31)

lim
q→+∞

ϕθ(q) = +∞ . (C.2.32)

Nous en déduisons que (cf. Figure C.1) :

1. Si θ > 0, ϕθ admet dans ] − b, +∞[, deux zéros réels −γ0(θ) < 0 et
γ∗0(θ) > 0.

2. Si θ = 0 et c >
a

b
(condition de profit net), ϕ′(0) > 0 et ϕ s’annule en 0

et pour un réel, noté −γ0(0), appartenant à ]− b, 0[.
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3. Si θ = 0 et c <
a

b
, ϕ′(0) < 0 et ϕ s’annule en 0 et pour un réel, noté

γ∗0(0), appartenant, à ]0, +∞[.

4. Si θ = 0 et c =
a

b
, ϕ′(0) = 0 et ϕ ne s’annule qu’en 0.

C.2.3 Etude de ϕθ sur ]−∞,−b[

0−b

Cas où a est impair

−b 0

Cas où a est pair

Fig. C.2 – Graphe de ϕθ sur ]−∞,−b[

Etude du cas où a est impair Nous avons alors :

ϕ′′′θ (q) = −a(a + 1)(a + 2)

b3

1(
1 + q

b

)a+3 < 0 ∀q < −b, (C.2.33)

lim
q→−∞

ϕ′′θ(q) = 1, (C.2.34)

lim
q→(−b)−

ϕ′′θ(q) = −∞ . (C.2.35)

Ainsi ϕ′′θ est strictement décroissante sur ]−∞,−b[ et s’annule une seule fois en
une valeur ρ < −b. D’après (C.2.34) et (C.2.35), ϕ′′θ est positive sur ]−∞, ρ]
et négative sur [ρ,−b[. Nous en déduisons que ϕθ est convexe sur ]−∞, ρ] et
concave sur [ρ,−b[. Comme

lim
q→−∞

ϕθ(q) = +∞ (C.2.36)

lim
q→(−b)−

ϕθ(q) = −∞ , (C.2.37)

alors ϕθ admet sur ] −∞,−b[ soit un seul zéro réel, soit trois zéros dont un
double possible. (cf. Figure C.2, cas où a est impair).
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Etude du cas où a est pair Nous avons, d’après (C.2.28) :

∀q ∈]−∞,−b[, ϕ′′(q) > 0 . (C.2.38)

Nous en déduisons que ϕθ est convexe sur ]−∞,−b[. De plus, nous avons :

lim
q→−∞

ϕθ(q) = +∞ (C.2.39)

lim
q→(−b)−

ϕθ(q) = +∞ . (C.2.40)

Ainsi ϕθ peut avoir deux racines (une double possible) ou aucune racine réelle
sur ]−∞,−b[ (cf. Figure C.2, cas où a est pair).

C.2.4 Etude de ϕθ sur C− {−b}
Nous avons démontré dans le cas général (cf. Proposition A.5), que ϕθ n’a

pas de zéro sur la bande {q ∈ C / − γ0(θ) ≤ Re q ≤ γ∗0(θ)} autres que −γ0(θ)
et γ∗0(θ) avec la convention que −γ0(θ) désigne le zéro réel de ϕθ dans ]− b, 0]
et que γ∗0(θ) désigne le zéro réel de ϕθ dans [0, +∞[).

Par ailleurs, nous pouvons écrire, pour tout complexe q 6= −b :

ϕθ(q) =
1(

1 + q
b

)a

[(
q2

2
+ cq − (1 + θ)

) (
1 +

q

b

)a

+ 1

]
. (C.2.41)

Le numérateur de ϕθ(q) est un polynôme de degré a + 2, il admet donc a + 2
racines complexes et donc :

1. Si a est impair, ϕθ admet trois ou cinq racines réelles (une double pos-
sible) dont −γ0(θ) et γ∗0(θ) et a−1 ou a−3 racines complexes, non réelles
et conjuguées deux à deux. Notons que a− 1 ou a− 3 sont des nombres
impairs.

2. Si a est pair, ϕθ admet deux ou quatre racines réelles (une double pos-
sible) dont −γ0(θ) et γ∗0(θ) et a−2 ou a−4 racines complexes, non réelles
et conjuguées deux à deux. Notons que a− 2 ou a− 4 sont des nombres
pairs.
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C.3 Expression de F (θ, µ, x) pour θ ≥ 0, µ ≥ 0

et x ≥ 0

Théorème C.1
Pour tout θ ≥ 0, tout µ ≥ 0 et tout x ≥ 0, F (θ, µ, x) se calcule explicitement :

F (θ, µ, x) =

q−1∑
i=0

Ci(θ, µ)e−γi(θ)x +

p∑
i=1

(
Di(θ, µ)e−ρi(θ)x + Di(θ, µ)e−ρi(θ)x

)
,

(C.3.42)
où q est le nombre de zéros réels et 2p le nombre de zéros non réels de ϕθ,

Re (−ρp(θ)) < · · · < Re (−ρ1(θ)) < −γ0(θ) ≤ 0 , (C.3.43)

− γq−1(θ)) < · · · < −γ1(θ)) < −γ0(θ) ≤ 0 , (C.3.44)

et les constantes Ci(θ, µ) sont des réels et les Di(θ, µ) sont des complexes.

Démonstration du Théorème C.1

(i) Nous rappelons que les pôles de F̂ (θ, µ, .) sont les zéros de ϕθ hormis

γ∗0(θ), fausse singularité de F̂ (θ, µ, .). D’après l’étude faite au paragraphe C.2.4,

F̂ (θ, µ, .) admet donc n ≤ a + 1 pôles :

1. q pôles réels (deux ou quatre si a est impair et un ou trois si a est pair),
notés −γi(θ),

2. 2p pôles complexes, non réels, conjugués deux à deux, notés −ρi(θ), tels
que :

Re (−ρp(θ)) < · · · < Re (−ρ1(θ)) < −γ0(θ) ≤ 0 . (C.3.45)

(ii) D’après (C.1.22), (C.1.16) et (C.1.2), nous avons :

F̂ (θ, µ, q) =
1

ϕθ(q)

[
q − γ∗0(θ)

2
+

1

q − µ

(
1(

1 + q
b

)a −
1(

1 + µ
b

)a

)

− 1

γ∗0(θ)− µ


 1(

1 +
γ∗0 (θ)

b

)a −
1(

1 + µ
b

)a





 (C.3.46)
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où ϕθ(q) est donné en (C.1.20).

Remarquons que pour θ ≥ 0 et µ ≥ 0 fixés, F̂ (θ, µ, q) est une fraction

rationnelle en q. Comme lim
q→+∞

F̂ (θ, µ, q) = 0, cette fraction rationnelle est de

degré négatif. Ainsi, F̂ (θ, µ, q) se décompose dans C, en éléments simples, sous
la forme :

F̂ (θ, µ, q) =

q−1∑
i=0

Ci(θ, µ)

q + γi(θ)
+

p∑
i=1

(
Di(θ, µ)

q + ρi(θ)
+

Di(θ, µ)

q + ρi(θ)

)
, (C.3.47)

où les −γi(θ) et les −ρi(θ) sont les pôles réels et complexes de ϕθ (cf. le point
(i) ci-dessus).

Par inversion de la transformée de Laplace, le Théorème C.1 en résulte.

Remarque C.2
Notre Théorème 7.3 fournit également une démonstration du Théorème C.1.
En effet, d’après ce Théorème 7.3, pour tout θ ≥ 0, tout µ ≥ 0 et tout A tel
que −A < inf

i,j
(−γi(θ), Re (−ρj(θ))), F (θ, µ, .) admet, quand x tend vers +∞,

un développement asymptotique de la forme :

F (θ, µ, x) =

q−1∑
i=0

Ci(θ, µ)e−γi(θ)x +

p∑
i=1

(
Di(θ, µ)e−ρi(θ)x + Di(θ, µ)e−ρi(θ)x

)

+ O
(
e−Ax

)
, (C.3.48)

où O est uniforme en µ ∈ R+ et en θ ∈ R+.

Nous allons montrer qu’en fait lim
A→+∞

O
(
e−Ax

)
= 0 et donc que nous obte-

nons (C.3.42).
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D’après le Lemme 7.7 et en utilisant l’écriture (7.1.35), nous avons :

O(e−Ax) =

∫ +∞

−∞
e(−A+it)x ̂̃

F (θ, µ,−A + it)dt

= e−Ax

∫ +∞

−∞
eitx

[
e−A+it − 1

(−A + it)2
− γ∗0(θ)

(−A + it)(−A + it + γ∗0(θ))

+
1

ϕ(−A + it)− θ

(
c
−A + it− γ∗0(θ)
−A + it + γ∗0(θ)

+

∫ +∞

−∞

(e−(−A+it)y − e−γ∗0 (θ)y)

−A + it + γ∗0(θ)
ν(dy)

+

∫ +∞

0

(e−(−A+it)y − e−µy)

−A + it− µ
ν(dy)−

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)

γ∗0(θ)− µ
ν(dy)

)]
dt .

(C.3.49)

Remarquons que d’après (C.1.20), nous avons ϕθ(q) ∼|q|→+∞ q2 et donc, ϕθ ne
s’annulant jamais pour q ≤ inf

i,j
(−γi(θ),−Re (ρj(θ))), nous montrons, en appli-

quant le Théorème de Lebesgue, que lim
A→+∞

O
(
e−Ax

)
= 0.

Remarque C.3
Comme ν ne charge que R+, si les zéros de ϕθ sont des zéros simples dont

la partie réelle est supérieure à −b, (7.2.104) donne les coefficients Ci(θ, µ) et
Di(θ, µ) explicitement, i.e. :

Ci(θ, µ) =
1

ϕ′(−γi(θ))

[−γi(θ)− γ∗0(θ)
2

+
1

−γi(θ)− µ

∫ +∞

0

(eγi(θ)y − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

]
. (C.3.50)

et

Di(θ, µ) =
1

ϕ′(−ρi(θ))

[−ρi(θ)− γ∗0(θ)
2

+
1

−ρi(θ)− µ

∫ +∞

0

(eρi(θ)y − e−µy)ν(dy)

− 1

γ∗0(θ)− µ

∫ +∞

0

(e−γ∗0 (θ)y − e−µy)ν(dy)

]
. (C.3.51)

Si par contre, la partie réelle des zéros de ϕθ est inférieure à −b, il convient
de remplacer dans les formules ci-dessus, ϕ et ν̂ par leur prolongement méro-
morphe.
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C.4 Calcul de la loi de l’overshoot

Nous supposons dans ce paragraphe que la condition de profit net, c >
a

b
est vérifiée.

En utilisant (C.3.42) avec θ = 0, nous allons déterminer la loi de l’overshoot
Kx, conditionnellement à {Tx < +∞}, en inversant la transformée de Laplace
en µ :

E
(
e−µKx1l{Tx<+∞}

)
=

q−1∑
i=0

Ci(0, µ)e−γi(0)x

+

p∑
i=1

(
Di(0, µ)e−ρi(0)x + Di(0, µ)e−ρi(0)x

)
. (C.4.52)

Il est clair que les Ci(0, µ) et les Di(0, µ) sont des transformées de Laplace en
µ de mesures que nous allons déterminer.

Théorème C.4
Nous supposons que tous les zéros de ϕ sont des zéros simples et que la condi-

tion de profit net c >
a

b
est vérifiée.

(i) Il existe des constantes αi, i ∈ {0, · · · , q − 1} et βi, i ∈ {1, · · · , p} et
des polynômes, de degré a−1, Pi, i ∈ {0, · · · , q−1} et Qi, i ∈ {1, · · · , p}
tels que la loi de la v.a. Kx (définie sur {Tx < +∞}) soit égale à :

wx(dz) =

[
q−1∑
i=0

αie
−γi(0)x +

p∑
i=1

(
βie

−ρi(0)x + βie
−ρi(0)x

)
]

δ0(dz)

+

[
q−1∑
i=0

Pi(z)e−γi(0)x +

p∑
i=1

(
Qi(z)e−ρi(0)x + Qi(z)e−ρi(0)x

)
]

e−bz1l{z≥0}dz .

(C.4.53)

(ii) Les constantes αi et βi sont données par :

αi =
−γi(0)

2ϕ′(−γi(0))
et βi =

−ρi(0)

2ϕ′(−ρi(0))
. (C.4.54)
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(iii) Les polynômes Pi et Qi sont explicites :

Pi(z) =
ebz

ϕ′(−γi(0))


Γ(a, bz)

Γ(a)
− e−γi(0)z

(
1− γi(0)

b

)a

Γ(a, (−γi(0) + b)z)

Γ(a)


 ,

(C.4.55)

Qi(z) =
ebz

ϕ′(−ρi(0))


Γ(a, bz)

Γ(a)
− e−ρi(0)z

(
1− ρi(0)

b

)a

Γ(a, (−ρi(0) + b)z)

Γ(a)


 ,

(C.4.56)

où la fonction Z → Γ(a, Z) est le prolongement holomorphe de la fonc-
tion définie pour X ∈ R+ par :

Γ(a,X) :=

∫ +∞

X

ta−1e−tdt . (C.4.57)

(iv) La loi de Kx, conditionnellement à {Tx < +∞} est égale à :

w̃x(dz) =
wx(dz)

F (0, 0, x)
. (C.4.58)

Remarque C.5

1. La formule (C.4.58) permet de retrouver aisément :

lim
x→+∞

w̃x(dz) = w(dz) , (C.4.59)

où w(dz) est défini par la formule (10.1.1) énoncée au Théorème 10.1.

2. Dans les situations de non profit net, c ≤ a

b
, nous pouvons obtenir des

formules analogues :

Si c <
a

b
,

wx(dz) =

[
α0 +

q−1∑
i=1

αie
−γi(0)x +

p∑
i=1

(
βie

−ρi(0)x + βie
−ρi(0)x

)
]

δ0(dz)

+

[
P0(z) +

q−1∑
i=1

Pi(z)e−γi(0)x

+

p∑
i=1

(
Qi(z)e−ρi(0)x + Qi(z)e−ρi(0)x

)
]

e−bz1l{z≥0}dz , (C.4.60)
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avec

α0 =
−γ∗0(0)

2ϕ′(0)
et αi =

−γi(0)− γ∗0(0)

2ϕ′(−γi(0))
et βi =

−ρi(0)− γ∗0(0)

2ϕ′(−ρi(0))
(C.4.61)

et

P0(z) =
ebz

ϕ′(0))


 eγ∗0 (0)z

(
1 +

γ∗0 (0)

b

)a

Γ(a, (γ∗0(0) + b)z)

Γ(a)
− Γ(a, bz)

Γ(a)


 ,

(C.4.62)

Pi(z) =
ebz

ϕ′(−γi(0))


 eγ∗0 (0)z

(
1 +

γ∗0 (0)

b

)a

Γ(a, (γ∗0(0) + b)z)

Γ(a)

− e−γi(0)z

(
1− γi(0)

b

)a

Γ(a, (−γi(0) + b)z)

Γ(a)


 , (C.4.63)

Qi(z) =
ebz

ϕ′(−ρi(0))


 eγ∗0 (0)z

(
1 +

γ∗0 (0)

b

)a

Γ(a, (γ∗0(0) + b)z)

Γ(a)

− e−ρi(0)z

(
1− ρi(0)

b

)a

Γ(a, (−ρi(0) + b)z)

Γ(a)


 . (C.4.64)

Si c =
a

b
,

wx(dz) =

[
α0 +

q−1∑
i=1

αie
−γi(0)x +

p∑
i=1

(
βie

−ρi(0)x + βie
−ρi(0)x

)
]

δ0(dz)

+

[
P0(z) +

q−1∑
i=1

Pi(z)e−γi(0)x

+

p∑
i=1

(
Qi(z)e−ρi(0)x + Qi(z)e−ρi(0)x

)
]

e−bz1l{z≥0}dz , (C.4.65)

avec

α0 =
1

ϕ′′(0)
et αi =

−γi(0)

2ϕ′(−γi(0))
et βi =

−ρi(0)

2ϕ′(−ρi(0))
(C.4.66)
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et

P0(z) =
2 ebz

ϕ′′(0)

(
Γ(a + 1, bz)

b Γ(a)
− z

Γ(a, bz)

Γ(a)

)
, (C.4.67)

Pi(z) =
ebz

ϕ′(−γi(0))


Γ(a, bz)

Γ(a)
− e−γi(0)z

(
1− γi(0)

b

)a

Γ(a, (−γi(0) + b)z)

Γ(a)


 ,

(C.4.68)

Qi(z) =
ebz

ϕ′(−ρi(0))


Γ(a, bz)

Γ(a)
− e−ρi(0)z

(
1− ρi(0)

b

)a

Γ(a, (−ρi(0) + b)z)

Γ(a)


 .

(C.4.69)

Démonstration du Théorème C.4

Nous supposons, dans un premier temps que −γi(0) et −ρi(0) ont leur
partie réelle supérieure à −b.

D’après la remarque C.3 et comme nous sommes dans la situation de profit
net, γ∗0(0) = 0, alors nous avons :

Ci(0, µ) =
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
− 1

µ + γi(0)

∫ +∞

0

(eγi(0)y − e−µy)ν(dy)

+
1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)

]
. (C.4.70)

et

Di(0, µ) =
1

ϕ′(−ρi(0))

[−ρi(0)

2
− 1

µ + ρi(0)

∫ +∞

0

(eρi(0)y − e−µy)ν(dy)

+
1

µ

∫ +∞

0

(1− e−µy)ν(dy)

]
. (C.4.71)

Nous faisons les calculs avec Ci(0, µ), ceux pour Di(0, µ) s’en déduisant en
remplaçant −γi(0) par −ρi(0). d’où

Ci(0, µ) =
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
−

∫ +∞

0

eγi(0)y

(∫ y

0

e−(µ+γi(0))zdz

)
ν(dy)

+

∫ +∞

0

(∫ x

0

e−µzdz

)
ν(dy)

]
. (C.4.72)
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Ainsi

Ci(0, µ) =
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
−

∫ +∞

0

e−µz

(∫ +∞

z

eγi(0)(y−z)ν(dy)

)
dz

+

∫ +∞

0

e−µz

(∫ +∞

z

ν(dy)

)
dz

]
. (C.4.73)

Nous déduisons de (C.4.73) :

Ci(0, µ) =

∫ +∞

0

e−µzw(i)(dz) , (C.4.74)

avec :

w(i)(dz) =
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
δ0(dz)−

(∫ +∞

z

(eγi(0)(y−z) − 1)ν(dy)

)
1l{z≥0}dz

]
.

(C.4.75)
Utilisant alors (C.1.2), nous avons :

∫ +∞

z

(eγi(0)(y−z) − 1)ν(dy) =

=
ba

Γ(a)

(
e−γi(0)z

∫ +∞

z

ya−1e−(−γi(0)+b)ydy −
∫ +∞

z

ya−1e−bydy

)

=
ba e−γi(0)z

(b− γi(0))a

Γ(a, (−γi(0) + b)z)

Γ(a)
− Γ(a, bz)

Γ(a)
. (C.4.76)

Nous obtenons alors :

w(i)(dz) =
1

ϕ′(−γi(0))

[−γi(0)

2
δ0(dz)

+

(
Γ(a, bz)

Γ(a)
− ba e−γi(0)z

(b− γi(0))a

Γ(a, (−γi(0) + b)z)

Γ(a)

)
1l{z≥0}dz

]
.

(C.4.77)

Dans le cas où −γi(0) a sa partie réelle inférieure à −b, il suffit de remplacer
dans (C.4.77), ϕ′(−γi(0)) par la valeur en−γi(0) du prolongement méromorphe
de ϕ′ pour obtenir w(i)(dz).

Par ailleurs, comme a ∈ N∗, d’après (C.4.57), nous constatons facilement
par intégrations par partie que Γ(a, X) est le produit d’un polynôme de degré



C.5. Exemples 241

a − 1 et de e−X . Ainsi il est clair qu’il existe un polynôme Pi de degré a − 1
tel que :

Pi(z) =
1

ϕ′(−γi(0))

[
Γ(a, bz)

Γ(a)
− ba e−γi(0)z

(b− γi(0))a

Γ(a, (−γi(0) + b)z)

Γ(a)

]
ebz .

(C.4.78)
Ainsi :

w(i)(dz) =
−γi(0)

2 ϕ′(−γi(0))
δ0(dz) + Pi(z) e−bz1l{z≥0}dz . (C.4.79)

En utilisant alors le développement (C.4.52), nous obtenons (C.4.53). ut
Donnons deux exemples.

C.5 Exemples

C.5.1 1er exemple : a = 1

La mesure ν est alors une loi exponentielle :

ν(dy) = be−by1l{y>0} dy . (C.5.80)

Zéros de ϕθ :

Pour tout θ ≥ 0, ϕθ a exactement trois zéros, réels, notés −γ1(θ), −γ0(θ)
et γ∗0(θ), vérifiant :

−γ1(θ) < −b < −γ0(θ) ≤ 0 ≤ γ∗0(θ) . (C.5.81)

Expression de F (θ, µ, x)

Ainsi pour tout θ ≥ 0, tout µ ≥ 0 et tout x ≥ 0, nous avons :

F (θ, µ, x) = C0(θ, µ)e−γ0(θ)x + C1(θ, µ)e−γ1(θ)x . (C.5.82)
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Zéros de ϕ :

Plus particulièrement, si θ = 0, alors les zéros de ϕ sont, outre q0 = 0 :

q1 = −
(

c +
b

2

)
+

√(
c− b

2

)2

+ 2 et q2 = −
(

c +
b

2

)
−

√(
c− b

2

)2

+ 2 .

(C.5.83)
Ces zéros vérifient :

1. q2 < −b et avec la notation de (C.5.81), nous avons : q2 = −γ1(0).

2. Si c >
1

b
(condition de profit net), nous avons : −b < q1 < 0 et donc :

−γ0(0) = q1 et γ∗0(0) = q0 = 0.

3. Si c <
1

b
, nous avons q1 > 0 et donc : γ∗0(0) = q1 et −γ0(0) = q0 = 0.

4. Si c =
1

b
, nous avons q1 = 0 et donc : q1 = q0 = γ∗0(0) = −γ0(0) = 0.

Loi de l’overshoot, dans le cas de profit net :

Nous nous plaçons dans la situation de profit net, c >
1

b
.

Remarquons tout d’abord que :

Γ(1, X) =

∫ +∞

X

e−tdt = e−X . (C.5.84)

Ainsi, la loi de la v.a. Kx (définie sur {Tx < +∞}) est, d’après (C.4.53) et
(C.5.84), égale à :

wx(dz) =

[
q1e

q1x

2ϕ′(q1)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)

]
δ0(dz)

+

[
q1e

q1x

(q1 + b)ϕ′(q1)
+

q2e
q2x

(q2 + b)ϕ′(q2)

]
e−bz1l{z≥0}dz . (C.5.85)

Nous nous proposons maintenant de calculer la loi limite, quand x tend
vers +∞, de l’overshoot Kx, conditionnellement à {Tx < +∞}. Tout d’abord,
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calculons la loi w̃x(dz) de Kx, conditionnellement à {Tx < +∞} :

w̃x(dz) =
wx(dz)

P(Tx < +∞)
=

wx(dz)

F (0, 0, x)

=

[
q1eq1x

2ϕ′(q1)
+ q2eq2x

2ϕ′(q2)

]
δ0(dz) +

[
q1eq1x

(q1+b)ϕ′(q1)
+ q2eq2x

(q2+b)ϕ′(q2)

]
e−bz1l{z≥0}dz

q1eq1x

ϕ′(q1)

(
1
2

+ 1
b(q1+b)

)
+ q2eq2x

ϕ′(q2)

(
1
2

+ 1
b(q2+b)

) .

(C.5.86)

Comme q2 < −b < q1 < 0, nous obtenons :

lim
x→+∞

w̃x(dz) =

1
2
δ0(dz) + e−bz

q1+b
1l{z≥0}dz

1
2

+ 1
b(q1+b)

. (C.5.87)

Par ailleurs, un calcul montre que :

1

2
+

1

b(q1 + b)
=

1
b
− c

q1

. (C.5.88)

Ainsi la loi limite, quand x tend vers +∞, de l’overshoot Kx, conditionnelle-
ment à {Tx < +∞} est égale à :

w(dz) =
1

c− 1
b

(
−q1

2
δ0(dz)− q1

q1 + b
e−bz1l{z≥0}dz

)
. (C.5.89)

Nous retrouvons donc l’expression (10.1.1) de w(dz) énoncée au Théo-
rème 10.1.

Probabilité de ruine :

Ainsi, si θ = µ = 0, nous avons, d’après (7.2.110), (7.2.113), (7.2.112) et
(7.2.107) :

Si c ≤ 1

b
P(Tx < +∞) = F (0, 0, x) = 1 (C.5.90)

Si c >
1

b
P(Tx < +∞) = − ϕ′(0)

ϕ′(q1)
eq1x − ϕ′(0)

ϕ′(q2)
eq2x . (C.5.91)

Avec (C.5.91), nous retrouvons un résultat de Dufresne-Gerber [DG90].
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C.5.2 2ème exemple : a = 2

La mesure ν vérifie alors :

ν(dy) = b2ye−by1l{y>0} dy . (C.5.92)

Zéros de ϕθ :

Montrons alors que nous pouvons choisir b suffisamment grand pour que
pour tout θ ≥ 0, ϕθ n’ait que deux zéros réels, −γ0(θ) et γ∗0(θ).

ϕθ étant convexe sur ]−∞,−b[ et d’après (C.2.39) et (C.2.40), sa dérivée
s’annule une seule fois en x1 < −b, donc :

ϕ′θ(x1) = x1 + c− 2b2

(b + x1)3
= 0 , (C.5.93)

donc :

ϕθ(x1) =
x1

2

2
+ cx1 − (1 + θ) +

1

2
(x1 + c)(b + x1)

= x1
2 +

3c + b

2
x1 +

1

2
cb− (1 + θ) . (C.5.94)

Etudions la fonction h définie pour q ≤ −b par :

h(q) = q2 +
3c + b

2
q +

1

2
cb− (1 + θ) . (C.5.95)

Nous avons donc :

h′(q) = 2q +
3c + b

2
< − 3

2
(b− c) ∀q ≤ −b . (C.5.96)

De plus :

h(−b) =
1

2
b2 − 1

2
cb− (1 + θ) . (C.5.97)

Nous pouvons choisir b suffisamment grand, pour que h soit décroissante sur
]−∞,−b[ et vérifie h(−b) > 0. Dans ces conditions nous avons :
h(x1) ≥ h(−b) > 0. Ainsi ϕθ admet pour minimum sur ]−∞,−b[,



C.5. Exemples 245

ϕθ(x1) = h(x1) > 0 et n’a donc pas de racine réelle dans ] −∞,−b[. Donc ϕθ

admet deux racines réelles −γ0(θ) et γ∗0(θ) et deux racines complexes conju-
guées notées −γ1(θ) et −γ1(θ) .

Expression de F (θ, µ, x)

Ainsi pour tout θ ≥ 0, tout µ ≥ 0 et tout x ≥ 0, nous avons :

F (θ, µ, x) = C0(θ, µ)e−γ0(θ)x + C1(θ, µ)e−γ1(θ)x + C1(θ, µ)e−γ1(θ)x . (C.5.98)

Zéros de ϕ :

Examinons le cas particulier où θ = 0. ϕ admet comme zéros (calculés avec
le logiciel maple) :

q0 = 0 (C.5.99)

q1 = A + B − 2

3
(b + c) (C.5.100)

q2 = − 1

2
(A + B)− 2

3
(b + c) +

1

2
(A−B)i

√
3 (C.5.101)

q3 = − 1

2
(A + B)− 2

3
(b + c)− 1

2
(A−B)i

√
3 (C.5.102)

où

A =
1

3

[
− 6cb2 + 12c2b + b3 + 36b− 18c− 8c3

+
√
−12c2 − 24 + 72c2b2 − 36cb3 + 6b4 − 48c3b + 132b2 − 96cb

] 1
3

(C.5.103)

B =
−4cb + b2 + 6 + 4c2

9 A
. (C.5.104)

Il est clair que pour b suffisamment grand, q1 est réel, q2 et q3 sont des complexes
conjugués dont la partie réelle admet pour développement limité quand b est
voisin de l’infini :

Re (q2) = − b− 2

b
+ o

(
1

b

)
, (C.5.105)

ce qui prouve que, pour b assez grand, Re (q2) < −b.
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Loi de l’overshoot, dans le cas de profit net :

Nous nous plaçons dans la situation de profit net, c >
2

b
.

Remarquons tout d’abord que :

Γ(2, X) =

∫ +∞

X

t e−tdt = X e−X + e−X . (C.5.106)

Ainsi, la loi de la v.a. Kx (définie sur {Tx < +∞}) est, d’après (C.4.53) et
(C.5.106), égale à :

wx(dz) =

(
q1e

q1x

2ϕ′(q1)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)
+

q2e
q2x

2ϕ′(q2)

)
δ0(dz)

+
(
P1(z)eq1x + P2(z)eq2z + P 2(z)eq2z

)
e−bz1l{z≥0}dz . (C.5.107)

où Pi avec i ∈ {1, 2} est le polynôme, de degré 1, défini par :

Pi(z) =
1

ϕ′(qi)

[
qi

b + qi

z + 1 +
b2

(b + qi)2

]
. (C.5.108)

Probabilité de ruine :

Ainsi si θ = µ = 0, nous avons, d’après (7.2.110), (7.2.113), (7.2.112) et
(7.2.107) :

Si c ≤ 2

b
P(Tx < +∞) = F (0, 0, x) = 1 (C.5.109)

Si c >
2

b
P(Tx < +∞) = − ϕ′(0)

ϕ′(q1)
eq1x − ϕ′(0)

ϕ′(q2)
eq2x − ϕ′(0)

ϕ′(q2)
eq2x .

(C.5.110)

Remarque C.6 En particulier, quand x tend vers +∞ :
(
P(Tx < +∞) +

ϕ′(0)

ϕ′(q1)
eq1x

)
e−Re (q2)x n′a pas de limite , (C.5.111)

car cette expression est une combinaison linéaire de cos(Im (q2)x) et de
sin(Im (q2)x). Dans le chapitre 8, nous avons prouvé par une méthode de re-
nouvellement que eγ0(0)xP(Tx < +∞) a une limite quand x tend vers +∞, ce qui
nous donne le premier terme du développement asymptotique de P(Tx < +∞).
(C.5.111) prouve qu’obtenir le second membre par une méthode analogue n’est
donc pas possible.



Annexe D

Fonctions hypergéométriques

Nous rassemblons ici les informations sur les fonctions hypergéométriques
qui nous sont utiles au paragraphe 2.3.2 du chapitre 2.

Soit m ∈
]
−1

2
, 0

[
.

Nous noterons :

λm =
m + 1

8m(2m + 1)
(D.0.1)

et pour λ ∈ R, nous posons

ρ =
1

2

√
8(m + 1)(2m + 1)

|m|
√
|λ− λm| (D.0.2)

Lorsque λ ≥ λm , nous notons

ξm = m+1
2m

+ ρ et bm = m+1
2m

− ρ (D.0.3)

et pour λ < λm ,

ξm = m+1
2m

+ iρ et bm = m+1
2m

− iρ . (D.0.4)

Nous noterons désormais Z− l’ensemble des entiers négatifs. Pour c 6∈ Z− ,
nous notons F (ξ, b, c; z) la fonction hypergéométrique définie à l’intérieur du
disque unité de C par la série

F (ξ, b, c; z) = 1 +
∑

k≥1

ξ(ξ + 1)...(ξ + k − 1) b(b + 1)...(b + k − 1)

c(c + 1)...(c + k − 1) k!
zk. (D.0.5)
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Cette fonction est analytique sur {z ∈ C/|z| < 1} et on peut en réaliser
un prolongement holomorphe (cf [Leb65]) sur C \ [1, +∞[ qui vérifie aussi
l’équation différentielle :

z(1− z)
∂2F

∂z2
+ {c− (ξ + b + 1)z}∂F

∂z
− ξbz = 0. (D.0.6)

Pour c ∈ Z−, l’équation (D.0.6) n’est plus satisfaite puisque F n’est pas défi-
nie pour c ∈ Z−. C’est pour pallier cette difficulté que nous allons définir la
nouvelle fonction hypergéométrique G. Pour c ∈ Z−, nous notons G(ξ, b, c; .)
la fonction définie sur C par

G(ξ, b, c; z) = z1−cF (ξ + 1− c, b + 1− c, 2− c; z) . (D.0.7)

Nous pouvons montrer que G vérifie l’équation différentielle (D.0.6).
Nous notons ensuite :

cm :=
2m + 1

2m
(D.0.8)

et nous remarquons que si m = − 1
2n

avec n ∈ N \ {0, 1}, 2m+1
2m

∈ Z−. Pour

λ ∈ R, et cm 6∈ Z, nous notons η(x) :=
1

2

(
1− i

x

γm

)
et

Hλ(x) = F (ξm, bm, cm; η(x)) (D.0.9)

Kλ(x) = F (ξm, bm, cm; η̄(x)) (D.0.10)

et pour cm ∈ Z−,
Hλ(x) = G (ξm, bm, cm; η(x)) (D.0.11)

Kλ(x) = G (ξm, bm, cm; η̄(x)) . (D.0.12)

Nous remarquons ensuite que le générateur infinitésimal L de Z s’écrit

Lf(x) =
1

2
ϕ2m(x)f ′′(x)− βxf ′(x)

c’est-à-dire

Lf(x) =
1

2

(
am

γm

)2

(γ2
m + x2)f ′′ − βxf ′(x) . (D.0.13)
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Proposition D.1
Les fonctions Hλ et Kλ sont des fonctions propres, associées à la valeur propre
λ de l’opérateur L.

Démonstration de la Proposition D.1

Une fonction f est fonction propre de L si

1

2

(
am

γm

)2

(γ2
m + x2)f ′′(x)− βxf ′(x)− λf(x) = 0

i.e.

(γ2
m + x2)f ′′(x)− 2

(
γm

am

)2

βxf ′(x)− 2

(
γm

am

)2

λf(x) = 0 . (D.0.14)

Nous avons :

H ′
λ(x) = − i

2γm

R′(η(x)) (D.0.15)

où R désigne F (ξm, bm, cm; .) ou G(ξm, bm, cm; .) suivant la valeur de m et

H ′′
λ(x) = − 1

4γ2
m

R′′(η(x)) . (D.0.16)

Donc

R′(η(x)) = −2γm

i
H ′

λ(x) (D.0.17)

et
R′′(η(x)) = −4γ2

mH ′′
λ(x) . (D.0.18)

Puisque R vérifie l’équation différentielle (D.0.6), nous avons :

η(x)η̄(x)R′′(η(x)) +
{
cm − (ξm + bm + 1)η(x)

}
R′(η(x))− ξmbmR(η(x)) = 0

donc

1

4

(
1 +

x2

γ2
m

)
(−4γ2

m)H ′′
λ(x) +

{
cm − (ξm + bm + 1)

1

2

(
1− ix

γm

)}(− 2γm

i

)
H ′

λ(x)− ξmbmHλ(x) = 0
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ce qui donne

(γ2
m + x2)H ′′

λ(x) + (−iγm)(2cm − ξm − bm − 1)H ′
λ(x)

+ (ξm + bm + 1)xH ′
λ(x) + ξmbmHλ(x) = 0 .

(D.0.19)

Comme (ξm + bm + 1) = 2m+1
m

= −2
(

γm

am

)2

β , et 2cm − ξm − bm − 1 = 0 , et

puisque

ξmbm =
(m + 1

2m

)2

± ρ2 =
2(m + 1)(2m + 1)

m
= −2

(γm

am

)2

Hλ vérifie l’équation (D.0.14). Ainsi, Hλ est fonction propre de L pour la valeur
propre λ.
La démonstration est identique pour la fonction propre Kλ. ut

Les parties réelles de Hλ et Kλ sont également fonctions propres de L
associées à la valeur propre λ . Nous noterons désormais :

hλ := Re(Hλ) et kλ := Re(Kλ). (D.0.20)

Nous posons aussi, pour tout réels w, y et z,

f y
λ(w) := hλ(y)kλ(w)− kλ(y)hλ(w) (D.0.21)

et
gz

λ(w) := hλ(z)kλ(w)− kλ(z)hλ(w). (D.0.22)

f y
λ et gz

λ sont fonctions propres de L associées à la valeur propre λ, en tant que
combinaisons linéaires de fonctions propres.
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I- Processus associés à l’équation de diffusion rapide

Résumé Nous montrons ici l’existence et l’unicité du processus solution d’une E.D.S.
associée à l’équation de diffusion rapide, lorsque la donnée initiale est la mesure de Dirac
en 0. Nous prouvons que les trajectoires de ce processus sont hölderiennes d’indice inférieur
à 1/2 et nous explicitons la transformée de Laplace d’une classe de temps d’arrêts liés à ce
processus. Puis, nous construisons la solution d’une E.D.S. associée à l’équation de diffusion
rapide pour une large classe de données initiales. Enfin, nous montrons que cette solution,
convenablement renormalisée, converge vers la solution associée à la donnée initiale mesure
de Dirac en 0.
Mots clés : E.D.P. non linéaire de type parabolique, processus auto-similaire, équation
différentielle stochastique, temps d’arrêt.
Title : Associated processes with the rapid diffusion’s equation.

II- Etude asymptotique du temps de ruine et de l’over-
shoot

Résumé Nous modélisons la fortune d’une compagnie d’assurance à l’instant t (t ≥ 0) par
un processus (Zx

t , t ≥ 0) défini par Zx
t = x−Xt , avec Xt = Bt − ct + Jt où (Bt , t≥ 0)

est un mouvement brownien linéaire, (Jt , t≥ 0) un processus de Lévy, de sauts purs, de
mesure de Lévy ν, indépendant de (Bt , t≥ 0). Nous supposons B0 = J0 = 0 ; x désigne
une constante réelle positive et c un réel. Soit Tx := inf {t ≥ 0; Xt > x}, le premier temps
de ruine et Kx := XTx − x, l’overshoot ou dépassement du niveau x. Nous obtenons les
résultats suivants :

1. Soit, ∀θ ≥ 0, ∀µ ≥ 0, ∀x ≥ 0, F (θ, µ, x) = E
(
e−θTx−µKx1l{Tx<+∞}

)
. En suppo-

sant l’existence de certains moments exponentiels pour ν, nous prouvons que F (θ, µ, x)
admet, quand x tend vers +∞, un développement asymptotique de la forme :

F (θ, µ, x) = C0(θ, µ)e−γ0(θ)x +
p∑

i=1

(
Ci(θ, µ)e−γi(θ)x + Ci(θ, µ)e−γi(θ)x

)
+ O

(
e−Bx

)

avec 0 < γ0(θ) < Re γ1(θ) ≤ · · · ≤ Re γp(θ) < B. Lorsque ν ne charge que R+, les
constantes Ci(θ, µ) sont explicites.

2. Sous l’hypothèse de moment d’ordre n pour la restriction de ν à R+ et avec la condi-

tion de profit net, nous montrons : P(Tx < +∞) <
C

1 + xn−2
, x ≥ 0.

3. Nous prouvons, en utilisant le développement asymptotique précédent, un théorème
de la limite centrale pour le couple (Tx,Kx) convenablement renormalisé, quand x
tend vers +∞ (sous différentes formes selon que c > E(J1), c < E(J1) ou c = E(J1)).

4. Enfin, nous établissons une réciproque du théorème de Zolotareff, pour des processus
de Lévy de la forme donnée dans cette étude.

Mots clés : Problème de ruine, processus de Lévy, comportement asymptotique, décrois-
sance exponentielle, équation de renouvellement, premier temps de passage.
Title : Asymptotic behaviour of the ruin’s time and of the overshoot.
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