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Introduction

Dans cette these, nous nous intéressons a deux problemes différents, tous
les deux étant de nature probabiliste. Ces deux problemes étant indépendants,
nous les traitons dans deux parties séparées.

Premiere partie Cette premiere partie a été faite en collaboration avec
Christophe Ackermann. Elle est inspirée d'un travail voisin, effectué par
S. Benachour, P. Chassaing, B. Roynette et P. Vallois (cf. [BCRV96)),
qui étudient I'aspect probabiliste de I’équation des milieux poreux, i.e. :

t
Xt = XO +/ Um(S,XS)dBS

(Sm.pa) (0.0.1)

0
X admet pour densité u(t,.), t >0 ’
Xo a pour loi p

ou (B, t>0) est un mouvement brownien linéaire, X est une variable
aléatoire indépendante de (B;, t > 0) et m est un réel strictement positif.

Nous étudions ici un processus (X;, ¢ >0), non linéaire, associé a I’équa-
tion de diffusion rapide, c’est a dire satisfaisant au systeme S,,, ot m
est un réel de | — 3, 0[.

* Dans un premier temps, nous supposons que u est la masse de Dirac
en 0.

1. Nous montrons alors que (5,,s,) admet une unique solution faible
((°X;, t>0), (“u(t,.), t >0)).

2. Puis nous prouvons que :
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) 1
W80 = 55
: X, X,
p.s. 11I{1j&1p w5 = htrilfélop w5 = +00 (0.0.2)
0 0
p.S. ligrliglf t_ﬁt = I%Tﬁglof t_ﬁt = —00. (0.0.3)

(ii) Pour tout A > 0, le processus (°X}*, ¢ > 0) défini par :

X} =% (0.0.4)

Tz

a méme loi que le processus (°X}, ¢ > 0).

(iii) Pour tout v < =, les trajectoires de (°X}*, ¢ > 0) sont presque
strement holdériennes d’indice v.

3. Ensuite nous calculons explicitement, a 1’aide de fonctions hyper-

géométriques bien choisies, les transformées de Laplace des temps
d’arrét suivants :

T,, =inf {t > s; X" = yot?}, 5o #0 et |z <|yo|s”
T: =inf {t > s; X7 = 20t°}, 20>0 et |2] < zs”

ot (°X>", t > s) désigne le processus (°X;, t > 0) conditionné a
valoir x au temps s.

* Nous supposons, dans un deuxieme temps, que g a une densité, i.e.
p € LY(R), et qu'il existe deux constantes C; et Cy strictement positives
telles que pour tout réel x :

1
(#) € ——7
Ci+ Cg‘x| Im]
Nous montrons alors, sous cette hypothese, que ’équation S,, , a encore
une solution faible (X, t > 0).
Puis nous obtenons un théoreme de renormalisation et nous montrons

que le processus (A *X by t > 0) converge en loi, lorsque A tend vers
A m

0, vers le processus (°X;, t > 0). Le processus (°X;, t > 0) sert donc de
“processus de référence” pour I'équation ().

(0.0.5)
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Deuxieme partie Il est classique de modéliser la fortune d’une compagnie
d’assurance a I'instant ¢ (¢ > 0) par un processus (Z7 , t > 0) défini par
Zy =z — X3, avec

X =By —ct+ Jy, (0.0.6)

ou (B, t>0) est un mouvement brownien linéaire, (J;, ¢t >0) un pro-
cessus de Lévy, de sauts purs, de mesure de Lévy v, indépendant de
(B;, t>0). Nous supposons By = Jy = 0; z désigne une constante réelle
positive et ¢ un réel.

Soit T}, le premier temps de ruine, i.e. :

T,:=inf{t >0; X; >z}. (0.0.7)
Nous supposerons toujours dans la suite que :
+o0
/ ly|v(dy) < +oo. (0.0.8)

En particulier E(]J;|) < 4o0.

1. De nombreux auteurs se sont intéressés a la probabilité de ruine
(cf. le paragraphe 4.6) et plus particulierement a la décroissance de
r — P(T, < 4+00), lorsque = tend vers +o0o. Dans notre contexte,

tlim X, = —00 p.s.sietseulement si ¢ > E(.J;), condition appelée
—400

habituellement, hypothese de profit net, par les financiers.
Au lieu de nous restreindre a la probabilité de ruine, i.e. P(T, < +00),
nous considérons plus généralement la fonction F' définie par :

FO,p,x) =E (e "1y 10y), 0>0,0>0,2>0,
(0.0.9)
ou K, := X, — x est 'overshoot ou dépassement du niveau x.
Il est clair que si § = p = 0, F(0,0, ) coincide avec la probabilité
de ruine.

En supposant 'existence de certains moments exponentiels pour v,
nous prouvons (cf. Théoréme 7.3, chapitre 7), que F(0,p,x) ad-
met, quand x tend vers +o0o, un développement asymptotique de la
forme :

F(®. . x) =Co(, e +Z 10, 1)e” O L T(0, p)e T O)

+0 (e7P7) (0.0.10)
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ot les C;(6, 1) sont des complexes, B € Ry, () € R, et les
7i(0), i € {1,--- ,n} sont les racines de I"équation ¢(z) = 6 ou ¥
est l'exposant caractéristique du processus (X, t>0). Les 7;(6)
sont des nombres complexes conjugués deux a deux et vérifient :

0 <7v%(0) <Rem(#) <---<Re,(d) < B.

Lorsque v ne charge que R, les constantes C;(6, 1) sont explicites.
En particulier si = =0 :

p
P(T, < +00) =Coe 07 13 (Cre ™0 4 Cie7OF)
=1

+0 (e77) (0.0.11)

avec
0 <7(0) <Ren1(0) <--- <Rev,y(0) < B.

. Nous montrons, dans le chapitre 8, un résultat de décroissance de

r — P(T, < 400) de nature différente. Sous 1’hypothese de profit

net (E(J;) < ¢), et lorsque la restriction de v a Ry possede des

moments d’ordre n > 3, nous obtenons une majoration du type :
P(T, < +00) < ¢ Ve e R (0.0.12)

" ©0) < — x . 0.
1+ a2 "
. Nous utilisons le développement (0.0.10) pour prouver un théoréme
de convergence au second ordre. Plus précisément :

1°" cas : Sous la condition de profit net, E(X;) = —c+ E(J;) < 0,
conditionnellement a {7, < +oc}, le couple (7, K,), conve-
nablement renormalisé, converge en loi vers une v.a. bidimen-
tionnelle (&1,&;). &1 et & sont indépendantes et &; suit une loi
gaussienne (cf. Théoreme 10.1). Lorsque v ne charge que R,
la loi de & est explicite. Ainsi les variables aléatoires T, et K,
sont “asymptotiquement indépendantes”.

2°m¢ cas : Sous la condition E(X;) = —c+ E(J;) > 0, le couple
(T,, K,), convenablement renormalisé, converge en loi vers une
v.a. bidimentionnelle (§1,&2). & et & sont indépendantes et &
suit une loi gaussienne (cf. Théoreme 10.3). Lorsque v ne charge
que R, la loi de & est explicite. La encore, les variables aléa-
toires T, et K, sont “asymptotiquement indépendantes”.
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3¢ cas : Sous la condition E(X;) = —c + E(J;) = 0,
Nous avons un résultat de convergence analogue au 2™ cas,
mais cette fois, & n’est plus gaussienne (cf. Théoreme 10.5).

4. Cette partie a été réalisée en commun avec Ivan Nourdin. Nous nous
intéressons a la formule de Zolotareff pour le processus (X;, t >0)
défini en (0.0.6), i.e. :

tP(T, € dt) de = x P(X; € dx) dt sur R, xR,. (0.0.13)
Nous montrons 1’équivalence des trois propriétés suivantes :

(1) (Xy, t>0) vérifie la relation de Zolotareff (0.0.13) .
(#7) v ne charge que R_ .
(iii) V0 >0, 3Cp > 0 tel que Vo > 0, E (e " Lz, < 1oy) = € 7.

Notons que Iassertion (i) = (ii) est classique (cf. Bertoin [Ber96])
et que Borokov a établi un résultat analogue pour les marches aléa-
toires a valeurs dans Z.
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de diffusion rapide






Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Depuis Mc Kean et Vlasov (cf. [Szn89], [MK66] et [MKG67]), nous savons
qu’il existe un lien étroit entre les systemes de particules en interaction et
les processus “non linéaires”, via la propagation du chaos. Plus précisément,
soit NV particules dont les positions & 'instant ¢ ( ¢ > 0) sont modélisées par le
processus N-dimensionnel (XZ’N ,t>0,i€{l,---,N})solution de 'E.D.S. |
N-dimensionnelle, suivante :

t N t
XN = Xi+ /0 % Zl o (XN — XI2N)dBl+ /0 % Zl b(X2N — XIN) ds,
i i
(1.1.1)
ol b et o sont des fonctions régulieres de R dansRet (B, t >0, i € {1,--- ,N})
est un mouvement brownien N-dimensionnel.

Nous savons (cf. les articles de S. Méléard et Roelly-Copoletta et de A.S.
Sznitman [MRCS87] et [Szn89]) que, sous des conditions convenables, le pro-
cessus (X", ¢t >0) converge quand N tend vers 400, vers (X;, t > 0), le
processus non linéaire, qui satisfait a une équation de la forme :

¢ t_
X, =X, +/ (s, Xs)dB} +/ b(ps, Xs)ds , (1.1.2)
0 0

17
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ou u est la loi de X; et b et & sont définies par :

b, y) = b ply) = /Rb(y — z)p(dz) (1.1.3)
a.9) = o5 1(s) = [ oly=ohutdo). (1.14)

Lorsque nous ne faisons porter I'interaction des particules que sur le terme
brownien (c’est a dire b = 0 dans ’équation (1.1.1)) et que nous faisons tendre
o vers la masse de Dirac en 0 ( deux particules n’interagissent que lorsqu’elles
se touchent), nous obtenons, (cf. [BCRV96]), comme processus “ non linéai-
re”, le processus (X;, t>0), de densités (u(t,.), t > 0) tel que le couple
(Xy, t>0), (u(t,.), t > 0)) soit solution du systeme suivant :

¢
X, =Xy +/ u(s, Xs)d By

(S1.) (1.1.5)

0
X; admet pour densité u(t,.), t >0
Xo a pour loi p

Plus généralement, réécrivons (1.1.1) en faisant agir m particules sur une
particule (cf. [BCRV96]), soit :

t N
XZ’N B Xé * / Nm™ Z U(X;’N - XghN? T 7X;7N - XgWN)dB:; .
0 —yy
Jk#Ji
j17”. 7jm:1
(1.1.6)
avec 0 : R™ — R, d'intégrale 1 et ayant un petit support contenant 1’origine.
En faisant tendre ce support vers 0 (c’est a dire en faisant tendre o vers la
mesure de Dirac §p dans R™), nous obtenons le systéme suivant :

t
X; = X, +/ u™(s, Xs)d B

(Sm.pu) (1.1.7)

0
X, admet pour densité u(t,.), t >0
Xo a pour loi

Bien que pour les considérations intuitives qui précedent, m a été choisi entier
positif, le systeme (.S, ,) a encore un sens pour tout m réel positif. En appli-
quant la formule d’It6 a la premiere ligne de (1.1.7), il est classique de montrer
que la densité de probabilité u(t,.) satisfait a 1’équation des milieux poreux
(équation qui modélise I’écoulement d’un fluide a travers un milieu poreux et
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homogene), soit, pour m > 0 :
ou 182(u2m+1)
(Emu) ot 2 o (1.1.8)
u(0,.) = p

Une littérature abondante existe sur cette équation voir en particulier

[Bar52], [OKYL58], [LSU68]|, [Aro69], [Kne77], [AB79], [BC81], [Ben83], [BM84]
et [Kal87]. Nous savons alors que :

1. Quand m > 0,
(7) La vitesse de diffusion est finie ou, plus précisément, si p est a support
compact, il en est de méme de u(t,.) pour tout t > 0.
(77) Le parametre m, lorsqu’il est entier, représente la modalité coopéra-
tive d’interaction des particules (pour que des particules agissent sur
une autre, elles doivent se grouper par paquets de m particules).

2. Quand m = 0, auquel cas I'équation (E,,,) devient I’équation de la
chaleur, soit :
ou  10%u
(Eo,) < 00 202% (1.1.9)
u(0,.) = p
et le processus (X;, ¢t >0), solution du systeme (Sy,,) est le mouvement

brownien.

Ainsi, dans ce cas :

(1) La vitesse de propagation est infinie, c’est a dire que pour toute
mesure 4 a support compact et tout ¢ > 0, le support de u(t,.) est R
tout entier.

(77) I n’y a pas d’interaction de particules entre elles, le processus est
“linéaire” : La premiere ligne du systeéme (Sp,) est toute résolue car
m = 0.

Une question vient donc naturellement : Que se passe-t-il quand m est
négatif ?

1.2 Le processus de diffusion rapide

1.2.1 Définition du processus

Bien qu’apparemment, dans le cas m < 0, il n’y ait pas d’interprétation
en terme d’interaction de particules, nous nous intéressons au processus non
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linéaire (X;, t >0), appelé processus de diffusion rapide, de famille de densités
(u(t,.), t > 0), tel que le couple ((X;, t>0), (u(t,.), t > 0)) soit solution du
systeme :

t
X, = Xo —|—/ u™(s, Xs)d B
0

X, admet pour densité u(t,.), t >0
Xo a pour loi

(Spup) (1.2.10)

ou (B, t>0) est un mouvement brownien linéaire, u est une fonction de
R, xR dans R, p est une mesure de probabilité sur R et m est un parametre
réel négatif.

L’une des difficultés, a priori, de cette étude provient du fait que u(¢,.) étant
une densité de probabilité et m < 0, la fonction u™ (¢, .) possede nécessairement
une singularité a I'infini.

1.2.2 Lien avec I’équation de diffusion rapide

Supposons qu’il existe une solution ((X;, t>0), (u(t,.), t > 0)) au sys-
teme (S, ). Une application de la formule d’Ito, (cf. la premiere étape de la
démonstration du Théoreme 2.1), montre qu’alors la densité u(t,.) satisfait a
I’équation suivante :

du  12(u2mt)

(B ot 2 or* (1.2.11)
u(0,.) = p

Les dérivées apparaissant dans (£, ) sont a prendre au sens des distributions.

Le systeme (S, ,,) est donc étroitement lié a I’équation (E,, ).

1
Classiquement cette derniere équation possede des solutions pour m > ——

(condition qui assure le caractere parabolique de I'équation (E,,,)) et il y
a vitesse infinie de propagation : si u est positive, a support compact, non
identiquement nulle, le support de wu(t,.) est R tout entier, pour tout ¢ > 0.

Ainsi, dans la premiere partie de ce travail, nous étudierons ’équation

1

(Sp.,u) avec m € ] —5 0 [

L’équation (E,,,) est appelée équation de diffusion rapide pour la raison
suivante. Lorsque nous comparons la solution, pour u = dg, de ’équation de la
chaleur d'une part et celle de (£, 5,) d’autre part, nous constatons :
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— Pour 'équation de la chaleur, la densité u(t,.) se comporte, a t fixé,

~C22% ot décroit donc exponentiellement vite quand |z| tend

comme C]e
vers +00.

— Pour I’équation de diffusion rapide, la densité u(t,.) se comporte, a ¢ fixé,
quand |x| tend vers 400, comme 'inverse d’une puissance positive de x,

i (cf. (1.3.18)).

[m|

Ainsi I’équation de diffusion rapide modélise des phénomenes physiques de
diffusion (cf [Kal87]) dont la vitesse de propagation dépasse celle de la chaleur.

1.2.3 Propriétés des solutions de I’équation de diffusion
rapide
Oublions maintenant le systeme (S,,,) et considérons I’équation de diffu-
sion rapide. Supposons que la fonction u(t,.), de R, x R dans R, satisfasse a
cette équation,i.e. :
ou  10%(um+)
=
(Bmy) ¢ 00 2 008 (1.2.12)
u(0,.) = p
ol u est une mesure de probabilité et m est un parametre réel appartenant a
1
I'intervalle ] —5; 0 [

D’apres le principe du maximum, toute solution u de (E,,,) est positive.
Si w est réguliere et s’annule a l'infini, en intégrant (E,,,) par rapport a z,
nous obtenons :

2 2m+1
%/Ru(t,x) doe = %/R%(t,x) dz =0. (1.2.13)

Nous en déduisons que /
R
u(t,.) est une mesure de probabilité.

u(t,z)dr = /u(dx) = 1. Ainsi, pour tout ¢t > 0,
R

Il est alors naturel de chercher un processus (X;; ¢ > 0) tel que pour tout
t >0, X; ait pour densité u(t,.). Au vu des alinéa 1.2.1 et 1.2.2, nous sommes
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conduits a nous intéresser au systeme :

t
Xt = XO +/ Um(S,XS)dBS
0

X, admet pour densité u(t,.), t >0
Xo a pour loi p

(Sm.pe) (1.2.14)

ou (B;, t > 0) désigne un mouvement brownien réel indépendant de X,. Les
inconnues de ce systeme sont le processus (X;, ¢t >0) et la famille de densité
(u(t,.); t > 0). C’est une autre fagon d’arriver au systeme (.S, ).

1.2.4 L’aspect non linéaire

Une des difficultés que nous rencontrons dans 1'étude de I'équation (.S, ),
avec m € —%, 0 [, tient a la non linéarité de cette équation. En effet, dans le
cas de I’équation de la chaleur, la solution fondamentale, i.e. correspondant a

i = g, du systeme (S s,) est le couple ((B;, t>0), (u(t,.), t > 0)) avec :

(t,z) L e (1.2.15)

u(t,x) = e 2t . 2.
V27t

Cette solution permet de construire, grace a ’aspect linéaire de I’équation de

la chaleur, la solution (X", t > 0), (uu(t,.), t > 0)) du systeme (Sp,,), pour

toute mesure de probabilité u, de la facon suivante :

X" = X, + By, (1.2.16)

1 (y—=)2
w,(t,z) = /R \/2_7rte 7 u(dy), (1.2.17)
ou Xy est une variable aléatoire indépendante de (B;, t >0) et de loi p.

Dans le cadre qui est ici le notre, i.e. la diffusion rapide, I'aspect non linéaire
interdit une relation simple entre la solution du systeme (S,,s,) et celle du
systeme (.5,,,,). C’est ce qui nous conduit a étudier dans un premier temps, le
cas ol it = g, puis ensuite une situation plus générale.

1.3 Plan de I’étude et résultats

1
Ce travail est consacré a 'étude du systeme (S,,,), ot m € } —3 0l.

1- Dans le chapitre 2, nous nous placons dans le cas particulier ou u est la
mesure de Dirac dy.
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(1) Dans le paragraphe 2.1, nous montrons l'existence et 1'unicité d’une so-
lution faible de (Sy,.5,) (cf. Théoreme 2.1). La fonction % est la densité de
Barenblatt—Pattle (cf. [Bar52] et [Pat59]), fonction auto-similaire donnée
par la formule :

Ot z) = ~ (a2 ) 1.3.18
u(,m)—t—ﬁ am+qth—ﬁ , (1.3.18)

ou f = (6 > 0) et a,, et g, sont des constantes positives que
2m +2

nous préciserons.

(°X;, t > 0) est solution faible de 'E.D.S. premiere ligne de (S,,5,) ou

nous avons remplacé u par la fonction définie par (1.3.18).

(i1) Une fois Iexistence et 'unicité du couple ((°X ¢, t > 0), (%u(t,.), t > 0))
solution de (S,.s,) établies, nous étudions, dans le paragraphe 2.2, les
propriétés trajectorielles de (°X;, ¢ > 0).

x Le processus (°X;, t > 0) est récurrent (cf. alinéa 2.2.1) et vérifie :

0x 0x
p.s. lim sup —- = limsup —- = 400 (1.3.19)
t—0 tﬁ t—+o00 tﬁ
X, X,
p.S. hrthOHf T liinﬁ?of - — - (1.3.20)
1
avec [ = Sy

* Il satisfait a la propriété d’échelle (cf. alinéa 2.2.2) suivante :
Pour tout A > 0, le processus (°X;, ¢ > 0) a méme loi que le processus
(°X;, t > 0), défini par :

Oy? _ y 0
X=X . (1.3.21)
soit \
X, t>0) 5 (°X,, t>0). (1.3.22)

x Le processus (°X,, t > 0) est & trajectoires holderiennes, d’indice

strictement inférieur a B (cf. alinéa 2.2.5, Théoreme 2.9). Pour montrer

le Théoreme 2.9, nous utilisons des résultats auxiliaires qui font 1’objet
des alinéas 2.2.3 et 2.2.4.
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(771) Dans le paragraphe 2.3, nous étudions certains temps de passage.

* Les limites (1.3.19) et (1.3.20) ainsi que la propriété d’échelle (1.3.22)
nous invitent a nous intéresser aux familles de temps d’arrét définies (cf.
alinéa 2.3.1) par :

pour yo # 0 et [z] < [yo|s”,

T,, = inf {t > s; °X;" = yot”}
et pour zy > 0 et |z| < 25”,
T: =inf {t > s; [°X77] = 20t"}

ot (°X}*, t > s) désigne le processus (°X;, ¢t > 0) conditionné & valoir
T au temps s.

* Nous montrons a l'alinéa 2.3.2, que les transformées de Laplace de T7,
et de T}, s’expriment au moyen de fonctions hypergéométriques.
Nous avons rassemblé, dans I’Annexe D, les propriétés des fonctions hyper-
géométriques que nous utilisons.

2- Dans le chapitre 3, nous résolvons ’équation (S, ,) sous des conditions
tres générales portant sur p. Plus précisément :
(1) Au paragraphe 3.1, nous supposons que p satisfait aux hypotheses sui-
vantes :
e 1 admet une densité (notée encore ),
e [l existe k > 0 et 8 > 0 tels que pour tout réel x, nous avons :

(1) < ——

S 1.3.23
K+ O] ( )

Nous démontrons alors 'existence et 'unicité d’une solution faible au
systeme (Sy,.,.)-

(17) Au paragraphe 3.2, nous démontrons, sous 'hypothese (1.3.23), la
convergence du processus solution de (S, ,), convenablement renorma-
lisé, vers le processus, solution du systeme (S, 5, ), étudiée au chapitre 2.
Ainsi la solution de (S,,,), bien qu’il s’agisse ici d’équation non linéaire,
a tout de méme un caractere de référence pour I’équation générale.



Chapitre 2

Etude de (Sm.5,)

2.1 Existence et unicité de la solution de (.5, 5,)

Nous considerons 1’équation :
t
0x, = / %u™(s,° X, )d B

0
(Sm.s0) 09X, admet pour densité “u(t, .) (t>0) ° (2.1.1)

OXOIO

Nous introduisons tout d’abord quelques notations.
Pour tout réel m € ]—%, 0[, nous posons :

3= (2.1.2)

._ Im|
I Bm A Dm 1) (2.1.3)

Remarquons que (8 > 0.
Nous notons alors :

m|

1+m 1 +1
= g 12B | ——=. = 2.1.4
o= [ (Grss)) .

ol B est la premiere fonction d’Euler. Enfin, nous définissons ~,, et la fonction
@ par :

Y = Ay, (2.1.5)
2 2?\12m
o(x) = [am (1 + —2” VreR. (2.1.6)
Tm
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Théoreme 2.1

i) Pour tout réel m dans Uintervalle |—%,0[, Uéquation (Sns,) admet une
solution faible unique (°X,%u).

ii) La densité %u(t,.) de la variable aléatoire °X; est celle de Barenblatt-Pattle :

tw) =+ (a4 gnis )™ 2.1.7
u(,x)—t—ﬂ am+qmt2—ﬁ . ()
X ,
La loi de 5 "° dépend pas de t et vaut ¢(x)dz.

Démonstration du Théoréme 2.1

Cette démonstration se fait en plusieurs étapes :
1- Nous montrons que si (S,,.s,) admet une solution (°X,%), alors % est solu-
tion de (E,s5,) (cf. (1.2.11) avec pu = dp).

2- Nous calculons explicitement la solution de (E,,s,) sous forme d'une fonc-
tion autosimilaire.

3- Nous remplagons alors dans la premiere ligne de (S, s,), % par la fonction
trouvée au point précédent.

4- Pour prouver 'existence d’une solution faible a I’équation (.S, s,), obtenue
alors, nous étudions une équation stochastique auxiliaire, stationnaire et ho-
mogene (cf.(2.1.34)), dont la solution est notée (Z;, t € R).

5- Nous prouvons que la solution cherchée est le processus ((°X;, ¢ > 0)) défini
par :

{ OXt = tBZhlt pourt >0 (2 1 8)

%Xy =0.

6- En particulier, nous montrons que 111%(0)(,5) = 0.

Premiere étape
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Soit f une fonction de classe C*°(R) a support compact. En appliquant la
formule d’It6, nous obtenons :

t 1 t
FOX) = £OX0) + [ FOXPX0AB + 5 [ 1O (50X ds.
0 0
(2.1.9)
En prenant 'espérance, nous avons :

E(f(°X,)) = E(f(°Xy)) +%/0 E(f"(°X,)%* (s, X,))ds, (2.1.10)

c’est-a-dire :

/Rf(x)ou(t,x)dx: f(0) +%/0 /Rf”(x)ouzm(s,x)ou(s,x)dxds. (2.1.11)

En dérivant cette expression par rapport a ¢, nous obtenons :

a 1 " 2m—+1
a/Rf(:v)Ou(t,x)de §/Rf (x)ou (t, 2)dr, (2.1.12)

et en intégrant le deuxieme membre deux fois par parties,

/f at (t,r)dx = = /f 82 i 2m+1)(t,m)dx. (2.1.13)

Cette égalité étant vérifiée pour toute fonction f de classe C*°(R) a support
compact, nous en déduisons que % vérifie :

@ B 182(0u2m+1)
(Emg){ O 2 07 : (2.1.14)
%(0,.) = &

D’apres [BF83], (E,,5,) admet une solution positive unique, la fonction dite
de Barenblatt-Pattle.

Deuxiéme étape

Nous allons écrire ici 'expression explicite de cette solution sous la forme
d’une fonction autosimilaire. Pour cela, nous posons :

Yu(t, x) = 190(30) (2.1.15)

P \tP
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ol ¢ est I'inconnue, positive et d’intégrale 1. Nous avons donc :

0% p x pr [T

o) = i () ~ e () (2:1.16)
et 62<0u2m+1) 1 o1 T

o (12) = e () (t—p) . (2.1.17)

Puisque % vérifie (E,,s,), nous obtenons :

_L E _ pr_ f _ 1 2m+1//<£>

o ? <t9> i2p (tp) ~ 9tp(2m+3) (v ) ) (2.1.18)

Nous pouvons maintenant choisir p tel que 1+ p = p(2m + 3), c’est a dire :
1

p=0=5— 5

x 1
En posant y = m et en simplifiant par m dans (2.1.18), il résulte que :

~Bely) ~ By () = 5 ) (2119
et donc p
—2ﬁd—y(yso(y)) = ()" (y). (2.1.20)

Nous integrons alors (2.1.20) avec une constante d’intégration nulle (car
nous cherchons ¢ d’intégrale 1) et nous obtenons :

—28y(y) = (*™ ) (y)

= 2m + 1) ()™ (y) . (2.1.21)
Pour tout nombre réel y tel que ¢(y) # 0, nous pouvons donc écrire :
20y / 2m—1 1 2m\/
_ m = — (™ 2.1.22
o+ 1 ©'(y)p (y) 2m(90 ) (y) ( )
t i mp >0et iti
et, puisque — e ositive :
, puisq o+ 1 ©p Vi
2mp3
2m 2 2
— 2.1.23
" (y) om 19 ( )
ou encore

B (> m| 2 m
ely) = < 1 m+1)y) : (2.1.24)



2.1. Existence et unicité de la solution de (S,,;,)

Il reste & choisir a positif tel que / o(y)dy = 1.

R
En notant ¢, = ud

(2m T 1)<m T 1) , nous avons :

) 2
/w(y)dy—am/ <1+qm (g) ) dy
R R a
1
= a7711+1qm1/2/ (1+2%)27dz
R

ou nous avons effectué le changement de variable z = | /q,, Y

S

Or o < —1 et, pour r > 1, nous avons :
m

+o0 d o0 d
/ e 2/ S S (2.1.25)
r (1+22) o @+ S oz -1)
oll nous avons posé : x = 1 + 2.

1
En notant ¢ = —, nous obtenons :
x

(2.1.26)

/+OO \/ﬁ / N1 — )2 ldt = B(T—l'l).

272
S 1 1
Par conséquent, / (1+2%)27d>=B ( +m _) ‘

R 2\m| "2
Nous posons alors :

[m|

1—|—m1 m+1
=a=|qgV?B 2.1.27
wima= s (o) @

/Sp(y)dy_am-i-lq;l/QB <1+m 1) _
R

de sorte que :

2.1.28
Alors

1
o) = (s ) (2129
ou encore en posant 7, = amq;l/ ?

’

v(y) [ " (1 + %)} . (2.1.30)

dott (2.1.7).

29
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Troisieme étape

Nous avons vu que si (°X,%) est solution de (S,,s,) alors % est la densité
de Barenblatt—Pattle. On peut donc remplacer % par sa forme explicite dans
I'E.D.S. de la premiere ligne de (S,,,) et ainsi chercher une solution faible de :

t OX
X, :/ gPmm (7) dB;. (2.1.31)
0 S

0 Xt

to
aléatoire admet pour densité la fonction . Nous commencons donc par cher-
cher une E.D.S. homogene stationnaire dont la solution admet ¢ pour densité.

Nous considerons pour cela 'E.D.S. générale suivante :

Nous remarquons que la loi de ne dépend pas de t et que cette variable

t t
Vi=W —i—/ o(Vs)dBs —/ b(Vs)ds. (2.1.32)
0 0
Si «v est la densité stationnaire de V', I’'équation de Fokker—Planck s’écrit :
1
5(mﬂ)” + (ba) =0. (2.1.33)

D’apres (2.1.20), en posant b(z) = fx et ¢ = ¢™, nous obtenons : a = ¢.

Quatrieme étape
Pour prouver l'existence d'une solution de (S,,s,), par comparaison avec

la troisieme étape, nous étudions donc, tout d’abord, 1’équation homogene
stationnaire suivante :

t t
7, = zs+/ gpm(ZT)dBr—ﬁ/ Zudr, t>s (2.1.34)
ou pour tout réel t, 7, est de densité ¢ et (B;; t € R) est un mouvement

brownien défini sur R.
Puisque la fonction ¢ est égale a

1
e(y) = (a2, + qmy®) ™,



2.1. Existence et unicité de la solution de (S,,,) 31

©™ est une fonction sous-linéaire et lipschitzienne ; de plus, ce qui apparait dans
le terme de dérive est une fonction lipschitzienne et linéaire donc 1’équation
(2.1.34) possede une unique solution forte.

On peut définir Z sur R tout entier. En effet si s; et s, sont deux nombres
réels tels que s; < sy, et si 'on note (Z});>, la solution de (2.1.34) pour s = s,
et (Z2)i>s, la solution de (2.1.34) pour s = so, alors les processus Z! et Z>
restreints a l'intervalle [s9, +00[ ont méme loi, puisque Z 512 a pour densité .
On est donc en présence d’un systeme projectif de probabilités ce qui permet
de construire le processus Z sur R.

Cinquieéme étape
Nous définissons :

{ X, = tﬁZlnt pour t >0 (2.1.35)

OXOIO.

Nous allons montrer qu’il existe un mouvement brownien (B;}) tel que pour
tout 0 < s < t, on ait :

t
0x, = X, + / 0 (s,°X,)dB... (2.1.36)

La formule (2.1.35) implique que
d°X, = Bt Zdt + tPd(Z1ny)

c’est-a-dire

dt lIlt
d°X, = 3" 2, dt + 8 (—ﬁZlnt?) +t°d / ©"™(Z,)dB,
0

et donc : -
d’%X, = td ( / gpm(ZS)st> : (2.1.37)
0

Nous définissons le processus (M, , t > 0) par :

Int
M, = / ©"™(Z,)dB;. (2.1.38)
0
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(M, ; t > 0) est une martingale locale. Il reste a& montrer que le processus
(By; t > 0) défini par :

1

est un mouvement brownien.
Nous avons
dB, = tPU+mp=m(Z ) d M, (2.1.40)

donc (By, t > 0) est une martingale locale. Calculons son crochet :

t
< B B' >, = / §PUFm) p=2m 7 VA < M, M. >,
0

t ds
— / 325(1"'7”)90_27”(Zlns)gozm(Zlns)? (2.1.41)
0
(2.1.42)
et puisque 26(1 +m) =1,
< BB >=t. (2.1.43)

Ainsi (Bj], t > 0) est un mouvement brownien et (“X;, ¢ > 0) est solution de
(2.1.36).

Sixieme étape
Nous allons montrer que :

X, f—o> 0. (2.1.44)
Il nous faut pour cela introduire quelques notations.
Soit 7" une partie de R et F' = (;)icf1,..q), une suite finie, strictement
croissante d’éléments de T
Nous considerons une fonction continue f : 7' — R et deux nombres réels
a et b tels que a < b. Nous définissons par récurrence la suite (s, )nen+ de la
facon suivante :

s = inf{t;; f(t;) > b} sg = inf{t; > s1; f(t;) < a}
Somi1 = Inf{t; > S0 3 f(t:) > b} Songo = inf{t; > soni1; f(t:) < a}
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avec la convention inf () = t,.
Nous définissons

D(f, F,[a,b]) == sup{n; san < ta}, (2.1.45)
et le nombre de “descentes” de f sur [a,b], le long de T par :

D(f,T,la,b]) = sup F(f, F;la,b]). (2.1.46)

F fini ,FcT

Soit 0 < s < 1. (°X,)vefs,1) st une martingale.
Pour toute partie T'" dénombrable de [s, 1], nous avons donc, d’apres les
inégalités de Dubins (cf. [RY91], page 61) :

(b—a)E(D(°X, T, [a,b])) < ig%)E((OXt —b)y), (2.1.47)
et
(b—a)E(D(°X, T, [a,0])) < [b] + igjpE(Pth) : (2.1.48)

UX étant & trajectoire continues, nous obtenons :

bl + s E(1°X
E(D(%X, [s,1],[a,b])) < o Supl';e[ 1 E(PX) .
—a

En effet, il suffit d’appliquer (2.1.48) pour T'= QN [s, 1] et d’utiliser la conti-
nuité de °X.
Nous allons maintenant montrer que :

(2.1.49)

sup E(]°X;]) < o0 (2.1.50)

t€[0,1]

Puisque % est la densité de °X;, nous avons :
1 T
0 — J— _
B(PX,)) —/Rtﬁgp(tﬁ> 2|de (2.1.51)
et en faisant le changement de variable y = x /%, nous obtenons :
B =2 [ ey (2152
R

D’apres la forme explicite (2.1.29) de ¢, nous avons :

ely) ~ ClyMm, (2.1.53)

ly[—+o00
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et donc

wlel)  ~ Cly|=*. (2.1.54)

Ainsi / ly|o(y)dy < oo et puisque 3 est strictement positif, sup ¢’ = 1. Nous
R t€(0,1]
en déduisons la relation (2.1.50).

Remarque 2.2
En utilisant le méme argument, nous montrons qu’il existe € > 0, dépendant
de m, tel que :

sup B(°X;]*¢) < o0 (2.1.55)
te(0,1]

Ceci prouve I’équi-intégrabilité de la martingale (°X;, t > 0).

Nous avons donc, d’apres (2.1.49) :
E(D(°X, [s,1], [a,b])) < k < o0 (2.1.56)

ou la constante k ne dépend pas de s.

Si nous notons D(°X, [s, 1], [a, b]) = D, alors D, est une variable aléatoire
qui croit, quand s décroit, vers D(°X,]0, 1], [a, ]).

Le théoreme de convergence monotone permet d’en déduire

E(D(°X,]0,1], [a,b])) < k < 0. (2.1.57)

Comme cela est vrai pour tous les nombres réels a et b tels que a < b, ceci
implique classiquement que lim %X, existe presque srement.
0

S—>

Il reste a identifier cette limite. Nous définissons alors la suite (¢,),>1 par
3
t, =n 7.1l est clair que lim ¢, =0.

N——400
D’apres 'inégalité de Markov et (2.1.52), nous avons :
1
P(%,,| > =) < nE(]%X,,|) = nCt? = . (2.1.58)
n n

Puisque ZP(|Oth| > 1/n) < CZ 1/n* < oo , d’apres le lemme de Borel-

n>1 n>1

1
Cantelli, presque stirement pour n suffisamment grand, |°X; | < —, et donc
n

lim °X; =0 p.s.. (2.1.59)

n—-+0o00
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La limite de %X, lorsque s tend vers 0 est donc égale & 0, ce qui acheve la
démonstration de I'existence de la solution de (Sy,.s,)-

L unicité en loi résulte du caractere markovien du processus °X et de 1'uni-
cité de la solution de 'E.D.P. (E,, 5,).

2.2 Etude trajectorielle du processus "X

2.2.1 Comportement asymptotique des trajectoires de
0X

Rappelons que (°X , %) est la solution de I'équation (S,,.s,)-

Théoréme 2.3
Le processus ("X, t > 0) vérifie :

¢ ¢
p.s. limsup —- = lim sup — = +oc, (2.2.60)
t—0 & t—-+oo tﬁ
X, °X;
p.s. llrtrilonf - = I%Lnﬁgof - = % (2.2.61)

(°X;, t > 0) est en particulier récurrent.

Démonstration du Théoréeme 2.3

Z étant un processus markovien et stationnaire dont la densité stationnaire
¢ a pour support | — 0o, +00[ , Z est récurrent sur | — oo, +00[ et nous avons :

p.s. limsup Z; = +o0 et p.s. liminf 7, = —o0
t——+o0 t—+00

p.s. limsup Z; = 400 et p.s. liminf Z; = —0c0.
t——o00 t——00

Ainsi, puisque °X;, = t°Z1,4, il en découle :

p.s. limsup’X; = 400 et p.s. liminf%%, = —c0. (2.2.62)

t——+o0 t—+oo
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Le processus °X étant continu, il est récurrent d’apres ce qui précede, et nous
avons :

li X + t lim inf

8. lim — = s, liminf — = —

p-s Hs&lp 7 00 e p-s minf —3 00
: X, X,

p.s. limsup 5 = T et p-s. ligjglof w5 = —00.

t——+o00

2.2.2 Propriété d’échelle du processus "X

Proposition 2.4

Pour tout X > 0, le processus °X a méme loi que le processus 0x défini par

X} =\ X
;= t

2mT2

Démonstration de la proposition 2.4

e A
Pour A > 0, nous définissons le processus °X; par :

XN =AX_, (2.2.63)

A2m—+2

ott (°X , %) est la solution de (S,,s,) et on note vy(¢,.) la densité de la variable
aléatoire °X i‘ Pour toute fonction f borélienne, nous avons :

BUCKD) = BINK o ) = [ 5000 (gm0 ) da

donc en effectuant le changement de variable y = Az, nous avons :

L
/f y)5 (/\2m+2,%)dy. (2.2.64)

= /Rf(y)w(t, y)dy, (2.2.65)

Or, par définition,

donc

1 t Y
oa(t,y) = Xou (AQmH, X) (2.2.66)
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ot % est la densité de Barenblatt-Pattle, définie en (2.1.7). Avec la définition
(2.2.63) de °X*, nous obtenons :

t/)\2m+2
X = A / %™ (s,°X,)dB,
0

et en posant r = \?™*25_ il vient

t AOX -
0ovA 0 m r TmF2
X7} = A /0 y ( S )dBwZH

t
:/ v (r, X YA™HAB P
0

A2m—+2

On définit ensuite le processus (B, t > 0) par B = A™™B__. . 1l est alors

TmTe
clair que (By, t > 0) est un mouvement Brownien. Ainsi

t
0 = / o™ (r X, \)dB.
0

et (%X, vy) est solution de (Sm.s,)- On en déduit immédiatement que les pro-

A R )
cessus X7 et °X ont méme loi.
O

2.2.3 Propriétés du processus Y; := Argsh (bZ;)

Nous allons maintenant établir quelques résultats auxiliaires qui nous per-
mettront d’étudier la régularité des trajectoires de (°X;, t > 0).
En notant b = Yo" ot a = m, NOUS pouvons rééerire I’équation (2.1.34)
a
de la facon suivante .

t t
Z, =7, +/ ay/1+ 0222 dB, — ﬁ/ Z.dr (2.2.67)

ou a et b sont des réels strictement positifs.
Nous définissons alors le processus (Y;, ¢t >0) par Y; := Argsh(bZ;) .
La formule d’It6 nous donne alors :

¢ b L2 Z, (1 + 2 Z2)
Y, =Y. ————(a\/1 4 02Z2dB, — 3Z.dr) — : r
t s+/s /—1+5223(a _'_b rd r B rdr) / 2(1+Z)ZZE)3/2 d?”,

S
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c’est a dire

1 oz
Y, =Y, +ab(B; — B) — = (a’b® + 2 b/—rd 2.2.68
¢ = Yot ab(By = By) = 5(a’0"+20)b | =z (22.68)
ou encore
1 t shY,
Y, =Y, +ab(B, — B,) — =(a** +283) | ————dr. (2.2.69)
! ! 2 s \/ 1 —|— ShZY;
Finalement, le processus (Y;, t > 0) est solution de 'E.D.S. suivante :
1 t
Y, =Y, +ab(B, — B,) — 5(a2b2 +23) / thY, dr. (2.2.70)

Remarque 2.5
La fonction th étant bornée et lipschitzienne, 'équation (2.2.70) admet une

solution forte unique. On retrouve alors 'existence d’une solution forte unique
pour 'E.D.S. (2.1.34).

Etudions alors les propriétés du processus (Y;, t>0).

Proposition 2.6

(1) Pour tout t € R, le processus (Y;) admet pour densité stationnaire la
1

. m+1 am
fonction y — 6 (Ch y) ™ quec 6 = -

(it) Pour tout t et tout o vérifiant 0 < a < =™ E(exp(aY;)) est finie
et ne dépend pas de t.

(iii) Nous notons Y™ le processus Y, conditionné par I’événement
{Yo < klnn}.

Presque surement, pour n suffisamment grand, nous avons

vt e [0,1], v, < 2kInn. (2.2.71)

(iv) Pour C > 0 suffisamment grand, presque strement pour t suffisam-
ment grand, (t > T(w)), nous avons :

;| < C Int. (2.2.72)
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Démonstration de la Proposition 2.6

- démonstration de (i) :
Z; admettant ¢ pour densité stationnaire, nous avons :

E(f(Y) = / F(Argsh (b)) ()da

et avec le changement de variable y = Argsh (bw)

/f D) ey dy.

avec ML < ().

Remarque 2.7
~ |
Le processus Y défini par Y; = —bArgsh (bZ;) vérifie I E.D.S.
a

~ o~ 1 /258 t ~
Vo= Vot B (2 +ab /th(abys)ds.
0

Ennotant w'(z) = (2 + ab) th (abz), on peut définir une mesure de probabilité
[ en posant i(x) = e
nous prouve que 1 est la mesure invariante du processus Y. Le calcul de i nous
donne :

~w(@) ol w est une primitive de w’. Un résultat classique

m+1

fi(z) = K (ch (abz)) ™ (K >0). (2.2.73)
- démonstration de (ii) :
1
Nous calculons, pour 0 < a < —ﬂ
m
ey ey
E(exp(aY;)) = 9/ ——7dy < C/ T erlydy.
R (Chy>*T RE m e m

Cette intégrale converge et ne dépend pas de t.
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- démonstration de (i) :
Nous considerons le processus noté B™ défini par :

B = klnn+abB,. (2.2.74)
Pour tout n € N* nous désignons par D,, et F, les événements suivants :
D, = {¥t €[0,1],0 < B < 2kInn}

et
E,:={vte[0,1], /") <2klnn}.

Sur D, N {Yt(n) > 0,Vt € [0,1]}, nous avons :

1 t ~
g (@0 +26) / thy™dr <0 et Y™ < B, (2.2.75)
0

Le principe de comparaison assure alors :
y™ < BM™ wtelo1]. (2.2.76)
Sur D, N {Y;(n) <0, Vte|o, 1]}, NOuS avons :
y™ <0< B™ vtelo,1]. (2.2.77)

En conséquence, sur D,,, nous avons :

vt e[0,1], v, < B®™ < 2knn. (2.2.78)
Donc :
P(D,) < P(E,). (2.2.79)

Nous allons calculer P(D¢) ou D¢ désigne le complémentaire de D,,.
Nous avons :

D¢ = { sup B™ > 2kInn ou inf BM™ < O} (2.2.80)

t€[0,1] te[0,1]

et d’apres (2.2.74),

k k k
D; = { sup By > —1Inn ou inf B; < ——lnn} = { sup |By| > —lnn}
t€[0,1] ab te[0,1] ab tef0,1] ab
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Alinsi,
k
P(D;) < 4P (|Bl| > —blnn)
a

k2 9
S CeXp (—m(lnn) )

]{Z2
< Cexp (—Wlnn) (2.2.81)

donc 2
P(D;) <Cn 2277 . (2.2.82)

Par ailleurs, d’apres (2.2.79), P(E¢) < P(D¢) donc

2

k
P(EZ) < Cn 2a27 .

En choisissant k& > max{1,v/2ab}, la série Z P(EY) converge.
n>1
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, presque surement pour tout n > Na(w) ,

vt € [0,1], v, < 2kInn.

- démonstration de (iv) :
Nous montrons que pour tout k > max{1,/2ab} , presque stirement pour n
suffisamment grand,
Y, <klnn.

Nous avons :
P(Y, > klnn) = P(e™ > nF)

et d’apres 'inégalité de Markov :

1 Y,
P(Y, > klnn) < EE(G ")
ot E(e¥") est une constante indépendante de n d’apres le point (ii) de la
Proposition 2.6, —mT“ étant strictement supérieur a 1.
Par conséquent, la série ZP(Yn > klnn) est convergente et d’apres le
n>1
théoreme de Borel-Cantelli, presque stirement pour n > N;(w),

Y, (w) <klnn.
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Or d’apres le point (i7i) de la Proposition 2.6, presque stirement pour n > Np(w),
vVt € [0,1], Y™ < 2kInn.
D’ou, presque surement pour n > N(w),
Vte n,n+1], Y, <2klnn <2kInt.

En conclusion, Y; < 2kInt presque strement, pour ¢ > T7(w). Nous démon-
trerions de méme que, presque surement, pour t > Th(w) , Y; > —2kInt.
Ainsi, presque stirement, pour t > T'(w),

Y;| < 2kInt.

2.2.4 Corollaire pour le processus Z

De la Proposition 2.6 et de la relation Y; = Argsh (bZ;) ou nous avons

1
Zy = gsh (Y;), nous déduisons :

Corollaire 2.8
(1) Presque surement, il existe T'(w) et C(w) tels que

V|t > T(w), |Z] < C(w)[t]*.

(i1) Presque surement, pour tout & > 0, il existe une constante Ce¢(w) telle que
pour tout t € R, nous avons :

|Zi] < Ce(w)(& + [¢*)

111) Presque sturement, pour tout & > 0, il existe une constante Cl(w) telle que
q P p q
pour tout t € R, nous avons :

|Z:* < Celw) (€ + [1™).
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Démonstration du corollaire 2.8
(1) Pour les t > 0, ceci découle directement du corollaire précédent et de la
majoration shx < e” . Le cas t < 0 résulte de la symétrie du processus Z. 0O

2.2.5 Caractére holdérien des trajectoires de °X

Théoreme 2.9
Pour tout v < 1/2, le processus °X est presque sirement a trajectoire holdé-
rienne d’indice v.

Démonstration du Théoréme 2.9

La preuve du caractére Holderien du processus °X se décompose en trois
étapes.

Premiere étape

Soit v < %
IOXt _ OXs’

Nous majorons 'expression n v
-5

de la fagon suivante :

IOXt — 0Xs| _ |tﬁZInt - SﬂZlns| < |t6 - SBHZIntl Sﬁlzlnt — Zlns|
|t — s]” |t — s|” T =) |t — s]”

(A1) (A2)

La fonction x +— 2 étant concave puisque % < B <1, pour tout n > 0 tel que
B —mn > v et pour tous s et t de [0, 1] tels que s < ¢, nous avons :

]
g il S 7 A | (2.2.84)
|t — s]”
donc
Ay < |t — 8P Zi (2.2.85)

avec |t — s[P7177 < 1 et PH& t"| Zin¢| = 0 presque strement (cf le point 6 de la

preuve du théoreme 2.1).
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Les trajectoires de Z étant presque stirement continues, il existe une constante
C(w) telle que pour tous s et t de [0, 1] tels que s < ¢, nous avons :

A < Ow). (2.2.86)

Il reste a majorer le terme A,. C’est 'objet des deux étapes suivantes.

Deuxieme étape

Majoration de |Z,¢ — Zins)-
Soit 0 <s<¢t<1.

D’apres (2.2.67), nous avons :

Int
/ Z.dr
Ins

Nous majorons tout d’abord le premier terme :

Int
| Zint — Zms| < B + / a(l+ v Z3)V24B,| . (2.2.87)
1

ns

Int Int
o zal<s [ iz
1

ns Ins

Int 1
< C/ (% + r2k>dr (d’apres le point (i) du corollaire 2.8)
1

< c{(| In's| — | Int|) + (| In s+ — |1nt|2k+1)}

ns

donc

ﬁ‘ /lntZrdr‘ < C(w)(| In s|?+1 — |lnt]2k+1> .
1

ns

Pour le deuxieme terme, il faut d’abord remarquer que celui-ci peut s’écrire
sous la forme d’un mouvement Brownien changé de temps : si nous notons B
un mouvement Brownien classique, alors :

Int
/1 (1+0222)2dB, = Bty o0, - (2.2.88)

ns

Ainsi, sachant d’apres la loi du logarithme itéré, que :

)ét < C(w) sup{t%_a,t%“} avec ¢ >0, (2.2.89)
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et en notant :

7= (2.2.90)

Y

Int
/ a(l+b6°2%)2dB,
1

ns

nous avons :

Int %_E Int %_,_5
T < Csup / (1+ b223)dr) , (/ (1+ bQZf)dr>
1 1

ns ns

Int 1_5 Int %+€
< C'sup / (14 ") dr) , </ (1+ 7"4k)dr)
In Ins

donc

%_6 %—‘,—g
7 < C(w)sup { <’ In s[5+ |1nt|4k+1) ’ (| In s+ — \lnt|4k“) } .

Troisieme étape

Majoration de A, .

S| fod Zedr| S| [l a1+ 222) B,

Ins

A<

2.291
— |t—S|V |t—8|y ? ( )

et nous majorons les deux termes du membre de droite séparément :

|2k+1 — | 1nt|2k+1

/B‘ flntZ dr

In gC'sﬁ“nS
t—s|” |t —s|”

(| 1n8|2k+1 _ | 1nt|2k+1)u

< 085*71
|t — s|”

s”(| 1H8‘2k+1 _ |1nt|2k+1>17

et par I'inégalité des accroissements finis,

ﬁ Int
i Zdr| @k s — )

< S'r]| 1n8|(2k+1)(1—y)
|t — s|¥ s’|t — s|¥

ce qui donne finalement
55’ s nt 7 dr‘
Ins &7

P < 08771787 In sV
-5
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En choisissant n tel que g —n — v > 0, comme lir% " In s = 0, il vient
S—>
Int
55‘ Jins ZTdr‘
———— < C(w).

t—sl” 7

Nous procedons de fagon similaire pour le deuxieme terme :

[ a1 + 22 kB,

|t — sl
< CsP <| In |41 — |lnt|4k+1)%+€ + (| In s[#+1 — |1nt|4k+1)%*s
< A
< s (s[5 — [t
< —
(s = ) 377 (s — ) ]

(2.2.92)

Nous choisissons € > 0 tel que % — e —v > 0 et par un raisonnement identique
au précédent, nous obtenons :

[ a1 + 222 kB,

|t — sl

< CS6| 1n8|(4k+1)(%+5)71/

et puisque lir% s°|In s|(4k+1)(1/2+5)*” =0,
S—>

[ al1 + 1 22)34B,

<C.
|t —s|” B
Finalement,
A2 S C’(w) .
Nous avons donc démontré :
0x, —0X
sup X = X, | < C(w), (2.2.93)
st [t—s]”
s#t

1
ce qui signifie que °X est localement Holdérien d’indice v < 3" O
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2.3 Etude de temps de passage

2.3.1 Définition de temps de passage

Les limites

b X Cop X
ll?jélp e 00 p.s. e im in e 00 Pp-s.
’ X, _ ¢ Tmi fOXt B
ltlilfip 5 00 p.s. e %E}Jrlglo e 00 Pp-S.

nous invitent & nous intéresser au moment ot °X + dépasse une valeur donnée.

t
Pour tout z réel et tout s > 0, nous notons (°X;**, ¢ > s) le processus, solution

de I’équation différentielle stochastique :
t
X = +/ %" (r,°X>"YdB, , t>s.
S

Nous définissons alors deux familles de temps d’arrét :
pour 3 # 0 et |2] < |yo|s®, nous posons :

T,, = inf{t > s;° X" = yt"},
et pour yo > 0 et |z| < yos?,
Ty =inf{t > s;°X;%| = yot"} .

Il est clair que :
Ty =Tyo NT—y, -

En définissant le processus ZY comme solution de 'E.D.S. :

t t
Zf:er/som(Z,%’)dBT—ﬁ/ Zvdr, t>0,
0 0

nous avons |’égalité :

Si nous notons S, 4, le temps d’arrét :

Szoo :=1nf {t >0; Z/° =yo},

(2.3.94)

(2.3.95)

(2.3.96)

(2.3.97)

(2.3.98)

(2.3.99)

(2.3.100)



48 Chapitre 2. Etude de (S,,;,)

nous avons :

Se g = 1In <inf {t=s27.= yo}> —lns

=In (inf {t > 5,°X}" = yot’}) —Ins. (2.3.101)
Par conséquent,
T
Sz 4y =1n <%> . (2.3.102)

Nous sommes donc amenés a déterminer la loi de ces temps d’arrét. En fait,
nous allons calculer explicitement la transformée de Laplace de ces temps. Nous
utiliserons les résultats et les notations de ’appendice D.

2.3.2 Calcul explicite de la transformée de Laplace des
lois des temps de passage

Théoreme 2.10
Pour tout X > 0 et pour tous réels x,y, z tels que y < x < z, nous avons :

ha(x) (ka(2) = ka(y)) = k(@) (ha(2) — ha(y))

ha(y)ka(z) — ka(y)ha(z) ’
(2.3.103)

Elexp —=A(Szy A Sz2)] =

et pour z >0et —z <z <z,

ha(x) + hy(—2)
ha(2) + ha(—2)’

ou les fonctions hy et ky sont définies dans l'annexe D (cf. (D.0.20)).

Elexp —A(Sz: A Sy —2)] = (2.3.104)

Démonstration du Théoréme 2.10

Soit f € C*(R). D’apres la formule d’It6, nous avons :

e N F(ZE) =1(Z8) + / e (2™ (27)dB, — B / e (27) Z7ds
0

0

t 1 t
— / Ae”\sf(Zf)ds+§ / e M ZE ™ (Z5)ds  (2.3.105)
0 0
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c’est a dire :
t
) =fla)+ [ e Np (2B,
0

+ /t (=Xe ™ f(ZF) + e MLf(Z7)) ds, (2.3.106)
0

Lg(z) := %@2’”(2)9”(2) — Bz¢'(2), geC*R), z€R. (2.3.107)

Par conséquent, le processus (M;, t > 0) défini par :
t
M, == e f(Z7) —f(x)+/ (=Xe ™ f(Z5) +e MLf(ZF))ds  (2.3.108)
0

est une martingale locale.

De plus, la martingale arrétée (Mts ‘”c"”/\s”’z, t > 0) est une vraie martingale
bornée.

Pour f = f} (pour la définition de fy, cf. (D.0.21), annexe D), nous avons :

AU Fe M LIUZD) = A JUZ) e AZE) = 0, (23.109)

et donc :

M, = e fU(ZT) - flla). (2.3.110)

D’ou (M;, t > 0) est une martingale bornée sur [0, S, , A S .| et nous pouvons
lui appliquer le théoreme d’arrét :

E[Ms, ns,.] = E[Mg™"*"*] = 0. (2.3.111)

Ainsi,
E[efA(sz,yAsz,z)fg(ZgzvyASm)] = [{(=). (2.3.112)

Nous décomposons alors le membre de gauche de 1'égalité (2.3.112) et nous
obtenons :

E[e—/\(sx,y/\sac,z)fil(y)H{Szyygsz’z} + e—A(Sac,y/\Sac,z)f;{(Z)ﬂ{sz’y>szﬁz}] — ff\’(x)
(2.3.113)
ce qui donne, vu que f}(y) = 0 (d’apres la définition de f{, cf. (D.0.21)),

E[efx(sz,yASz,z)ﬁ/(Z)]I{Sz7y>sm’z}] = fY(=). (2.3.114)
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Si nous supposons qu’il existe un z > y tel que f{(z) = 0, alors pour tout
y <z’ <z fJ(z') =0, ce qui est absurde car f} n’est pas identiquement nulle.
Donc f{ ne s’annule pas sur ]y, +oo[ et nous avons :

fi(x)

Ele MSauhSe) ] o o 1] =227 (2.3.115)
[ {Se,y>55 23] 1(2)
et de la méme maniere,
(x
E[e_)‘(sz,y/\sz,z)]l{Sz,ySSz’z}] = g/\( ) (23116)

9i(y)

Des deux égalités précédentes et en se référant aux définitions de f{ et g5 (cf.
(D.0.21) et (D.0.22), annexe D), nous déduisons :

(@) (a=) — ka()) — k(@) (=) — a(y)
Blexp —A(Sa 1 8ol = = S G

(2.3.117)

Soit z un réel positif et = €] — z, z[. En remarquant que pour tout w € R,
kx(w) = hy(—w), nous obtenons :

Blexp ~(5,. 1.8,...)) = A=) Z e 8 — )
(M) + ha(=2)) (ha(=2) = ha(2))
= T ) (=) —ha)) | 2318
Dot - ) )
Elexp =A(Sa.2 A So—2)] = hi((i; I hi(:j)) (2.3.119)
O

Corollaire 2.11

Pour tout A > 0, nous avons :

 ha(@sTP) 4 hy(—asTP)
ha(yo) + ha(=vo)
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Démonstration du corollaire 2.11

D’apres le théoreme 2.10 et 'identité (2.3.102), nous avons :

Tyo A T*yo

E[exp—)\ln(
s

)] = E[exp—A(InTy/s NInT_,, /s)]
= E[exp _)\(S:v/sﬁ,yo A\ Sz/sﬁ,fyo)]
B ha(xs™P) + hy(—xs~P)
ha(yo) + ha(=vo)

Or

E[(Ty) ™ = E[(Tyy ANT-y) | = E[exp —A(In(Ty, AT-y,))]
= E[exp —A(In(Ty,) A hl(T—yo))}
o E((T2 )] = s ) s )
ha(yo) + ha(=yo)

Yo
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Chapitre 3

Résolution de (S5, ;) avec p
quelconque

3.1 Existence et unicité de la solution de (5,, )
pour une large classe de mesures

Nous avons démontré au paragraphe 2 que (S, ) (cf. (1.2.10)) possede une
unique solution lorsque p = dy. Le but de ce paragraphe est de prouver le méme
résultat pour une large classe de données initiales. Nous nous restreindrons au
cas ol y admet une densité, que nous noterons encore . Soit donc p € L1(R).
Nous montrons aisément que si (“X,*u) est solution de (S,,,), alors *u est
solution de (E,, ) (cf. (1.2.11) et d’apres [Kal87] et [ABT79], il existe une unique
solution positive a I’équation (E,, ,). Ainsi *u est cette unique solution positive.

Nous notons (H), I'hypothese suivante :

1
(H) Texiste k > 0et 0 >0 tels que : Vo € R, ,u(x)gm.

(3.1.1)

Théoreme 3.1
Soit p € LY(R). Sous l’hypothése (H), l'équation (S,,,) posséde une unique
solution faible ("X | Mu).

Avant de démontrer le théoreme 3.1, nous établirons deux résultats pré-
liminaires : les lemmes 3.2 et 3.3. Nous rappelons tout d’abord les résultats

23



54 Chapitre 3. Résolution de (5,,,)

classiques sur la solution “u de (E,,,) qui sont indépendants de I’hypothese
H et vrais si u € LY(R). Les résultats suivants apparaissent dans les articles
de A.S. Kalashnikov [Kal87], pour (A), (B) et (£), D.J. Aronson - P. Benilan
[AB79], pour (C) et (D) et J.L. Vésquez [V93] :

(A) Hu e C*(]0,4+o00[xR), (3.1.2)
(B) *u est strictement positive sur |0, +00[xR (3.1.3)
(C) L'application t — *u(t,.) est continue pour la norme L', (3.1.4)
(D) 1l existe une constante C' telle que YVt > 0, ||Mu(t, || < Ct77,

(3.1.5)

L 1 (2(2m—|—1)(m—|—1))2|}n.

(&) liminf |x| ™ *u(t, x) > Cpt2ml avec C, = )
m

|| =00

(3.1.6)

Lemme 3.2
Sous Uhypothése (H) et pour tout T > 0, il existe des constantes kr et O telles
que pour tout x € R, nous ayons :

1
sup uft,z) < ————
0<t<T Ky + Op|x|™
Démonstration du lemme 3.2

Nous procedons en deux étapes.

Premiere étape

Pour tout a > 0, nous notons u, la fonction définie par :

~ 1 T\ 2 2
Ua(t,l') ::t_ﬂ a—{_Qm(t_ﬁ)

pour tout ¢ > 0 et x € R. La fonction u, vérifie 'E.D.P. premiere ligne de

(Em.s,)- Nous avons

N 1
Ug(t,x) =

—.
9 (a + d5a?)2ml
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Puisque 5 | P> 1, il existe une constante C,, telle que
]
ST 1 m 1
dm 2\ 2[m] i1, dm ol
(a—l—tQ—ﬁx) < Cm(a2| R \).
tIml
Ainsi,
~ 1
ua(t’ I) > Y
2\m\ P Ly L
Cona®T19 1 g il ||
or B(1 — ) < 0 donc, pour t, suffisamment grand :
ol 20 )
Congm 't <4.

1
Nous pouvons également choisir a tel que C,,a?2™! tg < k. Dans ce cas,

1

M < < ﬁa(to,x)

1
K+ 0|x|Iml
et le principe de comparaison assure que pour tout (t,z) € [0, +00[xR,

Mu(t, ) < ug(to +t,x).

Deuxieme étape

Soit T" > 0. Nous avons :

Hu( ) _ _ ( ) - 1 x2 T 2[m]
sup t,x) < sup uglto+t,2) < = |a+qgn—""5
0<t<T 0<t<T tg (to +1T7)%0
et puisque 3 | > 1,
1 -1
1 _1 ST zIml
sup “u(t,z) < — | a?m + g 5
0<t<T to Tl
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1 T ty
En posant rr = tga?ml et Or = gn" (25+—1;)W ’
0

attendu. O

nous obtenons le résultat

Soit € et T deux réels strictement positifs tels que ¢ < T'. Soit #X. une
variable aléatoire de densité *u(e, .), indépendante de (B, s > ¢). Nous consi-
derons I'E.D.S. suivante

t
(E) rX, = FX, +/ ™ (s, X)dBs , t>e¢

ol “u est la solution de (E,, ).

Lemme 3.3
Soit p € LY. Sous I'hypothese (H), I'équation (E.) admet une unique solution
forte sur [, T].

Démonstration du lemme 3.3

Premiere étape

La fonction *u étant de classe C* et strictement positive sur |0, +oo[xR,
™ est localement lipschitzienne en sa deuxieéme variable, uniformément en
t € [e,T]. D’apres l'exercice 2.10 page 364 de [RY91], il existe un unique temps
d’arrét T, appelé temps d’explosion et un unique processus (*X;, t > ¢) tel
que *X soit continu sur [e, T, AT et vérifie, pour tout ¢ <t < T, AT I"équa-
tion (E.). De plus, si nous notons T}, le temps d’arrét défini pour n € N* par
T, = inf{e <t < T,|"X;| > n}, alors T, = sup,, T),.

Deuxieéme étape

| —

Il reste a voir que presque surement, T, = +oo. Soit o € }O, —|. Nous

considerons la fonction ¢ définie sur | — oo, —1] U [1, +oo] par {(x) = |z|* et
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construite sur | — 1, 1] de telle sorte que ¢ soit de classe C? et positive sur R.
D’apres la formule d’'It6, nous avons :

T/\Tn 1 T/\Tn
COXTT) = 0 [ R (s X AR [ T ) ds.

Nous avons : ﬂ{TeST} C(HXT/\Tn) S C(MXT/\Tn) et sur {Te S T}, |'uXT/\Tn| = N.
Nous obtenons alors successivement :

P(T. <T)((n) < E(C("X712T,))

< B((("X.) + E ( / o ¢'<ﬂxs>wm<s,ﬂxs>d35)

Lo ([ enpex ymzm(s nx ya 3.1.7
—1—5 i C"(MX )M (s, X 5 )ds ) . (3.1.7)

Nous allons montrer que les trois termes du membre de droite de (3.1.7) sont
finis et ne dépendent pas de n.
Pour tout s € [¢,T], nous avons :

1
M
u(s,x) < Ky + Op|z|V/Iml

Ainsi, d’apres le lemme 3.2, nous obtenons :

BC0X0) = [ capuleadn < [ Glo)—prrmda.
et ]
¢(=) = O.pooJ2|*H/M), (3.1.8)

KT + 9T|513|1/‘m‘

1 .
avec o« — — < —1. Ainsi :

m|
BE(¢("X.)) < +00.
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D’autre part, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

E ( ) (E( / o, )*‘um(s,“xs)st)Q)

1/2

TNAT,
/ (X )™ (5, #X ) d B,

1/2
2(MX ) MP™ (5, X ) ds )

<(=(/ )
( )? M (s, dxds)
(

IA

(¢'(x >> dxds)
(3.1.9)

IN

Par ailleurs, nous avons :

C@F .

(K + O |z|T)2m+1

2m+1

o[22

2m+1

|m|

ne dépend pas de n.
De méme, nous avons :

. (/T/\Tn CN(MXS)MU2m(S,MXS)dS) < /T/ |C”(x)|”u2m+1(s,x)dmds

CH
/ / dzds.
(3.1.10)

avec 2(a— 1) —

< —1. L’espérance majorée en (3.1.9) est donc finie et

Cependant, nous avons :

"
DL _ 0 ffal™ ), @111
(/ST + HT‘Z"W)QT”JA
2m +1
, ml
dépend pas de n.
En faisant tendre n vers +oo dans (3.1.7, nous obtenons :

et  — 2 —

< —1. L’espérance majorée en (3.1.10) est donc finie et ne

limsup P(T, < T){(n) < 4o0. (3.1.12)

n—-+00
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Ceci implique que P(T, < T) = 0. Donc P(T, = +0) = 1, c’est-a-~dire que le
processus n’explose pas sur [, T]. Il existe donc une solution de (E.) sur [, T].
g

Remarque 3.4
Voici une autre démonstration du lemme 3.3. Nous allons montrer qu’il existe
des constantes C' > 0 et Cy > 0 telles que

sup “u™(t,x) < Cy + Colz|, (3.1.13)
tele,T)

c’est-a-dire que *u™ est sous-linéaire a I'infini. La fonction #u"™ étant par ailleurs
localement lipschitzienne en z, I'exercice 2.10 page 383 de [RY91] permet de
conclure que I’équation (E.) admet une unique solution forte sur [e, T7.
A e fixé, d’apres les propriétés (B) et (£), il existe une constante K telle
que, pour tout réel z, nous ayons :
Pu(e, z) > Ll (3.1.14)
1+ |z

Soit ¢ > 0 et v, la solution de I'équation (E,, .,). Il existe alors des constantes
71(c) > 0 et ya(c) > 0, telles que :

Vlt(ﬁc (72 ) " (3.1.15)

/vc(t x)dx = yi(c / Y2 (c —I—y 2’” dy = c, (3.1.16)
R R
d’ou liII(l) 71 (e) = 0.

Ainsi, au vu de la forme explicite de v, (cf. ( 3.1.15)), nous pouvons choisir
¢ suffisamment petit pour que pour tout nombre réel x, nous ayons :

Fu(e, x) > v.(e, x).

Le principe de comparaison implique alors que pour tout nombre réel x et tout
t > e,
Pu(t, ) > v.(t, ), (3.1.17)

et donc :

wt, z) > 1) (yg(c) + I—Q)m . (3.1.18)
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Comme m est négatif, nous avons alors pour tout x € R et tout t > ¢ :

™ (t, x) < Oale)™ (72(0) + x_Q)z : (3.1.19)

28

La majoration (3.1.13) en découle aisément.

Démontration du théoréeme 3.1

Premiere étape

D’apres le lemme 3.3, pour tous réels € et T' tels que € < T, il existe une
solution a (S,,,) sur I'intervalle [¢,T']. Nous notons P. r la loi sur C([e,T]) du
processus solution (*X;,e <t <T). Puisque la solution de (S,,,) est unique et
que le processus “X est markovien, la famille de probabilité P, r forme un sys-
téme projectif. Nous pouvons alors construire une probabilité P sur C(]0, +oo])
telle que P|C([£,T]) = P.p. Pour tout € > 0 et tout ¢ > ¢, le processus des coor-
données (*X;) vérifie I'équation (E.).

Deuxieéme étape

Il faut maintenant montrer que sous la probabilité P, il existe une variable
aléatoire *X de densité p telle que lir% X . = #Xq presque surement. Nous
E—>

procedons comme dans le cas de (S, 5,) : pour tout 7" > 0, nous avons :

sup E|"X;| = sup /|x| Fu(t, z)dx

0<t<T 0<t<T

/\x! sup Hu(t,z)dx

0<t<T

[ B
R Kr + Op|x|

d’apres le lemme 3.2. En opérant comme dans la démonstration du théoreme
2.1, nous montrons que lin& HX . existe presque strement. Nous notons *X, cette
E—

limite. Il reste & déterminer sa loi.
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Soit f une fonction continue et bornée. Nous avons :

E(f(*X.)) - / () f(z)da] = | / F(@)(Pule, 2) — p(a))dz]

<1 ool Fule, ) = Hu(0, )] 21

or d’apres la propriété (C), 1111(1) |Hu(e,.) — *u(0,.)||z2 = 0, donc

liy E(F(X0) = [ ) (o)

R
Etant donné que lir% E(f(*X.)) = E(f(*Xy)), nous obtenons :

B(f("Xo)) = / (@) f(2)dz

R
c’est-a-dire, "Xy admet pour densité la fonction pu.

Troisieme étape

Nous allons montrer que pour toute fonction f de classe C*°(R) a support

compact, le processus (N, t > 0) défini par :
1 t
No= F0X) — F0X0) = 5 [ AN, (320)
0

est une P-martingale.
Pour tout € > 0, nous avons d’apres la formule d’It6 :

FOX) = F0%) + [ s X FOX)AB. 4 5 [ A ) 10X s
: ) (3.1.21)

Le processus (IV;, t > ¢) est donc une P-martingale.
D’autre part, liH(l) f("X.) = f("X,) presque siirement, et dans £!(IR) par conver-
E—>

)

gence dominée.
Pour tout ¢ > 0, nous avons donc :

E( / D (s X ) X ) — / (s, 1) (X ds
0 5
< / B(R™ (s, "X | (X)) ds

0

: w 2m—+1 1
S/o /Ru (s, z)|f"(z)|dzds.
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En utilisant la propriété (D), nous obtenons :

) m /) © C !
/0 /R”u2 +1(S,ac)|f/(x)]dacdsS/0 /R—S/B(2m+1)|f/ (x)|dzds
§/]f”(:c)]da:/ —QSH ds
R 0 s§2m+2

<emmC(f).

1 1
Puisque — > 0, alors nous avons : lime2n»+2 = () et donc
(2m +2) e—0
1 [ 1 /[
lir% 3 M2 (5, 1X ) f (M X )ds = 5/ 2 (s, 1X ) f"("X,)ds  dans £'(R).
e € 0

Ainsi, (Ny, t > 0) est une P-martingale et le processus (*X;, t > 0) est so-
lution du probleme des martingales. Le théoreme de Stroock et Varadhan (cf.
[KS91] page 318) affirme que (“X;, ¢t > 0) est une solution faible sous P de

(Sm,u)-

Quatrieme étape

L’unicité en loi de la solution de (5,,,) résulte de I'unicité de la solution
de (Ep, ;) et du caractere markovien de la solution. O

3.2 Théoreme de renormalisation

Soit g une densité vérifiant les hypotheses du Théoreme 3.1. Pour tout
A > 0, nous posons :

pa(z) = %u <§> : reR (3.2.22)

1 est alors une densité qui vérifie les hypotheses du Théoreme 3.1. De plus,
lorsque A tend vers 0, uy tend étroitement vers dy.

Nous notons ("X, #a) la solution de (S, ,, )
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Théoréme 3.5

(i) Soit (“X}, t >0), défini par :

X =AY . (3.2.23)
A2m—+2
ou ("X, *u) est solution de (Sp,,). Alors, nous avons :
(MX), t>0) 2 (mX,, t >0). (3.2.24)
-3 bt
(11) Pour tout m € %\/_,O . les processus "X* et X convergent

en loi, lorsque X\ tend vers 0, vers °X, ou (°X, %) est la solution du
probléme (Sp, s,)-

Remarque 3.6

1. Ce théoréme affirme que le processus (“X;, t > 0), convenablement re-
normalisé, converge vers la solution du probléme correspondant a p = dy.

-3++5

2. L’intervalle 1

,0

1
est inclus strictement dans } —5 0 [ Nous ne

1
savons pas démontrer ce Théoreme pour tout m € } 5 0 {

Démonstration du théoreme 3.5

- démonstration du point (i) :

Nous notons (“X, *u) la solution de (S, ,). Nous allons d’abord vérifier que
le processus (“*X,, t > 0) a méme loi que (“X7, ¢t > 0).

Nous commencons par calculer la densité de #X. Soit f une fonction bo-
rélienne. Nous avons

E[f("XD)] = BIf (A "X 1 )]

—/f()\w)“u (#x) dz |
R
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Par le changement de variable y = Az, nous obtenons :
21X = [ 105 ( sz L) (3:2.25)
t_Ry)\u)\2m+2’)\ Y- o

Donc #X7 a pour densité :

1 t .

En particulier, pour t = 0, #X (’)\ a pour densité .
Par définition de #X, nous avons :

t
X, =X, —1—/ M (s,#X s)d By,
0

donc

A2m—+2

o
AX = APX o+ / A ™ (s, "X, )dAB, . (3.2.27)
0

En posant r = \>"*2s, nous avons :

t
T m r 1 1
#Xt —MX0+A {)\"u (W’XA2’£+2> /\m+1:| )\m—&-ldBW (3228)
Nous posons, pour tout réel r positif :

B.=\""p (3.2.29)

T* .
N2m+2
B’ est alors un mouvement brownien et vérifie :

1 1

T

/\2m+2 Zm+2 = )\m+1 7)\27;4-2 .

dB. = ™!

Donc, nous avons :

tr1 ro EXA\\ "
A A T !
X7 ="1X] —i—/o <X u (W’T)) dB, .

Ainsi ("X, #uy) est solution de (S,, ., ), “X* a donc méme loi que le processus
MX et Fuy = M.
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- démonstration du point (i) :

Cette démonstration se fait en quatre étapes :

1. Soit P* la loi du processus “*X ( ou celle donc du processus “X*). Nous
montrons que la famille de lois (P*)ys¢ est relativement compacte.

2. Soit pour f € C2%, & support compact, le processus (M}, t > 0), défini
par :

M) = f(mX,) — F(MX,) — %/t F1MX ) Mu(s, X )ds,  (3.2.30)
0

et soit Q* la loi de M*. Nous montrons que la famille de probabilités
(QM)a>0 est relativement compacte.

3. Soit (]\A/[;A, t > 0), le processus défini par :
— 1 [t
M} = f("X,) — f("Xq) — 5/ (X)) (s, X )ds,  (3.2.31)
0

ott % est la densité de Barenplatt-Pattle donnée en (2.1.7). Nous mon-

trons que les lois des processus M* et M* ont les mémes points adhérents
quand A tend vers 0.

4. Nous concluons.
Premiere étape

Nous notons P la loi du processus “*X . C’est une probabilité sur C([0, +-00]).
Nous allons montrer que la famille de lois (P*)ys¢ est relativement compacte.
Pour tout entier n > 1, nous définissons la fonction &,, de la fagon suivante :

&o(x) =2 stz € [—n,n]
&) =n+1  siz>n+1
() =—(n+1) siz < —(n+1)

et nous construisons &, sur |—(n + 1), —n[U]n, n + 1] de sorte que ||&, || <1+ 1
et que &, soit de classe C*(R).

Pour tout réel A > 0, nous notons P*", la loi de probabilité du processus
(£.(X?), t >0)). A n fixé, nous allons montrer que la famille (PM*)ys¢ est
tendue. D’apres Karatzas et Schreve (cf. [KS91], page 64), la tension de la
famille (PM) <o va résulter du lemme suivant :
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Lemme 3.7
1l existe trois réels strictement positifs o, v et v tels que :

(@) swpB(jg.("Xo)l") < oo (3.2.32)

(i)  Pour tout réel T > 0, il existe C(T") > 0 tel que
sup B (|&, ("X ) — E(MX )Y < O(D)|t — s, V0<s<t<T.

A>0
(3.2.33)

Démonstration du Lemme 3.7

Démonstration de (3.2.32)

Nous avons supy., E(|&,(**X)|) < n+ 1, donc le point (i) est vérifié avec
v=1

Démonstration de (3.2.33)

En appliquant la formule d’It6, nous obtenons a n fixé

t t
G0N — ) = [ €)X, + 5 [ X <X K >,

S

= [ 60X X, + 5 [ X X

Soit p > 1. Il existe alors une constante C), telle que :

2p

/ G (X ()™ (r, X )d By

p) . (3.2.34)

Nous majorons séparément les espérances des deux termes du membre de droite

de (3.2.34).

|€n(u>\Xt) - Sn(MAXs)Fp SCP (

#| [ exe o e ar
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Majoration du premier terme de (3.2.34) :

D’apres l'inégalité de Burkolder-Davis-Gundy, il existe une constante k,
telle que pour tout s,t € [0, T], nous avons :
2p>

o

<e([[@rexaerergo] ). e

/ (€)(X,) (P (r, X, )d B,

Par I'inégalité de Holder, nous obtenons :

|/ X)) X ] < e / (€PN ), X )

Or, nous avons :
5( [ @rexewremxa) < [ [ greei e
s s JR

Par ailleurs, lorsque 1 < p < ﬁ’ nous avons
m

2mp+1>0 et ||(Mu)?(r, )| < Cr PP+ (3.2.36)

ot la constante C' ne dépend ni de r, ni de A.
En effet, d’aprés la propriété D, nous avons |[“u(t,.)||ee < Ct=? pour tout
t >0, et donc :

(M) (t, ) ||oo < ATEONCH2B5 < =5 (3.2.37)
Ainsi,

t t
!/ m ! C
| [ep@eareaman < [apaae [ —mmmar

Par construction, £, est a support borné donc :
/ 1€ 1P (z)dr = M < o0 (3.2.38)
R
Comme ((2mp + 1) # 1, nous avons :

t
/ ¢ dr = C(tPEmp+DFL _ =B@mp+D+L) (3.2.39)

s Tﬁ(Qmp—i—l)
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Par ailleurs, puisque —3(2mp + 1) + 1 < 1, nous avons :
t
C
- _ o|—B@Cmp+1)+1
/S rﬁ(2mp+1)dr < C|t — s .
Par conséquent, nous obtenons :

t 2
E(C, / €09, ()" (12X, )AB, ) < Clt — s,

Majoration du deuxiéme terme de (3.2.34) :

/t EN(IX,) (M) 2™ (r, X ) 2p>. Avec

Nous majorons maintenant E(Cp

I'inégalité de Holder, nous obtenons :

| [ oo < - st [ e e e

t
<= o7t [P P X

Par ailleurs, nous avons
t t

E( / yg;;|2p(wxr)|w|4mp(r,“AXr)dr) = / / [En 7 () [P2u] P (r, ) da die
s s R

1
Lorsque 1 < p < ——, nous avons :
4fml

dmp+1>0 et ||(Mu)™(r, )| < CrAUmPED (3.2.40)
Ainsi :

t t
m C
| L@t < [ g [ S

Comme précédemment, nous avons :
/ 1€"2P(2)da = M < oo. (3.2.41)
R

Par ailleurs, comme nous avons 3(4m + 1) # 1 et —(2m + 1)+ 1 < 1, alors
nous pouvons écrire :

t
C
/ Tt r < Clt = s 77mr,
S r m
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Alinsi,
t 2p
56| [ ermxepninmx)[7) < cpp - sprostimen,
S
Nous constatons alors que p — 3(2mp+ 1) et 2p — 5(4mp+ 1) sont strictement
3
supérieurs a 1 si et seulement si p > m2—|—

Nous posons alors :

=p—p02mp+1)—1 et Yo =2p— B(dmp+1)— 1.

mis, L [, nous pouvons écrire pour tout s,t € [077,

Lorsque p € } 5 T

sup E(|§n(“*Xt) — §n(“*XS)|2p) < C’(|t A 5|H’Y2).

A>0

L’intervalle [, = |27+, ﬁ[ est non vide lorsque m € | _31“/5
choisi dans I,,, il existe une constante C'(T") telle que pour tout s,t € [0,7],

nous avons :

sup E(|&,(X,) — & (X)) < C(T)|t — s|'+7, (3.2.42)

A>0

,0[, et pour p

ol nous avons posé v = inf {vy1,7.}.

Ceci acheve la démonstration de (3.2.34), avec o = 2p. ad

Ainsi, la famille (PM),~¢ est tendue. Elle possede donc un point adhérent
P™. Par construction, la famille de probabilités (P"),>1 est projective et cette
suite induit donc une probabilité P sur C([0, 4+o00[). Il est clair que P est un
point adhérent & la famille de probabilités (P*)y~¢ et que sous P, le processus
des coordonnées de C([0, +o0[) est une martingale, car (**X;, ¢ > 0) est une
martingale.

Deuxieéme étape

Soit f € C*(R) a support compact.
Nous définissons le processus (M;'; ¢t > 0) par :

M = f("™X,) — f("X,) — %/ F (X ) (Pu)?™ (5,M9X )ds (3.2.43)
0
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Nous notons Q* la loi du processus M*. C’est également une probabilité sur
C([0, 400]).

Lemme 3.8
La famille (Q*) x>0 est tendue.

Démonstration du Lemme 3.8

Nous avons, d’apres la formule d’Ito,
t
M — / FPX ) ()™ (s, X ) B . (3.2.44)
0

Donc (M} ; t > 0) est une martingale locale. Nous appliquons le critere de
tension, énoncé dans le Lemme 3.7.

Il nous faut donc démontrer 'existence de trois constantes p > 0, v > 0 et
v < 0 telles que :

() suIO)E (IMg") < o0 (3.2.45)

x>
(i)  Pour tout réel T'> 0, il existe C(T") > 0 tel que

sup £ (IMY) = MYOPP) < C(D)|t— s, VO<s<t<T.
(3.2.46)

Démonstration de (3.2.45)

Nous avons E(|Mg]) = 0, donc le point (i) est vérifié avec v = 1.

.

pias = a2y < e ([ e exes) |

Démonstration de (3.2.46)

B~ an) = 5 (| [ exear s )as.

donc par le Théoreme de Burkhélder—Davis—Gundy

En utilisant la méme démarche que celle utilisée pour prouver (3.2.34), nous
avons :
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E(|M; = M) < Cyrlt — 5|

ou p et v sont obtenus de la méme maniere que précédemment. La famille
(QM)as0 est donc tendue. O

La famille (Q*)x~o possede un point adhérent Q. De plus, sous la probabi-
lité Q, le processus (M ; 0 <t <T) est une martingale.

Troisieme étape
Pour tout A > 0, nous notons :

1/ 1 (") om
&= sup [5 [P X)X s = 5 [ (s ) £ )]
0 0

0<t<T 2
(3.2.47)
ot %u(t,.) est la densité de Barenblatt Pattle donné en (2.1.7).
Lemme 3.9
Pour tout o > 0, nous avons :
lim P(&, > a) = 0. (3.2.48)

Démonstration du Lemme 3.9

Nous avons :

1 t
B <—EA<
e

0<t<T

T
<(/
SV

(um)Qm o Ou 2m

@W&wwwmw)

(F)?™ — 0u2m‘ (5,"X,)| f”(mxs)ms) (3.2.49)

(3.2.50)
et

EA<T/OT
I

GMM—%ﬂ@M&WWMmm>

(,u,;vu)%n _ Ou2m

(s, )| f"(x)] "u(s, z)dads. (3.2.51)
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Nous notons :
1

O(t,x) = t*("u(t,z) — “ul(t,z)) avec p= T (3.2.52)

Ainsi nous avons :

(3.2.53)
et

1 t =z 1, t A\@m+2)p—1 t
Pult,z) = Y (W x) Y (W x) TR GUTEY
A\(2m+2)8 r\2m+2)8 Y t
= @ + 20\ s v |
AP AP tr \ANZmt27 )
Nous en déduisons donc que :

A t =z
MA’U(t, I) = 0U(t, I‘) + t—p@ (W’ X)
A

t T
e 9()\2m+2’x>"

Or d’apres [V93], tliin [16(,.)||co = 0 donc pour tout = € R et tout ¢t € |0, T,

et
}“”u(t, x) — ‘u(t, x)| =

}\in(l) ma(t, ) = u(t, r)

et

lim [(u)*™ = ™" |(s, 2) £ ()] #u(s, 2) = 0.

Notons K le support de f et M = ||f”||co-

Par la propriété D et la définition de %, nous avons alors, pour tout A > 0,
tout ¢ € 10,7 et tout x € R :

) = | (s,2)| £ ()] uls, )

< ((“*u)%‘“(s,x) + Ouzm(s, x) “M(s,x)) Mg (x)

{C c 1
<

2
tB(2m+1) + t_ﬁt2m,3 (am + gm® )1 Mg (JE) .
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Nous avons donc :

| (u)?™ — %™ |(s,2)| £ (2)] Pu(s, ) <

< ey (€ + 20 e

Le membre de droite est intégrable car K est compact et f(2m + 1) < 1.
D’apres le théoreme de convergence dominée, nous avons donc /l\irr(l] E*M&) =0

et pour tout a > 0,

yg(ljpk(@ >a)=0.

Ceci prouve (3.2.48). O

Ainsi, nous avons :

1 ' 1 ' m ot

'5 / (D)™ (5,"2X ) f" (X )ds — 5 / %" (s,10X ) f”(wxs)ds‘ — 0.
0 0 -

(3.2.54)

Ainsi les lois des processus (M} ; 0 <t < T) définis par (3.2.43) et les lois

des processus (]\Z)‘; 0 <t <T) défini par :

M2 = F0X0) = F0X0) = 5 [ ) 5, s,
0

ont les mémes points adhérents, quand A tend vers 0. Nous rappellons que la
loi de (M}; 0 <t <T)est Q.

Quatrieme étape

Soit (An)n>0 une suite convergeant vers 0 telle que (P“)n>

. An -

P. La famille (Q )n20

adhérent (), qui est une probabilité. Ainsi, il existe une suite extraite (A]),>o
telle que (P/\/")n>o et (Q’\%)mo convergent respectivement vers P et Q).

0 converge vers

étant relativement compacte, elle possede un point

Soit (W;, t > 0) le processus des coordonnées de 'espace C[0, +oc[. Nous
avons donc :

1. Sous P, (W;, t > 0) est une martingale, car (**X;, t > 0) est une mar-
tingale.
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2. Sous Q, (W;, t > 0) est une martingale, car (M}, t > 0) est une mar-
tingale.
Ainsi, sous P, le processus (N;, t > 0) défini par :

N, = f(W) — f(WO)—% /0 POV )2 (s, W)ds,  (3.2.55)

est une martingale.

Dans ces conditions, il est alors classique, (cf. Karatzas et Schreve [KS91], page
314), qu’il existe un mouvement brownien (B}, t > 0) défini sur C[0, +oo], tel
que :

t
W, =Wy + / %™ (s, W,)dB" . (3.2.56)
0

Ainsi la loi du processus (W, ¢t > 0) est celle du processus (°X;, ¢ > 0) tel
que (%X, %) soit solution de (S,,5,). Or P, la loi du processus ("X, ¢ > 0)
converge, quand A tend vers 0, vers P. Ce qui acheve la démonstration du
Théoreme 3.5.

O
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Chapitre 4

Introduction

4.1 Le temps de ruine et ’overshoot

Nous nous intéressons ici au probleme suivant : une compagnie d’assurance,

a l'instant initial 0, possede un capital initial = ( z > 0); elle compte sur des

rentrées régulieres mais son capital connait des fluctuations aléatoires. Nous

modélisons son capital a I'instant ¢ (t > 0) par le processus (Z7, t > 0) défini
par :

7z =v— X vVt >0, (4.1.1)

avec :

XtZOBt—Ct+Jt thO, (412)

ou (B, t>0) représente “les petites fluctuations régulieres” de la fortune et
est un mouvement brownien linéaire, issu de 0. o est un réel non nul (sans
perte de généralité, nous supposerons que o = 1). ¢ est un réel et ct représente
les rentrées non aléatoires. (J;, t>0) représente les fluctuations discontinues
du capital et est un processus de Lévy, de sauts purs, de mesure de Lévy v,
indépendant de (By, t>0) et vérifiant Jy = 0.

Nous considérons le temps de ruine de la compagnie, c’est a dire le premier
temps d’atteinte du niveau 0 par le processus (ZF, x > 0), noté T, et défini
par :

T, :=inf{t > 0; Z} < 0}. (4.1.3)

Il est clair que T, est aussi le premier temps de dépassement du niveau x par
le processus (X;, t>0) :

T, =inf{t >0; X; >z}. (4.1.4)

7
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Nous nous intéressons a la probabilité que T}, soit fini, c’est a dire a la proba-
bilité de ruine P(7, < 400).

De nombreux auteurs se sont intéressés au calcul de cette probabilité, a
I'étude asymptotique de P(T, < 4+00), lorsque z tend vers 400, et a des pro-
blemes voisins. Nous reportons au paragraphe 4.6 de ce chapitre, une courte
bibliographie ot nous situerons nos résultats par rapport a ceux de la littéra-
ture.

Nous supposerons dans toute la suite que E(] X;|) est finie, c’est a dire :

“+oo
E(|1]) < / lylv(dy) < +oo. (4.1.5)

Nous distinguerons les deux cas suivants :
1. E(X;) < 0, hypothese dite de profit net, soit :
400
E(X;) = —c+E(/) = —c+/ yv(dy) < 0. (4.1.6)

—00

Sous (4.1.6), nous avons :

lim X; = —o0 p.S. (4.1.7)

t——+o0

En particulier la fonction z — P(T), < +00) est décroissante et vérifie :

lim P(T, < 4+00) = 0. (4.1.8)

T—-+00

2. E(X;)=—c+E(J;) >0
Dans ce cas, nous avons :

limsup X; = +00 p.s. (4.1.9)
t——+o00
et alors :
P(T, < +00) =1 Ve > 0. (4.1.10)

Il est clair que I’étude de la probabilité de ruine n’est donc intéressante que
sous 'hypothese (4.1.6).
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Nous définissons, pour tout > 0, sur {7, < 400} :
K,:=Xr, — 1. (4.1.11)

K, est appelé overshoot ou dépassement du niveau z, a I'instant 7).

Nous nous intéressons donc a la loi conjointe du couple (77, K,), condition-
nellement a {7, < +o00}. Ceci nous conduit a considérer la fonction F', définie
par :

F(O,p,2) :=E (e " "5 1p oy) 0>0, u>0 2>0. (4.1.12)

Remarquons que F(0,0,z) = P(T, < 4+00).

4.2 Sous-exponentialité de F' (6,0, .)

Le but de cette section est de montrer qu’avec des arguments tres simples,
nous pouvons montrer que x — F(0,0,z) et donc x — P(T, < +00) sont a
décroissance exponentielle.

4.2.1 Utilisation de la sous additivité de —In o F(6,0,.)

Soit z et ' deux réels positifs. Sur {7, < 400}, nous notons :
T/, =inf{t >0; Xp 4 — Xp, >a'}. (4.2.13)

De la relation {7, < 4+oo} N{T, < 400} C {Ty1y < +00} , nous dédui-
sons en utilisant la propriété de Markov forte et la stationnarité des accroisse-
ments de (X, t>0) que :

E (679@””’“')]1{Tz<+oo}m{T;,<+oo}) <E (e—eTxﬂ/ ]1{T1+I/<+OO}) . (4.2.14)
ce qui équivaut, comme T, et T, sont indépendants, a :
F(0,0,2).F(0,0,2") < F(0,0,2 + ). (4.2.15)

La fonction  — —In F'(0,0, z) est alors sous additive et d’apres un théoreme
classique, nous déduisons la proposition suivante :
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~ In(F(4,0,
Proposition 4.1  Soit 7y = inf —M )
x>0 X
Alors
- 1 -
(7) Y >0 et lim ——InF(0,0,2) =7y (4.2.16)

r—+o0o I

(i)  F(0,0,2) <e ®*  VYo>0. (4.2.17)

Ce qui nous permet d’affirmer que F'(,0,.) est sous exponentielle.
Remarquons alors que : V8 > 0,Vu > 0,Vz > 0,

F (67 L, .T) - E (e—GTx—HKx H{Tz<+oo})
< E(e " Lir,ci00p) = F(0,0,2) (4.2.18)

donc comme F(6,0,.) est sous exponentielle, F'(, p,.) est aussi.

De plus, lorsque v ne charge que R_, le processus (X;, t>0) n’a pas
de saut positif, donc si T, < +oo, presque strement, X; =z, K, = 0 et
T), + Ty = Tyrp. Ainsi Uinégalité (4.2.15) devient une égalité et par consé-
quent :

F(0,p,2) = F(0,0,2) = E(e " L, c 4 oy) = € ° Ve>0. (4.2.19)

Précisons que :
si >0, alors 7 >0. (4.2.20)

En effet, comme 0 < F'(0,0,z) < 1, la constante 7, est positive ou nulle.

Soit & > 0. Supposons que Y5 = 0. Alors E(1 — e’eTzll{TKJroo}) =0 et
comme la variable aléatoire (1 — e *"* 17, - ;o)) est positive alors elle est nulle
presque sirement.

Donc e~ Iy, <400y = 1 p.s. et alors T, = 0 p.s., ce qui est absurde.

La proposition 4.1 nous invite de maniere naturelle a :
a) Déterminer 7y a l'aide des caractéristiques du processus de Lévy.

b) Trouver des majorations, soit exponentielles, soit polynomiales,
de F(0,u,z) et de P(T, < +00), quand x tend vers +oo, en fonction
d’hypotheses convenables sur v.

c¢) Si possible, trouver le comportement asymptotique exact, quand = tend
vers +o00o, de F(0, u,z) et donc de P(T,, < +00).



4.3. Comportement asymptotique en +oco de F(0,p,.) 81

4.2.2 Utilisation d’un théoréme de renouvellement

Lorsque (X¢, ¢ >0) est un processus de Poisson composé (i.e. ¥(R) < +00),
et sous des hypotheses convenables (cf. chapitre 8, (8.0.3) et (8.0.4)) nous mon-
trons, en utilisant un théoreme de renouvellement, que :

F(8, 11, 2) ~prioo C(0, p)e 0O (4.2.21)

ouC(0, 1) >0etv(0) >0si0>00usif=0etc>E(J) (cf. Théoreme 8.1,
chapitre 8).

4.3 Comportement asymptotique de F'(0, u, z),
quand x tend vers oo

4.3.1 Equation fonctionnelle satisfaite par F (0, y,.)

Sous I’hypothese simplificatrice que (J;, t>0) est un processus de Pois-
son composé, nous prouvons que F'(6, u,.) satisfait a I’équation fonctionnelle
suivante :

G(z) = Fo(0,p,x) + F1(0, i, x) + ApG(z) Vx>0 (4.3.22)

ou Fy(0, pu,x) et F1(0, pu,x) sont deux fonctions explicites et Ay un opérateur
(cf. Théoreme 5.1 du chapitre 5 ).

Dans le paragraphe 5.3 de ce méme chapitre, nous montrons que 'opérateur
Ay est contractant dans des espaces de Banach bien choisis. Ceci permet de
montrer que F(0, u1,.) est 'unique solution de 1’équation (4.3.22).

Par ailleurs, de 1’équation (4.3.22), nous déduisons :

—+00

F(0,p,2) =Y Aj (Fo+ Fy) (0, p,) . (4.3.23)

n=0

Ceci fournit un schéma d’approximation numérique de F'(6, u,.), a vitesse ex-
ponentielle.

4.3.2 Développement asymptotique de F(0, i, z), quand
xr tend vers 400

Nous montrons que la transformée de Laplace I (0, ,.) de F (0, p,.) définie
par :

F(0,p,q) == / e WE (0, pu,y)dy, (4.3.24)
0
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vérifie une équation de type fonctionnelle (cf. (6.1.7)). Cette équation est ob-
tenue en intégrant (4.3.22) par rapport a la mesure e 1~ dx , lorsque la
mesure de Lévy v de (J;, t>0) est une mesure bornée (i.e. : (Jp, t>0) est
un processus de Poisson composé).

Ce calcul étant fait, nous constatons que I (0,1, q) ne dépend plus de
A = v(R). Ceci nous permet d’étendre cette équation a des processus de Lévy
plus généraux que les processus de Poisson composés. Par contre, dans I'équa-
tion fonctionnelle (4.3.22), une telle généralisation n’est pas claire.

Dans le cas ou v n’a que des sauts positifs, I (0, p,.) est calculée explicite-
ment. (cf. chapitre 6)

Nous utilisons ensuite I’équation fonctionnelle (6.1.7) pour obtenir un dé-
veloppement asymptotique, quand z tend vers +o0o de F(0, u, x), généralisant
(4.2.21).

Plus précisément, nous montrons alors que sous des hypotheses convenables
portant sur des moments exponentiels de v, la fonction F(, u,.) admet un
développement asymptotique quand x tend vers +oo de la forme :

p
F(0, ) =Co(0, 1)e ™D 13~ a; (Ci(0, p)e ™0 + (0, p)e 70"
i=1

+0 (e7P) (4.3.25)

ot 1(0) € Ry, B € Ry et les (7i(f))ieq1,....ny sont des complexes conjugués
deux a deux vérifiant :

0 <) <Rem(f) <--- <Re(0) < B,

1
et a; = 5 si —;(0) est réel et a; = 1 sinon. (cf. Théoreme 7.3).

La démonstration de (4.3.25) repose sur linversion, par la méthode de
Mellin Fourier, de I’équation fonctionnelle (6.1.7) satisfaite par la transformée
de Laplace F(0, 4, .).

4.3.3 Comportement asymptotique, quand z tend vers
+00, de la probabilité de ruine P(7T, < +0)
1. Les résultats du paragraphe 4.3.2 s’appliquent lorsque 6 = . = 0 et donc

lorsque v admet des moments exponentiels convenables, nous obtenons
un développement asymptotique de x — P(7T, < +00) , quand = tend
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vers 400, de la forme :

P -
P(T, < +00) = Coe 007 +3 ", (Cie*%(o)x + @-e*%“o)x) +0 (e7P7)
i=1
(4.3.26)
ot Y(0) € R%, B € Ry et les 7,(0), i € {1,...,n}, sont des complexes
conjugués deux a deux, vérifiant :

0 <7(0) <Ren(0) <--- <Revy(0) < B,

1
et a; = 3 si —,;(0) est réel et a; = 1 sinon.

2. Sous des hypotheses plus faibles, c’est a dire l'existence de moments
d’ordre n > 3 pour la restriction de v a R et la condition de profit net,
nous obtenons la majoration :

C
P(T, < >0. 4.3.2
<x<+oo)_1+w"*2 Ve >0 (4.3.27)

Remarquons qu’il est naturel qu’il n’y ait pas de condition portant sur la
0

restriction de v a R_, outre / lylv(dy) < +oo. En effet, plus les sauts

négatifs sont grands, plus la p_robabilité P(T, < 4+00) sera petite.

4.4 Résultats pour le couple (T}, K,)

L’un des intéréts de notre approche est d’avoir pris en compte la loi conjointe
du couple (7}, K,), via sa transformée de Laplace (i.e. la fonction F)

Connaissant un équivalent de F'(0, u, z), quand x tend vers +oo, avec des
hypotheses raisonables (hypotheses du Théoreme 7.3), nous montrons (cf. cha-
pitre 10) :

1¢" cas : Sous la condition de profit net, E(X;) = —c + E(J;) < 0, condition-
nellement a {T, < 400}, le couple (T}, K,), convenablement renormalisé,
converge en loi vers une v.a. bidimentionnelle (£3,&5). & et & sont indé-
pendantes et & suit une loi gaussienne (cf. Théoréme 10.1). Lorsque v
ne charge que R, la loi de & est explicite. Ainsi les variables aléatoires
T, et K, sont “asymptotiquement indépendantes”.

2°m¢ cas : Sous la condition E(X;) = —c+ E(J;) > 0,
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le couple (T, K, ), convenablement renormalisé, converge en loi vers une
v.a. bidimentionnelle (£1,&2). & et & sont indépendantes et & suit une
loi gaussienne (cf. Théoreme 10.3). Lorsque v ne charge que R, , la loi de
& est explicite. La encore, les variables aléatoires T, et K, sont “asymp-
totiquement indépendantes”.

3*me cas : Sous la condition E(X;) = —c + E(J;) = 0,

Nous avons un résultat de convergence analogue au 2" cas, mais cette
fois, i n’est plus gaussienne (cf. Théoreme 10.5).

4.5 Formule de Zolotareff

Cette étude est indépendante de ce qui précede.

Nous savons classiquement que pour un processus de Lévy tel que sa mesure
de Lévy v ne charge que R_, nous avons la formule de Zolotareft, i.e. :

t P(T, € dt)dz = x P(X; € dx)dt sur Ry x R, . (4.5.28)

Nous montrons ici (cf. chapitre 11) une réciproque de ce théoreme. Plus préci-
sément, nous montrons 1’équivalence des propriétés suivantes :

(1) v ne charge que R_ .
) tP(T, € dt) dv = x P(X; € dx) dt sur Ry xR, .
(iii)  VO>0, 3Cy>0 telque Vo >0, E (e lipiny) =e .

Ce résultat généralise un théoreme de Borovkov ([Bor64)), relatif aux marches
aléatoires (.Sy,)n>0 sur Z :
Il y’a équivalence entre les assertions suivantes :

(1) nP(Ty =n) =kP(S, = k), neN, keN.

(17) le pas de la marche est a support dans | — 0o, 1] .

4.6 Commentaires bibliographiques

Le livre de T. Rolski, H. Schmidli et J. Teugels [RSST99] contient une tres
grande bibliographie sur les sujets traités ici. On pourra s’y reporter pour des
informations complémentaires.
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4.6.1 Le modele classique

Dans la littérature, on désigne par modele classique, un processus de la
forme :

Xt = —ct + Jt s (4629)

ou (J;, t>0) est un processus de Poisson composé, c’est a dire un processus
de Lévy de sauts purs, dont la mesure de Lévy v est de masse finie A\, défini
par :

Ny
=YY, (4.6.30)
=1

ou le processus (IV;, t>0) est un processus de Poisson de parametre \ et les
variables aléatoires Y;, indépendantes de (Ny, t>0) et indépendantes entre
elles, sont de loi commune p. Nous avons alors v = A u. Tres souvent, les au-
teurs choisissent des variables aléatoires Y; positives. Ce modele a été introduit
par Filip Lundberg [Lun03] et a été étudié de fagon approfondie par Harald
Cramér [Cra30] et [Crabb]. C’est pourquoi, ce modele est souvent appelé mo-
dele de Cramer-Lundberg.

En particulier, ces auteurs se sont intéressés a la probabilité de ruine,
F(0,0,z), avec nos notations (cf. 4.1.12). Ils obtiennent une équation satis-
faite par la transformée de Laplace de cette probabilité et calculent explicite-
ment cette probabilité quand les variables aléatoires Y; sont exponentielles, de
parameétre 0, a savoir :

F(0,0,2) = P(T, < +00) (%) vz >o0. (4.6.31)

T

D’autres démonstrations de (4.6.31) ont été obtenues par des méthodes
différentes (utilisation de martingales (voir Gerber [Ger73]) ou de martin-
gales inverses (voir [DH95]), utilisation du générateur infinitésimal du pro-
cessus (X, t>0) (voir Dassios-Embrecht [DE89]) et Taylor [Tay76]). Lorsque
la loi p est plus générale, ces nouvelles approches permettent d’obtenir des
encadrements de la probabilité de ruine :

Vo >0,  Cie " < F(0,0,2) < Che 0%, (4.6.32)

ou C] et Cy sont des constantes et vy est I'unique racine de I’équation :

—ye+ A ( /O m Vdu(y) — 1) ~0. (4.6.33)
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Remarquons que si nous notons ¥ 'exposant caractéristique de (X;, ¢ >0),
ie.: E(eMt) = e W et o(t) = 1(—t) alors (4.6.33) est équivalente a p(—) = 0.

L’existence de la limite suivante :

lim e™*F(0,0,2) =C, (4.6.34)

r——400

est classiquement connue et sa démonstration repose sur le Théoreme de re-
nouvellement de Feller [Fel71].

Des résultats du type précédent ont été montrés lorsque la mesure de Lévy
v est de masse infinie mais ou v charge R,. De tels processus sont souvent
appelés gamma processus et ont été étudiés par D.C.M. Dickson et H.R. Waters
[DW93], par F. Dufresne, H.U. Gerber et E. Shiu [DG93] et [DGS91].

4.6.2 Le modele perturbé
Le processus (X;, t>0) est défini ici par :
X, =—ct+ J,+ 0By, (4.6.35)
ou ¢ est une constante non nulle et (B;, t>0) est un mouvement brownien
standard issu de 0, indépendant de (J;, ¢ >0), processus de Poisson composé,

comme défini en (4.6.30).
Ce modele a été introduit par Gerber [Ger70].

Citons, pour le modele (4.6.35), les résultats suivants :

1. Gerber et Landry [GL98|, Furrer et Schmidli [FS94] et Schmidli [Sch95]
ont obtenu des majorations et des minorations de la probabilité de ruine :

Ce % < F(0,0,2) < e 0% Ve >0. (4.6.36)
ou C' > 0.
2. Lorsque :
Nt
Jo=YY, (4.6.37)
i=1

ou les v.a. Y; ont une distribution de densité p qui est une combinaison
d’exponentielles :
p(z) = ZAZ»@-@_B“” Ve >0, (4.6.38)

=1
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avec p(z) > 0, Vo > 0, (les constantes A; pouvant étre pour certaines
négatives et les constantes [3; étant strictement positives), F. Dufresne et
H.U. Gerber ont démontré en 1990 (cf. [DGI0]) que :

n+1

F(0,0,7) =Y Cre™™ x>0, (4.6.39)
k=1

avec

n+1 ﬁ‘
Zﬂi_’rkck =1 Vie{l,...,n},

et

C:ﬁ e — b ﬁ Tk Vheli,...n+1)
" Bi n — Tk ’ ’ ’

i=1 k=1, kh

Ai—-T 2

les r;, étant les solutions de A Z ( + U—) = c
=1
3. Dans le cas ou (J;, t>0) est un processus de Lévy, de sauts purs, de
mesure de Lévy v ne chargeant que R, , et s’il existe 79 > 0 tel que
¥(v0) = 0 ol ¥ est 'exposant caractéristique du processus (X;, ¢>0),
R.A. Doney prouve en 1991 (cf. [Don91]), que :

lir}rq e*F(0,0,2) = C, (4.6.40)

avec

c=_ 20 (4.6.41)

4. Lorsque (J;, t>0) est un processus de Lévy, de sauts purs, mais ou la
mesure de Lévy v ne charge pas seulement R, (cf. [BD94]) J. Bertoin
et R.A. Doney établissent en 1994, le méme résultat que (4.6.40), mais
cette fois la constante C' n’est pas explicite.
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. Dans le cadre du modele perturbé :

Xi:=0B; —ct+ J;, (4.6.42)
ou
Ny
Jo=)_Y; avec Y;>0, (4.6.43)
i=1

mais ou le processus (N;, t>0) est cette fois, un processus de renou-
vellement, alors H.J. Furrer et H. Schmidli (cf. [FS94]) obtiennent des
inégalités du type :

F(0,0,z) < C(r)e™ "™, (4.6.44)

ou les constantes C(r) > 0 et r > 0 sont données plus ou moins explici-
tement.

Ny

. Pour le modele perturbé (4.6.35), avec J; = ZYQ, processus de Pois-

i=1
son composé, S.G. Kou et H. Wang [KWO01] calculent explicitement la
transformée de Laplace de la probabilité de ruine, lorsque les variables
aléatoires Y; ont une densité de la forme :

p(y) = come” " Lpsoy + comee” P Lipcoy (4.6.45)

avec ¢y +co=1,¢12>20,c0 >0, >0et g > 0.

. En 1997, M. Dozzi et P. Vallois ont calculé explicitement la loi de T}

lorsque le processus (X;, t >0) est la différence d’un processus de Pois-
son composé, a sauts positifs, exponentiels, et d'un processus de Lévy
croissant (cf. [DV97], Théoreme 4.1, page 371).

. Notre travail se situe dans 'esprit des résultats précédents. Nous consi-

dérons le processus (X;, t>0) défini en (4.6.35), mais ou (J;, t>0)

est un processus de Lévy, de sauts purs, de mesure de Lévy v telle que
+oo

/ lylv(dy) < +oo.

(o]
(1) Tout d’abord, nous obtenons, sous des hypotheses convenables por-

tant sur les moments exponentiels de la mesure v, un développement
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asymptotique, au voisinage de +oo, de F\(0,u,.) (cf. (4.1.12) pour la
définition de F'). Ce développement est de la forme :

p
F(0, ) =Co(0, )e D" +3 " a; (Ci(0, p)e ™0 + (0, p)e 700"
=1

+0 (e 77, (4.6.46)

ot v(f) € Ry, B € Ry etles (7i(0))ica
gués deux a deux vérifiant :

ny sont des complexes conju-

.....

0 <%(f) <Rem(f) <---<Revy(d) <B.

1
et a; = 5 si —;(0) est réel et a; = 1 sinon. (cf. (4.3.25) et Théo-

réme 7.3). Dans le cas ou v ne charge que R, les coefficients C; (0, u)
et v;(0) sont obtenus explicitement.

Nos résultats généralisent donc le travail de F. Dufresne et H.U. Ger-
ber [DGI0] , R.A. Doney [Don91], et J. Bertoin et R. A. Doney [BD94].

(77) Nous montrons par ailleurs que dans le cas d’existence de moments
d’ordre n > 3 pour la mesure v, la probabilité cge ruine admet une

(14 x)"2

Notons que des inégalités de ce type ont été obtenues par A. Frolova,

Y. Kabanov et S. Pergamenshchikov (cf. [FKPO01]), pour un modele ou

le processus (8X) est solution d'une équation différentielle stochastique

avec sauts positifs.

majoration polynomiale du type F'(0,0,z) <

4.6.3 Approximation numérique

De nombreux articles sont consacrés a ’approximation numérique explicite
de la probabilité de ruine (voir Abate et Whitt [AW92] et [AW95]). Cette
derniere est approchée par la fonction :

Fopprox(x) = Ce™ 7% (4.6.47)

Dans notre approche, ’équation fonctionnelle (5.2.9) (cf. Théoreme 5.1), four-
nit un schéma d’approximation numérique qui converge a vitesse exponentielle

(cf. (5.3.78).
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4.6.4 Le triplet (T,, K, L,)

Assez récemment, des auteurs se sont intéressés a la loi du triplet (75, K, L,)
ou K, := Xp, — x désigne le déficit aussitot la ruine, appelé overshoot ou sé-
vérité de la ruine et L, := z — X;— désigne la fortune immédiatement avant
la ruine.

Ces notions ont été introduites et étudiées par Gerber, Goovaerts et Kaas
[GGK87] dans le modele classique. Il faut voir aussi sur ce theme Dickson
[Dic92], Dikson et Waters [DW92], Dufresne et Gerber [DG88], Frey et Schmidt
[F'S96] et Gerber et Schiu [GS97], mais toujours pour le modele classique.
Plus précisément, H.U. Gerber et E.S.W. Shiu, en 1997, (cf. [GS97]), éta-
blissent, pour le modele classique défini en (4.6.29), la formule suivante :

A
]E(e_éTx ﬂ{a:—XT* Edu}ﬂ{XTz—xEd’U} - E /L(CL’ + y) e " du dv ) (4648>

ol p est une constante dépendant de ¢.

Pour le modele perturbé, le théoreme de Pecherskii-Rogozin (cf. 'article de
L. Nguyen et M. Yor [NYO01]) établit un lien entre la transformée de Laplace
de F(0,p,.) et la loi du processus (X;, t >0). Plus précisément, il existe une
constante k£ > 0 telle que :

ﬁ(@,,u,q) _ K(H’CD — ’%(97”)

: (4.6.49)

avec
+oo +oo 1
o Tt _ —at—px
k(a, B) ==k exp </o dt/o ; (e e IP(X; € dx)) . (4.6.50)

On pourra rapprocher la formule (4.6.49) de 'expression (6.1.7) de ]3(9, i q),
énoncée dans le Théoreme 6.1.

Nos théoremes de renormalisation (cf. Théoremes 10.1, 10.3 et 10.5) existent
pour des marches aléatoires (voir le livre d’Allan Gut (cf. [Gut88], page 102,
Théoreme 10.11) et semblent nouveaux dans notre situation.

4.6.5 Formule de Zolotarev

Soit (X, t>0) un processus de lévy de la forme :

Xy =0B,—ct+ J; Vi >0
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ou (Jy, t>0) est un processus de Lévy de sauts purs, vérifiant Jy = 0 et de
mesure de Lévy v et T}, le premier temps d’atteinte du niveau x par (X, ¢ >0),
ie. :

T,:=inf {t >0; X; > x}.

On dit que le processus (X;, t >0) satisfait a la fomule de Zolotareff si :
t P(T, € dt) de = x P(X; € dx) dt sur Ry x R, . (4.6.51)

Dans les années 60, A. Borovkov et M. Zolotarev ont montré que la classe

des processus de Lévy sans sauts positifs satisfont a la formule de Zolotareff
(cf. le livre de J. Bertoin [Ber96], pages 190-191, pour une démonstration de
ce théoreme). En 1966, B.A. Rogozin [Rog66] a prouvé une réciproque de ce
théoreme.
A. Borovkov s’est aussi intéressé a la version discrete de (4.6.51) et a montré
que si X = (X,,, n € N) est une marche aléatoire unidimensionnelle issue de
0,si T = (T}, k € N*) est défini par T, = inf {n € N / X,, > k}, alors il y’a
équivalence entre les propositions suivantes :

(i) kP(X,=k)=nP(T,=n), neN, keN (4.6.52)
(i) P(X;<1)=1. (4.6.53)

Plus récemment, M. Dozzi et P. Vallois [DV97] ont montré que la classe des
processus vérifiant la condition suivante, légérement plus générale que (4.6.51) :
ot [t du
P(T, <t)=—x— P(X, >z)—, 4.6.54
(T <t)=—a 5 [ B> 0T (1654
est fermée pour la convergence en loi. Ce qui fournit une nouvelle démonstra-

tion de l'identité (4.6.51) pour les processus de Lévy sans sauts positifs (cf.
[DV97], Théoreme 3.1, page 362).

Enfin, en 2001, A.A. Borovkov et Z. Burq [BB01] donnent une autre dé-
monstration de 'identité (4.6.51) pour un processus de Lévy sans sauts positifs,
a I'aide de martingales et de changement de mesure.

Notre contribution a 1’étude de la formule de Zolotareff consiste a four-
nir une nouvelle démonstration de la réciproque énoncée par Rogozin. Plus
précisément, il y’a équivalence entre les propriétés suivantes :

(1) tP(T, €dt)de =xP(X; € dx) dt sur Ry xRy .

(17) v ne charge que R_ .
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4.6.6 Problématiques voisines

Afin de mieux prendre en compte la gestion des actifs d’'une compagnie
d’assurance et la ruine de cette compagnie, de nombreux auteurs ont remplagé
le processus de Lévy (X;, t>0) par des processus mieux adaptés, dont voici
des exemples :

Barriéere de ruine, ruine absolue :
— Le niveau de ruine n’est plus un réel fixe mais devient une fonction du
temps. (voir article de C. Lefevre et P. Picard [LP97]).
— La compagnie d’assurance peut emprunter de 'argent pour éviter la
ruine qui ne se produit plus quand le capital devient nul mais quand
il atteint un seuil négatif. Le processus étudié devient :

t
Xt =T — Jt — / b(Xs)dS, (4655)
0

ol

Bilr —A)+c si z>A

c si 0<zx<A (4.6.56)
Box + ¢ si <0

b(x) =

c
Le temps de ruine absolue est alors le temps d’atteinte du niveau ——,

2
au dela duquel la compagnie d’assurance n’est plus capable de rem-

bourser ses dettes (voir articles de A. Dassios et de P. Embrechts
[DE89] et de P. Embrechts et H. Schmidli [ES94]). Avec des hypo-
theses particulieres portant sur la loi du processus de Poisson composé
(Jy, t >0), ces auteurs calculent explicitement les probabilités de ruine
absolue.

Modele avec intéréts et inflation :
A. Dassios et de P. Embrechts généralisant le processus défini en (4.6.55)
en introduisant un taux d’inflation ¢ constant, avec § < [y A Bo (cf.
[DE89]). Ainsi la fonction b devient :

filx —A)—dz+c si x> A
b(z) =< c—dx si 0<z<A (4.6.57)
Gox — 0x + ¢ si x<0

Le premier temps de ruine absolue se produit des que (X;, ¢ >0) atteint

le niveau — . A. Dassios et de P. Embrechts calculent la probabilité

Bo— 0
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de ruine absolue lorsque la loi des sauts est exponentielle.

Modeles plus généraux

De nombreux auteurs s’intéressent a des modeles plus généraux, citons :

— R. Norberg [Nor] qui réalise des calculs de probabilité dans le cas ou
le mouvement brownien dans (4.6.35) est remplacé par un processus
d’Ornstein Uhlenbeck ou un mouvement brownien géométrique.

— H. Schmidli [Sch01] qui étudie des processus (X;, t>0) du type
(4.6.35), ou le mouvement brownien est remplacé par un processus
de Lévy a-stable .

— J. Paulsen et H.K. Gjessing (cf. [PG97] et [Pau0l]) introduisent des
modele ou 'argent de la compagnie peut étre, a tout instant, réinvesti
dans un actif risqué.

— H. Schmidli considere des modeles dépendant d’'un niveau de réas-
surance et d’investissement (cf. [Sch02]). La compagnie dispose d'un
controle permettant d’agir sur ce niveau. Il s’agit donc d’optimiser une
fonctionnelle mesurant le risque et dépendant du controle.

4.7 Notations

Nous rassemblons ici les notations principales qui sont utilisées dans la
suite.

1. Le processus (X;, t>0) , objet de notre étude est :
Xt::UBt—Ct+Jt \V/tZO

ol
e (J;, t>0) est un processus de Lévy de sauts purs, vérifiant Jy = 0 et
de mesure de Lévy v telle que :

/R |yl v(dy) < +o0, (4.7.58)

En particulier E(]J;|) < +oc.

e (B;, t>0) est un mouvement brownien linéaire, indépendant de (.J;, t > 0),
tel que By = 0.

Quitte a changer (B;, t>0) en (—B;, t > 0), nous pouvons supposer
que o est un réel strictement positif. Par la suite, sans perte de généralité,
nous considérerons o =1 .
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Par conséquent :
Xy =B, —ct+ J; vVt >0 (4.7.59)

Nous nous intéressons & :

T, :=inf{t >0; X, >2} Vx>0, (4.7.60)

et
K, =Xp, —x VYr>0. (4.7.61)

. Soit ¢ I'exposant caractéristique de (X, , t>0), i.e. : E(e?¥t) = (@),

Nous travaillons plutot avec la fonction ¢ définie par ¢(q) := ¥(—q) et
nous avons :

2

+o00
olq) = T +ca+ / (= — 1) w(dy). (4.7.62)

Compte tenu de (4.7.58), ¢(q) existe des que :

/ ﬂ{‘y|21}6_qu(d’y) < 400. (4.7.63)
R

Suivant le contexte et donc suivant les hypotheses faites sur v, nous
préciserons le domaine de validité de ¢ : ¢ € R, , q € C, etc.

Pour tout 6, nous définissons :

VO >0 pylq) = wlq) — 0. (4.7.64)

. Soit la fonction F' définie par :

FO,p,2) =E (e " lip oy) 6>0, 0>0,2>0. (4.7.65)

. Si p est une mesure positive, o finie sur R, p désigne sa transformée de

Laplace, i.e. :

Aa) = / W p(dy) . (4.7.66)

De méme, si f est une fonction de R, dans R, f désigne sa transformée
de Laplace, i.e. :

-~ +oo
flq) = /0 e Wf(x)de. (4.7.67)



4.8.

Plan de la partie 11 95

en particulier :

F(0,u,q) = / e YF (0, p,x)dr . (4.7.68)
0

Nous utiliserons parfois aussi, pour une fonction f définie de R dans R,
la notation f, pour sa transformée de Laplace définie par :

“+oo

Flq) = /_ e~ f () da (4.7.69)

o0

Le domaine de validité du parametre ¢ sera précisé dans chaque contexte.

4.8 Plan de la partie 11

1.

Chapitre 5

Nous montrons, lorsque (J;, t > 0) est un processus de Poisson composé,
que F(0, p, .) satisfait a 1’équation fonctionnelle (4.3.22) et nous étudions
cette équation.

. Chapitre 6

Nous montrons que la transformée de Laplace ﬁ(é’, W, .) satisfait a I’équa-
tion fonctionnelle (6.1.7).

. Chapitre 7

Nous démontrons 'existence du développement asymptotique, quand x
tend vers +oo, de F(0, u, z), donné en (4.3.25).

Chapitre 8

Nous retrouvons le premier terme du comportement asymptotique de
F(0, i, z), quand z tend vers +o00, a I’aide d’un théoréeme de renouvelle-
ment.

Chapitre 9

Nous montrons la majoration polynomiale (4.3.27) de P(T,, < +00).

. Chapitre 10

Nous démontrons les Théoremes de la limite centrale 10.1, 10.3 et 10.5,
pour le couple (7, K,), quand z tend vers +o0.

Chapitre 11
Nous établissons une réciproque du théoreme de Zolotareff.

Nous avons reporté en appendice :
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. Les propriétés de 'exposant caractéristique de (X;, ¢>0) dont nous

avons besoin dans ce texte (Annexe A).

. La démonstration de 1'unicité de la solution de 1’équation fonctionnelle

(4.3.22) (Annexe B).

. Un exemple d’étude de processus ol v est une loi gamma (Annexe C).



Chapitre 5

Etude du cas ou (J¢, t >0) est
un processus de Poisson
composé

5.1 Le contexte
Nous considérons le processus (X;, t>0) défini par :
Xt:Bt—Ct—f—Jt, (5]_]_)

ou ¢ € R, (By, t>0) est un mouvement brownien linéaire, issu de 0 et
(Jy, t>0) est un processus de Poisson composé, de mesure de Lévy v, tel
que Jy = 0, et indépendant de (B;, t>0). Par conséquent :

“+o00

A:=v(R) = /_ v(dy) < +o0. (5.1.2)

o0

Pour tout « > 0, T,, désigne le premier temps d’atteinte par (X;, ¢t >0) du

niveau x :
T,:=inf{t >0; X; >z}. (5.1.3)

Le dépassement du niveau z, au temps T, ou overshoot est noté :
K, =X, —z. (5.1.4)

K, n’existant que sur I’événement {7, < +o00}.

97



98 Chapitre 5. P rocessus de Poisson composé

Considérons la fonction F' définie par :

F(0,p,2) =E (e 0o y) 5 620,420,220, (5.1.5)

Remarquons que
F(0,0,z) =P(T, < +00) (5.1.6)

est la probabilité de ruine.

De plus
0< FO,pu,z) <F0,0,x) <P(T, < +o0) <1, (5.1.7)

et
0<FO,u,z) <FO,px) <P(T, < +o0) < 1. (5.1.8)

L’intérét de considérer (J;, t>0) processus de Poisson composé est que
(Ji, t>0) admet un premier temps de saut 7 (0 < 7 < +00  p.s.). Ainsi,
sur Uintervalle [0, 7], le processus (X;, t>0) est le mouvement brownien
avec dérive (By —ct, t > 0) arrété en 7. Nous allons décomposer ’événe-
ment {7, < +o0} en fonction des positions relatives de T}, et de 71. Nous en
déduisons que F(6, i, .) vérifie une équation fonctionnelle (cf. Théoreme 5.1).

Nous étudierons ensuite cette équation fonctionnelle et nous montrerons
qu’elle admet une unique solution dans un espace fonctionnel ad-hoc, lorsque
les parametres sont choisis convenablement (cf. Théoreme 5.5).

Afin de ne pas alourdir la preuve des deux résultats principaux de cette sec-
tion (Théoremes 5.1 et 5.5), nous avons repoussé la démonstration de certains
points techniques dans I’Appendice B.

T, <1 T, =7 n<T, <400

F1G. 5.1 — Position de T}, par rapport a 7
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5.2 Equation fonctionnelle satisfaite par F (0, u, .

Montrons & présent que F'(f, u,.) vérifie une équation fonctionnelle.

Théoréme 5.1  Nous supposons que A = v(R) < 4o00. Pour tout § > 0
et tout p > 0, la fonction F(0,p,.) est solution de I’équation fonctionnelle
sutvante :

G(x) = Fo(0, p, ) + F1(0, p, ) + NG (2) Vo >0 (5.2.9)
ot
ag = VAE+200+0), (5.2.10)
Fo(0,p,x) = e (etao)e (5.2.11)
Rl = e [ e
ag(pn+c+ap) Jioq

1
+
Oé@(/lj +c— Oég)

/ (@0 ) _ nr) ()
Jo, ool

e”x — 6_(C+a0)x
+ / e "M u(dy)
049(/L+C+049) |z, 400]

6_(C+O‘9)x

—+o00
—(ep—c)y —Hy
e e v(dy), (5.2.12
ag(p+ ¢ — ap) /0 ( ) () ( )

Ag est Uopérateur défini par :

1 +oo (z—y) Az
ANG(x) = - / v(dy) / e (e_a“”“‘ — e_(%_“)ae) G(x—a—y)da.
(5.2.13)

Démonstration du Théoréme 5.1

71 étant le premier temps de saut du processus (X;, ¢ >0), nous écrivons :
{T, < 4o} ={T, <} U{T, =n}tU{n <T, < +o0}. (5.2.14)
Ces trois événements étant disjoints, nous en déduisons :
FO,p,z) = E(e "l ) +E (e L )
+E (e K 1 op e o)) - (5.2.15)

Le calcul de ces trois espérances nous conduira a 1’équation fonctionnelle (5.2.9)
satisfaite par F(0, u,.).
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Lemme 5.2 Soit oy, le réel défini par la relation (5.2.10), alors :
B (e, ) = om0, 5210

Démonstration du Lemme 5.2
Soit (By, t>0), le mouvement brownien avec dérive, défini par :

B,=B,—c Vt>0, (5.2.17)
et Tx le temps d’atteinte du niveau x par le processus (ét , t>0), 1e. :
T, :=inf{t>0; B>z} V&>0. (5.2.18)

alors :

(T, <7} ={T, <m}. (5.2.19)

Sur I'événement {T, < 7}, K, =0et T, = T,. De plus 7 est une v.a. indé-
pendante de T}, et de loi exponentielle. Nous en déduisons :

—0Ty— Ko _ —0T,
E (6 fonls Il{Tz<n}~) = E <€ ’ ]l{fr<71}>
+oo ~
0

4o
= E(e‘eTw/ Ae_’\tdt)
7
- E(a“*f’)ﬁ) , (5.2.20)

et d’apres ([KS91], exercice 5.10 page 197) nous avons :

E (e T ey oy) = o~ (HVER2040)e _ ~(cran)s | m
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Lemme 5.3 Nous avons :

E (e " Ny ny)

6_(C+O‘0)x

_ (ctag)y —py
= e —e v(d
Oé@(/ﬁ‘i‘C"i‘Oé@) /[073&[ ( ) ( y>

1
+
OZQ(LL +c— Oég)

/ (@0 _ mnr) 1 (dy)
o -+ool

e“x — 67(C+a0)x
+ / e M u(dy)
ap(pt+ e+ ) Jig oo

67(C+O‘0)x

_ ) /0 > (ef(aefC)y _ efuy) V(dy) )

ozg(,u—i—c— QO

(5.2.21)

Démonstration du Lemme 5.3
Appelons Y7, la taille du premier saut de (J;, ¢ >0).
Remarquons que, sur {7, = 7}, Y3 > 0.
Nous rappellons que (ét, t>0) est le processus défini par (5.2.17). Alors

{Tz = Tl} = {SUP ét < x)é‘rl + le > l’} (5222)

t<t1

et N
K,=B, +Y —x. (5.2.23)

En conditionnant par 7 et Y, nous obtenons :

B (e )

400 +o0 ~
. 2\t —0t—u(Bi+y—=x ~ ~
= /0 dt e /0 V(dy) E <€ #Bety )ﬂ{supugt Bu<z ; Bt-HJZ:U})

+oo +00 -
—(\+0 —u(B —x
= /0 dt e~ )t/o v(dy) E (e #Bety )ﬂ{supugtéuq; x—ygét})

(5.2.24)

La densité du couple (sup B, B;) nous est donnée par ([KS91| page 95), i.e. :

u<t

P (Bt € da;sup B, € db Nores e 2 lgappopdad. (5.2.25)
T

u<t

) _2(2b—a) _e-a?
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En appliquant la formule de Girsanov, nous avons :

~ ~ 22b—a) _,, &, _@-a?
P(B,edasupB,edb)| = "——L e 2l e 2 1o dadb .
( t uSIt) ) \/ﬁ {a<b; b>0}

(5.2.26)
En reportant (5.2.26) dans (5.2.24), nous obtenons :

E (et Ay, )

= e‘“/ v(dy) e“y/ da e(cﬂ‘)“/ db (2b — a)
0 T—yY aV0

o 2
2 —(/\+(9)t—§1t—M

2t dt

o0 2 —1{ oA +0)+c? 7(217_‘1)2
/ Aoty (5.2.27)
0o V2mtd

Désignant par IC% la fonction définie par :

1 [T 1
5) =~ Sl
D=5l

et utilisant la formule classique :

K1(8) = ,/2%@—5 v6 >0, (5.2.29)

nous en déduisons par dérivation et par le changement de variable ¢ — \/g t

K “2t gt Y5> 0, (5.2.28)

1
2

la valeur de l'intégrale :

foo ] y 2
3B Dg = [V WE S0, Yy > 0. (5.2.30)
. VB g

Ceci nous permet de calculer 'intégrale en dt figurant dans le second membre
de (5.2.27) et nous obtenons :

E (e el ry)

+oo T T
= 26’”/ v(dy) e_“y/ da e_(c+“)“/ e~ (=) gp (5.2.31)
0 T—y a

VO
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ol ay est défini en (5.2.10). En calculant I'intégrale en db, nous obtenons :

E (R 1)
eHr +o0

= — v(dy) e“y/ da e~ (ctma (e’a"‘“l - e’o‘g(h’a)) . (5.2.32)
Ay Jo T—y

En distinguant alors les cas x —y > 0 et o — y < 0 pour faire disparaitre la
valeur absolue |a|, nous obtenons :

E (e 1)

= £ v(dy) e " /z e~ (ctntaga g,

Qo (0,2 =y
ehe 0 T

+— v(dy) e [/ e (ctrman)a qgq +/ e~ (ctutas)a da]
Q0 Jlz,+oo| z—y 0
e(_2a9+ﬂ)z +oo r

——/ v(dy) e_“y/ e~ (etumao)a dq (5.2.33)

Qg 0 T—y

Le calcul des intégrales en da donne alors :

E (e "7 D, ory)
e_(c+a9)x

= /[ [ (e(c+ae)y _ e—uy) v(dy)
0,z

ag(c+ ap+ )

1 6_(0_0‘6)@_1/) _ eu(w—y) eHT _ —(ctag)x
oo v (e )| v
a9 Jiz 4o c—og+ U ct+og+

e—(c+a9)ac

400
_oze(c — g+ 1) /0 (e(c_ae)y - e—uy) v(dy). (5.2.34)

O

Lemme 5.4
E (engz*;Usz ﬂ{7'1<Tz<+oo}) —

1 400 (z—y)A\x
- v(dy) / e (e’o“‘"al — e(2x’a)a“’) FO,u,2 —a—vy)da.
0 J - _
(5.2.35)

o0
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Remarquons tout d’abord que :
e~olal _ p=(r=a)as > pour a<(z—y)Azx. (5.2.36)

L’opérateur Ay défini par (5.2.13) est donc positif.

Démonstration du Lemme 5.4
En opérant comme dans la démonstration du lemme 5.3, nous obtenons
successivement :

E (679T17;LKI ]1{7-1 <Tm<+oo})

+o0 +oo
- / v(dy) / E (e ™ M Ly ooy [ 7= 13 Yi = y) e dt
- 0

[e.9]

—+00 +oo
—At —0T, —uKy
- / V(dy) /0 dte E <€ g ]I{Tz<+oo ; SUPy <y Bu<z H Bi<z 5 §z+y<x}/‘7:t)

oo

+00 +o0
_ / v(dy) / E (e—e(t—&-Txoﬁt)—u(Xt-s-Txom—z) Lt 700, <-+o0}
- 0

oo

) eMdt (5.2.37)

]l{supugt Bu<ux ; By<azA(z—y)}

ou 1. est 'opérateur de translation.
Nous utilisons alors la propriété de Markov pour obtenir :

E (eieTZiuKz ]1{7'1 <Tx<+00})

[

—0T = —ulX . —(z=(Bi+ )
e z—(Bt+y) H( Tzf(Bt#»y) ( ( ¢ y)) {T

w (Byty) ST}

]l{supug Bu<z ; Bi<aA(z—y)}

} e MOt qr - (5.2.38)

Utilisant de nouveau le loi du couple (sup Eu ; Et), nous obtenons :
u<t

E (e =5 Uy ooy

400 (z—y)A e x 2(2h —
= / l/(dy)/ da e_ca/ db 22— a)
—00 —00 aVO0 \Y4 277'

“+oo

dt — e
o e

—a)? 2
*()‘+0)t7 <2b2t ) 7?15 F(G, //Lg T —qa — y) . (5239)
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En calculant I'intégrale en t grace a (5.2.30), nous obtenons :

E (679T17“KI L <7y <00})

“+o0 (z—y)A\z T
= 2/ v(dy) / da eca/ db e =VE(@Q oz —a—1y). (5.2.40)

00 00 VO

L’intégrale en b se calcule et :

E (efeTquz ]1{7—1<T1<+oo})

1 +00 (z—y)Az
= — v(dy) / e (e’a"'“‘ — e’(QI’a)O‘@) Fl,u,z —a—vy)da.
Qg _

— 00 (e 9]

O

5.3 Etude de ’opérateur Ay

Pour étudier 1'équation (5.2.9) et en particulier I'unicité de la solution,
nous allons montrer que I'opérateur Ay est contractant dans des espaces de
Banach bien choisis. Puisque F'(6,u,.) a un comportement sous exponentiel
(cf. (4.2.17) et (4.2.18), paragraphe 4.2), il parait naturel d’introduire pour
tout v > 0, I'espace de Banach B, :

B, :={f:Ry = R; sup ¢"*|f(z)| < +00 }, (5.3.41)

z€R

muni de la norme :

[f1ly = sup 7| f(z)]. (5.3.42)

zeR L

L’étude des valeurs de v pour lesquelles Ag est contractant dans B, est liée
au signe, donc aux zéros, de la fonction ¢ dont nous rappellons la définition
vue en (4.7.62) :

©(q) = ¢ +cq + /_+°0 (e — 1) v(dy). (5.3.43)

o0

Soit :

T, = sup {s > 0; /0+<><> (e —1)v(dy) < +oo} : (5.3.44)
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Lorsque :
r, >0 (éventuellement r, = +00), (5.3.45)

la fonction ¢ est donc définie sur | —r,,0].
Nous rappelons que v désigne la transformée de Laplace de la mesure v, soit :

v(q) = /+°0 e Yu(dy). (5.3.46)

— 00
et nous introduisons la notation :

o~

vi(q) ==y, (@) = /0 h e Yy(dy). (5.3.47)

Théoreme 5.5
(i) Pour tout 8 > 0, l'opérateur Ny défini par (5.2.13) est un opérateur

N0 dans L= (Ry).

(1) Nous supposons r, > 0. Soit v € [0,7,[ et 6 > 0.
Ay est un opérateur linéaire, borné, de B, a valeurs dans B.,.
Plus précisément,

positif et de norme égale a

(Ao flly < coqllflly Vf€B,, (5.3.48)

avec

_ V(=)
Coy = l//\(—’y) — SO(_/}/) n 0 . (5349)

De plus si p(—v) < 0, alors :
0<cp,<1. (5.3.50)

Lorsqu’il en est ainsi, Ay est donc contractant dans B.,.

Remarque 5.6 D’apres la remarque A.2, point 5, et la remarque A.3 de I’An-
nexe A, nous savons que l'intervalle {¢ € | —,,0] / ¢(g) < 6} est non vide :
— pour tout 6 > 0,
— pour 0 =0 sic>E(J).
(voir figures A.1, A4 et A.5 de ’Annexe A).

Démonstration du Théoreme 5.5

Démonstration du point (i) :
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a) L’inégalité (5.2.36) implique que Ay est un opérateur positif.
b) Yh € L*(R,), Yz > 0, nous avons :

1 400 (z—y)A\z
Aoh(2)] < [l / v(dy) / ee (emealel _ o~ (r-oa) gy
g _

) (5.3.51)
Nous remarquons que la fonction ¢ définie par :

l(z) = Liaty<e; a<aye”™™ (e—agla\ - 6_(290_&)&9) (5.3.52)

est strictement croissante. Elle est, en particulier, strictement majorée par sa
limite a l'infini :

Loty<z; a<aye” ™ (e’O‘G'“‘ — e’(2x’a)a9) < e e lal VeeR. (5.3.53)

Nous en déduisons que, pour tout = > 0 :

1 +o0o +oo
Aoh(@)] < — [Ihllw / v(dy) / e~eaeealel g
(6 7:] _ _

[e.9] oo

1 too 0 +o0
L R R e
Qg oo . o
1 +oo 1 1
< — ||h]|leo d _
< il [ vt (= )
< 2l < 8] -
- A+0 = o0 3.
. . . ‘ )
Par ailleurs, si nous considérons la fonction hy : x — 1 alors ||Aghy || = et
A
d’apres la remarque (5.3.53). Nous en déduisons donc que : |||Ag]|| L= ®) =y gt

Démonstration du point (i) :
Par définition, si f appartient a B, alors |f(x)| < | f|l, e, V& > 0.
Soit v € [0,7,[. Nous avons :

1 +o0 (z—y) Az
M@ < =l e [ oty [ e (el — ey el
(07:] _

—00 o0
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Nous déduisons de (5.3.53) :

[Aof ()]
1 ~+o0 0 +00
< — [ flly e / v(dy)e™ { / e~ g + / e(”a"”“da]
(07/] o0 —oo 0
1 +o0 1 1
< = - du)ey
< e [ utae <a0_c+7+a9+0_7)
- V(=)
< ” : 5.3.55
<|fllye - w7 ( )
Utilisant (5.1.2) et la définition de ¢, il vient :
Bof (@) < Il e =2 (5.3.56)
v(=v) — (=) + 6
Dot (5.3.48)
(Ao flly < con IfIl--
O

Proposition 5.7  Nous supposons que r, > 0. Soit p > 0, soit 6 > 0 ou
0 =0 sic>E(J). Pour tout v € [0,7,[ tel que p(—7) < 6, nous avons :
(i) La fonction F(0,pu,.) appartient a B, et

1
lim —InF(0,pu,z) < —7. (5.3.57)

r——+o0 I

(ii) L’équation (5.2.9) posséde une unique solution dans B..
Remarquons que de tels « existent d’apres la Remarque 5.6.

Démonstration de la Proposition 5.7

Démonstration du point (i)
a) Nous montrons directement que la fonction Fy(0,u,.) + F1(6, u,.) ap-
partient a B,.
Tout d’abord :
| Fy(6, p, )| = e~ (cTae=mT < ] (5.3.58)



5.3. Etude de I'opérateur Ay 109

car ¢+ ag — vy > 0 (cf. (A.3.18) dans I’Appendice A), donc
Fo0,11,.) € B, . (5.3.59)

Par ailleurs :
1

e F(0, p,x)| <
|1( 2 )‘_Oée(u-i-c-i-()ée)

/ e—(0+ae—7)(x—y)evyy(dy)
(0,2]

67(C+a977)x
+ / e My (dy)
ag(p+c+ ap) Jio
1 e*(aefcﬂ)(yfx)evyV(dy)
aglp + ¢ — gl Sz 4o
1

~( =) 79, (g
e eVv(dy
aglp + ¢ — gl Sz 4o ()

4 1 / 6—(M+v)(y—z)evyy(dy)
gt + ¢+ ag) Jip oo

6_(C+O‘6_7)x
+ / e My (dy)
ag(p =+ ¢+ ) Sz oo

e~ (ctag—y)z Foo
/ (e=@0=W — =) y(dy)| . (5.3.60)
0

&9|,u +c— Ckg|

Comme, d’apres (A.3.18) dans I’Appendice A, si ¢(—7) < 0, nous avons
—qg —c < —y < ay—c, alors :

€7x|F1(9> I, SL’)|

wH(—) 2 () wH—) | vHae =) +vH(p)
Topptetap)  ag(ptctoag)  aglp+c— agl Qo+ c—ay|
(5.3.61)

Le membre de droite est fini puisque v <r,, ag—c>0 et u>0.
Donc :
Fif,p,.)eB,. (5.3.62)

b) Nous itérons alors ’équation fonctionnelle (5.2.9) et nous obtenons :
F(O,p,2) =Y A5 (Fo(0, 1) + Fi(0,11,.)) () + Ay T F(0, 1, ) () . (5.3.63)
p=0
Nous prouvons dans 1’Appendice B (cf. Proposition B.2) que :
hrf AT RO, 1, )(z) = 0. (5.3.64)
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Par ailleurs, les fonctions Fy(0, 11, .) et Fi(6, 1, .) appartenant a B, et Ay étant
contractant, nous en déduisons :

F(0,mw) =Y Ag (Fo(0, 1, ) + Fy(0,1,.)) (), (5.3.65)

n=0

cette derniere série étant convergente dans B,. Ainsisiy € [0,r,[et p(—7v) < §:
F(o,p,.) €B,, (5.3.66)

et

F0,p,z) <e ™| F(0,um,.), : (5.3.67)
D’apres I’Appendice B, Proposition B.2, nous savons que la limite, quand x
tend vers 400, de — InF(0, u, z) existe, donc avec (5.3.67), nous déduisons,
pour tout 7 de [0,7,[ tel que p(—7) < 6 :

1
lirf —InFO,pu,x) < —. (5.3.68)
r—+o0 I

Démonstration du point (i7)

L’unicité de la solution de 1'’équation (5.2.9) dans B, découle du caractere
contractant de Ay. O

Remarque 5.8 1. Nous définissons, pour tout 6 > 0, 7,(6) par :

Fo(0) :=sup{y € [0,7,[ telque (—y) <0 }. (5.3.69)
D’apres I'étude faite en Appendice A, (voir figures A.1, A.2, A.3, A4 et
A5):

Si 0>0 Fo(0) >0 (5.3.70)
Si =0 et c>E(J) ¥o(0) >0 (5.3.71)
Si =0 et c<E(J) 70(0) =0 (5.3.72)

De (5.3.68), nous déduisons que, pour tout # > 0 ou pour § = 0 et
c¢>E(Jy), et tout p >0

lim lln F(0,u,z) < —5,(0). (5.3.73)

x——+oco I
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D’apres le caractere sous-exponentiel de F(6,0,.) et d’apres (4.2.16),
nous avons :

lim — ~InF(6,0,2) = -3 < —7,(6). (5.3.74)

r——+00 €T

Ainsi, nous en déduisons que ¥y > 7,(0) > 0.

Dans le cas ou la condition de profit net n’est pas réalisée, ¢ — E(J;) <0,
alors 'intervalle {y € [0,7,[ / ¢(—y) <0 } estvide (cf. Remarque 5.6),
mais nous savons dans ce cas que : F(0,0,2) =1 Vo >0.

2. Sous les hypotheses de la Proposition 5.7, il découle de la propriété de
contraction de Ay que :

“+00

F(0,p,2) = Aj (Fol0,p,.) + Fi(0,pp,.)) (). (5.3.75)

n=0

Ceci fournit un schéma d’approximation numérique de F'(0, p, .), a vitesse
exponentielle, car :

F(@ML,ZE) - ZAZ (FO(ev Ky ) + Fl(‘gv Ky )) (l’)

n=0
+oo
= | > A (Fo(0, ) + Fa(0,18,) ()
n=p+1
+oo
= |Ag" (Z Ag (Fo(0, 1, ) + F1(0, p, -))) (z) (5.3.76)
n=0
+o00
et comme Z Ay (Fo(0, p,.) + Fi(0, 1, .)) appartient a B, alors
n=0
p
F(O,u,2) =Y Ay (Fo(8, ) + Fi(6, p1,.)
n=0 y
+o0
<t YD AG (Fo(6, ) + Fi(6,1,)) (5.3.77)
n=0 y




112

Chapitre 5. P rocessus de Poisson composé

Nous en déduisons qu’il existe une constante K > 0 telle que :

p
F(Q,,u, ZB) - ZAQ (F0(97#7 ) + Fl(eﬁldv )) ($) < Cg,—t{lK e ",
n=0

(5.3.78)
ol ¢g, est définie par (5.3.49).

. Lorsque v ne charge que R_ alors ¢ est définie sur R_ et r, = 400. Le

processus (X;, t >0) franchit continument le niveau = > 0 donc :
K,=Xp,—x=0 et F0,pu,z)=0. (5.3.79)
L’équation (5.2.9) devient donc :
F(O, ) = e ©Te0® L AgF (0, 1, ) (). (5.3.80)
D’apres I’ Appendice A, Remarque A.2, point 3 et figures A; (i € {1,..,5}),

nous savons que, pour tout € > 0 et pour # = 0 dans le cas de profit net,
il existe un réel unique vy(0) tel que :

—(0) <0 et o(—=(0)) =0, (5.3.81)

soit :

2 0
702(9) p— +/ 0OU(dy) — X =0, (5.3.82)

—00

Un calcul direct montre que la fonction fy : 2 — e 7@ est solution de
(5.2.9).
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En effet :

ef(chag)x_'_Aafe(x)

1 0 (z—y)Ax
_ 6—(c+ocg)ac + _/ V(dy)/ e—ca (e—ag\a| . 6—(2&:—(1)049) 6—70(9)(x—a—y)da
(67:] _

— 00 o0

—(2og—0(0)a [0 .
_ letage _ €T / 10Oy (dy) / —(e=ap—100)a

Qg —o0 —o0

e~ (@) 0 0 x
+ / 6’70(9)y,/<dy) (/ e~ (cmae—r0(0))a g, +/ 6—(C+a0—70(9))ada)
0

Qg —o0 —o0o

— o (ctag)r | 670(9)y1/<dy) +

- c—ag—(0) 17

0 —(ctag—y0(0))x
/ 0Oy (dy) [ ! + ! _el® }
Cw —c+ap+7(0) c+ag—70) c+as—(0)

o~ (200—70(6))x /0 e—(c—a0=100)z  o—0(0)

(e 7]

2 e~ 0(0)z /0
— p(ctag)z 70(0)y
=e + e v(dy)
ag = (c=(0))* /oo

—(ctag)z 0 1 1
e
4+ ey (dy <_ + )
Qp /oo () ct+ag—(0)  c—ap—1(0)

26_7"(9)11//\(—%(9)) _ 26—(c+ae)x7)(—’yo(9))
—2(0) + 2¢70(0) + 2(A + 0)

= g0 (5.3.83)

— 6—(C+a9)$ +

car ¢(—(#)) = 6 donc :

2 U(=0(9))
—72(0) + 2¢v0(0) + 2(\ + 6)

=1, (5.3.84)

et d’apres le point (i7) de la Proposition 5.7, nous déduisons donc que :
F(O,p,z) =e 7@ vy >0, (5.3.85)

En particulier, si la condition de profit net, ¢ > E(J;), est vérifiée, nous
avons :

P(T, < 400) = F(0,0,z) = e 10O (5.3.86)
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et si la condition de profit net n’est pas réalisée, v,(0) = 0 et nous re-
trouvons :

P(T, < +oo) = F(0,0,2) = 1. (5.3.87)

Le point (i) de la Proposition 5.7 nous donne partiellement le comportement
asymptotique de F (0, u,z) quand x tend vers +oo. L’objet des paragraphes
suivants est de préciser ce comportement.



Chapitre 6

Transformée de Laplace de
F(0, 1, )

6.1 Expression de la Transformée de Laplace

AN

Fo,pu,.)

Nous ne supposons plus ici que (J;, t>0) est un processus de Poisson
composé. La mesure v n’est donc plus nécessairement de masse finie. Nous
supposons que (J;, t>0) est un processus de Lévy, de sauts purs, de mesure
de Lévy v telle que :

“+oo
/ lylv(dy) < oo. (6.1.1)
Nous supposons par ailleurs que :
-1
/ e Py(dy) < co  Vg>0. (6.1.2)

Nous définissons 'opérateur R de la maniére suivante :
Pour toute fonction h de L>(R,) et pour tout g appartenant a Dy, ol

Dy={qeC; Req> 0}, (6.1.3)

nous posons :

Rh(q) = / "y (dy) /0 e h(b)db — / " dy) /0 U h)db. (6.1.4)

—00 —00

Remarquons que les hypotheses (6.1.1) et (6.1.2) assurent 'existence de
Rh(q) pour tout g € Dy et toute fonction h bornée, définie sur R,

115
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Nous utiliserons la méme notation qu’en (4.7.62) , pour tout complexe ¢ de
DO .

o(q) = q; +cq —I—/ Oo(e_qy — v(dy), (6.1.5)

Observons que d’apres les hypotheses (6.1.1) et (6.1.2), ¢ est définie sur

Dy={qeC; Req>0}.

Puisque F'(, i, .) est une fonction bornée, sa transformée de Laplace ﬁ(@, i, )
est holomorphe sur le domaine Dy et :

F(O,u,q):= / e PF(,pu,y)dy Vg€ Dy. (6.1.6)
0

Théoréme 6.1 Sous les hypothéses (6.1.1) et (6.1.2), la transformée de La-
place F(0,u,.) de F(0,pu,.) satisfait, pour tout 8 > 0, tout p > 0 et tout
q e Do, a:

F(0,1,q) = <p(q)1— 7 (q—;&‘(@) + qiu /0 Zz*qy — e "v(dy)

g | O ) 4 REG. ) - REO,)050)))
(6.1.7)

ot Y5 (0) est défini par :
- 85i0>0o0usif=0 etc<E(J) alors v§(0) est unique réel vérifiant :

W@ >0 et () =6. (6.1.8)

- 8Si0=0 etc>E(J) alors :

v(0) =0. (6.1.9)
Remarque 6.2 1. L’expression (6.1.7) est énoncée avec la convention que
e? —eb
vaut e* quand a = b.
a0 —

2. D’apres (6.1.2), ¢ est définie sur | — r,, +oo[. Dans ces conditions, pour
tout @ > 0, lexistence de ~j(6) est prouvée dans I’Appendice A (cf.
(A.5.26)).

3. Comme @(~;(6)) = 6 et F(6, 11, .) est définie sur Dy, I'expression (6.1.7)
fait clairement apparaitre que ¢ = u et ¢ = ~;(6) sont des “fausses”
singularités pour F'(0, u,.).
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4. Si v ne charge que Ry, RF(0,u,.)(q) =0, Vg € Dy, et alors 'expression
(6.1.7) n’est plus une équation mais devient une formule explicite donnant

o~

F(0,p1,q) :
F(0,1,q) = gp(q)l_ 7 (q — ;(}“(9) + . i p /0 (.quy —e ")v(dy)
N S (ysier 1 VR
= ), ¢ i)

(6.1.10)

5. Si v ne charge que R_, 'expression (6.1.7) devient :

=~ 1 q—%(9) ]
PO = = (T + REG. 0 ) - RF(O.1 .><7(06<?>12)

Nous détaillerons ces deux derniers cas particuliers a la suite de la démonstra-
tion du théoreme 6.1.

Démonstration du Théoréme 6.1

Premiére étape Nous allons supposer dans un premier temps, que (J;, ¢t >0)
est un processus de Poisson composé. Les notations sont celles du paragraphe
5. F(0, u,.) vérifie I'équation fonctionnelle (5.2.9) donc F(6, i, .) vérifie I'équa-
tion :

F(0.11,9) = Fo(0,11.9) + F1(0, 11,q) + AF(0,11,.)(q) ¢ € Dy. (6.1.12)

De la définition de Fy(f, i, ) donnée en (5.2.11), il découle :

1

_ (6.1.13)
ct+ag+gq

Fo(0, 1, q) =
De la définition de Fi(6, u, x) donnée en (5.2.12), il découle :

Fi(0,1,q) = / e (0, p, v)dx
0

= Il<97,u7 Q) + I2(Q7M7 Q) + ]3(07 M, Q) + ]4(‘97 Hs q) (6114)
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avec
( ) 400 e_(Q-i-c—i-ag)a: ( (ctap) ) ( )
o~ | ([ ey
Ho o (p+ct+ag) \Jpg
400 (c+ag)y _ — 400
:/ v(dy) (e e Hy)/ e~ (atretao)z g,
0 Oég(,u +c+ Oég) y
1 s (q+ptcto)
_ e~ — e (atitetany) gy
Oée(q—i—c—irag)(,u—l—c—l—ag)/o ( ) v(dy)

(6.1.15)

e

+o0o
L0, 1, q) = e (=) y—z) _ —nly=2)\ (g )dm
o= [ o ([ ) )

“+o0o
= / v(dy) /y (6—(q+c—a9)xe—(ae—6)y _ 6—(q—u)x€—uy) dx
o ap(p+c—ap) fo

1 too fe—(w—0y _ c—ay o=y _ o~y
= / ( + ) v(dy)
ag(p+c—ap) Jo q+c—ap q—H

(6.1.16)

1500, 11, q) /+°° e~la-mr _ o=(atetag)e (/ - y(d )) d
s s - e 14 T
SO ) ag(p + ¢+ ap) J, 400 Y

+oo —
_ / o(dy)—— / T (e _ arerens) g
0

Oég(,u—i-C—l—Oég) 0

1 +oo e~ — o=y e—(gtptetag)y _ o—py
ag(p+ ¢+ ag) Jo q—n g+ctag

(6.1.17)

—

p +o00 67(q+c+a9)z J ~ /I
] s MUy = - ( — — )
O == [ e e (o= ) =

_ v —via—o)
ag(q+c+ ap)(n+c— ay)

(6.1.18)
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Nous rappelons que U+ est la fonction définie en (5.3.47) par :

7Hg) =i, () = / e Wu(dy).
0

En reportant ces expressions dans (6.1.14), nous obtenons :

Fi(f,1,q) = il ( : : )

ag(p+c+ ag) \g+c+ ap _q—,u

vt (q) ( 1 1)
ag(pt+ec—ag) \g+tc—ag q—p

V+(a9—c)( 1 1 )

ag(,u+c—a9) q+c— oy q+c+ oy

. v (1) v (1) < L, )
ag(p+c—ap)  ap(p+c+ ap) q—p qtctap)’

v (q) n v (q)
ag(q+c+ag)(g—p)  ap(qg+c—ag)(g—p)
2 ;1(049 —0)

Tt e—an(@tc—on(gtctag)

soit

Fi(0,p,q) = —

- 2 U7 ()
(n+c—ap)(qg—p)lg+c+ag)
(6.1.19)
Enfin, en notant :
Colq) == (g +c+ag)(qg+c—ag) = ¢*+2cq — 2(A +6), (6.1.20)
nous obtenons :
217 (q) 2 ¥ (0 — ) 2 % (1) (q + ¢ — )

Fi(0,p,q9) = (g — 1)Cs(q) + (i +c— ag)Cyl(q) B (g —p)(p+c—ag)Cy(q)

ou encore

e e e
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Remarquons que Cy(q) ne peut s’annuler que pour ¢ = ay — ¢, puisque ¢ € D
et donc Reqg+c+ap>0.

Calculons maintenant AgF' (6, i, .)(q).

En effectuant le changement de variable b = x — a — y dans (5.2.13), nous
obtenons :

AOF(G’ 2 )(ZB)

1 +oo “+o0o
N V(dy)/ e~ clz—b—y) (e*aelzfy*bl e~ (@ty+b) aa) F(0, u, b)db

Qo 0V (-y)

—00

1 +oo 400
S V(dy)/ e~ clz—b—y) (e—aelfc—y—b\ ¢~ (@+y+b) oce) F(6, 1, b)db
ay J oo 0
1 /[ Y
-— l/(dy)/ e c(@—b=y) (e—ae(x—y—b) e~ (@+y+b) ae) F(6, u1,b)db.
0 J—c0 0

(6.1.22)

Avec des notations évidentes, nous avons :

Ao F(0, 11, )(x) = HLF(0, 11, ) (@) + 1(0, ju, ) + HoF (0,10, ) (),  (6.1.23)

avec
1 +o00 +o00
HF0,u,.)(x)= —/ I/(dy)/ e~c@by)gmasle=y=bl P9 1 bYdb, (6.1.24)
g J 0
+00 “+oo
H0.m) =~ [ vty [ e e (o, by
Qg J oo 0
1 ~
= — e (F)T Gy —¢) F(O, 1,09 — ),
Qp
(6.1.25)
et

e (ctag)x 0 -y
+— / ey (dy) / el e [ (9, 11, b)db .

—00 0
(6.1.26)
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HyF (0, p,.)(x) s’écrit, avec la notation (6.1.4) :

6_(C+a0)73
HyF(0,p,.)(x) = S (RE(O, 11, ) (g —c) — RF(O, i, .)(—ag — ¢)) .
(6.1.27)
Ainsi la transformée de Laplace AgF'(0, i1, .) nous est donnée par :
— - /V\<059 - C)F\(67 M, g — C)
Ao F (0, pu, . = H,\F0,pu,. -
( y s )(Q) 1 ( y s )(Q) ag(q+c+a9)

N RF(0,u, ) (g —c) — RF(0, p,.)(—ag — ) (6.198)

ag(q +c+ Oég)

—

Calculons HF'(0, 1, .)(q) -

— 1 o0 400 +oo
BP0, )0) = o [ eovldy) [ POty [ el g
- 0

Qp J_ 0

1 0 —y +o0
= — ecyl/(dy)/ erF(H,,u,b)db/ e~ (ate)zgmap(z=y=b) 7,

Ay J_x 0 0

1 +o00 +o00 b+y
+ — ecyz/(dy)/ eF (0, b)db/ e~latozao(z—y=b)
0 0

Q9 J—oo V(-y)
1 +oo +oo +oo
+— | eYv(dy) / e F (0, b)db/ e~(ate)zo=as(@=y=b) g
Ay J o ov(—y) b+y
(6.1.29)
En calculant alors les intégrales en x, nous trouvons :
ﬁ(e )( ) 1 /0 (ct+ag)y (d )/y(c-l-ae)bF(e b)db 1
T =— [ e v e b _
! )\ o ) o 4 0 s qg+c+ag
1 [t +oo 1 — e—(a+e—ag)(b+y)
+ — / ey (dy) / el L9, 11, b) ¢ db
A9 J—c0 0v(—y) qgtc—ag

1 [t Foo e~ (a+ctag)(b+y)
+ — [ ety (dy) / el P9 1, b) ————db.
0Vv(—y) g+c+ag

(6.1.30)

—0o0



122 Chapitre 6. Transformée de Laplace de F(0,,.)

D’ou, d’apres la définition de l'opérateur R (cf. (6.1.4)) :

L ) {Rﬂﬁ,u,.)(—ag—c)—l-/(;(dy) /OFZEG,M, b)db}

&9(Q+C+C¥9 — 0o

1 +oo +o0o

(c—ap)y (c—ap)b

e v(d e F (0, 1,b)db
e/ @ | (6,11,0)

HF(0,1,.)(q) =

00 V(-y)
1 +oo +oo b
— e Yy(d / e PEF(0, 1, b)db
ag(q+c— ap) /—oo (d) oV (—y) (6:45.0)

1 “+oco “+oc0

+ e Yv(d / e P F(6, 1, b)db.
ag(q+c+aa) /_oo ( y) ov(—y) ( )

(6.1.31)

Par ailleurs :

+oo +oo
/ ey (dy) / e F (6, 1, b)db
- 0

o0 V(-y)

=D(0) F(0,11,6) — RF(0, 11,.)(6) + /

—00

" dy) /O RO, ub)db. (6.1.32)

En utilisant la notation (6.1.20) et en remarquant que :

! ! _ 2 (6.1.33)
ag(lq+c+ap)  aglqg+c— ap) Co(q)’ o

nous obtenons :

1[/]1?(9, w,)(q) = RF(0, 1, .)(—ap — ¢)

Oég(q +c+ 049)
| Plas - O)F(8, 09 — ¢) — RF(0, 11, ) (o — )

Oég(q +c — Ozg)
2 o
= oy P@FO. 00— REG. (@) - (6139
Ainsi en reportant (6.1.34) dans (6.1.28), nous obtenons :
AF(0,11,.)(q) = —%@ (ﬁ(q)ﬁ(e,u,Q) — RF(0, 1, -)<Q)>
+ C;(q) (7)(049 — O)F(0, a9 — ¢) — RF(6, 1, ) (cig — c)) .

(6.1.35)
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Utilisant de plus (6.1.12), nous en déduisons :

ﬁ(eaua(ﬁ = F\O(97ﬂ> Q) + ﬁl(ea,u?(.ﬂ

+ Cf(q) (—?(Q)ﬁ(&u,Q) +RF(9,u,-)(Q)>
+ qu) (P00~ F (8, p, 0 — ) — RE(®, . )0~ @(23 1 ;
Soit :
PO (14 Gy ) = Falbopa) 4 B0 + s RFO. )0
+ 092(q) (P09 — )P (0. .09 — ) — RF (0.1, ) (g — <)) . (6.0.37)

Or en remarquant que Cy(q) + 2v(q) = 2(¢(q) — @), nous obtenons :

~

(9(0) ~ O)F (6. 1,0) =5 Cola) [Fo(6. 0) + Fr(6.10,0)] + RF(0, 1. )(0)

+D(ag — ) F (0, i, 09 — ¢) — RF(0, 11, ) (cvg — ¢) .
(6.1.38)

Nous choisissons ¢ = () dans (6.1.38), nous obtenons :

D(ag — ) F(0, 1, 9 — ¢) — RF(0, 1, ) (cg — )

= 3Gl ) (B0, 1,26 0) + Fu(0, 1,76(0))) — RF (6,10, ) (26(0)).

(6.1.39)
En utilisant (6.1.13) et (6.1.21), nous avons :
1 ~ ~
5Coa) (Fo(&u,q) + F1<07MaQ)>
! vHa) = vH(p) v = (e — o)
=-lg+c— + — . 6.1.40
5(a+ ¢~ ap) - i —op e (6.1.40)
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Ainsi en reportant dans 'expression (6.1.12) de F(6, 1, q), nous obtenons :

Foa0) = = [+ e—an+ 1 [ —emuiay
L c— I o e~ 6Oy _ omryy,,
5060) +e=an) = —— [ v dy)
FRE(B,1.)(0) = RF(. )05(6)| (6.1.41)

dott (6.1.7).

Remarquons que 2 (0, p, .) est holomorphe sur Dy car F(6, p,.) est bornée.
Donc les zéros de ¢ — ¢(q) — 6 appartenant a Dy, (par exemple 7 (6), quand
v5(8) > 0), sont des fausses singularités pour F 0, u,.).

Par ailleurs, nous avons démontré dans I’Appendice A (cf. Proposition A.5,
point (iii)), que si § = 0 et ¢ > E(J;), il n’y a pas de zéro de ¢(q) = 0 du
type ¢ = iy, autre que ¢ = 0. La encore, nous montrons que 0 est une fausse
singularité pour F(0,u,.) (cf. paragraphe 6.2). F(6,u,.) vérifie bien (6.1.7),
pour tout g € D.

Deuxiéme étape (J;, t>0) est a présent un processus de Lévy de mesure
de Lévy v, vérifiant (6.1.1) et (6.1.2). Nous travaillons par approximation. Plus
précisément, soit :

Vn(dy) = Vg -1, 1((dy) Vn>1. (6.1.42)

v, est de masse finie que nous notons \,, :

e[S =o ([ ) o ([Lox]). s

Ainsi pour tout n > 1, le processus de Lévy associé a v,, noté J" est un
processus de Poisson composé. Nous lui appliquons le résultat du paragraphe
précédent et nous utiliserons les notations évidentes suivantes, pour tout n > 1,
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tout x > 0et toutt >0 :

X'=B —ct+J (6.1.44)
T =inf{t >0, X}' >z} (6.1.45)
K} =Xjn—x (6.1.46)
Fo(0,p,2) = E (e 5) Tipn ooy - (6.1.47)

D’apres (6.1.7), la transformée de Laplace ﬁ\n(é’, W, .) de F, (6, u,.) vérifie, pour
tout ¢ € Dy :

= 1 q—"(0) 1
Fn97 yq) = |: +
(6,1 4) on(q) — 0 2 q—

[ e

1 +w *N
_m /0 (€7 @ — e " )vn(dy) + R Fn(0, 1, ) (q) — RoF3 (0, 1, (75" (6))
(6.1.48)

ou

2 “+o00
on(q) = % Yoeg+ /_ (e — Vvp(dy), (6.1.49)

et pour toute fonction h de L>®(R,) :

Ruh(q) = / " e (dy) /0 et (bydb — / " dy) /0 h)db . (6.1.50)

—00 — 00

et ot pour tout 6 > 0, v3"(#) est le réel vérifiant :
WO S0 et pa(3(0) =6 (6.1.51)

©n, ayant les mémes propriétés que ¢, nous démontrons, comme en (A.5.26) de
I’Appendice A, l'existence de 75" (6).

Lemme 6.3

(1) lirf =T, p.s. (6.1.52)
()  lm K=K, (6.1.53)
(230)  lim F,(0,u,x) = F(0,p,x) V0 >0, Vu>0. (6.1.54)

n—-+00
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Démonstration du Lemme 6.3

Les points (7) et (i¢) sont des résultats classiques.

(173) D’apres les hypotheses (6.1.1) et (6.1.2), nous démontrons grace au théo-
reme de Lebesgue de convergence dominée que :

1— Soit ¢ > 0 et p > 0 fixés.

+o0 +oo
nl_l)ffoo ; (e7% — e ")y (dy) = nl_igloo ; (e — e )1y 1yv(dy)
+oo
= / (e7% —e ") u(dy) . (6.1.55)
0

Nous déduisons de (6.1.55), avec u = 0, que :

Jim on(a) = @(a), (6.1.56)
et donc

Tim 5 (6) = 5(6). (6.1.57)
2 i[Oy = i[O

400
- / (5O _ =) y(dy) . (6.1.58)
0

0 -y
3— lim e_qyl/n(dy)/ e™™ME, (0, 1, b)db
0

n—-—1+00
+ —00

0

)
= lim e W, 1yv(dy) / e ME, (0, p,b)db
- 0

n—-+o0o

0 -y
:/ e_qyl/(dy)/ e ME(0, pu,b)db. (6.1.59)
0

—00

Pour la démonstration de (6.1.59), nous utilisons (6.1.54) et 'inégalité :

-y
/ e ™ME, (0, p, b)db
0

4— D’une maniere analogue,

0 -y 0 -y
lim Vn(dy)/ F.(0,1,b)db = lim ﬂ{ygl}y(dy)/ F.(0,p,b)db
0 —o0 " 0

<yl (6.1.60)

n—-r+oo n—-roo
+oo J_ o +

:/0 v(dy) /O_yF(e,u,b)db. (6.1.61)

—0o0
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De (6.1.59) et (6.1.61), nous déduisons que :

Jim R (0, 0, ) (@) = RE(9, p,)(9) (6.1.62)
ctm RaF0n )05 O)) = RF@ e )050) . (6169
Enfin si .
Fa(0, p,q) := / e F,(0,u,z)dx, (6.1.64)
0

alors, d’apres (6.1.54) et le théoréeme de Lebesgue de convergence dominée,

nous avons : R R
lim F,(0,pu,q) = F(0,u,q). (6.1.65)

n—-4oo

Nous déduisons de toutes les limites précédentes que 2 (0, p, .) vérifie I'équation

suivante :
~ 1 - 1 T _ gy,
Foann = (T2 L [ ()
1 +OO—76‘ Y —Hy *
g [ O ) + REG. 1)) - RF(O.10)(0506)))

6.2 Etude de cas particuliers
Nous supposons que :
r, >0 (éventuellement r, = 4+00) , (6.2.66)

ou 1, est défini en (5.3.44).

L’étude des zéros de @y sur R est faite aux paragraphes A.1 et A.2 de
I’Appendice A. Toutefois, afin d’étudier les deux cas particuliers, v ne charge
que R, et v ne charge que R_, nous nous placons uniquement dans les cas des
figures A.1 cas a, A.2 cas a, A.3 et A.5. Il est équivalent de supposer, qu’il
existe £ > 0 tel que, pour tout 6 € [0, K] :

3 —9(0) €] —7r,,0] tel que p(—0(0)) =4, (6.2.67)
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avec :
(@) si 0>0, —(0) <0, (6.2.68)
(17) si =0 et c¢>E(J), —7%(0) <0, (6.2.69)
(141) si 0=0 et c<E(J), —7%(0)=0 (6.2.70)
6.2.1 Si v ne charge que R
]3(9, i, q) nous est donnée explicitement par (6.1.10), ¢ € D.
Or les fonctions ¢ et ¢ — b +Oo(e’qy — e ") (dy) sont définies sur

—HJo
| = ru, 00, (—70(f)) = 0 et d’apres 'hypothese (6.2.67), —vo(#) appartient
a]—r,,0], donc la fonction F'(6, i, .) admet un prolongement holomorphe sur :

D_sy0 :={q€ C/Reqg>—(0)} (6.2.71)

Le prolongement holomorphe de ﬁ(&, i, .) est encore la transformée de La-
place de F'(6, i, .) qui est donc définie sur D_, ), d’apres Lukacs (cf. [Luk70],
Théoreme 7.1.1, page 193).

Ainsi la fonction ¢ — ﬁ(&,u,q —7(0)) est définie pour ¢ > 0 et cette
fonction est la transformée de Laplace de la fonction z — @7 F 0, p, x).
__ La proposition suivante nous donne le comportement asymptotique de
F(0,1,q —(0)) quand ¢ tend vers 0.

Proposition 6.4 Sous les hypotheses (6.1.1), (6.1.2), (6.2.67) el si V) oo 0y = 0,
alors Y0 € [0, k], Y >0,

~ Co(6,
F0, 11,4 — %0(0)) ~go O(q ) (6.2.72)
ot la constante Cy(0, ) vaut :
1. Si0 >0 ousif =0 etc#E(),
1 %0(0)+76(6) 1 /+°° oy _ -
Co(0, 1) = _ + 00y _ o=hy) dy
") = @) { 2 ENOETA ()
1 /+°° o _
- e 16O _ omrv) dy] . (6.2.73
OBV Jr)] - (6279)
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2. 510 =0 etc=E(J),

L= 2 [0 — e — py)v(dy)
¢"(0) '

Remarque 6.5 1. Quand (J;, t >0) est un processus de Poisson composé,
nous prouvons au chapitre 8, par un théoreme de renouvellement (cf.
Théoreme 8.1), que la limite, quand z tend vers +oo, de e F(§, 11, 1)
existe. Nous montrons au chapitre 7, que cette limite existe aussi dans le
cas ou (Jy, t>0) est un processus de Lévy qui n’est plus un processus
de Poisson composé.

Co(0, 1) = (6.2.74)

La Proposition 6.4 nous permet donc d’identifier cette limite :

lim e*@*F(0, p,z) = Co(6, 1) . (6.2.75)

T——+00

En particulier, lorsque 6 = p = 0, nous retrouvons ainsi le résultat de
Doney [Don91].

e? —eb
vaut e®

2. L’expression (6.2.73) est énoncée avec la convention que
a —
quand a = b.

3. ¢'(—0(0)) < 0, sauf quand 6 = 0 et ¢ = E(J;), auquel cas ¢'(0) =0,
ce qui explique que Cy(f, 1) prend deux expressions différentes dans la
Proposition 6.4.

4. Par définition de F\(Q, i, q — Y0(0)), la fonction p — ﬁ(@, i, q —70(0)) est
décroissante, donc la fonction u — Cy(6, i) est aussi décroissante.

Y0(0) +75(0)

Sif>0o0usif=0ectc£E.), Mgrwao(G,u) =T (=)

cette limite est strictement positive.
Sif=0cetc=E(]), liril Co(0, ) =
p—-+00

ment positive.

et cette limite est stricte-

1
¢"(0)
Nous avons donc toujours Cy(6, ) > 0.

Démonstration de la Proposition 6.4
1) Nous supposons 6 > 0 ou § =0 et ¢ # E(J;).
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Soient > 0 et ¢ > 0. D’apres (6.1.10), nous avons :

F(0, 1.0 — 70(0)) = 1 {q—%(e) — 52 (0)

o(qg—(0)) — 06 2
1 T =0
—\qg—"0 Yy _ LKy d
+q—%(9)—u/o (e ) vidy)

+o00
_’Y*(G);M/ (6@ — e ) u(dy)| . (6.2.76)
0 - 0

Nous avons : ¢'(—79(6)) # 0. (cf. Remarque 6.5, point 3). Nous pouvons donc
écrire :

p(g = 2(0)) = 0 = (g —2(0)) = #(=10(0)) ~g—0 ' (=0(0)) . (6.2.77)
En utilisant (6.2.77) et en faisant tendre ¢ vers 0 dans (6.2.76), nous obtenons
~ Co(6
F(0,1,q—v(0)) ~¢—0 Col0, 1) avec Cy(0, p) vérifiant (6.2.73).

q
2) Etudions le cas ou 0 = 0 et ¢ = E(J;).
Soient 1 > 0 et ¢ > 0. D’apres (6.1.10), nous avons :

-~ 1 1 [t
F(O,p,q) = —— {g + (7% — ™) v(dy)

wla) 12 a—nlo
1 [*>
+—/ (1—e) V(dy)] . (6.2.78)
K Jo
Comme ¢'(0) = 0, nous avons :
2
(@) ~g—0 5 ¢"(0) (6.2.79)

Par ailleurs, nous avons :
1 oo 1 [t
— e —e ) v(dy) + — / 1—e ™) v(dy)
q—HKJo ( ) K Jo ( )

— (1) [T emutan 1 [ e+ ol

K Jo

“+o0o
~q—0 _E/ (]— —e M — /’Ly) V(dy) . (628())
0
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De (6.2.79) et (6.2.80), nous pouvons donc déduire que 1/7\(0, 1y q) ~g—0 Co(0, 1)
q

ou Cy(0, p) vérifie (6.2.74). O

Remarque 6.6 En faisant § = y = 0 dans I'expression de F\(G, 1y q —0(0))
de la Proposition 6.4, nous obtenons des résultats sur la probabilité de ruine.
Nous distinguons les cas ¢ > E(.J;), (condition de profit net), ¢ < E(J;) et
Cc = ]E(Jl) :
1" cas) ¢ > E(J;) (condition de profit net)

D’apres (6.2.69) et (6.1.9), nous avons :

5 Co(0,0)

F(0,0,q —7(0)) ~4—0 . (6.2.81)
ou la constante Cy(0,0) est donnée par :
Co(o, O) -
_ 1 70(0) 1 e 70(0)y e
@ 2 S, -+ [ e
1 $(—0(0)) e
=@ o o, )] (6:252)

+oo
En remarquant que  ¢'(0) = ¢ — / yv(dy) =c—E(J;) >0 et que
0

©(—=7(0)) = 0, nous avons :

PO.0.0=0(0) ~vgma ~—E s T (0289

lim e°©*P(T, < +00) = —&. (6.2.84)
=0 ¢'(=70(0))

2°me cas) ¢ < E(J;)
D’apres (6.2.70) et (6.1.8), nous avons :

. Cy(0,0
F(0,0,q) ~go O(q )

(6.2.85)



132 Chapitre 6. Transformée de Laplace de F (0, p,.)

ou la constante Cy(0,0) est donnée par :

Co(0,0) =
) [_7550) - *10) /0 00— 1 (dy) - /0 ” yV(dy)]

(0) +c— /O+Oo yV(dy)} : (6.2.86)

+oo
En remarquant que ¢'(0) = ¢ — / yv(dy) et que ¢(v;5(0)) = 0, nous
0

obtenons : )
F(0,0,q) ~g—0 — - (6.2.87)
q

Ceci est en accord avec (4.1.10), i.e. F(0,0,2) =P(T, < +o0) = 1.

3¢ cas) ¢ = E(J;)
En remarquant que :

lim (1 - % /O+OO(1 —e - uy)V(dy)> =1+ /;Oo y'v(dy) = ¢"(0),

pu—0 o
nous déduisons, de la Proposition 6.4 :
~ 1
F(0,0,q) ~qo . (6.2.88)
q

Ceci est en accord avec (4.1.10), i.e. F(0,0,2) =P(T, < +o0) = 1.

6.2.2 Si v ne charge que R_

]3(9, W, .) vérifie 'équation (6.1.11) que nous rappelons :

FlO.a) =~ (T 4 RFGu)(0) — RF(6.11.)056))

Proposition 6.7 La fonction Gy : x — e 0O est solution de (6.1.11).

Remarque 6.8 1. Si Gy est solution de (6.1.11), elle I'est aussi de I’équa-
tion équivalente (5.2.9). La proposition (5.7) (ii), prouve que Gy est
'unique solution de (5.2.9) dans B, Vy € [0, 70(6)], donc :

F(O,p,z)=e 7@ yr>0, (6.2.89)



6.2. Etude de cas particuliers 133

2. p ne joue aucun role ici car v ne charge que R_, donc K, = Xp, —x =0
et donc pour tout p > 0, F(0,pu,.) = F(0,0,.).

3. D’apres (4.2.17), nous savons que F'(0,0,.) est majorée par une expo-
nentielle, I’analyse précédente nous permet de préciser la valeur de la
constante 7y de (4.2.16) : 7y = 70(6). Nous retrouvons ainsi le résultat
de (4.2.19).

Démonstration de la Proposition 6.7
Le numérateur du second membre de (6.1.11) sera noté N F(q), donc :

NGola) = 3(a = 14(6)) + RGala) — RGo(35(0))

0

1 -y
= 5(@—(0)) + / e~ Wy(dy) / o= (@0@)b gp
0

2 e

0
_ / O () / Y o O+1060b g

—00 0

1 « 1 ’ —qy _ o100y
= 5= + s [ (=) vlay)

1 o
g [ O )
0 —00
(6.2.90)

Par ailleurs, comme ¢(—70(0)) = ¢©(75(0)) = 6, nous avons :
2(75(0)) — ¢(=0(0)) = 0
= M + e (75 (0) +0(0)) + / (6776(9)y — 670(9)y> v(dy) .

2 .
(6.2.91)
Soit encore :
1 0 . 7%5(0) — 0(6)
- - =160y _ 0O (dy) = 202 OV . (6.2.92
%0 +7000) /_oo (€ ) vidy) 5 te (6292)

de méme, comme
e(q) — 0 = ¢(q) — ¢(—0(0))
= % _ %) + (g +70(0)) + / (7% — ™) y(dy), (6.2.93)
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nous avons :

R o1 _ 0O (o) — plg) =0 1, .
q+ () /_OO( ) (dy) = 7+ 7(0) 2(‘1 Y0(6)) . (6.2.94)

En reportant (6.2.92) et (6.2.94) dans (6.2.90), nous obtenons :

NGy(q)

olg) — 0

_; L plo—0 1. L %0 =(0)

o) = 50— 7(0)) + 7+ 7000) 5@ =0(0)) —c+ 5 +
S - (6.2.95)
g+ 0) o
. oA 1
Nous retrouvons donc bien Gy(q) = PRI

Remarque 6.9 Nous pouvons montrer directement le résultat de la Proposi-
tion 6.7 par un argument de martingale.
Nous posons pour tout ¢ > 0 et tout ¢ € | — r,, 0] tel que p(g) > 0 :

M} = exp (—qX; — p(q)t) . (6.2.96)

(M{);>0 est une martingale bornée sur [0, T,] et pour ¢ € | — r,,0] tel que
©(q) > 0 par e" 7",

Appliquant le théoreme d’arrét a la martingale (M[);>o au temps d’arrét
t AT, nous obtenons :

E(Mg) =1=E(M;r,)
E (e_th/\Tz (q)(tATz) ]I{T <+oo}) + E (e aXt—p(q t]l{TI +oo}) (6297)

En faisant tendre ¢ vers +o0o, comme (e’qxt ]I{T:c:+00})t>0 est borné par e~ 9,
en appliquant le théoréme de Lebesgue, nous obtenons :

E(e g cioey) = Vg€l —r1,;0[ telque ¢(g) >0. (6.2.98)
En choisissant ¢ = —7,(#), comme ¢(—7,(#) = 6, nous obtenons :

F(Q’ 0, .17) =E (e_eTx Il{Tz<+oo}) = e—VO(G)x . 0
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6.2.3 Transformée de Laplace de la probabilité de ruine
(cas ou 0 = = 0)

Nous supposons ici que le support de v n’est réduit ni a R,, ni a R_.

Ce paragraphe ne donne pas de résultats nouveaux, mais donne, a partir de

I'expression obtenue en (6.1.7), des formules explicites de la transformée de

Laplace de la probabilité de ruine que nous utiliserons par la suite, et apporte
des vérifications a des formules antérieures.

1" cas) ¢ > E(J;) (condition de profit net)
D’apres (6.1.7) et (6.1.9), nous obtenons :

. 1 q 1 +o00
F<0707q :_(_+_/ e_qy—l—qu)ydy)—l—RF0,0’)q)
) o \ata ) ( ( ( ()
(6.2.99)
Dans ce cas, 0 est une fausse singularité pour £'(0,0,.).

1. Lorsque v ne charge que R,

F(0,0,q) = % (% + é /0 Tl 14 qy)u(dy)>  (6.2.100)

soit encore : ) B(J
ﬁ(0,0,q) _ - C_—<1)
q ©(q)

Nous en déduisons facilement ’équivalent vu en (6.2.83).

(6.2.101)

2. Lorsque v ne charge que R_, P(T, < +00) = ¢ 0% d’apres la
Proposition 6.7.

2°me cas) ¢ < E(J;)
D’apres (6.1.7) et (6.1.8), nous avons :

F(0,0,q) zw(lq) (q - 33(0) + é /0 e 1)w(dy)

1
Y5(0)

+o0o
/ (e 5O% _ 1)u(dy)
0

+ RF(0,0,.)(q) — RF(0,0, .)(’yg(()))) (6.2.102)
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Dans ce cas, ¢ = 7 est une fausse singularité pour F (0,0,.).

Montrons, a titre de vérification, que la fonction h :  — 1 vérifie ’équa-
tion (6.2.102) :

0 ~y 0 —y
Rh(Q)—Rh(VS(O))Z/e_qyl/(dy)/ e‘qbdb—/ e—VS(O)y,/(dy)/ e b p
0 0

= 1_ Oe—qy — 1 _ 1_ ' e~ 60y _ 1)y
Ainsi (6.2.102) devient :
>0 1 fq—5(0) 1 +O€o—qy CDuldy) — +ZO—A,5(0)y 1y
"= ( 2 q/o(o D) =250 /50 g (dy))
1 fel)eti) ) 1
B so(q)< q W) ) q (6:2.103)

Ce résultat est en accord avec le résultat (4.1.10) et celui de la Proposi-
tion 6.7 qui lui, n’est vrai que quand v ne charge que R_.

3tme cas) ¢ =E(J;)

D’apres (6.1.7) et (6.1.9), nous avons :

. 1 q 1 +o00
F0,0,q:—(—+—/ e ¥ —1+qy)v(dy) + RF(0,0,. q)
( )w(q)2qo( Jv(dy) (0,0,.)(q)
(6.2.104)
Dans ce cas, ¢ = 0 est un pole double de F(0,0,.), car g est un zéro de
© d’ordre de multiplicité 2..

Montrons alors, a titre de vérification, que la fonction h : x — 1 vérifie
I'équation (6.2.104) :

Rh(q) = /_ io e~ Yu(dy) /0 ity — /_ io v(dy) /0 b

- 1/0 (e—qy—1)u(dy)+/0 yv(dy).

q.) o e
+oo
Ainsi (6.2.104) devient, comme ¢ = / yv(dy) :

— 00

hlg) = —— (g +et % /_ﬁo(eqy - 1)y(dy)> _ % (6.2.105)

©(q) o

Ce résultat est bien en accord avec (4.1.10).
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6.2.4 Equation de Dufresne Gerber

Soit
A(z) =1—-P(T, < +00). (6.2.106)
Dans le cas ou v ne charge que R, et sous 'hypothese de profit net, Dufresne
et Gerber [DG90] montrent que A satisfait a ’équation suivante :

Ve>0 Ax)= <1 — @) Hy(z) + @A x K () (6.2.107)
. Hi(z)=1—-¢e2 et K(x)=hy*hy() (6.2.108)
hi(z) = 2ce > Nys0y et ho(z) = % (6.2.109)

Le but de cette remarque est de montrer que 'équation (6.2.107) est un cas
particulier de notre équation (6.1.7). En effet, d’apres (6.2.101), nous avons :

R0 = ;- o

D’apres (6.2.106), la transformée de Laplace de A vérifie :

E<q>:§—ﬁ<o,o,q>=#.

L’équation (6.2.107) de [DG90] est donc équivalente & :

c—E(J) (1_M) (1_ 1 )+E(J1) (C—E(Jl)f?(q)) .

©(q) c qg q+2c c ©(q)
(6.2.111)
~ 2c e —qz
R /[x,m[ V{dy)
2% 400 Y .
=Gy ), v [ e
- m é/o (1— e ®)u(dy). (6.2.112)
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Il s’agit donc de montrer que :

c—E(Ji)  2(c—E(J1)  2(c—E(L)) 1 I ey
A0 @200 (q+20 9(0) q/o S i)
= % [(p(q) +/0 (1— eqy)y(dy)} . (6.2.113)
Or . ) .
o(q) + /0 (1—e ¥u(dy) = % +cqg= 5((1 +20)q. (6.2.114)

ce qui acheve la démonstration de cette remarque. O



Chapitre 7

Comportement asymptotique de
F (0, u,.) au voisinage de +oo

7.1 Forme du développement asymptotique de
F (0, u,.) au voisinage de +oo

Nous allons utiliser la transformée de Laplace F (0, p,.) de F(0,u,.) pour
étudier le comportement asymptotique de F(6,u,.) en +00. Au vu de 'ex-
pression de I (0, p,.) (cf. Théoreme 6.1), les zéros de la fonction g, définie en
(4.7.64), vont jouer un role déterminant.

Dans ce paragraphe, v vérifie les hypotheses (6.1.1) et (6.1.2), i.e. :

-1

+oo
(1) / ly|lv(dy) < +o0 et (11) / e Py(dy) < +o0o0 Yg>0.

(7.1.1)
Nous supposons que :
r, >0 (éventuellement r, = 400), (7.1.2)
ou nous rappelons que 7, est I’élément de [0, +oc], défini par :
+oo
T, 1= Sup {s > 0; / (e —1Dv(dy) < —{—oo} : (7.1.3)
0

Nous nous plagons uniquement dans les cas des figures A.1 cas a, A.2 cas
a, A.3 et A.5 de I’Appendice A. Il est équivalent de supposer, qu’il existe Kk > 0
tel que, pour tout 6 € [0, ] :

3 —70(0) €] =1, 0] telque (—(0)) =0, (7.1.4)

139
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(1) si 6>0, —7(0) <0, (7.1.5)
(71) si 0=0 et c>E(J), —7(0) <0, (7.1.6)
(141) si 0=0 et c<E(J), —7%(0) =0. (7.1.7)

D’apres (7.1.1) (i7), ¢ est définie sur | — r,, +o00[. Dans ces conditions, (cf.
(A.5.26) Appendice A), nous avons :

Vé>0, J5(0) >0 tel que o(v5(0)) =46, (7.1.8)
avec :

(1) si 0>0, 7 (6) >0, (7.1.9)
(i1) si =0 et c<E(J), 7%(0) >0, (7.1.10)
(44i) si =0 et c>E(J), 75(0) =0. (7.1.11)

Soit m . la transformée de Laplace de la restriction de v a [1, +oof :

+oo
m[(q) = /1 e Yy (dy) (7.1.12)
Pour tout b > 0, notons

Dy:={q€C telque Regq> —b}. (7.1.13)

Nous introduisons :

B, :=sup {b > 0 tel que m . admet un prolongement méromorphe sur Dy}

(7.1.14)

Remarquons que d’apres 'hypothese (7.1.2), nous avons B, > r, et éven-
tuellement B, = 40o0.

Dans ces conditions, ¢ admet un prolongement méromorphe sur Dp, et

nous noterons encore ¢ ce prolongement. De méme, nous noterons encore

1 1 tdern
V| o 1€ Prolongement de vy, . .

Nous faisons, en outre, '’hypothese suivante :

VO< B< B, JdK >0, dRy>0,telsque:

—B<Reqg<0

gl o (T119)

]V‘T:O[(qﬂ < Klq|, pour tout g vérifiant : {

Remarque 7.1 1. Compte tenu de (7.1.1), nous pouvons remplacer
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m[(q) dans (7.1.15), de maniere équivalente, par /03(’8‘”’ — Dv(dy)

ou par /Of@_qy — Dv(dy).

2. Comme nous avons :

sup [, (q)] < 400, (7.1.16)
Re ¢>0

alors, si 'hypothese 7.1.15 est vérifiée, nous avons aussi :

L. Req> —-B _—
Vq vérifiant : { m g| > Ry V0o (@] < Klg] (7.1.17)

Nous donnerons ci-dessous (cf. Remarque 7.4), des hypotheses raisonnables
portant sur v pour que '’hypothese (7.1.15) soit satisfaite.

Proposition 7.2 Sous les hypothéses (7.1.1), (7.1.2), (7.1.4) et (7.1.15),
pour tout 0 € [0, k|, il existe By > 0 tel que, pour tout B €]0, B, [, aussi proche
que 'on veut de B, les zéros de pg dans la bande :

Dpg, ={q€C telque — B <Req< f} (7.1.18)

sont en nombre fini, conjugués deux a deux et s’écrivent :

(i) Si 6>0 :

—(0), =m(0), =71(8),---, —(0) et —7,(0),
(i) Si 6=0 et c>E(J)) :

0, =10(0); =71(0), =71(0), -+, =7(0) et —7,(0),
(tii) Si 0=0 et c<E(J) :

—70(0) =0, =71(0), =71(0), -+, =%(0) et —7,(0),

ou p est un entier, éventuellement nul, et

~B < —Re (3,(0) <+ < —Re (11(0)) < —70(0) < 0. (7.1.19)

Démonstration de la Proposition 7.2
Cette démonstration est faite dans ’Appendice A, Proposition A.6.
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Théoréme 7.3  Nous supposons les hypothéses (7.1.1), (7.1.2) et (7.1.15)
satisfaites. Soit B €)0, B,[, aussi proche que l'on veut de B, et soit Kk > 0,
assez petit, tels que (7.1.4) soit vérifié et (7.1.19) soit également satisfait pour
tout 0 € [0, k] (avec un nombre p indépendant de 6, 6 € [0, k] ).

Pour tout 0 € [0,k] et pour tout u > 0, il existe Cy(6,1) >0 et des
constantes complezes C1(0, ), - ,Cp(0, 1), telles que F(0, p,.) admet, quand
x tend vers 400, un développement asymptotique de la forme :

p
F(0, 1, 1) =Co (6, )e™ D"+ " a; (Ci(0, p)e ™" + Ci(6, p)e 707
i=1

+0 (e7?7), (7.1.20)

1
ot O est uniforme en p € Ry et en 6 appartenant a [0, k] et a; = 3 si —;(6)

est réel et a; = 1 sinon.

Remarque 7.4 1. Le choix de B (aussi proche de B, que nous voulons)
sera précisé au cours de la démonstration.

2. Lorsque v ne charge que R, la constante Cy(6, i) figurant dans (7.1.20)
est bien la méme que celle de la Proposition 6.4. Plus généralement, tou-

jours lorsque v = 0, les constantes C;(0, p) se calculent explicitement
(cf. (7.2.104).

3. Si I'hypothese (7.1.4) n’est pas vérifiée, ¢y n’a pas de zéro sur [—r,, 0],
mais il est encore possible de montrer que, quand x tend vers 400 :

[

F(O,p,x) = O(e” =97y = >0, (7.1.21)

4. Voici des situations ou 'hypothese (7.1.15) est vérifiée :
a) Supposons que la mesure v a des moments exponentiels de tout ordre,
c’est a dire :

VgeR /0+£]e_qy — 1jy(dy) < 400 (7.1.22)

Dans ce cas, les fonctions m . et o sont holomorphes dans C, elles
admettent un prolongement sur tout C et nous avons B, = +o00. De
plus, pour tout B > 0 :

sup
Re¢>—B

400 400
/ eqyz/(dy)‘ < / Pi(dy) < 400, (T.1.23)
1 1
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Donc 'hypothese (7.1.15) est vérifiée.
En particulier, si v est & support compact et intégre |y| au voisinage
de 0, alors v vérifie (7.1.22).

b) Nous supposons que v ne charge que R et que v est une combinaison
de lois gamma :

v(dy) = piey™idy . (7.1.24)
i=1
avec pour tout i € {1,2,--- ,n}, p; >0, 5; >0 et m; € N.

Le calcul explicite de la transformée de Laplace de v donne de fagon
évidente le prolongement méromorphe souhaité. Donc B, = 400 et
I'hypothese (7.1.15) est vérifiée.

too - n +oo .
v(g) = / TN pieT P ramidy =Y p; / i@t g
0 =1 i=1 0

(7.1.25)
En posant y = (¢ + (;), nous obtenons :

. +oo n m.!
v(g) = Z W)ﬁ/o y"e Vdy = Z % . (7.1.26)

i=1 =1

U et o sont holomorphes sur C — {—/f, -+, —0,} et méromorphes sur
C.

¢) Nous pouvons généraliser I’exemple développé en b). Nous supposons
que v ne charge que R, et s’écrit :

(poe ™0y~ 5" (pie™ 4 5 PV ) dy Ty 0y | G9)
=1

+ O(e Prtrv) | (7.1.27)

v(dy) =

avec pg > 0, By > 0, p; € C*, m; € N* et 3,11 > sup Re(8),
i€{l,-,n}

et ou ¢ est une fonction égale a un O(y) au voisinage de 0 et est
constante pour y assez grand. Les fonction 7 et ¢ sont méromorphes
sur {¢ /Req> B,11}. Donc B, = (3,41 et 'hypothese (7.1.15) est
vérifiée.

d) Par ailleurs si v = vy + 15 avec 1y et vy satisfaisant a ’hypothese
(7.1.15) alors v satisfait a ’hypothese (7.1.15).
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Démonstration du Théoreme 7.3
La démonstration se fait en trois étapes :

1. Nous modifions F(6, u,.) au voisinage de 0 en une fonction ﬁ(@, u,.) de
fagon a rendre la transformée de Fourier de F'(0, 1, .) intégrable.

2. Nous inversons la transformée de Fourier de F (0, 1, .) grace aux tech-
niques de Mellin Fourier et a 1’équation fonctionnelle (6.1.7) satisfaite

par F(6,1,.).

3. Les coefficients C;(8, 1) sont fournis par les résidus de la fonction que
nous inversons, les poles étant précisément les points —~;(f) et leurs
conjugués, définis dans la Proposition 7.2.

Dans les étapes 1 et 2 ci-dessous, B €]0, B, [, est fixé aussi proche que I'on
veut de B,,.

Etape 1  Nous rappelons que :
FO,p,2) =E (e """ "Ly c1oy) Vo >0. (7.1.28)

Nous prolongeons la fonction F(6, z1,.) en une fonction F (6, u,.) définie et
continue sur R par :

Vr e R F(0,p, ) := F(6, p, ) Lo oo () + (1 4+ 2) 1,4 () . (7.1.29)

-~

Nous noterons F (0, 1, .), la transformée de Laplace de F (0, p,.), définie par :

= oo
FO,u,q):= / e F (0, p,x)dx. (7.1.30)

o0

Le remplacement de F(0, u,.) par F(O,p, .) rend intégrable sur R la fonction

t— f(@, i, q1 + it), comme nous le verrons dans 'étape 2.
En utilisant la formule (6.1.7) donnant la transformée de Laplace F(0, u, q)
et en remarquant que :

0 7_1_—
/ (1+ z)e "dz = eq—zq , (7.1.31)
1
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nous obtenons :

= e’ —1—gq 1 (q—va‘(@) 1 /+°°_ -
F0,u,q) = + + e —e "u(d
(0,1,9) 7 =0 5 p— 0( Jv(dy)

1 too
0 —n /0 (e‘”o(e)y—e‘“y)v(dyHRF(@’u,-)(q)—RF(G,M,)(%‘(@)))
(7.1.32)

Remarquant ensuite que :

0(q) —0  o(q) —p(r(0))

q+5(0) q+7(0)
¢ — (0 —%®) 1 / R T
= - 0 1.
2 Yy + 50 T ), T A, (L)
et que
el —1—q 1 el —1 5(0)
+ = - : 7.1.34
¢ g+ @& alg+5(0)) (39
nous obtenons, pour tout ¢ tel que Reqg > 0 :
= el —1 76(6)
F 07 ’ = - *
00 =0 q(q +75(0))
1 q—(0) 1 /+OO o)y
+——F|C — e~ — e %Oy (d
wlq) —0 { a+70)  a+%(0) J o ( i)
1 +o0 1 400 . (0)
+— [ (e —e™)u(d ——/6_70 Y—e"u(d
— | i) = s — | w(dy)
FRED.11,)(a) = RF(O, 1 )050)] (7.1.35)

Il est clair, d’apres (7.1.1) (i), que RF(6, ,.) est holomorphe dans C et
que toutes les intégrales qui apparaissent dans la formule ci-dessus sont holo-
morphes soit dans C, soit dans Dp,. En considérant les prolongements méro-
morphes a Dp,, de ¢ et de tous les autres termes, la formule (7.1.35) donne le
prolongement méromorphe au domaine Dp, , de F (0, i, .), que nous noterons

encore F (6, p,.).
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Observons par ailleurs que, si § > 0 ou si § = 0 et ¢ # E(Jp), ﬁ(@,,u, ),
comme F(0,pu,.), est holomorphe au voisinage de ¢ = 7;(6), bien que ~;(6)

soit un zéro de g, ce zéro étant une fausse singularité de F (0, p,.). Par contre,
sif=0ectc=E(J),(0) =0 est un pole de F(0, u, .).

Etape 2  Soit 6 appartenant & [0, x|, fixé. Nous considérons alors (5 > 0,
choisi comme dans la proposition A.5 (Annexe A). Soit ¢; €]0, Gyl

Lemme 7.5 Supposons les hypotheses (7.1.1) et (7.1.15) vérifiées et soit

un réel q; vérifiant 0 < q1 < By. La fonction t — ﬁ(@,,u,ql + it) appartient
alors a L'(R).

Avant de démontrer le lemme 7.5, nous allons énoncer et démontrer un
certain nombre de majorations dont nous nous servirons dans toute la suite.

Lemme 7.6 Soit 0; < 0. Avec les hypothéses (7.1.1) et (7.1.15), nous avons :

(1)  Jk>O0telque Vq/Reqe€[A,02], nousavons :

[ e = vt < mal (71.36)

[em- 1>u<dy>\ < kgl
(7.1.37)

R

(1) ¥Yd >0, Tkog>0 telque sup
Re ¢<d

/_ - eqyy(dy)‘ <k (7.1.38)

o0

L . —B<Req<A
(1)) VA >0 Tk >0 telque Vg vérifiant : { Tm g| > Ry ,
+o0
[ e 1>u<dy>‘ < la(1+ gl (7.1.30)
L 2
7 9 = el < kild (7.1.40)
(iv) VheR, sup |RF(0,u,q)|<+oc. (7.1.41)

Re g<h
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Démonstration du Lemme 7.6
(1) Soit, en posant ¢ = a + ib avec a € [0, 06,] :

e BT B |

(7.1.42)
En utilisant la formule des accroissements finis, nous en déduisons (7 1.36).
Les deux inégalités de (7.1.37) s’obtiennent de maniére analogue.

(1)  Pour tout ¢ tel que Re ¢ < d,

-1
‘/ e Yy (dy) ’ / e Ry (dy) S/ e Wy(dy) = k. (7.1.43)

[e.e]

ko est fini d’apres I'hypothese (7.1.1) (i).

(13i)  Pour tout ¢ tel que —B < Req < A et [Im¢q| > Ry,

/+Oo(e—qy —1Dv(dy) = /_1 e Yy (dy) + /1 (e — 1)v/(dy)

00 0o 1

[ et v [ v+ [T @

[e.9]

L’inégalité (7.1.39) est une conséquence de I’hypothese (7.1.15), et des in-
égalités (7.1.36) et (7.1.37).
De la définition de ¢ :

o) =S et [ty (7.1.45)

nous déduisons alors (7.1.40).
(1v) Nous avons d’apres (6.1.4),

RF(@,,u,q):/O v(dy) /Oye aW ) (g, u,b)db—/o v(dy) /OyF(H,u,b)db.

—0o0 —00

Donc la fonction ¢ — RF(0, i, q) est croissante sur R et elle s’annule en ¢ = 0.
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Ainsi, pour tout complexe ¢ tel que Re ¢ < h,

0 0

RE@wal < [ vty [T r e s [ (i)

< RF(6,u,h) +2/ (—y)v(dy)

—0o0

D'olt (7.1.41).

Démonstration du lemme 7.5

D’apres (7.1.35), lafonction t — F(6, 1, ¢ + it) est continue sur R. En effet,
remarquons que, d’apres la Proposition A.5, py n’a pas de zéro sur la bande
{g€C/0<Req< (G} et donc ¢(q; + it) — 0 ne s’annule jamais.

Son appartenance & L'(R) ne dépend que de son comportement en +oo.
C’est ce que nous allons étudier maintenant.

Les dénominateurs apparaissant dans Uexpression (7.1.35) de F\(0, 11,.), ¢2,
q(q +v5(0)) et p(q) — 0, sont minorés, en module, par C|¢?| ot C' > 0, quand
lg| tend vers +oo (cf. point (4ii) du lemme 7.6) et les numérateurs sont des
fonctions bornées sur la droite {q; +it / t € R}. En effet, en notant ¢ = ¢; + it :

o [e?— 1| <e™+1,

+o00 +00 +o0o
o [y - [ e - utay + [ 1- e Omua),

donc, d’apres (7.1.39) : - -

1 oo . . K ) 1

: T / (6—(q1+zt)y _ e‘”o(a)y)u(dy)‘ < 1(|Q1‘+@t\*+ )

1+ it +5(0) Jooo g1 + it + 5 (0)]
(7.1.46)

ou K est une constante.
—+o00 “+o00

+o0
o [ emeemua = [ e vuan + [ - e,
0 0 0
donc, d’apres (7.1.36) et 'hypothese (7.1.15) :
Ko(|gy +it| + 1)
lg1 + it — p

(7.1.47)

1 Heo .
: / (6—(q1+zt)y _ e‘“y)y(dy)’ <
G +it—p o
ou K est une constante. Remarquons que pour cette derniere expression
intégrale, ¢ = p est une fausse singularité.
e Pour majorer le terme RF (0, 11,.)(q), nous utilisons (7.1.41).
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Etape 3

Pour tout 6 appartenant a [0, k], nous considérons alors By > 0, choisi
comme dans la proposition A.5 et ¢; €]0, By[. Nous choisisons B de telle sorte
qu'aucun zéro de @y ne se trouve sur la droite {—B + it / t € R} et tel que
B # ~§(0). Ce choix peut se faire grace a la Proposition 7.2. Ce B dépend a
priori de #, mais en fait, nous pouvons choisir B indépendant de 6, a condition
de prendre x assez petit.

En effet, soit A > 0 fixé. Pour tout B €]0, B,[, proche de B,, il existe
Ry > Ry tel que ¢y ne s’annule pas sur les demi bandes
{geC/ —B<Req< Aet|lmgqg| > Ry}, ainsi les zéros des fonctions ¢y, ¢
variant dans [0, k], sur la bande {g € C/ — B <Req < A}, sont dans des
compacts. Comme ¢ est holomorphe, lorsque x tend vers 0, ces compacts dé-
croissent vers I’ensemble des zéros de ¢, qui sont en nombre fini dans
{¢eC/ —B<Req< A}

Ainsi, a condition de prendre x suffisamment petit, nous pouvons choisir
B de telle sorte que pour tout 6 € [0, k], aucun zéro de gy ne se trouve sur la
droite {—B +it / te R},

Par ailleurs la fonction g : @ — () est continue et donc 75 ([0, k]) est un
intervalle compact de R, . Ainsi, a condition de prendre s suffisamment petit,
nous pouvons choisir B ¢ {7;(0); 6 € [0, x]}. C’est ainsi que nous choisissons
ket B.

Comme nous avons démontré (cf. Lemme 7.5) que la fonction

t— ]::(97 i, q1 +it) appartient a IL'(R), nous pouvons donc appliquer la
formule d’inversion de Mellin Fourier et obtenir, pour x > 0 :

~ 1 oo~
e ME O, u,x) =e "F(0, p,x) = 2—/ e E(0, p, q +it)dt, (7.1.48)
m —00
d’ou

1 [t -
F(O,pu,z) = o / e BTOTL(G 1 gy + it )dt

[e.9]

- & F (0, 1, 2)dz (7.1.49)

27T FQI
ou I'y, est le chemin défini par :

Iy ={z=q+it telque teR, ¢croissant}. (7.1.50)
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A

R
Rot

‘|‘ —72(0)
| —l——’Yl(@)

I I L RO

FiG. 7.1 - Chemin I'_p 4 &

Nous avons démontré en Appendice A, Proposition A.6, qu’il existe Ry > Ry,

tel que @y n’a pas de zéro - et donc F (0, 1, .) est holomorphe - dans les demi-
bandes {§ € C/ — B <Req < fBpet|Img| > Ry} . Soit R > R;.
Nous définissons alors :

Fpyr ={q+it/ |t| <R, tcroissant}, 7.1.51

g ={t+iR/ —B<t<gq, tdécroissant} 7.1.52

I' pr :={—-B+it/ |t| <R, tdécroissant}, 7.1.53

A~~~
~— —  ~—  —

I''r ={t—iR/ —B<t<gq, tcroissant . 7.1.54
Soit le chemin rectangulaire I'_p ,, g, (voir Figure 7.1), défini par :

I pgr=lgrUTlIrUT_prUT_g (7.1.55)

Appliquant le théoreme des résidus a la fonction z — et F (0, 1, z) ou plus
exactement, a son prolongement méromorphe sur Dp, , le long de I'_p 4, g, nous
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obtenons, pour tout R > R; :

[ e FO.u 2 = 2in | Res (=F (0,1 2),—0(6) +

P_B.q R

d 2 =

Z @i (RGS (esz(Q’ My Z)a _71(9)) + Res (GZIF(H, 122 2)7 _iz(0>)>] (7156)

i=1

1
ou Res(f(z);7) désigne le résidu de f en y et a; = 5 si —v;(0) est réel et a; = 1
sinon.
Par ailleurs,

FO,pu,x)=— QL lim (0, 1, 2)dz

=— — lim / (0, p, 2)dz —/ e F(0, 1, 2)dz
1_‘7B,q1,R

I'r

—/ e F (0, u, 2)dz —/ e F(0, p, 2)dz| .
I'_Br I_r
(7.1.57)

Lemme 7.7 Sous les hypothéses (6.1.1), (6.1.2) et (7.1.15), nous avons :

(i)  lim (0, p, 2)dz = 0. (7.1.58)
R—+00 Tin

(ii)  lim e F (0, p, z)dz = O(e~P7) . (7.1.59)
R—+4o00 I'_p.r

ot O est uniforme en 6 € [0,k] et en u € Ry.

Admettons provisoirement le Lemme 7.7 et terminons la preuve du Théo-
reme 7.3.
Ainsi, d’apres (7.1.56) et (7.1.57), le Lemme 7.7, nous permet de conclure
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que, quand x tend vers 400 :

F(6, 1, z) —Res <em§(9, 10, 2); —%w))

s (0 20) s (F 05170

i=1

+O(e 57). (7.1.60)
Et si nous notons :
Ci(0, 1) = Res (?(e, 0, 2); —71.(9)) , (7.1.61)
nous avons :
Res (e”?(@,,u, 2); —'yi(0)> =020, 1), (7.1.62)

et donc, quand x tend vers +oo :

p
F(0, ) =~ Co(0, 1) + Y ai [ O Ci(0, 1) + eOCO, )]

+ O(e57). (7.1.63)

Ceci acheve donce la démonstration du Théoréme 7.3. O

Démonstration du Lemme 7.7
(i) D’apres (7.1.32), nous avons :

/ (0, p, 2)dz =
I'r

ef—1—=z 1 z—5(0) 1 /+°° N
dze* + + e —e "(d
foe [ g (R g [ -

g [ ) + REO, () - REO. )60 )|
(7.1.64)

Pour tout z appartenant a 'z, nous avons :

z=t+iR avec te€[-B,q].
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En remarquant que :

: /oZeoizy—e‘“y)u(dy) - — [/O(tffzy — Dyldy) + /O(TO_ e—#y)y(dy)] |

2= 2=l
(7.1.65)
nous appliquons le point (i) du Lemme 7.6 et ’hypothese (7.1.15), pour écrire :

V>0, 3C; >0, 3ICy >0, telsque Vte|[-B,q], VR>R; :
1
Z—p

+o0 1
/ (= — e‘“y)y(dy)’ < 1 (v o). (7.1.66)
0 |z — pf
Ainsi, uniformément en Rez = ¢t € [—B, ¢1] et pour R assez grand, nous
déduisons d’apres le Lemme 7.6 que, dans 'expression a intégrer (7.1.64), :
e les dénominateurs |22| et |¢(z) — 6] sont minorés par C'R?, ot C' est une

constante ,
1 too
e les numérateurs |e**|, ‘—/ (e — e ™) u(dy)],
N ==K Jo
1 . 3 .
= | O )| et [RF(0. 1)) -RF(0.11.)05(0))
0

sont bornés par des constantes ,

e les numérateurs |e* — 1 — z| et |z — 5 (0)| sont bornés par C'R ou C” est
une constante.

Nous en déduisons alors que :

q1 ~

lim R 1t +iR)dt =0, (7.1.67)
R—+o00 _B

et le point (i) du Lemme 7.7 en découle.

(77)  En utilisant 1’écriture (7.1.35), nous avons :

£ e* —1 %(0)
e“F (0, p,z)dz = / dz e** { — 0
fpe ROt [ e RO

_ 1 . z—=5(0) 1 oo e~ _ o= Oy,
90(2)—9( z+7:(0) +Z+76(9) /_oo ( Jv(dy)

1 [ 1 P
+ / e —e "u(dy) — *—/ e WY — ey (dy
2= H 0( i) %5(0) — 1 0( J{dy)

+RF(0,p,.)(2) — RF(0, p, )(75(0)))} : (7.1.68)
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Pour tout z appartenant a I'_p g, nous avons :
z=—B+it avec —R<t<R.

Nous allons alors montrer que les numérateurs de I'expression a intégrer
dans (7.1.68) sont encore bornés et que les dénominateurs sont minorés mais
ici uniformément en 6 € [0, k] et en p € Ry

1) Tout d’abord, observons que la fonction 7 : 0 — () est définie de R,
dans R, d’apres ’hypothese (7.1.1) ( cf. (7.1.8)), elle est continue, croissante
et donc bornée sur le compact [0, ].

Il existe donc une constante k; telle que :

1 ky

LIRS 7.1.69
T < T2 (7.1.69)

et ainsi ‘(g bt
16(0) ’ < Fi(e). (7.1.70)

@) = T

2) Comme B a été choisi de telle sorte que, pour tout 6 € [0, x] et tout ¢t € R,
24+ 75(0) = =B + +5(0) + it # 0, nous déduisons qu'il existe une constante C'
telle que :

sup C(Z_—ZO(;»‘ <cC. (7.1.71)
ocon) | F +75(0)
teR

3) En reprenant ’écriture (7.1.65), et en appliquant le point (i) du Lemme
7.6 et 'hypothese (7.1.15), nous déduisons qu’il existe une constante indépen-
dante de p > 0, C; > 0, telle que, pour tout z vérifiant |Im z| > Ry :

1 /-&-oi B ‘ ‘ 1 /+oo . ‘
e —e"y(dy)| < Ci(lz|+1)+|—— [ (1 — e "™)v(dy)| .
— ldy)| € = Cillzb )| = [ (= ety
(7.1.72)
Comme Re z = —B < 0, alors
1 1
VeeR < —. (7.1.73)
|z =l ~ 2]

Mais si y > 0, |1 — e ™| < py et nous en déduisons :

1
z—p

z
Z—p

/0 - yv(dy)

< 2/04—0O yv(dy) . (7.1.74)

[ a=emuan| < |-
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Ainsi, il existe des constantes C; > 0 et Cy > 0, indépendantes de p > 0, telles
que :

1 +°jzy_ — 1 .
Z—M/o(e e ) (dy)' < ’Z’(Cﬂ |+ Cs). (7.1.75)

4) En utilisant le point (i77) du Lemme 7.6 et (7.1.69), nous avons successive-
ment, pour tout z vérifiant Im z > Ry :

2+

[ e+ [ -5 Otay)

o0

1
= +5(0)]

Cs e ()
<7 c4|zr+c5+/ (1— 80 (dy)

). (7.1.76)

5) Montrons que pour tout € € [0, k] et pour tout u € R, nous avons :

——— | (e e W)u(dy)] < / yv(dy) . (7.1.77)
%5(0) — 1 Jo 0
En effet :

— Supposons que v (0) < p. Grace au théoreme des accroissements finis, il

existe yo € [0,y] tel que :
too 1 = e~ (5 (@)y
| e u(dm'
0

1 /+°°*
— (e — T y(dy ‘ —
50 —n . Jridy) 0 —n

+o00o
/ e~ 0 (G)yye—(ﬂ—vé (0)yo V(dy) ‘
0

< /0+OO yv(dy) (7.1.78)

— Supposons que ;5 (0) > p. Grace au théoreme des accroissements finis, il

existe yo € [0,y] tel que :
g e = emtan)| = | [T )
Y%5(0) — 1 Jo 0 %5(0) — 1

+o0
_ / e—uyye—(vé((?)—u)yo V(dy) '
0

< /0+°0 yv(dy) (7.1.79)
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6) D’apres le point (iv) du Lemme 7.6, comme Re z = —B et la fonction
v est bornée sur [0, k], il existe une constante C, indépendante de 0 € [0, x]
et de p > 0 telle que :

|RF(97H> )(z) - RF(&#’? )(78(0))| < Cy. (7180)

7)Par hypothese B a été choisi tel que ¢(B) — 0 # 0, donc d’apres le point
(173) du Lemme 7.6, il existe une constante k& indépendante de 6 € [0, x| telle
que :

1 k
_ < —. (7.1.81)
p(z) = 0] — |2
Ainsi, il existe des constantes k; > 0 et ky > 0 telles que, pour tout 6 € [0, k]
et tout p € Ry :

<eBI/R ok At (7.1.82)
= R B2+t2 (B2—|—t2)% L.

R
k k
et lim ( L4 2 )3) dt  est une constante ne dépendant
2

/ T F (0, p, 2)dz
I'_Br

Retoo | g \ B2+ 8 (B2 42
que de B.
Ce qui acheve la démonstration du point (7). O

7.2 Calcul “explicite” des coefficients C;(0, i)
du développement

Pour tout 7 € {0, --- ,p}, nous avons montré (cf. (7.1.61), que les constantes
C;(0, ) apparaissant dans (7.1.20) sont égales a :

(6,10 = Res (F(6.0.235 ~0)) (7.2.8)
D’apres (7.1.29) et (7.1.31), nous avons :
ee—1—2 =
Ci(0, 1) = Res (T + F(0, p, 2); —%(6)) . (7.2.84)
z 1 _
La fonction z — # admet un prolongement holomorphe sur C. Donc,
z

nous avons pour tout 6 € [0, k] et tout p > 0 :

Ci(0, 1) = Res (ﬁ(@,u,z); —%(9)) Vie {0, ,p}. (7.2.85)
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Remarquons par ailleurs que C;(6, 1) = Res (ﬁ(@,,u, 2); —%(«9)), Z dési-
gnant le conjugué de z.

7.2.1 Dans le cas de pdle simple

Si —7;(0) est un zéro simple de y, alors —v,;(0) est un pole simple de
F (0, 1, .). Cette situation se produit en particulier, pour ¢ = 0, quand 6 > 0
ou quand 6§ = 0 et ¢ # E(.J;).

Si par ailleurs, la partie réelle de —v;(6) est supérieure a —r,,, d’apres (6.1.7)
et (7.2.85), nous avons :

— 1 —%i(0) — %(8) 1 oo P
@' (—i(0)) [ 2 + —:(0) —u/o ( Jv(dy)
_ ; I e~ 10Oy _ o—nyy,
o A v (dy)
+RE(0, 1, .)(=7(0)) — RE(0, 1, .)(%*;(9))] . (7.2.86)

7.2.2 Positivité de Cy(0, u)

Nous avons :
Co(0, 1) >0 Vo € [0, k| Vi >0. (7.2.87)

En effet, d’apres le développement asymptotique de F'(, i, .), quand x tend
vers +oo (cf. Théoreme 7.3), nous avons :
lim T E (9, ) = Co(6, ) - (7.2.88)
La fonction o — @2 F(§, 1, ) étant positive, Co(6, 1) est donc positive.
Par ailleurs, —v(6) est un pole simple de F'(6, i, .) pour tout 6 > 0 et pour
0 =0 et c #E(J;) donc dans ces cas, le résidu de F(0, u1,.) en —vy(f) ne peut
étre nul.

Enfin lorsque 6 = 0 et ¢ = E(J;), 'expression de Cy(0, ) (cf. (7.2.103)),
montre la encore que Cy(0, 1) # 0.
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7.2.3 Equation satisfaite par Cy(0, ) pour p >0

Précisons les expressions de Cy(0, 1) et de Cy(0,0) en distinguant les trois
cas suilvants :
1" cas) ¢ > E(J;) (condition de profit net)
Comme —7y(0) < 0 et 75(0) =0, (cf. (7.1.6) et (7.1.11)), nous avons :

— 1 —(0) _ 1 +§O(O)y _ el
0N =y |75 maal, )

—I—%/O (010— e "v(dy) + RF(0, p, .)(—70(0))} . (7.2.89)
Etsipu=0:

Co(o, O) -

1 _’70(()) 1 +oo e'yo(O)y_ )
W(—%(U)){ > (0)/0 ( Lv(dy)

—Yo
+ [ vt + REO.0.)(0)] (7.2.90)

20me cas) ¢ < E(J;)
Comme —7,(0) = 0 et 75(0) > 0, (cf. (7.1.7) et (7.1.10)), nous avons :

_ L [ %00 1
w0 =5 |5 -

1 /0 Jr(olo—euy)y(dy)—RF(O,M,.)(VS(O))} . (7.2.91)

+o0o
— M/ (efvé(o)y — e ") y(dy)
0

1
Etsipu=0:
. _73(0) . 1 I e~ 60y _ 1)y
0.0~ |5 - Dty
+o0
_ /0 yu(dy)—RF(0,0,.)(%(O))] | (7.2.92)

3%me cas) ¢ = E(J;)
0 est un zéro double de ¢ mais 0 est un pole simple de F (0, p,.). Ainsi :

~

Co(0, 1) = Res(F (0, u, 2);0) = illI[l) (zﬁ((), i, z)) . (7.2.93)
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D’apres (6.1.7) et en remarquant que —y(0) = 5(0) = 0, (cf. (7.1.7) et
(7.1.11)), nous pouvons écrire :

F(0, 11, 2) = N;é‘z’)z) , (7.2.94)
Nz =5+ [ e = e
00
+ % /O (1= e ™\u(dy) + RF(0, 1, )(z).  (7.2.95)

Comme z — N (g, z) est holomorphe au voisinage de 0, s’annule en 0 et :

ON 1 1 e L
o ) =5 - | e —emua)

(2 — p)?
e - - /;OO y e v(dy) + %(2) . (7.2.96)

oll, nous avons :

dRF(0, p, )

- (2) = —/ v(dy) /()_y(y+b)ez(y+b)F(O,u, b)db. (7.2.97)

—00
Ainsi nous avons :

ON

1 1 400
1 - - _ _ _ oMY
lim ——(,2) = 5 2 /0 (1-e py)v(dy)

_ / v(dy) /O PP, b)db.  (7.2.98)

—0o0

Par ailleurs, au voisinage de z =0, :

N(p,z) = zaa—]:(u, 0) +o(z) (7.2.99)
o(z) = ?@”(0) + 0(2?) (7.2.100)

—+o00
©"(0) =1 +/ y* v(dy) >0, (7.2.101)
0
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¢"(0) T
o " say) / 0P, u,b)db) S (1.2.102)
et sipu=0:
1 +oo ) 0 -y
Qﬂun:¢%m<1+[: vaw—Z/;uMw[ky+®F@ﬂﬁMb
2 0 v
:1—¢«D[mm@qé (y + b)F(0,0,b)db. (7.2.103)

7.2.4 Calcul explicite des constantes C;(0, 1), quand v ne
charge que R,

Si v ne charge que R, les résidus se calculent explicitement.

Soit ¢ € {0,---,p}. Supposons que —v;(f) est un podle simple tel que
Re (—7;(0)) > —r,. (Remarquons que —7,(#) est toujours un podle simple et
que pour tout #, nous avons Re(—vy(0)) > —r,).

D’apres (7.2.86), nous avons :

o —— L OEL

@' (—:(9)) 2
+o0o
+ %/0 (evz-(@)y — e M)u(dy)
R SN a1 R
s /0 ( Ww(dy)| . (7.2.104)

Etudions plus particulierement les résidus quand 8 = 0 et © = 0 en disso-
ciant les trois cas suivants :

1" cas) ¢ > E(J;)
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Nous avons alors :

__ 1 =@, 1 [ ow -
o et S € -+ [t
R R ) B s
o o et v (72109
Comme :
Au0) =0 et g == [ystn, (12100
nous obtenons : .
C5(0,0) = —%&)0)) 5 (7.2.107)
En particulier, si i« = 0, nous retrouvons la constante de (6.2.83) et le
résultat de Doney [Don91] : ilir(l) 0O P(T, < 400) = —%.
2tme cas) ¢ < E(J;)
Si ¢ = 0, nous déduisons de (7.2.92) :
Co(0,0) =
_ 1 [ 1 e O _ 1yl dy) — +O°V
ol ot i)~ [ i)
L ey
= | Sy e ) v (72109
Siie{l,---,p}, nous avons :
. _ 1 —7%(0) —5(0) 1 +02%(0)y 1
00 = sy |7 @y €0 = )
R S R 1 VI
ol )
B 1 p(=u(0)  e(6(0)
ol e=ro w |- r2i0)
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Comme ¢(v5(0) = 0 et d’apres (7.2.106), nous avons :
Co(0,0) =1 et C3(0,0)=0 si ie{l,---,p}. (7.2.110)

Ce résultat est en accord avec le résultat (4.1.10) : P(7, < +o00) = 1.

3tme cas) ¢ = E(J;)
Siie{l,-,p}:

_ 1! (0 1 [T ow -
o s S v + [
o [eewo)
o L (724t
et donc, d’apres (7.2.106) :
C5(0,0) = 0. (7.2.112)

Par ailleurs, d’apres (7.2.103), nous avons :
C(0,0) = 1. (7.2.113)

Ainsi (7.2.113) et (7.2.112) sont en accord avec le résultat que nous
connaissions : (0,0, z) = P(T, < o0) = 1.

Remarque 7.8

Si —;(0) est tel que Re (—v;(0)) < —r,, il suffit de remplacer ¢, dans les
formules (7.2.107), (7.2.109) et (7.2.111), par son prolongement méromorphe
pour obtenir 1a encore C;(0, 0).



Chapitre 8

Comportement asymptotique de
F(0, i, .) via un théoreme de
renouvellement

Nous nous proposons ici, de donner le premier terme du développement
asymptotique de F'(0, i, z), quand x tend vers +o00, par une autre méthode que
celle du paragraphe 7 (cf. Théoreme 7.3), c’est a dire en utilisant un théoreme
de renouvellement.

Plus précisément, nous supposons que (J; , ¢t > 0) est un processus de Pois-
son composé, de mesure de Lévy v, vérifiant :

v(R) = /+O° v(dy) =1 A < 400, (8.0.1)
+o0
/ lylv(dy) < +oo. (8.0.2)

+oo
Sir, désigner, :=sup{s >0/ / (e* — 1)v(dy) < 400}, alors nous sup-
0

posons également :
r, >0 (éventuellement 71, = +00). (8.0.3)

Nous nous placons uniquement dans les cas des figures A.1 cas a, A.2 cas
a, A.3 et A.5 de I’Appendice A. Il est équivalent de supposer, qu’il existe k > 0
tel que :

VO e0,5] @) €0, —r[ / @(=(0)) =0, (8.0.4)

163
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avec
si 0> 0 70(0) > 0, (8.0.5)
si =0 et c>E(J), 7%(0) >0, (8.0.6)
si 0=0 et c<E(L), ~(0)=0 (8.0.7)

Théoreme 8.1  Sous les hypothéses précédentes, pour tout u >0, et :

— sic# E(Jy1), pour tout 6 € [0, k],

— si c=E(J1), pour tout 0 €]0, k],
alors € F (0, p, ) converge lorsque x tend vers +oc, vers un réel C(6, 1),
strictement positif.

Remarque 8.2

1. La démonstration du Théoreme 8.1 repose sur le fait que la fonction

G(0, i, .) définie par :
GO, p, ) == e DTF (G, x), (8.0.8)

satisfait a ’équation de renouvellement :

“+oo

o@) = CalOp )+ [ Yoyl =N, (309)

—00

ott Go(6, 1, .) est définie par (8.0.17) et N par (8.0.20). Le Théoréme 8.1
est alors une conséquence d'un théoreme de renouvellement (cf. [Fel71],
general renewal Theorem, page 381).

2. Le cas = 0 et ¢ = E(J;) est exclus car alors, il nous est impossible
d’appliquer le théoreme de renouvellement de Feller qui nécessite 1'hy-

pothese / 2N (2)dz > 0 (cf. Lemme 8.3, ci-dessous). Par contre, par

— 00
la méthode employée au chapitre 7, nous avons su traiter ce cas (cf.

Théoréme 7.3).

Démonstration du Théoreme 8.1

Nous conservons les notations du chapitre 7 et nous considérons la fonction
G(0, p, .) définie par (8.0.8).

L’équation fonctionnelle (5.2.9) vérifiée par F'(0, u, .) implique que G(0, 1, .)
est solution de I’équation fonctionnelle :

g(x) = Ga(0, 1, v) + Agg(x) r>0. (8.0.10)
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ou
G2<97 122 LE) = 670(9)1 (F0<97 s .’13) + F1(97 s 'T)) g (8011)

avec F1(0, ) et Fy(0, p, z) donnés en (5.2.11) et (5.2.12) et Ay 'opérateur
défini sur L*>(R,) par :

Agg(z) := @7 N (70O g)(z) (8.0.12)

avec Ay défini en (5.2.13).
Nous avons alors :

o 1 400 (z—y)A\z ;
Aog(z) = a_/ y(dy)e'm(e)y/ e(10(0)—ca (efaelal — e*(2zfa)ae) glz—a—y)da .

0 J—co 0o
(8.0.13)
En effectuant le changement de variables b = x — a — y dans l'intégrale précé-
dente, nous obtenons :

_ e(n(@)—c)z  ptoo Foo )
Nog(z) = B /y(dy)ecy/ e~ (0(0)—c)b (e—ae\m—b—yl — o0t +y)) g(b)db.
0

—00 V(-y)

(8.0.14)
Puis, en regroupant différemment les termes apparaissant dans (8.0.10), nous
obtenons :

9(z) = Ga(0, p, ) + Ayg() (8.0.15)

ou jN\g est 'opérateur défini par :

“+o0 “+o0
/ y(dy)ecy / e—(vo(O)—C)be—ae\w—b—ylg(b)db7
—00 0
(8.0.16)

e(’y()(@)—c)l‘

Kgg(x) = s

et CNJQ(G,,u, .) est donnée par :

GQ(QJ 1, .ZU) = G2(07 H, ZE)

(v0(@)—c)z 0 —y
_6—/ V(dy)ecy/ e*(vo(9)70)befae(wfb*y)g<b>db
0

(vo(0)—c)z  ptoo +00
_¢ / V(dy)ecy/ e—(vo(9)—6)be—ae(w+b+y)g(b)db7
- 0
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soit

G2(€7 <2 x) = G2(67 1, J}')

—(ctap—0(0))z 0 B

Qg —00 0

—+oo —+o0o
_|_/ y(dy)e(c_a")y/ e(c—ae—%((?))bg(b)db] _
—00 0v(-y)
(8.0.17)

En effectuant le changement de variables z = = — b dans (8.0.16), nous
pouvons écrire :

~ e((@)—c)z  ptoo +o0 )
Agg(x) = —/ V(dy)ecy/ lpp .s0yg(z—z)e” 00Ol gmaslz=vl g,

059 [e.9] [e.9]

(8.0.18)

soit encore : oo
Ragle) = [ Uz gl = 2) V(o) (8.0.19)

ou N est défini par :
0(6)—)z oo
N(z) := —/ eV=ol=vly (dy) . (8.0.20)
Qg — 0o
L’équation (8.0.15) s’écrit alors comme une équation de renouvellement :

g(x) = Go(0, p, ) + / Iiy—os0y g(x — 2) N(2)dz. (8.0.21)

Nous démontrons alors que AN est un “bon noyau”, c’est a dire :

+oo
Lemme 8.3 (i) N est une densité de probabilité : N> 0et | N(z)dz = 1.
(i1) N wvérifie, pour tout 6 € [0, k] : B

/_ b 2N (2)dz = — %. (8.0.22)

(171) S0 €]0,k] ou si @ =0 et c #E(Jy) alors / 2N (2)dz > 0,

+oo
et 60 =0 et c=RE(J,), alors / 2N (2)dz =0

—00
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Démonstration du Lemme 8.3
(i) N> 0 découle de la définition de N. Par ailleurs, nous avons :

+o00o 1 “+o0 y
N(Z)dz =— y(dy)@cy |:/ 6('70(9)_C+0le)26_0¢9ydz

o Ay J_
+o0
n / 6(70(9)—C—a9)zea9ydz], (8.0.23)
Yy

En remarquant, d’aprés I’Annexe A (Proposition A.4), que nous avons :
Y(0) —c+ag >0 et Y(0) —c—ay <0, (8.0.24)

nous obtenons :

+o0 N(2)d 1 /+OO [ e0(0)y e0(0)y ] &)
z)dz = — + 1% .
—so ) @ ) o [0(0) —c+ag  —y(0) +c+ ag (dy
(8.0.25)

En observant alors que :
(70(0) = ¢+ ag)(=70(0) + ¢+ ag) = af — ((0) — ¢)?
= —73(0) + 2cv0(0) +2(A + )

+o00o
= —2p(—0(0)) + 20 + 2/ 0Oy (dy)

— 00

— 25(—(6)) (8.0.26)

+oo
nous obtenons N(z)dz =1.

— 00

(1) Par définition de N, nous avons :

/ zN(Z)dZ =— V(dy)ecy {/ e(10(0)—ctap)z ,—apy g,

00 Ay J oo —00
—+00
+/ Ze(')’o(f))—c—ae)zeaeydz} )
)

Une intégration par parties donne :

+oo 1 [t 10(0)y Y0(0)y
[ ‘

o0 @ J o [000) —c+ B (70(0) — ¢+ ag)?

ye'YO (9)y e’YO (e)y

T —c—ar ' (o(®) —c- a@v] v(dy).  (8.027)
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En utilisant (8.0.26), nous obtenons :

+o0o 1 {/%00
N(2)dz = ———— ey (dy) + v () — c] v(dy), (8.0.28
| NG = s | [ e Ol 4 20(0) | vid) . (3029
et d’apres la définition de ¢/,
+00 /
' (=0(0))
2N(2)dz = — ———F25 . 8.0.29
[ e == 55 (5.0:29
+o0
(73i) Pour tout # > 0 nous avons : ¢/'(—vy(f)) < 0 et donc / 2N (z)dz > 0.

Par ailleurs, si 0 = 0 et si ¢ # E(J;), nous avons : ¢'(—70(0)) < 0 et donc nous
+oo
avons aussi / 2N (z)dz > 0.

0o
“+o00

Mais si # = 0 et ¢ = E(J;), alors ¢'(—70(0)) = 0 et donc / 2N (2)dz=0. O

Le Théoreme 8.1 s’obtient alors grace a une généralisation du Théoreme
de renouvellement de Feller (cf. [Fel71] general renewal Theorem, page 381)
appliquée a I’équation (8.0.21). Nous pouvons utiliser ce théoréme si :

+00
1. / 2N (z)dz > 0 (cf. Lemme 8.3 ci-dessus),
0

+oo
2. / Go(0, p, x)dr < 00 (cf. Lemme 8.4 ci-dessous).
0

Le théoreme de Feller implique donc que liI_’I_l e”ow)xF(@, i, x) existe et
T—T00

—+o00
cette limite est strictement positive car / 2N (z)dz < +o0. Pour terminer la
0

démonstration du Théoreme 8.1, il nous reste donc a démontrer que 52(9, iy )
est intégrable sur R, .

Lemme 8.4  Gs(6, u,.) est intégrable sur R..

Démonstration du Lemme 8.4

Montrons tout d’abord que Gs(0, 11, .) est intégrable sur R, .

1) eOF (9, p, ) = e (Tee=0@)7 Tyapres (8.0.24), nous savons que :
¢+ ag —v(#) > 0, donc la fonction  — e D2F (0, 1, ) est intégrable sur
R,.



169

2) D’apres (5.2.12), nous avons :

+oo (ctag)y _ o~y +oo
/ e’Yo(G)xpl (0, i, 2)dx = / € € v(dy) / e~ (ctas—r0(0))z g,
0 [0,+00] QG(IJJ +c+ CY@) Yy

+ / — v(dy) /  clooer @) gy
[0, 400f Qo1 + € — ) 0

_ / e ™ V(dy) /y ertr0(0)z .
0,400 Q0 (1t + ¢ — g) 0

e Y Y
+/ ]/(dy)/ (e(ﬂ‘i"}/o(e))w _ e—(C-‘rae—’yo(@))x)dx
[07+OO[ OZG( ) 0

M+C+Oz9

—(ap—c)y _ o1y +oo
- / ¢ © u(dy) / e~(eta=0@zgy  (8.0.30)
[0,400] 0

(i T ¢ —ag)
Soit :
oo 1 00y _ g=(ctag—r0(0)+1)y
IR e v(dy)
0 ag(c+ag —70(0)) S, Ctapgtp
1 / 00y _ o—(as—c)y
+ v(dy
coli e ) Josos 0@ T ag—c W)
2 00y _ o—ny
- / ———v(dy)
(1 +e)* = ag Jio oo 0(0) +
1 e~ (ctao—00)+p)y _ o—ny
+ / v(dy)
ag(ptc+ap) Joio ¢+ ap—70(0)
1 e—(@—0)y _ o—py
- / v(dy) .
ag(c+ag —7(0)) Jio o] —0+c+p
(8.0.31)

+oo
Puisque par hypothese —vo(0) > —r,, alors / ey (dy) < +o0. De
0
plus, ¢+ ag — v(0) > 0 (cf. (8.0.24)), ag — ¢ > 0 et u > 0, ce qui implique,
+oo
puisque nous avons 1’hypothese / lylv(dy) < 400, que toutes les intégrales

o0
intervenant dans (8.0.31) convergent. 0
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Chapitre 9

Majoration polynomiale de
P(T, < +00)

Pour plus de commodité, dans cette section, la probabilité de ruine sera
notée comme suit :

F(z):= F(0,0,z) = P(T, < +00), (9.0.1)

et la transformée de Laplace F de F sera définie par :
F(q) = / e F(x)de VYgeC, Re(q) >0. (9.0.2)
0

Remarquons que, si la condition de profit net n’est pas vérifiée, alors F'(x) = 1.
C’est pourquoi nous supposons dans tout ce paragraphe que la condition de
profit net est vérifiée : ¢ > E(J;). Il est clair que ’hypothese (6.1.1) reste vraie
dans ce paragraphe.

Le but de cette section est d’affaiblir les hypotheses du paragraphe précé-
dent et de trouver une majoration de F'(x) de la forme :

F(z) < ¢

< VeER. (9.0.3)

Théoreéme 9.1  Supposons que la condition de profit net est vérifiée, ¢ > E(J;),
et qu’il existe un entier p > 3 tel que :

“+oo
/ yr(dy) < 400, (9.0.4)
0
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alors pour tout entier n < p — 2, il existe un réel C,, > 0 tel que :

Ch

R F(x) < .

(9.0.5)

Démonstration du Théoréme 9.1

Cette démonstration se fait en quatre étapes :
1. Nous montrons que nous pouvons nous ramener au cas ou le support de
v est inclus dans un intervalle du type [—k, +o0].

2. Nous montrons que F' est intégrable sur R, . Ainsi, en prolongeant F' par
0 sur R_, F' admet une transformée de Fourier.

3. Nous prouvons que cette transformée de Fourier est p — 2 fois dérivable
et que toutes ses dérivées jusqu’a I'ordre p — 2 sont dans L'(R).

4. Nous concluons en utilisant alors le Théoreme de Riemann-Lebesgue.

Etape 1l Nous nousramenons au cas ou la restriction de v a R_ est a support
compact.
D’apres la condition de profit net, il existe &£ > 0 tel que :

c> /_:OO yr(dy) . (9.0.6)

Soit alors le processus (XF, ¢ >0) défini par :
XF=B —c+J"  Vt>0, (9.0.7)

ot (JF, t>0) est le processus de Lévy associé a la mesure de Lévy vy, restric-
tion de la mesure v a [—k; +o00[ 1 v = V|(—k;+oo|-

Remarquons que v, vérifie encore (9.0.4).

Nous supposons le processus (JF, ¢ > 0)réalisé sur le méme espace de pro-
babilité que (J;, t >0). Puisque v — vy est une mesure positive dont le support
est inclus dans | — co; —k] il est clair que :

ps.  Vt>0 X, < XF, (9.0.8)

donc
ps. Yr>0 TF<T,. (9.0.9)
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ol
TF:=inf{t>0/ X} >z}. (9.0.10)

et ainsi
Ve >0  F(z) < F¥2) = P(TF < +00). (9.0.11)

Une majoration de F* impliquera donc une majoration de F.

Nous supposons dans la suite que v est a support inclus dans [—k; 400 et

+oo
vérifie , outre la condition de profit net, ¢ > / yv(dy), ’hypothese suivante :
“+oo
/ y*v(dy) < 4o00. (9.0.12)
0

Etape 2 Intégrabilité de F' sur R,. R
Nous commengons par démontrer que F est bornée sur un voisinage [0, qo]
de 0.

Lemme 9.2  Siv est a support dans [—k,+00], vérifie la condition de profit
net et Uhypotheése (9.0.12), alors il existe un réel qo > 0 tel que :

sup |F(q)| < +o0. (9.0.13)

0<g<qo

Démonstration du lemme 9.2
D’apres (6.2.99), F(q) vaut :

Pl = (31 [Tem—1sata) +RF@) 001

Au voisinage de ¢ = 0, nous pouvons écrire :

©(q) ~g—0 ¢¢'(0) = q(c — E(J1)) (9.0.15)
Ll [Tt amtin ~ea S 1+ [T itan] @019

Par ailleurs, comme v}, est a support compact, RF'(q) s’écrit :

RF(q) = / ’ e~ Yy(dy) /0 - e P (b)db — / ’ v(dy) /0 _yF(b)db. (9.0.17)

—k —k
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La fonction RF' est donc indéfiniment dérivable et s’annule en ¢ = 0, donc au
voisinage de 0 :

>0, I>0 | Vge[0:a] RF(q)<lq. (9.0.18)

Ainsi, de (9.0.15), (9.0.16) et (9.0.18), nous en déduisons (9.0.13). 0

Pour montrer que F appartient a L'(R,), il suffit de faire tendre q vers 0
dans (9.0.14) et d’utiliser le Lemme 9.2 :

+oo +o0 -
/ F(z)dx = lim e F(z)dr = F(0) < K. (9.0.19)
0

q—0 0

Nous prolongeons F' sur R en posant :  F(z) =0, lorsque z <0 .
Nous pouvons alors déduire que la transformée de Fourier ¢ — F'(iq) existe,
avec :

. +o0 ) +o00 ‘
F(iq) = / e " F(z)dr = / e " F(x)dx VgeR. (9.0.20)
0 _

e e}

En fait, comme dans la démonstration du théoreme 7.3, nous régularisons
la fonction F au voisinage de 0, afin d’éviter les problemes d’intégrabilité en
+oo de ¢ — F(iq). Nous définissons donc F' par :

VeeR  F(z):= F(@)ljp o) + (1 + ) 1.0() . (9.0.21)

Soit g — F (iq) sa transformée de Fourier, avec :

= too too
F(iq) = / e " (z)dr = / e F(r)dr  VgeR.  (9.0.22)

o) -1

Comme nous avons

0 ] iq 1—3
/ (1 + .QT)B_qud.ZT = —eq—QZq s (9023)
—1
Alors
= e —1—iq 1 iq i [T, , ,
F(iq) = — 7 +¢(Z—q) {5 - 5/ (e — 1 +iqy)v(dy) + RFUQ)}
0

(9.0.24)
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Etape 3 Intégrabilité de la transformée de Fourier de F et de ses dérivées.
Plus précisément, nous prouvons que :

(i) Si v vérifie (9.0.12) alors la fonction ¢ — F(iq) appartient a L'(R).
(ii) Si de plus, il existe un entier p > 2 tel que :

+o0
/ yPr(dy) < 4+o00. (9.0.25)
0

alors ¢ — ﬁ(zq) est p— 2 fois dérivable et sa dérivée (p—2)¥™¢ appartient
aussi a L'(R).

Démontrons (i) : Remarquons que d’apres la Proposition A.5 de I’Appen-
dice A, ¢(iq) ne s’annule qu’en ¢ = 0. Par ailleurs, I'hypothese (9.0.12) étant vé-
rifiée, d’apres (9.0.15), (9.0.16) et (9.0.18), en remplacant ¢ par iq, nous dédui-

1 . . +oo )
sons que la fonction ¢ —» —— {ﬂ ! / (e™"% — 1 +iqy)v(dy) + RF(iq)
0

elig) L2 ¢
admet une limite, lorsque ¢ tend vers 0.
el —1—1
Il est clair que la fonction ¢ — — 5 q se prolonge continument en
q

0.

Ainsi, d’apres (9.0.24), la fonction ¢ — F (1q) est continue en 0 et sur tout
R. 11 suffit donc, pour prouver son intégrabilité sur R, d’étudier son compor-
tement a l'infini.

Afin d’étudier ¢ — F(iq) au voisinage de 400, nous écrivons F(iq) sous la
forme suivante :

2o 1—e 1 Tip(ig) g i/*“ y . .
F(iq) = +— { + = —- e 'Y —1+iqy)v(dy) + RF(iq
i) ¢ plig) [ q 2(]0< i) ta)
(9.0.26)
Et comme :
q2 +o0o ]
plig) = — 5 +cig+ / (e7' — 1)v(dy), (9.0.27)
—k
alors :

Flig) =5 e [t + /O<eiqy—1>u<dy>+RF<iq>}
(9.0.28)
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Au voisinage de 00, nous avons :

1 — el 2

‘ |z (9.0.29)
q2

P(iq) ~igltoo =5 (9.0.30)

?: 0 ] 0

-/ <e-wy—1>u<dy>\s [ tvtan). (0.0.31)

q.J_—k _k

et

\RF(iq)| = ' / " iy (dy) /0 i ()b — / " dy) /0 _yF(b)db‘

—k —k

<9 /_ Jolvdy). (9.0.32)

Nous concluons donc, qu’au voisinage de 400,

o~

F(z’q)‘ < q—c; (9.0.33)

Ainsi, il existe une constante C; > 0 telle que, pour tout ¢ € R :

Cy
1+¢?

o~

F(iQ)‘ <

(9.0.34)

Donc ¢ — F(iq) appartient & L!(R).

Démontrons (7i) : Nous supposons a présent que (9.0.25) a lieu.
e Ftudions tout d’abord les dérivées des différents termes intervenant dans

Pexpression (9.0.24) de F(iq).

400
o tia) = —g-+ic—i e (). (9.0.35)
2 +oo
j—q2 (p(iq) = =1 - /_ ) ye Py (dy) (9.0.36)

& et =iy [ yemaa) va<nsp @
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De méme :
d" 0 - :
s (RF(iq)) = (—i)™ / v(dy) / (y +b)"e Wgp Y >1.
—k 0
(9.0.38)
Enfin, nous avons :
+o0 6—iqy —1 +o0
/ —v(dy) = / h(qy) y v(dy) (9.0.39)
0 q 0
avec _
e~ _
hz) =
() ="

Comme la fonction A est de classe C* sur R , qu’elle est bornée sur R, ainsi
que toutes ses dérivées, il est clair, par dérivation sous le signe intégrale, que la

. . Jroo
fonction ¢ — % - Z/ (e7¥ — 1 +iqy)v(dy) est dérivable n fois sur R,
q4Jo

+oo
(et ses dérivées sont bornées sur R), des que / ly|" v (dy) < +oo. Cette
0
condition est réalisée sin <p—1.

e Démontrons que ¢ — F (1q) est dérivable au voisinage de g = 0.
Nous avons montré dans la Proposition A.5 de I’Appendice A, que ¢(iq)
ne s’annule que pour ¢ = 0. D’apres (9.0.27), nous avons :

p(iq) = qD(q) - (9.0.40)
ol
q +o0 efiqy -1
Dlg) =~ L e +/ ) e D) = i(e—B(1). (0.041)
—k
Nous pouvons alors écrire :
= ¢ —1—ig . N(g)
F(iq) = — + , 9.0.42
(iq) Z D(g) ( )
avec N ‘ RE
. 00 pmigy _ 1 4 .
N(g) =< —i / ¢ — Y dy) + lig). (9.0.43)
2 0 q q
Remarquons que :
= 1 N(O
F0) =<+ NO) avec N (0) = lim N(q). (9.0.44)

2 D(O) q—0
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D est une fonction qui ne s’annule pas en 0, qui est n fois dérivable des que

—+00 1
/ ly|" v (dy) < +o0, done si n < p — 1. Ainsi D est p — 1 fois dérivable.
—k

Par ailleurs, remarquons que d’apres (9.0.18) et (9.0.38), sachant que RF'
RF(iq)

et donc N se prolongent continument en 0. De plus,

s’annule en 0, ¢ —

en opérant comme en (9.0.39), nous montrons que N est n fois dérivable des
400

que / ly|"*?v(dy) < +o0, donc sin < p — 2.
—k

el —1—4
Enfin, il est clair que la fonction ¢ — _—2q est de classe C™ sur R.
q

Nous en déduisons que ¢ — F'(iq) est p — 2 fois dérivable sur R.
Nous montrerions, d'une maniere analogue que les dérivées successives de

q — F(iq) sont continues sur R.

e Ainsi, pour montrer I'intégrabilité sur R, des dérivées de g — ﬁ(iq), il
nous suffit d’étudier leur comportement, quand |g| tend vers +oo.

Nous utilisons D'expression (9.0.28) de F(iq).
Soit. N7 défini par :

Ni(q) = —c+ /0 Ty +i /_ 1 @%y(dy) +RF(ig).  (9.0.45)

Nous avons alors

= 1—¢e4 N
F(ig) = — 1) (9.0.46)
q p(iq)
— ol
La fonction ¢ — ;— est indéfiniment dérivable au voisinage de o0 et
q
C
sa dérivée d’ordre n est bornée quand |¢| tend vers 400 par ﬁ ou Cy est un
q
réel.
Nous avons :
d .
& (0(iq)) ~jgl—+o0 =4 (9.0.47)
dm)
sup | ~—s (p(iq))| < +o0, pour tout 2<n<p. (9.0.48)
jal>1 | g™
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0 —iqy __ 1
Les fonctions ¢ — / 6—IJ(dy) et ¢ — RF(iq) admettent des déri-
—k q
vées jusqu’a 'ordre p — 1, bornées sur R.

Donc N; admet des dérivées jusqu’a l'ordre p — 1, bornées sur tout R.

Par ailleurs, il est clair, d’apres (9.0.30), (9.0.47) et (9.0.48), que la dé-
ieme d" (Nl(Q)

rivée n ) est équivalente quand |g| tend vers 400 au terme

dg" \ »(iq)
1 d"N C
: ! (q) ). Elle est donc majorée, en module, par =3 ot Cj est une
pliq) dg ¢
constante.

Nous en déduisons donc que ¢ — F (1q) admet des dérivées jusqu’a I'ordre

p—2, qui sont majorées, quand |¢| tend vers 400, par — ou C' est une constante.
q

Ainsi les dérivées jusqu’a l'ordre p—2 de ¢ — F (iq) appartiennent a L'(R).

Etape 4 Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du Théo-
reme 9.1.
D’apres le Théoréme de Riemann-Lebesgue, comme la dérivée (p — 2)ime

de ¢ — F(iq) appartient & L!(R), alors la fonction z — 2P~2F(z) est définie
par la formule d’inversion :

2P 2F(z) = v /R g P (?(iq)) dq. (9.0.49)

o dgr—2

De plus, cette fonction tend vers 0 quand x tend vers +oc.
Comme F' et I’ sont égales sur R, nous avons :

lim 2?2F(z) = lim 2* F(z)=0. (9.0.50)

r—+00 T——+00
Nous en déduisons qu’ il existe un réel C, tel que :

Ve e Ry F(z) < Co

ST (9.0.51)
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Chapitre 10

Loi limite du couple (T}, K;),
quand r tend vers +oo

Le but de ce paragraphe est de montrer que le couple (7, K,), convenable-
ment renormalisé, converge en loi, quand z tend vers +o0o. Nous distinguerons
le cas ou la condition de profit net est réalisée, ¢ — E(J;) > 0, le cas ou
c—E(J1) <0 et le cas ou ¢ = E(Jy).

10.1 Théoreme central limite sous la condition
de profit net

Théoreme 10.1  Sous les hypothéses du Théoréme 7.3 et si la condition de
profit net est vérifiée, c —E(Jy) > 0, alors, conditionnellement a {T, < +oo},

1 x
la loi du couple (— (Tx + —) ,Kr> converge, quand x tend vers
AP OIA
+o0, vers la loi produit N [ 0; —M) Rw ou w est une probabilité
¥ (=7(0))

portée par Ry et ou N'(0;0°) désigne la loi normale centrée, de variance o?.

De plus, si v ne charge que R, , w est connue explicitement et vaut :

w(dz) = — I; T [705()) So(dz) + ( / (P Ow—2) _ 1)V(dy)) Il{zzo}dz]

[2,+00]
(10.1.1)
ot &y est la mesure de Dirac en 0 et —yo(0) est le plus grand réel strictement

négatif vérifiant o(—o(0)) =0 (cf. (7.1.4)) .

181
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Remarque 10.2 1. L’égalité (10.1.1) montre que w contient une partie
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et une partie
mesure de Dirac en 0. Cette seconde partie correspond intuitivement aux
franchissements continus du niveau x par (X;, t>0).

2. Dans le cas ou v charge tout R, la mesure w(dz) satisfait a I’équation
suivante :

. —1 ’Yo(O) ~
wld2) = S )0 (0.0) [ g fold2)

i (/ (e“/o(O)(y—z) — 1)y(dy)) Iy.>0ydz
[z,400[

_ /0 (/O_y (e0©@b+y) _ 1) F(0,0,b)p(b, dz)db) V(dy)} :

- (10.1.2)

ou p(z,dz) désigne la loi conditionnelle de K, sachant {T, < +oo} et
Co(0,0) est donnée en (7.2.90).

Démonstration du Théoreme 10.1
Soient 6 et y deux réels strictement positifs fixés.
Nous considérons 'espérance conditionnelle suivante :

F(0, p, ) F(0,p,x)

E (¢—0T:—nKs T, _ = 10.1.3

(
ot F(0,p,z) =E (e T #0p 1oy).

Nous utilisons alors le développement asymptotique au premier ordre de
F(0, i, z), quand x tend vers +oo, vu en (7.1.20). Soit

Co(0, p)e " Co(0, 1) o~ (10(6)—0(0)z
Co(0,0)e 2O+~ Co(0,0) '

E (e‘eTx_“K“‘ /T, < +oo) ~ o too

(10.1.4)

Remarquons que d’apres le Théoreme 7.3, I’équivalence est uniforme en 6 € [0, s
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Développons alors vy(#) — 70(0) au voisinage de 6 = 0.

En remarquant que ¢(—v0(6)) = 0 et que ¢ est “localement” bijective, nous
avons () = —p1(6) et donc :

Y0(0) — 70(0) = 6~5(0) + %276'(0) +0(6%). (10.1.5)
Comme
/ (=1 —1 e " _ (10,/<_70(0))
WO = O=50m 00 = o)
alors :
o _ 1 190”(_70(0)) 2 1 o(p2
Y0(6) —10(0) = g0,(_%(0))9+290,3<_%(0))0+—(6). (10.1.6)

_ 6
Ainsi, en multipliant 'espérance conditionnelle, dans (10.1.4), par e # w0 "

et en remplacant § par —, nous obtenons :
NG
- TZ“‘I’#)*,LLKI C()(O,/L) _1 4’:/(*“/0(0)) 02
Ele ﬁ( ©’(=70(0)) T, <400 | ~psioo e 2 B (=) |
( / ) " Gy(0,0)
(10.1.7)

Par ailleurs, nous avons d’apres (7.2.89) et (7.2.90) :

Co(0, 1) 1 —0(0) 1 e 0Oy _ o—nyy,,
- { + )_MA ( Jv(dy)

Co(0,0)  ¢'(=10(0))Co(0,0) 2 —(0
+o00
+l / (1 —e"™)v(dy) + RF(0, p, .)(—70(0))} . (10.1.8)
K Jo
ou la constante Cy(0,0) vaut :
_ 1 —0(0) _ 1 e 00y _ 1Y)y
W00~y T3 @, € e

+ [t + RFO.0.)(0(0)] (10.1.9)
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Co(0, ,
Montrons alors que C’O((O g)) est la transformée de Laplace d’'une mesure
0\Y,

positive w.

En remplacant (0¥ — e~ par %0(0y(1 — ¢=(1+00)¥) et en remarquant

l—ew v
que —— = / e~ “dz, nous écrivons :
a 0

gﬂigﬁ; :¢/(_70<(;)1)00(0’0> {%50) + /0 T ooy ( /O Y (et dz) V()
- /;Oo ( / d) v(dy) = RF(0, ~)(—70(0))] . (10.1.10)

En intervertissant les intégrales, nous obtenons :

(Cj‘zig g; _90’(—%((;)1)00(0, 0) {%QO) i /0+°° o (/[,z,+oo[€%(0)(y_%(dy)) *

+o0
_ /0 ey ([2, +00[)dz — RE(0), u,.)(—%(o))] | (10.1.11)

Par ailleurs, d’apres (6.1.4) :

0

RE(0, 1, ) (—70(0)) = /

— 00

</Oy (0©@C) 1) F(0, 1, b)db) v(dy).

et F(Oa My x) =E (eiuKz ]I{Tz<+00})‘
Si nous notons p(x, dz) la loi conditionnelle de { K, / T,, < +oco} alors nous
avons :

F(O,p,2) =E (e " L1, ch00y) = E (e ) T, < +00) P(T, < +00)

+oo
= F(0, O,a:)/ e M p(x,dz). (10.1.12)
0
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. Co(0, 1) / oo
Nous pouvons donc écrire que = e "*w(dz) avec :
CO<07 O) 0 ( )

B -1 70(0) ;
) = S 0) 6o 0, 0) { y ld2)

+oo
+ (/ (670(0)(3/ 2 v (dy)) Ii.>0ydz

_/_Ooo (/Oy (evo(O)(bw) — 1) F(0,0,b)p(b, dz)db) I/(dy)} :

(10.1.13)

Comme ¢'(—70(0)) < 0 et Cy(0,0) > 0 d’apres (7.2.87), nous pouvons af-
firmer que w est une mesure positive. Nous vérifions aisément que w est une

+oo
probabilité car /0 w(dz) = ;1,,1_> ) g(())i(()) /é))

Si de plus, nous supposons que v ne charge que R, alors d’apres (7.2.107),
/

—¢'(0) . .
C5(0,0) = ———— et ¢'(0) = ¢ — E(J;), donc w(dz) est donnée explicite-
0( ) (P/(_’Y()(O)) ( ) ( l) ( )

ment par :

w(dz) = — Ié 7 [70§0) do(dz) + ( /[ (eO=2) _ 1)V(dy)> ]1{Z>o}dz] .

’+OO[
(10.1.14)
O

10.2 Théoreme central limite sous la condition
— E<J1> < 0

Théoréme 10.3 Sous les hypothéses du Théoréme 7.3 et si c—E(J;) < 0,

1
la loi du couple ( + ’ ) Kx) converge, quand x tend vers +00,

— | T},
7 #00)
vers la loi produit N (0; 4 (O)

R w ouw est une probabilité portée par
¢(0)
R,.
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De plus, si v ne charge que R, , w est connue explicitement et vaut :

w(dz) = E(Jll) —c PS;O) fo(dz) + (/[z+°(°1[ R 676(0)(Z_y))y<dy)) H{Z(Z(EZZL)

ot 0y est la mesure de Dirac en 0 et 75(0) est le plus petit réel strictement
positif tel que o(v5(0) =0 (cf. (7.1.8)).

Remarque 10.4

1. Dans ce cas, nous ne conditionnons pas par {1, < +oo} car ici, cet évé-
nement est toujours réalisé.

2. Un résultat analogue a été obtenu par Allan Gut (cf. [Gut88], page 102,
Théoreme 10.11) mais pour des marches aléatoires. Dans le cas de pro-
cessus de Lévy, ce résultat est nouveau.

3. Dans le cas ou v charge tout R, la mesure w(dz) satisfait a I’équation
suivante :

wlds) =57 Jll) — {752(0) 5o(d2)

+ (/ (1-— 673(0)(Zy))y(dy)> I.>0ydz
[2,+00[

+/O (/O_y (e7 0O _ 1) C(b,dz)db) V(dy)} , (10.2.16)

— 00

ou ((z,dz) désigne la loi de K,.

Démonstration du Théoreme 10.3

La démonstration est analogue a celle du Théoreme 10.1 mais tout se passe
au voisinage de 0, plus grand zéro négatif de ¢, au lieu du voisinage de —7(0),
plus grand zéro négatif de ¢, dans le cas de condition de profit net.

Nous utilisons le développement asymptotique au premier ordre de F'(6, i, x),
quand z tend vers 400, vu en (7.1.20) :

E (e T ) = F(6, 1, %) ~yoo Colf e 0% (10.2.17)

Remarquons que d’apres le Théoreme 7.3, I’équivalence est uniforme en 6 € [0, x].



10.2. Théoréme central limite avec c —E(J;) <0 187

Développons alors 7y(6) au voisinage de # = 0 en remarquant que ~,(0) = 0

(cf. (7.1.7)) et que ©(—70(0)) = 6.
¢ étant “localement” bijective, vo(0) = —p~1(0).
Donc nous avons :

2

Y0(0) = 07,(0) + 92 Y0(0) + o(6?) . (10.2.18)
Comme . o)
/ (= 1ly _ - e " _ %
7(0) = =(¢7)'(0) 200) t 7(0) 5(0)
alors :
Y0(0) = — ,1 0+ L¢"(0) 62 + o(6?). (10.2.19)

¢'(0)  2¢5(0)
Ainsi, en multipliant I'espérance, dans (10.1.4), par e 707 et en rempla-

0
cant 6 par —=, nous obtenons :

Vv
1 ©"(0) g2

E <f(+<>)K> ~amtoe Co(0,pe” 2 7O (10.2.20)

Par ailleurs, nous avons d’apres (7.2.91) :

_ Ak +00
Co(0, 1) = 2(0) { ’yg(o) - %/0 (1 —e™)v(dy)
+o0
i €O ey - RFO, 0500
(10.2.21)

Montrons alors que Cy(0, 1) est la transformée de Laplace d’une mesure
positive w.

l—eaw [V
En remarquant que ¢'(0) = ¢ — E(J;) et que R / e **dz, nous
a 0

écrivons :

oo =gy |- /om ([ e viaw

too ol — (% (0)—p)y .
- [T e ) - REO, 0500
0
(10.2.22)
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Soit

_ 1 —%(0) / T o / g0 -n)
CO(O,M)—C_E(JI){ i + i e 7o i e\ dz | v(dy)

_ /0 " ( /0 ’ e“zdz) V(dy) —RF(o,u,)(fyg(O))} (10.2.23)

et

1 - VS(O) / _ / *(0 _
Co(0 = + e W OE=Yy, (g d

_ /O+°<> e ( /[ ’+oo[1/(dy)> dz — RF(O,;L,.)(VS(O))] . (10.2.24)

Par ailleurs :
0

RF(0.,)(05(0) = |

—0o0

< /0 (00 _ 1) (o, b)db) u(dy) .

et F(O,u,z)=E (e_“K””).
Si nous notons ((z,dz) la loi de K, alors nous avons :

FO,pu,z) = /0+OO e " ((x,dz). (10.2.25)

+00
Nous pouvons donc écrire que  Cy(0, u) = / e "*w(dz) avec:
0

+ /_ (; ( /0 (e 0w 1) (o, dz)db) u(dy)] . (10.2.26)

Ainsi, la condition ¢ < E(J7), nous permet d’affirmer que w est une mesure
positive.
Si de plus nous supposons que v ne charge que R, la mesure w(dz) est donnée
explicitement par :

wlds) = g7 Jll) — {7550) 5o(d2) + ( /[ - ev6<0><zy>)y(dy)> Il{zzo}dz] |
’ (10.2.27)
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+o00
Nous vérifions aisément que w est une probabilité car / w(dz) = Cy(0,0) =1
0
(cf.(7.2.92)).

Nous pouvons aussi le vérifier par un calcul direct : Comme nous avons, pour
tout x positif :

/+OO ((z,dz) = F(0,0,2) =1, (10.2.28)
0

nous obtenons :

/+oo /0 ( /y (e 6Ot _ 1) g(b,dz)db> v(dy) =
/ (/ T - )db) v(dy)

70(0)y _ 1 (dy) + /0 yy(dy) (10229)

—0o0

n 1 /0 (e7 %8Oy 1)y (dy)+/0 yV(dy)}

7%(0) J_ oo
~=e [, - v+ [Cvta
+ 7610) /_ (;(6”5(0)3’ — Dr(dy) + /_ OOO yV(dy)]
_ E(Jll) — {“O%i(o(;)) et E(Jl)] —1. (10.2.30)

O

10.3 Théoreme central limite sous la condition

= E(J/;)
Théoréme 10.5  Sous les hypothéses du Théoréme 7.3 et si c = E(Jy), alors

T, , _
la loi du couple (—2, Kx) converge, quand x tend vers +00, vers la loi produit
x
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o®@w ou w est une probabilité portée par Ry et o est la loiv d’atteinte du

. 1 . . .
niweau || —— par un mouvement brownien standard issu de 0, c’est a dire :

¥"(0)
+oo _ 20
/ e o(dr) = e VIO |
0

Rappelons que ¢"(0) =1+ / v*v(dy).
R

De plus, si v ne charge que Ry, w est connue explicitement et vaut :

w(dz) = SO,,L(O) {50(@) + (2 /[ e z)y(dy)) ]l{zzo}dz} (10.3.31)

ot 0y est la mesure de Dirac en 0.

Remarque 10.6

1. Ici, la renormalisation de T}, n’est plus du méme ordre et la loi limite n’est
plus gaussienne. Par ailleurs, comme dans le cas ¢ < E(J;), 'événement
T, < 400 est toujours réalisé.

2. Dans le cas ou v charge tout R, la mesure w(dz) satisfait a I’équation
suivante :

w(dz) _Wl(o) [50<dz) 12 ( /[ N z)u(dy)) 1soyd-

—00

—2 /0 m db ( / ’ (y+b)e—<y+b>fy(dy)) ¢(b, dz)] . (10.3.32)

ol ((x,dz) désigne la loi de K. Par ailleurs, ¢"(0) =1+ / y?v(dy).
R’

Démonstration du Théoreme 10.5

La démonstration est analogue a celle du Théoreme 10.3 mais les calculs
different du fait que 0 est un zéro double de .

Nous utilisons le développement asymptotique au premier ordre de F'(0, i, z),
quand z tend vers 400, vu en (7.1.20) :
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E (eieTZﬁuKz) = F(ea M, LU) ~r—4o00 00(07 :u)ei’mw)w : <10333)

Remarquons que d’apres le Théoreme 7.3, I’équivalence est uniforme en 6 € [0, x].
Développons alors h := vy(0) au voisinage de § = 0, en remarquant que

P(—0(0)) =0, ¢(0) =0 et ¢'(0) =0

h2
0 = o(=0(0)) = p(=h) = Z¢"(0) + o(h?). (10.3.34)
Nous en déduisons aisément :
(0) =h = 2 . (V) (10.3.35)
00 = 0=y gy TV 3

. 0
Alinsi, en remplacant 6 par —, nous obtenons :
x

260

E (efe%—pl(z> ~aioo Co(0, p)e Ve o (10.3.36)

Nous remarquons alors que e_\/%"?“’)m est la transformée de Laplace de la loi
1
" (0)
(cf. [KS91] page 96 formule (8.6)).
Par ailleurs, nous avons, d’apres (7.2.102) :

d’atteinte du niveau

par un mouvement brownien standard issu de 0

+00
Col0up) =i |14 5 [ = 1 oty

0 Y
i / V(dy) / (y + B)F(0, 1, b)db| . (10.3.37)
—o0 0

Montrons alors que Cy(0, i) est la transformée de Laplace d’une mesure
positive w.

Comme précédemment, si nous notons ((z,dz) la loi de K, alors nous
avons :

F(0,p,x) = /0+OO e " ((x,dz). (10.3.38)
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e —1l+4ay
R

Co(0, 1) :SO,}(O) {1 ) /0 m ( /O Yo - y)e”zdz> v(dy)

9 / " dy) /0 Vb (y+0) /0 e dz)}  (10.3.39)

—00

Y
En remarquant que — / (z —y)e”**dz, nous écrivons :
0

Soit
Col0.1) =15 {1 v2f e ( /[ - z)l/(dy)) 0x

-2 /0 o e H /0 o db ( /_ ;(y—i—b)e_(y*b)xu(dy)) ¢(b, dz)] .

(10.3.40)

+oo
Nous pouvons donc écrire que  Cy(0, u) = / e "Mw(dz) avec :
0
1
w(dz) =— {5O(dz) +2 (/ (y — z)u(dy)) 1>0ydz
¥ (0) [z,4+00]

—2/0+Oo db (/b (y+b)e_(y+b)my(dy)) ¢(b, dz)] . (10.3.41)

—00

Nous remarquons donc bien que w est une mesure positive.

Si de plus, nous supposons que v ne charge que R, , la mesure w(dz) est
donnée explicitement par :

w(dz) = gp%(o) [50(01,2) +2 ( /[ N z)y(dy)> ]1{Z>o}dz] . (10.3.42)

+o0o
Nous vérifions aisément que w est une probabilité car [ w(dz) = Cy(0,0) = 1.

Nous pouvons aussi le vérifier par un calcul direct :
Comme nous avons, pour tout z positif :

/ Y e dz) = F(0.0.0) =1, (10.3.43)
0
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nous obtenons :

/+°° /+°° (/ v +0) (dy)> C(b’d@:/iov(dy) /O_y(y+b)db

== %/_ Yu(dy).  (10.3.44)

Ainsi :

/OJroo widz) :go”l(()) {1 +2 /+OO (/y( - Z)Il{z>0}d2) v(dy)
_ 2/+oo /+°° i (/ (y +b) (dy)) ¢(b, dz)}

_ gpﬂl(o) [1+ /0 2 (dy) + /_ (;y u(dy)] — 1, (10.3.45)

car (0) = 1+ [ yPuldy) )
R
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Chapitre 11

Formule de Zolotareff pour un
processus de Lévy

Soient B = (B;, t>0) un mouvement brownien standard issu de 0 et
T = (T,, x > 0) le processus défini par T, = inf {t > 0 ; B, > z}. On
sait (voir par exemple [KS91] page 96 ) que, pour tout x > 0, 7, admet une
densité :

X .1'2
P(T, € dt) = T eXp (—§> Ty dt. (11.0.1)

V2mt2

En particulier, les lois des processus B et T vérifient la relation (continue) de
Zolotarev

x P(B; € dx)dt =t P(T, € dt)dx, t>0,x>0. (11.0.2)

Cette identité souleve une question naturelle : peut-on trouver une classe
C de processus (contenant le mouvement brownien) telle que tout processus X
de C vérifierait la relation de Zolotarev, i.e. :

rP(X; € dx)dt =t P(T, € dt)dz, t>0,2>0, (11.0.3)
oul,=inf {t>0; X;>a}?

Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette question et ont montré que C
contient la classe des processus de Lévy sans sauts positifs (cf. paragraphe 4.6.5).

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de caractériser, parmi les processus
de Lévy, ceux qui satisfont a la formule de Zolotareff (11.0.3). Une telle carac-
térisation a déja été obtenue par B.A. Rogozin [Rog66]. Nous allons ci-dessous,
en donner une démonstration qui nous semble nouvelle. Plus précisément :

195
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Soit (X;, t>0) un processus de Lévy de la forme :
Xy :=0B;+ct+ Jy, (11.0.4)

ou (B, t>0) est un mouvement brownien standard issu de 0, ¢ un réel, o un
réel non nul et (J;, ¢>0) un processus de sauts purs, de mesure de Lévy v,
indépendant de (B;, t>0).

Nous considérons, pour x positif, le premier temps d’atteinte T, du niveau
x par le processus (X, t>0), i.e. :

T,:=inf {t>0; X; >z} (11.0.5)

Théoreme 11.1
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) v ne charge que R_ .

(17) t P(T, € dt) de =z P(X; € dx) dt sur Ry xR, .

(i17) V0 >0, 3Cy>0 telque Vo >0, E (e lip o) =€ ",
(iv) 30>0 et 3C;>0 telsque V>0, E (e lp i) =e 9"
(v) p.s., Yr>0, Xp =z sur {T, <+oo}.

Démonstration du Théoreme 11.1

Rappelons tout d’abord quelques propriétés élémentaires que nous utilise-
rons dans cette démonstration.

Soit pour tout ¢ > 0, .S; := sup X,,. Alors

u<t

(T, <t} ={S, >z} (11.0.6)

Soit 7 une variable aléatoire, indépendante de (X;, ¢ >0) et de loi expo-
nentielle de parametre 6 (0 > 0)( i.e. P(1 > t) = ¢~ %). Comme T, et 7 sont
indépendantes, alors nous avons :

P(S, > ) =P(T, < 7) = E(e™""). (11.0.7)

Pour tout ¢ > 0, en multipliant les membres de (11.0.7) par ge 9" et en les
intégrant sur R, nous obtenons :

+oo S‘r
q/ P(S, > z)e de = E (/ qe_q"”dx> =1-FE(e), (11.0.8)
0 0
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et
+oo
E(e™%) =1— q/ e R (e ")) dx . (11.0.9)
0
En définissant, pour tout 6 > 0, la fonction F'(6,.) par :
F0,2) =E (e Iir,ci00y) =E (e7*) V2 >0, (11.0.10)
(avec la convention : e~ = 0), et sa transformée de Laplace F(6,.) par :
F(0,q) = / e "F(0,x)dx VYq>0, (11.0.11)
0

nous obtenons alors : R
E(e 7)) =1 —qF(0,q). (11.0.12)

e démonstration de (i) = (i7) :
Cette démonstration est faite dans le livre de Jean Bertoin [Ber96], page 190.
Nous en reprendrons ici les éléments principaux.

Si v ne charge que R_, nous savons que pour tout 6 > 0, E(e™ %% L7, <4o0))
s’écrit sous forme exponentielle (cf. (4.2.19) et (4.2.20)), i.e. :

V9 >0 3Cp>0, E(e ) =E(e " lincio)) =e . (11.0.13)

Nous avons alors :

1

FO,2)=¢ %" ot F(0,q) = . 11.0.14
(0,2) =e et F(0,q) T Co ( )
Ainsi, d’apres (11.0.12), nous avons :
Cy
E(e~997) = . 11.0.15
(6 ) q—|—Cg ( )

D’apres la formule de Frullani, i.e. :

—_— = ——e d 11.0.16
e ([T e, (11.0.16
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nous avons :

E(e™0%) = eap ( / el o dx)
- </0+OO : _1E<69T1>d:c>
(/*m /m —— (e d) dw) . (11017

Par ailleurs, nous savons (cf. J.Bertoin [Ber96], page 159, Théoreme VI-5,
point (i7)) que :

E(e%) = exp (/Om 6Tet (/[O;m[(e—qw ~1)P(X; € dx)) dt) . (11.0.18)

En comparant (11.0.17) et (11.0.18), nous obtenons le point (7).

e démonstration de (ii) = (i17) :
Appliquons la relation de Zolotareff dans (11.0.18) ;

o0 +oo —qr __
E(e™97) = exp (/ d:c/ e " P(T, € dt)>

+oo —
= exp (/ —_— ]E( —O0T )dg;) (11.0.19)
0 x
En remarquant que :
e—qx _ 1 q
—_— = —/ e " dv, (11.0.20)
z 0

nous obtenons :

ﬁ 0, v) ) (11.0.21)
0

||
— /\/‘\/‘\

1—qF(8,q) = exp (— /Oq F(6,v) dv) . (11.0.22)
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En dérivant cette derniere expression par rapport a ¢, nous obtenons I’'équation
différentielle suivante :

—ﬁ(&, q) —q %—5(9, q) = —}/7\(9, q)exp <— /Oq F\(Q, v) dv) , (11.0.23)
~F(0.q) —q %—5(97 q) =—F(0,q) (1 —q F(0, Q)> , (11.0.24)
Z_Z<9’Q) — _F2(0,q). (11.0.25)

Ainsi, pour tout 6 > 0, il existe Cy > 0 telle que :

1
Vg > 0. (11.0.26)

ﬁ(e’Q):qu(Jg >

Cy > 0 découle du fait que 0 < F(,z) < 1 et donc ﬁ(@,q) > 0.

Si Cy était nulle, nous aurions alors pour tout z > 0, E(1 — e~ %"= L7, cqo0}) =0
et comme la variable aléatoire (1 — e~ %T= L7, < 400} ) €st positive : e 0Te Liryciooy =1
p.s., donc T, = 0 p.s., ce qui serait absurde.

Ainsi, il existe Cy > 0 telle que :

F(f,z) =e 9" Yo >0. (11.0.27)

e démonstration de (iii) = (iv) :
Elle est immédiate.

e démonstration de (iv) = (v) :
Cette démonstration se fait en deux étapes :

1. Nous montrons tout d’abord que : Vo > 0, p.s., Xy, = z.

2. Nous démontrons que p.s., pour tout x > 0, Xp, = x.

Premiere étape
Soient © > 0 et y > 0 fixés. N
Sur {7, < oo}, nous définissons le processus (X;, ¢t >0) par :

X, =Xp,p— Xp,, t>0. (11.0.28)
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Soit TVZ, le premier temps d’atteinte du niveau z > 0 par ( )?t, t>0), ie.:
T.:=inf {t>0; X, > z}. (11.0.29)

Nous avons : N
Tx+y — TZB + T($+y_XTI)+ . (11030)

Ainsi, d’apres la propriété de Markov forte et l'indépendance du processus
(X¢, t>0) et de Fp,, nous avons :

F(O,0+y) =B (e Ternxes )

—F <679TIE <e—9T(x+y—XTz)+/FTI>>
=E (e F(0,(z+y—Xr,)+)) - (11.0.31)

Or, d’apres I’hypothese (iv) :
FO,x+y)=e @ =E (e F(0,y)) (11.0.32)

d’ot
E (e [F(0, (z +y — X1,)1) — F(6,y)]) =0. (11.0.33)

Or la fonction z — F(6, 2) = e~ est strictement décroissante puisque Cy > 0
et comme :

(r4+y—Xp)+ <y Vx>0, Vy>0, (11.0.34)
nous en déduisons que :
Fl,(x+y—Xr,)+)—F(0,y) =0 p.s. sur{7, < oo}. (11.0.35)
Comme F'(6,.) est injective, nous avons :
(x4+y—Xpn, ) =y p.s. sur {T, < oo}, (11.0.36)
d’ou
Xr, =2 p.s. sur {1, < oo}. (11.0.37)
Ainsi :
Ve>0 3Q, telque P(Q,)=1 et Ywe QN{T, < +oo} Xr,(w)=2x.
(11.0.38)
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Deuxieéme étape
Soit Q) = ﬂ 2,. Nous allons montrer que :
q€Q+

VieR,, YweQ XpWw)=uzx. (11.0.39)

Soit & > 0. Il existe une suite décroissante, (¢, )nen, de rationnels positifs, telle
que lim ¢, = x. Pour tout w € ) et pour tout n € N :

n—-+o00
X, (W) = ¢y - (11.0.40)

Par ailleurs, pour tout n € N, T, < T, et la suite (7,) est une suite décrois-
sante, de limite T', d’ou :
T,<T. (11.0.41)

D’autre part, d’apres (11.0.40) et comme t — X; et x — T, sont cad-lag, nous
avons :
Xr= lim X7, = lim ¢, =x. (11.0.42)

n—-+o0o n—-+o0o
Deux situations peuvent alors se produire :
1. T, =T < 4o0. Alors (d’apres (11.0.42)), nous avons : Xp, =z .
2. T, <T < +oo et Xy, > zx. 1l existe alors ng tel que :

Vn > ng r < gy, <Xr, . (11.0.43)

Comme ¢, < X, alors T, < T,. Mais T, < T < T,, car la suite
(T}, )n>0 décroit vers T. Ainsi, nous en déduisons que T, = T,, d’ou
T=T,.

La situation 2. ne peut donc jamais se produire et nous avons toujours 7' = T},.
Ainsi : B
YVweQ, VeeR,, Xp(w)==x. (11.0.44)

Ce qui donne (v).
e démonstration de (v) = (i) :

a) Soit r € Ry. Le processus (X;, t>0), partant de 0, a la méme loi
que le processus (X/ ; t > 0), translaté de r, défini par :

X=X, — X, . (11.0.45)
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Par conséquent, la propriété (11.0.44) étant vraie pour le processus (X, ¢ >0),
elle ’est aussi pour le processus (X[, t > 0). En particulier, pour tout r» € Q.
le processus (X, , t > 0) vérifie :

I, POQ) =1, YweQ N{Il <400} VzeR,, Xj(w)=uz.
N (11.0.46)
Notons = ﬂ Q.

reQy

b)  Supposons que v charge R.
Soit 1 :={w € Q / (X¢(w), t > 0) a un saut strictement positif }. Nous avons
donc P(€2;) > 0 et nous pouvons écrire :

Q1 = LJ S)n,
neN*

1
avec (), 1= {w €0/ (Xi(w), t > 0) aun saut d’amplitude supérieure & —} :
n

(11.0.47)
Il est clair qu’il existe donc ng > 0 tel que :
P(Q,,) > 0. (11.0.48)
Pour tout w € €,,,, nous définissons :
1
So(w) = inf {t >0/ Xi(w) — X4 (w) > —} . (11.0.49)
No

Par ailleurs, la fonction t — X;(w) étant presque strement cadlag, nous avons :

Q= |J o7, (11.0.50)
reQy
peEN*

avec

1 1 1
Qi ={weQ/ Sow) € [r——sr+-Jet  sup |X(w) = Xso(w)] < -}
p sefr—2; So(w)[ no
(11.0.51)
D’apres (11.0.48), il existe donc 1o € Q4 et po € N* tel que P(Q7070) > 0.
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c) Soit alors w € ;27 N Q, et (X, t > 0) la trajectoire translatée de
ro. D’apres (11.0.51), nous avons (cf. Figures 11.1 et 11.2 ) :

1
X& > —. 11.0.52
So—7o 2N ( )
N , 1
d’ouT 1 =5y —rget donc Xorg > 5
2n9 ﬁ 2ng
Ce qui contredit (11.0.46) et prouve ().
D N
> L1
2 e
NN .
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T
XSO_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, : ,,,,,,,,, ®_ m
|
0 2719 S
Po

Fia. 11.1 — Trajectoire (X;(w), t > 0)

”
XS?)TTO ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1
> 0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
® 2 Tng
0 So 70 $ >4L
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e 0 N
ro
X(so— )~

Fi1c. 11.2 — Trajectoire translatée de rg
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Annexe A

Propriétés de la fonction ¢

Soit (X, t>0) le processus de Lévy :

Xt::Bt—Ct+Jt thO

ol
1. (Jy, t>0) est un processus de Lévy de sauts purs, vérifiant Jy = 0 et de
mesure de Lévy v telle que :

/Rly\ v(dy) < +o0, (A.0.1)

Cette hypothese sera supposée réalisée dans toute la suite.

2. (B, t>0) est un mouvement brownien linéaire, indépendant de (J; , ¢t >0),
tel que By = 0.

3. ¢ est un réel.

L’exposant caractéristique de (X;, t>0) est la fonction ¢ définie par :

E(eth) — t¥(a)

Nous définissons la fonction ¢ par ¢(q) := 1 (—¢q) et donc :

0(q) = q; +cq+ /_+°° (6_qy — 1) v(dy) . (A.0.2)

Compte tenu de (A.0.1), ¢(q) existe deés que :

/ Lyysiyle™®lv(dy) < +oo, ¢€C. (A.0.3)
R

207
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A.1 Etude de ¢ sur R

Soit :

“+oo
nimsw sz 0 [T - nutan) < oo}, (A14)
0
et

0
Y= sup {s > 0; / (e = 1) v(dy) < —1—00} , (A.1.5)
avec la convention sup ) = 0.
La fonction ¢ est définie sur | — r,, %[

Nous supposons par la suite que :

r, >0 et r;>0 (éventuellement r, = +oocour) = +00). (A.1.6)

En particulier, si v ne charge que R, alors ), = +00 et si v ne charge que
R_, alors r, = +o0.

Proposition A.1 Sous les hypothéses (A.0.1) et (A.1.6), nous avons :
(i) ¢ est de classe C* sur | —r,, 5[ et :

0(0) =0, (A.1.7)
+oo
Vg =q+c— / yv(dy), (A.1.8)
+oo
0'(0)=c— / yv(dy) = ¢ —E(Jy). (A.1.9)
+oo
(i1) ¢"(q) = 1+/ y’e %u(dy) > 0 et donc @ est strictement conveze

sur | —mr,, .

Nous distinguons les cas suivants :

1" cas) La condition de profit net est vérifiée : ¢ > E(Jp).
Nous avons donc ¢'(0) > 0.

Trois situations peuvent se produire (voir Figure A.1).
20m° cas) ¢ < E(J;).
Nous avons alors ¢’(0) < 0.
Trois situations peuvent se produire (voir Figure A.2).
3'me cas) ¢ =E(J;).
Nous avons alors ¢'(0) = 0. Une seule situation a lieu ( voir Figure A.3).
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TWOM”S(%[ —r A0 00 7 \/A e

Cas a: —r, < —(0) Cas b : —v(0) = —r, Cas ¢ : un seul zéro nul

F1a. A.1 - Situation de profit net, ¢ > E(.J;)

Cas b : 75(0) = r;  Cas c: un seul zéro nul

F1a. A.2 — Situation ou ¢ < E(.J;)

-, =7(0) =0=5(0) 7

F1a. A.3 — Situation ou ¢ = E(J;)
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Remarque A.2
1. Dans tous les cas, 0 est un zéro de .

2. Sir, < 400 et sir) < 400, nous notons les limites (qui existent car ¢
est convexe) :

p(=r,) = lim @(q) et o(r;) = lim ¢(q). (A.1.10)

q——ry q—=ry
¢ est ainsi définie sur [—r,,r%]. p(—r,) ou p(r}) peuvent étre infinis.
3. Sir, = 400, lim ¢(q) = +oo et de maniere analogue, si r; = +oo,
g——o0

lim ¢(q) = +o0.

g—-+00
4. Lorsque ¢ a deux zéros (éventuellement un zéro double) dans [—r,, 7],
nous noterons —,(0) le plus petit et 75(0) le plus grand. (voir Figures

A1, A2 et A.3)

5. L’ensemble {s € [—r,,0] / ¢(s) < 0} est un intervalle inclus dans [—7,, 0]
et il est non vide des que ¢ > E(J;). (voir Figures A.1, A.2 et A.3)

A.2 Etude de py:q— p(q) —0 sur R, ou 6 > 0

Soit 6 > 0.
La fonction ¢y : ¢ — ¢(q) — 0 est convexe , de classe C* sur | —r,,r5[. De plus
nous avons : y(0) = —60 < 0.

En considérant les cas de figures du paragraphe précédent et en choisissant
0 suffisamment petit, py satisfait a I'une des quatre situations représentées par
les figures A.4 et A.5.

Remarque A.3 L’ensemble {s € [—r,,0] / ¢p(s) < 0} est toujours un inter-
valle non vide inclus dans [—7,, 0].

Par la suite, a partir du chapitre 6, nous nous limitons, pour la représenta-
tion de ¢, aux cas représentés par la Figure A.1 cas a, la Figure A.2 cas a et
la Figure A.3. Ainsi la fonction ¢ admet deux zéros (éventuellement un zéro
double) —v(0) et 75(0) qui vérifient :

—r, < —7(0) <0 <~5(0) <7,

v
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ENC - ‘ "
v 0 f6©0) —r, (0 0 w -, 0 r

T~ | 79/ \/

Cas a : un zéro positif Cas b : un zéro négatif Cas c : pas de zéros

Fi1c. A4 — ¢y a un ou pas de zéro

Q) 0 w6y

Fia. A5 — ¢y a deux zéros

Il existe donc un réel k > 0 tel que pour tout 6 € |0, k], Yy admet un zéro
négatif, noté —vy(6), et un zéro positif, noté 45 (#), qui vérifient :

=7, < =%(0) < =(0) <0 <10(0) <75(8) <7

v

(A.2.11)

Ainsi a partir du chapitre 6, nous ne retiendrons donc plus que le cas de la
Figure A.5 pour la représentation de y.

A.3 Zéros du polynéme Cy(q) = ¢* + 2cq — 2(\ + 0),
>0

Nous supposons dans ce paragraphe que (J;, t>0) est un processus de
Poisson composé, i.e. :

A:=v(R) = /+OO v(dy) < +o0. (A.3.12)

—00
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*

*[, nous avons :

Remarquons que, pour tout g €] —r,,,r

2

o) =0(a) ==L veq [ iy - 240

= %Ce(Q) +7(q), (A.3.13)

ou v désigne la transformée de Laplace de v, i.e. :

v(q) = /+°° e Yu(dy), (A.3.14)

—00

et Cy(q) désigne le polynome défini par :
Colq) = ¢* + 2cq — 2(A + 6) . (A.3.15)

Nous en déduisons que, si v n’est pas identiquement nulle :

1 *
vola) > 5C0(a),  a € —ru,m[- (A.3.16)
Remarquons que :

Colq) = (¢ +c+ag)(g+c—ap), (A.3.17)

ol g = /2 +2(A+0).

Proposition A.4 Pour tout § > 0, le polynome Cy(q) admet deuz racines
dans R, —ag —c < 0 et ag — c > 0 telles que :
(i) L’ensemble {s € | —r,,r;[ | wo(s) < 0} est un intervalle inclus dans
[—c — ag,ag — ].
(17) En particulier, si pg admet deux zéros réels —yo(0) et v5(0) dans [r,,r})
alors nous avons :

—c—ag < —7(0) <0<(0) <ag—c. (A.3.18)

Démonstration de la Proposition A.4
(i) et 'encadrement de (i7) résultent de (A.3.16) (voir FigureA.6). 0
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y =\Cs(q)

—C— —0 9) Oj(e) Qg — C 0

F1a. A.6 — Comparaison des zéros de Cy(q) et des zéros de ¢y

A.4 Etude de oy sur C, ou 6 > 0

Soit 6 > 0.

La fonction ¢y : ¢ — ¢(q) — 0 se prolonge sur {¢ € C; —r, <Regq <71 }.

Dans cette section et les suivantes, nous nous limitons aux cas a des figures
Al et A2 et ala figure A.3. Ce qui revient a considérer uniquement la figure
A.5, quand 0 > 0.
Ainsi, il existe k > 0 tel que, pour tout 6 € [0, x| :

3 —0(60) €] =1, 0] et Fy5(0) € [0,7]
tels que  p(—0(6)) = (73 (6)) = 6. (A4.19)

Proposition A.5 Pour tout 6 € [0, k|, nous avons :
(1) g est holomorphe sur {g€ C/ —r, <Req <ri}.
(17) Les seuls zéros réels de w9 dans {g € R/ —r, < q <ri} sont —yy(0)
et v5(0)-
(17i) Les seuls zéros complezes de @y dans {q € C/ —v(0) < Req < ~5(6)}
sont les zéros réels —o(0) et 15(0).

Démonstration de la Proposition A.5

(1) découle de la définition de (y.

(17) découle de (A.4.19) et de la convexité de la restriction de @y & | — 7, 75|
(voir Figures A.1 cas a, A.2 cas a, A.3 et A.5).

(7i1) Soit ¢ € C. Nous distinguons les cas suivants :
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1" cas Soit g tel que —p(€) < Re ¢ < 75(#). Un tel ¢ n’existe que si > 0 ou
si @ =0 et c#E(Jy) car alors nous avons : 7,(60) < ~5(0).
Puisque E(e™9%1) = ¢#@ nous avons :

‘ewe(q)’ = ‘ew(q)—O‘ — e_e\E(e_qX1)| < e 'E (ye—leD
S E(G—Req X1—9)

< epoReq) (A.4.20)

Or e?(Bed) < 1 car gy est strictement négative sur | —~o(6), vz (6)[. Nous
prouvons ainsi que @y ne peut s’annuler sur {g € C/— 70(0) <Re ¢<~;(0)}.

2¢m¢ cas Soit ¢ = —o(#) + ib avec b € R.
Nous avons :

wo(q) = o(—=0(0) +ib) — 0

%) b? . 0)—ib
=—3 = ibyo(0) — 5~ cyo(0) + icb + / (eD0@=®)y _ 1)1 (dy)—6

—00

2

_ {7359) — enl0) + /_ :O<evo<9>y — u(dy) — 9} - %

—+o0
N / O (e — 1)u(dy) — ibyo(0) + ich

—00

= po(—0(0)) — b—; + / h 670(9)y(cos(by) — Dv(dy)

+o00
+1 (—bw(@) +cb — / eVO(Q)ysm(by)y(dy)) (A.4.21)
Et comme ¢p(—70(#)) = 0, nous avons :

Re (po(q)) = _%2 _ / 091 — cos(by))v(dy) < —%2. (A.4.22)

o0

Nous pouvons donc en conclure que ¢g(q) ne peut s’annuler que si b =0
et donc que si ¢ = —70(0).

3me cas  Soit ¢ = 5(0) + ib avec b € R.
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Un calcul analogue au précédent nous permet d’écrire :
wo(q) = p(0(0) +ib) — 0

= o 0) = 5+ [ e cos(by) — 1utdy)

+1i (bva‘(@) +¢b — / +OO e <">ysm(by)y(dy)> (A.4.23)

[e.9]

Et comme @y(75(6)) = 0 et pour tout b € R, 1—cos(by) > 0, nous avons :

Re (0g(q)) = _g B /J”X’ 6—78(9)9(1 — cos(by))v(dy) < —%2. (A.4.24)

—00

Nous pouvons donc en conclure que ¢y(q) ne peut s’annuler que si b =0
et donc que si ¢ = —;(6).

O
A.5 Prolongement méromorphe de ¢y, 6 > 0
Nous supposons que r, > 0 (éventuellement r, = +00) et que de plus :
-1
/ e Yy(dy) < +o0. (A.5.25)

Alors r} = +00, ¢ est définie sur | —r,,, +00[ et d’apres la remarque A.2; point
3, nous avons :

Vo>0, J75(0) >0 tel que o(v5(0)) =46 (A.5.26)
avec
si 0>0, 75(0) >0 (A.5.27)
si 0=0 et c<E(J), 75(0) >0 (A.5.28)
si =0 et c¢>E(J), 75(0) =0 (A.5.29)

Par ailleurs, il existe k > 0 tel que, pour tout 6 € [0, k] :

3 —(0) €] —7,,0] tel que p(—0(0)) =0 (A.5.30)
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avec
si 6>0, —%(0) <0 (A.5.31)
si =0 et c>E(J), —%(0) <0 (A.5.32)
si =0 et c¢<E(J), —7(0) =0. (A.5.33)
Soit V‘T; . la transformée de Laplace de la restriction de v a [1, +oof :

+o0
Tl = [ ety (A5.30)

Pour tout b > 0, nous notons :
Dy:={qeC telque Regq> —b}. (A.5.35)

Nous considérons :

—_—
V‘[l,«koo[

B, :=sup{b>0/ admet un prolongement méromorphe sur Dy} .
(A.5.36)
Remarquons que d’apreés 'hypothese (A.1.6), nous avons B, > r, et éven-
tuellement B, = +0o0.
Dans ces conditions, ¢ admet un prolongement méromorphe sur Dp, et
nous noterons encore ¢ ce prolongement. De méme, nous noterons encore

1 1 tde o
V|, 1oof 1€ Prolongement de vy, . .

Nous faisons enfin, I’hypothese suivante :

VO<B< B, dK >0, dRy> 0,tels que:

—— - —B<Req<0
< . > =
7 (@] < Klgl - Vg vérifiant : { Tmg| > Ry (A.5.37)
Remarquons que :
sup |7, , - (q)] < +o0. (A.5.38)

Re ¢>0

Ainsi, si 'hypothese A.5.37 est vérifiée, nous avons aussi :

, . Req > —B —
: — <
v e {10020 0] < Kl (A.5.39)
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Proposition A.6  Sous les hypothéses précédentes, pour tout 6 € [0, k|, il
existe By > 0 tel que, pour tout B €]0, B,|, choisi aussi proche de B, que nous
le voulons, les zéros de pg dans la bande {q € C/ — B < Req < [y} sont en
nombre fini, conjugués deux a deux et s’écrivent :

(1) Si 6>0 :

—(0), =m(0), =71(8),---, —w(0) et —7,(6),
(i) Si 6=0 et c>E(J)) :

0, =10(0); =71(0); =71(0), -+, =7(0) et —7,(0),
(tii) Si =0 et c<E(J) :

—70(0) =0, =71(0), =71(0), -+, =%(0) et —7,(0),

ou p est un entier, éventuellement nul, et

“B < —Re(3,(0) < < —Re (1(0)) < —70(0) < 0. (A.5.40)

Démonstration de la Proposition A.6

1°7¢ situation : @ > 0 ou # = 0 et ¢ < E(J;). Dans ces conditions, ¢, admet
un unique zéro strictement positif 75 (6).

Nous choisissons [y tel que 0 < [y < 75(#). Soit B €]0, B,[, proche de
B,. D’apres 'hypothese (A.5.37) et d’apres (A.5.38), il existe Ry > Ry tel que
la fonction ¢y n’a pas de zéro dans l’ensemble formé des deux demi-bandes
{¢eC/ —B<Reqg<(0) et |Imgq|> Ry}

D’apres la Proposition A.5 point (iii), ¢y n’a pas de zéro dans la bande
{g€C/ —(0) <Req<~5(0)} alexception de —vy(0) et de 75(0).
Ainsi, ¢y n’a qu'un nombre fini de zéros dans la bande {g € C/ — B<Re ¢< [y}
car g, méromorphe dans cette bande, n’a qu'un nombre fini de zéros dans
le compact {§ € C/— B <Req< —(f) et |Img| < R;}. Ces zéros sont

conjugués deux a deux car pg(Z) = p(2).

2ime situation : @ = 0 et ¢ > E(J;) Dans ces conditions () = 0.

Soit B €]0, B,[, proche de B,. D’apres I’hypothese (A.5.37) et d’apres
(A.5.38), il existe Ry > Ry tel que ¢ n’a pas de zéro dans ’ensemble formé des
deux demi bandes {g € C/Req> —B et |Imgq|> R;}.
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Puisque que ¢ est méromorphe, pour tout A > 0, elle a un nombre fini de

zéros sur le compact {g € C/ —B<Req< A et

[Im ¢| < Ry}

Par ailleurs, d’apres la Proposition A.5 point (iii), ¢ ne s’annule pas sur
{g € C /Req =0} sauf en ¢ = 0. Il est donc clair que nous pouvons choisir
By > 0, tel que ¢ ne s’annule pas sur {g € C /0 < Req < [y} et ¢ a alors un
nombre fini de zéros sur {g € C / — B < Req < fy}, conjugués deux a deux.
En conclusion, les zéros de ¢ dans la bande {qg € C/ — B < Re ¢ < 5} sont

0, =70(0), =7(0) et =71(6) , - -, =7(6) et —=7,(6).

—72(0)

F1G. A.7 — Zéros complexes de ¢y (6 > 0) dans la bande —B < Re g < f3y



Annexe B

Limite de AyF (0, 1, .), quand n
tend vers +oo

Soit le processus (X;, t>0) défini par :
Xt = Bt —ct ‘I— Jt7 (BOl)

ou (J;, t >0) est un processus de Poisson composé, de masse totale A, i.e. :

+oo

A:=v(R) = / v(dy) < +o0. (B.0.2)
Nous définissons pour tout 6 > 0 et tout pu > 0, la fonction F'(6, u,.) par :
F(0,p,2) =E (e "5 ooy) Ve >0. (B.0.3)

ou
T,:=inf{t >0; X; >z}, (B.0.4)

et
K, =Xr, —x. (B.0.5)

D’apres le Théoreme 5.2.9, nous savons que F'(0, p, .)vérifie 'égalité :
F(0,u,z) = Fo(0, n,z) + F1(0, p,x) + NgF (0, , x) Ve >0 (B.0.6)
ou Fy(0, p, x) et F1(0, u, x) sont définies par (5.2.11) et (5.2.12) et Ay est 'opé-

rateur défini par :

1 +o0o (z—y) Az
Agg(x) = 04_9/ v(dy) / e (e_a“”“‘ — e_(z‘”_“)o“’) g(x —a—y)da.
(B.0.7)

219
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avec
ag=+/c2+2(A+0). (B.0.8)

Soit B,, 'espace de Banach défini par :

B,:={f:Ry —=R; sup "*|f(z)| < +o0 }, (B.0.9)

z€eR

muni de la norme :

£l = Sup e’ f(z)]. (B.0.10)

relRy

Nous supposons 7, > 0 (éventuellement r, = +00), ou r, est défini en
(5.3.44) par :

r, = Sup {s > 0; /0+00 (e —1)v(dy) < +oo} . (B.0.11)

D’apres le Théoreme 5.5, point (i7), nous savons que tout v € [0, r, [ vérifiant
©(—v) < 8, Iopérateur Ay est borné dans B, et

||A9f||7 < C9w||f||7 VfeB,, (B.0.12)

avec
0<cpy<l. (B.0.13)

Ainsi Ay est contractant dans B,.

Remarque B.1 D’apres la remarque A.2, point 5, et la remarque A.3, nous
savons que de tels v existent :

— pour tout 6 > 0,

— pour § = 0sic>E(J)).
(voir figures A.1, A.2, A.3, A.4 et A.5 de I’Appendice A)

Nous avons démontré (cf. (5.3.59) et (5.3.62)) que Fy(0, u,.) et F1(0,pu,.)
appartiennent a B,.
En itérant I’égalité (B.0.6), nous obtenons :

—_

F(O,p,x) =Y Ap[Fo(0,p,.)+ F1(0, 1, )] (x) + AgF (0, p, ) (x). (B.0.14)

3

i
[e=)

Le but de cet Appendice est de démontrer la Proposition suivante :
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Proposition B.2 Nous supposons 8 > 0 ou 6 = 0 et ¢ > E(.J;). Pour tout
w >0 et tout x > 0, nous avons :

() lim AGF(O,p,)(x) = 0. (B.0.15)
(”) F(@, M :L‘) = ZAZ (FO(Q,,M, ) + Fl(enu: )) (I)’ (B016)

la série convergeant dans B, o 0 <y <r,.
Démonstration de la Proposition B.2

1) Soit v € [0,7,[ tel que ¢(—7v) < 0. Un tel v existe d’apres la Re-
marque B.1.
Comme Fy(0, p1, .)+F1(0, i1, .) appartient a B, et que Ay est contractant dans

n—1
B, (cf. Théoreme 5.5), alors ZAZ [Fo(0, 1, .) + F1(0, p,.)] converge, quand n
p=0
tend vers +oo, vers une fonction notée F (6, p,.), appartenant a B,.
D’apres (B.0.14), il est clair que (7) implique (ii).

2) Montrons (i), lorsque 6 > 0 :

D’apres ce qui précede, F(0, p1,.) appartient donc & L>®(R,) car la norme
| [ est inférieure & la norme || ||, pour tout v > 0.

Ainsi, d’apres 1'égalité (B.0.14), la suite (AgF(0, 1, .)),~, converge unifor-
mément sur R, vers une fonction, notée G(0, 1, .). -

Si @ > 0, Popérateur Ay, considéré comme opérateur de L>*(R,) dans

< 1. Ainsi nous avons

L>*(R;), est de norme inférieure ou égale a

+0
|AGF (0, 1, )] oo < ()\L—I—@) et donc la fonction G(0, u,.) est identiquement

nulle.

3) Montrons (i), lorsque § =0 et ¢ > E(J;) :

Lemme B.3 Sous les hypothéses précédentes, nous avons :
(1) G(O i, .) est positive et bornée sur R |
( ) (0 :uv') :G(Owuv')7
(1i1) (O W, .) est continue sur R,
(iv) lim G(0,u,z) =0.

T——+00
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Démonstration du lemme B.3

- démonstration de (i) : Pour tout « > 0, F(0,u,x) > 0 et Ag est un
opérateur positif donc G(0, u,.) est positive.

Puisque, dans (B.0.14), tous les termes sont positifs et que, pour tout = > 0,
0 < F(0,u,2) < 1et F(O,u,.) appartient a L=(R, ), nous avons, pour tout
r>0,0<G0,p,.) <1

- démonstration de (i) :  (ii) résulte de la définition de G(0, pu,.) et
du fait que Ag est borné, donc continu, dans L>*°(R ) (cf. Théoreme 5.5, point

(4))-

- démonstration de (iii) : D’apres (B.0.7) et d’apres l'alinéa (i7) du
Lemme B.3, nous avons :

G0, ) () =

1 400 (z—y)A\x
= — V(dy)/ e~ (e_ao‘al — 6_(2””_“)0‘0) G0, u,z —a —y)da. (B.0.17)

Qp J_xo 00

En effectuant le changement de variables z = ¥ — a — y, nous obtenons :
G(07 Ky )(I) =

1 “+oo —+00
S V(dy)/ e~ c@z—y=2) ((;aolrfy*d _ e*(w+y+2)ao) G(0, 1, 2)dz .
Qo oV (—y)

—00

(B.0.18)

La fonction T @z — e “o7v77) (emeolrmv=2l _ o=(mHut=lao) G0, 1, 2) est conti-
nue sur R, a valeurs dans R, .

Pour tout y + z > 0, majorons |T| sur le compact [(zg — &), 2o + €], ot
xo > 0. Plus précisément, pour tout z appartenant a [(zo — &)™, 2o + €] :

lt—y—z|—|zo—y—z|| < |z — x| <e, (B.0.19)

et donc
|T([E>’ < ”G(O, My )”oo 6_0(900—8—1/—2)e—a0(|x0_y_z‘_g)

< ||GA0, 1, ) ||oo €leTO0Zemel@0my=2) gma0lzo—y—=] (B.0.20)
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En remplagant dans le second membre de (B.0.18), T (z) par le majorant ob-
tenu en (B.0.20) et en utilisant le changement de variables a = xy—y — 2, nous
avons :

1 —+o00 —+o0
L vy / swp  [T(z)] de
0

Q0 J oo V(—y) xz€[zo—e,xo+e]

1 +oo (zo—y)Azo
< oGOl e [ty [ el

—00 o0

1 +o0 +o00
< 160 ) 0 [ utdy) [T e <o (B021)

+o0
Cette derniere intégrale est finie car oy > |c| et v(dy) = .

—0oQ
Nous en déduisons, d’apres le théoreme de convergence dominée, que la
fonction G(0, i, .) est continue sur R,

- démonstration de (iv) : Nous savons que F(0, u,.) appartient a B,
et donc : B
liI_"I_l F(0,p,x)=0. (B.0.22)

Dans le cas ot § = 0 et la condition de profit net est vérifiée, ¢ > E(J;),
nous savons d’apres (4.1.8), que :

lim F(0,0,2) = lim P(T, < +oc) = 0. (B.0.23)
Comme F(0, u,z) < F(0,0,x), alors :
hgl FO,p,z)=0. (B.0.24)

Nous pouvons donc conclure que :

lim G(0,u,z) = lim (F(O, 1, z) — F(0, u,x)) =0. (B.0.25)

li
T—+00 Tr——+00

O

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de la Pro-
position B.2.
D’apres (B.0.17), (5.3.53) et (5.3.54), nous avons, pour tout > 0 :

G(0, p, ) = AoG(0, 1, .)(x) < ||G(O, 1, )| oo - (B.0.26)
D’apres 'inégalité stricte (5.3.53), I'inégalité (B.0.26) est stricte des que
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|G (0, 11, .)]|co # 0. Comme G(0, u,.) est continue et tend vers 0 quand x tend
vers +oo (cf. Lemme B.3, (iii) et (iv)), elle atteint son maximum en un point
xo > 0, donc G(0, p,.) = 0. Ceci achéve la démonstration de la Proposition B.2.

g



Annexe C

Exemple de processus ou v est
de densité gamma

C.1 Introduction

C.1.1 But de cette annexe
Soit le processus (X;, ¢t >0) défini par :

Xt = Bt—Ct+Jt, (Cll)

ouc € R, (By, t>0) est un mouvement brownien linéaire, issu de 0 et
(Ji, t>0) est un processus de Poisson composé, de mesure de Lévy v, tel
que Jo = 0, indépendant de (B;, t>0).

Le but de cette annexe est de développer un exemple simple ot nous choi-
sissons explicitement la mesure de Lévy v, de masse finie et de la forme :

a

b 1
v(dy) = Ta) Lm0y dy . (C.1.2)
ou a € N* et b > 0 sont des constantes données.

Pour cet exemple, nous démontrons les deux résultats suivants :

1. Nous démontrons que pour tout # > 0, tout 4 > 0 et tout x > 0,
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F(0, u, x) se calcule explicitement (cf. Théoreme C.1) :

q

F(O,u,0) = Ci(6, pe +Z Di(0, w)e % 4 Dy(0, w)e 7O

(C.1.3)
ol q est le nombre de zéros réels de @y, notés —v;(0), et 2p est le nombre
de zéros non réels, notés —p;(0) et —p,(0) .

-1
=0

Ainsi, nous consacrons tout d’abord un paragraphe, C.2, a I’étude de la
fonction ¢y et de ses poles.

2. Nous démontrons qu’avec la condition de profit net , ¢ > %, la loi de
I'overshoot K, (défini sur {7, < +oo}, est égale a (cf. Théoreme C.4) :

w,(dz) = Ag(z)do(dz) + Ay (z)e "1, 50dz . (C.1.4)
ou
q-—1 P o
AO(Q;) = Z aie*%‘(o)"f + Z (ﬂie*pi(o)x + ﬂiefpi(o)ff) (C15)
=0 i=1
q—1
et Ay(z) =Y Pi(2)e 074 Z 2)e # 07 £ Gy(2)e PO)
=0
(C.1.6)

avec «; et (; des constantes et P; et (); des polynomes de degré a — 1.
3. Nous étudions deux cas particuliers : nous choisissons dans (C.1.2), a =1

puis a = 2. Nous effectuons alors des calculs précis, en particulier nous

donnons explicitement, sous la condition de profit net, la loi de 'over-

shoot K, (défini sur {7, < +o0}) :

1) Pour a =1,

et qe®t | gyt )
wy(dz) = + + — do(dz
() (290’(q1) 2@ | 2000,) ) )

-+ (P1 (Z)qum + P2(z)quz + ?2(2)662'2) €7bZ]1{220}dZ (017)

ol q1 et gy sont les zéros non nuls de ¢ et P, avec i € {1,2} est le
polynome, de degré 0, défini par :

N q;
Blz) = (b+aq) (@)’ (C-18)
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2) Pour a = 2,

qleqlz q2€lI2$ 626(]2"”)
wy(dz) = + + — do(dz
(d2) (M(ql) 20 (a) | 20(ay) ) 2

+ (Pi(2)e™" + Pa(2)e®” + Py(2)e”?) e P 150pdz - (C.1.9)

ol q1, q2 et G, sont les zéros non nuls de ¢ et P; avec i € {1,2} est le
polynome, de degré 1, défini par :

P(z) = — l (L ] (C.1.10)
(2) = —— z — . 1.
@' (q) L b+ a (b+a)
Enfin, nous précisons la probabilité de ruine; ainsi, sous la condition de
profit net :
1) Pour a =1,
'(0 (0
P(T, < +00) = — go/( ) e® — weq”, (C.1.11)
@' (q1) ¢'(g2)
2) Pour a = 2,
(0 (0 (0
P(T, < +00) = — Me‘m - meqﬁ _ 20 e . (C.1.12)

¢ (q1) ¢ (q2) ¢ (T2)

Des calculs similaires ont déja été réalisés par plusieurs auteurs, citons en
particulier :

1. S.G. Kou et H. Wang ([KWO01]) étudient le cas ou :

v(dy) == (pme " gys01 + qnae™ Igycoy) dy (C.1.13)

oup>0,¢g>0,p+q=1,1m >0et n, >0.
IIs calculent explicitement alors la loi de l'overshoot X7, — x (cf. Pro-
position 3.1, page 8) et la transformée de laplace de la loi de T, (cf.
proposition 3.2, page 9).

2. F. Dufresne et H.U. Gerber (cf. [DG9I0]) étudient le cas ou (cf. 4.6.38) :

= <Z Aiﬁze_ﬁiy]l{yzo}) dy, (C114)
=1

et calculent explicitement la probabilité de ruine (cf. 4.6.39) :

n+1

P(T, < +o0) ZC eTTrT (C.1.15)

Leurs calculs sont plus généraux que notre exemple lorsque a = 1.
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C.1.2 Notations et remarques

La transformée de Laplace de la mesure v est définie, pour tout g > —b,

o P(q) = /0 +Ooeqyu(dy)—( ! ) (C.1.16)

111

Puisque v ne charge que R, , nous avons :

r, =400, (C.1.17)
et d’apres la définition de 7, (cf. (5.3.44)), nous avons :
Remarquons que nous avons :
e e 1T(a+1) a
E(J;) = ——y ey =~ ——~~=—. C.1.19
(h) /0 T’ © YT T b (C-1.19)

La fonction ¢y : ¢ — ¢(q) — 0 se calcule explicitement :
q2 400
wo(q) = 5 tea +/ (e — 1)v(dy) — 0
0
1
2 (1+7)
Ainsi ¢y se prolonge en une fonction holomorphe sur C — {—b} et nous consta-

tons donc que les hypotheses du Théoreme 7.3 sont satisfaites. Nous noterons
encore @y son prolongement méromorphe.

[

=—+4cqg—(1+06)+ (C.1.20)

Pour tout 6 > 0 et tout > 0, soit la fonction F'(0, p,.) définie par :
F0,p,z) :=E (e " 1p o) Ve >0. (C.1.21)

D’apres (6.1.10), F'(6,u,.) a pour transformée de Laplace ]3(9,#,.) définie,
pour tout g € C tel que Re (¢) > 0, par :

F(0,p,q) = / e (0, p, x)dx
0

1 q—(0) 1 +027qy — e M)y
909((1){ 2 +q—u/o( )

+oo
—W / (e7%6 @Dy — =) (dy) (C.1.22)
o\Y) =1 Jo
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ol 75 (6) est 'unique réel vérifiant :

%(0) =0 et @y(75(0)) =0. (C.1.23)
avec
si 0>0, 75(0) >0 (C.1.24)
si =0 et c<E(J), 75(0) >0 (C.1.25)
si =0 et c>E(J), 75(0) =0 (C.1.26)

Comme g, F (0, i, .) admet un prolongement méromorphe sur C.

Nous avons vu au paragraphe 7 que les zéros de ¢y, poles de 2 0, p,.),
jouent un role déterminant dans le comportement de F'(6, p,.) a Uinfini.
Nous savons d’autre part que 75 (f) est une fausse singularité pour F 0, u,.)
et que 1/7’\(6, i, .) n'a pas de singularité sur {g € C / Req > 0} . L’étude de la
fonction @y est 'objet des deux paragraphes suivants.

C.2 Etude de gy

C.2.1 Etude de gy sur R

Nous avons :

a 1
o) =q+c— - ———— C.2.27
©o(q) b (149" ( )
" ala+1) 1
=1 . 2.2
Yo (Q) + bh2 (1 + %)a+2 (C 8)

e La présence dans (C.2.27) du facteur  indique que les varia-

q\aot

tions de @y, sur | — oo, —b[, dépendent de la parité de a, ce qui n’est pas
le cas sur | — b, +00].

e La présence dans (C.2.28) du facteur montre que py est

(1+ )"

convexe sur | — b, +00|, tandis que cette convexité dépend, sur | — oo, —b|,
de la parité de a.
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—b
70(9) 0
~bl-vON 9 S0)
\/_e

Casout >0 Casouf=0etc> 3
—b 0 75(0)
\ 0 — -
Casoufl =0etc< g Casoufl =0et c= ¢

Fi1a. C.1 — Graphe de gy sur | — b, +o0|

C.2.2 Etude de gy sur | — b, +00]

@y est donc convexe sur | — b, +00] et vérifie :
09(0) = —0 (C.2.29)
0h(0) = ¢ — % (C.2.30)
ql}g)+ ©g(q) = +00 (C.2.31)
qEEloo ©o(q) = +00. (C.2.32)

Nous en déduisons que (cf. Figure C.1) :
1. Si 6 > 0, pp admet dans | — b, +o0[, deux zéros réels —yy(f) < 0 et
5(0) > 0.
2.510=0¢etc> % (condition de profit net), ¢’(0) > 0 et ¢ s’annule en 0

et pour un réel, noté —v,(0), appartenant a | — b,0].
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3.S510=0¢etc< %, ¢'(0) < 0 et ¢ s’annule en 0 et pour un réel, noté
v5(0), appartenant, a ]0, 4o00.

4. Sif=0et c= %, ¢'(0) =0 et ¢ ne s’annule qu’en 0.

C.2.3 Etude de gy sur | — oo, —0|

WA

CAEE
b 0
Cas ou a est impair Cas ou a est pair
F1a. C.2 — Graphe de gy sur | — oo, =]
Etude du cas ou a est impair Nous avons alors :

w a(a+1)(a+ 2) 1
Yy (q) = — —3 <0 Vq < —0, C.2.33

lim ¢p(q) =1, (C.2.34)
g——00

lim  ¢p(q) = —o0. (C.2.35)
q—(=b)~

Ainsi ¢} est strictement décroissante sur | —oo, —b[ et s’annule une seule fois en
une valeur p < —b. D’apres (C.2.34) et (C.2.35), ¢} est positive sur | — oo, p]
et négative sur [p, —b[. Nous en déduisons que gy est convexe sur | — 0o, p| et
concave sur [p, —b[. Comme

lim ¢y(q) = +o0 (C.2.36)
g——00
lim  @y(q) = —o0, (C.2.37)
q—(=b)~
alors ¢y admet sur | — oo, —b[ soit un seul zéro réel, soit trois zéros dont un

double possible. (cf. Figure C.2, cas ou a est impair).



232 Annexe C. Exemple ot v est de densité gamma

Etude du cas ol a est pair Nous avons, d’apres (C.2.28) :
Vq €] — oo, -], ©"(q) > 0. (C.2.38)

Nous en déduisons que ¢y est convexe sur | — 0o, —b[. De plus, nous avons :

lim ¢y(q) = 400 (C.2.39)
g——00

lim  ¢g(q) = +o0. (C.2.40)
q—(=b)~

Ainsi ¢y peut avoir deux racines (une double possible) ou aucune racine réelle
sur | — 0o, —b| (cf. Figure C.2, cas ol a est pair).

C.2.4 Etude de ¢y sur C — {-b}

Nous avons démontré dans le cas général (cf. Proposition A.5), que ¢y n’a
pas de zéro sur la bande {g € C/ — v(0) < Re q <5(0)} autres que —v(6)
et 75 (0) avec la convention que —vo(6) désigne le zéro réel de ¢y dans | — b, 0]
et que ;5 (0) désigne le zéro réel de py dans [0, +00]).

Par ailleurs, nous pouvons écrire, pour tout complexe q # —b :

polq) = ﬁ [(%2+0q— (1+9)) (1+%)a+1] . (C.2.41)

Le numérateur de py(q) est un polynome de degré a + 2, il admet donc a + 2
racines complexes et donc :

1. Si a est impair, ¢y admet trois ou cing racines réelles (une double pos-
sible) dont —v(#) et 75 (#) et a—1 ou a— 3 racines complexes, non réelles
et conjuguées deux a deux. Notons que a — 1 ou a — 3 sont des nombres
impairs.

2. Si a est pair, ¢y admet deux ou quatre racines réelles (une double pos-
sible) dont —v(#) et 75 (#) et a—2 ou a—4 racines complexes, non réelles
et conjuguées deux a deux. Notons que a — 2 ou a — 4 sont des nombres
pairs.
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C.3 Expression de F(0,u,z) pour 6 > 0, p > 0
et xt >0

Théoreme C.1
Pour tout 6 > 0, tout > 0 et tout x > 0, F (0, u, z) se calcule explicitement :

q—1 P
F(0,p,x) =Y Ci0,m)e D"+ " (Di(0, p)e D" + Di(0, p)e ™07 |
=0 i=1
(C.3.42)
ot q est le nombre de zéros réels et 2p le nombre de zéros non réels de g,
Re (—pp(0)) <--- <Re(—p1(0)) < —0(0) <0, (C.3.43)
—Yg-1(0)) <+ < =m1(0)) < —(0) <0, (C.3.44)

et les constantes C;(0, ) sont des réels et les D;(0, 1) sont des complezes.

Démonstration du Théoreme C.1

(1) Nous rappelons que les poles de I (0, 1, .) sont les zéros de py hormis
75 (0), fausse singularité de ]/7\(6, i, .). D’apres I'étude faite au paragraphe C.2.4,
13(9, i, .) admet donc n < a+ 1 poles :
1. g poles réels (deux ou quatre si a est impair et un ou trois si a est pair),
notés —v,(0),
2. 2p poles complexes, non réels, conjugués deux a deux, notés —p;(#), tels
que :

Re (—=pp(8)) < - - < Re (—p1(8)) < —0(6) < 0. (C.3.45)

(i7) D’apres (C.1.22), (C.1.16) et (C.1.2), nous avons :

~ 1 fg=x0) 1 11
.1 9)  oo(q) [ R ((H%)“ (1+%)“)
1 1 1

60—\ (14 5@2) (1)
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ol @y(q) est donné en (C.1.20).
Remarquons que pour # > 0 et pu > 0 fixés, F (0, 11,q) est une fraction
rationnelle en ¢. Comme liljrn F(0,1,q) = 0, cette fraction rationnelle est de
q—+o0

degré négatif. Ainsi, F (0, i, q) se décompose dans C, en éléments simples, sous
la forme :

9 11,9) Z Zl (Di(enu) 4 Di(€>ﬂ')) 7 (C.3.47)

= Oq+% q+pi(0)  q+p(0)

ol les —;(0) et les —p;(0) sont les poles réels et complexes de ¢y (cf. le point
(7) ci-dessus).

Par inversion de la transformée de Laplace, le Théoreme C.1 en résulte.

Remarque C.2

Notre Théoreme 7.3 fournit également une démonstration du Théoreme C.1.
En effet, d’apres ce Théoreme 7.3, pour tout 8 > 0, tout p > 0 et tout A tel
que —A < 1Zn]f (—:(0),Re (—p;j(0))), F (8, i, .) admet, quand z tend vers +oo,

un développement asymptotique de la forme :

q—1

F(O, ) =Y Ci(0, p)e D" + Z i(0, e PO £ Dy, p)e 7 O)
=0
+0 (), (C.3.48)

ou O est uniforme en € R, et en 0 € R,

Nous allons montrer qu’en fait lim O (e_Ax) = 0 et donc que nous obte-

A—+o00
nons (C.3.42).
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D’apres le Lemme 7.7 et en utilisant 1’écriture (7.1.35), nous avons :

“+oo ~
Ofe—47) = / (AT (D 1 A 4 it)dt

— efAm /+OO cite |i€_A+it -1 . rY())k (0>
o (—A+it)2  (—A+iait)(—A+it+5(0))

N 1 (C —A+it — 3 (0) /+°° (e=(=A+iy _ =75 (O)) V()

o(—A+it) =0\ —A+it+50)  J_ — A+ it + () Y

too (em(FATY _ omm) oo (g7 Oy — )

+ , v(dy) — / ” v(d )} dt .

I v R M e

(C.3.49)

Remarquons que d’apres (C.1.20), nous avons ¢p(q) ~|g—+c0 ¢- €t donc, g ne
s’annulant jamais pour ¢ < inf (—7;(6), —Re (p;(#))), nous montrons, en appli-
17\7

quant le Théoreme de Lebesgue, que Alim O (e‘A”) = 0.
——400

Remarque C.3

Comme v ne charge que R, si les zéros de @y sont des zéros simples dont
la partie réelle est supérieure a —b, (7.2.104) donne les coefficients C;(0, u) et
D;(0, i) explicitement, i.e. :

) - 1 _%(9) — '78(9) 1 ee e%.(g)y ey
R ) { 2 0 —u/o ( ()
_ 1 I e~ 6Oy _ o—ryy,,
) _M/O ( ) (dy)} . (C.3.50)
et
. — 1 —pi(Q) — 78(9> 1 oo Gpi(e)y o)y
DA = | S, ¢ )
_ 1 I e~ 0Oy _ o—nyy,,
7(3%(@)_#/0 ( ) (dy)} : (C.3.51)

Si par contre, la partie réelle des zéros de ¢y est inférieure a —b, il convient
de remplacer dans les formules ci-dessus, ¢ et U par leur prolongement méro-
morphe.
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C.4 Calcul de la loi de 'overshoot

a
Nous supposons dans ce paragraphe que la condition de profit net, ¢ > 7

est vérifiée.

En utilisant (C.3.42) avec # = 0, nous allons déterminer la loi de I'overshoot
K, conditionnellement & {7, < +0o0}, en inversant la transformée de Laplace
en i :

E (equz ]1{T1<+oo} Z Cz 7%(0)56

=0
p

+Z 10, 1)e™ O 1 D;(0, p)e P O7) . (C.4.52)
i=1

11 est clair que les C;(0, u) et les D;(0, p) sont des transformées de Laplace en
1 de mesures que nous allons déterminer.

Théoreme C.4
Nous supposons que tous les zéros de ¢ sont des zéros simples et que la condi-

a
tion de profit net ¢ > 7 est vérifice.

(1) Il existe des constantes oy, i € {0,--- ,q— 1} et (i, i € {1,--- ,p} et
des polynomes, de degré a—1, P;, i € {0,--- ,q—1} et Q;, i € {1,--- ,p}
tels que la loi de la v.a. K, (définie sur {T, < 4+o00}) soit égale a :

q—1 P
= [Z aie_%(o)z + Z i€ —pi0)z + B e —pi0 )] 50(d2)
i=0 i=1
q P
D Pi(2)e O 1y (Qi(2)e O + @i(z)e_p"(o)x)] e lzgpdz .
j i=1

(C.4.53)

(1i) Les constantes «; et 3; sont données par :

(0 —p(0)
T @) Bi= . (C.4.54)

2¢'(—pi(0))

o; =
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(1i1) Les polynomes P; et Q; sont explicites :

Pz) = b ['(a, bz) B e 0z T(a, (—v(0) 4+ b)z)
S @0 | T(a) (1- @) X0 ,
(C.4.55)
Q (Z) _ ebz F(Cl, bZ) B e—pi(0)z F(a, (_pz(0> I b)z)
i 90’(—;01(0)) F(a) (1 _ pilgo))a F(a) ,
(C.4.56)

ot la fonction Z — T'(a,Z) est le prolongement holomorphe de la fonc-
tion définie pour X € R, par :

+00
['(a,X) := / t*te~tdt . (C.4.57)
X

(iv) La loi de K, conditionnellement a {T, < +oo} est égale a :

~ w,(dz)

W, (dz) F(0,0.7) (C.4.58)

Remarque C.5

1. La formule (C.4.58) permet de retrouver aisément :

lim w,(dz) =w(dz), (C.4.59)

T—+00
ol w(dz) est défini par la formule (10.1.1) énoncée au Théoreme 10.1.

a
2. Dans les situations de non profit net, ¢ < 7 nous pouvons obtenir des

formules analogues :

a
Sic< —
ic<y,
q—1 p o
we(dz) = | + Z e 0 4 Z (ﬂie_p"(o)x + ﬁie_pi(o)m)] do(dz)
i=1 i=1
qg—1
+ | Po(2) + Z Py(z)e 0
i=1

p
+ Z (Qi(z)e_pi(o)x + @i(z)e_pi(o)x)] e_bZ]l{ZZO}dz, (C.4.60)
i—1
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oo = 0O 2O =%O) s =20 = %(0)
" 20/(0) b 2¢0(=%(0) b 2¢(=pi(0))
C.4.61)
et
Poz) = e e®©=  T(a, (%(0) +b)z)  T(a,bz)
S p(0) <1+%@> ['(a) P(a) ]~
(C.4.62)
()= 107 T(a, (75(0) + b)2)
Pi( )_90'(_%(0» ((1+76£0)>a ['(a)

a
Sic=—
ic=+,
q—1 P o
wy(dz) = |ap + Z e 0 4 Z (ﬁie_”i(o)x + ﬁie_pi(o)x)] do(dz)
i=1 i=1
q—1
+ | Po(2) + Z Py(z)e i
i=1
p —_— —
+> (Qiz)e O Qi(z)ef’i((’)w)] e l50ydz, (C.4.65)
i=1
avec
1 —%i —pi
ap=——— et a; = i(0) et Gi= _—nl0) (C.4.66)

2¢'(—7:(0)) 2¢'(=pi(0))
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et
2e” (T(a+1,bz I'(a, bz
ne =50 (Nt ) (€467
P(2) = eb* I'(a,b2) e i(0)2 ] ['(a, (—y:(0) + b)z)
A \ T () T /
(C.4.68)
Oi(z) = e I'(a,bz) e~ril0)z ] I(a, (—pi(0) +0)z)
) \ Tl (1 a0 (@)
(C.4.69)

Démonstration du Théoréme C.4

Nous supposons, dans un premier temps que —7;(0) et —p;(0) ont leur
partie réelle supérieure a —b.

D’apres la remarque C.3 et comme nous sommes dans la situation de profit
net, 75(0) = 0, alors nous avons :

, — 1 —i(0) _ 1 e iy _ o=nyy,,
COm =y s i, ¢ M)
1 +o00 o
+;/0 (1—e )V(dy)] : (C.4.70)
et
A — 1 —1i(0) _ 1 I ePiOy _ o=y,
D:(0. ) ' (—pi(0)) { 2 u+pi(0)/o ( ()
1 +o00 oy
—1—;/0 (1—e )l/(dy)} : (C.4.71)

Nous faisons les calculs avec C;(0, u1), ceux pour D;(0, ) s’en déduisant en
remplagant —v;(0) par —p;(0). d’on

C1(0. 1) _(p/(_}%(o)) [—7;(0) - /O T o ( /0 ! e(uﬂi(o))de) V(dy)

+/0+°° (/Ox euzdz) y(dy):| . (C.4.72)
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Ainsi

Ci(0. ) :w/(_}%(o» {—7;(0) B /O T us ( / o 6%(0)(y—z)y(dy)) d»

+/0+°° bz (/:Oo ,,(dy)) dz} . (C.4.73)

Nous déduisons de (C.4.73) :

+oo
Ci(0, ) = / e w(dz) (C.4.74)
0

avec

1
@'(‘%‘

w0(az) = b [0y = ([ 00— 1)) 1]

(C.4.75)

Utilisant alors (C.1.2), nous avons :

+o00
/ (ew(o)(y—z) _ 1)u(dy) _

b® Foo +oo
_ o / T (O g / "
['(a) . .

b2 e 0% D(a, (—v(0) +b)2) T(a,bz)

T o-w0) @ T (CAT0)
Nous obtenons alors :
w®(dz) = 1 —i(0) 5
) =gy s
I'(a,bz)  b° e 02 T(a, (—y;(0) + b)2) 3
(B byt )H{Z>O}Ci<z]477>

Dans le cas ou —v;(0) a sa partie réelle inférieure a —b, il suffit de remplacer
dans (C.4.77), ¢'(—7:(0)) par la valeur en —+;(0) du prolongement méromorphe
de ¢’ pour obtenir w®(dz).

Par ailleurs, comme a € N*, d’apres (C.4.57), nous constatons facilement
par intégrations par partie que I'(a, X) est le produit d’un polynéme de degré
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a—1 et de e=X. Ainsi il est clair qu’il existe un polynéome P; de degré a — 1
tel que :
1 D(a,bz) 0% e 0% D(a, (—(0) +b)2)] ,.
e’

Pi(z) = ©'(—(0)) | T'(a) a (b—(0))" I'(a)

(C.4.78)

w(dz) = %%%(dz) + Pi(z) e P 5ydz . (C.4.79)

En utilisant alors le développement (C.4.52), nous obtenons (C.4.53). O

Donnons deux exemples.

C.5 Exemples

C.5.1 1" exemple:a=1

La mesure v est alors une loi exponentielle :

v(dy) = be " 1gy~0y dy. (C.5.80)

Zéros de oy :

Pour tout 6 > 0, ¢y a exactement trois zéros, réels, notés —v;(0), —yo(6)
et 75 (0), vérifiant :

—71(0) < —b < —%(0) <0< 75(0). (C.5.81)

Expression de F(0, u, )

Ainsi pour tout 8 > 0, tout u > 0 et tout x > 0, nous avons :

F<97 s :U) = CO<97 Iu)e—’yo(Q):L‘ + C’1 (95 M)e—’n(e)x : (0582)
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Zéros de ¢ :

Plus particulierement, si # = 0, alors les zéros de ¢ sont, outre go = 0 :

= —l—b + b 2+2 t = — +9 — —9 2+2
q1 = c 5 C 5 et @ = c 5 c 5 .

Ces zéros vérifient :

1. g2 < —b et avec la notation de (C.5.81), nous avons : g = —71(0).
1
2. Sic> 7 (condition de profit net), nous avons : —b < ¢; < 0 et donc :
—%(0) = q1 et 75(0) = o = 0.

1
3. Sie< 5> Dous avons ¢, > 0 et donc : 5(0) = ¢ et —(0) = go = 0.

1
4. Sic= 5> Dous avons ¢; = 0 et donc : ¢1 = qo = 5(0) = —0(0) = 0.

Loi de 'overshoot, dans le cas de profit net :

1
Nous nous plagons dans la situation de profit net, ¢ > 7

Remarquons tout d’abord que :

+o0
F(l,X):/ e tdt = e, (C.5.84)
X

Ainsi, la loi de la v.a. K, (définie sur {7, < +o00}) est, d’apres (C.4.53) et
(C.5.84), égale a :

2¢0'(q1)  2¢'(qo)

[ qleqw q2€q2r
(1 +0)¢' (1) (g2 +D)¢'(q2)

w(dz) = { } So(dz)

} e " 1ps0dz . (C.5.85)

Nous nous proposons maintenant de calculer la loi limite, quand z tend
vers +00, de l'overshoot K, conditionnellement a {7, < +oc}. Tout d’abord,
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calculons la loi w,(dz) de K,, conditionnellement a {7}, < +oo} :

- B wz(dz) — wm(dz)
W, (dz) = P(T, < +o00)  F(0,0,2)

q1e91”® qoe92”® q1e91”® goed2”® —bz
2@ T 2@'(%)] do(dz) + [(qlﬁw(qn T (q2+2b)s0’(qz)} e Iizz0ydz

- qreaie (1 1 goed2e (1 1
) <5 t b(q1+b>> t oW <5 + b(_fI2+b)>

(C.5.86)
Comme ¢y < —b < ¢; < 0, nous obtenons :
1oo(dz) + <l dz
lim @, (dz) = 2 of 3 wtb 7200 (C.5.87)
r——+00 5 —+ CED)
Par ailleurs, un calcul montre que :
1 1 1_
~ 4+ S (C.5.88)

2 b(Ch + b) a1

Ainsi la loi limite, quand x tend vers +o00, de 'overshoot K, conditionnelle-
ment a {7, < +oo} est égale a :

1
w(dz) = T (—%50(0&’) S e_bZ]l{Z>o}dz) : (C.5.89)

C_E q1+b

Nous retrouvons donc 'expression (10.1.1) de w(dz) énoncée au Théo-
reme 10.1.

Probabilité de ruine :

Ainsi, si # = p = 0, nous avons, d’apres (7.2.110), (7.2.113), (7.2.112) et
(7.2.107) :

Si e< % P(T, < +o0) = F(0,0,) = 1 (C.5.90)

: 1 ©'(0) ©'(0)
Si > - P(T, < +00) = — —%e8% — " eB%, C.5.91
po = v T ) (C.5.91)

Avec (C.5.91), nous retrouvons un résultat de Dufresne-Gerber [DG90].
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C.5.2 2% exemple : a = 2

La mesure v vérifie alors :

v(dy) = b*ye "m0y dy. (C.5.92)

Zéros de oy :

Montrons alors que nous pouvons choisir b suffisamment grand pour que
pour tout # > 0, gy n’ait que deux zéros réels, —v(0) et 7;(0).

g étant convexe sur | — oo, —b| et d’apres (C.2.39) et (C.2.40), sa dérivée
s’annule une seule fois en x; < —b, donc :

2?2
pp(x1) =21+ — Grap =" (C.5.93)

donc :

2

1
wo(r1) = % +cry—(1+40)+ 5(951 +c)(b+ 1)

1
LS (C.5.94)

_ 2
=T + D) 9

Etudions la fonction h définie pour ¢ < —b par :

hqg) = ¢ + 36;6 q—i—%cb—(l—k@). (C.5.95)
Nous avons donc :
1 (q) = 2q + 30; beo g(b —¢) Vg<—b. (C.5.96)
De plus :
h(—b) %bQ - %cb —(1+0). (C.5.97)

Nous pouvons choisir b suffisamment grand, pour que h soit décroissante sur
| — 00, —b[ et vérifie h(—b) > 0. Dans ces conditions nous avons :
h(z1) > h(—b) > 0. Ainsi ¢y admet pour minimum sur | — co, —b|,
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wo(x1) = h(x1) > 0 et n’a donc pas de racine réelle dans | — oo, —b[. Donc ¢y
admet deux racines réelles —vy(6) et 75 (6) et deux racines complexes conju-
guées notées —vy1(0) et —77(0) .

Expression de F (0, u, x)
Ainsi pour tout > 0, tout u > 0 et tout x > 0, nous avons :

F(ev H, .I‘) = C()(e, :u)e_%(e)x + Cl(ea :U’)e_’ﬂ(e)z + a(ea M>6—W(9)Z : (C598)

Zéros de ¢ :

Examinons le cas particulier ot # = 0. ¢ admet comme zéros (calculés avec
le logiciel maple) :

q =10 (C.5.99)
G=A+DB- ;(b +o) (C.5.100)
G2 = — %(A+B)—§(b+c)+%(A—B)i\/§ (C.5.101)
43 = — %(A+B)—§(b+c)—%(A—B)i\/§ (C.5.102)

ou

1
A== [—6cb2+12c2b+b3+36b—18(:—8c3

3
/1262 — 24 + 726702 — 36¢b° + 6bF — 48¢3h + 13262 — 96¢b ] :
(C.5.103)
_dch + b Ac?
B= C+926+ < (C.5.104)

I1 est clair que pour b suffisamment grand, ¢; est réel, ¢, et ¢3 sont des complexes
conjugués dont la partie réelle admet pour développement limité quand b est
voisin de l'infini :

Re () = — b— % +o (%) , (C.5.105)

ce qui prouve que, pour b assez grand, Re (¢g2) < —b.
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Loi de 'overshoot, dans le cas de profit net :

2
Nous nous plagons dans la situation de profit net, ¢ > 7

Remarquons tout d’abord que :

+o0
2, X) = / teldt=Xe ™ +e ¥, (C.5.106)
X
Ainsi, la loi de la v.a. K, (définie sur {7, < +oo}) est, d’apres (C.4.53) et
(C.5.106), égale a :

() =

¢ el Qo e12® 62 eﬁzw
20 (q1)  2¢'(q2)  2¢'(Qy)

) So(dz)

+ (Pi(2)e"” + Py(2)e®* 4+ Pa(2)e®”) e P1poqpdz.  (C.5.107)

ou P; avec i € {1,2} est le polynéme, de degré 1, défini par :

Pi(z) = z4+1+ —| . C.5.108
(=) ©'(q;) [ b+ q; (b+¢;)? ( )

Probabilité de ruine :

Ainsi si 0 = p = 0, nous avons, d’apres (7.2.110), (7.2.113), (7.2.112) et
(7.2.107) :

2
Si < 7 P(T, < 400) = F(0,0,z) =1 (C.5.109)
2 / / / o
Si ¢> - P(Tw < —|—oo) = — ﬂeqw _ ﬂeqzx _ 90,(0_> BT
b ¢ (@ ¢ (q2) ¢ (%)
(C.5.110)
Remarque C.6 En particulier, quand z tend vers +oo :
QDI(O) Qx —Re (¢g2)z / s
P(T, < 4o00) + T )e e n'a pas de limite, (C.5.111)
¥ \q1

car cette expression est une combinaison linéaire de cos(Im (gq)x) et de
sin(Im (g2)z). Dans le chapitre 8, nous avons prouvé par une méthode de re-
nouvellement que eVU(O)xIP’(T » < +00) a une limite quand z tend vers +o00, ce qui
nous donne le premier terme du développement asymptotique de P(T,, < +00).
(C.5.111) prouve qu’obtenir le second membre par une méthode analogue n’est
donc pas possible.
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Fonctions hypergéométriques

Nous rassemblons ici les informations sur les fonctions hypergéométriques
qui nous sont utiles au paragraphe 2.3.2 du chapitre 2.
_ 1
Soit m € —5,0 .
Nous noterons : 1
m
m=——— (D.0.1)
8m(2m + 1)

et pour A € R, nous posons

. 1\/8(m FD@m D) D.02)

Lorsque A > )\, , nous notons

£ = ﬂ;_:;l +p et by, = WZL_# —p (D.0.3)
et pour A < \,, ,
Em = ”;—:Ll +ip et b, = ”5—:;1 —ip. (D.0.4)

Nous noterons désormais Z_ l’ensemble des entiers négatifs. Pour ¢ & Z_ |
nous notons F(&,b,¢; z) la fonction hypergéométrique définie a 'intérieur du
disque unité de C par la série

F(&bez) =1+ et 1)(556113)_1&%[);_11);? TR ko (pos)

k>1

247
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Cette fonction est analytique sur {z € C/|z| < 1} et on peut en réaliser
un prolongement holomorphe (cf [Leb65]) sur C \ [1,4o00] qui vérifie aussi
I’équation différentielle :
O*F oF

z(1 —Z)W—F{C— (f—l—b—i—l)z}a — &bz =0. (D.0.6)
Pour ¢ € Z_, I'équation (D.0.6) n’est plus satisfaite puisque F' n’est pas défi-
nie pour ¢ € Z_. C’est pour pallier cette difficulté que nous allons définir la
nouvelle fonction hypergéométrique G. Pour ¢ € Z_, nous notons G(&,b,¢;.)
la fonction définie sur C par

G b,c;2) =2 F(E+1—cb+1—c¢2—c2). (D.0.7)

Nous pouvons montrer que G vérifie I’équation différentielle (D.0.6).
Nous notons ensuite :

2m+1
= D.0.
Cm o (D.0.8)
et nous remarquons que si m = —% avec n € N\ {0,1}, 272”;:1 € 7Z~. Pour
1
A €R, et ¢, € Z, nous notons n(x) := 5 (1 - z%) et
Hx(x) = F (&my by cm; (7)) (D.0.9)
Kx(x) = F (& by ¢ () (D.0.10)
et pour ¢, € Z_,
Hx(2) = G (&ms by Cmi; () (D.0.11)
K\(%) = G (§ms bins s () - (D.0.12)

Nous remarquons ensuite que le générateur infinitésimal L de Z s’écrit

Li(w) = 5 ()" (@) — B f (x)

c’est-a-dire )
(%Q<ﬁﬁw%ﬂ—mww» (D.0.13)

L) = 5



249

Proposition D.1
Les fonctions Hy et K, sont des fonctions propres, associées a la valeur propre
A de lopérateur L.

Démonstration de la Proposition D.1

Une fonction f est fonction propre de L si

; (T:) (v + @) f(@) = B f'(x) = Af(x) = 0
(va, +2%) " (z) — 2 (Z—Z) Baf'(x) —2 <7—:) M(z)=0. (D.0.14)
Nous avons : i
Hy(@) = =5 R (n() (D.0.15)

ou R désigne F(&n, b, Cn;.) o G(&m, by Cm; ) suivant la valeur de m et

1

H{(z) = —WR”(n(x)) ) (D.0.16)
Donc / Yy

R(n(z)) = ——=H)(z) (D.0.17)
et

R'(n(z)) = —442 H} (). (D.0.18)

Puisque R vérifie I’équation différentielle (D.0.6), nous avons :

n(@)7(@) R (1(2)) + {en — (&n + b + L)n(@) R (0(2)) — &nbnR(n(z)) =0

donc

1 a? 2N\ i
1(1 + 7—2)(—47m)HA (x) +

{ep — (€ + b + 1)%(1 _ %)}( _ %TM)H;(:E) b Hy (1) = 0
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ce qui donne
(v +2)HY(2)  +  (=i7m)(20m = §n — b — 1) Hy\()
+  (lm+bn+DaH{(z) +  &ubmHi(z) =0.
(D.0.19)

2
Comme (6 + by +1) = 25 — —2(22)°5 et 2y — & — b — 1= 0, et
puisque

€ob = (m—H>2ip2: 2(m+1)(2m +1) _ _2(’7_771)2
e 2m

m A,

H), vérifie I'équation (D.0.14). Ainsi, H) est fonction propre de L pour la valeur
propre .
La démonstration est identique pour la fonction propre K. O

Les parties réelles de Hy et K, sont également fonctions propres de L
associées a la valeur propre A . Nous noterons désormais :

h)\ = iRe(H,\) et k/\ = i)%e(K,\) (DOQO)
Nous posons aussi, pour tout réels w,y et zZ,

f(w) = ha(y)ka(w) = kx(y)ha(w) (D.0.21)
et
gi(w) = hy(2)kx(w) — ka(2)ha(w). (D.0.22)

Y z : s N
[ et g3 sont fonctions propres de L associées a la valeur propre A, en tant que
combinaisons linéaires de fonctions propres.
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I- Processus associés a I’équation de diffusion rapide

Résumé Nous montrons ici 'existence et I'unicité du processus solution d’une E.D.S.
associée a I’équation de diffusion rapide, lorsque la donnée initiale est la mesure de Dirac
en 0. Nous prouvons que les trajectoires de ce processus sont holderiennes d’indice inférieur
a 1/2 et nous explicitons la transformée de Laplace d’une classe de temps d’arréts liés a ce
processus. Puis, nous construisons la solution d’une E.D.S. associée a ’équation de diffusion
rapide pour une large classe de données initiales. Enfin, nous montrons que cette solution,
convenablement renormalisée, converge vers la solution associée a la donnée initiale mesure
de Dirac en 0.

Mots clés : E.D.P. non linéaire de type parabolique, processus auto-similaire, équation
différentielle stochastique, temps d’arrét.

Title : Associated processes with the rapid diffusion’s equation.

I1I- Etude asymptotique du temps de ruine et de ’over-
shoot

Résumé Nous modélisons la fortune d’une compagnie d’assurance a l'instant ¢ (¢ > 0) par
un processus (ZF, t > 0) défini par ZF =z — X; , avec Xy = By —ct + J; ou (B, t>0)
est un mouvement brownien linéaire, (J;, ¢t >0) un processus de Lévy, de sauts purs, de
mesure de Lévy v, indépendant de (B;, ¢t>0). Nous supposons By = Jy = 0; = désigne
une constante réelle positive et ¢ un réel. Soit T, := inf {¢t > 0; X; > x}, le premier temps
de ruine et K, := X7, —x, I'overshoot ou dépassement du niveau x. Nous obtenons les
résultats suivants :
1. Soit, V8 >0, Yu >0, Vo > 0, F(0,u,z)=FE (e_‘gT’D_“Kz H{TI<+00})~ En suppo-
sant I’existence de certains moments exponentiels pour v, nous prouvons que F(0, y, x)
admet, quand x tend vers +oo, un développement asymptotique de la forme :

P
F(6,p.2) = Co0,m)e 0% + 3 (Co(, e 0% + T(6, p)e F7) + 0 (e )
i=1
avec 0 < v(0) < Rey1(f) < --- < Re~,(f) < B. Lorsque v ne charge que Ry, les
constantes C; (6, u) sont explicites.
2. Sous I'hypothese de moment d’ordre n pour la restriction de v a Ry et avec la condi-
C
Tra2 ©20
3. Nous prouvons, en utilisant le développement asymptotique précédent, un théoreme
de la limite centrale pour le couple (7, K,) convenablement renormalisé, quand x
tend vers 400 (sous différentes formes selon que ¢ > E(J1), ¢ < E(J1) ou ¢ = E(Jy)).

tion de profit net, nous montrons : P(7T, < +00) <

4. Enfin, nous établissons une réciproque du théoreme de Zolotareff, pour des processus
de Lévy de la forme donnée dans cette étude.

Mots clés : Probleme de ruine, processus de Lévy, comportement asymptotique, décrois-
sance exponentielle, équation de renouvellement, premier temps de passage.
Title : Asymptotic behaviour of the ruin’s time and of the overshoot.
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