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Réesumeé

L'idée qui consiste a traiter séparément les parties couttengue portée de l'interaction électronique

dans la théorie de la fonctionnelle de la densité, par une fonctionnelle de la densité d’'une part, et par
une description par fonction d'onde d'autre part s’est largement développée récemment. Ce schéma
conduit naturellement a la construction d’une fonctionnelle hybride d’'un nouveau type, avec la combi-
naison d’'une énergie d'échange de longue portée explicite et d’'une fonctionnelle d’échange-corrélation
de courte portée appropriée. L'ajout, dans une approche perturbative, d’un terme rendant compte des
corrélations dynamiques de longue portée, se présente comme une solution alternative au probléme fon-
damental de I'incorporation des forces de dispersion dans la méthode de la fonctionnelle de la densité,
applicable aussi bien au niveau moléculaire qu’en conditions périodiques.

Mots-clés
théorie de la fonctionnelle de la densité ; forces de van der Waals ; séparation de portée ; fonctionnelle

hybride ; corrélation électronique de longue portée ; diméres et solides de gaz rares.






Abstract

The separation of electron-electron interactions to a shaddong-range components within the density
functional theory has been recently promoted by the combination of a pure density functional description
in the short-range part with a wave-function approach in the long-range contribution. Based on this idea,
a novel kind of hybrid functional is developped which combines an explicit long-range exchange term
with an appropriate short-range exchange-correlation functional. By adding explicit long-range electron
correlation corrections by a perturbational treatment, one obtains an alternative solution, to take into ac-
count the van der Waals forces in the framework of the density functional theory, fully applicable in the
context of molecular calculations as well as in periodic boundary conditions.

Keywords
density functional theory ; van der Waals forces ; range separation ; hybrid functional ; long-range elec-
tronic correlation ; dimers and solids of rare gas.
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Introduction générale

Dans le but de replacer ce travail de thése dans le contextatgésde la recherche systématique d’amé-
liorations de la description des forces intermoléculaires dans le formalisme de la théorie de la fonction-
nelle de la densité, ce chapitre introductif rappelle dans un premier temps, historiquement et simplement,
la physique a l'origine de ces forces. De plus, les motivations ainsi que les grandes idées directrices a
I'origine de ce travail sont évoquées.

Van der Waals et la mise en évidence des interactions intermoléculaires

Historiguement, I'idée que la matiére puisse étre constituée d’atomes et de molécules est née de la théo-
rie cinétique des gaz et des considérations de stcechiométrie dans les réactions chimiques. L'existence
de phases condensées est, par le fait, la preuve de I'existence de forces attractives entre molécules. A
I'opposé, les propriétés d’incompressibilité sont le résultat de fortes répulsions a petites distances entre
les constituants du systeme étudié.

J. D. van der Waals fut le premier a intégrer ces idées dans la description des gaz, qui par opposition aux
"gaz parfaits", prirent la dénomination de modéles de "gaz réels". En 1873, il proposa une équation dans
laguelle les volumes occupés par les molécules réduisent le parcours libre moyen de celles-ci, indiquant
clairement que de fortes répulsions sont présentent a courte distance. Une autre grande idée incluse dans
son modele est que la pression du gaz diminue grace aux effets des forces attractives entre molécules,
I'idée de forces intermoléculaires a grande portée est née. Il alongtemps été admis que ces forces avaient
pour origine I'électrostatique classique, mais il a fallu attendre I'avénement de la mécanique quantique
pour enfin réaliser le caractére quantique de ces interactions.

Origine des interactions intermoléculaires

Les atomes et les molécules sont composés d’électrons et de noyaux qui sont par essence des parti-
cules chargées, elles interagissent donc en vertu des forces de Coulomb. Dans le cadre de la mécanique
guantigue, ces interactions coulombiennes donnent naissance a plusieurs formes d’interactions intermo-
|éculaires qui sont : I'électrostatique, I'induction (ou encore polarisation), la dispersion et I'échange. Les
deux premiéres restent décrites par le biais de I'électrostatique classique, tandis que I'échange et la dis-
persion n'apparaissent gue comme des termes purement quantiques. L'effet du terme électrostatique est
une simple répulsion (ou attraction) entre deux partenaires ; I'induction (toujours positive) est plut6t la
manifestation de la déformation de la densité électronique par effet du champ électrique de la molécule
voisine, bien que cette définition exclut les interactions du type multipbles induits multipdles induits
prises en compte par le terme de dispersion.

La contribution d’échange est diie au principe d’exclusion de Pauli, qui impose que deux électrons ne
peuvent pas étre dans le méme état quantique, une conséquence directe est alors que la fonction d’onde
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doit prendre une forme antisymétrique pour I'échange de d@ctréns. Cette composante est indiffé-
remment répulsive ou attractive, mais dans le cas d’'une paire d'atomes interagissant et possédant des
couches électroniques partiellement occupées, elle est positive et donne lieu a la formation d’'une molé-
cule avec des liaisons chimiques liantes fortes. Cependant, la plupart des molécules stables ne possédent
que des couches électroniques fermées, et les forces d’échange deviennent alors répulsives a trés courtes
distances. A noter que la répulsion de Pauli, dans ce cas, est un effet de trés courte portée [1], et qu’elle
est responsable du phénomene d’exclusion stérigue et donc de la notion de "volume d’exclusion” dans la
théorie des gaz réels.

La derniére contribution dénommée dispersion, du fait que les grandeurs physiques impliquées soient
les mémes qui déterminent les phénomeénes de dispersion des indices de réfraction des milieux, a pour
origine, comme nous le verrons dans le chapitre 1, les fluctuations quantiques de la distribution électro-
nigues des charges. A grandes distances, les nuages électroniques des partenaires ne se recouvrent pas,
et il est alors possible d’exprimer les termes d’électrostatique, d’induction, d’échange et de dispersion
a l'aide d’'un développement multipolaire [2]. Pour des molécules chargées et polaires, les interactions
dominantes sont essentiellement I'électrostatique et I'induction. Dans le cas de sous-systémes neutres
et apolaires, c’est I'énergie de dispersion qui régit le comportement a longue distance. En premiére
approximation, le terme dominant dans le développement multipolaire est celui de I'interaction dipdle
induit-dipole induit donnant une dépendance de I'énergigkeh ol R est la distance entre les deux
centres de masses des partenaires.

En se placant a la distance d’équilibre, pour laquelle I'énergie du systéme est minimale, le recouvrement
entre les nuages électroniques des deux molécules neutres et apolaires est faible, l'interaction inter-
électronique est alors incapable d’'induire un changement interne dans la structure des sous-systéemes, les
molécules gardent alors principalement leur identité [3]. L'ordre de grandeur des énergies d'interaction
mises en jeu dans les phénoménes de dispersion démarre, dans le cas trivial de deux atomes d’hélium,
a 8 cnt! (soit 1 meV ou bien encore 35Hartrees) pour valoir jusqu’a plusieurs centaines de tm

dans le cas de molécules plus complexes. A noter que cet intervalle n'inclut que des phénomenes pure-
ment dispersifs : par exemple, dans le cas de liaison-hydrogéne, les énergies mises en jeu sont un ordre
de grandeur plus importantes, mais restent faibles en comparaison des énergies associées aux liaisons
chimiques.

Pourquoi étudier les interactions de van der Waals ?

Les interactions de van der Waals sont a la base d’'un grand nombre de phénomeénes plus ou moins com-
plexes, présents aussi bien en chimie, qu’en biologie et qu’en physique du solide. En conséquence, elles
recoivent une attention toute particuliere tant au niveau expérimental que théorique. Expérimentalement,
elles sont, par exemple, observées et désignées comme responsables de la cohésion de nombreux cristaux
liquides et moléculaires, mais aussi présentes dans les phénomenes de polymérisation [4], et assurent la
cohésion de matériaux graphitiques [5] et d’autres systémes lamellaires. Il a d'ailleurs été montré récem-
ment toute leur importance dans les phénoménes d’adhésion [6] et de physisorption. De plus, il est bon
de rappeler le role joué par ces interactions dans la biologie, et de maniére plus générale dans la science
du vivant : la spécificité de site de I'ADN ou encore sa réplication sont autant d’exemples frappants pour
lesquels une compréhension parfaite des mécanismes est absolument nécessaire. Citons enfin le role
central de ces forces dans les processus "héte-récepteur” lors de réactions impliquant des protéines [7]
et plus simplement encore lors de la formation de complexe au cours d’'une réaction chimique. Enfin,
l'autre intérét de I'étude de ces forces est le probléme qu’elles posent théoriquement quant a leur inclu-
sion dans les méthodes de chimie quantigiiénitio mais aussi dans le cadre spécifique de la théorie de

la fonctionnelle de la densité (DFT).



Théorie de la fonctionnelle de la densité

La "success-story" de la théorie de la fonctionnelle de la densité s’étale sur plusieurs décennies. Au-
jourd’hui, la description de propriétés telles gque les liaisons, les structures, la cohésion aussi bien au
niveau moléculaire que dans les solides est une des réussites frappantes de cette méthode [8, 9]. C'est
particulierement vrai pour les systéemes fortement liés, mais dans les cas ou les forces de van der Waals
sont prédominantes (matiére molle, complexes de van der Waals, biomolécules et autres matériaux la-
mellaires) les résultats sont plus erratiques, et nettement moins abondants. L'origine de ce probléeme est
clairement identifiée : les effets de corrélation électronique des forces de dispersion sont purement non-
locaux et, en aucun cas, une approximation locale ou semi-locale ne pourra en rendre compte [10, 11].
Afin de capter I'essence méme des corrélations non-locales dans le cadre strict de la DFT, de nombreuses
voies ont été ouvertes, une revue de ces tentatives est faite dans le chapitre suivant, mais pour le moment
il apparait nécessaire de développer une méthode ayant les moyens, a un moindre co(t computationnel,
d’'incorporer ces corrélations sans perdre de vue les avantages de la DFT aussi bien au niveau moléculaire
que dans le calcul en conditions périodiques. C’est le but avoué de ce travail de thése.

Objectifs et développements

L'idée qui consiste a traiter séparément les parties courte et longue portée de l'interaction électron-
électron par une fonctionnelle de la densité d'une part, et par une description par fonction d’onde d’autre
part, a été promue de maniere significative ces derniéres années [12, 13]. Ce schéma permet, en principe,
une décomposition des contributions énergétiques de chaque terme de I'hamiltonien électronique. Nous
avons vu précédemment que les termes a l'origine de la dispersion sont des contributions a longues
distances, nous disposons donc, a I'aide de la séparation de portée, d’'un moyen de remplacer la (ou les)
partie(s) inappropriées dans la méthode de la fonctionnelle de la densité par un terme plus adéquat.

Du point de vue de la chimie quantique [14], basée sur une approche Hartree-Fock incapable de rendre
compte des corrélations électroniques, il a été développé de nombreuses méthodes utilisant la fonction
d’onde afin de rendre compte des corrélations électroniques. L'idée exposée dans ce travail de recherche
est la justification et la validation d’'un schéma intégrant au formalisme de la DFT, celui-ci trouvant son
origine dans une approche "physique", un terme provenant d’une vision plus quanticienne du probléme.
Nous montrerons que ce schéma conduit naturellement a la construction d’'une fonctionnelle hybride
d’'un nouveau type, par séparation de portée (RSH, pjRanje Separated Hybti ol le "mélange" est
effectué a partir d’'une fonctionnelle usuelle et d’'un terme d'échange Hartree-Fock traitant uniguement
des interactions d’échange de longue portée.

La séparation est réalisée a l'aide d'une fonction erreur, avec un seul parameétre libre, qui contréle le
rayon d’action des interactions de courte-portée, qui sont de leurs cotés, décrites par une fonctionnelle
de la densité appropriée. Dans la recherche d’une solution alternative au probléeme fondamental de I'in-
corporation des forces de dispersion dans la méthode de la fonctionnelle de la densité, une approche
perturbative rendant compte des corrélations dynamiques de longue portée est étudiée aussi bien au ni-
veau moléculaire que dans les solides.

Pour aider la suite du développement, il sera exposé dans le prochain chapitre, une revue détaillée des
idées maitresses capables d’expliquer I'origine physique des forces de dispersion. Dans un second temps,
la plupart des solutions proposées pour rendre compte des effets dispersifs dans le contexte spécifique de
la DFT est présentée. De plus un retour sur les performances des fonctionnelles d’échange-corrélation
approchées usuelles, tant au niveau moléculaire par I'étude de diméres de gaz rares, que pour des sys-
temes périodiques avec I'étude de solide de gaz rares, est donnée dans ce méme chapitre, se terminant
par un schéma d'intention.



Ensuite, des idées générales concernant la séparation de gerbnt présentées, ainsi que deux appli-
cations directes, I'une au niveau moléculaire I'autre en condition périodique, montreront les avantages
d'une décomposition de l'interaction électron-électron dans le formalisme de la DFT. Puis le forma-
lisme RSH+MP2 sera explicité en détails, et deux applications, au niveau moléculaire, seront détaillées.
Enfin des résultats préliminaires encourageants obtenus par une implémentation du schéma de calcul
RSH+MP2 en conditions périodiques dans une approche en ondes-planes seront donnés, offrant de nom-
breuses perspectives intéressantes dans le choix de futures études.
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Chapitre 1
Forces de van der Waals

Sans une compréhension fondamentale de l'origine des foeeksdersion [1, 2, 3], il est bien évi-
demment difficile de discuter, dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité, I'inclusion ou
I'absence des effets de ces interactions dans I'étude de systémes prototypes. C’'est pourquoi la premiére
volonté affichée de ce chapitre consiste a présenter, a partir de différents points de vue, la naissance au
sein de modeéles simples, des forces de van der Waals. Il est a noter que les différentes dénominations uti-
lisées par les deux communautés s’attelant a ces phénonémes n’aident en rien dans la compréhension des
phénomenes, ainsi il apparait nécessaire de faire un tri et d’expliciter au cours de la discussion suivante
ces variations sémantiques, afin d'éviter autant qu’il se peut la confusion des termes.

Il me semble gqu'une somme non-exhaustive de ces différentes approches aident a se forger une vision
claire quant a 'origine du phénoméne de cohésion entre atomes faiblement liés. Trois d’entre elles sont
relativement proches et restent conventionnelles, mais le modéle proposé par Feynman [4] se détache
nettement par sa clarté et trouve un écho intéressant dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de
la densité [5]. De plus, une discussion des différentes décompaositions possibles de I'énergie d'interac-
tion est donnée dans la suite en pointant leurs avantages et inconvénients. Etant donné que les courbes
d’interaction entre atomes a couches électroniques saturées sont des exemples typiques pour lesquels les
forces de van der Waals (vdW) sont majoritairement responsables de la liaison, il apparait nécessaire de
définir des potentiels de référence des diméres de gaz rares. Un historique de ces différentes solutions
semi-empirigues est donné dans la toute derniére partie de ce chapitre, ainsi qu'une discussion sur la
forme du potentiel retenu dans la suite de I'exposé.

1.1 Oirigines

La physique a l'origine des forces de cohésion universelles est de toute premiére importance, et dés
I'avénement de la mécanique quantiqgue de nombreux groupes se sont penchés sur le probléme. Une petite
revue historiqgue des approches simplifiées ainsi que les premiers modéles sont présentés de maniére
concise dans la suite. Dans un sens trés large, les interactions de van der Waals incluent différentes
forces attractives qui trouvent leur origines dans les fluctuations de distributions de charge. Le premier
exemple est constitué par les forces de Keesom, qui donne la dépendance de I'énergie d'interaction entre
deux molécules, séparées par une distaicet possédant des moments dipolaires permangnigi§),

subissant des fluctuations thermiques. L'énergie d’interaction est proportionnelle aux carrés des moments
dipolaires, inversement proportionnelle a la température ainsi gu’a la puissance sixieme de la distance :
2uip3 1

SkT IO (1.1)

EKeesom: -

Ici apparait donc la fameuse loi de puissancekefi et une dépendance aux carrés des moments dipo-
laires.
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Un peu plus tard, Debye a décrit I'interaction d’'une molécule possédant un dipdle dont I'orientation subit
des fluctuations thermiques avec un partenaire polarisable. La polarisabilité dipolaire maygeme
compte des effets de polarisation électronique et de vibration du partenaire. Il obtient ainsi la formule :

1
Epebye = _N%OQﬁ' (1.2)

Ces mécanismes, bien présents dans les gaz réels et dans les liquides, ne parviennent pas a expliquer
la cohésion de systemes constitués de molécules et d’atomes apolaires. C’est finalement London qui va
clarifier les choses et donner une expression plus générale pour l'interaction entre partenaires apolaires,
pour laquelle les mécanismes de Keesom et de Debye ne peuvent étre évoquées afin d’expliquer la
cohésion. Ainsi dans le cas de liquides et de solides de gaz rares, qui sont constitués d’atomes quasiment
sphérigues et ne possédant pas de moments permanents, on a besoin d’'un nouveau mécanisme expliquant
la cohésion de ces systémes.

1.1.1 Approche simplifiée : fluctuation-corrélation

F| E

Atome 1 Atome 2

[=

(2) (b)

FiG. 1.1 —lllustration de I'’émergence de I'attraction entre deux atomes de gaz rares.

En vertu du théoréme de Gauss, la distribution de charge statique d’'un atome isolé neutre et sphérique
produit un champ électrique qui décroit de maniere exponentielle avec la distance au noyau. Linteraction
de ce champ avec la distribution de charge statique non-perturbée de I'atome partenaire, voir la figure 1.1,
ne rend évidemment pas compte de la décroissance en loi de puissance de I'attraction de van der Waals
entre atomes distants.

Cependant, les mouvements de "point-zéro" des électrons (ou dans une certaine mesure I'agitation ther-
migue) peuvent créer un moment dipolaire fluctuant temporéiaitaché al'atome 2. En conséquence,

un champ électrique dipolairﬁl proportionnel &-d; R~3, ol R est la distance interatomique, agit sur
I'atome 1. Celui-ci possédant une polarisabilité dipolairerépond au chamg par l'intermédiaire

d’un moment dipolairefl dont I'expression simplifiée est :

dy ~ a1 Fy = —OéldQR_3, (2.3)
montrant ainsi la corrélation entre les deux moments dipolaires. En retour, cf. figure 1.1 partie (b), un
champ électriqué, ~ —d;R~3 ~ «a;dy R~% agit sur 'atome 2. L'énergie de ce champ interagissant
avec le dipble originel s'écrit simplement :

E ~ —Fydy ~ —a; R75d2. (1.4)

Bien qued, fluctue et donc en moyenne au cours du temps s'annule, la moyenne de sotigarré
est quant a elle non nulle. Dans I'approximation trés rudimentaire considérant I'atome 2 comme un
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oscillateur harmonique, la valeur de3) est donnée pafd3) ~ hwoas, Ol wy est une fréquence
électronique d’oscillation de I'atome, et est la polarisabilité de I'atome 2. Ainsi en moyennant dans
le temps, on obtient I'expression de I'énergie d’interaction suivante :

B = —CgR™°, (1.5)
ou Cg, la constante de Hamaker pour cette géométrie particuliére est grossierement donnée par :
Cs ~ Khwyayas, (1.6)
avec K une constante sans dimension qui n'est pas décrite dans I'approche qualitative précédente.

L'avantage de ce petit modele est le lien direct qui peut étre fait avec une approche par le calcul en
configuration d'interaction (CI) [6], ou les excitations simultanées des deux fragments sont intégrées dans
la superposition des fonctions d’onde de forme mono-déterminante. Ainsi, on voit clairement comment
la physique derriére les interactions de van der Waals est incluse dans les calculs utilisant les méthodes
ab initio usuelles pour inclure les corrélations électroniqgues manquantes dans I'approximation Hartree-
Fock.

1.1.2 Modéle élémentaire semi-quantitative

Une autre approche tout aussi simple, permet une modélisation un peu plus fine de la liaison de vdw.
Ce modéle a deux états, présenté originellement par V. Magnasco [7] est ici repris car il permet une
discussion un peu plus fine du phénoméne sans plus de calcul et de connaissance fondamentale que le
modéle précédent. Nous verrons qu'il se forme une liaison faible de type vdW entre deux entités chi-
migues possédant toutes deux leurs couches électroniques saturées, des gu'a longue distance la répulsion
de Pauli est supplantée par les forces attractives de vdW. Ces interactions de distorsion et de dispersion,
que I'on peut relier aux propriétés électroniques des fragments interagissant, trouvent leurs origines dans
des effets de second ordre en terme d’intégrales d’interaction de longue-portée. Par de simples arguments
d’électrostatique classique des formes explicites pour ces intégrales peuvent étre obtenues. De plus, dans
le cas simple des diméres de gaz rares, il est possible de montrer que les interactions d’origine dispersive
sont plus importantes que les contributions purement inductives.

Modeéle de la liaison chimique

Dans un modéle rudimentaire [8, 9] qui consiste en une approche de Hiickel, la liaison chimique entre
deux atomes quelconques peut étre représentée par la solution d’une équation séculair@ de2type

La quantité fondamentale dans cette approche est I'intégrale de ligjstomt la forme n’est pas expli-
citement donnée mais dont la dépendance au recouvrement entre les orbitales atomiques (OA) de méme
symétrie est supposée. Une liaison chimique peut étre créée a courte portée entre atomes se recouvrant,
par la superposition de leurs orbitales de valence formant des orbitales moléculaires (OM) tant que le
nombre d'électrons dans les orbitales liantes est supérieur a celui des électrons placés dans les orbitales
anti-liantes. Dés que ce n'est plus le cas, comme pour des diméres de gazsaf¥s Ke, Ne, Ar,

Kr, Xe, Rn), ou le nombre d’électrons dans les OM anti-liantes égale le nombre d’électrons dans les
OM liantes, il arrive ce que I'on nomme la répulsion de Pauli entre les couches fermées, qui empéche
la formation de liaison chimique au sens premier du terme. Le méme phénoméne se produit évidem-
ment entre molécules dont les couches électroniques sont saturées. De plus, la répulsion de Pauli décroit
exponentiellement avec la distance entre les centres de masse des deux fragments, et lorsque les deux
sous-systemes sont suffisamment éloignés, cet effet devient trés faible et peut étre contrebalancé par
des interactions attractives qui décroissent plus lentement de maniéere algébrique Bofhrbans ce

9
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régime particulier autrement dit a longue distance, on peut dans les cas simples décrire facilement ces
interactions en terme dek qui elles-mémes prennent des formes simples déterminées par des relations
d’électrostatique élémentaires.

Modele a 2 états

La discussion suivante est basée sur un modéle a deux états, et permet simplement d’obtenir les coeffi-
cientsCg sans aucune évaluation d’éléments de matrice et sans utilisation d'un développement perturbatif
de type Rayleigh-Schrédinger [6].

Prenons un état quantiqu®) s’écrivant comme combinaison linéaire de 2 états orthonormés, I'état
initial |®() et le final|®;) :
|<I>> = Co|<I>0> + Cl|(1)1> (17)

ou les coefficients sont donnés par la méthode variationnelle de Ritz [10] a partir de I'équation séculaire :

Hy — E B

= 0. 1.8
B Hy —FE (18)
Les valeurs propres correspondantes sont :
Hy + H
E:I: _ 00 + 91 4+ é (19)
2 2
6 = \/(Hi1 — Hop)? + 482 > 0. (1.10)

En supposant( < |3| < (Hy11 — Hp), il est possible grace a un développement limité d#exprimer
sous forme approchée la plus petite racine de I'équation (1.8) :

E~Hypy— —" (1.11)

i s (1.12)

AFE=F—-Hpy~—-——— =
0 Hy1 — Hy Ae

La variation d’énergieA E' est bien une guantité faible de second ordregequi implique la transition
de 'état|®) vers I'état|®;) avec une énergie d’excitation positive; — Hyy = Ae.

A partir de 13, il est possible de donner de maniére explicite les expressions abesespondant a un

type de probléme, afin par exemple d’étudier le cas simple de la polarisabilité dipolaire de I'atome H, ou
bien encore dans les cas d'interaction de type van der Waals, qui dépendent des propriétés électriques des
molécules telles que les moments dipolaires et les polarisabilités [3]. Ces moments multipolaires peuvent
étre permanents quand ils persistent en absence de champ extérieur, ou induits quand ils ont pour origine
I'action temporaire d’'un champ extérieur et qui s’annulent a la disparition de celui-ci.

Considérons maintenant les forces intermoléculaires dans le cas le plus général. Sans compter les forces

électrostatiques du premier ordre, elles sont de 2 types :

— une interaction d'induction (appelée aussi de polarisation), qui est une réponse linéaire (second ordre
en énergie), et qui apparait lorsque le champ produit par le partenaire polarise I'atome ou le groupe-
ment d’atomes.

— la dispersion, qui comme nous I'avons vu dans la sous-section précédente, nait du couplage simultané
entre les dip6les induits des deux sous-systemes. Ce terme est également un effet de second ordre en
énergie.

A grande distance, les forces de dispersion sont le résultat d’attractions faibles décrites par des processus

10
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de second ordre, dont la variation en énergie est

AE =~ <0, (1.13)

En revenant a la définition de la polarisabilité dipolaire, c’est-a-dire lorsqu’'un atome ou une molécule se
distord sous I'action d'un champ extérieur, la mesure de cette déformation, la réponse a cette sollicitation
est une quantité de second ordre nommé€ette polarisabilité peut s’écrire, dans notre cas d’école, a
partir du moment de transitiony; de|®,) vers|®;) et d’'une énergie d’excitation de I'état fondamental
vers |'état excit§®,), Aeg; = (€1 — €p) , cOmMmMe :

_ 2#%1

= . 1.14
@ AEOl ( )

L'interaction du dipdle induit avec un champ extéri¢uiest donnée pat = —puo1 F', a mettre en relation
avec I'expression de I'énergie pour un champ faible, équation (1.12) :

3 M%le 1 2#31 2 Lo
AFE = — = — =—= F*=——aF~. 1.15
AEOl AEQl 2 AEOl 20[ ( )

De I'équation précédente, nous pouvons définir la polarisahildémme la dérivée seconde de I'énergie
par rapport au champ, prise en champ nul :

d’AE
o = — <W>F:O . (116)

Tandis que les polarisabilités atomiques sont isotropes, il est évident que la polarisabilité dans le cas
d’'une molécule est anisotrope, répondant differemment dans les directions privilégiées par le champ. De
maniére générale, la polarisabilité peut étre définie comme un tenseur avec des composantes non-nulles
dépendantes de la symétrie propre du systeme étudié.

Dans ce modéle a deux états, la variation d’énergie associée au terme d’induction est donnée par l'iden-
tification des quantitéd\e = Aeg‘l, qui correspondent a une simple excitation dans le sous-systéme

dde a la présence du champ créé par le parterajret par le termes? = |ug, |2|FP|? avecyy, le

dipdle enA induit par le champ de3. Il est a noter que le terme symétrique, ou les indidesont
remplacés paB et inversement, est a prendre en compte pour obtenir la contribution totale. Dans le cas
dispersif, au second ordre, des excitations simultanées dans les sous-systémes sont mises en jeu, ce qui
donneAe = Aeg‘l + AeoBl. A partir de 13, il est possible de formuler la variation d’énergie provenant

par exemple d'un effet dispersif entre atomes, grace aux calculs élémentaires d'électrostatique se rap-
portant aux moments dipolaires en coordonnées sphériques dans I'approximation dipolaire. Dans le cas
d’interaction atome-atome, les dipdles induits sont isotropes et il vient :

6|81
[FOP = =g, (1.17)
ce qui remis dans I'équation (1.15) donne :
AE: 6 |M641|2|[L()Bl|2 . 61 A B AES&AEOBE (118)

— 5 = =011 = -
RS At + Ael RO 4 OTTOTAA L AB

C’est la formule de London pour la dispersion [11, 12] donnée dans I'approximation de Slater-Kirkwood
[13].

11
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1.1.3 Formulation par la théorie des perturbations

Au second ordre de la théorie de perturbation de Rayleigh-Schrodinger (voir Appendice A) et utilisant
I'approximation dipolaire pour le potentiel d’'interaction entre deux sous-systemes sans recouvrement,
distants deR, I'énergie associée aux forces de dispersion selon London [11, 12] s’écrit comme :

0lfte|a)Tap(bl3]|0)(0|fi~|a)Ts(b| 5|0
Fongon — —ZZ< |l @) T |26| >+<E|u~/| )T (] s | >7 (1.19)
a0 b£0 Oa 0b
avec des états excités) et |b) des deux partenaires, les énergies d’excitafin et Eyy, et T,z =
R75(3RoRs — R%6,3), le tenseur cartésien de l'interaction dipdle-dipdle.

En faisant appel a la transformation intégrale (A.43), I'expression perturbative peut étre écrite sous une
forme séparable,

2 (04 |a)(alfip|0)w (0[f1416) (bl f15]0)w
E =—— [ d E T, E T, 1.20
London - / w |:a7é0 Ega + w2 By s Egb + w2 daus ( )

avec pour les termes entre crochéts/2)a” (iw), et (1/2)a® (iw) respectivement. Ce sont les compo-
santes du tenseur de polarisabilité dipolaire dépendante de la fréquence pour les sous-systiehhes
prises a une fréquence imaginaite

2 . .
Elondon= - /dw 0425 (zw)Tmaﬁ;(zw)Tga, (1.21)

mettant ainsi en évidence la relation entre la polarisabilité dynamique des especes en interaction et les
forces de dispersion. C’est la relation de Casimir-Polder.

En s’intéressant a la partie sphérique de linteraction, c’'est-a-dire en considérant les polarisabilités
moyennesaéﬁ = 6aﬁo/‘, I'expression de I'énergie de dispersion se simplifie davantage. Utilisant la
relation s TusTap = 6/R® nous arrivons au résultat,

Cs

31 A
( _ﬁ’

Bl ondon= T dw a iw)aB(z'w) = (1.22)

cette relation étant exacte pour le coefficient de dispergignll peut donc étre, en principe, déterminé

a partir des fonctions spectrales (forces d'oscillateur et énergies d’excitation) des monomeéres. Nous
retrouvons ici I'explication du terme de "force de dispersion" car ces mémes fonctions sont a I'origine du
phénomeéne de dispersion des indices de réfraction dans les solides. Toutefois, la détermination précise
de la fonction spectrale est souvent laborieuse voire impossible, d’ou la nécessité de relier les coefficients

de dispersion a des grandeurs plus simples, et plus facilement accessibles.

La constant&’s; peut étre reliée, d’'une maniére approximative, aux polarisabilités des systémes en inter-
action. En utilisant la relation

1+A

__eaep(1+4) ’ (1.23)

Eoo + Eop  (ea + €p)EoaEop

avec L . .
A (€4 +eB_)1— (Eo_a1 + Eg, )’ (1.24)

EOa + EOb
et en négligeant\, nous arrivons a I'équation :
1 €4€ep

Brondon~ 7 — o, (0)Tasafs(0)Ts, (1.25)
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dou

1 €AER
CLondon: - A B ] 1.26
6 4a @ €A+ €B ( )

En utilisant une approche variation-perturbation, Kirkwood a réussi a écrire le coefficient de dispersion
en terme de I'opérateur :
P2 =" fali)fald), (1.27)
a1

comme 02 ) o
o S 1\ )
9 Na(u?)p + Np{u?)a’
ol N4 et Np sont les nombres d’électrons dans les deux systémes. Notons, que la ouiaiptfid)
est également reliée a la fonction spectrale, par une régle de sommation. Slater et Kirkwood [13] ont
aussi exploité la relation entrgl|u?|¥) et la polarisabilité o = 4(u2)2/(9N), afin d’obtenir aprés
substitution I'expression bien connue :

(1.28)

A B
oSk =3 aa (1.29)
2\/a/Ns + \/aB/Np

La détermination de ces coefficients [14, 15] est faite soit a partir des données expérimentales, soit
a partir des calculsib initio des composantes élémentaires prises séparément [16, 17]. De plus, des

approximations utiles permettent la combinaison de ces coefficients [18] lorsque les partenaires ne sont
pas de méme nature et donnent donc un moyen de reconstruire les parameétres adéquats.

L'expression de l'interaction de dispersion ne fait pas intervenir inévitablement des développements mul-
tipolaires. Plusieurs auteurs ont proposé des théories qui s'affranchissent de cette approximation, comme
Zaremba et Kohn [19] dans le cas particulier d’'un atome interagissant avec une surface, ainsi que par
Longuet-Higgins [20], Peinel [21] et McWeeny [22]. En appendice, voir I'annexe A, comme applica-
tion de la théorie de Rayleigh-Schrédinger, il est donné la dérivation de la formule de Casimir-Polder
généralisée. Ainsi nous voyons toute I'importance que revét la fonction de réponse (la polarisabilité) et
pour une bonne description des forces de vdW, il est nécessaire d'obtenir une bonne description de cette
fonction. D’un point de vue pratique, hous pouvons noter que cette approche permet la détermination des
coefficientsC,, [17, 23], moyennant des approximations dans I'expression de la polarisabilité dipolaire

et multipolaire de systémes simples. En comparaison, avec les approdhesras, la décomposition

des contributions (corrélation, réponse) n'est possible que dans ces derniéres.

Il faut noter que la description par la théorie des champs de I'effet Casimir en terme de I'énergie des fluc-
tuations électromagnétiques de point-zéro laisse implicite le réle joué par les électrons. Dans I'analyse
de London, ce sont les électrons qui fluctuent et les photons ne sont pas introduits dans la discussion.
Mais la base commune reste la notion de fluctuation qui n’est pas un concept facilement compréhensible.
L'approche suivante donnée par Feynman évite ces considérations.

1.1.4 Modéle de Feynman

Une interprétation totalement différente et qui s’affranchit de la notion de fluctuation quantique a été
proposée par Feynman dans son incontournable article sur le théoréme des forces électrostatiques [4].
Une petite phrase a la fin de sa démonstration explique qu’il est possible d’écrire les forces de dispersion
par des interactions de déformation des distributions électroniques sans faire référence explicitement aux
fluctuations quantiques. La citation de cette conjecture est ainsi :

The Schrédinger perturbation theory for two interacting atoms at a separdtiptarge
compared to the radii of the atoms, leads to the result that the charge distribution of each is
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distorted from the central symmetry, a dipole moment of otdét” being induced in each
atom. The negative charge distribution of each atom has its center of gravity moved slightly
toward the other. It is not the interaction of these dipoles which leads to the van der Waals’
force, but rather the attraction of each nucleus for the distorted charge distribution of its
own electrons that gives the attractivéR" force.

Il a fallu attendre les travaux de Hirshfelder et Eliason [24], pour prouver cette assertion pour un couple
d'atomes de symétrie sphérique. Contrairement au cas du calcul de I'énergie nécessitant un développe-
ment de la fonction d’'onde au premier ordre, pour deux atomes d’hydrogéne, le calcul de la fonction
d'onde perturbée a besoin d’'étre poussé au second ordre. La principale contribution a la déformation
de la densité électronique provient du terme de second ordre dipble-dipble et dipble-quadrupble dans
le développement perturbatif. L'application du théoréme de Hellmann-Feynman a la densité de charge
obtenue a partir d’'un calcul de type perturbatif donne des coefficiénin trés bon accord avec les
valeurs exactes a partir de la formule donnant les forces de dispersion :

OEdisp -7 -9
= —6CsR " —8CsR™ —---. 1.30
B 6 g (1.30)

La généralisation aux cas de sous-systemes non-sphérigues [25], a soulevé un pseudo-paradoxe présent
dans le cas précédent. Tandis que I'énergie de dispersion peut étre calculée a partir de la fonction de
réponse linéaire de la densité de charge, I'application du théoreme de Hellmann-Feynman nécessite la
connaissance de la correction de second ordre de la fonction d’onde, autrement dit il faudrait écrire les
effets non-linéaires associés aux hyperpolarisabilités. Mais en fait, si nous écrivons la relation entre les
réponses linéaires et non-linéaires [25] : cette derniére est juste la dérivée par rapport aux coordonnées
nucléaires de la polarisabilité. Enfin plus récemment, Allen et Tozer [5] ont montré que l'inclusion des
forces de dispersion par le biais de cette interprétation est possible dans le potentiel de corrélation du
formalisme Kohn-Sham.

Fdisp = -

A B

FiG. 1.2 —Effet, dans I'approche de Feynman, des forces de vdW entre deux atomes a couches électro-
niques saturées.

1.2 Energie d’interaction

Tous les modeles présentés précédemment doivent étre pris pour ce qu'ils sont : de simples outils concep-
tuels, qui a partir d’'expressions mathématiques plus ou moins approchées, permettent la compréhension
de la physique qui se cache derriére les forces de dispersion. Il semble important de rappeler qu’'une
solution exacte ou quasi-exacte de I'équation de Schrodinger inclut la totalité de ces effets a longues
distances, et gu’en aucun cas les expressions de la premiére partie de ce chapitre décrivent des effets
qui ne seraient pas inclus dans un hamiltonien moléculaire habituel. Les problémes apparaissent uni-
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1.2. ENERGIE D’INTERACTION

gquement lorsque des approximations sont faites, c'est-a-dire lorsque se pose le probléme de I'inclusion
ou la non-inclusion des effets de corrélations dynamiques de longue portée dans le modéle utilisé. De
plus, suivant I'approche utilisée, il est parfois possible d’obtenir des décompositions simples des énergies
d’interaction, ou au contraire trés délicates. Deux stratégies sont alors envisageables.

1.2.1 Approche du type "supermolécule"

L'approche du type "supermolécule” [26, 27] correspond a une écriture simple de I'énergie d'interac-
tion, comme la différence d’'énergie entre le compldxgsz et I'énergie de ces deux monomeéres pris
séparément :

AFE =FEsp—FEs— Ep. (1.31)

Méme si ce schéma de calcul a 'avantage d’étre trés général, tout de suite, on voit apparaitre le premier
piege de ce type de calcul, puisqu’on fait une différence d'énergies qui peuvent étre de grands nombres.
La convergence des énergies va donc étre un facteur important dans la précision du calcul. Elle présente
aussi I'avantage de ne pas dépendre de l'intensité de I'interaction, mais en revanche, il est impossible
de l'interpréter en terme des propriétés des monomeres. Enfin, méme si c’est la méthode la plus com-
munément usitée, en pratique du fait de I'incomplétude de la base, elle souffre largement des effets de
superposition de base [28]. Nous y reviendrons plus tard dans la suite de I'exposé, mais il est facile de
comprendre que I'on abaisse de maniére artificielle I'énergie des monomeéres (on améliore sa descrip-
tion) dans le calcul du dimére car le monomeére profite des éléments de base de son partenaire. A I'heure
actuelle, aucune méthode ne s’affranchit de ce défaut totalement, I'approche de Boys et Bernardi restant
la plus utile [29]. Il est clair que dans cette approche, une compensation d’erreurs se produit de maniére
favorable dans la plupart des cas, entre les erreurs faites par la méthode de calcul sur les énergies totales
et de la précision du potentiel. Mais les tests faits en comparaison des approches perturbatives, qui sont
le sujet du paragraphe 1.2.3, montre que I'applicabilité de cette approche est pleinement justifiée.

1.2.2 Décomposition de I'énergie d’interaction

Il me semble également intéressant de présenter I'analyse de Bickelhaupt et Baerends [30] qui dans le

formalisme particulier de Kohn-Sham [31] (KS), ont donné une décomposition de I'énergie d’interaction.

Il apparait dans leur développement trois étapes successives :

— on apporte les distributions de charge des fragments non-perturbés de I'infini vers leurs positions fi-
nales, autrement dit dans la configuration d’interaction, donnant ainsi naissance a une densité gui
s'écrit comme la somme des densités des deux fragments, no. L'énergie que colte ce chan-
gement est évidemment d’'ordre électrostatique, et est donnée par le terme classique d'interaction
électrostatique entre fragments qui a le plus souvent un effet stabilisant.

— dans un second temps, cette distribution de chayge n, est uniquement astreinte a relaxer en ren-
dant compte du principe de Pauli. Il se forme alors un produit anti-symétrisé des fonctions d’onde
des deux fragments, qui donne lieu a une variation d'énergie toujours négative, dénommé habituel-
lement répulsion de Pauli (ou encore répulsion d’échange, répulsion cinétique, ou bien répulsion de
recouvrement).

— enfin, on laisse relaxer le complexe dans son état de plus basse énergie.

La seconde étape contient les effets les plus importants, lorsque la densité de charge se réorganise pour

satisfaire le principe d'exclusion de Pauli. Il est alors possible de distinguer a l'intérieur méme de cette

contribution, les effets du potentiel et de I'énergie cinétique.

Une légére variante de cette décomposition, a été proposée, aussi dans le cadre de la DFT, dans les
travaux de Cybulsket al.[32, 33] qui pointent de maniére précise, le rble fondamental joué par I'énergie
de Heitler-London (HL) dans le processus. On peut en effet écrire, a la suite de I'équation (1.31) I'énergie
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CHAPITRE 1. FORCES DE VAN DER WAALS

d’interaction comme :
AE = AEy + AE®S (1.32)

ol AE%f nest autre que I'énergie de déformation. De plus, nous pouvons séparer la/pAiie en

deux contributions, I'une purement électrostatique (regroupant I'attraction croisée entre noyaux d’un par-
tenaire et les électrons de 'autre sous-systeme, la répulsion coulombienne entre électrons et la répulsion
entre les noyaux), et I'autre comme la contribution a I'échange intermoléculaire. Une décomposition a
I'intérieur méme des contributions de déformation et d’échange, permet une identification de I'origine
des problémes rencontrés par une approche en supermolécule dans les calculs de type KS.

1.2.3 Approche SAPT

Comme nous I'avons déja mentionné les interactions de van der Waals ne sont clairement distinctes des
autres types d'interaction gu’a longues distances. Dans la région intermédiaire, qui inclut la région du
minimum, il est particulierement difficile de décomposer de maniére univogue I'énergie totale d’inter-
action en différentes contributions. De plus, cette décomposition dépend fortement du schéma de calcul
utilisé : approche puremenb initio ou calcul par la fonctionnelle de la densité pour ne citer que ces deux
exemples. Les calculs basés sur I'approche de type "supermolécule" peuvent étre anpbsésiori

par une séparation en différentes composantes énergétiques initiée par Morokuma [34]. En théorie per-
turbative, on évalue par morceaux les différentes contributions, telles que I'électrostatique, I'induction,
la dispersion. Dans I'approche SAPT (Symmetry Adapted Perturbation Theory) [35] chacune des com-
posantes précédentes inclut une correction d’échange afin de rendre compte de la nature anti-symétrique
de la fonction d’'onde composite du complexe formé. Elle a été développée a partir du constat que I'ap-
proximation de polarisation, voir I’Annexe A, est un développement en série qui diverge, la fonction
d’'onde ne satisfaisant pas le principe d'antisymétrie.

Nous pouvons facilement discuter [35] le probléme posé par I'antisymétrie, en regardant I'effet-tunnel
(encore appelé échange) présent entre un atome d’hydragyenen protonB distant deR. La fonction

d’onde non-perturbée est évidemment I'orbitale hydrogénbiddocalisée sur le protod, &¢ = 1s4.

La solution exacte doit étre symétrique par rapport a la réflection dans le plan perpendiculaire a I'axe
internucléaire et passant par le point médian, et a longue distance la forme correcte doib étre :

1s4 + 1sp. Clairementd n’est pas une bonne approximationWel.a composantésp, dont I'origine

se trouve dans le terme d'interaction, est aussi importante que la fonction d’onde non-perturbée. Ainsi
une des premiéres conditions de I'utilisation du développement perturbatif n’est pas vérifiée : considérer
le potentiel d’interaction comme une petite perturbation est difficilement acceptable. En fait I'action du
potentiel d’interaction est double : a longue portée d'abord, il polarise le nuage électronigue a proximité
de A. Ce petit effet disparait rapidement 812 pour R suffisamment grand. Mais la plus grande partie
négative du potentiel qui se trouve a proximitéRgla un autre effet. Il autorise le passage par effet-tunnel

de I'électron du puits de potentiel situé dnvers celui placé e3. La composantéspg de la solution

exacte n'est que le résultat de cet effet. Lapproximation de polarisation peut rendre compte de cet effet,
mais seulement a partir d’ordres de perturbation élevés, car toute fonction d’onde de polarisation sera
localisée e, et décroit exponentiellement avec la distance. Dans le cas de deux atomes d’hydrogéne, la
situation est identique, on a un échange entre les deux électrons, par effet-tunnel simultané, un électron
passant dans le puits du partenaire et vice-versa. La généralisalo@léctrons est évidente, et pour
résoudre ce probleme, l'idée d'imposer une antisymétrisation de la fonction d'onde non-perturbée a
donné naissance a I'approche SAPT.

Cette approche est en quelque sorte une théorie de double perturbation : 'une concerne le potentiel in-
termoléculaire, I'autre traite du potentiel de corrélation intra-moléculaire. Elle a I'avantage de remédier
aux deux défauts principaux de I'approche de London : d’abord on ne fait pas de développement multi-
polaire (théorie de polarisation) et on ne néglige pas l'effet de recouvrement. Enfin, on tient compte des
effets d’échange par effet tunnel des électrons entre les deux sous-systémes. Méme si elle présente de
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nombreux avantages, concrétement cette méthode reste coliteuse en temps de calculs, et contrairement a
I'approche en supermolécule reste limitée a I'étude de systémes peu étendus.

Pour faire le lien avec le chapitre 2, il est bon de rappeler quelques conclusions générales. D’un point de
vue purement théorique, si nous considérons la théorie exacte de la fonctionnelle de la densité [36], les
forces de dispersion sont prises en compte, cela est vrai dans la mesure ou nous avons une théorie qui
n'est qu’une autre maniére de résoudre I'équation de Schrédinger. A I'opposé, en pratique, cet état de
fait doit étre pris avec précaution. Du fait de la construction d’un hypothétique systéme sans interaction
qui possede la méme densité que le systeme physique, et surtout le passage par la création d'un potentiel
mono-électronique a partir de la fonctionnelle d’échange-corrélation inconnue, et par conséquent tou-
jours approchée, il n'est pas garanti que I'approximation faite contienne les effets subtils nécessaires a
la bonne description des forces de dispersion. Comme nous le verrons plus loin (cf. chapitre 2), les fonc-
tionnelles de la densité actuelles montrent leurs limites, dans le cas si particulier du traitement des forces
de van der Waals. L'exemple typique sur lequel il est le plus facile de travailler est le dimére d’atomes de
gaz-rares.

1.3 Prototype d’étude : potentiels d’interaction des gaz rares

Malgré leur relative simplicité dans la nature méme de leur structure électronique (couches externes
saturées), les atomes de gaz rares He, Ne, Ar, Kr, Xe, et Rn, ou plus encore la description de I'interaction
entre ces atomes est I'un des grands challenges de la chimie quantique. De nombreuses études purement
ab initio sont extrémement performantes, voir [37, 38, 39] pour une liste non-exhaustive des résultats
les plus précis obtenus a ce jour pour les systéemes d’homo-diméres. Ces résultats peuvent étre tellement
précis que Aziz [40] recommande l'usage de valeurs spectroscopiques obtenues par dealralitids

dans le cas du dimére Kleomme outils de calibration des mesures expérimentales.

1.3.1 Motivation

L'idée de traiter les atomes de gaz rares en interaction trouve son origine dans le simple fait que seules
les forces de dispersion sont a l'origine de la cohésion de dimeéres, aucun autre effet ne peut en étre
responsable.

1.3.2 Choix du potentiel de référence

Comme la courbe d'interaction entre atomes de gaz rares constitue un vrai prototype d'étude et gu'il
existe des données fiables aussi bien expérimentales que théoriques, toute nouvelle méthode ou approxi-
mation qui se prévaut de décrire correctement les effets de corrélation de longue portée, se doit de passer
avec succes le difficile test que constitue la description de la courbe de dissociation de deux atomes de
gaz rares.

Evidemment, lorsque I'on pense potentiel d'interaction entre atomes de gaz rares, on se doit de faire
référence aux potentiels de Lennard-Jones. C'est la forme la plus simple de ce type de potentiel ne
rendant compte que du terme d'interaction dipdle induit-dipéle induit :

Ups(R) = {46 (%)12 - (%)6] (1.33)

et donnant un mur de répulsion avec une forme algébrique. ce potentiel est gouverné par deux para-
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CHAPITRE 1. FORCES DE VAN DER WAALS

metres¢e donnant la profondeur de puits,etelié a la distance d’équilibr&,,,, ce qui le rend trés facile
d'utilisation.

Dans la jungle des références, de nombreux potentiels semi-empiriques servent a décrire les diméres
de gaz rares, mais la principale contribution résulte du travail de Aziz et collaborateurs [41, 42, 43,
44, 45, 46] pour les potentiels bleNe,, Ary et Kry principalement. Ces potentiels d'interaction sont
construits majoritairement sur un nombre restreint de parametres : ils définissent le mur de répulsion,
le plus souvent donné sous une forme exponentielle avec I'approximation de Born-Meygf—bR)

ou bien en rajoutant un terme de second ordre pour rendre le potentiel plustdup(—aR + SR?)

dans la région fortement répulsive, c’est-a-dire dans la région des trés petites séparations. Ces paramétres
peuvent étre déterminés soit par une interpolation sur des données expérimentales, soit sur des potentiels
ab initio.

Ensuite une fonction de "damping" [47, 48] est introduite afin d'éviter la divergence des termes du
développement multipolair®_>° , C», R~2". Ces fonctions dépendent des ordres associés, et peuvent
prendre différentes formes, mais de maniere générale la partie atttractive du potentiel tronquée a I'ordre
2N s’écrit comme :

C2n

Usisp = Z fon (BR) - (1.34)
La forme def,,(x) peut étre assez différente, mais I'approche de Tang [48, 49] utilise :
'2n+1,2)
f?n( ) =1- eXp Z k T, (135)

ouI' (2n + 1, z) est la fonction gamma incompléte [50].
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Fic. 1.3 —Différences entre les potentiels semi-empiriques donnés dans la littérature dans le cas du
systeme Ng influence des contributions d’ordre supérieur en comparaison du cas LJ simple. Les para-
meétres des courbes sont tirées de la référence [2] pour le potentiel Lennard-Jones, de la référence [17]
pour le potentiel de Cybulski, de la référence [42] pour le potentiel d’Aziz et enfin de la référence [49]
pour le potentiel de Tang & Toennies.

Habituellement, la série est tronquée a I'ord¥e= 6 car au-dela la convergence est bien plus lente. Par
exemple, en s'intéressant aux différents potentiels disponibles pour le dimere de néon, voir la figure 1.3,
nous faisons trés nettement apparaitre les limites du modéle simpliste de Lennard-Jones (LJ) qui ne rend
compte que du termé€s/RS. Il est en comparaison du modéle d’Aziz pas assez liant d’'une part, il est
donc nécessaire de tenir compte des ordres plus élevés, et d’autre part il n’est pas assez répulsif.
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Une autre distinction entre les modéles réside dans le choix de I'origine des coefficients de dispersion.
Aziz préconise I'utilisation des données expérimentales tandis que Tang [48, 49] se sert de valeurs déter-
minées par des méthodak initio. Toutes ces variations ménent a des potentiels Iégérement différents et

il devient trés difficile d’'observer les infimes changements produits. C’est particulierement vrai pour les
systemes lourds du type DeAr; et Krp. Nous pouvons considérer le cas du dimere d’hélium comme
vraiment particulier : en effet des calculs théoriques de trés haut niveau, du type SAPT [51] voire Monte-
Carlo quantique (QMC) [52], permettent une définition trés précise du potentiel d’interaction, desHe

prise en compte des effets de retardation est méme possible, et aboutit a des prédictions de grandeurs
aussi bien microscopiques que macroscopiques des plus précises [46].

Comme alternative a ces propositions, il faut, de plus, noter le travail de Ogilvie [53, 54], qui a partir
d’une forme erlU(z) ol z = 2(R — R,,)/(R + R,,) exprime le potentiel sous une forme réduite :

N
U(z) = ¢p2? <1 + Z cizi> . (1.36)

Il a été montré que les coefficientspeuvent étre reliés par des moyennes sur des expressions analytiques
aux données spectroscopiques, en particulier les énergies des états vibrationnels, donnant une maniére
de les évaluer a partir des données expérimentales. Enfin, il faut noter que ces travaux présentent une
tentative d'uniformisation de la forme du potentiel pour les homo-dimeéres. En particulier, ils proposent
une forme analytique du potentiel valable pour les cing premiers homo-dimeéres, ou seule apparait la pro-
fondeur du puits de potentiel associé a chacun des diméres. Et c’est dans ce sens que la proposition de
Tang et Toennies [49] est la plus intéressante. lls donnent une forme analytique simple du potentiel, I'ap-
pliquent identiguement a tous les diméres de gaz rares, ce qui autorise finalement une discussion en terme
de variables réduites présentant ainsi I'avantage d’une certaine universalité entre les différentes courbes.
Cette homogénéité nous permettra dans la suite de comparer la précision de différentes approches par
simple analyse de variables réduites. De plus il est a noter qu’en utilisant des régles de combinaison
simples nous sommes en mesure de construire les potentiels associés aux hétéro-dimeéres.

1.3.3 Potentiels de Tang et Toennies

Il semble tout d’abord important de redonner la forme exacte des potentiels d’'interaction qui serviront
de courbes de référence dans toute la suite de cet exposé. Cette forme universelle reprend pour la par-
tie répulsive I'approximation de Born-Mayer, quant a la contribution attractive, elle est donnée par un
développement en série usuel augmenté par une fonction de "damping". On obtient donc la forme :

N
U(R) = Aexp (~bR) — ) _ f2n(b3)%, (1.37)
n=3

ou fo, (z) est donnée par I'équation (1.35). Comme les coeffici€htssont obtenus précisément par des
prédictions théoriques, pour les systémes de gaz rares, nous pouvons considérer que I'équation (1.37) ne
dépend que des deux parametres définissants le mur de répulstoh, En combinant les "meilleures”
données expérimentales et théoriques concernant la distance d’éqgtildaréa profondeur du puits

Uret, @insi que les coefficients de dispersiOg, on arrive a la construction de potentiels définis par les
données du tableau 1.1 pour les homo-dimeéres et du tableau 1.2 pour les hétéro-diméres.
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Systeme Rig  Upet Ce Cs C1o A b Oref  Wref

He-He 5,62 348 1.461 14.11 183.6 4196 2.523 0.894 34.3
Ne-Ne 5,84 134 6.383 90.34 1536 1995 2.458 0.896 294
Ar-Ar 710 454 64.30 1623 49060 748.3 2.031 0.897 32.1
Kr-Kr 758 638 129.6 4187 155500 8324 1.865 0.896 24.5
Xe-Xe 825 896 2859 12810 619800 951.8 1.681 0.895 21.1

TAB. 1.1 —Compilation des parametres définissant les homo-dimérgsMig, Ar, et Kry, Xe, pris de
la référence [49], en unités atomiques sauf poiy: en uH etwrer en cnT !,

Systeme Ryg  Urer Cé Cs C1o A b Oref  Wref
He-Ne 576 66.0 3.029 36.18 545.1 98.02 2496 0.895 36.1
He-Ar 6.61 93.7 9.538 167.5 3701 124.3 2.153 0.895 36.0
He-Kr 6.98 99.6 1340 280.0 7257 1189 2.025 0.895 33.7
Ne-Ar 6.57 211 1950 390.1 9335 321.6 2.185 0.896 28.7
Ne-Kr 6.89 224 27.30 638.1 17660 276.0 2.047 0.895 25.3
Ar-Kr 735 531 91.13 2617 88260 768.7 1.940 0.896 28.6

TAB. 1.2 —Compilation des paramétres définissant les hétéro-diméres He-Ne, He-Ar, He-Kr, Ne-Ar, Ne-
Kr, Ar-Kr, pris de la référence [49], en unités atomiques sauf pOis en uH etwrer en cnt .

Une maniére trés intéressante d'étudier la forme des potentiels est donnée par le passage en coordonnées
réduites. Ainsi en écrivarg = R/Rret €t e(R/Rref) = U(R)/Urer, il vient la définition suivante en
fonction des paramétres réduits :

: o~ ()" | G5
€(§) = ATexp (=b°0) — 3 |1 —exp (=50) > = | g (1.38)
n=3 k=0 '
avec comme les substitutions :
A
AY = —/— 1.39
U (1.39)
cs, = L (1.412)

Uref (Rref)zn .

Ainsi définis, les potentiels sont remis a une échelle identiqgue qui permet la vérification de la loi des
états correspondants, autrement ils sont totalement superposables, comme cela se vérifie dans la figure
1.4. Une autre caractéristique des potentiels doit étre discutée : le rayon des sphéres duregnne
finalement la mesure de la répulsivité du potentiel. Nous lui donnerons dans toute la suite, la définition
suivante : c’est le point tel qu€o) = 0. Enfin nous pourrons aussi faire référence a la valeur de la
fréquence de vibration a I'équilibre réduites:donnée paw = wy,/wret OU wy, est la fréquence de
vibration harmonique du puits de potentiel.
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Fic. 1.4 —Universalité du potentiel de Tang et Toennies dans sa formulation réduite pour les homo-
dimeres.

En conséquence, dans toute la suite, nous pourrons nous référer a ces courbes, ce qui facilitera les com-
paraisons entre les différentes approches, nous pourrons ainsi parler en pourcentages d’erreurs et de
déviations quant aux valeurs calculées sur les diméres de gaz rares, en utilisant les variables réduites
déquilibree,,, = U(R,,)/Uret, &m = R/ Rret, 0 €tw.
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Chapitre 2
Etude DFT des dimeres et solides de gaz
rares

Ce chapitre décrit un état des lieux de I'application (ou detateves d'applications) de la théorie de la
fonctionnelle de la densité dans le cas des systémes faiblement liés. Aprés une introduction sommaire
de la théorie de la DFT, seront présentés les premiers essais avec les approches simples du type Gordon-
Kim, puis l'utilisation des fonctionnelles usuelles dans le cadre du formalisme Kohn-Sham. De plus, une
revue des solutions récentes envisagées sera effectuée, ainsi que le schéma de principe de la solution que
nous proposons pour inclure les corrélations électroniques de longue portée dans le cadre de la DFT.

2.1 Théorie de la fonctionnelle de la densité

Comment résoudre le problemeMacorps ? Autrement dit, comment obtenir a partir de I'équation de
Schrddinger I'état fondamental du systeme, sachant qu’a partir de trois corps en interaction, il est impos-
sible de répondre a cette question exactement sans faire une série d’approximations. C’est, en substance,
ce pourquoi la théorie de la fonctionnelle de la densité a été développée.

2.1.1 Probleme aV électrons
Hamiltonien

Intéressons-nous a un systeme quantique non relativiste compdéé&ldetrons, de coordonnééset

de spins;, de M noyaux placés e, et de chargeZ,,. Ces especes chargées interagissent par le biais
de l'interaction coulombienne..(r;;) = 1/|r; — 7;|. Pour décrire ce systéme, nous avons I'expression
suivante de I’hamiltonien électronique dans I'approximation de Born-Oppenheimer, en unités atomiques
(h =m = e*/(4meg) = 1),

1 N 1 N N M 7
H (7,7, T s TV) = =5 d Vi+ 3 D weelrig) > = (2.1)
i=1 i#] o o |Ti = Ral

Les états stationnaires donnés par I'équation de Schrodinger indépendante du temps sont :

H|U) = E|T), (2.2)
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ou la fonction d’ondd V) satisfait la condition d’antisymétrie, imposée par le principe d’exclusion de
Pauli, autrement dit :

\I’(Flsl,... ,T_‘;’Si,... ,T_‘)J'Sj,...,T_‘)NSN) =-U (Flsl,... ,’r_"ij,... ,T_‘;’Si,... ,FNSN) . (23)

Nous pouvons réécrire I’hamiltonien en terme d’opérateurs en passant par les expressions en seconde
quantification [1] :
H =T+ Wee + Ve, (2.4)

avec les définitions suivantes, ou les opérateurs de crééii(fr‘) => aZTqS,-(F) et d’annihilationy, (7)
satisfont les régles d’anticommutation usuelles des opérateurs de montée et descente [2] :

o (1), 38, ()] = Gy a0 — 73), (2.5)
aveco la variable de spin.
T o= ——Z [ i@, (2.6)
We = 53 [ [ dridrs 00, )00, e (r42) s (72, (73) (2.7)
e = 3 [ A0 (505 (2.8)

Principe variationnel

En réarrangeant I'équation (2.2), il est possible d'obtenir une expression approchée de I'énergie totale
Eappa partir d’une fonction d'onde approch@®,p,) :

(Wapp’ﬁ’\l’ap@
<\I’aﬂ3’qjapp>

La fonction d’onde d’essai peut évidemment se réécrire comme combinaison linéaire des états propres
ded :

Maintenant, si nous nous intéressons a :

= Z Zczck/(Ekl — EO)/\PZ\IIk”
kK

= > ciee(Br — Ep) >0 (2.12)
k

avecE, I'énergie de I'état de plus basse énergigst? > 0. Nous avons donc une démonstration du
principe variationnel qui donne d’aboifthp, > £y, mais aussi la maniére de trouver la meilleure fonc-

tion d’onde approchée, car &lapp = Ep, alors |[Wapp = |¥o). Ainsi, en principe, une minimisation

de I'énergie parmi toutes les fonctions d’onde permises, est censée donner I'énergie ainsi que la fonc-
tion d’'onde de I'état de plus basse énergie. En pratique [3], des fonctions d'onde test sont utilisées et
s'écrivent comme combinaison linéaire de fonctions de base (par exemple des fonctions de Slater (STO),
des gaussiennes (GTO), ou des ondes planes (PW)). Pour une revue des avantages et inconvénients des
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différentes possibilités offertes concernant le choix de base, il est possible de se référer par exemple, au
travail de Marx et Hutter [4].

Théoréme de Hellmann-Feynman

En considérant un hamiltonief, dépendant d’un paramétpe la dérivée de I'énergie du systéme par
rapport a\ s'écrit, avecE)y = (V| H,\|U)) :

- OH,
Wy | Hy Wy Uy | —=|Wy). 2.12
(OnHAE )|+ (a5 ) (2.12)

dEy _ 4
dx  dX

Il a été prouvé [5] qu'avec le principe variationnel le premier terme disparait et il reste :

dE, OH,

I { A|W|‘Iﬁ\>> (2.13)

a condition queW ) soit une solution exacte ou entierement variationnelle de I'’équation de Schrodinger.
Par exemple, nous avons simplement accés aux forces agissant sur le noyau pkacé grartir de
I'hamiltonien (2.1), grace a:

A~

OF oH
e E—— Y (2.14)
OR, OR,

En rajoutant le terme d'interaction noyau-noyau a I'équation (2.1), il est possible d’'obtenir les forces
exercées par le systeme sur le noyagomme ['électrostatique est capable de la prédire. Trouver la
structure d'équilibre d’une molécule ou d’'un solide est envisageable en variant toutes les positions nu-
cléaires jusqu’a un minimum d’énergie et Iorsq‘ﬂE/aﬁa = 0. Il reste évidemment possible d’opti-

miser les géométries sans que le théoréme de Hellmann-Feynman soit satisfait, a condition de calculer
explicitement les variations associées a la fonction d'or(@g’f.]ﬁmhwc.c.

2.1.2 Approche chimique

Une maniere de résoudre le probléeme posé par la recherche d'une fonction d’dnékectrons est de

la considérer comme un simple produit de fonctions d’'onde mono-électroniques, c’est I'approche self-
consistante proposée par Hartree [6]. C'est un modéle de particules indépendantes, c’est-a-dire que les
électrons se déplacent chacun indépendamment et ne subissent I'effet des interactions électron-électron
que par le biais d’'un potentiel coulombien moyen. La nature fermionique des électrons est prise en
compte dans I'approche Hartree-Fock (HF) [7], qui donne & la fonction d’onde la forme d’'un produit
antisymétrisé de fonctions d’onde mono-électroniques, le déterminant de Slater [8]. Un des avantages de
cette méthode SCF (pouSEklf Consistent Fiell, est qu’elle traite exactement le terme d'échange, qui
prend la forme suivante pour des orbitales spatiales (la sommation sur les deux états de spin étant déja
effectuée) :

1 Noce
ESC - _Z KZ]]Z
Z'7j
Noce

_ _iz / / A7y ATy 67 (71) b (71 ) wee (r12) 67 (72) 61 () (2.15)
,J
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qui compense exactement le terme de self-interaction:[3} (; dans I'équation suivante) du terme
Hartree défini comme :

1 N()CC

Ey = Z Z Jij
Z7-7
N()CC

= iz / / A dia ] (1) 9; (71 ) wee (112) 05 (T2) ;5 (72). (2.16)
2

Malheureusement, cette approche néglige completement les corrélations électroniques (le terme de cor-
rélation est d'ailleurs défini comme la différence entre I'énergie exacte et I'énergie HF). De nombreuses
méthodes [3] basées sur une approche par fonction d’'onde permettent d’'inclure ces effets de corrélations,
citons par exemple I'approche CI, Mgller-Plesset et Coupled-Cluster.

2.1.3 Densité vs. fonction d’onde

Comme nous l'avons vu, la fonction d’'onde(7 s1, ..., 7xsx) contient toute I'information sur le sys-
téme, mais avons-nous vraiment besoin de toute cette information ? Cette quantitéab#ionnées
est, de fait, tres difficile a calculer, a conserver, a appliquer voire méme a imaginer. Ce qui nous intéresse
en premier lieu, c’est plutdt I'énergie totale du systéme ou ses variations, cf. sous-paragraphe (2.1.1),
ou bien encore les densités associées aux spias ou |. En regardant la densité électronique, définie
comme :

n () = (U|a(7)|T) (2.17)

ou I'opérateur de densité s’écrit :

() =Y ] (), (2.18)
k

linterprétation en terme probabiliste est qué”)d3r est la probabilité de trouver un électron dans un
élément de voluma?r autour du point”. Nous passons ainsi a une quantité qui ne dépend que des trois
coordonnées de I'espace au lieu dé& doordonnées utilisées dans la fonction d’onde.

2.1.4 Ladensité comme variable de base

A partir des définitions des opérateurs de matrice densité a une particule, et de matrice densité diagonale
a deux particules :

(P, 7)) = > YL k() (2.19)
k
a(FL, 72573, 71) = > VL)) (7o) (73 )0n (1), (2.20)
k,lmmn

avec en particulier le terme diagonals(;7) = na (7, 71572, 72)

(F1)n(7s) — a()d(F — 7)), (2.21)

>

Na(F1;72) =
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il devient facile de réexprimer les différents opérateurs inclus dans I’hamiltonien de départ :

~ 1 N L

T = /dﬁ [V%nl(rlﬂé)]%:ﬁ (2.22)
Wee = //d?“ldTQ 712 7“1,7“2)2086(7“12) (223)
Vne = /d?" Une( )ﬁ(?") (224)

Il est alors Iégitime de penser qu'il est possible de décrire I'énergie totale et d’'autres observables en
terme de fonctionnelle de la densité, dans le cas de systémes simples tels que le gaz homogéne d'élec-
trons [9]. La généralisation aux systémes inhomogeénes telle que I'approche statistique des atomes ou des
molécules [10, 11] est moins satisfaisante, et ce malgré des tentatives [12], comme la mettaele X
Slater, sans justification théorique absolue. La question fondamentale qui reste alors posée est de prouver
que la densité électronique peut servir de variable basique dans une théorie qui reposerait, comme dans
I'approche par fonction d’onde, sur un principe variationnel. Il faudra attendre les travaux de Hohenberg
et Kohn [13] pour enfin obtenir une preuve de I'existence de ce principe.

2.1.5 Théoreme de Hohenberg et Kohn

Ce théoréme, sur lequel repose toute la théorie de la fonctionnelle de la densité, peut se résumer ainsi :
le potentiel externe de I'hamiltonien électronique est défini a une constante additive prés, par la den-

sité électronique de I'état fondamental. Le corollaire immédiat en résultant, est que toute observable du

systéeme, et en particulier son énergie totale, est une fonctionnelle de la densité de I'état fondamental.
En suivant I'approche en recherche contrainte proposée par Levy [14], ce principe variationnel et ses

conséquences apparaissent de maniere plus simple.

Le principe variationnel appliqué dans I'approche par fonction d’onde, nous donne que I'énergie de I'état
fondamental peut étre trouvée en minimisant la quagifitd? | ') sur I'ensemble de fonctions d’onde a
N électrons, normalisées et antisymétriques dans I'échange de deux électrons :

E = min (U|H|D). (2.25)

Il est possible de séparer I'opération de minimisation en deux étapes : on considéere d'abord toutes les
fonctions d’'ondg¥) associées a une densité”) donnée, puis on minimise parmi toutes ces fonctions
d’onde,
‘gjnm (U|H|D) = ‘}Inm (U|T + Wee|T) + /dffune(F)n(f’), (2.26)
—n
en exploitant le fait que toute fonction d’on¢i&) associée & (), donne la méme valeur moyenne de
I'opérateur d’énergie potentiellel |V,,.|¥) = [ dF v, (7)n(r). La fonctionnelle universelle :

Fln] = min (U|T + Wee| W) = (WINT + W[ U1, (2.27)

U |[TMiny est la fonction d’onde, délivre le minimum de I'énergie a une densfigée. Finalement, si
on minimise sur toutes les densités V-électrons, avec le potentiel externe fixe, il vient :

n—N

E = min {F[n] + /df’vne(f’)n(F)} : (2.28)
La densité ainsi obtenue est la densité de I'état fondamental. La contrainte fixant le nombre d’électrons

29



CHAPITRE 2. ETUDE DFT DES DIMERES ET SOLIDES DE GAZ RARES

a N peut étre formellement introduite par I'introduction d’'un multiplicateur de Lagrange

) {F[n] + /dfvne(F)n(f’) - A/an(F)} =0, (2.29)
conduisant a I'équation d’Euler suivante :
OF[n] o
() + Vpe(T) = A (2.30)

Ainsi le potentiel externe peut étre déterminé a partir de la densité de I'état fondamental. A noter que la
généralisation aux cas des densités polarisées en spin est triviale, en effet rien n’empéche la substitution
directe dans I'équation (2.26) de la contrainte fixéerspar une contrainte fixée sur, [15]. Malheu-
reusement, la fonctionnellg[n| est difficile & approcher directement et notamment sa partie cinétique.
Par exemple, nous pouvons penser a la fonctionnelle de Thomas-Fermi [10, 11], voire a rajouter un terme
de gradient [16] mais c’est encore insuffisant pour obtenir des résultats quantitatifs. C’est grace a une
idée simple mais ingénieuse de Kohn et Sham [17] qu’une solution a ce probléme a été trouvée.

2.1.6 Approche Kohn-Sham

A partir du simple constat que I'énergie cinétigue exacte d'un systeme modéle sans interaction est
d'abord facilement calculable, mais surtout constitue une trés bonne approximation de I'énergie ciné-
tique exacte, le schéma Kohn-Sham (KS) est développé. Contrairement a la méthode HF, qui est basée
sur une approximation de particules indépendantes de la fonction d’onde exacte, le schéma KS quant a
lui est potentiellement exact, car le system&/ #lectrons en interaction est remplacé par un systeme
fictif sans interaction possédant une densité électronique exacte.

Pour un systéme sans interaction, le tefiie disparait dans I'équation (2.27), il reste pdun] :
Ty[n] = min (2|T|®) = (S| T[2]M). (2.31)

Bien que I'on cherche parmi toutes les fonctions d’ond¥-&lectrons antisymétrique dans I'équation
précédente, la fonction d’ondé?]‘”), qui sera, pour une densité donnée, une fonction d’onde sans in-
teraction. Typiquement elle sera un déterminant de Slater ou une combinaison d'un petit nombre de
déterminants, avec un potentiel effeeti7) tel que :

0T[n]
on(F)

+ug(7) = As. (2.32)

Ainsi, I'’équation précédente donne le potentiel K§), comme une fonctionnelle de la densité. En
écrivant la fonctionnelle universellg[n] sous la forme :

Fn] = Ts[n] + Eg(n] + Exc[n] (2.33)
Une équivalence des équations (2.30) et (2.33) est obtenue si et seulement si :

(SEHJ;C[TL("F)]

() (2.34)

Vs(F) = Une(T) +

ou pour des raisons de compacité nous écriieps.[n| = Ey[n| + Ey:[n].

Il faut noter queT’s[n] N'est qu’une approximation de I'énergie cinétique exacte et que la quantite|,
que I'on appelle fonctionnelle d’échange-corrélation, inclut la partie non-classique de la répulsion entre
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électrons (échange et corrélation) mais aussi la correction de corrélation a I'énergie cinétique :
E.cln] = T[n] — Ts[n] + Eec[n] — Exn], (2.35)

ou sont données les fonctionnelles exactes cinétiilies = (¥[n]|T|¥[n]) et d'interactionE,[n] =

(W [n]|W,e|®[n]). En traitant exactemerit,[n], la méthode KS laiss&,..[n] aux soins d'une approxi-

mation. Les justifications sont assez évidentes :

— Ts[n] est la plus grande contribution a I'énergie totale, tandis Kén] compte moins.

— T4[n] est en partie responsable des oscillations de densité de la structure électronique en couche, qui
est bien décrite par la méthode KS.

— E..[n] peut étre facilement approchée, plus aisément que I'énergie cinétique par des modéles phy-
sigues simples.

Le prix a payer est I'apparition d’orbitales, qui viennent de la résolution de I'ensemble des équations

couplées sans polarisation de spin, définies par :

(Ts + Vi) |os) = €il i), (2.36)
ou les opérateurs sont définis a partir des équations (2.31) et (2.34).

A la suite de tous ces développements, nous obtenons donc I'expression finale pour I'énergie totale du
systéme :

E = min {éni% {(@\:ﬁ|c1>>} + Epze[n] + /an(F)vne(F)} . (2.37)

qui peut se réécrire aussi :

N
E ="~ Buln] + Buclr] ~ [ & n(f)un() (2.38)

les trois derniers termes étant les corrections de double comptage.

Enfin, il est bon de rappeler que la méthode KS est exacte, autrement dit, si la fonctidripgtie

exacte était connue, nous aurions une description exacte de tous les effets physiques de l'interaction
électronique, incluant évidemment les effets de corrélation de longue portée responsables des forces de
dispersion. Il reste cependant a approcher cette fonctionnelle de la maniére la plus précise possible.

2.1.7 Fonctionnelles d’échange-corrélation

La pierre angulaire de la méthode de la fonctionnelle de la densité est donc la détermination de la fonc-
tionnelle d’échange-corrélation.

Définition des termes

Habituellement, la fonctionnelle d’échange-corrélation est décomposée en deux contributions :

E:cc[n] =E; [TL] + Ec[n] (2.39)
avec une contribution d’échange,
E,[n] = (®[n]|W..|®[n]) — Ex[n] (2.40)
et de corrélation : ) A X X
Ee[n] = (U[n]|T + Wee|¥[n]) — (@[n]|T + Wee| @[n]). (2.41)
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C’est donc une définition totalement différente de I'énergie de corrélation des méthodes post-HF [3] par
exemple qui est donnée par. = £ EHF |’'énergie de corrélation contient ici une contribution
d’énergie cinétique et potentielle, toujours négative [15] :

Ecn] = Te[n] + Uc[n] = (T[n] — Ts[n]) + Eee[n] — (En[n] + Ex[n]). (2.42)

De plus pour un systeme mono-électronique il est possible de montrer que le potentiel d’échange-
corrélation annule I'effet de self-interaction dans le terspgn| du potentiel KS [18]. Malheureuse-

ment, les équations (2.40) et (2.41) ne donnent pas vraiment d'indication quant & la construction pratique
d’approximations de ces fonctionnelles. C’est la méthode d'intégration de la constante de couplage par
connexion adiabatique [15] (et références a l'intérieur) qui va nous permettre d’approcher ces fonction-
nelles.

Connexion adiabatique

Le but est de relier (ou brancher) de maniére continue le systéme sans interaction KS au systéme phy-
sique, en allumant progressivement l'interaction, tout en imposant la densité constante. Evidlemment une
infinité de chemins est envisageable [19] mais la solution la plus simple par un branchement linéaire
est la premiére historiquement retenue [20, 2¥}} = AWW,.. Nous avons donc I'hamiltonien KS pour
A=0 et le systéme physique en pleine interaction poetlk. En un point donné du chemin d’intégration,
I’'hamiltonien s’écrit :

H =T+ W) +V*, (2.43)

avecV* = [ d7 v\ (7)n(7), oliv*(7) est le potentiel externe forgant la densité de I'état fondamental, en
ce pointA du chemin d'intégration, a étre égale a la densité de I'état fondamental du systéme physique.
De la méme maniére que précédemment, il est envisageable d’écrire une fonctionnelle unikefsglle
associée a I'équation (2.43), qui se décompose suivant :

FA[n] = Ty[n] + Ex[n] + EX[n], (2.44)
avec les relations suivantes :
EX[n] = AEy[n] (2.45)
EXn] = ME.[n] (2.46)
EXn] = (Wn]|T + AWee |92 [n]) — (B[n]|T + AWee| ®[n)). (2.47)

En dérivant la derniére équation par rapport a la constante de couplage et en vertu du théoréme de
Hellmann-Feynman, il vient :
0L 1]

oA

= (W] |Wee |9 [n]) — (D[n]|Wee| B[n])
= 3 / / A7y dFy ()R (T, 7o) wee (112), (2.48)
qui par une intégration sur le chemin complet, c’est-a-dird&urj donne :

E.[n] = %/01 d/\//dﬁd@ n(7) b2 (F1, 7o )Wee (112).- (2.49)
h) (7, 7) est le trou de Coulomb associé an
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Trou de Coulomb, Trou de Fermi

C’est a partir de la densité de paires, que les effets d’échange et de corrélation peuvent étre appréhendés,
et que le concept de trou d’échange-corrélation apparait naturellement. En reprenant en partie la discus-
sion proposée par Koch et Holthausen [22], ces concepts émergent facilement. La probabilité, normalisée

au nombre total de paires d'électrons difféeremd&gV — 1), de trouver une paire d’électrons placés I'un

en et l'autre eni®, est donnée par la quantité (7 ; 72 )d7™ ds, ou la valeur moyenne de I'opérateur

de matrice densité diagonale a deux particules donnée par I'équation (2.20) est prise gur)l'’état

na(71;72) = (Y|Ra(r1;72) V). (2.50)

Le principe de Pauliimpose que la probabilité de trouver deux électrons de méme spin en un méme point
de I'espace soit exactement zéro. Ainsi, les électrons de méme spin ne se déplacent pas indépendamment
les uns des autres. C'est l'effet d’échange, pris en compte par la nature antisymétrique de la fonction
d’'onde dans les cas Hartree-Fock (HF) et Kohn-Sham (KS). Par le biais de l'interaction électrostatique,
les électrons ne peuvent se rapprocher trop les uns des autres, c'est I'effet de corrélation de Coulomb.

La séparation de I'énergie d’échange-corrélation dans la méthode KS nous améne a décomposer de la
méme maniére la densité de paire :

na(71;72)

T — - =
(i) = n(72) + hac(m1,72). (2.51)

Il est possible, de plus, de séparer la contribution d’échange (trou de Fermi), de la contribution de corré-
lation (trou de Coulomb) :
hee(71,72) = he (71, 72) + he(71,72), (2.52)

sans perdre de vue que seule la somme de ces trous a un sens physique. Ces trous satisfont des régles de
sommation, voir le chapitre 2 de la référence [22], et a partir de leur étude, il est possible d’expliquer, par
exemple, les erreurs commises dans I'approximation RHF sur les courbes de dissociatidd3le bk

la méme maniére que I'équation (2.49) I'énergie d’échange peut s'écrire comme :

Ex[n] = %//df&dfg n(Fl)hx(Fl,Fg)wee(Tlg). (253)

Ce qui permet de définir le trou d’échange HF, donc d’'un systéme sans interaction en couches fermées,

avec :
2

n(r1)

B T) = ———==< Y 67 ()07 (F2) (7)) (72)- (2.54)

iij

C’est donc un trou délocalisé, qui par construction compense le terme de self-interaction du terme Har-
tree. Maintenant pour le systéme réel, il faut une approximation capable de modéliser les trous de Fermi
et de Coulomb. C’est le travail de I'approximation locale et semi-locale.

Approche locale et au-dela

Un systeme pour lequel on connait exactement les expressions du trou de Fermi, et pour lequel on sait
obtenir I'énergie de corrélation dans la limite des faibles et de trés grandes densités, est le gaz d'électrons
libres, voir la référence [24]. Au sein du gaz homogéne, comme les propriétés dépendent de la densité,
I'expression du trou de Fermi dans ce modéle prend alors la forme d’une fonction de Bessel sphérique
du premier ordrg [25], avech, (71, 72) = hy (|71 — 72|) = he(R) :

BLOA (o R = j1 (ki R) = — 2 (

(2.55)

sin (kpR) — krR cos (kFR)>2
2 )

(krR)?
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ou k- désigne le module du vecteur de Fermi associé a la densité locale, défini dgmm@&n2n)/3.
La combinaison des équations (2.53) et (2.55) permet I'écriture, sous une forme locale, de I'énergie
d’échange, et en considérant également que la contribution de corrélation dépend uniquement de la den-
sité, il vient :

EEM ] = [ drn(r)e2A (), (256)

dans laquelleLPA [n ()] est la densité d’énergie (ou encore énergie par particule) d’échange-corrélation
du gaz homogene d’électrons. En particulier, I'énergie d’échange locale s’écrit simplement dans ce mo-

dele :
373 1/3
ELPA] = -3 (-) / A7 n'/3(7), (2.57)

™

alors que la contribution de corrélation n’est disponible gu’aux limites de trés basses et trop hautes
densités [26, 27]. Des paramétrisations sont alors nécessaires [18, 28, 29] & partir de calculs Monte-
Carlo guantiques [30, 31]. Le succés de cette approche n’est plus a démontrer, voir la référence [32]
pour une excellente revue des capacités de I'approximation LDAc@l Density Approximatiof), en
particulier dans les systémes périodiques fortement liés.

Au niveau moléculaire, les inhomogénéités de la densité peuvent se révéler conséquentes et le be-
soin d'introduire ces effets dans la fonctionnelle d’échange-corrélation se fait alors sentir. Ainsi dans
le but d’'une recherche de meilleures performances, la seconde marche de I'échelle de Jacob [33], qui
peut étre vue comme un tentative de hiérarchisation des approximations de la fonctionnelle d’échange-
corrélation [34], consiste a inclure une correction de gradient, pour rendre compte localement des inho-
mogénéités des densités. C’'est I'approche GQ2efieralized Gradient Approximatin aussi dénom-

mée approche semi-locale dans la littérature, dont un historique est donné dans la référence [15]. On
résume souvent cette approxiamtion par la formule :

ECCAIn, Vn] = / A7 n(F)ege[n(7), Vn(7)]. (2.58)

L'idée d’'un développement en fonction du gradient de la densité apparait déja dans I'article fondateur
de Kohn et Sham [17] et est reprise un peu plus tard par Ma et Brueckner [35] pour construire I'ap-
proximation GEA (pour Gradient Expansion Approximatityn Cependant le trou d’échange, méme s'il

est mieux modélisé a courte portée que le trou LDA, présente un sérieux défaut a longues distances, du
fait de I'apparition de fonctions oscillantes sans justifications physiques, il viole la regle de normalisa-
tion dans le modéle GEA [36, 37]. L'idée d’'une troncature dans I'espace réel [37], afin de remédier a
ce comportement oscillant a longue distance, se révéle étre la base de I'approximation GGA. Dans le
méme temps Becke [38, 39] propose, dans une approche empirique, la construction d’'une fonctionnelle
d’échange avec correction de gradient qui se révele étre de la méme forme que celle proposée par Perdew,
soit avec l'aide d’'un gradient réduit= |Vn|/(2kpn) :

3 (3\"?

S, 5] = <—> [ @06, (2.59)

Les effets de la correction de gradient sur la fonctionnelle d’échange sont alors uniguement contenus
dans le facteur d’amélioratioffi.(s). Concernant la contribution de corrélation, c’est une analyse dans
I'espace réciproque [40] qui se révele étre pertinente et ameéne l'idée d’'un rayon de coupure dans l'espace
des vecteurg [41]. La premiére fonctionnelle dont la construction est basée sur ces principes est alors
PW91 [42], dont une version simplifiée apparait sous la dénomination de PBE [43] un peu plus tard. Dans
de nombreux cas, I'approximation GGA se révele étre supérieure ou au moins I'égal de I'approximation
locale. Mais le probléme de la self-interaction demeure identique a I'approche locale.

La construction de fonctionnelles hybrides [44] qui prennent un pourcentage fixe d’échange HF, est
une autre voie qui permet d'obtenir des précisions sur des calculs thermochimiques comparables aux
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méthodes post-HF [45]. En particulier, elles sont capables de corriger partiellement les problémes relatifs
a la self-interaction.

Fluctuation-dissipation

Pour terminer cette premiére partie de chapitre consacrée au formalisme KS et a la construction des fonc-
tionnelles, il me semble important de parler de I'approche consistant a donner une formule de I'énergie
de corrélation a partir de la fonction réponse de la densité électronique. La combinaison du théoréme de
fluctuation-dissipation et de la connexion adiabatique autorise I'écriture [46] du trnga I'aide de

la fonction de réponse densité-densjé’, 7; w) encore appelée susceptibilité de la densité de charge :

1 Lo 1 [e%) o o
E.[n| = E//d?jd?“g wee(rlg)/o d)\/o dw [xA (71, Fasiw) — x0 (71, T2; iw)] . (2.60)

Pour un systéme sans interaction, typiquement un systeme KS, il est possible d'écrire, a partir d’'un
développement perturbatif au premier ordre, la fonction de réponse sans interaction fpsdesles
nombres d’occupation des orbitales spatiales :

07 (1) 95 (72) 5 (71) i (72)
€ — € — hw ’

Xo(F1, Posw) = > (fi = 1)) (2.61)

0.
qui physiqguement représente la réponse linéaire non-locale a une perturbation par un champ externe
oscillant a la fréquence, d'un systeme d’électrons indépendants.

Maintenant pour un systeme en interaction avec un noyay(r12) la fonction de réponsg) (7, 7; w)
s'écrit grace al'équation de Dyson de la théorie de la fonctionnelle de la densité dépendante du temps [47] :

XA (71, 725 w) =x0(71, T2 W)

~ o o o (2.62)
+/d7"3 [/ drixo(71, 725 W) (AWee(113) + fre(T1,73;w)) | XA (T3, 725 W),
qui sous une forme raccourcie est, avec le siggemme produit de convolution :
XA = X0t X0 * (AMWee + fren) * Xa- (2.63)

Quelques commentaires sur les termes sont nécessaires : d’'une part le noyau d'échange-corrélation
Jze (71, 73; w) €stinconnu pour un systéme inhomogéne, seule I'approximation du gaz d’électrons libres
apporte des informations [47]. Afin de résoudre cette équation, des approximations sont nécessaires, la
plus commune étant le calcul eR4ndom Phase ApproximatibRPA) qui négligef,,. , dans I'équation

(2.63). Nous y reviendrons plus tard, voir le paragraphe 2.3.5, mais il est bon de signaler qu'’il a été mon-
tré [46, 48, 49] dans différents cas que I'approximation RPA rend compte des forces de van der Waals,
et qu’elle sert de base pour un grand nombre de développements dans la recherche de fonctionnelles de
corrélation non-locales, voir la référence [50] ainsi que les références données a l'intérieur.

Récemment, le concept de I'échelle de Jacob [33] est apparu pour tenter de présenter de maniére sys-
tématique I'évolution des approximations de la fonctionnelle d’échange-corrélation, afin d’obtenir la
fonctionnelle ultime, celle qui permettra aux calculs d’obtenir la précision chimique. A I'heure actuelle,
elle comporte cing barreaux. Au premier niveau, se trouve la "mére de toutes les approximations”, I'ap-
proche locale, qui n'utilise que les densités de spin sous sa forme LSPa('Spin Density). Dans un

second temps, I'incorporation des gradients de densité améne une meilleure précision, ce qui constitue
'approche GGA. L'approche méta-GGA, qui ajoute les laplaciens de la densité ainsi que les densités
d’énergie cinétique associées aux orbitales occupées Kohn-Sfan= 1 >".|V¥; ,(7)|? peut étre
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considérée comme la troisieme marche de cette hiérarchie. L'ajout d’un terme d’échange Hartree-Fock,
s'il est combiné a la construction d’un potentiel local et multiplicatif pour les puristes, ou bien dans le cas
de fonctionnelles hybrides, représente I'échelon supérieur. Ces quatres premiers niveaux ne prennent en
compte que les orbitales occupées. Enfin I'utilisation du théoréme de fluctuation-dissipation combinée
a un traitement exact du terme d'échange, donne acces a la fonction de réponse exacte du systéme qui
peut alors servir au calcul de I'énergie de corrélation, et constitue ainsi pour I'heure, la derniere marche
de cette échelle. Il est important de noter qu’elle est la seule approche a tenir compte des états virtuels
en plus des états occupés. Il va de soi que le colt computationnel monte trés vite avec la complexité de
la fonctionnelle.

Problémes ouverts

Méme s'il est communément admis que la DFT, dans sa formulation Kohn-Sham avec une approxima-
tion GGA de la fonctionnelle d’échange-corrélation, est capable de traiter un grand nombre de problémes
avec plus ou moins de réussite, il reste néanmoins quelques situations pour lesquelles les fonctionnelles
GGA sont mises en défaut. Cet argumentaire est repris en partie des références [51, 52] qui présentent
I'intérét et le formalisme des fonctionnelles dépendantes explicitement des orbitales pour la premiére et
la construction du formalisme Kohn-Sham multidéterminantal pour I'autre. Il se divise en cing points,
dont les deux derniers, en particulier, font I'objet d’études spécifiques dans ce travail de thése.

— Le premier probléme mentionné ici concerne les atomes lourds. En comparant objectivement les qua-
lités des résultats (énergétiques mais aussi géomeétriques) obtenus en GGA dans les différentes zones
du tableau périodique, nous constatons une tendance a perdre de la précision lorsque I'on augmente
la charge du noyau. La présence de moment angulaire plus grand abaisse donc la qualité de I'approxi-
mation semi-locale. Il arrive méme parfois que pour des systémes lourds, les résultats LDA soient
relativement proches des résultats expérimentaux et que le passage a une correction de gradient dé-
truise ce bon accord significativement, le plus souvent avec une tendance a surestimer les longueurs
de liaison et sous-estimer les énergies, sans que les effets relativistes en soient responsables [52].

— Les systemes possédant des électrons fortement corrélés tels que les oxydes de métaux de transition
(MnO, FeO, Co0, et NiO) restent pour I'heure un véritable challenge dans le cadre strict de la DFT.
Ces systemes dont la structure cristalline est identique a NacCl, du fait de la présence d'8léctron
présentent un caractére isolant antiferromagnétique de type Il. Les fonctionnelles LDA et GGA pré-
disent au contraire un caractére métallique pour FeO et CoO et les gaps de MnO et NiO sont largement
sous-estimés [53, 54, 55]. Quelgues arguments non-définitifs tendent a prouver qu’un traitement cor-
rect du terme de self-interaction est nécessaire pour obtenir une description plus en adéquation avec
les résultats expérimentaux [56].

— La formulation de la DFT, telle que Hohenberg et Kohn la concoit [13], repose sur le fait que I'état
fondamental du systéme étudié est non-dégénéré. Il faudra attendre le début des années 80 pour que
la question de la dégénérescence fasse son apparition. Méme si la DFT est une théorie de I'état fonda-
mental pour lequel la dégénérescence est peu fréquente de maniére générale, nous ne pouvons négliger
les problémes rencontrés lors de calculs sur des atomes, et en particulier pour des atomes avec des or-
bitalesp occupées, typiquement le cas Be est pathologique [51]. En pratique, la solution retenue lors
de I'utilisation d’approximation LDA ou GGA consiste a lever artificiellement la dégénérescence, au-
trement dit briser la symétrie, soit par une minimisation de I'énergie, soit en imposant des contraintes
de symétrie supplémentaires. Cependant, ces deux approches peuvent alors produire de faux états
fondamentaux dans le cas d’une guasi-dégénerescence. Une solution possible passe alors par une gé-
néralisation de I'approche Kohn-Sham en utilisant une formulation multidéterminantale [51] de la
fonction d’onde dans I'espace dégénéré.
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— Le probléme de la correction de la self-interaction est un des grands sujets restant ouvert dans le cadre
de la DFT. Une tentative de correction sera présentée dans le chapitre 3 de cet exposé, mais pour
fixer les idées, faire un état des lieux du probléme se révéle pertinent. On présente souvent ce pro-
bléme comme celui de l'ion négatif, et son origine réside dans I'approche (semi-)locale du potentiel
d’échange. Dans la région asymptotique, la densité électronique décroit exponentiellement ce qui en-
traine la méme décroissance pour le potentiel d’échange du fait de la localité du patentiet!/?.

Il en va de méme pour le potentiel de corrélation, et le potentiel effectif Kohn-Sham décroit alors plus
vite quel /r. En conséquence, un atome neutre dans I'approximation LDA (mais aussi GGA) n’est pas
en mesure de capter un électron supplémentaire, simplement parce qu’il ne posséde pas d’états excités
liants (provenant d'une série de Rydberg). Dans le formalisme exact, ce comportement asymptotique
en 1/r du potentiel d’échange est retrouvé, et assure la compensation du terme de self-interaction
dans I'expression de I'énergie Hartree. Une maniere de remédier a ce défaut est de passer par un terme
d’échange non-local qui annule exactement ce terme de self-interaction.

— Ladescription des forces de dispersion reste impossible pour I'heure, dans une approche (semi-)locale.
En effet, le caractére de courte portée de la fonctionnelle de corrélation basée sur le modéle du gaz
homogene d'électrons est le responsable de cet échec. Les régions de I'espace, qui seules contribuent a
I'énergie de corrélation, sont évidemment les zones de densité non-nulle. Dans cette approche, lorsque
deux atomes d’hélium sont suffisamment éloignés, le recouvrement de densité est quasi-inexistant, et
la contribution a I'énergie de corrélation par une approche locale ou semi-locale est nulle. En aucun
cas, nous sommes en mesure de rendre compte des interactions de longue portée a l'origine des forces
de dispersion. Le passage a une correction de gradient ne change pas la donne, car elle ne rend compte
que des variations de densité dans le voisinage immédiat du point de I'espace considéré. Seule une
approche non-locale est en mesure de rendre compte des effets de corrélation de longue portée, c’est
en substance la base de notre approche présentée dans le chapitre 4.

Historiguement, le probleme de la description des forces de van der Waals par une fonctionnelle de la
densité est apparu lors du travail sur une approche simpliste proposée par Gordon et Kim [57] pour le
calcul d’énergie d'interaction entre systémes a couches électroniques saturées. Nous allons dans la suite
de cet exposé, nous intéresser aux résultats que peuvent produire les méthodes basées sur la fonctionnelle
de la densité, et en particulier ce que produit étonnamment I'approche de Gordon-Kim dans un premier
temps.

2.2 Méthode Gordon-Kim

Dans un cadre qui se rapproche de la DFT, la proposition faite par Gordon et Kim en 1972 [57] pour traiter
de maniére simple l'interaction entre deux atomes en couches fermées, va nous permettre de tirer de
nombreux enseignements, et de développer une interprétation simple des problémes liés a I'utilisation des
fonctionnelles standards dans I'approche Kohn-Sham. Tout d’abord, étudions précisément leur modeéle
et le domaine de validité de celui-ci.

2.2.1 Formalisme

L'idée de base a I'origine de cette méthode [57] est la nécessité de trouver une méthode simple d'estima-
tion des énergies d'interaction de systémes sans passer par un calcul SCF complet colteux, mais aussi
d’éviter le calcul par un traitement post-HF des corrélations électroniques trop prohibitif en temps de
calculs. Cette méthode découlant d’'une série d’approximations simples, donne une description plus que
qualitative des courbes d'interaction entre atomes de gaz rares, et en particulier, sa validité dans la région
du minimum ainsi qu’a trés petites distances est impressionnante.

37



CHAPITRE 2. ETUDE DFT DES DIMERES ET SOLIDES DE GAZ RARES

2.2.2 Approche de Thomas-Fermi

Nous pouvons voir dans la méthode de Gordon-Kim, la rémanence des idées de Thomas et Fermi [10,
11], qui furent les premiers a donner une expression en terme de densité électronique uniqguement pour
I'énergie d’'un sytéme & électrons et a appliquer le modéle du gaz d’électrons libres pour le calcul d'une
partie de cette énergie. Dans cette approche, la prise en compte de I'énergie cinétique est faite par une
"fonctionnelle” de la densité dont I'expression est donnée par une simple approximation basée sur le gaz
électroniqgue homogeéne, tandis que l'interaction électron-électron ainsi que l'interaction électron-noyau
restent traitées classiquement.

Dans le cas du gaz homogeéne, il est possible de dériver de maniére assez simple les expressions dépen-
dantes uniguement de la densité électronique des différentes contributions a I'énergie totale du systeme.
Par exemple, il vient facilement [24, 58] pour I'énergie cinétique :

3
Eiln(#)] = 15 (3n2)*/? / 4 n/3 (7). (2.64)
La combinaison des expressions classiques des énergies d'interaction électron-noyau et électron-électron,
avec I'éguation (2.64) donnant une expression de I'énergie cinétiqgue, améne a écrire I'expression de
Thomas-Fermi pour I'énergie totale du systéme en interaction comme :

T (7)] = 3 2 2/3 #nB/3 (7 _ FR(F) 1 = 7 n(r1)n(rs)
E[()]_10(3 ) /d (7) %:Za/d 7 +2//d1d277‘12 . (2.65)

L'importance de cette équation n’est pas tant sa faculté a décrire convenablement le systeme, (méme
si elle fournit des énergies atomiques raisonnables, elle est incapable de prédire I'apparition de liaison
covalente), mais bien pour ce gu’elle représente : la premiére expression de I'énergie d'un systéme en
terme de sa densité électronique uniguement, elle peut donc étre vue comme une ancétre lointaine de la
DFT.

Un peu plus tard, dans un contexte un peu différent [12], Slater qui cherchait une approximation pour
éviter le calcul colteux de la contribution d’échange non-locale dans la méthode HF, aI'idée de remplacer
I'expression du trou exact par une approximation locale. Autrement dit, son terme d’échange s’écrit sous
la forme de I'équation (2.57) a une constante d’ajustement empirique pres. C’est la méthedeoxke
appelée Hartree-Fock-Slater (HFS) qui rend compte du principe d’exclusion de Pauli.

La combinaison des deux approches précédentes est connue sous le nom d’approche de Thomas-Fermi-
Dirac, et elle contient les termes classiques cinétigues et électrostatiques ainsi que I'effet purement quan-
tique de I'échange. C’est a partir de cette méthode que finalement Gordon-Kim ont proposé d’évaluer les
énergies d'interaction.

2.2.3 Expressions de I'énergie d'interaction

Comme nous allons le vaoir, trois hypothéses sont formulées pour donner naissance a I'expression de
I'énergie d'interaction.

Hypothéses de travail

Tout d’abord, en amenant les deux sous-systémes en interaction, méme a de trés petites distances entre
centres de masse, nous allons négliger les effets de distorsion et de déformation de la densité électro-
nique. C’est-a-dire que les densités des sous-systémes vont rester intactes, I'étape 2 de la décomposition
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de Baerends est négligée, voir sous-section (1.2.2). Il est clair que les effets de réarrangement dans la dis-
tribution de charge seront manquants et qu'il ne sera évidemment pas possible de décrire la formation de
liaisons chimiques fortes dans ce modéle. Cependant, lorsque I'on s’intéresse aux systemes en couches
fermées, les effets de distorsion, par exemple entre atomes de gaz rares, sont mineurs [59] dans une
région ou le recouvrement reste faible. A trés courtes distances méme si ces effets peuvent devenir im-
portants, nous ferons la grossiére approximation de les négliger. Ainsi le premier ansatz de cette méthode
est de simplement considérer la densité totale du systéme en interaction comme la somme des densités
des sous-systémes pris séparément. Ensuite, la seconde idée est d'utiliser les expressions du gaz homo-
géne d'électrons pour évaluer les termes d'énergie cinétigue, d’échange et corrélation qui contribuent a
I'énergie d'interaction du systeme. Il est impératif de tenir compte des termes classiques d'interaction
électrostatique, ce qui améne naturellement a une expression de I'énergie sous forme d’'une fonctionnelle
de la densité. La vraie différence avec le modele de Thomas-Fermi-Dirac est I'inclusion du terme ren-
dant compte des corrélations électroniques, qui dans I'article fondateur de Gordon-Kim est donnée par
une fonctionnelle [57] basée sur une interpolation entre les régimes de basses et hautes densités du gaz
d’électrons libres.

Enfin, la derniére hypothése de travail consiste a définir la densité électronique employée pour décrire
les sous-systémes. Originellement, ils se sont servis de fonctions d’onde de type Hartree-Fock [60] pour
construire les densités en interaction, mais une densité de type KS est parfaitement envisageable. A partir
de 13, il est facile de donner une expression mathématique simple de I'énergie d'interaction du systéme.

2.2.4 Formulation mathématique

Nous allons nous intéresser maintenant principalement a une formulation du probléme valable pour deux
atomesA et B, placés en?, et R, de charge nucléair&, et Zg respectivement, séparés par une
distanceR. La premiére hypothése formulée précédemment donne la densité totale comme la somme
des deux densités associées a chacun des sous-systemes, la densité totale s'écrit alors :

NnAB =nNaA+np. (266)
Ensuite, la formulation en terme de fonctionnelle de la densité de I'énergie totale du systéme améne a:
Enapl = Enn + Ene[nap] + Ex[na] + Eg[nag] + Ezc[nas]. (2.67)

Mais c’est I'énergie d’interaction qui nous intéresse, et d’aprées I'équation précédente, il vient facilement
aprés des simplifications évidentes :

aE = 15 (37 [ 4 w230 - (w10 + 0} 0)]
0" vl o)

Ee[nap(r)] — (Ee [na(f)] + Ee [np(7))]) (2.68)
ZAZB nA 7"1)”’18(7”2)
/ /d ok R =]
s [am a0 g [ a2
B/ SN A/ “|7y — Rl

Il est alors facile d'identifier les différentes contributions a I'énergie d’interaction. Nous y retrouvons
une partie électrostatique simple, I'une des densités subit le potentiel formé par la densité du partenaire
plus la charge nucléaire correspondante (les quatre derniers termes de I'équation précédente), mais aussi
la partie cinétique (premier terme), la contribution d’échange (second terme) et enfin la partie corrélation

39



CHAPITRE 2. ETUDE DFT DES DIMERES ET SOLIDES DE GAZ RARES

(troisieme ligne). L'utilisation de densités construites a partir des fonctions d’onde de type Hartree-Fock,
conduisent a des résultats plus qu’acceptables dans la région du minimum.

2.2.5 Premiers essais

Avant de présenter les différentes variations possibles développées autour de cette approche, la revue
des résultats de Gordon-Kim actualisés, autrement dit recalculés a partir des densités obtenues par des
calculs HF réalisés dans une base usuelle par le programme MOLPRO [61], un programme utilisant des
orbitales de type gaussiennes (GTO), s’avére étre un premier pas vers la compréhension du modéle.

Détails techniques

Seuls les résultats concernant les homo-diméres Ne, Ars, Kry et Xe, sont présentés dans la suite,

et pour construire les densités atomiques, le module de calcul HF de MOLPRO a été utilisé. Le choix de
la base s’est imposé par lui-méme dans un souci de rapidité mais aussi en pensant a la convergence de
la base. Par exemple au niveau HF la convergence est rapidement atteinte [62], avec I'utilisation d’une
base du type aug-cc-pVTZ, [63, 64, 65, 66, 67, 68] ce qui justifie le choix de cette base. Il est a noter
que pour traiter le cas de I'atome de xénon, c’est une version en pseudo-potentiel de cette base qui a
été utilisée [69]. La quadrature utilisée pour I'évaluation des contributions d’échange-corrélation ainsi
que cinétique, est le schéma d’intégration standard de MOLPRO. Les grilles radiales et angulaires sont
générées de maniére adaptative afin de satisfaire a une précision donnée. Le schéma de construction de
la grille radiale est celui proposé par Knowles [70], et sera utilisé dans les calculs de DFT effectués
par notre version de développement de MOLPRO. De plus, la grille d’intégration angulaire est donnée
par un schéma de type Lebedev, voir la référence [71], qui donne des grilles angulaires de symétrie
octaédrique. Enfin, l'utilisation de la paramétrisation de Vosko, Wilk et Nusair [28] pour la fonctionnelle

de corrélation a la place de la paramétrisation proposée par Gordon [57], modifie [égérement les résultats
mais les réles majeurs restent joués par les contributions d’échange et cinétique.

Résultats

Dans la figure 2.1, sont représentés les potentiels d'interaction réduits des cing homo-diméres, a partir
des densités atomiques calculées au niveau HF, en comparaison du potentiel exact. Ce qui frappe immé-
diatement a la vue de ces courbes est la bonne tenue des potentiels a trés courte distance et dans la région
du minimum. Si nous regardons plus précisément les valeurs des parameétegs (cf. le tableau 2.1),

la valeur donnée au rayon de sphére dure est, de maniére surprenante, en trés bon accord, hormis les
cas extrémes Heet X&), avec les valeurs de référence. Grace a une approximation relativement simple,
une description du mur de répulsion plus qu'acceptable est obtenue, dans les cAs, ¢ Kr,, avec

une erreur inférieure a 2%. Le cas Hest au contraire trop peu répulsif et autorise une interpénétration

des deux densités a des distances trop courtes, ce qui entraine inexorablement un décalage de la distance
d’équilibre de plus de 15%. Dans une moindre mesure, c'est aussi le cas pour le systemai xe
démarque significativement avec un minimum déplacé de 7% environ, mais le traitement en potentiel
effectif de coeur peut étre ici évoqué pour expliquer cette différence. L'erreur faite par cette approche
pour le dimére He peut trouver son origine dans un mauvais équilibre entre les différentes contribu-
tions, comme par exemple une surestimation de la partie échange, et une sous-estimation de I'énergie
cinétigue, ou bien, dans I'approximation qui consiste a garder les densités atomiques intactes, ce qui
dans ce systéme n’est peut étre pas valide [72].

Quant aux valeurs obtenues pour la profondeur de pyitshormis le cas particulier He il faut ad-
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mettre qu’elles sont en bon accord avec les valeurs des puits de référence pour le cas GK originel, mais
gu’'une sous-estimation plus nette apparait dans nos calculs. Des écarts de I'ordre de 10% maximum
sont obtenus pour les premiers calculs GK, avec une tendance a la sous-estimation pour les trois diméres
Ne,, Arsy et Kry. Concernant nos calculs, les différences observées ne peuvent résulter que de la forme
des densités utilisées, de la différence de I'approximation de la fonctionnelle de corrélation, c’est-a-dire
I'utilisation de la fonctionnelle de Vosko-Wilk-Nusair en remplacement de la fonctionnelle proposée par
Gordon et Kim. Enfin il ne faudrait pas non plus négliger I'évaluation des énergies en elle-méme, au-
trement dit prendre en compte les différences du schéma d'intégration. Le cas particulier, geute

lequel une surestimation conséquente de I'énergie de liaison, détruit la validité de I'approche pour les
systemes légers, ainsi que celui du,X®@ec une surestimation de 10%, est a différencier dans I'énoncé
des conclusions. Malgré tout, pour les cas typiques du néon, argon et krypton, force est de constater,
malgré les approximations trés simples opérées, que la méthode Gordon-Kim est capable pour un codt
computationnel trés faible, de placer le minimum de van der Waals avec une précision plus qu’acceptable.

| ' |
1.0} o—eHig, .
’ — N62
— Ar2
0.5 e K B
-—- Xe,
—— Tang & Toennies
—~ 0.0
<
w
-0.5
-1.0}
-1.5

FiG. 2.1 —Potentiels réduits dans I'approche Gordon-Kim a partir de densités HF pour les cing homo-
dimeres dans la base aug-cc-pVTZ, en comparaison du potentiel de référence de Tang & Toennies, voir
section 1.3.3.

o €m Em
aug-cc-pVTZ réf. [57] aug-cc-pVTZ réf. [57] aug-cc-pVTZ réh7]
He, 0.75 0.74 3.60 4.12 0.84 0.84
Ne 0.89 0.88 0.75 0.96 0.98 0.97
Ary 0.88 0.87 0.77 0.88 0.97 0.97
Kry 0.88 0.87 0.79 0.89 0.97 0.97
Xey 0.83 - 1.10 - 0.93 -

TAB. 2.1 —Comparaison des parametres réduits, entre calculs de référence et version actualisée, dans
la base aug-cc-pVTZ des potentiels d’interaction de type Gordon-Kim.

Cependant, a la vue des courbes d’interaction données dans la figure 2.2, il est évident que le schéma
utilisant une approximation locale pour le terme de corrélation, n’est pas capable de reproduire un com-
portement asymptotique correct. A la place d'une décroissance algébrique attendue, une décroissance
plus rapide dont I'origine est la décroissance exponentielle de la densité est trouvée. En effet, dans cette
approche, c’est la contribution d’échange qui domine le comportement asymptotique du systéme, elle
surpasse largement la partie corrélation de I'énergie d’interaction par un ordre de grandeur. Par exemple,
une décomposition des différentes contributions a I'énergie d'interadtibnou A E est la somme des
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trois contributions électrostatiques, est donnée dans la figure 2.3 pour le dimémnAe basant sur la

formule ;
AFE = AFEq+ AE, + AE, + AE,. (2.69)

Trois zones se distinguent trés nettement. La premiére concerne les petites distances, jusqoia 6 a

ron, ou les termes électrostatiques additionnés a la corrélation et a I'échange ne compensent pas I'énergie
cinétique répulsive. Ensuite dans la région d’équilibre, le terme de corrélation et la contribution électro-
statique deviennent faibles devant les termes d’échange et cinétique, c’'est donc cet équilibre qui gouverne
principalement la position du minimum. Enfin, une troisi€me zone est constatée, ou la contribution élec-
trostatique est trés faible, et dans laguelle la corrélation est plus petite par au moins un ordre de grandeur
en comparaison de la contribution d’échange. Comme I'énergie d’échange est donnée par une loi de
puissance de la densité, et que celle-ci décroit exponentiellement avec la distance, un comportement ex-
ponentiel est donc attendu a grande distance pour ces systémes. Ce comportement est visible pour les
différents diméres dans la figure 2.2, en comparaison de la courbe de référence de Tang et Toennies [73]

qui posséde le bon comportement algébrique.

[ ! _]
1.00f e ]
— Ne2 ]
- Ar2
< K,
P X82
0.10 — Tang & Toennies E
[
W
0.0
1.2 2.0 3.0

FiG. 2.2 —Comportement asymptotique des potentiels réduits dans I'approche Gordon-Kim a partir de
densités HF pour les cing homo-diméres dans la base aug-cc-pVTZ, en échelle logarithmique.
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FiG. 2.3 —Décomposition des énergies d'interaction dans le formalisme Gordon-Kim pour le dimére Ar
a partir des densités HF dans la base aug-cc-pVTZ.

Il reste a élucider I'origine de la bonne tenue des résultats donnés par le formalisme de Gordon-Kim, et
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a présenter les tentatives pour remédier a son principal défaut, c’est-a-dire I'absence du traitement des
corrélations de longue portée, en majorité responsable de la liaison entre atomes a couches fermées.

2.2.6  Comment expliquer ces bons résultats ?

L'origine de l'apparition d’'un minimum, qui est de surcroit assez correctement placé, est quelque peu
ambigué. Rae [74] fut le premier a pointer du doigt le réle joué par I'échange et en particulier le fait
que dans l'approximation locale, la self-interaction du terme de Hartree n'est pas compensée exacte-
ment par le terme d’échange comme c’est le cas par exemple dans I'approche HF. Méme si dans le cas
hypothétique du gaz homogéne d’électrons cette erreur est négligeable, appliqguée a un systéme avec un
nombreN fini d’électrons, elle peut devenir problématique, en particulié¥ sist petit, inférieur a 10 par
exemple. Basé sur un simple argument concernant I'exclusion d’'un volume d’intégration dans I'espace
réciproque [74, 75, 76], il vient pour la correction :

1
EJC = ~(N)E, = E, <1 - 25 + 262 — 553> (2.70)
aveco une variable dépendante deau travers de I'équation :

(4N)~t =63 <1 954 153> . (2.71)
8 4

Cette correction a été discutée [75, 76, 77], et testée dans différents cas [78, 79]. Il en résulte aprés

correction, en négligeant la contribution de corrélation, une courbe d’interaction purement répulsive

proche d'une courbe HF [78]. Notons tout de méme l'inconvénient majeur de cette correction, qui vient

du fait queES'C dépend du nombre total d’électrons et donc viole la condition de "size-consistence".

En accord avec la premiére version de la correction de self-interaction de Rae [74], le nombre d’électrons
utilisé dans le formule (2.71) correspond au nombre total d’électrons du systenié soilv, + Np.
Ainsi la contribution a I'énergie d’interaction d’échange est donnée par I'équation suivante :

AESC = (N)AE, = v(N) / A7 [Ex[na +np] — (Ex[nal + Ex[np))]. (2.72)

C’est la variation de I'énergie d’échange corrigée du super-systéme entre sa position actuelle a une
distance finie et lorsque les deux sous-systémes sont placés a une distance infinie 'un de l'autre, qui
est considérée ici. Dans ce cas, il n'y a évidemment pas de recouvrement entre les densités et on doit
écrire Elng + np| = E[na] + Elnp] pour toute fonctionnelle. Nous comprenons donc qu'il n’est pas
satisfaisant d’utiliser un facteur correctif N') = (N4 + Ng), mais plutét de corriger les contributions
E.[n4] et E,[np] par des coefficients(N4) et~(Np) respectivement [75, 79]. Nous pouvons donc
écrire en comparaison de I'équation (2.72), I'expression de la variation d’'énergie d’échange comme :

AES'® — /dF[y(NA + Np)Ez[na +np] — (v(Na)Ez[na] + v(Np) Ex[ns))] (2.73)

Une comparaison de ces deux schémas de correction de la self-interaction est présentée dans la figure 2.4
pour un dimeére léger Heet un plus lourd Kg. Nous constatons que la correction sous la forme de
I'équation (2.72) n'est pas en mesure de corriger totalement la contribution de self-interaction, et de
petits minima sont observés, dont la profondeur de puits augmente significativement lorsqu’augmente le
nombre total d'électrons décrits. La formule (2.73) quant a elle produit une courbe purement répulsive
dans tous les cas, et dont le caractere répulsif est beaucoup plus marqué qu’une courbe Hartree-Fock.

Nous voyons ici apparaitre deux notions assez fondamentales pour I'obtention d’'un schéma de calcul
capable de produire des courbes d'interaction possédant le bon comportement : d’une part la contribution
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d’échange ne doit pas étre a I'origine de la liaison faible, ce qui est le cas lorsque I'échange est corrigé

pour remédier au probleme de la self-interaction, et d’autre part la fonctionnelle de corrélation basée sur

un modéle du gaz d'électrons libres est incapable de rendre compte des effets de corrélation a longues
distances. Il reste a noter que la formule (2.73) présente un sérieux probléme pour une séparation infinie
puisque il est impossible de retrouver la limidd”,, (R — oc) = 0. Une solution a été proposée [75, 79]

passant par une pondération, dépendante localement des densités, du cogffiéient N), afin de
corriger cette limite.

Nous observons donc I'émergence d’'un équilibre fortuit entre les contributions d’échange et de I'énergie
cinétique, produisant un minimum. Une simple correction de la self-interaction a le pouvoir de détruire
ce minimum. C’est en substance I'explication de Harris [80], dans un contexte étendu au formalisme
Kohn-Sham. Nous pouvons donc penser que cet équilibre fragile compense aussi I'absence des effets de
déformations méme infimes s’opérant dans le systéme réel en interaction. La surestimation de la contri-
bution d’échange associée a la sous-estimation de la partie cinétique font que I'absence du traitement

des effets de la réorganisation de la densité électronique (étape 2 de la décomposition de I'énergie de
Baerends [81], voir section (1.2.2)) n'est pas rédhibitoire.
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FIG. 2.4 —Potentiels réduits du dimére bi€a gauche) et Ky (a droite), aprés correction de la self-
interaction donnée par les équations (2.72) et (2.73).

2.2.7 Variation autour d’'un méme theme

Quels peuvent étre les effets d’'un changement de I'origine de la densité, de l'utilisation de la correction
de gradient dans le calcul de I'échange-corrélation, par exemple ? C’est la problématique développée

dans cette section.

Effet de la densité

Il est bien connu que la principale caractéristique qui différencie les densités HF et KS est le caractére
plus diffus de cette derniére [82]. En évoquant le comportement asymptotique du potentiel d’échange-
corrélation, qui dans une approche locale ou semi-locale décroit exponentiellement, alors gu'il devrait
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avoir une décroissance drir (ce qui est le cas du potentiel HF), dans le schéma KS des orbitales de
valence qui décroissent trop lentement sont obtenues. En terme de densité électronique, le cas KS produit
des densités plus diffuses que dans un calcul de type HF.

Ainsi a partir de différents calculs KS, basés d’'une part sur I'approche LDA et d'autre part sur la fonc-
tionnelle d’échange-corrélation PBE [43]) des monomeéres, il semble possible d’observer les variations
de ces densités dans la méthode Gordon-Kim. Comme nous nous attendons a ce que les densités prove-
nant de calculs KS soient plus diffuses, nous devrions avoir des énergies d’interaction plus grandes. En
effet la zone de faible recouvrement des densités est plus étendue, ce qui implique un calcul du terme
d'échange surestimé (ce qu’'a tendance a faire la fonctionnelle de Slater [83]), en résulte une courbe
d’interaction plus liante (plus profonde). Ce qui est vérifié par 'examen des données du tableau 2.2, qui
donne les paramétres réduits obtenus a partir de densités HF, KS-LDA et KS-PBE.

< €m Em
HF KS-LDA KS-PBE HF KS-LDA KS-PBE HF KS-LDA KS-PBE
He, 0.75 0.76 0.75 3.60 4.46 4.36 0.84 0.86 0.86
Ne, 0.89 0.91 0.91 0.75 0.96 0.99 0.98 1.01 1.01
Aro, 0.88 0.88 0.88 0.77 0.88 0.89 0.97 0.98 0.98
Kr, 0.88 0.87 0.87 0.79 0.87 0.88 0.97 0.97 0.98
Xe, 0.83 0.82 0.82 1.00 1.09 1.12 0.93 0.93 0.93

TAB. 2.2 —Comparaison des paramétres réduits des courbes d'interaction de type Gordon-Kim, pour
différentes densités obtenues a partir de calculs HF, KS-LDA et KS-PBE, dans la base aug-cc-pVTZ

Le passage d'une densité HF pour les monomeéres a une densité KS-LDA pousse les courbes d'interaction
dans le sens d’'une augmentation de la profondeur du puits. Par exemple, en regardant le gat@ Ne

sont gagnés, sans un déplacement trés prononcé des autres paramétres, seulement 2%386ua

distance d’équilibre. Ainsi pour les cas Nér, et Kry, le caractéere plus diffus de la densité électronique

KS profite au modéle car il s’appuie sur la surestimation caractéristique du terme d’échange donnée par
LDA pour compenser la sous-estimation du puits de potentiel donnée par la méthode GK standard. Sans
surprise, le passage a une fonctionnelle d’échange-corrélation corrigée au gradient pour le calcul de la
densité modifie trés peu la tendance observée par le passage aux orbitales KS-LDA, mais ajoute encore
un peu au processus d’augmentation de I'énergie de liaison.

Considérant le cas %ele passage a la densité KS comme les trois systémes précédents donne une énergie
de liaison plus importante, sans un déplacement du mur de répulsion ainsi que de la position d'équilibre.
La surestimation est moins frappante, et résulte plutét dans I'utilisation d’un pseudopotentiel qui limite

un plus grand étalement de la densité. Enfin, guelgues mots sur le systéme le plus léger sont nécessaires :
il faut reconnaitre que I'approche GK n’est pas applicable a ce simple systéme, I'approche "statistique"
du probléme n’est pas valable pour la densité du dimére d’hélium, et que remplacer la densité HF par
une densité plus diffuse encore, n'arrange pas la description. Finalement, la contribution d’échange est
largement surestimée, en particulier dans la région du faible recouvrement, ce qui participe a un fort
déséquilibre non-compensé par la partie cinétigue. En conségquence une trop grande profondeur du puits
est obtenue.

Effet des fonctionnelles

Pour une densité donnée, quel peut étre I'effet d’'un changement de la fonctionnelle d’échange ? En parti-
culier, quel est I'effet d’'une correction de gradient dans la définition de cette derniére ? A partir des den-
sités HF, sont présentées dans le tableau 2.3 les valeurs réduites des parameétres définissant les potentiels
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d’interaction pour les trois fonctionnelles BPW91c, PW91PW9lc, et PBE pour lesquelles seul I'échange
differe. En effet, ces trois fonctionnelles dans leur implémentation dans le logiciel MOLPRO [61], uti-
lisent la méme fonctionnelle de corrélation construite sur un cut-off dans I'espace direct de la partie
longue portée du trou d’échange-corrélation [42]. Concernant I'échange, elle sont toutes les trois basées
sur une méme idée, a partir de I'approximation locale, un facteur d’amélioration est utilisé, cf. I'équation
(2.59) rendant compte des inhomogénéités de la densité. Les différences entre les trois échanges testés
ici se situent donc dans la maniére d’écrfigs). L'échange de Becke (ici B ou encore B88) [39] im-

pose en particulier un comportement asymptotique correct de la densité d'énergie d’échange, mais viole
un certain nombre d’autres conditions, en particulier il ne satisfait la relation de Lieb-Oxford [84] que
globalement, alors que pour Perdew et collaborateurs [42, 43] elle doit étre satisfaite localement.

Cette différence de construction est visible dans le cadre d’un calcul GK, et elle résulte dans le fait que
les courbes produites avec la fonctionnelle B88 ne donnent pas de liaisons entre les atomes de gaz rares,
voir le tableau 2.3. C’est le comportement du facteur d’amélioration dans la région de faible densité, ou
les variations de celle-ci peuvent étre importantes, qui en est responsable [83, 85, 86]. Ainsi les travers
des fonctionnelles d’échange apparaissent clairement dans le cadre de la méthode GK. En comparaison
des calculs a base de la fonctionnelle LDA, les calculs avec I'échange PW91 [42] détruisent le fragile
équilibre, avec une sévere surestimation de I'échange pouetH#ans une moindre mesure pour,Ne
produisant un minimum trop profond, tandis gu’elle les sous-estime pour les diméres plus lourds.

Pour les fonctionnelles qui satisfont la condition de Lieb-Oxford locale (PW91 et PBE), il est a noter que

le fragile équilibre obtenu dans I'approximation locale est rompu : tous les dimeéres (sgubiieles

énergies de liaisons trés petites avec des murs de répulsion trop éloignés des murs de référence. C'est
donc encore une preuve que les résultats acceptables obtenus dans la premiére approche de GK n’ont
pour origine qu’une simple compensation d’erreurs entre une surestimation de la contribution d’échange
(dans la zone de faible recouvrement de surcroit) et la sous-estimation de I'énergie cinétique donnée par
la fonctionnelle de Thomas-Fermi. Si une partie de I'échange est corrigée en gardant intacte la partie
cinétigue, alors I'’heureuse compensation d’erreur disparait. Il est a noter que I'utilisation de la correc-
tion de gradient dans I'’échange améliore nettement la description du dimére d’hélium avec un mur de
répulsion convenablement placé et une surestimation de I'ordre de 30% pour la fonctionnelle PBE.

o €m Em
B-PW9lc PW91 PBE B-PW9lc PW91 PBE B-PW9lc PW91 PBE
He, - 0.78 0.87 - 777 1.31 - 0.90 0.97
Ney - 091 1.01 - 1.91 0.30 - 1.02 1.10
Arg - 0.99 1.08 - 0.60 0.12 - 1.12 1.18
Kry - 1.00 1.08 - 0.47 0.11 - 1.14 1.19
Xes - 1.00 1.07 - 0.37 0.11 - 1.15 1.18

TAB. 2.3 —Comparaison des parameétres réduits, entre les calculs GK pour les fonctionnelles BPW91lc
et PBE, pour une densité HF dans la base aug-cc-pVTZ. B-PW91c ne produit pas de minima.

Une maniére d'essayer de rétablir I'équilibre entre les termes d'échange et cinétique, consiste a appliquer
une correction de gradient dans la fonctionnelle de Thomas-Fermi. Malheureusement la correction la plus
simple, sous la forme d’'un terme de von Weiszacker [16], méme si elle peut étre paramétrée a l'aide d’'un
facteur d’'atténuation [87], n'est pas en mesure de répondre a cette demande. En ajoutant la correction
de von Weiszéacker &), donnée par I'équation (2.64), nous obtenons une expression GEA de I'énergie
cinétique sous la forme suivante :

3 23 [ .. 1 |Vn(7)|?
EMN[n,Vn] = o (37%) / /dr n®3 (7) + 5% (2.74)
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En effet, méme si la correction de von Weiszacker [88, 89] améliore grandement les énergies cinétiques
totales, en se rapprochant de la valeur donnée par une évaluation en terme des orbitales, la composante
cinétique des énergies d'interaction est sous-estimée de maniére drastique [90]. Une nouvelle fois il faut
évoquer le fait, que la région des faibles densités mais ou les gradients réduits peuvent étre conséquents,
est a l'origine de cette sous-estimation de la composante d’interaction de I'énergie cinétique, voir le
tableau 2.4. Il en résulte un nouveau déséquilibre puisque I'échange surestimé n’est plus contrebalancé.

Syst. Hey Ney Argy

R 4.0 5.0 6.0 4.0 5.0 6.0 6.0 7.0 8.0
AFE) 0.0025 0.0003 0.0000 0.0196 0.0022 0.0002 0.0085 0.0015 0.0003
AEZW -0.0021 -0.0010 -0.0004 0.0031 -0.0025 -0.0010 -0.0001 -0.0017 -0.0009

TAB. 2.4 —Effets de la correction de von Weiszacker dans la contribution de I'énergie cinétique a I'éner-
gie d’interaction, pour une densité HF dans la base aug-cc-pVTZ. Toutes les données sont exprimées en
unités atomiques.

Finalement, une solution alternative intéressante [91, 92] consiste a appliquer la méme correction de
gradient dans la fonctionnelle de I'énergie cinétique que pour I'échange. |l suffit donc d’appliquer le
méme facteur d’'amélioration dans I'expression de I'énergie cinétique, par exemple en prenant le facteur
de la fonctionnelle PBE :

1
PBE
s)=14a|l- 2.75
F285(s) ( = b) (275)
aveca etb des parametres déterminés a partir de nombreuses conditions nécessaires de la construction
de la fonctionnelle d'échange [43].

Les résultats de I'application de ce schéma au calcul des courbes d’interaction des diméres de gaz rares
sont présentés dans la figure 2.5. Malheureusement, la correction par un facteur d’amélioration tiré des
expressions d’échange ne remplit pas son rble. En effet, pour tous les systéemes, mis g paddrec-

tion détruit I'équilibre, des courbes pas assez profondes sont obtenues, avec des murs de répulsion trop
a droite, ce qui se traduit par une contribution d’énergie cinétique trop importante. Mais curieusement,
cette correction profite le plus au cas pathologique de la méthode, le dimere d’hélium, avec un surestima-
tion du puits de I'ordre de 30% avec une distance d’'équilibre trop petite de 3%. C’est de loin le meilleur
résultat obtenu par cette méthode dans le cas du dimére le plus léger.

2.2.8 Correction du comportement asymptotique

Comme nous l'avons déja remarqué, la décroissance exponentielle de la densité a grande distance a pour
effet immédiat de déterminer le comportement asymptotique de la courbe d’interaction. Pour corriger ce
défaut, Gordon et Kim [93] ont proposé de rajouter un potentiel empirique duypg® calculé a partir

d’'un modéle d'oscillateur harmonique. Cette solution n’est pas satisfaisante, car elle augmente la stabili-
sation du minimum van der Waals déja bien rendu dans I'approche purement DFT. Il est plus raisonnable
de regarder le travail de Cohen et Pack [78], qui ont branché un potentiel semi-empirique, aprés avoir
appliquer la correction de la self-interaction proposée par Rae. Enfin, il faut noter que la validité d’'une
approche qui utilise une superposition de densités atomiques, a été analysée par Harris [80]. Il a montré
que cette approximation est valide jusqu’au deuxieme ordre pour des systemes interagissant faiblement.
Une généralisation des idées de Gordon et Kim a été proposée par Cortona [94] et surtout plus récem-
ment par Wesolowski [95] qui a introduit une bifonctionnelién 4, n | traitant la partie non-additive

de la contribution cinétique, par une fonctionnelle de la densité.
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FiG. 2.5 —Potentiels réduits dans I'approche Gordon-Kim modifiée en utilisant une correction de gra-
dient aussi bien dans la fonctionnelle d’échange-corrélation (PBE) que dans I'énergie cinétique (facteur
d’amélioration de PBE), a partir de densités HF pour les cing homo-diméres dans la base aug-cc-pVTZ.

2.2.9 Approche de Wesolowski

Une généralisation du théoreme de Hohenberg et Kohn permet une traitement en terme d’'une bifonc-
tionnelle de deux densités s’intégrant a un nombre entier d’électrons [94, 95, 96]. La méthode employée
utilise I'approche KS mais avec une différence notable, la minimisation se fait par une série d'itérations
avec la densité contrainte, et ou les orbitales KS d’un seul systéme a la fois sont déterminées en présence
de la densité fixée de l'autre sous-systéme. De plus, une bifonctionnelle doit rendre compte des effets
non-additifs de la partie cinétiqgue dans le cadre de I'approximation de type Thomas-Fermi. Cette ap-
proche permet une analyse de I'énergie d'interaction en terme de la fonctionnelle d’échange-corrélation.
Ce gu'il faut en retenir, est gu’'une nouvelle fois une heureuse compensation d’erreurs entre les approxi-
mations sur I'énergie cinétique et I'énergie d’échange-corrélation s’opére. Tant que les systemes ne se
déforment pas trop (complexes de van der Waals, systémes liés par liaisons hydrogene), ce schéma donne
des résultats acceptables [92, 97] et des raffinements [98] tels que I'utilisation de correction de gradient
améliorent les résultats, mais dés que les déformations deviennent prépondérantes, avec un recouvrement
trés important, I'erreur sur I'énergie d’interaction croit trés rapidement.

2.3 Calculs Kohn-Sham moléculaires

Comme nous l'avons vu dans la premiere partie théorique de ce chapitre, il est clair que si la fonction-
nelle d’échange-corrélation exacte pouvait étre connue, il serait possible de répondre correctement a la
question posée par la description des forces de vdW dans le formalisme KS. Se pose la question de
savoir dans quelle mesure les différentes approximations de la fonctionnelle d’échange-corrélation uti-
lisées habituellement sont-elles capables de décrire les courbes d’interaction entre atomes de gaz rares.
Pour y répondre, un bref historiqgue non exhaustif s’avére nécessaire et quelques exemples de courbes
d’interaction complétes sont aussi instructifs.
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2.3.1 Revue

Les interactions de vdW entre deux atomes apolaires résultent d’un subtil équilibre entre la répulsion des
nuages électroniques s'interpénétrant, et des forces universelles dont I'origine réside dans la corrélation
entre les fluctuations spontanées des densités de charge distantes. Ces corrélations de longue portée
peuvent-elles étre prises en compte dans une approximation locale ou semi-locale de la fonctionnelle
d’échange-corrélation ? Quelle est, en comparaison des méthodes post-HF, la précision des résultats ?

La premiére tentative de réponse a ces questions, hormis des travaux anciens utilisant la méfhae X

est un travail de Kristyan et Pulay [99] qui considére les trois homo-dimergsNég et Ar, dans une
approche KS utilisant les fonctionnelles LDA et BLYP [100], corrigée de I'erreur de superposition de
base (BSSE) et de superposition de grille (GSE). Ces détails techniques sont de toute premiére impor-
tance afin de produire des résultats numériquement stables et la procédure développée est aujourd’hui
reprise de maniére routiniére.

Il est clair que, dans I'approche en supermolécule effectuée dans une base localisée, chaque monomére
profite des fonctions de base de son partenaire, ainsi en quelque sorte, sa description est améliorée.
Comme I'énergie du monomére dans sa propre base ne profite pas de ces mémes fonctions de base,
il en résulte une surestimation de I'énergie d’interaction. Plus la base est petite plus cette erreur est
importante, et dans la limite d'une base compléte la BSSE s'annule. Elle peut évidemment prendre
des proportions conséquentes, par exemple dans le contexte de I'étude de liaisons hydrogene [101] ou
encore entre atomes de gaz rares [102], ou I'on peut rencontrer des erreurs de plus de 40% sur les
énergies d'interaction dans des calculs MP2 par exemple. Une correcposterioride ce probleme
passe par l'utilisation de la procédure associée aux noms de Boys et Bernardi [103], appliquée peu de
temps auparavant par Jansen et Ross [104]. Celle-ci donne un moyen de corriger la BSSE [105], en
imposant le calcul des sous-systémes dans la base du systéme total. L'énergie d’interaction corrigée est
donc donnée par :

AE 5 = E°2, — E°P — EPP, (2.76)

ou EZD signifie le calcul de I'énergie du monomeésdedans la base du dimére. Cette procédure est faci-
lement généralisable a I'étude de clusters par exemple, mais son co(t peut vite devenir prohibitif, c’est
pourquoi des tentatives de correctiapriori, voir par exemple la référence [106], sont développées. En-
fin, il semble important de signaler que les calculs HF et KS souffrent moins des effets de la BSSE [101],
qui sont plus marqués dans les calculs post-HF({MBPCSD(T)), du fait en particulier de I'agrandisse-
ment de I'espace des virtuels disponibles.

Le probléme de la superposition de grille est analogue a celui-ci de la BSSE. Le meilleur moyen de s’af-
franchir des effets de doublons dans la quadrature, de la mauvaise superposition des points de la grille
(par exemple un Iéger décalage), est encore d'intégrer les fonctionnelles et les potentiels d’échange-
corrélation des monomeres sur la grille du dimére [99]. Nous pouvons donc résumer la procédure appli-
cable atous les calculs KS par la formule suivante avec les indices bgD signifiant I'utilisation de la base
et de la grille du dimere :

AEap = B — E59° — 9P (2.77)

Les principaux résultats du travail de Kristyan peuvent simplement se résumer a :

— la partie répulsive, c’est-a-dire a trés courte portée, est assez correctement décrite

— les calculs LDA surestiment largement les énergies de liaisons

— les calculs LDA sous-estiment largement les distances d’équilibre

— la fonctionnelle BLYP ne donnent que des potentiels répulsifs assez proches des potentiels HF.

Les deux principaux enseignements de cette étude sont d’abord que l'origine de la liaison réside dans les
effets de recouvrement de la densité, puis le fait que les approximations locales et semi-locales utilisées
ne sont pas capables de décrire la zone des minima de vdW.

49



CHAPITRE 2. ETUDE DFT DES DIMERES ET SOLIDES DE GAZ RARES

Le travail de Pérez-Jorda et Becke [107] étend un peu plus I'étude précédente en s'intéressant aux di-
meéres composés des différentes combinaisons possibles entre les trois atomes d’hélium, de néon et d’ar-
gon. Le test est fait sur quatre fonctionnelles différentes : LDA, B88-PW91c, B3LYP [44] et H&H [44] ou
I'échange est composé pour moitié par I'échange de Slater et pour I'autre moitié par un terme d’échange
HF. 1l est important de noter que les densités utilisées par ces calculs sont des densités LDA et que les
termes d'interaction avec les corrections de gradient sont danmésteriori En particulier, dans le

cas des fonctionnelles hybrides cette approximation peut apparaitre un peu grossiere, sachant que leur
énergie d’échange-corrélation est sensé avoir un meilleur comportement asymptotique et donc produire
une densité moins diffuse. La surestimation de la fonctionnelle LDA est encore confirmée, et les autres
fonctionnelles ne sont pas capables de lier les atomes, car les contributions d’échange et de corrélation
ne compensent pas la partie cinétique répulsive. Ces résultats aménent alors les auteurs a penser que les
fonctionnelles utilisées sont incapables de capturer la physique responsable des interactions de vdW.

Le passage au dimére plus lourd §Kainsi que l'utilisation de fonctionnelle provenant du groupe de
Perdew (PW91 et PBE) [108] ne change fondamentalement pas les conclusions précédentes. Méme si
des énergies de liaisons sont obtenues, avec un accord assez bon pour la fonctionnelle PW91 [109],
et largement sous-estimées par les calculs PBE, nous ne pouvons finalement que constater le caractére
erratique des calculs KS et noter la grande dépendance au choix de la fonctionnelle d’échange dans un
premier temps. C’est précisément I'étude des fonctionnelles d'échange [85, 110] qui va mettre un peu
d’ordre parmi tous les choix possibles, et expliquer, a partir des mémes arguments donnés plus tot par
Lacks et Gordon [83], la possibilité qu’une fonctionnelle d’échange puisse lier deux atomes de gaz rares.

L'effet du choix de la fonctionnelle de corrélation présente le méme caractére erratique [111]. Dans le
contexte d'un calcul HF auquel une correction est ajoutée avec une fonctionnelle de corrélation donnée,
c'est la construction de Wilson-Levy [112] qui donne les résultats les plus acceptables, et fait penser a
une approche purement pragmatigue du probléme [113]. Finalement, I'étude par des fonctionnelles méta-
GGA [114], ou bien encore la reparamétrisation de fonctionnelles existantes [115, 116, 117], n'apporte
qgu’un peu plus de confusion. En effet, en ajoutant une correction basée sur le laplacien de la densité ou
bien encore en effectuant une nouvelle paramétrisation des fonctionnelles semi-empiriques existantes,
nous obtenons au mieux qu'une faible amélioration de la description dans la région des petites distances
interatomiques de la courbe d’interaction, sans pour autant ajouter la physique nécessaire a une bonne
description.

C’est bien le caractere erratique des résultats qu'il faut retenir [118]. Si pour un systéme donné, une fonc-
tionnelle d’échange-corrélation quelconque est capable de produire des paramétres de puits raisonnables,
il n'est pas garanti qu’elle soit en mesure de donner la méme précision pour un autre dimere. De plus, il
est difficile d'imaginer qu’'une approximation locale (ou méme semi-locale) puisse rendre compte d’'ef-
fets de corrélation dynamique et non-locale. Pour conclure cette partie, a la vue des résultats que fournit
la littérature, nous pouvons clairement énoncer que les fonctionnelles usuelles sont incapables de décrire
correctement les courbes d’interaction de diméres de gaz rares et donc de maniére générale les forces de
dispersion, comme le font les méthodes post-HF par exemple. Mais pour donner plus de poids a cette
conclusion, comparons numériquement les résultats obtenus dans des exemples typiques.

2.3.2 Dimeres de gaz rares

Le caractére erratique des fonctionnelles se retrouve assez facilement en compilant les données publiées
concernant les quatre premiers homo-dimereso, N, Ar, et Kr,, complété par une étude effectuée

pour une reproduction des résultats anciens, sur les effets de base et la représentation des données en
comparaison de méthodes post-HF. Nous pouvons néanmoins tirer quelques enseignements de tout cet
ensemble de données comme nous le verrons a la fin de ce sous-chapitre.
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Compilation des résultats de la littérature

Prenons d'abord le cas du dimére d’hélium, qui a recu une attention toute particuliere ces dernieres an-
nées. C'est certainement I'exemple le plus difficile, car a moins d'utiliser des calculs CCSD(T) avec de
grandes bases, les corrélations électroniques ne sont pas convenablement décrites, voir la référence [118]
et celles données a l'intérieur. Le tableau 2.5 ne donne gu’une liste non-exhaustive des principaux résul-
tats de la littérature, et évidemment plus d’'attention est portée sur les résultats KS avec une correction de
BSSE appliquée donnant des courbes d’interaction produisant un minimum.

Référence Méthode Corr. BSSE  Base employée ¢, Em
[99] LDA Oui TZPA 6.17 0.86
[107] H&H - b 0.32 0.98
[108] LDAS Oui 4s3pld 9.93 0.80
PW91 Oui [453pld] 10.83 0.89
PBE Oui [4s3pld] 3.38 0.93
[85] LDA Non DNP 9.71 0.81
PW91 Non DNP 10.67 0.89
B86-PW918& Non DNP 2.64 0.96
PBE-PW91E Non DNP 3.38 0.93
PBE Non DNP 3.27 0.93
[120] PW91 Oui 6-31G+spd 9.62 0.91
MPW1PW9Z2 Oui 6-31G+spd 2.93 1.08
mPW9T Oui 6-31G+spd 229 1.01
[115] mPBE Oui cc-pV52 3.17 0.97
[117] X3LYPX Oui aug-cc-pvTZ(f) 1.06 0.92
[116] zPBE Oui aug-cc-pVTZ(-f) 2.61 0.96
[114] TPSS Oui aug-cc-pvhZ 201 0.95
[114] TPSSH Oui aug-cc-pV5Z 1.48 0.96
[111] RHF+HL Non aug-cc-pV5Z(-gh) 1.48 0.91
[124] SAPT - -0 1.00 1.00
[125] CCSD(T) Oui aug-cc-pV5Z 0.97 1.00
[126] QMC - - 1.00 1.00

3triple zeta +1s3p2d fonctions de polarisation

Pintégration numérique

‘paramétrisation de I'énergie de corrélation donnée dans la réf. [29]
Ybase numérique double avec fonction de polarisation, voir la réf.[119]
®échange [38] + corrélation [42]

féchange [43] + corrélation [42]

9PW91 hybride modifiée [121]

"PW91 modifiée [122]

'PBE modifiée : [115]

Isans contraction

KB3LYP reparamétrée [117]

'PBE modifiée [116]

"méta-GGA [34]

"méta-GGA hybride [123]

°combinaisons de différentes bases suivant les termes perturbatifs

TAB. 2.5 —Energies de liaison et distances d'équilibre pour le systéemeddas différentes approxima-
tions.

En comparaison des calculs post-HF, voir par exemple les références [118, 126, 127] pour une revue
compléte des valeurs obtenues par les méthodes les plus poussées, une précision acceptable est loin
d’étre obtenue pour les résultats KS. Il est assez difficile de trouver une fonctionnelle donnant un résultat
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significatif pour les deux parameétres simultanément, mais nous pouvons considérer X3LYP comme la
plus précise pour I'énergie de liaison méme si la distance d'équilibre reste alors assez éloignée du résultat
de référence. Ce qui n'est pas le cas de mPW91 qui donne une bonne distance d'équilibre et remédie en
partie au probléeme de la surestimation du puits par PW91 mais malheureusement pas suffisamment.
Aucune des fonctionnelles présentées dans ce tableau n'est en mesure de décrire convenablement le
minimum de vdW présent entre deux atomes d’hélium.

Le dimére Ne est aussi un des systémes le plus systématiquement testé et les résultats obtenus par ces
différentes études sont présentés dans le tableau 2.6. lls montrent le méme caractére erratique et peu de
conclusions fiables peuvent en étre tirées, si ce n'est que les résultats du dimére d’hélium ne sont pas
transférables au cas du systéme, NBien que LDA et PW91 surestiment I'énergie de liaison et que

les reparamétrisations de PW91 tendent a réduire ce comportement, il n'est pas simple de déterminer
une fonctionnelle capable de donner des paramétres en accord quantitatif avec les résultats de référence.
Nous pouvons considérer la fonctionnelle PBE et ces versions modifiées comme se rapprochant le plus
des valeurs expérimentales pour ce systéeme.

Référence Méthode Corr. BSSE Base employée ¢, &n
[99] LDA Oui TZP? 375 0.90
[107] H&H - b - -
[108] LDA® Oui 4s3pld 5.46 0.85
PW91 Oui 4s3pld 3.92 0.97
PBE Oui 4s3pld 154 1.00
[85] LDA Non DNP? 532 0.85
PW91 Non DNP 3.78 0.97
B86-PW91€ Non DNP 1.04 1.04
PBE-PW91E Non DNP 1.48 0.99
PBE Non DNP 0.82 0.99
[109] PW91 Oui aug-cc-pv5sz 3.80 0.97
[115] mPBE Oui cc-pVv52 1.37 1.02
[117] X3LYP' Oui aug-cc-pVTZ(-,) 0.82 0.94
[116] zPBE Oui aug-cc-pVTZ(-) 1.02 1.03
[114] TPSS Oui aug-cc-pV5Z 0.82 1.06
[114] TPSSh Oui aug-cc-pvhZ 0.66 1.06
[111] RHF+HL Non aug-cc-pVvV5Z(-gh) 0.95
[128] CCSD(T) Oui 10240+fonctions de liaison 0.97 1.00
[129] CCSD(T) Oui [18513p8d6 f3g2h)] 0.98 1.00

3triple zeta +1s3p2d fonctions de polarisation

Pintégration numérique

‘paramétrisation de I'énergie de corrélation donnée dans la réf. [29]
Ybase numérique double avec fonction de polarisation, voir la réf. [119]
®échange [38] + corrélation [42]

féchange [43] + corrélation [42]

9PBE modifiée [115]

"sans contraction

'B3LYP reparamétrée [117]

IPBE modifiée [116]

Kméta-GGA [34]

'méta-GGA hybride [123]

TAB. 2.6 —Energies de liaison et distances d’équilibre pour le systemedsrs différentes approxima-
tions.

Pour le méme dimére ainsi que pour,Aune étude de 25 fonctionnelles différentes a été réalisée [130]
dans une méme base (6-31G**), avec correction de la BSSE, sans réelle conclusion si ce n'est la ten-
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dance a la surestimation pour LDA ainsi que pour PW91. Le méme genre de compilation de résultats est
possible pour Ar et Kry, mais aucun changement notable n’est a déceler. Concernant les ablmnit®

nous pouvons nous référer a l'article de Gdanitz [129] qui donne une liste sélective des calculs récents
utilisant les méthodes CCSD(T) et MP4 par exemple. |l faut signaler que de nombreuses études DFT déja
citées précédemment traitent aussi des casefKr, et que les mémes conclusions peuvent étre dessi-
nées. Aussi pour parfaire la description des résultats, intéressons-nous aux résultats des fonctionnelles
LDA, PW91, PBE et PBEO [131, 132] pour nos dimeres-tests.

Nos calculs

Vue la qualité inhomogéne des résultats de la littérature, il nous a semblé important de faire une étude
systématigue avec un protocole bien établi. Tout d’abord, un étude de base s’impose, dans le sens ou
la plupart du temps dans les calculs KS cette dépendance de base est négligée [133]. Nous pouvons
par exemple nous intéresser au dimére de néon, et tester quelques bases emblématiques pour différentes
fonctionnelles. La compilation de ces résultats est présentée dans le tableau 2.7. L'analyse de ces valeurs
révele gu'il est nécessaire d'utiliser une base suffisamment grande d’une part pour espérer obtenir un mi-
nimum (LDA en base minimale ne lie pas les atomes), et que d’autre part I'ajout de fonctions diffuses et
de polarisation s’'avére indispensable pour I'obtention d’un effet de saturation de base. C’est précisément
le cas pour la base de Dunning aug-cc-pVTZ qui présente une bonne balance entre temps de calculs et ce
a quoi les calculs KS peuvent amener en terme de paramétres des minima. Il a été montré [134] qu'aussi
bien pour des calculs d’optimisations de géométrie que de thermochimie (par exemple des enthalpies de
formation), dans le cas de fonctionnelles GGA la saturation de base arrive au niveau triple zeta. C’est
d’autant plus vrai pour les distances d’équilibre largement moins sensibles aux changements de base que
les énergies de liaison. Il faut ajouter que I'étude récente de Tao [114] utilisant la base aug-cc-pvVQZ
nous conforte dans cette idée, avec des valeurs réduites de puits pour les fonctionnelles LDA et PBE
de 5.59 et 1.34 respectivement, en bon accord avec nos valeurs. Sans rentrer dans les détails, I'effet de
BSSE a été vérifié, et il en ressort que des corrections d’'une dizaine de pour-cent pour les énergies de
liaison dans les bases de Dunning sont les limites de cette correction.

€m Em

LDA PW91 PBE PBEO LDA PW9l1 PBE PBEO
STO-3G - - 0.04 0.02 - - 0.89 0.91
6-31G 0.27 183 0.11 0.04 092 092 100 1.06
cc-pvDZz 046 192 0.14 0.05 090 093 1.00 1.04
cc-pvTZ 3.72 240 046 0.23 0.84 097 101 1.03
aug-cc-pvDZ 4.64 478 162 0.84 0.85 097 100 1.02
aug-cc-pvTZz 5.83 3.77 137 0.76 0.85 098 1.00 1.01
aug-cc-pvQZ 5.65 355 1.40 0.81 085 098 1.00 1.01

TAB. 2.7 —Influence de la base pour les paramétggset ¢, en calculs KS pour différentes fonction-
nelles, pour le dimére de néon.

De plus, il apparait clairement que pour ce cas, PBE mais aussi la fonctionnelle hybride PBEO contenant
25% d’échange HF, et dans une approche pragmatique (en considérant uniquement ces deux paramétres),
peuvent étre considérées comme un choix raisonnable. Cependant en s’intéressant aux dimeéres plus
lourds, ces résultats semi-quantitatifs ne sont pas transférables.

Si maintenant nous regardons les caractéristiques d’une fonctionnelle donnée pour les cing diméres, les
figures 2.6 pour LDA et PW91 et 2.7 pour PBE et PBEO sont obtenues. Les résultats LDA sont explicites :
pour tous les diméres nous observons une surestimation du puits mais aussi une sous-estimation de la
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distance d'équilibre. Autrement dit les courbes LDA ont des murs de répulsion pas assez répulsifs. Nous
constatons que le cas Hest le plus problématique (minimum en dehors du cadre de la figure 2.6), avec
un facteur supérieur a 10, puis N&.9), Ar, (2.5) puis K (2.1) et enfin Xe (1.9). Nous constatons donc

une corrélation avec le nombre d’électrons, qui lorsque celui-ci croit réduit la tendance a la surestimation
de I'échange. Dans une moindre mesure, il en va de méme pour la distance d’équilibre qui se dirige vers
la valeur cible 1.0 lorsque le nombre d’électrons augmente.

Le passage a une correction au gradient, profite surtout aux éléments lourds, en réduisant par des facteurs
supérieurs a 2 I'énergie de liaison. Le minimum donnée par PW91 pour la couslestéen bon accord

(4% d’erreur) sur la valeur dg,, et 6% sur la distance d’équilibre. Pour les deux systémes les plus lourds
des courbes moins liantes sont obtenues, avec un minimum déplacé sur la droite, ce qui peut se traduire
par un mur a trés courtes distances bien plus répulsif que LDA.

—— Tang & Toennies —— Tang & Toennies

4 . 4 .
5| . 5| .

L L L L L L L L L
86 08 10 12 14 16 18 20 86 08 10 12 14 16 18 20

FiIG. 2.6 —Potentiels réduits, corrigés de la BSSE, dans I'approche KS avec les approximations LDA (a
gauche) et PW91 (a droite) pour les cing homo-diméres dans la base aug-cc-pVTZ.

Il est assez étrange de constater que les courbes PBE présentent des différences assez significatives avec
les courbes PW91 dans le sens ou initialement la construction de PBE n’était qu'une simplification de

la fonctionnelle PW91. Mais en s'intéressant aux comportements du facteur d’amélioration de ces deux
fonctionnelles dans la région des grands gradients de densité réduits [85], ces différences s’expliquent
assez facilement. Pour de grandg”"W°! prend la valeur 1, tandis qu&BE tend vers une valeur plateau
supérieure a 1.8. De ce fait, la réduction de la surestimation dans le gasst@rastique, un facteur

de 3 entre les énergies de liaison PW91 et PBE est observé. Nous constatons aussi I'effet du change-
ment de comportementsagrand, qui réduit les énergies de liaison d’au moins de moitié dans tous les
autres diméres. Mais cela produit maintenant des énergies largement sous-estimées, poueAKe,,

inférieures a 0.5.

Finalement, le passage a une fonctionnelle hybride est presque anecdotique, les résultats se dégradant
encore un peu plus, seul Heeste trop liant, tandis que les autres diméres sont mal décrits avec un
décalage conséquent de la distance d'équilibre de plus de 5%, et surtout une énergie de liaison bien trop
faible, au mieux,,=0.75 pour Ne. Par une étude systématique par fonctionnelle, choisie parmi les plus
emblématiques, il est donc possible de déterminer une certaine logigue dans la description par la méthode
KS des diméres de gaz rares.
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FiIG. 2.7 —Potentiels réduits, corrigés de la BSSE, dans I'approche KS avec les approximations PBE (a
gauche) et PBEO (a droite) pour les cing homo-diméres dans la base aug-cc-pVTZ.

2.3.3 Conclusions possibles ?

A la vue de la figure 2.8, qui présente les deux paramétres réduits principaux des courbes d'inter-
action entre les quatres premiers homo-diméres mais aussi les différents hétéro-diméres, le caractére
non-prédictif des calculs KS dans les approximations LDA, PBE ou encore la fonctionnelle méta-GGA
TPSS est facilement identifiable. En comparaison d’approches post-HF telles que MP2 ou bien encore
CCSD(T), il faut reconnaitre que la "dispersion" des résultats pour une méme fonctionnelle est affli-
geante. La concentration des points des calculs CCSD(T), et dans une moindre mesure MP2, nous in-
dique clairement que cette méthode est applicable dans des cas plus complexes encore et que de bons
résultats peuvent en étre tirés. Ce n’est malheureusement pas le cas des calculs KS-LDA qui peuvent
bien trop lier dans certains cas, le plus souvent d'ailleurs pour les plus petits nombres d’électrons dans
les systemes, et qui surestiment plus légérement dans le cas de systéemes plus lourds. En regardant I'al-
lure des résultats pour les fonctionnelles PBE et TPSS, des puits insuffisamment profonds sont observés,
cet effet s’accentuant lorsque s’éléve aussi le nombre d’électrons, ce qui n’est pas le cas dans les calculs
CCSD(T), peu de différences apparaissant entre les valeurs de profondeurs de puits.

C’est bien le caractére erratique de la méthode KS qui est le principal enseignement de cette étude, dans
le sens ou pour un systéme donné, il est, mis & part les exceptions LDA qui surestiment les énergies
de liaison et les fonctionnelles a base de I'échange de Becke qui ne lient pas les atomes, impossible
de prévoir quel résultat va donner telle ou telle combinaison d’échange-corrélation. Nous possédons
néanmoins des indications concernant les possibilités offertes par des fonctionnelles d’échange corrigées
au gradient. En reprenant I'étude sur les facteurs d’amélioration [135] il est possible d'un point de vue
pratique de déterminer si une fonctionnelle va produire un minimum. C’est le comportement de ce dernier
dans la limite des grands gradients réduits, qui peut-étre interprété en terme de la vérification de la

relation de Lieb-Oxford globale ou locale, qui offre la possibilité d’'une liaison entre atomes a couches
fermées.
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FiG. 2.8 —Caractere erratique des parametres réduits dans les approches LDA, PBE et TPSS (réf.[114])
en comparaison de calculs purement ab initio (MP2 et CCSD(T)), dans la base aug-cc-pVQZ pour les
systemes He Ne&, Ary, Kry, mais aussi HeNe, HeAr, HeKr, NeAr, NeKr et ArKr. Graphigue de droite
correspond a un zoom autour de la valeur cible (1,1).

Si nous considérons que la fonctionnelle de corrélation doit étre responsable de la liaison de type vdW,
alors nous sommes en droit d'imposer a la contribution d’échange associée a celle correspondant a I'éner-
gie cinétique plus le terme de Hartree de produire une courbe répulsive, ce qui impligue comme Lacks et
Gordon le pensent [83] que les échanges qui satisfont la relation de Lieb-Oxford globalement sont a uti-
liser. La différence entre les deux conditions se retrouve entre dans les deux expressions mathématiques
du facteur d’amélioration, aved, = —3/4(3/7)'/3 ety = |Vn|/n*/? :

Y
fe(y) ~ m (2.78)
fz(y) < 2273 (2.79)

En effet, les fonctionnelles satisfaisant I'inégalité (2.79) produisent des minima tandis que I'échange
exact et B88, par exemple, qui violent cette inégalité, produisent des courbes purement répulsives.

Dernier point noir, le comportement asymptotique qui traduit I'absence des corrélations de longue-portée.
Comme dans les calculs GK, c’est bien la décroissance exponentielle de la densité qui impose son com-
portement asymptotique. De plus les fonctionnelles de corrélation, aussi bien dans I'approximation locale
gue semi-locale, ne sont pas en mesure de rendre compte des corrélations de longue-portée qui sont les
vraies responsables d'une liaison de vdW. Cette décroissance exponentielle est visible dans la figure 2.9,
qui présente pour la fonctionnelle PBE le comportement a grande distance des cing homo-diméres. Re-
médier a ce probléme, est évidemment le probléme fondamental auquel doit s’attacher tout traitement
DFT pour décrire convenablement les forces de dispersion.

Nous pouvons conclure que les forces de dispersion sont absentes de la description par les fonctionnelles
usuelles et que si une fonctionnelle donne un minimum, c'est pour de mauvaises raisons. En reprenant
I'analyse de Harris [80], nous sommes en mesure de donner une explication quant a I'apparition d'un
minimum.

56



2.3. CALCULS KOHN-SHAM MOLECULAIRES

1.00g

o—e He,
I—IN62
-— Ar,
< K,
-—. Xe,

0.10- N,
[ '~ —— Tang & Toennies

-£(8)
P

0.01+

12 15 ' 2.0

FiG. 2.9 —Comportement asymptotique des potentiels réduits KS-PBE pour les cing homo-diméres dans
la base aug-cc-pVTZ, en échelle logarithmique.

2.3.4 Origine du probleme

Il est évident que, comme dans les calculs GK, les calculs KS résultent d'un subitil équilibre entre I'attrac-
tion formée des termes d’échange-corrélation, et de la répulsion du terme cinétique. Pour les différentes
méthodes (HF, GK et KS), il est possible d’exprimer en terme d'intégrales de recouvrépietepen-

dance des contributions d’échange et cinétique. Prenons le cas d’'un calcul HF, il est assez évident que le
terme cinétique ainsi que le terme d’échange possedent une dépendance aufarré de

AE™ ~ (CfF — CIF) 52, (2.80)

Il en résulte une courbe purement répulsive, qui aprés I'ajout de corrélation, sera en mesure de produire
un minimum. Dans la théorie HF et surtout post-HF, la création d’une liaison de van der Waals peut étre
directement associée a une expression de corrélation.

Avec le méme cheminement, nous arrivons pour les calculs KS dans son approximation locale, a I'ex-
pression suivante :
AEKS ~ CKS§2 — CKSg4/3, (2.81)

qui n'est finalement que la mise en équation du phénoméne de surestimation de I'échange, qui détruit
I'équilibre entre les deux principales contributions. Ce constat explique ainsi la facheuse tendance qu’a
LDA a la surestimation du puits de potentiel. C'est bien une interaction non-physique d'échange de
longue portée qui est donc responsable de I'apparition d’une liaison entre atomes de gaz rares, et non
parce que des corrélations électroniques sont présentes dans le modéle. Dans cette vision, hous compre-
nons aussi pourquoi le schéma GK "améliore" la description des interactions entre atomes inertes, en
contrebalancant la surestimation de I'échange par un terme d’énergie cinéti§o€ en

AESK ~ CPKG5/3 _ 0K g4/3, (2.82)

Ce n’est finalement qu’'une compensation d’erreur, qui produit, dans une certaine mesure, des résultats
significativement meilleurs dans le cadre de I'approche GK comparés aux valeurs obtenues par le schéma
KS-LDA par exemple.
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2.3.5 Solutions alternatives

Les constats précédents aménent évidemment des pistes pour de possibles corrections afin d'obtenir
une description la plus précise possible des interactions de van der Waals. Une revue des propositions
anciennes comme les plus récentes est présentée dans la suite.

Plusieurs angles d’attaque sont possibles pour donner une description des corrélations de longue-portée
dans le cadre DFT. La premiere solution, certainement la plus évidente, est #djhoicde fonctions
semi-empiriques rendant compte des effets de dispersion a un calcul KS usuel [136, 137]. En ajoutant
des fonctions du typ®_, fon(R)Cay,/R?™, avecfs,(R) une fonction d’atténuation qui tente au mieux
d’éviter les problemes de divergence a petite distance et de double comptage de la partie de corrélation.
Le choix du terme d’échange semble étre de premiére importance, avec la nécessité d’avoir un potentiel
répulsif en ne comptabilisant que la contribution d’échange associée a I'énergie cinétique. Par exemple
I'ajout d’'une correction empirique a une courbe B3LYP semble raisonnable en comparaison d’un calcul
PW91 augmentée d'une correction a la main de I'énergie de corrélation [137]. Cette approche pragma-
tique produit de bons résultats et s’applique facilement a de gros systémes mais le vrai probléme de cette
approche est qu'il faut pouvoir définir les coefficierits,,, soit en prenant les valeurs expérimentales,

soit par le jeu de régles de combinaison a partir de données théoriques.

Il a été montré que I'utilisation d’'une base DFT dans les calculs SAPT [138, 139, 140] présentent aussi un
certain intérét méme s'il faut reconnaitre que I'on est plus directement dans la recherche d’une fonction-
nelle d’échange-corrélation. Les résultats obtenus sont trés précis [82, 141, 142], mais son application a
des systemes de tailles plus grandes reste pour I'heure hors de portée. Appliquée aux calculs de polari-
sabilité [143], cette approche conduit a des résultats en trés bon accord avec les résultats expérimentaux.

Une autre maniére de traiter le probléme est d’obtenir un potentiel d’échange-corrélation qui posséde
les caractéristiques nécessaires a la description des forces de van der Waals. C’est I'approche proposée
par Tozer [72], qui S'intéresse aux déformations statiques de la densité résultantes de I'application d’'un
potentiel non-local et qui donne au moyen du théoréme de Hellmann-Feynman une force résultante.
Malheureusement, a partir de cette approche seuls des systémes simples peuvent étre étudiés, et qui plus
est, il semble impossible d’obtenir I'énergie d’échange-corrélation a partir du potentiel.

Toutes les autres approches vont finalement s’atteler a donner une forme explicite de la fonctionnelle
d’échange-corrélation. Une maniére de s’'attaquer a ce probléme réside dans le choix d’'une approxima-
tion de la fonction de réponse dynamique densité-densité, soit a partir des expressions de la TDDFT, soit
directement a partir des polarisabilités. Par I'application du théoréme de fluctuation-dissipation combiné
a la connexion adiabatique, un accés a une expression de la fonctionnelle de corrélation non-locale est
possible.

Simplement, en utilisant le modeéle du gaz d’électrons libres dans I'expression de la polarisabilité [144]
une expression similaire a la dérivation de Rapcewicz et Ashcroft [145] et Andersson [146] est obtenue.
A partir du modele dit de plasmon :

a7, 75 iu) ~ Iy — 73(7:) 57 0(7 — ™), (2.83)
[wp(r) + u?]
ou wy(7) = /4mn(F) est la fréquence plasma local, nous obtenons une énergie de corrélation non-
locale pour des systémes sans recouvrement, aprés une intégration par partie et une intégration sur les
fréquences :
B —— / / drldrg— na(r)ns(ra) (2.84)
47T 4(4m)3/2 7'12 \/TLA T1)+7’LB(T2)

A moins d'utiliser un cut-off dans la zone des faibles densités [145, 146], cette expression surestime
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largement les coefficients de dispersion des atomes. Basé sur ce modéele, le travail du groupe de Lund-
qvist [147, 148, 149], s’affranchit d'une quelconque séparation entre entités distinctes, permettant ainsi
le travail avec des systémes se recouvrant [50]. Le point fort de cette description réside dans la possibi-
lité de traiter des systémes périodiques lamellaires tels que le graphite, le BN, ou encoreeMn

est impossible par des approches perturbatives classiques [48]. Les résultats obtenus par cette méthode
aussi bien au niveau moléculaire gu’en conditions périodiques, sont en bon accord avec les résultats
expérimentaux. Récemment, une proposition [150, 151] qui concerne 'application de cette énergie de
corrélation combinée a une séparation de portée a été proposée. Cette idée de séparation de l'interaction
électronique, a aussi été testée [152] par un traitement explicite de la fonction de réponse, qui fournit des
valeurs correctes de coefficients de dispersion.

Le traitement de la susceptibilité dans I'approximation RPA offre une autre possibilité [153, 48, 49],
car elle s'affranchit des problémes de séparation en sous-sytémes, mais aussi d’'un traitement pertur-
batif. Elle offre de plus, I'avantage de contenir la physique nécessaire a une description des forces de
van der Waals [154]. Malheureusement cette approche d’'une part, n’est pas suffisante pour obtenir des
coefficients de dispersion corrects, mais d’autre part I'ajout d’'une approximation du noyau d’échange-
corrélation semble inévitable dans I'équation (2.63) [155, 156, 157].

Un autre grand axe de recherche est I'application de méthalesaps, qui intrinsequement contiennent

les effets de corrélation électronique. Ces approches peut étre rassemblées en trois groupes : il est possible
d’abord de citer les travaux concernant la méth6d& a base de DFT [158]. En traitant explicitement
I'interaction électronique par la recherche de la fonction de Green du systéme [158], on passe ainsi a une
description en quasi-particule du couple électron-trou, rendant compte des forces de dispersion [159]. Il
est alors possible de déterminer I'énergie totale de systéme [160, 161] autorisant ainsi le calcul de courbe
de dissociation de bonne qualité.

Récemment, une méthoad-initio-DFT [162, 163, 164], qui allie une approche en OEP, pour obtenir

des orbitales KS corrigée des effets de la self-interaction, a un traitement perturbatif de second ordre,
présente une solution intéressante dénommée OEP-MBPT(2). Son application a des systémes chimiques
simples a montré son intérét, mais dans une approche utilisant des fonctions de base localisées, mal-
gré des améliorations significatives des paramétres d'équilibre de diméres d'atomes légers a couches
fermées, cette approche souffre des effets de BSSE qui peuvent s’avérer assez importants.

Pour terminer, la derniére voie empruntée est I'utilisation d’un traitement perturbatif a la suite d’un calcul
KS. Le développement d’'une théorie perturbative dans le cadre de la DFT [165, 166] a été présenté
mais uniquement dans le cadre d'une perturbation mono-électronique. Gorling et Levy [167, 168] ainsi
que Engel [169] ont montré qu'il était possible a partir d’orbitales construites grace a l'utilisation de
I'OEP, d'obtenir des courbes d’interaction entre diméres de gaz rares possédant les bonnes propriétés
avec un accord semi-quantitatif avec les données expérimentales pour les dimgetsNde par un

ajout d’énergie de corrélation du second ordre semblable a une expression MP2.

A la vue des résultats du tableau 2.8, s'il est slr gu’aucune méthode a I'heure actuelle n’est en me-
sure de décrire absolument parfaitement le cas simple du dimére d’hélium ou de néon, il est néanmoins
possible, a colt souvent prohibitif, d’'incorporer les forces de dispersioa posteriorj soit par un trai-

tement de la fonctionnelle de corrélation. Malheureusement, seules quelgues approches sont en mesure
de travailler en conditions périodigues, la ou comme nous le montrerons dans le prochain paragraphe,
les fonctionnelles usuelles ne peuvent pas rendre compte de phénoménes de cohésion liés aux forces de
London.
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Réf. Méthode He Ney

€m Em €m Em
[169] DFT-PT 1.50 0.97 2.28 0.94
[137] DFT+vdW rép. rép. 0.49 0.97
[150, 151] LC-ALL 0.78 1.02 0.95 1.04
[140] DFT-SAPT 1.00 1.00 - -
[164] OEP-MBPT(2)  0.67 1.05 0.86 1.02
[157] TD-DFT 1.18 1.01 - -
[151] LC-ALL 0.82 1.02 0.99 1.00

TAB. 2.8 —Compilations des résultats des différentes approches récentes pour un traitement des corré-
lations de longue portée pour les dimeres,téé Ne.

2.4 Phases condensées

Les cristaux moléculaires, les systémes lamellaires (graphite par exemple) sont autant d’exemples d'in-
téréts physiques indéniables dont la cohésion est assurée principalement par les forces de van der Waals.
Nous pouvons aussi citer des matériaux ioniques tel CsCl dont la structure cristalline est aussi influencée
par des effets dispersifs. A la vue des résultats obtenus par la DFT, pour la description de l'interaction
prise simplement entre deux atomes a couches électroniques saturées, nous ne pouvons évidemment
gu’étre suspicieux quant a son application dans I'étude de systemes solides.

2.4.1 Exemples typiques

L'intérét porté aux matériaux lamellaires, liés principalement par des interactions faibles entre électrons

se recouvrant faiblement, et qui sont a la base de nombreuses applications nanotechnologiques, telle que
la lubrification ou bien encore la catalyse, réside dans le simple fait qu'ils représentent un vrai challenge
pour la méthode DFT. Méme si les calculs LDA, (voir par exemple la référence [170] et celles citées a
I'intérieur), produisent des distances interplanaires en bon accord avec les résultats expérimentaux [171,
172], les énergies de cohésion de maniére surprenante sont largement sous-estimées. Seul I'ajout d’une
correction empirique [170, 173] remédie au probleme de I'absence des corrélations de longue-portée. Le
passage a une correction de gradient surestime le paramétre strugiudain facteur approximatif de

1.5 [170] et produit une énergie de cohésion faible. L'utilisation d’'une fonctionnelle non-locale permet
une description quantitativement correcte de l'interaction entre des plans graphitiques [148]. D’autre
systemes présentant la méme structure lamellaire tels que le nitrure de bore (BN) [174, 175, 176], ainsi
que quelgues oxydes ou sulfides, Md$77] ou bien encore Y05 [178], sont autant de stuctures-test

dans lesquelles les forces de van der Waals jouent un réle primordial.

Evidemment, les cristaux moléculaires, dont la cohésion est assurée en majeure partie par une interaction
entre électronsr des cycles aromatiques, sont aussi mal décrits par les calculs DFT. La caractéristique
principale de I'erreur commise est la surestimation du volume d’équilibre des structures [179, 180]. En
particulier le paramétre de maille est surestimé selon I'axe principal d’empilement, pointant ainsi le
manque évident de corrélation de longue portée entre les orbitadtse malgré une bonne description

des liaisons hydrogénes. De plus, il est a noter que I'étude théorique de diagrammes de phases de sys-
témes aussi simple que I'azote se révele d'une grande complexité [181], et que parmi un grand nombre de
ces phases, certaines appelées moléculaires, il se forme des moléculequiéniiéragissent en partie

par le biais de force de dispersion, incorrectement décrites par la DFT [182].
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Plus simplement encore, il est possible de s'intéresser a des systémes avec un seul type d’atome, par
exemple des cristaux de sélénium ou bien encore de tellure qui présentent sous certaines conditions de
pression de longues chaines covalentes tenues entre elles par des forces dispersives. La distance inter-
chaine est sous-estimée par LDA, ce qui implique la tendance usuelle a trop lier, et est surestimée par
GGA qui n'est donc pas assez liante [183]. Enfin les solides de gaz rares se présentent encore une fois
comme l'archétype méme du systéme lié uniquement par des forces de van der Waals et méritent un peu
plus d’attention, avec une littérature un peu moins abondante concernant les tentatives de description par
la DFT.

2.4.2 Détails techniques

L'utilisation d’'un code de calculs en ondes-planes, VASRdtina Ab initio Simulation Packag§[184,

185, 186] pour ne citer que lui, basé sur une approche PR#fojEctor Augmented WaW)d187] requiert

un certain apprentissage, qui a pu étre en partie réalisé par une étude des solides de gaz rares par les
fonctionnelles usuelles LDA, PW91 et PBE.

Formalisme PAW

Le but avoué de ce paragraphe n’est pas de présenter une revue détaillée de la méthode PAW, les réfé-
rences [188, 189] sont un bon point de départ pour cela, ni méme de présenter spécifiquement I'implé-
mentation faite dans VASP, voir plut6t les références [190, 191] pour les détails techniques, mais bien de
résumer les grands principes de cette approche.

Pour décrire une fonction d’onde typigue dans un solide, il faut un grand nombre de fonctions de base afin
de rendre compte des variations brutales de la fonction d’'onde a I'approche du noyau. En travaillant avec
un nombire fini d’éléments de base (typiguement des ondes planes), I'utilisation d’'un pseudo-potentiel va
permettre la description de la répulsion de Pauli des électrons de coeur par I'intermédiaire d'un potentiel
effectif qui repousse les électrons de valence hors de la région du coeur. La fonction d’onde résultante
est alors suffisamment douce pour étre représentée par des ondes planes, mais alors I'information sur la
fonction d’onde est perdue ainsi que sur la densité dans un voisinage proche du noyau. Pour plus de dé-
tails concernant les approches en pseudo-potentiel, nous pouvons nous référer aux revues de Payne [192]
et Singh [193]. Une autre possibilité, I'approche APW podugmented Plane Wavesonsiste a utiliser

deux sortes de fonctions de base : I'une a base des fonctions d’onde atomiques partielles a l'intérieur
des coeurs, et I'autre sur un ensemble de fonctions (appelées enveloppes) dans la région interstitielle. I
y a donc une séparation de I'espace en deux zones, I'une définie par des spheres centrées sur les noyaux
et 'autre par la région ou les liaisons se forment. Evidemment une attention toute particuliére doit étre
portée a l'interface des deux régions. C’est la combinaison étendue de ces deux approches qui donne
naissance a la méthode PAW.

Dans la méethode PAW, la fonction d’onde mono-€électronigfig) est deduite de la fonction d'onde
pseudd®,), aveca 'indice de la bande (I'état) :

[9a) = [9a) + 3 (160 = 161)) (il a). (2.85)

Dans I'équation précédente, l'indi¢eest un raccourci pour donner la position du site atomiéueles
nombres quantiques des moments anguldjresm;, mais il se réfere aussi a l'indice de I'énergie
Les fonctions d’'onde mono-électronique pseldlg) sont les quantités variationnelles du probléme et
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sont développées dans I'espace réciproque sur la base d’ondes planes telles que :

5 1 o iG.7
(71%a) = 773 > Cog(MeT, (2.86)
G

avec() le volume de la cellule de Wigner-Seitz. Nous imposons a ces fonctions d’onde pdeydo

d’étre identiques a la fonction d’onde exa¢fg,) dans la région intersticielle. Mais aussi elles doivent

étre suffisamment molles dans les sphéres PAW, méme si elles ne sont que de mauvaises approximations
de|®,), car par exemple les normes ne sont pas respectées. Les ondes partielles tout-élection (AE)

sont les solutions d'équations radiales de Schrédinger pour des atomes de référence non-polarisés en
spin a I'énergie:; et de moment angulaitie,

1 —_—

<T’¢Z> = ’7:,_ R’Z_‘uli,ei (’T - RZ‘) }/li,mi(r - Ri)? (287)

—

oul la notation” — R; signifie que 'harmonique spheériqug, ,,,, dépend uniqguement de I'orientation du
vecteurr— R; et non de sa norme. Les ondes partielles ps¢¢~ﬁ|gcsont équivalentes aux ondes partielles
AE |¢;) en dehors d’un rayon de coetyrchoisi approximativement comme la moitié de la distance entre
premiers voisins :

7 I . B i
(7190 = e (17 = Bil) Yioom, (7 = ). (2.88)
Quant aux fonctions de projectiofis;|, elles sont les duals bi-orthogonales des ondes partielles :
(Bil;) = bij. (2.89)

A partir des équations précédentes, il est possible de montrer que les densités de recouvrement de charges
relatives aux orbitales etb s’écrivent [187] :

nap(F) = (Bg|A(7)|Py)
= (7)) — gy (F) + ngy(7), (2.90)

a l'aide des définitions suivantes, ol se référent & une paire d’'une méme atafye= ﬁj :

fiap(F) = (Dg|it(7)|Pp) (2.91)

(7)) = > (Gil7) (1) (PalPi) (B;|Db) (2.92)
5]

ngp(7) = (il (1) (PalBi) (B; | D). (2.93)

v

L'exposantl veut simplement dire que I'on travaille avec des quantités mono-centriques, évaluées seule-
ment sur la grille radiale. En utilisant un ensemble complet de projecteurs la pseudo-charge mono-
centriquen! serait exactement identiqueradans les sphéres d’augmentation. Le traitement des in-
teractions électrostatiques de longue portée impose I'addition d'une charge de compefsaton
contrebalance le changement de potentiel en dehors des sphéres dont I'origine est le remplacement de
nl, (exact) parml,. Ainsi, la densitéil, + 7., produit en dehors de la sphére d’augmentation, le poten-
tiel electrostatique produit pazr}lb. Enfin pour compléter la séparation entre grille radiale et ondes planes
afin de permettre le calcul de toutes les composantes de I'hamiltonien, il est utile de prendre la définition
suivante :

Nat(F) = [ab (7) + Tab (7)] 4 figy(F) — [Rigy (7) — 7tqy(7)] 4 (2.94)

et comme la densit&,;, () est un terme mono-centrique avec une contribution unique a l'intérieur des
sphéres, il vienti, (7) = ik, (7).
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En utilisant I'approximation de coeur gelé (FC), une fois que les fonctions d’onde a l'intérieur des sphéres
sont générées, elle n'évoluent plus. Ainsi dans VASP, sont utilisées des données PAW standardisées pour
une meilleure reproductibilité des calculs. Dans les calculs présentés un peu plus loin, les parameétres
définissant les données PAW peuvent étre résumés dans le tableau 2.9.

Valence rl[u.a] ri,mplu.al Ecuusuelles [eV] Egy utilisés [eV]

He 1s 11 11 400 630
Ne 2s2p 1.7 1.8 300 450
Ar 3s3p 1.9 1.9 250 360
Kr 4s4p 2.3 2.4 150 250

TAB. 2.9 —Parameétres des données PAW utilisées pour les calculs des gaz rares. le terme "Valence
désigne les orbitales traitées comme orbitales de valerjcest la distance limite pour les ondes par-
tielles utilisées dans la construction des charges d’augmentatiorimﬁ,;est le rayon de cut-off sur les
pseudo-ondes patrtielles.

Pratique

Les systemes cristallins de Ne, Ar et Kr sont cubiques a faces centrées tandis que I'hélium est censé étre
en hexagonal compact. Cependant pour de simples raisons pratiques c’est aussi dans la phase cubique
a faces centrées que les calculs sur I'hélium ont été réalisés. De plus, ces solides étant des systemes
parfaitement isolants, la recherche d’'une convergence en terme de I'’échantillonnage dans la premiére
zone de Brillouin n’est pas a proprement parler d’'une nécessité absolue. On peut partir des références
données dans les revues de Marx et Hutter [4] et de Payne et collaborateurs [192] ainsi que dans le manuel
de VASP pour de plus amples détails concernant I'intégration dans I'espace desipdintsi il a été

vérifié que la convergence des énergies est déja assurées au meV preés pour un schéma d’intégration
du type Monkhorst-Pack [194] eéhx 5 x 5, et qu'une approche du type supercellule, c’est-a-dire en
représentant non plus le systéme dans la maille élémentaire mais en la multipliant par un nombre entier
produit la méme courbe de cohésion. Par exemple en phase cubique a faces centrées, il est possible de
doubler la cellule élémentaire dans chacune des directions de I'espace pour passer de quatres atomes
dans le systéme a 32 atomes sans changement notable de la description du systeme.

Le nombre d’ondes planes utilisées dans les calculs reste aussi un facteur important contrdlant la préci-
sion. Un des avantages de I'utilisation d’ondes planes provient du fait que leur nombre est commandé
uniguement par un seul paramétre, le cut-off en énekyige En effet, a chaque poirﬁ—de 'espace
réciproque, seuls les ondes de vectegitelles que

1 - =
Sk + GI” < Beu (2.95)

sont incluses dans la base. Une grossiére estimation du nombre d’ondes planes incluses dans un calcul
a une valeur de cut-off en énergie donnée, peut étre donnée, bien gu'il dépende de la taille de la cellule
unitaire et des pointg-par :

1
Npw = FQEg’f. (2.96)
s

Les valeurs utilisées dans nos calculs sont données dans la derniere colonne du tableau 2.9. A la suite de
toutes ces justifications et autres parenthéses technigues, intéressons-nous aux résultats produits par les
fonctionnelles usuelles pour les phase solides de gaz rares.
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2.4.3 Résultats

Aucune étude, de l'effet du choix des fonctionnelles d'échange-corrélation habituelles dans I'approche
KS, n'a a notre connaissance été menée, mis a part des travaux assez anciens [195, 196, 197] basés sur
une approche APW-X. Néanmoins des calculs portant, soit sur la zone de hautes pressions [198], soit
délaissant les études structurales pour s’intéresser aux propriétés optiques [199, 200, 201] ou bien encore
excitonigues [202] par un calcul utilisant le formalisme de Bethe-Salpether [158], ont été menés a partir

de calculs KS.
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FiGc. 2.10 —Courbes KS des énergies de cohésion pour les solides en phase cubique faces centrées de
He (& gauche) et Ne (a droite). Les données expérimentales proviennent des références [203, 204].
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FiG. 2.11 —Courbes KS des énergies de cohésion pour les solides en phase cubique faces centrées de Ar
(a gauche) et Kr (a droite). Les données expérimentales proviennent des références [205, 206, 207].

A la vue des courbes des énergies de cohésion en fonction du parameétre de la maille cubique a faces cen-
trées, les conclusions obtenues dans le cadre des calculs sur les diméres s’appliquent. En effet, intéressons
nous d’abord au cas du solide d’hélium, méme si aucune donnée expérimentale n'est disponible. La dif-
férence entre les courbes LDA et PBE par exemple indique un comportement comparable au calculs He
Ainsi la surestimation de I'énergie de cohésion avec les fonctionnelles LDA et PW91 est quasi-certaine

et la variation assez conséquente du paramétre de maille d’équilibre entre ces deux courbes laisse a pen-
ser que LDA doit sous-estimer la distance entre premier voisin, autrement dit qu’elle lie trop le systeme,

et qu’'au contraire PW91 n’est pas assez liante. Cet effet se retrouve exacerbé dans le calcul PBE, avec
un minimum apparaissant uniguement & cause du recouvrement des densités mais en aucun cas par le
traitement des corrélations de longue portée.

La méme tendance se retrouve dans le calcul du solide de néon, ol nous savons par les calculs menés
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sur les diméres que LDA est bien trop liante, ce qui est aussi le cas avec une surestimation de I'énergie
de cohésion par atome de plus de trois fois (voir tableau 2.10) et une maille élémentaire trop petite. Les
calculs PW91 sont encore trop liants, avec une distance entre premiers voisins un peu trop grande. De plus
comme pour le dimére, c’est la fonctionnelle PBE qui s’en sort le mieux avec une légere sous-estimation
du puits (de 30%), et un parametre de maille Ilégerement sur-estimé. La dégradation, comme pour les
dimeéres plus lourds, des résultats pour les solides d’argon et de krypton est effectivement observée,
en particulier pour les fonctionnelles GGA qui sous-estiment dramatiquement les énergies de cohésion
avec des paramétres de maille sans grandes significations. En conclusion, I'analogie des résultats pour le
passage du dimere au solide permet d’envisager qu’en travaillant d’abord sur les diméres, en proposant
une correction aux fonctionnelles usuelles, nous pouvons espérer avoir le méme comportement en passant
ensuite au solide.

Récemment, une étude [201] de la structure de bande des solides de gaz rares dans une approche en
échange exact par un traitement en OEP, a montré étonnament qu’un calcul avec échange exact lie les
solides, avec une sous-estimation du parametre de maille a I'équilibre pour Ne, et une surestimation pour
les solides Ar et Kr. Méme si aucune information n’est donnée concernant les énergies de liaison, il
semble raisonnable de penser gu’elles doivent étre trés petites. En effet, en comparaison, un calcul HF
n'est pas liant, les corrélations étant totalement absentes. Nous pouvons imaginer, selon I'idée communé-
ment admise, voir par exemple [208], que les résultats en OEP doivent étre trés proches du cas HF, ce qui
souléve la question précédente. Néanmoins, les déviations sur les paramétres de maille observées entre
les calculs LDA de la référence [201] et les n6tres sont relativement faibles (-13.6%, +5.9% et 5.0% pour
Ne, Ar et Kr respectivement). Ces petites variations s’expliquant assez facilement par une différence de
cut-off en énergie, mais aussi par I'utilisation de pseudo-potentiels différents.

Ne Ar Kr
a®® 4.38 523 5.61
atPA 386 (-11%) 4.95(-5%)  5.35(-5%)
aPWOl 463 (+6%) 6.06 (+16%) 6.56 (+17%)
aPBE 4,61 (+6%) 5.98 (+14%) 6.43 (-15%)
Bcan 27 8F 123
ELDA 86 (+218%) 135 (+50%) 159 (+30%)
EPWOL 49 (+81%) 46 (-48%) 42 (-66%)
EFBE  19(-30%) 21 (-76%) 22 (-82%)
B®® 10.9 23.8 36.1
BPA 72.0 61.6 52.4
BPwo1 13.8 79 55

BPBE 10.0 6.0 4.8

aRé. [204]
PRéF. [206]
°Réf. [207]
9Ré&f. [203]
°Réf. [205]
'Réf. [205]
9Réf. [209]
hRéf. [210]
'Réf. [211]

TAB. 2.10 —Parameétres de maille (en A), énergie de cohésion par atome (en meV), et module de com-
pression (en kbar) pour les solides Ne, Ar et Kr en phase cubique a faces centrées. Les erreurs relatives
sont données entre parenthéses.

Un autre argument en défaveur des fonctionnelles usuelles, qui peut étre avancé, est I'étude du module
de compression. En effet, bien qu'il soit assez difficile de déterminer des équations d’états valides sur
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une grande plage de pression [212, 213], le calcul du module de compression reste un bon test quant
a la validité de telle ou telle approche. Malgré I'extréme sensibilité aux conditions d’utilisation d’un fit

de type Murnaghan [214], en particulier, pour la détermination d’'un minimum, I'intervalle des volumes
choisi devant étre suffisament équilibré et en méme temps restreint pour ne pas donner plus de poids a la
branche répulsive qu'aux grands volumes. Pour se faire, nous avons choisi un intervalle restreint autour
de la position d'équilibre présumée avec une déviation d'environ -30 & +30%. Ces fits ont été réalisés

a l'aide du package MURN [215] et les résultats obtenus pour les paramétres de maille a I'équilibre,
les énergies de cohésion ainsi que les modules de compression sont données dans le tableau 2.10. La
conclusion est assez simple : seuls les résultats donnés par les fonctionnelles GGA dans le cas du solide
de néon sont acceptables, avec un assez bon accord avec les résultats expérimentaux. Pour le reste, il y
a une grande surestimation de la part de LDA, qui s’explique par la différence quant a l'origine de la
nature de la liaison, et des sous-estimations assez importantes par les fonctionnelles GGA en particulier
pour les atomes lourds. Clairement, I'analyse des valeurs des modules de compression est aussi un bon
test pour la validité d’une nouvelle approche, et les résultats des fonctionnelles usuelles montrent encore
une fois leurs limites.

Pour en terminer avec les résultats KS dans I'approximation des fonctionnelles usuelles, quelques mots
peuvent étre ajoutés concernant I'absence totale de corrélation de longue portée. Cela se traduit sim-
plement dans les courbes d’énergie de cohésion en fonction du paramétre de maille par une décrois-
sance trop rapide de I'énergie de cohésion lorsqu’augmente la taille de la maille élémentaire. En prenant
comme référence, une sommation, sur le réseau d’atomes, de I'énergie de cohésion, en utilisant un grand
nombre de voisins (plus d’'une quinzaine d’ordre), grace a I'aide d'un potentiel semi-empirique du type
d’'Aziz [216], il est possible de comparer le comportement a grande distance. A noter que, malgré 'ab-
sence de terme d'interaction a trois corps [217, 218], du type "Axilrod-Teller" [219], le résultat obtenu
par la sommation brute d’'un potentiel de paire semi-empirique est en bon accord avec les données expé-
rimentales. Cette sommation d’un potentiel semi-empirique peut étre reliée aux edidnito les plus

aboutis, qui utilisent une méthode incrémentale [218, 220, 221] avec des énergies de cohésion calculées
a partir de configurations d’équilibres de cluster a deux et trois corps. Ces derniers permettent une dis-
tinction, que la DFT ne permet pas encore de lever, quant a la préférence de la phase cubique a faces
centrées sur la phase hexagonale compacte, pour les solide Ne, Ar et Kr, dans des approches malheureu-
sement trés colteuses en terme de temps de calculs, CCSD(T) pour I'une et SAPT pour I'autre, rendant
quasi-impossible son utilisation pour des applications routiniéres.

0 e e
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FiGc. 2.12 —Energie de cohésion du solide de néon, dans le calculs KS-LDA, KS-PW91 et KS-PBE, en
comparaison d’'une sommation d’un potentiel de paire semi-empirique sur le réseau cristallin.

Ainsi tout comme dans le cas des diméres, les fonctionnelles usuelles ne sont capables de reproduire
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correctement que la partie répulsive des courBég’) et en aucun cas elles ne peuvent rendre compte
d’'un minimum dont 'origine est strictement liées aux forces de van der Waals. Aprés toutes ces consta-
tations, concernant aussi bien I'approche moléculaire que les calculs sur les solides, il semble important
de donner une liste de souhaits concernant une possible correction.

2.5 Schéma d’intentions

A la vue de toutes les considérations précédentes aussi bien dans le cas simple de la théorie de Gordon-
Kim, que les calculs KS habituels, il est clair que quelques points noirs de la théorie de la fonctionnelle
de la densité doivent étre revus et corrigés pour espérer traiter correctement le probléeme posé par la
description des forces de vdW dans ce cadre. Tout d'abord, I'effet de I'échange est primordial : comme

il a été discuté a deux reprises aussi bien pour la méthode GK que le formalisme KS appliqué a l'aide
des fonctionnelles standards, un échange fiable qui ne surestime pas la contribution a I'énergie d'inter-
action est nécessaire. Une bonne maniére de procéder consisterait a utiliser une approche qui traiterait
exactement l'interaction électron-électron de moyenne et longue portée. En effet c’est précisément dans
ces zones que les effets néfastes de la surestimation de I'’échange se fait le plus sentir. De plus par un
traitement en séparation de portée, il serait envisageable de rendre compte de maniéere simple des effets
de corrélations électronique totalement absents dans le cadre de la DFT usuel.

Nous résumons notre schéma de principe par les différents points suivants, nous voulons :

— nous affranchir des problemes de séparation en sous-systémes

— vérifier le caractere "size-consistent” et "size-extensive"

— ne pas détruire ce que la DFT sait déja faire

— donner de bons résultats pour de bonnes raisons

— satisfaire le principe selon lequel I'expression de I'énergie reste identique pour différentes distances

— corriger I'échange afin d'éviter les problémes d'apparition de minima fortuits

— traiter explicitement les corrélations de longue portée

— traiter par un terme perturbatif les corrélations de longue portée, peu coiteux et applicable aux sys-
témes périodiques.

Toutes ces bonnes intentions vont pouvoir étre exaucées dans le formalisme mis en place lors de ce

travail de thése, et comme nous le verrons, la séparation de portée va nous permettre de mettre en oeuvre

pratiquement ce schéma de principe.
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Chapitre 3
Séoaration de portée

L'intérét et le principe d’'une décomposition de l'interactiooulombienne, en composantes de courte

et longue portée, n'est pas une idée récente : nous y voyons d'une part, une maniére assez intuitive
de représenter les différentes contributions a I'énergie, et d'autre part, elle peut servir tout simplement
comme avantage mathématique. En effet, les exemples les plus frappants sont sans conteste la somma-
tion d’Ewald [1], les méthodes rapides basées sur les moments multipolaires (FMM) [2], sans oublier
I'utilisation du potentiel de Yukawa dans les calculs des différentes contributions a I'énergie dans le mo-
déle du gaz d’électrons libres [3]. L'idée plus générale qui se cache derriére une séparation de portée est
la tentative, dans une approche dans I'espace direct de s’affranchir des difficultés a décrire la singularité
a petite distancer(y petit), ou au contraire, dans une approche dans I'espace réciproque, du probléme
de I'évaluation des effets a grandes distandepdtit). Dans cette optique, la recherche de méthodes a
croissance linéaire des calculs des corrélations électroniques profite aussi de la séparation de portée [4].

Cette séparation de portée comme explicitée dans la suite de ce chapitre, a été assez vite employée dans
la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), d’une part en se mettant au service d'analyses sur les
différentes contributions énergétiques, et d'autre part elle permet de remédier a un certain nombre de
défauts de la mise en pratique de la méthode Kohn-Sham de la théorie de la DFT.

3.1 Le principe de décomposition et son intérét

Mathématiquement, les possibilités sont infinies pour partionner de maniére pratique le noyau de l'inter-
action coulombienne. Seuls quelques exemples, pour l'instant, ont montré un réel intérét dans le cadre
de la DFT. Ainsi nous nous concentrerons uniguement sur ces modeéles assez largement usités, tel que le
potentiel de Yukawa [5, 6] ainsi que sur la solution récente proposée par P. Gill [7, 8] et A. Savin [9, 10]
qui va plus particulierement nous concerner tout au long de cet exposé.

3.1.1 Séparation de I'interaction Coulombienne

La décomposition possible de I'interaction coulombienne peut s'écrire :

1 !

==l () + Wi (r), (3.1)
ol wir* (r) désigne linteraction de courte portéels(r) son complémentaire, et est un paramétre

contrbélant la séparation dont la dimension est I'inverse d’une distance, donnant ainsi un sens physique,
en I'occurrence une longueur caractéristique, a la séparation.

Le potentiel de Yukawa peut étre présenté comme une premiére solution pour effectuer une telle décom-

75



CHAPITRE 3. SEPARATION DE PORTEE

position avec pour le noyau longue portée :

exp (—pr)
wee (r) = ————=, (3.2)
et le complémentaire s’écrivant simplementwg” (r) = 1 — wéﬁ;“(r). Une solution alternative, pré-
sentant un avantage certain d’un point de vue pratique, a été utilisée plus intensivement par A. Savin et
ses collaborateurs [9, 10, 11, 12, 13] : elle réside dans I'utilisation de la fonction erreur pour représenter
la contribution longue portée de l'interaction,

erf (ur)

wlpr(r) = £

(3.3)

Lorsquep=0, le noyau d’interaction longue portée se réduit a zéro, autrement dit toute I'interaction est
contenue dans le noyau courte portée complémentaire. Dans la fimiteocc, c’est la partie longue

portée qui se réduit a l'interaction Coulombienne compléte. Ces interactions modifiées sont représentées
dans la figure 3.1 pour deux valeurs différenteg.d= comparaison de la pleine interactidr).

‘
=1.0 p=0.5
" r
C

—e 1/r
Ir, p=0.5 —
ee
SI, u=0.5|
ee —
Ir, u=1.0
ee
sr, p=1.0|

'_'mee |

ooee(r)

0.2} '\‘ ‘\N"_‘_‘_‘_-’_’;

0.0

FiG. 3.1 —Décomposition du noyau/r dans I'approche utilisant la fonction erreur pour deux valeurs
différentes du paramétre de séparation

Ici il apparait une longueur caractéristique de la portée de linteraction, un rayon de cefipirest
défini de la maniere suivante, = 2/, et représente la longueur au-dela de laquelle, pour donné,
linteraction de courte portée devient négligeabléi(* (r) <10~ 2w..(r)) devant l'interaction de longue
portée. Cela revient a dire qu’au-dela d’une distarftela contribution de longue portée est égale a la
pleine interaction.

L'estimation, méme grossiere, d'un rayon de coupure caractéristique dans un systeme devient alors une
nécessité. Idéalement, un rayon de coupure local serait une solution raisonnable [11], et dans cette ap-
proche, il peut étre relié facilement a une autre grandeur caractéristique de la densité électronique, le
rayon de Wigner-Seitz. Il est défini par le rayon de la sphére qu'un électron occupe en moyenne :
rs = [3/(47n)]'/3, et peut étre considéré comme une valeur censée du rayon de coupure. Ainsi une
premiere estimation du parameétre de séparation est donc 2/r;. Malheureusement, appliquer un
écrantage local reste pour I'heure, dans les programmes utilisant des bases mono-électroniques, hors de
portée car comme évoqué dans le paragraphe suivant, I'avantage de I'utilisation d’'un noyau "erf" réside
dans le peu de modification a apporter dans les programmes utilisant des bases localisées, pour créer la
liste d’intégrales pour une seule valeurdeCependant, si nous devons répéter ce calcul pour chaque
donné par les variations de densité, le colt computationnel devient vite prohibitif.
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Il est alors imaginable de définir une valeur globale du paramétre de séparation, donnée par exemple
la valeur moyenne du rayon de Wigner-Seitz sur des systemes typiques. En prenant les densités totales
d’atomes de gaz rares, avec la formule~ 2/(rs) nous obtenons les valeurs 2.08, 0.83, 0.59 et 0.37

(en unités atomiques) pour les atomes He, Ne, Ar et Kr respectivement. En lifritaatx couches de

valence nous pouvons donc espérer avoir une sensibilité des résultats pour des valeurs du paramétre de
séparation définies dans ce domdine].

3.1.2 Aspects pratiques

D’un point de vue pratique, le fait de remplacer I'interaction coulombienne par un noyau de la forme
donnée par I'équation (3.3), ne présente pas de difficultés majeures. En effet, dans les calculs s’aidant
de bases mono-€électroniques de type gaussienne, I'évaluation des intégrales bi-électroniques correspon-
dantes se fait de maniére strictement analytique et ne requiert gue des modifications mineures des algo-
rithmes existants, voir par exemple I'annexe A de la thése de doctorat de J. Toulouse [14].

Dans une approche en ondes planes, la détermination des énergies du terme d’'Hartree aussi bien que
le terme d’échange du type Hartree-Fock se fait & 'aide d’une évaluation dans I'espace des ¥ecteurs
autrement dit dans I'espace réciproque [15, 16, 17]. Dans I'espace réel, le terme d’échange, identique a
la définition (2.15) prend la forme suivante :

ENF = —i Z Z fm];fm,tj'/ / drydrs ¢Z7,;(7?1)¢m,q'(7?1)wee(T12)¢fn,q(772)¢n,¢7(7?2)7 (3.4)

n,m ];,‘7(?

ou {gzbn E(f’)} estI'ensemble des états mono-€électroniques de Bloch du systenfie;lssnt les nombres

d’'occupation correspondants. La double sommation sur les vedienr@‘ est faite sur tous les points-
k choisis pour échantillonner la zone de Brillouin, et les sommesiset n sont effectuées sur les
bandes (états) remplies a chacun de ces pé&inBratiquement, c’est en terme du potentiel non-local,
VHF(7, ) qu'est calculée la contribution énergétique. Il est donné simplement par :

VIR 72) = — 3 3 Foni G0 (r12) 65 72), (3.5)

m7q

et en introduisant I'expression sous forme de fonction de Bloah,gg(7) :

G () = U (7)€’ T, (3.6)
on obtient : )
VIR 72) = =5 D fng €T g7 wee (r12)u, (7). (3.7)
miq‘

Maintenant si I'étatp,,, () est décomposé sur la base des ondes planes :

- 1 N i(G+G) .7
P, g(T) = 7 > C g G)eTOT, (3.8)
a
I'équation (3.7) est alors donnée par :
VHF(7, ) = Z Z ez(hél).avl;(él’éz)e—z(m&).fg’ (3.9)
E G1,Go
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— —

avecV; (G, Go) la représentation du potentiel de Fock dans I'espace réciproque :

JE. 47 . o - = . . .
VE(Gh Gs) = ) Z fm,ti'z Cm,ti'(Gl — G3)Wee(|k — 7+ G3|2)Cm7§(G2 —Gs). (3.10)
m,q Gs

Le termed..(|k — 7+ G3|?) est simplement la transformée de Fourier du noyau d'interaction, qui est
donnée pour le cas de I'interaction Coulombienne par :

. . 1
Uee(|k — 7+ G3|*) = =———5—, (3.11)
|k —q+ G3/?

et dans le cas d’'un noyau erf il devient :

o—|E—G+G3|? /4p?

~1 4 - =12
we@”(‘k_Q"i_GS‘ ): |E q_,+é |2 .
- 3

(3.12)

Ces madifications ont di étre apportées au programme VASP dans I'implémentation du schéma de cal-
culs présenté dans le chapitre 4. Méme si I'idée de séparer l'interaction coulombienne est assez récente
dans le contexte de calculs par la théorie de la fonctionnelle de la densité, un tour d’horizon de I'utilisa-
tion de cette séparation de portée s'avere instructif.

3.2 Revue et Applications

On peut voir deux aspects assez distincts dans I'approche qui consiste a séparer l'interaction électronique.
D’une part, nous savons que l'interaction Coulombienne peut étre considérée comme une interaction de
longue portée, et d'autre par que I'évaluation de cette derniére est colteuse en terme de temps de cal-
culs. D'ou I'idée de s’affranchir de cette contribution dans une approche d'ordre zéro et de traiter les
effets de longue portée de maniéere perturbative sur un modéle simple [7, 8]. Ce n’est pas directement
dans le contexte de la DFT que ce schéma a d’abord été testé, mais I'expression donnée pour I'énergie
d’échange dans le cas d'un gaz d'électrons libres avec un noyau d’interaction du type erf¢fonc-

tion erreur complémentaire) est alors une assez bonne approximation du terme exact [18] pour un atome
d’hydrogéne par exemple.

D’autre part, nous pouvons nous servir de la séparation de portée pour tenter de remédier aux défauts
couramment constatés de la DFT [9] : par exemple les problémes liés a la quasi-dégénérescence, par une
connexion continue entre une approche par fonctionnelle de la densité a courte portée et par un traitement
par des approches de type fonctions d’onde des effets de longue portée. L'approche multidéterminantale
CI+DFT [10, 11, 19] est une approche économique du probléme qui consiste a traiter les effets de quasi-
dégénérescence ainsi que les corrélations dynamiques. En effet, une réduction significative du besoin
d'une base conséquente pour la description du point de coalescence inter-électronique de la fonction
d’'onde s’opére grace a la bonne description des effets de courte portée obtenue avec une approximation
locale de la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée. La méme méthodologie a été déve-
loppée avec en remplacement du calcul Cl, soit un calcul CCSD(T) [20] ou bien encore une approche
MCSCF [14, 21].

3.2.1 Approche dans le cadre spécifique de la DFT

Méme si de nos jours la DFT est un outil puissant dont les résultats dans de nombreuses applications
peuvent étre considérés comme de grands succes, il reste malheureusement des zones d’ombre, parmi
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lesquelles évidemment les problémes liés a l'inclusion des forces de dispersion. Il faut aussi citer tous
les défauts dont 'origine réside dans le mauvais comportement asymptotique du potentiel d’échange-
corrélation [22, 23]. N'étant pas spécifiquement le sujet de ce travail, les solutions proposées par Gor-
ling [24] (et les références qui s’y trouvent) dans le formalisme OEP, I'approche KLI [25], la correction
asymptotique de van Leeeuwen et Baerends [26], ou plus récemment encore les corrections asympto-
tigues proposées par Yang [27], sont autant de points de départ pour une recherche plus approfondie du
probléme.

Les exemples les plus frappants de cette erreur du comportement asymptotique sont les résultats ther-
mochimiques déplorables obtenus lorsque des atomes a forte électronégativité sont inclus [28]. La sous-
estimation systématique des énergies de barriére de réactions [29], en particulier pour le le cas patho-
logique XJ [30, 31], ainsi que les valeurs des polarisabilités et hyperpolarisabilités des polyenes
conjugués [32], sont autant de preuves de la faiblesse des fonctionnelles d’échange-corrélation usuelles.
Nous pouvons aussi citer le besoin d’un potentiel possédant le bon comportement asymptotijie en

dans les problémes des calculs d'excitation en DFT dépendante du temps (TDDFT) pour des états de
Rydberg [33] et plus encore pour les problemes liés aux transferts de charge [34, 35, 36].

Dans toutes les études précédentes, lorsqu’une fonctionnelle locale ou semi-locale est utilisée, le com-
portement asymptotique de I'échange est retrouvé, en partie, gouverné par la décroissance exponentielle
de la densité. Il a aussi été démontré que lorsqu’un pourcentage fixe d’échange Hartree-Fock (HF) est
introduit, la description du potentiel d’échange s’améliore car sa limite & grande distance devient

ol a est le pourcentage d'échange HF. Par exemple, la fonctionnelle hybride B3LYP produit une limite
de —0.2/r et PBEO donne ainsi-0.25/r. Evidemment la correction de la self-interaction dans ce cas
n'est que partielle, et ne peut étre compléte que dans le cas limite de 100% d'échange HF.

L'idée d’'une correction de longue portée qui serait en mesure de rendre compte d’'un bon comportement
asymptotique s'impose alors d’elle-méme. C’est en substance l'idée proposée par le groupe de Tsuneda
et Hirao [37], qui construisent une fonctionnelle d’échange hybride par une séparation de portée. Par le
calcul d'un terme d’échange de longue portée en terme d’orbitales (terme HF) avec un noyau d'interac-
tion atténué suivant I'équation (3.3), il est, en principe, possible de corriger le comportement défaillant
des fonctionnelles locales ou semi-locales. En complément de cette partie d’échange de longue portée,
il faut adjoindre son complémentaire de courte portée par I'intermédiaire d’un traitement par une fonc-
tionnelle de la densité adéquate. Il faut aussi noter le travail de Baer [38], qui, a partir de la connexion
adiabatique généralisée [39] en utilisant le potentiel de Yukawa, redérive un hamiltonien a séparation de
portée, en traitant la fonctionnelle de corrélation de courte portée par une approximation qui sera revue
dans la suite de ce chapitre. Sans avoir cherché a optimiser le parameétre de séparation de portée, les ré-
sultats obtenus par Baer pour les énergies d’atomisation, et les géométries d’équilibre sont raisonnables.

La construction d’'une fonctionnelle d’échange locale dont le noyau d’interaction se trouve modifié est
assez évidente [18, 19, 40]. La dérivation est simplement effectuée a partir de la connaissance de la
transformée de Fourier du noyau d’interaction modulé par un facteur d’atténuation. Il vient I'expression
suivante, pour un noyau de type fonction erreur (erf) :

FLDA s — 3 ( 5 )1/3/dm4/3(f){1 - ga[(ga 0¥ exp (——)

2 \4r a?

(3.13)
— 3a + 4a® + \/Eerf(2—1a)] }

ola = u/(2krp), etkp = (3m2n)'/3.

La généralisation a une fonctionnelle possédant une correction de gradient complique la tache car I'uti-
lisation des expressions obtenues a partir du gaz d'électrons libres n’est plus possible, et le recours a une
construction par I'intermédiaire d’un modéle du trou d’échange se montre alors indispensable [41]. Dans
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le cas d'une interaction non-modifiée, a partir de I'expression (2.53) du chapitre précédent nous voyons
quel est le rble prépondérant joué par le trou dans I'approximation d'une fonctionnelle d’échange.

En reprenant I'étude menée par Pelaal. [42], sur une molécule de dihydrogene BiI'équilibre, nous

nous sommes intéressés a la représentation des trous d’échange en un point de référence de I'espace, dans
diverses approximations. En regardant la figure 3.2, qui présente pour une densité calculée au niveau HF,
les trous dans I'approximation LDA, HF, et GEA, la caractéristique principale du trou d’échange HF, au
regard de sa définition (équation (2.54)), est sa non-localité. A 'opposé de ce comportement se trouve le
trou LDA, qui, lui, est centré sur le point de référence du trou, garantissant la validité des conditions a la
cime de ce trou. Le comportement a longue distance est d’un grand intérét, car c’est dans ce régime que
la différenciation entre les deux approches est la plus évidente. C’est aussi pourquoi I'approche GEA
est rapidement tombée en désuétude, car son caractére oscillant n’a pas d'origine physique claire. C’est
en ce sens que les fonctionnelles semi-locales ont été développées, en effectuant a partir d'un rayon
de coupure, une annulation des effets de la correction de gradient. Malheureusement, la complication
engendrée par ce cut-off rend les représentations des trous difficiles, et les effets subtils dans la région
des faibles densités mais a forts gradients (région fondamentale comme nous I'avons déja vu dans le cadre
des calculs DFT pour les dimeres de gaz rares), sont difficilement appréhendables dans ce contexte.

I ' I
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FiGc. 3.2 —Trou d’échange dans trois approximations différentes de la molécyldads sa géométrie
expérimentale. La courbe GEA présente des régions ou le trou est nul, car il est tronqué pour satisfaire
la conditionh,(r) < 0.

La solution la plus simple, adoptée par le groupe de Tsuneda et Hirao [37], réside dans I'utilisation de
la séparation de portée uniqguement dans le terme de densité d’énergie, en la remplagant par la densité
d’énergie du gaz d’'électrons libres avec une interaction de courte portée, et en gardant intact le facteur
d’amélioration rendant compte des inhomogénéités de la densité (voir I'équation (2.75)) :

E"H[n,s] = /dfn(ﬂéir’u[n]fxpBE(s)- (3.14)

La connaissance seule de la densité d’énergie du gaz homogéne avec une interaction du typérerfc
est suffisante, donnée par I'équation suivante :

] = ({1~ S| 20 - 1 exp (- 1)~ 30+ 4?4 vl L @)

Une solution plus satisfaisante a été proposée par J. Toulouse [14, 43] qui rend compte de la séparation
de portée aussi bien dans le terme de densité d’énergie que dans le facteur d’amélioration. La dérivation
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de cette fonctionnelle repart de la construction initiale de la fonctionnelle PBE [44]. Il a repris une a
une les conditions physigues imposées, avec la seule différence au niveau d’'un coefficient de second-
ordre dans I'expression de I'énergie de corrélation. En effet, pour satisfaire les conditions imposées lors
de sa construction, la paramétrisation de I'énergie de corrélation intervient directement dans le terme
d’échange, ce qui a pour conséquence de modifier la limite obtenug:peud, pour laquelle la fonc-
tionnelle PBE n’est pas exactement retrouvée. L'idée fondatrice de cette construction est de garder une
formule identique pour le facteur d’amélioration de PBE pour I'échange, voir I'équation (2.75), mais qui
dépend maintenant du paramétre de séparatismvant I'expression :

foo(s,m) =1+a(p) [1- —F=— | (3.16)

Les conditionss — 0 ets — oo définissent les valeurs de paramétgs), alors que I'expression(u)
est donnée par la condition de Lieb-Oxford [45].

Une autre solution consiste a décrire le trou d’échange dans le cas d’'une interaction modifiée en prenant
en compte les inhomogénéités de la densité, ce qui améne a la fonctionnelle de courte portée développée
par Heyd et Scuseria [41, 46]. Elle sert de base a la fonctionnelle HSEO03 [46], qui sera présentée dans
la suite de cet exposé. L'idée de Heyd et Scuseria, basée sur la simple constatation que méme si les
fonctionnelles hybrides sont a ce jour les fonctionnelles les plus performantes, leur utilisation dans des
calculs en conditions périodiques se révéle encore trop coliteuse dans des programmes utilisant des bases
de type gaussiennes. En effet dans I'espace direct, c’est la partie longue portée de I'échange Hartree-Fock
qui est demandeuse en temps de calcul, il faut donc ne garder que la partie courte portée de I'interaction,
en utilisant par exemple une séparation de la portée a I'aide de la fonction erreur. Basé sur la fonctionnelle
PBEOQ [47], le schéma HSEOQ3 s’écrit alors :

[HSE03 _ iExHF,sr I ZEEBEST  EPBEIr | pPBE (3.17)
Pour plus de détails, quant a la construction de la fonctionnelle, nous pouvons nous référer a I'appendice
de l'article [41] qui présente la maniére pratique retenue afin d’'intégrer le trou d’échange, mais aussi
dans la référence [46] ol une version révisée est présentée. D’aprés I'équation (3.17), il est clair que
les limites pouru — 0 et u — oo donnent les résultats purs de PBEO et PBE respectivement. Cette
fonctionnelle améliore Iégerement les calculs PBEO dans le cas moléculaire, mais c’est surtout au niveau
des calculs sur les solides que son intérét est le plus évident car elle réduit significativement les temps de
calcul [48]. Le paragraphe suivant présente de maniéere succinte des applications de cette fonctionnelle,
ainsi que son intérét dans un programme utilisant les ondes planes comme VASP.

Les premiéres applications de ces fonctionnelles semi-locales de courte portée, ont porté sur les énergies
interconfigurationnellesls — 3d des atomes de la premiere série des métaux de transitions [37]. Les
fonctionnelles GGA surestiment ces énergies en partie par un manque d'échange de longue portée entre
les orbitales4s et 3d. Lutilisation d’'une fonctionnelle corrigée par un échange HF de longue portée
(fonctionnelle LC) améliore significativement ce défaut. Son application dans les calculs de polarisabi-
lité de chaines d'oligo-acétylénes se révéle nécessaire quant a I'amélioration des résultats donnés par
des fonctionnelles usuelles. Enfin, il est bon de signaler I'utilisation de cette fonctionnelle corrigée en
longue portée, afin de rendre compte convenablement des énergies d’excitation de Rydberg, des forces
d’'oscillateurs et des énergies d’excitation des transferts de charge [49].

En vue d’apporter plus de flexibilité et de corriger partiellement le comportement longue portée de la
fonctionnelle B3LYP, il a été proposé par Handy [50], une séparation de portée comportant trois para-
meétres. Le noyau d'interaction s’écrit alors :

1 1- erf erf

L_1-[o+pef(ur), o+ fet(ur) (3.18)

T T T
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ou des relations liant et 5 doivent étre satisfaites, telles que< 1,6 < let0 < a+ (4 < 1.

« contrble I'ajout d’échange HF sur toute la plage des différentes portées, tandis$ iquerpore la
contrepartie décrite par la DFT, avec un factéuwr (a + 3). L'ajout de parametres supplémentaires dans

la fonctionnelle B3LYP pour devenir CAM-B3LYP, ne détruit pas les résultats des calculs donnés par
la forme originale, les résultats des calculs d’enthalpies de formation restent similaires, avec cependant
une amélioration significative de la description du phénoméne de transfert de charge dans un dipeptide.
Les meilleurs résultats sont obtenus pour un mélange de 19% d’échange HF et 81% d’'échange DFT par
la fonctionnelle B88 dans la partie courte portée, et 65% d'échange HF et 35% d’'échange DFT pour la
zone de longue portée.

Un autre type d’application, pour lequel les idées de la séparation de portée sont apparues récemment,
est le traitement des forces de dispersion. Comme nous I'avons constaté, les corrélations électroniques de
longue portée sont totalement absentes dans un traitement KS usuel. C’est pourquoi I'idée de les rajouter
soit de maniéread hoccomme dans les travaux du groupe de Hirao [51, 52], soit par un traitement des
fonctions de réponse proposé par Kohn [6] est intéressante. La construction proposée par les Japonais
consiste a utiliser une fonctionnelle d’échange de courte portée de type GGA, avec un terme d'échange
de longue portée de type HF, combinée a un terme de corrélation du type Andersson-Langreth-Lundqvist
(ALL) [53]. Méme si les résultats obtenus sont en bon accord avec les potentiels les plus précis, en
particulier pour les dimeéres de gaz rares [51], l'utilisation de la fonctionnelle ALL requiert une fonction
d’'atténuation dans la zone des petites distances afin d’'éviter la divergence du terme de corrélation. Cette
fonction doit étre ajustée pour chaque systéme, rendant assez difficile son utilisation routiniére. De plus,

il faut noter les problémes associés au double comptage des contributions de corrélation, qui échappe a
tout contrble rigoureux.

L'approche par séparation de portée proposée par Kohn [6], consiste a traiter par I'intégration des fonc-
tions de réponse de la densité dans la zone longue portée de I'interaction, afin de déterminer exactement
le termeCy du développement multipolaire de I'énergie de dispersion entre deux atomes. C’est parce
gu’un noyau longue portée du type — exp(xr))/r a été utilisé, que l'intégration donnant naissance a

la fonction de réponse du systéme se simplifie car elle autorise un traitement perturbatif. Les résultats
obtenus, sur des systéemes aussi simples que He-He ou bien encore H-He, sont en trés bon accord avec
les valeurs théoriques les plus précises pour la détermination des coeffigients

Pour clore ce paragraphe, il semble important de rappeler les valeurs du paramétre de séparation utili-
sées par ces différentes études. Peu de travaux complets ont été menés jusqu’a présent, et méme peu de
groupes ont tenté de justifier clairement le choix d’'une valeur particuliere du paramétre de séparation
dans le cas d'une interaction modifiée par une fonction erf. En premier lieu, la fonctionnelle HSE03
utilise un paramétre de séparatipnO.lSagl déterminé a partir de la minimisation des déviations lors

des calculs d’enthalpies de formation sur un ensemble de 55 petites molécules. Cependant I'utilisation
de la séparation de portée est a I'inverse des autres solutions, car dans ce cas, c’est dans la zone de courte
portée que I'échange HF est calculé. Nous pouvons donc laisser a part cette valeur, et nous intéresser
plutét aux valeurs retenues par le groupe de Hirao. C'est d'abord une valeur autourage1 @i a

été retenue [37] a la vue des résultats sur les énergies interconfigurationnelles des atomes de la premiéere
ligne des métaux de transition. C’est cette valeur de la séparation de portée qui produit la plus petite
erreur, sans pour autant tenter de justifier de maniére définitive ce choix. Tawaldant utilisé une

valeur deu=0.33, apres avoir minimisé les longueurs de liaison pour les diméres composés d’atomes des
3 premieres lignes du tableau périodique (hormis les gaz rares). Dans les calculs utilisant les corrections
ALL pour les diméres de gaz rares [51], la valeur utilisée es3.0, ce qui peut s’expliquer par la re-
cherche d'une courbe purement répulsive avant correction de la corrélation. Comme nous l'avons déja
vu, une courbe d’interaction entre atomes de gaz rares doit toujours étre positive, a partir du moment
ou seul I'échange est inclus. Pour satisfaire a ce principe, avant d’inclure la corrélation, il parait logique
d’avoir un caractere HF trés prononcé ce qui est facilement réalisable avec une valeasstz consé-

quente. Mais dans I'étude suivante [52], la valeur retenue est de nouveau 0.33, qui indique aussi qu’avec
cette portée, la description DFT est déja dominée par le terme HF de longue portée. En conclusion, il
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n'est pas simple de défina priori une valeur pour cette séparation de portée, et I'étude d’'une seule
propriété n'est pas suffisante pour argumenter. C’'est pourquoi une étude compléte d’'une fonctionnelle
du méme type sera présentée dans le paragraphe 3.3. Auparavant, le prochain paragraphe sera consacré
a l'implémentation de la fonctionnelle HSE03 dans VASP, ainsi qu'a son utilisation.

3.2.2 Lafonctionnelle HSEO3

Dans l'optique de I'implémentation de notre schéma présenté dans le chapitre 4, I'utilisation d’'une so-
lution alternative pour une fonctionnelle d’échange de courte portée avec correction de gradient peut
s’avérer intéressante. C’'est dans ce sens que l'implémentation de la fonctionnelle de Heyd et Scuseria
s’est montrée nécessaire. Quelques détails techniques quant a I'implémentation de la fonctionnelle sont
donnés dans 'appendice B.

Méme si la fonctionnelle de courte portée proposée par Heyd n’a pu étre directement exploitée durant
ce travail de theése dans le contexte des forces de dispersion en DFT, sa mise en oeuvre dans VASP nous
paraissait fort intéressante pour de futurs développements. Comme nous allons le voir, hormis cet aspect
elle offre une solution moins colteuse en temps que le calcul de la fonctionnelle PBEO sur laquelle
elle est basée. Notamment, car I'échantillonnage dans I'espace réciproque peut étre réduit de maniére
significative du fait du traitement de la seule composante de courte portée.

Echantillonnage dans I'espace réciproque

En reprenant les expressions des potentiels non-locaux d’échange dans I'espace réciproque pour les deux
types d’interaction : en pleine interaction (équation (3.10) combinée avec I'équation (3.11)) et pour une
interaction de courte portée (équation (3.10) combinée avec I'équation (3.12)), la différence constatée est
uniguement dle a la composante de la fonction erfc dans I'espace réciproque.

. Cr, (G = G3)Ch (G — Gy)
Ve(G1,Ga) = — Z o (3.19)
k’ 7q 2
e — 7+ Gy
L 4 cr, G3)Cin,q(G1 — Gs)
VE(GLGQ’M): qu q E G 5
o |k —q+ G (3.20)

x (1—exp<\k—@+ Gl /4p™) )

L'interaction d'échange a portée séparée peut étre vue comme un échange écranté, pour lequel la repré-
sentation du noyau de Coulomb dans I'espace réciproque est de la forme générale :

1

TN 3.21
dme(|G))|GI? o2

olie(|G|) définit I'écrantage de l'interaction électrostatique.

Cet effet d’écrantage offre un avantage certain dans la description d’'un systéme massif comme présenté
dans la suite. Prenons une supercellule construite a part¥ dellules primitives, de telle sorte que

les vecteurs de la supermaiuég soient un nombre entier proportionnel aux vectedrsde la maille
élémentaire. Nous savons qu'aprés= 2/p, le noyau d'interaction de courte portée est déja quasiment

nul. Lorsque la distance entre premiers voisins des images périodiguement répétées de la supercellule
Ry N est supérieure art, le potentiel d’échange HF de courte portée peut étre représenté exactement
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en échantillonnant la zone de Brillouin uniquement au pbirt'est-a-dire :

erfc(u|™ — 72|)
|71 — 75|

- - 1 * — —
Vi (71725 1) = =5 > fonr w1 (72t (71) (3.22)

Cette formulation est totalement équivalente a la représentation du systéeme massif en utilisant une seule
cellule primitive et un échantillonnage de; x ny x ng) dans la zone de Brillouin (BZ) :

S 1 i . S\ g
Ve (71,793 1) = =3 D Frg € Ty A7)ty (1) T
m/,q

o (3.23)
erfc(p|m — 7))
|7 — 7]
ou I'ensemble des vecteugsest donné par :
{7} = {iG1 + G5 + kGs}, (3.24)

aveci = 1,..,n1,5 = 1,..,n0, k = 1,..,n3, eté172,3 les vecteurs du réseau réciproque de la cellule.

A la vue des équations précédentes, il est clair que le nombre des paiatessaires pour effectuer le
calcul du potentiel HF d’échange de courte portée décroit d’autant plug:cilicroit aussi, autrement

dit que 1 augmente. De plus, il faut noter que la portée maximale n’est pas seulement limitée par le
noyau d’interaction modifiée, mais aussi que I'extension spatiale de la fonction d’onde est un facteur
non-négligeable. C’est facilement compréhensible par exemple, en adoptant une représentation a l'aide
d’orbitales localisées (des fonctions de Wannier), dans I'équation (3.4). Aimknne une limite supé-

rieure de la portée de I'interaction d’échange, en accord avec le maximum du recouvrement des fonctions
d’onde.

Il est alors possible de réduire la grille d’intégration de I'espace réciproque dans la zone de Brillouin
dans le cas d'un calcul d'un échange écranté. Pour rendre avantageuse la situation, il est possible, par
exemple, de réduire la somme sur les vectgugans I'équation (3.23), sur un sous-ensemfgig}, de

'ensemble des{; x Na x N3) desk pour lesquels nous avons la relation suivante :

Dans cette équation, Ié’i sont les vecteurs de maille dans I'espace réciproqué;;lesnt des facteurs
entiers de réduction de grille le long d’'une direction de I'espace réciproque &&lokh vient assez
facilement la réduction en temps de calculs car elle est directement proportionnelle a :

1
(1 — 7010203) . (3.26)

Dans le tableau 3.1, sont présentées les différentes combinaisons possibles des efrilfestilisées

lors de I'évaluation des effets de la réduction de I'échantillonnage dans I'espace réciproque pour le calcul
de l'opérateur d’échange de Fock en pleine interaction (nécessaire pour PBEOQ) et pour un échange de
courte portée (nécessaire pour HSEQ03).

ol

3
+ Zm%é' €BZ, (m;=—Nj, ..,N,—)} c {k}. (3.25)
i=1 t

Ces hypothéses ont été testées par la convergence des énergies d'échange et totale pour différentes grilles
d'intégrations (grillek), avec des facteurs de réduction donnant naissance a uneyguide- un certain

nombre de matériaux caractéristiques tels que des métaux et des semi-conducteurs, en particulier le
semi-conducteur MgO, et le métal Al en phase cubique a faces centrées (fcc) dans leurs géométries
expérimentales. Nous verrons ainsi que les matériaux isolants requiérent deskgetllesbien moins

denses que les métaux.
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{k} {q}
24x24x24 | 12x12x12 8x8x8 6x6x6 4x4x4 3x3x3 2x2x2
16x16x16 8x8x8 4dx4x4 2x2x2 - - -
12x12x12 6x6x6 3x3x3 - - - -
8x8x8 4x4x4 2x2x%x2 - - - -

TAaB. 3.1 —Combinaisons possibles pour la réduction de I'échantillonnage dans I'espace réciproque
pour I'évaluation du potentiel non-local de Fock.

Les figures 3.3 et 3.4 présentent la dépendance de la contribution provenant des ondes-planes a I'énergie
d’échange Hartree-Fock pour le systéeme Al en phase fcc et I'énergie totale du systéme respectivement,
relative a la taille de la grillé: ainsi qu’a la grille réduite utilisée lors du calcul dans I'espace réci-
proque de l'opérateur d’échange non-local pour les combinaisons énumérees dans le tabléaass. 1.

le nombre de pointg-utilisés le long d'une direction (les trois étant totalement équivalentes) dans la
zone de Brillouin. Notons que la densité de la grille augmente, lor3gueugmente.

|
o — 0
-25- - --25
= = |
o
£ -50 é = 450
Q o
% = g °
I o D'LIJ“
w751 A—A 3x8x8 - - A—Agx8x8 |75
—a 12x12x12 —a 12x12x12
—® 16x16x16 - - —® 16x16x14G
v—V 24x24x24 w—V 24x24x24
-100 - — -1-100
198 - ‘\ ‘ ] -
12 2 4 8 12 24 2 4 8 12 24125
Nq Nq

Fic. 3.3 —Dépendance de I'énergie totale pour le systéme Al en fcc en fonction du nombre degpoints-
Ny, utilisé le long des directions des vecteurs du réseau réciprogque pour I'échantillonnage, et suivant
les grilles# utilisées. Seule la différence avec I'énergie convergée sur une pleine grille>e2i2424

est représentée, pour le noyau courte portée a gauche et en pleine interaction a droite.

Les premiéres remarques a formuler concernent la convergence de I'énergie totale en fonction de la
grille-k compléte, autrement dit sans réduction. Une grille8& 8 est insuffisante afin d'assurer une
convergence acceptable de I'énergie, aussi bien pour la fonctionnelle HSEO03 que pour PBEO. En aug-
mentant la taille de la grille, en passant enx12x 12 la fonctionnelle HSEO03 produit un résultat déja
quasiment identique, a quelgques meV prés, au résultat convergé sur la grillexdé>x24 points. Ce

n'est pas le cas du calcul PBEO, qui présente encore des différences d'énergie d’'un ordre de grandeur
plus important encore et qui sont directement imputables aux différences observées dans la contribution
d’échange, voir la figure 3.4.

Le second point a signaler, est I'avantage que représente le calcul de la contribution courte portée de I'in-
teraction d’échange uniguement, illustrée dans la partie gauche de la figure 3.4, qui présente la conver-
gence des énergies d’échange de Fock en fonction du nombre de gpiti®mme il avait eté suppose
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précédemment, il est possible d’ abaisser significativement la densité de la grille utilisée pour l'intégra-
tion dans I'espace réciprogue, avec par exemple une énergie d’échange convenablement décrite par une
grille-q de taille 6x6x6 sans dépasser quelques meV. Nous constatons a I'opposé que I'échange cal-
culé avec la pleine interaction change encore approximativement de 10 meV en passant d'uge grille-
16x16x16 a 12 12x12, sans parler d’'une grille de®x 6 ou la différence s’éléve a 50 meV. Ces ré-
sultats sont en assez bon accord avec nos prévisions, car pour un pagsd&rd—!, il vient r£=6.7 A.

Dans le cas de la phase fcc de I'aluminium, la distance entre premier voisin est de 'ordre de 2.8 A ce
qui avec la conditiom? ;v > 27 donne un échantillonnage d’envirorx5x5 dans I'espace-

-251- -25

-50

[meV]
g
[meV]
—

X

EPBEO

EHSEOE
X

o
[63]
1

-100}- -100

-125 -125

24

FiG. 3.4 —Dépendance de la contribution de la partie onde-plane a I'échange de Fock pour le systéeme
Al en fcc, en fonction du nombre de poigtsd,, utilisé le long des directions des vecteurs du réseau
réciproque pour I'échantillonnage, et suivant les grillesstilisées. Seule la différence avec I'énergie
convergée sur une pleine grille en:224x24 est représentée, pour le noyau courte portée a gauche et
en pleine interaction a droite.

Enfin, nous pouvons nous intéresser au calcul de I'échange de Hartree-Fock (écranté ou non) dans le
cas d'un semi-conducteur, dans lequel une grille moins dense dans I'espace réciproque est normalement
recommandée. Ainsi une grille ¥86x16 est amplement suffisante pour assurer la convergence. En
prenant le cas du systéme MgO, et en regardant la dépendance de la partie ondes-planes de I'échange
de Fock écranté ou pour un noyau non-modifié, cf. la figure 3.5, I'avantage indéniable de la réduction
de la grille pour le calcul de l'interaction d’échange de courte portée apparait clairement. Cependant si
nous raisonnons comme dans le cas du métal Al, le systéme MgO requiert un échantillonnage 8e 8

dans I'espace; car la distance entre premier voisin est de 1.8 A. Ce n’est visiblement pas le cas, car en
écrantant l'interaction, une grille dex4lx4 points est suffisante, tandis que dans un calcul PBEO nous
avons besoin d’'une grille de ¥2A2x 12 points. La raison a évoquer ici, est la différence évidente entre

les orbitales obtenues dans un solide isolant et un métal. En effet, dans les semi-conducteurs, ce sont les
recouvrements orbitalaires (plus localisés) qui limitent la réduction de la grille, entrainant une réduction
plus importante encore que dans le cas d’'un bon conducteur.

En conclusion, nous avons vu qu’a I'aide de I'utilisation d’'une interaction modifiée, traitant de la partie
courte portée de l'interaction, il est possible de réduire de maniére significative les temps de calculs des
fonctionnelles hybrides comme PBEOQ. La comparaison des deux fonctionnelles hybrides précédentes fait
I'objet d’une collaboration avec J. Paier, M. Marsman et G. Kresse. Lors de ce travail ma contribution
principale concernait I'implémentation de la fonctionnelle HSE03 dans VASP. Le paragraphe suivant
présente de maniére succinte les principaux résultats obtenus lors de ce travail.
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o . = Jo
10+ - = 410
? %
£ 20 1 €} 420
g g
[} o
T = ELLUX
W 3q A—A 8x8x8 E = A—438x8x8 |30
=—a 12x12x12 =—a 12x12x12
®—® 16x16x16 ®—® 16x16x16
40 . = H-40
-5 | L | | | |
2 4 8 1216 2 4 8 1216
q N

Fic. 3.5 —Dépendance de la contribution de la partie onde-plane a I'échange de Fock pour le sys-
teme MgO, en fonction du nombre de poigtsy,, utilisé le long des directions des vecteurs du réseau
réciproque pour I'échantillonnage, et suivant les grillesstilisées. Seule la différence avec I'énergie
convergée sur une pleine grille en266x 16 est représentée, pour le noyau courte portée a gauche et
longue portée a droite.

Application aux solides

En reprenant le travail effectué par Heyd et Scuseria [48] sur une série de 20 solides dont la maille
élémentaire est cubique, nous avons tenter de différencier les résultats obtenus par VASP et par Gaussian
pour la fonctionnelle HSEOQ3. Il est aussi possible de comparer les résultats HSEO3 avec les données
structurales (paramétre de maille et module de compression) fournis par PBEO dans VASP. Les détails
techniques et de leurs optimisations — en particulier les effets du choix des données PAW, du choix de la
grille d'intégration (diminué 3 fois a partir d’'une grille-de 24x24x24 points), du choix des cut-offs

en énergie — sortent cependant du cadre strict de la discussion et ne sont pas discutés dans la suite. les
parameétres de mailles ainsi que les modules de compression obtenus par la fonctionnelle HSEO3 dans
VASP, en comparaison des valeurs de référence de Heyd [48], sont présentés dans le tableau 3.2.

Il en ressort que les différences entre les résultats des deux types de calculs (Gaussian et VASP) HSEO3,
ne peuvent avoir comme origine que les effets de base, qui sont certainement plus marqués dans le calcul
en base localisée, et dans une moindre mesure les effets du choix des paramétres PAW pour les cal-
culs VASP. Cependant ces différences restent faibles, et les erreurs moyennes calculées par rapport aux
données expérimentales sur les paramétres de maille (0.030 A) ainsi que sur les modules de compres-
sion (8.96 GPa) sont faibles. Elles améliorent significativement les résultats d’une fonctionnelle GGA
usuelle (par exemple PBE) qui donne en comparaison des valeurs de MAE de 0.044 A et 12.3 GPa pour
'ensemble des solides. La distinction entre les systémes métalliques et isolants est aussi montrée afin
de rendre compte, de maniére précise, de I'amélioration obtenue par Il'utilisation d’une fonctionnelle
hybride pour les systéemes semi-conducteurs. En effet, la description des systéemes métalliques (en par-
ticulier a base de métaux de transition) s’avére assez difficile : les erreurs augmentent de plus de 25%.
Il est alors envisageable que I'utilisation d’une fonctionnelle hybride a séparation de portée ne soit pas
adéguate dans le cas de systémes conducteurs, parce gu’elle tronque la partie longue-portée de I'échange
de Hartree-Fock. Il est alors nécessaire d'utiliser aussi cette contribution de longue portée exactement
(sans la remplacer par une fonctionnelle de la densité), ce qui est réalisé par la fonctionnelle PBEO avec
le désavantage d’'un temps de calcul bien plus grand.
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_ HSEO03 PBEO HSEO3 Expt

Solide a B a B a B a B

Li 3.404 153 3.463 13.7 3.454 14.0 3.477 13.0
Na 4176 87 4229 82 4166 99 4225 75
Al 3.997 87.2 4.012 86.0 3.991 944 4.032 79.4
BN 3.593 407 3.600 402 3.603 398 3.616 400
BP 4508 176 4.520 174 4549 171 4.538 165
C 3.543 471 3549 467 3.557 458 3.567 443
Si 5420 100 5.433 99.0 5454 99.1 5430 99.2
SiC 4337 234 4347 231 4370 225 4.358 225

£-GaN  4.476 199 4481 199 4498 207 4520 210
GaP 5437 87.7 5446 87.3 5455 0914 5451 887
GaAs 5666 727 5672 729 5683 76.9 5648 75.6
LiF 4004 744 4011 728 3995 747 4.010 69.8
LiCl 5097 342 5110 335 5098 36.3 5106 354

NaF 4638 499 4648 487 4.631 522 4609 514
NaCl 5639 254 5654 246 5638 257 5595 26.6
MgO 4.187 172 4196 169 4.200 175 4.207 165

Cu 3.630 129 3.636 130 3.631 143 3.603 142
Rh 3.779 291 3.785 291 3.838 262 3.798 269
Pd 3.910 170 3915 172 3932 181 3.881 195
Ag 4137 86.6 4.142 86.8 4.129 104 4.069 109

tous les solides :

ME?2 -0.008 1.21 0.005 -0.10 0.007 1.45 - -
MAEP  0.030 8.96 0.022 7.88 0.026 4.65 - -
RMS® 0.034 12.37 0.029 11.34 0.031 6.75 - -
sans les métaux :

ME -0.008 3.85 0.005 -0.00 0.006 2.739 - -
MAE 0.022 6.71 0.022 0.02 0.017 3.662 - -
RMS 0.025 9.90 0.029 8.81 0.021 5.611 - -

&Moyenne des erreurs
®Moyenne des erreurs absolues
Ecart quadratique moyen

TAB. 3.2 —Paramétres de maille (en A) et modules de compression (en GPa) de 20 solides, obtenus par
application de la fonctionnelle HSEO3 et PBEO, les colonnes marquées gandigue les résultats pris
du travail de Heyd et Scuseria [48].

Le tableau 3.2 présente aussi les résultats obtenus dans les mémes conditions (hormis I'échantillonnage
de la grilley qui n'est pas diminué), pour la fonctionnelle PBEO sur le méme ensemble de solides. Ainsi

il N"apparait qu’'une petite différence au niveau des résultats pour les semi-conducteurs et les autres
matériaux dits ionigues, mais I'amélioration produite par I'utilisation de la fonctionnelle PBEO dans le
cas des métaux en comparaison des résultats de HSEO3 est évidente. Les MAE passent de 0.030 A et
8.96 GPa a 0.022 A et 7.88 GPa pour les paramétres de maille et pour les modules de compression
respectivement sur I'ensemble des solides, en passant de la fonctionnelle HSE03 a PBEOQ. En ce sens, un
désaccord survient quant aux conclusions formulées par Heyd et Scuseria [48], qui présentent HSEQ3
comme une alternative moins colteuse en temps de calcul, et quasiment équivalente a PBEO pour le
calcul en condition périodique. Si effectivement, nous pouvons le croire pour les systémes isolants, le
cas critigue des métaux semble prouver le contraire.

Au niveau moléculaire, il est communément admis que de nombreux arguments physiques (self-inter-
action, comportement asymptotique du potentiel) sont plutét en faveur d’'un traitement "exact" du terme
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d’échange de longue portée. Les résultats précédents, concernant des systémes denses, qui s'affran-
chissent en partie de cette contribution, tendent a prouver le contraire tout du moins au niveau énergétique
et géométrique. Ce n’est certainement pas le cas au niveau moléculaire pour d’autre valeur de séparation
de portée, pour lesquelles la partie DFT longue portée peut vite devenir néfastes.

Cependant, il faut reconnaitre que I'amélioration des résultats obtenue par I'utilisation d’une fonction-

nelle hybride est indéniable, et 'implémentation de la fonctionnelle HSE03 dans VASP offre de nom-
breuses perspectives trés intéressantes (étude de structure de bandes, phénomeénes de transfert de charges
pour ne citer que deux exemples). Faute de temps ces sujets n'ont pu étre davantage développés durant
ce travail de thése, ils font toutefois I'objet de travaux annexes en collaboration avec le groupe de G.
Kresse.

Dans le paragraphe suivant, I'étude au niveau moléculaire d’'une fonctionnelle hybride d’'un nouveau
type va étre présentée. Cette nouvelle fonctionnelle combine simplement les effets d'une fonctionnelle
d’échange de courte portée allié a un échange HF de longue portée (autrement dit la séparation est
effectuée a l'inverse de HSEOQ3) afin d’améliorer un grand nombre de propriétés jusqu’alors assez mal
décrites par les fonctionnelles usuelles.

3.3 Formalisme RSHX

Dans I'esprit des fonctionnelles hybrides a séparation de portée proposées par le groupe de Hirao [37,
51], lidée de tester une fonctionnelle hybride du méme type avec une approximation du type LDA
pour la partie échange de courte portée ainsi que pour la corrélation, s'impose d’elle-méme. En effet,
dans leurs travaux, seule une fonctionnelle GGA a séparation de portée dans I'échange a été testée sur
des études de certaines propriétés liées au comportement asymptotique du potentiel d’échange, sans
effectuer pour autant une étude systématique d’autre propriétés telles que les enthalpies de formation, les
potentiels d’'ionisation par exemple. C’est pourquoi, aprés une présentation rapide de I'approximation
utilisée ainsi qu’une justification de cette derniére, nous nous attacherons a montrer a partir de I'étude
de différentes propriétés (tant géométriqgues qu’énergétiques) que le schéma RSHXLDARaoge "
Separated Hybrid eXchanfeest une solution alternative intéressante, sous de nombreux aspects, aux
fonctionnelles hybrides usuelles et offre une possibilité pour I'étude poussée du paramétre de séparation
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3.3.1 Une nouvelle fonctionnelle hybride

Les fonctionnelles hybrides usuelles occupent une position privilégiée dans les applications moléculaires
de la DFT. Elles sont a I'heure actuelle les seules a pouvoir fournir des résultats les plus proches des don-
nées expérimentales [54]. Leur construction, justifiée par des arguments portant sur la connexion adia-
batique [47, 55], inclut un pourcentage fixe, entre 20% et 25% suivant les cas, d’échange HF additionné
a une contre-partie utilisant une fonctionnelle d’échange usuel (ou une combinaison de fonctionnelle
d’échange par exemple B3LYP). On associe souvent le succes des fonctionnelles hybrides (PBEO et
B3LYP principalement) a une réduction partielle de I'erreur de self-interaction (SIE), sans pour autant
détruire I'équilibre entre la partie d’échange et celle de corrélation. A I'heure actuelle, I'utilisation des
fonctionnelles hybrides nécessitant I'évaluation de I'échange Hartree-Fock reste assez restreinte dans le
cas des solides.

Cependant, la combinaison uniforme d’'une partie d’échange HF avec une fonctionnelle d’échange, reste
malheureusement insuffisante pour corriger toutes les erreurs inhérentes a la méthode DFT. En parti-
culier, les fonctionnelles hybrides ne produisent qu'une faible amélioration quant au probléme de la
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discontinuité de la dérivée ainsi qu’au comportement asymptotique erroné du potentiel d’échange. A la
place d’'une décroissance erfl/r attendue dans le formalisme exact [22, 23], nous obtenons a l'aide
d’'un échange hybride un comportement-ea/r ou a est la proportion d’échange HF de la fonction-
nelle. Les solutions utilisant des potentiels corrigés asymptotiguement [26] améliorent la description des
énergies orbitalaires ainsi que la forme des orbitales. Cependant I'accés a l'information sur I'énergie
totale reste encore impossible, car la fonctionnelle lui correspondant reste inconnue.

Dans ce contexte, il est possible d’'imaginer les effets d’'une correction de longue portée en utilisant
un terme d’échange HF. En effet, en reprenant I'expression de I'énergie d’échange donnée par I'équa-
tion (2.53) en combinant difféeremment les termes et en se rappelant la définition de la matrice densité
a deux particule (2.19%(7;72) = (V|ne(7;7)|¥), il vient pour la densité d’énergie d'échange
exacte [56] avec un noyau d'interaction non-modifié :

= =20\ 2
eali) = —— /dfzw. (3.27)
n(ry) T

En passant a la limite des grandes distancgs—+ o), il vient ro << r; et en appliquant la régle de
sommation sur les éléments de la matrice densité’; 72 ), la limite suivante est obtenue :

1
€(T) ~ ~5 pour r — oo. (3.28)
T
Le potentiel d’échange a le méme genre de relation a tenir [22, 57] :
. 1
v, (T) ~ —= pour r — oc. (3.29)
T

La substitution par un noyau d’interaction du type longue portée dans les expressions précédentes ne
pose aucune difficulté. Comme les limites a grandes distances sont identiques, on s’attend donc pour une
fonctionnelle possédant un échange HF de longue portée a recouvrer la méme limite. Néanmoins, d’'un
point de vue plus rigoureux dans le formalisme KS, la notion de potentiel d’échange, n'a de sens qu'a
partir du moment ou un terme d’échange écrit en fonction d’'orbitales est utilisé. Ce potentiel est rendu
local par l'utilisation de la technique OEP [58]. Ainsi au sens strict, il est difficile de parler de potentiel
d’échange (et par extension de son comportement asymptotique) pour des fonctionnelles hybrides hors
du formalisme OEP, car le potentiel reste non-local. Il y a cependant des efforts dans le développement
de fonctionnelles hybrides dans le formalisme OEP, voir par exemple la référence [59].

Expression de I'énergie

A partir de I'expression (2.53), en séparant le noyau d'interactigrir,2) a I'aide de la fonction erf
comme donnée par I'équation (3.1), la fonctionnelle d’échange s’écrit aisément comme :

E.[n] = ESHn] + E#[n). (3.30)

Le comportement a courte portée de I'approximation locale a suffisament été testé et s’est montré assez
robuste [18, 19] pour penser qu’une approximation du tekifie’[n] par une fonctionnelle locale (voire
semi-locale) est raisonnable et conduit a une expression du type :

B~ 5 [ [ ariai (w7, i, ), (331)
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ou h2F est un modeéle DFT du trou de Fermi, cf. 'équation (2.55) par exemple. Pour le terme d’échange
de longue portée, nous prenons alors I'expression HF, qui assurera le bon comportement asymptotique,

1
Bt ~ / / Ay dryn (7 Y (7, 7o) REF (7 7). (3.32)

avechF (7, 7%), le trou de Fermi Hartree-Fock défini par I'équation (2.54).

En combinant les relations (3.31) et (3.32) avec une fonctionnelle de corrélation usuelle, I'expression de
la fonctionnelle d’échange-corrélation du schéma RSHX est donnée par :

ERSMX(n] = B#PF[n) + EIr#HF(n] + EDF[n]. (3.33)

De part sa construction, la fonctionnelle RSHX posséde un certain nombre de propriétés intéressante.
Dans sa paramétrisation LDA par exemple, il est clair gu’elle hérite d'un bon comportement "a la cime"
du fait de I'utilisation du trou LDA, et que le trou HF assure quant a lui un bon comportement asympto-
tique.

Combinaison des trous d’échange

Avant de s’intéresser aux résultats obtenus dans le formalisme RSHXLDA, reprenons I'exemple de la
construction du trou d’échange pour deux moléculesdt) et étudions ce que la combinaison RSHX
produit. A la vue de la figure 3.6, il est évident qu’en plus de satisfaire les régles usuelles de sommation
relatives aux trous d’échange, voir par exemple la référence [54], cette construction hybride posséde un
bon comportement a courte portée hérité de la fonctionnelle LDA [19]. En patrticulier, nous pouvons rete-
nir la bonne tenue de la valeur "a la cime" autrement dit au point de référence. De plus, le comportement
asymptotique a longue distance est gouverné comme il se doit par le trou HF sans que la contribution
LDA interfere, ce qui laisse présager d’'une correction de la self-interaction au-dela d’un rayon de cou-
pure d’environ2/u, qui correspond a la zone dans laquelle prédomine le caractére non-local du trou
HF.

0.05
0.0] =
\\\_ 4
0.00k=== . /
RGN 0.1+ W -7 g
oSO S, oS0 v .
‘QJO | \\ N (DO (R 0} \‘
@ 0.08 O = i 7 \
o N o 0.2 . 4 Vg ]
2 AR c \ "
a AN s \ J
£ - = .
8 019 S g -03f Y -
o o "
=1 > I\ ;I
E 0.1y~ E 0.4 L — HF R
Pt de réf. ,\ - Iﬁ%ﬁix
0.20 -0.5- ]
H H F Pt de réf. F
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0 2 0 1 2 N -2 0
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Fic. 3.6 —Trou d'échange dans les approximations HF, LDA, RSHXLDA pour la moléculavec
d = 1.428 A, et & gauche pour la molécule, Bvecd = 2.680 A.

Aprés une bréve présentation de ces propriétés, nous allons nous intéresser aux résultats obtenus par
I'approche RSHX. Les résultats évoqués ci-dessus ont, en partie, été publiés dans I'article [60].
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3.3.2 Applications au niveau moléculaire

Avant la présentation a proprement parler des résultats, il semble important de donner ainsi que de justi-
fier les parameétres utilisés lors de ces calculs effectués dans une version de développement du programme
MOLPRO [61].

Détails techniques

La DFT ne constituant pas une théorie a base d’approximations successives qui méneraient d'une ma-
niére quasi-systématique a I'amélioration des résultats, il est indispensable d’'évaluer la qualité des ré-
sultats fournis par une fonctionnelle donnée. Les critéres d’évaluation sont de nature multiple : énergé-
tique, géométrigue, etc. Un des tests de premiére importance concernant les aspects énergétiques est la
comparaison des enthalpies de formation théoriques et expérimentales d’'un ensemble des petites molé-
cules [62].

L'ensemble G2 de 148 molécules, ainsi que les sous-ensembles G2-1 (55 constituants) et G2-2, sont com-
posés uniquement d’éléments des 3 premiéres lignes du tableau périodique. Il constitue lui-méme qu’un
sous-ensemble de I'ensemble plus étendu G3 [63]. Les enthalpies de formation a 298 K sont déterminées
selon la procédure standard, les géométries utilisées proviennent d’un calcul au niveau MP2/6-31G*, et
les corrections des énergies de point-zéro sont obtenues des fréquences calculées au niveau HF/6-31G*
apres application d'un facteur d’échelle correctif [62].

Nous testons en premier lieu, I'évolution des erreurs moyennes sur le sous-ensemble G2-1 (augmenté
de la molécule emblématiquesHsoit un total de 56 molécules) sur une base relativement petite de

type double zeta polarisé, 6-311G(d,p), en s’intéressant particulierement a un intervalle de [0;10] pour

la valeur deu. Méme s'il est clair que les erreurs moyennes dépendent forcément de la base, cf. la
référence [54] pour une discussion plus détaillée de la question, les performances des fonctionnelles
usuelles y sont moins sensibles. Nous pouvons alors supposer que les conclusions obtenues pour une base
concernant les différences entre fonctionnelles, vont rester valables pour une base plus riche [64]. Une
fois I'évolution des erreurs Vvérifiée, nous pourrons présenter des résultats de thermochimie plus en accord
avec les résultats publiés dans la littérature en prenant par exemple une base du type 6-311++G(3pd,3df)
utilisée, par exemple, dans les travaux présentés dans les références [65, 66, 67].

Pour ce qui concerne les calculs des longueurs de liaisons présentés dans la suite, effectués sur un en-
semble de 16 molécules diatomigues non-polarisées en spin, tirées du sous-ensemble G2-1, le choix de la
base 6-311G(d,p) semble étre suffisant au regard d'étude plus ancienne [54], les géométries étant encore
moins sensibles aux effets de base.

Finalement, les calculs d’énergies orbitalaires et de potentiels d'ionisation, dont la grande dépendance a
la base a déja été montrée [22, 68], ont été réalisés au niveau aug-cc-pVTZ [69, 70, 71]. Le test crucial
de la dissociation de molécules du typg favec A=H, He, Ne, et Ar) effectué a I'aide de la base 6-
311++G(3df,3pd) autorise une comparaison directe en relation avec des énergies de liaison ainsi que des
distances d’'équilibre déja publiées [72].

Thermochimie

Les erreurs des enthalpies de formation obtenues avec des bases de taille moyenne [54], se situent aux
alentours de 5 a 6 kcal/mol, et peuvent descendre jusqu’a 3 kcal/mol et méme un peu moins, pour les
fonctionnelles hybrides, B3LYP et PBEO, dans de grandes bases [62, 41]. Cependant, il est important
de noter gu’en aucun cas le score d’'une fonctionnelle mesurée par son erreur absolue moyenne (MAE),
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n’est une fonction monotone de la qualité de la base, c’est pourquoi il est nécessaire d'utiliser des bases
précédemment validées.

De plus, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, il n’est pas dans I'objectif de cette dé-
monstration de trouver une fonctionnelle qui va surpasser les fonctionnelles hybrides B3LYP et PBEO
concernant les enthalpies de formation. Par contre nous aimerions nous assurer que le schéma RSHX
constitue une alternative raisonnable, qui améliore grandement la description faite par I'approximation
locale simple et puisse servir de point de départ pour des approximations plus sophistiquées. En ef-
fet, en RSHXLDA, des résultats comparables aux fonctionnelles GGA usuelles (PBE par exemple) sont
obtenus, voire meilleurs avec notamment des descriptions de propriétés améliorées pour lesquelles les
fonctionnelles usuelles sont incapables de produire un résultat acceptable (typiquement le probléme de
la dissociation A).

Prenons d'abord les résultats des fonctionnelles usuelles (LDA, PBE, PBEO et B3LYP) sur le sous-
ensemble de 56 molécules, composé des 55 molécules de I'ensemble G2-1 plus la molédalesH

la base 6-311G(d,p). Les valeurs des MAE et RMS sont récapitulées pour ces fonctionnelles dans le
tableau 3.3 ainsi que les maxima et minima des déviations. Nous obtenons ainsi des MAE qui sont de
31.5, 5.7 6.1 5.3 kcal/mol pour LDA, PBE, PBEO et B3LYP dans cet ordre. Evidemment, le passage a
une fonctionnelle GGA (de LDA a PBE) divise largement I'erreur moyenne (par un facteur quatre) et
I'amélioration obtenue par les fonctionnelles hybrides n’est qu’en apparence peu profitable. C’est surtout
au niveau de la distribution des déviations que les changements s’opérent.

La figure 3.7 présente I'évolution de la MAE pour le schéma de calcul RSHXLDA dans la base 6-
311G(d,p) relative a la variation du paramétre contrélant la portée de la séparataur un intervalle
compris dans [0.1;10.0]. L'apparition d’'un minimum profond peuproche de 0.5 confirme d’abord

nos premiéres suppositions sur les valeurs intéressantes du paramétre de séparation (assez proche des
valeurs utilisées par le groupe de Hirao, il faut le noter) mais surtout elle est la premiere démonstration
claire gu'il est possible de déterminer wnoptimal sur un ensemble de molécules. Pour cette valeur
particuliere, la MAE est de 8.8 kcal/mol, ce qui revient a abaisser le résultat de LDA par un facteur
de trois, et se situe juste a environ 30% de la valeur donnée par la fonctionnelle PBE. Le caractere
LDA de la fonctionnelle RSHXLDA reste encore dominant jusqu’a 0.2, ensuite la courbe descend
rapidement jusqu’'a=0.5, avant de remonter vers la limite qui correspond a un calcul HF accompagné
d’'une correction de corrélation LDA, qui produit un résultat assez comparable au calcul LDA pur. Le
minimum est assez étroit et trés proche de 0.5.

Le tableau 3.3 résume les caractéristiques principales du calcul des déviations, mettant en relief la bonne
tenue du schéma RSHXLDA. A ces données sont ajoutées celles obtenues par l'utilisation d’'un schéma
RSHXPBE utilisant la fonctionnelle d’échange développée par J. Toulouse et A. Savin [43], produisant
des valeurs équivalentes a la meilleure fonctionnelle hybride (en I'occurence B3LYP) avec néanmoins
un petit bémol a émettre au niveau des maxima et minima des déviations qui restent assez larges.

Méthode MAE RMS  Max.() Max.(+)
LDA 315 37.5 82.2 0.7
PBE 5.7 7.8 26.2 12.3
PBEO 6.1 8.5 6.2 38.4
B3LYP 5.3 7.9 7.8 38.9
RSHXLDA 8.8 11.5 20.8 38.7
RSHXPBE 5.3 7.0 18.9 21.6

TAB. 3.3 —Moyenne des erreurs absolues (MAE) des déviations en kcal/mol aux données expérimentales
des enthalpies de formation, pour différentes fonctionnelles sur le sous-ensemble de 56 molécules dans
la base 6-311G(d,p)y ayant pour valeur 0.5 et 0.48 pour RSHXLDA et RSHXPBE respectivement.
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m RSHXLDA|]
— LDA
-— PBE

MAE [kcal/mol]

0.1 0.5 1.0 10.0

Fic. 3.7 —Moyenne des erreurs absolues des déviations des enthalpies de formation dans la base 6-
311(d,p) pour 56 molécules a 'aide de la fonctionnelle RSHXLDA.

Les détails des distributions des déviations sont présentées dans la figure 3.8, sous forme d’histogrammes
pour les fonctionnelles PBE, PBEO, B3LYP et RSHXLDA. La fonctionnelle LDA ne présente pas un
grand intérét : sa distribution reste complétement plate et trés étendue. Au regard de la distribution
donnée par LDA, nous retrouvons la tendance générale qui consiste a une surestimation sérieuse de toutes
les molécules exceptéesl.ice fait est en bon accord avec I'idée communément admise que LDA lie

trop les atomes. L'ajout d’une correction de gradient, comme pour la fonctionnelle PBE, non seulement
améliore la moyenne en passant a 5.7 kcal/mol, mais donne aussi un centre de distribution plus proche du
Zéro, avec cependant une légere tendance a la surestimation, que nous pouvons interpréter probablement
comme un héritage de la fonctionnelle locale (qui reste forte dans des zones de faibles gradients de
densité). Mis a part le cas problématique de la molécule dg B® fonctionnelles hybrides PBEO et

B3LYP donnent des déviations de +38.9 kcal/mol et +38.8 kcal/mol respectivement. Les distributions
sont trés peu étendues et bien centrées autour de zéro. Il a déja été montré [73] que I'anomalie des
résultats des fonctionnelles hybrides pour la moléculg &Side principalement dans un probléme de

choix de base, et qu’en augmentant largement la qualité de la base, il est possible de remédier a cette
erreur. Par exemple, en passant a une grande base telle que aug-cc-pVQZ, la déviation se réduit a environ
13 kcal/mol pour la fonctionnelle B3LYP [50]. En comparaison des autres fonctionnelles hybrides, le
schéma RSHXLDA posséde une distribution plus large, avec une inclination Iégére a la surestimation des
énergies de liaisons. Méme en supprimant le cag, &Qlifférence entre les distributions RSHXLDA et

PBEO et B3LYP reste importante.

Sous plusieurs aspects, la fonctionnelle RSHXPBE offre une meilleure alternative a RSHXLDA. En
effet, d’'une part la MAE est quasiment identique a celle donnée par B3LYP, mais surtout, la distribution
des erreurs est bien meilleure, trés semblable a la distribution des déviations de PBEDO, cf. la figure 3.9. Le
choix d'un . Iégerement inférieur (0.48) provient du fait que le minimum est donné par la fonctionnelle
RSHXPBE a cette valeur.
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Fic. 3.8 —Distributions des déviations des enthalpies de formation de 56 molécules dans la base 6-
311G(d,p) pour les fonctionnelles PBE, B3LYP, PBEO et RSHXLDAjav&5.
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FiG. 3.9 —Distributions des déviations des enthalpies de formation de 56 molécules dans la base 6-
311G(d,p) pour la fonctionnelle RSHXPBE ayee-0.48.

Nous pouvons étendre les résultats sur I'ensemble G2 des molécules afin d’obtenir les données compilées
dans le tableau 3.4. Les résultats relatifs varient quelque peu, avec une explosion des erreurs pour LDA
et PBE (doublement des erreurs) que nous pouvons attribuer a la mauvaise description énergétique de
molécules plus complexes commgHg par exemple, mais aussi a une bonne tenue des résultats obtenus
par les fonctionnelles hybrides standards et a portée séparée. En effet, RSHXLDA donne maintenant une
MAE plus faible de 1.5 kcal/mol que PBE, et dans le méme temps RSHXPBE fait quasiment jeu égal avec
PBEDO, en surpassant d’environ 0.9 kcal/mol la moyenne donnée par B3LYP. Cependant, la distribution
RSHXLDA reste assez diffuse cf. la figure 3.10, ou sont données les distributions des fonctionnelles
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LDA, PBE RSHXLDA et PBEO sur la totalité des molécules constituant 'ensemble G2. Contrairement
aux distributions associées aux fonctionnelles hybrides usuelles, la distribution RSHXLDA ressemble
bien plus a la distribution PBE, avec sa large tendance a trop lier les molécules.

Méthode MAE RMS Max.(-) Max.(+)
LDA 77.3 91.6 202.4 0.7
PBE 13.9 17.5 44.1 23.7
PBEO 7.1 11.0 13.4 45.8
B3LYP 8.7 11.7 7.8 44.8
RSHXLDA 124 15.4 33.7 38.7
RSHXPBE 7.8 12.4 24.6 41.0

TAB. 3.4 —Moyenne des erreurs absolues (MAE) des déviations en kcal/mol aux données expérimentales
des enthalpies de formation, pour différentes fonctionnelles sur 'ensemble G2 de 148 molécules dans la
base 6-311G(d,p); ayant pour valeur 0.5 et 0.48 pour RSHXLDA et RSHXPBE respectivement.
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Fic. 3.10 —Distributions des déviations des enthalpies de formation de 148 molécules dans la base
6-311G(d,p) pour les fonctionnelles LDA, PBE, PBEO et RSHXLDA ave0.5.

Le passage a une base de meilleure qualité (6-311++G(3pd,3df)), résumé dans le tableau 3.5 change
visiblement la donne sur le sous-ensemble de 56 molécules pour les fonctionnelles standards : les fonc-
tionnelles hybrides produisent des résultats légerement améliorés, avec des MAE qui tombent a 2.4 et
2.9 kcal/mol pour B3LYP et PBEO respectivement. A I'opposé, les fonctionnelles LDA et PBE qui ne
profitent pas de I'amélioration de la base, passent a des valeurs de 35.6 et 8.1 kcal/mol. De maniére
surprenante, le résultat RSHXLDA reste quasiment identique, tandis que la fonctionnelle RSHXPBE se
comporte comme les fonctionnelles hybrides usuelles en abaissant sa MAE pour gagner 1.2 kcal/mol en
comparaison du score obtenu dans la petite base.

En conclusion de cette étude, nous pouvons rapporter la construction RSHX est compétitive au niveau
de la description des enthalpies de formation en comparaison des fonctionnelles GGA standards, et que
le schéma RSHXPBE, qui mériterait certainement une attention plus particuliére, offre une alternative
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intéressante aux fonctionnelles hybrides standards. Les effets de la correction de la longue portée sur des
optimisations de géométries sur des molécules diatomiques, constitue la problématique du paragraphe
suivant.

Méthode MAE RMS Max.(-) Max.(+)
LDA 35.6 (+4.1) 41.7 85.5 0.5
PBE 8.1 (+2.4) 10.2 28.5 8.8
PBEO 2.9(-3.2) 3.7 6.5 10.5
B3LYP 2.4 (-2.9) 3.2 8.2 11.4
RSHXLDA 8.9 (+0.1) 10.6 23.8 18.8
RSHXPBE 4.1 (-1.2) 5.7 9.2 21.4

TAB. 3.5 -Moyenne des erreurs absolues (MAE) des déviations en kcal/mol aux données expérimentales
des enthalpies de formation, pour différentes fonctionnelles sur le sous-ensemble de 56 molécules dans la
base 6-311++G(3pd,3df); ayant pour valeur 0.5 et 0.48 pour RSHXLDA et RSHXPBE respectivement.
Sont données entre parenthéses les variations par rapport aux résultats de la base 6-311G(d,p).

Propriétés géométriques

Afin de décrire convenablement la chimie d’'un probléme, il ne suffit malheureusement pas d’'obtenir
des variations d’énergie convenables, il faut aussi obtenir de bonnes géométries. Le test suivant va nous
permettre de vérifier la bonne conduite de la fonctionnelle RSHXLDA dans le cas d'optimisations de
longueurs de liaison de 16 molécules diatomiques non polarisées en spin prises dans I'ensemble G2.
Ces molécules sont : ClI2, CIF, CO, CS, F2, H2, HF, HCI, Li2, LiF, LiH, N2, Na2, NaCl, P2, SiO. Sans
prétendre tirer des conclusions trés générales, d'un test aussi simple, il faut reconnaitre que les résultats
produits par la fonctionnelle RSHXLDA a partir de gradients analytiques, donnés dans le tableau 3.6, se
situent parmi les plus précis, comparés aux résultats produits par les fonctionnelles standards et ainsi que
ceux provenant de méthodab initio (MP2, CCSD(T)).

Avec le choix de la base 6-311G(d,p), c'est la fonctionnelle hybride PBEO qui donne les déviations aux
valeurs expérimentales les plus faibles (0.026 A). Ces résultats sont en bon accord avec une étude anté-
rieure [65]. A quelques 0.005 A, la MAE donnée par B3LYP indique une fois de plus que les fonction-
nelles hybrides sont a I’'heure actuelle les solutions les plus précises pour décrire un systéme chimique en
DFT. A peine plus loin, notre schéma RSHXLDA produit, aprés une optimisation du paragm@tne

nouvelle fois la valeur optimale est donnég proche de 0.5), une valeur acceptable de 0.035 A soit un
écart de moins de 0.01 A a la meilleure MAE donnée par PBEO. Viennent ensuite les valeurs données
par LDA, CCSD(T), MP2 et enfin HF, qui indiquent clairement que pour les méthodes post-HF (habi-
tuellement considérées comme plus précises que la DFT) la base est incriminée, c’est-a-dire que pour
ces niveaux de calculs la qualité de la base est bien trop faible.

Si maintenant nous nous intéressons aux minima et maxima des déviations, les fonctionnelles hybrides
standards ont toutes deux une longueur de liaison largement surestimégotiPBEO et Gl pour

B3LYP) tandis que la plus grande déviation apparaissant pour RSHXLDA est une sous-estimation de la
longueur de liaison de la molécule.FC’est a ce niveau que se situe la différence, avec pour LDA une
tendance a la surestimation de la longueur de liaison, 13 des 16 molécules ont des distances d’équilibre
entre atomes trop grandes. Ce caractére n'est plus valable pour les fonctionnelles hybrides standards
(8/16 pour B3LYP et 10/16 pour PBEOQ), et de méme pour RSHXLDA avec plutdt une tendance plus
équilibrée pour la distribution des déviations (7/16).
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Méthode MAE RMS  Max.() Max.(+)
HF 0.066  0.094 0.152 0.218
MP2 0.046  0.068 0.008 0.169
CCSD(T) 0.043  0.063 0.008 0.162
LDA 0.041  0.055 0.147 0.087
PBEO 0.026  0.039 0.047 0.110
B3LYP 0.031  0.049 0.045 0.130
RSHXLDA (0.1) 0.041  0.056 0.104 0.096
RSHXLDA (0.5) 0.035  0.047 0.098 0.050
RSHXLDA (1.0) 0.059  0.071 0.168 0.097

TAB. 3.6 —Déviations par rapports aux données expérimentales des longueurs de liaisons optimisées
pour 16 molécules diatomiques du set G2-1 en couches fermées dans la base 6-311G(d,p) pour diffé-
rentes approximations. Valeurs données en A.

Ainsi, a la suite de ce test, nous constatons une nouvelle fois que la valeur critique du paramétre de
séparation se situe aux alentours;deD.5. En faisant référence a la signification physique de la sépa-
ration de portée, nous pouvons affirmer qu’autour d'un électron, la description de I'échange par la DFT
s'étend jusqu’a 4y, et qu'au-dela, I'échange HF est prépondérant. L'autre enseignement de ce test est
gue la description de molécules diatomiques est correcte, en comparaison des résultats obtenus par les
fonctionnelles standards, et que nous pouvons raisonnablement nous attendre a ce que la description de
la liaison chimique soit correctement faite, ce qui laisse a penser que des tests réalisés sur de plus grandes
molécules devraient produire des résultats plus qu'acceptables pour la fonctionnelle RSHXLDA. En re-
gardant plus particulierement les erreurs absolues des quatre systémes les plus lourds, en I'occurrence
Na, SiO, B, et Ck obtenues au niveau LDA et RSHXLDA pou=0.5, la fonctionnelle RSHXLDA

souffre de maniére assez importante de 'augmentation du nombre d’électrons. En effet, les erreurs ab-
solues RSHXLDA pour ces quatre molécules sont respectivement : 0.081, 0.03, 0.096 et 0.01 u.a, pour
deux d’entre elles cela reste trés proche de la déviation maximale. Dans le méme temps en LDA, il vient :
0.147, 0.027, 0.014 et 0.081 u.a. S'il faut évoquer le probléme de la base, qui peut étre considérée assez
petite, il semblerait néanmoins que le schéma RSHXLDA souffre également du probléme évoqué dans le
chapitre 2 concernant I'évolution des erreurs lorsqu’augmente le nombre d’électrons du systeme. Il reste
que le schéma RSHXLDA produit des géométries tout a fait raisonnables pour de petites molécules, et

il conviendrait de poursuivre cette étude en s'intéressant a des molécules de tailles plus importantes. Si
les enthalpies de formation ainsi que les géométries sont correctement décrites par le schéma RSHX,

nous devons maintenant nous intéresser a des propriétés plus en rapport avec l'idée d’'une correction du
comportement de longue portée.

Energies orbitalaires, potentiels d'ionisation

Dans le formalisme exact de la théorie de la fonctionnelle de la densité, il a été montré [22, 74, 75, 76]
que le potentiel d’ionisation (IP) d’'un atome neutre est I'opposé de I'énergie de la derniere orbitale
moléculaire occupée (HOMO) et l'affinité électronique (EA) de I'atome neutre correspond a I'énergie
de la HOMO de l'ion négatif. Dans le contexte d'une approximation de la fonctionnelle d’échange-
corrélation locale ou semi-locale pour un atome, ces assertions ne sont plus valables, et nous constatons
une large surestimation de I'énergie de la HOMO tandis que I'énergie de la premiére orbitale moléculaire
inoccupée (LUMO) est sous-estimée. Il en résulte une large sous-estimation du gap HOMO-LUMO dont
I'origine se trouve dans le comportement asymptotique défaillant du potentiel d’échange. Ce phénomeéne
se reproduit aussi bien au niveau d’'une molécule qu’en condition périodique ou la structure de bandes
de solides semi-conducteurs est souvent catastrophique. Ainsi la comparaison de I'énergie de la HOMO
en rapport au potentiel d’'ionisation expérimental est donc un bon test de la qualité d’une approximation
de la fonctionnelle d’échange-corrélation au niveau atomique.
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La solution la plus simple pour corriger partiellement ce défaut majeur passe par l'utilisation d’'une
fonctionnelle hybride, qui produit alors des gaps raisonnables avec néanmoins une légére tendance a
la surestimation [77]. Dans le contexte OEP, une correction exacte du terme d’échange est effectuée,
produisant un potentiel local, qui conduit a une série d’'états de Rydberg [27, 78], donnant naissance a
des gaps correctement évalués pour des atomes et des molécules [79], ainsi que dans les solides [80].

Reprenons, d'abord au niveau atomique, I'effet d’'une correction de I'échange de longue portée par un
terme HF, en s'intéressant aux différents niveaux orbitalaires obtenus (tableau 3.7) pour 'atome de néon.
L'évolution des résultats obtenus par I'approche RSHX en fonctiom el&t la suivante. A partir de=0

pour laguelle les valeurs KS-LDA sont obtenues, les grandes valeyrsldenent la limite d’'un calcul

HF corrigé par un potentiel de corrélation donnant naissance a un spectre trés similaire a un calcul RHF.
En considérant d’abord les états occupés, le calcul RSHXLDA améliore les résultats en comparaison
des fonctionnelles usuelles (méme pour les hybrides qui possédent un spectre proche du cas LDA) en
prenant comme référence le calcul HF, habituellement considéré comme une méthode fournissant des
énergies d’orbitales occupées proche des résultats exacts. Par exemple, la HQM@bleau 3.7) est
surestimée de plus de 10% par les trois fonctionnelles standards, au contraire de la valeur RSHXLDA
qui reste trés proche de la valeur de référence pour 0.5. Cependant, la valeur propre (valeur de

la LUMO) semble étre moins sensible au choix de la valeur du paramétre de séparation de portée, qui
ressemble bien plus a I'énergie RHF qu’a celle produite par LDA. Nous voyons ainsi comment I'ajout
d’'un terme HF de longue portée influe sur le spectre des énergies, rendant celui-ci bien plus proche d’'un
spectre HF que KS usuel. Ce fait aura une importance majeure du point de vue du comportement du
traitement MBPT (pourMany Body Perturbation Thedfyde la corrélation de longue portée.

€1 €2 €3 €4
LDA -30.3119 -1.3254 -0.4989 0.1076
B3LYP -30.9745 -1.4587 -0.5721 0.1205
PBEO -31.0762 -1.4938 -0.5896 0.1387

RSHXLDA

©=0.30 -30.4263 -1.4549 -0.6186 0.2149
n=10.50 -30.5313 -1.5627 -0.6988 0.2304
w=1.00 -30.7726 -1.7476 -0.8006 0.2390
w=10.0 -32.6890 -1.9355 -0.8564 0.2393
RHF -32.7790 -1.9334 -0.8512 0.2408

TAB. 3.7 —Evolution des énergies orbitalaires de I'atome de néon (en u.a) en fonctiprdes la base
aug-cc-pVTZ, ave€ Pey=0.792 u.a.

Si maintenant, nous suivons I'évolution de I'énergie de la HOM@ans la figure 3.11), pour les dif-

férents atomes de la seconde ligne du tableau périodique, en regardant le pourcentage d’erreurs relatif
a la différence entre cette derniére et le potentiel d'ionisation expérimental, nous sommes en mesure de
montrer la bonne tenue des résultats RSHXLDA dans ce contexte. Comme attendus, les résultats LDA,
PBEO et B3LYP sont systématiguement surestimés par plus de 20%. L'erreur la plus large est donnée par
LDA, mais abaissée significativement par l'utilisation d’'une fonctionnelle hybride. Ce sont les calculs
UHF ainsi que RSHXLDA aveg=0.5 qui produisent les meilleures énergies, avec une erreur de jamais

plus de 10% pour tous les éléments testés. Ces résultats sont comparables aux valeurs calculées dans une
approche KLI ainsi qu'OEP [68, 81], indiquant clairement I'effet de la correction de longue portée du
potentiel dans notre approche.
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FiG. 3.11 —Pourcentage d’'erreurs de I'énergie orbitalaire de ’'HOMO d’atomes de la premiére ligne
du tableau périodique, en comparaison des potentiels d’ionisation expérimentaux dans la base aug-cc-
pVTZ, hormis Li et Be pour lesquels la base cc-pVTZ a été utilisée.

Cependant, le caractére HF prononcé des orbitales virtuelles obtenues dans I'approximation RSHXLDA,
meéne a une séveére surestimation des gaps, similaire aux résultats RHF. Il est possible de trouver l'origine
de ce mal dans le fait que le potentiel d’échange HF est certes libre de toute self-interaction, mais son
caractére non-local impose aux états inoccupés de sentir effectivement un potentiel différerd¥;-car a
électrons, plutdt que de voir le potentiel des états de valence qui lui(@st-al)-électrons. Ce qui se

situe a I'opposé du comportement des résultats LDA (et des fonctionnelles GGA) qui sous-estiment les
gaps, tandis que les fonctionnelles hybrides le surestiment trés peu, comme nous pouvons le constater
dans le tableau 3.8. Ce défaut peut étre évité en remplacant I'échange Hartree-Fock de longue portée
par un terme d'échange de longue portée en OEP, capable de reconstruire le caractére strictement local
et multiplicatif du potentiel d’échange. Toutefois, les effets d’un tel changement seront probablement
négligeables dans I'état fondamental.

Molécule LDA B3LYP RHF RSHXLDA KLF

LiH 2.82 3.85 8.09 8.36 4.01
CH, 1044 12.20 19.23 18.40 11.21
NH; 6.25 8.08 15.77 14.58 7.27
H,O 6.83 8.86 17.63 15.65 8.34
HF 9.08 11.31 21.22 18.29 -
SiH, 8.69 10.53 16.96 16.29 -
PH; 6.51 8.11 14.16 13.76 -
H2S 5.93 7.65 14.02 13.57 -
HCI 7.27 9.06 16.33 1541 -
Lio 1.37 2.15 5.09 5.36 -
CoHo 6.88 8.78 15.52 15.23 -
CaHy 5.77 7.58 14.60 13.81 6.03
CaHg 8.85 10.68 17.54 16.68 -

aréf.[79]

TaB. 3.8 — Gap HOMO-LUMO en eV, de certaines molécules du set G2 dans la base 6-
311++G(3df,3pd), dans les approximations LDA, B3LYP, RHF et RSHXLDA&ves.
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Courbes de dissociation : le cas A.

Le dernier test effectué lors de I'étude du schéma de calcul RSHX, concerne le probléme de la description
de la courbe de dissociation des cations symétriques de la fojnpegsédant un électron non appareillé.

En effet, ces systémes caractérisés par une liaison A-A a 2 centres et 3 électrons sont particulierement
sensibles au probléme de la self-interaction [30, 72, 82], ainsi toute correction apportée a I'’échange dans
le but d’'améliorer son comportement asymptotique se doit de passer ce test. La plupart des fonction-
nelles habituellement utilisées surestiment largement les énergies de liaison et produisent des distances
d’équilibre trop grandes pour ces systémes. L'origine de ces erreurs est en partie attribuée aux effets de
I'erreur de self-interaction [29] ainsi qu’a la présence de contributions de corrélation électronique non-
physiques [83]. En ce sens, il est communément admis que le cas de la courbe de dissafiltirstre]

une erreur fondamentale des fonctionnelles GGA [31]. Ce probléme est récurrent dans tous les systemes
étirés possédant un seul électron célibataire, comme par exemple, dans les réactions impliquant des états
de transition radicalaires, dont les barriéres de réaction sont sous-estimées.

La figure 3.12 présente le cas symptomatique de la courbe de dissociatich e fhéme comporte-

ment a été observé pour les différents complexes testés (#g et Arj), pour les fonctionnelles LDA,

B3LYP et RSHXLDA ainsi que le résultat exact donné par le calcul UHF. Nous constatons comment
I'inclusion de la correction de longue portée par un terme d'échange HF améliore significativement la
description de ce probleme a un électron. Au contraire des fonctionnelles standards qui produisent des
énergies de dissociation bien trop négatives, le schéma RSHX corrige pour une grande partie I'erreur de
self-interaction (la composante longue portée de celle-ci en I'occurrence), abaissant considérablement
la valeur de I'énergie de dissociation, et surtout supprime le maximum local non-physique obtenu aux
distances intermédiaires par LDA et dans une moindre mesure par B3LYP.

-10F

-20F+

40

E [kcal/mol]

-601

-70

FIG. 3.12 —Courbe de dissociation du complexg idalculé dans la base 6-311++G(3pd,3df) dans dif-
férentes approximations de la fonctionnelle d'échange-corrélation standards, sans correction de BSSE,
avecyu =0.5 pour RSHXLDA.

Le tableau 3.9 récapitule les distances d'équilibre ainsi que les énergies de dissociation obtenues a par-
tir des différentes approximations de la fonctionnelle d’échange-corrélation utilisée (LDA, B3LYP et
RSHXLDA) en comparaison du calcul UHF et des valeurs expérimentales. Encore une fois, pour tous les
complexes testés, le calcul RSHXLDA améliore grandement la description des courbes de dissociation
aussi bien du point de vue énergétique que géométrique, en réduisant les erreurs a mesure qu’augmente
le nombre d'électron du systéme. Ainsi les longueurs de liaison obtenues dans leg @\Kesont en

parfait accord avec les données expérimentales, tandis que les fonctionnelles LDA et B3LYP surestiment
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gravement ces valeurs. Au regard des énergies de liaison, la situation est analogue. Les fonctionnelles
LDA et B3LYP surestiment les énergies de dissociation alors que dans le méme temps RSHXLDA tend
a faire disparaitre les différences lorsque le nombre d’électrons croit. Nous pouvons tenter d'interpréter
ce comportement par le fait que la self-interaction est d’autant mieux corrigée que le nombre d'élec-
trons est grand, en argumentant sur une correction simple de la self-interaction comme celle proposée
par Rae [84]. La séparation de portée nous indique, de plus, que le comportement a trés longue por-
tée des courbes RSHX qui reste encore imparfait, et a pour origine la partie restante non-corrigée de la
self-interaction, autrement dit sa contribution de courte portée. Seule une correction adéquate de cette
contribution devrait alors permettre d’obtenir des courbes de dissociation quantitativement correctes.

Longueurs de liaison Energies de liaison

Hi He Ne Ar Hi He Ne Arg
LDA 116 1.16 180 2.48 66.8 86.3 87.9 64.2
B3LYP 1.11 1.16 185 254 67.6 77.8 645 428
RSHXLDA 1.10 1.16 1.75 243 65.3 76.3 59.0 324
UHF 1.06 1.06 1.69 243 64.3 455 59 144
Exp. 1.05 1.08 175 242 61.3 56.9 314 293

TaB. 3.9 —Récapitulatif des longueurs de liaison (A) et des énergies de liaison (kcal/mol) a I'équilibre

pour les dissociation de complexg‘Aans correction de BSSE dans la base 6-311++G(3df,3pd) basis
set, aveq: =0.5 pour RSHXLDA.

Remarques

Le développement d’un nouveau type de fonctionnelle hybride basée sur une séparation de portée est pro-
metteur dans le sens ou les contributions énergétiques y sont facilement identifiables et qu'il est possible
de trouver une origine aux maux dont souffre encore la théorie de la fonctionnelle de la densité dans ses
approximations usuelles. Pour une série de propriétés moléculaires, la construction RSHX soit offre une
alternative intéressante, soit contribue significativement a I'amélioration de la description de propriétés
jusqu’alors incorrecte. Son application dans la recherche d'une meilleure description de propriétés telles
que les barriéres d'énergie de réactions chimiques, les transferts de charge mais aussi son application au
niveau des solides sont autant de pistes qui restent a explorer a la suite de cette étude.
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Chapitre 4
Approche RSH+MP2 et applications
moléculaires

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 2, la méthode Kohn-Shanbinée aux approximations de
fonctionnelles usuelles n'est pas en mesure de rendre compte, méme de maniere qualitative, des forces
de dispersion. Les conclusions apportées a la fin de ce chapitre tracent, en un certain sens, la voie a suivre
gquant au développement d’'une méthode permettant d’'inclure les forces de van der Waals dans le cadre de
la théorie de la fonctionnelle de la densité. L'idée la plus forte a retenir, est certainement I'hypothése qui
consiste a penser que la description des forces de van der Waals dans le cadre DFT doit passer par une
amélioration de la description de l'interaction électron-électron de longue portée en considérant aussi
bien I'échange que la corrélation. Ainsi naturellement, I'idée de la séparation de portée s'impose d'elle-
méme. La reprise de I'approche multidéterminantale du formalisme KS [1, 2, 3, 4, 5, 6], combinée a
un développement perturbatif rendant compte des effets de corrélation de longue portée, va permettre
une description significativement améliorée des systémes, dont la cohésion est assurée partiellement ou
totalement, par les forces de dispersion de London.

Aprés une revue détaillée du formalisme, présentée dans la section 4.1, deux applications seront présen-
tées. Ainsi nous pouvons rendre compte de la validité, au niveau moléculaire, du schéma RSH+MP2. Le
premier exemple concerne le cas emblématique des potentiels d’interaction de diméres de gaz rares, le
second traite un probléme similaire, la description des diméres d’alcalino-terreux, dont la cohésion est
également en grande partie d(ie aux forces de van der Waals.

4.1 Formalisme

Notre schéma, dont I'idée maitresse est la séparation de portée en composante de courte et longue portée
de l'interaction électronique, est en mesure de répondre positivement a toutes les demandes formulées
lors des conclusions énoncées a la fin du chapitre 2. En effet, nous vérifierons au cours de la démonstra-
tion que chacun des points énumérés précédemment est validé sans ambiguité. Cette approche perturba-
tive se décompose en deux étapes : au premier niveau d’approximation, les effets d’échange de longue
portée sont traités explicitement alors qu’une fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée est
utilisée pour rendre compte des effets a petites distances. Cette étape détermine le schéma "RSH", ou la
séparation de portée est aussi effectuée dans la contribution de corrélation (contrairement a I'approche
RSHX développée au chapitre précédent, ou seul I'échange est séparé). La corrélation de longue portée
est corrigée dans une seconde étape par un terme de second-ordre du traitement perturbatif, amenant un
terme "size-extensive" similaire a une correction Mgller-Plesset de second-ordre (MP2).

L'application de la séparation de portée dans le contexte du traitement des forces de dispersion [7, 8, 9] a
déja été présentée dans le paragraphe 3.2.1, et les principales conclusions a retenir sont que dans un cas la
solution proposée ne donne acces qu’'a une expression asymptotique correct sans satisfaire la condition
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de "seamlessness" [7], tandis que dans l'autre cas la forme de la correction de corrélation ne permet

pas une séparation rigoureuse des effets de courte et de longue portée. A I'opposé, notre approche dont
le seul paramétre ajustable est la portée de l'interaction, se présente comme une alternative trés simple
d'utilisation.

La présentation du formalisme RSH+MP2 se fera en plusieurs étapes : aprés un retour sur I'extension
multidéterminantale du schéma KS basée sur une séparation courte et longue portée de l'interaction,
reprise en grande partie de la référence [6], nous reviendrons sur I'approche RSH basée sur l'idée de
la connexion adiabatique généralisée [10]. Cette approche sera comparée a la proposition récente de
Baer [11], en soulignant quelques différences dans les approximations. Pour terminer nous présenterons
le traitement perturbatif des corrélations de longue portée qui conduira a I'expression de I'énergie totale
du schéma RSH+MP2.

4.1.1 Extension multidéterminantale du schéma Kohn-Sham

L'idée de base de cette approche est la décomposition de la fonctionnelle de la densité universelle [12]
F[n] en deux contributions :
Fln] = F'"Fp] + FSTH[n], (4.1)

ou la partie de longue portée de la fonctionnelle est définie explicitement avec I'interaction électron-
électroniVo*, modifiée
F'™'[n) = min (W|T + W), (4.2)
—n

Quant a la contribution complémentaire de courte portée, elle s’écrit comme la somme d’une fonction-
nelle d’échange-corrélation de courte portée et d’'un terme Hartree de courte portée :

Fr¥n] = Eygeln] = By [n] + EZtn). (4.3)

Il est & noter que cette décomposition n’est pas unique. En effet il est tout a fait possible d’intervertir
les réles des noyaux d'interaction, la fonctionnelle de longue portée devenant le complémentaire d'une
fonctionnelle de courte portée explicité”s"#[n] = ming_., (¥|T + Wi *|¥). On parle alors d’'une
décomposition courte portée pure/longue portée complémentaire, cf. le chapitre 2 de la référence [13].
Dans la suite, nous garderons la décomposition donnée par les équations (4.2) et (4.3).

Le comportement de cette décomposition en fonction du parametst alors assez évidente. Par-
tant de la valeur dg = 0, pour laquelle la fonctionnelle de longue portée se réduit a I'énergie ciné-
tique F'"#=9n] = T,[n], le noyau longue portée étant nul, nous retrouvons la méthode KS habituel.

La fonctionnelle de courte portéﬁi};‘ézo[n] prend la valeur obtenue pour une pleine interaction soit,

Exzc[n]. Alopposé, dans la limite des gran¢i:sI’opérateurVAVelQ“:C>O correspond a la pleine interac-
tion, Fim#=>°[n] = F[n] et la fonctionnelle de courte portée complémentaire s’annule.

L'énergie exacte de I'état fondamental d’'un systéemeg-g@lectrons dans un potentiel externg (), cf.
I'équation (2.28), se réécrit, en suivant la décomposition précédente, comme :

E = min {F[n]+/dfvne(F)n(f)}

n—

= min {min <\II\T + Welg’“@) + /df’vne(f’)n(ﬁ + Eﬂ&i[n]}

n—N (¥—n
= min {(\I/|T+Wel§“|\11> + [ A7 v (F)n (7) —i—EfEé[w]}, (4.4)

ol dans la derniére expression, la minimisation sous contrainte est effectuée sur toutes les fonctions
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d’'onde normalisées & -électrons, méme multidéterminantales et la densitést la densité provenant
de la fonction d’'ondé¥), ny = (¥|n|¥), ou 'opérateur densité est défini par I'équation (2.18).

L'équation d’Euler-Lagrange correspondante s’écrit alors :
(2 4+ Wit 4+ Vi + Vi ] ) [0) = €7]w), (4.5)

dans laquelle le potentiel externe s’écrit comﬁa@ = [ dfvne( “)A(*) et I'opérateur Hartree-échange-
corrélation de courte portée est donné plf>*[n] = [ divsy " (7)i(7). Le potentiel Hartree-échange-
corrélation de courte portée est défini comme Ia dérivée fonctlonnelle de la fonctionnelle Hartree-échange-
corrélation wi; " (7) = 6 E};k [n] /on (7). La contrainte associée a la normalisation de la fonction d’onde
apparait alors sous la forme d’un multiplicateur de Lagragfje.’équation (4.5) définit un hamiltonien
d'interaction de longue portée effectiff/* = 7'+ WL + Ve + Vggg[nw]. L’équation de Schro-

dinger correspondant doit étre résolue itérativement pour obtenir la fonction d’onde multidéterminantale
de plus basse énergj@*), qui une fois la convergence atteinte, redonne la densité exagte= n
indépendamment de la valeur deNous obtenons ainsi une expression de I'énergie totale exacte de la
forme :

E = (\IJ“|T+W§Q“|\IJ“>—|— / AF e (P (7) + B3 g

Ce formalisme exact offre une généralisation de la méthode KS, en introduisant un systéme de réfé-
rence avec une interaction de longue portée. Le cas limite 0 raméne au cas KS usuel, (systeme de
référence sans interaction), alors que paus oo on retrouve le systéme physique avec l'interaction
électron-électron compléte. Comme il a déja été mentionné dans le chapitre précédent, cette méthode
a déja été appliguée soit par un traitement en interaction de configurations (CI+DFT) [14] soit par un
traitement MCSCF [5] de la contribution de longue portée. Alternativement, on peut envisager un trai-
tement perturbatif des corrélations de longue portée, par exemple au niveau CCSD(T) [15], ou bien par
une perturbation du type Mgller-Plesset qui constituera notre choix de prédilection.

4.1.2 Hybride a portée séparée (RSH)

A un premier niveau d’approximation, nous introduisons le schéma RSH. Ceci correspond a une restric-
tion sur la minimisation de I'équation (4.4), en n’effectuant la recherche que sur les fonctions d’onde, nor-
malisées av-électrons, de forme monodéterminantale, de maniere analogue a I'approche Hartree-
Fock :

db—

E = min {<<I>|T + Wik B) + /df’vne(f')nq)(??) + ng‘é[nq)]} 4.7)

Le déterminant associé a cette minimisatig@rt!) satisfait I'équation de Euler-Lagrange suivante :
(2 + Vhe + Vi Fl@4) + Vit inon]) o) = €fl@0), (4.8)
ou VIZ}";D”’HF est la somme de 'opérateur de Hartree et d’échange de longue podéeest le multi-

plicateur de Lagrange associé a la contrainte de normalisatior:"", le terme d’échange non-local
Hartree-Fock de longue portée est défini par :

Vi) 2 [ [ ariars wlrna) (@l 7, 3) )0 71, 72). “9)
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Cet hamiltonien effectif contient alors, hormis le terme de Hartree, la combinaison d’un potentiel d’échan-
ge-corrélation (de courte-portée) et d’'un potentiel d’échange non-local, lui conférant un caractéere "hy-
bride". Contrairement aux fonctionnelles hybrides usuelles la partie d'’échange HF n'y apparait que pour
les interactions de longue portée. Apres la recombinaison des termes Hartree de courte et longue portée,
Ihamiltonien correspondant s’écrit alors comi§ = 7"+ V.. + Vi [®F] + Vi F[@4] + Vil [ngu].

L'équation de Schrodinger correspondant doit étre résolue de maniére itérative afin d’obtenir la fonction
d’onde|®#). Cependant, il est clair qyé&*) ne peut en aucun cas reproduire la densité physique exacte :
nex # n. L'expression de I'énergie totale RSH devient alors :

ErRSH — (1| T|BH) 4 / A7 e (F)ngn (F) + Eg[®F] + EVHHF[OH] + ESpH ngu],  (4.10)

avecEy I'énergie de HartreeEZ*HF 'énergie d’échange HF de longue portéeEE* la contribution

DFT pure d’échange-corrélation de courte portée. Les deux limites en fonction du paramétre contrélant

la séparation de portée sont alors, I'énergie KS pout 0 et poury — oo on retrouve I'énergie HF
standard. Il est a noter que cette construction RSH est aussi a la base du calcul MCSCF-DFT développé
par Pedersen et Jensen [5]. Cependant, avant de passer aux traitement des corrélations de longue por-
tée, absentes de I'expression (4.10), nous présentons une dérivation alternative utilisant la connexion
adiabatique généralisée.

4.1.3 Connexion adiabatique généralisée

Une maniére systématique d’obtenir une fonctionnelle d’échange-corrélation, est basée sur une expres-
sion utilisant la connexion adiabatique, voir le paragraphe 2.1.7, qui relie le systéme fictif sans interac-
tion KS avec le systeme physique en pleine interaction. L'interaction électron-électron est graduellement
branchée, alors que la densité est contrainte a rester identique par ajustement d’'un potentiel effectif.
Dans le sillage des idées d’Andreas Savin, concernant la séparation de portée, Yang [10] a montré que
des chemins d'intégration non-linéaire sont également envisageables. Si la séparation de I'interaction est
effectuée par une fonction erreur, aveé'e(Fl,Fg) = erf(éri2)/r12 la limite ¢ = 0 correspond au sys-

téme sans interaction, tandis que le systéme physique est obtenu dans l& limite. La fonctionnelle
d’échange-corrélation peut s'écrire comme :

awge(?“m) S

1 o0
Eyen] = 3 /0 dé¢ / / drdi, n(a)Thm(rl,Fg;wge), (4.11)

0l hge (71, 7; wie ) et le trou d’échange-corrélation d’un systéme en interaction avec un ndyaBui-

vant une idée d’Andreas Savin, (communication personnelle), par application du théoréme de la moyenne
généralisée [16], a I'équation (4.11), il est possible d’effectuer une pausdams I'intégration a la va-

leur £ = p telle que I'équation suivante soit satisfaite :

/ dg@weegu)hm(ﬁ’@;wg ) = hae(T1, 725w )/ dﬁaweg(gu)
0 (4.12)

8wee (T12) .

- hao (71, T ) / qg Weeliz)
w 73

Ainsi, en principe le choix de:. dépend des positiong, et i%. Lidentification du trou du systéme
sans interaction, ot seul 'échange compte alors, par un trou HF donnér, ih; wl,) = hHF(712),

alors que I'approximation du trou en pleine interaction par une expression DFT modeéle (LDA, GGA)
amene h,.(712;w) ~ hPF(7). En supposant qu'il existe um unique valable globalement, nous
pouvons définir les noyaux de courte et longue portée, commie(r2) = whe(r12) andw™ (ryo) =
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we(r12) — wke(r12). Nous obtenons alors :

0 = L, T r sr
/ a wa(gm)hxc(rl’w;wg ) & BEF(Fia)w'™ (r12) + hOF (F12)w™ H (r12). (4.13)
0

Ainsi, I'interaction de longue portée est couplée au trou d’échange HF, alors que I'interaction de courte
portée est associée au trou d'échange-corrélation exact approché par un modele DFT. En remettant I'ex-
pression précédente dans la formule (4.11), il vient :

1 - — — r ST,
Exc[n] ~ 5 //dTldTQ "I’L(?”l) hHF(Tlg) ¢ ’”(7“12) hDF(Tlg) “(7“12)]

_ plruHF | psrp
= E" + B,

(4.14)

Notons, que selon cette dérivation, il pourrait existegaligqui pourrait rendre superflue I'évaluation de

la corrélation de longue portée. Toutefois cette conclusion reste soumise a une condition sévére, nous
avons négligé la non-localité de Quoiqu’il en soit, par des arguments simples nous avons obtenu
une construction de la fonctionnelle d'échange-corrélation typiqgue du schéma RSH, c’est-a-dire une
association d'un terme d’échange HF de longue portée, avec une contribution complémentaire de courte
portée sous la forme de fonctionnelle de la densité.

Un autre paralléle peut aussi étre mené entre les expressions (4.10) et (4.14) avec une construction déve-
loppée par Baer et Neuhauser présentant de nombreuses similitudes [11]. Alternativement, une analyse
analogue peut étre effectuée séparément sur les composantes d'échange et de corrélation. L’hypothése de
I'existence d’'unu unigue semble alors plus plausible pour la partie d’échange seulement. L’ application

du mémey a la corrélation fait apparaitre deux contributions, qui peuvent étre approchées. Il est aussi
facile de relier I'expression précédente a I'expression de I'énergie dans le schéma RSHX puisque la seule
différence (mais de taille) est I'ajout dans ce cas de la contribution de longue portée par une fonctionnelle
pour retrouver la fonctionnelle LDA (ou PBE) de corrélation compléte, pour ne donner lieu au final qu'a
une séparation de portée dans le terme d’échange.

Hormis la différence évidente entre I'utilisation d’'un potentiel de Yukawa et une séparation de portée
traitée par la fonction erreur, il existe quelques différences dans le traitement de la corrélation, notamment
lorsque Baer et Neuhauser [11] considérent qu'une grande partie des corrélations de longue portée peut
étre purement négligée. Dans une approche exacte, I'énergie de I'état de plus basse énergie peut s'écrire
avec I'ensemble des termes parfaitement identifiés :

E = T,[n] + Vye[n] + Eg[n] + EX# + ESTH 4 BNt 4 ES™H[p), (4.15)

ou E.""[n] est déterminée exactement grace a [13, 17] :

ESMHn] —/ df//dndmh 71, o, W )awegérm)n(ﬁ). (4.16)

Dans le schéma RSH, la contributidf{™* est traitée par un terme HF, tandis qﬂg’“ est simplement
rendue nulle. Dans un second temps, nous y ajouterons les corrélations de longue portée par un terme
perturbatif. Nous avons donc I'expression de I'énergie suivante :

ERSH = Tyfn] 4 Vieln] + Epgln] + E# + BY# 4 B [n). (4.17)

Le schéma proposé par Baer et Neuhauser consiste a fE4itéide maniére identique au schéma RSH,
c’est a dire par un terme HF de longue portée et annule dtf84i, mais la contributionZ:™"[n] est
approchée de maniére différente, en prenant non pas le trou de corréldtipn=; wge) dépendant de
dans I'expression (4.16) mais en I'approchant par son homologue de pleine intefaction i; w?).
L'énergie ainsi obtenue notéE:™*[n], est alors introduite en remplacement 88" dans l'équa-
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tion (4.15) pour donner I'énergie totale :
EB* = Ty[n] + Vyeln] + En[n] + E* + E57 + ES™#[n). (4.18)

La contribution de corrélation manquante est dang” = E + (ES™"[n] — ES™"[n]). L'argument

avancé par Baer consiste a dire qu'il doit exister une compensation d’erreurszgittret (E5™"[n] —

E$"*n]) & uny intermédiaire dépendant du systéme étudié. Ainsi sans une recherche optimisée du
parameétre de séparation, il est possible d’obtenir des résultats qualitativement corrects. Les exemples
d’application concernent le calcul de la polarisabilité de chaines linéaires d’hydrogéene, ainsi que I'étude
de molécules simples. Cependant pour des applications ou on se doit de décrire des effets de longue
portée (typiquement les forces de van der Waals), il est impossible d'imaginer négliger la contribution de
longue portée. Celle-ci va justement étre ajoutée dans notre schéma RSH+MP2 par un terme provenant

du développement perturbatif du terme d’interaction de longue portée électron-électron.

4.1.4 Traitement perturbatif des corrélations de longue portée

Un traitement perturbatif non-linéaire des effets de corrélations de longue portée, dont le point de départ
est le déterminarntb#), est présenté dans la suite de ce paragraphe. L'ajout d'une constante de couplage
formelle (\) afin de garder une trace des ordres du traitement perturbatif, dans I'expression de I'énergie
du systéme ameéne celle-ci a s’écrire comme :

FHA = min {(\IJ|T + Ve + VipoTF@1] 4 XWImE 0 + Ej}‘;c‘;[n\p]} , (4.19)
—n

ou la minimisation est contrainte aux fonctions d’'onde (multidéterminantiddeshormalisées av-
électrons, et oll 'opérateur du potentiel de fluctuation de longue paitée est donné par :

W i V], (20)

La fonction d’onde|¥#*) minimisant I'équation (4.19), est donnée par I'équation de Euler-Lagrange
suivante :

(7 + Voo + V@] X0 4 VB g ] ) [ 094 = £ @), (4.21)

avec un multiplicateur de Lagrangé@* associé a la contrainte de normalisation. Pou# 1, 'énergie
du systéme physique est retrouvée= E**=1 indépendament de, I'équation (4.21) se réduit alors
a l'expression (4.5) cafU#A=1) = |Tr) et E+A=1 = EX. A 'opposé pour um nul, nous retrouvons
I'expression RSH (voir 'équation (4.8)), en effel#*=0) = |d+) et 1 =0 = &L,

Aprés le développement en puissancedde I'énergie, B4 = Yoo Nepr ()| par application des
résultats généraux de la théorie perturbative de Rayleigh-Schrodinger non-linéaire [18, 19, 20], déve-

loppée plus en détails dans I'appendice C, nous obtenons par combinaison des termes énergétiques de
premier ordre et d’ordre zéro, I'énergie RSH :

B0 | pr(l) — prRSH (4.22)

Au second ordre, I'énergie s'écrit :

A AN oA
B — —(@u Wi (14 REGE)  REWI|on), (4.23)
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avec le résolvant réduit (cf. Annexe A) défini comme :

Z ) (@ (4.24)

&

grace aux déterminants contenant des excitatj@f$, et aux valeurs propres; ;, associés a I'hamil-

tonien RSH effectifFI(’f. L'opérateur d’écrantage de courte por(éé s’écrit quant a lui grace au noyau
Hartree-échange-corrélation de courte port§e! [n] (7, ) = 6>E5; " [n]/dn (71 )dn () comme :

ST” //d'f’ldFQ'fL 7'1 |<I>M> ch[nq:.u](’r_"l,Fg)(@”ﬁ(’fé). (425)

L'expression de I'énergie au second ordre va prendre une forme simple car I’opéi?ﬁ‘trelmest un
opérateur bi électronique donc seules les simple et Ies double- excitations doivent étre prises en compte
”_)ab> pour les simple et

les double-excitations respectivement, avec les orbitalese referant a des etats occupés alorsaqqhe
désignent des états virtuels @&*). Par un raisonnement purement analogue au calcul MP2 usuel [21],
nous pouvons montrer, (voir I'annexe C), que les mono-excitations ne contribuent pas a I'énergie car
I'élément de matricQ@f_}a|W“”v“|<I>”> est nul. En fait, nous pouvons dire que le déterminant RSH vérifie

le théoreme de Brillouin comme un déterminant HF standard. La conséquence directe de la simplification
des déterminants excités se retrouve dans le fait que le prég@g dans I'équation (4.23) implique

des éléments de matrice nuls de la form{@# |n (7 )|¢>U_}ab> = 0, ce qui revient a dire que les termes

non-linéaires sont nuls a cet ordre pour ce choix de la forme de la perturb&fi@‘h Nous pouvons
alors réécrire I'expression de I'énergie au second ordre aprées la série de simplifications précédentes, ce
qui améne a :

B2 — —(@“iW”?“R”W”?“]@%
(DL | W | o1 2

= 2 e“ ern

i<j 0,ij—ab
a<b

_ ¥y (@ @l [aee | pholy) — (o' e |6 ot ) 2

Iz Iz D Iz
€; —i—ej—ea—eb

: (4.26)
1<J
a<b

ou les|¢)) sont les spin-orbitales de*) et lese). sont les valeurs propres qui leurs sont associées.
NS ., ., . T . P
Le terme(¢) ¢ |wee”|da ¢y, ) est une intégrale bi-électronique associée a l'interaction de longue portée

wé’;”“‘(rlg). Il vient une expression de I'énergie de corrélation analogue a I'expression MP2 habituelle,

ou la seule différence se situe au niveau du noyau d'interaction (qui dans notre expression est de longue
portée) et bien évidemment au niveau des orbitales, qui sont fonctions propres du Fockien RSH au lieu
du Fockien HF. L'énergie totale associée au second ordre dénommée RSH+MP2 dans la suite est donc :

EHRSHMP2 _ pyRSH | s (2) (4.27)

D’un point de vue pratique, une fois les orbitales RSH et les énergies orbitalaires associées obtenues,
toute implémentation standard du calcul MP2 peut alors étre utilisée, a la seule condition que le calcul
des intégrales bi-électroniques avec un noyau modifié (de longue portée) soit possible. Evidemment, le
caractére de longue portée de ces intégrales peut étre avantageusement utilisé pour améliorer la rapidité
du calcul, par exemple I'utilisation de la version en local-MP2 [22] est facilement envisageable, ou bien
I'utilisation d’approximations multipolaires des intégrales, possédant des propriétés de convergence trés
intéressantes pour les noyaux séparés [23], ou bien encore pour la résolution de l'identité [24]. Il est alors
possible d'imaginer que dans une implémentation possédant ces caractéristiques, le colt supplémentaire
apporté par le calcul MP2 dans notre méthode peut étre rendu négligeable pour de grands systémes,
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en utilisant des méthodes possédant une loi d’échelle linéaire en comparaison du prix a payer par une
résolution self-consistante des équations RSH, équivalente a un calcul KS utilisant une fonctionnelle
hybride standard. Il reste maintenant a présenter deux applications moléculaires : I'une concerne une
description des courbes d’interaction entre atomes de gaz rares par le formalisme RSH+MP2, l'autre
présente I'utilisation de ce nouveau schéma pour une description des potentiels d'interaction entre atomes
de la seconde colonne du tableau périodique : c’est a dire les diméydgl@eet Ca qui restent jusqu’a

ce jour trés peu étudiés par la méthode DFT basée sur les approximations standards de la fonctionnelle
d’échange-corrélation.

4.2 Application | : les dimeres de gaz rares

Nous avons déja vu dans le second chapitre de ce travail de thése, que les diméres de gaz rares repré-
sentent un véritable défi pour la DFT. Si notre schéma offre une solution quantitativement correcte pour la
description du potentiel entre deux atomes de gaz rares, il est alors envisageable de traiter des problémes
plus complexes, tels que l'interaction entre des cycles aromatiques par exemple. Dans ce paragraphe,
vont étre discutés les points suivants : le choix du parameétre de séparation, les effets de base, le com-
portement asymptotique, ainsi que la qualité générale des résultats en comparaison d’autres méthodes
(DFT mais aussi post-HF). Mais avant, il semble important, de donner quelques détails techniques sur
les paramétres déterminants habituels des calculs en base localisée, choisis pour effectuer cette étude.

4.2.1 Parametres des calculs

Concernant I'aspect de I'implémentation du schéma RSH, il est a noter que la construction de I’hamil-
tonien mais aussi des gradients analytiques, a pu étre menée a bien a partir du travail de J. Toulouse et
F. Colonna dans le programme MOLPRO, concernant la gestion des listes d'intégrales bi-électroniques
modifiée ou non. Le calcul de la correction de second-ordre requiert uniguement les intégrales calculées
a partir du noyau de longue portée, sans avoir a I'heure actuelle la possibilité d’obtenir les gradients
analytiques de cette contribution.

Effectuant ces calculs dans une approche en base localisée, il semble important de détailler le choix
des différentes bases utilisées. A la recherche d’'une certaine unité, et afin d’étre réellement en position
d'argumenter sur les effets de base, notre choix s’est porté sur les bases de la famille aug-cc-pVXZ
(X=2,3,4,5,6) [25, 26, 27, 28], dans la mesure ou la qualité de la base est améliorée a chague augmenta-
tion de X. Pour les homo-dimeéres les plus |égers, des bases doublement augmentées : d-aug-cc-pVXZ
(X=2,3,4,5) ont aussi été testées. Les mémes parameétres de convergence que ceux utilisés pour les calculs
DFT standards du chapitre 2 ont été utilisés, avec des critéres de convergence‘de.d@our I'opti-

misation des orbitales dans le cycle SCF, ainsi que pour la convergence de la grille d’'intégration. Afin de
remédier aux problémes liés a I'erreur de superposition de base, la méthode "counterpoise” standard de
Boys et Bernardi [29] a été utilisée. Afin d'annuler les effets de superposition de grille, les énergies des
monomeres ont été calculées sur la grille d’intégration utilisée lors du calcul du dimére. Les effets de la
BSSE font I'objet d'une étude a part entiére développée dans la suite de ce chapitre.

Les tests effectués sur les homo-dimeres,(H®,, Ary, Krs) ainsi que sur les hétéro-dimeres (HeNe,
HeAr, HeKr, NeAr, NeKr, ArKr) ont été menés en utilisant le schéma RSH+MP2 dans deux différentes
variantes. Quant au choix de la fonctionnelle de courte portée : d'une part la fonctionnelle LDA de
courte portée [6] a été testée ainsi que la fonctionnelle PBE de courte portée développée par J. Toulouse
et A. Savin [17]. De plus, la plupart des résultats seront présentés apres une étape de réduction suivant
la procédure développée dans le chapitre 1, autrement dit nous parlerons de variables a@duites
U(R)/Uet, €t = R/ Ryet par exemple, pour désigner la qualité des résultats en comparaison des valeurs
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de référence des potentiels de Tang et Toennies [30] présentés a la fin du premier chapitre. Nous obtenons
ainsi une description offrant une comparaison directe des résultats produits par les différentes méthodes.

4.2.2 Choix du parametreu

Nous savons que le paraméfreontrble principalement le mélange entre le terme HF de longue portée

et le terme d’échange provenant de la fonctionnelle de courte portée. Nous savons de plus qu’en aucun
cas, I'échange ne peut étre responsable de la liaison entre atomes de gaz rares. Nous avons donc un
moyen assez fiable de déterminer une valeur optimaje da considérant d’'une part que l'intervalle de
valeurs intéressantes est assez restreint, et que d’autre part, les calculs RSHXLDA sur un certain nombre
de propriétés tendent a prouver que-= 0.5 est déja en soi une valeur privilégiée. Ces propositions sont
vérifiées dans la figure 4.1 qui présente, en fonction de quelques valeurd'éeolution de la courbe
d’interaction RSH ERSH) corrigée de la BSSE pour le dimére Nees variations sont flagrantes, passant

de courbes présentant un caractéere LDA trés marqué, pour lequel I'échange est trés largement surestimé
(1=0.1 est typique, le systeme est encore décrit quasiment par la DFT), il faut atjer@ife pour

obtenir une courbe purement répulsive plus en accord avec la physique du probléme. La superposition
guasi-parfaite de la courbe pour0.8 avec le calcul RHF indique clairement que la partie d’échange de
longue portée domine déja le comportement a cette valeur de séparation de portée. Les mémes courbes
peuvent étre produites pour les différents homo-diméres, ou le caractéere universel du résultat est assuré.
Pour tous les dimeres testés, la valga0.5 semblant étre optimale pour assurer un bon équilibre entre

les contributions d’échange et d’énergie cinétique. Dans la suite, cette valeafdesera retenue.

800,

600}~

Y

o

o
I

N

o

o
L

U(R) [uHartree]

Fic. 4.1 —Courbes d’interaction de Nedans la base aug-cc-pVTZ, corrigées de la BSSE montrant
I'évolution de I'énergie d’interaction RSH en fonction du paramétre de séparation

4.2.3 Description des courbes de potentiel

Avant de rentrer plus en détail dans une description des effets du choix de la base, nous pouvons regarder
I'allure générale des courbes corrigées de la BSSE des quatres homo-diméres, dans la base standard aug-
cc-pVTZ, en comparaison des courbes produites par les approximations HF, MP2 et CCSD(T), ainsi que
des courbes de référence. Ces potentiels d'interaction sont présentés sous forme réduite dans la figure 4.2.
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1.0 1.0
0.81- . RHF - 0.8 . RHE
<=+ MP2 <=+ MP2
— — CCSD(T) — — CCSD(T)
0.6 e—e RSH ] 0.6~ e—e RSH
=—a RSH+MP2 =—a RSH+MP2
—— Tang & Toennies —— Tang & Toennies
0.41- 1 0.4}
0.2 0.2}
< 0.0 < 0.0
w w
-0.2 -0.2}
-0.4}F 0.4+
-0.6- -0.6f-
-0.81- -0.8|-
-1.0F 1.0
0.8 0.8
1.0 T 1.0 T
. I|
I
0.8~ - RHF 1 o8 i - RHF
-=- MP2 1 -=+ MP2
— — CCSD(T) n — — CCSD(T)
0.6 o—e RSH 1 o8\ ¢S RSH
=—a RSH+MP2 A RSH+MP2
—— Tang & Toennies I —— Tang & Toennies
0.4 0.4} i\
0.2|- 0.2}
< 0.0 < 0.0
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-0.2 -0.2}
-0.4 0.4}
-0.6- -0.6f
-0.81- -0.8|-
-1.0} 1.0
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0.8 1.0 2 1.4 1.6 0.8

FiG. 4.2 —Courbes d'interaction des homo-diméres,HBe, Ar, et Krp, (du haut a gauche en bas a
droite) dans la base aug-cc-pVTZ, corrigées de la BSSE, pour les approximations RHF, MP2, CCSD(T)
et RSH+MP2 en comparaison des potentiels de référence.
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Dans le paragraphe précédent, nous avons déja vu que les courbes R$H@6ulevaient étre pure-

ment répulsives, ce qui est encore Vvérifié ici pour les quatre dimeres, mettant en avant le bon équilibre
entre les contributions d’échange et de I'énergie cinétique. Les courbes au niveau RSH sont relativement
proches du cas RHF, en particulier pour le dimére de néon, alors que pgualdeurbe RSH est encore

plus répulsive. Les systémes plus lourds, au contraire, présentent des courbes lIégerement moins répul-
sives que RHF, impliguant un meilleur équilibre entre énergie cinétique et énergie d’échange a petite
distance.

Les potentiels RSH+MP2 sont, quant a eux, bien liants, indiquant que la liaison de van der Waals entre
les atomes provient uniquement des effets de corrélation de longue portée dans ce schéma. Cependant
ces courbes d’'interaction deviennent trop répulsives a leur tour. La preuve en est donnée par les valeurs
des rayons de sphére dure obtenues, toutes supérieures a la valeur de réfgrebeeeffet est d’autant

plus fort dans le cas Heavec pours une valeur proche de 0.96. Pour les trois autres systémest
seulement surestimé de quelques pour-cent, indiquant la bonne tenue de la méthode pour les systémes de
plus en plus lourds. En considérant les profondeurs de puits, nous observons d’abord que pour le systeme
Ne, le résultat RSH+MP2 est quasiment identique au calcul CCSD(T), avec une valgupdeche de

0.6, qui est systématiquement amélioré pour les cag¥r,, puisque le schéma RSH+MP2 surpasse le

calcul CCSD(T) avec des valeurs dg > 0.9 en comparaison des, ~ 0.7 obtenus par CCSD(T). Le

cas He est quant a lui problématique dans le sens ou quasiment aucune amélioration n’est visible lorsque
la méthode RSH+MP?2 est utilisée et comparé aux calculs MP2 standards. La déviation assez forte (8%)
de la distance d'équilibre apparaissant dans ce systéme en RSH+MP2 s’explique certainement par le
caractere bien trop répulsif de la courbe du premier ordre (RSH) dans ce cas, comme la valéar de

déja montré. L'accord des distances d'équilibre réduifgeg pbtenues avec les résultats expérimentaux

est assez bon de maniéere générale, avec des déviations de quelques pour-cent (de 1 a 4%) seulement,
indiquant que la description physique ainsi faite est déja d’un bon niveau. Un récapitulatif des grandeurs
caractéristiques définissant le puits est donné dans le tableau 4.1. Nous pouvons aussi évoquer les effets
de base, qui peuvent étre ici considérés comme de qualité assez faible, pour expliquer quelques erreurs,
notamment au niveau CCSD(T), qui requiert habituellement une qualité de base assez élevée pour rendre
compte de maniere significative des corrélations électroniques. C’est I'objet de I'étude menée dans la
suite.

4.2.4 Effets de base

Dans le tableau 4.1 nous avons récapitulé I'ensemble des valeurs caractéristiques qui définissent préci-
sément le potentiel d’'interaction des homo-diméres, ks, Ars et Kry. Les valeurs,,, &, ainsi que

w sont donc données, montrant comment la fréquence harmonique se comporte vis a vis de la valeur de
référence, sans oublier le rayon de sphére dure réd@es résultats portent principalement sur les deux
bases aug-cc-pVTZ et aug-cc-pV5Z, mais les résultats de la série aug-cc-pVXZ compléte sont donnés
dans 'appendice D ainsi que pour quelques autres bases. De plus, les résultats, provenant de calculs avec
une base doublement augmentée pour le systemeddat donnés pour souligner simplement le fait

que la distance d’équilibre converge assez rapidement vis a vis de la taille de la base, alors que I'éner-
gie est améliorée de maniére systématique par ajout d'éléments dans celle-ci. Pour tous les systémes, le
passage d'une base en triple zeta a son homologue en quintuple zeta s'accompagne d’une amélioration
de la description des corrélations électroniques, entrainant une amélioration trés nette des principales
variables caractéristiques définissant le puits de potentiel, et ce indépendamment de la méthode utilisée,
avec cependant un effet moins prononcé pour la méthode RSH+MP2.
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Méthode MP2 CCSD(T) RSH+MP2
Systéeme &, €m w o m €m w o Em €m, w o
He, - - - 0894 - - - 0894 - - - 0894

AVTZ 1.052 -0.516 1.058 0.941 1.023 -0.777 1.047 0.912 1.080 -0.553 1.141 0.961
AV5Z  1.036 -0.594 1.032 0.926 1.007 -0.896 1.019 0.896 1.078 -0.593 1.135 0.957
d-Av5Z 1.032 -0.629 1.032 0.923 1.003 -0.946 1.020 0.893 1.077 -0.613 1.135 0.955

Ne, - - - 0.896 - - - 0.896 - - - 0.896
AVTZ 1.073 -0.435 1.004 0.960 1.041 -0.609 0.983 0.931 1.040 -0.605 0.965 0.928
AV5Z  1.043 -0.588 0.977 0.936 1.009 -0.877 0.950 0.904 1.036 -0.751 0.965 0.923

Ars - - - 0.897 - - - 0.897 - - - 0.897
AVTZ 1.023 -0.850 1.033 0.913 1.037 -0.715 1.051 0.927 1.012 -0.948 1.013 0.903
AV5Z  0.998 -1.062 0.996 0.891 1.011 -0.910 1.013 0.903 1.007 -1.040 1.003 0.896

Krgy - - - 0.896 - - - 0.896 - - - 0.896
AVTZ 1.029 -0.840 1.049 0.918 1.048 -0.677 1.069 0.936 1.016 -0.919 1.011 0.905
AvV5Z  1.002 -1.080 1.021 0.893 1.016 -0.898 1.038 0.908 1.007 -1.023 1.008 0.897

TAB. 4.1 —Parametres réduits pour les calculs MP2, CCSD(T) et RSH+MP2 des courbes d'interaction
(corrigées de la BSSE) obtenues dans les bases aug-cc-pVTZ (AVTZ), aug-cc-pV5Z (AV5Z) ainsi que
d-aug-cc-pV5Z (d-AV5Z). Les valeurs de référence sont toutes normalisées adiesmurespondant

a chaque dimére, est donné dans la premiére ligne.

Reprenons d'abord I'évolution du rayon de sphére dajeq(i rend compte du caractére plus ou moins
répulsif des courbes d'interaction. A la différence des méthodes MP2 et CCSD(T), avec lesquelles les
résultats s'améliorent de maniére significative en passant de AVTZ a AV5Z, pour obtenir des résultats
en trés bon accord avec les valeurs expérimentales pour les systémes plus lourds, le schéma RSH+MP2
produit déja avec la base AVTZ des résultats concordant pour les diméyest Kr,. Les variations

en fonction de la base sont alors quasi-nulles pour le schéma RSH+MP2 pour ce paramétre, comme
nous pouvons le voir pour tous les dimeres testés. Nous constatons dans I'évolution de ce résultat, I'effet
prépondérant joué par I'énergie RSH dans ce paramétre, énergie qui de par sa nature est moins sensible
aux changements de base, un peu comme un calcul RHF qui converge plus rapidement en fonction de la
taille de la base comparée aux méthodes post-HF [31]. Il faut noter que de petites variations apparaissent
néanmoins, et qu’elles vont dans le bon sens, c’est a dire vers la valeur cible pour chacun des dimeres.
La valeur de la fréquence de vibration harmonique est aussi un bon indicateur quant a la validité des
résultats obtenus, mais il faut reconnaitre que sa sensibilité au changement de base est assez faible, au
regard de toutes les méthodes testées.

Les distances d’équilibre du puits de potentigl, sont évidemment intimement liées au paramétre

et il semblerait que la surestimation de I'un ne soit que la conséquence directe de la surestimation de
l'autre. Les mémes conclusions sont a mettre en avant, méme s'il faut reconnaitre la bonne précision

des valeurs MP2 ainsi que celles obtenues en CCSD(T). En particulier pour les tous les systemes nous
constatons des erreurs de moins de 3% pour la méthode MP2 méme au niveau AVTZ, et d’environ 1%

pour CCSD(T) en AV5Z. Les erreurs sont a peine plus grandes pour RSH+MP2 si nous excluons le cas

He,, avec des erreurs de moins de 1% dans les cagtifr,.

La valeur de la profondeur du puits a I'équilibre est bien sir le reflet de la qualité du traitement des
corrélations électroniques, qui est a relier directement a la qualité de la base, en tout cas pour les méthodes
post-HF. C’est clairement vérifié ici, 'amélioration, par le passage de la base AVTZ a AV5Z est visible
avec des changement de I'ordre de 8% pour les systemes légers en MP2 et méme de plus de 1506 pour Ar
et Kr, dans la méme approche. Leffet est encore plus fort en CCSD(T) avec un changement de plus de
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20% pour les systémes lourds. Pour RSH+MP2, les variations sont un peu plus faibles dans tous les cas,
avec une amélioration de I'ordre de 10% pour les deux derniers homo-dimeéres. A la vue de ces résultats
il semblerait que le mélange DFT+MP2 profite de la dépendance plus faible a la base de la méthode KS,
dans la zone a petite distance, et que les effets de longue portée dans la corrélation électronique souffrent
moins des effets de base qu’en pleine interaction. Un autre effet de base de toute premiere importance
concerne les effets liés a la BSSE, dont les calculs post-HF souffrent beaucoup plus que les calculs
DFT standards. Un autre avantage certain de la méthode RSH+MP2 est qu’elle s’affanchit en partie du
probléme de la description du point de coalescence inter-électronique. En effet toute les méthodes post-
HF s’emploient a décrire, en augmentant de maniéere considérable I'espace des orbitales virtuelles, cette
zone de l'interaction électron-électron [32]. La convergence de ces méthodes en fonction de la base est,
le plus souvent, trés lente, et nous comprenons que le traitement DFT a courte portée de la corrélation
dans le schéma RSH+MP2 soit avantageux dans ce sens.

4.2.5 Réduction de la BSSE

Les effets de I'erreur de superposition de base, se retrouvent principalement dans les distances d’équilibre
et les profondeurs de puits. Les corrections apportées par la méthode "counterpoise” de Boys et Bernardi,
peuvent étre quantifiées par I'évolution des parameétres caractéristiques du systeme avant et aprés la
correction de BSSE. Ainsi comme nous le constatons dans le tableau 4.2, toutes ces corrections sont
négatives. Les distances réduites non-corrigées sont trop petites, les profondeurs de puits trop grandes.

Méthode MP2 CCsD(T) RSH+MP2
SyStéme Em €m Em €m Em €m

He,

AVTZ -0.007 -0.125 -0.008 -0.121 -0.000 -0.063
AV5Z -0.004 -0.048 -0.002 -0.037 -0.001 -0.037

d-Av5Z -0.008 -0.160 -0.012 -0.113 -0.001 -0.031

Ne
AVTZ -0.049 -0.547 -0.035 -0.674 -0.031 -0.335
AV5Z -0.011 -0.150 -0.006 -0.148 -0.001 -0.025

Ary
AVTZ -0.020 -0.263 -0.023 -0.239 -0.007 -0.101
AV5Z -0.005 -0.138 -0.004 -0.103 -0.002 -0.022
Kry
AVTZ -0.013 -0.191 -0.017 -0.174 -0.007 -0.126
AV5Z -0.003 -0.073 -0.002 -0.049 -0.002 -0.039

TAB. 4.2 —Corrections de la BSSE pour les paramétres rédyit®t ey, .

Ces corrections peuvent atteindre des valeurs assez importantes pour les méthodes post-HF standards.
Dans une approche en coeur gelé, ou les orbitales de coeur ne sont pas prises en compte dans le calcul
des corrélations, par exemple nous pouvons citer les valeurs données par MP2 et CCSD(T), au niveau
aug-cc-pVTZ pour la correction énergétique du dimére,Nrii sont de 55% et 67% respectivement.

Au méme niveau, la correction produite par RSH+MP2 est seulement de 34%, indiquant un effet moins
important de la BSSE dans notre schéma. De maniére générale, les effets de la BSSE se retrouvent
principalement dans la valeur de la profondeur de puits, et moins dans la distance d’équilibre. Dans tous
les cas I'approche RSH+MP2 souffre moins de la BSSE, avec des erreurs en moyenne moins importantes
de moitié, dans le cas des énergies, les distances ne variant que trés peu, au maximum 5% pour MP2,
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3.5% pour CCSD(T) et 3% pour RSH+MP2. Pour les systémes les plus lourds, RSH+MP2 domine
largement MP2 et CCSD(T) avec pour le cas Ane correction moitié moins grande.

En effet, I'avantage principal de I'approche RSH+MP2 en comparaison d’'un calcul MP2, mis a part le
co(t élevé d’'une implémentation efficace, vient de la réduction considérable des effets de la BSSE. Nous
expliguons ce fait de la maniére suivante : nous savons qu'une grande part de la BSSE apparaissant
dans un calcul post-HF standard provient des corrélations coeur-coeur et coeur-valence. Il est facile
de vérifier cette hypothése, par exemple, en effectuant des calculs en approche tout-électron, ou toutes
les orbitales de coeur prennent part au calcul des corrélations, en comparaison d’'un calcul en coeur
gelé, qui les néglige totalement. Les courbes d’interaction vont alors étre quasiment identiques, la seule
différence apparaissant entre les deux résultats se situent plutét au niveau de la correction de BSSE
bien plus conséquente dans le cas tout-électron. Si maintenant nous revenons au calcul RSH+MP2, les
corrélations coeur-coeur et coeur-valence, du fait de la séparation de portée, vont étre principalement
traitées par la fonctionnelle de courte portée et non par le terme explicite de corrélation. Nous avons
alors I'image d’'un électron de coeur qui possede autour de lui une sphére de2raydans laquelle

se situe un électron, et l'interaction entre ces deux électrons sera modélisée par la fonctionnelle de la
densité de courte portée. Les corrélations en dehors de cette sphére seront alors traitées par le terme MP2
de longue portée. Comme la DFT a prouvé gu’elle souffrait nettement moins des effets de BSSE que
les méthodes post-HF, nous sommes en mesure de comprendre I'avantage décisif que possede le schéma
RSH+MP2 en comparaison du MP2 standard.

Nous possédons donc avec ce nouveau schéma, un outil efficace et relativement précis, qui rend pos-
sible I'exploration de surfaces d’énergie potentielle complexes, et plus particulierement dans les cas, ou
I'application de la correction "counterpoise” n'est plus possible, soit par I'impossibilité de définir des
sous-systemes, soit a cause du co(t trop élevé des calculs.

4.2.6 Comportement asymptotique

Le comportement asymptotique des courbes d'interaction est gouverné en premiére approximation par
le coefficientCs. Ce coefficient, ainsi que ceux d’ordre plus élevé, peut étre obtenu expérimentalement,
en principe, a partir de données provenant des distributions des forces oscillatoires des dipbles [33],
ou multipolaires. A défaut d’avoir une telle décomposition a notre disposition, il est alors préférable
d’interpoler logarithmiquement les énergies d’interaction entre 30 et 60 unités atomiques. Ainsi nous
devons tenir compte des contributions d’ordre plus élevé qui sont en mesure de polluer la valeur du
coefficient obtenue. Cette quantité effective est présentée dans le tableau 4.3 sous la forme d'une variable
réduiteCy définie parCy = CE"/Cft, avecCH!, calculée par la méme procédure d'interpolation sur les
courbes de référence de Tang et Toennies.

Les coefficients effectif§’; obtenus pour les calculs RSH+MP2 sont dans une fourchette acceptable de
I'ordre de 5% pour les systémes légers, alors que pour les dimégest Kir, une surestimation entre
15 et 20% est observée. Le méme comportement est constaté pour le cas MP2 avec cependant une dif-
férence remarquable pour les diméres ldeNe, qui présentent, indépendamment de la base, une sous-
estimation du coefficient réduity, inférieure a 5%. Le comportement des résultats CCSD(T) traduit la
nécessité d’'un traitement allant au-dela de I'approximation MP2 et de I'inclusion des excitations triples
pour améliorer le comportement a trés longues distances. En conséquence, nous pouvons affirmer que le
comportement asymptotique est seulement représenté de maniére qualitative par le schéma RSH+MP2.
En se rappelant la formulation de Casimir-Polder du coeffioignexact, donné par I'équation (1.22)
rappelée ici :

Ce = 3 /dwaA(iw)ozB(iw), (4.28)

s

ol lesaX (iw) sont les polarisabilités dynamiques exactes des monomeéres. Il est possible de transformer
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I'expression de I'énergie MP2 sous une forme similaire a la formule de Casimir-Polder. Pour ce faire,

il faut tenir compte du fait qu'a grandes distances les densités des deux monorhéteB)(ne se re-
couvrent pas et donc que la contribution des excitations délocaliséesAeatr8 est négligeable. En

effet, nous savons que le comportement asymptotique de I'expression MP2 de I'énergie est du type HF
découplé, les polarisabilités obtenues sont celles d'un systéme sans interaction [34]. Cela signifie que les
calculs MP2 ne sont pas en mesure de donner le coeffiClgeixact, et habituellement ils sont sures-
timés. L'exemple du dimére de benzéne est assez symptomatique [35, 36, 37, 38] : cette surestimation
dans la limite d'une base compléte donne méme un facteur 2. Ainsi il suffit de considérer les excitations
localisées sur les monomeres, par exeniple a dans le monomerd, etj — b dans le monomeré,

aveci, j des états occupés @tb des états virtuels. L'expression de I'énergie de corrélation dans le cas
d'un noyau de pleine interaction se simplifie donc en utilisant la notation d’intégrales bi-électroniques
selon la convention quantochimique :

| ¢z¢a|¢j¢b |2
ZZ Aem + AE]I) (R - OO), (429)

avecAeg;, = € — €4, €t A€j, = €; — ;. Nous pouvons réécrire les intégralgs ¢.|¢;¢,) a l'aide
d’une part des densités de transit'roﬁl = ¢;¢, et nij = ¢;¢p, et d’'autre part en fonction du tenseur
d'interaction T (71, 7) = |1 — 72| ~!. Aprés I'application de la transformation de Casimir-Polder, cf.
I'équation (A.43) :

2 i e Lo
06%;ZZ////drldrgdrgme(rl,T3)T(7“277"4)
ia  jb

nd (P (m)  n()ng ()
dw 3 D) w X 3 3 w
A€, +w Aefy +w

(4.30)

Aprés un développement multipolaire tronqué de l'interaction coulombienne, en utilisant la définition

de la polarisabilité dipolairé,s(iv) ~ [Za# <Z|ﬂ“|A‘i>2<fLﬁ;ﬁ|Z>“’} , et en ne gardant que la composante

sphérique, nous avons l'expression :

Ce ~ 23 /dw&A(iw)dB(iw) (4.31)
T
Les polarisabilitégy ont la forme d’'une fonction de réponse UCHF ("uncoupled HF") ou UKS ("uncou-

pled KS"), autrement dit elles restent des polarisabilités pour des systémes sans interaction.

Nous ne pouvons attendre mieux du schéma RSH+MP2, méme si hous observons une légére améliora-
tion des résultats que nous pouvons relier au fait que les mono-excitations sont obtenues a partir du calcul
self-consistant RSH des états, qui inclut des effets de courte portée d'échange et de corrélation en plus
de I'échange de longue portée, et non dans un systéme sans interaction comme pour un calcul HF [39].
Les pbles de la fonction réponse a la vue des spectres en énergie donpept< Acrsy < A€ur,

ce qui explique la différence entre les valeurs obtenues en RSH+MP2 en comparaison des résultats
MP2. Une maniére d’améliorer ce comportement passe certainement par une formulation du théoreme
de fluctuation-dissipation combinée a la connexion adiabatique, qui devrait assurer en principe, un com-

portement asymptotique exact des potentiels d'interaction, la séparation de portée devant y étre rajoutée.

4.2.7 Effet du choix de la fonctionnelle

Pour conclure la discussion relative a cette premiére application, il semble important de présenter quelques
résultats obtenus sur les hétéro-dimeéres : c’est a dire les courbes d'interaction pour les systémes suivants :
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Systéme He Ney Ary Krs
cg? O ;P CH cg? Ct cg P Ct
1.461 1534 6.282 6.860 63.75 73.19 129.6 153.1

o5 Ce Cs Cs

MP2

AVTZ 0.754 0.766 1.095 1.124

AV5Z 0.760 0.816 1.136 1.153

CCSD(T)

AVTZ 0.966 0.914 0.958 0.960

AV5Z 0.980 0.990 1.175 0.980

RSH+MP2

AVTZ 1.008 0.950 1.154 1.136

AV5Z 1.028 1.036 1.215 1.154

TAB. 4.3 —Comportement asymptotique des courbes d'interaction mesuré par le parametre(rgduit

HeNe, HeAr, HeKr, NeAr, NeKr et ArKr. Le choix de la base utilisée s’est porté sur la base aug-cc-pVQZ,

au regard des résultats de I'appendice D, afin d’étudier les effets d’'un changement de fonctionnelle de
courte portée. Ce test porte donc sur le remplacement de la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte
portée locale par son homologue semi-locale provenant d’A. Savin. Toutes les grandeurs caractéristiques
concernant les potentiels d'interaction de ces systémes sont présentées dans les tableaux 4.4 et 4.5, pour
les approches MP2 et CCSD(T) pour l'un et la comparaison entre les résultats RSH+MP24tDA
RSH+MP2/PBE dans l'autre tableau.

Méthode MP2 CCSD(T)
Systeme &, €m w o Cg ém €m w o Cg
HeNe - - - 0.895 - - - - 0.895 -

1041 -0.564 0.943 0.931 0.755 1.007 -0.849 0.921 0.899 1.221

HeAr - - - 0.895 - - - - 0.895 -
1.026 -0.731 1.012 0.917 0.924 1.013 -0.864 1.005 0.904 1.061
HeKr - - - 0.895 - - - - 0.895 -
1.032 -0.721 0.962 0.922 0.896 1.016 -0.846 0.954 0.909 1.005
NeAr - - - 0.896 - - - - 0.896 -
1.034 -0.706 1.009 0.924 0.897 1.020 -0.810 1.003 0.913 1.086
NeKr - - - 0.895 - - - - 0.895 -
1.034 -0.715 1.125 0.926 0.956 1.022 -0.812 1.122 0.915 1.118
ArKr - 0.896 - - - 0.896 -

1.005 -0.999 1.032 0.897 1.132 1.020 -0.836 1.049 0.911 1.060

TAB. 4.4 —Paramétres réduits pour les calculs MP2, CCSD(T) des courbes d’interaction (corrigées de
la BSSE) obtenues dans la base aug-cc-pVQZ (AVQZ). Les valeurs de référence sont toutes normalisées
a 1, seulors est donné dans la premiére ligne correspondant a chaque dimeére.

Pour les résultats obtenus par les méthodes standards post-HF (MP2 et CCSD(T)), il est possible de

122



4.2. APPLICATION | : LES DIMERES DE GAZ RARES

reprendre les conclusions données pour les homo-diméres. Le calcul CCSD(T) conduit a des distances
d’équilibre en bon accord avec les valeurs de référence, et une sous-estimation systématique d’environ
20% de la profondeur du puits de potentiel que I'on peut attribuer aux défauts de la base. Au niveau
CCSD(T) la détermination des coefficients réddifssemble problématique, aucune tendance générale

ne sedégage. Au contraire des calculs MP2 qui ont une tendance a surestimer le co€ffidmsue

le nombre d’électrons augmente dans le systéeme.

Méthode RSH+MP2/LDA" RSH+MP2/PBE"
Systeme &, €m, w o Ce Em €m, w o Cg
HeNe - - 0.895 - - 0.895 -

1044 -0.676 0.968 0.930 1.025 1.053 -0.602 0.981 0.945 0.986

HeAr - - - 0.895 - - - - 0.895 -
1.026 -0.848 1.031 0.914 1.098 1.037 -0.779 1.060 0.924 1.087

HeKr - - - 0.895 - - - - 0.895 -
1.026 -0.854 0.963 0.914 1.069 1.038 -0.797 0.979 0.923 1.049
NeAr - - - 0.896 - - - - 0.896 -
1.020 -0.874 0.991 0.909 1.104 1.031 -0.819 1.021 0.919 1.097
NeKr - - - 0.895 - - - - 0.895 -
1.016 -0.894 1.090 0.907 1.065 1.027 -0.841 1.121 0.917 1.090
ArKr - - 0.896 - - - 0.896 -

1.007 -1.003 1.019 0.897 1.162 1.013 -0.976 1.034 0.902 1.188

TAB. 4.5 —Paramétres réduits pour les calculs RSH+MP2 avec les fonctionnelles d'échange-corrélation
de courte portée LDA (LD#) et PBE (PBE") des courbes d’interaction (corrigées de la BSSE) obtenues
dans la base aug-cc-pVQZ (AVQZ). Les valeurs de référence sont toutes normalisées al; ssul
donné dans la premiére ligne correspondant a chaque dimére.

Les résultats présentés dans le tableau 4.5 nous indiguent que le passage de la fonctionnelle LDA de
courte portée ala fonctionnelle PBE de courte portée n'améliore pas significativement les paramétres dé-
crivant les puits de potentiel. Par exemple, les deux distances d’équilibre et les rayons de sphére dure sont
quasiment identiques (a 1% prés). La fonctionnelle LDA semble donner systématiquement de meilleurs
résultats. Les énergies de liaison obtenues a partir des calculs en RSH+MP2feBEnt en aucun cas

plus précises que celles produites dans I'approximation locale, avec une différence de 5% voire plus.

Notre attente, que I'utilisation d’une fonctionnelle semi-locale améliore la contribution courte portée,
ne semble pas se confirmer. L'analyse de J. Toulouse a montré que cette fonctionnélleePtBErés

proche de I'approximation locale de courte portée EDM®ans cette optique, il serait intéressant d'étu-

dier le comportement de la fonctionnelle PBE de courte portée développée pour la fonctionnelle HSEO3,
en confrontant directement les deux résultats. Ce travail reste malheureusement a faire. Nous pouvons
néanmoins tenter de donner une explication a nos observations. Nous pouvons faire I'hypothése que la
correction de gradient annule un effet pervers de la description par la fonctionnelle locale a I'intérieur
des spheres de ray@riy d’'un élément fini de densité en un point de 'espace. Si ce point est choisi dans

la zone du coeur atomique, ol de forts gradients de densité apparaissent, ou bien encore dans la zone
intersticielle des faibles recouvrements dans laquelle la présence de forts gradients réduits est possible,
le fait d’'inclure une correction de gradient amene la construction d’orbitales Iégerement plus contractées
au premier ordre, et des valeurs propres quelque peu différentes, que lors de calculs dans I'approximation
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locale. Nous obtenons ainsi des énergies d'interaction de longue portée légérement plus faibles.

4.2.8 Reécapitulatif des résultats RSH+MP2 sur les diméres de gaz rares

En reprenant les valeurs obtenues lors de I'étude de Tao et Perdew [40] pour les différentes fonction-
nelles constituant les trois premiers niveaux de I'échelle de Jacob, LDA, PBE et TPSS (méta-GGA),
nous sommes en mesure de mettre un peu plus avant la bonne tenue des résultats RSH+NM&#/LDA

les parameétres,, ete,,. Les résultats erratiques des fonctionnelles PBE et TPSS ne sont plus & démon-
trer, les valeurs des erreurs moyennes (ME), des erreurs absolues moyennes (MAE), et des déviations
standards (RMS) obtenues pour ces deux paramétres étant suffisamment typiques d’'un comportement
difficile a cerner. Les tableaux (4.6) et (4.7) ne sont que les compilations des deux paramétre§,séduits
ete,, respectivement.

Systtme LDA PBE TPSS CCSD(T) MP2 RSH+MP2

He, 0.804 0.926 0.949 1.014 1.044 1.079
Ne, 0.855 1.004 1.057 1.020 1.052 1.034
Ars 0.906 1.064 1.155 1.019 1.007 1.009
Krgy 0.921 1.083 1.157 1.023 1.008 1.008

HeNe 0.816 0.960 0.996 1.007 1.041 1.044
HeAr 0.841 0.978 1.037 1.013 1.026 1.026
HeKr 0.847 0.984 1.037 1.016 1.032 1.026
NeAr 0.871 1.022 1.104 1.020 1.034 1.020
NeKr 0.872 1.022 1.106 1.022 1.034 1.016
ArKr 0.912 1.072 1.153 1.020 1.005 1.017

ME -0.135 0.011 0.075 0.017 0.028 0.027
MAE 0.135 0.042 0.086 0.017 0.028 0.027
RMS 0.040 0.051 0.072 0.005 0.017 0.022

TAB. 4.6 —Récapitulatif des distances d’équilibre réduitgs pour les dix diméres de gaz rares, dans la
base aug-cc-pVQZ. La valeur de référence est 1.00. TPSS provient de la référence [40].

A la vue des valeurs moyennes, le schéma RSH+MP2 est capable de donner des distances d’équilibre a
2.7% prés en moyenne, une valeur a peine supérieure a la moyenne donnée au niveau CCSD(T) (1.7%).
En comparaison, PBE et TPSS ne sont précises sur les distances d’'équilibre gu’a 4 et 8 pour-cent res-
pectivement, avec des déviations standards de plus de 5 et 8%. Ainsi I'efficacité du schéma RSH+MP2
produit des géométries précises indépendamment de la taille du systéme. Une analyse des déviations sur
les énergies réduites montre qu'avec cette base, la moyenne absolue des erreurs est minimale pour nos
calculs RSH+MP2, suivi de prés par I'approximation CCSD(T). Avec pres de 25% d’erreur la méthode
MP2 donne des énergies de liaison encore meilleures que TPSS, PBE et LDA qui en moyenne surestime
par 3.8 fois I'énergie de liaison.

En remettant en perspective les résultats obtenus par les fonctionnelles standards, I'approche RSH+MP2
apporte une réponse fiable aux problémes de la description des forces de van der Waals dans un forma-
lisme généralisé de I'approche KS. Méme dans son implémentation la plus simple a base de fonctionnelle
de courte portée locale, elle présente une amélioration nette des résultats dans la description de diméres
de gaz rares, que les fonctionnelles usuelles sont en partie incapables de décrire méme qualitativement.
De plus, un comportement asymptotique qualitativement correct est obtenu, rendant compte des effets de
corrélation électronique de longue portée. Notre schéma qui remédie aux principaux maux dont souffrent
les fonctionnelles approchées usuelles, et qui introduit une correction capable d’inclure I'essentiel de la
physique a l'origine des forces de van der Waals, étend objectivement I'applicabilité des calculs DFT
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Systtme LDA PBE TPSS CCSD(T) MP2 RSH+MP2

He, 9.696 2.846 2.002 0.850 0.564 0.581
Ne, 5.587 1.342 0.822 0.789 0.539 0.727
Ars 2466 0.485 0.267 0.833 0.980 0.996
Kray 2.035 0.374 0.190 0.833 1.012 0.998

HeNe 7.303 1.505 1.059 0.849 0.564 0.676
HeAr 5521 1.370 0.861 0.864 0.731 0.848
HeKr 5.279 1.329 0.836 0.846 0.721 0.854
NeAr 4.152 0.938 0.573 0.810 0.706 0.874
NeKr 4101 0.935 0.541 0.812 0.715 0.894
ArKr 2.263 0.437 0.229 0.836 0.999 1.003

ME 3.840 0.156 -0.262 -0.168  -0.247 -0.126
MAE 3.840 0.522 0474 0.168 0.249 0.156
RMS 2404 0.727 0.536 0.023 0.183 0.117

TAB. 4.7 —Récapitulatif des énergies de liaison réduitgspour les dix diméeres de gaz rares, dans la
base aug-cc-pVQZ. La valeur de référence est 1.00.

aux forces intermoléculaires. De nombreuses études restent & mener, notamment en s'intéressant a des
systemes plus complexes, ou les forces de dispersion ne sont pas les seules responsables de la cohésion.

4.3 Application Il : les dimeres d’alcalino-terreux

Dans cette optique nous pouvons, par exemple, espérer décrire de maniére qualitative des diméres d'al-
calino-terreux qui restent a ce jour un autre véritable challenge pour les fonctionnelles usuelles. L'intérét
croissant pour I'étude théorique des dimeres d’alcalino-terreux réside principalement dans I'utilisation
de ces atomes dans les expériences d'atomes ultra-froids. Ces atomes tels que Mg, Ca, Sr, et Ba, refroi-
dis et piégés par laser, peuvent ensuite servir d’horloges optiques trés précises, ou bien encore comme
dispositif dans les processus de transfert d'information quantique [41]. Malheureusement, la détermina-
tion des surfaces d’énergie potentielle de petits clusters d’atomes alcalino-terreux comiigB@2]

et Cg, [43], nécessaire a la modélisation théorique de tels processus, restent a I'heure actuelle un des
problémes les plus difficiles a traiter en chimie quantique. En effet, nous constatons, que pour de petites
valeurs de n, c’est-a-dire lorsque le comportement métalligue ne se manifeste pas encore dans ces sys-
téemes composés d’'atomes a couches électroniques saturées, la cohésion est assurée en grande partie par
des forces de dispersion, comme une décomposition SAPT de I'énergie d'interaction a pu le montrer [44].

Un assez grand nombre d'études ont été menées sur ces clusters d’alcalino-terreux, avec un balayage as-
sez large des méthodes disponibles. Les calculs DFT utilisant des fonctionnelles standards [43, 45, 46],
ont montré gu'ils étaient parfois en mesure de décrire qualitativement les paramétres d’équilibre de
ces systémes, mais que les courbes d'interaction ainsi obtenues n’étaient en aucun cas satisfaisantes.
A l'image des calculs menés sur les diméres de gaz rares, il est possible de trouver, pour un cas par-
ticulier, une fonctionnelle produisant des résultats acceptables et fournissant pour un autre systeme
des résultats catastrophiques. Quant aux approches par fonction d'onde, elles ont été largement utili-
sées, nous pouvons citer, par exemple, les méthodes MP2-R12 [47], MP4(SDQTpj48kd cluster

(CCSD, CCSD(T)) [42]multireference averaged quadratic clust@MR-AQCC) [49], multireference

Cl (MRCI) [50, 51], CASSCF/CASPT2 [52kxtended gemingEXGEM) [53] et méme eriull CI

(FCI) [54, 55], capables de produire des résultats assez proches des données expérimentales.

Dans la suite, nous allons étudier la maniére dont se comporte le schéma RSH+MP2 au regard de la
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description des systémes Bélg, et Ca par une comparaison des calculs théoriques précis mais aussi

en comparaison de ce que les fonctionnelles usuelles sont capables de produire. Pour ce faire, il est né-
cessaire de définir des potentiels de référence fiables. Concernant le dimére de béryllium de nombreuses
méthodes prédisent une énergie de dissociation qui se situe aux alentours de 800 &'9p6wnine

distance d’équilibre de 2.5 A. Il existe dans la littérature des courbes dites "expérimentales”, mais la
comparaison directe entre les résultats théoriques et ceux provenant d’expériences, demeure difficile car
les énergies de dissociation expérimentales sont déterminées a partir de potentiels analytiques, ajustés
sur un nombre restreint de fréquences de vibration expérimentales, puis extrapolés a grandes distances.
Ainsi, le réle de la forme analytique du potentiel devient crucial. Par exemple, avec I'utilisation d'un
potentiel de Morse I'énergie de dissociation est de 980 cnt ! [56] alors qu’avec un potentiel de la

forme Morse€s /RS il vient une valeur de 83% 10 cnt ! [57].

Il est encore plus difficile de trouver des prédictions théoriques et des résultats expérimentaux sur les deux
autres diméres. Pour le cas Maous nous référerons aux valeurs expérimentales [58] de 424 em

3.89 A. Le potentiel du dimére de calcium a été déterminé récemment par spectroscopie de trasformée de
Fourier combinée a une reconstruction numérique [59], pour donner les valeurs de profondeur de puits
de 1102 cmi! et de longueur de liaison d’équilibre de 4.28 A. Ces potentiels serviront donc de référence
dans la suite de la discussion, celle-ci commencant par le cas du dimgre Be

43.1 Be

La difficulté principale pour obtenir une bonne description de la courbe d’interaction entre deux atomes
de béryllium réside dans le fait que la méthode employée doit étre en mesure de rendre compte simultané-
ment des fortes corrélations statiques dles a la présence de la configuration proche dagtalsns

les atomes d’une part et du traitement des corrélations dynamiques de longue portée apparaissant entre
les deux sous-systemes [50] d’autre part. La majorité des approches staatnanii® sont déficientes

pour la description d'un de ces deux effets. Ne pouvant se résoudre a choisir un potentiel plutét qu'un
autre comme référence, en partie car les différences restent importantes, nous garderons les aotentiels
initio "extended gemina(EXGEM) de Rgeggen [53] et{2)-MRCI de Gdanitz [51] comme références.

Les différences observées entre ces potentiels illustrent a quel point, ce systéme reste un défi pour la
chimie quantique, et indiguent la barre d’erreur typique. Ainsi le potentiel EXGEM donne une énergie
de cohésion d’environ 945 cm, bien plus grande que I'estimation faite expérimentalement {839

cm~1), et donne une fréquence de vibration harmonique plus grande par2Q(8av a la place de 275

cm~1). La courbe £12)-MRCI est en meilleur accord avec les résultats expérimentaux, puisqu’elle prédit

un puits de profondeur de 900 crhcombinée & une fréquence de vibration harmonique de 270.cm

Concernant les parametres des calculs effectués lors de cette étude, les corrections de la BSSE ainsi que
de la superposition de grille ont été effectivement prises en compte, un soin tout particulier a été porté a
la bonne convergence des énergies (#Qour le cut-off). Pour une comparaison directe des résultats,

le choix de la base s’est porté sur une base déja utilisée dans une étude récente [60]. Elle portera la
dénomination ANO-TZ dans la suite, et elle est constituée d'une base triple zeta augmentée, ou toutes
les fonctionss ont été décontractées et dans laquelle les composantes de moments angulaires élevés sont
sous une forme cartésienne.

Dans les travaux antérieurs, il a été montré que l'inclusion des états de coeur dans le traitement des
corrélations est de premiére importance [55]. Par exemple, des calculs FCI, dans I'approche coeur gelé
(FC) donnent une énergie de dissociation de 872 cnt !, alors que I'approche en tout-électron (AE)
donne une énergie plus grande de 70 énCette estimation corrobore une ancienne étude amenant a
une différence de 80-90 cm entre les approches FC/AE, que I'on peut attribuer principalement a des
effets de corrélation coeur-valence [50]. Cette distinction sera aussi reprise dans notre démonstration
concernant la différence entre le schéma RSH+MP2 et MP2 standard.
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Le tableau 4.8 résume les parametres caractéristidueR, ), R,,, o, w,,) qui définissent les courbes

de potentiel d’interaction présentées dans les figures 4.3 et 4.4, obtenues par quelques fonctionnelles de
la densité standards (LDA, PBE, BPW91, BLYP, PBEO et B3LYP) ainsi que par les méthodes MP2 et
RSH+MP2 (dans son approximation locale), avec un calcul de la corrélation tout-électron ainsi qu'en
coeur gelé.

Méthode U(R.) [cm™1] Re [ag] olag] we[cm™]
LDA 4517 4.54 3.61 324
PBE 3402 4.59 3.72 327
BLYP 2137 4.59 3.86 327
BPW91 2873 4.63 3.79 327
PBEO 2268 4.73 3.91 327
B3LYP 1436 4.73 4.00 327
MP2 (AE) 369 (435) 5.19 (-0.23) 4.47 327
RSH+MP2 (AE) 747 (9) 486(-)  4.19 327
MP2 (FC) 340 (28) 5.28 (-0.05) 4.52 334
RSH+MP2 (FC) 737 (1) 4.86 (-) 4.20 302
EXGEM [53] 945 4.63 4.02 318
r12-MRCI [51] 903 4.62 4.02 270

TAB. 4.8 —Parameétres des courbes de potentiel du systemealBes la base ANO-TZ. Les corrections
BSSE significatives sont données entre parenthéses.

Les résultats obtenus KS standards concernant les distances d’équilibre ainsi que les énergies de dis-
sociation, sont en bon accord avec des études plus anciennes menées avec les fonctionnelles LDA et
BLYP [45] d'une part et BPW91 et B3LYP d’'autre part [46, 61]. Toutes les fonctionnelles testées pro-
duisent des énergies de dissociation surestimées par un facteur de 5 pour LDA et 1.5 pour B3LYP, mais
les distances d’équilibre obtenues sont en bon accord avec la valeur de référence fournie par le poten-
tiel EXGEM (moins de 2% d’erreurs sur I'ensemble des fonctionnelles). Nous constatons aussi que le
passage a une fonctionnelle hybride (de PBE a PBEO ou bien encore de BLYP a B3LYP), améliore sub-
stanciellement la description des minima en réduisant I'énergie de cohésion, et en déplacant le mur de
répulsion, le rendant plus répulsif, ce qui se traduit par un meitteur

De maniére surprenante, nous pouvons constater que toutes les fonctionnelles testées produisent des
courbes de potentiels d'interaction liantes, en contradiction avec les conclusions faites concernant I'uti-
lisation des fonctionnelles GGA pour la description des diméres de gaz rares. En effet, il faut se rappeler
gu'il existe une distinction nette, cf. chapitre 2, entre les fonctionnelles basées sur I'échange de Becke,
qui fournissent des courbes répulsives, et par exemple celles a base de PBE, qui lient les atomes. Ainsi
le cas du systéme Besemble remettre en cause ces régles empiriques, et la discussion sur le réle et

la construction de I'échange [62] dans les calculs KS devrait étre revisée a la lumiére de ces nouveaux
résultats.

Une autre remarque doit étre formulée a la vue des courbes d'interaction produites par les fonctionnelles
usuelles, présentées dans la figure 4.3. En effet, a longue distance, les fonctionnelles a base d’échange
de Becke, donnent des courbes possédant un maximum local non-physique. Une interprétation possible
de cette anomalie pourrait alors étre la suivante : le recouvrement de densité, entre les deux atomes de
béryllium, est plus important que dans le cas des gaz rares en partie car la densité d’un atome de béryllium
est plus diffuse que celle d’'un atome de gaz rare. Pour des fonctionnelles comme PBE, ce recouvrement
persistant entraine une tendance a la surestimation de la fonctionnelle d’échange, du fait des valeurs de
gradients réduits, menant a des courbes liantes. Le facteur d’amélioration de la fonctionnelle d’échange
de Becke varie trop rapidement avec les valeurs de gradients réduits, rendant la contribution d’échange
trop petite en comparaison de I'énergie cinétique, donnant ainsi naissance a une partie répulsive non-
physique aux distances intermédiaires pour les courbes BLYP, BPW91 et B3LYP.
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FiG. 4.3 —Courbes de dissociation de Bdans la base ANO-TZ, corrigées de la BSSE pour différents
choix de la fonctionnelle d’échange-corrélation.

Lafigure 4.4 compare les courbes de potentiel d'interaction obtenues par MP2 et par le schéma RSH+MP2
dans une approche tout-électron pour le calcul des corrélations. Comme il I'avait déja éte prouvé par plu-
sieurs auteurs [51, 60], I'approche MP2 semble étre incapable de décrire correctement ce systéme. La
situation est largement compliquée par une BSSE trop importante, en comparaison de la petitesse de la
valeur de I'énergie de cohésion exacte. Ainsi nous obtenons une correction de 435eprésentant

plus de la moitié de I'énergie de cohésion. De plus, la distance d’équilibre est trop grande en comparai-
son de la valeur de référence, ce qui est le résultat d'un caractére trop répulsif de la courbe RHF. Enfin,
il faut pointer le fait que le comportement a distance intermédiaire est trés mauvais, ne se rapprochant
du comportement asymptotique des courbes de référence que treés tardivement. Le constraste est fort
avec les résultats RSH+MP2, qui sont en assez bon accord avec les calculs de référence, en particulier
pour la distance d’équilibre donnée a 5% pres, et fournissant 82% de I'énergie donnée par lg galcul
MRCI, et ce sans souffrir des effets de la BSSE. Concernant le comportement asymptotique, sachant que
RSH+MP2 ne peut donner gu’'une estimation approximative de celui-ci, nous avons trouvé un accord
plutdt acceptable avec les courbes de référence.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
50l - 0V — — MP2 corrigée i

Y - —+ RSH+MP2 corrigée
® MP2 non-corrigée
v RSH+MP2 non-corrigée
‘ \ ...+ 1,yMRCI Gdanitz ('99)
—— EXGEM Rgeggen ('05

\ E V*V °o®
750 3}:‘7 A% |

-100Q——t——— |

Fic. 4.4 —Influence de la BSSE dans les courbes de dissociation gel&®s la base ANO-TZ, et
comparaison avec les résultats des références [51] et [53].
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La raison de I'absence ou de la réduction forte de la BSSE dans le schéma RSH+MP2 a déja été dis-
cutée précédemment. Nous avons vu gue pour le calcul MP2 standard, la majeure partie de cette erreur
provient des corrélations coeur-coeur et coeur-valence dans I'approche AE, alors que la contribution
valence-valence, responsable des forces de van der Waals souffre moins de cette erreur. Malgré I'amélio-
ration considérable apportée par I'approche RSH+MP2, nous constatons qu’une description plus correcte
requiert d’'une part I'amélioration de la contribution d’échange-corrélation de courte portée, et d'autre
part une description plus pointue des corrélations de longue portée en incluant des excitations triples
voire d'ordres plus élevés encore [60]. Cependant, en comparaison d’'une propositiorabDfifio"

récente [63], qui consiste, sur la base d'une approcNecdrps, a déterminer une fonctionnelle de cor-
rélation dépendante du systéme et son potentiel correspondant, les résultats RSH+MP2 se comportent
plus que raisonnablement. Cette méthode OEP-MBPT(2) souffre également du probléme qu'il lui est
impossible, pour des raisons de convergence, d'effectuer un calcul de correction de la BSSE. En consé-
quence, méme si une énergie de cohésion 30% plus faible que I'énergie de référeMiRCl est

obtenue [60], il est impossible d’attribuer une contribution non-physique provenant des effets de base
dans cette estimation.

432 Mg

Les courbes caractéristiques du potentiel,Mat été obtenues dans la base coeur/valence Triple Zeta
(cc-pCVT2Z) [64], suivant les procédures usuelles. Le tableau 4.9 résume les principales valeurs réduites
définissant ces potentiels. Comme dans le cas précédent, ainsi que pour les dimeres de gaz rares, les
fonctionnelles usuelles fournissent des résultats quelque peu erratiques. Méme si toutes donnent des
courbes liantes, pour certaines d’'entre elles (BLYP et B3LYP) les puits obtenus sont trés faibles, avec
des sous-estimations de plus de 80%. Pour le reste, le facteur de surestimation se situe dans une four-
chette comprise entre 1.8 (BPW91) et quasiment 4 pour LDA. En comparaison des résultatslds Be
distances d'équilibre ainsi que les rayons de sphere dure, ne se comportent plus de maniére systématique :
la fonctionnelle LDA donne une valeur dg, bien trop petite, alors que pour les autres approximations

le résultat est sous-estimé par moins de 10%, hormis B3LYP qui surestime de 2% la distance d’équilibre.

Il est & noter que pour toutes ces courbes, la fréquence de vibration harmonique est en assez bon accord
avec le résultat expérimental, avec une erreur de moins de 7%, que I'on ne peut attribuer gu’a une com-
pensation fortuite d’erreurs, la majeure partie de la physique nécessaire a une bonne description des puits
de potentiels étant absente de ces calculs.

Méthode €m &m o w
LDA 3.96 0.88 0.70 0.93
PBE 2.58 0.90 0.75 0.97
BLYP 0.11 1.00 0.93 0.97
BPW91 1.83 0.91 0.78 0.97
PBEO 2.05 0.93 0.78 0.98
B3LYP 0.19 1.02 0.92 0.97
MP2 (AE) 0.69 (0.18) 1.06 (-0.03) 0.89 0.96
RSH+MP2 (AE) 0.74 (0.07) 1.02(-0.01) 0.87 0.92
MP2 (FC) 0.64 (0.03) 1.07 (-0.01) 0.90 0.98

RSH+MP2 (FC) 0.69 (0.06) 1.03(-0.01) 0.87 0.93

TAB. 4.9 —Paramétres réduits pour les courbes de dissociation Blans la base cc-pCVTZ, avec les
valeurs de référence prises de la référence [58],e=424 cnT!, Rie=7.35 ag, wrer=51.1 cnT!, et
oret = 0.83. Les corrections BSSE significatives sont données entre parenthéses.

Une nouvelle fois les calculs RSH+MP2 améliorent quasiment tous les parameétres servant a la descrip-
tion des potentiels d’interaction, non seulement en comparaison des calculs en fonctionnelles habituelles
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mais aussi au niveau MP2. La distance d’équilibre obtenue en RSH+MP2 est proche a 2% de la valeur de
référence en comparaison de la surestimation de 6% de la valeur par MP2 en tout-électron. Nous obser-
vons aussi les bienfaits de l'inclusion des corrélations du type coeur-valence dans le schéma RSH+MP2,
pour ce cas particulier, avec une énergie de dissociation donnée a 74% de la valeur expérimentale. Le ré-
sultat de 'approche RSH+MP?2 reste cependant assez loin des valeurs fournies par deslcalitidsle

plus haut niveau. Encore une fois l'inclusion d’excitations d’ordre élevé, comme dans le calcul CCSD(T)
de Stoll et collaborateurs [52], semble d’'une absolue nécessité pour espérer décrire d’'une maniére plus
adéquate les corrélations électroniques de longue portée de ce type de systeme.

200p—— ‘ ‘ —

A\ - - MP2
100\ — RSH+MP2 R
I\ FCI Partridge ('90) ]
\\ MP2-R12 Klopper ('93

CCSD(T) Stoll ('01)
- Exp. Balfour ('70)

I renm

<100
D-200} *

-300)

-400

500L ! . ! . ! . ! . ! . ! . ! .
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FiG. 4.5 -Courbes de dissociation de Mdans la base cc-pCVTZ, pour les méthodes MP2 et RSH+MP2
apreés correction de la BSSE.

433 Ca

Finalement, nos tentatives de description du systemes@a reportées dans cette derniére partie, par les
fonctionnelles usuelles ainsi que MP2 et RSH+MP2 dans la base cc-pV5Z de Dunning [65]. Ce systéme
n'a été que trés peu étudié jusqu’a présent, aussi bien au niveau DFT [43] que par des méthodes par fonc-
tion d’'onde précises [48]. La compilation des parameétres réduits des courbes d’interaction obtenues dans
les différentes approches, est donnée dans le tableau 4.10. Nous distinguons d’abord deux groupes de
fonctionnelles suivant leurs comportements. Deux d’'entre elles BLYP et B3LYP, sous-estiment I'énergie
de dissociation de plus de 20 et 39% respectivement, valeurs nettement moins dramatiques que dans le
dimere de magnésium. Les autres fonctionnelles surestiment largement cette méme énergie de cohésion,
par le biais d’une surestimation trop grande de la contribution attractive d’échange. Cependant, la dis-
tance d’équilibre reste tout a fait acceptable pour I'ensemble des fonctionnelles testées, avec une erreur
d’au maximum de 4%.

A la différence des gaz rares [62], il semble que ces systémes constitués d’alcalino-terreux soient sen-
sibles a l'influence du choix de la fonctionnelle de corrélation. Par exemple, il n’existe que peu de diffé-
rence entre une courbe d’interaction entre deux atomes de néon produite d’une part par la fonctionnelle
BLYP et d’autre part par BPW91. Dans le cas de Qaais aussi Mg et dans une moindre mesure

pour Be), en remplacant la fonctionnelle de corrélation LYP par PW91, nous observons un changement
significatif du comportement du potentiel d'interaction, passant de courbes peu liantes a une large sur-
estimation de I'énergie de dissociation en méme temps qu’une diminution de la valeytrdduisant

un caractére moins répulsif de la courbe. Nous sommes tenté d’interpréter cette constatation en pensant
que dans une certaine mesure, la fonctionnelle de corrélation PW91 est capable de rendre compte des
fortes corrélations statiques existantes dans les atomes, avec cependant une surestimation de ces effets,
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Méthode €m ¢m o w
LDA 2.62 1.00 0.76 0.91
PBE 2.01 0.96 0.79 0.77
BLYP 0.79 0.98 0.86 0.76
BPW91 1.74 0.96 0.80 0.77
PBEO 1.55 0.98 0.82 0.78
B3LYP 0.61 1.01 0.88 0.56
MP2 0.78 (0.01) 1.06(0.00) 0.90 1.00

RSH+MP2 0.84(0.01) 1.02(0.00) 0.87 0.95

TAB. 4.10 —Parameétres réduits pour les courbes de dissociation €ns la base cc-pV5Z dans I'ap-
proche en coeur gelé, avec les valeurs de référence prises de la référence [59¥1102 cntt,
Rer=8.09 a, wref=63.7 cnT!, et ower = 0.85. Les corrections BSSE significatives sont données entre
parenthéses.

totalement absents dans la description par la fonctionnelle LYP.

Dans la figure 4.6, les potentiels d’interaction MP2 et RSH+MP2 complets sont représentés, en compa-
raison de calcul MP4 en un point de Kaplan et co-auteurs [48] et surtout en comparaison de la courbe
reconstruite a partir de données spectroscopiques. En donnant une distance d'équilibre plus proche de la
valeur expérimentale, et surtout en produisant une profondeur de puits plus en accord avec la valeur ex-
périmentale que MP2, le schéma RSH+MP2 représente une solution économique et relativement précise
pour la description de la courbe de dissociation de. Camélioration de la description de la zone des
courtes distances peut étre principalement attribuée a l'utilisation de la fonctionnelle de la densité dans
la zone de courte portée. L'ajout par le traitement perturbatif de second ordre de la corrélation de longue
portée assure le comportement qualitativement correctsgiik°.
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FiG. 4.6 —Courbes de dissociation de ¢€dans la base cc-pV5Z, pour les méthodes MP2 et RSH+MP2
apreés correction de la BSSE.

Il est possible de faire un paralléle avec les résultats obtenus sur les dimeéres de gaz rares, pour lesquels
le schéma RSH+MP2 s’est montré a son avantage, en particulier pour les systéemes les plus lourds.

L'amélioration des résultats en augmentant la taille du systéme est un fait constaté sur I'ensemble des

tests menés lors de ce travail, laissant ainsi la porte ouverte a des applications moléculaires de taille

plus réaliste. Profitant, de plus, de la faible sensibilité, a la base et une erreur de superposition de base
réduite, la méthode RSH+MP2 semble donc étre une alternative économique aux traitements de systéemes
faiblement liés.
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En résumé, nous avons vu que le schéma de calcul RSH+MP2 est capable de rendre compte des effets
de dispersion dans les systemes faiblement liés tels que les diméres de gaz rares ainsi que ceux consti-
tués d’alcalino-terreux, en améliorant considérablement les résultats produits par les fonctionnelles de
la densité standards. La précision des résultats est dle a la combinaison d’une fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée associée d'une part a un échange de longue portée de type HF, et d'autre
part par le traitement au second ordre des corrélations électroniques de longue portée. Néanmoins les
limitations d’un tel traitement sont clairement identifiables, a la vue des résultats concernant les, cas Be
Mg, et Ca, pour lesquels, il serait nécessaire de disposer d'un traitement de la quasi-dégénérescence
apparaissant dans ces systémes. Seule une approche en CI+DFT serait alors en mesure de traiter ce pro-
bléme quantitativement mais le probléme de "size-consistence" devrait alors étre pris en compte, ce qui
reste encore difficilement réalisable aujourd’hui. Toutefois, le schéma RSH+MP2 reste une alternative
intéressante a un colt computationnel relativement faible.

Finalement, nous pouvons revenir sur la liste de voeux formulés a la fin du second chapitre et y répondre

point par point :

— le schéma RSH+MP2 n’a pas besoin de définition intrinséque en sous-systéme, I'énergie totale peut
étre calculée directement,

— les caracteres "size-consistent" et "size-extensive" sont assurés par la construction méme du schéma,
d'une part par le caractére DFT (size-consistent) combiné d’autre part a la correction MP2 (size-
extensive),

— les tests effectués en RSHX tendent a prouver que la physique nécessaire a une bonne description de
la liaison chimique est présente dans ce schéma, méme s'il existe une différence dans la nature de la
corrélation de longue portée entre les deux schémas,

— l'expression de I'énergie ne dépend pas directement de la distance entre les parties interagissantes, il
n'y a donc pas de fonctions de "damping" a appliquer,

— la vérification qui consiste a prouver que I'origine d’'un minimum dans une courbe d'interaction est
bien la corrélationa été faite

— les deux derniers points sont par nature vérifiés.
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Chapitre 5
Application du schéma RSH+MP2 aux
solides

La modélisation d’'un systéme périodique a trois dimensionst th cohésion est en grande partie as-
surée par des forces de dispersion, (voir les chapitres 1 et 2 pour les exemples), reste encore trés peu
développée, et les trop rares calculs traitant de ce probleme ne sont pour I'heure que des approches ité-
ratives basées sur des calculs en clusters [1, 2, 3] a I'aide de méthodes de fonction d’'onde (CCSD(T)
et SAPT). Plus récemment une implémentation [4, 5] de la méthode MP2 locale [6, 7, 8, 9] est apparue
utilisant des orbitales localisées. En principe, il serait possible de tirer profit de la linéarité du traitement
local de la corrélation associé a cette méthode au niveau moléculaire, ce qui autorise le calcul sur de trés
grandes molécules [10, 11, 12, 13], en particulier si elle est combinée a une séparation de portée de I'in-
teraction électronique [14]. L'étude de systemes unidimensionnels ne pose aucun probléeme [15, 16, 17]
pour une implémentation locale ou compléete, mais les applications sur de vrais solides a trois dimensions
mangquent encore.

L'implémentation d’'un MP2-local dans le programme CRYSTAL, basée sur la méthode Hartree-Fock
périodique dans une base de fonctions gaussiennes, fait appel aux fonctions de Wannier. Les différences
fondamentales apparaissant dans les implémentations de I'approche MP2 locale sont principalement
d’ordre pratique et concernent la construction ainsi que I'orthogonalisation entre les sous-espaces des
orbitales occupées et virtuelles, comme discuté par Pétaali [5]. Les résultats préliminaires obtenus

dans ce travail laissent a penser qu'il reste des problemes a régler au niveau de la convergence des calculs,
notamment aux problémes de critéres d’arréts du calcul de la corrélation, mais aussi aux problémes liés a
la qualité de la base qui joue un réle direct sur la précision des calculs, et enfin sur la construction méme
des orbitales virtuelles.

Notre schéma RSH+MP2 implémenté dans VASP, peut alors servir d’alternative intéressante a une im-
plémentation directe d’un calcul MP2. Au niveau moléculaire, nous avons vu que les résultats RSH+MP2
sont toujours de qualité au moins égale aux calculs MP2. Nous pouvons alors imaginer que la construc-
tion RSH+MP2 en conditions périodiques rende compte des effets de corrélation électronique pour un
co(t computationnel plus raisonnable. En effet, un des problémes majeurs rencontrés par toutes les mé-
thodes a base de fonctions d’onde est la description du "point de coalescence” de la fonction d’onde [18]
apparaissant entre deux électrons. Toutes ces méthodes de fonctions d’onde corrélées s’attachent donc a
améliorer la description a faible distance du trou de Coulomb, et plus la méthode est lourde, meilleure
est en principe la description de ce trou. Autrement dit, dans I'image simpliste qui consiste a voir deux
électrons en interaction chercher a fuir indépendamment du potentiel, et creuser un trou autour d’eux
pour éviter d’'autres électrons, nous comprenons l'intérét de traiter par séparation de portée l'interac-
tion [19] électron-électron. Cela permet de modéliser a moindre codt ce qu'il est difficile d’obtenir par
une approche en fonction d’onde, c’est-a-dire le trou de Coulomb. Méme s'il existe des arguments [20]
qui tendent a prouver que la description du point de coalescence n’est pas le facteur limitant de la conver-
gence d’un calcul en interaction de configuration, il est clair que par un traitement DFT des interactions
de courte portée, on s’affranchit d’'une grande partie de ce probléme, la modélisation du trou de Cou-
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lomb a courte distance étant calquée sur le modeéle physique du gaz homogéne d’électrons. Aprés une
présentation de I'implémentation du schéma RSH+MP2 dans le formalisme PAW, des résultats prélimi-
naires obtenus sur des solides de gaz rares seront présentés afin d’appuyer les arguments en faveur du
bien-fondé de I'approche RSH+MP2 comme alternative a une implémentation pure de la méthode MP2,
et son application a des systémes périodiques non-conducteurs.

5.1 RSH+MP2 dans le formalisme PAW

En effectuant, d’'une part un petit retour sur les expressions données dans la partie du second chapitre
qui présente de maniére succinte le formalisme PAW, et d’autre part en se basant sur les explications
fournies dans l'article de J. Paiet al.[21] quant a I'implémentation du terme d’échange Hartree-Fock
dans VASP, nous sommes en mesure de développer le formalisme utilisé dans notre implémentation
restreinte de la correction MP2 de longue portée.

5.1.1 Equation RSH

Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, le calcul RSH requiert la connaissance de I'énergie as-
sociée au terme d’échange HF de longue podge ' = (1| V"#HF@r)|dr). En négligeant pour

le moment la sommation dans la zone de Brillouin, cette quantité s'écrit (cf. équation (2.15)), en terme
d’une double somme sur les orbitales occupées

Bl = Zfzf] K (5.1)

avec les intégrales d'échan@é;]’j définies par :

ey ()5 (F)erf(u|™ — 75]); (7)1 (72)
KZHIZ = //d?”ldTQ |T‘1—’I"2| (52)
= L[ [ aran e 63
= T1 |T‘1—T‘2| . .

Pour que I'évaluation de cette énergie relative aux différentes contributions des densitéssoit

possible, autrement dit pour que les composantes relatives aux densités de recouvrement développées sur
la base des ondes planes et a l'intérieur des sphéres PAW n'interférent pas, la densité de recouvrement
doit étre décomposée selon :

nap(F) = (Va|n(7)|Wy)
= [ (7) + 10 (7)] + niy (7) — [ (F) + 70 (7)), (5.4)

ou la charge de compensatiaiy, () a été ajoutée puis soustraite, directement reprise de I'équation
(2.90), olii,,(7) est la pseudo-charge développée sur la base des ondes pifi€sJa charge tout-
électron sur la grille radiale et’, () la pseudo-charge développée sur la grille radiale. En utilisant le
raccourci de notation suivant :

{nasHna} = // 7 diy 2 (rerfulr - a|)n “b(@), (5.5)

|71 — 73]
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il vient alors, en laissant de co6té les indieés

1

Sy = Sl = @A - @)

= SO (4 gl (n — AN} + g ot )} )
byt = (3 At - '+ ). 556)

Du fait de la symétrie du noyau d’interaction, le second et le troisieme terme sont identiques, faisant
disparaitre le facteut/2. Nous comprenons bien que ce terme est problématique car il implique des
guantités développées sur la base des ondes plapaméi qu’'une quantité calculée sur la grille radiale

des sphéres PAW;! — (7! + 71!). Cependant de la méme maniére que pour le calcul de I'énergie de
Hartree du systéme, nous allons adopter I'approximation faite par Bléchl [22] pour simplifier I'expres-
sion précédente. Dans la mesure ou le potentiel généré par la dehsitéi! + 72!) est nul en dehors

de la sphere (voir le paragraphe 2.4.2), il est possible de rempladersecond terme par sa quantité
correspondante mono-centrigéié. Nous obtenons ainsi I'expression de I'énergie d’échange suivante :

EiT,,LL,HF — EiT,H,HF _|_ E;,ZT,/J,HF _ E‘%vlTv“lei (57)
N 1 N
EJHHE = 4 D fif g + i Hg + g, (5:8)
]
1
EpirhE 1 > fifi{nipHni}, (5:9)
]
- 1 - 9 - o
Byttt = 2 fif i + i + i), (5-10)
]

donnant I'énergie totale en fonction des trois composantes provenant des pseudo—(ﬁﬁ‘rfé\'ﬂfs(contri—
bution ondes planes), des orbitales tout-élgctEi’V’“’HF (grille radiale a l'intérieur des sphéres), et
enfin des pseudo-orbitales sur la grille radiak'™ ",

Les détails concernant le calcul de chacune des composantes sont proposés dans l'article de référence
de 'implémentation du terme d'échange Hartree-Fock dans VASP [21], et ne présente que peu d'intérét
pour la suite. Deux points méritent pourtant un peu d’attention. D’une part, la contribution longue portée
des ondes planes (pseudo-orbitales) ne présentent aucune difficulté, comme nous 'avons déja constaté
dans le chapitre 3 : seule une modification au niveau du noyau de l'interaction doit étre effectuée dans le
calcul du potentiel, occasionnée dans I'espace réciproque par le passage a la fongtiori-erte se-

cond point vise la séparation de portée a I'intérieur des sphéres. En effet, dans la zone PAW, I'évaluation
des contributions est faite par I'intermédiaire d’'une intégration angulaire grace a un développement mul-
tipolaire bien connu dans le cas de la pleine interaction. L'opérateur habituel de 'interaction de Coulomb
T(R,r,v) se développe sous la forme proposée par Legendre avec un terme d’'ordre n :

T"(R,r,7) = Y Si(R,7)Pi(cos7), (5.11)
l

l
ouG(R,r) = %. Cependant pour un noyau de la forme :
>

erfc <u\/R2 + 72 — 2Rr cos ’y)

S (R,r,y) =
2 v VR?2 + 72 —2Rrcosy

(5.12)
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méme s'il est possible d’obtenir aussi un développement de Legendre [23, 24] de la forme suivante :

Sp(R,ry) =D Fu(R,r, w) Pi(cos ), (5.13)
l

les fonctions analytiqueS; (R, r, ) obtenues sont trop instables numériquement pour étre utilisées di-
rectement. Il a donc été nécessaire de redériver des formes approchées pouvant étre plus facilement im-
plémentées [25]. Le développement radial utilisé dans VASP ne considére que les trois premiers ordres,
et les tests effectués montrent que les effets de ce changement sont finalement trés faibles. De plus, bien
gu’en principe nous devrions apporter des modifications a la charge de compensation, car le potentiel a
I'extérieur de la sphére est évidemment modifié a son tour, du fait de la complexité des relations que la
charge de compensation devraient satisfaire, il a été décidé de ne pas y toucher, au regard des variations
trés faibles constatées lors du changement de noyau sur le potentiel [25]. En conséquence, la contribution
a I'énergie d’échange HF de longue porték'™*"F est approchée pdiiHF dans I'équation (5.7).

En conclusion de cette partie, il faut signaler qu’en principe, le fait d’utiliser un nouveau type de fonction-
nelle induit nécessairement la reconstruction des données PAW. Toutefois il a été convenu, comme pour
les calculs HF purs, qu’un "pseudo potentiel" PAW construit avec la fonctionnelle d'échange-corrélation
LDA serait utilisé. Un argument en faveur de ce choix réside principalement dans le fait que la valence
joue le réle fondamental dans la description de solides standards, la partie de coeur n'ayant que peu
d'importance.

5.1.2 Correction de second ordre

L'expression de la correction de second ordre, dérivée dans le chapitre précédent, implique le calcul
d’intégrales du typerg‘Ij avec les orbitalesi, j) et (a,b) occupées et virtuelles respectivement. Le
passage a un systéeme periodique ameéne aussi a intégrer les contributions de chaduéedspace
réciprogue dans la premiére zone de Brillouin, nous obtenons ainsi I'expression suivante, qui n'est que

la généralisation de I'équation (4.26) [15, 26] :

occ. virt.
1;#%(2) 52 :E:: :E:: :E:: f}jz 1 - jb)
2,k3ka I @b (5.14)
lr,p 2 grp lr,p 2 O M
< ‘sz Uy TRy bk4‘ Ki/ﬁ a7, 75 bR, KiE1 b134j/;3a/€2> 8 Azyab(kla k2, ks, ka),
avec : 1
Aij(lb(kla ko, k3, k4) = (62';1 + Ej’;:s — 6“132 — ebE4) . (5.15)

L'indice de sommatiork,, ne reflete que la discrétisation de I'espace réciproque afin d’effectuer une
somme finie de terme associée a chaque point de cet espace dua&ilﬁiaignifie que la valeur propre
1

associée a |'orbitale occupé€;) doit étre prise au point; de la zone de Brillouin.

En utilisant le raccourci de notation défini par I'équation (5.5), il reste donc a évaluer des intégrales de
la forme :

K { nig g, Hngg o - (5.16)

'k kzjks k4
Le paralléle avec les calculs associés aux termes d’ echange est évident, la méme décomposition des den-

sités de recouvrement est a envisager afin d'éviter les problémes de double comptage et d’interférences,
cf. I'équation (5.4), pour évaluer I'énergie de corrélation de longue portée dans ce formalisme. On obtient
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au final les formes suivantes :

gﬁlg?j%b’zél ngl%’;zjgsb% + K}éigijggb& B ~i115’12g2j123b134 (5.17)

- 1 y . )

2!;71};;323';;35;4 5{"%@%2 g ap Hvj by + T b (5.18)
1

f,gi’;g; e b, 3 {nzl,;la,;Q }{n}gg% } (5.19)

- 1

iléi’;;j,;gb,;4 5 1 o, F i g MG 0 715 0 1 (5.20)

Cependant, dans I'implémentation actuelle du schéma RSH+MP2, une approximation assez grossiere a
été effectuée : toutes les contributions a l'intérieur des sphéres ont été négligées. Ainsi, les composantes
KLirm et KLIne ont purement été supprimées de I'évaluation de I'énergie de corrélation. D'abord cela
est réalisé dans un aspect simplement pratique, la mise en place d'un tel calcul requiert des modifications
importantes qui n'ont pas encore été menées a bien, notamment car les fonctions radiales excitées ne
sont pas disponibles. D’autre part, on peut y voir une sorte d’approximation en coeur gelé, les électrons
de coeur ne rentrant pas en compte dans I'évaluation de I'énergie. En un certain sens, on néglige aussi
les corrélations électroniques de longue portée du type coeur-coeur et coeur-valence. Dans cette optique
on a vu que lorsque des différences d'énergie sont en jeu, le fait de ne pas inclure les orbitales de coeur
dans I'ensemble des orbitales occupées pour I'évaluation des énergies de corrélation n’a qu'assez peu
d'importance au niveau RSH+MP2, cf. paragraphe 4.3.1.

Atome A \ Atome B

1

A L
L T

Pt de réf.

R T O N Y B
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12
R[]

FiG. 5.1 —Effet de la séparation de portée dans le formalisme PAW.

Une autre maniére de voir le probléme est présentée dans la figure 5.1. Schématiquement, en prenant
un point a l'intérieur d’'une sphéere PAW pour un couple d’atomes en interaction, a la densité qui lui est
associée, nous pouvons aussi représenter le noyau d'interaction correspondant. En pleine interaction, a
I'intérieur des sphéres ce noyau posséde des grandes valeurs, ce qui implique assez logiguement des
contributions assez fortes entre orbitales de coeur, mais lorsqu’il est remplacé par un noyau de longue
portée avec un paramétre de séparation correctement choisi, cette contribution est totalement écrantée.
En dehors de la sphére c’est la contribution onde-planes qui prend alors le relais. Les valeurs numériques
utilisées sont en accord avec cette description : en effet, si nous prenons une valeOrudeg ! comme

c'est le cas dans la figure 5.1, nous constatons que le noyau d’interaction modifiée reste petit devant le
noyau de pleine interaction jusqu’asg approximativement, alors que le rayon de coupure de la sphére
PAW est de I'ordre du bohr. Cette vision schématique apporte ainsi une justification simple quant au
fait de négliger la partie "on-site" de la corrélation de longue portée, seule la contribution de la zone
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ondes-planes sera donc retenue et développée plus précisément dans la suite.

Explicitons plus en détail le calcul dh’l”‘
by YkpTRg VR

orbitales occupées aussi bien que les wrtuelles selon I'expression suivante, simple rappel de I'équa-
tion (3.8) :

b, , e€n développant sur la base des ondes planes les

ﬂ

il vient :
S, 1 x (A S\ (A =
Kilﬁiﬁzjﬁgblh :W Z Civgl (GI)C‘I’E2 (G2)Cj7§3(G3)Cb7E4(G4)
Gr,Ga,Ga,Ca (5.22)
/:/dﬁd@ Gil—F1— Gt Gy 8T — T2]) iRy GvRardam
|7 — 75|

Par le changement de variableés= i etu = 71 — 7, nous pouvons réécrire I'expression précédente
comme :

_ 1 5 5 7 7
Ir,p - * 7 : k.
Kilﬁa@jlsgbﬁzl _ﬁ . Z. R Ci,l%(Gl)Ca,kz(G2)Cj7/;3(G3)Cb7k4(G4)
G1,G2,G3,Gy
x/dF (= ktha—Fs+Fa) 7 gi(~G1+Go—Gs+Ga).7 (5.23)
X/dﬁ M ei(—El—él+E2+é2)~ﬁ
|l

La derniére intégrale est la transformée de Fourier du noyau d’interaction modifiée, ce qui améne a
I'expression :

o, . 2T * =~ ~ * ~ ~
Ki:u 55 0% 02 Z Ci,El (Gl)Ca,Ez(Gz)Cj,Eg(G3)Cb,E4(G4)
G1,G2,G3,Ga
o~ | HR1+G1—k2—Ga[?/(4?)
’—E1—61+E2+62‘2

% /df* ei(—E1+k2 k2+k4)7‘ i(— G1+G2 ég+é4).7?.

(5.24)

Lintégration sur le vecteuf améne une simplification dans la sommation sur les vectguts, ks, ks,

car pour certaines combinaisons de ces vecteurs, nous retrouvons un vecteur du réseau réciproque. En
imposant aux vecteurs; d’étre dans la premiere zone de Brillouin, la conservation des moments nous
impose le fait qu'’il n’existe qu’un seulis capable de donner un résultat non-nul a cette sommation pour
desky, ko, k3 quelconques. La sommation sur les indigégese simplifie alors, pour n’en garder que trois
indices, carks est déterminé par la conservation du moment cinétique :

ks = —k1 + kg + kg (5.25)

Nous obtenons ainsi I'expression de I'énergie de corrélation de longue portée au second ordre de la
contribution ondes planes par la formule suivante :

B0 = 2 3 S A0 - £ f)

kikaky 01 ab
ks=—Fk1+ka+k4 (5.26)
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5.1. RSH+MP2 DANS LE FORMALISME PAW

Ainsi dans une base en ondes planes, la maniére de procéder au calcul d’'une correction MP2 est la
suivante : aprés I'obtention d’orbitales par self-consistance (HF ou RSH par exemple), pour déterminer
les intégrales bi—électroniquefg-gl% ir e, il est nécessaire d'effectuer d’abord le proom%l\l/a’%
correspondant a la densité de recouvremegptdans I'espace direct, puis de calculer dans I'espace ré-
ciprogue le potentiel associé a cette densité avec le noyau d’'interaction correspondant (longue portée
ou non), de repasser dans I'espace réel pour effectuer la sommation de ce potentiel avec la densité de
recouvrement,;;,. Toutes ces intégrales sont ensuite stockées, et par sommation sur les trois vecteurs de
I'espace réciproque, sur les orbitales occupées ainsi que les virtuelles, on obtient I'énergie de corrélation
du second ordre.

Les paramétres de contrble de I'évaluation de cette contribution, vont alors étre principalement, ceux
qui gerent la séparation de portée (la valeundiela définition de la zone de Brillouin qui détermine
I'échantillonnage de I'espace réciproque et enfin le nombre d’orbitales virtuelles incluses dans le calcul.
Le nombre d'états inoccupés est commandé par le nombre de bandes que doit inclure le programme dans
les cycles self-consistants, et représente donc une premiére limitation de I'implémentation. En effet,
plus le calcul SCF contient de bandes (méme inoccupées) plus la convergence est lente. D’autre part,
I'échantillonnage de I'espace réciproque, lui aussi de premiére importance, sera étudié dans le paragraphe
suivant, en particulier son influence sur la convergence de I'énergie de corrélation.

Il est assez facile, au regard de I'implémentation faite de la formule (5.26) de déterminer le codt effectif
d’'un calcul de la correction de second ordre des corrélations électroniques. En effet, il vient la formule
suivante :

Nl;landele?(NPW)> (5.27)

avecNy le nombre de pointg- utilisés dans la premiére zone de Brillouin,/éty, le nombre d’'ondes
planes sur lequel sont développés les états occupés et virtuels. Le colt associé a la transformée de Fourier
rapide est, quant a lui donné par :

NandedVi (Neer)IN(Neer), (5.28)

ou Negt est le nombre de points de la grille, utilisés pour effectuer la transformée, qui reste dépendante
de la taille de la maille. Typiquement il se situe aux alentour2@ex 20 x 20 pour nos systémes
prototypes. La somme des deux équations (5.27) et (5.28) représente le colt effectif d'un tel calcul,
et nous sommes en mesure d'estimer le surcolt occasionné en comparant cette valeur avec la relation
donnée par I'implémentation du calcul d’échange HF [21] qui esNEe 4.dV7 (Neer)IN(Neer). Plus

encore que le nombre total d’'opérations a effectuer, le vrai probléme de I'implémentation actuelle réside
dans le stockage des intégrales bi-électroniques. Celui-ci requiert, en effet, une allocation de mémoire
assez gigantesque, lorsque, par exemple, pour un calcul du solide de néon en phase cubique a faces
centrées, pour une grille d'échantillonnagedde 4 x 4, contenant 72 bandes, on doit calculer 339 738

624 intégrales bi-électroniques, soit une allocation de mémoire de plus de 5.4 Gh. Nous voyons ainsi la
vrai limite actuelle de I'implémentation, qui a besoin d’'une quantité trés importante de mémoire pour
réaliser ce calcul, n'autorisant pour I'heure son application qu’a des systémes de petites tailles (avec un
nombre restreint de points-et d’'états utilisés). Dans une approche en supercellule, c’est alors le nombre
d’'états qui est limité par les moyens de calculs actuels. Les tests de convergence des énergies ont ainsi
été réalisés sur des systémes simples comme le Si cristallin, et les cristaux de gaz rares en phase cubique
a faces centrées en poussant les calculs sur une grille dekpeimt-x 4 x 4, et en prenant de maniére
générale un nombre d'états virtuels 10 fois supérieur a celui des occupés pour assurer la convergence.
Une solution a ce probléme de ressource machine passe certainement par une implémentation avec un
stockage dans un fichier "scratch" de la liste de ces intégrales, mais se pose alors le probleme du temps
d’accés sur les disques physiques et sur le partage de ces données sur un calcul en paralléle.

141



CHAPITRE 5. APPLICATION DU SCHEMA RSH+MP2 AUX SOLIDES

5.2 Convergence des énergies

Une grande partie du travail, en aval du calcul des corrélations électroniques de longue portée, a propre-
ment parler consiste a étudier avec précision les effets des différents paramétres contrélant cette évalua-
tion. Alors que le parametrg régit plutot le mélange entre la contribution DFT et celle provenant du
calcul MP2, I'échantillonnage dans I'espace réciproque ainsi que le nombre d’orbitales incluses jouent
un rdle primordial direct sur la valeur de I'énergie de corrélation traitée par perturbation. Commencgons
par l'influence du paramétre de contrdle de la séparation de portée.

5.2.1 Evolution en fonction du parametre de séparation

Le premier exemple donné, concerne le calcul de I'énergie de corrélation totale d’'un atome He seul,
dans une supercellule d’un volume de 125 Rans la figure 5.2, les composantes DFT, MP2 de longue
portée ainsi que I'énergie de corrélation sont représentées en fonction du paramgte un calcul
incluant 1000 bandes, c’'est a dire contenant 999 orbitales virtuelles. A titre de comparaison, une va-
leur de référence régulierement citée, voir par exemple la référence [27], est donnée : -1.1429 eV [28].
Nous voyons ainsi comment, la contribution de longue portée sur une plage de valeur restreinte, par
exemple sur l'intervalld0.3; 2.0], ne contribue finalement que trés peu a I'énergie totale, moins de 25%
sur cet intervalle, mais dont la nature complétement différente améliore la description des systémes. La
figure 5.2 fait aussi apparaitre le comportement de la fonctionnelle de corrélation de courte portée, avec
une tres large surestimation de la valeur ppyroche de 0, en bon accord avec la tendance naturelle a

la surestimation que posséde la fonctionnelle de corrélation LDA [27].
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FiG. 5.2 —Energie de corrélation d’'un atome d’hélium en fonction du parameétre contrélant la séparation
de portée, pour le calcul VASP (PW) et pour le calcul MOLPRO (GTO). La valeur de référence est tirée
de la référence [28].

La vérification directe des énergies de corrélation de longue portée est peut-étre plus intéressante encore.
Elle est effectuée par une comparaison directe entre les deux types d'implémentation, d’'une part en
base locale (GTO) et d'autre part dans I'implémentation basée sur les ondes-planes. Ce test réalisé sur
I'atome He, dans les conditions précédemment décrites pour le calcul VASP, et d’autre part en utilisant
I'implémentation RSH+MP2 du programme MOLPRO avec une base de Dunning du type aug-cc-pVTZ
déja suffisante pour récupérer une large partie des corrélations de longue portée pour ce systéme. Les
résultats sont résumés pour quelques valeurg dans le tableau 5.1. Nous observons un accord entre

les deux ensembles de résultats de quelques meV généralement, avec cependant un écart grandissant
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5.2. CONVERGENCE DES ENERGIES

lorsque. augmente. Une explication possible pour interpréter ce résultat est la suivante : 'utilisation
d’'une base localisée dans un cas et d’'une base totalement délocalisée dans 'autre cas produisent deux
raisonnements totalement différents quant a la maniére d’appréhender le calcul des corrélations de longue
portée. La différence notable entre les deux calculs réside premiérement dans la forme des états virtuels,
et puis dans un second temps dans leur nombre. En effet, dans le cas d’'une base utilisant des gaussiennes,
il est clair que les états excités méme s'ils peuvent étre trés diffus, ils n'en restent pas moins, par nature,
extrémement localisés. A I'opposé, nous constatons facilement que les états virtuels utilisés ressemblent
fortement a des ondes planes, ces états faisant penser a des électrons quasi-libres dans la cellule, ils sont
alors totalement délocalisés. Nous comprenons alors mieux le besoin d'utiliser 22 orbitales virtuelles
dans un cas et 999 dans l'autre. En utilisant des quasi-ondes-planes comme états excités, il en faut donc
un grand nombre pour remplir en partie I'espace des virtuelles, chaque orbitale excitée ne fournissant
gu’une infime contribution a I'énergie de corrélation, par exemple le gain en énergie des 500 virtuelles
les plus hautes en énergies n’est que de 0.1 meV. De plus, nous faisons aussi apparaitre clairement le
probléme de la taille de la supercellule, car pour ces états excités représentant des électrons libres, la
délocalisation est d’autant plus forte que le volume de la cellule est grand. Ainsi pour un méme nombre
d’orbitales virtuelles si nous augmentons le volume de la cellule, nous diminuons notablement la valeur
de I'énergie de corrélation. De plus, nous ne pouvons évidemment pas négliger le fait de travailler dans

le formalisme PAW, qui doit étre une autre source d’erreurs simplement par le fait que nous négligeons
les contributions mono-centriques de la grille radiale.

En revenant au probleme de divergence des valeurs entre les deux différentes implémentations, nous
pouvons alors comprendre que pour une petite valeyr dest la partie a trés longue portée que nous
tentons de décrire, et nous le faisons assez bien en général car les états excités sont suffisamment délo-
calisés. En augmentant nous décrivons la corrélation en incorporant de plus en plus de courte portée,
mais des états excités manquent alors pour I'obtention d’'une description correcte.

1 base locale ondes-planes
0.52 -0.010 -0.011
0.80 -0.051 -0.047
1.05 -0.107 -0.104
1.30 -0.174 -0.172
1.60 -0.258 -0.241
2.10 -0.389 -0.361
2.70 -0.515 -0.449

TAB. 5.1 —Comparaison pour quelques valeurs du paramétre de séparatien bohr !, entre les
contributions de second ordre longue portée produites par un calcul en base localisée (aug-cc-pVTZ) et
en ondes-planes en eV.

Nous comprenons aussi comment cette délocalisation des états excités dans une implémentation en
ondes-planes dessert complétement un calcul en pleine interaction, car un plus grand nombre encore
d'orbitales est alors nécessaire pour tenter de décrire la contribution de courte portée. Nous obtenons
ici un argument fort quant a l'intérét pratique d'une séparation de portée. Dans le but d’améliorer le
comportement du calcul en fonction du nombre d’orbitales, que nous pouvons considérer comme trés
limitatif a I'heure actuelle, il faudrait alors explorer les pistes suivantes : I'idée d’'une localisation des
états s'impose d’elle-méme dans cette optique, mais il faudrait alors localiser aussi bien les états occu-
pés en passant par une représentation en fonctions de Wannier mais aussi utiliser des états virtuels soit
localisés soit possédant, par construction directe a partir des orbitales localisées, les bonnes propriétés.
Nous pouvons alors penser a I'idée premiére de Boys qui dans son article sur la localisation [29, 30] des
orbitales occupées présente dans le méme temps la construction du sous-espace des virtuelles par des
fonctions oscillantes. En complément, une autre approche a explorer, passe certainement par I'utilisation
d’'états occupés et excités obtenus comme une série de Rydberg, comme le formalisme OEP est capable
d’en fournir [31, 32]. Le fait que les premiers états excités soient encore liants, devrait accélérer signi-
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CHAPITRE 5. APPLICATION DU SCHEMA RSH+MP2 AUX SOLIDES

ficativement la convergence de I'énergie de corrélation, et donc réduire considérablement le nombre de
virtuelles a inclure pour obtenir la méme valeur de I'énergie de corrélation.

En passant au solide de silicium, calculé sur une grille d’échantillonnage de I'espace réciprdgue<de

2, avec un total de 256 orbitales, les autres paramétres du calcul restant standards, nous pouvons évaluer
de la méme maniére que précédemment I'évolution en fonction du parameétre de séparation, de I'énergie
de corrélation donnée par atome, en comparaison de calculs précis Monte-Carlo quantiques sous deux
variantes [33] : la forme Variational Monte-Carld (VMC) et "Diffusion Monte-Carlé (DMC). Ces

énergies vont donc servir de références pour déterminer une zone dans laquelle le paramétre de séparation
produit des énergies de corrélation les plus proches possibles de ces valeurs. Encore une fois, une grande
sensibilité au choix du paramétre de séparation est obtenue, et ce, il faut le répéter, dans un systéeme
périodique. En effet, méme s'il était possible de spécalpriori sur la validité du choix du paramétre

1 entre O et 2.0151, le comportement d’'un systéme périodique tel que celui présenté dans la figure
5.3, nous conforte dans notre interprétation de la valeur typique de ce paramétre. Pour des valeurs de
u proches de 0.5, I'énergie de corrélation ainsi obtenue est en trés bon accord avec les calculs QMC,
nous indiguant clairement que I'application du schéma RSH+MP2 dans des cas autres que des solides
faiblement liés par des forces de dispersion devrait étre en mesure de produire des résultats acceptables.
Autrement dit, le schéma RSH+MP2 semble profiter & plein des avantages de la description DFT par la
fonctionnelle RSH.

E, [eV/atome]
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Fic. 5.3 —Energie de corrélation par atome dans le solide Si en fonction du paramétre contrdlant la
séparation de portée.

Une derniere remarque peut aussi étre formulée au regard de I'évolution de la composante de longue
portée de I'énergie de corrélation : nous observons un plateau, une stagnation de la valeur obtenue a
partir dep > 5.0, amenant la contribution totale a étre quasiment identique (& quelques dizaines de
meV pres) dés que > 2.0. La différence de plus de 20 meV, constatée entre les valeursupeu?.0

et 4 = 10.0, trouve son origine dans le fait de fixer le nombre d'orbitales virtuelles dans le calcul, la
contribution DFT de courte portée n'étant pas remplacée exactement par son complémentaire de longue
portée. Une meilleure description requiert donc une augmentation sensible du nombre d’orbitales, afin
de traiter de maniére plus précise les corrélations de portée moins longue. Mais nous pouvons voir cette
quasi-saturation comme un bienfait de la séparation de portée, 'essence méme de la corrélation étant en
partie capturée pour des valeurs assez faibles. diéeffet du choix de la grille de I'espace réciproque a
évidemment un role a jouer, comme le montre I'exemple du paragraphe suivant.
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5.2. CONVERGENCE DES ENERGIES

5.2.2 Evolution en fonction de I'échantillonnage de I'espacg-

L'énergie de corrélatiorz#-(2) étant directement calculée par une somme discréte, dans I'espace réci-
proque, des contributions en chaque pdini-est absolument nécessaire de s’assurer du bon comporte-
ment de cette grandeur en variant la densité de la grille. La principale information a retenir de la figure
5.4, qui présente I'énergie de corrélation de longue portée par atome d'un solide Si en fonction de la grille
d’échantillonnage utilisée ainsi gue du parameétre de séparation, concerne le comportement en deux zones
distinctes des courbes. D’un point de vue strictement pratique, il estimpossible de comparer directement
les courbes obtenues pour un nombre identique d’orbitales incluses dans le calcul, en changeant simple-
ment la grille d’'intégration. Ainsi, en vue d’'obtenir des calculs effectués dans des temps raisonnables (au
maximum quelques heures sur des machines de type Xeon a 3.0 Ghz), le nombre d'orbitales a été divisé
par 2 & chaque changement de grille.

Dans la premiére partie des courbes, c'est a dire lorsque les valeunedtent plus petites que I'unité,
aucune distinction entre les courbes®nr 2 x 2,3 x 3 x 3,4 x4 x 4 et méme erd x 5 x 5 n'est
possible. Dans cette plage de données, on voit que le calcul le plus économique ne souffre pas de la
comparaison avec le plus colteux. La compensation, entre le fait de diminuer le nombre de virtuelles
et celui d'augmenter la densité de la grille, est quasi-équilibrée a quelques meV prés, indiquant une
nouvelle fois 'intérét de I'utilisation de la séparation de portée qui, cette fois, accélére la convergence du
calcul dans I'espace réciproque. Une grille peu dense avec un nombre conséquent de virtuelles produit
le méme résultat gu’un échantillonnage mieux effectué avec un nombre beaucoup plus restreint d’'états
excités en un temps plus court. Ensuite a partipde- 1.0, nous voyons la situation se dégrader : plus

une grande partie de l'interaction de courte portée est incorporée, plus cela requiert d’avoir un nombre
important de virtuelles, comme nous 'avons déja vu, mais plus cela nécessite aussi un échantillonnage
correctement fait.

-3
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FiG. 5.4 —Energie de corrélation par atome dans le solide Si en fonction de la grille d’échantillonnage
de I'espace réciproque.

Il est néanmoins important de remarquer que s'il n’est pas absolument nécessaire d’avoir un échantillon-
nage trés dense pour le calcul du terme correctif, I'évaluation du terme d’échange HF dans le calcul RSH
requiert quant a elle une grille plus dense. De maniéere générale pour un systéme massif semi-conducteur
une grille end x 4 x 4 est la limite inférieure pour I'obtention de résultats convergés, et cette valeur a

été retenue pour les tests effectués sur les solides de gaz rares présentés dans la suite, car elle reste le
meilleur compromis entre I'obtention d’'une énergie de premier ordre convergée, et laisse la possibilité
d’effectuer le calcul de la correction de second ordre dans un temps raisonnable en incluant un nombre
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restreint d'orbitales. C’est précisément ce nombre qui est étudié dans le paragraphe suivant.

5.2.3 Evolution en fonction du nombre de virtuelles

Le nombre d’orbitales virtuelles incluses dans le calcul influence évidemment la qualité du résultat ob-
tenu pour le calcul de cette correction de second ordre. Nous pouvons alors émettre I'idée d’'une régle
empirigue comme nous le verrons un peu plus loin pour la détermination d’'un nombre minimal d’orbi-
tales virtuels ainclure. L'étude en fonction de la grille d’échantillonnage a montré, qu’'un bon compromis
du point de vue computationnel est obtenu pour une grillé grd x 4, celle-ci sera donc utilisée dans

toute la suite de ce chapitre.

Si nous reprenons I'exemple du solide de Si échantillonné sur une grillexeth x 4, avec l'inclusion

de 32 bandes au maximum, ce qui revient a utiliser 28 virtuelles dans le calcul de la correction de second
ordre, pour une valeur du paramétre de séparation tellmque)f)ao‘l, et que nous suivons I'évolution

de la valeur obtenue a I'ajout de chaque virtuelle, et ce pour différent volume de la maille élémentaire,
en variant son c6té, on obtient la figure 5.5. Dans la partie gauche de la figure, est représentée I'énergie
de corrélation de longue portée, en fonction du nombre d’'orbitales utilisés, et montre clairement, aprés
le passage par un régime transitoire pour les petites valeuhg,gges I'obtention d’'une zone quasi-
stationnaire pour les différents volumes testés. Ce comportement est aussi visible dans la partie droite de
la méme figure, qui donn&*-(2) en fonction de I'inverse du nombre de bandes sur la zone dans laquelle

la saturation se produit. Celle-ci est dépendante du volume de la maille comme nous le constatons,
lorsque le volume augmente, cette saturation est atteinte avec un plus grand nombre d’orbitales. C’est
encore une fois, le caractére délocalisé des orbitales virtuelles qui est a 'origine de ce comportement,
plus le volume de la cellule est grand, plus les virtuelles de haute énergie sont étendues.
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FiG. 5.5 —Evolution de la contribution2*(2) en eV/atome pour le systéme Si cristallin, en fonction du
nombre de bandes incluses a différents volumes.

Cependant, il est clair que ce type de solide semi-conducteur n’est pas vraiment représentatif du compor-
tement de solides dont la cohésion est assurée par des forces de dispersion. Toutefois, ce comportement
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de I'énergie de corrélation de longue portée en fonction du nombre d’orbitales est aussi observable dans
des systémes tels que les solides de gaz rares, au regard des courbes présentées dans la figure 5.6 qui
présente un calcul du solide de krypton en phase cubique a faces centrées, dans les mémes conditions de
calcul que pour le solide de silicium avec un doublement du nombre de bandes maximum utilisé.

Le fait d'inclure plus de bandes rend évidemment le comportement plus visible encore, et indigue clai-
rement qu'il doit étre possible de dégager un comportement asymptotiqui#-t en fonction de
1/Nbandes La forme retenue et présentée dans la figure 5.6 edt/Ai, 4. Nous avons alors acces

a une énergie de corrélation extrapolée pour une base infinie avec une détermination empirique de la
loi de puissance régissant ce comportement. Cette loi d'échelle sarphilei assez mauvaise du point

de vue computationnel, en particulier si nous pensons qu'il faut restreindre I'interpolation a des valeurs
assez grandes du nombres d’orbitales. En reprenant 'exemple précédent, I'interpolation menant a cette
formule n’est valable pour les différents volumes que si nous restreignons la zone d’interpolation a partir
de 0.05 soit pour des nombres de virtuelles supérieurs a 20 états. Ce qui impligue une limitation as-
sez grande pour des systemes de taille plus importante, puisque le fait d’au moins tripler le nombre de
virtuelles par rapport au nombre d’occupées peut vite devenir problématique.
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FIG. 5.6 —Evolution de la contributior2*(2) en eV/atome pour le systéme Kr cristallin, en fonction du
nombre de bandes incluses a différents volumes.

Pour I'heure, aucune justification théorique précise n'a pu étre menée a son terme quant a la relation exis-
tante entre le nombre d’orbitales virtuelles utilisées et la convergence de I'énergie de corrélation. Toutes
nos tentatives se sont montrées jusqu’a présent infructueuses, en partant directement de I'expression de
la correction de second ordre exprimée dans la base des ondes planes [34]. Une possibilité qui reste a
exploiter, passe par I'utilisation d’une base annexe, en ré-exprimant I'expression de I'énergie non plus en
ondes planes, mais en passant par le formalisme des ondes partielles. En effet, nous avons la possibilité
de décomposer toute onde-plane sur la base des fonctions de Bessel sphériques [35], obtenant ainsi une
décomposition possédant différents ordres pour le moment cinétique. Comme il est possible de relier,
dans une base localisée, I'évolution de la convergence de I'énergie cinétique en fonction du moment
cinétique de la base [36, 37] pour obtenir une relationféf ~ [—* pour! — oo, ce passage par la
décomposition des orbitales en ondes partielles devrait apporter une justification de ce comportement.
Néanmoins, la possibilité d’obtenir des énergies de corrélation extrapolées reste un avantage indéniable,
puisqu’il n'est alors plus nécessaire de porter la discussion sur le choix de la base, et offre I'opportu-
nité de développer une procédure simple pour I'obtention de courbes donnant I'énergie de cohésion de
solides en fonction du volume de la maille.

La construction des courbes d'énergie de cohésion présentées dans le paragraphe suivant, est menée de la
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maniére suivante : aprés une vérification de la convergence des calculs en RSH notamment concernant la
grille d’échantillonnage, ainsi que pour les autres parameétres dont les valeurs obtenues dans I'étude pré-
sentée dans le second chapitre ont été aussi appliquées (cut-offs, grille de la transformée de Fourier...), le
comportement purement répulsif de la courbe RSH a, a son tour, été vérifié. Ensuite pour chaque volume
une extrapolation de I'énergie de corrélation de longue portée est réalisée sur un nombre restreint d’orbi-
tales, en généraVpanges> 30. L'obtention d’une énergie de cohésion requiert la définition d’'une énergie

de référence que nous avons déterminé ainsi : du fait de problémes liés a la convergence de calcul, il
est quasiment impossible de définir une énergie RSH+MP2 aux atomes seuls. En effet, I'utilisation dans
une approche en supercellule du schéma RSH+MP2 reste problématique, la taille critiqgue de la cellule
permettant I'obtention d’énergie de corrélation significative, impligue nécessairement des contributions
provenant des atomes-images voisins. Il est donc plus facile d’effectuer un calcul du solide-test pour
un grand volume, le calcul RSH fournissant la valeur de référé®' convergée. La valeur limite de
I'énergie de corrélation est obtenue par une interpolation sur les grands volumes de cette méme énergie
avec une expression de la forrdet+ C'//V2 (dont l'origine évidente est le terme éfR® du développe-

ment multipolaire) donnant accés a la limite d'un volume infini. Ces deux énergies combinées donnent
alors accés a une courbe dont le comportement asymptotigue améne cette énergie a étre nulle pour un
volume infini.

5.3 Applications aux solides de gaz rares

Les exemples typiques, et les plus simples du point de vue structural, de solides dont la cohésion est
assurée essentiellement par les forces de van der Waals, sont bien évidemment les solides de gaz rares.
Notons également que le role important, voire décisif, des effets de dispersion a été démontré dans
d’'autre type de solides. Nous pouvons citer les systemes lamellaires tel que le graphite [38]38]0S

mais aussi dans le sélenium [40, 41, 42] et le cas du chlorure de césium [43, 44]. L'application du
schéma RSH+MP2 dans ce cadre constitue donc un bon test quant a la validité de cette approche dans
des systemes périodiques. Aprés avoir récapitulé les détails techniques de ces calculs, les paramétres
structuraux ainsi que le module de compression obtenus pour un solide covalent tel que le silicium
sont présentés afin de démontrer que dans une certaine mesure, le schéma RSH+MP2 donne aussi une
description acceptable de ce type de solide. Enfin, les solides Ne, Ar et Kr sont étudiés, et les résultats
obtenus démontrent la validité de I'approche développée en conditions périodiques.

5.3.1 Détails techniques

Ce paragraphe redonne, a la lumiére des tests effectués sur les probléemes de convergence liés aux pa-
rameétres contrblant le calcul de la contribution longue portée de I'’énergie de corrélation, les valeurs
déterminantes pour I'obtention des courbiégn(V') des solides de gaz rares présentées dans la suite.
Pour ce qui concerne les paramétres standards du calcul qui ne jouent finalement qu’un rdle limité dans
le calcul de I'énergie de second ordre, par exemple le cut-off en énergie qui contrdle la qualité de la base,
les valeurs présentées a la fin du chapitre 2 ont été employées. Il en est de méme pour la grille FFT qui
joue un réle important dans I'évaluation du terme d’échange HF [21], avec une valgé6ireht x 16

points pour assurer la bonne convergence du calcul au niveau RSH. L'espace réciproque est échantillonné
par une grille det x 4 x 4 points, cette valeur faisant suite aux recommandations formulées dans le pa-
ragraphe précédent. Pour tous les calculs suivants, un total de 64 bandes est incorporé dans le calcul des
corrélations de longue portée afin d’assurer la possibilité d’obtenir des extrapolations de base infinie pour
chacun des volumes de cellule choisis, et ce, pour des temps de calculs raisonnables : un calcul de la seule
correction a I'énergie de corrélation s’effectue sur 16 processeurs Xeon a 3.0 Ghz en un peu plus de trois
heures aprés I'évaluation de 268 435 456 intégrales qui requiert 4.3 Gb de mémoire allouée. Le compor-
tement de la fonctionnelle RSH+MP2 peut maintenant étre testé d’abord sur un systéme semi-conducteur
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standard tel que le silicium cristallin, puis ensuite pour des systémes van der Waals a proprement parler.

5.3.2 Solide Si

Il est bien connu que sur ce genre de systéemes semi-conducteurs, les fonctionnelles standards (LDA et
GGA) se comportent relativement bien [45, 46]. Les écarts aux valeurs expérimentales sont trés faibles,

indiquant clairement le bien-fondé de ces approches dans le but d’obtenir une description correcte des
parameétres structuraux ainsi que des énergies de cohésion et du module de compreisstels sys-

temes.

Dans le tableau 5.2 sont présentés les résultats obtenus aprés un interpolation desH;guieas

trois différentes fonctionnelles d’échange-corrélation, en comparaison de résultats expérimentaux. Nous
pouvons ainsi vérifier I'excellent accord obtenu sur les paramétres d'équilibre de la maille pour la fonc-
tionnelle LDA et RSH avec moins de 1% d’erreur. L'ajout de corrélation de longue portée détruit Iégére-
ment les bons résultats obtenus par la fonctionnelle RSH seule, mais reste tout a fait acceptable puisque
I'erreur se situe aux alentours de 2%. Donc d’'un point de vue purement structural, le passage par un
calcul de I'échange longue portée de type HF, ne semble pas madifier considérablement les résultats
obtenus par I'approximation locale. Nous observons néanmoins une amélioration significative de la va-
leur du module de compression en passant de I'approximation LDA qui sous-estime d’environ 18% la
valeur exacte, a RSH qui produit une valeur surestimée de plus de 4%. La description de I'échange par
un terme HF profite donc largement au module de compression, dont la description plus que correcte est
assez remarquable. La sensibilité de cette valeur aux corrélations de longue portée est aussi démontrée
par I'ajout dans le calcul RSH+MP2 de celle-ci menant a une valeur surestimée de quelques 3%. Il est
a noter que les parameétres utilisés dans ces calculs restent a la limite de I'acceptable, notamment pour
I'échantillonnage de I'espace réciproque pour lequel la grille utilisée de maniére routiniére est bien plus
dense car rarement en dessous & x 8 pour ce type de systeme. En conséquence, ces résultats doivent
étre interprétés avec précaution, bien que les valeurs publiées pour LDA par exemple [46, 47, 48] restent
proches au pour-cent prés aux valeurs du parametre de maille d’équilibre dans ces conditions.

Fonctionnelle Paramétre de maille [A] Module de compres&dGPa]

LDA 5.454 81.2
RSH 5.388 103.6
RSH+MP2 5.317 102.7
Exp. 5.43¢ 99.20
3RE. [49]
PRéf. [50]

TAB. 5.2 —Parametre de maille d'équilibre et module de compression du solide Si pour différentes
constructions de fonctionnelles d’échange-corrélation.

Par comparaison des résultats obtenus dans le contexte de I'échange exact [47, 51] pour ce systeme,
c'est-a-dire suite a un calcul utilisant un potentiel d’échange localisé a partir d'un expression explicite
de I'échange en terme d'orbitales, les résultats RSH sont trés proches. En effet les calculs utilisant la
fonctionnelle hybride a portée séparée produit un bon paramétre de maille d’équilibre mais surestime le
module de compression. Cette tendance est, dans les calculs EXXc({"Exchand®, plus exarcerbée

encore avec une valeur de 115 GPa donnée dans la référence [47] par exemple. Ce phénoméne est aussi
visible au niveau HF [52] et I'ajout de corrélation est alors en mesure de réduire significativement cette
surestimation. C’est en partie ce que montre déja le calcul en RSH, avec la prise en compte au niveau
LDA des corrélations de courte portée, pour lequel on obtient déja un calcul a 4% correct. De plus en
passant au niveau RSH+MP2, nous sommes en mesure d’estimer I'effet des forces de dispersion dans un
solide semi-conducteur caractéristique, et nous voyons qu’une légére réduction de la surestimation du
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calcul du module de compression est ainsi obtenue. Ainsi méme si les forces de dispersion ne sont pas
directement responsables de la cohésion d’'un tel systéme, on voit que I'ajout de corrélation de longue
portée améliore nettement la description de systeme de ce type, et ouvre de hombreuses perpectives
intéressantes. Pour conclure, il semble important de noter qu'aucune comparaison directe avec I'implé-
mentation LMP2 en conditions périodiques de Pisani et collaborateurs [5] n'est possible, car seuls des
calculs pour un seul volume ont pour I'heure été publiés.

5.3.3 Solide Ne

Le solide de néon dans sa phase cubigue a faces centrées constitue le premier test effectué avec la nou-
velle approche RSH+MP2. La courbe de cohésion interpolée a partir des volumes effectivement calculés,
est donnée dans la figure 5.7. Seule la courbe interpolée est présentée car pour des raisons de convergence,
nous constatons que les points calculés a différents volumes ne fournissent pas une courbe suffisamment
nette. De maniére surprenante, et sans gu'il soit vraiment possible de donner une explication définitive

a ces problemes, il a été trés difficile d’obtenir, ne serait-ce gqu’une énergie RSH du premier ordre sans
probléme de convergence. En effet dans ce cas, du fait de la combinaison de plusieurs effets provenant
du mauvais échantillonnage de I'espace réciproque, des différents parametres influant de maniére directe
sur la convergence, et dans une moindre mesure de la partie PAW de I'atome de néon, la courbe RSH, du
premier ordre n'est pas purement répulsive. Des minima fortuits, apparaissent a des volumes de maille
bien supérieurs a la valeur expérimentale, avec des puits de potentiel relativement faibles, par exemple
une douzaine de meV ehx 4 x 4, et 4 meV en6 x 6 x 6. Des essais concernant I'influence de la

grille FFT ont aussi été menés, qui écartent définitivement cette hypothese de la liste des responsables
possibles. Le probléme de la convergence du calcul du terme d’échange Hartree-Fock reste donc trés
obscur dans ce cas patrticulier, toutefois il est a noter qu'il disparait pour les solides Ar et K.

-20

— Fit
o Données extrapolées

-40-

10 ‘ 20 ‘ 30 ‘ 20 ‘ 50
Volume [A7]

FiGc. 5.7 —Energie de cohésion du solide de néon en phase cubique a faces centrées calculée au niveau
RSH+MP2.

En conséquence, la courbe présentée dans la figure 5.7, est obtenue a partir de la valeur de I'énergie
RSH de premier ordre prise a un trés grand volume (180s&rvant alors de référence. Autrement dit,

le minimum provenant artificiellement du calcul de I'échange de longue portée, est retiré de maniére
arbitraire en remplacant les valeurs de I'énergie du premier ordre par sa limite a grands volumes pour des
volumes supérieurs & 30°ALl’ajout du terme de corrélation de longue portée produit alors une courbe
présentant un minimum dont I'origine ne peut qu’étre attribuée au terme de second ordre. Concernant la
contribution de corrélation de longue portée, I'extrapolation pour une base infinie a été utilisée suivant la
procédure développée dans le paragraphe précédent. Une discussion en détail des paramétres d’'équilibre
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obtenus par ce calcul sera donnée un peu plus loin, mais en se référant aux résultats du tableau 5.3 répé-
tant les résultats produits par les fonctionnelles usuelles, il est clair que I'amélioration est significative,
avec un minimum trés proche de la valeur de 40 meV pour un volume d’équilibre dé, 218si bien

au niveau du paramétre de maille, qu'énergétiquement parlant. Les résultats obtenus sur les dimeres de
gaz rares plus lourds, laissent a penser que les solides d’'argon et de krypton devraient étre décrits assez
convenablement par le schéma RSH+MP2, ce qui est vérifié dans la suite, en se basant uniquement sur
la description précise, déja obtenue a ce niveau de théorie, d’une paire d’atomes.

5.3.4 Solide Ar et Kr

0 " 0
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0l ] [— @
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FiG. 5.8 —Energie de cohésion du solide d’argon (a gauche) et du solide ed krypton (a droite) en phase
cubique a faces centrées calculée au niveau RSH+MP2.

En passant a un atome plus lourd, les problémes de convergence de I'énergie RSH disparaissent tota-
lement, ainsi une courbe purement répulsive est obtenue, sans qu’aucun minimum fasse son apparition
sur l'intervalle des volumes testés dans la figure 5.8 et méme au-dela. La courbe calculée, aprés I'extra-
polation pour une base infinie de I'énergie de corrélation de longue portée, présente donc un minimum
aux alentours de 353 pour une énergie de cohésion de plus de 105 meV par atome. En comparaison
des résultats KS usuels cette estimation est un réel progrés. Le comportement a grands volumes est, pour
sa part, significativement amélioré avec une interpolatiof’ £vi avec un comportement garantissant

ainsi qu’en premiére approximation c’est bien la composante dipolaire de la sommation sur les paires
d’atomes qui constitue la principale contribution a I'énergie de cohésion de solides de gaz rares.

Le méme type de courbe est obtenu pour le solide de krypton, démontrant ainsi I'unité caractérisant le
comportement de la fonctionnelle RSH+MP2, a 'opposé de ce que les fonctionnelles usuelles sont ca-
pables de produire. Le minimum de cette courbe de I'énergie de cohésion se situe approximativement au
point (42 A, 170 meV), se plagant en bien meilleur accord avec la valeur expérimentale, en comparai-

son des calculs LDA et PBE par exemple, voir le tableau 2.10, repris ci-dessous par le tableau 5.3. Le
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comportement a grand volume est évidemment correct, avec une décroissance algébrique a I'opposé du
comportement exponentiel observé lorsque la fonctionnelle d’échange est basée sur une approximation
locale ou semi-locale a grande distance. Clairement, le schéma RSH+MP2 est capable de rendre des
effets de cohésion dans les solides assurés par les forces de dispersion, et comme on va le voir, il le fait
de maniére plus qu’'acceptable.

5.3.5 Conclusion

Trois paramétres essentiels caractérisent les courbes d’énergie de cohésion en fonction du volume de la
maille : évidemment, le point minimum est fondamental car il donne accés a I'énergie de cohésion, au
parameétre de maille a I'équilibre, mais le module de compression déterminé a partir d’'une équation d’état
de type Murnaghan est tout aussi important. Ces trois paramétres sont rapportés dans le tableau 5.3, pour
les trois systemes Ne, Ar et Kr en phase cubique a faces centrées, pour les fonctionnelles LDA et PBE,
et dans le formalisme RSH+MP2 en comparaison des données expérimentales habituellement citées.

Ne Ar Kr
ECd'I a B Ecoh a B Ecoh a B
LDA 86 386 720 135 495 616 159 535 524
PBE 19 461 10.0 21 598 6.0 22 643 438
RSH+MP2 41 442 136 109 5.19 226 167 5.58 29.8
Exp. 27 435 10.9 8¢ 523 238 123 561" 36.17
Ré. [53]
PRET. [54]
°Réf. [55]
IRéf. [56]
°Réf. [57]
'Réf. [58]
9REF. [56]
hRéf. [59]
'Réf. [60]

TAB. 5.3 —Energie de cohésio.on par atome en meV, parameétre de maille d’équilibren A, et
module de compression3 en kbar, pour les 3 solides de gaz rares a partir de calculs LDA, PBE et
RSH+MP2, en comparaison de données expérimentales corrigées de I'énergie de point-zéro.

La premiére remarque a formuler, concerne évidemment le bon accord global des paramétres de maille
a I'équilibre pour les trois systémes différents dans I'approche RSH+MP2 : avec une déviation moyenne
estimée a 1%, la détermination de ce paramétre géométrique est assez impressionnante. Ce niveau de
précision surclasse largement celui obtenu au niveau LDA, qui rend la distance entre premiers voisins
trop courte de plus de 11% dans le cas le plus défavorable (Ne) et aux alentours de 5 a 6% pour le solide
de krypton et d’argon respectivement. Il améliore aussi celui donné par PBE qui surestime le parameétre
de maille par au moins 6% pour Ne, avec une pointe a plus de 15% pour le solide Kr. Le fait d'utiliser
'approche RSH+MP2 fait donc gagner quasiment un ordre de grandeur dans I'évaluation de I'erreur
relative, ce qui ameéne la précision obtenue a un niveau encore rarement atteint pour ce genre de systéme.

Dans un second temps, I'évaluation des modules de compression se révéle étre aussi un trés indicateur
de la validité des approximations réalisées. Méme si les interpolations sous la forme d'équations de Mur-

naghan sont extrémement sensibles a de nombreux facteurs [46], il n'en reste pas moins que les valeurs
déterminées dans ce tableau prouvent que I'essentiel de la physique du probleme est bien inclus dans
notre description en RSH+MP2. Par exemple la surestimation catastrophique obtenue en LDA pour les

trois systémes, aussi bien que la sous-estimation dramatique en PBE, sont autant de preuves que le trai-
tement explicite des interactions électroniques de longue portée est nécessaire pour espérer décrire un
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systeme faiblement lié de maniére précise. C'est le cas des calculs RSH+MP2, qui surestiment légére-
ment le module de compression pour Ne et Ar avant de le sous-estimer de quelgues pour-cent dans le
solide de krypton.

Le troisieme parametre étudié est I'énergie de cohésion donnée en meV par atome dans le tableau 5.3.
L'évaluation effective de ce paramétre a déja fait I'objet d’'une discussion concernant le comportement a
trés grands volumes de I'énergie de corrélation de longue portée. Sa détermination pour les calculs DFT
standards ne présente pas de réelles difficultés. Les énergies des atomes pouvant étre retranchées sans au-
cun probléme pour ces calculs. Les valeurs produites par LDA sont bien sdr assez largement surestimées,
avec une tendance a annuler cet effet, lorsque le systéme devient plus lourd. Cette surestimation de I'éner-
gie de cohésion provient uniguement d’une surestimation non-physique de la contribution d’échange. La
correction de gradient compense cet effet, mais au final un peu trop, amenant des énergies de cohésion
dramatiquement faibles en particulier pour les systémes les plus lourds. Les calculs en RSH+MP2 pro-
duisent quant a eux des énergies trop grandes, passant d'une erreur de 51% pour Ne, a 22% pour Ar
et remontant a 36% pour Kr. Une explication possible de cette surestimation des énergies de liaison
provient encore une fois du calcul de la corrélation de longue portée de type MP2. Le fait d'utiliser
des polarisabilités approchées par un systeme corrélé uniguement dans sa composante de courte portée
reste évidemment le principal défaut de la méthode. Ainsi, le calcul en conditions périodiques exacerbe
ce comportement car une sommation sur un grand nombre de paires d’atomes est alors effectuée avec
une surestimation évidente des coefficiefits De plus, le fait d’extrapoler les énergies de corrélation

de second ordre accentue cet effet, la limitation de la base minimisant significativement cette tendance
facheuse a la surestimation.

Pour clore ce chapitre, il semble important de revenir sur les principaux enseignements de I'implémen-
tation directe du schéma RSH+MP2 en condition périodique. Les tests préliminaires présentés lors de ce
travail laissent évidemment quelques guestions en suspens, mais la réalisation pratique et la mise en place
efficace d’'un tel schéma dans un programme basé sur le formalisme des ondes-planes ont été trés deman-
deuses en temps. Cependant, I'application, a quelques solides caractéristiques, de ce schéma de calcul,
qui combine les bienfaits de la DFT aux avantages d’un traitement perturbatif du second ordre capable
de rendre compte des effets de corrélation électronique de longue portée, se révele suffisamment instruc-
tive pour faire I'objet d’un chapitre a part entiere de ce travail de thése. D’un point de vue structural, il
semble gue ce schéma soit capable de fournir une réponse trés précise pour la détermination des volumes
d’équilibre. Cependant, le caractére méme de la correction du second-ordre indique visiblement que du
point de vue énergétique, une surestimation systématique est a attendre, et que des tests devraient étre
menés pour quantifier de maniére plus rigoureuse ces effets. Il n’en reste pas moins, que les perspectives
offertes tant du point de vue technique, avec notamment un passage vers le formalisme des fonctions
de Wannier et I'utilisation des orbitales oscillantes, si nous voulons nous attaquer a des probléemes de
tailles plus conséquentes, que du point de vue applicatif restent potentiellement trés nombreuses. Une
des applications possibles est le calcul de diagramme de phases de cristaux moléculaires simples. Nous
pouvons ainsi penser a I'utilisation du schéma RSH+MP2 dans le cadre de calculs sur des solides d'azote
qui présente un diagramme de phase d'une trés grande complexité, voir les références [61, 62] ainsi que
celles citées a l'intérieur, avec I'existence de phases dites moléculaires car uniquement basées sur des
empilements de moléculesN_e regain d'intérét pour ce systéme, en particulier, trouve son origine dans

la récente détermination expérimentale [63] d'une forme polymérique a trés haute pression prédite théo-
riquement en 1985 [64], et les possibles applications technologiques qui en découlent. Cependant d’'un
point de vue théorique la description de ces phases moléculaires restent évidemment un vrai challenge,
que le schéma RSH+MP2 devrait étre en mesure de relever.
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Conclusion

Ce travail de thése constitue une contribution a I'élargisserdu domaine d’applicabilité de la méthode
Kohn-Sham, basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité, aux systémes dont le comportement est
majoritairement gouverné par les effets des forces intermoléculaires du type van der Waals. Un moyen
efficace d'inclure les effets de corrélations électroniques de longue portée, responsables de la cohésion
des systemes faiblement liés, consiste a reprendre les idées de séparation de portée. La construction
d’une extension multidéterminantale de la méthode Kohn-Sham, au départ développée dans le but d'une
amélioration de la description des effets de quasi-dégénerescence présents dans certains systemes ato-
migues et moléculaires, s’avére étre également une bonne approche dans le but d’obtenir une description
guantitative des effets de corrélations non-locales dynamiques. La vision d’'une combinaison d'approches
provenant d’'une part du monde de la physique de solide en se basant sur la théorie de la fonctionnelle
de la densité, et d'autre part, par le raffinement de la description obtenu par I'ajout d’'une approche en
fonction d’onde plus conforme aux habitudes des chimistes quanticiens, résume bien le formalisme dé-
veloppé, implémenté et testé durant ce travail de thése.

Il est alors possible de rassembler les contributions de ce travail sous trois aspects distincts : au niveau du
formalisme, avec I'application de I'extension multidéterminantale de la méthode Kohn-Sham combinée
a un traitement perturbatif capable de rendre compte des effets de corrélations de longue portée, ensuite
par l'utilisation de la séparation de portée dans le contexte de la recherche de fonctionnelle d’échange
asymptotiquement correcte pour s'affranchir des probléemes de self-interaction, et pour finir I'obtention
d’'une méthode capable de prédire, avec une bonne précision et pour un co(t computationnel raisonnable,
tant au niveau moléculaire que pour des systéemes étendus, la cohésion de systémes faiblement liés.

A la suite de I'étude menée aussi bien sur les diméres de gaz rares que sur les solides du méme type, une
liste constituée d’'un certain nombre de conditions qu’une extension de la méthode Kohn-Sham habituelle
devrait remplir pour améliorer la description des forces de dispersion, a été dressée. Pour I'heure seul
le schéma RSH+MP2 est en mesure de répondre favorablement a I'ensemble de ces requétes. Le for-
malisme ainsi développé, reprend les idées générales de la séparation de portée déja appliqguées dans les
approches multidéterminantales qui peuvent étre vues comme des généralisations de la méthode Kohn-
Sham usuelle. L'idée fondamentale a la base de notre schéma de calcul part du constat évident gu’aucune
approximation actuelle, locale ou semi-locale, de la fonctionnelle de corrélation n’est pour I’heure en me-
sure de rendre compte des effets purement non-locaux de corrélations dynamiques. L'idée d’ajouter "a
la main" cette contribution s'impose alors d’elle-méme, mais afin d’éviter tous les problémes relatifs

au double comptage, il a semblé évident qu’'une décomposition de l'interaction électronique en deux
composantes de courte et longue portée devrait constituer une solution acceptable. La combinaison d'un
traitement explicite en terme d’orbitales de la composante d’échange de longue portée, avec une fonc-
tionnelle d'échange-corrélation de courte portée, contrblée par un seul paramétre, assure d’'une part que
les seules responsables de la cohésion des systemes faiblement liés sont effectivement les corrélations
de longue portée, et autorise un développement perturbatif capable de rendre compte des forces de dis-
persion. Un avantage indéniable de ce formalisme réside aussi dans la possibilité de son implémentation
aussi bien dans une approche en base localisée de type gaussienne, gue dans un programme de simulation
en conditions périodiques.
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En marge du premier objectif du développement de la méthodeH$13, la construction d’'une fonc-
tionnelle hybride d'un nouveau type, a portée séparée, s'est révélée étre particulierement intéressante.
En effet la fonctionnelle RSHXLDA basée sur une séparation effective de I'interaction électron-électron
uniguement au niveau du terme d'échange, a permis d’'une part I'étude détaillée d’'un grand nombre de
propriétés moléculaires en fonction du parameétre contrélant la portée de l'interaction, mais d’autre part,
se place assez idéalement dans le contexte de la recherche d’une fonctionnelle possédant un potentiel
asymptotiquement correct, qui constitue un autre sujet actuellement de pointe dans la recherche d’amé-
lioration de la théorie de la fonctionnelle de densité. Au regard de la description obtenue des courbes de
dissociation de complexesjApar exemple, de nombreux autres calculs devraient &tre menés : des bar-
rieres de réactions, des phénomeénes de transfert de charge pour ne citer qu’eux. Son application aux so-
lides devrait aussi étre effectuée dans un avenir proche pour tenter de remédier aux défauts des structures
de bandes produites par les fonctionnelles d’échange-corrélation habituelles. Un passage au formalisme
"Optimized Effective Potentlaldans le but d’obtenir un potentiel local et non une simple fonctionnelle
hybride semble aussi une solution & envisager pour mieux décrire encore les états électroniques dans le
formalisme Kohn-Sham.

Pour en revenir au probléme de l'inclusion des forces de dispersion dans le cadre de la théorie de la
fonctionnelle de la densité, en comparaison des solutions actuellement proposées, la proposition déve-
loppée durant ce travail de theése offre un certain nombre d’avantages indéniables. En effet, a la vue des
résultats produits par le schéma RSH+MP2 concernant les diméres de gaz rares et les alcalino-terreux,
il est définitivement envisageable de s’attaquer a la description de systémes de type van der Waals plus
complexes. Les résultats RSH+MP2 au niveau moléculaire, qui égalent ou surpassent méme souvent les
calculs au niveau MP2, laissent a penser que ce schéma, a la différence des fonctionnelles d’échange-
corrélation habituelles, est en mesure de décrire tous les types de systemes faiblement liés, de maniéere
précise et fiable. Lavantage certain de la réduction de I'erreur de superposition de base est un autre
argument fort en faveur de I'utilisation du calcul RSH+MP2 dans des cas pour lesquels les méthodes
post-Hartree-Fock se révélent trop colteuses du fait de la répétition des calculs dans la base du com-
plexe prise dans sa totalité. Nous pouvons alors facilement espérer étendre I'ensemble des applications
possibles du schéma RSH+MP2 aux systémes possédant aussi des liaisons hydrogénes, des travaux de-
vraient rapidement commencer dans ce sens sur la détermination des potentiels d'interaction entre des
molécules d’eau.

De plus, en conditions périodiques, nous pouvons Vvoir cette implémentation du schéma RSH+MP2
comme la premiere implémentation d’'un calcul de type MP2 en ondes-planes. Cela constitue déja en
soi une belle avancée, néanmoins des développements nécessaires seront a apporter, afin de rendre plus
efficace et moins codteuse l'implémentation directe actuelle. En passant notamment au formalisme des
fonctions de Wannier et de la description des états virtuels par des fonctions oscillantes, il est possible
d’'imaginer d’étendre encore un peu plus le domaine d'applicabilité de ce schéma de calcul en conditions
périodiques. Les résultats préliminaires obtenus a la fin de ce travail de thése offrent déja, de nombreuses
perspectives intéressantes, passant, par exemple, par I'étude de certains cristaux moléculaires simples.

Le fait que la méthode RSH+MP2 soit maintenant pleinement utilisable d’'une part dans un programme
de chimie quantique mais également dans un outil de simulation de matériaux tridimensionnels, laisse
présager de nombreuses études concernant la description de phénomeénes liés aux interactions du type
van der Waals par la théorie de la fonctionnelle de la densité.
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Annexe A
Théorie perturbative

Il est évident que de nombreux ouvrages de grande qualitésciar exemple [1, 2], traitent de ce
passage obligé de I'apprentissage de la mécanique quantique, mais il me semble important de proposer
ce rappel car il introduit un grand nombre de notations trés utiles dans toute la suite de I'exposé de ce
travail de these.

A.1 Approche Rayleigh-Schrodinger

La théorie des perturbations stationnaires (indépendantes du temps) est tres largement utilisée en méca-
nigue quantique, car elle correspond bien a la démarche habituelle des physiciens et chimistes quanti-
ciens : dans I'étude d’'un phénoméne ou d’'un systéme physigue donné, on commence par dégager les
effets principaux qui donnent a ce phénomeéne ou ce systéme sa physionomie générale. Lorsque celle-ci
est comprise, on essaie de détailler un peu plus la description en tenant compte d’effets que I'on avait
négligés en premiére approximation : c’est dans le traitement de ces effets secondaires que la théorie des
perturbations est couramment utilisée.

A.1.1 Idée de base

Considérons I’hamiltonien indépendant du temps suivant :
H|¢) = (Ho + V)[9) = El) (A1)

Trouver des solutions a cette équation est le plus souvent difficile, mais si nous connaissons les solutions
al'ordre zéro :

Holpo) = €olo), (A.2)
en écrivant la correction a I'énergis £ = E — E, il vient :
(Ho — eo)|[v)) = (AE = V)[). (A-3)

De plus, le probléme de la détermination de la phasg d@eut étre résolue en imposant une contrainte
de normalisation sur la solution perturbée :

{polp) = 1. (A.4)
En introduisant I'opérateur résolvant rédily comme :
Ro = (1 — |eo){sol)(Ho — €0) ", (A.5)
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qui n'est finalement que I'opérateur inverse(dfﬁ)—Eo) dans I'espace des fonctions orthogonalesgd,
il est possible, en appliquatt, aussi bien & gauche qu’a droite du signe d’égalité de I'équation (A.3),
d’écrire : o R X

Ro(Ho — €0)|t) = Ro(AE = V)[¢). (A.6)

Grace a la définition du résolvant (equation (A.5)), et a la condition de normalisation intermédiaire (equa-
tion (A.4)), il vient pour la fonction d’onde :

[4) = o) + Ro(AE = V)[4)) (A7)
et par suite, en multipliant I'équation (A.3) pgso), la correction a I'énergie est :

AE = (0| V[¥). (A.8)

En modifiant a peine I'équation de départ, c’est a dire en introduisant un parameétre qui contrle linéaire-
ment la perturbation, il est possible d’obtenir des relations itératives.

A.1.2 Processus récursif

Le développement en série de I'équation suivante :

(Ho +AV)[y) = AEY), (A.9)
avec - -
AE =) MAEM et )= Ap™), (A.10)
n=1 n=0
meéne a partir des équations (A.7) et (A.8) aux deux équations intermédiaires suivantes :
D OANAEN = N A ) V]gpm) (A.11)
n=1 m=0
S XM = o) + R (Z APAEM) — AV) > N p®). (A.12)
n=1 m=1 k=1
La collecte des termes qui possédent la méme puissance donne les formules récursives générales :
AEM = (V1) (A.13)
n—1
) = —ReV[p™D) 3 AE® Rolypn=h). (A.14)
k=1

A.1.3 Expressions des corrections aux premiers ordres

Dans le cas d’'un systéme non-dégénéré, le résolvant peut s’écrire avec les énetgesétats propres
vy de Hy, comme :

€L — €0
k#0
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al'ordre 1

— Correction de I'énergie

AEW = (po|V|go) (A.16)
— Correction de la fonction d’onde
L 1%
D) = —RoVlgo) = - 3 A2xlVle0) (A.17)
520 €k — €0

alordre 2
— Correction de I'énergie

E® =(po|V[1M) = — (0| V RoV|00)

_ (20| V| o) {0k V | 00) (A.18)
- Z € — €0

k0
— Correction de la fonction d’onde

@) 21?0‘:/1?0‘:/”1/1(1)> +AROE(1A)R0V\}¢(?)> (A.19)
= RoV RoV[po) — Ro{po|V o) RoV |o)-

Enfin, il est bon de signaler qu'un théoréme existe, qui prouve qu’'a partir de la connaissance de la
correction de la fonction d’'onde a un ordigon peut écrire la correction de I'énergie a l'ordea(+ 1) ;

c'est le théoréeme de Dalgarno [3]. Dans la suite, nous allons pourtant nous limiter au développement au
second ordre car les effets de dispersion y apparaissent naturellement.

A.2 Application aux forces intermoléculaires : approximation de polari-
sation

A partir du cadre défini précédemment, il est possible de dériver une expression simple des énergies d'in-
teraction. Soit deux sous-systémes sans interaction, définissant '’hamiltonien non-perturbé, nous allons
traiter par perturbation le terme d’interaction entre les deux monomeres.

A.2.1 Hamiltonien non-perturbé

Dans le cas d’'un systéme sans interaction, la solution de I'équation de Schrédinger :

(I:IA + ﬁB) lvo) = Eoleo), (A.20)

avec . . .
HAwg) = € |vg) P gy = 5 [vf), (A.21)

ou I'lhamiltonien est :

ﬁX:Z(i‘Zé)f %+ % (A.22)
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est donnée par le produit direct des fonctions d’'onde des monomeéres :

|00} = 15 eE).- (A.23)
L'énergie du complexe s'écrit comme la somme des deux énergies des sous-systémes :

Ey =€) + 5. (A.24)

Cette approximation du produit direct des fonctions d’onde est évidemment son principal défaut, car elle
ne rend pas compte du principe d’exclusion de Pauli.

A.2.2 Terme de perturbation

Une partition de I'hamiltonien est possible dans la mesure ou les monomeres restent distincts, en assi-
gnant a chacun d’eux un nombre de noyaliky() et d’électrons Vx). La soustraction des hamiltoniens
correspondant a chaque monomeére a I’hamiltonien exact du complexe :

Na+Np Ma+Mp Na+Np Ma+Mp
A Z\ 1 1 T
T — Lo, 2 - ZaZa! A.25
(-5 2) ) ST LS A

i=1 a=1 ij=1 Y a,8=1

donne la définition de I'opérateur d’interaction intermoléculaire, qui va servir de perturbation :

DI S DI I (A.26)

acA BeB i€cA BeB Tip acAjeB Taj i€cA jeB Tij

L'introduction de I'opérateur de Longuet-Higgins [4], permet la réécriture d’'une maniére plus compacte
de I'expression de I'opérateur d’interaction. Il est défini par :

) =D Za8(7 — Ra) = Y 0(F =), (A27)

aceX 1€X

il inclut aussi bien la contribution électronique que nucléaire. En ces termes, la densité de charge s’écrit :

0aa(P) = > Zab(7 — Ra) — P(aalF,7) (A.28)
acX

ou P(aa|7, ) est un élément de la matrice densité du premier ordre, donnée par :

P(ab|7, 5) = (alna (7, 5)[thp) (A.29)
Ce qui nous améne a la forme réduite suivante pour le potentiel d’interaction aprés quelques lignes :

= / d7 / d5 o™ (M) T (7, 565 (3). (A.30)

A.2.3 Approximation de polarisation

L'application directe des formules de Rayleigh-Schrédinger, dans le cas présenté ci-dessus, avec I'hamil-
tonien d’ordre zéro (équation (A.20)), donne les résultats de I'approximation de polarisation a un ordre
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quelconque :
ER = (polVlel ) (A31)

i 0|> = —ROV"P(zl Y AE(k Ry \80(7& . (A.32)
p p p
k=1

Correction a I'ordre 1

Au premier ordre c’est évidemment la correction de type électrostatique qui va apparaitre immédiate-
ment, autrement dit c’est l'interaction "classique" entre la densité de charge d’'un monomére avec le
potentiel créé par son partenaire. En effet, il vient ;
1 A
EQ) = (v |V g ) (A33)
qui apres le passage par I'opérateur de Longuet-Higgins donne :
1) A ~B [ -

ESy) —/dr/ds (et 10% (M) g YT (7, 8) (46 |187 (3 ). (A.34)

Le potentiel électrostatique d’'un monomeére n’étant ni plus ni moins que :

VX () = / A5 T(7,5) 035 (3), (A.35)

il est facile de voir I'origine de ce terme.

Correction a l'ordre 2

C’est a ce niveau de perturbation qu’apparaissent les premiers phénomeénes de dispersion. D’'aprés I'équa-
tion (A.30), avec un peu de travail, nous obtenons :

=3 (g o8 [V iy P) 2 (A.36)
| = ' '
po T Ae‘é + AE(%
0U A€l = e — it Il est aisé de définir trois composantes :
A BV [bApB) 2
Er()i% Z (W ol JB% ) induction A — B (A.37)
pwrs Aep;
A BT oy Ay BY |2
-y [0 %o |AV|A¢Z‘ vl induction A — B (A.38)
i20 €0
Ul AuB)Y 2
-3 g e IVIee ) dispersion, (A.39)
T At + Aeoj
§#0

quelques précisions peuvent étre apportées sur I'origine physique de chaque terme et leur importance.
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Terme d’induction

Le terme d'inductionA < B par exemple peut étre écrit :
AEL)(ind, A — B) = —{u b [V RS E) |V 1w )
= VI (@) (F) Roo™ (5)) VP (7) (A.40)
1 . . i
= _ivB(T)K (QA(T)7 QA(‘;)) VB(T)7

ou K (0(7), 04(5)) = aA(F,5w = 0) est la fonction de réponse linéaire de la densité de charge,
c’est a dire la susceptibilité, qui donne la modification de la densité de charge induite par I'action d’'un
champ statique extérieur. Elle a pour définition en terme de somme sur les états a une fréquence

(A.41)

) = Ly [1eOWDH W 1@ + W le@ e 1) wh

A
i£0 (w()i)2 - w2
Terme de dispersion

Le terme de dispersion (équation (A.38)) quant a lui s’écrit :

po (AiSP) = //// (7, §)T(, 5 ZZQOZ )00 (7 )@5}(5995(?). (A.42)

AE®(
i#£0 j#0 sz + wO]

La double sommation peut étre séparée grace a:

1 2 [
:_/ 236 2 2y 2=dw (A.43)
r+y T Jy x°+wy+w

AE?)(disp) = / / / / T (71, §1)T (7, 5) %

/ szQOZ Tl QOZ (72) Z wOJQOJ(Sl)QOJ(S2)
>

2 2
1#0 sz tw j#0 w()j tw

etil vient :

(A.44)

Finalement dans chaque sommation apparait la susceptibilit¢ dynamique de la densité de charge aux
fréquences imaginaires,

o7, 5 i) = Z[Wo\@( M)[$i) ($olo(3)|vi) + (o[ 6(5) 1) ($olo(P)|1i)] woi (A.45)

2
wg; +w
iZ0 0Z+

a7, §;w) avecw réel décrit la variation linéaire de la densité électronique’,esous l'influence d’'une
perturbation mono-électronique localisée&et oscillant a la fréquence. Ce qui donne une générali-
sation de la formulation de Casimir-Polder [5] :

AE dISp / dw /// dT‘l dT‘g d81 d82 (A 46)

><a Tl,TQ,Zw)T(TQ,SQ) B(§1,§2;iw)T(f’1,§1)
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qui peut étre interprétée comme une corrélation électrongapie deux densités de charge fluctuantes,
faisant ainsi le lien avec les approches basées sur le théoréme de fluctuation-dissipation. Il est a noter
que plusieurs travaux [4, 6, 7] donnent cette dérivation, et que la formule de Casimir-Polder n'est qu’'une
approximation multipolaire de I'équation (A.45). En d’autres termes, cette derniere équation rend compte
de tous les effets des moments multipolaires instantanés ainsi que des contributions de courte-portée
résultantes du recouvrement des distributions de charge.
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Annexe B
Fonctionnelle HSEQO3

Il est apparu nécessaire d'implémenter la fonctionnelle Iogpee durant le travail de thése de Heyd [1],

dans le but d'obtenir une solution alternative a la fonctionnelle d’échange de courte portée locale, en
passant a une fonctionnelle d’échange de courte portée avec correction de gradient. Cette annexe présente
de maniére succinte la construction de la fonctionnelle ainsi que I'aspect pratique de son implémentation
dans VASP.

B.1 Rappel

Basée sur une modification du noyau d’interaction dans la fonctionnelle d’échange PBE [2], la fonction-
nelle de Heyd, Scuseria et Ernzerhof (HSEQ3) est construite a partir du trou d’échange de la fonctionnelle
PBE [3] modifiée par un noyau d'interaction €ffe’) /r. En substance, on écrit le trou d’échange grace
a:

JHSEsT (s ) = JPBE(s, y) x erfc (%) , (B.1)

F

avec pour définition des parametres, les expressions suivantes : le gradient réduit usuel défiai par
|Vn|/(2nkr) aveckr = (372n)'/3 et oliy correspond aux différentes distances, sur lesquelles l'intégra-
tion doit étre effectuée. Il vient alors I'expression du facteur d’amélioration de la nouvelle fonctionnelle
par intégration :

ST 8 > ST
FESE ) = =5 [ M (s, ®2)

Malheureusement l'intégration analytique de cette expression n'est pas possible car I'expression de
JHSEsT (s, y) contient un terme non intégrable, qui a été d’abord remplacé par une somme de gaus-
sienne [4] puis dans une version révisée de la fonctionnelle [5] ou la fonction erfc est remplacée par une
expression autorisant l'intégration. Il en résulte une expression analytique assez complexe de I'énergie
d’échange, qui ne peut donner que trés difficilement accés au potentiel d’échange.

B.2 Solutions pratiques adoptées

La difficulté de I'implémentation de cette fonctionnelle réside dans le fait que la dérivée fonctionnelle de

I'expression de I'énergie ne peut s’écrire de maniére simple d’'un point de vue de I'implémentation. Nous

avons donc préféré, comme Heyd I'a suggéré [1], utiliser, pour une valeur du paramétre de séparation,
une grille de valeurs a 2 entrées, I'une correspondant a la densité, I'autre au gradient réduit, et effectuer
des interpolations a I'aide de fonctions spline [6] afin d’obtenir les énergies et les dérivées nécessaires
pour la construction du potentiel. L'avantage de cette méthode est le co(it computationnel, car une fois
la grille de valeurs générée, le colt de la détermination des valeurs interpolées est bien plus faible que
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la répétition de la somme de toutes les opérations nécessaires pour une valeur de I'énergie. Pour donner
une idée de la complexité du calcul d'une valeur du facteur d’amélioration, la routine implémentée dans
VASP est donnée un peu plus loin.

B.3 Vérifications

Comme exemple de la bonne tenue de I'implémentation de HSEO3 dans VASP, on peut donner la repro-
duction du calcul des déviations moyennes des enthalpies de formations sur un ensemble de 55 molécules
présentée dans la figure B.1. Les paramétres de ces calculs colteux ont été repris du travail de J. Paier [7]
sur la fonctionnelle PBEO, qui a montré la concordance quasi-parfaite des résultats utilisant ces para-
meétres (cut-off, données PAW, grille de la transformée de Fourier) avec des calculs Gaussian utilisant la
base aug-cc-pvVQZ.

10

o)

MAE [kcal/mol]
(2]

Fic. B.1 —Moyenne des erreurs absolues (MAE) des enthalpies de formation de petites molécules de
I'ensemble G2-1 pour la fonctionnelle HSEO3 en fonction du paramétre

L'accord entre ces résultats et les calculs de Heyd est plus qu'acceptable, des petites différences arrivant
dans certains cas, qui peuvent étre imputées aux variations de base. Il est possible, par exemple, de
comparer les énergies d'atomisation données par I'implémentation de Heyd et celles produites par VASP,
comme présentées dans le tableau B.1.
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Molécule  Exp? Y. Di®? S DYASP

LiH 56.0 54.0 53.4
BeH 46.9 57.0 56.8
CH 79.9 83.2 83.4

CH2 (trip.) 179.6  193.7 194.2
CH2 (sing.) 170.6 176.5 176.5

CH3 289.2 308.4 308.8
CH4 3925 4174 417.8
NH 79.0 85.6 86.0

NH2 170.0 183.4 183.5
NH3 276.7 294.9 294.9
H20 219.3 227.1 226.2
FH 135.2 137.1 136.4
Li2 24.0 19.6 19.0

LiF 137.6 134.7 132.6
C2H2 388.9 403.4 404.5
C2H4 531.9 563.2 564.1
C2H6 666.3 711.3 712.3
CN 176.6 178.0 179.3
HCN 301.8 309.9 311.1
Cco 256.2 254.6 255.1
CHO 270.3 280.3 280.1
CH20 357.2 372.3 372.2
CH30OH 480.8 509.9 509.2
N2 225.1 222.2 225.3
N2H4 405.4  437.7 438.0
NO 150.1 153.3 153.4
02 118.0 120.8 122.9
HOOH 252.3 262.2 260.8
F2 36.9 32.8 33.3

Cco2 381.9 391.1 389.9

aréf. [8]

TAB. B.1 —Comparaison des énergies d'atomisation, en kcal/mol, entre les résultats de Heyd et I'implé-
mentation dans VASP pour un certain nombre de molécules du set G2-1.
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IFunctional wPBE long-range for calculation in separated interactions LR-SR
Iwith modified kernel Short-Range erf(\mu*r)/r

! refl: "Hybrid Functionals based on a screened Coulomb potential* PRB 2003, vol
118 p 8207

! ref2: "Generalized gradient approximation to the angle— and system-averaged ex
change hole"

1 JCP 1998, vol 109 p 3313

!'ref 3 jcp 2004 vol 120 7274

!Author: lann Gerber

IDate : 05-04

SUBROUTI NE EXCHWPBE_R(OMEGA,RHO,SW,FXWPBE_SR)

INPUT rho : DEN