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Introdu
tionLa physique des systèmes à l'équilibre est depuis longtemps bien 
omprise, dé
rite par leformalisme, robuste, de la physique statistique. En revan
he, hors de l'équilibre, il n'existepas de 
adre théorique général qui puisse être 
onsidéré 
omme l'analogue de la théorie desensembles. En général, on se 
ontente d'appro
hes phénoménologiques ou on se restreint àtraiter les situations pro
hes de l'équilibre, par le biais de la théorie de la réponse linéaire.Pour des systèmes loin de l'équilibre ou maintenus dans un état stationnaire par l'appli
a-tion de 
ourants ma
ros
opiques, au
une appro
he systématique n'existe.Les travaux présentés dans 
e mémoire se situent dans le 
ontexte de la physique dessystèmes en dehors de l'équilibre. Alors que dans le 
adre de l'étude du vieillissement, lepoint de départ de nombreux travaux 
onsiste en la variation brutale d'un paramètre ex-térieur, 
omme la température ou le 
hamp magnétique [54, 61, 62], nous 
onsidérons i
i,l'évolution temporelle générée par la mise en intera
tion de sous-systèmes. L'état initialest inhomogène et la dynamique tend à l'homogénéisation [30, 36, 37, 68, 63, 64, 66, 67].Nous sommes alors libres d'étudier l'évolution de systèmes en tenant 
ompte de l'e�et de latempérature (
onsidérant pour 
ela l'état de Gibbs de 
haque sous-système), ou au 
ontraire,de fo
aliser notre attention sur les e�ets purement quantiques qui dominent à températurenulle. On pourra, suivant les 
as, se pen
her sur l'étude des problèmes liés aux transfertsde 
haleur et d'énergie ou s'intéresser à des notions stri
tement quantiques telles que l'in-tri
ation. En�n, une situation intermédiaire, 
onsisterait en la mise en intera
tion de deuxsous-systèmes : l'un préparé dans l'état fondamental, l'autre dans un état thermique.Les 
haînes de spins sont d'ex
ellentes 
andidates pour 
ette étude, 
ar elles 
omptent denombreux atouts, dont un majeur : leur faible dimensionnalité. Dans bien des 
as, le 
om-portement des systèmes de basse dimensionnalité é
happe à l'intuition 
lassique et présenteun 
omportement exotique. Le 
ara
tère unidimensionnel de 
es systèmes permet surtout ledéveloppement d'outils analytiques (fermionisation [1, 15], bosonisation [2, 3]) et plus sou-vent numériques [71, 72, 73]. Ces modèles sont aussi le support de nombreux domaines dela physique moderne et sont analysés, par exemple, dans le 
adre des phénomènes 
ritiqueset de la dé
ohéren
e [4, 5, 6].Ce travail propose une analyse de l'évolution temporelle du modèle XY quantique, àtravers l'étude du pro�l d'aimantation transverse et du 
ourant asso
ié. Dans la premièrepartie, nous présentons le modèle XY ainsi que la transformation de Jordan-Wigner qui
onsiste en une réé
riture de l'hamiltonien en terme d'opérateurs fermioniques permettantla diagonalisation exa
te du problème.Nous exposons dans la se
onde partie, le 
omportement hors équilibre, généré par l'évolu-4



tion unitaire qui, elle-même, est obtenue par la mise en intera
tion de sous-systèmes. Aprèsavoir exposé dans le 
hapitre 3, l'état initial 
hoisi ainsi que l'hamiltonien qui gouverne ladynamique, nous entrons, ave
 les 
hapitres 4 et 5, dans le vif du sujet. Nous y 
onsidéronsl'évolution de systèmes thermalisés par paquets et analysons le 
omportement d'é
helle del'aimantation transverse et du 
ourant dans la limite des temps longs. Dans 
e 
ontexte,la majeure partie des résultats est obtenue de façon analytique, 
on�rmée par une étudenumérique exa
te et validée par la 
omparaison aux résultats de la littérature [36, 37, 38].Le 
hapitre 6 a pour but d'introduire la notion d'intri
ation mesurée par l'entropie de vonNeumann. Dans le 
hapitre 7, nous étudions la dynamique, à température nulle, généréepar une trempe lo
ale. L'étude de l'entropie d'intri
ation est essentiellement numérique etpermet, dans un premier régime de temps, de valider les prédi
tions de la théorie 
onforme
[136]. Nous analysons alors, loin de l'équilibre, le 
omportement de l'intri
ation de systèmes
ritiques puis non-
ritiques.Dans une troisième partie, notre étude se tournera vers la dynamique de systèmes quantiquesouverts. L'intera
tion ave
 l'environnement est dé
rite dans le 
hapitre 8 par le pro
essus,ré
emment proposé [146, 147, 148, 149], d'intera
tions répétées. Une analyse théorique del'évolution du modèle XY , en intera
tion ave
 l'environnement, est donnée dans le 
hapitre
9. Nous y donnons l'équation d'évolution dis
rète de l'ensemble des 
orrélateurs et obtenons,dans la limite d'intera
tions 
ontinues, l'équation di�érentielle qui gouverne l'évolution dusystème. Nous poursuivons, dans le 
hapitre 10, par une étude analytique d'un modèle jouetqui nous permet de tester l'in�uen
e des paramètres 
ontr�lant la forme de l'intera
tionave
 le bain. Dans le dernier 
hapitre, nous analysons numériquement l'évolution du mo-dèle XX ouvert et étudions la relaxation du système vers l'état stationnaire dé
rit par A.Dhahri [153]. Dans le 
adre de la physique asso
iée aux problèmes de transfert de 
haleur,
e 
hapitre se termine par une étude préliminaire d'un modèle de spin presque libre, nouspermettant de 
on
lure sur des perspe
tives.Les travaux exposés dans 
e manus
rit ont fait l'objet de publi
ations s
ienti�ques :Entanglement evolution after 
onne
ting �nite to in�nite quantum 
hainsEisler V., Karevski D., Platini T., Pes
hel I.J. Stat. Me
h. (2008) 01023Relaxation in the XX quantum 
hainPlatini T., Karevski D.J. Phys. A : Math. Theor. 40 (2007) 1711-1726(Publi
ation in pro
eedings) Out of equilibrium pro
ess in Ising quantum 
hainsPlatini T., Karevski D.Journal of Physi
s : Conferen
e Series 40 (2006) 93S
aling and front dynami
s in Ising quantum 
hainsPlatini T., Karevski D.European Physi
al Journal B 48 (2005) 225
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Première partiePrésentation du modèle XY

6



Chapitre 1Généralités sur le modèle XYLe modèleXY en 
hamp nul a d'abord été diagonalisé en 1961 par Lieb, S
hultz et Mattis
[1]. L'année qui suivit, Katsura [7] obtient les solutions sous 
hamp et en 1970 Pfeuty [10]résout le modèle d'Ising en 
hamp transverse. Il 
onvient de 
iter les travaux pré
urseursréalisés sur le 
omportement en dehors de l'équilibre, à la �n des années 1960 par Neimeijer
[8] et Tjion [9] ainsi que l'analyse détaillée du modèle XY et du 
omportement des fon
tionsde 
orrélations obtenue en 1971 par Barou
h et M
Coy [17, 18, 19, 20]. Plus ré
emment,le modèle XX isotrope a été le support d'études réalisées, en dehors de l'équilibre, dans le
adre de la 
ondensation de Bose-Einstein [66, 67].Dans 
e 
hapitre, après une présentation du modèleXY , nous exposons la transformationde Jordan-Wigner permettant le mapping du modèle XY en un modèle de fermions surréseau. La diagonalisation du modèle XY 
onsiste alors en la réé
riture de l'hamiltoniensous la forme d'un hamiltonien de fermions libres. Dans un deuxième temps, nous donneronsle spe
tre des ex
itations asso
ié au modèle ainsi que les ve
teurs propres, dans le 
as desmodèles XX et Ising 
ritiques. Pour �nir nous dis
uterons rapidement les propriétés de 
emodèle, par l'étude simple du 
omportement de l'aimantation du spin de surfa
e.1.1 Diagonalisation 
anoniqueNous 
onsidérons l'hamiltonien du modèle XY [1, 7, 8, 10] dé
rivant une 
haîne quan-tique de spins en intera
tions, donné par

H = −1

2

L−1∑

n=1

[
Jxσ

x
nσ

x
n+1 + Jyσ

y
nσ

y
n+1

]
− h

2

L∑

n=1

σz
n, (1.1)où σn sont les matri
es de Pauli asso
iées au site n, h le 
hamp magnétique appliqué dans ladire
tion z, Jx et Jy les 
onstantes de 
ouplage entre premiers voisins, fon
tion du paramètred'anisotropie κ :

Jx =
1 + κ

2
, Jy =

1 − κ

2
κ ∈ [0, 1]. (1.2)La limite inférieure (κ = 0) 
orrespond au modèle XX dont la symétrie est 
ontinue. Bienque 
e modèle ne présente pas de transition ordre-désordre, deux phases distin
tes peuvent7



être identi�ées, l'une paramagnétique et l'autre 
ritique. Dans 
ette dernière la longueurde 
orrélation diverge, 
onduisant à une dé
roissan
e lente des fon
tions de 
orrélations
[11, 12]. Toujours, dans le 
as du modèle XX, la relation [H,Mz] = 0 (ave
 Mz =

∑
j σ

z
j )impose la 
onservation simultanée de l'énergie de liaison et de l'énergie d'intera
tion ave
le 
hamp. Cette propriété est perdue dès que l'on s'é
arte de κ = 0 et on autorise alorsl'é
hange d'énergie entre 
es deux se
teurs. La limite supérieure (κ = 1) dé
rit le modèled'Ising quantique et 
orrespond à la limite anisotrope extrême du modèle d'Ising 
lassiqueà deux dimensions. Ces deux modèles se situent dans la même 
lasse d'universalité [13, 14],de sorte que le modèle quantique, 
omme l'analogue 
lassique, présente un point 
ritiqueséparant les phases paramagnétique et ferromagnétique.Sous la transformation de Jordan-Wigner [15] l'hamiltonien du modèle XY se réé
rit
omme l'hamiltonien d'une 
haîne de fermions. L'obje
tif est de faire apparaître les opé-rateurs 
réation et annihilation de parti
ules à partir des opérateurs "é
helle", dé�nis par

σ±
n = (σx

n ± iσy
n)/2. On note, en e�et, que les opérateurs "é
helle" obéissent aux règles d'an-ti
ommutations sur un même site {σ+

n σ
−
n } = 1, mais 
ommutent lorsqu'ils sont asso
iés àdes sites di�érents. L'introdu
tion de l'opérateur An donné par An =

∏n−1
j=1 (−σz

j ) permetde dé�nir les opérateurs fermioniques
cn = Anσ

−
n (1.3)

c†n = σ+
nA

†
n = Anσ

+
n . (1.4)A�n de diagonaliser l'hamiltonien (1.1) nous utiliserons la transformation de Jordan-Wigneren termes d'opérateurs de Cli�ord, Γ1

n et Γ2
n [21] (ou fermion de Majorana [16]) :

Γ1
n = Anσ

x
n (1.5)

Γ2
n = −Anσ

y
n. (1.6)Ces opérateurs ont l'avantage d'être hermitien ((Γν

n)† = Γν
n) et véri�ent les relations d'anti-
ommutation

{Γν
n,Γ

µ
m} = 2δn,mδν,µ, ∀ν, µ = 1, 2; ∀n,m = 1, . . . , L. (1.7)Les di�érents termes de l'hamiltonien s'expriment en fon
tion des opérateurs de site :

σz
n = −iΓ2

nΓ1
n (1.8)

σx
nσ

x
n+1 = −iΓ2

nΓ1
n+1 (1.9)

σy
nσ

y
n+1 = −iΓ2

n+1Γ
1
n. (1.10)La nature quadratique de l'hamiltonien, en terme d'opérateurs de Cli�ord, assure l'intégrabi-lité du modèle. Des termes supplémentaires, 
omme σz

nσ
z
n+1, apparaissent par exemple dansle modèle d'Heisenberg [22]. La réé
riture en fon
tion des opérateurs de Cli�ord 
onduità σz

nσ
z
n+1 ∝ Γ2

nΓ1
nΓ2

n+1Γ
1
n+1 de sorte que la méthode utilisée i
i s'avère inutile. De plus le
ara
tère non lo
al de la transformation aboutit, pour 
ertaines observables, à l'apparitionde 
haînes d'opérateurs de Cli�ord.

σx
n =

n−1∏

j=1

(−iΓ2
jΓ

1
j )Γ

1
n (1.11)

σx
nσ

x
m = iΓ2

n

m−1∏

j=n+1

(−iΓ2
jΓ

1
j )Γ

1
m (1.12)8



Ainsi l'appli
ation d'un 
hamp dans la dire
tion x ou l'ajout d'intera
tions à longue portéebrise le 
ara
tère intégrable du modèle. Cependant tant que l'hamiltonien reste quadratiqueen terme d'opérateurs de Cli�ord il reste intégrable ; ainsi un hamiltonien plus général peutêtre 
onstruit en ajoutant une intera
tion, dite de Dzyaloshinskii-Moriya [28, 29, 30], de laforme σx
nσ

y
n+1 − σy

nσ
x
n+1.Nous poursuivons en introduisant l'opérateur "
olonne" à 2L-
omposantes Γ dé�ni par :

Γ =




Γ1
1

Γ1
2...

Γ1
L

Γ2
1

Γ2
2...

Γ2
L




, (1.13)
dont l'opérateur adjoint est donné par Γ

† = (Γ1
1, . . . ,Γ

1
L,Γ

2
1, . . . ,Γ

2
L). Nous noterons Γn la

nieme 
omposante de l'opérateur Γ, ainsi
Γn = Γ1

n, Γn+L = Γ2
n, ∀n = 1, . . . , L. (1.14)L'hamiltonien (1.1) s'é
rit sous la forme 
ompa
te :

H =
1

4
Γ
†
TΓ (1.15)où T est une matri
e hermitienne [40, 41] de dimension 2L× 2L :

T =

(
0 C

C
† 0

)
, (1.16)ave
 C (de dimension L× L) donnée par :

C = −i




h Jy

Jx h Jy O. . . . . . . . .
O Jx h Jy

Jx h



. (1.17)En dé�nissant les ve
teurs propres Vq et valeurs propres ǫq de T

TVq = ǫqVq, q = 1, . . . , 2L, (1.18)on 
onstruit la matri
e unitaire U telle que :
T = UΛU

†, (1.19)ave
 Λ diagonale (Λp,q = ǫqδp,q). L'équation (1.15) devient alors
H =

1

4
Γ
†
UΛU

†
Γ. (1.20)9



Finalement, en dé�nissant X = U
†
Γ/

√
2 et Xq la qieme 
omposante de X, on obtient :

H =
1

2
X

†
ΛX =

1

2

2L∑

q=1

ǫqX
†
qXq, (1.21)ave


Xq =
1√
2

2L∑

n=1

V ∗
q (n)Γn (1.22)

X
†
q =

1√
2

2L∑

n=1

Vq(n)Γn. (1.23)On véri�e fa
ilement que les opérateursXq et X
†
q obéissent aux relations d'anti
ommutationsfermioniques, dé�nissant ainsi les opérateurs 
réations et annihilation :

{Xq,X
†
k} = δq,k (1.24)

{Xq,Xk} = {X†
q,X

†
k} = 0. (1.25)La stru
ture parti
ulière de T nous permet de dé�nir les ve
teurs réels, à L 
omposantes,

φq et ψq tels que :
Vq =

1√
2

(
φq

−iψq

)
, (1.26)véri�ant les relations obtenues par Lieb, S
hultz et Mattis [1] en 1961 :

−iCψq = ǫqφq (1.27)
C

†φq = −iǫqψq. (1.28)Ces relations sont invariantes sous le 
hangement simultané de ǫq → −ǫq et ψq → −ψq,de sorte que pour 
haque 
ouple (ǫq, Vq) où ǫq > 0, 
orrespond un 
ouple (−ǫq, Vq′) pourlequel φq′ = φq et ψq′ = −ψq. L'égalité X
†
q′ = Xq nous pousse à asso
ier un trou à 
haqueex
itation d'énergie négative. Cela nous permet une dernière réé
riture de l'hamiltonien enterme de fermions libres, ave
 ǫq ≥ 0, ∀q = 1, . . . , L :

H =
L∑

q=1

ǫq

(
X

†
qXq −

1

2

)
. (1.29)Dès lors le problème 
onsiste essentiellement en la résolutions des équations (1.27, 1.28). Lasolution du modèle XY en 
hamp nul, fut obtenue par Lieb, S
hultz and Mattis en 1961 [1].1.2 Diagramme de phase du modèle XYDans 
ette se
tion nous présentons rapidement le diagramme de phase du modèle XY .Les équations (1.27, 1.28) reliant les ve
teurs φ et ψ 
onduisent à

jyφq(n− 1) + hφq(n) + jxφq(n+ 1) = −ǫqψq(n). (1.30)10



En utilisant l'ansatz φq(n) = eiqn et ψq(n) = −eiθqeiqn il vient :
ǫq =

√
(h+ cos q)2 + κ2 sin2 q, (1.31)ave
 la 
ondition

θq = arctan

(
κ sin q

h+ cos q

)
, 0 ≤ θq < 2π. (1.32)Les 
onditions de bords φq(L+ 1) = ψq(0) = 0, imposent alors

φq(k) ∝ sin (qk − θq)

ψq(k) ∝ sin (qk) , (1.33)ave
 q(L+ 1) = nπ + θq ou plus expli
itement
q =

π

L+ 1

(
n− 1

π
arctan

(
κ sin q

h+ cos q

))
. (1.34)1.2.1 Ve
teurs propres et valeurs propres du modèle XXDans le 
as de la 
haîne XX, la 
onstante d'anisotropie κ est nulle et la 
ondition (1.34)
onduit à :

q =
nπ

L+ 1
, n = 1, . . . , L+ 1. (1.35)Les ve
teurs propres et valeurs propres sont simplement donnés par :

φq(k) = −ψq(k) =
2√
L+ 1

sin (qk) et ǫq = |h+ cos q|. (1.36)Dans la limite thermodynamique, on pose q = π − θ, ave
 θ ∈ [0, π]. Le spe
tre devientsimplement
ǫ(θ) = |h− cos θ|. (1.37)Dans la région h > 1, les ex
itations sont toutes stri
tement positives et le gap entre l'étatfondamental et le premier état ex
ité est donné par l'ex
itation d'énergie minimum ǫ(0) =

h− 1. La vitesse asso
iée aux ex
itations est
v(θ) = ∂θǫ(θ), (1.38)de sorte que la vitesse v0 asso
iée au premier état ex
ité est donnée par v0 = v(0) = 0.Finalement, pour les 0 ≤ h < 1, le gap se ferme en qf = arccosh, l'état fondamental estdeux fois dégénéré et la vitesse asso
iée aux ex
itations voisines de ǫqf

est
v(qf + δ) ≃

√
1 − h2 + δh, δ > 0. (1.39)

11



1.2.2 Ve
teurs propres et valeurs propres du modèle d'IsingDans le 
as du modèle d'Ising (κ = 1) le spe
tre en énergie et la 
ondition (1.34) de-viennent :
ǫq =

√
h2 + 1 + 2h cos q (1.40)

q =
π

L+ 1

(
n− 1

π
arctan

(
sin q

h+ cos q

))
. (1.41)- Pour les h > 1, dans la limite thermodynamique L → ∞, l'équation (1.41) possède Lsolutions réelles, le spe
tre des ex
itations est stri
tement positif et la vitesse asso
iée aupremier état ex
ité est nulle.- Exa
tement pour la valeur de h = 1, le gap 
e ferme en qf = π et la 
ondition (1.41)devient θq = q/2, 
onduisant à :

q =
2nπ

2L+ 1
, n = 1, . . . , L+ 1. (1.42)Sous le 
hangement de variable q → π − q, nous obtenons les ve
teurs propres en 
hamp
ritique :

φq(k) =
2√

2L+ 1
(−1)k+1 sin (q(k − 1/2))

ψq(k) =
2√

2L+ 1
(−1)k sin (qk) , (1.43)ave


ǫq = 2| sin(q/2)|. (1.44)Finalement, dans la région 0 ≤ h < 1, l'équation (1.41) possède L− 1 solutions réelles plusune 
omplexe pour q0 = π + iν et telle que
tanh (ν (L+ 1)) +

sinh ν

h− cosh(ν)
= 0, (1.45)dont la solution est, à l'ordre dominant, ν ≈ − lnh. Finalement, 
ette solution est asso
iéeà un mode lo
alisé pour lequel les ve
teurs propres sont donnés par :

φq0
(k) ∝ (−1)k sinh (ν(L+ 1 − k))

ψq0
(k) ∝ −(−1)k sinh (νk) . (1.46)L'ex
itation ǫ0 asso
iée au mode lo
alisé q0 est nulle, l'état fondamental est doublementdégénéré.1.2.3 Diagramme de phase du modèle XYGénéralement le spe
tre du modèle XY est donné dans la limite thermodynamique par :

ǫ(φ) =

√
(h+ cosφ)2 + κ2 sin2 φ, φ ∈ [−π, π] . (1.47)12



Ainsi, pour toute valeur de κ, le modèle XY présente un gap dans la région h > 1, quise ferme sur la ligne 
ritique h = 1. Finalement, dans la région h ≤ 1, l'état fondamentalest dégénéré, le spe
tre du modèle XY (pour κ 6= 0) présente un gap entre le premier étatex
ité et le se
ond, alors que dans le 
as du modèle XX (κ = 0), le spe
tre est 
ontinu etle système est 
ritique pour les 
hamps h ≤ 1. Sur l'ensemble des points 
ritiques du plan
(h, κ), la longueur de 
orrélation diverge, entraînant une dé
roissan
e lente des fon
tions de
orrélations.

Région
h

1

=1h

κ

Ligne Ising

Phase 
Paramagnétique

Phase
Ferromagnétique

critique XX

Fig. 1.1 � Diagramme de phase du modèle XY .Ainsi à température nulle, le r�le du paramètre de 
ontr�le est joué par le 
hamp trans-verse h, alors que, dans le 
as du modèle d'Ising, le paramètre d'ordre est donné par lamoyenne de l'aimantation dans la dire
tion σx. Les propriétés de l'équilibre sont donnéespar l'état fondamental, 
elui-
i résulte de la 
ompétition de l'intera
tion d'é
hange ave
 l'in-tera
tion magnétique. Finalement, dans la limite des 
hamps forts, les moments de spin sonttous alignés dans la dire
tion z, en revan
he, en 
hamp faible, 
'est l'intera
tion d'é
hangequi domine, favorisant l'ordre dans l'une des dire
tions ±x.1.3 Propriétés de l'équilibreA partir des ve
teurs propres φq, ψq et valeurs propres ǫq, nous pouvons en prin
ipe
al
uler n'importe quelle quantité 
omme par exemple, la moyenne de l'aimantation dans lesdire
tions x, y et z, ainsi que la densité d'énergie ou les fon
tion de 
orrélations. Cependantle 
ara
tère non lo
al des opérateurs de spin en terme d'opérateurs de Cli�ord 
omplique
ertains 
al
uls. En e�et la moyenne de l'aimantation dans la dire
tion x, dans un état |χ〉,sur un site n est donnée par :
mx

n = 〈χ|σx
n|χ〉 = 〈χ|

n−1∏

j=1

(−Γ2
jΓ

1
j )Γ

1
n|χ〉. (1.48)Cependant, grâ
e au théorème de Wi
k, l'aimantation dans l'état fondamental est obtenuepar le 
al
ul d'un Pfa�an [18] ou d'un déterminant [1] dont la taille 
roît linéairement ave
13



l'indi
e n du site 
onsidéré. Cela permet �nalement le 
al
ul numérique de pro�l d'aiman-tation [23, 24] et aussi de l'aimantation de volume. Dans le 
as de la 
haîne d'Ising, auvoisinage du point 
ritique [10], l'aimantation de volume est donnée par :
mx ∝ (1 − h)1/8, (1.49)pour h < 1 et mx = 0 pour h ≥ 1.Une analyse simple du 
omportement du premier spin de la 
haîne, permet d'obtenir denombreuses informations sur le 
omportement du système en volume [25, 26] et de re
ons-truire le diagramme de phase du modèle XY . Pour 
ela 
onsidérons l'aimantation moyenne,du premier spin σx

1 , dans l'état |+〉 formé par la 
ombinaison linéaire de l'état fondamental
|0〉 et du premier état ex
ité |1〉

|+〉 =
1√
2

(|0〉 + |1〉) . (1.50)De 
ette façon, on brise la symétrie ±x 
e qui 
onduit à 〈σx〉 6= 0. La matri
e de Pauli σx
1 àl'avantage de s'é
rire simplement en terme d'opérateurs de Cli�ord puisque

σx
1 = Γ1

1 =
∑

q

φq(1)
(
η†q + ηq

)
. (1.51)Ainsi l'aimantation sur la surfa
e est simplement donnée par

mx
s = φ1(1). (1.52)A�n d'obtenir le ve
teur φ1, dans la limite d'un système semi-in�ni, on réé
rit la relation

C†φ1 = 0 sous la forme suivante
(
φ1(n+ 1)
φ1(n)

)
= K

(
φ1(n)

φ1(n− 1)

)
, (1.53)ave


K = −
(

2h
1+κ

1−κ
1+κ

−1 0

)
. (1.54)Par itérations on obtient alors la 
omposante n+ 1 du ve
teur φ1

φ1(n+ 1) = (−1)nφ1(1)(Kn)1,1, (1.55)où (Kn)1,1 est le premier élément de la matri
e Kn. Finalement l'aimantation de surfa
e estobtenue en normant le ve
teur φ (∑i φ
2
1(i) = 1) et 
onduit à [26] :

mx
s =

(
1 +

∞∑

n=1

|(Kn)1,1|2
)−1/2

. (1.56)L'étude des valeurs propres de K permet de mettre en éviden
e, de façon très simple, le
omportement 
ritique du modèle XY . On obtient simplement, le 
omportement de l'ai-mantation de surfa
e du modèle d'Ising à l'appro
he du point 
ritique h = 1

mx
s ≈ (1 − h)1/2, (1.57)14



ou en
ore l'exposant 
ritique ν = 1 asso
ié à la divergen
e de la longueur de 
orrélation ξ :
ξ ≈ (1 − h)−ν . (1.58)Finalement, pour une analyse détaillée des propriétés 
ritiques de surfa
es, nous renvoyonsle le
teur vers la référen
e [26] et au 
hapitre 2 de [27].
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Chapitre 2Dynamique du systèmeEn physique quantique la dynamique peut être asso
iée aux états du système ou auxopérateurs de façon 
omplètement équivalente. Dans la représentation de S
hrödinger elleest portée par les états du système et gouvernée par l'hamiltonien H à travers l'équation deLiouville quantique [42] :
∂tρ(t) = −i [H, ρ(t)] = L(ρ(t)), (2.1)où ρ est la matri
e densité telle que Tr{ρ(t)} = 1 et L le super-opérateur de Liouville. Dansla représentation d'Heisenberg la fon
tion d'onde du système est invariante et les opérateursévoluent dans le temps suivant l'équation :

∂tA(t) = i [H,A(t)] . (2.2)La valeur moyenne d'une observable A est alors donnée par :
〈A〉(t) = Tr{ρ(t)A} = Tr{ρ(0)A(t)}. (2.3)Lorsque l'hamiltonien est indépendant du temps l'opérateur d'évolution temporelle s'é
ritsimplement

U(t) = exp(−itH) (2.4)et nous permet de dé�nir dans la représentation de S
hrödinger, la matri
e densité dépen-dante du temps
ρ(t) = U(t)ρ(0)U†(t), (2.5)ou dans la représentation d'Heisenberg, l'évolution d'une observable A
A(t) = U†(t)A(0)U(t). (2.6)2.1 Evolution temporelle des opérateurs fermioniquesL'évolution temporelle des opérateurs 
réation X

†
q et annihilation Xq, gouvernée parl'hamiltonien

Hq = ǫq

(
X

†
qXq −

1

2

) (2.7)16



est simplement donnée par :
(
X

†
q(t)

Xq(t)

)
=

(
eitǫq 0
0 e−itǫq

)(
X

†
q

Xq

)
. (2.8)Ce qui 
onduit simplement à l'équation de l'évolution de l'opérateur "
olonne" X

X(t) = e−itΛ
X. (2.9)2.2 Evolution temporelle des opérateurs de Cli�ordPuisque les opérateurs de site Γn sont donnés par une 
ombinaison linéaire des opérateursfermioniques Xq, leur évolution temporelle s'obtient simplement en utilisant la relation X =

U
†
Γ/

√
2 et son inverse Γ =

√
2UX. A l'instant t on é
rit :

Γ(t) =
√

2UX(t). (2.10)En utilisant l'équation (2.9) on obtient
Γ(t) =

√
2Ue−itΛ

X = Ue−itΛ
U

†
Γ(0), (2.11)
onduisant à

Γ(t) = e−itT
Γ(0). (2.12)Par la suite nous poserons R(t) = e−itT. On véri�e aisément R(t)R†(t) = R

†(t)R(t) = 1,
R

†(t) = R
T (t) = eitT et on montre (voir appendi
e) que ses éléments sont donnés par :

R
m
n (t) =

L∑

q=1

φq(n) cos(ǫqt)φq(m) (2.13)
R

m+L
n (t) = −R

n
m+L(t) =

L∑

q=1

φq(n) sin(ǫqt)ψq(m) (2.14)
R

m+L
n+L (t) =

L∑

q=1

ψq(n) cos(ǫqt)ψq(m), où n,m = 1, . . . , L. (2.15)Ainsi l'évolution d'un élément Γn de l'opérateur "
olonne" Γ est notée :
Γn(t) = R

p
n(t)Γp(0) (2.16)où la somme sur les indi
es en position haute et basse est sous entendue.Notons qu'il n'est pas né
essaire de diagonaliser l'hamiltonien pour arriver à l'équationd'évolution (2.12). En e�et 
elle 
i s'obtient simplement en notant la relation suivante :

[H,Γn] = −
∑

j

Tj,nΓn, (2.17)que l'on é
rit en
ore sous la forme
∂tΓ = −iTΓ, (2.18)
onduisant �nalement à l'équation (2.12). 17



Deuxième partieDynamique unitaire
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Dans 
ette partie, nous étudierons l'évolution temporelle d'un système fermé, préparédans un état inhomogène [30, 36, 37, 38, 46, 63, 64, 69].Nous 
ommen
erons, dans le 
hapitre 3, par dé�nir pré
isément l'état initial imposé au sys-tème ainsi que la dynamique qui gouverne l'évolution temporelle. Con
entrant notre analysesur des quantités moyennes telles que l'aimantation transverse ou le 
ourant d'aimantation,nous reviendrons sur 
ertains résultats de la littérature, dans le 
as parti
ulier d'un étatinitial 
omplètement fa
torisé.Dans le 
hapitre 4, nous présenterons une étude du 
omportement de l'interfa
e ("Bain-Système") générée par la mise en 
onta
t de sous-systèmes thermalisés (aux températures
Tb et Ts). Dans un premier temps, une analyse, du 
omportement du pro�l d'aimantationtransverse mz(x, t), est donnée dans le 
as Tb = ∞. Ces résultats seront généralisés, trèssimplement pour des températures Tb arbitraires. En dé�nissant le 
ourant d'aimantation
jz(x, t) asso
ié au pro�l mz(x, t) nous examinons, le 
omportement hors de l'équilibre desmodèles XX et Ising 
ritique (h = 1), en distinguant la dynamique de l'état fondamentalde la dynamique obtenue sous l'e�et de la température. Le 
hapitre 4 se termine par uneétude des propriétés de l'état stationnaire dans laquelle nos résultats sont 
omparés à 
euxde la référen
e [36].Le 
hapitre 5 traite de l'évolution d'un système de taille �nie en 
onta
t par ses deux extré-mités ave
 un "bain". Là en
ore, 
ette analyse sera e�e
tuée pour les modèles XX et Ising
ritique (h = 1).Le 
hapitre 6 a pour but d'introduire l'ensemble des éléments né
essaires à la 
ompréhen-sion de la notion d'entropie d'intri
ation. Nous y dé�nirons la mesure de l'entropie de vonNeumann en rappelant les résultats obtenus 
es dernières années, en parti
ulier sur les sys-tème unidimensionnels. Ce 
hapitre 
e termine par un examen de l'entropie d'intri
ation enfon
tion des paramètres κ et h du modèle XY permettant la 
onstru
tion du diagramme dephase du modèle XY . Dans le 
hapitre 7, nous présenterons la méthode, nous permettant,en dehors de l'état d'équilibre, l'étude de l'entropie d'intri
ation sur le modèle XY . Puisnous reviendrons sur quelques résultats de la littérature dans le 
as de trempes globales etlo
ales. En parti
ulier, lors de la mise en 
onta
t de sous-système préparés dans l'état fonda-mental, nous 
on�rmerons les prédi
tions de la théorie 
onforme par des 
al
uls numériquesexa
ts et analyserons, �nalement, le 
omportement de l'entropie d'intri
ation dans la limitedes temps longs.
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Chapitre 3Relaxation à partir d'un étatinitial inhomogèneCe 
hapitre a pour but d'exposer l'état initial imposé au système ainsi que de �xerl'hamiltonien total qui gouverne l'évolution temporelle. Nous détaillerons la méthode utiliséepour obtenir la moyenne d'observables, fo
alisant notre attention sur des quantités lo
ales,telles que l'aimantation transverse. Finalement, nous reviendrons sur 
ertains résultats dansle 
as extrême où l'état initial est dit 
omplètement fa
torisé.3.1 Etat initial et évolution temporelleLe système 
onsidéré est dé
rit par l'hamiltonien unidimensionnel du modèle XY . La
haîne est initialement dé
oupée en sous-systèmes sans intera
tions. L'hamiltonien total H0se dé
ompose sur l'ensemble des sous-systèmes dé
rits par Hj :
H0 =

∑

j

Hj , (3.1)ave
 [Hj ,Hp] = 0. Chaque sous-système, de taille Lj , est dé
rit par le modèle XY et onnote (σν
n)j la nieme matri
e de Pauli (ν = x, y, z) du sous-système j. L'hamiltonien Hj estalors

Hj = −1

2

Lj−1∑

n=1

[
Jx(σx

n)j(σ
x
n+1)j + Jy(σy

n)j(σ
y
n+1)j

]
− h

2

Lj∑

n=1

(σz
n)j . (3.2)En dé�nissant (Γn)j les opérateurs de Cli�ords dans le sous-système j, il suit

Hj = −1

4

Lj∑

n,m=1

(Γn)j(Tn,m)j(Γm)j , (3.3)où la stru
ture de la matri
e Tj (de dimension 2Lj × 2Lj) est donnée dans le 
hapitre 1(équations 1.16 et 1.17). Le sous-système j est préparé à la température 1/βj et l'on note20



ρj sa matri
e densité :
ρj =

1

Zj
exp (−βjHj) . (3.4)L'état du sous-système j est un état gaussien, 
omplètement 
ara
térisé par les 
orrélateursà deux points. On dé�nit la matri
e Ij dont les éléments sont :

(Ij)n,m = 〈−i(Γ2
n)j(Γ

1
m)j〉 = Tr{−i(Γ2

n)j(Γ
1
m)jρj}. (3.5)En dé�nissant les ve
teurs propres

V j
q =

1√
2

(
φj

q

−iψj
q

)
, (3.6)et valeurs propres ǫjq, permettant la diagonalisation 
anonique de l'hamiltonien Hj , tels que

TjV
j
q = ǫjqV

j
q , (3.7)nous obtenons l'expression suivante :

(Ij)n,m = −
Lj∑

q=1

ψj
q(n)φj

q(m) tanh

(
βjǫ

j
q

2

)
. (3.8)Chaque sous-système étant préparé indépendamment, la matri
e densité est donnée par leproduit ρ(0) =

∏
⊗j ρj . Dans un tel état, il n'existe pas de 
orrélations entre sous-systèmes.Pour deux observables A et B, appartenant à des sous-systèmes di�érents, 
ela se traduitpar la relation

〈AB〉(0) = 〈A〉(0)〈B〉(0). (3.9)
T

Ha Hb Hc

t=0

t > 0

aT b cT

Fig. 3.1 � Mise en 
onta
t des sous-systèmes initialement dé
ouplés.L'évolution temporelle non évidente du système est engendrée par l'a
tivation des inter-a
tions entre sous-systèmes voisins et elle est don
 gouvernée par l'opérateur unitaire
U(t) = exp(−itH). (3.10)21



où l'hamiltonien total H s'é
rit
H =

∑

j

Hj +
∑

j

HI
j,j+1, (3.11)ave
 HI

j,j+1 
orrespondant à l'intera
tion entre sous-systèmes de sorte que l'ensemble de la
haîne (de taille L =
∑

j Lj) est dé
rit par le modèle XY :
HI

j,j+1 = −1

2

[
Jx(σx

Lj
)j(σ

x
1 )j+1 + Jy(σy

Lj
)j(σ

y
1 )j+1

]
. (3.12)La moyenne d'une observable A à l'instant t est donnée par :

〈A〉(t) = Tr{Aρ(t)} = Tr{A(t)ρ(0)}. (3.13)ave
 dans les représentations de S
hrödinger ou d'Heisenberg :
ρ(t) = U(t)ρ(0)U†(t), et A(t) = U†(t)A(0)U(t) . (3.14)3.2 Valeur moyenneDe façon générale toute observable peut se ré-exprimer en fon
tion des opérateurs deCli�ord. A titre d'exemple :

σz
n = −iΓ2

nΓ1
n (3.15)

σx
n =

n−1∏

j=1

(
−iΓ2

jΓ
1
j

)
Γ1

n (3.16)
σy

n = −
n−1∏

j=1

(
−iΓ2

jΓ
1
j

)
Γ2

n. (3.17)Chaque sous-système étant préparé dans un état gaussien, le théorème de Wi
k permet deré-exprimer la moyenne de toute observable en fon
tion de la moyenne des 
orrélateurs àdeux points de la forme 〈−iΓmΓn〉. On dé�nit la matri
e M, de dimension 2L × 2L, dontles éléments sont :
Mm,n = 〈−iΓmΓn〉. (3.18)Son évolution temporelle est obtenue par l'a
tion de la matri
e de rotation R(t) = e−itT surla matri
e M(0) 
ontenant les 
orrélations à l'instant t = 0 :

M(t) = 〈−iΓ(t)Γ(t)〉
M(t) = R(t)M(0)RT (t). (3.19)Ainsi les quantités telles que l'énergie de liaison, l'aimantation transverse ou le 
ourantd'aimantation sont données par l'équation (3.19), ave
 plus parti
ulièrement

〈σz
n〉(t) = Mn+L,n(t) (3.20)

〈σx
nσ

x
n+1〉(t) = Mn+L,n+1(t) (3.21)

〈σy
nσ

y
n+1〉(t) = Mn+1+L,n(t). (3.22)22



Les éléments de la matri
e R(t) s'expriment en terme des fon
tions de Bessel, dansle 
as d'un système thermodynamique dé
rit par le modèle d'Ising 
ritique (h = 1) ou parle modèle XX [30, 64]. Ainsi pour le modèle d'Ising en 
hamp 
ritique h = 1

Rl,k = Rl+L,k+L = 〈Γ1
k|Γ1

l 〉t = 〈Γ2
k|Γ2

l 〉t = (−1)k+lJ2(l−k)(2t)

Rl+L,k = 〈Γ1
k|Γ2

l 〉t = (−1)k+lJ2(l−k)+1(2t), (3.23)et pour le modèle XX
Rl,k = Rl+L,k+L = 〈Γ1

k|Γ1
l 〉t = 〈Γ2

k|Γ2
l 〉t = il−kJl−k(t)

{
cos(ht), l − k = 2p
−i sin(ht) l − k = 2p+ 1

Rl+L,k = 〈Γ1
k|Γ2

l 〉t = il−kJl−k(t)

{
− sin(ht), l − k = 2p
−i cos(ht) l − k = 2p+ 1.

(3.24)Les éléments de la matri
e M(0) sont donnés par la moyenne des 
orrélateurs dansl'état initial. Chaque sous-système j étant préparé dans un mélange statistique des étatspropres de Hj (éq. 3.4 et 3.3), on montre que les 
orrélateurs formés de deux opérateurs deCli�ord appartenant à des sous-système di�érents (a et b) sont nuls [43] :
〈Γn∈aΓm∈b〉 = 0. (3.25)Ce résultat re�ète le fait que les sous-systèmes sont préparés dans des états gaussiens indé-pendants. En réarrangeant les éléments de Γ de la façon suivante,

Γ =




...
ΓS(j)

ΓS(j+1)... 

, ave
 ΓS(j) =




(Γ1
1)j...

(Γ1
Lj

)j

(Γ2
1)j...

(Γ2
Lj

)j




, (3.26)la matri
e M(0) prend une stru
ture diagonale par blo
k :
M =




. . . . . .. . . Mj−1 0
0 Mj 0

0 Mj+1
. . .. . . . . .



, (3.27)où les Mj sont des matri
es, de dimension 2Lj × 2Lj , asso
iées aux sous-systèmes j, dontla stru
ture est :
Mj = −iI +

(
0 I†j
Ij 0

) (3.28)et où les éléments de Ij sont donnés par l'équation (3.8).23



Le 
al
ul de l'aimantation transverse (voir appendi
e) dans le 
as du modèle d'Ising
ritque et XX, fait apparaître un produit de 
onvolution dis
ret [43, 44, 45]. En dé�nissantles pro�ls pj de la façon suivante :
pj(k) = Mk+L,k+j(0) = Tr{−iΓ2

kΓ1
k+jρ(0)}, (3.29)ave
 en parti
ulier p0(k) = 〈σz

k〉(0), un 
al
ul expli
ite 
onduit à :
〈σz

n〉(t) =
∑

j

(
F j

t ⋆ p
j
)

(n), (3.30)où pour le modèle d'Ising 
ritique (h = 1), les fon
tions F j
t sont données par :

(−1)jF j
t (n) = J2n(2t)J2n−2j(2t) − J2n+1(2t)J2n−2j−1(2t), (3.31)et pour le modèle XX par

(−1)jF 2j
t (n) = Jn(t)Jn−2|j|(t), ∀h, (3.32)ave
 F j

t (n) = 0 pour les valeurs de j impaires.3.3 Système préparé dans un état 
omplètement fa
to-riséL'état initial est dit 
omplètement fa
torisé lorsque les spins sont préparés indépendam-ment les uns des autres. La matri
e densité est simplement donnée par ρ(0) = ρ⊗L
j où ρj estfon
tion de l'hamiltonien lo
al Hj = −hσz

j /2,
ρj ∝ exp(γjσ

z
j /2), γj = βjh. (3.33)Des résultats exa
ts ont été obtenus dans 
e 
as, lors de l'étude de la dynamique de systèmespréparés dans un état spatialement homogène [46, 65] puis inhomogène [30, 46, 63, 64, 69].L'in�uen
e d'un terme supplémentaire de la forme σz

nσ
z
n+1 et de 
ouplages dimérisés [70] ontaussi été étudiés. Dans 
ette situation, des résultats numériques sont apportés par renorma-lisation de la matri
e densité dépendante du temps. Cette méthode demande de 
onsidérerdes systèmes undimensionnels ainsi que des intera
tions entre premiers voisins [71, 72], elleest largement utilisée sur des modèles de 
haînes de spins [73, 74], des modèles fermioniques

[75, 76] et notamment dans les problèmes de nature bosonique liés à l'études des atomesultra froid [77, 78, 79, 80].L'état initial étant 
omplètement fa
torisé 
ela 
onduit à pj(k) = δj,0〈σz
k〉, ave
 〈σz

k〉 =
tanh(γk/2). Dans 
e 
as le pro�l d'aimantation initial est la seule donnée né
essaire a�n de�xer l'état du système à un instant ultérieur. L'équation (13.15) s'é
rit simplement 
omme leproduit de 
onvolution dis
ret (noté ⋆) de la fon
tion de Green F 0

t ave
 le pro�l d'aimantationtransverse initial :
〈σz

n〉(t) = (F 0
t ⋆ 〈σz〉)(k) =

∑

k

F 0
t (n− k)〈σz

k〉. (3.34)24



Dans la limite 
ontinue, la solution expli
ite pour le modèle XX (κ = 0) et pour le modèled'Ising 
ritique (h = 1, κ = 1) est donnée par [64] :
mz(x, t) =

∫
dy F 0

t (x− y)mz(y, 0), (3.35)ave
 pour la fon
tion de Green
F 0

t (x) =
1

t
fκ

(x
t

)
, (3.36)où la fon
tion d'é
helle fκ est, pour κ = 0 et κ = 1,

fκ(v) =

{
1
π

(
1 − v2

)κ−1/2 |v| < 1
0 |v| ≥ 1.

(3.37)Le support borné de la fon
tion de Green traduit l'existen
e d'une région 
ausale x/t ≤ 1due à une vitesse vq = ∂qǫ(q) de propagation maximale des ex
itations, vitesse �xée i
i à1 par une normalisation appropriée de l'Hamiltonien. Dans la limite asymptotique, t ≫ 1,pour laquelle l'expression (3.36) est exa
te, l'aimantation totale (Mz(t) =
∫
dx mz(x, t)) est

Mz(t) = Mz(0)

∫ 1

−1

dv fκ(v) = Mz(0)
(
1 − κ

2

)
. (3.38)Bien que l'aimantation totale ne soit 
onservée que dans le 
as du modèle XX, après unrégime transitoire, le résultat pré
édent montre que, même dans le 
as du modèle d'Ising, lesystème atteint un état dans lequel l'aimantation résiduelle (après une perte initiale rapide)totale M̂z est 
onservée : ∂tM

z(t) = 0.3.4 Evolution d'une interfa
eL'étude de l'interfa
e entre deux régions préparées dans un état pur permet, entre autre,de mettre en éviden
e le r�le de la fon
tion de Green. L'interprétation qui est faite desrésultats est fortement liée à la notion de 
ausalité. Le système est préparé dans un étatinitial présentant une mar
he d'aimantation :
|K〉 = | ↓〉⊗L/2 | ↑〉⊗L/2

, (3.39)où | ↑〉 et | ↓〉 sont les états propres de la matri
e de Pauli σz tels que
σz| ↑〉 = | ↑〉 et σz| ↓〉 = −| ↓〉. (3.40)Un tel état est sus
eptible d'être obtenu sous l'a
tion d'un 
hamp magnétique intense etinhomogène. Le pro�l d'aimantation transverse à l'instant initial est

mz(x, 0) = 2H(x) − 1, (3.41)où H(x) est la fon
tion d'Heaviside. A l'instant t le produit de 
onvolution ave
 la fon
tionde Green (eq. 3.35) 
onduit à la forme d'é
helle mz(x, t) = mz(x/t) ave

mz(x/t) = 2

∫ x/t

−1

dv fκ(v) −
(
1 − κ

2

)
. (3.42)25



En dehors du 
�ne de lumière (région a
ausale notée Ac) la moyenne de l'aimantationtransverse est une 
onstante donnée par :
mz(v) =

{
−mz

Ac
v < −1

mz
Ac

v > 1.
ave
 mz

Ac
= 1 − κ

2
. (3.43)Dans la région x > t (respe
tivement x < −t), 
ette 
onstante 
orrespond à la valeurobtenue si l'état initial avait été l'état homogène |H+〉 = | ↑〉⊗L (respe
tivement |H−〉 = | ↓

〉⊗L). Notons que dans le 
as du modèle XX, mz
Ac

= 1 alors que l'on 
onstate une pertede l'aimantation pour le modèle d'Ising puisque mz
Ac

= 1/2. Nous expliquons 
ette perted'aimantation plus loin.3.4.1 Le modèle XXDans le modèle XX les états homogènes |H+〉 et |H−〉 sont des états propres du système.Seule l'ex
itation générée par l'interfa
e est à l'origine de l'évolution du système. Dans larégion a
ausale le système est don
 lo
alement à l'équilibre ave
 mz(x, t) = −mz
Ac

= −1dans la région x < −t et mz(x, t) = mz
Ac

= 1 pour x > t. Finalement, ∀h, l'intégration del'équation (3.42) 
onduit à :
mz(x/t) =





−1 x ≤ −t
2
π arcsin

(
x
t

)
, |x/t| < 1

1 x ≥ t.
(3.44)

x

t

Fig. 3.2 � Propagation de l'ex
itation générée par l'interfa
e. Dans la région a
ausale lesystème apparaît lo
alement à l'équilibre et hors de l'équilibre dans le 
�ne de lumière.Ce résultat est indépendant de la valeur du 
hamp h et de façon générale on véri�e quela dynamique de l'aimantation, dans le modèle XX, n'est pas fon
tion du 
hamp transverse(eq. 13.17). C'est une 
onséquen
e dire
te de la symétrie de l'hamiltonien [Mz,HXX ] = 0.En e�et l'ex
itation est uniquement véhi
ulée par le terme d'intera
tion d'é
hange
Hech = −1

4

∑

n

(
σx

nσ
x
n+1 + σy

nσ
y
n+1

)
. (3.45)26



Pour être plus expli
ite on dé�nit les opérateurs d'évolution Uech(t) et Uz(t) 
omme :
Uech(t) = exp(−itHech), et Uz(t) = exp(ithMz). (3.46)Puisque [Mz,Hech] = 0, l'opérateur d'évolution s'é
rit 
omme le produit U(t) = Uech(t)Uz(t)de sorte que

σz
n(t) = U†(t)σz

nU(t) = U†
ech(t)σz

nUech(t). (3.47)Ainsi l'évolution temporelle des opérateurs σz
n est indépendante de h et est uniquementgouvernée par le terme d'intera
tion d'é
hange.
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Fig. 3.3 � Evolution de l'interfa
e générée par un état spatialement inhomogène |K〉 dansle 
as du modèle XX, pour les temps t = 0, 125, 250 et 375.3.4.2 Le modèle d'IsingDans le modèle d'Ising, en 
hamp 
ritique h = 1, les état homogènes |H+〉 et |H−〉 nesont pas des états propres du système. A�n de dé
rire le système dans la région a
ausale il estné
essaire de 
omprendre la relaxation du modèle d'Ising préparé dans un état homogène et
omplètement fa
torisé. Cette étude a été réalisée par G. M. S
hütz et S. Trimper (1999) [46].Ainsi la variation de l'aimantation transverse est 
omprise de la façon suivante : l'intera
tionentre spin a pour e�et de 
réer des 
orrélations spatiales, notamment des 
orrélations de laforme 〈σx
nσ

x
n+1〉. La 
onservation de l'énergie impose, en même temps que la variation del'énergie de liaison (en = −〈σx

nσ
x
n+1〉/2), la 
hute de l'aimantation transverse. Au point
ritique les termes d'intera
tion d'é
hange et d'intera
tion magnétique 
ontribuent ave
 lamême intensité. L'aimantation transverse varie alors de mz = 1 vers mz = 1/2 de sorteque les 
orrélations 〈σx

nσ
x
n+1〉 passent de 0 à 〈σx

nσ
x
n+1〉 = 1/2. Ce que 
on�rme l'expressionexa
te obtenue dans [46] :

mz(t) =
1

2
+
J1(4t)

2t
, (3.48)où J1 est une fon
tion de Bessel.
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t

σ< z> =1

σx σx>< = 1 / 2

σz>< 1 / 2=

< σx xσ >= 0Fig. 3.4 � Perte d'aimantation asso
iée au transfert de l'énergie d'intera
tion Zeeman versl'énergie de liaison.Le 
omportement asymptotique de la fon
tion de Bessel montre que la relaxation versl'aimantation stationnaire est algébrique :
mz(t) − 1/2 ∝ t−3/2, (3.49)ave
 un exposant de dé
roissan
e égale à 3/2. Ainsi après un régime transitoire (il s'agit i
id'un abus de langage puisque la dé
roissan
e est algébrique), dans lequel les deux domainesd'aimantation ±1 évoluent vers ±1/2, le pro�l d'aimantation dans la limite asymptotiqueest donné par (3.42) :

mz(x/t) =





−1/2 x ≤ −t
1
π

(
arcsin (x/t) + x/t

√
1 − (x/t)2

)
, |x/t| < 1

1/2 x ≥ t.

(3.50)
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Fig. 3.5 � Evolution de l'interfa
e générée par un état spatialement inhomogène |K〉 dansle 
as du modèle d'Ising, pour les temps t = 0, 125, 250 et 375.3.5 Evolution d'un sous-système saturé en 
hampsL'étude de la relaxation d'une goutte, d'aimantation +1, dans une mer, d'aimantation
−1, est obtenue en 
onsidérant l'état initial

|D〉 = | ↓ . . . ↓↑ . . . ↑↓ . . . ↓〉, (3.51)28



où Ls spins, au 
entre du système, sont préparés dans l'état | ↑〉 tandis que le reste dela 
haîne est préparé dans l'état | ↓〉. La transformation de Jordan-Wigner nous donne lapossibilité d'interpréter l'état |D〉 
omme la mise en 
onta
t d'un "petit système", où 
haquesite est o

upé par un fermion, ave
 un environnement vide. La relation σz
n = 2c†ncn−1 nouspermet d'é
rire l'état |D〉 sous la forme :

|D〉 = |0 . . . 0, 1 . . . 1, 0 . . . 0〉, (3.52)où les états |1〉 et |0〉 sont les états propres de l'opérateur nombre de parti
ules n = c†c.Notons que dans le 
adre de l'étude des 
ondensats de Bose-Einstein, une situation analoguea été étudiée, dé
rivant la détente brutale d'un gaz de bosons de 
oeur dur [66, 67]. Desétudes sur les 
haînes XX et Ising 
ritique ont montré [46, 64] que l'aimantation de la partiesystème Mz(t) 
onvergeait de façon algébrique vers une valeur stationnaireMz
st. Partant del'équation (3.35) nous allons retrouver 
e résultat. En e�et, le pro�l initial d'aimantationétant donné par mz(x, 0) = 2Π (x/Ls) − 1 où Π est la fon
tion porte, telle que :

Π(v) =

{
1 −1/2 ≤ v ≤ 1/2
0 1/2 < |v|, (3.53)il est fa
ile de véri�er que, dans la limite des temps longs t >> Ls, la fon
tion de Green

F 0
t (x) = fk(x/t)/t apparaît expli
itement dans l'expression du pro�l d'aimantation :

mz(x, t) = 2
Ls

t
fκ

(x
t

)
−mz

Ac
ave
 mz

Ac
= 1 − κ

2
. (3.54)L'aimantation résiduelle intégrée dé�nie par :

Mz(t) =

∫ Ls/2

−Ls/2

dx mz(x, t), (3.55)est simplement
Mz(t) = Mz

st +
2L2

s

t
fκ(0), ave
 Mz

st = −Lsm
z
Ac
. (3.56)Notons que la relaxation vers l'état stationnaire se fait de la même façon pour les modèles

XX et Ising puisque f1(0) = f0(0) = 1/π. SeulMz
st est fon
tion du paramètre d'anisotropie.Ainsi pour le modèle XX (κ = 0) le "système" relaxe vers l'état d'aimantation du "bain"d'où Mz

st/Ls = −1. Dans le 
as du modèle d'Ising (κ = 1) l'aimantation stationnaire est
elle du "bain" s'il avait évolué librement, Mz
st/Ls = −1/2 (
'est à dire si l'état initial avaitété l'état homogène |H−〉).Une analyse du vieillissement lors de la relaxation du modèle XX préparé dans l'état |D〉a été réalisée dans la référen
e [46]. Les fon
tions de 
orrélation à deux temps 〈Q(t)Q(t′)〉,sont habituellement utilisées pour mettre en éviden
e l'évolution du système et plus parti-
ulièrement le 
ara
tère vieillissant de 
elui-
i. Lorsque le système est en dehors de l'équi-libre les fon
tions de 
orrélations dépendent à la fois des temps t et t′, où t est le tempsd'attente 
orrespondant à l'âge du système et t′ > t. Au 
ontraire dans le 
as d'un sys-tème à l'équilibre les fon
tions de 
orrélations ne dépendent que de la di�éren
e des temps

τ = t′ − t. Le vieillissement a d'abord été étudié sur des systèmes, dé
rits de façon 
lassique29



[48, 51, 50] puis quantique [52, 53, 49, 46, 47]. Les fon
tions de 
orrélations de l'aiman-tation transverse, dé�nies 
omme Cz,z
n,m(t, t′) = 〈σz

n(t)σz
m(t′)〉, ont notamment été analyséessur les 
haînes d'Ising [47] et XX [46]. Dans 
e dernier 
as, la fon
tion de 
orrélation norma-lisée R(t, τ) = Cz,z

M (t, t + τ)/Cz,z
M (t, t) ave
 Cz,z

M (t, t′) = 〈Mz
s (t)Mz

s (t′)〉 − 〈Mz
s (t)〉〈Mz

s (t′)〉où Mz
s =

∑
n∈Ls

σz
n est l'aimantation totale dans le système, présente un 
omportementvieillissant typique [54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62] :

R(t, τ) = f

(
t

τ

)
=

1

1 + τ/t
, Ls << t, t+ τ << L2

s . (3.57)
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Chapitre 4Mise en 
onta
t de sous-systèmesthermalisés - Interfa
e "Bain -Système"Dans 
e 
hapitre, nous analysons l'évolution temporelle d'une l'interfa
e ("Bain-Système")obtenue par la mise en 
onta
t de sous-systèmes thermalisés à des températures di�é-rentes. Pour 
ommen
er, nous étudierons le 
omportement du pro�l d'aimantation transverse
mz(x, t) dans le 
as d'un bain à température in�nie Tb = ∞ et d'un système à température�nie Ts. Dans 
e 
as, on montrera que le pro�l d'aimantation s'é
rit 
omme un produit de
onvolution faisant intervenir une fon
tion de Green Gt(x). Ces résultats sont simplementgénéralisés lorsque les températures Tb et Ts sont quel
onques. Nous dé�nirons le 
ourantd'aimantation jz(x, t) asso
ié au pro�l mz(x, t) que l'on analysera, pour les modèles XXet Ising 
ritique (h = 1), en distinguant la dynamique de l'état fondamental de la dyna-mique obtenue sous l'e�et de la température. Nous terminerons 
ette étude par l'analyse despropriétés de l'état stationnaire en 
omparant nos résultats aux travaux de W. As
hba
her
[36].4.1 Conditions initialesCommençons par 
onsidérer l'interfa
e 
réée par la mise en 
onta
t de deux sous-systèmes,semi-in�nis, thermalisés aux températures 1/βb et 1/βs. L'information pertinente sur l'étatinitial est donnée par la matri
e M, formée des 
orrélateurs à deux points 〈ΓΓ〉. La 
haîneétant divisée en deux sous-systèmes, la matri
e M prend la stru
ture suivante :

M =

(
Mb 0
0 Ms

)
, (4.1)où Mb et Ms sont asso
iées à 
haque sous-système et dont la stru
ture est :

Mb = −iI +

(
0 I†b
Ib 0

)
Ms = −iI +

(
0 I†s
Is 0

)
. (4.2)31



Les éléments de Is et Ib sont donnés par l'équation (3.8). En prenant la limite d'un "bain"à température in�nie, dans 
elui-
i, l'aimantation transverse ainsi que l'énergie de liaisontombent à zéro. De façon générale, dans la limite βb → 0 on a Ib = 0. Les éléments dela partie "système" (éq. 3.8) se dé
omposent en deux termes, asso
iés aux 
ontributions devolume et de surfa
e (voir appendi
e) et ainsi le pro�l d'aimantation à l'instant initial s'é
ritsous la forme :
mz(k, 0) = H(k) (mz

V +mz
S(k)) , (4.3)où mz

V est la densité d'aimantation de volume et mz
S(k) la 
ontribution due à la surfa
elibre. La fon
tion d'Heaviside H(k) est telle que mz(−|k|, 0) = 0, re�étant ainsi le fait quele bain est préparé à température in�nie. Cette dé
omposition est valable pour l'ensembledes pro�ls pj(k) introduit pré
édemment :

pj(k) = H(k)
(
pj

V + pj
S(k)

)
. (4.4)Pour le modèle XX

pj
V = (−1)j

∫ π

0

dθ

π
cos (jθ) tanh (βsǫh(θ)/2) (4.5)

pj
S(k) = (−1)j+1

∫ π

0

dθ

π
cos ((2k + j)θ) tanh (βsǫh(θ)/2) , (4.6)où ǫh(θ) = h− cos(θ). Pour le modèle d'Ising au point 
ritique (h = 1),

pj
V = (−1)j

∫ π

0

dθ

π
sin (θ(1/2 − j)) tanh (βs sin(θ/2)) (4.7)

pj
S(k) = (−1)j

∫ π

0

dθ

π
sin (θ(2k + j − 1/2)) tanh (βs sin(θ/2)) . (4.8)4.2 Evolution du pro�l d'aimantation transverse, (Tb =

∞)En séparant les 
ontributions de volume et de surfa
e, la densité d'aimantation trans-verse, donnée par l'équation (13.15), devient
mz(n, t) =

∑

j

(
F j

t ⋆ p
j
V H

)
(n) +

∑

j

(
F j

t ⋆ p
j
SH
)

(n). (4.9)Il paraît alors a

eptable de ne pas tenir 
ompte des e�ets liés à la surfa
e libre initiale,puisque, dans la limite des temps longs, le front d'onde est lo
alisé en x = t >> 1. On montreque l'aimantation transverse au niveau du front d'onde est donnée à l'ordre dominant par
mz(t, t) ≃ mz

V (voir s
héma 4.1). En e�et dans le 
as 
ritique (pour Ising ave
 Ts = 0 et
h = 1 ou XX ave
 Ts = 0 et h < 1) la 
ontribution de surfa
e à l'aimantation dé
roît defaçon algébrique mS(k) ∝ 1/k. L'aimantation au niveau de l'interfa
e est alors :

mz(t, t) ≃ mz
V + O(t−1). (4.10)32



Négliger le terme de surfa
e permet de réé
rire le pro�l d'aimantation 
omme un produit de
onvolution ave
 mz(n, 0). Dans 
ette approximation, le pro�l d'aimantation est
mz(n, t) = (Gt ⋆ m

z(0))(n), (4.11)où
Gt(n) =

1

mz
V

∑

j

pj
V F

j
t (n) et mz(n, 0) = mz

V H(n). (4.12)Le pro�l initial étant proportionnel à la fon
tion d'Heaviside, la fon
tion de Green est obte-nue, dans la limite 
ontinue, en dérivant l'équation (4.11)
∂xm

z(x, t) = mz(0)Gt(x). (4.13)Le 
al
ul exa
t est e�e
tué en appendi
e pour le modèle d'Ising préparé à températurenulle, en 
hamp 
ritique (Tb = ∞, Ts = 0, h = 1) et pour le modèle XX sans restri
tion(Tb = ∞, Ts, h). On montre �nalement que la fon
tion de Green Gt(x) s'é
rit sous la forme
Gt(x) =

1

mz
V t
g
(x
t

)
, (4.14)ave
 pour le modèle d'Ising, préparé dans l'état (Tb = ∞, Ts = 0, h = 1),

g(v) =
1

π
Π
(v

2

) (4.15)et pour le modèle XX ave
 (Tb = ∞, Ts, h),
g(v) =

tanh
(

βs

2 (h−
√

1 − v2)
)

+ tanh
(

βs

2 (h+
√

1 − v2)
)

2π
√

1 − v2
, (4.16)où g(v) s'annule en dehors du 
�ne de lumière (|v| ≥ 1).

Fig. 4.1 � S
héma du pro�l d'aimantation. Loin de l'interfa
e, seule l'aimantation de volume
ontribue signi�
ativement au pro�l d'aimantation.4.3 Généralisation au 
as Tb 6= ∞ et dé�nition du 
ourantd'aimantationLe pro�l de l'aimantation transverse est obtenu de façon exa
te dans le 
as général, oùle "bain" est préparé à la température Tb, respe
tivement Ts pour la partie "système". Dans
e 
as, le pro�l d'aimantation initial mz
Tb,Ts

(x, 0) est
mz

Tb,Ts
(x, 0) = (mz

Tb,∞)0(x) + (mz
∞,Ts

)0(x), (4.17)33



ave

(mz

Tb,∞)0(x) = H(−x)mz
Tb
, (mz

∞,Ts
)0(x) = H(x)mz

Ts
, (4.18)où l'on note mz

Ts
et mz

Tb
la 
ontribution du volume à l'aimantation transverse dans le "sys-tème" et le "bain" et où rappelons le, on a négligé la 
ontribution de surfa
e. Ainsi, à l'instant

t, l'équation (4.9) 
onduit à :
mz

Tb,Ts
(x/t) =

∑

j

F j
t ∗ (pj

Tb
H− + pj

Ts
H), (4.19)ave
 H−(x) = H(−x) et où pj

Tj
est la 
ontribution de volume aux pro�ls, dé�nis pré
é-demment (équation 3.29), dans le sous-système préparé à température Tj . Cette dernièreéquation peut en
ore s'é
rire

mz
Tb,Ts

(x/t) = mz
Tb,∞(x/t) +mz

∞,Ts
(x/t), (4.20)où mz

∞,Ts
(x/t) (resp. mz

Tb,∞(x/t)) 
orrespond au pro�l d'aimantation obtenu dans le 
asd'un "bain" (resp. un "système") préparé à température in�nie, ave

mz

∞,Ts
(x/t) = ((Gt)Ts

∗ (mz
∞,Ts

)0)(x)

mz
Tb,∞(x/t) = ((Gt)Tb

∗ (mz
Tb,∞)0)(x), (4.21)où (Gt)Tj

est la fon
tion de Green asso
iée à 
ha
un des sous-systèmes j = s, b, préparés àla température Tj (voir par exemple l'équation (4.16) pour le modèle XX).En é
rivant la fon
tion de Green sous la forme d'é
helle
(Gt)Tj =

1

tmz
Tj

gTj

(
x

y

)
, (4.22)on obtient immédiatement :

mz
∞,Ts

(x/t) =

∫ x/t

−1

dv gTs
(v) (4.23)

mz
Tb,∞(x/t) =

∫ 1

x/t

dv gTb
(v), (4.24)ave
, pour des raisons de symétrie évidentes, mz

Tj ,∞(x/t) = mz
∞,Tj

(−x/t) de sorte que
gTj

(−v) = gTj
(v). Ainsi le pro�l d'aimantation est donné par

mz
Tb,Ts

(x/t) =

∫ 1

−1

dv gTs,Tb
(v, x/t), (4.25)ave


gTs,Tb
(v, x/t) = gTb

(v)H(v − x/t) + gTs
(v)H(x/t− v), (4.26)et en parti
ulier

mz
Tb,Ts

(0) =

∫ 1

0

dv (gTb
(v) + gTs

(v)). (4.27)34



Il est alors fa
ile de véri�er que la moyenne de l'aimantation transverse est 
onservée ; puisquela fon
tion de Green Gt(x) est une fon
tion homogène de degré 1, elle obéit à l'équationd'Euler que l'on peut é
rire sous la forme d'une équation de 
ontinuité :
∂tGt(x) + ∂x

(x
t
Gt(x)

)
= 0 . (4.28)Le le
teur trouvera plus loin, une dis
ussion détaillée sur la 
onservation de l'aimantationtransverse dans le 
as du modèle d'Ising. Finalement, on dé�nit le 
ourant d'aimantationtransverse à travers l'équation de 
ontinuité.

∂tm
z + ∂xj

z = 0 (4.29)et on montre simplement que le 
ourant d'aimantation est
jz
Tb,Ts

(x/t) = jz
Tb,∞(x/t) + jz

∞,Ts
(x/t), (4.30)ave


jz
∞,Ts

(x/t) =

∫ x/t

−1

dv vgTs
(v), (4.31)

jz
Ts,∞(x/t) = −

∫ x/t

−1

dv vgTb
(v). (4.32)En parti
ulier

jz
Tb,Ts

(0) =

∫ 1

0

dv v(gTs
(v) − gTb

(v)). (4.33)Une interprétation des expressions (4.27) et (4.33) est réalisée plus loin, lors de l'étude despropriétés de l'état stationnaire.4.4 Etude du modèle XXNous présentons i
i, un moyen simple d'obtenir la fon
tion de Green asso
iée au problème.Pour 
ela on suppose que pour tout temps, la valeur de l'aimantation au niveau de l'interfa
eest donnée par la moyenne de l'aimantation du "bain" et du "système"
mz(0, t) = mz

V /2. (4.34)Il 
onvient d'utiliser l'hypothèse d'é
helle, 
on�rmée par Ogata [68], a�rmant que lors dela mise en 
onta
t de deux sous-systèmes, la moyenne de toute observable On lo
alisée dansle voisinage du site n est donnée par la forme d'é
helle suivante : 〈On〉(t) = ΦO(n/t). Ainsipar dérivation nous obtenons :
∂xm

z(x, t) =
1

t
Φ′

z

(x
t

)
= mz

V Gt(x). (4.35)Notons que dans la région a
ausale (Ac) le pro�l d'aimantation est 
onstant, imposant ainsi
∂xm

z(x, t)|Ac = 0. Nous en déduisons la forme d'é
helle de la fon
tion de Green.
Gt(x) =

1

mz
V

1

t
g
(x
t

)
, ave
 g(v) = Φ′

z(v) = t∂xm
z(x, t) (4.36)35



et
g (v) = 0 pour |v| ≥ 1. (4.37)Le produit de 
onvolution (4.11) devient
mz(x, t) =

∫ x/t

−1

dv g(v). (4.38)Rappelons que mz
V = p0

V est donnée par l'équation (13.20). Ainsi l'hypothèse (4.35) 
onduità l'égalité :
mz(0, t) =

∫ 0

−1

dv g(v) =

∫ π

0

dθ

2π
tanh

(
βs

2
(h− cos θ)

)
=
mz

V

2
. (4.39)Un 
hangement de variables approprié permet d'aboutir �nalement à l'égalité suivante :

∫ 0

−1

dv g(v) =

∫ 0

−1

dv
tanh

(
βs

2 (h−
√

1 − v2)
)

+ tanh
(

βs

2 (h+
√

1 − v2)
)

2π
√

1 − v2
, (4.40)qui par identi�
ation 
onduit au résultat exa
t (4.16).4.4.1 A température nulleNous allons, pour le moment, fo
aliser notre attention sur le 
as extrême où Tb = ∞ et

Ts = 0, mais nous reviendrons plus tard sur le r�le de la température. Ainsi, à températurenulle, il nous faut distinguer la région 
ritique du modèle XX (h < 1) de la région h ≥ 1.Le terme tanh(βsǫh(θ)/2) qui apparaît dans l'expression de la fon
tion de Green devientsgn(ǫh(θ)).1-Dans la région h ≥ 1 les ex
itations sont toutes positives et l'état fondamental du"système" est l'état |H+〉 = | ↑〉⊗Ls . Dans 
ette situation la matri
e densité de la 
haîne
ρ(0) = ρb ⊗ ρs se ramène au 
as 
omplètement fa
torisé ave


ρs = | ↑〉〈↑ |⊗x>0 (4.41)et, le bain étant à température in�nie
ρb =

( | ↑〉〈↑ | + | ↓〉〈↓ |
2

)⊗x<0

. (4.42)La fon
tion de Green est donnée dans la se
tion (3.3), on rappelle :
Gt(x) =

1

t
g
(x
t

) ave
 g(v) =
1

t

1

π
√

1 − v2
. (4.43)La densité d'aimantation à l'instant initial est simplement mz(x, 0) = H(x) et son évolutiontemporelle est obtenue par l'intégration de la fon
tion g(v).

mz(x, t) =

∫ x/t

−1

dv g(v) =
1

π
arcsin(x/t) +

1

2
. (4.44)36



2-Pour les 
hamps h < 1, le système est 
ritique et la fon
tion de Green prend alors laforme parti
ulière (�gure 4.2) [45] (voir l'appendi
e pour une démonstration)
Gt(x) =

1

tmz
V

g
(x
t

)
=

1

t

1

2 arcsin(h)
√

1 − (x/t)2
,

√
1 − h2 ≤ |x/t| < 1, (4.45)et zéro autrement. Ainsi, à 
oté de la vitesse maximale v = 1, une nouvelle vitesse 
ara
-téristique vh =

√
1 − h2 apparaît dans le problème, fon
tion du 
hamp extérieur h. Cettevitesse est asso
iée aux ex
itations de basse énergie du spe
tre de la 
haîne ǫ(q) = h− cos q.A la fermeture du gap, en qf = arccosh la vitesse vh est

vh =
∂ǫ(q)

∂q
‖qf

= sin arccosh =
√

1 − h2 . (4.46)
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Fig. 4.2 � Fon
tion g(v) asso
iée au modèle XX dans le 
as Ts = 0 et Tb → ∞ pour les
hamps h = 1(- - -) et h = 0.8 (�).2-a) Pro�l d'aimantation. Le support dé
onne
té de la fon
tion de Green est la 
ausede l'apparition d'un pro�l d'aimantation plat au 
entre de la 
haîne [30, 45] :
mz(x, t) = Φh(x/t) +mz

V /2, (4.47)ave
 la fon
tion d'é
helle Φh(v), telle que Φh(−v) = −Φh(v) et
Φh(v) =





0 0 ≤ v ≤ vh

mz
V /2 − arccos(v)/π vh < v ≤ 1

mz
V /2 v < 1.

(4.48)Dans la région |x/t| ≤ vh, l'aimantation transverse est exa
tement donnée par la moyennedes aimantations du "système" et du "bain" ; ainsi la 
haîne apparaît lo
alement dans unétat stationnaire hors de l'équilibre, traversée par un 
ourant d'aimantation transverse (don
d'énergie) 
onstant. En e�et, à partir de l'équation de 
ontinuité sur réseau ∂tm
z(n, t) +

j(n, t) − j(n − 1, t) = 0 et ave
 d
dtσ

z
n = i[H,σz

n] il est possible d'identi�er un opérateur de
ourant lo
al :
Jn =

1

2
(σy

nσ
x
n+1 − σx

nσ
y
n+1) =

−i
2

(Γ2
nΓ2

n+1 + Γ1
nΓ1

n+1) (4.49)37



dont la moyenne à l'instant t est asymptotiquement donnée dans la limite 
ontinue par
j(x, t) = jh(v) =

−1

π

{
h 0 ≤ v ≤ vh√

1 − v2 vh < v < 1,
(4.50)ave
 jh(−v) = jh(v). Les résultats numériques obtenus par diagonalisation exa
te sontreproduits �gure (4.3) pour les 
hamps h = 1 et h = 0.75. L'a

ord entre les 
ourbesnumériques et les résultats analytiques est ex
ellent.

-1 0 1
x / t

0

0.2
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0.6

0.8

1

m
z (x

,t)

Fig. 4.3 � Résultats numériques et analytiques de l'aimantation transverse pour les 
hamps
h = 1 (
ourbe du haut) et h = 0.75 (
ourbe du bas). Les résultats numériques sont tra
ésen fon
tion de x/t pour les temps t = 125 (
er
les), 250 (
arrés) et 375 (triangles).2-b) Dynamique du front d'onde. L'onde générée par l'interfa
e entre le "bain"et le "système" est la 
ause de l'évolution temporelle de la 
haîne. Deux fronts d'onde sepropagent ave
 une vitesse de v = ±1, l'un dans la partie "système" l'autre dans le "bain".V. Hunyadi, Z. Rá
z et L. Sasvári [69] (en 2004) ont montré que le pro�l d'aimantation,lo
alisé au niveau des fronts d'ondes, obéissait à la forme d'é
helle suivante :

δmz
±(x, t) = mz(x, t) −mz(±t, t) =

±1

t1/3
F
(
t∓ x

t1/3

)
. (4.51)
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Fig. 4.4 � Courbes numériques du front d'onde se propageant dans le "bain" pour les 
hamps
h = 1, h = 0.75 et h = 0.5, aux temps t = 125, 250 et 375 à température nulle.38



La �gure (4.4) montre 
lairement que le front d'onde présente une stru
ture en es
a-lier dont 
haque mar
he porte une aimantation µ = 1. Alors que la largeur des mar
hesaugmente ave
 le temps 
omme t1/3, leur hauteur diminue de sorte que l'aire sous 
haquemar
he, représentant un quantum d'aimantation µ = 1, reste 
onstante. La vitesse vh, dé-�nie pré
édemment, apparaît alors 
omme la vitesse asso
iée à la queue du paquet d'ondesqui traverse le système. A l'instant t, l'onde est alors étalée sur une longueur l(t) dé�nie par
l(t) = (vmax −vmin)t = (1−vh)t, laissant derrière elle, le système dans un état stationnaire.

V

t

mm

x

m

m
2

=mz

z= 0 z= z

z

VFig. 4.5 � S
héma de l'évolution de l'interfa
e générée par la mise en 
onta
t de deuxsous-systèmes.4.4.2 A température non nullea) Le pro�l de l'aimantation transverse dans le 
as général, où le "bain" est préparéà la température Tb, respe
tivement Ts pour la partie "système", s'obtient très simplementà partir de l'égalité (4.20). On rappelle
mz

Tb,Ts
(x/t) = mz

Tb,∞(x/t) +mz
∞,Ts

(x/t), (4.52)ave

mz

∞,Ts
(x/t) = ((Gt)Ts

∗ (mz
∞,Ts

)0)(x)

mz
Tb,∞(x/t) = ((Gt)Tb

∗ (mz
Tb,∞)0)(x), (4.53)où (Gt)Tj

est la fon
tion de Green asso
iée à 
ha
un des sous-systèmes j = s, b, préparés àla température Tj (équation 4.16). Dans la situation où Tb > Ts un pro�l d'aimantation nonmonotone peut apparaître lorsqu'à l'origine (v = 0) la 
ondition suivante est satisfaite :
∂vm

z
Tb,Ts

(v)|0 = ∂v(m
z
Tb,∞(v)|0 +mz

∞,Ts
(v)|0) < 0. (4.54)De plus, si les sous-systèmes sont plongés dans des 
hamps di�érents hs et hb, la 
onditionpour laquelle le pro�l d'aimantation apparaît non monotone est donnée expli
itement par :

tanh

(
βs

2
(hs − 1)

)
+ tanh

(
βs

2
(hs + 1)

)
< tanh

(
βb

2
(hb − 1)

)
+ tanh

(
βb

2
(hb + 1)

)
.(4.55)On 
onstate que 
ette 
ondition est satisfaite dès que l'on fait le 
hoix Ts = 0 et hs < 1 [68].Sur la �gure (4.6) est tra
é le pro�l d'aimantation transverse de la 
haîne XX dans le 
as

Tb = 1, Ts = 0 et hs = hb = 0.9. On note que le 
omportement de l'aimantation transverse39



est linéaire dans la région |x/t| < vh, mz
Tb,0(v) ≃ mz

Tb,0(0)+ pv ave
 une pente p fon
tion dela température 1/βb et du 
hamp h
p = −

tanh
(

βb

2 (h− 1)
)

+ tanh
(

βb

2 (h+ 1)
)

2π
. (4.56)Dans la région |x/t| < vh, où le pro�l est linéaire, le 
ourant d'aimantation transverse est

jz
Tb,0(v) ≃ jz

Tb,0(0) − |p|
2

(x
t

)2

, ave
 jz
Tb,0(v) < 0. (4.57)La valeur du 
ourant d'aimantation est évidemment négative traduisant le fait que le l'ai-mantation transite de la région de forte aimantation vers la région de faible aimantation. Enterme de parti
ules fermioniques, on dira que le 
ourant de parti
ule s'é
oule du réservoir leplus dense vers le réservoir le moins peuplé.

-1 0 1

x / t

0.4

0.5

0.6

0.7

m
z  (

x,
t)

Fig. 4.6 � Courbes numériques du pro�l d'aimantation pour les temps t = 125, 250 et 375en 
hamps h = 0.9, ave
 Tb = 1, Ts = 0.A haute température (Ts >> 1 et Tb >> 1), le 
omportement d'une interfa
e séparantdeux sous-systèmes s'obtient fa
ilement en développant à l'ordre dominant (4.16) dans (4.21)
e qui 
onduit à
mz

Tb,Ts
(x, t) = (F 0

t ∗ (mz
Tb,Ts

)0)(x), (4.58)où (mz
Tb,Ts

)0 est le pro�l initial donné par
(mz

Tb,Ts
)0(x) = H(−x)mz

Tb
+H(x)mz

Ts
. (4.59)On retrouve naturellement la fon
tion de Green F 0

t (x) = 1
πt

Π(v/2)√
1−v2

obtenue pré
édemmentdans le 
as d'un état initial 
omplètement fa
torisé (eq. 3.36). On le 
omprend aisément ennotant qu'à haute température l'énergie d'agitation thermique, grande devant l'énergie deliaison, dé
ouple les spins de la 
haîne.Dans la région 
ausale, le pro�l d'aimantation est
mz

Tb,Ts
(x/t) =

mz
Ts

+mz
Tb

2
+
mz

Ts
−mz

Tb

π
arcsin

(x
t

)
. (4.60)40



La fon
tion de Green F 0
t (x) = fκ(x/t)/t étant une fon
tion homogène de degré 1, elle obéità l'équation d'Euler que l'on peut é
rire sous la forme d'une équation de 
ontinuité :

∂tF
0
t (x) + ∂x

(x
t
F 0

t (x)
)

= 0 . (4.61)Par dé�nition, la fon
tion de Green étant la réponse magnétique (transverse) impulsionnelle,
ette dernière équation nous permet d'identifer un 
ourant impulsionnel ji(x, t) = x/tF 0
t (x)et l'on montre aisément que le 
ourant asso
ié à l'état initial mz

0(x) est simplement donnépar le produit de 
onvolution (ji ⋆ m
z
0)(x) soit

jz
Tb,Ts

(x/t) = −m
z
Ts

−mz
Tb

π

√
1 −

(x
t

)2

. (4.62)Au voisinage de l'origine, x/t≪ 1 le pro�l d'aimantation transverse est don
 linéaire et un
ourant 
onstant, au premier ordre en x/t, lui est asso
ié tel que
jz
Tb,Ts

(v) = −∂vm
z
Tb,Ts

(v) . (4.63)En dé�nissant le 
ourant d'énergie 
omme J = −hjz/2 ainsi que l'énergie par site E(v) =
−hmz

Tb,Ts
(v)/2, on obtient

J ≃ −∂vE(v). (4.64)b) L'analyse du front d'onde est simple à prendre en 
ompte dans la situation où
βb reste à zéro alors que l'on fait varier la température du "système". On 
onstate nu-mériquement que la stru
ture en es
alier, présente dans le pro�l d'aimantation, persiste àtempérature �nie mais ave
 un moment magnétique porté par 
haque mar
he fon
tion de latempérature et du 
hamp µ(hβs) = tanh (βsh/2), suggérant la relation suivante :

δmz
±(x, t) =

±1

t1/3
F
(
t∓ x

t1/3

)
tanh

(
βs

2
h

)
. (4.65)Les résultats numériques obtenus par diagonalisation exa
te et représentés sur la �gure (4.7),pour di�érents temps et valeurs du 
hamps h, 
on�rment parfaitement la forme d'é
helle(4.65).Il est intéressant de noter que µ(hβs) 
orrespond à l'aimantation moyenne d'un spin isolé,plongé dans un 
hamp h à la température 1/βs. On 
omprendre la relaxation du système
omme la détente brutale d'un gaz de spins libres. Les spins, initialement 
on�nés sur ladroite du système, se propagent dans le "bain". Chaque mar
he d'aimantation du frontd'onde est asso
iée à la propagation d'un spin d'aimantation µ(hβs).

41



0 2 4 6 8 10

(t+x)/t
1/3

0

0.5

1

1.5

δ -m
z (x

,t)
 . 

t1/
3  / 

ta
nh

( β
sh 

/ 2
 )

Fig. 4.7 � Courbes numériques du front d'onde se propageant dans le "bain" pour les 
hamps
h = 1, h = 0.75 et h = 0.5, aux temps t = 125, 250 et 375 à la température Ts = 1.4.5 Etude du modèle d'Ising 
ritiqueDe la même façon que pré
édemment, nous présentons i
i, un moyen simple d'obtenir lafon
tion de Green du modèle d'Ising, asso
iée à la dynamique du pro�l d'aimantation dansle 
as d'un bain à température in�nie et d'un système préparé à la température Ts = 1/βs.Ave
 les hypothèses suivantes :

mz(0, t) = mz
V /2 (4.66)et

Gt(x) =
1

mz
V

1

t
g
(x
t

)
, ave
 g (v) = 0, pour |v| ≥ 1 , (4.67)et en utilisant l'équation (13.22), on obtient pour la densité d'aimantation au niveau del'interfa
e

mz(0, t) =

∫ 0

−1

dv g(v) =

∫ π/2

0

dθ

π
sin (θ) tanh (βs sin θ) =

mz
V

2
. (4.68)Un 
hangement de variable approprié 
onduit à l'égalité suivante :

∫ 0

−1

dv g(v) =

∫ 0

−1

dv
1

π
tanh

(
βs

√
1 − v2

)
. (4.69)Par identi�
ation, on obtient

g(v) =
1

π
tanh

(
βs

√
1 − v2

)
. (4.70)Dans la limite d'un système préparé à température nulle (βs → ∞) on retrouve la fon
tionporte de l'équation (4.15) dont une démonstration rigoureuse est donnée en appendi
e.42



4.5.1 A température nulleDans la limite d'un système préparé à température nulle la fon
tion de Green asso
iée àl'évolution de l'aimantation transverse est donnée par Gt(x) = 1/(mz
V t)g(x/t) ave


g(x/t) =
1

π
Π(x/2t) . (4.71)où Π est la fon
tion 
ara
téristique de l'intervalle [−1/2, 1/2]. Le pro�l d'aimantation estobtenu par l'intégration de la fon
tion de Green et 
onduit à un 
omportement linéaire del'aimantation transverse dans la région 
ausale. L'aimantation prend la forme d'é
helle :

mz(x, t) =
mz

V

2
(Φ(x/t) + 1) , (4.72)ave
 la fon
tion d'é
helle Φ(v), telle que Φ(−v) = −Φ(v) et

Φ(v) =

{
v 0 < v ≤ 1
1 v > 1

. (4.73)
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Fig. 4.8 � Courbes numériques du pro�l d'aimantation pour les temps t = 0 (noir), t = 125(
er
les), 250 (
arrés) et 375 (triangles) en 
hamps h = 1, ave
 Tb = ∞, Ts = 0.L'aimantation transverse est tra
ée sur la �gure (4.8) pour di�érents temps. Les résul-tats numériques indiquent 
lairement que l'ex
ès initial d'aimantation du à la l'interfa
e ne
ontribue pas signi�
ativement au pro�l asymptotique. En e�et, d'après (4.72) seule la 
ontri-bution de volume de l'aimantation transverse est 
onservée au 
ours du temps tandis que
elle asso
iée à l'interfa
e (présen
e initialement de deux bords libres) est perdue. En dé
om-posant la densité d'aimantation sur 
es deux 
ontributionsmz(x, t) = mz,V (x/t)+mz,i(x, t),la variation de l'aimantation totale à l'instant t est donnée par la perte de la 
ontributionde l'interfa
e dans la région x ≤ t, 
omme s
hématisé sur la �gure (4.9). On a
∆Mz(t) = Mz,i(t) −Mz,i(0) ≃ −

∫ t

0

dx mz,i(x, 0) (4.74)où l'on a tenu 
ompte de la 
onservation du terme de volume (∂tM
z,V = 0).43



Fig. 4.9 � S
héma du pro�l d'aimantation au niveau de l'interfa
e. La partie dissipée del'aimantation est essentiellement donnée par l'aimantation de surfa
e, intégrée dans la région
x ≤ t. La 
ausalité impose i
i mz,i(x, t) = mz,i(x, 0) pour les x > t.La dérivée temporelle de l'aimantation totale est don
 donnée par le pro�l initial del'aimantation de surfa
e :

∂tM
z(t) = ∂t∆M

z(t) = −mz,i(t, 0). (4.75)Ce résultat est parfaitement validé par les données numériques représentées sur la �gure(4.10). L'a

ord parfait entre les 
ourbes numérique et la 
onje
ture (4.75) nous permetd'a�rmer que seule la 
ontribution de volume est 
onservée, alors que la 
ontribution del'interfa
e à l'aimantation est dissipée.
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Fig. 4.10 � Dans le graphique prin
ipal est représenté −∂tM
z(t) ainsi que le pro�l d'ai-mantation initial mz,i(t, 0), l'a

ord entre les 
ourbes est ex
ellent. Dans l'insert est tra
é lavariation de l'aimantation ∆Mz(t) en fon
tion du temps.Le 
ourant d'aimantation transverse est obtenu 
omme pré
édemment dans le 
as XXpar 
onvolution du 
ourant impulsionnel jz

i = x/tGt(x) ave
 le pro�l initialmz
V H(x), 
ondui-sant à

jz(x, t) = jz(v) = −m
z
V

4
(1 − v2) |v| < 1 (4.76)et zéro autrement. Au voisinage de l'origine (pour les temps longs), à l'ordre dominant en

x/t on obtient
jz(v) ≃ −1

2
∂vm

z(v) (4.77)44



reliant le 
ourant à l'aimantation. Asymptotiquement, dans la limite t → ∞ le systèmese retrouve lo
alement dans un état stationnaire hors de l'équilibre traversé par un 
ourant
onstant (à l'ordre dominant) et ave
 une aimantationmz
V /2 qui est la moyenne arithmétiquedes aimantations d'équilibre du bain et du système.4.5.2 A hautes températuresLe 
omportement d'une interfa
e séparant deux sous-systèmes préparés à hautes tempé-ratures est obtenu, 
omme pré
édemment, en utilisant la relation

mz
Tb,Ts

(x/t) = mz
Tb,∞(x/t) +mz

∞,Ts
(x/t).La fon
tion de Green est donnée expli
itement par g(v), elle devient à haute température età l'ordre dominant

g(v) =
1

π
tanh

(
βj

√
1 − (x/t)2

)
≃ 1

π
βj

√
1 − (x/t)2. (4.78)Une fois de plus on retrouve la fon
tion de Green (eq. 3.36) asso
iée à un état initial 
om-plètement fa
torisé. En e�et il vient :

(Gt)Tj
(x) ≃ 1

tmz
Tj

1

π
βj

√
1 − (x/t)2, (4.79)où mz

Tj
≃ βj/2, de sorte que (Gt)Tj

(x) = 2F 0
t . Finalement

mz
Tb,Ts

(x, t) = (2F 0
t ∗ (mz

Tb,Ts
)0)(x), (4.80)où (mz

Tb,Ts
)0 est le pro�l initial donnée par

(mz
Tb,Ts

)0(x) = H(−x)mz
Tb

+H(x)mz
Ts
. (4.81)Dans la région 
ausale, le pro�l et le 
ourant d'aimantation sont

mz
Tb,Ts

(x/t) =
mz

Ts
+mz

Tb

2
+
mz

Ts
−mz

Tb

π

(
arcsin

(x
t

)
+
x

t

√
1 −

(x
t

)2
)
.

jz
Tb,Ts

(x/t) = − 2

3π
(mz

Ts
−mz

Tb
)

(
1 −

(x
t

)2
)3/2

. (4.82)Dans la région |x/t| << 1, le 
ourant est relié à l'aimantation par la relation :
jz
Tb,Ts

≃ −1

3
∂vm

z
Tb,Ts

(v). (4.83)4.6 Etat stationnaireLors de la mise en 
onta
t de sous-systèmes préparés à des températures di�érentes, lespropriétés de l'état stationnaire, obtenu dans la limite asymptotique t → ∞, ont été ana-lysées [31, 32, 33, 34, 36, 37, 38]. Plus parti
ulièrement, l'état stationnaire est obtenu enlaissant évoluer une 
haîne formée de deux sous-systèmes semi-in�nis mis en 
onta
t par45



l'intermédiaire d'un sous-système de taille Ls. Les sous-systèmes sont initialement thermali-sés aux températures 1/βL, 1/βs et 1/βR (de gau
he à droite sur la �gure 4.11). L'ensembledes sous-systèmes est dé
rit par l'hamiltonien HXY du modèle XY et l'on note HL, Hs et
HR l'hamiltonien de 
haque sous-système.

s

H H H

T TT

L

L

R

R

sFig. 4.11 � S
héma de la mise en 
onta
t de deux sous-systèmes semi-in�nis, par l'inter-médiaire d'un blo
k de taille Ls. De gau
he à droite, les sous-systèmes sont préparés auxtempératures 1/βL, 1/βs et 1/βR.Dans 
e 
ontexte, les fon
tions de 
orrélations ainsi que la produ
tion d'entropie dansl'état stationnaire ont été étudiées [35, 36]. Il a été démontré que l'état stationnaire estindépendant de βs ainsi que de la taille Ls du sous-système 
onne
tant les deux bains. Ainsila situation Ls = 0 
orrespond à l'étude réalisée sur les modèles XX et Ising dans lesse
tions pré
édentes. En parti
ulier, il a été démontré que l'état stationnaire est dé
rit parl'opérateur densité
ρst ∝ exp (−βHst) , ave
 β =

βR + βL

2
, (4.84)ave


Hst = HXY +
δ

β
HJ , ave
 δ =

βR − βL

2
, (4.85)où HJ est un terme d'intera
tion à longue portée de type 
ourant de la forme :

HJ =
1

2i

∑

n<m

k̃(n−m)(Sy,x
n,m − Sx,y

n,m) (4.86)et
Sµ,ν

n,m = σµ
nσ

z
n+1 . . . σ

z
m−1σ

ν
m, (4.87)où k̃ est la transformée de Fourier de k(q) dé�nie par

k(q) = ǫqsign(2h sin q − (1 − κ2) sin 2q
)
. (4.88)On rappelle i
i que ǫq = ((h− cos q)2 +κ2 sin2 q)1/2 est l'énergie des ex
itations asso
iées aumodèle XY .Dans l'état stationnaire, nous montrons fa
ilement (bien que 
ela ne soit pas expli
ite-ment é
rit de la sorte dans [36]) que le pro�l d'aimantation transverse est plat et qu'il estdonné par

mz(x) =
mz

Ts
+mz

Tb

2
(4.89)46



où évidemment mz
T est l'aimantation transverse d'équilibre pour une température T . Parailleurs, un 
ourant d'aimantation non nul traverse le système :

lim
t→∞

jz
Tb,Ts

(x/t) = jz
Tb,Ts

(0) = jz
Tb,∞(0) + jz

∞,Ts
(0) (4.90)

=

∫ 1

0

dv v (gTb
(v) − gTs

(v)) , (4.91)où gT (v) est donnée par les équations (4.16) et (4.70) pour les modèles XX et Ising. Làen
ore, 
e résultat n'apparaît pas expli
itement dans la référen
e [36]. Notons que lorsque
δ = 0 le système relaxe vers l'état d'équilibre, ave
 évidemment jz

Ts,Ts
= 0. Dans le 
as dumodèle XX, on obtient, après quelques e�orts, la moyenne de l'opérateur 
ourant, 
al
uléeà partir de l'état stationnaire proposé par W. As
hba
her [36] :

jz
Tb,Ts

= jz
Tb,∞ + jz

∞,Ts
, (4.92)ave


jz
∞,Ts

=
1

2π

∫ π

0

dθ sin θ tanh

(
β

2
(h− cos θ)

)
, (4.93)qui, sous le 
hangement de variable v = ∂θ(h− cos θ) = sin θ 
onduit à l'expression (4.90).Dans le 
as du modèle d'Ising, il est 
ependant impossible de dé�nir un opérateur 
ourantasso
ié à l'aimantation puisque [H,Mz] 6= 0. Néanmoins, dans la limite 
ontinue, on véri�eque l'opérateur 
ourant d'énergie du modèle d'Ising jIsing

e (x) est lié à l'opérateur du 
ourantd'aimantation du modèle XX par la relation
jIsing
e (x) = −j

XX
z (x)

2
. (4.94)Au point 
ritique, l'aimantation transverse et les 
orrélations 〈σx

nσ
x
n+1〉 
ontribuent ave
 lamême intensité ; on suppose alors l'égalité ∂te

Ising
link = ∂te

Ising
z , ave


eIsing
link (n, t) = −1

2
〈σx

nσ
x
n+1〉(t), eIsing

z (n, t) = −1

2
〈σz

n〉(t). (4.95)La relation de 
ontinuité pour la densité d'énergie e(x, t) devient :
∂tm

z(x, t) +
1

2
∂xj

XX
z (x, t) = 0. (4.96)De sorte que, la moyenne de l'opérateur 
ourant d'aimantation du modèle XX doit nouspermettre d'obtenir la moyenne du 
ourant d'aimantation transverse du modèle d'Ising àun fa
teur 1/2 près. Finalement on véri�e

jz
Tb,Ts

= jz
Tb,∞ + jz

∞,Ts
, (4.97)ave


jz
∞,Ts

=
1

2
jXX
z =

1

2π

∫ π

0

dθ sin θ tanh (β sin (θ/2)) , (4.98)de sorte que sous le 
hangement de variable v = cos(θ/2), on obtient l'expression (4.90) ave

g(v) =

1

π
tanh(β

√
1 − v2). (4.99)47



Finalement il est toujours possible d'é
rire l'aimantation et le 
ourant sous la forme :
mz

∞,Ts
=

∫ π

0

dθ

π
Tr{σzρ(θ)} (4.100)

jz
∞,Ts

=
1

2

∫ π

0

dθ

π
∂θǫ(θ)Tr{σzρ(θ)}, (4.101)où ǫ(θ) est le spe
tre des ex
itations (ave
 pour XX, ǫ(θ) = h − cos θ) et où ρ(θ) est lamatri
e densité d'un mode

ρ(θ) =
1

Z(θ)
exp (βǫ(θ)/2) . (4.102)L'aimantation étant reliée à la densité de parti
ules à travers la relation σz

n = 2c†ncn−1, il est
ommode d'interpréter 
es résultats en terme de fermions. Ainsi, l'on 
onstate que la densitéde parti
ules dans l'état stationnaire est simplement la somme de la densité de parti
ules de
haque mode libre. De même, le 
ourant dans l'état stationnaire est la somme des 
ourantsasso
iées aux modes libres, qui est donnée par j(θ) = v(θ)n̄(θ), ave
 n̄(θ) = Tr{σzρ(θ)}.Alors que le pro�l d'aimantation est plat dans la limite asymptotique 
'est le termed'intera
tion HJ qui est à l'origine du 
ourant d'aimantation traversant le système. En e�et
ertains éléments de HJ sont asso
iés au �ux d'énergie φL et φR s'é
happant des bains L et
R. A titre d'exemple on donne φR dé�ni 
omme :

φR = −i[HXY ,HR]. (4.103)Ainsi φR s'exprime en fon
tion des opérateurs Sx,y et Sy,x :
φR =

1 + κ2

8

(
Sx,y

Ls,Ls+2 − Sy,x
Ls,Ls+2

)
− h

(
1 + κ

2
Sx,y

Ls,Ls+1 −
1 − κ

2
Sy,x

Ls,Ls+1

)
. (4.104)Il est alors possible de dé�nir la produ
tion d'entropie dans l'état stationnaire 
omme

Ep = βL〈φL〉st + βR〈φR〉st, (4.105)ave
 〈φL〉st + 〈φR〉st = 0. Il a été démontré que la produ
tion d'entropie est positive [39] eten parti
ulier on peut réé
rire la produ
tion d'entropie sous la forme :
Ep = 2δ〈φR〉st ≥ 0. (4.106)Ainsi lorsque δ > 0 le �ux d'énergie s'é
oule du réservoir le plus 
haud vers le réservoir plusfroid.L'entropie de von Neumann 
al
ulée sur une blo
k de n spins dans l'état stationnaire est
ara
térisée par la moyenne des température β ainsi que par l'é
art en température δ. Ondé�nit l'entropie dans l'état stationnaire 
omme :

Sβ,δ(n) = Tr{ρst(n) ln ρst(n)}, (4.107)où ρst(n) est la matri
e densité réduite obtenue en traçant sur les degrés de liberté extérieursau blo
k 
onsidéré ρst(n) = Trext{ρst}. Dans la limite n → ∞, pour 0 ≤ δ < β < ∞,l'entropie 
roît linéairement ave
 la taille du blo
k 
onsidéré :
Sβ,δ(n) = Cβ,δn+ O(n), ave
 C > 0. (4.108)48



Il a été démontré que l'entropie dans l'état stationnaire est stri
tement plus grande quel'entropie d'un système à l'équilibre à la température β, 
e qui 
e traduit par l'inégalitésuivante :
Cβ,δ > Cβ,0. (4.109)Ce résultat ne s'applique pas si l'un des sous-systèmes est préparé à température nulle. Dans
e 
as le 
omportement de l'entropie de von Neumann dépend fortement des 
orrélationsspatiales dans état fondamental. En parti
ulier au point 
ritique, lorsque la longueur de
orrélation diverge, l'entropie d'intri
ation 
roît 
omme le logarithme de n. L'étude du 
om-portement de l'entropie lors de la mise en intera
tion de sous-système préparés dans l'étatfondamental est e�e
tuée dans le 
hapitre 3.4.7 Con
lusionNous avons étudiés analytiquement et numériquement l'évolution temporelle générée parla mise en intera
tion de sous systèmes thermalisés à des températures di�érentes. Uneanalyse du 
as 
omplètement fa
torisé (
hapitre 3), largement étudié au préalable, nousa permit de saisir le 
omportement général induit par un état spatialement inhomogèneet de mettre en exergue, les fon
tions d'é
helles asso
iées à l'aimantation transverse ainsiqu'à la fon
tion de Green. Nous avons noté, dans le 
as du modèle d'Ising, partant d'unétat 
omplètement fa
torisé, que le système atteint (après un régime transitoire) un étatoù l'aimantation est 
onservée. Dans le 
hapitre 4 nous somme entré dans le 
oeur duproblème en étudiant la relaxation d'une interfa
e séparant deux sous-sytèmes préparésaux températures Tb et Ts. Dans un premier temps, lorsque la température du bain estin�nie (Tb = ∞), nous avons obtenu de façon exa
te la fon
tion de Green asso
iée aupro�l d'aimantation transverse, dans les 
as XX (∀h, ∀Ts) et Ising 
ritique (h = 1) àtempérature nulle (Ts = 0). Ainsi le pro�l d'aimantation à l'instant t est donné par leproduit de 
onvolution

mz
∞,Ts

(x/t) = ((Gt)Ts
∗mz

0) (x). (4.110)Nous avons proposé une méthode simple permettant d'obtenir les fon
tions de Green exa
tesdes modèles XX et Ising et avons ainsi généralisé notre étude dans le 
as d'un bain préparéà température �nie. Dans 
e 
as pré
is nous avons montré que le pro�l ainsi que le 
ourantd'aimantation sont fon
tion de la variable d'é
helle x/t. En parti
ulier nous avons mis enéviden
e que l'étude d'un problème à deux températures (Ts, Tb) se ramène, grâ
e auxégalités suivantes
mz

Tb,Ts
(x/t) = mz

Tb,∞(x/t) +mz
∞,Ts

(x/t) jz
Tb,Ts

(x/t) = jz
Tb,∞(x/t) + jz

∞,Ts
(x/t),à l'étude du problème à une température.Une analyse du modèleXX a montré, à température nulle (Ts = 0) et pour les 
hamps h ≥ 1,que le 
omportement de l'aimantation transverse était simplement donnée par l'analyse du
as 
omplètement fa
torisé. Cependant, dans la région h < 1, nous avons mis en éviden
e, laprésen
e d'un pro�l plat d'aimantation, lo
alisé au 
entre du système dans la région |x| < vh,dé�nie par la vitesse asso
iée au premier état ex
ité vh =

√
1 − h2. Dans 
ette situationnous avons obtenu exa
tement, les formes d'é
helle des 
ourant et pro�l d'aimantation. Une49



étude numérique de l'e�et de la température nous a permis d'analyser les propriétés dufront d'onde, 
onduisant à interpréter la relaxation de l'interfa
e 
omme la détente brutaled'un gaz de spins. L'agitation thermique détruisant les 
orrélations, une étude analytiquedu 
omportement à haute température 
onduit à la fon
tion de Green du 
as 
omplètementfa
torisé, nous permettant d'obtenir les formes d'é
helle des pro�l et 
ourant d'aimantationet de lier 
es quantités, lorsque lo
alement, l'état du système s'appro
he de l'état stationnaire(|x/t| << 1).L'étude du modèle d'Ising a montré que le système présente, à température nulle (Ts = 0),un pro�l d'aimantation linéaire dans la région 
ausale. En parti
ulier, nous avons obtenu,le pro�l d'aimantation en ne 
onsidérant que la 
ontribution de volume et avons pu véri�ernumériquement, que la 
ontribution due à l'interfa
e était dissipée dans le se
teur énergétiqueformé par les 
orrélations 〈σx
nσ

x
n+1〉. Nous avons obtenu, dans la limite hautes températures,les fon
tions d'é
helles du problème.Finalement nos résultats nous permettent de sonder les propriétés du système pro
he del'état stationnaire (|x/t| << 1) et en parti
ulier de retrouver les résultats obtenus par W.As
hba
her [36], validant ainsi la méthode (simpliste), proposée pour obtenir la fon
tionde Green, notamment dans le 
as du modèle d'Ising. Ainsi dans la limite asymptotique,le système rejoint un état stationnaire, traversé par un 
ourant d'aimantation, le pro�ld'aimantation est 
onstant, donné par la moyenne des aimantations du système et du bain.
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Chapitre 5Relaxation d'un sous-système detaille �nieA présent nous étudions la relaxation d'un sous-système de taille Ls, préparé à tempé-rature 1/βs, en 
onta
t, par ses deux extrémités, ave
 un bain préparé à haute température(βb = 0). Les résultats, obtenus dans la se
tion pré
édente, peuvent être interprétés dans
e 
ontexte, dé
rivant le 
omportement des interfa
es dans le 
as 1 << t << Ls. L'étatstationnaire est l'état d'équilibre imposé par les bains et la matri
e densité ρst est simple-ment donnée par (4.84) ave
 δ = 0. Nous analysons i
i la relaxation du système vers l'étatstationnaire pour les temps t >> Ls.Dans la limite Ls >> 1, la 
ontribution de l'interfa
e est négligée. Le pro�l d'aimanta-tion à l'instant t est donné par le produit de 
onvolution (4.11). En ne 
onsidérant que la
ontribution de volume, le pro�l d'aimantation à l'instant initial est
mz(x, 0) = mz

V Π

(
x

Ls

)
, Π(v) =

{
1 −1/2 ≤ v ≤ 1/2
0 1/2 < |v|, (5.1)
onduisant dans la limite des temps longs t >> Ls à :

mz(x, t) ≃ Ls

t
g
(x
t

)
. (5.2)Le 
ourant d'aimantation est simplement donné dans la limite asymptotique par

jz(x, t) ≃ Ls

t

x

t
g
(x
t

)
, (5.3)et l'on note que que jz est une fon
tion impaire, traduisant ainsi la présen
e d'une sour
ed'aimantation (don
 de 
ourant) au 
entre du système.La densité d'aimantation de la partie "système" mz(t) dé�nie 
omme :

mz(t) =

∫ Ls/2

−Ls/2

dx

Ls
mz(x, t) (5.4)est alors

mz(t) ≃ Ls

t
g (0) = Lsm

z
vGt(0). (5.5)51



La relaxation de l'aimantation transverse est alors algébrique. Le 
oe�
ient dépend expli
i-tement de la fon
tion de Green du modèle 
onsidéré. Les modèles XX et Ising sont traitéssu

essivement.5.1 Etude du modèle XX5.1.1 A température nulleDans le 
as d'un système préparé à température nulle (Ts = 0) il est une fois en
ore,né
essaire, de séparer les régions h < 1 et h ≥ 1.Dans la région h ≥ 1, nous retrouvons le 
omportement obtenu dans le 
as d'un systèmepréparé dans un état 
omplètement fa
torisé :
mz(t) ≃ Ls

πt
. (5.6)Un 
al
ul expli
ite montre qu'il 
onvient de distinguer les régions t < Ls et t > Ls. La limite

τ = Ls est le temps né
essaire aux ex
itations les plus rapides pour traverser le système detaille Ls. On obtient :
mz(t) =





1 − 2
πht/Ls t ≤ τ

2
π arcsin (Ls/t) − 2

π t/Ls

(
1 −

√
1 − (Ls/t)

2

)
τ < t.

(5.7)Pour les 
hamps h < 1, la fon
tion de Green s'annule en x = 0 imposant ainsi Mz(t) = 0,dans la limite t >> Ls. Nous en 
on
luons que l'aimantation de la partie "système" s'annuleen un temps �ni τh. La valeur de τh 
orrespond au temps né
essaire, aux ex
itations devitesse vh =
√

1 − h2, pour traverser le système. Il s'en suit τh = Ls/
√

1 − h2. Le 
al
ulexa
t met 
lairement en éviden
e le r�le des é
helles de temps τ et τh :
mz(t) =





mz
V − 2

πht/Ls t ≤ τ

mz
V − 2

π arccos (Ls/t) − 2
π t/Ls

(
h−

√
1 − (Ls/t)

2

)
τ < t ≤ τh

0 τh < t.

(5.8)On 
onstate sur la �gure (5.1) un a

ord satisfaisant entre les 
ourbes numériques et ana-lytiques. Pour toute valeur du 
hamps h, la relaxation de l'aimantation est linéaire pour lestemps t < τ .
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Fig. 5.1 � Densité de l'aimantation transverse pour di�érentes valeurs du 
hamp (de hauten bas) h = 1, 0.75 et 0.5.Cependant 
es résultats ne sont valides que dans la limite Ls → ∞. Pour un "système"de taille �nie des 
orre
tions apparaissent dans la fon
tion de Green de sorte que Gt(x) =
(g(x/t) + O(1/Ls))/tm

z
V . Conduisant dans la limite des temps longs à :
mz(t) ≃

{
Ls/πt+ O(1/t) h ≥ 1

O(1/t) h < 1.
(5.9)Ainsi, bien que le 
ara
tère algébrique de la relaxation persiste dans la région 
ritique, onnote que le rapport Mz

h<1(t)/M
z
h≥1(t) est d'ordre 1/Ls. C'est dans 
e sens que la relaxationest plus rapide, pour les 
hamps h < 1, puisque indépendante de la taille du sous "système".Notons que la vitesse asso
iée au premier état ex
ité est nulle pour les h ≥ 1 alors que pourles 
hamps h < 1 la vitesse asso
iée est v(kf ) =

√
1 − h2.Ces deux régimes sont le re�et du 
hangement de la relation de dispersion au passage dupoint h = 1. En e�et pour les 
hamps h ≥ 1 la relation de dispersion a une forme parabolique

ǫh(q) ≃ h−1+q2 alors qu' elle devient linéaire pour les h < 1, ǫh(q) ≃ |q−arccos(h)|
√

1 − h2.5.1.2 A température non nulleIl est possible d'obtenir le 
omportement de l'aimantation d'un "système" préparé àla température Ts 6= 0 (le bain reste à Tb = ∞). En utilisant la fon
tion de Green vuepré
édemment, on obtient à l'ordre dominant :
mz(t) ∝ Ls

2πt

(
tanh

(
βs

2
(h− 1)

)
+ tanh

(
βs

2
(h+ 1)

))
. (5.10)Pour les 
hamps h < 1 il subsiste une signature du 
ara
tère plus rapide de la relaxation.En e�et dans la limite des températures su�samment basses (Ts << 1) on obtient

mz(t) ∝ Ls

πt
exp (−βs(1 − h)) . (5.11)Il est alors possible de dé�nir une température limite T0 telle que pour T ≤ T0, on retrouveune densité d'aimantation indépendante de la taille du "système". Cette quantité est

T0 =
1 − h

ln(Ls)
. (5.12)53



5.2 Etude du modèle d'Ising 
ritiqueNous 
al
ulons i
i le pro�l d'aimantation exa
t lors de la relaxation d'un sous-systèmede taille �nie Ls préparé à la température Ts. Le "système" est en intera
tion ave
 deux"bains" à température in�nie (Tb = ∞). On véri�e, dans la limite des temps longs, lorsquel'on tra
e mz(x, t) en fon
tion de la variable x/t, que le pro�l d'aimantation est donné parla fon
tion de Green (5.2). A température nulle, pour les temps t > Ls, le 
al
ul 
onduit à :
mz(x, t) =

1

πt
ψ(x, t), (5.13)ave
 ψ(−x, t) = ψ(x, t) et

ψ(x, t) =





Ls 0 ≤ x < t− Ls/2
Ls/2 + t− x t− Ls/2 ≤ x < t+ Ls/2

0 x ≥ t+ Ls/2.
(5.14)L'aimantation transverse est tra
ée �gure (5.2) pour di�érents temps. Le pro�l d'aimantationest indépendant de x (mz = Ls/πt) dans la région |x| < t − Ls/2. Sur un domaine detaille Ls, l'aimantation dé
roît linéairement vers zéro. La pente dans la région linéaire est

∂xm
z(x, t) = 1/πt. Lorsque l'on tra
e la fon
tion ψ(x, t) en fon
tion de la variable d'é
helle

x/t, la largueur asso
iée à la région linéaire dé
roît 
omme Ls/t. Ainsi, à la frontière entreles régions 
ausale et a
ausale, la fon
tion ψ passe de Ls à zéro sur un domaine de taille
Ls/t. De sorte que ψ(x, t) tra
ée en fon
tion de la variable x/t 
onduit, pour t → ∞, à lafon
tion porte, imposée par la fon
tion de Green

lim
t→∞

ψ
(x
t
, t
)

= LsΠ
(x
t

)
. (5.15)
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Fig. 5.2 � Graphique de gau
he : évolution de l'aimantation transverse lors de la mise en
onta
t d'un sous système de taille Ls = 50 préparé à température nulle, ave
 deux "bains"à température in�nie. Les 
ourbes sont tra
ées pour les temps t = 100, 200, 300 et t = 400.Graphique de droite : Pro�l d'aimantation en fon
tion de la variable d'é
helle x/t.Comme dans le modèle XX, la dé
roissan
e de l'aimantation totale du système estalgébrique,Mz(t)/Ls = Ls/πt. L'e�et de la température est simplement pris en 
ompte par54



le terme tanh(βs) 
onduisant à :
Mz(t)

Ls
=
Ls

πt
tanh(βs) = Lsm

z
V Gt(0). (5.16)On véri�e que la fon
tion de Green, à température �nie (Ts 6= 0), obtenue pré
édemmentsur des arguments simples, nous donne a

ès au pro�l d'aimantation dans 
e 
as pré
is.On a tra
é, �gure (5.3), le pro�l d'aimantation transverse 
al
ulé numériquement, à partird'une diagonalisation exa
te de l'hamiltonien, ainsi que le résultat analytique donné par leséquations (4.70) et (5.2). L'a

ord entre les 
ourbes est tout à fait satisfaisant.
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Fig. 5.3 � Evolution de l'aimantation transverse lors de la mise en 
onta
t d'un sous systèmede taille Ls = 50 préparé à la température Ts = 1, ave
 deux "bain" à température in�nie.On 
ompare i
i les résultats numériques obtenus pour les temps t = 100, 200, 300 et t = 400ave
 la forme analytique.5.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons examiné la relaxation de l'aimantation lors de la mise enintera
tion d'un système de taille �nie Ls ave
 deux bains préparés à haute température(Tb = ∞). Dans la limite des temps longs t >> Ls >> 1 nous avons montré que les pro�lsd'aimantation et de 
ourant sont simplement donnés par la fon
tion de Green. Nous avonsétudié en parti
ulier, l'évolution de la densité d'aimantation dé�nie sur le systèmemz(t), quidans la limite asymptotique est simplement donnée par la valeur de la fon
tion de Green en
x = 0 (mz(t) ∝ Gt(0)). Ainsi pour le modèle XX à température nulle, nous avons 
onstatéun 
hangement 
onséquent de la relaxation du système dépendant de l'intensité du 
hampmagnétique h. Le 
al
ul exa
t, en 
hamp fort h > 1, nous a permis de mettre en éviden
el'existen
e d'une unique é
helle de temps τ = Ls de sorte que pour les temps t < τ larelaxation de l'aimantation est linéaire puis algébrique pour les temps t > τ . Cependant,dans la région 
ritique, h < 1, nous avons mis en éviden
e l'existen
e d'une se
onde é
hellede temps τh = Ls/vh, asso
iée à la vitesse de la première ex
itation, de sorte que pour lestemps t > τh l'aimantation dans le système est nulle à l'ordre dominant. Finalement uneétude du modèle d'Ising 
ritique a montré que le pro�l d'aimantation, tra
é en fon
tion dela variable d'é
helle x/t, 
onverge e�e
tivement vers la fon
tion de Green. Cette analyse aété étendue en 
onsidérant l'e�et de la température, nous avons alors 
onfronté les résultats55



analytiques aux 
ourbes numériques, obtenues par diagonalisation exa
t. L'a

ord ex
ellententre les 
ourbes valide la fon
tion de Green des 
hapitres pré
édents.

56



Chapitre 6Entropie d'intri
ation : GénéralitésLa notion d'intri
ation joue un r�le important en mé
anique quantique et permet, entreautre, de mettre en éviden
e l'existen
e de transition de phase [81, 82, 83]. Ce 
hapitre traitedes propriétés de l'entropie d'intri
ation de systèmes quantiques préparés à températurenulle. Dans une première partie, nous donnerons une interprétation de 
e qu'est l'entropied'intri
ation en rappelant les prin
ipaux résultats de 
es dernières années. Dans un deuxièmetemps, en se fo
alisant sur l'étude du modèle XY , nous reviendrons sur les propriétés dela matri
e densité réduite nous permettant le 
al
ul de l'entropie d'intri
ation. Par la suite,l'analyse de l'entropie d'intri
ation en fon
tion du 
hamp h et du paramètre d'anisotropie
κ nous permettra de re
onstruire le diagramme de phase du modèle XY . Nous termineronsl'étude de l'entropie d'intri
ation dans le 
hapitre suivant par une analyse réalisée en dehorsde l'équilibre, en portant notre attention sur les résultats obtenus en 
ollaboration ave
 V.Eisler, I. Pes
hel et D. Karevski [84], lors d'une trempe lo
ale, dans la limite des tempslongs.6.1 GénéralitésL'existen
e d'une transition de phase à température nulle peut être 
ara
térisée par le
omportement de l'entropie d'intri
ation. Cette quantité, dé�nie 
omme l'entropie de vonNeumann, mesure l'intri
ation entre sous-systèmes. Sur un système donné, dans un espa
e dedimension d, l'entropie d'intri
ation d'un blo
k A (de rayon LA) ave
 l'extérieur, est donnéepar l'entropie de von Neumann du blo
k 
onsidéré et 
al
ulée à partir de la matri
e densitéréduite ρA. Il est alors naturel d'attendre un 
hangement du 
omportement de l'intri
ationpour les longueurs LA de l'ordre de la longueur de 
orrélation ξ. L'ensemble des propriétésde A étant déterminé par la matri
e densité réduite ρA, la stru
ture et le spe
tre de ρA, ontété analysés, pour des systèmes unidimensionnelle [85, 86, 87, 88, 89] et pour des systèmesde dimensions d > 1 [90].De nombreux travaux, aussi bien analytiques que numériques ont été réalisées 
es der-nières années 
lari�ant l'interprétation de l'entropie d'intri
ation [93, 95, 100]. Elle apparaît
omme une mesure de l'intri
ation des degrés de liberté d'un sous-système A ave
 l'extérieur
B. Cette mesure se fait au travers de l'interfa
e, séparant A et B, sur une longueur �xéepar la longueur de 
orrélation ξ. L'intri
ation apparaît 
omme une quantité 
ommune auxsous-systèmes. En dehors du point 
ritique, en parti
ulier lorsque ξ << LA, seuls les degrés57



de liberté pro
hes de l'interfa
e sont intriqués ave
 l'extérieur. L'entropie d'intri
ation estalors proportionnelle à l'interfa
e séparant les sous-systèmes, véri�ant ainsi la loi des aires
[91] et la propriété de sous additivité [92].A l'appro
he du point 
ritique, la longueur de 
orrélation diverge. Ainsi même les de-grés de liberté situés loin de l'interfa
e sont intriqués ave
 l'extérieur, 
onduisant, pour lessystèmes fermioniques, à une violation de la loi des aires [97, 98, 99, 100].6.2 Entropie d'un système bipartiteUn système bi-partite est 
omposé de deux sous-système A et B dont les espa
es deHilbert sont HA et HB, tels que l'espa
e de Hilbert total H est formé par le produit dire
t
H = HA ⊗ HB. Par dé�nition les sous-systèmes A et B sont intriqués s'il est impossibled'é
rire l'état |χ〉 du système sous la forme d'un produit dire
t :

|χ〉 6= |ΦA〉 ⊗ |ΨB〉, (6.1)où |ΦA〉 et |ΨB〉 sont des états vivants respe
tivement dans les espa
es de Hilbert HA et
HB. L'entropie d'intri
ation E(|χ〉), d'un système préparé dans l'état |χ〉, est dé�nie parl'entropie de Von Neumann S(ρA) du sous-système A :

E(|χ〉) = S(ρA) = −Tr{ρA ln(ρA)}, (6.2)où ρA est la matri
e densité réduite du sous-système A dé�nie par :
ρA = TrB{|χ〉〈χ|}. (6.3)On démontre fa
ilement l'égalité suivante E(|χ〉) = S(ρA) = S(ρB), appuyant le fait quel'intri
ation est une quantité 
ommune aux sous-systèmes. Pour 
ela on dé
ompose l'état

|χ〉 sur les ve
teurs |ΦA
p 〉 et |ΨB

q 〉, formant une base des espa
es de Hilbert HA et HB

|χ〉 =
∑

p,q

cp,q|ΦA
p 〉 ⊗ |ΨB

q 〉, (6.4)nous permettant ainsi d'é
rire la matri
e densité totale sous la forme :
ρ =

∑

p,q,p′,q′

|ΦA
p 〉 ⊗ |ΨB

q 〉cp,qc
∗
p′,q′〈ΦA

p′ | ⊗ 〈ΨB
q′ |. (6.5)En e�e
tuant une tra
e partielle, sur les degrés de liberté de B (respe
tivementA), on obtientles éléments des matri
es densités réduites ρA (respe
tivement ρB)

(ρA)p,p′ = (cc†)p,p′ et (ρB)q,q′ = (cT c∗)q,q′ . (6.6)On véri�e alors, pour tout entier positif k l'égalité Tr(ρA)k = Tr(ρB)k, imposant la relation :
S(ρA) = S(ρB). (6.7)Notons que les notions d'intri
ation et de 
orrélation entre sous-systèmes sont liées. En e�etpour un état non-intriqué, il est fa
ile de montrer que les 
orrélations entre observables OA58



et OB sont nulles alors que inversement, des systèmes intriqués sont né
essairement dansdes états de 
orrélations non nulles. Prenons pour exemple les états |χ(θ)〉 dé�nis par :
|χ(θ)〉 = cos θ|ΦA〉 ⊗ |ΨB〉 + sin θ|ΨA〉 ⊗ |ΦB〉. (6.8)Lorsque θ = 0, l'état |χ(0)〉 n'est pas un état intriqué et on véri�e l'absen
e de 
orrélationsentre les observables OA et OB :

〈χ(0)|OA ⊗OB|χ(0)〉 − 〈χ(0)|OA ⊗ IB|χ(0)〉〈χ(0)|IA ⊗OB|χ(0)〉 = 0. (6.9)Lorsque le système est préparé dans l'état |χ(θ)〉, la matri
e densité réduite de A dé
rit unmélange statistique d'états donné par :
ρA = |ΦA〉 cos2 θ〈ΦA| + |ΨA〉 sin2 θ〈ΨA|. (6.10)L'entropie de Von Neumann est une mesure de l'information sur le mélange statistique eton obtient dans 
e 
as :

S(ρA) = −
(

1 + x

2
ln

(
1 + x

2

)
+

1 − x

2
ln

(
1 − x

2

))
, (6.11)ave
 x = cos2 θ− sin2 θ. Notons que l'état d'intri
ation maximum SA = ln 2 est obtenu pour

x = 0 soit θ = ±π/4.6.3 Entropie de von Neumann, sous extensivitéCes dernières années, di�érentes mesures de l'intri
ation ont été étudiées [101, 81, 102, 103]
[104, 105, 106, 107]. Nous ne 
onsidérons i
i que l'entropie d'intri
ation de von Neumannpour laquelle di�érents résultats analytiques ont déjà été obtenus. Notamment lors de l'étudede système unidimensionnelle par des méthodes de théorie 
onforme, il a été montré que l'en-tropie, d'un blo
k de taille LA, variait 
omme lnLA, le 
oe�
ient de proportionnalité étant�xé par la 
harge 
entrale du modèle [99, 97]. Plus ré
emment les propriétés de l'intri
a-tion dans des systèmes désordonnés [108, 109, 110, 111] et apériodiques [112, 113] ont étédé
rites.A température nulle, les propriétés des systèmes quantiques sont imposées par l'étatfondamental dont la stru
ture est plus ou moins 
omplexe, dépendant du système 
onsidéré.L'intri
ation entre les états des blo
ks A et B 
onduit à une des
ription statistique du sous-système A (6.6). L'égalité SA = SB (6.7) traduit le fait que l'intri
ation est une propriété
ommune aux sous-systèmes [91]. On dira simplement que l'entropie est une fon
tion dunombre de degrés de liberté dans A intriqués ave
 B. Notons que lorsque la longueur de
orrélation est �nie, plus pré
isément lorsque ξ << LA, les degrés de liberté intriqués sontlo
alisés au niveau de l'interfa
e séparant A et B. Ainsi le nombre de degrés de liberté
nA (respe
tivement nB) dans le sous-système A (respe
tivement B), lo
alisés au niveau del'interfa
e est :

nA = nB ∝ ΩLd−1
A ξ, (6.12)où Ω est la densité de degrés de liberté (supposée 
onstante). Dès lors, l'entropie d'intri
ationn'est pas une quantité extensive et ne peux dépendre que de l'interfa
e séparant A et B. En59



notant ̺ le nombre d'états a

essibles par degré de liberté et en supposant l'ensemble desétats équiprobables, on obtient :
SA = ln (̺nA) = ΩLd−1

A ξ ln ̺. (6.13)Lorsque ξ << LA, la densité ̺ ne dépend que de ξ et véri�e né
essairement ̺(ξ) ≤ ̺0, où ̺0est la dimension de l'espa
e de Hilbert asso
ié à un degré de liberté. Finalement l'entropied'intri
ation est une quantité sous extensive, puisque proportionnelle à l'interfa
e séparant
A et B :

SA = SB ∝ Ld−1
A . (6.14)Cette propriété, 
ommune à l'entropie des trous noirs [114, 115, 116, 117] est 
onnue sous lenom de "loi des aires" [93, 94, 118]. Si la loi des aires est valable en générale, le 
as parti
ulierdes systèmes 
ritiques 
onduit à une 
orre
tion logarithmique. En e�et, au point 
ritique,la longueur de 
orrélation ξ diverge, l'ensemble des degrés de liberté de A est intriqué ave
l'extérieur et la loi des aires est violée [95, 96, 107, 98, 100]. L'entropie d'intri
ation estalors donnée par :

SA ∝ Ld−1
A ln(LA). (6.15)6.4 Le 
as de systèmes unidimensionnelsPour les systèmes 1d, une théorie 
ritique 
onforme à 1 + 1 dimensions [99] permetd'obtenir le 
omportement de l'entropie d'intri
ation. Ainsi l'entropie SA(LA) d'un blo
k detaille LA appartenant à un système de taille �nie L, aux 
onditions de bords périodiques,est donnée par :

SA(LA) = SB(L− LA) =
c

3
ln

(
L

πa
sin

(
πLA
L

))
+ c′1, (6.16)où c est la 
harge 
entrale du modèle asso
ié à la théorie 
onforme et B est le domaine
omplémentaire de A. Dans la limite d'un système thermodynamique (L→ ∞), le systèmeest 
ritique et on obtient :

SA(LA) =
c

3
ln

(
LA
a

)
+ c′1. (6.17)Lorsque l'on s'é
arte du point 
ritique, on véri�e que l'entropie d'intri
ation est indépendantede la taille du sous-système 
onsidéré et �xée par la longueur de 
orrélation :

SA ∼ c

3
ln

(
ξ

a

)
+ c′1. (6.18)Finalement, en dehors du point 
ritique, l'intri
ation est lo
ale, se faisant sur la longueurde 
orrélation ξ. Une bonne approximation de la matri
e densité totale ρ peut don
 êtreobtenue en diagonalisant l'hamiltonien d'un sous-système, dont la taille est de l'ordre de lalongueur de 
orrélation. Ce résultat est habilement exploité dans une méthode du groupede renormalisation de la matri
e densité [119].60



L'entropie d'intri
ation d'un sous-système présentant la forme d'un peigne (�g. 6.1) a été
al
ulée sur les modèles unidimensionnels tels que le modèle XX [120]. Le blo
k A 
onsidéréest 
onstitué de LA spins équidistants et l'on note p le nombre de liaisons séparant deuxspins voisins.
p = 1

p = 2

p = 3Fig. 6.1 � S
héma des di�érentes géométrie du sous-système A (en noir), pour les p = 1, 2et 3.Dans 
e 
as, l'entropie d'intri
ation SA(LA, p) est donnée par :
SA(LA, p) = e1(p)LA + e2(p) lnLA + O(1), (6.19)où e1 et e2 sont fon
tion du 
hamp magnétique extérieur et 0 ≤ e1(p) ≤ 1. En parti
ulier,lorsque le domaine A n'est 
onstitué que d'un seul blo
k (p = 1) on a e1(1) = 0 de sorte queseul le terme logarithmique 
ontribue dans l'équation 6.19. Dans la limite p → ∞, le blo
k

A tend vers un ensemble LA spins indépendants, les 
oe�
ients e1 et e2 sont alors
lim

p→∞
e1(p) = SA(1, 1), et lim

p→∞
e2(p) = 0, (6.20)où SA(1, 1) est l'entropie d'intri
ation d'un spin (LA = 1). Ainsi 
haque spin 
ontribueséparément et l'entropie d'intri
ation est simplement :

lim
p→∞

SA(LA, p) = LASA(1, 1). (6.21)6.5 E�et de la température, retour de l'extensivitéLorsque le système est préparé dans un état de Gibbs, à température non nulle (T 6= 0),le 
ara
tère extensif de l'entropie d'intri
ation est retrouvé [98]. Pour les systèmes unidimen-sionnels, une expression exa
te, obtenue par une théorie 
onforme [99], nous donne l'entropied'intri
ation en fon
tion de la température. Ainsi dans la limite d'un système thermodyna-mique, l'entropie d'un blo
k de taille LA est
SA(LA, β) =

c

3
ln

(
β

πa
sinh

(
πLA
β

))
+ c′1, (6.22)
onduisant à l'extensivité dans la limite LA >> 1,

SA(LA, β) = LAs+
c

3
ln

(
ξ

a

)
+ c′1, ave
 s =

c

3

π

β
, et ξ =

β

2π
. (6.23)Notons que le 
omportement d'un système 
ritique est obtenu en prenant la limite β → ∞et 
onduit à l'équation (6.17). 61



Ainsi, à température nulle, l'entropie de von Neumann est bien une mesure de l'intri-
ation. Il a d'ailleurs été démontré (à température nulle) que l'intri
ation dé�nie 
ommel'entropie "valen
e bond" a le même 
omportement asymptotique que l'entropie d'intri
a-tion [107]. Cette étude a été réalisée sur le modèle d'Heisenberg antiferromagnétique dontl'hamiltonien est H =
∑

i,j Ji,jSiSj (Ji,j > 0. L'entropie "valen
e bond" y est dé�nie parla relation SV B
A (|Ψ〉) = ln(2).nA(|Ψ〉), où nA(|Ψ〉 est le nombre d'état singulets qui tra-verse l'interfa
e entre A et B. C'est aussi le 
as de l'entropie "single 
opy entanglement" E1

[121, 122], qui dans la limite asymptotique véri�e
lim

L→∞
SA(LA)

E1(LA)
= 2, (6.24)où E1(LA) est donnée par la plus grande valeur propre ω1 de la matri
e densité réduitede A, E1(LA) = ln(1/ω1). Cependant, à température �nie, l'entropie d'intri
ation n'estpas une mesure satisfaisante de l'intri
ation entre sous-systèmes. En e�et, l'entropie de vonNeumann ne permet par de distinguer les 
ontributions de l'intri
ation et de la températureà la des
ription statistique de la matri
e densité réduite.6.6 Entropie d'intri
ation et 
haînes de spins quantiquesDans 
ette se
tion nous étudions le 
omportement de l'entropie d'intri
ation de 
haînesde spins quantiques dé�nies par le modèle XY . Lorsque la 
haîne est préparée à températurenulle, la matri
e densité réduite d'un sous-système A est 
ara
térisée par un état gaussien.L'état du système peut don
 être 
omplètement déterminé par l'ensemble de ses 
orrélateursà deux points 〈Γi

nΓj
m〉 [123, 124]. La méthode utilisée pour obtenir une mesure de l'entropied'intri
ation repose sur 
e résultat. Dans un premier temps, nous présentons les élémentspermettant d'arriver à 
e résultat. Puis, en dé�nissant l'ensemble des 
orrélateurs à deuxpoints, nous verrons expli
itement 
omment obtenir l'entropie d'intri
ation. Finalement, uneanalyse des propriétés de l'intri
ation nous permettra de re
onstruire le diagramme de phasedu modèle XY .6.6.1 La matri
e densité réduiteLa matri
e densité réduite de modèles intégrables, fermioniques et bosoniques, a été lesujet de re
her
hes ré
entes. Cet opérateur joue un r�le 
entral dans le 
adre de l'étude del'entropie d'intri
ation mais aussi dans l'étude du groupe de renormalisation de la matri
edensité (DMRG) [119]. Ainsi pour un système, dé
rit par l'hamiltonien H du modèle XY ,préparé dans l'état fondamental |Ψ0〉, il a été montré que la matri
e densité réduite, d'unsous-système 
onnexe A, prenait la forme [85, 86, 87, 88, 90] :

ρA ∝ exp(−H̃), (6.25)où H̃ est l'hamiltonien e�e
tif de A, dont l'atout majeur est d'être intégrable. Nous exposonsi
i, le �l 
ondu
teur de la démonstration e�e
tuée dans la référen
e [86] 
onduisant aurésultat (6.25). Sous la transformation de Jordan-Wigner l'hamiltonien du modèle XY (eq.
1.1) prend la forme :

H =

L∑

i,j=1

(
c†iAi,jcj +

1

2
(c†iBi,jc

†
j + h.c.)

)
, (6.26)62



où les opérateurs c†n et cn sont les opérateurs 
réations et annihilation de fermions sur lesite n, dé�nis par :
cn =

n−1∏

j=1

(−σz
j )(σx

n − iσy
n) et c†n =

n−1∏

j=1

(−σz
j )(σx

n + iσy
n). (6.27)Puisque H est un opérateur hermitien, les matri
es A et B sont respe
tivement symétriqueet antisymétrique. Notons que les opérateurs fermioniques sont reliés aux opérateurs deCli�ords dé�nis (eq. 1.5) par les équations

2cn = Γ1
n + Γ2

n

2c†n = Γ1
n − Γ2

n. (6.28)L'hamiltonien est �nalement diagonalisé sous la transformation 
anonique suivante [1] :
ηq =

∑

n

(
gq,ncn + hq,nc

†
n

)
, (6.29)
onduisant à :

H =
∑

q

ǫq

(
η†qηq −

1

2

)
, (6.30)où les valeurs propres ǫq sont données par les équations aux valeurs propres :

(A−B)(A+B)φq = ǫ2qφq, (A+B)(A−B)ψq = ǫ2qψq, (6.31)ave
 φq(n) = gq,n +hq,n et ψq(n) = gq,n−hq,n. La matri
e densité totale du système préparédans l'état fondamental |Ψ0〉 tel que ηq|Ψ0〉 = 0 ∀q, est donnée par :
ρ = |Ψ0〉〈Ψ0| = P |0〉〈0|P †, ave
 P = |Ψ0〉〈0|, (6.32)où |0〉 est l'état vide en terme de fermions de réseaux, de sorte que ∀j, cj |0〉 = 0. L'opérateur

P s'exprime en fon
tion des opérateurs fermioniques c†n [86] :
P = C exp

(
1

2

∑

n,m

Gn,mc
†
nc

†
m

)
, (6.33)où les éléments de G s'obtiennent en imposant ηq|Ψ0〉 = 0. La matri
e densité réduite d'unblo
k A est alors obtenue en e�e
tuant la tra
e sur les degrés de liberté extérieur. Pour 
elaon utilise les états 
ohérents fermioniques |Θ〉, 
onstruits à partir de l'état vide |0〉 et desvariables de Grassmann θn :

|Θ〉 = |θ1, . . . , θL〉 = exp

(
−
∑

n

θnc
†
n

)
|0〉, (6.34)tels que

cn|Θ〉 = θn|θ1, . . . , θL〉. (6.35)63



Ainsi la tra
e d'un opérateur O est donnée par :
Tr{O} =

∫
dΘ∗dΘe−Θ∗.Θ〈−Θ|O|Θ〉 ave
 Θ∗.Θ =

∑

j

θ∗j θj , (6.36)où dΘ =
∏

j dθj et nous permet d'é
rire les éléments de matri
e de ρA 
omme :
〈ζ|ρA|ζ ′〉 =

∫

B
dΘ∗dΘe−Θ∗.Θ〈ζ,−Θ|ρ|ζ ′,Θ〉, (6.37)ave
 |ζ〉 = | . . . , ζj∈A, . . .〉 et |Θ〉 = | . . . , θj∈B, . . .〉. En utilisant l'équation (6.32), l'intégrale(6.37) reste quadratique en terme des variables de Grassmann et permet de re
onstruire lamatri
e densité réduite (voir [86] pour les détails de la démonstration) :

ρA = |C|2 exp



∑

i,j

c†iαi,jc
†
j


 exp



∑

i,j

c†i (lnβ)i,jcj


 exp



∑

i,j

−ciαi,jcj


, (6.38)où les matri
es α et β (de dimension LA×LA) sont dé�nies par aA,A, aA,B, aB,A et aB,B ob-tenues en dé
omposant la matri
eG en quatre blo
ks, de sorte que l'élément Gn,m appartientà aX ,Y si n ∈ X et m ∈ Y (X = A,B). Les dé�nitions de α et β sont :

α = aA,A + caB,BcT , β = ccT ave
 c = aA,B(1 − aB,B)−1. (6.39)La matri
e densité est diagonalisée sous une transformation de Bogoliubov :
ρA = K exp(−H̃) = K exp

(
−

LA∑

q=1

ǫ̃qf
†
q fq

)
, (6.40)où K est telle que TrρA = 1. Pour terminer, on exprime l'hamiltonien e�e
tif H̃ sous laforme :

H̃ =

LA∑

i,j=1

(
c†i Ãi,jcj +

1

2
(c†i B̃i,jc

†
j + h.c.)

)
, (6.41)telle que les valeurs propres ǫ̃q véri�ent :

(Ã− B̃)(Ã+ B̃)φ̃q = ǫ̃q
2φ̃q, (Ã+ B̃)(Ã− B̃)ψ̃q = ǫ̃q

2ψ̃q (6.42)ave

φ̃q(n) = g̃q,n + h̃q,n, ψ̃q(n) = g̃q,n − h̃q,n (6.43)où g̃q et h̃q permettent la 
onstru
tion des opérateurs fermioniques f†q et fq (
omme dansl'équation 6.29). Ainsi l'état qui 
ara
térise le sous-système A est Gaussien. L'ensemble des
orrélateurs à deux points su�t à déterminer l'état du sous-système et permet d'obtenirl'entropie d'intri
ation du blo
k 
onsidéré. 64



6.6.2 Corrélateurs des opérateurs de Cli�ordDans le 
as du modèle XY [82, 123, 83], le résultat pré
édent implique qu'il est toujourspossible de réé
rire la matri
e densité de la façon suivante :
ρA ∝ exp

(
−H̃

)
, ave
 H̃ = −

2LA∑

n,m=1

ΓnT̃n,mΓm, (6.44)où Γn sont les opérateurs de Cli�ord appartenant au sous-système A. On rappelle quel'opérateur 
olonne Γ est dé�ni par :
Γ =




Γ1
1...

Γ1
LA

Γ2
1...

Γ2
LA




. (6.45)A�n d'obtenir l'entropie d'intri
ation du sous-système A, on dé�nit la matri
e des 
orréla-teurs C̃, de dimension 2LA × 2LA, dont les éléments sont :
C̃n,m = 〈ΓnΓm〉 = 〈χ|ΓnΓm|χ〉, n,m = 1, . . . , 2LA. (6.46)Lorsque le système est dans un état propre de l'hamiltonien du modèle XY , la matri
e des
orrélateurs prend la forme :

C̃ = I +

(
0 P̃

P̃ † 0

)
, (6.47)où P̃ est une matri
e de dimension LA × LA dont les éléments sont P̃n,m = 〈Γ1

nΓ2
m〉. Lestermes diagonaux sont donnés par l'identité puisque

〈(Γν
n)2〉 = 〈I〉 = 1, ν = 1, 2. (6.48)On montre que les termes de la forme 〈Γν

nΓν
m〉 (ν = 1, 2 et n 6= m) sont égaux à zéro. Enparti
ulier 
ertains de 
es termes peuvent être interprétés 
omme des termes de 
ourant,né
essairement nuls à l'équilibre. En dé�nissant les ve
teurs propres Vq de la matri
e C̃ainsi que les valeurs propres pq tels que :

Vq =
1√
2

(
Φq

Ψq

)
, (6.49)où Φq et Ψq sont des ve
teurs de dimension LA et

C̃Vq = (1 + pq)Vq, (6.50)on obtient les relations suivantes, similaires aux équations obtenues dans le 
hapitre 1 (eq.
1.27) :

P̃Ψq = pqΦq, P̃ †Φq = pqΨq. (6.51)65



Ainsi pour 
haque 
ouple (pq,Vq) où pq > 0, 
orrespond un 
ouple (−pq,Vq′) pour lequel
Φq′ = Φq et Ψq′ = −Ψq. Finalement dans la base formée par les opérateurs fermioniques fqet f†q dé�nis par :

fq =
1

2

LA∑

n=1

(
Φq(m)Γ1

m + Ψk(m)Γ2
m

)
, (6.52)la matri
e C est diagonale

C̃k,k′ = 2〈f†kfk′〉 = δk,k′(1 + pk). (6.53)Elle 
orrespond à la matri
e des 
orrélations de LA fermions sans intera
tions. L'hamiltoniende la matri
e densité réduite peut alors s'é
rire 
omme l'hamiltonien de fermions libres :
H̃ =

LA∑

q=1

ǫ̃q

(
f†q fq −

1

2

)
, (6.54)dont le spe
tre des ex
itations ǫ̃q est déterminé par la relation 2〈f†q fq〉 = 1 + pq et 
onduità :

ǫ̃q = ln

(
1 − pq

1 + pq

)
. (6.55)L'entropie d'intri
ation est la somme de l'entropie asso
iée à 
haque mode q

SA(LA) =

LA∑

q=1

Sq (6.56)ave

Sq = −

(
1 + pq

2
ln

(
1 + pq

2

)
+

1 − pq

2
ln

(
1 − pq

2

))
. (6.57)6.6.3 Le diagramme de phase du modèle XYL'étude de l'entropie d'intri
ation permet de redé
ouvrir le diagramme de phase dumodèle XY . En e�et, alors que l'entropie d'intri
ation, d'un blo
k de taille LA, sature pour

LA > ξ, la présen
e d'un point 
ritique est 
ara
térisée par une divergen
e logarithmiquede l'entropie d'intri
ation. En 
onsidérant la limite thermodynamique du modèle XY , il
onvient d'étudier l'entropie maximum dé�nie 
omme :
Smax = lim

LA→∞
SA(LA). (6.58)Nous présentons i
i le 
omportement de l'entropie d'intri
ation Smax dans le 
as du modèled'Ising (κ = 1), avant d'exposer les résultats obtenus dans la référen
e [124] en fon
tion desparamètres de 
ontr�le h et κ (eq. 1.1).Sur la ligne κ = 1, lorsque h→ 1, la longueur de 
orrélation diverge 
omme ξ = (1−h)−1,ainsi l'entropie d'intri
ation à saturation est

Smax(h→ 1, κ = 1) ∼ −1

6
ln |1 − h| =

1

6
ln ξ. (6.59)66



Dans le phase paramagnétique (h > 1), lorsque le 
hamp augmente, l'entropie d'intri-
ation dé
roît de façon stri
tement monotone. En parti
ulier dans la limite h → ∞, l'étatfondamental tend vers l'état homogène et 
omplètement fa
torisé |H+〉 =
∏

⊗ | ↑〉 pour le-quel les spins sont indépendants de sorte que Smax(h→ ∞, κ = 1) = 0.Dans la région ferromagnétique (h < 1), lorsque le 
hamp h diminue, l'entropie d'in-tri
ation dé
roît de façon monotone et présente un minimum lo
ale, en 
hamp nul (h = 0),pour lequel Smax = ln 2. En 
e point, l'état fondamental est dégénéré et donné par les étatsde Bell :
|GS1(h = 0, κ = 1)〉 =

∏

n

(| ↑n〉 + | ↓n〉)

|GS2(h = 0, κ = 1)〉 =
∏

n

(| ↑n〉 − | ↓n〉) . (6.60)Dans la référen
e [83] l'a

ent est mis sur les 
ourbes, du plan (h, κ), d'entropie 
onstante.Ainsi le point qui 
ara
térise le modèle d'Ising en 
hamp nul (0, 1) appartient au 
er
le dé�nipar h2 + κ2 = 1. Sur 
e 
er
le, l'entropie présente un minimum lo
ale Smax = ln 2 puisquel'état fondamental est dégénéré, donné par un produit dire
t d'états lo
aux :
|GS1〉 =

∏

n

(cos θ| ↑n〉 + sin θ| ↓n〉)

|GS2〉 =
∏

n

(cos θ| ↑n〉 − sin θ| ↓n〉) , (6.61)ave
 cos2(2θ) = (1− κ)/(1 + κ). Ainsi, 
ette ligne sépare la région h2 + κ2 > 1 pour laquellel'intri
ation entre spins est dite parallèle, de la région h2 +κ2 < 1 où l'intri
ation entre spinsest dite antiparallèle. Voir �gure (6.2) et la référen
e [106].
h=1 h

κ

κ=1
+

+Fig. 6.2 � Ligne d'entropie minimum dans le diagramme de phase du modèle XY . La ligne
h2 + κ2 = 1 sépare les régions d'intri
ation parallèle et antiparallèle.Dans la région paramagnétique, les 
ourbes d'entropie 
onstante sont des hyperboles,dé�nies par le paramètre κ0, dont l'équation est :

h2 −
(
κ

κ0

)2

= 1, 0 ≤ κ0 <∞. (6.62)Dans la région ferromagnétique, les 
ourbes d'entropie 
onstante sont des ellipses, dont67



l'équation est :
h2 +

(
κ

κ0

)2

= 1, 0 ≤ κ0 <∞. (6.63)Notons que 
es équations ne permettent pas d'obtenir l'entropie d'intri
ation au point (h =
1, κ = 0). En e�et, 
e point est le point d'interse
tion de toutes les 
ourbes d'entropie
onstante. Il 
orrespond aussi à l'interse
tion de la ligne 
ritique h = 1 et de la région
ritique (κ = 0, h ≤ 1).Il est possible d'appro
her les points 
ritiques, de façon parti
ulière, en 
her
hant à fairetendre les ellipses vers les lignes 
ritiques. Pour 
ela il 
onvient de prendre les limites κ0 → 0et κ0 → ∞. Ainsi, à l'appro
he du segment 
ritique (κ = 0, h < 1), l'entropie d'intri
ationdiverge :

Smax(h < 1, κ→ 0) = −1

3
ln
(κ

2

)
+

1

6
ln
(
1 − h2

)
. (6.64)De même en appro
hant la ligne 
ritique h = 1, il vient :

Smax(h→ 1−, κ) = −1

6
ln(1 − h2) +

1

3
ln
(κ

2

)

Smax(h→ 1+, κ) = −1

6
ln(h2 − 1) +

1

3
ln (4κ) , (6.65)Il est intéressant de noter, au passage de la ligne 
ritique h = 1, que la di�éren
e ∆S, dé�nie
omme

∆S = lim
ǫ→0

(Smax(h = 1 + ǫ, κ) − Smax(h = 1 − ǫ, κ)) , (6.66)est donnée par ∆S = ln 2. Ainsi la variation d'entropie au passage de la ligne 
ritique h = 1est une signature de la transition entre les phases paramagnétiques et ferromagnétiques.Remarquons que ∆S = lnN
(−)
Gs − lnN

(+)
Gs où N (+)

Gs (respe
tivement N (−)
Gs ) 
orrespond à ladégénéres
en
e de l'état fondamental dans la régions h > 1 (respe
tivement h < 1).L'analyse du diagramme de phase se termine en notant que, dans la phase paramagné-tique, pour toute valeur de κ, l'entropie présente un minimum absolu lorsque h→ ∞.L'étude de l'entropie d'intri
ation à saturation a permis de mettre en éviden
e la présen
e depoints 
ritiques (∀ κ, h = 1 et κ = 0, ∀ h < 1), mais aussi l'existen
e du 
hamp de fa
torisa-tion hf =

√
1 − κ2 [106, 125], pour lequel l'entropie d'intri
ation est minimum. Notons quepour l'ensemble des points (hf , κ) l'entropie d'intri
ation S(LA, p) 
al
ulée sur un peigne(voir �gure 6.1) est indépendante de LA et de p S(LA, p) = ln 2, puisque l'état fondamentalest deux fois dégénéré et 
omplètement fa
torisé.
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Chapitre 7Evolution de l'entropied'intri
ation dans les systèmeshors de l'équilibreAlors que les propriétés de l'entropie d'intri
ation sont de mieux en mieux 
omprisesdans le 
adre de l'équilibre, les re
her
hes se tournent a
tuellement vers l'étude de son 
om-portement en dehors de l'équilibre. Di�érent travaux dont l'étude porte sur la propagationde l'intri
ation ont été réalisés [126, 127, 128, 129, 130, 131] en 
onsidérant, par exemple,un état initial dont l'intri
ation est lo
alisée. On peut imaginer préparer une 
haîne de spinsdans l'état | ↑〉, à l'ex
eption de deux spins voisins que l'on prépare dans un état intriqué.L'intera
tion d'é
hange entre spins va permettre la propagation de l'intri
ation le long dela 
haîne. L'intri
ation entre deux sites n et m et le reste de la 
haîne est alors mesuréepar l'entropie de Von Neumann à partir de la matri
e densité réduite à deux sites ρn,m.La propagation de l'intri
ation peut être balistique, dans le 
as de système homogène, oudi�usive dans le 
as de système désordonné. Un autre s
énario hors équilibre possible estobtenu lors d'une trempe : dans 
ette situation le système est préparé dans un état proprede l'hamiltonien H0 puis brutalement plongé sous un 
hamp extérieur h. L'hamiltonien quigouverne la dynamique est alors modi�é et entraîne le système en dehors de l'équilibre.Dans la se
tion qui suit nous présenterons la méthode que nous avons utilisée a�n d'obte-nir l'entropie d'intri
ation de 
haînes quantiques en dehors de l'état d'équilibre. Puis nousreviendrons sur quelques résultats obtenus lors d'une trempe globale avant d'analyser le 
asasso
ié à une trempe lo
ale. Dans 
ette dernière partie nous 
on�rmerons les prédi
tions dela théorie 
onforme par des 
al
uls numériques exa
tes et l'on analysera le 
omportementde l'entropie d'intri
ation dans la limite des temps longs.7.1 L'entropie d'intri
ation du modèle XYNotons que la méthode utilisée est exa
tement 
alquée sur 
elle 
onduisant à l'entropied'intri
ation à l'équilibre. Ainsi lorsque le système est hors de l'équilibre l'entropie d'intri-
ation s'obtient à partir des fon
tions de 
orrélations. Pour un système �ni, de taille L, la69



dynamique de la matri
e C, formée par les 
orrélateurs à deux points, est (eq. 3.19) :
C(t) = R(t)C(0)R†(t). (7.1)Le 
omportement de l'entropie d'intri
ation est obtenu à partir des 
orrélateurs des opéra-teurs de Cli�ord du blo
k A 
onsidéré. Ainsi on 
onstruit la matri
e C̃(t) (de dimension

2LA×2LA) 
ontenant les 
orrélateurs du sous-système A. Comme dans le 
as d'un systèmeà l'équilibre, l'entropie d'intri
ation est obtenue grâ
e aux valeurs propres 1 + pq(t) de lamatri
e C̃(t),
SLA

(t) =

2LA∑

q=1

Sq(t), (7.2)ave

Sq(t) = −

(
1 + pq(t)

2
ln

(
1 + pq(t)

2

)
+

1 − pq(t)

2
ln

(
1 − pq(t)

2

))
. (7.3)7.2 Le 
as d'une trempe globaleP. Calabrese et J. Cardy ont étudié, lors d'une trempe, l'évolution de l'intri
ation d'unsystème unidimensionnel dé
rit par une théorie 
onforme 
ritique [132]. Le système estpréparé dans l'état fondamental (|ψh0

〉) de l'hamiltonien H(h0), et brutalement pla
é sous
hamp h 6= h0. La dynamique du système est alors gouvernée par H(h) et l'état du systèmeévolue suivant l'équation :
|ψh0

〉(t) = exp(−itH(h))|ψh0
〉(0). (7.4)Pour ne 
iter que les résultats prin
ipaux on donne i
i le 
omportement de l'entropie d'intri-
ation obtenue par la théorie 
onforme. Ainsi, pour toutes valeurs de h0 et h 6= h0, l'entropied'intri
ation d'un blo
k de taille LA à l'instant t est :

SLA
(t) ∝

{
ct t < LA/2
cLA t > LA,

(7.5)où c est la 
harge 
entrale asso
iée à la théorie 
onforme. Les régions t < LA/2 et t > LA/2sont à distinguer. Notons que le 
ara
tère extensif de l'entropie d'intri
ation est retrouvépour les temps t > LA/2 alors que l'entropie 
roît linéairement pour les temps t < LA/2.Le temps asso
ié au 
hangement de régime t∗ = LA/2 
orrespond au temps né
essaire auxex
itations (de vitesse v = 1), partant des deux extrémités du blo
k, pour 
e rejoindre au
entre du sous système. L'étude du modèle d'Heisenberg [133], dé�ni par l'hamiltonien
H(∆) = J

∑

j

(σx
j σ

x
j+1 + σy

j σ
y
j+1 + ∆σz

jσ
z
j+1), (7.6)vient 
on�rmer 
e résultat. Lors d'une trempe brutale ∆0 → ∆ l'entropie d'intri
ation 
roitlinéairement :

SA(t) ≃ Jt, t < t∗ (7.7)70



et sature pour les temps t > t∗. Le temps 
ara
téristique t∗ est dé�ni par LA/2v(∆) où
v(∆) est la vitesse des ex
itations (v = ∂ǫk/∂k|k=0). Une interprétation satisfaisante du
omportement de SA(t), permettant de 
omprendre le résultat (7.5), est donnée par P.Calabrese et J. Cardy [132] en 
onsidérant que les ex
itations véhi
ulent l'intri
ation entredegrés de liberté. L'entropie d'intri
ation étant alors supposée proportionnelle aux nombresde paires de quasi parti
ules intriquées, les degrés de libertés en x ∈ A et y ∈ B sont intriquéssi les ex
itations d'une même paire, émise en un point z, arrivent simultanément en x et y.Ainsi l'entropie d'intri
ation 
roit linéairement pour les temps t < t∗. Au temps t = LA/2, lesex
itations ont re
ouvert l'ensemble du blo
k et l'intri
ation est maximale. Le 
as du modèled'Heisenberg désordonné a aussi été étudié numériquement [133], la propagation des quasiparti
ules y est plus lente et 
onduit à l'évolution logarithmique donnée par SA(t) ≃ ln(t).7.3 Le 
as d'une trempe lo
aleDi�érentes études ont été menées [84, 135, 136] lors de trempe lo
ale, 
'est à direlors d'une variation brutale mais lo
alisée de l'hamiltonien. Un tel proto
ole 
onsiste, parexemple, en l'appli
ation d'un 
hamps sur un site j, ou en la modi�
ation du terme d'é
hangeentre deux spins voisins. La variation lo
ale de l'hamiltonien a un e�et d'autant plus fortque la dimensionnalité du système est faible. Ainsi à une dimension, annuler une intera
tionentre pro
he voisin, ou au 
ontraire ajouter une intera
tion revient à se
tionner le systèmeou à joindre deux sous-systèmes initialement indépendants. Dans le premier 
as, lorsque l'onse
tionne le système en deux blo
ks A et B, l'entropie d'intri
ation initiale est 
onservée.En e�et la dynamique asso
iée au blo
k A (respe
tivement B) est unitaire, gouvernée parl'opérateur d'évolution UA(t) (respe
tivement UB(t)), ave


UA(t) = exp(−itHA), et UB(t) = exp(−itHB), (7.8)où HA (respe
tivement HB) est l'hamiltonien du blo
k A (respe
tivement B) dé
rit parle modèle XY (eq. 1.1). Ainsi SA(t) = SB(t) = SA(0) = SB(0). En revan
he, lors de lamise en 
onta
t de blo
ks initialement sans intera
tion, l'entropie d'intri
ation présente uneévolution. Dans la première se
tion nous exposerons les résultats obtenues par V. Eisler
[135] et P. Calabrese [136] sur l'évolution de l'entropie d'intri
ation lors d'une trempe lo
alee�e
tuée sur un système in�ni. Dans un deuxième temps, nous étudierons le 
omportementde l'entropie d'intri
ation lors de la mise en 
onta
t d'un blo
k de taille �nie ave
 un sous-système in�ni [84].7.3.1 Sur un système in�niV. Eisler et I. Pes
hel [135] ont étudié l'entropie de la 
haîne XX présentant initialementun défaut lo
alisé sur une liaison n. Dans 
ette situation le système est préparé dans l'étatfondamental asso
ié à H(α) :

H(α) = −1

4

∑

j

(1 − αδj,n)(σx
j σ

x
j+1 + σy

j σ
y
j+1), α ∈ [0, 1]. (7.9)Puis, pour les temps t > 0, la dynamique est gouvernée par l'hamiltonien homogène H(α =

0). 71



AL

défautFig. 7.1 � S
héma d'un blo
k de taille Ls d'un système in�nie, préparé dans un état pré-sentant un défaut.Les distan
es séparant le défaut, lo
alisé en n, des bords gau
he et droit du blo
k sontrespe
tivement notées L1 et L2. On véri�e que l'entropie d'intri
ation reste 
onstante pourles temps t < t1 ≈ min(L1, L2). Ce temps 
orrespond au temps né
essaire aux ex
itations,initialement lo
alisées sur le défaut, pour atteindre l'interfa
e la plus pro
he. L'analyse duspe
tre de l'hamiltonien e�e
tif H̃, dé�ni à travers la matri
e densité réduite (6.25), montreque les valeurs propres ǫ̃q restent 
onstantes pour les temps t < t1.Pour les temps t > t1 presque toutes les valeur propres ǫk 
onvergent rapidement vers unevaleur d'équilibre ek. Seule une valeur ǫan(t) dite "anormale", présente une évolution lente,
ǫan(t) ≈ ln(t/τ). Il est intéressant de 
onstater que pour les temps t tels que ǫan(t) = eq+1les valeurs propres ǫq et ǫq+1 é
hangent leurs r�le 
omme s
hématisé �gure (7.2). L'ensembledes ex
itations étant 
onstant à l'ex
eption de ǫan, l'évolution de l'entropie d'intri
ation estdéterminée par le 
omportement de la valeur propre anormale.

q+1

ε (t)

q+1ε (t) e=

=q ε (t)an

εq+1(t) = εan(t)

q(t)= eε

t

ε

q+1

Fig. 7.2 � S
héma de l'évolution des ex
itations. Lorsque ǫq(t) = ǫan(t) ≃ eq+1 les ex
itations
ǫq et ǫq+1 é
hangent leurs r�le.Pour les temps t > t1, l'entropie 
roît rapidement et la valeur maximale de l'entropied'intri
ation Smax est atteinte pour les temps de l'ordre de t2 ≈ max(L1, L2). La di�éren
e
Smax − S∞ est

Smax − S∞ = c(α) lnLA + k(α), (7.10)72



où c(α) et k(α) sont fon
tion de l'intensité asso
iée au défaut, ave
 en parti
ulier c(0) =
k(0) = 0 et où S∞ 
orrespond à la valeur d'équilibre dans un système sans défaut. Finalementon observe, pour les temps t >> t2, une relaxation lente vers S∞. Les résultats numériquespermettent d'é
rire l'entropie d'intri
ation sous la forme :

SLA
(t) =

{
SLA

(0) t < t1
S∞ + a ln t

t + b
t t >> t2,où a et b sont des 
onstantes. Le 
as parti
ulier obtenu lorsque le défaut est lo
alisé surune interfa
e du blo
k A, 
onduit à une évolution immédiate de l'entropie d'intri
ation. Unpremier résultat est obtenu [135] par analogie ave
 les propriétés d'équilibre d'un systèmeprésentant un défaut lo
alisé [137]. En 
onsidérant que l'e�et de la dynamique est de trans-porter le défaut dans le système, les auteurs de [135] obtiennent l'expression suivante del'entropie d'intri
ation :

SLA
(t) =

c0
3

lnLA +
c1
3

ln(t/LA) +
c2
6

ln(1 − t/LA) + k, (7.11)où toutes les 
onstantes c0, c1, c2 et k sont fon
tion de l'intensité du défaut.P. Calabrese et J. Cardy ont obtenu une expression exa
te dans le 
as pré
is d'un défautd'intensité α = 1, 
orrespondant à la 
oupure dans la 
haîne à l'instant initial. Ils ont montréque la dynamique obtenue par la mise en 
onta
t de deux sous-systèmes quantiques unidi-mensionnels, pouvait être dé
rite par une théorie quantique des 
hamps [136]. L'entropied'intri
ation, d'un blo
k de taille LA est étudiée dans 
ette situation et des résultats ana-lytiques sont obtenus dans di�érents 
as. Pour n'en 
iter que deux, nous exposons i
i lesrésultats obtenues sur l'entropie d'intri
ation de la région x > l (situation 1 de la �gure 7.3)et dans le 
as 
orrespondant au problème étudié par V. Eisler et I. Pes
hel [135] (situation
2 de la �gure 7.3).

l

1

2

LAFig. 7.3 � L'entropie d'intri
ation est étudiée dans deux 
as. 1 - le blo
k 
onsidéré est semiin�ni dans le sous-système de droite. 2 - le blo
k 
onsidéré est de taille �nie et le défaut estsitué sur une des interfa
es.Situation 1. L'entropie d'intri
ation de la région A (x > l) est :
S(t) =

{
(c/6) ln l + cst t < t∗

(c/6) ln (t2 − l2) + cst t > t∗.
(7.12)L'interprétation de 
es résultats est simple. Pour les temps t < t∗ = l, les ex
itations généréesau niveau de l'interfa
e n'ont pas en
ore atteint le blo
kA et l'entropie reste 
onstante. Cette
onstante 
orrespond à l'entropie d'équilibre d'un blo
k de taille l ne présentant qu'une73



interfa
e. En e�et, les sous-systèmes de gau
he et de droite étant initialement dé
onne
tés,l'entropie de von Neumann de la région A mesure l'intri
ation entre les région B̃ (0 < x < l)et A. Ainsi à l'instant t = 0, SA(0) = S eB(0) et puisque la mesure de l'intri
ation se faitau travers de l'interfa
e, il faut attendre l'arrivée des ex
itations en l avant d'observer uneévolution temporelle. Ainsi pour les temps t < t∗ on à SA(t) = S eB(0). Pour les temps
t >> l l'entropie est donnée par S(t) ∝ ln(t), l'intri
ation se fait à travers l'interfa
e sur unelongueur ξ(t) ≈ t.Situation 2. Les résultats obtenues pour t < LA sont :

SLA
(t) =

c

2
lnLA +

c

3
ln

(
t

LA

)
+
c

6

(
ln

(
1 − t

LA

)
− ln

(
(1 +

t

LA

))
+ cst (7.13)et

SLA
(t) =

c

3
lnLA + cst pour t > LA. (7.14)Cette situation 
orrespond au problème étudié par V. Eisler et I. Pes
hel, dont le résultatest très pro
he de l'équation (7.13). Seul le terme en 1 + t/LA est manquant. Cependantla théorie 
onforme ne dé
rit pas la relaxation, observée numériquement dans la limite destemps longs t >> LA [135].7.3.2 Sur un système semi-in�niComportement 
ritique aux temps 
ourtsLa théorie 
onforme a permis de prédire le 
omportement de l'entropie d'intri
ation [136]d'un blo
k de taille �nie LA que l'on vient ajouter à un système semi-in�ni (�g. 7.4). Dansla région t < 2LA l'entropie d'intri
ation est

SLA
(t) =

c

6
ln

(
4LAt
π

sin(πt/2LA)

)
+ cst. (7.15)Nous avons 
on�rmé 
e résultat [84] par l'étude numérique exa
te de l'entropie d'intri
ationsur les 
haînes XX en 
hamp nul et Ising en 
hamp 
ritique. L'équation (7.15) se généralisedans le 
as de la mise en 
onta
t d'un blo
k (de taille �nie LA), par ses deux extrémités, àdeux systèmes semi-in�nis :

SLA
(t) =

c

3
ln

(
2LAt
π

sin(πt/LA)

)
+ cst. (7.16)Le préfa
teur est multiplié par 2 puisque A présente deux interfa
es ave
 l'extérieur. Dansle 
as semi-in�ni, les ex
itations se propagent en un temps t = LA jusqu'au bord libre surlequel elles se ré�é
hissent avant de quitter le blo
k A au bout d'un temps t = 2LA. Pourle sous-système présentant deux interfa
es, les ex
itations quittent le système à l'instant

t = LA, de sorte que le temps 
ara
téristique t∗ = 2LA est rempla
é par t∗ = LA dans lagéométrie in�nie.
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Fig. 7.4 � On étudie l'entropie d'intri
ation du sous-système �ni, lors de la mise en 
onta
tave
 l'extérieur. Dans un premier 
as l'intera
tion ne se fait que sur l'un des bords. Dans lasituation suivante, le 
onta
t se fait aux deux extrémités.Nous généralisons, à la situation hors équilibre, le résultat obtenu par Iglói et al. [138],faisant le lien entre l'entropie d'intri
ation du modèle XY en 
hamps nul et du modèled'Ising en 
hamp 
ritique (Ic). Sous une transformation duale, l'hamiltonien du modèle XYen 
hamps nul, peut être dé
omposé en une somme de deux hamiltoniens indépendants HI,1et HI,2 dé
rits par le modèle d'Ising. Pour 
ela on dé�nit les opérateurs de sites :
Sx,1

n =

2n−1∏

j=1

σx
j , Sx,2

n =

2n−1∏

j=1

σy
j (7.17)

Sz,1
n = σy

2n−1σ
y
2n, Sz,2

n = σx
2n−1σ

x
2n. (7.18)Ainsi l'hamiltonien du modèle XY en 
hamps nul devient

HXY (h = 0) =
1

2

(
HI,1 +HI,2

)
, (7.19)ave
 [HI,1,HI,2] = 0 et

HI,1 = −1

2

L/2−1∑

n=1

JxS
x,1
n Sx,1

n+1 −
Jy

2

L/2∑

n=1

Sz,1
n , (7.20)

HI,2 = −1

2

L/2−1∑

n=1

JyS
x,2
n Sx,2

n+1 −
Jx

2

L/2∑

n=1

Sz,2
n . (7.21)A l'instant t = 0, le système est divisé en deux blo
ks sans intera
tion et préparé dans l'étatfondamental, formé par le produit dire
t

|Φ0〉A∪B = |Φ0〉A ⊗ |Φ0〉B, (7.22)où |Φ0〉A et |Φ0〉B sont les états fondamentaux de 
haque blo
k A et B, se dé
omposant surles deux hamiltoniens d'Ising HI,1 et HI,2 de sorte que :
|Φ0〉X = |Φ0〉I,1

X ⊗ |Φ0〉I,2
X , X = A,B, (7.23)où |Φ0〉I,j

X est l'état fondamental de l'hamiltonien d'Ising HI,j (j = 1, 2) dé�ni dans le blo

X . Puisque que [HI,1,HI,2] = 0, l'opérateur d'évolution du modèle XY se fa
torise sous laforme :

UXY (t) = U I,1(t/2)U I,2(t/2) (7.24)75



et l'état du système au temps t
|Φ0〉A∪B(t) = |Φ0〉I,1(t/2) ⊗ |Φ0〉I,2(t/2), (7.25)ave
 |Φ0〉I,j(t/2) = U I,j(t/2)|Φ0〉I,j

A ⊗ |Φ0〉I,j
B (j = 1, 2). En traçant sur les degrés de libertéde B, la matri
e densité réduite du blo
k A est

ρXY
A (t) = ρI,1

A (t/2) ⊗ ρI,2
A (t/2), (7.26)
onduisant à l'entropie d'intri
ation :

SXY
LA

(t) = SI,1
LA/2(t/2) + SI,2

LA/2(t/2). (7.27)Dans le 
as isotrope Jx = Jy = 1/2, les deux 
haînes d'Ising sont identiques et 
ritiques, ilsuit :
SXX

LA
(t) = 2SIc

LA/2(t/2). (7.28)Les résultats qui suivent sont tous asso
iés au modèle XX (sauf mention 
ontraire) dansle 
as semi-in�ni et se généralisent simplement à la géométrie in�nie et au modèle d'Ising
ritique.
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ourbe du haut ave
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ourbe du bas ave
 τ = t/LA).

76



 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0  20  40  60  80  100  120  140

S(t)

t

infinite
semi-infinite

Fig. 7.6 � Entropie d'intri
ation d'un blo
k de taille LA = 40 pour les deux géométrieprésentées �gure 7.4. Les lignes horizontales pointillées 
orrespondent à la valeurs d'équilibre.La 
omparaison des résultats numériques et des prédi
tions analytiques, issues de la théo-rie 
onforme est tout à fait satisfaisante, 
omme en atteste le graphique (7.5). L'ajustementdes résultats numériques par l'expression (7.15) 
onduit à c ≈ 0.993. La théorie 
onforme,dans laquelle le spe
tre des ex
itations est linéaire, ne rend pas 
ompte des os
illations pré-sentent sur les graphiques (7.5), ainsi que du 
omportement dans la limite des temps longs
t > LA. Ces e�ets sont des e�ets de réseau et sont asso
iés à la relation de dispersion desex
itations.Comportement 
ritique aux temps longsLe 
omportement pour les temps t > 2LA indique une relaxation lente vers la valeur d'équi-libre. Dans 
ette limite, l'entropie d'intri
ation dé
roît en 1/t 
omme indiqué sur la �gure(7.7) et présente une stru
ture en es
alier. Une analyse du spe
tre de la matri
e densité ré-duite permet de relier le 
omportement de l'entropie pour les t > 2LA au 
omportement dela valeur propre irrégulière ǫan(t). En e�et, alors que l'ensemble des valeurs propres évoluerapidement vers une 
onstante, une seule d'entre elles (ǫan(t)) présente un 
omportementlent, dépendant du temps. On 
onstate, dans le domaine des temps tra
és sur la �gure (7.8),que ǫan(t) présente un plateau. D'autres plateaux apparaissent dans le 
omportement de
ǫan(t) pour des valeurs du temps plus grandes qui ne sont pas in
lues sur le graphique (7.8).Ainsi l'entropie d'intri
ation est 
onstante lorsque l'ensemble du spe
tre est 
onstant, ǫanin
lue. Les plateaux apparaissent aux temps Tn dé�ni par :

Tn =
LA
vn

≈ LA(LA + 1)

πn
, (7.29)où vn est la vitesse des ex
itations dé�nie par :

vn = ∂qǫq|qn
, ave
 ǫ(q) = cos(q) (7.30)et

qn = n
π

LA + 1
, n = 1, . . . , LA. (7.31)Notons que Tn 
orrespond au temps né
essaire à une ex
itation de vitesse vn pour par
ourirla distan
e LA et non pour ressortir du blo
k A.77
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Fig. 7.7 � Entropie d'intri
ation pour les temps t > 100 dans le 
as d'une géométrie semi-in�nie. Les 
ourbes sont tra
ées en fon
tion de t (à gau
he) et en fon
tion de L(L + 1)/πt(à droite). La valeur d'équilibre S0 est soustraite.
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ln(1+t/t0)Fig. 7.8 � Evolution temporelles du bas du spe
tre de l'hamiltonien e�e
tif de la matri
edensité réduite, obtenue dans le 
as de la géométrie semi-in�nie, pour un blo
k de taille
LA = 40. Le paramètre t0 est 
hoisi de sorte que pour t = 2LA il 
oïn
ide ave
 l'unité surl'axe des abs
isses.En dehors du point 
ritiqueL'évolution de l'entropie d'intri
ation du modèle d'Ising dans la région paramagnétique(h > 1) présente des similitudes ave
 le 
as 
ritique. Une fois de plus, il 
onvient de distinguerles temps t < 2LA et t > 2LA. En e�et pour les temps 
ourts, l'entropie d'intri
ation présenteun plateau pour lequel SA est fon
tion du 
hamp extérieur h, alors que pour les temps longs
t > 2LA, SA(t) relaxe lentement vers sa valeur d'équilibre.Comportement aux temps 
ourtsPour les temps t < LA l'entropie d'intri
ation os
ille autour de la valeur du plateau S(h).Cette dernière est fon
tion de la valeur du 
hamp h mais est indépendante de LA pourles LA >> ξ. On note, 
omme dans le 
as 
ritique, la présen
e d'os
illations relativementplus importantes (�gure 7.11) puisque la valeur de S(h) est i
i plus faible. On a pu véri�ernumériquement ave
 une très bonne approximation (�gure de droite 7.11), que S(h) était78



donnée par :
S(h) =

√
πS0(h), (7.32)où S0(h) 
orrespond à l'entropie d'intri
ation d'équilibre obtenue à saturation (LA >> ξ)en 
hamps h [83, 139]. Une analyse détaillée des os
illations autour de S(h) montre quel'amplitude de 
elles-
i dé
roît 
omme 1/t (�gure 7.10) et que la période des os
illations estfon
tion du 
hamp extérieur h. Un étude de la transformée de Fourier de la fon
tion W (t)dé�nie par :

S(t) =
√
πS0(h) +

W (t)

t
, (7.33)montre que les fréquen
es ω± qui dominent le 
omportement de l'entropie d'intri
ation sontasso
iées aux bornes du spe
tre ǫq du modèle d'Ising. Ainsi en notant ǫ+ = h+1 et ǫ− = h−1les bornes supérieure et inférieure, on véri�e :

ω± = ǫ+ ± ǫ−. (7.34)On note que le poids asso
ié à la fréquen
e ω+ = 2h est le plus important (�gure 7.10) et l'onvéri�e la présen
e d'un maximum asso
ié à une fréquen
e ω = 0. Ainsi à l'ordre dominant,pour les temps t < 2LA, l'entropie d'intri
ation est
S(t) =

√
πS0(h) +

A

t
(1 +B cos(2ht)) , (7.35)où A et B sont des 
onstantes dépendantes, à priori, de LA et de h.
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Fig. 7.9 � A gau
he : Plateau de l'entropie d'intri
ation de la 
haîne d'Ising non 
ritiquedans le 
as semi-in�ni ave
 LA = 30, h = 1.4 (
ourbe du haut) et h = 2.6 (
ourbe du bas).A droite : Valeurs du plateau de l'entropie d'intri
ation en fon
tion du 
hamp h. La ligne
orrespond à la valeur d'équilibre S0(h) divisé par √π.
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Fig. 7.10 � Transformée de Fourier de la fon
tion W (t), pour h = 2.6. Le pi
 prin
ipal sesitue en ω+ = 2h = 5.2.Comportement aux temps longsLe 
omportement de l'entropie d'intri
ation pour les temps t > 2LA est tra
é �gure (7.11).Comme dans le 
as 
ritique, il semble que S(t) tende vers la valeur d'équilibre S0. Laméthode utilisée permet d'obtenir le 
omportement de S(t) jusqu'à des temps t de l'ordrede 300. Dans 
ette région le spe
tre de l'hamiltonien e�e
tif di�ère fran
hement de la formeasymptotique. Seule l'ex
itation la plus basse a 
onvergé vers la valeur asymptotique [139],alors que les ex
itations suivantes sont irrégulières. Ainsi, il est déli
at d'étudier en détaille 
omportement de S(t) dans la limite des temps longs. Alors que l'on note, dans le 
as
ritique, la présen
e de paliers dans la relaxation de S(t), on 
onstate i
i, la présen
e denoeuds (�gure 7.11), qui 
omme pré
édemment apparaissent aux temps Tn dé�nis par :
Tn =

LA
vn

, (7.36)ave
 vn = ∂qǫq|qn
et

ǫ(q) =
√

1 + h2 + 2h cos q. (7.37)Nous avons également noté [84] qu'il était possible d'obtenir une superposition approximativedes 
ourbes de S(t) en fon
tion de t/LA (h �xé), impliquant une relaxation plus lente lorsquela taille LA du blo
k 
onsidéré augmente.
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ation de la 
haîne d'Ising non 
ritique dans le
as semi-in�ni ave
 LA = 20. Les lignes horizontales pointillées indiquent le valeur duplateau ainsi que la valeur d'équilibre. Les �è
hes indiquent les quatre temps les plus longs

Tn = L/vn.7.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous nous somme pen
hés sur l'étude du 
omportement de l'entropied'intri
ation en dehors de l'état d'équilibre, dans une situation qui 
orrespond, là en
ore, àla mise en intera
tion de sous-systèmes voisins. Ce proto
ole est asso
ié à une trempe lo
ale,
'est à dire à une variation brutale et lo
alisée de l'hamiltonien. Notre étude s'est fo
aliséesur le 
omportement de l'entropie d'intri
ation dans le 
as d'une géométrie semi-in�nie. Nousavons alors pu véri�er que le 
omportement de l'intri
ation est similaire au 
as d'un systèmeprésentant initialement un défaut [135]. Par une diagonalisation exa
te des modèles Ising et
XX, nous avons alors 
on�rmé le résultat obtenu par P. Calbrese et J. Cardy [136] dansle 
adre de la théorie 
onforme. Ce résultat est validé dans un premier régime de temps,dont la longueur est �xée par la taille Ls du blo
k 
onsidéré et la vitesse de l'ex
itation laplus rapide. Dans le 
as d'un système 
ritique, l'entropie d'intri
ation est donnée par unefon
tion universelle logarithmique, alors qu'en dehors du point 
ritique, l'entropie présenteun plateau dont la hauteur est reliée, ave
 un a

ord remarquable, à l'entropie d'équilibre√
πS0(h). Il a également été possible de démontrer l'égalité suivante SXX

LA
(t) = 2SIc

LA/2(t/2),liant l'entropie d'intri
ation des modèles d'Ising 
ritique et XX en 
hamp nul. L'analyse despropriétés de l'intri
ation dans la limite des temps longs, révèle une relaxation algébriquedé
orée par une stru
ture en es
alier, pour des temps Tn �xés par la vitesse vn des ex
itations
ǫn. Dans la limite asymptotique l'entropie du blo
k 
onsidéré 
onverge alors vers la valeurd'équilibre. En dehors du point 
ritique, l'étude numérique de l'intri
ation est plus di�
ilemais indique 
lairement une relaxation lente de l'entropie d'intri
ation, là en
ore, dé
orépar des os
illations dont les noeuds apparaissent en temps Tn. En dé�nitive, que le systèmesoit 
ritique ou non, la relaxation vers l'état d'équilibre est systématiquement dé
orée. Ce
iapparaît 
omme un e�et de mémoire, asso
ié au 
ara
tère dis
ret des ex
itations dans leblo
k initialement de taille �nie.Finalement une analyse de l'entropie de von Neumann dans les situations 
orrespondant aux
hapitres 3, 4 et 5 devrait 
ompléter 
es travaux. Dans le 
as d'un système 
omplètementfa
torisé présentant une interfa
e | ↑↓〉, l'entropie de von Neumann est e�e
tivement une81



mesure de l'intri
ation. Cependant, dans la situation asso
iée au 
hapitre 4, la températurevient alors dissimuler le 
omportement de l'intri
ation et seul le 
ara
tère entropique domine.
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Troisième partieSystèmes quantiques ouverts :intera
tions répétées
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Un système quantique ouvert est un système en intera
tion ave
, 
e qui, par dé�nition,
onstitue l'environnement. Généralement, il est sous entendu que le système est plut�t "pe-tit" et "simple" fa
e à l'environnement "grand" et "
omplexe". Le but d'une théorie dessystèmes quantiques ouverts est de dé
rire le 
omportement du système, en tenant 
omptedes intera
tions ave
 l'extérieur. Lorsque le système est préparé dans un état quel
onque,l'intera
tion ave
 l'extérieur induit généralement un évolution temporelle. On espère alorsvéri�er la thermalisation du système et, dans les 
as les plus simples, on souhaite pouvoirmontrer qu'il existe un unique état laissé invariant sous l'intera
tion ave
 l'environnement.Si 
et état est donné par l'état de Gibbs du système préparé à la température du bain,nous oserons 
on
lure naïvement que la des
ription du bain utilisée jusqu'alors est satis-faisante. Cependant, de nombreuse questions sont en
ore sans réponses, par exemple, lesystème 
onverge-t-il vers l'état stationnaire quelque soit son état initial ? Et si tel est le 
as,à quelle vitesse la relaxation se fait elle, et 
omment 
ette dernière est fon
tion de la tailledu système ?Pour une des
ription de l'environnement dite "satisfaisante", on pourra 
her
her à épurerla dé�nition du bain en essayant d'identi�er les ingrédients in
ontournables qui assurent lathermalisation, la relaxation... Ces questions forment le 
oeur des interrogations de la théoriedes systèmes quantiques ouverts.Dans 
ette partie nous étudions un système quantique, dé
rit par le modèle XY , ou-vert sur l'extérieur. La des
ription que l'on donne de l'environnement est hamiltonienne et
onsiste en l'intera
tion répétée du système ave
 le bain. Dans une première partie nousdé�nirons le pro
essus d'intera
tions répétées proposé par S. Attal. [146] et nous donneronsles équations qui gouverne la dynamique du système. Dans un deuxième temps, lorsque lesystème est dé
rit par le modèle XY , nous montrerons qu'il est possible de donner unedes
ription 
omplète de l'état du système à partir des 
orrélateurs à deux points. Nous ob-tiendrons, dans la limite 
ontinue, une nouvelle équation gouvernant l'évolution temporellede la matri
e des 
orrélateurs. Après une étude analytique de la relaxation d'un modèlejouet, nous exposerons les résultats numériques portant sur la relaxation de système degrandes tailles.
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Chapitre 8Intera
tions répétéesDans la physique des systèmes quantiques ouverts, il existe deux appro
hes habituelle-ment utilisées par les physi
iens et mathémati
iens : l'appro
he hamiltonienne et l'appro
hemarkovienne [140, 141, 142].Une des
ription hamiltonienne 
onsiste en l'étude de la dynamique d'un "petit" systèmeen intera
tion ave
 l'environnement, tous deux dé
rits par les hamiltoniens Hs et Hb. L'en-semble 
onstitue un système fermé et la dynamique est réversible. L'enjeu 
onsiste à serestreindre au système en 
her
hant à obtenir l'équation d'évolution qui lui est asso
iée.L'appro
he markovienne 
onsiste en l'étude de l'évolution irréversible du système. L'in-tera
tion ave
 le bain est dé
rite par une équation di�érentielle sto
hastique (équation deLangevin quantique [143, 144]) ou par un générateur de Lindblad [145].Le pro
essus d'intera
tions répétées a ré
emment été proposé 
omme une des
ription desintera
tions d'un système quantique ave
 l'environnement [146, 147, 148]. Cette des
riptionest a priori assez intuitive et, en 
e sens, assez simple. Elle est le sujet de nombreuses étudesré
entes essentiellement mathématiques [150, 151, 152, 153, 154].8.1 Des
ription du pro
essus d'intera
tions répétéesLe pro
essus d'intera
tions répétées permet de dé
rire l'intera
tion d'un système, dontl'hamiltonien est H0, ave
 l'environnement , 
onstitué de "
opies" indépendantes et iden-tiques, dont l'hamiltonien est Hn (n ∈ N
∗). On note H0 et Hn (n ∈ N

∗) les espa
es deHilbert asso
iés au système et à la "
opie" n de l'environnement ainsi que
HB =

∑

N∗

Hn (8.1)l'hamiltonien de l'environnement dont l'espa
e de Hilbert est donné par B =
⊗

N∗ Hj . L'en-semble système bain est initialement sans intera
tion et pour les temps t < 0, l'hamiltonientotal est :
H(t < 0) = H0 +HB. (8.2)La matri
e densité initiale ρ(0) est formée par le produit dire
t des matri
es densité réduites,asso
iées au système ρs(0) et au bain ρB(0)

ρ(0) = ρs(0) ⊗ ρB(0), (8.3)85



où les 
opies de l'environnement sont préparées dans des états indépendants 
ara
térisés par
ρj

ρB =
⊗

N∗

ρj . (8.4)Par la suite nous supposerons que le système, ainsi que toutes les "
opies" de l'environne-ment, sont préparés dans un état de Gibbs, aux températures 1/βs et 1/βb tel que :
ρs ∝ exp(−βsH0) et ρb ∝ exp(−βbHn) n ∈ N ∗ . (8.5)La des
ription du bain 
orrespond à 
elle d'un gaz parfait où 
haque "
opie" n est asso
iéeà une "parti
ule". Une image simple du pro
essus d'intera
tion entre le bain et le système
onsiste à supposer que l'intera
tion (système-bain) se fait lorsqu'une parti
ule de l'envi-ronnement vient frapper la surfa
e du système. Ainsi, lors d'un 
ho
, (quand une parti
uledu bain interagit ave
 le système sur un intervalle de temps τ) une partie de l'énergie de laparti
ule est 
édée au système ou inversement. Après intera
tion, la parti
ule est ré�é
hiesur l'interfa
e du système, laissant la pla
e à une autre "
opie" de l'environnement. Notonsque si le terme "parti
ule" est employé i
i, 
'est uniquement pour appuyer l'analogie ave
le gaz parfait. Il n'est pas né
essaire de donner à l'hamiltonien Hn une stru
ture simple(Hs = C

2), il est d'ailleurs possible d'y faire intervenir un grand nombre de degrés de li-berté. La dynamique de l'ensemble est �nalement déterminée par l'hamiltonien total H pourles temps t > 0. Le pro
essus d'intera
tions répétées est alors dé�ni, sur 
haque intervallede temps ](n−1)τ, nτ ], par l'hamiltonien H dé
rivant l'intera
tion du système ave
 la nieme
opie de l'environnement, de sorte que :
H(t) = H0 +H0n +HB, t ∈](n− 1)τ, nτ ], (8.6)où H0n est le terme d'intera
tion 
ouplant les degrés de liberté du système à l'extérieur.L'opérateur qui gouverne l'évolution temporelle sur 
et intervalle de temps est

Ln(τ) = U0n(τ) ⊗
∏

N∗\n

Uj(τ), (8.7)où U0n est l'opérateur d'évolution temporelle qui 
ouple le système à la 
opie n et où∏
N∗\n Uj dé
rit l'évolution libre du reste de l'environnement. Ces opérateurs sont simple-ment donnés par :

U0n(τ) = e−iτ(H0+H0n+Hn) (8.8)
Uj(τ) = e−iτHj j ∈ N \ n. (8.9)Ainsi, l'opérateur qui génère l'évolution temporelle de l'instant t = 0 à t = nτ (soit après nintera
tions ave
 le bain) est donné par le produit :

U(nτ) = Ln(τ) . . . L3(τ)L2(τ)L1(τ). (8.10)Finalement, dans la représentation de S
hrödinger, la matri
e densité à l'instant t = nτs'é
rit :
ρ(nτ) = U(nτ)ρ(0)U(nτ)† = Ln(τ)ρ

(
(n− 1)τ

)
L†

n(τ), (8.11)86



alors que dans la représentation d'Heisenberg, pour une observable A, la dynamique est
A(nτ) = U

†(nτ)A(0)U(nτ) = L†
n(τ)A

(
(n− 1)τ

)
Ln(τ). (8.12)

τ

HH

1

2

H

H

H

3

4

s

t

Fig. 8.1 � S
héma du pro
essus d'intera
tion entre le système et l'environnement.8.2 Equation d'évolution du systèmeLe pro
essus d'intera
tion de l'ensemble système-environnement étant �xé, nous 
her-
hons à obtenir une équation qui gouverne uniquement l'évolution de la partie système.Dans une première partie, en nous 
on
entrant sur la matri
e densité réduite du système ρset en suivant les travaux de S. Attal [146, 147, 148, 149], on 
her
hera l'appli
ation nouspermettant d'obtenir la matri
e densité ρs à l'instant t = nτ . Dans un deuxième temps, nousdé�nirons l'équation d'évolution asso
iée aux observables du système dans la représentationd'Heisenberg, avant de dis
uter la situation 
orrespondante à la limite 
ontinue τ → 0.8.2.1 Matri
e densité réduiteLes propriétés du système sont données par la matri
e densité réduite ρs, obtenue ene�e
tuant la tra
e sur les degrés de liberté du bain. Ainsi, à l'instant t = nτ , on a pardé�nition :
ρs(nτ) = TrB{ρ(nτ)}. (8.13)On montre fa
ilement que ρs(nτ) est donnée par l'équation suivante :

ρs(nτ) = Trn

{
U0n(τ)

(
ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρn

)
U†

0n(τ)
}
, (8.14)où Trn dé�nit la tra
e partielle e�e
tuée sur les états de la nieme 
opie de l'environnementet où ρn est la matri
e densité qui 
ara
térise l'état de 
ette 
opie. Puisque les 
opies de87



l'environnement sont toutes préparées dans un même mélange statistique dé�ni par ρb, ona :
ρs(nτ) = Tr

{
U(τ)

[
ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρb

]
U†(τ)

}
, (8.15)où l'indi
e n est volontairement omis. Pour poursuivre, il nous faut dé�nir les ve
teurspropres de ρb, notés |φk〉, ainsi que les valeurs propres pk de sorte que :

ρb|φk〉 = pk|φk〉, k = 1, . . . ,N = dim(Hn). (8.16)Ainsi dans la base {|Sj〉 ⊗ |φk〉}, où l'ensemble des |Sj〉 forment une base de l'espa
e deHilbert H0, le produit dire
t ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρb est donné par :

ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρb =




p1ρs

(
(n− 1)τ

)
0

0 p2ρs

(
(n− 1)τ

) . . . 0
0 pN ρs

(
(n− 1)τ

)


 . (8.17)En�n, en dé�nissant les opérateurs U j

i , vivant dans H0, de sorte que
U

ˆ

ρs ⊗ ρb

˜

U
†

=

0

B

@

U1

1 U2

1 . . .

U1

2 U2

2... . . . 1

C

A

0

B

@

p1ρs 0

0 p2ρs . . .1CA 0

B

@

U
1†
1

U
1†
2

. . .

U
2†
1

U
2†
2... . . . 1

C

A
, (8.18)on montre que la matri
e densité réduite ρs(nτ) est donnée par l'a
tion d'une appli
ation
omplètement positive Lρb

, sur la matri
e densité réduite à l'instant t = (n− 1)τ :
ρs(nτ) = Lρb

(
ρs((n− 1)τ)

)
, (8.19)ave


Lρb
(X) =

N∑

q,k=1

pkU
k
q XU

k†
q , (8.20)où ρb, pla
é en indi
e, rappelle que l'évolution du système dépend de l'état du bain au traversdes valeurs propres pk. Finalement par itérations su

essives on obtient :

ρs(nτ) = L
n
ρb

(
ρs(0)

)
. (8.21)La dynamique d'une observable A, appartenant au système, est simplement obtenue ennotant que sa valeur moyenne est

〈A〉(nτ) = Trs {Aρs(nτ)} . (8.22)L'adjoint de Lρb
est dé�ni gra
e au produit s
alaire

(X,Y ) = Trs
{
XY †} , (8.23)à travers la relation (X,Lρb

Y ) = (L†
ρb
X,Y ). On obtient �nalement

〈A〉(nτ) = Trs {A(nτ)ρs(0)} = Trs
{
L
†n
ρb

(A)ρs(0)
}
, (8.24)ave


A(τ) = L
†
ρb

(A) =
N∑

q,k=1

pkU
k†
q AUk

q . (8.25)88



8.2.2 Limite 
ontinueLe passage à la limite 
ontinue s'obtient en faisant tendre le temps d'intera
tion τ verszéro. La démonstration des résultats dans 
ette limite est déli
ate et demande une analyserigoureuse. Nous exposons, sans démonstration, un des prin
ipaux résultats obtenus parS. Attal [149], lorsque le bain est préparé dans un état propre |α〉. Ainsi l'équation (8.25)devient :
A(τ) = L

†
α(A) =

N∑

q=1

Uα†
q AUα

q , (8.26)puisque pk = δk,α. Il a alors été démontré que l'équation dis
rète (8.25) 
onduit à l'équationdi�érentielle suivante :
∂tA(t) = L(A(t)), (8.27)où L est le générateur de Lindblad dé�ni par :

L(X) = i[H,X] +
1

2

∑

i

(2Lα∗
i XLα

i − {Lα∗
i Lα

i , X}) , (8.28)ave

Lα

α = lim
τ→0

Uα
α − I

τ
, et Lα

i = lim
τ→0

Uα
i√
τ
, i 6= α. (8.29)Ainsi les solutions de l'équation dis
rète sont appro
hées, à l'ordre la plus bas, par l'équationdi�érentielle (8.27),

Lα(A(nτ)) −A(nτ)

τ
≃ L(A(nτ)) + O(τ). (8.30)
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Chapitre 9Intera
tions répétées sur une
haîne XYDans la partie qui suit, le système ainsi que les 
opies de l'environnement sont modéliséspar l'hamiltonien du modèle XY , sur une 
haîne de longueur, Ls pour le système et Lb pour
haque 
opie de l'environnement. Les hamiltoniens sont notés HXY
Ls

et HXY
Lb

et donnés par :
HXY

Ls
= −1

2

Ls−1∑

n=1

[
Jx

s (σx
n)s(σ

x
n+1)s + Jy

s (σy
n)s(σ

y
n+1)s

]
− hs

2

Ls∑

n=1

(σz
n)s, (9.1)

HXY
Lb

= −λb

(
1

2

Lb−1∑

n=1

[
Jx

b (σx
j )b(σ

x
n+1)b + Jy

b (σy
n)b(σ

y
n+1)b

]
+
hb

2

Lb∑

n=1

(σz
n)b

)
, (9.2)où (σν

n)j (j = s, b) sont les matri
es de Pauli, dé
rivant les degrés de liberté de spin dans lesystème et le bain. Le 
hamps magnétique appliqué dans la dire
tion z est noté hj (j=s,b)et les 
onstantes Jx
j et Jy

j sont fon
tions du paramètre d'anisotropie κj (j = s, b) telles que :
Jx

s,b =
1 + κs,b

2
, Jy

s,b =
1 − κs,b

2
. (9.3)Finalement une 
onstante multipli
ative λb est ajoutée a�n de 
ontr�ler l'é
helle des énergiesdu spe
tre de l'environnement. Lorsque le 
onta
t ave
 l'environnement ne se fait que surun des bords du système (voir �gure 9.1), l'hamiltonien de l'ensemble système-bain est, làen
ore, dé
rit par le modèle XY , et l'on a sur l'intervalle de temps ](n− 1)τ, nτ ] :

HXY
L = HXY

Ls
+Hsb +HXY

Lb
, (9.4)ave
 L = Ls + Lb et

Hsb = −λi

2

[
Jx

i (σx
Lb

)b(σ
x
1 )s + Jy

i (σy
Lb

)b(σ
y
1 )s

]
, (9.5)où λi est une 
onstante et où

Jx
i =

1 + κi

2
, Jy

i =
1 − κi

2
. (9.6)90
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Fig. 9.1 � S
héma de l'intera
tion du système ave
 l'environnement. L'intera
tion se faitentre le dernier spin de l'environnement (σLb
)b et le premier spin du système (σ1)s9.1 Etat initialOn rappelle i
i que le système et l'environnement sont préparés dans des états 
anoniquesaux températures 1/βs et 1/βb. La matri
e densité initiale est

ρ(0) = ρ0 ⊗ ρB, (9.7)ave

ρ0 = ρs(0) =

exp
(
−βsH

XY
Ls

)

Zs
, Zs = Tr{exp

(
−βsH

XY
Ls

)
}, (9.8)et ρB =

⊗
N∗ ρn ave
 ∀n :

ρn = ρb =
exp

(
−βbH

XY
Lb

)

Zb
, Zb = Tr{exp

(
−βbH

XY
Lb

)
}. (9.9)Notons que l'état initial du système est un état Gaussien puisque HXY

Ls
est quadratique enterme des opérateurs de Cli�ord. Nous verrons que la matri
e densité réduite ρs reste dansun état Gaussien lors du pro
essus d'intera
tion ave
 l'environnement. Avant d'arriver à 
erésultat, nous rappellerons, dans la partie suivante, l'évolution temporelle des opérateurs deCli�ords.9.2 Dynamique des opérateurs de Cli�ordSur l'intervalle de temps ](n− 1)τ, nτ ], on dé�nit les opérateurs de Cli�ord sur la 
haînetotale (de longueur L = Ls + Lb), formée par le système et la 
opie n de l'environnement.On rappelle que les opérateurs de Cli�ord sont donnés par :

Γ1
n =

n−1∏

j=1

(
− σz

j

)
σx

n (9.10)
Γ2

n = −
n−1∏

j=1

(
− σz

j

)
σy

n, (9.11)91



ave
 (Γj
p)

† = Γj
p, et {Γj

p,Γ
i
k} = 2δp,kδj,i. Pour les temps t appartenant à ](n− 1)τ, nτ ], il estpossible de faire porter la dynamique aux opérateurs puisque la moyenne d'une observable

A à l'instant t = nτ est simplement
〈A〉(nτ) = Trs,n

{
AU0n†(τ)

[
ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρn

]
U0n(τ)

}

= Trs,n

{
A(τ)

[
ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρn

]}
. (9.12)Ainsi la dynamique du système est portée par la matri
e densité pour les temps t ≤ (n−1)τalors que l'évolution du système sur l'intervalle ](n− 1)τ, nτ ] est donnée par les opérateurs.Lorsque l'hamiltonien est indépendant du temps, on rappelle que l'évolution temporelle desopérateurs de Cli�ord est donnée par :

Γ(t) = R(t)Γ(0) = e−itT
Γ(0), (9.13)où Γ est l'opérateur 
olonne dé�ni par :

Γ =




Γ1
1

Γ1
2...

Γ1
L

Γ2
1

Γ2
2...

Γ2
L




. (9.14)
Ainsi la moyenne d'une observable quadratique en terme des opérateurs de Cli�ord A =
−iΓkΓk′ sera donnée par la relation suivante :

〈A〉(nτ) = Trs,n

{
−iΓk(τ)Γk′(τ)

[
ρs

(
(n− 1)τ

)
⊗ ρn

]}
. (9.15)9.3 Evolution temporelle de la matri
e densité réduiteLe système étant initialement préparé dans un état Gaussien, la matri
e densité réduite

ρs est 
omplètement déterminée par l'ensemble des 
orrélateurs à deux points. Nous allonsdémontrer que l'état du système reste Gaussien lors de l'évolution temporelle, de sorte quepour tout temps, la donnée des 
orrélateurs à deux points détermine l'état du système. Pour
ela, on 
ommen
e par analyser la matri
e densité du système au temps t = τ . La matri
edensité ρ0,1(τ) asso
iée au système et à la première 
opie de l'environnement, est donnéepar l'équation suivante :
ρ0,1(τ) = U0,1(τ)

(
exp

(
−βsH

XY
Ls

)

Zs
⊗ exp

(
−βbH

XY
Lb

)

Zb

)
U†

0,1(τ). (9.16)Puisque [HXY
Ls

,HXY
Lb

] = 0, on peut é
rire ρ0,1(τ) sous la forme :
ρ0,1(τ) =

1

Zs,b
U0,1(τ) exp (−H0,1)U

†
0,1(τ) =

1

Zs,b
exp

(
−H̃0,1(τ)

)
, (9.17)92



ave
 Zs,b = ZsZb et
H0,1 = βsH

XY
Ls

+ βbH
XY
Lb

, H̃0,1(τ) = U0,n(τ)H0,1U
†
0,n(τ). (9.18)Il est en
ore possible d'é
rire l'hamiltonien H0,1 sous la forme :

H0,1 =
1

4
Γ
†
T0,1Γ, (9.19)ave


T0,1 =




0 0 βsCs 0
0 0 0 βbCb

βsC
†
s 0 0 0

0 βbC
†
b 0 0


 (9.20)et

Cj = −i




hj Jy
j

Jx
j hj Jy

j O. . . . . . . . .
O Jx

j hj Jy
j

Jy
j hj



, j = s, b. (9.21)En utilisant l'égalité U†

0,n(τ) = U0,n(−τ), il suit
H̃0,1(τ) =

1

4
Γ
†(−τ)T0,1Γ(−τ), (9.22)et la relation Γ(τ) = R(τ)Γ(0) 
onduit à :

H̃0,1(τ) =
1

4
Γ
†
T0,1(τ)Γ, (9.23)ave
 T0,1(τ) = R(τ)T0,1R

†(τ). Ainsi, à l'instant t = τ , l'ensemble formé par le système etla première 
opie de l'environnement est dans un état Gaussien dé�ni par :
ρ0,1(τ) =

exp
(
− 1

4Γ
†
T0,1(τ)Γ

)

Zs,b
. (9.24)Il est don
 
lair que la matri
e densité réduite ρs(τ) donnée par ρs(τ) = Tr1{ρ0,1(τ)} est,elle aussi, 
ara
térisée par un état Gaussien et peut don
 être 
omplètement déterminée parla donnée des 
orrélateurs à deux points. En e�et, les 
orrélateurs des opérateurs de Cli�ordvéri�ent le théorème de Wi
k. Ave
 en parti
ulier 〈Γn〉 = 0 et

〈ΓnΓmΓpΓk〉 = 〈ΓnΓm〉〈ΓpΓk〉 − 〈ΓnΓp〉〈ΓmΓk〉 + 〈ΓnΓk〉〈ΓmΓp〉. (9.25)Pré
isons que la moyenne formée du produit d'un nombre impaire d'opérateurs de Cli�ordest nulle alors que la moyenne du produit d'un nombre pair d'opérateurs Γn se dé
ompose surles 
orrélateurs à deux points de la forme 〈ΓnΓm〉. Cette dé
omposition, due au théorèmede Wi
k, reste évidemment valable lorsqu'on ne 
onsidère que les opérateurs de Cli�ord93



appartenant à la partie système. La matri
e densité réduite du système est don
 
ara
tériséepar un état Gaussien, que l'on é
rit, à l'instant t = τ , sous la forme :
ρs(τ) =

exp
(
− 1

4Γ
†
ST̃0(τ)ΓS

)

K(τ)
, K(τ) = Tr

{
exp

(
−1

4
Γ
†
ST̃0(τ)ΓS

)}
, (9.26)où ΓS est l'opérateur 
olonne (de dimension 2Ls) formé par l'ensemble des opérateurs deCli�ord appartenant au système. La matri
e densité réduite ρs(τ) est telle que :

〈Γn∈SΓm∈S〉 = Trs{Γn∈SΓm∈Sρs(τ)} = Tr{Γn∈SΓm∈Sρ0,1(τ)}. (9.27)Finalement pour tout temps t = nτ , la matri
e densité réduite du système est 
ara
tériséepar un état Gaussien dont la matri
e densité ρs(nτ) est de la forme :
ρs(nτ) =

exp
(
− 1

4Γ
†
ST̃0(nτ)ΓS

)

K(nτ)
, K(nτ) = Tr

{
exp

(
−1

4
Γ
†
ST̃0(nτ)ΓS

)}
. (9.28)9.4 Valeur moyenne d'une observableL'état du système étant Gaussien pour toute valeur de t, nous étudions i
i l'évolutiontemporelle de la moyenne des 
orrélateurs à deux points. On dé�nit, 
omme dans les 
ha-pitres pré
édents, la matri
e M(0,n) sur l'ensemble formé par le système et la 
opie n del'environnement, dont les éléments sont :

M(0,n)
k,k′ = 〈−iΓkΓk′〉, (9.29)ave
 k = 1, . . . , 2L (L = Ls + Lb). Les indi
es 0 et n, pla
és en exposant, rappellent que lamatri
e est formée des 
orrélateurs entre le système (indi
e 0) et la "
opie" n. Notons queles éléments diagonaux sont indépendants du temps (M(0,n)

k,k = −i) puisque (Γk)2 = I et ondé�nit �nalement la matri
e C(0,n) = M(0,n) + iI dont l'évolution temporelle est donnée parl'a
tion de R(τ)

C(0,n)(nτ) = R(τ)C(0,n)((n− 1)τ)RT (τ), (9.30)ave
, par dé�nition :
C(0,n)

k,k′ (nτ) = Tr0,n{−iΓk(τ)Γk′(τ)(ρs((n− 1)τ) ⊗ ρb)} + iδk,k′

C(0,n)
k,k′ ((n− 1)τ) = Tr0,n{−iΓkΓk′(ρs((n− 1)τ) ⊗ ρb)} + iδk,k′ . (9.31)En parti
ulier, on notera C(0,n)

s le blo
k de la matri
e C(0,n) pour lequel les opérateurs Γk et
Γk′ appartiennent au système

(
C(0,n)

s

)

k,k′

(nτ) = Tr0{−iΓkΓk′ρs(nτ)} + iδk,k′ . (9.32)
94



A�n de poursuivre, on 
hoisit de réorganiser l'opérateur Γ de la manière suivante :
Γ =

(
ΓB

ΓS

)
, ave
 ΓB =




Γ1
1...

Γ1
Lb

Γ2
1...

Γ2
Lb




et ΓS =




Γ1
Lb+1...
Γ1

L

Γ2
Lb+1...
Γ2

L




. (9.33)
Dans l'état dé�ni par ρs

(
(n − 1)τ

)
⊗ ρn la matri
e C(0,n)((n − 1)τ) prend une stru
tureblo
k diagonale, 
omme 
ela a déjà été dis
uté dans le 
hapitre 2 (voir équation 13.7).Cette stru
ture re�ète le fait qu'il n'existe pas de 
orrélation entre le système et la 
opie n,puisque pour les temps t < (n− 1)τ le système et la 
opie n sont indépendants. La matri
e

C(0,n)((n−1)τ) est alors divisée en deux blo
ks Cb (de dimension 2Lb×2Lb) et C(0,n)
s ((n−1)τ)(de dimension 2Ls × 2Ls), 
ontenant respe
tivement les informations sur l'état de la 
opie

n et du système. On obtient :
C(0,n)((n− 1)τ) =

(Cb 0

0 C(0,n)
s ((n− 1)τ)

)
, (9.34)ave
, lorsque Γk et Γk′ appartiennent au bain

(Cb)k,k′ = Trn{−iΓkΓk′ρb} + iδk,k′ , (9.35)et lorsque Γk et Γk′ appartiennent au système
(C(0,n)

s )k,k′((n− 1)τ) = Tr0{−iΓkΓkρs((n− 1)τ)} + iδk,k′ . (9.36)En identi�ant les équations (9.32) et (9.36) il suit :
C(0,n)

s ((n− 1)τ) = C(0,n−1)
s ((n− 1)τ). (9.37)Pour �nir, on dé�nit les blo
ks de la matri
e R(τ)

R(τ) =

(
Rb

b Rs
b

Rb
s Rs

s

)
, (9.38)de sorte que l'évolution de la partie système C(0,n)

s (nτ) est donnée par :
C(0,n)

s (nτ) = Rs
s(τ)C(0,n−1)

s ((n− 1)τ)Rs†
s (τ) +Rb

s(τ)CbR
b†
s (τ). (9.39)Pour alléger les notations, on utilisera Cs(nτ) = C(0,n)

s (nτ), il vient alors
Cs(nτ) = LCb

(Cs((n− 1)τ)) (9.40)et par itération
Cs(nτ) = Ln

Cb
(Cs(0)), (9.41)95



ave

LY (X) = Rs

sXR
s†
s +Rb

sY R
b†
s . (9.42)La matri
e Cs formée des 
orrélateurs à deux points est alors donnée par l'a
tion su

essivede l'opérateur L sur la matri
e Cs(0) dé
rivant l'état initial.Remarque : Lorsque le système est préparé à température in�nie, les éléments de la matri
e

Cb s'annulent. Ainsi l'a
tion de L devient L0(X) = Rs
sXR

s†
s , 
onduisant à

Cs(nτ) = (Rs
s)

nCs(0)(Rs†
s )n. (9.43)9.5 Limite 
ontinueLa limite 
ontinue s'obtient en faisant tendre le temps d'intera
tion τ vers zéro. Celapermet d'obtenir une équation di�érentielle gouvernant l'évolution de la matri
e Cs. Nousverrons qu'il est né
essaire de renormaliser l'intensité des 
ouplages, le 
as 
ontraire 
ondui-sant à l'évolution libre du système. Dans la limite des temps d'intera
tion faible (τ << 1),la matri
e R(τ) s'é
rit, à l'ordre en τ3 :

R(τ) ≃ 1 − iτT − τ2
T

2

2
+
iτ3

T
3

3!
+ O(τ4). (9.44)On dé�nit les restri
tions de T sur le système et le bain de la manière suivante :

T =

(
λbTb λiθ
λiθ

† Ts

)
, (9.45)où Tj , de dimension 2Lj × 2Lj (j = s, b), est donnée par :

Tj =

(
0 Cj

C†
j 0

)
, Cj = −i




hj Jy
j

Jx
j hj Jy

j O. . . . . . . . .
O Jx

j hj Jy
j

Jy
j hj



, (9.46)et où les éléments de la matri
e θ, de dimension 2Lb × 2Ls, sont :

θn,m = iJx
i δn,2Lb

δm,1 − iJy
i δn,Lb

δm,Ls+1. (9.47)Notons que seul deux éléments de θ sont non nuls, re�étant le fait que l'intera
tion ne se faitque par les bords, entre le dernier spin du bain et le premier spin du système. Il 
onvient dene pas utiliser immédiatement la forme expli
ite de θ et de 
onserver une expression généralele plus longtemps possible. Sur les quatre blo
ks 
onstituant la matri
e T, deux sont asso
iésà la forme de l'intera
tion que l'on impose entre le système et le bain, et font intervenir lamatri
e θ. Les deux autres blo
ks sont asso
iés à la des
riptions des 
ouplages internes dansle système et le bain, et font intervenir les matri
es notées Ts et Tb. Finalement l'équationdi�érentielle de Cs(t) est obtenue en prenant τ → 0 et l'on dé�nit :
∂tCs(t) = lim

τ→0

Lρb

(
Cs(nτ)

)
− Cs(nτ)

τ
. (9.48)Les démonstrations des résultats obtenus plus bas sont présentées en appendi
e.96



9.5.1 Evolution libre du systèmePrendre la limite τ → 0, nous permet d'é
rire une équation di�érentielle pour la matri
e
Cs formée par les 
orrélateurs. On montre (voir appendi
e) lorsque l'on ne prend pas la peinede renormaliser les 
ouplages que la limite (9.48) 
onduit à l'équation suivante :

∂tCs(t) = −i[Ts, Cs(t)]. (9.49)Cette équation dé
rit l'évolution libre du système et l'on véri�e fa
ilement que la solutionest
Cs(t) = Rs(t)CsR

†
s(t) ave
 Rs(t) = exp(−itTs). (9.50)Ce résultat se 
omprend simplement, puisque lorsque τ tend vers zéro au
une informationn'a le temps de traverser la liaison qui sépare le bain du système, ainsi le système évoluesans être in�uen
é par le bain.9.5.2 Evolution d'un système ouvertA�n d'obtenir une équation di�érentielle qui dé
rive le système en intera
tion ave
 lebain, il est né
essaire de renormaliser les 
ouplages. On montre alors (voir appendi
e) quel'unique renormalisation possible 
onsiste à maintenir le produit λi

√
τ 
onstant lorsque

τ → 0. On note :
Λi =

√
τλi. (9.51)On obtient l'équation suivante :

∂tCs(t) = −i[Ts, Cs(t)] −
Λ2

i

2

(
{Cs(t), θ

†θ} − 2θ†Cbθ
)
. (9.52)Le premier terme du membre de droite dans l'équation (9.52) 
orrespond à l'évolution librede la partie système alors que le se
ond terme dé
rit l'in�uen
e de l'environnement sur lesystème. L'état de l'environnement apparaît expli
itement dans l'expression (9.52), il est
ara
térisé par Cb. Rappelons que Cb 
orrespond à la matri
e formée par la moyenne des
orrélateurs à deux points appartenant au bain :

(Cb)n,m = Tr{−iΓnΓmρb} + iδn,m. (9.53)Finalement, la stru
ture interne des intera
tions dans le bain est sans importan
e, puisquel'équation (9.52) est indépendante des quantités telles que hb, Jx
b , Jy

b . Notons que, pour unbain préparé à température in�nie, Cb = 0 et l'équation (9.52) devient :
∂tCs(t) = −i[Ts, Cs(t)] −

Λ2
i

2
{Cs, θ

†θ}. (9.54)La solution formelle est apportée en dé�nissant le super opérateur L et la 
onstant Kb

L( . ) = i[Ts, . ] +
Λ2

i

2
{θ†θ, . }, Kb = Λ2

i θ
†Cbθ. (9.55)97



L'équation (9.52) devient
∂tCs + L(Cs) = Kb, (9.56)dont la solution est formellement donnée par :

Cs(t) = e−tL (Cs(0) − SB) + SB , (9.57)où la matri
e SB = L−1(Kb) dé
rit les propriétés de l'état stationnaire puisqu'elle 
ontientl'ensemble des 
orrélateurs à deux points appartenant au système.9.5.3 Intera
tion entre premiers voisinsDans la partie qui suit nous analysons, l'in�uen
e du bain sur le système lorsque l'inter-a
tion système-bain est donnée par l'Hamiltonien Hsb

Hsb = −λi

2

[
Jx

i (σx
Lb

)b(σ
x
1 )s + Jy

i (σy
Lb

)b(σ
y
1 )s

]
. (9.58)On rappelle que l'intera
tion ne se fait que sur un bord du système, entre premiers voi-sins, i
i (σLb

)b et (σ1)s. Ainsi dans la limite 
ontinue, nous démontrons que seul l'état duspin de l'environnement dire
tement en 
onta
t ave
 le système intervient dans l'équationd'évolution (9.52). Rappelons 
ette dernière :
∂tCs(t) = −i[Ts, Cs(t)] −

Λ2
i

2

(
{Cs, θ

†θ} − 2θ†Cbθ
)
. (9.59)En utilisant la forme expli
ite de θ (13.47), les éléments de θ†Cbθ sont donnés par :

(θ†Cbθ)n,m = mz
b(Lb)J

x
i J

y
i (δn,1δm,Ls+1 − δn,Ls+1δm,1) . (9.60)On 
onstate que seul l'état du spin (σLb
)b apparaît dans l'expression (θ†Cbθ), plus pré
isé-ment, 
'est l'aimantation moyenne sur le site Lb qui apparaît i
i

mz
b(Lb) = Tr{−iρbΓ

2
Lb

Γ1
Lb
}. (9.61)Ainsi dans la limite 
ontinue, lorsque l'intera
tion système-bain, se fait entre premier voisins,seul le spin de l'environnement dire
tement en 
onta
t ave
 le système joue un r�le dansl'équation (9.52). Dans 
e 
as, tout 
e passe 
omme si le système était en intera
tion ave
des 
opies de l'environnement formées d'un spin unique, dont l'hamiltonien H ′

n est
H ′

n = −hb

2
σz

n. (9.62)Celles-
i apparaissent 
omme préparées dans un état de Gibbs à la température e�e
tive
1/β′

b telle que la moyenne de l'aimantation soit :
mz

b = tanh

(
β′

bhb

2

)
= mz

b(Lb). (9.63)Ainsi la température e�e
tive de 
haque 
opie est donnée par :
β′

b =
2

hb
tanh (mz

b(Lb)) . (9.64)98



Nous 
hoisirons par la suite, une des
ription simple de l'environnement (HB =
⊗

n C
2), en
onsidérant que 
haque 
opie n'est formée que d'un spin unique.Notons que le terme qui traduit l'in�uen
e du bain sur l'évolution du système, dans l'équation (9.60), est proportionnelle au produit Jx

i J
y
i , que l'on é
rit en fon
tion du paramètred'anisotropie κi :

Jx
i J

y
i =

1 − κ2
i

4
. (9.65)Ave
 en parti
ulier, dans le 
as d'une intera
tion de type Ising (κi = 1), Jx

i = 1 et Jy
i = 0de sorte que θ†Cbθ = 0, l'équation d'évolution (9.52) devient :

∂tCs(t) = −i[Ts, Cs(t)] −
Λ2

i

2
{Cs, θ

†θ}. (9.66)Dans le 
as où le paramètre d'anisotropie est κi = 1, tout 
e passe 
omme si le 
hamp magné-tique appliqué dans le bain était nul hb = 0, puisque dans 
e 
as, l'aimantation mz
b(Lb) = 0,de sorte que l'équation (9.52) 
onduit dire
tement à (9.66). Cette situation est indis
ernabledu 
as où la température dans le bain est in�nie βb = 0, pour laquelle, là en
ore,mz
b(Lb) = 0.Ainsi, en toute généralité, un système ouvert, dé
rit par le modèle XY , dont l'intera
tionave
 le bain est �xé par une liaison de type Ising κi = 1, évolue systématiquement de lamême façon, quelque soit l'état et l'hamiltonien du bain. Dès lors, il est parfaitement 
lairqu'une liaison pour laquelle κi = 1 ne permettra pas de dé
rire l'intera
tion ave
 le bain defaçon satisfaisant puisque �nalement le système n'est ni in�uen
é par l'hamiltonien du bainni par l'état de 
elui-
i. Dans 
e 
as, la propriété de thermalisation n'est jamais satisfaite(sauf dans le 
as d'un bain à température in�nie) et nous 
hoisirons par la suite κi 6= 1.9.5.4 In�uen
e du système sur l'environnementA présent, on s'intéresse à la façon dont l'état de l'environnement est modi�é après uneintera
tion ave
 le système. Ce 
al
ul est fait dans la limite des temps d'intera
tion faibles(mais �nis) et permettra d'extraire 
ertaines informations sur l'évolution du système. Ene�et, lorsque l'équation de la matri
e Cs(t) est 
omplexe, alors que le bain est �nalementdé
rit que par un spin unique, il est plus simple d'obtenir et de résoudre l'équation d'évolu-tion de la matri
e Cb dé
rivant l'état de la 
opie n. On note C′

b(nτ) la matri
e Cb asso
iée àla 
opie n au temps t = (n+ 1)τ . On obtient le résultat suivant :
C′

b(nτ) = Rb
bCbR

b†
b +Rs

bCS(nτ)Rs†
b , (9.67)qui dans la limite des temps d'intera
tion faibles, 
onduit à :

δCb(nτ) = −τΛ
2
i

2

(
{Cb, θθ

†} − 2θCs(nτ)θ
†) , δCb(nτ) = C′

b(nτ) − Cb(nτ). (9.68)La 
opie n étant 
onstituée d'un seul spin, la matri
e Cb s'é
rit
Cb =

(
0 −mz

b

mz
b 0

)
, (9.69)99



où mz
b est la moyenne de l'aimantation transverse dans la 
opie n donnée par :

mz
b = Tr{ρbσ

z
b} = Tr{−iΓ2

bΓ
1
bρb}. (9.70)Lorsque les intera
tions système-bain se font entre premiers voisins, la matri
e θ est donnéepar (13.47) et nous permet d'arriver au résultat suivant :

δmz
b(nτ) = − τ

tκ

(
mz

b −
1 − κ2

i

1 + κ2
i

mz
s(1, nτ)

)
, (9.71)ave


1

tκ
=

Λi

2

1 + κ2
i

2
, (9.72)où κi est la paramètre d'anisotropie dé�ni sur la liaison système-bain et où mz

s(1, nτ) estl'aimantation transverse du premier spin du système (σz
1)s, à l'instant t = nτ . Ainsi, 
ommepré
édemment, puisque les intera
tions se font entre premiers voisins, le spin du bain n'estin�uen
é que par le premier spin du système. Pour une liaison de type Ising (κi = 1),l'équation pré
édente devient :

δmz
b(nτ) = − τ

t1
mz

b , (9.73)alors que dans le 
as d'une liaison de type XX (κi = 0), on obtient :
δmz

b(nτ) = − τ

t0
(mz

b −mz
s(nτ)). (9.74)Notons que dans le 
as d'une liaison de type Ising, l'état du bain est modi�é par l'intera
tionave
 le système puisque δmz

b 6= 0, mais le bain n'est pas in�uen
é par l'état même du systèmepuisque δmz
b est indépendant de mz

s . On 
onstate, là en
ore, qu'une liaison de type Ising nepermet pas la 
ommuni
ation entre le système et bain.9.6 Con
lusionNous avons analysé le pro
essus d'intera
tions répétées appliqué au modèle XY , lorsquele système est en intera
tion ave
 l'environnement par les extrémités de la 
haîne. Lorsqueles états du système et de l'environnement sont 
hoisis Gaussien, nous avons démontré quela matri
e densité réduite du système ρs était pour tout temps 
ara
térisée par un étatGaussien. Ainsi l'étude de ρs se réduit à l'analyse de l'évolution temporelle des 
orrélateursà deux points, 
omposant la matri
e Cs. Nous avons obtenu l'équation dis
rète asso
iée àl'évolution de la matri
e Cs et donné l'équation di�érentielle dans la limite 
ontinue τ → 0, enrenormalisant l'intera
tion ave
 le bain λi ∝ τ−1/2. Dans le 
as d'intera
tion entre premiervoisins, nous avons démontré que seul l'état du spin du bain, dire
tement en 
onta
t ave
 lesystème, était pertinent. Ce qui nous permet alors de réduire la des
ription de 
haque 
opiede l'environnement à un système à deux niveaux. Nous avons obtenu, en temps dis
ret, unexpression simple de la variation de l'aimantation du spin du bain, sur l'intervalle de temps
τ . I
i une première é
helle de temps mi
ros
opique apparaît, donnée par tκ.100



Chapitre 10Modèle JouetLe modèle le plus simple qu'il est possible de 
onstruire à partir du pro
essus d'inter-a
tions répétées est obtenu lorsque le système est 
omposé d'un seul spin. Rappelons que,dans la limite 
ontinue τ → 0, seul l'état du spin de l'environnement dire
tement en 
onta
tave
 le système entre dans le pro
essus d'intera
tion, ainsi on 
hoisit de dé
rire 
haque 
opiedu bain par un spin unique. Les hamiltoniens sont simplement :
HXY

s = −hs

2
σz

s ,

HXY
n = HXY

b = −hb

2
σz

b , n ∈ N
∗ (10.1)et le terme d'intera
tion est donnée par :

Hsb = −λi

2
[Jx

i σ
x
b σ

x
s + Jy

i σ
y
bσ

y
s ] . (10.2)10.1 Relaxation de l'aimantationCommençons par rappeler l'équation (9.52) gouvernant l'évolution du système en 
onta
tave
 l'environnement, obtenue dans la limite 
ontinue

∂tCs(t) = −i[Ts, Cs(t)] −
Λ2

i

2

(
{Cs, θ

†θ} − 2θ†Cbθ
)
. (10.3)Dans le 
as présent, les matri
es Cs(t) et Cb prennent la forme simple :

Cs(t) =

(
0 −mz

s(t)
mz

s(t) 0

)
, Cb =

(
0 −mz

b

mz
b 0

)
, (10.4)où mz

s(t) (respe
tivement mz
b) est la moyenne de l'aimantation transverse dans le système(respe
tivement dans le bain)

mz
s(t) = Tr{ρs(t)σ

z
s} = Tr{−iΓ2

sΓ
1
sρs(t)} (10.5)

mz
b = Tr{ρbσ

z
b} = Tr{−iΓ2

bΓ
1
bρb}. (10.6)101



On véri�e à l'aide de l'équation (13.46) que Ts prend la forme :
Ts =

(
0 −ihs

ihs 0

)
, (10.7)de sorte que le premier terme de l'équation (10.3) s'annule :

[Ts, Cs(t)] = 0. (10.8)Au 
ours du temps, le système reste don
 dans un mélange statistique des états | ↑〉, | ↓〉,seuls les poids asso
iés à 
haque état évoluent. La stru
ture de θ donnée par l'équation(13.47) nous permet d'é
rire :
θ =

(
0 −iJy

i

iJx
i 0

)
, (10.9)et �nalement, l'équation (10.3) 
onduit à :

∂tm
z
s(t) = − 1

tκ

(
mz

s(t) −
1 − κ2

i

1 + κ2
i

mz
b

)
, (10.10)dont la solution est

mz
s(t) = m∞ + (mz

s(0) −m∞) e−t/tκ , (10.11)ave

m∞ =

1 − κ2
i

1 + κ2
i

mz
b et

1

tκ
=

Λ2
i

2

1 + κ2
i

2
. (10.12)Ainsi dans la limite t→ ∞ le système atteint un état stationnaire d'aimantation m∞, ave
en parti
ulier :

m∞ = mz
b , pour κi = 0, (10.13)

m∞ = 0, pour κi = 1. (10.14)Comme pré
édemment, on 
onstate, pour une liaison de type Ising, que le système évoluesystématiquement vers le même état stationnaire indépendamment de l'état du bain. Au
ontraire, dans le 
as XX, le système 
onverge vers l'état imposé par le bain. Notons quel'état stationnaire est indépendant de la 
onstante de 
ouplage Λi, 
elle-
i in�ue uniquementsur la vitesse des é
hanges système-bain. En parti
ulier la vitesse des é
hanges augmenteave
 Λi 
onduisant à une relaxation plus rapide. Notons, que la relaxation est plus e�
a
e(rapide) dans le 
as du modèle XX que dans le 
as du modèle d'Ising. (t0 ≥ tκ ≥ t1)10.2 Entropie d'intri
ationDans 
ette partie, nous étudions l'entropie d'intri
ation du système, préparé dans l'état
| ↑〉, ave
 le reste de l'environnement préparée dans l'état | ↓〉. L'aimantation du système estdonnée par :

mz
s(t) = m∞ + (1 −m∞) e−t/tκ , (10.15)102



ave
 m∞ = −(1−κ2
i )/(1+κ2

i ). Puisque le système est dans un mélange statistique des deuxétats | ↑〉 et | ↓〉, la matri
e densité réduite du système s'é
rit :
ρs(t) =

I

2
+
mz

s(t)

2
σz

s . (10.16)L'entropie d'intri
ation à l'instant t, donnée par l'entropie de von Neumann :
S(t) = −Tr{ρs(t) ln(ρs(t))}, (10.17)est simplement

S(t) = −
(

1 +mz
s(t)

2
ln

(
1 +mz

s(t)

2

)
+

1 −mz
s(t)

2
ln

(
1 −mz

s(t)

2

))
. (10.18)Le système étant préparé dans l'état | ↑〉, l'entropie d'intri
ation à l'instant initial est nulle.Lors du pro
essus d'intera
tions répétées l'entropie d'intri
ation passe par un maximumlorsque t = t∗ ave


S(t∗) = ln(2), ave
 t∗

tκ
= ln

(
2

1 − κ2
i

)
. (10.19)Lorsque κ → 1, on remarque que t∗ → ∞. Le système 
onverge asymptotiquement versl'état d'intri
ation maximale.Dans la limite t→ ∞ l'entropie d'intri
ation 
onverge vers :

S∞(κi) = −
(

κ2
i

1 + κ2
i

ln

(
κ2

i

1 + κ2
i

)
+

1

1 + κ2
i

ln

(
1

1 + κ2
i

))
, (10.20)ave
 en parti
ulier S∞(κi) ≤ ln(2) et

S∞(0) = 0, S∞(1) = ln(2). (10.21)Les 
ourbes analytiques sont tra
ées �gure (10.1) pour κi = 0 et κi = 1/2. Notons que dansle 
as du modèle XX, le système 
onverge vers l'état | ↓〉 imposé par le bain, 
onduisant àun état d'intri
ation nulle.
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Fig. 10.1 � Les graphiques, de gau
he à droite, sont asso
iés au 
onstantes d'anisotropie
κi = 0 et κi = 1/2. Dans le graphique prin
ipal : entropie d'intri
ation S(t) est tra
éeen fon
tion de t/tκ. Dans l'insert : aimantation transverse du système est représentée enfon
tion de la variable t/tκ. 103



10.3 Energie dissipée dans le bain, travailLa variation d'aimantation de la 
opie n de l'environnement est donnée, dans la limitedes temps d'intera
tion faibles, par l'équation (9.71)
δmz

b(nτ) = − τ

tκ

(
mz

b −
1 − κ2

i

1 + κ2
i

mz
s(nτ)

)
. (10.22)Quand le système a atteint l'état stationnaire, la variation d'aimantation dans le bain est
onstante,

δmz
b = − τ

tκ

(
2κi

1 + κ2
i

)2

mz
b , (10.23)que l'on note dans la limite τ → 0

dmz
b = −dt

tκ

(
2κi

1 + κ2
i

)2

mz
b . (10.24)Alors que l'état du système reste in
hangé sous l'intera
tion ave
 l'environnement, les 
opiesdu bain sont en permanen
e modi�ées par l'intera
tion ave
 le système. On dé�nit l'énergiedissipée dans le bain sur l'intervalle de temps [t1, t2] 
omme :

∆Eb(t1, t2) =

∫ t2

t1

dEb(s), (10.25)où la variation in�nitésimale d'énergie est donnée par dEb(s) = −hbdm
z
b/2. Dans l'étatstationnaire, l'énergie dissipée n'est fon
tion que de la di�éren
e des temps T = t2 − t1

∆Eb(T ) = − T

tκ

(
2κi

1 + κ2
i

)2

Eb (10.26)ave
 Eb = −hbm
z
b/2. Pour �xer les idées, 
onsidérons que le bain est préparé dans l'état

| ↑〉, ainsi dans l'état stationnaire, l'état du système est un mélange statistique des états de
σz

s tel que l'aimantation moyenne est donnée par
m∞ =

1 − κ2
i

1 + κ2
i

≤ 1. (10.27)Lors de l'intera
tion ave
 le bain,m∞ étant inférieur àmz
b , le système entraîne l'aimantationdu bain vers une valeur plus faible de l'aimantation et la variation d'énergie dans le bainest positive (∆Eb(T ) > 0). Puisque que l'état du système est stationnaire, 
ette variationd'énergie se réper
ute né
essairement sur la liaison, de sorte que la variation d'énergie deliaison 
ompense exa
tement la variation d'énergie du bain. On dé�nit, le travail é
hangé

W (T ) sur un intervalle de temps T 
omme
W (T ) =

∑

n

∫

T

dtα̇n∂αn
〈H〉(t), (10.28)ave
 αn(t) = 1 pour t ∈](n− 1)τ, nτ ] et où l'hamiltonien total est

H = Hs +HB +
∑

n>0

αn(t)H0,n. (10.29)104



Puisque ∂αn
〈H〉(t) = 〈H0,n〉(t) et que α̇n(t) = δ(t− (n− 1)τ) − δ(t− nτ), il vient

W (T ) =
∑

n

(〈H0,n((n− 1)τ)〉 − 〈H0,n(nτ)〉) . (10.30)A l'instant t = (n − 1)τ , il n'existe pas de 
orrélation entre le système et la 
opie n, ainsil'énergie de liaison est nulle (〈H0,n((n− 1)τ)〉 = 0). La 
onservation de l'énergie sur l'inter-valle de temps τ , impose l'égalité suivante 〈H0,n(nτ)〉 + δEb = 0 de sorte que, dans l'étatstationnaire, on a :
W (T ) = −

∑

n

〈H0,n(nτ)〉 =
∑

n

δEb

W (T ) = ∆Eb(T ). (10.31)Gardons à l'idée que l'état du bain est l'état | ↑〉 ainsiW (T ) = ∆Eb(T ) ≥ 0. L'augmentationd'énergie dans le bain, lors d'une intera
tion, permet de diminuer l'énergie de liaison et, enquelque sorte, de la stabiliser. En e�et, pour séparer la 
opie n du système il faut alorsbriser la liaison en inje
tant de l'énergie. Cette quantité d'énergie inje
tée dans le système
orrespond au travail reçu par le système. Inversement, si les spins du bain sont préparésdans l'état | ↓〉, leur énergie est maximum lorsqu'ils arrivent sur le système et ne peut quedé
roître, ainsi W (T ) = ∆Eb(T ) ≤ 0. Cette variation d'énergie est transférée sur la liaison.La liaison est alors "instable" et se désex
ite en fournissant le travail W (T ).10.4 Equation de LindbladDans le 
as d'une liaison de type XX, et d'un bain préparé dans l'état
ρb =

1 +mz
b

2
| ↑〉〈↑ | + 1 −mz

b

2
| ↓〉〈↓ |, (10.32)l'opérateur de Lindblad asso
ié à l'évolution d'une observable X est donné dans la référen
e

[153] (pour Λi = 4)
L(X) = i[Hs, X] + (1 +mz

b) (2σ−Xσ+ − {n−, X})
+ (1 −mz

b) (2σ+Xσ− − {n+, X}) , (10.33)ave

σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
, n+ =

(
1 0
0 0

)
, n− =

(
0 0
0 1

)
. (10.34)L'équation d'évolution de la moyenne d'une observable X s'obtient en 
al
ulant

∂t〈X〉 = Tr{ρsL(X)}, (10.35)où ρs est la matri
e densité du spin du système à l'instant t = 0

ρs =
1 +mz

s

2
| ↑〉〈↑ | + 1 −mz

s

2
| ↓〉〈↓ |. (10.36)105



On obtient l'équation di�érentielle suivante :
∂t〈X〉 = −2(mz

s −mz
b)ZX(t), ave
 ZX(t) = Tr{σzX(t)} (10.37)et
∂tZX(t) = −4ZX(t). (10.38)La solution est alors

〈X〉(t) = 〈X〉(0) +

(
(mz

s −mz
b)
ZX(0)

2

)(
e−4t − 1

)
, (10.39)et l'on véri�e que le système reste dans un état quadratique, 
'est à dire dans un mélange sta-tistique des états de σz puisque 〈σx〉(t) = 〈σx〉(0) = 0 et 〈σy〉(t) = 〈σy〉(0) = 0. Finalementl'aimantation transverse est donnée par

〈σz〉(t) = mz
s(t) = (mz

s −mz
b)e

−4t +mz
b . (10.40)10.5 1 spin et 2 bainsDans le 
as présent, le système est en 
onta
t de façon su

essive ave
 deux bains auxtempératures β1 et β2 (d'aimantation mz

b1
, mz

b2
). Nous analysons la relaxation du systèmepour les faibles valeurs de τ , avant de prendre la limite 
ontinue. En utilisant l'équation(10.10), on obtient au temps t = 2nτ :

mz
s(2nτ) = mz

s((2n− 1)τ) − τ

tκ

(
mz

s((2n− 1)τ) − 1 − κ2
i

1 + κ2
i

mz
b2

)
. (10.41)L'aimantation transverse du système est donnée, au premier ordre en τ , par l'équationsuivante :

mz
s(2nτ) ≃ mp,∞ + (mz

s(0) −mp,∞)e−2nτ/t0 + O(τ2), (10.42)ave

mp,∞ ≃ 1 − κ2

i

1 + κ2
i

m̄z +
τ

tκ

1 − κ2
i

1 − κ2
i

∆

4
(10.43)où m̄z est la moyenne des aimantations,

m̄z =
mz

b1
+mz

b2

2
et ∆ = mz

b2 −mz
b1 . (10.44)Pour les valeurs impaires du temps ((2n + 1)τ) l'aimantation transverse 
onverge vers lavaleurs mi,∞ donnée par :

mi,∞ ≃ 1 − κ2
i

1 + κ2
i

m̄z − τ

tκ

1 − κ2
i

1 − κ2
i

∆

4
+ O(τ2). (10.45)106



Dans l'état stationnaire, l'aimantation du système os
ille autour de l'aimantation moyenne
m̄z. L'amplitude des os
illations étant proportionnelle à τ , dans la limite 
ontinue, l'aiman-tation est gouvernée par l'équation :

mz
s(t) = m̄z + (mz

s(0) − m̄z)e−t/t0 . (10.46)
2

τ

β1

βFig. 10.2 � S
héma d'un pro
essus d'intera
tions répétées.Dans le 
as XX, pour un système simultanément en 
onta
t ave
 les deux bains, leLindbladien est donné par ([153]) :
L(X) = [Hs, X] + 2(1 + m̄z) (2σ−Xσ+ − {n−, X})

+ (1 − m̄z (2σ+Xσ− − {n+, X}) , Λi = 4. (10.47)Comme pré
édemment, on obtient l'évolution de l'aimantation moyenne :
mz

s(t) = m̄z + (mz
s(0) − m̄z)e−8t. (10.48)Un fa
teur 2 apparaît dans le temps de relaxation ; en e�et, dans l'expression (10.46) letemps de relaxation donné pour κi = 0, Λi = 4 est tκ = 1/4. On 
omprend aisément que larelaxation est plus rapide lorsque le système est en 
onta
t simultané ave
 les bains, puisquel'énergie est alors dissipée aux travers de deux liaisons.10.6 Con
lusionNous avons examiné l'évolution temporelle d'un modèle, 
omposé d'un spin unique, enintera
tion ave
 l'extérieur et avons obtenu le 
omportement temporel de l'aimantationtransverse moyenne, nous donnant ainsi a

ès à la matri
e densité du système. On 
onstateque la relaxation de l'aimantation est exponentielle, �xée par l'é
helle de temps mi
ros
o-pique tκ. Une liaison de type Ising ne permet pas la thermalisation vers l'état imposé parle bain, 
ontrairement à une liaison de type XX, pour laquelle l'état stationnaire est donnépar la matri
e densité du bain. L'étude de l'entropie d'intri
ation nous a permis de mettreen éviden
e l'existen
e d'un état d'intri
ation maximum pour les temps t∗ ∝ tκ. Finalementles résultats obtenus sont en parfait a

ord ave
 les solutions de la référen
e [153].
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Chapitre 11Relaxation de la 
haîne XXDans 
e 
hapitre nous étudions la relaxation de l'aimantation transverse d'une 
haînede spins de taille Ls, dé
rite par le modèle XX. Dans un premier temps nous exposeronsles résultats obtenus lorsque le système est 
onne
té à un seul bain, dans la limite destemps 1 << t < Ls puis t >> Ls. Dans la se
onde partie, nous dé
rirons le 
omportementd'une 
haîne de spins en intera
tion ave
 deux bains à des températures di�érentes, nousfo
alisant en parti
ulier sur les propriétés de l'état stationnaire. Nous 
on
lurons 
e 
hapitreen proposant quelques perspe
tives.11.1 Dissipation par un bordLe système étudié est une 
haîne de taille Ls dé
rite par l'hamiltonien du modèle XX.Les 
opies de l'environnement ne sont 
omposées que par un spin venant taper la 
haîne surl'un des bords de sorte que l'hamiltonien total (système plus 
opie de l'environnement) estdé
rit par le modèle XX
HXX

Ls
= −1

4

Ls−1∑

n=1

[
(σx

n)s(σ
x
n+1)s + (σy

n)s(σ
y
n+1)s

]
− h

2

Ls∑

n=1

(σz
n)s, (11.1)

HXX
b = −h

2
(σz

n)b, (11.2)où l'on a 
hoisi la même valeur du 
hamp h dans le système et le bain et où le termed'intera
tion est pris isotrope Jx
i = Jy

i = 1/2

Hsb = −λi

4

[
(σx

Lb
)b(σ

x
1 )s + (σy

Lb
)b(σ

y
1 )s

]
. (11.3)On notera par la suite HXX

s+b l'hamiltonien de l'ensemble système plus 
opie de l'environne-ment. L'étude numérique réalisée i
i, est e�e
tuée pour les valeurs de τ �nies, nous utilisonsles 
onstantes suivantes λi = 1 et τ = 1/4 de sorte que la limite 
ontinue doive être prise engardant la valeur de Λi = 1/2 
onstante. Notons que le 
hoix λi = 1 impose la 
onservationde l'aimantation transverse ([HXX
s+b ,M

z] = 0) lors de 
haque intera
tion entre le système etune 
opie de l'environnement. Bien que l'aimantation soit 
onservée sur l'ensemble s + b,elle ne l'est pas sur la partie système uniquement.108
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H XX
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T

Fig. 11.1 � S
héma du pro
essus d'intera
tions répétées sur la 
haîne du modèle XX.On 
hoisit de préparer le système dans un état 
omplètement fa
torisé ρs = ρ⊗Ls
j ave


ρj =
1 +mz

s

2
| ↑j〉〈↑j | + 1 −mz

s

2
| ↓j〉〈↓j |, j = 1, . . . , Ls. (11.4)Chaque 
opie de l'environnement est préparée dans un état thermalisé à la température 1/βbde sorte que :

ρn = ρb =
1 +mz

b

2
| ↑〉〈↑ | + 1 −mz

b

2
| ↓〉〈↓ |, n ∈ N

∗, (11.5)ave

mz

b = tanh

(
βbh

2

)
. (11.6)Sur l'intervalle de temps ](n−1)τ, nτ ], la relation [HXX
s+b ,M

z] = 0 impose la 
onservation si-multanée de l'aimantation transverse et de l'énergie de liaison. Dans l'état initial, la moyennede l'énergie de liaison est nulle
Elink(0) = 〈−1

4

∑

n

(
σx

nσ
x
n+1 + σy

nσ
y
n+1

)
〉 = 0. (11.7)Ainsi pour le temps t = τ et par itération, il suit Elink(nτ) = 0. Finalement, l'évolution dumodèleXX, préparé dans un état 
omplètement fa
torisé, est gouvernée par la redistributionde l'énergie d'intera
tion magnétique. Il est possible de 
onsidérer le système 
omme un gazde fermions, initialement indépendants, en 
onta
t ave
 un bain, permettant l'é
hange desparti
ules sur l'un des bords. La matri
e densité du système s'é
rit simplement en terme defermions, ρs = ρ⊗Ls

j ave

ρj = | ↑j〉ns〈↑j | + | ↓j〉(1 − ns)〈↓j |, j = 1, . . . , Ls, (11.8)où ns est le taux d'o

upation dans le système ns = 〈c†c〉 = (1 +mz

s)/2.11.2 Evolution temporelle dans le régime des temps t <

LsOn s'intéresse d'abord à la relaxation de l'aimantation pour les temps t inférieurs à lataille Ls du système, de telle sorte que pour les Ls su�samment grands, aux e�ets de taille109



et de bord près, le système se 
omporte essentiellement 
omme un système semi-in�ni. Lepro�l ainsi que le 
ourant d'aimantation transverse sont dé�nis par :
mz(n, t) = 〈σz

n(t)〉

jz(n, t) =
〈σy

nσ
x
n+1 − σx

nσ
y
n+1〉(t)

2
, (11.9)que l'on notera mz(x, t) et jz(x, t), dans la limite 
ontinue. L'aimantation et le 
ourantd'aimantation intégré sont

Mz
Ls

(t) =

∫

Ls

mz(x, t)dx, ave
 Mz
Ls

(0) = Lsm
z
s (11.10)

Jz
Ls

(t) =

∫

Ls

jz(x, t)dx, ave
 Jz
Ls

(0) = 0. (11.11)L'aimantation transverse étant une quantité 
onservée sur l'intervalle de temps ](n−1)τ, nτ ],les variations d'aimantation, dans le système δMz
Ls

(nτ) et dans le bain δmz
b(nτ) véri�ent :

δmz
b(nτ) + δMz

Ls
(nτ) = 0, (11.12)de sorte que l'équation (9.71) 
onduit à :

δMz
Ls

(nτ) = −δmz
b(nτ) = − τ

t0
(mz(1, nτ) −mz

b) , (11.13)où mz(1, nτ) est l'aimantation du premier spin en 
onta
t ave
 le bain à l'instant t = nτ etoù t0 est le temps de relaxation dé�ni pré
édemment
t0 =

4

Λ2
i

. (11.14)Nous appuyant sur les résultats obtenus dans le 
hapitre 2, nous faisons l'hypothèse
mz

s(x, t) = mz
s(x/t) 1 << t < Ls, (11.15)ave
mz(v) = mz

s pour v > 1. Ainsi, dans la région (x > t), le système est supposé lo
alementà l'équilibre, de sorte que l'aimantation est donnée par l'aimantation initiale (mz(x/t > 1) =
mz

s). La frontière entre les régions 
ausale et a
ausale est une fois de plus �xée par x/t = 1et asso
iée à la vitesse maximale des ex
itations. Ainsi, dans la limite des temps longs, lavariation d'aimantation est une 
onstante
δMz

Ls
(nτ) = − τ

t0
(mz(0) −mz

b) . (11.16)L'aimantation atteinte par le premier spin du système (mz(0)) dans la limite des tempslongs est né
essairement fon
tion des aimantations initialesmz
s etmz

b . En utilisant le résultatobtenu dans le 
hapitre 2, on suppose la valeur de l'aimantation sur l'interfa
e mz(0) 
ommeétant la moyenne pondérée des aimantations mz
s et mz

b ;
mz(0) = f0m

z
b + (1 − f0)m

z
s , (11.17)110



où f0 est une 
onstante. On obtient dans la limite 
ontinue :
∂tM

z
Ls

(t) = −1 − f0
t0

(mz
s −mz

b)

Mz
Ls

(t) = Mz
Ls

(0) − t
1 − f0
t0

(mz
s −mz

b) 1 << t < Ls. (11.18)Notons, lorsque le bain et le système sont préparés dans le même état, de sorte quemz
b = mz

s ,que l'aimantation transverse totale reste 
onstante Mz
Ls

(t) = Mz
Ls

(0). On véri�e par diago-nalisation exa
te (�g. 11.2) que le 
omportement de Mz
Ls

(t) est e�e
tivement donnée parl'équation (11.18), validant ainsi l'hypothèse (11.17). La valeur de f0 extraite est f0 ≃ 0.097.
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Fig. 11.2 � Résultats numériques, obtenus par diagonalisation exa
te, représentant la re-laxation de l'aimantation totale d'une 
haîne XX, initialement dans l'état "up", ave
 h = 1,
τ = 1/4. Sur le graphique de gau
he, les 
al
uls ont été réalisés pour βb = ∞ (mz

b = 0) etpour di�érentes tailles Ls = 10, 20, 30, 40, 50 et 60. Sur le graphique de droite, les 
al
ulsont été réalisés pour Ls = 40 et di�érentes valeurs de la température dans le bain, telle que
mz

b = 0, 0.25, 0.5 et 0.75.Le pro�l d'aimantation transverse, obtenu numériquement, est tra
é sur la �gure (11.3),en fon
tion de la variable x, pour di�érentes valeurs du temps. Chaque spin du systèmeétant préparé dans l'état | ↑〉, le pro�l d'aimantation initiale est mz(x, 0) = 1, dans la régiona
ausale, on véri�e mz(x > t, t) = 1. On 
onstate que l'aimantation du spin dire
tementen 
onta
t ave
 l'environnement atteint rapidement un état d'aimantation 
onstant ave

mz(0, t) ≃ 0.9. On dé�nit la fon
tion f(x/t) en é
rivant le pro�l d'aimantation sous laforme :

mz(x/t) = mz
s − (mz

s −mz
b)f(x/t), (11.19)ave
 f(v) ∼ 0 dans la région a
ausale (v > 1). Le 
al
ul numérique de l'aimantation trans-verse nous permet de tra
er le rapport

∆s(t)

∆s,b
=
mz(x/t) −mz

s

mz
s −mz

b

= f(x/t) (11.20)111



et de véri�er �gure (??) que le pro�l d'aimantation est e�e
tivement donnée par l'équation(11.19). De plus, on véri�e sur le graphique (11.4) que l'enveloppe de la fon
tion f dépendde x/t, validant ainsi l'hypothèse (11.17). Finalement, l'aimantation intégrée est :
Mz

Ls
(t) = Lsm

z
s − t(mz

s −mz
b)

∫ 1

0

dvf(v), (11.21)ave

∫ 1

0

dvf(v) =
1 − f(0)

t0
. (11.22)
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Fig. 11.3 � Pro�l de l'aimantation transversemz(x, t) tra
é en fon
tion de x, pour di�érentesvaleurs du temps, de t = 0 à t = Ls = 60. Ces résultats sont obtenus, pour h = 1, λi = 1,
τ = 1/4, mz

s = 1 et βb = ∞ (mz
b = 0).

0 10 20 30 40
x

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

f (
 x

 , 
t )

0 10 20 30 400 10 20 30 400 10 20 30 40Fig. 11.4 � Fon
tion d'é
helle f(x, t) pour di�érents temps t = 5τ , 25τ , 50τ , 75τ , 100τ , 125τet 150τ . Ces résultats sont obtenus sur une 
haîne de taille Ls = 40, ave
 h = 1, λi = 1,
τ = 1/4, mz

s = 1 et pour di�érentes valeurs de l'aimantation du bain mz
b = 0, 0.25, 0.5, 0.75.112
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Fig. 11.5 � Fon
tion d'é
helle f(x/t) pour di�érents temps t = 100τ , 150τ et 200τ . Cesrésultats sont obtenus sur une 
haîne de taille Ls = 60 ave
 h = 1, λi = 1, τ = 1/4, mz
s = 1et mz

b = 0.Puisque sur 
haque intervalle de temps τ l'aimantation transverse est 
onservée, la rela-tion de 
ontinuité nous permet d'é
rire le 
ourant d'aimantation sous la forme :
jz(x, t) = −(mz

s −mz
b)g(x/t), (11.23)ave
 g(ν) ≃ 0 pour ν ≥ 1 et vf ′(v) = g′(v). Dans la région a
ausale, le système est lo
alementà l'équilibre et le 
ourant d'aimantation est nul. Finalement, le 
ourant intégré est donnéepar la relation suivante :

Jz
Ls

(t) = −t(mz
s −mz

b)

∫ 1

0

dvg(v). (11.24)La valeur absolue du 
ourant est tra
ée sur le graphique (11.6) en fon
tion de la variabled'é
helle x/t. La relation de 
ontinuité nous permet de lier la variation d'aimantation totaleau 
ourant d'aimantation :
∂tM

z
Ls

(t) = jz(0), 1 << t < Ls, (11.25)et d'obtenir l'égalité f(0) + t0g(0) = 1 ainsi que la relation suivante entre l'aimantation etle 
ourant d'aimantation au niveau de l'interfa
e :
mz(0) + t0j

z(0) = mz
b . (11.26)Lorsque mz

s = 1 et mz
b = 0 l'équation (11.23) devient jz(x/t) = −g(x/t). On obtient

g(0) ≃ 0.056.
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Fig. 11.6 � Pro�l de la densité de 
ourant j(x/t), en fon
tion de la variable x/t pour di�érentstemps de t = 0 à t = Ls = 60. Ces résultats sont obtenus pour h = 1, λi = 1, τ = 1/4,
mz

s = 1 et mz
b = 0.On note, lorsque le bain et le système sont préparés dans le même état (mz

b = mz
s),que le système reste alors in
hangé lors du pro
essus d'intera
tions répétées. Ainsi l'étatstationnaire du système est donné par ρs(st) = ρ⊗Ls

b , où ρb est la matri
e densité des 
opiesde l'environnement. Dans l'état stationnaire le pro�l d'aimantation est plat
mz

st(x) = mz
b . (11.27)11.3 Convergen
e vers l'état stationnaire11.3.1 Etat stationnaireL'existen
e d'un état stationnaire, n'est pas le sujet de dis
ussion i
i, puisque nous venonsde véri�er que l'état formé par le produit tensoriel de la matri
e densité ρb sur 
haque spindu système, est stationnaire. On note Sb la matri
e formée par les 
orrélateurs de Cli�orddans l'état stationnaire de sorte que ∂tSb = 0, 
'est à dire :

i[Ts, Sb] = −Λ2
i

2

(
{Sb, θ

†θ} − 2θ†Cbθ
)
. (11.28)On montre simplement que l'état pour lequel ρs = ρ⊗Ls

b est tel que la matri
e Sb est donnéepar :
Sb = mz

b

(
0 −I

I 0

)
. (11.29)La stru
ture parti
ulièrement simple de Sb est liée au fait que les spins sont sans intera
tion.On montre alors que la matri
e Sb véri�e simultanément les relations suivantes :

[Ts, Sb] = 0 (11.30)
{Sb, θ

†θ} = 2θ†Cbθ. (11.31)114



La première égalité nous indique que le système est dans un mélange statistique des étatspropres de l'hamiltonien du système, alors que la se
onde relation 
onduit, en utilisant laforme expli
ite de θ†Cbθ (9.60), a
mz

∞(1) = mz
b , (11.32)où mz

∞(1) est l'aimantation du premier spin de la 
haîne dans l'état stationnaire. Notonsque l'état stationnaire est indépendant de la 
onstante Λi.L'existen
e et l'uni
ité de l'état stationnaire d'une 
haîne dé
rite par le modèle XX, en
onta
t ave
 deux bains (par les deux extrémités) à la température 1/β, a été prouvé dansla référen
e [153]. L'état stationnaire donné est 
ara
térisé par la matri
e densité
ρs(st) = ρ⊗Ls

b . (11.33)Remarquons que le pro
essus d'intera
tions répétées ne permet pas la thermalisation de la
haîne XX. En e�et l'état stationnaire n'est pas l'état de Gibbs du système à la températuredu bain
ρs(st) 6=

1

Z
e−βbHXX

Ls . (11.34)11.3.2 Convergen
eNous étudions la relaxation du système dans la limite des temps longs et 
ommençonspar porter notre attention sur le 
omportement de l'aimantation transverse. Rappelons quele système est préparé dans un état, homogène, 
omplètement fa
torisé et d'aimantationmz
s .L'intera
tion ave
 le bain se fait sur un des bords du système et ave
 un spin d'aimantation

mz
b . Nous avons tra
é, sur la �gure (11.7), le pro�l d'aimantation obtenu numériquementpar diagonalisation exa
te, en fon
tion de la variable x, pour di�érentes valeurs du temps

t ≥ 3200τ dans le graphique prin
ipale et t ≥ 13600τ dans l'insert. Le 
al
ul numérique aété e�e
tué pour un système de taille Ls = 10, l'état du système à l'instant t = 0 est formépar le produit tensoriel des états | ↑〉 et 
haque 
opie de l'environnement est préparée à latempérature 1/βb de sorte que son aimantation est mz
b = tanh(βbhb/2) = 1/2. On 
onstateque le pro�l d'aimantation 
onverge vers un pro�l d'aimantation plat ave
 dans la limiteasymptotique mz

s(x, t → ∞) = mz
b = 1/2. Notons que la relaxation est plus rapide surles bords qu'au milieu du système, là où le pro�l d'aimantation est maximum mz

max. Pourles temps t > 3200τ , l'é
art à l'aimantation stationnaire δ = mz
max −mz

b est de l'ordre de
δ ≃ 1/10 et δ ≃ 1/100 pour les temps t ≥ 13600τ (voir dans l'insert 11.7). Finalement, nousavons véri�é 
es résultats sur des systèmes de plus grandes tailles mais aussi en 
onsidérantd'autres 
onditions initiales et valeurs de l'aimantation mz

b , nous permettant de 
on
lure surla relaxation systématique vers le même état stationnaire.
115



2 4 6 8 10
x

0.5

0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

m
z (x

,t)

2 4 6 8 10
0.5

0.502

0.504

0.506

0.508

0.51

Fig. 11.7 � Pro�l d'aimantation du modèle XX, préparé dans l'état | ↑〉, en 
onta
t ave
un bain dont l'aimantation transverse est mz = 1/2. Les 
al
uls numériques sont réaliséssur un système de taille Ls = 10, ave
 τ = 1/4, λi = 1. Les temps t ≥ 800 = 3200τ sontreprésentés dans le graphique prin
ipal et t ≥ 3400 = 13600τ dans l'insert.A�n d'analyser l'appro
he de l'état stationnaire nous étudions i
i le 
omportement del'aimantation transverse totale, dé�nie 
omme
Mz

Ls
(t) =

∫

Ls

dx mz
s(x, t). (11.35)Comme dans le 
as du modèle jouet, Mz

Ls
(t) présente une dé
roissan
e exponentielle dansla limite des temps longs. On véri�e alors la forme suivante :

Mz
Ls

(t) = Lsm
z
b + Ls(m

z
s −mz

b)φ1(t) (11.36)ave

φ1(0) = 1 et lim

t→∞
φ1(t) ∝ e−t/T . (11.37)Ainsi, dans la limite des temps longs, Mz

Ls
(t) véri�e l'équation di�érentielle :

∂tM
z
Ls

(t) =
1

T

(
Lsm

z
s −Mz

Ls
(t)
)
. (11.38)Nous avons tra
é, sur le graphique (11.8), la fon
tion φ1(t), obtenue numériquement enfon
tion du temps pour di�érentes valeurs de l'aimantation initiale mz

s et mz
b , les 
ourbesnumériques se superposent parfaitement validant don
 la forme (11.36).116
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Fig. 11.8 � Fon
tion φ1(t) en ordonnée logarithmique. Les résultats numériques sont obtenussur un système de taille Ls = 10 ave
 τ = 1/4 et λi = 1. Trois situations sont représentées ;
(mz

s = 1,mz
b = 0), (mz

s = 1,mz
b = 0.5) et (mz

s = 0.75,mz
b = 0.25).Nous avons étudié la dépendan
e du temps de relaxation T en fon
tion du temps d'intera
tion τ en maintenant la valeur du 
ouplage λi 
onstante. Pour les temps d'intera
tions

τ < 1 (�gure 11.9), on véri�e alors :
T ∝ 1

τ
. (11.39)Ce résultat est à mettre en 
orrespondan
e ave
 le résultat du modèle jouet, pour lequel letemps de relaxation est donné par :

tκ =
1

τ

2

λ2
i

2

1 + κ2
i

. (11.40)On é
rira le temps de relaxation T sous la forme T ∝ 1/Λ2
i . L'analyse de T en fon
tion de lataille Ls du système est plus déli
ate et demande de pousser les 
al
uls numériques sur dessystèmes de grandes tailles. Il a été possible d'étudier la relaxation de système jusqu'à destailles Ls = 40, les résultats indiquent un 
omportement algébrique du temps de relaxation

T ave
 la taille du système. Nous avons représenté, sur la �gure (11.9) le temps de relaxation
T pour di�érentes valeurs de τ , pour des tailles Ls ≤ 40, l'exposant obtenu est de l'ordre de
2.73

T ∝ L2.73
s

Λ2
i

. (11.41)Des études sont a
tuellement en 
ours sur des systèmes de taille plus importante et devraientpermettre d'obtenir ave
 pré
ision l'exposant asso
ié au temps de relaxation [155].
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Fig. 11.9 � Produit Tτ en fon
tion de la taille Ls du système, pour τ = 0.25, 0.5 et 0.75.Dans le l'insert, les mêmes 
ourbes sont tra
ées en 
oordonnées logarithmique.S'il est 
lair que l'état initial et �nal du système est 
omplètement fa
torisé, ne présen-tant don
 pas de 
orrélations, qu'en est-il en dehors de l'état d'équilibre ? Une ébau
he deréponse est donnée par l'analyse des 
orrélations à trois sites (mais quadratiques en termed'opérateurs de Cli�ord) de la forme 〈σx
n−1σ

z
nσ

x
n+1〉 et 〈σy

n−1σ
z
nσ

y
n+1〉. On dé�nit les fon
tionsde 
orrélation Cxzx(t) et Cyzy(t) données par :

Cxzx(t) =
∑

n

〈σx
n−1(−σz

n)σx
n+1〉(t) =

∑

n

〈−iΓ2
n−1Γ

1
n+1〉(t)

Cyzy(t) =
∑

n

〈σy
n−1(−σz

n)σy
n+1〉(t) =

∑

n

〈−iΓ2
n+1Γ

1
n−1〉(t). (11.42)Ces deux quantités sont égales, dans le 
as du modèle XX, pour lequel les 
omposantes

σx et σy jouent le même r�le. La fon
tion de 
orrélations Cxzx(t) est tra
ée sur la �gure(11.10) lorsque le système, préparé dans l'état | ↑〉, est en intera
tion ave
 un bain dontl'aimantation est mz
b = 1/2. Les 
ourbes sont asso
iées aux tailles Ls = 5, Ls = 10 Ls = 15et Ls = 20. Dans un régime de temps intermédiaire, les fon
tions de 
orrélations 
roissentet présentent un maximum Cxzx

m (pour les temps tm). Dans la limite des temps longs lesfon
tions de 
orrélation dé
roissent de façon exponentielle, ave

Cxzx(t) ∼ e−t/T T ∝ L2.73

s . (11.43)On a pu véri�er que le maximum de la fon
tion de 
orrélation (Cxzx
m ) ainsi que la valeur dutemps asso
iée tm dépendent linéairement de la taille du système Ls. Des travaux en 
ourssur l'entropie d'intri
ation devraient pouvoir véri�er que le 
omportement des fon
tions de
orrélation en t = tm est une signature de l'état d'intri
ation maximale [155]. Ces résultatsdevraient être en a

ord, dans la limite Ls = 1, ave
 l'étude réalisée sur le modèle jouet.
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Fig. 11.10 � Fon
tion de 
orrélation en fon
tion du temps. Dans le 
as de la 
haîne XXave
 h = 1, λi = 1 et τ = 1/4. Le système est préparé dans un état 
omplètement fa
toriséd'aimantation +1 et l'aimantation du spin du bain est 
hoisie mz
b = 0.5. De bas en haut,pour les tailles Ls = 5, 10, 15 et 20.11.4 Loi de FourierLorsque expérimentalement, un système de taille Ls est mis en intera
tion, ave
 deuxbains aux températures T1 et T2, l'état stationnaire généralement attendu présente un gra-dient de température. La loi de Fourier stipule qu'un 
ourant d'énergie JQ, proportionnelau gradient de température JQ = −κ∇T , traverse le système. La première étude aussi bienexpérimentale que théorique du transport de 
haleur dans les solides a été réalisée par J.Fourier autour de 1807 [156]. Debye [157] 
her
ha à démontrer la loi de Fourier, à partird'un modèle mi
ros
opique en utilisant la théorie 
inétique des gaz 
omme des
ription du
omportement des phonons à l'intérieur d'un solide. Il obtint la relation suivante liant le
ourant d'énergie et le gradient de température

JQ ∝ cv̄l̄∇T, (11.44)où c est la 
apa
ité 
alori�que par unité de volume, v̄ la vitesse moyenne et l̄ le libre par
oursmoyen des phonons. On dé�nit la 
ondu
tivité thermique κ par κ ∝ cv̄l̄. La loi de Fourierest alors véri�ée tant que le libre par
ours moyen l̄ est �ni. Ce qui, �nalement n'est vraique lorsque le 
ristal 
onsidéré présente des impuretés, où tant qu'il existe des intera
tionsentre phonons. Clairement, sur un 
ristal parfait harmonique, les modes de vibrations étantindépendants, la 
onstant κ diverge ave
 le libre par
ours moyen asso
ié aux phonons. L'in-trodu
tion de 
ouplage anharmonique entre atomes soulevant de sérieuses 
ompli
ations,Debye propose de 
onsidérer le mouvement brownien asso
ié à 
haque atome 
omme étant àl'origine d'irrégularité dans le réseau. Il fut alors possible de 
al
uler le libre par
ours moyendes phonons et d'obtenir une approximation de la 
ondu
tivité thermique.Peierls [160, 161] proposa une équation de Boltzmann modi�ée et substitua aux parti
ules
lassiques des quasi parti
ules dont l'énergie et le ve
teur d'onde sont quanti�és. Il apparaîtalors que si l'énergie est une quantité 
onservée lors d'un 
ho
 entre phonons, le ve
teurd'onde k ne l'est pas né
essairement. Ainsi le 
ho
 de deux phonons ( d'énergie ~ω1, ~ω2 etde ve
teurs d'ondes k1 et k2 ) est à l'origine d'un phonon d'énergie ~(ω1 +ω2) et d'impulsion119



p = ~(k1 +k2 +g), où g est un ve
teur du réseau ré
iproque. Il a été montré que les 
ollisionspour lesquelles g = 0, appelées normales (N-pro
esses), 
onduisent à une 
ondu
tivité in�niedu gaz de phonons. Les 
ollisions pour lesquelles g 6= 0 (Umklapprozess) sont sus
eptiblesde 
onduire à une 
ondu
tivité thermique �nie [162, 163].Depuis, de nombreuses études ont été menées et il semble largement a

epté qu'une 
ondu
-tion de la 
haleur dite "normale", requière une dynamique mi
ros
opique "
omplexe" (non-intégrable) [158, 159], alors qu'un transport balistique émerge systématiquement de l'étudede systèmes intégrables. Jusqu'à 
e jour, au
une démonstration rigoureuse de la loi de Fou-rier, dans les domaines de la physique 
lassique où quantique, n'a été obtenue, malgré levif intérêt que sus
ite 
e problème. Ainsi, les propriétés de transport de 
haleur ont étélargement étudiées, dans le 
as de gaz unidimensionnel [175, 176], dans les système harmo-niques sur réseau [164, 164], en testant l'in�uen
e de la non linéarité [166] et du désordre
[167, 168]. Dans le 
adre de la physique quantique les systèmes de spins unidimensionnels,ont été le support de nombreuses études [169, 170, 171, 172, 173, 174]. Le le
teur pourraaussi 
e tourner vers les arti
les de revue suivants [177, 178].Cette se
tion a pour but de donner quelques perspe
tives, dans le 
adre de l'étude dutransport de 
haleur, appliqué au 
as des 
haînes de spins dont l'intera
tion ave
 le bainest dé
rite par le pro
essus d'intera
tions répétées. Dans un premier temps nous véri�erons,pour une 
haîne XX homogène, la 
onje
ture proposée par A. Dhahri [153], impliquant une
ondu
tivité thermique in�nie. Dans une se
onde partie, nous dé�nirons un modèle dé
rivantune 
haîne de spins presque libres, dont l'étude préliminaire, laisse supposer l'émergen
e dela loi de Fourier.11.4.1 Chaîne XX homogèneLors de l'étude du modèle XX en 
onta
t ave
 deux bains, par le pro
essus d'intera
tionsrépétées, A. Dhahri a ré
emment prouvé la 
onvergen
e systématique du système vers l'étatstationnaire. L'hamiltonien utilisé par l'auteur est le suivant :

H = Hb1 ⊗ I ⊗ I + I ⊗ I ⊗Hb2 + I ⊗Hs ⊗ I

+
1√
τ

[
σx

b1 ⊗ (σx
1 )s + σy

b1
⊗ (σy

1 )s

]
⊗ I

+
1√
τ

I ⊗
[
(σx

Ls
)s ⊗ σx

b2 + (σy
1 )s ⊗ σy

b2

]
, (11.45)ave
 Hb1 = σz

b1
, Hb2 = σz

b2
et

Hs =

Ls−1∑

n=1

[
(σx

n)s(σ
x
n+1)s + (σy

n)s(σ
y
n+1)s

]
+

Ls∑

n=1

(σz
n)s. (11.46)L'étude analytique, de la matri
e densité réduite asso
iée à 
haque spin du système dansl'état stationnaire, pour des 
haînes de taille Ls = 2, 3 et 4, a 
onduit l'auteur à la 
onje
turesuivante :

ρ(1) =
ρb1 + ρb2

2
− ρb2 − ρb1

4
(11.47)

ρ(2) = . . . = ρ(Ls−1) =
ρb1 + ρb2

2
(11.48)

ρ(Ls) =
ρb1 + ρb2

2
+
ρb2 − ρb1

4
, (11.49)120



ave

ρ(n) = TrLs\n

{
lim

t→∞
ρs(t)

}
. (11.50)Finalement le pro�l d'aimantation est donné par

mz
s(1) =

mz
b1

+mz
b1

2
+
mz

b1
−mz

b1

4
(11.51)

mz
s(2) = . . . = mz

s(Ls − 1) =
mz

b1
+mz

b2

2
(11.52)

mz
s(Ls) =

mz
b1

+mz
b1

2
− mz

b1
−mz

b1

4
(11.53)oùmz

b1
(respe
tivementmz

b2
) est la valeur de l'aimantation dans le bain 1 (respe
tivement 2).Nous avons représenté, sur le graphique (11.11), les résultats numériques du pro�l d'aimanta-tion transverse de la 
haîne XX, en 
onta
t ave
 deux bains, dans la limite des temps longs.Les valeurs d'aimantations dans le bain à gau
he et à droite sont données par mz

b1
= 1/4et mz

b2
= 3/4. Une étude du pro�l d'aimantation en fon
tion du paramètre λs, permettantla redé�nition de l'hamiltonien (HXX

s → λsH
XX
s ), a été réalisée et permet de valider la
onje
ture [153]. Pour Λi = 4, les 
al
uls numériques 
onduisent à la forme suivante dupro�l d'aimantation :

mz
s(n,Ls) =

mz
b1

+mz
b2

2
+ γ

mz
b1

−mz
b2

2
(δn,1 − δn,Ls

), (11.54)où γ est fon
tion de λs. Pour la valeur de λs = 4 l'hamiltonien HXX
s → 4HXX

s 
orrespondà l'hamiltonien (11.46) et on véri�e �gure (11.12)γ = 1/2. On obtient ainsi les équations(11.51, 11.52 et 11.53). Dans la limite λs → 0 on a γ = 1 et
mz

s(1) = mz
b1 (11.55)

mz
s(2) = . . . = mz

s(Ls − 1) =
mz

b1
+mz

b2

2
(11.56)

mz
s(Ls) = mz

b2 , (11.57)
onduisant ainsi à
ρ(1) = ρb1 (11.58)
ρ(2) = . . . = ρ(Ls−1) =

ρb1 + ρb2

2
(11.59)

ρ(Ls) = ρb2 . (11.60)Dans le 
as λs → 0, l'intera
tion ave
 le bain domine devant les intera
tions internes de la
haîne. Les spins sont libres pour λs = 0 sauf aux bords où l'aimantation stationnaire estdonnée par les résultats du modèle jouet.Le système, bien que présentant un pro�l d'aimantation (d'énergie) plat, est évidemmenttraversé par un 
ourant d'énergie. Dans l'état stationnaire l'équation de 
ontinuité 
onduità ∂xj
z
st(x) = 0

jz
st(x) = jz

st(0). (11.61)121



La loi de Fourier n'est don
 pas véri�ée (jz
st 6= ∂xm

z
st(x)). La 
ondu
tivité thermique dé�nit
omme

κ =
jz
st

∂xmz
st

(11.62)diverge lorsque le gradient du pro�l d'aimantation tend vers zéro.
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Fig. 11.11 � Pro�l de l'aimantation dans l'état stationnaire pour une 
haîne de taille Ls = 20,ave
 τ = 1/4, λi = 1, mz
b1 = 0.25 et mz

b2 = 0.75.

0 λ
s
=4 10 20

λ
s

0

0.25

0.5

0.75

1

γ

Fig. 11.12 � Coe�
ient γ en fon
tion du paramètre λs.11.4.2 Gaz de spins presque libresDans 
ette se
tion, nous dé�nissons un modèle dé
rivant un système de spins presquelibres et 
hoisissons de modéliser l'intera
tion ave
 les bains par le pro
essus d'intera
tionsrépétées. Du désordre est introduit de façon dynamique, et permet de faire émerger un122



pro�l d'aimantation linéaire. Nous 
on
luons 
ette partie en donnant quelques résultatspréliminaires et en exposant les perspe
tives de re
her
hes dans 
ette dire
tion.11.4.2.1 Gaz de spins isolèCommençons par 
onsidérer une 
haîne de Ls spins sans intera
tion. Celle-
i est ditepresque libre lorsque de temps en temps une intera
tion (entre premiers voisins) est a
tivéesur un intervalle de temps τ . L'hamiltonien du système est simplement donnée par la sommedes hamiltoniens libres de 
haque spin
Hs = −hs

2

LS∑

j=1

(σz
j )s. (11.63)Lorsqu'à l'instant t, une liaison n est 
hoisie au hasard, l'hamiltonien du système devient

Hn = Hs +HI
n t ∈]t, t+ τ ], (11.64)ave


HI
n = −λs

2

(
Jx

s (σx
n)s(σ

x
n+1)s + Jx

s (σy
n)s(σ

y
n+1)s

)
, (11.65)où λs est une 
onstante. Pour �nir, on dé�nit Ps(n) la probabilité d'a
tiver la liaison n, et

Qn(τ) la probabilité du temps d'intera
tion τ sur lequel l'intera
tion est a
tivée, sa
hant n.Ave
 évidement
Ls−1∑

n=1

Ps(n) = 1,

∫ ∞

0

dτQn(τ) = 1. (11.66)11.4.2.2 Système ouvert sur l'environnementLe système est alors mis en intera
tion, par ses extrémités, ave
 deux bains aux tempé-ratures β1 et β2. Comme pré
édemment, on 
onsidère que de temps en temps, le premierspin du système (resp. le dernier spin du système) entre en intera
tion ave
 le bain 1 (resp.
2) sur un intervalle de temps τ . Les hamiltoniens d'intera
tions sont donnés par

HI
b1 = −λi

2

(
Jx

i σ
x
b1(σ

x
1 )s + Jx

s σ
y
b1

(σy
1 )s

)
, (11.67)

HI
b2 = −λi

2

(
Jx

i (σx
Ls

)sσ
x
b2 + Jx

s (σy
Ls

)sσ
y
b2

)
, (11.68)où σb1 et σb1 sont les matri
es de Pauli dé
rivant les degrés de liberté de spin des bains 1 et

2, dont les hamiltoniens sont :
Hb1 = −hb

2
σz

b1 , Hb2 = −hb

2
σz

b1 . (11.69)Pour �nir on dé�nit la probabilité d'a
tiver une intera
tion par P (n) (n = 0, . . . , Ls) ainsique la probabilité Qn(τ) du temps d'intera
tion τ . Ave
 évidemment
Ls∑

n=0

P (n) = 1,

∫ ∞

0

dτQn(τ) = 1, (11.70)123



où P (0) (resp. P (Ls)) est la probabilité d'a
tiver l'intera
tion entre le bain 1 (resp. 2) et lepremier spin (resp. dernier spin) du système.Pour un état initial donné, on impose que la première intera
tion se fasse entre le bain 1 etle premier site. On note H0 l'hamiltonien sur l'intervalle de temps ]0, τ ]

H0 = Hb1 +HI
b1 +Hs +Hb2 , (11.71)et Hn l'hamiltonien asso
ié lorsqu'une liaison n est tirée au hasard

Hn = Hb1 +Hs +HI
n +Hb2 . (11.72)Ainsi l'opérateur d'évolution temporelle est

Un(τn) = e−iτnHn , (11.73)où τn est la valeur de τ tirée au hasard suivant la loi de probabilité donnée par Qn(τ). Ennotant N le nombre de liaisons ayant été a
tivées entre deux intera
tions ave
 les bains, desorte que l'intera
tion N + 1 se fasse de nouveau ave
 l'un des bains, on é
rit l'opérateurd'évolution sous la forme
UZ(N)(N) = UnN

(τnN
) . . . Un1

(τn1
) (11.74)où Z(N) est l'ensemble des valeurs {nN , . . . , n1}. L'évolution de la matri
e densité asso
iéeau système est alors

ρs(N +M) = TrB{UZ(N)ρs(M)U†
Z(N)} (11.75)et �nalement on é
rit

ρs(M +N) = LZ(N)

(
ρs(M)

)
, (11.76)ave


LZ(N)(X) =
∑

q,k=±
pk(n1)(UZ(N))

k
qX(UZ(N))

k†
q , n1 = 0, Ls (11.77)où p±(0) et p±(Ls) sont les probabilités asso
iées aux états propres des bains de gau
he etde droite, telles que :

ρb1 = | ↑〉p+(0)〈↑ | + | ↓〉p−(0)〈↓ |
ρb2 = | ↑〉p+(Ls)〈↑ | + | ↓〉p−(Ls)〈↓ |. (11.78)Par itération su

essive, on obtient

ρs(N ) = LZ(Nm)

(
. . . LZ(N2)

(
LZ(N1)

(
ρs(0)

)))
, N =

m∑

j=1

Nj . (11.79)L'étude analytique d'un tel proto
ole est loin d'être évidente. De plus la résolution d'un telproblème est 
ompliquée par le fait qu'un grand nombre de paramètres a été introduit lorsde la dé�nition du modèle ; rappelons par exemple λs, λi, ainsi que les lois de probabilité
P (n) et Qn(τ). Une étude rigoureuse dans la limite des temps 
ontinus pourrait permettre124



de faire émerger le r�le de 
es quantités et d'épurer un peu 
e modèle en ne 
onsidérantque les quantités jugées pertinentes. De plus il serait parti
ulièrement intéressant de 
om-prendre, pour une distribution de probabilité Qn(τ) donnée, sous quelle renormalisation des
ouplages, dans le système et sur l'intera
tion, la solution est apportée dans la limite destemps 
ontinus. Finalement la dé�nition d'un état stationnaire pose i
i un problème, le pro-
essus proposé étant de nature dynamique. Une solution pourrait être apportée en étudiantla limite (si elle existe) de l'appli
ation L dé�nie 
omme
L = lim

m→∞
LZ(Nm)o . . . LZ(N2)oLZ(N1), (11.80)ainsi que la matri
e densité ρst invariante sous L,

L(ρst) = ρst. (11.81)11.4.3 Résultats préliminaires et perspe
tivesLes résultats qui suivent ont été obtenus numériquement sur des 
haînes de petites taillesmais montrent déjà 
lairement un pro�l linéaire de l'aimantation transverse. Comme pré-
édemment, nous avons pris les valeurs λi = λs = h = 1, la loi de probabilité d'a
tivationd'un site n est 
hoisi homogène P (n) = 1/(Ls + 1) alors que la distribution de probabilité
Qn(t) est 
hoisi indépendante de n et donnée par Qn(t) = Q(t) ave


Q(t) = δ(t− τ). (11.82)On é
rit l'aimantation à l'instant t 
omme
mz(n, t) = f(n, t) + η(n, t), (11.83)où η(n, t) 
ara
térise les �u
tuations et véri�e

lim
ta→∞

lim
tb→∞

∫ ta+tb

ta

dt

tb
η(n, t) = 0, ∀n. (11.84)Dans la limite des temps longs on véri�e numériquement :

lim
t>>1

(f(n, t) − fst(n)) ∝ e−t/T . (11.85)Sur la �gure (11.13) nous avons tra
é le 
omportement de l'aimantation totale en fon
tiondu temps, ainsi que la probabilité P (Mz
Ls
/Ls) obtenue en traçant un histogramme à partirde la 
ourbe deMz

Ls
(t). Les 
al
uls numériques sont e�e
tués sur une 
haîne de taille Ls = 6,en prenant τ = 1/4. On véri�e que la dé
roissan
e de l'aimantation est exponentielle et quela valeur d'équilibre �u
tue autour de l'aimantation moyennemz = 0.5 imposée par les bains(mz

b1
= 1/4, mz

b2
= 3/4). On 
onstate que les �u
tuations autour de la position d'équilibresont gaussiennes (voir l'insert �gure 11.13).
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Fig. 11.13 � Relaxation de l'aimantation totale en fon
tion du temps, obtenue numérique-ment pour τ = 1/4, ave
mz
b1

= 1/4 etmz
b2

= 3/4. Dans l'insert on a représenté la probabilité
P (Mz

Ls
/Ls) dans la limite des temps longs en traçant un histogramme à partir de la 
ourbede Mz

Ls
(t). Finalement un "�t" gaussien de P (m) est réalisé.Le pro�l d'aimantation dans l'état stationnaire est obtenu en traçant la fon
tion fst(n) :

fst(n) = limta→∞limtb→∞

∫ ta+tb

ta

dt

tb
mz(n, t). (11.86)On véri�e numériquement que le pro�l d'aimantation est linéaire, donné par :

fst(n) =
mz

b1
+mz

b2

2
+ γ(mz

b2 −mz
b1)x, (11.87)ave


γ ∝ τ2. (11.88)Le pro�l d'aimantation transverse dans l'état stationnaire est tra
é �gure (11.14), pour unsystème de taille Ls = 6 et di�érentes valeurs de τ .
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Fig. 11.14 � Pro�l de l'aimantation dans l'état stationnaire, obtenue numériquement pour
τ = 0.35 (rond), τ = 0.25 (
arré) et τ = 0.125 (diamant), ave
 mz

b1
= 1/4 et mz
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= 3/4.126



Si le pro�l d'aimantation est linéaire, l'aimantation sur les bord du système est loin d'êtreégale à l'aimantation des bains (mz
b1

= 1/4 et mz
b2

= 3/4). Cependant un 
hoix judi
ieuxde la valeur des 
ouplages λs et λi devrait permettre d'ajuster la pente γ. Des résultatspréliminaires, portant sur le 
omportement de γ ave
 la taille Ls du système, indiquent que
γ ne dépend pas de Ls du moins pour les tailles 1 ≤ Ls � 30. Finalement, 
e résultat estassez surprenant, alors qu'un 
omportement de la forme γ ∝ 1/Ls était attendu.11.5 Con
lusion et Perspe
tivesDans 
e 
hapitre nous avons examiné la relaxation de l'aimantation transverse d'une
haîne de spin dé
rite par le modèle XX, préparée dans un état 
omplètement fa
torisé.Ce modèle nous permet une interprétation des résultats, en terme de fermions sur réseau.Dans un premier temps, une étude numérique pour les temps t < Ls, nous a permis dedé
rire le 
omportement d'é
helle du pro�l ainsi que du 
ourant d'aimantation. La relationde 
ontinuité aboutit à une relation simple liant l'aimantation et le 
ourant en x = 0 autemps mi
ros
opique t0,

mz(0) + t0j
z(0) = mz

b . (11.89)Dans une se
onde partie, nous avons véri�é que l'état stationnaire est 
omplètement fa
-torisé. Il est donné par le produit tensoriel de la matri
e densité du bain sur 
haque spindu système. Ainsi le pro
essus d'intera
tions répétées ne permet pas la thermalisation de la
haîne de spins, dans le sens où
ρst = ρ⊗Ls

b 6= 1

Z
e−βbHXX

. (11.90)L'étude du 
omportement du système, dans la limite des temps longs t >> Ls, a mis enéviden
e une relaxation exponentielle de l'aimantation transverse ainsi que des fon
tionsde 
orrélations. Le temps de relaxation est ma
ros
opique, fon
tion du temps d'intera
tionainsi que de la taille Ls du système 
onsidéré
T ∝ Lα

s

τ
, (11.91)où, des résultats préliminaires donnent α ≃ 2.73.Dans le 
adre du problème de Fourier, nous avons véri�é, en l'absen
e de désordre, que l'étatstationnaire du système présente un pro�l d'aimantation plat, marqué par des e�ets de bordsur les premiers et dernier spins. Ce qui 
onduit logiquement, à une 
ondu
tivité thermiquein�nie et à la violation de la loi de Fourier. A�n d'obtenir une 
ondu
tivité thermique �nie,il est né
essaire d'introduire d'une façon ou d'une autre, une sour
e de désordre dans le sys-tème. Nous proposons l'introdu
tion d'un désordre dynamique par l'a
tivation aléatoire deliaisons entre les spins voisins d'une 
haîne ouvert sur l'environnement. Des résultats préli-minaires montrent que les �u
tuations de l'aimantation autour de la valeur d'équilibre, dansl'état stationnaire, sont gaussiennes. En�n, nous avons obtenu dans la limite asymptotique,la forme d'é
helle de la moyenne du pro�l d'aimantation, en fon
tion des aimantations mz

b1et mz
b2
. L'état stationnaire présente alors un gradient d'aimantation. De pro
haines études,en fon
tion de la taille du système devraient pouvoir 
on
lure sur le 
omportement de la
ondu
tivité thermique ainsi que sur l'émergen
e de la loi de Fourier.127



Chapitre 12Con
lusionLes travaux exposés dans 
e manus
rit se dé
omposent en deux parties. La première,traite de la dynamique unitaire générée par la mise en intera
tion de sous-systèmes. La se-
onde porte sur l'évolution temporelle de systèmes quantiques ouverts.Pour les modèles XX et Ising, nous avons étudié analytiquement l'évolution de l'interfa
eséparant deux sous-systèmes, préparés dans des états di�érents. La notion de 
ausalité, ainsique la réé
riture de l'hamiltonien de 
es modèles en terme d'ex
itations fermioniques libres,permet de 
omprendre le r�le de la variable d'é
helle x/t dans les pro�ls d'aimantation etde 
ourant. Pour le modèle XX à température nulle (Ts = 0), il 
onvient de noter le r�leparti
ulier joué par la vitesse vh du premier état ex
ité. Les résultats numériques, obtenuspar diagonalisation exa
te 
on�rment l'ensemble des résultats analytiques. La limite x/t→ 0
onduit aux propriétés de l'état stationnaire. Lorsque Tb 6= Ts, 
e dernier est traversé parun 
ourant et présente un pro�l d'aimantation plat.En revan
he, un système de taille �nie en intera
tion ave
 deux "bains" (semi-in�ni),
onverge systématiquement vers un état d'équilibre. La relaxation se fait de façon algé-brique 
omme indiqué par le 
omportement de l'aimantation intégrée Mz(t)/Ls ∝ Ls/t.Une nouvelle é
helle de temps τh = Ls/vh apparaît dans le modèle XX, de sorte que pourles temps t > τh on ait Mz(t)/Ls ∝ O(t−1).A température nulle (Tb = Ts = 0), l'étude de l'entropie d'intri
ation sur un système de taille�nie nous pousse à distinguer deux régimes de temps (t < Ls et t > Ls). Dans le premier,nous avons 
on�rmé les résultats de la théorie 
onforme [136]. Pour les temps t > Ls, lesystème relaxe de façon algébrique vers un état d'équilibre ne présentant pas de 
ourant etl'entropie d'intri
ation dé
roît 
omme S ∝ t−1. Nous proposons de poursuivre 
ette analysepar l'étude de la relaxation de l'entropie d'intri
ation vers un état stationnaire présentantun 
ourant. Cette situation est à mettre en relation ave
 les travaux de V. Eisler [134] surle modèle XX.Nous avons donné une des
ription détaillée du pro
essus d'intera
tion répétées appliquéau modèle XY et avons obtenu l'équation di�érentielle gouvernant l'évolution temporelledes 
orrélateurs à deux points. Cela nous a permis de montrer, pour des intera
tions entrepremiers voisins, qu'une des
ription simple (C2) des 
opies de l'environnement su�sait à mo-déliser le bain. Bien que simpliste, le modèle jouet permet de 
omprendre le mé
anisme derelaxation et en parti
ulier le r�le du paramètre d'anisotropie κi de la liaison bain-système.Sur un système de taille �nie, nous avons obtenu le 
omportement d'é
helle de l'aimantation128



et du 
ourant dans le régime des temps 
ourts t < Ls. Pour les temps intermédiaires, nousavons 
onstaté la présen
e d'un maximum dans les fon
tions de 
orrélations à t = tm. Nousproposons une étude de l'entropie d'intri
ation a�n de véri�er que le temps tm 
orrespondbien au temps d'intri
ation maximale déjà remarqué pour le modèle jouet. Dans la limitedes temps longs, les résultats numériques indiquent une relaxation exponentielle de l'aiman-tation du système vers sa valeur stationnaire.En�n, lorsque le système est en 
onta
t ave
 deux bains, à des températures di�érentes, nousavons véri�é numériquement que le pro�l d'aimantation est plat. Dans le but de faire émer-ger la loi de Fourier, nous proposons l'introdu
tion d'un désordre dynamique en perturbantune 
haîne de spins sans intera
tion par l'a
tivation d'un 
ouplage temporaire, positionnéaléatoirement. Dans 
e 
as, des résultats préliminaires indiquent la présen
e d'un pro�l d'ai-mantation linéaire, en
ourageant pour la poursuite de l'étude dans 
ette dire
tion.
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Chapitre 13Appendi
e13.1 Eléments de la matri
e R(t)Les éléments de R sont donnés par :
R

m
n =

(
Ue−itΛ

U
†)

n,m
=

2L∑

q=1

Un,qe
−itΛqU

†
q,m (13.1)

R
m
n =

2L∑

q=1

Vq(m)e−itǫqV ∗
q (m). (13.2)En séparant les valeurs propres négatives et positives et en asso
iant à 
haque 
ouple (ǫq, Vq)le 
ouple (−ǫq, Vq′) pour lequel φq′ = φq et ψq′ = −ψq, on a

R
m
n =

L∑

q=1

(
Vq(m)e−itǫqV ∗

q (m) + Vq′(m)eitǫqV ∗
q′(m)

)
. (13.3)En traitant séparément les 
as R

m
n , Rm+L

n , Rm
n+L et R

m+L
n+L , ave
 n,m = 1, . . . , L on obtient�nalement les expressions (2.13, 2.14, 2.15) .13.2 Cal
ul expli
ite de l'aimantation transverseLe pro�l de l'aimantation transverse est donné par

〈σz
n〉(t) = 〈−iΓ2

nΓ1
n〉 = Mn+L,n(t), (13.4)en utilisant la relation (3.19) on obtient

〈σz
n〉(t) =

∑

k,k′

Rn+L,k(t)Rk′,n(t)Mk,k′ . (13.5)
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En réarrangeant les éléments de Γ de la façon suivante,
Γ =




Γ1
1...

Γ1
L

Γ2
1...

Γ2
L




, (13.6)la matri
e M(0) prend la stru
ture
M = −iI +

(
0 −IT

I 0

)
, (13.7)où I est une matri
e de dimension L × L

I =



I1 0
0 I2 0

0
. . . 0


 (13.8)et où les éléments de Ij sont donnés par l'équation (3.8). L'équation (13.5) devient

〈σz
n〉(t) =

∑

k,k′

P k,k′

n (t)Ik,k′ , (13.9)ave

P k,k′

n (t) = Rn+L,k+L(t)Rn,k′(t) −Rn+L,k(t)Rn,k′+L(t). (13.10)Les éléments de la matri
e R(t) s'expriment en terme des fon
tions de Bessel, dans le 
asd'un système thermodynamique dé
rit par le modèle d'Ising 
ritique (h = 1) ou par lemodèle XX [30, 64]. Ainsi pour le modèle d'Ising en 
hamp 
ritique h = 1

Rl,k = Rl+L,k+L = 〈Γ1
k|Γ1

l 〉t = 〈Γ2
k|Γ2

l 〉t = (−1)k+lJ2(l−k)(2t)

Rl+L,k = 〈Γ1
k|Γ2

l 〉t = (−1)k+lJ2(l−k)+1(2t), (13.11)et pour le modèle XX
Rl,k = Rl+L,k+L = 〈Γ1

k|Γ1
l 〉t = 〈Γ2

k|Γ2
l 〉t = il−kJl−k(t)

{
cos(ht), l − k = 2p
−i sin(ht) l − k = 2p+ 1

Rl+L,k = 〈Γ1
k|Γ2

l 〉t = il−kJl−k(t)

{
− sin(ht), l − k = 2p
−i cos(ht) l − k = 2p+ 1.

(13.12)En dé�nissant les pro�ls pj de la façon suivante :
pj(k) = Ik,k+j(0) = Tr{−iΓ2

kΓ1
k+jρ(0)}, (13.13)ave
 en parti
ulier p0(k) = 〈σz

k〉(0), le 
al
ul 
onduit à :
〈σz

n〉(t) =
∑

j

∑

k

P k,k+j
n (t)pj(k). (13.14)131



Finalement l'élément P k,k+j
n (t) est fon
tion de la di�éren
e n − k, on note P k,k+j

n (t) =
F j

t (n− k). L'équation (13.14) devient
〈σz

n〉(t) =
∑

j

(
F j

t ⋆ p
j
)

(n), (13.15)où pour le modèle d'Ising 
ritique (h = 1), les fon
tions F j
t sont données par :

(−1)jF j
t (n) = J2n(2t)J2n−2j(2t) − J2n+1(2t)J2n−2j−1(2t), (13.16)et pour le modèle XX par

(−1)jF 2j
t (n) = Jn(t)Jn−2|j|(t), ∀h, (13.17)ave
 F j

t (n) = 0 pour les valeurs de j impaires.13.3 Contributions de volume et de surfa
e des pro�ls pjDans le sous-système de droite (k ≥ 1) les pro�ls pj sont donnés par :
pj(k) = Tr{−iΓ2

kΓ1
k+jρs}

= −
Ls∑

q=1

ψq(k)φq(k + j) tanh

(
βsǫq

2

)
. (13.18)En utilisant les ve
teurs propres et valeurs propres des modèles XX et Ising donnés dans le
hapitre 1 (éq. 1.36, 1.43 et 1.44) on obtient dans la limite 
ontinue :

pj(k) = H(k)
(
pj

V + pj
S(k)

)
. (13.19)Pour le modèle XX

pj
V = (−1)j

∫ π

0

dθ

π
cos (jθ) tanh (βsǫh(θ)/2) (13.20)

pj
S(k) = (−1)j+1

∫ π

0

dθ

π
cos ((2k + j)θ) tanh (βsǫh(θ)/2) , (13.21)où ǫh(θ) = h− cos(θ). Pour le modèle d'Ising au point 
ritique (h = 1),

pj
V = (−1)j

∫ π

0

dθ

π
sin (θ(1/2 − j)) tanh (βs sin(θ/2)) (13.22)

pj
S(k) = (−1)j

∫ π

0

dθ

π
sin (θ(2k + j − 1/2)) tanh (βs sin(θ/2)) . (13.23)13.4 Fon
tion de Green du modèle XX à températurenulleNous donnons les éléments de la démonstration 
onduisant à la fon
tion de Green dumodèle XX lorsque Tb = ∞ et Ts = 0. En ne 
onsidèrant que la 
ontribution de volume132



(pj
V ) le pro�l d'aimantation est

〈σz
n〉(t) =

∑

j

∑

k

F j
t (n− k)pj

V (k). (13.24)en utilisant la relation pj(k) = p−j(k + j) il suit
〈σz

n〉(t) = p0
V

∞∑

k=0

J2
n−k(t) + 2

∞∑

k=0,j=1

(−1)jJn−k(t)Jn−k−2j(t)p
2j
V . (13.25)La dérivée Φ′ dé�nie par Φ′(n, t) = 〈σz

n+1〉(t) − 〈σz
n〉(t) est

Φ′(n, t) = Jn(t)


mz

V Jn(t) + 2

∞∑

j=1

(−1)jp2jJn−2j(t)


 . (13.26)En utilisant la forme assymptotique des fon
tions de Bessel pour ν >> 1

Jn(t) = Jν

(
ν

cosβ

)
=

√
2

πν tanβ
cos Ψ, (13.27)ave
 Ψ = ν(tanβ − β) − π/4, et en prenant la limite n→ ∞ on a :

Φ′(n, t) ≃ 2

πt
√

1 − (n/t)2
cos2 Ψ


mz

V + 2
∑

j≥1

(−1)jp2j cos(2j arccos(n/t))




− 2

πt
√

1 − (n/t)2
cos Ψ sin Ψ


2
∑

j≥1

(−1)jp2j sin(2j arccos(n/t))


 (13.28)En ne gardant que le premier terme, où cos2 Ψ est rempla
é par sa valeur moyenne 1/2, enutilisant l'expression des pro�ls pj

V donnée pré
édemment ainsi que les égalités suivantes
∑

j≥1

(−1)j sin(jx)

j
= −x/2 ∀x ∈] − π, π[ (13.29)

∑

j≥1

(−1)j sin(jx)

j
= π − x/2 ∀x ∈]π, 3π[, (13.30)on obtient

Φ′(n, t) =
1

πt
√

1 − (n/t)2

√
1 − h2 < |n/t| ≤ 1, (13.31)et zero autrement. Finalement la fon
tion de Green est simplement donnée par Gt(x) =

Φ′(x, t)/mz(0).
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13.5 Fon
tion de Green du modèle d'Ising à températurenulleNous donnons les éléments de la démonstration 
onduisant à la fon
tion de Green dumodèle d'Ising lorsque Tb = ∞ et Ts = 0. En ne 
onsidèrant que la 
ontribution de volume(pj
V ) le pro�l d'aimantation est

〈σz
n〉(t) =

∑

j=0

∑

k

F j
t (n− k)pj

V (k), (13.32)ave

(−1)jF j

t (n− k) = J2(n−k)(2t)J2(n−k)−2j(2t) − J2(n−k)+1(2t)J2(n−k)−2j−1(2t). (13.33)A température nulle les pj
V sont

pj
V =

2

π

(−1)j

2j + 1
. (13.34)La dérivée Φ′(n+ 1, t) = 〈σz

n+1〉(t) − 〈σz
n〉(t) est donnée par :

Φ′(n, t) =
4

π
J ′

2n(2t)
∞∑

j=0

J2n−2j−1(2t)

2j + 1
− 4

π
J2n(2t)

∞∑

j=0

J ′
2n−2j−1(2t)

2j + 1
. (13.35)En utilisant l'expression assymptotique des fon
tions de Bessel on obtient la fon
tion deGreen :

Gt(x) =
1

2t
Π
( x

2t

)
. (13.36)13.6 Fon
tion de Green du modèle XX à température�nieDans le 
as du modèle XX à température �nie, la dérivée Φ′ est donnée par :

Φ′(n, t) = mz(0)J2
n(t) + Jn(t)An(t), (13.37)ave


An(t) = 2

∞∑

j=1

(−1)jp2j
V Jn−2j(t). (13.38)On utilise la relation

tanh(x) = 1 + 2
∞∑

k=1

(−1)ke−2kx, ∀x ≥ 0. (13.39)Ainsi pour les 
hamps h ≥ 1 on a :
p2j

V = I2j(0) + 2
∞∑

k=1

(−1)ke−2βshkI2j(βsk)Jn−2j(t). (13.40)134



Le 
omportement assymptotique des fon
tions de Bessel 
onduit à :
Jn(t)An(t) ≃ 2

πt
√

1 − (n/t)2

×
∞∑

k=1

(−1)ke−2βshk2

∞∑

j=1

(−1)jI2j(βsk) cos(2j arccos(n/t)). (13.41)Puisque I2j(u) = (−1)jJ2j(iu) on a
∞∑

j=1

(−1)jI2j(βsk) cos(2j arccos(n/t)) =

∞∑

j=1

J2j(iβsk) cos(2j arccos(n/t))

= cosh(βsk
√

1 − (n/t)2) − J0(iβsk) (13.42)Finalement l'expression (13.37) devient
Φ′(n, t) =

1√
1 − (n/t)2

(
tanh

(
βs

2
(h+

√
1 − (n/t)2)

)
+ tanh

(
βs

2
(h−

√
1 − (n/t)2)

))
.13.7 Intera
tion répétées ; limite 
ontinueL'évolution de la matri
e X est donnée par X(τ) = R(τ)XR†(τ). Dans la limite destemps d'intera
tion faible (τ << 1), la matri
e R(τ) s'é
rit, à l'ordre en τ4 :

R(τ) ≃ 1 − iτT − τ2
T

2

2
+
iτ3

T
3

3!
+
τ4

T
4

4!
+ O(τ5). (13.43)On obtient δτX(τ) = (X(τ) −X)/τ

δτX(τ) = − i[T, X]

+
τ

2

(
2TXT −

{
X,T2

})

+ i
τ2

2

(
T[X,T]T +

1

3
[T3,X]

)

+ τ3

(
1

4!

{
T

4,X
}
− 1

3!
T
{
X,T2

}
T +

1

4
T

2XT
2

)

+ O(τ4) (13.44)On dé�nit les restri
tions de T sur le système et le bain de la manière suivante :
T =

(
λbTb λiθ
λiθ

† Ts

)
, (13.45)où Tj , de dimension 2Lj × 2Lj (j = s, b), est donnée par :

Tj =

(
0 Cj

C†
j 0

)
, Cj = −i




hj Jy
j

Jx
j hj Jy

j O. . . . . . . . .
O Jx

j hj Jy
j

Jy
j hj



, (13.46)135



et où les éléments de la matri
e θ, de dimension 2Lb × 2Ls, sont :
θn,m = iJx

i δn,2Lb
δm,1 − iJy

i δn,Lb
δm,Ls+1. (13.47)On note Xs, respe
tivement Xb, les restri
tions sur le système et le bain. On dé�nit :

δτXs =
Xs(τ) −Xs

τ
. (13.48)Pour la partie système on obtient :

δτXs ≃ − i[Ts, Xs]

− (τλ2
i /2)

(
{Xs, θ

†θ} − 2θ†Xbθ
)
− (τ/2)

(
{Xs, T

2
s } − 2TsXsTs

)

+ (iτ2λ2
iλb/6)

([
θ†Tbθ,Xs

]
− 3θ† [Tb, Xb] θ

)

+ (iτ2λ2
i /6)

[
{Ts, θ

†θ}, Xs

]
+ (iτ2/6)

[
T 3

s , Xs

]

+ (iτ2λ2
i /2)

([
θ†Xbθ, Ts

]
+ TsXsθ

†θ − θ†θXsTs

)

+ (iτ2/2) [TsXsTs, Ts]

+ O(τ3λ2
iλ

2
b) + O(τ3λ2

iλb)

+ O(τ3λ4
i ) + O(τ3λ2

i ) + O(τ3). (13.49)En introduisant les exposants a et b tels que
λi =

Λi

τa/2
λb =

Λb

τ b
(13.50)les 
onditions τλ2

i <∞ et τ2λ2
iλb <∞ sont véri�ées pour

0 ≤ a ≤ 1 et 0 ≤ b ≤ 2 − a. (13.51)En imposant que tous les termes d'ordre supérieur s'annulent dans la limite τ → 0 il vient :
0 ≤ b <

3 − a

2
. (13.52)Finalement l'unique façon de renormaliser les 
ouplages dans la limite τ → 0 est de 
hoisir

a = 1. Pour toutes les valeurs de b < (3−a)/2 les termes proportionels à τ2λ2
iλb s'annullent.Il reste alors :

∂tXs = −i[Ts, Xs] − (Λ2
i /2)

(
{Xs, θ

†θ} − 2θ†Xbθ
)
. (13.53)
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