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Introduction

La physique des systémes a I’équilibre est depuis longtemps bien comprise, décrite par le
formalisme, robuste, de la physique statistique. En revanche, hors de I’équilibre, il n’existe
pas de cadre théorique général qui puisse étre considéré comme 1’analogue de la théorie des
ensembles. En général, on se contente d’approches phénoménologiques ou on se restreint &
traiter les situations proches de I’équilibre, par le biais de la théorie de la réponse linéaire.
Pour des systémes loin de ’équilibre ou maintenus dans un état stationnaire par I’applica-
tion de courants macroscopiques, aucune approche systématique n’existe.

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans le contexte de la physique des
systémes en dehors de ’équilibre. Alors que dans le cadre de I’étude du vieillissement, le
point de départ de nombreux travaux consiste en la variation brutale d’un paramétre ex-
térieur, comme la température ou le champ magnétique [54, 61, 62], nous considérons ici,
I’évolution temporelle générée par la mise en interaction de sous-systémes. L’état initial
est inhomogene et la dynamique tend a Phomogénéisation [30, 36, 37, 68, 63, 64, 66, 67].
Nous sommes alors libres d’étudier I’évolution de systémes en tenant compte de 'effet de la
température (considérant pour cela I’état de Gibbs de chaque sous-systéme), ou au contraire,
de focaliser notre attention sur les effets purement quantiques qui dominent & température
nulle. On pourra, suivant les cas, se pencher sur I’étude des problémes liés aux transferts
de chaleur et d’énergie ou s’intéresser & des notions strictement quantiques telles que I’in-
trication. Enfin, une situation intermédiaire, consisterait en la mise en interaction de deux
sous-systémes : I’'un préparé dans I’état fondamental, 'autre dans un état thermique.

Les chaines de spins sont d’excellentes candidates pour cette étude, car elles comptent de
nombreux atouts, dont un majeur : leur faible dimensionnalité. Dans bien des cas, le com-
portement des systémes de basse dimensionnalité échappe a ’intuition classique et présente
un comportement exotique. Le caractére unidimensionnel de ces systémes permet surtout le
développement d’outils analytiques (fermionisation [1, 15], bosonisation [2, 3]) et plus sou-
vent numériques [71, 72, 73]. Ces modéles sont aussi le support de nombreux domaines de
la physique moderne et sont analysés, par exemple, dans le cadre des phénoménes critiques
et de la décohérence [4, 5, 6].

Ce travail propose une analyse de I’évolution temporelle du modéle XY quantique, a
travers ’étude du profil d’aimantation transverse et du courant associé. Dans la premiére
partie, nous présentons le modéle XY ainsi que la transformation de Jordan-Wigner qui
consiste en une réécriture de '’hamiltonien en terme d’opérateurs fermioniques permettant
la diagonalisation exacte du probléme.

Nous exposons dans la seconde partie, le comportement hors équilibre, généré par ’évolu-



tion unitaire qui, elle-méme, est obtenue par la mise en interaction de sous-systémes. Aprés
avoir exposé dans le chapitre 3, I’état initial choisi ainsi que ’hamiltonien qui gouverne la
dynamique, nous entrons, avec les chapitres 4 et 5, dans le vif du sujet. Nous y considérons
I’évolution de systémes thermalisés par paquets et analysons le comportement d’échelle de
I'aimantation transverse et du courant dans la limite des temps longs. Dans ce contexte,
la majeure partie des résultats est obtenue de facon analytique, confirmée par une étude
numérique exacte et validée par la comparaison aux résultats de la littérature [36, 37, 38].
Le chapitre 6 a pour but d’introduire la notion d’intrication mesurée par I’entropie de von
Neumann. Dans le chapitre 7, nous étudions la dynamique, & température nulle, générée
par une trempe locale. L’étude de 'entropie d’intrication est essentiellement numeérique et
permet, dans un premier régime de temps, de valider les prédictions de la théorie conforme
[136]. Nous analysons alors, loin de 1’équilibre, le comportement de U'intrication de systémes
critiques puis non-critiques.

Dans une troisiéme partie, notre étude se tournera vers la dynamique de systémes quantiques
ouverts. L’interaction avec ’environnement est décrite dans le chapitre 8 par le processus,
récemment proposé [146, 147, 148, 149], d’interactions répétées. Une analyse théorique de
I’évolution du modéle XY, en interaction avec I’environnement, est donnée dans le chapitre
9. Nous y donnons I’équation d’évolution discréte de I’ensemble des corrélateurs et obtenons,
dans la limite d’interactions continues, I’équation différentielle qui gouverne 1’évolution du
systéme. Nous poursuivons, dans le chapitre 10, par une étude analytique d’un modéle jouet
qui nous permet de tester l'influence des parameétres controlant la forme de l'interaction
avec le bain. Dans le dernier chapitre, nous analysons numériquement 1’évolution du mo-
déle X X ouvert et étudions la relaxation du systéme vers 1’état stationnaire décrit par A.
Dhabhri [153]. Dans le cadre de la physique associée aux problémes de transfert de chaleur,
ce chapitre se termine par une étude préliminaire d’un modéle de spin presque libre, nous
permettant de conclure sur des perspectives.

Les travaux exposés dans ce manuscrit ont fait ’objet de publications scientifiques :

Entanglement evolution after connecting finite to infinite quantum chains
Eisler V., Karevski D., Platini T., Peschel I.
J. Stat. Mech. (2008) 01023

Relaxation in the XX quantum chain
Platini T., Karevski D.
J. Phys. A : Math. Theor. 40 (2007) 1711-1726

(Publication in proceedings) Out of equilibrium process in Ising quantum chains
Platini T., Karevski D.
Journal of Physics : Conference Series 40 (2006) 93

Scaling and front dynamics in Ising quantum chains
Platini T., Karevski D.
European Physical Journal B 48 (2005) 225



Premiére partie

Présentation du modéle XY



Chapitre 1

Généralités sur le modéle XY

Le modéle XY en champ nul a d’abord été diagonalisé en 1961 par Lieb, Schultz et Mattis
[1]. L’année qui suivit, Katsura [7] obtient les solutions sous champ et en 1970 Pfeuty [10]
résout le modéle d’Ising en champ transverse. Il convient de citer les travaux précurseurs
réalisés sur le comportement en dehors de I’équilibre, & la fin des années 1960 par Neimeijer
[8] et Tjion [9] ainsi que ’analyse détaillée du modéle XY et du comportement des fonctions
de corrélations obtenue en 1971 par Barouch et McCoy [17, 18, 19, 20]. Plus récemment,
le modéle X X isotrope a été le support d’études réalisées, en dehors de I’équilibre, dans le
cadre de la condensation de Bose-Einstein [66, 67].

Dans ce chapitre, aprés une présentation du modeéle XY, nous exposons la transformation
de Jordan-Wigner permettant le mapping du modéle XY en un modéle de fermions sur
réseau. La diagonalisation du modéle XY consiste alors en la réécriture de 'hamiltonien
sous la forme d’un hamiltonien de fermions libres. Dans un deuxiéme temps, nous donnerons
le spectre des excitations associé au modéle ainsi que les vecteurs propres, dans le cas des
modeéles X X et Ising critiques. Pour finir nous discuterons rapidement les propriétés de ce
modéle, par ’étude simple du comportement de 'aimantation du spin de surface.

1.1 Diagonalisation canonique

Nous considérons ’hamiltonien du modéle XY [1, 7, 8, 10] décrivant une chaine quan-
tique de spins en interactions, donné par

1& h &
52 JO'O'n+1+JUnO'n+1]—§ZO'TZN (1.1)

ou o, sont les matrices de Pauli associées au site n, h le champ magnétique appliqué dans la
direction z, J, et Jy les constantes de couplage entre premiers voisins, fonction du paramétre
d’anisotropie « :

1+k 11—k

Jr = 9 Jy: 2

€ [0, 1]. (1.2)

La limite inférieure (k = 0) correspond au modéle X X dont la symeétrie est continue. Bien
que ce modéle ne présente pas de transition ordre-désordre, deux phases distinctes peuvent



étre identifiées, 'une paramagnétique et I'autre critique. Dans cette derniére la longueur
de corrélation diverge, conduisant & une décroissance lente des fonctions de corrélations
[11, 12]. Toujours, dans le cas du modele X X, la relation [H, M*] = 0 (avec M* = }_, 07)
impose la conservation simultanée de 1’énergie de liaison et de 1’énergie d’interaction avec
le champ. Cette propriété est perdue dés que l'on s’écarte de k = 0 et on autorise alors
Péchange d’énergie entre ces deux secteurs. La limite supérieure (k = 1) décrit le modéle
d’Ising quantique et correspond & la limite anisotrope extréme du modéle d’Ising classique
a deux dimensions. Ces deux modéles se situent dans la méme classe d’universalité [13, 14],
de sorte que le modéle quantique, comme ’analogue classique, présente un point critique
séparant les phases paramagnétique et ferromagnétique.

Sous la transformation de Jordan-Wigner [15] ’hamiltonien du modéle XY se réécrit
comme ’hamiltonien d’une chaine de fermions. L’objectif est de faire apparaitre les opé-
rateurs création et annihilation de particules a partir des opérateurs "échelle", définis par
o = (0% 4+i0Y)/2. On note, en effet, que les opérateurs "échelle" obéissent aux régles d’an-
ticommutations sur un méme site {070, } = 1, mais commutent lorsqu’ils sont associés &
des sites différents. L’introduction de l'opérateur A,, donné par A, = H;L;ll (—0%) permet
de définir les opérateurs fermioniques

e = Ano, (1.3)
= ofAl = A0 . (1.4)

Afin de diagonaliser I’hamiltonien (1.1) nous utiliserons la transformation de Jordan-Wigner
en termes d’opérateurs de Clifford, T'} et I'2 [21] (ou fermion de Majorana [16]) :

rl = A,0° (1.5)
2 = —A,ol (1.6)

Ces opérateurs ont ’avantage d’étre hermitien ((I'?)" = I'?) et vérifient les relations d’anti-
commutation

{Ty, Th} =20nmdypu, Yv,p=1,2; Vnm=1,...,L. (1.7)
Les différents termes de I’hamiltonien s’expriment en fonction des opérateurs de site :
ol = —il2r} (1.8)
OnOnt1 = _iF?lF:L+1 (1.9)
oYol , = —il2 T} (1.10)

La nature quadratique de I’hamiltonien, en terme d’opérateurs de Clifford, assure 'intégrabi-
lité du modéle. Des termes supplémentaires, comme o707, , |, apparaissent par exemple dans
le modéle d’Heisenberg [22]. La réécriture en fonction des opérateurs de Clifford conduit
a ooz oc I2IIT2 T'L ., de sorte que la méthode utilisée ici s’avére inutile. De plus le
caractére non local de la transformation aboutit, pour certaines observables, & 'apparition

de chaines d’opérateurs de Clifford.

n—1
op = [J(-ir3r)r, (1.11)
j=1
m—1
oror, = ir% [[ (—irrr, (1.12)
j=n+1



Ainsi "application d’un champ dans la direction z ou I’ajout d’interactions a longue portée
brise le caractére intégrable du modéle. Cependant tant que ’hamiltonien reste quadratique
en terme d’opérateurs de Clifford il reste intégrable ; ainsi un hamiltonien plus général peut
étre construit en ajoutant une interaction, dite de Dzyaloshinskii-Moriya [28, 29, 30], de la
forme olo? | — ool .

Nous poursuivons en introduisant 'opérateur "colonne" & 2L-composantes I' défini par :

o
I’y
Fl
r=|.24%1, 1.13
I
r
dont Popérateur adjoint est donné par I'f = (T}, ... ,FlL, ... ,l"%). Nous noterons I',, la
nteme composante de 'opérateur I, ainsi
r,=r., T, .=TI% Vn=1,...,L (1.14)
L’hamiltonien (1.1) s’écrit sous la forme compacte :
1
H= Z1“TT1“ (1.15)

ou T est une matrice hermitienne [40, 41] de dimension 2L x 2L :

T - <£T g) (1.16)

avec C (de dimension L x L) donnée par :

hJy
J. h J, O
C=—i ) (1.17)
O J, h Jy,
J. h

En définissant les vecteurs propres V; et valeurs propres ¢, de T
TV, =¢V,, ¢=1,...,2L, (1.18)
on construit la matrice unitaire U telle que :
T = UAUT, (1.19)

avec A diagonale (A, ; = €,6, 4). L’équation (1.15) devient alors

1
H= 11“TUAUT1“. (1.20)



Finalement, en définissant X = U'T/ V2 et X, la ¢*“™ composante de X, on obtient :

2L

1 1
H= §XTAX =3 ;eqxgxq, (1.21)
avec
1 2L
X, = — V*@n)r, 1.22
g ﬂz 7 (n) (1.22)
1 2L
X = —N vV, (n),. 1.23
: ﬂZ 2(n) (1.23)

On vérifie facilement que les opérateurs X, et le obéissent aux relations d’anticommutations
fermioniques, définissant ainsi les opérateurs créations et annihilation :

(X, X[V = 6, (1.24)
(X, Xi} = (X[, X[}=0. (1.25)

La structure particuliére de T nous permet de définir les vecteurs réels, & L composantes,
@q et 1Pq tels que :

v, — \% (—q;qpq) , (1.26)

vérifiant les relations obtenues par Lieb, Schultz et Mattis [1] en 1961 :
—iCy = €dq (1.27)
Clo, = —iegt),. (1.28)

Ces relations sont invariantes sous le changement simultané de ¢, — —e¢4 et 1, — —q,
de sorte que pour chaque couple (¢4, V) ou ¢, > 0, correspond un couple (—¢4, V) pour
lequel ¢gr = @g et g = —1)q. L'égalité XZ, = X, nous pousse a associer un trou & chaque
excitation d’énergie négative. Cela nous permet une derniére réécriture de ’hamiltonien en
terme de fermions libres, avec ¢, > 0, Vg =1,...,L:

H=>) ¢ (ngq —~ ;) : (1.29)

q=1

Dés lors le probléme consiste essentiellement en la résolutions des équations (1.27, 1.28). La
solution du modéle XY en champ nul, fut obtenue par Lieb, Schultz and Mattis en 1961 [1].

1.2 Diagramme de phase du modéle XY

Dans cette section nous présentons rapidement le diagramme de phase du modéle XY
Les équations (1.27, 1.28) reliant les vecteurs ¢ et ¢ conduisent &

Jy®q(n — 1) + hdq(n) + jude(n + 1) = —€gPq(n). (1.30)
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En utilisant I’ansatz ¢,(n) = €' et 1,(n) = —e?%ae’™ il vient :

€q = \/(h—i—cosq)2 + KZsin? ¢, (1.31)
avec la condition
K sin q
6, = arctan (h—‘rCObC]) , 0546, <27 (1.32)

Les conditions de bords ¢4(L + 1) = ¢4(0) = 0, imposent alors

¢q(k) o< sin(gk —0,)
Pq(k) o< sin(gk), (1.33)

avec ¢(L + 1) = nm + 6,4 ou plus explicitement

us 1 Ksingq
= — —arct — . 1.34
| (n — an<h+cosq>) (1:34)

1.2.1 Vecteurs propres et valeurs propres du modéle X X

Dans le cas de la chaine X X, la constante d’anisotropie « est nulle et la condition (1.34)
conduit & :

nm

= — oL+ 1 1.35
L+1’ bt (1.35)

q

Les vecteurs propres et valeurs propres sont simplement donnés par :

oq(k) = =y (k) = sin(¢gk) et e, =|h+cosgql| (1.36)

2
vL+1
Dans la limite thermodynamique, on pose ¢ = m — 6, avec 6 € [0,7]. Le spectre devient
simplement

e(8) = |h — cos¥). (1.37)

Dans la région h > 1, les excitations sont toutes strictement positives et le gap entre 1’état
fondamental et le premier état excité est donné par 'excitation d’énergie minimum €(0) =
h — 1. La vitesse associée aux excitations est

v(0) = Ope(6), (1.38)
de sorte que la vitesse vy associée au premier état excité est donnée par vy = v(0) = 0.

Finalement, pour les 0 < h < 1, le gap se ferme en gy = arccosh, I’état fondamental est
deux fois dégénéré et la vitesse associée aux excitations voisines de ¢,, est

v(gr +0) ~ /1 —h2+0h, § > 0. (1.39)
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1.2.2 Vecteurs propres et valeurs propres du modéle d’Ising

Dans le cas du modéle d’Ising (x = 1) le spectre en énergie et la condition (1.34) de-
viennent :

€g = Vh2+1+2hcosq (1.40)

us 1 sin q
= — —arct — ). 1.41
¢ L+1(n _— an<h+cosq>) (141)

- Pour les h > 1, dans la limite thermodynamique L — oo, I’équation (1.41) posséde L
solutions réelles, le spectre des excitations est strictement positif et la vitesse associée au
premier état excité est nulle.

- Exactement pour la valeur de h = 1, le gap ce ferme en ¢; = 7 et la condition (1.41)
devient 6, = ¢/2, conduisant & :

2
nr n=1,...,L +1. (1.42)

q:2L+1’ )

Sous le changement de variable ¢ — 7 — ¢, nous obtenons les vecteurs propres en champ
critique :

2 1.
oq(k) = \/ﬁ(_l)m sin (q(k —1/2))
balk) = — (~1)*sin (gh). (1.43)

V2L +1
avec
€q = 2|sin(q/2)|. (1.44)

Finalement, dans la région 0 < h < 1, ’équation (1.41) posséde L — 1 solutions réelles plus
une complexe pour qg = 7 + iv et telle que

sinh v

tanh (l/ (L + 1)) + msh(y)

=0, (1.45)
dont la solution est, & 'ordre dominant, ¥ ~ — In h. Finalement, cette solution est associée

4 un mode localisé pour lequel les vecteurs propres sont donnés par :

bgo(k) o (=1)*sinh (v(L +1 —k))
Vg (k) o< —(—1)"sinh (vk). (1.46)
L’excitation ¢y associée au mode localisé ¢y est nulle, ’état fondamental est doublement

dégénéré.

1.2.3 Diagramme de phase du modéle XY

Généralement le spectre du modéle XY est donné dans la limite thermodynamique par :

e(o) = \/(h +cosp)? + wZsin® ¢, ¢ € [~ 7]. (1.47)
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Ainsi, pour toute valeur de k, le modéle XY présente un gap dans la région h > 1, qui
se ferme sur la ligne critique & = 1. Finalement, dans la région h < 1, I’état fondamental
est dégénéré, le spectre du modeéle XY (pour x # 0) présente un gap entre le premier état
excité et le second, alors que dans le cas du modéle XX (k = 0), le spectre est continu et
le systéme est critique pour les champs h < 1. Sur I’ensemble des points critiques du plan
(h, k), la longueur de corrélation diverge, entrainant une décroissance lente des fonctions de
corrélations.

K A
__ ' Lignelsing
N 'h=1 h
Région |
critique XX | Phase "
| Paramagnétigt
|
Phase
Ferromagnétique

FiG. 1.1 — Diagramme de phase du modéle XY'.

Ainsi & température nulle, le role du paramétre de controle est joué par le champ trans-
verse h, alors que, dans le cas du modéle d’Ising, le paramétre d’ordre est donné par la
moyenne de I'aimantation dans la direction o®. Les propriétés de ’équilibre sont données
par I’état fondamental, celui-ci résulte de la compétition de I'interaction d’échange avec I’in-
teraction magnétique. Finalement, dans la limite des champs forts, les moments de spin sont
tous alignés dans la direction z, en revanche, en champ faible, c’est 'interaction d’échange
qui domine, favorisant ’ordre dans 1'une des directions +=.

1.3 Propriétés de I’équilibre

A partir des vecteurs propres ¢q4, 1, et valeurs propres €;, nous pouvons en principe
calculer n’importe quelle quantité comme par exemple, la moyenne de ’aimantation dans les
directions z, y et z, ainsi que la densité d’énergie ou les fonction de corrélations. Cependant
le caractére non local des opérateurs de spin en terme d’opérateurs de Clifford complique
certains calculs. En effet la moyenne de ’aimantation dans la direction x, dans un état |x),
sur un site n est donnée par :

s = (otl) = (d [] (-T2 ra. (149

Cependant, grace au théoréme de Wick, 'aimantation dans I’état fondamental est obtenue
par le calcul d’'un Pfaffian [18] ou d’un déterminant [1] dont la taille croit linéairement avec
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I'indice n du site considéré. Cela permet finalement le calcul numérique de profil d’aiman-
tation [23, 24] et aussi de l'aimantation de volume. Dans le cas de la chaine d’Ising, au
voisinage du point critique [10], aimantation de volume est donnée par :

m® o (1 — h)'/8, (1.49)

pour h < 1 et m* =0 pour h > 1.

Une analyse simple du comportement du premier spin de la chaine, permet d’obtenir de
nombreuses informations sur le comportement du systéme en volume [25, 26] et de recons-
truire le diagramme de phase du modéle XY. Pour cela considérons 'aimantation moyenne,
du premier spin o7, dans I’état |+) formé par la combinaison linéaire de 1’état fondamental
|0) et du premier état excité |1)

1
V2

De cette fagon, on brise la symétrie +2 ce qui conduit & (c®) # 0. La matrice de Pauli o7 a
I'avantage de s’écrire simplement en terme d’opérateurs de Clifford puisque

of =T1 =Y ¢g(1) (nf +1g) - (1.51)

+) (10) +11)) - (1.50)

Ainsi I’aimantation sur la surface est simplement donnée par

mg = ¢1(1). (1.52)

Afin d’obtenir le vecteur ¢q, dans la limite d’un systéme semi-infini, on réécrit la relation
CTqﬁl = 0 sous la forme suivante

(%g(:)l)) =K <¢1qé711(ﬁ)1)> , (1.53)

2h  1-k

avec

Par itérations on obtient alors la composante n + 1 du vecteur ¢,
P1(n+1) = (=1)"¢1(1)(K™)1,1, (1.55)

ot (K™)1,1 est le premier élément de la matrice K™. Finalement l’aimantation de surface est
obtenue en normant le vecteur ¢ (Y, #3(i) = 1) et conduit & [26] :

o —1/2
m® = <1+Z |(K")1,1|2> . (1.56)

L’étude des valeurs propres de K permet de mettre en évidence, de fagon trés simple, le
comportement critique du modéle XY. On obtient simplement, le comportement de 1’ai-
mantation de surface du modeéle d’Ising & I’approche du point critique h =1

m? = (1 —h)'/2, (1.57)
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ou encore ’exposant critique v = 1 associé a la divergence de la longueur de corrélation ¢ :
E~(1—h)"". (1.58)

Finalement, pour une analyse détaillée des propriétés critiques de surfaces, nous renvoyons
le lecteur vers la référence [26] et au chapitre 2 de [27].

15



Chapitre 2

Dynamique du systéme

En physique quantique la dynamique peut étre associée aux états du systéme ou aux
opérateurs de facon complétement équivalente. Dans la représentation de Schrédinger elle
est portée par les états du systéme et gouvernée par I’hamiltonien H a travers ’équation de
Liouville quantique [42] :

Op(t) = —i[H, p(t)] = L(p(t)), (2.1)

ou p est la matrice densité telle que Tr{p(t)} = 1 et L le super-opérateur de Liouville. Dans
la représentation d’Heisenberg la fonction d’onde du systéme est invariante et les opérateurs
évoluent dans le temps suivant 1’équation :

O A(t) =i [H, A(t)]. (2.2)
La valeur moyenne d’une observable A est alors donnée par :
(A)(t) = Tr{p(t)A} = Tr{p(0)A(t)}. (2.3)

Lorsque I'hamiltonien est indépendant du temps 'opérateur d’évolution temporelle s’écrit
simplement

U(t) = exp(—itH) (2.4)

et nous permet de définir dans la représentation de Schrodinger, la matrice densité dépen-
dante du temps

p(t) = U(t)p(0)U" (1), (2.5)
ou dans la représentation d’Heisenberg, 1’évolution d’une observable A
At) = UT(t)A0)U(t). (2.6)

2.1 Evolution temporelle des opérateurs fermioniques

L’évolution temporelle des opérateurs création X:; et annihilation X,, gouvernée par
I’hamiltonien

1
H,=¢, (ngq - 2) (2.7)
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est simplement donnée par :

@(38) - (65 e—?t6q> (;‘E) : (2.8)

Ce qui conduit simplement & ’équation de I’évolution de I'opérateur "colonne" X

X(t) = e "AX. (2.9)

2.2 Evolution temporelle des opérateurs de Clifford

Puisque les opérateurs de site I';,, sont donnés par une combinaison linéaire des opérateurs
fermioniques X, leur évolution temporelle s’obtient simplement en utilisant la relation X =
UTI‘/\@ et son inverse I' = v/2UX. A linstant ¢ on écrit :

L(t) = V2UX(1). (2.10)
En utilisant ’équation (2.9) on obtient
[(t) = V2Ue "AX = Ue A UTD(0), (2.11)
conduisant a
I'(t) = e “T1r(0). (2.12)

Par la suite nous poserons R(t) = e~ *T. On vérifie aisément R(t)R'(t) = RI(H)R(t) = 1,
Ri(t) = RT(t) = €*T et on montre (voir appendice) que ses éléments sont donnés par :

L
R'(t) = Z ) cos(eqt) g (m) (2.13)
RZL—’_L(t) = Ryt Z¢q sin(eqt)hq(m) (2.14)
R?_:’LL() = Zzbq ) cos(eqt)py(m), ot n,m=1,...,L. (2.15)

Ainsi ’évolution d’un élément I',, de I'opérateur "colonne" T' est notée :
L (t) = Ry (6)T,(0) (2.16)

ou la somme sur les indices en position haute et basse est sous entendue.
Notons qu’il n’est pas nécessaire de diagonaliser ’hamiltonien pour arriver & 1’équation
d’évolution (2.12). En effet celle ci s’obtient simplement en notant la relation suivante :

[H,T,] = ZT], r,. (2.17)

que l'on écrit encore sous la forme
9,T = —iTT, (2.18)

conduisant finalement & ’équation (2.12).
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Deuxiéme partie

Dynamique unitaire
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Dans cette partie, nous étudierons 1’évolution temporelle d’un systéme fermé, préparé
dans un état inhomogene [30, 36, 37, 38, 46, 63, 64, 69].
Nous commencerons, dans le chapitre 3, par définir précisément 1’état initial imposé au sys-
téme ainsi que la dynamique qui gouverne I’évolution temporelle. Concentrant notre analyse
sur des quantités moyennes telles que ’aimantation transverse ou le courant d’aimantation,
nous reviendrons sur certains résultats de la littérature, dans le cas particulier d’un état
initial complétement factorisé.
Dans le chapitre 4, nous présenterons une étude du comportement de l'interface ("Bain-
Systéme") générée par la mise en contact de sous-systémes thermalisés (aux températures
T, et T,). Dans un premier temps, une analyse, du comportement du profil d’aimantation
transverse m*(z,t), est donnée dans le cas T, = oco. Ces résultats seront généralisés, trés
simplement pour des températures 7} arbitraires. En définissant le courant d’aimantation
j#(z,t) associé au profil m?*(x,t) nous examinons, le comportement hors de 1’équilibre des
modeéles X X et Ising critique (h = 1), en distinguant la dynamique de I’état fondamental
de la dynamique obtenue sous l'effet de la température. Le chapitre 4 se termine par une
étude des propriétés de I'état stationnaire dans laquelle nos résultats sont comparés & ceux
de la référence [36].
Le chapitre 5 traite de ’évolution d’un systéme de taille finie en contact par ses deux extré-
mités avec un "bain". La encore, cette analyse sera effectuée pour les modéles X X et Ising
critique (h = 1).
Le chapitre 6 a pour but d’introduire I’ensemble des éléments nécessaires a la compréhen-
sion de la notion d’entropie d’intrication. Nous y définirons la mesure de I’entropie de von
Neumann en rappelant les résultats obtenus ces derniéres années, en particulier sur les sys-
téme unidimensionnels. Ce chapitre ce termine par un examen de ’entropie d’intrication en
fonction des parameétres x et h du modéle XY permettant la construction du diagramme de
phase du modeéle XY. Dans le chapitre 7, nous présenterons la méthode, nous permettant,
en dehors de 1’état d’équilibre, I’étude de ’entropie d’intrication sur le modéle XY. Puis
nous reviendrons sur quelques résultats de la littérature dans le cas de trempes globales et
locales. En particulier, lors de la mise en contact de sous-systéme préparés dans ’état fonda-
mental, nous confirmerons les prédictions de la théorie conforme par des calculs numériques
exacts et analyserons, finalement, le comportement de I’entropie d’intrication dans la limite
des temps longs.
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Chapitre 3

Relaxation a partir d’un état
initial inhomogéne

Ce chapitre a pour but d’exposer I’état initial imposé au systéme ainsi que de fixer
I’hamiltonien total qui gouverne I’évolution temporelle. Nous détaillerons la méthode utilisée
pour obtenir la moyenne d’observables, focalisant notre attention sur des quantités locales,
telles que I'aimantation transverse. Finalement, nous reviendrons sur certains résultats dans
le cas extréme ou I’état initial est dit complétement factorisé.

3.1 Etat initial et évolution temporelle

Le systéme considéré est décrit par I’hamiltonien unidimensionnel du modéle XY. La
chaine est initialement découpée en sous-systémes sans interactions. L’hamiltonien total H°
se décompose sur I’ensemble des sous-systémes décrits par H; :

H° =Y "Hj, (3.1)

avec [H;, Hy] = 0. Chaque sous-systéme, de taille L, est décrit par le modéle XY et on

note (), la n'*™¢ matrice de Pauli (v = z,y,2) du sous-systéme j. L’hamiltonien H; est
alors
L Lt L
Hj=-5 D [Jalo0)i(051)s + Ty(08)i(0h0)5] — 5 > (03);- (3.2)
n=1 n=1

En définissant (T',,); les opérateurs de Cliffords dans le sous-systéme j, il suit

Lj
Hy= =1 3 (0T (D), (33)

ou la structure de la matrice T; (de dimension 2L; x 2L;) est donnée dans le chapitre 1
(équations 1.16 et 1.17). Le sous-systéme j est préparé & la température 1/5; et 'on note
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p; sa matrice densité :

1
pj = ZGXP(—ﬁjHj)~ (3.4)

L’état du sous-systéme j est un état gaussien, complétement caractérisé par les corrélateurs
& deux points. On définit la matrice I; dont les éléments sont :

(I)nm = (—i(T2);(T,);) = Tr{—i(T5);(T},);05} (3.5)

En définissant les vecteurs propres

ijl((b{l'.) (36)

Ve i)

et valeurs propres eg, permettant la diagonalisation canonique de I’hamiltonien H;, tels que
Vi = Vi, (3.7)

nous obtenons ’expression suivante :

L B,€l
@) nm = — ng(n)%(m) tanh <]2q> . (3.8)

Chaque sous-systéme étant préparé indépendamment, la matrice densité est donnée par le
produit p(0) = H®j pj- Dans un tel état, il n’existe pas de corrélations entre sous-systémes.
Pour deux observables A et B, appartenant & des sous-systémes différents, cela se traduit
par la relation

(AB)(0) = (A)(0)(B)(0). (3.9)
t=0
Ta Tp Te
S, fudaeie, seege
Ha Hp He
t>0 — —

FiG. 3.1 — Mise en contact des sous-systémes initialement découplés.

L’évolution temporelle non évidente du systéme est engendrée par ’activation des inter-
actions entre sous-systémes voisins et elle est donc gouvernée par ’opérateur unitaire

U(t) = exp(—itH). (3.10)
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ou ’hamiltonien total H s’écrit

H= ZH +Z it (3.11)

avec HY . j+1 correspondant a U'interaction entre sous-systémes de sorte que 'ensemble de la

chaine (de taille £ =}, L;) est décrit par le modeéle XY :

1

Hf ;11 = =5 [Jo(0F)i(0F) 01 + Ty (0F,)i(0D)in] - (3.12)

La moyenne d’une observable A & l'instant ¢ est donnée par :

(A) (@) = Tr{Ap(t)} = Tr{A(t)p(0)}. (3.13)
avec dans les représentations de Schrodinger ou d’Heisenberg :
p(t) = U(t)p(0)UT (1), et At) =UT(#)AO)U(t) . (3.14)

3.2 Valeur moyenne

De fagon générale toute observable peut se ré-exprimer en fonction des opérateurs de
Clifford. A titre d’exemple :

ol = —il“21“1 (3.15)
o = H (—ir21} (3.16)
0¥ = H (—ir2r} (3.17)

Chaque sous-systéme étant préparé dans un état gaussien, le théoréme de Wick permet de
ré-exprimer la moyenne de toute observable en fonction de la moyenne des corrélateurs &
deux points de la forme (—iI",,,I';,). On définit la matrice M, de dimension 2L x 2L, dont
les éléments sont :

Son évolution temporelle est obtenue par ’action de la matrice de rotation R(t) = e =T sur
la matrice M(0) contenant les corrélations a I'instant ¢ =0 :

M(t) = (—L(T(2))
M(t) = REMORT(2). (3.19)

Ainsi les quantités telles que I’énergie de liaison, ’aimantation transverse ou le courant
d’aimantation sont données par I’équation (3.19), avec plus particuliérement

(Gi)(t) = Mupica(t) (3.20)
(ononi)(t) = Muyrnpa(t) (3.21)
<O’Z n+1>(t) = Mn—i—l—i—ﬁ,n(t)- (322)
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Les éléments de la matrice R(t) s’expriment en terme des fonctions de Bessel, dans
le cas d’un systéme thermodynamique décrit par le modéle d’Ising critique (h = 1) ou par
le modéle X X [30, 64]. Ainsi pour le modéle d’Ising en champ critique h =1

Rip=Risrpre = (TplTh)e = (TR = (—1)F i (2t)
Rk = (ThTHe = (=D yq_g)1(2t), (3.23)
et pour le modeéle X X

I—k cos(ht), l—k=2p
Pkt { —isin(ht) [—k=2p+1

L2y, ek —sin(ht), 1—k=2p
Riper = (Cplli)e = 7" Ji-k(?) { —icos(ht) l—k=2p+1.

Il
—~
=
B )
—
~
~
~

Il

Rip = Riyrcpre = (TLT))e
(3.24)

Les éléments de la matrice M(0) sont donnés par la moyenne des corrélateurs dans
Iétat initial. Chaque sous-systéme j étant préparé dans un mélange statistique des états
propres de H; (éq. 3.4 et 3.3), on montre que les corrélateurs formés de deux opérateurs de
Clifford appartenant a des sous-systéme différents (a et b) sont nuls [43] :

<Fn€arm6b> = 0. (325)

Ce résultat refléte le fait que les sous-systémes sont préparés dans des états gaussiens indé-
pendants. En réarrangeant les éléments de I' de la facon suivante,

(T'D);
s (TL,);
T = J , Loy = % R 3.26
Lsi+1) e SO @, (3.26)
(T%,);
la matrice M(0) prend une structure diagonale par block :
. Mj_1 0
M = 0 M; 0 , (3.27)
0

M1

ot les M; sont des matrices, de dimension 2L; x 2L;, associées aux sous-systémes j, dont
la structure est :

. 0o I
./\/lj = —il+ (Ij d) (3.28)

et ot les éléments de I; sont donnés par ’équation (3.8).
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Le calcul de ’aimantation transverse (voir appendice) dans le cas du modéle d’Ising
critque et X X, fait apparaitre un produit de convolution discret [43, 44, 45]. En définissant
les profils p? de la facon suivante :

P (k) = Myt £.045(0) = Tr{—iT3T}, ;(0)}, (3.29)

avec en particulier p°(k) = (07)(0), un calcul explicite conduit a :

@20 = (F «p') (), (3.30)

J
ot pour le modeéle d’Ising critique (h = 1), les fonctions th sont données par :
(—1)F} (n) = J2 (2t) Jon—2j(2t) — Jons+1(2t) Jan—2;1(2t), (3.31)
et pour le modéle X X par
(—1)IFP (n) = Jy(t) o) (t), Vh, (3.32)

avec F}(n) = 0 pour les valeurs de j impaires.

3.3 Systéme préparé dans un état complétement facto-
risé

L’état initial est dit complétement factorisé lorsque les spins sont préparés indépendam-
ment les uns des autres. La matrice densité est simplement donnée par p(0) = p;@ﬁ ol p; est
fonction de I'hamiltonien local H; = —ha7 /2,

p;j x exp(v;05/2), v; = Bjh. (3.33)

Des résultats exacts ont été obtenus dans ce cas, lors de I’étude de la dynamique de systémes
préparés dans un état spatialement homogéne [46, 65] puis inhomogene [30, 46, 63, 64, 69].
L’influence d’un terme supplémentaire de la forme 707, ; et de couplages dimérisés [70] ont
aussi été étudiés. Dans cette situation, des résultats numériques sont apportés par renorma-
lisation de la matrice densité dépendante du temps. Cette méthode demande de considérer
des systémes undimensionnels ainsi que des interactions entre premiers voisins [71, 72], elle
est largement utilisée sur des modéles de chaines de spins [73, 74|, des modéles fermioniques
[75, 76] et notamment dans les problémes de nature bosonique liés & I’études des atomes
ultra froid [77, 78, 79, 80].

L’état initial étant complétement factorisé cela conduit a p/ (k) = 6,0(07), avec (0F) =
tanh(vyx/2). Dans ce cas le profil d’aimantation initial est la seule donnée nécessaire afin de
fixer I’état du systéme & un instant ultérieur. L’équation (13.15) s’écrit simplement comme le
produit de convolution discret (noté «) de la fonction de Green F? avec le profil d’aimantation
transverse initial :

(om)(8) = (FY % {o™) (k) = > Y (n — k) (o) (3.34)
k
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Dans la limite continue, la solution explicite pour le modéle X X (k = 0) et pour le modéle
d’Ising critique (h = 1, k = 1) est donnée par [64] :

m(at) = [ dy (o~ yhm (3.0, (3.35)
avec pour la fonction de Green
1 T
0 I =
Fy(z) = 1 f (t) (3.36)
ou la fonction d’échelle f, est, pour k =0et Kk =1,
- v2)m_1/2 lv] <1
(v)=<{ = 3.37
ful) { ’ vt (3.37)

Le support borné de la fonction de Green traduit 'existence d’une région causale z/t < 1
due a une vitesse v, = J,e(q) de propagation maximale des excitations, vitesse fixée ici &
1 par une normalisation appropriée de ’Hamiltonien. Dans la limite asymptotique, t > 1,
pour laquelle 'expression (3.36) est exacte, 'aimantation totale (M*(t) = [ dz m?*(z,t)) est

1

MZ(t) = M*(0) /_1 dv f.(v) = M*(0) (1 - g) . (3.38)

Bien que ’aimantation totale ne soit conservée que dans le cas du modéle X X, aprés un
régime transitoire, le résultat précédent montre que, méme dans le cas du modéle d’Ising, le
systéme atteint un état dans lequel ’aimantation résiduelle (aprés une perte initiale rapide)
totale M= est conservée : 9, M=(t) = 0.

3.4 Evolution d’une interface

L’étude de l'interface entre deux régions préparées dans un état pur permet, entre autre,
de mettre en évidence le role de la fonction de Green. L’interprétation qui est faite des
résultats est fortement liée & la notion de causalité. Le systéme est préparé dans un état
initial présentant une marche d’aimantation :

K) = | DO e, (3.39)
ou | 1) et | |) sont les états propres de la matrice de Pauli o tels que

=11 e o)== (3.40)

Un tel état est susceptible d’étre obtenu sous l’action d’un champ magnétique intense et
inhomogeéne. Le profil d’aimantation transverse a I'instant initial est

m®(z,0) = 2H (z) — 1, (3.41)

ou H(x) est la fonction d’Heaviside. A I'instant ¢ le produit de convolution avec la fonction
de Green (eq. 3.35) conduit & la forme d’échelle m*(z,t) = m*(z/t) avec

m*(zt) = z/j/t av fulw) — (1-5). (3.42)
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En dehors du cone de lumiére (région acausale notée A.) la moyenne de ’aimantation
transverse est une constante donnée par :

—m? 1
mz(v):{ Ma, V< avec mij =1-

m¥ v > 1. (3.43)

K
2
Dans la région z > t (respectivement x < —t), cette constante correspond a la valeur
obtenue si I’état initial avait été I’état homogene |H ) = | T>®L (respectivement |H~) =| |
>®£). Notons que dans le cas du modele XX, m% = 1 alors que l'on constate une perte
de l'aimantation pour le modéle d’Ising puisque m% =1 /2. Nous expliquons cette perte
d’aimantation plus loin.

3.4.1 Le modéle XX

Dans le modeéle X X les états homogeénes |HT) et |H ™) sont des états propres du systéme.
Seule 'excitation générée par 'interface est & ’origine de I’évolution du systéme. Dans la
région acausale le systéme est donc localement & I’équilibre avec m*(z,t) = —m% = —1
dans la région z < —t et m*(x,t) = m%_ = 1 pour z > t. Finalement, Vh, l'intégration de
I’équation (3.42) conduit a :

-1 r < —t
m*(z/t) = Zarcsin (%), |z/t| <1 (3.44)
1 x > t.

At

X
o

FiG. 3.2 — Propagation de ’excitation générée par ’interface. Dans la région acausale le
systéme apparait localement & I’équilibre et hors de 1’équilibre dans le cone de lumiére.

Ce résultat est indépendant de la valeur du champ h et de facon générale on vérifie que
la dynamique de ’aimantation, dans le modéle X X, n’est pas fonction du champ transverse
(eq. 13.17). C’est une conséquence directe de la symétrie de ’hamiltonien [M*, HXX] = 0.
En effet I’excitation est uniquement véhiculée par le terme d’interaction d’échange

1
Heen = =73 D (00051 + 00741) - (3.45)

n
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Pour étre plus explicite on définit les opérateurs d’évolution U,.x(t) et U, (t) comme :
Ueer (t) = exp(—itHeen), et U, (t) = exp(ithM?). (3.46)

Puisque [M*#, H..,] = 0, Popérateur d’évolution s’écrit comme le produit U(t) = Ueen (t)U. (t)
de sorte que

oi(t) = UT()o2U(t) = Ul ()02 Upen (). (3.47)

Ainsi I’évolution temporelle des opérateurs o7 est indépendante de h et est uniquement
gouvernée par le terme d’interaction d’échange.

1+

0.5+ i

m*(x,t)

-0.5- B

i . 1 . | . I
-400 -200 XO 200 400

Fia. 3.3 — Evolution de linterface générée par un état spatialement inhomogeéne |K) dans
le cas du modéle X X, pour les temps ¢ = 0, 125, 250 et 375.

3.4.2 Le modéle d’Ising

Dans le modeéle d’Ising, en champ critique 2 = 1, les état homogenes |H™) et |H~) ne
sont pas des états propres du systéme. Afin de décrire le systéme dans la région acausale il est
nécessaire de comprendre la relaxation du modéle d’Ising préparé dans un état homogeéne et
complétement factorisé. Cette étude a été réalisée par G. M. Schiitz et S. Trimper (1999) [46].
Ainsi la variation de ’aimantation transverse est comprise de la facon suivante : 'interaction
entre spin a pour effet de créer des corrélations spatiales, notamment des corrélations de la
forme (o} 07, ). La conservation de I’énergie impose, en méme temps que la variation de
I'énergie de liaison (e, = —(opo%,1)/2), la chute de I’aimantation transverse. Au point
critique les termes d’interaction d’échange et d’interaction magnétique contribuent avec la
méme intensité. L’aimantation transverse varie alors de m* = 1 vers m* = 1/2 de sorte
que les corrélations (oy 0%, ;) passent de 0 & (o707, 1) = 1/2. Ce que confirme l’expression
exacte obtenue dans [46] :

(3.48)

ou Ji est une fonction de Bessel.
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<gi> =

AT

<gXo%=0 <gXoX>=1/:

t

F1G. 3.4 — Perte d’aimantation associée au transfert de I’énergie d’interaction Zeeman vers

I’énergie de liaison.

Le comportement asymptotique de la fonction de Bessel montre que la relaxation vers
I’aimantation stationnaire est algébrique :

m(t) —1/2 o t73/2, (3.49)

avec un exposant de décroissance égale & 3/2. Ainsi aprés un régime transitoire (il s’agit ici
d’un abus de langage puisque la décroissance est algébrique), dans lequel les deux domaines
d’aimantation +1 évoluent vers +1/2, le profil d’aimantation dans la limite asymptotique

est donné par (3.42) :

—1/2 Tz < —t
m*(x/t) ={ 1 (arcsin (z/t) + 2 /t/T — (x/t)2> L/t < 1 (3.50)
1/2 x>t

m’(x,t)

| | | | . | . I
-400 -200 XO 200 400

F1G. 3.5 — Evolution de l'interface générée par un état spatialement inhomogéne |K) dans
le cas du modeéle d’Ising, pour les temps ¢ = 0, 125, 250 et 375.

3.5 Evolution d’un sous-systéme saturé en champs

L’étude de la relaxation d’une goutte, d’aimantation +1, dans une mer, d’aimantation
—1, est obtenue en considérant 1’état initial

Dy =|]...0[7...7T0L... 1), (3.51)
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ou L spins, au centre du systéme, sont préparés dans I’état | 1) tandis que le reste de
la chaine est préparé dans I’état | |). La transformation de Jordan-Wigner nous donne la
possibilité d’interpréter I’état |D) comme la mise en contact d’un "petit systéme", ot chaque
site est occupé par un fermion, avec un environnement vide. La relation o7 = ZCILCn —1 nous
permet d’écrire 1’état |D) sous la forme :

D) =10...0,1...1,0...0), (3.52)

ot les états |1) et |0) sont les états propres de I'opérateur nombre de particules n = cfc.
Notons que dans le cadre de ’étude des condensats de Bose-Einstein, une situation analogue
a été étudiée, décrivant la détente brutale d'un gaz de bosons de coeur dur [66, 67]. Des
études sur les chaines X X et Ising critique ont montré [46, 64] que aimantation de la partie
systéme M?#(t) convergeait de fagon algébrique vers une valeur stationnaire M7 . Partant de
l’équation (3.35) nous allons retrouver ce résultat. En effet, le profil initial d’aimantation
étant donné par m?*(x,0) = 2II (z/Ls) — 1 ou II est la fonction porte, telle que :

TI(v) :{ (1) _1/12/23;’@1/2 (3.53)

il est facile de vérifier que, dans la limite des temps longs ¢ >> L, la fonction de Green
F?(x) = fir(z/t)/t apparait explicitement dans I’expression du profil d’aimantation :

L,
m®(z,t) = QTf,Q (%) —m3j, ~ avec mj =1- g (3.54)
L’aimantation résiduelle intégrée définie par :
L./2
ME(t) = / da m*(z,1), (3.55)
_Ls/2
est simplement
4 z 2L% z z
M=(t) = Mz + Tfn(0)7 avec Mg, = —Lom’ . (3.56)

Notons que la relaxation vers ’état stationnaire se fait de la méme fagon pour les modéles
X X et Ising puisque f1(0) = fo(0) = 1/7. Seul MZ est fonction du paramétre d’anisotropie.
Ainsi pour le modéle XX (k = 0) le "systéeme" relaxe vers I’état d’aimantation du "bain"
d’ott M%/Ls = —1. Dans le cas du modéle d’Ising (k = 1) l’aimantation stationnaire est
celle du "bain" §’il avait évolué librement, M7 /L, = —1/2 (c’est a dire si ’état initial avait
été l'état homogéne |H™)).

Une analyse du vieillissement lors de la relaxation du modéle X X préparé dans I’état |D)
a été réalisée dans la référence [46]. Les fonctions de corrélation a deux temps (Q(¢)Q(t')),
sont habituellement utilisées pour mettre en évidence I’évolution du systéme et plus parti-
culiérement le caractére vieillissant de celui-ci. Lorsque le systéme est en dehors de 1’équi-
libre les fonctions de corrélations dépendent & la fois des temps t et t/, ou t est le temps
d’attente correspondant & I’Age du systéme et ¢’ > t. Au contraire dans le cas d’un sys-
téme & 1’équilibre les fonctions de corrélations ne dépendent que de la différence des temps
7 =t' —t. Le vieillissement a d’abord été étudié sur des systémes, décrits de facon classique
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[48, 51, 50] puis quantique [52, 53, 49, 46, 47]. Les fonctions de corrélations de l’aiman-
tation transverse, définies comme C}7 (t,t') = (o7, (t)o;, ('), ont notamment été analysées
sur les chaines d’Ising [47] et X X [46]. Dans ce dernier cas, la fonction de corrélation norma-
lisée R(t,7) = 37 (t.t + ) /C5f (1,1) avee O3 (4,') = (MZ(ME(#)) — (Mz (1)) (MZ(2")
ot M7 = ) p 07 est 'aimantation totale dans le systéme, présente un comportement
vieillissant typique [54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62] :

t 1
R(t,T) = f (T) = m, Ls << t,t‘i‘ T << Lg . (357)
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Chapitre 4

Mise en contact de sous-systémes
thermalisés - Interface " Bain -
Systéeme"

Dans ce chapitre, nous analysons I’évolution temporelle d’une l'interface ("Bain-Systéme")
obtenue par la mise en contact de sous-systémes thermalisés & des températures diffé-
rentes. Pour commencer, nous étudierons le comportement du profil d’aimantation transverse
m?*(x,t) dans le cas d’un bain & température infinie T, = oo et d’un systéme & température
finie T,. Dans ce cas, on montrera que le profil d’aimantation s’écrit comme un produit de
convolution faisant intervenir une fonction de Green Gi(x). Ces résultats sont simplement
généralisés lorsque les températures T, et Ty sont quelconques. Nous définirons le courant
d’aimantation j*(z,t) associé au profil m?(z,t) que 'on analysera, pour les modéles X X
et Ising critique (h = 1), en distinguant la dynamique de ’état fondamental de la dyna-
mique obtenue sous 'effet de la température. Nous terminerons cette étude par ’analyse des
propriétés de I’état stationnaire en comparant nos résultats aux travaux de W. Aschbacher
[36].

4.1 Conditions initiales

Commencgons par considérer I’'interface créée par la mise en contact de deux sous-systémes,
semi-infinis, thermalisés aux températures 1/, et 1/8s. L’'information pertinente sur 1’état
initial est donnée par la matrice M, formée des corrélateurs a deux points (I'T"). La chaine
étant divisée en deux sous-systémes, la matrice M prend la structure suivante :

(M 0
M= ( 0 Ms) , (4.1)
ou M, et M, sont associées & chaque sous-systéme et dont la structure est :
My =i+ (0 D My——irt (O 1 (4.2)
b= I, O s I, 0)° ’
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Les éléments de I et I, sont donnés par I’équation (3.8). En prenant la limite d’un "bain"
a température infinie, dans celui-ci, 'aimantation transverse ainsi que ’énergie de liaison
tombent & zéro. De facon générale, dans la limite 8, — 0 on a I, = 0. Les éléments de
la partie "systéme" (éq. 3.8) se décomposent en deux termes, associés aux contributions de
volume et de surface (voir appendice) et ainsi le profil d’aimantation & I'instant initial s’écrit
sous la forme :

m*(k,0) = H(k) (m{ +m%(k)), (4.3)

ot m§, est la densité d’aimantation de volume et m%(k) la contribution due a la surface
libre. La fonction d’Heaviside H (k) est telle que m?*(—|k|,0) = 0, reflétant ainsi le fait que
le bain est préparé a température infinie. Cette décomposition est valable pour ’ensemble
des profils p?(k) introduit précédemment :

P (k) = H(K) (9}, +05(R)) (4.4)

Pour le modéle XX
A= 07 [ cos(j6) tanh (5.cn(6)/2) (45)
A = 0 [ cos(2k+ 1)6) tanh (8.6,(0)2). (4.6)

ot €,(0) = h — cos(). Pour le modéle d’Ising au point critique (h = 1),

A= 07 [T i 601/2 - ) tanh (3 sin6/2) (47)
ph(k) = (—1)]’/077‘;9 sin ((2k + j — 1/2)) tanh (B, sin(0/2)) . (4.8)

4.2 Evolution du profil d’aimantation transverse, (7, =
o0)

En séparant les contributions de volume et de surface, la densité d’aimantation trans-
verse, donnée par ’équation (13.15), devient

J

m(n,t) = (Fg’ X pJ’VH) () +3° (th x ng) (n). (4.9)

Il parait alors acceptable de ne pas tenir compte des effets liés & la surface libre initiale,
puisque, dans la limite des temps longs, le front d’onde est localisé en = ¢ >> 1. On montre
que l'aimantation transverse au niveau du front d’onde est donnée & ’ordre dominant par
m?(t,t) ~ mf (voir schéma 4.1). En effet dans le cas critique (pour Ising avec Ty = 0 et
h=1o0u XX avec T's = 0 et h < 1) la contribution de surface a "aimantation décroit de
fagon algébrique mg(k) o< 1/k. L’aimantation au niveau de l'interface est alors :

m*(t,t) ~mi + Ot 1), (4.10)
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Négliger le terme de surface permet de réécrire le profil d’aimantation comme un produit de
convolution avec m*(n,0). Dans cette approximation, le profil d’aimantation est

m®(n,t) = (G xm?(0))(n), (4.11)

ol

1@ Zp{/FtJ(n) et  m?(n,0) =mi H(n). (4.12)

Gt(n) =

m

Le profil initial étant proportionnel a la fonction d’Heaviside, la fonction de Green est obte-
nue, dans la limite continue, en dérivant I’équation (4.11)

Oxm?(z,t) = m*(0)Gy(z). (4.13)

Le calcul exact est effectué en appendice pour le modéle d’Ising préparé a température
nulle, en champ critique (T, = 00,Ts = 0,h = 1) et pour le modéle X X sans restriction
(T, = 00, Ts, h). On montre finalement que la fonction de Green G;(x) s’écrit sous la forme

Gi(z) = : g(f), (4.14)

mit t

avec pour le modeéle d’Ising, préparé dans ’état (T, = o0, Ts = 0,h = 1),

g(v) = %H (%) (4.15)

et pour le modéle X X avec (T, = 00, T5s, h),
tanh (%(h — m)) + tanh (’%(h + m))
V)= )
9(v) 21/ 1 — 2

ou g(v) s’annule en dehors du cone de lumiére (Jv| > 1).

(4.16)

FiG. 4.1 — Schéma du profil d’aimantation. Loin de 'interface, seule "'aimantation de volume
contribue significativement au profil d’aimantation.

4.3 Généralisation au cas 7T, # oo et définition du courant
d’aimantation

Le profil de ’aimantation transverse est obtenu de facon exacte dans le cas général, ou
le "bain" est préparé a la température Ty, respectivement 75 pour la partie "systéme". Dans
ce cas, le profil d’aimantation initial m7, 1. (z,0) est

mi, 1, (€,0) = (mf, )o(x) + (M, 1, )o(x), (4.17)
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avec

(M7, o0 )o(x) = H(—x)mi,, (mZr,)o(x) = H(x)mz,, (4.18)

ot l'on note m7, et m3, la contribution du volume & ’aimantation transverse dans le "sys-
teme" et le "bain" et ot rappelons le, on a négligé la contribution de surface. Ainsi, a 'instant
t, équation (4.9) conduit & :

my, 7, (x/t) = ZF] prH,+p{sz), (4.19)

avec H_(z) = H(—x) et ou p{}j est la contribution de volume aux profils, définis précé-
demment (équation 3.29), dans le sous-systéme préparé & température T;. Cette derniére
équation peut encore s’écrire

mi, 1, (/t) = ma, o (x/t) +m, r (x/1), (4.20)

ott mZ, p (z/t) (resp. m7, . (x/t)) correspond au profil d’aimantation obtenu dans le cas
d’un "bain" (resp. un "systéme") préparé & température infinie, avec

migr, (@/t) = (Gi)r, * (mZ 1, )o) (@)
mi, o(x/t) = ((Gi)1, * (M7, 00)0)(2); (4.21)

ot (G¢); est la fonction de Green associée a chacun des sous-systémes j = s, b, préparés a
la température T (voir par exemple I’équation (4.16) pour le modéle X X).
En écrivant la fonction de Green sous la forme d’échelle

(G)ry = lzngj <x) , (4.22)

tm?, Y

on obtient immédiatement :

x/t
mZ,r, (/1) = / dv g, (v) (4.23)
—1
1
M7, 00(T/t) = / dv gr,(v), (4.24)
x/t
avec, pour des raisons de symétrie évidentes, m7, . (x/t) = mZ, r (—z/t) de sorte que

g1, (—v) = g1;(v). Ainsi le profil d’aimantation est donné par

1
me’ (x/t) = /dngs,Tb(v,z/t), (4.25)

-1

avec
gr..1,(v,2/t) = g7, (V) H (v — 2/t) + g7, (v)H (2 /t — V), (4.26)
et en particulier
1
i, 0) = [ do ton (o) + o5.00) (4.27)
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Il est alors facile de vérifier que la moyenne de 'aimantation transverse est conservée ; puisque
la fonction de Green Gi(x) est une fonction homogene de degré 1, elle obéit a I’équation
d’Euler que 'on peut écrire sous la forme d’une équation de continuité :

8:Gy(z) + 0, (%Gt(a:)) —0. (4.28)

Le lecteur trouvera plus loin, une discussion détaillée sur la conservation de ’aimantation
transverse dans le cas du modeéle d’Ising. Finalement, on définit le courant d’aimantation
transverse & travers ’équation de continuité.

Oym? + 0,57 = 0 (4.29)

et on montre simplement que le courant d’aimantation est

It 1, (@/t) = J1, oo (/1) + 55 1, (2 /1), (4.30)
avec
Joor. (/) = / dv vgr, ( (4.31)
1
JT, 0o(@/t) = / dv vgr, (v (4.32)
1
En particulier
1
i = [ dvolon )~ a5, ). (1.3
0

Une interprétation des expressions (4.27) et (4.33) est réalisée plus loin, lors de I’étude des
propriétés de I’état stationnaire.

4.4 FEtude du modéle X X

Nous présentons ici, un moyen simple d’obtenir la fonction de Green associée au probléme.
Pour cela on suppose que pour tout temps, la valeur de I’aimantation au niveau de 'interface
est donnée par la moyenne de 'aimantation du "bain" et du "systeme"

m*(0,t) = mg, /2. (4.34)

11 convient d’utiliser ’hypotheése d’échelle, confirmée par Ogata [68], affirmant que lors de
la mise en contact de deux sous-systémes, la moyenne de toute observable O,, localisée dans
le voisinage du site n est donnée par la forme d’échelle suivante : (O,,)(¢) = ®o(n/t). Ainsi
par dérivation nous obtenons :

Bym? (z,t) = %cpg (%) = m5Gy(a). (4.35)

Notons que dans la région acausale (Ac) le profil d’aimantation est constant, imposant ainsi
0:m*(2,t)| 4c = 0. Nous en déduisons la forme d’échelle de la fonction de Green.

1 1
mg, t

Gi(z) = (%) avec  g(v) = @, (v) = tdym*(z, 1) (4.36)
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et
g(v)=0 pour |y >1. (4.37)

Le produit de convolution (4.11) devient
xz/t
m*(z,t) = / dv g(v). (4.38)
—1
Rappelons que m3, = p{, est donnée par ’équation (13.20). Ainsi 'hypothése (4.35) conduit
a l'égalité :
0 T
do z
m*(0,t) :/ dv g(v) :/ — tanh &(h—cose) = v (4.39)
-1 0 2 2 2

Un changement de variables approprié permet d’aboutir finalement & I’égalité suivante :

v dv ,
1 1 21/ 1 — v2

qui par identification conduit au résultat exact (4.16).

/0 o) = /0 tanh (%(h— m>) + tanh (%(mm)) a0

4.4.1 A température nulle

Nous allons, pour le moment, focaliser notre attention sur le cas extréme ou T, = 0o et
Ts = 0, mais nous reviendrons plus tard sur le role de la température. Ainsi, & température
nulle, il nous faut distinguer la région critique du modéle XX (h < 1) de la région h > 1.
Le terme tanh(Bsep(0)/2) qui apparait dans I’expression de la fonction de Green devient
sgn(ex(0)).

1-Dans la région h > 1 les excitations sont toutes positives et I’état fondamental du
"systeme" est I'état |[HT) = | 1)®Ls. Dans cette situation la matrice densité de la chaine
p(0) = pp ® ps se raméne au cas complétement factorisé avec

pe = | (1 B0 (4.41)

et, le bain étant & température infinie

Qz<0
oy = (W) , (4.42)

La fonction de Green est donnée dans la section (3.3), on rappelle :

11
7 (4.43)

71— 02

La densité d’aimantation a l'instant initial est simplement m*(z,0) = H(z) et son évolution
temporelle est obtenue par intégration de la fonction g(v).

Gt(w):%g (%) avec  g(v) =

z/t
m*(z,t) = / dv g(v) = %arcsin(x/t) + % (4.44)

-1
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2-Pour les champs h < 1, le systéme est critique et la fonction de Green prend alors la
forme particuliére (figure 4.2) [45] (voir ’appendice pour une démonstration)

1 T 1 1
Go(x) = ©ry_ 1 L VI—R<|eft| <1, (445
() tm%,g (t) t 2arcsin(h)/1 — (z/t)? <le/d (4.45)

et zéro autrement. Ainsi, & coté de la vitesse maximale v = 1, une nouvelle vitesse carac-
téristique v, = v/ 1 — h? apparait dans le probléme, fonction du champ extérieur h. Cette
vitesse est associée aux excitations de basse énergie du spectre de la chaine €(¢) = h — cosg.
A la fermeture du gap, en gy = arccos h la vitesse vy, est

h = 868(;) llg; = sinarccosh = /1 —h?%. (4.46)

aw)

v
172 0 172 1

1o @

Fia. 4.2 — Fonction g(v) associée au modéle XX dans le cas Ty = 0 et T, — oo pour les
champs h = 1(- - -) et h =10.8 (—).

2-a) Profil d’aimantation. Le support déconnecté de la fonction de Green est la cause
de l'apparition d’un profil d’aimantation plat au centre de la chaine [30, 45] :

m®(x,t) = ®p(x/t) + mi /2, (4.47)

avec la fonction d’échelle @y, (v), telle que ®p(—v) = —Pp(v) et

0 0<v <y
Dy (v) =< mi /2 —arccos(v)/m v, <v <1 (4.48)
m3i /2 v <1

Dans la région |x/t| < vy, aimantation transverse est exactement donnée par la moyenne
des aimantations du "systéme" et du "bain" ; ainsi la chaine apparait localement dans un
état stationnaire hors de 1’équilibre, traversée par un courant d’aimantation transverse (donc
d’énergie) constant. En effet, a partir de 1’équation de continuité sur réseau 9ym*(n,t) +
j(n,t) — j(n — 1,t) = 0 et avec £oZ = i[H,0Z] il est possible d’identifier un opérateur de
courant local : )
1 y z Yy 22 171
Jn = i(o'no'n-‘rl - Un0n+1) = 7(Fnrn+1 + Fnrn-l-l) (449)

37



dont la moyenne & 'instant ¢ est asymptotiquement donnée dans la limite continue par

) ) -1 h 0<v<yy,
J@ ) =ga0) = T2 o <w<1

T
avec jp(—v) = jp(v). Les résultats numériques obtenus par diagonalisation exacte sont
reproduits figure (4.3) pour les champs h = 1 et h = 0.75. L’accord entre les courbes
numériques et les résultats analytiques est excellent.

(4.50)

1

FiG. 4.3 — Résultats numériques et analytiques de 'aimantation transverse pour les champs
h =1 (courbe du haut) et h = 0.75 (courbe du bas). Les résultats numériques sont tracés
en fonction de =/t pour les temps t = 125 (cercles), 250 (carrés) et 375 (triangles).

2-b) Dynamique du front d’onde. L’onde générée par linterface entre le "bain"
et le "systéme" est la cause de ’évolution temporelle de la chaine. Deux fronts d’onde se
propagent avec une vitesse de v = +1, 'un dans la partie "systéme" 'autre dans le "bain".
V. Hunyadi, Z. Réacz et L. Sasvari [69] (en 2004) ont montré que le profil d’aimantation,
localisé au niveau des fronts d’ondes, obéissait a la forme d’échelle suivante :

. . . +1 tFx
omi(x,t) = m®(x,t) — m*(Lt,t) = m]—" (t1/3) . (4.51)

(>

Fia. 4.4 — Courbes numériques du front d’onde se propageant dans le "bain" pour les champs
h=1,h=0.75et h = 0.5, aux temps t = 125, 250 et 375 & température nulle.
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La figure (4.4) montre clairement que le front d’onde présente une structure en esca-
lier dont chaque marche porte une aimantation g = 1. Alors que la largeur des marches
augmente avec le temps comme ¢'/3, leur hauteur diminue de sorte que I’aire sous chaque
marche, représentant un quantum d’aimantation p = 1, reste constante. La vitesse vy, dé-
finie précédemment, apparait alors comme la vitesse associée & la queue du paquet d’ondes
qui traverse le systéme. A linstant ¢, ’onde est alors étalée sur une longueur I(t) définie par
1(t) = (Vmaz — Vmin)t = (1 —vp)t, laissant derriére elle, le systéme dans un état stationnaire.

Al

F1G. 4.5 — Schéma de I’évolution de linterface générée par la mise en contact de deux
sous-systemes.

4.4.2 A température non nulle

a) Le profil de I'aimantation transverse dans le cas général, ot le "bain" est préparé
a la température T3, respectivement T pour la partie "systéme", s’obtient trés simplement
a partir de 1’égalité (4.20). On rappelle

mi, 1, (€/t) = m7, (x/t) +mi r (x/t), (4.52)
avec

mir,(@/t) = (Gi)r, * (mZ 1)) (@)

M, oo(@/t) = ((Gi)z, * (M7, o0)o)(7), (4.53)

ot (G¢); est la fonction de Green associée a chacun des sous-systémes j = s, b, préparés a
la température T; (équation 4.16). Dans la situation ou Ty > T un profil d’aimantation non
monotone peut apparaitre lorsqu’a 'origine (v = 0) la condition suivante est satisfaite :

dvmi, 1, (v)lo = 0u(m7, o0 (V)]0 +mZ 1, (v)]o) <O (4.54)

De plus, si les sous-systémes sont plongés dans des champs différents hs et hy, la condition
pour laquelle le profil d’aimantation apparait non monotone est donnée explicitement par :

tanh (%(hs _ 1)) + tanh @s(hs + 1)> < tanh @b(hb _ 1)> + tanh @”(hb + 1)) (4.55)
On constate que cette condition est satisfaite dés que l'on fait le choix Ts = 0 et hy < 1 [68].
Sur la figure (4.6) est tracé le profil d’aimantation transverse de la chaine X X dans le cas
T, =1,T; =0 et hy = hy = 0.9. On note que le comportement de I’aimantation transverse
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est linéaire dans la région |z/t| < vy, m%, 4(v) =~ m%y, (0) + pv avec une pente p fonction de
la température 1/6, et du champ h

_tanh (%(h - 1)) + tanh (%(h + 1))

o (4.56)

p:

Dans la région |x/t| < vy, ol le profil est linéaire, le courant d’aimantation transverse est

: , p| (22 ,
Fr0(0) = i, 00) = 5 (3) 7, avee i, o(v) < 0. (4.57)
La valeur du courant d’aimantation est évidemment négative traduisant le fait que le ’ai-
mantation transite de la région de forte aimantation vers la région de faible aimantation. En
terme de particules fermioniques, on dira que le courant de particule s’écoule du réservoir le
plus dense vers le réservoir le moins peuplé.

0.4

Fic. 4.6 — Courbes numériques du profil d’aimantation pour les temps ¢ = 125, 250 et 375
en champs h = 0.9, avec T, = 1, T, = 0.

A haute température (T, >> 1 et T;, >> 1), le comportement d’une interface séparant
deux sous-systémes s’obtient facilement en développant & l’ordre dominant (4.16) dans (4.21)
ce qui conduit &

mz, 1, (¢, 1) = (Fy * (m7, 7.)0) (), (4.58)
ott (m7, 1, )o est le profil initial donné par
(M, 1 )o(x) = H(=2)m7, + H(x)my, (4.59)

On retrouve naturellement la fonction de Green F?(z) = % 3(11’_% obtenue précédemment

dans le cas d’un état initial complétement factorisé (eq. 3.36). On le comprend aisément en
notant qu’a haute température ’énergie d’agitation thermique, grande devant I’énergie de
liaison, découple les spins de la chaine.

Dans la région causale, le profil d’aimantation est

z

my +my  mip —m
my, 7, (z/t) = & 5 o T - T arcsin (%) . (4.60)
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La fonction de Green FY(x) = f.(z/t)/t étant une fonction homogéne de degré 1, elle obéit
a I’équation d’Euler que ’on peut écrire sous la forme d’une équation de continuité :

O F(z) + 0, (%Ff(x)) ~0. (4.61)

Par définition, la fonction de Green étant la réponse magnétique (transverse) impulsionnelle,
cette derniére équation nous permet d’identifer un courant impulsionnel j;(z,t) = z/tF?(x)
et ’on montre aisément que le courant associé a 1’état initial mg(x) est simplement donné
par le produit de convolution (j; * m§)(z) soit

. mz _mz €T 2
I (@ft) = == [1— (t) : (4.62)

Au voisinage de Vorigine, x/t < 1 le profil d’aimantation transverse est donc linéaire et un
courant constant, au premier ordre en z/t, lui est associé tel que

7,1, (v) = =0um7, 1, (v) . (4.63)

En définissant le courant d’énergie comme J = —hj?/2 ainsi que I’énergie par site E(v) =
—hm7, 1 (v)/2, on obtient

J > =0, E(v). (4.64)

b) L’analyse du front d’onde est simple & prendre en compte dans la situation ou
0Op reste & zéro alors que lon fait varier la température du "systéme". On constate nu-
mériquement que la structure en escalier, présente dans le profil d’aimantation, persiste a
température finie mais avec un moment magnétique porté par chaque marche fonction de la
température et du champ p(hf3;) = tanh (8sh/2), suggérant la relation suivante :

R +1 tFux Os

Les résultats numeériques obtenus par diagonalisation exacte et représentés sur la figure (4.7),
pour différents temps et valeurs du champs h, confirment parfaitement la forme d’échelle
(4.65).

11 est intéressant de noter que u(hgGs) correspond & I'aimantation moyenne d’un spin isolé,
plongé dans un champ h a la température 1/8s. On comprendre la relaxation du systéme
comme la détente brutale d’'un gaz de spins libres. Les spins, initialement confinés sur la
droite du systéme, se propagent dans le "bain". Chaque marche d’aimantation du front
d’onde est associée a la propagation d’un spin d’aimantation u(hgs).
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Fic. 4.7 — Courbes numériques du front d’onde se propageant dans le "bain" pour les champs
h=1 h=0.75 et h = 0.5, aux temps t = 125, 250 et 375 & la température T, = 1.

4.5 Etude du modéle d’Ising critique

De la méme fagon que précédemment, nous présentons ici, un moyen simple d’obtenir la
fonction de Green du modéle d’Ising, associée & la dynamique du profil d’aimantation dans
le cas d’un bain & température infinie et d’un systéme préparé a la température Ts = 1/ 0.
Avec les hypotheéses suivantes :

m?(0,t) = mf, /2 (4.66)

et

1 1
Gi(x) = = (%) ,avec ¢g(v)=0, pour |v|>1, (4.67)
v

et en utilisant ’équation (13.22), on obtient pour la densité d’aimantation au niveau de
I’interface

™

0 w/2 z
m*(0,1) = / v g(v) = /0 D in (0) tanh (8, sin0) % (4.68)

Un changement de variable approprié conduit & ’égalité suivante :
0 0 1
/ dv g(v) = / dv — tanh (ﬂs Vv1- v2) . (4.69)
—1 -1 i

Par identification, on obtient

g(v) = %tanh (ﬁsx/ 1- vg) . (4.70)

Dans la limite d’un systéme préparé a température nulle (5; — oo) on retrouve la fonction
porte de I’équation (4.15) dont une démonstration rigoureuse est donnée en appendice.
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4.5.1 A température nulle

Dans la limite d’un systéme préparé a température nulle la fonction de Green associée a
I'évolution de 'aimantation transverse est donnée par G¢(x) = 1/(m5t)g(x/t) avec

gla/t) = %H (x/2t). (4.71)

ou II est la fonction caractéristique de lintervalle [—1/2,1/2]. Le profil d’aimantation est
obtenu par l'intégration de la fonction de Green et conduit & un comportement linéaire de
I’aimantation transverse dans la région causale. L’aimantation prend la forme d’échelle :

z
my

m®(z,t) = 5

(®(x/t) +1), (4.72)

avec la fonction d’échelle ®(v), telle que ®(—v) = —P®(v) et

v O<ov<l1
D (v) :{ 1 o1 . (4.73)

0.8— —

0.2

L L L
0 200 400
/t

FiG. 4.8 — Courbes numériques du profil d’aimantation pour les temps ¢ = 0 (noir), ¢t = 125
(cercles), 250 (carrés) et 375 (triangles) en champs h = 1, avec T} = oo, T = 0.

L’aimantation transverse est tracée sur la figure (4.8) pour différents temps. Les résul-
tats numériques indiquent clairement que I’excés initial d’aimantation du & la 'interface ne
coutribue pas significativement au profil asymptotique. En effet, d’aprés (4.72) seule la contri-
bution de volume de "aimantation transverse est conservée au cours du temps tandis que
celle associée a 'interface (présence initialement de deux bords libres) est perdue. En décom-
posant la densité d’aimantation sur ces deux contributions m?(z,t) = m*V (z/t) +m**(z, 1),
la variation de ’aimantation totale & l'instant ¢ est donnée par la perte de la contribution
de linterface dans la région = < ¢, comme schématisé sur la figure (4.9). On a

AMZ*(t) = M (t) — M**(0) ~ — /0 t dx m**(z,0) (4.74)

ot 'on a tenu compte de la conservation du terme de volume (9;M*" = 0).
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Fic. 4.9 — Schéma du profil d’aimantation au niveau de 'interface. La partie dissipée de
I’aimantation est essentiellement donnée par I’aimantation de surface, intégrée dans la région
x < t. La causalité impose ici m**(x,t) = m*"(z,0) pour les z > t.

La dérivée temporelle de 'aimantation totale est donc donnée par le profil initial de
I’aimantation de surface :

O M*(t) = O;AM=(t) = —m*'(t,0). (4.75)

Ce résultat est parfaitement validé par les données numériques représentées sur la figure
(4.10). L’accord parfait entre les courbes numérique et la conjecture (4.75) nous permet
d’affirmer que seule la contribution de volume est conservée, alors que la contribution de
I'interface & I'aimantation est dissipée.

— m®t,0)
o -d M(t) / dt

0.05

P T T B
100 150 200 250 300
t

0 50 100 1?0 200 250 300

F1a. 4.10 — Dans le graphique principal est représenté —9;M*(t) ainsi que le profil d’ai-
mantation initial m**(¢,0), accord entre les courbes est excellent. Dans I'insert est tracé la
variation de 'aimantation AM?#(t) en fonction du temps.

Le courant d’aimantation transverse est obtenu comme précédemment dans le cas X X
par convolution du courant impulsionnel j? = z/tG(x) avec le profil initial m¥ H (z), condui-
sant a
_my

4

Flat) =5 w) =~V (1 —?) ol <1 (4.76)

et zéro autrement. Au voisinage de ’origine (pour les temps longs), a 'ordre dominant en

x/t on obtient
1
77 (v) =~ —581)1712(1)) (4.77)
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reliant le courant & I'aimantation. Asymptotiquement, dans la limite t — oo le systéme
se retrouve localement dans un état stationnaire hors de 1’équilibre traversé par un courant
constant (& 'ordre dominant) et avec une aimantation m3, /2 qui est la moyenne arithmétique
des aimantations d’équilibre du bain et du systéme.

4.5.2 A hautes températures

Le comportement d’une interface séparant deux sous-systémes préparés a hautes tempé-
ratures est obtenu, comme précédemment, en utilisant la relation

mi, 1, (2/t) = mi, o (¢/t) +m, p (x/1).

La fonction de Green est donnée explicitement par g(v), elle devient a haute température et
a I’ordre dominant

9(v) = = tanb (0T /02) = ~ /T~ /0P, (4.78)

Une fois de plus on retrouve la fonction de Green (eq. 3.36) associée & un état initial com-
plétement factorisé. En effet il vient :

(G, (&) > —— 2 B,/ T— (@ /D)7, (4.79)

tmg,
ou miz, =~ /2, de sorte que (Gy)r,(z) = 2F}. Finalement
mé, z.(2,1) = (2B « (m§, 2. )0) @), (4.50
ott (m7%, 1, )o est le profil initial donnée par
(m,,1,)o(x) = H(=x)m7, + H(z)mz,. (4.81)

Dans la région causale, le profil et le courant d’aimantation sont

mi + m? min —m5 2
i = P PRI (e (7)1 (7))
2 N 2 3/2
o (olt) = —getmg, =) (1- (5)°) (1.52)

Dans la région |z/t] << 1, le courant est relié & 'aimantation par la relation :

. 1 5
ITy, 1, = *gavab,Ts (v). (4.83)

4.6 Etat stationnaire

Lors de la mise en contact de sous-systémes préparés & des températures différentes, les
propriétés de I’état stationnaire, obtenu dans la limite asymptotique ¢ — oo, ont été ana-
lysées [31, 32, 33, 34, 36, 37, 38]. Plus particuliérement, 1’état stationnaire est obtenu en
laissant évoluer une chaine formée de deux sous-systémes semi-infinis mis en contact par
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Iintermédiaire d’un sous-systéme de taille L,. Les sous-systémes sont initialement thermali-
sés aux températures 1/3r, 1/8, et 1/8r (de gauche & droite sur la figure 4.11). L’ensemble
des sous-systémes est décrit par ’hamiltonien HXY du modéle XY et I’on note Hy, H, et
Hpy Phamiltonien de chaque sous-systéme.

Fi1G. 4.11 — Schéma de la mise en contact de deux sous-systémes semi-infinis, par 'inter-
meédiaire d’un block de taille L. De gauche & droite, les sous-systémes sont préparés aux
températures 1/06r,, 1/8; et 1/8g.

Dans ce contexte, les fonctions de corrélations ainsi que la production d’entropie dans
létat stationnaire ont été étudiées [35, 36]. Il a été démontré que l'état stationnaire est
indépendant de (§, ainsi que de la taille L, du sous-systéme connectant les deux bains. Ainsi
la situation Ly = 0 correspond a l’étude réalisée sur les modéles X X et Ising dans les
sections précédentes. En particulier, il a été démontré que 1’état stationnaire est décrit par
Iopérateur densité

pst X exp (—0Hg), avec [= @, (4.84)
avec
5 _
Hst = HXY + BHJ, avec 6= w, (485)
ou H; est un terme d’interaction & longue portée de type courant de la forme :
1 7. T T
Hy = %k(n —m)(SYm — Si) (4.86)
et
S = OhOr 1 O 10, (4.87)
ot k est la transformée de Fourier de k(¢) définie par
k(q) = egsign(2hsing — (1 — £?) sin 2q). (4.88)

1/2 et 1’énergie des excitations associées au

On rappelle ici que ¢, = ((h — cos q)? 4 k% sin? q)
modéle XY

Dans ’état stationnaire, nous montrons facilement (bien que cela ne soit pas explicite-
ment écrit de la sorte dans [36]) que le profil d’aimantation transverse est plat et qu’il est
donné par
mi. +mg,

m®(x) = 5 (4.89)
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ot évidemment m7 est I'aimantation transverse d’équilibre pour une température 7. Par
ailleurs, un courant d’aimantation non nul traverse le systéme :

m i /) = i (0) = i s (0) + 5%, 0) (4.90)
- / dv v (g7, (v) — gr. (v)) (4.91)

ot gr(v) est donnée par les équations (4.16) et (4.70) pour les modéles X X et Ising. La
encore, ce résultat n’apparait pas explicitement dans la référence [36]. Notons que lorsque
0 = 0 le systéme relaxe vers I'état d’équilibre, avec évidemment j7. . = 0. Dans le cas du
modeéle X X on obtient, aprés quelques efforts, la moyenne de 'opérateur courant, calculée
a partir de I’état stationnaire proposé par W. Aschbacher [36] :

j%b,Ts = j%b,oo +j§o,T57 (492)
avec
= /Tf df sin f tanh é(h —cosf) (4.93)
]OO’TS B 2w 0 2 ’ :

qui, sous le changement de variable v = Jg(h — cos #) = sin# conduit & 'expression (4.90).
Dans le cas du modéle d’Ising, il est cependant impossible de définir un opérateur courant
associé a I’aimantation puisque [H, M*] # 0. Néanmoins, dans la limite continue, on vérifie
que l’opérateur courant d’énergie du modéle d’Ising j15"9(z) est lié & 'opérateur du courant
d’aimantation du modéle X X par la relation

XX
; x
jészng(m>:_]z 2( ) (494)
Au point critique, I’aimantation transverse et les corrélations (oo, ) contribuent avec la
meéme intensité ; on suppose alors ’égalité ate{;j,’jg = Opelsin9 avec
; 1 ; 1
I I
Cink” (1) = =g {onon)(t), e (n,t) = =5 {o7) (). (4.95)

La relation de continuité pour la densité d’énergie e(z,t) devient :
1
oym?(z,t) + §8wjfx(x, t) = 0. (4.96)
De sorte que, la moyenne de l'opérateur courant d’aimantation du modéle X X doit nous

permettre d’obtenir la moyenne du courant d’aimantation transverse du modéle d’Ising &
un facteur 1/2 prés. Finalement on vérifie

ITy 1. = JTy.00 T Joo,Tss (4.97)
avec 1 1 -
Jior, = =ji X = [ db sinftanh(Bsin(0/2)), (4.98)
2 27T 0

de sorte que sous le changement de variable v = cos(6/2), on obtient ’expression (4.90) avec
1

g(v) = —tanh(6v/ 1 — v?). (4.99)
7r
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Finalement il est toujours possible d’écrire ’aimantation et le courant sous la forme :

Mo, / d;QTT{UZp(@} (4.100)
0
. 1 [™df
Jaom, = 5/ — Oge(0)Tr{cp(0)}, (4.101)
o T

ou €(f) est le spectre des excitations (avec pour XX, ¢(0) = h — cosf) et ou p() est la
matrice densité d’un mode

o(0) = 229) exp (3e(6)/2). (4.102)

L’aimantation étant reliée a la densité de particules & travers la relation 02 = 2cf,c, —1, il est
commode d’interpréter ces résultats en terme de fermions. Ainsi, I’on constate que la densité
de particules dans ’état stationnaire est simplement la somme de la densité de particules de
chaque mode libre. De méme, le courant dans 1’état stationnaire est la somme des courants
associées aux modes libres, qui est donnée par j(0) = v(0)7n(0), avec 7(0) = Tr{c*p(0)}.

Alors que le profil d’aimantation est plat dans la limite asymptotique c’est le terme
d’interaction H; qui est a 'origine du courant d’aimantation traversant le systéme. En effet
certains éléments de H; sont associés au flux d’énergie ¢, et ¢r s’échappant des bains L et
R. A titre d’exemple on donne ¢g défini comme :

¢r = —i[HXY Hpg]. (4.103)
Ainsi ¢ s’exprime en fonction des opérateurs S*Y et SY-* :

1+k2, . = 14k . 11—k yo
R = S (SL;?{LSH - Sz;,LSH) - h( 2 SL;Z{LSH T 9 S%S,L.a—l) - (4.104)

Il est alors possible de définir la production d’entropie dans ’état stationnaire comme

Ep = Br{or)st + Br(OR)sts (4.105)

avec (¢r)st + (Or)st = 0. Il a été démontré que la production d’entropie est positive [39] et
en particulier on peut réécrire la production d’entropie sous la forme :

Ep =20(¢r)st = 0. (4.106)

Ainsi lorsque § > 0 le flux d’énergie s’écoule du réservoir le plus chaud vers le réservoir plus
froid.

L’entropie de von Neumann calculée sur une block de n spins dans I’état stationnaire est
caractérisée par la moyenne des température 3 ainsi que par ’écart en température §. On
définit ’entropie dans ’état stationnaire comme :

Sp,5(n) = Tr{psi(n)Inpse(n)}, (4.107)

oll ps¢(n) est la matrice densité réduite obtenue en tracant sur les degrés de liberté extérieurs
au block considéré psi(n) = Tregi{pst}. Dans la limite n — oo, pour 0 < 6 < 8 < o0,
I’entropie croit linéairement avec la taille du block considéré :

Ss.5(n) = Cgsn+ O(n), avec C>0. (4.108)
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Il a été démontré que l'entropie dans I’état stationnaire est strictement plus grande que
Pentropie d’un systéme a ’équilibre a la température 3, ce qui ce traduit par ’'inégalité
suivante :

Cg,s > Cspo. (4.109)

Ce résultat ne s’applique pas si ['un des sous-systémes est préparé a température nulle. Dans
ce cas le comportement de ’entropie de von Neumann dépend fortement des corrélations
spatiales dans état fondamental. En particulier au point critique, lorsque la longueur de
corrélation diverge, ’entropie d’intrication croit comme le logarithme de n. L’étude du com-
portement de ’entropie lors de la mise en interaction de sous-systéme préparés dans I’état
fondamental est effectuée dans le chapitre 3.

4.7 Conclusion

Nous avons étudiés analytiquement et numériquement 1’évolution temporelle générée par
la mise en interaction de sous systémes thermalisés & des températures différentes. Une
analyse du cas complétement factorisé (chapitre 3), largement étudié au préalable, nous
a permit de saisir le comportement général induit par un état spatialement inhomogéne
et de mettre en exergue, les fonctions d’échelles associées & l'aimantation transverse ainsi
qu’a la fonction de Green. Nous avons noté, dans le cas du modeéle d’Ising, partant d’un
état complétement factorisé, que le systéme atteint (aprés un régime transitoire) un état
ou l'aimantation est conservée. Dans le chapitre 4 nous somme entré dans le coeur du
probléme en étudiant la relaxation d’une interface séparant deux sous-sytémes préparés
aux températures T, et T,. Dans un premier temps, lorsque la température du bain est
infinie (T, = o0), nous avons obtenu de facon exacte la fonction de Green associée au
profil d’aimantation transverse, dans les cas XX (Vh, VTy) et Ising critique (h = 1) a
température nulle (7's = 0). Ainsi le profil d’aimantation & linstant ¢ est donné par le
produit de convolution

mi, 1, (x/t) = ((Gi)r, *mg) (x). (4.110)

Nous avons proposé une méthode simple permettant d’obtenir les fonctions de Green exactes
des modéles X X et Ising et avons ainsi généralisé notre étude dans le cas d’un bain préparé
a température finie. Dans ce cas précis nous avons montré que le profil ainsi que le courant
d’aimantation sont fonction de la variable d’échelle x/t. En particulier nous avons mis en
évidence que ’étude d’un probléme & deux températures (T, T,) se raméne, grace aux
égalités suivantes

miy, , (€/t) = ma, oo (@/t) + mE p (€/1)  Ji, 7, (/1) = 7, 00 (/) + 5 1. (2/1),

a I’étude du probléme a une température.

Une analyse du modéle X X a montré, & température nulle (Ts = 0) et pour les champs h > 1,
que le comportement de I’aimantation transverse était simplement donnée par ’analyse du
cas complétement factorisé. Cependant, dans la région i < 1, nous avons mis en évidence, la
présence d’un profil plat d’aimantation, localisé au centre du systéme dans la région |z| < vy,
définie par la vitesse associée au premier état excité v, = /1 — h2. Dans cette situation
nous avons obtenu exactement, les formes d’échelle des courant et profil d’aimantation. Une
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étude numérique de l'effet de la température nous a permis d’analyser les propriétés du
front d’onde, conduisant a interpréter la relaxation de l'interface comme la détente brutale
d’un gaz de spins. L’agitation thermique détruisant les corrélations, une étude analytique
du comportement & haute température conduit a la fonction de Green du cas complétement
factorisé, nous permettant d’obtenir les formes d’échelle des profil et courant d’aimantation
et de lier ces quantités, lorsque localement, 1’état du systéme s’approche de I’état stationnaire
(lz/t] << 1).

L’étude du modeéle d’Ising a montré que le systéme présente, a température nulle (T = 0),
un profil d’aimantation linéaire dans la région causale. En particulier, nous avons obtenu,
le profil d’aimantation en ne considérant que la contribution de volume et avons pu vérifier
numériquement, que la contribution due a 'interface était dissipée dans le secteur énergétique
formé par les corrélations (o7;07 | ;). Nous avons obtenu, dans la limite hautes températures,
les fonctions d’échelles du probléme.

Finalement nos résultats nous permettent de sonder les propriétés du systéme proche de
Iétat stationnaire (Jz/t| << 1) et en particulier de retrouver les résultats obtenus par W.
Aschbacher [36], validant ainsi la méthode (simpliste), proposée pour obtenir la fonction
de Green, notamment dans le cas du modéle d’Ising. Ainsi dans la limite asymptotique,
le systéme rejoint un état stationnaire, traversé par un courant d’aimantation, le profil
d’aimantation est constant, donné par la moyenne des aimantations du systéme et du bain.

50



Chapitre 5

Relaxation d’un sous-systéme de
taille finie

A présent nous étudions la relaxation d’un sous-systéme de taille L,, préparé a tempé-
rature 1/0;, en contact, par ses deux extrémités, avec un bain préparé a haute température
(By = 0). Les résultats, obtenus dans la section précédente, peuvent étre interprétés dans
ce contexte, décrivant le comportement des interfaces dans le cas 1 << t << L. L’état
stationnaire est I’état d’équilibre imposé par les bains et la matrice densité ps; est simple-
ment donnée par (4.84) avec 6 = 0. Nous analysons ici la relaxation du systéme vers 'état
stationnaire pour les temps t >> L.

Dans la limite Ly >> 1, la contribution de l'interface est négligée. Le profil d’aimanta-
tion & linstant ¢ est donné par le produit de convolution (4.11). En ne considérant que la
contribution de volume, le profil d’aimantation & l’instant initial est

2 . T 1 —1/2<v<1)/2
m*(z,0) = m{ 11 (Ls) ) II(v) = { 0 1/2 < [ol, (5.1)
conduisant dans la limite des temps longs ¢t >> L, a :
L T
g ) ~ 22 (7) . 5.2
m* (e, ) =~ g (5 (52)
Le courant d’aimantation est simplement donné dans la limite asymptotique par
Lix /z
() ~ 222 (f) 5.3
ety = =22 (5 (53)

et 'on note que que j* est une fonction impaire, traduisant ainsi la présence d’une source
d’aimantation (donc de courant) au centre du systéme.
La densité d’aimantation de la partie "systéme" m*(t) définie comme :

L./2 g,
m*(t) = / de m*(z,t) (5.4)

est alors

2G1(0). (5.5)



La relaxation de 'aimantation transverse est alors algébrique. Le coefficient dépend explici-
tement de la fonction de Green du modele considéré. Les modéles X X et Ising sont traités
successivement.

5.1 Etude du modéle XX

5.1.1 A température nulle

Dans le cas d’un systéme préparé a température nulle (75 = 0) il est une fois encore,
nécessaire, de séparer les régions h < 1 et h > 1.
Dans la région h > 1, nous retrouvons le comportement obtenu dans le cas d’un systéme
préparé dans un état complétement factorisé :

2|5

m*(t) ~ (5.6)
Un calcul explicite montre qu’il convient de distinguer les régions t < Ly et ¢t > L. La limite
T = L, est le temps nécessaire aux excitations les plus rapides pour traverser le systéme de
taille L. On obtient :

— 2pt/L, t<rt

WO =Y 2t - 28 (1L @) r< 6.1

Pour les champs h < 1, la fonction de Green s’annule en x = 0 imposant ainsi M*(t) = 0,
dans la limite t >> L. Nous en concluons que ’aimantation de la partie "systéme" s’annule
en un temps fini 7,,. La valeur de 75, correspond au temps nécessaire, aux excitations de
vitesse v, = v/ 1 — h2, pour traverser le systéme. Il s’en suit 7, = L;/v/1 — h?. Le calcul
exact met clairement en évidence le role des échelles de temps 7 et 73 :

mi, — 2ht/L, t<r
m*(t) =4 mi — 2 arccos (Ls/t) — 2t/ L, (h —4/1- (Ls/t)Q) T<t<T (5.8)
0 ™ < t.

On constate sur la figure (5.1) un accord satisfaisant entre les courbes numériques et ana-
lytiques. Pour toute valeur du champs h, la relaxation de I'aimantation est linéaire pour les
temps t < 7.
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F1G. 5.1 — Densité de ’aimantation transverse pour différentes valeurs du champ (de haut
en bas) h =1, 0.75 et 0.5.

Cependant ces résultats ne sont valides que dans la limite Ly — oco. Pour un "systéme"
de taille finie des corrections apparaissent dans la fonction de Green de sorte que Gy(x) =
(g(x/t) + O(1/Ls))/tm%,. Conduisant dans la limite des temps longs 4 :

_f LJrt+0(/t) h>1

m(t) ~ { o(/t)  h<l (5.9)

Ainsi, bien que le caractére algébrique de la relaxation persiste dans la région critique, on
note que le rapport M7 _,(t)/Mf~(t) est d’ordre 1/L,. C’est dans ce sens que la relaxation
est plus rapide, pour les champs h < 1, puisque indépendante de la taille du sous "systéme".
Notons que la vitesse associée au premier état excité est nulle pour les h > 1 alors que pour
les champs h < 1 la vitesse associée est v(ky) = v/1 — h2.

Ces deux régimes sont le reflet du changement de la relation de dispersion au passage du
point h = 1. En effet pour les champs h > 1 la relation de dispersion a une forme parabolique
en(q) =~ h—1+¢? alors qu’ elle devient linéaire pour les h < 1, €5(q) =~ |¢—arccos(h)|v/1 — h2.

5.1.2 A température non nulle

Il est possible d’obtenir le comportement de I’aimantation d’un "systéme" préparé a
la température Ty # 0 (le bain reste & T, = oo). En utilisant la fonction de Green vue
précédemment, on obtient & I’ordre dominant :

m*(t) oc 22 <tanh (ﬁ;(h _ 1)) + tanh (%(h + 1))) . (5.10)

27t

Pour les champs h < 1 il subsiste une signature du caractére plus rapide de la relaxation.
En effet dans la limite des températures suffisamment basses (Ts << 1) on obtient

L
m*(t) —: exp (—0s(1 —h)). (5.11)
s
Il est alors possible de définir une température limite Tj telle que pour T' < T}, on retrouve
une densité d’aimantation indépendante de la taille du "systéme". Cette quantité est
1—h

Ty = AT (5.12)
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5.2 Etude du modéle d’Ising critique

Nous calculons ici le profil d’aimantation exact lors de la relaxation d’un sous-systéme
de taille finie L, préparé a la température T. Le "systéme" est en interaction avec deux
"bains" & température infinie (7, = 00). On vérifie, dans la limite des temps longs, lorsque
Pon trace m?*(z,t) en fonction de la variable z/t, que le profil d’aimantation est donné par
la fonction de Green (5.2). A température nulle, pour les temps ¢ > Ly, le calcul conduit & :

1
? = — 1
m*(z,) = — (1), (5.13)
avec ¢(—x,t) = ¢(z,t) et
Ls 0<z<t—Ls/2
Y(x,t) =< Ls/2+t—x t—Lg/2<x<t+Ls/2 (5.14)
0 x>t+ Ls/2.

L’aimantation transverse est tracée figure (5.2) pour différents temps. Le profil d’aimantation
est indépendant de z (m® = L,/nt) dans la région |z| < t — Ls/2. Sur un domaine de
taille L,, ’aimantation décroit linéairement vers zéro. La pente dans la région linéaire est
0:m*(x,t) = 1/mt. Lorsque I'on trace la fonction ) (x,t) en fonction de la variable d’échelle
x/t, la largueur associée a la région linéaire décroit comme Ls/t. Ainsi, a la frontiére entre
les régions causale et acausale, la fonction 1 passe de Lg & zéro sur un domaine de taille
L4/t. De sorte que 9 (x,t) tracée en fonction de la variable x/t conduit, pour ¢ — oo, a la
fonction porte, imposée par la fonction de Green

. X X
lim ¢ (7,t> = LTI (7) . (5.15)
t—o0 t t
0.2— ‘ ‘ ‘ ‘ 1 R AR
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Fic. 5.2 — Graphique de gauche : évolution de I’aimantation transverse lors de la mise en
contact d’un sous systéme de taille Ly = 50 préparé & température nulle, avec deux "bains"
A température infinie. Les courbes sont tracées pour les temps ¢ = 100, 200, 300 et ¢ = 400.
Graphique de droite : Profil d’aimantation en fonction de la variable d’échelle x/t.

Comme dans le modéle X X, la décroissance de I’aimantation totale du systéme est
algébrique, M*(t)/Ls = Ls/nt. L’effet de la température est simplement pris en compte par
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le terme tanh(3s) conduisant & :

M* L
Ls(t) = =% tanh(B,) = Lam§ G (0). (5.16)

On vérifie que la fonction de Green, & température finie (75 # 0), obtenue précédemment
sur des arguments simples, nous donne accés au profil d’aimantation dans ce cas précis.
On a tracé, figure (5.3), le profil d’aimantation transverse calculé numériquement, & partir
d’une diagonalisation exacte de ’hamiltonien, ainsi que le résultat analytique donné par les
équations (4.70) et (5.2). L’accord entre les courbes est tout a fait satisfaisant.

-400 400

FiG. 5.3 — Evolution de 'aimantation transverse lors de la mise en contact d’un sous systéme
de taille Ly = 50 préparé a la température Ts = 1, avec deux "bain" & température infinie.
On compare ici les résultats numériques obtenus pour les temps ¢ = 100, 200, 300 et ¢ = 400
avec la forme analytique.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons examiné la relaxation de ’aimantation lors de la mise en
interaction d’un systéme de taille finie L, avec deux bains préparés a haute température
(T, = 00). Dans la limite des temps longs ¢ >> L, >> 1 nous avons montré que les profils
d’aimantation et de courant sont simplement donnés par la fonction de Green. Nous avons
étudié en particulier, I’évolution de la densité d’aimantation définie sur le systéme m?(t), qui
dans la limite asymptotique est simplement donnée par la valeur de la fonction de Green en
x =0 (m*(t) x G¢(0)). Ainsi pour le modéle X X & température nulle, nous avons constaté
un changement conséquent de la relaxation du systéme dépendant de l'intensité du champ
magnétique h. Le calcul exact, en champ fort h > 1, nous a permis de mettre en évidence
Iexistence d’une unique échelle de temps 7 = L, de sorte que pour les temps ¢ < 7 la
relaxation de 'aimantation est linéaire puis algébrique pour les temps ¢ > 7. Cependant,
dans la région critique, h < 1, nous avons mis en évidence ’existence d’une seconde échelle
de temps 7, = L, /vy, associée a la vitesse de la premiére excitation, de sorte que pour les
temps ¢ > 7, 'aimantation dans le systéme est nulle & 'ordre dominant. Finalement une
étude du modeéle d’Ising critique a montré que le profil d’aimantation, tracé en fonction de
la variable d’échelle xz/t, converge effectivement vers la fonction de Green. Cette analyse a
été étendue en considérant 'effet de la température, nous avons alors confronté les résultats
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analytiques aux courbes numériques, obtenues par diagonalisation exact. L’accord excellent
entre les courbes valide la fonction de Green des chapitres précédents.

56



Chapitre 6
Entropie d’intrication : Généralités

La notion d’intrication joue un réle important en mécanique quantique et permet, entre
autre, de mettre en évidence ’existence de transition de phase [81, 82, 83]. Ce chapitre traite
des propriétés de ’entropie d’intrication de systémes quantiques préparés a température
nulle. Dans une premiére partie, nous donnerons une interprétation de ce qu’est I’entropie
d’intrication en rappelant les principaux résultats de ces derniéres années. Dans un deuxiéme
temps, en se focalisant sur ’étude du modéle XY, nous reviendrons sur les propriétés de
la matrice densité réduite nous permettant le calcul de ’entropie d’intrication. Par la suite,
I’analyse de ’entropie d’intrication en fonction du champ h et du parameétre d’anisotropie
k nous permettra de reconstruire le diagramme de phase du modéle XY . Nous terminerons
I’étude de 'entropie d’intrication dans le chapitre suivant par une analyse réalisée en dehors
de I’équilibre, en portant notre attention sur les résultats obtenus en collaboration avec V.
Eisler, I. Peschel et D. Karevski [84], lors d’une trempe locale, dans la limite des temps
longs.

6.1 Généralités

L’existence d’une transition de phase & température nulle peut étre caractérisée par le
comportement de ’entropie d’intrication. Cette quantité, définie comme I’entropie de von
Neumann, mesure 'intrication entre sous-systémes. Sur un systéme donné, dans un espace de
dimension d, ’entropie d’intrication d’un block A (de rayon L 4) avec 'extérieur, est donnée
par 'entropie de von Neumann du block considéré et calculée & partir de la matrice densité
réduite p 4. Il est alors naturel d’attendre un changement du comportement de l'intrication
pour les longueurs L4 de 'ordre de la longueur de corrélation ¢. L’ensemble des propriétés
de A étant déterminé par la matrice densité réduite p 4, la structure et le spectre de p_4, ont
été analyseés, pour des systémes unidimensionnelle [85, 86, 87, 88, 89] et pour des systémes
de dimensions d > 1 [90].

De nombreux travaux, aussi bien analytiques que numériques ont été réalisées ces der-
niéres années clarifiant I’interprétation de 'entropie d’intrication [93, 95, 100]. Elle apparait
comme une mesure de intrication des degrés de liberté d’un sous-systéme A avec extérieur
B. Cette mesure se fait au travers de l'interface, séparant A et B, sur une longueur fixée
par la longueur de corrélation £. L'intrication apparait comme une quantité commune aux
sous-systémes. En dehors du point critique, en particulier lorsque £ << L 4, seuls les degrés
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de liberté proches de l'interface sont intriqués avec ’extérieur. L’entropie d’intrication est
alors proportionnelle & l'interface séparant les sous-systémes, vérifiant ainsi la loi des aires
[91] et la propriété de sous additivité [92].

A Tapproche du point critique, la longueur de corrélation diverge. Ainsi méme les de-
grés de liberté situés loin de l'interface sont intriqués avec ’extérieur, conduisant, pour les
systémes fermioniques, & une violation de la loi des aires [97, 98, 99, 100].

6.2 Entropie d’un systéme bipartite

Un systéme bi-partite est composé de deux sous-systéme A et B dont les espaces de
Hilbert sont H 4 et Hz, tels que ’espace de Hilbert total H est formé par le produit direct
H = Ha ® Hp. Par définition les sous-systémes A et B sont intriqués s’il est impossible
d’écrire ’état |x) du systéme sous la forme d’un produit direct :

x) # |24) ® |TF), (6.1)

ot |®A) et |TB) sont des états vivants respectivement dans les espaces de Hilbert H 4 et
Hp. Lentropie d’intrication E(]x)), d’un systéme préparé dans 1’état |y), est définie par
Pentropie de Von Neumann S(p_4) du sous-systéme A :

E(x)) = S(pa) = =Tr{paln(pa)}, (6.2)
ou p 4 est la matrice densité réduite du sous-systéme 4 définie par :
pa = Tr{[x)(x|}- (6.3)

On démontre facilement ’égalité suivante E(|x)) = S(pa) = S(pg), appuyant le fait que
Iintrication est une quantité commune aux sous-systémes. Pour cela on décompose 1’état
|x) sur les vecteurs |<I>;,“> et |\I/qB>, formant une base des espaces de Hilbert H 4 et Hp

Ix) = Zcp,q@ﬁ) ® ‘\I/q8>v (6.4)
P.q
nous permettant ainsi d’écrire la matrice densité totale sous la forme :
p= 3 108 W8 ) ey ach (B @ (VE (6.5)
,q,p",q’

En effectuant une trace partielle, sur les degrés de liberté de B (respectivement .4), on obtient
les éléments des matrices densités réduites p4 (respectivement pg)

(pa)pp = (CCT)p,p’ et (p8)gq = (g (6.6)
On vérifie alors, pour tout entier positif k 1’égalité Tr(p4)* = Tr(pp)*, imposant la relation :
S(p4) = S(ps). (6.7)

Notons que les notions d’intrication et de corrélation entre sous-systémes sont liées. En effet
pour un état non-intriqué, il est facile de montrer que les corrélations entre observables O 4
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et Op sont nulles alors que inversement, des systémes intriqués sont nécessairement dans
des états de corrélations non nulles. Prenons pour exemple les états |x(0)) définis par :

1X(0)) = cos | @) @ |TP) 4 sin | T4) @ |BB). (6.8)

Lorsque 6 = 0, I’état |x(0)) n’est pas un état intriqué et on vérifie ’absence de corrélations
entre les observables O 4 et Op :

(x(0)]0.4 ® Op[x(0)) = (x(0)|O4 @ 15[x(0)){(x(0)I.4 ® Op[x(0)) = 0. (6.9)

Lorsque le systéme est préparé dans 1’état |x(0)), la matrice densité réduite de A décrit un
mélange statistique d’états donné par :

pa = |D4)cos® 0D 4] + | T 4) sin? O(W 4]. (6.10)

L’entropie de Von Neumann est une mesure de l'information sur le mélange statistique et
on obtient dans ce cas :

S(pA):—(l—;xln<1;x>+1;xln(1;$)>, (6.11)

avec & = cos? 0 —sin? 6. Notons que 1’état d’intrication maximum S 4 = In 2 est obtenu pour
x =0 soit § = +7/4.

6.3 Entropie de von Neumann, sous extensivité

Ces derniéres années, différentes mesures de l'intrication ont été étudiées [101, 81, 102, 103]
[104, 105, 106, 107]. Nous ne considérons ici que ’entropie d’intrication de von Neumann
pour laquelle différents résultats analytiques ont déja été obtenus. Notamment lors de 1’étude
de systéme unidimensionnelle par des méthodes de théorie conforme, il a été montré que ’en-
tropie, d’un block de taille L 4, variait comme In L 4, le coefficient de proportionnalité étant
fixé par la charge centrale du modéle [99, 97]. Plus récemment les propriétés de lintrica-
tion dans des systémes désordonnés [108, 109, 110, 111] et apériodiques [112, 113] ont été
décrites.

A température nulle, les propriétés des systémes quantiques sont imposées par I’état
fondamental dont la structure est plus ou moins complexe, dépendant du systéme considéré.
L’intrication entre les états des blocks A et B conduit & une description statistique du sous-
systéme A (6.6). L’égalité S4 = Sp (6.7) traduit le fait que l'intrication est une propriété
commune aux sous-systémes [91]. On dira simplement que [’entropie est une fonction du
nombre de degrés de liberté dans A intriqués avec B. Notons que lorsque la longueur de
corrélation est finie, plus précisément lorsque £ << L4, les degrés de liberté intriqués sont
localisés au niveau de linterface séparant 4 et B. Ainsi le nombre de degrés de liberté
n.4 (respectivement np) dans le sous-systéme A (respectivement B), localisés au niveau de
Iinterface est :

ng =ngx QLj‘lg, (6.12)

ou 2 est la densité de degrés de liberté (supposée constante). Dés lors, ’entropie d’intrication
n’est pas une quantité extensive et ne peux dépendre que de 'interface séparant A et B. En
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notant o le nombre d’états accessibles par degré de liberté et en supposant ’ensemble des
états équiprobables, on obtient :

Sa=In(e") = QLZ(lgln 0. (6.13)

Lorsque £ << L4, la densité p ne dépend que de ¢ et vérifie nécessairement o(£) < go, ol g
est la dimension de ’espace de Hilbert associé & un degré de liberté. Finalement I’entropie
d’intrication est une quantité sous extensive, puisque proportionnelle & l'interface séparant

Aet B:
S4=8Spx LdAil. (6.14)

Cette propriété, commune a l’entropie des trous noirs [114, 115, 116, 117] est connue sous le
nom de "loi des aires" [93, 94, 118]. Silaloi des aires est valable en générale, le cas particulier
des systémes critiques conduit & une correction logarithmique. En effet, au point critique,
la longueur de corrélation £ diverge, I’ensemble des degrés de liberté de A est intriqué avec
Pextérieur et la loi des aires est violée [95, 96, 107, 98, 100]. L’entropie d’intrication est
alors donnée par :

Sa o< L% M n(L 4). (6.15)

6.4 Le cas de systémes unidimensionnels

Pour les systémes 1d, une théorie critique conforme & 1 + 1 dimensions [99] permet
d’obtenir le comportement de 'entropie d’intrication. Ainsi 'entropie S4(L.4) d’un block de
taille L 4 appartenant & un systéme de taille finie L, aux conditions de bords périodiques,
est donnée par :

c

Sa(La) = Ss(L—La)=5ln (m sin ()) +d, (6.16)

ou c est la charge centrale du modéle associé & la théorie conforme et B est le domaine
complémentaire de A. Dans la limite d’un systéme thermodynamique (L — c0), le systéme
est critique et on obtient :

L
Sa(Ly) = gln <aA) +d. (6.17)

Lorsque 'on s’écarte du point critique, on vérifie que I’entropie d’intrication est indépendante
de la taille du sous-systéme considéré et fixée par la longueur de corrélation :

c 3 /
Sq 31n (a) + . (6.18)
Finalement, en dehors du point critique, 'intrication est locale, se faisant sur la longueur
de corrélation . Une bonne approximation de la matrice densité totale p peut donc étre
obtenue en diagonalisant ’hamiltonien d’un sous-systéme, dont la taille est de 'ordre de la
longueur de corrélation. Ce résultat est habilement exploité dans une méthode du groupe
de renormalisation de la matrice densité [119)].
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L’entropie d’intrication d’un sous-systéme présentant la forme d’un peigne (fig. 6.1) a été
calculée sur les modéles unidimensionnels tels que le modéle X X [120]. Le block A considéré
est constitué de L 4 spins équidistants et ’on note p le nombre de liaisons séparant deux
spins voisins.

0o o o0 0 e e e 0 0 oo o p=1

00 o0 0 e o e0 e 0 e0 o 0o P=z

00 @000 0 0 ¢ 0 0e 0o pP=iI

F1a. 6.1 — Schéma des différentes géométrie du sous-systéme A (en noir), pour les p =1, 2
et 3.

Dans ce cas, I'entropie d’intrication S4(L 4,p) est donnée par :

Sa(La,p) =ei1(p)La+ea(p)lnLa+O(1), (6.19)

ol ey et eg sont fonction du champ magnétique extérieur et 0 < e;(p) < 1. En particulier,
lorsque le domaine A n’est constitué que d’un seul block (p = 1) on a e;(1) = 0 de sorte que
seul le terme logarithmique contribue dans 1’équation 6.19. Dans la limite p — oo, le block
A tend vers un ensemble L 4 spins indépendants, les coefficients e; et es sont alors

lim e;1(p) = Sa(1,1), et lim e3(p) =0, (6.20)
p*)OO p*}OO
ot S4(1,1) est entropie d’intrication d’un spin (L4 = 1). Ainsi chaque spin contribue
séparément et I’entropie d’intrication est simplement :

lim SA(La,p) = LaSa(1,1). (6.21)
p—00

6.5 Effet de la température, retour de ’extensivité

Lorsque le systéme est préparé dans un état de Gibbs, & température non nulle (T # 0),
le caractére extensif de I’entropie d’intrication est retrouvé [98]. Pour les systémes unidimen-
sionnels, une expression exacte, obtenue par une théorie conforme [99], nous donne I’entropie
d’intrication en fonction de la température. Ainsi dans la limite d’un systéme thermodyna-
mique, I’entropie d’un block de taille L 4 est

c G . o
Sa(La,B) = gln (m sinh (5)) +c, (6.22)
conduisant a 'extensivité dans la limite L 4 >> 1,
SA(LA,ﬁ):LAs—i—gln (i) +c), avec s:g%, et 5:%. (6.23)

Notons que le comportement d’un systéme critique est obtenu en prenant la limite g — oo
et conduit a ’équation (6.17).
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Ainsi, & température nulle, I’entropie de von Neumann est bien une mesure de l'intri-
cation. Il a d’ailleurs été démontré (& température nulle) que lintrication définie comme
I’entropie "valence bond" a le méme comportement asymptotique que ’entropie d’intrica-
tion [107]. Cette étude a été réalisée sur le modele d’Heisenberg antiferromagnétique dont
I'hamiltonien est H = >, ; J; ;8:iS; (Ji; > 0. L’entropie "valence bond" y est définie par
la relation SYZ(|¥)) = In(2).na(]¥)), ot na(|¥) est le nombre d’état singulets qui tra-
verse 'interface entre A et B. C’est aussi le cas de ’entropie "single copy entanglement" F;
[121, 122], qui dans la limite asymptotique vérifie

L
lim Sa(La)

—— =2, 6.24
L—oco E1(Ly) ( )

ou F1(L,4) est donnée par la plus grande valeur propre w; de la matrice densité réduite
de A, E1(La) = In(1/wq). Cependant, & température finie, 'entropie d’intrication n’est
pas une mesure satisfaisante de l'intrication entre sous-systémes. En effet, ’entropie de von
Neumann ne permet par de distinguer les contributions de ’intrication et de la température
4 la description statistique de la matrice densité réduite.

6.6 Entropie d’intrication et chaines de spins quantiques

Dans cette section nous étudions le comportement de ’entropie d’intrication de chaines
de spins quantiques définies par le modéle XY. Lorsque la chaine est préparée & température
nulle, la matrice densité réduite d’un sous-systéme A est caractérisée par un état gaussien.
L’état du systéme peut donc étre complétement déterminé par I’ensemble de ses corrélateurs
a deux points (') T ) [123, 124]. La méthode utilisée pour obtenir une mesure de I'entropie
d’intrication repose sur ce résultat. Dans un premier temps, nous présentons les éléments
permettant d’arriver & ce résultat. Puis, en définissant ’ensemble des corrélateurs & deux
points, nous verrons explicitement comment obtenir I’entropie d’intrication. Finalement, une
analyse des propriétés de l'intrication nous permettra de reconstruire le diagramme de phase
du modele XY

6.6.1 La matrice densité réduite

La matrice densité réduite de modéles intégrables, fermioniques et bosoniques, a été le
sujet de recherches récentes. Cet opérateur joue un role central dans le cadre de 1’étude de
Pentropie d’intrication mais aussi dans ’étude du groupe de renormalisation de la matrice
densité (DMRG) [119]. Ainsi pour un systéme, décrit par ’hamiltonien H du modéle XY,
préparé dans l’état fondamental |Uy), il a été montré que la matrice densité réduite, d’un
sous-systéme connexe A, prenait la forme [85, 86, 87, 88, 90] :

pa o< exp(—H), (6.25)

ot H est hamiltonien effectif de A, dont 'atout majeur est d’étre intégrable. Nous exposons
ici, le fil conducteur de la démonstration effectuée dans la référence [86] conduisant au
résultat (6.25). Sous la transformation de Jordan-Wigner I’hamiltonien du modele XY (eq.
1.1) prend la forme :

L
1
H=>" (chi,jcj + 5(«:;UBZ,J-(:} + h.c.)) , (6.26)

ij=1
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otl les opérateurs ¢!, et c, sont les opérateurs créations et annihilation de fermions sur le
site n, définis par :

n—1 n—1
en = [[(=0})(oh —ic¥) et cf =[[(~07) (0% +ic). (6.27)
Jj=1 j=1

Puisque H est un opérateur hermitien, les matrices A et B sont respectivement symétrique
et antisymétrique. Notons que les opérateurs fermioniques sont reliés aux opérateurs de
Cliffords définis (eq. 1.5) par les équations

2¢, = IL+1I2
2¢f = T} -T2 (6.28)

L’hamiltonien est finalement diagonalisé sous la transformation canonique suivante [1] :

Mg = Z (gq»ncn + hq,ncjl) ) (6.29)

n

conduisant a :
1
H=> e ning—5), (6.30)
q

ot les valeurs propres €, sont données par les équations aux valeurs propres :
(A= B)(A+ B)¢g = €odg,  (A+ B)(A— By = €21y, (6.31)

avec ¢4 (n) = ggn+hgn €t Yg(n) = gg.n — hqn. La matrice densité totale du systéme préparé
dans I’état fondamental |¥g) tel que n,|¥o) = 0 Vg, est donnée par :

p = [To)(Ty| = P|OY(O|PT, avec P =|T) (0], (6.32)

ot |0) est I’état vide en terme de fermions de réseaux, de sorte que Vj, ¢;|0) = 0. L’opérateur
P s’exprime en fonction des opérateurs fermioniques cf, [86] :

1
P =Cexp (2 > Gn,mcjlcjn> , (6.33)

ou les éléments de G s’obtiennent en imposant 7,|¥o) = 0. La matrice densité réduite d’un
block A est alors obtenue en effectuant la trace sur les degrés de liberté extérieur. Pour cela
on utilise les états cohérents fermioniques |©), construits & partir de 'état vide |0) et des
variables de Grassmann 6,

|©) = 161,...,01) —exp( Zec> (6.34)

tels que

n|®) = 0,61,...,0L). (6.35)
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Ainsi la trace d’un opérateur O est donnée par :

Tr{0} = /d@*d@e_@*‘9<—®|(’)|®) avec  ©%.0 =Y 070;, (6.36)
J
oudo =1] ;d0; et nous permet d’écrire les éléments de matrice de pa4 comme :

(Clpalc) = [ d6rdoe®"(¢.—0lsic" 0). (6.37)

avec [() =|...,(jea,...) et |©) =|...,0;eB,...). En utilisant I’équation (6.32), 'intégrale
(6.37) reste quadratique en terme des variables de Grassmann et permet de reconstruire la
matrice densité réduite (voir [86] pour les détails de la démonstration) :

pa = |C*exp chai’jc} exp Zc}(lnﬁ)i’jcj exp Z—ciai’jcj , (6.38)

4.3 2 2

ot les matrices v et 3 (de dimension L 4 X L 4) sont définies par atA, a8 oBA et o8B ob-
tenues en décomposant la matrice G en quatre blocks, de sorte que I’élément G/, ,,, appartient
aatYsinecXetme) (X =A, B). Les définitions de a et 3 sont :

a=a 4 BB, f=ct'  avec c=atB(1-dPB)L. (6.39)
La matrice densité est diagonalisée sous une transformation de Bogoliubov :

L4

pPA = Kexp(fﬁ) = Kexp ( quf;ffq> , (6.40)

q=1

ou K est telle que Trpa = 1. Pour terminer, on exprime 'hamiltonien effectif H sous la
forme :

La
~ ~ 1 ~
H = Z (CIAi,jcj + §(CIBi7jC} + hC)) 5 (641)

ij=1

telle que les valeurs propres €, vérifient :

(A= B)(A+ B)dy = &°dg, (A+B)(A= By = &°U, (6.42)

avec

3q(n) = Fgin + ham:  Vq(n) = Faun — hgn (6.43)

ol g, et %q permettent la construction des opérateurs fermioniques fg et f, (comme dans
Péquation 6.29). Ainsi I’état qui caractérise le sous-systéme A est Gaussien. L’ensemble des
corrélateurs & deux points suffit & déterminer I’état du sous-systéme et permet d’obtenir
I’entropie d’intrication du block considéré.
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6.6.2 Corrélateurs des opérateurs de Clifford

Dans le cas du modéle XY [82, 123, 83], le résultat précédent implique qu’il est toujours
possible de réécrire la matrice densité de la fagon suivante :

2L 4

PA X XD (—H), avec H=— Z FnTn7mFm, (6.44)

n,m=1

ou I';, sont les opérateurs de Clifford appartenant au sous-systéme A. On rappelle que
Popérateur colonne I est défini par :

Iy
1
= FIE,{* . (6.45)

2
I
Afin d’obtenir I'entropie d’intrication du sous-systéme .4, on définit la matrice des corréla-
teurs C', de dimension 2L 4 X 2L 4, dont les éléments sont :

Crm = (TpTy) = (XITuTlx),  nom=1,...,2L4. (6.46)

Lorsque le systéme est dans un état propre de I’hamiltonien du modéle XY, la matrice des

corrélateurs prend la forme :
~ 0 P
C=1I ~ , 6.47
(5 7) (6a7)

ot P est une matrice de dimension L4 x L4 dont les éléments sont ﬁmm = ([LT2). Les
termes diagonaux sont donnés par l'identité puisque

(@) =m=1, v=12 (6.48)

On montre que les termes de la forme (I'VT% ) (v = 1,2 et n # m) sont égaux & zéro. En
particulier certains de ces termes peuvent étre interprétés comme des termes de courant,
nécessairement nuls & I’équilibre. En définissant les vecteurs propres V, de la matrice C
ainsi que les valeurs propres p, tels que :

- (3)

ot ®, et U, sont des vecteurs de dimension L 4 et
CVy = (1+pg)Vy, (6.50)

on obtient les relations suivantes, similaires aux équations obtenues dans le chapitre 1 (eq.
1.27) :

}S‘Ijq = Pq®q; ﬁT‘pq =pq¥q. (6.51)
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Ainsi pour chaque couple (pq,V,) ot p; > 0, correspond un couple (—py,Vy) pour lequel
&, =&, et ¥y = -V, Finalement dans la base formée par les opérateurs fermioniques f,
et f;f définis par :

La
1
fa=735 n; (@q(m)Ty, + Wi (m)I7,) (6.52)
la matrice C' est diagonale
Cra = 2(f{ frr) = Ok (1 4+ pi). (6.53)

Elle correspond & la matrice des corrélations de L 4 fermions sans interactions. L’hamiltonien
de la matrice densité réduite peut alors s’écrire comme ’hamiltonien de fermions libres :

. La 1
H:;Eq (f;fq— 2), (6.54)

dont le spectre des excitations ¢, est déterminé par la relation 2(f] f;) = 1 + p, et conduit

A
€q1n<1_pq). (6.55)

1+ pg

L’entropie d’intrication est la somme de ’entropie associée a chaque mode ¢

La

Sa(La)=Y_5, (6.56)

g=1

1 1 1-— 1-—
sq:_( zpq1n< J;I’Q)+ 2pqln< 2pq>). (6.57)

6.6.3 Le diagramme de phase du modéle XY

avec

L’étude de l'entropie d’intrication permet de redécouvrir le diagramme de phase du
modeéle XY. En effet, alors que ’entropie d’intrication, d’un block de taille L 4, sature pour
L4 > &, la présence d’un point critique est caractérisée par une divergence logarithmique
de V’entropie d’intrication. En considérant la limite thermodynamique du modéle XY il
convient d’étudier ’entropie maximum définie comme :

Smax = lim S_A(L_A). (658)
L p—o0
Nous présentons ici le comportement de I’entropie d’intrication S,,q, dans le cas du modéle
d’Tsing (k = 1), avant d’exposer les résultats obtenus dans la référence [124] en fonction des
paramétres de controle h et k (eq. 1.1).

Sur la ligne x = 1, lorsque h — 1, la longueur de corrélation diverge comme & = (1—h)~1,

ainsi ’entropie d’intrication & saturation est

1 1
Smal(hﬂl,ﬁzl)w—gln\l—M:61115. (6.59)
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Dans le phase paramagnétique (h > 1), lorsque le champ augmente, ’entropie d’intri-
cation décroit de fagon strictement monotone. En particulier dans la limite h — oo, 1’état
fondamental tend vers I’état homogéene et complétement factorisé [H+) =[] | 1) pour le-
quel les spins sont indépendants de sorte que Syq.(h — 0o,k =1) = 0.

Dans la région ferromagnétique (h < 1), lorsque le champ h diminue, 'entropie d’in-
trication décroit de fagon monotone et présente un minimum locale, en champ nul (h = 0),
pour lequel Syax = In2. En ce point, I’état fondamental est dégénéré et donné par les états
de Bell :

GS1(h =0,k =1))

TIC ) +1 L)

n

Tt =1 1a)). (6.60)

n

GSy(h =0,k =1))

Dans la référence [83] 'accent est mis sur les courbes, du plan (h, k), d’entropie constante.
Ainsi le point qui caractérise le modéle d’Ising en champ nul (0, 1) appartient au cercle défini
par h? + k% = 1. Sur ce cercle, I’entropie présente un minimum locale Sy, = In2 puisque
I’état fondamental est dégénéré, donné par un produit direct d’états locaux :

GS1) = [](cosO] 1) +sind] |,,))

n

GSy) = ] (cosb| 1n) —sinf] 1)), (6.61)

n

avec cos?(20) = (1 —k)/(1+ k). Ainsi, cette ligne sépare la région h? + k2 > 1 pour laquelle
l'intrication entre spins est dite paralléle, de la région h? + k2 < 1 o l'intrication entre spins
est dite antiparallele. Voir figure (6.2) et la référence [106].

K

- >+ >

h=1 h
F1G. 6.2 — Ligne d’entropie minimum dans le diagramme de phase du modéle XY. La ligne

h? + k% = 1 sépare les régions d’intrication paralléle et antiparalléle.

Dans la région paramagnétique, les courbes d’entropie constante sont des hyperboles,
définies par le paramétre «g, dont I’équation est :

2
h* — (:) =1, 0<kg< oo (6.62)
0

Dans la région ferromagnétique, les courbes d’entropie constante sont des ellipses, dont
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I’équation est :

2
2 + (:) =1, 0< ko< oo (6.63)
0

Notons que ces équations ne permettent pas d’obtenir ’entropie d’intrication au point (h =
1,k = 0). En effet, ce point est le point d’intersection de toutes les courbes d’entropie
constante. Il correspond aussi & l'intersection de la ligne critique h = 1 et de la région
critique (k =0, h < 1).

Il est possible d’approcher les points critiques, de facon particuliére, en cherchant & faire
tendre les ellipses vers les lignes critiques. Pour cela il convient de prendre les limites ko — 0
et ko9 — 00. Ainsi, & 'approche du segment critique (k = 0, h < 1), 'entropie d’intrication
diverge :

Siax(h < L= 0) =~ 10 (5) + o (1= 2). (6.64)

De méme en approchant la ligne critique h = 1, il vient :

Sumax(h — 17, k) = —é In(1 = h2) + = In (f)

37\2
1 1
Smax(h — 17, k) = ~5 In(h? — 1) + ;I (4r) , (6.65)

Il est intéressant de noter, au passage de la ligne critique h = 1, que la différence AS, définie
comme

AS = hH(l) (Smax(h =14¢,K) — Smax(h =1—¢€,K)), (6.66)

est donnée par AS = In2. Ainsi la variation d’entropie au passage de la ligne critique h = 1
est une signature de la transition entre les phases paramagnétiques et ferromagnétiques.
Remarquons que AS = In Né;) —In NC(;S) ou Ngg) (respectivement Nc(;;)) correspond a la
dégénérescence de ’état fondamental dans la régions h > 1 (respectivement h < 1).

L’analyse du diagramme de phase se termine en notant que, dans la phase paramagné-
tique, pour toute valeur de x, I’entropie présente un minimum absolu lorsque h — oo.
L’étude de 'entropie d’intrication & saturation a permis de mettre en évidence la présence de
points critiques (V k, h =1 et k =0,V h < 1), mais aussi 'existence du champ de factorisa-
tion hy = v/1 — k2 [106, 125], pour lequel ’entropie d’intrication est minimum. Notons que
pour 'ensemble des points (hy, <) l'entropie d’intrication S(L4,p) calculée sur un peigne
(voir figure 6.1) est indépendante de L4 et de p S(L 4, p) = In2, puisque ’état fondamental
est deux fois dégénéré et complétement factorisé.
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Chapitre 7

Evolution de 'entropie
d’intrication dans les systémes
hors de I’équilibre

Alors que les propriétés de 'entropie d’intrication sont de mieux en mieux comprises
dans le cadre de I’équilibre, les recherches se tournent actuellement vers ’étude de son com-
portement en dehors de ’équilibre. Différent travaux dont ’étude porte sur la propagation
de Dintrication ont été réalisés [126, 127, 128, 129, 130, 131] en considérant, par exemple,
un état initial dont l'intrication est localisée. On peut imaginer préparer une chaine de spins
dans létat | 1), a I'exception de deux spins voisins que 'on prépare dans un état intriqué.
L’interaction d’échange entre spins va permettre la propagation de l'intrication le long de
la chaine. L’intrication entre deux sites m et m et le reste de la chaine est alors mesurée
par l'entropie de Von Neumann & partir de la matrice densité réduite & deux sites py, m.
La propagation de l'intrication peut étre balistique, dans le cas de systéme homogéne, ou
diffusive dans le cas de systéme désordonné. Un autre scénario hors équilibre possible est
obtenu lors d’une trempe : dans cette situation le systéme est préparé dans un état propre
de '’hamiltonien Hj puis brutalement plongé sous un champ extérieur h. L’hamiltonien qui
gouverne la dynamique est alors modifié et entraine le systéme en dehors de 1’équilibre.
Dans la section qui suit nous présenterons la méthode que nous avons utilisée afin d’obte-
nir I’entropie d’intrication de chaines quantiques en dehors de 1’état d’équilibre. Puis nous
reviendrons sur quelques résultats obtenus lors d’une trempe globale avant d’analyser le cas
associé & une trempe locale. Dans cette derniére partie nous confirmerons les prédictions de
la théorie conforme par des calculs numériques exactes et I’on analysera le comportement
de ’entropie d’intrication dans la limite des temps longs.

7.1 L’entropie d’intrication du modéle XY
Notons que la méthode utilisée est exactement calquée sur celle conduisant a I’entropie

d’intrication & ’équilibre. Ainsi lorsque le systéme est hors de I’équilibre 'entropie d’intri-
cation s’obtient & partir des fonctions de corrélations. Pour un systéme fini, de taille £, la
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dynamique de la matrice C, formée par les corrélateurs & deux points, est (eq. 3.19) :
C(t) = R(t)C(0)RI(t). (7.1)

Le comportement de I’entropie d’intrication est obtenu a partir des corrélateurs des opéra-
teurs de Clifford du block A considéré. Ainsi on construit la matrice C(t) (de dimension
2L 4 X 2L 4) contenant les corrélateurs du sous-systéme 4. Comme dans le cas d’un systéme
a l’équilibre, entropie d’intrication est obtenue grace aux valeurs propres 1 + p,(t) de la
matrice C(t),

Spa(t) = S4(t), (7.2)

avec

S,(t) = — (H?(t) In (HS‘I(t)) +1 *ng In (1 gq(t)» . (7.3)

7.2 Le cas d’une trempe globale

P. Calabrese et J. Cardy ont étudié, lors d’une trempe, I’évolution de 'intrication d’un
systéme unidimensionnel décrit par une théorie conforme critique [132]. Le systéme est
préparé dans ’état fondamental (|1)p,)) de 'hamiltonien H(hg), et brutalement placé sous
champ h # hy. La dynamique du systéme est alors gouvernée par H(h) et I’état du systéme
évolue suivant 1’équation :

[9no) (t) = exp(—itH (h))|1n, ) (0). (7.4)

Pour ne citer que les résultats principaux on donne ici le comportement de I’entropie d’intri-
cation obtenue par la théorie conforme. Ainsi, pour toutes valeurs de hq et h # hg, I’entropie
d’intrication d’un block de taille L 4 & I'instant ¢ est :

ct t<LA/2
SLA(t) 0.8 { CL_A t> L,A, (75)

ou ¢ est la charge centrale associée & la théorie conforme. Les régions ¢ < L4/2 et t > L4/2
sont & distinguer. Notons que le caractére extensif de I’entropie d’intrication est retrouvé
pour les temps ¢t > L 4/2 alors que Ientropie croit linéairement pour les temps ¢ < L 4/2.
Le temps associé au changement de régime t* = L 4/2 correspond au temps nécessaire aux
excitations (de vitesse v = 1), partant des deux extrémités du block, pour ce rejoindre au
centre du sous systéme. L’étude du modeéle d’Heisenberg [133], défini par ’hamiltonien

H(A) =7 (0707, + oY%, + Adjoi,)), (7.6)
J

vient confirmer ce résultat. Lors d’une trempe brutale Ag — A Dentropie d’intrication croit
linéairement :

SA(t) ~ Jt, t<t* (7.7)
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et sature pour les temps ¢ > t*. Le temps caractéristique ¢* est défini par L4/2v(A) ou
v(A) est la vitesse des excitations (v = ey /0k|k=0). Une interprétation satisfaisante du
comportement de S4(t), permettant de comprendre le résultat (7.5), est donnée par P.
Calabrese et J. Cardy [132] en considérant que les excitations véhiculent 'intrication entre
degrés de liberté. L’entropie d’intrication étant alors supposée proportionnelle aux nombres
de paires de quasi particules intriquées, les degrés de libertés en x € A et y € B sont intriqués
si les excitations d’une méme paire, émise en un point z, arrivent simultanément en x et y.
Ainsi ’entropie d’intrication croit linéairement pour les temps ¢t < ¢t*. Au temps ¢t = L 4/2, les
excitations ont recouvert I’ensemble du block et I'intrication est maximale. Le cas du modéle
d’Heisenberg désordonné a aussi été étudié numériquement [133], la propagation des quasi
particules y est plus lente et conduit & 1’évolution logarithmique donnée par S4(t) ~ In(t).

7.3 Le cas d’une trempe locale

Différentes études ont été menées [84, 135, 136] lors de trempe locale, c’est a dire
lors d’une variation brutale mais localisée de ’hamiltonien. Un tel protocole consiste, par
exemple, en "application d’un champs sur un site 7, ou en la modification du terme d’échange
entre deux spins voisins. La variation locale de I’hamiltonien a un effet d’autant plus fort
que la dimensionnalité du systéme est faible. Ainsi & une dimension, annuler une interaction
entre proche voisin, ou au contraire ajouter une interaction revient a sectionner le systéme
ou 4 joindre deux sous-systémes initialement indépendants. Dans le premier cas, lorsque ’on
sectionne le systéme en deux blocks A et B, 'entropie d’intrication initiale est conservée.
En effet la dynamique associée au block A (respectivement B) est unitaire, gouvernée par
Popérateur d’évolution U4(t) (respectivement Up(t)), avec

Ua(t) =exp(—itH4), et Ug(t) = exp(—itHg), (7.8)

ou Hy4 (respectivement Hg) est ’hamiltonien du block A (respectivement B) décrit par
le modéle XY (eq. 1.1). Ainsi S4(t) = Sg(t) = S4(0) = Sg(0). En revanche, lors de la
mise en contact de blocks initialement sans interaction, ’entropie d’intrication présente une
évolution. Dans la premiére section nous exposerons les résultats obtenues par V. Eisler
[135] et P. Calabrese [136] sur I’évolution de ’entropie d’intrication lors d’une trempe locale
effectuée sur un systéme infini. Dans un deuxiéme temps, nous étudierons le comportement
de l'entropie d’intrication lors de la mise en contact d’un block de taille finie avec un sous-
systéme infini [84].

7.3.1 Sur un systéme infini

V. Eisler et I. Peschel [135] ont étudié 'entropie de la chaine X X présentant initialement
un défaut localisé sur une liaison n. Dans cette situation le systéme est préparé dans 1’état
fondamental associé & H(a) :

1

H(a) = - Z(l —adjn)(0joi +ofol ), a€[0,1]. (7.9)
J

Puis, pour les temps ¢t > 0, la dynamique est gouvernée par I’hamiltonien homogéne H(a =
0).
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A
y

défaut

Fi1G. 7.1 — Schéma d’un block de taille Ly d’un systéme infinie, préparé dans un état pré-
sentant un défaut.

Les distances séparant le défaut, localisé en n, des bords gauche et droit du block sont

respectivement notées L; et Lo. On vérifie que 'entropie d’intrication reste constante pour
les temps ¢ < ¢; ~ min(L;, Ly). Ce temps correspond au temps nécessaire aux excitations,
initialement localisées sur le défaut, pour atteindre l'interface la plus proche. L’analyse du
spectre de ’hamiltonien effectif H, défini & travers la matrice densité réduite (6.25), montre
que les valeurs propres €, restent constantes pour les temps ¢ < ¢;.
Pour les temps ¢t > t; presque toutes les valeur propres €, convergent rapidement vers une
valeur d’équilibre ey. Seule une valeur €,,(t) dite "anormale", présente une évolution lente,
€an(t) =~ In(t/7). Il est intéressant de constater que pour les temps t tels que €qn(t) = €41
les valeurs propres e, et €,41 échangent leurs role comme schématisé figure (7.2). L’ensemble
des excitations étant constant a I’exception de €., ’évolution de ’entropie d’intrication est
déterminée par le comportement de la valeur propre anormale.

€ q+l(t) = &an(t)

ef) = £ —

FIG. 7.2 — Schéma de I’évolution des excitations. Lorsque €4(t) = €4n(t) = €441 les excitations
€4 €t €441 échangent leurs role.

Pour les temps ¢ > t1, I’entropie croit rapidement et la valeur maximale de ’entropie
d’intrication Sy, est atteinte pour les temps de 'ordre de ¢o ~ max(L1, Lo). La différence
Simaz — Soo €8t

Smaz — Seo = c(a)In L4 + k(a), (7.10)
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ou c(a) et k(a) sont fonction de lintensité associée au défaut, avec en particulier ¢(0) =
k(0) = 0 et out Sy correspond a la valeur d’équilibre dans un systéme sans défaut. Finalement
on observe, pour les temps ¢ >> t5, une relaxation lente vers S,,. Les résultats numériques
permettent d’écrire I’entropie d’intrication sous la forme :

_ SLA(()) t <t
Seal®) _{ Soo+alBt+2 ¢ >> 1,

oll a et b sont des constantes. Le cas particulier obtenu lorsque le défaut est localisé sur
une interface du block A, conduit & une évolution immédiate de ’entropie d’intrication. Un
premier résultat est obtenu [135] par analogie avec les propriétés d’équilibre d’un systéme
présentant un défaut localisé [137]. En considérant que effet de la dynamique est de trans-
porter le défaut dans le systéme, les auteurs de [135] obtiennent I’expression suivante de
I’entropie d’intrication :
Co C1 C2

Spa(t) = 3 InLa+ 3 In(t/La)+ 5 In(1—t/La)+k, (7.11)
ou toutes les constantes ¢y, ¢, ¢ et k sont fonction de I'intensité du défaut.
P. Calabrese et J. Cardy ont obtenu une expression exacte dans le cas précis d’un défaut
d’intensité a = 1, correspondant & la coupure dans la chaine a 'instant initial. Ils ont montré
que la dynamique obtenue par la mise en contact de deux sous-systémes quantiques unidi-
mensionnels, pouvait étre décrite par une théorie quantique des champs [136]. L’entropie
d’intrication, d’un block de taille L 4 est étudiée dans cette situation et des résultats ana-
lytiques sont obtenus dans différents cas. Pour n’en citer que deux, nous exposons ici les
résultats obtenues sur ’entropie d’intrication de la région x > [ (situation 1 de la figure 7.3)
et dans le cas correspondant au probléme étudié par V. Eisler et I. Peschel [135] (situation
2 de la figure 7.3).

1
1 Hyi
I
2 [—
I-A

FiG. 7.3 — L’entropie d’intrication est étudiée dans deux cas. 1 - le block considéré est semi
infini dans le sous-systéme de droite. 2 - le block considéré est de taille finie et le défaut est
situé sur une des interfaces.

Situation 1. L’entropie d’intrication de la région A (x > 1) est :

_ (¢/6)Inl+ cst t <t
50 = { (¢/6)In (2 — 12) + est &> t*. (7.12)
L’interprétation de ces résultats est simple. Pour les temps ¢t < t* = [, les excitations générées
au niveau de 'interface n’ont pas encore atteint le block A et I’entropie reste constante. Cette
constante correspond & l'entropie d’équilibre d’un block de taille I ne présentant qu’une
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interface. En effet, les sous-systémes de gauche et de droite étant initialement déconnectés,
Pentropie de von Neumann de la région A mesure intrication entre les région B (0 < x < [)
et A. Ainsi a I'instant ¢ = 0, S4(0) = Sz(0) et puisque la mesure de l'intrication se fait
au travers de 'interface, il faut attendre ’arrivée des excitations en [ avant d’observer une
évolution temporelle. Ainsi pour les temps ¢t < t* on & Sa(t) = Sz(0). Pour les temps
t >> [ ’entropie est donnée par S(t) o In(t), 'intrication se fait a travers I'interface sur une
longueur &(t) = t.

Situation 2. Les résultats obtenues pour ¢ < L 4 sont :

c c t c t t
et

SLA(t):glnLA—i-cst pour t> Ly4. (7.14)

Cette situation correspond au probléme étudié par V. Eisler et I. Peschel, dont le résultat
est trés proche de I’équation (7.13). Seul le terme en 1+ ¢/L 4 est manquant. Cependant
la théorie conforme ne décrit pas la relaxation, observée numériquement dans la limite des
temps longs t >> L 4 [135].

7.3.2 Sur un systéme semi-infini

Comportement critique aux temps courts
La théorie conforme a permis de prédire le comportement de Ientropie d’intrication [136]
d’un block de taille finie L 4 que I’on vient ajouter & un systéme semi-infini (fig. 7.4). Dans
la région t < 2L 4 l’entropie d’intrication est

C

S (t) = 61n<

AL 4t
A% sin(rt /2L A)) + cst. (7.15)

™

Nous avons confirmé ce résultat [84] par I’étude numérique exacte de I’entropie d’intrication
sur les chaines X X en champ nul et Ising en champ critique. L’équation (7.15) se généralise
dans le cas de la mise en contact d’un block (de taille finie L 4), par ses deux extrémités, a
deux systémes semi-infinis :

Sp.(t) = gln <2LAt sin(wt/LA)> + cst. (7.16)

Le préfacteur est multiplié par 2 puisque A présente deux interfaces avec I'extérieur. Dans
le cas semi-infini, les excitations se propagent en un temps ¢t = L4 jusqu’au bord libre sur
lequel elles se réfléchissent avant de quitter le block A4 au bout d’un temps ¢t = 2L 4. Pour
le sous-systéme présentant deux interfaces, les excitations quittent le systéme & l’instant
t = L4, de sorte que le temps caractéristique t* = 2L 4 est remplacé par t* = L4 dans la
géométrie infinie.
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Fic. 7.4 — On étudie ’entropie d’intrication du sous-systéme fini, lors de la mise en contact
avec l’extérieur. Dans un premier cas l'interaction ne se fait que sur I'un des bords. Dans la
situation suivante, le contact se fait aux deux extrémités.

Nous généralisons, a la situation hors équilibre, le résultat obtenu par Igloi et al. [13§],
faisant le lien entre ’entropie d’intrication du modéle XY en champs nul et du modéle
d’Tsing en champ critique (Ic). Sous une transformation duale, ’hamiltonien du modéle XY
en champs nul, peut étre décomposé en une somme de deux hamiltoniens indépendants H’!
et H'? décrits par le modéle d’Ising. Pour cela on définit les opérateurs de sites :

2n—1 2n—1
x,1l __ x x,2 __ Y
seot=1[ of, sp?2=1]] o (7.17)
j=1 j=1
z,1l Y Y 2,2 _ T x
Sn = 02p-192n> 5% =02p—102n" (7‘18)

Ainsi I’hamiltonien du modéle XY en champs nul devient

HXY(h=0)= % (H"' + H"?), (7.19)
avec [HI1, HI2] =0 et
1 L/2—1 J L/2
Hiy = -3 > LLSptsml - 7@’25:;1, (7.20)
L N
Hip = -3 > g,Sprse - ;Zs;’? (7.21)
n=1 n=1

A Dinstant t = 0, le systéme est divisé en deux blocks sans interaction et préparé dans ’état
fondamental, formé par le produit direct

[0).auB = [Po)a ® |Po) 5, (7.22)

ol [Dg) 4 et |Pg)p sont les états fondamentaux de chaque block A et B, se décomposant sur
les deux hamiltoniens d’Ising H'-! et H:? de sorte que :

|®0) v = |Bo) it @ |®0) 57, X = A,B, (7.23)

ol |<I>0>£{’j est I’état fondamental de ’hamiltonien d’Ising H'+ (j = 1,2) défini dans le bloc
X. Puisque que [H'}, H?] = 0, 'opérateur d’évolution du modéle XY se factorise sous la
forme :

UXY (1) = UL (t/2)UT2(t/2) (7.24)
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et I’état du systéme au temps ¢
|Bo) aus(t) = [o)" (1/2) @ |o)"?(t/2), (7.25)

avec |o) 17 (t/2) = UL (t/2)|®0) ) @ |®o) g’ (j = 1,2). En tracant sur les degrés de liberté
de B, la matrice densité réduite du block A est

pAY (1) = Pl (t/2) @ pl2(t/2), (7.26)
conduisant & ’entropie d’intrication :
Si(j/(t) = Séj/z(t/Z) + Sﬁf/g(tﬂ)- (7.27)

Dans le cas isotrope J, = J, = 1/2, les deux chaines d’Ising sont identiques et critiques, il
suit :

S () = 251°, 12 (t/2). (7.28)

Les résultats qui suivent sont tous associés au modéle X X (sauf mention contraire) dans
le cas semi-infini et se généralisent simplement & la géométrie infinie et au modéle d’Ising
critique.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

F1G. 7.5 — Evolution de l'entropie d’intrication pour les temps ¢/2 < L4 = 60. Les résultats
numériques sont en trait plein. Les résultats de la théorie conforme sont en pointillé. Ces
résultats sont obtenus pour une géométrie infinie (courbe du haut avec 7 = t/L 4) et pour
un systéme semi-infini (courbe du bas avec 7 =t/L 4).
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FiG. 7.6 — Entropie d’intrication d’un block de taille L4 = 40 pour les deux géométrie
présentées figure 7.4. Les lignes horizontales pointillées correspondent a la valeurs d’équilibre.

La comparaison des résultats numeériques et des prédictions analytiques, issues de la théo-
rie conforme est tout a fait satisfaisante, comme en atteste le graphique (7.5). L’ajustement
des résultats numériques par ’expression (7.15) conduit & ¢ ~ 0.993. La théorie conforme,
dans laquelle le spectre des excitations est linéaire, ne rend pas compte des oscillations pré-
sentent sur les graphiques (7.5), ainsi que du comportement dans la limite des temps longs
t > L 4. Ces effets sont des effets de réseau et sont associés & la relation de dispersion des
excitations.

Comportement critique aux temps longs
Le comportement pour les temps ¢ > 2L 4 indique une relaxation lente vers la valeur d’équi-
libre. Dans cette limite, ’entropie d’intrication décroit en 1/t comme indiqué sur la figure
(7.7) et présente une structure en escalier. Une analyse du spectre de la matrice densité ré-
duite permet de relier le comportement de ’entropie pour les ¢ > 2L 4 au comportement de
la valeur propre irréguliére €, (t). En effet, alors que ’ensemble des valeurs propres évolue
rapidement vers une constante, une seule d’entre elles (e, (t)) présente un comportement
lent, dépendant du temps. On constate, dans le domaine des temps tracés sur la figure (7.8),
que €4, (t) présente un plateau. D’autres plateaux apparaissent dans le comportement de
€qn(t) pour des valeurs du temps plus grandes qui ne sont pas inclues sur le graphique (7.8).
Ainsi entropie d’intrication est constante lorsque I’ensemble du spectre est constant, €4,
inclue. Les plateaux apparaissent aux temps 7,, défini par :

T, = La ~ M’ (7.29)

Un ™m

ou v, est la vitesse des excitations définie par :
Un, = Og€qlqn s avec e(q) = cos(q) (7.30)

et

™

=n—- =1,...,L4. 31
nLA+1, n s Lig (7.31)

qn

Notons que T}, correspond au temps nécessaire & une excitation de vitesse v,, pour parcourir
la distance L4 et non pour ressortir du block A.
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FiG. 7.7 — Entropie d’intrication pour les temps ¢ > 100 dans le cas d’une géométrie semi-
infinie. Les courbes sont tracées en fonction de ¢ (a gauche) et en fonction de L(L + 1)/7t
(& droite). La valeur d’équilibre Sy est soustraite.

()

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
In(1+t/ty)

Fic. 7.8 — Evolution temporelles du bas du spectre de I’hamiltonien effectif de la matrice
densité réduite, obtenue dans le cas de la géométrie semi-infinie, pour un block de taille
L4 = 40. Le paramétre tg est choisi de sorte que pour ¢t = 2L 4 il coincide avec I'unité sur
I’axe des abscisses.

En dehors du point critique

L’évolution de l'entropie d’intrication du modéle d’Ising dans la région paramagnétique
(h > 1) présente des similitudes avec le cas critique. Une fois de plus, il convient de distinguer
lestempst < 2L 4 et t > 2L 4. En effet pour les temps courts, 'entropie d’intrication présente
un plateau pour lequel S 4 est fonction du champ extérieur h, alors que pour les temps longs
t > 2L 4, Sa(t) relaxe lentement vers sa valeur d’équilibre.

Comportement aux temps courts

Pour les temps ¢ < L4 'entropie d’intrication oscille autour de la valeur du plateau S(h).
Cette derniére est fonction de la valeur du champ A mais est indépendante de L 4 pour
les L4 >> £. On note, comme dans le cas critique, la présence d’oscillations relativement
plus importantes (figure 7.11) puisque la valeur de S(h) est ici plus faible. On a pu vérifier
numériquement avec une trés bonne approximation (figure de droite 7.11), que S(h) était
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donnée par :
S(h) = V7So(h), (7.32)

ot Sy(h) correspond & lentropie d’intrication d’équilibre obtenue & saturation (L4 >> &)
en champs h [83, 139]. Une analyse détaillée des oscillations autour de S(h) montre que
Pamplitude de celles-ci décroit comme 1/t (figure 7.10) et que la période des oscillations est
fonction du champ extérieur h. Un étude de la transformée de Fourier de la fonction W ()
définie par :

W(t)

S(t) = /wSo(h) + — (7.33)
montre que les fréquences w4 qui dominent le comportement de I’entropie d’intrication sont
associées aux bornes du spectre €, du modéle d’Ising. Ainsi en notant e, = h+lete_ = h—1
les bornes supérieure et inférieure, on vérifie :

wy =€y Te_. (7.34)
Oun note que le poids associé a la fréquence wy = 2h est le plus important (figure 7.10) et 'on

vérifie la présence d’'un maximum associé & une fréquence w = 0. Ainsi & 'ordre dominant,
pour les temps t < 2L 4, ’entropie d’intrication est

S(t) = V7So(h) + é (1+ Bcos(2ht)), (7.35)

ou A et B sont des constantes dépendantes, & priori, de L 4 et de h.

T

. —nsm |
°er =)

0.5 —
0.4 B
0.3 —
0.2 -
0.1- -

0 | | | I | I | [ ‘ ‘ ‘ ‘

0 10 20 30 40 50 60 O 15 5 25 3 25
t h

Fi1c. 7.9 — A gauche : Plateau de ’entropie d’intrication de la chaine d’Ising non critique
dans le cas semi-infini avec L4 = 30, h = 1.4 (courbe du haut) et h = 2.6 (courbe du bas).
A droite : Valeurs du plateau de 'entropie d’intrication en fonction du champ h. La ligne
correspond a la valeur d’équilibre Sy(h) divisé par /7.
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Fia. 7.10 — Transformée de Fourier de la fonction W (t), pour h = 2.6. Le pic principal se
situe en wy = 2h = 5.2.

Comportement aux temps longs

Le comportement de I’entropie d’intrication pour les temps ¢ > 2L 4 est tracé figure (7.11).
Comme dans le cas critique, il semble que S(t) tende vers la valeur d’équilibre Sy. La
méthode utilisée permet d’obtenir le comportement de S(¢) jusqu’a des temps ¢ de l'ordre
de 300. Dans cette région le spectre de I’hamiltonien effectif différe franchement de la forme
asymptotique. Seule 'excitation la plus basse a convergé vers la valeur asymptotique [139),
alors que les excitations suivantes sont irréguliéres. Ainsi, il est délicat d’étudier en détail
le comportement de S(t) dans la limite des temps longs. Alors que ’on note, dans le cas
critique, la présence de paliers dans la relaxation de S(t), on constate ici, la présence de
noeuds (figure 7.11), qui comme précédemment apparaissent aux temps T, définis par :

Ly
T, = —=, 7.36
= (7.36)
avec v, = Og€qlq, €t
e(q) = /14 h2 + 2hcosq. (7.37)

Nous avons également noté [84] qu’il était possible d’obtenir une superposition approximative
des courbes de S(t) en fonction de t/L 4 (h fixé), impliquant une relaxation plus lente lorsque
la taille L4 du block considéré augmente.
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FiG. 7.11 — Evolution de ’entropie d’intrication de la chaine d’Ising non critique dans le
cas semi-infini avec L4 = 20. Les lignes horizontales pointillées indiquent le valeur du
plateau ainsi que la valeur d’équilibre. Les fléches indiquent les quatre temps les plus longs
T, =L/v,.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous somme penchés sur I’étude du comportement de I’entropie
d’intrication en dehors de 1’état d’équilibre, dans une situation qui correspond, 1a encore, a
la mise en interaction de sous-systémes voisins. Ce protocole est associé a une trempe locale,
c’est & dire & une variation brutale et localisée de I’hamiltonien. Notre étude s’est focalisée
sur le comportement de ’entropie d’intrication dans le cas d’'une géométrie semi-infinie. Nous
avons alors pu vérifier que le comportement de l'intrication est similaire au cas d’un systéme
présentant initialement un défaut [135]. Par une diagonalisation exacte des modéles Ising et
X X, nous avons alors confirmé le résultat obtenu par P. Calbrese et J. Cardy [136] dans
le cadre de la théorie conforme. Ce résultat est validé dans un premier régime de temps,
dont la longueur est fixée par la taille L, du block considéré et la vitesse de I'excitation la
plus rapide. Dans le cas d’un systéme critique, I’entropie d’intrication est donnée par une
fonction universelle logarithmique, alors qu’en dehors du point critique, 'entropie présente
un plateau dont la hauteur est reliée, avec un accord remarquable, & ’entropie d’équilibre
V7So(h). Il a également été possible de démontrer I'égalité suivante S7 X (t) = 25’&‘ 5(t/2),
liant ’entropie d’intrication des modéles d’Ising critique et X X en champ nul. L’analyse des
propriétés de l'intrication dans la limite des temps longs, révéle une relaxation algébrique
décorée par une structure en escalier, pour des temps T, fixés par la vitesse v,, des excitations
€,. Dans la limite asymptotique l’entropie du block considéré converge alors vers la valeur
d’équilibre. En dehors du point critique, I’étude numérique de l'intrication est plus difficile
mais indique clairement une relaxation lente de ’entropie d’intrication, 1a encore, décoré
par des oscillations dont les noeuds apparaissent en temps 7). En définitive, que le systéme
soit critique ou non, la relaxation vers ’état d’équilibre est systématiquement décorée. Ceci
apparait comme un effet de mémoire, associé au caractére discret des excitations dans le
block initialement de taille finie.

Finalement une analyse de I’entropie de von Neumann dans les situations correspondant aux
chapitres 3, 4 et 5 devrait compléter ces travaux. Dans le cas d’un systéme complétement
factorisé présentant une interface | 1]), I'entropie de von Neumann est effectivement une
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mesure de l'intrication. Cependant, dans la situation associée au chapitre 4, la température
vient alors dissimuler le comportement de 'intrication et seul le caractére entropique domine.
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Troisiéme partie

Systémes quantiques ouverts :
interactions répétées
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Un systéme quantique ouvert est un systéme en interaction avec, ce qui, par définition,

constitue I’environnement. Généralement, il est sous entendu que le systéme est plutot "pe-
tit" et "simple" face a 'environnement "grand" et "complexe". Le but d’une théorie des
systémes quantiques ouverts est de décrire le comportement du systéme, en tenant compte
des interactions avec I'extérieur. Lorsque le systéme est préparé dans un état quelconque,
Iinteraction avec l’extérieur induit généralement un évolution temporelle. On espére alors
vérifier la thermalisation du systéme et, dans les cas les plus simples, on souhaite pouvoir
montrer qu’il existe un unique état laissé invariant sous l'interaction avec ’environnement.
Si cet état est donné par ’état de Gibbs du systéme préparé a la température du bain,
nous oserons conclure naivement que la description du bain utilisée jusqu’alors est satis-
faisante. Cependant, de nombreuse questions sont encore sans réponses, par exemple, le
systéme converge-t-il vers ’état stationnaire quelque soit son état initial ? Et si tel est le cas,
a quelle vitesse la relaxation se fait elle, et comment cette derniére est fonction de la taille
du systéme ?
Pour une description de I’environnement dite "satisfaisante", on pourra chercher & épurer
la définition du bain en essayant d’identifier les ingrédients incontournables qui assurent la
thermalisation, la relaxation... Ces questions forment le coeur des interrogations de la théorie
des systémes quantiques ouverts.

Dans cette partie nous étudions un systéme quantique, décrit par le modéle XY, ou-
vert sur I’extérieur. La description que ’on donne de I’environnement est hamiltonienne et
consiste en l'interaction répétée du systéme avec le bain. Dans une premiére partie nous
deéfinirons le processus d’interactions répétées proposé par S. Attal. [146] et nous donnerons
les équations qui gouverne la dynamique du systéme. Dans un deuxiéme temps, lorsque le
systéme est décrit par le modéle XY, nous montrerons qu’il est possible de donner une
description compléte de I’état du systéme & partir des corrélateurs & deux points. Nous ob-
tiendrons, dans la limite continue, une nouvelle équation gouvernant ’évolution temporelle
de la matrice des corrélateurs. Aprés une étude analytique de la relaxation d’un modéle
jouet, nous exposerons les résultats numériques portant sur la relaxation de systéme de
grandes tailles.
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Chapitre 8

Interactions répétées

Dans la physique des systémes quantiques ouverts, il existe deux approches habituelle-
ment utilisées par les physiciens et mathématiciens : ’approche hamiltonienne et ’approche
markovienne [140, 141, 142].

Une description hamiltonienne consiste en 1’étude de la dynamique d’un "petit" systéme
en interaction avec I’environnement, tous deux décrits par les hamiltoniens H, et H;. L’en-
semble constitue un systéme fermé et la dynamique est réversible. L’enjeu consiste a se
restreindre au systéme en cherchant & obtenir I’équation d’évolution qui lui est associée.
L’approche markovienne consiste en 1’étude de I’évolution irréversible du systéme. L’in-
teraction avec le bain est décrite par une équation différentielle stochastique (équation de
Langevin quantique [143, 144]) ou par un générateur de Lindblad [145].

Le processus d’interactions répétées a récemment été proposé comme une description des
interactions d’un systéme quantique avec ’environnement [146, 147, 148]. Cette description
est a priori assez intuitive et, en ce sens, assez simple. Elle est le sujet de nombreuses études
récentes essentiellement mathématiques [150, 151, 152, 153, 154].

8.1 Description du processus d’interactions répétées

Le processus d’interactions répétées permet de décrire I'interaction d’un systéme, dont
I’hamiltonien est Hy, avec ’environnement , constitué de "copies" indépendantes et iden-
tiques, dont I’hamiltonien est H, (n € N*). On note Hy et H, (n € N*) les espaces de
Hilbert associés au systéme et & la "copie" n de I’environnement ainsi que

N*

I'’hamiltonien de I’environnement dont ’espace de Hilbert est donné par B = Q. H;. L'en-
semble systéme bain est initialement sans interaction et pour les temps ¢ < 0, ’hamiltonien
total est :

H(t<0)=Hy+ Hp. (8.2)

La matrice densité initiale p(0) est formée par le produit direct des matrices densité réduites,
associées au systéme ps(0) et au bain pg(0)

p(0) = ps(0) ® p5(0), (8.3)
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ot les copies de ’environnement sont préparées dans des états indépendants caractérisés par
7

ps =) p;- (8.4)
=

Par la suite nous supposerons que le systéme, ainsi que toutes les "copies" de I’environne-
ment, sont préparés dans un état de Gibbs, aux températures 1/ et 1/, tel que :

ps o exp(—fHo) et pyocexp(—fpHn) n€Nx. (8.5)

La description du bain correspond & celle d’un gaz parfait ou chaque "copie" n est associée
4 une "particule". Une image simple du processus d’interaction entre le bain et le systéme
consiste & supposer que l'interaction (systéme-bain) se fait lorsqu’une particule de 1’envi-
ronnement vient frapper la surface du systéme. Ainsi, lors d’un choc, (quand une particule
du bain interagit avec le systéme sur un intervalle de temps 7) une partie de 1’énergie de la
particule est cédée au systéme ou inversement. Aprés interaction, la particule est réfléechie
sur 'interface du systéme, laissant la place & une autre "copie" de ’environnement. Notons
que si le terme "particule" est employé ici, ¢’est uniquement pour appuyer l'analogie avec
le gaz parfait. Il n’est pas nécessaire de donner & ’hamiltonien H,, une structure simple
(Hs = C?), il est d’ailleurs possible d’y faire intervenir un grand nombre de degrés de li-
berté. La dynamique de I’ensemble est finalement déterminée par I’hamiltonien total H pour
les temps t > 0. Le processus d’interactions répétées est alors défini, sur chaque intervalle
de temps |(n — 1)7, n7], par Phamiltonien H décrivant I'interaction du systéme avec la ni¢me
copie de I’environnement, de sorte que :

H(t) = Ho+ Hon + Hp, t €](n — 1)1, n7], (8.6)

ou Hy, est le terme d’interaction couplant les degrés de liberté du systéme a ’extérieur.
L’opérateur qui gouverne 1’évolution temporelle sur cet intervalle de temps est

Ln(7) = Upn(r) @ [] U;(m). (8.7)
N*\n

ou Uy, est lopérateur d’évolution temporelle qui couple le systéme & la copie n et ou
HN*\n U; décrit I’évolution libre du reste de ’environnement. Ces opérateurs sont simple-
ment donnés par :

Uon(r) = e rtHottlontii) (88)

Uj(r) = e ™ jeN\n. (8.9)

e

Ainsi, Popérateur qui génére 1’évolution temporelle de 'instant ¢ = 0 & ¢ = n7 (soit aprés n
interactions avec le bain) est donné par le produit :

U(nr) = Lo(7) ... Ly(r)La(7) L1 (7). (8.10)

Finalement, dans la représentation de Schrodinger, la matrice densité a l'instant t = nr
s’écrit :

p(nt) = IU(nT),o(O)TU(nT)Jr = Ln(T)p((n — 1)7’)LIL(T)7 (8.11)
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alors que dans la représentation d’Heisenberg, pour une observable A, la dynamique est

A(nt) = Ul (n7)A(0)U(n7) = L (1) A((n — 1)7) La (7). (8.12)

i
(0

H)
t)

FiG. 8.1 — Schéma du processus d’interaction entre le systéme et ’environnement.

8.2 Equation d’évolution du systéme

Le processus d’interaction de ’ensemble systéme-environnement étant fixé, nous cher-
chons & obtenir une équation qui gouverne uniquement 1’évolution de la partie systéme.
Dans une premiére partie, en nous concentrant sur la matrice densité réduite du systéme pg
et en suivant les travaux de S. Attal [146, 147, 148, 149], on cherchera I’application nous
permettant d’obtenir la matrice densité ps & 'instant ¢t = n7. Dans un deuxiéme temps, nous
définirons ’équation d’évolution associée aux observables du systéme dans la représentation
d’Heisenberg, avant de discuter la situation correspondante & la limite continue 7 — 0.

8.2.1 Matrice densité réduite

Les propriétés du systéme sont données par la matrice densité réduite ps, obtenue en
effectuant la trace sur les degrés de liberté du bain. Ainsi, & linstant ¢ = n7, on a par
définition :

ps(nt) = Trg{p(nt)}. (8.13)
On montre facilement que ps(n7) est donnée par I’équation suivante :

pu(n7) = Tra {Uon(7) (ps (= 1)7) @ pa) US, (1)} (8.14)

ieme

ou T'r, définit la trace partielle effectuée sur les états de la n copie de I’environnement
et ol p, est la matrice densité qui caractérise ’état de cette copie. Puisque les copies de
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Penvironnement sont toutes préparées dans un méme mélange statistique défini par pp, on
a:

pa(n7) = Tr {U(7) [ps((n — 1)7) © p]UT(7)} (8.15)

ou l'indice n est volontairement omis. Pour poursuivre, il nous faut définir les vecteurs
propres de pp, notés |¢y), ainsi que les valeurs propres py de sorte que :

pvldr) = Pr|Pk), E=1,...,N =dim(H,). (8.16)

Ainsi dans la base {|S;) ® |¢x)}, ot ensemble des |S;) forment une base de l'espace de
Hilbert Ho, le produit direct p,((n — 1)7) ® py est donné par :

plps((nfl)T) ((0 : )
0 ops((n—1)7T
ps((n—1)7) ® py = e . . (817)

0 paps((n—1)7)

Enfin, en définissant les opérateurs Uij , vivant dans Hy, de sorte que

ur v ... pips 0 ultouyto
Ulps @)Ut = | U2 U2 0 paps oty (8.18)

)

on montre que la matrice densité réduite ps(n7) est donnée par I’action d’une application
complétement positive L,,, sur la matrice densité réduite a instant ¢t = (n — 1)7 :

pa(n7) = Ly, (ps((n — 1)7)), (8.19)
avec
N
L, (X) =Y pUSXU,T, (8.20)
q,k=1

ol pp, placé en indice, rappelle que I’évolution du systéme dépend de ’état du bain au travers
des valeurs propres pr. Finalement par itérations successives on obtient :

ps(n7) =L, (ps(0)). (8:21)

La dynamique d’une observable A, appartenant au systéme, est simplement obtenue en
notant que sa valeur moyenne est,

(AY(nT) = Try{Aps(n7)}. (8.22)
L’adjoint de L,, est défini grace au produit scalaire
(X,Y) =Tr, {XY'}, (8.23)
a travers la relation (X,1L,,Y) = (Lf X,Y). On obtient finalement
(A)(n7) = Tro {A(nT)ps(0)} = Trs {11 (A)ps(0) } (8.24)
avec
N
A(r) =L}, (A) = > pUFTAUY. (8.25)
q,k=1
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8.2.2 Limite continue

Le passage a la limite continue s’obtient en faisant tendre le temps d’interaction 7 vers
zéro. La démonstration des résultats dans cette limite est délicate et demande une analyse
rigoureuse. Nous exposons, sans démonstration, un des principaux résultats obtenus par
S. Attal [149], lorsque le bain est préparé dans un état propre |«). Ainsi ’équation (8.25)
devient :

N
A(r) =Li,(4) =) U AUy, (8.26)

q=1

puisque pi = 0 o. 1l a alors été démontré que I’équation discréte (8.25) conduit a I’équation
différentielle suivante :

O A(t) = LIA()), (8.27)

ou L est le générateur de Lindblad défini par :

1
L(X) =i[H, X] + 5 > (QLY*XLY — {L{*Le, X}), (8.28)
avec
a . Ug —1I a . Uza .
L = lli% pt et L = Thlr%) ﬁ, 1% a. (8.29)

Ainsi les solutions de I’équation discréte sont approchées, a I'ordre la plus bas, par ’équation
différentielle (8.27),

Lo (A(nt)) — A(nT)

~ L(A(nT)) + O(7). (8.30)
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Chapitre 9

Interactions répétées sur une
chaine XY

Dans la partie qui suit, le systéme ainsi que les copies de ’environnement sont modélisés
par I’hamiltonien du modéle XY, sur une chaine de longueur, L, pour le systéme et L; pour
chaque copie de 'environnement. Les hamiltoniens sont notés H7* et HiXY et donnés par :

L,
€T (E h 4
Hl)iy = -5 Z J (0n41)s +J§/(U%)S(JZ+1)S] 9 Z(Un)57 (9.1)
n=1
1 Ly—1 h Ly
x xT xT b z
Hl),(by = —N (2 Z [Jb (Uj)b(UnJrl)b + Ji?(UZ)b(Uzﬂ)b} 9 Z(Un)b> ; (9-2)
n=1 n=1

ou (0,); (j = s,b) sont les matrices de Pauli, décrivant les degrés de liberté de spin dans le
systéme et le bain. Le champs magnétique appliqué dans la direction z est noté h; (j=s,b)
et les constantes J7 et J;’ sont fonctions du paramétre d’anisotropie x; (j = s,b) telles que :

14 Kb 1 —FKsp
b= — Jé’,b =—> (9.3)
Finalement une constante multiplicative A, est ajoutée afin de controler I’échelle des énergies
du spectre de I'environnement. Lorsque le contact avec I’environnement ne se fait que sur
un des bords du systéme (voir figure 9.1), ’hamiltonien de I’ensemble systéme-bain est, la
encore, décrit par le modéle XY, et Pon a sur lintervalle de temps |(n — 1)7, n7] :

HyY =HYY + Hy + Hp.", (9.4)
avec L=L,+ L et
>\v xT xr
Hy, = —5’ [T (07, )b(0T)s + T (07, )o(0])s] (95)
ol \; est une constante et ou
1+ kK 1—k;
JF = JY = . 9.6
K3 2 ? 7 2 ( )

90



Fi1G. 9.1 — Schéma de l'interaction du systéme avec ’environnement. L’interaction se fait
entre le dernier spin de 'environnement (o, ) et le premier spin du systéme (o1)s

9.1 Etat initial

On rappelle ici que le systéme et I’environnement sont préparés dans des états canoniques
aux températures 1/3s et 1/3,. La matrice densité initiale est

p(0) = po ® ps, (9.7)
avec exp (AL HEY) .
po = ps(0) = Z—’ Zs = Tr{exp (—ﬁSHLS )}, (9.8)
S
et pg = Q- pn avec Vn :
exp (—BpHLY
Pn = pp = M , Zp = Tr{exp (—ﬁbHﬁy)}. (9.9)

Zy

Notons que P’état initial du systéme est un état Gaussien puisque HY est quadratique en
terme des opérateurs de Clifford. Nous verrons que la matrice densité réduite ps reste dans
un état Gaussien lors du processus d’interaction avec I’environnement. Avant d’arriver & ce
résultat, nous rappellerons, dans la partie suivante, ’évolution temporelle des opérateurs de
Cliffords.

9.2 Dynamique des opérateurs de Clifford
Sur 'intervalle de temps |(n — 1)7, n7], on définit les opérateurs de Clifford sur la chaine

totale (de longueur L = Lg + Ly), formée par le systéme et la copie n de 'environnement.
On rappelle que les opérateurs de Clifford sont donnés par :

n—1

rl = (—0o3)or (9.10)
j=1
n—1

r: = —1[ (-0}l (9.11)
j=1



avec (T7)1 =TJ, et {TJ, T} } = 26,,10;,:. Pour les temps ¢ appartenant & ](n — 1)7, n7], il est
possible de faire porter la dynamique aux opérateurs puisque la moyenne d’une observable
A a l'instant ¢ = n7 est simplement

Trs,n {AUOnT(T) [ps ((n - 1)7—) ® pn] UOn(T)}
Trspn {AT)[ps((n —1)7) @ pn] } - (9.12)

Ainsi la dynamique du systéme est portée par la matrice densité pour les temps ¢t < (n— 1)1
alors que ’évolution du systéme sur 'intervalle |(n — 1)7, n7] est donnée par les opérateurs.
Lorsque ’hamiltonien est indépendant du temps, on rappelle que I’évolution temporelle des
opérateurs de Clifford est donnée par :

(A)(n7)

I'(t) = R(t)T(0) = e “TT(0), (9.13)
ou I' est 'opérateur colonne défini par :
I
I3
ry
i
I3

(9.14)

2
Iz
Ainsi la moyenne d’une observable quadratique en terme des opérateurs de Clifford A =
—i' Ty sera donnée par la relation suivante :

(A)(n7) = Tre o {~iTk(O)Tw (7) [ps (0 — 1)7) @ pu] (9.15)

9.3 Evolution temporelle de la matrice densité réduite

Le systéme étant initialement préparé dans un état Gaussien, la matrice densité réduite
ps est complétement déterminée par ’ensemble des corrélateurs a deux points. Nous allons
démontrer que I'état du systéme reste Gaussien lors de I’évolution temporelle, de sorte que
pour tout temps, la donnée des corrélateurs & deux points détermine ’état du systéme. Pour
cela, on commence par analyser la matrice densité du systéme au temps ¢ = 7. La matrice
densité po.1(7) associée au systéme et a la premiére copie de l'environnement, est donnée
par I’équation suivante :

exp (=B HXY exp (—BpHXY
po,1(7) = Uo,1(7) ( ( Z ) ® ( Z n) US4 (7). (9.16)
s b
Puisque [H{Y, H{Y] = 0, on peut écrire po,1(7) sous la forme :
1 T 1 ~
poa(r) = —Uoa(r)exp (~Ho1) Uj 1 (r) = —exp (~Hoa (7)), (9.17)
Zs,b ’ Zs,b
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avec Zgp, = ZsZy et
H071 = BSHL{Y + ﬂbHi(bY7 ﬁo’l(’r) = UO,n(T)HO,lU(J)ryn(T)' (918)

11 est encore possible d’écrire I’hamiltonien Hj ; sous la forme :

1
Ho, = 11“*1“0,11“, (9.19)
avec
0 0 B,Cs 0
0 0 0 B Ch
TO,l = BSC;[ 0 0 0 (920)
0 BCH 0 0
et
hy J}
J¢ hy J) O
Cj = —i . j=sb. (9.21)
o Jr ohy JY
TV hy
En utilisant Iégalité U], (7) = Uy (—7), il suit
~ 1
Hoa(7) = EI‘T(*T)TOJI‘(*T), (9.22)
et la relation I'(7) = R(7)T'(0) conduit a :
. 1
Hoa (1) = EFTTo,l(T)F, (9.23)

avec To1(7) = R(1)To 1 RT(7). Ainsi, & Pinstant ¢ = 7, 'ensemble formé par le systéme et
la premiére copie de I’environnement est dans un état Gaussien défini par :

exp (—%FTTOJ(T)P)

9.24
Zon (9.24)

P0,1(T) =

1l est donc clair que la matrice densité réduite ps(7) donnée par ps(7) = Tri{po1(7)} est,
elle aussi, caractérisée par un état Gaussien et peut donc étre complétement déterminée par
la donnée des corrélateurs a deux points. En effet, les corrélateurs des opérateurs de Clifford
vérifient le théoréme de Wick. Avec en particulier (T',,) = 0 et

(ToT LT = (T, T (TTg) — (TuTp) (T Tk + (T D) (T Ty, (9.25)

Précisons que la moyenne formée du produit d’'un nombre impaire d’opérateurs de Clifford
est nulle alors que la moyenne du produit d’un nombre pair d’opérateurs I';, se décompose sur
les corrélateurs a deux points de la forme (T',T',;,). Cette décomposition, due au théoréme
de Wick, reste évidemment valable lorsqu’on ne considére que les opérateurs de Clifford
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appartenant a la partie systéme. La matrice densité réduite du systéme est donc caractérisée
par un état Gaussien, que l'on écrit, & l'instant ¢ = 7, sous la forme :

ex -1 &) T
o, (7—) _ p ( 4;?:—[‘)0( )FS) ’ K(T) =Tr {exp (—il‘@i‘dﬂﬂg) } s (9.26)

ou I'g est l'opérateur colonne (de dimension 2L;) formé par 1’ensemble des opérateurs de
Clifford appartenant au systéme. La matrice densité réduite p,(7) est telle que :

<Fn€SFmES> = TTS{FnESFmESPS(T)} = TT{rnGSFmESPO,l(T)}' (9'27)

Finalement pour tout temps ¢ = n7, la matrice densité réduite du systéme est caractérisée
par un état Gaussien dont la matrice densité ps(n7) est de la forme :

exp (fiFTS'i‘o(nT)I‘S)

po(n7) = K] . K(nr)=Tr {exp (—il"g’i‘o(nT)I‘s) } . (9.28)

9.4 Valeur moyenne d’une observable

L’état du systéme étant Gaussien pour toute valeur de t, nous étudions ici ’évolution
temporelle de la moyenne des corrélateurs & deux points. On définit, comme dans les cha-
pitres précédents, la matrice M(©™ sur I’ensemble formé par le systéme et la copie n de
I’environnement, dont les éléments sont :

MG = (—iDyTw), (9.29)

avec k =1,...,2L (L = Ls + L). Les indices 0 et n, placés en exposant, rappellent que la
matrice est formée des corrélateurs entre le systéme (indice 0) et la "copie" n. Notons que

les éléments diagonaux sont indépendants du temps (./\/l,(co,’:) = —i) puisque (I'x)? =1 et on

définit finalement la matrice C(*©) = M©7) 4T dont 1’évolution temporelle est donnée par
laction de R(7)

¢ (nr) = R(m)C®™ ((n — 1)7)RT (1), (9.30)
avec, par définition :
COP(n7) = Tron{—iTk(r)Ta () (pa((n — 1)7) © p1)} + i o
COP((n—1)7) = Tron{—iTiTu(ps((n —1)7) ® py)} + ibk - (9.31)

En particulier, on notera C\"™ le block de la matrice C(©™ pour lequel les opérateurs T'j, et
I’y appartiennent au systéme

(Céo’n)>k . (nt) = Tro{—iTxTrps(nT)} + id) 1. (9.32)

)
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Afin de poursuivre, on choisit de réorganiser 'opérateur I' de la maniére suivante :

Ii Llb
I'p Il r!
= , avec I'p=|" % et I'g= L. 9.33
(FS> B I‘% 5 F%zrl*l ( )
FQLb I‘%

Dans I'état défini par p,((n — 1)7) ® p, la matrice C“™)((n — 1)7) prend une structure
block diagonale, comme cela a déja été discuté dans le chapitre 2 (voir équation 13.7).
Cette structure refléte le fait qu’il n’existe pas de corrélation entre le systéme et la copie n,
puisque pour les temps ¢t < (n — 1)7 le systéme et la copie n sont indépendants. La matrice
CO™)((n—1)7) est alors divisée en deux blocks C;, (de dimension 2L;, x 2Ly) et c{om ((n—1)7)
(de dimension 2Ls x 2L;), contenant respectivement les informations sur l’état de la copie
n et du systéme. On obtient :

cO™((n—1)7) = (Cob oo (2 - 1)7)> : 9.34)
avec, lorsque I'y, et T'y, appartiennent au bain
Colirw = Trp{—Telwpp} +idk 1, (9.35)
et lorsque 'y, et T’y appartiennent au systéme
(COipr((n=1)7) = Trof{=iTxTrps((n = 1)7)} + ibp 1. (9.36)
En identifiant les équations (9.32) et (9.36) il suit :
¢ ((n = 1)) =" V((n — 1)7). (9.37)
Pour finir, on définit les blocks de la matrice R(7)
R(r) = (gg g”) : (9.38)
de sorte que ’évolution de la partie systéme Céo’”)(m) est donnée par :
COM(mr) = RNCOT (- DR () + RANGR (1), (9.39)
Pour alléger les notations, on utilisera C,(n7) = Cﬁo’”)(m), il vient alors
Cs(nt) = L, (Cs((n—1)7)) (9.40)

et par itération

Cs(nt) = Lg,(Cs(0)), (9.41)
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avec
Ly(X) = R:XR: + RYRY. (9.42)

La matrice Cy; formée des corrélateurs & deux points est alors donnée par ’action successive
de Popérateur £ sur la matrice C4(0) décrivant 1’état initial.

Remarque : Lorsque le systéme est préparé a température infinie, les éléments de la matrice
Cp s’annulent. Ainsi action de £ devient £o(X) = R$X RST, conduisant a

Ci(nt) = (R3)"Cs(0)(RSH™. (9.43)

9.5 Limite continue

La limite continue s’obtient en faisant tendre le temps d’interaction 7 vers zéro. Cela
permet d’obtenir une équation différentielle gouvernant 1’évolution de la matrice Cs. Nous
verrons qu’il est nécessaire de renormaliser 'intensité des couplages, le cas contraire condui-
sant & I’évolution libre du systéme. Dans la limite des temps d’interaction faible (7 << 1),
la matrice R(7) s’écrit, a Pordre en 73 :

7272 §3T3

R(r) ~1—i1T — st o). (9.44)
On définit les restrictions de T sur le systéme et le bain de la maniére suivante :
(T, A6
vo (B0 30, 049
ou T}, de dimension 2L; x 2L; (j = s,b), est donnée par :
h;j J]y ,
_— Jiohy J) O
R e R | (9.46)
¢; 0 m ’
O Jj hy J;

J;’ h;
et ol les éléments de la matrice 0, de dimension 2L x 2L, sont :
en,m = ’L'Jz-xén,ng(Sm’l — iJiyén,Lbém,Ls+1- (947)

Notons que seul deux éléments de 6 sont non nuls, reflétant le fait que I'interaction ne se fait
que par les bords, entre le dernier spin du bain et le premier spin du systéme. Il convient de
ne pas utiliser immédiatement la forme explicite de 6 et de conserver une expression générale
le plus longtemps possible. Sur les quatre blocks constituant la matrice T, deux sont associés
a la forme de l'interaction que ’on impose entre le systéme et le bain, et font intervenir la
matrice 6. Les deux autres blocks sont associés & la descriptions des couplages internes dans
le systéme et le bain, et font intervenir les matrices notées T et Tp. Finalement 1’équation
différentielle de C4(t) est obtenue en prenant 7 — 0 et 'on définit :

Ca(t) = lim =2 (Cs (7)) = Colnr) (9.48)

T7—0 T

Les démonstrations des résultats obtenus plus bas sont présentées en appendice.
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9.5.1 Evolution libre du systéme

Prendre la limite 7 — 0, nous permet d’écrire une équation différentielle pour la matrice
Cs formée par les corrélateurs. On montre (voir appendice) lorsque l'on ne prend pas la peine
de renormaliser les couplages que la limite (9.48) conduit & ’équation suivante :

8,Cs(t) = —i[Ty, Cs ()] (9.49)

Cette équation décrit ’évolution libre du systéme et ’on vérifie facilement que la solution
est

Cs(t) = Rs(t)CsRI(t) avec  Ry(t) = exp(—itTs). (9.50)

Ce résultat se comprend simplement, puisque lorsque 7 tend vers zéro aucune information
n’a le temps de traverser la liaison qui sépare le bain du systéme, ainsi le systéme évolue
sans étre influencé par le bain.

9.5.2 Evolution d’un systéme ouvert

Afin d’obtenir une équation différentielle qui décrive le systéme en interaction avec le
bain, il est nécessaire de renormaliser les couplages. On montre alors (voir appendice) que

l'unique renormalisation possible consiste & maintenir le produit A;\/7 constant lorsque
7 — 0. On note :

Ai =T (9.51)
On obtient I’équation suivante :
A2
0Cs () = —i[Ts, Cs ()] = - ({Cs(t),010} — 207C,0) . (9.52)

Le premier terme du membre de droite dans I’équation (9.52) correspond a 1’évolution libre
de la partie systéme alors que le second terme décrit I'influence de I’environnement sur le
systéme. L’état de ’environnement apparait explicitement dans l’expression (9.52), il est
caractérisé par Cp. Rappelons que C, correspond & la matrice formée par la moyenne des
corrélateurs & deux points appartenant au bain :

Co)nm = Tr{=iT,Twmpp} + i0n m. (9.53)

Finalement, la structure interne des interactions dans le bain est sans importance, puisque
I'équation (9.52) est indépendante des quantités telles que hy, JiF, J; . Notons que, pour un
bain préparé a température infinie, C, = 0 et ’équation (9.52) devient :

A2
DL (1) = ~ilT3, Ca(0)] — SH{Cs,070). (9.54)
La solution formelle est apportée en définissant le super opérateur L et la constant K

2
L(.)=i[T,, .|+ %{0*9, s Ky, = A207C,0. (9.55)
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L’équation (9.52) devient
0Cs + L(Cs) = Ky, (9.56)
dont la solution est formellement donnée par :

Cs(t) = e (Cs(0) — SB) + S, (9.57)
ot la matrice Sgp = L™1(K}) décrit les propriétés de I’état stationnaire puisqu’elle contient
I’ensemble des corrélateurs & deux points appartenant au systéme.

9.5.3 Interaction entre premiers voisins
Dans la partie qui suit nous analysons, I’influence du bain sur le systéme lorsque l'inter-

action systéme-bain est donnée par ’'Hamiltonien Hg,

Hay = =5 [TE@E oD+ T o)) (9.59)

On rappelle que l'interaction ne se fait que sur un bord du systéme, entre premiers voi-
sins, ici (or,)s et (01)s- Ainsi dans la limite continue, nous démontrons que seul I’état du
spin de 'environnement directement en contact avec le systéme intervient dans 1’équation
d’évolution (9.52). Rappelons cette derniére :

DiCy(t) = —i[Ty, Cy(t)] — A; ({Cs, 070} —20C,0) . (9.59)

En utilisant la forme explicite de 6 (13.47), les éléments de #7C,0 sont donnés par :
(07Co0)nm = mi (Lo) JF TY (0n10m.Lot1 — On.Lot10m.1) - (9.60)

On constate que seul I'état du spin (o7, ), apparait dans expression (67Cy0), plus précisé-
ment, c’est ’aimantation moyenne sur le site L; qui apparait ici

mj(Ly) = Tr{—ipT'7,TL, }- (9.61)

Ainsi dans la limite continue, lorsque l'interaction systéme-bain, se fait entre premier voisins,
seul le spin de l’environnement directement en contact avec le systéme joue un roéle dans
Péquation (9.52). Dans ce cas, tout ce passe comme si le systéme était en interaction avec
des copies de I'environnement formées d’un spin unique, dont ’hamiltonien H), est

ALy (9.62)

n 2 n

Celles-ci apparaissent comme préparées dans un état de Gibbs a la température effective
1/, telle que la moyenne de I'aimantation soit :

'h
mj = tanh (5’7217) = mi(Ly). (9.63)
Ainsi la température effective de chaque copie est donnée par :
2
By, = - tanh (mg(Ly)) . (9.64)
b
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Nous choisirons par la suite, une description simple de I'environnement (Hg = @),, C?), en
considérant que chaque copie n’est formée que d’un spin unique.
Notons que le terme qui traduit I'influence du bain sur I’évolution du systéme, dans I’
équation (9.60), est proportionnelle au produit J¥JY, que I'on écrit en fonction du parameétre
d’anisotropie k; :

1— k2

T == (9.65)

Avec en particulier, dans le cas d’une interaction de type Ising (k; = 1), JF =1let J' =0
de sorte que 67C,0 = 0, I'équation d’évolution (9.52) devient :

0C.(1) = —iT..C.(0] — S {c..000). (9.66)

Dans le cas ol le paramétre d’anisotropie est k; = 1, tout ce passe comme si le champ magné-
tique appliqué dans le bain était nul h;, = 0, puisque dans ce cas, 'aimantation m7 (L) = 0,
de sorte que I’équation (9.52) conduit directement & (9.66). Cette situation est indiscernable
du cas ot la température dans le bain est infinie 8, = 0, pour laquelle, 14 encore, mj (L) = 0.
Ainsi, en toute généralité, un systéme ouvert, décrit par le modéle XY, dont l'interaction
avec le bain est fixé par une liaison de type Ising x; = 1, évolue systématiquement de la
méme facon, quelque soit I’état et I’hamiltonien du bain. Dés lors, il est parfaitement clair
qu’une liaison pour laquelle k; = 1 ne permettra pas de décrire 'interaction avec le bain de
fagon satisfaisant puisque finalement le systéme n’est ni influencé par ’hamiltonien du bain
ni par I'état de celui-ci. Dans ce cas, la propriété de thermalisation n’est jamais satisfaite
(sauf dans le cas d’un bain & température infinie) et nous choisirons par la suite x; # 1.

9.5.4 Influence du systéme sur ’environnement

A présent, on s’intéresse a la fagcon dont ’état de ’environnement est modifié aprés une
interaction avec le systéme. Ce calcul est fait dans la limite des temps d’interaction faibles
(mais finis) et permettra d’extraire certaines informations sur ’évolution du systéme. En
effet, lorsque ’équation de la matrice C4(t) est complexe, alors que le bain est finalement
décrit que par un spin unique, il est plus simple d’obtenir et de résoudre 1’équation d’évolu-
tion de la matrice Cp décrivant ’état de la copie n. On note C;(n7) la matrice C, associée &
la copie n au temps ¢t = (n + 1)7. On obtient le résultat suivant :

Ci(nt) = RUC,RY + RiCs(nm)RT, (9.67)
qui dans la limite des temps d’interaction faibles, conduit & :

2
TAZ

565(77/7’) = — B

({Cy, 00T} — 20C,(nT)07),  5Cy(nT) = Cf(nT) — Cy(nT). (9.68)

La copie n étant constituée d’un seul spin, la matrice Cp s’écrit

q:(o ‘?%7 (9.69)

z
my
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ot mj est la moyenne de I'aimantation transverse dans la copie n donnée par :
mi = Tr{pyoi} =Tr{—iTil}py}. (9.70)

Lorsque les interactions systéme-bain se font entre premiers voisins, la matrice 8 est donnée
par (13.47) et nous permet d’arriver au résultat suivant :

z T z 1—r7 z
dmji(nt) = N (mb - Hﬁ%ms(l,nﬂ) ) (9.71)
avec
——— v .72
=% g (9.72)

ou k; est la paramétre d’anisotropie défini sur la liaison systéme-bain et ou mZ(1,n7) est
Paimantation transverse du premier spin du systéme (07)s, & Uinstant ¢ = n7. Ainsi, comme
précédemment, puisque les interactions se font entre premiers voisins, le spin du bain n’est
influencé que par le premier spin du systéme. Pour une liaison de type Ising (k; = 1),
I’'équation précédente devient :

z

omg(nt) = —%mg, (9.73)

alors que dans le cas d’une liaison de type X X (k; = 0), on obtient :

T

omi(nt) = "

(mj — mZ(nt)). (9.74)
Notons que dans le cas d’une liaison de type Ising, ’état du bain est modifié par 'interaction
avec le systéme puisque dmj # 0, mais le bain n’est pas influencé par I’état méme du systeéme
puisque dmj est indépendant de mZ. On constate, 1& encore, qu’une liaison de type Ising ne
permet pas la communication entre le systéme et bain.

9.6 Conclusion

Nous avons analysé le processus d’interactions répétées appliqué au modéle XY, lorsque
le systéme est en interaction avec I’environnement par les extrémités de la chaine. Lorsque
les états du systéme et de I’environnement sont choisis Gaussien, nous avons démontré que
la matrice densité réduite du systéme p, était pour tout temps caractérisée par un état
Gaussien. Ainsi ’étude de p, se réduit & analyse de I’évolution temporelle des corrélateurs
4 deux points, composant la matrice C;. Nous avons obtenu 1’équation discréte associée a
I’évolution de la matrice Cs et donné I’équation différentielle dans la limite continue 7 — 0, en
renormalisant I'interaction avec le bain \; oc 7~1/2. Dans le cas d’interaction entre premier
voisins, nous avons démontré que seul I’état du spin du bain, directement en contact avec le
systéme, était pertinent. Ce qui nous permet alors de réduire la description de chaque copie
de 'environnement & un systéme & deux niveaux. Nous avons obtenu, en temps discret, un
expression simple de la variation de I'aimantation du spin du bain, sur l'intervalle de temps
7. Ici une premiére échelle de temps microscopique apparait, donnée par t,.
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Chapitre 10

Modéle Jouet

Le modéle le plus simple qu’il est possible de construire a partir du processus d’inter-
actions répétées est obtenu lorsque le systéme est composé d’un seul spin. Rappelons que,
dans la limite continue 7 — 0, seul I’état du spin de I’environnement directement en contact
avec le systéme entre dans le processus d’interaction, ainsi on choisit de décrire chaque copie
du bain par un spin unique. Les hamiltoniens sont simplement :

hs

H;)(Y - *3057
h
HYY = HXY = fé’ag, n e N* (10.1)
et le terme d’interaction est donnée par :
s
Hg=—2[Jfofol + Jlolo?]. (10.2)

2

10.1 Relaxation de ’aimantation

Commengons par rappeler 'équation (9.52) gouvernant I’évolution du systéme en contact
avec l’environnement, obtenue dans la limite continue

OiCs(t) = —i[Tys, Cs(t)] — A; ({Cs, 070} —207C,0) . (10.3)

Dans le cas présent, les matrices Cs(t) et C, prennent la forme simple :
_( 0 -mi) _ (0 —my

ou mf(t) (respectivement mj) est la moyenne de aimantation transverse dans le systéme
(respectivement dans le bain)

TT{pS(t)Jj} = TT{_ﬂfP;Ps(t)} (10.5)
mi = Tripof} = Tr{—iTiTh). (10.6)

IR

—~

~

~—
|

101



On vérifie a l'aide de 1’équation (13.46) que Ts prend la forme :

0 —ihs
n-(2 ), 107

de sorte que le premier terme de ’équation (10.3) s’annule :
[Ts,Cs(8)] = 0. (10.8)

Au cours du temps, le systéme reste donc dans un mélange statistique des états | 1), | 1),

seuls les poids associés & chaque état évoluent. La structure de 6 donnée par 1’équation
(13.47) nous permet d’écrire :
0 —iJ/
=1. 10.
0 (sz 0 ) ’ (10.9)

et finalement, ’équation (10.3) conduit a :

. 1 ; 1—k2
dont la solution est
mZ(t) = Moo + (MZ(0) — moo) e x, (10.11)
avec
1— k2 1 A21 + K2
o = _tonF t [ R — 10.12
Moo = 2™ T e T g (10.12)

Ainsi dans la limite ¢ — oo le systéme atteint un état stationnaire d’aimantation m.,, avec
en particulier :

Mo = mg, pour kK; =0, (10.13)
M = 0, pour k;=1. (10.14)

Comme précédemment, on constate, pour une liaison de type Ising, que le systéme évolue
systématiquement vers le méme état stationnaire indépendamment de I’état du bain. Au
contraire, dans le cas X X, le systéme converge vers I’état imposé par le bain. Notons que
I’état stationnaire est indépendant de la constante de couplage A;, celle-ci influe uniquement
sur la vitesse des échanges systéme-bain. En particulier la vitesse des échanges augmente
avec A; conduisant a une relaxation plus rapide. Notons, que la relaxation est plus efficace
(rapide) dans le cas du modéle X X que dans le cas du modeéle d’Ising. (to > ¢, > t1)

10.2 Entropie d’intrication

Dans cette partie, nous étudions ’entropie d’intrication du systéme, préparé dans I’état
| T}, avec le reste de I’environnement préparée dans I’état | |). L’aimantation du systéme est
donnée par :

ME(t) = Moo + (1 — M) et/ (10.15)
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avec Mo, = —(1—k2)/(1+ k7). Puisque le systéme est dans un mélange statistique des deux
états | 1) et | |), la matrice densité réduite du systéme s’écrit :

I mZi(t)
s(t) = 5 o). 10.1
ps(t) =5+ =507 (10.16)
L’entropie d’intrication & l'instant ¢, donnée par I’entropie de von Neumann :
S(t) = =Tr{ps(t) In(ps(t))}, (10.17)

est simplement

S — - <1 i) (1 + Z@(t)) LLemi <1 - v:g(t))) o)

2 2

Le systéme étant préparé dans 1’état | 1), I'entropie d’intrication & instant initial est nulle.
Lors du processus d’interactions répétées ’entropie d’intrication passe par un maximum
lorsque t = t* avec

t* 2

S(t*) =1In(2), avec — =1In 5 |- (10.19)
te 1—k;

Lorsque k — 1, on remarque que t* — oo. Le systéme converge asymptotiquement vers

I’état d’intrication maximale.

Dans la limite t — oo 'entropie d’intrication converge vers :

2 2
N Kj Kj 1 1
Soo(ri) = <1+I€$1n<1+ﬁ:$>+1+1€3 ln(l—&-ﬁf))7 (10.20)
avec en particulier So(k;) < In(2) et
S(0) =0,  Soo(1) =1In(2). (10.21)

Les courbes analytiques sont tracées figure (10.1) pour k; = 0 et x; = 1/2. Notons que dans
le cas du modéle X X, le systéme converge vers 1’état | |) imposé par le bain, conduisant a
un état d’intrication nulle.

In(2) = In(2)

0.5 71 7 0.5
= =
a 10 0 | @
t, 1
0.2 B 0.2
| |
00 In(2) 10 05 3In(2‘)—|n(3) : 10

5
t/t,
FiG. 10.1 — Les graphiques, de gauche a droite, sont associés au constantes d’anisotropie
ki = 0 et k; = 1/2. Dans le graphique principal : entropie d’intrication S(¢) est tracée

en fonction de t/t,. Dans I'insert : aimantation transverse du systéme est représentée en
fonction de la variable t/t,.

5
t/t0
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10.3 Energie dissipée dans le bain, travail

La variation d’aimantation de la copie n de ’environnement est donnée, dans la limite
des temps d’interaction faibles, par I’équation (9.71)

T 1— kK7
fnr) = —— (mi — ——imy? . 10.22
omig (nt) P (mb e m’ (m’)) (10.22)

Quand le systéme a atteint 1’état stationnaire, la variation d’aimantation dans le bain est
constante,

2
T 2K;
omi = —— - 7 10.2
g t <1+/£12) s (10.23)
que l'on note dans la limite 7 — 0
dt 2/4,1‘ 2
P —— z. 10.24
dm; t. (1—&-@2) m (10.24)

Alors que I’état du systéme reste inchangé sous l'interaction avec ’environnement, les copies
du bain sont en permanence modifiées par 'interaction avec le systéme. On définit ’énergie
dissipée dans le bain sur I'intervalle de temps [t1,t2] comme :

ta
AEy(t1,t2) :/ dEy(s), (10.25)
t1
ou la variation infinitésimale d’énergie est donnée par dEy(s) = —hydmi/2. Dans l'état
stationnaire, 1’énergie dissipée n’est fonction que de la différence des temps T' = t5 — t;
T [ 26 \°
AE(T)=—-—— | — | E 10.26
o(T) = =4 (1 + n?) b (10.26)
avec E, = —hymf /2. Pour fixer les idées, considérons que le bain est préparé dans 1'état

| T}, ainsi dans I’état stationnaire, I’état du systéme est un mélange statistique des états de
oZ tel que I'aimantation moyenne est donnée par

1— k2
o = L. 10.2
mn 1+k2 (10.27)

K2

Lors de 'interaction avec le bain, mq étant inférieur & mj, le systéme entraine ’aimantation
du bain vers une valeur plus faible de ’aimantation et la variation d’énergie dans le bain
est positive (AEy(T) > 0). Puisque que I’état du systéme est stationnaire, cette variation
d’énergie se répercute nécessairement sur la liaison, de sorte que la variation d’énergie de
liaison compense exactement la variation d’énergie du bain. On définit, le travail échangé
W (T') sur un intervalle de temps T comme

W(T) =" /T dtée, D, (H) (1), (10.28)

avec ap(t) = 1 pour t €](n — 1)7,n7] et ont 'hamiltonien total est

H=H,+Hg+»  an(t)Hon. (10.29)

n>0
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Puisque 0, (H)(t) = (Hon)(t) et que &, (t) = 0(t — (n — 1)7) — 6(t — n7), il vient

W(T) = ((Hon((n —1)1)) = (Hou(n7))) . (10.30)

n

A Pinstant ¢ = (n — 1)7, il n’existe pas de corrélation entre le systéme et la copie n, ainsi
I'énergie de liaison est nulle ((Ho((n —1)7)) = 0). La conservation de I’énergie sur l'inter-
valle de temps 7, impose I’égalité suivante (Ho ., (n7)) + 0E, = 0 de sorte que, dans I’état
stationnaire, on a :

=
3
I

= (Hon(nr)) =Y 6B,
W(T) = AE(T). (10.31)

Gardons a l'idée que I’état du bain est 1’état | 1) ainsi W(T') = AE,(T') > 0. L’augmentation
d’énergie dans le bain, lors d’une interaction, permet de diminuer 1’énergie de liaison et, en
quelque sorte, de la stabiliser. En effet, pour séparer la copie n du systéme il faut alors
briser la liaison en injectant de I’énergie. Cette quantité d’énergie injectée dans le systéme
correspond au travail regu par le systéme. Inversement, si les spins du bain sont préparés
dans ’état | |), leur énergie est maximum lorsqu’ils arrivent sur le systéme et ne peut que
décroitre, ainsi W(T') = AE,(T) < 0. Cette variation d’énergie est transférée sur la liaison.
La liaison est alors "instable" et se désexcite en fournissant le travail W (T').

10.4 Equation de Lindblad

Dans le cas d’une liaison de type X X, et d’un bain préparé dans I’état

1+
2

z
1—mg

T 1+ 1

Py = DA (10.32)

Iopérateur de Lindblad associé a I’évolution d’une observable X est donné dans la référence
[153] (pour A; = 4)

L(X) = i[H,, X] (1+mi) (20_Xoy — {n_, X})

+
+ (1=—mf) (20:Xo_ — {ny, X}), (10.33)

O (0 (D) (DY) aoa

L’équation d’évolution de la moyenne d’une observable X s’obtient en calculant

avec

O(X) = Tr{p.L(X)}, (10.35)
ou p, est la matrice densité du spin du systéme & l'instant t = 0

_1+m; 1—m?2

ST+

Ps L DCL - (10.36)
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On obtient ’équation différentielle suivante :
0(X) =—=2(mZ —mj)Zx(t), avec Zx(t)=Tr{c*°X(t)} (10.37)
et
0 Zx(t) = —4Zx(t). (10.38)

La solution est alors

Zx(0
()0 = (00)+ (02 - i) 250 ) (e 1), (10.9)
et I'on vérifie que le systéme reste dans un état quadratique, c’est & dire dans un mélange sta-
tistique des états de o* puisque (o)(t) = (¢7)(0) = 0 et (o¥)(t) = (c¥)(0) = 0. Finalement
I’aimantation transverse est donnée par

(0%)(t) = mZ(t) = (mZ —mi)e ™ 4+ mj. (10.40)

10.5 1 spin et 2 bains

Dans le cas présent, le systéme est en contact de facon successive avec deux bains aux
températures 51 et 52 (d’aimantation mg mgz). Nous analysons la relaxation du systéme
pour les faibles valeurs de 7, avant de prendre la limite continue. En utilisant 1’équation
(10.10), on obtient au temps t = 2n7 :

m3(2n7) = mi((2n — D7) - - (mg((2n ~ D7) = mg,z) . (10.41)

K

L’aimantation transverse du systéme est donnée, au premier ordre en 7, par I’équation
suivante :

mZ(2nT) = My 0o 4+ (MZ(0) — My o0 )e 2"/ 4 O(72), (10.42)
avec
1— k2 T1-kK?A
- i =2z o i = 10.4
Moo = T T (10.43)

ou m”* est la moyenne des aimantations,

. Mg, Ty P P
m* = f? et A=mg, —my,. (10.44)

Pour les valeurs impaires du temps ((2n + 1)7) l'aimantation transverse converge vers la
valeurs m; o, donnée par :

+0(7?). (10.45)

. ~
mico =

17!4312 Tl—/{?A
4
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Dans I’état stationnaire, ’aimantation du systéme oscille autour de ’aimantation moyenne
m?*. L’amplitude des oscillations étant proportionnelle & 7, dans la limite continue, ’aiman-
tation est gouvernée par 1’équation :

mZ(t) = m® + (m?(0) — m?)e /", (10.46)

B,

F1G. 10.2 — Schéma d’un processus d’interactions répétées.

Dans le cas XX, pour un systéme simultanément en contact avec les deux bains, le
Lindbladien est donné par ([153)]) :

L(X)=[H,X] + 2(1+m") (20 X0y —{n_,X})
+ (1—m® (204 X0 —{ny, X)), A =4 (10.47)

Comme précédemment, on obtient I’évolution de ’aimantation moyenne :

mZ(t) = m* + (mZ(0) — m*)e 5. (10.48)
Un facteur 2 apparait dans le temps de relaxation; en effet, dans l’expression (10.46) le
temps de relaxation donné pour k; = 0, A; = 4 est t,, = 1/4. On comprend aisément que la
relaxation est plus rapide lorsque le systéme est en contact simultané avec les bains, puisque
I’énergie est alors dissipée aux travers de deux liaisons.

10.6 Conclusion

Nous avons examiné 1’évolution temporelle d’'un modéle, composé d’un spin unique, en
interaction avec l’extérieur et avons obtenu le comportement temporel de 1’aimantation
transverse moyenne, nous donnant ainsi accés a la matrice densité du systéme. On constate
que la relaxation de l'aimantation est exponentielle, fixée par 1’échelle de temps microsco-
pique t,. Une liaison de type Ising ne permet pas la thermalisation vers I’état imposé par
le bain, contrairement & une liaison de type X X, pour laquelle I’état stationnaire est donné
par la matrice densité du bain. L’étude de ’entropie d’intrication nous a permis de mettre
en évidence l'existence d’un état d’intrication maximum pour les temps t*  t,,. Finalement
les résultats obtenus sont en parfait accord avec les solutions de la référence [153].
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Chapitre 11

Relaxation de la chaine XX

Dans ce chapitre nous étudions la relaxation de ’aimantation transverse d’une chaine
de spins de taille Ly, décrite par le modéle X X. Dans un premier temps nous exposerons
les résultats obtenus lorsque le systéme est connecté & un seul bain, dans la limite des
temps 1 << t < Ly puis t >> L. Dans la seconde partie, nous décrirons le comportement
d’une chaine de spins en interaction avec deux bains & des températures différentes, nous
focalisant en particulier sur les propriétés de I’état stationnaire. Nous conclurons ce chapitre

en proposant quelques perspectives.

11.1 Dissipation par un bord

Le systéme étudié est une chaine de taille Ly décrite par 'hamiltonien du modéle X X.
Les copies de I’environnement ne sont composées que par un spin venant taper la chaine sur
I'un des bords de sorte que ’hamiltonien total (systéme plus copie de I’environnement) est
décrit par le modéle X X

Ls—1 L
1 s ) h e
HI)ZX = 71 [(02)8(0;8&1)5 + (U%)S(Ugw-l)S] ) Z(Uvzz)m (11.1)
n=1 n=1
h
LN (112)

ou l'on a choisi la méme valeur du champ h dans le systéme et le bain et ou le terme
d’interaction est pris isotrope JF = J! =1/2
s

Hyp = —Z’ [(0F,)8(07)s + (07, )e(0})s] - (11.3)

On notera par la suite H j‘jg I’hamiltonien de ’ensemble systéme plus copie de ’environne-

ment. L’étude numérique réalisée ici, est effectuée pour les valeurs de 7 finies, nous utilisons
les constantes suivantes \; = 1 et 7 = 1/4 de sorte que la limite continue doive étre prise en
gardant la valeur de A; = 1/2 constante. Notons que le choix A; = 1 impose la conservation
de l'aimantation transverse ([H2,3 , M*] = 0) lors de chaque interaction entre le systéme et
une copie de ’environnement. Bien que l'aimantation soit conservée sur I’ensemble s + b,
elle ne I’est pas sur la partie systéme uniquement.
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Fic. 11.1 — Schéma du processus d’interactions répétées sur la chaine du modéle X X.

On choisit de préparer le systéme dans un état complétement factorisé ps = pf.@LS avec

1+m

S0 1+ S s | =1 L (11.4)

Chaque copie de 'environnement est préparée dans un état thermalisé a la température 1/,
de sorte que :

Pi =

1+ mg 1 —mj

pn = pb = DA+ ==L neN, (11.5)
avec
mj = tanh <ﬁ;h> . (11.6)

Sur I'intervalle de temps ](n — 1)7, n7], la relation [H2.3 , M*] = 0 impose la conservation si-
multanée de 'aimantation transverse et de ’énergie de liaison. Dans I’état initial, la moyenne
de I'énergie de liaison est nulle

Etin(0) = <_i Z (onons1 +0hon 1)) =0. (11.7)

n

Ainsi pour le temps ¢ = 7 et par itération, il suit Ej;,k(n7) = 0. Finalement, ’évolution du
modeéle X X, préparé dans un état complétement factorisé, est gouvernée par la redistribution
de I’énergie d’interaction magnétique. Il est possible de considérer le systéme comme un gaz
de fermions, initialement indépendants, en contact avec un bain, permettant ’échange des
particules sur l’un des bords. La matrice densité du systéme s’écrit simplement en terme de
fermions, ps = p] Ls avec

pi=1Tins(Ti | +11;)A =n)(l; ], 4i=1,...,Ls, (11.8)

ot ns est le taux d’occupation dans le systéme ng = (cic) = (1 +m?)/2.

11.2 Evolution temporelle dans le régime des temps ¢ <
L

On s’intéresse d’abord a la relaxation de I’aimantation pour les temps ¢ inférieurs a la
taille Ly du systéme, de telle sorte que pour les L, suffisamment grands, aux effets de taille
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et de bord prés, le systéme se comporte essentiellement comme un systéme semi-infini. Le
profil ainsi que le courant d’aimantation transverse sont définis par :

m*(n,t) = (o7(1))

Y LT . ) t
jz(mt) — <Un0n+1 20n0—n+1>( )’ (119)

que l’on notera m*(z,t) et j*(x,t), dans la limite continue. L’aimantation et le courant
d’aimantation intégré sont

M (8) = /mz(r,t)dx, avec  Mj (0) = Lom (11.10)
Ls

Ji(t) = /jz(x,t)dx, avec  J; (0) =0. (11.11)
Ls

L’aimantation transverse étant une quantité conservée sur U'intervalle de temps |(n—1)7, n7],
les variations d’aimantation, dans le systéme 0MF (n7) et dans le bain dmj(n7) vérifient :

dmg(nt) +Mf (n1) =0, (11.12)
de sorte que I’équation (9.71) conduit a :

OMF (nT) = —émj(nT) = _tl (m?(1,nT) —mj), (11.13)
0

ot m*(1,n7) est Paimantation du premier spin en contact avec le bain a l'instant ¢t = nr et
ou tg est le temps de relaxation défini précédemment

4
to = 12 (11.14)

(2

Nous appuyant sur les résultats obtenus dans le chapitre 2, nous faisons I’hypothése
mi(x,t) =mi(z/t) 1<<t< L, (11.15)

avec m*(v) = mZ pour v > 1. Ainsi, dans la région (z > t), le systéme est supposé localement
al’équilibre, de sorte que l’aimantation est donnée par ’aimantation initiale (m?*(z/t > 1) =
mZ). La frontiére entre les régions causale et acausale est une fois de plus fixée par x/t = 1
et associée a la vitesse maximale des excitations. Ainsi, dans la limite des temps longs, la
variation d’aimantation est une constante

SM; (nr) = —% (m*(0) — mg). (11.16)

L’aimantation atteinte par le premier spin du systéme (m?(0)) dans la limite des temps
longs est nécessairement fonction des aimantations initiales mZ et mj. En utilisant le résultat
obtenu dans le chapitre 2, on suppose la valeur de I’aimantation sur l'interface m?*(0) comme
étant la moyenne pondérée des aimantations m? et mj ;

m*(0) = fomg + (1 = fo)m3, (11.17)
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ou fy est une constante. On obtient dans la limite continue :

R}
to

Z_
s

1 —
. fo
to

O ME (1) (m3 —mj)

M; (t) = M (0)— (mZ—mj) 1<<t<Ls. (11.18)
Notons, lorsque le bain et le systéme sont préparés dans le méme état, de sorte que mj = mZ,
que I'aimantation transverse totale reste constante M7 (t) = M} (0). On vérifie par diago-
nalisation exacte (fig. 11.2) que le comportement de M7 () est effectivement donnée par

’équation (11.18), validant ainsi ’hypothése (11.17). La valeur de fy extraite est fo ~ 0.097.

o 10 20 30 40 50 60 0 10 (1-n21§)*t 30 40

Fia. 11.2 — Reésultats numériques, obtenus par diagonalisation exacte, représentant la re-
laxation de 'aimantation totale d’une chaine X X, initialement dans ’état "up", avec h = 1,
7 = 1/4. Sur le graphique de gauche, les calculs ont été réalisés pour 8, = co (mj = 0) et
pour différentes tailles L, = 10, 20, 30, 40, 50 et 60. Sur le graphique de droite, les calculs
ont été réalisés pour L, = 40 et différentes valeurs de la température dans le bain, telle que
mj =0, 0.25, 0.5 et 0.75.

Le profil d’aimantation transverse, obtenu numériquement, est tracé sur la figure (11.3),
en fonction de la variable z, pour différentes valeurs du temps. Chaque spin du systéme
étant préparé dans ’état | 1), le profil d’aimantation initiale est m?#(x,0) = 1, dans la région
acausale, on veérifie m*(z > t,t) = 1. On constate que I’aimantation du spin directement
en contact avec l’environnement atteint rapidement un état d’aimantation constant avec
m?#(0,t) ~ 0.9. On définit la fonction f(z/t) en écrivant le profil d’aimantation sous la
forme :

m*(z/t) = mg—(mg—mg)f(x/t), (11.19)

avec f(v) ~ 0 dans la région acausale (v > 1). Le calcul numérique de 'aimantation trans-
verse nous permet de tracer le rapport
Ag(t (x/t) —m?
o) _mA@/) =mE e (11.20)

Agp mZ —mj
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et de vérifier figure (?7?) que le profil d’aimantation est effectivement donnée par I’équation
(11.19). De plus, on vérifie sur le graphique (11.4) que ’enveloppe de la fonction f dépend
de z/t, validant ainsi I’hypothése (11.17). Finalement, ’aimantation intégrée est :

M; (t) = Lsmgt(mjmg)/oldvf(v), (11.21)

avec

1 J—
/n dvf(v) = 1t7f(0) (11.22)

0

///////

4

10 20 30 20 50 60

F1a. 11.3 — Profil de ’aimantation transverse m*(z, t) tracé en fonction de x, pour différentes
valeurs du temps, de t = 0 & t = Ly, = 60. Ces résultats sont obtenus, pour h = 1, \; = 1,

T=1/4, mZ=1et B, =00 (mj =0).

Fi1G. 11.4 — Fonction d’échelle f(x,t) pour différents temps ¢t = 57, 257, 507, 757, 1007, 1257
et 1507. Ces résultats sont obtenus sur une chaine de taille Ly = 40, avec h = 1, \; = 1,
T =1/4, m? = 1 et pour différentes valeurs de I’aimantation du bain m§ = 0, 0.25, 0.5, 0.75.
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FiG. 11.5 — Fonction d’échelle f(x/t) pour différents temps ¢ = 1007, 1507 et 2007. Ces
résultats sont obtenus sur une chaine de taille Ly =60 avec h=1, \; =1, 7=1/4, m? =1
et mi = 0.

Puisque sur chaque intervalle de temps 7 'aimantation transverse est conservée, la rela-
tion de continuité nous permet d’écrire le courant d’aimantation sous la forme :

35 (x,t) = —(mg — mi)g(x/t), (11.23)

avec g(v) ~ O pour v > let vf’'(v) = ¢’(v). Dans la région acausale, le systéme est localement
a l'équilibre et le courant d’aimantation est nul. Finalement, le courant intégré est donnée
par la relation suivante :

Ji.(t) = —t(mj—mi)/o dvg(v). (11.24)

La valeur absolue du courant est tracée sur le graphique (11.6) en fonction de la variable
d’échelle z/t. La relation de continuité nous permet de lier la variation d’aimantation totale
au courant d’aimantation :

OMf (t) =3j*(0), 1<<t<Ls, (11.25)

et d’obtenir ’égalité f(0) + tpg(0) = 1 ainsi que la relation suivante entre 'aimantation et
le courant d’aimantation au niveau de l'interface :

m*(0) + tj*(0) = mj. (11.26)

Lorsque m? = 1 et m{ = 0 l’équation (11.23) devient j*(x/t) = —g(z/t). On obtient
g(0) ~ 0.056.
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F1G. 11.6 — Profil de la densité de courant j(x/t), en fonction de la variable /t pour différents
temps de t = 0 &t = Ly = 60. Ces résultats sont obtenus pour h = 1, \; = 1, 7 = 1/4,
mZ=1et mj =0.

On note, lorsque le bain et le systéme sont préparés dans le méme état (mj; = m?),
que le systéme reste alors inchangé lors du processus d’interactions répétées. Ainsi ’état
stationnaire du systéme est donné par ps(st) = pg@LS, ou pp est la matrice densité des copies
de 'environnement. Dans 1’état stationnaire le profil d’aimantation est plat

mZ(x) = mj. (11.27)

11.3 Convergence vers ’état stationnaire

11.3.1 Etat stationnaire

L’existence d’un état stationnaire, n’est pas le sujet de discussion ici, puisque nous venons
de vérifier que 1’état formé par le produit tensoriel de la matrice densité p, sur chaque spin
du systéme, est stationnaire. On note S la matrice formée par les corrélateurs de Clifford
dans I’état stationnaire de sorte que 0;S, = 0, c’est & dire :

2
i[Ts, Sp] = —% ({85,070} — 207C,0) . (11.28)

On montre simplement que ’état pour lequel p; = p,‘?LS est tel que la matrice Sy, est donnée
par :

Sy = mj <§1) —011) : (11.29)

La structure particuliérement simple de S est liée au fait que les spins sont sans interaction.
On montre alors que la matrice S; vérifie simultanément les relations suivantes :

[Ts,Sy] = 0 (11.30)
{Sy, 010} 207C,6. (11.31)
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La premiére égalité nous indique que le systéme est dans un mélange statistique des états
propres de 'hamiltonien du systéme, alors que la seconde relation conduit, en utilisant la
forme explicite de 01C,0 (9.60), a

mZ (1) = mf, (11.32)

o mZ (1) est 'aimantation du premier spin de la chaine dans l’état stationnaire. Notons
que I’état stationnaire est indépendant de la constante A;.

L’existence et 'unicité de l’état stationnaire d’une chaine décrite par le modéle X X, en
contact avec deux bains (par les deux extrémités) a la température 1/3, a été prouvé dans
la référence [153]. L’état stationnaire donné est caractérisé par la matrice densité

ps(st) = pPle. (11.33)

Remarquons que le processus d’interactions répétées ne permet pas la thermalisation de la
chaine X X. En effet I’état stationnaire n’est pas I’état de Gibbs du systéme & la température
du bain

1
ps(st) # Ee—ﬁbef‘. (11.34)

11.3.2 Convergence

Nous étudions la relaxation du systéme dans la limite des temps longs et commengons
par porter notre attention sur le comportement de l’aimantation transverse. Rappelons que
le systéme est préparé dans un état, homogéne, complétement factorisé et d’aimantation m?.
L’interaction avec le bain se fait sur un des bords du systéme et avec un spin d’aimantation
mji. Nous avons tracé, sur la figure (11.7), le profil d’aimantation obtenu numériquement
par diagonalisation exacte, en fonction de la variable z, pour différentes valeurs du temps
t > 32007 dans le graphique principale et ¢ > 136007 dans l'insert. Le calcul numérique a
été effectué pour un systéme de taille Ly = 10, ’état du systéme a linstant ¢ = 0 est formé
par le produit tensoriel des états | 1) et chaque copie de ’environnement est préparée a la
température 1/, de sorte que son aimantation est mj = tanh(8yhs/2) = 1/2. On constate
que le profil d’aimantation converge vers un profil d’aimantation plat avec dans la limite
asymptotique mZ(z,t — oo) = mj = 1/2. Notons que la relaxation est plus rapide sur
les bords qu’au milieu du systéme, 1a ot le profil d’aimantation est maximum m?, .. Pour
les temps ¢ > 32007, I’écart & I'aimantation stationnaire 6 = m},,, — mj est de 'ordre de
0 ~1/10 et 6 ~ 1/100 pour les temps ¢ > 136007 (voir dans I'insert 11.7). Finalement, nous
avons vérifié ces résultats sur des systémes de plus grandes tailles mais aussi en considérant
d’autres conditions initiales et valeurs de ’aimantation mj, nous permettant de conclure sur
la relaxation systématique vers le méme état stationnaire.
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mz(x,t)

F1a. 11.7 — Profil d’aimantation du modéle X X, préparé dans I’état | T), en contact avec
un bain dont ’aimantation transverse est m* = 1/2. Les calculs numériques sont réalisés
sur un systéme de taille Ly = 10, avec 7 = 1/4, A; = 1. Les temps ¢t > 800 = 32007 sont
représentés dans le graphique principal et ¢ > 3400 = 136007 dans l’insert.

Afin d’analyser I’approche de ’état stationnaire nous étudions ici le comportement de
I’aimantation transverse totale, définie comme

M; (1) = /L dz m*(z,1). (11.35)

Comme dans le cas du modéle jouet, M7 (t) présente une décroissance exponentielle dans
la limite des temps longs. On vérifie alors la forme suivante :

MF (t) = Lsmg + Lg(mg —myg)é1 (1) (11.36)
avec
$1(0)=1 et lim ¢i(t) o e T, (11.37)

Ainsi, dans la limite des temps longs, M} (t) vérifie 'équation différentielle :

OME (t) = % (Lsm?Z — M} (1)) . (11.38)

Nous avons tracé, sur le graphique (11.8), la fonction ¢;(¢), obtenue numériquement en
fonction du temps pour différentes valeurs de I’aimantation initiale mZ et mf, les courbes
numeériques se superposent parfaitement validant donc la forme (11.36).

116



0.1} i

@

0.01F i

1 | . | . | . | .
0'00‘0 1000 2000 3000 4000 5000
t

F1a. 11.8 — Fonction ¢4 (t) en ordonnée logarithmique. Les résultats numériques sont obtenus
sur un systéme de taille Ly = 10 avec 7 = 1/4 et A; = 1. Trois situations sont représentées ;
(mZ=1,m; =0), (mZ =1,mj =0.5) et (mZ = 0.75,mj = 0.25).

Nous avons étudié la dépendance du temps de relaxation T en fonction du temps d’
interaction 7 en maintenant la valeur du couplage \; constante. Pour les temps d’interactions
7 < 1 (figure 11.9), on vérifie alors :

1
T ox —. 11.39
x (11.39)

Ce résultat est & mettre en correspondance avec le résultat du modéle jouet, pour lequel le
temps de relaxation est donné par :

12
e = —— . (11.40)

On écrira le temps de relaxation 7" sous la forme T oc 1/A?. L’analyse de T en fonction de la
taille Ly du systéme est plus délicate et demande de pousser les calculs numériques sur des
systémes de grandes tailles. Il a été possible d’étudier la relaxation de systéme jusqu’a des
tailles Ly = 40, les résultats indiquent un comportement algébrique du temps de relaxation
T avec la taille du systéme. Nous avons représenté, sur la figure (11.9) le temps de relaxation
T pour différentes valeurs de 7, pour des tailles Ly < 40, I’exposant obtenu est de 'ordre de
2.73

2.73
Ls

T A2

(11.41)

Des études sont actuellement en cours sur des systémes de taille plus importante et devraient
permettre d’obtenir avec précision ’exposant associé au temps de relaxation [155].
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FiG. 11.9 — Produit 77 en fonction de la taille Ly du systéme, pour 7 = 0.25, 0.5 et 0.75.
Dans le I'insert, les mémes courbes sont tracées en coordonnées logarithmique.

S’il est clair que ’état initial et final du systéme est complétement factorisé, ne présen-
tant donc pas de corrélations, qu’en est-il en dehors de I’état d’équilibre ? Une ébauche de
réponse est donnée par 'analyse des corrélations a trois sites (mais quadratiques en terme
d’opérateurs de Clifford) de la forme (0% _ 0707, 1) et (o _ 070}, ;). On définit les fonctions
de corrélation C***(t) et C¥*Y(t) données par :

Cv(t) = Y Aon_a(=on)on)(t) =D (=ilh 4T )()

Cv(t) = 30Uy (~02)ol) () = S (~iT2 4 Th (D). (11.42)

Ces deux quantités sont égales, dans le cas du modéle X X, pour lequel les composantes
o® et oV jouent le méme role. La fonction de corrélations C##*(t) est tracée sur la figure
(11.10) lorsque le systéme, préparé dans ’état | 1), est en interaction avec un bain dont
I’aimantation est mj = 1/2. Les courbes sont associées aux tailles Ly =5, Ly =10 Ly = 15
et Ly = 20. Dans un régime de temps intermédiaire, les fonctions de corrélations croissent
et présentent un maximum CZ?* (pour les temps ¢,,). Dans la limite des temps longs les
fonctions de corrélation décroissent de fagon exponentielle, avec

C* e (t) ~e /T T o L2, (11.43)

On a pu vérifier que le maximum de la fonction de corrélation (CZ**) ainsi que la valeur du
temps associée t,, dépendent linéairement de la taille du systéme L. Des travaux en cours
sur ’entropie d’intrication devraient pouvoir vérifier que le comportement des fonctions de
corrélation en t = t,, est une signature de 1’état d’intrication maximale [155]. Ces résultats
devraient étre en accord, dans la limite Ly = 1, avec I’étude réalisée sur le modéle jouet.
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Fi1G. 11.10 — Fonction de corrélation en fonction du temps. Dans le cas de la chaine XX
avec h =1, \; = 1 et 7 = 1/4. Le systéme est préparé dans un état complétement factorisé
d’aimantation +1 et I’aimantation du spin du bain est choisie mj = 0.5. De bas en haut,
pour les tailles Ly = 5, 10, 15 et 20.

11.4 Loi de Fourier

Lorsque expérimentalement, un systéme de taille L, est mis en interaction, avec deux
bains aux températures T3 et T, ’état stationnaire généralement attendu présente un gra-
dient de température. La loi de Fourier stipule qu’un courant d’énergie Jg, proportionnel
au gradient de température Jg = —xVT, traverse le systéme. La premiére étude aussi bien
expérimentale que théorique du transport de chaleur dans les solides a été réalisée par J.
Fourier autour de 1807 [156]. Debye [157] chercha & démontrer la loi de Fourier, & partir
d’un modéle microscopique en utilisant la théorie cinétique des gaz comme description du
comportement des phonons & 'intérieur d’un solide. Il obtint la relation suivante liant le
courant d’énergie et le gradient de température

Jg o cvlVT, (11.44)

ol c est la capacité calorifique par unité de volume, 7 la vitesse moyenne et [ le libre parcours
moyen des phonons. On définit la conductivité thermique » par & o col. La loi de Fourier
est alors vérifiée tant que le libre parcours moyen [ est fini. Ce qui, finalement n’est vrai
que lorsque le cristal considéré présente des impuretés, o tant qu’il existe des interactions
entre phonons. Clairement, sur un cristal parfait harmonique, les modes de vibrations étant
indépendants, la constant x diverge avec le libre parcours moyen associé aux phonons. L’in-
troduction de couplage anharmonique entre atomes soulevant de sérieuses complications,
Debye propose de considérer le mouvement brownien associé & chaque atome comme étant a
Porigine d’irrégularité dans le réseau. Il fut alors possible de calculer le libre parcours moyen
des phonons et d’obtenir une approximation de la conductivité thermique.

Peierls [160, 161] proposa une équation de Boltzmann modifiée et substitua aux particules
classiques des quasi particules dont 1’énergie et le vecteur d’onde sont quantifiés. Il apparait
alors que si ’énergie est une quantité conservée lors d’un choc entre phonons, le vecteur
d’onde k ne ’est pas nécessairement. Ainsi le choc de deux phonons ( d’énergie fiw;, fuws et
de vecteurs d’ondes k; et ko ) est a l'origine d’un phonon d’énergie h(w; +ws) et d’impulsion
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p = (k1 +ka+g), ol g est un vecteur du réseau réciproque. Il a été montré que les collisions
pour lesquelles g = 0, appelées normales (N-processes), conduisent & une conductivité infinie
du gaz de phonons. Les collisions pour lesquelles g # 0 (Umklapprozess) sont susceptibles
de conduire & une conductivité thermique finie [162, 163].

Depuis, de nombreuses études ont été menées et il semble largement accepté qu’une conduc-
tion de la chaleur dite "normale", requiére une dynamique microscopique "complexe" (non-
intégrable) [158, 159], alors qu’un transport balistique émerge systématiquement de 1’étude
de systémes intégrables. Jusqu’a ce jour, aucune démonstration rigoureuse de la loi de Fou-
rier, dans les domaines de la physique classique oli quantique, n’a été obtenue, malgré le
vif intérét que suscite ce probléme. Ainsi, les propriétés de transport de chaleur ont été
largement étudiées, dans le cas de gaz unidimensionnel [175, 176], dans les systéme harmo-
niques sur réseau [164, 164], en testant 'influence de la non linéarité [166] et du désordre
[167, 168]. Dans le cadre de la physique quantique les systémes de spins unidimensionnels,
ont été le support de nombreuses études [169, 170, 171, 172, 173, 174]. Le lecteur pourra
aussi ce tourner vers les articles de revue suivants [177, 178].

Cette section a pour but de donner quelques perspectives, dans le cadre de ’étude du
transport de chaleur, appliqué au cas des chaines de spins dont l’interaction avec le bain
est décrite par le processus d’interactions répétées. Dans un premier temps nous vérifierons,
pour une chaine X X homogeéne, la conjecture proposée par A. Dhahri [153], impliquant une
conductivité thermique infinie. Dans une seconde partie, nous définirons un modéle décrivant
une chaine de spins presque libres, dont ’étude préliminaire, laisse supposer ’émergence de
la loi de Fourier.

11.4.1 Chaine XX homogéne

Lors de I’étude du modéle X X en contact avec deux bains, par le processus d’interactions
répétées, A. Dhahri a récemment prouvé la convergence systématique du systéme vers I’état
stationnaire. L’hamiltonien utilisé par 'auteur est le suivant :

H = H, QQIgIl+IeIl@ Hy, +I10 H,®1
1
+ —= o}, ®(67)s + oy, @ (o)), ®1

VT
1 xT xT 1
+ \71[ @ [(0%,)s @ 0, + (0})s @ 0} ], (11.45)

avec Hy, = oy , Hy, = o3, et

L,—1 L
H, = Z [(02)5(‘7}:4—1)8 + (Uﬁi)s(af’m)s} + Z(Ui)s- (11.46)
n=1 n=1

L’étude analytique, de la matrice densité réduite associée & chaque spin du systéme dans
I’état stationnaire, pour des chaines de taille Ly = 2, 3 et 4, a conduit I’auteur a la conjecture
suivante :

p(l) _ Pby + Pbs _ Pby — Pby (1147)

2 4
p® = = L) = WT% (11.48)
p(LS) _ Pby —;pbz + Pby ;plh 7 (1149)
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avec
P =Trp { Jim o)} (11.50)

Finalement le profil d’aimantation est donné par

z z z
My, + My, My — My,

(1) = 11.51
mZ(1) 5 + 1 ( )
m; +mj
mi(2) =...=m*(Ls—1) = % (11.52)

z z z
my, +my, My, —

ms(LS) = 9 4

(11.53)

ott mg  (respectivement mf ) est la valeur de I'aimantation dans le bain 1 (respectivement 2).
Nous avons représenté, sur le graphique (11.11), les résultats numériques du profil d’aimanta-
tion transverse de la chaine X X | en contact avec deux bains, dans la limite des temps longs.
Les valeurs d’aimantations dans le bain & gauche et a droite sont données par mj = 1/4
et mg, = 3/4. Une étude du profil d’aimantation en fonction du paramétre \;, permettant
la redéfinition de ’hamiltonien (HXX — A\ HXX), a été réalisée et permet de valider la
conjecture [153]. Pour A; = 4, les calculs numériques conduisent & la forme suivante du
profil d’aimantation :

z

mi 4+ m? mi; —m
o 9 . Y o 9 = (0,1 = On,L.), (11.54)

mZ(n,Ls) =

ot 7y est fonction de \,. Pour la valeur de A\, = 4 'hamiltonien HXX — 4HXX correspond
a Phamiltonien (11.46) et on vérifie figure (11.12)y = 1/2. On obtient ainsi les équations
(11.51, 11.52 et 11.53). Dans la limite Ay, = Oona~y =1 et

mz(1) = my (11.55)
mi(2) = ...:mz(Ls—l):m (11.56)
mi(Ly) = mi,, (11.57)
conduisant ainsi
D = gy (11.58)
I (11.59)
plb) = py,. (11.60)

Dans le cas A; — 0, l'interaction avec le bain domine devant les interactions internes de la
chaine. Les spins sont libres pour Ay = 0 sauf aux bords ou 'aimantation stationnaire est
donnée par les résultats du modéle jouet.

Le systéme, bien que présentant un profil d’aimantation (d’énergie) plat, est évidemment
traversé par un courant d’énergie. Dans I’état stationnaire ’équation de continuité conduit
3 0,2 (x) = 0

Ja(@) = 55 (0). (11.61)
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La loi de Fourier n’est donc pas vérifiée (jZ, # 9,mZ%,(x)). La conductivité thermique définit
comme

-2
K = jst

= 11.62
OxmZ, ( )

diverge lorsque le gradient du profil d’aimantation tend vers zéro.

m’ ()

Z z
7(m pytm b2) /12

-L2 -5

Xor

F1G. 11.11 — Profil de I’aimantation dans I’état stationnaire pour une chaine de taille Ly = 20,
avec 7 = 1/4, \; =1, m{; = 0.25 et mj, = 0.75.

0.75— -

0.25— —

0 A=4 10 20

FiG. 11.12 — Coefficient  en fonction du paramétre ;.

11.4.2 Gaz de spins presque libres

Dans cette section, nous définissons un modéle décrivant un systéme de spins presque
libres et choisissons de modéliser 'interaction avec les bains par le processus d’interactions
répétées. Du désordre est introduit de fagon dynamique, et permet de faire émerger un
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profil d’aimantation linéaire. Nous concluons cette partie en donnant quelques résultats
préliminaires et en exposant les perspectives de recherches dans cette direction.

11.4.2.1 Gaz de spins isolé

Commengons par considérer une chaine de L, spins sans interaction. Celle-ci est dite
presque libre lorsque de temps en temps une interaction (entre premiers voisins) est activée
sur un intervalle de temps 7. L’hamiltonien du systéme est simplement donnée par la somme
des hamiltoniens libres de chaque spin

H, = —% > (07)s (11.63)

Lorsqu’a l'instant ¢, une liaison n est choisie au hasard, I’hamiltonien du systéme devient

H,=H,+H! tejtt+r1], (11.64)
avec
A xr xr xT xr
H7Il = _?S (']s (an)s(an+1)8 =+ Js (O.Z)S(Uz—i-l)s) ) (1165)

ol A, est une constante. Pour finir, on définit Ps(n) la probabilité d’activer la liaison n, et
Q@ (7) la probabilité du temps d’interaction 7 sur lequel l'interaction est activée, sachant n.
Avec évidement

Ls—1

> Pin)=1, /OOO drQ, (1) = 1. (11.66)

n=1

11.4.2.2 Systéme ouvert sur ’environnement

Le systéme est alors mis en interaction, par ses extrémités, avec deux bains aux tempé-
ratures 01 et (3. Comme précédemment, on considére que de temps en temps, le premier
spin du systéme (resp. le dernier spin du systéme) entre en interaction avec le bain 1 (resp.
2) sur un intervalle de temps 7. Les hamiltoniens d’interactions sont donnés par

Aq

Hf, = =2 (Jfof (o])s + Jiap (0})s) (1L.67)
A ) .

Hy, = =5 (JH(01.)s0h, + JL (0} )sct,) (11.68)

ol oy, et op, sont les matrices de Pauli décrivant les degrés de liberté de spin des bains 1 et
2, dont les hamiltoniens sont :

_h o

Hb1 = 70';1, Hb2 = 9 O'gl. (1169)
Pour finir on définit la probabilité d’activer une interaction par P(n) (n =0,..., L) ainsi

que la probabilité @, (7) du temps d’interaction 7. Avec évidemment

M):

o

2
I

1, /000 drQn (1) =1, (11.70)
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ou P(0) (resp. P(Ls)) est la probabilité d’activer I'interaction entre le bain 1 (resp. 2) et le
premier spin (resp. dernier spin) du systéme.

Pour un état initial donné, on impose que la premiére interaction se fasse entre le bain 1 et
le premier site. On note Hy 'hamiltonien sur U'intervalle de temps 0, 7]

Hy = Hy, + H + Hy + Hy,, (11.71)
et H,, '’hamiltonien associé lorsqu’une liaison n est tirée au hasard
H,=Hy, +H,+ H. + H,,. (11.72)
Ainsi l'opérateur d’évolution temporelle est
Upn (1) = e imnHn, (11.73)

ou 7, est la valeur de 7 tirée au hasard suivant la loi de probabilité donnée par @, (7). En
notant N le nombre de liaisons ayant été activées entre deux interactions avec les bains, de
sorte que l'interaction IV + 1 se fasse de nouveau avec I'un des bains, on écrit 'opérateur
d’évolution sous la forme

Uz(ny(N) = Uny (Toy) -+ - Un,y (T)) (11.74)
ou Z(N) est ensemble des valeurs {ny,...,n1}. L’évolution de la matrice densité associée
au systéme est alors

ps(N + M) = Trg{Uzn)ps(M)UL 1} (11.75)
et finalement on écrit
avec
Lzavy(X) = > pre(n)Uz)s X Uzn)k,  n1 =0, L, (11.77)
q,k=+

ot p+(0) et px(Ls) sont les probabilités associées aux états propres des bains de gauche et
de droite, telles que :

po = [ Dp (0T [+ Hp-(0)( |
po = [P (La)(T [+ Dp—(Ls)(L |- (11.78)

Par itération successive, on obtient
psN) =Lz, (- Lz, (Lzv) (ps(0)), N =D Nj. (11.79)

L’étude analytique d’un tel protocole est loin d’étre évidente. De plus la résolution d’un tel
probléme est compliquée par le fait qu’'un grand nombre de paramétres a été introduit lors
de la définition du modéle; rappelons par exemple Ag, \;, ainsi que les lois de probabilité
P(n) et Qn (7). Une étude rigoureuse dans la limite des temps continus pourrait permettre
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de faire émerger le role de ces quantités et d’épurer un peu ce modéle en ne considérant
que les quantités jugées pertinentes. De plus il serait particuliérement intéressant de com-
prendre, pour une distribution de probabilité @.,,(7) donnée, sous quelle renormalisation des
couplages, dans le systéme et sur l'interaction, la solution est apportée dans la limite des
temps continus. Finalement la définition d’un état stationnaire pose ici un probléme, le pro-
cessus proposé étant de nature dynamique. Une solution pourrait étre apportée en étudiant
la limite (si elle existe) de lapplication L définie comme

L= lim [/2(]\["1)0...[/Z(]\[2)OLz(1\/'1)7 (1180)

m— 00

ainsi que la matrice densité p,; invariante sous L,

L(pst) = pst- (11.81)

11.4.3 Reésultats préliminaires et perspectives

Les résultats qui suivent ont été obtenus numériquement sur des chaines de petites tailles
mais montrent déja clairement un profil linéaire de I’aimantation transverse. Comme pré-
cédemment, nous avons pris les valeurs \; = A\; = h = 1, la loi de probabilité d’activation
d’un site n est choisi homogeéne P(n) = 1/(Ls + 1) alors que la distribution de probabilité
Qn(t) est choisi indépendante de n et donnée par @, (t) = Q(t) avec

Qt) =6(t — 7). (11.82)
On écrit Paimantation & 'instant ¢ comme
m(n,1) = f(n,t) +n(n,t), (11.83)

ou n(n,t) caractérise les fluctuations et vérifie

lim lim —n(n,t) =0, vn. (11.84)

tq —00 t—00 ta ty
Dans la limite des temps longs on vérifie numériquement :

Jim (f(n,1) = fu(n)) oce/T. (11.85)
Sur la figure (11.13) nous avons tracé le comportement de ’aimantation totale en fonction
du temps, ainsi que la probabilité P(M} /L) obtenue en tracant un histogramme & partir
de la courbe de M7 (t). Les calculs numériques sont effectués sur une chaine de taille L, = 6,
en prenant 7 = 1 /4. On vérifie que la décroissance de ’aimantation est exponentielle et que
la valeur d’équilibre fluctue autour de ’aimantation moyenne m? = 0.5 imposée par les bains
(mg, = 1/4, m{, = 3/4). On constate que les fluctuations autour de la position d’équilibre
sont gaussiennes (voir I'insert figure 11.13).
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Fi1G. 11.13 — Relaxation de I'aimantation totale en fonction du temps, obtenue numérique-
ment pour 7 = 1/4, avec mj = 1/4 et mj = 3/4. Dans l'insert on a représenté la probabilité
P(M} _/Ls) dans la limite des temps longs en tracant un histogramme & partir de la courbe
de Mf (t). Finalement un "fit" gaussien de P(m) est réalisé.

Le profil d’aimantation dans I’état stationnaire est obtenu en tracant la fonction fs:(n) :
fst(n) = limtaﬁoolimtb_,oo/ t—mz(n,t). (11.86)
ta b
On vérifie numériquement que le profil d’aimantation est linéaire, donné par :

mgl + mgz

fst(n) = — +y(mg, —mg, )z, (11.87)

avec

v o T2 (11.88)

Le profil d’aimantation transverse dans ’état stationnaire est tracé figure (11.14), pour un
systéme de taille Ly = 6 et différentes valeurs de 7.

0.53

0.52-
0.51-
— L
x
N— 0.5~
IS
0.49-

0.48-

L L L L L L L | L | L | L
0'470 1 2 3 4 5 6 7

FiG. 11.14 — Profil de 'aimantation dans 1’état stationnaire, obtenue numériquement pour
7= 0.35 (rond), 7 = 0.25 (carré) et 7 = 0.125 (diamant), avec mj = 1/4 et mj = 3/4.
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Si le profil d’aimantation est linéaire, ’aimantation sur les bord du systéme est loin d’étre
égale & I'aimantation des bains (mj = 1/4 et mj, = 3/4). Cependant un choix judicieux
de la valeur des couplages \s; et \; devrait permettre d’ajuster la pente . Des résultats
préliminaires, portant sur le comportement de v avec la taille L du systéme, indiquent que
v ne dépend pas de Ly du moins pour les tailles 1 < Ly < 30. Finalement, ce résultat est
assez surprenant, alors qu’un comportement de la forme vy o 1/Lg était attendu.

11.5 Conclusion et Perspectives

Dans ce chapitre nous avons examiné la relaxation de ’aimantation transverse d’une
chaine de spin décrite par le modéle X X, préparée dans un état complétement factorisé.
Ce modéle nous permet une interprétation des résultats, en terme de fermions sur réseau.
Dans un premier temps, une étude numérique pour les temps ¢ < Lg, nous a permis de
décrire le comportement d’échelle du profil ainsi que du courant d’aimantation. La relation
de continuité aboutit & une relation simple liant I’aimantation et le courant en x = 0 au
temps microscopique tg,

m*(0) + toj*(0) = mj. (11.89)

Dans une seconde partie, nous avons vérifié que 1’état stationnaire est complétement fac-
torisé. Il est donné par le produit tensoriel de la matrice densité du bain sur chaque spin
du systéme. Ainsi le processus d’interactions répétées ne permet pas la thermalisation de la
chaine de spins, dans le sens ol

pet = ppe # %e‘ﬁ”H”- (11.90)
L’étude du comportement du systéme, dans la limite des temps longs ¢t >> L,, a mis en
évidence une relaxation exponentielle de ’aimantation transverse ainsi que des fonctions
de corrélations. Le temps de relaxation est macroscopique, fonction du temps d’interaction
ainsi que de la taille L du systéme considéré
[e3
T o =%, (11.91)

ot, des résultats préliminaires donnent o ~ 2.73.

Dans le cadre du probléme de Fourier, nous avons vérifié, en I’absence de désordre, que I’état
stationnaire du systéme présente un profil d’aimantation plat, marqué par des effets de bord
sur les premiers et dernier spins. Ce qui conduit logiquement, & une conductivité thermique
infinie et & la violation de la loi de Fourier. Afin d’obtenir une conductivité thermique finie,
il est nécessaire d’introduire d’une fagon ou d’une autre, une source de désordre dans le sys-
téme. Nous proposons l'introduction d’un désordre dynamique par ’activation aléatoire de
liaisons entre les spins voisins d’une chaine ouvert sur I’environnement. Des résultats préli-
minaires montrent que les fluctuations de ’aimantation autour de la valeur d’équilibre, dans
I’état stationnaire, sont gaussiennes. Enfin, nous avons obtenu dans la limite asymptotique,
la forme d’échelle de la moyenne du profil d’aimantation, en fonction des aimantations mj,
et my,. L’état stationnaire présente alors un gradient d’aimantation. De prochaines études,
en fonction de la taille du systéme devraient pouvoir conclure sur le comportement de la
conductivité thermique ainsi que sur I’émergence de la loi de Fourier.
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Chapitre 12

Conclusion

Les travaux exposés dans ce manuscrit se décomposent en deux parties. La premiére,
traite de la dynamique unitaire générée par la mise en interaction de sous-systémes. La se-
conde porte sur I’évolution temporelle de systémes quantiques ouverts.

Pour les modéles X X et Ising, nous avons étudié analytiquement 1’évolution de 'interface
séparant deux sous-systémes, préparés dans des états différents. La notion de causalité, ainsi
que la réécriture de ’hamiltonien de ces modéles en terme d’excitations fermioniques libres,
permet de comprendre le role de la variable d’échelle /t dans les profils d’aimantation et
de courant. Pour le modéle XX & température nulle (Ts = 0), il convient de noter le role
particulier joué par la vitesse v, du premier état excité. Les résultats numériques, obtenus
par diagonalisation exacte confirment ’ensemble des résultats analytiques. La limite /¢t — 0
conduit aux propriétés de I’état stationnaire. Lorsque T, # Ty, ce dernier est traversé par
un courant et présente un profil d’aimantation plat.

En revanche, un systéme de taille finie en interaction avec deux "bains" (semi-infini),
converge systématiquement vers un état d’équilibre. La relaxation se fait de facon algé-
brique comme indiqué par le comportement de l'aimantation intégrée MZ*(t)/Ls o L/t.
Une nouvelle échelle de temps 7, = L, /v;, apparait dans le modéle X X, de sorte que pour
les temps t > 75, on ait M?(t)/Ls oc O(t™1).

A température nulle (T, = T = 0), ’étude de 'entropie d’intrication sur un systéme de taille
finie nous pousse A distinguer deux régimes de temps (¢t < Ls et t > L;). Dans le premier,
nous avons confirmé les résultats de la théorie conforme [136]. Pour les temps ¢ > L, le
systéme relaxe de fagon algébrique vers un état d’équilibre ne présentant pas de courant et
I'entropie d’intrication décroit comme S o< t~1. Nous proposons de poursuivre cette analyse
par I’étude de la relaxation de ’entropie d’intrication vers un état stationnaire présentant
un courant. Cette situation est & mettre en relation avec les travaux de V. Eisler [134] sur
le modéle X X.

Nous avons donné une description détaillée du processus d’interaction répétées appliqué
au modéle XY et avons obtenu l’équation différentielle gouvernant 1’évolution temporelle
des corrélateurs a deux points. Cela nous a permis de montrer, pour des interactions entre
premiers voisins, qu'une description simple (C?) des copies de I’environnement suffisait 4 mo-
déliser le bain. Bien que simpliste, le modéle jouet permet de comprendre le mécanisme de
relaxation et en particulier le role du paramétre d’anisotropie x; de la liaison bain-systéme.
Sur un systéme de taille finie, nous avons obtenu le comportement d’échelle de 'aimantation
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et du courant dans le régime des temps courts ¢t < Lg. Pour les temps intermédiaires, nous
avons constaté la présence d’un maximum dans les fonctions de corrélations a ¢t = t,,,. Nous
proposons une étude de 'entropie d’intrication afin de vérifier que le temps t,, correspond
bien au temps d’intrication maximale déja remarqué pour le modéle jouet. Dans la limite
des temps longs, les résultats numériques indiquent une relaxation exponentielle de I’aiman-
tation du systéme vers sa valeur stationnaire.

Enfin, lorsque le systéme est en contact avec deux bains, & des températures différentes, nous
avons vérifié numériquement que le profil d’aimantation est plat. Dans le but de faire émer-
ger la loi de Fourier, nous proposons l'introduction d’un désordre dynamique en perturbant
une chaine de spins sans interaction par ’activation d’un couplage temporaire, positionné
aléatoirement. Dans ce cas, des résultats préliminaires indiquent la présence d’un profil d’ai-
mantation linéaire, encourageant pour la poursuite de ’étude dans cette direction.
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Chapitre 13

Appendice

13.1 Eléments de la matrice R(?)

Les éléments de R sont donnés par :

2L
Ry = (Ue™UT) =3 U, U}, (13.1)
q=1
2L )
R = ZVq(m)e_ZtEqVq*(m). (13.2)
g=1

En séparant les valeurs propres négatives et positives et en associant a chaque couple (¢4, V)
le couple (—¢4, V) pour lequel ¢y = ¢y et 1y = —1)4, On a

L
R = (Vy(m)e ™0V (m) + Vg (m)e™™ e Vi (m)) . (13.3)

g=1
En traitant séparément les cas R, R+ Ry L et RZ?ILL, avecn,m = 1,..., L on obtient

finalement les expressions (2.13,2.14,2.15) .

13.2 Calcul explicite de aimantation transverse
Le profil de ’aimantation transverse est donné par
(G2)(t) = (~iT20L) = My p.n(t), (13.4)
en utilisant la relation (3.19) on obtient

(@2)(t) = Ruprk(t)Riy n(t) M. (13.5)
ko
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En réarrangeant les éléments de I" de la fagon suivante,

Iy
1—“1
T = £, 13.6
I2 (13.6)
Iz
la matrice M(0) prend la structure
. 0o —IT
M= —il+ (I 0 > , (13.7)
ol I est une matrice de dimension £ x £
I, 0
=0 L 0 (13.8)
0 . 0
et ot les éléments de I; sont donnés par 1’équation (3.8). L’équation (13.5) devient
(o7)(t) =D PPN ()T p, (13.9)
ok
avec
PEY () = Rysrpy 2 (8) Rt (8) = Rug k() R s £ (1), (13.10)

Les éléments de la matrice R(t) s’expriment en terme des fonctions de Bessel, dans le cas
d’un systéme thermodynamique décrit par le modéle d’Ising critique (b = 1) ou par le
modéle X X [30, 64]. Ainsi pour le modeéle d’Ising en champ critique h = 1

Rip=Risrpre = (Tplll)e = (TR = (—1)F i (20)
R = ThTHe = (=)0 g1 (2t), (13.11)

et pour le modéle X X

Ru=Riense =MD = @303 =i a0 { iy A,
Rypey = (TH0?), = il‘lek(t){ ::égééléz) z_l;;i;psz (13.12)
En définissant les profils p? de la facon suivante :
P (k) = I k45(0) = Tr{—=iT3T};p(0)}, (13.13)
avec en particulier p°(k) = (07)(0), le calcul conduit a :
(o) (1) =D PRIy (k). (13.14)
ik
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Finalement I’é¢lément PX*+i(t) est fonction de la différence n — k, on note P¥F+i(t) =

F!(n — k). L’équation (13.14) devient

i) =Y (F =) (),

J

ot pour le modeéle d’Ising critique (h = 1), les fonctions th sont données par :

(—1) F{ (n) = Jon(2t) Jan—2j(2t) — Jont1(2t) Jan—2j-1(21),
et pour le modéle X X par
(“1YF (n) = Ju(8)Jnap3 (1), VA,

avec F}(n) = 0 pour les valeurs de j impaires.

(13.15)

(13.16)

(13.17)

13.3 Contributions de volume et de surface des profils p’

Dans le sous-systéme de droite (k > 1) les profils p/ sont donnés par :
P(k) = Tr{=iT{l};ps}

Lg 5 )
— > g (k)$g(k + j) tanh (2(1) _
q=1

(13.18)

En utilisant les vecteurs propres et valeurs propres des modéles X X et Ising donnés dans le

chapitre 1 (éq. 1.36, 1.43 et 1.44) on obtient dans la limite continue :
P (k) = H(k) (p, + Pk (k)
Pour le modéle XX
j ;[T do .
P = (17 [ cos (6) tamh (Ben(6)/2)
0
j 1 [T d8 ,
ph(k) = (-1) — cos ((2k + 7)0) tanh (Bse,(0)/2) ,
0

ou €;,(0) = h — cos(#). Pour le modéle d’Ising au point critique (h = 1),

pjv _ (_1)3‘/077‘” sin (6(1/2 — 7)) tanh (B, sin(6/2))

™

phk) = (1) /Oﬁ‘f sin (0(2k + j — 1/2)) tanh (B, sin(6/2)) .

(13.19)

(13.20)

(13.21)

(13.22)

(13.23)

13.4 Fonction de Green du modéle XX a température

nulle

Nous donnons les éléments de la démonstration conduisant & la fonction de Green du
modeéle X X lorsque T, = oo et Ts = 0. En ne considérant que la contribution de volume
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(p{/) le profil d’aimantation est

(20 = 30 F (0 = bl k). (13.24)

en utilisant la relation p?(k) = p~7(k + 5) il suit

@O =p% > T2 @) +2 D (1) T k() Tnk—2; (t)PY. (13.25)
k=0 k=0,j=1

La dérivée @ définie par ®'(n,t) = (o7 1)(t) — (07)(t) est

' (n,t) = J,(t) m“Z/Jn(t)+2§:(—1)jp2jJn_2j(t) . (13.26)

En utilisant la forme assymptotique des fonctions de Bessel pour v >> 1

v [ 2

avec ¥ = y(tan § — ) — 7/4, et en prenant la limite n — oo on a :

2 o
' (n,t) ~ ———cos? U | mé + 2 —1)7p? cos(2j arccos(n/t
)~ b2 (15 oo )
2 o
- cos¥sin¥ | 2 —1)7p? sin(2j arccos(n/t 13.28
T D1 sz acco(of) | (1325

En ne gardant que le premier terme, ol cos? W est remplacé par sa valeur moyenne 1/2, en
utilisant Iexpression des profils p{, donnée précédemment ainsi que les égalités suivantes

;(—w’ Smgtjx) = —2/2 Vae]-ma] (13.29)
;H)f’ Singjx) —r—2/2 Va3, (13.30)

on obtient 7
' (n,t) = ml_lW V1—h2 <|n/t| <1, (13.31)

et zero autrement. Finalement la fonction de Green est simplement donnée par Gi(x) =
&' (x,t)/m*(0).
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13.5 Fonction de Green du modéle d’Ising & température
nulle
Nous donnons les éléments de la démonstration conduisant a la fonction de Green du

modéle d’Ising lorsque T, = oo et T = 0. En ne considérant que la contribution de volume
(p{,) le profil d’aimantation est

=> > Fl(n—k)pi(k), (13.32)

j=0 k

avec
(—1)F}(n— k) = Jo(n—1)(20) Ja(n—k)—2; (2t) = Jo(n—i)+1(2t) Jo(n—i)—2j—1(2t). (13.33)

A température nulle les p{, sont,

2 (=1)y
J — =
= s (13.34)
La dérivée ®'(n + 1,t) = (07 1) (t) — (07)(t) est donnée par :
4 > JQ _2‘_1(2t) 4 > Jé —2'—1(2t)
&' (n,t) = =Jj, (2t e e W () Lt A 13.35
(0,0) = 2, (20) 3 Pt Ly o) 3 ey (13.35)

Jj=0 J=0

En utilisant ’expression assymptotique des fonctions de Bessel on obtient la fonction de
Green :

Gi(z) = 2%11 (%) . (13.36)

13.6 Fonction de Green du modéle XX a température
finie

Dans le cas du modéle X X & température finie, la dérivée ®' est donnée par :

' (n,t) = m*(0)J2(t) + Jn (1) An(2), (13.37)
avec
t) =2 (=1)p Jua;(t). (13.38)
j=1
On utilise la relation
tanh(z) = 1 + 22 Yee=2he gy > . (13.39)

Ainsi pour les champs A > 1 on a :

! = Ip;(0 +2Z Ve 20 L (Boke) J—aj (£). (13.40)

134



Le comportement assymptotique des fonctions de Bessel conduit & :
2
mty/1 — (n/t)?
o0
Z(— YVee=2B:ko Z 1)7 I5;(Bsk) cos(2] arccos(n/t)).  (13.41)

=1

Jn(t)An(t) ~

=

Puisque I»j(u) = (—1)7.Jz;(iu) on a

Z(—l)jlgj(ﬁskz) cos(2j arccos(n/t)) = Z J2j (ifsk) cos(2j arccos(n/t))

j=1 j=1

cosh(Bsk/1— (n/t)?) — Jo(iBsk) (13.42)

Finalement ’expression (13.37) devient

' (n,t) = 1_1(n/t)2 (tanh (ﬁ?(h + W)) + tanh (g(h - W))) .

13.7 Interaction répétées; limite continue

L’évolution de la matrice X est donnée par X (1) = R(7)XR'(). Dans la limite des
temps d’interaction faible (7 << 1), la matrice R(7) s’écrit,  I'ordre en 74 :
T2 3T AT

~1—irT — 5
R(r)~1—irT 5 + a + 1 +O(7°). (13.43)

On obtient 6, X (1) = (X (1) — X)/7
5TX(T) = = Z[T’X}
+ T (2TXT - {X,T?})

2
2

+ z% <T[X, T|T + ;[TS,X])

+ ( {T*, X} - T{XTQ}T+iT2XT2>

On définit les restrictions de T sur le systéme et le bain de la maniére suivante :
(T MO
T = ()\ZHT T, ) , (13.45)
ou T}, de dimension 2L; x 2L; (j = s,b), est donnée par :
h;j J]Z-’ ,
_— JPohy J O
Ti={ -+ ), Cj=-i , (13.46)
@0 o Jr by JY
J J J
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et ou les éléments de la matrice 8, de dimension 2L; x 2L, sont :
en,m = Z.Jiwén,ZLb(Sm,l - Z'Jiyén,Lbém,Ls+1' (1347)
On note X§, respectivement X3, les restrictions sur le systéme et le bain. On définit :

Xs(1) — X5
—

5. X, = (13.48)

Pour la partie systéme on obtient :

0, X~ — i[Ts, X

(TA2/2) ({ X, 070} — 207 X460) — (7/2) ({X,, T2} — 2T, X, T})

(T2 XN /6) ([01T30, X5 — 307 [Ty, X,] 6)

(iT?A7/6) [{T%, 070}, X, ] + (i7°/6) [T2, X,]

(17202 /2) ([07 X460, Ts] + T, X070 — 010X, T)

(i7%/2) [T X Ty, T

O(T3NIAY) + O(T3A2))

O(T3AD) + O(T3)2%) + O(3). (13.49)

++ 4+ + + +

En introduisant les exposants a et b tels que

A A
A= Ay = =

- Ta/2

(13.50)

s
les conditions TA? < co et T2A2)\, < oo sont vérifiées pour
0<a<l et 0<b<2-a (13.51)

En imposant que tous les termes d’ordre supérieur s’annulent dans la limite 7 — 0 il vient :

3_
0<b< = ¢ (13.52)

Finalement 'unique fagon de renormaliser les couplages dans la limite 7 — 0 est de choisir
a = 1. Pour toutes les valeurs de b < (3 —a)/2 les termes proportionels & 72A?)\;, s’annullent.
11 reste alors :

9 X, = —i[Ty, Xs] — (A2/2) ({X,, 010} — 207 X,0) . (13.53)
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