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Introduction générale

Les derniéres avancées dans la science des matériaux ont permis de produire une classe de
systémes qualifiés d’intelligents ou adaptatifs. Ils ont généralement un comportement dynamique
dont il est possible de controler ou modifier par un ensemble de capteurs et d’actionneurs en
conformité avec une loi de commande intégrée. Des choix spécifiques des actionneurs et des cap-
teurs sont dictés par les exigences de conception des systémes intelligents. Pour les applications
aéronautiques et aérospatiales, par exemple, les transducteurs de controle doivent étre légers
pour qu’ils aient un effet minimal sur la dynamique du systéme. De plus, les actionneurs doivent
fournir 'effort nécessaire en utilisant la source d’alimentation disponible. Les restrictions sur la
taille et le poids exigent également que les transducteurs puissent étre capables de jouer plusieurs
roles dans la structure. Par exemple, les transducteurs qui surveillent et controlent les vibrations
dans un fuselage d’avion peuvent étre utilisés aussi comme actionneurs et capteurs pour surveiller
l’état global de la structure (tests non destructifs) en temps réel.

La nouveauté apportée par les matériaux intelligents réside dans leurs capacités intrinséques
et extrinséques qui leurs permettent dans un premier temps de répondre & des stimuli intérieurs
ou extérieurs, puis d’activer en conséquence leurs fonctions correspondantes. La science des ma-
tériaux a donc évolué de l'usage des matériaux structurels inertes (comme l'acier et le béton) a
celui de matériaux actifs ou adaptatifs qui ont des capacités de reconnaissance et/ou de réaction.
Les matériaux actifs d’actionnement sont ceux qui permettent de convertir ’énergie électrique,
magnétique ou thermique en énergie mécanique tandis que les effets de détection sont fournis
par la conversion inverse de ’énergie. Les alliages & mémoire de forme (AMF) et les matériaux
piézoélectriques font partie de ces matériaux intelligents.

Les alliages a mémoire de forme sont de plus en plus considérés dans les applications de génie
civil, aérospatiales et industrielles qui exigent un amortissement passif important. Déformés a
froid, ces matériaux peuvent retrouver leurs formes initiales s’ils sont chauffés & une certaine
température par suite d’une transformation de phase. Ces matériaux trouvent de nombreuses
applications dans des secteurs variés comme ['utilisation des stents & base d’AMF dans le secteur
biomédical pour réparer les artéres endommagés.

Les matériaux piézoélectriques produisent une tension électrique quand ils sont soumis & une
contrainte mécanique et, inversement, se déforment sous 'effet d’'un champ électrique. Ce type
de matériaux est largement considéré dans la conception des structures intelligentes grace au

fait qu’ils sont légers et compacts, relativement bon marché, et présentent un comportement
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électromeécanique linéaire lorsuq’ils sont soumis & un chargement de faible intensité. Cette classe
de matériaux comprend principalement des céramiques comme le titanate de barium et récem-
ment des polymeres. Dans le secteur automobile, de grands équipementiers comme Bosch® et
Siemens® ont développé des injecteurs de carburant utilisant des actionneurs piézoélectriques.
Par rapport aux électrovannes classiques, les améliorations résident dans les fréquences d’in-
jection plus élevées et la précision accrue de la quantité de carburant injectée. Les matériaux
piézoélectriques sont généralement considérés pour l'amortissement des vibrations, la réduction
du bruit et le contréle non destructif des structures. L’ensemble de ces applications exploite le
comportement linéaire de ces matériaux piézoélectriques.

Les effets piézoélectriques direct et inverse favorisent I'utilisation de ces matériaux dans les
applications de type capteur et actionneur. Par conséquent, le besoin de modélisation des maté-
riaux piézoélectriques (comme pour les autres classes de matériaux intelligents) est important.
La spécificité tient ici dans le couplage électromécanique, mais également dans les phénoménes
non linéaires qui apparaissent a cause de la nature noncentrosymeétrique de ce type de matériaux.
Cette non linéarité du comportement est parfois utile dans quelques applications telles que les
mémoires FRAM (Ferroelectric Random Access Memory) qui utilisent les propriétés non linéaires
des céramiques piézoélectriques pour stocker les données informatiques. La direction de polari-
sation de la céramique piézoélectrique (PZT en général) peut étre inversée par un fort champ
électrique : il s’agit du comportement ferroélectrique. Dans d’autres cas, ces effets non linéaires
ne sont pas désirés car ils limitent ou dégradent les performances des composants piézoélec-
triques. Le comportement ferroélastique, qui se caractérise par la réorientation de la polarisation
électrique sous leffet d’une contrainte mécanique (de compression en général), peut dégrader les
performances des actionneurs piézoélectriques et induit des fissures.

D’autre part, des travaux de recherche sont actuellement en cours afin d’aboutir & des ap-
plications miniaturisées utilisant les céramiques piézoélectriques (micro-actionneurs et micro-
capteurs). Ces micro-composants sont généralement taillés dans des films céramiques trés minces
(quelques microns d’épaisseur). Afin de dimensionner ces micro-composants et avoir des informa-
tions fiables concernant ’état des champs électroélastiques, il est nécessaire de disposer d’un outil
numérique adapté et par conséquent intégrant les comportements ferroélectrique et ferroélastique
non linéaires, d’'une part, et la faible dimension des piéces suivant l’épaisseur, d’autre part. C’est
dans cet esprit que ce travail s’oriente, plus particuliérement autour du développement d’outils
de dimensionnement numériques adaptés aux structures piézoélectriques minces et quelconques
et qui prennent en compte les phénomeénes non linéaires liés a la réorientation de la polarisation
électrique.

Le premier chapitre s’efforce de définir les effets piézoélectriques direct et inverse et 1’origine
de la piézoélectricité dans les céramiques ferroélectriques largement utilisées dans les applica-
tions actuelles. Ensuite, le modeéle piézoélectrique linéaire, communément adopté pour étudier
les applications piézoélectriques soumises & de faibles chargements électromécaniques, est rap-

pelé. Les comportements ferroélectrique et ferroélastique, qui induisent des réponses fortement



hystérétiques, sont définis. Puis, une synthése bibliographique des modeéles phénoménologiques
et micromécaniques jusque 1a développés est proposée. Enfin, nous présentons une synthése bi-
bliographique des éléments finis piézoélectriques proposés.

Le second chapitre propose une modélisation phénoménologique des comportements ferro-
électrique et ferroélastique. Une adaptation bidimensionnelle de ce modéle est développée pour
étudier la réponse non linéaire des structures piézoélectriques minces. Deux fonctions de pé-
nalisation ferroélectrique et ferroélastique sont proposées pour controler les saturations de la
polarisation et la déformation rémanentes. L’intégration implicite, basée sur la méthode de re-
tour radial, des versions 2D et 3D du modéle phénoménologique proposé est présentée.

Le troisiéme chapitre s’'intéresse au développement d’un élément fini coque couplé avec la loi
ferroélectrique bidimensionnelle. Des tests de validation linéaires et non linéaires sont proposés.

Le dernier chapitre est consacré au développement de deux éléments hexaédriques électromeé-
caniques. Le premier élément est couplé avec la loi de comportement ferroélectrique et ferroélas-
tique tridimensionnelle. Le deuxiéme, basé sur le concept SFR ou rotation d’une fibre spatiale, est
proposé, dans un premier temps, pour améliorer la réponse piézoélectrique linéaire du premier.
Pour tenir compte de ’anisotropie du comportement piézoélectrique, le tenseur des déformations
mécaniques et le vecteur champ électrique sont exprimés dans un systéme de coordonnées curvi-
lignes. A titre d’exemple, les processus de polarisation d’un tube ferroélectrique et d’une plaque

trouée sont étudiés.
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Chapitre 1. Matériauz piézoélectriques et ferroélectriques

1.1 Introduction

La piézoélectricité (du grec piézein : presser, appuyer) est la propriété que possédent certains
matériaux de se polariser électriquement sous ’action d’une contrainte mécanique. Si le matériau
n’est pas court-circuité, la charge mécanique appliquée induit une différence de potentiel & travers
le matériau (Figure 1.1). Cet effet est appelé Ueffet piézoélectrique direct. D’autre part, cette
famille de matériaux présente également 'effet piézoélectrique inverse : ils se déforment quant
ils sont soumis & un champ électrique (Figure 1.2). Cette propriété trouve un trés grand nombre
d’applications dans l'industrie et la vie quotidienne. Une application parmi les plus familiéres
est ’allume-gaz. Dans un allume-gaz, la pression exercée produit une tension électrique qui se
décharge brutalement sous forme d’étincelles : c’est une application de l'effet piézoélectrique
direct. De maniére plus générale, Ueffet direct peut étre mis & profit dans la réalisation des
capteurs (capteur de pression, microbalance, etc..) tandis que l'effet inverse permet de réaliser

des actionneurs (injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nanomanipulateur, etc..).

o
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FiG. 1.1 : Effet piézoélectrique direct : apparition d’une polarisation électrique en réponse a une
contrainte mécanique de compression.
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Fi1G. 1.2 : Effet piézoélectrique inverse : déformation d’un cube piézoélectrique soumis & un champ élec-
trique

Le matériau piézoélectrique le plus connu est sans doute le quartz, toujours utilisé aujourd’hui
dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais ce sont des céramiques synthétiques,
appelées céramiques ferroélectriques (comme le titanate de baryum de formule BaTiOgs et le
titanate de plomb de formule PbTiO3), qui sont largement utilisées actuellement dans 'industrie

grace a leur colt de fabrication raisonnable et leurs constantes diélectriques et piézoélectriques
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intéressantes.

Il existe aussi des polymeéres qui présentent des propriétés piézoélectriques. Les plus couramment
utilisés sont des polymeéres de synthése, notamment le polyvinylidine difluoride (PVDF) et ses
dérivés. Dans la pratique, les polymeres sont utilisés en couche mince de 6 & 25 microns pour la

réalisation de transducteurs ou d’hydrophones.

1.2 Histoire de la piézoélectricité

La piézoélectricité a été découverte en 1880 par Pierre et Jacques Curie quant ils ont voulu
examiner la relation entre la pyroélectricité! et certaines symétries cristallines [78]. Dans des
études initialement focalisées sur des cristaux de tourmaline et aprés étendues au quartz, sucre
de canne et le sel de Rochelle, les fréres Curie ont montré la génération de charges électriques en
réponse aux pressions et contraintes appliquées. Ceci est 1’effet piézoélectrique direct qui, pour ce
type de cristaux, peut produire des tensions électriques pouvant atteindre des milliers de volts.
L’effet piézoélectrique inverse a été découvert par la suite sur la base de calculs thermodyna-
miques, et immédiatement vérifié par les fréres Curie.

Une premiére caractérisation linéaire des propriétés électromécaniques des matériaux piézoélec-
triques a été publiée en 1910 par Woldemar Voigt dans Lehrbuch der Kristallphysik (manuel sur
la physique des cristaux) [84] et a établi la notation toujours utilisée dans les modéles piézoélec-
triques linéaires. En 1916, Paul Langenin a développé un transducteur piézoélectrique, constitué
par un cristal de quartz pris en sandwich entre deux plaques de métal, qui fonctionne comme
un détecteur sous-marin ultrasonique [67]. Les ondes sonores ont été produites par oscillation
des deux plaques quand le cristal de quartz est soumis a une différence de potentiel (effet pié-
zoélectrique inverse). Un capteur de quartz a été utilisé, cette fois, pour recevoir les échos des
ondes sonores. Le temps écoulé entre I’émission d’une onde acoustique et la réception de son
écho permet de calculer la distance qui sépare la source d’émission et ’objet de réflexion. Ce
transducteur ultrasonique représente le précurseur des sonars modernes et illustre 'utilisation
duale des matériaux piézoélectriques comme actionneurs et capteurs dans le méme systéme.

De 1916 & 1950, la recherche a été focalisée sur le développement de nouveaux matériaux piézo-
électriques et leur utilisation dans des nouvelles technologies avec des contributions intéressantes
de Walter Cady qui a mis au point le premier oscillateur & quartz au début des années 1920
ouvrant ainsi la voie au controle de fréquence |78]. Durant cette période, la famille du KDP
(phosphate monopotassique) a été découverte en 1940 et le premier matériau piézoélectrique a
base de la céramique ferroélectrique BaTiOgz (titanate de baryum) a été produit |78]. BaTiO3
a été la premiére céramique ferroélectrique & étre utilisée dans les applications piézoélectriques
a la place des premiers matériaux naturels et a servi de précurseur au au titano-zirconate de
plomb (PZT) et magnésium niobate de plomb (PMN) découverts dans les années 50 et qui sont

actuellement parmi les composés ferroélectriques les plus utilisés grace & leurs hautes constantes

'La pyroélectricité est le phénoméne par lequel un changement de température entraine une variation de la
polarisation électrique d’un matériau
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diélectriques et piézoélectriques, cotit de fabrication relativement modéré et large gamme de tem-
pérature de fonctionnement [78].

Durant les années 60 et 70, la recherche a été focalisée sur le développement de nouvelles tech-
nologies utilisant les céramiques ferroélectriques BaTiOg3, PZT et PMN, et le développement de
nouveaux composés piézoélectriques qui peuvent éliminer les limitations liées & la nature rigide
des piézocéramiques. Ce dernier but a été atteint en 1969 lorsque Kawai a découvert que le
polyfluorure de vinylidéne (PVDF) présente des coefficients piézoélectriques presque 10 fois plus
importants que ceux des polyméres découverts auparavant [51|. Depuis sa découverte, le PVDF
est largement utilisé dans les applications de type capteur et actionneur et il est jusqu’a présent
le polymeére piézoélectrique le plus utilisé [78].

Depuis les années 80, la recherche a concerné le développement de nouveaux matériaux et le dé-
veloppement des applications industrielles, biomédicales, aéronautiques et aérospatiales de haute
performance a base de composés piézoélectriques et ferroélectriques. La recherche sur les ma-
tériaux a été focalisée sur le développement de matériaux monocristallins qui présentent des
déformations de l'ordre de 1% tandis que la recherche extensive sur les polymeéres a conduit a
la production des polyimides [69], polymeéres élastomériques [80], et les polymeéres biologiques
[36]. Les applications utilisant 1'effet piézoélectrique direct comprennent les allumeurs de gaz, les
accéléromeétres utilisant des disques de PZT qui jouent un role central dans les systémes d’air-
bag, et les capteurs basés sur des films minces de PVDF. Les applications commerciales de type
actionneur comprennent les tétes d’imprimantes matricielles, les mécanismes de fermeture des
caméras, et la suspension & commande électrique de Toyota (TEMS : Toyota Electronic Modula-
ted Suspension) produite en 1989 a base de céramiques de PZT pour augmenter 1’absorption des
chocs [78]. Les actionneurs piézoélectriques ont joué aussi un role important en nanotechnologie
& commencer par leur utilisation comme éléments de positionnement dans les microscopes a effet
tunnel (STM : Scanning Tunnelling Microscopes) en 1982 et les microscopes a force atomique
(AFM : Atomic Force Microscopes) en 1985 et leur emploi jusqu’a présent essentiellement dans

toutes les applications de nanopositionnement [78].

1.3 Les classes cristallines

L’existence de la piézoélectricité dans un cristal est liée aux symétries de la maille cristalline.
En particulier, un cristal ne peut pas étre piézoélectrique si sa maille posséde un centre de
symétrie (maille dite centrosymétrique : les centres de gravité des charges positives et négatives
coincident avec le centre de la maille élémentaire, Figure 1.4). De maniére générale, nous pouvons
classer les cristaux suivant leurs symétries en 230 groupes d’espace regroupés en 32 classes
cristallines |45]. 11 existe 21 classes non centrosymeétriques, dont 20 sont piézoélectriques. Parmi
ces classes piézoélectriques, 10 possédent une polarisation électrique spontanée et sont dites
polaires. Ces derniers cristaux sont pyroélectriques car leur polarisation spontanée varie avec

la température. Parmi ces cristaux pyroélectriques, certains sont dits ferroélectriques si leur
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polarisation spontanée peut étre inversée par un champ électrique extérieur.

32 classes
cristallines

21 classes 11 classes
non centrosymétriques centrosymétriques
(non piézoélectriques)

20 classes
piézoélectriques

10 classes polaires 10 classes
pyroélectriques non pyroélectriques
Quartz

Classes Classes
ferroélectriques non ferroélectriques

Céramiques Tourmaline
pérovskites

[BaTiO;;, PbTiOs, PZT, PLZT]

Fi1G. 1.3 : Les classes cristallines.

FiG. 1.4 : Maille cubique centrosymétrique du BaTiOs pour une température supérieure a la température
de Curie.
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Pour les cristaux polaires, qui sont caractérisés par une polarisation spontanée initiale, les effets
piézoélectriques se manifestent quand le module de la polarisation électrique change. Pour les
cristaux piézoélectriques non polaires, une polarisation électrique différente de zéro apparait
seulement en appliquant une charge mécanique. Dans ce cas, nous pouvons imaginer que la
contrainte mécanique transforme ces cristaux d’une classe cristalline non polaire (P = 0) a une

classe cristalline polaire (P # 0).

1.4 Applications

Les matériaux piézoélectriques sont largement considérés dans plusieurs applications en rai-
son du fait qu’ils sont légers et compacts, peu cotliteux, et présentent un comportement élec-
tromécanique relativement linéaire pour des chargements de faible amplitude. Grace aux effets
piézoélectriques direct et inverse, ces matériaux peuvent étre utilisés dans les applications de
type capteur et actionneur. Cependant, les actionneurs piézoélectriques sont parfois délaissés a
cause des faibles déplacements qu’ils génerent. Cette limitation est une conséquence directe du
caractére rigide des céramiques ferroélectriques.

Dans cette section, nous présentons quelques applications & base de matériaux piézoélectriques.

1.4.1 Capteurs

Une force ou une pression exercées sur un matériau piézoélectrique géneére des champs élec-
triques et donc une tension électrique mesurable. Ceci constitue le principe de fonctionnement

des capteurs piézoélectriques.

Fi1G. 1.5 : Disque piézoélectrique utilisé comme un microphone de contact sur une guitare classique.

Les matériaux piézoélectriques permettent de convertir des ondes acoustiques en signaux élec-
triques comme dans le cas des microphones piézoélectriques ou les ondes sonores fléchissent le
matériau piézoélectrique créant un changement de la tension électrique (Figure 1.5).

Dans plusieurs techniques de détection, le capteur piézoélectrique peut avoir la fonction duale
capteur/actionneur. Dans ce cas, il est préférable d’utiliser le terme transducteur piézoélectrique.

Les transducteurs ultrasoniques piézoélectriques peuvent émettre des ondes ultrasonores dans le

10
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corps, recoivent les ondes fléchies, et les convertissent en signaux électriques. Ces transducteurs

sont utilisés principalement dans 'imagerie médicale et les essais industriels non destructifs

(NDT).

] ( )

ﬂ ; — [+—

(b)
(@)

(c)

Fi1G. 1.6 : (a) Poutre mince avec des patches piézoélectriques collés sur ses faces supérieure et infé-
rieure. (b) Moment de flexion généré par Uapplication de deux tensions électriques opposés
sur les patches. (c¢) Identification d’un dommage éventuel de la structure grice au réle dual
de capteur/actionneur des transducteurs en PZT (d’apres [78]).

D’autres applications de type capteur comprennent aussi :
— le controle des structures (Figure 1.6(c));
— les sonars utilisés dans la marine;
— les microbalances piézoélectriques ;
— les capteurs de pression utilisés notamment dans ’automobile (pression des pneus), I’aéro-
nautique (pression dans les tuyeéres) et les machines d’essai mécaniques (cellule de force),

etc..

1.4.2 Actionneurs

Les actionneurs piézoélectriques directs, généralement constitués d’une seule couche piézo-
électrique, sont caractérisés par un déplacement mécanique faible inférieur & 100 micromeétres.
Ceci est du essentiellement & la nature rigide des céramiques ferroélectriques.

Pour amplifier le déplacement mécanique généré par les actionneurs piézoélectriques directs, des
solutions de forme complexe ont été proposées ces derniéres années. Parmi lesquelles des action-
neurs de forme spirale (Figure 1.7) ayant une géométrie compacte proposées dans |71]. L’appli-
cation d’un champ électrique radial permet d’avoir un déplacement tangentiel pouvant atteindre
des valeurs de l'ordre de 700pm autour de la fréquence de résonance (Figure 1.7(b)). Des ac-
tionneurs de forme hélicoidale (Figure 1.8) ont été proposés également dans [23|. La géométrie
de actionneur hélicoidal permet d’obtenir un déplacement rotationnel Al dans la direction de
la circonférence et aussi un déplacement radial AR dans la direction radiale quand l'actionneur
est soumis & un champ électrique radial. En utilisant un actionneur hélicoidal de longueur totale

L = 45,76 mm, de diamétre extérieur D.,; = 4.09 mm, d’épaisseur totale h = 0.55 mm, formé

11
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de quatre tours et soumis a une différence de potentiel de 100 volts, il est montré dans [23] que

les déplacements rotationnel et radial sont de 43 et 9 u m, respectivement.

800
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FiG. 1.7 : (a) Actionneur de forme spirale (b) Réponse fréquentielle du déplacement tangentiel de ’ac-
tionneur spirale montrant un déplacement mazximal de 700pum autour de la fréquence de ré-

sonance (d’apres [T1]).
Inner electrode } 3

Intermediate electrode
Oulcr electrode

Fi1G. 1.8 : Actionneur hélicoidal (d’apres [23]).

Des actionneurs amplifiés, généralement constitués de plusieurs couches, ont été également pro-
posés. L’actionneur bimorphe (Figure 1.9) est constitué par deux couches piézoélectriques dont
I'une travaille en traction et l'autre en compression pour obtenir un déplacement transversal
amplifié. L’actionneur multicouche (Figure 1.10) est utilisé aussi pour obtenir un déplacement
meécanique proportionnel au nombre de couches utilisées. Il existe également des actionneurs
piézoélectriques précontraints comme 'actionneur CRESCENT (Figure 1.11) introduit en 1997
par Chandran et al. dans [17]. La céramique piézoélectrique et les plaques métalliques sont col-
lées ensemble, par un agent polymérique, & une haute température voisine de la température
de Curie de la céramique piézoélectrique. La technologie de cet actionneur consiste & 1'utilisa-
tion de la différence de contraction thermique entre la piézocéramique et les plaques métalliques
quand l’ensemble est refroidi jusqu’a la température ambiante. Cette différence de propriétés
thermiques induit des précontraintes et une structure courbée [17| ce qui permet d’augmenter
considérablement le déplacement mécanique et la force de blocage de ’actionneur.
Aujourd’hui, les actionneurs piézoélectriques sont utilisés dans plusieurs domaines :

— dans les microscopes a sonde locale. Le microscope & force atomique et le microscope a

effet tunnel emploient la piézoélectricité pour réaliser les petits déplacements nécessaires
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au balayage de la surface sondée;

le controle de vibrations (la Figure 1.6 montre deux patches piézoélectriques collés sur une
poutre mince et qui peuvent étre utilisés pour controler la vibration de cette poutre);

la commande de certains injecteurs en automobile est réalisée grace a des actionneurs
piézoélectriques. Cette technologie permet notamment de gagner en rapidité d’injection et
en consommation. De méme, certaines imprimantes & jet d’encre utilisent des actionneurs
piézoélectriques pour produire les fines gouttelettes qui sont propulsées sur le papier ;
dans les applications opto-acoustique : par micro-positionnement piézoélectrique de miroir,
I'ajustement de la longueur de la cavité laser peut étre piloté pour optimiser la longueur
d’onde du faisceau;

etc..

!

|
+>

=

o] _J,

E poling

Fic. 1.10 : Actionneur multicouche.

Displacement

' Displacement

FiG. 1.11 : Actionneur CRESCENT (d’aprés [17]).
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Chapitre 1. Matériauz piézoélectriques et ferroélectriques

1.5 Les céramiques ferroélectriques

Les céramiques ferroélectriques constituent une sous-classe des matériaux piézoélectriques
qui présentent, pour des températures inférieures & la température de Curie T, une structure
en domaines et une polarisation spontanée qui peut étre réorientée par un champ électrique.
Comme détaillé dans la section 1.5.1, ’apparition de ces domaines ferroélectriques résulte de
lalignement des dipoles électriques pour minimiser les énergies électrostatique et élastique [78].
Les céramiques ferroélectriques polycristallines sont les plus utilisées actuellement dans les appli-
cations de type capteurs et actionneurs. En effet, leur technique de fabrication est bien maitrisée
et relativement plus facile que celle des monocristaux ferroélectriques. De plus, elles présentent
des propriétés piézoélectriques et diélectriques intéressantes ce qui justifie leur large utilisation
dans les applications actuelles.

Le Titanate de baryum ou le BaTiOs était la premiére céramique ferroélectrique a étre com-
mercialisée et & étre utilisée dans les composants piézoélectriques. A cause de la simplicité de sa
structure cristalline de type pérovskite, il représente un exemple idéal pour décrire ’apparition
des domaines ferroélectriques et la réorientation ferroélectrique (par un champ électrique) et
ferroélastique (par une contrainte mécanique) de ces domaines induisant des réponses fortement
non linéaires. Dans les applications actuelles, le BaTiOj3 est largement dépassé par le Titano-
Zirconate de Plomb (PZT) qui présente des propriétés piézoélectriques et diélectriques beaucoup
plus intéressantes que le premier.

Pour présenter les effets piézoélectriques direct et inverse, les céramiques ferroélectriques doivent
étre polarisées par un champ électrique de forte intensité légérement en dessous de 7. Les effets
piézoélectriques apparaissent si ces céramiques sont soumises & un chargement électromécanique
de faible intensité autour de ’état polarisé. Ceci induit des réponses approximativement linéaires
ce qui a motivé ’analyse linéaire de Voigt et les relations constitutives linéaires développées dans
la section 1.6. Ces relations sont souvent connues par les relations piézoélectriques et les maté-
riaux opérant dans les régimes linéaires réversibles sont fréquemment désignés par les matériaux
piézoélectriques. Le terme piézoélectrique utilisé dans ce contexte a une connotation linéaire et
fait référence aux effets piézoélectriques direct et inverse que présentent les matériaux ferroélec-
triques. En effet, comme expliqué dans [78], il existe bien des matériaux piézoélectriques comme

le quartz qui ne sont pas ferroélectriques.

1.5.1 Propriétés physiques des céramiques ferroélectriques
Structure cristalline et transition de phase

Le Titanate de baryum (BaTiOs) et le Titanate de Plomb (PbTiOg3) présentent la méme
structure pérovskite, de formule ABOj3, caractérisée par une forme cubique pour des tempéra-
tures supérieures a la température de Curie T, et une forme tétragonale, orthorhombique et
rhombohédrale pour 7' < T, comme illustrée par la Figure 1.12 (cas du BaTiOg3). Bien que les

températures de transition et la hiérarchie des formes soient différentes pour le BaTiOg3 et le
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1.5. Les céramiques ferroélectriques

PbTiOg, les mécanismes fondamentaux sont les mémes et nous considérons les deux matériaux

simultanément quand nous parlons des propriétés des composants pérovskites.

Cubique Tétragonale Orthorhombique Rhombohédrale

Fi1G. 1.12 : Formes cubique, tétragonale, orthorhombique et rhombohédrale des composants pérovskites
et températures de transition pour le BaTiOs.

‘e ’PO
Q €
@ 2
@ — <«
Cubique e Ti* Tétragonale

O o
@) @ &4 (b)

Fi1G. 1.13 : La structure cristalline pérovskite du Titanate de baryum. (a) Maille cubique paraélectrique
pour T > T.. (b) Maille tétragonale ferroélectrique pour T < T..

Une maille élémentaire de BaTiOg est montrée sur la Figure 1.13. Au dessus de la température de
Curie (notée T}.), la structure cristalline est cubique centrosymétrique : les cations Ba?* occupent
les 8 coins de la maille élémentaire cubique, les anions O?~ sont localisés aux centres des faces de
la maille et le cation Ti** se trouve au centre de la maille (Figure 1.13(a)). Cet état cubique qui
ne présente pas de polarisation spontanée, puisque les charges positives et négatives ont le méme
centre de gravité, s’appelle la phase paraélectriqgue. La transition de phase se produit quand la
température devient inférieure a la température de Curie (Figure 1.13(b)). En dessous de T¢,
la maille élementaire est légérement déformée avec un dépalcement relatif des cations Ba?* et
Ti** par rapport a 'anion O?~. Par conséquent, la symétrie diminue et la maille élémentaire
devient tétragonale. Le changement de forme de la maille élémentaire conduit & une déformation
spontannée (go) relative a la phase cubique paraélectrique (g9 = <% ~ 1% pour le BaTiO3

[78]) et I'apparition d’une polarisation spontanée (Pp) puisque les centres de gravité des charges
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positives et négatives ne coincident plus avec le centre de la maille élementaire. La nouvelle phase
correspondant & la forme tétragonale de la structure cristalline s’appelle la phase ferroélectrique.
Au cours du refroidissement (1" < T¢), le centre de chaque maille élémentaire pérovskite (cation
B**) peut se déplacer aléatoirement suivant les trois directions de l’espace ce qui conduit a
I’apparition de six variantes de polarisation dans la céramique polycristalline comme illustré par
la Figure 1.14.

FIG. 1.14 : Les siz positions possibles du cation B*T pour une maille tétragonale créant siz variantes de
polarisation spontanée.

Les domaines ferroélectriques

Dans une céramique ferroélectrique, les mailles élémentaires qui ont la méme polarisation
spontanée forment un domaine ferroélectriqgue. Ces domaines sont délimités par des frontiéres
appelées les murs de domaines. Pour une structure tétragonale (Figure 1.15), les murs de do-
maines & 90° séparent les domaines ayant des polarisations spontanées perpendiculaires alors que
les murs de domaines & 180° limitent des domaines adjacents qui ont des polarisations sponta-
nées opposées. Les domaines ferroélectriques a 180° et 90°, qui apparaissent dans une structure
tétragonale, sont généralement formés pour minimiser I’énergie électrostatique des champs élec-
triques dépolarisants qui résultent de la polarisation spontanée |78, 25| (Figure 1.16). De plus,
la formation des murs de domaines & 90° peut étre liée aussi & la minimisation de ’énérgie élas-
tique associée a ’apparition des déformations spontanées dans les mailles élémentaires quand la
céramique est refroidie en dessous de la température de Curie [25].

Il existe d’autres types de domaines qui peuvent apparaitre dans une céramique ferroélectrique

suivant les formes des phases paraélectrique et ferroélectrique qui dépendent directement de la
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1.5. Les céramiques ferroélectriques

température. Pour une phase ferroélectrique avec une structure rhombohédrale (Figure 1.12), la
polarisation spontanée apparait suivant les diagonales de la maille élémentaire (direction [111]).
Ceci entraine ’apparition de huit variantes de polarisation spontanée avec des murs de domaines
a 180°, 71° and 109° comme expliqué dans [38].

Mur de domaines a 180°

Mur de domaines a 90°

Fi1G. 1.15 : Structure en domaines de BaTiOs.

(@) (b)

Fi1G. 1.16 : (a) Surface de charge associée a la polarisation spontanée et apparition d’un champ électrique
dépolarisant Ey. (b) Domaines 6 180° formés pour minimiser l’énergie électrostatique [78].

Les effets piézoélectriques direct et inverse

L’effet piézoélectrique inverse constitue le domaine de déformations linéaires et réversibles
générés dans les matériaux ferroélectriques en réponse & un chargement électrique de faible
amplitude. Comme illustrée sur une maille élémentaire de BaTiO3z par la Figure 1.17(b), ces
déformations sont dues aux changements au niveau de la structure ionique qui par conséquent,
déforment le matériau |78|. Lleffet piézoélectrique direct désigne, quant a lui, le phénomeéne
inverse pour lequel une contrainte mécanique de faible intensité produit des changements au
niveau de la polarisation. Les changements de polarisation produits par deux contraintes de
traction sont montreés sur les Figures 1.17(c) et (d). Ces deux effets piézoélectriques constituent les
mécanismes électromécaniques linéaires et réversibles qui se passent bien avant les réorientations
ferroélectrique et ferroélastique.

Comme détaillé dans la section 1.6, ou le modéle linéaire quantifiant ces deux effets réversibles

est développé, les coefficients dy;; quantifient le couplage électromécanique entre la contrainte
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meécanique ou le champ électrique et les changements générés dans la structure cristallographique.
En général, d est un tenseur d’ordre 3 (d), mais pour la géométrie spécifique de la Figure 1.17,
il peut étre réduit a la forme d,,, ou n et m désignent la direction de la polarisation et la
direction du chargement, respectivement. L’application d’une contrainte de traction o3 paralléle
a la direction de polarisation entraine une augmentation de la polarisation spontanée tandis que,

I’application d’une contrainte perpendiculaire & la direction de polarisation diminue F.

FiG. 1.17 : (a) Forme tétragonale d’une maille élémentaire de BaTiOs et 'apparition de la polarisation
spontanée Py. (b) Effet piézoélectrique inverse € = dssE. (c) Effets piézoélectriques directs
AP = d3303, et (d) AP = d310’1.

Le Titano-Zirconate de Plomb

Le Titano-Zirconate de Plomb de formule Pb(Zr,Ti)O3 est la classe de piézocéramiques la
plus utilisée actuellement. Ces composants sont formeés par le PbTi_;)O3 et le PbZr ;)O3 ou la
fraction molaire z du Zirconium est choisie pour optimiser les propriétés matérielles et surtout le
couplage électromécanique. Le cas limite du PbTiO3 posséde une structure tétragonale similaire
au BaTiOg pour T < T, alors que le PbZrO3 est orthorhombique en dessous de la température
de Curie.

Un diagramme de phase typique, illustrant le lieu des points de Curie qui délimite la transition
de phase paraélectrique-ferroélectrique et la limite de phase morphotropique entre les structures
tétragonale et rhombohédrale, est montré sur la Figure 1.18(a). Comme détaillé dans [26] et
illustré par la Figure 1.18(b), un couplage électromécanique important est obtenu pres de la
limite de la phase morphotropique (z ~ 0.5). Cette constatation a motivé l'utilisation du PZT a
la place du PbTiO3 dans les applications utilisant des transducteurs de haute performance [78].

D’autre part, suivant la valeur prise par la fraction molaire z, le point de Curie peut passer de
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240°C a 480°C augmentant ainsi les températures de fonctionnement des céramiques PZT par

rapport au BaTiOg.

A A A
500 | T, 1 500 o 04
Cubique \ _g
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) 33 0.3
o Tétragonale g J;E
9%
& 250 XRhombohédrale ~ 250 EE 0.2
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PbZrOy POTIO, PbZrOy PBTIO,
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FiG. 1.18 : (a) Diagramme de phase du PZT illustrant la dépendance du point de Curie T, vis o vis de la
fraction molaire x du Zirconium et la limite de phase morphotropique séparant les structures
tétragonale et rhombohédrale. (b) Dépendance des coefficients de couplage piézoélectriques
vis a vis de la fraction molaire x, [{6].

1.5.2 Polarisation des céramiques ferroélectriques

Les céramiques ferroélectriques sont généralement polycristallines constituées par des grains
et des joints de grain (Figure 1.19). Chaque grain peut étre considéré comme un monocristal
divisé en plusieurs domaines ferroélectriques possédant chacun une polarisation et une défor-
mation spontanées (Figure 1.20(a)). Cette céramique polycristalline non polarisée présente une
polarisation macroscopique nulle a cause de 'orientation aléatoire des grains et des domaines
et donc elle ne présente pas des propriétés piézoélectriques. Par contre, elle peut étre polarisée
en appliquant un champ électrique de forte amplitude supérieure au champ électrique coercitif
E. pour des températures élevées légérement inférieures a la température de Curie |78 (Figure
1.20(b)).

Fi1G. 1.19 : Microstructure en domaines dans une céramique polycristalline : cas du BaTiOs [27].
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Ce processus de polarisation ne modifie pas ’orientation cristallographique des grains de la cé-
ramique et réoriente uniquement les domaines ferroélectriques a lintérieur des grains dans la
direction du champ électrique appliqué. Durant le processus de polarisation, la céramique s’al-
longe suivant la direction du champ électrique et se rétrécit suivant les directions perpendiculaires
au champ électrique (conservation du volume). La polarisation et la déformation macroscopiques
observées apreés la suppression du champ électrique sont appelées la polarisation rémanente (P")
et la déformation rémanente ("), respectivement (Figure 1.20(c)). La polarisation rémanente
d’une céramique ferroélectrique est toujours inférieure a la polarisation spontanée d’un seul do-
maine ferroélectrique. Ceci est di au fait que les domaines ne peuvent étre orientés que suivant
quelques directions cristallographiques et que quelques domaines ferroélectriques vont revenir a
leur état initial aprés la suppression du champ électrique a cause des contraintes mécaniques

internes |25].

(a) (b) (c)

Fi1G. 1.20 : Processus de polarisation d’une céramique ferroélectrique. (a) Polycristal ferroélectrique
formé par des grains contenant des domaines ferroélectriques. (b) Polarisation de la céra-
mique en appliqguant un champ électrique dont l'amplitude est supérieure au champ coercitif
E.. (d) Apparition d’une polarisation et une déformation rémanentes macroscopiques aprés
suppression du champ électrique.

Le processus de polarisation d’une céramique ferroélectrique polycristalline produit une céra-
mique qui agit comme un monocristal & un seul domaine ferroélectrique possédant des propriétés
ferroélectriques et piézoélectriques. Cette méthode de polarisation a été découverte pour la pre-
miére fois en 1945 par Gray [38], et a été considérée comme 1'une des découvertes surprenantes
de I’histoire de la piézoélectricité car ce processus permet d’obtenir un matériau présentant un

couplage électromécanique actif a partir d’une céramique inerte.

1.5.3 Comportements ferroélectrique et ferroélastique

Les domaines qui apparaissent dans une céramique ferroélectrique polycristalline peuvent
étre réorientés par un champ électrique (comportement ferroélectrique) ou bien par un charge-

ment mécanique (comportement ferroélastique) d’amplitudes suffisantes. La conséquence directe
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de cette réorientation des domaines (domain switching) dans les matériaux ferroélectriques est
I’apparition des hystérésis et des réponses non linéaires entre les variables d’entrée, qui sont le
champ électrique E et la contrainte mécanique o, et les variables de sortie, qui sont la polari-
sation électrique P et la déformation mécanique e. Pourtant influencées par un grand nombre
de mécanismes [78], les réponses hystérétiques sont directement associées a la structure non
centrosymétrique des céramiques ferroélectriques et elles sont observées, en général, a tous les
niveaur de chargement [78] ce qui nécessite la modélisation des comportements non linéaires de

ces céramiques.

Réorientation ferroélectrique des domaines

La réorientation des domaines induite par un champ électrique de forte intensité est appelée :
réorientation ferroélectrique des domaines. Comme illustré par la Figure 1.21, des réorientations
de 180° et 90° d’un domaine ferroélectrique ayant une structure tétragonale peuvent étre induites

par un champ électrique d’intensité supérieure a E. [47].

Réorientation ferroélectrique '

l de 180°

TPO B> B = lPo

Réorientation ferroélectrique
— de 90°

E>E, P
LI S

Fi1G. 1.21 : Réorientations ferroélectriques des domaines de 180° et 90° induites par un champ électrique
supérieur aw champ coercitif.

=

E

FiG. 1.22 : (a) Hystérésis diélectrique et approzimation linéaire (segment centré en C). (b) Hystérésis
en ailes de papillon et approzimation linéaire (segment centré en C et F).
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La réorientation ferroélectrique de la polarisation électrique donne lieu & une boucle d’hystérésis
entre la polarisation et le champ électrique. Une boucle P — F typique d’une céramique de PLZT
(Titano-Zirconate de Plomb modifié au Lanthane) est montrée sur la Figure 1.22(a) [41]. En
plus de 'hystérésis diélectrique P — E, la réorientation ferroélectrique des domaines entraine une
relation non linéaire entre la déformation mécanique et le champ électrique. Une réponse € — F
typique (celle du PLZT) est montrée sur la Figure 1.22(b). Sa forme ressemble beaucoup a deux
ailes de papillon et par conséquent, cette hystérésis est souvent connue sous le nom de "butterfly "
ferroélectrique ou bien hystérésis en ailles de papillon.

Les points A, B, C, D, E, F et G qui apparaissent sur les deux hystérésis de la Figure 1.22 repré-
sentent les états des domaines ferroélectriques au sein, par exemple, d’un grain d’une céramique
ferroélectrique soumise & un cycle de chargement électrique.

A Détat initial (point A), les domaines ferroélectriques sont distribués aléatoirement dans la
céramique entrainant ainsi une polarisation et une déformation macroscopiques nulles. En appli-
quant un champ électrique positif de faible amplitude, la céramique présente un comportement
diélectrique linéaire réversible au voisinage du point A (Figure 1.22(a)).

Une augmentation importante du champ électrique permet de réorienter les domaines ferroélec-
triques suivant les directions crystallographiquement proches de la direction du champ électrique.
Par conséquent, la polarisation macroscopique augmente rapidement, & cause de l’alignement gra-
duel des domaines avec la direction du chargement électrique, et la déformation macroscopique
augmente a cause du couplage électromécanique inverse. Ainsi, les courbes P — E et ¢ — F
deviennent fortement non linéaires. Une fois que tous les domaines ferroélectriques sont alignés
avec la direction du champ électrique, la polarisation et la déformation macroscopiques atteignent
deux valeurs maximales appelées : la polarisation de saturation P*% et la déformation de satu-
ration €%, respectivement (point B). Au dela de ce point, les changements de polarisation et
de déformation se font d’une maniére linéaire réversible. En effet, nous avons de nouveau une
réponse P — F diélectrique linéaire et un comportement piézoélectrique linéaire inverse entre E
et €.

Quand "amplitude du champ électrique diminue, quelques domaines ferroélectriques reviendront
a leurs états de polarisation initiaux entrainant une diminution de la polarisation et la déforma-
tion macroscopiques. Quand le champ électrique s’annule (£ = 0), la structure polarisée de la
céramique est conservée (point C) et le matériau posséde une polarisation rémanente P" et une
déformation rémanente €. L’application d’un champ électrique de faible intensité au voisinage
du point C produit des changements réversibles et approximativement linéaires de la polarisation
et de la déformation. Par conséquent, les équations piézoélectriques linéaires que nous dévelop-
perons dans la section suivante sont applicables pour ce type de chargement.

Pour atteindre une polarisation macroscopique nulle, le champ électrique doit étre inversé (point
D). Cet état correspond de nouveau a une distribution aléatoire de la polarisation spontanée
d’ou une polarisation macroscopique nulle. De plus, la déformation macroscopique atteint son

minimum au point D car Ueffet piézoélectrique inverse global est supprimé a cause de 'orienta-
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tion aléatoire des domaines ferroélectriques.

Une augmentation supplémentaire du champ électrique dans le sens négatif entraine un nouvel
alignement des dipoles électriques dans le sens et la direction du chargement. Par conséquent, une
polarisation macroscopique apparait de nouveau et la céramique s’allonge macroscopiquement
suivant la direction du chargement & cause du couplage électromécanique inverse.

Quand tous les domaines sont alignés suivant la direction du champ électrique, la polarisation et
la déformation macroscopiques atteignent de nouveau les valeurs caractéristiques de saturation
au point E (P = —P%" et ¢ = ¢%%). Si nous augmentons le champ électrique (dans le sens
négatif), les réponses P — E et € — E redeviennent linéaires réversibles.

Enfin, le champ électrique est mis & zéro (point F') et son sens est inversé pour compléter le cycle
d’hystérésis.

Le champ électrique nécessaire pour annuler la polarisation macroscopique est appelé le champ
électrique coercitif et noté E. (points D et G de la Figure 1.22(a)). Pour la plupart des cé-
ramiques et des monocristaux ferroélectriques, E, est de l'ordre de 0.1 a 10 MV /m [25]. Un
hystérésis ferroélectrique idéal est symétrique : les champs électriques coercitifs positif et néga-
tif et les polarisations rémanentes positive et négative sont égaux (en module). D’autre part,
le champ électrique coercitif, la polarisation rémanente et la forme de 'hystérésis peuvent étre
affectés par plusieurs facteurs comme l'épaisseur de I’échantillon, la présence des contraintes

mécaniques, les conditions de préparation des céramiques et le traitement thermique [25].

Réorientation ferroélastique des domaines

La réorientation des domaines ferroélectriques peut étre induite aussi par un chargement
mécanique. Il s’agit de la réorientation ferroélastique. Pour un domaine ferroélectrique ayant
une structure tétragonale, I’application d’une contrainte mécanique de compression, d’amplitude
supérieure a une limite appelée la contrainte coercitive et notée o., change la direction de la
polarisation spontanée Py de 90° (Figure 1.23). Par conséquent, la ferroélasticité ne fait inter-
venir qu’une réorientation des domaines d’un angle différent de 180° (90° pour une structure

tétragonale).

g
P,
Réorientation ferroélastique ‘P'O /01
de 90°
AN
E e
g

Fi1G. 1.23 : Réorientation ferroélastique des domaines de 90° induite par un chargement mécanique de
compression d’amplitude supérieure 4 o,
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Chapitre 1. Matériauz piézoélectriques et ferroélectriques

La réorientation ferroélastique des domaines entraine une relation non linéaire entre la contrainte
et la déformation mécaniques et une hystérésis typique o — ¢ d’une céramique polarisée (cas du
PLZT |78, 41|) soumise & un chargement de compression est montrée sur la Figure 1.24(a). La
ferroélasticité induit aussi, pour les céramiques polarisées, une diminution de la polarisation ré-
manente et une réponse o — P fortement non linéaire & cause du couplage électromécanique
direct. Une hystérésis typique o — P (cas du PLZT) est montrée sur la Figure 1.24(b).

Les points A, B et C (Figure 1.24) représentent les états des domaines ferroélectriques au sein
d’un grain de la céramique. Au point A, la céramique est initialement polarisée en appliquant
auparavant un champ électrique de forte intensité qui aligne tous les domaines ferroélectriques
suivant la direction du chargement électrique. Par conséquent, la céramique posséde une polari-
sation (P") et une déformation (¢") rémanentes macroscopiques aprés la suppression du champ

électrique.

= e’ = P
A 5 A P

[ -

B
h=x4
B p=q
(a) (b)

Fi1G. 1.24 : Hystérésis (a) o—e et (b) o — P d’une céramique ferroélectrique polarisée (P = P" et =¢€")
soumise & une contrainte mécanique de compression

L’application d’une contrainte de compression de faible intensité cause un changement linéaire
réversible de la polarisation (effet piézoélectrique direct) et la relation o — € est approximative-
ment linéaire élastique. Quand le chargement mécanique atteint une limite, appelée la contrainte
coercitive et notée o., la réorientation ferroélastique des domaines commence. La distribution
de la polarisation spontanée devient graduellement aléatoire suivant un plan perpendiculaire &
la direction de chargement mécanique (réorientation de 90° dans ce cas). Les diminutions de la
polarisation et de la déformation macroscopiques se font d’une maniére fortement non linéaire.
Ce processus est souvent appelé la dépolarisation mécanique [47| puisque la contrainte mécanique
de compression diminue la polarisation rémanente de la céramique. Au point B, la réorientation
ferroélastique des domaines est terminée. La déformation rémanente atteint la valeur maximale

de saturation —e5*

et la polarisation rémanente dans la direction initiale est pratiquement nulle
puisque la plupart des domaines ferroélectriques sont orientés perpendiculairement & la direction

de compression d’une facon aléatoire. Au deld du point B, la relation o — ¢ redevient approxi-
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1.6. Modélisation du comportement piézoélectrique linéaire

mativement linéaire élastique et la polarisation électrique devient indépendante de la contrainte
mécanique (Ao # 0 et AP = 0) puisque la polarisation rémanente est nulle.

En déchargeant la céramique (point C), une déformation rémanente négative et une polarisation
rémanente pratiquement nulle persistent. La pente de retour de la courbe o — P est pratiquement

verticale car, macroscopiquement, la céramique ne présente plus d’effet piézoélectrique direct.

1.6 Modélisation du comportement piézoélectrique linéaire

Considérons une céramique ferroélectrique polarisée (P = P" et € = €"). Si cette céramique
est soumise & un chargement électromécanique de faible intensité, son état peut étre décrit par
des lois constitutives piézoélectriques linéaires (segments de droite centrés en C, Figure 1.22) et
centrés en A, Figure 1.24). Un modele piézoélectrique linéaire reliant la polarisation électrique et
la déformation mécanique au champ électrique et & la contrainte mécanique a été développé par
Voigt en 1910 [84]. Ce modeéle linéaire est jusqu’a présent largement utilisé pour dimensionner
les applications utilisant les matériaux piézoélectriques soumises a des chargements électroméca-

niques de faible intensité (au voisinage de la déformation et de la polarisation rémanentes).

1.6.1 Relations piézoélectriques linéaires

Un matériau piézoélectrique est un diélectrique qui présente un couplage électromécanique.
En I’absence d’un champ électrique, la polarisation électrique induite par une contrainte méca-
nique o est :

P=dtc (1.1)

ot d¥ est un coefficient de charge piézoélectrique mesuré sous un champ électrique constant.
Dans le cas général, P est un vecteur li¢ au tenseur des contraintes mécaniques g via un tenseur
piézoélectrique d’ordre 3 :

Pn = dgijo'ij (12)
ou la convention de sommation d’Einstein, qui consiste & sommer automatiquement les termes
avec des indices répétés, a été adoptée. c:lE est un tenseur d’ordre 3 et comporte ainsi 27 coefficients
de couplage. -

L’application d’un champ électrique E (V/m) sur un diélectrique le polarise en séparant les
charges positives des charges négatives. Une manifestation macroscopique de la séparation des
charges est ’apparition d’une polarisation électrique P (C/ m?). Pour des chargements de faible

amplitude, P est liée & E par la relation de polarisabilité linéaire suivante :
P =x3E; (1.3)

ou x7;(F/m) sont les composantes du tenseur de susceptibilité électrique d’ordre 2 [45] mesurées

sous une contrainte mécanique constante. Dans le modé¢le linéaire de Voigt, il est considéré le
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vecteur déplacement électrique (appelée aussi induction électrique) D (C/m?) & la place de la
polarisation électrique P. Comme montré dans [45, 25|, 'induction électrique est liée au champ

électrique par la relation linéaire suivante :

D, =¢l; + P, = (6052‘]' + X?j) Ej = Engj (14:)
————

%

ou € est la permittivité dielectrique du vide (9 = 8.854 x 10712 F/m) et €7 est le tenseur
de permittivité diélectrique du matériau mesuré sous une contrainte mécanique constante. Pour
la plupart des céramiques ferroélectriques, le terme €pd est négligeable devant x [25] et par
conséquent, D ~ P et ¢ ~ x. Ainsi, nous ne faisons pas la distinction entre la polarisation
et 'induction électriques lors de l'étude des céramiques ferroélectriques. De plus, le tenseur de
permittivité diélectrique € est souvent considéré dans la bibliographie [50, 48, 32, 30|, donc nous
le considérons dans la suite pour décrire le comportement diélectrique.

La combinaison des Equations (1.2) et (1.3) donne la relation linéaire suivante (en considérant

le vecteur déplacement électrique) pour décrire leffet piézoélectrique direct :
Dy, = d};0ij + €5, Em (1.5)

En I’absence d’un champ électrique, la relation entre le tenseur des déformations et le tenseur
des contraintes mécaniques, pour des chargements de faible amplitude, est donnée par la loi de

Hooke (ou bien dans ce cas sa réciproque) :
€ij = S0k (1.6)

ot ST est le tenseur de souplesse d’ordre 4 mesuré sous un champ électrique constant.
Les matériaux piézoélectriques se déforment quand ils sont soumis & un champ électrique. En

I'absence d’une contrainte mécanique, la relation entre £ et £ est donnée par :

La combinaison des Equations (1.6) et (1.7) permet d’écrire 1’équation linéaire qui décrit 1'effet
piézoélectrique inverse :
Cij = Sg'klakl + dy i En (1.8)

[

L’équivalence des coefficients piézoélectriques d;jy, : dEk =df ik, dans les effets piézoélectriques di-

i
rect et inverse est une conséquence directe de ’analyse thermodynamique que nous développerons

dans la section 1.6.2.
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Notation matricielle

Le nombre de coefficients indépendants des tenseurs éE , d et €7 peut étre réduit significa-
tivement en considérant les symétries élastiques et électri?lues_(qui apparaissent en fonction de
la polarisation électrique). Pour les matériaux élastiques linéaires, les tenseurs des contraintes
et des déformations mécaniques sont symétriques : 0;; = 0j; et g;; = ;. La symétrie de la
contrainte et de la déformation implique que dy;; est symétrique en i et j ce qui réduit le nombre
de coefficients indépendants de d a 18.

Pour formuler le systéme en notation matricielle, la convention dite de Voigt, pour laquelle les

indices ij sont remplacés par un seul indice m, est considérée :

i 11 22 33 12,21 13,31 23,32 Tenseur

_ (1.9)
m 1 2 3 4 5 6 Matrice

Nous considérons le vecteur des contraintes mécaniques o défini & partir du tenseur des contraintes

o par :
{o}y={o1=011:00=09:03=033:04=012:05 =013 : 06 = 0'23}T (1.10)

et le vecteur des déformations mécaniques € défini & partir du tenseur des déformations ¢ par :

{6} = {61 = €11 E9 = €92 €3 = €33 Eq = 2612 €5 = 2613 €6 = 2623}T (1.11)

En utilisant la convention de Voigt, les coefficients piézoélectriques d,;; peuvent étre écrits sous
cette forme [78] :

1 1 1
pig = dp; 5 dpi2 = §dn4 i dpiz = §dn5 i dpog = §dn6 (1.12)

o le facteur 1/2 est utilisé pour accommoder la symétrie de d en i et j. En considérant un
systéme de coordonnées orthogonales (1, z2,x3) et un matériau_piézoélectrique polarisé suivant
la direction x3, il est montré dans [62] que tous les coefficients piézoélectriques sont nuls sauf
d31 = dsg, d33 et dis = dgs. Dans ce cas, les relations de comportement (1.5) et (1.8) peuvent

étre réécrites sous cette forme matricielle :

€1 [ S SE SE o 0 o0 0 0 ds1 | [ o1 )
9 SE SE SsE o o0 o0 0 0 d3 o2
€3 SE sk sk o0 0 0 0 0 ds3 03
€4 0 oF o0 SH o o0 0 0 0 o4
es 0= 0 0 0 0 S& o ds 0 0 o5 (1.13)
€6 o 0 0 0 0 Sk 0 dis O o6
Dy 0 0 0 0 dys O ¢, 0 0 E
D 0 0 0 0 0 ds 0 ¢, 0 Ey
D3 | d31 d31 dsz 0 0 0 0 0 ¢ | | Es
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St =48%1, ;1 St =453 =455 (1.14)

1.6.2 Formulation énergétique

Les équations piézoélectriques linéaires (1.5) et (1.8) peuvent étre posées dans un cadre
thermodynamique & travers la définition de fonctionnelles qui quantifient les énergies élastique,

thermique, électrostatique et électromécanique.

Champ
électrique E

Diélectricité

Polarisation
P

Déformation

€

ézoca\or'\que Dilatation thermique

Contrainte
(o)

Température
T

Thermomécanique

F1G. 1.25 : Interaction entre les processus électrique, mécanique et thermique avec les variables inten-
sives : champ électrique E, contrainte mécanique o, température T et les variables exten-
sives : la polarisation P, la déformation ¢ et l’entropie S [78]

Cadre thermodynamique

Nous considérons dans cette partie ’ensemble général des processus électrique, mécanique et
thermique qui peuvent interagir dans un matériau piézoélectrique (Figure 1.25). La piézoélectri-
cité constitue ’ensemble des interactions entre les processus électrique et mécanique alors que la
pyroélectricité est due au couplage thermique-électrique. Les variables intensives (appelées aussi

forces généralisées) qui sont le champ électrique E, la contrainte mécanique o, et la température
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T sont représentées sur les sommets du triangle alors que les variables extensives qui sont, la po-
larisation électrique P, la déformation g et I'entropie S sont représentées a 'intérieur du triangle

[78]. Pour quantifier les relations entre ces variables, nous considérons ’énergie du systéme.

Conservation du mouvement

Considérons un domaine piézoélectrique €2 de frontiére 9€). La conservation de la quantité de

mouvement s’exprime localement par :
Oijj + fi = piy dans € (1.15)

ol p, u, f et g désignent, respectivement, la masse volumique, le vecteur de déplacement méca-
nique, la densité des forces volumiques appliquées sur le domaine 2 et le tenseur des contraintes
meécaniques. Les signes () et ( ;) désignent la dérivation par rapport au temps et celle par rapport
a la coordonnée x;. Considérons un champ de déplacement virtuel du. En multipliant la relation

d’équilibre local 1.15 par du et en intégrant sur €2, nous obtenons :

/p&iéuidﬂz/fiéuidﬂ—{—/aij,jéuidﬂ (1.16)
Q Q Q

En définissant le tenseur des déformations virtuelles o qui dérive du champ du :

1
56@' = 5(5’%7)' + 5Uj,i) (1.17)

et en utilisant la propriété de symétrie de g, la relation (1.16) devient, en utilisant le théoréme

de la divergence (théoréme de Green-Ostrogradski) :

/puléuldﬂz/fzéude—i—/ TZ-cSuZ-dS—/aijéside (1.18)
Q Q o0 Q

avec T; une composante du vecteur contrainte appliqué sur la frontiére 92 de normale n telle
que :
oin; =T, (1.19)

Une relation similaire a (1.18) peut étre obtenue si nous considérons un champ de vitesse virtuel

0v = 0u. Le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) peut étre ainsi obtenu :

/ PU;00;dS) = / fidv;dQ) + / T;0v;dS — / O'ij(Séide (1.20)
Q Q o0 Q
Pee P Pt

Différentes puissances interviennent dans ’Equation (1.20) : le premier terme de gauche est
la puissance virtuelle des quantités d’accélération P)7.; les deux termes du centre forment la

puissance virtuelle des efforts extérieurs P!, et le terme de droite est la puissance virtuelle des
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efforts intérieurs P;7,.

Conservation du flux électrique

La conservation du flux électrique s’exprime par 1’équation locale de Maxwell-Gauss dans
le domaine diélectrique qui lie le vecteur déplacement électrique D a la densité volumique des
charges libres p, :

div(D) =ps ou D;;=pq (1.21)

En multipliant I'Equation (1.21) par le potentiel électrique virtuel d¢ et en intégrant sur tout le

volume 2, nous obtenons :

/Di7,~5cde:/pa5cde (1.22)
Q Q

En définissant le champ électrique virtuel §E
OE; = —dp,; (1.23)
et en tenant compte de la relation suivante
(Didp),i = Diidp + Didp (1.24)

L’Equation (1.22) peut étre réécrite sous cette forme en utilisant le théoréme de la divergence :
/ D;0E;dQ) = / Q5¢pdS + / Padpd (1.25)
Q o0 Q

oit Q° est la densité de charges surfaciques appliquées sur la surface 9§ et liée au vecteur

déplacement électrique par la relation suivante :
P S
Din; = —Q (1.26)

Nous pouvons réécrire la relation (1.25) en faisant apparaitre la dérivée par rapport au temps

du potentiel électrique virtuel :

/ D6 E;dQ) = / Q%6pdS + / PadpdS (1.27)
Q o0 Q
PL, Pl

Nous retrouvons a gauche un terme de puissance virtuelle de la polarisation interne Py, et a

droite la puissance virtuelle liée aux charges électriques extérieures Pg;.
Il est possible de définir une puissance virtuelle des actions extérieures de nature électroméca-

nique :

Pe:ct = P:;t ee:ct = / fzv(s'UZdQ +/ ,TZ(S'UZdS +/ pa&de +/ Qs&pds (128)
Q o Q 0N
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et une puissance virtuelle des efforts intérieurs de nature électromécanique :
Pint - Pzzlt + if@t - / awéa”dQ—k/ DléEde (129)
Q Q
Finalement, en combinant les Equations (1.20) et (1.27), ’égalité suivante peut étre obtenue :

P = P,y — P (1.30)

acc

Premier principe de la thermodynamique

A présent, nous définissons 1’énergie interne de ce domaine piézoélectrique, notée U, définie

a partir de I’énergie interne massique e et de la masse volumique p tel que :

U:/ pe dS) (1.31)
Q=

u = pe est 'énergie interne par unité de volume. Ce domaine piézoélectrique posséde aussi une

énergie cinétique, notée K, définie & partir du vecteur vitesse v :
1
K= [ —pvudQ (1.32)
Q2

Le premier principe de la thermodynamique affirme que la dérivée particulaire de U + K est égale
a la somme de la puissance des efforts extérieurs P.,; exercés sur le domaine et de la puissance

calorifique P, recue par le domaine piézoélectrique :

d
E(U_‘_K):Pewt"{'Pcal (133)

Pour un domaine piézoélectrique, la puissance réelle des efforts extérieurs est donnée par (Equa-
tion (1.28)) :

Pt = / flvidQ +/ Tyv;dS + / Papdf2 +/ Q°pdS (1.34)
Q o0 Q o0
La puissance calorifique recue par le domaine piézoélectrique est donnée par :
]
Py = 290 _ —/ qinidS +/ rdQ (1.35)
dt o0 Q

ou —gq; n; est la densité surfacique du taux de chaleur regue par conduction thermique a travers
09, r est la densité volumique du taux de chaleur fourni & Q par des sources extérieures (rayon-
nement, réactions chimiques) et Qy, = fQ qndS) est la quantité de chaleur instantanée recue par
le domaine piézoélectrique (qu, est la quantité de chaleur regue par unité de volume). Le premier

principe de la thermodynamique Equation (1.33) peut étre réécrit sous cette forme :

/ udS) + / pU0;dQY = Peoyy + / (r — qi;)dQ (1.36)
Q Q Q
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En utilisant la relation (1.30) pour un champ de vitesses réel, nous obtenons

/ddQ:/Uijéide+/DiEidQ+/(’r’—qiﬂ')dQ (1.37)
Q Q Q Q

Cette derniére équation est valable quelque soit le domaine €2 considéré, donc nous en déduisons
cette forme locale :
U= O'Z'jéij + DZEZ +r—qi; (1.38)
A
dth

avec i, = dqup /dt est le taux de chaleur regu par un volume élémentaire de €.

Second principe de la thermodynamique

Le deuxiéme principe de la thermodynamique postule deux affirmations :
— Il existe une variable d’état scalaire positive T" appelée température absolue et une fonction

d’état scalaire s appelée entropie massique telles que 'entropie S de €2 s’écrive :

S:/sdm: ps dS2 (1.39)
Q O~

81}

ou sY est ’entropie par unité de volume.

— La variation d’entropie S du domaine {2 dans une évolution infinitésimale doit respecter
I'inégalité suivante :

as >

Q¢
pt (1.40)

soit, localement, en considérant s” ’entropie d’'un volume élémentaire du domaine piézo-

électrique et g la quantité de chaleur qu’il recoit :
dqtn
ds® > —= 1.41
> o (141)

Transformation réversible

Dans le cas d’une transformation réversible du domaine 2, la variation d’entropie se réduit

uniquement au terme d’échange. Donc, localement, nous avons cette égalité :
ds’ = — (1.42)
La forme locale du premier principe de la thermodynamique (Equation (1.38)) devient alors :
du = 0y;de;j + DidE; + Tds” (1.43)

L’énergie interne par unité de volume (Equation (1.43)) est une fonction des variables indépen-

dantes €;;, E; et sV. Il est donc intéressant de travailler avec une énergie libre de Gibbs G adaptée
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aux conditions expérimentales sous lesquelles les caractéristiques des matériaux piézoélectriques
sont souvent déterminés, a savoir des conditions isothermes ol les variables indépendantes sont
la contrainte mécanique o;; et le champ électrique F;. Pour changer les variables indépendantes,

nous effectuons une transformation de Legendre telle que :
G =u—oei; —Ts’ (1.44)
Avec le résultat de ’'Equation (1.43), énergie libre de Gibbs admet la différentielle suivante :
dG = —¢y;do;; — DidE; — s°dT (1.45)

Par conséquent, G' est une fonction des variables indépendantes o;;, E; et T. Nous pouvons

déduire de 'Equation (1.45) les relations suivantes :

oG
oF; } o ;

eij:_[ﬁG

T ; D; = —[
60’2‘]':|E,T

ou les quantités en indices sont prises constantes. Les différentielles totales de s”, g;; et D; sont

données par :

élasticité piézoélectricité inverse dilatation thermique
O O O
= = ot 5520 E 7]
%ij dow l BT Tkl + OE, o " + oT loE
piézoélectricité directe permittivité pyroélectricité
oD; oD; oD;
an; = |5t d Fra 57| ar
’ doy ) BT Tkl OE,lo " OT lo.E
Effet piézocalorique Effet électrocalorique capacité thermique
ds? = [OSU] do + [8SU] dE + [831}} dr
N doler M OE,lo " oT lo.E
(1.47)

Comme indiqué par le systéme d’équations (1.47), chaque dérivée partielle identifie un effet
physique. En effectuant des différentiations supplémentaires du systéme (1.47), nous pouvons

déduire les relations suivantes :

0 e ro
B [Oaingk]T - [82ﬂa,T - _OZI;}E,T = dy;;
2 .. r v
B {aci%h - [8861?]012 - .Oacfsij}E’T = o (1.48)
G _ [0Dg 108" .
_{OEMT} B [ oT L,E B _aEkL,T = Pk
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ol «y; sont les coefficients du tenseur de dilatation thermique et p; sont les coefficients pyro-
électriques. Les relations (1.48) établissent un des principes fondamentaux résultant de I’analyse
thermodynamique qui est I’équivalence des coefficients du systéme (1.47). Cette équivalence peut

étre résumée comme suit :

1. Les coefficients des effets piézoélectrique direct et inverse sont équivalents ;
2. Les coefficients de 'effet piézocalorique sont le mémes que ceux de la dilatation thermique;

3. Les coeflicients des effets pyroélectrique et électrocalorique sont équivalents.

Exploitant ces équivalences, les Equations (1.47) peuvent étre intégrées pour obtenir les équations

du comportement linéaires suivantes :

BT
€ij = SOkt d{z‘jEk * O‘?jAT
o, T
Dy = dioij+ ey Ei+plAT (1.49)
o, F
As¥ = 0450'2']‘ +pE; + T AT

ou C est la capacité thermique. Le systéme (1.49) est approprié pour quantifier les effets de
premier ordre (effets linéaires).

L’ensemble des variables indépendantes (o, F;, T') choisi pour la détermination des équations
linéaires du comportement (1.49) est arbitraire. Ainsi, pour une transformation isotherme (AT =
0), d’autres potentiels thermodynamiques et d’autres combinaisons des variables indépendantes

peuvent étre considérés et il est donc possible de définir six autres lois constitutives linéaires

25, 78] :

0ij = Chusk — egi; B (150)
D, = egksjk—keijj '
oij = Cluen — hi; Dy ws1)
By = —hDiej+ 85D, '
% = St oD (1.52)
Ei = —glo.+65D; |

1o

, g et h sont des tenseurs piézoélectriques d’ordre 3 et 3 est U'inverse du tenseur de susceptibilité

diélectrique (8 = X_l) [25]. Comme nous ’avons expliqué pour le tenseur piézoélectrique direct

d, nous pouvons montrer aussi les équivalences suivantes :
D _ o . e _ E . D _ 3¢
Gizk = Gijk ; €iik = €ijk ; hiji = hiji (1.53)

34



1.7. Modélisation du comportement non linéaire des céramiques ferroélectriques

qui nous permettent d’omettre les exposants quand nous travaillons avec ces tenseurs de couplage.

Les coeflicients des tenseurs piézoélectriques sont mutuellement liés par les relations suivantes :

dyij = SiEjmnekmn = €7,,9mij (m/V ou C/N) (1.54)
Ckij = ciEjmndkmn = €L himij (C/m? ou Vm/N) (1.55)
Gkij = S mnPkmn = Bgmdmi;  (m*/C ou N/(Vm)) (1.56)
hkij = COmnGkmn = Bimemi;  (N/C ou V/m) (1.57)

Dans la suite, nous adopterons le systéme d’équations (1.50) pour décrire le comportement li-
néaire des composants piézoélectriques. En effet, cette notation est adaptée & un calcul par
éléments finis en considérant le déplacement mécanique et le potentiel électrique comme degrés
de liberté.

1.7 Modélisation du comportement non linéaire des céramiques

ferroélectriques

Considérons une céramique ferroélectrique initialement polarisée et soumise a des charge-
ments électromécaniques de faible intensité. Les équations piézoélectriques linéaires qui ont été
développées dans la section 1.6 peuvent étre utilisées pour décrire le couplage électromécanique
inhérent a ce type de matériau. Par contre, si cette céramique est soumise & un chargement de
forte intensité, elle présente un comportement fortement non linéaire & cause des phénomeénes de
réorientation ferroélectrique et ferroélastique. Ces phénomeénes doivent donc étre intégrés dans
les modéles pour mieux dimensionner les applications utilisant les céramiques ferroélectriques et

pour ’évaluation fiable de la durée de vie des composants piézoélectriques.

1.7.1 Investigations expérimentales

Les investigations sur le comportement non linéaire des céramiques ferroélectriques ont com-
mencé depuis les années 60 du siécle dernier. Krueger a étudié dans [56] la sensibilité de quelques
céramiques piézoélectriques de type PZT a un chargement de compression paralléle & 1’axe po-
laire. Il a trouvé que les céramiques "dures" (PZT-4 et PZT-8), qui sont généralement utilisées
dans les applications de puissance exigeant de faibles pertes énergétiques, étaient moins sensibles
au chargement mécanique que les céramiques "douces" (PZT-5H et PZT-5A). Ces derniéres
montraient une dégradation sérieuse de leurs propriétés matérielles aprés quelques cycles de
chargement successifs. Schnell a étudié dans [74] la dépolarisation mécanique non linéaire des
céramiques piézoélectriques soumises & une pression mécanique uniaxiale.

Depuis 'expansion rapide de l'utilisation des céramiques ferroélectriques dans les applications
civiles et militaires, les travaux de recherche sur les comportements ferroélectrique et ferroélas-

tique non linéaires redeviennent animés ces deux derniéres décennies. Une direction de ces efforts
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porte sur l'investigation expériementale et ’autre porte sur la modélisation du comportement
non linéaire observé.

Le comportement ferroélastique des céramiques piézoélectriques a été toujours mis en évidence
par I'application d’une contrainte de compression uniaxiale & cause de la fragilité des céramiques
en traction. Fett a étudié aussi dans |35, 34| le comportement des céramiques PZT de type doux
soumises & un chargement de traction et a montré dans [33]| une dissymétrie de la déformation
en compression et en traction.

Cao et Evans [15] ont attribué le comportement non linéaire des céramiques piézoélectriques
induit par un chargement mécanique a la réorientation ferroélastique des domaines. Ils ont com-
paré la déformation et la dépolarisation mécaniques des céramiques PZT "douces" et "dures"
soumises a des cycles de charge-décharge mécaniques. Comme a été rapporté dans [56], ils ont
remarqué que les céramiques PZT "douces" étaient plus sensibles aux contraintes de compression
que les céramiques "dures".

Les réponses non linéaires liées & la réorientation des domaines dans les céramiques PLZT ont
été analysées par Lynch dans [63]. Il a aussi étudié les réponses hystérétiques P — E et € — E sous
différentes contraintes de compression initiales et il a montré que le champ coercitif, la polarisa-
tion et la déformation rémanentes diminuent graduellement avec 'augmentation de la contrainte
de compression.

Schéiufele et Hérdlt ont étudié dans [73] la déformation de compression ainsi que la dépolarisation
mécanique des céramiques PZT "douces" et "dures" de différentes compositions de Zirconium
et de Titanate. La déformation rémanente et la dépolarisation mécanique ont eu leurs valeurs
maximales pour une fraction z de Zirconium proche de 50% alors que la contrainte coercitive
0. était minimale pour cette composition. Ils ont montré aussi que la superposition d’un champ
électrique parallelement & la direction de polarisation augmente linéairement la valeur de la
contrainte coercitive en fonction de l'incrément du champ électrique.

Chaplya et Carman [18] ont effectué des tests de compression sur des céramiques de type PZT-
5H initialement polarisées en superposant un champ électrique constant dans la méme direction
que l'axe polaire. Ils ont trouvé que l'application d’un champ électrique positif (dans le méme
sens que l'axe polaire) entraine une augmentation de la contrainte coercitive o.. D’autre part,
la contrainte coercitive a été trouvée proche de zéro quand ils ont appliqué un champ électrique
négatif (dans le sens opposé a ’axe polaire) d’amplitude voisine du champ coercitif E,.

Pour caractériser le comportement des céramiques ferroélectriques sous des chargements élec-
tromécaniques multiaxiaux, Huber et Fleck [39] ont effectué un test dans lequel des céramiques
ferroélectriques ont été soumises & un champ électrique monotone dont la direction faisait un
angle quelconque avec ’axe polaire initial.

Dans le travail de Chen et Lynch [22], le comportement multiaxial de quelques échantillons tubu-
laires en PLZT (initialement polarisés et non polarisés), soumis simultanément a un chargement
axial de compression et & une pression interne et externe, a été mesuré. Les résultats ont été

utilisés pour déterminer la surface de charge indiquant le début de I'écoulement ferroélastique.
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En plus des investigations expérimentales, des modéles constitutifs ont été développés pour dé-

crire le comportement non linéaire macroscopique des céramiques ferroélectriques.

1.7.2 Modélisation des comportements ferroélectrique et ferroélastique
Modélisation phénoménologique des processus de réorientation

La modélisation du comportement non linéaire des matériaux ferroélectriques représente un
défi majeur puisque ces matériaux présentent un comportement électromécanique anisotrope,
fortement hystérétique avec un phénomeéne de saturation de la polarisation électrique et de la
déformation mécanique macroscopiques. Toutes ces caractéristiques compliquent la mise au point
des relations de comportement non linéaires [39].

Chen et al. |21, 20| semblent avoir été les premiers a développer un modeéle phénoménologique
ferroélectrique pour décrire la dépendance des céramiques ferroélectriques vis-a-vis de I’histoire
de chargement [47]. Leur objectif était le développement d'un modéle constitutif phénoménolo-
gique pour décrire les propriétés macroscopiques des céramiques ferroélectriques et qui peut étre
utilisé pour analyser les contraintes. Pour décrire la dépendance vis-a-vis de I’histoire de charge-
ment, des variables internes ont été introduites pour représenter la déformation et la polarisation
rémanentes. Ces variables internes caractérisent le degré d’alignement des dipoles microscopiques
suivant la direction de chargement. Ce modéle a été principalement développé dans le cas uni-
axial et il est limité aux chargements électriques [47].

Un modéle phénomeénologique, qui respecte les lois de la thermodynamique, a été proposé par
Bassiouny et al. dans |10, 11]. Ce modéle a été basé sur des concepts de la thermo-élastoplasticité
et la représentation phénoménologique utilisée en ferromagnétisme. L’hypothése principale de ce
modeéle est la décomposition additive de la polarisation et la déformation macroscopiques en deux

parties réversible et irréversible :

pP= pt + P e= &+ £ (1.58)
A , A , = = =
réversible  rémanente réversible  rémanente

La polarisation et la déformation irréversibles (rémanentes) sont les variables internes du modéle.
En se basant sur 'inégalité de Clausius-Duhem, les équations d’évolution des variables internes
en fonction des conditions de chargement ont été proposées par le biais d’un potentiel de dissi-
pation.

En se basant sur ce dernier concept, plusieurs modeéles phénoménologiques ont été développés
[24, 50, 48, 64, 30]. Dans toutes ces contributions, la polarisation et la déformation irréversibles
(rémanentes) ont servi comme variables internes pour controler le processus d’écrouissage ciné-
matique.

Une autre décomposition en deux parties de la déformation rémanente a été introduite par Kam-
lah et al. dans [50, 48]. La premiére déformation rémanente, appelée déformation de polarisation

et notée P, apparait suite a alignement des domaines ferroélectriques dans la méme direc-
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tion du chargement électrique lors du processus de polarisation. Cette déformation est supposée

directement liée & la polarisation rémanente par la relation suivante :

s

3 sat|I27]] 1
e’ = §€sat Psat (e @el — gé) avec € = 1P| (1.59)

lav)

&

La deuxiéme déformation irréversible, notée gf , est due au chargement mécanique et est déter-
minée par une équation d’évolution. Quatre critéres ont été utilisés dans [48] pour caractériser
le début et la saturation des réorientations ferroélectrique et ferroélastique des domaines dans la
céramique.

Le modele d’Elhadrouz et al. [30] utilise la méme décomposition de la déformation rémanente que
dans [50, 48]. De plus, une décomposition additive de la polarisation rémanente a été introduite :
il est distingué entre la polarisation irréversible causée par un champ électrique, notée P¢, et
la polarisation rémanente causée par une contrainte mécanique, notée P° qui apparait pour des
configurations de chargement spéciales (chargement de compression dans la méme direction que
la polarisation initiale). Deux critéres d’écoulement ont été utilisés pour controler les hystérésis
ferroélectrique et ferroélastique et aucun critére pour controler les phénomeénes de saturation n’a
été présenté .

Des lois de comportement multiaxiales ont été introduites par McMeeking et Landis |64] et Landis
[57]. Les modeéles multiaxiaux sont nécessaires pour décrire la rotation de la polarisation généra-
lement observée dans les céramiques ferroélectriques. Une relation directe entre la déformation
et la polarisation rémanentes est utilisée dans [64]. Par conséquent, une seule variable interne est
nécessaire pour controler le mouvement du centre de la surface d’écoulement dans un processus
avec écrouissage cinématique. Le modeéle général, sans la relation directe entre la déformation et
la polarisation rémanentes, est présenté dans [57|. Ce modeéle multiaxial est capable de simuler
les hystérésis ferroélectriques et ferroélastiques.

Klinkel [52] a développé un modeéle constitutif thermodynamiquement cohérent qui utilise la
déformation irréversible et le champ électrique irréversible comme variables internes. Cette for-
mulation est trés proche de la théorie de plasticité ou les déformations sont décomposées en
partie réversible et partie irréversible |52]. La formulation de Klinkel est basée sur ’énergie libre
de Helmholtz et une surface de charge scalaire est définie pour controler la réorientation des

domaines.

Modélisation micromécanique des processus de réorientation

Puisque la microstructure des céramiques ferroélectriques détermine la réponse macrosco-
pique aux chargements électromécaniques, plusieurs efforts ont été menés ces derniéres années
pour calculer la réponse macroscopique des céramiques en se basant sur des modéles microméca-
niques. Il est montré dans [62] que les processus de réorientation des domaines ferroélectriques
sont gouvernés par des principes énergétiques. Par conséquent, une approche basée sur un critére

énergétique a été adoptée dans [41] et a inspiré plusieurs chercheurs pour développer des modéles
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trés proches des mécanismes de réorientation microscopique [47|. Le comportement polycristallin
dans [41] a été simulé en moyennant les réponses de 10.000 grains monodomaines. Chaque grain
posséde une orientation cristallographique et une polarisation spontanée & 1’état initial. Le cri-
tére de réorientation d’un seul grain est décrit par un comportement hystérétique rectangulaire.
La réorientation d’un grain de 90° ou de 180° est active si la somme des travaux électrique et

mécanique dépassent une valeur critique :
E;,AP, + O'Z'jAEij > 2P)E. (160)

ot AP; et Ag;j sont les changements de la polarisation et la déformation spontanées, respective-
ment, et Py est la norme de la polarisation spontanée initiale. La polarisation et la déformation
macroscopiques ont été décomposées en une partie réversible et une autre rémanente, ou les
quantités rémanentes ont été définies comme les moyennes des quantités microscopiques réma-
nentes sur tous les grains. Ce modéle numérique est capable de représenter qualitativement les
hystérésis mécanique et électrique.

Dans |70], 'approche utilisée dans [41] a été mise au point analytiquement et les quantités ma-
croscopiques ont été déduites par une moyenne analytique. A ’échelle microscopique, le méme
critére de réorientation que celui de ’Equation (1.60) a été adopté.

Ce dernier critére (Equation (1.60)) représente une version simplifiée du critére de réorienta-
tion énergétique car il néglige toute interaction entre les domaines d’un grain et entre les grains
du polycristal. Pour tenir compte de ces interactions, 1’énergie potentielle d’une inclusion pié-
zoélectrique calculée dans [68] a été introduite dans une formulation améliorée du critére de
réorientation de I’Equation (1.60) dans |44]. La décomposition de la polarisation et la déforma-
tion en partie réversible et irréversible a été adoptée et une relation simplifiée entre le tenseur
piézoélectrique direct et la polarisation rémanente d’un grain a été utilisée. Par comparaison
au travail de [41], ce modeéle décrit d’'une maniére plus réaliste les phénoménes de réorientation
puisqu’il tient compte des contraintes physiques appliquées sur un grain par son voisinage. Dans
le cas spécial des comportements purement diélectrique et purement mécanique, la méthode des
éléments finis a été utilisée pour étudier un cube polycristallin contenant 10 x 10 x 10 éléments
[43, 42|. Chaque élément fini a représenté un grain monodomaine qui peut étre réorienteé.
Elhadrouz et al. [31] ont présenté un modeéle micromécanique pour étudier la réorientation des
domaines dans un monocristal. Une structure tétragonale avec six variantes (six orientations pos-
sibles de la polarisation spontanée) a été considérée et les fractions volumiques de ces variantes
ont été utilisées comme des variables internes. L’interaction entre les domaines ferroélectriques
a été décrite par une matrice d’interaction. Des lois constitutives homogénéisées sur tout le mo-
nocristal ont été déduites. Ce modeéle est capable de représenter les hystérésis ferroélectriques et
ferroélastiques. L’utilisation de ce modéle micromécanique pour étudier un polycristal n’a pas
été encore publiée.

Kamlah et al. [49] ont calculé le comportement global d’une céramique ferroélectrique en utili-

sant la méthode des éléments finis. Chaque élément a représenté un grain dans le polycristal. Les
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propriétés de chaque grain ont été décrites par un modéle micromécanique développé dans [40].
Une attention particuliére & 'influence des propriétés de chaque grain et de l'interaction entre

les grains sur la réponse macroscopique de la céramique a été prise en compte.

1.8 Eléments finis électromécaniques

Depuis les années 1970, plusieurs éléments finis ont été proposés pour 'analyse des structures
piézoélectriques. Ces éléments ont été consacrés principalement au dimensionnement des trans-
ducteurs ultrasoniques jusqu’aux années 1990 [7, 6]. Une certaine maturité a été atteinte si bien
que certains éléments finis piézoélectriques sont devenus disponibles dans quelques codes d’élé-
ments finis commerciaux tels que Abaqus® et Ansys® [60]. Ces derniers éléments intégrent, en
général, un comportement piézoélectrique linéaire (celui de voigt) parfois insuffisant pour étudier
des structures piézoélectriques soumises & des chargements électromécaniques de forte intensité.
Durant les deux derniéres décennies, la modélisation par éléments finis des structures intelligentes
a attiré beaucoup de chercheurs et est devenue une thématique de recherche principale [13]. Les
premiéres investigations ont été consacrées aux éléments 3D qui représentent des degrés de li-
berté mécaniques et électriques. Les éléments 3D proposés sont tétraédriques 6] et hexaédriques
[37, 32|. Le potentiel électrique est supposé linéaire a l'exception des éléments hexaédriques a
20 noeuds ou il est quadratique |7, 83]. Des éléments finis électromécaniques 3D présentant des
modeéles phénoménologiques non linéaires (ferroélectricité et ferroélasticité) ont été proposés éga-
lement 48, 32, 52|. Ces derniers éléments présentent des variables internes pour décrire ’histoire
du chargement.

Pour étudier les structures piézoélectriques minces, comme les tubes piézoélectriques utilisés dans
les microscopes a effet tunnel [16], quelques éléments coques piézoélectriques ont été proposeés
[13, 14, 54|. L’avantage de ces éléments est qu’ils sont plus rentables que les éléments solides dans
le calcul des structures piézoélectriques minces. Des éléments solide-coques piézoélectriques ont
été proposés également [82, 53|. En les comparant aux précédents (éléments solides et coques),
ces éléments offrent la possibilité d’utiliser les lois de comportement tridimensionnelles tout en
conservant les interpolations utilisées dans les éléments finis coques. Contrairement aux éléments
3D, les éléments coques proposés jusqu’a présent présentent un comportement piézoélectrique

linéaire.

1.9 Conclusion

Dans ce premier chapitre introductif, nous avons essayé de montrer 'origine des effets pié-
zoélectriques direct et inverse dans les céramiques ferroélectriques qui représentent le premier
matériau piézoélectrique sur le marché. Les phénomeénes de réorientation ferroélectrique et fer-
roélastique, origine des réponses hystérétiques des céramiques piézoélectriques, ont été analysés

pour mettre en évidence la nécessité de modéliser ces comportements non linéaires. Une synthése
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bibliographique des modéles phénomeénologiques et micromécaniques a été présentée.

Le chapitre suivant est consacré a la présentation d’un modeéle phénoménologique ferroélectrique
et ferroélastique. Une version ferroélectrique bidimensionnelle de ce modeéle est développée en
considérant 'hypothése des contraintes planes. Cette derniére version 2D est couplée avec un
élément fini coque dans le chapitre 3 pour étudier les structures ferroélectriques minces. La ver-
sion 3D de ce modéle est couplée avec un élément hexaédrique dans le chapitre 4 pour I'étude

des structures ferroélectriques quelconques.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle version ameéliorée du modéle phénoménolo-
gique ferroélectrique et ferroélastique développé dans le cadre de la thése d’Elhadrouz [29]. Inspiré
des travaux de Kamlah et al. [50, 48], ce modéle comporte des variables internes macroscopiques
et des surfaces de charges similaires a celles utilisées en plasticité.

La gestion des saturations de la polarisation et la déformation rémanentes a été traitée d’une
maniére explicite dans [29] (un test est effectué a chaque incrément pour vérifier si la saturation
est atteinte ou non). Afin d’améliorer cette procédure, deux fonctions de pénalisation exponen-
tielles continues sont adoptées pour gérer ces contraintes cinématiques de saturation. D’autre
part, un schéma d’intégration implicite basé sur la méthode de retour radial est considéré pour
intégrer les équations différentielles. En effet, cette méthode d’intégration est plus avantageuse
qu’un schéma d’intégration explicite (adopté dans la thése d’Elhadrouz [29]) car cette derniére
technique n’est pas aussi précise que la premiére et son résultat dépend fortement du nombre
d’incréments utilisé (généralement, un grand nombre d’incréments doit étre considéré pour ob-
tenir une solution raisonnable du probléme).

L’intégration implicite de la loi ferroélectrique et ferroélastique est présentée dans la Section
2.5. Le couplage de cette loi tridimensionnelle avec un élément hexaédrique électromécanique est
développé dans le chapitre 4.

Une adaptation bidimensionnelle du modéle phénoménologique est effectuée dans la section 2.6.
Cette adaptation concerne spécialement ’hypothése des contraintes planes, souvent considérée
dans les théories des plaques et coques, et la polarisation rémanente qui apparait suivant ’épais-
seur dans les structures piézoélectriques minces. Intégré implicitement, ce modéle ferroélectrique
bidimensionnel est couplé avec un élément fini coque dans le chapitre 3 pour le calcul des struc-

tures ferroélectriques minces.

2.2 Présentation du modéle phénoménologique

2.2.1 Les variables d’état

Pour les phénomeénes non linéaires irréversibles, en ’occurrence les comportements ferro-
électrique et ferroélastique, I'état actuel de la céramique dépend non seulement des variables
observables, qui sont la polarisation électrique (ou bien le déplacement électrique) P (ou D),
la déformation totale ¢ et la température 7', mais aussi des variables internes qui peuvent dé-
crire l'histoire du chargement et qui sont directement liées aux phénomenes de dissipation qui
apparaissent en réponse aux chargements électromécaniques de forte intensité. Les courbes expé-
rimentales [63] montrent que les comportements ferroélectrique et ferroélastique se caractérisent
a I'échelle macroscopique par une déformation rémanente £ et une polarisation rémanente P"
qui restent aprés l'arrét du chargement. Pour cette raison, nous adopterons la décomposition

suivante de la déformation totale et de la polarisation électrique introduite pour la premiére fois
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par Bassiouny et al. [10] et adoptée également dans |48, 64, 30| :

[
[

IS
oy

ou gel et P° sont la déformation et la polarisation réversibles qui s’annulent quand le char-
gement électromécanique est supprimé. Elles sont décrites par les équations piézoélectriques
linéaires explicitées précédemment [45]. £ et P sont les parties rémanentes qui subsistent apres
la suppression du chargement extérieur.

Dans le cas ou la déformation g et le champ électrique E sont les variables de controle (choix
adapté & un calcul par éléments finis), gel et P° sont liés au tenseur des contraintes mécaniques
g et le vecteur champ électrique E par les équations piézoélectriques suivantes :

. _ E el _ .
Oij = Cijklgkl ekij Er

(2.3)
P = eijuesy + € B

e est le tenseur piézoélectrique inverse d’ordre 3 qui est directement lié au tenseur piézoélectrique
direct d par la relation suivante :

ekij = Cgmndkmn (2.4)

En combinant les Equations (2.1), (2.2) et (2.3), nous obtenons les lois de comportement instan-

tanées qui gouvernent les céramiques ferroélectriques :

oij = COl(en —epy) — erijBr
(2.5)
Di = eijrlejn —ejy) + 6B+ Ff

D’autres partitions des quantités rémanentes peuvent étre également envisagées. En effet, la dé-
formation rémanente peut étre induite a la fois par un chargement mécanique et/ou électrique.
A D’échelle de la maille élémentaire, il y a une relation directe entre la déformation et la polari-
sation spontanées au travers des coefficients d’électrostriction [29]. Les évolutions des différentes
grandeurs peuvent étre décrites ainsi par celle de la polarisation spontanée. Par contre, cette
relation directe n’existe plus a I’échelle d’un polycristal étant donnée l'orientation aléatoire des
grains et des domaines ferroélectriques dans les grains. De plus, une déformation rémanente peut
étre induite sans qu’il n’y ait de polarisation induite, comme dans le cas d’un test de compression
sur une céramique non polarisée. Ainsi, la décomposition suivante de la déformation rémanente
peut étre considérée [50, 48, 30] :

T=gtte! (2.6)

11y

La premiére contribution £° est la déformation de polarisation (ou ferroélectrique) directement

liée a la réorientation des domaines ferroélectriques sous l'influence d’un champ électrique ex-
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térieur de forte intensité lors du processus de polarisation. Ces domaines vont s’aligner dans la
direction du champ électrique ce qui entraine une déformation rémanente de polarisation apres
suppression du chargement électrique. La deuxiéme contribution est la déformation ferroélastique
gf non induite par le processus de polarisation et qui résulte de la réorientation ferroélastique
des domaines en appliquant une contrainte mécanique de forte amplitude.
La réorientation ferroélastique des domaines, caractérisée par la déformation gf , peut provoquer
aussi une baisse de la polarisation rémanente macroscopique : ce phénomeéne est celui de la dépo-
larisation mécanique. Il résulte du basculement des domaines ferroélectriques dont 'orientation
initiale de la polarisation était proche de la polarisation macroscopique rémanente. Pour cette
raison, nous introduisons une deuxiéme partition de la polarisation rémanente comme proposée
dans [29] :

P’ =P°+P° (2.7)

ou P°¢ est la polarisation ferroélectrique rémanente induite par le champ électrique et P° est
la dépolarisation mécanique induite par la réorientation ferroélastique des domaines. Ainsi, le
comportement ferroélectrique est caractérisé par ’évolution de la polarisation rémanente P¢ et
la déformation de polarisation g°. Ces deux quantités peuvent étre liées entre elles par la relation
suivante [48, 64, 30| :

o= el o 19 @)
oi1 £% et P9 sont les valeurs maximales (ou de saturation) de la déformation et de la polarisation
rémanentes, respectivement, 0 est le tenseur de Kronecker et ef est la direction de polarisation
rémanente définie par : pr

== (2.9)
127

La relation (2.8) qui lie la déformation de polarisation & la polarisation ferroélectrique a été ba-
sée sur les observations expérimentales de Cao et Evans [15] qui ont montré que la réorientation
des domaines ferroélectriques sous l’effet d’'un champ électrique extérieur se déroule & volume
constant. Ainsi, la déformation de polarisation est purement déviatorique comme a été supposé
dans [41, 48, 30]. La déformation ferroélectrique est égale a %% (||P¢||/P**) dans la direction de
polarisation et —(1/2)e%% (|| P¢||/P*%) suivant les directions transversales.

Le comportement ferroélastique est caractérisé, quant a lui, par ’évolution de la déformation
ferroélastique gf et de la dépolarisation mécanique P°. Comme expliqué dans [29] et mis en évi-
dence expérimentalement dans [63, 15|, cette derniére polarisation rémanente est induite quand
la céramique polarisée est soumise a une contrainte de compression suivant la direction de polari-
sation initiale (Figure 2.1). Cette dépolarisation est le résultat de la réorientation ferroélastique
qui diminue le nombre de domaines ayant une direction de polarisation paralléle & la polari-
sation rémanente initiale. Les domaines nouvellement formés dans les directions transverses ne
contribuent pas & une polarisation rémanente transverse a cause du caracteére aléatoire de la

réorientation ferroélastique (Figure 1.23). L’évolution de la polarisation rémanente P° peut étre
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2.2. Présentation du modéle phénoménologique

lice & celle de la déformation ferroélastique comme suit :

p p
PSCLt §Og§0
P =1 gl ef x h(— =0
gsa = O¢

(2.10)

T est un parametre matériau qui décrit le degré de la dépolarisation mécanique dans la céramique
(7 = 0.5 dans |29]) et €} est la direction de polarisation de la céramique qui précede directement
I’application de la contrainte mécanique. Puisque cette dépolarisation n’a lieu que si la contrainte
de compression admet une direction proche de celle de la polarisation rémanente initiale, nous

avons considéré la fonction h, définie par
1
h(z) = 3 <1 + tanh(k x)) (2.11)

pour vérifier cette condition. Comme montré sur la Figure 2.2, h est nulle s'il s’agit d’un essai de
traction (ef - o - ey > 0) et égale a 1 s'il s’agit d’un essai de compression suivant la direction de
polarisation initiale (§8 o> gg < 0). Le paramétre k de h controle la rapidité de transition entre
0etl.

T
’ —
TTUTT Tiﬂ ””””””””””””

Fi1c. 2.1 : (a) Céramique ferroélectrique initialement polarisée suivant 3 soumise 4 une contrainte de
compression de forte intensité. (b) Dépolarisation mécanique de la céramique et persistance
d’une polarisation rémanente de faible intensité suivant 3

Ainsi, le modeéle phénoménologique présente deux variables internes qui sont : la polarisation
ferroélectrique P° et la déformation ferroélastique gf . Des mesures expérimentales effectuées
par Lynch [63] ont montré que les coefficients piézoélectriques dépendent de la norme de la
polarisation rémanente. Ainsi, I’expression suivante qui lie le tenseur piézoélectrique direct d a
la polarisation rémanente P" peut étre considérée [48, 64, 30] : -
dijr = M{dggepepep +d31 (0 — €lel)el + @[(5 —elelVel + (0 — epep)ep]} (2.12)
J Psat 175k J Jjok/a 2 vy 13 /%k g 1 k)%
ds3, d31 et dis sont les coefficients piézoélectriques non nuls d’une céramique ferroélectrique
polarisée.

Il est nécessaire maintenant de définir les lois d’évolution des variables internes du modéle que

47



Chapitre 2. Modélisation phénoménologique du comportement non linéaire des céramiques ferroélectriques

nous développerons dans la section suivante.

(1 +tanh(kz))/2

F1G. 2.2 : La fonction (1 + tanh(kx))/2

2.2.2 Fonction critére ferroélastique

Les courbes expérimentales présentées par Lynch dans [63] montrent que la réorientation
ferroélastique des domaines commence quand la contrainte mécanique (en général de compres-
sion) atteint une valeur critique appelée contrainte coercitive et notée o.. En dessous de cette
valeur, la réponse des céramiques ferroélectriques est linéaire réversible et le comportement peut
étre décrit par les équations piézoélectriques classiques. Un critére isotrope de Von Mises peut
étre considéré (adopté aussi dans [48]) et une fonction de charge ferroélastique est définie pour

indiquer le début de la réorientation ferroélastique des domaines :

77 =2~ X)) ~ b = \/ 51y — XG)(s15 — XG) — 6 <0 (2.13)
s est le tenseur déviateur des contraintes (s;; = 0 — %tr(g)éij), X est un tenseur d’écrouissage
cinématique d’ordre 2 utilisé pour décrire le déplacement du centre de la surface de charge. Le
critére isotrope de Von Mises est souvent considéré en plasticité quand la réponse du solide est
symétrique en traction et compression. Généralement, cette symétrie n’est pas observable chez
les céramiques ferroélectriques a cause de leur importante rigidité en compression et leur fragilité
en traction. En particulier, il est montré dans [33] que pour un méme niveau de contrainte
de traction et de compression, les déformations ferroélastiques de traction étaient deux fois
supérieures a celles de compression ce qui induit forcément une dissymétrie de comportement
o — e. La fragilité des céramiques ferroélectriques en traction nous dicte d’envisager plus des
essais de compression sur ces céramiques pour mettre en évidence la réorientation ferroélastique

des domaines et les phénoménes non linéaires qui en résultent. De plus, le critére simplifié de

48



2.2. Présentation du modéle phénoménologique

Von Mises est considéré dans la suite (malgré la dissymeétrie de la réponse o — €) pour indiquer
le début de la réorientation ferroélastique des domaines spécialement quand la céramique est

soumise & un essai de compression.

>
Ity

ke
5 & 5
i

A
E
—_—>
=
A
=

[ 1]e K
Le champ électrique freine Le champ électrique favorise
> la réorientation ferroélastique la réorientation ferroélastique
3 des domaines des domaines
(a) (b)

Fi1G. 2.3 : Ecrouissage isotrope de la surface de charge ferroélastique lors d’un essai de compression sur
une céramique initialement polarisée.

La contrainte coercitive 6. dépend du champ électrique appliqué et de la direction de polarisation
initiale ajoutant ainsi un écrouissage isotrope au comportement ferroélastique se traduisant par
une expansion uniforme de la surface de charge f7 = 0. En effet, ce dernier écrouissage isotrope
a été mis en valeur expérimentalement par Schiufele et Hérdtl [73] en effectuant des essais de
compression sur des céramiques de PZT polarisées et en superposant un champ électrique dans
le méme sens que la polarisation initiale. Ils ont montré que la contrainte coercitive augmentait
linéairement avec le champ électrique. Chaplya et Carman |[18| ont montré expérimentalement,
sur un essai de compression aussi, que la contrainte coercitive était proche de zéro quand ils
ont superposé un champ électrique opposé a la polarisation rémanente d’intensité proche du
champ électrique coercitif F.. Ainsi, la contrainte coercitive peut varier en fonction du champ
électrique quand une céramique ferroélectrique polarisée est soumise premiérement, & un essai de
compression dans la méme direction que la polarisation rémanente initiale, et deuxiémement, a
un champ électrique paralléle a la direction de polarisation comme illustré par la Figure 2.3. Une
fagon de tenir compte de ces observations est de considérer 'expression suivante de la contrainte

coercitive :

Pg. P

. p <) =
o =<0.+0E ey x h(————) > (2.14)
Oc

Les crochets de MacCauley [50] < - > vérifient la propriété suivante :

0 si <0
<z>= s (2.15)
x si x>0

Ils sont donc utilisés pour s’assurer que . ne prenne pas des valeurs négatives. o, est la contrainte
coercitive en I'absence d’un champ électrique appliqué, § est un parameétre matériau positif qui

détermine l'influence du champ électrique sur la contrainte coercitive et h est la fonction définie
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dans ’Equation (2.11). L’expression de 6, peut étre écrite en utilisant la fonction h en remarquant
que < z >~z h(x).
Des considérations thermodynamiques [10, 11, 30] montrent que la ferroélasticité induit une
dissipation instantanée. Dans ce cas, la fonction de charge ferroélastique f? est choisie comme un
potentiel de dissipation a partir duquel dérive I’évolution de la variable interne gf . f7 est convexe
et dérivable, donc la régle de normalité permet de donner la loi d’évolution de la déformation
ferroélastique : ofe

¢l = XT@ (2.16)
ol A% est un multiplicateur ferroélastique déterminé par la condition de cohérence : f7 = 0.
Un flux ferroélastique peut avoir lieu seulement si les conditions suivantes sont simultanément

satisfaites :

1. le point représentatif de I'état des contraintes est situé sur la surface de charge f =0;

2. le point représentatif de I’état des contraintes ne quitte pas la surface de charge (f7 > 0

est impossible) et la condition de cohérence f" = 0 doit étre satisfaite.

35680

3060 |
0 si z<—c

2508 - f(z)= L)
exp(l) —1

E+n(eE+1- 1)] SEs e

1688

568 -

=1 -8.8 -8.6 -8.4 -8.2 \ a
X -c=-0.1

FiG. 2.4 : Courbe de la fonction de pénalisation utilisée pour controler les saturations de la déformation
et polarisation rémanentes. c=0.1 et Py=1000.

La déformation rémanente ne peut pas dépasser une valeur maximale qui est la déformation
rémanente de saturation 5% qui correspond au cas oil tous les domaines ferroélectriques sont

orientés suivant la direction du chargement électromécanique. Pour satisfaire cette contrainte
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2.2. Présentation du modéle phénoménologique

cinématique, nous définissons une déformation rémanente équivalente ¢, :

2 2
ry = 157l =\ 5ol (217)
qui doit vérifier la condition cinématique suivante :
0<ep, <& (2.18)

Pour satisfaire cette derniére inégalité, nous utiliserons la forme suivante du tenseur d’écrouissage
X7
X7 = ¢! (1+ g1(cr,)) (2.19)

ol vy est un paramétre matériau et g; est une fonction exponentielle définie par :

0 si J¥< —¢f
‘s

€e
et JP=—L _1
Esat

J?® J?®

g1(eeq) = ps
! f (g—i-l)(exp(c—s—i-l)—l)] si J¥ > —cf

exp(l) — 1

(2.20)
La fonction de pénalisation g (Figure 2.4) est introduite dans le tenseur X pour controler la
saturation de la déformation rémanente (Equation (2.18)). En effet, elle est nulle si la déformation

rémanente équivalente est en dessous de 5%

et prend une valeur importante quand ¢, est tres
proche de £%* pour annuler l'incrément de gf . P§ et c¢® sont les parametres de cette fonction

exponentielle ferroélastique.

2.2.3 Fonction critére ferroélectrique

La réorientation ferroélectrique des domaines dans une céramique commence quand le champ
électrique atteint une valeur critique appelée le champ électrique coercitif et notée E.. En dessous
de cette valeur, la réponse de la céramique est linéaire réversible et le comportement peut étre
décrit par les équations piézoélectriques. Une fonction de charge électrique est introduite pour

indiquer le début de la réorientation ferroélectrique des domaines [50, 48, 30| :

1= \IE = X¥|| - Be = \J(E: = X{)(B: — X7) — E. <0 (2.21)

ot X est équivalent & un vecteur d’écrouissage cinématique. Des considérations thermodyna-
miques [10, 11, 30] montrent que la ferroélectricté induit également une dissipation instantanée.
Dans ce cas, la fonction de charge ferroélectrique f€ est choisie comme un potentiel de dissipation
électrique & partir duquel dérive I’évolution de la variable interne P¢. f¢ est convexe et dérivable,
donc la regle de normalité permet de donner la loi d’évolution de la polarisation ferroélectrique :

o 0f

P =
L oF

(2.22)
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ot A¢ est un multiplicateur ferroélectrique déterminé par la condition de cohérence : f ¢ = 0. Ainsi,

un flux ferroélectrique se produit seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
1. le point représentatif de ’état du champ électrique est situé sur la surface de charge élec-
trique f¢=0;
2. le point représentatif de I’état du champ électrique ne quitte pas la surface de charge

électrique (f¢ > 0 est impossible) et la condition de cohérence fe = 0 doit étre satisfaite.

La polarisation rémanente ne peut pas dépasser une certaine limite qui est la polarisation réma-
nente maximale P :
¢
0<[B7|| =P <P (2.23)

Pour satisfaire cette derniére condition, nous utiliserons ’expression suivante du vecteur d’écrouis-
sage X°€ :
x¢ = 6P (1+92(FL,)) (2.24)

ou [ est un parameétre matériau et go est une fonction exponentielle scalaire définie par :

0 si J¢ < —¢°

Perq
et J¢= Dsai 1

92(Pey) = Pe
exp(l) —1

Je Je 3 e (&
(E—Fl)(exp(g—kl)—l)] si J¢> —¢

(2.25)
La fonction de pénalisation go prend une valeur nulle quand la polarisation rémanente équivalente
est loin de la valeur de saturation et elle prend des valeurs importantes quand P, est trés proche
de P** pour annuler I'incrément de la polarisation ferroélectrique. P§ et ¢® sont les parameétres
de la fonction exponentielle ferroélectrique et ils doivent étre adéquatement choisis pour controler

la saturation de P,.

2.3 Meéthode de résolution adoptée

Le modele ferroélectrique et ferroélastique non linéaire doit étre résolu pour chaque incré-
ment de chargement électromécanique afin de déterminer les incréments des variables internes.
Pour l'intégration des équations différentielles, 'intervalle de chargement [t,, , t,+1] est considéreé.
Toutes les quantités a t,,, t,+1 sont notées avec l'indexe n et n+ 1, respectivement. Il est supposé
que I’état local de la structure ferroélectrique au début de l'incrément est connu : les variables
internes Py, et g£ sont connues. La méthode de retour radial [75] est adoptée pour déterminer les
incréments des variables internes AP et Agf en réponse & un incrément du chargement élec-
tromécanique (Ag et AE). Puisque la méthode des éléments finis sera considérée pour étudier
les structures ferroélectriques et ferroélastiques, les incréments des variables internes vont plutot
apparaitre a cause de I'incrément de la déformation mécanique Ag et de AE.

Les équations constitutives, qui sont les relations de comportement (2.5), les lois de normalité

(2.16) et (2.22) et les conditions de cohérence (f7 = 0 et f¢ = 0), sont regroupées dans un
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systéme de résidus sous une forme unique F(X,Y) = 0 en notant X le vecteur des variables
inconnues et Y le vecteur contenant les variables de pilotage. Dans sa forme la plus générale,
X contient les contraintes mécaniques, les composantes du vecteur déplacement électrique, la
polarisation ferroélectrique, les déformations ferroélastiques et les multiplicateurs ferroélectrique
et ferroélastique. Y contient les déformations mécaniques totales et les composantes du vecteur
champ électrique. Le systéme est supposé a 1’équilibre au début de U'incrément F(X,,,Y,,) = 0.
Si les variables de pilotage Y sont modifiées d’un incrément AY alors le systéme est déséquilibré
(F(X,,Y, +AY) # 0) et un incrément AX doit étre déterminé pour rééquilibrer le systéme,
de maniére & avoir : F(X, + AX,Y, +AY) = 0.

L’approche de Newton-Raphson est considérée pour déterminer l'incrément AX. Elle consiste &
faire un développement limité au premier ordre du systéme de résidus. Il s’agit donc de dériver
les différentes équations en fonction des variables inconnues. Par inversion du probléme, une pre-
miére estimation de AX est obtenue. Toutefois, le systéme étant non linéaire, un développement
limité au premier ordre ne suffit pas a trouver la solution exacte et plusieurs itérations sont
nécessaires pour converger vers la bonne solution. Chaque correction calculée & chaque itération

est notée 0AX. Le schéma de Newton-Raphson est le suivant :
1. A létat initial (début de 'incrément), le systéme est supposé en équilibre : F(X,,,Y,) =0;

2. Le systeme est déséquilibré par un incrément du vecteur contenant les variables de pilotage :
F(X, Y, +AY) # 0. Il s’agit donc de trouver l'incrément AX pour lequel F(X, +
AX,Y, +AY) ~0;

3. Approximation de Newton-Raphson a litération (i + 1) :

. . F
F(X,+0X0, Y 4 AV +INSAX T 20 5 = | (226)

4. Calcul de la correction de Newton a l'itération (i+ 1) par inversion de la relation linéarisée :
SAXUHY = —[Jx]™" F(X,, + AXD) Y, + AY) (2.27)

5. Mise a jour de l'incrément :
AXHD = AXO 4 sAX D (2.28)

6. Retour a I'étape 2 tant que F(X,, + AX(HI),X,@ + AY) # 0 a un résidu pres.

2.4 Module tangent électromécanique cohérent

Comme il sera détaillé dans les chapitres 3 et 4, la résolution par éléments finis du probléme

ferroélectrique et ferroélastique non linéaire nécessite la définition du module tangent électromé-
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canique cohérent. Pour ce faire, il faut calculer les modules tangents suivants :

aA&Tkl ’ 8AEk ’ 8A6kl ’ 8AEk

(2.29)

Le calcul d’un module tangent cohérent avec la méthode d’intégration implicite adoptée est assez
direct. En effet, il peut étre déterminé a partir d’'une analyse de l'effet d’une perturbation de
I’état en fin d’incrément. Nous imposons une petite perturbation du vecteur de pilotage dAY ce
qui a pour effet de modifier linéairement le vecteur des inconnues d’une valeur 0 A X en respectant

toujours 1’équilibre :

F(X, + AX +6AX,Y, + AY +6AY) ~ 0 (2.30)
—— N —
Kn«kl Xn+1

En développant cette derniere équation autour de X, ,; et Y, ., nous obtenons

oF oF
F(X, 1, Y, 0)+ AKX, Yo 6AX+6A—Y X 0AY ~0 (2.31)
~0
[Jx] [Jy]
soit
(5AX
AY —[Jx]7" [Jy] (2.32)

[Jx] est le dernier jacobien calculé pour résoudre le systéme des résidus et [Jy] contient les
dérivées du vecteur résidu F' par rapport aux variables de pilotage. Finalement, le module tangent

électromécanique cohérent est contenu dans la matrice [{AX /6AY].

2.5 Intégration de la loi ferroélectrique et ferroélastique

Dans cette section, il est supposé que les tenseurs élastique et diélectrique (gE et €7, respec-
tivement) sont isotropes et restent constants sur I'incrément de chargement. Cj choix est dicté
par le fait que la polarisation rémanente peut apparaitre suivant les trois directions de 1’espace
et non uniquement suivant ’épaisseur comme c’est le cas des structures minces (voir section 2.6).
Deux prédictions électrique et mécanique & la fin de I'incrément counsistent & geler les écoulements

ferroélectrique et ferroélastique :

d d
Fofi = 1By — X007 — (2.33)
opred _ 9 o pred
i = ||§(§Z’ff — Xored)| — Gt (2.34)
avec
Xered = gpe (2.35)
Xorred = yef (2.36)
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pred _ pred
Sijlnt1 = déviateur (g +1) (2.37)
d
gpff - g + AO.pT’ed N AO'ZTe = gklAekl|n+1 — eklﬂnAEk (238)
P pred . P
€n -0 €n
o =< 0e+ 0By - (- Sl Ty (2.39)

Oc

e pred fo pred

Suivant les signes de f,, 1 , quatre comportements peuvent exister :

— si nged < 0et frl pred < 0 alors AP = 0 et Agf = 0 : comportement piézoélectrique

réversible ;

si fe fged >0et fp ] rred < ) alors AP® #£0 et Agf = 0 : comportement ferroélectrique non

linéaire ;

—si fe f{ed <O0et fU Pred 5 0 alors AP =0 et Agf # 0 : comportement ferroélastique non

linéaire ;
! ﬁfged >0 et fU Pred < 0 alors AP® #£0 et Agf # 0 : comportement ferroélectrique et

ferroélastique couplé.

2.5.1 Comportement piézoélectrique réversible

Lorsque les deux prédictions électrique et mécanique sont négatives

feret <o et fII<0 (2.40)

alors le comportement est piézoélectrique réversible. Les incréments des variables internes sont
nuls et les contraintes mécaniques et le vecteur déplacement électrique & la fin de 'incrément

sont déterminés par les relations suivantes :

Oiint1 = CE(hiint1 = &5 — hipn) — EkisinBrin+1 2.4)
Dint1 = eipin((Extpn+1 — Egyp, — €£l|n) + 1B + B,
Dans ce cas, les modules tangents (2.29) sont donnés par :
0N}, 0NT;; OAD; OAD;
2 = gkz ; = —€kijn 5 A = Ciklln 3 Ao = €k (2.42)
aA&Tkl 8AEk 8AEM 8AEk

2.5.2 Comportement ferroélectrique

Un écoulement ferroélectrique pur apparait quand la prédiction électrique est positive et la

prédiction mécanique est négative :

femed S0 et fIP <0 (2.43)

n n

Dans ce cas, il est nécessaire de déterminer l'incrément de la polarisation ferroélectrique noté

AP® pour vérifier la condition de cohérence électrique & la fin de I'incrément : f7 ; = 0. Pour
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déterminer les inconnues Ag, AD, AP et AN, le systéme de résidus suivant doit étre résolu :

RY, = 0ijjnt1 — Cgkl(€kl|n+1 ~ Ehifnt+1 — €£l|n) + €kijlnt1Eknt1
RP = Dijnt1 = €intjn+1(Extjn+1 — hint1 Egl\n) — € Lkln+1 = B, — AP
2.44
Ei|n+1 - Xiﬁn—l—l ( )
R = APf—AX e
||En+1 - Xn—i-lH
| B = B — X5l - E
Notons
{AX} = {Ao1 Aoia Aoz Aoy Nogs Nogz Nogy Aoz Noss (2.45)

ADy ADy ADs ' APE AP§ APS ' AXYT

le vecteur des inconnues et
{AY} = {A&H A&lg A€13 A€21 A€22 A€23 A€31 A€32 A€33 AEl AEQ AE3}T (246)

le vecteur de pilotage qui contient 'incrément des déformations généralisées. A partir du Systéme
(2.44), le vecteur résidu F est défini :

{F} = {R{, R}, R{3 RS, RS, R$; R§, RS, R3; * RY RY RY 1 R{ Ry RS R/} (247)

Les matrices jacobiennes [Jx] et [Jy] (voir sections 2.3 et 2.4) sont déterminés a partir des
dérivées des résidus R, RP, R® et RY® par rapport aux variables inconnues du vecteur AX et
variables de pilotage de AY . Les expressions de ces dérivées ainsi que les formes globales de [Jx]

et [Jy] sont détaillées en annexe A.

2.5.3 Comportement ferroélastique

Quand la prédiction mécanique est positive, alors la réorientation ferroélastique des domaines
est active. Dans ce cas, il est nécessaire de déterminer I'incrément de la déformation ferroélastique
noté Ae/ pour vérifier la condition de cohérence ferroélastique a la fin de I'incrément : f7 +1=0.

Pour déterminer Ag et AD Agf et AN, le systéme de résidus suivant doit étre résolu :

ag _ E e f
RZ] = Tijln+1 — Cijkl(gk”n-i-l - €kl\n - €kl\n+1) + ekij|n+1Ek|n+1
D _ e f . . "
Ry = Di'""‘l o eikl|"+1(gkl|"+1 ~ Ckijn gkl\n—i-l) - 6ikEk|n-|-1 - Pi|n — AP
g
f f 3 o Sidlnt1 ~ X (2.48)
R, = Ac— /54X Y
! V2T s, - X7
=n—+1 =—n-+1
- 3 o .
NS L e
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avec » »

Psat €n - g 1 - €n
ABU =T gsat Agf ’ QITJL X h(_z.i—i_) (249)

c
et
en- g, . " en
&c\n—i-l = <Uc + 6En+1 -eb x h(_%)> (2.50)
c

La dépolarisation mécanique diminue le nombre de domaines ferroélectriques ayant initialement
une polarisation rémanente proche de P) et ne fait pas apparaitre une polarisation rémanente
transverse a cause de la nature aléatoire de ce phénomeéne. Par conséquent, la réorientation ferroé-
lastique des domaines n’annule pas la polarisation rémanente initiale (au début de I'incrément)
mais affaiblit son intensité : & la fin de I'incrément, une polarisation rémanente d’intensité plus
faible que la polarisation initiale persiste (Figure 2.1). Ainsi, la direction de polarisation reste
inchangée sur un incrément ferroélastique (e, = eh) et la déformation ferroélectrique (Equa-
tion (2.8)) ne change pas puisque AP¢ est nul dans ce cas (gth =e°).

1 =n
Notons

{AX} = {Lon Loy Dovg - Doz i ADy ADy AD3 (2.51)
A€{1 AE{2 AE{;; Agg,fg tANYT

le vecteur des inconnues,
{AY} = {Ae1g Nerg Nerg Negy Negg Neag Negy Ness Ness 0 AEy AEy AEg}T (2.52)

le vecteur de pilotage et
{F} = {R%, Ry Rfy--- RS RY Ry RY P R{, R, Ry R \R7YT (2.53)

le vecteur des résidus.

Dans ce cas, les matrices jacobiennes [Jx] et [Jy] sont déterminés a partir des dérivées des résidus
i RP, ﬁf et Rf” par rapport aux variables inconnues du vecteur AX et variables de pilotage
de AY. Les expressions de ces dérivées ainsi que les formes globales de [Jx] et [Jy] sont détaillées

en annexe B.

2.5.4 Comportement ferroélectrique et ferroélastique

Des écoulements ferroélectrique et ferroélastrique sont actifs si les prédictions électrique et
mécanique sont positives :

ot S0 et fP >0 (2.54)

n n

Dans ce cas, il est nécessaire de déterminer les incréments de la polarisation ferroélectrique AP¢
et la déformation ferroélastique Ael pour vérifier les conditions de consistance ferroélectrique et

ferroélastique a la fin de 'incrément : f7,; = 0 et f7,; = 0. Pour déterminer Ag, AD, AP€,
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Chapitre 2. Modélisation phénoménologique du comportement non linéaire des céramiques ferroélectriques

Agf , AN et AN?, le systéme de résidus suivant doit étre résolu :

o _ E e f
RZ] - O-ij‘n—f—l - Cijkl(ek”n-i-l - €kl‘n+1 - 6kl|n+l) + ekij‘n-f—lEk‘n—f—l

D _ e f e ” e -
R = Dips1 = Cibtln+1(Erint1 = Spapngr ~ ) ~ EnBrintr — By, — AP = AF;

in

. _ e
Eijn41 Xi|n+1

R = APf— AN e
||En+1 _Xn—i-lH
Rl = A \/§Ax’ Sidnt1 ~ 2o
J J 2 ||§n+1 _én_;’_ln
RI® = ”En-l-l - X%-{-l” — L
o 3 o o
R = §”§n+1 — énHH — O¢lnt1
(2.55)
Notons

Ael, Nely - Aely P AN ANTYT
le vecteur des inconnues,
{AY} = {Ae11 Nerg Nerg Negy Neag Neag Negy Nesg Ness i AE) AEy AEg}T (2.57)
le vecteur de pilotage et
{F} = {Rf\ RY, -~ R3; | RY RY R{ { R R R§ 1 R{, RY, -~ Ri I RITRIYT (2.58)

le vecteur des résidus.

Les matrices jacobiennes [Jx] et [Jy] sont déterminées a partir des dérivées des résidus R?, R,
Re, ﬁf . R'® et R/ par rapport aux variables inconnues du vecteur AX et variables de pilotage
de AY. Les expressions de ces dérivées ainsi que les formes globales de [Jx] et [Jy] dans le cas

d’un comportement pleinement couplé sont détaillées en annexe C.

2.5.5 Reésultats

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de validation du modeéle tridimen-
sionnel. Les parameétres matériau sont donnés dans la Table 2.1. Les paramétres de la fonction
scalaire de pénalisation électrique g (Equation (2.25)) choisis pour la simulation sont : P$ = 103
et ¢¢ = 1072, Les paramétres de la fonction scalaire de pénalisation mécanique g; (Equation
(2.25)) sont : P§ =103 et ¢¥ =3 x 1072,

Les Figures 2.5 et 2.6 montrent le résultat d’un cyclage électrique sur une céramique ferroélec-
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trique. Nous retrouvons les courbes hystérétiques proches de celles obtenues expérimentalement.
Trois jeux d’incréments ont été utilisés dans la simulation (1000, 100 et 20 incréments) pour
montrer que le résultat ne dépend pas du nombre d’incréments choisi puisque les conditions de
cohérence sont vérifiées a la fin de I'incrément dans une approche implicite. La Figure 2.7 montre
I’évolution de la polarisation ferroélectrique en fonction du champ électrique : elle commence &
apparaitre quand le champ électrique atteint la valeur coercitive (E3/E. = 1) et elle se sature

quand la polarisation de saturation est atteinte (P§/P$% =1).

TAB. 2.1 : Paramétres matériau choisis pour la validation.

Module d’Young E (GPa) 100.
Coefficient de Poisson v 0.3
Contrainte coercitive o (MPa) 50.
Déformation de saturation %% 2 x 1073
Champ coercitif E, (MV/m) 1.
Polarisation de saturation P*¢ (C/m?) 0.3

ds3 (m/V) 5.93 x 10710
ds1 (m/V) =274 x 10710
dis (m/V) 7.41 x 10710
3 (V.m/C) 2 x 108

v (N/m?) 5. x10°
Constante diélectrique e (F/m) 1.5x 1078

o (N/Vm) 60

15 I A
1000inc - | —
00 ie o — M
20inc A E —

Ds / Psat
~

il
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; /
0.5 + F
/ :
-1

3 -2 - 0 1 2 3
E3/E.

‘.
..,

Fi1G. 2.5 : Hystérésis diélectrique : évolution du déplacement électrigue en fonction du champ électrique.

La Figure 2.8 montre I’hystérésis ferroélastique obtenu quand le critére isotrope de Von Miseés
(Equation (2.13)) est considéré. Il ressemble beaucoup a I’hystérésis trouvé en plasticité avec

saturation de la déformation ferroélastique dés qu’elle atteint 5%
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F1G. 2.6 : Hystérésis en ailes de papillon (butterfly ferroélectrique) : évolution de la déformation totale

en fonction du champ électrique.
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F1G. 2.7 : Evolution de la polarisation ferroélectrique en fonction du champ électrique.

Etant donnée qu’expérimentalement, la réorientation ferroélastique des domaines a été mise en

évidence par des tests de compression sur des céramiques (en général) polarisées, il est intéressant
de considérer un essai de compression sur un matériau initialement polarisé¢ (Figure 2.9). Le
matériau est polarisé jusqu’a saturation dans un premier temps (Point A, Figure 2.9) puis soumis
a une contrainte de compression croissante suivant la direction de polarisation. La Figure 2.10
montre I’évolution de la contrainte en fonction de la déformation lors d’un essai de compression.

La déformation initiale (point A) provient du processus de polarisation qui préceéde directement

I’essai de compression.
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F1G. 2.8 : Hystérésis ferroélastique : évolution de la contrainte en fonction de la déformation.
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F1G. 2.9 : Evolution du déplacement électrique en fonction du champ électrique lors d’un processus de
polarisation.

La réorientation ferroélastique induit une déformation rémanente (ferroélastique) négative dans
la direction de polarisation initiale et abaisse le niveau de polarisation de la céramique puisque le
nombre de domaines ayant une polarisation proche de la polarisation rémanente initiale diminue
(dépolarisation mécanique, Figure 2.11). La réorientation ferroélastique se termine lorsque la
déformation rémanente atteint la valeur de saturation. Il est & noter que les pentes de la courbe
de la Figure 2.11, correspondant & la réponse piézoélectrique o — D sont différentes. Comme
expliqué dans le chapitre 1, cette différence est due au changement de la polarisation rémanente
macroscopique de la céramique qui diminue & cause de la contrainte de compression. Figure 2.12

montre les hystérésis ¢ — D obtenus pour différentes valeurs de 7.
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Fi1G. 2.10 : Evolution de la contrainte en fonction de la déformation lors d’un essai de compression sur
une céramique polarisée.

La Figure 2.13 illustre I’écrouissage isotrope de la surface de charge ferroélastique en présence
d’un champ électrique. En effet, un champ électrique positif (dans le méme sens que la polarisation
rémanente initiale) retarde la réorientation ferroélastique des domaines (6. augmente) et un

champ électrique négatif facilite cette réorientation (6. diminue).
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FiG. 2.11 : Evolution de la polarisation électrique en fonction de la contrainte lors d’un essai de com-
pression sur une céramique polarisée : dépolarisation mécanique (T = 0.45).
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FiG. 2.12 : Evolution de la polarisation électrique en fonction de la contrainte lors d’un essai de com-
pression sur une céramique polarisée pour différentes valeurs de T.
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Fi1G. 2.13 : Evolution de la contrainte en fonction de la déformation lors d’un essai de compression en
présence d’un champ électrique (écrouissage isotrope).

2.6 Adaptation 2D du modéle phénoménologique

Considérons une structure ferroélectrique mince. La géométrie de cette structure est caracté-
risée par une surface moyenne A considérée comme surface de référence et une épaisseur constante
h (Figure 2.14). En chaque point de la surface moyenne, nous définissons (voir chapitre 3) une
base tangente orthonormeée [Q] = [t; t, n] constante suivant I’épaisseur (n est le vecteur normal &
la surface moyenne). Cette base tangente permet de définir le systéme de coordonnées curvilignes

(x,y,2). Pour simplifier la discussion, les chiffres 1, 2 et 3 sont utilisés a la place des coordonnées

x, y et z (par exemple, 011 = 044)-
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F1G. 2.14 : Surface de référence d’une structure coque et définition des bases covariante et tangente.

Il est supposé que les polarisations réversible et rémanente apparaissent uniquement suivant
I’épaisseur puisque le champ électrique agit, généralement, suivant cette direction dans les struc-
tures ferroélectriques minces (localement P¢ = PI = 0 avec a = 1,2). En adoptant ’hypothése
des contraintes planes, souvent considérée dans les théories des plaques et coques, la contrainte
normale suivant l’épaisseur peut étre négligée devant les autres composantes du tenseur des
contraintes mécaniques (localement o33 =~ 0). Cette hypothése exclut donc la réorientation fer-
roélastique de 90° des domaines ferroélectriques puisque la polarisation rémanente est supposée
apparaitre uniquement suivant ’épaisseur. Si nous supposons aussi que la contrainte mécanique
de traction dans le plan (011 et o92) reste suffisamment faible pour éviter la rupture des céra-
miques minces, la réorientation ferroélastique et (par conséquent) la déformation ferroélastique
e/ peuvent étre négligées (" = €°). La relation instantanée (2.10) entre la déformation ferroé-
lastique et la dépolarisation mécanique permet de négliger P°. Par conséquent, la polarisation
ferroélectrique est la seule considérée dans la suite : P™ = P¢ et elle est considérée comme la seule
variable interne du modéle bidimensionnel puisque la déformation ferroélastique est négligée.
Il est supposé aussi que les tenseurs élastique et diélectrique (gE et €, respectivement) sont
ceux d’une céramique ferroélectrique isotrope transverse polarisée:suivant la normale & la surface
moyenne (axe 3) et restent constants sur I'incrément de chargement. Ce choix est dicté par le
fait que la polarisation rémanente apparait suivant I’épaisseur dans ce cas des structures minces.
Puisque le champ électrique agit suivant 1’épaisseur, alors nous ne considérons que la troisiéme
Ay
n

composante normale du vecteur champ électrique (E, = F3 = ———, ou Ay est la différence
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de potentiel appliquée sur les faces supérieure et inférieure de la structure mince) et en consé-

quence, les polarisations réversible et rémanente suivant 1’épaisseur sont les seules considérées
el _ pr _ —

(P =P, =0avec o =1,2).

2.6.1 Intégration de la loi ferroélectrique bidimensionnelle

Il est supposé que I’état local de la céramique ferroélectrique mince au début de I'incrément est

connu (la variable interne P’

o = P?T\n est connue). La méthode de retour radial est adoptée pour

déterminer l'incrément AP35 de la variable interne induit par I'incrément du champ électrique.

Une prédiction électrique a la fin de l'incrément consiste & geler 1’écoulernent ferroélectrique :

epred e pred o epredyo . epred _
fn+1 = ’E3|n+1 - X3|n+1‘ —Ee= \/(E3\n+1 - X3|n+1) ] X3\n+1 = §\n =0 ?)r|n (2.59)

Comportement piézoélectrique

Si fy _f’lne‘j < 0, alors il n’y a pas de réorientation ferroélectrique des domaines et AP} = 0.
Dans ce cas, le comportement est piézoélectrique linéaire : les incréments de la déformation
rémanente, des tenseurs piézoélectriques direct et inverse sont nuls. L’hypothése d’une contrainte
normale nulle suivant ’épaisseur (hypothése des contraintes planes) avec D1 = Dy = 0 (puisque
la polarisation électrique est supposée apparaitre suivant ’épaisseur) permettent d’exprimer le
vecteur des contraintes curvilignes généralisées {3} = {011 092 012 013 023 D3}” en fonction du
vecteur des déformations curvilignes généralisées {I'} = {11 €92 2e12 2613 2293 F3}7 ala fin de

l'incrément :

{on} = [CFl({enn} —{eh}) — {en} Bannt

€§3| (2.60)
n
Dyjny1 = {en} ({enma} —{h}) + (53 + C—E)E3|n+1 + Py,
33
ek o 0 o0 n = - CE
EQy 0o 0 o B~ on - CE?
CE
=1 0 o0 Q& o o ; 233 (2.61)
€15
0 0 0 QF 0 Qh = Ch+ 6%"
0 0 0 0 e 1
: Qal | ek = (Ch-ch)
et © 5
CH . CH oo L.
{en} = {esin — 633\nc—lb§ Le3ln — 633|n0—15 10:0:0}7 (2.62)
33 33
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Dans ce cas piézoélectrique réversible, le module tangent curviligne peut étre déterminé a partir
du systeme (2.60) :

i1 0%nia CE]  —{en)
[5Zn+1] _ Opi1  OE3pnp _ , (2.63)
or, .1 D341 OD3jn g1 ()T et ©33|n '
Oent1  OE3np " 8ok

Comportement ferroélectrique

Si fr f’lne‘j > 0 alors le comportement est ferroélectrique non linéaire. Pour vérifier la condi-

tion de cohérence (fy,; = 0) a la fin de l'incrément, nous devons déterminer I'incrément de la

polarisation rémanente APj. Pour le chercher, le systéme de résidus suivant doit étre résolu :

Esjny1 — X§|n+1
| Espnt1 — X541 (2.64)
Fy = [Ejni1 — X§\n+1‘ - Ee

Fi = AP) — AN

Notons {AX} = {AP} : AN} le vecteur des inconnues, AY = AFEj3 la variable de pilotage et
{F} = {Fy : F5}7 le vecteur résidu.

La matrice jacobienne E)E)A—Eg est constituée par les dérivées de Fy et Fy par rapport a AP5 et
AN

oF,  OF
F r ¢
OAP] AN
avec
([ OF 14 AN 8X§wH__AAeu%m+l—A§m+Q2ax§m+1_
OAP; [Esn1 — X501 AP Bans1 — Xgp iy P 0L
oF E3jpi1 = X541
OBN [ Bypsr — X5, 4] (2.66)
OF, By — Xy X541
OAP]  |Egjpsr — XG5, OAP]
0F  _
INE

Dans le cas particulier des structures ferroélectriques minces, nous considérons 1’expression sui-

vante du vecteur d’écrouissage X° :

€ T T a
X = B8P (14 92(PLy) + 5o ) (2.67)
eq
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Notons ici que le troisiéme terme de cette expression est une fonction inverse introduite pour
ajouter un effet non linéaire & la réorientation ferroélectrique des domaines. « est le paramétre
numérique de cette fonction caractérisant le niveau de non linéarité de I’écrouissage.

En ne considérant que la composante normale de la polarisation rémanente, 'expression (2.67)
s’écrit & la fin de l'incrément :

Xijn1 = BP314 (1 + 92(|1P514 1) + W) (2.68)

|n+1’

Nous en déduisons la dérivée de X§|n 41 bar rapport a l'incrément de la polarisation rémanente

normale :
0Xs o Pr
[n+1 r r g2 a 3\n+1
(2 69)
ou
9as 0 si|P. |n+1\ < (1 —co)psat 070
= e 2.70
OAPY PO _ ap : _ e\ psat
3 op(l) 1 <exp(p) 1+p exp(p)) GNP si|P, |n+1\ > (1—c°)P
et
‘ gl — P Ip 1 3nt1
—_ +1 = 2.71
cePsat + ’ aAP?:’ cepsat ’ \n—i—l’ ( )

Les variations de Fj et Fy par rapport & AFE3 permettent de déterminer le vecteur {Jy } :

OF,
[ OF \ | 9AE,
r={3av}=1 on (2.72)
INE3
avec B e
0F, —0 0F, _ BInt1 ?;\n+1 (2.73)
AN O YA ‘E?)\n—i—l - Xg\n_;_l‘

Dés que l'incrément de la polarisation rémanente est déterminé, le tenseur des déformations fer-

roélectriques 7 | (Equation (2.8)) et les tenseurs pi¢zo¢lectriques direct d (Equation (2.12))
77/

341 3|n + APy

Le vecteur des contraintes curvilignes généralisées {X} est lié au vecteur des déformations cur-

et inverse ¢ - (Equatlon (2.4)) sont déterminés en fonction de Py

vilignes généralisés {I'} par :

{ons1} = [C§+1]({5n+1} - {524-1}) - {€n+1}E3|n+1
:2’,3\ +1 (2.74)
D31 = {ens1} ({enta} — {eni1}) +(e53 + 7)E3\n+1 + P3\n+1
33
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Le module tangent curviligne ferroélectrique peut étre déterminé a partir du systéme (2.74) :

90,41 00,41
8£n+1 aD3\7L—i-1 8D3|n+1 '
Opi1 OE3n41
avec
6Jn+1
—_—nT- — CE
a§n-i—l [ n+1]
ao-n+1 8[054_1] . 667“ 1 ae )
" = — T — _ C =n-+ o En+ E _
8E3‘n+1 8E3|n+1 (§n+l §n+1) [ n+l]aE3\n+1 8E3\n+1 3n+1 — En+1
ODsjni1 _ T
FENTEE A (2.76)
IDgjn 41 8e£+1 Oe’ ei2’,3m+1
- = =T (e —ger _eT YEn41l + €< + 1
OFE3)541 OE3 11 (Ens1 —Eny1) —€npa DB3ps1 (€53 CE )
2
iae33ln+1 8P§‘n+1
CE 0By ™ 0By

Puisque la polarisation rémanente Pj est la seule variable interne du modéle, le module tan-
gent ferroélectrique (2.76) s’exprime en fonction de 0AP;/OAE3 = 8P§|n+1/8E3|n+1. Cette

dérivée est directement déterminée & partir du vecteur gﬁ—% donné par la relation suivante :
oNX
—= = —[Jx]{J 2.77
s = X ) (277)

2.6.2 Reésultats

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de validation du modéle ferroélectrique
bidimensionnel. Puisque nous négligeons le comportement ferroélastique & cause de ’hypotheése
des contraintes planes, les hystérésis ferroélectriques induites par un chargement électrique sont
montrées. Les parameétres matériau utilisés dans la simulation sont résumés dans le Tableau 2.2.
Les paramétres de la fonction scalaire de pénalisation électrique go (Equation (2.25)) choisis
pour la simulation sont : P§ = 103 et ¢® = 1072, Un écrouissage linéaire (o = 0) et non linéaire
(v = 0.005) sont considérés dans la simulation ou « est le parameétre de la fonction inverse
(Equation (2.67)).

Les Figures 2.15 et 2.16 montrent les hystérésis diélectrique et en ailes de papillon observées

expérimentalement.
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TAB. 2.2 : Paramétres matériau choisis pour la validation du modéle bidimensionnel.

CE = 127205 x 10° Pa ds3 = 5.93x1071°C/N 3 = 2x10°Vm/C
CE = 80.212 x 10° Pa dsy = —274x10""°C/N et — 2x1073
CE = 84.670 x 10° Pa dis = T7.41x1071°C/N psat = 0.3C/m?
CH = 117436 x 10° Pa &, = 15x1078 F/m E. = 10V/m
ck = 23474 x 10° Pa €3 = 13x1078 F/m
CH = 22988 x10° Pa

. a=0

o = 0.005 o .
1 sa o yooo et /™
Shddd ,

E3/E,.

Fi1G. 2.15 : L’hystérésis diélectrique (écrouissage linéaire pour oo = 0 et écrouissage non linéaire pour
a =0.005.)

o/
/
&
N

e~
’./Q/./
Peee o

-2 -1.5 -1 -0.5 [ 0.5 1 1.5 2

FE3/E.

Fi1G. 2.16 : L’hystérésis en ailes de papillon (écrouissage linéaire pour o = 0 et écrouissage non linéaire
pour o = 0.005.)
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une loi constitutive a été développée pour décrire les comportements ferro-
électrique et ferroélastique non linéaires des céramiques piézoélectriques. Deux variables internes,
qui sont la polarisation ferroélectrique et la déformation ferroélastique, ont été introduites pour
prendre en compte ’histoire du chargement. Contrairement & une approche micromécanique, ce
modele phénoménologique est bien adapté a un calcul de structures grace au nombre raisonnable
de variables internes. D’autre part, deux fonctions analytiques ont été considérées pour contro-
ler les saturations de la polarisation et la déformation rémanentes. Une intégration implicite de
cette loi basée sur la méthode de retour radial a été adoptée. Cette méthode d’intégration est
plus bénéfique qu’un schéma d’intégration explicite dont le résultat dépend beaucoup du nombre
d’incréments considéré.

L’adaptation bidimensionnelle de cette loi ferroélectrique et ferroélastique a été effectuée et il
s’est avéré que cette adaptation néglige la réorientation ferroélastique des domaines a cause de
I’hypothése des contraintes planes adoptée.

Dans le chapitre suivant, la loi ferroélectrique bidimensionnelle est couplée avec un élément fini
coque pour étudier les structures ferroélectriques minces. La loi ferroélectrique et ferroélastique
tridimensionnelle est couplée avec un élément fini hexaédrique dans le chapitre 4 pour le calcul

des structures ferroélectriques quelconques.
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Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, la loi ferroélectrique bidimensionnelle développée dans le chapitre 2 est

couplée avec un élément fini coque classique basé sur la théorie de Reissner/Mindlin. L’élément
coque et la loi de comportement sont implémentés dans le code Abaqus ® via la routine User
ELement (UEL).
L’élément coque électromécanique est baptisé Q4TSF ou ’Q4’ signifie quadrilatéral a quatre
noeuds, "T'S’ signifie "Transverse Shear’ ou bien Cisaillement Transverse et 'F’ signifie Ferroélec-
trique. Q4TSF est basé sur la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre FSDT
(First-order Shear Deformation Theory) ou bien la théorie de Reissner/Mindlin. Une correc-
tion de type MITC (interpolation mixte des composantes tensorielles) est utilisée pour éviter le
blocage en cisaillement transverse généralement présent dans les éléments basés sur la théorie
FSDT.

3.2 Formulation variationnelle du probléme électromécanique

Considérons un domaine piézoélectrique By non soumis & des forces volumiques et ne pos-
sédant pas des charges électriques volumiques libres. Les équations d’équilibres mécanique et

électrique locaux s’écrivent dans le cas quasi-statique [45] :

divie) = 0
dans By (3.1)
div(D) = 0

ou g est le tenseur des contraintes mécaniques et D est le vecteur déplacement électrique.

F1G. 3.1 : Equilibre du domaine piézoélectrique By : notations.

Une force mécanique T ou un déplacement mécanique U peuvent étre appliqués sur 9By, la
frontiére de By, qui se décompose en 0By, et By, formant une partition de 0By : 0By =
0Bou | J 0By, et 0Boy [ 9Bos = (). D’autre part, la frontiére By peut étre soumise a une charge
électrique surfacique @ sur By ou un potentiel électrique V' sur 0By,. 0Bog et 0By, forment
aussi une partition de 0By : 0By = 0By, |J 0Bog et 0By, () 0Bog = 0. En utilisant ces notations,
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3.83. Les champs gradients

les conditions aux limites peuvent étre écrites sous cette forme (Figure 3.1) :

u; = U; sur 0B,

Oijng = Tz sur Z?BOU (3 2)
¢ =V sur 0By,

Din; = —Q sur 0Byg

oil n; est la i™® composante du vecteur normal & la frontiére By. La forme faible de 'équi-
libre électromécanique (Systéme (3.1)) peut étre obtenue en introduisant des champs virtuels
admissibles du et ¢ tels que du = 0 sur 9By, et dp = 0 sur 0By, : intégrons par parties
et utilisons le théoréme de la divergence, nous obtenons la forme faible suivante de 1’équilibre
électromeécanique :

o = / 0is0zigdQ+ | DidEQ -~ / TiduidA+ | QopdA| =0 (3.3)
By Bo 9By

0Boy

6Wint 6Weact

ol Wi, et dWeyy sont respectivement les travaux intérieur et extérieur électromécaniques vir-
tuels. Le tenseur des déformations virtuelles dg et le champ électrique virtuel 0E sont définis

par :

de = %(gmd(ég) + gradT(ég))
- E— E— (3.4)
0F = —graddyp

Pour résoudre 'Equation (3.3) dans le cas de structures piézoélectriques minces, quelques hypo-
theses sur le déplacement mécanique u et le potentiel électrique ¢ sont détaillées dans la section

suivante.

3.3 Les champs gradients

Dans cette section, les expressions du tenseur des déformations linéarisé¢ € et du champ élec-
trique £ sont données dans le systeme des coordonnées curvilignes. La géomeétrie d’une structure
coque est caractérisée par une surface moyenne A qui va étre considérée comme la surface de
référence et une épaisseur constante h. La surface moyenne A est décrite par deux coordonnées

paramétriques notées £ et n (Figure 3.2).

3.3.1 Matrice de transformation géométrique

Soit X,(§,n) le vecteur position cartésien d'un point p de la surface de référence. Le vecteur

position d’un point ¢ de la coque se trouvant & une distance z de la surface moyenne A peut étre
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Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

lié au vecteur position de p (Figure 3.2) :

X,(6m2) = X (6m +anEn) ; 2=2C ; ~1<(<1 (35

ou n(&,n) est le vecteur normal & la surface moyenne exprimé dans le repére cartésien global.

F1G. 3.2 : Vecteur position d’une structure coque.

Au niveau de la surface moyenne A(z = 0), les vecteurs de la base covariante en p sont définis
par :

a Nay

a6 =X, 1 @wEn=X,, ; n= (3.6)

| ay Aas |

oun X, = 0X p/8oz, a =&, n. Ces vecteurs covariants définissent une base paramétrique, dite

covariante :

[Fo] = [a; : a5 : 1] (3.7)

En général, les vecteurs covariants a; et a9 ne sont ni orthogonaux ni unitaires, donc une nouvelle
base tangente orthonormée [Q(&,n)] = [¢t; to n] (Figure 3.2) constante suivant 1’épaisseur est
introduite pour définir le systéme de coordonnées curvilignes (z,y,z). Les vecteurs t; et t, sont

définis & partir des vecteurs de [Fp] par :

a;

llay |

h:

;o ty=nAt (3-8)

Au niveau de la surface A,(z # 0), les vecteurs de la base covariante en g sont donnés par :

a,=Xye=a;tzne ; ay, =X, ,=ay+zn, ; a3, =n (3.9)
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3.83. Les champs gradients

La matrice covariante [F,] = [a,, : @y, : 0] est définie pour lier les vecteurs différentiels {dX,} =

{dX} = {dX dY dZ}T et {d¢} = {d¢ dn dz)}7
{dX} = [F.{d¢} 5 {d¢} = [Fx){dX} (3.10)

Nous introduisons deux vecteurs tangents notés al et a? de la base contravariante (ou réciproque

ou duale) au point ¢ vérifiant les relations suivantes :
1 _ 2 _ ) 1 _ 2 _
Qz'glz_gz'gzz_l ) 92'922_9,2'@1,2_0 (311)

Nous pouvons remarquer que les vecteurs de la base contravariante al, a? et n sont les lignes de

la matrice [F,]7! :

{al}?” al-ay, al-ay, al-n
] = {a2}" | ; [FE]7'F]=]|d a. a-ay a-n | =] (3.12)
{n}T n-a;, n-ay, n-n

avec [I3] est la matrice identité d’ordre 3.

3.3.2 Déplacement mécanique et déformations curvilignes

L’hypothése cinématique des sections droites (hypothése de Reissner/Mindlin) [12] permet

d’exprimer le vecteur déplacement mécanique cartésien de g (U, = U) en fonction de celui de p
(U,) :

g(&ﬂ?a Z) = Qp(§777) +z é(fﬂ]) ; ﬁ = Q An = 02 il(é.?n) - 01 £2(€777) (313)

ou 1 and 62 sont les rotations du vecteur normal n autour des vecteurs tangentiels t; et t,,
respectivement, définis par les relations (3.8). Une nouvelle matrice [L,] est définie pour lier le
vecteur différentiel {dU} = {dU dV dW}T au vecteur {d¢} = {d¢ dn dz}T :

{dU} = [L.{d§} ; [L)=[U¢:U,:p] (3.14)

En utilisant les Equations (3.10) et (3.14), nous pouvons définir la matrice gradient de déplace-

ment [L] dans la base cartésienne globale :

{dU} = [L:][F:] " {dX} (3.15)
(L]

En remarquant que [Q] = [t; i1, :n] est la matrice de passage entre les systémes de cordonnées
cartésiennes et curvilignes, la matrice gradient de déplacement dans la base curviligne notée [L;]

peut étre définie en fonction de [L] pour déterminer le tenseur des déformations curvilignes :
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Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

Exx Exzy Exz

1
(L) =[QIILIQl 5 e =L+ L") 5 [ = gy Eyz (3.16)
sym €2z
En introduisant la matrice [C.] = [F.]7![Q], les composantes du tenseur des déformations cur-

vilignes linéarisé ont les expressions suivantes :

€ze = 1.(UeCon1 +U,Cin)

gyy = 1 (UeCo2+U,Cia)

260y = 4.(UeCor2+U,;Coa2) +15.(U ¢Cot1 + U ;,C201) (517)
26 = n(UeCon1 +U,Coon) +11.8

2ey. = n.(UeCoa+U,C.a) + 1.3

€2z = 0

avec Cyap = Cx(a, ) «a,B=1,2.

3.3.3 Le potentiel et champ électriques

Il est généralement connu qu’une variation linéaire du potentiel électrique suivant 1’épaisseur
constitue une approximation raisonnable quand les applications de type actionneur sont visées
(exploitation de Deffet piézoélectrique inverse). Par contre, cette approximation linéaire s’avére
insuffisante dans les applications de type capteur dominées par des chargements mécaniques in-
duisant des déformations de flexion. Dans ce cas, une approximation quadratique du potentiel
électrique suivant l’épaisseur est plus adéquate |3, 55].

Pour les problémes ferroélectriques non linéaires, il est difficile de considérer une variation quadra-
tique du potentiel électrique. En effet, le terme quadratique du potentiel électrique est déterminé,
en général pour les problémes piézoélectriques linéaires, par une condensation statique au niveau
de chaque élément fini [3] comme détaillé dans I’Annexe E. Cette condensation statique n’est
pas triviale dans le cas des problémes non linéaires. Par conséquent, une variation linéaire du
potentiel électrique suivant I’épaisseur est supposée dans la suite. Ainsi, si @y et @y désignent les
potentiels électriques appliqués sur les faces inférieure (bottom) et supérieure (top) de la struc-
ture piézoélectrique mince, respectivement, la variation linéaire suivante du potentiel électrique

est considérée :

olen.0) = 5 S (e + S auen) (3.18)

Nous remarquons que cette derniére expression du potentiel électrique vérifie les conditions aux

limites électriques : p(§,n,¢ = 1) = ¢(§,n) et p(&,n, = —1) = pp(§,n). Les composantes
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curvilignes du champ électrique peuvent étre déduites de la relation (3.18) :

Dy 1—¢ 14¢

Bep=—g = ~ {T Pozt+ 5 %x}
0 _

B=-2 e [+ ) 319

Yy

Oy Ot — Pb

E = —— = _——

z 0z h

Le tenseur des contraintes mécaniques g et le vecteur déplacement électrique D sont déterminés
a partir des équations ferroélectriques bidimensionnelles développées dans la section 2.6 dans le
cas des structures ferroélectriques minces.

A ce stade, toutes les équations correspondantes au comportement ferroélectrique des structures
minces sont définies dans leur forme faible. Ces équations sont généralement résolues par la mé-
thode des éléments finis. La section suivante décrit cette résolution en implémentant un élément

fini coque ferroélectrique dans le code commercial Abaqus®.

3.4 Approximation par éléments finis

La solution du probléme électromécanique (Equation (3.3)) peut étre obtenue par la méthode

des éléments finis. L’approximation par éléments finis consiste a diviser le domaine piézoélectrique
nN=nNe|

By en domaines élémentaires de sorte que By = |J B, avec ng le nombre total d’éléments.
n=1

Pour étudier le comportement non linéaire des céramiques ferroélectriques minces, un élément

coque électromécanique a quatre noeuds (Figure 3.3) basé sur la théorie de Reissner/Mindlin est

développé et implanté dans le code Abaqus® via la routine UEL (User ELement).

Elément de référence

Elément réel

Fi1G. 3.3 : Elément coque quadrilatéral & quatre noeuds et représentation de la base covariante de la
surface moyenne.

L’élément coque proposé est un élément quadrilatéral a quatre noeuds avec des degrés de liberté
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Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

mécaniques et électriques. La fonction de forme bilinéaire au niveau d’un noeud ¢ est donnée
par :
1
Ni(&m) = 71+ &6 +mm)  avec —1<En<+1 (3.20)

Par le biais du concept isoparamétrique, les fonctions de forme bilinéaires N; (Equation (3.20))
interpolent au niveau élémentaire (exposant e) le vecteur position cartésien de la surface moyenne
X7(&,m), le vecteur déplacement mécanique cartésien de la surface moyenne U7 (&, 7) et le vec-
teur rotation 5°(¢,n) du vecteur normal (Equation (3.13)). Les approximations suivantes sont

utilisées :
Xo(&m) = i Nig,mX® D X0y ={x Yz}
Us(&n) = E?lei(é,n)Q(“ D Uy ={U VW (3.21)
Boem) = Sy Ni(em) 051 — 018

avec X (@) et U @) sont respectivement le vecteur position cartésien et le vecteur déplacement
mécanique cartésien du noeud 1. 9&1) et Hél) sont les rotations du vecteur normal n(9 autour de
ﬂl) et §g). En substituant I'Equation (3.21) dans I’Equation (3.17), les composantes curvilignes

du tenseur des déformations s’écrivent en fonction des degrés de liberté mécaniques comme suit :
- . . () . . (1)) (D))
Eoz = (NigCoti + NinCon)t1. U™ + 2(Ni¢Car + NijyCho1) | (L1:417)057 — (L1t57)6,
- . . () . . (1)) (D))
Eyy = (NigC2 + NiyCao2)ty U + 2(Nj¢Cr12 + NiyClo2) | (ta.877)05" — (La.t57 )0,
Yoy = (NigCiia + NipCioo2)t;. UD + (N;¢Coit + Ny yyCio )ty U
+Z(Ni,§Czl2 + Ni,770222) (ili&Z))eg) - (ilig))ey)}
+Z(Ni,§Czll + Ni,nCz21) (§2£§Z))9§Z) - (£2£g))6§2)}

Yoz = (NigCon —I—chzm)@.U( + N;(&, )ty t ()9(2) Ni(€, )ty t(l)e(z)

+2(Ni¢Cs1 + NiyCao1) _(E-Igi))egi) - (ﬂ-ig))egi)}
Yoz = (NigCots + NiyyCaop)n.UD + Ni(€, )ty 7657 — Ni(€, )ty 256}
+2(Ni¢Cz12 + Ni yCr22) (ﬂ-i&i))eéi) - (@.zg“)eﬁ“}
(3.22)
avec Yy = 2€xy, Yoz = 26z €6 Yy = 2€y;.
3.4.1 Correction de type MITC des déformations v,. et v,.

Il est généralement connu que les éléments plaques et coques basés sur la théorie du pre-

mier ordre de Reissner/Mindlin souffrent d’un blocage en cisaillement transverse (C.T) surtout
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pour les structures minces [12]. La méthode des déformations naturelles postulées (Assumed
Natural Strain method : la méthode ANS) a montré sa fiabilité pour éliminer ce type de ver-
rouillage [65, 28, 12, 55|. Etant donné que I’élément coque développé est quadrilatéral bilinéaire,
la méme représentation des déformations de cisaillement transverse que I’élément plaque MITC-
4 de Bathe-Dvorkin [28] est adoptée. Cette méthode (MITC : Mixed Interpolation of Tensorial
Components) permet a 1’élément coque de bien représenter les modes de flexion pure sans les
forces de cisaillement transverse parasites méme pour des maillages complexes (non réguliers).

Dans ’approche MITC, les déformations de cisaillement transverse covariantes postulées, notés

vés et 7;]4ZS , sont calculées en utilisant les interpolations suivantes [12, 28] :

K K
VT =D NEEE 5 v =D NIE ), (3.23)
s=1 s=1

ou ’ygz et 'y?fz sont les déformations de cisaillement transverse covariantes aux points S(&s, 7))
(7?2 = 7e2(&s,1ms), 7;?2 = 2(&ms)) et N§, NI sont des nouvelles fonctions d’interpolation
utilisées uniquement pour interpoler les déformations de cisaillement covariantes. Pour éviter le
verrouillage en cisaillement transverse, il est montré dans [12, 28] que les points d’interpolation
S doivent avoir les coordonnées suivantes : A;(0, —1), A2(0,1), B1(—1,0) and By(1,0) (Figure
3.4).

Pour obtenir ’yés et ’y{]‘ZS linéaires suivant les directions 7 et &, respectivement, les fonctions
1— 1 1—
d’interpolation suivantes Nf({,n) = Tn, Ng({,n) = %, N{(&n) = 5 ¢ et NJ(&,m) =

1+¢

sont adoptées pour interpoler les déformations de cisaillement transverse covariantes [12] :

VAS(€m) = NP(&m)vet + N5(&mnie

(3.24)
Y (6m) = N{(EmyBr + NJ(E n)y?

A A
ot 7, = 720, =1), 752 = 720, 1), 72 = = (—1,0) et 72 = 7,:(1,0).

n n
4 Ag 3 4 3
£ B+ By ¢
1 A 2 1 2
Points d’interpolation pour yAS Points d’interpolation pour /s

F1G. 3.4 : Les points d’interpolation utilisés pour déterminer ’yés et ”y;?zs.
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Les déformations covariantes

La matrice gradient de déplacement dans la base covariante notée [L.] est donnée en fonction

des vecteurs contravariants Qi, Qg et Qg =n:
[Le] = Leij o ® af (3.25)

En remarquant que [F,]™7 = [al :a?:n], nous pouvons écrire la relation suivante entre les ma-

trices gradient de déplacement dans les bases cartésienne [L] et covariante [L.] :

En remarquant que [L] = [L.][F.]™!, nous pouvons déduire que

[Lc] = [FZ]T[LZ] (3.26)
soit
a1, Upe a1,Upy  a1,0° 0 a1:8, 0
[LC] = Q2Z‘Q;7§ Q2Z'Q§,n Q2z'§e +z QQZ‘@Z Q2z‘ﬁ’e 0 (327)
E.Qg7£ E.Q;7n ﬂ.ge = O ﬂ'ﬁ? E.gfn O

Les déformations de cisaillement transverse covariantes sont déduites de la matrice [L.] comme

{ Ve } _ { Lc13 +LC31 } _ { Ql-ée +E'QZ,§ +Z(ﬂ’£,§6 +ﬂ'ﬁ7§)e } (3-28)

Tnz Lieys + Liess a2 B +n.Uy , + 2(n,-0° + @ﬁ,en)

suit :

En remarquant que n.3° = 0, nous aurons :

Yz ay.3°+nUyp
En utilisant les approximations (3.21), les déformations de cisaillement transverse covariantes

aux points Ay, As, B1 et Bs sont exprimées en fonction des degrés de liberté mécaniques :

= (- e a0+ (et Yo+ ()l + (i )

(3.30)
_|_%@A1.(Q(2) —um)
_ (3))p®3) (3)) 3 1)) ) (1)) p(4)
7?;2 - <_ %9142'22 )91 + (%91142-21 )92 + <_ %9142'22 )91 + <%Qi42-§1 )92 (3.31)
+%EA2 (Q(?») U(4))
~Bl = (_ 1451 tél)>9§1) I (%%31 tﬁ”)@é” 1 < 1 Bl t(4))0(4) 1 <1 Bl t(4)>9§4)
! (3.32)
+%ﬂ31.(g(4) UMy
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= (- a2 )0 + (324 )05 + (3052070 + (3a520”) 0" (3.33)
_l’_

ou n = n(&,1s), a1 = a; (&, ns) et a2 = ay(&s,ms) avec S € {Ay, Ag, By, Ba}.

Apres avoir déterminé les déformations covariantes de cisaillement transverse postulées ’yAZS et
7;7425 , nous pouvons déterminer les composantes curvilignes 7;425 et W{fzS en utilisant la relation
suivante entre la matrice gradient de déplacement dans la base curviligne [L;] et celle dans la

base covariante [L.] :

[Le] = [QI[LI[Q) = [QIT [F:) 7T [Le] [F.] Q] = [C.] " [Le][C] (3.34)

Finalement, nous pouvons montrer que :

v | _
Vi

3.4.2 Le potentiel électrique

C.11 C.on
Cr12 Ciao

o
2 (3.35)
e

Par le biais du concept isoparamétrique, le potentiel électrique (Equation (3.18)) au niveau

de I’élément peut étre interpolé en utilisant les fonctions de forme de I’Equation (3.20) :

- 1+¢ ¢ (i)
©“(&1.¢) Z )+ —= DN mer (3.36)
i=1 i=1

avec gpl(f) et gpy) sont les potentiels électriques appliquées en dessous et au dessus de la fibre
centrée au noeud ¢, respectivement. Comme expliqué dans le chapitre 2, il est supposé que le
champ électrique agit uniquement suivant I’épaisseur dans le cas des structures ferroélectriques
minces. De plus, en utilisant ’hypothése D, = D, = 0 (la polarisation électrique apparait uni-
quement suivant I’épaisseur puisque le champ électrique agit suivant cette direction), la troisiéme
composante curviligne du champ électrique est la seule composante utile :

24) (o - o) (3.37)

E,

D‘IH

3.4.3 Le vecteur des degrés de liberté

Le vecteur des degrés de liberté local élémentaire, noté dj, est défini par :
{dy={.. | UV, Wi 16 650 65) 1 o0 o0 i =1,2,3437 (3.38)

Il est intéressant de noter que le terme local est utilisé car Hgi), 6’;“ et 6’&“ sont les rotations

locales du vecteur normal n(® autour de ;gi), tg’) et n(, respectivement. U;, V; et W; sont
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Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

les déplacements mécaniques nodaux exprimés dans la base cartésienne. Méme si localement
03(&,m) = 0, la rotation locale de n® autour de lui méme est considérée dans le vecteur des
degrés de liberté (Equation (3.38)) et un travail fictif §W¢ est introduit dans la forme faible de
I’équilibre électromécanique pour éviter la singularité de la matrice de rigidité apres ’assemblage

comme proposé dans [12] :

5WZ6 = aH (593@93@ + 5937y937y)dz4 (3.39)

Ae
ol A€ est la surface de référence d’un élément, o est une constante numérique (o = 107%) et H
est un coefficient pris de la matrice d’élasticité (H = CF). §W¢ ne va pas perturber la solution
mais ajoute un travail fictif a la rotation locale €3 pour prévenir la singularité de la matrice
de rigidité globale. Au niveau élémentaire, la forme faible de I’équilibre électromécanique s’écrit

sous cette forme :

o = / 0102, + DiéEidQ—[ / Tyu;dA + Q&pdA} + SWE=0  (3.40)
e Be 0B

0Be

oW

int

OW¢

ext

En utilisant les expressions (3.22) et (3.35) des composantes curvilignes du tenseur des déforma-
tions et l’expression (3.37) de la composante normale du champ électrique, le vecteur regroupant
les déformations curvilignes généralisés {I'} = {e11 €90 2e12 2613 2e03 F3}T peut étre lié au
vecteur des degrés de liberté df (Equation (3.38)) par une matrice [B] de taille 6 x 32 :

{I'} = [B{d; } (3.41)

D’autre part, avec l'approximation 03 = Ef‘zl N; (€, n)@éi), nous pouvons écrire [12] :

03,m = {Nle}T{dle}

O3y = {Nao}" {dj'}

(3.42)

En substituant les Equations (3.41) et (3.42) dans la forme faible de I’équilibre (Equation (3.40)),

cette derniére relation peut étre réécrite comme suit :

s = (o) [ [ (BITspe - [ T~ [ (va)TQda

e 0B. 0Be

+aH /AE ({Nw}{Nw}T + {Nze}{Ngg}T> dA {dle}] =0 (3.43)

(R}

avec {X} = {011 092 012 013 093 D3}T le vecteur des contraintes curvilignes généralisées, [N]
est une matrice 3 x 32 reliant le vecteur déplacement mécanique {U} = {U V W}T a df et N,

est un vecteur reliant le potentiel électrique ¢ a dj. R est le vecteur résidu local au niveau de
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3.4. Approzimation par éléments finis

I’élément. La matrice de passage [P] suivante (Equation (3.44)) est utilisée pour exprimer toutes
les quantités dans le repére cartésien ({dg} = {d°} = [P|{d}} et {Rg} = {R°} = [P[{R}} avec g
signifie global) : i i

[13]
[@1]

[12]

[P] = (3.44)

32x32 [13]

[Q4]

[12]

[I5] et [I3] sont, respectivement, les matrices identités d’ordres 2 et 3 et [Q;] = [;gi) tg) n] est

la matrice curviligne tangente au noeud ¢. Aprés assemblage a travers tous les éléments, nous

Ne Nel
obtenons la forme faible globale dm = é om¢, le vecteur résidu global R = é R° et le vecteur
Nel

des degrés de liberté de tous les éléments d = é df dans le systéme de coordonnées cartésiennes.
A est 'opérateur d’assemblage standard en élements finis [75].

Le probléme qui consiste & trouver le vecteur des degrés de libertés électromécaniques d pour
lequel R(d) = 0 est résolu en utilisant une procédure incrémentale développée dans la section

suivante.

3.4.4 Procédure incrémentale

Soit [t, , tne1] Uintervalle de chargement. Supposons que la structure ferroélectrique mince
est en équilibre a t = ¢, : R, = R(d,,) = 0. Un incrément du chargement extérieur induit un
incrément Ad,,; du vecteur des degrés de liberté nodaux. Le probléme qui consiste a déterminer
Ad,, 1 est généralement résolu par une procédure itérative de Newton-Raphson [75]. A l'itération

(k + 1), la relation linéarisée suivante permet d’obtenir une correction 5Ad(k+1) de Ad(k)

(k)

OR
B+ T ndfi) ~ 0 B, = R, + A48, (3.45)
8dn+ 1 T
ankﬁ» 1

En introduisant opérateur d’assemblage A, nous pouvons vérifier que :

(k) e (k)
i, = A s
K T 827(1@1 T e e (k+1)
= A (ip1 [ B[t mav P+ i) aadi ) sag
€ =n+1
[l &1
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Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

avec [k¢] = ozH[P][fAe({Nw}{Nw}T + {Nze}{Nze}T)dA] [PIT (Equation (3.43)), [k5 %] et

[Kr(ji)l] sont respectivement les matrices de rigidité élémentaire et globale a ¢, et l'itération (k)
(k)

ox.
dans le systéme de coordonnées cartésiennes. [ _"kJ)rl] est 'opérateur tangent curviligne élec-
. . . £n+1 . .
tromécanique défini dans le chapitre 2 dans le cas des structures ferroélectriques minces. En se

basant sur les Equations (3.45) et (3.46), la correction du vecteur des degrés de liberté 5&47(1]6:11)

peut étre approchée par I'expression suivante :

sndl) = kM RY), (3.47)

Prédiction de Newton & la k™ itération de incrément [t , tnt1]

- (k) (k)
Itération k+1 L] ‘_in+1 et Adn+1
>

@ Chargement mécanique: Zn+1 et AZ"_H

@ Chargement électrique: @pt1 et AQn+1
E", Fn’ Al"n P,
Zip, 1, Lnt+1s £3|n

| Début de Iincrément |

Y

Appel de la routine UEL pour chaque élément
Piézoélectricité Ferroélectricité

APy =0 APy #0
Y Fijni1 = Fijn Piotr = B + APy
Zon1 Znt1

@ Assemblage de la matrice de rigidité globale [Kr(»’-?l] \ /

Opérateur tangent[%'—l] |
1

® Assemblage du vecteur résidu E,S.’?_l BL,H_
k+1 k) 1— k
d 5At_i,(z+1) = _[Ky(;-zl] ! Efz-l)—l ¢
¢ [krga] et Bopy

Convergence ?

Oui Routine UEL

Incrément suivant
F1G. 3.5 : Résolution du probléme électromécanique bidimensionnel dans Abaqus® via la routine UEL.
L’élément coque ferroélectrique est implanté dans Abaqus® en utilisant la routine UEL [2].

Abaqus® Standard utilise le schéma de Newton pour la résolution du systéme global comme

montré sur lalgorithme de la Figure 3.5. Au niveau élémentaire, nous devons définir 2] :

1. d’abord, la matrice de rigidité élémentaire & la fin de I'incrément dans le repére cartésien :

[kl = [P]<fBe[B]T[%$MB]dV)[P]T (3.48)

+ aH[P)| [4 (N HNw}T + {Nag}H{Nog} ") A| [PIT

Cette matrice sera stockée dans la matrice prédéfinie AMATRX d’Abaqus® ;

2. ensuite, le vecteur résidu élémentaire a la fin de lincrément —Ry, | = —R°(d;, ) dans le

repére cartésien. Ce vecteur sera stocké dans le vecteur prédéfini RHS d’Abaqus®.
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3.5. Cas tests de validation

Pour valider la formulation électromécanique de 1’élément coque, des cas tests mécaniques et

électriques sont considérés dans les sections qui suivent.

3.5 Cas tests de validation

3.5.1 Cas tests mécaniques

Pour valider la réponse élastique de I'élément coque développé, quelques cas tests méca-
niques linéaires sont étudiés. Les calculs sont effectués avec Q4TS, Q4TSET, S4 et S4R avec
Q4TS est la version purement mécanique de 1’élément ferroélectrique Q4TSF, Q4TSE7 est une
version de Q4TS avec une correction des déformations de membrane en utilisant la méthode des
déformations postulées améliorées développée dans I’Annexe D, S4 est un élément coque quadri-
latéral d’Abaqus® avec intégration exacte et des corrections des déformations de membrane et
de cisaillement transverse. S4R est également un élément coque quadrilatéral d’Abaqus® avec
intégration réduite et stabilisation des modes d’hourglass [1]. L’objectif principal est de montrer
que I’élément coque développé Q4TS n’admet pas de verrouillages numériques et de comparer

sa réponse 2 celles des éléments coques d’Abaqus®.

Flexion d’une plaque

La Figure 3.6 montre une plaque encastrée soumise & deux types de chargement : une force
de cisaillement dans le plan et hors plan (Fy = Fz = 2 x 1073 N). Cette plaque est modélisée
par un maillage distordu de deux éléments avec une excentricité e. L’intérét de ce cas test est de
tester la sensibilité de 1’élément développé & la distorsion du maillage et la présence éventuelle
du verrouillage en membrane et en cisaillement transverse. La géométrie de la plaque ainsi que

ces propriétés élastiques sont résumées sur la Figure 3.6.

L = 10m

b = 2m

h = 02m
Z) E = 10Pa

v = 025

Fy =Fz=2X10_3N

e
3

F1G. 3.6 : Flexion plane et transversale d’une plaque : effet de la distorsion du maillage.
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Une solution de référence du déplacement du noeud 6 a été obtenue en considérant un maillage
régulier trés fin de I’élément quadratique a 20 noeuds d’Abaqus® C3D20 [1] (100 éléments suivant
la longueur, 20 éléments suivant la largeur et quatre éléments suivant 1’épaisseur) : Vﬁref =
—1.027 x 107 m quand Fy =2 x 1073 N et Fy =0 et Wi/ = —9.873 x 10~*m quand Fy =0
et Fz =2 x 1073 N. Les Tableaux 3.1 et 3.2 résument les résultats des éléments coques dans le

cas de la flexion plane et la flexion transversale, respectivement.

TAB. 3.1 : Déplacement normalisé V6/V6Tef dans le cas de la flexion plane (e en métre).

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
e=0 0.28 0.9371  0.9259 43.3495
e=1 01769 0.3393 0.7431 26.4946
e=2 0.1401 0.2394 0.4474 14.1772
e=3 01218 0.2479  0.2937 8.0369
e=4 01050 0.2762 0.1862 3.9795

TAB. 3.2 : Déplacement normalisé Wg/Wge'f dans le cas de la flexion transversale (e en métre).

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
e=0 09249 0.9249 0.925 0.9461
e=1 08865 0.8865 0.8874 0.9521
e=2 0.8337 0.8337 0.8430 0.9698
e=3 0.8025 0.8025 0.8618 1.0070
e=4 0.7851 0.7851 0.7986 1.0070

Dans le cas de la flexion plane, nous remarquons que la méthode EAS (Enhanced Assumed Strain
method) développée dans I’Annexe D améliore le résultat de Q4TS (surtout pour e = 0) qui
souffre d’'un blocage en membrane pour des maillages grossiers. D’autre part, Q4TS et Q4TSE7
sont plus sensibles & la distorsion du maillage que 1’élément S4. Les résultats de S4R sont trop
loin de la solution de référence (Tableau 3.1) et donc il est plus intéressant d’utiliser 1’élément
S4 a la place de S4R dans ce type de situation (flexion plane avec un maillage grossier).

Pour la flexion hors plan, la méthode EAS n’améliore pas le résultat de Q4TS puisque ce cas test
est dominé par les déformations de cisaillement transverse et par conséquent, Q4TS et Q4TSE7
donnent le méme résultat. L’élément Q4TS donne des résultats trés proches de ceux de S4 et
il est moins sensible & la distorsion du maillage que dans le premier cas. L’élément S4R donne
d’excellents résultats et la distorsion du maillage augmente sa précision (Figure 3.8). Il est alors
plus avantageux d’utiliser I’élément S4R a la place de S4 dans cette situation (flexion transversale

avec un maillage grossier).
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T
Q4TS —K—
QaTSE7T —A—
09

_ \\

0.7

0.6

0.5

V6/Vgef

) h

0.2 NK

Fi1G. 3.7 : Effet de la distorsion du maillage sur la convergence des éléments : flexion plane

1.05

T
Q4TS —K—
Q4TSE7 —A—

s4 —dh— ° ®
1H_ SR —@—

/‘/

We/Wgefo

08 \&

0.75

Fi1G. 3.8 : Effet de la distorsion du maillage sur la convergence des éléments : flexion transversale

Cylindre pincé avec diaphragmes

Le cas test d’'un cylindre soumis & deux charges concentrées diamétralement opposées et
reposant a ses extrémités sur deux diaphragmes rigides fait partie des cas tests de validation des
éléments coques proposés dans [66]. La symétrie du probléme permet de considérer un huitiéme
du cylindre (portion ABCD, Figure 3.9). Les conditions aux limites et de symétrie du probléme
s’écrivent sous cette forme [12] :

U=V =60;=0 sur AD
V=0x=0;=0 sur AB
W =0x =0y =0 sur BC
U=0y=0;=0 sur CD
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L=6m
R=3m
h=0.03m

Fa v=03
E=3x10"YPqa

Diaphragme

Y,V L/2

= XU

zZ,W

Fic. 3.9 : Cylindre pincé avec diaphragme.

Cet exemple constitue I’'un des tests les plus sévéres pour étudier la capacité d’un élément coque
& décrire des champs de déformations de membrane complexes avec une part importante de
flexion sans extension de la surface moyenne [12]. Le cylindre est soumis & une paire de forces
concentrées diamétralement opposées F' = 1N. Le déplacement de référence suivant ¥ du point
C (Figure 3.9) est V(;ef = —1.82488 x 107" m [61]. Les résultats obtenus pour les quatre éléments
coques en utilisant des maillages réguliers de N=2, 4, 8, 16 et 32 éléments sur chaque coté du

huitiéme du cylindre sont montrés dans le Tableau 3.3.

TAB. 3.3 : Déplacement normalisé VC/VCTef pour le cylindre pincé

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
N =2 0.0371 0.0413 0.0424 0.0666
N=4 0.3708 0.3874 0.3882 0.4742
N =8 0.7427 0.7532  0.7545 0.8049
N =16 0.9280 0.9314 0.9327 0.9542
N =32 0.9897 0.9906 0.9902 0.9976

Nous remarquons que les éléments coques utilisés montrent une convergence lente pour les
maillages grossiers a cause de aspect sévére de cet exemple (Figure 3.10). Par contre, plus
le maillage est affiné et plus les éléments convergent vers la solution de référence. La méthode

EAS améliore légérement le résultat de Q4TS et des résultats équivalents & ceux de S4 sont
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obtenus avec Q4TSE7. L’intégration réduite utilisée avec S4R améliore sa réponse surtout pour

les maillages grossiers.

1 *;;?7’:*_
09
08 //
07
“q? 06 /
) /
> 0.5 Q4TS —¥K—
~ Q4TSE7 —A—
—A—
§ 04 % sf; -—@—| |
03
L
0

0 5 10 15 20 25 30 35

N

FiG. 3.10 : Cylindre pincé : convergence de VC/VCTef.

La plaque asymétrique de Cook

Le cas test d’une plaque trapézoidale encastrée d’un coté et soumise & une force répartie sur
le coté libre, comme montré sur la Figure 3.11, a été introduit dans |77]. Comme les déformations
de cisaillement planes sont dominantes dans cet example, il représente un cas test intéressant

pour montrer lefficacité de la méthode EAS développée pour réduire le blocage en membrane.

-

Ry
[

O

a4

[
w

A N=4

T x

=<

48

FiGc. 3.11 : La plaque asymétrique de Cook : gémoétrie, propriétés du matériau, conditions aux limites
et chargement.
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La géométrie, les propriétés élastiques, les conditions aux limites et le chargement sont résumés
sur la Figure 3.11 (les unités internationales & savoir le Newton et le meétre sont considérées). Le
probléme consiste a calculer le déplacement suivant Y du point A, qui est le milieu du coté libre,
quand ce dernier est soumis a la force répartie F'. Des maillages réguliers avec N=2, 4, 8 et 16
éléments par coté sont considérés. La solution de référence est donnée dans [77] : V;ef = 23.91.

Les résultats obtenus avec les quatre éléments sont résumés sur le Tableau 3.4.

TAB. 3.4 : Déplacement normalisé VA/fo pour la plaque asymétrique de Cook.

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
N=2 04951 0.8833 0.8665 1.2525
N =4 0.7653 0.9627 0.9606 1.0296
N =8 0.9234 09903 0.9887 1.0055
N =16 09799 0.9987 0.9974 1.0025

Nous remarquons que la méthode EAS améliore nettement la réponse de Q4TS qui souffre d’un
blocage en membrane pour des maillages grossiers et accélére ainsi la convergence de cet élé-
ment vers la solution de référence (Figure 3.12). De plus, I’élément Q4TSET donne des résultats
meilleurs que ceux de S4 surtout pour N—2 (Tableau 3.4).

Q4TIS ——
Q4TSE7 —A—
1.2 sS4 —dh— ]
S4R —@—
1.1 \?\
1 —
D e e e———
L 09
N
~~ o8
S
07
06
05
04
2 4 6 8 10 12 14 16
N

F1G. 3.12 : Plaque asymétrique de Cook. Convergence de VA/Vgef.

Hémisphére sous charges diamétralement opposées

Le test d’un hémisphére mince (£ = 250) (avec ou sans trou Figures 3.13 et 3.14) soumis 4 la

base libre & quatre charges concentrées est utilisé pour vérifier I’absence de blocage en membrane
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et la bonne représentation des mouvements de corps rigides [12]. Ce probléme fait partie des cas
tests proposés dans [66]. La symétrie du probléme permet de considérer un quart de I’hémispheére.
La géomeétrie, les propriétés matériau et les conditions aux limites du probléme sont résumés sur
la Figure 3.13.

E = 6.825x10" Pa

v = 03

R = 10m

h = 004im

F = 1N
R/h = 250
V=0x=60z=0 sur AD
U=0y=oz=0 sur BC
Wg=0

:

F1G. 3.13 : Hémisphére pincé avec trou. Géométrie, propriétés matérielles et conditions aux limites.

Fi1G. 3.14 : Hémispheére pincé sans trou.

La solution de référence pour ’hémisphére avec trou est Uy = —Vp = 0.094m et celle pour
I’hémispheére sans trou est Uy = —Vp = 0.0925m [66]. Le premier cas test (hémisphére avec
trou) permet d’utiliser un maillage composé par des éléments quadrilatéraux plats, alors que le
deuxiéme cas test (hémisphére sans trou) permet d’utiliser un maillage formeé d’éléments distordus
ce qui le rend plus sévére que le premier cas. Des maillages réguliers avec N=2, 4, 8, 12, 16 et 20

¢éléments sur chaque coté de ’hémisphére sont considérés. Nous montrons dans les Tableaux 3.5
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et 3.6 les résultats obtenus avec les quatre éléments.

TAB. 3.5 : Déplacement normalisé UA/U:ff pour [’hémisphére avec trou.

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
N=2 0.8957 0.8957 0.8559 0.8962
N=4 09824 09862 0.9704 1.0173
N =8 0.9855 09878 0.9842 1.0024
N =12 0.9861 0.9889 0.9872 0.9996
N =16 0.9879 0.9905 0.9894 0.9980
N =20 0.9896 0.9918 0.9910 0.9972

TAB. 3.6 : Déplacement normalisé UA/Uzef pour I’hémisphére sans trou

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
N =2 0.0701 0.1424 0.1614 0.8276
N =4 04347 0.5545  0.5157 0.9876
N=8 09222 09729 0.9632 1.0188
N =12 09836 0.9947 0.9924 1.0134
N =16 09915 0.9972 0.9964 1.0091
N =20 09941 0.9976 0.9974 1.0060

Q4TS
Q4TSE7

RRautr
ﬁ“
t

phit

S4R

FiG. 3.15 : Hémisphére pincé avec trou : convergence des éléments coques.

Pour le cas de ’hémisphére avec une ouverture de 18°, la méthode EAS améliore légérement la
réponse de Q4TS. Les réponses de Q4TS et Q4TSE7 sont équivalentes a celle de S4. S4R, converge
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plus rapidement vers la solution de référence que les autres éléments coques grace & l'intégration
réduite.

Pour le deuxiéme cas (I’hémisphére sans ouverture) qui est plus sévére que le premier, nous
remarquons que la méthode EAS améliore nettement la réponse de Q4TS (voir les résultats de
N=2, Tableau 3.6). Q4TSE7 donne des résultats légérement meilleurs que ceux de S4. L’élément
S4R converge plus rapidement vers la solution de référence que les autres éléments coques comme

dans le premier cas.
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Fi1G. 3.16 : Hémispheére pincé sans trou : convergence des éléments coques.

La poutre vrillée

Le probléme d’une poutre hélicoidale (ou bien vrillée) encastrée a une extrémité et soumise
a des charges concentrées a l'autre extrémité (Figure 3.17) permet d’étudier l'influence du gau-

chissement des éléments quadrilatéraux.

E = 29x10°Pa
v = 022
L = 12m
o b = 1lm
h = 0.320u0.05m

Fi1G. 3.17 : Poutre vrillée maillée avec 2 x 12 éléments. Données et chargements.
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Cet exemple a été défini et proposé dans [66] et fait partie depuis 1985 des cas tests de validation
des éléments coques. La géométrie vrillée d’un angle de 90° conduit & des éléments distordus ren-
dant ainsi le cas test assez sévére. La surface moyenne de la poutre est définie par les parameétres

s et 0 tels que :
X=2L . Yy —ssinf) ; Z=scos(d)

™

(3.49)

FL<s<

0<0<3 ; 3

B
[\SliS g

TAB. 3.7 : Déplacement normalisé du point A suivant Y (poutre mince : h = 0.05m).

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
1x6 09769 0.9767 1.01656 1.0769
2x12 09899 0.9906 1.0007 1.0028
4x24 09956 0.9956  0.9985 0.9992

TaB. 3.8 : Déplacernent normalisé du point A swivant Z (poutre mince : h = 0.05m).

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
1x6 0.9218 0.9268  0.9641 1.9312
2x12 09784 0.9804 0.9896 0.9918
4x24 09895 0.9906 0.9947 0.9953

La Figure 3.17 résume la géométrie de la poutre, les propriétés du matériau, les conditions
aux limites et les deux chargements appliqués a l'extrémité droite (une force Fy = 1N dans
le plan XY et une force de cisaillement transverse Fz = 1 N). Deux cas de la poutre vrillée
sont considérés dans la suite : la poutre mince avec h = 0.05 (% = 240) et la poutre épaisse
d’épaisseur h = 0.32 (% = 37.5). Trois maillages 1 x 6, 2 x 12 et 4 x 24 sont utilisés dans le calcul.
La solution de référence quand la poutre est chargée dans le plan (Fy = 1N et Fz = ON) est

¢/ = 5424 x 1073 m pour la poutre épaisse [66]. La

ngef = 1.39m pour la poutre mince et VAT
solution de référence quand la poutre est soumise a la force transversale (Fy = 0N et Fz =1N)
est erf = 0.3431m pour la poutre mince et erf = 1.754 x 10~ m pour la poutre épaisse [66].
Les Tableaux 3.7, 3.8, 3.9 et 3.10 résument les résultats obtenus avec les quatre éléments coques
dans les différentes configurations.

Dans le cas de la poutre mince, les éléments Q4TS et Q4TSE7 donnent pratiquement les mémes
résultats dans les deux cas de chargement. D’autre part, la réponse de S4 est meilleure que les
autres éléments.

Dans le cas de la poutre épaisse, nous remarquons que la méthode EAS améliore la réponse de
Q4TS surtout dans le cas de chargement transversal (Tableau 3.10). L’élément S4R présente

une réponse relativement loin de la solution de référence pour le chargement transversal avec le
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maillage 1 x 6.

TaB. 3.9 : Déplacemnent normalisé du point A suivant Y (poutre épaisse : h = 0.32m).

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
1x6 09633 09742 1.0145 1.3371
2x12  0.9860 0.9908 1.0029 1.0102
4x24 09921 0.9944 1.0008 1.0027

TAB. 3.10 : Déplacement normalisé du point A suivant Z (poutre épaisse : h = 0.32m).

Maillage Q4TS Q4TSE7 S4 S4R
1x6 07911 09450 0.9644 5.0205
2x12 09157 0.9826  0.9858 1.0645
4x24 09564 0.9906 0.9924 1.0090

2
T T T T
Q4TS —K— Q4TS —HK—
Q4TSE7 —A— Q4TSE7 —A—
S4 —dh— [y -
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 % 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 % 100
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FiG. 3.18 : Poutre vrillée mince. (a) Chargement dans le plan, (b) Chargement hors plan

3.5.2 Cas tests piézoélectriques de type actionneur

Dans cette section, deux cas tests piézoélectriques de type actionneur (exploitation de 'effet
piézoélectrique inverse) sont considérés. Une céramique piézoélectrique est définie comme une
céramique ferroélectrique polarisée (||P"|| = P*%). Il est supposé que le champ électrique reste

suffisamment faible pour éviter la réorientation de la polarisation électrique.
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Fi1G. 3.19 : Poutre vrillée épaisse. (a) Chargement dans le plan, (b) Chargement hors plan

Le tube piézoélectrique

Dans cette section, ’exemple du tube piézoélectrique (Figure 3.20) originalement proposé par
Carr dans |16] est étudié. Carr a effectué des simulations numériques sur 13 tubes de PZT-5H et
PZT-5A pour quantifier le déplacement transversal et longitudinal de ’extrémité libre des tubes

piézoélectriques largement utilisés dans les microscopes a effet tunnel.

+y quadrant . 4 quadrant
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F1G. 3.20 : Un tube piézoélectrique formé par quatre parties égales ou quadrants.

Comme montré sur la Figure 3.20, le tube piézoélectrique considéré dans cet exemple est un
cylindre creux polarisé radialement avec des électrodes intérieures et extérieures. Le tube pié-

zoélectrique est divisé en quatre parties égales ou quadrants. La face libre du tube admet une
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déflection transversale quand une différence de potentiel électrique est appliquée sur un quadrant
ou deux quadrants opposés et un déplacement longitudinal en appliquant un voltage uniforme
sur toutes les parties du tube. Nous avons choisi de faire ’étude de 7 tubes de PZT-5H parmi les
13 exemples de Carr rapportés dans [16]. Ce choix est simplement dicté par le fait que ces tubes
sont constitués par le méme matériau PZT-5H. Leurs dimensions sont résumées dans le Tableau
3.11. Les propriétés du PZT-5H sont montrées dans le Tableau 3.12.

TAaB. 3.11 : Dimensions des tubes piézoélectriques : L(mm), Deyi(mm), et h(mm) sont respectivement
la longueur du tube, son diamétre extérieur et son épaisseur [16].

Exemple L  Dgy h L/Deas

1 127 6.35 0.762 2
177 635 0.762  2.78
254 6.35 0.762 4
31.8 6.35 0.762 5
127 9.53 0.762 1.33
127 127 0.762 1
31.8 6.35 1.02 bt

~N O O i W N

TAB. 3.12 : Propriétés élastiques (GPa), piézoélectriques (C/m?) et diélectriques (nF/m) du PZT-5H.

Ch = 127.205 es1 = —6.62
Cch = 80.212 es3 = 23.24
ChE = 84.670 ers = 17.03
ch = 117.436 e, = 15.05
Ck = 23474 € = 13.01
ch = 22988

Des formules analytiques pour la déflection transversale de I’extrémité libre des tubes piézoélec-
triques lorsqu’ils sont soumis & une différence de potentiel sur le quadrant 4+ sont proposés dans
[19, 59]. Ces formules analytiques sont déterminées en considérant un probléme de flexion pure
causée par les contraintes longitudinales. En effet, quand une différence de potentiel V' est appli-
quée sur la partie +z (Figure 3.21), des contraintes longitudinales apparaissent a cause de 'effet
d31. A T'équilibre, une distribution des contraintes et des déformations est établie de telle sorte
que la force et le moment totaux appliqués sur chaque section du tube sont nuls. Cette derniére
condition détermine la déflection transversale notée Ax. Les expressions analytiques suivantes

sont considérées pour la comparaison avec les résultats numériques :

(@) V2d3 VL2

Axd D [19] (3.50)
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2
Aa;ga) _ 2d31V cos(B)L (G = T

o)
n(RS, + R 0 " !

avec D,,, Ry, et R;, sont respectivement les diamétres moyen, extérieur et intérieur du tube

I59] (3.51)

piézoélectrique et (@ signifie analytique. Quand les électrodes internes du tube sont liées a la
masse et un voltage V est appliqué sur les électrodes extérieures, l'extrémité du tube aura un
déplacement axial (suivant z) noté Az. En exploitant toujours effet d3;, 'expression analytique

du déplacement longitudinal est donnée par :

_ ds1V L

A0 —
“ h

(3.52)

(a) (b)

FiG. 3.21 : Déflection d’un tube piézoélectrique dans un arrangement unipolaire. (a) Un voltage positif
est appliqué uniquement sur le quadrant +x et tous les autres quadrants sont liés a la masse.
(b) La déflection du tube dans la direction +x.

Les calculs par éléments finis sont effectués avec 1’élément coque piézoélectrique développé
QATSF, I’élément quadrilatéral S4T d’Abaqus® en considérant 1’analogie thermique [72] et 1’élé-
ment solide piézoélectrique C3D20E & 20 noeuds d’Abaqus®. L’analogie thermique est possible
en remplagant la troisiéme composante curviligne uniforme du champ électrique (E3) par une dif-
férence de température uniforme (AT') et les constantes piézoélectriques ds;; par les coefficients
de dilatation thermique oy; [72]. Pour augmenter la précision de la solution, un maillage suffi-
samment fin est considéré pour tous les éléments (le méme maillage fin est utilisé pour Q4TSF
et S4T). Comme proposé dans [16], tous les résultats sont pris en un point de l'extrémité libre
du tube appartenant au diameétre intérieur et se trouvant & 90° du centre de la partie chargée
électriquement (point A dans les Figures 3.20 et 3.21). Les résultats obtenus sont comparés a
ceux rapportés dans |16], le modele du tube dans [81] et les expressions analytiques (3.50), (3.51)
et (3.52). Les Tableaux 3.13 et 3.14 résument les résultats obtenus avec les différents éléments.
Meéme pour de faibles rapports R,,/h (avec Ry, le rayon moyen du tube), I’élément Q4TSF donne

des résultats satisfaisants par comparaison aux résultats de C3D20E et ceux rapportés dans [81].
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De plus, nous remarquons que l'analogie thermique peut étre considérée pour des champs élec-
triques uniformes et donne aussi de bons résultats. Ceci constitue une solution intéressante au

manque d’éléments coques piézoélectriques dans le code Abaqus®.

TAB. 3.13 : Le déplacement transversal Az (x 108 m) du point A défini dans la Figure 3.20 pour V=100
Volts.

No. Q4TSF S4T C3D20E [16] [81] 2zl Azl

1 45.1 45 44.1 40 443 46.7 45.6
2 86.4  86.2 86.8 75 878 90.7 88.5
3 1774 1772 180.5 159 181.2 186.8 182.3
4 280.2 2774 2827 257 284.1 2929 285.8
bt 276 277 272 256 274 29.7 29.4
6 179 185 175 17 178 21.8 21.7
7 216.8 2174 215.8 201 216.7 2294 218.6

TAB. 3.14 : Le déplacement azial Az (x1078m) du point A pour V=100 Volts.

No. Q4TSF  S4T C3D20E [16] [81] Az@

1 46.7  46.6 45.8 42 456 45.6
2 64.7 64.6 63.6 57 634 63.6
3 924 923 91.1 8 908 91.3
4 115.2  115.3 114.2 106 113.7 114.3
) 471  46.9 46.4 43  46.2 45.6
6 473 472 46.7 43  46.6 45.6
7 86.3  86.4 844 79 843 85.4

Les résultats de Q4TSF et S4T valident "approximation linéaire du potentiel électrique suivant
I’épaisseur pour les applications de type actionneur. La différence entre les résultats de Q4TSF,
S4T, C3D20E et les expressions analytiques (3.50), (3.51) peut étre liée & I’élancement L /Dy
du tube piézoélectrique. Comme montré dans [81], quand le rapport L/De,; est inférieur a 2
(exemples 5 et 6), ’hypothése d’un modéle de flexion pure n’est plus valable (car la déformation
de cisaillement devient non négligeable) ce qui conduit & des résultats analytiques non précis.

De plus, nous remarquons que l'expression analytique A:Egl) (Equation (3.51)) est plus précise

que Aw&a) (Equation 3.50)) quand elles sont comparées aux résultats de ’élément quadratique

C3D20E. Finalement, ’écart entre les résultats de Carr rapportés dans [16] et ceux de C3D20E
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peut étre expliqué par le fait que Carr a modélisé premiérement, le métal formant les électrodes
du tube ce qui augmente la rigidité de la structure et deuxiémement, un écart de 10° entre les
électrodes extérieures adjacentes entrainant une diminution additionnelle du déplacement de la

face libre.

L’actionneur spirale piézoélectrique

Pour amplifier le déplacement mécanique des actionneurs piézoélectriques, des solutions en
forme de spirale ayant une géomeétrie compacte ont été proposées dans |4, 5, 71|. L’application
d’un champ électrique suivant 1’épaisseur de la spirale induit des déplacements tangentiel et

radial de 'extrémité libre, le premier étant plus important que le deuxiéme.

he
% A Déplacement

ZJ\ Déplacement %:EI
% radial

Fi1G. 3.22 : L’actionneur piézoélectrique de forme spirale

Il est montré dans [4] que pour un actionneur spiral de type PZT ayant un rayon extérieur R,y
de 16 mm, une longueur effective L.yr de 28 cm, une largeur w de 2.75mm et une épaisseur
h de 0.6mm (Figure 3.22), le déplacement tangentiel de son extrémité libre est 12 fois plus
important que le déplacement longitudinal d’une bande rectangulaire de PZT ayant les mémes
dimensions (Les¢, w et h) lorsque les deux sont soumis & un champ électrique de 11.6 kV/cm.
Ceci montre clairement qu’en jouant sur la géométrie de I’actionneur, son déplacement mécanique
peut profondément étre amélioré.

Considérons dans la suite un actionneur spiral mince de type PZT-5H montré sur la Figure 3.22.

100



3.5. Cas tests de validation

Cet actionneur est polarisé suivant I’épaisseur (polarisation radiale) et une différence de potentiel
est appliquée suivant cette direction également (champ électrique radial). La spirale est constituée
de quatre tours avec un rayon extérieur Ry, de 15.2mm. La longueur effective (L.yy), la largeur
(w) et épaisseur (h) de la spirale sont 21.5 em, 3.75 mm, et 0.2 mm, respectivement. Les rayons
maximal et minimal de la spirale sont, respectivement, R, = 15.2 mm et R, = 1.875 mm
(Rmaz/h = 76, Ryin/h = 9.375). Les propriétés matériau de cet actionneur sont celles du PZT-
5H et sont données dans le Tableau 3.12.

\
Déplacement tangentiel

F1G. 3.23 : Déformée de actionneur spiral & AV =100V : la réponse de C3D8E.

Quand l'actionneur spiral est soumis & un champ électrique radial, son extrémité se déplace dans
les directions tangentielle et radiale (Figure 3.22). Des simulations numeériques sur la spirale
piézoélectrique ont été effectuées en utilisant des éléments solide et coque piézoélectriques pour
comparer les deux réponses. L'élément solide C3DSE d’Abaqus® a été utilisé pour la simulation
3D. Pour mieux représenter la flexion de la spirale, deux éléments C3D8E sont considérés suivant
I’épaisseur. Pour la simulation 2D, les éléments Q4TSF et S4T, avec 1’analogie thermique, sont

considérés.

TAB. 3.15 : Les déplacements tangentiel et radial de lextrémité de la spirale & AV =100 Volts

Déplacement Déplacement

tangentiel radial
C3DSE 41.4Tum —2.59um
Q4TSF —0.62um —2.um
S4T —0.59um —22um

Les Figures 3.23 et 3.24 montrent les déformées de 'actionneur spirale simulé par les éléments
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Structure déformée

Structure non déformée

F1G. 3.24 : Déformée de l'actionneur spiral & AV =100V : la réponse de Q4TSF.

C3DS8E et Q4TSF, respectivement. Une différence notable entre les deux déformées est observée.
Les déplacements tangentiel et radial de ’extrémité de ’actionneur sont résumés dans le Tableau
3.15. La simulation avec C3D8E donne un déplacement tangentiel important de 'extrémité libre
de Pactionneur ce qui est en accord avec les résultats expérimentaux rapportés dans [5]. Cepen-
dant, le déplacement tangentiel obtenu avec Q4TSEF et S4T est négligeable devant le premier
déplacement obtenu avec C3DS8E. La différence entre ces deux résultats peut étre expliqué par
le fait que pour une géométrie courbée comme celle de la spirale, il existe un léger gradient de
déplacement suivant 1’épaisseur méme pour des spirales minces [71]. En raison de Deffet dss, ce
dernier gradient de déplacement crée un moment de flexion qui induit un déplacement tangentiel
de 'extrémité de ’actionneur. Cependant, ce gradient de déplacement n’est pas pris en compte
dans les éléments coques basés sur la théorie de Reissner/Mindlin car il est supposé nul (pas de
variation de I’épaisseur). En conséquence, il est difficile d’exploiter le mode d33 avec les éléments
coques entrainant donc la différence nette entre les deux solutions.

Le Tableau 3.16 résume le déplacement suivant ’épaisseur des noeuds se trouvant initialement
sur les fibres centrées aux points A, B, C, et D du maillage 3D (Figures 3.22 et 3.25). En utilisant
deux éléments solides suivant 1’épaisseur, les déplacements de trois noeuds par fibre sont donnés.
Une variation & peu pres linéaire du déplacement suivant I’épaisseur est observée. De plus, comme
il est prévu, un faible gradient de déplacement est obtenu car la spirale considérée est mince.
Mais méme pour ce gradient faible, des contraintes de flexion sont obtenues grace a l'effet dss
entrainant le déplacement tangentiel important de ’extrémité libre. Pour les éléments coques,
cette variation linéaire n’est pas considérée dans la formulation (pas de variation de I’épaisseur).

La différence importante entre les réponses 2D et 3D montre qu’il est nécessaire de considérer
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une variation linéaire du déplacement transversal dans la formulation des éléments coques pour

étudier les problémes électromécaniques ou l'effet dsz est prépondérant.

TAaB. 3.16 : Déplacement suivant l’épaisseur (um) des noeuds localisés sur les fibres centrées en A, B,
C and D (réponse 3D)

fibre A fibre B fibre C fibre D

z:—g —0.326 —1.548 —2.694 —3.926

—-0.297 —-1.519 -—2.665 —3.896

Y

z= —0.267 —1.489 -2.635 —3.866

0
h
2

Fibre centrée en C

F1G. 3.25 : Définition des fibres centrées en A, B et C.

3.5.3 Cas tests piézoélectriques de type capteur

Dans cette section, nous considérons deux cas tests de type capteur (l'effet piézoélectrique
direct est considéré : génération d'une polarisation électrique quand une contrainte mécanique
est appliquée). L’objectif principal est de quantifier ’erreur commise en supposant une variation
linéaire du potentiel électrique suivant 1’épaisseur pour les applications de type capteur. Pour
cela, nous avons développé une version Q4TSF2 linéaire piézoélectrique de I’élément coque qui

admet une variation quadratique du potentiel électrique suivant I’épaisseur. Cette version est

103



Chapitre 3. Développement d’un élément coque ferroélectrique

basée sur la technique de condensation statique proposée dans [3| et développée dans 1’Annexe
E pour le cas de notre élément. Comme nous le verrons en étudiant les deux exemples suivants,
cette méthode améliore nettement la réponse linéaire de ’élément coque dans les applications de

type capteur mais son implémentation dans le cas ferroélectrique non linéaire reste difficile.

Flexion d’une poutre piézoélectrique

Nous considérons une poutre piézoélectrique (Figure 3.26) de longueur (=100 mm, de lar-
geur b=10mm. Deux épaisseurs sont utilisées : hy=1mm (poutre mince) et ho=10mm (poutre
épaisse). La poutre est encastrée en x=0 et soumise & une traction répartie t3 en z=[ (t3 =
—0.1N/mm? pour la poutre mince et t3 = —10N/mm? pour la poutre épaisse). Un potentiel
électrique nul est appliqué sur les électrodes supérieure et inférieure de la poutre. Nous nous pro-
posons de montrer 'importance du terme quadratique du potentiel électrique (lié a la courbure
de la déformation) en calculant le déplacement transversal du point A de coordonnées x=I, y:g
et z:% et comparant les réponses de Q4TSF et Q4TSF2. Pour cela, une solution de référence a
été trouvée en utilisant un maillage fin de 1’élément C3D20E (80 éléments suivant la longueur, 12
éléments suivant la largeur et quatre éléments suivant 1’épaisseur pour les deux épaisseurs) pour
les deux poutres mince et épaisse. Un maillage de 40 éléments suivant la longueur et 6 éléments
suivant la largeur est utilisé avec les éléments Q4TSE et Q4TSF2. Les propriétés matériau de la

poutre sont celles de la céramique PZT-5H (Tableau 3.12).

/
/

/

F1G. 3.26 : Flezion d’une poutre piézoélectrique

Le Tableau 3.17 résume les résultats trouvés avec les différents éléments. Nous remarquons que
les résultats de Q4TSF2 sont trés proches de ceux de C3D20E pour les deux poutres mince et
épaisse. Cependant, le déplacement obtenu avec Q4TSF correspond a la théorie de I'élasticité et
il est supérieur au résultat de référence (14% d’erreur). Ceci peut étre expliqué par le fait que
le couplage électromécanique permet de convertir ’énergie électrique en énergie mécanique et

vice versa. Dans notre cas, un potentiel électrique est induit par les déformations de flexion [3]
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et donc il y a une partie de ’énergie élastique qui se transforme en énergie électrique rendant la
structure plus rigide puisque son énergie élastique diminue. Le terme quadratique du potentiel
électrique permet effectivement de tenir compte de cette conversion d’énergie et la négligence
de ce terme dans les applications de type capteur génére des résultats non précis (14% d’erreur

dans ce cas).

TAB. 3.17 : Déplacement transversal du point A(x =1, y=5, 2 =1).
Eléments %) h=1mm h=10mm erreury erreurs
Wa(mm)  Wa(mm) (h=1mm) (h=10mm)
C3D20E  Quadratique -5.787 -5.913 référence référence
Q4TSF2  Quadratique -5.774 -5.899 -0.23% -0.23%
Q4TSF Linéaire -6.641 -6.721 14.75 % 14 %

Flexion d’un demi cylindre

Dans cet exemple, nous considérons un demi-cylindre piézoélectrique mince encastré d’un
coté et soumis 4 un chargement mécanique uniformément réparti d’amplitude p = 10N/mm? sur
Vextrémité libre (Figure 3.27).

| ‘ ™\ P4 J/,,/"/-’
| '\\ .. :.,-"‘J ‘ s H‘”
e [
1 X
J—| | | |1
N “\\\.
\\. N

FiG. 3.27 : Flexion d’un demi cylindre

Les propriétés géométriques de ce demi-cylindre sont : R,;, = 20 mm (le rayon moyen), h = 1 mm
(I’épaisseur) et b = 5mm (la largeur). Ses propriétés matériau sont celles du PZT-5H (Tableau
3.12). Le déplacement suivant X d’un point A de extrémité libre soumise a la charge répartie p
est calculé en utilisant les deux versions de ’élément coque piézoélectrique Q4TSF et Q4TSF2.

Une Solution de référence a été obtenue en utilisant 1’élément quadratique C3D20E d’Abaqus®
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en considérant un maillage fin (50 éléments suivant la moitié de la circonférence, 6 éléments

suivant la largeur et 4 éléments suivant I’épaisseur).

TAB. 3.18 : Déplacement suivant X du point A(X =0,Y = —-R,,, Z = g}
Eléments © Ua(x1072m) erreur(%)
C3D20E  Quadratique 6.581 référence
Q4TSF2 Quadratique 6.555 -0.40 %
Q4TSF Linéaire 7.523 14.27 %

Le Tableau 3.18 résume les résultats du déplacement suivant X du point A en utilisant les trois
éléments. Nous remarquons que le résultat obtenu avec Q4TSF est toujours celui d’'un probléme
purement élastique et il est 14.27% supérieur a la solution de référence. Cependant, le résultat
obtenu avec Q4TSF2 est trés proche de la solution de référence (—0.40% de la référence). Ceci
confirme encore une fois la nécessité de considérer des approximations d’ordre supérieur (au moins
d’ordre 2) du potentiel électrique suivant 1’épaisseur quand des applications de type capteur sont

visées.

3.5.4 Cas test ferroélectrique

Nous considérons dans cet exemple un tube ferroélectrique (avec la méme configuration que
la Figure 3.20) soumis & un chargement électrique de forte intensité. Le tube ferroélectrique, de
longueur L = 100 mm, de rayon moyen R,, =5 mm et d’épaisseur h = 0.2 mm (R,,/h = 25),
est supposé initialement polarisé suivant I'épaisseur (polarisation radiale Py = P avec 3 la
direction locale suivant 1’épaisseur). Les propriétés matériau du tube sont résumées dans le
Tableau 3.19.

TAB. 3.19 : Propriétés matériau du tube ferroélectrique.

CE = 127.205 x 10° Pa ds3 — 5.93x1071° C/N B = 2x10Vm/C
ch = 80.212 x 10° Pa d31 = —274x107%C/N gst = 2x1073

CH = 84.670 x 10° Pa dis = 7.41x10719C/N psat = 0.3C/m?

CE = 117436 x 10° Pa ¢ = 15x107% F/m E. = 10°V/m

ck = 23474 x10° Pa €3 = 13x1078 F/m

CE = 22988 x10° Pa

Un écrouissage linéaire (o = 0, Equation (2.67)) est considéré pour la simulation. Les paramétres
de la fonction gs sont : Py = 103 et ¢® = 1072, Le quadrant +2 est soumis & un champ électrique
de forte intensité tandis que les autres quadrants sont liés a la masse (Figure 3.21(a)). La variation

du champ électrique entraine un déplacement transversal suivant X du point A défini dans la
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3.5. Cas tests de validation

Figure 3.20. Trois cas de chargement électrique sont considérés : ils sont résumés sur la Figure
3.28.

T

Premier chargement
Deuxieme chargement
15 1 Troisieme chargement —@—

Py

0 0. 0.4 0.6 0.8 1

t(s)

FiG. 3.28 : Les variations du champ électrique dans le temps.

Le déplacement du point A est montré sur les Figures 3.29, 3.30 et 3.31 en réponse a ces trois cas
de chargement. Nous remarquons que le déplacement transversal du point A atteint une valeur
maximale (en module) de —3.22 x 10~*m quand le champ électrique est égal & —E,. Pour cette
valeur de FEj3, les propriétés piézoélectriques du quadrant 4+ sont perdues puisque la polarisation
rémanente s’annule P = 0. Pour E3 < —F,, le déplacement de A décroit (en module) puisqu’il
y a une réorientation de la polarisation rémanente. Les pentes de retour des Figures 3.30(b) et

3.31(b) sont différentes a cause du changement de la polarisation rémanente.

15

[ Premier chargement ——] .
1 _ T *:’91 \ ] _
X
% \ \ / /
05 E 0
- 8
3
A / / 3 - /
o = \
> / 8 /
) N N
%)
0.5 %-2
c
Y - £
— AT g’
2
1.5 8,4
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2 15 1 05 0 05 1 15 2
E3/EC E3/Ec
(a) (b)

Fi1G. 3.29 : (a) Hystérésis diélectrique correspondant au premier chargement électrique. (b) Déplacement
transversal du point A en réponse a la premiére variation du champ électrique.
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15
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Fi1Gc. 3.30 : (a) Hystérésis diélectrique correspondant au deuziéme chargement électrique. (b) Déplace-

ment transversal du point A en réponse d la deuxiéme variation du champ électrique.
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_‘J// =4 L1 °
© —
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15 o,
2 15 1 -0.5 0 05 15 2 2 15 El -0.5 0 0.5 1 15 2
E3 / Ec E3 / Ec
(a) (b)

Fi1c. 3.31 : (a) Hystérésis diélectrique correspondant au troisiéme chargement électrique. (b) Déplace-
ment transversal du point A en réponse a la troisiéme variation du champ électrique.

3.6 Conclusion

Un élément coque électromécanique a été développé pour 'analyse des structures piézoélec-
triques (linéaires) et ferroélectriques (non linéaires) minces. Sa formulation est basée sur la théorie
de coque classique de Reissner/Mindlin, et un modéle ferroélectrique bidimensionnel intégré im-
plicitement (voir chapitre 2). Quelques cas tests de validation mécaniques et piézoélectriques
linéaires ont été considérés pour vérifier 'absence de verrouillages numériques et valider la bonne
représentation du couplage électromécanique de cet élément. Un cas test ferroélectrique a été

proposé pour valider la bonne implémentation de la loi ferroélectrique bidimensionnelle dans

108



3.6. Conclusion

I’élément.

Nous avons remarqué que cet élément coque peut étre utilisé sirement pour étudier les applica-
tions de type actionneur dominées par le mode d3; comme le tube piézoélectrique. Par contre,
pour les applications dominées par 'effet d3g3 comme la spirale piézoélectrique, nous avons montré
que cet élément ne représente pas de maniére précise la déformeée de la structure car le gradient de
déplacement suivant I’épaisseur n’est pas pris en compte dans la formulation. D’autre part, 'hy-
pothése d’un champ électrique constant suivant I’épaisseur (potentiel électrique linéaire suivant
I’épaisseur) ne permet pas de prendre en compte les phénomeénes non linéaires qui apparaissent
suivant cette direction (voir le processus de polarisation des tubes piézoélectriques présenté dans
le chapitre 4).

Pour tenir compte de tous les modes de couplage électromécanique, il est nécessaire de considérer
des théories de coques d’ordre supérieur qui tiennent compte de la variation de I’épaisseur ou
bien développer un élément fini solide avec une loi ferroélectrique tridimensionnelle pour tenir
compte de tous les modes de déformation. Ce dernier développement fera l'objet du chapitre

suivant.
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Chapitre 4

Développement d’un élément fini solide

ferroélectrique
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Chapitre 4. Développement d’un élément fini solide ferroélectrique

4.1 Introduction

Les résultats obtenus dans le chapitre précédent ont montré la nécessité de prendre en compte
le gradient du déplacement mécanique suivant l’épaisseur afin de bien représenter les déformées
des structures dominées par le mode d33. L’hypothése de la non variation de I’épaisseur, adoptée
pour développer I'élément coque électromécanique, peut donc conduire & des résultats erronés
méme pour des structures piézoélectriques minces (voir ’exemple de la spirale piézoélectrique).
Par conséquent, il est nécessaire de considérer des théories de coques d’ordre supérieur qui
tiennent compte des déformations suivant l’épaisseur. Une autre alternative consiste & implé-
menter le modéle ferroélectrique et ferroélastique dans un élément solide. Cette alternative fait
I’objet de ce quatriéme chapitre ot un élément hexaédrique & huit noeuds, baptisé H8F, est cou-
plé avec la loi constitutive ferroélectrique et ferroélastique développée et intégrée implicitement
(pour réduire le cotit de calcul) dans le chapitre 2. Une attention particuliére est accordée a un
élément hexaédrique piézoélectrique linéaire baptisé SFR8P. Cet élément & huit noeuds est basé
sur le concept SFR (Space Fiber Rotation) ou rotation d’une fibre spatiale [9] et est proposé pour
améliorer la réponse piézoélectrique linéaire de H8F particulierement dans le cas des structures
minces.

Pour tenir compte de ’anisotropie du comportement piézoélectrique, le tenseur des déforma-
tions mécaniques et le vecteur champ électrique sont exprimés dans un systéme de coordonnées

curvilignes locales pour étudier des structures piézoélectriques fortement courbées.

4.2 Les champs gradients

Dans cette section, le tenseur des déformations linéarisé et le vecteur champ électrique sont
exprimés dans un systéme de coordonnées curvilignes. Considérons un domaine piézoélectrique
tridimensionnel décrit par trois coordonnées paramétriques &, n et ¢ (Figure 4.1). Trois vecteurs

covariants peuvent étre définis en un point p de la structure :

a) = X@ ) a3z = X@ (4.1)
Ces vecteurs constituent la base covariante [F,] = [a; ay a3] de laquelle nous déduisons une
base orthonormeée [Q] = [t; t, t3] pour définir le systéme de coordonnées curvilignes (z,y,z). Les
vecteurs tangents unitaires de |Q] sont définis en fonction des vecteurs covariants comme suit

[53] :
a, as N\ aq

. £2:
laill llag A ay|

La base covariante [F}] lie les vecteurs différentiels {dX} = {dX dY dZ}7 et {d¢} = {d¢ dn d(}7T -

21:

iz =t Ny (4.2)

{dX} = [F.]{d¢} (4.3)
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Fi1G. 4.1 : Définition des vecteurs covariants et tangents en un point de la structure tridimensionnelle.

4.2.1 Tenseur des déformations curvilignes

Une nouvelle matrice [L.] est définie pour lier les vecteurs différentiels {dU} = {dU dV dW}T

et {d¢} :
{dU} = [L.[{d¢} 3 [L]=[U¢:U,: U] (4.4)
avec {U} = {U V W}T est le vecteur déplacement mécanique cartésien de la structure tridi-

mensionnelle. A partir des relations (4.3) et (4.4), nous pouvons définir la matrice gradient de

déplacement [Lx]| dans le systéme de coordonnées cartésiennes (X,Y,7) :

(U} = (L[] {ax) (15)
[Lx]

et le tenseur des déformations cartésiennes s’écrit en fonction de [Lx] :

lex] = %([LX] + [LX]T) (4.6)

La matrice tangente [Q] est la matrice de passage entre la base cartésienne globale et la base
curviligne locale. La matrice gradient de déplacement curviligne notée [L;] est introduite pour

déterminer le tenseur des déformations curvilignes g | :

Exx Exzy Eaxz

L] = QI 1Ex1Q) = QI L [EI7Q) 5 [ = 5 (LdHE) 5 [ =
N—_——

(C-] Sym €2z

(4.7)

113



Chapitre 4. Développement d’un élément fini solide ferroélectrique

soit, en utilisant les coefficients de la matrice [C,] = [F,]71[Q)]

HLUe U, t,-U; C.11 Ci2 Cii3
[Lil= |ty Ue t,-U, t-Up, Cu1 Cho Chos (4.8)

ts-Ue t3-U, t3-Ug; Cw31 Ciz Clss
Les déformations curvilignes locales s’expriment en fonction des composantes de |Ly] :

Ezz = L = Coi(ty Ug) +Con(ty - U,) + Cosi(ty - Upy)

- -

Eyy = L2 = Cha(ty Ug) + Cona(ty - U,) + Cosa(ty - U)
€22 = Luss = Cas(ty-Ug) + Caaslts - U,) + Coss(ts - Uy)
Yoy = Lo+ Lin = Caalty -Upg) + Caa(ty - U,) + Casa(ty -Upy)
+Coa1(ty - Ug) + Coni(ty-U,) + Cusi(ty - Uy) (4.9)

Yoz = Lus+ L1 = Cas(ty-Ug)+ Caas(ty ‘Q,n) + Cus3(ty - Uy)
+Coaits - Ug) + Conr(ts-U,) + Cusi(ts - Uy)

-

Yz = Ligg+ Lz = Cas(ty Ug) + Coaslty-U,) + Cosslty - U)

-

+Coa(ty - Uyg) + Cona(ty-U,) + Cusa(ts - Uy)

-

aAveC Yoy = 2€xy, Yoz = 2642 €0 Yy = 2€y,.

4.2.2 Champ électrique curviligne

Notons ¢(&,n, () le potentiel électrique en un point de la structure piézoélectrique tridimen-
sionnelle. Puisque le vecteur champ électrique est le gradient du potentiel électrique alors, nous

pouvons écrire dans la base cartésienne :

EX &p/(‘)X
Ey p=—¢ 0p/0Y (4.10)
EZ 8(,0/82

En faisant intervenir les coordonnées paramétriques &, n et (, les composantes cartésiennes du

champ électrique s’écrivent en fonction de la matrice de transformation géométrique [F]| :

9c  om AC a9

_ op

n ©

By a2 9z oz ac

[F=]-7
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Les composantes curvilignes du vecteur champ électrique peuvent étre déduites des composantes

cartésiennes en utilisant la matrice tangente |Q)] :

E, Ex %

Ey = [Q]T Ey = [Q]T[Fz]_T g—i (4'12)
S———r Ao

E, Ez [C2]T ac

soit, en utilisant les composantes de [C,]

E, = - <Czll?)_? + szl?)—ij + Cz:slg—f)
E, = - <Cz122—? + 02222—“5 + 02322—?) (4.13)
E, = - <Cz133—? + Cz232—ﬁ + 0233?9—?)

Le tenseur des contraintes mécaniques et le vecteur déplacement électrique curvilignes sont dé-
terminés a partir des équations constitutives ferroélectriques et ferroélastiques développées et in-
tégrées implicitement dans le chapitre 2. Ainsi, a ce stade, toutes les équations correspondantes
au comportement non linéaire des structures piézoélectriques tridimensionnelles sont définies
dans leur forme faible. Ces équations sont généralement résolues par la méthode des éléments
finis. La section suivante décrit cette résolution par 'implémentation d’un élément hexaédrique
électromécanique dans le code commercial Abaqus®. D’autre part, une attention particuliére
sera accordée a un nouveau concept d’éléments finis solides qui est le concept SFR (Space Fiber
Rotation). En l'occurrence, une version piézoélectrique linéaire de I’élément hexaédrique SFRS

(développé par Ayad [9]) sera présentée.

4.3 Approximations par éléments finis

La solution du probléme électromécanique (Equation (3.3)) peut étre obtenue par la méthode

des éléments finis. Cette derniére approximation consiste a diviser le domaine piézoélectrique

n=ng
n=1

tridimensionnel By en domaines élémentaires si bien que By = | B, ou ng; est le nombre
total d’éléments. Pour étudier des structures piézoélectriques quelconques, deux éléments finis
hexaédriques, baptisés H8F et SFRSP, sont développés et implémentés dans Abaqus® via la
routine UEL. H8F (Figure 4.2) est un élément hexaédrique de premier ordre couplé avec la loi
ferroélectrique et ferroélastique tridimensionnelle présentée dans le chapitre 2. SFR8P est un
élément hexaédrique basé sur le concept SFR (Rotation d’une Fibre Spatiale) et couplé, dans un

premier temps, avec le modeéle piézoélectrique linéaire pour tester sa réponse électromécanique.

4.3.1 Formulation de H8F

HS8F (Figure 4.2) est un élément électromécanique a huit noeuds qui présente un comporte-

ment ferroélectrique et ferroélastique lui permettant d’étudier la réponse non linéaire des struc-
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tures piézoélectriques. La fonction de forme trilinéaire au niveau du noeud ¢ est donnée par :

Par le biais du concept isoparamétrique, les fonctions de forme N; (Equation (4.14)) interpolent
au niveau de I’élément (indice e) le vecteur position cartésien X°(&,n, (), le vecteur déplace-
ment mécanique cartésien U°(&,n, () et le potentiel électrique ¢°(&,n,¢) d’un point de 1’élément

hexaédrique :

Xe(fﬂ'], C) = Zf:l NZ(&?H? C)X: ; {XZ} = {Xl Y; ZZ}T
Uee,n¢) = S5 Ni&n.QU; 5 AU} ={U; V; Wi}" (4.15)

(&, C) = S5 NiEn, Qi

avec X' (i), U (@) et go(i) sont respectivement le vecteur position cartésien, le vecteur déplacement
meécanique cartésien et le potentiel électrique du noeud . Le vecteur des degrés de liberté élec-
tromécaniques est formé par les déplacements mécaniques cartésiens et les potentiels électriques

nodaux :

(& ={ | U ViW;ipi|...i=1,8}T (4.16)

En utilisant les expressions (4.9) et les approximations (4.15), les déformations mécaniques cur-

vilignes de H8F s’expriment en fonction des degrés de liberté mécaniques :

Exz = <Cz11Ni,§ + Ce21Niy + Cz31Ni7¢>§1 U,
Eyy = <Cz12Ni,§ + Cz22Niy + Cz32Ni7¢)E2 Ui
€y = <Cz13Ni,§ + Cz23Niym + Cz33Ni7¢)23 Ui
Yoy = (Ca2Nige + CraNiy + Co3aNi¢ )ty - U,
+ (CanNig + CoorNigg + CearNi¢ ) 1o - Uy (417)
Yy: = (CasNig + CoasNigy + CagsNic )ty - U
+ (Ca2Nig + CoaNiy + Coa2Ni¢ )is - U,
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En utilisant les expressions (4.13) et les approximations (4.15), les composantes curvilignes du

vecteur champ électrique de H8F s’expriment en fonction des degrés de liberté électriques :

E, = - <Cz11Ni,§ + Cz21Ni,n + nglNi,C> ©i
E, = — <0212N2‘,5 + Cz22Ni7n + Cz32Ni,C> ©i (4.18)
E, = — <0213Ni,§ + Cz23Ni,77 + CZ33Ni7<) Pi

En utilisant les expressions (4.17) et (4.18), nous pouvons montrer que le vecteur des déformations
curvilignes généralisé {I'°} = {e11 €22 €33 Y12 713 Y23 F1 Fo E3}! (avec 1 = 2,2 =y et 3 = 2)

est lié au vecteur des degrés de liberté électromécaniques via une matrice |B| de taille 9 x 32 :

[Bin]
—~—~

T} =[B{d} avec  [B] = ?‘;37 (4.19)
~~

3x32

9% 32

ou [By,] et [Be] sont deux matrices qui lient respectivement les déformations mécaniques cur-
vilignes {11 €22 €33 712 713 Y23} et les composantes curvilignes du vecteur champ électrique
{Ey E3 E3} au vecteur degrés de liberté d° de H8F.

Y

1 2

F1G. 4.2 : Elément hexaédrique a huit noeuds.

4.3.2 Formulation de SFR8P

Le modele SFR (Space Fiber Rotation ou Rotation d’une Fibre dans 1’Espace) a été pro-
posé par Ayad dans |9] pour développer un élément hexaédrique a huit noeuds baptisé SFRS

(Figure 4.3). Cet élément améliore la réponse des éléments volumiques classiques de premier
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ordre souvent délaissés a cause de la faible précision de leurs résultats. En effet, un maillage
suffisamment fin est exigé pour ces éléments pour s’assurer de la convergence vers une solution
raisonnable. Le modéle SFR est basé sur la rotation dans ’espace tridimensionnel dune fibre
matérielle élémentaire. La Figure 4.3 représente 1’élément SFR8 qui est un élément hexaédrique &
huit noeuds animé d’une fibre spatiale nodale ip qui, en effectuant une rotation tridimensionnelle
fictive d’angle @, engendre un vecteur déplacement additionnel qui viendrait enrichir le déplace-
ment du point p, classiquement utilisé pour formuler les éléments solides standards.

L’utilisation de SFR8 dans les problémes purement mécaniques a montré qu’il est capable de
donner des résultats meilleurs que les éléments hexaédriques de premier ordre et parfois équi-
valents a ceux des éléments quadratiques [9]. Ce constat nous a donc motivé a développer une
version piézoélectrique linéaire de cet élément (en ajoutant le degré de liberté électrique), baptisée
SFRS8P, pour tester sa réponse électromécanique et la comparer a celles des éléments piézoélec-
triques linéaires de premier ordre comme 1’élément C3DSE d’Abaqus® [1]. L’approximation du
potentiel électrique dans 1’élément SFR8P est la méme que celle de 1’élément H8F. Cependant,
I'approximation du vecteur déplacement mécanique et par la suite du tenseur des déformations

curvilignes n’est pas la méme et donc fera 'objet du paragraphe suivant.

Approximation du vecteur déplacement mécanique de SFR8P

La Figure 4.3 montre la géométrie de SFRS8 et ses variables cinématiques nodales corres-
pondantes. L’élément SFR8P posséde la méme géométrie que SFR8 avec un degré de liberté
électrique en plus. A chaque noeud i de I’élément SFR8P, les rotations Ox;, fy; et 0z; de la fibre
ip s’ajoutent aux degrés de liberté classiques qui sont les déplacements cartésiens globaux U;, V;
et W;.

L’introduction du vecteur rotation ¢; de la fibre ip permet d’obtenir une expression enrichie du

champ des déplacements d’un point p de 'élément [9] :

8
Us(&n. Q) = Y Nien (Ui +0;Aip) + ip=X-X; ; X=X (4:20)
=1
avec
(Uy={U; ViW}T 5 0, ={0xi0vi 02} 5 {Xi}={X;Y; Z}" (4.21)

En effectuant le produit vectoriel §; A ip, 'Equation (4.20) devient :

Um0 =X, | N+ (NdZ = Z)0vi = Ni(Y = Y)ozi)ex

+ <N,~(X — X))z — Ni(Z — Zi)HXZ->§2 (4.22)

- (Ni(Y —Y;)0x; — Ni(X — Xi)9w)§3 ]
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ol ey, ey et es sont les vecteurs unitaires de la base cartésienne globale. X, Y et Z sont les

coordonnées du point p de ’élément SFR8P traduisant la géométrie de I’élément :
8 8 8

X=> NX;, ; Y=Y NY, ; Z=) NZ (4.23)
=1 =1 =1

Calcul des déformations curvilignes de SFR8P

Le vecteur déplacement mécanique du SFR8P (Equation (4.22)) peut s’écrire sous cette

forme :

Q(€7 m, C) = Z?:l

NU; + (MY = Yoes = NilZ = Zi)es ) O
+ (N2 = Zi)e, = N(X = Xi)es) b (4.24)
+ (M = X)ey = NiY = Y)ey )bz ]

Les variations du vecteur déplacement mécanique U par rapport a &, n et ¢ sont données par (en

utilisant la convention d’Einstein sur les indices répétés) :

U,=NiaU, + (Nm(y Y+ N,'Ka)gg - (Nm(z —Z)+ NZ-Z,Q>Q2 Ox;

+ (Ni,a(z )+ NiZ7a)gl _ (Ni,a(x X))+ NiX,a)g?,] by:  (4.25)

| (NoalX = X0) + NiXa)eo — (Nia(Y = Yi) + Ni¥a)ey |02

avec o € {§,7n,(}. Le produit scalaire t; - U , utilisé dans le Systeme (4.9) pour calculer les

déformations curvilignes est donné dans le cas de SFR8P par :

t U, + (Nm(y V) + N,~Y,a>tjz - (NW(Z —Z)+ Nizva)tjy] Ox;

n (Nm(z —Z)+ N,'Z,a>tjx - (Ni,a(X ~ X))+ NiX,a)th] Oy

| (NoalX = X0 + NiXoa )ty — (NoalY = Yi) + Ni¥a ) tyx |02

(4.26)
avec t;x, tjy et tjz sont les coordonnées cartésiennes du vecteur tangent t;. En considérant les

vecteurs suivants

Xai=Nio(X —X;)+ N, X,
Yai = Nia(Y = V) + NiYq (4.27)
Zai - Ni,a(Z - Zz) + Nz‘Z,a
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le produit scalaire (4.26) devient donc :

a=Niat; U + |:Yocith - Zaith] Oxi + [Zaitjx — Xoitjz|Oyi

(4.28)
+ |:Xaith — Yaz’th] 0z

En utilisant le Systéme (4.9) et les approximations (4.28), les déformations curvilignes de SFRSP
sont données dans I’Annexe F en fonction des degrés de liberté mécaniques.

Les comportements ferroélectrique et ferroélastique sont caractérisés par une réorientation de
la polarisation rémanente & volume constant (voir chapitres 1 et 2). Ceci pourrait provoquer
des contraintes cinématiques de quasi-incompressibilité souvent indétectables par les éléments
hexaédriques de premier ordre comme 1’élément H8F. Dans la section suivante, nous présentons
la méthode de dilatation volumique constante, connue aussi sous la B-méthode, adoptée pour

éviter ces contraintes d’incompressibilité.

(a) (b)

F1G. 4.3 : Elément SFRS8. (a) Variables nodales de SFR8. (b) Rotation fictive de la fibre ip induisant
un déplacement additionnel.

4.3.3 Meéthode de dilatation volumique constante : la B-méthode

Pour calculer la matrice de rigidité élementaire ([k¢] = [,.[B]*[L][B] dV/, avec [L] le module
tangent électromécanique), la méthode de quadrature de Gauss est adoptée. L’intégration exacte
de [k°] consiste a utiliser huit points de Gauss dont les coordonnées sont données dans le Tableau

4.1. Cette intégration exacte évite ’apparition des modes de déformations parasites (& énergie
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de déformation nulle) appelés aussi les modes d’Hourglass qui perturbent beaucoup la solution.
D’autre part, 'intégration compléete de 'élément hexaédrique électromécanique de premier ordre
H8F peut induire quelques phénomenes de verrouillages numériques pour certaines situations.
Nous pouvons en citer le cisaillement transverse parasite qui apparait dans les éléments hexa-
édriques de premier ordre pleinement intégrés dans un essai de flexion pure et qui perturbe la
bonne reproduction des modes de flexion sans cisaillement. Un autre type de verrouillage peut
étre induit par les comportements ferroélectrique et ferroélastique caractérisés par une réorienta-
tion de la polarisation rémanente & volume constant, ce qui provoque une contrainte cinématique
de quasi-incompressibilité [29].

Les éléments hexaédriques de premier ordre classiques basés sur une formulation en déplacement
pure sont incapables de détecter ces contraintes d’incompressibilité et verrouillent (réponses trop
rigides et résultats souvent inutilisables). La méthode des déformations postulées améliorées (mé-
thode EAS) peut étre considérée en calculant les modes incompatibles comme c’est développé au
niveau de ’Annexe D pour I’élément coque. Cette méthode peut trés bien fonctionner dans le cas
des problémes linéaires comme 1’élément C3D8I d’Abaqus [1] mais reste inutilisable dans le cas
des problémes non linéaires comme celui de la ferroélectricité et la ferroélasticité. La méthode
d’intégration sélective de la matrice de rigidité, qui consiste & sous intégrer la partie sphérique
de la matrice de rigidité, est généralement limitée aux cas isotropes et l'extension aux cas ani-
sotropes et non linéaires reste difficile [29]. Finalement, la B-méthode ou méthode de dilatation
volumique constante, largement utilisée dans les problémes linéaires et non linéaires car il s’agit
d’une approche en déplacement, consiste & intégrer les parties sphériques et déviatoriques de la
déformation mécanique indépendamment. C’est la méthode que nous avons choisi pour éviter les
contraintes d’incompressibilité.

Le principe de la méthode de dilatation constante consiste & modifier les déformations volu-
miques afin d’obtenir une variation de volume identique en chaque point de Gauss. Pour ce faire,

introduisons le vecteur I qui contient la moyenne des déformations volumiques curvilignes

généralisées :
€11 + €22 + €33 111000 0 0 0]
€11 + €22 + €33 1 1100 0 000
€11 + €929 + €33 111000000
0 0000O0DO0O0O0O
{rwl}:% 0 = [P"{I'} avec [P”"l]:é 0000O0O0O0O0O
0 0000O0O0O0O0O
0 0000O0O0O0GOO
0 0000O0O0O0O0O
0 (000 000O0O0O0 O]
(4.29)
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Nous définissons ensuite la matrice [BY] qui lie le vecteur I? au vecteur des degrés de liberté

électromécaniques :

{Te'} = [PI{T} = [P*[B{d°} = [B*']{d"} (4.30)
—

[Bvol}
Introduisons le vecteur I%? qui contient les déformations curvilignes déviatoriques généralisées :
{réev} = {1} — {1} = <[19] - [P”"l]){l“} = [P |{T} (4.31)
—_——
[Pde'u]

avec [Ig] est la matrice identité d’ordre 9 et

2 -1 -2 00000 0]

-+ 2 -2 000000

-+ -2 2 000000

0 0 0 100000
Pe1=1 0 0 0 010000 (4.32)

0 0 0 001000

0 0 0 000100

0 0 0 000010

0 0 0 00000 1|

Une matrice [B%"] est introduite pour lier le vecteur [9? a d° :
{1} = [P )T} = [P*][B|{d°} = [B*'|{d} (4.33)
N—_——

[Bde'u}

La méthode de dilatation constante consiste & calculer une valeur moyenne [B*”] de [B%] sur

I’élément et qui sera la méme pour tous les points de Gauss :

(B — Vi / (Bl av (4.34)

Nous obtenons ainsi une nouvelle matrice [B] définie par :

[B(&,n,0)] = [B*(&,n,0)] + [B™] (4.35)

A ce stade, nous rappelons que I'implémentation de H8F et SFRSP dans Abaqus® se fait de la
méme maniére que 1’élément coque ferroélectrique Q4TSF en suivant ’algorithme de la Figure
3.5 et la méme démarche que la section 3.4. Pour 1’élément SFR8P, le module tangent reste

constant (piézoélectricité linéaire) tandis que pour I'élément H8F, le module tangent ne l'est pas
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TAB. 4.1 : Coordonnées des huit points d’intégration.

Point d’intégration | Coordonnées (£,17,()

1 [ Sy —
V3’ /3 /3
5 (R ——
V3’ V3 3
3 (L, L 1)
V3’3 /3
1 L LT Ty
V3 V33
5 ey S
V3’ V3’3
6 (G
V3’ V3’3
7
8

A
S

—~| —~

et dépend de I’histoire du chargement comme expliqué dans le chapitre 2.
Dans la section suivante, nous présentons quelques cas tests de validation mécaniques, piézoélec-

triques linéaires et ferroélectriques non linéaires des éléments HSF et SEFRSP.

4.4 Cas tests de validation

4.4.1 Cas test mécanique : Flexion plane d’une poutre encastrée

Il s’agit d’évaluer le déplacement suivant Z de I’extrémité libre d’'une poutre encastrée soumise
& une charge uniformément répartie Pz = 10° N/m? (Figure 4.4). Ce test assez sévére est utile
pour étudier l'influence de la distorsion géométrique sur les éléments. Une solution de référence du
déplacement suivant Z du point C (Figure 4.4), basée sur la théorie des poutres, est donnée dans
9] : Wéef = 4.03 m. Nous présentons dans le Tableau 4.2 les résultats obtenus avec les éléments
SFRS, H8, C3D8, C3DSI et C3D20. Les trois derniers éléments sont des éléments d’Abaqus® :
C3D8 est un élément hexaédrique & huit noeuds, C3D8I est un élément hexaédrique a huit noeuds
avec des modes incompatibles pour ameéliorer sa réponse et C3D20 est un élément hexaédrique
a 20 noeuds [1]. H8 est la version purement mécanique de H8F. Les maillages utilisés dans le
calcul sont montrés sur la Figure 4.5.
Nous remarquons que :

— pour les maillages réguliers M1, M2 et M3, I’élément SFR8 donne des résultats nettement
meilleurs que ceux des éléments H8 et C3D8. Sa solution est du méme ordre de grandeur
que celle de I’élément quadratique C3D20 et I’élément C3DS8I. La méthode EAS (Enhanced
Assumed Strain) utilisée pour développer 1’élément C3D8I [1| donne des résultats nettement
meilleurs que ceux de 1’élément classique C3D8 et équivalents & ceux de I’élément C3D20.

— pour les maillages distordus, nous remarquons que SFR8 donne des résultats meilleurs que
ceux de I’élément C3D8I pour les maillages M4 et M6 ce qui montre qu’il est moins sensible
a la distorsion du maillage que ce dernier. SFR8 est meilleur que C3D20 pour le maillage
M4 et donne des résultats équivalents & ceux de C3D20 pour M5 et M6.
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) E = 107Pa
X h Pz v = 03
7 L = 100m
vl r % b b = 10m
7 X c h = 1m
P; = 10 N/m?

L

F1G. 4.4 : Poutre en flexion plane.

(M1) (M2) (M3)

(a) Maillages réguliers

(M4) (M5) (M6)

X
:Z (b) Maillages distordus
Y

A(1,25,0) ; B(1,75,10) ; C(1,16.7,0) ; D(1,50,10) ; E(1,50,0) ; F(1,83.3,10)
G(1,10,0) ; H(1,20,10) ; 1(1,40,0) ; J(1,30,10) ; K(1,45,0) ; L(1,60,10)
M(L,65,0) ; N(1,70,10) ; O(1,90,0) ; P(1,80,10)

Fi1G. 4.5 : Maillages tridimensionnels utilisés.

TAB. 4.2 : Résultats de la poutre en flexion plane (Wéef =4.03m).

Maillage H8 SFR8 C3D8 (C3D8I (C3D20
M1 0.103 2.761 0.103  2.986 2.963
M2 0.399 3.512 0.399 3.675 3.625
M3 0.854 3.560 0.854  3.848 3.798
M4 0.161 1.103 0.161  0.443 0.591
M5 0.245 1.576 0.245 1.892 1.712
M6 0.930 3.315 0.930 1.244  3.463

4.4.2 Cas tests piézoélectriques
Bimorphe piézoélectrique

Nous considérons dans cet exemple un actionneur piézoélectrique constitué par deux couches

de PZT-5H ayant une méme polarisation électrique (Figure 4.6). Cet actionneur, connu aussi sous
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100mm

Y
©=100V

X

FI1G. 4.6 : Bimorphe piézoélectrique : effet de la distorsion du maillage.

Structure initiale

Structure déformée

F1G. 4.7 : Déformée du bimorphe piézoélectrique.

le nom de bimorphe piézoélectrique, est généralement considéré pour amplifier le déplacement
transversal de Pextrémité libre. Les faces supérieure et inférieure du bimorphe sont soumises &
une tension électrique de 100 V tandis que la face moyenne est liée a la masse (¢ = 0). Un champ
électrique négatif apparait dans la couche supérieure et un autre positif est appliqué sur la couche
inférieure (Figure 4.6). Grace au mode de couplage d31, la couche supérieure se dilate (travaille en
traction) et la couche inférieure se comprime (travaille en compression) permettant ainsi d’avoir
un déplacement transversal important de ’extrémité libre comme illustré par la Figure 4.7. Une
expression analytique du déplacement transversal de ’extrémité libre de l'actionneur bimorphe
est proposée dans [79] :

_ 3dg L?V
=
Des calculs sont effectués avec les éléments H8F, SFR8P, C3D8SE et C3D20E. Les deux derniers

éléments sont des éléments piézoélectriques (linéaires) d’Abaqus® [1] : C3DSE est un élément

5 (4.36)

hexaédrique & huit noeuds (de premier ordre) et C3D20E est un élément hexaédrique a 20

125



Chapitre 4. Développement d’un élément fini solide ferroélectrique

noeuds. Le bimorphe piézoélectrique est modélisé par un maillage distordu de huit éléments
avec une excentricité e (Figure 4.6). Un tel maillage est considéré pour tester la sensibilité des
éléments, utilisés dans le calcul, a la distorsion du maillage. Les Tableaux 4.3 et 4.4 résument les

déplacements transversaux des points A et B de l'extrémité libre (Figure 4.6).

TAB. 4.3 : Déplacement transversal normalisé du point A (Wi = —8.22 x 10~4m).
Maillage  H8F SFR8P C3DSE C3D20E
e=0 5624 x 107 0.954  5.624 x 1077 0.821
e=3mm 0.042 0.954 0.042 0.823
e=6mm 0.043 0.954 0.043 0.798
e=9mm 0.038 0.954 0.038 0.669

TAB. 4.4 : Déplacement transversal normalisé du point B (W]gef =—-822x107%m).

Maillage ~ HSF SFRSP C3DSE C3D20E
e=0 5.624 x 1072 0.954  5.624 x 1073 0.821
e=3mm -0.031 0.955  -0.031 0.823
e=6mm -0.032 0.956  -0.032 0.796
e=9mm -0.027 0.955  -0.027 0.662

Fi1G. 4.8 : Déformée du bimorphe piézoélectrique simulée par I’élément C38DSE (e = 3mm).

Nous remarquons que l’élément SFR8P donne d’excellents résultats dans ce cas test. En effet,
il converge vers un résultat 5% plus faible que le déplacement de référence et la distorsion du
maillage n’influence pratiquement pas sa réponse. La réponse de SFRSP est meilleure que celle de
C3D20E qui devient plus sensible a la distorsion du maillage quand I’excentricité e augmente (voir
les resultats de C3D20E pour e = 9mm). Les éléments H8F et C3D8E, qui donnent des résultats

équivalents, sont trés sensibles & la distorsion du maillage (& Uinverse de ’élément SFR8P) et
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leur réponse diverge considérablement de la solution analytique dés qu’une excentricité e # 0 est
considérée dans le maillage (voir la déformée du bimorphe piézoélectrique simulée par 1’élément
C3D8E pour e = 3mm, Figure 4.8). En effet, le point A conserve un déplacement transversal

négatif tandis que le déplacement du point B devient positif.

Demi cylindre piézoélectrique
Le demi cylindre utilisé comme actionneur

Nous considérons dans cette section un demi cylindre piézoélectrique (Figure 4.9) polarisé
suivant I’épaisseur et soumis & une différence de potentiel radiale AV = 100 V. Les propriétés
matériau de ce demi cylindre sont celles du PZT-5H montrées dans le Tableau 3.12. L’appli-
cation d’un champ électrique radial permet d’obtenir un déplacement tangentiel important de
Vextrémité libre (Figure 4.10) grace au gradient de déplacement suivant I’épaisseur qui, a cause
du mode longitudinal dss, crée des contraintes de flexion. Des calculs ont été effectués avec les
éléments H8F, SFR8P, C3D8E et C3D20E. Une solution de référence du déplacement maximal
suivant X de 'extrémité libre a été obtenue en utilisant un maillage fin du C3D20E (100 éléments
suivant la circonférence, 10 éléments suivant la largeur et quatre éléments suivant ’épaisseur) :
Urel = 2.758 x 1079 m. Les résultats obtenus avec les quatre éléments sont résumés dans le Ta-
bleau 4.5 pour des maillages réguliers 8 x 1 x 2 (huit éléments suivant la circonférence, un élément
suivant la largeur et deux éléments suivant I'épaisseur), 16 x 2 x 2, 32 x 4 x 2 et 64 x 8 x 2. L uti-
lisation de deux éléments suivant I’épaisseur permet de mieux prendre en compte la variation de

I’épaisseur surtout pour les éléments de premier ordre C3DSE et HSF.

U=V=W=0

¢y =100V
\

15mm
1mm
5mm

—_—~—
e-;-gu
I n

Nl

Fi1G. 4.9 : Demi cylindre piézoélectrique.

Nous remarquons que I'élément HS8F donne des résultats équivalents & ceux du C3D8E surtout
pour le maillage 64 x 8 x 2. Ceci permet de valider le couplage électromécanique linéaire de

I’élément H8F. D’autre part, la convergence de ces deux éléments de premier ordre vers la solution

127



Chapitre 4. Développement d’un élément fini solide ferroélectrique

de référence est relativement lente par comparaison a la réponse de C3D20E qui converge vers
la solution de référence a partir du maillage 16 x 2 x 2. De plus, I’élément SFR8P converge vers
une solution 22% plus importante que la solution de référence. Pour le maillage 8 x 1 x 2, la
réponse de ce dernier élément est meilleure que celle du C3D20E. Globalement, SFR8P donne des
résultats meilleurs que ceux du C3DS8E et H8F surtout pour les maillages grossiers. Cependant,

sa convergence vers la solution de référence reste difficile méme en affinant le maillage.

Structure déformée

Structure initiale

T

Déplacement tangentiel

F1G. 4.10 : Déformée du demi cylindre piézoélectrique soumis a une différence de potentiel de 100 V.

TAB. 4.5 : Déplacement maximal normalisé de l'extrémité libre du demi-cylindre soumis a AV =100 V
(Uref = 2.758 x 10~ m).

Maillage C3DS8E C3D20E HS8F SFRSP
8§x1x2 0.123 1.157 0.112  1.250
16 x2x2 0.184 1.000 0.1564  1.186
32x4x2 0497 0.998 0.464 1.215
64 x8x2 0.816 1.000 0.811 1.225

Le demi cylindre utilisé comme capteur

Dans cet exemple, le demi cylindre de la Figure 4.9 est utilisé comme un capteur. Les deux

faces supérieure et inférieure sont liées a la masse (¢; = pp = 0) et une pression p d’amplitude
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102 N/m? est appliquée sur l'extrémité libre. Une solution de référence du déplacement suivant
X de lextrémité libre a été obtenue en utilisant le méme maillage fin du C3D20E que 'exemple
précédent : U = 2.685 x 107% m. Les mémes maillages réguliers que ’exemple de I’actionneur,
avec un et deux éléments suivant 1’épaisseur, sont considérés. Les Tableaux 4.6 et 4.7 résument
les résultats obtenus avec les quatre éléments H8F, SFR8P, C3DSE et C3D20E.

Nous remarquons que les éléments H8F et C3DS8E donnent des résultats équivalents et leur
convergence lente vers la solution de référence est toujours observée. Leurs réponses divergent du
déplacement de référence en utilisant le maillage 64 x 8 x 1 (Tableau 4.6). Ceci peut étre expliqué
par le fait que cet exemple est un cas test de flexion mécanique et il serait mieux d’utiliser au
moins deux éléments de premier ordre suivant l’épaisseur pour avoir une réponse correcte. Ce
constat est confirmé par les résultats du Tableau 4.7 ol des maillages avec deux éléments suivant

I’épaisseur sont considérés.

TAB. 4.6 : Déplacement mazimal normalisé de lextrémité libre du demi cylindre soumis & une pression
p =103 N/m? (un seul élément suivant [’épaisseur).

Maillage C3DS8E C3D20E H8F SFRSP
8x1x1 0.083 0.721 0.083 1.873
16 x2x1 0.316 0.964 0.316 0.913
32x4x1 0967 0.992 0.967 0911
64 x8x1 2459 0.997 2459  0.910

TAB. 4.7 : Déplacement mazimal normalisé de lextrémité libre du demi cylindre soumis & une pression
p =103 N/m? (deux éléments suivant [’épaisseur).

Maillage C3DS8E C3D20E H8F SFRSP
8x1x2 0.078 0.581 0.080  1.050
16 x2x2 0.262 0.974 0.279  1.048
32x4x2 0.602 0.996 0.610 1.055
64 x8x2 0.901 0.998 0.905 1.060

Globalement, ’élément SFR8P donne des résultats meilleurs que ceux des éléments HSEF et
C3DS8E et ne souffre pas d’un blocage en flexion pour le maillage 64 x 8 x 1. Il converge vers
une solution 9 % plus faible que le déplacement de référence quand des maillages avec un seul
élément suivant 1’épaisseur sont considérés (Tableau 4.6). D’autre part, SFR8P converge vers une
solution 5% plus faible que le déplacement de référence a partir du maillage 8 x 1 x 2. Pour ce

maillage, il donne méme un résultat meilleur que celui du C3D20E.
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4.4.3 Cas tests ferroélectriques
Polarisation d’un tube ferroélectrique

Cet exemple a été proposé par Laskewitz et al. dans [58]. Le processus de polarisation des
tubes ferroélectriques dans la direction radiale a été simulé par la méthode des éléments finis pour
montrer les distributions hétérogénes des champs électriques et des contraintes durant et apres
le processus de polarisation. En effet, comme expliqué dans [58], les investigations analytiques
donnent une premiére indication de la distribution non linéaire du potentiel électrique suivant

I’épaisseur et, par conséquent, du champ électrique hétérogene.

o5 O

(b)

Fi1G. 4.11 : (a) Huitiéme du tube ferroélectrique soumis a une différence de potentiel de forte intensité.
(b) L’histoire de chargement.

TAB. 4.8 : Paramétres matériau utilisés dans la simulation.

Module d’Young E (GPa) 1.
Coefficient de Poisson v 0.3
Contrainte coercitive o (MPa) 50.
Déformation de saturation g5 2x 1073
Champ coercitif E, (MV/m) 1.
Polarisation de saturation P*¢ (C/m?) 0.3

ds3 (m/V) 5.93 x 10710
ds1 (m/V) =274 x1071°
d1s (m/V) 7.41 x 10710
B (V.m/C) 2 x 106

v (N/m?) 5. x10°
Constante diélectrique e (F/m) 1.5x 1078

] (N/Vm)  60.

Un tube avec les mémes dimensions adoptées dans |58] est considéré (longueur L = 13mm,

rayon intérieur R, = 8.75mm, rayon extérieur R,y = 10.25mm et épaisseur h = 1.5mm).
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Grace & la symétrie du probléme, un huitiéme du tube est considéré dans la simulation comme
montré sur la Figure 4.11(a). L’histoire du chargement de la surface extérieure du tube est
montrée sur la Figure 4.11(b) (la surface intérieure est liée a la masse). Quatre éléments suivant
I’épaisseur sont utilisés pour mieux représenter les phénomeénes non linéaires qui apparaissent
suivant cette direction radiale. A cause de quelques difficultés numeériques liées éventuellement
au conditionnement de la matrice de rigidité (a cause de ’écart trés important entre les constantes
mécaniques et électriques du matériau), nous avons considéré des parameétres matériau différents

de ceux proposés dans |58|. Ce nouveau jeu de parameétres est résumé dans le Tableau 4.8.
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F1G. 4.12 : Potentiel électrique en fonction de la position radiale 4 la tension mazimale (t = 0.55s) et
quand le tube est déchargé (t =1s).
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Fi1G. 4.13 : Champ électrique radial en fonction de la position suivant l’épaisseur & la tension mazimale
(t =0.5s) et quand le tube est déchargé (t =1s).

La Figure 4.12 montre la distribution non linéaire du potentiel électrique suivant 1’épaisseur &
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Fi1G. 4.14 : Distribution du potentiel électrique & Uintérieur du tube & la fin du chargement (t = 1s).
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Fi1G. 4.15 : Distribution du champ électrique radial & Uintériewr du tube a la fin du chargement (t = 1s).

la tension maximale (f = 0.5s) et quand le tube est électriquement déchargé (¢ = 1s) comme

observé dans [58|. Cette non linéarité du potentiel électrique suivant I’épaisseur induit un champ
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électrique radial hétérogeéne comme montré sur la Figure 4.13. Quand le tube ferroélectrique est
déchargé, il reste un potentiel électrique résiduel a Uintérieur du tube (Figure 4.14). Dans ce cas,
la tension électrique maximale est proche de 327 V qui est suffisamment élevée comme expliqué
dans [58]. La Figure 4.15 montre la distribution hétérogéne du champ électrique radial a la fin

du chargement.
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F1G. 4.16 : Variation du déplacement longitudinal en fonction de la position radiale de ’extrémité libre
du tube.
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Fi1G. 4.17 : Distribution du déplacement longitudinal (suivant Z) ¢t = 0.5s.

D’autre part, nous remarquons que la surface intérieure du tube admet un déplacement longi-
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FiG. 4.18 : Variation de la contrainte équivalente en fonction de la position radiale.
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FiG. 4.19 : Distribution de la contrainte équivalente a t = 0.5 s.

tudinal (suivant Z) plus important que celui de la surface extérieure comme rapporté dans [58]
(Figures 4.16 et 4.17). En effet, une variation linéaire du déplacement longitudinal suivant la di-
rection radiale durant et a la fin du chargement électrique est observée (Figure 4.16). Ce gradient
de déplacement cause un gauchissement vers l'intérieur du tube ferroélectrique comme rapporté
dans [58].

Les Figures 4.18 et 4.19 montrent la distribution non linéaire de la contrainte équivalente durant
et & la fin du chargement électrique. De méme, les Figures 4.20 et 4.21 montrent la distribution

non linéaire de la polarisation ferroélectrique radiale.
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Fi1G. 4.20 : Variation de la polarisation ferroélectrique radiale en fonction de la position suivant [’épais-
seur.
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Fi1G. 4.21 : Distribution de la polarisation ferroélectrique radiale ¢ t = 1s.

Polarisation d’une plaque trouée

La polarisation d’une plaque ferroélectrique trouée est étudiée dans cet exemple. L’intérét
d’un tel cas test est premiérement, la validation de la formulation de 1’élément H8F en traitant un
exemple numérique sévére et deuxiémement, montrer les concentrations des champs électriques
et des contraintes mécaniques qui peuvent apparaitre autour du trou. La plaque trouée peut étre

vue comme une céramique ferroélectrique qui représente un défaut de fabrication qui induit sa
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fissuration et sa ruine & cause des concentrations des contraintes et des champs électriques qui

persistent aprés le processus de polarisation.

0.5 1 t(s)

Fi1G. 4.23 : Histoire du chargement de la plaque trouée.

Une plaque ferroélectrique carrée trouée (diameétre ¢ = 10mm) de coté L = 50 mm et d’épaisseur
h = 10mm est soumise a une différence de potentiel de forte intensité (Figure 4.22). L’histoire
du chargement de la face d’abscisse X = 50 mm est montrée sur la Figure 4.23. Un maillage
suffisamment fin est considéré dans la simulation (Figure 4.22). Les paramétres matériau de la

plaque trouée sont les mémes utilisés dans 1’exemple précédent (Tableau 4.8).
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Fi1G. 4.24 : Distribution du champ électrique équivalent ¢ t = 0.5 s.
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Fi1G. 4.25 : Distribution du champ électrique équivalent a t = 1 s.

Les Figures 4.24 et 4.25 montrent les distributions hétérogenes du champ électrique équivalent
a la tension maximale (t = 0.5s) et quand la plaque est électriquement déchargée (¢t = 1s).

Nous pouvons en remarquer les concentrations du champ électrique équivalent autour du trou.
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En effet, a la tension maximale, le champ électrique équivalent atteint la valeur maximale de
7.82 MV /m au voisinage du trou. Cette valeur trés importante vaut presque huit fois la valeur
du champ électrique coercitif. A la fin du chargement électrique, un champ électrique équivalent
égal & 4.5 MV /m persiste autour du trou. Cette valeur résiduelle vaut presque cing fois la valeur
du champ électrique coercitif et conduit & des réorientations locales de la polarisation rémanente
et a la fissuration de la plaque.

1.2386E+000 3.7080E+000

L S ]
4.2110E-003 2.4734E+000 4.8426E+000

Concentration de la contrainte
au voisinage du trou :
contrainte équivalente égale
a2 MPa

F1G. 4.26 : Distribution de la contrainte mécanique équivalente at = 1s.

La Figure 4.26 montre la distribution de la contrainte équivalente dans la plaque & la fin du
chargement électrique. Une contrainte équivalente égale a 2 MPa est observée autour du trou.
Cette valeur est 10 fois plus faible que la contrainte mécanique coercitive.
La Figure 4.27 montre la distribution du potentiel électrique dans la plaque a la fin du char-
gement. Des potentiels électriques résiduels maximaux de 10 KV et -10 KV sont observés au
voisinage du trou. Ces valeurs du potentiel électrique sont suffisamment élevées pour créer des
champs électriques internes supérieurs au champ électrique coercitif comme montré sur la Figure
4.25.
La Figure 4.28 montre la distribution de la polarisation électrique (déplacement électrique) équi-
valente (équivalent) dans la plaque a t = 1s. Au voisinage du trou, une polarisation équivalente
maximale égale 4 0.36 C/m? est observée perpendiculairement 4 la direction du chargement élec-
trique. Une polarisation équivalente minimale égale & 6 x 10~* C/m? est observée dans la méme
direction que le chargement électrique.

Finalement, La Figure 4.29 montre la distribution de la déformation totale équivalente a
Iintérieur de la plaque quand cette derniére est électriquement déchargée. Une déformation

équivalente de 1'ordre de 6 x 1073 est observée au voisinage du trou.
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F1G. 4.27 : Distribution du potentiel électrique a la fin du chargment (t =1s).
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Fi1G. 4.28 : Distribution de la polarisation électrique d la fin du chargment (t =1s).
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Fi1G. 4.29 : Distribution de la déformation mécanique équivalente a la fin du chargment (t =1s).

4.5 Conclusion

Deux éléments finis électromécaniques (H8F et SFR8P) ont été proposés pour ’analyse des
structures piézoélectriques linéaires et des structures ferroélectriques et ferroélastiques. L’élé-
ment SFRSP est un élément fini basé sur le concept SFR ou rotation d’une fibre spatiale. Dans
un premier temps, une version piézoélectrique linéaire de cet élément a été proposée pour amé-
liorer la réponse linéaire de I’élément hexaédrique de premier ordre H8F. Ce dernier élément
est couplé avec le modeéle ferroélectrique et ferroélastique (intégré implicitement pour réduire le
temps de calcul) présenté dans le chapitre 2. Pour tenir compte de I’anisotropie du comportement
piézoélectrique, le tenseur des déformations mécaniques et le vecteur champ électrique ont été
exprimés dans un systéme de coordonnées curvilignes. Cette formulation permet d’étudier des
structures piézoélectriques de formes quelconques fortement courbées ou la définition d’un repére
local cylindrique ou sphérique devient trés difficile. Quelques cas tests de validation mécanique,
piézoélectriques linéaires et ferroélectriques non linéaires ont été proposés pour valider les ré-
ponses de SFR8P et HSF.

En traitant les exemples du bimorphe et demi cylindre piézoélectriques, nous avons montré que
I’élément SFRSP peut améliorer considérablement la réponse piézoélectrique linéaire de H8F sur-
tout pour les maillages grossiers. L’exemple du bimorphe piézoélectrique a montré que SFR8P est
presque insensible a la distorsion du maillage a I'inverse des éléments classiques de premier ordre

HS8F et C3D8E qui présentent une réponse erronée pour les maillages distordus. Pour 'exemple
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du demi cylindre piézoélectrique, SFRSP a donné des résultats meilleurs que ceux de H8F et
C3DS8E surtout pour les maillages grossiers. Cependant, sa convergence vers la solution de ré-
férence (surtout dans le cas de ’actionneur) a été difficile. Ceci montre sans doutes la nécessité
d’approfondir la formulation de SFR8P sur le plan fondamental pour qu’il puisse passer la ma-
jorité des cas tests électromécaniques.

L’¢lément H8F a été capable de montrer les distributions hétérogénes des champs électriques et
des contraintes mécaniques durant et aprés le processus de polarisation des tubes ferroélectriques
comme rapporté dans [58|. Ces phénomeénes fortement non linéaires ne peuvent pas étre détectés
par I’élément coque ferroélectrique Q4'TSF car le champ électrique est supposé constant suivant
I’épaisseur. D’autre part, I’élément HSF a passé avec succes le cas test sévére de la plaque fer-
roélectrique trouée soumise & une différence de potentiel perpendiculaire & la direction du trou.
Des concentrations de champs électriques trés élevées autour du trou ont été observées durant et
apreés le processus de polarisation. Ces concentrations pourraient constituer une cause directe de
la fissuration des céramiques piézoélectriques qui représentent des défauts de fabrication. L’ex-
pression du tenseur des déformations mécaniques et du vecteur champ électrique dans le systéme
de coordonnées curvilignes est tres pratique spécialement quand des structures courbées sont
étudiées (comme le tube ferroélectrique). L’intégration implicite du modeéle phénoménologique
est plus avantageuse qu’un schéma d’intégration explicite car cette derniére technique est tres

cotiteuse et rend le résultat directement dépendant du nombre d’incréments utilisé.
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Ce travail de thése s’inscrit dans une démarche de développement d’outils numériques de
dimensionnement d’applications électromécaniques qui tiennent compte des comportements fer-
roélectrique et ferroélastique non linéaires que présentent les céramiques piézoélectriques lors-
qu’elles sont soumises & des chargements électromécaniques de forte intensité. La modélisation
de ces comportements non linéaires reste une question complexe et non triviale & cause de ’ani-
sotropie du comportement électromécanique et les phénomeénes de saturation de la polarisation
électrique et la déformation mécanique. Quelques modéles de comportement phénoménologiques
et micromécaniques ont été proposés ces deux derniéres décennies pour tenir compte de ces phé-
nomeénes non linéaires. Le premier type de modeéles (macroscopiques) est plus adapté au calcul de
structures dans la mesure oil le nombre de variables internes a chaque point d’intégration reste
raisonnable. Le temps de calcul et la capacité mémoire sont acceptables comparativement a ce
qui serait nécessaire dans le cadre d’une loi de comportement micromécanique non linéaire.

Une loi constitutive ferroélectrique et ferroélastique a été proposée. Deux variables internes,
qui sont la polarisation ferroélectrique et la déformation ferroélastique, ont été considérées pour
décrire I’histoire du chargement. Deux fonctions de pénalisation ont été proposées pour contro-
ler les saturations de la polarisation et la déformation rémanentes. Une intégration implicite
des équations différentielles a été adoptée. Cette approche implicite est plus intéressante qu’un
schéma d’intégration explicite qui nécessite beaucoup plus d’incréments que le premier schéma
pour converger vers une solution raisonnable.

La demande croissante des applications piézoélectriques miniaturisées taillées dans des films
minces ferroélectriques entraine le développement d’outils de dimensionnement numériques spé-
ciaux. Ces outils doivent intégrer des lois de comportement non linéaires pour fournir des in-
formations fiables concernant I'état des champs électroélastiques. En 'occurrence, un élément
fini coque ferroélectrique a été développé et implémenté dans Abaqus® via la routine utilisateur
UEL. Le modéle phénoménologique proposé a été adapté au cas des structures minces en adop-
tant 'hypothése des contraintes planes communément utilisée dans les théories des plaques et
coques. Il a été supposé que la polarisation rémanente apparait uniquement suivant 1’épaisseur
puisque le champ électrique agit, généralement, suivant cette direction dans les structures pié-
zoélectriques minces. Nous avons remarqué que cet élément coque électromécanique peut étre
utilisé stirement pour étudier les applications piézoélectriques linéaires de type actionneur domi-

nées par le mode d3; comme le tube piézoélectrique. Cependant, I’hypothése des sections droites,
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qui néglige la variation de ’épaisseur des structures minces, ne permet pas de prendre en compte
le mode de couplage ds3 et par conséquent, il a été montré que ’élément coque ne représente
pas de maniére précise la déformée de la spirale piézoélectrique mince. D’autre part, 'hypothése
d’une variation linéaire du potentiel électrique suivant I’épaisseur (champ électrique constant)
ne permet pas de prendre en compte les phénomeénes non linéaires qui apparaissent suivant cette
direction méme pour des structures minces. A titre d’exemple, les distributions hétérogénes des
champs électriques et des contraintes mécaniques qui apparaissent suite & la polarisation des
tubes ferroélectriques suivant la direction radiale ne peuvent pas étre simulées par 1’élément
coque électromécanique puisque un maillage fin suivant I’épaisseur du tube est demandé dans ce
cas.

Toutes ces observations ont motivé le développement d’un élément fini hexaédrique électro-
mécanique (H8F) qui intégre la loi ferroélectrique et ferroélastique tridimensionnelle intégrée
implicitement. Le tenseur des déformations mécaniques et le vecteur champ électrique ont été
exprimés dans un systéme de coordonnées curvilignes pour tenir compte de ’anisotropie des com-
portements ferroélectrique et ferroélastique. Cette derniére formulation est trés pratique dans le
cas des structures courbées ou de géométrie quelconque et évite de définir un repere local par
élément (le méme pour tous les points de Gauss) ce qui pourrait engendrer des erreurs surtout
pour des maillages non réguliers.

L’¢élément hexaédrique électromécanique H8F a été capable de montrer les distributions hé-
térogeénes des champs électriques et des contraintes mécaniques durant et aprés le processus de
polarisation des tubes ferroélectriques. De plus, il a passé avec succés le cas test sévére de la
plaque ferroélectrique trouée soumise a une différence de potentiel perpendiculaire a la direction
du trou. Des concentrations de champs électriques trés élevées autour du trou ont été observées
durant et aprés le processus de polarisation.

Une attention particuliere a été accordée a un nouveau type d’éléments basé sur le concept
SFR (rotation d’une fibre spatiale) développé pour améliorer la précision des éléments finis li-
néaires classiques (hexaédre & 8 noeuds dans notre cas). Une version piézoélectrique linéaire
baptisée SFRSP a été développée et testée. L’exemple du bimorphe piézoélectrique a montré la
valeur ajoutée de cet élément qui s’est avéré pratiquement insensible & la distorsion du maillage a
I'inverse des éléments de premier ordre. Cependant, cette premiére version nécessite sans doutes
plus d’approfondissement sur le plan fondamental surtout en ce qui concerne la convergence vers
les solutions de références quand le maillage est affiné.

Pour tenir compte des modes de déformation suivant I’épaisseur dans les structures minces
(telle que la spirale piézoélectrique) en restant sur des cotts de calcul raisonnables, les théories
de coques d’ordre supérieur peuvent étre considérées. Les éléments solide-coques, qui offrent la
possibilité d’utiliser des lois de comportement tridimensionnelles tout en conservant les interpo-
lations utilisées dans les éléments coques, peuvent étre envisagés également.

Enfin, la description du comportement a 1’échelle microscopique est envisageable car elle

permet de tenir compte de maniére plus précise des mécanismes physiques responsables du com-
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portement non linéaire. Plus particuliérement, il est possible de modéliser plus efficacement les

réorientations ferroélectrique et ferroélastique des domaines.
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Annexe A

Comportement ferroélectrique

A.1 Calcul de Jx

Dans le cas d’un comportement ferroélectrique, les variations des résidus R, RP R et R'® par

rapport aux inconnues Ag, AD, AP et AX® sont données par :

ORY; 55 ORY;
Ohaop, 71T LD, (A1)
1
oRy, . 352;\%1 Oeijin+1 . ORG 0
OAP;, ~ TUMTGAP, T OAPg MM gANe T
orRP  9RP
8A0kl N ’ 8AD1¢ oo
ORP  Oeipni1 e f hun1 . OR? _
oAP: —  OAP: (Ektpns1 — Skijn+1 Ekun) + €iklln+1 PN e 9ANe 0
(A.2)
OR¢ 1
f o OR; 0
aAakl aADk
] e aX¢ Eijns1 — X§, OXj,,
aRle = Oik + AA _ Z\n—i;l B e intl e| +13 (El\n+1 _Xle|n+1) d 4;1
OAP; |Ens1 — Xnpll 0AP; [Ens1 — X5l OAFY
8Rle _ Ei|n+1 - Xie‘n+1
NN [|Epgy — X5l
(A.3)
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ORT* _0 - ORT* _ 0
8&0‘@' N ’ 8ADZ N
fe 0xX¢ fe (A.4)
OAPf ~ Eppr — Xoll 1 T 9ARE T 9AN T
aeki‘\n-}—l
Calcul de — 2"
alcul de N
Nous rappelons qu’a la fin de 'incrément, le tenseur piézoélectrique direct admet ’expression
suivante :
Bl s s a e o
ijklntl = T psat | 933Cin+1%nt1%%n+1 + d31 (05 — ej\n+lek|n+1)ei|n+1 (A5)
dis P D P P D D .
+7 [(65 — ei\n—l—lej\n—}—l)ek\n—l—l + (0 — ei\n+1ek\n+1)ej\n+1]:|
avec ,
In+1
elzz')|n+l = }in ; _2-1—1 = B:L + AP¢ (AG)
[Pty

Nous pouvons montrer que la variation du tenseur piézoélectrique direct par rapport a 'incrément

de la polarisation ferroélectrique est donnée par ’expression suivante :

Od;jknt1 Bl
OAPy — PP ] 335} 415n 41 ki1 + 431 (5jk = €41 €111t
in
dis 5 D D D 5 D D D
+7 (63 — ei\n+1ej\n+1)ek|n+1 + (dik — 6i\n+1ek\n+1)€j|n+1]
» D
+M d Oini1 +e de Ejin+1 P e aek|n+1
Ppsat 33 aAf)le ej|n+lek|n+1 z\n—i-l aAPe k|n+1 z|n+1 j|n+1 8AP6
e? el oel
€ln+1 P P T klnt1 in+1
+d31[ aAPe k\n—i—l y\n—i—l aAPe ] f|n+1 + d31(6 ]|n+lek\n+1) aAPe
dis 8ez|n+l o o 8eg\n+1 » dis 5 p  p 8ek\n+1
+7[ dAP? €iln+1 ~ Cilnt1 FINE ]ek|n+1 + 7( ij — ez‘\n+1ej|n+1) RN
+@[ 8ez|n+1 o o 8ek\n+1] po G5 dis (G — e ¢ )8eg\n+1
9 aAPe k|n+1 z|n+1 8AP6 ]\n—}—l 9 ik — z|n+1 k|n+1 8AP6
(A7)
avec
6ez\n+1 % LS (A.8)
OAPS | By 4l 125l

La variation du tenseur piézoélectrique inverse par rapport & l'incrément de la polarisation fer-

roélectrique peut étre déduite de ’'Equation (A.7) :

O€Lijin+1 5 ipgins1
Ckijln+1 = prqdkpqlnﬂ = DA PF = Yijpq dAPE (A.9)
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A.1. Calcul de Jx

e
agij|n+1

Calcul de aAPIS

Le tenseur des déformations ferroélectriques & la fin de lincrément est lié directement & la

polarisation ferroélectrique :

€ _ § sat HBZ—HH

1
=4l 9 Ppsat (§i+1 ®§Z+1 - gé) (A.10)

Nous en déduisons donc la variation de §Z+1 par rapport a AP¢ :

D D
(ep aez‘\nﬂ » aej|n+1)

i‘n“e?‘n“ - 35ij) + HBZHH(_@APJ? €in+1 T ef\n-l—l RINT:
(A1)

8€fj\n+1 _3 et | Proi
OAP; 2 Psat | ||Py ||

1

0X¢
iln+1
Calcul de Z?APIS

Pour controler la saturation de la polarisation rémanente, I’expression suivante du vecteur d’écrouis-

sage ferroélectrique est considérée :

X =0E (1 + gQ(Perq|n+1)) (A.12)
avec
0 si Ji < —cf Prl
+1
g2(qu‘n+l) = pe Je Je et 7el+1 = eqnt _1
st | (B D (Bt 1) —1) | s iy > e pe
(A.13)
La variation de X, par rapport & AP® est donnée par :
0X¢ o
In+1 g2
8Aznpke = Bézk (1 + gg(PeT’q‘nH)) + B iT"HZ?A—P,f (A14)
avec
0 si Jii < —cf
892 = e Je Je
e pg 1 1 1 aJy .
AV T [exp( Zj +1) -1+ (’Z—j + 1)exp(z—: +1)| Fgapt s i > ¢
(A.15)
et .
0J5 . _ Pt (A.16)

OAP; P[Py ]
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Les systémes de dérivées (A.1), (A.2), (A.3) et (A.4) permettent de déterminer la matrice jaco-

bienne [Jx] :

[ OR{; ORY, ORY,
0No11 ONo12 ONo13
ORY, OR{, OR{,
0Ao11  0No12  0Ao13
ORS, ORS, ORS,
0No11 ONo12 ONo13

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

A.2 Calcul de Jy

ORY,
ONo33

ORY,
0No33

ORS,
ONo33

OF
x1=|oax
OR7,  ORy,  ORy, i
0 0 0 OAP; OJAPs OAPs 0
OR{,  OR{,  ORfy,
0 0 0 OAPf OAP; OAFPS 0
ORg,  OR3;  ORg,

0 0 0 OAP; OJAPs OAPs 0
ORP ORP ORP ORP  9RP  ORP 0
0AD1 9AD; 0ADs OAPf 0AP; OAP;

ORD ORD ORD ORP  ORDP  ORP 0
0AD1 9AD; 0ADs OAPf JAP; OAF§
ORY ORY  ORP  9RP  9RP  ORP 0
0AD1 9AD; 0ADs OAPf OJAP; OAP§
0 0 0 OR§ OR§ IR IR
OAPf OAP; OAP; OJA)e

0 0 0 ORS ORS ORS ORS
OAPf OAPy OAP§ 0L\

0 0 0 ORS ORS ORg ORg
OAPf OAP; O9AP§ OANe
ORI®  ORI®  ORS”

0 0 0 OAPf OAP; OAFP; 0

(A.17)

Les variations des résidus R7, RP, R® et R/® par rapport aux variables de pilotage Ng et AE

sont données par :

ORG _ p . O
e, ure 0 HAE,
ORP  ORP
ey, L HAE, T
OR;
Olep,
oRs AN - AN
OAE,  |Enp — X5l ™ 1By — X540
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= Cpijln+1

15
ip

(Eifnt1 — Xz‘e\n+1)(Ep\N+1 -

(A.18)

(A.19)

;S|n+1)
(A.20)



A.2. Calcul de Jy

8Rfe ) 8Rf€ Ep|n+1 - X;\n—i-l

’ _ » (A.21)
O \ep, ONE,  [|Ep — X5

En utilisant les dérivées (A.18), (A.19), (A.20) et (A.21), nous pouvons constituer la matrice

jacobienne [Jy] comme suit :

[ ORY7, OR{; OR{; o ORY, ORY, OR{; OR{;, 7

0Ne11 0Ne12 0Ne13 0Ness ONEq ONEs 0N FEs3

ORY, ORY, ORY, o ORY, ORY, ORY, ORY,

0Ne11 0Ne1o 0 Ne13 0 Nes3 ONE, ONFE> 0N E;3

ORS, ORS, ORS, ORS, ORS, ORS, ORS,

0Ne11 0Ne12 0Ne13 e 0Ness ONEq ONEs 0N FEs3

ORP ORP ORP ORP ORP  9RP  9RP

0Ne11 0Ne12 0Ne13 e 0Ness ONEq ONEs 0N FEs3

OF ORY ORY ORY ORP  ORP  ORP  ORP

[JY] — |: — — 0Ne11 0Ne12 0Ne13 0Ness ONEq ONEs ONAFEs3 (A 22)
ONY '

- ORY ORY ORY ORY ORY ORY ORY
0Ne11 0Ne1o 0Ne13 e 0Nes3 ONE, ONFE> ONE3

ORS OR{ ORS

0 0 0 T 0 0AE, O0AE; OAF;

IRS ORS IRS
0 0 0 o 0 OAE, OAL; JAF;

ORS OR§ ORS
0 0 0 o 0 0AE, OAE; OAEj

ORI®  ORI®  ORSC
0 0 0 T 0 OAE, OAE; JAE;

151



Anneze A. Comportement ferroélectrique

152



Annexe B
Comportement ferroélastique

B.1 Calcul de Jyx

Dans le cas d’un comportement ferroélastique, les variations des résidus R, RP, ﬁf et R” par
rapport aux inconnues Ag, AD, Agf et AN’ sont données par :

ORC. O€Lijint1 OR;
U _ 58 4 okt g : o=
INop, T " Ohoy, "7 DAD, :
B.1
ORY, g, 9ekijinn OR; .
=Ciipet — 7 Lhnt1 AN !
onel, oA, A
8RZD B _aeik”nﬂ . e €f ) _ M . % =9
OAqu B aAqu kiln+1 Min Min-+1 8AO’P£I ’ aADp -
(B.2)
3RZ~D B _aeik”n“ (6 — e €f ) + e, _ 8APZU . 8R2‘D =0
el onel, klln+1 = €kijn — Skijnt1 ipgintl 0Ne), — OLN

OR!. 3 ANC Bsy;
0 |n+1 ﬁ 1]‘”“’1 ’L [n+1

oy = 5T . —x. . < aAJa +\[ A P s J s —x°. 8 % (Skl|n+1 X5
Pq 2 Zp41 =n41

)8skl\n+l
s X0 Elin+1) 9hapq
RS AN ijlnt1— 0X¢e
75 :5 5 _'_\/g L]\n+l \/7AAU J ZJ\nJrS x Sk Xo- k:l\n+1
— — o — YO 1
onel, = Owdia t\ 3y —xm T aAepq I, x0T % kit = Xyon) 547
8R{j —0 - OR;; __ /3 Sijln+1— an“
9AD, Vi 2 s . X7, |
n+1l n+1 (B 3)

153




Anneze B. Comportement ferroélastique

8RJM \/7 % (S _ xo )askl|n+l 86’0\71—}—1 . aRfU —0
8Aapq Hs — XZH I kl|n+1 Kln+V 9N E?Aapq ' 9AD,
ant Va9 Kl - ; =
aﬁegq 2 ||§n - ég | s Fln+1 8Aqu 0NN
(B.4)
La variation du tenseur déviateur des contraintes s, par rapport Ag est donnée par I'expression
suivante : 5 X
Sij|n+1
8Z;pq = dipjq — géijépq (B.5)
Calcul de OLF; et OAP

8AE£I 0Ny

Nous rappelons que l'incrément de la polarisation ferroélastique est directement lié I'incrément

de la déformation ferroélastique comme suit :

sat

S €n Gy €
APT =71— Nl el x h(——24L ) (B.6)

Nous pouvons donc en déduire les variation de AP? par rapport a Ag et Agf :

OAP?  psat ChinClinTHlin+1
;, =T Sal (57;7,6?‘” X h(—L) (B7)
ONers € Tc
. p P
OLR, Psat Nele? x| — Crin®sin X i (B.8)
aﬁam Esat ij=jln Oc 2 cosh?(— ek|nel|nakl|n+1)

aekij\n-l—l ¢ aekij\n-l—l

e
A&?I’fq Ao,

Calcul de

Le tenseur piézoélectrique direct est donnée par expression suivante (e 1= =eh et AP =0):

|25, + AL

. - =n —= 1 PP p P D
dwklnﬂ - Ppsat {d?’?’ezn j\nek|n +d3 (5 ej\nek|n)ei|n

] (B.9)
15
+7 [(5“ B ef\nein)ezm + (5’k o ef\nezm)e?\n] }

Les variations de d | par rapport Ag et Aef font intervenir les variations de la polarisation
—_n-+ - -
ferroélastique par rapport aux incréments de la contrainte et de la déformation ferroélastique :

Odijkjn+1 1 OAPS,

T

_ p P P P P \D
N, = psat||pr | Pm|n+laA {d336inejnek|n+d31(6jk ej|nek|n)ei\n
L n

dis P P P P P D
+7 [(5” B ei\nej\n)elﬂn + (57'k o ei\nek\n)ej\n]

(B.10)
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B.1. Calcul de Jx

Odjjkns1 1 OAPY,

= x P’ Y
el Psat||Py || 7 I e,

dis
2 (05 — €}, €8 )ery, + (O — €bep e ] }

p _p _p p _p p
{d33einejnek|n +d31 (63 o ej|nek|")ei‘”
(B.11)
+

En utilisant la relation (2.4) entre les tenseurs piézoélectriques direct et inverse, les variations
de e " par rapport aux incréments de la contrainte et de la déformation ferroélastique peuvent
=n

étre déterminées :

_CE g . Oekijin+1 g Odkrsint1 Oekijin+1 g Odkrsinti
Ckijln+1 = VijrsQkrs|n+1 E?Aapq — Yijrs E?Aapq e aAEIqu — Yijgrs aAEIqu
(B.12)

o
aXz‘j\nH
f
Epq

Calcul de

Pour controler la saturation de la déformation rémanente, l’expression suivante du tenseur

d’écrouissage ferroélastique est considérée :

Xoo=1g, <1 + 91(€£q|n+1)> (B.13)
avec
0 Si oy € - o
+1
gl(ggq‘n—i-l) = s s Js et TsH_l — 6Qnt 1
_epr(Df)_—l (== + 1)(6XP(’Z—s“ +1) - 1> siJS > —c psa
(B.14)
La variation de §Z+1 par rapport a Agf est donnée par :
0X7? P
ijlnt+1 Y f g1
avec
0 S8, < —cf
og1
o Ps Js J2 IS 73 _
Ohepy ep)=1 [eXp( 1) 14 (25 + Dexp(—5+ + 1) éa&gz st JS > —cf
(B.16)
et )
9541 _V 2/3 Epglnt1 (B.17)

onel, et er

155



Anneze B. Comportement ferroélastique

ao'c|n-‘,-1

Calcul d
alcu e@Aapq

Nous rappelons ici la relation qui lie la contrainte coercitive a la fin de l'incrément 6,11 au

champ électrique et a la contrainte mécanique :

e.g e
5 — SE. .ol x hf——_=ntl 7" B.18
Ocln+1 = \Oc T 0Ly, €& X ( ) ( : )

Oc

En remarquant que < z >~ x h(z), la variation de la contrainte coercitive par rapport & l'incré-

ment de la contrainte mécanique peut étre écrite donc sous cette forme :

~ p P
8O'C\n—i—l o s D er|nes\n k
Do LT OB X — = X WL o 1k
rs c COs oo ek‘ne”nak”nﬂ
el el o
D kln"ln kl|ln+1
h<0'c + 5Ei|n+1ei|n X h(—o_ic)

P P
ek\nel\no—k”n‘Fl)
Oc

+ |:O'c + 5Ei‘n+1ef‘n X h(—

(B.19)

p P

[ OE; 165 X Crin®sin : x
— 0L 1€, 2k _p _p
Oc 2 cosh (—U_Cek‘ne”no-kl‘n-i-l)
k
) » €€ n ThlIn+1
2cosh” ( ko, + 5/<:E,~|n+1€i|n X h(_oic)

Les systémes de dérivées (B.1), (B.2), (B.3) et (B.4) permettent de déterminer la matrice jaco-

bienne [Jx] :
4= [5A%)
x| = =
oAX
OR7, OR7, . ORY7, 0 0 0 ORY7, ORY7, o OR7, 0 b
0Ag11  0lo12 dNo33 anel,  anel, ANel,
ORT, ORI, . OR%, 0 0 ORG,  ORG, . ORG,
dho11  9lo12 9lo33 anel,  aned, aNed,
5333 6R”33 L. 93.”3.3 0 0 0 OR3, OR3, o OR3, 0
001 0Ao12 0Ao33 aAs{l aAs{z 8As£3
ORP orRP  9RP ORP ORP 9RP ORP orP  9RP 0
OANo11  ONo1o ONoss OADy OADs OADs 8A5{1 8&5{2 8A5§3
ORY ORP ORP ORP  ORP  ORP ORY ORY ORP 0
OANo11 ONo12 OAos3 ONADq OA Do ONADs 5&6{1 5A€{2 9A5§3
ORY ORP 9RP ORY  ORP  ORP ORY 9RY ORP 0
0ANo11 00012 0ANo33 OAD1 OADz OAD3 3&6{1 3&6{2 6A5£3
OR{, oR{, . OR] 0 0 0 or{, oR{,  or{, oR{
dAc11  0Aoi2 dAo33 aAE{I aAE{Z aAE:{:; IAN
alez 3R{2 . 83{2 0 0 0 BR{Q BR{Q .. 5R{2 BR{Q
0Ao11  0Ao012 0033 E)As{l aAE{z BAE{;; OANT
oRf,  oRf, oRl 0 0 0 oRf, orfy  ORf, ORI
0Ao11  0Ao12 0033 3&6{1 3&6{2 9A5§3 OANT
or/”  oRrf” . ORI’ 0 0 0 oRrRf”  9RI7 . 9RI” 0
Do 9Dorz D033 anel,  ane, ANeD,
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B.2 Calcul de Jy

Les variations des résidus R, RP R/ et RI" par rapport aux variables de pilotage Ag et AE

sont données par :

loa o2
OR?; B . OR?; P
0Aepq OAE,
ORP oRP
= —Cipgln+1 = —€p
[OJAN OAE,
ORY, ORY, .
ONepg 1 OAE,
ORI 0 - OR"  06¢nt
- = : —__anT
0Aep, OAE, OAE,
avec
06 cn Db
+1 D CknClnTkln+1 D
OTE'[] = |:5€q‘n X h(—aic) X h Oc + 5E7;‘n+1ei|n X h(—
D ez‘neﬂnakl\vwl p
4—[0’c + 5E,~|n+1ei‘n X h(—T)} X [5eq|n X h(—
k
2 D eg\neﬂno—k”n‘Fl
2 cosh <k:ac + k0 Eijny1€;,, ¥ h(—T)>
Nous pouvons donc en déduire la matrice jacobienne [Jy] :
dRY,  ORY, ORg,  ORY,  ORY,  ORY,
0Ne11 ONe1o T 0Ness ONEq ONEs O0AFEs3
ORY, OR{, OR{, ORY, OR{, ORY,
0Ne11 O0Ne12 e 0Nes3 ONE, ONFE> ONE3
ORg;  OR%, ORg,  OR3, ORY,  ORY,
0Ne11 ONe1o e 0Ness ONEq ONEs YA DA
ORP  ORP ORP  9RP  9RP  ORP
0Ne11 ONe12 e 0Nes3 ONE, ONFE> ONE;3
y] = OF 1 _ | arP  orP ORP  ORD  ORP  ORP
YIZoAY) = | 98enn 9Ber; 7 O9hess OAET O0AE; OAE;
ORY  orRP  ORP  ORD  ORP  ORD
0Ne11 O0Ne12 0 Nes3 ONE; ONFE> ONE3
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
ORI”  ORST ORI
L 0 0 0 OAE; O0AFEy OAE3

P P
CknClnTkln+1

Oc

p p
ek\nel\nakl‘"+l

Oc

)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

)] x

(B.24)

(B.25)
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Annexe C

Comportement ferroélectrique et

ferroélastique

C.1 Calcul de Jx

Dans le cas d’un comportement ferroélectrique et ferroélastique pleinement couplé, les variations
des résidus R, RP. Re, ﬁf, R/ et R’ par rapport aux inconnues Ag, AD, APS, Agf, ADN

et AX? sont données par les expressions suivantes :

aRCf, 866 8 ..
= bipljg + Ol o] e Elkjn-+1
900 (YA dDopq
aRqu _cE Osz”nH aekij\n—i—l
RINE = Vijkl FINZ2 AN & it
0 (C.1)
ORy; =CE +CE, a1 + aemﬂnHEk\"H
8AE£q tpq K 8AE£¢1 AEIJ;Q
ORG _o . 9FG _, . 9R; _
9AD, = 1 Bhx T T BhAT
ORP _ Ocittjns ‘ f Pl 08T
0Ny, Oopg (Chtn+1 = a1 ~ Ehaprr) + Ciktina dopg  OD0y
ORP  Oeipnia e f Pt
GAP: = oAP: (it ™ Ees ~ Shtpus) T Cktint1 A pe i (0.2)
ORP de; = |
DALl Cimalnt1 ﬁ(fkunﬂ = St~ Sltua) F eik”"ﬂ%
T . pq
ORD _s . ORC _, o ORZ
OAD, T 9AN - 0LX
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OR¢ _ AN Xint1 B Eijn1 — X1 (Egnat — )8X2|n+1
080p; — [Enir — Xl 080y B~ X Pt ™ i) R,
OR; 64 AN 0X in+1 B Eijpg1 = X1 (Einsr — X¢ )8X2|n+1
IAPY S NE, o — X5l OAPE |Epp1 — X5 llP 0" kn-+1 OAF
(9Rf _ AN X?jn—l—l - Ei‘n-i—l B Xﬁn'f‘l (Ek |- Xxe )8X2|n+1
00ehy,  NEni — X5l one], By — X 3 P g A ]
oOR _, . OB _ Ppa X ome
OAD, 1 AN T [Bp—Xopll | 96N o
3
8szj _ \/7 « (asijn—i-l B aXinn-i-l)
ONO g Hs - X" Al 0oy, 0oy,
Sijln+1 — ngj\n-l—l OSkin+1 X kl|n+1
Ax 2 X (Skijn+1 — Xgyin )( -
\/7 (R —n+1H3 - Hint 2\ 900y, A )
oR’. 0xXg,
CER N S \/’ _ ]|f+1
N, 2ls, ., — X +1H dNeD,
082J|n+1 Xz n+1 o a‘)(Igl n+1
_\/gA)‘ HS — J‘ H3 X (Skl|n+1 - Xkl\n—i—l) |
Snt1 —n+1 aﬁepq
f . o
OR;; _ \/g AN “ OX i
ONPE 2 H§n+1 - éZHH ONPE
3 Sijln+1 — ngj\n—l—l anl\n—l—l
VP TAY N > X (Skin+1 = Xinat) A x Do
\/; H3n+1 _XHHH?) |+ klln+1 FIN
oORl; . ORl; . ORL,  [3 St — XFpis
OAD, TOANe TOAN H§n+1 —n+1H
(C.4)
aRfe B 1 " (E )an‘TL—l—l
= - e klntl — Xglna1) A~ -
dlop, |Ep+1 — X5l It k' 000y,
ORS* 1 OXf) 1
=— By — X6 ) —tlntl
ORF; ~ MEnwi— Xl et = M) gy (©5)
aRfe _ 1 " (E X@ )an‘TL—l—l
- e kln - n
0Depg — |Enpr —Xoll = TEe g AT
orRSS ORI QR 0
OAD, 7 0AXe T 9NN



C.1. Calcul de Jx

ORI’ \/7 « (s o )<83kl|n+1 B X kl|n+1) _ 00cpnta
RN 2], . _n+1|y MintL = Shilnt V"9 NGy 0A0pg Ny,
ORI’ 8‘Xl(cjlm-i-l
— X

8AP6 \/7H3 —n+1H X (St b1 57 e OAP;
ORI \/’ OXFin i

X (Skipn+1 — Xgin )7
onel,  V2ls,,, - X |l kiU g AT
ORI 0 - aRf“ _ ORF"
dAD, ' dAX T AN

(C.6)
Caleul de a€§j|n+l agzy|n+1

8AO'pq 8A€pq

Dans le cas ou les incréments des polarisations ferroélectrique et ferroélastique sont non nuls, la

direction de polarisation a la fin de l'incrément est donnée par :

p _ Py PR+ AP+ AP

— — C.7
Gt = o T B + AP + AP (1)

Ainsi, les variations de la direction de polarisation par rapport a la contrainte et la déformation

ferroélastique s’écrivent :

8ez|n+l o 1 8APZ'U B Pz?\dn—i-l % Pr 8APJ
dlop, = +1ll 8A‘7pq [Paemy(i kin+1 8A‘7pq (C.8)
86z|n—l—1 1 8APZ'J Pzr|,n+1 . 8AP]§

X — X —
onel, 1Pl ~ onel, 1PLallP T T F aad,

Les variations de la déformation ferroélectrique par rapport a Ag et Agf peuvent donc étre
déduites des relations (C.8) :

e ¢
agz‘j|n+1 3™ 1PE | e €iln+1 o7 Lo 8eg\n+1
aAqu Psat =n+1 AO'p ]|n+1 z|n+1 aAqu

agfj|n+1 _ 3™ || H<8 il op 869n+1>
8&81];,1 9 psat =n+1 8A f ]|n+1 z|n+1 E?Aqu

(C.9)
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Anneze C. Comportement ferroélectrique et ferroélastique

86 iiln Z?e iiln
Calcul de kijin1 t kﬂfH
(YA dNeD,

Le tenseur piézoélectrique direct est donnée par ’expression suivante :

_ PR +APCHAPT , p D p
dijk|n+1 - ' Ppsat d3362\n+1 ]|n+lek\n+1 +dz (6ﬁk B ej|n+lek\n+1)ei\n+1
(C.10)
dis [(5.. _ oP P P P D D
+42 (0 Cint1%n+1)Chnsr T ik ein+1ekn+1)ejn+1]}
ous en déduisons la variation de d ar rapport a Ao :
N déd 1 tion de d P pport a A
—_n-+ —
.. g
admk|n+1 _ 1 « Pr 8AP d336 P 4y (5 P P )ep
aAO-pq Psat”B;‘H_lH k\n-l—laA iln41 ]\n-l—l k|n+1 J ]\n—l—l k|n+1/"in+1
dis

D D D D D D
9 (05 — ei\n+1ej\n+1)ek|n+1 + (Gik — ei\n+1ek\n+1)ej|n+l] }

Pr oeb oer el
L] { P O e O e 2y

Psat 8A0pq jln+1 iln+1 8A k|n+1 i|n+1 j|n+1 E?Aapq
del oel
y\n—i—l P k|n+1 D ‘ iln+1
+da1 [~ 57— oA, Ckln+1 ~ Cjnt1 8 pg — e €in1 T+ d31(85% — ]|n+1ek\n+1)aAO-pq
P
d15[ Oe; Ciln+1 p o7 e \n+1] » d15(5“ )8ek\n+1
2 LT Bhgy, It T Gt g g, | Hni T 0 i1 t1 Doy,
dis . 0€ Ciln+1 p o Oey Ckln+17 p dis S PP 8eg\n+1
7[ N0y, Ckin+1 ~ Cijn+1 NG, ]ej\n—i-l + 7( ik — z|n+lek|n+1) I
(C.11)
L ion de 24Mm st similaire & 224 ] suffit d lacer A\ Aef,
expression de —5-== est similaire & —5x7= < il su e remplacer Aoy, par Acpg.

La relation 2.4 permet de déterminer les variations de du tenseur piézoélectrique inverse e

=n+1
par rapport aux incréments de la contrainte et de la déformation ferroélastique :

3€kij|n+1 _ E adkpq\n—i—l ) 3€kij|n+1 _ E adkpq\nﬂ (C.12)
[SJAN P (YA 7 8&6{3 WPl 8&6{3 '
0X5§ 0X
Calcul de int1 et Z|n+1

0oy, aﬁgpq

Les variations du vecteur d’écrouissage ferroélectrique par rapport a Ag et Agf sont données
par :
9 z\n—i—l _ﬁ 892 . 0 z|n+1 — 3P (C 13)
OAapq in+1 8AO' ) 8A€pq i|n+1 8&65[1
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C.1. Calcul de Jx

avec
0 si Jii < —cf
992 .
- e oJe .
Dap, expﬁ)) exp(—2 Tnir 1) -1+ (2= Tns1 4 1) exp(—% Topr 4 |+ aA";pz si Ji > —c°
(C.14)
. Je 1 ONP?
= r I:\n—i-l . (015)
Olopg P[Py | Olopq
L’expression de aAg; est similaire & 8892 : il suffit de remplacer Aoy, par Aegq.
prq

Calcul de aanH et aijlr}H
0oy, dNED,

Les variations du tenseur d’écrouissage ferroélastique par rapport & Ag et Aef sont données par

les expressions suivantes :

8X73|n+1 . Ef o1 (C 16)
00y NG, '
0xXy 0
jln+l r f g1
————— = Y0ipd; (1+gl(s ))4—75.. — (C.17)
8&61];(1 p¥Iq eqln+1 ijln+1 aAEIqu
avec
(0 si Ji, < —cf
g1
= s Js Js Js oJ? .
A expﬁ)) [exp( mHl 4 1) — 1+ (S 4 Dexp(2E +1) |4 aA’?pz si Jy >
\
(C.18)
0 si Jy < —cf
g1
s Js Js Js oJs .
8&62;1 expl(jl) [exp( L4 1) = 14 (2 F D exp(—+ +1) 615 aA”“ si Jpq>—cf
(C.19)
oJ; 1 2/3 < , Ohtin+1
= € + &} 7> (C.20)
aA&gq 53‘””%“” pgln+1 kln+1 8A€£q
et
0wy _ V2B, i (C.21)
Doy el klint1 g Ag '

163



Anneze C. Comportement ferroélectrique et ferroélastique

Les systémes de dérivées (C.1), (C.2), (C.3), (C4), (C.5) et (C.6) permettent de déterminer la

matrice jacobienne [Jx] :

oF
- ] -
ONX
r OR{, o OR{, 0 . 0 IR{; . OR{, IR{; o OR{, 0 0 7
0Ao11 0Ao33 OAPY OAPg 3&8{1 6AE£3
ORI, L ORI, 0 . 0 ORg; ORZ, OR7, L ORI, 0 0
0Ao11 0Ao33 OAPY OAPs 8&8{1 8AE£3
oRP  oRP  oRP  oRP  oRP  oRP  0RP  ORP
OAo11 dAo33 OAD; OAD3  OAPf OAPS 3A€{1 aAE?{S
oRP  oEP  omP  oRP  oRP  oRP  oRD  oRP o
0Ao11 0Ao33 OADq 0AD3  OAP} OAPs 8&8{1 8AE£3
oRS  ORS 0o - o0 OR;  ORE  ORS  ORS  ORS 0
ONo11 0A\o33 OAPY OAPg 8&5{1 8Ae§3 ONANE
oRy  ORg 0o - o0 ORy  OR;  ORy  ORy  ORS 0
ONo11 0A\o33 OAPY OAPg 8&5{1 8Ae§3 ONANE
oR],  OR] 0o . 0 oR],  om{, om{,  OR] 0 9B
ONo11 0Ao33 OAPY OAPg 8&5{1 8Ae§3 ONNT
oRl,  ORf 0o . 0 oR{,  ORL, omL,  OR[ 0 OBk
ONo11 0Ao33 OAPY OAPg 8&5{1 8Ae§3 ONNT
ORI BRI° 0 ) 0 ORI BRI ARI®  BRI° 0 0
0Ao11 0Ao33 OAPY OAPs 8&5{1 8A6£3
orR’” RS’ 0 ) 0 orR'” 8RR  HRF® BRI’ 0 0
0Ao11 0Ao33 OAPY OAPg 3&8{1 8AE£S
(C.22)

C.2 Calcul de Jy

Les variations des résidus R, RP, Re, ﬁf , R'" et R/” par rapport aux variables de pilotage Ng

et AFE sont données par les expressions suivantes :

aRg‘j 5 aRg‘j 0.2
9, ~ Cum G gAp,  Crilnt (C.23)
ORP ORP .
i, . U C.24
ODepy Mt QAE, T (C.24)
e e e Eijpy1 — X3,
ﬂ =0 ; OF; = - £ e dip — AX° s e| +13 (Ep\n—i-l - e|n+1)
0Aepg OAE, |Epy1 — X5l 11— X5l P

(C.25)
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C.2. Calcul de Jy

OR!.

v

ONepy

OR/*
0lep,

ORI’

)

ONep,

aR{j
" OAE,

ORI*

=0

e
Ep|"+1 o Xp\n—i—l

OAE, || B,y — X5

ORI’

' OAE,

. aé'c|n—l—1
9AE,

(C.26)

(C.27)

(C.28)

En se basant sur ces derniéres dérivées, nous pouvons déterminer la matrice jacobienne [Jy] :

[OF

] @} -~

ORY,
0Ne11

ORg,
0Ne11

ORP
0Ne11

ORD
8&511

ORY
8&511

0

0

IR, ORY, IR, ORY,
0 \es3 ONE; ONFE> ONE3
ORS, ORg, ORS, ORg,
0 \es3 ONE; ONFE> 0N E;3
ORP  ORP  ORP  ORP
0 \es3 ONEq ONFE> 0N E3
ORD ORP  ORP  ORD
0N\ess ONEq ONEs BYAN DA
ORY  ORY  ORY  ORP
0/N\ess ONEq ONEs BYAN DA
0 ORS ORS ORS
OAFE, OAFE: OAEFE3
0 IRS ORS IRS
O0AE, O0AE; OAFs
0 ORS OR§ ORS
OAEy O0AE; OAFEs
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 ORI®  9RI®  9RIC
OAFE, OAFE: OAEFE3

0 ORI 9RIT ORI
O0AE, O0AE; OAFs

(C.29)
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Annexe D

La méthode des déformations postulées

ameéliorées

L’éléement Q4TS est un élément coque intégré exactement (quatre points de Gauss sur la
surface moyenne et deux points de Gauss suivant 1’épaisseur). Cette intégration compléte de la
matrice de rigidité évite l'apparition des modes de membrane et de flexion & énergie nulle et
par conséquent aucune matrice de stabilisation des modes d’Hourglass n’est nécessaire. Il est
généralement connu qu’une formulation en déplacement pure présente un blocage en cisaillement
dans les applications dominées par les déformations de flexion plane. En effet, des déformations
de cisaillement parasites (e,,) peuvent apparaitre dans un essai de flexion plane pure [1].
Introduite pour la premiére fois par Simo [76], la méthode des déformations postulées améliorées
ou méthode EAS (Enhanced Assumed Strain method) est adoptée dans notre cas pour équi-
librer les déformations de membrane indésirables (parasites). Une amélioration du tenseur des
déformations notée £ (Enhanced Strain) est introduite et une condition d’orthogonalité entre
les déformations améliorées £ et le tenseur des contraintes o doit étre vérifiée. De plus, une
condensation statique au niveau de chaque élément est utilisée pour déterminer les paramétres
des déformations incompatibles (déformations améliorées).

Considérons un solide élastique occupant un volume V' de frontiére S. Le théoréme des travaux

virtuels (T'TV) peut étre écrit dans le cas statique sous cette forme :
/g:égudV—/(mT-f”dV—/égT-IdS:O (D.1)
v: ~ v - s

avec £ est le tenseur des déformations compatibles donné par : g* = %(grad(g) —l—g?‘adT(g)), £

est la densité des forces volumiques et T est la densité des forces surfaciques appliquées sur S.
La méthode EAS consiste & ajouter un nouveau tenseur de déformations incompatibles € pour
améliorer le tenseur des déformations compatibles €“. Nous aurons donc un nouveau tenseur de

déformations totales é donné par :
(D.2)

|1 %
Il
%)
IS
+
lIOY



Anneze D. La méthode des déformations postulées améliorées

En imposant une condition d’orthogonalité entre £ et le tenseur des contraintes g,

[

le théoréme des travaux virtuels (D.1) changé peut étre écrit sous cette forme :

1002

de/g:éédeO (D.3)
i

/g(é):éEdV—/@T-f”dV—/égT-IdS:O (D.4)
v - 14 - S

En ajoutant les déformations g, quelques conditions doivent étre vérifiées :

1. la stabilité de I’élément doit étre assurée en vérifiant que l'ameélioration du tenseur des

déformations n’induit pas des modes d’Hourglass;

2. la condition d’orthogonalité entre la contrainte mécanique et le tenseur des déformations

ameéliorées doit étre aussi vérifiée.

La premiére condition est assurée si les modes de déformations améliorées sont linéairement
indépendants des modes de déformations compatibles (ceux de ¢*). Pour la deuxiéme condition
d’orthogonalité, 1’exigence minimale du tenseur des contraintes est I’hypothése d’un état de
contraintes constant (pour vérifier les patchs tests). Si le tenseur des contraintes est considéré

constant, la condition d’orthogonalité (D.3) devient donc :

/gdvz/ 0z dV =0 (D.5)

Approximation des déformations de membrane curvilignes incompatibles

Comme proposé dans [8, 85|, une possibilité de tenir compte des conditions a respecter lors de
I’ajout des déformations améliorées est de considérer les déformations curvilignes incompatibles

suivantes au sein de 1’élément coque :

= (¢ 000 ¢ 0 0] a
Eyy 0n 00 0 & 0 a3
B detJg
Yoz =0 0000 O 0 O :
Fyz =0 L0000 0 0 0] a
N————— \ y
g [M] o
(A7)

ou detJ est le jacobien de la transformation géométrique entre les coordonnées cartésiennes et
les coordonnées paramétriques (detJq est le jacobien de la transformation calculé au centre de
l’élément), [Tp] est la matrice de passage entre les déformations curvilignes et les déformations
naturelles (covariantes) évaluée au centre de ’élément et « est le vecteur contenant les sept para-

métres pour la distribution des déformations incompatibles & l'intérieur de ’élément. La matrice
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[M] contient les fonctions d’interpolation des déformations incompatibles et nous pouvons vérifier
que ses colonnes sont linéairement indépendantes pour éviter les modes a énergie de déformation
nulle. Le facteur detJ/detJy est introduit pour renforcer la condition d’orthogonalité. En effet,
si nous considérons un état de contraintes constant, la relation (D.5) peut étre écrite sous cette

forme en utilisant I’Equation (D.6) :

/MﬂadeV=/ﬁM@m@n¢mmwm<=®womﬂ/MHadewmmzo<Dﬂ
1% 174 Vv

La matrice [T'(&,n, ()] qui lie le vecteur des déformations curvilignes au vecteur des déformations
covariantes s’exprime en fonction des composantes de la matrice [C,] utiliste dans I’Equation
(3.17)

C2y Cly C.11Cen 0 0
CZyy Clas Co12Crao 0 0
[T n,Ql = | 2C.11C.12 2C201Ca02 Co11Coo+ Co12Cn1 0 0 (D.8)
0 0 0 C.n Co
L 0 0 0 C.12 Ciao |

Détermination des paramétres o; par condensation statique

Le théoréme des travaux virtuels changé (D.4) peut s’écrire sous cette forme au niveau de

chaque élément coque :
/V o} av - /V [T av - /S (6u)T{T} dS + 6W* = 0 (D.9)
avec W le travail fictif de la rotation 63 (Equation (3.39)). En notant
(st ={. .| U; Vw00 080 00| i =1,2,3,4)T

le vecteur des degrés de liberté mécaniques local de 1’élément coque et en utilisant les relations

suivantes dans le cas d’un probléme linéaire élastique

U e ~ Y e *

ey = [Bl {ui} ; {e} =[M]{a} ; {u}=[N]{u} ; {o}=1[C] {e} (D.10)
N~ N~~~ N~ ~— N~~~ ~—~— N~~~

5x1 5x24 24x1 5x1 5X7 Tx1 3x1 3x24 24x1 5x1 5x5 5Hx1

nous pouvons déduire la nouvelle expression du TTV (D.9) :
Jye (18§} 1BIT + {8 Y017 ) [C)(Bl{u } + [M){a}) av
= JyAu T INTT{ S} dV = [o{ouf T INJT{T} dS (D.11)
+BH [y {oui}” ({Nle}{Nle}T + {N29}{N29}T) {uf} dA =0
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Anneze D. La méthode des déformations postulées améliorées

avec {Nig} et {Nog} sont définies dans ’'Equation (3.42) et 8 = 107%. En regroupant les termes

en fonction de {0uf} et {da}, nous obtenons :

{ouy” [( J BT ICUBL v+ B [ (N HNY + (Vo N} A L)

(k7]

+ [ Bren v fa)

(LI (D.12)
+{oa)T [ [t aviuy + [ paricip av o)

(L] [D]
= {5u}” [ | iy av+ [ ity as

{73

En identifiant, nous aurons donc le systéme suivant :

kil{ui} +LIT{a} = {ff}
[L{ui}  +[Da} = {0}

(D.13)

Les parameétres internes «; peuvent étre éliminés au sein de ’élément par une condensation

statique. La deuxiéme relation du systéme (D.13) donne 'expression du vecteur « :
{a} = —[D]7! [LH{uf} (D.14)
La premiére relation du systéme (D.13) devient donc en remplagant o par son expression (D.14) :

(k) = )7 D17 2] )} = {67 (D.15)

(k7]

Nous retrouvons dans I’Equation (D.15) la matrice de rigidité d’une approche en déplacement
pure [kf] de laquelle nous retranchons la matrice [L]T [D]7! [L]. Le fait qu'une nouvelle matrice
est soustraite de la matrice de rigidité initiale [kf] rend I’élément coque plus flexible et évite ainsi

le verrouillage.
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Annexe E

Détermination du potentiel électrique

quadratique

L’expression linéaire du potentiel électrique (Equation (3.36)) est enrichie en utilisant le

concept des fonctions bulles [3| comme suit :

e _1-Cx 0,1+ (i) .
P& Q) = —5 > NiE ey + 5 > Ni&me” +9(C) & (E.1)
i=1 =1

ou g(¢) = 1_4(2 est la fonction bulle ( g(¢=%1) =0 ) permettant de vérifier les conditions

aux limites électriques et (g est un parameétre constant. La troisieme composante curviligne du

champ électrique devient donc :

4

1 i i 2dg .
EzZEsz—E E Nz‘(fﬂ?)(@g)—%(,)) _ﬁd_((’po (E.2)
=1

Au niveau de I’élément, un nouveau vecteur de degrés de liberté électromécaniques locaux est

défini par :

(dy*) = {{df} iy = Lo | U Vi Wi 200 000 080 2 ol o) | gy T (E.3)
33x1
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Anneze E. Détermination du potentiel électrique quadratique

Le vecteur des déformations curvilignes généralisé {I'} est lié au nouveau vecteur {df *} par une
nouvelle matrice [B*] de taille (6 x 33) définie par :

0
0

(Bl

~~

5x 32

[B*] = 0 (E.4)
2.dg
| T ]

ou [B,,] est une matrice reliant le vecteur des déformations curvilignes mécaniques

{em} = {e11 €22 2612 2¢13 2623}T

a {dj} et {B.} est un vecteur liant F, a {d}}.

La nouvelle matrice de rigidité locale [kf *] est donnée par :

[CF] —{e}
k)= [ BT = (E5)
33x33 33x6  6x6 6x33 {e}T &5
avec CE CE' 9
= e —emd ool B 0 0 0} =yt 25 (E6
{e} =A{ea esgp 1T esgp } €33 = €33+ cr (E.6)
_ _ ( CE2
B Qb 0 0 o - cg-G
33
Hh L 0 0 0 g o_ op OB’
. . 2 = 127 0
C*l=| 0 o0 Q& o0 0 ; 5 (E.7)
_ €15
0 0 0 QF o Qi = Cﬁ+a
E 1
o0 0 0 Q) o - ler-ch
et
] 2dg _
(Bl (IC¥][Br) — {eHB}T) e 1B}
. 2 dg
Be T Bm € x Be T : _ 22 ex Be
[B*]T[L] [B*] — +{ }({6} [ ] + 633{ } > hdcei’)?’{ } (E8)
2dg T £ * T . i d_g 2 £ %
] _Ed_C({e} [Bm] + €55{Bc} ) - h2<dg‘> €33
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Pour un probléme piézoélectrique linéaire, nous devons résoudre au niveau de I’élément un sys-

[kle*]{ {dle} }:{ {fle} } (Eg)
6 0

ou {ff'} est le vecteur des forces nodales local. En se basant sur les relations (E.8) et (E.9), nous

téme de la forme :

pouvons écrire I’équation suivante pour déterminer ¢f :

/e—%j—?({e}T[Bm]—i—egg*{Be}T)dV {d;}+/ve%(2€) AV g5=0  (E10)

soit

di=—[ | () sav] <[ [ -3 B+ BT )av (] (e

Q2 {Q1}7

Finalement, la troisiéme composante curviligne du champ électrique suivant I’épaisseur s’écrit en

fonction de l'expression (E.11) de ¢f comme suit :

D‘IH

4
Ben0 =~ N () —dl’) - SO~y ma

avec {Q1} and Q9 définis dans ’Equation (E.11) et {B} est un nouveau vecteur qui lie F, a

{di}-
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Annexe F

Déformations curvilignes du SFR8P

En notant t;x, t;iy et t;z les composantes du vecteur tangent t; dans la base cartésienne,

nous pouvons montrer que les déformations curvilignes de ’élément SFR8P sont données par les

expressions suivantes :

5wx

+

+

_|_

<CzllNi,§ + C.01 Ny + Cz31Ni,<>21 U,

Cz11 (Ygitlz - Zgitly) + C.21 (YnitlZ - Znit1Y> + C.31 (Yg‘itlZ - ZCitlY)] Oxi

Cz11 (Zgitlx - Xgitlz) + Cra1 (thlx - thz) + C.31 (ZCith - Xg‘itlZ)] Oy

Ca11 (XfitlY - Ygﬂflx) + C.21 <Xm't1y - Ym'tlx) + C.31 <XCit1Y - YCitIX)] 0zi

(F.1)

(Cz12Ni,§ + CL22N; py + Cz32Ni,¢>£2 -U;

C:12 <Y§it22 - Zgitw) + Cla2 <Ynit2Z - Zm'tw) + C.32 <Y<it2z - Zgﬂfw)] Oxi

C:12 <Z§z’t2X - Xgﬂzz) + C22 (Zm'tzx - Xm'tzz) + Cl32 <Z(z't2X - Xgﬂzz)] Oy

C:12 (ngtm/ - Ygitzx) + Ca2 (Xnit2Y - Ymtzx) +C.32 (ngtm/ - Ygzhx)] 0z

(F.2)
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Anneze F. Déformations curvilignes du SFR8P

Erp = <C'z13Ni,g + Cz23Nim + Cz33Ni7¢>§3 Uy

+ [Cus <Y£it3Z - Zgﬂf?,y) + Cl23 <Ynit3Z - Znit3Y) + C.33 <Y§it32 - ZCit3Y)] Oxi

+ |C.13 <Z§it3X - Xgit?,Z) + C23 (Znit?)X - Xnit3Z> +C.33 <ZCit3X - Xgﬁ:az)] Oy

+ |C.13 <X5it3Y - Ygit?,x) + C.23 <Xnit3Y - YnitSX) +C.33 <XCz't3Y - YCit3X)] 0z

(F.3)

Yoy = (CzlgNi,g + CZQQNZ'W + Cz32Ni,C)§1 QZ + <Cz11Ni,5 + Cz21Nz',n + Cz31Ni,C>£2 : Qz

C12 <Y§itlZ - Zgz'tn/) + Ca2 (Ymtlz - Znit1Y> +C.32 (Yg‘z‘tlZ - Z<¢t1Y>
+ C.n <Y§it22 - Zgﬂfw) +C. <Ynit2Z - Zm'tw) + 31 <Y§it2Z - Z(it2Y)] Oxi

C:12 (Zgitlx - ng'hz) + Cl22 <Zm'751X - Xm'tlz) + Cl32 (Z(ith - ng'hz)

+ C.nn <Z§it2X - Xgﬁzz) + Cra1 (Zm'tzx - Xnit2Z> + C.31 <ZCit2X - Xgﬁzz) Oy

C12 (Xgitly - Ygitlx> + C.a2 (Xm'tly - Ynith> +C.32 (Xg‘itlY - YCit1X>

+ C.n <X§it2Y - Ygﬂbx) +Coan <an‘t2Y - Ymhx) + 31 <X§it2Y - Y(it2X) 0zi

(F.4)
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Yz

Yyz

_|_
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Résumé

Les céramiques piézoélectriques, comme le Titatano-Zirconate de Plomb (PZT), peuvent pro-
duire une tension électrique quand elles sont soumises & une contrainte mécanique et, inversement,
se déforment sous ’effet d’un champ électrique. Ce couplage électromécanique peut étre décrit par
des équations de comportement linéaires pour des chargements modérés. Cependant, au-dela de
certaines valeurs de champ électrique ou de contrainte mécanique, ce couplage devient fortement
non linéaire & cause des phénomeénes de réorientation de la polarisation électrique. Dans ce travail
de these, un modeéle phénoménologique, qui tient compte des réorientations ferroélectrique (par
un champ électrique) et ferroélastique (par une contrainte mécanique) de la polarisation élec-
trique, est proposé. Deux variables internes sont considérées pour décrire 1’histoire du chargement
et deux surfaces de charges électrique et mécanique sont définies pour déterminer les débuts des
écoulements ferroélectrique et ferroélastique. Une version bi-dimensionnelle de ce modéle est dé-
veloppée également pour faire ’étude des structures piézoélectriques minces. Les deux versions
2D et 3D du modéle phénomeénologique sont intégrées implicitement en adoptant la méthode de
retour radial (prédiction/correction). Deux éléments finis coque et hexaédrique de premier ordre,
qui intégrent ce modéle phénoménologique non linéaire, sont ensuite développés et implémentés

dans le code de calcul par éléments finis Abaqus® via la routine utilisateur UEL (User ELement).

Mots-clés: piézoélectricité, ferroélectricité, ferroélasticité, méthode des éléments finis.

Abstract

Piezoceramics like lead zirconate titanate or PZT can produce an electric potential when
they are subjected to a mechanical stress and deform in the presence of an electric field. This
electromechanical coupling can be described by linear constitutive equations for moderate load-
ings. Nevertheless, this coupling becomes highly non linear when piezoceramics are subjected to
high electromechanical loadings due to the electric polarization switching. In this thesis work, a
phenomenological material constitutive model that describe the electric polarization ferroelectric
switching (by an electric field) and ferroelastic switching (by a mechanical stress) is proposed. To
describe the loading history, two internal variables are considered and two electric and mechan-
ical loading surfaces are defined to indicate the onset of domain switchings. A bi-dimensional
version of this model is developed to study thin piezoelectric structures. The phenomenological
model 2D and 3D versions are implicitly integrated by adopting the return-mapping algorithm.
Two shell and hexahedral first-order finite elements are then formulated and implemented into

the commercial finite element code Abaqus ® via the user subroutine UEL (User ELement).

Keywords: piezoelectricity, ferroelectricity, ferroelasticity, finite element method.
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