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Introduction

Durant ces dix dernieres années, de nombreux travaux ont été consacré a 1’étude des systemes
fluide-structure. En aérodynamique, I’écoulement de I’air autour d’une aile d’avion a été large-
ment étudié. En biologie, ce type de problemes permet de décrire le mouvement d’étres vivants
dans 'océan, par exemple la nage du dauphin ou le déplacement d’organismes aquatiques. En
médecine, la circulation sanguine se décrit par ’écoulement d’un fluide dans un tube dont la pa-
roi est élastique. Cette these est consacrée a I’analyse mathématique des équations modélisant
le mouvement des solides rigides a 'intérieur d'un fluide parfait.

Pour donner une idée de la problématique de cette these, nous considérons le probleme
modele décrivant le mouvement vertical d’un disque dans un fluide potentiel contenu dans un
demi-plan.

La vitesse du fluide u est supposée étre le gradient d'une fonction V. Compte tenu de la
condition d’incompressibilité du fluide et de la continuité de la vitesse normale a l'interface, ®
satisfait le probleme de Neumann suivant :

—Ad(x) = 0 pour x €

g—i(x) =0 pour y = 0,
g—i(x) = [h(t) + Q(t)(x —h(t))*]  n(t,x) pour 2% + (y — h)* =1,

ou h = (h(t),0) est la position du centre de gravité du disque, 6 est I'angle de rotation et
(r,y)* = (—y, ). Dans ce cas, il faut remarquer que le vecteur normale n sur le cercle est
proportionnel & x —h(¢). Ainsi la fonction ® ne dépend que de h et h. Compte tenu du fait que
la dépendance par rapport & h est linéaire, la vitesse du fluide se réduit & u = hV®), ou D, est
solution du probleme de Neumann

—Ady(x) = 0 pour x € Qy,,

P
%(x) =0 pour y = 0,

0P
8_nh<x) = h—y pour z° + (y — h)*> = 1.

vil
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Dans ce cas 'unique degré de liberté du systeme est la distance h du centre du disque a la
paroi. Les équations du mouvement se réduisent a la conservation de 1’énergie cinétique Ey du
systeme fluide-structure

1 ; 1 .
E5+EF = émShQ—f- §K(h)h2 = Eo,

ou Eg =1/ 2mgh? est énergie cinétique du solide et
Er = SK(W)i2,  avec  K(h) = pr / 1V (x) 2 dx.
Qh

Ainsi nous obtenons I'équation différentielle ordinaire du systeme

i 2F,
Une grande partie de cette these consiste a étudier la fonction K.

Une analyse rigoureuse de 1’équation différentielle ordinaire ci-dessus passe par I’étude de la
fonction K. Cette étude nécessite des techniques de dérivation par rapport au domaine. Dans le
cas général cet exemple est lié a ’étude du choc entre un disque et la paroi d’'un demi plan qui
contient un fluide potentiel. Plus précisément 'existence de contact a vitesse non nulle entre le
disque et la paroi est conditionnée par la propriété

limsup K (h) < +o0.
h—1
Cette propriété sera prouvée dans la suite. Notons que dans le cas des systemes fluide-structure
pour des fluides visqueux les travaux de San Martin, Starovoitov et Tucsnak [41], Hesla [29],
Hillairet [30] et Véazquez et Zuazua [43] conduisent a la non existence de véritable choc. Cet
exemple simple et les généralisations a des cas plus complexes, nous ont conduit vers différents
domaines des mathématiques : la dérivation par rapport au domaine, I’étude des problemes de
Neumann pour des domaines extérieurs, le lien entre les fonctions holomorphes et les problemes
de Laplace et bien d’autres encore.

Dans un premier temps nous généraliserons le cas simple du disque ci-dessus au mouvement
quelconque des solides dans un fluide dont le champ de vitesse est un gradient (fluide potentiel).
Dans ce cas le systeme est modélisé par des équations différentielles ordinaires, ce fait étant
remarqué par Kelvin et Kirchhoff ou ils ont considéré le cas de solides rigides dans un fluide
remplissant tout l'espace. Dans ce cas les équations du systeme se réduisent a une équation
différentielle ordinaire sur une variété de dimension finie. Nous pouvons consulter les livres de
Lamb [34] et Milne et Thomson [37] pour plus de détails sur cette théorie. Plus récemment
Kanso, Marsden, Rowley and Melli-Huber [33] ont appliqué cette théorie a I’autopropulsion des
solides dans un fluide parfait.

Dans un deuxieme temps nous regardons le fluide comme un fluide parfait, incompressible
et homogene dont le mouvement est décrit par ’équation d’Euler et nous détaillerons le mou-
vement de solides rigides dans un tel fluide. A notre connaissance Rosier, Takahashi et Ortega,
dans [39] et [40], sont les seuls a proposer des résultats sur ce type de systeme fluide-structure.
Ils étudient le cas d’un unique solide qui est contenu dans un fluide remplissant tout ’espace.

Le cas des fluides visqueux, que nous ne traitons pas ici, a été étudié par de nombreux
auteurs. Pour le cas des solides rigides nous pouvons citer les travaux de Desjardins et Esteban
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[16], San Martin, Starovoitov et Tucsnak [41], Conca, San Martin, et Tucsnak [11], Feireisl [20]
ou de Gunnzburger, Lee et Seregin [24]. Nous pouvons aussi souligner les travaux de Galdi
[21] pour I"étude de I"autopropulsion de solides dans un fluide visqueux. Dans le cas des solides
déformables, il y a de récent travaux qui ont été entrepris par Coutand et Shkoller [15] et
[14] , Chambolle, Desjardins, Esteban et Grandmont [10], Desjardins, Esteban, Grandmont et
Le Tallec [17], Boulakia [6]. Enfin nous pouvons souligner une approche originale développée
dans le livre de Moubachir et Zolésio [38] ou ils étudient des problemes de surfaces libres, de
fractures, de contacts ou de controle pour les systemes fluide-structure.

Enfin une étude particuliere que nous abordons ici est I’étude des chocs. Nous rappelons
que les travaux de San Martin, Starovoitov et Tucsnak [41], Hesla [29], Hillairet [30] et Vazquez
et Zuazua [43] montrent, dans le cas des fluides visqueux, le manque de collisions entre les
solides ou entre un solide et la paroi. Cependant dans notre exemple nous obtenons plusieurs
configurations de choc ot les vitesses de chocs sont non nulles et ou le temps de choc est borné.
Nous pouvons donner une estimation assez précise de l'instant du choc et calculer exactement
la vitesse de choc a cet instant. Enfin nous regarderons aussi la continuité du probleme de
Neumann quand le disque touche la paroi.

Dans le cas des fluides potentiels nous utilisons des modeles inspirés par le livre de Lamb.
L’analyse mathématique de ces modeles requiert I'étude des familles de problemes de Neumann
pour le Laplacien qui dépendent des positions des solides. Nous obtenons donc un systeme
d’équations différentielles ordinaires sur une variété de dimension finie dont les coefficients s’ex-
priment en fonctions des solutions de certains problemes de Neumann. En utilisant la théorie de
la dérivation par rapport au domaine, nous pouvons appliquer le théoréeme de Cauchy Lipschitz
pour montrer I’existence et 1'unicité locale de la solution. La forme des résultats obtenus permet
de traiter le cas de plusieurs solides contenus dans fluide dont le domaine est un domaine borné,
un domaine extérieur ou un demi-plan.

Dans le cas général, nous adaptons les méthodes de Bourguignon et Brézis [8] et Ebin et
Marsden [19] au cas du mouvement de solides rigides. Nous montrons ici I'existence et I'unicité
locale d’une solution forte pour un ensemble de conditions initiales bien choisi. Avec une étude
fine de la pression du fluide, nous montrons que le systeme d’équations est équivalent a un
systeme d’équations différentielles ordinaires sur une variété de dimension infinie. Nous obtenons
ainsi le comportement de la solution en fonction des données initiales. Nous remarquons ici que
les outils développés pour I'étude du cas potentiel sont encore utilisés. Grace a 1'utilisation du
probleme de Neumann et de la théorie de 'optimisation de forme, nous pouvons réduire notre
étude a un unique solide et généraliser ce cas pour un nombre quelconque de rigides comme
dans le cas potentiel. Cela permet entre autre de traiter simplement le cas de plusieurs solides
dans un domaine de fluide borné.

Concernant les chocs, nous étudions le mouvement d’un disque dans un fluide potentiel
contenu dans un demi-plan. Cette étude est liée & I’étude des problemes de Neumann dans R2.
Grace a la théorie des fonctions holomorphes, nous décrivons le mouvement du disque et nous
obtenons précisément les conditions de chocs et ainsi qu'une expression exacte de l'instant du
choc via une formule intégrale. Enfin nous étudions le mouvement vertical du disque ot nous
montrons la continuité du probleme de Neumann associé au mouvement du disque.
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Chapitre 1

Modélisation et notation.

1.1 Notations

Nous introduisons ici les principales notations utilisées dans cet ouvrage. Fixons n > 2 un
entier. Les vecteurs colonnes de R seront noté en gras, v = (v;)(=1,..n)- Le produit scalaire
entre deux vecteurs a et b de R” est noté :

ab:iazbz
=1

Pour a et b dans R3, nous définissons le produit vectoriel par

asbs — azby
aAb= a361 — (llbg
arby — azby
.- , 1/2
Enfin la norme euclidienne d’un vecteur est notée par |a| = (31, a?) /2 De plus pour un
nombre complexe z, sa norme euclidienne se confond avec son module |z| = (22 + 3?)"/2 ou

z =1x+ 1y avec z,y € R.
Nous notons M,,(R) I'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans R. Les
matrices seront généralement notées entre crochets comme ceci :

[A] = (ai,j)(i,jzl,...,n)a

pour les différencier des vecteurs. Cependant pour alléger certaines notations nous noterons
quelques matrices sans crochets. Pour tout A € M, (R), nous notons A* = ((a;;)(ij=1,..n)) 52
matrice transposée, det(A) son déterminant et coff (A) sa matrice des cofacteurs. Si det(A) # 0,

1
Al = fF(A)*
der(a) o)

est la matrice inverse de A. Le sous-groupe des matrices inversibles sera noté GL,(R) et la
matrice identité de R™ sera noté Id,. Pour k = 2,3, le sous-groupe de My(R) des matrices
orthogonales et de déterminant 1 :

SOk = {A € My (R) | AA* = Idy et det(A) =1},

définit 1’ensemble des rotations préservant I’orientation sur R¥.
Soient k£ > 1 un entier et 2 un ouvert de R"™. Pour tout multi-indice a = (ay, ..., ) € N”
et toute fonction p : 2 — R, suffisamment réguliere ,nous posons :

o s o an 0°p(x)
X (9 p(X) = 33'11 .. ..Tnnm,

1



2 CHAPITRE 1. MODELISATION ET NOTATION.

ou |a| = Y| a;. Pour toutes fonctions f : Q@ — RF et u: @ — R", suffisamment régulicres,
nous posons les opérateurs :

of
) ,
? 1<i<n,1<j<m

I

[Dxf(x)] = Vif(x) = (

n
aui

div(u(x) = 3 S,

Af() = ( %ﬁ(@) ,
J =1,k

-----

(0 ¥) 1) () = (Zu1<x>§§§<x>) ,

1111

pour tout x = (x1,...,x,) € .
Nous rappelons la définition de quelques espaces classiques de fonctions. Pour un ouvert (2,
nous notons

D(Q) = {¢ | ¢ indéfiniment différentiable sur et a support compact dans Q}.

Son dual est I'espace des distributions sur € noté D’(£2).

Pour n = 2, nous identifierons le plan complexe C & I'espace R2. Ainsi tout ouvert O C C
sera un ouvert de R. De plus toute fonction holomorphe F = F}+iF, sur O sera aussi vue comme
une fonction de deux variables réelles et pour tout z = x+iy dans O, F(z) = Fy(z,y)+iFs(x,y).
Nous rappelons les équations de Cauchy-Riemann :

oF, 0F, OF; 0F,
Ox oy’ oy ox

Pour tout z € O, F/'(z) sera la dérivée de la fonction F au point z et cette dérivée est défini
par 'opérateur :

Fa) = (Goton) — 5 00).

De plus en appliquant les équations de Cauchy-Riemann, nous avons les relations suivantes :

o OF OF
F (Z) - %(x,y) = Za_y(x7y>

Nous introduisons quelques notations pour ’étude des équations différentielles ordinaires. Soient
T > 0 et E; Ey deux espaces de Banach. Pour toutes applications ¢ : [0,7] — Ey et n :
[0,7] x E; — E», nous notons par :

i ="00 . it =20,
i) = Sley) i) = 2(y)

pour tout (t,y) € [0,7] x E;. Enfin pour terminer cette section nous donnons la définition des
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ouverts 2 de classe C*. Nous commencons par introduire les ensembles :
n—1
Q = {xeR” Zx?<1et \xn\<1},
i=1
n—1
Q. = {xER” Zx§<1et0<xn<l},
i=1

n—1
Qo = {xeR” Zw?ﬁletznzo}.
i=1

L’ouvert borné Q est dit de classe C* si pour tout x € 9Q il existe un voisinage V' de x dans
R™ et une application ¢ : Q — V bijective telle que

peCHQ), ¢ el V), o(Q)=VNQet ¢(Qy) =V NN

1.2 Modélisation

Le but de cette partie est de rappeler les équations classiques d’un fluide parfait et du
mouvement des solides rigides contenus dans ce dernier. D’une part le mouvement du fluide
parfait sera décrit par les équations d’Euler alors que le mouvement des solides est régi par
les équations classiques de Newton et de la conservation du moment cinétique. Dans le cas
particulier ou la vitesse du fluide est un gradient, les équations du systemes se simplifient a un
systeme dynamique de dimension finie. Ce systeme peut étre obtenu directement a partir des
équations de la mécanique des fluides ou par une approche de type mécanique analytique.

1.2.1 Les équations des rigides

Dans cette partie nous présentons une description du mouvement dun solide rigide. Nous
fixons un entier n € {2,3} et Q est un domaine de R". A Tinstant ¢ = 0 le domaine occupé
par le solide est S. La trajectoire du solide est déterminée par les fonctions h € C?([0, T]; R™),
et R € C*([0,7]; SO, (R)), représentant la trajectoire du centre de masse et respectivement la
variation en temps de la matrice de rotation du solide. Ainsi la position du point y € S a
l'instant ¢ € [0, 7] est définit comme

x = h(t) + R(t)(y — ho),

ou hg est le centre de gravité du solide a I'instant ¢ = 0 définie par

1
hy = vol(S) /Sxdx.

En définissant la famille de domaine (S(%)):cjo,r) par

S(t)={xeR" |[x=h(t)+ R(t)(y —hy) VyecS},
Nous remarquons que h(t) est la position du centre de gravité du solide S()

1
h(t) = T /S(t) xdx.

Dans la suite des calculs nous aurons besoin de paramétrer les variétés SO,,(R) pour n = 2 et
n = 3. Nous commencons par décrire le cas n = 3 car le cas n = 2 peut étre vu comme un
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cas particulier. Une paramétrisation locale des élément de SO3(R) est donnée par les angles
d’Euler (voir par exemple le livre de Goldstein [23, page 603]). Nous introduisons la base des

matrices antisymétriques :
1 0 -1 0
0 [As]= 1 0 0 |.
0 0 0 O

0 0 0
0 —1 [As)=1{ ©
1 0 ) (1

En remarquant que pour tout ¢t € R les matrices exp(tA;) sont les rotations d’axes e; et d’angle
t, pour ¢t = 1,2, 3.

1 0 0 cos(t) 0 sin(t)
exp(t[4,]) = ( 0 cos(t) —sin(t) ) , exp(t[Asy]) = ( 0 1 0 ) ,

0 sin(t) cos(?) —sin(t) 0 cos(t)
cos(t) —sin(t) 0
exp(t[As]) = | sin(t) cos(t) (1) ,

nous définitions I’application R, de classe C* sur R? par :

o O O

R:R* — SO3(R),

6= (61,05,05) — [R(6)] = exp(61[Ar]) exp(6s[As]) exp(Bs[As)). (1.1)

Pour U =] — 7, n[x] — w/2,7/2[x] — m, x|, il existe un voisinage V de Ids dans SO3(R) tel
que (U,V,R) forme une carte locale de classe C* au voisinage de Id3. De méme pour tout
[R] € SO3(R), il existe un voisinage Vig) de [R] dans SO3(R) tel que I’application

0cU— R(O)R|

forme une carte locale de SO3(R) au voisinage de [R]. Les coordonnées (6, 02, 03) sont les angles
d’Euler. Pour tout 8 € U la différentielle de R au point # est donnée par :

OR OR
0.0 = [BOIRO),  55-0) = [B:OIRO)],
IR

76,0 = [BsOIRO)),

ou les matrices antisymétriques [By(0)], [Bo(0)] et [Bs3(0)] sont définies par

[B1(0)] = [Ad], (1.2a)
[B2(0)] = exp(01[A1])[Az] exp(—01[A1]), (1.2b)
[Bs(0)] = exp(01[A1]) exp(O2[Az])[As] exp(—01[A1]) exp(—02[As]). (1.2¢)

Ainsi pour tout vecteur ® € R?, la différentielle de R en 6 appliquée & un vecteur ® devient
[DR(0)](®) = [A(w(2))][R(6)], (1.3)

ou la matrice est définie comme

— Wy w1 0

0 — W3 Wo
[A(w)] = ( w3 0 —uw ) = wy[A1] + wy[Ag] + ws[As],  pour tout w € R®.  (1.4)
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et le vecteur w(®) est donnée par la formule :

W(q))l = (I)l + (I)g Sin((gz),
w(®) =< w(®)y = Pycos(by) — Pssin(fy) cos(ba),
w(®); = Dysin(by) + P53 cos(0y) cos(bs),

Ainsi pour tout R € C%([0,T]; SO3(R)) il existe une unique fonction w € C*([0, T]; R?) telle que
[R(t)]x = [A(wW(t)][R(t)]x = w(t) A [R(t)]x pour tout x € R?. (1.5)

Le vecteur w est la vitesse angulaire de [R]. Dans certain cas il est plus agréable de ne pas
passer par les angles d’Euler car I’équation matricielle (1.5) suffit a déterminer la matrice [R]
si I’on connait le vecteur w.

Le cas n = 2 peut étre vu comme un cas particulier de la dimension 3. En effet si nous
supposons que le mouvement reste dans le plan (xOy), les matrices de rotations s’écrivent donc :

cos(f) —sin(d) 0
[R(0)] = exp(A[As]) = | sin(d) cos(d) O
0 0 1

De plus pour toutes fonctions 6 € C'([0, T|; R), la dérivée de la matrice t — [R(6(t))] se réduit

W — 0(t)[A5][R(O(L)].

En prenant la restriction du mouvement au plan (xOy), la matrice de rotation devient :

[ cos(f) —sin(0)
[R(6)] = ( sin(d)  cos(f) ) ’

de plus sa dérivée se simplifie par

d[R(6(1))]

o = 0(t)[Ad][R(O(t))]

ou la matrice antisymétrique Aq est défini par :

al=(1 3 (16)

Ainsi nous pouvons définir deux sortes de vitesse. La vitesse Lagrangienne du solide S(¢)
est un champ de vecteur sur S(0) défini par :

vt y) = { h(t) + [A(w()))][R(D))(y — ho) = h(t) + w(t) A [R(t)](y —ho) pour n=3,
’ h(t) + 0(1)[ Aol [R(6(2))](y — o) pour n=2,

pour tout y € S, alors que la vitesse Eulérienne du solide est définie par :

v(t,x) = { h(t) + [A(w(1))](x = h(t)) =h(t) + w(t) A (x —h(t)) pour n=3,
’ h(t) + 0(t)[Ag)(x — h(t)) pour n—2,

pour tout x € S(t).
Pour connaitre le mouvement des solides, nous appliquons les lois fondamentales de la
dynamique. Nous commencons par définir certaines quantités qui caractérisent les solides, sa
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masse et sa matrice d’inertie. Nous notons par pg la densité du solide qui est supposée constante
et mg est la masse du solide S qui s’exprime grace a la formule

mg = / pst = ngOl(S)
S

La matrice d’inertie [J(t)] du solide S(t) se définit par rapport a un point fixé de l'espace.
Cette matrice se simplifie si nous la calculons par rapport au centre de gravité du solide et nous
distinguons les cas n = 2 et n = 3. Dans le cas n = 3, [J(¢)] s’exprime avec la formule :

[J(t)]a-b = / pslan(x—"h(t))] - [bA(x—h(t)]dx pour tout a,b € R*.  (1.7)
5(t)
De plus si nous posons
Jfa-b= [ pslan(y ~ o) bA (v~ ho)ldy (1.9
5(0)

les matrices [J(t)] et [Jp] sont unis par la relation :

[J@)] = [ROI[J][R)]".

En effet pour tout a,b € R3, [J(¢)]a - b se simplifie par

[J®)a-b = ps[an (x =h(t))]-[bA(x—h(t))]dx,

(®
ps[a A R(t)(y —ho)] - [b A R(t)(y —ho)] dx

0

I
o o

ps [[R(®)]"a (y —ho)] - [[RO)]I"D A (y —ho)] dx
(

[([R@)]"a) - ([R($)]"b),
[R()] [Jo] [R(t)]"a) - b

S

—_— —

La matrice [J(t)] est symétrique définie positive si le solide n’est pas une tige d’épaisseur nulle.
De plus grace a la formule (1.5) la dérivée de la matrice [J(t)] est donnée par la formule :

S = SRR ). (1.9)
AWONROIBIE O] + ROIGAWOIRO),  (1.10)
AWONROIBIE O] + [ROIGR Ol -AMw@)),  (1.11)
L) = AW 0] - @AW (1.12)

Pour le cas n = 2 la matrice [J(t)] se réduit a un scalaire défini par I'intégrale
J0 = [ pslx=niolFax = [ pslly - holFdy. (1.13)
5(%) s

Pour cela nous prenons a = (0,0, a) et b = (0,0, b) dans la formule (1.7). De plus dans ce [J(?)]
ne dépend pas du temps.

Pour énoncer les lois de la dynamique nous devons faire le bilan des forces extérieurs qui
s’appliquent sur le solide S. Dans cette ouvrage nous supposerons qu’il existe deux types de
forces. Nous notons par (t,x) — g(t,x) les forces volumiques qui agissent sur S(t) alors que
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(t,x) — f(t,x) correspond aux forces de surface agissant sur le bord du solide S(t). Nous
énoncons les lois de la dynamique pour le solide S sous la forme :

mgh(t) = / g(t,x)dx+/ f(t,x)dx pour tout ¢ € [0, 7], (1.14)
S() S(#)

G O = [ o) gt x)ax

+/ (x —h(t)) ANM(t,x)dx, pour n = 3.
aS(t)

T(E6() = / Aol = (o) g2, )0
+ / [Ao](x —h(t)) - f(¢,x)dx, pour n =2, (1.15)
aS(t)

De plus la dérivée [J(t)]w(t) peut s’écrire

% ([@Iw (1)) = [J@OIw (@) +w(t) AT @) w(?).

Ainsi le cas n = 3 devient

[J@OIw(t) = [J@)]w(t) Aw(t) + / (x —h(t)) A g(t,x)dx

5(t)

+ / (x —h(t)) ANM(t,x)dx. (1.16)
a5(t)

Nous ajoutons les conditions initiales suivantes

h(0) =hg, h(0) = ko,  R(0) = Ids, w(0) = wo, pour n =3
0(0) = 06(0) = o, pour n = 2 (1.17)

ol kg € R, wy € R? et o € R. Une autre méthode pour obtenir les équations du mouvement
des rigides est l'utilisation de la mécanique analytique (voir le livre d’Arnold [5]).

1.2.2 Les milieux déformables

Nous rappelons ici quelques principes de la mécanique des milieux déformables qui permet-
tront de décrire le mouvement d’un fluide. Ces propriétés sur les milieux déformables vont nous
conduire aux équations d’Euler pour un fluide parfait. Soient 7" > 0 et (F'()):ejo,r) une famille
de domaines dans R™. Le mouvement du milieu continu F'(0) est connu si nous connaissons 1’en-
semble des bijections entre F'(0) et F'(s) pour tout s € [0,7]. De plus pour décrire le mouvement
nous pouvons utiliser soit un repere fixé ou soit un repere lié a la trajectoire des particules du
milieu déformable. Nous notons par (X(t,-))co,r] I'ensemble des bijections de F(0) sur F(t)
pour tout s € [0, 7. L’ensemble des applications inverses est noté par (Y (¢, )).cjo,7]- Ainsi pour
tout x € F(t), il existe y € F(0) tel que x = X(¢,y) et de méme pour tout y € F(0), il existe
x € F(t) tel quey =Y (¢,x).

Nous pouvons définir deux types de vitesse de particules. Le champ des vitesses lagran-
giennes est

v(t,y) = %X(t, y) pour tout y € F(0),
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alors que le champ de vitesse Eulériennes est
u(t,x) = v(t,Y(t,x)) pour tout x € F(t).

Dans la plupart des problemes concernant les fluides, la vitesse Eulérienne est beaucoup plus
employée que la vitesse Lagrangienne. Cette considération provient surtout de la physique car
il est plus facile de déterminer la vitesse en un point fixe de ’espace alors que suivre un point
dans son mouvement est beaucoup plus délicat.

Nous rappelons certaines propriétés sur les applications définies sur F'(t) et nous en déduirons
les équations du mouvement pour un fluide parfait incompressible. Pour toute application
k € CY([0,T] x R™,R), nous définissons la dérivée particulaire de k par 'opérateur :

Dik(t,x) = %k‘(t,x) + (u- V)k(t,x), te0,T) et x € F(t)

ol u est la vitesse Eulérienne du domaine F(¢). En définissant la quantité K (t) par
K(t) = / k(1 x)dx,
F(t)

la dérivée par rapport a t de K(t) est fournie par la formule de transport de Reynolds (voir par
exemple Gurtin [25, page 78]) :

K'(t) = /F ) [%(t,x)+div(k(t,x)u(t,x))] dx

_ /F (t)%(t,x)der /d F(t)k(t,x)(u(t,x).n(t,x>)dx, (1.18)

ou u est la vitesse Eulérienne du domaine F'(t). Nous donnerons dans la suite une justification
de cette formule qui est résumée dans le Corollaire [28, 5.2.5 page 173]. Toutes ces propriétés
vont nous permettre de rappeler les lois de conservation pour un corps déformable. Dans la suite
nous considérons 2y un corps déformable et (€2(t)):cjo,r) une description de son mouvement.
Nous regardons le déplacement d’une partie Fyy € £y et nous notons par F'(t).cp,r) le mouvement
de cette partie dans Q(t).

Conservation de la masse : Pour la famille de domaine (F(t));cjo,r), nous notons p(t, x)
la densité particulaire au point x € F'(t) pour tout ¢ € [0,7]. La masse de associée au domaine
F(t) est donnée par :

m(F(t)) = /F(t) p(t, x)dx.

La conservation de la masse s’écrit sous la forme :

d
Sm(F(t) =0,

et en appliquant la formule de Reynolds (1.18), nous obtenons la relation :

ap _ B
/F(t) [E(t’ x) + div(pu)(t, x)| dx = 0.

Comme cette intégrale est nulle pour toute partie F'(t), la loi de la conservation de la masse se
réduit a ’équation
dp

E(t,x) + div(pu)(t,x) =0 pour tout x € Q(t) et t € [0, T]. (1.19)
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L’équation ci-dessus est appelée équation de continuité.
Conservation de la quantité de mouvement : La quantité de mouvement d’une partie
F(t) s’écrit comme :

p(t) = /F(t) p(t, x)u(t, x)dx.

Les forces agissant sur la partie F'(t) se restreignent aux forces de densité volumique donnée
par le champ de vecteur f(t,x) (par exemple la gravité) et par la densité des forces de surface
s(t,x), définie sur OF(t). Le théoréme de Cauchy (voir [25, page 98-102]) assure l'existence
d’une application o(t,-) : F(t) — M, (R), appelé le tenseur de Cauchy telle que :

s(t,x) = o(t,x)n(t,x) et o*(t,x) = o(t,x) pour tout x € OF (t) et t € [0,T7,

ol n(t,x) est le vecteur normal sur 0F(t) au point x diriger vers 'extérieur du domaine F'(¢).
Ainsi la conservation de la quantité de mouvement devient

%{ /F i p(t,x)u(t,x)dx} _ /F RO /8 IRCSITSES

De plus en combinant la formule de Reynolds (1.18) et la conservation de la masse, la conser-
vation de la quantité de mouvement se réduit a

/F o (p(t,x)Di(u(t, x)) — £(t,x) — div(a(t,x))) dx = 0.

Ainsi la derniere loi de conservation est équivalente a
0
p(t,x) [&u(t,x) +(u-V) u(t,x)} = div(o(t,x)) + f(t, x) x € Q(t),t€[0,T]. (1.20)

Les équations (1.19) et (1.20) sont valables pour tout corps déformable.

Nous allons maintenant considérer le cas d’un fluide parfait incompressible. L’incompressi-
bilité du fluide se traduit par ’équation de conservation du volume de toute partie du fluide
F(t), donc Vol(F(t)) = Vol(F(0)) pour tout t € [0,T]. En calculant la dérivée par rapport au
temps ¢ de la derniere égalité et en appliquant la formule de Reynolds (1.18), nous obtenons

d :
E(Vol(F(t))) = /F(t) div(u(t,x))dx =0

La forme locale de la conservation du volume s’écrit donc
div(u(t,x)) =0 pour tout x € Q(t) et t € [0, T]. (1.21)

L’équation de conservation de la masse (1.19), s’écrit dans ce cas sous la forme

%p(t,x) +u(t,x) - Vp(t,x) =0 pour tout x € Q(t) et t € [0,T],

ol u est le champs des vitesses Eulériennes du fluide. De plus si nous introduisons les lignes de
courant du fluide définies par :

{Z(t,y) = u(t,z(t,y)),

z(0,y) = v,

pour tout y € Qg et ¢t € [0,7] et nous obtenons

O ol #(1,¥))) = 5 plt ot 3)) + it w1, ¥) - Vplta(ty) =0 tel0dy e
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Ainsi la densité du fluide est constante le long des lignes de courant. Donc si la fonction
p(0,y) = py est constante sur ©(0) alors p(t,x) = py pour tout x € Q(¢). Donc en supposant
que la densité initiale du fluide est constante, les équations qui décrivent la loi de conservation
de la masse se réduise en une unique équation :

div(u(t,x)) =0 pour tout x € Q(t) et t € [0, T].
Les fluides parfaits sont caractérisés par la loi de comportement (voir [25])
o(t,x) = —p(t,x)Idgn pour tout x € F(t) et t € [O,T].

Grace a cette expression, (1.20) devient :

WP%QJHWme@xﬂ+VMWO=Qt@ xe Q) te0.7),  (122)

ou py est la densité du fluide. Les équations du fluide se réduisent au systeme suivant :

T [g—?(t,x) + (u- V)u(t,x)} + Vp(t,x) =g(t,x) xe€Q),tel0,T] (1.23a)
div (u)(t,x) =0 x € Q(t), t €[0,7T), (1.23b)

u(0,x) = up(x x € Q(0), (1.23¢)

u(t,x) -n(t,x) = v(t,x) - n(t, x) x € Q(t),t€[0,7], (1.23d)

ou v est la vitesse eulérienne de la déformation qui envoie ©2(0) sur ().

1.2.3 Le systeme fluide structure

Dans cette partie nous décrivons le mouvement de solides rigides dans un fluide parfait
incompressible. Soient n = 2,3, m > 1 un entier, 2 un domaine dans R™ et T" > 0. Nous
considérons le mouvement de m solides, S* pour @« = 1,...,m, dans un fluide contenu dans
Q). Le mouvement du i-eme solide est repéré grace a la position de son centre de gravité h' et
sa matrice de rotation [R'], pour (h',[R']) € C*(|0,T];R* x SO,(R)). Nous notons par S* la
position du i-eme solide a l'instant ¢t = 0, alors que

Si(t) = {x e R" |x =hi(t) + [R'(t)](y —h'(0)) VyeS'}

désigne la position du solide a U'instant ¢t € [0,7]. De plus p; sera la densité du i-eme solide
et nous notons par m; la masse du i-eme solide. Dans la suite nous notons aussi par w'(t) la
vitesse angulaire associée & la matrice de rotation [R'(t)] définie par la formule (1.5) pour le cas
n = 3 alors que 0'(t) désigne I'angle de rotation de la matrice [R'(¢)] dans le cas n = 2. Enfin
nous introduisons les différentes notations :

S(t) = U, Si(t), F(t) = 2\ 5(0)
L) = 9S'(1),  T(t) = U, Iy(0).

Le domaine F'(t) représente le domaine occupé par le fluide & I'instant ¢ € [0, T|. Nous décrivons
le mouvement du fluide par sa vitesse Eulérienne notée u(¢,x), avec x € F(t) et t € [0, 7).
Les inconnues du systémes sont les fonctions (h, [R'(t)])i=1...» qui définissent le mouvement
des solides, la vitesse Eulérienne du fluide notée u et la pression p du fluide. Cependant avant
de donner les équations du systeme, nous commencons par énoncer les hypotheses sur les fluides
et les solides.
e La densité p; du fluide est supposée constante a l'instant ¢ = 0.
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e Les forces volumiques agissant sur le fluide et les solides sont supposées potentielles. Ainsi
nous supposons que pour toute force volumique g, il existe une fonction G telle que

g =VG.

Nous remarquons que la force de gravité entre dans cette description des forces volu-
miques.

e Nous supposerons que I'unique force de surface agissant sur les solides est la pression du
fluide. Ainsi la force de surface agissant sur les solides se réduit a ’expression

f(t,x) = —p(t,x)Id, pour tout x sur 95(t),

ou p(t,-) est la pression du fluide.

e Aux interfaces, nous utilisons les conditions aux bords classiques des fluides parfaits. Sur
0f) nous supposons que la composante normale de la vitesse du fluide est nulle. Ceci
traduit donc le fait que le fluide ne peut pas traverser la paroi. De méme sur le bord
9S*(t) du i-eme solide, nous supposons que la composante normale de la vitesse du fluide
est égale a la composante normale de la vitesse du i-eme solide.

Ainsi sous ces hypotheses, nous pouvons établir les équations du systeme fluide-structure.

Nous distinguons différent type d’équations. Les équations qui décrivent le mouvement du fluide
se réduisent a :

pf g—ltl(t,x) + (u-V)u(t,x)| + Vp(t,x) = g(t,x) x € F(t), t€10,7T], (1.24a)
div (u)(t,x) =0 x € F(t), t €10,T], (1.24b)
u(0,x) = up(x) x € F(0). (1.24¢)

Pour les équations des solide nous devons séparer les cas n = 3 et n = 2. Ainsi pour le cas
n = 3 les équations du i-eme solide s’écrivent

miﬁ":/ p(t,x)n(t,x)dx—l—/ g(t, x)dx, (1.25a)
L (t) 5(t)

[ (0)]wi(t) = [J ()] (W' (1)) A W' (1) + / (x = h'(1)) A [pn] (£, x)dox

Ty(t)

+ / (x —h'(t)) A g(t,x), (1.25b)

y s
[R(1)] = [A(w' (£))][R(1)], (1.25¢)
h'(0) = h, h(0) = ki, [R'(0)] = Ids, w'(0) = w}, (1.25d)

ott hi, ki, wi sont dans R? et la matrice [J*(¢)] est la matrice d’inertie du i-eme solide définie par
(1.7). Pour le cas n = 2, I’équation (1.25b) se réduit & une équation scalaire et la conservation
du moment cinétique devient :

900 = [ (Ao = 10) - 1)

b om0 st (1.268)
S (1)

[RI(0(1))] = 0()[Ao[R'(6(t))], (1.26b)
h'(0) = h, h(0) = k!, [R'(0)] = Idy, 6°(0) = o, (1.26¢)
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ot hj), ki, est dans R?, o' est dans R et [J'] le moment cinétique du i-eme solide défini par la
formule (1.13). Nous ajoutons a ces équations des conditions de bord qui permettent de faire
le lien entre le fluide et le solide. Sur le bord du domaine, nous imposons la condition

u(t,x) -n(t,x) =0 x € 0Q. (1.27)

Cette équation traduit le fait que le fluide ne peut pas traverser la paroi. Aux interfaces nous
imposons les conditions aux limites suivantes

(hi(t) + w A (x — hi(t))) - n(t,x) x € 0S'(t) pour n=3, (1.28a)
u(t, x) -n(t,x) = (hi(t) + 6(t)([Ao](x — hi(1)))) - n(t, x) x € 9S'(t) pour n=2,. (1.28b)

£
=
=
X
I

Pour simplifier les notations pour n = 3, nous notons par

q'(t) = (h'(t),[R'(t)]) pour tout i = 1,...,m et par q = (q',...,q™). (1.29)

Nous voyons donc le vecteur q comme une paramétrisation du mouvement des solide. De plus,
nous pouvons substituer la matrice de rotation [R’(¢)] par les angles d’Euler correspondants.
Ces derniers seront notés par le vecteur ©° = (6%, 65, 0%) et dans ce cas le vecteur q sera composé
des éléments

q' = (h',0") pour tout i = 1,...,met q = (q*,...,q™). (1.30)
Pour le cas n = 2 le vecteur q(t) se réduit a :
q'(t) = (h'(t),6(t)) pour tout i = 1,...,m et par q = (q*,...,q™) (1.31)

ol 0'(t) représente I'angle de rotation de la matrice [R(6%(¢))]. Dans la suite nous préciserons
les différentes paramétrisations. Les équations du systeme deviennent :

I [g—?(t,x) + (u- V)u(t,x)} + Vp(t,x) = g(t,x) x € F(t), t€0,T], (1.32a)
div(u)(t,x) =0 x € F(t), t €[0,T], (1.32b)
u(0,x) = up(x) x € F(0), (1.32¢)
m;hi = . x)n(t, x)dx ,x)dx, )

/pi@) p(t, x)n(t, x)dx + /i@) g(t, x)d (1.324)
(1.32¢)
pour le cas n=3 nous avons les conditions
[T (O]wi(t) = [T () (w' (1)) A w'(t) + /r-@) (x = h'(t)) A [p(t, x)n(t, x)] dox
+ / (x —h'(t)) Ag(t,x), (1.33a)
Si(t)

[R'(t)] = A(W'(t))[R'(t)],
h'(0) = h, h(0) = ki, [R(0)] = Ids, w'(0) = wp,
u(t,x) -n(t,x) = (hi(t) + w A (x — h'(t))) - n(t, x) x € 0S'(t),
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pour le cas n=2 nous avons les conditions
[796°(t) = /F ( )([Ao](x— h'(t))) - [pn] (t, x)dox
i (T

= (A1) - gt (134)
Si(t)

CZ[RZ(G( £))] = 6(t)[Ao][R'(6(1))], (1.34b)

h'(0) = hi, h(0) = ki, [R'(0)] = Id,, 6°(0) = o, (1.34c)
u(t,x) - n(t,x) = (hi(t) + 0(t)([Ao)(x — h'(£)))) - n(t,x)  x € AL4(t) pour n=2, (1.34d)

ot [A(w)] est défini par (1.4), les matrice [J?] sont définies par (1.7) pour n = 3 et (1.13) pour
n =2 et [Ap] est défini par (1.6).

1.2.4 Le cas des fluides potentiels

Nous conservons les notations introduites dans la section précédente. F'(t) est le domaine
occupé par le fluide, S%(t) le domaine occupé par le i-eme solide pour tout ¢ € [0,7]. Nous
rappelons les notations :

q° = (h',0) pourtouti=1,...,metq=(q',...,q") sin=3,

q° = (h',#") pourtouti=1,....metq=(q',...,q") sin=2.
ot h? est la position du centre de gravité du i-eme solide et ©° sont les angles d’Euler du i-éme
solide alors que 6 est ’angle de rotation dans le cas n = 2. Pour simplifier les notations, nous

donnons une nouvelle indexation du vecteur q par

a=(q,---,qm) pourn=3 ouq=(q,...,q3m) pour n = 2.

Dans ce paragraphe nous considérons le cas d’un fluide parfait potentiel. Nous supposons
que la vitesse du fluide est le gradient d’une fonction. Il existe donc une application ¥ tel que

u(t,x) = VU(t,x) pour tout x € F(t) et t € [0,T].

Ainsi I’équation d’Euler se traduit par I’équation de Bernoulli :

1
p(t,x) = G(t,x) — pr + §|V\11(t,x)\2 ,  pour tout x € Fgy et t € [0,T], (1.35)

E(tv X)

ou G(t,x) représente une fonction qui définissent les forces potentiel g(t,x) = VG(¢, x) agissant
sur le systeme. Nous soulignons ici que la fonction G(t,x) n’est pas unique, elle est définie a
un fonction k(t) pres. La condition d’incompressibilité du fluide et les conditions aux interfaces
conduisent au probleme de Neumann suivant pour W :

—AV(t,x) = 0 pour tout x € F(t)
ov
a—n(t,x) = 0 pour x € 02,
Ov | |
So(tx) = [hz +w(O(1)(x — hl(t))] -n(t,x) pour x € AS'(t), pour n = 3,
g—i(t,x) — [hz 407 (8)[Ag] (x — hi(t ))} -n(t,x) pour x € AS'(t), pour n = 2,
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ot le vecteur w(©%(t)) est défini par

y o' () = Oj(t)+65(1) Sln(@z( ); |
w(O'(t)) = ¢ w(O'(t)2 = O5(t)cos(O5(t)) — O5(t) sin(O5 () .
O'(t))s = O5(t)sin(65(1)) + O4(t) cos(O} (1)) cos(©

~—
(@)
o
wn
—~
2L
—~
~+
~—
~—

et la matrice [Ap] est définie par la formule (1.6). Nous observons que la fonction ¥ est une
application linéaire en ¢ ¢ = 1, ..., m. Nous introduisons les ensembles

g _ {xeR? |x=h'+[R(©)](y — h) poury € S'} pour n =3,
" {xeR? |x=h"+[R(#")](y — h})) pour y € S’} pour n=2.

Les positions et les vitesses des solides vont déterminer le domaine du fluide ainsi que le champ
de vitesses du fluide a chaque instant ¢. Pour montrer cette dépendance nous notons

Sq=Up Sy, Fq=0Q\Sq.

La dépendance par rapport au temps de ces ensembles se lit au travers de q. Ceci permet de
découper la fonction ¥ en une somme de fonctions :

U(t,x) = Zqi(t) D (t, x), pour tout x € F(t) et t € [0,T7,
i=1
olt les fonctions ®' = (®¢,..., ®%), pour N = n(n + 1)/2, sont solutions des problemes de

Neumann suivants :

—AD(t,x) = 0 pour x € Fyp

8@’ X
o L(t,x) = 0 pour x € IO Uy Sk (1)
8@’ , .
e L(t,x) = Kj(t,x) pour x € 0S4,
pour tout i = 1,...,met 7 =1,..., N. Pour définir les fonctions K; nous distinguons les cas

n =3 et n = 2. Pour le cas n = 3, les fonction K; sont données par

~§t,x) pour j =1,2,3, (1.36)

i _ KJ n;
K'(t,x) = { K (t,x) = n(t,x) - ([Bj_3(®i)](x —h') pourj =456,

olt les matrices [B;(©%)], [B2(0")] et [B3(0©")] sont définies par les formules (1.2) et le vecteur
n est le vecteur normale & la surface 8Sf;i(t) dirigée vers l'intérieur du solide Sff' Pour le cas

n = 2, les K’ deviennent

; B Ki-(t, x) = n;(t,x) pour j = 1,2,
K03 = K1)l ) -nitx) pont g =3 (137

ou la matrice [Ag] est définie par la formule (1.6). Nous remarquons que ces applications ne
sont définies que sur le bord des rigides. Or dans la suite nous aurons besoin de prolonger
les fonctions K* sur un voisinage de Fili. Pour cela nous observons qu’il suffit de prolonger le

vecteur normale n sur un voisinage de (95&. En utilisant le mouvement des rigides le vecteur
normale n sur 85&@) s’écrit

n(t,x) = [R'(t)]a(hy + [R'(1)]"(x — 0'(1)))
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oll T est le vecteur normale sur 05%, h' est la position du centre de gravité du solide Séi(t) et
[R'(t)] est la matrice de rotation du solide Séi(t)‘ I1 est important de remarquer que le vecteur
n ne dépend pas du temps t. Ainsi pour prolonger K, il suffit de prolonger le vecteur n sur
un voisinage de 9S*. Pour simplifier les calcules nous introduisons une nouvelle indexation du
vecteur @ :

b= (Dy,...,P,) pourn=3, &= (Py,...,P3,) pour n =2.

Nous remarquons que les fonctions ®* sont déterminées par les trajectoires des solides. Ainsi
cette modélisation du fluide permet d’appliquer le principe de moindre action aux parametres
q des solides et obtenir un systeme d’équations différentielles ordinaires du second ordre dont
les coefficients dépendent des fonctions ® = (@, ... &™).

Nous commencgons par rappeler un principe fondamental de la mécanique analytique :
les équations de Lagrange. Ces équations modélisent des systemes avec un nombre fini de
degré de liberté sous 'action de forces potentielles. Soit m > 1 un entier. Nous notons par
qa = (q¢1,---,qm) les coordonnées généralisées du systeme et par q = (¢i, ..., ¢y,) les vitesses
généralisées du systeme. Le Lagrangien du systeme est défini comme

L(q(t),q(t),t) = T(q(t),q(t),t) — U(a(t), q(t), 1),

ou T(q(t), q(t),t) est 'énergie cinétique du systeme et U(q(t), q(t),t) est I’énergie potentiel du
systeme. Les équations de Lagrange sont

doc oL
dtdog; g

Le livre d’Arnold, V. [5, page 53] et celui de Goldstein, H. [23] contiennent de plus vastes
explications sur le Lagrangien et ses applications.

Nous allons appliquer cette théorie au mouvement de rigides dans un fluide parfait incom-
pressible et potentiel. Dans la suite les coordonnées généralisées du systeme seront

q = (h',0") pourtouti=1,...,metq=(q',...,q")sin=3,

q = (h',#) pourtouti=1,....metq=(q",...,q") sin=2.
oll h? est la position du centre de gravité du i-eme solide et ©° sont les angles d'Euler du i-éme
solide alors que 6 est I’angle de rotation dans le cas n = 2. Pour simplifier les notations, nous
donnons une nouvelle indexation du vecteur q par

a=(q1,---,qnm), avec N =n(n+1)/2.

Pour compléter le systeme, il faut ajouter des contraintes sur les coordonnées généralisées. Nous
supposerons que les solides ne peuvent pas s’assembler ou ne peuvent pas sortir du domaine
Q. Ainsi les mouvements des solides sont contenus dans une sous-variété de R¥™ ou N =
n(n+1)/2. Pour € > 0 et U =] — m,w[x]| — /2, 7/2[x] — 7, 7], nous introduisons les variétés
suivantes :

P(Q,S) = {q = (h',0")1,m € [R®xU]" ‘dist(siqi,sih) > e et dist(S},,00) > ¢
pour tout 4,5 = 1,...,m} pour n =3. (1.38)

qi’ 7qj

P(@,8) {a = (0,61, € RO ‘ dist(Si,,SI ) > e et dist(SE Q) > ¢
pour tout i,j = 1,...,m} pour n=2. (1.39)
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L’ensemble des positions admissibles pour les solides S* est défini par la variété

P(Q,5) = P(2,9). (1.40)

e>0

Cet ensemble représente les différentes positions possibles pour les solides dans le domaine €.
De plus pour un élément q € P(£2, S), nous observons que les solides Sciai ne se touchent pas et
qu'ils ne sont pas en contacts avec le bord du domaine 9. Ainsi les trajectoires q = (h, R"); =
1,...,m des solides vivent dans ’espace fonctionnel

c*([0,T]; P(2, 5)).

Pour former le Lagrangien du systeme, nous devons exprimer les énergies en fonction des
coordonnées généralisées. Dans notre cas nous regarderons uniquement 1’énergie cinétique du
systeme. Pour n = 3 I’énergie cinétique du i-eme solide est donnée par la formule :

i Pii i 2
T = [ D)+ W) A (x - B0 P,

= S h@)f+ %[ji(@i(t))](éi(f)a Ol (1)),
ol la matrice [J*(t)] est définie par
[7(8'(1))] = [W(©'(t))]" [R(©"(1))] [Jo] [R(O"(£))] [W(©'(1))],

ot la matrice [Ji] est définie par (1.8), les matrices [R(©%(¢))] sont données par (1.1) et les
matrices [w(©(t))] sont

| 1 0 sin(63)
w(©'(t))]=1 0 COS(Qi) - sin(@i) COS(Q%) . (1.41)
0 sin(6}) cos(#) cos(6)

.....

coefficients de sa matrice associée dépendent de la position q(t). Nous notons par [Cs(q(t))] la
matrice définie comme

Ks(a()] = diag K "5 ey ) ( "N gmiem ﬂ |

I1 est facile de vérifier que cette matrice est symétrique et définie positive. Pour n=2 la matrice
[Ks(q(t))] devient

Kstalt)] = s =ding | ("0 L)oo (M )]

ol les scalaires I; pour j = 1,...,m sont définies par les intégrales :

Py by
53 (0)

De méme cette matrice est symétrique et définie positive. Dans les deux cas, la somme des
énergies cinétiques des solides se réduisent a

Ty = - [Ksa(0)] (alt). (o).
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Grace a la décomposition de la vitesse du fluide en somme de potentiel, I'expression de son
énergie cinétique est aussi une forme quadratique des vitesses généralisées :

T, = U / V(%) dx,
2 Fq@

5]

ij=1

/F P V(1 %) - VO, (¢, x)dx | &s(t)ets (8).

a(t)
Nous notons par [Kr(q(t))] la matrice associée a cette forme quadratique qui est définie par
Keat)ls = [ orV®i(tx0- VO (tx0dx,  pourij=L...m
Fa()

Il est facile de vérifier que cette matrice est symétrique et positive. Ainsi I’énergie cinétique du
systeme est une forme quadratique des vitesses généralisées dont sa matrice associée est

K@) = [Ks(@)]+ [Kr(q)], (1.42)
1 N
T = Tg+Tr= 5([’C(Q)]Q) - q. (1.43)
La matrice [K(q)] est la matrice de masse du systeme ou la matrice de masse virtuelle du

systeme. Cette terminologie provient de l’analogie avec 1’énergie cinétique d’un systeme de
points.
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Chapitre 2

Mouvement d’un disque dans un fluide
remplissant un demi-plan

Dans ce chapitre nous étudierons en détail un exemple simple de mouvement d’un rigide a
I'intérieur d’un fluide. Il s’agit du mouvement d’un disque de rayon 1 dans un fluide potentiel
contenu dans un demi-plan. Nous préciserons ici des résultats classiques de Thomson et Tait
(voir par exemple le livre de Lamb [34, Chapitre VI page 187]). Un des intéréts de cet exemple
est qu’il permet d’introduire dans un cadre simple les principales méthodes de notre approche.
Dans ce cas nous pouvons observer l'influence de la paroi sur le mouvement du disque et nous
pouvons donner une estimation de I'instant du contact entre le disque et la paroi.

A Vinstant ¢ > 0 la position du disque S (t) est donnée par les coordonnées de son centre
de gravité h(t) = (hy(t), ho(t)). Nous notons Q = {(z,y) € R| y >0}, et F(t) = Q\ S(t) le
domaine occupé par le fluide.

F1G. 2.1 — Disque dans un demi-plan
Nous supposons que la vitesse du fluide s’écrit comme le gradient d’une fonction. Il existe
donc une application ¢ telle que la vitesse du fluide est définie comme
u(t,x) = Vo(t, x), x € F(t).

Ainsi I'équation de continuité du fluide et les conditions aux interfaces conduisent au probleme
de Neumann suivant pour la fonction ¢ :

Agp(t,x) = 0 x€F(t),t €[0,T]

g—ﬁ(t,x) =0 2,=0,t€[0,T]
g—ﬁ(t,x) = [h(t) + 0(1)[Ao)(x — h(®)] -n(t,x)  ,|[x—h{t)| =1,te[0,T).

19
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ou n(t,x) = (ny(t,x),ns(t,x)) est le vecteur normale orienté vers 'extérieur du fluide. En
remarquant que la normale sur le bord du disque est n(¢,x) = h(t) —x, la condition sur le bord
du disque devient
0¢ :

a—n(t,x) =h(t) - (h(t) — x), |x —h(t)|=1,1tel0,T].

Nous supposerons aussi que le fluide est au repos a l'infini et donc ceci est traduit par la
condition suivante

Vo(x) — 0 si x| — oo.

En suivant les idées développées dans le livre de Lamb, nous décomposons la vitesse du
fluide en somme de fonctions potentielles comme ceci :

u(t,x) = hy(t)Ver(t,x) + hao(t) Vo (t,x) pour tout x € F(t) et t > 0,

ol les fonctions ¢ sont solutions des problemes de Neumann suivants : nous introduisons les
fonctions :

—Agp(t,x) =0 pour tout x € F(t),t > 0, (2.1a)
%(t,x) =0 pour tout x € 9€,t > 0, (2.1Db)
%(t,x) = hi(t) — = pour tout x € 9S(t),t > 0. (2.1c)

Nous ajoutons aussi la condition a I'infini sur le gradient de ¢y
Vor(x) — 0 si x| — o0

Cette décomposition est due a Thomson et Tait( voir le livre de Lamb [34]). Le Lagrangien du
systeme se réduit a la somme de I'énergie cinétique du fluide et de I’énergie cinétique du solide.
L’énergie cinétique du fluide est

1 1 ..
Br=yor [ fultPdx=Jpe 3Gk [ Vot Valtxdx
F(t)

2 ij=1,2 F(t)
et de I’énergie cinétique du solide est
1 -2 -2

Donc le Lagrangien du systeme est

1 . . ..
L= 5ms(hf thy)+pr Y hiliy / Voi(t,x) - Vit x)dx. (2.2)
P

ij=1,2

Grace a la géométrie particuliere, nous pouvons calculer sous formes de série les fonctions
o, pour k = 1,2, en utilisant une transformation conforme.

2.1 Quelques rappels sur les transformations conformes

Dans cette partie nous rappelons plusieurs résultats connus sur les transformations conformes
(voir par exemple le livre de Henrici [27]).
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Définition 2.1.1 Soient Oy et Oy deux ouverts de C. Une fonction £ : O — Oy est une
transformation conforme si £ est une bijection de Oy sur Oy avec f et £~ holomorphes.

Voici quelques propriétés des transformations conformes :
Lemme 2.1.1 Soit O et O deur ouverts de C et P = P +iP: 0 — O une transformation

conforme, avec Pi, Py : O — R.

1. Soit une fonction £ € C*(O), on note F = f o P, alors F € C*(O) et nous avons la
relation
oP\* | (0P’
(8w1> + (811}1)

2. Soit T une courbe de classe C', T C O etn le vecteur normale ¢ T'. Nous posons I =

AF (wy, ws) = Af(P(w)), (2.3)

pour tout w = wq + iwy € O.

P C O et n le vecteur normale & T,alors on a :

OF . Of
(w1, wa) = [P'(w)] =

ot P est la dérivée de la fonction holomorphe P.

P(wl,wg)), (24)

Preuve : Nous calculons le laplacien de F(w).

PF, 0P, Of OP ,,  Of
8_11;%(“’) = a—w%(w)a—xl(P(W + (8_w1) (W)a—x%(P(W))
n 231’:’1 opr, O02f 9% P, ﬁ

, O
awz) (W)a—x%(P(W))

0P, 0P, 0*f 0Py of

Owy W)3w2 v 0110z (P(w)) + 3—105(‘”)8_1.2(13(“’))

0’F 02 P, of P,
z = — W)= (P -1
57 ) = g (V) g (P o

+2

En appliquant les équations de Cauchy-Riemann pour les fonctions holomorphes, nous obtenons
la formule

AF(w) = [P'(w)[* Af(P(w)).
La matrice Jacobienne de P se met sous la forme suivante :
D(P)w) = [P'(w)| Q(w1, W2),

ol Q est une matrice orthogonale. Le vecteur normale sur I' peut étre exprimé en fonction de
celui sur I :

n(w) = Q(w)n(P(w)).
L’orthogonalité de la matrice Q donne la formule (2.4) W

En remarquant que le domaine F'(t) peut étre définit si on connait le vecteur h(t), il suffit
de résoudre le probleme de Neumann (2.1) pour une position quelconque du disque. Ainsi pour
tout h = (hy, hy), avec hy > 1, nous introduisons le domaine :

Oy = {(:beg) € R? ‘552 >0 et (21 — )2 + (22 — ho)? > 1}
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Grace au Lemme 2.1.1, nous transformons le probléme (2.1) en un nouveau probléme de Neu-
mann sur une couronne. Nous introduisons d’abord la transformation conforme construite dans
Henrici voir le Théoreme 5.4.e [27, page 321] et 'exemple qui suit.

Proposition 2.1.1 Soient h € R? avec hy > 1, on pose a = \/h% — 1 et 0 = hy — a. Pour tout

z € )y, on pose
z — (hy +ia) 2ia
Gz)=—F7F7"—""+"F=1—-—-—7"-—. 2.
() z — (hy —ia) z — (hy —ia) (2:5)

G est une transformation conforme de Qy sur A, = {(wy,w;) € R?*|0? < w} + w3 < 1}. Pour

tout w € A,, linverse g de G est donnée par :

, 2ia
g(w)=h; —ia+ — (2.6)

Plan Compleze w

{
=

F1G. 2.2 — La couronne A,

Preuve : Nous pouvons trouver une construction détaillée de ces fonctions dans le livre de
Henrici [27]. 11 est facile de voir que les fonctions G et g sont holomorphes sur €y, et A,. De
plus nous remarquons que g est bien l'inverse de G. Il suffit donc de montrer que I'image du
bord de €y, est envoyé sur le bord de A,. Pour z =t € R on montre que |G(z)| = 1.
_t—hl—’ia_ [t—hl—ia]Q (t—hl)z—a2—2ia(t—h1)

G(t)_t—h1+ia_(t—h1)2+a2)_ (t—h1)2+a2

Ceci prouve que |G(t)] = 1. Pour 6 € [0,27], nous posons zg = h + €. En remarquant que
1/0 = hy 4 a, nous calculons |G(zg)| :

G(z0)| =

cos(0) + i(hy — a + sin(0) )

cos(f) +i(ha + a + sin(0))
cos(f) +i(o + sin(f)) '

o cos(f) +i(1 + o sin(f))

= 0.

Nous appliquons le Lemme 2.1.1 pour obtenir de nouveaux problemes de Neumann sur
la couronne A,. Nous introduisons les fonctions ¥y (wy,ws) = ¢r(g(wy, wy)) pour tout w =
(wy,wy) € A, et k =1,2. Les fonctions 1, sont solutions des problemes de Neumann suivant :
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— At (wy,wse) =0 pour tout w € A,, (2.7a)
0
%(wl,wg) =0 pour |w| =1, (2.7b)
awk o / _
B (Wb w2) = g (W)[(he —gr(w))  pour [w| =0, (2.7¢)

Nous calculons la dérivée normale de ¢ pour |w| =0 = hy — \/h3 — 1 :

2a
/ —
gw)l = 1+ 02 —2w’
2aws
- py - 2
g1(W) YT lt 2wy
2a(1 — wy)
g (w) = a+—1+02_2w1.

En écrivant hs et a en fonction o et pour |[w| = o, nous obtenons les formules suivantes :

oy daw,

S-(w) = 2 _ 27
On (14 02 —2uw,)

Oy 2a20% — (1 + o*)w,

W) = 1+ 02 — 2w, )2

Pour résoudre des problemes de Neumann sur une couronne nous allons adapter la démonstration
de la formule de Villat tirée du livre de Caius Jacob [32, page 47]. La formule de Villat utilise
les fonctions elliptiques or pour la suite des calculs cette forme de solution n’est pas tres adap-
ter. Nous donnerons les solutions sous forme de série entiere définie dans la couronne. Soient
0 < r1 < r9, nous notons
C(ri,re) ={weClr < |w| <mr},

la couronne de centre 0 et de rayons r; et 5. Nous considérons le probleme de Neumann suivant :

—A®(wy,wy) = 0 pour w € C(ry,712),

o0d
8_n<w1,w2) = 7i(wi, wy) pour |w| =1y,
o0d
8_n<w1,w2) = 72(wi, wy) pour [w| = rs.

ot (71,72) € HY?(D(r1,ry) avec

Nous construisons une fonction holomorphe F sur C(rq,75) dont la partie réelle soit ®. Une
telle fonction F se décompose en série de Laurent :

F(w) = > (ap + i) w". (2.8)

k€EZ
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En utilisant les équations de Cauchy-Riemann, la dérivée normale de ¢ s’exprime en fonction

de F.

0P 0o 0P

8_n(w) = a—wnl(w1,w2)+a—w2712(w1,w2),

OF, OF;
= 8—11}17%1(101, ws) + 8—11;712(1017102),

_ % ( )_@ ( )
= 8w1n1 Wy, Wa 8w1n2 wy, ws2),

OF
= R () nlw)).
= Re(F'(w) -n(w)).
En identifiant le vecteur normal sur les contours,

_ [ —=w/r pour [w|=r,
n(w) = { w/ry  pour |[w|=ry,

nous pouvons en déduire des conditions de bord sur F :
Re [WF'(w)] = —r1y1(wy, wy) pour |w| = 7y, (2.9a)
Re [WF'(w)] = ro72(wy, ws) pour |w| = ry. (2.9b)
Ces relations permettent d’écrire les coefficients ay, et [ en fonction de v; et 7s.

Proposition 2.1.2 Soient (y1,72) € HY?(D(ry,75)) telles que

/Oﬂ%(ri cos(0), risin(6))d0 = 0, 1= {1,2)

alors pour tout w € C(ry,12) et pour tout o + i3y € C les fonctions :

. 2 ,r,k?-i-l 2 ) .
F(w) =9 +1i0 + Z RO = 12) { ;71 /0 Ya(ry cos(8), ro sin(6) )e " *0dh

peze P\ T3
Tk-i—l 27 ‘
+§— 71(7“1008(9),rlsin(¢9))e"’“9d6}wk, (2.10)
™ Jo

sont holomorphes sur C(ry,re) et vérifient les équations (2.9).

Preuve : Nous remplagons w = pe pour 71 < p < ry et 6 € [0,27] dans (2.9), nous obtenons :

Re [WF'(w)] = ) (axcos(kf) — B sin(k0))kp",
kez*
= Z k(P — p~Fa_y) cos(kO) — k(p" By + p " B_1) sin(k6).
k>1

En identifiant les coefficients de Fourier pour p = r; et p = r9, nous obtenons ces relations sur
les coefficients oy, et Gy, :

k(rfoy —rifa_y) = _2—:;1 O%vl(mcos(@),rlsin(@))cos(k@)d@,
k(rkap — ry*fay) = ;—; OZF (3 cos(0), 7 sin(8)) cos(k0)do),
—k(r¥ B + " B) = _2_;1 Ozwfyi(rlcos(@),rlsin(@))sin(k@)d@,
k70 = 22 [ a(racos(6). rasin(8)) sin(k6)do,

27 Jo
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pour k > 1 et i = 1,2. Nous remarquons ici que les conditions fw:r~ vi(w1y, wy)doy = 0 sont
nécessaires car le coefficient pour k£ = 0 est nul dans le développement en série de
/
Re [wF <W)]Iw:eie
De plus ces conditions impliquent les conditions de compatibilité pour le probleme de Neumann

(2.7), ceci justifie donc I'existence de solution du probleme (2.7). En combinant ces relations,
nous retrouvons les expressions des coefficients oy, et Gy, :

2 7,/26-‘1-1 2
Xk k(r2F — 28 { o /0 Y2(r2 cos(8), 2 sin 0) cos(kG)dd
PRl e
+;— v1(r1 cos(0), ry sin(0)) cos(k@)d&} ,
T Jo
2 T2_k+1 27 '
a_p = Y — { o /o Y2(re cos(0), ro sin(f)) cos(kd)dod
T7k+1 2m
+ 12 / 71(r1 cos(d), ry sin(@)) cos(k@)d@} ,
T Jo
-9 Tk+1 27
P = R ) { o /0 (15 cos(6), 72 sin(0)) sin kOO
rk—i—l 27
T cos(0), 1 sin(6) sin(k;&)de} |
2r Jo
P = “h(ry ) { or /0 Ya(rg cos(#), ro sin(f)) sin(kd)do
T—k—l—l 2
+ 12 / 71 (r1 cos(0), ry sin(0)) sin(k;@)d&} :
T Jo

Nous en déduisons les expressions des coefficients de la série F pour tout k € Z* :

- 2 7“’5“ o . —ik6
ap + 10, = P { o /0 Y2(rg cos(0), rosin())e” " do
k+1 27
+O 71 (7 cos(0), ry sin(&))eikede} :
2 J,

Les coefficients aq et 3y ne peuvent pas étre déterminé car les probléemes de Neumann (2.7) sont
définis a une constante pres. Nous vérifions maintenant que cette série est bien convergente.
Pour cela il faut utiliser le fait que

(’71,/}/2) € HI/Q(O(T’l,TQ)) C L2(C(T‘1,T2)).

Ainsi si nous notons par cx(7;) le k-eme coefficient de Fourier de la fonction ~; pour ¢ € {1,2}
la formule de Parseval implique

27
/ 1v;(r; cos(0), r; sin(0))[*d6 = 27 Z lex(73) 2 < +oo.
0

kezZx*
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Pour montrer que la série F est convergente nous commencons par appliquer I'inégalité de
Cauchy-Schwarz a la fonction F. Pour simplifier les calculs nous prenons ag = 3y = 0.

2
[F(w)| = Z M—Qk [T§+1 k(72) + T]f+lck(71)] w
kez* 7’.1 7/.2 )
[ 4r2k+2 142 1/2
< X mr] (S o)
LkeZ " 2 i kez*
4T2k+2 142 1/2
+ Z e L (Z rck<m|> .
LkeZ* | keZ*

Les sommes sur les ¢ (;) sont finies car ; sont dans L?. 11 suffit donc de chercher les valeurs
de w pour lesquelles ces séries convergent. Nous considérons les séries définies par les suites
suivantes :

4T2k;+2
Ak = —‘W|2k
BT )
4T2—2k+2 _2k
B = i ™
gy 2k+2
C — 1 W 2k
LT e e
47,—2k+2
D, = w2k,
k ]{? (T1_2k 7,2—2k)2‘ ‘
Pour tout r; < |w| < 7y nous avons
47‘4k+2 472 472
A, < < 2 <2
= 792/.2k _ .2k\2 — 2 = 79
k2 (ri" —r3") 2 (1 (7"1)%) k
T2
T
Ay —2k+2 —2k 4T§(T—2)2k 4@
Bk S k‘Q( —2k T_Qk) S 2 S ﬁu
2 21— (D)2
T2
T
4r2k+2 2k 4T%(T_2)2k 47“%
Cr < 2 — 2k: 3 < 3 S 7o
k ( 1 75" k
k21— (=)
T
Dk - 4T;2k+2r;2k - 47,,% - ﬁ
TR =2 T 21— (ﬂ)zk TR
T2

Grace a ces inégalités nous obtenons la majoration suivante sur F

1/2 1/2
8r2 8r?
[F(w)] < Zﬁ vellz + Zﬁ 71l 22,

k>1 E>1

27
VG (rallvallze +rillnllz2)

A
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pour tout 71 < |w| < ry. Nous obtenons donc une majoration uniforme pour F. Ceci implique
que F est holomorphe sur C(r1,73) et continue sur D(rq,r2). Donc les conditions de bord sont
vérifices. W

Nous ne fixons pas les constantes ag et [y car elles vont jouer un role important dans la
convergence du probléeme de Neumann lors des chocs. En prenant une valeur particuliere de ces
constantes nous montrerons que la suite de probleme de Neumann converge vers un solution
du probleme limite.

2.2 Etude du Lagrangien du systeme

Nous appliquons d’abord la Proposition 2.1.2 aux problemes (2.7). Pour k£ = 1,2, nous
notons F* les fonctions holomorphes dont 9, est la partie réelle. Nous rappelons que la fonction
Yy, est solution du probléeme de Neumann (2.7). Nous soulignons ici qu’il n’y a pas unicité des
F* qui sont définies & une constante pres. Nous allons calculer les coefficients du développement
en série de Laurent des fonctions F*.

Lemme 2.2.1 Pour tout w € A,, les fonctions F! et F? s’écrivent :

—2iac?k _
Fl(w )_a0+zﬁo+z W —wh], (2.11a)
k>1 -9
—2
F2(w) = of + i + Y WO W ] (2.11b)
k>1

De plus ces séries de Laurent convergent sur la couronne 0% < |w| < o72.

Preuve : Nous remarquons que les conditions de la proposition 2.1.2 sont vérifiées. En effet il
suffit de montrer que :

/ 4a’w, AT — / 2a20% — (1 + 0%)wy il — 0
|w|=c (1 + 0% — 2w1)2 v lwl=c O (1 + 0% — 2W1)2 v

Nous remplacons w par oe? puis en posant ¢ = ¢ dans les expressions de (2.8) et (2.8), nous
obtenons :

Doy, —2ic(e 1)
o 78 = [o(2+1) — (14 02)¢]*
3@/)2( ) af [40€ — (1 + %) (& + 1)]
on [o(€2 +1) = (1+o2)e”
La décomposition en éléments simples des fractions rationnelles %( €) et %(05) va per-

mettre de calculer les coefficients des séries F! et F2. Nous vérifions facilement les formules
suivantes :

(%1

1 1
By (06) = @i {(g i e 1)2} : (2.12a)

1 1
By (0€) = —ag {(g_(j)Q L 1)2} . (2.12b)

(‘3%
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En remarquant que les fonctions méromorphes (2.12a) et (2.12b) ne possedent pas de résidus
sur [£| < 1, implique :

4a*w, B 1 B 1 B
/|w:a 10?202 = Ll“[@—av <o£—1>2]d5‘0’

2a 202 — (1 + o?)w, B , 1 1 B
T e e

Grace a la formule /(1 — x)* = Y7, ., kz* pour tout |z| < 1, le développement en série des
fractions (2.12a) et (2.12b) conduit a :

o _w ke—k 71 kek
a—n(af) = k§>1 ko™¢ ko™ ¢

Oy _—a ke—k k ¢k
on —(d&) = — k§>1 ko™ + ko€

Ainsi nous obtenons les formules suivantes :

1 Oy d¢ { —ijakok1 pour k > 1

2im = 8_n(0£)§k+1 1 —iako™*' pour k < —1

1 Oy
2im l€l=1 a_n((jg)ﬁ a

Finalement les fonctions F! et F? deviennent :

2m0 2k —2ia
Fl(w) = a0+zﬁo+z ———-wh + Z mwk

d¢ [ —ake™' pourk >1
ako "1 pour k < —1

k>1 k<—1
22@0’ ke k
= a0+zﬁo+z [wh —w],
k>1
9 2acr wh 2a &
F*(w) = a0+zﬁo—}-z +Z—1_02kw
k>1 k<—1
—2aa
- a0+zﬁo+z [wh +w],
k>1

olt af + i3} et o + 32 sont des nombres complexes quelconques et w € A,. En appliquant le
critere de d’Alembert pour la convergence de série, nous obtenons les conditions |o?w| < 1 et
lo?/w|<1. &

Grace a ces formules nous pouvons exprimer le Lagrangien du systeme sous la forme d’une
série convergente. En effet 1’énergie du fluide peut se calculer en fonction des coefficients du
développement en série de Laurent des fonctions F! et F2.

Proposition 2.2.1 La matrice de masse du systeme fluide solide dans le cas d’un disque se
déplagant dans un demi-plan est une matrice diagonale de la forme :

[K] = (mq + py T (hy))Ide, (2.13)
ot la fonction T, pour x > 1, est donnée par :
2?2 —1

_7r+27rz x—k\/m?i) - x2—1)”]2'

n>2

T(z) (2.14)
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Nous rappelons que la matrice de masse d’un systeme est la matrice de la forme quadratique
associée a l’énergie cinétique du systeme.
Preuve : Les quantités qui nous intéressent ici sont les intégrales du type

/ Voi(x) - Vo;(x)dx , pour i,j =1,2.
Qn

En utilisant les transformations conformes g et G, données par les formules (2.6) et(2.5), nous
effectuons un changement de variable dans ce type d’intégrale et nous introduisons les fonctions

Vi(G(z1, 22)) = @421, 22), pour ¢ = 1,2.
En rappelant que la matrice jacobienne de G est une matrice de la forme
DG(x1,x9) = |G (11 + i29)|Q(1, o),
ou Q(x1,x2) est une matrice orthogonale, nous obtenons la formule suivante :

T; = V¢i(x) - Voj(x)dx

Qn

= /A |G (g(W))*Vepi(wi, wa) - Vi (wr, ws) g (w) *dw,

= / Vbi(wy, ws) - Vo (wy, we)dw.
Ao

De plus en utilisant les équations de Cauchy-Riemann et les fonctions F! et F2, les expressions
T; ; deviennent :

Ti; = / Vi(wy, wa) - Vb (wy, wa)dw,
As
Oy O n o, a%d

A, 6101 6101 8w2 8w2
_ [ oHOF | 0F0H -

A, Owy 0wy Ows Owy

dF' dFY
/Ao dw dw
Pour simplifier les calcules nous notons le développement en série de Laurent des fonctions

F' par F'(w) = >, ., viwk. En remplacant w par pe? avec 0 < p < 1 et § € [0,27], le
développement en série des fonctions (FZ)’ devient :

Zk’}/l k—1 lk 1)6 (215)

keZ*

= Re

widws.

Pour 0 < p < 1 fixé, ceci est un développement en série de Fourier et nous pouvons appliquer
I'égalité de Parseval & p fixé car la fonction § — (F?)'(pei?) est de classe C*[0, 27| donc elle est
dans L*(0,27). Les quantités T} ; deviennent :

2m dFl |
Ti; = Re / / (e‘e)dedp],

= Re / 2w2k2mf<p2“dp],

keZ

= Re WZk%ﬁkl—a )]

keZ
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En remarquant que les termes 7,%7_,3 et 7,37_,1, sont imaginaires pures, la matrice K est diagonale.
Grace aux développement (2.11a) et (2.11b), les termes diagonaux de la matrice K deviennent :

21@0 2 ok 2iac?* |? —2k
Ty, = W;k‘ (1—0 )—k‘m (1—02)
= 4a’w ; lm?ki t Z::,
Ty = W;k 2a0’ (1— o) —k ' IQ_GZE: ? (1— o2
= da’m ; ko?* 1 j_L ZZZ
TV, = Tho= 4a’m ; ka%ij—zz:

Nous introduisons la fonction

1 2k
E(o) = 4a’m Z ka%i

1 — o2k
E>1

Zkgo 2% et x/(1 — x)?

(2.16)

En appliquant les formules 1/(1 — z) = = > o k¥, pour 2| < 1, E(0)

devient :
E(o) = 4da’m Z ko*n1 4 o2
k>1,n>1
_ 4@271' Z kja%"azk("ﬂ),
k>1,n>1
_ 4&271' Z ka_?knO_Zk’(n-l-l)’
k>1,n>1
2n 2n
o o
— 442
am 21_02n+21_02n ’
n>1 n>2
)2
= m+27 Z "
n>2 -7
Nous rappelons que a = 1/2(c! — ), 0 = hy — \/h3 —1 et 0! = hy + \/h3 — 1, alors nous
obtenons :
h3—1

T(hy) =7+2m Z
La matrice de masse du lagrangien devient :
K] =

[(ha + /B3 — 1) —

BN

(my + T(hy)) I dge.

L’étude de la fonction T sera la clef qui permettra de décrire le mouvement du disque dans le

demi-plan.
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Proposition 2.2.2 L’application T définie par (2.14) est de classe C* sur |1,+oo[. De plus

elle est strictement décroissante sur |1, +oo] avec T'(x) < 0 et T se prolonge par continuité en

1:
o

T = lim T(z) = — 4+~
1 =lmT@) =35+

et elle admet une limite finie en +o00,

Tw= lim T(z)=

T—+00

4.0{
3.8{
3.6{
3445

3.2

3.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
— E(h)

— D

FiGc. 2.3 — Tracé de la fonction F

Preuve : Nous commencons par montrer que 7" € C?(]1,+oc[). Pour cela nous effectuons le
changement de variable = = ch(y) ainsi T devient

T(x)=T(y)=m+— ZLh r.

Pour la suite, nous posons

Fult) = [li(yyﬂ

Le but est de montrer que T est une application de classe C? sur 10, +o0[. Pour cela nous fixons
0 < a < b deux réels et y € [a,b]. Le calcul de la premiere et seconde dérivée de T donne les
expressions suivantes

N~ ch(y)sh(y) (shy)*ch(ny)
D D < A <
N 2004 0°)(h(y))* + 1 2nch(y)sh(2y) | 3n*(sh(y))®
D S ek ()P Bhy)

Pour simplifier les notations, nous notons par
_ ch(y)sh(y) B n(sh(y))%h(ny)
PO Tneyp " shwP
2(1+n?)(sh(y))* +1  2nch(ny)sh(2y) 3n*(sh(y))?
[sh(ny)]? [sh(ny)]? [sh(ny)}*
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Nous allons montrer que les séries (f,,(y))n>2, (9n(¥))n>2 €t (hn(y))n>2 sont uniformément
convergentes sur [a, b]. Nous commengons par remarquer que pour y € [a, b], il existe un ny > 2
tel que pour tout n > ng nous ayons

sh(ny) — %enyu &) > (2.17)

»-lkli—‘

Pour tout y € [a, b] et pour tout n > ng, nous avons la majoration
[fa(y)] < 16e7*"(ch(b)).

Or comme y — f,(y) est continue sur [a, ], nous en déduisons que la série T' est continue sur
[a,b]. De méme pour tout y € [a, b] et pour tout n > ng, nous avons

ch)ishy)] ,  (Ish(y)])*ch(uy)
[Ish(ny)]]? [sh(my)]>

< 16(ch(b)) 2na+16n(ch(b))2 _QHaSEE—ny;’

l9n(y)|

< 16(n + 1)(ch(b))?e 2,
Nous en déduisons donc que la série 7" est continue sur [a,b] car les fonctions g, sont aussi
continues sur [a,b]. Enfin pour les fonctions h,, nous avons pour tout y € [a,b] et pour tout
n > o

21+ n2)(jsh(y))2 + 1 2nch(ny)|sh(2y)] . 3n2(Jsh(y)])?
hay)l < B T TehGy
< [2(1 + n?)(ch(b))? + 1]16e*"* + 32nch(2b)e ~na Ch(1) + 768n*(ch(b))%e 2",

sh(ny)

< [2(1 +n+n?)(ch(b))® + 1]16e ™ + 768n(ch(b))?e 2"

Finalement nous en déduisons que la série T” est aussi continue sur [a,b] car h, est continue

sur [a,b]. Ainsi la fonction T est de classe C? sur |0, +oo[. Pour montrer la continuité en 0, il
faut remarquer que pour tout y € [0, b] nous avons

ny < nch(n0)y < sh(ny) = /y nch(nx)dx < nch(nf)y.
0

Donc pour tout y € [0, b] nous avons

sh(y)]® _ (ch(b))?
o) < |2 < 0D
ny n
Donc T est continue sur [0, +o00[. La fonction T est donc continue sur [1, 400 et de classe C?
sur |1, +oo[. Pour calculer les limites en 1 et +o0, nous utilisons 'expression de 7. Donc en
faisant tendre y vers 0, nous obtenons la limite de 7" en 1 :

7'('3 ™

i T(z) = — 4+ T
lim T'(z) = 75+ 5

Pour la limite en +o00, nous remarquons que

[sh(e) sh(no)? = e 4[(1 — o) /(1 — e
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Le passage a la limite en 400 donne :

lim T'(z) =

xr——+00

Pour finir cette preuve nous montrons que 7" est strictement négative sur |1, +oo[ et donc
que 7" est strictement décroissante sur |1, +oo[. Nous introduisons le suite de fonctions (77,),>

x?—1

S TP - R P gy 1151

(2.18)

Nous montrons que pour tout n > 2, la fonction T est strictement négative sur |1, +oo[. Pour
cela nous donnons quelques propriétés sur certaines fonctions.

e La fonction x — x + v/a? — 1 est croissante et de classe C* sur |1, 4+00], de plus pour

tout x > 1, v+ Va2 —1> 1.

e La fonction x — x — /a2 — 1 est décroissante et de classe C* sur |1, +00[, de plus pour
tout . > 1,1 >z + V22 —1>0.
Pour tout z € [a, b] C]1,+00], nous avons l'inégalité suivante :

o(z) = (z+va?-1)"—(z—-Vz —1)",
= (@+ve?-1D"1 - (z-Vz 1)2"]
> (a+va>=1)"1= (b= Vb - 1] >

Le calcul de la dérivée de T,, donne

1)) = 2 -
[(z+ Va2 —1)" — (z — Va2 — 1)"]
flx) = (z—nvVa2-1)(z+ Va2 -1)"—(z+nva?—-1)(z—vVaz-1)".

Comme 6(x) > 0, le signe de T est donc donnée par le signe f. Le calcul de la dérivée de f
donne :

flla)=(1=n)[(z+Va?=1)" - (x — Va2 = 1)"] < 0.

Ainsi f est décroissante pour x €]1, +oo[. De plus elle se prolonge par continuité en 1 par 0,
donc pour tout x > 1 les fonctions 7] sont strictement négative sur |1, +o00| donc 7"(x) est
strictement négatif sur |1, +o00|. Ainsi T est décroissantes sur |1, +oo[. W

2.3 Influence de la paroi sur le mouvement

Dans cette section nous allons étudier en détail le mouvement du disque dans le demi-
plan. Nous montrerons que le mur a un effet attractif sur le disque. Nous donnerons aussi une
estimation de la vitesse du disque a I'instant du choc et ainsi qu’une estimation du moment du
choc. Nous rappelons la formule du Lagrangien du systeme :

- %(ms o T(he)) (B + ). (2.19)
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Nous calculons maintenant les termes des équations d’Euler- Lagrange :

g_hi = hl(ms+pr(h2))7
g_hi = ha(mg + psT(hs))
g_hﬁl _—

g_é = WLT M)+ )

Nous obtenons le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

jt[hl(ms + psT'(he))] = 0, (2.20a)
hia(ms + pyT(hs)) = %(hﬁ — 1T (he), (2.20D)
h1(0) = q1, ha(0) = o, h1(0) = p1, ha(0) = po. (2.20c)

Pour simplifier I’étude du mouvement nous supposons que la vitesse initiale p; > 0. Pour le cas
p1 < 0, nous observerons que 1’étude est identique. La fonction T joue un role tres important
ici. En effet la Proposition 2.2.2 sera l'outil principale permettant de résoudre ce probleme.
Nous rappelons que la fonction T est de classe C! sur |1, +oc[, qu’elle est décroissante sur
cette intervalle que pour tout x > 1 7 < T'(z) < 7%/12 + 7/2. Pour simplifier les calculs nous
introduisons la fonction :

K(z) = mg+ p;T(z).

Nous posons K(g2) = K et nous remarquons que pfI"(z) = K'(z) pour z > 1. Ainsi I"équation
(2.20a) devient :
Ky

R (2.21)

hl =Pi=7
Nous soulignons ici que si p; = 0, alors h; reste constant, c¢’est a dire que si le disque est lancé
de fagon verticale alors sa position restera verticale. De plus nous remarquons ici que si p; est
strictement positif alors hy reste strictement positif. En remplacant h; par la formule (2.21)
dans I'expression (2.20b) et en multipliant le tout par hs, nous arrivons a :

2 2
- p1 K / hz
hoK(h = — K'(h —K'(h
2 K (ha) 2K(h2)2 (h2) — 5 (h2),
. 1.3 ho K" (hs)
haho K (ha) + Shy K'(h2) = op §K2 ;((h )2
d d K2
hy K (h = 2 .
dt [ 2 K 2)} Cdt {pl (hg):|
Nous obtenons donc : K
-2
hy = —9 . (91 + p3) K (ha) — pIKy] - (2.22)

K (hy)

Pour ¢ dans un petit intervalle ’équation (2.22) reste bien définie, en effet pour hy proche de
g2, Vexpression (p} + p3) K (hy) — pi Ky reste strictement positive. Il suffit de donner le signe de
hy pour décrire le mouvement.
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Proposition 2.3.1 Soient ¢ € R, go > 1, py > 0 et py € R tel que p? + p3 # 0. Nous notons

par
Ky=K(g), Koo = lim K(z), K;=limK(x).

T—00 r—1

Nous avons alors les deux cas suivants :
i) sipy > piv/Ko/Ks — 1 alors il n’y a pas de choc et du disque s’éloigne vers l'infinie

i) st py < pr1v/Ko/Keo — 1, il eziste Ty < 400 tel que le disque touche la paroi y = 0 au
temps Ty avec une vitesse non nulle v. = (p? + p3) Ko/ Ky > 0.

ho 1

.

Fi1a. 2.4 — Trajectoires possibles pour le disque

Preuve : La preuve de cette proposition est séparée en trois parties : po < 0, po = 0 et py > 0.

Cas1 : py <0 A I'instant ¢ = 0, Iig(O) = py < 0, il existe donc € > 0 tel que pour tout
t € [0, €] nous ayons hy(t) < 0. Sur cet intervalle nous en déduisons une formule pour hy :

hy = — Zf,f_j) \/ (92 + p2) K (hs) — p2Ko. (2.23)

Ainsi sur I'intervalle [0, €], ho est décroissante et nous obtenons I'encadrement suivant pour hy :

K, : K,
—\/(p% +p§)?@ —pi < hy <P < 0.

Cette encadrement montre que hy reste bornée et conduit & I'inégalité hy(t) < qo + paKo/Kit.
Lorsque t vers 400, hy tend vers —oo, mais comme hy > 1, le disque ne pouvant pas traverser
la paroi, nous obtenons donc une estimation de l'instant 7. du choc,

T, < (g0 — 1)K1/(p2Ko) < +o00.

Ainsi le disque touche la paroi en un temps fini. Grace a la formule (2.23) le temps de choc est

donné par la formule :
K(z)dx

fe= /1 VEo[(p? + p)K (z) — p3Ko|

Nous remarquons que l'application z — K (x)/+/Ko[(p? + p3) K (z) — p?Ko] est continue sur
[17 QQ] car

\/(p? +p3) K (ha) — pTEy > \/(p% +p3) K1 — piK, > 0,
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et donc nous retrouvons ici le fait que T, < 4o0.

Cas2 : p; = 0 Dans ce cas nous ne pouvons pas déterminer directement le signe de Rs.
Pour cela nous déterminons le signe de hsy a I'instant ¢ = 0. Nous rappelons
)
/ ho /
K'(he) — - K (ha).

2 2
N i K
hoK (he) = =
2K () =5 K (hy)?

En prenant t = 0 dans cette équation, hy(0) = p?K'(g2)/(2Ky) < 0 car pour tout z > 1

K'(z) < 0 d’apres la proposition 2.2.2. Il existe € > 0 tel que pour tout t € [0, €], ha(t) < 0,

donc hy est décroissante sur cet intervalle. Ainsi pour tout t € [0, €], ha(t) < p2(0) = O et

ha(t) < g2 et nous obtenons la formule suivante pour hs :

: —P1
hy = W) VEo(K(hy) — Ko). (2.24)

Ainsi il existe t* € [0, €] tel que hy(t*) < 0 et nous obtenons un probleme similaire au cas 1 et
nous pouvons en déduire que le disque va toucher la paroi en temps fini. De la méme maniere
le temps de choc T, est donné par la formule :

(" K(x)dx
fe= /1 pivEKo(K(z) — Ko)

L’application x — K(x)/ [pl VEo(K(z) — Ko)] est continue sur [1, g2 et comme

K(z) = Ko+ K'()(x — ) + O((x — ¢2)?) quand 2 — ¢o, avec K'(g2) <0
pour tout go > 1, nous obtenons 1’équivalence lorsque x — ¢ :

K(x) Ky

~

nVEo(K (@) — Ko)  pi/KolK (q2)|(q2 — 7).

est intégrable sur [1, go[, I'intégrale qui définit T, est finie donc le temps

Comme (qy — )~ 1/?

T, < +o0. .
Cas3 : p2 > 0 A I'instant £ = 0, hy(0) = py > 0, il existe donc € > 0 telle que pour tout
t € [0, €], ha(t) > 0. Sur cet intervalle nous en déduisons une formule pour hy :

VKo
K (hy)

hy = \/(p? +p3) K (ha) — piKo. (2.25)

Ainsi sur Uintervalle [0, €], hs est croissante, donc hy > go. Or sur |g, 00| K est strictement
décroissant, donc K est une bijection de |g, 00| sur | Ky, K[ Nous distinguons ici deux cas
sur les conditions initiales.

Si po > piy/Ko/Ks — 1, alors (p? + p3) Ko — p2 Ky > 0 et il existe une constante C' > 0
telle que hy > C ce qui implique hy(t) > g2 + Ct pour ¢t > 0. Nous pouvons en déduire que la
formule (2.25) reste vraie pour tout t € [0, 00[ et que le disque se dirige vers l'infini lorsque ¢
tend vers +oo.

Si pa < p1/Ko/Ko — 1, il existe zg € [ga, +00[ tel que (p? + p2)K(zo) — piKo = 0. Nous
montrons qu'il existe Ty < 400 tel que ha(Ty) = xo. En effet Ty est donné par la formule :

o K(x)dx
T() = ’
/qQ VEo((p? + p3) K (hs) — piKo)
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ou xg est I'unique solution de I’équation :

2
K () = (pnglpg)KO' (2.26)
Nous remarquons que Papplication # — K(x)/+/Ko((p? + p3) K (hy) — p?Kj) est continue sur
[q2, xo[ et quand z tend vers xq elle est equwalente a:
K(x) - K (o)
VES(} + ) K (he) = iKo) — V/RoWh + AIK (o)l (o — 1)

—-1/2

Or z — (zg — x) est une fonction intégrable sur [xy — «, 2], donc I'intégrale qui définit Tj
est convergente. Nous obtenons finalement que Ty < +o00. Ainsi a I'instant ¢ = Ty nous pouvons
fixer les nouvelles conditions initiales hy(Th) = o, ha(Tp) = 0. En utilisant la formule (2.21) et
la définition de x0, nous obtenons hy (Ty) = (p? +p3)/p1. Nous remarquons ici que nous pouvons
appliquer les résultats du cas 2. Pour t > Ty hy est donné par la formule :

h1 To

h'_

\/K IO K(Io))

En remplacant K (z0) par la formule (2.26) et en utilisant 1'égalité hy(Ty) = (p? + p3)/p1, pour
t > Ty he devient :

5 \/(p? +p3) K (ha) — pTKo.
Grace a une analyse similaire au cas 2, nous pouvons en déduire que le disque touche la paroi
en temps fini T, donné par la formule :
K(z)dx
\/Ko ((pF + P3) K (o) — pREo)

Pour terminer cette preuve nous remarquons la conservation de 1’énergie cinétique permet
de récupérer la norme de la vitesse du disque a 'instant du choc :

Ko

i

Dans ce cas la norme de la vitesse de choc reste strictement positive. Il y a donc toujours un
véritable choc. W

-2 -2
hi” +hy = (p} +p3)

2.4 Etude du choc

Cette section est consacrée a I’étude du probleme de Neumann lorsque que le disque touche
la paroi. Pour simplifier les calculs nous discutons le cas du mouvement vertical du disque.
Nous étudierons en détail la convergence de la suite de problemes de Neumann vers la solution
limite a I'instant du choc. Nous rappelons que si la vitesse initiale du disque est verticale alors
le mouvement du disque est aussi vertical. Nous rappelons que dans ce cas le systeme possede
un seul degré de liberté, la hauteur h. Ainsi la vitesse du fluide est donnée par u = hV®;, ou
®, est solution du probleme de Neumann suivant :

—Ad,(x) =0 pour X € p,, (2.27a)
0P

8—nh(x) =0 pour x5 = 0, (2.27Db)
P

h(x) =h—x pour 3 + (x5 — h)? = 1. (2.27¢)

on
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Nous allons montrer que la solution ®; de ce probleme va tendre vers la fonction ¥ solution
du probleme :

—AVU(x) =0 pour x € {1, (2.28a)
ov
a—n(x) =0 pour zy = 0, (2.28b)
ov 5 9
8_n(x) =1—1x pour z7 + (xg — 1)* = 1. (2.28c)

Lemme 2.4.1 La solution @y, est la partie réelle de la fonction holomorphe :

Fh(z)=2(1 2a2n)3 (14 0%)o™ (2.29)

-0 1+02m\?
>1
n= z* + (al — 02n)
De plus il existe € > 0 tel que pour tout pour tout compact K C ﬂ Qp, la suite de fonctions
he[l,14¢]

Fh converge vers .

F(z) =) n(# (2.30)

o1 1 +n2z2)-

Preuve : Nous utilisons les transformations conformes g et G définies par (2.6) et (2.6) :

( ) 0+ 21a
A% = —a
g g
G(z) = —2

Z +1a

avecz € C,w € C,a = vh2—1 et 0 = h — vh? — 1. Le probleme de Neumann (2.27) se

transforme en un nouveau probleme de Neumann :

—A®) (wy, wy) = 0 pour o < |w| < 1,
0
a—nh(wl,wQ) =0 pour |w| =1,
0Py, 2a20% — (1 + o*)wy
—(wy,wy) = — pour |w| = o,

on o (1+0%—2w)?

ol O (wy, wy) = Pp(g(wy, ws)). En appliquant le lemme 2.2.1, ®, est la partie réelle de la
fonction holomorphe :

. —2a0%* e
Fp(w) :7h+zl_—02k [w" +w]
k>1
oil 7y, est une constante. En développant I'expression 02 /(1 — 0?*) sous forme de série et en

remarquant que pour w € Cy, |0?"w| < 1 et |0?"/w| < 1, nous obtenons :

Fp(w) = Z —2a0”*" [w* + w]
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En remplagant w = G(z), nous obtenons la fonction holomorphe :

Fh(Z) = ’)/h—2az

0% (z — ia) o?"(z + ia)

39

n>1

z+ia—o*(z —ia) z—ia—o*(z+ia)’

ac®" (z — ia) (z + ia)
= v, =2 + :
Th 211_0_271 +'1+O_2n .1_’_0.2n
nz Z+iia0———— zZ—10—————
1 —o2n 1—o2n
ac®” a’o?" -1 1
- —4 ;
Th Zl_a2n+z(1_02n)2 . 1+U2n+ . 1+02n )
n=1 Z +a Z — a4
1 —og2n 1 —o2n

—4ao® 2¢ \® (14 02)o>
- 7h+21_0_2n + <1_0-2n)
n>1

2 1+ o2 2
Z a
1 —o2n

4ac?"

En posant 7, = > o, 1 gon DOUS montrerons que la fonction Fj est holomorphe sur tout
=tl—-o0

compact K C ﬂ Oy, avec 1/2 > € > 0 et qu’elle converge vers la fonction holomorphe :

he[l,1+4€]

2
F=y -
Z n(l + n?z?)’

n>1

sur tout compact K C ﬂ Qp,. Nous notons la série de fonction (f,,(z, h)), >, :

he[l,1+€]

ot = (

2a 3 (1+ o?)o?
1—o2n
2

Pour montrer que la série (f,(z, h)),~; est normalement convergente sur les compacts /. Nous
commengons par prouver certaines estimations sur l’expression 2a/(1 — ¢?"). Fixons 1 > § > 0

et pour tout 0 < o < 1, nous avons :

2a  (1-0?
o = o
(1—-0)(1+0)

(1= +Vo)(1+ o)1 +0)
o(1=Vo") 1+ Vo)1 +om)
(1++Vo)(1+0)

0(po Vo) L+ /@) (1 +0m)

En remarquant que 1 > o > ¢" pour tout 1 > o > 0 et tout p = {0, ...

les encadrements :

1< (1++o)(l+0) <2
1< (141 +0o") <2,
1 1 1

< ———— < —-.
(D D RV (Y

,n— 1}, nous obtenons
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Finalement pour tout § < ¢ < 1 nous obtenons :

1 < 2a < 2
2n — 1—02 = dn/o"

(2.31)

Nous commencons par discuter le choix de la constante

4aoc?"
n>1

En appliquant le critere de d’Alembert la série (2.32) converge si 02 < 1 et de plus lorsque o
tend vers 1, 75, tend vers +o0. En utilisant la formule (2.31) avec § < ¢ < 1 nous avons :

'yh>Z—:—ln1—52)

n>1

Donc en faisant tendre ¢ vers 1, —In(1 — §?) tend vers +oo. Nous soulignons ici que le choix
de la constante 7, n’est pas unique car nous pouvons choisir une autre constante de sorte que
si o tend vers 1 alors cette constante tend vers +co de maniere équivalente a ;. Nous fixons
R > r > 0 et nous notons les compacts :

K(R,r)={z€C|R>|z| >ret 2z >0} ﬂ Qp

he[l,1+€]

Soit z € K(R,r), en utilisant 'encadrement (2.31) nous avons :

1+o >, 140 1+Hn2 1
=21+ 25 +2za +la T —.

1 —o2n

z +1a
1 —o2n 1 —o2n 4n?’

En remarquant que pour tout 1 > r > 0, tout 1 < h < 3/2 4 € et tout n > 1 les nombres
complexes : ia(1 + 0?")/(1 — 0®") sont contenus dans I'ensemble :

Ale,r)={z€Cllz| >retr’ >z >—r"3/24+€>2 >0}

Si nous remplagons h et a par leurs expressions en fonction de o, nous obtenons :

5 1+ o2 1(1+ ) 1(1 )1—{—J2n
———— = —(=40)—=(=—0)———
1+ o2n 20 20 1+ o2’
1 1 0.2n+1
o ol—og 1 —g2’
1_0.2n+2
 o(1—o)

Donc pour z € K(R,r), nous obtenons les minoration suivantes :
® si 2y < 3/2+ € alors 2y > r? donc |z —ia(l + o) /(1 — o?")| > r?,
® si zp > 3/2+ € alors 2; > 72 donc |z — ia(1 + o) /(1 — o®)] > 1/2.

Toutes ces inégalités conduisent a la majoration uniforme

3 2n
dno
(2, )| < , 2.33a
|2, h) ((571\/_”) min(r2,1/2)v/1 + 4n?r? ( )
32671/2 1
2.
~ n’min(r?,1/2)’ (2.33b)
4
0 (2.33¢)

~ n’min(2r2, 1)
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Gréace a cette majoration (2.33c), la série f,,(z, h) est donc normalement convergente sur K (R, r)
et pour tout h € [1,1 + €] cette majoration est uniforme. Comme z — f,(z, h) est holomorphe
sur K (R, ), la fonction Fj, est holomorphe sur K (R,r). De plus en remarque que pour tout
z € K(R,r) les applications h — f,(z,h) sont continues sur |1,1 + €| et se prolongent par
continuité en 1

. 2
i a2 h) = Ay

Ainsi la fonction F, converge vers F qui est holomorphe :

2
P =D ity

n>1

Pour terminer cette section nous allons montrer que la partie réelle de la fonction F (2.30) est
solution du probleme de Neumann (2.28). Pour cela nous introduisons la fonction holomorphe
suivante : )

ix

0o 2(1 —ch
J(z) = /0+ de (2.34)

et —1

Proposition 2.4.1 La fonction J, définie par (2.34), est holomorphe sur Dy :

{
zZ+ -

DJ:{ZEC 5

oty
——|>=ce
275173

>%}. (2.35)

De plus sur Qy = {z € Clze >0 et |z—1i| > 1} les fonctions F et J sont égales et la partie
réelle de J est solution du probléme de Neumann (2.28).

Preuve : Nous fixons R > 2§ > 1 > 2r et notons le compact K(R,r,d§) C Dy :
K={zeClr<|z|<R, |z—1id|>9, et|z+id|>d}.

Montrons que J est holomorphe sur le compact K (R, r,d) en appliquant le théoréme de Lebesgue
d’holomorphie sous le signe intégrale. Pour tout z = a + ib € K(R,r,0) et tout z € [0, +o0],
nous introduisons la fonction

21— ()

e (2.36)

j(z,7) =
Pour tout = > 0, 'application z — j(z, ) est holomorphe sur K(R,r,d) car z — ch(ix/z) est
holomorphe pour tout z # 0. De plus pour tout z € K(R,r,¢), I'application x — j(z,x) est
continue sur |0, +oo] et elle peut se prolonger par continuité en 0,

ix
. 2(1 - ch(;)) _9 . .
](Z’x)_TN?x quand = — 0.
Ainsi la fonction j(z,-) est mesurable sur [0, +o0o[ pour tout z € K(R,r,6). Soit z = a + ib €
K(R,r,0) et x € [0, +00[, un simple calcul conduit & :

X bx ax bx ax

Ch(;> - Ch(m)cos(az + b2> * iSh(aZ + bz)sm(a2 + b2)' (2:37)
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Pour simplifier les calculs nous notons
a=a/(a®+ V%) et B=0/(a®+b?).

Nous majorons maintenant ’application x — j(z, ) avec = € [0,00[ et z € K(R,1,6) :

. 2(1 — ch(Bx)cos(ax)) 2sh(fx)sin(ax)
e 2)| = ‘ er —1 ‘* =1 |
¢ oo L) o A i)

En appliquant 'inégalité des accroissement finis sur l'intervalle [0, 2|, nous obtenons les inégalités
suivantes :

11 —cos(ax)] < ax < =z,
lsin(ax)| < az < —ux,
R
1- (8] < fsh(Bs)]e < oreh(x).

Ces inégalités conduisent a la majoration :

3Rx(e(ﬁ_1)x + 6_(ﬁ+1)x)
r2(1 —e®)

(2, )] <

Montrons que pour tout a + ib € K(R,1,0), il existe deux constantes C; < 0 et Cy < 0 tel
que —1<Cy <0et = —1 < Cy < 0. Nous introduisons les fonctions de deux variable
fi: K(R,r,6)—Ret fo: K(R,1,0)— R :

b— (a® + b%)

a? 4+ b2

—b— (a® + V?)

et fi(a,b) = PR

N1 (aa b) =
Comme (0,0) ¢ K(R,r,0), f1 et fa sont des applications de classe C* sur K(R,r,d). L’'unique
point critique des fonctions f; et f; serait le point (0,0), or ce point n’est pas dans K(R,7,J).
Comme K (R,r,0) est compact, les fonctions f; et f sont bornés sur K (R, r, ). En remarquant
que pour tout (a,b) € Dy, défini par (2.35), nous avons :

1 1

a2+(b_§>2>1 = a+b0"—-b>0
1 1

a?Jr(b+§)2>zl = @ +b0*+b>0

Comme K(R,r,0) C Dy, il existe deux constantes C1(R,r,0) < 0 et Cy(R,r,0) < 0 tel que
pour tout (a,b) € K(R,r,0), fi(a,b) < C1(R,7,6) et fa(a,b) < Ca(R,7,6). Ainsi pour tout
z € K(R,r,0) nous obtenons la majoration suivante pour la fonction j(z,-) :
3R$(601(R’r’6)x 4 eCQ(R,r,é)x)

r2(1 —e®)

(2, )] <

En remarquant que la fonction
[eCl(R,T,é)z 4 eCQ(R,T,6)$:|

r — 3Rx )
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est continue sur |0, +-00[ et se prolonge par continuité en 0 par 6 R/r?. Lorsque x tend vers +oo
cette fonction est équivalente a :

SRx(eCl(R,r,é)w 4 ng(R,r,(S)x) B 3Rx
r2(1 —e®) o2

Nous en déduisons donc que cette fonction est intégrable sur [0, +o0o[. Le théoréme de Lebesgue
d’holomorphie sous le signe intégrale permet de conclure que la fonction J, définie par la formule
(2.34), est holomorphe sur K(R,r,0) avec R > 2§ > 1 > 2r. En faisant tendre R vers +o0o,  vers
0 et § vers 1/2, la fonction J est holomorphe sur Dj. Nous terminons la preuve en montrant que
la fonction J, définie par (2.34), coincide avec la fonction F, définie par (2.30), sur le domaine
) ={z€Clzy;>0et |z—1i > 1} en appliquant le principe des zéros isolés. Les fonctions F
et J sont holomorphes sur €2;. Pour z = i/t avec t < 1/2, nous avons F(i/t) = J(i/t). En effet
en utilisant la définition de J (2.34), nous obtenons :

i [T 2(1— ch(t)
i) = /O A g

_ /+°° 2(1— ch(tx))e*"dx7

l1—e®

- /0+00 2(1 — ch(tx)) Z e "dx.

n>1

(601(R,r,6)1‘ + ng(R,rﬁ)z).

En remarquant que la fonction z — 2(1 — ch(tx))e ™™ est négative pour tout [0, +oo[ et n > 1,
le théoreme de Fubini permet d’intervertir la somme et 'intégrale.

i +o00
I = > /0 2(1 — ch(tx))e ™dx,

n>1
“+oo

_ Z/ e~ _ 6(t—n)m . 6—(t+n)de7

n>1"0

Z {Qe—nx elt—n)z e~ (t+n)z too
= — -+ ,

=L-n t—n t+n |,
2, ! 1

sl t—n t+n
-

et n(t? — n?)’

) e — 1)

1 n(l+ n2(%)2) t
Les deux fonctions holomorphes F et J sont égales sur I’ensemble
{zeC| z=1i/t, avect <1/2} C

qui admet un point d’accumulation dans §2;. Ainsi les deux fonctions F et J sont égales sur
I’ensemble ;. Pour terminer cette preuve, nous allons montrer que la partie réelle de F est
bien solution du probleme (2.28). Pour cela, il suffit de vérifier que les conditions de bord sont
satisfaites car il est bien connu que la partie réelle (ou imaginaire) d’'une fonction holomorphe
est harmonique. Posons F(z + iy) = fi(x,y) + if2(x,y) et montrons que f; vérifient :

oh, )
8_n(x’ y) = 0 pour y = 0,
%(Z‘ay) = 1l-y pour 2% + (y — 1)? = 1.

on
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Nous commengons par écrire df;/0n en fonction de F. En utilisant les équations de Cauchy-
Riemann, nous obtenons :

0f 0fi
L) = Lapms) + L),
0fi dfa

= %(x,y)nl(x,y) - %M(xay),

~ te(Gtctin) nen) )
= Re(F'(x+1y) n(x,y)).

L’égalité entre les fonctions F et J permet d’obtenir une nouvelle expression de F'(z) :

2. +m .
F'(z) = —Z/ v sh(lgx)dx, pour tout z € ;.
0

z? et —1
La premiere condition de bord peut se prouver en posant z = t € R*. Le vecteur normal est
n(t,0) = —i et F'(¢) - n(¢) se simplifie de la maniere suivante :
2 [T 2 ix
F'(t)-nt) = = sh(—)dx - (—i),
Mon) = 5[ S ()
2 [T 2 X
= — sin(—)dx.
2 ), er—1 (t)

Cette quantité est imaginaire pure donc sa partie réelle est nulle.
Pour prouver la seconde condition de bord, nous utilisons la paramétrisation du cercle
suivante, zy = i + i’ avec § € [—m, 7]. Le vecteur normale du cercle au point z, est donné par

n(zg) = —ie®. Pour calculer I'expression F’(zg) - n(zg), nous devons simplifier sh(x/(1 + ¢%)) :
X Xefi9/2
h(——) = sh(z——F—=
i (1+e‘9) ° <2cos(9/2)>’

= sh(5 —i5tg(6/2))
- sh(g)cos(gtg(e/z)) - ich(g)sin()—;tg(eﬂ)).

Nous pouvons donc séparer partie réelle et partie imaginaire, nous obtenons donc :

Re(F'(29) - n(zg)) — Re((' 2‘?’_) /0 h — : [sh(}—;)cos(gtg(e/Q))

i+ ieif)2

—  4ch ;)sm( tg(9/2))] >

(
B (20052 9/2 h e"L—l [sh(g)cos(gtg(Q/Q))

g)sm(§tg(9/2))] dX) )

= oy [ e/
© 4cos2(0/2) J, ve T emlgte *

-1 oo .
- — R —(1-itg(6/2))xq
cos?(0/2) (/ e *)

-1 1
B COSQ(Q/Q)Re ((1 — itg(0/2))2) 7
_ 1 e (cos? elf
~ 0 /2)3( (6/2)e),

= —cos(f).

— ach(
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En remarquant que pour zy = o + iy = i + ie??, 1 — y = —cos(f). Ainsi la partie réelle de la
fonction F, définie par (2.30), est bien solution du probleme de Neumann (2.28). W
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Chapitre 3

Espaces fonctionnels et problemes de
Neumann

Dans ce chapitre nous introduisons tous les espaces fonctionnels nécessaires pour donner
un sens aux solutions des équations aux dérivées partielles que nous allons étudier. Dans une
premiere section, nous rappelons les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev. Nous
donnerons aussi les définitions et certaines propriétés sur quelques espaces moins classiques : les
espaces de Sobolev a poids et certain sous-espaces de difféomorphisme. La seconde section est
dédiée aux problemes de Neumann non homogenes ot nous exposerons les résultats classiques
d’existence et d’unicité des solutions pour des domaines bornés et non bornés. Enfin dans la
derniere section nous étudierons la dépendance par rapport a un parametre d’'un probleme de
Neumann.

3.1 Définitions de espaces de Sobolev

Dans cette section nous fixons n > 1 et m > 1 des entiers et €2 un ouvert de R™ de classe
C*. Pour s > 1 un entier, nous introduisons les espaces classiques de Sobolev :

L*(Q,R™) = HY(Q,R™) = {u

Z/Quz(x)dx < +oo} : (3.1a)

H*(Q,R™) = {u e L*(Q,R™)| 9%u € L*(Q,R™) pour tout o < s}. (3.1b)

Comme dans le livre de Lions et Magenes [35], nous munissons ces espaces des normes suivantes :

m 1/2
[u||z2rm) = (Z/ﬂ|up(x)|2dx> , (3.2a)
p=1

1/2

lall s = | D 110%ul|2@pm . (3.2b)

laf<s

Toujours d’apres le livre de Lions et Magenes [35, Théoréme 1.1 page 3], pour les normes (3.2)
les espaces L*(2,R™) et H*(Q, R™) sont des espaces de Hilbert et le produit scalaire de deux

47
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éléments u, v est donné par :

(u, V)L?(Q,Rm) = Z Qup(x)vp(x)dx, (3.3a)
p=1

(W, V) yrm) = (0o, 0aV) 120 ) - (3.3b)
la|<s

Pour simplifier les notations, nous noterons H*(2,R) = H*(Q2), lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible. Pour s > 0, les espaces H*(R™ R™) sont définis par interpolation et les espaces
H=*(R™,R™) pour s > 0 sont définis par dualité (voir Lions-Magenes [35]). En passant par
des cartes locales de I' = 02, nous pouvons définir, comme dans [35, Chapitre 1, page 38], les
espaces H*(I',R™). Nous invitons le lecteur a consulter [35] pour une étude plus complete de
ces espaces.

Nous terminons cette section en rappelant la définition de certains espaces de Sobolev a
poids. Ceci permettra de donner un sens aux solutions des problemes de Neumann pour des
domaines extérieurs. Ces définitions et résultats provient du livre de Adams [1] et des articles
de Amrouche, Girault et Giroire [2] et [3]. Nous devons introduire des espaces de Sobolev a
poids qui imposent le comportement des solutions a l'infini. De plus nous restreignons 1’étude
a certains types de domaines non borné. Le domaine () sera le complémentaire d’un compact
K = U;crK; de R™ ou le complémentaire d’'un compact dans un demi-espace :

@@
/

Fi1G. 3.1 — Exemple de domaine extérieur €2

Q

Nous commencons par définir les fonctions de poids :

p(x) =1+ x)Y?  xeR¥sin=3,
p(x) =In (2 + |x|) x € R?sin=2

Pour un domaine 2 non borné de R™, nous introduisons les espaces a poids suivants :

L2(QR™) = {ueD(QR") |puec L*(QR™)}, (3.4a)
HYQ,R™) = {u e D(Q,R™) | = € L2(Q,R™) et gu € L*(QR™)i=1,... n} ., (3.4b)
P Ty

2

H2(Q,R™) = {u € HY(Q,R™) ‘ € L*(Q,R™) pouri,j =1,... ,n} : (3.4c)

p@x,@x]
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Pour ces espaces nous posons les produits scalaires :

(W, v)2rm) = Z g (x)vip(x) p* (x)dx,

(0, V)i orm)y = Z/ Vu(x) - Vvg(x)dx,
0
(11> V)HQ(Q,Rm) = (11, V)Hl(Q,Rm)

50 [ e

k=11i,j=1

Pour plus de généralités sur ces espaces et pour vérifier que £2(Q, R™), H* (2, R™) et H?(Q, R™)
sont des espaces de Hilbert, nous renvoyons le lecteur vers les travaux de Boulmezaoud [7],
Amrouche, Girault, Giroire [3] et Amrouche, Necasova [4].

3.2 Une classe de difféomorphismes

pans cette section nous fixons n > 1, m > 1, kK > 0 des entiers, T" > 0 un scalaire et ()
et €} des domaines de R™. Le but de cette partie consiste a rappeler différents résultats sur les
difféomorphismes et a introduire certains espaces qui donneront la régularité des solutions des
problemes fluide-structure. Les propriétés sur les ensembles des difféomorphismes sont adaptés
des résultats de la section 2 de l'article d’Ebin et Marsden [19]. Une principale difficulté dans ce
type de probleme est la forme variable que peut prendre le domaine du fluide. Nous avons donc
besoin de définir des espaces fonctionnels sur des domaines variables en temps pour donner une
définition précise des solutions.

Nous distinguons le cas des domaines bornés du cas des domaines non bornés. Pour un
domaine € borné, nous rappelons que I'espace C*(Q2, R") est un espace de Banach si nous le
munissons de la norme suivante :

luller@en = Y D0z @zm, pour tout u € C¥(Q,R").
|| <k

Pour 1 > m > 0, nous définissons le sous ensemble de C¥(Q, R") :

u est une bijection de Q sur u(€),

DX (Q) = {u € CX(,R")

1
m < |det[Dyu(y)]| < - pour tout y € Q, et u ™t € Ck(u(Q),R“)} . (3.5)

Cet ensemble est un ouvert de I'espace de Banach C¥(€2, R"). La preuve de ce résultat se trouve
dans la section 2 de l'article d’Ebin et Marsden [19]. De plus si 0 < m’ < m < 1, alors nous
avons l'inclusion

DX (Q) ¢ DX,(Q).
Nous notons par
DX@) = (1) DL(®),
0<m<1
le sous-ensemble fermé des difféomorphismes qui préserve le volume, car si u € D¥(Q) alors

|det[Dyu(y)]| = 1 pour tout y € Q. L'ensemble de tous les difflomorphismes dans C* (Q,R")
sera noté par DE(9).
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Cependant pour 1’étude du cas générale nous avons besoin d'une classe plus large des
difféomorphismes que nous définissons ci-dessous. Plus précisément nous introduisons les sous-

ensembles de H*(Q,R") :

Diffk (Q) = {u € H5(©,R") | u est une bijection de Q sur u(f),

1
m < |det[Dyu(y)]| < — pour tout y € Q, et u ™t € Hk(u(Q),R“)} . (3.6)

De méme cette ensemble est un ouvert de 'espace de Banach H*(Q,R"). La preuve de cette
propriété se trouve aussi dans la section 2 de [19]. Nous remarquons aussi que pour tout 0 <
m’ < m < 1, nous avons aussi les inclusions

Difff (Q) C Difff,(Q).

Nous notons par
Diff*(Q) = () Diff5(Q)
0<m<1

le sous-ensemble fermé des difféomorphisme de H*(Q, R") conservant le volume. Parmi tous
ces espaces fonctionnels, ’ensemble Diffk(Q) joue un role important pour I'étude des fluides
parfaits incompressibles, car le flot engendré par la vitesse du fluide vit dans Diffk(Q). De
méme 'ensemble de tous les difféomorphismes de H*(Q, R™) sera noté par Difff(Q).

Concernant les domaines non bornés, nous regardons juste les sous-ensembles de C*(Q2, R™).
Nous supposerons que P'espace C¥(£2, R") est muni de la convergence uniforme sur tout compact
sur tout compact. Nous définissions la famille de semi-norme sur C*(Q, R") par :

[aller(x mmy = Z Dl oo (5 ), pour tout u € C*(€2,R"),
a<k

pour tout K compact de 2. Grace a cette famille nous pouvons définir une topologie sur
C*(Q,R™). Nous restreignons I’ensemble des difféomorphismes & une certaine classe qui n’a pas
d’influence sur se qui se passe en dehors d’un certain compact. Ainsi pour tout difféomorphisme
@, il existe un compact K € R" tel que

oy)=y pour tout y € R"\ K.

Nous définissons donc 'espace fonctionnel suivant pour 0 < m < 1 :

Dy (Q) = { ¢ €C"Q,R")| il existe K compact tel que
supp(¢ — Id,) C K, et ¢, € D (K,R") }.

Il faut remarquer que nous notons cet ensemble comme dans le cas borné et pour les différencier
il faut tenir compte du domaine 2. La condition supp(¢—Id,,) C K implique que ¢ est la fonction
identité a I'extérieur de K et donc que sur 2\ K ¢ est bijective et supp(¢~! —1d,) C K. Comme
pour le cas borné, I’ensemble des difféomorphismes sur {2 conservant le volume sera noté par

DHQ) = (] D).

0<m<1

Grace a ces espaces nous pouvons donner une définition des espaces de Sobolev sur des domaines
variables. Pour cela nous commengons par introduire la famille d’applications ®(¢,-) pour ¢ €
[0, T] qui vérifie les propriétés suivantes :
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e Pour tout ¢ € [0, T], I'application ®(¢,-) € DF(Q) si Q est borné et ®(¢,-) € DF(Q) si Q
est non borné.
e Pour 2 borné, I'application ¢t — ®(¢,-) est de classe C* sur [0, T].
e Pour  non borné, il existe un compact K C Q2 tel que t — ®(¢,-) C Dg°(K) soit de classe
CF sur [0, 7).
e Nous définissons par §2(t) = ®(t,2) pour tout ¢ € [0, 7.
Ainsi pour s > 0 et t € [0, T], nous définissons les espaces de Sobolev suivants :

HY(Q(),R™)) = {u|u(t,®(t,-)) € H(Q,R")}. (3.7)

Il faut remarquer que pour chaque fonction ®(t, -), nous définissons une norme différente associée
a ces espaces. Cependant avec les hypotheses imposées sur les fonctions ®(¢, ) il est facile de
vérifier que ces normes sont équivalentes. Donc elles définissent la méme topologie. Avec cette
définition nous pouvons introduire les espaces fonctionnels :

CH([0, T} H(Q(-),R")) = {u |t = u(t, ®(t,-)) € C*((0, T]; H*(Q,R")) } .

Avec les définitions ci-dessus, il est facile de vérifier que si u € C*([0,T]; H*(2(-),R")) alors
I'application = — u(t, x) est dans H*(§2(t)) pour tout ¢t € [0, 7.

Enfin pour terminer cette section nous donnons un exemple de construction de difféomorphismes
qui est inspiré de la construction de Takahashi [42] pour I’étude du mouvement des solides dans
un fluide visqueux incompressible. Nous considérons le mouvement de p > 1 solides rigides
dans le domaine 2 C R™. Nous utilisons les notations introduites a la section 1.2 pour décrire
le mouvement des solides. Nous rappelons que S? est le domaine occupé par le i-eme solide &
I'instant £ = 0. Le mouvement du i-eme solide est donné par la position son centre de gravité
h'(t) et sa matrice de rotation [R'(t)]. Centre de gravité est en hj) a l'instant ¢ = 0 alors que sa
matrice de rotation est la matrice identité Id,,. La vitesse d’'un point du i-eme solide est donnée
par la formule :

vi(t,x) = I@i(t) + Wi(t) A (x — hi(t)), pour n = 3,
vi(t,x) = hi(t) +0(t)[Ag)(x — h'(t)), pour n = 2.

De plus nous rappelons que q désigne les coordonnées généralisées (h, [R]") des solides. Pour
€ > 0 nous définissons la famille de domaines de R™ :

S ={xeQdist(x,S) <e}, S= [J S, Q=0\s"

,,,,, dist(S}, , Sflj) > € et
dist(S;i, 0Q2) > € pour touti,j=1,...,p},
ou Sq, est donné par :
Séi ={xeR" !x:hi+[Ri](y—hf)) poury € S'}.
Le but est de construire une application y qui vérifie le lemme suivant :

Proposition 3.2.1 Soit d = 4¢ > 0 tel que dist(99,S") > d et (SN S99 = () pour i # j, et
soit q € CY([0,T], PE(Q,S)). Alors il eziste une fonction x € C*(R?x C*([0,T], P(Q¢, Sp)), R?)
vérifiant :
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e x(x,q) = 0 pour tout x € R*\ (2N K) et pour tout q € C*([0,T], P<(Q,5)), ot K est
un compact qui contient S€;

e Pourtouti=1,...,p, pourtouty € |J;S" etq = (h',[R"])iz1,. , € C([0,T],P(£2, 5)),R?),
nous avons _ N '
x(x,q) =hi(t) + [R'(D)](y —hy) (¢ =0),
ot x = h'(t) + [R'(1)](y — hy) ;
e div(x(x,q)) = 0 pour tout x € R? et pour tout q € C'([0,T], P(©, S))

Preuve : Nous notons par
d, = min(dist(9€2,S"),i=1,...,p), do =min(dist($,S"),i,j=1,...,p), ,d=min(dy,ds).

dy, dy et d sont bien définis car les domaines S?, pour i = 1,...,p sont compacts. Nous posons
ainsi 4¢ = d et nous construisons la famille de fonctions plateaux & € C°°(R3, R) qui vérifient
les propriétés suivantes :

e 0 <¢&(x) <1 pour tout x € R?;
e &(x) =1 pour tout x € Sb¢;
e &(x) =0 pour tout x € R?\ §42¢.

Pour q € C'([0,T],P(QF,S)), nous introduisons les fonctions o' : R® — R3 et ' : R? —» R
telles que

8@3 8@2
) I3
. ) ) .
rot(a'(t,x)) = ga g9 ] _ v'(t,x),
I3 T
8@2 8@1
I To

olt vi(t,-) est la vitesse du i-eme solide S*(t) pour n = 3,

. o6t o5 .
() = (52,5 — vt

pour n = 2. Il est facile de vérifier que les fonctions a! sont définies par :

of(t,x) = 5 ((t)ms — B (0)rs — wi(r) (e — B(1))” + (5 — hy(1))?])
obft,x) = 5 (B(0)e — B (0)rs — wh(t) (1 — B (1) + (2 — ha(t))?])
oift,x) = 5 (B(t)es — Bty — wh(t) (21— W) + (02— a(t))?])

oll w! est la vitesse angulaire du i-eme solide. Les fonctions 3* sont données par :

ol 6 est I'angle de rotation du i-eme solide. Grace & ces fonctions nous définissons la fonction
X par : '

N { rot(> 0, &(x)al(t,x))  pour n =3,
’ curl(3°0 , &(x)F'(t,x))  pour n = 2.

La fonction x que nous construite vérifie les propriétés du Lemme 3.2.1. Enfin pour terminer
la preuve du lemme, nous vérifions que x — x(x, q) est une application de classe C* car &;, o'
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et (3 sont aussi des applications de classe C* pour tout i = 1,...,p. De plus les applications
q — o' et q — [ sont polynomiales en q donc q — x(+,q) est une application de classe C*.

Ainsi y est dans C*(R? x C1([0,T], P(Q2¢,Sp)),R?). W

Grace a x nous construisons le probleme de Cauchy suivant :

ov

E(t’ y) = x(¥(t,y),a(t)), (3.8)

v(0,y) = yeR", (3.9)
Ainsi la fonction ® est un difféomorphisme de R™ et vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 3.2.2 Il existe T > Ty > 0 tel que ¥ est de classe C* par rapport a t et pour
ov
tout Ty > t > 0, les applications y — V(t,y) ety — E(t,y) sont dans C*(R3). De plus

lapplication ¥ conserve le volume des partie bornées de R"™, car U vérifie
detlDy (Ut y))| =1 (t20, y € RY), (3.10)

et Uapplication y — V(t,.) un difféomorphisme de  sur Q et un difféomorphisme de F(0) =
Q\ S sur Fquy = Q\ Squ) pour tout t € [0,Tp].

Preuve : L’existence d'un T" > Ty > 0 et la régularité de la fonction W provient de la
régularité de la fonction xy du Lemme 3.2.1 et du théoreme classique d’existence et d’unicité des
équation différentielles ordinaires (voir le livre d'Hartman [26, p. 100]). La formule (3.10) est
une conséquence du théoreme de Liouville (voir Hartman[26, p. 96]). Ainsi application W(t, .)
est bijective de R™ dans R", pour n = 2,3. De plus pour y € R\ £, comme x(x,q) = 0 pour
tout x € R*\ Q (voir les propriétés du Lemme 3.2.1) implique que Wy(¢,y) = y est une solution
du probléme de Cauchy (3.8), pour tout y € R3\ €. Or comme il y a unicité de la solution
d’un probléme de Cauchy nous en déduisons que ¥(¢,y) = y pour tout y € R*\ Q. En utilisant
un argument similaire il est facile de montrer que W(¢,y) = h'(t) + [R'(¢)](y — h{)) pour tout
y € Si. Ainsi U(¢,.) est aussi un difféomorphisme de F(0) sur Fypy = Q\ Sqr). W

3.3 Produit et composition

Dans cette section donnons certaines propriétés sur le produit et la composition dans des
espaces de Sobolev. Ces propriétés seront essentiellement utilisées dans la preuve du résultat
d’existence pour le cas d’un fluide de rotationnel non nul. Soient un entier n > 1, Q et €' deux
domaines bornés de R™ de classe C*°. Dans la suite s > 0 désigne un entier. Nous commencgons
par rappeler deux résultats principaux :

Proposition 3.3.1 Nous avons les injections suivantes :
e Sis < mn/2 alors pour tout 2 < r < 2n/(n—2s), nous avons H*(2) C L"()) avec injection
continue. En d’autre termes il existe K > 0

[uller@) < Kllul

He(Q) (ue H*(QQ)), pour tout u € H*(Q).

e Si s = n/2 alors pour tout 2 < r < oo, nous avons pour tout H*(Q2) C L"(Q2) avec
injection continue. Il existe une constante KK > 0 telle que :

ullzr ) < K|ul

me(),  pour tout u € H*(L2);
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e Enfin si s > n/2 et k > 0, Uinjection H* () C C¥(Q) est continue et il eviste une
constante K telle que :

||u||ck(§) < K||u|| gstry, — pour tout u € HSH“(Q).
ot la constante K ne dépend que de s, n, k et €.

Pour la démonstration de cette proposition on peut consulter le Théoreme 5.4 du livre de
Adams [1, page 97]. Nous rappelons également le résultat suivant qui est une conséquence du
Théoréme 5.23, page 115 de [1].

Théoréme 3.3.1 Soit s > n/2, il existe une constante K qui dépend de s, n et Q telle que
pour tout u et v dans H*(QY) le produit uv est dans H*(Q) et de plus

[uv | ms@) < Kllullms@llv]l s )-

Ce théoreme est tres utile car il justifie les régularités des produits de fonctions d’une maniere
simple. La condition s > n/2 doit étre remplit or pour n = 3 nous obtenons s > 3/2 donc
s> 2.

Pour ’étude de (1.32)-SC :syscomplet2, nous serons confrontés a la composition d’applica-
tions. Dans ce sens nous rappelons des résultats de Brezis sur la compositions d’un élément u
de H*(Q2') avec un difféomorphisme de 2 sur €' qui est de plus dans H*(€2, R"). Les résultats
que nous présentons ici sont des adaptations aux cas des espaces H*({2) des résultats de I'ar-
ticle de Brezis et Bourguignon [8] sur la composition entre un élément £ de H*(€') et un
difféfomorphisme u de Diff} (Q, Q') qui est défini par

Diff (£2,Q') = {u € Diff} (Q) |u(Q) =Q'}
Un des principaux résultats est le suivant :
Théoréme 3.3.2 Soient s >n/2+1et0<m<1, si fe H(Q R) alors lapplication
u— fou
est une application continue de Diff} (Q, Q) dans H*(Q2,R)

Remarque 3.3.1 Si l’'on suppose que f € H* 5(QY') alors l'application
u € Diff} (2,Q") — fou e H(Q)

est une application de classe C*, si nous munissons la variété Diff? (Q, Q) d’une structure
adéquate. Le lecteur pourra consulter article de Ebin et Marsden [19, section 2] pour plus de
détails sur la structure de variété des espaces Diff (€2, ).

La preuve du Théoreme 3.3.2 est basée sur les trois lemmes ci-dessous, qui sont des légeres
variations des résultats de l'article [8], et qui seront utilisés ultérieurement.

Lemme 3.3.1 Soient s > n/2, f € C5() et u € H*(Q,Q') alors fou € H*(Q) et vérifie
I'inégalité :
1f oullzs) < KI|f]

ot la constante K dépend de s, n, 2 et .

@) [|1ullims@p + 1], (3.11)



3.4. PROBLEME DE NEUMANN NON HOMOGENES 55

Lemme 3.3.2 Soient s > n/2, f € C*Y(V), u € H¥(Q,) et v € H*(Q,Q) alors nous

avons :

|fou— fov|msq < KJf|

ot la constante K dépend de s, n, Q et €.

co@lle = Vlime@ [lalli + V5@ + 1], (312)

Remarque 3.3.2 Comme dans la remarque que suit le Théoreme 3.3.2, en munissant Diff? (©2, )
d’une structure approprié et en supposant que f € C*TH(QY) alors

Diff? (Q,Q) — H*(Q,R"); uw~fou

est une application de classe C' de Diff} (Q,Q) vers H*(Q,R"). Nous utiliserons surtout ce
résultat pour des fonctions f de classe C*°. Pour plus de détails sur ces propriétés nous conseillons
de consulter [19, section 2].

Lemme 3.3.3 Soient s >n/2+1,0<m <1, f € H({) et u € Diff] (Q, Q) alors fou €
H*(Q) et vérifie l'inégalité :
1

s(Q/ . s s ]_ 1
#9) raeypape e + 1 (3.13)

[PACRY

) < K| f|

ot la constante K dépend de s, n, Q et (.

3.4 Probleme de Neumann non homogenes

Le probleme de Neumann joue un tres grand role dans cette these. Il intervient dans I’étude
des fluides potentiels ou dans le cas général pour récupérer la pression si la vitesse du fluide est
connue. Une bonne étude du probleme de Neumann sera le point clef de nombreuses applica-
tions. Dans toute cette section n > 1 est un entier et 2 est un domaine de R™. Nous rappelons
les conditions d’existence et d’unicité des solutions pour des domaines bornés et non bornés du
probleme de Neumann :

—A¢(x) = f(x) pour tout x € €, (3.14a)
g—ﬁ(x) = g(x) pour tout x sur 0f2. (3.14b)

3.4.1 Le cas des domaines bornés

Dans cette partie nous supposons que le domaine ) est borné de classe C*. Il est bien
connu que les solutions du probléeme de Neumann (3.14) sont définies & une constante pres.
Pour obtenir 1'unicité de ces problemes nous allons choisir un espace de Sobolev particulier.
Pour tout s > 0 et m > 1 des entiers nous posons

N*(Q,R™) = {u € H*(Q,R™) ‘ /Qu(x)dx = 0} , (3.15)

VEI(Q,R™) = {(f,g) € H*(Q,R™) x H*/2(09Q,R™) |
/Qf(x)dx+ /aQ g(x)doy = 0}. (3.16)

En adaptant certains résultats classiques (voir par exemple [35, théoreme 5.2 page 172] et [9,
théoreme IX. 25 page 181 et théoreme IX. 26 page 182]), I'existence et 1'unicité de la solution
du probleme de Neumann (3.14) est donnée par le théoreme suivant :
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Théoréme 3.4.1 Soient s >0 et (f,g) € V*(Q,R™). Le probléme

—Au(x) = f(x) pour tout x € €2,

ou
6_n<x) = g(x) pour tout x sur OS2.

admet une unique solution u dans N*T2(Q, R™). De plus u vérifie la formulation variationnelle
sutvante :

[ V) 9viix = [ foovixix e+ [ govixdn.

o0

pour tout v.€ H*T2(Q, R™). De plus il existe une constante K, qui dépend de Q, n, s et m,
telle que

[Vul

wesamm < K [V

He @R T HgHH~9+1/2(aQ’Rm)i| .

Pour faciliter la lecture de ce travail nous n’avons regrouper ici que les parties essentielles des
propriétés des solutions d’un probleme de Neumann. Pour plus de détails nous conseillons de
consulter les ouvrages [35, 9].

Le choix de I'espace N*(2, R™) est justifié par deux arguments. D’une part tout élément
de cet espace vérifie I'inégalité de Poincaré-Wirtinger. Pour tout s > 0 entier, il existe une
constante K qui dépend de €2, s, n et m telle que

[l

ot orm) < I [Vul Hs(Q,R™)

pour tout u dans N**1(Q2, R™). Le membre de gauche de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger ne
contient pas la moyenne de u car les éléments de I'espace N*(£2, R™) ont une moyenne nulle.
Ainsi sur I'espace N*(€2, R™) la norme donnée par

luls = [[Vul

Hs—1 (Q7Rm)

est équivalente a la norme ||- || s rm). La seconde raison est justifiée par I'unicité de la solution
du probleme de Neumann. En effet le noyau de 'opérateur linéaire

Q: HPY(Q,R™) — H*(Q,R™) x HY2(9Q,R™),

est composé uniquement des fonctions presque partout constante sur €). La restriction de @)
a N*T2(2,R™) rend donc cet opérateur injectif. De la méme maniere, le choix de I'espace
V#(Q2, R™) est imposé car il correspond a I'image de 1'opérateur Q.

3.4.2 Le cas des domaines non bornés

Dans cette partie nous regardons seulement un type particulier de probleme de Neumann.
Soient n = 2,3 et 2 un domaine de R™ tel que 92 = I'; |JI'y ou I'y est soit un hyperplan, soit
I’ensemble vide et I'y est la frontiere d’un compact. Nous rappelons que les espaces fonctionnels
qui sont utilisés ici sont

L2(QR™) = {ueD(QR") |puc L*(Q,R™)},
E 2 m au
5 € L*(Q,R™) et o
0*u
pc"):v,@x]

HYQ,R™) = {ueD/(Q,Rm)

eL2(Q,Rm)¢:1,...,n},

H(Q,R™) = {ueHl(Q,Rm)

c L*(Q,R™) pour i,j = 1,...,n}.
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qui sont définis a la Section 3.1. Nous considérons les problemes de Neumann suivants :

—Ap(x) =0 pour tout x € €, (3.17a)
g—ﬁ(x) = g(x) pour tout x sur I'y, (3.17b)
g—ﬁ(x) =0 pour tout x sur I'y, (3.17¢)

pour g € H'/%(T';). La condition sur le bord I'y disparait si ce dernier est I'ensemble vide. Nous
avons le résultat suivant pour le probleme (3.17)

Théoréme 3.4.2 Pour tout g € H/%(T'y), le systéeme (3.17) admet une unique solution ¢ dans
H2(Q). De plus ¢ est l'unique solution faible de

/Q V(x) - Vip(x)dx = / g oy, Vo € H'(Q), (3.18)

Iy

et il existe une constante K () > 0 telle que

[@ll2e2@) < KNl mrrzery)-

La preuve de ce théoreme peut étre trouvé dans [3, 2] pour le cas des domaines extérieurs et
[7] pour le cas du demi-espace. Il faut remarquer ici que les conditions de compatibilité ont
disparu. Ceci est expliquer aussi dans [7].
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Chapitre 4

Probleme de Neumann dépendant d’un
parametre

Dans cette section, nous présentons certains résultats de I'article de J. Houot et A. Munnier
[31] sur I'étude des probléemes de Neumann définis des domaines variables et sur le mouvement
des solides dans un fluide potentiel. Les méthodes que nous utilisons ici proviennent principa-
lement du livre de A. Henrot et M. Pierre 28] sur la dépendance du probleme de Neumann
par rapport a un parametre. Le but est de justifier la régularité des solutions d’un probleme
de Neumann qui dépendant d'un parametre et de certaines intégrales d’énergie associées au
probleme. Ces dernieres interviennent dans le calcul du Lagrangien du systeme et dans le calcul
des équations d’Euler-Lagrange. Pour les fluides potentiels nous montrerons que le systeme
d’équations ordinaires d’ordre deux obtenu grace aux équations de la mécanique analytique
admet une unique solution locale. Dans le cas simplifié d'un solide dans un domaine borné en
dimension 2 nous prouverons que les équations de Newton pour le solide sont équivalentes a la
description Lagrangienne de ce dernier.

4.1 Le cas des domaines bornés

Dans cette partie nous fixons un entier n > 1, un domaine borné 2 de R™ et un espace de
Banach F, muni d’une norme |- |g. Pour § € E, nous considérons I’application (6,y) — A(0,y)
qui vérifie :

e Pour tout § € E, A(6,-) € D*(R") ou D>*(R™) est défini par (3.5). A(f,-) est donc un
difféomorphisme de classe C* de R™ dans R™ et qui conserve le volume. De plus, pour
touty e R*"\Qet e E, Af,y) =y.

e Il existe & > 1 un entier tel que 8 — A(6,-) € D>®(Q) est de classe C*.

e Il existe 0y € E tel que A(fy, ) est Papplication identité sur R".

o [l existe 0 < a < f < +o0 tel que pour tout € € E nous avons

a < sup||[A(9>Y)”| < B,

yeQ
ou la matrice [A(0,y)] est définie par
A(0,y) = ([DyA(0,y)] ) [DyA(0,y)] ! |detDy A(6,y)|  pour tout y € Q. (4.1)

Nous remarquons que cette matrice est symétrique et définie positive pour tout 6 € E'et y € €.
Dans la suite nous posons 2(0) = A(6,2) et grace a I'application A(, -), nous pouvons définir

99
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un probleme de Neumann sur le domaine variable () par

—A®(0,x) = f(0,x) pour tout x € Q(0) (4.2a)
g—i(@, x) = g(0,x) pour tout x € 992(0) (4.2b)

ou (f(0,.),9(0,.)) est dans I'espace V*(€2(6)) qui est définit dans la section 3.4 comme

Vo(Q(0) = {(f,8) € H*(Q(6),R) x H*'2(9Q(6), R) |
/Q(e) f(x)dx + /8(2(9) g(x)doy = 0} ,

pour tout s > 0 entier. Or d’apres le théoreme 3.4.1, pour chaque # € E le probleme (4.2)
admet une unique solution dans N*t2(Q(f)), cet espace est défini comme dans la section 3.4

par :
/ u(x)dx = 0} :
Q(0)

pour tout s > 0 entier. Pour 6§ = 6y, nous posons ®y(-) = ®(fy, ) la solution du probleme de
Neumann

N*(Q0)) = {u e H*(Q(6),R)

—Ady(y) = foly) pour tout y € (2,
ot
on

ou fo(y) = f(bo,y) et go(y) = 9(6o,y) et (fo,g0) € V*(2). Pour définir la régularité de ®(0, )
dans un voisinage de 6y, nous introduisons la fonction ¥ (6, -) en posant :

(y) = g9o(y) pour tout y € 0,

U(d,y)=(0,A(0,y)) pour tout y € Q et 0 € E. (4.3)

Les propriétés de ¥ sont données par le théoreme

Théoreme 4.1.1 Soient s > 0, k > 1 des entiers. Supposons que pour tout 0 € F,
(f(97 )79(97 )) € VS(Q<9))7
et que les applications
0€FE— (f(ea A(@, '))79(8, (A(97 )))) ) 0€FE— A(@, ')7

sont de classe C*. Alors il existe un voisinage O de 0y tel que lapplication § € O — ¥(h,.) €
N*T2(Q) est de classe CF.

De plus nous pouvons en déduire le corollaire suivant qui permet de donner la régularité des
fonctions P :

Corollaire 4.1.1 Sous les hypothéses du théoreme 4.1.1 et en supposant que k < s+ 2, alors
Uapplication 0 — ®(0,-) est dans NF_,CH(O; H***7(K)), pour tout compact K C Ngeo$2(H).

La régularité de ® s’explique avec la formule de dérivation suivante :

o oV, B oA~
5(0:%) = =7(0. A7 (6,)) + [DV(6, A7 (0, %)) —5(6,).

La fonction ® perd donc en régularité, ce qui explique le corollaire.
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Preuve : Le but est de construire un probleme dont ¥ est solution. Pour cela nous utilisons
la formulation faible du probleme (4.2). Ainsi pour tout fonction u € N¥72(Q()) nous avons :

/Q(e) Vo0, x) - Vu(x)dx = /Q(e) f(,x)u(x)dx + /89(9) g(0,x)u(x)doy

En utilisant la fonction A, nous écrivons ces intégrales sur le domaine fixe ). Le gradient de ¢
s’exprime en fonction de celui de ¥ par la formule :

V0, x) = [DA1(0, x)]V¥(0, A"\ (8, x)).
Pour toute fonction u € H*T2(Q(0)), il existe v € H*T2(Q) telle que
v(y) =u(f,A(f,y)), pour touty € .

En effectuant le changement de variable x = A(f,y) dans la formulation variationnelle, nous
obtenons

AGM&wWW@yDWNWMy=/ FWJWWM%ﬁ/ G(6,y)v(y)doy,

Q(6) 290(6)
ou les fonctions F(6,-) et G(6,-) sont données par
F(0,y) = f(0,A(8,y)) |detDy A(0,y)] pour tout y € €

y
G0,y) = g(0,A0,y)) \[A(@,y)’l]*n\ |detDy A(f,y)| pour tout y € 0.

Nous rappelons que la matrice A(6,y) est définie positive pour tout y € Q et § € E. Ainsi
U(#,-) est solution du probleme aux limites suivant :

—div[A(0,y)VU(y)] = F(0,y) ye,
([A0,y)]VU(y)) -n(y) = G(b,y) yeon.

Grace aux hypotheses sur [A(6,-)] et au théoreme [35, théoreme 5.2 page 172], ce probleme
admet une unique solution dans N**2(Q) si et seulement si les fonctions (F(6,-), G(6,)) sont
dans V*(Q2). Or en appliquant le changement de variable x = A(f,y), pour y € , nous
remarquons que

/F(G,y)dy+/ G(G,y)day:/ f(9,x)dx+/ g(0,x)dox = 0.
Q 9 Q(9) Q(9)

Nous construisons 1’application

FExXN(Q) — Vi(Q),
div[A(6,.)VU] + F(9, ) (4.4)
6.0) = (qmanvvwn—aﬂo)'

Le but est donc d’appliquer le théoreme des fonctions implicites a F et ainsi obtenir la régularité
des applications ¥(6,-). Nous rappelons que les fonctions

0— AO,-), 60— f(O,A0,)) et — g(d,A@0,")),
sont des applications de classe C¥, donc les applications

0 — [AB,)], 06— F@,-), et 0 - G(6,")
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sont aussi de classe C*. Pour tout 6 € E, les applications
U — div([A(6,.)]VU), et U~ [A(0,)]VU -n

sont linéaires. La fonction F est donc une application de classe C* sur E x N*72(Q). Nous
rappelons que pour 6y € E, l'application A(fy,-) est I'application identité sur Q@ = Q(6p) et
nous rappelons que &g = ®(fy, ) = ¥(by, -) est la solution du probleme de Neumann :

—Ady(y) = foly) pour tout y € Q,
0o
a—no(Y) = go(¥) pour tout y € 9€2(6).

Comme les fonctions (fy, go) sont dans V*72(Q), le probléeme admet une unique solution dans
N*t2(Q)), par le théoréme 3.4.1 et nous remarquons aussi que F (6, @y) = 0. Enfin le calcul de
la différentielle de F par rapport a U au point (6y, ¥y) donne I'application linéaire définie par :

a—F(eo,qfo); Nst2(Q) — V(Q),

ou
—AH(y) poury €
H — OH .

8_n(y) pour y € 0f)

Par le théoreme 3.4.1, 9F /OU (6, @p) est un isomorphisme de N*t2(Q2) sur V*(Q)( le choix des
espaces N*T2(Q) et V*(Q2) joue un role crucial ici). Ainsi nous pouvons appliquer le théoréme

des fonctions implicites. Il existe donc un voisinage O de 6y et une unique application § € O —
©(0,-) € N*T2(Q) de classe C* telle que

F(0,0(0,y)) =0 pour tout y € Q et 6 € O.
Ainsi (6, -) est solution du probléme de Neumann :

—div[A(0,y)Ve(y)] = F(l.y) yeQ
(A(0,y)Ve(y))-n(y) = GO,y) yeo.

Ainsi par P'unicité des solutions, nous en déduisons que § € O — ¥(,-) € N*T2(Q) est de
classe C*, ce qui permet de terminer la démonstration. W

Nous passons a la démonstration du corollaire.
Preuve : D’apres le théoreme 4.1.1 nous savons que

0O —V,-) e NTQ),

est de classe C*. Fixons un compact K € NygepQ(f). Nous restreignons les fonctions aux com-
pacts K, car nous ne pouvons pas donner de définition de ®(6,-) ou cette derniere fonction
n’est pas définie. Pour comparer deux fonctions, il faut le faire sur un domaine ou ces fonctions
sont définies simultanément. Nous rappelons que ’application

00— A 0,-)e D),

est de classe C* et que pour tout multi-indice o, tel que || > 1 9*A~1(0,-) est dans L>=(R"™),
nous en déduisons que 6 € O — ®(0,-) € H*?(K) est continue. En dérivant terme a terme la
formule ®(0,x) = ¥(h, A=1(0,x)) par rapport & #, pour x € K, nous obtenons :

0P ov o QAL
g (%) = 25 (0. A7(0,%)) + [DY(0, A7 (0, %)) — 1~ (6,%).
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Nous observons une perte de régularité qui provient du terme [DW (0, A=1(0,x))] € H*"(K).
Ainsi € O — 094/00 € H*"'(K) est continue. La i-tme dérivée de la fonction ® par rapport
a 0 est dans H*T?7(K), pour 1 < i < k. Enfin nous avons

d € Nk ,CHO; H*T7H(K)).
u

Nous regardons maintenant la régularité de certaines intégrales qui dépendent du parametre 0
au travers des fonctions (6, ). Nous introduisons les fonctions (f;(0, ), g:(6,-)) pour i = 1,2
qui vérifient les hypotheses du théoreme 4.1.1 :
e pour tout € E les applications (f;(0,-),g:(0,-)) € VS(Q(Q)) pour tout i = 1, 2,
e les applications 0 € E +— (f;(0,A7(6,)), 9:(6, (A71(8,)))) sont de classe C*, pour tout
i=1,2.
Avec ces fonctions nous définissions les problemes de Neumann suivants :

—A®;(0,x) = fi(0,%x) pour tout x € Q(0),
0P,
on

0,x) = gi(0,x) pour tout x € 9€2(0),
pour ¢ = 1, 2. De méme nous définissons les fonctions ¥; associées a ®; par
U,;(0,y) = ;(0,A(0,y)) pour tout y € Q, # € E et pouri = 1, 2.

Grace a @1, ®, nous définissons la fonctionnelle
= / V(I)l(é, X) : V@g(@, X)dX. (45)
Q(6)

Ces intégrales jouent un role important dans I’étude des fluides potentiels. En effet elles inter-
viennent dans le calcul de la matrice de masse K(q) du systeme (1.42). Le parametre 6 joue
le role des coordonnées généralisées. Donc 'étude de 1(#) va permettre de justifier l'existence
et I'unicité locale des solutions des équations d’Euler-Lagrange. Le théoreme suivant donne la
régularité de l'application § — I(6) ainsi que la formule de sa dérivée :

Théoreme 4.1.2 Soient s, k, A et (f;, g;) qui vérifient les méme hypothéses que le Théoréme
4.1.1 pour i = 1,2, alors il existe un voisinage O de Oy tel que Uapplication 6§ — I(0) est de
classe C*. De plus pour tout 6 € O, la dérivée par rapport a 0 est donnée par :

ol - % X ﬁ x)dx
20 = /Q(e) g 0 x)®20,%) + 500, x)1(0, x)d

+ / div [(£1(0, X) 2 (6, %) + £2(6,%)D, (0, %))V (0, x)] &
Q(0)

+ / (8G1((9> A1(0,%)) — Vrgi(0,x) - Vr(0,x ) Dy (0, x) doy
a0y \ 00

-/ (@«e),Alw,x)) ~ Vega(6,%) - Vi(0,x ) @10, %) do,
a0 \ 00

+ / 291(0,%)g2(0,x) — VP1(0,%x) - VOo(0,x)] (V(0,%) - n(f, x)) do
29(6)

+ 89(9)H(9,x) (9100, X)D5(0, ) + g2(0, x)®1(0,%x)] (V(0,x) - n(0,x)) doy, (4.6)
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ot H(0,x) est la courbure moyen de la surface 02(0) au point x (voir [18, page 129] pour une
définition plus compléte),
oA

V(b,x) = %(G,A_l(é’,x)) pour tout x € §2(0),

Gi(0,y) = ¢(0,A0,y)) pour tout'y € 02 pour i =1,2,
et pour tout champ de vecteur w défini sur 9Q(0), ur désigne la composante tangentielle de u,
ur(x) = u(x) — u(x) - n(f, x) pour tout x € 0€(6).

Preuve : Nous commencons par montrer la régularité de I'application I. En effectuant le
changement de variable x = A(f,y) dans I(f) nous obtenons :

1(6) = / (A0, )IVV1(6,3)) - V(0. y)dy.

ou la matrice A(, ) est définie par (4.1). D’apres les hypotheses de la Proposition 4.1, 'applica-
tion 6 — [A(6, )] est de classe C* sur E. De plus par le Théoréme 4.1.1, il existe un voisinage O
de 6y tel que les applications 8 € O — U,(6,-) € N*t2(Q) sont de classe C*. Ainsi I'application

€O —[A®G,y)VVi(0,y) - VU,y(0,y) € L'(Q)

est de classe C*. Cette régularité provient de la régularité des fonctions ¥y, ¥, et des hypotheses
sur [A(0, )] qui sont :
a < sup |[[[A(0,y)][| < 5.
yEQ

En utilisant la régularité de I'intégrale pour des fonction de L!(2), nous en déduisons que I est
une application de classe C* sur O. Nous faisons remarquer ici que la démonstration repose sur
la régularité des fonctions ¥; et ¥y, mais pas sur celle de & et &,.

Pour simplifier les calculs de la dérivée de I, nous notons par

OA

V(b,x) = %(9, A0, %)) pour tout x € Q(6),
B (0,x) = %(e,x) pour tout x € Q(6),
o 0P ov OAN!
8_;(0’ X) = a_ek(& A_1(07 X)) + [D\I]k(ew A_1(07 X))] 90 (97 X)
Pour calculer la dérivée de I, nous appliquons la formule de Reynolds (1.18) a I(6) :
Il
9L gy _ / VP, - Vdy(0,%) + VO, - VI(0, %) + Vd, - Vo, (V - 1) (0, x)do,.
90 Q(6) 29(0)

Il faut donc calculer les intégrales qui contiennent les quantités @}, pour k& = 1,2. Pour cela
nous dérivons, par rapport a #, les formulations variationnelles associées aux fonctions ®;. Pour
toutes fonctions testes ¢ € H*T2(Q(0)), @, vérifie la formulation variationnelle suivante :

VaL(0.x) Voe)dx = [ fOx)00dx+ | (030000
Q(6) Q(6) 08(0)

Ainsi en appliquant la formule de Reynolds (1.18), nous obtenons les formules suivantes :

a ( / L IO ng(x)dx) _ / , VO0.) - Tolx)ax

+ VO,(0,%x) - Vo(x)V(0,x) - n(fh, x)doy,
29(0)
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% </Q(0) fk(H,x)d)(x)dx) = F1(0,%)6(x) + div(£ (0, x)p(x)V (0, x))dx.

Q(0)
Pour la derniére intégrale nous ne pouvons pas appliquer la formule de Reynolds. Donc pour
calculer sa dérivée nous sommes obliger d’effectuer le changement de variables x = A(6,y), pour
y € Q, qui permet d’obtenir une intégrale sur un domaine fixe. Pour tout 8 € O et y € 01,
nous notons par

Jacr(0,y) = [Jac(A(0,¥))| [([DA(G,y)] ") n(y)

est la jacobienne tangentielle au point y de 0f2 et n(y) est le vecteur normal a 02 en y. Ainsi
I'intégrale sur le bord 992(f) devient

Y

/ 91(6, %) $(x)dor, = / (8, A6, y))B(A(0, y) acr(8, y)doy,
89(0)

onN

Pour calculer la dérivée par rapport a € de cette intégrale, nous commencgons par rappeler
certaines formules.

Gi(0,y) = g:(0,A(0,y)), pour tout y € 9.

La différentielle de la jacobienne tangentielle par rapport a 6 est donnée par

0

, 0
2 [Jacr(6,y)] = divr {—

S5A0.3)] Jaer0.9),

ou divr est I'opérateur défini par

divp(u(x)) = div(u(x)) — ([Du(x)n(x)) - n(x), (4.7)

oux € Jf) et n(x) est la normale de la surface 92 au point x. Nous pouvons retrouver ’ensemble
de ces définitions dans le livre de A. Henrot et M. Pierre [28]. Un calcul formel de la différentielle
de l'intégrale de bord donne :

0 0
o (/m) (6, X>¢<X>dax) = | GuOYIOA0 )i A0,y acr(0.)

0 A(0,y))| Jacr(0,y)doy.

. [aGk (0,y)6(A(0,¥)) + G0, y)VH(A(D, ¥)) - 55

00

Cette intégrale se simplifie si nous effectuons le changement de variable inverse :

5 (], sox060m) = [ S22 0.x0)000
k(0. %)V600) - V(0,%) + 940, )0(x) vt [V (0,3

Finalement nous obtenons une formulation variationnelle pour @, :
/ Vo, (0,x) - Vo(x)dx + Vo, (0,%x) - Vo(x)V(0,x) - n(0, x)doy
Q(6) 99(0)

= 1100, x)o(x)dx + / div(fi (0, x)d(x)V (0, x))dx

Q(0) Q(0)

0G},
+/39(9) 20 (0, A (Q,X))¢(X)dax+/(9ﬂ() (0, X)Vh(x) - V(0,x)doy

" /asz(e) 9k (0, x)p(x)dive[V (6, x)]do,
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pour toutes fonctions testes ¢ € H**?(2(#)). En prenant ¢ = ®1(6,-) et ¢ = Po(0,-) dans la
formulation variationnelle plus haut, nous pouvons ainsi calculer la différentielle de I :

ol

%(9) = — Vo,(0,x) - VPy(0,x)V(0,%x) - n(h, x)doy

290(6)
4 / F1(0,%)(6, %) + £1(0, %) @2(0, x)dx
Q)

" /Q(e) div [(£1 (6, x)P2(6, x) + (f2(0, x) 1 (6, %)) V (6, x)] dx

+ / 951 (9, A8, %))Ba(6.x) + 252 (0, A1 (8, %)), (6, x)ddo
99(6) o %

s [ 00V R00.30 + 00,3V (0.5) - V(0. )
89(0)

+ / (g1(0,x)P2(0,%x) + g2(0,x)P1(0,x)) divp[V (0, x)]doy.
89(0)

Pour terminer la preuve, nous avons besoin de rappeler quelques formules de géométrie différentielle.
Pour tout champ de vecteur U et V et pour toutes applications f définit sur un voisinage de
0€2(0), nous avons

divp(f(0,x)n(0,x)) = H(0,x)f(0,x),

U(4,x) Ur(0,x) + [U(0,x) - n(6,x)|n(0,x),
U0,x)-V(0,x) = Ur(0,x)-Vr(0,x)+ (U(0,x) -n(0,x))(V(0,x)  -n(d,x)).

Nous rappelons aussi certaines propriétés de la divergence tangentielle

dive(f(0, x)U(0,x)) = f(0,x)dive(U(0, %)) + Vrf(6, %) - Ur(6,x), (4.8)
divp(f(0,x)U(0,x)) = divp(f(0,x)Ur(0,x)) + H(0,x)[f(0,x)U(0,x) -n(0,x)]. (4.9)

De plus nous avons la relation
/ dive(Ur (6, x))do, =0, (4.10)
99(6)

ou n(f,x) désigne le vecteur normale a 9€2(f) au point x et H(#,x) est la courbure moyenne
de 092(0) au point x. Le vecteur Ur est la composante tangentielle du vecteur U. Les formules
(4.8) permettent de simplifier 'expression de la dérivée de 1.

divr(g1(6,x)P2(0,x)V(0,%x)) = g1(0, x)P2(0, x)divr(V (0, %))
+ gl(e,X)VF@2<0,X> . VF(Q,X) + (132(6’,X)Vpgl(9,x) . VF(Q,X),

divr(g1(0,x)Po(0,x)V(0,x)) = divp(g1 (0, x)P2(0,x)Vr(0, %))
+ H(0,%)g1(0,x)P2(0,x)V (0, %) - n(d, x).

Finalement en utilisant la formule (4.10) nous obtenons

91(0,x)P5(0,x)divr(V(0,%x)) + g1(0,x) VP2(0,x) - V(0, %)
= divr(g1(0,x)P2(0,x)Vr(0,x)) + H(0,%x)g1(0,x)P2(0,x)V (0, %) - n(0, x)
+ g1 (€7 X)Q?(ea X)V(07 X) ' n<0’ X) - (D2(07 X)vFgl (07 X) ' V(O’ X)'
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Ainsi les intégrales de bords deviennent
/ 0160, %) (8, x)dive (V(0, %)) + 21(6, X) Vs (6, x) - V(0 x)dors
29(6)

= H(euX)gl(07x)¢)2(97X)V(Q’X) ’ n(07X>d0x
290(6)

+/ 91(0,%)g2(0,x)V(0,%) - n(0, x)doy
09(6)
_/ By (0, X)Vrgn (6. ) - V(0, x)do.
99(0)
Ce dernier calcul permet donc d’obtenir la différentielle de I :

oI B dfi o1
a8 = /Q@W(@?XM&(@ x) + 2 (0, %)@ (6, %)dx

+ / div [(f; (0, x)P2(0,x) + £2(0, x)P1(0, %))V (0, x)]
Q)
G, 109, %)) — x x x o
+ /69(9) (W((G),A (0,x)) — Vrge(0,x) - Vp(0,x ) (0, %) doy
+ / [291(6,%)g2(0,%) — VP1(0,%x) - VPo(0,%x)] (V(0,%) - n(0,x)) do
(0

+ / H(0,x) [91(0,x)D2(0, %) + g2(0, x)P1(0,x)] (V(0,%) - n(0,x)) doy.
29(0)

4.2 Le cas des domaines non bornés

Dans cette section nous travaillons sur un probleme de Neumann simplifié par rapport au
cas des domaines bornés. Soient n = 2,3 et {2 un domaine de R" tel que 9Q = TI'y |JT's ou I'y
est soit un hyperplan, soit ’ensemble vide et I'y est la frontiere d’'un compact K. Nous notons
toujours par E un espace de Banach, muni de la norme |- |gz. Comme dans le cas borné nous
avons besoin d’introduire une application (0,y) — A(6,y) qui vérifie les propriétés suivantes.

e Pour tout 0 € E, A(0,-) est dans D ().

e Il existe une boule B tel que K C B et pour tout § € Eet y € R*\ (B), A(d,y) =y.
De plus si '} n’est pas vide alors il existe un voisinage U de I'; tel que pour tout § € E
ety e U Al,y) =Y.

o Il existe k > 1 un entier tel que § — A(f,-) € C>®°(B N Q,R") est de classe C*.

e Il existe 0y € E tel que A(fy, ) est Papplication identité sur R".

e [l existe 0 < a < 8 < 400 tel que pour tout § € F nous avons

a < sup [|[A(6, y)]l] <0,
yeQ

ou la matrice [A(0,y)] est définie par (4.1).



68 CHAPITRE 4. PROBLEME DE NEUMANN DEPENDANT D’'UN PARAMETRE

Comme dans le cas borné, nous notons Q(0) = A(6,Q) et I'y(6) = A(0,T'2). Nous remarquons
que I'y = A(0,T'1). Nous considérons les problemes de Neumann suivants :

—A¢(0,x) =0 pour tout x € Q(6), (4.11a)

g—¢(9, x) = g(0,x) pour tout x sur I's(6), (4.11b)
n

g—(b(ﬁ, x)=0 pour tout x sur I'y, (4.11c)
n

pour g(f,-) € HY?(I'y(6)). La condition sur le bord I'; disparait si ce dernier est I’ensemble
vide. En appliquant le Théoreme 3.4.2, le probleme (4.11) admet une unique solution ¢(0,-) €
H2(2(0)) ot H*(2(F)) est défini par (3.4c). Comme dans le cas borné nous introduisons les
applications sur le domaine fixe € :

V(l,y) =9(0,A(0,y)., yeEQ,
et pour 6 = 0y, nous notons par ¢y € H2(S2) la solution du probléme de Neumann

—App(x) = 0 pour tout x € Q,

0
9% x) = g(fy,x pour tout x sur [y,
0
n
0
%o (x) = 0 pour tout x sur I'y,
on

Nous avons le résultat suivant pour la fonction ¢ (6, -).

Théoreme 4.2.1 Soit k > 1 un entier. Supposons que pour tout 0 € E les applications
g(6,-) € HY2(T5(6)) et 6 € E — g(6, (A(6,)))

sont de classe C*. Alors il existe un voisinage O de 0y tel que Uapplication 0 € O +— (0,-) €
H2(Q) est de classe C*.

Preuve : Comme dans le cas borné, nous allons appliquer le Théoreme des fonctions implicites.
Nous montrons que (0, -) est solution du probléeme elliptique suivant

div([A(0,y)]VY(0,y)) = 0  poury €,
[A0,y)]v(0,y) = g(0,(A(0,y))) poury € 'y (0),
[A(0,y)](0,y) = 0poury el

pour tout # € E. Nous construisons donc ’application

Fi ExHAQ) — L2(Q) x HY2(09),

div [A(6,.)VU]
(6,U) = ( [A(6, )VU] -n —G(6,) )

ou la fonction G(6,.) est définie par

— 9(97 A(07Y)) poury € FQ:
Go.y) = { 0 poury € I'y.

Comme dans la démonstration du Théoreme 4.1.1, nous pouvons appliquer le Théoreme des
fonctions implicites a F et en déduire qu’il existe un voisinage O de 6y et une application
U: O — H*Q) de classe C* telle que F(0,U(0)) = 0 pour tout § € O. Enfin par unicité du



4.2. LE CAS DES DOMAINES NON BORNES 69

probleme (4.11), nous en déduisons que ¢ = U pour tout § € O. Ce qui termine la preuve. W

Comme dans le cas borné nous devons étudier la régularité de certaines intégrales qui dépendent
de 6. Pour g,(0,-) et go(0,-) dans H'/?(I'y(0)) vérifiant les hypotheses du Théoreme 4.2.1, nous
introduisons les problemes de Neumann suivants :

—Ag¢;(0,x) = 0 pour tout x € Q(0),

?3(;1?11 (97 x) — gi(e7 x) pour tout x € FQ(Q),
i
8%(0’)() =0 pour tout x € I'y,

pour i = 1,2. De méme nous définissons les fonctions 1; associées a ¢; par
»i(0,y) = ¢:(0,A(0,y)) pour tout y € Q, § € E et pouri =1, 2.

Comme dans le cas borné nous devons étudier la fonctionnelle suivante
I1(0) = / Vi(0,x) - Vo (0, x)dx. (4.12)
Q(6)

Nous obtenons donc un résultat similaire au cas borné sur 1(0) :

Théoreme 4.2.2 Soient k > 1, A et g; qui vérifient les méme hypothéses que le Théoréme
4.2.1 pour i = 1,2, alors il existe un voisinage O de Oy tel que Uapplication 8 — I(0) est de
classe C*. De plus pour tout 0 € O, la dérivée par rapport a 0 est donnée par :

ol G, B
%(9) = /ar2(9) (WW)’A (6,x)) —Vrg1(8,x).VF(0,x)) D5 (0, %) doy
0G4 . B o . .
* /aw) (W(@%A (0,%)) — Vrga(0,%) - Vr (6, )) ®; (6, x) do
+ / [2g1(9,X)g2(9,x) - V@ﬂ@,x) . VCI)2<8’X)] (V(ij) . H(@,X)) do,
Ar'2(6)
+ /8 o H(9,x) [g1(0,x)D2(0, %) + g2(0,%)D1 (0, %)] (V(6, %) - n(0,x)) doy (4.13)

ot H(0,x) est la courbure moyen de la surface OT'5(0) au point x (voir [18, page 129] pour une
définition plus compléte),

V(f,x) = 2_19\(9’ A0, %)) pour tout x € Q(6),

Gi(0,y) = ¢:(0,A(0,y)) pour tout'y € OI'y pouri =1,2,
et pour tout champ de vecteur w défini sur 9Q(0), ur désigne la composante tangentielle de u.

Preuve : La preuve étant identique au cas borné, nous renvoyons le lecteur a la preuve du
Théoreme 4.1.2. A



70 CHAPITRE 4. PROBLEME DE NEUMANN DEPENDANT D’UN PARAMETRE



Chapitre 5

Mouvements des solides a I’'intérieur
d’un fluide potentiel

Dans cette partie nous étudions le mouvement de plusieurs solides dans un fluide potentiel.
Plus précisément, nous supposons que le champ de vitesse du fluide est le gradient d’un champ
scalaire. La principale nouveauté que nous apportons ici est 1'existence et 1'unicité locale des
trajectoires des solides, lorsque le systeme fluide-solide est un domaine régulier arbitraire, borné
ou non borné. En effet nous utilisons des résultats qui proviennent de la théorie de I'optimisation
de forme dans nos démonstrations. Ce concept est tres bien adapté au probleme car comme nous
le verrons la forme du domaine est donnée par la configuration des solides. De plus le procédé que
nous utilisons permet de traiter une collection quelconque de solides sans apporter de grandes
difficultés. Nous pouvons aussi traiter les cas des domaines fluides bornés ou non bornés de
manieres similaires. Les équations que nous obtenons sont des équations différentielles ordinaires
dont les coefficients dépendent des solutions de probleme de Neumann. C’est un atout de taille
pour un calcul numérique des solutions car la résolution d’équations différentielles ordinaires
est plus rapide. Cette particularité a été utilisée par A. Munnier pour réaliser plusieurs codes
en MATLAB.

Enfin nous montrerons que dans le cas particulier des fluides potentiels la description new-
tonienne des solides est équivalente a la description lagrangienne de ces derniers.

Pour la simplicité de la présentation, nous considérons uniquement le cas ou il n’y a pas de
forces extérieures qui agissent sur le systeme.

5.1 Existence et unicité locale des solutions

Dans ce chapitre nous regardons le mouvement de m solides rigides S, pour i = 1,--- ,m,
dans un fluide potentiel contenu dans un domaine 2, ou €2 est soit un domaine borné de R™ avec
n = 2, soit un demi-espace de R? ou un demi-plan de R? ou soit I’espace R? ou R?. Les solides
sont repérer par la position de leur centrer de gravité h' et par les angles d’Euler ©% = (6%, 65, 65)
de leur matrice de rotation dans le cas R? ou I'angle de rotation €. Nous rappelons que les
coordonnées généralisées du systeme sont donc :

q = (h',0") pourtouti=1,...,met q=(q',...,q") sin=3,
q = (h',#) pourtouti=1,....metq=(q",...,q") sin=2.
Pour simplifier les notations, nous donnons une nouvelle indexation du vecteur q par

q:(qu"'an)

71
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ou le nombre N = mn(n+1)/2. De plus nous rappelons la définition de I’ensemble des positions
admissibles des solides est défini (1.40)

P(Q,8) = P(Q,9).

ou pour € > 0 nous avons défini P<(2,.5) par (1.38) pour n =3

P(Q,9) = {q = (", 01 [R* x U™ ’dist(Si SL) > € et dist(SL,,00Q) > ¢

----- qi’ T qj

pour tout 4,5 =1,...,m},

PO S) { q= (0, 0y € R ‘ dist(SL,, S%,) > e et dist(S!,,00) > e
pour tout 4,5 =1,...,m}.

Nous rappelons aussi certaines notations de la section (1.2.4). L’énergie cinétique des solides
est donnée par la formule :

Ts = 5 Ks(a)la- 4

ou la matrice [KCg(q)] est définie par :
e Sin=3

e Sin=2

Kstal = ] = aieg | (0% D) ()]

Il est facile de vérifier que la matrice [Kg| est symétrique et définie positive. De plus si A,
est la plus petite valeur propre de [KCg] et A\y; sa plus grande valeur propre, nous avons donc
'inégalité pour tout x € RV :

A |X? < [Kslx - x < Ay|x /.

Concernant le fluide, nous rappelons qu’il existe une application W tel que la vitesse du fluide
est donnée par

u(t,x) = VU(t,x), pour tout x € F(t) et t € [0,T]

Ainsi ’équation d’Euler se traduit par ’équation de Bernoulli :

ov 1
p(t,x) = c(t) — pf[a(t,x) + §|V\I/(t,x)|2], pour tout x € Fyy et t € [0,77,

ou ¢(t) est une fonction qui ne dépend que du temps t. Nous rappelons que ¥ est solution du
Neumann suivant :

—-AV¥(t,x) = 0 pour tout x € F(t),
g_i(@X) =0 pour x € 09,
g_jlj(tﬂ}{) = [hl(t) +w(O'(t))(x — hz(t))} -n(t,x) pour x € I''(t), pour n = 3,
g—\rli(t, X) = |:h2(t) + Ql(t)[AoKX _ hl(t))] . Il(t, X) pour x € Fz(t), pour n = 27



5.1. EXISTENCE ET UNICITE LOCALE DES SOLUTIONS 73

olt le vecteur w(©%(t)) est défini par

y w(O(t)1 = ©5(t) +O5(t) Sm(@l (t)),
w(O'(t) = § W(Oi(t)2 = O5(t)cos(Oi(t)) — O5(t) sin(Oi(t)) cos(O4(1)),
w(O'(t))s = O(t)sin(65(1)) + O5(t) cos(5 (1)) cos(O5(1)),

Y

et la matrice [Ap] est définie par la formule (1.6). L’énergie cinétique du fluide est donnée par :

Ty =

(
1 L
SKr@la-a

ou

Kr(a)]ij = / prVO;(t,x) - VO,(t,x)dx, pouri,7 =1,...,N.
Fq

Les fonctions ®; sont les solutions des problemes de Neumann suivants :

—A®,(t,x) =0 pour tout x € Fyp (5.1a)
0P,
a—nj(t,x) =0 pour x € 01, (5.1b)
0P ;
o0 ——(t,x) = C;(t,x) pour x € dSgy), (5.1¢)

ou les fonctions C; sont définies par
e Pourn=3etj=6t+laveci=1,---,m,[l=1,---,6, nous posons
C(t,x) { Ki(t,x) pour x € S (q(t)), (5.2)
0 sinon

ot K} est définie par (1.36).
e Pourn=2e¢tj=3t+laveci=1,--- ,m, [ =1,2,3, nous posons

C;(t,x) = { ?;(tX) ;(I)ll(l)l;lx € 9S'(q(t)), (5.3)

ot K} est définie par (1.37)
Le Lagrangien du systeme L se réduit a la somme des énergies cinétiques des solides T et de
I’énergie cinétique du fluide Tp.

£(q.@) = S(1Ks(@)] + Kr(@a-a= 3 (K@) a

Nous commengons par montrer que la matrice [C(q)] possede les propriétés suivantes :
Lemme 5.1.1 La matrice [K(q)] est symétrique définie positive pour tout q € P(€2,S).

Preuve : Nous rappelons que [K(q)] = [Ks(q)] + [Kr(q)] pour tout q € P(£2,S). La ma-
trice [KCs(q)] est symétrique définie positive par définition. 11 suffit de montrer que [Kr(q)] est
symétrique et positive. En effet cela implique que [K(q)] est symétrique et positive et si pour
z € RY nous avons [K(q)]z, -z = 0, alors [Ks(q)]z,z = 0 et donc que z = 0 car [Kg(q)] est
définit. Nous allons donc prouver que pour tout z € RY nous avons

Kr(q)]z -z > 0.

Nous commencons par rappeler la définition de [KCr(q)].

Kr(q)]ij = / prVO;(t,x) - VO,(t,x)dx, pour i,j =1,...,N.
Fq
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Soit A € RY et nous posons
N
Ty =Y M\,
i1

Pour finir la preuve du lemme il suffit de remarquer que
(@A - A = / V0, (x) [2dx > 0.
0

Grace au Lemme nous pouvons simplifier les équations de Lagrange.

Lemme 5.1.2 Le systeme d’équations

d oL oL
—_ = ) — — ) = k=1,--- /N

est équivalent au systéme d’équation différentielle suivant

48[ maa ]

ou T est le vecteur défini par

N
0 10
T(xy)k= Y <a—q[/C(Q)]i,k - 58—%[7C(Q)]i,j> XY pour k=1,--- N.
J

ij=1

Preuve : Nous commengons par donner les expressions de certaines dérivée et nous rappelons
que le Lagrangien est donné par

£la.d)= 5 Y K@)

ij=1

Nous fixons k € {1,---, N}, la symétrie de [[C(q)] implique

0L(q,q)
oqy,

= Z[K(Q)]quz

i=1

Pour la dérivée par rapport au temps t il faut remarquer que

el =3 5o K@l

Ainsi nous obtenons

%g—i(q, q) = Z[’C(Q)]i,kéh‘ +> aim[’c(q”“fq’ql'

i=1 il=1

Enfin le dérivée par rapport a q; donne

oL . . 1< 9 .
a—qk(% q) = 3 Z —k[’C(Q)]i,jQiqj
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Les équations de Lagrange s’écrivent donc

d 0L oL 1 0 ..
Ea_qk - 3_q Z quz + Z (3% i,k — 5@—%[’C(Q)]zy) q:9; -

i,7=1

Pour simplifier les calculs nous introduisons le vecteur T défini par

T(x,y) = Z (i[K(Q)]i,k — li[K(Q)]i,y’) Xy, pour k=1,---,N.

ij=1 dq;

Ceci permet d’obtenir une relation sur la dérivée seconde q

q = [K(q)] ' T(4, 4).

Nous aboutissons donc au systeme d’équations différentielles suivant

d ( i ) B [ K ()] T(4.4) } | (5.4)

dt q

Le Lemme 5.1.2 met en évidence I'importance des résultats du chapitre 4. En effet I’étude
de la matrice [[C(q)] est principalement réduite a I’étude des intégrales suivantes

Kr(a)]i; = / prVO;(t,x) - VO,(t,x)dx, pouri,j=1,..., N.
Fq

Théoréme 5.1.1 Pour tout qo € P(2,5), il existe un voisinage de Q de qo dans P(2,S) tel
que 'application
P(Q,S) — MN(R),
q — [K@)]=[Ks(q)]+[Kr(q)],

soit de classe C* sur Q.

Preuve : Il suffit d’appliquer les Théoremes 4.1.2 et 4.2.2 & la matrice [Kp| avec E = P((Q,.5).
Nous choisissons ici 'application W définie par la Proposition 3.2.2 comme transformation
géométrique. L’application A, qui apparait dans les Théoreme 4.1.2 et 4.2.2 sera la fonction W.
De plus il est facile de voir que les applications

Ci,j(a, ¥(q,-)) € H'*(OF(0))

sont de classe C* sur P(£2,.5). Ainsi pour tout qo € P(£2,5), il existe un voisinage Q de qq
tel que q — [Kp(q)] soit une application de classe C*°. Concernant la régularité de la matrice
[Ks], il est facile de vérifier qu’elle est de classe C* sur P(£2,S). Donc nous en déduisons que
sur Q, la matrice [K] est une application de classe C*. W

Ainsi nous obtenons le résultat suivant sur les solutions de ’équation différentielle ordinaire
(5.4).
Théoréme 5.1.2 Pour tout qo € P(2,5) et po € RY, il existe un 0 < Ty < T et une unique
application q € C*([0,Ty); P(, S)) tels que q soit solution de I’équation différentielle
d (& _ [ K@ "T@a
dt q
a(0) =ao,  4(0) = po.

De plus le plus grand Ty que nous pouvons prendre correspond a T ou a un instant de choc
entre deux solides ou entre un solide et la paroz.
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Preuve : Nous commencons par fixer € > 0 tel que 4e < dist(99,S) et 4e < dist(S!, S’) pour
tout i # j et tel que qg € P¢(€2,S). Par le Théoreme 5.1.1, nous en déduisons que

q— [K(q)] ™

est de classe C™ sur P¢(€2, S) et que

(q,9) — T(q,4q)

est une application de classe C*° sur P¢(©,S) x RY. Nous obtenons ainsi existence et unicité
locale de la solution de I’équation différentielle. Concernant T, il faut utiliser la conservation
de I’énergie cinétique. La conservation de I’énergie cinétique du systeme donne

L(do, Po) = L(a(t), a(t)) = [Ks(@)]a(t) - a(t) > Aslla(t)]”,

ol Ag est la plus petite des valeurs propres de la matrice [Kg(q)]. Ainsi le meilleur T peut étre
égale a T' quand il n’y a pas de choc. Sinon T} correspond & un instant de choc. W

5.2 Lien entre les différentes descriptions

Dans cette partie nous montrons que les équations d’Euler-Lagrange pour les solides sont
équivalentes aux équations de Newton. Pour simplifier les calculs nous supposons que le systeme
est constitué d’un unique solide et que n = 2. La vitesse du fluide est donnée par u = V& ou
® est solution du probleme de Neumann suivant

—Ad(t,x) =0 pour tout x € F(t), (5.5a)
g—i(t,x) =0 pour x € 052, (5.5Db)
g—i(t, X) = h(t) + Q(t) [Ap](x — h(t))| - n(t,x) pour x € dS(t), pour n = 2, (5.5¢)

Ainsi nous simplifions les composantes des forces extérieurs F appliquées au solide et le moment
M des forces appliquées au solide. Nous ferons apparaitre le Lagrangien du systeme qui se réduit
a I’énergie cinétique du systeme.

Proposition 5.2.1 Les composantes de ¥ sont données par les formules

Fi:____'/ VolPdx + 22 [ |VoPndo, (5.6)
20 2 Joo

Preuve : La formule de Bernoulli est utiliser pour exprimer la pression en fonction de & :

p(t,x) =C(t) — pr {%—f(t,x) + %|V¢>(t,x)|2} ,  pour tout x € F(t) et t € [0,T].

Pour simplifier les calculs, nous fixons 'indice i = 1( pour ¢ = 2 il suffit d’intervertir les indices),
donc la composantes F; devient :

0P
Pi= [ (Ol = e (630 = V() P30
as(t)
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Nous observons que l'intégrale

/a “ C(t)nido, = /S . e (Cl0)dx =

Pour simplifier les calculs, nous notons par

0P
I, = _/ pr—nydoy,
as@ Ot
L = —/ PP |30, do,.
as(t) 2
Commencons par simplifier I
0*® 0P
I, = — dx + —mn doy
! PE F(t) aﬂflat PE 90 at !

En appliquant la formule de Reynolds (1.18)

_ ga_@dx - d 02 dx+/ a—CI)(v.n)daij/ a—(I)(V.n)daX
F(t) ot (9x1 9S(t) 1o}

_E F(t)a_xl T1 q 0X1

En utilisant la condition de bord v.n = 0 sur 02, nous obtenons :

d 0P
I = —pp— dn,do, + pF/ —(v.n)doy
dt Jas) as(t) IxX1

Remarquons que ny; = 9/8h;(0P/0n) sur dS(t) et en utilisant la formule de Green pour la
fonction ® nous obtenons :

d ovVo 0P
L, = —pp— div(®——)dx + / — (v -n)doy
1 PF o ( 8h1) PF st 8X1( )
prd O

0P
= =0— - Vo |2dx + p / ——(v-n)doy.
2 dt oh, /F(t) Vel " oS (t) a5131( )

Concernant l'intégrale I, nous appliquons la formule de Green et nous obtenons :

0|V |
I = —p—F/ VOP g 4 27 V|21, doy.
2 Jpw Om 2 Jao

Nous rappelons que la vitesse du fluide est donnée par u = V& et div(u) = 0. Ainsi nous avons

rot(u) = 0,
8111 . _8112 (9112 o 8111
81'1 N 81'27 @(L’l N 85(]27
GIVCD\Q _ 23u12 +28u1u2.
0xy 0, 0s
Nous réduisons l'intégrale I comme ceci :
I, = —pF/ (u,’n; + wjugny)doy, — pF/ (u;’n; + uyugny)doy
8S(t) 89
+27 [ 1902 do;,
2 Joaa

o PF 2
= —p / —(v.n)do + — V&®|“n;doy.
" ) a951( ) 2 89’ [
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Finalement, nous obtenons les expressions des composantes de la force F

prd 0O / 2 PF/ 2
F, = P2 2 Vo|2dx + 2L [ Ve|Pnydo,,
1 > d o, F(t)| | 5 ml “ny
prd 0 / 2 PF/ 2
Fy = —\—F———— Vol“dx + — V&|“nydoy.
2 2 dt ohy Jpw Vel 2 69‘ 'nz

De méme pour le moment M des forces appliquées au solide S(t), nous pouvons l'exprimer
en fonction de @ :

Proposition 5.2.2 Le moment M des forces appliquées au solide S(t) est donnée par la for-
mule :

M = ———.—/ \V@]de—l—p—F/ IV®|*([4](x — h)) - ndoy
Ft) 2 Jao
0lA —h
+ pp/ @M -ndoy, (5.7)
85(t) ot
Preuve : Nous rappelons que la formule du moment M des forces appliquées au solide S(t) :
M= [ p(Ad(x - h))-ndo,
aS(t)
ou p est la pression du fluide. La pression p est s’exprime avec ® grace a la formule de Bernoulli :

0P

1
E(t,x) + §|V<I>(t,x)|2] ,  pour tout x € F(t) et t € [0,T].

p(t,x) = C(t) — pr {
Comme pour les composantes des forces F', nous réduisons les calculs aux calculs de trois

intégrales. Cependant en prenant une extension de = +— [Ag](x — h) sur S(¢) et en effectuant
une intégration par partie, nous avons :

/ C()[As)(x — h(t))* - ndoy = / div[C(t)[Ag)(x — h(t))}dx = 0,
aS(t) S(t)

car div([Ao)(x — h)) = 0. Il suffit donc de simplifier les deux intégrales suivantes :

M= o [ S(ﬁ)%—f([Aoﬂx—h»-ndax,
M, = -PF IVO[2([Ag](x — h)) - ndo,.

2 Josw
Nous commencons par simplifier 'expression de M* en effectuant une intégration par partie.

0% 0%

M'= —pp /F(t) div( 5t [Ag](x — h)dx + pp ([Ag](x — h)) - ndoy.

oo OF
En utilisant les formules
div [f [Ag](x —=h)] = (V) ([Ao](x — h)),
div [f—a[AO]gz - h)} _ (v Qdix=h) [Ao]gz —h)
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pour toute fonction f € C'(R? R), nous obtenons donc :

M= [ D wa (ag)x - ) - vo &R

dx

wr [ S (Adx =) nie

De plus en appliquant la formule de Reynolds (1.18) et en utilisant le fait que v-n = 0 sur 0%,
ou v est la vitesse Eulérienne de la déformation A qui envoie F'(0) sur F'(¢), nous obtenons :

0
F(t)

0
_pF_

or / o (T A= ) (v

_ —pF% [/as(t)<1>([Ao](x—h))-ndax+/ B[Ao](x — ) - ndo

div (@ - ([Ag)(x — b)) dx

o0N

+pr /8$(t) (VO - ([Ao)(x — h))) (v - n)doy.

Ainsi M devient
9
M- —pp—/ B([Ag](x — h)) - ndoy
ot Jos
tpr [ (VO (Ao)(x— b)) (v m)dor
2S(#)
+pr / qD—&[AO]S; —h) -ndoy
S(t)

0 0P
La formule [Ap](x —h) = — —— permet de simplifier la premieére intégrale comme ceci

06 On

0
ot Jas

_ 29 [ \ve)dx
2 0t o0 /F(t) Ve

®([Ao](x — b)) - ndoy

M = _p_FQi/ |V<1>|2dx+pF/ div(V® - ([Ag](x — h))V®)dx
2 0t90 Jrw F(t)
8[Ao](x — h
—pr [ (V@ (A= w) (v o+ pr [ @R g,
o0 o5(t)
pr 0 a/ , / 9[Ap](x — h)
- V|2 dx + & ———— -ndoy
2 0t 9f F(t)| | PE Joseo ot

tor [ VIVE- ([Ag](x — h)] VE + (V& - [Ag](x — h))Addx.
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Nous observons que nous avons la formule suivante sur F'(t)
|1
VIVE - [ArJix — )] VO = div |31V Adl(x ~ b)

Cette formule est en effet le point clé de 1’équivalence entre les équations de Newton et les
équations d’Euler-Lagrange. Finalement nous obtenons une nouvelle expression pour M*

0 0 PF :
MY = —p—F——./ V<I>2dx+—/ div(|V®|?) - [Ag](x — h)dx
s i L [FRFE B (VO (Ao
A —h
+pF/ pOAdx—h) 0
a5(t) ot
pr O 3/ 9 PF/ 2
= - Vol“dx + — Vo |*([Ap](x — h)) - ndoy
s i L [FRFE [ vaR e )
O[A —h
+Er |V(I>|2([Ag](x—h))-ndax—i—pF/ @M~ndax.
2 Jasw aS(t) ot
Ainsi la formule réduite de M devient
M:—p—Fgg./ \V(I)]de—irp—F/ IV®|?([Ao](x — h)) - ndo,
2 3155)0 F(t) 2 90
A —h
+pF/ pAlx=h) 1o
8S(1) ot

Nous rappelons que Er est I’énergie cinétique du fluide donnée

Ep =22 | |vo|tdx
2 Jrw

Ainsi les composantes de F' et le moment M deviennent :

d OEF PF 2
Fi = ——— 4+ — Vo nidax
pr 0 OEp  pp 9
M = ———— + — d|“[A —h) - ndoy
r 208 2 [ 9apiadic—h) - ndo
0|A —h
a5(t) t

Nous voyons donc apparaitre les termes des équations d’Euler-Lagrange. Pour terminer ’équivalence
il suffit donc de montrer que

Proposition 5.2.3

OEr PF 2
- (P d X
oh, 3 ), [Vl ndo
E .
OEr _ pr |vq>\2[AO](x—h)-ndax+pF/ B(—[AoJh) - ndo,
80 2 o0 8S(t)
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Preuve : Nous appliquons donc le Théoreme 4.1.2 a I'intégrale qui définie 1’énergie cinétique
du fluide Er. Nous notons par A(q, -) la déformation géométrique qui envoie le domaine F'(0)
sur le domaine F'(t). Nous rappelons que cette déformation correspond a

Aq,y) = h +[R(0)](y — ho)
sur un voisinage du bord du solide et
May) =y
sur un voisinage du bord du domaine 2. Nous rappelons les notations
Fywy = F(1), Sar) = S(t), et 0Fy = 00U 0Sqy()-

Nous rappelons aussi que ® est solution du probléme de Neumann (5.5). Nous notons par g(q, -)
I’application définie par

g(q,x) = 0, si x € 01,
glax) = (h+0[Ao(x~h)) n(ax),  sixeasy,
et nous notons par
G(a,y) = g(a,A(a,y)), pour tout y € OFy.

Nous rappelons que 1’énergie cinétique du fluide est donnée par

Eplq,q) = %F IV (x)[2dx.
Fq
Enfin nous notons par
4 0N\ _
Vl(q7X) = %(quA 1(q7X))7 X & Fq;

oll ¢1 = h1, g2 = hy et g3 = 0. Un simple calcul permet d’obtenir les expressions de V¢ sur le

bord du solide
Vi(a,x) = (1,0)", V*(a,x)=(0,1)", V’(q,x) = [A](x — h)
et V¥ = 0 sur le bord 99. Nous appliquons donc le théoreme 4.1.2 & Er(q, q)

OBy

/an (g—g’:(q, A" (q,x)) = Vry(q,x) - V;(e,x)) (g, x) do,

pr [, |00 = 51V0@ 0] (V@) nia, ) de,

+pr | H(a,x)9(q,x)®(q,x)(V'(q,x) - n(q, x)) do,
OFq
ol H(q,x) est la courbure moyen de Fy. Nous commengons par éliminer H(q, x)
I = H(q,x)9(a,x)®(q,x)(V'(q,x) - n(q,x)),
= div [g(q, x)2(q,x)(V'(q,x) - n(q,x))n(q, x)] ,
= divr [g(q,x)®(q,x)V'(q,x)] — divr [g(q, x)P(q,x)Vi(q,%)] .
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Nous rappelons que

/8F divp [g(Q, x)d(q, X)Vir(q, x)} do, = 0.

Ainsi nous obtenons

. H(q,x)g(q,x)®(q,x)(V'(q, x) - n(q,x)) doy, = /(9 ) divr [g(q,x)®(q,x)V(q,x)] do.

De plus nous avons la relation
divr [g(q, x)®(q, x)Vi(q,x)] = Vr(g(q, x)®(q, x)) Vi (q, x) + g(q, x)®(q, x)dive(V(q, x)).

Or comme la matrice de la différentielle de V? est soit nulle, soit une matrice antisymétrique
I’expression de sa divergence tangentielle devient

divr(V') = div(V') — ([DV']n) -n = 0.

Ainsi 'expression de la dérivée de Er devient

oF oG <
L= ( <q,A1<q,x>>—vrg<q,x>-vw,x))@(q,xmax
0q; OFy 0g;

+pr /an {92((1, X) — %|V(I>(q, x)|2} (Vi(q’ x) - n(q,x)) doy
+pr - H(q,x)g(q,x)®(q, x)(Vi(q,x) - n(q,x)) doy,
= pr /an (a—q(q, A™a,x)) = Vrg(q,x) - V}(e,x)) d(q,x) do
+pr /an [9(‘17 x)V®(q,x) - n(q,x) — %|V¢>(q, X)|2} (Vi(q,x) - n(q, %)) doy

+pF /d L Vr (9(a,x)®(q,x)) - VH(0,%) + g(q, x)®(q, x)divr(Vi(q, x)) dox,

= or [ V@) Vi@x)Gla ) - ) T8@ ) FV(ax) () dn

oG _
+ pF/ 50 (@ A7 (@,x)) do.
OF, 94i

Or comme le vecteur V¥ = 0 sur le bord 0f) et
V= (1,0), V?=(0,1), V?=][4y(x—h), x € 08,

des intégrations par partie permettent d’obtenir

I = V(q,x) - Vi(q, X)g—i(q, x) — %qu)(q, x)|*(V'(q,x) - n(q,x)) do,

OFq

L1 90(q 0 (Vi(a, ) n(a.x)) dos

= /F div (V®(q,x) - Vi(q,x)VP(q,x)) dx — /as

- /F div (V®(q,x) - V(q, x)VP(q, x)) — div (%\V(I)(q, )PVi(q, x)) dx,

1 2\ i
+ / 5IVR(@xP(Vi(ax) n(a, %)) do
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Nous avons la simplification suivante

. 1 .
J = div(V@-V‘VCD)—§div(\V<I>]2V‘),

= VO -VIA®P+V (VO V') VD — %v ([Ve]?) v — %|VCI>|2div(Vi),
= V- VAP +V (VO V') VD — %v (IVe)) Vi — %\V@]Qdiv(vi),

= V(Ve.-V) Ve -V (Vo) V7,
car div(V?') = 0. Or nous avons la formule suivante
V (Ve V)V = §V ([Ve]*) VI + V- ([DV]VD).

Or comme [DV?] est une matrice nulle pour ¢ = 1,2 ou une matrice antisymétrique pour i = 3,
I'expression de 0Fr/0q; devient

OF 1 , 0G _
£ —pe [ SIVO@ (V@) nlax)doy o [ 5@ A ) do
9q; o0 2 oFq 04

Il suffit maintenant de calculer la dérivée de GG. Pour cela nous rappelons que G = 0 sur le bord
Q et

Glay) = (h+0[A[RO)](y —ho)) - [RO)n(y), v €05,
ou n est le vecteur normal sur 05. Nous vérifions simplement que

oG 0G

—=—=0.
oq 0qs

Pour la dérivée par rapport a 6, nous obtenons

@A @) = O~ b)) + (1 dlAdix - b)) L),
= h- ([Ao]n(x)) ,
= <—[A0]h> -n(x).

Ainsi les expression des dérivées deviennent

Gk = o [ 5IVRax)Pus((a.x) dos,

Gk = o [ 5IVax)Pral(a.) dos,

oFE 1

S5 = e [ 5IVe@xP A~ bn((ax) do
g3 00 2

wpr [ ((a,x) (~lAolh) - nx) dor

Nous retrouvons donc les expressions annoncées. Wl
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Chapitre 6

Mouvement d’un solide dans un fluide
parfait : le cas général

Dans cette partie nous adaptons les résultats de Brézis et Bourguignon [8] et de Ebin et
Marsden [19] pour étudier le mouvement de solides rigides dans un fluide parfait incompressible.
Nous montrons que le systeme (1.32)-(1.33) s’écrit sous la forme équivalente d’une équation
différentielle ordinaire sur une variété de dimension infinie. En admettant une certaine condition
de tangence, nous montrons que ’équation différentielle ordinaire admet une unique solution
locale et donc que le systéme (1.32)-(1.33) admet une unique solution forte locale. Grace a cette
méthode nous pouvons en déduire la dépendance de la solution par rapport aux conditions
initiales et nous pouvons donner facilement la régularité de la pression du fluide. En écrivant
le probleme de Neumann dont la pression est solution nous décomposons la pression pour
séparer la partie liée a 'accélération du solide. Grace a cette décomposition et en utilisant
les résultats obtenus pour ’étude des fluides parfaits nous pouvons simplifier les équations de
Newton pour le solide rigide. Cette démarche transforme le systeme (1.32)-(1.33) en un systeme
d’équations différentielles ordinaires sur une variété de dimension infinie dont une grande partie
des termes dépendent des solutions de problemes de Neumann comme dans le chapitre sur les
fluides potentiels. Nous utiliserons le travail effectué dans le chapitre précédant pour réduire
notre systeme. Ceci montre 'importance des fonctions introduites par Lamb (voir Chapitre 5)
dans le cas de l'interaction fluide-structure. Pour la simplicité de I'exposé nous considérerons
uniquement le cas d’un seul solide, mais les méthodes utilisées s’adaptent facilement au cas de
plusieurs solides dont les distances réciproques ne tendent pas vers zéro.

6.1 Le résultat principal

Dans ce chapitre nous allons étudier le mouvement d’un solide S dans un domaine borné
Q) C R? qui contient un fluide parfait incompressible. De plus nous supposerons qu’il n’y a pas
de force extérieure qui agit sur le systeme. Les équations du systeme vues dans la Section 1.2

85
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se mettent sous la forme suivante :

ou

ppa—i—pp(u-V)u—l—Vp:O x € F(t),t >0, (6.1a)
div (u) = 0 x € F(t),t >0, (6.1b)
u-n=>0 x € 0§t >0, (6.1c)
u-n=(h+wA(x—h) n x € 05(t),t >0, (6.1d)
u(0,x) = up(x) x € Fy, (6.1e)
msh = /83(t) pndx t>0, (6.1f)
d .
%([J]W) =wA ([J]w) + [J]w = /as(t)p(x —h)Andx ¢>0, (6.1g)
W) = awyinw) 120 (6.10)
h(0) = hy, h(0) = ko, R(0) = Idn,, w(0) = w, (6.11)

ou S(t) est le domaine occupé par le solide a I'instant ¢, alors que F'(t) = Q\ S(¢) est le domaine
occupé par le fluide a Uinstant ¢, Fy = F(0) et u est la vitesse Eulérienne du fluide, p est la
pression du fluide, h est la position du centre de gravité du solide, [R(t)] la matrice de rotation
du solide et w la vitesse angulaire du solide. La matrice d’inertie J est donnée par la formule
(L.7) :

[7(t)](a,b) = /g N [aA(x—h(t)]-[bA(x—h(t)]dx  pour tout a,b € R,

pour tout a,b € R?. Dans la suite la position initiale du solide est notée par Sy. Les résultats
nouveaux que nous apportons dans cette section sont résumés dans le théoréeme suivant :

Théoreme 6.1.1 Soit s > 3 un entier, alors pour tout qo = (hg, Id3) € P(,5), (ko, w) € R®
et ug € H*(Fy,R3) vérifiant :

div(ug)(x) = 0 pour tout x € Fy,
up-n(x) = 0 pour tout x € 01,
uo-n(x) = [ko+ woA(x—hy)] pour tout x € 0Sy.

il existe Ty > 0 tel que le systéme d’équations formé par (6.1) admet une unique solution avec

q = (b [R])€C*([0,T]; P(Q S)),

u € C([0,T) H(F(-),R%) NCH([0, T]; H*(F(),R?)),

p € C(0,ThN"(F(),R)).

ou P(§2,Sy) est l'ensemble des positions admissibles du solide donné par la formule (1.40).

Nous adaptons ici les méthodes utilisées dans [8, 19] pour transformer le systeme (6.1) en une
équation différentielle ordinaire sur une variété de dimension infinie. Cette méthode peut étre
adaptée au cas de plusieurs solides.

6.2 Préliminaires

Dans cette partie nous allons introduire les variétés différentielles qui seront utilisées pour
réduire le systeme (6.1) en un systeme d’équations différentielles ordinaires et nous rappelons
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certaines définitions. Dans toute cette partie nous fixons un entier s > 3. Pour q = (h, [R]) €
R3 x SO3(R) nous rappelons que

Se={x€eR*|x=h+[R](y —hg),y € So}, Fy=Q\ S,

Nous supposons que d = dist(9€2, Sp) > 0 et nous posons € = d/4. Nous rappelons la définition
(1.38) des positions admissibles du solide

Q S() {q G R3 x SO3( ) |dISt(aQ, Sq) > O} .
Pour tout q € P¢(£2, Sy), nous pouvons introduire le sous-ensemble ouvert suivant de H*(Fy, R3)
Diff§(Fo, Fq) = {u € H*(Fo, R?) | u est une bijection de Fy sur Fy,
etut € H(Fg,R*)}. (6.2)

Cet ensemble est introduit dans la section 2 de 'article d’Ebin et Marsden [19]. La preuve du
fait que cet ensemble est ouvert est aussi dans la méme section de ’article. Comme dans la
section 3.2 nous définissons pour 0 < m < 1 les ouverts suivants

Diff} (Fo, Fq) = {u € Diffj(Fo,Fq) | m < |det[Dyu(y)]| < 1/m
pour tout y € Fy}. (6.3)
Ces ensembles sont des ouverts de H®(Fy, R?) car 'application

5 HY(Fp,R3) — H* Y[, R),
u +— |det[Dyu(y)]|.

est la composée des applications continues suivantes

H*(Fy,R?) — H*'(F,, M3(R)),
u [DU.],
GL;(R) — R,
[A] '~ [det([A])].

En appliquant le Théoreme 3.3.1 et en utilisant le fait que det[Dyu(y)] est une application
polynomiale en fonction des dérivées de u, nous obtenons que det[Dyu(y)] € H"*(Fo,R). De
meéme il est facile de voir que I'ensemble

Diff*(Fy, Fq) = {u € Diff(Fo, Fq) | |det[Dyu(y)]| = 1, pour tout y € Fy, }. (6.4)
est un fermé de H*(Fy, R?). Nous pouvons définir enfin la variété de dimension infinie suivante
¥2(Q,80) ={oc=(nq) |qe P(Q,S5) et n € Diff*(Fy,Fq)} . (6.5)

Il est facile de montrer que cet ensemble est un fermé car P2, Sy) est fermé et Diff*(Fy, Fq)
est fermé pour tout q. Pour & = (7,q) € ¥°(2, Sp), nous définissons 1'espace vectoriel suivant

Ts3%(2,S0) = {v = (£, k,w) € H¥(F(0),R?) x R® x R?|
u=_¢o (77h) € HS(Fy, R?), div(u) = 0 sur Fg,

u(x) - n(x) = 0 pour x € 9Q et u(x) -n(x) =k +w A (x — h) pour x € 35’;1} . (6.6)

Le but des parties suivantes est de montrer que le systeme (6.1) est équivalant a un systeme
d’équations différentielles ordinaires dont les solutions restent dans ¥%(£2,.Sy). Comme >°(€2, Sp)
n’est pas un sous-espace vectoriel, nous ne pouvons pas appliquer le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz standard. Comme dans I’article de Brezis et Bourguignon [8], nous pouvons appliquer
le résultat suivant de R.H. Martin [36] par exemple.
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Théoréme 6.2.1 Soient F' un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach E, et L : (t,z) €
0,7) x F — L(t,z) € E une application localement Lipschitz en z et continue en t. Nous
supposons que pour tout (t,z) € [0,T) x F, L vérifie

1
lim —dist(z + eL(t,2); F) = 0.

e—0t €

Alors pour tout zy € F il existe Ty tel que [’équation

dz

— = L(t, 2), z(0) =z

C oL, H0)=2

admet une unique solution z € C*([0, Ty], F).

Nous commencons par introduire F* un fermé de ’espace de Banach E* et dans la suite nous
construirons une application £ sur ces espaces telle que I’équation différentielle ordinaire as-

sociée a L soit une forme équivalente du systeme 6.1.
Nous considérons 'espace de Banach F* défini par

E* = H*(Fy,R?) x R* x M3(R) x H*(Fy,R?) x R* x R® (6.7)

La norme d’un élément

z = (0,v) = (n,h,[R], £, k, w) € E°

sera notée par || - ||gs et elle est définie comme

ms(ror?) + [+ [[[B]| v ) + 1€l s (p0),2) + K|+ [W,

|12]| £+ = [|7]

ot || - ||as(r) est une norme fixée de M3(R) et | - | est la norme Euclidienne de R?. L’ensemble
F* sera défini comme

F*={z= (n,h,[R],{,k,w) € E° |0 = (n,h,[R]) € £°(2,.5))
et v=(§k,w)eT,X(Q,8)}, (6.8)

ou (€, Sp) est donné par (6.5) et T,X5(€2,Sy) est défini par (6.6). 1l est claire que T,3°(€2, Sp)
est un sous-espace vectoriel fermé de H*(Fy, R3) x R3 x R3. Enfin pour terminer cette section
nous précisons un résultat d’existence et unicité de probleme de Cauchy.

Théoréme 6.2.2 Soient s > 3 un entier, T >0 et q = (h, [R]) € C*([0,T]; P(£2, Sy)). Suppo-
sons que u € C*([0,T]; H¥(Fy(y, R?)) tel que

div(u)(t,x) = 0, X € Fyuy, t € 10,77,
u(t,x) -n(t,x) = 0, x €00, tel0,T],

u(t,x) -n(t,x) = h(t)+w(t)A(x—h(t)), x € 0F4u), t € (0,77,
alors il existe O < Ty < T tel que pour tout' y € Fy le probleme

Wity) = utnlt.y))

n(0,y) = v,

admet une unique solution n € C([0,Ty); H*(Fy,R?)). De plus pour tout t € [0,Tq] n(t,-) €
Diff*(Fo, Fq))-
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Preuve : Cette preuve est basée sur le Lemme A.6 de l'article [8] ou les auteurs montrent un
résultat similaire pour des domaines fixes. Comme u € C'([0,T]; H*(F(t),R?)), le Théoréme
3.3.1 assure que u € C([0,T];C'(F(t),R?)). Ainsi en reprenant la démonstration de la Pro-
position 3.2.2, nous obtenons le fait que n(t,-) soit un difféomorphisme de classe C' de Fj
sur F(t) et que det[Dn] = 1. Pour terminer la preuve il suffit donc de montrer que n €
CY([0,T]; H*(F(t),R?)). Nous avons les formules

M y) — [Deattnty)Dyn(t.y)]  pous tout € 0.7], y € By
y

[Dyn] (0,y) = Ids pour tout y € Fy.

Nous avons donc un équation différentielle ordinaire pour la différentielle de 1 qui est linéaire.
Pour i € C'(F(t), R?), [Dyu(t, n(t,y))] reste borné dans C*([0, T]; H*~1(F(t), R?)). Ainsi 'équation

dv

=~ Dt y)lv,  v(0) = Ids,

admet une unique solution dans C*([0, T]; H*~'(F'(t), R?)) et donc [Dyn] € C}([0,T]; H*~'(F(t),R?)).
Nous obtenons ainsi que n € C'([0,T]; H*(F'(t),R?)). W

6.3 Décomposition de la pression

Dans la majorité des problemes fluide-structure il est intéressant de faire disparaitre la
pression p du fluide en utilisant le projecteur de Leray. Cependant les projecteurs que nous
obtenons dépendent du temps t et donc ils introduisent des éléments difficilement controlables.
Dans notre cas nous n’utiliserons pas de projecteur mais nous utiliserons le fait que la pression
est solution d'un probleme de Neumann qui dépend de la vitesse u et de la trajectoire du
solide q = (h,[R]). De plus ceci permettra de mettre le systeme (6.1) sous la forme d'un
systeme d’équations différentielles ordinaires. Nous commencons par définir deux fonctions qui
simplifieront les calculs dans la suite.

Lemme 6.3.1 Soit s > 3 un entier et soit u(t,-) € H¥(Fyw),R?*) pour tout t € [0,T]. Alors
l'application

est dans H¥ ' (Fys),R) tandis que Uapplication
X — Zui(t,x)u-(t,x)%(t,x),
i J 8xj

est dans H*"V*(I,R), ou T est 99 ou OSqu)

Preuve : D’apres le Théoréme 3.3.1, comme u(t, -) est dans H*(Fgq), R?), I’ application

ou; ou,;
X — Z ax: (t’x>8:1: (t,x),

J
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Grace aux hypotheses faites sur 0Fp, I'application x € 0Fgy) — 0On;/0x;(t,x) peut étre
étendu a Fy) par une fonction appartenant a H*(Fy«),R) pour tout ¢ = 1,2,3 et j = 1,2,3.
Ainsi en appliquant le Théoréme 3.3.1, des que u(t,-) € H*(Fyr), R?) nous avons

)
w(t, X)W (1, X) o (£, ) € H (Fyqr), R?).

Nous en déduisons que la trace de u;u;0n;/0x; est dans OFy est dans H*"Y/2(9Fy,R). Ainsi

I’application
on;

X Z w; (t, x)u,(t, X)a—x;(t, x),

7:7‘7‘

est dans H*"V2(I,R) ou I' = 0Q ou I' = 0Sq(). W

Le Lemme ci-dessus permet d’introduire les opérateurs

s . Ju 8ul
F: H*(Fy), R*) — H* Y (Fy), R), Zax]ax . (6.9)
4 J
G : H*(Fyu), R?) — H*V2(I,R), Zu, g;lwt D, (6.10)

ot I est soit 02 soit OSq). Le résultat ci-dessous permet d’éliminer la pression du systéme
(6.1) en montrant qu’elle est solution d’un probleme de Neumann.

Proposition 6.3.1 Soient Ty > 0, s > 3 un entier. Nous supposons que

q = (h[R]) € C*([0,To], P(2 S0)),

€ C([0,To), H(Fye, R?) N CH([0, To], H* (Fy, RY),
div(u(t,x)) = 0 x € Fyw),
(t,x)-n(t,x) = 0 x € 09,
u(t,x) -n(t,x) = [k+wA(x—h)] n(tx) x € 08q),

C([()? TO]v NS+I(FQ(')>7

i~
m

pour tout t € [0, Ty], alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) (u,p,q) vérifient (6.1a).
it) pour tout t € [0,Tp], (u,p,q) vérifient

—Ap(t,x) = prF(u)(t,x) pour tout X € Fyp, (6.11a)
%(t,x) = prG(u)(t,x) sur OS2, (6.11b)
0 0
8—rpl(t, x) = prG(u — v)(t,x) — pr {(v Vv + a_ﬂ (t,%) -n(t,x)  sur OSqu, (6.11c)

ou v est la vitesse du solide donnée par la formule
v(t,x) = h(t) + w(t) A (x — h(t)),

et les fonctions F et G sont données par les formules (6.9) et (6.10).
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Preuve : Montrons que i) implique 7). En appliquant 'opérateur de divergence a 1’équation
(6.1a) nous obtenons 1’équation :

—Ap(t,x) = ppdiv [a_u

5t (t,x) +u(t,x) - Vu(t,x)} pour x € Fg.

De plus en utilisant le fait que div(u) = 0, le terme de droite se simplifie en

. |[Ou oy, 811l Ou; 8111
div a5t —(t,x) +u-Vu(t x} Z . 8XJ )+ u- Vdiv(u Z . 8XJ

Les formules ci-dessus impliquent que
_Ap(t7 X) = pr<LI) <t7 X)'

Pour construire les conditions de bords de (6.11), il suffit de prendre les traces normales de
I'équation (6.1a) sur 02 et sur 0S4. Ainsi nous obtenons

gﬁ (t,x) = pr {—%—?(zﬁ,x) —u(t,x) - Vu(t,x)} -n(t,x) pour tout x € 012,

Ju
a—n(t,x) = pr {—E(tx) —u(t,x) - Vu(t,x)} -n(t,x) pour tout x € 09,.

Ces conditions de bords peuvent s’exprimer en fonction de la position et de la vitesse du solide.
En effet grace a I’équation (6.1d) et au changement de variable géométrique ¥ : [0,7T] x Fy —
F(t) que nous avons construit dans la Proposition 3.2.2, nous avons

u(t, ¥(t,y)) - (R(t)n(0,y)) = v(t, ¥(t,y)) - (RE)n(0,y)) (£ =0, y € 95).

Nous rappelons que pour tout y € Fj nous avons

0t W(y) = [ROI0.Y).
Pty) = vtw(ty),
voitx) = DO )~ fawi),

ou n(0,-) est la normale sur 0Fp, v est la vitesse du solide S et [A(w)] est la matrice an-
tisymétrique définie par (1.4). En calculant la dérivée totale par rapport a ¢ de (6.1d) nous
obtenons :

Lt w(t.y) - BOn(y)) = 220 0(ey) 0t W y) + v Tul -0t Ut y))
+ [u-Vv]-n(t,¥(t,y)),

(V{0 (0, y) - [RUI(y)) = O 000, y) -t W, y)) + 209Vt Wt y) -t Wi y)
Ainsi les conditions de bords sur 0S5, deviennent :

ou ov
ot ot

i Vu} ‘n(t,x) = (u—v)-V(u—v) n(tx) + {v vw—} -n(t,x)
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Grace a la relation u - n(¢,x) = v - n(¢,x) sur Sy, nous avons

(W=v)-V(a—v)-nltx) = S 2w —v)ilt 0m(tx) (- v);(t,x)

= —G(u—v)(t,x).

Nous pouvons donc en déduire une expression simple de la dérivée normale de la pression sur
le bord 954 :

0 0
8—p(t, x) = prG(u—v)(t,x) — pr {v -Vv + a—:} (t,x) - n(t,x) pour tout x sur 054.

n
Pour 09, il faut remarquer que ¥(¢,.) est I'application identité au voisinage de 02, ainsi nous
pouvons considérer W(t,-) comme un déplacement rigide avec h(t) = 0 et [R(t)] = Ids pour
tout t € [0,7], donc v = 0. Grace aux calculs effectuer sur 0S5y, nous pouvons en déduire
facilement la trace normale de p :

Ip

%(t,x) = prG(u)(t,x) pour tout x sur 0S2.

Nous obtenons donc un probleme de Neumann pour la pression p.
Réciproquement si p est solution de (6.11), q = (h,[R]) € C%([0, To], P(2, Sp)) et u(t,-) €
H*(Fy), R?) avec

div(u(t,x)) = 0 x € Fyw),
u(t,x) -n(t,x) = 0 x € 01,
u(t,x) -n(t,x) = k+wA(x—h)] n(tx) X € 0Sq0).-

En utilisant les calculs ci-dessus, nous vérifions que p est aussi solution du probleme de Neumann
suivant :

—Ap(t,x) = ppdiv (g—ltl(t, x) + u - Vu(t, x)) pour tout x € Fy,
dp B ou
a—n(t,x) = —pr (E(t,x) +u- Vu(t,x)) -n(t,x) sur 02,
@(zﬁ X) = — 8—u(t x) +u-Vu(t,x) | -n(t,x) r 0S
g = —rr| 5 ¢ u - Vu(t, ) sur 0.5q.

En appliquant le Théoreme 3.4.1, p est aussi la solution faible du probleme variationnel suivant :

Vp(t,x) - Vip(x)dx = /F prdiv {g—ltl(t,x) +u- Vu(t,x)] P(x)dx

Fq

R SRR U T

pour toutes fonctions ¢ € H**!(Fyq), R). En intégrant par parties, il est alors facile de vérifier
que

0
/ {pp—u + pru - Vu + Vp} - Viydx = 0,
Fy ot
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pour toutes fonctions ¢ € H**!(Fy),R). Ainsi pour tout x € Fy) nous obtenons

0
PFa_I:(t,X) + pru- Vu(t, x) + Vp(t, x) = 0, pour tout (#,x) € [0,T] X Fy).

Les fonctions (u, p) vérifient donc 'équation (6.1a). W

Remarque 6.3.1 Nous pouvons facilement vérifier que le probleme de Neumann pour la pres-
sion (6.11) est bien posé en appliquant le Théoréme 3.4.1. Grace au Lemme 6.3.1 nous avons
F(u)(t,-) € HY(F(@)) et G(u)(t,-) € H*V%(09Q). De plus en remarquant que v(t,.) €

C?([0,T], C=(R?3)), cela implique que G(u —v)(t,-) et — |:V -Vv + aa—z} (t,-) -n(t,-) sont dans
H*=Y2(0Sy). Enfin il faut vérifier que

ov

F(t,x)dx + (u)(t,x)doy + Gu—v)(t,x) — {V -Vv + 5t

} (t,x) - n(t,x)do, = 0.
Fq o9 8Sq

Or cette relation provient des calculs effectués dans la preuve de la Proposition 6.5.1. La prin-
cipale difficulté est apportée par les termes sur le bord 0Sqw). Ainsi la pression p est ['unique
solution (6.11) et p(t,-) € N (Fyu), R).

Cette proposition montre que la pression cache une partie qui contient les dérivées secondes de
la position du solide. Pour faire disparaitre cette dépendance nous allons séparer la pression
en deux parties. Nous définissons les fonctions ®;, pour ¢ = 1,...,6, comme les solutions des
problemes de Neumann suivants

—AP,(t,x) =0 x € Fy, (6.12a)
9%y %)= 0 o9 (6.12b)
o (%) = x sur 02, ,
?(t,x) = K;(t,x) x sur 05, (6.12¢)

n

ot le vecteur K est donné par

K;(t,x) =n,(t,x) fori=1,2,3
K t — 1 ) (2 Y ) 7 ) ) ‘1
(%) { Ki(t.x) —=[(x—h)An(t,x)]is fori=4.5.6 (6.13)
et nous remarquons que (®;)o<;<¢ dépendent uniquement de la position du solide. Nous retrou-
vons ici les fonctions qui ont été introduites au chapitre 5. Nous voyons donc le role essentiel que
ces fonctions jouent pour I’étude du mouvement de solide dans un fluide parfait incompressible.
Nous définissons une derniere fonction, p qui est solution du probleme de Neumann suivant :

—Ap(t,x) = F(u)(t,x) pour tout x € Fy, (6.14a)
g—ﬁ(t, x) = G(u)(t,x) sur 052, (6.14Db)
g—ﬁ(t,x) =G(u—v)(t,x) = [(v-V)v(t,x) — w(t) Ak(?)] - n(t,x) sur 05. (6.14c¢)

Ainsi la pression devient

p(t, %) = pru(t,x) — prd(t,x) - (ddoth(t), w(t)). (6.15)
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6.4 Une forme équivalente du systeme

Le but de cette partie est de montrer que le systeme (6.1) peut se réduire a une équation
différentielle ordinaire sur une variété de dimension infinie. Dans un premier temps nous sup-
posons que

q € C*[0,7),P(,S5)),
u € C([0,7), H(Fy)) NCH0,T), H* (Fy),
p € C([0,T), N8+1(FQ(')>7
sont solutions de (6.1), avec s > 3. Le but de cette section est de construire une application
L:[0,T] x F* — E* tel que le systeme (6.1) soit équivalente a I’équation différentielle ordinaire
suivante p
v/
%(t) = E(t,Z(t)), Z(O) = Zy = (0'0, Vo) (616)
ol z, z(t) sont dans F**, og € £%(£2,.5)) et vy € T,,3°(€2, Sp). Pour appliquer le Théoréme 6.2.1,
nous allons montrer dans les sections suivantes que I'application £ est localement lipschitzienne
sur F* et que pour tout (z,t) € [0,T] x F* vérifie la condition de tangence suivante
1
lim+ —dist(z + eL(t,2); F*) = 0. (6.17)
e—01T €
Pour construire £, nous commengons par transformer les équations de Newton (6.1f) et (6.1g)
et nous construisons une application Lg : [0,7] x F* — E*. Nous rappelons la définition de la
matrice de masse du systeme vue au chapitre 5

K] = sl + el Kstal = (g% 5 )

Kr(q)] = (pF/F Vo,(t,x) - V@(t,x)dx) , (6.18)

1<i,j<6
ou [J] est la matrice d’inertie du solide S définie par (1.7). Nous rappelons que [K] est inversible
car elle est la somme d’une matrice définie positive [Kg], donc inversible, et d’une matrice
positive [Kr].
Proposition 6.4.1 Soit s > 3, nous introduisons l’application

Ls:[0,T] x F* — R®, (6.19a)

(t,z) — [K]™ (I(J(t),w) +pr [ Vu(t,x)- V@(t,x)dx) : (6.19Db)

Fq
ot est solution de (6.14), ® est solution de (6.12) et I(J,w) = (0,0,0, ([J]w) Aw) € R®. Le
vecteur (h,w) est donné par

W

< h ) = [K(q)]™* (I(J, w) —i—pF/F Vul(t,x) - V@(t,x)dx) = Ls(t,z). (6.20)

Preuve : Nous montrons ici la relation (h, w) = Lg(t,z). En utilisant la formule de décomposition
de la pression (6.15), les formules (6.1f) et (6.1g) deviennent

3

mskj = msl“lj = / pF:u(ta X)nj (ta X)dax - Z hl(t>/ pF(I)i(tv X)nj (ta X)dO_Xa
054 — 05q

3
- Z Wz (t) / pF(I)iJrS(ta X)nj (t> X)d0X7
i=1 9

Sq



6.4. UNE FORME EQUIVALENTE DU SYSTEME 95

3

Z Ji Wi = (JwAW); + /as prp(t,x)[(x —h) Anl;(t,x)doy

Z]}ii(t) /a . pr®;(t,x)[(x — h) Anj;(t,x)do,

Swi(t) [ praalt )l =) A nl e x)do

Nous rappelons que pour tout 57 =1,...,6

A(I)j(t,X) = O, XEFq,

0P, _
a—n(t, X) = O, 89,
%(t, x) = K;(t,x), sur 05g.

Ainsi nous obtenons les formules suivantes :

/8 B (X = /8 R ‘;’;ﬁ (t,x)do,

= Vo,(t,x) - VO,(t, x)dx,

Fq

/8$qu(t,x)Kj(t,x)dax = /div(,uV@)( x)dx,
- Z/ &Ek axk<t ,x)dx.

Ces équations conduisent donc a 1’équation

[K(a(®)](h(t), w(1))* _I<J7W(t)>+pF/ p(t, x)K(t, x)do.

ASq(t)

En utilisant U'inversibilité de la matrice [K(q)], nous obtenons la formule (6.20). W

Pour transformer 1'équation (6.1a), nous introduisons les lignes de courant associées a la
vitesse Eulérienne du fluide u

on

S(ty) = ult.n(t.y)). n(0.y) =y pour tout y € F. (6:21)

De plus nous notons par £ la dérivée par rapport a t de n

on

a(t,y) pour tout t > 0, y € Fy. (6.22)

£(t,y) =

Nous remarquons que u peut étre exprimé en fonction de n et £ par

u(t,x) = &(t,n ' (t,x)) pour tout t € [0,T7], x € Fy). (6.23)
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Nous définissons maintenant Papplication Lp : [0,T] x F* — H?®(Fp, R?)

Lr:[0,T] x F* — H*(Fy,R%), (6.24a)
(t,z) — pprVO(t,n) - Ls(t,z) — prVu(t,n), (6.24b)
ous >3,z = (nh,[R],&k,w), uest solution de (6.14), ® est solution de (6.12) et Lg est

définie par (6.19). En dérivant I’équation (6.21) par rapport a t et en utilisant la décomposition
de la pression (6.15), nous obtenons les relations suivantes

%(tQ’) - gt (t,n(t,y)) + 877( y) - Vu(t, n(t,y))
- (—+u Vu) (t,n(t,y))

= =Vpt,n(t,y))
qu)(ta T](t7 Y)) : ‘CS(tv Z) - vaM@? 77(757 y))7
= £F<i,Z).

Nous pouvons maintenant définir ’application £ sur I’ensemble fermé F'*
L:[0,T] x F* — E*, (6.25a)
(t’ Z) = (5 .k, [A(W>] [R] ) ‘C’F(tv Z) ) ,Cg(t, Z))t ) (625b)

ouz = (nq¢&k,w) e F* q= (h[R]), la matrice [K(q)] est définie par (6.18), la matrice
[A(w)] est donnée par (1.4), ¢ est défini par (6.12) et u est défini par (6.14). Nous pouvons
donc construire le probleme de Cauchy suivant

% (1) = Lt 2(0), (6.262)
Z(O) =Zy = (6F07h0a1d37u0ak07wo>7 (6261:))

ou ep, est I'application identité sur Fj et ug est la vitesse initiale du fluide. Le théoreme suivant
donne un lien entre la solution de (6.26) et le systeme initial (6.1).

Théoreme 6.4.1 Soient s > 3 un entier,
o0 = (er(), ho, Id3) € ¥°(Q, Sy), et vy = (ug, ko, wo) € T, 2°(£2,.50)
Supposons qu’il existe Ty tel que le probléme de Cauchy (6.26) admet une unique solution
= (n,h, [R],{, k, w) € C'([0, Tp); F*).

Alors (h,[R],u,p) sont solutions du probléme (6.1) sur [0,Ty], ou (h,[R],u,p) sont définis
comme
(h,[R]) € C*([0,To]; P(%, 5)),
u = Con e C([0, Tl H*(F(),R)) ()€ ([0,To); H* ' (F (), R?),
ol i est solution du probléme de Neumann (6.14), ® est solution du probléme (6.12), ’ensemble

P(2,S) est défini par (1.40) et le sous-espace N*T1(F(t),R) de H**'(F(t),R) est défini par
(3.15).
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Preuve : Supposons que (6.26) admet une unique solution
= (n,h,[R],§ k, w) € C'([0, To]; F*).
Nous pouvons en déduire directement que
(h, [R]) € C*([0, To]; P(%2, So))-
Concernant la fonction u du fluide, les Théoremes 3.3.1 et 3.3.2 assurent le fait que

u(t,:) = &(tn'(t) € H(F (1), RY),

Mty = Lt ) + (Deltn (1) 2o (1) € HOE0).RY,

De plus nous pouvons vérifier que les équations (6.1b), (6.1c) et (6.1d) sont satisfaites par la
fonction u que nous avons construite.

Pour la fonction p, nous rappelons que les fonctions p et ® sont les solutions de problemes de
Neumann sur le domaine F(t). Or comme les fonctions ®(¢, -) sont de classe C* (voir Théoréme
3.4.1) et u(t,-) est dans N*T1(F(¢),R) par la remarque qui suit la Proposition 6.3.1, nous avons
donc

p=prp—pr® - (h,w) € C([0, To; N**'(F (), R)).

Enfin le probleme de Cauchy (6.26) apporte les relations suivantes

(hw) = £s(t2) = K@) (I(J, W)+ pr

S(t) = ,Cp(t,Z) = PFV(I)(tﬂ?) : Es(t,Z) - pFV,u(tv 77)7

ou la matrice K est définie par (6.18) et I(J,w) est défini comme dans la Proposition 6.4.1.

Vul(t,x) - V@(t,x)dx) :

Fq

Les lois de Newton proviennent de la relation fl, w ) = Lg. Pour cela nous utilisons la formule

(6.15) .
prit=p+pr® - (h,w),

pour aboutir aux relations

[Ks+ Kp] (h,w)t = Y+ [ V(p+pp®-4)- Vodx,

. —

q

= +/ Vp - VO(t, x)dx + Kr7.
F

qa

En utilisant les propriétés de ® et en intégrant par partie, nous retrouvons les lois de Newton
Ks (hw) — 1(J, w)+/ 7K - ndo,. (6.27)
8Sq

Enfin comme & = uon et Lr(t,z) = (Vp)on, il est facile de vérifier que u et p vérifient
I'équation d’Euler (6.1a). W

Remarque 6.4.1 Réciproquement supposons que le systéme (6.1) admet une solution

C*([0, T); P(, So)).

S
€ C([0,T]; H*(F(-),R%) nC'([0, T]; H*(F (), RY)),
€ C([0,T|; N*H(F (), R)).

(h, [R])

u
p
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Nous définissons n et & comme les solutions de (6.21) et (6.22). Le Théoréme 6.2.2 assure que
z = (n,h, [R],§ b, w) € C'([0, Ty], ).

De plus les constructions de Lg, Lr et L montrent clairement que z est solution de (6.26).
Ainsi le systéme (6.1) admet une unique solution si et seulement si l’équation différentielle
ordinaire (6.26) admet une unique solution.

6.5 Lg, Lr sont localement Lipschitz

Pour démontrer le Théoreme 6.1.1, nous appliquons le résultat de Martin 6.2.1. Nous appli-
quons donc ce Théoreme a I’équation différentielle (6.26). Il faut donc dans un premier temps
montrer que 'application L(¢,-) est localement lipschitzienne sur F°. Nous introduisons 1’ap-

plication
I: P — H*(Fy,R3),

2 Vilz)on (6.28)

otz = (b, [R],n, k, w,&) et pu(z, -) est la solution du probleme de Neumann (6.14)
~Ap(z,x) = F(Eon™)(x) pour tout x € Fy, (6.29a)
g—ﬁ(z,x) =G(tonH(x)  suroQ, (6.29b)
) = GlE o™~ V)00~ [(v- V)v(x) — wlt) Ak m(x) sur 95, (6290

F est défini par (6.9), G est défini par (6.10) et v(x) =k +w A (x —h) pour x € .

Nous commencons par montrer que II° est une application Lipschitzienne sur F**. Pour cela
nous adaptons les résultats de l'article de Brézis et Bourguignon [8]. Pour z = (0,v) € E*, nous
posons les opérateurs :

a:F*— 7Y F(0);  a(zy) = tr([DE(y)][Dn(y)] = [DE(y)][Dn(y)] ™) (6.30)
Bo: F*— H2(0Q);  Bo(z,y) = [DN((y))E(y) - €(v) (6.31)

B F*— H2(09);

B(z,y) = ([R][DN(ho + [R]*(n(y) — W))I[R](&(y) — v(n(y)))) - (€(y) — v(n(y)))
—[v-Vv(n) —wAKk]- [RIN(ho + [R]"(n(y) —h)) (6.32)

ou N est une extension du vecteur normal sur un voisinage de 0€2 ou une extension de la
normale sur 9Sy. Nous avons donc les résultats suivants

Proposition 6.5.1 Soient s > 3 un entier, zg = (09, Vo) avec
o0 = (er(), ho, Id3) € (€, Sp), et vy = (ug, ko, wo) € T,,3°(92, Sp).
Les applications «, By et B sont localement Lipschitziennes au voisinage de zg.
Preuve : Nous fixons r > 0 et nous considérons 1’ensemble B*(r) des éléments de F* vérifiant
B*(r) ={z € F*[|z — zg|p> <7}

Dans la suite z; et zy seront dans B*(r) et nous noterons par K (r) une fonction croissante
en r qui jouera le role de constante. Pour simplifier la lecture, nous ne distinguerons pas les
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constantes K (r). En appliquant le Théoreme 3.3.1 sur le produit de fonctions de H® et en
remarquant que a est polynomial en [DE] et [Dn]™!, il est facile de voir que « est localement
Lipschitzienne si 1 — [Dn]~! est localement lipschitzienne. Pour cela il suffit de remarquer que
pour toute matrice A, B € GL3(R), nous avons les relations

1
~ det(A)

At—-Bt=AYB-A)B" A cof (A)", (6.33)

ou cof(A) est la matrice des cofacteurs de A dont les coefficients sont des polynomes de degré
deux en fonction des coefficients de A. En appliquant le Théoreme 3.3.1 et comme |det(Dn)| = 1,
il existe une constante K (r) telle que pour tout z € B*(r)

[1[Dn] ™|

Ainsi pour tout z;,2zs € B*(r), il existe une constante K (r) telle que

Ho-1(F(0) My (R)) < K (7).

I[Dm] ™ = [Dm] ™|

o1 (ms- (PO Ms(R)) < K () [[m — mallrs-1(

0),RR)
< K(r)||z1 — 2ol (6.34)

Ainsi 'application « est lipschitzienne sur B*(r).

Concernant (3, et (3, nous remarquons que ces applications sont les traces d’applications
définies sur F(0), car les domaines que nous considérons sont de classe C*. De plus la majorité
des termes forment des polynomes en z. Pour les termes plus complexes, il faut utiliser le
Lemme 3.3.2 pour traiter par exemple le terme [DN(n)]. Ainsi pour 3, en appliquant I'inégalité
de trace, nous obtenons

||60(Z17 ) - 50(Z27 )‘

En utilisant le fait que z;,z5 € B*(r) et le Théoréme 3.3.1, il existe une constante K (r) telle
que

160(21, -)=Bo(Z2, ) re-1/2000) < K (r) ([[€1 — Eoll o) rs) + [I[DN(m1)] — [DN(n)]|

car 'expression de (3 est polynomial en z si nous omettons les termes contenant la normale.
Finalement le Lemme 3.3.2 permet d’obtenir

Hﬁo(zlw) _BO(Z%')‘

En reprenant cette méthode pour traiter le cas de 3y et en observant que (3 est aussi polynomial
en z, si nous omettons les termes contenant la normale, nous obtenons aussi 'existence d’une
constante K (r) telle que

18(z1, ) = B(22, )| trs-1/2(90) < K(7)|Z1 — 22

La preuve de cette inégalité étant assez longue et étant globalement identique a celle pour [y,
nous ne donnons pas les détails des calculs. W

we-12(00) < K| Bo(21, ) — Bo(22, ) || s (r(0))-

Ho(F(0).B))

He1200) < K(r)||z1 — 22| =

Es,

Nous allons montrer que I'application II® est localement lipschitzienne sur un voisinage de
zo. Pour cela nous suivons les méthodes employées dans ’article [8]. Nous commengons donc
par rappeler deux résultats.

Proposition 6.5.2 Soient s > 3 et Q un domaine de R3, pour tout u € H*(Q,R3). Il existe
une constante K qui dépend de s et Q) telle que

HuHHs(QRs) < K [Hdlv(u)\ Hs—1(Q,R3) + chrl(u)\ Hs—1(Q,R3)

+[u-n|

Hs—1/2(50,R3) + Hlll HS—I(Q7R3)1| . (635)
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ou curl(u) est la matrice définie par

ou; Ou; ..
curl(u);; = o 8Xij’ pouri,j € {1,2,3}.
De plus pour toute norme plus faible sur H* 1 (Q,R?) noté ||| - |||, il existe une constante K
telle que
”lll HS(Q,R3) S K |:||d1V(ll)| Hsfl(Q,RL”’) —+ ||CUI‘1(11>| H571(97R3)

- | gae1r290 re) + |||u|||] :

La preuve de cette proposition peut étre trouver dans l'article [8, Lemme 5 page 349]. Nous
avons aussi besoin du Lemme suivant :

Lemme 6.5.1 Soient s > 3 un entier, v > 0, Oy et Qy deux ouverts de R3 tels que ’ensemble
Diff* (21, Qs) ne soit pas vide. Pour tout f € H*(Qs) et n € Diff*(Qy, Q) tel que

19| 5 (01 3y < 7,

il existe une constante C(r) telle que

0 1 af
H(axi(fon )) N o

Ce lemme est une adaptation du Lemme 4 de article [8].
En suivant les méthodes utilisées dans 'article [8], nous obtenons le résultat suivant.

S C(T)HDxn - Id3|
Hs—l(Q27]R3)

Hs=1(Q1,R3) HfHHs(Qz)- (6.36)

Proposition 6.5.3 Soient s > 3 un entier, zg = (09, Vo) avec
og = (GF(O),hQ,Idg) € ZE(Q,S) et vy = (uO,ko,Wo) S TUOEi(Q,S).
Alors Uapplication I1° est localement lipschitzienne sur un voisinage de zg.

Preuve : Comme pour la preuve de la Proposition 6.5.1, nous fixons un r > 0 et nous
considérons 'ensemble B*(r) des éléments de F* vérifiant

B(r)={z¢€ F°||z — zo|ps <r}.

Dans la suite z; et zs seront dans B*(r) et nous noterons par K (r) une fonction croissante
en r qui jouera le role de constante. Pour simplifier la lecture, nous ne distinguerons pas les
constantes K (r). Nous suivons ici la démarche adoptée dans D'article [8] pour démontrer la
Proposition 6.5.3. Nous rappelons que

¢(y) = uon(y) pour tout y € F(0),

et que v(x) = k+w A (x—h). Nous rappelons aussi que le vecteur normal n extérieur au fluide
sur 0Fy s’exprime en fonction d'une extension du vecteur normal i de 95 grace a la formule

n(x) = [Rn(ho + [R]*(x — h)), pour tout x € Fy.

Nous commencons par simplifier certaines expressions. Nous regardons I’expression

3

%on gy = 3T iy %y,

ox; ox; oxy
k=1

3

= S UIDEW) D0 ()]s

k=1

= > e (D)) i

k=1
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Ainsi pour tout y € F(0), nous obtenons une formule réduite pour

3

FEon ) = Y [DEW(On)] )l DEWim([Dn(¥)] i

2,7,k l,m=1

= tx([D&(y)][Dn(y)]~ [DE(y)]Dn(y)] ).

Nous obtenons donc la relation suivante

Fon H(ny)) = a(z,y), pour tout y € F(0).

Concernant les termes de bord, il faut commencer par obtenir une extension convenable du
vecteur normal orienté vers I'extérieur du fluide. Nous rappelons que dans cette these les bords
des domaines sont supposés de classe C*°. Ainsi sur 0f2, le vecteur normal n peut se prolonger
sur un voisinage du bord par une application N qui est de classe C* sur R3. Pour tout y € 99,
nous obtenons donc la relation

Gs o) = 3 6ly &) 5o ).

i,7=1

= [DN(n((y)E(y) - &(y)-

Comme pour la fonction F, il faut remarquer que

G(&on H(n(y)) = Bo(z,y), pour tout y € 0f2.

De méme le vecteur normal 1 sur 95 admet une extension de classe C* sur R3. Attention ici il
ne faut pas le confondre avec le vecteur normal sur 9S4. Une extension de ce dernier est donnée
par la formule

n(x) = [R]N(hy + [R]*(x — h)), pour tout x € 95,

oit N est une extension du vecteur normal sur 9S. Pour simplifier et uniformiser les nota-
tions, nous noterons N par N. Ceci permet d’avoir un vecteur N défini sur tout 9F'(0). Nous
simplifions 1’expression

3ni
ij

= > g (N + ),

ON},
= - [R]lka_l'l

= ([R][DN(ho + [R]"(x — h))][R]);.

(ho + [R]"(x = h))[R]y;,

Ainsi 'expression sur le bord Sy devient

G(§on " — = Z (&(y) = vi(n(y))) (§(y) = vi(n(y)))
([R[DN(ho + [R]*(n(y) — 0))][R])s;-

Donc la dérivée normale de o sur 0S4 est donnée par

8_n(Z’X) = B(z,n 1 (x)) pour tout x € 95,.
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Nous allons estimer la norme de I1°(z;) — I1*(z;). Pour cela nous utilisons le Lemme 3.3.3
et nous obtenons

[T (1) — 1% (24) |

Hs(F(0),R?) < K(r) HVM(Z1,771 © 7751) — V22, ')HHs(FqQ,R?’) ’
Dans la suite pour simplifier les calculs nous noterons par
nN="mo n;la H1 = M<Z1)7 Mo = M(Zg).

Nous appliquons ensuite la Proposition 6.5.2 & Vy; on — V. Nous obtenons donc les quatre
quantités suivantes que nous devons examiner.

Iy = |div (Ve on = Vo)l g gy, zo -
I, = |lcurl (Vg on— Vo)l Ho=1(Fay M3 (R)) ?
Iy = |(Vpron—Vu)-n H5=1/2(8Fq, R3) 1
Iy = |[[Vpion— V|l
ot ||| - ||| est une norme plus faible que la norme sur H* '(9F,,,R*). Nous donnerons une

expression de cette norme lorsque nous regarderons Iy.
Pour [; il faut faire apparaitre le Laplacien de p et py. Le Lemme 3.3.3 conduit a

1 < K () (|[div (Vs o) = Apwy o) o1 (89

Ho=1(Fgy R3) T lor(z1) — u(2s)|
En appliquant le Lemme 6.5.1 et le Lemme 3.3.3, nous obtenons les inégalités suivantes

[div (Vi 0m) — Ap]

Hs=1(F(0),R3) < K(r)|Dn— Ids|
< K(r)[lm —n]

H3=1(Fq,,R3) IV g Hs(Fq, ,R3) >

Hs(F(0),R3) ||VM1||HS(FQ1 R3)

Le théoreme 3.4.1 permet de controler le terme Vyuq et en utilisant le fait que « soit localement
Lipschitzienne, nous pouvons en déduire 'existence d’une constante C(r) telle que

I < K(r)||z1 — 22|

ES.

Pour I5, nous rappelons que curl(Vf) = 0 pour toute fonction f. En utilisant une décomposition
similaire a I et en appliquant encore le Lemme 6.5.1 aux termes restant, nous obtenons aussi

[2 S K('r’)Hzl _Z2||E5-

Pour I3, il faut remarquer que le vecteur normal n qui intervient est défini sur le bord 0Fy,.
Pour différencier les vecteurs normaux nous notons par n' celui sur 9Fy, et par n? celui sur
0Fy,. Ainsi nous obtenons la majoration suivante pour I3

U

13 S K(T) Hvﬂ’l on- <n2 - nl(n)) HH5*1/2(8F(12,R3) + Hﬁ on— on2

H51/2(8Fq2,R3)]

En appliquant le Théoreme 3.3.1, nous obtenons

O Opa
Iy < K() [Hn%m) )z s 1~ e o

H51/2(8F(0),R3)] '

1

En utilisant une extension des vecteurs normaux n' et n? et en appliquant le Lemme 3.11, il

existe une constante K (r) telle que

< K(r)||z1 — 22|

||n2(772) - nl(m)\

Hs=1/2(3F(0),R3) E®-
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Pour la seconde partie nous remarquons que les termes de bords sont

Opi
8/:11' omi(y) = [Bolzi)(y), pour y € 0f),
Opi
honly) = Ba)y),  powry€ds

le Lemme 6.5.1 permet d’assurer l'existence d’'une constante K (r) telle que

Ainsi pour I3, il existe une constante K (r) telle que

O Opia

ot O T oz O < K(r)||z1 — 22| -

Hs=1/2(9F(0),R3)

I3 < K(r)||z: — 22|

ES.

Enfin pour I, nous pouvons utiliser la norme suivante pour f € H* (Fy,,R?) :

][] = sup {/F f(y)1(y)dy; 7 € C(Fqy, R?), v = 0 swr 9F g, et [|¥[le:rpy < 1} .
a2

Or en effectuant le changement de variable x = 72(y), nous avons

J

a2

F()y(x)dx = / o))y

Ainsi nous remplacons la norme de f par

11l = sup { / | FR)(3)ay 5 € 0L R, 5 = 0 sur 0F(0) e s

Le but est donc de montrer qu’il existe une constante K(r) telle que

cs |21 —Z2| Es,

/F(O) (Vi om(y) — Vs one(y)] v(y)dy < K(r)|ly

pour toute fonction v € C*(F(0),R?). Nous commencons par rappeler que pour i = 1,2, p; est
solution du probleme de Neumann suivant :

“Au(x) = alz(x),  x e F)
= Bo(zi,n; (%)), x € 012,

Op (x) = B(zi,n; *(x)), x € 05(0).

La formulation variationnelle associée a ce probleme est

Viui(x) - VO (x)dx = / oz, n; (%)) P(x)dx

Fg; Fo

+ | Bo(zi,n; (%)@ (x)dox + Bz, n; (%)) (x)doy,
a0 8Sq;
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pour tout ® € H*t(Fy,,R?). Nous effectuons le changement de variable x = 7;(y),
/ Vi) Ve )y = [ almy)e0m)dy
F(0)
+ - Bo(zi, y)@(n:(y)) |([D7h'(Y)]_1)* n(y)| doy
+ B(zi, y)2(mi(y)) | ([Dni(y)] ™) " n(y)| doy,

85(0)

Nous posons ¥(y) = ®(n;(y)) € H*(F(0)), car si ® € H ' (F,,) et n; € Diff*(F(0),Fy,), le
Lemme 3.3.3 assure que ¥ € H*(F(0)). De plus si ® décrit H*T1(Fy,), alors ¥ décrit H*(F(0)).
Ainsi pour tout ¥ € H*(F(0)), nous avons

/ ([Dm(Y)]1)*Vm(m(y))‘v‘1’(y)dy=/ a(zi, y)¥(y)dy
F(0) F(0)
- aQﬁO(ZiaY)\IJ(Y)|([D77i(3’)]_1)*n<3’)‘day ﬁ(zu Y)¥(y) |(Dni(y)] ™) n(y){@ay)

9S(0

Cette relation va nous permettre de traiter le cas de I;. Nous introduisons la quantité
Fo)= [ (Fmlmn) = Fralm) - (¥)dy (639
F(0

Dans f(7), nous utilisons les relations Ids = ([Dn;])*([Dn;]™')* et ainsi faire apparaitre les
formules (6.37).

fly) = /F o [([Dm ()] = [Dno()]) ([P ()] Viu(m(y))] - v(y)dy
" / | (Dr) (D) Fim () )iy

- /F(o) ([P ([Dna(y)] ™) Visa(ma(y))) - ¥(y)dy

Nous introduisons le probleme de Neumann suivant

AV(y) = div ([Dn(y)V(y)), ¥y € F(0), (6.39a)
g—\i(y) =0, ye€JF(0). (6.39Db)

Nous rappelons que n € H5(F(0)) et v € C*(F(0),R?) avec y(y) = 0 pour tout y € dF(0). Il
est facile de vérifier que div([Dng]y) € H72(F(0)) et que

/ div([Dna(y)]y(y))dy :/ ([Dna2(y)r(y)) - n(y)doy = 0.
F(0) AF(0)

Le Théoreme 3.4.1 assure l'existence et l'unicité de la solution ¥ € N*(F(0)) du probleme de
Neumann ci-dessus et il existe une constante K (r) telle que

IV re1(poy < K(r)||div([Drz]y)

Hs=2(F(0))-

Ainsi en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et en sortant la norme de 7, il existe une
constante K (r) telle que
g

wro) < K(r)lly
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De plus il est facile de vérifier que V¥ = [Dn]y dans H*'(F(0),R?) donc nous pouvons
utiliser la solution ¥ du probleme de Neumann (6.39) comme fonction test dans (6.37). Ainsi
nous obtenons la relations suivantes

J =:Lﬁm)«umxyn1rvamuwn-umxyWWyxw,
-/ o (DB () - Ty
:tA@@@me@My+im%@nwW@HGDmWHJYHWM&w
[ By [(DuE)] ) 0| doy.

85(0)

Ainsi f(7) se met sous la forme
foy) = /F(O) (D))" = (D)) ([P ()] Vi (m(y))] - v(y)dy
-/ | (@m.) —afe y) ¥y
= [ (o) [(Dm )Y 03| = ol ) (D) 0)]) W)
- oo, () [(D0OI) 00| = Bte ) [(PI) )]) Wiy,

Nous notons par N un prolongement de classe C* des vecteurs normaux n 92 et 95(0). Nous
obtenons donc les estimations suivantes pour f(7)

fFO) < Dm] = D)l 2oy || (IPm] ™) Vi o 771HL2(F(0)) Iy

Cs((F(0)))
+ ez, ) — alz2, )l 20 ||‘I’||L2 (F(0))
+ H[ﬁo(zla ) - ﬁ0(22, )] |([D771 N|HL2(F(0 ||‘1/||L2(F(o
+ Hﬁo Z3, ") [ ([Dm]™)™N| = |([Dno] ! }HLZ(F(O)) ]| 220y
+ H (z1,-) — B(z2,")] !([Dm N’HLQ )H\IJHLQ(F(O))
+ ||8(z2,-) [ ([Dna] =) "™N| = [([Dnp] }HLQ(F(O)) 1|22 0))-

Nous rappelons que les applications «, (G et G sont lipschitziennes sur F*. En utilisant le
Théoreme 3.3.1, le Lemme 3.3.3, la majoration (6.40) sur ¥ et 'inégalité

([P ™)' N| = [([De] ™)™N| < [([Dm] ™) [[Die] = [ml]” ([Dre) )'N

il existe une constante K (r) telle que

Y

F)| < K121 — zle |y

s ((F(0)) -

Ainsi en prenant la borne supérieur sur les fonction de C*(F'(0)), il existe une constante K (r)

telle que
]4 S K(T)Hzl

Il existe donc une constante K (r) telle que pour tout z; € B*(r) et zo € B*(r) nous avons

[T (1) — I1%(z0) || < K (r)]|z1
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Ainsi I'application IT° est localement lipschitzienne au voisinage de z,. W

Finalement nous pouvons en déduire le théoreme suivant
Théoréme 6.5.1 Soient s > 3 un entier, zg = (0o, 1) avec
o0 = (epyho, Id3) € Ei(£2,5) et vy = (ug, ko, Wo) € T,,3:(£2,.5).
Les application Lg, L et L sont localement lipschitziennes sur un voisinage de zg.

Preuve : Nous notons par qg = (hyg, Id3). Pour r > 0 nous définissons comme précédemment
I'ensemble B*(r) par
B(r)={z € F°||z — zo|ps <r}.

Nous commengons par montrer que Lg est localement lipschitzienne sur B*(r) pour r assez
petit. La Proposition 6.5.3, application assure que II* est localement lipschitzienne sur B*(r).
Concernant application [K(q)]~! définie par 6.18, le Théoreme 4.1.2 assure que q — [K(q)] est
une application de classe C* sur un voisinage de (hg, Id3) et la formule 6.33 montre que cette
derniere application est localement lipschitzienne. Le corollaire du théoréme 4.1.1 montre que
les fonctions @, définies par 6.12, sont aussi de classe C* sur un voisinage de (hg, Id3). Enfin il
faut signaler le fait que pour tout q dans un voisinage de qq le Théoreme 3.4.1 montre que les
fonctions ® sont dans C*°(Fy, R%) car les membres de droite des problemes de Neumann 6.12
sont dans les espaces V¥(Fy,R) donc les solutions sont dans H*(Fy,R) pour tout k& > 0. De
plus en appliquant les Lemme 3.3.1 et 3.3.2 nous obtenons que I’application

z € B(r) — V®one H(F(0), M3xs(R)),
est localement lipschitzienne sur B*(r). Il est facile de voir que I'application
z € B5(r) — I(J,w) = (03, ([J]w) Aw) € R

est localement lipschitzienne. En utilisant le changement de variable x = n(y) pour y € F(0)
et x € Iy, nous obtenons la formule suivante

Vi) - VoG)dx = [ Valay) - Von(y))dy. (6.41)

Fy,

Fyq

Nous rappelons que 7 est un C' difféomorphisme de Fy, sur Fy tel que |det([Dyn])| = 1. De
plus en utilisant le Théoreme 3.3.1, Vu(n) - V@®(n) est dans espace H*(Fy,,R). Grace aux
propriétés obtenues précédemment et a la linéarité de l'intégrale, I'intégrale définie par 6.41 est
une application localement lipschitzienne sur un voisinage de zy. Ainsi il existe un r > 0 tel
que Lg soit lipschitzienne sur B*(r).

Pour Lz, nous remarquons que c¢’est une combinaison de somme et de produit d’applications
localement lipschitziennes donc il existe un r > 0 tel que L soit lipschitzienne sur B*(r). Ceci

permet donc de conclure qu’il existe r > 0 tel que £ soit lipschitzienne sur B*(r). W

6.6 Preuve du résultat principal

Dans cette section nous allons démontrer le Théoreme 6.1.1. Pour cela nous appliquons le
Théoreme 6.2.1 de R.H. Martin a '’équation différentielle ordinaire (6.26)

dz
() = £t2(0),

Z(O) = Zy = (GFO, h[), ]dg, U, ko,WO) pour 'y € F(O),
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ou L est défini par (6.25) et zg € F'® pour s > 3. Dans la partie précédente nous avons montrer
que lopérateur L(t,-) est lipschitzien sur le fermé F**. Nous allons donc construire une courbe
dans ¥3(€2, S) dont nous fixons la vitesse et l'accélération initiales.

Proposition 6.6.1 Soient s > 3 un entier, (hg, Id3) € P(£,5), (ko,wo) € R®* xR3, (L,M) €
R3 x R3, ug € H5(F(0),R3) et v € H*(F(0),R3) vérifiant :

div(ug) = 0, x € F(0),

u-n = 0, x € 09,
up-n = (kog+woA (x—hy)), x € 05(0),
div(y) = ~Fluw),  xeF0),
von = —G(uyg), x € 01,
v-n = —G(uy—vy)+(L+(M+T)A(x—hy) —woAky+vy-Vvg), x € 05(0),

o V0<X) = ko + Wy A (X — ho) et ' = (W072W073, —Wp3Wo 1, W071W072)t.
Alors il existe Ty > 0 et des applications q € C*([0,To];R?), 0 € C*([0,Ty|;R3) et n €
C2([0, Tp); H5(F(0),R3)) tels que (n(t),q(t), [R(O(t))]) € 2%(Q, S) pour tout t € [0,Ty], [R(O(t))]

est la matrice de rotation obtenue avec les angles d’Euler (1.1). De plus ces fonctions vérifient

ou ep(o) est lapplication identité de F(0) sur F(0).

Preuve : Le mouvement du solide est donné par les formules
L,
h(t) = hy+kot + 5%

M
0(t) = wot+ 7152.

Ainsi le mouvement du solide est donné par la formule

X(t,y) =h(t) + [RO)](y —ho), v e S5(0),

ou la matrice [R(6(t))] est définie avec les angles d'Euler (1.1). De plus il existe 7" > 0 tel que
pour tout t € [0, 7], (h(t),[R(0(t)]) € P(Q,S). Il est facile de vérifier que cette paramétrisation
du mouvement du solide convient. Dans la suite nous noterons par

Y(tx) = ho + [ROW) (x—h(r),  xeS(t),

le changement de variable inverse au voisinage de S(t). Grace a cette description du mouvement,
nous allons construire une application n € C*([0,77]; Diff*(F(0), Fg())). Le point de départ de
cette démonstration est basée sur la preuve du Théoreme 4 de I'article [8]. Nous supposons qu'il
existe deux fonctions g et J telles que

00 = {x € R3|6y(x) = 0}, 05(0) = {x € R?*|§(x) = 0}.
De plus nous supposons que la normale extérieur n a F'(0) est donnée par

n(y) =—-V(y), y€d,  n(y)=-Vi(y), ye€aS0).
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Nous définissons 'application ® par

®: [0,T] x H(F(0),R?) VE(F(0)),

(t.m) (@ (b ), Dot ), Bt ). (6.43)
ou les fonctions @1, &, et &3 sont définies par
1 1

®1(t,m) = det[Dyn] — O oo det[Dyn(y)]dy — FO Lo do(n(y))day

! d(ho + [R(6(2))]"(n(y) — h(¢)))doy, (6.44a)
O] Jaso

q)Q( >_ 50( ( ))\am (6'44b)
D5(t,n) = d(ho + [R(O())]"(n(y) — (1)) 5500 (6.44c)

Nous rappelons que l'espace V*(F(0),R?) est défini par (3.16)

VE(F(0)) = {(u,v,w) € H(F(0)) x H*/2(9Q) x H**(9F(0)) |
u(x)dx v(x)doy w(x)dox = i
/F(O) (o) + /89 < " o0 &) 0}

Pour tout ¢t € [0,7] et n € H*(F(0),R?), par construction nous observons que ®(t,n) €
V*(F(0)). De plus si ®(t,n7) = 0 alors n(0Q) = 9, n(05(0)) = 0S(t) donc n(F(0)) = F(t) =
Q\ S(¢). Enfin comme ®4(¢,n) = 0, nous en déduisons que det[Dyn(y)] est constant pour tout
y € F(0). Mais avec le changement de variable x = 1(y) nous avons

/ w@mmw:/<m=mm=mm
F(0) F(t)

car nous passons de F'(0) a F'(t) par une transformation rigide. Ainsi nous obtenons le fait que
det[Dyn(y)] = 1 pour tout y € F(0).

Nous allons donc construire une fonction 7, € H*(F(0),R?) telle que ®(¢,7;) = 0 pour
tout ¢ € [0,Ty] avec 0 < Ty, < T. Nous remarquons que lapplication ® € C?([0,T] x
H*(F(0),R?); V(F(0))), sa dérivée par rapport a n au point (0, er()) est donnée par

[OD | .

anl (0, eF(O))_ V = div(V),

6@2 1

3<I>

8773 (0 6F(O)) VvV = _V(y) .n(Y)bs(o)a

oll ep(g) est I'application identité de F'(0). Nous rappelons que 0®/9n(0, ep()) est un opérateur
surjectif de H*(F(0),R3) sur V*(F(0)). Nous notons par H son noyau,

H={V e (PO),R)|div(V) =0, V-n,, =0},

et par P : H*(F(0),R3) — H*(F(0),R?) la projection sur H. Nous introduisons 'application
A définie par
A [0, T] x H¥(F(0),R?) — V*(F(0)) x H,
2

(t,n) = (®(t,1), P(n — er@ — tug — 57))
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A est une application de classe C*([0,T] x H*(F(0),R3); V(F(0)) x H) car ® est de classe C?
et 'opérateur P est linéaire. Nous remarquons que A(0, ep)) = 0. La dérivée par rapport a 7

de A donne
OA

od
0,n)V = (0,m)]V,
G0V = (15 0mv.Pv)) .
Cette opérateur est un isomorphisme de H*(F(0), R?) dans V*(F(0)) x H. En effet la surjectivité
provient de la surjectivité de 0P /9n(0, ep(y). Car si (f,g,h) € V*(F(0)) x H, I'équation

div(V) = f,  xeF(0),
V:.n = g, x € 0F(0),
P(V) = h,

admet une solution dans H*(F(0),R?) donnée par V = V; — P(Vy) + h ot Vj est solution de

div(Vy) = f, x € F(0),
Vo-n = g, x € 0F(0).

Pour l'injectivité, la solution de

div(V) = 0, x € F(0),
V.on = 0, xecdF(0),
P(V) = 0

appartient au noyau de 0®/0n(0, ep(g)) donc a ‘H donc P(V) =V = 0. Ainsi 'unique solution
de cette équation est V = 0. Nous pouvons appliquer le théoreme des fonctions implicites a A.
Il existe donc un 0 < Ty < T et une application t — n(t) € C*([0, To); H*(F(0),R?)) tels que
A(t,n(t)) = 0 pour tout t € [0, Tp).

Pour terminer cette proposition nous devons montrer que 7, = ug et 7y = . Pour cela
nous calculons les dérivées de I'expression A(¢,7(t)) = 0. Dans la suite comme les calculs sont
relativement compliqués nous donnons simplement ce que nous devons obtenir. Pour la premiere
dérivée nous obtenons

div(ne) = 0, x € F(0),
-n = 0, x € 01},
no-n = (ko+woA (x—hy)), x € 05(0),
P@) = P(uo).

Or nous avons supposé que ug vérifie

div(ug) = 0, x € F(0),
u-n = 0, x € 01,
u-n = (ko+woA(x—hy)), x € 05(0).

Ainsi (7 —ug) € H et P(n —ug) = 0 donc 7 = ug. Le calcule de la dérivée seconde donne

le(T]()) = —JT(LIQ) X € F(O),
fo-m = —G(uo), x € oA,
7'7.0'Il = g(uO—Vo) (L+(M+F)/\(X—h0)—Wo/\k0+V0'VV0), XE@S(O),

P@) = P(v),
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olt vo(x) = ko + wo A (x — hg) et I' = (Wg2Wq 3, —Wo 3W0,1, Wo 1Wo2)". Par hypothese v vérifie
les méme relations, nous en déduisons que 7 =v. W

Grace a cette proposition nous pouvons donc construire une courbe dans 3°(€2,.S) si nous
fixons sa dérivée et son accélération initiale. Nous obtenons finalement la Propriété suivante.

Proposition 6.6.2 Soient s > 3 un entier, ug € H*(F(0)), hg € R?, ko et wqg vérifiant :

div(ug(x)) = 0, x € F(0),
u(x)-n(x) = 0, x € Q,
uo(x) : l’l(X) = ko + wy A (X - ho)

Alors pour tout zg = (ep(0), ho, [Ids], 19, ko, Wo) nous avons

1
lim —dist(zo + rL(t, 2); F°) = 0.

r—0r

Preuve : Le but ici est de construire une courbe Z(t) dans F* telle que

liir}) %dist(zo +1L(t,20); F®) < }g% %dist(zo +1L(t,20); Z(r)) = 0.
Pour construire une telle courbe nous utilisons la Proposition 6.6.1 qui permet de construire
des courbes dans ¥°(€2, S). Les valeurs kg, wo et up sont données par les conditions initiales
du fluide et du solide. Il suffit donc d’identifier les valeur de v, L et M. Nous commencgons
par construire la pression initiale du fluide. Nous rappelons que celle-ci se décompose en deux
partie
po = prio — prPo - (L, M),

ol g est solution du probleme

—Apy = F(uyg) dans F(0),

0
a_ﬁ = G(uy)  sur 99,
g—ﬁ = G(up —vp) — [(vo - V)vg — wo A ko] - nn sur 95(0),

vo(y) = ko + wo A (y — hy) et les fonctions @ sont définies par

—Ady,(t,x) = 0 dans F(0),

0%y, =0 sur 0f,

on

d

aar[iﬂ = Ky;  xsur d5(0),

ou le vecteur K est donné par

] Kpi(x) =mni(x) fori=1,2,3,
Ko(x) = { Koi(x) —[(x—h)An(x)]s fori=4,5,6,

Le choix du vecteur (L, M) est imposé par

L
’ =[K 1(1J,w + / \Y ~V<I>dx>
(M+F> [0] (0 0) PF o Ko 0
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ou I' = (Wg2Wo 3, —Wo3Wp.1, Wo1Wp2)" et la matrice Ky est définie par

m[dg 0
Kol = [Ks] + [KF/, Ks| = ,
Kl =K+ ks = (00 )
Kr(q)] = <PF / V&, - V‘I’o,jdx> ,
F(0) 1<i,5<6
ou [Jp] est la matrice d’inertie du solide a I'instant initial. Nous posons ensuite v = —Vp,. La

courbe ainsi crée vérifie la condition de tangence quand 7 tend vers 0, car les dérivées premieres
sont égales aux vitesses du fluide et du solide et les dérivées secondes vérifient I’équation d’Euler
pour le fluide et les lois de Newton pour le solide. Donc l'opérateur £ est bien tangent a F*. B
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Conclusions et perspectives

Dans cette these nous avons analysé le mouvement de solides rigides dans un fluide parfait
incompressible. La premiere étape de ce travail consiste a regarder le cas simplifié ou le fluide
est supposé potentiel (il existe une application ® telle que la vitesse du fluide u = V®). Dans
ce cas ’étude du systeme se réduit a des équations différentielles ordinaires pour les positions
et les vitesses des solides rigides. La fonction ® est uniquement déterminée par les trajectoires
des solides rigides et par la résolution de problemes de Neumann appropriés. Pour obtenir les
équations du systeme nous avons utilisé la mécanique analytique. Ainsi les équations du systeme
se réduisent a un systeme d’équations différentielles ordinaires. Nous avons montré ’existence
et I'unicité locale de la solution de ce systéeme. Concernant les simulations numériques sur
cette théorie, il serait intéressant de programmer quelques exemples avec plusieurs solides. La
plupart des calculs proviennent de la résolution de problemes de Neumann sur des domaines
bornés variables dont nous connaissons la forme si les positions des solides sont données. Pour
mettre en place ce genre de simulation il faudrait construire des outils qui permettraient de
résoudre simplement plusieurs problemes de Neumann et de calculer les intégrales d’énergie
associées a ces problemes de Neumann.

Dans la seconde partie nous avons regardé le systeme complet formé par les équations d’Euler
pour le fluide et les équations de Newton pour les solides. Grace a I’étude de la pression, nous
avons transformé les équations classiques d’Euler pour le fluide et de Newton pour les solides en
une équation différentielle ordinaire sur une variété fermée de dimension infinie. De plus I’étude
du cas des fluides potentiels nous a permis de simplifier les équations de Newton et de faire
intervenir la théorie de la premiere partie pour I’étude des trajectoires des solides. En supposant
la condition tangence satisfaite et en appliquant une version du Théoreme de Cauchy-Lipschitz,
nous avons montré 'existence et I'unicité locale de la solution et nous avons aussi déterminé sa
régularité en fonction des données initiales. La preuve est essentiellement basée sur I'étude de
plusieurs problemes de Neumann ainsi que sur les estimations des solutions obtenues. Grace a la
mise en forme des équations du systeme, nous pouvons tres facilement appliquer notre méthode
a plusieurs solides. Concernant les simulations numériques, elles restent complexes. En effet
le fait que les solutions sont dans une variété de dimension infinie complique la résolution du
systeme d’équations différentielles ordinaires. Les exemples numériques qui seraient basés sur
ces équations seraient sirement moins efficaces que d’autres méthodes plus classiques.

Enfin dans le cas des fluides potentiels nous avons regardé le mouvement d’un disque dans
un demi-plan. En utilisant la théorie développée dans la premiere partie, nous avons obtenus
une équation différentielle ordinaire pour la position du centre de gravité du disque. Nous avons
décrit le mouvement du disque jusqu’a I'instant du choc entre le disque et la paroi. Nous avons
montré 'existence de vrai choc contrairement au cas visqueux ou les chocs n’existent pas ou se
font a vitesse relative nulle. Pour un mouvement vertical du disque nous avons étudié en détail
la convergence du probleme de Neumann vers le probleme de Neumann limite.
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Apres tout ce travail il reste cependant encore de nombreux problemes ouverts. Dans cette
these nous avons supposé que les domaines avaient des bords de classe C*. Il faudrait étudier
ces problemes pour des domaines qui ne sont pas de classe C*. Concernant les solides, il serait
intéressant de considérer le couplage d’un fluide parfait avec des solides élastiques. Concernant
le fluide nous pouvons aussi le modéliser comme un fluide visqueux. La méthode employé dans
le cas général est basée sur 'article de Ebin et Marsden [19]. Nous pourrions donc adapter les
résultats ce cet article pour le cas des systemes fluide-structure.

Pour I’'étude des chocs nous avons obtenus l'existence des chocs dans un cas particulier,
cependant pouvons-nous trouver des cas de non choc comme dans le cas des fluides visqueux ?
L’étude du choc dans le cas potentiel est fortement liée a 1’étude des inégalités de trace pour
les problemes de Neumann. Il est facile de voir que ’énergie du systeme se réduit a ’étude
d’une intégrale sur le bord des solides. Pour montrer que cette intégrale est finie il faut étudier
I'opérateur qui donne la trace sur des solutions d’un probléeme de Neumann sur le bord des
solides. De plus ces problemes de chocs conduisent a 1’étude des problemes asymptotiques dont
les domaines limites ne sont pas lipschitziens.

Enfin un probleme intéressant serait d’étudier la controlabilité des problemes fluide-structure
décrits dans la these. Pour le cas potentiel nous pouvons envisager d’introduire de nouvelles
variables généralisées qui jouent le role des controles. Nous obtenons donc un systeme de dimen-
sion finie qu’il faut controler. En effet la description du fluide se voit au travers des problemes
de Neumann associés au potentiel donc nous pouvons espérer controler la partie fluide en
controlant le mouvement des solides.

Concernant ’équation d’Euler, nous pouvons signaler les travaux de J.M. Coron [12], [13]
en dimension 2 et les travaux de O. Glass [22] pour I’étude de la dimension 3. En adaptant ces
méthodes a notre cas, il serait intéressant de voir si le systeme fluide-structure serait controlable
si nous agissons uniquement sur les parties solides comme dans le cas potentiel.
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partielles du probleme en un systeme d’équations différentielles ordinaires sur une variété de
dimension infinie. Nous obtenons ainsi existence et unicité locale de la solution.
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Title of the thesis : Mathematical Analysis of the motion of rigid bodies in a perfect fluid.
Abstract

In this thesis we study the motion of rigid bodies in an incompressible perfect fluid. In the first
part we study the potential fluids. The model problem is the motion of a disc in a half plan
where we study the shocks between the disc and the wall. This problem is linked to the study of
Neumann problems which depend on the trajectory of the disc. We generalize our results to the
case of several bodies. We prove that the equations reduce to a system of ordinary differential
equations on a finite dimensional manifold. The second part is devoted to the study of general
case. We use the results developed in the previous part to transform the system of partial
differential equations into a system of ordinary differential equations on a infinite dimensional
manifold. So we obtain the local existence and uniqueness of the solution.

Key words : interaction fluide-structure, fluide parfait incompressible, mécanique du solide,
probleme de Neumann, collisions, optimisation de forme, variétés de difféomorphismes.



