
HAL Id: tel-01748262
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01748262v1

Submitted on 29 Mar 2018 (v1), last revised 1 Feb 2008 (v3)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Segmentation parole/musique pour la transcription
automatique de parole continue

Emmanuel Didiot

To cite this version:
Emmanuel Didiot. Segmentation parole/musique pour la transcription automatique de parole con-
tinue. Autre [cs.OH]. Université Henri Poincaré - Nancy 1, 2007. Français. �NNT : 2007NAN10098�.
�tel-01748262v1�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01748262v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 
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 � ��� � � � ����� R6T 
8Tqp
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� !�VT�	(m���� ��� �� ������ 
� ���6R#��� � ���dm�
��� ������,� ����	��� !����� ����� �^T��!�`_7T�� ���
���gU� �T�����" � �tU� dT�� ��R6m�����
���� ������� �VT � ���t_7T����������� � �����	 ���6R 	���� �jR�� ��� 	��� ������ �©R�� ��� �^T��!�`_7T����VT
R�� ��� 	��� !����� �dT� R�� ��� �FT����X_"T#��" � ������
 � ��� � ��������� R��bT�� ����
��������������!���!����	 �?T� ���VT�� �³R6m����VT�	 �� 
��� �!��
������ ��T�������� � ����� ��� � 	 ��� ��� �����������VT�� � �X_"T#���³_7T������VT#� � �������³R6m��� !��� ��� � 	��� ������ � �FT����X_"T#� �
U� dT�� � " �� �� R#� 	 �VT#������ ���m�	��� ��� ������ ��� � 	 ������� � ��� � ��� ���VT���f �?T#�����VT#�cR�� �?U �� dRNR6m; ����� ���$_7T��
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��� ��	 ��� �  !��
� � � � � R#� ���� �
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� �� � � � ��� �gT����� !��	� �m������ � ���������
����� 	��
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���� R��bT�� ����
������,� �x� �Lp � R���� �?U��!������������ ���	� dm������ ��� ��� � ��� 	��;� �x� �Lp � R����
�� �R�������m����������³f  dmu_7T���������� ��� �x�bm��#�� �
���� R6T ����
������ ���!�  ���	# dm��!��� ��m�� 	��� ������R���� m� !��� � ����� ��� �©Tqp
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�!���rm����� �
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��� � � � ��� �FT����X_"T#� ����� ����� 	 �� ������#� � ��� �^T#���`_7T�� �����������X_7T�� � ��� ���©sus � ���  !� �G*C� �VT �  �W��jU������`_7T��
��� � � �gR#��� � ����� � �;�qR#��� U����!� ��� ��� ����R#� � ������� �VR#��� � ��������R�� 	����� � ���� �VT$R���� �� !�����?Tqp$R��tU �����;�
��� ��" � � �^T����X_7T�� ���!��R������cU ���?T����VT�	 	��XT�� R��!� ��������� � �� ������dm� ������� _7T�� ��� 	��� �������"(y �� !� ������� ���
����� � ���!� �5�Vm���� R6m; ����� ���� �^T����X_7T�� �$R#��� m� ���� � � ������� �?T"p ����� � �# ���	 � ����� �  !�`_7T�� ��	�������������	����`_7T�� �
���!���6m����`_7T�� � ��� ��" � ����� ���VT#� ���VT�� ��� �dm� !�����!����� ����� �jT�� 	��XT�� U���� ������� �?T ���?T�����
������ �`T��0	 � ��� � � ���
���F_7T�� ���VT�� 	 �VT#��������R��� ���� ����� ���� !������T�R�� � �?� ��� �j_7T�� �?T �#�������?T �!	 ������ ���4� ��� �^T����X_7T�� 	 ������WuR��
R���� ���� � �����X_"T#��� U������ �����!�`U�������v �2f " � ��
VT� !� P "~Y?} " � ��� ���� � �����X_7T���� � �
� �� !��o Y � 
 T�����
 ��P ������� �
R���� ��������m��Xm�� ��� � ���� �����R���� � ������f  �mu_7T���������� ����� ��R���� �^T�������	������ ��� ������ ���R�� ����f  �mu_7T����#����f ����R�� 	
� ��� � �����
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" Q �� ��p ��� 	���� ����� �!��� 	# ��"R6T���� 	��� �T�� ����� �  dT � ��� �%������� � ����� � ����� �{R�� ��� �^U# ��uT#�����
���� � �����X_7T����������dT� ���������� � ������ ���_7T�� ���� � ������� �����!�� dT � ��� ��� ��� � � � ������	 �� ��<T����!�����#�Fm�� ���!� ��� �
R���� f  dm<_7T���������� �������� � �����X_"T#��� � ��������� ����� �$R���� �FT�������	������������ ��� � ���� !� R�� ����f  �mu_7T����#���rf ��� 	
R�� � ��� � ������"�� � ��� �^U# �� R��]T#� ���#�!�  �T � ��� � ���!� �������!�  dm��?m��Xm 	��� ��x� ���#�����FU���� R����cf  dm<_"T#���������^R��
����� ��	 ��� �  !� ���� � �����X_7T���" 
 � �?T �  �� m��`m�� ��� � R���� � ���������XfgR�� ��� �^T#���`_7T�� � �©� ���!� ���  �� � � � �Nv ���
� ��� 	 �7}�_7T�� ���!� U � �?T#���VT�	 	��XT��  ���	��`R#� _7T�� �����`T���R�� ��� 	��� ������ � �?� ��� � 	�� 	�R��� �� U������ ��T�	 m� ����uT� 
����� f  �mu_7T����#��� �¾� �����?U#�`_7T���" Z � ���!�  �� !� R � �VU#���� ���� ^R�������������������� � �FR���� �� �����!����������� � �� �_"T�m����
R������ T�� �!��
������.R�� �FT����X_"T#��" � ��	��`T��;� �?T��#�������?T4m����� !
Vm����`_7T�� � ���?T�� 	 �VT#������� ������� � ������ _7T�� �
R������tT�� �!��
������ R�� �^T#���`_7T�� ���x�bm��#�� �
���� ���!� 	��XT��gT���� f �� � m�� ��� �{R#���!�� ��XU6T6m���R������������gU�����R����gR��
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�dm� ����dm�	��� � �VT � ���F_7T�� 	 �<T#� 
������� ���� ��tR�� ��� ����� ����R��  !����������������� ������� �VT4R���R����!�� !� � �������������
	��� ��p ��� 	�����" ��� ��� 	��� !���� ��	�����R�����R�� � m� ���� ����U# dT�� � � �2p ��� � ��� ��� � ��� � � �����tU� dT#��� U�������� �  !����� �
� � ��"D� � ����� 	��XT#� ����R6TNU� dT#��� ��� 
Vm��6m� ���&_7T�� 	 �VT� ���?T��� ���	� dm������ ��� ���VT#����� _7T�� ��� ��� � ��� R�� ���
	��� ������ �#�#�.R�� ��� �^T��!�`_7T���" � �³U# dT�� � ���!� �� dW�� 
 ������� � � �� ���� 	 �uT#� � ���d_7T��� ���������� ��� ��m� ���� � �X_"T#���
�!	 m����! 6_"T#����R#� ����	��� ������ �?TnR�� ��� �^T��!�`_7T��Fv �2f " � ��
VT� !� P "]\ } " � � � � � �=� �x� �?R6R�� � ����� R�� U� dT�� � � �2p6	
�dm� ����uT� !���VT ���#���� !���0� ���!�VT#�gR��³U# dT�� �gR � �?T � ��������R�� �� ����� � �����!�����Nv ��m��`m�	#������� ��	��� ��p#��� 	#���3} �
� � ������� ��T#��� R6m ��m� ����� ���������NR6T ����
��������  �����R���� � 	#�`T��cR��!� ����������� �dm�	��� ��������� ��� �� �� 	��� ������ ���
�^T#���`_7T���"
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� �� � � �jR��bT��
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�������R#��	��� ������ �  �W��tU� dT#����m�" � ��	��� ���������� � �����?T�R��`U�����"

Q �VT� � ����� �dT# ����^U� �T���� � ��� 	��� ��������?T��!��� 	 �uT#� � �  ����������!�`R6m� dm�� ��� � � �^R6TNU� �T�����" � �����!��� ���� ���	
_7T��bT�����	 �� ��!������� �VTST����³f �VT���� v � � � �%" �����G* � ����� 	��� ����$¾} ���VT �  !� 	��� ���<T� ����� p ���������uT#���uT� g_7T��
�0� ��� m����VT � � � ��� R�� � ����� � R��!� �������jR#�� !����������� ���  !������_7T�� �$m ��m 	� !���������<m�"

� �?T�� � ������� R6m� ���� �  !����� 
� ����6R���� ������m�
��� ������*R�� ����� � 	��� ������ � �^T��!�`_7T�� ���&U� dT#��� " ���������<T� ��<T 	
�!��� ��� � ����� � ���dm�
��� !����� �#� �!��� � 	���� � ��� ������� ��� �tR���� �!����� ������" � �VT�� 	 �VT ������� � ������ tR�� ��� 	��� ������
�VTSR�� ��� �^T#���`_7T���U� �T����dm�� �VT
�������� ���R�������	��� ��������dT� gf ���6R �^T��!������� " � �VT � ������� � � 	����`_7T�� R����
R��D� �uT�� ��m�� �dT�	#	��`m�� ��� � ���� !��� 	 �VT# FR�� � m� ����#������ ����	��� ������nR�� ��� �FT����X_"T#��" � � � � � �=�&R�������R����
���� ���
���� �  ���� ��� � �  ��?R�����	��������X_7T����;�#��� ��� � �  �W��{f  �mu_7T���� �tR�� � ������ {R���� � �������!�����;�8R�� ��� 	��� ������ ��T� 
T��rf ���6R �^T#������������R�� ����	��� !�����³U� �T����dm�� ��������" Z � ��� � R#��������� ��m� ����!� ��� � R���R6m; ����� gT��#� ������m�
��� ����
��T�	�	��Xm�� ��� � ���� �� 	 �VT� ����� �!��
 � ��� ����_"T#������� � T���� m�������
���R���� �� ������ � ���dm�
��� ������ _7T������VT#� � �������
R6m� ���� " y ���!� � ���������!�g_7T������� � �����	 ���6R �?Tqp ����
 � ��� � � 	 �VT#����� � ���� ��,� ��� f ����� R#����� 	��� ������ ����R#�����
�^T#���`_7T�� �����VT�� �0� ��	#	 �������� ����#�{R������ ������T������³R6T � ���7T����� �� �%" 	��� !����� �dT� tf ���6R �^T��!��� ���D$G��" 	��� ������
��T� ��^T����X_7T���$ �VT��������� ���" 	��� ������ ���
	� dm�����������R�� �^T����X_7T���$ "
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Z � ���!� �  �W��³f  dm<_"T#��� �=�*R�������R���� ���� ���
���� �  !��� ��� � �  �©R���� � R�� � ������ ³R�� ��� 	��� ��������dT� �T��Nf ���6R

�^T������ ��� " y �$f ���6R �^T��!��� ��� ���  �� �  ��?T#��� R������cR���� �!����
������ ��R#����m�� ���!��������� �^T��!��� ������� � � � ��� �
	��� �f ����� R������ R����jm�� �����!������� �VT�R#��� 
���������R�� ����f �� � ��������� " � � ��	 ��� �  !�^R�� ��� 	��� ������ ��������� " 	�� 	
 ���!����m $ v. �
VT# �� P "ba7} �#�VT��� ����6R 	��XT��jR��D� ������� ��� R6m������!������R#� R��� !� ��� ��� �!��
 � ��� � ���� � !����	 ���6R �
R�� ��� 	��� ������ �VT �FR�� ��� �^T#���`_7T���" � ��	#�`T��;� ����� � � � � �gR�� f ���6R6T�v �<�  "�����C� �<�  "���d�L�"����} ��	�	 �� � ��� �
T����^R��D� �uT�� ��m ��T�	�	��Xm�� ��� � ���� ���R������ ���nR�m�� ������������R#����f  !��� � �`W� ���� ��� �  !� ��� 	��� !����� � ��� �^T��!�`_7T��
��������	��� ������ ��T� ��^T��!�`_7T���" � ����� _7T��bT�� � �  �� �7T � �����nf ������� ���VT#����� � ����� ������� ��� � �?U��!�� ��� � ����� R��
��� U� dT�� �³R�� f ���6R ���  !�����������������!� 	��� �f ��� � ��� ��� �����$_"T#� ���!� 	� !���������<m �.T��#� � ��� ������� � _"T���� ���
������� ��� U ���!�����rR�� � �qR6W�������	 �VT# � ������������ ���  !� �������!����� 	� ����������<m���"

� ���
	 P "]a
�

� 	 ������ ���
� � � � ��R��]T#���!��
�������R�� 	��� !��������T� gf ���6R �^T��!��� ���

� � ��� �dm� � �{R�� 	 �VT#������ �R���� � ���#
VT��� ��� ������R�� ����	��� !����� �dT# �f ���6R �^T��!��� ��� ��	�	��� �� ��� ���VT#��R�� ��T�������"
� � R�m�� ����� ��� � ����� ����
 � ��� � � R#� 	��� !�����
�dT# �^T��!�`_7T�� � ���VT#� 	 �VT� � !�����#�nT#������������ $R���� � �"R6W������
R�� 	��� ������ �?R���	 ��m��;� �?� ���!�
	�� 	�R��� !� ��	�	� !����R����#�cT#� ����� ���2p�� � �^T��!������� " � ��� 	 �� ¾f �� � ����������R�� ���
�  �������� ���	 � ����� ���dT#���um<R���� � ���

Vm��6m� ����� �x�bm�� ��	 �³R�� ����
 � ��� � ��� ����� ���!�� �������� � �������!� � � m������� dm�����"
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Z � �2p ��� � � T#� 
� ����R ��� �^U# �� R�� ��	�	#��������� ������� �6m������!��� � ��� �$T���� 	������!� 	� dm���� � �������� !� R�� �!��
 	
� ��� � ��� �����rR6T
����
������ ����	��� ���������� �^T��!�`_7T���" Q �� � � ������������	 ��� ���VT�� 	 �VT#������� �������� ��
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� � �� �����!�� !��	#������� �?T � � � ��� �X_7T��jR�� 
8T"p
�?T6R����������#����� � � �� ������������ ���� �� � ��� �� ���#���� !�� !�����
��T�������R�� � ����� 	# ����������um�� R������ T#�4R����uT � ��� � �����#�� ���" � T� ��������������!� � ��	�	������ ��������� 	 �� �	
� ���*R�� � � ���� �� 	��� &m��� !��� � �VT#� ����_7T�� ���!� 	� ����#�����um�" y�� ��� � �x� ��	�	#��������� ��������� 	��`T#� �������!���`_7T�� �
� �{_7T�� ��f ����� �x� �VU �!� ��R#� ��� �^U# ��uT#��������� � 	���
�������R��bm������XT���������� � ��� � � � R��� !���`W� ���� ��� � ���
��� � 	���
���� � � � � z�� � &  �� � ���� � a �#�?T �������� �� ����� ��� �^U# ��uT#����� � � � 	���
��#��� � Z � ��� " ��� ��� ��m 	
 ����R#������
 � ��� ���� ����R�� �<T � ��� � ��� 	��� !������� �^T��!�`_7T�� ���!� �������� �"?y ����� 	 �� � � ��R������{f �?T� ����� 
��� ��� �  �m���R6T � �"R6T����jR�� �� �����!�� !��	#������� _7T�� ����������
 � ��� � � ����� ��������� � R������ 	��� !����� � �tR��
 !� �!� � �� ����������
 � ��� � � ���7T#��������� ��� � � � ��� �^T#���`_7T���"

�

��� ���6R#�2p#��� ����� R���R����uT � ��� ��� �FT������ � muR���� �

��� ���6R#�2p#��� ����� �������!��� � �8��R6m����VT�	 �� ���� !��T#��������� ��� � ��� � m����`_7T�� � �� nT���R����uT � ��� � 	 �VT� 
���Jf ��������� � �� ��0� ��p 	������ � ��������� � ������� 	��� � ���uT������� 	 �VT� cf �������������� �����  !��� ���� �� ����� T#����m� ����uT� !���
R������ ���4R#� �<T � ��� � " 
 ��R����uT � ��� � ��� � R������ ���6R��2pqm��dT�� ����� � ��� � ��� ���4_7T�� �0� ��� ���VT 	
R# � � � ��� ��T��� gT����dm� !���uT# ���� ��� ��"8y ����� 	 �<T#������ �� ���  ���� ���� !� ���cR�� � ��� � ���`m��;��R������ �<T#� �<T� ��;�
R#� � �� ���� �?Tqp�R�� �^T��!�`_7T�� � ������" � � � ��� �#�4R�� ���6R#�2p#��� ����� ���!� ��� 	�������� ���!���� �"gy ����� ���!�
R � � �x� �?T�
 � ��� � � � �����4R6T ��� �^U� �� R#� �nm<R���� � ����� � � � ��� ��� ����� �0� ��p 	������!�����4R6T ��� �^U# ��
R#� � ��� ������� R�� �dm��Xm������!����� v � � � � ����� ��������� �5}�� R��  ��?R������ � 	��� !�����uT#���`W� ���� ��� � �dT# Z � ���� !�����
v 	 �"R������!� �,4 �uU� ��?R������ �,4 �uU ��� ��������"[} " � ��"�� � �/$ ���!� �?T �!�VT� dR � �7T���R#�������7T���� 	��`T#� 
� ���6R��
�!�VT� !���tR�� ����f �� � � � ������� � � ����� ����� �����7T �^T������ � muR���� ���!� ��� 	��������#� �2p 	����#������� " Q �� ��������m�	
_7T���� �=� ������� �^U� !��R#� ���?T� ��������?T�R���� � �� ��� � �� ���!� �XT��D	 � ��� ����� �������!� ��� � � 	# ���
� !���!������� "
� � ����
 � ��� � ��� �����
	��� ������ � �^T����X_7T������ ����� 	 �� � � ���  !�FR��cf ���� !��T���� 	# ���� �`W� ������6R#�2p#��� �����
��� ����R��`_7T���� � ������s�������� ���� ! �����	 ���6R���� ��� R�� ��� 	��� ������ � � ����������� ���� ! �����	 ���6R���� ���nR�� ���
�FT����X_"T#��"

�

��� ���`R#���?T
���VT���	 �����  ���
��³R��� �� � � ��� R��bm�� �����!�����#� ��m��Xm�������m���� �

� � ���?T��
	 � ���� ��
�� �������!��� � � � � � � ���� ���?TcU���� R�� �x�bm��� ���� �3T��#� �� �?R6T#��� ������������� �� !����� � ����� ���
R#��������
VT��gR�� ��� _"T#� ��� � 	� !�������#�um�R�T� ��� ��T��  �� ��� �VT � �VT#��R6T � ������� � T��#� �  ������!�� ���	#� �����
�������<s�	� ���� ����" � �� ��{R#����� ����� ���jR����!�VT���	 � � �  ���
�� �����VT#��	 �VT ���������������!�`R6m� ��� g_7T������ ���2p�� �
R#���*R���������
VT���� ��� � �������7T � �*_"T#� ��� " ���VT#�
	 ������ ��uT# 
$ � � � 	��`T#�*_7T�� � 	��������� ����� R���� m� !��� � � ���VT#�
	
������ ���� �dT� ������gs��������gR�� 	��� �������R�� ����� �XR6m��#" � � ����
 � ��� � ��� ����� 	� �m���� � �������� �� ��� 	��� !����� ���
�FT����X_"T#� R6TnR����uT � ��� � �?T6R���� 	 �����dT�����	 �� � ����T�� 
 �����$R�� ����� 	�� �?T " ���VT#�
	 ������ ��uT# 
$ ��� �`T#�
	 �� � � ��� ��� ��R�� 	����!���� �R��]T#���js�������R�� 	��� !�������FT���� �?T#�� �� 	#�`T��  ��	#�`R���� ��� ��" � � �� �������� �
� ����� ��� �^T�� � ��	������ ���������cR���� � ��� ������� R����dm��`m ��������������� �0� ��	#	��� �� � �����^R�� �dT#	�	 �� !� � ���VT ��� �©Tqp
��� � � � �����#2���� ����R#��� ���6R�� ��� ���?T��
	 � ���� ��
�� �<� ���!�tU � �?T����VT�	 R�m���������	#	 m�� �?T ���VT� ���R����
R#�� ��#�`W� !����������m�����" � � 	��XT�� � �������VT#�
	 ������ ��
���	 �VT� ����� ���VT# dR������������ � ������� � ���6R���� �������!�
T#��� �VU�����
 ���������������!�� �� � � �?Tqp � �������� !�cR#����� ���� �
����cR���� � ��� ��������	6T6U#���`_7T�����R���	6T#��� P oVl?a#"
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 ��������� R���Y �V� e�	# dm���������� ��� �³_7T��cR������tT��SR6m������ � �Lp � �^T � R�� �����6_ ����� ��������� ��� �������
R���� � �x� �?T6R���������� � �+�������#� ���#�"T#�������jR6m�	������!�^Y�"~e � R����x� �?T6R#�����#��� � ��� �����jR���� �!�� !���������tR��
��m��`m������������ R����� ���� �  !���6R� !� ��� � ��� ��������m R�� ���<T� ���	� !��
� �� � � ��� �����������!�`U������ �?Tqp 	 �� ��!���������
���VT# dR���� ��� � ������� � ����R���� � ����"7y ��	 ���6R���� �=�����VT�� �!� � � ��� �������� �� �������FR�� ����� �VU �!�������Xf � � ���
	� ���	 �� � �����
�����dT���������R�� 	� ���
� � � � �������?T��
	 � ���� dm�� ���  �W�� ���� ����©U����³R��bT������ ��� ����� � �0� �?T �  �� �
 ����!� � 
����?U�������� ��� � ��� R������!�VT��{R�� \ � � R �]m�� ������������� ���VT#�
	 ������ dm�����" ��� ���`R�� �?T �!�VT���	 � � �  ���
��
��� R�������R����������� T#������	�	������ � � ����� � ���!�uT� !�cR������ ����� �����6m��������������� �"
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Q �VT� R���� m� !���������� ��� 	��� !������R��������^T��!�`_7T�� � �#�VT���R#��������� �� ��VT#���� ����� � �� ��� ��m� !��� � �`_7T���� �����
	��`T���R����!�� �� � ������� � ����R#� ����	��� ������ � �gR�� ��� �^T#���`_7T���"8y ����� 	 �uT#� ����f ���� ����FR�� � m� ���� ����������� �?Tqp��

�

��T
������� �?TSR�� ��� 	��� � � m��� ���� ��������� R�T��!��
������ �

� � 	��� � �nm �  ���� ���������SR6T �!��
������ �����������!��� � �2p��� ���� �� �0� ����f �� � ��������� 	 �� � ���#��� � � R6T �!��
������
�����?T��!���`_7T�� R������ ���gU�T#��R�� ���nf �VT# ����� �T����tR����!�� !��	#������� �?T��!������� � 	������ � � �  !��	� �m��!��� � ���������
_7T���	 �������XU�����"5� � ��� �FU� ��<Tqp �� � ���?Tqp ��� �{m ��m  �m �������dm�� ��T� ����	��� �� �nm �  !��� � � �����nR6T �!��
������
R������ ���{U6T#� R�� � ���<TqpFR���� � ���#
VT��� ��� 	��� ������{R������ �^T����X_7T������ � ��� �{R��gR����!������
VT#�� ��� 	�� 	
 ������ ��T� f ���6R �^T#��������� " � ��� 	��� �� �nW �  !��� m���T�R��`m�� 	 �uT#����� � ���� �� ���������dm�� �����  ������ 
� ���6R����
� ���dm�
��� �������� 	��� � � W��� ���� ����� 	 �� !����� ��f  �mu_7T���� ��������� � � ���� �� � � p�������" � �VT��  �� � �����6R# ������
	��`T#� ��� R6m�� ������� ��T� ����� 	��� � � W��� �����R����#� ��� ������� ����� ��T�������� � ��" � ��� 	��� �� � W��  !���;� ��p �� ��� � �
� ��� ���� !�����������  �m�
VT#������ ��;�"f �� � ��� � ���j_7T�� ���VT#� ��	�	 ����������R���� �� � � ��� �����VT��!���`_7T���� �VT ������	
� �<T� �� R�� �VU����� !��������������"
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��T
������� �?TSR�� ��� �������!���D �� ��������� �
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ogDJFGDUZaZNDUIcP�cPMPZ�K_FHLNMPOTIoFHD�XJQTI/f *?SSPM_`KTDUO_KUD�Q�DMK�cPDUOCFk��FHS8DJXYLaI8DUI�DUO P�cpL�Q_DUOTK�DJD�O!Q�P�KUMPXYQeM�IHW�OCF�ZaD
IGLab�O�W�ZpDUO *?MPO_K�FHLNMPOTIYPUZ�PUXYDUOCF^W�LNSGD�I�'TLNDUO=K�MPOTK�DUOCFHSSPUDUI|D�OkFHD�XJQ_I"D�F"DUO *?SSPM_`KTD�OTKUD\fC�1W4FHSGW�OTI4*?MPSGX]PUD
QTD,��M;KTSGLNDUS�% *?DUO_��FHS8D-D�FkZ[WrFGSHW�OTI4*?MPSGX]PUDJDUO�MPO&QTDUZND�FGFGDUI=I8MPOCF QTDMK�3RD>3_D�XJQ_ZaDUIkLaXYQeMPS6F^W�OCFGIDQTD
Q�PUK�MPXJQ�MPI8LNFHLNMPO(FHD�XJQTI/f *?SSPM_`KTDUO_KUD�f&X�L�DUI8FEDUO���E­»C� _`KTD4ZaD$QT]#RpIGLaK�LaD�O-��W"'eM�S,-l��W"'�MPSo»C��1�QTS8MPQ�MPIGD

���������������������������
���������������������������
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fréquences

temps0

facteur d’échelle 

facteur
d’échelle

petit

grand
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K�MPOTKUD�OCFHSTP�DUIVD�O�FHD�XJQ_IJD�FVDUO *?STPH_iK_DUOTK�D�f0�|O XYMPOCFHSGW�OCFU_`KTDbQTDrFGDUZNZaDUI Q�P�KUMPXYQ�MPIGLyFHLaM�OTIwIGMPOCF
P�FHSGM�LNFHD�XJD�OCF7ZaL�P�DUI<%�OTM�FHS8D$QeD�SGKUD�Q_FHLNMPO]QTDUIjIGMPOTIHV�D�F _`K�LmD�ZaZNDUIiLaIGM�ZaDUOCF7ZNDUI7I8FGSTKTK�F?KTS8DUIELNXJQ�MPS6F^W�OCFHD�I
QTD�IoIGLNbPO�W2K�3uQTD(Q�W�S8MPZaD�D�F QTD(X6KTIGL�_iK_D2VzZNDUIgFGSHWdc\W2K�3 Q_DY�xW"'�MPS)*(K_SGDUOCF�%VZaW '�W�IGDlQ_D(Z LmW�O�W�Z R�I8D
FGDUXYQTIdf�*?STPM_`KTD�OTKUD\f7��W"'eM�S�LNO�FGSGMiQ�KTLyF=W�LNOTIGLiDUO���E­»C�sZNDUIkW\FHMPXYDUIDQTD-��M;KTS8LaD�S % *?D�OT��FGSGD-W�:�O�QTD
XYDUISKTSGD�S4ZNDUIj�´c�W\SGL[W�FHLaM�OTI *?SSPM_`KTDUOCFGLaDUZNZaD�I6�cQ_DUI4IGMPOTI�f

�1W=STP�IGMPZ�K_FHLNMPOVFHD�XJQTI/f *?SSPM_`KTDUO_KUD QTD�Z[W�FGSHW�O_I6*?MPS8X P�DcQTD���M;KTSGLNDUS9%+*?D�OT��FGSGDcQ�P�QeD�O�Q QTDoZ LkP�FHW�f
ZNDUXYDUOCF�Q_D=Z[W+*?DUOT��FHS8D=DUO}FGDUXYQTIgD�F�DUO *?SSPM_`KTD�OTKUD\f XED�F�P�F^W\ZaDUXYDUOCFgKUMPS8SGDUI8QeM�O�QC%�ZaWJITK_S6*�W�K�D^QTD
ZaW '�M��NFHD QTD��4DULNIGDUO#'�DUS8bTf*�7O`D8ºeD�F�V1ZNDUIxKUMPOTK�DUOCFHSGW\FHLNMPOTIxDUO�FHDUXYQTIxD�FkDUO *?SSPM_`KTD�OTKUDVI8MPOCFkZNLaXYL f
FTPUDUI�Q�W�S�ZaDYQTSGLNOTKULNQeD]Q�L�LaOTK�DUS8FGLNFTK�QTD]Q�L��4DULNIGDUO#'�DUS8bTfjXEDVQ_SGLaO_KULaQ�D2VJ_`KTLhQTLNFD_`KTD�ZsLtP�OTDUS8bPLaD]Q�LkKTOTD
*?MPO_K�FHLNMPO}D�FcQTD=IGW�FHSHW\OTI6*?MPS8X P�D^QTD(��M;K_SGLaD�SnO_D(QeDHK_cPD�O�Fx��FHSGDkIGLaX6KTZNFHW�O�PUXYDUOCFnKUMPO_KUDUOCFGSTPUD�I�ISKTS
QTD�IjLNOCFHDUS6c\W�ZaZNDUI7W�S6'TLNFGSHW�LNSGDUXYDUOCF7Q�D�FGLNFHIHV�WDKTO_DnLNO�FGDUS8QTSTP�F^W\FGLaMPOwLaXYQ�MPS8FHW�OCFHD/DUOJX P�KdW�O_L�_`KTD _iKTW�Ogf
FGL�_`KTD2V_DUO,F^W�OCF _`K�LmLNOTKUD�S8FGLNF?K&QTDoITKTS4Z[W=Q�MPI8LNFHLNMPOVD�FnZaW^_`K�W�OCFHLyF?P QTD�XJM2K_cPD�XJD�O�F Q�LkKTOTD�Q�W\S8FHLNKMKTZND
ZNL�'TS8D�f��|O Q�LlW2K�FHSGD�I�FHD�SGXYDUIMVeZaD�QTSGLNOTKULNQeDDQ�LmLNOTKUD�S8FGLNF?K&QTD^Q�L	�nD�LaIGD�O#'eD�SGb,LaO�Q_L�_`KTD6_`K�LkKTO�IGLNbPO�W�Z�OTD
Q�DMK_FgQ�W�In��FHS8D=IGLNX^KTZyF^W�O�P�XJD�OCFnK�MPOTO`K�WdcPD�K^QTDUIgQTSTP�KULaI8LaMPO_IgDUOrFHDUXYQTI

∆t
D�F�DUO *?STPM_`KTD�OTKUD

∆f_`KTD�ZaKUM�O�_`KTDUIHV�ZNDoQTSGMiQ�KTLyFaQTD�KUD�I Q_DMK�3 _`K�W�OCFGLNF?P�IaP�F^W\O�FF'�MPSGO&PxLNO�*(PUS8LaDHKTSGD�XJD�O�F&-lqsW\ZaZ[W�F,/0/21jN

∆t∆f ≥ 1

2

4OxLNOTKUM�O�c2PUOTLNDUOCF QTD7Z[WiFHSHW\OTI6*?MPS8X P�DjQTD7��M;KTS8LaDUS % *?DUOT��FHSGD|D�I8F*ZaD"STPUb�Z[W�bPD:QTD|Z[WjFHW�LaZNZaD QTD|Z[W *?D�OT��FGSGD
Q�LmW�O�W\Z�RpIGD\f�XEDoSSPUbPZaW�bPD4DUI8F KTO-KUMPXYQTS8MPXJLNI7DUOCFHS8D�STP�IGMPZ�K_FHLNMPOJFGDUXYQeMPS8DUZNZaD4D�F0SSPUI8MPZ�K_FGLaMPO�*?STPH_iK_DUOgf
FGLaDUZNZaD\f���O`Q�DUSSQ`DUO ZaMpKdW�ZNLaIGW\FHLNMPO *?SSPM_`KTDUOCFGLaDUZNZaDwKUD _`K�LmM�ORW,bCW�bPO�PwD�ORZaMpKdW�ZNLaIGW\FHLNMPOrFGDUXYQeMPS8DUZNZaD2V
K�DUKUL %}KdW2KTI8DFQ�K~QTSGLNOTKULNQeD Q�LmLNOTKUD�S8FGLNF?K&QTDOQTD
�nD�LaI8DUO#'eD�SGb W�K�*Af|�"LNb;KTSGD��_fy��[�f rgLaO_IGL V KTOTD-S8DUQTSSP3f

f

t

���������_f����g� 3_D�XJQ_ZaDjQTD|K�M;K_cPD�S8FTKTSGD7FHD�XJQTI/f *?SSPM_`KTDUO_KUDiWdcPDUK7ZaWEFHSHW\OTI6*?MPS8X P�D QTD7��M;KTS8LaD�S %9*?DUOT��FHS8D�f
�&DUIgSTPUI8MPZ�K�FHLaM�OTIgFHD�XJQ�MPS8DUZaZND�D�F&*?STPH_`KTDUOCFHLNDUZNZaDkS8DUI6FHDUOCF�LNOTK^]�W�OTb2PUDUIc_`KTD�Z�_`KTD(I8MPLNFoZND�FGDUXYQTI�D�F�Z[W
*?SSPM_`KTDUO_KUD�f

I8DUOCF^W\FGLaMPO{IGW\FHLNI6*�W�LNIHW�OCFGD^QTDwZ[W�I6FHSSKTK�FTKTSGD(FHD�XJQ�MPS8DUZaZND�:�O_DlQ�K�IGLab�O�W�Z"Q�DUS8XJD�FGFHW�OCF�Q�W�S�D>3_D�XJQ_ZaD
QTD�cPMPLNSgZaD�InFGSHW�OTI8LNFGLaMPOTI4DUOCFGSGD(QT]TM�O 5UXYDUI�I8D *?DUSGWVW2KuQ&P�FHS8LaXYDUOCFeQ_D=Z[W�SSPUI8MPZ�K_FGLaMPO!*?STPH_iK_DUOCFHLNDUZaZND
W�W�O�W�Z R�I8D(Z[W�S8bPD+'�W�O&QTD$[¼f���O�c�DUS8IGDUXYDUOCFMV KTO_DJW\O�W�Z�RpI8DYQ�DUS8XJD�FGFHW�OCF QTD 'TLaD�O *�W\LaSGDwW\QTQ�W�SGW��aFGSGD=ZNDUI

» E
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KUMPXYQeM�IHW�OCFHD�Ik]�W\SGXYMPOTL�_`KTD�IDQ&KRIGLNbPO�W�Z|I8D=*?DUSGW}W2K Q�P�FGSGLaXYDUOCFDQTDYZ[W,STPUI8MPZ�K�FHLaM�O�FGDUXYQeMPS8DUZNZaDwD�F
OTDJS8DUO�Q_SHW,Q�W�I�KUMPXYQ_FGD]Q_DUI\P�c;P�OTDUXYDUOCFGI�FHD�XJQ�MPS8DUZaI&'_SGD *?IUW�W\O�W�Z�RpI8D�'TW�O�QTD P�FGSGMPLyFHD�[�f�
4OTD�*?M�LaI
KUDwSTP�bPZ[W�b�DkD8ºeDUK�F?K�P=V1Z[WJFHW�LaZNZaD\QTD(Z[W *?D�OT��FGSGD(IGD�SHW :�3gPUDwD�F�Z[WVSTP�IGMPZ�K_FHLNMPOuQTDwZaWJFHSGW�OTI6*?M�SGX]PUD^QTD
�uM2KTSGLNDUS,%+*?DUOT��FHSGDxSGD�I8FGDUSHWYZ[W(XY�UXYDxISKTS/FHM;K�FnZND�QTZ[W�O-FGDUXYQTIdf�*?STPM_`KTD�OTKUDqW�K�*Afu�"Lab;K_SGD �_f��;[�f�qrW�LaI
QeM;K_SoW�O�W�Z RpIGDUS�QTDUIoK�MPXJQ�MPIGW�OCFHDUI�FGSHW�O_IGLNFGMPLaS8DUInQTD^Q�KTSSPUD�IcQTL¡º*PUS8DUOCFHD�IoKUMPXYXJD�K2L�DUI6F�I8M;K_c�DUOCFxZaD
KdW�I$DUO,Q�W\SGMPZNDgD�F$D�O,X^KTIGL�_`KTD2VTLNZ�D�I8F$O�P�KUDUI8IHW�LNSGD Q�LkK_FHLNZaLNIGDUShQTDUI4W\FGMPXYDUI QTM�O�F$ZNDUI/ISKTQTQ�MPS8FGI0FHDUXlf
QeMPS8DUZNIEMPOCFZQTD�IEF^W\LaZaZNDUI|c\W�SGLaW"'TZNDUIUfp�1W�FGSHW�OTI4*?MPSGX]PUDnDUO-MPO&QTDUZND�FGFGDUI0D�O-DUI6F/Z[WxIGMPZ�K_FHLNMPO W?K *Af��"Lab;K_SGD
�_f��;[�f

t

f

������� �_f	� ��
nO�D�3�DUXYQTZaD QTD�K�M;K_cPD�S8FTKTSGD�FHD�XJQTI/f *?SSPM_`KTDUO_KUD�W c�DUKxZ[WkFGSHW�OTI4*?MPSGX]PUD�D�OrMPO&QTDUZND�FGFGDUI

2436573�� ���
	kC +´B?+j( C @
¸4M;KTI�Wdc�MPOTIgciKu_`K�LkKTOTD(W\ZNFHD�SGO�W�FHLNc�D2VuQ�M;KTS�Q&PUQ�W�I8IGD�S�ZaD�IgZaLNXJLyF^W\FGLaMPO_IpQTD�Z[WYFGSHW�O_I6*?MPS8X P�DDQTD

�uM2KTSGLNDUS�%F*?DUO_��FHS8D2V�IGDEFGSGM;K�cPDE��FHS8DEZ LkK_FGLaZaLNIHW\FGLaMPO�QTDEZaW4FHSGW�OTI4*?MPSGX]PUDiDUO=M�O�QTDUZND�F8FHDUI�f­¸4M;KTI�QeM;K�cPMPOTI
%wQ_STPUI8DUOCFnQ�P :�O_LaS/KUDc_`K�L�DUI6F�K_OTDoMPO�QTD�ZaD�FGFHD -mqsW�ZNZ[W\F�/0/�1&D�F$KUMPXYXYDUOCF$STPUW�ZaLNIGDUSpKTOTD�FHSGW�OTI4*?MPSGX]PUD
DUO�MPO�QTD�ZaD�F8FHD�InQ�K,I8LabPO�W\Zvf

�
�������
��� ��� !������ ����� �!��� !

4OTD�MPO�QTD�ZaD�F8FHD�-mqsW�ZaZaW\F�/"/21&DUI6F�K_OTD&*?MPOTK�FGLaMPO

Ψ ∈ L2(R)
QTD�XJM$R�DUOTOTDxO`KTZaZND^N

∫ +∞

−∞

Ψ(t)dt = 0

D�FB%lPUOTD�SGbPLND :TOTLaDlN
∫ +∞

−∞

|Ψ(t)|2 < +∞

�7ZNZaDYDUI6F=OTMPS8X�W\ZaLaISPUD % ||Ψ|| = 1
V1D�F�KUDUOCFGSTPUD,W=K cPM�LaIGLNO�W�bPD QTD

t = 0
f 
nO_D=*�W�XYLaZNZaD^Q�LmW\FGMPXJD�I

FHDUXYQTI/f *?STPH_`KTDUOTK�DgIHLmM0'�FHLaD�OCFED�OUQTLNZ[W\FHW�OCF|Z L�MPO�QTD�ZaD�FGFHD$Q�W\S K_O�*�W�K�FHDHKTS
s
VCD�FED�O�Z[W�FGSHW�OTI8Z[W\FHW�OCF7Q�W�S

v"/
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u
N

Ψu,s(t) =
1√
s
Ψ

(

t − u

s

) W c�DUK
s ∈ R

∗

+

@�L&M�OrK�MPOTIGL�Q 5US8D ||Ψu,s|| = 1
VuW\ZaMPS8I/ZaDUI$MPO&QTDUZND�FGFGDUI QTLaZaW\F?P�DUI/D�F4FGSHW�O_IGZ[W�F?PUD�InS8DUI6FHDUOCFnQTDxOTMPSGXYD

KTO_LNF^W\LaSGD\f&�jLmM�O�QTDUZND�F8FHDwQeDHK_F���FHS8DJSSPUD�ZaZaDwM;K W�O�W\Z�R�FHL�_iK_DYK�MPXYQTZaD>3_D\f @�DUZNMPO�ZaDUI�W�QTQ_ZaLaKUW\FHLNMPOTIHV�MPO
Q�DMK_F4K^]TM�LaIGLNS/Z LkKTOTD�M;K�Z LmW2K_FGSGD�f}¹*M;KTS4OTM�FGSGD�Q�W�S6F�V�OTM;K_InWdc�MPOTIgM�Q_F?P�Q�M;KTSaKTOTDxMPO�QTD�ZaD�FGFHD�SSPUDUZNZaD\f¸4M;KTI4W�ZaZNMPOTI0XJW�LNO�FGDUO�W\O�F Q�P :�O_LaS$Z[WkFGSHW�OTI4*?MPSGX]PUDoD�OrM�O�QTDUZND�F8FHDUI�f

�
����� �
��� � � ��� � �&!���� ���	� � � � ����� ����� �!��� !
�1WkFHSGW�OTI6*?M�SGX]PUD�D�O�M�O�QTDUZND�F8FHDUIZQ�LtKTO,I8LabPO�W\Z

f(t)
%=Z LkPUK^]_DUZaZND

s
D�F4W2KVFGDUXYQTI

u
IGDoKdW\ZaKMK_ZaD�D�O

K�MPSGSSPUZ[W\O�F
f(t)
WdcPD�KnZsLmM�O�QTDUZND�F8FHD

Ψu,s

KUMPS8SGDUI8QeM�O�Q�W�OCFHD\fgXEDUKULuOTM2KTI QTMPOTOTD$ZaWeQ�P :�O_LNFHLNMPOwITKTLyc\W�OCFHD
QTD�ZaWkFHSHW\OTI6*?MPS8X P�DoDUO�MPO�QTD�ZaD�FGFHD�I N

Wf(u, s) = < f, Ψu,s > =

∫ +∞

−∞

f(t)
1√
s
Ψ∗

(

t − u

s

)

dt,

M�

�
� DUI6F4Z L�LaOTLyFHL[W\ZaD QTD	� ���"��
���� _`KTL&IGLNbPOTL?:TDoMPO�QTD�ZaD�F8FHDoD�OsW�O_bPZ[W�LNIMV
�

Ψ∗
DUI6FgZNDoKUMPXYQTZND�3�DoKUMPO��SKTb;K�P QTD

Ψ
f

¸4M;KTIcK_FGLaZaLNIGD�SGMPOTInQ�W�SoZaWVITKTLyFHDlKTOTL�_`KTDUXYDUOCF QTD�I�FGSHW�O_I6*?MPS8X P�DUIoDUO�MPO&QTDUZND�FGFGDUI�STP�DUZNZaDUIgKdW�SoD�ZaZaD�I
Q�DUS8XJD�FGFHD�OCFZQTDoXYDUITK_SGDUS/ZaWkc\W�SGLaW\FHLNMPOUQTD

f(t)
QTW�OTIZKTO,KUD�S8FHW�LaOVc�MPLaI8LaO�W�b�D�QTD

u
W�Q�P�QeD�O�Q�W�OCF QTD

Ψ
[ QTDjFHW�LaZNZaD7QTSGM�QeMPS6FHLNMPOTOTD�ZaZaD %

s
f ��Z�W�P�FTP Q�PUXYMPOCFHSSPp_`KTD0ZNMPSGIS_`KTD

s
FHD�O�QkcPD�SGI /&V�Z[W Q�PUK�SGMPLNIGIGW�OTKUD

QTD�I=KUMpD��YK�LaDUOCFGI^Q�L�MPO�QTD�ZaD�F8FHD�I=KdW�SGW�K�FTPUS8LaIGD�OCF(Z[W�STPUb2KTZ[W�S8LNFTP]Q_D
f(t)

W2K`c�MPLaI8LaO�W\bPDUQTD
u
f XED�FGFHD

QTS8MPQTS8L�P�FTPoDUI6F4FGS 5�I4LNXJQ�MPS6F^W�OCFHDgQeM;K_S/OTM;KTI4KdW�S/D�ZaZND�QeD�SGXYD�F QTD Q�P�FHDUK�FHD�SnQTD�I/FHSHW\OTIGLyFHMPLNSGDUI�f
�|O�:�O�V:KTOTDYFHSGW�OTI6*?M�SGX]PUD�D�ORMPO�Q_DUZaD�FGFGDUI=SSPUDUZNZaD�I�D�I8F(K�MPXJQ_Z�5�FGDJD�F=QTSSPUI8DUS8c�D-Z LkPUOTD�SGbPLNDYFHW�OCF^_`KTD
ZsLmMPO&QTDUZND�FGFGD

Ψ
IGW\FHLNI6*�W�LyFZKTOTD�K�MPO�QTLyFHLaM�OOQ�LlW=QTXJLNIGI8L�'TLNZaLNFTPnQ_MPOTO�P�DxQTW�S$ZaD�FH]&PUMPS65UXYDoITKTLyc�W\O�F\N

��� � � ����� � ����� � � � ����� ���! � �(!5! � � ���!�#" � � ��� �%$'& �����
Ψ ∈ L2(R)

��� �)( ��� ��������� � ����
�
��
* ��� ��� 
����"�(��
 ������
 +Y������� , �"���.-

CΨ =

∫ +∞

0

|Ψ̂(ω)|2
ω

dω < +∞

��/
Ψ̂

��
��i
������6�"��
0( ���¼���������21 �����¼���������
Ψ
�

3 �����8�#( ��� ���������
x(t) ∈ L2(R)

������� , �)-

x(t) =
1

CΨ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

Wx(u, s)
1√
s
Ψ

(

t − u

s

)

du
ds

s2

v��
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∫ +∞

−∞

|x(t)|2 dt =
1

CΨ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

|Wx(u, s)|2 du
ds

s2

�*WwKUM�O�QTLNFGLaMPO

CΨ =

∫ +∞

0

|Ψ̂(ω)|2
ω

dω < +∞
Q�K-FH]�P�MPS 5�XJD�Q_STPUKHPMQTD�OCFnIHLlW\QTQeD�ZaZNDgZ[W �����(����������� ��� � ���(��
�
����U��
 ��� � Q_D�Z L�MPO�QTD�ZaD�FGFHD\f?¹*M;KTSZ_`KTDoZsLmLNOgf
F?PUb�SHW�ZND(IGMPLyF�:�OTLND2VzLNZ *�W2K_F�IHLlW�I8ITKTS8DUS\_`KTD

Ψ̂(0) = 0
V&KUDl_`KTL|D>3�QTZaL�_iK_DYQ�M;KTSS_`KTMPL ZNDUIoMPO�Q_DUZaD�FGFGDUI

QTMPLNc�DUOCF���FHS8D QTDwXJM$RPD�OTOTDYO`KTZaZND�f XED�FGFHDYKUM�O�QTLNFGLaMPO{D�I8F�QTSGD�IT_`KTDJITK �YIHW\O�FGD�f�@�L
Ψ̂(0) = 0

W c�DUK
Ψ̂(ω)

K�MPOCFHLaO��TXYDUOCFjQ_L¡º*PUSGD�OCFHL[W2'TZaD=V\ZaWgKUMPO&QTLNFGLaMPODQ�LlW=QTXJLNIGI8L�'TLNZaLNFTP7DUI8F|W�ZaMPS8I"IGW\FHLNI6*�W�LyFHD�f���O=c;P�SGL?:TD
W�IGI8D�� *�W�KULNZaDUXYDUOCFp_iK_D

Ψ̂(ω)
DUI6F4KUMPOCFHLNO��TXJD�OCFaQTL¡º*PUS8DUOCFHLaW"'TZaDnIGL

Ψ
Q�PUK�SGM��NF$W�I8IGD���cpLNFGD&%(Z L�LaO�:�O_Lvf

X�LmD�I8FYQeM2KTST_`KTMPLEMPO~K^]TMPLaI8LNF=W2KTIGI8LZQTDUI(M�O�QTDUZND�F8FHDUI % Q�P�KUS8MPLaI8IHW�OTK�D,SHW�QTL�QTD�f"�|O�:�O�V ZaWuQTDUS8OTL�5�SGD
PM_`K�W\FGLaMPOqQ&KVFH]�P�MPS 5�XJDnQ�PUXYMPOCFHS8D�Z[WxKUMPOTI8DUS6c�W�FHLaM�OqQTD�ZsLtP�OTDUS8bPLaD4DUOCFHS8D�ZaDnQTMPXJW�LaO_D4FGDUXYQeMPS8DUZ�D�F
ZaDcQTMPXJW�LNOTDeQTD�InMPO&QTDUZND�FGFGDUI�f
�&DUI/I8LabPOTW2K�3UQTDoQ�W�S8MPZaD�D�FaQTDoX^KTI8L�_`KTD�I8MPOCF4KUMPOCFHLNO`KTI/X�W\LaIEO_M;KTI0FHSGWdc�W\LaZaZNMPOTIiITKTSZK_O�I8LabPOTW�Z

QTLaI8KUSGD�F
f [n] = f(n)

W(QTD|F^W�LNZaZND ¸e[¼fX¸nM2KTI K_FHLNZaLaI8DUS8MPOTI�QTM�OTK7Z[W0cPD�SGIGLNMPO\QTLaI8KUS 5�FHD QTD7Z[WEFGSHW�O_I6*?MPS8X P�D
DUO�MPO�QTD�ZaD�FGFHD�IUf&�1W�FGSHW�OTI4*?MPSGX]PUDkDUO�MPO�QTD�ZaD�FGFHD�IcQTLaI8KUS65�FHD(I8D(KdW�ZNKMKTZND(W2K�3 PUK^]_DUZaZNDUI

s = aj VzWdcPD�K
a = 21/v VTKUD\_`KTL *?M;KTS8OTLNF v

PUK^]TD�ZaZNDUI$LaOCFHD�SGX]PMQTLaW�LaS8DUI0Q�M;KTS$K^]�W=_iK_D�MpK�FHW c�D	��

[2j, 2j+1[

f�ogDxQTZ�K_IMV
Z[W=FHSGW�OTI6*?M�SGX]PUDoDUO�MPO�Q_DUZaD�FGFGDUIaQTD

f
OTD�QeM2KTSGSGWw��FHS8DxKUW�ZaKHKTZ�P�Dc_`KTD�Q�M;KTS/ZNDUIaPUK^]_DUZaZNDUI N

1

N
< s ≤ 1

2436573�2 � * B�-?* C @
�M(�-�� �����xC ( C�������� B�B � @ � +6@��±-���B ��� BS+ � +A@ ��� : ( � - � *;@ ��� �
� �xC BS* BS+j( C;: *�-?( ��� ! � � @�+�" ���

�&D{FHSGW�LNFGDUXYDUOCFFQ�K IGLab�O�W�Z&'�W�ISP�ITKTS�ZaD�I�M�O�QTDUZND�F8FHDUI�W P�FTP K_FGLaZNLaITP}W c�DUK�ITKTK�K$5�IsQ�M;KTSFQTDUI
QTSGM0'_Z�5UXYDUI|FGS 5UI|c\W�S8L�PUIHVCKUMPXYXYD/Z[W�KUM�XJQTS8DUI8IGLaM�O Q�L�LaXJW�bPD�- @_W\]�W=/"/�1sVCZaDZQ�P 'TSTKTLyF^W�b�D Q_D4ZaWoQ�W�SGM�ZaD
-$#oLaX /_�$1sVPZ[WnKUZ[W\IGIGL�:�KdW�FHLaM�O(W2K�QTLNM -&%��dW\OTD�FHW('�LaIF/ �gVC�&LNO /#v�1sVPZ[WgS8DUK�MPOTO�W�LNIGIGW�OTKUD4W2K�FHMPXJW\FHL�_`KTDpQTD
Z[W(Q�W�S8MPZaD+-D@_W�S8L)'�W�RCW�/0/gV onD�cpLaS8DUO /­»"1sVTD�FGK�f
� LkK_FGLaZaLNIHW\FGLaMPOFQTD�IgMPO&QTDUZND�FGFGDUInQeD�SGXYD�FnQTD *�W�LNSGD KTOTDkW�O�W�Z R�I8DkX^K_ZNFHL f�SSPUIGM�Z�K_FGLaMPOOQ�KrIGLNbPO�W�Z�f}¸nM;KTI
cPDUS8SGMPO_IkZ L�LaOCFTPUSG��F\QTDJK�DYF	RpQ�D Q�LlW�OTW�Z�RpIGD]Q�W�O_I�ZNDYKUW2QTS8D QTDYZ[W-I8DUbPXYDUOCF^W�FHLaM�O Q�W\SGMPZNDX·\X^K_IGL�_`KTD\f
qsW�LaI/FGM;K_FaQ�LmW"'�MPSTQ�V&Q�P :�O_LaIGI8MPOTI4Z[W=FHSGW�OTI4*?MPSGX]PUDoD�OrMPO&QTDUZND�FGFGDUIaQTLNIGKUS65�FGD�f

@�M�LNFjKTOYIGLNbPO�W�Z
f(t)

PUK^]�W�OCFGLaZaZNMPOTO�PZK_OTL?*?MPS8X P�XJD�OCF ITK_S
[0, 1]

WdcPD�KnKTOwQ�W\I Q�LtP�K^]�W�OCFHLNZaZaM�OTO�W�bPD
QTD

1/N
f ��O�M"'_FHLNDUOCFaKTO�IGLab�O�W�Z�QTLNIGK�SGD�F

f [n] = f( n
N

)
K�MPXJQ�MPISPcQTD

N
PUK^]�W�OCFGLaZaZNMPOTI�f

@�MPLNF
Ψ(t)

KTOTDxMPO�QTD�ZaD�FGFHDoD�O�FGDUXYQTI$KUMPOCFGLaO`KbQ_MPOCFnZNDoITKTQ_QeMPS6F$DUI6FgLNOTKUZ�KTI Q�W�O_I
[−K/2, K/2]

f¹�M;KTS
2 ≤ aj ≤ N

K

VTMPO Q�P :TOTLNFaKTO_DxM�O�QTDUZND�F8FHD QTLaI8KUS65�FHD QTLNZ[W\FTPUD�QTW�S
aj N

Ψj[n] =
1√
aj

Ψ
( n

aj

)

*�+�,	-/.1032547698:.;.=<>4 ?A@ B$-�4C.EDC896:?$?F.1<HGEI	6:DC6:-�4�J3.E,3KL<H0:-	<MJ30:-�4 ?$.=<�NODCGQP�,/.E-R2�.Q<SNO0:-	J	6UTV.E-�4C6:?$.=<�<H0:-�4�.Q-LDC6:I/I(0:DH4MJ3.
,	-XWYJ/.E,3K[Z3\]?�J3G=<�BF^:-	._6:B$-R<�B[,/-`J30a,/b/?F.ETV.E-�4SJ3._NODCGQP�,/.Q-	2�.aZ

v �



�����C�  ����
������ ��������� ����
 ���(����
������ ��


Temps

Fr
éq

ue
nc

e

���������
	���
������������������! ��"��#� �$����%�'&)(+*���,.-%$�#%��$0/%-1���"2�#43�5)	768#%$9/%���������������! ��"��#�/;:<3�/%�!,.-%$=$��> 
3��
�%5"�!,?-
��$A@B5C3D(+���!����-%*E5GFH3JI;$K/%-9 L$��M�
�N$O N5)FP3JI;$K/%$��E(+*���,?-
$�#%��$���	

QR5"5!$S3
KNaj T 3�5!$�-%*>�7#%��#U#.-%5!5"$��V��-%* [−N/2, N/2]

	<WRFP���YX%$�5!5"$
aj /%���! 7Z� L*>$���-%�[��*>�"$�-%*�$N@]\8�[��-%*

,.-%$N5"$E�43���/^F����YX%3�#< L�"5!5"��#
#43�2�$��>���! _�%5!-%����$O L�! _,.-%$N5"$E��-
�%����*> _/%$N5)F���#%/%$�5"$� > L$`	<a8b4#M/^FP� T �! L$�*�/%$��
�%*>��c%5!d���$���/%$Ac[��*�/%��e

f [n]
$O 

Ψ[n]
�>��#< E L*L3`�! L������������$f/%$��N���!2�#43�-?Ig/%$A�[��*��!�;/
$

N
	

Wh3� L*�3�#%�'(+��*�����$�$�#���#%/%$�5!$� > L$��R/
�"����*�dO L$E��$�-
 _3�5!��*��i��F�����*>�"*>$N�������M$S-
#%$�����# T ��5"-
 ��"��#B���"*>��-%5"3��"*>$
3 T $�� Ψj[n] = Ψ∗

j [−n] j

Wf [n, aj] =
N−1
∑

m=0

f [m]Ψ∗

j [m − n] = f ~ Ψj[n]

��k
Ψ∗

$��> N5!$K����#Jl>-
2�-%�A�������%5!$OI;$A/%$
Ψ
$O 

~
$��> N5)F����[��*�3` L$�-%*�/%$A����# T ��5"-
 ��"��#9���"*���-%5C3`�"*�$`	

m �n#%��-
���%*>$�#%��#
��5"$E��3��o��kp5)F����YX
$�5"5!$E$��> �/%������-%�[��$8��$�5!��#p-
#%$��>-%�! �$N/;:<3�/%�!,.-%$ {2j}j∈Z

e?�`FP$��> 
@N/%�"*>$o5!��*��>,?-
$�5"$o�43�*�3��MdO L*>$o/^F����YX
$�5"5!$�$��> 

aj = 2j e�3�5!��*��q5C3E L*�3�#%�>(+��*�����$_$�#r��#
/%$�5!$� � �$��7/
�"����*�dO L$
$O E/
:<3�/
�",.-%$]��F�����*>�! j

Wf [n, 2j] =

N−1
∑

m=0

f [m]Ψ∗

2j [m − n] = f ~ Ψ2j [n]

3 T $��

Ψ2j [n] =
1√
2j

Ψ(
n

2j
).

Wh3sb42�-
*�$f�;	P�r����#< L*>$85"3s/%���������[�����t L�"��#� �$����%�'&)(+*���,.-%$�#%��$K/
-u���!2�#43�5n$�#g-; L�"5!�"��3�#< o5"3A �*L3�#
�'&
(+��*>�M��$r$�#v��#
/%$�5!$� � �$��A/
:�3�/%�",.-%$`	wWh3u L*L3`#%�>(+��*>�M��$r/
:�3�/%�",.-%$U/%$

f
#
$B��$�-
 ]Z� L*>$B�x3�5!��-%5!��$r,.-%$

�[��-%*�/%$��p���YX%$�5"5"$��
1 > 2j ≥ 1

N

	oWq3 T 3�5"$�-%*u3�c
����5!-%$=/
$ j
��$�*L3y-
 ��"5"�!����$0�%3�*p5"3z��-
�! L$0�[��-%*

*>$��%*>����$�#< L$�*N5"$��E/%�!{���*>$�#< L$��N���YX%$�5!5"$��N/%3�#%�N5)FP3�#43�5t:;�>$f�r-%5t L�|&}*�������5!-
 L�!��#u3`�"#%�>�^,.-%$s5!$���/%�t{~��*�$�#. �$��
c43`#%/%$��E/%$K(+*>��,.-%$�#
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��_FHLNZaLaIGW\FHLNMPO��TDnZ[WxFGSHW�O_I6*?MPS8X���DgDUO�MPO��TD�ZaD�F8FHD�I����PW��TL����TDgOTM��TIjQeD�SGXYD�F���
mM0'�FHDUO_LaS��TOTD�Q�W\S! 
FHLNFGLaMPO"���CW��_L����TD#����QTZ[W�O FGDUXYQTI! �*?S$�%�&�_DUOTK�D'�TD{FGDUZaZND}IGM�S8FHD(���TD�ZNDUI.'�W�I8IGD�I!*?S)�*���TDUO_KUDUI�IGM�O�F
SGDUQ_S$�UI8DUOCF+��DUI,WdcPD�K,�_OTDr]TW��_FHD�S$��IGMPZ-�_FHLNMPO *?S$�%�&�_DUOCFHLNDUZaZND-D�F��TOTD *�W�L�'_ZaDVS)�UIGM�Z��_FGLaMPO�FHD�XJQ�MPS8DUZaZND
W�ZaMPS8I.�&�_D�ZNDUI$]�W��_FGDUI,*?S$�%�&�_DUOTK�DUIgI8MPOCFgS8DUQTS)�UI8DUOCF+��DUIoWdcPD�K/�TO_Dx]TW��_FHDxS$��IGMPZ-�_FHLNMPO-FHD�XJQ�MPSGD�ZaZND�D�F
�TOTD *�W�L?'TZaD�S$�UI8MPZ���FHLaM�O *?S$�%�&�_DUOCFHLNDUZaZND10��"Lab��_SGD ��f »�2¼fz�1WVS$��IGMPZ-�_FHLNMPOsFGDUXYQeMPS8DUZNZaDxDUI8F�LNOCcPDUS8IGD�XJD�O�F
QTSGMPQ�MPS6FHLaM�OTOTDUZNZaD=%sZ[WrS$�UI8MPZ���FHLaM�O *?S$�%���TDUOCFHLNDUZNZaD.%sKUW��TI8D1����QTSGLNOTKULNQeD��3
�LaOTK�DUS8FGLNF$���TD4�3
	�nD�LaI8DUO5 
'eD�SGbTf�6ED�FGFGD�Q�W�S6FHLyFHLaM�OJQ�DUS8XJD�F��3
mWdcPMPLNS��TOTDgS$�UI8MPZ���FHLaM�O=*?S$�%���TDUOCFHLNDUZNZaD7�&�_L�IGDgSHW�QTQ_SGMpK^]TD8�TD�K�DUZNZaD
�TD,Z�
�MPSGD�LaZaZNDJ]��TXJW�LNOTD�9��TOTD�W�O�W�Z
�pIGD :�OTD:�TD�I '�W�IGI8DUI *?S$�%�&�_DUOTK�DUI�D�F;���TL��TLaXYLaO��TD��TD,X�W\OTL�5�SGD
ZaMPbCW\SGLNFG]TXYL����TDoZaM�SGI$���TDkZ�
�MPOsXYMPOCFHD�DUO *?S)�*���TDUO_KUD<0���Lab��TS8D ��f>=�2¼f36?
�DUI6F@�TOTD=W�QTQTS8M�3�LNX�W\FGLaMPO:�TD
Z�
��UK^]TD�ZaZaDxq�DUZ�9TFGS 5�I7��FHLaZNLaI)�UD�D�OrS8DUKUM�OTO�W�LNIGIHW\OTKUD��TD�Z[W=Q�W\SGMPZND�D�F4OTM�FHW�XYXJD�O�F4Wdc�DUKxZaDUI4qr��6�6gf

fréquences
Khz84210.50

������� �_fA= �CB7��IGMPZ-�_FHLNMPO *?S$�%�&�_DUOCFHLNDUZaZND,M0'_FHD�O��TD %�Z�
mW�L��TD1�_DrZaWD���UKUM�XJQ�MPIGLyFHLNMPO~DUO�M�O��TDUZND�F8FHDUI
���CW��_L����TD�f�0�W�S 'TS8DE�TDE���UK�MPXJQ�MPI8LNFHLNMPO4���PW��TL-�&�_DkWdcPD�KF==OTLycPDUW���3:�TDE����KUMPXYQ�MPIGLyFHLaM�OG2

2436573IH J ��� (�-�+´B > � � -?* : + ��� : ( � - � *
B�-?* C @
�M(�-�� ��� �xC ( C�������� B�B � @
qsW\ZaZ[W�F�-mqsW�ZNZ[W\F EPt21&W=XYMPOCFHS)�8���TDoZaD�I0KUMpD��YK�LaDUOCFGI��TDoZ[W/���UKUM�XJQ�MPIGLyFHLNMPOK���-I8LabPOTW�Z�I)�TS��TOTD

L W�IGD-M�S8FH]_MPOTMPS8X���DK�3
�MPO��TD�ZaD�FGFHD�I=IGD�KdW�ZNK*�TZNDUOCF=Q�W\SF�TO~W�ZNbPMPSGLyFH]TXYD(SHW\QTL��TDM0�W�ZNbPMPS8LNFH]_XJDwQ��pSHWN 
XJL-��W�ZO2P���TLzKdW\IGKdWQ�TDR�_DUI/KUM�O�c�MPZ���FHLaM�OTI��TLaI8KUS65�FHD�I4W c�DUK��TDUI�:�ZyFHS8DUI/Q�W�I8IGDS L W�IR0��R2jD�F$Q�W�I8IGD� ´]�W��_F
0 �82��TM�O�F4ZNDUI/IGM�S8FHLNDUI$IGM�O�F4I8M��TI! T�UK^]�W\O�FGLaZNZaMPOTO��UDUI�f
U�W�OTI�OTM�FHS8DjKUW�I*9 ZNDUI*KUMpD��YKULNDUOCFHI��TD	���UKUM�XJQ�MPIGLyFHLNMPOE���kI8LabPO�W\ZCQ�W�S*Z[W/FHSHW\OTI)V?MPS8X���D7DUOkM�O��TDUZND�F8FHDUI
���CW��_L����TD(IGM�O�F�M L FHD�O��TI�Q�W�SB:�ZNFGSHW�bPDxI$�_KUKUD�IGI8L-VjQ�W�IGI8D� ´]�W��_FW0 �82$D�FoQ�W\IGIGDS L W\IW0v��2.�TDkZ[WJI8MPS8FGLaD
��� :�ZNFGSGDxQ�W�I8IGD� L W�I;0��R2¼f��&D�I�IGMPS6FHLNDUI?�_DUI):�ZyFHS8DUIgI8MPOCF�I8M��TI! T�UK^]�W\O�FGLaZNZaMPOTO��UDUIgQ�W�S7�TOMV�W�K�FGD*�TS ��f
�P
mW�ZNbPMPSGLyFH]TXYDgD�I8F4LaZNZ��TI6FHS)�@X(Z[W :�b��TS8D �_fl��f
6EDUI L W�O_KUI��TDF:�ZNFGSGD�IELaXYQTZ-�UXYDUOCFHD�O�F	�TOTDnFHSHW\OTI)V?MPS8X���DnSGW�QTL-�TDgD�O-MPO��TD�ZaD�F8FHD�IEMPS6FH]TMPb�MPO�W�ZNDUI*9����TL
OTD�O��UK�DUIGI8LNFGD/���TD

O(N)
KUW�ZaK%�TZaI/Q�M��TS��_OrI8LabPO�W\Z3�TDoF^W�LNZaZND

N
f

�&DoI)�pX L MPZaDn� ↓ 2
��KUMPS8SGDUI8QeM�O��sWQ��I8M��TIY Z�UK^]TW�OCFHLaZNZaMPO_O�W�bPD�QTW�S��TO:V�W�K�FGD*�TS ��f��1W :�b��_SGDoXYMPOCFHSGD

�&��
AX(K^]�W����TD�OTLycPDUW��1�TD@����KUMPXYQeM�IGLNFGLaMPO
j
9_ZaDnIGLNbPO�W�ZeDUI8F����UK�MPXJQ�MPI)�oDUO-KUMpD��YK�LaDUOCFGI�[ � �����]\�^%_P�O`

�W������^Na
aj(k)

0?Z[WkI8MPS8FGLaD8���.:�ZyFHS8D�Q�W�I8IGD� L W�I+2/D�F$DUO,KUMpD��YK�LaDUOCFGI��TDW[ ���T����
Ab
wj(k)

0�Z[W=I8MPS8FGLaD8���
:�ZNFGSGDoQ�W�I8IGDS �]�W���F�0 �82$2¼f
�1D�IkK�M�D �JK�LaD�O�FGIF�3
mW�QTQTS8M 3_LNX�W�FHLaM�O�K�MPSGS8DUI8QeMPO��TDUOCF;X<�TDUI�XJMc�PD�OTOTD�I=ZaMpKdW�ZNDUIE���RI8LabPOTW�Z F^W�O��TLaI
�&�_DsZaD�IwKUMpD��YKULNDUOCFHI��TD,����F^W\LaZaI%9|W��TI8IGL4W�QTQ�DUZ-�,KUMpD��YKULNDUOCFHI��3
 ^Na [&d 
 d ��� d b 9����UQ�DULNbPOTDUOCFJZaD�IW�_L-Ve 
Vf�USGD�OTKUD�IoDUOCFHS8DF�TD%�5g}XYMc�PD�OTOTDUIoZNM�KUW�ZaD�InI)�TKUK�DUI8IGLNc�DUI%9&K�
�DUI8F! YXN T�TLaS8DkD�O�FGSGDF�_D*�5g}W�QTQTS8Mhg_LNX�W�FHLaM�OTI
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