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Déformation de variétés kihlériennes compactes :
invariance de la I'-dimension et extensions

de formes pluricanoniques

L’objectif de ce travail est double : d’une part investiguer les propriétés de la
I-réduction (ou réduction de Shafarevich) des variétés kithlériennes compactes
et, d’autre part, présenter une méthode générale d’extension de formes pluri-
canoniques (& coefficients éventuels dans un fibré en droites vérifiant certaines
conditions de positivité).

Concernant la premiére question (qui occupe les parties I et II), nous étu-
dions en particulier les propriétés d’invariance de la I'-dimension dans les familles
de variétés kihlériennes de dimension 3. A I'aide de théorémes de structure pré-
cis, nous sommes en mesure de démontrer cette invariance lorsque la famille n’est
pas de type général. Dans ce dernier cas, seul un énoncé conditionnel est établi,
reposant sur des conjectures concernant les surfaces rationnelles orbifoldes. Ces
considérations nous aménent également & étendre les notions de I'-réduction et
I’-dimension au cadre des orbifoldes lisses.

Dans la troisiéme et derniére partie, nous exposons une méthode générale
d’extension de formes pluricanoniques. Bien qu’ayant été introduite dans le cas
des familles projectives (en lien avec l'invariance des plurigenres), cette méthode
est ici également mise en oeuvre dans d’autres contextes (famille de revétements
et fibres de la I'-réduction).

Les outils utilisés dans le présent travail sont ceux de la théorie de la clas-
sification associés aux techniques analytiques (fonctions quasi-psh, métriques
singuliéres et idéaux multiplicateurs, invariants L?). Donnons maintenant un
apercgu des sujets abordés et des résultats de ces différentes parties (les chapitres
1 et 10 fournissent des précisions supplémentaires sur le contenu des parties en
question).

Parties I et II : I'-réduction des variétés et

orbifoldes kiahlériennes compactes

En partie motivée par la conjecture de Shafarevich qui prédit que le revé-
tement universel d’une variété projective admet toujours une fibration propre
sur un espace de Stein, '’étude de ces revétements s’est également révélée une
approche féconde du point de vue de la théorie de la classification. Ainsi, les tra-
vaux de M. Gromov puis de F. campana et J. Kollar ont abouti a I'introduction
du nouvel invariant suivant :

Définition.
Soit X une variété kdhlérienne compacte de revétement universel X. L’entier

vd(X) = min(codim)}(zt))



(0w le minimum est étendu a toutes les familles génériquement couvrantes (Z;):

de cycles compacts de )?) est un invariant birationnel de X et est appelé la
I'-dimension de X.

La question du comportement de cet invariant dans les familles de variétés
s’est alors posée immédiatement et, dans [Kol95], J. Kollar propose la conjecture
suivante.

Conjecture.
La T'-dimension est un invariant de déformation.

Comme la résolution de cette conjecture dans sa plus grande généralité
semble pour l'instant hors d’atteinte, nous nous penchons ici sur la situation
en petite dimension. Pour les familles de courbes, la I'-dimension est clairement
un invariant de déformation et ce fait persiste pour les familles de surfaces kih-
lériennes : un résultat de Y.-T. Siu [Siu87] montre en effet que la I'-dimension
d’une surface est un invariant de son groupe fondamental. Comme cette carac-
térisation topologique de la I'-dimension est mise en défaut dés la dimension 3,
il semble intéressant d’étudier ce premier cas non trivial.

En utilisant les résultats de [CZ05], nous avons pu montrer 'invariance par
déformation lorsque la famille n’est pas de type général.

Théoréme.
Soit m: X — D wune famille de variétés kihlériennes de dimension 3 de fibre
centrale Xo = X. Si X n’est pas de type général, on a alors :

Vit eD, vd(X;) = vd(X).

De plus, sous réserve de la validité de deux résultats concernant les groupes
fondamentaux de certaines surfaces rationnelles orbifoldes, nous montrons que
la condition yd(X) = 3 (de telles variétés sont dites de type mi-général) est
stable par petite déformation.

Théoréme (énoncé conditionnel).
Sim: X — D est une famille de variétés kdhlériennes de dimension 8 dont la
fibre centrale vérifie vd(X) = 3, les fibres voisines sont aussi de type m1-général :

VteD, yd(X,) = 3.

L’étude menée pour aboutir & ces résultats nous pousse naturellement &
étendre la notion de I'-dimension & la catégorie orbifolde introduite dans [Cam04b].
Rappelons la définition de ces objets.

Définition.
Une orbifolde lisse est un couple (X/A) ot X est une variété complexe lisse et
A un Q-diviseur sur X de la forme :

A=Y (1- %)Dg‘

jed



ot les mj sont des entiers.

Les orbifoldes sont des objets géométriques a part entiére. Ainsi, il leur est
naturellement associé un fibré canonique, des faisceaux de formes différentielles,
un groupe fondamental et une théorie galoisienne des revétements. En particu-
lier, une orbifolde lisse est dotée d’un revétement universel

TA XA — (X/A),

I'application ma ramifiant en au plus A et X A pouvant avoir des singularités
quotients. En introduisant la notion de métrique kéhlérienne orbifolde et en
adaptant les techniques de [Cam94], nous montrons que l’espace Xa admet une
réduction de Remmert biméromorphe.

Théoréme. B
Si (X/A) est une orbifolde kihlérienne compacte lisse et si Xa désigne son
revétement universel, il existe sur X une fibration presque-holomorphe propre :

’N}/A . )A(:A = F()?A)

dont les fibres générales sont les sous-variétés analytiques compactes irréduc-
tibles maximales de Xa ; cette fibration est unique & équivalence birationnelle
pres.

Partie 111 : Extensions de formes pluricanoniques

Dans ’étude de la géométrie birationnelle des variétés projectives (ou plus
généralement kithlériennes compactes), les plurigenres constituent une famille
d’invariants fournissant de nombreux renseignements sur la structure de ces va-
riétés. La question de l'invariance par déformation est longtemps restée un pro-
bléme ouvert malgré de nombreuses tentatives pour le résoudre. Les théorémes
de cohérence des images directes de Grauert permettent ainsi de le ramener a
un probléme d’extension : étant donné

m: X — B

une famille de variétés, 0 un point de B et s € H°(X,, mKx, ), peut-on trouver
une section de mKyx qui prolonge s (au moins au-dessus d’un voisinage de 0
dans B)?

Dans les articles [Siu98] et [Siu02], Y.-T. Siu démontre l'invariance par défor-
mation projective des plurigenres, répondant donc par I'affirmative a la question
ci-dessus. Le résultat d’extension démontré par ce dernier concerne en réalité
des sections pluricanoniques a coefficients dans un fibré en droites L (moyennant
certaines conditions de positivité sur L).

Théoréme [Siu02].

Soit m : X — D une famille projective de fibre centrale X, (L,h) un fibré en
droites pseudo-effectif sur X et m > 1 un entier. Si l’idéal multiplicateur de la
rectriction de h a X est trivial, toute section bornée de mKx + L|x s’étend en



une section de mKx + L. En particulier, le cas du fibré L trivial montre que les
plurigenres sont constants dans la famille :

Vm>1,Yt €D, ppn(Xy) = pm(X).

La stratégie employée pour étendre ces sections a depuis été améliorée par
M. Paun; la méthode qu’il emploie lui a permis de rendre la démonstration de
Pinvariance des plurigenres plus naturelle et d’étendre les résultats de [Siu02].

Théoréme [P&u07].
Soit w : X — D une famille projective, (L, h) un fibré en droites sur X et m > 1
un entier. On note hx la restriction de h a la fibre centrale. Toute section

s € H'(X,(mKx + Lix) ®I(hx))
admet un prolongement o X tout entier.

En adaptant la méthode développée dans [Pau07], nous avons pu obtenir le
résultat d’extension suivant.

Théoréme [Cla05].
Soit  : X — D une famille projective, (L, h) un fibré en droites sur X et m > 1
un entier. Si I(hx) = Ox, Uapplication de restriction

est surjective.

Ainsi, dans cette troisiéme partie, nous nous proposons de montrer la sou-
plesse de cette méthode en exposant tout d’abord la démonstration du théoréme
ci-dessus puis en indiquant comment la rendre opérante dans différentes situa-
tions. En lien avec les deux premiéres parties, le résultat suivant pourrait par
exemple se révéler utile dans I’étude de la géométrie du revétement universel
d’une variété projective.

Théoréme. _

Soit m: X — D une famille projective et © : X — D la famille des revétements
universels associée. St m > 1 est un entier, toute section s € HO(X,ng)
vérifiant

/(s/\?)l/m < 400
e

s’étend en une section o de mKs. holomorphe sur un voisinage de la fibre cen-

trale f)vCo, méromorphe avec des poles d’ordre au plus m—1 (le long d’un diviseur
ample fizé) et satisfaisant de plus a lestimation

/~(a/\5)1/m < Co/~(s/\§)1/m
X X

ot Cy est une constante explicite®.

10y = 8me+/2 + 1/e convient.




Conventions et notations

Toutes les variétés envisagées sont lisses et connexes. Une application holo-
morphe surjective f : X — Y entre deux variétés complexes compactes est
appelée une fibration si la fibre générale (et donc toute fibre) est connexe. De
fagon équivalente, f est une fibration si f.(QOx) = Oy. De plus, on dira qu’une
propriété (définie sur une variété complexe X) est vérifiée par le point général
si ’ensemble des points qui ne vérifient pas cette propriété est contenu dans une
réunion dénombrable de sous-ensembles analytiques stricts de X. En particulier,
on parlera de la fibre générale d’une fibration f : X — Y (le type différentiable
de cette fibre est donc fixé).

Soit f : X --» Y une application méromorphe entre variétés complexes
compactes et notons px : X XY — X et py : X XY — Y les deux projections
naturelles de X x Y. Par définition, il existe un sous-ensemble analytique (fermé)
I' C X xY (la cloture du graphe de f) tel que la restriction de px a T soit une
modification propre et tel que I'on ait le diagramme :

r
7 X
X--mg-7=>Y

Définition
L’image de f est par définition py(T); f est dite surjective (respectivement
connexe) si py (') =Y (respectivement si py lest).

On définit le lieu d’indétermination de f comme étant l’ensemble des points
xz € X tel que p;(l(x) NT n'est pas réduit & un singleton et on le note Iy.
Son image par f est f(Iy) = py(p;(l(ff)). L’application f est dite presque-
holomorphe si f(Iy) C Y.

En particulier, une application presque-holomorphe propre et surjective f :
X --» Y se restreint donc en une application holomorphe propre et surjec-
tive fiy : U — V entre deux ouverts de Zariski U et V de X et Y (quitte &
rétrécir U et V', on peut méme supposer f localement topologiquement triviale
au dessus de V). De plus, si y € V (et si f est connexe), la fibre f~1(y) ne
rencontre pas Iy. Pour une application presque-holomorphe, la notion de fibre
générale est donc parfaitement bien définie et correspond a la notion usuelle.

La notation C(X) désigne l'espace (réduit) des cycles compacts de la variété
X. Pour les notions topologiques concernant 1’espace des cycles, on se référera a



[Bar75]. Quand I'espace X est muni d’une application holomorphe ¢ : X — §
vers une variété S, on notera C(X/S) l'espace des cycles relatifs, c’est-a-dire
contenus dans une fibre de ¢ : ¢’est un sous-ensemble analytique fermé de C(X)
et Papplication naturelle ¢, : C(X/S) — S est holomorphe.

Si X est une variété compacte et L un fibré en droite sur X,

log(h9(X, mL
k(X, L) = limsup —Og( (X, mL))
m— o0 IOg(m)

désignera la dimension de Kodaira (ou canonique) de L, alors que
ax : X — A(X), a(X) = degtrc(M(X)) et ¢(X) = h'(X,0x)

désigneront respectivement la réduction algébrique, la dimension algébrique et
lirrégularité de X. Si X est de plus supposée kihlérienne, on considérera sa
variété d’Albanese :

Alb(X) = HY(X,Q%)*/H\(X,Z)
ainsi que le morphisme correspondant :
ax : X — Alb(X).

L’image de l'application ax est une sous-variété irréductible de Alb(X) dont la
dimension est notée :

ad(X) = dim(ax (X)).

On pourra consulter [Uen75] pour plus de détails sur ces notions.
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Chapitre 1

Introduction aux parties I et
IT

1.1 Résultats principaux

La conjecture de Shafarevich prédit que le revétement universel d’une variété
projective lisse doit avoir une structure trés particuliére :

Conjecture 1.1.1 (I.R. Shafarevich, 1974)

Soit X une variété projective lisse et X son revétement universel. La variété
complexe X est holomorphiquement convexe; en particulier, X admet une ap-
plication propre _

¥y: X —Y
sur'Y un espace de Stein (éventuellement singulier).

En particulier, les fibres de Papplication 4 (appelée réduction de Remmert de
X)) sont les sous-variétés compactes maximales (pour l'inclusion) de X.

A défaut de pouvoir produire la moindre fonction holomorphe non-constante
sur X, on peut cependant construire une réduction de Remmert biméromorphe
dans la catégorie kdhlérienne.

Théoréme 1.1.1 ([Cam94])

Soit X wune variété kdhlérienne compacte. Son revétement universel X ad-
met alors une application méromorphe, presque-holomorphe, propre et a fibres
connexes B B

I X --» F(X)
universelle dans le sens suivant : szNZ est une sous-variété irréductible compacte
passant par un point général T € X, alors Z est entierement contenue dans la
fibre en T _

Z Cyg vz (2)).
De facon équivalente, il existe sur X une unique fibration presque-holomorphe
(& équivalence birationnelle pres)

vx : X --» T(X)

12



vérifiant la propriété universelle suivante. Si Z est une sous-variété irréductible
passant par un point général x € X, de normalisée Z — Z et satisfaisant a la
condition

Im(m (Z) — m(X)| < +o0

alors Z est contenue dans la fibre en x
Z C vx' (yx (@)).

Définition 1.1.1 N
L’application vx (resp. v5) s appelle la T'-réduction de X (resp. de X ).
L’invariant numérique yd(X) = dim(I'(X)) = dim(T(X)) est appelé la T-
dimension de X. En plus d’étre un invariant biméromorphe de X, vd(X) est
mvariant sous les revétements étales finis de X .

Remarque 1.1.1
Une telle réduction est également construite dans [Kol93b] dans la situation
algébrique. Elle y est appelée "application de Shafarevich" et notée :

shx : X --» Sh(X).

Initiée par M. Gromov dans [Gro91] a 'aide de techniques L? puis reprise par
F. Campana ([Cam94] et [Cam95a]) et J. Kollar ([Kol93b] et [Kol95]), I’étude
des sous-variétés compactes du revétement universel X d’une variété kiihlérienne
compacte X s’est révélée une approche fructueuse pour décrire certains inva-
riants géométriques de X. En particulier, les méthodes hilbertiennes permettent
de déduire certaines propriétés algébro-géométriques de X a partir d’invariants
L? de son revétement universel (et réciproquement).

Les fibres générales de I'application 7 sont donc les sous-variétés compactes
maximales de X (une fois retiré le lieu d’indétermination de v5); celles de yx
étant les sous-variétés (maximales) de X dont le groupe fondamental est fini
dans 71(X). On pourra noter qu’il est en général impossible de controler les
invariants classiques des fibres de vx en fonction de ceux de ’espace ambiant
X (voir le paragraphe 2.4).

A partir de la dimension 3 (voir ci-dessous pour le cas particulier des courbes
et des surfaces), la I'-dimension n’est plus (seulement) un invariant topologique
et se pose donc le probléme de I'invariance par déformation de cette quantité!.
En effet, comme dans une déformation le type topologique est fixé, I’étude du
comportement de linvariant vd(X) au cours d’une déformation permet de mesu-
rer & quel point ce dernier est lié a la structure complexe de X . Plus précisément,
on dispose de la conjecture suivante :

Conjecture 8.1.1
La T'-dimension est invariante dans une déformation de variétés kihlériennes.

Dans le sens le plus large, une famille de variétés kiéhlériennes compactes est
une famille
m:X— B

Iprobléme posé par J. Kollar dans [Kol95].
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dans laquelle toutes les fibres sont kihlériennes (on pourrait également se res-
treindre au cas ou I'espace total de la déformation X est déja muni d’'une mé-
trique kdhlérienne, situation correspondant & ’existence d’une polarisation glo-
bale).

Comme annoncé ci-dessus, revenons sur le cas des courbes et des surfaces.
Si la conjecture 8.1.1 ci-dessus est trivialement vraie dans le cas des familles
de courbes, il est néanmoins intéressant de noter que ce fait persiste pour les
familles de surfaces kéhlériennes.

Proposition 8.1.1
Soit m : X — B une famille de surfaces kdhlériennes au dessus d’une base B
(connexe). La fonction

b(€ B) — vd(Xyp)

est alors constante sur B. En d’autres termes, la I'-dimension est invariante au
cours d’une déformation de surfaces kdhlériennes.

Ceci résulte d’une caractérisation topologique de la propriété vd(X) < 1, elle-
méme conséquence d’un théoréme de Y.-T. Siu (théoréme 2.5.1). En revanche,
dés la dimension supérieure, la I'-dimension d’une variété n’est plus seulement
un invariant de son groupe fondamental. Il semble donc raisonnable de com-
mencer par étudier la conjecture 8.1.1 ci-dessus en petite dimension. Dans le
cas d’une famille dont les fibres (de dimension 3) ne sont pas de type général,
on peut conclure quant au probléme de I'invariance par déformation :

Théoréme 8.3.1
Soit m: X — B une déformation de variétés kihlériennes de dimension 3 non
de type général au dessus d’une base connexe. L’invariant

est alors constant au cours de la déformation.

Comme il en a été fait mention ci-dessus, la propriété vd(X) < 1 ne dépend
que de la topologie de X et on doit donc étudier la dichotomie :

vd(X) =2 ou vd(X) = 3.

Or, il s’avére que I'on dispose d’une caractérisation en termes d’invariants plus
classiques des variétés kiihlériennes compactes? vérifiant vd(X) = 3.

Théoréme 7.1.1

Soit X une variété kihlérienne compacte de dimension 3 et de type m1-général.

On a alors k(X)) > 0 et de plus, & revétement étale fini pres, X est biméromorphe
1. soit a Alb(X) XAlb(J(X)) J(X)

2. soit a une submersion en surfaces abéliennes sur une courbe de genre au
moins 2.

2ces variétés sont dites de type m1-général pour des raisons qui apparaitront clairement au

chapitre 4.
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En particulier, & revétement étale fini prés, la fibration d’Litaka-Moishezon®
Jx + X — J(X) de X est (biméromorphe &) une submersion en tores et
J(X) est de type général et de type m1-général.

En admettant deux énoncés sur les groupes fondamentaux des surfaces or-
bifoldes?*, on peut renforcer ’énoncé ci-dessus :

Corollaire 8.3.1 (sous réserve des conjectures 6.1.1 et 6.2.1)
Soit m: X — D une déformation de variétés kihlériennes de dimension 8 dont
la fibre centrale X = Xo vérifie vd(X) = 3. Quitte a restreindre le disque D, on
a alors :

VteD, vd(X;) = vd(X) = 3.

Pour clore cette étude sur la I'-réduction, on montre que cette derniére existe
également dans la catégorie des orbifoldes kihlériennes lisses. En effet, d’aprés
[Nam87], on associe & une telle orbifolde (X/A) un groupe fondamental 71 (X/A)
dont les sous-groupes correspondent a des revétements de X ramifiant en au plus
A (toutes ces constructions sont rappelées dans le chapitre 9). Le revétement
correspondant au sous-groupe trivial est naturellement appelé le revétement uni-
versel de (X/A). Siwa : XA — (X/A) désigne ce dernier, nous montrons qu’il
existe sur XA une unique fibration presque-holomorphe propre qui contracte les
sous-variétés compactes maximales de Xa.

Théoréme 9.3.3 B
Soit (X/A) une orbifolde kihlérienne lisse de revétement universel X . Il existe
alors une unique fibration presque-holomorphe propre

A )Z'A -3 F()Z'A)

vérifiant la propriété suivante : _
pour x € XA général, toute sous-variété irréductible compacte de Xa contenant
x est contenue dans la fibre de Yo passant par x.

Comme dans le cas absolu (c¢’est-a-dire lorsque A = (}), on note
7d(X/A) = dim(D(X4))

et cet entier est appelé la I'-dimension de l'orbifolde (X/A).

La catégorie orbifolde se dégageant comme étant celle dans laquelle la théo-
rie de la classification trouve son cadre naturel, les énoncés valables pour les
variétés kdhlériennes compactes doivent se transposer mutatis mutandis sur les
orbifoldes (lisses). Le théoréme 9.3.3 constitue donc une parfaite illustration de
ce principe général. Un autre exemple de ceci est donné par la caractérisation
de la condition vd <1 :

Théoréme 9.4.1
Soit (X/A) une orbifolde kihlérienne compacte lisse. La T-dimension de (X/A)

3
4

voir le chapitre 3 pour les notions utilisées.
ces conjectures peuvent se mettre sous la forme suivante : une surface orbifolde (S/A)
avec S rationnelle et kK(S/A) < 0 a un groupe fondamental orbifolde presque abélien.
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vaut 1 si et seulement si son groupe fondamental 71(X/A) est commensurable®
au groupe fondamental d’une courbe de genre g > 1.

1.2 Contenu

Le chapitre 2 introduit la conjecture de Shafarevich et la construction de la
T’-réduction. Les premiéres propriétés de la I'-réduction y sont établies et les cas
des courbes et des surfaces détaillés suivant la classification. Le comportement
de la I'-dimension par rapport aux fibrations étant trés difficile a décrire dans
la plus grande généralité, le cas des submersions en tores est isolé et étudié en
détail (via le lemme 2.4.1). Le théoréme de Y.-T. Siu 2.5.1 sur les morphismes
vers les courbes est enfin rappelé avec pour conséquence la caractérisation de la
condition yd(X) = 1 (cf. proposition 2.5.1).

Le chapitre 3 a pour vocation de décrire la place de la I'-réduction dans la
théorie de la classification. Faute d’idées précises sur ce que devraient étre les
liens entre I'-réduction et réduction du coeur (voir [Cam04b]), on se limitera a
comparer la I'-réduction avec la fibration d’Albanese, le quotient rationnel et la
fibration d’litaka-Moishezon.

Le chapitre 4 est consacré & la mise en place des techniques L? sur la va-
riété non-compacte X. Aprés un bref rappel de théorie de Hodge L2, la théorie
analytique sera mise & profit pour comparer les propriétés de positivité de Q%

et vd(X) et pour décrire les relations existantes entre formes holomorphes L2
sur X et T-réduction de X. Les outils principalement usités sont au nombre de
trois : théorémes d’annulation en cohomologie L?, séries de Poincaré et théoréme
de I'indice L? d’Atiyah.

Le chapitre 5 introduit la notion de structure orbifolde en suivant les lignes
de [Cam04b]. La notion de base orbifolde d’une fibration (nette) permet, entre
autres, d’obtenir une version "fibres multiples" de la suite exacte d’homotopie
associée & une fibration localement topologiquement triviale. On étudie alors
naturellement le cas des surfaces orbifoldes dans le chapitre 6 avec pour objectif
de décrire les groupes fondamentaux orbifoldes des surfaces non de type général.

Le chapitre 7 synthétise alors ces différents résultats pour décrire la structure
de la T'-réduction en dimension 3. La fin du chapitre est consacrée a quelques
énoncés concernant le comportement du volume dans les fibrations de type gé-
néral (théorémes 7.3.1 et 7.3.3).

Le comportement de la I'-dimension au cours d’une déformation est étudié
au chapitre 8. Aprés y avoir établi quelques résultats généraux (notamment
Pexistence d’une valeur générique pour la I'-dimension, qui est aussi le maximum
des valeurs apparaissant dans la famille), on s’intéresse au cas des familles de
variétés kdhlériennes de dimension 3. Les résultats du chapitre 7 permettent
de dégager certaines situations pour lesquelles on peut obtenir 'invariance par
déformation de la I'-dimension.

Enfin, le chapitre 9 a pour ambition de donner un cadre commun aux diffé-
rents résultats énoncés dans les chapitres précédents et, pour ce faire, de montrer
que la I'-réduction s’inscrit naturellement dans le cadre orbifolde. Les notions
suivantes sont ainsi étudiées dans leur version orbifolde : groupes fondamentaux,
revétements universels et métriques kdhlériennes. Cette étude est alors mise &

5voir la définition 2.5.1.
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profit pour construire la I'-réduction du revétement d’une orbifolde kéhlérienne
compacte (lisse).
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Chapitre 2

(Généralités sur la ['-réduction

2.1 Revétement universel et conjecture de Sha-
farevich

Dans [ShaT74|, Shafarevich propose la conjecture suivante pour décrire le
revétement universel des variétés projectives lisses :

Conjecture 2.1.1 (I.R. Shafarevich, 1974)
Si X est une variété projective lisse, son revétement universel X est holomor-
phiquement convexe.

On rappelle la définition suivante :

Définition 2.1.1

Une variété complexe Y est dite holomorphiquement convexe si pour toute suite
(Yn)n>0 dans Y qui tend vers Uinfini (i.e. qui sort de tout compact), il existe
une fonction holomorphe f € O(X) vérifiant :

lim sup | f(yn)| = +00.

n—-+oo
Pour formuler la conjecture 2.1.1, Shafarevich s’appuie sur 'uniformisation des
courbes (obtenue par Poincaré) :

Si C' est une courbe complexe simplement connexe,
alors C est biholomorphe a P!, C ou D.

Les variétés compactes et celles de Stein sont des exemples de variétés
complexes holomorphiquement convexes (elles sont en quelque sorte les deux
exemples extrémes de cette catégorie). Dans le cas des courbes, ces deux types
apparaissent de fagon bien distincte; en dimension supérieure, les variétés ho-
lomorphiquement convexes sont une combinaison de ces deux types comme le
montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 (R. Remmert, 1956)

Soit X une variété complexe. Alors, X est holomorphiquement convexe si et
seulement si elle admet une application holomorphe f : X — Y propre, a fibres
connezxes sur un espace de Stein'Y .
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Remarque 2.1.1
Une telle application est clairement unique et est souvent appelée la réduction
de Remmert de X.

On pourra trouver la démonstration du théoréme 2.1.1 dans [KK83, th. 57.11,
p. 270]. Donnouns en tout de méme une idée. La relation d’équivalence :

v~y <=V feoX), f(z)=f(y)
est propre sur X (car X est holomorphiquement convexe) et le quotient
Y=X/n~

est donc un espace complexe dont les fonctions holomorphes séparent les points;
la projection m : X — Y étant propre, ’espace Y est donc également holomor-
phiquement convexe et donc de Stein. En considérant la factorisation de Stein
de m: X — Y, on montre aisément que les fibres de 7 sont connexes. [

En ce qui concerne le statut de la conjecture de Shafarevich, il est bon de
reconnaitre que peu de choses sont déja établies et il semble que sa résolution
soit hors de portée des techniques dont nous disposons pour l'instant (pour
certains auteurs, il semble méme qu’il faille en affaiblir I’énoncé pour la rendre
plausible). Ainsi, méme dans le cas des surfaces, la conjecture 2.1.1 est loin
d’étre établie : le cas des surfaces de type général semble en effet contenir une
grande partie (sinon la totalité) de la difficulté du probléme. Pour les surfaces S
vérifiant k(S) < 2, on peut décrire de fagon assez précise la topologie de S et on
sait dans ce cas montrer que le revétement universel de S vérifie la conjecture
de Shafarevich (le cas des surfaces elliptiques ayant été obtenu par Gurjar et
Shastri [GS85]). Il existe cependant des situations dans lesquelles nous disposons
de résultats positifs concernant la conjecture 2.1.1, notamment lorsque le groupe
fondamental est nilpotent! ou linéaire. L. Katzarkov et P. Eyssidieux ont ainsi
pu montrer la conjecture de Shafarevich dans les situations mentionnées en
s’appuyant respectivement sur la théorie de Hodge mixte et sur la théorie de
Hodge non-abélienne (applications harmoniques) développée par C. Simpson.

Théoréme 2.1.2 ([Kat97])
Soit X une variété projective lisse. Si le groupe fondamental de X est presque
nilpotent, le revétement universel de X est holomorphiquement conveze.

Théoréme 2.1.3 ([Eys04])

Soit X une variété projective lisse et n > 1 un entier. Si on dénote par )?n
le revétement de X correspondant a I'intersection des noyaux des représenta-
tions réductives de 71(X) — GL,(C), X,, est holomorphiquement convexe. En
particulier, la conjecture 2.1.1 est vraie si w1 (X) est un groupe linéaire réductif®.

Remarque 2.1.2
On pourra également trouver une démonstration (reposant sur ’existence des
variétés d’Albanese supérieures) du théoréme 2.1.2 dans [Ler99].

Lvoir le chapitre 3, section 3.2.

2un groupe linéaire algébrique (en caractéristique nulle) est dit réductif si toutes ses re-
présentations linéaires sont complétement réductibles. Un groupe linéaire de type fini est dit
réductif si sa cléture de Zariski ’est.
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2.2 TI'-réduction des variétés kihlériennes compactes

La conjecture de Shafarevich prédit donc 'existence d’une réduction de Rem-
mert pour le revétement universel X d'une variété projective lisse X. Les fibres
de cette application (si elle existe!) 7 : X — Y sont donc des sous-ensembles
analytiques compacts de X et déterminent donc une composante irréductible
de 'espace des cycles (compacts) C(X) de X (voir [Bar75| pour les notations
se rapportant a l’espace des cycles). Or, bien que la théorie des fonctions sur X
nous soit parfaitement inconnue, il s’avére que I’espace @(X’ ) posséde des pro-
priétés bien comprises (propriétés partagées par la classe plus large des variétés
kihlériennes). C’est cette observation qui a permis & F. Campana de construire
une réduction de Remmert en un sens birationnel :

Théoréme 2.2.1 (JCam94])
Soit X wune variété kihlérienne compacte de revétement universel X. Il existe
alors une fibration méromorphe (presque-holomorphe), propre et connexe

51X --» T(X)

qui vérifie de plus : si Z est un sous-ensemble analytique compact de X qui passe
par un point général x € X, alors Z est contenu dans la fibre en x :

Z 7 ().

L’application v contracte donc les sous-ensembles analytiques compacts du revé-
tement universel de X (au moins ceux contenus dans le lieu ot 7 est bien définie).
La conjecture 2.1.1 revient donc a dire que ’application 7 est holomorphe, que

le point général est en fait quelconque et surtout que l'espace T'(X) est de Stein
(sur un modele adéquat de 7).

La propriété universelle verifiée par 4 montre immédiatement que cette fi-
bration est unique & biméromorphisme preés; ceci permet de poser :

Définition 2.2.1 _ _
La fibration 7 : X --+ T'(X) s’appelle la T'-réduction de X et on note :

vd(X) = dim(T(X))

L’entier vd(X) est appelé T'-dimension de X ; c¢’est un invariant birationnel de
X qui vérifie 0 < yd(X) < dim(X).

Cette construction nous donne une description explicite du mécanisme de
la I'-réduction sur X le revétement universel de X. Il est cependant commode
de disposer d’une description similaire directement sur ’espace X. Celle-ci est
obtenue de maniére naturelle en considérant I'action du groupe fondamental
de X sur X. En effet, m1(X) agit sur X (par automorphismes) et sur C(X);
on a donc une action déduite sur I'(X) et Iapplication 7 : X --» T'(X) est
bien entendu 71 (X )-équivariante pour ces actions. Par passage au quotient, on

obtient ainsi : B B
v: X/m(X) =X --» I(X)/m(X).
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On pose I'(X) = I'(X)/m1(X) et on a donc une application canoniquement
associée a X :
vx : X --» T(X)

qui est presque-holomorphe et & fibres connexes, obtenue indépendamment dans
le cas projectif par J. Kollar [Kol93a| (dans [Kol93a], elle prend le nom d’appli-
cation de Shafarevich). Pour caractériser les fibres de vx, on utilise la propriété
suivante :

Lemme 2.2.1 B
Si Z est une sous-variété (connexe) de X et px : X — X le revétement
universel de X, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Im(m(Z) — m (X)) est finie (le morphisme w1 (Z) — m(X) étant celui
induit par linjection Z — X ),
(ii) les composantes connezxes de p}l(Z) sont compactes (et induisent des re-
vétements finis de Z ).

Comme dans la suite on sera souvent amené & considérer les morphismes
m(Z) — m1(X) pour une sous-variété Z de X, on adopte la notation :

m(Z)x = Im(m(Z) — 71 (X)) pour Z lisse

Plus généralement, si Z est seulement supposée irréductible, 'image du mor-
phisme induit par la normalisation

Vg . s
de Z est notée de méme 71(Z)x. On en déduit la caractérisation de la I'-
réduction définie directement sur X :

Définition 2.2.2

L’application vx : X --» T'(X) est appelée la T'-réduction de X et elle est
caractérisée par la propriété suivante : si Z est un sous-ensemble analytique
(irréductible) de X qui passe par un point général x € X et qui vérifie

Im1(2)x| < +oc,
il est alors contenu dans la fibre en x :

Z C vt (vx (2)).

La fibre générale F' de yx est donc une sous-variété lisse et connexe maximale
vérifiant :
71 (F)x est un groupe fini.

Avant toute chose, il est naturel de se demander si la I'-réduction d’une
variété kihlérienne compacte X constitue un réel substitut au quotient de Rem-
mert (potentiel) du revétement universel X de X ; la question de M. Nori (ex-
traite de [Nor83]) montre que l'existence de la I'-réduction ne permet pas de
répondre a certaines interrogations concernant la topologie des surfaces projec-
tives :
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Question 2.2.1 (M. Nori)
Soit S une surface algébrique et C une courbe tracée sur S dont on note C; les
composantes irréductibles. On considére

N = (m(Ci)s))

le sous-groupe normal de 71(S) engendré par les images des groupes fondamen-
taur des normalisées des C;. Si C* > 0, N est-il d’indice fini dans 71(S) ?
En particulier, si il existe une courbe rationnelle irréductible C' sur S vérifiant
C? > 0, cela implique-t-il la finitude de 7, (S) ?

Proposition 2.2.1
La conjecture de Shafarevich 2.1.1 permet d’affirmer que la réponse a la question
de Nori 2.2.1 est positive.

Démonstration de la proposition 2.2.1 :

Traitons le cas particulier d’une courbe rationnelle avec C? > 0 et considé-
rons a cet effet m : S — S le revétement universel de S et C = 7~1(C). Comme
C? > 0, le théoréme de Lefschetz montre que le morphisme m1(C) — m(95)

(induit de I'injection C' — S) est surjectif. De facon équivalente, C' est connexe.
Comme C' est rationnelle, sa normalisée C est isomorphe & P'. Si on note

c-ya
i
les composantes irréductibles de 5’, on peut relever le morphisme

Pl —C— S

en un morphisme

S

)

P1L>Cc_>5

dont 'image est a (et ce pour tout i) : en particulier, chaque a est compact. Or,
la conjecture de Shafarevich 2.1.1 assure que S est holomorphiquement convexe
ce qui, entre autres choses, interdit I'existence de chaines connexes infinies de
sous-variétés compactes dans S. Ceci entraine que C' = ), C; n’a qu'un nombre
fini de composantes irréductibles et donc que C est compacte. Le revétement 7
est ainsi de degré fini et 71 (S) est fini. O

Remarque 2.2.1
Dans la démonstration ci-dessus, on comprend également mieux la nécessité de
considérer le morphisme .

m(Z) — m(X)

induit par la normalisation de la sous-variété irréductible Z dans la définition
2.2.2. En effet, comme on vient de le constater, 'image réciproque (sur le revéte-
ment universel) d’une sous-variété irréductible ne l'est plus nécessairement. En
revanche, la finitude de I'image du morphisme ci-dessus assure déja la compacité
de toutes les composantes irréductibles de m=*(Z).
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Comme il en a été fait mention plus haut, R. Gurjar et A. Shastri ont montré
que les surfaces non de type général vérifient la conjecture de Shafarevich 2.1.1;
le résultat suivant constitue en quelque sorte la meilleure réponse que ’on peut
apporter pour le moment a la question 2.2.1 : il est di & R. Gurjar mais on trou-
vera dans [Cam94, th. 5.14, p. 277| une démonstration élémentaire s’appuyant
sur ’existence de la I'-réduction :

Théoréme 2.2.2 ([Gur87])

Soit S une surface projective et C' une courbe rationnelle irréductible sur S
vérifiant C? > 0. Si 71 (S) est infini, alors S est de type général et de type
m1-général (voir la définition 4.2.2 pour cette notion,).

2.3 Propriétés et exemples

On donne ici quelques propriétés immédiates de la I'-réduction et de la I'-
dimension. Tout d’abord, rappelons que Iinvariant birationnel vd(X) vérifie :
0 <~vd(X) < dim(X); les deux cas extrémes sont intéressants :

1. vd(X) = 0 : ceci signifie que X est compact (I'(X) est un point). Au
niveau du groupe fondamental, on obtient la caractérisation suivante :

vd(X) =0 < 71(X) est fini.

2. vd(X) = dim(X) : si 2 € X est un point général alors {z} est le seul
sous-ensemble analytique compact connexe passant par x. On dira alors
que X est de type m-général (voir la définition 4.2.2). En particulier, si X
est Stein, vd(X) = dim(X) ; un tore complexe est donc de type m1-général.

Citons maintenant les résultats suivants :

Proposition 2.3.1

1. la T-dimension est invariante par revétement étale fini (si X' — X est
un revétement étale fini de X, alors vd(X') = vd(X)).

2. la T'-dimension est additive : yd(X X Y) = ~vd(X) + vd(Y).

3. laT'-dimension est croissante : si X --+ Y est une application méromorphe
surjective, alors vd(X) > vd(Y).

4. la T-réduction est fonctorielle au sens biméromorphe : si f : X --» Y est
une application méromorphe surjective, on a un diagramme commutatif

X - I >Y

| I
x| | vy

N nf N
IN'X)--=>=T()

dans lequel la fleche induite vy est également surjective.

5. si f est une fibration, on a yd(X) > ~vd(Y)+dim(yx (X,)) ot X, désigne
la fibre générale de f (voir la démonstration du lemme 2.4.1 plus loin).
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Le théoréme de Lefschetz sur les sections hyperplanes permet de construire
de nombreux exemples :

Proposition 2.3.2
Soit X une variété projective lisse et soit Y C X une hypersurface ample (lisse
et connezxe) avec dim(Y) > 2. Si yd(X) < dim(X) alors vd(Y') = vd(X).

Démonstration :

Soit v : X — T un modéle lisse de la T-réduction de X (quitte & modifier
X). Notons I, C X le lieu d’indétermination de la I'-réduction et S = y(I,) C
T son image par v : S est donc une réunion (au plus) dénombrable de sous-
ensembles analytiques stricts de T' et pour t ¢ S, la fibre y71(t) = X; est
lisse et vérifie m (X;)x est fini. Comme Y est ample, il s’envoie nécessairement
surjectivement sur T' (c’est 1a que l'on utilise 'hypothése dim(7T") < dim(X)) :
en particulier, Y n’est pas contenu dans I, et Y N I, est une réunion (au plus)
dénombrable de sous-ensembles analytiques stricts de Y. Un point z ¢ Y N I,
est donc a la fois général dans X et dans Y.

D’autre part, le théoréme de Lefschetz fournit 'isomorphisme :

T (Y) =5 1 (X) (2.1)
induit par I'injection de Y dans X. Donc, si ¢t ¢ S, 'image de
(X NY) — m(Y)
est contenue dans celle de
m(Xy) — m(X) = m (Y),

elle est donc finie. Ceci signifie que les fibres de vy : ¥ — 7' sont contenues
dans celles de la I'-réduction de Y :

vd(X) = dim(T) > vd(Y).

Mais réciproquement, si Z C Y est une fibre générale de la I'-réduction de Y,
Z passe également par un point général de X avec la remarque ci-dessus. Or,
limage de m1(Z) — 71 (Y") est finie par définition de Z et I'isomorphisme (2.1)
montre ainsi que 'image de m1(Z) — m1(X) est également finie. On en déduit
donc que Z est contenue dans une fibre de v d’ou 'autre inégalité :

~vd(Y) > dim(T) = vd(X).
Finalement, on a bien vd(X) = vd(Y). O

Afin d’illustrer notre propos, décrivons maintenant de fagcon assez précise la
situation dans le cas des courbes et des surfaces :

Cas des courbes :
I'uniformisation des courbes complexes rend la situation particuliérement simple.
* P! est simplement connexe donc yd(P!) = 0.
% S1 C' est une courbe de genre g(C') > 1, son revétement universel est C ou
D donc en particulier est Stein; on en déduit que yd(C) = 1.
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Cas des surfaces :
On donne les valeurs possibles de vd(S) (pour S minimale) en suivant la classi-
fication de Kodaira-Enriques-Shafarevich des surfaces.

k(S) = —oo : S est alors biméromorphe a P! x C et on a vd(S) = vd(C) ; en
particulier vd(S) < 2.

K(S) = 0 : S est alors revétue par une surface K3 (simplement connexe) ou
par un tore de dimension 2. On en déduit que vd(S) = 0 dans le premier cas et
~vd(S) = 2 dans le second.

x(S) = 1 : La surface S admet donc une fibration elliptique sur une courbe
C'; notons E la fibre générale. Quitte a considérer un revétement étale fini de
S (théoréme 5.4.1), on peut supposer que Uapplication S — C' est sans fibre
multiple (au sens classique). On peut alors décrire I'invariant vd(S) de la fagon
suivante :

1. Si § — C admet au moins une fibre (dont la réduction est) singuliére,
alors le morphisme m1(S) — m1(C) est un isomorphisme (voir [FM94])
et vd(S) = ~d(C).

2. Sinon, toutes les fibres de S — C sont lisses et 71 (E)g est infini (voir
[FM94]). On a donc : vd(S) = 1 + vd(C).

#(S) = 2 : Dans cette situation, ’absence de théoréme de structure ne nous
permet pas de donner une description précise de la I'-réduction. Contentons nous
de donner des exemples pour les 3 valeurs possibles de vd(S). Tout d’abord les
hypersurfaces de degré au moins 5 de P? sont simplement connexes (théoréme
de Lefschetz), de type général et on a vd(S) = 0 pour une telle surface. A ’op-
posé, les quotients de la boule unité de C? par des réseaux de SU(1,2) vérifient
~vd(S) = 2. La proposition 2.3.2 nous permet de construire un exemple de sur-
face S avec vd(S) = 1. Si C est une courbe de genre g > 1, une hypersurface
suffisamment ample de P? x C convient.

’ k(S) ‘ q(S) ‘ Structure de S ‘ ~d(S) ‘
0 rationnelle 0
—00
>0 réglée sur une courbe de genre g > 1 1
0 0 Enriques-K 3 0
1,2 bielliptique ou tore 2
1+ py(S 0,1
1 7 Py(5) proprement elliptique
=1+ py(S) 0,1 ou 2
2 >0 type général 0,1 ou 2

TAB. 2.1 — Cas des surfaces
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Remarque 2.3.1

Notons une fois de plus que, lorsque £(S) < 1, on dispose non-seulement d’une
description précise de I'invariant grossier vd(S) mais également du revétement
universel S de S et de son quotient de Remmert 5 : S — T'(S) (qui existe
puisque S est holomorphiquement convexe d’aprés [GS85]).

2.4 I'-dimension et fibrations

Si f: X — Y est une fibration (application holomorphe surjective a fibres
connexes) entre variétés kihlériennes compactes, on sait que yd(X) > ~d(Y)
mais, méme si la fibre générale F vérifie yd(F) > 0, I'inégalité précédente peut
étre en fait une égalité. La proposition 2.3.2 permet en effet de construire des
exemples montrant qu’il est difficile d’obtenir un controle quelconque sur les
fibres de la I'-réduction. A cet effet, considérons Y une variété projective de
type mi-général et choisissons X une hypersurface suffisamment ample dans
P2 x Y. Le théoréme de Lefschetz (proposition 2.3.2) montre que la restriction
de la deuxiéme projection & X est bien la I'-réduction de X :

yx = prax i X — Y

Or, si X est de degré d sur P?, la fibre générale F' de yx est une courbe de
genre g = W : en particulier, celle-ci vérifie yd(F') > 0 pour d > 3 alors
que yd(X) = vd(Y). On peut également remarquer que le genre de F' peut étre

rendu arbitrairement grand.

2.4.1 Un résultat d’additivité

Le comportement de la I'-dimension par rapport aux fibrations doit donc
dépendre de la topologie de la fibre générale relativement & celle de l’espace
ambiant X. Le lemme suivant décrit justement une situation dans laquelle la
I'-dimension vérifie une propriété de sur-additivité :

Lemme 2.4.1

Soit f: X — Y une fibration entre variétés kihlériennes compactes ; on note
X, la fibre générale de f et on suppose que le morphisme m(Xy) — m1(X)
déduit de Uinclusion est injectif. On a alors :

Yd(X) = vd(Xg) + yd(Y).
En particulier, X est de type mi-général si X et Y le sont.

Remarque 2.4.1

Sauf dans le cas (mentionné ci-dessus) ou X, et Y sont de type mi-général,
I'inégalité sera stricte en général. Considérons en effet la variété X = Ex E ou
E est une courbe elliptique et formons le quotient X = )~(/z par l'involution 1
agissant par une translation d’ordre 2 sur le premier facteur et par x — —zx sur
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le deuxiéme facteur. La surface X a une structure de surface elliptique X — P!
et vérifie yd(X) = 2 car X — X est étale. En utilisant le diagramme

||

on constate que le groupe fondamental de la fibre de X — P! s’injecte dans
celui de X : on est donc bien dans la situation du lemme 2.4.1 avec une inégalité
stricte.

9

—_—

Démonstration :
Considérons le diagramme :

I'(X) —>T1(Y)

L’image vx(X,) de X, par yx est contenue dans une fibre de
75 T(X) — I(Y)
d’ou :
dim(yx (X)) < dim(T(X)) — dim([(Y)) = yd(X) — 7d(Y).  (2.2)

Notons I' la fibre générale de la I'-réduction de X et considérons l'application
Xy — 7vx(X4). La fibre de cette application est I' N X et comme 7 (X,)
apparait comme un sous-groupe de 71 (X), on constate que I'image de 71 (I'NX)
dans 71 (X,) doit donc étre finie. Pour s’en convaincre, on peut parcourir le
diagramme :

Wl(Fng) *>771(Xg)

|

7T1(F)

7T1(X)

en se rappelant la propriété vérifiée par I'. Donc I' N X, est contenue dans la
fibre de la I'-réduction de X, et l'application X, — vx(X,) se factorise sous

la forme :

Xg vx (Xg)

N7

I'(Xy)

et on en déduit que dim(yx (X)) > vd(X,). Ceci combiné avec I'inégalité (2.2)
fournit la sur-additivité annoncée :

Yd(X) > vd(Xg) +vd(Y).
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Dans le cas d’un morphisme en courbes, on peut affaiblir I'hypothése sur le
morphisme 71 (X,) — m1(X) :

Lemme 2.4.2
Si f : X — Y est une fibration en courbes et si l'image du morphisme
m(Xy) — m(X) est infinie, alors :

Yd(X) > 1+ yd(Y).

Démonstration :

En effet, en reprenant les notations de la démonstration précédente, on doit
montrer que dim(yx(Xy)) = 1. Mais dim(yx(X,)) = 0 signifie exactement
que X, est contenue dans la fibre I' et on devrait avoir m(X,)x fini; ce qui
est manifestement contraire a I’hypothése faite dans I’énoncé. On a donc bien
dim(yx (X)) =1et

Yd(X) > 14 ~d(Y).

O

Question 2.4.1
Dans les situations des lemmes 2.4.1 et 2.4.2, la fibration f est-elle submersive
sur un modéle biméromorphe bien choisi (et apreés revétement étale fini) ?

2.4.2 Cas des submersions en tores

Il nous reste maintenant a dégager des situations dans lesquelles le groupe
fondamental de la fibre X, s’injecte dans celui de '’espace ambiant X. Le théo-
réme suivant montre que sous ’hypothése d’abélianité du groupe fondamental
de X, (et en 'absence de torsion), ce dernier s’injecte dans celui de I’espace
ambiant lorsque la fibration f est submersive; en particulier, lorsque f est une
submersion en tores.

Théoréme 2.4.1

Soit f: X — Y une submersion holomorphe propre (connexe) avec X kihle-
rienne (X et Y ne sont plus nécessairement supposées compactes). Si F désigne
la fibre de f, on suppose que w1 (F) est abélien sans torsion; le morphisme

iy m (F) — m(X)

est alors injectif.
En particulier, si f est une submersion en tores, le groupe fondamental de la
fibre s’injecte dans celui de X.

Remarque 2.4.2

Signalons ici un résultat de J. Kollar [Kol93b, th; 6.3, p. 198] qui est une sorte
de réciproque au théoréme 2.4.1 ci-dessus : si f : X — Y est une fibration
(entre variétés projectives) dont la fibre générale F' est revétue par une variété
abélienne et si i, : m (F) — m(X) est injectif, alors (a revétement étale fini
et transformation birationnelle prés) f est une submersion.

28



Corollaire 2.4.1
Si X kdhlerienne compacte admet une submersion en tores sur une variété de
type m1-général, alors X est de type w1 -général.

Avant de procéder a la démonstration de ce théoréme, remarquons que le résultat
ne subsiste plus en dehors de la catégorie kdhlérienne comme le montre I’exemple
des surfaces de Hopf (non kihlérien) : une telle surface S admet une submersion
elliptique sur P! et est diffeomorphe & S* x S donc a pour groupe fondamental
m1(S) = Z. Si E désigne une fibre de S — P!, on ne peut donc en aucun cas
avoir m (E) — m1(95).

Démonstration du théoréme 2.4.1 :
_On se raméne tout d’abord au cas ol la base est simplement connexe. Si
m:Y — Y est le revétement universel de Y, le produit fibré :

X =X xyV —=7

Wfi f l

X————Y

définit donc une submersion holomorphe propre g : X §— Y. De plus, l'ap-
plication 7y : Xy — X est un revétement étale. La suite exacte d’homotopie
associée a g s’écrit :

0— K —m(F) 2 m(Xs) — 0 (2.3)

ou K désigne simplement le noyau de 7 (F) — 71 (X ). La suite (2.3) est donc
une suite exacte de groupe abélien qui se dualise en :

0 — HY(X;,C) = H'(F,C) — Hom(K, C). (2.4)

Or, comme Y est simplement connexe, la monodromie de la fibration g est
triviale et, comme X est kiihlérienne, on peut appliquer le théoréme de dégeé-
nérescence de la suite spectrale de Blanchard [Blab6] (voir également [Voi02,
p. 376-382] pour une exposition remarquablement limpide de ce résultat) : le
morphisme de restriction

H'(X},C) - H'(F,C)
est surjectif et la fleche
H'(F,C) — Hom(K, C)

est donc identiquement nulle. Comme K est un sous-groupe d’un groupe abélien
sans torsion, ceci est équivalent au fait que K soit réduit & zéro. On a donc un
isomorphisme de groupes :

iv s m(F) <5 1 (X5).

Pour conclure, rappelons que le revétement ¢ : X t — X est étale; le mor-
phisme induit au niveau du groupe fondamental

m1(F) 5 m(Xy) =5 m(X)
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est donc injectif. [J

Revenons au cas ou 'espace total X est une variété kdhlérienne compacte
mais supposons toujours que la fibre F' de la submersion f a un groupe fonda-
mental abélien sans torsion. On peut alors considérer I'application d’Albanese
relative de f (qui est une submersion en tores) et comparer les morphismes
induits au niveau des groupes fondamentaux. En effet, dans le diagramme

X —— o AIX/Y)

oA

¢ est une submersion en tores et pour tout y € Y, la restriction de o a la fibre
Xy = fﬁl(y)

OZf|Xy : Xy —_— A].b(X/Y)U
est application d’Albanese de X,,. Si m1(X,) est abélien sans-torsion, on a un
isomorphisme de groupes (proposition 3.2.1)

ap.:m(Xy) — m(Alb(X,))

et, du diagramme

1 (X ) > 7y (X)

Qfx |~ Qfx

7T1(Y) —1

\
<

*

71 (ATb(X/Y),) > m (AIb(X/Y))
on déduit donc :

Corollaire 2.4.2

Sif: X — Y est une submersion (avec X kdihlérienne compacte) dont la fibre
a un groupe fondamental abélien sans-torsion, l’application d’Albanese relative
donne un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux :

age T (X) = 7 (AIb(X/Y)).

Remarque 2.4.3

Si f: X — Y est une submersion en toresT" avec X projective, on peut obtenir
une démonstration du théoréme 2.4.1 sans recours a la théorie de Hodge. En
considérant des sections hyperplanes de X, on peut construire une multisection
de f, c’est-a-dire une sous-variété (lisse) M de X qui coupe toutes les fibres de f
en un nombre fini de points (disons d points). En tenant compte de la structure
de groupe des fibres, on aimerait alors poser :

Vyey, s(y) = Z t.

teMnf=1(y)
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11 faut prendre garde au fait que cette structure de groupe n’est bien définie
qu’une fois une origine fixée. La section s n’est donc définie qu’a un point de
d-torsion prés dans les fibres. Comme la d-torsion d’un tore est finie, s est bien
définie sur un revétement étale fini Y’ de Y. Si on construit le produit fibré
X' = X xy Y’, lapplication X' — Y’ est maintenant munie d’une section et,
en particulier, cela assure la surjectivité du morphisme

WQ(X/) i 7T2(Y/)
qui est équivalente a 'injectivité de
m(T) — 7 (X').

Pour terminer cette discussion sur les familles de tores, on se propose de
montrer que, lorsque la base de la fibration est déja simplement connexe, ’espace
total n’a d’autre choix que de se scinder :

Proposition 2.4.1
Si f: X — Y est une submersion en tores avec X kdhlérienne compacte et Y
simplement connexe, X est alors isomorphe au produit Alb(X) x Y.

Démonstration :
La démonstration du théoréme 2.4.1 fournit I'isomorphisme suivant donné
par I'opération de restriction :

i*: HY(X,Z) — HY(T,Z) — 0
et on a donc en particulier ¢(X) = ¢(7'). Ceci combiné avec la propriété univer-
selle de I'application d’Albanese 3.2.1 montre que I’application composée :
T X 2% Alb(X)

induit un isomorphisme au niveau du H! (& coefficients dans Z); comme un
tore est déterminé par sa structure de Hodge entiére et comme ¢* o oy, est un
morphisme de structure de Hodge, on en déduit que 7" est isomorphe & Alb(X)
et il s’ensuit que

X 2 Alb(X) x Y.

O

2.5 Caractérisation de vd(X) =1

Commengons par rappeler que la propriété vd(X) = 0 caractérise les variétés
dont le groupe fondamental est fini. Il est toutefois remarquable que la propriété
~vd(X) =1 ne dépende également que du groupe fondamental de X :

Proposition 2.5.1
Soit X une variété kihlérienne compacte ; alors vd(X) =1 si et seulement si
m1(X) est commensurable au groupe fondamental d’une courbe de genre g > 1.

Rappelons la définition :
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Définition 2.5.1

Deux groupes G et H sont dits commensurables s’il existe G1 C G (resp.
Hy C H) un sous-groupe d’indice fini dans G (resp. dans H) avec Gy et H;
isomorphes.

La relation G = H d’étre commensurable pour deux groupes G et H est bien
entendu une relation d’équivalence.

Pour une surface, on est donc face & la trichotomie suivante :
1. vd(X) = 0 si et seulement si m1(X) est fini,

2. vd(X) =1 si et seulement si m(X) est commensurable au groupe fonda-
mental d’une courbe de genre g > 1,

3. vd(X) = 2 si et seulement si 71 (X) n’est commensurable & aucun groupe
fondamental de courbe.

Corollaire 2.5.1
Si X est une surface kihlérienne compacte, Uinvariant vd(X) ne dépend que
du groupe fondamental de X.

Ceci n’est bien entendu plus vrai en dimension supérieure. Considérons en
effet 'exemple suivant : on désigne par A une variété abélienne de dimension 4
et on note X; une section hyperplane (lisse) de A et ¥ une surface intersection
compléte de A (par exemple Y = ANH;NH; avec Hy, Hy deux diviseurs amples
suffisamment généraux). Dans P? x Y, on choisit une section hyperplane lisse
notée X,. L’utilisation répétée du théoréme de Lefschetz montre que :

71'1(X1) = 71'1(X2) = 71'1(14) = Z®8.

De plus, le lemme 3.2.1 montre que vd(X;) = 3 et vd(Y) = 2; la proposition
2.3.2 s’applique et donne yd(X3) = 2. Les 3-variétés X7 et Xo ont donc des
groupes fondamentaux isomorphes et pourtant elles vérifient vd(X;) # vd(X32).
Remarquons pour finir qu’en choisissant des diviseurs suffisamment amples, on
peut méme imposer x(X1) = k(X3) = 3.

La démonstration de la proposition 2.5.1 s’appuie sur le résultat suivant da a
Y.-T. Siu :

Théoréme 2.5.1 ([Siu87])

Soit X une variété kihlérienne compacte et g un entier > 2. Alors m(X)
admet pour quotient le groupe de surface m1(Cy) si et seulement si X admet une
fibration sur une courbe (compacte) de genre g’ > g.

Si de plus p : m(X) — m1(Cy) est un morphisme surjectif avec g = g(X), il
existe alors une fibration de X sur une courbe de genre g qui induit p.

Dans le théoréme précédent, Cy désigne bien entendu une courbe de genre g;
d’autre part, le nombre g(X) (genre de X) est défini comme suit :

un sous-espace vectoriel U de H'(X,R) est dit isotrope si il est annulé par le
produit extérieur A2H(X,R) — H?(X,R), c’est-a-dire si a A 3 = 0 pour tout
(o, 3) € HY(X,R). On pose alors :

9(X) = max {dim(U)|U c H'(X,R), Uisotrope} .
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L’invariant g(X) est en fait un invariant du groupe fondamental de X. On
pourra consulter [ABCT96, chap. 2| pour une présentation simple du résultat
de Siu.

Démonstration de la proposition 2.5.1 :

Tout d’abord, si vd(X) = 1 quitte a choisir un modéle lisse de vx, on
obtient donc une fibration de X sur une courbe C dont la fibre générale F'
vérifie : w1 (F)x est fini. Quitte & considérer un revétement étale fini de X, on
peut supposer que la fibration vx est m-exacte (cf théoréme 5.4.1) :

1—>m((F)x —m(X) 25 m(C) —=1.

Comme 71(X) est infini, on en déduit que g(C) > 1. En appliquant le lemme
A.0.2 de lappendice, on en déduit que m1(X) est lui-méme commensurable &
un groupe de surface.

Réciproquement, si w1 (X) est commensurable au groupe fondamental d’une
courbe C' de genre g > 1, cela signifie qu’il existe des revétements étales finis
X et € de X et C avec m(X) ~ 7 (C). Si g(C) = 1, on vérifie facilement
que Lapplication d’Albanese de X est surjective (vers une courbe elliptique) et
qu’elle réalise un isomorphisme au niveau du groupe fondamental ; on a donc :
vd(X) = "yd(X) = 1. Si maintenant g(é’) > 2, on peut appliquer la deuxiéme
partie du théoréme 2.5.1; en effet, comme le genre est un invariant du groupe
fondamental, on a bien g(X) = g(C) et on en déduit donc Iexistence d’une
fibration f : X —C qui induit I'isomorphisme ci-dessus. La fibre générale
F de f vérifie ainsi : 7r1(F)X = 1 (i.e. f est bien la T-réduction de X) et

vd(X) = 4d(X) = 1. Dans tous les cas, on a bien yd(X) = 1. O
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Chapitre 3

['-réduction et théorie de la
classification

Dans ce chapitre, on souhaite comparer la I'-réduction aux fibrations cano-
niques de la théorie de la classification des variétés kihlériennes compactes :
quotient rationnel, fibration d’Albanese et d’litaka-Moishezon. On pourra éga-
lement consulter le chapitre 5 ol les définitions du coeur et des variétés spéciales
sont rappelées. Malheureusement, faute d’idées sur ce que devraient étre les re-
lations entre le coeur et la I'-réduction, nous n’avons pas incorporé de discussion
sur ce sujet dans ce chapitre.

3.1 Quotient rationnel

On rappelle tout d’abord les définitions et les résultats essentiels relatifs a
cette réduction.

Définition 3.1.1

Une variété kdhlérienne compacte X est dite uniréglée si il existe une famille
couvrante de courbes rationnelles. Elle est rationnellement connexe lorsque deux
points générauxr peuvent étre joints par une courbe rationnelle.

Une variété rationnellement connexe X est algébriquement connexe (i.e. deux
points généraux sont contenus dans un méme sous-espace de X qui est algé-
brique). Par [Cam81]| (corollaire des théorémes 5 et 6, p. 212), on en déduit
que X est une variété de Moishezon et donc projective (par un théoréme de B.
Moishezon).

Le lien profond entre variétés uniréglées et variétés rationnellement connexes est
exprimé dans le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 ([Cam92],[KMM92])
Soit X une variété kihlérienne compacte uniréglée. Il existe alors une unique
(& équivalence birationnelle prés) fibration méromorphe presque-holomorphe

ry : X --» R(X)

vérifiant :
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1. la fibre générale de rx est rationnellement connexe,

2. la fibre générale de rx contient toute courbe rationnelle qui la rencontre.

Définition 3.1.2

La fibration rx : X --» R(X) s’appelle le quotient rationnel de X (égale-
ment appelée fibration MRC' dans [KMM92]). Si X n'est pas uniréglée, on
pose R(X) =X et rx = idx.

Comme R(X) est le quotient géométrique de X par la relation d’équivalence
engendrée par la famille des courbes rationnelles de X, on est en droit d’at-
tendre qu’il ne soit plus recouvert par des courbes rationnelles. Bien qu’exact,
cet énoncé est difficile; c’est une conséquence du théoréme suivant.

Théoréme 3.1.2 (JGHSO03])
Si f: X — B est un morphisme sur une courbe lisse B dont la fibre générale
est rationnellement connexe, il admet une section.

Corollaire 3.1.1

La base du quotient rationnel R(X) d’une variété kihlérienne compacte n’est
pas uniréglée.

Si X est de plus projective, le quotient rationnel rx : X --» R(X) n’a pas de
fibre multiple en codimension 1. En particulier, on a l'isomorphisme au niveau
des groupes fondamentauzx :

rxx : m(X) — 7 (R(X)).

Démonstration du corollaire 3.1.1 :

Si R(X) est encore uniréglée, on considére une courbe rationnelle C' passant
par un point général de R(X). La famille ry'(C) — C admet alors une sec-
tion, c’est-a-dire une courbe rationnelle dans X qui coupe la fibre générale de
rx sans y étre entiérement contenue. Ceci contredit manifestement la propriété
2 ci-dessus dans le théoréme 3.1.1. Dans la situation d’une variété projective
X, son quotient rationnel I’est également. On peut alors considérer une courbe
C passant par le point générique : comme la restriction de rx a C admet une
section, cela signifie que chaque fibre au dessus de C' a une composante réduite.
La fibration rx n’a donc pas de fibre multiple en codimension 1.

En ce qui concerne I’énoncé pour les groupes fondamentaux, on peut appliquer
la proposition 5.3.3 plus loin (ou [Nor83|) car les fibres multiples de rx n’appa-
raissent qu’en codimension 2 (dans le cas projectif). On a donc une suite exacte
de groupes :

T1(F) — 71(X) — 71 (R(X)) — 1,

ou I désigne la fibre générale de rx. Celle-ci étant rationnellement connexe,
elle est en particulier simplement connexe et l'isomorphisme 1 (X) ~ 71 (R(X))
découle directement de la suite ci-dessus. [

Comme on vient & U'instant de le rappeler, la fibre générale du quotient ra-
tionnel de X est rationnellement connexe donc simplement connexe. A fortiori,
si F' désigne cette fibre, F' est contenue dans la fibre de la I'-réduction de X.

Imaximalement rationnellement connexe
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Proposition 3.1.1
Si X est une variété kihlérienne compacte, on a alors un diagramme (au sens
biméromorphe) :

dans lequel les applications sont surjectives. Si on note rd(X) = dim(R(X)), on
a donc :
vd(X) < rd(X),

avec égalité si et seulement si les fibrations rx et vx sont birationnellement
équivalentes.

Remarque 3.1.1
En plus d’étre un invariant birationnel, rd(X) est invariant sous les revétements
étales finis de X.

Corollaire 3.1.2
Une variété kihlérienne compacte X uniréglée vérifie :

vd(X) < dim(X).

Pour les surfaces vérifiant x(S) = —oo (c’est a dire les surfaces uniréglées), la
T'-réduction et le quotient rationnel coincident mais en général il n’en est rien;
par exemple, si X = P! x S avec S une surface K3, le quotient rationnel est la
projection sur le deuxiéme facteur alors que la I'-réduction de X est 'applica-
tion constante.

Au moins conjecturalement, on dispose d’une description numérique de la
classe des variétés uniréglées :

Conjecture 3.1.1 (Conjecture d’uniréglage)
Une variété kihlérienne compacte X est uniréglée si et seulement si

K(X)=—00

Le sens direct de I’équivalence ci-dessus est immédiat. D’autre part, la descrip-
tion du coéne pseudo-effectif d’une variété projective [BDPP04| nous incite a
reformuler la conjecture 3.1.1 de la maniére suivante :

Conjecture 3.1.2 (Conjecture d’Abondance)

Soit X une variété kihlérienne compacte. Si Kx est pseudo-effectif, alors
k(X) > 0. Si Kx est nef, mKx est alors engendré par ses sections globales
pour m assez grand. En particulier, Kx est hermitien semi-positif.

Remarque 3.1.2

On pourra également consulter [BDPP04, 3.8, p. 12] pour une formulation plus
générale de la conjecture d’Abondance (en termes de dimension numérique du
fibré canonique).
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En combinant ceci avec le corollaire 3.1.2, on obtient alors :

Corollaire-Conjecture 3.1.1
Si X est une variété kahlérienne compacte de type w1-général, on a k(X) > 0.

On discutera plus loin du statut de cet énoncé en petite dimension.

3.2 Fibration d’Albanese

Nous voulons donner ici un bref apergu du lien étroit qui lie I’application
d’Albanese d’une variété kidhlérienne compacte X et son groupe fondamental.
Avant toute chose, précisons ce que 'on entend par fibration d’Albanese. Si
X est une variété kihlérienne compacte, on peut considérer son morphisme
d’Albanese :

ax : X — Alb(X)

dont 'image ax (X) est une sous-variété irréductible du tore Alb(X). On appelle
fibration d’Albanese un modéle lisse de la factorisation de Stein de

ax . X — ax(X)

(quitte évidemment & modifier X) ; en particulier, une telle application est bien
définie & équivalence birationnelle prés et ses fibres sont connexes. On pourra la
noter :

asx : X — as(X)

Rappelons tout d’abord la propriété universelle du morphisme d’Albanese :

Proposition 3.2.1 (voir [Uen75])
Siax : X — Alb(X) est le morphisme d’Albanese de X (kihler compacte),
alors on a un isomorphisme :

ok HY(AIb(X),Z) = HY(X,Z).

En exploitant la relation entre homologie et homotopie en degré 1, on obtient
en particulier :

Corollaire 3.2.1
Si le groupe fondamental de X est abélien, alors on a :

(ax)s : m(X)/ Tor = w1 (Alb(X)).

L’application d’Albanese capture en fait bien plus que l'information sur
I’abélianisé du groupe fondamental : en utilisant la formalité des variétés kih-
lériennes compactes [DGMST75], on peut montrer que celle-ci refléte la partie
nilpotente de 71 (X).

Définition 3.2.1
Soit G un groupe de type fini. On définit sa suite centrale descendante par :

CHG) =G et C"NG) =[G, C(G)].

Le groupe G est dit nilpotent de classe n si C"T1(G) =1 et C"(G) # 1.
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Définition 3.2.2

Si G est un groupe (de type fini), G, = G/C"t(G) est alors un groupe nilpotent
de classe au plus n. Sa torsion est alors un sous-groupe caractéristique et on
note Gy, = G,/ Tor(G),). Gy, est le plus grand quotient nilpotent sans torsion de
classe au plus n de G. De méme, on note G™ le noyau de la projection naturelle
G — G, et on pose :

G® =Np>1G" et G = G/G™.
G™ s’appelle la complétion nilpotente (modulo torsion) de G.

Théoréme 3.2.1 ([Cam95b])

Soit X une variété kihlérienne compacte et asx 1 X — as(X) sa fibration
d’Albanese. Si 7" (X) désigne la complétion nilpotente de m1(X) (de méme
pour as(X)), on a un isomorphisme :

~

Fo: mPIP(X) < 2T (as(X).
En particulier, si w1 (X) est nilpotent sans torsion, alors
fe:m(X) — m(as(X))
est un isomorphisme.

Bien que ce résultat soit une conséquence assez directe de la formalité des varié-
tés kdhlériennes compactes, la démonstration de [Cam95b]| procéde de maniére
élémentaire et indépendante.

Pour décrire les relations entre la fibration d’Albanese et la I'-réduction,
conservons les notations du théoréme 3.2.1. La variété as(X) admet donc une
application finie (surjective) sur une sous-variété d’un tore complexe. Le lemme
suivant montre qu’'une telle variété est de type mi-général.

Lemme 3.2.1
Soit Y une sous-variété irréductible d’un tore complexe T ; si Y désigne une
désingularisation de 'Y alors Y est de type m-général.

Démonstration : B

On note p : C* — T le revétement universel de T' et on considére Y une
composante irréductible de p~1(Y). Si u : ¥ — Y est une désingularisation
de Y (donc u est une modification propre), on alors le diagramme suivant :

pi ip
LN v T
ol ?7est le produit fibré : ¥ = Y xy Y. Comme p Y — Y est étale,
p Y — Y est encore un revétement étale et de méme, v : Y — Y est

encore une modification propre. ¥ étant un sous-ensemble analytique fermé de
C™, c’est un espace de Stein et Y est donc modification propre d’un espace de

=~

=3
-

-

b
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Stein. Le revétement universel de Y étant en particulier un revétement de Y,
il ne contient génériquement aucun sous-ensemble analytique compact connexe
de dimension positive. Y est donc bien de type mi-général. [

Le lemme 3.2.1 montre donc que as(X) est de type m1-général. Par fonctorialité
de la I'-réduction, on en déduit :

Proposition 3.2.2
Si X est une variété kihlérienne compacte, il existe un diagramme :

qui se traduit entre autre par l'inégalité suivante :
vd(X) > ad(X),
avec €galité si et seulement si asx et yx sont birationnellement équivalentes.

Si on pense a la fibration d’Albanese comme & une version abélienne de la
I-réduction, il est tout a fait naturel que I'(X) domine as(X). On rappelle
que la notation ad(X) désigne la dimension de la variété as(X). Une remarque
s’impose ici : ad(X) est un invariant birationnel mais, contrairement a vd(X) et
rd(X), cette quantité n’est pas invariante par revétement étale fini (une surface
bi-elliptique a pour dimension d’Albanese 1 mais est revétue par une surface
abélienne). Pour obtenir des résultats significatifs, on doit donc s’autoriser des
revétements étales finis. En notant

ad(X) = a(x’

ad(X) = ax_(0d(X'))

ol le maximum est étendu aux revétement étales finis de X, l'inégalité de la
proposition 3.2.2 se réécrit :

¥d(X) > ad(X)

pour toute variété kéhlérienne compacte X. L’entier &?l(X ) est maintenant (par
construction) invariant sous les revétements étales finis de X.

Enfin, le théoréme 3.2.1 montre que le cas d’égalité est atteint pour les
variétés a groupe fondamental nilpotent :

Corollaire 3.2.2

Soit X une variété kdihlérienne compacte dont le groupe fondamental est nil-
potent sans torsion. La I'-réduction de X est alors donnée par la factorisation
de Stein de Uapplication d’Albanese ; en particulier :

yd(X) = ad(X).
Si m1(X) est seulement presque-nilpotent, on a donc yd(X) = &?i(X).

On verra au prochain chapitre (théoréme 4.3.2) une autre situation dans laquelle
la I'-réduction de X est équivalente a la fibration d’Albanese.
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3.3 Fibration d’litaka-Moishezon

Cette discussion est essentiellement conjecturale : on montre quelles pour-
raient étre les relations entre I'-réduction et fibration d’litaka au vu des conjec-
tures standard de la théorie de la classification.

Si le quotient rationnel offre une description de ce que devrait étre la classe
des variétés avec kK = —oo, la fibration d’litaka-Moishezon fournit une décom-
position d’une variété X vérifiant «(X) > 0. Dans ce cas, c’est la sous-classe des
variétés avec k = 0 qui joue un rdle privilégié (voir [Laz04a, th. 2.1.33, p. 133]).

Théoréme 3.3.1 (S. Iitaka-B. Moishezon, 1970)
Soit X une variété kihlérienne compacte vérifiant k(X) > 0. Il existe alors une
application méromorphe?® :

Jx 1 X - J(X)

unique & équivalence birationnelle prés et satisfaisant :

1. la fibre générale F de Jx est connexe et vérifie x(F) =0,

2. dim(J(X)) = w(X).
La fibration Jx est, de plus, équivalente & application donnée par le systéeme
linéaire mKx pour m suffisamment grand et suffisamment divisible.

Dans le cas des variétés de type mi-général, la fibration d’litaka-Moishezon doit
avoir une structure trés particuliére.

Conjecture 3.3.1 ([Kol93b] pour le cas projectif, [CZ05])

Soit X une variété kdhlérienne compacte. Si X est de type w1 -général, X admet
un revétement étale fini X' — X dont la fibration d’litaka Jx (sur un modéle
biméromorphe adéquat de X') est une submersion en tores et dont la base est
de type général et de type mi-général.

Remarque 3.3.1

D’aprés le lemme 3.2.1, si X est une sous-variété d’un tore, elle est de type
mi-général. Or, la réduction d’Ueno [Uen75, th. 10.9, p. 120] affirme qu’une
telle variété est un fibré (analytique) en tores sur une variété de type général,
elle-méme contenue dans une variété abélienne (donc de type mi-général en
appliquant a nouveau le lemme 3.2.1). La conjecture 3.3.1 est donc vérifiée pour
les sous-variétés des tores complexes.

Proposition 3.3.1
La conjecture d’abondance 3.1.2 implique la conjecture 3.3.1 pour une variété

X avec Kx nef.

Démonstration :

Soit donc X une variété kihlérienne compacte de type mi-général avec Kx
nef. Traitons d’abord le cas k(X) = 0 : la conjecture d’abondance montre
que dans ce cas, le fibré canonique est de torsion. En particulier, ¢1(X) = 0
et le théoréme de décomposition de Bogomolov-Yau (voir cependant [Bea83|)
montre que X admet un revétement étale fini qui est un produit d’un tore par des

2est-elle toujours presque-holomorphe ?

40



variétés simplement connexes (facteurs de type Calabi-Yau ou hyperkéhlériens).
Comme X est supposée de type mi-général, ces facteurs doivent étre réduits a
un point et X est revétue par un tore.

Si X est de type général, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc

0 < k(X) < dim(X).

La fibre générale F' de Jx (qui est holomorphe puisque Kx est globalement
engendré) vérifie k(F') = 0 et, comme Kr = Kx|p, son fibré canonique est éga-
lement nef. On est ramené au cas précédent et F' est donc revétue par un tore
complexe. On peut alors appliquer [Kol93a] théoréme 6.3, p. 198 et proposition
5.9, p. 196. O

On verra plus loin que la conjecture 3.3.1 est vérifiée en petite dimension.

Le théoréme de comparaison 4.2.2 (que nous démontrerons dans le chapitre
suivant) donne également une majoration de la I'-dimension en termes de l'inva-
riant k*. Cette dimension de Kodaira "augmentée" admet la description conjec-
turale suivante ([Cam95al) :

K (X) :{ K(R(X)) cinom,

A titre d’exemple, une variété X avec ¢;(X) = 0 vérifie s7(X) = 0 (on pourra
consulter le chapitre 4 pour une définition précise de l'invariant ™).

Théoréme 4.2.2
Soit X une variété kihlérienne compacte avec k7 (X) > 0 et x(Ox) # 0. L’in-
égalité suivante est alors satisfaite :

Yd(X) < K+ (X).

En particulier, une variété vérifiant ™ (X) =0 et x(Ox) # 0 a un groupe fon-
damental fini.

On déduit ainsi du théoréme de comparaison 4.2.2 et de la description ci-
dessus la conjecture suivante :

Corollaire-Conjecture 3.3.1 Si une variété kihlérienne compacte X wvérifie
K(X) >0 et x(Ox)#0, on a alors :

~vd(X) < k(X).

Comme la fibration d’litaka-Moishezon distingue la classe des variétés avec
k(X) = 0, il semble intéressant d’isoler leur étude. On a vu ci-dessus que la
conjecture d’abondance raméne ’étude de ces variétés a celles ayant un fibré ca-
nonique de torsion, c’est-a-dire aux variétés X vérifiant ¢ (X) = 0. Le théoréme
de décomposition de Bogomolov-Beauville montre qu’une telle variété posséde
un revétement étale fini qui est un produit d’un tore 1" par des facteurs Calabi-
Yau et hyperkihlériens (tous simplement connexes) :

TXxCy X+ XxCpxHy X+ xH, — X

et, avec les notations introduites, on a donc : vd(X) = dim(T"). Les facteurs
Calabi-Yau et hyperkéhlériens étant de dimension au moins 2, la conjecture
suivante semble raisonnable :

41



Conjecture 3.3.2
Soit X une variété kihlérienne compacte vérifiant £(X) = 0. La T'-dimension

de X wvérifie alors
vd(X) # dim(X) — 1

Sous réserve de conjectures classiques (CTJLr m et conjecture d’abélianité), on peut
montrer que cet énoncé est valide. En effet, si X est une variété avec x(X) = 0,
il est classiquement conjecturé que son groupe fondamental est presque-abélien
(cf. la conjecture 5.2.1 au chapitre 5). La I'-réduction de X est alors donnée par
Papplication d’Albanese (corollaire 3.2.2), quitte & remplacer X par un de ses
revétements étales finis adéquats. L’application

ax : X — Alb(X)

est alors surjective, a fibres connexes (de dimension 1 si yd(X) = dim(X) — 1)
et sans fibre multiple en codimension 1 (cf par exemple [Cam04b, prop. 5.3,
p. 576]). En particulier, elle induit un isomorphisme au niveau des groupes
fondamentaux :

(ax)s: T (X) = 7 (Alb(X)).

La conjecture C,‘; m montre alors que la fibre générale de ax est une courbe
elliptique et que cette fibration est isotriviale. Il existe donc un changement de
base fini f : Y — Alb(X) tel que le produit fibré X xay,(x) Y soit biméro-
morphe & un produit. Si F désigne la fibre générale de ax, on constate alors
sans peine que le morphisme m(E) — m1(X) a un noyau fini donc nul (car
m1(E) est sans torsion). Ceci contredit de maniére flagrante le fait que ax soit

birationnelle & la I'-réduction de X.[J
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Chapitre 4

Applications des techniques
L* a I’étude de la I-réduction

On va montrer dans ce chapitre que 'utilisation des techniques analytiques
(en particulier les méthodes hilbertiennes) est bien adaptée a 1’étude de la T-
réduction (définie sur le revétement universel). L’introduction de ces techniques
remonte a l'article fondateur de M. Gromov [Gro91] dans lequel il apporte un
regard nouveau sur la théorie L? : théorémes de Hodge-de Rahm L?, de Lefschetz
difficile, version "tordue" de la formule de I'indice L? et séries de Poincaré sont
mis & contribution pour une étude systématique de la structure du revétement
universel et du groupe fondamental d’une variété kdhlérienne compacte.

4.1 Rappels de théorie de Hodge L2

On souhaite donner ici quelques brefs éléments de rappel concernant la théo-
rie de Hodge des variétés non-compactes. La théorie de Hodge des variétés com-
pactes étant elle-méme une théorie L2, elle s’adapte de facon naturelle au cadre
plus général des variétés (riemanniennes) complétes. On rappelle que la complé-
tude est nécessaire pour bénéficier de la densité des espaces de formes & support
compact.

Soit donc (X,@) une variété kithlérienne compléte. On note A{Q) (X) (le com-
plété séparé de) I'espace des j-formes qui sont L? pour la métrique @. Si * désigne
l'opérateur de Hodge, on a donc :

A{Q)()?) = {ﬂforme de degré j | /}}5/\ % < —I—oo} )

Le laplacien attaché a la métrique @ permet de définir ’espace :

3, (X) = {ﬁ € Al (X)|A8 = o} .

Dans la définition précédente, le laplacien est calculé (a priori) au sens des
courants mais il est bien connu que 'espace 9{?2)(X ) est constitué de formes
lisses (ellipticité du laplacien). Par complétude, on peut intégrer par parties
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(lemme de Gaffney) et on obtient :
J{gz)(i) = {ﬁ € ‘Azz)(f(”dﬁ =0et d*f = 0},

ou d* désigne I'adjoint formel (pour @) de la différentielle extérieure.

Théoréme 4.1.1 (Hodge-de Rham)
On a la décomposition orthogonale suivante :

Al (X) = 300, (X) @ dAl; ' (X) @ d-Alf1(X).

La cohomologie (réduite) :

Hjy) (X,€) = {8 € Ay (X)1dB = 0} /dAT N (X)

est donc isométriquement isomorphe a l’espace des formes harmoniques :

Hé)(X,(C) = J—C‘ZQ)(X).
L’identité kdahlérienne : o
A=20"=20+7)>
montre de plus que le laplacien préserve la décomposition d’une forme en somme
de formes de type (p, q).

Corollaire 4.1.1

3y (X) = P I

p+q=j

ot 9{1(92’()’()?) désigne l’espace des formes harmoniques de type (p,q).

Il est & noter que ’espace J—CZ’Q(; ()} ) revét une importance particuliére; en
effet, ce dernier est constitué des formes 8 de type (j,0) vérifiant A”3 = 0 ou

encore 9 = 0 (la condition 89 3 = 0 est vide pour raison de type). On a donc
Iidentification :

VO <j<n, 33(X)=Hy(X,0L).

Tout cet arsenal L? s’applique bien entendu en particulier lorsque X est
le revétement universel d’une variété kihlérienne compacte : en effet, si 7 :
X — X est le revétement universel d’une variété kéihlérienne compacte X
et si w est une métrique kéhlérienne sur X, on peut munir X de la_métrique
naturelle @ = 7*w pour en faire une variété kihlérienne compléte (X, o). Les
constructions ci-dessus s’appliquent donc & X mais on peut constater le fait
suivant : les espaces de cohomologie H. (72)(X ,C) ne dépendent pas du choix de
w. En effet, deux métriques sur X sont équivalentes (par compacité de X) et

donc leurs relévements & X le sont encore : les espaces de formes L2 sont donc
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les mémes ainsi que les groupes de cohomologie associés.
En particulier, les groupes :

Hipy (X, Q%) et Hipy (X, mKz)

ne dépendent pas du choix d’une métrique sur V' (ils sont donc intrinséquement
attachés a X). Il s’avére méme que ce sont des invariants birationnels (voir par
exemple [Kol95, cor. 11.4, p.130] :

Proposition 4.1.1
Les espaces de sections L? :

H(OQ)(X',Q%) et H&)()N(,ng) (pour m > 1)

sont des invariants birationnels de X.

4.2 Théoréme de comparaison : positivité de Q%
et ['-dimension

On va dans cette section donner une nouvelle illustration d’un principe gé-
néral de la théorie de la classification des variétés kidhlériennes compactes : les
propriétés de positivité (ou de négativité) du fibré cotangent Q% influencent la
géométrie de la variété X. En 'occurence, cette influence se manifeste a travers
la "taille" du groupe fondamental.

4.2.1 Un exemple : la simple connexité des variétés de
Fano

Les techniques L? permettent d’obtenir trés rapidement une démonstration
du fait bien connu suivant :

Fait : les variétés de Fano sont simplement connexes.

Démonstration :

Soit donc une variété de Fano (—Kx est un fibré ample). La remarque sui-
vante (due a S. Kobayashi) montre que toute la difficulté est de savoir que le
groupe fondamental de X est fini. En effet, si on sait cela, le revétement universel
X de X est alors une variété compacte qui est donc encore Fano. Le théoréme
d’annulation de Kodaira appliqué a —Kx et —K ¢ montre que :

X(X,05) = x(X,0x) = 1.
Or, si d désigne le degré du revétement X —X , on a également :

On en déduit donc que d = 1, ce qui est équivalent a la simple connexité de X.

Comme les théorémes d’annulation classiques sur X ont (avec les mémes
démonstrations) leurs analogues L? sur X (voir par exemple [CDO1, th. 4.3,
p-276]), on a donc :

Vj> 1, H(X,0x) = H (X,0%) = 0.
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Le théoréme de I'indice L? d’Atiyah (dont on pourra trouver les grandes lignes
de la démonstration dans 'annexe C) se résume alors a :

hO(X,0x) = X(X,0x) = x(3)(X, 0) = hy) (X, 0%).
En particulier, on a donc :
hly(X,05) = 1.

Le lemme suivant montre que X est en fait compact (le groupe fondamental de
X est donc fini) :

Lemme 4.2.1 B
Si X est non-compacte, alors h?z) (X,05)=0.

Démonstration :
Par sous-harmonicité, une fonction holomorphe L? tend vers 0 & l'infini; le

principe du maximum montre qu’elle est alors constante et donc nulle. [
O

Remarque 4.2.1

Cette démonstration a le mérite d’éviter tout recours non seulement au difficile
théoréme de Yau' mais également a I'existence de courbes rationnelles sur les
variétés de Fano (reposant sur des arguments de caractéristique p > 0).

1. La solution de la conjecture de Calabi-Yau montre en particulier que les
variétés de Fano sont exactement les variétés (kihlériennes) a courbure de
Ricci positive. Une fois ceci établi, le théoréeme de Myers montre que le
groupe fondamental de X est fini.

2. La connexité rationnelle des variétés de Fano est établie conjointement
dans [Cam92] et [KMM92]. Un argument de géométrie analytique (repo-
sant sur l'existence de I'espace des cycles) montre ensuite que les variétés
rationnellement connexes sont simplement connexes (voir [Cam91b]).

Ces arguments sont donc remplacés ci-dessus par le théoréme de I'indice L?.

Remarque 4.2.2

Hormis le théoréme de I'indice L?, Iingrédient essentiel de la démonstration
ci-dessus est le théoréme d’annulation de Kodaira. En remplacant celui-ci par
le théoréme de Kawamata-Viehweg, S. Takayama a montré la simple connexité
pour une classe de variétés un peu plus large :

Théoréme 4.2.1 ([Tak00])
Si X est une variété projective (non nécessairement lisse) munie d’un Q-diviseur
A tel que :

(i) la paire (X,A) est Kawamata-log-terminale?,
(il) —(Kx + A) est nef et big,

alors X est simplement conneze.

Lexistence de métrique kihlérienne & courbure de Ricci donnée dans la classe c1(X).
2voir le chapitre 6 pour la définition d’une paire klt.
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4.2.2 Théoréme de comparaison

La démarche ci-dessus se généralise pour obtenir le théoréme de comparaison
qui établit un lien entre la positivité du fibré cotangent Q% d’une variété X et sa
I-dimension vd(X). L’énoncé de ce résultat requiert néanmoins I'introduction
d’un nouvel invariant numérique (birationnel) :

Si F C Q% est sous-faisceau cohérent de rang r, la saturation de A"F dans
A"QE est alors un fibré en droite noté Det(F) (pour plus de détails, on pourra
consulter le chapitre 5, paragraphe 6 de [Kob87]).

Définition 4.2.1
On définit :
k1 (X) = maz(k(X, Det(5)))

ou le mazimum est étendu auz sous-faisceauzx cohérents F de Q% , lexposant p
vérifiant 1 < p < dim(X).

Le théoréme de comparaison [Cam95a, th. 4.1] peut maintenant s’énoncer de la
fagon suivante :

Théoréme 4.2.2 ([Cam95a])
Soit X une variété kahlérienne compacte.

(i) Si kT (X) = —o0, alors X est simplement connexe ; en particulier :
~vd(X) = 0.
(i) Si kT (X) >0 et si x(Ox) #0, alors on a l'inégalité :

KT(X) > vd(X).

Cet énoncé montre que la I'-dimension se comporte un peu & la maniére d’une
dimension de Kodaira; ceci explique la terminologie suivante :

Définition 4.2.2

Une variété X de dimension (strictement) positive vérifiant vd(X) = dim(X)
est dite de type w1 -général. Mentionnons également que J. Kolldr a introduit une
terminologie différente dans [Kol93b] : une variété vérifiant vd(X) = dim(X)
est dite a groupe fondamental génériquement large.

Concernant le théoréme 4.2.2; plusieurs remarques s’imposent :

() On dispose des inégalités suivantes :

dim(X) > a(X) > w1 (X) > K(X).

Si maintenant X est une variété de type m1-général vérifiant de plus x(Ox) # 0,
le théoréme 4.2.2 fournit :

dim(X) > a(X) > x1(X) > vd(X) = dim(X).

Dans cette situation, on a ainsi a(X) = dim(X) et X est une variété de Moishe-
zon ; comme X est également kdhlérienne, X est nécessairement projective (par
un théoréme dit & B. Moishezon). Ce résultat spectaculaire, dit & M. Gromov
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[Gro91, cor. 3.2.C’, p. 288], a inspiré le théoréme 4.2.2 ainsi que la construction
de la I'-réduction.

(4¢) La condition x(Ox) # 0 ne peut en aucun cas étre omise comme le
montre Pexemple des tores : pour un tore, on a yd(X) = dim(X) et s7(X) = 0.

De méme, l'invariant £ (X) invite & la discussion suivante :

(#43) Considérons I’énoncé suivant (conjecture émise dans [Cam95a]) :
kT(X)=—-00& X RC, (4.1)

dont on sait qu’une implication est vraie : les variétés rationnellement connexes
(RC) vérifient £7(X) = —oo. Remarquons alors la dichotomie suivante : soit
Pénoncé (4.1) est vrai et ceci constitue une avancée substantielle dans la théo-
rie de la classification, auquel cas le théoréme 4.2.2 ci-dessus n’apporte rien de
nouveau (simple connexité des variétés RC). Sinon, la classe kT (X) = —o0 est
strictement plus grande que la classe RC et le théoréme 4.2.2 est alors une réelle
amélioration des résultats déja existants.

(i) Si k(X) > 0, on a également k™ (X) > x(X) > 0 et les conjectures
standard du programme des modéles minimaux entrainent dans cette situation
I'égalité

KT(X) = k(X).
D’autre part, remarquons que dans le cas k(X) = —oo, invariant x*(X) peut
prendre toutes les valeurs suivantes :

kT(X) € {~0,0,1,--+ ,dim(X) — 1}

Pour s’en convaincre, il suffit de considérer des produits P* x Y avec Y de
type général. Dans [Cam95a], on trouve la description conjecturale suivante de
linvariant x* :
K(X) si K(X) >0
kT(X) =< k(R(X)) sir(X)=—ocetdim(R(X))>0
—00 si (et seulement si) X est rationnellement connexe

Donnons une idée de la
Démonstration du théoréme 4.2.2 :
Si x(0x) # 0, le théoréme de I'indice L? d’Atiyah |Ati76] implique :

n

D (=1)Pdimg, () (HE, (X, 0%)) = x2)(05) = x(Ox) #0

p=0

ot n = dim(X) et X désigne le revétement universel de X. Ainsi, il existe un
indice p pour lequel _
H&)(X, O0g) #0.

Par la théorie de Hodge, ceci peut se reformuler de la maniére suivante : il existe
sur X une p-forme holomorphe L? non nulle (p > 0 si X est non-compacte par
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le lemme 4.2.1). Notons [ cette p-forme et F le sous-faisceau de Q’;? engendré
par tous les translatés de § (i.e. par les p-formes holomorphes g*3 lorsque g
décrit 1 (X)). Le faisceau F est 1 (X)-invariant : F est donc I'image réciproque
d’un faisceau F sur X (F est un sous-faisceau de Q%).

En considérant les séries de Poincaré associées a F (introduites dans [Gro91,
paragraphe 3|), on peut montrer que la I'-réduction de X se factorise alors par
I'application rationnelle

d,: X —Y

associée au systéme linéaire |mDet(F)| (pour m > 1). On a donc :

X I(X)
Y

vd(X) = dim(I'(X)) < dim(Y) = &(X, Det(F)) < sH(X),

X

d’ou

ce qui est essentiellement le théoréme 4.2.2 ci-dessus.
Pour obtenir la simple connexité dans le cas kT (X) = —oo, il suffit de
remarquer que, dans ce cas, on a :

V1<p<n, hO(Y,QpY):0

pour tout revétement étale fini X de X. En particulier x(Ox) = 1 et la discus-
sion ci-dessus montre que yd(X) > 0 est exclue. X est donc compact et, comme
X(Og)=x(0x)=1,ona X =X, ie m(X)={1}. O

4.3 Formes holomorphes L? et I'-réduction

On montre sur quelques résultats bien connus que 'existence de formes ho-
lomorphes L? sur le revétement universel d’une variété X n’est pas sans lien
avec la I'-réduction de X.

4.3.1 Cas des formes de degré 1
On a vu ci-dessus que la non-annulation :

caractérise (de fagon certes triviale) les variétés X dont le groupe fondamental
m1(X) est fini, ¢’est-a-dire vérifiant vd(X) = 0. L’énoncé suivant est un analogue
en degré 1 :

Théoréme 4.3.1 ([Gro89])
Soit X une variété kihlérienne compacte (de groupe fondamental infini) véri-
fiant : B
hiay(X, Q%) # 0.
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X admet alors une application propre connexe f : X — S vers une surface de
Riemann. L’application f est compatible avec laction de w1 (X) sur X et celle
de Aut(S) sur S. De plus, elle induit un isomorphisme :

£ Hpy (8,9%) > Hy) (X, k).

En particulier, on a : vd(X) =1 et m(X) est commensurable au groupe fonda-
mental d’une courbe de genre g > 2.

Démonstration :

Soit 3 une 1-forme holomorphe L? non-nulle. Par théorie de Hodge, celle-ci
est en particulier fermée donc exacte. Il existe ainsi sur X une fonction holo-
morphe f (non-constante) vérifiant :

df = B.

La formule suivante (dans laquelle & désigne la métrique induite sur X par une
métrique kdhlérienne w sur X)

/C Vola (/1 (2))dA (=) = |12 < +o0

montre que le volume Vol (f~!(z)) est fini pour presque tout z € C. Mais
comme @ est fermée, le volume est constant sur les fibres : Volg(f~1(2)) est
fini pour tout z € C. Un argument classique de géométrie bornée montre qu'un
sous-ensemble analytique de X de volume fini est en fait compact. On peut ainsi
considérer la factorisation de Stein de f (notée encore f par abus de notation) :

f:)?—mS’.

Comme les fibres de f sont compactes et connexes, toute fonction holomorphe g
est nécessairement constante sur ces fibres : cela signifie que I’application ainsi
construite ne dépend pas du choix de f ni de celui de 3 et permet de conclure
quant aux derniéres assertions du théoréeme 4.3.1. [

11 convient de noter que la réciproque de ce théoréme est fausse : yd(X) = 1
n’implique pas P'existence de 1-forme holomorphe L? sur le revétement universel
de X. Il suffit en effet de considérer le cas des courbes elliptiques : elles sont
revétues pas C qui n’admet aucune forme holomorphe L2.

En revanche, si la base orbifolde? de la I'-réduction de X est une courbe de
type général, on a bien entendu h?Q) (X, Q}) #0.

4.3.2 Formes de degré 2 ou plus

On ne sait traiter le cas des formes de degré supérieur qu’en ajoutant une hy-
pothése (forte) sur les 1-formes holomorphes de X. On obtient alors un résultat
de type Green-Lazarsfeld :

Théoréme 4.3.2 ([JZ00])

Soit X une variété kdhlérienne compacte et supposons qu’il existe sur X des
1-formes holomorphes (a1, -+, 0p) génériquement linéairement indépendantes.
On a alors :

3voir le chapitre 5 pour les notions introduites.
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(1) pour tout k < p, H&) ()?aﬂl)%) =0.

(ii) Si H(Oz)()?,Q’;?) £ 0, il existe une application (quasi-holomorphe) propre
connexe

f:)?—>Y

avec dim(Y') = p telle que toute p-forme L? de X soit induite de Y par f.
En particulier, vd(X) = p et la T-réduction de X coincide avec la fibration
d’Albanese de X :

Yx = asx.

Remarque 4.3.1
Les hypothéses initiales du théoréme 4.3.2 (I'existence de 1-formes holomorphes
Aty ... ,ap) entrainent de toute fagon :

vd(X) > p.

En effet, le fait que les formes a1, ..., q, soient génériquement indépendantes
assure que l'application d’Albanese de X a une image de dimension au moins

p:
ad(X) > p.

Comme la T-réduction domine la fibration d’Albanese (proposition 3.2.2), on a
linégalité vd(X) > ad(X) > p.

L’ingrédient essentiel de la démonstration de ce résultat est le lemme suivant :
Lemme 4.3.1
Soit a une I1-forme holomorphe sur une variété kihlérienne compacte X. Si &

désigne le relévement de o au revétement universel )Af, le cup-produit par & est
alors trivial sur la cohomologie L? de X :

VB € Hiy (X,C), @A B =0dans ;' (X,C).
Tenant pour acquis ce lemme, démontrons le théoréme 4.3.2 :

Démonstration du théoréme 4.3.2 :
Traitons d’abord le cas (i) : soit donc 3 une k-forme holomorphe L? avec
k < p. Le lemme 4.3.1 nous montre que :

Vi<i<p, a;ANB=0

comme forme (et non seulement comme classe). Comme k < p et comme les o
sont linéairement indépendantes au point générique de X, on en déduit facile-

ment que
8= E frag,
|I|=k

ol les fl sont des fonctions holomorphes L? (I désigne ici un multi-indice de
longueur k). Le lemme 4.2.1 montre alors que 5 = 0.

Soit maintenant 3 une p-forme holomorphe L? non-nulle (cas (ii)); la dis-
cussion menée ci-dessus nous montre que § est génériquement de la forme :

B=hd A Adp,
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ol h est une fonction holomorphe. En particulier, H ?2) ()~( , Q% ) engendre un sous-

faisceau de rang 1 de Q. noté L (quitte & modifier X, on peut supposer que L

D
est un fibré en droite). C)é dernier est clairement invariant par I’action de mq (X).
Le faisceau L est donc I'image réciproque d’un sous-faisceau L de rang 1 de Q%.
La discussion menée lors de la démonstration du théoréme de comparaison 4.2.2
nous montre que la I'-réduction de X se factorise par ’application donnée par

les sections de mL (pour m >> 1) :

X F(X)
NS
Y
et dim(Y,,) = k(X,L). Or, L étant un sous-faisceau de rang 1 de Q% le
lemme de Castelnuovo-De Franchis généralisé (voir par exemple [Bog80|) donne :

k(X,L) < p. On a donc bien vd(X) < p. Ceci combiné a la remarque 4.3.1
donne :

X

vd(X)=p et yx Zasx.

L’assertion concernant les p-formes holomorphes L? de X est claire. O

Démonstration du lemme 4.3.1 :
_ Soit # une j-forme L? fermée sur X. Comme & est une 1-forme fermée sur
X, elle est exacte :

a = df.
Comme & provient de X (compacte), la fonction f a une dérivée bornée : elle
est donc lipschitzienne. Comme 3 est fermée, on a a A § = d(f(3) mais cela ne
suffit pas pour avoir Pannulation ; en effet, 3 n’est plus nécessairement L2.~On
utilise alors la complétude de (X, @) : si on choisit un point base zy € X, il
existe des fonctions C* ¢, : X — R, (r > 0) vérifiant :

1. pour tout z € )Z', 0<¢.(x) <1

2. ¢, est & support dans la boule de centre xy de rayon 2r et elle vaut
identiquement 1 sur la boule de rayon r.

3. |dor(2)|, < € pour tout x € X.

Les formes ¢, f3 sont maintenant & support compact donc L2. On va montrer
que d(¢,fB) — @A B dans L%, ce qui montre exactement que cette classe est
r—00

nulle en cohomologie réduite L2.
Pour cela notons que :

d((rbT‘fﬁ) = fd¢7 A 6 + ¢rd A ﬂ

Il n’est pas difficile de constater que le deuxiéme terme ¢,.a A § tend vers & A
dans L2. Pour traiter le terme restant, il suffit de remarquer que comme f est
lipschitzienne et comme les fonctions ¢, vérifient le point 3 ci-dessus, on a donc :

|[fdr| < C
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et ainsi : ) )
I fder A Bl7z < C? B3 -

De plus, fdo, A S tend vers 0 (quand r tend vers +oo) ponctuellement : les
fonctions ¢, sont des fonctions "plateaux" et leur dérivée est donc nulle sur la
boule de centre xg et de rayon r. Par convergence dominée, on en déduit que

£y A Bll 2 — 0

et ceci conclut la démonstration du lemme 4.3.1. O

4.3.3 Formes canoniques L?

La théorie des séries de Poincaré telle qu’elle est exposée dans [Gro91, part.
3] permet de caractériser les variétés de type général parmi celles de type -
général via Pexistence de formes pluricanoniques L?.

Théoréme 4.3.3 (cor. 3.2.B, p. 287 [Gro91])

Soit X une variété complexe compacte dont le revétement universel ne contient
génériquement aucun sous-ensemble analytique compact de dimension positive.
On a alors :

K(X) = dim(X) <= Im > 1, hiy) (X, mKg) > 0.

En d’autres termes, X est de type général si et seulement si il existe une forme
pluricanonique L? (non nulle) sur X.

D’aprés le corollaire 12.4.2 que nous démontrerons dans la troisiéme partie,
on peut prendre n’importe quel entier m > 2; il est alors naturel de se demander
si on peut choisir m = 1 dans I’énoncé ci-dessus. L’exemple ci-dessous, extrait
de [EL97], montre qu’une variété de type général et de type m1-général n’admet
pas toujours de forme canonique L? sur son revétement universel.

Soit en effet 7 : C' — E un revétement double (ramifi¢) d’une courbe elliptique
E avec C de genre g > 2. Si on note 7 I'involution qui échange les deux feuillets,
on pose alors

Y=CxCxC/<7x7xXx7> et A=EXEXE

et on note X une désingularisation de Y : elle est projective de type général. De
plus, application naturelle X — Y — A montre que X est génériquement
fini sur A (qui est aussi la variété d’Albanese de X). On a donc ad(X) = 3 et
X est également de type m1-général. On peut alors appliquer le théoréme 4.3.2 :

pour i € {0,1,2}, H{y (X, Q%) =0
et le théoréme de 'indice L? d’Atiyah montre que
hiay(X, Kg) = x(2)(X, Kg) = x(X, Kx) =0

(cette derniére égalité étant établie dans [EL97, ex. 1.13, p. 250]).
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Question 4.3.1
A quelle(s) condition(s) une variété de type général et de type w1 -général vérifie-
t-elle _

HY(X,Kg) #07?

Dans [Gro91], M. Gromov a isolé une classe de variétés répondant a la ques-
tion 4.3.1.

Définition 4.3.1

Une variété kihlérienne compacte X est dite kdhler-hyperbolique si elle peut
étre munie d’une métrique kihlérienne w qui est de plus d—bornée, c’est-a-dire
que le relevement W de w au revétement universel X de X wvérifie

w=dn
avec 1 une 1-forme bornée sur X (pour @).

Mlustrons cette définition par quelques exemples : une variété X dont le revéte-

ment universel X est un domaine borné symétrique de C” est kiahler-hyperbolique,
de méme, toute variété kahlérienne homotopiquement équivalente & une variété

de courbure sectionnelle négative est kithler-hyperbolique (par exemple, la sur-

face de Mostow-Siu [MS80]) ; toute sous-variété d’une variété kihler-hyperbolique
I'est encore. On peut citer un dernier exemple ne relevant pas a priori des ca-

tégories ci-dessus : les surfaces de Kodaira (surfaces admettant une submersion

sur une courbe dont les modules des fibres varient) sont kihler-hyperboliques

mais leurs revétements universels ne sont pas des domaines bornés symétriques

de C2. En effet, si S est une telle surface, son revétement universel S n’est bi-

holomorphe ni & la boule unité de C? ni au bi-disque (par un calcul direct, on

a c?/cg # 2 et 3). Or, ce sont les deux seuls domaines bornés symétriques de

dimension 2 (& isomorphismes prés). On peut en revanche remarquer que S est

biholomorphe & un ouvert borné de C? (en appliquant par exemple [Gri71, lem.

6.2]) dont le groupe d’automorphismes Aut(S) est discret (d’aprés un théoréme

de A. Nadel [Nad90, th. 0.2, p.194]).

Proposition 4.3.1
Une variété kihler-hyperbolique est de type m1-général. En fait, si X est kihler-
hyperbolique, X n’admet aucun sous-ensemble analytique compact.

Démonstration :
Si Z C X est un sous-ensemble analytique compact de dimension p > 0, on
a

Volz(Z) = / P =0
zZ

puisque w est exacte. X ne posséde donc pas de sous-ensemble analytique com-
pact de dimension positive. [

Dans [Gro91|, M. Gromov montre que la cohomologie L? de X est réduite a
sa partie de dimension n :
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Proposition 4.3.2 (th. 2.5, p. 283 [Gro91])
Si X est kihler-hyperbolique, les espaces de cohomologie L? de X vérifient :

HE(X) #0 < p+ ¢ = dim(X).

(2)
L’annulation pour p+ g # dim(X) repose sur le théoréme de Lefschetz difficile
en revanche, la non-annulation pour p + ¢ = dim(X) est obtenue en utilisant
une version "tordue" du théoréme de l'indice L?. En particulier, comme
1,0/ ¥\ 70 (¥ _
%(2) (X) - H(Q)(XaKx)7

le fait d’étre kdhler-hyperbolique est bien une condition suffisante & I'existence
de formes canoniques L? sur le revétement universel (et apporte donc une ré-
ponse partielle & la question 4.3.1).

Finalement, on peut résumer les propriétés des variétés kihler-hyperboliques
dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.4 (M. Gromov)
Soit X une variété kihler-hyperbolique. On a alors

1. X ne porte aucun sous-ensemble analytique compact (en particulier, X est
de type m1-général) mais admet au moins une forme canonique L2.

2. X est projective avec Kx ample.

Remarque 4.3.2
La conjecture de Shafarevich 2.1.1 prédit donc, en particulier, que le revétement
universel d’une variété kéihler-hyperbolique doit étre Stein.

Démonstration :

Le point 1 résulte des propositions 4.3.1 et 4.3.2. D’autre part, 'utilisation
des séries de Poincaré associées & une forme canonique L? montre que le fibré
canonique est big : X est de type général donc en particulier projective. Si Kx
n’était pas nef, il existerait (d’aprés les travaux de S. Mori) une courbe ration-
nelle sur X ce qui est exclu puisque une telle courbe se reléverait sur X. Le fibré
canonique est ainsi big et nef et mKx est donc globalement engendré pour
m assez grand. A nouveau, si 'application pluricanonique ®,,x, n’est pas un
plongement (pour m >> 1), on en déduit l'existence d’une courbe rationnelle
(on pourra consulter [Kol95, p. 147-148] pour ce dernier argument). OJ

En petite dimension, on peut apporter des réponses plus précises a la ques-
tion 4.3.1; cela résulte du théoréme de ’indice L? d’Atiyah et des annulations
adéquates de certains termes apparaissant dans les indices en question.

Proposition 4.3.3

Soit S une surface de type général et de type w1 -général. Le revétement universel
de S porte alors une forme canonique L? :

Hy (S, Kg) # 0.
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Démonstration :

Comme ’énoncé est birationnel, on peut supposer la surface .S minimale.
Soit donc S une surface minimale de type général. La formule de Noether et
I'inégalité de Miyaoka-Yau donnent :

aldP’+e8) 1 g2

X(5,0s) = 12 =9

D’autre part, comme vd(S) = 2, on sait (lemme 4.2.1 et théoréme 4.3.1) que :
Le théoréme de 'indice L? s’écrit alors :

h?Z)(gvKg) = h%Q)(ga Og) = X(2)(§7O§) = x(5,0s) > 0.

Proposition 4.3.4
Soit X une variété de dimension 3 avec Kx big et nef et vérifiant yvd(X) > 2.
Le revétement universel de X porte alors une forme canonique L? :

Hy (X, Kg) # 0.

Démonstration :
La démonstration est identique & celle ci-dessus. Cette fois, la caractéristique
d’Euler de Ox est donnée par :

XX, 0x) = gz (X)ea(X).

A nouveau, l'inégalité de Miyaoka nous donne la majoration :

1 1
X < —— (X)) = —=Vol(X )
X(X, 0x) < =5 er(X) =5 Vol(X) <0

Les annulations : _ ~
hiiy) (X, 0) = hiy) (X, 0%) =0,

combinées au théoréme de 'indice L? donnent :
h(()2) (X7 Q?}) - h?Z) (X, K}}) = X(Z) (X, O)}) = X(X, Ox> <0.

Finalement, on a bien : _
hiay(X, Kg) > 0.

O
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Deuxiéme partie

['-réduction des variétés
kahlériennes compactes de
dimension 3
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Chapitre 5

Structures orbifoldes

Rappelons que la motivation principale de cette deuxiéme partie est de dé-
crire la I'-réduction des variétés kidhlériennes compactes de dimension 3 de fagon
aussi précise que possible. Or, comme la proposition 2.5.1 traite le cas des va-
riétés vérifiant yd(X) < 1 et comme la condition yd(X) = 3 correspond a
vx = idx, il nous reste & comprendre la situation yd(X) = 2 : la I-réduction
est donc une application X — S de X vers une surface. Comme les fibres de
cette application sont les sous-variétés de X dont le groupe fondamental devient
(presque) trivial dans celui de X, on est en droit de s’attendre a ce que la surface
S capture l'essentiel de I'information sur 71 (X). Comme il est maintenant bien
connu, la considération des fibres multiples de X — S est indispensable pour
bénéficier d’une information précise sur la structure de la fibration.

5.1 Notion de base orbifolde

On considére une fibration f : X — Y entre variétés complexes compactes.
Suivant [Cam04b], on peut définir les diviseurs de multiplicités de f : on note
|A| la réunion des composantes irréductibles de codimension 1 du lieu des points
de Y au dessus desquels f n’est pas submersive. Si D est une des composantes
de |A|, on a :

f1(D) =" mx(f,D)Di + R,
k

ol R est un diviseur f-exceptionnel (c’est a dire f(R) est de codimension au
moins 2 dans Y) et Dy les composantes irréductibles de f*(D) qui s’envoient
surjectivement sur D. Si A; désigne une composante irréductible de |Al, on pose
alors :

mj = i%f{mk(f, Aj)} et mi = pgkcd {mi(f,Aj)}

m est la multiplicité classique de f le long de A;; bien entendu, m} divise m;.
Finalement, les Q-diviseurs de multiplicités (classique et non-classique) sont :

1 1

AT (f)=>(1- m*f)Aj et A(f)=> (1- E)Aj

J J J
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Définition 5.1.1
Le couple (Y/A(f)) s’appelle la base orbifolde de la fibration f (resp. (Y/A*(f))
est la base orbifolde au sens classique de f).

Comme on ne souhaite pas nécessairement se rappeler que la donnée (Y/A)
provient d’une fibration, on pose plus généralement :

Définition 5.1.2
Une orbifolde (kihlérienne) est la donnée d’un couple (Z/A) ot Z est une va-
riété kahlérienne compacte et A un Q-diviseur effectif sur Z de la forme :

1
A= Z(l — —)A; avecn; des entiers > 2.
jed "

Il est maintenant nécessaire d’étendre la définition des diviseurs de multipli-
cités de f au cadre orbifolde; c’est-a-dire quand 'espace total X est lui-méme
muni d’une structure orbifolde (X/H) avec H =}, (1 — %)H] :
on reprend les notations ci-dessus et si D’ est un diviseur premier de X, on note
m(D’, H) la multiplicité de D’ dans H : si D' = H; alors m(D',H) = n; et
m(D';H) = 1 si D' n’est pas une composante irréductible du support de H.
Pour D un diviseur premier de Y, la décomposition :

f1(D)=>"m(f,D)D} + R
k

(avec R f-exceptionnel) nous permet de définir des multiplicités tenant compte
de la présence de H :

mu (D) = infy (mi(f, D)m(Dy, H))  mi (D) = pgedy,(mi(f, D)ym(Dy,, H))
et donc de poser :

1

N _ _ 1
W)D et A(f,H)—Z(l >

Dy mH(D))D7

A(fH) =Y (1

DCY

les sommes ne portant que sur un nombre fini de diviseurs premiers de Y.

Définition 5.1.3
(Y/A(f,H)) est la base orbifolde de la fibration

f:(X/H) —Y
(resp. (Y/A*(f,H)) est la base orbifolde au sens classique).

Une mise en garde est ici nécessaire : si (X/H) est déja la base orbifolde
d’une application g : Z — X (i.e. si H = A(g)), alors il existe sur Y deux
structures orbifoldes : (Y/A(f, H)) et (Y/A(fog)). En général, ces deux struc-
tures sont différentes ; on pourra se reporter a [Cam04b, prop. 1.30, p. 523] (et
plus généralement la section 1.6, ibid) pour une étude comparée de ces deux
structures orbifoldes.
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5.2 Fibré canonique orbifolde et dimension de Ko-
daira

Soit (X/A) une orbifolde (kéhlérienne) ; on souhaite définir une notion adé-
quate de fibré canonique et de dimension de Kodaira prenant en considération
la présence du diviseur A.

Définition 5.2.1
Le fibré canonique de Uorbifolde (X/A) est le Q-diviseur :

K(X/A) =Kx +A.
On pose alors naturellement :
K(X/A) = K(X, K(x/a)) = 6(X, Kx + A).

L’invariant x(X/A) est parfaitement défini puisque, A étant un Q-diviseur,
m(Kx+A) est a coefficients entiers pour m suffisamment divisible. Remarquons
de plus que

K(X/A) > k(X) (effectivité de A)

et que kK(X/A) est un invariant birationnel :

Proposition 5.2.1
st f: X' — X est un morphisme birationnel entre variétés lisses munies de

diviseurs orbifoldes A" et A et si f.(A") = A alors k(X'/A") = k(X/A).

On peut également définir une dimension de Kodaira pour une fibration
f : X — Y qui tienne compte des fibres multiples. La fibration f munit
en effet Y d’une structure orbifolde (Y/A(f)) et on peut alors considérer sa
dimension de Kodaira : k(Y/A(f)). Pour obtenir un invariant birationnel, il
faut cependant raffiner quelque peu cette premiére idée comme le montre la
proposition suivante :

Proposition 5.2.2 (théoréme 1.8, p. 511 [CamO04b])
Considérons un diagramme commutatif :

X’L>X

o)

v

Y —Y
dans lequel u et v sont des modifications propres, alors on a :
K(Y/A(f o)) = w(Y/A(S)) et w(Y'/A(S)) < w(Y/A(S)).

Modifier X ne change donc pas la valeur de (Y/A(f)) mais modifier la base peut
faire chuter la dimension de Kodaira de la base orbifolde. On pourra consulter
[Cam04b] (exemple 1.11, p. 512) : I'inégalité dans la proposition ci-dessus peut
étre stricte. On est donc conduit a envisager la définition suivante :
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Définition 5.2.2
Si f: X — Y wune fibration, on pose :

K(f) = infpp (6(Y'/A(f))).

La notation f’ ~ f signifie que ’on considére les modeéles biméromorphes de f
(comme dans la proposition ci-dessus). Avec cette définition, x(f) est clairement
un invariant birationnel.

Définition 5.2.3
Une fibration f : X — Y avec dim(Y") > 0 est dite de type général si

k(f) = dim(Y).

En adaptant les techniques de Y. Kawamata et E.Viehweg, on peut montrer que
la dimension de Kodaira est additive dans les fibrations de type général :

Théoréme 5.2.1 (corollaire 4.7, p. 566 [CamO04Db])
Si f: X — Y est une fibration de type général et de fibre générale F', on a
alors :

K(X) = k(F) + dim(Y).

Le théoréeme d’additivité orbifolde est en fait bien plus général puisque l'es-
pace total X de la fibration peut également étre muni d’une structure orbifolde
(X/H) mais, dans ce contexte, il faut faire des hypothéses plus fortes sur la
fibration f elle-méme (et pas seulement sur un des ces représentants). En effet,
le fait d’avoir a considérer un modeéle biméromorphe de f: (X/H) — Y peut
changer la valeur de x(X/H) et ’énoncé ci-dessus n’est donc pas transposable
immeédiatement (voir cependant [Cam04b, th. 4.2, p. 565] pour un énoncé pré-
cis).

Pour finir, rappelons quelques éléments & propos de la classe des variétés
spéciales introduites dans [Cam04b].

Définition 5.2.4
Une variété kdhlérienne compacte X est dite spéciale si elle n‘admet aucune
fibration de type général.

Le théoréme d’additivité orbifolde 5.2.1 montre que les variétés X vérifiant
k(X) = 0 sont spéciales. De méme, les variétés rationnellement connexes sont
spéciales [Cam04b, th. 3.22, p. 549].

Dans la théorie de la classification, les variétés spéciales sont en quelque sorte
a Popposé du type général mais il s’avére que la combinaison (orbifolde) de ces
deux classes suffit a4 décrire la classe des variétés kihlériennes compactes. En
effet, la réduction du coeur décompose une variété kahlérienne compacte en sa
partie spéciale et sa partie de type général (au sens orbifolde) :

Théoréme 5.2.2 ([Cam04b])
Soit X une variété kihlérienne compacte non-spéciale. Il existe une unique fi-
bration (& équivalence birationnelle prés)

cx : X — CO(X)

vérifiant :
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1. les fibres (générales) de cx sont spéciales,
2. cx est de type général.
La fibration cx s’appelle le coeur de X.

Au niveau du groupe fondamental, la classe des variétés spéciales revét une
importance particuliére (au moins conjecturalement).

Conjecture 5.2.1 (Conjecture d’abélianité)
Si X est une variété spéciale, m(X) est presque-abélien.

Pour plus de détails sur les variétés spéciales, on renvoie de fagon systéma-
tique & [Cam04b].

5.3 Groupes fondamentaux orbifoldes

On va montrer que les multiplicités classiques sont particuliérement bien
adaptées a I’étude des groupes fondamentaux. En effet, si I’ désigne la fibre
générique (lisse) de f, la fibration f: X — Y donne naissance a une suite :

w1 (F) 5 m(X) L5 m (V) — 1
(ot i : F — X est l'injection de F' dans X) qui est exacte en Y : la fibre F de

f étant connexe, le morphisme f, : m1(X) — m1(Y) est surjectif. Mais celle-ci

n’est en général pas exacte en X. Cependant, 7 (F)x = Im(m (F) & m(X))
est toujours un sous-groupe normal de 71 (X) contenu dans le noyau de f.. En
particulier, on a un morphisme surjectif :

fo :m(X)/m(F)x —» m(Y).

Comme on souhaite tenir compte de la base orbifolde de f, on définit! :
m(Y/A* () = m(Y\ A/ )

. . m*
oil v; désigne un petit lacet autour de Dj et (v, ’ )) le sous-groupe normal de
m1(Y'\ |A|) engendré par les ;. Il est & noter qu’on a toujours un morphisme
surjectif (application directe du théoréme de Van Kampen) :

m(Y/AY(f)) = m(Y).

Remarque 5.3.1
La définition de m (Y/A*(f)) ne dépend pas (a isomorphisme prés) du choix

.
m

des lacets y; (en fait ((~y; ' )) ne dépend pas du choix des ;).

La structure orbifolde est un premier palliatif du défaut de surjectivité du
morphisme f, ci-dessus comme le montre la proposition suivante :

Proposition 5.3.1
1l existe un morphisme surjectif naturel :

from(Y/AN(f)) — m(X)/m(F)x.

& isomorphisme prés, ce groupe est indépendant du point base.

1
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La démonstration de cette proposition est reportée en appendice (annexe B).
Au cours de celle-ci, on constate que ce sont les diviseurs f-exceptionnels qui
nous empéchent de définir une application fi : 71 (X) — 7 (Y/A*(f)). Pour
éviter ces phénoménes génants, on est donc amené a considérer des représentants
particuliers d’une fibration donnée :

Définition 5.3.1 (voir section 1.1.3, p. 507 [CamO04b])

Soit f : X — Y wune fibration holomorphe; f est dite nette si il existe une
modification propre u : X — X' (avec X' lisse) telle que tout diviseur (sur X)
f-exceptionnel soit également u-exceptionnel.

La proposition suivante montre que toute fibration admet un représentant net.

Proposition 5.3.2 (lemme 1.3, p. 507 [Cam04b])
Si fo : Xo — Yy est une fibration holomorphe alors il existe une fibration nette
f: X —Y et un diagramme commutatif :

X —= X,
fl lfo
dans lequel u et v sont des applications holomorphes biméromorphes.

On peut par exemple obtenir f par applatissement et désingularisation (théo-
rémes d’Hironaka et Raynaud). Dans le cas des fibrations nettes, le résultat 5.3.1
est renforcé de maniére significative :

Proposition 5.3.3
Si f: X — Y est une fibration nette, le morphisme f* est en fait un isomor-
phisme ; on a donc une suite exacte :

T (F) 5 (X) L5 (YA (f) — 1.

Comme la propriété vérifiée par les fibres de la I'-réduction est justement la
finitude du groupe 71 (F) x, on en déduit :

Corollaire 5.3.1
Si X est une variété kihlérienne compacte et v : X — T'(X) un modeéle net de
la T-réduction de X de diviseur de multiplicités (classiques) A*, le morphisme

Yo 1 T (X) — m(D(X)/AY)
est surjectif et de noyau fini.

Question 5.3.1
L’application v, ci-dessus devient-elle un isomorphisme de groupes pour un
revétement étale fini adéquat de X ?

63



La encore, on renvoie le lecteur a ’appendice (annexe B) pour la démonstration
de la proposition 5.3.3. La signification de cette proposition est la suivante :
w1 (Y/A*(f)) n’est pas un invariant birationnel de la fibration f; par contre,
une fois que l'on a rendu la fibration f nette (en éclatant suffisamment X et '),
la quantité m (Y/A*(f)) se "stabilise" pour devenir isomorphe a w1 (X) /71 (F) x

Ce dernier énoncé (et en particulier le corollaire 5.3.1) doit nous convaincre
(si ce n’était pas déja fait) de la nécessité de prendre en compte la structure
orbifolde sur la base Y d’une fibration (au sens classique pour les problémes
concernant les groupes fondamentaux). Il y a cependant une contre-partie (et
non des moindres) au fait de considérer ces groupes fondamentaux orbifoldes :
ils sont en général tres difficiles a calculer (on pourra consulter [Nam87] pour
quelques exemples significatifs).

5.4 Courbes orbifoldes

A titre d’exemple, considérons la situation des courbes. Une courbe orbifolde
est un couple (C'/A) ot A est un ensemble de points J; € C' avec multiplicités
m; > 2. Notons N le cardinal de A. On peut décrire simplement la dimension
de Kodaira d’une telle orbifolde : en effet, le calcul de k(C/A) se raméne & celui
du degré de K(c/a)- Ce dernier est donné par :

deg(K(cyay) = deg(Ko +A) =29 -2+ 3 (1 - —).

- m;
j J

On a alors :

H(C/A) = -0 <= deg(K(C/A)) <0
k(C/A)=0 = deg(K(C/A)) =0
H(C/A)Zl <~ deg(K(C/A) >0

Le cas elliptique est assez simple a décrire. Si (C'/A) est une courbe orbifolde

vérifiant x(C/A) = 0, on est alors dans I'une des situations suivantes :

(i) C est elle-méme elliptique et A = 0,

(ii) C = P! et il n’y a que quatre structures orbifoldes sur P! : A = (2,3,6),
(2,4,4), (3,3,3) et (2,2,2,2) (la notation signifiant que I’on ne s’intéresse
qu’aux multiplicités des points du support de A).

De méme, les courbes rationnelles orbifoldes sont décrites par les structures

suivantes (la courbe sous-jacente est nécessairement une courbe rationnelle au

sens usuel) :

)

(i) (P, A) avec N <2,
(ii) (P!, (2,2, m)) pour tout entier m > 2,
(i73) (PL,(2,3,n)) avec n = 3, 4 ou 5.
Pour décrire les groupes fondamentaux des courbes orbifoldes, on utilisera
le résultat suivant (bien évidemment propre a la dimension 1) :

Proposition 5.4.1 (prop. 1.2.12, p. 26 [Nam87])

Soit (C/A) une courbe orbifolde avec soit g(C) > 1 soit C ~ P! et |A| > 3; il
existe alors un revétement galoisien fini C' — C' qui ramifie exactement le long
de A.
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Si (P'/A) est une courbe orbifolde avec N < 2, le groupe fondamental 71 (C/A)
est soit trivial soit fini cyclique. Dans les autres cas, on peut appliquer la pro-
position 5.4.1 et on a donc :

Proposition 5.4.2
Soit (C/A) une courbe orbifolde.

1. Si k(C/A) = —oc0 alors w1 (C/A) est fini?.
2. Si k(C/A) =0 alors m1(C/A) est commensurable au groupe Z°2.
3. 8t k(C/A) =1 alors m(C/A) est commensurable & un groupe w1 (Cy) on

Cy désigne une courbe de genre g > 2.

L’énoncé 5.4.1 combiné avec la proposition 5.3.3 (une fibration sur une
courbe n’a pas de diviseur exceptionnel donc est nécessairement nette) donne le
résultat suivant :

Théoréme 5.4.1 (théoréme A.C.5, p. 690 [Cam98])
St f: X — C est une fibration sur une courbe, alors il existe un revétement
finim: X' — X de X tel que la factorisation de Stein de fom :
f/

X/ >
T

Q<—2

x -t

donne une suite exacte :
T (F) — m (X)) — m(C') — 1

(ou F' désigne la fibre générale de f’).

Il semble assez difficile de généraliser ceci en dimension supérieure ; toutefois,
la construction d’un contre-exemple (i.e. une fibration f : X — Y qu’on ne
pourrait pas rendre exacte au niveau des groupes fondamentaux par des revéte-
ments étales finis) constituerait un résultat intéressant (il nous a été impossible
d’en produire un). Ceci est & mettre en paralléle avec la question 5.3.1.

271 (C/A) est en fait isomorphe a 'un des groupes suivants : Z/nZ, Dy, A4, Sq ou As.
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Chapitre 6

Surfaces orbifoldes (non de
type général)

Dés la dimension 2, la situation devient beaucoup plus complexe. Les sin-
gularités introduites par le biais du diviseur orbifolde étant en grande partie
responsables de cette complexité, on introduit la classe suivante :

Définition 6.0.1
Une surface orbifolde (S/A) est dite kIt si elle satisfait auz conditions sui-
vantes :

1. S est normale avec Kg + A Q-Cartier,

2. si f: X — S est une log-résolution' de (S/A) de diviseurs exceptionnels
E;, on a alors :

Kx+ 71 A) = f*(Kx +A)+ > _a,E;
J
avec a; > —1.

Si le diviseur A est déja & croisements normaux (et si la surface S est lisse), la
surface (S/A) est alors clairement klt.

Pour les surfaces orbifoldes klt, le théoréme d’additivité 5.2.1 prend alors la
forme suivante :

Théoréme 6.0.2 (section 3.8 [Cam04b])
Soit (S/A) une surface orbifolde klt et f : S — C une fibration (de fibre F') sur
une courbe de diviseur de multiplicités Dy = A(f,A). Si k(C/Dy) =1 alors :

k(S/A) = k(F/A) + 1.
Corollaire 6.0.1 (proposition 3.41, p. 560 [Cam04b])

Si (S/A) est une surface orbifolde kit avec k(S/A) = 0, alors pour toute
fibration f: S — C wvers une courbe, on a :

K(C/Dy) < 0.

1 f est une application holomorphe birationnelle avec X lisse et le diviseur Exc(f) + f*(A)
est & croisements normaux.
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Désormais, toutes les surfaces orbifoldes considérées seront klt. Pour décrire le
groupe fondamental d’une telle surface, on aura besoin de ’analogue orbifolde
de la proposition 5.3.3 :

Proposition 6.0.3

Si (S/A) est une surface orbifolde et si f : (S/A) — C' est une fibration sur
une courbe avec pour diviseur de multiplicités D* = A*(f,A), on a alors une
suite ezxacte :

T (F/A) —> m (S/A) —L> m(C/D*) —> 1,

ou (F/A) désigne la restriction de la structure orbifolde a la fibre générale F.

La démonstration est une adaptation directe de celles des propositions précé-
dentes au cadre orbifolde : il faut vérifier que tous les morphismes sont bien
compatibles entre eux. Voir 'appendice (annexe B) pour plus de détails.

Nous allons maintenant essayer de décrire aussi précisément que possible la
structure du groupe fondamental des surfaces orbifoldes (non de type général).

6.1 Surfaces orbifoldes réglées

On traite ici le cas d’une surface orbifolde (S/A) vérifiant £(S/A) = —oo.
Sig(S) > 0, S est alors réglée sur une courbe de genre strictement positif :

r: S —~C.

Comme (S/A) est klt, on peut par exemple appliquer le progamme des modéles
minimaux & (S/A) (voir par exemple [FM92]) pour constater que la fibre géné-
rale F' de r a donc une structure orbifolde (F/A) avec k(F/A) = —oco. La suite
exacte orbifolde donne :

m(F/A) — m(S/A) — m(C/D*) — 1,

ou D* est le diviseur des multiplicités classiques de f. Or, d’aprés la proposition

5.4.2, T (F/A) est fini et, en appliquant le lemme A.0.2 de appendice, on en

déduit que 1 (S/A) est commensurable au groupe fondamental d’une courbe.
Si ¢(S) =0, S est nécessairement rationnelle. En effet, comme

k(S) < k(S/A) = —o0,

on a pa(S) = 0; le critére de Castelnuovo (critére (3.4), p. 252 [BHPVAV04))
nous permet alors d’affirmer que S est rationnelle. La conjecture suivante prédit
la finitude du groupe fondamental 71 (S/A) dans cette situation.

Conjecture 6.1.1
Si (S/A) est une surface orbifolde klt avec S rationnelle et —(Kg+ A) ample,
alors w1 (S/A) est fini.

Finalement, en combinant cet énoncé conjectural avec la discussion ci-dessus,
on obtient :
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Proposition 6.1.1
Si (S/A) est une surface orbifolde kit vérifiant k(S/A) = —oo, son groupe
fondamental est

1. ou bien commensurable & celui d’une courbe,

2. ou bien w(S/A) = w1 (S'/A") ou (S'/A') est une surface orbifolde klt
avec S rationnelle et —(Kg + A') ample, auquel cas la conjecture 6.1.1
prévoit que ce groupe est fini.

6.2 Surfaces orbifoldes & fibré canonique trivial

Etudions maintenant le cas d’une orbifolde avec x(S/A) = 0. Une telle
orbifolde est spéciale au sens de [Cam04b] et il est conjecturé [Cam04b, conj.
7.3, p. 596] que le groupe fondamental d’une telle orbifolde doit étre presque-
abélien (i.e. doit admettre un sous-groupe abélien d’indice fini). Nous allons
maintenant montrer que cette conjecture se rameéne (dans les cas des surfaces)
a la conjecture 6.2.1 ci-dessous.

Pour cela remarquons que x(S) < k(S/A) = 0. On a donc k(S) = —oc0 ou
Kk(S)=0:

(1) Le cas x(S) = 0 est traité dans [Cam04a] (corollaire 6.7, p. 347). Donnons
un apercu de la démonstration : a revétement étale fini prés, le modéle minimal
de S est un tore ou une surface K3 et comme x(S) = k(S/A) = 0, le diviseur A
est exceptionnel et la contraction de ce diviseur est une orbifolde riemannienne
S’ dont la premiére classe de Chern est nulle. En adaptant les techniques usuelles
au cadre orbifolde, on peut montrer que S’ admet une métrique (orbifolde) Ricci
plate ce qui implique qu’elle admet un revétement (orbifolde) fini qui est soit
une surface K3 simplement connexe soit un tore. En particulier, m(S/A) est
soit fini soit presque-abélien de rang 4.

(2) Dans le cas k(S) = —o0, on a le lemme suivant :

Lemme 6.2.1

Si (S/A) est une surface orbifolde avec k(S/A) = 0 et si S est réglée sur une
courbe C de genre g > 1, alors m1(S/A) est presque-abélien de rang 2 ou 4 et
onag=1.

Démonstration :
On peut commencer par choisir un modeéle minimal (klt) de la paire (S/A)
(cf. [FM92]) et ainsi

(5/4) c

~,

(5"/A")
Comme k(S'/A") = k(S/A) = 0 et comme K(g//a+) est nef, il est numérique-

ment trivial :
Kg + A =0.
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Notons alors F' la fibre générale du réglage S — C et D le diviseur orbifolde
de (S/A) — C. Le corollaire 6.0.1 implique que l’on a nécessairement :

x(C/D) < 0.

Compte tenu du fait que 0 < x(C) < k(C/D) < 0, on en déduit que C est
nécessairement elliptique et que D = ) : il n’y a donc pas de fibre multiple au
sens des multiplicités inf et, a fortiori, au sens des multiplicités pged non plus.
La suite exacte déduite de 6.0.3 s’écrit donc :

71 (F/A) — m(S/A) — 7> — 1.
Si F' désigne la fibre de S” — C, l'intersection de F" avec K(g//a+) donne :
deg((KS/ —+ A/)‘F’) =0

et ainsi K(F/A) = k(F'/A’) =0 : (F/A) est une courbe elliptique orbifolde.
Si 'image de 7 (F/A) — m1(S/A) est finie, on peut appliquer le lemme A.0.1
et en déduire que 71(S/A) est presque-abélien de rang 2.

Sinon, on est en mesure d’appliquer le théoréme 6.3.1 de la section suivante :
71(S/A) est donc commensurable & 71 (F/A) x Z2. Comme w1 (F/A) est lui-
méme presque-abélien de rang 2, on en déduit que 71 (S/A) est presque abélien
de rang 4. J

En conclusion, la conjecture d’abélianité pour les surfaces orbifoldes vérifiant
k(S/A) = 0 se réduit a la conjecture suivante

Conjecture 6.2.1
Si (S/A) est une orbifolde kit avec S rationnelle et k(S/A) =0, alors w1 (S/A)
est presque-abélien.

Proposition 6.2.1

Une surface orbifolde kit (S/A) avec k(S/A) = 0 a un groupe fondamental
presque-abélien, sauf éventuellement si S est rationnelle (auquel cas la conjecture
6.2.1 affirme que w1 (S/A) est encore presque-abélien,).

6.3 Surfaces orbifoldes elliptiques

On se propose ici de démontrer 1’énoncé suivant :

Théoréme 6.3.1

Soit (S/A) une surface orbifolde admettant une structure elliptique sur une
courbe C c’est-a-dire une application holomorphe connexe f : S — C dont la
fibre générale F est une courbe vérifiant k(F/A) = 0. Supposons de plus que
Uimage du morphisme 71 (F/A) — 71 (S/A) soit infinie.

La fibration f est alors isotriviale.

La terminologie isotriviale est ici & prendre au sens suivant : les fibres orbifoldes
génériques (F//Ap) lisses de (S/A) — C sont 2 a 2 isomorphes.
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Définition 6.3.1

Deux courbes orbifoldes (C/D) et (C'/D') sont dites isomorphes si il existe un
isomorphisme ¢ : C — C' entre C et C' échangeant les points de D et D’ et
tel que la multiplicité de ¢(p) dans D’ soit la méme que celle de p dans D (pour
tout p € |D]).

Démonstration du théoréme 6.3.1 :
Commengons par la remarque suivante : la propriété

[y (F/A) — m1(S/A))] = +o0

est invariante par changement de base. En effet, si C’ — C' est un revétement
(ramifié) de C, on en déduit une fibration :

[y By —

RN

C/

ol g est une désingularisation du produit fibré et au niveau des groupes fonda-
mentaux :

m(F' /A ——= 1 (S /A") ——= 7 (C' /D) ——=1

| | |

T (F/A) — 1 (S/A) m1(C/D) —= 1

ou D et D’ sont les diviseurs de multiplicités classiques de f et f’ (pour ne pas
alourdir les notations, ’exposant * est momentanément abandonné). Comme F'
et F’ sont les fibres générales de ces deux applications, m1 (F'/A") — w1 (F/A)
est injectif d’image d’indice fini. Un parcours rapide du diagramme montre alors
que U'image de 71 (F'/A") — 71(S’/A) est infinie.

Traitons d’abord le cas classique ou le diviseur A est vide. S est donc une
surface elliptique dont le groupe fondamental de la fibre s’envoie de maniére
infinie dans m1(S) (en particulier vd(S) = 1 + vd(C) d’aprés 2.4.2). Les argu-
ments combinés de [FM94, th. 2.3, p. 158] et [BHPVAV04, III 18.2 et 18.3, p.
132] montrent que la fibration S — C' est isotriviale : en effet, la présence de
fibres singuliéres dans la fibration S — C' entrainerait un isomorphisme au
niveau des groupes fondamentaux (grace a [FM94, th. 2.3, p. 158]) :

ﬂ'l(S) ;’ 71'1(0)

ce qui est exclu par hypothése. On a donc xtop(S) = 0 et les fibres de S —
C sont au plus elliptiques multiples lisses. Les propositions [BHPVAV04, III
18.2 et 18.3, p. 132] s’appliquent et montrent que la fibration est effectivement
isotriviale.

Si A # (), 1a fibre générale (orbifolde) de (S/A) — C est de la forme (P!, A)
et Phypothése k(P1, A) = 0 ne laisse la place qu’aux quatre possibilités suivantes
(voir le chapitre 5) :

(P, A) = (PY/(2,3,6)), (P*/(2,4,4)), (P'/(3,3,3)) ou (P*/(2,2,2,2)).
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Si on oublie la structure orbifolde, S est alors (& transformation birationnelle
prés) géométriquement réglée sur C. On peut alors appliquer le Branched Cove-
ring Trick [BHPVAV04, th. 18.2, p. 56] aux composantes de A : un changement
de base fini permet de se ramener au cas ou les composantes irréductibles de A
sont des sections de S — C'. On a vu ci-dessus qu’un tel changement de base
préserve ’hypothése

Im(my (F/A) — 1 (S/A)) = +c0.

Sur les fibres lisses F' de (S/A) — C (les droites du réglage qui rencontrent
A transversalement), on peut alors faire agir des homographies pour fixer 3
des points de F' N |A|] (par exemple en les envoyant sur 0, 1 et 0o0). A trans-
formation birationnelle prés de S, on peut donc supposer que les 3 premiéres
sections sont constantes : cela correspond exactement & I’isotrivialité dans les cas
(P1/(2,3,6)), (P1/(2,4,4)) et (P'/(3,3,3)). Dans le dernier cas (P'/(2,2,2,2)),
notons Ajp, Ag, Az les 3 sections constantes et Ay la composante restante :

Pl
At % @
j = @
A3 % @
A 3 @
C

Comme S est biméromorphe au produit P! x C, on a :
Pic(S) ~ Pic(P') x Pic(C) ~ Z x Pic(O)
et Pic(C) est lui méme une extension :
0 — Pic’(C) — Pic(C) — Z — 0.

Papplication Pic(C) — Z étant donnée par le degré. Or, les composantes A;
(pour i = 1,2,3) ont un degré nul sur P! et elles sont de degré 1 sur C. Ay est
également de degré 1 sur C mais, a priori, elle a un certain degré d sur P! (a
posteriori, on aura d = 0). Le degré total de |A| (le support de A) dans Pic(S)
est done : 4 4+ d. Si d est pair, le degré total de |A| est pair. Sinon, on pose

1
AT = A+ §R oll R est une fibre du réglage S — C. Le degré total de |A™| est

alors 4 + d + 1 et devient donc pair. Adoptons également la notation AT dans
le cas ou d est pair. Comme Pic(C) est un groupe divisible (c’est une variété
abélienne), on a donc :

|AT|=0[2] dans Pic(S).
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On peut alors construire un revétement double de S ramifié le long de |A™|
en appliquant par exemple [BHPVAV04, lemme 17.1, p. 55]. Si on note ST — S
ce revétement, considérons ST — C7 la factorisation de Stein de ST — C.
La fibre générale E de St — C1 est alors un revétement de P! qui ramifie
a Pordre 2 au dessus de 4 points : E est donc une courbe elliptique. De plus,
comme AT et A différent au plus par une droite du réglage, leur restriction a
la fibre générale F' de S — C' est la méme et on a le diagramme :

7T1(E) 7T1(S+)

]

11 (F/AT) — 71 (S/AT)

i

i (F/A) T1(S/A)

qui montre que l'image de 71(F) — m1(ST) est nécessairement infinie. On
peut alors appliquer la discussion faite au début de cette démonstration pour
conclure & l'isotrivialité de ST — C. En redescendant & S, on en déduit que
les fibres orbifoldes lisses (F'/A) sont toutes isomorphes : ceci n’est possible que
si la composante Ay est constante. L’application (S/A) — C est donc iso-
triviale dans le sens fort suivant : & revétement étale (au sens orbifolde) et a
tranformation biméromorphe prés, Uorbifolde (S/A) est un produit (P!/A) x C.
O
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Chapitre 7

['-réduction en dimension 3

Suite & I’analyse faite ci-dessus, nous pouvons décrire la I'-réduction des va-
riétés kiahlériennes compactes de dimension 3 et la relier aux fibrations classiques
de la théorie de la classification (voir chapitre 3). Cependant, pour pouvoir trai-
ter tous les cas, on s’appuiera sur les conjectures 6.1.1 et 6.2.1 que nous rappelons
ici :

Conjecture 6.1.1 Si (S/A) est une surface orbifolde kit avec S rationnelle et
—(Kgs + A) ample, alors m1(S/A) est fini.

Conjecture 6.2.1 Si (S/A) est une surface orbifolde kit avec S rationnelle et
Kk(S/A) =0, alors m(S/A) est presque-abélien.

On peut alors résumer la structure de la I'-réduction en dimension 3 par le
théoréme suivant.

Théoréme 7.0.2

Soit X une variété kihlérienne compacte de dimension 3. Sous réserve de
la validité des conjectures 6.1.1 et 6.2.1, la I'-réduction de X est alors
donnée, a revétement étale fini et transformation birationnelle prés, par la liste
sutvante :

1. sivd(X)<1,ona:vx Yasx;

2. siyd(X) = 2 et si yx nlest pas de type général au sens des multiplicités
classiques®, on a également yx = asx (si la base I'(X) de la T-réduction
n’est pas une surface rationnelle, la conclusion vx = asx est vérifiée
inconditionnellement) ;

3. siyd(X) =2 et siyx est de type général (au sens classique et, a fortiori
au sens des multiplicités inf ), alors :

(i) si K(X) = 3, il existe une constante C' > 0 indépendante de X telle
que les fibres de yx sont des courbes de genre magjoré par® CVol(X) ;

(i0) st R(X) =2, 7x = Jx;
!

(13") si k(X) =2 et si X n'est pas projective, yx = Jx Zax ;

1¢est uniquement dans cette situation que 1’on fait usage des conjectures sus-mentionnées
2le volume de X est ici celui de son diviseur canonique (voir la définition 7.3.1).
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(191) si k(X) < 2, alors K(X) = —o0 et yx = rx (en particulier X est
uniréglée) ;

4. siyd(X) =3 (dans ce cas yx = idx ), alors K(X) >0 et Jx : X — J(X)

est une submersion en tores sur J(X) de type général et de type w1 -général.

Dans I’énoncé du théoréme 7.0.2, on rappelle que la notation ax désigne la
réduction algébrique de X (voir [Uen75] pour plus de détails).

En ce qui concerne les différentes assertions de 7.0.2, précisons ce qui peut
létre dans 'immeédiat. Le point 1 est clair : si vd(X) = 1, aprés revétement
étale fini (cf proposition 5.4.1), la base I'(X) de la I'-réduction de X est une
courbe de genre au moins 1 qui doit alors étre (isomorphe a) 'image de X par
son application d’Albanese. Le point 2 va résulter de I’étude des surfaces orbi-
foldes (non de type général) faite dans le chapitre précédent. Hormis (i) (voir
ci-dessous pour les notions utilisées), le point 3 se réduit quant a lui a ladditi-
vité orbifolde 5.2.1 comme nous allons le constater dans un instant. Le point 4
répond par 'affirmative & la conjecture 3.3.1 dans le cas de la dimension 3.

Démonstration des points 3-(ii) et 3-(iii) :

On se place donc dans la situation ot yx : X — I'(X) est une fibration sur
une surface et telle que orbifolde (I'(X)/A*(vx)) soit de type général. Comme
A(yx) 2 A%(yx), on a

#(C(X)/A(rx)) 2 w(T(X)/A(7x))

et la fibration vx est de type général (on aura pris soin de choisir un modéle
suffisamment préparé, par exemple net). Le théoréme d’additivité orbifolde 5.2.1
s’applique et, si F' désigne la fibre générale de vx, on a donc :

K(X) = k(F) +dim((T(X)) = &(F) + 2.

Si k(X) =3, on en déduit k(F) =1 et F est une courbe de genre au moins 2.
Si k(X) =2, on a donc

k(F) =0 et dim(T'(X)) = s(X)

et cette propriété caractérise la fibration d’litaka-Moishezon de X. Si de plus X
est non-projective, on a
2>a(X)>kr(X)=2

donc a(X) = 2. Les fibres de la réduction algébrique (ici des courbes) sont spé-
ciales (voir [Cam04b, th. 2.39, p. 540]) : ce sont donc des courbes rationnelles
ou elliptiques. Le cas rationnel est immédiatement exclu car k(X) = 2 et les
fibres de ax sont donc elliptiques. A nouveau, on constate que ce sont les fibres
de JX .

Si k(X)) < 2, I'égalité ci-dessus montre que x(X) = k(F) = —oo et F est donc
une courbe rationnelle. La variété X est alors uniréglée et, comme le quotient
rationnel rx domine la I'-réduction, on en déduit que ces deux fibrations sont
équivalentes. [

Signalons également le phénoméne suivant propre a la petite dimension :
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Proposition 7.0.1

Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension 8 avec k(X) < 0. L’inva-
riant vd(X) ne dépend alors que du groupe fondamental de X : si X' est une va-
riété kihlérienne compacte de dimension 8 avec k(X') = k(X) et dont le groupe
fondamental m (X') est commensurable a celui de X, alors vd(X') = vd(X).

Démonstration :
En effet, si k(X) = —o0, le théoréme 7.0.2 (point 4) montre que

~vd(X) =0, 1 ou 2.
De plus, en appliquant [CP00, th. 8.1] dans le cas k(X) = 0, on constate que
~vd(X) =0, 1 ou 3.

(en fait, par [CPO00], la conjecture 3.3.2 est vraie en dimension 3). Comme la
proposition 2.5.1 assure que vd(X) < 1 est une propriété du groupe fondamen-
tal, ceci conclut la démonstration. [

7.1 Variétés de dimension 3 de type 7-général

On apporte ici quelques éclaircissements sur le point 4 du théoréme 7.0.2.
Notons tout de méme que la démonstration de ce point constitue essentiellement
le contenu de [CZ05]. Plus précisément :

Théoréme 7.1.1 (JCZO05])
Soit X une variété kdhlérienne compacte de dimension 3 et de type my-général.
On a alors k(X)) > 0 et de plus, & revétement étale fini pres, X est biméromorphe

1. soit a Alb(X) X am(s(x)) J(X),

2. soit a une submersion en surfaces abéliennes sur une courbe de genre au
moins 2.

En particulier, toujours a revétement étale fini prés, la fibration d’Iitaka-Moishezon
Jx : X — J(X) de X est (biméromorphe &) une submersion en tores et J(X)
est de type général et de type m-général.

Dans la situation (X ) = 0, le théoréme ci-dessus affirme que X admet un re-
vétement étale fini qui est biméromorphe & un tore.

Pour exclure le cas k(X ) = —oo, on peut par exemple s’appuyer sur la

Proposition 7.1.1 ([CP00])
Une variété kihlérienne compacte X de dimension 3 vérifiant k(X) = —oo est
soit uniréglée soit simple.

Dans le cas projectif, on sait évidemment que X est uniréglée d’aprés les tra-
vaux de Y. Kawamata, Y. Miyaoka, S. Mori et V. Shokurov sur la conjecture
d’abondance en dimension 3. Rappelons qu'une variété complexe compacte X
est dite simple si les seuls sous-ensembles analytiques qui passent par un point
général x € X sont {z} et X.
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Proposition 7.1.2
Une variété kihlérienne compacte X de dimension 3 vérifiant k(X) = —oo est
soit uniréglée, soit de groupe fondamental fini (et dans ce cas vd(X) =0).

Démonstration :

Dans le cas ou X est simple, on sait que a(X) =0 et ¢(X) = 0 ou dim(X).
Dans le cas ¢(X) = 3, X est biméromorphe a un tore (voir [Uen75, cor. 13.7,
p. 159]) ce qui contredit x(X) = —oo. Le théoréme 2.8 de [Cam94| (qui est
une conséquence assez directe du théoréme de comparaison 4.2.2) s’applique et
montre 71 (X) est fini (de cardinal au plus 3). O

Comme corollaire immédiat de cette proposition, on obtient la positivité de
k(X)) pour une variété X (de dimension 3) de type m;-général.

L’analyse menée dans [CZ05] permet également d’obtenir une réponse posi-
tive & la conjecture d’litaka en dimension 3.

Théoréme 7.1.2
Une variété kdhlérienne compacte X de dimenston 3 dont le revétement uni-
versel est isomorphe a C3 est revétue par un tore.

Démonstration :

En effet, une telle variété est spéciale d’aprés [Cam04b, th. 8.2, p. 598] (va-
riante orbifolde du théoréme de Kobayashi-Ochiai). Or, le théoréme 7.1.1 affirme
en particulier que la base de Jx est de type général ; la variété X étant spéciale,
on a nécessairement dim(J(X)) = 0 et X est donc (& revétement étale fini prés)
biméromorphe & un tore. En utilisant le fait que le revétement universel de X
est C3, on montre alors facilement que ax : X — Alb(X) ne peut pas avoir
de fibre de dimension positive et que I'application d’Albanese de X est donc un
isomorphisme (voir par exemple [Cam04b, lemme 7.12, p. 598]). O

Comme de coutume, le théoréme 7.1.1 n’apporte rien lorsque #(X) = 3. En
revanche, si £(X) = 1 ou 2, on peut décrire de fagon exhaustive l’application
d’Albanese de X. On commence par remplacer X par un revétement étale fini
adéquat (fourni ci-dessus); le diagramme (dans lequel Y remplace J(X) pour

alléger les notations)
X Y
o) |ov

Alb(X) ——> AIb(Y)

Jx
.

(7.1)

est alors cartésien (dans la catégorie birationnelle). Si dim(Y) = x(X) =1, le
diagramme 7.1 se factorise de la facon suivante :
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avec ax(X) — Y a fibres connexes. Si ad(X) = dim(ax(X)) = 1, on a
donc ax(X) 2 Y. Si ad(X) = 2, la surface S = ax(X) est alors elliptique
via lapplication S — Y. Comme S est de type mi-général, cette fibration
est isotriviale (c’est méme un fibré localement analytiquement trivial de fibre
elliptique). Pour y € Y, on a alors une application X, — S, induite entre
les fibres de X — Y et S — Y. Comme c’est une application entre tores,
ses fibres sont en particulier lisses. Toutes les fibres de X — S sont donc des
courbes elliptiques lisses. On peut résumer ceci dans la

Proposition 7.1.3

Soit X kéhlérienne compacte de dimension 3 vérifiant vd(X) = 3 et k(X) = 1.
Quitte a remplacer X par un revétement étale fini, J(X) est une courbe de genre
au moins 2 (en particulier ad(X) > 0) et la fibration d’Albanese asx de X est
alors décrite par l'une des situations suivantes :

(i) Siad(X) =1, asx est une submersion en 2-tores sur une courbe lisse de
genre > 2.

(ii) Si ad(X) = 2, asx est une fibration elliptique isotriviale sur une surface
de type m1-général et de dimension de Kodaira 1.

(iii) Si ad(X) = 3, X est génériqguement finie sur son image par ax (asx =
idx ).

On aura en fait besoin dans la suite de la précision suivante :

Proposition 7.1.4
Soit X kdahlérienne compacte de dimension 8 vérifiant vd(X) = 3 et k(X) = 1.
A revétement étale fini prés, X admet une submersion en tores sur une courbe

J: X —C

vérifiant g(C) = g(X) (voir le chapitre 2 pour la définition et les propriétés du
genre) et, si T désigne la fibre de J,

1—m(T) — mX) —m(C) — L

Démonstration :

On considére le revétement fourni par le théoréme 7.1.1 : la fibration d’Titaka-
Moishezon est alors une submersion sur une courbe C' de genre g(C') au moins
2. Comme g(X) > 2, on peut alors considérer une fibration f : X — C’ avec
g(C") = g(X) (il en existe d’aprés le théoréme 2.5.1). La dimension de Kodaira
de la fibre F' de f vérifie alors

K(X)=kr(F)+1

et on déduit donc que x(F) = 0. La fibration f est donc la fibration d’Iitaka-
Moishezon de X et on en conclut que C = C’. La suite exacte d’homotopie de
la fibration J donne directement la décomposition

1—m(T) —mX) —m(C) —1

car m2(C') = 0 (on peut se passer ici du théoréme 2.4.1). O
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Dans la situation dim(Y) = x(X) = 2, la submersion Jx : X — Y est
isotriviale et, quitte & remplacer X et Y par des revétements étales finis adé-
quats, on peut supposer que ¢(X) = q(Y) + 1 (et donc ad(X) = ad(Y) +1). Si
q(Y) =0, X est alors biméromorphe au produit ¥ x Alb(X). Sinon, on a :

X—Y

ax(X)——ay(Y)

Si ad(Y) = 1, les fibres (qui sont connexes) de ay : Y — ay (Y) sont néces-
sairement des courbes de genre au moins 2 (car Y est de type général). Comme
X s’identifie au produit fibré ax(X) x4, (v) Y (théoréme 7.1.1, les fibres de
ax : X — ax(X) sont également des courbes de genre au moins 2. De la
méme fagon que ci-dessus, on a :

Proposition 7.1.5

Soit X kdahlérienne compacte de dimension 8 vérifiant vd(X) = 3 et k(X) = 2.

La structure de X est donnée (a revétement étale fini prés) par Uun des points

ci-dessous :

(1) si ¢(X) =1, X est (a revétement étale fini prés) biméromorphe au produit
d’une courbe elliptique E et d’une surface S de type général et de type m-
général (Uapplication d’Albanese du revétement en question est isotriviale).
En particulier, on a un scindage du groupe fondamental de X :

7T1(X) = 7T1<S) X 7T1(E)
avec (S) = 0.

(ii) s &?Z(X) = 2, asx est alors une fibration sur une surface de type w1-général
avec pour fibre générale une courbe de genre > 2.

(iii) si Z)Zi(X) =3, X est alors génériquement fini sur son image par ax.

7.2 I'-réduction non de type général

On démontre ici le point 2 du théoréme 7.0.2 concernant les variétés X (de
dimension 3) avec vd(X) = 2 et dont la I'-réduction n’est pas de type général
au sens des multiplicités classiques.

Proposition 7.2.1 (sous réserve des conjectures 6.1.1 et 6.2.1)
Soit X une variété kihlérienne de dimension 3 vérifiant vd(X) = 2 et soit

vx + X — T'(X)

sa T-réduction avec A*(yx) le diviseur des multiplicités (au sens classique) de
Yx ; on a alors :

K(I(X)/A(7x)) = 0.
Si on suppose de plus que (I'(X)/A*(yx)) n'est pas de type général, il existe

alors un revétement étale fini X — X dont la I'-réduction est biméromorphe a
la fibration d’Albanese de X :

asg : X — as(X).
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Pour démontrer la proposition 7.2.1, on va tout d’abord montrer ’assertion
concernant la positivité de la dimension de Kodaira de 'orbifolde (I'(X)/A*(vx))
(étape au cours de laquelle interviendra la conjecture 6.1.1). Pour traiter la
deuxiéme partie de I’énoncé, on distingue deux cas selon les valeurs de x(S/A) :
k(S/A) = 0 ou (S/A) = 1. Dans le premier cas, le groupe fondamental de X
doit étre presque-abélien (conjecture 6.2.1); dans le deuxiéme cas, la structure

elliptique de (T'(X)/A*(yx)) suffit pour assurer ad(X) = 2.

Pour alléger les notations, on adopte les conventions suivantes :
x : X — S

désignera un modéle holomorphe net de vx et on posera A = A*(vx). Le fait
que la I'-réduction de X ne soit pas de type général s’écrira alors simplement :

k(S/A) < 1.

Si ' C X désigne la fibre générale de vx, la proposition 5.3.3 assure que la suite
d’homotopie orbifolde

1 —m([)x — m(X) — m(S/A) — 1 (7.2)

est exacte. On rappelle ici que la propriété fondamentale de vyx est justement
la finitude de 71 (') x.

Démonstration :

étape 1 : positivité de k(S/A)

Si k(S/A) = —o0, la proposition 6.1.1 montre alors que m1(S/A) est com-
mensurable au groupe fondamental d’une courbe (en admettant la conjecture
6.1.1). Le lemme A.0.2 de 'appendice combiné a la suite exacte (7.2) montre
que 71 (X)) lui-méme doit alors étre commensurable au groupe fondamental d’une
courbe, i.e. vd(X) = 1. Cette contradiction montre que x(S/A) > 0 et, comme
on a supposé k(S/A) < 1, seules les possibilités k(S/A) = 0 et xK(S/A) =1
restent & envisager.

étape 2 : cas k(S/A) =0

Dans cette situation, la proposition 6.2.1 montre (en admettant la conjecture
6.2.1) que 7m1(S/A) est presque-abélien ; par U'intermédiaire du lemme A.0.1 de
Pappendice, on en déduit que 71 (X) est également presque-abélien. Le corol-
laire 3.2.2 (dans sa version abélienne qui est autrement plus simple) montre que
la T-réduction est alors donnée par la fibration d’Albanese (au moins pour un
revétement étale fini) de X.

étape 3 : cas k(S/A) =1

Comme r(S/A) = 1, la fibration d’litaka-Moishezon associée a K(g/a)
confére a (S/A) une structure de surface elliptique au sens orbifolde (S/A) —
C : la fibre générale F' de cette application intersecte transversalement les com-
posantes horizontales de A et la restriction de A & F' est une courbe orbifolde
(F/A) avec k(F/A) = 0. De plus, I'image du morphisme 71 (F/A) — m1(S/A)
est nécessairement infinie : si ce n’était pas le cas, la suite exacte orbifolde
(fournie par la proposition 6.0.3)

T (F/A) — 71 (S/A) — m(C/D) — 1
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combinée avec (7.2) et le lemme A.0.2 montrerait que 7 (X) serait commensu-
rable au groupe fondamental d’une courbe, ce qui encore une fois est contraire
a I'hypothese vd(X) = 2 (D désigne ci-dessus le diviseur des multiplicités de
(S/A) — O).

On en donc en position pour appliquer le théoréme 6.3.1 : la fibration ellip-
tique (S/A) — C est isotriviale. Il existe donc un revétement (ramifié) C’ de
C tel que le produit fibré S’ = S x¢ C donne un diagramme :

S —=(5/4)
L,
c’ C

dans lequel S" — (S/A) est étale (i.e. ramifie le long de A) et la fibration
elliptique S” — C’ est biméromophe & un produit. En particulier, ad(S") = 2.
Si on construit le revétement étale X’ correspondant pour X, on aura donc
ad(X') > ad(S’) = 2 et finalement : yd(X’) = ad(X’) = 2. La proposition
3.2.2 montre que la I'-réduction de X’ est effectivement biméromorphe a la fi-

bration d’Albanese de X’. Ceci conclut la démonstration de la proposition 7.2.1.
O

On peut également donner ’énoncé inconditionnel suivant :

Proposition 7.2.2
Soit X une variété kihlérienne compacte de dimension 3 vérifiant vd(X) = 2.
On suppose de plus qu’une (au moins) des hypothéses ci-dessous est satisfaite :

1. w(I(X)/A%(yx)) =1
2. T(X) n'est pas une surface rationnelle et (I'(X)/A*(yx)) n’est pas de type
général.
La fibration vx est alors équivalente (a revétement étale fini prés) a la fibration
d’Albanese de X.

7.3 Majoration du volume des fibres de certaines
applications

Pour compléter la démonstration du théoréme 7.0.2, il nous reste & montrer
le point 3-(¢) apparaissant dans I’énoncé. Celui-ci stipule que 1’on peut majorer
le genre des fibres de la I'-réduction de X lorsque X est de type général et yx
elle-méme est de type général par un terme de la forme CVol(X) ou C est une
constante universelle indépendante de X. Ceci n’a en fait absolument rien & voir
avec la I'-réduction et s’applique dans une situation bien plus générale.

Apreés quelques brefs rappels sur la notion de volume, on va présenter deux
résultats de majoration du volume des fibres d’une application, le premier dans
le cas classique, le second s’inscrivant dans le cadre orbifolde.

Définition 7.3.1
Le volume d’une variété kihlérienne compacte Z de dimension n est défini par :

ho(Z,mK
Vol(Z) = lim sup w
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On a donc Vol(Z) > 0 si et seulement si Z est projective de type général.

D’apreés l'invariance des plurigenres [Siu02], le volume est invariant lors d’une
déformation projective (en fait [Siu98| suffit pour ’énoncé ci-dessous).

Théoréme 7.3.1

Soit n un entier positif. Il existe alors une constante C,, > 0 ne dépendant que
de n telle que :

pour toute variété X de type général avec diim(X) = n et toute fibration (néces-
sairement) presque-holomorphe f: X --+Y sur une variété Y de type général,
le volume de la fibre générale F de f vérifie la majoration suivante :

Vol(F) < C, Vol(X).

La remarque faite avant ’énoncé du théoréme 7.3.1 montre que le fait de parler
du volume de la fibre générale a bien un sens. On peut également remarquer
qu’une fibration méromorphe vers une variété de type général est automatique-
ment presque-holomorphe (il suffit en fait que le fibré canonique de la base soit
pseudo-effectif).

Démonstration :
Si d désigne la dimension de Y, I'inégalité de [Kaw07] s’écrit alors

WVOI(X) > Vol(Y) Vol(F).

Or, on sait d’aprés [Tak06] qu’il existe une constante universelle vg > 0 telle
que Vol(Y) > vg. En posant

I(n — d)!
C.— max (d<nd>)
1<d<n—1 vgn!

on obtient bien une majoration de la forme

Vol(F) < C,,Vol(X).

La démonstration de 'inégalité de [Kaw07] repose sur la semi-positivité
des images directes (dtie & E. Viehweg). En remplacant ces résultats de semi-
positivité par leurs homologues orbifoldes, on obtient 1’énoncé suivant.

Proposition 7.3.1
Soit f: X — Y wune fibration de fibre générale F' et A le diviseur de multipli-
cités de f. Si X et f sont de type général, on a alors :

Vol(X) S Vol(Y/A) Vol(F)
nl = d! (n —d)!

avec n = dim(X) et d = dim(Y).

Démonstration :
On fixe H et L des diviseurs amples sur Y et F' ainsi que des entiers m; > my
tels que :
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= moK(y/a) et m1K(y,a) soient entiers et moKy,a)y — H effectif,

-~ miKp — L >0 et Vol(L/my) > Vol(F) —e.
On peut réaliser un tel choix quitte & modifier X grace au théoréme d’ap-
proximation de Fujita [Fuj94]. On décompose alors le fibré kmm; Kx (pour des
valeurs de m et k que 'on fixera dans la suite) de la fagon suivante :

kmmi Kx = kmleX‘(y/A) + km(m1 - mo)f*K(y/A)
+ kmf*(moK(y/A) - H) + kmf*H

En utilisant la formule de projection et le fait que moK(y,a) — H est effectif,
on obtient I'inégalité

Dlemm, (X) > pk(ml—mo)m(Y)hO(K Smsk(f*(leXKY/A)) ® Oy (H))). (7.3)

Or, d’aprés [Cam04b, th. 4.11, p. 567, le faisceau F = f.(mi1Kx|y/a)) est
faiblement positif et il existe donc un entier k tel que S*(F ® Oy (H)) soit
engendré par ses sections globales au point générique de Y. La dimension de
I'espace des sections globales est donc au moins égale au rang de la fibre du
faisceau en un point générique de Y et on a donc pour m assez grand :
KoY, S™SH(F @ Oy (H))) > rang S™S*(F @ Oy (H))

> dim(S™S*HO(F,m1 Kr))

> dim(S™S*HO(F, L))

> hO(F, kmlL). (7.4)
En reportant (7.4) dans (7.3) et en utilisant le fait que le volume de L/my
approche celui de F', on en déduit :
(k(m1 — mo)m)*

d!

)n—d

(Vol(F) — 2¢)Fmam

hO(X, kmmiKx) > (Vol(Y/A) —e) e

En choisissant m; assez grand, cette inégalité devient :

(kmym)™

(X ki K x) = (VoI(Y /) — 26) (Vol(F) — 26) g

qui, en passant a la limite, donne la minoration annoncée sur le volume de X.
O

Dans le cas du théoréme 7.0.2, on dispose d’une fibration sur une orbifolde
de type général. Comme la minoration du volume dans le cas orbifolde n’est
connue qu’en dimension 2, on doit se restreindre a cette situation.

Théoréme 7.3.2 (JAMO4])
Il existe une constante ey > 0 telle que toute surface orbifolde kit (S/A) de
type général vérifie :

VOI(S/A) > €g.

Rappelons (voir définition 5.2.3) qu’une fibration est de type général si sa
base orbifolde (au sens des multiplicités inf) est de type général (au moins pour
un bon modéle de la dite fibration).
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Théoréme 7.3.3

Soit n un entier positif. Il existe alors une constante C], > 0 ne dépendant que
de n telle que :

pour toute variété (lisse) X de type général avec dim(X) = n et toute fibration
(nécessairement) presque-holomorphe f : X --+ S de type général vers une
surface, le volume de la fibre générale F' de f vérifie la majoration suivante :

Vol(F) < C!, Vol(X).

La encore, par [Cam04b, th. 2.22, p. 534], une fibration de type général est au-
tomatiquement presque-holomorphe.

Démonstration :

La démonstration du théoréme 7.3.1 s’applique mutatis mutandis : la pro-
position 7.3.1 ci-dessus joue le role de I'inégalité sur les volumes de [Kaw07] et
la minoration universelle du volume des variétés de type général ([Tak06]) est
remplacée par le théoréme 7.3.2 ci-dessus. U

Remarquons que dans le cas des courbes, le volume est donné par
Vol(C) = 2¢(C) — 2

ce qui explique la majoration du point 3-(¢) de I’énoncé du théoréme 7.0.2.
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Chapitre 8

Invariance par déformation

8.1 Conjecture générale et cas des surfaces

Pour une variété kihlérienne compacte X, la I'-réduction mesure en quelque
sorte I'interaction entre la topologie et la structure complexe de X. Si on consi-
dére une déformation (i.e. submersion propre et connexe) kihlérienne de la va-
riété X, le type topologique est fixé alors qu’au contraire la structure complexe
varie (en général). La question de I'invariance par déformation de la I'-dimension
est posée dans [Kol95, 18.4, p. 184] et étudiée dans [dIOKR02] (notament la pro-
priété d’étre de type mi-générall). Il est alors naturel de conjecturer :

Conjecture 8.1.1
La T'-dimension est invariante par déformation (de variétés kahlériennes).

Rappelons quelques définitions dont nous aurons besoin par la suite (dans
ces définitions, les termes famille et déformation sont strictement interchan-
geables) :

Définition 8.1.1
Une famille de variétés kihlériennes est un triplet (X, B, 7) dans lequel X et B
sont des variétés complexes et

m: X — B

une submersion holomorphe propre dont les fibres sont des variétés kihlériennes
connexes (et compactes par propreté de 7).

Définition 8.1.2

Une famille (X, B, ) est dite projective si il existe un fibré en droites hermitien
(A, h) (avec h lisse) sur X dont la forme de courbure est strictement positive
sur toutes les fibres de la famille (on dit aussi que X est polarisée par A).

En particulier, si B est Stein et si ¢ est une fonction d’exhaustion strictement-
psh sur B, on peut toujours se ramener au cas ou la forme de courbure de h est

Ilarticle [AOKRO02] étudie notament la situation ot une fibre de la famille a un revétement
universel Stein. Le volume des sous-variétés compactes apparaissant éventuellement dans les

revétements universels des fibres voisines y est examiné en détails.
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strictement positive sur X (et pas seulement dans les directions verticales) en

remplagant h par
e ™ (xov)p,

ou x : R — R est une fonction convexe croissante adéquate.

La conjecture 8.1.1 est évidemment vérifiée pour les courbes mais, fait re-
marquable, le théoréme de Siu 2.5.1 sur les morphismes vers les courbes permet
de démontrer & peu de frais un énoncé similaire pour le cas des surfaces.

Proposition 8.1.1
Soit m: X — B une famille de surfaces kidhlériennes au dessus d’une base B
(connexe). La fonction

b(€ B) — vd(Xy)

est alors constante sur B. En d’autres termes, la I'-dimension est invariante au
cours d’une déformation de surfaces kdhlériennes.

En fait, on peut énoncer un principe général :

Lemme 8.1.1
Sim: X — B est une déformation de variétés kdhlériennes au dessus de B
(conneze) et si on a vd(Xo) > 2 pour un point 0 € B, on peut alors affirmer :

Vb e B, yd(X,) > 2.

Démonstration du lemme 8.1.1 et de la proposition 8.1.1 :

La proposition 2.5.1 montre en effet que la propriété vd < 1 ne dépend
que du groupe fondamental, qui est fixé dans une déformation (une famille de
variétés complexes est toujours localement topologiquement triviale d’apreés le
lemme d’Ehresmann). Ainsi, si on a vd(X,) < 1 pour un point b € B, on en
déduit que vd(Xp) < 1 pour tout point b dans B. Ceci montre le lemme 8.1.1.

Pour les déformations de surfaces, la proposition 2.5.1 ou plus particuliére-
ment son corollaire 2.5.1 montre que la I'-dimension est un invariant du groupe
fondamental. On conclut alors comme ci-dessus. [J

Le reste du chapitre est dévolu a I’étude du comportement de la I'-dimension
au cours d’une déformation. Aprés avoir rappelé quelques propriétés de la I'-
réduction pour les familles kéihlériennes, les résultats du chapitre précédent se-
ront mis & profit pour étudier l'invariance par déformation dans le cas des fa-
milles de variétés de dimension 3.

8.2 Semi-continuité de la I'-dimension

Rappelons tout d’abord que la construction de la I'-réduction peut se faire
en famille mais seulement génériquement :

Proposition 8.2.1
Soit m: X — B une famille de variétés kahlériennes compactes. Il existe alors
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un espace complexe normal T'(X/B) et un diagramme :

dans lequel ¢ est surjectif et telle que pour b € B général, la restriction de v, a
f)Cb N
Yrlx, * Xo - T'(X/B)

soit la T'-réduction de Xy .

Démonstration :
On applique les théorémes 2.2 et 2.7 de [Cam04c]. O

Comme la plupart des énoncés qui suivent sont de nature locale sur la base
de la famille, rappelons que cette structure locale est assez simple : on dispose
d’une métrique "relativement kihlérienne".

Proposition 8.2.2

Soit m: X — B une famille de variétés kdhlériennes compactes et b un point
de B. Il existe alors un voisinage (que l’on peut supposer contractile) U de b
dans B et w une métrique hermitienne sur X = Xy = w1 (U) qui se restreint
en une métrique kihlérienne sur chaque fibre de la famille 7 : X — U (i.e.
dwx, = 0 pour tout u € U).

Démonstration :

On peut facilement s’en convaincre en examinant la démonstration du théo-
réme de Kodaira-Spencer sur les petites déformations des variétés kidhlériennes,
par exemple celle proposée dans [Voi02, th. 9.23, p. 222|. On y construit la mé-
trique pour montrer que les fibres voisines de X sont kéhlériennes. [

Dans cette situation, les propriétés de compacité relative des cycles de [Lie78]
restent valables comme le montre la proposition suivante.

Proposition 8.2.3

Sim: X — U est une famille de variétés kdhlériennes compactes comme
ci-dessus (U est contractile et X est muni d’une métrique w qui se restreint
en une métrique kahlérienne sur chaque fibre), les composantes irréductibles de
C(X/U) sont alors U-propres pour la projection

m: C(X/U) — U.

Rappelons que sans ’hypothése contractile, la propriété de compacité relative
ci-dessus est mise en défaut comme le montre 'exemple de A. Fujiki [Fuj79].
Nous redonnons la démonstration de cette proposition faute de références dans
la littérature existante.
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Démonstration :
Comme U est contractile, le lemme d’Ehresmann (voir [Voi02, prop. 9.3, p.
209]) montre alors que la fibration est topologiquement triviale :

X——=Xyx 58

N

ol p est un diffécomorphisme. En particulier, les algébres de cohomologie H®(X,,)
(pour u € U) sont canoniquement isomorphes a H*(X). Si w,, désigne la restric-
tion de w & la fibre X, w, définit une classe dans H?(X,,) (car elle est d-fermée)
et donc elle définit également une classe [w,] € H%(X).

Soit maintenant (C})ier une famille analytique de n-cycles (relatifs) para-
métrée par un espace irréductible T et supposons que

VteT, u(t) =m.(C) € K,

avec K un compact de U. Le volume est alors donné par :

Vol (Cy) = /C w" / wy(t))" = [Ce] A [wu)]™

ot le produit d’intersection est calculé (par exemple) dans H®(X). Mais lorsque
u décrit K, [w,] décrit une partie bornée de H2(X) (par compacité de K) et il
est bien connu que dans, une famille irréductible, la classe d’homologie est fixée :
on en déduit que le volume de la famille Vol (C}) est borné. D’autre part, les
supports des cycles C; sont contenus dans le compact 7—1(K). On peut alors
appliquer [Lie78] et conclure que la famille (Ci):cr est contenue dans un com-
pact de C(X); comme C(X/U) est fermé dans C(X), (Cy)rer est contenue dans
un compact de €(X/U) et cela montre la propreté de 7, en restriction aux com-
posantes irréductibles. [

On peut maintenant préciser la valeur générale de la I'-réduction au cours
d’une déformation ; la propriété de propreté ci-dessus nous permet en effet d’af-
firmer :

Théoréme 8.2.1
Sim: X — B est une famille de variétés kdhlériennes compactes et si d
désigne la valeur générique la I'-dimension de la famille m, alors

d = max (yd(Xy))

Démonstration :

Notons n la dimension relative de X sur B et fixons b un point de B et U
un voisinage contractile (par exemple un polydisque) de b comme dans la pro-
position 8.2.2. On notera encore X la restriction de la famille = au dessus de U.
Comme l'espace C,,_q(X/U) n’a qu’un nombre au plus dénombrable de compo-
santes irréductibles, il en existe une que ’on notera € qui contient les fibres de
~vx, pour u général dans U. Or, d’aprés la proposition 8.2.3, 'application

T : € — U
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est propre donc en particulier fermée. D’autre part, m.(€) contient le sous-
ensemble dense des points généraux ci-dessus; on en déduit donc que 7, est
surjective. Au dessus du point b, €, = 7, 1(b) est un sous-ensemble analytique
de C,,—4(Xp) dont une composante irréductible au moins doit étre couvrante
(pour Xp). Les (composantes irréductibles des) cycles (Z;)er de dimension n—d
paramétrés par cette composante irréductible vérifient donc

Im(m1(Z) — m(Xp)) < +o00.

Si on admet le fait ci-dessus, on en déduit immédiatement (par définition de
Pinvariant vd) :
Vbe B, vd(Xp) < d.

On va en fai‘g montrer que les composantes irréductibles des images réci-
proques (dans Xp) des cycles (Z;)ier sont compactes (ce qui est équivalent a
Passertion ci-dessus). Si on se place au dessus d’un voisinage compact K de
b, le volume des cycles de €x = 7. !(K) par rapport a la métrique w de la
proposition 8.2.2 est uniformément majoré :

VZ e €k, Vol,(Z2) <M

par une constante M > 0. Pour les cycles Z qui sont les fibres des I'-réduction
de X, (u € K général et u # b), on a donc également :

Vol (Z79) < NM

oll @ est 'image réciproque de w sur X (le revétement universel de X), Z7 une
composante irréductible de I'image réciproque de Z dans X et N le cardinal de

Im(m(Z) — 7 (X)) < 400

(ce groupe ne dépend pas de Z et u généraux et la valeur de N est donc bien
définie). En passant a la limite, on en déduit que les sous-variétés Z’ (teT)de
5va ont un volume fini. Or, dans une variété a géométrie bornée (comme c’est le
cas de DNC), un sous-ensemble analytique irréductible de volume fini est automa-
tiquement compact (voir par exemple [Gro91, p. 288-289]) et les composantes

irréductibles Z~t] des cycles (Z;)ter sont compactes. [

8.3 Invariance par déformation : cas de la dimen-
sion 3

On a vu ci-dessus (proposition 8.1.1) que la I'-dimension est invariante au
cours d’une déformation de surfaces kdhlériennes compactes. En revanche, a
partir de la dimension 3, la I'-dimension n’est plus seulement un invariant du
groupe fondamental et la question de l'invariance par déformation se pose donc
pleinement. En s’appuyant sur le théoréme de structure 7.0.2, nous allons établir
une réponse partielle & l'invariance de la I'-dimension en dimension 3.
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Notations :
Jusqu’a la fin de cette section, on notera 7 : X — ID une famille de variétés
kéhlériennes de dimension 3 dont on désignera les fibres par la notation

X;=7"t) pourt eDet X = Xg =7 1(0).

Comme on sait déja que la propriété vd(X) < 1 se déforme (proposition 2.5.1),
on est ramené a étudier la dichotomie suivante : si yd(X) = 2 ou 3, il faut
montrer que, pour ¢ dans un voisinage de zéro, vd(X;) = vd(X). Pour ce faire,
on va procéder au cas par cas en étudiant les différentes situations possibles.

Il sera également commode de pouvoir se ramener & une famille projective;
pour ce faire, on appliquera les résultats de [KM92, section 12.5, p. 659-663|
sous la forme suivante :

Théoréme 8.3.1 (J[KM92]) Soit 7 : X — B une famille de variétés kih-
lériennes de dimension 3. Si k(Xo) = 3 pour au moins un point 0 € B, on
a

Vbe B, k(Xp) =3

et la famille 71 : X — B est biméromorphe (au dessus de B) a une famille
projective.

Le premier résultat ci-dessous montre que si les fibres de la famille ne sont
pas de type général, la I'-dimension est constante dans la déformation.

Proposition 8.3.1
Soit m: X — D une déformation de variétés kahlériennes de dimension 8 dont
la fibre centrale X wvérifie :

vd(X) > 2 et k(X) < 2.

On a alors :

VteD, vd(X;) = vd(X).

Démonstration :

Pour commencer, étudions la situation correspondant au type mi-général :
~vd(X) = 3. Le théoréme 7.0.2 assure que £(X) > 0 et il nous fournit de plus
un revétement étale fini de X dont la fibration d’litaka-Moishezon a une struc-
ture trés précise. Ce revétement correspondant & un sous-groupe d’indice fini de
m1(X) ~ w1 (X) (car D est contractile), on peut remplacer X par le revétement
étale fini induit par ce sous-groupe et ainsi supposer que X posséde les proprié-
tés indiquées dans les propositions 7.1.4 et 7.1.5.

si vd(X) = 3 et K(X) = 0 : on va montrer que pour tout ¢ € D, application
d’Albanese de X est surjective sur un tore de dimension 3 (ceci suffit & assurer
~vd(X;) = 3). Comme la base est contractile, la déformation est topologiquement
triviale ; d’autre part, d’apres [Cat91, prop. 1.4, p. 267| (voir aussi [ABCT96,
prop. 2.4, p. 23]), la dimension de I'image du morphisme d’Albanese ad(X;) est
un invariant d’homotopie. On en déduit donc :

VteD, ad(X,) = ad(X) = 3. (8.1)
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Enfin, la constance des nombres de Hodge (ici la constance du by suffit) montre :
VteD, ¢(X:) =q(X) =3. (8.2)
Les égalités (8.1) et (8.2) entrainent alors que
VteD, ax, : Xy — Alb(X})
est surjective et génériquement finie. On en déduit immédiatement vd(X;) = 3.

sivd(X) = 3 et k(X) = 1 : d’aprés la proposition 7.1.4, la fibration d’Iitaka-
Moishezon de X est une submersion J : X — C sur une courbe avec g(X) =
9(C). On va alors déformer ce morphisme J en utilisant une version relative du
lemme de Castelnuovo-de Franchis. Soit en effet

V =J(H'(C,C)) C H'(X,C)

le sous-espace isotrope correspondant a la fibration J. Comme la déformation est
topologiquement triviale, le sous-espace V s’identifie & un sous-espace isotrope
de HY(X, C). En restriction a chaque X;, on obtient donc un sous-espace isotrope
V, C H'(X;,C) de dimension

dim(V;) = dim(V) = g(X) = g(X3)

(la derniére égalité provient du fait que g est un invariant topologique). Le
lemme de Castelnuovo-de Franchis (voir [ABCT96, th. 2.7, p.24]) montre que
I'application J se déforme en une fibration J; : X; — C; dont les fibres sont
encore des tores dont le groupe fondamental s’injecte dans celui de X; (car ¢’est
le cas pour X). Le lemme 2.4.1 s’applique et montre que vd(X;) = 3.

si vd(X) = 3 et k(X) = 2 : on va ici utiliser la description de l'application
d’Albanese de X donnée par la proposition 7.1.5 et considérer 'application
d’Albanese relative :

X ——%—= Alb(X/D)

N7

1. Sig(X) =1, la fibration d’Albanese est isotriviale sur une courbe elliptique
E avec pour fibre une surface S de type mi-général avec ¢(S) =0 et on a

(X)) = m(S) x 11 (E). (8.3)

Pour ¢t € D, on a donc également ¢(X;) = 1 (constance du by) et 'appli-
cation d’Albanese de X;

ax, ZXt —>Et

est donc surjective & fibre connexe sur une courbe elliptique E;. Le mor-
phisme induit au niveau des groupes fondamentaux

7T1(X) >~ 71'1(Xt) — 7T1(Et) ~ 7'('1(E)
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est nécessairement la projection sur le deuxiéme facteur dans la décom-
position (8.3) ci-dessus car ¢(S) = 0. Comme D'application d’Albanese
varie en famille, on en déduit que la fibre S; de ax, est une surface de
type mi-général dont le groupe fondamental est un facteur de m (X;). En
appliquant le lemme 2.4.1, on en déduit que vd(X;) = 3 pour tout ¢ € D.

2. Si ad(X) = 2, X — ax(X) est un morphisme dont la fibre générale
F vérifie |m(F)x| = +oo car X est de type m-général. L application
X; — Alb(X;) est donc un morphisme sur une surface Y; contenue dans
un tore (vérifiant donc vyd(Y;) = 2 d’aprés 3.2.1) dont la fibre générale
F}; (une courbe de genre positif) vérifie |71 (F;)x,| = +00. La conclusion
s’obtient en appliquant le lemme 2.4.2.

3. Si ad(X) = 3, en utilisant le fait que ad est invariant au cours de la
déformation, on obtient :

vd(X:) > ad(X:) = ad(X) = 3.
Finalement, dans tous les cas, on a bien :
VteD, vd(X;) = 3.

Reste maintenant a étudier le cas yd(X) = 2 et k(X ) < 2. Le théoréme 8.3.1
permet dans cette situation d’affirmer :

Vit e D, K}(Xt) S 2.

Si la I'-dimension n’est pas préservée dans la déformation, le théoréme 8.2.1
montre que, pour ¢ général dans le disque D, la fibre au-dessus de ¢ vérifie :

K(X:) <2 et vd(Xy) = 3.

Mais I’étude menée ci-dessus montre que les structures particuliéres dont sont
dotées ces fibres X; se déforment au dessus de I tout entier; en particulier,
on aurait vd(X) = 3 ce qui est évidemment absurde. On en déduit que la I'-
dimension ne souffre d’aucune discontinuité.

Comme la liste ci-dessus est exhaustive, on a finalement montré :

Vit €D, vd(X;) = vd(X).

Pour étudier la situation ou la fibre centrale est de type général et de type
m1-général, on peut tout d’abord appliquer le théoréme 8.3.1 et se ramener au
cas d’une famille projective dans laquelle toutes les fibres sont de type général :

m:X — Davec yd(X) =3 et Vt €D, s(X;) = 3.

On sait alors (théoréme 8.2.1) que, pour ¢t général dans D, X, vérifie vd(X;) = 3.
Si la I-dimension n’est pas constante au voisinage de 0 € D, il existe (tx)k>1
une suite de points de D convergeant vers 0 telle que Vk > 1, vd(X}) = 2 (pour
alléger les notations, on a posé : X, = Xy, ). On va étudier cette situation selon
la structure orbifolde des fibrations :

Yk - Xk — F(Xk)
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Proposition 8.3.2
Soit m: X — D une famille projective de variétés de type général de dimension
3 dont la fibre centrale vérifie vd(X) = 3.

1. si il existe une suite (tg)k>1 comme ci-dessus, la base orbifolde de la I'-
réduction de Xy, vérifie alors (pour k assez grand) :

#(D(Xg) /A (7)) < 0.

2. sous réserve de la validité des conjectures 6.1.1 et 6.2.1, la si-
tuation ci-dessus ne peut se produire et la I'-dimension est constante au
voisinage de 0 :

~vd(X;) = 3 pour t dans un voisinage de 0.

Démonstration :
Remarquons tout d’abord que la possibilité :

KT (Xk) /A% () =1

est exclue. En effet, d’aprés le théoréme 7.0.2, cette hypothése entraine que la
I-réduction de X est donnée (aprés revétement étale fini et transformation
birationnelle adéquats) par Papplication d’Albanese ax,. Or, en considérant
Papplication d’Albanese de la famille X, on en déduirait que la fibre centrale
vérifierait vd(X) = 2.

Supposons donc que les fibres X}, aient une I'-réduction de type général :

K(L(Xk) /A" (k) = 2.

A nouveau, le théoréme 7.0.2 s’applique et nous assure I’existence d’une constante
universelle (numeérique) C' > 0 telle que :

Vk Z 1, gk S CVOI(Xk),

ou gi désigne le genre de la fibre générale de vy. Or, d’apreés [Siu02], le volume
est constant dans la famille (supposée projective) et le genre des fibres géné-
rales des applications v est donc majoré par une constante indépendante de k.
Comme le volume des fibres de ~y; est borné et comme celles-ci restent dans un
compact 7~ 1(K) (oit K est par exemple un disque fermé contenant les points
t1.), ces courbes sont donc contenues dans un compact de C;(X/D) ([Lie78]); en
particulier, elles ne rencontrent qu’un nombre fini de composantes irréductibles
de €1(X/D). Quitte & extraire une sous suite de (tx)x, on peut donc trouver une
composante irréductible € de €1 (X /D) qui contient les fibres des applications 7.
On peut alors reprendre les arguments donnés au cours de la démonstration du
théoréme 8.2.1. En effet, en passant a la limite, on peut déformer les fibres des
applications 7 en une famille de courbes de X. Une composante irréductible
de cette famille doit encore étre couvrante sur X et on conclut comme dans
la démonstration du théoréme 8.2.1 : les courbes de cette famille doivent étre
contenues dans les fibres de la I'-réduction de X et ainsi vd(X) < 2. Comme on
a supposé vd(X) = 3, on en déduit bien que :

pour k assez grand, x(I'(Xy)/A*(yx)) < 0.
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Si maintenant on suppose démontrées les conclusions des conjectures 6.1.1
et 6.2.1, on sait (théoréme 7.0.2) que, sous ’hypothése

K(D(Xg) /A% (k) <0,

la T-réduction des X} est donnée (aprés revétement étale fini et transformation
birationnelle) par Papplication d’Albanese. A nouveau, ceci entrainerait en par-
ticulier vd(X) = 2 et on en déduit donc qu’une telle suite de points (¢x)r>1 ne
peut exister :

~vd(X;) = 3 pour tout ¢ dans un voisinage de 0.

Corollaire 8.3.1 (sous réserve des conjectures 6.1.1 et 6.2.1)
Sim: X — B est une déformation de variétés kdhlériennes de dimension 3,
alors

{b € B|vd(X) = 3}

est un ouvert de B.

En se ramenant a ’application d’Albanese (comme nous 'avons déja fait de
nombreuses fois ci-dessus), on peut déformer les fibres de la I'-réduction de X :

Proposition 8.3.3 (sous réserve des conjectures 6.1.1 et 6.2.1)

Soit w: X — D une déformation de variétés kihlériennes de dimension 3. Si
la fibre centrale vérifie vd(X) = 2 et si sa I'-réduction n’est pas de type général,
on a alors :

De méme, en utilisant la proposition 7.2.2, on obtient 1’énoncé inconditionnel
suivant.

Proposition 8.3.4
Soit m: X — D une déformation de variétés kihlériennes de dimension 8 dont
la fibre centrale vérifie vd(X) = 2. Si la T-réduction de X vérifie l'une des deux
conditions suivantes

1. s(T(X)/A"(yx)) = 1,

2. T(X) n’est pas une surface rationnelle et k(T'(X)/A*(vx)) <1,

on a alors :
VteD, vd(X;) = 2.
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Chapitre 9

['-réduction des orbifoldes
kahlériennes

Afin d’unifier les différents points de vue qui ont été adoptés dans les cha-
pitres précédents, nous allons montrer que la I'-réduction existe également dans
la catégorie des orbifoldes kihlériennes (lisses). Pour cela, nous allons rappeler
la construction du revétement universel d’une orbifolde lisse (résultats exposés
dans [Nam87]) et discuter la notion de métriques kéhlériennes orbifoldes. Sui-
vant les arguments de [Cam94], cela nous permettra de contruire la I-réduction
du revétement universel d’une orbifolde (X/A).

9.1 Revétement universel d’une orbifolde lisse

On considére ici une orbifolde (X/A) avec

A=) (1- %)Dj.

jed
On se limitera aux orbifoldes dites lisses.

Définition 9.1.1

Une orbifolde (X/A) est dite lisse si la variété sous-jacente X est lisse et si le
support de A est un diviseur & croisements normaux.
Si (21, ,2n) désigne un systéme de coordonnées locales (défini sur un poly-
disque D™) dans lequel A a pour équation (virtuelle)

1-1/m;
A-1/m;

J =0,

j=1
on appelera uniformisation locale le morphisme :
D" - X
{ (217...,2;”) — (2717117...,Z;”r’zr+1,...’zn)
Remarque 9.1.1

Dans la situation purement logarithmique correspondant & m; = 400, on doit
m .
poser z; T =%,
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On adoptera également les notations suivantes : X* désignera l'ouvert de
Zariski
X" = X\Supp(A).

Si, de plus, y; désigne un lacet dans X™* autour du diviseur D;, on notera K le
sous-groupe normal de m (X™*) engendré par les classes d’homotopies des lacets
’y;nj . Rappelons enfin (voir le chapitre 5) que le groupe fondamental de (X/A)
est défini par :

m(X/A) =m(X")/K.

Définition 9.1.2
Un revétement ramifié en au plus A de X est une application holomorphe
w:Y — X vérifiant les conditions suivantes :

1. Y normal et connexe, w & fibres discrétes,
2. 7 définit (par restriction) un revétement étale de X*,
3. au dessus de Dj, m ramifie a Uordre n;, diviseur de mj, et ce pour tout j,

4. tout point x € X admet un voisinage connexe V tel que toute composante
conneze U de 7=1(V') rencontre la fibre 7=1(z) en un unique point et la
restriction wy : U — V' est propre (et donc finie).

On dit que m ramifie exactement en A sinj; = m; pour tout j € J.

Les uniformisations locales de la définition 9.1.1 sont donc des revétements rami-
fiés locaux et la question de la globalisation est résolue par le théoréme suivant.

Théoréme 9.1.1 (th. 1.3.8, p. 35 [Nam87])

Il existe une bijection naturelle entre les sous-groupes G de w1 (X™*) contenant le
sous-groupe K et les revétements ramifiés en au plus A de X (a isomorphisme
pres). Cette bijection associe & un revétement ramifié m : Y — X le sous-
groupe m(Y*) — m(X*) obtenu par restriction au dessus de X* (le point 3
de la définition 9.1.2 assure la condition K C w1 (Y™*)) et, réciproquement, ¢ un
sous-groupe G, elle associe la complétion au dessus de A du revétement de X*
induit par G.

Si G est d’indice fini (respectivement normal), le revétement correspondant sera
fini (respectivement galoisien).

Remarque 9.1.2

Pour obtenir une théorie similaire a celle des revétements étales, il suffit de
considérer le groupe G/K : on obtient alors une bijection entre les revétements
ramifiés en au plus A et les sous-groupes de w1 (X/A).

Démonstration :
Soit G un sous-groupe de 71 (X*) contenant K et soit 7 : Y* — X* le
revétement étale correspondant. Il faut montrer que le revétement m peut étre
complété au dessus du support de A. Soit donc z € X un point de Supp(A)
et (z1,-+-,2,) des coordonnées locales adaptées & A définies sur un voisinage
ouvert V. Plus précisément, V est isomorphe a un polydisque D" et, dans ce
systéme de coordonnées, A a pour équation
T
1-1/m;

j =0.

j=1
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Comme V* = V\Supp(A) ~ (D*)" x D" ", le groupe fondamental local en x
est :

m(V/A) = m@)/ (2] ) = D Z/mjZ.

Il est en particulier fini et, si U* désigne une composante connexe de 7= (V*),
I’application

= U — V™
est un revétement étale propre (car fini) et ¢’est donc un quotient intermédiaire
du revétement

D (Zla"' 7Zn)’_> (Z{nla"' 7Z:nraz7‘+l7"' ,Zn).

Il existe donc un groupe fini H (quotient de m(V/A)) et un diagramme com-
mutatif :

(]D)*)T‘ X Dn—?’ U* — (]D)*)T‘ X D’I’L—T’/H

S

V*

L’action de H se prolonge de maniére naturelle & D™ et, si on pose U = D"/H,
on obtient une nouvelle application (encore notée ) :

T:U—V

qui ramifie au plus en A. Comme le prolongement construit est unique a isomor-
phisme de revétements ramifiés prés (voir [Nam87, prop. 1.1.5, p.5|), on peut
recoller Y* et les espaces complexes U construits ci-dessus et on note Y ’espace
complexe ainsi obtenu. Comme Y n’a que des singularités quotients, Y est bien
normal. De plus, par construction, 'application 7 : Y — X ramifie au plus en
A.

Il est alors clair que 'opération consistant & considérer le sous-groupe m (Y*)
de 71(X™) est bien l'inverse de la construction ci-dessus. [J

Par construction, les revétements ramifiés des orbifoldes lisses ont au plus des
singularités quotients : ce sont donc des V-variétés au sens de Satake! (introduites
dans [Sat56]). Les objets géométriques (métriques, fibrés, formes différentielles,...)
considérés sur ces V-variétés sont naturellement définis sur le lieu lisse et doivent
se prolonger en des objets invariants (et lisses) dans les uniformisations locales.

Si on souhaite obtenir des revétements qui ramifient exactement en A, on
doit imposer des conditions topologiques sur la paire (X/A).

Définition 9.1.3
Siy; désigne toujours des lacets élémentaires autour des diviseurs D, on note
d; Vordre de vy; dans le quotient w1 (X/A) (d; divise donc m;). On pose alors

1
Aoy = 01- 1D,

jeJ J

Lou encore des orbifoldes au sens de Thurston ; pour des raisons évidentes, nous n’utiliserons

pas cette terminologie.
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et on Uappelle la régularisation de A. Si A,cqg = A (i.e. si d; = m; pour tout
j € J), on dira que A est régulier.

. . dj e .
Par construction, le sous-groupe normal engendré par les ;” coincide avec le
sous-groupe K et on a donc :

T (X/A) = 1 (X/Areg).

De plus, A4 est le plus petit diviseur orbifolde dont les multiplicités divisent
celles de A et qui satisfait a 'égalité ci-dessus (autrement dit, on ne peut pas
réduire A,., sans réduire strictement 71 (X/A)). Par exemple, si on considére
une courbe orbifolde (P'/A) telle que le support de A soit réduit & un point
(avec une multiplicité quelconque), on a alors A,., = (). De méme, si A est
constitué des points 0 et co de multiplicités respectives m et n, la régularisation
de ce diviseur est

Breg = (1= 3)({0} + {0))

avec d = pged(m,n).
Le fait de remplacer un diviseur par sa régularisation nous permet d’obtenir
une notion de revétement universel satisfaisante.

Corollaire 9.1.1 B

Il existe (4 isomorphisme prés) un unique revétement wa @ Xao — (X/A)
ramifié en au plus A avec X’A simplement connexe. On [’appelle le revétement
universel de (X/A). Le revétement wa ramifie exactement en A si et seulement
si A est régulier.

Démonstration :

Pour obtenir le revétement en question, il suffit de considérer le revétement
correspondant au sous-groupe K lui-méme. Notons le (pour alléger I’écriture)
7:Y — X.Si X° = X\Sing(A), on va montrer que Y° = 771(X?) est
simplement connexe (comme Y\ Y est de codimension 2 dans Y, cela entrainera
la simple connexité de Y). Notons au passage la lissité de YO!

Faisons la remarque suivante : au vu de la construction méme de Y, les lacets
"y;nj se relévent en des lacets dans Y* qui deviennent homotopes & zéro dans
YO, 11 suffit en effet de considérer la situation locale

D"!xD* —  D*lxDr
(Zla"' ,Zn) = (zlv"' 7Zn71azf:7,n)

et sa complétion. Soit alors vy un lacet dans Y°; quitte & le déformer, on le
supposera dans Y*. Comme 7 : Y — X© est le revétement ramifi¢ (en au plus
A%) correspondant au sous-groupe K, le lacet v = m.(7y) est dans K et peut
donc s’écrire (dans 71 (X™*)) comme un produit de conjugués des lacets 'y;nj et
de leurs inverses. Avec la remarque ci-dessus, v admet donc un relévement
dans Y* qui devient homotope a zéro dans Y°. Comme 7y est homotope (dans
Y* donc dans Y) & 4, on en conclut que 7y est lui aussi homotope & zéro dans
Y?. Ce dernier est donc simplement connexe.

La derniére assertion est évidente compte tenu du fait que d; (notation de la
deéfinition 9.1.3) est aussi I'ordre de ramification de ma au-dessus de D;. O

97



Remarque 9.1.3 B

Meéme lorsque le diviseur est régulier, le revétement universel Xa de (X/A)
n’est pas forcément lisse (bien que Papplication ma ramifie exactement en A).
Considérons par exemple la surface orbifolde

(x/8) = (P/(581 + 382))

ot Ay et Ay sont deux droites se coupant en un point p € P2. Comme le
complémentaire du support de A est isomorphe au plan affine privé d’une droite,
son groupe fondamental est cyclique

m(X*)~2Z

et le diviseur A est régulier (car K ~ 27). Le groupe fondamental de cette
surface orbifolde est donc :

m(X/A) =m(X")/K ~Z/2Z.

D’aprés le corollaire 9.1.1, il existe un revétement double m : Y — (X/A)
ramifiant exactement en A (avec Y simplement connexe).
En revanche, au voisinage du point p, (X/A) est isomorphe a

1 1
(/G le=0}+5{w=0})
2 2
et le groupe fondamental local au point p est donné par :
7T17100(X/A)p [ Z/QZ SY Z/QZ

Si V' désigne un voisinage de p et U une composante connexe de ﬂgl(V), U est
donc un quotient intermédiaire de I'uniformisation (z,y) — (z%,y*). On vérifie
sans peine que U correspond a 'action diagonale de Z /27 :

(a?,y) = (—J), _y)

et on obtient ainsi une singularité conique au-dessus du point p dans Y .
De méme, pour n > 2, le revétement universel de ’orbifolde

(B2 1/m) (21 + Ao))

est le cone sur la courbe rationnelle normale de P™.

Pour finir, le résultat suivant met en avant une situation dans laquelle on
peut "éliminer" le diviseur orbifolde par un revétement fini.

Théoréme 9.1.2 (th. 11.16 [CamO07])

Soit (X/A) une orbifolde lisse de groupe fondamental w1 (X/A) résiduellement
fini?. 1l existe alors un revétement fini ™ : X' — (X/A) ramifié ezactement
en A avec X' lisse. En particulier, 1 (X') est un sous-groupe d’indice fini de
m1(X/A) et le revétement universel (au sens usuel) de X' s’identifie au revéte-
ment universel (au sens orbifolde) de (X/A).

2Un groupe est résiduellement fini si 'intersection de ses sous-groupes d’indice fini est
réduite a {1}.
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9.2 Notion de métriques kiahlériennes orbifoldes

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de donner une définition de la
notion de métrique kihlérienne sur une orbifolde lisse (X/A). Pour commencer,
étudions le modeéle local (C™, A) ot A a pour composantes irréductibles les axes
de coordonnées D; = {z; = 0} affectés de multiplicités m; > 2 (1 < j < r).
Le diviseur A doit étre considéré comme un bord a l'infini et les multiplicités
comme 'ordre des poles "autorisés" le long de ce diviseur; ceci nous conduit &
penser qu’une métrique orbifolde pour le modéle local doit étre de la forme :

- ’ide N dz . N
WA = Z T asi/my) + szzj Adz;.
j=1 |ZJ| j>r

On constate de plus que, dans une uniformisation, cette métrique se reléve en
une métrique lisse. En effet, si

cr — cr
T
(tla"'atn) = (Zla"'azn):(t;nlv'"at;zﬁbr;tr%*la"'atn)
désigne le revétement universel ramifiant exactement le long de A, on a :

*d(£) A d(5™)

W) =) 17 + > idt; A dE;

tmj
J=1 | J i>r

Cim2tT T A N T
JJ J J J . —
- Z 2(m;—1) + Z Zdtj A dtj
j=1 |tj|

j>r

= imldt; Adt; + Y idt; AdE;

j=1 Jj>r

et, aux coefficients m? prés, on retrouve la métrique euclidienne de C”.
Ceci étant, nous adoptons la définition suivante.

Définition 9.2.1

Une métrique hermitienne sur une orbifolde lisse est une (1,1)-forme positive
(lisse) wa définie (et lisse) sur X* = X\ Supp(A) qui se prolonge en un courant
positif fermé sur X et vérifiant de plus la condition suivante : si (z1, -+, 2y)
sont des coordonnées locales adaptées o A et si wa = iZLk wjrdz; N\ dzy; est
lexpression locale de la métrique, alors la fonction

|57 w5

se prolonge en une fonction lisse.
La métrique est dite kihlérienne si elle est fermée (comme forme lisse ou comme
courant).

Reste maintenant & étudier la question de l'existence de tels objets. La remarque
suivante va nous permettre d’envisager la construction de métriques sur les
variétés compactes.
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Remarque 9.2.1
L’expression Y, ; |zj|2/ " fournit un potentiel (continu) pour la partie polaire de
la métrique orbifolde défini dans le cas local. En effet, un calcul direct donne :

i@g\szQ/mj :iag(z;/7rljz—jl/mj) _ eyt
j

2
mj |24
On en déduit donc :

Proposition 9.2.1
Soit X une variété compleze compacte et A =3 . ;(1—1/m;)D; un diviseur
orbifolde tel que (X/A) soit lisse. Soit également w une métrique hermitienne
sur X. Pour tout j € J, on note s; la section canonique du fibré en droites
Ox(D;) que Uon munit d’une métrique lisse quelconque. Si C' > 0, on pose
enfin

wa = Cw+ Y i0d s/ .

jeJ

Si la constante C est choisie suffisamment grande, wa définit une métrique
hermitienne pour lorbifolde (X/A) vérifiant de plus :

WA > w au sens des courants.

Si de plus w est kdhlérienne, la métriqgue wa [’est également.

Démonstration :

L’expression ci-dessus définit bien une (1,1)-forme réelle lisse sur X*. De
plus, d’aprés la remarque 9.2.1, cette forme a des poles d’ordre m; le long de
D;. 1l reste donc & vérifier la positivité. Pour cela, on recouvre X par un nombre
fini de boules de rayon 2 fournissant des coordonnées adaptées a A et telles que
les boules de rayon 1 recouvrent encore X. On méne alors le calcul dans une de
ces cartes. L’expression locale de |sj|2/mj est |zj\2/mj fj ot f; est une fonction
lisse et strictement positive. Quitte & multiplier les métriques par des constantes,
on supposera méme que f; > 1 sur la boule de rayon 1. On a donc :

185 |Sj |2/mj = zfﬁg |Zj|2/mj + z@fj N 5 |Zj|2/mj
+i0|2 7™ NDf; + |27 00f;. (9.1)
En utilisant l'identité
i8(|2:j|2/mj + fJ) A 5(2j2/m-7 + f]) =10f; A ng +1i0f; A d |Zj|2/mj
+i0 |z NDf; +i0 |2 N 2P
on obtient alors (au sens des courants) :
i0f; NO 2™ 40|z N DSy = —idf; NOf; —id |z AD |z

7 |Zj|2/mj de A dz
|Zj‘2(1*1/mj)

> —idf; NOfj —
(9.2)
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Comme f; est lisse, on peut trouver une constante C; telle que
i |zj|2/mj 00f; —i0f; Ndf; > —Cjw sur la boule de rayon 1. (9.3)

En combinant (9.1), (9.2) et (9.3), on obtient donc

2/m;
wa > (C— ZC W"‘Z |z| )idz; A dz;

2(1-1/my)

> (C - Z Cj)w sur la boule de rayon 1.
J
Comme X est recouverte par un nombre fini de telles boules, on peut trouver
une constante C' qui rende ’expression ci-dessus strictement positive (ou méme
telle que wa domine w).

Au vu de 'expression de wa, on a dwa = dw et la métrique orbifolde wa est
kahlérienne si et seulement si w est. O

Faisons le lien avec le revétement universel introduit au paragraphe précé-
dent.

Proposition 9.2.2 _

Soit (X/A) une orbifolde lisse avec A régulier. Si wa : Xao — (X/A) est
le revétement universel de (X/A) et wa une métriqgue hermitienne orbifolde,
mh(wa) définit une métrique sur XA au sens des V-variétés de Satake.

Démonstration :

Comme A est régulier, mo ramifie exactement en A : les uniformisations
locales de Xa sont donc les mémes que celles de (X/A). La métrique 73 (wa)
a donc au plus des singularités quotients (au-dessus du lieu sigulier de A). O

On peut remarquer ici U'intérét de considérer des métriques orbifoldes : le fait
d’avoir des poles le long de A compense la ramification et assure que l'objet
obtenu par image réciproque sur Xa est encore une forme strictement positive.
Si on s’était contenté de considérer I'image réciproque d’une métrique hermi-
tienne (kéhlérienne) w sur X, la (1,1)-forme 7} (w) serait seulement positive au
sens large : elle s’annule en effet en dehors du lieu ot le morphisme wa est un
isomorphisme local.

9.3 Construction de la I-réduction

Nous allons mettre & profit les deux paragraphes précédents pour construire
la I-réduction des orbifoldes kiihlériennes compactes (i.e. une version méro-
morphe de la réduction de Remmert pour X A). Rappelons tout d’abord que
la fibration correspondante sur (X/A) a été introduite (dans la catégorie orbi-
folde) dans [Cam07, § 11.4]. La construction de [Cam07] s’effectue directement
sur orbifolde (X/A) et permet de construire une fibration vérifiant les mémes
propriétés que dans le cas absolu (i.e. A = (). Rappelons le résultat en question.
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Théoréme 9.3.1 (th. 11.21 [CamO07])
Soit (X/A) une orbifolde lisse avec X kdhlérienne compacte. Il existe alors une
unique fibration presque-holomorphe (a équivalence biméromorphe pres)

Yix/a) - (X/A) --» T(X/A)

vérifiant les propriétés suivantes :
1. poury € T(X/A) générique, m(Xy/Ax,)(x/a) est fini (on X, désigne la
fibre de v(x/a) au-dessus de y)

2. poury € T'(X/A) général, si Z est un sous-ensemble analytique de X qui
rencontre X, et si m1(Z/Az)(x/a) est fini, alors Z est contenu dans X,.

La fibration vy x/a) est appelée la T'-réduction de (X/A) et l'entier
~vd(X/A) := dim(T(X/A))

la T-dimension de (X/A).
Une orbifolde (X/A) sera dite de type m1-général si vd(X/A) = dim(X).

Explicitons dans un cas simple ce que signifie la notation 71(Z/Az)x/a)- Pla-
cons nous en effet dans la situation ott Z rencontre transversalement le diviseur
A : Z est lisse et la restriction de A & Z est encore & croisements normaux.
Par restriction, on obtient donc une orbifolde lisse (Z/Az) et il est facile de
vérifier que l'inclusion i : (Z/Az) < (X/A) induit un morphisme au niveau des
groupes fondamentaux orbifoldes :

i m(Z/Az) — m (X/A).

La notation m1(Z/Az)x/a) désigne alors naturellement I'image du morphisme
i,. Pour définir cette quantité dans le cas général, on choisit un modéle biméro-
morphe (divisible) de (X/A) sur lequel le sous-ensemble analytique Z devient
lisse et rencontre transversalement le diviseur orbifolde. Pour plus de détails sur
les notions de morphismes (divisibles ou non), de sous-objets et de restrictions
dans la catégorie orbifolde, on renverra systématiquement a [Cam07].

L’objectif de ce dernier paragraphe est donc de construire la I-réduction
sur le revétement universel Xa de (X/A) et de montrer que cette fibration est
compatible avec la réduction y(x/a) introduite ci-dessus. Par analogie avec le cas
absolu, on voudrait montrer l'existence d’une fibration (presque-holomorphe)
propre sur X A qui contracte les sous-variétés compactes maximales de X A-
La correspondance entre sous-variétés compactes de Xa et sous-orbifoldes de
(X/A) de groupe fondamental fini dans (X/A) est ainsi 'analogue du lemme
2.2.1 et assure la compatibilité entre y(x,a) et une [-réduction potentielle de

Xa.

Lemme 9.3.1 B

Soit (X/A) une orbifolde lisse de revétement universel ma : Xao — (X/A)
(avec X compacte) et soit Z une sous-variété irréductible de X. Sont équiva-
lentes les deux assertions suivantes :

(i) le groupe m(Z/Az)x/a) est fini

102



(ii) chaque composante irréductible de 5" (Z) est compacte.

Démonstration :

On se place sur un modéle biméromorphe (divisible) adéquat de telle sorte
que Z rencontre transversalement A ; si Y désigne une composante irréductible
de ng(Z) (ici une composante connexe puisque Z est lisse), le revétement
Y — Z ramifié en au plus Az correspond au sous-groupe

G= Ker(m(Z/AZ) — Wl(Z/Az)(X/A)).

D’aprés le théoréme 9.1.1, ce revétement est fini si et seulement si G est d’indice
fini dans 71 (Z/Az) ou encore : Y est compacte si et seulement si 71 (Z/Az)(x/a)
est fini. O

En suivant les lignes de [Cam94], nous allons montrer comment construire
la T-réduction de X A. Avant toute chose, faisons I'observation suivante : le fait
de remplacer le diviseur A par sa régularisation A,., ne change ni le groupe
fondamental de (X/A) ni son revétement universel. Nous ferons donc désormais
I’hypothése suivante :

dans toute la suite, le diviseur A sera supposé régulier.

Siwa est une meétrique hermitienne orbifolde sur (X/A), la proposition 9.2.2
montre que wa := 7 (wa) est une métrique hermitienne (au sens des V-variétés)

sur X a. On peut alors lui associer une distance da qui fait de (X A, da) un espace
métrique complet (compacité de X). On pourra trouver les différentes vérifica-
tions techniques concernant la distance associée & une métrique riemannienne
sur une V-variété dans [Bor92].

Si Z est une sous-variété irréductible compacte de dimension p de Xa, on
peut définir son volume respectivement a la métrique wa :

Vol (2) = / Ga?
Z

On peut par exemple calculer cette intégrale dans les uniformisations locales
(sans oublier de diviser la quantité obtenue par le degré du revétement). Par
compacité de X, on en déduit facilement :

Lemme 9.3.2
I existe des constantes 7,0 > 0 vérifiant les propriétés suivantes : pour toute
sous-variété irréductible compacte Z C X et tout z € Z,

volgz (Z N B(z,1)) > 6
ot B(z,r) désigne la boule de centre z et de rayon r pour la distance da .

Les résultats de compacité relatifs a I’espace des cycles d’une variété kihlérienne
permettent de reformuler le lemme précédent de la maniére suivante.

Lemme 9.3.3 B
Soit (X/A) une orbifolde kihlérienne lisse de revétement universel Xa et T
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une composante irréductible de (?()?A). On considére alors le graphe d’incidence
de la famille de cycles paramétrée par T :

Gr = {(t,z) €T x Xa|lz € Zt}

(ot Zy est le cycle de parametre t) et les projections naturelles :
q:GT—n)Z'A etr:Gp —1T.

Dans cette situation, ’application q est propre.

Remarque 9.3.1

Par construction, r est également propre. Plus généralement, si T est une compo-
sante irréductible de C(Y') ou Y est un espace normal, la projectionr : Gy — T
est toujours surjective et propre.

Démonstration :

On munit XA d’une métrique wa comme ci-dessus (cette métrique est main-
tenant kihlérienne). Si K est un compact de Xa, (¢ (K)) consiste en I'en-
semble des cycles paramétrés par T rencontrant K. Or, comme T est une com-
posante irréductible de C(Xa) et comme wa est kihlérienne, les cycles de T ont
tous méme volume. On note v cette quantité et on considére le compact K de
XA défini par :

K= {xe)?A\dA(:v,K) SM} avec M > [%1

(les constantes 7 et § étant celles du lemme 9.3.2). Le choix de K entraine alors
I'inclusion

¢ (K) CrH(r(a N (K))),

c’est-a-dire que les cycles de volume < v et rencontrant K sont automatiquement
contenus dans K. Supposons en effet qu’il existe un cycle Z rencontrant K, de
volume v et non-contenu dans K. Soit alors = un point de Z N K et Yy € Z
n’appartenant pas a K. On peut donc trouver N boules de rayon r disjointes
(avec N > v/§) centrées en des points z; de Z avec z; = z et zy = y. On aurait
alors :

N
volgz (2) > Y voliz (Z N B(zi,1)) > N6 > v.
=1

Comme Z est de volume v, on en déduit qu’il doit étre entiérement contenu
dans K des qu’il rencontre K.

Or, d’aprés le théoréme de Bishop, r(¢~'(K)) est compact (les cycles de
r(q_l(K )) ont un volume constant et ont leur support dans un compact fixé) ;
par propreté de r (remarque 9.3.1), on en déduit que ¢~!(K) est également
compact. L’application g est donc bien propre. [

Pour construire la T-réduction de X A, on utilisera le résultat principal de
[Cam81].

Théoréme 9.3.2 (th. 1, p. 189 [Cam81])
Soit Y un espace analytique normal et T une composante irréductible de C(Y)
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telle que la famille (Z;)ier paramétrée par T soit couvrante (i.e. q est surjective)
et de membre générique irréductible (i.e. r est & fibres connexes). On suppose
de plus que Papplication q est propre.

1l existe alors une application presque-holomorphe propre 4 fibres connezes

gr:Y --» Qr

dont la fibre passant par un point générique y € Y est la classe d’équivalence de
y pour la relation d’équivalence engendrée par la famille de cycles paramétrée
par T (deux points de'Y sont équivalents si ils peuvent étre joints par une chaine
finie et connexe de cycles de la famille Z;).

On peut alors appliquer le méme schéma de démonstration que dans le cas
absolu pour construire la I'-réduction de Xa.

Théoréme 9.3.3 -
Soit (X/A) une orbifolde kihlérienne lisse de revétement universel X a. Il existe
alors une unique fibration presque-holomorphe propre

A )Z'A -3 F()Z'A)

vérifiant la propriété suivante : _
pour x € XA général, toute sous-variété irréductible compacte de X contenant
x est contenue dans la fibre de Yo passant par x.

Corollaire 9.3.1
Le lemme 9.53.1 montre l’existence d’un diagramme commutatif :

Xp —>T(Xa)
TA
V(x/D)

(X/A) —=T(X/A)

Démonstration du théoréme 9.3.3 :

Soit d le plus petit entier tel qu’il existe une fibration presque-holomorphe
propre B

f : XA - V

avec dim(V') = d. Supposons par 'absurde que, pour = € X A général, il existe un
sous-ensemble analytique compact non-contenu dans f~1(f(x)). Comme €(Xn)
est dénombrable a linfini, il existe alors une composante irréductible T' de €(X )
telle que la famille de cycles (U;)ier paramétrée par T vérifie

Vi eT, dim(f(U)) >0

et U, est irréductible pour ¢ générique dans 7. On considére alors la famille de
cycles compacts

Zy = 7 (f(Uy)

paramétrée (méromorphiquement) par 7. A nouveau, Z; est irréductible pour
t générique dans T et, grace au lemme 9.3.3, on peut appliquer le théoréme
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9.3.2 a la famille (Z;):er : le quotient correspondant est une fibration presque-
holomorphe propre _
gr : Xa - Qr

et, la fibre de f étant strictement contenue dans celle de g7, on a :
dim(Qr) < d = dim(V).

Ceci est en contradiction avec le choix de d et montre que la fibration f : Xp --»
V' et bien celle recherchée.

De méme, 'unicité est évidente par construction : si f et g sont deux fibra-
tions définies sur XA comme dans ’énoncé ci-dessus et & un point suffisamment
général, la fibre de f en x doit étre contenue dans celle de g et réciproquement. [J

9.4 Orbifoldes de petite I'-dimension

Pour finir ce chapitre, nous entendons montrer que ’analogue de la propo-
sition 2.5.1 existe dans la catégorie orbifolde. Remarquons tout d’abord que,
comme dans le cas absolu, on a :

~vd(X/A) =0 si et seulement si 71 (X/A) est fini.
A nouveau, le groupe fondamental suffit & caractériser la condition vd = 1.

Théoréme 9.4.1

Soit (X/A) une orbifolde kihlérienne lisse. La T'-dimension de (X/A) vaut 1 si
et seulement si son groupe fondamental w1 (X/A) est commensurable au groupe
fondamental d’une courbe de genre g > 1.

Démonstration :
Siyd(X/A) = 1, la suite exacte orbifolde (voir [Cam07, prop. 11.7]) associée
a la fibration
v (X/A) — C =T(X/A)

montre que m1(X/A) est extension d'un groupe G commensurable au groupe
fondamental d’une courbe de genre positif par un groupe fini. Le lemme A.0.2
de 'appendice A montre que m1(X/A) est lui aussi commensurable & un tel
groupe.

Réciproquement, si 7 (X/A) = 71(C) avec g(C) > 0, on en déduit que
m1(X/A) est résiduellement fini (71 (C) Pest car il est linéaire). On peut alors
appliquer le théoréme 9.1.2 : il existe un revétement fini 7 : ¥ — (X/A) qui
ramifie exactement en A. Comme le groupe fondamental de Y est commensu-
rable a celui de C, on en déduit que yd(Y) = 1. Le revétement universel de
(X/A) étant biméromorphe a celui de Y, on en déduit que vd(X/A) =1.0

Corollaire 9.4.1
Si (S/A) est une surface orbifolde kihlérienne (lisse), la valeur de vd(S/A) ne
dépend que du groupe fondamental de (S/A).

On rappelle alors la définition 12.1 de [Cam07] :
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Définition 9.4.1
Une famille d’orbifoldes paramétrée par une base B est une orbifolde lisse (X /D)
dont la variété sous-jacente est munie d’une submersion propre & fibre connexe

f:X—B

telle que la restriction de f a chaque composante irréductible D; de D soit en-
core submersive.

Dans cette terminologie, le théoréme 9.4.1 a également pour conséquence l'in-
variance par déformation de la I'-dimension des surfaces orbifoldes.

Corollaire 9.4.2
Soit (8/D) — B une famille de surfaces kidhlériennes orbifoldes au-dessus
d’une base connexe B. L’application

b(e B) — ’yd(Sb/Db)
est constante au cours de la déformation.

Démonstration :

D’aprés le corollaire 9.4.1, vd(8y/Ds) ne dépend que de 71(8p/Dy). Or, si on
fixe un point base 0 € B et si on note (S/A) = (8¢/Dy), on peut trouver (pour
b proche de 0) un difféomorphisme

(pb:xb;X

tel que, pour tout j :
oo(Djjx,) = Ay

En particulier, le groupe 71(8,/Dsp) ne dépend pas de b et la I'-dimension est
bien invariante. U
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Troisiéme partie

Extensions de formes
pluricanoniques : la méthode
One-Tower
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Chapitre 10

Introduction a la partie 111

10.1 Invariance des plurigenres

Parmi les invariants biméromorphes d’une variété complexe compacte, les
plurigenres font partie des plus simples & définir mais cette simplicité ne doit pas
cacher le fait qu’ils sont une source considérable d’informations sur la géométrie
de la variété : leur comportement dicte en effet une grande partie de la-dite
géométrie. Une question naturelle qui se pose alors est la suivante : comment
se comportent les plurigenres dans une déformation de variétés complexes? Si
la réponse a cette question est triviale dans le cas des courbes (les plurigenres
sont alors des invariants topologiques), elle l'est déja nettement moins dans le
cas des surfaces [Iit70] :

Théoréme 10.1.1 (S. Iitaka, 1970)
Les plurigenres sont invariants dans une déformation de surfaces.

La démonstration de ce résultat s’appuyant sur la classification des surfaces
obtenue (entre autres) par K. Kodaira, F. Enriques et I.R. Shafarevich, celui-ci
n’admet bien entendu aucune généralisation en dimension supérieure. D’autant
plus que, sous cette forme naive, I’énoncé précédent devient faux en dimension
supérieure : une construction due a I. Nakamura [Nak72] montre que, dés la
dimension 3, les plurigenres peuvent avoir des sauts au cours d’une déformation.
Dans ’exemple de Nakamura, les fibres de la déformation ne sont cependant pas
k&hlériennes. Cette remarque motive donc la conjecture suivante :

Conjecture 10.1.1

Les plurigenres sont invariants dans une déformation de variétés kihlériennes.
En d’autres termes, si m : X — B est une application holomorphe, propre
et conneze au dessus de la base B (connexe) et si toutes les fibres de m sont
kdhlériennes, 'application :

B3b— pn(Xp)
est constante sur B pour tout entier m > 1.

Dans le cadre purement kdhlérien, le résultat le plus significatif obtenu dans
la direction de la conjecture 10.1.1 est dit & M. Levine :
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Théoréme 10.1.2 ([Lev83|)

Soit m : X — B une déformation de variétés complexes et 0 un point de B ;
on suppose que Xg la fibre au dessus de 0 est dans la classe C de Fujiki et que le
systeme linéaire |mKx,| contient un membre lisse pour un certain entier m > 1.
Il eziste alors un voisinage U de 0 dans B (on peut méme choisir U un ouvert
de Zariski) tel que :

VbeU Vk=1...m, pk(f)Cb) :pk(xO).

On rappelle que la classe C de Fujiki désigne la classe des variétés complexes
qui sont biméromorphes & une variété kihlérienne. Les variétés de la classe
C jouissent de certaines propriétés vérifiées par les variétés kdhlériennes, par
exemple la décomposition de Hodge est encore valable sur une variété X € C,
ainsi que la dégénéréscence en E; de la suite spectrale de Hodge-Frolicher. A
contrario, si la classe des variétés kdhlériennes est stable par petites défor-
mations (théoréme de Kodaira-Spencer), il n’en est rien de la classe € (voir
[Cam91al).

Pour montrer le théoréme 10.1.2, M. Levine calcule explicitement 1’obstruc-
tion au fait de pouvoir étendre une section définie sur la fibre Xy & un voisinage
de Xy et, sous les hypotheéses ci-dessus, il montre que cette obstruction s’annule
par un argument de théorie de Hodge (dégénérescence de la suite spectrale de
Frolicher d’un revétement fini de X). La conjecture 10.1.1 se réduit en effet & un
probléme d’extension de sections. D’aprés les théorémes d’images directes de H.
Grauert, on sait que la fonction :

B>b— pm(xb)

est semi-continue supérieurement (pour une déformation 7 : X — B); en
particulier, si on fixe un point base 0 dans B, on a nécessairement :

Pm(Xp) < pm(Xo) au voisinage de 0.

Si on sait montrer que toute section s € H°(Xy,mKx,) se prolonge sur un
voisinage de la fibre Xy, on obtient alors I’autre inégalité et donc :

Pm(Xp) = pm(Xp) au voisinage de 0.

La fonction b — p,,(Xp) est alors localement constante donc constante si B est
connexe.

Dans une série d’articles remarquables [Siu98]| et [Siu02], Y.-T. Siu démontre
Pinvariance des plurigenres dans le cas d’une famille projective au-dessus du
disque unité de C (la question étant locale sur la base, ce cas suffit ample-
ment) : les fibres sont alors projectives et munies d’une polarisation globale.
Dans [Siu98|, qui traite le cas du type général, la propriété d’extension des sec-
tions pluricanoniques est établie en comparant de fagon astucieuse deux idéaux
multiplicateurs (voir le chapitre 11 pour les notions introduites). L’article [Siu02]
démontre le cas général en autorisant méme des sections pluricanoniques a va-
leurs dans un fibré en droites pseudo-effectif (c’est a dire & courbure positive au
sens des courants) :

Théoréme 10.1.3 ([Siu02]) 3
Soient m : X — D une famille projective et (L,h) un fibré pseudo-effectif sur

110



X avec hx, bien définie et I(Xo, hx,) = Ox, et soit m > 1 un entier.
Alors, toute section s € H(Xo, mKx, + L) vérifiant : ||s|| j < +oo s’étend en
une section § € H(X,mKx + L) (c’est-a-dire : 5x, = s A7*(dt)).

0

Le cas du fibré L trivial correspond donc & I'invariance des plurigenres dans la
situation d’une famille projective.

Enfin, récemment, M. Pdun a donné une nouvelle démonstration de I'inva-
riance des plurigenres : en introduisant la méthode dite One-Tower, il a consi-
dérablement simplifié la démonstration de [Siu02] et a amélioré I’énoncé 10.1.3
(le rendant dans le méme temps plus naturel) :

Théoréme 10.1.4 ([Pau07]) B

Soient m : X — D une famille de variétés projectives et (L, h) un fibré pseudo-
effectif sur X avec hx, bien définie et soit m > 1 un entier.

Toute section s € HO(Xo, (mKx, + L) ® 3(Xo, hx,)) s’étend en une section
5€ H(X,mKx + L).

10.2 Cadre général de la méthode One-Tower

Bien qu’ayant montré son efficacité dans le cas des familles projectives (au
dessus du disque), la méthode One-Tower d’extension de sections pluricano-
niques s’adapte a différentes situations et il est possible d’en extraire un principe
général.

Soit donc X une variété complexe munie d’un fibré hermitien (A4,h4) &
courbure strictement positive (dans le cas ot X est projective, cela correspond
a un fibré ample) et soit S une hypersurface compacte de X. On se donne
enfin une section s € H°(S,mKyg) que 'on veut prolonger & X tout entier (pour
simplifier, on expose le cas ot le fibré L est trivial). Le procédé, pour pouvoir étre
mis en place, nécessite un résultat de type Ohsawa-Takegoshi (correspondant
aucas m=1):

Méta-théoréme 10.2.1 (voir le théoréme 12.1.2)

Soit F' un fibré en droites sur X muni d’une métrique h dont la forme de
courbure 1O (F) est positive (en un sens & préciser). Alors toute section o €
H°(S,Kg + F) vérifiant :

ol < +o0
s
s’étend a l’espace X tout entier.

Quitte & remplacer A par un multiple suffisamment grand, on impose alors
les deux conditions suivantes :
(A1) Toute section de mKg + Ag s’étend & X.

(A2) Pour tout p=0...m—1, le fibré pKx + A est engendré, au voisinage de
S, par une famille de sections (sg-p))jzluNp.

Comme on impose un nombre fini de conditions, on peut toujours trouver un
multiple de A qui remplit les conditions (A1) et (A2).

La méthode consiste alors en deux étapes :
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1. Extension pas a pas des sections s* @ s;p) : en utilisant 10.2.1, on

)

produit une extension sg ") de s*@5P). Pour cela, on procéde par récur-

.. . . km+p—1 .
rence et on utilise la famille d’extensions (sg P )) j=1..N,_, construite

au cran précédent pour concentrer les singularités le long des zéros de s;
. - . k—1 -1 )
si p = 0, on utilise la famille (s§( ymtm ))j:L. N,,_, (la récurrence se

fait en fait modulo m).
(km

J
une métrique sur le fibré kmKx + A et sa racine k'®™° est une métrique
(a courbure positive) sur le Q-fibré mKx + %A. En faisant tendre k vers
Pinfini, on peut ainsi espérer produire une métrique sur (m — 1)K x pour
laquelle la section s est de carré intégrable et lui appliquer alors 10.2.1 en
écrivant mKyx = Kx + (m — 1)Kx.

2. Extraction de racines : la famille de sections (s )) j=1..N, induit alors

Les extensions succesives de la premiére étape se font par récurrence sur
Pentier km +p (k> 1et 0 < p < m —1) et la "tour" se présente donc de la
fagon suivante

k=1,p=m-—1 k=2, p=m-—1

Il est maintenant grand temps d’expliciter 'appellation de la méthode (par op-
position aux techniques développées par Y.-T. Siu). Dans [Siu02], ce dernier
propose la démarche suivante pour étendre (avec estimations) s* ® s, ou s
est la section pluricanonique que ’on veut étendre et s4 une section d’un fibré
auxiliaire suffisamment ample. Tout d’abord, on effectue des contractions succes-
sives avec des sections (locales) de — Ky : si ¢ est une telle section, £ @ s*¥ @ s4
est une section de (km — 1)Ky, + A. En itérant ce procédé, on se rameéne a
des sections (locales) de Ky, + A, fibré adjoint pour lequel on peut appliquer
Ohsawa-Takegoshi et obtenir des extensions des sections locales considérées. On
peut alors se servir de ces extensions pour remonter d’un cran dans la tour; a
nouveau, en se servant a chaque étape des sections étendues au cran précédent,
on constate que 'on peut remonter dans la deuxiéme tour jusqu'au rang km
et ainsi obtenir une extension (avec estimations) de s* ® s4. Les deux tours de
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[Siu02] se présentent donc de la fagon suivante :

kmKyx, + A (km)Kx + A
(km — I)Kxo +A-—-— - - >(km— 1)Ky + A
2Ky +A— — — — — — — — =2Kyx + A
Ky, +A————————— >Ky+ A

Dans cette troisiéme partie, nous allons montrer comment mettre en pratique
cette technique & tour unique dans des contextes assez différents.

10.3 Reésultat principal

Avant de donner plus de détails sur les notions introduites et sur la mise en
place effective de la méthode One-Tower, citons le résultat principal de cette
partie (démontré dans le chapitre 12 ci-dessous) :

Théoréme 12.1.1 ([Cla05])

Soient m : X — A une famille projective et (L,B) un fibré pseudo-effectif sur
X avee hx, bien définie et 3(Xo, hx,) = Ox,-

Pour tout entier m > 1, lapplication de restriction :

HO(X,m(Kx + L)) — H°(Xo, m(Kx, + L))
est surjective.

Bien que le théoréme 12.1.1 ait un air de famille avec le théoréme 10.1.4, ils ne
sont pas logiquement conséquence 'un de 'autre. Le théoréme 10.1.4 permet en
effet d’étendre des sections qui sont dans I'idéal U(ﬁ‘g’m). Or, par sous-additivité
(théoréeme 11.3.4), on a :

j(il%,n) - j(ﬁxo)@)m(: Oxo)

avec, en général, inclusion stricte. Comme le théoréme 12.1.1 prétend que, sous
I'hypothése I(hx,) = Ox,, on peut étendre toutes les sections de m(Kyx + L),
on constate que ce dernier n’est pas une conséquence du théoréme 10.1.4.

On peut d’ailleurs essayer d’interpoler ces différents résultats d’extension. Le

résultat suivant synthétise les résultats d’extension de [P&u07] et [Cla05] (voir
également le théoréme 12.5.1 pour un énoncé similaire).
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Théoréme 10.3.1 ([Dem06])

Soient m: X — A une famille projective et (L;, h;) (0 <j <m—1) des fibrés
en droites pseudo-effectifs sur X. On suppose :

(1) pour tout 0 < j <m —1, la restriction de h; a Xo est bien définie,

(i) pour tout 1 < j < m — 1, l'idéal multiplicateur J(hjx,) est trivial.

Alors, toute section

m—1

s € H%(Xo, (mKx, + Z L;) ® I(hojx,))

=0

s’étend a X tout entier.

En revanche, on peut voir le théoréme 12.1.1 comme une version en famille
du théoréme 4.1 de [Tak06] dans le cas des variétés projectives ; nous en donne-
rons une démonstration s’appuyant sur la méthode "One-Tower".

Afin de faire le lien avec les parties précédentes, nous étudierons les formes
pluricanoniques L? des revétements universels (ou plus généralement des revéte-
ments non-compacts) des variétés projectives. Faute d’un énoncé plus naturel,
nous montrerons que ces sections admettent des prolongements méromorphes
(bien que nous ne soyons pas pour l'instant parvenu a le montrer, le caractére
holomorphe de ces extensions semble probable).

Théoréme 12.3.1
Soit m: X — D une famille projective et considérons :

N

la famille des revétements universels. Alors toute section s € HO(fJNCO,mKiO)
vérifiant

/ (s/\§)$ < 400
Xo

admet une extension o méromorphe (avec des péles d’ordre au plus m—1 le long
d’un diviseur fixé), holomorphe au voisinage de la fibre centrale et vérifiant de

plus
/~(0'/\5)% §00/~ (s AS)m

X Xo

ot Cqy est la constante numérique apparaissant dans le théoréme d’Ohsawa-
Takegoshi.

Pour finir, nous redonnerons également une démonstration du théoréme sui-
vant qui fait de plus le lien avec la I'-réduction :
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Théoréme 12.4.1
Soit X une variété (projective) de type général et de groupe fondamental infini,
X son revétement universel et Z la fibre générale de la I'-réduction de X :

Vi X —T(X).
Pour m > 2, application de restriction :
Hiy (X, mKg) — H%(Z,mKz)
est surjective.
Ce dernier a également comme corollaire presque immédiat le résultat suivant :

Corollaire 12.4.2
Si X est une variété de type général et de type mi-général, on a :

Vm > 2, pn(X) > 1.
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Chapitre 11

Métriques singuliéres et
1idéaux multiplicateurs

On entend dans ce chapitre rappeler quelques notions sur les métriques her-
mitiennes singuliéres (sur les fibrés en droites) ainsi que les notions de positivité
qui y sont attachées. Nous donnerons également des précisions sur les idéaux
multiplicateurs associés aux métriques a courbure positive (ou plus générale-
ment aux fonctions quasi-plurisousharmoniques) et rappellerons les théorémes
de Nadel.

11.1 Courbure des métriques singuliéres

Soit X une variété complexe munie d’une métrique hermitienne notée w et
L un fibré en droites sur X.

Définition 11.1.1 B ~
Une métrique hermitienne singuliére h sur L est un produit h = e~%h ot

p: X — [—o0; 400
est une fonction localement intégrable sur X et h une métrique lisse L.

Comme la condition est locale sur le poids ¢, cette condition ne dépend pas
de la métrique lisse choisie pour tester 'intégrabilité : une métrique h est donc
singuliére lorsque tous ses poids locaux sont (localement) intégrables. Par poids
local, on entend la notion suivante :

si U est un ouvert de X sur lequel L est trivial

L‘UL)UX(C

et une métrique h (non nécessairement lisse) est donnée par une relation du
type
(@, )l = l¢] e

ol ¢ est une fonction (prenant éventuellement des valeurs infinies) sur U : ¢’est
le poids local de la métrique h relativement & la trivialisation choisie sur U.
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La classe des métriques singuliéres est celle oui 'on autorise les poids & étre
localement intégrables (et pas seulement lisses).

Cette condition d’intégrabilité a pour objectif principal de garantir I'exis-
tence d'un courant de courbure associé & une métrique singuliére h. En effet, si
Uy et Us sont deux trivialisations de L (avec Uy N Uy # 0) et si 91 et 1o sont
les poids locaux (intégrables) de h sur Uy et Us, on peut alors calculer

2(‘35% et Z@gwg

au sens des distributions : ce sont des courants de type (1,1) sur les ouverts en
question. Or, sur Uy N Us, les poids différent du facteur suivant :

1 = 9 + log(lg]) avec g € O (U NUy)

ou g est la fonction de transition de L sur U; N U;. Comme ¢ ne s’annule pas,
on a ~
109 10g(|g]) = 0

et les courants 1001 et i00Ys se recollent sur I'intersection U; N Us.

Définition 11.1.2 R R
Si (L, h) un fibré hermitien muni d’une métrique singuliére h, la courbure de h

i0; (L) = i0dy (avec 1 un poids local de h)
est bien définie au sens des courants sur X.

Remarque 11.1.1
Si on écrit h = e~ %h ou h est une métrique lisse, on a bien évidemment :

i0; (L) = i00p + i0y(L).

11.2 Notions de positivité

La notion de positivité pour les courants de type (1,1) (et plus généralement
de type (p,p)) est parfaitement définie (voir par exemple [Dem97, chap. III|).
Par souci de commodité, rappelons cette définition pour les courants de type

(1,1).

Définition 11.2.1
Soit T = iy, Tjkdz; A dzy; Uezpression locale d’un (1,1)-courant (les Tjy
sont donc des distributions). Le courant T est dit positif si pour tout A =

(AL,..., An) €C™
Z AT g

1<g,k<n

est une mesure positive.

Ceci nous améne naturellement a la définition suivante :
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Définition 11.2.2
Un fibré hermitien (L, h) muni d’une métrique éventuellement singuliére est dit
pseudo-effectif si son courant de courbure est positif :

i@}"L(L) > 0.

Un fibré L est dit pseudo-effectif si il peut étre muni d’une métrique singuliére
a courbure positive.

Cela revient bien entendu & dire que les poids locaux de la métrique sont des
fonctions plurisousharmoniques (on adoptera naturellement labréviation psh
dans la suite).

Il est maintenant grand temps de dicuter d’une classe particuliérement im-
portante de métriques singuliéres : celle induite par une famille de sections. Pour
cela, considérons une famille (finie) de sections (s;);—1.n avec s; € HY(X, L).
L’expression

€|?
SV si(@))?

est alors définie intrinséquement : elle ne dépend pas du choix d’une métrique
lisse pour calculer |{| et |s;(z)|. On I'appelle la métrique induite par la famille de
sections (s;)j=1..n. Si les sections s; sont données localement par des fonctions
holomorphes f;, le poids local de la métrique est alors :

|§|(sj) = avec £ € L,

N
¥ =1og()_|fi(@)?)
j=1

et on a donc :

N
i0(s,)(L) = i0d1og(>_ |f;(x)|*) > 0.

j=1

Proposition 11.2.1

La métrique (singuliére) induite par une famille de sections est a courbure
positive (au sens des courants). En d’autres termes, un fibré effectif est pseudo-
effectif (il suffit méme que mL soit effectif pour un certain entier m).

Les singularités de la métrique induite par une famille (sj) j=1..~ sont bien en-
tendu concentrées le long des zéros communs aux sections s;. En particulier,
un fibré en droites dont un multiple est engendré par ses sections globales est
hermitien semi-positif.

On peut également renforcer la notion de positivité introduite ci-dessus :

Définition 11.2.3
Le fibré (L, h) est dit strictement positif (par rapport a la métrique hermitienne
w) si il existe € > 0 tel que :

’i@ﬁ(L) > ew,

i.e. 10 (L) — ew est un courant positif.
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Si la variété X est compacte, le fait d’étre strictement positif ne dépend pas
de la métrique hermitienne w choisie. Dans le cas non-compact, il n’y aura en
général pas d’ambiguité sur la métrique de référence fixée.

Dans le cas projectif, on peut étre plus précis : non seulement la stricte
positivité ne dépend pas de la métrique w choisie mais on peut méme montrer
que c’est une propriété algébrique du fibré L :

Proposition 11.2.2

Soit X une variété projective et L un fibré en doites sur X. On peut alors munir
L d’une métrique singuliére a courbure strictement positive si et seulement si le
fibré L est big, i.e. si :

0
K(X, L) 1= lim sup 28X ML)

= dim(X).
m— oo IOg(m) ( )

Démonstration :
D’aprés le lemme de Kodaira, un fibré en droites L est big si et seulement si
on peut écrire :
mL=A+FE

ou m est un entier, A un fibré ample sur X et E un fibré effectif. Si L est big, on
peut donc considérer une telle décomposition et munir A d’une métrique h 4 lisse
a courbure strictement positive et F d’une métrique singuliére hp donnée par
une famille de sections (comme E est effectif, on peut appliquer la proposition
11.2.1). La métrique h donnée par la racine mi®™°¢ de hy ® hg vérifie alors :
’L@fL(L) (i@hA (A) + Z.C—)hE (E)) 2

1 €
= — —w.

m m
Réciproquement, en utilisant les estimations L? de L. Hérmander (adaptées
par J.-P. Demailly au cas singulier), on peut montrer qu'un fibré a courbure
strictement positive admet un multiple effectif (on pourra consulter [Dem96,
prop. 6.6, p.42] pour plus de détails). Si L est a courbure strictement positive,
le fibré mL — A est & courbure strictement positive pour m assez grand et donc

k(mL — A) admet des sections pour un certain entier k; on a alors :
kmL=kA+ E

avec F effectif et L est big. [

11.3 Idéaux multiplicateurs

Les idéaux multiplicateurs introduits par H. Skoda [Sko72] puis repris (entre
autres) par A. Nadel et J.-P. Demailly se sont, ces derniéres années, révélés
des outils d’une extréme pertinence en géométrie algébrique complexe. Nous
donnons ici un bref apergu de la théorie analytique de ces idéaux (pour une
construction dans la catégorie algébrique, on pourra se reporter a [Laz04b]).

Soit donc toujours (X, w) une variété hermitienne complexe et ¢ une fonction
quasi-psh, c’est-a-dire vérifiant :

20590 > —Cw
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ou C est une fonction lisse positive.

Définition 11.3.1
Le faisceau d’idéaux multiplicateurs attaché a la fonction ¢ est par définition :

Vee X, Ie)e = {f € Ox7m|/ If7e2 < +oo}
U

ot U est un voisinage de x sur lequel le germe f est défini. C’est un sous-faisceau
d’idéaux du faisceau structural Ox .

Concernant la question de la cohérence du faisceau I(p), la réponse (affir-
mative) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 11.3.1 (A. Nadel, 1989)
Le faisceau d’idéauz I(p) est un faisceau cohérent sur X.

Pour la démonstration de ce résultat, on pourra par exemple consulter [Dem96,
prop. 5.7, p. 35].

Si on se place dans le contexte géométrique d’un fibré hermitien (L,l~1)
pseudo-effectif, les poids locaux ¢; sont alors des fonctions psh qui définissent
(sur les ouverts de trivialisation U; de L) des faisceaux cohérents J(¢;) qui se
recollent sur les intersections :

Définition 11.3.2
Si (L,h) est un fibré pseudo-effectif, le faisceau d’idéaur multiplicateurs de la
métrique h est bien défini :

J(h) C Ox.
C’est un faisceau cohérent.

L’intérét (et la raison de cette dénomination) réside(nt) en grande partie
dans le théoréme d’annulation suivant :

Théoréme 11.3.2 (Demailly-Nadel)
Soit (X,w) une variété kihlérienne compléte munie d’un, fibré (L, h) & courbure
strictement positive :

i9; (L) > ew (e >0).

On a alors :

Vg > 1, HI(X,(Kx + L) ® 9(h)) = 0.

Les techniques L? fournissent en fait une version effective du théoréme d’annu-
lation 11.3.2 :

Théoréme 11.3.3

Soient ¢ > 1 un entier et (X,w) une variété kihlérienne complete munie d’un
fibré (L, h) a courbure strictement positive :

i9; (L) > ew (e >0).
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Pour toute (n,q)-forme g (a coefficients mesurables) a valeur dans le fibré L
vérifiant g = 0 (au sens des courants) et

/ |g|% dV, < +o0,
X

il existe une (n,q — 1)-forme f solution de Of = g satisfaisant de plus :

1
[ukav < [ i av.
b'e q¢ Jx
Démonstration :

On pourra consulter [Dem96, cor. 5.3, p. 33 et th. 5.11, p. 38]. O

En ce qui concerne la propriété de sous-additivité des idéaux multiplicateurs
mentionnée dans l'introduction, rappelons 1’énoncé suivant :

Théoréme 11.3.4 (|[DELO0O])
Soient (L1,h1) et (Lo, ho) deux fibrés en droites pseudo-effectifs sur X. On a
alors :

j(hl & hg) C j(hl) & j(hg)

Démonstration :
Voir par exemple [Laz04b, th. 9.5.20, p. 202] pour une démonstration dans
le cadre algébro-géométrique ou larticle original [DEL00|. OJ

Pour finir, donnons quelques précisions sur le comportement des idéaux mul-
tiplicateurs lors d’une restriction & une sous-variété. Soient donc S une hyper-
surface (lisse et connexe) de X et (L,h) un fibré en droites pseudo-effectif sur
X ; on supposera de plus (pour que ce qui suit ait un sens) que la restriction de
h a S soit bien définie : si h = e~ ?h ou h est une métrique lisse, cela revient
a supposer que g Z —oo. On peut alors tenter de comparer les deux idéaux
suivants sur S :

j(iLs) et j(il)s.

Théoréme 11.3.5
Si X,S et (L,h) sont comme ci-dessus, on a alors :

I(hs) CI(h)s.

Plus précisément, il existe un faisceau d’idéauz Adj(S,h) C I(h) C Ox (faisceau
adjoint de h relativement & S) qui rend exacte la suite :

0 — Ox(=S) ®I(h) — Adj(S, h) — I(hg) — 0.

Démonstration :
Cf [Laz04b, th. 9. 5.1, p. 195]. L’exemple 9.5.2 qui suit I’énoncé du théoréme
dans [Laz04b| montre qu’en général l'inclusion est stricte. O
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Chapitre 12

Extensions de formes
pluricanoniques

Dans ce chapitre, nous mettons en pratique la méthode One-Tower pour,
dans un premier temps, démontrer le théoréme 12.1.1. Afin d’en montrer le vaste
champ d’application, nous montrerons ensuite comment ’adapter a différents
types de situations. Ainsi, le théoréme 12.2.1 traite le cas du fibré canonique
tordu par un fibré big sur une variété projective alors que les deux derniers pa-
ragraphes de ce chapitre concerneront les extensions de sections pluricanoniques
L? dans les revétements universels des variétés projectives (cas relatif et absolu).

12.1 Cas d’une famille projective
Rappelons le résultat principal de cette partie :

Théoréme 12.1.1 ([Cla05])

Soient m : X — D une famille projective et (L, i~z) un fibré pseudo-effectif sur
X avec ion bien définie' et I(Xo, ion) = Ox,-

Pour tout entier m > 1, l"application de restriction :

HO (X, m(Kx + L)) — H°(Xo, m(Kx, + L))
est surjective.

L’ingrédient essentiel de la démonstration du théoréme 12.1.1 est le théoréme
d’Ohsawa-Takegoshi (voir [OT87]) qui permet d’étendre des sections L? définies
sur une sous-variété a ’espace ambiant et qui joue donc le réle de ’énoncé 10.2.1.
Cependant, la version que nous allons utiliser apparait dans [Siu02, th. 3.1] :

Théoréme 12.1.2 (T. Ohsawa-K. Takegoshi, Y.-T. Siu)

Soit m: X — D une famille projective et (F,h) un fibré pseudo-effectif sur X
(avec hy, bien définie). Il existe une constante universelle Cy (qui ne dépend
pas de (F,h)) telle que toute section o € H*(Xo, Kx, + F) satisfaisant de plus :

[l < oo,

0

Li.e. iz‘xo Z +0o
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admet un prolongement & € H°(X, Kx + F) (avec O|x, = 0 Am*dt) qui vérifie :

~ 12 2
161k < co [ e
X Xo

La constante Cj est effective : on peut prendre Cy = 8me4/2 + é

Avant de rentrer dans les détails techniques, fixons quelques notations. On
fixe une métrique hermitienne w quelconque sur X et également une section
non nulle s € H°(Xo, m(Kx, + Lx,)) (que l'on veut étendre sur X). Comme
la famille est projective, elle est munie d’une polarisation globale : il existe un
fibré A ample sur X. Quitte & remplacer A par un de ses multiples, on impose
les conditions suivantes :

(A1) Toute section de m(Kx, + Lx,) + Ax, s’étend a X.
(A2) Pour tout p=0...m — 1, le fibré p(Kx + L) + A est engendré par une
(p)

famille de sections (s;”);j=1.n,-

Quitte a restreindre un peu le disque D, on peut bien entendu réaliser ces deux
conditions : en prenant A suffisamment ample, on obtient I’annulation du groupe
de cohomologie H! qui contient 'obstruction au fait de pouvoir étendre des sec-
tions en appliquant par exemple le théoréme d’annulation de Serre. Comme la
condition (A2) n’est requise que pour un nombre fini de fibrés, on peut bien
évidemment la réaliser avec un grand multiple de A.

On munit alors A et L de métriques lisses ha et h. La métrique w induit
par ailleurs une métrique sur Ky que l'on notera h,. On dénotera enfin par
hg = (hy @ h)®7® h 4 la métrique lisse associée sur ¢(Kx + L)+ A (lorsque g est
un entier). Si besoin, h, , désignera la métrique h&9®@h®" @h 4 sur ¢Kx+rL+A.

Pour finir, exprimons les données de I’énoncé en termes de ces notations : la
métrique h s’écrit R
h=e %h
et la condition sur la courbure s’écrit donc :
i0;,(L) = 100 + i®n,(L) > 0.

La fonction ¢ est donc quasi-psh et, par conséquent, localement bornée supé-
rieurement. Quitte & restreindre le disque D et a multiplier la métrique lisse
h par un facteur strictement positif, on peut donc supposer que la fonction ¢
vérifie :

® <0 sur X.

La condition de trivialité de 1’idéal mutiplicateur s’écrit quant & elle :

Cr, =/ e 224V, < 4o0.
Xo

12.1.1 Procédé inductif

La proposition suivante est le coeur de la méthode : on construit la tour
pas a pas. La force de I’énoncé suivant (qui réside dans le théoréme d’Ohsawa-
Takegoshi) consiste & produire des extensions avec des estimations L? précises,
correspondant en quelque sorte & un controéle uniforme des singularités intro-
duites.
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Proposition 12.1.1
1l existe une constante C' > 0 vérifiant : pour tout entierk > 1 et0 <p <m—1,
on peut étendre les sections s* ® sg»p) (pour 1 < j < N,) en

SR e HO(X, (km + p)(Kx + L) + A)

avec de plus les estimations suivantes :
(E1) sil<p<m-—-1,o0na

PP
b

(E2) pour p=0 (et k > 2), lestimation devient

No
/ - e dv, < C.
X Z —m+m—1) N

h(k—l)m,#»mfl

’%karp)

hk7n+p
5 v,

<0,

N

hrm4p—1

Démonstration :

Comme indiqué ci-dessus, on va construire les extensions §§km+p ) de proche
en proche. Avant de mettre en place le procédé inductif & proprement parler,
faisons la remarque suivante : quitte a restreindre le disque, la propriété (A2)
nous autorise & trouver une constante C7 > 0 telle que

N, (r) 2
-1 S
J= J h

0<rigSm—1 x Ny |l @ |
=1 7 h

On considére alors la constante :
C = max(1, 5] «.)CoC1CL,
ol on a posé :

[[s[ o = sup (|[s(z)] ™)
L 2eXo (ho®h)®

Pour amorcer le procédé (cas (k,p) = (1,0)), considérons les sections s ® s(o)
pour 1 < j < Ny. Ce sont des sections du fibré m(Kx, + L)+ A et on peut alors
appliquer la propriété (A1) : on peut étendre ces sections en des sections :

™ e HO(X,m(Kx + L)+ A) (1<j<Np).
Voyons maintenant comment étendre les sections
s® s € H(Xo, (m + 1)(Kx, + L) + A).
Pour pouvoir appliquer le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi 12.1.2, on écrit :

(m+1)(Kx + L)+ A=Ky +m(Kx + L)+ A+ _L ,
_/_/ 2

(s5™) g
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Pécriture ci-dessus signifiant que ’on munit le fibré m(Ky+ L)+ A de la métrique
induite par la famille (ng))qzl,, N, €t L de sa métrique singuliére h. On obtient
ainsi une métrique (singuliére) a courbure positive sur m(Ky + L) + A+ L pour

laquelle la norme de s ® s jl) est majorée par :

Js =5,

1
_ s® 5( )’
hm+1 m®h

N
Eq:oo H ® Sq

‘hm _ _
+1 e 2 § Cle 2¢

2
N 0
2 g=0 HS @ sy

m

En intégrant sur Xy, on a donc une majoration de la norme L? par :

|51,
A1, m®h
/ dV, < C1Cp < +o0.
oot
hom
On peut alors appliquer le théoréme 12.1.2 et obtenir une extension §§m+1) de

)

s ®s; * vérifiant de plus I'estimation :

5,

fom 1, ”‘®th < CyC,Cy.

/x Z ‘%m)

Pour obtenir une estimation ne faisant intervenir que la métrique hp,41, on
utilise le fait que ¢ est négative sur X. La métrique h domine la métrique h et
on a donc :

5],

m“ dv,, < CoC,Cr, < C.

/ J
N
x Zq:oo ‘

Supposons a présent les extensions 3*™+P) (avec (k,p) # (1,0)) vérifiant les es-
timations L? de I’énoncé 12.1.1 déja construites. On va alors montrer comment
construire les extensions au cran suivant en distinguant deux cas :

Casl:p<m-—1
Comme précédemment, on écrit :

(km+p+1)(Kx + L)+ A=Ky + (km +p)(Kx + L)+ A+ _L ,

k h
(54" +P)

ce qui signifie que I'on considére la métrique induite par la famille (A{kmﬂo ) )a=0...N,

et la métrique h comme ci-dessus, on obtient ’estimation suivante sur X :
o

N,
Zq pO

(p+1)‘

3 p+1
1,k ® H ( )‘ A 1 >
hrm+ + m h him

k P +p +p+ 2¢ < Che 2¢

ST

Rkm+p hkm+4p
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et on peut étendre la section s*¥ ® s;p *1 avec V'estimation L2 souhaitée, de la

méme fagon que dans le premier pas du procédé inductif présenté ci-dessus.

cas2:p=m-—1
A cette étape du procédé, on a construit des extensions s “ﬂwH_m_l) de sk®s,(1m_1)

et on veut maintenant étendre s*T1 ® Sgo). La decomp051tion

(k+1)m(Kx+L)+A:Kx+(km+m—1)(Kx—|—L)+A+\/L/

(sfl’”"“’)) h

permet de munir (km +m — 1)(Kx + L) + A + L de la métrique induite par
(Eékm+m_1))q:0mNmfl et L de sa métrique h ; Pestimation de la norme (sur Xo)

est légérement différente dans le cas présent :

e e
/ - 1®h av, = / b v,
xoz m—1 ~(km+m 1 . xoz R P
e / ||s|\?hw®h)®m —22qy.
Xo
< GO sl s

o on a posé r = (k+ 1)m. En appliquant le théoréme 12.1.2, on obtient donc

une section
SO e g, (k + 1ym(Kx + L) + A)

S M) _ p1 g (0
J

avec s
5410

H~((k+1 m)

[

Pour obtenir 'estimation finale, on utilise & nouveau le fait que ¢ est négative

sur X :
5"
/DCZNm 1

Il ne nous reste plus qu’a poser C' = C- max(No, ..., Np;m—1) pour conclure la
preuve de la proposition 12.1.1. [J

h m,km—+m— h
U(k+1)m,k + 1® dV, < CoyC1Cp, || ||L°°'
«(km-i-m 1)

hkm+7n— 1

h m —
(k+1) dv, < CyC1CL ||SHL°° =
~(km+m 1)

Rkm4m—1

12.1.2 Extraction de racines et conclusion

Afin de conclure la démonstration du théoréme 12.1.1, on va utiliser les ex-
tensions obtenues grace a la proposition 12.1.1 pour construire une métrique
sur (m — 1)(Kx + L) + L (a courbure positive) adaptée a la section s que 1'on
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désire étendre. Les estimations (E1) et (E2) de la proposition 12.1.1 sont d’une
importance capitale dans ce qui va suivre : elles permettent en effet d’obtenir
des majorations uniformes et de passer a la limite dans les extractions de racines.

Considérons a cet effet les fonctions quasi-psh suivantes :

1 &
few =3 longl\
p

L’utilisation combinée de la concavité du logarithme et de I'inégalité de Jensen
permettent de réécrire les estimations (E1) et (E2)sous la forme :

2 )

hkm+p

~(km+p) ’
5j

/x(fk,p — fep-1)dV, <C’ (12.1)

ou C’ est une constante. En posant f;, = fi 0 et en sommant les inégalités (12.1),
on obtient :

/ frdV., < kmC' +C",
e

inégalité que 'on peut réécrire sous la forme (avec M une constante indépen-
dante de k) :

/x%fkde <M. (12.2)

Comme la famille de sections (§§m)j:1,, N, induit sur km(Kyx + L) + A une
métrique a courbure positive, fi satisfait a :

O (m(Kx + L))+ éaéfk > —%@M(A) (12.3)

au sens des courants. La majoration (12.2) montre alors que les fonctions quasi-
psh (1/k)fr sont (localement) uniformément majorées : ceci résulte en effet
immeédiatement de I'inégalité de la moyenne pour les fonctions psh ; pour passer
a la limite, on utilise la proposition suivante de théorie du potentiel, extraite de
[LG86| (théoreme 1.26, p. 19).

Proposition 12.1.2

Soit Q un ouvert de CN et (Yn)n>1 une suite de fonctions psh sur Q unifor-
mément majorées sur Q. Soit ¢ = limsup,, . VYn et Prey 'enveloppe semi-
continue supérieurement de la fonction 1. La fonction 1.4 est encore une fonc-
tion psh sur Q.

En appliquant la proposition 12.1.2, on peut donc considérer ’enveloppe semi-

continue supérieurement de la limite supérieure des fonctions (1/k) f :

— 1
foo = limreg — f3
k—+o00 k

qui vérifie donc ’hypothése de courbure suivante (cela revient a passer a la
limite dans (12.3)) :

On,, (m(Kx + L)) +i00f >0 (12.4)
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et que l'on peut supposer négative (quitte a soustaire la borne uniforme). Pour
constater que fo, va nous permettre de construire une métrique adaptée a s, on
remarque que, sur la fibre centrale, on a :

2 R ST
vty = log(lsl) + plog(y_ [5”]] )

j=1

qui devient & la limite :
Il e < ar

ou M’ est une constante positive. La métrique hoo = e />~h,, est alors une
métrique (singuliére) & courbure positive (par (12.4)) pour laquelle la norme de
m—1

s est bornée. Pour conclure, on considére la métrique g = hod” ® h sur le fibré
(m —1)(Kx + L) + L. Pour cette métrique, s est L? :

(m—
/ Isl2 = / 5|2 =2 = fe =20y,
Xo Xo
S/ Is||? e=2~e=20qv,
Xo

<M / e 224V, < +o00.
Xo

On peut donc appliquer une ultime fois le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi 12.1.2
et obtenir une extension de la section s.[]

Remarque 12.1.1

Une derniére remarque s’impose quant au fait d’étendre s sur X ; en effet, il a
été fait mention de la nécessité éventuelle de rétrécir un peu le disque D et ce
a plusieurs reprises (mais heureusement en nombre fini) : a priori, I'extension
obtenue n’est pas définie sur X tout entier. Pour parer a ce défaut, on considére
F = R'7.(m(Kx + L)) : c’est un faisceau cohérent sur D (propreté de 7). De
plus, lextension obtenue (au dessus d’un voisinage de 0 dans D) définit un
élément non-nul de Fy. Comme D est de Stein, on sait que F est engendré par
ses sections globales ou encore que ’application de restriction :

HO(X,m(Kyx + L)) ~T(D,F) — Fo

est surjective. On peut donc prolonger s a X tout entier.

12.2 Cas projectif

Afin de montrer la souplesse de la méthode One-Tower, nous mettons a profit
ce paragraphe pour redonner une démonstration du théoréme suivant ([Tak06,
th. 4.1]) :

Théoréme 12.2.1 ([Tak06])

Soit X une variété projective lisse et S une hypersurface (lisse et connezxe) de
X ; on considere de plus un fibré en droite (L, ﬁ) muni d’une métrique singuliére
vérifiant :

(i) 105 (L) > ew avec € > 0 et w une métrique hermitienne sur X,
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(i) qu est bien définie (i.e. non identiquement —oo),

(iii) lidéal multiplicateur de i~z|s est trivial : J(S, iL‘S) = 0g.

Alors, pour tout entier m > 1, Uapplication de restriction :
H(X,m(Kx +L+S)) — H°(S,m(Ks+ Lg))

est surjective.

Comme mentionné plus haut, la mise en oeuvre de la méthode nécessite un
théoréme d’extension. Dans le cas algébrique qui nous préoccupe ici, on obtient
un tel résultat comme une conséquence du théoréme de Nadel 11.3.2 :

Proposition 12.2.1

Soit X une variété projective lisse et S une hypersurface lisse connexe de X.
Soit de plus un fibré en droites F muni d’une métrique singuliére h & courbure
strictement positive.

Le sous-espace H°(S,(Ks + Fs) ® I(hg)) est dans l’image de l’application de
restriction :

HY(X,Kx +S+F) — H°(S,Kg + Fs).

En d’autres termes, toute section s € H(S,(Kgs + L) ® J(hg)) s’étend en une
section 0 € HY(X,Kx + S + L).

Démonstration :
On a en effet la suite exacte de 'adjonction (proposition 11.3.5) :

0 — O0x(=S)®I(h) — Adj(S,h) — I(hs) — 0
que 'on peut réécrire en :
0— (Kx+F)®I(h)— (Kx +F+5)®Adj(S,h) = (Ks+ Fs) ®I(hg) — 0.
La suite exacte longue de cohomologie associée donne :

0 —HX,(Kx + F)®IJ(h)) — H°(X,(Kx + S + F) ® Adj(S,h)) —
HY(S,(Ks + Fs) ® J(hs) — H'(X,(Kx + F) ® J(h)).

Le théoréme de Nadel 11.3.2 s’applique et on a donc
HY(X,(Kx + F)®3(h)) =0,
ce qui assure la surjectivité de
HY(X,(Kx + F+8S) ® Adj(S,h)) — HY(S,(Ks + Fs) ®I(hg)).
Comme Adj(S,h) C Ox, on a bien la conclusion attendue. O

On fixe alors le méme type de conditions (et de notations) que précédem-
ment : on choisit A un fibré suffisamment ample sur X pour que les propriétés
suivantes soient vérifiées :

(A1) p(Kx + L+ S)+ A est globalement engendré par (sgzp))j:luNp pour 0 <
p<m-—1.
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(A2) Toute section de m(Kg + Lg) + Ag s’étend (en une section de m(Kx +
L+ S)+ A).

On notera également h,, la métrique induite par w sur Kx et on fixe g et h
des métriques lisses (quelconques) sur S et L ; on choisit de plus une métrique
lisse ha sur A a courbure > 0. Pour un entier ¢, on notera h, la métrique
(he ® g @ h)®?1 @ hg sur ¢(Kx + L + S) + A. Enfin, on note s la section de
m(Kg + Lg) que l'on désire étendre.

Notons que la métrique h s’écrit h = e~%h ou la fonction o vérifie :

/ e 224V, < 4o00.
s

On procéde par extensions successives :

Proposition 12.2.2
(p)

Pour tout entier k > 1 et 0 < p < m — 1, on peut étendre les sections s* @ 8;

(pour 1 < j < N,) en §§km+p) € H(X,(km +p)(Kx + L+ S) + A).
Démonstration :
On copie presque mot pour mot la démonstration de la proposition 12.1.1.

La propriété (A2) permet de traiter gratuitement le cas (k, p) = (1,0). Ensuite,
on considére le fibré :

(km +p+1)(Ex + S+ L)+ A=Kx + (km+p)(Kx + S+ L)+ 4) + L

(km R
(sg +P))

Le fait de munir L de sa métrique h nous assure que la métrique ainsi consi-
dérée sur (km + p)(Kx + S+ L) + A+ L est & courbure strictement positive.
De plus, par construction, les singularités de cette métrique sont concentrées le

long des zéros de s. On vérifie alors sans peine (calculs identiques a ceux de la
(p+1)
J

métrique. La proposition 12.2.1 permet alors d’étendre s* ® s

démonstration de 12.1.1) que s* ® s est dans I’idéal multiplicateur de cette

1
RN

On peut ici remarquer une différence considérable avec la situation en fa-
mille : on étend sans se soucier de contrdler les normes L2. La raison est en fait
double : tout d’abord la proposition 12.2.1 ne fournit pas de telles estimations ;
de plus, la positivité stricte de L suffit & compenser la partie négative qui appa-
rait quand on extrait les racines. Ce dernier fait va apparaitre clairement dans
ce qui suit.

Pour k > 1, on pose alors :

L o [[<(kim)
fio=log (2[5

Jj=1

)
Rim

O, (km(Kx + L+ S5) 4+ A) +i00f, > 0

On a donc :

et ainsi : ) )
iOem (m(Kx + L+ 5)) + %aéfk > —%@,M (A)
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ou encore :
Te) ((m — 1)(K +L+S))+m85f >_i(mi_1)@ (A)
2 (x)®(m=1) m X mk k = mk ha
avec (x) = h, ® g®h. Si on choisit k suffisamment grand, on peut donc obtenir :
) i(m—1) = €
16(*)®(m—1)((m - 1)(KX + L + S)) + Waafk 2 7500.
On munit alors (m — 1)(Kx + L+ S) + L de la métrique :

hoo = e~k T5(hy, @ g @ )2 @ h.

Le choix de & entraine alors i0,__ ((m—1)(Kx +L+S)+L) > Sw et on constate
aisément que o est dans 'idéal multiplicateur de la métrique ho ; une derniére
application de la proposition 12.2.1 nous permet de conclure.[]

12.3 Invariance des plurigenres L?

Dans cette section, nous allons montrer que les sections pluricanoniques L2
du revétement universel d’une variété projective sont de bons candidats pour
étre des invariants de déformation. Rappelons tout d’abord ce que nous enten-
dons par plurigenres L2.

Définition 12.3.1
Soit X — X le revétement universel d’une variété X kdhlérienne compacte.
Les plurigenres L? de X sont définis par :

Vm > 1, p{(X) = dimg, (x) (H(Oz)()?vm[(;?)) ;

ot dimy, (x) désigne la dimension de Von Neumann (voir appendice C).

Dans le cas du type général, on peut relier ces invariants aux plurigenres (clas-
siques) de la variété X (via les théorémes d’annulation adéquats et le théoréme
de I'indice L?).

Proposition 12.3.1 (th. 15.5, p.163, [Kol95])
Si X est une variété projective de type général, on a :

Ym > 2, dimg, (x)Hiy (X, mE5) = h°(X, mKx).

Les plurigenres L? d’une variété de type général sont en particulier des entiers.

Concernant le probléme de I'invariance des plurigenres L?, la combinaison de la
proposition précédente et du résultat principal de [Siu98] nous permet d’affirmer
que la quantité

B3b— p(Xy)

est constante dans une déformation projective de type général X — B au
dessus-d’une base connexe.
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Question 12.3.1
Les plurigenres L? d’une variété kihlérienne compacte X (non nécessairement
de type général) sont-ils en général entiers ¢

Plutot que de s’intéresser a4 une version numérique de l'invariance par dé-
formation, nous proposons une sorte de version qualitative de cette propriété
en termes d’extension de sections L? (pour la condition d’intégrabilité natu-
relle pour les formes pluricanoniques). Plus précisément, on dispose de ’énoncé
suivant.

Théoréme 12.3.1
Soit m: X — D une famille projective et considérons :
x —_—

N

D

la famille des revétements universels. Alors toute section s € H0(3~Co,mK3~CO)
vérifiant

/~ (s/\?)i < 400

X

admet une extension o holomorphe au voisinage de la fibre centrale f)NCO, méro-
morphe avec des poles d’ordre au plus m — 1 (le long d’un diviseur ample fixé)

et vérifiant de plus
/N(ma)ﬁ < CO/N (s AS)™
X Xo

ot Cy est la constante numérique apparaissant dans le théoréme d’Ohsawa-
Takegoshi.

Donnons quelques mots d’explication sur la notation (s A 3)'/™. En coor-
données locales, la section s s’écrit

s = f(2)(d= /\'~'/\dzn)®m

avec f une fonction holomorphe. Par abus de notation, (s A 3)*/™ désigne la
(n,n)-forme positive définie en coordonnées locales par l'expression :

()™ idzy AdZT A -+ Adidz, A dZy.

Remarque 12.3.1

Bien que nous n’y soyons pas parvenu, il est vraisemblable que la section s
admette une extension holomorphe sur X tout entier (avec bien entendu la
méme inégalité intégrale).

La démonstration du théoréme 12.3.1 n’est qu’une adaptation de plus de la
méthode One-Tower. Il y a tout de méme quelques difficultés additionnelles &
gérer convenablement pour mener & bien la mise en place de la-dite méthode.
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1. la condition d’intégrabilité de la section s qu’on souhaite étendre peut sem-
bler peu naturelle ; ¢’est pourtant celle dont on a besoin lors de la derniére
application du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi (ceci n’apparait pas claire-
ment dans 'invariance des plurigenres : la fibre centrale étant compacte,
toutes les sections lisses sont intégrables).

2. les familles de sections auxiliaires 55’) ) sont maintenant indexées par j >1

(a priori, ces familles sont infinies). Cependant, la somme des carrés de
ces sections est convergente (si on les choisit formant une base hilbertienne
d’un espace de sections L?).

(p)
R J
formes sur X tout entier. On doit pour cela se restreindre & des ouverts de
Stein (bornés) qui forment une exhaustion de X\ A (ou A est une section

3. on ne peut pas obtenir des extensions de s* ® s\’ avec estimations uni-

hyperplane de X.

Nous allons revenir dans un instant sur ces difficultés et sur la fagon de
les traiter. En revanche, nous pouvons d’ores et déja noter que le théoréme
d’Ohsawa-Takegoshi est encore valable pour la famille des revétements univer-
sels. Nous aurons en fait besoin de la version démontrée par Y.-T. Siu :

Théoréme 12.3.2 (th. 3.1, p. 241 [Siu02])

Soit m 'Y — D une famille paramétrée par le disque unité de C vérifiant la
propriété suivante : il existe une hypersurface 8§ de Y dominant D telle que Y\8
puisse s’écrire comme une réunion d’ouverts de Stein (& bord lisse) relativement
compacts. Il existe alors une constante (universelle) Co > 0 vérifiant :
pour tout fibré en droites pseudo-effectif (L, h) (avec h éventuellement singuliére)
sur'Y, toute section

S H?Q)(goa (KBO + L‘yo) ® j(h))
admet une extension

o € HY (Y, (Ky + L) @ 9(h))

2 2
[l <ca [ sl
Y Yo
Remarque 12.3.2

La constante Cy est la méme que dans I’énoncé du théoréme 12.1.2 et peut donc
étre fixée a Cy = 8mer/2 + 1/e.

Le théoréme 12.3.2 s’applique en particulier dans le cas ou Y = X est la famille
des revétements universels d’une famille projective (mais pas seulement).

avec de plus l’estimation :

12.3.1 Préliminaires

Avant de montrer que la méthode One-Tower s’adapte également & cette si-
tuation, étudions les difficultés qui ont été recensées ci-dessus.
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Tout d’abord, la condition d’intégrabilité différe légérement des autres situa-
tions; on doit en effet supposer que la forme volume (s AF)Y/™ est intégrable sur
la fibre centrale. Bien que plus difficilement maniable (cette condition ne définit
méme plus une norme pour m > 3), le caractére intrinséque de cette condition
semble plaider en sa faveur.

Le lemme suivant montre que cette condition d’intégrabilité est en réalité
plus forte que celle imposée par une métrique périodique. Ce résultat va nous
permettre d’utiliser des métriques et les conditions d’intégrabilité qui s’y rap-
portent.

Lemme 12.3.1

Soit X — X le revétement universel d’une varié¢té kihlérienne compacte X,
w une métrique de kihler sur X (@ la métrique induite sur X) et m > 1 un
entier. Il existe une constante C = C(X,w,m) telle que :

Vse HO()amK)z), /~ |s|3~) dvy < C</~(3/\§)%>m
X X

Démonstration :
Soit x € X et (z1,...,2,) des coordonnées locales géodésiques (pour )
centrées au point x. Si, dans ce systéme de coordonnées, la section s s’écrit

s(2) = f(2)(d2)®™

on a alors :

s(@)3 = @) et (s(z) AS(2)7 = |f(2)| " dA(2),

ot on a noté dA(z) la mesure de Lebesgue. D’autre part, I'inégalité de la moyenne
s’écrit :
2
1£( m<c/ " dA(z <C/5As#

et la constante C' peut étre choisie uniforme par rapport au point z (pulsque la
géométrie de X est uniformément bornée). Si on note I = [¢( z(sn s) m (mtegrale
que l’on suppose bien entendu finie), cette derniére inégalité peut encore s’écrire :

m

[F@)* < CIm=tf (@)

(la constante C' pouvant varier suivant les inégalités). De fagon intrinséque, on
a donc obtenu une inégalité entre formes volumes :

3

|s()[2 dVa < CT™ H(s(z) A5(x))
qui, en intégrant, fournit celle annoncée. [J

I1 nous faut maintenant choisir les sections auxiliaires. On fixe donc un fibré
A — X suffisamment ample pour que :

(A1) toute section de H(2)(9C0, mKz + ‘ZIDNCO) s'étende a X,
(A2) pour tout p=0,...,m—1, pKx + A soit engendré par H&)(ﬁz, mK;C—FZ)

(on notera (sg-p )) j>1 une base hilbertienne de ce dernier espace).
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Si h4 est une métrique lisse a courbure strictement positive sur A, on notera
w et @ les métriques kdhlériennes induites sur X et X. La seule différence a
noter est le fait que 'on doive considérer une famille infinie de sections L? de
pK5 + Aj; cependant, quitte a restreindre un peu le disque D, on peut trouver
des constantes M, > 0 telles que :

2
szO,...,m—l,éﬁZ‘sgp)‘ <M
Jj=>1

et ce ponctuellement sur X. En effet, 'inégalité de droite est une conséquence
directe de I'inégalité de la moyenne. Pour montrer celle de gauche, il convient
de noter que la fonction C'*°

J@) =3 |5 @)

Jj=1

:

est strictement positive sur X (les sections L? de pK5 + A sont censées engen-
drer ce fibré) et invariante sous l’action de m1(X); elle est donc le relévement
4 X d’une fonction C strictement positive sur X. En diminuant légérement le
rayon du disque D, on peut donc supposer que cette fonction est minorée par
une constante § > 0.

Reste une difficulté & surmonter : majorer uniformément les extensions que
l'on va produire dans le procédé inductif. Comme celui-ci fait apparaitre des

termes de la forme )

()
/ 21 ’53‘ p

Yo D1

(qui sont des intégrales clairement divergentes puisque 'intégrande est une fonc-
tion strictement positive et 7 (X)-invariante), on doit travailler sur des ouverts
bornés. On considére donc :

2 w
(p—1)
s; }

Q=X\4

et, si o = —log(|s z|) (avec s ; une section L2 définissant A), on pose également
, S1L ZlIS A A , p g

1
Qez{go<}.
€

Comme une section L? tend vers 0 & Dinfini, les ouverts {2, sont relativement
compacts (une fois le disque de base légérement rétréci) et de Stein.

12.3.2 Démonstration du théoréme 12.3.1

Soit s € HO(DNCO, mK, ) vérifiant la condition d’intégrabilité

/ (s A5)Y™ < +o0.
X

Le procécé inductif peut alors étre mis en place (sur chaque €2.) comme dans
les paragraphes précédents grace au lemme 12.3.1 :
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Proposition 12.3.2
Pour tout e >0, k>1,0<p<m—1 et tout j > 1, les sections

s" @ sP e HO(Xo, (km +p) Ky, + A z,)
admettent des extensions
o) e HO(Q., (km + p)K5 + A)

vérifiant de plus les estimations L? (uniformes en k) :

2
km+
21 ’Ua( p)‘
/ o zdVs < C.
m+p—1
DI ‘Uj ' ‘

Lorsque p = 0, il faut bien entendu remplacer km +p —1 par (k—1)m+m —1
dans I’énoncé ci-dessus.

Démonstration :

On procéde exactement comme dans les démonstrations des propositions
12.1.1 et 12.2.2. L’assertion (A1) permet d’étendre sans frais les sections S®S§-O)
Montrons sur les étapes (k,p) = (1,1) et (k,p) = (2,0) que 'on peut étendre

avec estimations uniformes (les estimations dépendant cependant de €).

(kyp) = (1,1) =
On utilise la métrique définie par les sections U](m) (qui étendent s ® s
1)

J

O sur

Q) sur le fibré mK5 + A. Pour cette métrique, la norme de s® s’ sur 'ouvert

(relativement compact) Q¢ g = Q2 N Xo est majorée par :

2
o)

2
5®s§1)‘
/Q P e = /Q
“0 D g>1%4 ‘ <0 g1 ’

et cette derniére intégrale est finie puisque l'intégrande est lisse et 'ouvert Q. o
relativement compact. On peut donc étendre (théoréme 12.3.2) la section s®s§-1)

. 1 . .
sur ). en une section a§m+ ) avec Pestimation :

2 2
7] <"
’2 V.

/ L dV; < G / ——
% S | o0 3

(0)
q>1 ‘Sq

En sommant ces inégalités sur I'indice j, on obtient une estimation de la forme :

M
)’26% < C% Vol (0

‘ 2




(ot M et & sont les contantes introduites ci-dessus pour encadrer la somme des

carrés des sections (sl(p))lzl).

(k,p) = (2,0) :
(m+m-—1) de s® S((]m—l)

On suppose qu’on dispose d’extensions g sur )¢, ces

sections définissant ainsi une métrique sur (2m—1)K5 + A. Pour cette métrique,

0)
2
o)
/ R
-
Q‘,g Zqu

la norme L? de s2 ® 5
’s@sq

est donnée par :

2

o
(mAm—1) 24V
m-rm—

fes0 > g1 %4 ‘

f? |51

Q0 3o ’S((Im* )‘

:

IA

(

. . 2m Lo
On peut ainsi trouver une extension g ) dont la norme L? vérifie :

2 2
7 o |
dV(g, S Co dde
Q (m+m-1)|? Q (m-1)|*
© Zq21 Oq ‘ 0 Zq21 Sq ‘
A nouveau, en sommant sur j, on en déduit 'inégalité :
2 2
(2m) (0)
2321 gj " 2 ijl 5j ‘
)QdV@ < G |s] ﬁde
m+m—1 m—
e 21 Ut(z ’ fe.o D1 |54

M M
Ol = EE sl
0 Jz, 0

(d’aprés le lemme 12.3.1, la section s est L? pour toute métrique lisse provenant
de X).

11 suffit alors de poser

CoM

Cezmax< 5

MC
Vola(90), 2 s )
pour conclure la démonstration de la proposition 12.3.2. O

Pour finir, on va montrer que 1’on peut étendre la section s sur les ouverts §2,
avec des estimations L?/™ uniformes par rapport a e. Pour cela, nous mettons
a profit une astucieuse majoration de ces normes L?/™ introduite dans [BP07].

Proposition 12.3.3
Pour tout € > 0, la section s admet une extension o, sur Qe vérifiant [’estima-

tion :
/ (o NT)Y™ gco/~ (s A5)H/™
Qe

Xo
ot Cy est la constante numérique du théoréme 12.3.2.
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Démonstration :

Montrons d’abord qu’une extension de s existe (avant d’en choisir une qui
aura la propriété requise). Comme on a des estimations uniformes sur Q. (pro-
position 12.3.2 ci-dessus), on peut les traduire en borne (localement) uniforme
sur la suite de fonctions quasi-psh :

1.1 (k) |
b= ps (S )

(comme dans les paragraphes précédents) et ainsi considérer sa limite supérieure
(régularisée) que I'on notera fo,. Pour le poids ainsi construit (sur le fibré mKx),
la section s est bornée :

(s AB)e 2= < M.

On dispose donc d’une métrique singuliére ho, sur (m—1) K5 & courbure positive
pour laquelle la norme de la section s vérifie :

Lok = [ aamem
Qo >~ X
1-1/m
= / (sm)l/m((sm)e*fw)
Q.0

M/(171/m)/ (s A5)L/m.
Xo

IN

Le théoréme 12.3.2 permet alors d’exhiber une extension de s sur 2.

Il nous faut encore montrer que I’on peut trouver une extension qui réponde
a la majoration de I’énoncé. Pour ce faire, on choisit o, une extension de s
a Q. de norme L?/™ minimale; on va montrer que cette extension en question
convient. Comme o est une section de mKs, elle définit une métrique singuliére
(& courbure positive) sur (m — 1)K pour laquelle la norme L? de s vaut :

/ S—AE*/ (s A)M™ < 400
ngo (UG Aaiﬁ)(l_l/m) B Qg’g

car o. est une extension de s. On peut une nouvelle fois appliquer le théoréme
12.3.2 pour ce choix de métrique sur (m—1) K5 et on obtient ainsi une extension
7. de s et vérifiant 'estimation :

Te N\ Te
< AV < G AF)Y™.
/QF (UEAFE)(l_l/m) = O/QSTO(S 5) = 0 %0(5 S)

Si on sait montrer I'inégalité

N Te
«c NTe 1/m</ Te € ;
) /Q Cnm s | e

on aura bien (en combinant (x) avec I'estimation ci-dessus) :

/ (00 AT/ gco/~ (s A/,
Q. Xo
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Par 1’absurde, supposons que 'inégalité (x) ne soit pas vérifiée, c’est-a-dire que

Te N Te —\1/m
—_— < e \O¢ .
AE (O-E Aa)(l_l/m) »/Qe(o.‘ 0')

Avec 'inégalité de Holder, on obtient :

=\1/m m—
/(Te/\?e)l/m = /(TE/\;E)WA(ffe/\CTT)T21
Q. Q. (

Oc NT¢) m?

_ 1/m 1-1/m
Te N\ Te —\1/m
(/ (O’ /\o—)ll/m> (/ (0'5/\0'6) L)
Qe € € Qe

< / (oe NTR)M™,
Q

€

IN

ce qui contredit la minimalité de la norme de .. L’inégalité (x) est donc satis-
faite et la majoration des normes L?/™ (uniforme par rapport a €) en découle. [J

On peut alors conclure la démonstration du théoréme 12.3.1 : en passant
a la limite lorsque ¢ — 0, on obtient une extension ¢ de la section s sur (2
telle que la (n,n)-forme (o A@)'/™ soit intégrable sur Q (grace a la proposition
précédente). Cette estimation montre que o est en fait méromorphe le long de
A avec des poles d’ordre au plus m — 1. Comme o est holomorphe sur la fibre
centrale Xy et comme le domaine sur lequel elle est holomorphe est un ouvert,
on en déduit que o est holomorphe sur un voisinage de Xy (malheureusement,
comme la projection 7 : X — D nlest plus propre, on ne peut pas a priori
choisir un voisinage tubulaire et il ne suffit donc pas de rétrécir le disque de
base pour obtenir une extension holomorphe).0J

12.4 Formes pluricanoniques L? et I'-réduction

On souhaite donner ici une derniére illustration de 1’élégance des techniques
L?, illustration obtenue en combinant les techniques du chapitre 4 et celles
développées dans les paragraphes précédents. Ce dernier énoncé concerne les
formes pluricanoniques L? sur X et la relation qu’elles entretiennent avec la
T’-réduction. Bien qu’il n’y soit pas explicitement formulé sous cette forme, le
résultat suivant apparait dans les lignes de [Tak04].

Théoréme 12.4.1
Soit X une variété (projective) de type général et de groupe fondamental infini,
X son revétement universel et Z la fibre générale de la I'-réduction de X :

Vi X — F()?)
Pour m > 2, application de restriction :
Hy (X, mK ) — H°(Z,mKz)

est surjective.
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Remarque 12.4.1
L’exemple de [EL97] (voir le paragraphe 4.3.3) montre qu’on ne peut pas prendre
m = 1 dans I’énoncé ci-dessus. La variété X en question est de dimension 3 avec
K(X) = yd(X) = 3 et hiy)(X,Kg) = 0; comme Z est ici réduite a un point,
Papplication _

H?Q)(Xv K)'E) - HO(Zv KZ)

ne peut en aucun cas étre surjective.

Comme il en a été fait mention ci-dessus, on va montrer que la méthode One-
Tower s’adapte & cette situation pour fournir une démonstration naturelle du
théoréme 12.4.1. Fixons a cette fin quelques notations : si (L, h) est un fibré en
droite muni d’une métrique (éventuellement singuliére) sur X, on notera (L, h)
les objets correspondants sur X (obtenus par image réciproque). On considére
un fibré ample A sur X muni d’une métrique (lisse) h4 ; la courbure de ce fibré
est donc une métrique kihlérienne que ’on notera w. On notera également U
un voisinage relativement compact de Z dans X sur lequel la I'-réduction de X
est topologiquement triviale (si besoin, on s’autorisera a rétrécir le voisinage en
question).

12.4.1 Un premier résultat d’extension

La pierre angulaire de la méthode est un résultat d’extension de type Ohsawa-
Takegoshi ; dans la situation qui nous intéresse, la proposition 12.4.1 joue ce role.
Il est & noter que, dans cette proposition, X n’est plus nécessairement supposée
de type général.

Proposition 12.4.1 _

Soit X une variété projective de revétement universel X et soit Z la fibre
générale de lapplication vg. Soit également (L,h) un fibré en droites sur X
muni d’une métrique singuliere dont la courbure vérifie :

iOn(L) > ew (e >0)

au sens des courants (i.e. L est big).
Alors toute section s € H*(Z,(Kz + Liz) ® J(h)) s’étend a X :

il existe o € H(OQ)()N(,KX + L) avec o)z = 8.
La section o est de plus L? par rapport h :
o€ H'(X,(Kg + L) ®I(h)).
Lorsque Z est réduit & un point (cas du type m1-général), on a :
H(Z,(Kz + Ljz) ®(h)) ~C

en choisissant bien str le point Z suffissamment général hors du cosupport de

I'idéal J(h). On en déduit donc :

Corollaire 12.4.1
Si X est de type m1-général et si (L, h) est un fibré en droites big sur X, alors :

HEy (X, (K5 + L) ®9(h)) # 0.
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En utilisant le théoréme de l'indice L? d’Atiyah, on peut méme "redescendre"
les sections sur X et obtenir le théoréme de non-annulation suivant :

Théoréme 12.4.2 ([Eys99], [Tak99])
Soit X une variété projective de type m1-général et L un fibré en droite big sur
X, alors :

H°(X,Kx +L)#0.

La démonstration de la proposition 12.4.1 repose sur le lemme suivant qui, en
un certain sens, reléve de la technique de concentration de Kawamata-Shokurov :
on peut construire des fonctions quasi-psh dont les singularités sont concentrées
exactement le long de Z (qui se comporte donc a la maniére d’un centre log-
canonique), la partie négative de leur hessien pouvant étre rendue arbitrairement
petite.

Pour construire ces fonctions, on utilise les techniques L? usuelles pour exhi-
ber suffisamment de sections de mA qui s’annulent sur Z (A désignant un fibré
ample quelconque sur X supposée projective). Avant toute chose, rappelons la
propriété de convexité de X par rapport a mA mise en évidence par T. Napier
(ce résultat est une conséquence assez directe du théoréme 11.3.2).

Théoréme 12.4.3 ([Nap90])

Soit (X, A) une variété projective lisse polarisée par un fibré ample A et de
revétement universel X non compact. Il existe alors un entier mg > 1 ne dé-
pendant que de (X, A) et vérifiant :
pour toute suite uniformément discréte (z;);>1 de points dans )?, lapplication
d’évaluation :

Hiy (X, mA) — Hiy (X, P A/my, A) ~ 1*({xi};5,,C)
i>1

est surjective pour tout m > mg

On munit X de la métrique kiihlérienne w donnée par la courbure d’une métrique
lisse h 4 sur A (les objets induits sur X seront notés @, ha, ... ). Une suite (2;);>1
de points dans X est alors dite uniformément discréte si

7 #] = d@(l’hl’j) > 5(X,w),

ou dg est la distance induite par @ sur X et d(X,w) le diamétre de X pour la

distance induite par w. Par exemple, toute suite qui tend vers l'infini dans X
admet une sous-suite uniformément discréte.

Quitte & remplacer A par myA, on peut donc supposer que les sections L? de
mA interpolent les suites uniformément discrétes pour tout entier m > 1. Un
argument de dimension permet alors de construire des sections s’annulant sur
Z et dont le lieu des zéros ne contient pas un sous-ensemble analytique non-
compact fixé.

Proposition 12.4.2 (lemme 4.3, p. 188 [Tak99])
Soit Y un sous-ensemble analytique irréductible (réduit) non compact de X.

141



Pour tout m > 1, il existe une section s € H?z) ()N(,m;l) qut s’annule le long de
Z mais dont la restriction a 'Y n’est pas identiquement nulle.

Démonstration :

On note Iz I'idéal des germes de fonctions de O qui s’annulent sur Z.
Comme Y est non compact, on choisit sur Y une suite de points (x;);>1 unifor-
mément discréte. La suite exacte courte :

donne en cohomologie L? :
0 — Hyy(X,mA® Iz) — Hy(X,mA) — H(X,mA® 0y).

Or, H&)()?,mfl ® Oz) s'identifie & H(Z, mfl‘z) qui est de dimension finie
puisque Z est compacte (théoréme de finitude de Cartan-Serre). Si on fixe un
entier [ > h(Z, mA,z), le théoréme 12.4.3 nous permet de trouver des sections

S1,...,8] € H&)()N(,mfl) vérifiant :

En restriction & Z, la famille (sq,...,s;) est liée pour des raisons de dimension ;
cela signifie exactement qu’une combinaison linéaire non triviale s’annule le long

de 7 : l

s = Z)\ij S H(O2)()?,m/~1®lz)

Jj=1

Si Ax # 0, on a alors s(xr) = A\xsg(2r) # 0 et ainsi s;y Z 0. O

On est maintenant en mesure de construire une suite de fonctions quasi-psh
dont les singularités (lieu de non-intégrabilité) sont exactement concentrées le
long de Z.

Lemme 12.4.1 (prop. 4.1, p. 188 [Tak99])
Pour tout N > 0, il existe une fonction quasi-psh oy vérifiant :

1. i00pN > — %@,

2. UN Supp(05/I(en)) = Z et donc : I(on) v CIzu,

3. N est bornée supérieurement (par une constante Cn ) : on < Cn.
Démonstration :

A nouveau en utilisant le fait que certains espaces de sections sont de di-
mension infinie, on peut trouver des sections L? de A qui s’annulent le long de

Z & un ordre arbitrairement grand. En effet, si N, ¢ > 1 sont deux entiers, on a
une suite exacte :

0 — Hpy (X, A® I}") — HY (X, A) — H(X,A® 0%/1}9).

Comme le faisceau
N
O)}/ Iy /

est supporté par Z, l'espace

HY(X, A 05/I)%
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est de dimension finie et I'espace
F i 7N
Hiyy (X, A I;7)
n’est donc pas réduit & zéro. Soit alors (s;);cs une famille finie de sections de
H&)(X, A® I]qu). En utilisant la proposition 12.4.2; on peut toujours rajouter

des sections & la famille ci-dessus et supposer que Z est la seule composante
compacte de

un (s

jeJ

(quitte a rétrécir U). On pose alors :

1 2
o= Lrog (S0
jed

Les points 1 et 3 de ’énoncé sont alors clairement vérifiés pour ce choix de
fonction. D’autre part, comme ’entier ¢ est arbitraire, on peut le choisir suffi-
samment grand pour réaliser la condition 2. [J

Démonstration de la proposition 12.4.1 :

Commengons tout d’abord par étendre s sur le voisinage U : comme s est
L? pour la métrique h, le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi-Siu 12.1.2 permet en
effet d’étendre s & U (quitte a restreindre U) tout en préservant la condition L2
(on peut également utiliser la version géométrique de L. Manivel [Man93]). On
note toujours s cette extension.

On va maintenant munir L d’une métrique dont les singularités seront suf-
fisamment concentrées sur Z pour obtenir I'extension souhaitée. On choisit
N > 1/e et la fonction ¢ correspondante provenant du lemme 12.4.1; on
considére alors la métrique suivante sur L :

hy = he ¥V,
La courbure de cette métrique vérifie :
10y (L) = i0; (L) + i0Fpn > (c - %)@.
De plus, par le point 3 du lemme 12.4.1, on a :
h < Chy. (12.5)

On étend alors la section s par un raisonnement classique (remontant a L.
Hormander) : soit p une fonction plateau au voisinage de Z et dont le support est
contenu dans U. La section u = d(ps) = sdp est alors une (n, 1)-forme J-fermée
a valeur L définie sur X tout entier dont le support (compact) est contenu dans
U\U; ou U est un voisinage de Z sur lequel la fonction p vaut identiquement
1. De plus, comme les singularités de hy (dans U) ne différent de celles de h
que le long de Z et comme s est L? pour h sur U, on en déduit que u est L?
pour hy sur X. Comme (i, hn) est & courbure strictement positive, le théoréme
d’existence L? de Demailly-Nadel (corollaire 11.3.3) s’applique : I’équation

T = u(= 3(ps))
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admet une solution v vérifiant de plus :

/)? |y dV < C’/)? uly  dVs. (12.6)

On pose alors :
o =ps—u.

Par construction, o est holomorphe :
o€ H' (X, K¢ + L).

Or, ps est L? pourjz et v est L? pour hy ; avec (12.5) ci-dessus, on en déduit
que o est L? pour h. Remarquons alors la chose suivante : comme p vaut iden-
tiquement 1 sur Uy, u est nulle sur Uy et donc v est holomorphe sur U; et la
condition d’intégrabilité (12.6) montre que :

vy, € I(hn) v, CIen) v, CIzu,-
La section v doit donc s’annuler le long de Z et, en particulier, on a :

U\Z = S.

12.4.2 Procédé inductif et fin de la démonstration

Soit donc une section (non-nulle) s € H%(Z,mKz) avec m > 2 que l'on
souhaite étendre. On fixe des conditions de positivité suffisantes sur A ; en effet,
choisissons A tel que :

(A1) toute section de mK —&—fl‘z s’étend en une section L? (pour des métriques
lisses) de mK i + A,
(p)

(A2) pour tout 0 < p < m — 1, il existe une famille de sections (sj )j=1..n, de

pKs + A sans zéro commun le long de Z.

Comme A est ample, on peut effectivement réaliser toutes ces conditions (en
nombre fini) simultanément. De plus, comme K x est big, il admet une métrique
singuliére hx dont le courant de courbure vérifie :

1Oh (Kx) > €ow.

Proposition 12.4.3
Pour tout k > 1 et pour tout 0 < p < m — 1, on peut étendre les sections :

s @ s\ e HO(Z, (km+p)Kz + A7) (1<j<N,)
en des sections :
s € | (X, (km + p)K g + A)

qui sont L? pour les métriques lisses f?;; et @.
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Démonstration :
On procéde de la facon maintenant habituelle. Explicitons tout de méme les
deux premiéres étapes de la récurrence :

Premiére étape : il faut étendre s ® sgo) € HY(Z,mKz + fl‘z) et ceci peut
se faire grace a la propriété (A1) vérifiée par A. Celle-ci nous fournit donc des
sections : )

m 0 v it
avec :

(0)

s(m):s@)sj .

ilz
Deuxiéme étape : on dispose des extensions sg-m) € H&) ()?, mK g + fl) et on
veut étendre les sections s ® 55-1) € HY(Z,(m + 1)Kz + A‘Z). Pour appliquer
la proposition 12.4.1, il faut construire une métrique a courbure strictement
positive sur mK g + A et pour laquelle les sections s ® sgl) soient intégrables. La

métrique (3_,
considére la métrique :

2
sgm)‘ )~! étant seulement & courbure positive (au sens large), on

—~ @m —~
h ha)®

hy = X ®2A) (0<d<1)
(S, s

dont la courbure est certainement minorée par :

iOns (MK ¢ + A) > 5(mey + 1)

En choisissant § > 0 rationnel assez petit, on constate que 'on peut rendre
s ® s§1) de carré intégrable pour hs : en effet, les singularités (sur Z) de la

métrique induite par la famille (sgm))q sont portées par le lieu d’annulation de s

(les sections (sgo))q sont sans zéro commun) et, en choisissant 0 assez petit, on
rend intégrables les singularités de hx. On peut alors appliquer la proposition
12.4.1 et ainsi obtenir les extensions :

ST e Hy (X, (m+ 1)K g + A).

Le procédé se poursuit alors comme pour la démonstration des propositions
12.1.1 et 12.2.2. O

On est maintenant en mesure de conclure la

Démonstration du théoréme 12.4.1 :
Pour tout k£ > 1, on dispose de sections

km ayd e
s\ € HY (X kmK ¢ + A)
(0)

dont la restriction & Z coincide avec s¥ ® s j

définie par :

. La métrique gy s sur (m — 1)K 5

~ ®(m—1)d
X

m) |2 ~  (m—1)(1-6)
o ey =

ks = (0<d<1)

(=
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a une courbure vérifiant :

04,4((m — 1)K5) > (m— 1) (5e0 - T D)z (12,7

Si on fixe d’abord 0 rationnel assez petit pour rendre les singularités de (m—1)hx
intégrables, on peut ensuite choisir k£ assez grand pour rendre le minorant de
(12.7) strictement positif. Pour ce choix de (k,¢), on a alors :

‘8‘2 e—2(m=1)8¢

/ sl2, Vs < c/ i
Z Z (3 5k®s§)’)T

J

|S|2 e—2(m=1)6¢

2(m—1)(1—9)

Zlslm (3

SC// 672(m71)5¢dV® < o0,
zZ

<C

2 m—1)(1-48 @
S§o)))< IEEL)

car on a justement choisi § pour que e~2(m~19¢ devienne localement intégrable

(¢ est ici le poids de la métrique hx par rapport & w). Finalement s est L? pour
gx,s dont la courbure est strictement positive : on peut appliquer la proposition
12.4.1 et obtenir 'extension souhaitée

o€ HYy (X, mKg).

Pour finir, donnons un corollaire intéressant du théoréme 12.4.1 : dans le cas
ou X est supposée de type m-général, Z est alors un point et :

vm > 1, h°(Z,mKz) =1

et en particulier, on a H(02) (5(7 mK ) # 0 pour m > 2. Or, la proposition 12.3.1
montre que

¥m > 2, WX, mEKx) = hly (X, mKg) = dimg, (x)Hy (X, mK )
pour une variété X de type général. On en déduit donc :

Corollaire 12.4.2
Si X est une variété de type général et de type w1 -général, on a :

Vm > 2, p(X) = pi2)(X) # 0

Remarque 12.4.2
On peut aussi obtenir le corollaire 12.4.2 en appliquant le théoréme 12.4.2 &
L= (m — 1)KX

12.5 Discussion autour des problémes d’exten-
sions

12.5.1 Interpolation des différents énoncés

Rappelons que le théoréme 10.1.4 concerne le probléme d’extension pour les
sections de mKx + L alors que le théoréme 12.1.1 traite du cas m(Kx + L).
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Il est alors naturel de se demander si on peut interpoler les deux résultats et
obtenir un énoncé d’extension pour des sections de mKyx + pL ot m et p sont
des entiers positifs. La méthode One-Tower permet d’obtenir le résultat suivant
(voir aussi [Dem06]) :

Théoréme 12.5.1

Soient X — D une famille projective, m,p > 1 deux entiers et (L, h) un fibré
en droites pseudo-effectif sur X tel que la restriction de h a la fibre centrale Xy
soit bien définie. Supposons de plus que : f](hgco) =0y, oup=(m—1)g+r.
Toute section de (mKx, + pL) @ I(h. ) s’étend alors a X.

Donnons quelques mots d’explication sur la décomposition p = (m —1)g+7.
La méthode One-Tower est composée de m étapes mais il faut en fait distinguer
deux catégories :

1. au cours des m — 1 premiéres étapes, on cherche & étendre les sections
1 k
sF @ S;zﬂr ) ~(km+p) |

en utilisant les sections déja construites sq ; dans les esti-
mations L2, s apparait au numérateur et au dénominateur avec le méme
exposant k et les contributions se compensent. Comme on rajoute g copies
de L a chaque étape, on a besoin de la trivialité de 1’idéal multiplicateur
correspondant pour majorer les normes L2.
(0)

J
k

- k -1
en utilisant Eﬁ 1= Dans

2. a l’étape m, on veut prolonger s*1 ® s
Iexpression de la métrique, le terme en s* au dénominateur est compensé
par l'exposant k& + 1 au numérateur : pour majorer les normes L2, on
aboutit alors naturellement & la condition s € J(hy ) (puisque dans la

derniére étape, il faut rajouter r copies de L).

12.5.2 Un contre-exemple

Pour conclure cette discussion sur ces problémes d’extension de formes plu-
ricanoniques, on se propose de montrer sur un exemple que les conditions de
positivité sur L dans le théoréme 12.2.1 ne peuvent étre affaiblies. Sur I’exemple
en question, les fibrés L et L —S sont méme nef (en particulier pseudo-effectifs)
et lapplication de restriction n’est en aucun cas surjective. Cette construction
est en partie extraite de [DPS94] :

Soit E une courbe elliptique et V' l'unique fibré de rang 2 sur E obtenu
comme extension non scindée du fibré trivial par lui-méme :

00— 0 —V —0g —0.

En particulier, V' est numériquement plat : ¢; (V) = 0 et co(V') = 0. Considérons
alors la surface X = P(V) et la section S = P(Op) C X duréglage 7 : X — E.
Il est aisé de vérifier que S satisfait aux égalités suivantes :

52 =0, 0x(5) = Opay(1), et Os(S) = 0s.
D’autre part, le fibré canonique de X est donné par :

Kx = 0x(-25).
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On choisit alors pour L le fibré en droites : L = 0x(2S) = Opv(2). Comme V'
est numériquement plat, il est nef comme fibré vectoriel et ainsi

L—8=0x(25)—0x(S5) = Opv(1)
est également nef. Or, comme

Kx 4+ L+ S =0x(-25)+ 0x(25) + 0x(S) = Opy (1)
Kg +L|5 = (Kx +L+S)|5 = 05(5) = Og,

Papplication de restriction (pour m > 1) :
H°(X, 0ppry(m)) ~ H'(X,m(Kx+S+L)) — H°(S,m(Ks+L)) ~ H°(S, 0s)
est en fait I’application nulle. Elle n’est, a fortiori, pas surjective.

Remarque 12.5.1

Dans [DPS94], le fibré L est un exemple de fibré en droites nef qui n’est cepen-
dant pas hermitien semi-positif (i.e. L n’admet pas de métrique lisse a courbure
positive ou nulle).
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Annexe A

Deux lemmes de théorie des
groupes

Commencons par un premier résultat concernant les groupes presque abé-
liens ; on rappelle qu'un groupe est dit presque abélien (ou virtuellement abélien)
si il posséde un sous-groupe d’indice fini qui est abélien.

Lemme A.0.1
Soit une suite exacte de groupes :

1—wF—G-5 H—1

avec F' un groupe fini, G de type fini et H presque abélien. Dans cette situation,
G est également presque abélien.

Démonstration :

On peut supposer que H ~ G/ F est abélien (et ceci n’affecte pas I’hypothése G
de type fini). De plus, la conjugaison donne un morphisme ¢ : G — Aut(F)
de noyau d’indice fini dans G. Quitte & remplacer G par Ker(c), on peut donc
supposer F' abélien et central dans G. Si on pose N = card(F’), on note abusi-
vement N : H — H la multiplication par N (H étant abélien, l’application
N est bien définie) ; soit alors : H = Im(N) = N-H. Puisque G est de type fini,
H 1’est également et ceci entraine en particulier que H est d’indice fini dans H
et G = 1(H) est donc également d’indice fini dans G. Pour conclure, il suffit
de remarquer que ’application :

{ GxG — F
(,y) +—  [ryl=ayaly™
est bien définie et passe au quotient (car F est central dans G) en :
cm : Hx H— F.
Or, si (g,h) € H, on a clairement : cm(g,h) = 0 (H = N - H). On en déduit
alors immédiatement que G est abélien.[]

Le deuxiéme résultat concerne les groupes de surfaces (i.e. les groupes fon-
damentaux des courbes complexes compactes) et plus précisément, il donne une
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condition suffisante de commensurabilité. Dans le lemme suivant, la terminolo-
gie groupe de surface désigne le groupe fondamental d’une surface de Riemann
compacte :

Lemme A.0.2
Si on a une suite exacte de groupes : 1 — N — G — H — 1 avec N fini
et H un groupe de surface, alors G est commensurable a H .

Démonstration :

Si on a une telle suite exacte : 1 — N — G — H — 1 avec N fini et H un
groupe de surface, on peut tout d’abord se ramener & N central dans G. En effet,
Paction par conjugaison de G sur N définit un morphisme ¢ : G — Aut(N);
G1 = Ker(c) est un sous-groupe d’indice fini de G (donc commensurable & G)
et en posant N1 = NNG; et Hy 'image de G; dans H, on obtient une nouvelle
suite exacte : 1 — Ny — G — H; — 1 et comme H; est clairement
d’indice fini dans H, c’est encore un groupe de surface. On supposera donc
dorénavant ’extension 1 — N — G — H — 1 centrale.

Mais les extensions centrales de H par N sont classifiées par le groupe de
cohomologie H?(H, N) et une telle extension est représentée par la donnée d'un
élément & € H?(H, N). Si on peut exhiber un sous-groupe H’ d’indice fini dans
H tel que {p soit trivial, I'extension correspondante & H' sera scindée et, a
fortiori, G sera commensurable & H. De plus, comme on a supposé N abélien (et
fini), on sait que N est un produit direct de groupes cycliques et pour simplifier,
on supposera désormais que N = Z,, est cyclique d’ordre m. On a alors une
suite exacte courte :

0—7Z"%7—N-—0

qui donne une suite exacte longue en cohomologie :

- —— H*(H,7) —"> H*(H,Z) — H*(H,N) — H3(H,Z) —> -

Mais H = 71(C) (ou C est une courbe de genre > 1) et comme C est un
espace K(H,1), on en déduit que : H*(H,Z) ~ H*(C,Z) e de méme pour la
cohomologie & valeurs dans N ; en particulier, H?(H,Z) ~ Z et H*(H,Z) = 0.
Comme on peut également écrire cette suite longue pour C’ revétement de C
de degré m (ga existe), on obtient le diagramme suivant :

-+ —— H?*(C,7) —"= H?*(C,7Z) — H?*(C,N) —=0
o —— H*(C',2) == H*(C',Z) — H*(C",N) —=0

Mais comme C' — C est un revétement (étale) de degré m, lapplication
H?(C,7Z) — H?(C',7) est clairement la muliplication par m, d’ot :

Z Z H?*(C,N) ——=0
77 H?(C',N) —=0
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et de Pexactitude de ce diagramme, on tire facilement que la fléche : H?(C, N) —
H?(C',N) est identiquement nulle. Si H = 71(C”), on a donc bien : & p et
I'extension correspondante est scindée.

On constate également que cette démonstration s’adapte au cas ot N est un
groupe abélien fini. En effet, NV est alors un produit direct de groupes cycliques
et il suffit alors de remplacer Z par Z" (ou r est le nombre de facteurs dans la
décomposition de N) et d’effectuer les opérations facteur par facteur.[]
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Annexe B

mi-orbifolde d’une fibration

Nous donnons en appendice les démonstrations des énoncés concernant les
groupes fondamentaux orbifoldes.

B.1 Démonstration de la proposition 5.3.1 :

Les notations sont celles de la section 5.3. Dans la suite, on notera Y* =
Y\ |A]| et X* = f~1(Y*); si D; est une composante de |A|, on notera :

f1(Dy) = mjrDji + R;
k

et y;5 désignera encore un petit lacet autour de D;. On a alors : fi(vjx) = 'y;njk.

On a alors un diagramme commutatif :

k. *
m(F) ——= m(X*) L>7|'1(Y*) —1

o

i (F) — > 7 (X) L 1 (Y) 1

ol les fleches verticales sont induites par les inclusions et ot k est 'inclusion de
F dans X*. De plus, la premiére suite horizontale est maintenant exacte :

T (F)x- = Ker(m (X*) 2 m (Y)).
Pour vérifier que ’on peut bien définir un morphisme
fTom(Y/AN(f)) — m(X)/m(F)x,

il suffit de montrer que tout relévement de ’y;nj dans 71 (X) est en fait dans

7m1(F)x. On va tout d’abord exhiber un relévement « € m1(X*) de 'yjmf vérifiant

J«(a) = 1 dans m (X). En effet, comme m} = pgedy, {m;i }, on sait (théoreme de
Bezout) qu'il existe u;y, € Z tels que : Y, ujpmjx = m}. En posant a =[], V;,gk,

on a alors : .
m

f*(oz) _ Hf*(’Y]k)U7k — ’Yj Kk UikMjk ’Yj j.
k
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Or, chaque 71, est un petit lacet dans X* donc peut étre contracté dans X et
on a donc bien j.(«) =1 dans 7 (X).

*

Soit alors 8 € m1(X*) un autre relévement de 'y;nj ; on a donc :

£(B) =" = fu(@).

L’exactitude de la premiére suite horizontale dans le diagramme ci-dessus en-
traine que Ba~! € m(F)x« d'ot : o™t = k() avec € € m1(F). En appli-
quant j., on a alors : 5. (8) = j«(k«(€)) = ix(€), ce qui signifie exactement que
J«(B) € m(F)x.

Pour constater que le morphisme 71 (Y/A*(f)) — m1(X)/71(F)x est sur-
jectif, il suffit de remarquer que 71 (X*) — 71 (X) est lui-méme surjectif.

B.2 Démonstration de la proposition 5.3.3 :

On reprend les notations de la démonstration précédente. Remarquons de
plus que, comme [ est nette, il existe un morphisme birationnel v : X — X’
vérifiant la propriété suivante : les diviseurs f-exceptionnels sont également u-
exceptionnels.

1
si A* =3, (1— —)D;, on note Y* =Y\ |A*| et X* = f~1(Y*). Pour D; une
m?

K3
composante irréductible de A*, on note :

fH(D;) = ZmikDik + R;,
k

avec R; f-exceptionnel. Si on définit X, comme étant le complémentaire (dans
X) de la réunion des R; et X|) le complémentaire (dans X’) de la réunion des
u(R;), Xo et X|, sont alors des ouverts de Zariski de X et X'. On en déduit le
diagramme suivant :

m1(Xo) —— m1(Xy)

L

7 (X) ——m (X')

ou la premiére fleche verticale est surjective et la deuxiéme un isomorphisme
(car X, a un complémentaire de codimension au moins 2) ; de plus, comme u est
biméromorphe, les deux fléches horizontales sont également des isomorphismes :
la fleche m1 (Xo) — 71(X) est donc un isomorphisme.

Si v, désigne (toujours) un lacet autour de Djy, le théoréme de Van Kampen
nous fournit la suite exacte suivante :

1 —— (k) —= m(X") ——=m(Xo) Em(X) —=1
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a partir de laquelle on peut construire le diagramme commutatif suivant :

On constate qu’on peut maintenant compléter le diagramme en construisant
une fleche : m1(X) — m1(Y/A*); si on note ce morphisme f, on constate ai-
sément qu’il est I'inverse de f* : les deux morphismes en question sont bien des
isomorphismes.[]

Remarque B.2.1

Dans la situation ci-dessus, on a en fait remplacé X par X' et, en quelque
sorte, cela revient a éliminer les diviseurs exceptionnels (au moins au niveau des
groupes fondamentaux).

B.3 Démonstration de la proposition 6.0.3 :

Dans ce qui suit, F' désignera encore la fibre générale de f (c’est donc une
courbe compacte lisse) ; on obtient alors une structure orbifolde induite sur F'
(notée abusivement (F/A)) provenant de celle de S. Si F* = F — (FN|AJ) et
S* = S—|A|, inclusion F* < S* donne alors un morphisme 71 (F'*) — m1(S*)
dont 'image est normale dans 7 (S*).

De plus, F étant générale, elle rencontre les composantes (de la partie ho-
rizontale) de |A| transversalement ; un petit lacet (dans F*) autour d’un point
de F'N|A| est donc aussi un petit lacet autour d’une composante de A dans S*.
Ceci signifie que le morphisme naturel :

™ (F/A) — m(S/A)

est parfaitement défini et on vérifie facilement que son image (que l’on notera
m1(F/A)g) est normale dans w1 (S/A).

Pour z; € |[D*|, on note : f~(z;) = >, miaDia + Zg myg Dz on la somme
indexée par a correspond aux composantes de la fibre qui sont déja des com-
posantes (verticales) de A. On a alors m} = pged,, 5(miam(Dia, A), myz). On
note :

- 5 =857 — (U fH (),
-Cr=C—|D|,
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- 7, un petit lacet autour de x; dans C*,
- A; un petit lacet autour des composantes de A et
- Y un petit lacet autour de Djg.

On a alors un diagramme :

On va montrer qu’on peut encore construire un morphisme :
m(S/A)/m(F/A)s — m(C/D).

Pour cela il faut montrer que les différentes opérations de relévement et d’image
directe sont cohérentes avec la structure orbifolde.

Soit donc un élément de w1 (S/A) /71 (F/A)g ; on peut successivement lui choisir
des antécédents dans 1 (S/A), dans 1 (S*) puis dans m1 (S**). A chaque étape,
le choix du relévement dépend successivement d’un élément de (( )\?j ), de mi (F*)
et enfin d’un élément de (7;3)). Or, les éléments de ces groupes ont une image
triviale dans w1 (C'/D) :

1. si A; est un lacet autour d’une composante horizontale de A, on a f,.(\;) =
1 dans m1(C*);

2. si A; est un lacet autour d’une composante verticale E; = D, de A, alors

PN d; d; a D avA o ; *

FoNg) = e ot fu(AD) = 7fime = At PrefImie gy car m;
divise m(Djq, A)yMiq ;

3. dans le cas de v, on a fu(yig) =7, "7 € (7]™)) car my divise mys;
4. pour finir, un lacet dans F* a toujours une image triviale dans 71 (C*).

Ceci assure bien la cohérence au niveau des groupes fondamentaux orbifoldes.
Le morphisme ainsi construit

fo:m(S/A) / m1(F/A)s —s m1(C/D)

est surjectif. En utilisant l'exactitude (partielle) du diagramme ci-dessus et le
théoréme de Bezout (comme ci-dessus), on montre facilement qu’il est injectif.(]
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Annexe C

Formule de l'indice L?

Dans cette annexe, on souhaite redonner quelques précisions autour du théo-
réme de l'indice L? qui permet de comparer les invariants d’une variété compacte
avec les invariants L? de son revétement universel. Comme on a pu le constater
dans les différentes parties du présent travail, ce théoréme donne des renseigne-
ments trés importants sur la géométrie du revétement universel (par exemple
lorsqu’on dispose des théorémes d’annulations adéquats). C’est entre autre pour
cette raison qu’il nous a semblé important de préciser les grandes lignes de la
démonstration de ce résultat (d’autant plus qu’a notre connaissance, hormis
Particle original d’Atiyah, peu de lignes ont été écrites a ce sujet).

Le théoréme de l'indice L? & proprement parler concerne les indices des opé-
rateurs elliptiques sur les variétés riemanniennes compactes (et leurs revétements
galoisiens) ; nous nous plagons ici volontairement dans la catégorie analytique
complexe (et méme kihlérienne) et I’énoncé que nous en donnons portera sur
les caractéristiques d’Euler de fibrés vectoriels holomorphes. La démonstration
dont nous présentons les grandes lignes repose sur les méthodes de 1’équation
de la chaleur : aprés en avoir dégagé les idées essentielles, nous donnerons les
précisions nécessaires sur les quelques points les plus retors.

Notations

Si FF — X est un fibré vectoriel holomorphe sur une variété kéhlérienne
(X,w) de dimension n et si on munit F' d’une métrique hermitienne h, on notera :

L2 (X, F) = L}(X,AP'T% @ F) et

Lg,o(X7 F) = EBZ:OL?),q(Xv F)
les espaces de sections L? correspondants et de méme pour les section C*°. De
plus, < -,- > désignera toujours le produit scalaire dans les espaces L>.
Si 0 désigne la connexion (canonique) de type (0, 1) sur F, on note 9" I'adjoint
formel de O et :

A'=00,91=00 + 90
le laplacien anti-holomorphe (agissant sur les formes a valeurs dans F). Comme

. - . . 1" L
on ne considérera parfois que I'action sur les (0, ¢) formes, on notera A, 1'opé-
rateur ainsi obtenu.
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C.1 Enoncé du théoréme et schéma de la démons-
tration

Soit F' — X un fibré vectoriel holomorphe sur (X,w) variété kihlérienne
compacte de dimension n. On considére de plus 7 : X — X le revétement
universel de X. Si on munit F' d’une métrique h, on considérera les métriques
&eth (sur X et F) obtenues par relévement, F' désignant le fibré 7*F :

~,}~L) —_ (F,h)

T

(X,@)L(X,w)

(

D’aprés la théorie de Hodge, on sait que les formes harmoniques permettent
de calculer la cohomologie (sur X a valeurs dans F'); on s’intéresse donc aux
espaces suivants :

g{n

(2()’()2, F) = {(p, q) — formes harmoniques L?}

= {ue L*(X,\PTL @ F) | A"u = 0}.

L’action de G = 71 (X) sur X (et donc sur F) permet de définir une dimen-
sion renormalisée prenant en compte la structure additionnelle de G-module
pour des sous-espaces de formes L%, cette G-dimension ayant la particula-

rit¢ d’étre a_valeurs réelles positives. La compacité de X entraine que les es-
paces 9{](’2?()( F ) sont de G-dimension finie; on peut donc considérer une G-
caractéristique d’Euler :

n

= 3 (~1)%dimg (%?’g(x F))

q=0
On peut alors énoncer le théoréme de l'indice L? [Ati76] sous la forme suivante :

Théoréme C.1.1 (M.F. Atiyah, 1976)
Dans la situation décrite ci-dessus, on dispose de 1’égalité

Remarque C.1.1
Comme le montre I'exemple des tores, I’égalité se produit pour la somme alternée

mais il n’y a en général pas de lien entre h4(X, F) et h(();; (X, F). En effet, si
X est un tore et F' = Ox est le fibré trivial, on a alors X=Cnret
V0 < g <n, h%(X) = Cf et h31(X) = 0.

L’égalité n’ a donc lieu qu’une fois que I'on considére les caractéristiques d’Euler.
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La démonstration que nous allons en donner repose sur la méthode de la
chaleur : elle consiste & examlner les équations d’évolution associées aux opéra-

teurs auto-adjoints positifs A" sur X et 2 A" sur X et, plus particuliérement, les

"
—tA

noyaux des semi-groupes e et e*’sA . En effet, ces opérateurs vérifient les

propriétés suivantes :

n
//

STr(e " Z 1)4Tr(e”**a) = cste (indépendante de t)
a=

et STrg(e_tA”) = (—1)qTrg(e_tA;/) = cste,
q=0

ou Trg désigne la trace renormalisée. Or, lorsque t — oo, on montre que :

1"
e—tA _ Pﬂ—(

(resp. e 2" — Py),

ot Py¢ désigne la projection sur ’espace des formes harmoniques (resp ch)

L’idée sous-jacente est, bien sfr, que si u est un vecteur propre de A pour la

valeur propre A > 0, alors e ~t8" — ¢=tAy et donc que e —ta”

”
—tA

u — 0 quand

t — 400 si A > 0 tandis que e u=wusi A =0 (i.e. u est harmonique).
On en déduit donc la trés importante formule de McKean-Singer :

VteRY, STr(e™ ) = STi(Py) = y(X,F) (C.1)

(la derniére égalité étant une conséquence de la théorie de Hodge) et son homo-
logue sur X :

¥t e RY, STra(e ™) = STra(Py) = x5, (X, F). (C.2)

" 7
tA tA"

Comme il a été mentionné ci-dessus, les opérateurs e~ et e~ sont des
opérateurs & noyaux C*° (notés ki (z,y) et ki (Z,7)); les égalités (C.1) et (C.2)
se réécrivent alors en :

VteRY, x(X,F) = / str(kq(x, z))dx, (C.3)
X

vt e RL, G (X, F) = / str (o (z, ))dz, (C.4)
U

ou U désigne un domaine fondamental (ouvert) pour laction de G et ou str
désigne la trace alternée dans la fibre au dessus de .

Les égalités (C.3) et (C.4) ayant été obtenues en étudiant les asymptotiques
de I'équation de la chaleur quand t — +o0, il est naturel d’examiner le com-
portement du noyau de cette équation quand t — 0. Or, il s’avére que les
noyaux k; et k; admettent (au moins sur la diagonale de X x X et celle de
X xX ) des développements asymptotiques de la forme :

ke(z,z) ~

ot (2mt)n (040(73) + Oél(l‘)t + -+ Ozn(qj)t" +--4)
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k() (@0(@) + AT(@)E+ -+ T (@) 4 ).

=0+ (2mt)n

En intégrant ces développements asymptotiques et en utilisant (C.3) et (C.4),
on obtient :

1
XX, F) ~

td ot apt” + - C5
t—0+ (27t)" (a0 +art - +ant” ) (C5)

ot a; = [y str(o;(z))dx et :

1

G X E —_— I 14 .. a_ " ..
X(Q) (Xﬂ F) fs0t (le't)” (ao + a1t + + ant™ + ) (CG)
ot a; = [, str(aj(z))dr. Comme le membre de gauche est constant dans (C.5)

et (C.6), on obtient par identification :

1 1
X(X,F) = (27T)nan: (27T)n/xstr(an(x))dx (C.7)
et
G~~*1&V:1 str(ag, (x))dx
P = G = o [ (@ (o) (©8)

Pour conclure il ne nous reste plus qu’a remarquer que les termes du dé-
veloppement (o (z) et aj(z))) sont des expressions algébriques locales en les
coefficients des métriques w et h et de leurs dérivées; les métriques considérées
sur X et F vérifiant © = 7*w et h = 7*h, on a nécessairement o, = T q,,.
Comme U est un domaine fondamental, on déduit de (C.7) et (C.8) 'égalité
annoncée du théoréme C.1.1.

C.2 Dimension de Von Neumann

Pour commencer, il nous faut donner un sens un peu plus précis a la notion
de dimension renormalisée. La discussion qui va suivre tient en particulier de
[Ati76] mais, pour un traitement plus complet de la dimension de Von Neumann,
on pourra consulter [Liic02, chapitre 1]. La lecture du chapitre 6 est également
recommandée : le traitement de la dimension de Von Neumann y est comple-
tement algébrisé et toute ’analyse hilbertienne disparait pour laisser place aux
structures algébriques (algébre homologique et théorie des anneaux et modules).
On pourra également consulter les quelques pages [Kol95, p. 75-80].

C.2.1 Cas de I*(G)

Dans un premier temps, on va étudier la situation de I'espace modéle [(G)
(ot G est un groupe dénombrable) et construire une dimension renormalisée pre-
nant en compte la structure additionnelle de G-module. Pour cela, on considére
la base hilbertienne canonique (e,)4ec de [?(G) définie par :

eg(h):{ 1 sih=y,

0 sinon.

On obtient ainsi une injection canonique de G' dans [?(G). Comme G agit na-
turellement sur [?(G) par translation & gauche, on va considérer 'algébre A(G)
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des opérateurs bornés G-équivariants sur [?(G). L’algébre A(G) est munie d'une
trace naturelle (obtenue en renormalisant la trace usuelle) :

Trg(P) =< P(e1),e1 > .

Si maintenant V' est un sous-espace de [*(G) invariant par action de G et si
Py désigne le projecteur orthogonal sur V', alors Py € A(G) et on pose :

dlmg(V) = TI‘G (Pv)

On a donc défini, pour les sous-espaces invariants de [?(G), une dimension
vérifiant :

(1) 0 < dimg(V) <1,
(i4) si V.= V5 & V2 (somme orthogonale) alors dimg(V) = dimg(Vh) +
dimG (Vé),
(#4i) si G’ est un sous-groupe d’indice d de G, dimg/ (V) = ddimg(V),
(iv) dimg(I*(G)) = 1.
La propriété (iii) montre bien que la G-dimension est une renormalisation de la
dimension usuelle car, si |G| < 400, on a alors : dimg(V) = d”?T(lV).

A titre d’exemple, étudions le cas de Z; les séries de Fourier fournissent
l'isomorphisme : [?(Z) ~ L?(S!) et I'action de Z devient la multiplication par
2. Si U C S! est un borélien, on note Vi; I'ensemble des fonctions de [2(S!)
s’annulant sur U; Vi est alors clairement Z-invariant. La projection sur Vi
étant la multiplication par yy (fonction caractéristique de U), on en déduit :

dimz(Vy) =< Py(1),1 >=< xyl,1 >=m(U),

c’est a dire la mesure de Lebesgue de U. Elle prend donc bien des valeurs réelles
arbitraires entre 0 et 1

C.2.2 Opérateurs a G-trace sur L*(X)

On va maintenant étendre cette étude au cas qui nous intéresse, & savoir
celui des sous-espaces de L? sur X ; pour simplifier on va tout d’abord examiner
le cas des fonctions, c’est & dire de L?(X). Comme précédemment, on va noter
A(G) lalgebre des opérateurs G-équivariants. Dans toute la suite, U désignera
un domaine fondamental pour I'action de (G, ¢’est-a-dire un ouvert relativement

compact de X disjoint de tous ses translatés par G et vérifiant :

X\( U g(U)) est de mesure nulle.
geG

On dispose alors de ’isomorphisme :
LX) ~ P(Q)&LA(U).

On considére donc la base (e; ® f;)geq,jen Ou (eq)q est la base canonique de

12(G) et (f;); une base hilbertienne de L2(U). Pour munir L?(X) d’une G-
trace, on peut utiliser la trace renormalisée definie précédemment sur 12(G).
Pour traiter la partie L?(U) dans la décomposition ci-dessus, on introduit la
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classe des opérateurs G-Hilbert-Schmidt : on dit que T' € A(G) est G-Hilbert-
Schmidt (G-HS) si il vérifie

2 2
ITIG s = D IIT(er ® f)]I* < +oo.
3>0

Comme dans la situation hilbertienne classique, G-HS est un idéal bilatere auto-
adjoint de L?(X) et on a de plus :

”T*”G—HS = HTHG—HS'

Définition C.2.1
Un opérateur T € A(G) est dit de G-classe trace si on peut Uécrire T = AB
avec A et B € G — HS.

Pou un opérateur T'= AB de G-classe trace (avec A, B € G-HS), on pose :
Trg(T) =< B, A* >g_ns
= Z < B(61 4 fj),A*(el ® fj) >

=0

:Z<T(€1®fj),61®fj>.

J=0

Cette quantité est donc bien indépendante de I’écriture T'= AB. Pour un opé-

rateur 7' auto-adjoint positif (ce que seront et et ID;), la convergence de la
série ci-dessus suffit en fait & assurer le fait que T soit de (G-classe trace.

Ceci nous améne alors a la définition suivante :

Définition C.2.2 _
Soit V' est un sous-espace G-invariant de L?(X) ; si Py, le projecteur orthogonal
sur V, est de classe G-trace, on dit que V est de G-dimension finie et on pose :

dimg(V) = Trg(Pv).

Voici quelques propriétés vérifiées par la G-trace qui nous seront utiles par
la suite (voir [Liic02, th. 1.9, p. 18] ou [Ati76]) :

Proposition C.2.1
SiT € A(G) et si S est de G-classe trace, on a :

Trg(ST) = Trg(TS).

Proposition C.2.2
Si S est de G-classe trace et si (Ty)n>0 € A(G) converge faiblement vers

T € A(G) (i.e.Vf e L2(X), T,(f) — T(f)), alors :

Trg(STn) —+> Tr(;(ST).
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Signalons enfin le cas des opérateurs a noyaux. Un opérateur T sur L?(X)
est dit & noyau si il existe k : X x X — C tel que :

Vfe LX), Vo e X, (Tf)(z) :/

X

k(z,y)f(y)dz.

Proposition C.2.3
Soit T € A(G) un opérateur auto-adjoint positif représenté par un noyau lisse
k(z,y). Alors T est de classe G-trace et on dispose de la formule :

Trg(T):/Uk:(a:,x)dx.

Remarque C.2.1
L'opérateur T' étant G-équivariant, son noyau vérifie nécessairement

vQ S Ga k(nggy) = k(IE,y)

et l'intégrale ci-dessus ne dépend donc pas du choix du domaine fondamental
U.

Nous _n’avons considéré, dans un souci de clarté, que le cas d’opérateurs
sur L?(X); or, dans la situation qui nous intéresse, il s’agit d’opérateurs sur
des formes L? & valeurs dans E‘ La discussion menée ci-dessus s’applique bien
entendu & ce cadre (le fibré (F,h) étant équivariant). La seule modification a
apporter concerne la proposition C.2.3 : le noyau étant a valeur dans les homo-
morphismes, il faut remplacer k(x,x) par tr(k(x, x)) dans la formule donnant la

G-trace.

C.3 Equation de la chaleur

On va maintenant développer les méthodes de la chaleur a proprement parler.
Elles résultent de 1’étude approfondie de I’équation de la chaleur :

d v
{ SGi+tAu = 0
Ut=0 = Uo

ol ug est la donnée initiale (ug € L?). Comme pour l'équation usuelle sur
I’espace euclidien RY, on va montrer que la solution s’exprime & partir de la
donnée initiale via un noyau intégral. En effet, sur RY, on obtient la solution
de l’équatiorz} de la chaleur en effectuant la convolution de uy avec le noyau
me_m /4t On verra également que ce noyau admet, dans le cas général,
un développement asymptotique quand ¢ — 0, dont le premier terme n’est autre
que le noyau ci-dessus .

C.3.1 Noyau de la chaleur

Remarquons tout d’abord que la variété X est compléte ; le lemme suivant
est alors bien connu :
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Lemme C.3.1
L’ opérateur A" est auto-adjoint (au sens des opérateurs non-bornés) sur [’es-
pace L (X, F). A fortiori, A" est également auto-adjoint sur Lj (X, F).

Démonstration :
voir par exemple [Dem97, chap. 8, th. 3.2]. O

Considérons la situation sur X ; Popérateur A" est alors auto-adjoint positif
et maximal au sens suivant : l'opérateur Id+A" : Dom(A"”) — L? est surjectif.
Le théoréme de Hille-Yosida (cf. par exemple [Bre83, th. VIL.7, p. 113]) sur les
équations d’évolution nous permet alors d’affirmer que, pour tout uy € L?Z,
I’équation :

{ %7: +A"w = 0
ult=0 = wg

a une unique solution wu; vérifiant (pour tout k& € N) :
2 NG
uy € C(Ry, L?) () C™ (R}, Dom(A")).

De plus, on peut définir un semi-groupe d’opérateurs (bornés) a un parameétre
e—ta” par la formule : B

Up = efmuuo.
En utilisant les estimations elliptﬁues standard (valables car X est a géométrie

tA

’
bornée), on peut représenter e~ par un noyau intégral :

Proposition C.3.1

Pour tout t > 0, l'opérateur e A" g un noyau

fe € (X x X, Hom(prz(AO"T;i( © F), pri (A%*T% @ ﬁ))
(la dépendance en t étant également lisse). On a donc :

VueL? Vz e )Z', (e*mnu)(x) = /~ k?t(x,y)u(y)dy
X

Il est & noter ici que, dans le cas compact, on dispose d’une formule explicite
pour construire le noyau k;. Par compacité, on peut en effet diagonaliser A" et
on note (A\g)g>0 ses valeurs propres et (¢x)ken une base orthonormée de vecteurs
propres correspondants. Les estimations elliptiques montrent que

Ak > CEY™  (C constante positive).

La croissance de Ay suffit alors & assurer la convergence de la série

Fula,y) = Y e P gu(2) © 61(v)

k>0

en topologie C* sur R} x X x X et, en utilisant le fait que (¢y)ren est une
base ortonormeée, on vérifie facilement que k; définit bien le noyau de 'opérateur

e=tA" On pourra consulter [Gil95] pour les détails.

164



C.3.2 Existence du développement asymptotique

Le fait de considérer les opérateurs A" et A” agissant sur des formes a
valeurs dans les fibrés F' et F' n’apportant pas de complications sensibles (les
calculs sont locaux et peuvent donc se recoller par un argument de partition de
Punité), on va ici se limiter au cas scalaire. L’identité k&hlérienne

" 1
A —§A

nous raméne donc au cas du laplacien riemannien agissant sur les fonctions. On
fera donc désormais les calculs pour A et k; désignera le noyau de ’équation de
la chaleur associé a A.

Pour justifier le fait que le noyau k; admette un développement asymptotique
dont le premier terme est justement le noyau dans le cas euclidien, on peut
effectuer le raisonnement heuristique suivant. On sait que :

Vze X, (e72 w) / ki(z,y)u(y)dy P>y u(x),

ce qui signifie que, & x fixé, la suite de fonctions (k¢(x,-))i>0 converge vers la
masse de Dirac en z quand ¢ tend vers 0. Les valeurs des fonctions k;(x, -) doivent
donc se concentrer au voisinage de x lorsque ¢t diminue et on est bien ramener
a un calcul local (avec un opérateur elliptique proche du laplacien ordinaire).

L’idée est donc de comparer le  noyau k¢ au noyau de l’espace euclidien R?"
donné par (z,y) — @ t) e~le—yl?/at, ; on cherche donc un développement sous
la forme :

kt('r7 y) ~ ft(xvy) Zuj('rv y)t],

7=>0

ot on a posé fi(x,y) = MTlt)ne*d(I’y)z/‘“ (d désignant la distance riemannienne).
Pour déterminer les coeflicients u;, on va reporter ce développement dans I’équa-
tion de le chaleur en vue d’obtenir un systéme différentiel les reliant. Comme
on cherche un développement asymptotique quand ¢ — 0, la présence de la
fonction f; en facteur de la somme nous permet de nous limiter au cas ou x est
proche de y. On fixe donc y € X et on se donne des coordonnées normales au

voisinage de y; la fonction fi(z,y) devient :

1
fi(z) = WB /4 avec r = d(z,y).

Proposition C.3.2
Si k> 0 est un entier et u une fonction de la variable x, on a :

r dg

29 Or —)u —&—ra—)tk l—i—tkAu]ft,

9, A)(ufitt) = [((k + =

G
ou g désigne le déterminant de la métrique riemannienne.

Démonstration :
On fera usage de deux formules de calcul différentiel. Tout d’abord, le lapla-
cien du produit de deux fonctions est donné par :

A(uv) = (Au)v — 2(du, dv) + u(Av),
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laccouplement (du,dv) s’effectuant grace a la métrique riemannienne. D’autre
part, en coordonnées polaires, le laplacien d’une fonction v qui ne dépend que
de la variable r se calcule de la fagon suivante :

9%v  Ov <1ag 2n—1>

AV=T52 T o

§ or r
(rappelons que, dans notre situation, la dimension réelle est 2n). On a alors :

(;+A>wmﬂ=kﬁ%m+ﬁ ﬂ+ﬁ<Aﬂ—¢?§“+ﬂ >.mm

Or, on vérifie facilement :

o _ (_n

a — 1 4t2)ft’
of,

o = Tyl
ant o 1 7“2
oz = oyt

On obtient ainsi

n r? r Jg
Afi= (t 4t T 219 2tg (“)7“) Ji

En combinant tout ceci avec I'égalité (C.9), on en déduit la formule annoncée
dans la proposition C.3.2. O

En reportant formellement le développement ki ~ fi(2) > ;50 u; (z)t) dans
I’équation de la chaleur et en utilisant la proposition C.3.2, on obtient :

: A o k
<at+A> ftZukt Z{(anrJrk uk+raT + Aug_1]| t%,

k>0 k>0

ol on a posé u_1 = 0 pour obtenir une écriture condensée. Cette expression
compliquée devant étre nulle (le noyau k; vérifie bien entendu I’équation de la
chaleur), on en déduit :

Ouo _ 199,
o 2 auoe
Ouy, 109 k 1
>, 0 (L99  hy D
vk T Or +(2987’+ Jux r k=1

La premiére équation s’intégre en ug = C'g~'/2 ou C est une fonction angu-
laire ; comme le noyau k; doit se comporter comme une masse de Dirac quand
t — 0, on doit choisir C' = 1. On peut ensuite résoudre les équations suivantes
de proche en proche. En effet, la deuxiéme équation ci-dessus s’intégre en :

T
up = —r*kg*1/2/ gl/zAuk_lskflds.
0

Pour déterminer la constante d’intégration, on utilise simplement le fait que
la fonction uy est définie jusqu’en r = 0. Les coefficients u; du développement
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asymptotique potentiel sont donc déterminés de fagon unique par les expressions
ci-dessus. Si on pose

N
SN = f Y utk,
k=0

on peut montrer que StN est effectivement asymptotique a k; lorsque ¢t — 0
(et ceci uniformément avec N). Pour cela, on peut par exemple appliquer la
proposition suivante :

Proposition C.3.3 (Principe de Duhamel)
Si vy une fonction C™ ent et en x, la solution u; de

{ (% =+ A)’U,t = Ut

U= = 0

est donnée par la formule

t
Up = / e~ (t=9)A g ds.
0
Démonstration :

c’est un calcul immeédiat. [J

En effet, en injectant k; — S dans 1’équation de la chaleur et en utilisant la
proposition C.3.3 couplée aux estimations elliptiques standard, on obtient des
majorations suffisantes sur les normes de Sobolev de k; — S{¥ pour montrer que
SN est bien asymptotique a k;.

Si on note 0;(z) = u;(0), on a donc un développement le long de la diagonale

de X x X du type : .
ki(z, ) ~ i Zﬁj(x)tj.
Jj=0

En remarquant alors que les coefficients du systéme différentiel ci-dessus sont
des expressions algébriques en les coefficients des métriques w et h ainsi que de
leurs dérivées et en procédant par récurrence sur j, on constate que les 6;(z)
sont des expressions algébriques locales en les coefficients de w et h (et de leurs
dérivées). Pour revenir au noyau de A”, on remarque que le facteur 1/2 dans la
formule de Bochner-Kodaira-Nakano se répercute par un changement d’échelle
sur la variable ¢ et on a donc :

Proposition C.3.4

Sur la diagonale, le noyau ky du semi-groupe e~ *> admet un développement

asymptotique uniforme le long de la diagonale de X x X :

1 )
~ . J
kt(xax) L0+ (27Tt)n Za](x)t ’

320

avec aj € C®(X,End(A%*T% ® F)) que U'on peut calculer localement comme
des expressions algébriques en les coefficients de w, h et de leurs dérivées.

167



Pour finir, remarquons que les calculs ci-dessus sont purement locaux; les es-
timées elliptiques sur X permettent de montrer que le développement trouvé est
effectivement (localement) asymptotique au noyau k. Finalement, la situation
sur X est similaire & celle sur X :

Proposition C.3.5 _
Sur la diagonale de X x X, le noyau ki admet un développement asymptotique
localement uniforme :

- 1 .
ki(z, ) o @t Zaj(x)tj,

J=0

avec o € C’°°()~(,End(A0*°T)*? ® F)) que Uon peut calculer localement comme

des expressions algébriques en les coefficients de &, h et de leurs dérivées.

C.4 Formules de McKean-Singer

Pour conclure la démonstration du théoréme C.1.1, il nous reste a établir les

formules de trace (C.1) et (C.2). Remarquons tout d’abord que, comme e~ *4

1"
et e "2 sont des opérateurs A noyaux, ils sont respectivement de classe trace

et de G-classe trace. De plus, en utilisant la graduation naturelle portée par
le fibré des (0, ¢q)-formes, on peut définir une trace alternée (ou super-trace)
donnée par :

(~1)9Tx(e 20

NE

STr(e_tA”) =

i
o

I
M=

(—1)¢ /X tr(ki(x,x))dz

0

<
Il

str(ke(z, x))dx.

[
o

De méme pour les opérateurs de G-classe trace (proposition C.2.3) :

II A/_//
STI‘G —ta qTI'G —thy )

||M:

:i /tr i (@, 2))da

_ /U ste(y(x, 2))da.

Le fait de considérer une somme alternée provoque des compensations pour le
moins miraculeuses, en témoigne le résultat suivant [MS67|.

Théoréme C.4.1 (McKean-Singer, 1967)
Les quantités

STr(e_tA” ) et STrg(e_tF)

sont indépendantes de t € R} .
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Remarque C.4.1
Les "annulations fantastiques" mises en avant par McKean et Singer concernent

"
bien entendu celles intervenant dans I'expression STr(e™*2 ), les invariants L>

n’ayant été introduits que 9 ans plus tard par Atiyah. Cependant, leur calcul
s’applique tout aussi bien au terme STrg (e_tAN).
Démonstration : B .

Au vue des expressions ci-dessus, STr(e™*2 ) et STrg(e *» ) sont C™ en t.
D’autre part, le théoréme spectral nous permet de dériver sous le signe intégrale
et le calcul pour A donne :

d 12 ” "
vt eRY, $STr(e_tA )= —STr(A e 2 ).

En développant ’expression, on obtient :

STr(A e ") = 3 (—1)9(Tr(30 e 20 ) + Tr(3 De*21))
q=0

et, en arrangeant astucieusement les termes, on en déduit :

Tr(g*gefm;l) Tr(0 Bet/28, ¢ t/zA/q/)
=Tr(0 Fe 28 e t/QA;I) (car @ commute avec A')
= Tr(0e /28, e_t/QAqH) (propriété de la trace)
= Tr(00 etk o t/2A4+1) (propriété de commutation)
=Tr(00 e~ q+1).

Finalement, les termes se téléscopent donc deux & deux dans la somme ci-dessus
et on a bien :

d " 12 "
VteRY, %STr(e_tA ) = —STr(A e "2 ) =0.

Le calcul pour STrg(e_tA”) s’effectue de la méme fagon; il faut simplement
remplacer la propriété de commutation usuelle de la trace par la proposition

c.2.1.0

Or, si Py et ji; désignent les projections sur les espaces de formes harmo-
niques (sur X et X respectivement), on peut facilement vérifier que ce sont des
opérateurs régularisants & noyaux lisses; ils sont donc de classe trace. D’autre
part, le théoréme spectral montre que

" N
et Py et et P}c,
t——+oo t——+oo

avec convergence au sens faible. La proposition C.2.2 s’applique et montre que :

STr(e=*2") = STr(Py) et
STre(e ") = STre (Pro).
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Par théorie de Hodge dans le cas de X et par définition dans le cas de X , ces
traces alternées sont respectivement égales a x(X, F') et X(C;)(X ,F). On a donc
montré :

Proposition C.4.1 _
Les caractéristiques d’Euler de F' et F' admettent les expressions intégrales sui-
vantes (indépendantes de t) :

X(X,F) = STr(e*tA”) = /Xstr(kt(m,z))d:c et

X(%)(X,F) =STrg(e ) = / str(ky(z, z))dx.
U
La derniere étape de la démonstration s’effectue en exploitant la situation
lorsque ¢ — 0 et en reportant les développements asymptotiques de k; et k;
dans les intégrales ci-dessus. En effet, d’aprés les propositions C.3.4 et C.3.5,
ki(z, ) (resp. ki(z,z)) admet un développement asymptotique uniforme sur X

losrque ¢ tend vers 0 (resp. localement uniforme sur X ). Avec ci-dessus, on en
déduit

X(X, F)

1 ,
~ +J
t—0 (2mt)" (Za]t ) et

720

S 1 y
X)X F) 1~ e (;Oajtj)

i

avec
a; :/ aj(z)dz et a; z/ a;(x)dx
X U

En identifiant les termes constants, on obtient une formule locale pour les indices
X(XaF) et X(GQ)(XvF) :

1 1
@rt) ap = @nt) /Xan(x)dx et
= o~ | 1 _
(X F) = o = o /U () dx.

X(XvF) =

Comme les coefficients des développements asymptotiques ci-dessus sont des ex-
pressions algébriques locales en les coefficients des métriques et de leurs dérivées
et comme U est un domaine fondamental de l'action de G = 71 (X) sur X, on a
nécessairement

an =7 (ay) et a, = an.

Cette derniére égalité est celle annoncée dans 1’énoncé du théoréme C.1.1.
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Nancy-Université

L’objectif de cette thése consiste en ’étude du revétement universel des variétés kdahlériennes
compactes, de leurs systémes pluricanoniques et des liens qui les unissent. Dans un premier temps,
nous étudions la I'-réduction d’une variété kihlérienne compacte vue comme quotient de Remmert
biméromorphe de son revétement universel. La dimension de I’espace quotient est par définition la
I'-dimension d’une telle variété. Les grandes lignes de I’étude de cet invariant sont les suivantes :
lien avec ’existence de formes holomorphes L? sur le revétement universel, comportement de la
I'-dimension dans les fibrations, place de la I'-réduction dans la théorie de la classification, struc-
ture des variétés de type m-général (au moins en petite dimension). La fin de cette premiére partie
est consacrée a 1’étude de 'invariance par déformation de la I'-dimension en dimension 3. Cette
propriété est établie dans diverses situations, par exemple dans les cas des familles de variétés
kdhlériennes qui ne sont pas de type général. La deuxiéme partie porte sur la méthode One-Tower
d’extension de formes pluricanoniques. Nous mettons en effet cette partie & profit pour montrer
comment adapter cette méthode dans différentes situations. Ainsi, aprés quelques rappels sur les
différentes notions de positivité des fibrés en droites et sur les idéaux multiplicateurs, nous éta-
blissons des résultats d’extension de sections pluricanoniques dans les contextes suivants : famille
projective de variétés (avec fibré canonique tordu par un fibré en droites pseudo-effectif), hyper-
surface d’une variété projective, fibre générale de la I'-réduction pour les variétés de type général
et famille des revétements universels.

Deformation of Kéhler compact manifolds : invariance of I'-dimension and extension
of pluricanonical sections

In this thesis we study universal cover of Kdhler compact manifolds, their pluricanonical sys-
tems and the different links between them. First, we introduce the I'-reduction of a Kéhler compact
manifold as a rational Remmert reduction of its universal cover ; the I'-dimension is defined to be
the dimension of the base of this fibration. In this study we consider the following aspects : beha-
viour of the I'-dimension in a fibration, relationships with L? holomorphic forms on the universal
cover, comparison with the fibrations of the classification theory, I'-reduction for manifolds of small
dimension. At the end of this first part, we establish invariance of I'-dimension for several families
of Kéhler threefolds (for instance for non general type). We then show statements of extension
of pluricanonical forms in the spirit of the One-Tower method. After a brief review concerning
positivity of line bundles and multiplier ideal sheaves, we apply this strategy in different situa-
tions : projective family (with a twisting pseudo-effective line bundle), hypersurface in a projective
manifold, I'-reduction for manifolds of general type and family of infinite covers.
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