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Introduction

Les matériaux usuels ont longtemps été utilisés pour leurs propriétés structurelles. Ce-
pendant, l’innovation technologique constante dans des domaines de pointe, tels que

l’aéronautique, le biomédical, la production d’énergie ou encore l’automobile, ainsi que les
progrès effectués au cours des cinquante dernières années dans le domaine de l’élaboration
de matériaux à fort couplage multiphysique ont conduit à l’utilisation de matériaux, qui
doivent désormais remplir une fonction.

Dans cette catégorie de matériaux dits fonctionnels, adaptatifs ou, par abus de lan-
gage, intelligents, les plus généralement utilisés sont ceux présentant un couplage élec-
trique/mécanique (piézo-électrique), magnétique/mécanique (magnétostrictif), ou encore
thermique/mécanique (alliages à mémoire de forme). Ils permettent notamment la concep-
tion de capteurs ou actionneurs qui ont pour avantage une grande simplicité, puisque c’est
le matériau choisi qui remplit intrinsèquement la fonction attendue.

Leurs avantages sont de plus indéniables dès lors que la taille des applications tend
à se réduire (microfluidique, microchirurgie, ...), et rend difficile l’utilisation de solutions
classiques telles que les capteurs ou actionneurs mécaniques, hydrauliques ou électroma-
gnétiques.

Cependant, l’utilisation de tels matériaux nécessite de connaître parfaitement leur com-
portement, et d’être capable de prédire leur réponse face à une stimulation extérieure. Il est
donc important de mettre à disposition des ingénieurs des outils capables de dimension-
ner les structures adaptatives, couplés aux solutions usuelles de conception assistée par
ordinateur.

Le présent travail concerne les alliages à mémoire de forme (AMF) particuliers que sont
les Nickel-Titane. Ces derniers représentent la majeure partie des applications existantes.
Dans le cas de films minces d’AMF utilisés au sein d’applications microfluidiques, une prise
en compte des effets de taille et d’échelle est nécessaire. Une description du comportement
du matériau via une approche non locale permet de prendre en compte ces effets.

Afin de décrire le comportement thermomécanique des alliages à mémoire de forme, il
est nécessaire de comprendre et d’analyser les différents phénomènes impliqués à l’échelle
de la microstructure. Différentes approches ont été utilisées par le milieu scientifique au
cours de ces dernières années. Le point sur cette approche fait l’objet du premier chapitre.

Le deuxième chapitre décrit les étapes empruntées pour arriver au modèle proposé. Ces
travaux ont fait l’objet d’une collaboration avec le LPMM de Metz. Les hypothèses simplifi-
catrices, permettant une description à l’échelle macroscopique du matériau, sont précisées,
et conduisent à la définition d’un jeu de variables internes décrivant l’état du milieu, puis
les équations constitutives permettant de prédire l’évolution de ces variables sont posées.

Le troisième chapitre s’attache à la résolution des équations constitutives par une mé-
thode numérique. Le modèle est ensuite implanté dans le code de calcul par éléments finis
Abaqus. Un soin particulier a été porté sur la robustesse de cette implémentation face à tout
type de simulation. Différentes bases de données expérimentales ont été confrontées aux
prédictions proposées par le modèle. Ce travail permet notamment de définir les limites de
validité de ce dernier.
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2 Introduction

Les matériaux adaptatifs se montrent particulièrement intéressants dans le cadre d’ap-
plication de taille réduite. Cependant, ce changement d’échelle amène des variations dans
le comportement des structures concernées, qui invalident les approches classiques par
champ local. Le quatrième chapitre porte ainsi sur la modélisation non locale du comporte-
ment des alliages à mémoire de forme.

Le cinquième chapitre détaille des applications des AMF où l’utilisation des outils numé-
riques développés permet d’optimiser les performances attendues.
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Afin de pouvoir proposer un modèle capable de prédire le comportement thermomé-
canique des alliages à mémoire de forme, il est impératif de connaître les origines

microstructurelles de ce dernier. Les travaux scientifiques réalisés au cours des vingt der-
nières années se sont attachés à décrire et modéliser ce comportement à différentes échelles.
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1.1 Généralités

La découverte des alliages présentant un effet mémoire de forme, qui a donné son nom à
cette catégorie de matériaux métalliques, date de 1930. Ce n’est toutefois qu’en 1971 que
la première application industrielle a vu le jour par le biais de manchons d’accouplement
utilisés dans les avions de chasse F14 [Van Humbeeck 1999]. Si d’autres applications ont vu
le jour dans les domaines biomédical, aéronautique ou domotique, l’essor de ces matériaux
reste toutefois confidentiel. Patoor et Berveiller [Patoor et Berveiller 1994] justifient ceci par
le fait que la connaissance et la maîtrise des alliages à mémoire de forme fait appel à une
approche transversale comme cela peut être le cas pour les matériaux composites.

Cette catégorie de matériaux regroupe entre autre, des alliages à base nickel (NiTi)
équiatomique, cuivre (CuAlBe) ou fer (FeMnSi) qui sont les plus couramment utilisés dans
le cadre d’applications mais également les alliages à base d’or (AuCd). Tous ces alliages
possèdent la particularité de présenter une phase mère dite austénitique pouvant, sous
l’effet d’un chargement mécanique ou d’un changement de température, se transformer en
une phase fille martensitique présentant un degré de symétrie plus faible. Cette transfor-
mation de phase est d’ordre 1, ce qui implique une réversibilité.

1.2 Description du comportement

1.2.1 À l’échelle du réseau cristallin

À l’échelle de la microstructure, le comportement des alliages à mémoire de forme se tra-
duit par la coexistence de deux phases distinctes : une phase mère austénitique présentant
un réseau cubique, et une phase fille martensitique dont le réseau présente un degré de sy-
métrie moins élevé (fig. 1.1). La transformation de phase est de type 1, c’est-à-dire qu’elle
ne nécessite pas de diffusion atomique. Elle intervient seulement sur un déplacement des
atomes à courte distance. Ce déplacement induit une déformation déviatorique du réseau
cristallin. Il faut noter que la déformation obtenue ne présente pas un caractère plastique,
et est de ce fait entièrement réversible.

Les mécanismes de déformation impliqués lors de cette transformation de phase ont été
largement décrits par [Weschler et al. 1953] et [Bowles et Mackenzie 1954]. Ils se traduisent
par une déformation de Bain entre la phase mère cubique austénitique et la phase fille mar-
tensitique présentant une symétrie moins élevée. Un plan invariant existe à l’interface des
deux phases. Ce dernier implique une rotation du réseau cristallin, ainsi que la formation
de macles afin d’assurer la coexistence des deux phases au niveau de ce plan. La figure 1.1
montre que la martensite ainsi formée peut se présenter sous différentes formes présentant
la même structure cristallographique appelées variantes. Plusieurs de ces variantes peuvent
ainsi se former à partir d’une même maille d’austénite.

1.2.2 À l’échelle du grain

La transformation de phase martensitique a lieu sous des conditions de chargement ther-
momécanique spécifiques. D’un point de vue thermique, la transformation de l’austénite
en martensite commence à une température notée Ms (martensite start) pour se terminer à
une température M f (martensite finish). De la même manière, la transformation inverse de
la martensite en austénite apparaît entre les températures notées As et A f . Il faut noter que
les températures de transformation directe et inverse ne coïncident pas, laissant ainsi appa-
raître une hystérésis de transformation. Cette dernière est caractéristique d’une dissipation
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Fig. 1.1 – Transformation de l’austénite en variantes de martensite.

Fig. 1.2 – Pseudo-diagramme de phase de la transformation martensitique.

d’énergie. Sur le plan mécanique, l’application d’une contrainte peut également provo-
quer une transformation de phase. Il est ainsi possible de dresser un pseudo-diagramme de
phase dans l’espace température-contrainte permettant de représenter les limites de trans-
formation. Un tel diagramme est présenté dans la figure 1.2. En l’absence de contrainte,
aucune variante de martensite n’est privilégiée. Ces dernières se forment donc de ma-
nière à minimiser l’énergie de déformation. Dans ce cas, les variantes se forment de façon
auto-accommodée (fig. 1.3) et aucune déformation n’est visible à l’échelle macroscopique. En
cas d’application d’une contrainte, les variantes privilégiées sont celles dont l’orientation
correspond à la direction de la contrainte. Une contrainte minimale, dite contrainte de ré-
orientation est nécessaire pour passer d’une martensite auto-accommodée à une martensite
orientée.
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Fig. 1.3 – Orientation des variantes de martensite par application d’une contrainte τ

Fig. 1.4 – Trajet de chargement mettant en évidence la superélasticité.

1.3 Comportements macroscopiques

La déformation déviatorique due au cisaillement des variantes de martensite induit, à
l’échelle macroscopique, une déformation dite déformation de transformation. Cette dernière
permet de différencier, suivant les températures d’utilisation et la nature thermomécanique
des chargements appliqués, différents effets caractéristiques des alliages à mémoire de
forme.

1.3.1 Superélasticité

Description

L’effet superélastique est observable pour un AMF initialement austénitique (T > A f ).
L’application d’une contrainte provoque la formation de variantes de martensite qui
s’orientent, dès leur apparition, dans la direction de la contrainte. Le terme superélastique
est dû au fait que la déformation obtenue peut être intégralement récupérée lorsque la
contrainte est relâchée. En effet, la phase martensitique disparaît jusqu’à retrouver un ma-
tériau totalement austénitique. La figure 1.4 situe ce type de chargement dans l’espace
contrainte-déformation ainsi que dans un pseudo-diagramme de phase.

Les principaux intérêts de ce type de comportement sont l’important niveau de défor-
mation réversible pouvant être atteint (de l’ordre de 6 % pour un polycristal de NiTi), ainsi
que le plateau durant lequel la transformation martensitique progresse. Ce dernier permet
notamment de balayer un large éventail de déformations tout en restant à une contrainte
quasi constante, ce qui rend ce type de comportement intéressant dans le cadre d’applica-
tions nécessitant un régulateur d’effort.
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(a) Lime endodontique [Kemp 2005] (b) Stent [Müller 2008]

(c) Fil orthodontique [Svensson 2005] (d) Lunettes flexibles [Goetgheluck]

Fig. 1.5 – Applications exploitant l’effet superélastique

Applications

L’importante déformation réversible des AMF superélastiques est notamment utilisée dans
les applications suivantes, qui regroupent essentiellement des produits à usage médical où
la biocompatibilité du Nickel-Titane est un critère de choix, mais également des composants
à usage plus courant :

– limes endodontiques (fig. 1.5a)
– stents (fig. 1.5b)
– appareils de chirurgie non invasive
– montures de lunettes flexibles (fig. 1.5d)
– baleines de soutien-gorge
De plus, l’utilisation de l’effet superélastique dans la zone du plateau de transforma-

tion permet l’utilisation d’AMF dans des produits nécessitant de réguler l’application d’un
effort :

– fil d’appareil orthodontique (fig. 1.5c)
– pince chirurgicale à régulateur de force
Enfin, on peut noter la présence d’une hystérésis dans la courbe de traction-relâchement

de l’effet superélastique, ce qui se traduit par une dissipation d’énergie sous forme de cha-
leur. De ce fait, il peut être utilisé au sein d’un amortisseur en tant qu’élément actif [Thié-
baud 2007]. Les fréquences amorties sont de l’ordre de 1 Hz, ce qui rend les AMF adaptés
à des utilisations anti-sismiques [Dolce et Cardone 2001a;b]. Une variation de température
permet d’agir sur le coefficient d’amortissement.
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Fig. 1.6 – Trajet de chargement présentant un effet mémoire.

Limites d’utilisation

La principale limite du comportement superélastique concerne les chargements cycliques.
En effet, l’accumulation de cycles de déformation jusqu’à une transformation martensi-
tique totale ou partielle induit, d’une part la plastification du matériau qui entraîne une
déformation rémanente non réversible, d’autre part le blocage de la transformation inverse
de certaines variantes de martensite (celles-ci sont alors dites stabilisées) qui va réduire la
déformation maximale réversible, et enfin un endommagement qui conduit à un nombre
de cycles très limité (de l’ordre de 1000).

Pour pallier ces phénomènes, il est important de limiter le niveau maximal de déforma-
tion au cours de l’utilisation de l’application à 1 ou 2 %. Pour ce faire, le dimensionnement
de la structure doit conduire à une optimisation de la géométrie pour essayer de répartir
au maximum les niveaux de déformations.

1.3.2 Effet mémoire de forme

L’effet mémoire de forme s’observe dans un matériau initialement martensitique (T < M f )
présentant des variantes auto-accommodées. Lors d’un chargement mécanique, dès lors
que le niveau de contrainte dépasse la contrainte critique de réorientation σreorientation (fig.
1.6), les variantes s’orientent (dans la direction de la contrainte pour le cas d’un charge-
ment proportionnel) jusqu’à atteindre la valeur maximale de cisaillement des variantes.
Au-delà, on retrouve le comportement élastique de la martensite. Lors de la décharge, les
variantes restent orientées et une déformation macroscopique rémanente est observée. Si
un chauffage est ensuite effectué jusqu’à une température supérieure à A f , la transforma-
tion de phase inverse, martensite vers austénite, se produit, ce qui permet de retrouver la
structure cristalline de référence. À l’échelle macroscopique, ceci se traduit par un retour
vers la forme initiale de la structure (la géométrie obtenue par le matériau austénitique est
la même que celle présentant des variantes de martensite auto-accommodées). La figure
1.6 présente un tel chargement dans l’espace contrainte-déformation-température ainsi que
dans le pseudo-diagramme de phase.

Une variante de l’effet mémoire consiste à bloquer la déformation rémanente au cours
du chauffage. Ainsi, le retour vers une phase austénitique génère une contrainte élevée
qui est notamment utilisée dans le cadre de dispositifs de serrage. On parle alors de retour
contraint. C’est ce type de chargement qui est le plus couramment utilisé dans les applica-
tions exploitant l’effet mémoire des AMF :

– rupture de liaison sans explosif grâce à l’importante contrainte générée (fig. 1.7a)
– manchon d’accouplement de tubes en titane afin d’éviter le soudage (fig. 1.7b)
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(a) rupture de liaison

(b) Manchon d’accouplement

Fig. 1.7 – Applications de l’effet mémoire [Nim].

L’effet mémoire avec retour libre est utilisé dans des actionneurs simple effet. Le fait
que les propriétés intrinsèques du matériau permettent de remplir la fonction demandée
remplace avantageusement un dispositif mécanique complexe, plus particulièrement dans
des applications de petite taille telles que :

– micro-pompe ;
– micro-valve ;
– contrôle de température.
La plupart des applications étant à usage unique (serrage, rupture de liaison), le phéno-

mène de cyclage n’apparaît pas et les phénomènes de fatigue peuvent ainsi être négligés.
Ceci n’est pas le cas pour les actionneurs pour lesquels, une action extérieure pour provo-
quer l’orientation de la martensite est nécessaire. On parle alors d’effet mémoire double sens
ou d’effet mémoire double sens assisté.

1.3.3 Effet mémoire double sens ou double sens assisté

En vue d’une application des AMF comme actionneur mécanique commandé par un chan-
gement de température, un point important à considérer est l’application de la contrainte
qui va provoquer l’orientation des variantes de martensite. Deux effets permettent de pal-
lier cette insuffisance et d’obtenir une forme chaude et une forme froide dont le passage
de l’une à l’autre s’effectue uniquement par chauffage ou refroidissement.

L’effet mémoire double sens s’obtient par éducation du matériau. En effet, si le cycle
mémoire simple sens est répété plusieurs fois, la dégradation des propriétés matérielles
(baisse du niveau de déformation récupérable par chauffage) s’accompagne d’une chute
de la contrainte nécessaire à l’orientation des variantes de martensite jusqu’à devenir né-
gligeable. L’AMF peut ainsi se reconditionner seul lors du refroidissement. On est alors en
présence de deux états stables entre lesquels on peut basculer par chauffage ou refroidisse-
ment. Il faut toutefois noter qu’il est impossible de générer un effort en bloquant le retour
de la structure car ceci aurait pour effet d’annuler l’éducation en effaçant la forme froide
en mémoire.

Pour pallier ces difficultés de mise en œuvre de l’effet mémoire double sens, la plupart
des applications d’AMF comme actionneurs utilisent l’effet mémoire double sens assisté
avec un élément de rappel qui peut être la structure elle-même ou un élément assimi-
lable à un ressort. Le matériau travaille alors en effet mémoire simple, l’élément de rappel



1.3. Comportements macroscopiques 11

(a) Réacteur d’avion à géométrie variable [La-
goudas 2008]

(b) Profil d’aile d’avion adaptatif [Ahola 2008]

Fig. 1.8 – Applications de l’effet mémoire double sens assisté

Fig. 1.9 – Évolution de la réponse en déformation d’un actionneur TiNiCu activé thermiquement sous une
contrainte constante de 154 MPa en fonction du nombre de cycles. a) cycles de déformation à saturation b)
cycles à déformation partielle. εA et εM sont respectivement les déformations de l’austénite, de la martensite,
accumulant de la plasticité, et εact est la déformation utile de l’actionneur. [Bertacchini et al. 2009].

permettant uniquement de réorienter les variantes du matériau à l’état martensitique. Les
principales applications de cet effet sont :

– actionneur formé d’un fil AMF noyé dans un polymère [Chemisky et al. 2009] ;
– réacteur d’avion à géométrie variable [Lagoudas 2008] (fig. 1.8a) ;
– profil d’aile d’avion à géométrie variable [Ahola 2008] (fig. 1.8b).
Si l’effet mémoire double sens assisté semble prometteur en terme d’applications, il faut

toutefois garder à l’esprit l’aspect cyclage, omniprésent dans les actionneurs. Ce dernier
entraîne une baisse de la déformation maximale obtenue entre la forme chaude et la forme
froide (voir fig. 1.9) et peut entraîner une rupture par fatigue dans le cas d’un grand nombre
de cycles.

1.3.4 Autres comportements

D’autres comportements sont observables au sein des AMF qui semblent pour le moment
moins intéressants pour le concepteur, peuvent toutefois être utilisés au sein d’applications.
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(a) Comportement de la martensite et effet caou-
tchoutique

(b) Superélasticité linéaire

(c) Chaleur latente de transformation

Fig. 1.10 – Autres comportements des alliages à mémoire de forme.

Comportement de la martensite

L’AMF sous forme martensitique présente une faible rigidité due à l’orientation des va-
riantes sous basse contrainte. Le matériau est alors facilement malléable à la main ce qui le
rend intéressant notamment pour des spatules utilisées en chirurgie. La forme initiale est
retrouvée par chauffage (voir fig. 1.10a).

Effet caoutchoutique

La phase martensitique possède généralement un module apparent faible (de l’ordre de
35000 MPa) et une légère hystérésis entre la charge et la décharge. Ce comportement pré-
sente la particularité de ne pas se dégrader lors du cyclage. Il est alors possible d’utiliser le
matériau dans un rôle d’amortisseur grâce au fait que l’hystérésis est présente dès les plus
faibles niveaux de déformation (voir fig. 1.10a).

Un démonstrateur type de cet effet est une cloche qui, à chaud sous forme austénitique,
produit un son, mais qui sous forme froide martensitique absorbe les vibrations et de fait
ne génère aucun son.

Superélasticité linéaire

Certains traitements thermiques effectués lors de l’élaboration du matériau permettent de
faire disparaître le saut de rigidité observé lors de la transformation de phase durant un
chargement superélastique. Le comportement obtenu est alors quasiment linéaire, présente
une faible hystérésis et permet d’atteindre des déformations de l’ordre de 3 % (voir fig.
1.10b). Il est de plus quasiment indépendant de la température. Cependant, pour obtenir
ce type de comportement, il est nécessaire d’écrouir fortement le matériau lors du processus
de mise en forme. Ceci limite donc fortement les géométries réalisables et par extension les
applications permettant d’exploiter cet effet.
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(a) Réorientation de la martensite (b) Comportement superélastique

Fig. 1.11 – Mise en évidence de la dissymétrie traction-compression pour différents types de comportements
[Orgéas et Favier 1998]

Résistivité et chaleur latente

D’autres particularités sont également observables comme le changement de résistivité
électrique en fonction de l’état de chargement du matériau. Ceci qui permet de mesurer
la quantité de martensite formée lors d’essais expérimentaux. On peut également citer
la propriété d’absorber ou de restituer de la chaleur, le matériau ayant une tendance à
conserver une température proche de celle d’équilibre de la transformation de phase : il
fournit de la chaleur lorsqu’il est refroidi et au contraire, peut en absorber lorsqu’on le
chauffe. La quantité massique de chaleur pouvant être absorbée ou restituée est de l’ordre
de 28000 J/kg pour un alliage NiTi (voir fig. 1.10c).

1.3.5 Cas des chargements multiaxiaux et partiels

Dissymétrie traction-compression

Les chargements multiaxiaux sur des alliages à mémoire de forme font apparaître une
dissymétrie traction-compression (fig. 1.11). Ainsi, le niveau de déformation pouvant être
atteint lors d’une compression est inférieur à celui obtenu en traction (un rapport 3/4 est
usuellement mesuré). Cette dissymétrie est également observable sur les contraintes de
début de réorientation des variantes (pour le cas d’un chargement sur un matériau mar-
tensitique auto-accommodé) et de début de transformation de phase (pour un chargement
superélastique) qui sont généralement plus élevées pour un chargement en compression.
De façon plus générale, [Lexcellent et al. 2002] ont effectué une série d’essais afin de repré-
senter la limite du domaine élastique de l’austénite pour des chargements superélastiques
multiaxiaux (voir fig. 1.12). Outre la dissymétrie traction-compression, ces essais mettent
en évidence une surface de charge en forme de « poire ».

Patoor et al. [Patoor et al. 1995] ont pu, à l’aide de modèles micromécaniques décrivant
la formation des variantes de martensite à l’échelle du réseau cristallin, montrer l’origine
de cette dissymétrie. Elle est due à la perte de symétrie lors du passage de la phase mère
austénitique à une phase fille orthorhombique, plusieurs variantes pouvant se former à
partir d’une même maille d’austénite (24 variantes sont par exemple possibles pour les
alliages NiTi). C’est ensuite le type de chargement qui va dicter les variantes susceptibles
de se former. Ainsi, les variantes formées ne sont pas les mêmes pour un chargement en
compression et un chargement en traction, ce qui implique, à l’échelle macroscopique, un
niveau de déformation de transformation sensiblement différent pour les deux cas.
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Fig. 1.12 – Détermination expérimentale de la surface de transformation de phase pour un alliage CuAlBe
[Lexcellent et al. 2002]

Cas des chargements partiels

Les cas de chargement présentés jusqu’alors possèdent la particularité d’être menés jus-
qu’à un état de saturation (transformation de phase totale ou orientation des variantes de
martensite jusqu’à leur valeur de cisaillement maximal). Ceci est rarement le cas pour des
applications concrètes, notamment en raison de leur géométrie qui implique généralement
un gradient de contrainte au sein du domaine considéré. Or, les AMF ont la particularité de
présenter un phénomène de boucles internes lors des chargements partiels (fig. 1.13) qui fait
que le comportement du matériau lors de ce type de chargement ne peut pas être prédit à
partir de la seule connaissance de son comportement lors d’un chargement à saturation. Ce
phénomène est particulièrement observable pour la transformation martensitique et quasi-
ment absent lors du phénomène de réorientation des variantes. Il se traduit principalement
par une variation de la contrainte nécessaire pour amorcer la transformation de phase in-
verse et un changement de module apparent. On peut toutefois noter que ce phénomène
est fortement dépendant de l’avancement de la transformation de phase au moment du
changement de trajet de chargement.

1.4 Mécanismes microstructuraux particuliers

Ce travail concerne en particulier les alliages à mémoire de forme base Nickel Titane ren-
contrés dans la plupart des applications. Malgré le fait qu’ils soient si largement utilisés,
les NiTi présentent certaines particularités qui ne sont pas nécessairement prises en compte
lors de l’élaboration de modèles de comportement. Leur modélisation permettrait de pro-
poser une prédiction de la réponse d’une structure en NiTi à un chargement thermoméca-
nique plus réaliste.

1.4.1 Accommodation inélastique des macles

L’étude d’essais de traction sur un NiTi initialement martensitique met en évidence un
module apparent plus faible que le module élastique de la martensite, et ce, avant que
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Fig. 1.13 – Mise en évidence du phénomène de boucles internes lors d’un essai de traction-compression sur
une barre de NiTi [Dolce et Cardone 2001b]

ne démarre le processus de réorientation des variantes. [Liu et al. 1999] ont décomposé
ce type de chargement en différents comportements à l’échelle de la microstructure (voir
fig. 1.14). Ainsi, le premier stade de déformation de la martensite formée auto-accommodée
correspond à un mécanisme d’accommodation de macles. Il est ensuite suivi par un plateau
de contrainte où a lieu la réorientation des variantes de martensite. Une fois les variantes
orientées à saturation, les mécanismes de déformation en jeu sont du démaclage suivi de la
formation de dislocations entraînant une déformation plastique à l’échelle macroscopique.

La théorie de Weschler et al. [Weschler et al. 1953] décrit les mécanismes impliqués dans
la transformation de phase martensitique. Pour former des variantes de martensite à plan
d’habitat, cette théorie propose trois types de déformations à l’échelle du réseau cristallin :
une déformation de Bain (cisaillement), une rotation du réseau et l’apparition de macles.
Lorsque la martensite apparaît sous forme auto-accommodée, les variantes sont maclées et
l’interface entre les variantes présente la particularité de ne pas être cohérente par rapport
aux variantes situées de part et d’autre de celle-ci (fig. 1.15a) entraînant un contraste de
déformation. Lorsqu’une contrainte est appliquée, les macles se réorganisent de façon à
former une interface cohérente (fig. 1.15b).

Ce mécanisme permet de réduire l’énergie d’interface et favorise le déclenchement du
mécanisme de réorientation des variantes. L’accommodation des macles se produit sous
une faible contrainte. Dans le cas de martensite formée de façon orientée, des observations
menées par [Tirry et Schryvers 2008] ont montré que la microstructure ne présente pas de
macles, et ce, même après décharge du matériau. Il est donc important, dans un but de
modélisation de ce phénomène, de considérer la forme sous laquelle la martensite a été
formée, la martensite formée auto-accommodée fait apparaître des structures maclées, ce
qui n’est pas le cas pour la martensite formée orientée.
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Fig. 1.14 – Évolution de la microstructure d’un Nickel-Titane soumis à un chargement mécanique : (1) État
non déformé, (2) Accommodation inélastique des macles, (3) Réorientation de la martensite, (4) Réorienta-
tion des variantes de martensite et démaclage, (5) Démaclage, (6) Apparition de dislocations entraînant une
déformation plastique [Liu et al. 1999].
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(a) État auto-accommodé non déformé [Xie et al.
1998]

(b) État déformé à 2 % [Liu et al. 1999]

Fig. 1.15 – Formation d’interfaces cohérentes suite à un chargement sur de la martensite formée auto-
accommodée.

1.4.2 Décalage des températures de transformation

Sur le plan de la description cristallographique, la martensite auto-accommodée et la mar-
tensite orientée sont totalement équivalentes et devraient donc présenter des températures
de transformation de phase équivalentes. Cependant, certains auteurs comme [Popov et
Lagoudas 2007, Liu et Favier 2000] ont pu remarquer, lors d’essais expérimentaux, une
augmentation des températures de transformation inverse consécutivement à un charge-
ment mécanique sur de la martensite, ayant eu pour effet de l’orienter. Deux explications à
ce phénomène peuvent être trouvées dans la littérature :

1. [Piao et al. 1993] expliquent cette différence par une relaxation d’énergie élas-
tique accumulée lors de la formation de variantes de martensite auto-accommodées.
Ainsi, lorsqu’un chargement mécanique est appliqué afin d’orienter les variantes,
les contraintes internes sont relâchées et l’énergie ainsi récupérée tend à faciliter la
transformation inverse de la martensite en austénite et entraîne une hausse des tem-
pératures de transformation inverse.

2. [Liu et Favier 2000] ont estimé que la quantité d’énergie élastique relaxée n’était pas
suffisante pour expliquer le décalage de température observé et supposent l’existence
d’un frottement interne lors de la transformation inverse à partir de martensite orien-
tée.

1.5 Modélisation du comportement thermomécanique des AMF

Différentes équipes de recherche se sont attachées, au cours des trente dernières années,
à proposer des modèles permettant de prédire le comportement thermomécanique des
alliages à mémoire de forme. Les objectifs sont différents suivant les approches – compré-
hension des mécanismes physiques ou dimensionnement des structures adaptatives – et
le panel des modèles existants est large. Ces derniers peuvent être classés en différentes
catégories.

1.5.1 Modèles micromécaniques

Les modèles micromécaniques sont apparus durant les années 1990 [Patoor et al. 1995;
1996, Huang et Brinson 1998, Lu et Weng 1998, Gao et al. 2000, Huang et al. 2000, Siredey
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et al. 1999, Entemeyer et al. 2000; 2001]. Ils sont basés sur une description de la transforma-
tion martensitique à l’échelle du réseau cristallin. De fait, ils sont régis par des équations
permettant de prédire la transformation d’un cristal d’austénite en différentes variantes de
martensite sous un chargement thermomécanique. Le comportement effectif du VER est ob-
tenu par homogénéisation. Différentes techniques de transition d’échelle sont adoptées. On
pourra citer en particulier la méthode auto-cohérente. Ces modèles ont permis notamment
d’identifier l’origine de la dissymétrie traction-compression ou de déterminer les surfaces
de charge de début et fin de transformation pour des cas de chargement multiaxiaux. Ils
présentent un fort pouvoir prédictif et permettent de modéliser intrinsèquement la plupart
des particularités de comportement observées dans les AMF.

Ces modèles font intervenir un jeu de variables internes représentant chacune la fraction
volumique des différentes variantes de martensite pouvant être formées dans un cristal
d’austénite (24 variantes sont possible pour un NiTi). Leur utilisation est toutefois limitée
pour dimensionner des structures adaptatives via la méthode des éléments finis. En effet,
leur description se faisant à l’échelle du monocristal, il est nécessaire, pour modéliser une
structure, de connaître a priori sa texture (taille de grains, géométrie, orientation). Ainsi,
pour décrire un volume élémentaire représentatif (VER) d’un AMF, un nombre de grains
couramment admis est de 1000, nombre qu’il faut multiplier par le nombre de variantes
pouvant être formées dans un grain. Le nombre total de variables permettant de décrire
un VER est donc beaucoup trop important pour effectuer des calculs de structure avec un
coût numérique raisonnable.

Les modèles micromécaniques sont donc à réserver à un usage d’étude des mécanismes
de transformation de phase. Ils peuvent alimenter des modèles macroscopiques lorsque des
essais expérimentaux ne sont pas possibles.

1.5.2 Modèles phénoménologiques

Les modèles phénoménologiques, pour décrire le comportement des AMF à l’échelle ma-
croscopique, sont apparus au cours des années 80 [Tanaka 1986, Liang et Rogers 1990].
Les premiers modèles permettaient uniquement de modéliser le comportement superélas-
tique dans le cas unidimensionnel. Les modèles se sont ensuite enrichis dans les années 90

avec la prise en compte de l’effet mémoire de forme basé sur la modélisation du pseudo-
diagramme de phases [Brinson 1993, Raniecki et Lexcellent 1994] et des extensions au cas
tridimensionnel [Liang et Rogers 1992, Boyd et Lagoudas 1994, Rio et al. 1995, Bo et La-
goudas 1999a]. Les années 2000 ont ensuite vu apparaître des modèles tridimensionnels
implémentés dans des codes de calcul par éléments finis [Bouvet et al. 2004, Lagoudas et
Entchev 2004, Peultier et al. 2006, Thiebaud et al. 2007, Zaki et Moumni 2007].

Les modèles existants diffèrent principalement par le type de variables internes em-
ployées pour décrire un VER d’AMF et par les spécificités de comportement prises en
compte (dissymétrie traction-compression, boucles internes, cyclage, stabilisation de la
martensite, couplage entre transformation de phase et plasticité). Il est possible de clas-
ser ces modèles macroscopiques suivant le type de variables internes retenues :

Les modèles de type Tanaka ou Lexcellent [Tanaka 1986, Raniecki et Lexcellent 1998] sont
les premiers à avoir été développés pour la description des AMF. Dans ces derniers,
le VER est décrit à l’aide d’une seule variable interne qui est la fraction volumique
de martensite f . La déformation de transformation est alors considérée comme pro-
portionnelle à la quantité de martensite et orientée dans la direction du déviateur des
contraintes. La dissymétrie traction-compression est prise en compte par l’expression
d’une surface de transformation selon une forme proposée par [Bouvet et al. 2004] défi-
nie dans l’espace des contraintes. Ce type de modèle n’est toutefois valable que dans
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le cas de chargements proportionnels superélastiques. Des développements sont en
cours pour étendre ce type de modèle à des chargements thermomécaniques plus
complexes 1.

Les modèles de type Brinson [Panico et Brinson 2007] différencient la fraction volumique
de martensite en deux contributions : la martensite thermique f T auto-accommodée
et la martensite f σ formée par la contrainte qui présente une déformation de transfor-
mation. Cette décomposition permet la description de l’effet mémoire. Le formalisme
utilisé pour définir la direction d’orientation de la martensite permet de prendre en
compte les chargements non proportionnels et multiaxiaux. Cependant, des compor-
tements tels que la dissymétrie traction-compression ou les boucles internes ne sont
pas pris en compte. Il est à noter qu’une variante de ce modèle permet de gérer la
formation d’un volume de martensite stabilisée lors d’un cyclage [Panico et Brinson
2008].

Le modèle de Popov-Lagoudas [Popov et Lagoudas 2007] utilise le même type de des-
cription que le modèle de Brinson mais diffère par le fait que ce ne sont pas les
fractions volumiques respectives qui sont utilisées comme variables internes, mais
l’avancement des transformations entre les différentes structures cristallines possibles
(austénite ↔ martensite auto-accommodée, austénite ↔ martensite orientée et mar-
tensite auto-accommodée ↔ martensite orientée). La cinétique de transformation de
phase ainsi que le processus de réorientation permettent de rendre compte de façon
précise de l’histoire du chargement. Cependant, la dissymétrie traction-compression
ainsi que le phénomène de boucles internes ne sont pas pris en compte. Ils ont tou-
tefois déjà été abordés au sein d’autres modèles développés par cette équipe [Bo et
Lagoudas 1999b, Qidwai et Lagoudas 2000].

Les modèles de type Peultier [Peultier et al. 2008] décrivent le VER d’un alliage à mé-
moire de forme grâce à une décomposition multiplicative de la déformation de trans-
formation en une variable scalaire f décrivant la fraction volumique de martensite et
une variable tensorielle εT

ij qui représente la déformation de transformation moyenne
observée au sein du volume de martensite. La dissymétrie traction-compression est
prise en compte via une valeur de saturation de la variable εT

ij et les boucles internes
sont modélisées à l’aide d’un « écrouissage cinématique » et « isotrope » portant sur
l’évolution de la fraction volumique de martensite. Enfin, l’expression d’une surface
de charge en réorientation portant sur la variable tensorielle εT

ij permet la prise en
compte des chargement multiaxiaux et non proportionnels. Cependant, la décompo-
sition multiplicative de la déformation de transformation pose des problèmes de ré-
solution au voisinage des températures de transformation pour de faibles contraintes
où des bifurcations entre différents comportements sont observées. Enfin, ce modèle
ayant été développé sans distinction du type d’alliage utilisé, les phénomènes consta-
tés dans les NiTi tels que l’accommodation inélastique des macles ou la stabilisation
de la martensite ne sont pas pris en compte.

Les modèles phénoménologiques, de par leur formulation à l’aide de variables internes
définies de façon macroscopique, se montrent particulièrement adaptés à une implémenta-
tion dans des codes de calcul par éléments finis où le nombre plus réduit d’équations à ré-
soudre assure des temps de calcul raisonnables. Cependant, leur richesse de description est
moindre que celle des modèles microscopiques. De ce fait, des formulations particulières
doivent être introduites afin de prendre en compte les particularités de comportement telles
que la dissymétrie traction-compression ou le phénomène de boucles internes.

1Thèse en cours, E. Gibeau, FEMTO Besançon, 2009
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Fig. 1.16 – Principe de fonctionnement d’une micropompe dont le débattement est assuré par une membrane
en AMF et un élément de rappel.

1.6 Particularités liées aux applications de petite taille

Dans le cadre du dimensionnement d’applications de taille fortement réduite de type
micro-actionneur, certaines particularités de comportement peuvent apparaître et néces-
sitent une prise en compte dans le but d’une modélisation de leur comportement. On peut
notamment citer les effets de taille et de localisation. Le présent travail ayant pour objectif
la mise en place d’un outil de dimensionnement de micropompes mettant en œuvre des
films minces d’AMF (voir figure 1.16), c’est essentiellement sur ces derniers que nous nous
focaliserons.

1.6.1 Effets de taille

Les effets de taille peuvent être vus à différents niveaux. On peut ainsi distinguer la taille
de la structure considérée ou encore la taille caractéristique de la microstructure du ma-
tériau qui la compose (typiquement la taille de grains). Différentes campagnes d’essais
expérimentaux ont été menées afin de caractériser cet effet de taille.

Frick et al. [Frick et al. 2007] ont notamment étudié la perte de superélasticité dans des
micropiliers de NiTi. Ces derniers sont taillés à partir de monocristaux par FIB2 et pré-
sentent des diamètres allant de 2 µm à 400 nm. Ils ont été testé en compression par un
nanoindenteur en superélasticité. Les différents essais ont fait ressortir que la déforma-
tion, pouvant être récupérée par superélasticité, diminue avec le diamètre des piliers (voir
fig. 1.17) pour totalement disparaître pour les tailles les plus faibles. En revanche, il a été
observé que la contrainte à partir de laquelle la transformation de phase a lieu reste la
même quelle que soit la taille de l’échantillon testé. Enfin, les piliers étant monocristallins,
une forte dépendance de leur comportement par rapport à leur orientation cristalline et
à la direction du chargement a été observée. Ainsi, les sollicitaions suivant l’orientation
[210] mettent en évidence un comportement plus mauvais (contrainte de transformation et
déformation réversible faibles) que selon la direction [111].

Fu et al. [Fu et al. 2006] ont réalisé des essais sur des films de Ni50.2Ti49.8 martensi-
tiques à température ambiante déposés par pulvérisation sur des substrats de silicium. Par
chauffage et refroidissement, une variation de cambrure des films minces est observée à
cause des coefficients de dilatation différents du dépôt et du substrat. La contrainte, calcu-
lée à partir de la courbure du substrat est alors relevée en fonction de la température pour
différentes épaisseurs de dépôt allant de 48 à 4110 nm (voir fig. 1.18a). Il apparaît que la
courbe contrainte-température est linéaire pour les films le plus minces puis présente une
hystérésis qui augmente avec l’épaisseur du film, caractéristique d’un effet mémoire de
forme double sens assisté. Les auteurs ont ainsi étudié la valeur de la contrainte résiduelle
(après dépôt du film) et de la contrainte d’actionnement en fonction de l’épaisseur du film
considéré (voir fig. 1.18b). Il en ressort les points suivants :

2Focused Ion Beam
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Fig. 1.17 – Perte de superélasticité dans des micropilliers de NiTi en fonction de leur diamètre [Frick et al.
2007].

– Pour l’épaisseur la plus faible (48 nm), l’effet mémoire de forme est totalement absent.
Ceci est du à une couche d’oxyde présentant une épaisseur d’environ 15 nm. Cette
dernière, qui se forme en surface (la teneur en oxygène est élevée en surface, voir
fig. 1.19), modifie la stœchiométrie de l’alliage, faisant ainsi disparaître son caractère
mémoire de forme ;

– Les films d’épaisseur plus importante (de l’ordre de 100 nm) présentent également
une couche d’oxyde qui n’empêche cette fois que la formation de la phase R. La
transformation martensitique est ainsi conservée ;

– Au delà d’une épaisseur de 500 nm, l’effet de l’oxydation est insignifiant ;
– Au delà de 800 nm d’épaisseur, l’effet mémoire de forme diminue à cause des inter-

actions intergranulaires (plusieurs grains sont présents dans l’épaisseur du film).
[Sun et He 2008] ont proposé un modèle multi-échelles afin de représenter l’influence

des différentes tailles caractéristiques sur la réponse superélastique d’un AMF. Ils ont pu
mettre en évidence que la réponse du matériau et plus particulièrement la taille de l’hys-
térésis en contrainte, peut être caractérisée par deux rapports sans dimension N et l qui
sont respectivement le rapport de la taille de l’échantillon considéré sur la taille de grain
et le rapport de la taille de grain sur une dimension caractéristique de la microstructure.
Ainsi, pour une taille d’échantillon donnée, l’hystérésis est rapidement réduite pour des
valeurs très faibles ou très importantes de la taille de grain (voir fig. 1.20). Les prédictions
proposées par ce modèle sont qualitativement en accord avec les essais effectués sur des
matériaux nanocristallins par [Kim et al. 2006] et [Tsuchiya et al. 2006]. La particularité de
cette modélisation est la prise en compte des grains et des leurs interfaces dans le proces-
sus de transformation de phase martensitique. Le comportement du matériau est repré-
senté localement par une loi instable dans laquelle, un adoucissement est constaté lorsque
la transformation de phase martensitique a lieu, et un front de transformation passant de
grain à grain est pris en compte pour la diffusion de la transformation de phase au sein de
la structure (voir fig. 1.21). C’est le rapport entre la largeur du front de transformation et la
taille des grains et de leurs interfaces qui permet de mettre en évidence les effets de taille.

1.6.2 Effets de localisation

Une particularité observée dans les films minces d’AMF mais également dans les films ou
les échantillons fins est la localisation de la transformation de phase au cours d’un charge-
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(a) Courbe contrainte-température pour diffé-
rentes épaisseurs de film.

(b) Évolution de la contrainte d’actionnement et
de la contrainte résiduelle en fonction de l’épais-
seur du film.

Fig. 1.18 – Mise en évidence de l’effet mémoire double sens assisté sur des films minces de NiTi en fonction
de leur épaisseur [Fu et al. 2006].

Fig. 1.19 – Composition atomique d’un film de NiTi d’épaisseur 48 nm déposé sur un substrat de silicium en
fonction de son épaisseur [Fu et al. 2006]. La forte teneur en oxygène en surface est due à une oxydation.

Fig. 1.20 – Évolution de la taille d’hystérésis en contrainte pour un chargement superélastique en fonction de
la taille de grain pour un échantillon de taille donnée [Sun et He 2008].
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Fig. 1.21 – Modélisation d’un polycristal d’AMF à différentes échelles [Sun et He 2008].

ment en superélasticité. En effet, lorsqu’un échantillon est soumis à un effort de traction,
la transformation de phase va d’abord se produire au niveau du grain dont la structure
cristalline est la mieux orientée par rapport à la direction du chargement. Une variante
préférentielle de martensite est formée, de façon similaire à une loi de Schmid pour les
phénomènes de plasticité. Une bande de transformation est alors observée, entraînant un
adoucissement local. Cette bande va ensuite se propager le long de l’échantillon sous une
force de traction quasi constante (voir fig. 1.22). De plus, suivant la vitesse de traction ap-
pliquée, plusieurs bandes de transformation peuvent apparaître (voir fig. 1.23 et 1.24). Ceci
est dû au fait que la transformation de phase martensitique est exothermique et entraîne
donc un échauffement au niveau des bandes de transformation. Cet échauffement favorise
la phase chaude (i.e. l’austénite) et empêche donc la propagation de la bande de transfor-
mation si le chargement se fait à une vitesse telle que la dissipation thermique n’a pas le
temps d’évacuer la chaleur produite. La transformation de phase est donc déplacée à un
endroit plus favorable et induit l’apparition d’une autre bande de transformation.

1.6.3 Gestion des effets de localisation dans les modèles de plasticité

Problème de la perte d’ellipticité

Les phénomènes de localisation observés dans les alliages à mémoire de forme peuvent
s’apparenter aux phénomènes de localisation de l’adoucissement dans des matériaux élas-
toplastiques [Jirásek et Bažant 2002]. Un exemple simple est donné sur la figure 1.25. Il
s’agit d’une barre de section A et de longueur L soumise à une traction uniaxiale. Si le
matériau composant la barre est de type élastoplastique avec un adoucissement isotrope,
sa surface de charge s’écrit :

f (σ, κ) = |σ| − h (κ) = 0 (1.1)



24 Chapitre 1. Comportement thermomécanique des AMF et modélisations existantes

Fig. 1.22 – Schématisation des réponses (a) locale contrainte-déformation et (b) globale force-allongement et
la configuration de l’échantillon avant, pendant et après la transformation de phase austénite vers martensite
[Churchill et al. 2009].

Fig. 1.23 – Essai de traction à une vitesse δ̇/L = 10−4 s−1. (a) Évolution de la contrainte, (b) diagramme de
localisation de la déformation [Shaw et Kyriakides 1997].
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Fig. 1.24 – Essai de traction à une vitesse δ̇/L = 10−3 s−1. (a) Évolution de la contrainte, (b) diagramme de
localisation de la déformation [Shaw et Kyriakides 1997].

Fig. 1.25 – Barre soumise à une traction uniaxiale
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(a) Diagramme contrainte-déformation avec
adoucissement linéaire.

(b) Éventail des branches de bifurcation possibles
dans le diagramme force-déplacement.

Fig. 1.26 – Comportement d’une barre en traction avec adoucissement.

où κ est la plasticité cumulée et h (κ) une fonction décrivant l’évolution de la contrainte
d’écoulement. Dans le cas d’une traction monotone (κ = εp) et d’un adoucissement linéaire,
la courbe contrainte-déformation est donnée par la figure 1.26a. La plasticité commence à
une déformation ε0 = σ0/E où σ0 est la contrainte d’écoulement initiale et E le module
d’Young. La contrainte d’écoulement décroît ensuite linéairement jusqu’à atteindre une
valeur nulle lorsque ε = εt. Pour des déformations plus importantes, la contrainte d’écou-
lement reste nulle ce qui signifie que le matériau a perdu toute sa cohésion. Ainsi, la loi
d’adoucissement s’écrit :

h (κ) = 〈σ0 + Hκ〉 (1.2)

où 〈. . . 〉 est un opérateur ne retenant que la valeur positive et H = −σ0/εt est le module
plastique (négatif).

Si la barre est chargée en traction par un déplacement u à une de ses extrémités, la ré-
ponse reste élastique jusqu’à u = Lε0. À ce niveau, la force F transmise par la barre atteint
sa valeur maximale F0 = Aσ0 pour ensuite diminuer. Cependant, la contrainte peut dimi-
nuer suivant que la déformation augmente (adoucissement) ou diminue (retour élastique).
L’équation d’équilibre n’impliquant qu’une distribution uniforme de la contrainte le long
de la barre, une force donnée entre zéro et F0 peut être obtenue par une infinité de valeurs
de déplacement u compris dans l’éventail [0, Lεt] (voir fig. 1.26b). Le problème a alors une
infinité de solutions.

Cette ambiguïté peut être levée en prenant en compte dans la modélisation les imperfec-
tions de la structure. En effet, les propriétés matériau ou la section de la barre ne sont pas
parfaitement uniformes. Si par exemple la contrainte d’écoulement initiale est localement
plus faible sur une portion de la barre, l’adoucissement va commencer dans cette zone et
faire décroître la contrainte. Ainsi, le matériau en dehors de la zone affaiblie va se relaxer
de façon élastique puisqu’il n’a pas franchi sa limite d’écoulement. Une telle zone peut
être arbitrairement petite et la branche de bifurcation est alors très proche de la branche
purement élastique du diagramme force-déplacement (fig. 1.26b).

D’un point de vue mathématique, ce type de formulation conduit à une perte d’ellipticité
qui présente les caractéristiques suivantes :

– L’adoucissement a lieu dans une zone infiniment petite ;
– Le diagramme force-déplacement présente un phénomène de claquage, et ce indé-

pendamment de la taille de la structure ou de la ductilité du matériau ;
– L’énergie dissipée lors de la rupture est nulle.
D’un point de vue numérique, ce type de problème mal posé va conduire à une solution

qui dépend de la taille des éléments finis utilisés. Par exemple, on considère que la barre
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(a) Diagramme force-déplacement. (b) Distribution spatiale de la déformation.

Fig. 1.27 – Effet du maillage sur les résultats numériques [Jirásek et Bažant 2002].

est discrétisée en Ne éléments à deux nœuds avec une interpolation linéaire des déplace-
ments et par conséquent une interpolation constante de la déformation. La zone affaiblie
est supposée être située au centre de la barre. La localisation aura alors lieu en un seul
élément et la taille de la zone présentant un adoucissement sera La = L/Ne. La branche de
bifurcation suivie va alors fortement dépendre du nombre d’éléments. La branche élastique
est atteinte lorsque le nombre d’éléments tend vers l’infini (fig. 1.27a). Les distributions de
déformation le long de la barre sont données dans la figure 1.27b. On notera que celles-ci
tendent vers une distribution de Dirac lorsque le nombre d’éléments tend vers l’infini.

Formulation non locale

Le concept de l’approche non locale est une méthode efficace pour traiter le problème
de la localisation. Cette approche est d’abord apparue en élasticité puis pour décrire les
phénomènes d’écrouissage en plasticité pour enfin être utilisée dans le but de modéliser
les matériaux à adoucissement [Pijaudier-Cabot et Bažant 1987, Peerlings et al. 1998]. De
façon générale, les modèles à approche non locale remplacent une ou plusieurs variables
d’état du modèle par leur équivalent non local obtenu par une moyenne pondérée au
voisinage du point considéré. Si f est un champ « local » au sein d’un domaine V, alors le
champ non local correspondant est donné par :

f (x) =
∫

V
α (x, ξ) f (ξ) dξ (1.3)

où α (x, ξ) est une fonction de pondération non locale donnée. Elle est souvent prise égale à
une distribution de Gauss :

α0 (r) = exp
(

ndimr2

2`2

)
(1.4)

où r = ||x− ξ| |, ` est appelée longueur interne du milieu non local et ndim traduit la di-
mension du problème (1, 2 ou 3). Un autre choix possible est une fonction en forme de
cloche :

α0 (r) =

{ (
1− r2

R2

)2
si 0 ≤ r ≤ R

0 si R ≤ r
(1.5)

où R est un paramètre proportionnel à la longueur interne.
Un modèle simple pour l’adoucissement isotrope est obtenu si la contrainte d’écoule-

ment est calculée à partir de la moyenne non locale de la variable κ représentant la plasticité
cumulée. L’expression de la surface de charge (1.1) peut alors être remplacée par :

f (σ, κ) = |σ| − h (κ) = 0 (1.6)
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(a) Diagramme force-déplacement. (b) Distribution spatiale de la déformation.

Fig. 1.28 – Convergence de la solution pour un modèle à approche non locales. Nel représente le nombre
d’éléments [Jirásek et Bažant 2002].

La loi d’évolution de la variable κ ainsi que la loi d’écoulement sont inchangées. Jirásek et
Bažant [Jirásek et Bažant 2002] ont montré qu’un tel modèle implémenté en éléments finis
permet d’assurer la convergence de la solution quelle que soit la finesse du maillage utilisé
(voir fig. 1.28).

Conclusion du chapitre

Les différents comportements observables au sein des alliages à mémoire de forme et plus
particulièrement ceux à base Nickel-Titane ont été présentés dans ce chapitre, ainsi que
leur origine à l’échelle de la microstructure. Les différentes applications existantes et les
particularités de comportement liées aux alliages NiTi ont mis en évidence un besoin gran-
dissant pour des modèles implémentés dans des codes de calcul par éléments finis afin de
dimensionner des structures adaptatives. Si des modèles existent, ils ne sont pas encore
capables de prédire la totalité des comportements des alliages à mémoire de forme (super-
élasticité, effet mémoire, dissymétrie traction-compression, boucles internes) et des NiTi en
particulier (présence de macles, effet de la pré-déformation de la martensite).

L’objectif du chapitre suivant est de combler ces manques en proposant un modèle basé
sur l’approche initiée par [Peultier et al. 2006] et prenant en compte les spécificités des NiTi.
Ce modèle est implémenté numériquement dans un code de calcul par éléments finis et
validé par comparaison avec des essais expérimentaux. Il a servi de base de développement
à la prise en compte des effets de localisation par une description non locale.
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Les spécificités liées à l’utilisation d’alliages à mémoire de forme à base de Nickel-Titane
induisent une variété importante de comportements, qui doivent être pris en compte

dans le cadre d’un modèle de comportement macroscopique, destiné à être implémenté
dans un code de calcul par éléments finis.

L’approche présentée ici puise ses fondements dans les travaux effectués par [Peultier
et al. 2006; 2008]. C’est le résultat d’une collaboration entre le LEMTA et le LPMM (thèse
de Yves Chemisky [Chemisky 2009]). Les principales différences par rapport au modèle
proposé par Peultier concernent l’ajout d’une troisième variable interne afin de gèrer le
mécanisme d’accommodation inélastique des macles et la reformulation de l’énergie d’in-
teraction, permettant une meilleure description du comportement à basse contrainte et au
voisinage des températures de transformation.
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Fig. 2.1 – Volume élémentaire représentatif d’un polycristal d’AMF.

2.1 Mécanismes de déformation

Dans la section 1.4, nous avons listé les différents mécanismes existants au sein des alliages
de Nickel Titane et pouvant induire une déformation à l’échelle macroscopique. Afin d’éta-
blir un modèle de comportement, on postule que la déformation macroscopique du VER
(fig. 2.1) est la somme de plusieurs contributions :

E = Eel + Eth + ET + Etw (2.1)

où :
– Eth est la déformation induite par dilatation thermique. En faisant l’hypothèse

d’une dilatation isotrope identique dans les deux phases en présence, elle s’écrit
Eth

ij = αδij∆T où α est le coefficient de dilatation thermique et ∆T, l’écart entre les
températures actuelle et de référence au niveau du VER ;

– ET est la déformation due à l’orientation des variantes de martensite. Elle est induite
d’une part par la formation de martensite à l’issue d’un chargement thermoméca-
nique et d’autre part par l’orientation des variantes de martensite sous l’action d’un
chargement mécanique. Cette déformation étant liée à deux phénomènes physiques
distincts que sont la transformation de phase martensitique et l’orientation des va-
riantes de martensite, une même valeur de ET peut correspondre à des états différents
du VER (voir fig. 2.2) ;

– Etw est la déformation due à l’accommodation inélastique des macles. [Liu et al.
1999] ont montré que les macles se forment dans la martensite auto-accommodée et
que les défauts d’empilement sont accommodés suite à l’application d’un chargement
mécanique.

2.2 Écriture d’un potentiel thermodynamique

Le comportement des AMF est particulièrement lié au niveau de contrainte (orientation des
variantes, accommodation des macles) et à la température (transformation de phase), il est
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Fig. 2.2 – Origines d’une déformation de transformation.

donc naturel de choisir Σ et T comme variables de contrôle du VER. Ce choix implique l’uti-
lisation de l’enthalpie libre volumique1 de Gibbs G comme potentiel thermodynamique. On
notera que l’utilisation de l’enthalpie libre de Helmoltz est également possible et paraît plus
pratique en prévision d’une implémentation en éléments finis dans le sens où les variables
de contrôle du VER sont alors la déformation totale et la température, qui correspondent
aux variables de contrôle utilisées dans le cadre d’une résolution par la méthode des élé-
ments finis. C’est notamment le cas des problèmes de type coupled temperature-displacement
pouvant être résolus par le code de calcul Abaqus. Le choix ici a été fait de conserver les
variables naturelles du VER afin de représenter plus finement son comportement. L’écri-
ture d’une relation d’élasticité permet ensuite de passer aux variables de contrôle E et T.
Les deux choix de potentiel aboutissent aux mêmes équations constitutives, celui basé sur
l’enthalpie libre de Helmoltz entraîne cependant des lourdeurs d’écriture.

L’état initial choisi est celui d’un matériau entièrement austénitique à une température
Tinit. De ce fait, l’enthalpie libre de Gibbs de l’austénite s’écrit :

Ginit = UA − TinitSA − Σinit
ij Einit

ij − CA
v

[(
Tinit − Tre f

)
− Tinit log

Tinit

Tre f

]
(2.2)

où UA est l’énergie interne volumique de l’austénite, SA, son entropie, CA
v , la chaleur à

volume constant de l’austénite et Tre f , la température de référence de la quantité de chaleur
produite. À l’état initial, on considère que :

– Tinit = Tre f

– Σinit
ij Einit

ij = 0
Ce qui correspond à des valeurs de chaleur et de travail mécanique initialement nulles.
L’enthalpie libre de Gibbs pour l’état initial austénitique s’écrit alors :

Ginit = UA − TinitSA (2.3)

Lorsque des variantes de martensite apparaissent suite à un chargement thermoméca-
nique (représenté par la température T et la contrainte Σij), la partie de l’énergie interne
due à l’austénite conserve la même formulation. Par contre, elle est pondérée par le volume
occupé par l’austénite,

(
1− VM

V

)
où VM est le volume de martensite présente dans le VER

considéré de volume V, ainsi que par la production de chaleur induite par le changement

1par la suite, toutes les quantités considérées seront définies de façon volumique.
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de température.

GA =
(

1− VM

V

)(
UA − TSA − CA

v

[(
T − Tre f

)
− T log

T
Tre f

])
(2.4)

La contribution du volume de martensite s’écrit :

GM =
(

VM

V

)(
UM − TSM − CM

v

[(
T − Tre f

)
− T log

T
Tre f

])
(2.5)

où UM et SM sont respectivement l’énergie interne et l’entropie volumiques de la mar-
tensite, CM

v est sa chaleur volumique. Enfin, le chargement mécanique extérieur apporte
aussi une contribution à l’enthalpie libre de Gibbs totale :

Gext = −ΣijEij (2.6)

L’enthalpie libre de Gibbs totale est la somme de toutes les contributions. Si nous avons
cité ici les contributions intrinsèques au chargement et à la nature du matériau, il reste à
prendre en compte l’énergie nécessaire pour vaincre les incompatibilités de déformation
au sein du VER. Celles-ci sont induites par les incompatibilités entre différentes variantes,
aux interfaces entre les variantes (macles) et entre les grains présentant des orientations
différentes. Cette contribution à l’enthalpie libre de Gibbs est notée Gint et sera détaillée
plus tard. On peut alors écrire l’enthalpie libre de Gibbs totale du VER :

Gbiphase =
(

1− VM

V

)(
UA − TSA

)
+

VM

V

(
UM − TSM

)
− ΣijEij

+ Gint − Cv

[(
T − Tre f

)
− T log

T
Tre f

] (2.7)

Le potentiel thermodynamique choisi pour décrire un VER d’AMF est la différence
d’enthalpie libre de Gibbs entre l’état initial austénitique et l’état biphasé.

∆G = Gbiphase − Ginit (2.8)

Cette différence s’écrit en faisant intervenir ∆U et ∆S, respectivement les variations d’éner-
gie libre et d’entropie volumiques entre la phase austénitique et la phase martensitique
(∆U = UM−UA et ∆S = SM−SA), ainsi que le changement de température ∆T = T−Tinit.
La chaleur spécifique est supposée égale au sein des deux phases et notée Cv :

∆G = −∆TSA +
VM

V
(∆U − T∆S)− ΣijEij + Gint − Cv

(
∆T − T log

T
Tre f

)
(2.9)

Ce potentiel est ensuite utilisé dans l’inégalité de Clausius-Duhem pour satisfaire le
second principe de la thermodynamique :

− Ġ− S · Ṫ − Σ̇ : E−−→q ·
−−→
grad T

T
≥ 0 (2.10)

En remplaçant dans cette équation Ġ par son expression en fonction des variables de
contrôle (Σ, T) et de variables internes macroscopiques, il sera possible d’obtenir la loi de
comportement.



34 Chapitre 2. Modélisation du comportement macroscopique des AMF à base NiTi

2.3 Choix des variables internes

On part du postulat que G = G (Σ, T, Vk). La dérivée temporelle de G est alors donnée par :

Ġ =
∂G
∂Σ

: Σ̇ +
∂G
∂T
· Ṫ +

∂G
∂Vk
· V̇k (2.11)

où Vk représente la ke composante du vecteur des variables internes (une sommation
sur les k est effectuée dans (2.11)). Cette expression est ensuite insérée dans l’inégalité de
Clausius-Duhem (2.10) :

− ∂G
∂Σ

: Σ̇− ∂G
∂T
· Ṫ − ∂G

∂Vk
· V̇k − S · Ṫ − Σ̇ : E−−→q ·

−−→
grad T

T
≥ 0 (2.12)

Le choix des variables internes utilisées dans la définition du potentiel thermodyna-
mique du VER doit se faire en accord avec les objectifs du modèle :

– Être définies à l’échelle macroscopique pour un volume élémentaire représentatif afin
de pouvoir utiliser le modèle dans un code de calcul par éléments finis ;

– La définition du VER doit être suffisamment riche pour permettre la description des
différents comportements observés dans les AMF, fortement dépendants de l’état de
la microstructure ;

– Être tensorielle pour permettre le suivi de chargements non proportionnels ;
– Être de nombre réduit afin d’alléger la résolution numérique des équations constitu-

tives ;
– Être reliées à un mécanisme physique afin de faciliter l’identification des paramètres

de leurs lois d’évolution à partir d’essais expérimentaux.
Le choix de variables dans le présent modèle est en accord avec la décomposition addi-

tive des déformations (2.1). Si les déformations élastique et thermique, Eel et Eth, peuvent
être explicitées à partir des variables de contrôle du VER, Σ et T, l’introduction de variables
internes est nécessaire pour définir les déformations de transformation ET et d’accommo-
dation des macles Etw. La nature de ces déformations au sein du VER est discutée ci-après.

2.3.1 Déformation de transformation ET

La déformation de transformation macroscopique ET au sein d’un VER de volume V s’ex-
prime comme la moyenne des déformations de transformation locales en tout point εT (r) :

ET
ij =

1
V

∫
V

εT
ij (r) dV (2.13)

La déformation de transformation ayant pour origine l’orientation des variantes de
martensite, elle est nulle dans le volume occupé par la phase austénitique V − VM. De ce
fait, la déformation macroscopique de transformation peut s’exprimer sous la forme d’une
intégrale sur le volume de martensite, VM :

ET
ij =

VM

V
1

VM

∫
VM

εT
ij (r) dV (2.14)

Cette équation fait apparaître un produit de deux termes liés à des processus physiques
distincts : l’avancement de la transformation de phase, défini par VM

V , et l’orientation des
variantes au sein du volume de martensite 1

VM

∫
VM

εT
ij (r) dV. On peut alors introduire deux
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variables internes décrivant ces deux phénomènes : la fraction volumique de martensite f et
la déformation moyenne de transformation εT

ij définies respectivement par :

f =
VM

V

εT
ij =

1
VM

∫
VM

εT
ij (r) dV

(2.15)

La déformation de transformation macroscopique au sein du VER s’exprime alors par
le produit de ces deux variables internes :

ET
ij = f εT

ij (2.16)

Il faut noter que les variables internes sont par définition indépendantes si elles sont
considérées comme des variables d’état [Lemaitre et Chaboche 2001]. Ici, la définition de la
déformation moyenne de transformation εT

ij dépend de f qui définit son domaine d’exis-
tence. Ces deux variables seront toutefois considérées comme mathématiquement indépen-
dantes dans les développements suivants. Cependant, des cas particuliers seront à considé-
rer, notamment lors d’un processus de transformation inverse (diminution du volume de
martensite) couplé à une réorientation des variantes de martensite. Ces phénomènes sont
traités dans la partie 2.9.2.

2.3.2 Déformation d’accommodation des macles

La déformation macroscopique d’accommodation inélastique des macles Etw est également
définie de façon moyenne sur le volume V du VER à partir des contributions locales εtw (r) :

Etw
ij =

1
V

∫
V

εtw
ij (r) dV (2.17)

En utilisant la même approche que pour la déformation de transformation, il est pos-
sible d’introduire un volume de variantes maclées Vtwin sachant que la déformation d’ac-
commodation des macles εtw

ij (r) est nulle dans toute autre partie du VER. Le volume Vtwin

est défini en supposant que les macles se forment dans la martensite apparaissant sous une
structure auto-accommodée. Il faut différencier ce volume de martensite de celui usuelle-
ment nommé martensite thermique [Brinson 1993, Raniecki et Lexcellent 1994]. En effet, ces
auteurs distinguent lors de la définition des variables internes, une martensite thermique
(auto-accommodée) et une martensite formée sous contrainte (orientée). Par exemple, dans
le cas de martensite formée par refroidissement sans contrainte d’un échantillon d’austé-
nite, une structure auto-accommodée est observée. Si ensuite, en conservant une tempé-
rature constante, un chargement mécanique est appliqué, les variantes de martensite vont
s’orienter. Dans ce cas, les variables définies par Brinson vont évoluer (la quantité de mar-
tensite thermique diminue et la quantité de martensite orientée augmente) alors que la
quantité de martensite formée auto-accommodée utilisée dans le présent modèle va rester
constante (il s’agit toujours de la même martensite, donc la structure qu’elle présentait lors
de sa formation reste la même).

Dans le présent modèle, le volume Vtwin est défini par le volume de martensite formée
sous forme auto-accommodée. Si cette martensite est par la suite orientée, le volume Vtwin
reste le même. Il ne peut diminuer que dans la cas d’une transformation inverse (formation
d’austénite).

On peut alors, de façon similaire à la déformation de transformation, introduire une
fraction volumique de martensite formée auto-accommodée f FA définissant un volume au sein
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duquel la déformation locale d’accommodation des macles εtw
ij (r) prend une valeur non

nulle :
Etw

ij =
Vtwin

V
1

Vtwin

∫
Vtwin

εtw
ij (r) dV = f FA 1

Vtwin

∫
Vtwin

εtw
ij (r) dV (2.18)

La déformation moyenne d’accommodation des macles au sein du volume Vtwin est
alors décrite par la variable interne εtw

ij . On peut ainsi définir la déformation macroscopique
Etw

ij comme le produit des deux variables macroscopiques f FA et εtw
ij :

Etw
ij = f FAεtw

ij (2.19)

avec :

f FA =
Vtwin

V

εtw
ij =

1
Vtwin

∫
Vtwin

εtw
ij (r) dV

(2.20)

2.3.3 Variables internes retenues

Quatre variables internes ont été proposées ici pour décrire l’état d’un VER d’AMF. On
peut cependant, en prenant en compte le principe d’indépendance des variables internes,
réduire ce nombre. En effet, l’évolution de la fraction volumique de martensite formée
auto-accommodée ḟ FA à un instant t est intrinsèquement liée à l’évolution de la fraction
volumique de martensite ḟ et à la déformation moyenne de transformation εT

ij observée. Il
est alors possible, en suivant l’évolution du chargement, de calculer la valeur de la variable
f FA en fonction des variables ḟ (formation ou disparition de martensite) et εT

ij (orientation
des variantes de martensite formées qui, si elles ne sont pas orientées jusqu’à saturation,
définissent un volume de martensite auto-accommodée).

Trois variables internes sont retenues pour définir le potentiel thermodynamique :
– la fraction volumique de martensite f ;
– la déformation moyenne de transformation de la martensite εT

ij ;
– la déformation moyenne d’accommodation des macles au sein de la martensite for-

mée auto-accommodée εtw
ij .

2.4 Définition du potentiel thermodynamique

Le potentiel thermodynamique proposé dans la section 2.2 peut maintenant être entière-
ment explicité en fonction des variables de contrôle Σij et T, des variables internes f , εT

ij et
εtw

ij et de paramètres intrinsèques au matériau :

∆G = −∆TSA + f (∆U − T∆S)− ΣijEij + Gint − Cv

(
∆T − T log

T
Tinit

)
(2.21)

Le terme décrivant l’énergie d’interaction Gint correspond à la quantité d’énergie élas-
tique stockée au sein du VER lors de la transformation de phase, de l’orientation des
variantes et de l’accommodation inélastique des macles. En introduisant les contraintes lo-
cales σij (r) et un tenseur local de souplesse Sijkl (r), il s’exprime de façon intégrale sous la
forme :

Gint =
1

2V

∫
V

σij (r) Sijkl (r) σkl (r) dV (2.22)
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Fig. 2.3 – Décomposition du champ de contrainte hétérogène σ (r) en quatre contributions : contrainte ma-
croscopique σI (r), saut de contrainte lié aux incompatibilités géométriques induites par l’activation de la
transformation σI I (r), saut de contrainte liée au incompatibilités d’apparition des variantes σI I I (r) et saut
de contrainte induit par la mobilité des interfaces intermacles σIV (r).

où la déformation élastique εel
ij (r) = Sijkl (r) σkl (r) s’exprime localement en fonction de

la déformation totale et des différentes déformations inélastiques :

Gint =
1

2V

∫
V

σij (r)
(

ε ij (r)− εth
ij (r)− εT

ij (r)− εtwin
ij (r)

)
dV (2.23)

En supposant des constantes thermoélastiques identiques au sein des deux phases en
présence, on peut, en appliquant le théorème de Hill [Hill 1963], extraire les termes liés aux
déformations macroscopiques totale et thermique :

Gint =
1
2

ΣijEij −
1
2

ΣijEth
ij −

1
2V

∫
V

σij (r)
(

εT
ij (r) + εtw

ij (r)
)

dV (2.24)

L’accumulation de cette énergie élastique due aux déformations de transformation
et d’accommodation inélastique des macles s’explique par l’existence d’un champ de
contrainte hétérogène au sein du VER, dû à des incompatibilités de déformation à dif-
férentes échelles :

– à l’échelle intergranulaire, des grains voisins d’orientations cristallines différentes
vont entraîner, lors de la formation de variantes de martensite, des incompatibilités
de déformation ;

– à l’échelle intragranulaire, les différentes orientations de variantes de martensite for-
mées ne sont pas nécessairement compatibles entre elles ;

– à l’échelle intravariante, la mobilité des interfaces entre les macles induit une hétéro-
généité de contrainte.

Afin de décrire l’hétérogénéité du champ de contraintes au sein du VER, la contrainte
locale σ (r) est décomposée en quatre contributions (voir fig. 2.3), reliées chacune à un
mécanisme de déformation pouvant être décrit à l’aide des variables internes :

σ (r) = σI (r) + σI I (r) + σI I I (r) + σIV (r) (2.25)

L’énergie élastique du VER fait intervenir quatre contributions G1, G2, G3 et G4 que
nous définissons ci-après :
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1. Gint
1 est l’énergie liée à la contrainte macroscopique σI (r) = Σ. Elle s’écrit :

Gint
1 =

1
2

ΣijEij −
1
2

ΣijEth
ij −

1
2V

∫
V

σI
ij (r)

(
εT

ij (r) + εtw
ij (r)

)
dV

=
1
2

ΣijEij −
1
2

ΣijEth
ij −

1
2V

∫
V

Σij

(
εT

ij (r) + εtw
ij (r)

)
dV

=
1
2

Σij

(
Eij − Eth

ij − ET
ij − Etw

ij

)
=

1
2

ΣijSijklΣkl

(2.26)

où S est le tenseur de souplesse d’ordre 4 considéré identique pour la martensite et
l’austénite.

2. Gint
2 est l’énergie liée aux incompatibilités géométriques de déformation lors de la

transformation martensitique. Cette énergie apparaît à l’échelle intergranulaire (in-
compatibilité entre des grains présentant des déformations de transformation dif-
férentes) et intragranulaire (incompatibilité entre la partie transformée et la partie
non transformée du VER). Elle est représentée par le champ de contrainte d’ordre II,
σI I (r) :

Gint
2 = − 1

2V

∫
V

σI I
ij (r)

(
εT

ij (r) + εtw
ij (r)

)
dV (2.27)

Cette intégrale doit être calculée sur l’ensemble du VER en fonction des variables
internes macroscopiques. Ceci n’est pas réalisable directement mais la quantité peut
être approchée en considérant que l’énergie stockée augmente avec la déformation de
transformation. La contrainte locale d’ordre I I est approximée par une contrainte à
l’échelle du VER décroissant proportionnellement à εT

ij en introduisant un paramètre
matériau décrivant cette relation de proportionnalité −HεT . De plus dépendance entre
cette contrainte et la déformation moyenne d’accommodation des macles est négli-
gée :

Gint
2 =

1
2V

∫
V

Hεε
T
ijε

T
ij (r) dV

=
1

2V
HεT εT

ij

∫
V

εT
ij (r) dV

=
1
2

VM

V
1

VM
HεT εT

ij

∫
V

εT
ij (r) dV

=
1
2

f HεT εT
ijε

T
ij

(2.28)

On peut noter que l’expression obtenue est similaire à ce qui est obtenu lors de la mo-
délisation de l’écrouissage plastique où HεT peut être comparé à un terme d’écrouis-
sage isotrope.

3. Gint
3 est l’énergie élastique stockée liée à l’incompatibilité entre les différentes va-

riantes de martensite. On y associe une variation du champ de contraintes σI I I (r) :

Gint
3 = − 1

2V

∫
V

σI I I (r)
(

εT
ij (r) + εtw

ij (r)
)

dV (2.29)

Si toutes les variantes de martensite sont prises en compte, Siredey et al. [Siredey
et al. 1999] ont montré que cette énergie intervariante au sein d’un grain N d’AMF
s’exprime :

wN
inter =

1
2 ∑

m,n
fmHmn fn (2.30)
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où fm et fn sont respectivement les fractions volumiques des variantes m et n, et H
est une matrice d’interaction dont la composante mn représente la compatibilité entre
les variantes m et n. Le présent modèle ne distingue pas les différentes variantes
de martensite. Aussi, l’hypothèse faite est de considérer que le terme d’interaction
augmente de façon quadratique en fonction de la fraction volumique de martensite :

Gint
3 =

1
2

H f f 2 (2.31)

Dans le cas du polycristal, une hypothèse simplificatrice consiste à considérer un
paramètre H f plus important afin de prendre en compte l’apparition de variantes
incompatibles induite par les interactions intergranulaires.

4. Gint
4 est reliée à l’hétérogénéité du champ de contrainte induite par la mobilité des

interfaces intermacles. Cette hétérogénéité est traduite localement par la contribution
σIV (r).

Gint
4 = − 1

2V

∫
V

σIV (r)
(

εT
ij (r) + εtw

ij (r)
)

dV (2.32)

De la même manière que pour l’incompatibilité induite par la déformation de trans-
formation, un paramètre de proportionnalité −Htwin par rapport à la déformation
moyenne d’accommodation des macles εtw est considéré pour approximer l’hétéro-
généité de contrainte locale par une contrainte macroscopique. De plus, l’interaction
de ce phénomène avec la déformation de transformation εT

ij (r) est négligée. Gint
2 s’ex-

prime alors :

Gint
4 =

1
2V

∫
V

Htwinεtw
ij εtw

ij (r) dV

=
1

2V
Htwinεtw

ij

∫
V

εtw
ij (r) dV

=
1
2

Vtwin

V
1

Vtwin
Htwinεtw

ij

∫
Vtwin

εtw
ij (r) dV

=
1
2

f FAHtwinεtw
ij εtw

ij

(2.33)

L’énergie élastique liée aux interactions au sein du VER est alors totalement définie
à l’aide des variables de contrôle, des variables internes et de paramètres d’interaction
(H f , HεT , Htwin). Par extension, on peut alors exprimer totalement le potentiel thermody-
namique retenu à partir des mêmes variables et satisfaire l’inégalité de Clausius-Duhem.
On notera que les approximations retenues pour décrire l’énergie d’interaction font appel à
des formes quadratiques qui sont les plus simples possibles pour ce type de phénomènes.
Malgré la perte d’informations sur la nature du champ de contraintes locales au sein du
VER, cette approche ne nécessite que très peu de paramètres matériau (les 3 paramètre HεT ,
H f et Htwin) et facilite ainsi le processus d’identification. De plus, les expressions obtenues
se rapprochent de ce qui est généralement adopté dans la modélisation de la plasticité à
laquelle le comportement superélastique des AMF est souvent comparé.

Le potentiel thermodynamique (2.21) s’écrit alors :

∆G =− ∆TSA + B (T − T0) f − 1
2

ΣijSijklΣkl − Σijαδij∆T − Σij f εT
ij

− Σij f FAεtw
ij +

1
2

f HεT εT
ijε

T
ij +

1
2

H f f 2 +
1
2

f FAHtwinεtw
ij εtw

ij

− Cv

(
∆T − T log

T
Tinit

) (2.34)
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où T0 = ∆U
∆S et B = −∆S, respectivement la température d’équilibre de la transformation

de phase et la variation linéaire de l’entropie autour de cette température d’équilibre, sont
considérées comme des paramètres intrinsèques au matériau.

2.5 Forces motrices thermodynamiques

Le potentiel thermodynamique explicité dans l’équation (2.34) dépend uniquement des
variables de contrôle, des variables internes et de paramètres intrinsèques au matériau
considéré. Des forces thermodynamiques Ak associées aux variables internes Vk peuvent
alors être définies en considérant la relation :

Ak =
∂∆G
∂Vk

(2.35)

L’inégalité de Clausius-Duhem (2.10) devient :

− ∂∆G
∂Σ

: Σ̇− Σ̇ : E− ∂∆G
∂T
· Ṫ − S · Ṫ −

dissipation interne︷ ︸︸ ︷
Ak · V̇k −−→q ·

−−→
grad T

T
≥ 0 (2.36)

où le terme Ak · V̇k est le produit des forces thermodynamiques liées aux variables
internes f , εT

ij et εtw
ij par les vitesses de ces dernières. Il s’agit d’un produit doublement

contracté lorsque les variables internes et les forces thermodynamiques sont des tenseurs
d’ordre 2 (cas de εT

ij , εtw
ij , AεT

ij
et Aεtw

ij
).

− ∂∆G
∂Σij

Σ̇ij − Σ̇ijEij −
∂∆G
∂T

Ṫ − SṪ − ∂∆G
∂ f

ḟ − ∂∆G
∂εT

ij
ε̇

T
ij −

∂∆G
∂εtw

ij
ε̇

tw
ij − qi

T,i
T
≥ 0 (2.37)

Dès cette étape du développement mathématique, il est possible d’introduire deux ca-
ractéristiques des phénomènes observés dans les AMF, à savoir le caractère isovolume des
déformations de transformation et d’accommodation inélastique des macles (εT

kk = 0 et
εtw

kk = 0). Pour ce faire, le tenseur des contraintes de Cauchy Σij est remplacé par son dévia-
teur ΣD

ij dans l’expression des forces thermodynamiques AεT
ij

et Aεtw
ij

. On obtient alors les
forces thermodynamiques Ak suivantes :

– force de transformation A f = ∂∆G
∂ f :

A f = B (T − T0)− Σijε
T
ij +

1
2

HεT εT
ijε

T
ij + H f f +

∂ f FA

∂ f

(
1
2

Htwinεtw
ij εtw

ij − Σijε
tw
ij

)
(2.38)

– force d’orientation AεT
ij

= ∂∆G
∂εT

ij
:

AεT
ij

= − f ΣD
ij + f HεT εT

ij +
∂ f FA

∂εT
ij

(
1
2

Htwinεtw
kl εtw

kl − Σklε
tw
kl

)
(2.39)

– force d’accommodation des macles Aεtw
ij

= ∂∆G
∂εtw

ij
:

Aεtw
ij

= − f FAΣD
ij + f FAHtwinεtw

ij (2.40)

Les termes ∂ f FA

∂ f et ∂ f FA

∂εT
ij

seront négligés dans la suite du développement. Ce choix est motivé

par le fait que la valeur de f FA est définie de façon itérative par rapport aux variables f et
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εT
ij et nécessiterait, dans le cadre d’une implémentation numérique de ce modèle, d’inclure

une boucle d’intégration pour évaluer la valeur de ces dérivées. De plus, pour le dimen-
sionnement de structures usuelles, ces termes sont nuls dans la plupart des cas exceptés
lors de la formation de martensite auto-accommodée ou de la transformation inverse de
martensite formée auto-accommodée. La validation du modèle sur des cas de chargement
complexes (voir section 3.4) n’a pas fait apparaître de résultat aberrant ou de difficulté à
faire converger son implémentation numérique malgré cette approximation.

De plus, l’équilibre thermoélastique est considéré comme instantané (ou se déroulant à
une échelle de temps largement inférieure à celle des processus dissipatifs), ce qui conduit
à :

−∂∆G
∂Σij

− Eij = 0

⇒ SijklΣkl + αδij∆T + f εT
ij + f FAεtw

ij − Eij = 0
(2.41)

et :

−∂∆G
∂T
− S = 0

⇒ SA − B f + Σijδijα− Cv

(
log
(

T
Tre f

))
− S = 0

(2.42)

2.6 Expression de la dissipation

En tenant compte de l’équilibre thermoélastique énoncé dans les équations (2.41) et (2.42),
l’inégalité de Clausius-Duhem (2.36) se réduit à l’expression d’une dissipation qui doit être
nécessairement positive :

φ = −Ak · V̇k −−→q ·
−−→
grad T

T
≥ 0 (2.43)

La dissipation φ se décompose en une dissipation intrinsèque φ1, fonction de l’évolution
des variables internes, et une dissipation thermique par conduction φ2 :

φ1 = −Ak · V̇k

φ2 = −−→q ·
−−→
grad T

T

(2.44)

La modélisation du comportement des AMF passe par la description des phénomènes
dissipatifs dont ils peuvent être le siège. Ainsi, les observations expérimentales ont montré
qu’une hystérésis, caractéristique d’une dissipation, apparaît lors de la transformation de
phase et de la réorientation des variantes de martensite. Le processus d’accommodation
inélastique des macles présente une hystérésis très faible que nous considérerons comme
nulle dans le présent modèle.

La dissipation lors de la transformation de phase martensitique se manifeste par une
hystérésis qui varie en fonction de la température et de la contrainte appliquée. Elle dimi-
nue lorsque la contrainte augmente [Churchill et al. 2009], ce qui se traduit par des pentes
de transformation directe et inverse différentes si on cherche à représenter ce phénomène
dans un pseudo-diagramme de phase. La réorientation des variantes présente quant à elle
une dissipation qui dépend uniquement de la contrainte et se traduit par une hystérésis
mécanique lors d’un cycle complet de traction-compression sur un matériau martensitique
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(T < M f ). En supposant que la température est constante dans tout le VER, la seule dissi-
pation non nulle φ est alors mécanique. Elle s’écrit en fonction de la dérivée temporelle des
variables internes et de forces critiques d’activation positives. Elle se décompose en deux
contributions : de la transformation de phase, φ f ,

φ f = Fcrit
f
(

ḟ
)
· ḟ (2.45)

et de la réorientation des variantes, φεT ,

φεT = f · Fcrit
εT

(
ε̇

T
ij

)
· ε̇T

ij (2.46)

Afin de prendre en compte la différence observée entre les pentes de transformation
lors des transformations de phase directe et inverse, le terme Fcrit

f utilisé dans l’équation
(2.45) est défini à partir de B et T0 en introduisant les paramètres supplémentaires Bd, Br
et Fmax

f . Ils correspondent respectivement aux pentes de transformation directe et inverse
et à la valeur maximale de la force thermodynamique −A f . Deux expressions sont alors
utilisées suivant que l’on traite une transformation austénite vers martensite ( ḟ > 0) ou
martensite vers austénite ( ḟ < 0) :

Fcrit
f = Fmax

f + (Bd − B) · (T − T0) si ḟ > 0

Fcrit
f = −Fmax

f + (Br − B) · (T − T0) si ḟ < 0
(2.47)

De plus, un effet de stabilisation de la martensite observé par Liu et Favier [Liu et Favier
2000], Popov et Lagoudas [Popov et Lagoudas 2007] et Piao et al. [Piao et al. 1993] entraîne
un décalage des températures de transformation après une prédéformation du matériau. Si
l’origine physique de ce phénomène n’est pas précisément identifiée (relaxation d’énergie
élastique stockée ou travail mécanique induit par un frottement interne), il est toutefois
possible de le prendre en compte dans un modèle de comportement. ceci est fait ici de façon
phénoménologique en introduisant la stabilisation comme un mécanisme de dissipation
additionnel :

φstab = −Hsε
T
eq ḟ (2.48)

où Hs est un paramètre strictement positif et εT
eq, la déformation moyenne de transfor-

mation équivalente de la martensite prise au sens de Von Mises :

εT
eq =

√
2
3

εT
ijε

T
ij (2.49)

Le terme (2.48) entraîne une dissipation d’énergie positive lorsque la transformation
inverse se produit ( ḟ < 0) et favorise la transformation directe si la martensite se forme de
façon orientée. En tenant compte de la dissipation lors des phénomènes de transformation
de phase et de stabilisation de la martensite, les critères de transformation directe et inverse
s’écrivent alors :

−A f = Fmax
f + (Bd − B) · (T − T0)− Hsε

T
eq dans le sens A→ M

−A f = −Fmax
f + (Br − B) · (T − T0)− Hsε

T
eq dans le sens M→ A

(2.50)

Concernant le processus d’orientation des variantes de martensite, Plietsch et Ehrlich
[Plietsch et Ehrlich 1997] ont montré expérimentalement qu’un critère isotrope est suffisant
pour décrire les conditions de réorientation. Un critère scalaire est alors proposé :∣∣∣−AεT

ij

∣∣∣
σ

= f · Fcrit
εT (2.51)
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où
∣∣∣−AεT

ij

∣∣∣
σ

correspond à la norme du tenseur −AεT
ij

prise au sens de Von Mises :

∣∣Xij
∣∣
σ

=

√
3
2

XijXij (2.52)

f est par nature positive (0 ≤ f ≤ 1), on peut alors écrire :

FεT
ij

= −
AεT

ij

f
avec

∣∣∣FεT
ij

∣∣∣
σ

= Fcrit
εT si f 6= 0 (2.53)

L’accommodation inélastique des macles est traitée en considérant une valeur critique
Fcrit

εtw constante de la force thermodynamique associée Fεtw
ij

. Le critère à respecter est alors le
suivant : ∣∣∣−Aεtw

ij

∣∣∣
σ

= Fcrit
εtw (2.54)

Le phénomène d’accommodation inélastique des macles apparaissant dès l’application
d’une contrainte, et Fcrit

εtw étant une constante, il vient Fcrit
εtw = 0. L’accommodation inélas-

tique des macles peut ainsi être traitée comme un phénomène non dissipatif. Il s’agit d’une
hypothèse forte qui, lors de développements futurs du modèle, pourra être affinée en consi-
dérant une force critique non constante.

De la même manière que pour la force d’orientation, la relation 2.54 peut être factorisée
par la variable f FA positive :

Fεtw
ij

= −
Aεtw

ij

f FA avec
∣∣∣Fεtw

ij

∣∣∣
σ

= 0 si f FA 6= 0 (2.55)

Les conditions f 6= 0 et f FA 6= 0 sont imposées par la suite de façon numérique, en
s’assurant que ces variables ne peuvent atteindre la valeur zéro en conservant des valeurs
suffisamment faibles pour ne pas fausser les valeurs des déformations de transformation
et d’accommodation inélastique des macles.

2.7 Prise en compte des chargements partiels

La prise en compte des chargements partiels (lorsque la variable f n’atteint pas sa valeur
de saturation, 0 ou 1, lors du chargement) est un aspect important à considérer lors de la
modélisation du comportement des AMF. En effet, dans le cas de structures soumises à des
chargements complexes, il est rare d’atteindre un état de transformation de phase totale.

La formulation utilisée ici reprend celle initiée par Peultier [Peultier 2005]. Elle se base
sur la détection de points mémoires en accord avec la notion de variable discrète introduite
par Guelin [Wack et al. 1983]. Ainsi, lorsque le sens de transformation s’inverse, la fraction
volumique de martensite et la valeur de la force motrice sont notées. Pour servir à la redé-
finition de la surface de charge de transformation, deux fonctions Γ f et κ f correspondant
respectivement au rayon et à la position du centre de la surface de charge sont proposées
pour redéfinir la forme de celle-ci. Dans le cas présent, il est nécessaire de spécifier une
variable γ f décrivant l’avancement de la transformation de phase, et ce quel que soit le
sens de la transformation :

γ f =
| f − f mem|∣∣ f obj − f mem

∣∣ (2.56)

où f mem est la valeur de la fraction volumique de martensite lors du dernier changement
de sens détecté et f obj la valeur de la fraction de martensite pouvant être atteinte si le
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chargement suit son cours (1 pour une transformation austénite → martensite et 0 pour
une transformation martensite → austénite). Les fonctions Γ f

(
γ f
)

et κ f
(
γ f
)

permettent
de décrire un écrouissage linéaire, cinématique et isotrope. Elles s’écrivent :

κ f =
(
1− γ f

)
Fmem

f

Γ f =
(
1− γ f

)
Fmin

f + γ f Fmax
f

(2.57)

où Fmem
f est la valeur de la force thermodynamique Ff observée lors du dernier chan-

gement de sens de transformation diminuée de Fmin
f (fig. 2.4c). Fmin

f et Fmax
f sont des para-

mètres matériau et permettent de décrire l’allure des boucles internes en fixant les rayons
minimal et maximal de la surface de charge.

Après prise en compte des fonctions de boucles internes, les critères de transformation
directe et inverse s’écrivent (voir fig. 2.4b) :

−A f − κ f = Γ f + (Bd − B) · (T − T0)− Hsε
T
eq austénite→ martensite

−A f − κ f = −Γ f + (Br − B) · (T − T0)− Hsε
T
eq martensite→ austénite

(2.58)

En début de chargement, le matériau est supposé totalement austénitique et issu d’une
transformation inverse complète à partir de la martensite (Fmem

f = Fmax
f − Fmin

f )(fig. 2.4a).

2.8 Modélisation des limitations physiques

Les forces thermodynamiques définies par les équations (2.38), (2.39) et (2.40) ne prennent
pas en compte les limitations physiques présentes dans les AMF. Ainsi, la fraction volu-
mique de martensite est nécessairement comprise dans l’intervalle [0, 1] :

0 ≤ f ≤ 1 (2.59)

De plus, il est couramment admis que la transformation martensitique a lieu à volume
constant, impliquant que la déformation de transformation est nécessairement déviato-
rique. Il en est de même pour la déformation d’accommodation inélastique des macles :

εT
kk = 0 et εtw

kk = 0 (2.60)

Cette dernière admet également une valeur maximale qui est liée au cisaillement maxi-
mal des variantes de martensite :

εT
eq ≤ εT

SAT (2.61)

Afin de prendre en compte les différents mécanismes responsables de la limitation de
la déformation de transformation, la déformation εT

SAT n’est pas constante et dépend de
l’histoire du chargement.

Ainsi, si un refroidissement sous contrainte d’un polycristal d’austénite est considéré,
une première variante de martensite, présentant une orientation favorable par rapport à
la direction de la contrainte, va se créer. La déformation de transformation macroscopique
observée pour chaque grain sera alors fonction du cisaillement maximal de la variante de
martensite formée et de l’orientation des grains. L’échantillon dans sa totalité présentant
des grains d’orientations différentes, il offrira une déformation de transformation globale
plus faible que celle d’un monocristal correctement orienté par rapport à la contrainte
appliquée.

De plus, plusieurs variantes différentes peuvent se former dans un même grain en
raison de l’apparition d’incompatibilités de déformation entre des grains voisins. Des va-
riantes moins bien orientées par rapport à la direction de la contrainte appliquée au VER
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(a) Chargement depuis l’état initial.

(b) Changement de sens de chargement jusqu’au dépassement de la surface de charge
du côté opposé.

(c) Redéfinition de la surface de charge.

(d) Poursuite du chargement sur la boucle interne

Fig. 2.4 – Évolution des variables γ f et Fmem
f lors d’un chargement superélastique présentant une boucle

interne.
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vont se former, réduisant à nouveau la valeur maximale de la déformation de transfor-
mation macroscopique de l’échantillon polycristallin. Cette valeur maximale ne peut être
calculable sans connaître précisément le cisaillement maximal des variantes, la texture du
matériau et les coefficients de compatibilité des différentes variantes. Ceci n’est pas l’ob-
jectif d’un modèle macroscopique tel que celui présenté ici. On se contentera donc d’une
déformation maximale de transformation notée par la suite εT

SAT.
Si un refroidissement à contrainte nulle est maintenant considéré, la martensite se forme

sous une structure auto-accommodée. Si par la suite une contrainte est appliquée, le mé-
canisme de réorientation est alors activé. Une variante de martensite bien orientée par
rapport à la direction du chargement pourra alors progresser au sein d’un groupe auto-
accommodant. Cependant, les différents groupes auto-accommodants ne sont pas néces-
sairement compatibles entre eux, ce qui aura pour effet de bloquer le processus de réorien-
tation. La déformation maximale obtenue à l’échelle macroscopique sera alors plus faible
que celle obtenue dans le cas précédent. Afin de prendre en compte ce phénomène, le mo-
dèle proposé introduit une dépendance de la déformation maximale de transformation à
l’origine de la martensite (formée orientée ou formée auto-accommodée).

Enfin, une dissymétrie de comportement est observée entre la traction et la compres-
sion. Le modèle micromécanique de Patoor et al. [Patoor et al. 1995] a mis en évidence que
cette caractéristique est liée au degré de symétrie plus faible de la martensite par rapport
à l’austénite. Ceci implique une déformation de transformation à saturation dépendante
de la direction moyenne des orientations des variantes activées. Ce phénomène peut être
modélisé en introduisant une surface limite dans l’espace des déformations de transforma-
tion. Patoor et al. [Patoor et al. 1995] ont montré qu’un tel critère peut s’exprimer, à l’échelle
macroscopique, en fonction des deuxième et troisième invariants J2 et J3 du déviateur des
contraintes.

Le présent modèle utilise une variable interne définissant la déformation de transfor-
mation moyenne de la martensite εT

ij à laquelle est associée une force thermodynamique liée
au processus d’orientation des variantes. Nous avons donc choisi d’exprimer la déforma-
tion de transformation maximale (i.e. la valeur maximale de εT

eq) en fonction des deuxième
et troisième invariants de εT

ij . Cette formulation permet de prendre en compte la dissymé-
trie au niveau des déformations maximales de transformation. La résolution des équations
de la loi de comportement induit la dissymétrie dans l’espace de contraintes. L’expression
de la déformation de transformation à saturation est basée sur l’expression proposée par
Peultier [Peultier 2005] que nous avons modifiée afin de prendre en compte la structure
d’origine de la martensite et de satisfaire aux conditions de convexité dans l’espace des
contraintes. Une telle formulation est basée sur un critère de type Prager, proposé par
Patoor et al. [Patoor et al. 1995], en fonction des invariants du déviateur des contraintes :

F (J2, J3, Kσ) = J2

(
1 + β

J3

J3/2
2

)
− K2

σ = 0 (2.62)

où β permet de caractériser la dissymétrie, Kσ est une contrainte limite, J2 et J3 sont respec-
tivement les deuxième et troisième invariants du déviateur des contraintes définis par :

J2
(
Xij
)

=
1
2

XijXij (2.63)

J3
(
Xij
)

=
1
3

XijXjkXki (2.64)

Si une température constante est considérée, un critère de transformation étudié dans
le cas d’un chargement purement mécanique peut se résumer à une comparaison du pro-
duit Σ : εT à une valeur critique K. Il est alors possible d’associer une déformation de
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transformation critique à la contrainte critique :

ΣcritεT
SAT = K (2.65)

où Σcrit et εT
SAT dépendent de la direction de chargement. La dissymétrie est alors reportée

sur l’expression de la déformation moyenne de transformation :

εT
SAT = Kε

(
1 + β

J′3
J′2

3/2

)1/2

(2.66)

où J′2 et J′3 sont respectivement les deuxième et troisième invariants du tenseur des défor-
mations moyennes de transformation. Cette expression présente toutefois la particularité
de ne pas être convexe pour toute valeur de β. Il convient alors de la généraliser à l’ordre
n :

εT
SAT = Kε

(
1 + β

J′3
J′2

3/2

)1/n

(2.67)

Les trois paramètres n, Kε et β peuvent être identifiés expérimentalement à l’aide de
trois essais en traction, compression et cisaillement. Afin de s’affranchir de ce dernier essai,
le paramètre n a été fixé à 5 de façon empirique. On notera toutefois que des valeurs
plus élevées de ce paramètre peuvent conduire à une surface de charge non convexe. Il
reste alors à évaluer Kε et β à partir des valeurs maximales εT

trac et εT
comp de εT obtenues

expérimentalement par des essais de traction et compression uniaxiales. Dans ces deux
cas, le tenseur des déformations moyennes de transformation s’écrit :

εT
ij = εT

trac

 1 0 0
0 −1/2 0
0 0 −1/2

 (2.68)

εT
ij = εT

comp

 −1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/2

 (2.69)

D’où l’expression de Kε :

Kε = εT
trac

(
1 +

β

α

)−1/n

(2.70)

où α est une constante issue des valeurs des deuxième et troisième invariants du tenseur
des déformations moyennes de transformation dans le cas uniaxial :

α = 4 ·
(

3
4

)3/2

≈ 2, 598 (2.71)

D’où le paramètre de dissymétrie β :

β =
(

1− γ

1 + γ

)
α (2.72)

avec γ le rapport des déformations à saturation en compression et en traction uniaxiales,
élevé à la puissance n :

γ =

(
εT

comp

εT
trac

)n

(2.73)
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(a) Espace Σ11-Σ22 (b) Espace Σ11-Σ12

Fig. 2.5 – Surfaces de début et de fin de transformation pour le cas superélastique dans l’espace des contraintes.

On peut ainsi obtenir les paramètres permettant d’exprimer la valeur maximale de la
variable εT

ij en fonction de sa direction à partir des déformations recueillies pour deux cas
de chargement de compression et de traction uniaxiales. De plus, cette formulation permet
d’écrire la dissymétrie dans l’espace des contraintes par l’intermédiaire des surfaces de
transformation (voir fig. 2.5).

Il faut également prendre en compte, dans la valeur maximale de la variable εT
ij , la struc-

ture selon laquelle s’est formée la martensite. Pour ce faire, un ratio ηε entre la déformation
de transformation à saturation observée pour de la martensite formée auto-accommodée
εT FA

trac et pour de la martensite formée orientée εT
trac, dans le cas de la traction uniaxiale, est

adopté :

ηε = 1− εT FA
trac

εT
trac

(2.74)

La déformation maximale de transformation s’exprime ainsi en fonction de la déformation
à saturation de la martensite orientée et de la fraction volumique de martensite formée
auto-accommodée f FA, déjà introduite pour traiter le cas de l’accommodation inélastique
des macles :

εT
MAX = εT

SAT ·
(

1− f FA

f
ηε

)
(2.75)

Cette expression se base uniquement sur les cas limites (martensite formée totalement
orientée ou totalement auto-accommodée). Par manque de données bibliographiques sur
l’évolution de la déformation de transformation à saturation pour des cas intermédiaires,
une interpolation linéaire est retenue.

Notons que le critère de Von Mises est retrouvé ici si les déformations de transformation
à saturation introduites ne présentent pas de dissymétrie.

Les limitations physiques définies doivent être prises en compte au niveau des forces
thermodynamiques afin que les valeurs des variables internes issues de la résolution des
équations régissant l’équilibre du VER soient acceptables. Pour ce faire, des multiplicateurs
de Lagrange sont introduits :

1. λ0 permet de prendre en compte la condition f ≥ 0 :

λ0 = 0 si f ≥ 0, λ0 > 0 sinon (2.76)

2. λ1 assure le respect de la condition f ≤ 1 :

λ1 = 0 si f ≤ 1, λ1 > 0 sinon (2.77)



2.9. Conditions d’activation et lois d’évolution 49

3. λ2 permet la prise en compte de la déformation de transformation à saturation εT
eq ≤

εT
MAX :

λ2 = 0 si εT
eq ≤ εT

MAX, λ2 > 0 sinon (2.78)

λ2 est ensuite multiplié par la variable interne εT
ij afin de prendre la forme d’un

tenseur d’ordre 2 orienté dans la direction de la déformation de transformation
(λ2ij = λ2εT

ij), ce qui permet de l’introduire dans l’expression de la force thermo-
dynamique FεT

ij
.

Les forces thermodynamiques sont ensuite modifiées afin d’y introduire les multiplica-
teurs de Lagrange. Ces expressions modifiées sont notées Fk :

– la force de transformation Ff :

Ff = −A f − λ0 − λ1

= Σijε
T
ij − B (T − T0)−

1
2

HεT εT
ijε

T
ij − H f f − λ0 − λ1

(2.79)

– la force d’orientation FεT
ij

:

FεT
ij

= −AεT
ij
− λ2 = ΣD

ij − HεT εT
ij − λ2ij (2.80)

– la force d’accommodation des macles Fεtw
ij

:

Fεtw
ij

= −Aεtw
ij

= ΣD
ij − Htwinεtw

ij (2.81)

Il faut noter qu’aucune limitation n’a été mise sur la valeur de la variable interne εtw
ij .

En effet, bien que le phénomène d’accommodation inélastique des macles admette une
valeur de déformation finie, cette limite est atteinte après l’activation de la plasticité. Le
présent modèle n’ayant pas vocation à être valable après activation de la plasticité, nous
considérerons que le processus d’accommodation des macles et la variable tensorielle εtw

ij
qui le décrit n’admettent pas de limite.

2.9 Conditions d’activation et lois d’évolution

2.9.1 Transformation de phase

La prise en compte dans l’expression de la dissipation du formalisme des boucles internes
permet de dégager trois cas distincts en ce qui concerne le processus de transformation de
phase :

Si Ff − κ f = Γ f + (Bd − B) · (T − T0)−Hsε
T
eq et

d(Ff−κ f )
dt = 0, la transformation de phase

est activée dans le sens austénite→ martensite, ḟ > 0.

Si Ff − κ f = −Γ f + (Br − B) · (T − T0) − Hsε
T
eq et

d(Ff−κ f )
dt = 0, la transformation de

phase est activée dans le sens martensite→ austénite, ḟ < 0.
Sinon , la transformation martensitique est inactive. La fraction volumique de marten-

site f reste donc contante ( ḟ = 0).

2.9.2 Orientation des variantes

Des expériences effectuées par Lexcellent et al. [Lexcellent et al. 2002] ont montré que la
direction d’écoulement de la déformation de transformation est normale à la surface de
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Fig. 2.6 – Évolution des variables internes dans le cas d’une transformation austénite→ martensite lorsque
l’orientation des variantes n’est pas activée.

transformation. Le présent modèle suppose que la direction de la vitesse de déformation
de transformation moyenne suit une règle de normalité par rapport à la force thermody-
namique FεT

ij
:

ε̇
T
ij = λεT

∂
∣∣∣FεT

ij

∣∣∣
σ

∂FεT
ij

(2.82)

De plus, les conditions d’activation du mécanisme d’orientation des variantes sont dé-
finies par :

Si
∣∣∣FεT

ij

∣∣∣
σ

= Fcrit
εT et

d
∣∣∣∣FεT

ij

∣∣∣∣
σ

dt = 0, l’orientation des variantes est activée, et la variable

interne qui lui est associée évolue , ε̇
T
ij 6= 0.

Si
∣∣∣FεT

ij

∣∣∣
σ

< Fcrit
εT ou si

∣∣∣FεT
ij

∣∣∣
σ

= Fcrit
εT et

d
∣∣∣∣FεT

ij

∣∣∣∣
σ

dt ≤ 0, l’orientation des variantes de marten-
site est inactive.

Il faut, dans ce dernier cas, considérer des lois d’évolution supplémentaires pour définir
l’évolution de la variable εT

ij . En effet, la nature même de cette variable (valeur moyenne
sur le domaine martensitique) fait que si ce domaine évolue (variation de la variable f ), la
déformation moyenne de transformation peut évoluer. Ainsi, si la transformation de phase
est activée dans le sens austénite→martensite et que l’orientation des variantes est inactive,
la martensite créée va se former selon une structure auto-accommodée. La déformation de
transformation globale reste constante (ĖT

ij = 0), ce qui implique, connaissant la variation
de f , une variation de εT

ij (voir fig. 2.6) telle que :

f εT
ij = Cte (2.83)

Si la transformation est activée dans le sens martensite → austénite, de la martensite
disparait mais celle qui reste présente toujours la même déformation moyenne de transfor-
mation :

ε̇
T
ij = 0 (2.84)

Enfin, si aucune transformation de phase ne se produit ( ḟ = 0), la déformation moyenne
de transformation reste également constante. Il s’agit ici d’un cas purement élastique :

ε̇
T
ij = 0 (2.85)
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2.9.3 Accommodation inélastique des macles

Le critère d’accommodation inélastique des macles implique que la force thermodyna-
mique Fεtw

ij
associée à la variable εtw

ij est telle que :∣∣∣Fεtw
ij

∣∣∣
σ

= 0 (2.86)

Ce critère reste toujours activé, ce qui implique une évolution de la variable interne
εtw

ij . Celle-ci, de la même manière que la variable εT
ij , présente une direction d’écoulement

définie par la règle de normalité sur la force thermodynamique qui lui est associée. Ici,
cette direction coïncide avec celle du tenseur déviateur des contraintes.

La variable f FA correspondant à la fraction volumique de martensite formée auto-
accommodée doit être définie. Elle dépend de l’histoire de la transformation de phase et
peut être calculée si le tenseur εT

ij est connu à tout moment, donnant ainsi accès à la norme
de l’orientation de la martensite formée, et par déduction au ratio de martensite formée
auto-accommodée :

ḟ FA = ḟ
εT

SAT − εT
eq

εT
SAT

si ḟ > 0 (2.87)

Lorsque la martensite est retransformée en austénite, on suppose que la transforma-
tion inverse se répartit de façon équiprobable entre les variantes formées orientées et les
variantes formées auto-accommodées :

f FA

f
= Cte si ḟ ≤ 0 (2.88)

2.10 Récapitulatif des différents cas d’activation

Les conditions d’activation et les lois d’évolution des différents processus font apparaître
cinq combinaisons distinctes de comportement :

1. Transformation et orientation non activées : la réponse et purement élastique ( f et εT
ij

constants) à l’exception de l’accommodation inélastique des macles si la variable f FA

est non nulle (dans ce cas, εtw
ij varie).

2. Orientation activée et transformation non activée : La fraction volumique de marten-
site f est constante et la déformation de transformation moyenne εT

ij évolue. L’accom-
modation inélastique des macles a lieu si f FA 6= 0.

3. Transformation et orientation activées : les variables f et εT
ij évoluent en même temps,

ainsi que εtw
ij si f FA 6= 0.

4. Transformation activée dans le sens A→ M et orientation non activée : la fraction de
martensite augmente en considérant une déformation de transformation à l’échelle
du VER constante, ce qui a pour effet d’atténuer la valeur de εT

ij . L’accommodation
des macles a lieu sous des conditions similaires au cas précédent.

5. Transformation activée dans le sens M → A et orientation non activée : la fraction
volumique de martensite f diminue et la valeur de εT

ij reste constante (une partie
de la martensite disparait mais la fraction de martensite restante conserve la même
orientation). L’accommodation des macles a lieu si f FA 6= 0.
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Conclusion du chapitre

À l’issue de ce chapitre, les équations constitutives du modèle de comportement des al-
liages à mémoire de forme sont définies, suivant les différents cas d’activation des pro-
cessus de déformation du matériau. Les limitations physiques des variables internes, le
phénomène de boucles internes ainsi que la dissymétrie traction-compression sont pris en
compte dans l’écriture des forces thermodynamiques et des dissipations, aboutissant à un
système d’équations non linéaires avec un fort couplage. Ce dernier ne peut être résolu de
façon analytique et implique donc une résolution numérique. Cette résolution sera suivie
par l’implémentation du modèle dans un code de calcul par élément finis afin de réaliser
du calcul de structures. La partie numérique de ce travail fait l’objet du chapitre suivant.
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Les équations constitutives du modèle de comportement défini lors du chapitre précédent
nécessitent une résolution numérique. Cette résolution dans le cas général va permettre

d’implémenter le modèle dans un code de calcul par élément finis, afin de réaliser des
calculs de structures.
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3.1 Résolution numérique des équations constitutives

Les équations constitutives du modèle ont été présentées au chapitre précédent. Si leur
résolution peut se faire de manière analytique dans des cas de chargement particuliers
(traction uniaxiale isotherme, cisaillement simple, . . .), une résolution numérique est en
général nécessaire pour réaliser des calculs de structures faisant intervenir des trajets de
chargement complexes.

La procédure de résolution numérique des équations de la loi de comportement a pour
vocation :

– d’être implémentée dans différents codes de calcul par éléments finis ;
– d’être utilisée pour simuler des cas de chargement complexes sur un point matériel ;
– d’être implémentée dans des codes d’identification de paramètres.
Afin de rendre l’implémentation numérique du modèle la plus adaptative possible,

nous avons choisi de travailler avec le langage orienté objet C++1. Ceci permet une pro-
grammation par modules et facilite le travail dans le cas d’une équipe de plusieurs dévelop-
peurs (ce modèle et son implémentation numérique ont été développés dans le cadre d’une
collaboration entre le LEMTA et le LPMM). De plus, une bibliothèque nommée SIMULA+
[Sim] écrite dans ce même langage a été adoptée afin de faciliter l’utilisation d’opérateurs
d’algèbre tensorielle. Enfin, l’aspect modulaire permet l’utilisation d’autres lois de compor-
tement ou d’autres schémas d’intégration numérique.

3.1.1 Mise en équations

La loi de comportement peut être vue comme un système différentiel non linéaire du
premier ordre. Les équations retenues correspondent à l’activation des différents processus
physiques considérés dans ce travail. À ces processus a été attribuée une liste de variables.
Celles-ci peuvent être regroupées en deux catégories :

1. Les variables de pilotage : la déformation totale Eij et la température T, stockées dans
un vecteur Y

2. Les variables inconnues : Σij, f , εT
ij , εtw

ij , λεT et λεtw stockées dans un vecteur X

Il faut noter que cette classification des variables diffère par rapport aux variables de
contrôle choisies pour définir notre VER (Σij et T). Ce choix s’explique par la volonté
d’implémenter le présent modèle dans un code de calcul par éléments finis au sein duquel
les inconnues issues de la discrétisation spatiale de la structure sont des déplacements (ou
indirectement des déformations) et des températures aux noeuds.

Le modèle peut ainsi se ramener à un ensemble d’équationsMcontinu qui lie les variables
inconnues X et leurs différentielles dX aux variables de pilotage Y et à leurs différentielles
dY :

Mcontinu (X, dX, Y, dY) = 0 (3.1)

Il est ensuite possible de séparer les équations en deux types :
– les équations différentielles décrivant une évolution des variables :

dX = G (X, Y) dY (3.2)

1Le code de calcul par éléments finis utilisé, Abaqus, est conçu pour une programmation des routines uti-
lisateurs via le langage Fortran. L’utilisation du C++ présente certaines difficultés d’implémentation, notam-
ment en ce qui concerne la gestion de l’espace mémoire (allocation de taille fixe pour le Fortran et allocation
dynamique pour le C++). Cette caractéristique permet la mise en place de procédures sophistiquées pour la
prise en compte des points mémoire discrets, par exemple, un tableau dynamique permettant le stockage des
différentes variables d’état discrètes relatives à l’histoire du chargement [Rio et al. 2008].
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– les équations intégrales définissant un état d’équilibre :

F (X, Y) = 0 (3.3)

Le but de l’intégration est de déterminer la valeur des inconnues X (t) correspondant à
la valeur des variables de pilotage Y (t) décrivant un trajet de chargement. Le chargement
au cours du temps est alors discrétisé en une série d’états de chargement Y0, Y1, . . ., Yn,
. . ., YN . Une évolution linéaire est supposée entre deux valeurs discrètes consécutives Yn et
Yn+1.

La résolution du problème discret consiste donc à calculer l’état des inconnues Xn+1,
connaissant les valeurs au pas de temps précédent Xn et Yn ainsi que le point atteint par le
trajet de chargement à la fin de l’incrément n + 1. Les équations peuvent ainsi être réécrites
de manière incrémentale pour former un ensembleMincremental tel que :

Mincremental (Xn, ∆X, Yn, ∆Y) = 0 (3.4)

où ∆X et ∆Y sont respectivement les incréments des inconnues et des variables de pilotage,
considérés constants pour un incrément de temps donné et définis par ∆X = Xn+1 − Xn et
∆Y = Yn+1 −Yn.

Étant donnée la nature non linéaire du problème, le calcul de l’incrément ∆X n’est pas
direct et il est nécessaire de réaliser une série d’itérations ∆X0, ∆X1, . . ., ∆Xi, . . ., ∆X I afin
de converger vers un état Xn+1 = Xn + ∆X I satisfaisant les équations du modèle à une
erreur numérique près. Ce passage du continu au discret implique donc une translation de
la différentielle dX en un incrément ∆X et un choix de l’instant auquel les équations du
modèle sont résolues. Concernant ce dernier point, trois approches sont possibles :

1. la formulation explicite, où les équations sont écrites en début d’incrément :

Mincremental (Xn, ∆X, Yn, ∆Y) = 0 (3.5)

2. la formulation implicite, où les équations sont écrites en fin d’incrément :

Mincremental (Xn+1, ∆X, Yn+1, ∆Y) = 0 (3.6)

3. la formulation semi-implicite, où les équations sont écrites à une valeur de temps
intermédiaire :

Mincremental (Xn + θ∆X, ∆X, Yn + θ∆Y, ∆Y) = 0 (3.7)

où θ est un paramètre appartenant à l’intervalle [0, 1]

Différentes méthodes numériques existent suivant le type d’équations à intégrer, im-
pliquant chacune de faire un compromis entre les trois critères suivants : précision de la
solution, stabilité de la solution et temps de calcul. Les critères de choix d’un schéma d’in-
tégration sont présentée en annexe A.1.

3.1.2 Gestion numérique des saturations

Il a été vu, dans la section 2.8 que les équations du modèle faisaient intervenir des mul-
tiplicateurs de Lagrange afin de modéliser les limites physiques des différentes variables
internes utilisées. Or, la définition des multiplicateurs de Lagrange telle qu’elle a été faite
au moment de poser les équations constitutives du modèle induit une expression des forces
thermodynamiques non continue aux points de saturation. La recherche numérique d’une
solution à ces équations implique d’utiliser une expression continue dans l’intervalle des
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valeurs pouvant être prises par les variables internes. Pour ce faire, les multiplicateurs de
Lagrange ont été remplacés par des fonctions de pénalisation continues de leur variable
associée. Une première proposition est d’utiliser des fonctions issues de la fonction in-
verse prenant une valeur négligeable loin du point de saturation et une valeur élevée au
voisinage du point de saturation :

λ0 est remplacé par λ̃0 ( f ) = α0
f − 1

f
(3.8)

λ1 est remplacé par λ̃1 ( f ) = α1
f

1− f
(3.9)

λ2 ij est remplacé par λ̃2 ij

(
εT
)

= α2

(
εT

ij

εT
MAX − εT

eq

)
(3.10)

L’avantage de ce type de formulation est de proposer une forme dérivable (voir fig.
3.1) des différentes courbes représentatives du comportement au voisinage des points de
changement de comportement, plus représentative de la réalité que les représentations mul-
tilinéaires initialement proposées par le modèle et numériquement plus facile à gérer dans
le cadre d’un calcul de structures par éléments finis. Cependant, dans le cas de la défor-
mation moyenne de transformation, lors de chargements complexes faisant intervenir une
évolution de la déformation maximale de transformation εT

MAX au cours du chargement, il
arrive qu’il soit nécessaire d’autoriser un léger dépassement numérique de la variable εT

ij
par rapport à sa valeur de saturation. Ceci n’étant pas possible avec des fonctions de type
inverse sous peine d’introduire une discontinuité, notre choix s’est porté vers une expres-
sion utilisée lors de la gestion numérique des problèmes de contact dans le code éléments
finis Abaqus [Abaqus], faisant intervenir les paramètres p2 et c2, respectivement l’ordonnée
à l’origine de la fonction et la limite à partir de laquelle elle prend une valeur non nulle :

λ̃′2 ij

(
εT
)

=

 εT
ij ·

p2
e−1 ·

 εT
eq

εT
MAX

−1

c2
+ 1

 · exp

 εT
eq

εT
MAX

−1

c2
− 1

 si
εT

eq

εT
MAX
− 1 > −c2

0 sinon
(3.11)

Ce type d’expression offre l’avantage de maintenir la continuité et la dérivabilité une
fois la limite de saturation franchie. Le dépassement de la limite reste toutefois contenu
par la forte pente présentée par l’expression de la fonction pénalisation ayant pour effet de
faire converger la solution vers une valeur acceptable. La figure 3.2 présente l’allure des
deux types de formulation retenus.

Il est important de noter que les fonctions de pénalité adoptées font apparaître des
paramètres supplémentaires. Ces derniers ont notamment une influence sur le rayon des
« arrondis » observés sur les courbes de traction-compression (voir fig. 3.1). Toutefois, ces
paramètres ne seront pas par la suite considérés comme des paramètres matériaux dans le
sens où leur rôle n’est pas de prendre en compte le comportement réel du matériau mais
bien de faciliter la résolution numérique des équations du modèle.

3.1.3 Expression des résidus de Newton-Raphson

La mise en place des équations du modèle a fait apparaître différents cas d’activation pos-
sibles entraînant dans chaque cas un jeu d’équations particulier. Le choix est fait d’utiliser
une méthode de résolution généralisée quels que soient les processus activés. De fait, le
système d’équations se décompose en :
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Fig. 3.1 – Formulation « arrondie » des limites de saturation de la transformation martensitique : application
à un chargement superélastique.

Fig. 3.2 – Allure des fonctions utilisées pour représenter numériquement les multiplicateurs de Lagrange.
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– un résidu de transformation R f
– un résidu d’orientation RεT

– un résidu d’écoulement de la déformation moyenne de transformation R∆εT
ij

– un résidu élastique Rσij permettant de gérer les conditions thermoélastiques
Il faut noter qu’aucun résidu n’est posé pour le processus d’accommodation inélastique

des macles. En effet, la direction de ce phénomène est supposée être colinéaire à celle du dé-
viateur des contraintes et l’expression de la fonction de charge permet d’écrire directement
εtw

ij en fonction de ΣD
ij et Htwin. L’accommodation des macles peut ainsi être directement

prise en compte dans l’expression du résidu élastique. Un tenseur d’ordre 4 Htwin
ijkl est dé-

fini tel que εtw
ij = Htwin

ijkl ΣD
kl . Ce dernier est comparable à un tenseur de souplesse élastique

isotrope avec un module d’Young égal au paramètre d’interaction Htwin et un coefficient de
poisson de 1/2 afin de traduire le caractère isovolume de ce phénomène de déformation.

Afin de définir quels processus sont activés et par la suite les équations constitutives
à retenir, une prédiction élastique de l’état de contrainte en fin d’incrément est effectuée.
Les forces thermodynamiques sont calculées à partir de la prédiction de contrainte et les
processus correspondants sont considérés comme actifs si leur valeur dépasse la valeur
critique. La résolution numérique du système d’équations choisi est ensuite effectuée et
une solution est obtenue lorsque les résidus sont annulés, à une erreur numérique près.
L’algorithme de résolution est le suivant :

Étape 1 : prédiction élastique de l’état de contrainte :

Σn+1 pred
ij = Σn

ij + Cijkl∆Ekl (3.12)

Étape 2 : calcul des forces thermodynamiques Fn+1 pred
f et Fn+1 pred

εT
ij

à partir de la prédic-

tion de contrainte. L’évolution de la force de transformation ∆Fpred
f est définie par

Fn+1 pred
f − Fn

f

Étape 3 : tests d’activation des mécanismes de transformation et d’orientation, les variables
notées Or et Tr permettent de caractériser respectivement l’activation de l’orientation
et de la transformation

Si Fpred
f − κ f > Γ f + (Bd − B) · (T − T0)− Hsε

T
eq et ∆Fpred

f > 0, la transformation de
phase est activée dans le sens direct (Tr = 1)

Si Fpred
f − κ f < −Γ f + (Br − B) · (T − T0)− Hsε

T
eq et ∆Fpred

f < 0, la transformation de
phase est activée dans le sens inverse (Tr = −1)

Sinon la transformation de phase n’est pas activée (Tr = 0)

Si
∣∣∣∣Fpred

εT
ij

∣∣∣∣
σ

> Fcrit
εT , l’orientation est activée (Or = 1)

Sinon l’orientation n’est pas activée (Or = 0)

Étape 4 : détection d’un éventuel changement de sens de transformation

Si Trn+1 6= Trn, il y a un changement de sens de transformation par rapport à l’in-
crément précédent. Les variables γ f et Fmem

f sont mises à jour

Étape 5 : définition du système d’équations à résoudre en fonction des valeurs de Tr et Or
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Si Tr = 1 et Or = 1 :

R f = Ff − κ f − Γ f − (Bd − B) (T − T0) + Hsε
T
eq

RεT =
∣∣∣FεT

ij

∣∣∣
σ
− Fcrit

εT

R∆εT
ij

= ∆εT
ij − ∆λεT

3
2

F
εT
ij∣∣∣∣FεT

ij

∣∣∣∣
σ

Rσij = SijklΣkl + αδij
(
T − Tre f

)
+ f εT

ij + f FAεtw
ij − Eij

(3.13)

Si Tr = −1 et Or = 1 :

R f = −Ff + κ f − Γ f + (Br − B) (T − T0) + Hsε
T
eq

RεT =
∣∣∣FεT

ij

∣∣∣
σ
− Fcrit

εT

R∆εT
ij

= ∆εT
ij − ∆λεT

3
2

F
εT
ij∣∣∣∣FεT

ij

∣∣∣∣
σ

Rσij = SijklΣkl + αδij
(
T − Tre f

)
+ f εT

ij + f FAεtw
ij − Eij

(3.14)

Si Tr = 0 et Or = 1 :

R f = ∆ f
RεT =

∣∣∣FεT
ij

∣∣∣
σ
− Fcrit

εT

R∆εT
ij

= ∆εT
ij − ∆λεT

3
2

F
εT
ij∣∣∣∣FεT

ij

∣∣∣∣
σ

Rσij = SijklΣkl + αδij
(
T − Tre f

)
+ f εT

ij + f FAεtw
ij − Eij

(3.15)

Si Tr = 1 et Or = 0 :

R f = Ff − κ f − Γ f − (Bd − B) (T − T0)− Hsε
T
eq

RεT =
∣∣∣∆ f εT

ij + f ∆εT
ij + ∆ f ∆εT

ij

∣∣∣
ε

R∆εT
ij

= ∆εT
ij − ∆λεT

2
3

εT
ij

|εT
ij|ε

Rσij = SijklΣkl + αδij
(
T − Tre f

)
+ f εT

ij + f FAεtw
ij − Eij

(3.16)

Si Tr = −1 et Or = 0 :

R f = −Ff + κ f − Γ f + (Br − B) (T − T0)− Hsε
T
eq

RεT =
∣∣∣∆εT

ij

∣∣∣
ε

R∆εT
ij

= ∆εT
ij − ∆λεT

2
3

εT
ij

|εT
ij|ε

Rσij = SijklΣkl + αδij
(
T − Tre f

)
+ f εT

ij + f FAεtw
ij − Eij

(3.17)

Si Tr = 0 et Or = 0 :

R f = ∆ f
RεT =

∣∣∣∆εT
ij

∣∣∣
ε

R∆εT
ij

= ∆εT
ij − ∆λεT

2
3

εT
ij

|εT
ij|ε

Rσij = SijklΣkl + αδij
(
T − Tre f

)
+ f εT

ij + f FAεtw
ij − Eij

(3.18)
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Dans chaque cas, le tenseur εtw
ij est calculé directement à partir du tenseur déviateur

des contraintes ΣD
ij (εtw

ij = Htwin
ijkl ΣD

kl). Le système d’équations à résoudre fait ainsi
apparaître, dans tous les cas, les inconnues suivantes :
– l’incrément de contrainte ∆Σ
– l’incrément de fraction volumique de martensite ∆ f
– l’incrément de déformation moyenne de transformation ∆εT

ij
– le multiplicateur ∆λεT

Ces incréments des inconnues sont regroupés au sein du vecteur ∆X. De plus, afin
de tenir compte de la condition εT

kk = 0, un des termes diagonaux du résidu d’écou-
lement de la déformation moyenne de transformation doit être exprimé en fonction
des deux autres. Ceci est pris en compte lors de l’écriture du jacobien dans le cadre
de la résolution de Newton-Raphson.

Étape 6 : résolution du système d’équations
Le système d’équations choisi suite à une prédiction élastique de l’état de contrainte
est résolu à l’aide d’un algorithme de Newton-Raphson. L’incrémentation ∆Y des
variables de pilotage a pour effet de déséquilibrer le système R (X, Y + ∆Y) 6= 0.
La prédiction élastique effectuée pour détecter les cas d’activation permet de pro-
poser une première valeur ∆X0 de l’incrément des variables inconnues. On a alors
R
(
X + ∆X0, Y + ∆Y

)
6= 0.

Afin de proposer une correction ∆Xi de l’incrément des variables inconnues, on réa-
lise, selon le schéma d’intégration de Newton-Raphson, un développement de Taylor
du premier ordre au voisinage de l’état X + ∆Xi−1 où i est l’itération en cours. Pour
ce faire, il faut déterminer les dérivées de chaque résidu par rapport à l’incrément de
chaque variable inconnue. L’algorithme itératif de Newton-Raphson se déroule de la
façon suivante :

1. Le système est déséquilibré suite à l’incrémentation des variables de pilotage.
Une première solution issue de la prédiction élastique est proposée :

R
(
X + ∆X0, Y + ∆Y

)
6= 0 (3.19)

2. Un développement de Taylor au premier ordre est effectué afin de proposer une
correction δ∆X de la solution :

R
(

X + ∆Xi + δ∆X, Y + ∆Y
)

= R
(

X + ∆Xi, Y + ∆Y
)

+
∂R

∂∆X
δ∆X (3.20)

où ∂R
∂∆X = JX est appelé jacobien du système.

3. Par inversion, on en déduit la correction δ∆X :

δ∆X = J −1
(
−R

(
X + ∆Xi, Y + ∆Y

))
(3.21)

4. Un amortissement de la correction est effectué afin que les valeurs des inconnues
respectent les limitations physiques. Ainsi, la correction δ∆X est multipliée par
un coefficient α (voir équation 3.22) qui prend des valeurs dans l’intervalle [0, 1].
Notons que si α = 1, la correction n’est pas affectée et si α = 0, la correction est
annulée, ce qui revient à conserver l’état initial.

5. La valeur de l’incrément est mise à jour :

∆Xi+1 = ∆Xi + αδ∆X (3.22)
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6. Tant que R
(
X + ∆Xi+1, Y + ∆Y

)
6= 0 à un résidu numérique près, une nouvelle

correction est calculée. Il faut noter que l’erreur numérique tolérée doit être in-
dépendante de la taille d’incrément des variables de pilotage ∆Y. La méthode
retenue ici consiste à exprimer l’erreur de correction, dans le cas d’équilibrage
des surfaces de charges, comme le quotient du résidu par le rayon de la surface
de charge. L’erreur tolérée a ainsi une signification compréhensible (ex : le point
définissant l’état de chargement se situe sur la surface de charge à x % près).

Un schéma de principe de la résolution des équations du modèle par la méthode de
Newton-Raphson est présenté dans la figure 3.3. On notera que la prédiction de l’activa-
tion des différents phénomènes n’est réalisée qu’une seule fois, par prédiction élastique, en
début d’incrément. Ce choix se justifie par la faible taille des pas de temps utilisés lors de
chargement complexes pouvant faire intervenir des changements d’activation au cours du
pas de chargement. Les pas de chargements proportionnels, pendant lesquels les change-
ments d’activation sont évités, peuvent en revanche être de taille importante, permise par
l’utilisation d’un schéma d’intégration implicite.

3.2 Implémentation du modèle 3D dans un code de calcul par élé-
ments finis

3.2.1 Prise en compte d’une loi de comportement non-linéaire dans une résolution
par éléments finis

Le schéma d’intégration de Newton-Raphson adopté permet, à partir d’un état initial équi-
libré, de fournir en sortie l’incrément de la contrainte et des variables internes par rapport
à une donnée d’entrée qui est l’incrément de déformation totale et de température. Un tel
algorithme permet donc de décrire le comportement d’un point matériel mais se révèle in-
suffisant dans le cadre d’un calcul de structure impliquant une géométrie et un chargement
complexes.

Dans ce cas de figure, la méthode adoptée est celle des élément finis, où la géométrie de la
structure est divisée en éléments (voir fig. 3.4). Ainsi, le problème continu, sous la forme du
principe des puissances virtuelles, s’exprime dans le cas d’un chargement quasi-statique :

Pext − Pint = 0 (3.23)

où Pext correspond à la puissance extérieure fournie (chargement) et Pint la puissance in-
terne. À titre d’exemple, pour un équilibre statique mécanique, ceci s’exprime :∫

∂Ω
TiδuidS−

∫
Ω

δEijΣijdΩ = 0 (3.24)

Ti et δui sont respectivement les composantes des vecteurs contrainte et déplacement virtuel
suivant la direction i, Ω étant le domaine de l’étude, de frontière ∂Ω. Une fois le problème
discrétisé en éléments finis, le vecteur déplacement d’un point de la structure {u (x)} peut
être défini en fonction des déplacements {U} des nœuds formant le maillage de celle-ci :

{u (x)} = [N (x)] {U} (3.25)

De plus, connaissant les déplacements en tout point, il est possible de remonter à l’état de
déformation {E (x)} :

{δE (x)} = [B (x)] {δU} (3.26)
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Fig. 3.3 – Schéma de principe de la résolution des équations du modèle par la méthode de Newton-Raphson.
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Fig. 3.4 – Discrétisation spatiale en éléments finis.

La puissance des forces intérieures Pint peut donc se réécrire sous forme discrète, en faisant
intervenir le vecteur des forces nodales {F} :

Pint = {δU}T {F} =
∫

Ω
{δE}T {Σ}dΩ

= {δU}T
(∫

Ω
[B (x)]T {Σ (x)}dΩ

) (3.27)

Il est alors possible de simplifier cette expression en la factorisant par les déplacements
virtuels {δU} :

{F} =
∫

Ω
[B (x)]T [Σ (x)] dΩ (3.28)

La résolution des équations de la forme faible de l’équilibre est réalisée par la méthode de
Newton-Raphson. Ainsi, le jacobien de la forme linéarisée du résidu d’équilibre correspond
à une matrice tangente définie par :

[K] =
∫

Ω
[B (x)]T

[
∂∆Σ
∂∆E

(x)
]

[B (x)] dΩ (3.29)

Cette matrice tangente doit être, dans le cas d’une procédure de résolution utilisant
un schéma d’intégration de Newton-Raphson, calculée à chaque itération. Pour ce faire,
le domaine Ω est divisé en sous-domaines Ωe correspondant chacun à un élément. Des
sous-matrices tangentes [Ke] sont alors calculées pour chaque élément et assemblées pour
former la matrice globale. Le calcul intégral pour chaque élément est facilité par l’emploi
de géométries connues (quadrangle, tétraèdre, . . .) et d’une technique d’intégration par
la méthode de la quadrature de Gauss (voir section 4.2.5). La loi de comportement est
ainsi évaluée pour chaque point matériel dit de Gauss. Dans le cas d’un comportement
non linéaire, l’opérateur ∂∆Σ

∂∆E n’est pas constant et il est nécessaire de l’actualiser à chaque
itération.

Ceci se ramène, au niveau de chaque point de Gauss, à calculer des modules tangents de
la loi de comportement ∂∆Σij

∂∆Ekl
qui sont des modules mécaniques et auxquels il faut rajouter,

dans le cas d’un problème faisant intervenir de la thermique comme c’est souvent le cas
dans les AMF, les modules tangents thermiques ∂∆Σij

∂∆T . Un schéma résumant le principe de
la résolution par la méthode des éléments finis est présenté dans la figure 3.5

3.2.2 Calcul des modules tangents thermomécaniques de la loi de comportement

Les modules tangents thermomécaniques de la loi de comportement sont calculés à partir
des équations constitutives de cette dernière. Il est possible de déterminer ces quantités de
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Fig. 3.5 – Schéma du principe de résolution par la méthode des éléments finis.

façon analytique, mais ceci implique un calcul lourd en raison des différents cas d’activa-
tions rencontrés, mettant en œuvre plusieurs systèmes d’équations. Il est cependant pos-
sible, lorsqu’une intégration implicite par le schéma de Newton-Raphson est utilisée, de
calculer les modules tangents en même temps que la résolution numérique des équations
différentielles régissant le comportement. Ainsi, le problème équilibré en fin de chaque
incrément s’écrit :

R = 0 et δR = 0 (3.30)

qu’il est possible de différencier suivant les variables de contrôle et les inconnues utilisées :

JXδ∆X + JYδ∆Y = 0 (3.31)

où JX et JY sont les jacobiens associés respectivement aux inconnues et aux variables de
pilotage et définis par :

JX =
∂R

∂∆X
et JY =

∂R
∂∆Y

(3.32)

La relation 3.31 permet, par inversion, d’exprimer la variation de ∆X en fonction de la
variation de ∆Y :

δ∆X = −J −1
X JYδ∆Y (3.33)

Les modules tangents faisant intervenir des variables inconnues au numérateur (Σij) et des

variables de pilotage au dénominateur (Ekl et T), les valeurs de ∂∆Σij
∂∆Ekl

et ∂∆Σij
∂∆T sont extraites

de composantes de ∂∆X
∂∆Y = −J −1

X JY.
On notera que le jacobien JX est déjà calculé et inversé au cours du schéma d’inté-

gration de Newton-Raphson. Il convient ici de ne conserver que la valeur de ce jacobien
calculée lors de l’ultime itération. Le jacobien JY est issu de la dérivation des équations
constitutives R (X, Y) faisant intervenir les variables de pilotage ∆Ekl et ∆T et issues du
système défini par la prédiction élastique en début d’incrément. On remarquera que ce
calcul est aisé car il n’aboutit à des valeurs non nulles que dans le cas du résidu élastique
et du résidu de transformation lorsque celle-ci est activée.
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3.2.3 Prise en compte des rotations finies

La loi de comportement présentée est écrite dans le cadre des petites déformations. Cette
approximation est raisonnable dès lors que les déformations totales restent inférieures à 10

%, ce qui est le cas pour les AMF qui dépassent rarement 7 %. Cependant, cette formula-
tion n’est pas objective dans le cas d’une structure soumise à des rotations de corps rigide,
comme dans le cas d’une flexion où la zone transformée agit comme une rotule plastique.
Afin de rendre la déformation objective, le code de calcul par éléments finis retenu, Abaqus
utilise l’algorithme de Hugues et Winget [Hugues et Winget 1980] qui permet la prise en
compte de ces rotations dans le calcul des tenseurs des contraintes et des déformations.
Dans le cas d’un matériau défini par l’utilisateur, comme c’est le cas avec la sous-fonction
UMAT que nous utilisons, cette rotation n’est pas appliquée aux variables internes définis-
sant une grandeur tensorielle (c’est le cas de la variable εT

ij). Une étude effectuée par Hartl
et al. [Hartl et al. 2008] a montré l’importance de la prise en compte des rotations dans le
cas de structures en AMF soumises à des chargements en flexion ou torsion. Notre loi de
comportement ayant pour objectif de simuler tout type de chargement, il est impératif de
prendre en compte ce cas de figure.

Pour ce faire, il faut prendre en compte le tenseur des contraintes à l’incrément n qui
est la somme de la contribution de l’incrément en cours et de l’état de contrainte constaté
à l’incrément n− 1, auquel une rotation de corps rigide est appliquée :

Σn = Σn−1 + ∆Σn

= QΣn−1QT + ∆Σn (3.34)

où Q est le tenseur des rotations calculé à partir de la partie antisymétrique de l’approxi-
mation discrète du gradient des vitesses au cours du pas n obtenu par la méthode du point
milieu généralisé.

Dans le cas de matériaux isotropes comme ceux pris en compte par le présent modèle,
le tenseur élastique d’ordre 4, noté Cijkl , est invariant par rotation de corps rigide. Ainsi,
une expression de l’état de contrainte analogue à celle de Hartl et al. [Hartl et al. 2008]
s’écrit, en négligeant la déformation obtenue par dilatation thermique, petite devant les
autres déformations :

Σn = Cn :
(

En − Ein
n

)
+ Cn :

(
∆En − ∆Ein

n

)
(3.35)

où Ein
n représente la déformation inélastique qui, dans notre cas, correspond à la somme de

la déformation de transformation et de la déformation d’accommodation des macles. Pour
obtenir une expression objective du tenseur des contraintes à l’état n, il suffit d’appliquer
une rotation de corps rigide aux tenseurs de déformations. Le code de calcul par éléments
finis utilisé (Abaqus) propose une gestion des non-linéarités géométriques (le paramètre
NLGEOM vaut YES si les non-linéarités sont prises en compte et NO sinon). Avant de passer
les tenseurs des déformations En et des contraintes Σn à la sous-fonction UMAT qui a pour
but d’équilibrer la loi de comportement, le solveur leur applique une rotation de corps
rigide. Cependant, dans le cas de variables internes tensorielles, cette rotation de corps
rigide n’est pas appliquée, c’est donc à l’utilisateur de la sous-fonction de la faire. Dans le
présent modèle, la déformation inélastique objective s’écrit :

Ein
n = f εT

n + f FAεtw
n (3.36)

Étant donné que la déformation moyenne d’accommodation inélastique des macles est
déduite directement du tenseur des contraintes, cette grandeur est objective. Il reste à ac-
tualiser la variable εT

ij , ceci est fait dès le lancement de la sous-fonction UMAT :

εT
n = QεT

n QT (3.37)
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Cette actualisation des tenseurs de déformation permet de travailler, au cours de chaque
incrément de chargement, avec des variables définies objectivement.

3.3 Implémentation des modèles 2D contraintes planes et axisy-
métrique

Si le modèle présenté dans la section précédente offre une description en 3D du comporte-
ment des alliages à mémoire de forme, beaucoup d’applications peuvent être étudiées en
adoptant des simplifications géométriques. Ainsi, dans le cas de solides de révolution tels
que les anneaux d’accouplement, il est possible de définir un modèle de comportement
axisymétrique. Les structures minces telles que les films ou encore les micro-actionneurs
taillés dans une plaque fine peuvent être vus, au moment de les dimensionner, comme des
structures présentant un état plan de contrainte.

Il est alors possible, en se basant sur le modèle complet en trois dimensions, d’en dériver
des modèles plus simples pour les cas axisymétrique et contraintes planes. Ces développe-
ments supplémentaires sont nécessaires afin d’assurer la compatibilité de la routine UMAT
avec les éléments de structure axisymétriques et 2D contraintes planes car ces derniers
stockent les composantes des tenseurs de contrainte et de déformation dans des vecteurs
présentant une taille différente de ceux adoptés dans le modèle 3D.

3.3.1 Simplifications adoptées pour les modèles 2D

Modèle axisymétrique

Dans un problème axisymétrique exprimé dans un repère cylindrique (r, θ, z), les déplace-
ments, par condition de symétrie, sont indépendants de θ d’une part, et ne présentent pas
de composante suivant θ d’autre part :

ur = ur (r, z)
uθ = 0
uz = uz (r, z)

(3.38)

Le tenseur des déformations obtenu est de la forme :

E =

 ur,r 0 1
2 (ur,z + uz,r)

0 ur
r 0

1
2 (ur,z + uz,r) 0 uz,z

 (3.39)

Dans le cadre d’un calcul par la méthode des éléments finis, ur est généralement consi-
déré comme le degré de liberté numéro 1 et uz le degré de liberté numéro 2. De ce fait, le
tenseur des déformations devient :

EEF =

 ur,r
1
2 (ur,z + uz,r) 0

1
2 (ur,z + uz,r) uz,z 0

0 0 ur
r

 (3.40)

Dans ce cas de figure, seules les composantes non nulles sont transmises à la sous-
fonction UMAT. En retour, celle-ci doit fournir les composantes Σrr, Σθθ , Σzz et Σrz du tenseur
des contraintes. Ceci correspond aux composantes non nulles de ce tenseur.

De ce fait, dans le cas axisymétrique, il est possible d’utiliser directement le modèle
développé dans le cas 3D en complétant le tenseur des déformations donné en entrée par
des valeurs nulles pour les composantes non fournies par le code de calcul par éléments
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finis. Une attention particulière doit tout de même être portée sur l’ordre des composantes,
passées en convention de Voigt, des tenseurs des déformations et des contraintes ainsi que
des modules tangents thermomécaniques retournés.

Modèle contraintes planes

Un problème présentant un état plan de contraintes s’exprime, dans le repère cartésien, par
un tenseur des contraintes sous la forme :

Σ =

 Σ11 Σ12 0
Σ12 Σ22 0
0 0 0

 (3.41)

À ce tenseur des contraintes est associé, par le biais de la loi de comportement du
matériau, un tenseur des déformations de la forme :

E =

 E11 E12 0
E12 E22 0
0 0 E33

 (3.42)

Toute la difficulté de la modélisation en supposant un état plan de contrainte vient
du fait que la composante 33 du tenseur des déformations est non nulle. En effet, dans
le cas d’un calcul par éléments finis en deux dimensions, seules les composantes u1 et
u2 du champ de déplacement sont considérées. Il n’est donc pas possible de connaître la
composante 33 du tenseur des déformations. S’il est possible de la déterminer à partir des
composantes 11 et 22 dans le cas d’un solide élastique linéaire (utilisation du coefficient
de Poisson), ou d’un matériau isovolume (hypothèse d’un tenseur des déformations dévia-
torique), c’est plus complexe pour notre modèle de comportement pour les AMF puisque
celui-ci fait intervenir une déformation élastique à laquelle s’ajoute des déformations dé-
viatoriques.

De plus, la connaissance de la composante 33 du tenseur des déformations est pri-
mordiale car la loi de comportement fait intervenir la notion de déformation équivalente
nécessitant la connaissance de l’intégralité du tenseur. Deux solutions sont envisageables
pour régler ce problème :

1. Nous avons à notre disposition une routine permettant, à partir d’une donnée d’en-
trée formée des 6 composantes du tenseur des déformation en 3 dimensions, permet
de calculer les 6 composantes du tenseur des contraintes en sortie. Sachant que dans
le cadre d’un calcul 2D, le code de calcul ne fournit que les trois composantes E11,
E22 et E12, il est possible d’effectuer un calcul supplémentaire à la suite de celui de la
routine de comportement qui itérerait afin d’obtenir la valeur de E33 permettant un
tenseur des contraintes en sortie tel que Σi3 = 0. Cette solution implique donc des
opérations numériques supplémentaires ainsi que l’ajout d’équations additionnelles
pour respecter les hypothèses faites sur la forme du tenseur des contraintes. Cette
approche ajoute une complexité numérique supplémentaire nuisible à la robustesse
de l’outil recherché. De plus, l’ajout d’équations engendre des coûts de calcul sup-
plémentaires, ce qui va à l’encontre d’une approche ayant pour but de simplifier le
dimensionnement d’une structure fine.

2. La décomposition des déformations fait apparaître une déformation élastique, dont la
composante Eel

33 peut se déterminer à partir des deux autres composantes normales,
et deux déformations à caractère déviatorique (εT

ij et εtw
ij ) où les trois composantes

normales sont dépendantes. Il est alors possible de connaître toutes les composantes
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de tous les tenseurs. Cependant, l’hypothèse d’un état plan de contraintes doit être
prise en compte directement dans la loi de comportement, notamment en ce qui
concerne le calcul du déviateur des contraintes. Cette solution n’engendre pas de
calcul numérique supplémentaire et permet de réduire les équations tensorielles à
seulement trois composantes au lieu de six dans le cas 3D. C’est donc cette dernière
solution qui est retenue.

3.3.2 Notation de Voigt en 2D contraintes planes

Notation des contraintes et des déformations

La modélisation adoptée en supposant un état plan de contraintes, implique que les gran-
deurs tensorielles ne font intervenir que trois composantes. Afin de réduire la quantité de
mémoire nécessaire à la résolution numérique, ces dernières vont être notées en adoptant
la convention de Voigt. Ainsi, le tenseur des contraintes s’écrit :

Σ =

 Σ11 Σ12 0
Σ12 Σ22 0
0 0 0

⇒


Σ11
Σ22
Σ12

 =


Σ1
Σ2
Σ3

 (3.43)

Pour le tenseur des déformations, notons que la composante 33 n’est pas représentée ex-
plicitement dans la notation de Voigt et que la composante de cisaillement est multipliée
par 2 :

E =

 E11 E12 0
E12 E22 0
0 0 E33

⇒


E11
E22

2E12

 =


E1
E2
E3

 (3.44)

La composante transverse du tenseur des déformations est obtenue par addition des
composantes transverses des tenseurs des déformations élastique, thermique, de transfor-
mation et d’accommodation inélastique des macles :

Déformation élastique : il faut calculer une matrice de souplesse S̃ qui serait l’équivalent
du tenseur de souplesse d’ordre 4. Celle-ci permet de calculer le vecteur des défor-
mations élastiques

{
Eel} à partir du vecteur des contraintes {Σ} :

Eel
i = S̃ijΣj (3.45)

En utilisant la notation de Voigt (déformation de cisaillement comptée deux fois), la
matrice de souplesse S̃ s’écrit :

S̃ =

 1
E − ν

E 0
− ν

E
1
E 0

0 0 2(1+ν)
E

 (3.46)

En suivant le même principe, une matrice de rigidité C̃ peut être définie telle que :

Σi = C̃ijEel
j (3.47)

D’où la matrice C̃ :

C̃ =
E

1− ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 (3.48)

Le détail du calcul de ces deux matrice d’élasticité est donné en annexe A.2.1.
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Déformation de transformation : la déformation de transformation est supposée se faire
à volume constant, ce qui implique εT

kk = 0. Ainsi, pour représenter cette grandeur
sous forme vectorielle, on écrit :

εT =

 εT
11 εT

12 0
εT

12 εT
22 0

0 0 εT
33

 =

 εT
11 εT

12 0
εT

12 εT
22 0

0 0 −
(
εT

11 + εT
22
)
⇒


εT

11
εT

22
2εT

12

 =


εT

1
εT

2
εT

3


(3.49)

Afin de calculer la déformation moyenne de transformation équivalente εT
eq, il est né-

cessaire d’introduire une matrice M1, correspondant à la métrique du nouvel espace
vectoriel défini par la notation de Voigt, qui permet de calculer le produit tensoriel
εT

ijε
T
ij à partir des représentations vectorielles de εT

ij tout en prenant en compte la com-
posante εT

33 non nulle :
εT

ijε
T
ij =

(
M1ijε

T
j

)
εT

i (3.50)

Cette matrice M1 s’écrit :

M1 =

 2 1 0
1 2 0
0 0 1/2

 (3.51)

Déformation d’accommodation inélastique des macles : cette déformation est directe-
ment calculée à partir du tenseur des contraintes par la relation :

εtw
ij = Htwin

ijkl Σkl (3.52)

où Htwin peut s’apparenter à un tenseur d’élasticité isotrope où E = 3
2 Htwin et ν = 0, 5.

Une matrice H̃twin peut être définie, de façon similaire à la matrice S̃ :

H̃twin =


2

3Htwin
− 1

3Htwin
0

− 1
3Htwin

2
3Htwin

0
0 0 2

Htwin

 (3.53)

Le vecteur représentant la déformation d’accommodation des macles est ainsi obtenu
directement à partir de la représentation vectorielle du tenseur des contraintes :

εtw
i = H̃twin

ij Σj (3.54)

On notera que le passage en contraintes planes via une réduction directe de la
contrainte normale est rendu possible par le fait que les deux déformations εT et
εtw sont supposées chacune déviatorique. Si cette hypothèse est justifiée dans le cas
de la déformation de transformation où l’étude cristallographique de la transforma-
tion martensitique montre que cette dernière se produit à volume quasi-constant, il
est à noter que le caractère déviatorique de la déformation d’accommodation des
macles est issu d’une hypothèse simplificatrice due à un manque d’informations bi-
bliographiques concernant la description de ce mécanisme de déformation. Les fu-
tures évolutions du modèle 3D pourront ainsi rendre plus délicat le passage directe
en 2D contrainte planes.

Déformation par dilatation thermique : dans le cas isotrope, la dilatation thermique s’ex-
prime :

Eth =


Eth

11
Eth

22
2Eth

12

 =


Eth

1
Eth

2
Eth

3

 = α∆T


1
1
0

 = α∆T
{

δ̃
}

(3.55)

et la composante Eth
33 non nulle vaut α∆T
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Notation des forces thermodynamiques

Les contraintes et déformations ayant été introduites sous notation vectorielle, il est néces-
saire d’exprimer les différentes forces thermodynamiques et les équations d’équilibre en
adoptant les mêmes conventions.

Équilibre thermoélastique : en formulation 3D, le résidu élastique s’exprime de la façon
suivante :

Rσij = SijklΣkl + αδij∆T + f εT
ij + f FAεtw

ij − Eij (3.56)

étant donné que Rσij est homogène à une déformation, il sera représenté sous forme
vectorielle avec la convention « déformation » :

Rσ =


Rσ11

Rσ22

2Rσ12

 =


Rσ1

Rσ2

Rσ3

 (3.57)

Son expression devient alors :

Rσi = S̃ijΣj + α∆Tδ̃i + f εT
i + f FAεtw

i − Ei (3.58)

On notera que la déformation globale E33 est prise en compte de façon intrinsèque
par le biais de la formulation du modèle en 2D contraintes planes.

Force de transformation : en 3D, l’expression de la force thermodynamique de transfor-
mation est la suivante :

Ff = Σijε
T
ij − B (T − T0)−

1
2

HεT εT
ijε

T
ij − H f f − λ0 − λ1 (3.59)

La seule difficulté pour transcrire cette égalité en représentation vectorielle consiste
à exprimer le produit doublement contracté Σijε

T
ij . Grâce à la notation de Voigt, ce

produit tensoriel se résume, une fois passé en représentation vectorielle, à un produit
scalaire entre les vecteurs {Σ} et

{
εT}. La force de transformation s’exprime alors :

Ff = Σiε
T
i − B (T − T0)−

1
2

HεT

(
M1ijε

T
j

)
εT

i − H f f − λ0 − λ1 (3.60)

Force d’orientation : la formulation tridimensionnelle de la force thermodynamique
d’orientation est :

FεT
ij

= ΣD
ij − HεT εT

ij − λ2ij (3.61)

Il faut noter que l’expression de FεT
ij

est homogène à une contrainte et que par consé-
quent, sa représentation vectorielle se fera selon la convention « contrainte ». De plus,
le tenseur FεT

ij
est déviatorique :

FεT =

 FεT
11

FεT
12

0
FεT

12
FεT

22
0

0 0 −
(

FεT
11

+ FεT
22

)
⇒


FεT

11

FεT
22

FεT
12

 =


FεT

1

FεT
2

FεT
3

 (3.62)

Le calcul de la représentation vectorielle du tenseur déviateur des contraintes fait
intervenir un opérateur matriciel noté D, tel que :

ΣD
i = DijΣj (3.63)
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avec :

D =

 2/3 −1/3 0
−1/3 2/3 0

0 0 1

 (3.64)

De plus, FεT étant représentée avec une convention « contrainte », il est nécessaire de
convertir le terme HεT εT

ij qui le compose. Pour ce faire, une matrice de passage notée
P1 est utilisée :

P1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1/2

 (3.65)

On obtient ainsi
{

FεT
}

, la représentation vectorielle du tenseur FεT
ij

:

FεT
i

= DijΣj − HεT P1ijε
T
j − λ2i (3.66)

Remarques sur la dérivation

L’implémentation du modèle de comportement 2D avec l’hypothèse d’un état plan de
contraintes en utilisant le schéma d’intégration de Newton-Raphson fait intervenir les dé-
rivées des différents termes employés. Une attention particulière doit être apportée à cette
dérivation. En effet, les éléments mathématiques de base de la modélisation sont des ten-
seurs qui sont représentés sous forme de vecteurs. Il faut donc veiller, sachant que les
inconnues et les variables de contrôle de notre problème sont entièrement définies par les
composantes des vecteurs {E}, {Σ} et

{
εT} et les scalaires T et f , à dériver les différentes

expressions par rapport aux composantes des vecteurs et non uniquement représenter sous
forme vectorielle le tenseur obtenu par dérivation de l’expression initiale. Par exemple, si
on considère le terme scalaire εT

klε
T
kl , en notation tensorielle, sa dérivée par rapport à εT

donne :
∂εT

klε
T
kl

∂εT
ij

= 2εT
ij (3.67)

En représentant sous forme vectorielle le tenseur obtenu, on obtient :
2εT

11
2εT

22
4εT

12

 =


2εT

1
2εT

2
2εT

3

 (3.68)

Si maintenant, on part de l’expression de εT
klε

T
kl calculée directement à partir de la représen-

tation vectorielle
{

εT}, comme donné dans l’équation 3.50 :

εT
klε

T
kl =

(
M1ijε

T
j

)
εT

i (3.69)

et que l’on procède à une dérivation par rapport à chaque composante εT
i :

∂εT
klε

T
kl

∂εT
i

= 2M1ijε
T
j ⇒


4εT

1 + 2εT
2

4εT
2 + 2εT

1
εT

3

 (3.70)

La différence entre les deux types de calcul vient du fait que la métrique M1, associée
au nouvel espace défini par la notation de Voigt, est différente de l’identité. Aussi, lors
de la dérivation partielle du produit doublement contracté par rapport à une variance des
composantes du tenseur, on obtient la variance conjuguée des composantes du tenseurs.
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Fig. 3.6 – Exemple de simulation faisant intervenir des éléments de coque : vue en coupe d’une micropompe
constituée de deux films minces d’AMF.

Les résultats obtenus sont alors identiques à la variance près. Dans le cadre d’une résolution
numérique ayant pour but de calculer les composantes du vecteur

{
εT}, on adoptera le

second type de dérivation alors que pour une dérivation dite « physique » (calcul d’une
direction d’écoulement par exemple), c’est le premier type de dérivation qui sera choisi. ‘

3.3.3 Application : Problème de coques minces (cisaillement transverse)

L’objectif du développement du modèle 2D avec l’hypothèse d’un état plan de contraintes
est d’être implémenté dans un code de calcul par éléments finis en vue de dimensionner
des structures faisant intervenir des films minces d’AMF comme par exemple du domaine
microfluidique (voir fig. 3.6, cas d’une micro-pompe). Pour ce faire, le calcul par éléments
finis nécessite l’utilisation d’éléments de type coque formulés en contraintes planes.

L’utilisation d’éléments structuraux de type coque fait intervenir des hypothèses sim-
plificatrices :

– hypothèse des sections droites : les points matériels situés sur une normale à la sur-
face moyenne non déformée restent sur une droite dans la configuration déformée.
Les déplacements u et v (suivant x et y) d’un point quelconque x,y,z varient linéaire-
ment en z et le déplacement transversal (suivant z) n’est fonction que de x et y. Cette
hypothèse a été proposée par plusieurs auteurs [Reissner 1945, Mindlin 1951] ;

– hypothèse des contraintes planes Σzz = 0. Dans le cas général, les composantes de
cisaillement transverse Σiz avec i 6= z sont considérées comme non nulles ;

– prise en compte d’une loi de comportement de cisaillement transverse dépendante
de facteurs de correction déterminés a priori par des considérations d’équivalences
énergétiques.

C’est ce dernier point qui peut poser problème dans le cas de matériaux présentant une
loi de comportement fortement non linéaire comme c’est le cas des alliages à mémoire de
forme. Pour simplifier l’introduction du facteur de correction k de cisaillement transverse,
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(a) Géométrie d’une plaque.

(b) Modélisation par un plan moyen et une cinématique particulière.

Fig. 3.7 – Description d’une plaque.

il est possible de considérer la théorie des plaques uniquement. Ainsi, cette théorie fait
intervenir (voir fig. 3.7) :

– cinq variables cinématiques indépendantes (les déplacements u et v dans le plan de
référence z = 0, le déplacement transversal w ainsi que les rotations βx et βy de la
normale à la surface moyenne dans les plans xz et yz)

– trois efforts normaux Nx, Ny, Nxy, trois moments de flexion Mx, My et Mxy ainsi que
deux efforts tranchants Tx et Ty

Le plan xy est appelé plan moyen de la plaque ou plan de référence (fig. 3.7b). Dans le
cas de plaques homogènes isotropes, la théorie retenue dépend des caractéristiques géo-
métriques. Ainsi, les hypothèses de Mindlin seront retenues si 4 ≤ L/h ≤ 20 et celles de
Kirchhoff si L/h > 20 avec L une dimension caractéristique dans le plan xy. La théorie
de Kirchhoff peut ainsi être considérée comme un cas particulier de la théorie de Reiss-
ner/Mindlin dans le cas d’une influence faible du cisaillement transverse. Dans le cas de
plaques homogènes, un facteur de correction de cisaillement transverse k généralement
admis est de 5/6 [Bollé 1947].

Dans le cadre d’une formulation en petits déplacements, les déformations linéaires en
un point (x, y, z) s’écrivent :

{ε (x, y)} = {e (x, y)}+ z {χ (x, y)} (3.71)

avec :

{ε} =


εxx
εyy

2εxy

 {e} =


u,x
v,y

u,y + v,x


{χ} =


βx,x
βy,y

βx,y + βy,x

 {γ} =
{

βx + w,x
βy + w,y

} (3.72)
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Des relations entre les résultantes des efforts et les déformations sont ensuite posées
[Batoz et Dhatt 1990] :

{N} = [Hm] {e}+
[
Hm f

]
{χ}

{M} =
[
Hm f

]
{e}+

[
H f
]
{χ}

{T} = [Hc] {γ}
(3.73)

Les matrices [Hm],
[
Hm f

]
et
[
H f
]

sont définies de façon intégrale sur l’épaisseur de la
plaque considérée :

[Hm] =
∫ t

−t
[H] dz[

Hm f
]

=
∫ t

−t
[H] zdz[

H f
]

=
∫ t

−t
[H] z2dz

(3.74)

Dans les relations précédentes, la matrice [H] vaut,

H =
E

1− ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 (3.75)

dans le cas de l’élasticité isotrope. On notera par ailleurs que [H] =
[
C̃
]
. Pour un compor-

tement non linéaire, la matrice [H] est remplacée par le module tangent mécanique de la
loi adoptée (3.2.2) formulée dans le cadre de l’hypothèse des contraintes planes. La matrice
[Hc], quant à elle, permet de prendre en compte le cisaillement transverse. Pour une plaque
élastique isotrope, elle s’exprime :

[Hc] =
5
6

h
E

2 (1 + ν)

[
1 0
0 1

]
(3.76)

En non linéaire, comme c’est le cas pour le présent modèle, il faut veiller à ce que l’hypo-
thèse de travail reste valide. En effet, si la formulation adoptée (hypothèse des contraintes
planes) ne permet pas de prendre en compte le cisaillement transverse, ce dernier est alors
déterminé par la correction [Hc]. Celle-ci est a priori évaluée de façon élastique. De ce fait, la
modélisation de structures minces en utilisant les éléments standards du code Abaqus et
en introduisant une loi de comportement spécifique via la routine UMAT doit se rapprocher
le plus possible de l’hypothèse de Kirchhoff (L/h > 20). Ainsi, l’approximation de la rigi-
dité en cisaillement transverse par un module élastique ne vient pas perturber le résultat
obtenu.

3.4 Validation du modèle et de son implémentation

Le modèle présenté et ses différentes déclinaisons (3D, 2D axisymétrique, 2D contraintes
planes) ont pour objectif de simuler tous les types de chargements thermomécaniques, des
uniaxiaux aux non proportionnels. Il est alors nécessaire de disposer d’une base de don-
nées expérimentale afin de pouvoir comparer les prédictions du modèle avec les réponses
expérimentales d’une éprouvette. Les paramètres permettant la définition des équations
constitutives doivent pouvoir être évalués à partir d’essais simples (typiquement des essais
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uniaxiaux) et une méthode d’identification doit être établie. Il est également utile de réa-
liser des simulations purement numériques pour tester la robustesse du modèle et de son
implémentation.

Deux bases de données sont utilisées dans le cadre de cette étude :
– Celle établie par l’équipe de l’IP ASCR de Prague qui contient des essais de char-

gement isothermes effectués sur des fils de NiTi pour différentes températures, des
essais de retour contraint à différentes contraintes et des essais de traction-torsion.
Cette base a été réalisée à l’occasion d’un workshop sur la simulation des AMF [Sitt-
ner 2008] ayant pour but de comparer différents modèles.

– Celle de Grabe et Bruhns [Grabe et Bruhns 2009] portant sur des tubes minces de
NiTi. Dans cette base de données, c’est l’aspect multiaxial et le sens du trajet de
chargement qui ont été mis en avant.

3.4.1 Procédure d’identification des paramètres

Un point important à considérer lors de la mise en place d’une loi de comportement
concerne la détermination des paramètres intrinsèques au matériau et les moyens à mettre
en œuvre pour y parvenir. En effet, un modèle permettant la description de phénomènes
complexes implique un jeu de paramètres assez large et dont le nombre est liée à la di-
versité de comportements pris en compte. Ils doivent toutefois être facilement identifiables
par l’utilisateur d’un code de calcul par éléments finis dans lequel un tel modèle est implé-
menté, et ce avec un nombre d’essais minimal. Il est tout de même quelquefois nécessaire
de poser des hypothèses sur la valeur de certains paramètres à partir de données bibliogra-
phiques extrapolées afin de réduire la campagne d’essais. Ceci met en avant l’importance
d’utiliser des paramètres ayant un sens « physique » de manière à pouvoir juger de la
valeur qui leur sera allouée.

Les paramètres du présent modèle peuvent être identifiés à partir de quatre essais iso-
thermes uniaxiaux. Il s’agit d’essais uniquement en traction sauf un qui devra obligatoire-
ment présenter une phase de compression afin d’évaluer le paramètre lié à la dissymétrie
de comportement des AMF. Il faudra également ajouter un essai de DSC2 ou de résistivité
électrique sur un échantillon présentant une structure martensitique auto-accommodée afin
de pouvoir évaluer le paramètre lié à la stabilisation de la martensite. Certains paramètres
peuvent être considérés comme « standard » comme le module d’Young E et la déformation
maximale de transformation à saturation en traction εT

trac. Ils sont bien souvent fournis par
l’élaborateur du matériau ou facilement identifiables à partir d’un essai de traction unique.
En revanche, d’autres paramètres ont été introduits directement dans la formulation ther-
modynamique et ne peuvent être mesurés que de façon indirecte. C’est notamment le cas
des valeurs critiques des forces thermodynamiques qu’il faut lier de façon univoque à des
grandeurs mesurables.

Le principe d’identification utilisé ici consiste à isoler les différents mécanismes de
déformation. Ainsi, un essai uniaxial en superélasticité permet de définir les paramètres
relatifs à la résolution de l’équation de la transformation de phase (ex : H f ), alors que pour
les essais de réorientation de martensite, seule l’équation liée à la réorientation des va-
riantes nécessite d’être considérée (ex : détermination du paramètre HεT ). Il faut noter que
la procédure d’identification ne nécessite pas l’utilisation d’une méthode complexe puisque
l’ensemble des paramètres peut être déterminé par la mesure de niveaux de contrainte par-
ticuliers ou de pentes caractéristiques sur la courbe contrainte-déformation.

Les paramètres du modèle sont classés en cinq catégories :

2Differential Scanning Calorimetry
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1. Les paramètres indépendants de la transformation martensitique comme le module
d’Young E, le coefficient de Poisson ν et le coefficient de dilatation thermique α qui
sont par ailleurs considérés identiques dans les deux phases.

2. Les paramètres reliés à l’énergie chimique : il s’agit de la temperature d’équilibre T0
et des paramètres prenant en compte la dépendance des températures de transfor-
mation vis-à-vis de l’état de contrainte B, Bd et Br. Ainsi, en considérant un test de
traction uniaxiale, la composante non nulle de contrainte est notée Σ11 et εT

trac est la
valeur de déformation de transformation maximale observée. En écrivant les critères
de transformation avec f = 0, ce qui correspond au début de la transformation di-
recte et à la fin de la transformation inverse dans le cas d’un cycle complet, il vient,
pour le critère de transformation directe :

ΣS
11 A→MεT

trac− B (T − T0)−
1
2

HεT εT
tracεT

trac = Fmax
f + (Bd − B) (T − T0)−Hsε

T
trac (3.77)

et pour le critère de transformation inverse :

ΣF
11 M→AεT

trac − B (T − T0)−
1
2

HεT εT
tracεT

trac = −Fmax
f + (Br − B) (T − T0)− Hsε

T
trac

(3.78)
En supposant un chargement thermique à contrainte nulle (T = Ms en charge et
T = A f en décharge), on obtient :

Fmax
f = Bd (T0 −Ms) = −Br

(
T0 − A f

)
(3.79)

d’où l’expression de T0 :

T0 =
Bd Ms + Br A f

Bd + Br
(3.80)

Dans le cas de martensite apparaissant totalement orientée (εT
eq = εT

trac), on a :

Σ11εT
trac − Bd (T − T0) = Cte

1

Σ11εT
trac − Br (T − T0) = Cte

2
(3.81)

Les paramètres Bd et Br peuvent alors s’écrire en fonction des pentes de transforma-
tion bd trac et br trac. Ces dernières correspondent respectivement à la transformation
directe et inverse pour des cas où la martensite apparaît orientée à saturation (voir
fig. 3.8) suite à un chargement en traction uniaxial :

Bd = bd tracεT
trac

Br = br tracεT
trac

(3.82)

Finalement, les paramètres à mesurer sont bd trac, br trac, Ms et A f .

3. Les paramètres liés aux valeurs critiques des forces thermodynamiques : trois valeurs
sont à identifier : la force maximale de transformation Fmax

f , la force minimale de
transformation Fmin

f et la force critique d’orientation Fmax
εT . L’équation 3.79 donne une

expression de Fmax
f en fonction d’autres paramètres. Fmin

f s’identifie sur une courbe
de traction superélastique présentant une boucle à saturation et une boucle partielle
(voir fig. 3.9). Il faut alors identifier la contrainte de début de transformation inverse
dans chacun des cycles : Σ11 partiel et Σ11 complet. Il faut de plus repérer la fraction de
martensite fpartiel atteinte par la boucle interne (voir fig. 3.9). On a alors :

Σ11 partiel − Σ11 complet + H f
(
1− fpartiel

)
= 2

(
1− fpartiel

) (
Fmax

f − Fmin
f

)
(3.83)
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La grandeur fpartiel peut se mesurer en faisant l’hypothèse, dans le cas d’un char-
gement superélastique, que la déformation de transformation mesurée est propor-
tionnelle à la fraction volumique de martensite. De plus, le paramètre utilisé dans ce
modèle pour caractériser les boucles internes est le ratio r f défini par :

r f = 1−
Fmin

f

Fmax
f

(3.84)

Cette formulation permet, en posant r f = 0, de faire disparaître le phénomène de
boucles internes. De plus, s’il n’est pas possible de réaliser un essai présentant une
boucle interne, il est possible de n’évaluer que Fmax

f à partir des températures et des
pentes de transformation.
Enfin, un essai de traction uniaxiale sur un matériau initialement martensitique pré-
sentant une structure auto-accommodée permet de mesurer la contrainte limite de
réorientation Σreor (fig. 3.10) qui est égale, selon le critère d’orientation adopté (eq.
2.51), au paramètre matériau Fmax

εT .
4. Les paramètres de déformation à saturation : trois valeurs distinctes de déformation

de transformation à saturation sont à identifier afin d’alimenter le modèle. Les défor-
mations à saturation en traction εT

trac et en compression εT
comp peuvent être mesurées

sur un essai de traction-compression uniaxial superélastique. En revanche, la défor-
mation à saturation de la martensite auto-accommodée εT FA

trac est mesurée à partir
d’un essai de traction sur un matériau initialement martensitique dont les variantes
présentent une structure auto-accommodée (voir fig. 3.10).

5. Les paramètres d’interaction : ils sont au nombre de quatre. H f représente les inter-
actions entre les variantes de martensite. Il peut être déterminé lors d’un chargement
superélastique sur un cycle de traction jusqu’à saturation et relâchement. En consi-
dérant les contraintes Σs

11 A→M et Σ f
11 A→M, qui correspondent respectivement aux

contraintes de début et de fin de transformation directe, on peut écrire le critère de
transformation :

Fmax
f − Hsε

T
trac = Σs

11 A→MεT
trac − Bd (T − T0)−

1
2

HεT εT
tracεT

trac

Fmax
f − Hsε

T
trac = Σ f

11 A→MεT
trac − Bd (T − T0)− H f −

1
2

HεT εT
tracεT

trac

(3.85)

On peut alors en déduire l’expression de H f :

H f =
(

Σ f
11 A→M − Σs

11 A→M

)
εT

trac (3.86)

De plus, si on mesure la pente de la courbe contrainte-déformation au niveau du
plateau de transformation, on obtient la relation :

(∆Σ
∆E

)
f = H f

εT
trac

2 . Le paramètre HεT se

détermine de la même manière en considérant une courbe de traction sur un maté-
riau martensitique présentant une structure auto-accommodée. Si Σs

11 O et Σ f
11 O sont

respectivement les contraintes de début et de fin d’orientation et Σ f D
ij O le tenseur dé-

viateur associé à Σ f
ij O, le critère d’orientation devient :

Fmax
εT = Σs

11 O =
∣∣∣Σ f D

ij O − HεT εT
trac ij

∣∣∣
σ

(3.87)

L’expression de HεT est alors donnée par la relation :

HεT =
3
2

Σ f
11 O − Σs

11 O

εT
trac

(3.88)
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Fig. 3.8 – Identification des paramètres matériaux : pentes de transformation directe et inverse.

ou encore par une mesure de la pente contrainte-déformation du plateau de réorien-
tation

(∆Σ
∆E

)
εT = 3

2 HεT .
De la même manière, le paramètre d’interaction Htwin est identifié à partir d’un es-
sai de traction sur un matériau martensitique auto-accommodé, en considérant la
déformation d’accommodation inélastique des macles Etw correspondant à un ni-
veau de contrainte égal à la limite de réorientation des variantes de martensite Σs

11 O.
La déformation totale à ce niveau de contrainte est alors uniquement composée de
déformation élastique et de déformation d’accommodation des macles. La relation
Σs D

ij O− Htwinεtw
trac ij = 0 issue du critère d’équilibre du processus d’accommodation des

macles permet d’établir l’expression de Htwin :

Htwin =
3
2

Σs
11 O

Etw (3.89)

En ce qui concerne le paramètre Hs caractéristique de la stabilisation de la marten-
site suite à une prédéformation, il faut connaître les températures de transforma-
tion A f et A′ f correspondant respectivement aux températures de transformation
inverse obtenues à partir d’un échantillon martensitique présentant une structure
auto-accommodée et d’un échantillon martensitique orienté à saturation suite à un
chargement en traction. Les relations suivantes sont alors obtenues en appliquant le
critère de transformation inverse dans chaque cas :

−H f = −Fmax
f + Br

(
A f − T0

)
−H f −

1
2

HεT εT
tracεT

trac = −Fmax
f + Br

(
A′f − T0

)
− Hsε

T
trac

(3.90)

On en déduit l’expression de Hs :

Hs =
Br

εT
trac

(
A′f − A f

)
+

1
2

HεT εT
trac (3.91)

Ainsi, pour caractériser tous les paramètres matériau du modèle, les essais suivants
doivent être réalisés :
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Fig. 3.9 – Identification des paramètres matériaux : paramètres liés à la modélisation des boucles internes.

Fig. 3.10 – Identification des paramètres matériaux : essai de traction sur de la martensite formée auto-
accommodée.
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Paramètre Unité Signification
E MPa Module d’Young
ν Coefficient de Poisson
α °C−1 Coefficient de dilatation thermique

εT
trac Valeur à saturation de la déformation de transforma-

tion en traction
εT FA

trac Valeur à saturation de la déformation de transforma-
tion en traction à partir de la martensite présentant une
structure auto-accommodée

εT
comp valeur à saturation de la déformation de transforma-

tion en compression
bd trac MPa / °C Pente de transformation directe en traction dans le

pseudo-diagramme de phase
br trac MPa / °C Pente de transformation inverse en traction dans le

pseudo-diagramme de phase
Ms °C Température de début de transformation austénite →

martensite
A f °C Température de fin de transformation martensite →

austénite
r f Coefficient d’amplitude des boucles internes

Fmax
εT MPa Contrainte de réorientation des variantes
H f MPa Coefficient de pseudo-écrouissage de la transforma-

tion de phase
HεT MPa Coefficient de pseudo-écrouissage de réorientation

Htwin MPa Coefficient de pseudo-écrouissage d’accommodation
des macles

Hs MPa Coefficient de stabilisation de la martensite

Tab. 3.1 – Récapitulatif des paramètres du modèle

– 3 essais de traction uniaxiaux à l’état superélastique afin de construire le pseudo-
diagramme de phase à partir des points de début et de fin de transformation. Une de
ces courbes pourra servir à identifier le paramètre d’interaction H f et les paramètres
de force critique de transformation ;

– Une courbe de réorientation à partir de martensite auto-accommodée afin d’identifier
les paramètres du phénomène d’orientation ;

– Un essai de DSC ou de résistivité électrique afin de déterminer les températures de
transformation de la martensite auto-accommodée et ainsi de calculer le paramètre
de stabilisation de la martensite ;

– Un essai de traction-compression afin d’évaluer le paramètre de dissymétrie.
Le tableau 3.1 dresse la liste de tous les paramètres du modèle ainsi que leur significa-

tion et le tableau 3.2 propose une liste de valeurs usuelles des paramètres matériaux.
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E (MPa) ν α (°C−1) εT
trac εT FA

trac εT
comp

70 000 0,3 8.10
−6

0,05 0,04 0,04

bd trac (MPa / °C) br trac (MPa / °C) Ms (°C) A f (°C) r f

5 6 20 50 0,6
Fmax

εT (MPa) H f (MPa) HεT (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)
100 4 1 000 40 000 50

Tab. 3.2 – Valeurs usuelles des paramètres matériaux.

3.4.2 Étude de sensibilité aux paramètres

Même si les paramètres du modèle, déterminés selon la méthode proposée, sont issus de
tests uniaxiaux, il seront utilisés dans le description de comportements multiaxiaux. De
plus, la plupart des valeurs déterminées à partir des courbes de traction-compression (pa-
ramètres d’interaction, valeur des forces critiques, . . .) le sont à partir d’expressions qui font
intervenir les déformations de transformation à saturation en traction et compression pour
la martensite formée orientée et en traction pour la martensite formée avec une structure
auto-accommodée. De ce fait, la mesure des paramètres εT

trac, εT
comp et εT FA

trac est un point
critique dans le processus d’évaluation des paramètres matériaux. Afin d’évaluer la sensi-
bilité de la réponse du modèle à ces paramètres, une série de simulations a été réalisée en
comparant la réponse proposée par le modèle pour différents chargements avec un jeu de
paramètres de référence (voir tab. 3.2) et celle obtenue avec un jeu de paramètres où une
erreur de mesure de l’ordre de 10 % aurait été faite lors de l’évaluation des paramètres
εT

trac, εT
comp et εT FA

trac .
Les simulations réalisées sont les suivantes :
– Construction d’un pseudo-diagramme de phase mécanique : pour différentes va-

leurs de température, un chargement en traction simple puis retour est effectué. Les
contraintes de début et de fin de transformation directe et inverse sont notées et re-
portées dans un repère (T, Σ). La même chose est réalisée sur des chargements en
compression puis retour ;

– Construction d’un pseudo-diagramme de phase thermique : pour différentes valeurs
de contrainte en traction et en compression, un refroidissement jusqu’à transforma-
tion martensitique complète est effectué, suivi, d’un chauffage jusqu’à un retour vers
un matériau totalement austénitique. Les températures de début et de fin de trans-
formation directe et inverse sont notées et reportées dans l’espace (T, Σ) ;

– Construction de la surface de charge en transformation dans l’espace des contraintes
normales : le matériau initialement austénitique est soumis à un chargement en
contrainte de la forme :

Σ =

 Σ11 0 0
0 Σ22 0
0 0 0

 avec
{

Σ11 = A cos θ
Σ22 = A sin θ

∀θ ∈ [0, 2π[ (3.92)

Les points de début et de fin de transformation sont reportés dans l’espace (Σ11, Σ22) ;
– Construction de la surface de charge en transformation dans l’espace des contraintes

normale et de cisaillement : le matériau initialement austénitique est soumis à un
chargement en contrainte de la forme :

Σ =

 Σ11 Σ12 0
Σ12 0 0
0 0 0

 avec
{

Σ11 = A cos θ
Σ12 = A sin θ

∀θ ∈ [0, 2π[ (3.93)
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Les points de début et de fin de transformation sont reportés dans l’espace (Σ11, Σ12) ;
– Construction de la surface de charge en orientation des variantes dans l’espace des

contraintes normales : le matériau initialement martensitique et présentant une struc-
ture auto-accommodée est soumis à un chargement en contrainte de la forme :

Σ =

 Σ11 0 0
0 Σ22 0
0 0 0

 avec
{

Σ11 = A cos θ
Σ22 = A sin θ

∀θ ∈ [0, 2π[ (3.94)

Les points de début et de fin de d’orientation sont reportés dans l’espace (Σ11, Σ22) ;
– Simulation d’un essai de traction compression superélastique (T > A f ) ;
– Simulation d’un essai de traction compression en réorientation de variantes de mar-

tensite (T < M f et variantes formées auto-accommodées).
Les résultats des différents essais sont présentés pour une variation de chaque para-

mètre étudié : εT
trac (fig. 3.11), εT

comp (fig. 3.12) et εT FA
trac (fig. 3.13).

On peut remarquer que le paramètre εT FA
trac qui caractérise la déformation maximale

de transformation pouvant être atteinte par la martensite formée auto-accommodée n’a
aucune influence sur les pseudo-diagrammes de phase (fig. 3.30a et 3.30b) ainsi que sur les
essais ayant pour état de départ un matériau totalement austénitique. Ceci est dû au fait
que dans ce cas, les variantes se forment directement de façon orientée et ne font donc pas
intervenir ce paramètre pour le calcul de la déformation de transformation à saturation.
La seule influence de ce paramètre est remarquable sur une courbe de réorientation de la
martensite (fig. 3.13d) ou sur la surface de charge de fin de transformation (fig. 3.13g) et se
traduit par un décalage de la valeur de déformation de transformation à saturation à la fois
en traction et en compression. Ce paramètre est en fait utilisé pour définir un ratio entre la
déformation de transformation à saturation pour des variantes formées de façon orientée
et celle obtenue pour de la martensite formée auto-accommodée. Le modèle suppose que
ce ratio est ensuite constant quel que soit la direction de déformation.

Le paramètre εT
comp, comme sa définition l’indique, fait évoluer la déformation de trans-

formation à saturation en compression pour les essais de traction-compression (fig 3.12c
et 3.12d). Le tracé des surfaces de charge en transformation ainsi qu’en orientation fait
apparaître une influence, outre celle observée dans le cas de la compression pure, sur le
quadrant correspondant à de la bi-traction dans le diagramme (Σ11, Σ22). Enfin, l’obser-
vation des pseudo-diagrammes de phase montre que les pentes de transformation sous
un chargement en compression augmentent en valeur absolue lorsque la valeur de εT

comp
diminue. En règle générale, une augmentation de la valeur critique de déformation de
transformation fait baisser la valeur de contrainte correspondante au début et la fin de
transformation dans le cas d’un chargement superélastique ainsi que la pente du plateau
de transformation lors d’un essai de traction. Ceci est dû à la présence d’un terme Σijε

T
ij

dans la force de transformation et au fait que la martensite créée lors d’un chargement
superélastique s’oriente directement à sa valeur de saturation

Le paramètre ayant l’influence la plus générale est εT
trac. En effet, si le modèle comporte

des paramètres de déformation de transformation à saturation dans le cas de la compres-
sion ou de la martensite formée auto-accommodée, ces derniers ne servent qu’à définir
des ratios qui sont ensuite utilisés dans l’expression de εT

SAT, cette dernière étant ensuite
uniquement basée sur le paramètre εT

trac. De ce fait, εT
trac a une influence sur l’allure des

courbes en compression (fig. 3.11c et 3.11d) ainsi que sur la pente des limites de transfor-
mation en compression (fig. 3.11a et 3.11b). Cette influence est d’ailleurs beaucoup plus
importante que celle constatée en traction. Il est de plus important de noter que le ratio
traction-compression est à surveiller dans le cas de l’expression de la surface de charge en
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(a) Pseudo-diagramme de phase mécanique. (b) Pseudo-diagramme de phase thermique.

(c) Traction-compression superélastique (d) Traction-compression en orientation des
variantes.

(e) Surfaces de début et de fin de transforma-
tion dans l’espace (Σ11, Σ22).

(f) Surfaces de début et de fin de transforma-
tion dans l’espace (Σ11, Σ12).

(g) Surfaces de début et de fin d’orientation
dans l’espace (Σ11, Σ22).

Fig. 3.11 – Étude de l’influence du paramètre εT
trac.
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(a) Pseudo-diagramme de phase mécanique. (b) Pseudo-diagramme de phase thermique.

(c) Traction-compression superélastique (d) Traction-compression en orientation des
variantes.

(e) Surfaces de début et de fin de transforma-
tion dans l’espace (Σ11, Σ22).

(f) Surfaces de début et de fin de transforma-
tion dans l’espace (Σ11, Σ12).

(g) Surfaces de début et de fin d’orientation
dans l’espace (Σ11, Σ22).

Fig. 3.12 – Étude de l’influence du paramètre εT
comp.
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(a) Pseudo-diagramme de phase mécanique. (b) Pseudo-diagramme de phase thermique.

(c) Traction-compression superélastique (d) Traction-compression en orientation des
variantes.

(e) Surfaces de début et de fin de transforma-
tion dans l’espace (Σ11, Σ22).

(f) Surfaces de début et de fin de transforma-
tion dans l’espace (Σ11, Σ12).

(g) Surfaces de début et de fin d’orientation
dans l’espace (Σ11, Σ22).

Fig. 3.13 – Étude de l’influence du paramètre εT FA
trac .
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orientation. En effet, les figures 3.11g et 3.12g montrent que dans certains cas critiques, la
convexité de la surface n’est pas respectée.

3.4.3 Validation sur des cas de chargements complexes

Objectif des essais de validations

Les essais de validations réalisés ont pour objectif de confronter la réponse du modèle à
des résultats obtenus expérimentalement, et ce pour des trajets de chargement complexes
justifiant l’utilisation d’un modèle tridimensionnel. Différents points seront observés pour
juger de la qualité du modèle :

– La prise en compte des différents mécanismes de déformation ;
– La description des cycles partiels ;
– La réponse face à des chargements mêlant à la fois thermique et mécanique ;
– Le comportement multiaxial et non proportionnel ;
– La prise en compte de chargement présentant des gradients de contrainte ou de dé-

formation.

Bases de données utilisées

Une première base de données concerne des essais réalisés sur des fils de NiTi par l’équipe
de l’IP ASCR de Prague [Sittner 2008]. Les fils présentent un diamètre de 0,1 mm et sont su-
perélastiques à température ambiante. Chaque échantillon à subi 100 cycles de stabilisation
en traction uniaxiale jusqu’à une déformation de 8 %. Enfin, chaque essai est précédé d’un
chauffage à 120 °C suivi d’un refroidissement jusqu’à la température d’essai afin d’assurer
un état initial identique à chaque manipulation. Quatre types d’essais ont été réalisés :

– Des essais de traction uniaxiale à différentes températures, avec des cycles complets
et partiels ;

– Des cycles thermiques sous différents niveaux de contrainte de traction ;
– Des chargements isothermes en traction-torsion à différentes températures ;
– Des essais de retour contraint.
L’autre base de données utilisée a été fournie par Grabe et Bruhns [Grabe et Bruhns

2009] et concerne des essais réalisés sur des tubes minces de NiTi. Ces derniers sont soumis
à des chargements traction-torsion, ce qui, compte tenu de la géométrie des éprouvettes,
fait apparaître un état de contrainte complexe de traction et cisaillement combinés. Les
essais réalisés sont des trajets carré et papillon, ce qui permet d’observer l’influence du
sens de parcours du trajet de chargement.

Les paramètres matériaux utilisés pour simuler ces différents essais sont présentés dans
le tableau 3.3

Simulation des essais isothermes de traction de l’IP ASCR

Les essais de traction réalisés sur des fils de NiTi par l’équipe de Prague sont de deux types :
des essais en cycle complet uniquement (traction jusqu’à la saturation de la déformation
de transformation puis retour) et des essais présentant un cycle complet suivi d’un cycle
partiel. Tous ces essais sont réalisés à des températures de -20, -10, 0, 10, 20, 40 et 60 °C.
Les résultats expérimentaux sont confrontés aux prédictions du modèle sur les figures 3.14,
3.15 et 3.16.

Plusieurs observations peuvent être faites quant aux résultats obtenus :
– Le module d’Young E a été identifié à partir de la courbe de traction à 20 °C. On peut

remarquer que ce module ne correspond pas à celui observé expérimentalement pour
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Fig. 3.14 – Simulation de chargements isothermes uniaxiaux à -20, -10 et 0 °C et comparaison avec les
résultats expérimentaux
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Fig. 3.15 – Simulation de chargements isothermes uniaxiaux à 10, 20 et 40 °C et comparaison avec les
résultats expérimentaux
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E (MPa) ν α (°C−1) εT
trac εT FA

trac εT
comp

IP ASCR 39 500 0,3 8.10
−6

0,056 0,053 0,044
∗

Grabe 70 000
∗

0,3∗ 8.10
−6

0,05
∗

0,04
∗

0,04
∗

bd trac br trac Ms (°C) A f (°C) r f

(MPa/°C) (MPa/°C)
IP ASCR 4.2 7 -80 -2 0,25

Grabe 5
∗

6
∗ -53 -23 0,6∗

Fmax
εT (MPa) H f (MPa) HεT (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)

IP ASCR 220 2 1 635 25 000
∗

68,5∗

Grabe 100
∗

4
∗

1 000
∗

40 000
∗

50
∗

Tab. 3.3 – Paramètres matériau utilisés dans les essais de validation. Le « ∗ » indique les paramètres qui ont
dû être estimés par manque de données expérimentales.

Fig. 3.16 – Simulation de chargements isothermes uniaxiaux à 60 °C et comparaison avec les résultats
expérimentaux
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les températures les plus élevées (40 et 60 °C). En effet, le module d’élasticité apparent
observé lors des essais expérimentaux tend à augmenter avec la température. Cette
différence ne peut pas être due à la présence de martensite résiduelle car le matériau
est porté à une température de 120 °C avant chaque essai afin de s’assurer qu’il
est bien initialement austénitique. En revanche, une transformation de l’austénite en
phase R pour les températures inférieures à 40 °C est possible. De ce fait, si le module
apparent lors des essais à 40 et 60 °C est bien celui de l’austénite, le module utilisé
pour alimenter le modèle, mesuré à 20 °C correspond à celui d’un matériau biphasé
austénite/phase R.

– Le module apparent de la martensite observé lors des essais expérimentaux est tou-
jours plus faible que celui de l’austénite. Ceci peut s’expliquer par la mobilité des
interfaces entre les variantes de martensite, qui tendent à minimiser l’énergie in-
terne stockée lors de la transformation martensitique initiale, et s’orientent progres-
sivement lors de l’application d’une contrainte, ou encore par le fait que le module
élastique de la phase martensitique est intrinsèquement plus faible que celui de l’aus-
ténite.

– Des écarts entre la contrainte de début de transformation prédite et celle observée
expérimentalement sont constatés lors de chargements à faible température (-20 et -
10 °C). Ceci est dû à une mauvaise estimation de la contrainte limite de réorientation
des variantes de martensite. Ce paramètre (Fmax

εT ) n’a en effet pas pu être identifier car
aucun essai de réorientation de la martensite n’était disponible.

– À haute température (60 °C), un écart important est observé au niveau de la pente
d’écrouissage du plateau de transformation martensitique. Cependant, on peut noter
que l’allure expérimentale de cet écrouissage ne correspond pas à la modélisation
linéaire utilisée pour les simulations et permet de mettre en évidence une des limites
du modèle.

– Pour les cas intermédiaires (de 0 à 40 °C), la réponse fournie par le modèle est proche
des résultats expérimentaux. On peut donc en déduire que la dépendance du com-
portement à la température d’essai est correctement prise en compte par le modèle.

Simulation des essais thermiques à contrainte constante de l’IP ASCR

Six essais de refroidissement-chauffage à contrainte constante ont été effectués, et ce pour
différents niveaux de contrainte. Les résultats expérimentaux ainsi que ceux des simula-
tions effectuées sont présentés sur la figure 3.17.

On peut noter que les essais réalisés à basse contrainte présentent une très faible dé-
formation inélastique. Ceci est dû à l’apparition de phase R, non prise en compte par le
présent modèle, dans les échantillons testés. Ceci explique donc l’absence de déforma-
tion de transformation dans les prédictions du modèle. En revanche, pour des niveaux de
contrainte plus élevés (de 400 à 500 MPa), le comportement observé expérimentalement est
bien reproduit par le modèle. Les températures de transformation sont correctement pré-
dites ainsi que le niveau de déformation de transformation atteint. Seules les températures
de transformation directe sont légèrement surévaluées (écart de l’ordre de 5 °C). On peut
ainsi en conclure que le modèle est capable de simuler des chargements thermiques sous
contrainte en utilisant un jeu de paramètres dont l’identification est issue d’essais purement
mécaniques.
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Fig. 3.17 – Simulation de chargements thermiques à contrainte constante et comparaison avec les résultats
expérimentaux
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Fig. 3.18 – Maillage utilisé pour la simulation des essais de traction-torsion de l’IP ASCR. Les éléments
utilisés sont des hexaèdres (20 nœuds et 27 points d’intégration) et des prismes à base triangulaire (15 nœuds
et 9 points d’intégration)

Simulation des essais isothermes de traction-torsion de l’IP ASCR

La base de données expérimentale propose une campagne d’essais isothermes en traction-
torsion réalisés pour différentes températures et niveaux de contrainte axiale. Un charge-
ment en traction est d’abord effectué pour arriver à la contrainte axiale voulue puis le fil est
sollicité en torsion par un déplacement angulaire imposé de façon alternative. Dix cycles
sont réalisés. Ce type de chargement présente une forte non proportionnalité à laquelle
vient s’ajouter un gradient de contrainte et de déformation selon le rayon du fil. Ceci im-
pose donc une simulation des essais via la méthode des éléments finis afin de prendre en
compte ces gradients. Le modèle numérique utilisé pour représenter la structure est com-
posé de 8 éléments quadratiques par section avec au total 3 sections pour aboutir à une
longueur de portion de fil à simuler de 0,1 mm (voir fig. 3.18). Afin de réduire le temps
de simulation numérique, seuls 4 cycles sont simulés au lieu des 10 réalisés expérimenta-
lement.

Les simulations réalisées correspondent aux essais à -40, -20, 0 et 50 °C sous une
contrainte axiale de 24 et 127 MPa. Les comparaisons entre les prédictions du modèle
et les résultats expérimentaux est présentée dans les figures 3.19, 3.20, 3.21 et 3.22. Y fi-
gurent pour chaque cas le moment de torsion en fonction de l’angle de rotation ainsi que
la déformation axiale en fonction du même angle de rotation.

De forts écarts entre la prédiction du modèle et la réponse expérimentale sont constatés
au niveau de la prédiction du moment de torsion. En effet, la pente de pseudo-écrouissage
prédite par le modèle est plus faible que celle observée expérimentalement et la valeur de
saturation de la déformation de transformation est atteinte beaucoup plus rapidement sur
les manipulations expérimentales. Plusieurs hypothèses peuvent expliquer cet écart :

– Aucune localisation de déformation n’est observée lors de sollicitations en torsion,
alors que les paramètres matériau ont été évalués sur des courbes de traction, où une
forte localisation de la transformation martensitique et par extension de la déforma-
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Fig. 3.19 – Cycles de traction-torsion à -40 °C
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Fig. 3.20 – Cycles de traction-torsion à -20 °C
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Fig. 3.21 – Cycles de traction-torsion à 0 °C
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Fig. 3.22 – Cycles de traction-torsion à 50 °C
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Fig. 3.23 – Prise en compte d’une contrainte interne afin de modéliser l’effet de texture du matériau [Hartl
2009].

tion de transformation est observée. Ceci a pour effet de faire évoluer la transforma-
tion de phase à une contrainte quasi-constante et de causer une sous-évaluation des
paramètres de pseudo-écrouissage.

– L’obtention de fils de faible diamètre comme celui utilisé expérimentalement induit
un écrouissage important du matériau lors des opérations de tréfilage. Il en résulte
une texture fortement orientée du matériau. Le critère utilisé dans le modèle pour
prendre en compte la déformation de transformation à saturation en fonction de la
direction de sollicitation suppose une texture isotrope. Il est donc inadapté à ce type
d’échantillons. Ceci peut expliquer la déformation de transformation à saturation
plus faible dans le plan transverse comme celle observée sur les échantillons utilisés.
Une solution proposée par Hartl [Hartl 2009] consiste à introduire dans l’expression
de la surface de charge de transformation une contrainte interne permettant de tenir
compte de la texture du matériau (voir fig. 3.23). Ceci nécessite cependant l’utilisation
des essais de torsion pour identifier cette contrainte interne. Nous n’avons pas utilisé
cette démarche, préférant identifier les paramètres de notre modèle sur des essais de
traction et tester son pouvoir prédictif sur les chargements complexes.

– Lors de leur réalisation, les fils ont subi un traitement thermique en présence d’oxy-
gène et ont donc pu former une couche d’oxyde en surface. Cette couche, même
mince, ayant une rigidité apparente plus importante que celle observée dans le com-
portement d’un AMF, joue un rôle important dans la rigidité en torsion globale du fil
du fait de son positionnement sur un rayon important. Cependant, le manque d’in-
formations quant au traitement thermique réalisé ne permet pas de confirmer cette
hypothèse.

De manière générale, l’évolution de la déformation axiale en fonction de l’angle de rota-
tion est correctement prédite de façon qualitative pour tous les essais. L’erreur quantitative
observée est quant à elle due à la description du modèle qui suppose une texture isotrope
du matériau. Ce point pourrait être enrichi en incorporant des éléments dépendants du
mode d’obtention du matériau (texture anisotrope). Ceci implique cependant l’ajout de
nombreux paramètres matériau qui alourdiront en conséquence la procédure d’identifica-
tion de ces derniers. Cependant, cette campagne d’essais permet de valider la capacité du
modèle à prédire le comportement induit par une non proportionnalité du chargement.
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Simulation des essais de retour contraint de l’IP ASCR

Six essais de retour contraint ont été effectués à une température ambiante de 23 °C, tem-
pérature pour laquelle le matériau présente un comportement superélastique. Trois sont
réalisés sur le plateau de transformation directe et les trois autres sur le plateau de trans-
formation inverse. Dans chaque cas, une déformation donnée (2, 3,5 et 5 %) est imposée
et un chauffage est effectué jusqu’à 100 °C. Les résultats de simulation et les essais expé-
rimentaux sont présentés dans les figures 3.24 et 3.25 avec, pour chaque cas, une courbe
mécanique dans le diagramme (Σ, E) et les pentes de transformation dans le diagramme
(Σ, T).

Outre les remarques déjà formulées dans la partie 3.4.3, il faut observer, dans cette
campagne d’essais et de simulations, le niveau de contrainte atteint lors du chauffage. On
peut noter que la prédiction du modèle est bonne et que les pentes de transformation
dans le diagramme (Σ, T) sont correctement représentées. On peut donc en conclure que
le modèle est adapté au dimensionnement d’actionneurs unidimensionnels. Les remarques
formulées dans la partie 3.4.3 sont à prendre en compte dans le cadre du dimensionnement
d’un actionneur faisant apparaître un comportement multiaxial et non proportionnel.

Essais multiaxiaux effectués par Grabe et Bruhns [Grabe et Bruhns 2009]

Les essais effectués par Grabe et Bruhns portent sur la traction-torsion de tube minces
de NiTi. Contrairement aux essais effectués par l’équipe de Prague sur des fils de NiTi,
la géométrie particulière des tubes (rapport épaisseur / diamètre supérieur à 5) fait que
l’on peut raisonnablement supposer un état de contrainte homogène suivant le rayon de
l’éprouvette et ainsi simuler le comportement du matériau en superposant un chargement
en traction pure et un chargement en cisaillement pur. De fait, il n’est pas nécessaire de
procéder à une résolution par la méthode des éléments finis car le comportement de la
structure peut être décrit par un seul point matériel (état homogène des contraintes).

Les trajets de chargements sont imposés par les déformations axiale et de cisaillement et
décrivent suivant les essais un carré ou un papillon parcourus dans les deux sens possibles
dans le diagramme (ε, γ). La matériau utilisé est superélastique à la température de l’essai
(27 °C). Les essais effectués ne permettant pas d’identifier les paramètres matériau par la
méthode décrite dans la partie 3.4.1, les paramètres utilisés sont issus de la bibliographie
[Panico et Brinson 2007] et les températures de transformation ont été identifiées à partir
des essais de Grabe et Bruhns. La comparaison entre les résultats expérimentaux et la
prédiction du modèle ne pourra cependant se faire que de manière qualitative. Les résultats
pour les trajets carrés et papillon sont présentés respectivement dans les figures 3.26 et 3.27.

Malgré le fait que les paramètres matériaux n’aient pas été identifiés complètement à
partir du matériau utilisé pour les tests expérimentaux, une bonne concordance peut être
observée de manière qualitative entre la prédiction du modèle et les résultats de Grabe et
Bruhns. Ainsi, la dissymétrie de comportement entre la traction et la compression induit
pour les deux types de chargement une réponse différente suivant le sens de parcours du
trajet de chargement. Il est ainsi possible de valider l’aspect non proportionnel et multiaxial
du modèle dans ce cas.

3.4.4 Validation de l’hypothèse des contraintes planes

Le modèle bidimensionnel développé pour le dimensionnement de structures minces via
des éléments finis de coque fait appel à l’hypothèse d’un état plan de contrainte, ainsi que
la prise en compte au niveau de la structure d’une rigidité en cisaillement transverse via un
facteur de correction calculé a priori. Afin de valider ces deux hypothèses de modélisation,
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Fig. 3.24 – Essais de retour contraint sur le plateau supérieur.
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Fig. 3.25 – Essais de retour contraint sur le plateau inférieur.
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Fig. 3.26 – Trajets de chargement carrés dans l’espace des déformations axiale et de cisaillement. Comparaison
des résultats expérimentaux [Grabe et Bruhns 2009] et numérique pour les deux sens de parcours.
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Fig. 3.27 – Trajets de chargement « papillon » dans l’espace des déformations axiale et de cisaillement. Com-
paraison des résultats expérimentaux [Grabe et Bruhns 2009] et numérique pour les deux sens de parcours.
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E (MPa) ν α (°C−1) εT
trac εT FA

trac εT
comp

39 500 0,3 8.10
−6

0,056 0,053 0,044

bd trac (MPa / °C) br trac (MPa / °C) Ms (°C) A f (°C) r f

4,2 7 -80 -2 0,25

Fmax
εT (MPa) H f (MPa) HεT (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)

220 2 1 635 25 000 68,5

Tab. 3.4 – Paramètres matériau utilisés pour les essais de gonflement de membrane.

Fig. 3.28 – Débattement d’une membrane sous pression. Comparaison entre les modèles 2D et 3D.

différentes simulations ont été effectuées, afin de comparer ce modèle au modèle tridimen-
sionnel pour des cas de chargement proches de ceux auxquels le modèle est supposé être
confronté lors de son utilisation (gonflement de films minces d’AMF).

Comparatif 2D / 3D

Afin de comparer les résultats des modèles 2D et 3D, un test est effectué sur une membrane
de forme circulaire, encastrée à sa périphérie et soumise à une pression. La membrane
présente un diamètre de 2 mm et une épaisseur de 0,01 mm. Elle est soumise, à l’état
superélastique (température ambiante de 25 °C), à une pression de 5 MPa. Les paramètres
matériau utilisés pour cette simulation sont indiqués dans le tableau 3.4. Un premier jeu
de simulations est effectué en utilisant le modèle 3D pour différentes densités de maillage
suivant l’épaisseur de la membrane. Les résultats obtenus sont ensuite comparés à ceux
d’un calcul utilisant le modèle 2D avec des éléments de coque en contraintes planes. Les
éléments finis utilisés lors de la modélisation 3D adoptent une formulation permettant
d’éviter le blocage en flexion.

La figure 3.28 présente le déplacement observé au centre de la membrane en fonction
du niveau de pression appliqué. On peut remarquer que les calculs 3D effectués avec 2

ou 4 éléments à interpolation linéaire dans l’épaisseur de la membrane donnent des ré-
sultats très proches. Ceci est un premier indicateur d’un état de contrainte faiblement non
linéaire suivant l’épaisseur de la membrane. Le résultat obtenu avec le modèle 2D a quant
à lui tendance à surestimer le déplacement d’environ 6 % lorsque le déplacement est le
plus important. Nous considérerons cette erreur comme acceptable et pouvons donc va-
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lider les résultats obtenus avec une modélisation par éléments de coque avec une loi de
comportement formulée en contraintes planes.

Influence des facteurs de correction en cisaillement transverse

La simulation de structures utilisant des éléments finis de coque dans le logiciel Abaqus,
couplée à l’utilisation d’une loi de comportement utilisateur via une subroutine UMAT,
implique de négliger les contraintes de cisaillement transverse. Cependant, ces dernières
sont prises en compte, dans la formulation des éléments de structure, par un facteur de
correction calculé a priori avec des hypothèses élastiques (voir section 3.3.3). Le comporte-
ment des alliages à mémoire de forme étant par nature non-linéaire, nous allons étudier ici
l’influence de la correction utilisée sur les prédictions obtenues dans un calcul de structure
simulant le gonflement d’une membrane. Des simulations sont réalisées, en se basant sur
une matrice de correction [Hc] des cisaillements transverses calculée de la façon suivante :

[Hc] =
5
6

h
E

2 (1 + ν)

[
1 0
0 1

]
(3.95)

où h est l’épaisseur de la coque considérée, E et ν les coefficients d’élasticité linéaire.
Trois séries de simulations sont effectuées, en conservant une membrane de diamètre

2 mm et pour des épaisseurs de 0,01 mm, 0,1 mm et 0,2 mm. Le déplacement du sommet
de la membrane en fonction de la pression appliquée est relevé. Les résultats obtenus avec
la loi de comportement formulée en 2D contraintes planes et des rigidités de cisaillement
transverse, basées sur le module d’Young (E = 39 500 MPa) et des modules 10 fois plus
grands ou plus faibles, sont comparés aux résultats d’une modélisation 3D (fig. 3.29). Pour
cette dernière, l’épaisseur de la membrane est discrétisée en quatre éléments à interpolation
linéaire (voir fig. 3.30) afin de tenir compte de l’hétérogénéité du champ de contraintes.

On peut remarquer que pour une faible épaisseur (0,01 mm), la rigidité de cisaillement
transverse n’influe pas le résultat du calcul. Ceci s’explique par le fait que l’hypothèses de
Kirchhoff (L/h > 20) est respectée. Pour les épaisseurs plus importantes où un cisaillement
transverse est présent, la solution la plus proche du résultat de référence qu’est le calcul 3D
est celle obtenue pour une rigidité de cisaillement transverse calculée à partir du module
d’Young. On peut donc en conclure que la simulation de structures de type coque avec une
loi de comportement formulée en 2D contraintes planes est validée. La rigidité au cisaille-
ment transverse devra être calculée à partir du module d’Young qui est un des paramètres
de la loi de comportement. Cependant, dans le cas de coques d’épaisseur importante (rap-
port diamètre / épaisseur de l’ordre de 10 dans le cas du gonflement d’une membrane), il
est préférable de se tourner vers une modélisation à l’aide d’éléments 3D.

Conclusion du chapitre

Le modèle de comportement développé dans le chapitre 2 a été implémenté avec succès
dans le code de calcul par élément finis Abaqus. Sa formulation a été confrontée à des essais
expérimentaux faisant intervenir des trajets de chargement complexes ainsi qu’à des essais
numériques ayant pour objectif de valider son implémentation en 2D contraintes planes
dans le cadre de calculs de structures faisant intervenir des éléments finis de coque. Ce
dernier modèle est particulièrement intéressant pour le dimensionnement d’applications
faisant intervenir des tôles ou des films minces d’AMF. Toutefois, les géométries extrême-
ment fines font apparaître des effets de taille qui ne peuvent être pris en compte par le
présent modèle. L’objectif du chapitre suivant est d’étendre le modèle par une approche
non locale dans le but de capter ces phénomènes.
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(a) Épaisseur 0,01 mm. (b) Épaisseur 0,1 mm.

(c) Épaisseur 0,2 mm

Fig. 3.29 – Débattement d’une membrane sous pression. Étude de l’influence de la rigidité de cisaillement
transverse.
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(a) Modélisation 3D.

(b) Modélisation avec des éléments de coque.

Fig. 3.30 – Modélisation par éléments finis du gonflement d’une membrane. Répartition de la fraction volu-
mique de martensite.
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Les alliages à mémoire de forme sont des matériaux à fort potentiel pour des applica-
tions utilisant des dispositifs miniatures (électronique) ou microsystèmes. Ces derniers

peuvent être sujets à de très importants effets de taille (voir chap. 1.6). Par ailleurs, des
modèles de comportement, sans aucune référence à une quelconque longueur interne du
matériau, sont incapables de capter de telles particularités. Une modélisation par une ap-
proche non locale est développée dans ce chapitre afin de pouvoir capter ce type de phé-
nomènes.

109





4.1. Des effets de taille à la modélisation non locale 111

4.1 Des effets de taille à la modélisation non locale

Selon Jirásek et Bažant [Jirásek et Bažant 2002], une partie des problèmes d’effet de taille1

peut être reliée à un phénomène d’adoucissement. Ce dernier peut être causé par un en-
dommagement ou entraîné par la déformation dans le cadre de la plasticité. Cependant,
une formulation classique, basée sur une loi de comportement standard, perd son objecti-
vité en présence d’adoucissement. Ceci signifie que la réponse du système matériel prédite
par le modèle n’est plus unique et ne traduit pas la réalité physique de celui-ci. D’un point
de vue mathématique, on parle d’une perte d’ellipticité2. Ceci se traduit numériquement par
une réponse de la structure qui dépend du maillage, une zone de localisation infinitési-
male (obtenue par raffinement du maillage), une réponse force-déplacement présentant un
phénomène de claquage et enfin une énergie dissipée nulle dans le cas d’un processus de
rupture.

De tels problèmes peuvent être résolus en considérant une ou plusieurs imperfections
(géométriques ou matérielles), présentes dans le milieu, par des approches dites non lo-
cales. Il s’agit, à travers ces techniques, d’enrichir les modèles continus standards en y
introduisant des informations concernant la structure interne du matériau. On distingue
deux types de stratégies non locales :

– les formulations intégrales, introduites par Eringen [Eringen 1966]
– les formulations à gradients, apparues dans les années 1980 [Zbib et Aifantis 1988].

C’est ce type d’approche qui va être utilisée dans ce travail.
Les modèles à gradient de variables internes sont l’équivalent différentiel de la formu-

lation non-locale intégrale (1.3). Ainsi, au lieu d’introduire la non localité par des intégrales
d’interactions spatiales, celle-ci est prise en compte par l’introduction de gradients de de-
grés élevés dans les équations de la loi de comportement du matériau. Deux catégories de
modèles à gradient peuvent être distinguées :

Les modèles explicites qui introduisent directement dans les équations de la loi de com-
portement des termes faisant intervenir les gradients de variables internes.

Les modèles implicites qui introduisent un champ non local de variables internes, défini
de façon implicite par une équation aux dérivées partielles à partir du champ local
de variables internes.

D’un point de vue mathématique, les modèles explicites font partie de la catégorie des
théories à non localité faible au sens où la réponse en chaque point matériel est conditionnée
par un voisinage infinitésimal de celui-ci. Ceci est dû au fait que les gradients sont calculés
à partir d’une distribution au sein d’un voisinage arbitrairement petit. Au contraire, les
modèles à gradient implicite font partie de la catégorie des théories à non localité forte au sens
où la réponse en chaque point est conditionnée par l’ensemble du domaine ou au moins
par un voisinage fini du point considéré. Rogula [Rogula 1982] propose des définitions
précises des concepts de non localité faible et forte.

Le présent travail s’intéresse de manière globale à la modélisation du comportement
thermomécanique des AMF (NiTi). On envisage d’utiliser ce type de matériau sous la

1Un effet de taille se traduit par une contrainte nominale qui dépend de la taille de la structure. Les exemples
types sont :

– la contrainte ultime de cisaillement qui augmente quand le rayon du spécimen diminue dans les tests de
microtorsion [Fleck et al. 1994]

– la microdureté (Rockwell) qui augmente quand la taille de l’indenteur diminue [Shu et Fleck 1998]
– la contrainte limite qui augmente quand l’épaisseur de la tôle diminue lors d’un essai de microflexion

[Idiart et al. 2009]

2Dans le cas statique. Pour un problème dynamique, on parle d’hyperbolicité
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forme d’une couche mince dont l’épaisseur est inférieure à 0,1 mm pour la fabrication
d’une membrane utilisée comme élément actif d’une micropompe. Compte tenu de la faible
épaisseur de la membrane, le modèle développé dans le cadre de la théorie locale n’est
pas suffisant pour rendre compte d’éventuels phénomènes de localisation et/ou d’effet de
taille. C’est pour cela que nous avons souhaité l’étendre au contexte non local.

Dans une première approche du problème, une version du modèle permettant de dé-
crire uniquement le phénomène de superélasticité est utilisée. L’extension non locale est ba-
sée sur l’utilisation de gradients de variable interne (la fraction volumique de martensite).
On considère ensuite que la structure présente une imperfection qui dégrade la contrainte
critique de transformation.

La modélisation étant basée sur les gradients de variables internes, il est nécessaire
d’avoir accès à cette grandeur en tout point de la structure. Aussi, dans le cadre d’un cal-
cul de structures par éléments finis, ceci implique l’utilisation d’éléments finis spécifiques
prenant en compte un champ non local de variables internes. Ce type d’élément n’étant
pas disponible dans les codes de calcul, nous avons développé deux éléments finis : un élé-
ment de barre 1D et un élément bidimensionnel pour un problème en contraintes planes.
Ces éléments présentent, en plus des degrés de liberté usuels que sont les déplacements aux
nœuds, des degrés de liberté concernant la fraction non locale de martensite aux nœuds.

4.2 Développement d’un élément fini de barre à approche non lo-
cale

4.2.1 Notion de non localité

Définition intégrale

La définition d’une quantité non locale est habituellement établie de façon intégrale
[Pijaudier-Cabot et Bažant 1987, Strömberg et Ristinmaa 1996]. La variable non locale en
un point de coordonnée x, la fraction non-locale de martensite f dans le cas de la modé-
lisation du comportement des AMF, est définie par une moyenne pondérée en tous points
d’un milieu Ω :

f (x) =
1

Ψ (x)

∫
Ω

ψ (y, x) f (y) dΩ (y) (4.1)

y est la position du domaine infinitésimal dΩ et ψ (y, x) est la fonction de pondération
qui peut être, par exemple, de type Gaussienne :

ψ (y, x) =
1

8π3/2`3 exp

(
−|x− y|2

4`2

)
(4.2)

Le paramètre de longueur interne ` permet de déterminer la taille de la zone de contri-
bution à la quantité non-locale. Ce paramètre est lié à une dimension caractéristique de la
microstructure. Afin de retrouver le comportement local lorsque ` → 0 ( f (x) = f (x)), la
fonction de normalisation Ψ (x) est définie par :

Ψ (x) =
∫

Ω
ψ (y, x) dΩ (y) (4.3)
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Approximation explicite par un gradient

La quantité définie par l’intégrale (4.1) peut être approchée en décrivant f par un dévelop-
pement en séries de Taylor au voisinage de x :

f (y) = f (x) +
d f (x)

dx
(y− x) +

1
2!

d2 f (x)
dx2 (y− x)2 +

1
3!

d3 f (x)
dx3 (y− x)3

+
1
4!

d4 f (x)
dx4 (y− x)4 + . . .

(4.4)

L’intégrale 4.1 peut ainsi être évaluée en prenant en compte la propriété de parité de la
fonction ψ (y, x) :

f (x) = f (x) + c (`) f,xx (x) + d (`) f,xxxx (x) + . . . (4.5)

En ignorant les termes de quatrième ordre et plus, on aboutit à l’approximation explicite
suivante :

f (x) = f (x) + c (`) f,xx (x) (4.6)

Le paramètre c (`) dépend de la fonction de pondération choisie. Ici :

c (`) = `2 (4.7)

On parle ici d’une définition explicite car la quantité non locale f peut être directement
calculée à partir de la quantité locale f et de ses dérivées. Il faut noter que lorsque ` → 0
ou lorsque le champ de f est homogène, on retrouve le cadre de l’approche locale. De
plus, bien qu’une longueur interne ` permette de gérer les interactions dans l’espace ma-
tériel considéré, cette approximation n’est que faiblement non locale comme montré par
Peerlings et al. [Peerlings et al. 2001].

Approximation implicite par gradient

Le caractère faiblement non local de l’approximation par gradient (4.6) peut être amélioré
en considérant des ordres plus importants du développement de Taylor. Ceci n’est cepen-
dant pas satisfaisant du point de vue de la résolution numérique. Il est toutefois possible
de l’améliorer en partant de la dérivée seconde de l’équation (4.5) :

f ,xx (x) = f,xx (x) + c (`) f,xxxx (x) + . . . (4.8)

Cette relation est multipliée par c (`) puis soustraite à l’équation (4.5) :

f (x)− c (`) f ,xx (x) = f (x) +
(
d (`)− c2 (`)

)
f,xxxx (x) + . . . (4.9)

Si les coefficients des termes d’ordre élevé, à commencer par d (`)− c2 (`), sont ignorés, on
obtient l’expression suivante :

f (x)− c (`) f ,xx (x) = f (x) (4.10)

Cette relation est une expression par gradient implicite de l’intégrale (4.1). Il s’agit d’une
équation aux dérivées partielles (EDP) en terme de f . L’approximation effectuée gagne en
précision si la fonction de pondération choisie implique d (`)− c2 (`) = 0. Peerlings et al.
[Peerlings et al. 2001] ont montré que la solution de cette EDP peut être déterminée par la
méthode des fonctions de Green :

f (x) =
∫

Ω
G (y, x) f (y) dΩ (y) (4.11)



114 Chapitre 4. Prise en compte des effets spécifiques aux applications de petite taille

Cette expression adopte la fonction de Green G (y, x) associée à l’équation (4.10) à la place
de la fonction de Gauss usuelle. D’un point de vue mathématique, il s’agit d’une non
localité forte (interaction avec un voisinage infini ou du moins plus large que dans le cas
précédent).

Zauderer [Zauderer 1989] a proposé la fonction de Green suivante, impliquant c (`) =
`2 :

G (x, y) =
1

4πρ`2 exp
(
−ρ

`

)
(4.12)

où ρ = |x− y|. Engelen et al. [Engelen et al. 2003] ont montré que cette fonction de pondé-
ration induit également que d (`)− c2 (`) = 0 pour un champ local arbitraire f (x). On peut
ainsi négliger les termes d’ordre élevé dans l’équation (4.9) lorsque la fonction de Green
proposée est utilisée comme fonction de pondération. De plus, l’équation (4.10) permet de
retrouver le champ local lorsque `→ 0

4.2.2 Application de l’approche non locale pour un comportement superélastique

On s’attache ici à valider l’approche non locale dans le cadre de la modélisation du com-
portement des AMF. Ici, un modèle simple est utilisé. Ce dernier ne modélise que l’effet
superélastique et ne possède qu’une seule variable interne, la fraction volumique de mar-
tensite. Pour ce type de modèle, une seule force motrice liée à un processus de dissipation
est à préciser, ici la force de transformation :

Ff = Σ− B (T − T0)−F
(

f , f
)

(4.13)

Où la fonction F
(

f , f
)

permet de prendre en compte l’influence de la non localité
sur le processus de transformation martensitique. Dans le cas des alliages à mémoire de
forme et de la modélisation de leur effet superélastique, la déformation inélastique de
transformation de phase est liée à la fraction volumique de martensite et nécessairement
bornée (0 ≤ f ≤ 1). Il est donc nécessaire d’introduire une limitation de la valeur locale de
la fraction volumique de martensite. Pour ce faire, des pénalités identiques à celles utilisées
pour le modèle standard sont introduites (voir chap. 2). De même, les interactions entre les
différentes variantes pouvant apparaître sont prises en compte par un paramètre H f positif
portant sur la variable locale f . La dépendance à la variable non locale f a quant à elle été
reportée sur le terme dissipatif. On obtient alors l’expression de Ff :

Ff = Σ− B (T − T0)− H f f − α0
f − 1

f
− α1

f
1− f

(4.14)

Le terme dissipatif dérive de celui utilisé pour le modèle AMF exhaustif. Ici, on ne
considère qu’une force critique, caractéristique d’une surface de charge analogue à celle
d’un frottement sec. Cependant, la valeur de cette force critique va décroître en fonction
de la valeur de la fraction volumique non locale de martensite afin de modéliser une pente
locale négative de la courbe contrainte-déformation [Churchill et al. 2009]. Dans un soucis
de simplicité, les boucles internes ne seront pas prises en compte.

Fcrit
f = Fcrit

f0
exp−H f f (4.15)

où H f et Fcrit
f0

sont des paramètres matériau.
L’équilibre du processus de transformation de phase s’écrit alors :∣∣Ff

∣∣ ≤ Fcrit
f (4.16)
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Fig. 4.1 – Schématisation du problème en un domaine Ω de frontière Γ sur laquelle s’appliquent des conditions
aux limites.

Ainsi, dans un volume élémentaire représentatif pour une barre en 1D, la déformation
totale s’exprime :

E =
Σ
Y

+ ET (4.17)

où la déformation de transformation ET s’exprime :

ĖT = ḟ NεT
sat (4.18)

N représente la direction d’écoulement qui, en 1D, ne peut prendre que les valeurs −1
ou +1. De plus, notre modèle se limitant au cas de la superélasticité, la direction d’orien-
tation de la martensite peut, en première approximation, être confondue avec celle de la
contrainte. La loi de comportement considérée admet pour variables de contrôle la défor-
mation totale E et la fraction non locale de martensite f . Les inconnues sont quant à elles
la contrainte Σ et la fraction locale de martensite f . La loi de comportement équilibrée peut
se traduire sous une forme faisant intervenir des opérateurs tangents :{

δΣ = HuuδE + Hu f δ f
δ f = H f uδE + H f f δ f

(4.19)

4.2.3 Forme faible de l’équilibre

L’équilibre mécanique statique se traduit, en négligeant les forces internes :

Σ,x = 0 (4.20)

La relation entre les fractions locale et non locale de martensite est également introduite :

f = f − `2 f ,xx (4.21)

Si les conditions aux limites du problème mécanique restent classiques, la définition de
la fraction non-locale de martensite fait appel à une condition aux limites de type Neu-
mann :

f ,x = 0 sur Γ (4.22)

où Γ représente la frontière du domaine Ω (voir fig. 4.1).
Ce type de condition aux limites est cohérent avec le fait que f = f pour une distribu-

tion homogène de la fraction de martensite ou pour le cas limite où ` → 0. De ce fait, la
quantité totale de martensite est conservée au sein du domaine Ω :∫

Ω
f dΩ =

∫
Ω

f dΩ (4.23)
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On introduit deux espaces de champs virtuels :

Wu =
{

wu\wu ∈
[
C0]}

W f =
{

w f \w f ∈
[
C0]} (4.24)

ici, les wu représentent les champs virtuels de déplacement cinématiquement admissibles
et les w f les champs associés à la fraction volumique de martensite.

En multipliant l’équation d’équilibre mécanique (4.20) par le champ virtuel wu et en
intégrant cette relation sur tout le domaine Ω, on obtient :∫

Ω
wuΣ,xdΩ = 0 ∀wu ∈Wu (4.25)

En procédant à une intégration par parties, on aboutit à l’égalité suivante :∫
Ω

wu,xΣdΩ−
∫

Γ
wuTdΓ = 0 ∀wu ∈Wu (4.26)

T représente le vecteur contrainte appliqué à la frontière Γ du domaine Ω.
On procède de la même façon pour l’équation décrivant la fraction non locale de mar-

tensite : ∫
Ω

w f

(
f − `2 f ,xx

)
dΩ−

∫
Ω

w f f dΩ = 0 (4.27)

L’égalité suivante est obtenue après intégration par parties en introduisant la condition
aux limites de type Neumann 4.22 :∫

Ω

(
w f f + `2w f ,x f ,x

)
dΩ−

∫
Ω

w f f dΩ = 0 (4.28)

Ces deux équations sont ensuite linéarisées afin de faire apparaître les modules tangents
définis dans (4.19) :∫

Ω
wu,x

(
Σ(i−1) + δΣ

)
dΩ =

∫
Γ

wuT(i)dΓ∫
Ω

wu,xΣ(i−1)dΩ +
∫

Ω
wu,x

(
HuuδE + Hu f δ f

)
dΩ =

∫
Γ

wuT(i)dΓ∫
Ω

wu,x HuuδEdΩ +
∫

Ω
wu,x Hu f δ f dΩ = −

∫
Ω

wu,xΣi−1dΩ +
∫

Γ
wuT(i)dΓ

(4.29)

∫
Ω

(
w f f + `2w f ,x f ,x

)
dΩ−

∫
Ω

w f

(
f (i−1) + δ f

)
dΩ = 0

−
∫

Ω
w f

(
H f uδE + H f f δ f

)
dΩ +

∫
Ω

(
w f δ f + `2w f ,xδ f ,x

)
dΩ

−
∫

Ω
w f f (i−1)dΩ +

∫
Ω

(
w f f

(i−1)
+ `2w f ,x f

(i−1)
,x

)
dΩ = 0

(4.30)

4.2.4 Discrétisation spatiale

L’élément développé est un élément barre 1D à deux noeuds. Chaque noeud comporte
deux degrés de liberté : le déplacement u et la fraction non locale de martensite f . On
se rapporte à un élément isoparamétrique dont la coordonnée ξ varie entre −1 et +1. Le
vecteur des déplacements aux noeuds est noté

{
uN} et le vecteur de fraction non locale
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de martensite au noeuds
{

f
N
}

. Par le biais des fonctions d’interpolation [Nu
N ] et

[
N f

N

]
, le

déplacement et la fraction non locale de martensite peuvent être exprimés en tout point de
l’élément de coordonnée ξ :

u = [Nu
N ]
{

uN
}

avec [Nu
N ] =

[
1−ξ

2
1+ξ

2

]
f =

[
N f

N

] {
f

N
}

avec
[

N f
N

]
=
[

1−ξ
2

1+ξ
2

] (4.31)

On notera que les matrices d’interpolation sont les mêmes pour les deux degrés de liberté
de nature différente que sont le déplacement et la fraction non locale de martensite. Ces
matrices d’interpolation permettent également la calcul des champs virtuels en tout point :

ωu = [Nu
N ]
{

ωN
u

}
ω f =

[
N f

N

] {
ωN

f

} (4.32)

Les opérateurs [Bu
n ] et

[
B f

N

]
permettent l’accès à la déformation et au gradient de frac-

tion non-locale de martensite pour un point de coordonnée ξ de l’élément de référence :

E = [Bu
N ]
{

uN
}

avec [Bu
N ] =

[
−1/L 1/L

]
=
[

Nu
N,ξ

]
J −1

f , x =
[

B f
N

] {
f

N
}

avec
[

B f
N

]
=
[
−1/L 1/L

]
=
[

N f
N,ξ

]
J −1

(4.33)

où L représente la longueur de l’élément de structure et J le jacobien de la transformation
permettant de passer de l’élément de structure à l’élément de référence (voir fig. 4.2).

En introduisant les matrices d’interpolation et les opérateurs gradient dans les formes
faibles des équations d’équilibre (4.29) et (4.30), on obtient :∫

Ω
[Bu

N ]T Huu [Bu
N ] dΩ

{
δuN

}
+
∫

Ω
[Bu

N ]T Hu f
[

N f
N

]
dΩ

{
δ f

N
}

=−
∫

Ω
[Bu

N ]T Σ(i−1)dΩ +
∫

Γ
[Nu

N ]T T(i)dΓ
(4.34)

−
∫

Ω

[
N f

N

]T
H f u [Bu

N ] dΩ
{

δuN
}
−
∫

Ω

[
N f

N

]T
H f f

[
N f

N

]
dΩ

{
δ f

N
}

+
∫

Ω

[
N f

N

]T [
N f

N

]
dΩ

{
δ f

N
}

+
∫

Ω
`2
[

B f
N

]T [
B f

N

]
dΩ

{
δ f

N
}

=
∫

Ω

[
N f

N

]T
f (i−1)dΩ−

∫
Ω

[
N f

N

]T [
N f

N

]
dΩ

{
f

N(i−1)
}

−
∫

Ω
`2
[

B f
N

]T [
B f

N

]
dΩ

{
f

N(i−1)
}

(4.35)

Les incréments des degrés de liberté aux noeuds sont reliés aux forces nodales rési-
duelles internes et externes par le biais d’une matrice de rigidité : [Kuu]

{
δuN}+

[
Ku f

] {
δ f

N
}

= −{Fu
int}+ {Fu

ext}[
K f u

] {
δuN}+

[
K f f

] {
δ f

N
}

= −
{

F f
int

} (4.36)
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Les forces et les sous-matrices de rigidité sont exprimées de façon intégrale sur le do-
maine de l’élément Ωe à partir des modules tangents de la loi de comportement et des
opérateurs d’interpolation :

[Kuu] =
∫

Ωe

[Bu
N ]T Huu [Bu

N ] dΩ[
Ku f

]
=
∫

Ωe

[Bu
N ]T Hu f

[
N f

N

]
dΩ

{Fu
int} =

∫
Ωe

[Bu
N ]T Σ(i−1)dΩ

{Fu
ext} =

∫
Γe

[Nu
N ]T T(i)dΓ[

K f u
]

=−
∫

Ωe

[
N f

N

]T
H f u [Bu

N ] dΩ[
K f f

]
=−

∫
Ωe

[
N f

N

]T
H f f

[
N f

N

]
dΩ +

∫
Ωe

[
N f

N

]T [
N f

N

]
dΩ

+
∫

Ωe

`2
[

B f
N

]T [
B f

N

]
dΩ{

F f
int

}
=−

∫
Ωe

[
N f

N

]T
f (i−1)dΩ +

∫
Ωe

[
N f

N

]T [
N f

N

]
dΩ

+
∫

Ωe

`2
[

B f
N

]T [
B f

N

] {
f

N(i−1)
}

dΩ

(4.37)

4.2.5 Calcul des matrices de rigidité

Les matrices de rigidité
[
Kij] étant définies de façon intégrale, il est nécessaire de procéder

à une intégration numérique sur tout le domaine défini par l’élément Ωe. Pour ce faire,
une intégration de Gauss est utilisée. Deux points de Gauss sont définis dans l’élément
de référence, aux coordonnées −1/

√
3 et 1/

√
3. Chacun de ces points a un poids noté ωi.

Dans le cas de l’élément de référence considéré, les poids sont de 1. Les sous-matrices de
rigidité se calculent ainsi de la façon suivante :

[Kuu] =
[ 1

L2 − 1
L2

− 1
L2

1
L2

] 2

∑
i=1

ωi Huu (ξi)J (ξi) (4.38)

[
Ku f

]
=

2

∑
i=1

ωi

[
ξi−1
2L − 1+ξi

2L
− ξi−1

2L
1+ξi

2L

]
Hu f (ξi)J (ξi) (4.39)

[
K f u

]
= −

2

∑
i=1

ωi

[
ξi−1
2L − ξi−1

2L
− 1+ξi

2L
1+ξi

2L

]
H f u (ξi)J (ξi) (4.40)

[
K f f

]
=

2

∑
i=1

ωi

([
(ξi−1)2

4 − (ξi−1)(ξi+1)
4

− (ξi−1)(ξi+1)
4

(ξi+1)2

4

] (
1− H f f (ξi)

)
+`2

[ 1
L2 − 1

L2

− 1
L2

1
L2

])
J (ξi)

(4.41)

où J est le jacobien de la transformation F permettant le passage de l’élément de structure
à l’élément de référence (voir fig. 4.2)



4.2. Développement d’un élément fini de barre à approche non locale 119

Fig. 4.2 – Passage d’un élément de structure à l’élément de référence.

Pour les forces internes , on obtient :

{Fu
int} =

[
−1/L
1/L

] 2

∑
i=1

ωiΣ(i−1) (ξi)J (ξi) (4.42)

{
F f

int

}
=−

2

∑
i=1

ωi

[
1−ξi

2
1+ξi

2

]
f (i−1) (ξi)J (ξi)

+

(
2

∑
i=1

ωi

([
(ξi−1)2

4 − (ξi−1)(ξi+1)
4

− (ξi−1)(ξi+1)
4

(ξi+1)2

4

]

+`2
[

1/L2 −1/L2

−1/L2 1/L2

])
J (ξi)

) f
1(i−1)

f
2(i−1)


(4.43)

4.2.6 Résolution numérique

Afin de calculer les grandeurs Huu, Hu f , H f u et H f f dans les expressions des sous-matrices
de rigidité de l’élément, il est nécessaire de résoudre les équations implicites de la loi de
comportement et d’en extraire ses opérateurs tangents. Le choix des degrés de liberté de
l’élément oriente la procédure numérique vers la résolution d’un problème où les variables
de contrôle sont la déformation totale E et la fraction non locale de martensite f . Ce pro-
blème aura donc pour inconnues la contrainte Σ et la fraction locale de martensite f .

Dans un premier temps, une prédiction élastique de l’état de contrainte est effectuée.
Suivant cette prédiction, deux cas sont à considérer :

– Le cas élastique : {
Σ = YE−Y f NεT

sat
∆ f = 0

(4.44)

– La cas d’une transformation martensitique :{
Σ = YE−Y f NεT

sat

signe
(

Ff
) (

Σ− B (T − T0)−F
(

f , f
))

= Fcrit
f

(4.45)

Deux résidus peuvent alors être écrits, R f pour la transformation et Rσ pour la
contrainte. Dans chaque cas :

– cas élastique :

R f = ∆ f

Rσ = Σ−YE + Y f NεT
sat

(4.46)

– cas d’une transformation de phase :

R f = signe
(

Ff
) (

Σ− B (T − T0)−F
(

f , f
))
− Fcrit

f

Rσ = Σ−YE + Y f NεT
sat

(4.47)
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De la même manière que pour la loi de comportement 3D (voir chap. 3), les incréments
des variables de contrôle sont regroupés dans un vecteur ∆Y et ceux des inconnues dans
un vecteur ∆X. La procédure de résolution par un algorithme de Newton-Raphson amorti
est la même. Concernant le calcul des opérateurs tangents nécessaires à la construction de
la matrice de rigidité, les égalités suivantes sont posées :

Huu =
∂∆Σ
∂∆E

Hu f =
∂∆Σ
∂∆ f

H f u =
∂∆ f
∂∆E

H f f =
∂∆ f
∂∆ f

(4.48)

La condition d’équilibre local s’écrit :

JXδ∆X + JYδ∆Y = 0 (4.49)

avec les jacobiens :

JX =

[
∂Rσ
∂∆Σ

∂Rσ
∂∆ f

∂R f
∂∆Σ

∂R f
∂∆ f

]
JY =

 ∂Rσ
∂∆E

∂Rσ

∂∆ f
∂R f
∂∆E

∂R f

∂∆ f

 (4.50)

Les opérateurs tangents sont ensuite extraits de la matrice ∂∆X
∂∆Y obtenue par la relation :

∂∆X
∂∆Y

= −J −1
X JY (4.51)

4.2.7 Simulations et résultats

Étude de l’influence du paramètre de longueur interne

Un cas simple permettant la mise en évidence de l’effet de localisation consiste à considé-
rer une barre dont la zone centrale serait affaiblie (section où la force critique de début de
transformation est plus faible) (voir fig. 4.3). Dans un premier temps, cette dernière est dis-
crétisée en 180 éléments afin d’étudier l’influence du paramètre de longueur interne `. Une
extrémité de la barre est bloquée en déplacement et l’autre subit un déplacement imposé
jusqu’à atteindre une élongation totale de la barre de 6 %. La transformation martensitique
se propageant de façon symétrique de part et d’autre de la barre, l’origine des coordonnées
est prise au centre de la zone affaiblie. Il faut noter que pour simuler ce type de structure, il
n’est pas nécessaire de spécifier de condition aux limites sur les degrés de liberté f . En ef-
fet, seul la condition aux limites de Neumann f ,x = 0 sur Γ s’applique, et cette dernière
est prise en compte de façon implicite dans la formulation de l’élément. Les paramètres
géométriques et matériau de cette simulation sont présentés dans le tableau 4.1.

La réponse force-déplacement de la barre est ramenée en terme de contrainte et élonga-
tion globale. Les réponses obtenues pour différentes valeurs de ` sont comparées à la loi de
comportement locale (obtenue pour f = f ) et présentées dans la figure 4.4. On peut noter
que le phénomène de localisation (pic de contrainte suivi d’un plateau) est observable pour
les valeurs de ` petites devant la taille de l’hétérogénéité. Pour ces essais (` = 4 mm et ` =
10 mm) , on retrouve bien le type de comportement décrit par Churchill [Churchill et al.
2009]. On notera que les simulations effectuées pour des valeurs de ` plus petites n’ont pas
convergé. En effet, pour ces petites valeurs, la moindre hétérogénéité numérique obtenue
sur la réponse de la structure provoque une localisation. Cette dernière peut alors avoir
lieu hors de la zone affaiblie, provoquant ainsi une non-unicité de la solution.
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Fig. 4.3 – Essais de traction sur une barre dont la zone centrale est affaiblie.

L 200 mm
d 40 mm
S 1,3 mm2

B 5 MPa / °C
T 25 °C
T0 -40 °C

Fcrit
f0

150 MPa (nominal)
Fcrit

f0
140 MPa (zone affaiblie)

H f 1 MPa
H f 4

Y 70 000 MPa
εT

SAT 0,05

α0 0,1
α1 0,1

Tab. 4.1 – Paramètres de simulation utilisés pour l’essai de traction sur une barre affaiblie.
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Fig. 4.4 – Réponse d’une barre affaiblie sollicitée en traction pour différentes valeurs du paramètre de longueur
interne `.

Pour des valeurs de ` grandes devant la taille de l’hétérogénéité, le comportement local
est retrouvé. La transformation de phase ne localise que très faiblement et la réponse de
la structure est globalement homogène. Ceci peut notamment être observé sur la figure 4.5
qui présente la distribution spatiale de la fraction non-locale de martensite au cours du
chargement.

Étude de la sensibilité au maillage

Afin de tester la stabilité de la solution par rapport à la finesse du maillage, le cas test
précédent pour lequel une forte localisation de la transformation est observée (` = 4 mm) est
simulé pour différentes densités de maillage. La réponse force-déplacement de la structure
est présentée dans la figure 4.6. On peut remarquer que le fait de diminuer le nombre
d’éléments fait apparaître des oscillations dans la réponse de la structure. Ces oscillations
correspondent à la propagation brutale de la transformation martensitique d’un élément
à l’autre. En effet, l’interpolation réalisée dans les éléments est linéaire, ce qui fait que le
gradient de la fraction non locale de martensite f ,x est constant pour un élément donné. De
ce fait, si la longueur de l’élément est grande devant la longueur interne, la contribution de
la non localité sur la loi de comportement est altérée. On peut cependant noter que, pour un
niveau de chargement donné, la répartition spatiale de la fraction non-locale de martensite
reste cohérente quel que soit le type de maillage utilisé (voir fig. 4.7). Cette faiblesse de
l’approche non-locale utilisée peut être résolue en adaptant, pour une structure donnée, la
taille du maillage à la valeur du paramètre de longueur interne utilisé ou en adoptant des
éléments finis possédant des fonctions d‘interpolation de degré plus élevé.
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(a) ` = 4 mm. (b) ` = 10 mm.

(c) ` = 50 mm. (d) ` = 100 mm.

Fig. 4.5 – Distribution spatiale de la variable non locale f au cours du chargement pour différentes valeurs
du paramètre de longueur interne `.

Fig. 4.6 – Influence du maillage sur la réponse force déplacement d’une poutre affaiblie.
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Fig. 4.7 – Répartition spatiale de la quantité f pour différentes densités de maillage à un état de chargement
correspondant à une élongation globale de 2 %.

4.3 Développement d’un élément 2D contraintes planes à ap-
proche non locale

4.3.1 Motivations

La modélisation du comportement des AMF par une approche non locale 1D s’applique
à des structures unidimensionnelles telles que des fils. On souhaite étendre ce type d’ap-
proche aux structures bidimensionnelles telles que les films minces. Ces derniers peuvent
notamment être utilisés dans le cadre d’applications microfluidiques (micropompes) où
les niveaux de déformation pouvant être atteints par les AMF sont intéressants pour des
applications fonctionnant à faible fréquence et à débit élevé.

4.3.2 Formulation de la non localité

Dans le cas 2D, la formulation intégrale de la variable non locale (équation 4.1) s’écrit :

f
(−→x ) =

∫
Ω

G
(−→y ,−→x

)
f
(−→y )dΩ

(−→y ) (4.52)

avec G
(−→y ,−→x

)
:

G
(−→y ,−→x

)
=

1
4πρ`2 exp

(
−ρ

`

)
(4.53)

où

ρ =
∣∣−→x −−→y ∣∣ =

√√√√ 2

∑
i=1

(xi − yi)
2 (4.54)

Le développement en séries de Taylor de f
(−→y ) au voisinage du point −→x est donné
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par :

f
(−→y ) = f

(−→x )+
∂ f
∂xi

(yi − xi) +
1
2!

∂2 f
∂xi∂xj

(yi − xi)
(
yj − xj

)
+

1
3!

∂3 f
∂xi∂xj∂xk

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk)

+
1
4!

∂4 f
∂xi∂xj∂xk∂xl

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk) (yl − xl)

+ . . .

(4.55)

où la convention d’Einstein de sommation sur les indices i, j, k, l, . . . doit être appliquée.
Ce développement remplace dès lors l’expression de f

(−→y ) dans l’équation (4.52).
La parité de la fonction G

(−→y ,−→x
)

permet de simplifier cette relation. Les calculs sont
détaillés en annexe A.3. On aboutit alors à une expression similaire à celle obtenue dans le
cas 1D :

f
(−→x ) = f

(−→x )+ c (`)∇2 f
(−→x )+ d (`)∇4 f

(−→x )+ . . . (4.56)

où ∇2 représente l’opérateur laplacien :

∇2 = ∑
i

∂2

∂x2
i

(4.57)

Afin de modéliser une non localité forte (formulation par gradient implicite ayant pour
terme source la variable non locale), on pose :

f
(−→x )− `2∇2 f

(−→x ) = f
(−→x ) (4.58)

Cette équation vient s’ajouter à celle de l’équilibre mécanique statique dans le cas de
forces de volume nulles. Le problème mécanique est alors régi par les équations aux déri-
vées partielles suivantes : {

f
(−→x )− `2 f ,ii

(−→x ) = f
(−→x )

Σij,j = 0
(4.59)

auxquelles s’ajoutent les conditions aux limites.
C’est ce système d’EDP que va devoir résoudre l’élément développé ci-après,

QPS4SMANL (Quadrangle Plane Stress 4 nœuds Shape Memory Alloy Non Local).

4.3.3 Formulation intégrale faible

On admet, dans un premier temps, l’existence d’une loi de comportement faisant intervenir
des opérateurs tangents, ces derniers seront développés plus loin dans le chapitre : δΣij = Huu

ijklδEkl + Hu f
ij δ f

δ f = H f u
kl δEkl + H f f δ f

(4.60)

On admet également l’existence des espaces de champs virtuels Wu et W f associés
respectivement aux espaces des déplacements et de la variable fraction non locale de mar-
tensite :

Wu =
{−→w u\−→w u ∈

[
C0]2

}
W f =

{
w f \w f ∈

[
C0]} (4.61)
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La formulation faible de l’équation mécanique s’obtient en multipliant l’équation mé-
canique (4.59) par −→w u et en intégrant sur tout le domaine Ω :∫

Ω

−→w u ·
−→∇ΣdΩ = 0 ∀−→w u ∈Wu (4.62)

En procédant à une intégration par parties, il vient :∫
Ω

[−→∇−→w u

]T
: ΣdΩ =

∫
Γ

−→w u ·
−→
T dΓ ∀−→w u ∈Wu (4.63)

où
−→
T = Σ · −→n représente le vecteur contrainte à la frontière Γ du domaine Ω.
De la même façon, une formulation intégrale faible est écrite pour l’équation implicite

de la fraction non locale de martensite, faisant intervenir cette fois-ci le champ virtuel w f :∫
Ω

w f

(
f − `2∇2 f

)
dΩ =

∫
Ω

w f f dΩ (4.64)

On procède à nouveau à une intégration par parties en prenant en compte la condition aux
limites de type Neumann (

−→∇ f =
−→
0 sur Γ) :∫

Ω
w f f + `2−→∇w f ·

−→∇ f dΩ =
∫

Ω
w f f dΩ (4.65)

Les équations (4.63) et (4.65) sont ensuite linéarisées en faisant intervenir les opérateurs
tangents de la loi de comportement :∫

Ω

[−→∇−→w u

]T
: (Huu : δE) dΩ +

∫
Ω

[−→∇−→w u

]T
:
(

Hu f δ f
)

dΩ

=
∫

Γ

−→w u ·
−→
T (i)dΓ−

∫
Ω

[−→∇−→w u

]T
: Σ(i−1)dΩ

(4.66)

−
∫

Ω
w f H f u : δEdΩ +

∫
Ω

w f

(
1− H f f

)
δ f + `2−→∇w f ·

−→∇ δ f dΩ

=−
∫

Ω
w f f

(i−1)
+ `2−→∇w f ·

−→∇ f
(i−1)

dΩ +
∫

Ω
w f f (i−1)dΩ

(4.67)

4.3.4 Discrétisation spatiale

La résolution des équations aux dérivées partielles régissant l’équilibre est effectuée par
la méthode des éléments finis. Dans le cadre du calcul en deux dimensions, nous nous
attacherons à la définition d’un élément de forme quadrangulaire à quatre noeuds et quatre
points d’intégration. Cet élément peut être ramené à un élément de référence ayant pour
coordonnées ξ et η, représenté sur la figure 4.8.

Il est ainsi possible, pour un point de cet élément de coordonnées (ξ, η), de connaître
son vecteur déplacement en fonction des déplacements aux nœuds :

−→u =
1
4

(1− ξ) (1− η)−→u 1 +
1
4

(1 + ξ) (1− η)−→u 2

+
1
4

(1 + ξ) (1 + η)−→u 3 +
1
4

(1− ξ) (1 + η)−→u 4
(4.68)

Cette expression peut être reformulée en faisant intervenir le vecteur des déplacements aux
nœuds

{
uN} et la matrice d’interpolation des déplacements [Nu

N ] :

−→u (ξ, η) = [Nu
N ]
{

uN
}

(4.69)
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Fig. 4.8 – Passage d’un élément quadrangle de structure à un élément de référence par la transformation F .

où :

{
uN
}

=



u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4


et −→u (ξ, η) =

{
u (ξ, η)
v (ξ, η)

}
(4.70)

On peut alors en déduire l’expression de la matrice d’interpolation des déplacements
[Nu

N ] :

[Nu
N (ξ, η)] =

[
N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

]
(4.71)

où les fonction Ni sont définies par :

N1 (ξ, η) =
(1− ξ) (1− η)

4

N2 (ξ, η) =
(1 + ξ) (1− η)

4

N3 (ξ, η) =
(1 + ξ) (1 + η)

4

N4 (ξ, η) =
(1− ξ) (1 + η)

4

(4.72)

La même procédure est appliquée à la fraction volumique non locale de martensite :

f (ξ, η) =
[

N f
N

] {
f

N
}

(4.73)

avec les valeurs nodales de la fraction non locale :

{
f
}

=


f

1

f
2

f
3

f
4

 (4.74)
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D’où la matrice d’interpolation qui fait intervenir les mêmes expressions que pour les
déplacements : [

N f
N (ξ, η)

]
=
[

N1 N2 N3 N4
]

(4.75)

Le vecteur représentant le tenseur des déformations est exprimé à partir du gradient
des déplacements en faisant intervenir l’opérateur matriciel de déformation

[
Mde f ] :

Eij =
1
2
(
ui,j + uj,i

)
(4.76)


Exx
Eyy

2Exy

 =

[Mde f ]︷ ︸︸ ︷ 1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0




u,x
u,y
v,x
v,y

 (4.77)

Pour travailler avec l’élément de référence, on fait intervenir le jacobien [J ] :{
∂

∂ξ
∂

∂η

}
=

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]{
∂

∂x
∂

∂y

}
= [J ]

{
∂

∂x
∂

∂y

}
(4.78)

et la relation inverse : {
∂

∂x
∂

∂y

}
= [J ]−1

{
∂

∂ξ
∂

∂η

}
(4.79)

Le jacobien se calcule ensuite à partir des fonctions d’interpolation de la manière sui-
vante :

[J ] =
[

N1,ξ N2,ξ N3,ξ N4,ξ
N1,η N2,η N3,η N4,η

] 
x1 y1

x2 y2

x3 y3

x4 y4

 (4.80)

D’où l’expression du gradient de déplacement dans l’élément spatial où la matrice[
Mtrans] permet de tenir compte de la transformation de l’élément réel vers l’élément de

référence : 
u,x
u,y
v,x
v,y

 =

[Mtrans]︷ ︸︸ ︷[
[J ]−1 [0]

[0] [J ]−1

]
u,ξ
u,η
v,ξ
v,η

 (4.81)

avec la matrice des gradients de fonctions d’interpolation Mgrad :


u,ξ
u,η
v,ξ
v,η

 =

[Mgrad]︷ ︸︸ ︷
N1,ξ 0 N2,ξ 0 N3,ξ 0 N4,ξ 0
N1,η 0 N2,η 0 N3,η 0 N4,η 0

0 N1,ξ 0 N2,ξ 0 N3,ξ 0 N4,ξ
0 N1,η 0 N2,η 0 N3,η 0 N4,η





u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4


(4.82)
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L’opérateur matriciel [Bu
N ] permet de calculer les déformations en un point de coordon-

nées (ξ, η) à partir des déplacements nodaux. Il s’écrit en faisant intervenir les matrices
explicitées dans les équations (4.77), (4.81) et (4.82) :

{E} = [Bu
N ]
{

uN
}

=
[

Mde f
] [

Mtrans] [Mgrad
] {

uN
}

(4.83)

En suivant la même démarche, le vecteur gradient de fraction non locale de martensite
s’exprime :

{
f ,x
f ,y

}
= [J ]−1

[
N1,ξ N2,ξ N3,ξ N4,ξ
N1,η N2,η N3,η N4,η

]
f

1

f
2

f
3

f
4

 (4.84)

ou plus simplement : {−→∇ f
}

=
[

B f
N

] {
f

N
}

(4.85)

4.3.5 Loi de comportement

Principe

Pour établir les expressions (4.60), la loi de comportement doit être formulée de manière
à aboutir à un système d’équations faisant intervenir des opérateurs tangents. En guise
de première approche, la modélisation se limitera à l’effet superélastique observé dans les
AMF. Ainsi, la seule variable interne nécessaire à la description du comportement est la
fraction volumique de martensite f . La force thermodynamique associée Ff s’écrit :

Ff = Σeq − B (T − T0)−F
(

f , f
)

(4.86)

Le critère a respecter concernant la transformation martensitique est :∣∣Ff
∣∣ ≤ Fcrit

f (4.87)

De la même manière que pour le modèle unidimensionnel utilisé au sein de l’élément
barre, la limitation physique de la quantité de martensite porte sur la variable locale par
le biais de pénalités et l’instabilité de comportement du matériau est représentée par une
force critique qui décroît lorsque la quantité non locale de martensite augmente :

Ff = Σeq − B (T − T0)− H f f − α0
f − 1

f
− α1

f
1− f

Fcrit
f = Fcrit

f0
exp−H f f

(4.88)

Concernant la déformation de transformation, celle-ci est supposée être dans la direc-
tion de la contrainte et proportionnelle à la fraction volumique de martensite présente au
sein du VER considéré :

ET
ij =

3
2

ΣD
ij

Σeq
f εT

sat (4.89)

La déformation total Eij s’écrit alors :

Eij = SijklΣkl +
3
2

ΣD
ij

Σeq
f εT

sat (4.90)
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Hypothèse d’un état plan de contraintes

L’élément développé ayant pour but de modéliser des structures bidimensionnelles pré-
sentant un état plan de contraintes, cette dernière hypothèse doit être appliquée à la loi
de comportement utilisée. Pour ce faire, les conventions ainsi que les différents opérateurs
matriciels développés dans la section 3.3 sont utilisés. Un exemple de simulation bidi-
mensionnelle utilisant l’élément à approche non locale développé est présenté au chapitre
suivant.

Conclusion du chapitre

À l’issue de ce chapitre, deux éléments de structure (barre et quadrilatère contraintes
planes) ont été développés et implémentés dans le code calcul par éléments finis Abaqus3

via une subroutine UEL. Si le premier a eu pour but, dans un premier temps, de valider
l’approche non locale via une formulation à gradients implicite, il s’avère très limité pour
une application en calcul de structures. L’élément quadrilatère peut quant à lui être uti-
lisé pour le dimensionnement de structures minces à géométrie complexe pour des cas
de chargement plans. Pour ces deux éléments, les développements futurs devront porter
sur l’amélioration de la loi de comportement locale du matériau afin de représenter les
phénomènes décrits par le modèle local générique. De plus, la formulation et l’implémen-
tation numérique de ces deux éléments a été faite par « modules », et pourra de ce fait être
conservée telle quelle. Le chapitre suivant a pour objectif de présenter différents exemples
de calcul de structures réalisés avec les modèles développés dans le cadre de cette thèse.

Perspectives concernant la modélisation par des approches

non locales

Selon Jiràsek et Bažant [Jirásek et Bažant 2002] et Engelen [Engelen 2005], il existe des mo-
dèles qui sont davantage dédiés aux effets de taille, et ce, même sans considérer d’adou-
cissement. Ces derniers sont basés sur les travaux pionniers de Fleck et Hutchinson [Fleck
et Hutchinson 1993; 1997] et affinés par Gao et al. [Gao et al. 1999] et Gao et Huang [Gao
et Huang 2001]. Ces modèles phénoménologiques utilisent les gradients de déformation
comme une extension non linéaire de la théorie de Toupin [Toupin 1962] et Mindlin [Mind-
lin 1964; 1965]. Ces auteurs ont développé une généralisation de l’élasticité linéaire, pour
les milieux avec microstructure, qui utilise le gradient de déformation (tenseur d’ordre 3)
comme une variable additionnelle. Ainsi, les équations d’équilibre en statique sont mo-
difiées par des termes faisant intervenir des hypercontraintes ou double-contraintes. Les
relations entre contrainte et déformation ou, à un ordre plus élevé, entre hypercontrainte
et gradient de déformation, doivent être pourvues afin de compléter le modèle.

La prise en compte des gradients de déformation pour des matériaux cristallins est
justifiée par les effets des dislocations (statistiquement stockées et géométriquement néces-
saire). Huang et al. [Huang et al. 2000] ou encore Acharya et Bassani [Acharya et Bassani
2000] tentent de développer des modèles basés sur les gradients à partir de la cinématique
des dislocations.

Tout ceci permet d’entrevoir des pistes pour la modélisation de l’effet de taille (sans
adoucissement) de structures minces en AMF.

3De la même manière que pour la loi de comportement décrite dans les chapitres 2 et 3, l’ensemble des
développements numériques a été réalisé en langage C++. L’approche utilisée reste suffisamment générale
pour être étendue à d’autres codes de calcul.
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Les différents modèles développés dans les chapitres précédents (modèles locaux 3D et
2D, modèle non local) ont pour point commun d’être destinés à effectuer des calculs

de structures avec pour objectif de dimensionner des applications exploitant les propriétés
des alliages à mémoire de forme. Les différentes études présentées ici permettent de mettre
en évidence le champ d’application des modèles développés.
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Fig. 5.1 – Schéma de principe d’un traitement endodontique sur une molaire. De gauche à droite : dent dont
la pulpe est infectée ou nécrosée, retrait de la partie supérieure de la dent, grattage de la surface intérieure du
canal pulpaire à l’aide d’une lime en NiTi, obturation du canal [Kemp 2005].

5.1 Introduction

L’objectif du présent travail est de proposer des outils numériques (lois de comportement
implantées dans un code de calcul par éléments finis ou éléments spécifiques modélisant
la transformation martensitique par une approche non locale) visant à dimensionner des
applications utilisant des alliages à mémoire de forme. Le concepeur de telles applications
pourra alors utiliser ces outils de la même manière que ceux correspondant à des matériaux
classiques. Nous développerons ici l’étude de dispositifs exploitant les effets superélastique
et mémoire à l’aide du modèle exhaustif décliné en description 3D et 2D contraintes planes.
De plus, l’élément bidimensionnel à approche non locale sera utilisé dans le cadre d’une si-
mulation de chargement sur une éprouvette dont la géométrie particulière met en évidence
un phénomène de localisation de la transformation martensitique.

5.2 Test de flexion sur une lime endodontique superélastique

5.2.1 Description

L’effet superélastique des alliages à mémoire de forme se montre fort adapté pour des ap-
plications nécessitant l’obtention de niveaux de déformation élevés. C’est le cas des limes
utilisées lors de traitements endodontiques. Ce type d’opération vise à retirer les tissus
nécrosés à l’intérieur du canal pulpaire (voir fig. 5.1). Pour ce faire, une lime manuelle ou
mécanique est utilisée. La géométrie tortueuse du canal entraîne une déformation impor-
tante de la partie utile de la lime lors de ce type d’opération, c’est pourquoi un alliage
à mémoire de forme Nickel-Titane est utilisé. De plus, la biocompatibilité du NiTi est un
atout important si une partie de la lime ne peut pas être retirée de la dent (notamment en
cas de casse de l’instrument).

La simulation réalisée ici reprend une étape de test effectuée lors de la conception des
limes endodontiques. Il s’agit d’un test de flexion qui vise à comparer différentes géomé-
tries de lime entre elles et qui permet également la calibration des modèles numériques
utilisés. Ce test, réalisé selon la norme 3630-1 (voir fig. 5.2) est mené de la façon suivante :

– Les 3 premiers mm de l’instrument sont encastrés dans des mors en laiton ;
– Un appui ponctuel est placé à 15mm de la sortie des mors et effectue un mouvement

rotatif centré sur la sortie des mors de 45° aller et 45° retour ;
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(a) Schéma de principe.

(b) Dispositif expérimental. (c) Courbe présentant le couple appliqué en fonc-
tion de l’angle de rotation.

Fig. 5.2 – Test de flexion des limes endodontiques selon la norme 3630-1.

– Mesure du couple maximum appliqué à 45° et de l’angle de déformation permanent
à la fin du test.

5.2.2 Simulations et résultats

Les paramètres matériau sont identifiés à partir d’un unique essai de traction. Afin d’obte-
nir le jeu de paramètres complet du modèle, les valeurs manquantes sont extrapolées des
paramètres standard constatés pour les NiTi. La figure 5.3 présente la courbe de traction
expérimentale superposée à celle prédite par le modèle. On notera que les tests expérimen-
taux prennent en compte une déformation rémanente de la lime, due à une déformation
plastique ou à une irréversibilité d’une partie de la transformation martensitique. Le mo-
dèle utilisé ne prenant pas en compte ce type de mécanisme de déformation, les comparai-
sons se baseront uniquement sur le couple maximal atteint, correspondant à une rotation
de 45 °. Différentes densités de maillage (voir fig. 5.4) et types d’éléments (tétraèdres à for-
mulation quadratique ou linéaire) ont été testés. Les résultats sont présentés dans la figure
5.5 et comparés à la valeur de couple obtenue expérimentalement.
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Fig. 5.3 – Courbes de traction expérimentale et prédite par le modèle suite à l’identification des paramètres.
Par soucis de confidentialité, les valeurs numériques ne sont pas indiquées.

Les simulations effectuées permettent de dresser plusieurs conclusions :
– Le raffinement du maillage ou l’utilisation d’éléments à fonctions d’interpolation qua-

dratiques font converger la solution vers une même valeur, ce qui démontre la sta-
bilité numérique du problème. Cependant, le moment maximal prédit par le modèle
est 20 % plus faible que celui observé expérimentalement. On notera de plus que le
modèle de comportement ne prend pas en compte le module élastique apparent plus
faible de l’austénite observé lors du test de traction expérimental (voir fig. 5.3), ce qui
a tendance à surestimer le niveau de contrainte prédit.

– La figure 5.6 montre que la transformation de phase est très localisée au niveau de
l’encastrement. De plus, ce dernier est modélisé dans le calcul par éléments finis
par un blocage en déplacement de tous les nœuds situés sur la surface externe de
l’extrémité de la lime. Dans la réalité, la lime est simplement pincée entre deux mors
en laiton (voir fig. 5.2b). Il semble que cette différence soit la principale raison de
l’écart entre le moment prédit et la mesure expérimentale.

5.2.3 Perspectives

L’outil numérique développé permet de simuler de façon correcte le test de flexion norma-
lisé d’une lime endodontique. Si des écarts de résultat ont été observés, principalement en
raison des difficultés à modéliser le protocole de test expérimental, divers travaux peuvent
être entrepris afin d’optimiser les géométries de lime :

– La simulation de la rotation d’une lime dans le canal pulpaire. Ce type de calcul peut
dans un premier temps ne considérer qu’un canal indéformable et étudier les niveaux
de contrainte dans la lime afin d’en améliorer sa tenue en service ;

– La prise en compte de l’enlèvement de matière. Un modèle d’endommagement de la
dentine doit alors être pris en compte pour simuler son usinage. Ce type de travail
pourrait s’inspirer ce de qui se fait dans le domaine de la simulation d’usinage.
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(a) Maillage grossier.

(b) Maillage fin.

(c) Maillage progressif.

Fig. 5.4 – Différentes finesses de maillage utilisées pour les simulations de flexion de lime endodontique.

Fig. 5.5 – Valeur de couple maximale obtenue expérimentalement et par simulation. La référence 100 est
utilisée pour le résultat expérimental.
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Fig. 5.6 – Répartition de la fraction volumique de martensite pour une lime fléchie à 45 °.

Fig. 5.7 – Vue en coupe d’une micropompe fluidique faisant intervenir deux membrane en AMF antagonistes.
(a) État au repos, (b) Mise en position base, (c) Mise en position haute.

5.3 Dimensionnement d’une micropompe

5.3.1 Principe

L’utilisation des alliages à mémoire de forme se montre intéressante au sein d’actionneurs,
et plus particulièrement lorsque ces derniers présentent de faibles dimensions. En effet,
dans ce cas, la quantité de chaleur nécessaire pour chauffer l’élément actif est très réduite
en raison de son faible volume. Malgré cela, le travail mécanique pouvant être obtenu en
retour est relativement élevé (déplacement et/ou force importants).

Nous allons ainsi étudier le fonctionnement d’un micro-système fluidique (micro-
pompe) dont l’actionneur est composé de deux membranes minces, en alliage à mémoire
de forme, antagonistes (voir fig. 5.7). Les deux membranes sont martensitiques à tempé-
rature ambiante et préalablement déformées avant d’être fixées dans le bâti et maintenues
écartées par un élément rigide. Le chauffage d’une des membranes fait déplacer le piston
d’un côté afin d’éjecter le fluide hors de la pompe (on peut ici utiliser un clapet en AMF
superélastique utilisé en guise de limiteur de pression). Le chauffage de l’autre membrane
réalisé en même temps que le refroidissement naturel de la première membrane remet le
piston en position haute tout en faisant pénétrer un nouveau volume de fluide à l’intérieur
du corps de la pompe. Cette dernière est alors prête à réaliser un nouveau cycle.

5.3.2 Simulation et résultats

La simulation de la micropompe par éléments finis se fait à vide, l’objectif étant de valider
le principe de fonctionnement et d’utiliser le modèle développé dans une étude de cas réel.
L’étude des conditions d’écoulement du fluide pourra être réalisée ultérieurement par le
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E (MPa) ν α (°C−1) εT
trac εT FA

trac εT
comp

39 500 0,3 8.10
−6

0,056 0,053 0,044

bd trac (MPa / °C) br trac (MPa / °C) Ms (°C) A f (°C) r f

4,2 7 40 60 0,25

Fmax
εT (MPa) H f (MPa) HεT (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)

100 2 1 635 25 000 68,5

Tab. 5.1 – Paramètres matériau utilisés pour les membranes de la micropompe.

biais d’un couplage de code fluide/structure. Le bâti et l’élément séparateur sont consi-
dérés comme non déformables et les membranes sont modélisées via l’implémentation 2D
contraintes planes du modèle local (voir partie 3.3). Les paramètres matériau utilisés sont
notés dans le tableau 5.1. Les membranes présentent un diamètre de 10 mm et une épais-
seur de 0,01 mm. Les éléments finis utilisés sont des quadrangles à 4 noeuds et 4 points
d’intégration (interpolation linéaire des déplacements et températures aux nœuds) formu-
lés en contraintes planes. Les corrections utilisées pour la prise en compte du cisaillement
transverse sont basées sur un calcul élastique à partir du module d’Young de l’austénite.

Le calcul se déroule de la façon suivante :
– début du calcul avec des membranes austénitiques à 100 °C ;
– refroidissement à 30 °C, les membranes sont alors martensitiques (voir fig. 5.8a) ;
– mise en position des membranes sur le bâti et autour de l’élément séparateur (voir

fig. 5.8b) ;
– chauffage d’une membrane à 100 °C (voir fig. 5.8c) ;
– chauffage de l’autre membrane à 100 °C pendant que la première membrane est

ramenée à 30 °C (voir fig. 5.8d) ;
– répétition du cycle de chauffage-refroidissement.
La figure 5.9 représente l’évolution des températures respectives des membranes et du

déplacement vertical du piston en fonction du temps. Les températures ayant été supposées
uniformes dans les membranes, le problème du transfert thermique n’a pas été pris en
compte, c’est pourquoi l’unité de temps adoptée est arbitraire.

On peut remarquer que le premier déplacement du piston est plus faible que les sui-
vants. Ceci est dû au fait qu’il intervient immédiatement après le conditionnement des
membranes. Celles-ci étant issues d’un refroidissement sans application de contrainte, la
martensite qui les compose présente une structure auto-accommodée qui induit une défor-
mation de transformation à saturation plus faible que dans le cas de martensite formée sous
contrainte. Pour les cycles suivants, bien qu’il s’agisse toujours de martensite formée ther-
miquement (suite au refroidissement des membranes), celle-ci est soumise à une contrainte
induite par le déplacement de la membrane antagoniste. Elle apparaît alors directement
sous forme orientée et bénéficie ainsi d’une déformation de transformation à saturation
plus élevée.

5.3.3 Perspectives

Si la simulation effectuée valide le principe de conception de la micropompe présentée, dif-
férentes pistes sont à étudier pour poursuivre le développement de ce type d’applications :

– La prise en compte des effets de taille au niveau de la membrane AMF, qui présente
une faible épaisseur. Si les effets de taille et la localisation de la déformation de tans-
formation peuvent être pris en compte par des approches non locales, il est nécessaire
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(a) État initial des membranes.
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(b) Conditionnement des membranes à froid sur
le bâti.
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(c) Pompe en position basse suite au chauffage de
la membrane supérieure.
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(d) Pompe en position haute suite au chauffage de
la membrane inférieure et au refroidissement de la
membrane supérieure.

Fig. 5.8 – Simulation d’une micropompe à membranes AMF antagonistes.

Fig. 5.9 – Simulation d’une micropompe : évolution du déplacement du piston et de la température de mem-
branes antagonistes en fonction du temps.



140 Chapitre 5. Application au calcul de structures

B 5 MPa / °C
T 25 °C
T0 -40 °C

Fcrit
f0

150 MPa
H f 1 MPa
H f 4

Y 70 000 MPa
εT

SAT 0,05

α0 0,1
α1 0,1

Tab. 5.2 – Paramètres de simulation utilisés pour l’essai de traction sur une plaque trouée.

d’étendre le développement de l’élément présenté au chapitre 4 à des structures de
type coque et d’y introduire des degrés de liberté additionnels tels que l’orienta-
tion de la martensite ou la température afin de pouvoir modéliser l’effet mémoire de
forme.

– La prise en compte des effets d’échelle, notamment au niveau des transferts ther-
miques. En effet, les membranes utilisées présentent un rapport volume/surface très
faible, ce qui induit des pertes thermiques très importantes par conduction vers le
fluide transporté par exemple. L’étude de tels phénomènes passe par l’utilisation
d’éléments de structure avec des degrés de liberté en température.

– Les interactions du fluide sur le fonctionnement de la micropompe. Ici, le couplage
avec un code de calcul en mécanique des fluides s’avère nécessaire.

– La problématique de la commande d’un tel dispositif. Différentes approches ont été
développées afin de contrôler des actionneurs en AMF [Shameli et al. 2005, Ahn et
Kha 2007; 2008]. En tenant compte de l’évolution des caractéristiques du matériau au
cours du chargement (variation d’hystérésis, cyclage, fatigue . . .)

5.4 Étude des effets de localisation lors d’un essai de traction

sur une plaque trouée

5.4.1 Description

Une simulation de traction est effectuée sur une plaque trouée d’épaisseur 0,1 mm dont
les dimensions sont précisées dans la figure 5.10. En raison de la symétrie de la géomé-
trie et du chargement, seul un quart de la structure sera modélisé. Ici, contrairement aux
simulations effectuées sur une barre en traction dans le chapitre 4, la localisation du dé-
but de transformation n’est pas provoquée par une hétérogénéité des paramètres matériau
mais simplement par une géométrie particulière visant à induire une concentration de
contrainte. La plaque est soumise à un déplacement imposé jusqu’à obtenir un allonge-
ment nominal de 5,7 %. Les paramètres matériau utilisés pour cette simulation sont listés
dans le tableau 5.2. Le modèle adopté est celui présenté dans le chapitre 4, pour lequel la
localisation de la transformation de phase est prise en compte via une approche non locale.

5.4.2 Résultats et discussion

La figure 5.11 montre la répartition de la fraction volumique de martensite au cours du
chargement pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne `. Pour rappel, le
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Fig. 5.10 – Essai de traction sur une plaque trouée. Les pointillés représentent les axes de symétrie.

diamètre du trou au centre de la plaque est de 20 mm. On peut ainsi remarquer que pour
un paramètre de longueur interne faible (` = 5 mm), la transformation martensitique a lieu
de façon hétérogène, pour devenir de plus en plus homogène lorsque ` augmente (10 mm et
50 mm). La modélisation du comportement des AMF par une approche non locale permet
donc bien de prendre en compte l’effet de la taille d’un défaut sur le résultat d’un calcul
de structures. Ainsi, si la simulation avait porté sur un matériau aux paramètres constants
(notamment le paramètre de longueur interne qui est lié à la microstructure du matériau)
et une plaque de taille plus importante tout en conservant le même ratio diamètre du
trou / dimensions extérieures, une réponse différente dans chaque cas aurait été relevée,
caractéristique d’un effet de taille.

En ce qui concerne la réponse force-déplacement de la structure (voir fig. 5.12), celle-
ci n’est que faiblement influencée par le paramètre de longueur interne `. On remarque
toutefois que la transformation de phase se produit plus tôt pour la valeur la plus faible, `
= 5 mm, en raison d’un fort effet de localisation. À l’opposé, le niveau de force final atteint
juste avant que la structure ne soit totalement martensitique est plus élevé pour les cas
présentant une localisation importante de la transformation de phase. Ceci est dû à une
forte hétérogénéité du champ de contrainte au sein du domaine considéré qui, par effet
de structure, résulte en une force globale appliquée plus importante que dans le cas d’un
état de contrainte homogène. On notera toutefois que, partant d’un même état de départ
(matériau totalement austénitique) pour arriver au même état final (matériau totalement
martensitique), la quantité d’énergie mécanique nécessaire est la même dans chaque cas.

Conclusion du chapitre

Les différents outils numériques développés (2D et 3D à approche locale et 2D à approche
non locale) ont montré qu’ils pouvaient être utilisés de façon concrète afin de réaliser des
calculs de structure. Ils peuvent dès lors être utilisés dans le cadre du dimensionnement
d’applications exploitant les comportements des alliages à mémoire de forme. De fait, ils
peuvent être employés comme éléments de base de simulations plus complexes tels que
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Fig. 5.11 – Mise en évidence d’un effet de taille sur la localisation de la transformation martensitique.
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Fig. 5.12 – Réponse force-déplacement d’une plaque trouée lors d’un essai de traction pour différentes valeurs
du paramètre de longueur interne.

des calculs faisant intervenir des couplages fluide-structure ou des problèmes de contact.
L’élément non local a montré l’intérêt d’une telle approche dans le cadre de calculs de
structure faisant intervenir des effets de taille. Les futurs développements dans ce domaine
auront pour objectif de donner un sens physique au paramètre de longueur interne de
façon à pouvoir le déterminer par une connaissance de la structure interne du matériau.





Conclusion générale

Ce travail de recherche s’inscrit dans un cadre plus général visant à développer les
applications exploitant les caractéristiques des alliages à mémoire de forme. Il se foca-
lise sur la modélisation du comportement de ces matériaux et le développement d’outils
numériques permettant le dimensionnement d’applications. La complexité de ces alliages
nécessite une approche transversale afin d’appréhender de façon correcte les différents
phénomènes physiques qui s’y déroulent.

Une étude des mécanismes microstructuraux a mis en évidence un manque dans les
modèles existants de la prise en compte du comportement de la martensite et notamment
la formation et l’accommodation de macles dans les alliages à base de Nickel-Titane. Ce
phénomène a ainsi été ajouté à un modèle développé initialement par Peultier [Peultier
2005]. Ce dernier a également été reformulé afin de prendre en compte différents com-
portements thermomécaniques tels que la dépendance des températures de transformation
à l’orientation des variantes de martensite ou encore la variation de la déformation de
transformation à saturation par rapport à la structure de la martensite. Le modèle présenté
dans le cadre du présent travail est ainsi plus à même de représenter les particularités de
comportement de alliages NiTi, qui sont les plus utilisés actuellement.

L’originalité du présent modèle réside dans le choix des variables internes utilisées, qui
sont chacune liée à un mécanisme physique clairement identifié tel que la transformation
de phase, l’orientation des variantes ou encore l’accommodation des macles. L’utilisation
de variables internes tensorielles couplées à des lois d’évolution permet de prédire les char-
gements non proportionnels. Le phénomène de boucles internes est modélisé à l’aide de
points mémoire évalués de façon discrète lors des changements de trajet de chargement.
La dissymétrie traction-compression est introduite par une expression de la valeur de satu-
ration de la déformation de transformation fonction des deuxième et troisième invariants
du tenseur définissant l’orientation des variantes de martensite. Enfin, l’introduction d’une
variable définissant la structure selon laquelle la martensite présente dans un VER a été
formée permet de simuler plus finement le comportement de la martensite.

Le modèle a été implémenté numériquement dans le code de calcul par élément finis
Abaqus à l’aide de la librairie Simula+ [Sim] qui permet d’assurer une lisibilité et une faci-
lité de compréhension indispensables aux prochaines évolutions du modèle. La robustesse
du schéma d’intégration a pu être démontrée lors de la simulation de chargements non
proportionnels tels que les essais de traction-torsion. Le modèle a été décliné en différentes
versions afin de pouvoir être utilisé avec des éléments finis de solide ou de coque.

La qualité de prédiction du modèle a pu être comparée à des essais expérimentaux
effectués par l’IP ASCR de Prague. Les résultats s’avèrent concluants mais remettent en
question certaines des hypothèses utilisées lors de la formulation du modèle telle que
l’isotropie du comportement qui n’est pas valable pour des échantillons fortement écrouis
tels que des fils. Les différentes observations réalisées lors de ce comparatif permettent de
dégager des pistes pour la poursuite de ce travail :

– Le modèle présenté ici ne prend pas en compte la phase R qui apparaît sous cer-
taines conditions de température et de contrainte. Cependant, celle-ci peut entraîner
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jusqu’à 1 % de déformation supplémentaire. La formulation d’une modèle triphasé
(austénite, R, martensite) est donc une des perspectives d’évolution du modèle

– La texture du matériau est supposée isotrope, ce qui n’est pas le cas pour des géo-
métries telles que les fils ou les tôles qui sont soumises à un fort écrouissage. Il est
nécessaire pour prendre en compte ces particularités, d’introduire une formulation
des surfaces de charge prenant en compte une contrainte interne liée au procédé de
fabrication des pièces considérées.

– L’hétérogénéité des propriétés du matériau peut également être prise en compte en
vue d’améliorer la modélisation des AMF. Des travaux1 2 ont notamment été réali-
sés pour prendre en compte la présence de précipités plastiques de Niobium ou de
précipités de Ni4Ti3 induisant une chute de la concentration en Nickel et donc une
modification des caractéristiques du matériau.

Le modèle développé à été adopté pour l’étude d’applications telles qu’une micro-
pompe ou une lime endodontique. Il permet, à partir d’une même formulation, de simuler
des structures exploitant l’effet mémoire de forme ou l’effet superélastique. Ces différentes
études ont fait ressortir qu’un modèle de comportement pour les alliages à mémoire de
forme constitue une des briques de base du dimensionnement d’applications et qu’à plus
grande échelle, il pourrait être utilisé dans le cadre de couplages fluide-structure ou en
simulation d’usinage.

La dernière partie du présent travail porte sur une extension du modèle développé par
une approche non locale. L’objectif était une prise en compte des effets de taille et de locali-
sation. L’approche adoptée consiste à considérer une variable non locale dont la valeur est
déterminée par le gradient des variables internes. Ce type de problématique induisant des
degrés de liberté non pris en compte de façon standard par les codes de calcul de struc-
tures industriels, des éléments finis spécifiques ont été développés où la fraction non locale
de martensite est traitée comme un degré de liberté additionnel. L’étude de quelques cas
comme la traction sur une plaque perforée a mis en évidence qu’une telle approche permet
de traiter des problèmes qui seraient numériquement instables s’ils étaient traités par une
approche locale classique. Toutefois, le modèle non local développé reste basique dans le
sens où il ne prend pas en compte les particularités de comportement développées en pre-
mière partie. Il permet de démontrer qu’une telle approche, initialement développée pour
les comportements plastiques, peut être translatée aux matériaux à couplages multiphy-
siques.

La modélisation des alliages à mémoire de forme reste un sujet très ouvert tant les do-
maines d’étude sont nombreux et complémentaires (micromécanique, dimensionnement,
contrôle, . . .). Il reste toutefois intiment lié au domaine expérimental dont les récentes et
futures avancées permettront de comprendre encore plus finement les phénomènes impli-
qués et ainsi d’alimenter les modèles de comportement.

1Thèse en cours, B. Piotrowski, LEMTA, Nancy
2[Chemisky 2009]
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A.1 Choix d’un schéma d’intégration

A.1.1 Du continu vers l’incrémental

Les équations différentielles constituant l’ensembleMcontinu font intervenir la différentielle
dX (voir éq. 3.2). Pour remplacer cette dernière par l’incrément des variables inconnues
∆X, il convient d’établir une relation par rapport à ∆Y du type :

∆X = f ct (G (Xα, Yα) , ∆Y) (A.1)

où α prend les valeurs n, n + θ ou n + 1 suivant le type de formulation choisie.
La méthode d’Euler suppose une variation linéaire des variables inconnues au voisinage

du point (Xα, Yα), d’où :
∆X ≈ G (Xα, Yα) ∆Y (A.2)

Cette hypothèse n’est toutefois valable que localement autour du point (Xα, Yα) et l’utilisa-
tion d’incréments de temps de taille très faible est alors nécessaire pour assurer la précision
de la solution, au détriment du temps de calcul. Les différentes approches d’intégration
(implicite, explicite et semi-implicite) sont présentées par la suite et comparées afin de
dégager le meilleur compromis temps de calcul / stabilité du résultat.

A.1.2 Intégration explicite

Dans cette méthode, le système est mis sous la forme :

∆X = f ct (G (Xn, Yn) , ∆Y) à l’incrément n (A.3)

Toutes les grandeurs de cette relation sont connues puisque le point (Xn, Yn) cor-
respond à l’état initial et que l’incrément des variables de pilotage ∆Y suit le trajet de
chargement donné. Ainsi, le calcul de ∆X et par extension la connaissance de l’état final
(Xn + ∆X, Yn + ∆Y) est direct. L’inconvénient de cette méthode est que la précision de la
solution dépend de la taille d’incrément choisie.

Pour appliquer cette technique d’intégration à un problème de type F (X, Y) = 0, il
faut transformer ce problème en un système d’équations différentielles. Ainsi, en partant
d’un état d’équilibre initial F = 0, l’état d’équilibre suivant se traduit par F + dF = 0 ou
plus simplement dF = 0. Le système F est différencié :

dF =
∂F
∂X

dX +
∂F
∂Y

dY = 0 ⇔ dX = G (X, Y) dY (A.4)

avec :

G (X, Y) = −
(

∂F
∂X

)−1 ∂F
∂Y

(A.5)

Cependant, lorsque l’équation différentielle dérive d’une équation intégrale, l’équilibre
en fin d’incrément n’est pas nécessairement vérifié. Dans le cas de l’intégration explicite, la
stabilité numérique est directement liée à la taille d’incrément. Pour de grands incréments,
on va observer une solution qui oscille autour de la solution exacte et il existe une valeur
critique de la taille d’incrément au delà de laquelle ces oscillations divergent. Il est possible
de s’affranchir de cette taille d’incrément critique en utilisant une intégration implicite.
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A.1.3 Intégration implicite

Cette méthode est présentée ici pour la résolution d’un problème formé d’équations in-
tégrales définissant un état d’équilibre F (X, Y) = 0. Pour ce faire, en partant de l’état
initial (Xn, Yn), on recherche l’état final (Xn+1, Yn+1) assurant l’équilibre en fin d’incrément
F (Xn+1, Yn+1) = 0. Il faut cependant résoudre un problème qui dépend de variables qui
ne sont pas encore connues. C’est pourquoi on parle de problème implicite.

La recherche de la solution Xn+1 pour un incrément passe généralement par plusieurs
itérations X0

n+1, X1
n+1, . . ., Xi

n+1, . . ., X I
n+1. Pour chaque itération, une estimation de l’erreur

obtenue par le calcul de F
(
Xi

n+1, Yn+1
)

est réalisée, suivie d’une correction de l’état estimé

Xi+1
n+1 permettant de réduire l’erreur ‖F

(
Xi+1

n+1, Yn+1

)
‖ < ‖F

(
Xi

n+1, Yn+1
)
‖. L’estimation

Xi
n+1 converge vers la solution exacte du problème Xn+1 après plusieurs itérations. La

difficulté de l’implémentation de ce type de schéma d’intégration réside dans le type de
fonction de correction à utiliser pour assurer la convergence de la série itérative.

L’intérêt de ce type de schéma d’intégration est d’assurer la stabilité de la solution
obtenue. Ceci permet l’emploi d’incréments de temps importants avec toutefois une limite
de taille afin d’assurer la convergence de la boucle itérative et d’éviter les cas de bifurcation
entraînant une non-unicité de la solution du problème.

Pour appliquer une résolution implicite à une équation différentielle dX = G (X, Y) dY,
il est nécessaire de la réécrire sous la forme d’une fonction à annuler :

F (∆X, ∆Y) = ∆X− f ct (G (Xn + ∆X, Yn + ∆Y) , ∆Y) = 0 (A.6)

Cette formulation permet d’introduire uniquement les variables à l’état initial et leur in-
crément. L’utilisation d’une méthode implicite pour résoudre un système d’équations dif-
férentielles n’enlève toutefois pas le problème de la qualité de l’approximation différentiel
→ incrémental. Une telle méthode assure toutefois que la solution calculée est stable.

Pour pallier ce problème, l’intégration semi-implicite permet d’améliorer le précision
de résolution d’un système d’équations différentielles tout en conservant la stabilité du
schéma implicite.

A.1.4 Intégration semi-implicite

Cette méthode d’intégration est généralement appelée θ-méthode et est particulièrement
adaptée à la résolution d’équations différentielles. Elle se base sur le fait que l’incrément
exact des inconnues est encadré par la valeur d’incrément estimée à partir de l’état initial
et la valeur d’incrément estimée à partir de l’état final :

∆Xexplicite = f ct (G (Xn, Yn) , ∆Y) < ∆Xexact < ∆Ximplicite = f ct (G (Xn+1, Yn+1) , ∆Y) (A.7)

Il est donc possible de considérer un état intermédiaire (Xn+θ , Yn+θ) avec θ ∈ [0, 1],
généralement θ = 0, 5. Cet état est par définition plus précis que les incréments issus d’un
calcul purement explicite ou purement implicite. L’expression de ∆Xθ faisant intervenir des
grandeurs en fin d’incrément, il est nécessaire de procéder à une résolution itérative pour
la déterminer.

A.1.5 Choix du schéma d’intégration pour le modèle AMF

Le problème issu de la modélisation du comportement des AMF se présente sous la forme
de fonctions de charge à équilibrer et d’équations différentielles pour les directions d’écou-
lement (orientation des variantes et accommodation inélastique des macles). L’intégration
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implicite est la plus adaptée pour résoudre les équations des fonctions de charge. Le pro-
blème se pose toutefois pour la résolution des équations différentielles issues des lois de
normalité. En effet, une prédiction élastique ne permet pas de déterminer a priori les di-
rections d’écoulement et il est donc nécessaire d’introduire ces équations dans le système
à résoudre. Pour intégrer ces équations, un changement de variable d’Euler est utilisé et
la direction d’écoulement est exprimée en fin d’incrément comme cela se fait pour des
modèles de comportement plastique [Chaboche et Cailletaud 1996] [Souza et al. 1998]. De
plus, les équations étant connues analytiquement, notre choix se porte sur une méthode de
Newton-Raphson pour la résolution itérative.

Pour chaque incrément, le système F (X, Y) est considéré comme équilibré. On peut
ainsi trouver une forme de F , notée R qui vérifie :

R (X, Y) = 0 (A.8)

La perturbation du système est provoquée par l’ajout d’un incrément des variables de
pilotage, aboutissant à l’inégalité suivante :

R (X, Y + ∆Y) 6= 0 (A.9)

La résolution itérative de Newton-Raphson consiste à trouver la valeur ∆X de l’incré-
ment des variables inconnues telle que :

R (X + ∆X, Y + ∆Y) = 0 (A.10)

Dans le cas de l’implémentation d’un modèle de comportement pour un code de calcul
par éléments finis, les incréments de déformation ∆Eij et de température ∆T sont connus à
l’incrément n + 1, Eij et T étant les variables de pilotage pour un calcul faisant intervenir des
éléments finis couplant des degrés de liberté en déplacement et en température. Par la suite,
et sachant que c’est une approche implicite qui a été retenue, la mention de l’incrément
n + 1 pour les différentes valeurs sera omise afin d’alléger les notations.

A.2 Calculs spécifiques au modèle 2D contraintes planes

A.2.1 Calcul des matrices de compliance et de souplesse

Matrice de souplesse

L’objectif est de déterminer une matrice de souplesse S̃, équivalente au tenseur de sou-
plesse élastique d’ordre 4 dans le cas d’un état plan de contraintes où les déformations et
contraintes sont exprimées sous forme vectorielle par le biais de la notation de Voigt. Une
telle matrice s’exprime :

Eel
i = S̃ijΣi (A.11)

où Σ et Eel sont les vecteurs repésentant respectivement les tenseur des contraintes et des
déformations, notés de la façon suivante :

{Σ} =


Σ11
Σ22
Σ12

 et
{

Eel
}

=


Eel

11
Eel

22
2Eel

12

 (A.12)

Afin de déterminer S̃, il est nécessaire de partir de l’expression tensorielle de la défor-
mation élastique correspondant à un état plan de contraintes (les cisaillement transverses
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sont négligés) :

Eel =

 Eel
11 Eel

12 0
Eel

12 Eel
22 0

0 0 Eel
33

 (A.13)

S’agissant d’élasticité istrope, on peut écrire :

Eel
ij =

1 + ν

E
Σij −

ν

E
Σkkδij (A.14)

Ce qui donne , en introduisant l’hypothèse des contraintes planes :

Eel
11 =

1
E

Σ11 −
ν

E
Σ22

Eel
22 =

1
E

Σ22 −
ν

E
Σ11

Eel
33 = − ν

E
(Σ11 + Σ22)

= − ν

1− ν

(
Eel

11 + Eel
22

)
Eel

12 =
1 + ν

E
Σ12

(A.15)

En utilisant la notation vectorielle de Voigt pour la déformation élastique (la composante
de cisaillement est comptée deux fois), la matrice de souplesse S̃ s’écrit :

S̃ =

 1
E − ν

E 0
− ν

E
1
E 0

0 0 2(1+ν)
E

 (A.16)

Matrice de compliance

En suivant le même principe que pour la matrice de souplesse, une matrice de compliance
C̃ peut être définie telle que :

Σi = C̃ijEel
j (A.17)

Pour définir cet opérateur, il faut partir de la définition de la déformation élastique :

Eel
11 =

1
E

Σ11 −
ν

E
Σ22

Eel
22 =

1
E

Σ22 −
ν

E
Σ11

Eel
12 =

1 + ν

E
Σ12

(A.18)

En inversant ces relations, on obtient l’expression de la contrainte en fonction de la défor-
mation élastique :

Σ11 =
E

1− ν2

(
Eel

11 + νEel
22

)
Σ22 =

1
1− ν2

(
νEel

11 + Eel
22

)
Σ12 =

E
1− ν

Eel
12

(A.19)

D’où la matrice C̃ :

C̃ =
E

1− ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1+ν

2

 (A.20)
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A.2.2 Expression de la déformation de transformation à saturation

L’expression de la déformation de transformation à saturation εT
SAT est la suivante :

εT
SAT = εT

MAX

(
1 + β

J3

J3/2
2

)1/n

(A.21)

où J2 et J3 sont respectivement les deuxième et troisième invariants du tenseur εT.
On peut donc en déduire sa dérivée par rapport au vecteur εT :

∂εT
SAT

∂εT
i

= εT
MAX

(
1 + β

J3

J3/2
2

)1/n β
(

2J2
∂J3
∂εT

i
− 3J3

∂J2
∂εT

i

)
n
(

βJ3 + J3/2
2

)
2J2

= εT
SAT

β
(

2J2
∂J3
∂εT

i
− 3J3

∂J2
∂εT

i

)
n
(

βJ3 + J3/2
2

)
2J2

(A.22)

A.2.3 Résidu d’écoulement et d’orientation avec notation vectorielle

La direction d’écoulement est fonction de la force thermodynamique d’orientation :

ηi = ησ dev
i

(
FεT

j

)
(A.23)

Les résidus d’orientation et d’écoulement s’expriment respectivement :

RεT =
∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev
− Fmax

εT

R∆εT
i

= ∆εT
i − λεT

3
2

P2ij ηj

(A.24)

avec les matrices de passage et de multiplication :

P2 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

 M2 =

 2 1 0
1 2 0
0 0 2

 (A.25)

La norme de Von Mises au sens des contraintes d’un tenseur déviatorique exprimé sous
forme vectorielle en convention « contrainte » s’exprime :∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

=
√

3
2

(
M2ij FεT

j

)
FεT

i
(A.26)

et sa direction, qui est la direction d’écoulement de la déformation de transformation :

ησ dev
i

(
FεT

j

)
=

FεT
i∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

(A.27)

Ainsi, si on dérive la norme
∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

par une grandeur quelconque X :

∂
∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

∂X
=

3
2

M2ij FεT
j∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

∂FεT
i

∂X

=
3
2

M2ij η
σ dev
j

∂FεT
i

∂X

(A.28)
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Ce résultat peut ensuite être utilisé pour calculer les dérivées du résidu d’écoulement
R∆εT

i
par rapport aux inconnues des équations d’équilibre de la loi de comportement :

∂R∆εT
i

∂∆Σj
= −3

2
λεT P2ik


∂F

εT
k

∂∆Σj

∣∣∣FεT
i

∣∣∣
σ dev
− FεT

k

∂

∣∣∣∣FεT
i

∣∣∣∣
σ dev

∂∆Σj∣∣∣FεT
i

∣∣∣2
σ dev


= −3

2
λεT∣∣∣FεT
i

∣∣∣
σ dev

P2ik

 ∂FεT
k

∂∆Σj
− ηk ·

∂
∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

∂∆Σj


(A.29)

∂R∆εT
i

∂∆εT
j

= −3
2

λεT∣∣∣FεT
i

∣∣∣
σ dev

P2ik

 ∂FεT
k

∂∆εT
j
− ηk ·

∂
∣∣∣FεT

i

∣∣∣
σ dev

∂∆εT
j

 (A.30)

∂R∆εT
i

∂∆p
= −3

2
P2ij ηj (A.31)

A.3 Pondération non-locale par une fonction de Green

La fraction non locale de martensite est donnée par l’intégrale suivante :

f
(−→x ) =

∫
Ω

G
(−→y ,−→x

)
f
(−→y )dΩ

(−→y )
=
∫

R2
G
(−→y ,−→x

)
f
(−→y )dy1dy2

(A.32)

La fonction G
(−→y ,−→x

)
est donnée par :

G
(−→y ,−→x

)
=

1
4πρ`2 exp

(
−ρ

`

)
(A.33)

où

ρ =
∣∣−→x −−→y ∣∣ =

√√√√ 2

∑
i=1

(xi − yi)
2 (A.34)

f
(−→y ) peut être approximée au voisinage de −→x par un développement de Taylor :

f
(−→y ) = f

(−→x )+
∂ f
∂xi

(yi − xi) +
1
2!

∂2 f
∂xi∂xj

(yi − xi)
(
yj − xj

)
+

1
3!

∂3 f
∂xi∂xj∂xk

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk)

+
1
4!

∂4 f
∂xi∂xj∂xk∂xl

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk) (yl − xl)

+ . . .

(A.35)
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En introduisant cette approximation dans l’intégrale (A.32), on obtient :

f
(−→x ) =

∫
R2

G
(−→y ,−→x

)
dy1dy2 f

(−→x )+
∫

R2
(yi − xi) G

(−→y ,−→x
)

dy1dy2
∂ f
∂xi

+
1
2!

∫
R2

(yi − xi)
(
yj − xj

)
G
(−→y ,−→x

)
dy1dy2

∂2 f
∂xi∂xj

+
1
3!

∫
R2

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk) G

(−→y ,−→x
)

dy1dy2
∂3

∂xi∂xj∂xk∂xl

+
1
4!

∫
R2

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk) (yl − xl) G

(−→y ,−→x
)

dy1dy2
∂4

∂xi∂xj∂xk∂xl

+ . . .
(A.36)

On peut noter que la fonction G
(−→y ,−→x

)
est symétrique par rapport à yi − xi = 0 et

que les termes (yi − xi) sont antisymétriques. Les propriétés suivantes peuvent alors être
écrites :

Ii =
∫

R2
(yi − xi) G

(−→y ,−→x
)

dy1dy2 = 0 ∀i

Iij =
∫

R2
(yi − xi)

(
yj − xj

)
G
(−→y ,−→x

)
dy1dy2 = 0 ∀i 6= j

Iijk =
∫

R2
(yi − xi)

(
yj − xj

)
(yk − xk) G

(−→y ,−→x
)

dy1dy2 = 0 ∀i, j, k

(A.37)

L’intégrale facteur du terme d’ordre 4,∫
R2

(yi − xi)
(
yj − xj

)
(yk − xk) (yl − xl) G

(−→y ,−→x
)

dy1dy2 (A.38)

est non nulle pour les cas suivants :

i = j = k = l
i = j et k = l et i 6= k
i = k et j = l et i 6= j
i = l et j = k et i 6= j

(A.39)

En effectuant le changement de variable −→z = −→y − −→x et en utilisant la propriété∫
R2 G

(−→z )d−→z = 1, l’équation (A.36) se simplifie en :

f
(−→x ) = f

(−→x )+
1
2!

I(2)
m

∂2 f
∂x2

m
+

3
4!

I(2)
mn

∂4 f
∂x2

m∂x2
n

+
1
4!

I(4)
m

∂4 f
∂x4

m
+ . . . (A.40)

avec :

I(2)
m =

∫
R2

z2
mG
(−→z )dz1dz2 = 2`2 ∀m = 1, 2

I(2)
mn =

∫
R2

z2
mz2

nG
(−→z )dz1dz2 = 8`4 ∀m, n = 1, 2

I(4)
m =

∫
R2

z4
mG
(−→z )dz1dz2 = 24`2 ∀m = 1, 2

(A.41)

L’équation A.40 s’écrit alors :

f
(−→x ) = f

(−→x )+ `2∇2 f
(−→x )+ l4∇4 f

(−→x )+ . . .

= f
(−→x )+ c (`)∇2 f

(−→x )+ d (`)∇4 f
(−→x )+ . . .

(A.42)

L’utilisation de la fonction de poids G
(−→y ,−→x

)
entraîne d (`)− c2 (`) = 0.
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Notations

R, R+ ensembles des réels et des réels positifs
σ (r) contrainte locale
ε (r) déformation locale
εel (r) déformation élastique locale
εth (r) déformation par dilatation thermique locale
εT (r) déformation de transformation locale
εtw (r) déformation locale d’accommodation des macles
Σ contrainte macroscopique (supposée constante dans un VER)
ΣD déviateur des contraintes
E déformation macroscopique (supposée constante dans un VER)
Eel déformation élastique macroscopique (supposée constante dans un VER)
Eth déformation macroscopique par dilatation thermique (supposée

constante dans un VER)
ET déformation de transformation macroscopique (supposée constante dans

un VER)
Etw déformation macroscopique par accommodation des macles (supposée

constante dans un VER)
S (r) tenseur de souplesse local d’ordre 4

S tenseur de souplesse élastique d’ordre 4

f fraction volumique de martensite
εT déformation moyenne de transformation au sein du volume de marten-

site
f FA fraction volumique de martensite formée sous forme auto-accommodée
εtw déformation moyenne par accommodation des macles au sein du volume

de martensite formée auto-accommodée
V volume du VER
VM volume de martensite au sein du VER
Vtwin volume de martensite présentant des macles au sein du VER
α coefficient de dilatation thermique
T température
UA énergie interne de l’austénite
UM énergie interne de la martensite
SA entropie de l’austénite
SM entropie de la martensite
CA

v chaleur à volume constante de l’austénite
CM

v chaleur à volume constante de la martensite
GA enthalpie libre de Gibbs de l’austénite
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GM enthalpie libre de Gibbs de la martensite
Gext contribution du chargement extérieur à l’enthalpie libre de Gibbs
Gint contribution des incompatibilités de déformation à l’enthalpie libre de

Gibbs
∆G variation d’enthalpie libre de Gibbs entre un état initial austénitie et un

état biphasé austénite-martensite
T0 = ∆U

∆S température d’équilibre de la transformation martensitique
B = −∆S variation linéaire de l’entropie autour de la température d’équilibre
Bd valeur de B constatée lors d’une transformation directe austénite vers

martensite
Br valeur de B constatée lors d’une transformation inverse martensite vers

austénite
Vk notation générique d’une variable interne
Ak force thermodynamique associée à la variable interne Vk
A f force thermodynamique associée à la transformation de phase
AεT force thermodynamique associée à l’orientation des variantes de marten-

site
Aεtw force thermodynamique associée à l’accommodation inélastique des

macles
Fcrit

f valeur critique de la force thermodynamique associée à la transformation
de phase

Fmin
f valeur minimale de Fcrit

f
Fmax

f valeur maximale de Fcrit
f

Fcrit
εT valeur critique de la force thermodynamique associée à l’orientation des

variantes de martensite
Fcrit

εtw valeur critique de la force thermodynamique associée à l’accommodation
inélastique des macles

γ f variable d’évolution décrivant l’avancement de la transformation de
phase en cours

f mem valeur de fraction volumique de martensite constatée lors du dernier
changement de sens de transformation

f obj valeur de fraction volumique de martensite qui sera observée si la trans-
formation de phase en cours arrive à saturation

Γ f rayon de la surface de charge en transformation de phase
κ f position du centre de la surface de charge en transformation de phase
H f paramètre d’interaction lié à la transformationde phase
HεT paramètre d’intéraction lié à l’orientation des variantes de martensite
Hεtw paramètre d’interaction lié à l’accommodation inlélastique des macles
Hs paramètre d’interaction lié au décalage des températures de transforma-

tion
εT

SAT valeur de saturation de l’orientation des variantes de martensite pour
une direction d’orientation donnée

εT
MAX valeur de saturation de l’orientation des variantes de martensite avec

prise en compte de la structure de la martensite (formée auto-
accommodée ou non)
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εT
trac valeur de saturation de la déformation de transformation mesurée lors

d’un chargement superélastique en traction
εT

comp valeur de saturation de la déformation de transformation mesurée lors
d’un chargement superélastique en compression

εT FA
trac valeur de saturation de la déformation de transformation mesurée

lors d’un chargement en tracstion sur de la martensite formée auto-
accommodée

M1 métrique de l’espace vectorielle défini par la notation de Voigt
S̃ matrice de souplesse élastique en notation de Voigt
C̃ matrice de rigidité élastique en notation de Voigt∣∣Xij

∣∣
σ

norme de Von Mises d’un tenseur d’un tenseur d’ordre 2 au sens des
contraintes :

∣∣Xij
∣∣
σ

=
√

3
2 XijXij∣∣Xij

∣∣
ε

norme de Von Mises d’un tenseur d’ordre 2 au sens des déformations :∣∣Xij
∣∣
ε
=
√

2
3 XijXij

VER volume élémentaire représentatif
X : Y produit tensoriel doublement contracté : X : Y = XijYji
{X} vecteur colonne
[Y] matrice
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Titre Modélisation du comportement thermomécanique d’alliages à mémoire de forme.
Application au dimensionnement de microsystèmes et extension en non local

Résumé Un modèle de comportement thermomécanique pour les alliages à mémoire de
forme est présenté. Il prend en compte la transformation de phase martensitique, l’orienta-
tion des variantes de martensite ainsi que l’accommodation inélastique des macles au sein
de la martensite formée sous une structure auto-accommodée. Un potentiel thermodyna-
mique pour un volume élémentaire représentatif est proposé. Il est décrit à l’aide de trois
variables internes définies à l’échelle macroscopique. Des forces thermodynamiques sont
dérivées de ce potentiel et équilibrées en faisant intervenir des phénomènes dissipatifs. Le
modèle est ensuite implanté dans un code de calcul par élément finis afin de dimensionner
des structures en deux et trois dimensions. Ce modèle a servi par la suite de base à une des-
cription non locale du comportement superélastique permettant de prendre en compte les
phénomènes de localisation observés dans les fils et les films minces d’AMF. Des éléments
finis spécifiques sont développés afin de pouvoir prendre en compte ce type d’approche
dans le cadre d’un calcul de structures.

Mots-clés alliages à mémoire de forme ; modélisation mathématique ; transformation
martensitique ; approche non locale ; éléments finis, méthode des.

Title Modeling of shape memory alloys thermomechanical behavior. Application to mi-
crosystems design and extension to nonlocal framework

Abstract A constitutive thermomechanical model for the behavior of shape memory al-
loys is presented. It takes into account the martensitic phase transformation, the orientation
of martensite variants and the inelastic accommodation of twins inside self-accommodated
martensite. A thermodynamical potential is built using three internal variables described
at macroscopic scale. Driving forces are derived from this potential and the equilibrium
is reached by considering dissipative phenomena. The model is then implemented into a
finite element code in order to design two or three-dimensional structures. It was adopted
as a fundamental for a non-local description of the superelastic behavior in order to take
into account the localization phenomenon observed in SMA wires and thin films. Specific
finite elements are developed to account with this type of approach in the framework of
structures computation.

Keywords shape memory alloys ; mathematical modeling ; martensitic transformation ;
nonlocal approach ; finite elements method.
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