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Mâıtre de Conf́erence, Université de Cergy-Pontoise
Professor, Universit́e de Coventry, Angleterre
Professeur, UHP, Nancy I (Directeur)
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5.2 Dynamiquèa l’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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Introduction

La Physique Statistique est la discipline dont le rôle est de comprendre le com-
portement des systèmes qui pŕesentent un nombre de degrés de libert́e si grand qu’ils
échappent̀a une description d́eterministe. La t̂ache est difficile et donc plus intéressante
lorsque ces degrés de libert́e sont fortement corrélés comme c’est le cas lors d’une
transition de phase. On peut citer les exemples de la transition liquide-vapeur de l’eau
ou la transition ferromagńetique d’un aimant. Une approche possible dans la descrip-
tion de tels syst̀emes est de considérer des mod̀eles d́efinis par des variables sur les
nœuds d’un ŕeseau. En d́epit de leur simplification presque caricaturale, ces modèles
présentent des caractéristiques qui sont partagées par les systèmes exṕerimentaux. On
parle alors d’universalité. Au-del̀a des ḿethodes analytiques exactes ou approchées, les
capacit́es informatiques actuelles permettent d’envisager uneétude nuḿerique de ces
mod̀eles. La technique que nous utiliserons durant cette thèse est la simulation Monte
Carlo en ŕeférence au ćelèbre casino òu le hasard est́egalement d’usage.
Cette th̀ese contient deux parties. La première partie s’attachèa l’étude de systèmes
à l’équilibre. Dans le premier chapitre, nous introduisons l’aspect de la physique sta-
tistique qui nous int́eressèa savoir les ph́enom̀enes critiques dont́emergeront des pro-
priét́es universelles. On observe en particulier des comportements algébriques de cer-
taines grandeurs thermodynamiques dont les exposants définissent les classes d’uni-
versalit́e. Nous pŕesentons le mod̀ele d’Ising qui est le mod̀ele paradigmatique dans
l’ étude des ph́enom̀enes critiques du fait de sa simplicité et de sa capacité à repro-
duire le comportement critique de nombreux systèmes exṕerimentaux. En dimensions
suṕerieuresà la dimension critique supérieure, qui vaut quatre dans ce cas, on peut
utiliser l’approximation du champ moyen pour obtenir les exposants critiques. Dans le
deuxìeme chapitre, nous présentons unéetude des corrections d’échelle au comporte-
ment thermique de la susceptibilité en dimensions cinq, six, sept et huit dans le cadre
du comportement d’échelleétendu (de l’anglaisextended scaling) qui permet d’étendre
les d́eveloppements critiques pour toutes températures suṕerieures̀a la temṕerature cri-
tique. Deśevidences de cette efficacité ont d́ejà ét́e fournies pour le mod̀ele d’Ising en
dimension un, deux et trois. Nous nous intéressons̀a la susceptibilit́e en dimensions
suṕerieuresà quatre pour lesquelles les exposants critiques ne dépendent plus de la
dimension. On s’attend̀a un comportement dominant de type champ moyen mais avec
des corrections dominantes non analytiques en dimensions cinq et six qui s’accom-
pagnent de logarithmes en dimension six. Au-delà de la dimension six, les correc-
tions dominantes sont analytiques. On peut avoir une intuition de ces corrections en
développant perturbativement le propagateur du modèleφ4. Il est possible d’obtenir
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avec pŕecision la valeur des paramètres du d́eveloppement critique avec les corrections
dominantes dans le cadre du comportement d’échelleétendu en interpolant les données
numériques obtenues par simulations Monte Carlo avec l’algorithme de ver (worm al-
gorithmen anglais) programḿe en temps continu. Les expressions que nous obtenons
sont en accord avec les données nuḿeriques depuis la région critique jusqu’̀a la ŕegion
haute temṕerature confirmant ainsi l’efficacité du comportement d’échelleétendu dans
le régime de champ moyen. Dans le troisième chapitre, nous présentons des résultats
préliminaires sur l’́etude des effets de taille finie du modèle d’Isingà cinq dimensions.
Il est établi th́eoriquement que la longueur de corrélation du mod̀ele d’Ising pŕesente
une croissance anormale en fonction de la taille du système. Alors qu’habituellement
cette croissance est proportionnelleà la taille du syst̀eme, elle crôıt ici algébriquement
commeξ ∼ Ld/4 où d est la dimension. La longueur de corrélation crôıt donc plus
rapidement que la taille du système. Cette caractéristique áet́e vérifiée extensivement
pour les conditions de bords périodiques. En revanche, il existe dans la littérature des
arguments analytiquesà l’encontre d’un tel sćenario pour les conditions de bords libres.
Ce type de conditions de bords n’a jamaisét́e étudíe auparavant pour des conditions
de bords libres du fait des corrections d’échelle consid́erablement plus importantes que
pour les conditions de bords périodiques. Nous avons effectué des simulations Monte
Carlo du mod̀ele d’Ising à cinq dimensions avec des conditions de bords libres en
utilisant l’algorithme de Wolff combińe à la repond́eration de l’histogramme. Nous
donnons deśevidences nuḿeriques claires que la susceptibilité des spins de volume se
comporte commeχ ∼ ξ2 ∼ L5/2, menant̀a une croissance anormale de la longueur
de corŕelation en fonction de la taille du système.
La deuxìeme partie de la th̀ese s’attachèa l’étude des ph́enom̀enes critiques hors de
l’ équilibre et plus particulièrement au ph́enom̀ene de vieillissement. Dans le premier
chapitre, nous d́efinissons ce qui distingue le régime de vieillissement parmi les phé-
nomènes horśequilibre. Nous nous appuyons sur les exemples paradigmatiques du
mod̀ele d’Ising et du mod̀ele XY bidimensionnels. Ce dernier exemple présente un
intér̂et pour les mod̀eles que nouśetudierons par la suite car, comme le modèle XY,
leurs transitions̀a l’équilibre est gouverńee par l’appariement de défauts topologiques
qui ralentissent la dynamique lors d’une trempe depuis la phase haute température.
Dans le deuxìeme chapitre, nouśetudions le vieillissement du modèle d’Ising compl̀e-
tement frustŕe bidimensionnel par simulation Monte Carlo locale de type Glauber. La
frustration compl̀ete est un problème de difficult́e interḿediaire entre les modèles sans
frustration dont le comportement est connu et les modèles frustŕes avec du d́esordre
dont le comportement n’est pas encore parfaitement cerné. Nouśetudions pŕealablement
la dynamiquèa l’équilibrevia la fonction d’autocorŕelation. Dans la phase haute tempé-
rature, nos ŕesultats donnent une premièreévidence de la présence de d́efauts topolo-
giques libres tandis que la dynamiqueà la temṕerature critique se prête à une esti-
mation pŕecise de l’exposant dynamique. Le vieillissement lors d’une trempe depuis
la phase haute température met clairement eńevidence la pŕesence de corrections
logarithmiques dans les variables d’échelle des fonctions de corrélation et du rap-
port fluctuation-dissipation, signature de l’influence des défauts topologiques. Nous
estimons par ailleurs toutes les grandeurs universelles qui caractérisent le vieillisse-
ment de ce système. Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons au vieillisse-
ment du mod̀ele XY compl̀etement frustŕe bidimensionnel dont le hamiltonien est le
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même qu’un ŕeseau de jonctions Josephson sous champ magnétique transverse. Outre
les spins bidimensionnels, la description de l’état fondamental ńecessite l’introduction
d’une variable additionnelle appelée chiralit́e qui est d́efinie comme le signe de la circu-
lation des spins autour de chaque plaquette. La frustration permet unétat fondamental
original qui est invariant sous l’action de deux groupes de symétrie : la rotation glo-
bale de tous les spins par un même angle (syḿetrieU(1)) et l’inversion du signe de
toutes les chiralit́es (syḿetrieZ2). Il est d́esormaiśetabli qu’il existe deux transitions
assocíeesà la brisure de chaque symétrie à des temṕeratures distinctes. Cette conclu-
sion est baśee sur le fait que des défauts topologiques de charge demi-entière sont
présents sur les parois de domaine de la chiralité. Alors que la transition associée aux
spins est clairement de type Berezinskiı̆, Kosterlitz et Thouless, la transition de la chi-
ralité a donńe lieuà des d́ebats dans la littérature. Les arguments les plus convaincants
actuellement concluent̀a la classe d’universalité du mod̀ele d’Ising bidimensionnel.
Nous souhaitons caractériser le vieillissement de ce modèle pour les deux types de
variables, cerner l’influence d’uńetat fondamental avec deux symétries sur des dyna-
miques extensivementétudíees et obtenir un signal clair sur la classe d’universalité de
la chiralit́e. Puisqu’il est possible de réécrire le hamiltonien comme celui du modèle
XY avec une constante de couplage effective, nous trempons dans un premier temps le
syst̀eme depuis l’́etat fondamental jusque dans la phase basse température. Nous met-
tons enévidence nuḿeriquement un ŕegime de vieillissement pour l’autocorrélation
et le rapport fluctuation-dissipation qui est décrit de manìere identique au modèle XY
dans l’approximation des ondes de spin, ce qui assure notamment que l’exposant dyna-
mique estz = 2. Dans un second temps, une trempe depuis la phase haute température
jusqu’̀a la temṕerature de Berezinskiı̆, Kosterlitz et Thouless met eńevidence des cor-
rections logarithmiques des variables d’échelle de la fonction de corrélation spin-spin
et du rapport fluctuation-dissipation semblables au modèle XY à cause de la présence
de vortex. Les grandeurs universelles telles que la valeur de l’exposant de décroissance
de l’autocorŕelation et la valeur asymptotique du rapport fluctuation-dissipation sont
estiḿees et se ŕevèlent incompatibles avec le modèle XY. Finalement, nouśetudions
le vieillissement de la chiralité lors d’une trempe depuis la phase haute température
jusqu’̀a la temṕerature critique. Les formes d’échelle de l’autocorrélation et du rapport
fluctuation-dissipation sont semblables au modèle d’Ising, mais les variables d’échelle
comportent des corrections logarithmiques, manifestation de la présence des défauts
topologiques dans le système. Cependant, les estimations des grandeurs universelles
sont incompatibles avec le modèle d’Ising.
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les effets de taille finie du modèle d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure
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Première partie

Étude des corrections du mod̀ele
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Chapitre 1

Généralit éssur les ph́enomènes
critiques

1.1 Transitions de phase et comportement critique

1.1.1 Un point singulier

Un volume macroscopique d’eau (H2O) présente diff́erentes propriét́es en fonction
des param̀etres ext́erieurs tels que la températureT et la pressionP . L’eau peut exister
dans leśetats solide, liquide et gazeux. Le passage d’une phaseà l’autre est appelé
transition de phase. Le diagramme de phase de l’eau dans le planT −P est repŕesent́e
par le sch́emaa) sur la figure 1.2. On remarque la présence d’un pointC appeĺe point
critique. Cette th̀ese a pour objet la decription des propriét́es thermodynamiques de
mod̀eles au voisinage de ce point. La dénomination du point critique (de l’anglaiscri-
tical point) est attribúeeà Thomas Andrews (voir par exemple l’ouvrage sur l’histoire
des ph́enom̀enes critiques [Domb]). Andrewśetudiait les propríet́es du point critique
du dioxyde de carbone (CO2) dans un travail qu’il publia en 1869 [Andr1869]. Un ar-
ticle récent [Berc09] mentionne l’existence d’un travail antérieur de Charles Cagniard
de la Tour dont le portrait est représent́e sur la figure 1.1. En 1822, il présente dans
deux articles [Cagn1822] le protocole qui permet d’amener divers composés dans le
régime critique et d́ecrit notamment le ph́enom̀ene d’opalescence critique. La première
page de l’un de ces articles est présent́ee sur la figure 1.1. Il nomme le point critique
comme unétat particulier dans un autre article paru en 1823 [Cagn1823]. Il existe
beaucoup d’autres exemples de transitions de phase dans la nature. Par exemple, l’iso-
tope4 de l’hélium 4He existe aussi sous les phases solide, liquide et gazeuse comme
l’eau. Le diagramme de phase est représent́e par le sch́emac) de la figure 1.2. Mais
le domaine des transitions de phase ne se limite pas aux passages entre les phases
solide, liquide et gazeuse d’un composé. Il existe dans ce diagramme de phase une
frontière qui śepare la phase liquide. Elle est appelée ligneλ à cause de la ressem-
blance de la chaleur spécifique lors de la transition avec la lettre grecque. La chaleur
sṕecifique est représent́ee sur la figure 1.5 d’après les donńees exṕerimentales de Bu-

13
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FIG. 1.1 – Charles Cagniard de la Tour (1777-1859) est-il le véritable pionnier dans
l’ étude des ph́enom̀enes critiques ?̀A droite, la premìere page de l’un de ses ar-
ticle de 1822 [Cagn1822] décrit le protocole qui permet d’obtenir un comporte-
ment critique pour diff́erentes substances antérieurement aux travaux de Thomas An-
drews [Andr1869] auquel on attribue la dénomination du point critique.

ckingham et Fairbank [Buck61]. La ligneλ définit le lieu de la transitionλ ou tran-
sition superfluide.À haute temṕerature, le liquide est appelé He I et il poss̀ede une
viscosit́e normale.À basse temṕerature, le liquide est appelé He II et il acquiert une
viscosit́e nulle : c’est la phase superfluide de l’hélium [Klei01, Binn95]. On parle de
phases cristallines lorque les composantsélémentaires d’un cristal s’arrangent selon
diff érentes syḿetries [Land67]. Le sch́emab) de la figure 1.2 représente les diff́erentes
phase cristallines de la glace repéŕees par un chiffre romain [Wiki]. Les matériaux fer-
romagńetiques - comme le nickelNi - ont la propríet́e d’acqúerir spontańement un
moment magńetique lorsque la température est suffisamment basse, et ceci même en
l’absence de champ extérieur. Ce moment magnétique est aussi appelé aimantation.
C’est la transition ferromagnétique qui śepare deux phases : la phase ferromagnétique
à basse temṕerature et la phase paramagnétiqueà haute temṕerature. Un tel composé
sera sensible aux variables extérieuresT etH. Le diagramme de phase dans le plan
H −T est repŕesent́e par le sch́emad) de la figure 1.2 [Stan71, Yeom94]. La transition
ferromagńetique intervient en un point critique, noté C sur le diagramme de phase,
caract́eriśe par la temṕerature critiqueTc. Il existe d’autres transitions faisant interve-
nir une ŕeorganisation de la structureélectronique : la transition supraconductrice et la
transition ḿetal-isolant [Ashc76].
De quelle manìere s’effectuent ces transitions ? Peut-on les décrire en un seul forma-

lisme ? Dans le cadre de la classification de Ehrenfest, on peut définir deux grands types
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FIG. 1.2 – Diagrammes de phase schématiques :a) H2O dans le planP − T ; b) les
phases cristallines de la glace dans le planT −P où les chiffres romains correspondent
aux différentes structures cristallines ;c) 4He dans le planP − T et d) diagramme de
phase deNi dans le planH − T .

de transitions [Stan71, Binn95]. Lorsqu’une des dérivées premìeres de l’́energie libre
est discontinue, on àa faireà une transition du premier ordre. C’est le cas notamment
de la transition entre les phases liquide et gazeuse de l’eau le long de la ligneBC du
diagrammea) de la figure 1.2. L’́energie est discontinue, d’où l’existence de chaleur
latente. Pour un ferromagnétique en pŕesence d’un champ magnétique ext́erieur, c’est
l’aimantation qui est discontinue lors du passage entre les deux orientations possibles
de l’aimantationi.e. parall̀ele ou anti-parall̀ele au champ (ces deux orientations op-
pośees sont appeléesupetdownsur le diagrammed) de la figure 1.2). La deuxième fa-
mille est celle des transitions continues. Elles possèdent au moins une dérivée premìere
de l’énergie libre qui est continue. On rencontre des transitions continues notamment
au point critique de l’eau et des matériaux ferromagńetiques ainsi que le long de la
ligneλ pour la transition superfluide.
Lors d’une transition de phase, on peut définir un param̀etre d’ordreΦ. Il permet de
distinguer entre chacune des phases. La convention est de choisir une valeur nulle dans
la phase de haute symétrie et une valeur non nulle dans la phase où la syḿetrie est
brisée. Pour la transition liquide-vapeurΦ = ∆ρ = |ρgaz − ρliq.| où ρgaz etρliq. sont
respectivement les densités du gaz et du liquide. Le paramètre d’ordre pour diff́erentes
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transitions liquide-vapeur est représent́e en fonction de la température sur la figure 1.3,
en se plaçant sur la ligne de coexistence du liquide et de la vapeur (d’après les travaux
de Guggenheim [Gugg45]). Une régression alǵebrique des donńees repŕesent́ees sur la
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FIG. 1.3 – Le param̀etre d’ordre∆ρ = |ρgaz − ρliq.| pour différents fluides est tracé
en fonction de la temṕerature en se plaçant sur la ligne de coexistence du liquide et
du gaz. L’axe des températures est norḿe par la temṕerature critiqueTc et l’axe du
param̀etre d’ordre est norḿe par la densit́e du fluide critiqueρc (d’apr̀es l’article de
Guggenheim [Gugg45]). La superposition des courbes suggère un certain degré d’uni-
versalit́e i.e. un comportement ind́ependant des constituants, et donc des interactions
microscopiques.

figure 1.3 donne [Gugg45] :

ρ− ρc ∼ (Tc − T )1/3 ∼ (Tc − T )β , (1.1)

où β est un exposant critique qui prend dans cet exemple la valeurβ = 1/3. Pour la
transitionλ, le param̀etre d’ordre est la fonction d’ondeψs des atomes superfluides.
Expérimentalement, on a accèsà la densit́e d’atomes superfluidesρs = |ψs|2. Cette
densit́e est repŕesent́ee en haut sur la figure 1.4 (d’après l’article de Kadanoffet al
[Kada67]). Elle se comporte algébriquement avec un exposant2/3, donc le param̀etre
d’ordre se comporte comme :

|ψs| ∼ (Tλ − T )1/3 ∼ (Tλ − T )β . (1.2)

Le param̀etre d’ordreΦ de la transition ferromagnétique est le moment magnétique to-
talM du syst̀eme tandis que pour la transition antiferromagnétique, on consid̀ere l’ai-
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mantation alterńeeMa. La fréquence de résonance magnétique nucĺeaire au cube, di-
rectement relíeeà l’aimantation alterńee au cube pour la transition antiferromagnétique
de MnF2, est traćee en bas sur la figure 1.4 (d’après l’article de Heller et Bene-
dek [Hell62]). Elle est lińeaire ce qui indique le comportement :

Ma ∼ (Tc − T )1/3 ∼ (Tc − T )β . (1.3)

Pour ces trois transitions, il est possible de définir un param̀etre d’ordre qui se com-
porte alǵebriquement avec le m̂eme exposantβ = 1/3. C’est une caractéristique des
transitions continues :̀a l’approche du point critique certaines grandeurs thermody-
namiques suivent une loi de puissance. Les valeurs numériques des exposants cri-
tiques d́efinissent des classes d’universalité. Les diff́erentes grandeurs thermodyna-
miques permettent de définir une famille d’exposants critiquesα, β, γ, δ, ν et νh. Un
autre exemple est donné sur la figure 1.5 par la singularité de la chaleur sṕecifique de
4He lors de la transitionλ (d’apr̀es les travaux de Buckingham et Fairbank [Buck61]).
Ce comportement s’observe aussi pour la susceptibilité d’un ferromagńetique. Sur la
figure 1.6 nous avons représent́e la divergence de la susceptibilité du ferFe (avec du
tungst̀ene dilúe)à l’approche de la température critique par valeurs supérieures (d’apr̀es
les travaux de Noakeset al [Noak66]). La divergence est algébrique avec un exposant
γ ≈ 1.33.

1.1.2 Comportement critique du mod̀ele d’Ising

Pour des raisons historiques, le langage magnétique s’est impośe dans la descrip-
tion des ph́enom̀enes critiques. Cependant, ces approches peuvent s’étendrèa d’autres
domaines. L’un des modèles les plus simples qui présente une transition continue est le
mod̀ele d’Ising [Isin25] d́efini par le hamiltonien :

HI = −J
∑

〈ij〉
SiSj −H

N∑

i=1

Si , (1.4)

où la somme
∑

〈ij〉 est effectúee sur tous les couples de sites premiers voisins sur un
réseau de dimensiond. Le syst̀eme contientN sites sur lesquels sont présents des spins
Si qui peuvent prendre les valeurs±1. La constanteJ est le couplage d’échange et
H est le champ magnétique. Ce mod̀ele permet de mod́eliser les transitions de ferro-
magńetiques uniaxiaux pour lesquelles il fut introduit, ainsi que la transition liquide-
vapeur [Paro95] et la transition ordre-désordre dans les ḿelanges binaires entre une
phase homog̀ene òu les deux composés sont miscibles et une phase hét́erog̀ene òu
ils ne sont plus miscibles (un exemple expérimental est donńe par l’́etain de type
beta (beta-brassen anglais) [Yeom94, Binn95]. Une liste plus exhaustive de systèmes
exṕerimentaux d́ecrits par le mod̀ele d’Ising est disponible dans [Vica00]. La dimen-
sion de l’espace dans lequel sont plongés les spins joue un rôle important. On connaı̂t
la fonction de partition exacte et donc toutes les fonctions thermodynamiquesà une
dimension [Isin25].À deux dimensions, on connaı̂t la fonction de partition exacte en
champ nul [Onsa44] et̀a la temṕerature critique avec un champ magnétique, ce qui
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FIG. 1.4 – En haut, la densité d’atomes superfluidesρs (le module au carré du pa-
ramètre d’ordreψs) est traćee en fonction de l’́ecart en temṕeratureTλ − T (d’apr̀es
l’article de Kadanoffet al [Kada67]). En bas, la fréquence de résonnance magnétique
nucĺeaire (fŕequence r.m.n.) au cube, directement reliéeà l’aimantation alterńee au cube
deMnF2, est traćee en fonction de la température (d’apr̀es l’article de Heller et Bene-
dek [Hell62]).



1.1. TRANSITIONS DE PHASE ET COMPORTEMENT CRITIQUE 19

(  deg)µ

s
C

  
 (

jo
u

le
/g

−
d

e
g

)

(deg)|T−T | (mdeg)|T−T | |T−T |λ λ λ

s

|T−T | ( K)λ

C
  
 (

jo
u

le
/g

−
d

e
g

)

FIG. 1.5 – La chaleur sṕecifique de4He lors de la transitionλ est traće en fonction de
la temṕerature avec des axes linéaires (en haut) et logarithmiques (en bas) (d’après les
travaux de Buckingham et Fairbank [Buck61]). Les axes linéaires mettent eńevidence
la ressemblance entre la forme de la chaleur spécifique et la lettre grecque qui a donné
son nomà la transitionλ. Les axes logarithmiques permettent de constater le compor-
tement alǵebriqueà proximit́e de la transition.

est suffisant pour d́eterminer les exposants critiques.À une dimension, le système ne
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FIG. 1.6 – Comportement de la susceptibilité χ du fer Fe (avec du tungstène dilúe)
avec un exposantγ ≈ 1.33 (d’apr̀es les travaux de Noakeset al [Noak66]).

poss̀ede pas de phase ordonnée. À partir ded = 2, le syst̀eme pŕesente une transi-
tion de phase continuèa temṕerature finie. En dimensiond = 3, il n’existe pas de
solution exacte et les exposants sont estimés entre autres par simulations Monte Carlo,
par d́eveloppement haute température, par renormalisation du modèle φ4. . .On peut
consulter l’article [Deng03] et ses références pour une revue des propriét́es critiques
du mod̀ele d’Ising en dimension trois.̀A partir ded = 4, les exposants critiques ne
dépendent plus de la dimension. Il sont identiquesà la th́eorie de champ moyen. On
appelle dimension critique inférieuredinf la dimension pŕećedent celle òu le syst̀eme
commencèa pŕesenter une transition de phaseà temṕerature finie. La dimension cri-
tique suṕerieuredc est d́efinie comme la dimensioǹa partir de laquelle les exposants
sont ceux du champ moyen. Pour le modèle d’Ising,dinf = 1 etdc = 4.
L’approximation de champ moyen consisteà remplacer l’interaction entre chaque plus
proche voisin par une interaction moyenne ou champ de Weiss [Stan71, LeBe02]. Cette
approche est justifíee lorsque le spin possède une coordinencez = 2d (pour un ŕeseau
hypercubique)́elev́ee i.e. pour les grandes dimensions. L’information dans le réseau
est v́ehicuĺee par de nombreux chemins et les fluctuations autour de la moyenne se font
plus rares. Cette approche est exacte pourd → ∞. Dans l’approximation du champ
moyen, tous les spins deviennentéquivalents et on peut se contenter d’écrire le hamil-
tonien pour un seul spin notéS :

HCM = − (2dJm+H)S , (1.5)
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où la densit́e d’aimantationm = 〈S〉 est la valeur moyenne des spins. La fonction de
partition s’́ecrit :

ZCM = 2 cosh [β (2dJm+H)] . (1.6)

La valeur moyennem = 〈S〉 s’exprime sous la forme :

m = tanh [β (2dJm+H)] . (1.7)

En champ nul, les solutions sont les intersections des courbes d’équationy = β2dJm
ety = Arctanhm [LeBe02]. Pourβ2dJm ≤ 1, il existe une seule solution enm = 0.
Pourβ2dJm > 1, il existe trois solutions :m = 0 et m = ±m0. La solution en
m = 0 est instable car l’application d’un champ magnétique infinit́esimal fait bas-
culer le syst̀eme dans uńetat ferromagńetique d’aimantation non nulle. Cesétats fer-
romagńetiques pŕesentent une syḿetrie inf́erieureà celle du hamiltonien (1.4) qui est
invariant sous l’inversion de tous les spins du réseau. Le signe de l’aimantation spon-
tańee priviĺegie une orientation spatiale. Cette symétrie est pŕesente dans la phase haute
temṕerature òum = 0. Le syst̀eme donne lieùa une brisure spontanée de la syḿetrie.
La temṕerature critique du système est donńee par :

βc =
1

2dJ
⇔ Tc =

2dJ

kB
, (1.8)

où kB estla constante de Boltzmann. On introduit l’écart en temṕerature par rapport au
point critique ou temṕerature ŕeduitet = (T − Tc)/Tc. Au voisinage deTc, la densit́e
d’aimantationm est faible et l’́egalit́e (1.7) devient, après avoir effectúe l’opération
Arctanh sur chacun des membres :

βH ≈ tm+
m3

3
+ O(m5, t2) . (1.9)

C’estl’ équation d’́etat en champ moyen d’un ferromagnétique qui poss̀ede la syḿetrie
d’inversion du mod̀ele d’Ising (1.4). En champ nulH = 0, la densit́e d’aimantation
m(T,H = 0) se comporte comme :

m(T, 0) ≈
{

0 pour T > Tc ,√
3
Tc

(Tc − T )1/2 pour T < Tc ,
(1.10)

où on peut d́efinir l’exposantβ = 1/2. Au voisinage deTc et en champ non nul, on
dérive les deux membres de l’équation (1.9) par rapportàH de manìereà obtenir la
susceptibilit́eχ = ∂m/∂H|H=0 :

χ(T, 0) ≈
{ 1

kB
(T − Tc)

−1 pour T > Tc ,
1

2kB
(Tc − T )−1 pour T < Tc ,

(1.11)

ce qui d́efinit l’exposantγ = 1. Notons que le rapportA+
χ /A

−
χ des amplitudes de la

susceptibilit́eA+
χ etA−

χ pourT > Tc et T < Tc respectivement prend la valeur uni-
verselle2. L’ énergiee par site en champ nul est simplemente(T, 0) = −dJm2(T, 0) :

e(T, 0) ≈
{

0 pour T > Tc ,
− 3

2kB(Tc − T ) pour T < Tc .
(1.12)
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La chaleur sṕecifique s’obtient en d́erivant l’énergie (1.12) par rapportàT :

C(T, 0) ≈
{

0 pour T > Tc ,
3
2kB pour T < Tc .

(1.13)

La chaleur sṕecifique est discontinue au point critique. L’exposant associé est donc
α = 0. L’isotherme critique caractérise la variation de l’aimantation en fonction du
champH à la temṕerature critique. A partir de l’expression (1.9), on obtient :

m(Tc,H) ≈
(

3

kBTc

)1/3

H1/3 , (1.14)

ce qui définit l’exposantδ = 3. Le mod̀ele d’Ising dans l’approximation du champ
moyen permet de reproduire le comportement algébrique des grandeurs thermodyna-
miques lors d’une transition continue mais les exposants ne sont corrects que pour
d ≥ dc.
Il est possible d’obtenir les m̂emes ŕesultats par l’approche de Landau des transitions
de phase. Le param̀etre d’ordre prend des valeurs petites au voisinage du point critique
d’une transition du second ordre. Landau aémis l’hypoth̀ese que les potentiels ther-
modynamiques peuvent alors s’écrire comme un d́eveloppement de Taylor [Land37,
Land67]. Consid́erons le d́eveloppement de la densité d’énergie libre de Helmholtz au
quatrìeme ordre :

f(T,H) ≈ f0 +A(T )m+B(T )m2 +C(T )m3 +D(T )m4 −Hm+O(m5) , (1.15)

où f0 est une constante etA, B, C et D sont des fonctions de la température. On a
suppośe implicitement quem = m(T,H) est une fonction des variables naturellesT
etH du potentiel. Pour un matériau magńetique en champ nul, la syḿetrie d’inversion
dans la phase haute température doit se refĺeter dans l’expression de l’énergie libre
par une absence de puissances impaires dem dans le d́eveloppement, doncA(T ) =
C(T ) = 0. La stabilit́e de la solutionm = 0 dans la phase haute température et de la
solutionm = ±m0 dans la phase basse température entrâıne un changement de signe
du coefficientB(T ) lors de la transition. Pour la m̂eme raison, il faut́egalement que le
coefficientD soit positif. Au premier ordre, on pose :

B(T ) ≈ r

2
(T − Tc) , (1.16)

D(T ) ≈ D(Tc) ≈
λ

4!
, (1.17)

où r et λ sont des constantes. On a supposé que seulB(T ) présente une variation
significative au point critique. L’expression (1.15) de l’énergie libre devient :

f(T,H) ≈ f0 +
r

2
(T − Tc)m

2 +
λ

4!
m4 −Hm. (1.18)

On a repŕesent́e sch́ematiquement le ph́enom̀ene de brisure de syḿetrie pour l’́energie
libre sur la figure 1.7. On d́etermine les valeurs dem pour lesquellesf est minimum
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FIG. 1.7 – Illustration de la brisure spontanée de syḿetrie de l’aimantation en utilisant
l’expression (1.18) pour l’énergie libre en champ nul. PourT > Tc, l’aimantation est
nulle ; pourT > Tc, l’aimantation est nulle en moyenne mais le minimum est plus
étaĺe, ce qui autorise de plus grandes fluctuations ; enfin, pourT < Tc, l’aimantation
peut prendre deux valeurs non nulles de signes opposés. Dans ce dernier cas, on obtient
desétats ferromagńetiques de syḿetrie inf́erieureà celle de l’́energie libre (1.18) : la
symétrie est briśee. Nous avons choisi pour paramètresλ = 0.0035, r = 0.2 etd = 5.

en annulant la d́erivée partielle∂f/∂m :

H ≈ r(T − Tc)m+
λ

6
m3 , (1.19)

qui a la m̂eme forme que (1.9). En champ nul, on obtient :

m(T, 0) ≈
{

0 pour T > Tc ,√
6r
λ (Tc − T )1/2 pour T < Tc .

(1.20)

Le param̀etre d’ordre s’annule avec un exposantβ = 1/2. La susceptibilit́e s’obtient
en d́erivant (1.19) par rapport̀aH :

χ(T, 0) ≈
{

1
r (T − Tc)

−1 pour T > Tc ,
1
2r (Tc − T )−1 pour T < Tc .

(1.21)

La susceptibilit́e diverge avec un exposantγ = 1. L’ énergie interne par site est définie
pare(T, 0) ≈ −kBTc∂f/∂T :

e(T, 0) ≈
{

0 pour T > Tc ,

−3Tcr
2

λ (Tc − T ) pour T < Tc .
(1.22)
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Il vient la chaleur sṕecifiqueC(T, 0) = ∂e/∂T :

C(T, 0) ≈
{

0 pour T > Tc ,

3Tcr
2

λ pour T < Tc .
(1.23)

La chaleur sṕecifique est ausi d́ecriteà la transition par un exposantα = 0. En utilisant
l’expression (1.19), l’isotherme critique s’écrit :

m(Tc,H) ≈
(

6

λ

)1/3

H1/3 , (1.24)

et l’exposant associé estδ = 3. L’approche de Landau donne les mêmes exposants que
la théorie de champ moyen (on retrouve exactement les mêmes expressions en posant
r = kB etλ = 2kBTc).
Ces deux approches ne sont pas valides dans le cas géńeral. La solution exacte en di-
mensiond = 2 découverte par Onsager [Onsa44] ne conduit pas aux mêmes exposants.
De plus, ces approches prédisent une transition de phase en dimensiond = 1 alors que
la solution exacte n’en prévoit aucune. Les th́eories de type champ moyen donnent des
exposants valides dans l’approximation où les fluctuations critiques sont faibles. Il est
possible de d́eterminer le domaine de validité de ces approximations par le critère de
Ginzburg-Landau.

1.2 Les fluctuations critiques et leurs descriptions

1.2.1 Th́eorie de Ginzburg-Landau

Le mod̀ele de Ginzburg-Landau est obtenu en remplaçant le paramètre d’ordreΦ
par un champφ(~r). Ce champ est obtenu en sommant les degrés de libert́e sur un
volume ḿesoscopiqueδV (~r) centŕe autour de la position~r. Ce volume est grand devant
les distances microscopiques et petit devant la taille du système [Stan71, Binn95]. On
parle aussi decoarse-graining. L’hamiltonienHφ du mod̀eleφ4 est d́efini par :

Hφ[φ] =

∫

Rd

dd~r

(
1

2

(

~∇φ(~r)
)2

+
µ2

2
φ2(~r) +

g

4!
φ4(~r) −H(~r)φ(~r)

)

. (1.25)

La fonction de partition s’́ecrit :

Zφ =

∫

RN

[Dφ]e−βHφ[φ] , (1.26)

où le symbole
∫

RN

[Dφ] =

∫

RN

∏

~r

dφ(~r) signifie une int́egration sur toutes les va-

leurs possibles du champ en chaque endroit de l’espace. L’approximation de Landau
consistèa conserver dans l’intégrale fonctionnelle les valeurs deφ(~r) qui apportent la
contribution dominante, c’est-à-dire, celles qui minimisentHφ[φ]. On cherche donc les

solutions deδHφ[φ]
δφ(~r) = 0. À l’ordre le plus bas, il vient :

−~∇2φ(~r) + µ2φ(~r) +
g

6
φ3(~r) = H(~r) , (1.27)
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qui est l’́equation de Ginzburg-Landau. Pour un champφ homog̀ene, que nous notons
m afin de conserver la notation de la section préćedente, on retrouve l’approximation
de champ moyen (1.9) et (1.19) :

H ≈ µ2m+
g

6
m3 , (1.28)

qui est l’analogue de (1.19)à condition de poser :

µ2 = r(T − Tc) , (1.29)

et g = λ. Cependant, le modèleφ4 permet de d́epasser le champ moyen en calculant
les premìeres corrections qui correspondent aux fluctuations du paramètre d’ordre. Les
fluctuations spatiales du paramètre d’ordre local autour de sa moyenne s’écrivent :

δφ(~x) = φ(~x) − φ , (1.30)

où φ = Φ/V . La fonction de corŕelation connect́ee est d́efinie comme la corrélation
des fluctuations autour de la valeur moyenne entre deux points aux positions~x et~y :

G(~x, ~y) = 〈δφ(~x)δφ(~y)〉 = 〈φ(~x)φ(~y)〉 − φ2 . (1.31)

Pour un syst̀eme homog̀ene et isotrope, la fonction ne peut dépendre que du module
r = |~x− ~y|. De manìere ǵeńerale, on constate différents ŕegimes :

G(r) ∼
{
e−r/ξ pour T 6= Tc ,
r−(d−2+η) pour T = Tc ,

(1.32)

où η est un exposant critique etξ est une longueur caractéristique appelée longueur de
corŕelation. En pŕesence d’un champ inhomogèneH(~y) :

G(~x, ~y) =
1

β

δ〈φ(~x)〉
δH(~y)

∣
∣
∣
∣
H=0

. (1.33)

L’ équation de Ginzburg-Landau (1.27) permet de calculer la fonction de corrélation du
mod̀eleφ4 dans l’approximation du champ moyen en effectuant la dérivée fonction-
nelle des deux membres par rapportàH(~y). Il vient :

−~∇2G(~x, ~y) + µ2G(~x, ~y) +
g

2
〈φ2(~x)〉G(~x, ~y) = kBTδ(~x− ~y) . (1.34)

Puisqu’on poseH(~y) = 0 apr̀es la d́erivation dans (1.33), on peutélever l’expression
(1.20) au carŕe pour obtenir〈φ2(~x)〉. Il vient :

G(r) =

{
−~∇2G(r) + (T − Tc)G(r) = kBTδ(r) pour T > Tc ,

−~∇2G(r) + 2(Tc − T )G(r) = kBTδ(r) pour T < Tc .
(1.35)

La longueur de corrélation est donńee par :

ξ ∼
{

(T − Tc)
−1/2 pour T > Tc ,

2(T − Tc)
−1/2 pour T < Tc .

(1.36)
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Elle diverge donc avec un exposantν = 1/2. Les solutions de (1.35) ont les formes
asymptotiques [Zinn02] :

G(r) ∼
{
e−r/ξ pour r ≫ ξ ,
r−(d−2) pour r ≪ ξ ,

(1.37)

ce qui permet de d́eterminerη = 0 en comparant avec (1.32). On peutégalement d́efinir
une fonction de corrélation sous champ̀a la temṕerature critique par :

GH(~x, ~y) =
1

β

δ〈φ(~x)〉
δH(~y)

∣
∣
∣
∣
t=0

. (1.38)

En utilisant leśequations (1.34) et (1.24), on obtient un système similairèa (1.35) mais
avec une longueur caractéristiqueξH qui se comporte comme :

ξH ∼ |H|−1/3 , (1.39)

ce qui d́efinit l’exposant de champ moyenνH = 1/3. Nous avons d́esormais l’en-
semble des exposants qui définissent la classe d’universalité du mod̀ele d’Ising dans
l’approximation du champ moyen. Ils sont résuḿes dans la table 1.1.

α = 0 β = 1/2 δ = 3 γ = 1 ν = 1/2 νH = 1/3 η = 0

TAB . 1.1 – Valeurs nuḿeriques des exposants critiques du modèle d’Ising dans l’ap-
proximation du champ moyen.

1.2.2 Critère de Ginzburg

Il est possible de relier la susceptibilité à la fonction de corŕelation sous la forme
d’un théor̀eme fluctuation-dissipation [LeBe02, Binn95, Zinn02] :

χ =
β

V

∫

dd~xdd~yG(~x− ~y) =
β

V

(
〈Φ2〉 − 〈Φ〉2

)
. (1.40)

La divergence de la susceptibilité est directement reliée aux corŕelations du param̀etre
d’ordre à grande distance ainsi qu’aux fluctuations du paramètre d’ordre. Puisque le
param̀etre d’ordre fluctue autour de la moyenne, dans quelle mesure l’approximation
du champ moyen est-elle valable ? Il est possible d’estimer l’ordre de grandeur de ces
fluctuationsà partir de (1.40) et (1.37)̀a l’intérieur du volume de corrélationV = ξd.
En divisant cette quantité par la solution de champ moyen (1.10), on obtient :

〈Φ2〉 − 〈Φ〉2
〈Φ〉2 ∼ t

d−4

2 . (1.41)

La théorie du champ moyen est cohérente pourd > 4 car les fluctuations sont négligeables
devant le param̀etre d’ordreà l’approche du point critique. Lorsqued < 4, les fluctua-
tions divergent̀a l’approche du point critique, ce qui est incompatible avec l’hypothèse
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de d́epart d’un champ de Weiss uniforme. Les fluctuations sont unélément essentiel
dans la description des phénom̀enes critiques.
Les fluctuations critiques sont reliées au comportement de la longueur de corrélation
qui dépend de la temṕerature.À l’approche du point critique, elle diverge selon l’ex-
pression (1.36). Cette relation est mise enévidence dans des modèles solubles analyti-
quement. La divergence de la longueur de corrélation implique la disparition de toute
échelle de longueur. On dit que le système est autosimilaire ou invariant d’échelle.
Des fluctuations hiérarchiques, c’est-à-dire, des fluctuations dans les fluctuations, ap-
paraissent̀a toutes distances. Ces fluctuations sont visibles dans les fluides binaires
[Binn95]. Le ph́enom̀ene est appelé opalescence critique. La figure 1.8 en donne une
illustration [Phys]. Les deux fluides, le méthanol (CH3OH) et l’hexane (C6H14), ne
sont pas miscibles en dessous de la températureTc = 42.4◦C et on peut observer un
ménisque entre les deux composés (photo de gauche). Au-delà de cette temṕerature,
ils sont miscibles en proportion arbitraire et le ménisque disparaı̂t (figure de droite).
À l’approche de la temṕerature critique (figure du milieu), lorsqu’on se place dans les
conditions d’une transition continue pour un rapport de0.435 molécules de ḿethanol
pour0.665 molécules d’hexane, le ḿenisque ne se forme pas immédiatement. Le ḿe-
lange devient flou, ce qui signifie que les rayons lumineux sont diffusésà cause des fluc-
tuations de l’indice de réfraction. Ces fluctuations d’indice peuvent elles-mêmesêtre
reliées aux variations de densité dans le fluide. Le m̂eme ph́enom̀ene s’observe pour

FIG. 1.8 – Mélange de ḿethanol (CH3OH) et d’hexane (C6H14) dans les proportions
de moĺecules0.435 : 0.665. De gauchèa droite,T < Tc, T ≈ Tc et T > Tc. Pour
T < Tc un ménisque śepare les composés qui ne sont pas miscibles. PourT > Tc les
compośes sont miscibles et forment une seule phase. PourT ≈ Tc, le mélange devient
flou. Les fluctuations de la densité entrâınent une variation de l’indice de réfraction :
les rayons lumineux sont déviés [Phys].

le mod̀ele d’Ising.À l’approche du point critique, la longueur de corrélation diverge
entrâınant des domaines de spins ordonnés sur de grandes distances. On a représent́e
sur la figure 1.9 le mod̀ele d’Ising bidimensionnel pour trois températures diff́erentes :
T ≪ Tc, T ≈ Tc et T ≫ Tc. À basse temṕerature, le système est ordonńe et le re-
tournement d’un spin a peu d’influence sur ses voisins.À haute temṕerature, les spins
sont d́esordonńes et le retournement d’un spin n’influence pas non plus les voisins. Au
contraire,̀a la temṕerature critique, un spin influence les autres spins sur des distances
arbitrairement grandes.
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FIG. 1.9 – Les figures représentent le mod̀ele d’Ising 2d à trois temṕeratures
diff érentes. De gauchèa droite :T ≪ Tc, T ≈ Tc et T ≫ Tc. Sur la figure du
milieu, on observe des fluctuations dans les fluctuations. Un agrandissement sur une
partie de la figure ressemblerait aussià un syst̀eme critique : le système est invariant
d’échelle ou autosimilaire.

1.3 L’esprit du groupe de renormalisation

1.3.1 Hypoth̀ese d’homoǵenéité

Le comportement universel en termes d’exposants critiques est unifié à partir de la
propríet́e d’homoǵeńeité de l’́energie libre au point critique posée comme hypoth̀ese
par Widom (1965) [Wido65] et Kadanoff (1966) [Kada66]. Dans les années 1970, Wil-
son [Wils71] a transposé la ḿethode du groupe de renormalisation de la physique des
particules au domaine des phénom̀enes critiques et donné une justification de cette
hypoth̀ese d’homoǵeńeité. La transformation du groupe de renormalisation consiste
à étudier l’́evolution des constantes de couplage du hamiltonien sous une réduction
du nombre de degrés de libert́e. Un point critique est caractériśe par un point fixe de
la tranformation. L’hypoth̀ese d’homoǵeńeité de l’́energie libre est d́eduite de l’inva-
riance de la fonction de partition sous la transformation. Il est alors possible de déduire
les exposants critiques et les fonctions d’échelle des observables.
L’autosimilarit́e du syst̀eme pr̀es du point critique permet de réduire les degrés de li-
bert́e tout en laissant la forme de l’hamiltonien inchangée, comme l’a proposé Kadanoff
en 1966 [Kada66]. Dans l’espace réel, on forme des blocs de spins qu’on remplace par
des spins effectifs. Le volume de ces blocs estbd où d est la dimension du réseau et
b le facteur de ŕeduction. Il existe plusieurs moyens de déterminer le spin effectif̀a
partir des spins appartenant au bloc : on peut faire la moyenne des spins, choisir le spin
majoritairement représent́e ou garder un seul spin (décimation). Puis les longueurs du
syst̀eme sont diviśees par le coefficientb de manìere à retrouver le pas de réseaua
initial. La transformation est représent́ee sur la figure 1.10. Un réseau hypercubique
comportantN sites et avec une tailleL dans chaque dimension se transforme en un
réseau hypercubique comportantN ′ = N/bd sites et avec une tailleL/b dans chaque
dimension.
Le hamiltonien (1.4) du mod̀ele d’Ising par exemple possède une constante de cou-
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FIG. 1.10 – Transformation des blocs de spin dans l’espace réel. Les spins sont re-
grouṕes par blocs de volume22 et chaque bloc est remplacé par un spin effectifsi.
Puis on norme les longueurs du système de façoǹa retrouver le pas de réseau initiala.

plage d’́echange entre premiers voisinsK1 = βJ et une constante de couplage Zee-
manK2 = βH ∼ h. Dans la limite thermodynamique, il existe une infinité de pos-
sibilités de coupler des spins. Quelques exemples sont décrits sur la figure 1.11. Une

K 3

K
4

K 5

K 6

K 7

FIG. 1.11 – Différents types de couplages possibles pour le modèle d’Ising2d. Les
lignes fines repŕesentent le ŕeseau et les ligneśepaisses représentent les interactions
entre les spins sitúes sur les nœuds.

transformation peut potentiellement produire n’importe quel type de couplage. Pour
décrire l’évolution de ces variables, on définit l’espace des couplages par un vecteur
~K = (K1,K2, . . . ,Ki, . . . ) de dimension infinie. Ce vecteur se transforme en un vec-
teur ~K ′ selon la repŕesentationRb :

Rb( ~K) = ~K ′. (1.42)

La transformation admet des points fixes~K∗ = (K∗
1 ,K

∗
2 , . . . ,K

∗
i , . . . ) qui vérifient la

relation :
Rb( ~K

∗) = ~K∗. (1.43)
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Il existe différents points fixes : les points fixes triviaux pourT = 0 et T = ∞ et
les points fixes non triviaux pour des températures critiquesTc finies. Les transforma-
tions du groupe de renormalisation utilisent les hypothèses suivantes pour les couplages
Ki [LeBe02]. Premìerement, les composantesKi restent des couplages locaux sous la
transformation. Deuxièmement, les composantesKi sont des fonctions analytiques de
l’ écart des variables initiales par rapport au point fixe mêmeà la temṕerature critique
Tc. Pour un syst̀eme magńetique, les variables initiales sont la températureT et le
champ magńetiqueH. La variablet ∼ T − Tc définit l’ écart en temṕerature par rap-
port au point fixèaTc. L’hypothèse d’analycit́e permet de lińeariser la transformation
à proximit́e d’un point fixe :

∆K ′
i =

∑

j

Tij∆Kj , (1.44)

où ∆Ki = Ki − K∗
i repŕesente l’́ecart au point critique etTij =

∂K′
i

∂Kj

∣
∣
∣
~K∗

sont les

éléments de la matrice de transformationT. On appelle~φα = (φα1 , φ
α
2 , . . . , φ

α
i , . . . )

les vecteurs propres̀a gauche de la matriceT. Ces vecteurs propres sont associés aux
valeurs propresλα. L’ensemble de vecteursB = {~φ1, ~φ2, . . . , ~φi, . . .} forme une base
ad́equate pour d́ecrire le syst̀emeà proximit́e du point fixe~K∗. On appelle variables
d’échelle les quantités :

uα =
∑

i

φαi ∆Ki. (1.45)

Ce sont des combinaisons linéaires de l’́ecart au point fixe. Les relations (1.44) et (1.45)
impliquent la transformation [Card96] :

u′α = λαuα. (1.46)

La loi de semi-groupeRb1Rb2 = Rb1·b2 entrâıne [MacC04, LeBe02] :

λα = byα , (1.47)

où yα est la valeur propre du groupe de renormalisation ou dimension d’échelle as-
socíeeà la variable d’́echelleuα. Plusieurs cas peuvent se présenter [Card96, LeBe02].
Lorsqueyα > 0, les it́erations du TGŔeloignentuα de sa valeur au point fixe.uα
est alors une variable d’échelle pertinente. Lorsqueyα < 0, les it́erations du TGR
approchentuα de sa valeur au point fixe.uα est dite non pertinente. Finalement, si
yα = 0, une analysèa un ordre pluśelev́e est ńecessaire pour conclure. La variable
d’échelleuα est dite marginale.
Les variables d’́echelle sont des combinaisons linéaires des composantesKi de m̂eme
parit́e. La variable d’́echelleut est associée aux couplages thermiques qui sont in-
variants par inversion de tous les spins et la variable d’échelleuh est associée aux
couplages magńetiques qui sont antisyḿetriques par inversion de tous les spins. On
s’attendà ce que ces deux quantités soient pertinentes. L’hypothèse d’analycit́e des
composantesKi s’étend aux variables d’échelle et d’apr̀es les arguments de symétrie
préćedents, on obtient [Card96] :

ut ∼
T→Tc

t+ O(t2, h2), (1.48)

uh ∼
T→Tc

h+ O(th). (1.49)
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Afin de pŕeserver les propriét́es physiques du système, on doit avoir invariance de la
fonction de partition sous la transformation :

Z =
∑

{s}
e−βH[s] =

∑

{s}
e−βH

′[s], (1.50)

où H′ est le hamiltonien transforḿe dont les constantes de couplages sont données
par le vecteur~K ′. Puisque la densité d’énergie libre s’́ecrit f( ~K) ∼ −N−1 logZ,
l’expression (1.50) devient :

e−Nf( ~K) = e−Na(
~K)−N ′f( ~K′), (1.51)

⇔ f( ~K) = a( ~K) + b−df( ~K ′), (1.52)

où a( ~K) est une fonction analytique de~K provenant de l’int́egration des blocs de
spins [Card96].À proximité du point fixe ~K∗, la partie singulìere fs de la densit́e
d’énergie libref se comporte comme :

fs( ~K) ∼ b−dfs( ~K
′), (1.53)

⇔ fs(t, h) ∼ b−dfs(b
ytt, byhh). (1.54)

Entre les expressions (1.53) et (1.54), on a remplacé ~K par ut ∼ t et uh ∼ h et
~K ′ paru′t ∼ bytt et u′h ∼ byhh selon la transformation (1.46). La relation (1.54) est
l’hypothèse d’homoǵeńeité de l’́energie libre pr̀es du point critique.
Les exposants critiques sont obtenusà partir des d́erivées de (1.54) :

m(t, h = 0) ∼ ∂fs
∂h

∣
∣
∣
∣
h=0

∼ b−d+yhm(bytt, 0) ∼ b−xφm(bytt, 0) , (1.55)

χ(t, h = 0) ∼ ∂2fs
∂h2

∣
∣
∣
∣
h=0

∼ b−d+2yhχ(bytt, 0) , (1.56)

C(t, h = 0) ∼ ∂2fs
∂t2

∣
∣
∣
∣
h=0

∼ b−d+2ytC(bytt, 0) . (1.57)

On appelle la quantité xφ = d − yh introduite dans (1.55) la dimension anormale ou
dimension d’́echelle de l’aimantation [Card96, MacC04, LeBe02]. Cela signifie que le
champ ne se transforme pas simplement comme une densité sous l’effet d’une TGR,
sauf dans le cas particulier du modèle gaussien [LeBe02]. La valeur du coefficientb est
arbitraire. Si on choisitb = |t|−1/yt , l’argument des fonctions des membres de droite
est constant [MacC04], ce qui permet d’écrire :

m(t, h = 0) ∼ |t|(d−yh)/yt pourT < Tc et0 sinon, (1.58)

χ(t, h = 0) ∼ |t|−(2yh−d)/yt , (1.59)

C(t, h = 0) ∼ |t|−(2−d/yt). (1.60)

Par identification, ces relations mènentà β = (d − yh)/yt, γ = (2yh − d)/yt et
α = 2 − d/yt. On peut d́eterminer le comportement de la densité d’aimantatioǹa la
temṕerature critique en champ non nul :

m(t = 0, h) ∼ ∂f

∂h

∣
∣
∣
∣
t=0

∼ b−d+yhm(0, byhh) ∼
b=|h|−1/yh

|h|(d−yh)/yh , (1.61)
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et doncδ = yh/(d−yh). La fonction de corŕelation est homog̀ene au carŕe de la densit́e
de l’aimantation. Elle se transforme donc suivant :

G(r, t, h) ∼ b−2xφG(b−1r, bytt, byhh). (1.62)

Posonsb = r en champ magńetique nul :

G(r, t, 0) ∼ r−2xφG(1, rytt, 0) ∼ r−2xφGh=0(r/|t|−1/yt), (1.63)

oùGh=0(x) est une fonction d’́echelle dont le comportement asymptotique est habituel-
lement bien d́ecrit par une exponentielle, ce qui est justifié par la premìere expression
du syst̀eme (1.37) obtenuèa partir du mod̀eleφ4. Toujoursà partir de cette expression,
on identifie :

ξ ∼
h=0

|t|−1/yt ∼ |t|−ν , (1.64)

et doncν = 1/yt. À la temṕerature critique (t= 0) :

G(r, 0, 0) ∼ r−2xφ , (1.65)

ce qui conduit̀a η = 2 + d − 2yh. Dans l’expression (1.62), posonsb = r et plaçons-
nousà la temṕerature critique (t= 0) et en champ magnétique non nul :

G(r, 0, h) ∼ r−2xφG(1, 0, ryhh) ∼ r−2xφGt=0(r/|h|−1/yh), (1.66)

oùGt=0(x) est une fonction d’́echelle. Dans ces conditions, la longueur caractéristique
diverge selon :

ξ ∼
t=0

|h|−1/yh , (1.67)

ce qui d́efinit l’exposantνh = 1/yh. Un résuḿe des exposants et des quantités aux-
quelles ils sont associés est donńe dans la table 1.2.

Quantit́es Exposants

c ∼
h=0

|t|−α α = 2 − d
yt

m ∼
h=0

|t|β (T < Tc) β = d−yh

yt

m ∼
t=0

|h|−δ δ = yh

d−yh

χ ∼
h=0

|t|−γ γ = 2yh−d
yt

G(r) ∼
h=t=0

r−(d−2+η) η = 2 + d− 2yh

ξ ∼
h=0

|t|−ν ν = 1/yt

ξ ∼
t=0

|h|−νh νh = 1/yh

TAB . 1.2 – Quantit́es physiques et exposants associés. Les expressions des exposants
critiques sont donńees en fonction des dimensions d’échelleyh etyt.
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Les exposants critiques sont obtenusà partir des deux dimensions d’échelleyh et
yt. Il existe donc des relations indépendantes entre les exposants appelées relations
d’échelle :

2β + γ = 2 − α (Rushbrooke), (1.68)

2βδ − γ = 2 − α (Griffith) , (1.69)

γ = ν(2 − η) (Fisher), (1.70)

νd = 2 − α (Josephson). (1.71)

La relation de Josephson (1.71) fait intervenir la dimensiond du ŕeseau. C’est pour-
quoi on la distingue des autres relations d’échelle en la nommant relation d’hyper-
échelle. Cette relation n’est plus satisfaite pour un système au-dessus de sa dimension
critique suṕerieure puisque par définition, les exposants sont ceux du champ moyen
et ne d́ependent plus de la dimension d’espace. Il existe des systèmes pour lesquels
elle n’est plus v́erifiée en-dessous de la dimension critique supérieuredc comme le
mod̀ele d’Ising en champ aléatoire (voir [Youn98] pour une revue) ou les animaux
sur ŕeseau [Lube78, Stau94] (aussi appelés lattice animalsen anglais). Ces relations
ont ét́e obtenues antérieurement au groupe de renormalisation, notamment sous forme
d’inégalit́es. Ce sont les noms des auteurs de cetteépoque qui leur sont associés. Ru-
shbrooke a prouv́e l’inégalit́e2β+ γ ≥ 2−α [Rush63], mais Essam et Fisher ont pro-
pośe ant́erieurement l’́egalit́e (1.68) [Essa63]. Griffith a prouvé l’inégalit́eβ(1 + δ) ≥
2 − α [Grif65]. Fisher a prouv́e l’égalit́e γ = ν(2 − η) [Fish64]. Josephson a obtenu
l’in égalit́eνd ≥ 2−α [Jose67], mais l’́egalit́e (1.71) áet́e sugǵeŕee ant́erieurement par
Widom [Wido65] et Kadanoff [Kada66].

1.3.2 Variables non pertinentes dangereuses

En dimensiond > dc, on montre que les propriét́es critiques du mod̀ele d’Ising
sont d́ecrites par le point fixe gaussien [LeBe02]. Une analyse dimensionnelle du ha-
miltonien (1.25) permet d’obtenir les dimensions d’échelle des trois couplagesµ2 ∼ t
(en vertu de (1.29)),H ∼ h etg [LeBe02] qui s’́ecrivent respectivement :







yt = 2 ,
yh = d/2 + 1 ,
yg = 4 − d .

(1.72)

Puisqueyg < 0 pourd > 4, le couplageg est non pertinent. Il n’intervient pas dans
la description du comportement critique. Si on utilise les valeurs deyt et yh dans les
expressions de la table 1.2 qui donnent les valeurs des exposants en fonction des di-
mensions d’́echelle, on obtient :







α = 2 − d/2 ,
β = (d− 2)/4 ,
γ = 1 ,
δ = (d+ 2)/(d− 2) ,
η = 0 .

(1.73)
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Or les exposants de champ moyenα, β et δ qui sont donńes dans la table 1.1 sont
diff érents. Cette incohérence est lev́ee en remarquant le rôle deg dans le comporte-
ment critique de l’aimantatioǹa partir des expressions (1.20) et (1.24) et dans le com-
portement de la chaleur spécifiqueà partir de l’expression (1.23) (notons queλ = g
dans ces expressions). Puisqueg est pŕesent au d́enominateur, on ne peut pas l’annuler
arbitrairement. On qualifieg de variable non pertinente dangereuse : bien que sa valeur
tende vers0, elle engendre une perturbation au comportement critique. Prenons pour
exemple la transformation homogène de l’aimantation qui s’écrit :

m(t, h, g) ∼ b−d+yhm(bytt, byhh, bygg) . (1.74)

En posanth = 0 et b = |t|−1/yt , il vient :

m(t, 0, g) ∼ |t|(d−yh)/ytm(1, 0, |t|−yg/ytg) pourT < Tc et0 sinon. (1.75)

Lorsquet → 0, la troisìeme entŕee se comporte de façon singulière. On suppose
alors un comportement algébrique de la fonction d’échelle de la formem(1, 0, x) ∼
x−1/2 [Ma00] :

m(t, h, 0) ∼ |t|(d−yh)/yt(|t|−yg/ytg)−1/2 ∼ |t|1/2√
g
, (1.76)

qui est en accord avec (1.20). Si on poset = 0 et b = |h|−1/yh dans (1.74), il vient :

m(0, h, g) ∼ |h|(d−yh)/yhm(0, 1, |h|−yg/yhg) , (1.77)

qui devient, apr̀es avoir suppośe un comportement algébrique de la formem(0, 1, x) ∼
x−1/3 [Ma00] :

m(0, h, g) ∼ |h|(d−yh)/yh(|h|−yg/yhg)−1/3 ∼ |h|1/3
g1/3

, (1.78)

qui est en accord avec (1.24). La chaleur spécifique se transforme selon :

C(t, h, g) ∼ b−d+2ytC(bytt, byhh, bygg) . (1.79)

Si on poseh = 0 et b = |t|−1/yt , il vient :

C(t, h, g) ∼ |t|d/yt−2C(1, 0, |t|−yg/ytg) . (1.80)

En supposant un comportement algébrique de la formeC(1, 0, x) ∼ x−1, on obtient :

C(t, h, g) ∼ |t|d/yt−2(|t|yg/ytg)−1 ∼ g−1 , (1.81)

ce qui est aussi en accord avec l’expression (1.23). Une façon plus rigoureuse de
déterminer le comportement critique est d’utiliser la méthode de renormalisation de
Wilson. On peut consulter [Ma00] et [LeBe02] par exemple pour une présentation
géńerale de la ḿethode et [Luij96] pour une application au modèle d’Ising en dimen-
siond > dc.



Chapitre 2

Comportementd’ échelleétendu
pour d > 4

Le but de ce chapitre est d’étudier les corrections d’échelle au comportement en
temṕerature de la susceptibilité du mod̀ele d’Ising au-dessus de la dimension critique
suṕerieure dans le cadre de la méthode du comportement d’échelleétendu introduite en
2006 par Campbellet al[Camp06a]. Cette ḿethode permet d’obtenir un développement
décrivant le comportement des grandeurs thermodynamiques dans toute la phase haute
temṕerature (T > Tc). Dans une première section, nous présentons le comporte-
ment critique en temṕerature selon le schéma habituel qui n’est plus valableà haute
temṕerature òu il faut avoir recours̀a un d́eveloppement haute température. Nous don-
nons les ŕesultats disponibles dans la littératurèa ce sujet. Dans une deuxième section,
nous pŕesentons la ḿethode du comportement d’échelleétendu et nous l’appliquons
à la susceptibilit́e du mod̀ele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure.
Nous expliquons en quoi cette méthode se ŕevèle plus efficace que le schéma habituel.
Dans une troisìeme section, nous présentons l’algorithme de ver avec lequel nous avons
réaliśe les simulations Monte Carlo, combiné avec un algorithme en temps continu. Cet
algorithme permet des simulations nettement plus rapides que les algorithmes habituels
tel que l’algorithme de Wolff pour la gamme de températures envisagée.À partir de ces
simulations, nous obtenons par interpolation les valeurs numériques des amplitudes et
des exposants du développement de la susceptibilité pour les dimensionsd = 5, 6, 7 et
8 dans le cadre du comportement d’échelleétendu.

2.1 Corrections d’échelle : le sch́ema habituel

2.1.1 Groupe de renormalisation

Lorsque le syst̀eme est suffisamment proche du point critique, le comportement en
temṕerature des fonctions thermodynamiques est donné par des fonctions algébriques

35
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de la temṕerature ŕeduite ou variable d’échellet qui est d́efinie par :

t =
T − Tc
Tc

. (2.1)

Cependant,lorsqu’on s’́eloigne de la ŕegion critique, il faut ajouter des correctionsà ce
comportement dominant. La susceptibilité s’́ecrit par exemple [Wegn72] :

χ ≈
T≈Tc

Γt−γ
(
1 + a1t

θ + a2t
2θ + · · · + b1t+ b2t

2 + . . .
)
, (2.2)

où θ est un exposant non entier universel et les coefficientsΓ, ai et bi sont des ampli-
tudes non universelles. Les corrections en puissances non entières det sont appeĺees
corrections non analytiques ou confluentes. Elles proviennent des opérateurs non perti-
nents. Les corrections en puissances entières det sont appeĺees corrections analytiques.
Elles proviennent du d́eveloppement̀a des ordres supérieurs des oṕerations analytiques
du groupe de renormalisation. Il est possible de retrouver la forme (2.2) dans le cas du
mod̀ele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure en consid́erant le mod̀ele
φ4 défini par le hamiltonien (1.25). L’analyse dimensionnelle de ce hamiltonien per-
met d’obtenir les dimensions d’échelle des diff́erents couplages qui sont données dans
le syst̀eme (1.72) de la sous-section 1.3.2. Pourd > dc, la constante de couplageg tend
vers źero sous l’action ŕeṕet́ee des transformations du groupe de renormalisation. Les
poids statistiques intervenant dans la fonction de partition (1.26) peuvent s’écrire sous
la forme du d́eveloppement :

exp (−Hφ[φ]) ≈
(

1 − g

4!

∫

dd~rφ4(~r) + . . .

)

exp (−HG[φ]) ,

où HG[φ] est le hamiltonien gaussien. Dans cette approximation, les moyennes du
mod̀eleφ4 se calculent comme des moyennes gaussiennes. En particulier, le propaga-
teur C̃(~k) du mod̀eleφ4 dans l’espace de Fourier s’écrit au premier ordre comme la
somme des diagrammes représent́es sur la figure 2.1. On obtient l’expression [Itzy89] :

= +
−k −kk k −k k

q

+ . . .

FIG. 2.1 – Le propagateur du modèleφ4 au premier ordre dans l’espace de Fourier est
la somme de deux diagrammes : le propagateur gaussien et la correctionà une boucle.

C̃(~k) ≈ C̃G(~k) − g

2
C̃G(~k)

∫
dd~q

(2π)d
1

q2 + µ2
C̃G(~k) + . . . , (2.3)
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où C̃G(~k) est le propagateur du modèle gaussien dans l’espace de Fourier. L’intégrale
intervenant dans l’expression (2.3) diverge pourd ≥ 2. Nous effectuons le change-
ment de variable~u = ~q/µ. Un tel changement de variable n’est pas possible dans une
intégrale divergente, mais permet cependant d’obtenir la dimension d’échelle correcte :

∫
dd~q

(2π)d
1

q2 + µ2
= µ−2

∫
dd~q

(2π)d
1

(q/µ)2 + 1
= µd−2

∫
dd~u

(2π)d
1

u2 + 1
. (2.4)

La dimension d’́echelle de la correctioǹa une boucle est doncd − 2. En revenant au
théor̀eme fluctuation-dissipation (1.40), on s’aperçoit que la susceptibilité est obtenue
en prenant le mode~k = ~0 du propagateur. PuisqueχG/β ∼ µ−2, il vient :

χ/β ∼ µ−2
(
1 + c1µ

d−4 + . . .
)
, (2.5)

où les coefficientsci sont des amplitudes réelles. Le comportement thermique du modèle
est retrouv́e en consid́erantµ2 comme une fonction analytique de l’écart au point cri-
tique [Ma00] que nous avons exprimée au premier ordre par l’expression (1.29). De
façon plus ǵeńerale, on peut́ecrire :

µ2 ∼ t+ d2t
2 + . . . , (2.6)

où les coefficientsdi sont des amplitudes réelles. En utilisant (2.6) dans (2.5), on ob-
tient l’expression de la susceptibilité (2.2) pour les dimensions impaires avec la valeur
du champ moyenγ = 1 et l’exposant des corrections non analytiquesθ = (d − 4)/2.
Pour les dimensions paires, il est probable que des corrections logarithmiques soient
présentes comme cela est démontŕe pour le mod̀ele sph́erique [Joyc72] qui possède les
mêmes exposants de champ moyen que le modèle d’Ising. Pourd > 6, on s’aperçoit
queθ > 1 et donc les corrections non analytiques sont masquées par les corrections
analytiques. Ainsi, au-dessus de la dimension critique supérieure, seules les dimensions
d = 5 etd = 6 sont affect́ees par des corrections dominantes non analytiques. De plus,
d = 6 est la seule dimension paireà être affect́ee par des corrections non analytiques
dominantes avec d’éventuels logarithmes. Guttmann a détermińe les amplitudes et les
exposants en dimensionsd = 5 et d = 6 par technique d’analyse de séries [Gutt81].
Notons que les corrections logarithmiques en dimensiond = 6 sont cit́ees dans l’article
[Gutt81], mais elles n’ont paśet́e prises en compte dans l’analyse qui permet d’obte-
nir les valeurs nuḿeriques du d́eveloppement. Remarquonségalement que Gofmanet
al [Gofm93] ont consid́eŕe ce probl̀eme en dimensionsd = 6 et 7. Les exposants sont
en accord avec les résultats du mod̀ele sph́erique [Joyc72, Gutt81] mais les valeurs
numériques des amplitudes ne sont pas données. Leur analyse suggère la pŕesence de
corrections logarithmiques pourd = 6. L’ étude pionnìere de Binder du mod̀ele d’Ising
à cinq dimensions par simulation Monte Carlo [Bind85a] suggère un premier terme
correctif non analytique pour la chaleur spécifique et pour la susceptibilité en accord
avec (2.2), tandis que le premier terme correctif de l’aimantation aurait une forme ana-
lytique.
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2.1.2 D́eveloppement haute temṕerature

Les d́eveloppements haute température s’obtiennent en récrivant la fonction de par-
tition du mod̀ele d’Ising sur ŕeseau hypercubique sous la forme [Binn95, Pari98] :

ZI = cosh(βJ)dN
∑

{S}

∏

(k,l)

(1 + SkSlv) , (2.7)

où v = tanh(βJ) et
∏

(k,l) est un produit òu les sitesk etl sont premiers voisins. Après
développement du produit, on obtient des termes en puissance dev faisant intervenir
des produits de spins. On associe une liaison entre deux sites premiers voisins lorsqu’ils
apparaissent dans un terme. La sommation sur les configurations fait disparaı̂tre les
termes òu interviennent un nombre impair de spins (et donc de liaisons) pour un site
donńe. On peut repŕesenter ces termes par des trajectoires fermées sur le ŕeseau. La
fonction de partition (2.7) devient :

ZI = 2N cosh(βJ)dN
∞∑

l=0

g(l)vl , (2.8)

où g(l) est le nombre de possibilités de tracer une ou plusieurs boucles avecl liaisons.
Le calcul deZI consistèa obtenir les coefficientsg(l) en comptant les possibilités de
construire des graphes avecl liaisons. Plusβ est grand, plus le nombre de graphes qui
contribuent est important. On obtient la susceptibilité par d́erivation de l’́energie libre :

χ ≈
T≫1

β
(
1 + h1β

2 + h2β
3 + . . .

)
, (2.9)

où les amplitudeshi sont des nombres réels. Pour le mod̀ele d’Ising en dimension
d = 2, il existe des d́eveloppements de la susceptibilité jusqu’̀a l’ordre300 [Orri01].
En dimensiond = 3, il existe des d́eveloppements̀a l’ordre 25 [Bute02]. Il existe
également un d́eveloppement en dimensiond arbitraire sur ŕeseau hypercubique. Ce
développement áet́e initié jusqu’au11èmeordre par Fisher et Gaunt [Fish64] et pour-
suivi au15èmeordre par Gofmanet al [Gofm93] en fonction detanhβ. C’est le seul
disponible pour les dimensions supérieures̀adc = 4.
Afin d’illustrer cette section, le d́eveloppement critique de Guttmann [Gutt81] obtenu
par analyse de séries et le d́eveloppement haute température de Gofmanet al[Gofm93]
pour la susceptibilit́e non connectéeχ/β = 〈M2〉 en dimensions cinq et six sont com-
paŕes à nos simulations Monte Carlo sur la figure 2.2. On constate que les données
numériques basculent entre les deux approches : le développement critique est valide
pour t ≈ 0 et le d́eveloppement haute température est valide pourt ≫ 1. Le compor-
tement d’́echelleétendu a pour but d’unifier la description des variables thermodyna-
miques en un seul développement.

2.2 Comportement d’́echelleétendu

2.2.1 Construction de la forme d’́echelle

Consid́erons une grandeur thermodynamique quelconqueO divergentèa l’approche
du point critique avec un exposantρ et qui admet une limitèa haute temṕerature de la



2.2. COMPORTEMENT D’́ECHELLEÉTENDU 39

formeβψ :

O(t) ≈
T→Tc

Att
−ρ , (2.10)

O(T ) →
T→∞

βψ , (2.11)

où At est une amplitude. L’analyse standard du comportement thermique des obser-
vables thermodynamiques consisteà tracer les donńees en fonction de la variable d’éch-
elle (2.1).
La premìere étape du comportement d’échelleétendu est de substituer la variable
d’échelle (2.1) par la variableτ définie par :

τ =
T − Tc
T

. (2.12)

Lesvariables d’́echelle (2.1) et (2.12) ont le m̂eme comportement lorsqueT → Tc :

t →
T→Tc

0 et τ →
T→Tc

0 , (2.13)

et donc le comportement critique (2.10) deO est similaire avec la variableτ :

O(τ) ≈
T→Tc

Aττ
−ρ , (2.14)

oùAτ est une amplitude. En revanche,à haute temṕerature, les limites sont différentes :

t →
T→∞

∞ et τ →
T→∞

1 . (2.15)

La variable d’́echelleτ permet une limite finie de l’observableO contrairement̀a t.
La deuxìemeétape consistèa choisir une amplitude critique fonction de la température
de la formeAτ ∼ βψ de sorte que la limite haute température s’obtiennèa partir du
développement critique :

O(τ) ∼
T→Tc

βψτ−ρ , (2.16)

O(τ) ∼
T→∞

βψ . (2.17)

Il est donc possible de construire une forme pour l’observableO qui poss̀ede les li-
mites critique et haute température exactes. La tâche consistèa tester nuḿeriquement
la validité du d́eveloppement entre ces deux limites. On a en particulier pour la suscep-
tibilit é :

χ/β ∼ τ−γ . (2.18)

Pour la d́efinition de la longueur de corrélation :

ξ =

(

1

2dχ

∑

r

r2〈S0Sr〉
)1/2

, (2.19)

on a [Camp06a, Bute02] :
ξ/β−1/2 ∼ τ−ν . (2.20)
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Pour le mod̀ele d’Ising en champ moyen, les expressions de la susceptibilité et la lon-
gueur de corŕelation donńees par (2.18) et (2.20) sont exactes dans toute la phase haute
temṕerature [Camp08]. Pour le modèle d’Ising2d, l’ajout d’un terme correctif dans
les expressions (2.18) et (2.20) permet d’obtenir les résultats obtenus par la méthode
de Pad́e avec une précision de l’ordre de1/1000 [Camp08]. On peut́egalement re-
garder la figure 1 de la référence [Camp06a] où le d́eveloppement critique [Gart88] et
le développement haute température [Bute02] de la susceptibilité du mod̀ele d’Ising
bidimensionnel sont tracés comparativement en fonction des variables d’échellet et
τ . On s’aperçoit que les corrections d’échelle au terme dominant du développement
deviennent tr̀es faibles d̀es lors que la variableτ est utiliśee au lieu det. La chaleur
sṕecifique du mod̀ele d’Ising3d donne des ŕesultats satisfaisants lorsque deux termes
correctifs sont ajoutés [Camp06b].
Un autre aspect du comportement d’échelleétendu (qui n’est pas considéŕe dans ce
chapitre) est la modification de l’analyse des effets de taille finie. Lorsque le système
poss̀ede une tailleL, le comportement critique est modifié. Il est cependant possible de
décrire une observableO suivant la forme d’́echelle [Fish72] :

O(T,L) ∼ Lρ/νÕ(L/ξ(T )) , (2.21)

où Õ(x) est une fonction d’́echelle universelle. Dans le cadre du comportement d’échelle
étendu, on ajoute une amplitudeβψ donńee par (2.11) et on utilise l’expression (2.20)
pourξ(T ) pour obtenir [Camp06a] :

O(L, β) ∼ βψ
(

L

β1/2

)ρ/ν

Ô(L/ξ(T )) , (2.22)

où Ô(x) est une autre fonction d’échelle. Cette nouvelle forme permet une extension
du ŕegime d’́echelle des effets de taille finie pour le modèle d’Ising2d et3d [Camp06a,
Camp06b] et le mod̀ele d’Edwards-Anderson3d. Cette ḿethode fonctionnéegalement
pour les mod̀eles qui pŕesentent une croissance exponentielle de la longueur de cor-
rélation à l’approche du point critique, tels que le modèle d’Ising 1d et le mod̀ele
d’Ising compl̀etement frustŕe 2d [Katz08]. D’autres analyses ontét́e effectúees no-
tamment pour le mod̀ele XY 3d et le mod̀ele d’Heisenberg3d [Camp06a, Camp06b].
Tous ces ŕesultats mettent eńevidence l’extension du comportement d’échelle par la
méthode du comportement d’échelleétendu.

2.2.2 Application au mod̀ele d’Ising en dimensions suṕerieures

Afin d’appliquer la ḿethode du comportement d’échelleétendu au mod̀ele d’Ising
au-dessus de la dimension critique supérieure, ońecrit explicitement la susceptibilité
pourd = 5, 6, 7 et 8 en utilisant (2.2) et en supposant des corrections logarithmiques
dans la correction dominante pour la dimensiond = 6 :

χ(T )/β ≈ Γt−1 +Bt−
1

2 + C + . . . , pourd = 5, (2.23)

χ(T )/β ≈ Γt−1 +B ln t+ C + . . . , pourd = 6, (2.24)

χ(T )/β ≈ Γt−1 + C + . . . , pourd = 7, (2.25)

χ(T )/β ≈ Γt−1 + C + . . . , pourd = 8, (2.26)
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où Γ, B et C sont des amplitudes réelles. Notons que ces expressions ont déjà ét́e
citées par Guttmann [Gutt81], y compris le logarithme en dimensiond = 6. On se
place maintenant dans le schéma du comportement d’échelleétendu en remplaçantt
parτ suivant les relations :

t =
τ

1 − τ
= τ + τ2 + τ3 + . . . (2.27)

La susceptibilit́e devient :

χ(T )/β = Γτ−1 +Bτ−1/2 + C(τ) , pourd = 5, (2.28)

χ(T )/β = Γτ−1 +B ln (τ) + C(τ) , pourd = 6, (2.29)

χ(T )/β = Γτ−1 + C(τ) , pourd = 7 etd = 8, (2.30)

où C(τ) est une fonction qui regroupe les corrections d’ordre plusélev́e. Étant donńe
que :

lim
T→∞

χ(T )/β = 1 , et (2.31)

lim
τ→1

C(τ) = C , (2.32)

il existe des relations entre les différentes amplitudes :

C = 1 − Γ −B pourd = 5, (2.33)

C = 1 − Γ pourd = 6, 7 et8. (2.34)

Les analyses préćedentes de la susceptibilité [Camp06a, Camp06b] en dimensiond = 2
ont montŕe qu’un seul terme correctif́etait suffisant. Nous avons décid́e de stopper le
développement dans les expressions (2.28), (2.29) et (2.30) au premier terme analy-
tique, c’est-̀a-dire, nous conservons deux termes correctifs en dimensions cinq et six
(la correction dominante qui est non analytique et la première correction analytique)
et un seul terme en dimensions sept et huit correspondantà la correction dominante
qui est analytique. La qualité du d́eveloppement obtenùa partir de l’interpolation des
donńees nuḿeriques justifiea posteriori la troncationà un ordre aussi bas. L’avan-
tage de l’analyse des données nuḿeriques par la ḿethode du comportement d’échelle
étendu est de permettre une interpolation des données Monte Carlo dans toute la zone
haute temṕerature (hors de la zone des effets de taille finie), au lieu de se restreindreà
une fen̂etre de temṕerature autour deTc pour laquelle la longueur de corrélation v́erifie
1 ≪ ξ(T ) < L i.e. une longueur de corrélation suffisamment grande pourêtre dans le
régime critique, mais suffisamment petite pouréviter les effets de taille finie.

2.3 Simulations Monte Carlo

2.3.1 L’algorithme de ver (worm algorithm)

Les donńees nuḿeriques ont́et́e obtenues par simulation Monte Carlo en utili-
sant l’algorithme de ver (de l’anglaisworm algorithm) introduit par Prokof’ev, Svis-
tunov et Tupitsyn [Prok98, Prok01]. Les données obtenues avec cet algorithme sont
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not́ees dans la suite MCTHSE de l’anglaisMonte Carlo High-Temperature Series Ex-
pansion. A haute température, cet algorithme se révèle nettement plus rapide que les
algorithmes habituels tel que l’algorithme de Wolff. De plus, comme il est expliqué
plus bas, le formalisme permet d’échantillonner directement sur les graphes de la fonc-
tion de corŕelation et d’obtenir ainsi une estimation de la susceptibilité à l’aide du
théor̀eme fluctuation-dissipation (1.40). Une représentation en terme de spins engendre
des fluctuations supplémentaires. Le principe est basé sur une ŕeécriture de la fonction
de corŕelation〈SiSj〉 du mod̀ele d’Ising :

〈SiSj〉 =
1

ZI

∑

{S}
SiSje

−βP

k,l SkSl , (2.35)

=
1

ZI
cosh(βJ)dN

∑

{S}
SiSj

∏

k,l

(1 + SkSl tanh(βJ)) . (2.36)

Il est possible de remplacer la somme sur les configurations de spins par une somme
sur les graphes, par analogie avec le développement̀a haute temṕerature de la fonction
de partition. Les configurations qui contribuentà la somme dans l’expression (2.36)
sont celles qui font intervenir dans le produit un nombre pair de spins pour un site
donńe. Ces contributions peuventêtre aussi représent́ees par des graphes. Le schéma
en haut de la figure 2.3 donne un exemple de graphe qui contribueà la fonction de
corŕelation : des boucles ou des trajectoires ouvertes joignant les sitesi et j qui sont
appeĺes sites sources. Comme toute simulation Monte Carlo, le principe est basé sur
un échantillonnage des graphes qui contribuent le plusà la moyenne (en anglaisim-
portance sampling). Nous construisons une chaı̂ne de Markovà partir de l’́equation
maitresse :

∂Pν(t)

∂t
=
∑

µ6=ν
(Pµ(t)Wµ→ν − Pν(t)Wν→µ) , (2.37)

où Pν(t) est la probabilit́e de trouver le système dans uńetatn au tempst etWµ→ν

est le taux de transition entre l’étatµ et l’étatν. On peut d́efinir les taux de transition
de façonà obtenir une probabilité d’équilibreP eqν . On utilise pour cela la condition
du bilan d́etaillé en annulant termèa terme la somme dans le membre de droite de
l’ équation maitresse (2.37) :

P eqµ Wµ→ν = P eqν Wν→µ , (2.38)

⇔Wν→µ/Wµ→ν = P eqµ /P eqν . (2.39)

Il est possible de distinguer deux contributions dans le taux de transitionWν→µ sous
la forme [New01] :

Wν→µ = gν→µAν→µ , (2.40)

où gν→µ est appeĺee probabilit́e de śelection qui est la probabilité de ǵeńerer un nouvel
étatµ à partir d’unétatν. Aν→µ est le taux d’acceptation qui détermine la probabilit́e
d’accepter le changementν → µ. Un moyen de satisfaire l’équation du bilan d́etaillé
est d’utiliser une proćedure locale de type Metropolis [Metr53] qui s’écrit sous forme
compacte :

Wν→µ = gν→µmin(1, P eqµ /P eqν ) . (2.41)
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Revenons̀a la proćedure explicite pour l’algorithme de ver. L’une des deux sources, di-
sonsi, est mobile.̀A chaquéetape, elle se d́eplace sur un site voisin choisi aléatoirement,
sans distinguer si une liaison est déjà pŕesente ou pas. Chaque site premier voisin de la
sourcei a donc une probabilitégν→µ = 1/2d d’être choisi, ce qui d́efini la probabilit́e
de śelection pour chaque mouvement. Lorsqu’aucune liaison n’est présente entre ces
deux sites, le mouvement est accepté avec un taux de transition :

W∅→| =
1

2d
min(1, tanhβJ) . (2.42)

Si le mouvement est accepté, une liaison est créée. Lorsqu’une liaison est déjà pŕesente
entre ces deux sites, le mouvement est accepté avec un taux de transition :

W|→∅ =
1

2d
min(1, 1/ tanhβJ) . (2.43)

Puisqu’on a la relation0 ≤ tanhx < 1 ∀x > 0, la probabilit́e W|→∅ est toujours
égaleà l’unité et la liaison est toujours effacée. Ces probabilités de transition sont
obtenues en considérant la proćedure de Metropolis [Metr53] (2.41) ainsi que la forme
(2.36) de la fonction de corrélation. Afin de l’illustrer consid́erons le taux de transition
reliant les deux graphes qui diffèrent seulement d’une liaison sur le schéma du bas
de la figure 2.3. Le graphe de gauche et de droite représentent des vers de longueurs
respectives cinq et six pas de réseau. En accord avec la relation (2.36), le graphe de
gauche a une probabilité d’équilibreP eqν = A tanh5(βJ) tandis que le graphe de droite
a une probabilit́e d’équilibreP eqµ = A tanh6(βJ), où A est une constante. Les taux
de transition de type Metropolis (2.41) s’écrit doncWν→µ = 1/2dmin(1, tanhβJ)
etWµ→ν = 1/2dmin(1, 1/ tanhβJ), en accord avec les formules (2.42) et (2.43). Si
les deux sources se rencontrent, elles ont la possibilité de se d́eplacer ensemble sur un
autre site du ŕeseau choisi aléatoirement. Cettéeventualit́e poss̀ede une probabilité qui
peut être d́etermińee librement. Nous l’avons fixée à 1/2. Lorsque les deux sources
bougent ensemble, elles laissent une boucle, ce qui justifie la présence simultańee de
trajectoires ouvertes et de boucles dans l’exemple de la figure 2.3. Ces boucles peuvent
disparâıtre si la t̂ete du ver les rencontre. Par rapportà l’algorithme de Swendsen-
Wang, l’algorithme de ver possède un exposant dynamique lég̀erement pluśelev́e à
deux dimensions mais significativement plus faibleà trois dimensions [Deng07]. De
plus, la dynamique est accéléŕee dans nos simulations en utilisant un programme en
temps continu [Bort75].̀A chaqueétape Monte Carlo, on calcule les probabilitésωα
de toutes leśeventualit́esα. Puis le temps passé par le syst̀eme dans le m̂emeétat est
estiḿe par :

T = 1 + Int

(
ln η

ln(1 −∑α ωα)

)

, (2.44)

où η estune variable aĺeatoire distribúee uniforḿement sur l’intervalle]0; 1]. Le temps
est augmenté d’une quantit́eT puis l’une deśeventualit́esα est choisie avec la proba-
bilit éωα et appliqúee au syst̀eme.
Le formalisme de l’algorithme est bien adapté pour les simulations̀a haute temṕerature.
En revanche,̀a proximit́e de la temṕerature critique, le nombre de graphes qui contri-
buent à la fonction de corŕelation crôıt exponentiellement. De manière à vérifier la
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convergence de l’algorithmèa proximit́e de la temṕerature critique, nous avons réaliśe
des simulations avec l’algorithme de Wolff [Wolf89] dont le ralentissement critique
est mieux compris. On a choisi pour les simulations avec l’algorithme de Wolff une
temṕerature proche deTc. La méthode de repondération de l’histogramme [Ferr88]
nous a permis d’obtenir les valeurs pour les températures adjacentes. Ces méthodes
ont dans ce chapitre un rôle secondaire. Elles sont présent́ees plus en d́etail dans le
chapitre suivant. La comparaison en dimensiond = 5 est pŕesent́ee sur la figure 2.4.
On constate que les deux algorithmes donnent des résultats en bon accord pour toutes
les taillesétudíees excepté pour les plus grandes tailles dans le régime des effets de
taille finie. Cela n’a pas d’incidence sur les résultats puisque le régime d’effets de taille
finie n’est pas utiliśe dans l’analyse des données. En dimensiond = 5, nous pouvons
donc avoir confiance dans les données obtenues avec l’algorithme de ver. Les mêmes
tests ont́et́e ŕealiśes en dimension6. L’algorithme de ver permet d’obtenir des données
depuis la fin de la ŕegion des effets de taille finie jusqu’à la ŕegion haute temṕerature
avec une efficacité optimale et sans présenter de problèmes de convergence.

2.3.2 Analyse des donńees

Explicitons la ḿethode utiliśee à cinq dimensions pour obtenir l’expression du
développement de la susceptibilité à partir des donńees nuḿeriques. En supposant la
relation (2.33) suffisantèa toute temṕerature, on peut réécrire (2.28) sous la forme :

χ(T )/β ≈ Γτ−γ +Bτϑ + C , (2.45)

où
ϑ = −γ + θ . (2.46)

Les donńees sont obtenues, pour toutes les dimensions età chaque temṕerature, apr̀es
thermalisation du système pendant30.106 itérationsélémentaires qui sont définies
lorsque la t̂ete du ver choisit un site premier voisin. La mesure est réaliśee sur300.106

itérationśelémentaires. Ces nombres d’itérations doivent̂etre multiplíes par un facteur
d’acćelération puisque nous utilisons un algorithme en temps continu. Par exemple,
en dimensiond = 5, le facteur d’acćelération est79 pour la temṕeratureT = 25 et
54 pour T = 8.76 qui est la temṕerature la plus proche du point critique. Les me-
sures sont śepaŕees par intervalles de2T où le temps d’autocorrélationT est d́etermińe
selon l’ordre du d́eveloppement. En dimensiond = 5 par exemple, pour les deux
temṕeraturesT = 25 et 54, on estimeT = 124 et 184 respectivement. Pour chaque
dimension et taille, nous effectuons les simulationsà 64 temṕeratures ŕeparties loga-
rithmiquement. La simulation pour une température donńee est ŕealiśee avec le graphe
final de la temṕerature voisine suṕerieure de manière à optimiser la thermalisation.
Nous avons testé les effets de taille finie avec des systèmes de diff́erentes tailles. Par
exemple, nous avons simulé en dimensiond = 5 les taillesL = 6 à24 par pas de deux
et en dimensiond = 6 les taillesL = 6 à 20 par pas de deux. Le temps de simula-
tion pour une taille et une température est de8min30 environ sur des processeursXeon
quad-corede fŕequence2GHz. Une it́erationélémentaire prend un temps de1.5µs.
Le temps de simulation ne dépend pas de la taille mais uniquement de la longueur de
corŕelation qui est faiblèa haute temṕerature. De manièreà se placer suffisamment loin
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de la ŕegion des effets de taille finie, on réalise des simulations pour plusieurs tailles.
En dimensiond = 5, pour un ŕeseau de tailleL = 14, la zone entreT = 8.9 et
T = 25 constitue un intervalle ŝur. Une premìere interpolation est réaliśee avec six
param̀etres libres :Γ,B, C, Tc (intervenant dansτ selon (2.12)),ϑ etγ. On s’aperçoit
alors queγ = 1.0(2) est compatible avec la valeur attendue de champ moyenγ = 1.
On accepte la valeur du champ moyen et une interpolationà cinq param̀etres donne
Tc = 8.7743(95) qui est compatible avec la meilleure estimation de la littérature
Tc = 8.77844(2) [Luij99]. On accepte cette estimation de la littérature et une inter-
polationà quatre param̀etres donneΓ = 1.28(2), B = −0.44(19) de telle sorte que
1−Γ−B = 0.16(2) est compatible avecC = 0.17(2). On admet alors la relation (2.33)
et une interpolatioǹa trois param̀etres donneϑ = −0.47(8) soit θ = 0.53(8) d’apr̀es
(2.46) qui est compatible avec la valeur1/2 attendue d’apr̀es le d́eveloppement per-
turbatif (2.28). Cette valeur est acceptée et une interpolatioǹa deux param̀etres donne
acc̀es aux amplitudesΓ = 1.291(3) etB = −0.310(8). La pŕecision de l’interpolation
est d́etermińee par un testχ2 par degŕe de libert́e. La m̂eme analyse pour une taille
L = 16 donne des ŕesultats compatibles. Le résultat est traće en haut sur la figure
(2.5). On s’aperçoit que l’expression issue de notre analyse décrit de façon satisfai-
sante les donńees nuḿeriques depuis le d́ebut des effets de taille finie jusqu’à la zone
haute temṕerature. Pour comparaison, le préćedent d́eveloppement critique de Gutt-
mann [Gutt81] donne des valeurs incompatiblesΓ = 1.311(9) etB = −0.48(3). Nous
avons v́erifié qu’il ne d́ecrit pas les donńees nuḿeriques, m̂eme dans le schéma du
comportement d’́echelleétendu òu t est remplaće parτ .
À six dimensions, on s’attend̀a la pŕesence d’un logarithme dans les corrections do-
minantes d’apr̀es la relation (2.29). Pour ne pas biaiser l’analyse en faveur d’un lo-
garithme, on ŕealise une première analyse en utilisant la forme (2.45). Les données
numériques sont obtenues pour un réseau de tailleL = 14. L’interpolation est ŕealiśee
entre les temṕeraturesT = 10.88 et T = 30 où les effets de taille finie sont absents.
En suivant la m̂eme proćedure que pour la dimensiond = 5, on obtient successi-
vementTc = 10.8318(24), proche de la valeurTc = 10.8348(4) obtenue dans la
litt érature [Gofm93]),γ = 0.95(25) etϑ = −0.01(40). Puisque cette dernière valeur
est proche de źero et instable en réduisant le nombre de paramètres, on en conclut qu’un
logarithme peut̂etre pŕesent. Puisqu’on arrête le d́eveloppement au premier terme ana-
lytique dans l’expression (2.29), on remplace la fonctionC(τ) par une constanteC et
il vient :

χ(T )/β ∼ Γτ−γ +B ln τ + C , (2.47)

où C = 1 − Γ d’apr̀es (2.34). Puis, on accepte l’estimation de la littérature pourTc.
Une interpolatioǹa quatre param̀etres m̀eneà γ = 0.994(3) qui est compatible avec
la valeur de champ moyenγ = 1. Cette valeur est acceptée. Une interpolatioǹa trois
param̀etres conduit̀a 1 − Γ = −0.1607(24) et C = −0.1605(18), ce qui est com-
patible avec la relation (2.34) qui est acceptée. Une interpolatioǹa deux param̀etres
permet d’obtenirΓ = 1.1606(17) etB = 0.0571(27). Le résultat du d́eveloppement
est traće en bas sur la figure 2.5. Le résultat de l’interpolation de la relation (2.47) per-
met de d́ecrire la susceptibilit́e sur toute la gamme de températures consid́eŕee. Pour
comparaison, nous avons vérifié que le d́eveloppement critique de Guttmann dévie des
donńees nuḿeriques m̂eme traće en fonction deτ . Cette d́eviation s’explique par une
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estimation errońee des amplitudes comme pourd = 5 et également par le fait que le
logarithme n’est pas inclus dans l’analyse des séries bien que sa présence soit explici-
tement cit́ee dans l’article.
En dimensions7 et8, on interpole les donńees d’apr̀es (2.30) sous la forme :

χ(T )/β ∼ Γτ−γ + C , (2.48)

où C = 1 − Γ d’apr̀es (2.34). Les corrections dominantes sont analytiques. Pour
d = 7, on utilise une tailleL = 12 qui est suffisante pour s’affranchir des effets
de taille finie sur la gamme de températures de l’interpolation (des simulations pour
L = 10, 12 et 14 ont permis de le v́erifier). Une interpolatioǹa quatre param̀etres
mèneà Tc = 12.8665(5), proche de la valeur12.8690(4) obtenue dans la littérature
par d́eveloppement̀a haute temṕerature [Gofm93]. On accepte cette valeur et une inter-
polationà trois param̀etres m̀eneàγ = 1.000(2), compatible avec la valeur de champ
moyen. On accepte cette valeur. Une interpolationà deux param̀etres permet d’obtenir
Γ = 1.1086(9) etC = −0.1215(20). On accepte alors la relation (2.34) et une inter-
polationà un param̀etre donneΓ = 1.1008(5).
En dimensiond = 8, on obtient successivementTc = 14.8893(20) compatible avec la
valeurTc = 14.893(3) obtenue dans la littérature par effets de taille finie [Merd06]),
γ = 0.998(2) compatible avec la valeur de champ moyen,Γ = 1.0935(45) etC =
−0.0950(26). La relation (2.34) est valide et on obtient finalementΓ = 1.0836(5).
Les ŕesultats sont tracés sur la figure 2.6 pour les dimensions7 (en haut) et8 (en
bas). Aucun d́eveloppement critique n’áet́e d́etermińe pŕećedemment pour les dimen-
sionsd = 7 et d = 8. L’expression (2.48) permet de décrire correctement les données
numériques depuis le régime critique, hors effets de taille finie, jusqu’à la zone haute
temṕerature.
Pour chaque dimension, nous avons obtenu des valeurs après avoir admis un certain
nombre de param̀etres. Il est possible de revenirà l’estimation ind́ependante de chacun
de ces param̀etres. Nous obtenons les valeurs résuḿees dans la table 2.1. Cette table

d Tc γ ϑ Amplitudes
5 8.7777(9) 1.0(2) −0.47(8) Γ = 1.291(3) ,B = −0.310(8)

C = 0.019(11)
6 10.8353(4) 0.994(3) 0 [log.] Γ = 1.1606(17),B = 0.0571(27)

C = −0.1606(17)
7 12.8690(3) 1.000(2) Γ = 1.1008(5) , C = −0.1008(5)
8 14.8933(8) 0.998(2) Γ = 1.0836(5) , C = −0.0836(5)

TAB . 2.1 – Ŕesuḿe des ŕesultats nuḿeriques obtenus pourd = 5, 6, 7 et8. L’exposantγ
est compatible dans tous les cas avec la valeur du champ moyenγ = 1. En dimension
d = 6, la correction logarithmique correspondà un exposantϑ = 0. Au-del̀a, pour
d = 7 et8, les corrections dominantes sont analytiques.

nous permet de constater l’approche de l’amplitudeΓ vers la valeur du champ moyen
Γ = 1 (d’apr̀es (1.11) en posantkB = 1) lorsque la dimension augmente.
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Nous avonśegalement traće l’évolution de la temṕerature inverse en fonction de la
dimension en haut sur la figure 2.7. Pourd = 2, il existe une valeur exacte [Kram41].
Pourd = 3 etd = 4, nous avons choisi les valeurs de la littérature [Deng03] et [Kenn91]
respectivement. Les valeurs pourd = 5, 6, 7 et 8 proviennent de nos résultats. Les
donńees se rapprochent de la droite en pointillés qui correspond au comportement de
champ moyen d’après la relation (1.8). La ligne continue correspondà l’interpolation
polynomiale ŕealiśeeà partir des valeurs deβc :

βc(d) = b1/d+ b2/d
2 + b3/d

3 + b4/d
4 , (2.49)

où b1 = 0.5044(3), b2 = 0.1935(30), b3 = 0.35(1) et b4 = 1.53(1). De façonà
inclure dans la figure la dimensiond = 1 pour laquelle la solution exacte permet
d’estimerTc = 0 soit βc = ∞, on aégalement traće l’évolution detanhβc en bas
sur la figure 2.7. La ligne en pointillés correspond au comportement de champ moyen
donńe par la relation (1.8). La ligne continue correspondà l’interpolation polynomiale
réaliśeeà partir des valeurs detanhβc :

tanhβc(d) = c1/d+ c2/d
2 + c3/d

3 + c4/d
4 , (2.50)

où c1 = 0.5834(6), c2 = 0.748(6), c3 = 3.78(2) et c4 = 2.62(2).

Nous avonśetudíe les corrections d’échelle de la suceptibilité en dimensions cinq
à huit dans le cadre du comportement d’échelleétendu. Le comportement dominant
est donńe par l’approximation du champ moyen. Un développement perturbatif du
mod̀eleφ4 permet d’avoir une id́ee de la forme des corrections dominantes qui sont
non analytiques en dimensions cinq et six et analytiques au-delà. La solution du mod̀ele
sph́erique sugg̀ere des logarithmes dans les corrections dominantes en dimension six.
Nous avons obtenu des données nuḿeriques avec l’algorithme de ver en temps continu
qui se ŕevèle performant dans la gamme de températures envisagée. Le cadre du com-
portement d’́echelléetendu permet une détermination pŕecise les param̀etres du d́evelop-
pement incluant le comportement dominant et les corrections dominantes. Ce dévelop-
pement d́ecrit la susceptibilit́e dans toute la phase haute température contrairement aux
méthodes utiliśees habituellement. De plus, nous mettons enévidence des corrections
logarithmiques en dimension six.
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FIG. 2.2 – Afin d’illustrer la description de la susceptibilité par la ḿethode habi-
tuelle, des donńees nuḿeriques obtenues par simulations Monte Carlo en dimensions
d = 5 (en haut) etd = 6 (en bas) sont comparées au d́eveloppement critique de Gutt-
mann [Gutt81] obtenu par analyse de séries et le d́eveloppement haute température de
Gofmanet al [Gofm93]. On constate que les données nuḿeriques basculent entre les
deux d́eveloppements. Dans l’insert se trouve un agrandissement de la région òu le
développement critique sort de son régime de validit́e. Notons que lorsquet → 0, les
donńees nuḿeriques ressentent les effets de taille finie du réseau qui ne sont pas décrits
par le d́eveloppement critique.
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FIG. 2.3 – Sur ces deux schémas, les ligneśepaisses représentent les graphes qu’on
peut assimiler̀a un ver (d’òu la d́enomination algorithme de ver). Les pointsi et j sont
appeĺes sources. En haut, nous avons représent́e un exemple de graphe qui contribue
à la fonction de corŕelation (2.36) : une trajectoire ouverte joignant les sitesi et j
et éventuellement des boucles fermées. En bas, nous avons représent́e deux exemples
de graphes qui diff̀erent d’une seule liaison. D’après la relation (2.36), le graphe de
gauche a une probabilité d’équilibreP eqν = A tanh5 βJ tandis que le graphe de droite
a une probabilit́e d’équilibreP eqµ = A tanh6 βJ , oùA est une constante. Les taux de
transition de type Metropolis (2.41) s’écrivent doncWν→µ = 1/2dmin(1, tanhβJ)
etWµ→ν = 1/2dmin(1, 1/ tanhβJ), où le terme1/2d est la probabilíe de śelection
de la liaison concerńee par le mouvement parmi les2d choix équiprobables pour un
réseaùad dimensions.
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FIG. 2.4 – Comparaison des données obtenues avec l’algorithme de ver et l’algorithme
de Wolff combińeà la ḿethode de repondération de l’histogramme en dimensiond = 5
pour différentes taillesL. Les ŕesultats sont en bon accord, sauf pour les plus grandes
tailles dans le ŕegime des effets de taille finie. Mais ce régime est exclu lors de l’ana-
lyse des donńees. La convergence de l’algorithme de ver est donc satisfaisante pour la
détermination du d́eveloppement critique.
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FIG. 2.5 – Comparaison des données nuḿeriques avec l’expression (2.45) pour la
dimensiond = 5 (en haut) et avec l’expression (2.47) pour la dimensiond = 6
(en bas), obtenues en utilisant la méthode du comportement d’échelleétendu. L’ac-
cord est bon depuis le régime critique (apr̀es la zone des effets de taille finie) jus-
qu’à haute temṕerature. Dans l’insert, un agrandissement permet de constater que le
développement est valide mêmeà haute temṕerature. Cettéetude constitue la première
évidence nuḿerique de corrections dominantes incluant un logarithme en dimension
d = 6 (la pŕesence de ces corrections est déjà cit́ee dans [Gutt81] mais ne sont pas
prises en compte dans l’analyse des séries).



52 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT D’́ECHELLEÉTENDU POURD > 4
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FIG. 2.6 – En dimensiond = 7 (en haut) etd = 8 (en bas), les corrections domi-
nantes de la susceptibilité sont analytiques. L’interpolation des données nuḿeriques
selon l’expression (2.48) obtenue dans le schéma du comportement d’échelleétendu
est traćee en pointilĺes. Les donńees nuḿeriques sont d́ecrites par le d́eveloppement
pour toute la gamme de températures.
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FIG. 2.7 – En haut, la temṕerature critique inverse du modèle d’Ising est traćee en fonc-
tion de la dimension. La courbe en trait plein correspondà l’interpolation polynomiale
(2.49). En bas, nous avons tracé tanhβc en fonction de la dimension de façonà placer
sur la figure la valeurβc = ∞ soit tanhβc = 1 pour la dimensiond = 1. Les lignes en
pointillés repŕesentent les expressions obtenues dans l’approximation du champ moyen
(1.8).
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Chapitre 3

Effets de taille finie anormaux

Nous pŕesentons dans ce chapitre des résultats pŕeliminaires concernant l’étude des
effets de taille finie du mod̀ele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure.
Dans ce ŕegime d’effets de taille finie, il est́etabli th́eoriquement que la longueur de
corŕelation pŕesente une croissance anormale avec la taille du système. La relation ha-
bituelle valable notamment au point pseudo-critiqueξ ∼ L devientξ ∼ Ld/4. Le
comportement du maximum de la susceptibilité devientχmax ∼ ξ2 ∼ Ld/2. Ce com-
portement áet́e vérifié extensivement par simulations Monte Carlo avec des conditions
de bords ṕeriodiques. Cependant, on trouve dans la littérature des arguments fondés sur
des calculs analytiques contre un tel comportement pour les conditions de bords libres.
Nous apportons dans ce chapitre desévidences nuḿeriques de la croissance anormale
de longueur de corrélation qui a lieuégalement avec des conditions de bords libres.
Dans une première section, nous présentons le cadre des effets de taille finie normaux et
la modification engendrée au-dessus de la dimension critique supérieure. La deuxième
section a pour objet les ḿethodes nuḿeriques utiliśees pour cettéetude : les simulations
Monte Carlo sont ŕealiśees avec l’algorithme de Wolff, combiné à la repond́eration de
l’histogramme. Dans une troisième section, nous présentons les résultats nuḿeriques
obtenus en dimension cinq. Dans un premier temps, nous utilisons tous les sites du
réseau pour analyser les résultats. L’influence des surfaces ne permet pas d’atteindre
le régime asymptotique, mais nos résultats permettent d’exclure un comportement nor-
mal. Afin de ŕeduire les corrections d’échelle líees aux surfaces, nous considérons dans
un second temps des réseaux de cœur qui ne comportent que des sites de volume. Cette
méthode permet de décrire le maximum de la susceptibilité parχmax ∼ ξ2 ∼ L2.5 aux
barres d’erreur près.

3.1 Introduction

3.1.1 Effets de taille finie : le sch́ema classique

Lorsqu’un syst̀eme est de tailleL finie, la singularit́e de l’́energie libre disparaı̂t.
Les divergences observées pour la susceptibilité et la chaleur sṕecifique deviennent
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des maxima qui ont lieu en des points pseudo-critiques. L’amplitude des maxima et la
valeur des temṕeratures pseudo-critiques sont des fonctions de la taille du système. Le
syst̀eme commencèa ressentir sa taille finie lorsque la longueur de corrélationξ devient
du même ordre de grandeur que sa tailleL, doncà proximit́e du point critique. Puisque
la taille du syst̀eme modifie le comportement critique, il est justifié de consid́erer1/L
comme une variable pertinente. Lors d’une itération du groupe de renormalisation, la
taille se transforme commeL′ → L/b. On associe donc̀a la variable d’́echelle1/L
la dimension d́echelleyL = 1. L’hypothèse homoǵeńeité de la partie singulière de
l’ énergie libre (1.54) devient [Card96] :

fs(t, h, L) ∼ b−dfs(b
ytt, byhh, b/L). (3.1)

Dans la suite, on appelleTc la temṕerature critique du système dans la limite ther-
modynamique etTc(L) la temṕerature du point pseudo-critique. Prenons l’exemple de
l’aimantation dont la transformation (1.58) est obtenue en posanth = 0 etb = |t|−1/yt

et en se plaçant dans la phase basse température (T < Tc) :

m(t, 0, L) ∼ |t|βm(1, 0, t−ν/L) ∼ L−β/νM(L/ξ(t)) , (3.2)

où M(x) est une fonction d’́echelle relíeeàm(1, 0, x) parM(x) ∼ xβ/νm(1, 0, x).
De plus, on a utiliśe la relation (1.64)ξ(t) ∼ |t|−ν . À partir de cette expression, il est
possible de d́ecrire le comportement de l’aimantation en fonction de la taille du système
selon deux protocoles. Le premier consisteà se placer ent = 0. On a alors d’apr̀es (3.2)
m(0, 0, L) ∼ L−β/ν . Le deuxìeme consistèa se placer au point pseudo-critique pour
lequel|t|νL = Cste, c’est-̀a-dire :

|Tc(L) − Tc| ∼ L−1/ν . (3.3)

On a alorśegalement, toujours d’après (3.2), le comportementm(t, 0, L) ∼ L−β/ν . De
manìere ǵeńerale, une fonction thermodynamiqueO qui poss̀ede un exposant critique
ρ peut se ŕeécrire en fonction de la taille du système selon l’expression (2.21) que nous
rappelons :

O(t, L) ∼ Lρ/νÕ(L/ξ(t)) , (3.4)

où O(x) est une fonction d’́echelle. Dans le cadre du comportement d’échelleétendu,
cette relation est remplacée par (2.22), mais nous n’étudions pas cet aspect ici.

3.1.2 Effets de taille finie anormaux

Brézin [Brez82] aétudíe les effets de taille finie du modèleφ4 sur un ŕeseaùa d
dimensions avec différentes ǵeoḿetries. En dimensionsd > 4 et pour des conditions
périodiques dans toutes les directions, la longueur de corrélation crôıt avec la tailleL
comme :

ξL(Tc) ∼ µ−1
L (Tc) ∼ Ld/4 . (3.5)

Cette relation áet́e vérifiée nuḿeriquement par Jones et Young [Jone05] en dimension
d = 5. Brézin et Zinn-Justin [Brez85] ont considéŕe entre autres le modèleφ4 à l’ordre
le plus bas en perturbation.À partir de l’action effective :

Seff = Ld
(
t

2
φ2 +

1

4!
φ4

)

, (3.6)
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les moyennes de chaque moment de l’aimantation sont données par des intégrales gaus-
siennes. On a en particulier pour la susceptibilité :

χ ∼ Ld/2 . (3.7)

Il est possible de d́efinir une quantit́e invariante au point critique et pseudo-critique
qui s’appelle le cumulant de Binder. Il existe plusieurs définitions qui diff̀erent par des
constantes. En suivant [Brez85], nous choisissons la définition :

g(T ) =
〈M4〉
〈M2〉2 . (3.8)

À la temṕerature critiqueTc le cumulant de Binderg(Tc) prend la valeur univer-
selle [Brez85] :

g(Tc) =
Γ4(1/4)

8π2
≈ 2.188440 . . . , (3.9)

tandis qu’au point pseudo-critique de la susceptibilité, une int́egration de l’action (3.6)
mèneà la valeur [Pari96] :

g(Tc(L)) = 1.515726 . (3.10)

La relation (3.7) áet́e vérifiée extensivement par simulation Monte Carlo. On peut par
exemple consulter les articles de Binderet al [Bind85a, Bind85b], Rickwardt, Nie-
laba et Binder [Rick94], Parisi et Ruiz-Lorenzo [Pari96], Aktekinet al [Akte99]. La
valeur universelleg(Tc) ≈ 0.81156 a fait d́ebat dans la litt́erature. Plusieurs auteurs
ont d́etermińe nuḿeriquement une valeur incompatible [Rick94, Jone05]. Cependant,
Luijten et Blöte [Luij96] donnent deśevidences de fortes corrections d’échelle qui
mènent asymptotiquementà la valeur (3.9). Parisi et Ruiz-Lorenzo [Pari96] concluent
également̀a des ŕesultats compatibles avec [Brez85] pour le cumulant de Binder, tout
comme Mon [Mon96].
Il a ét́e montŕe que le d́ecalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité se
comporte aussi de manière anormale avecL dans [Luij96] et [Pari96] :

t ∼ |Tc(L) − Tc| ∼ L−d/2 , (3.11)

en accord avec les simulations numériques et en contradiction avec le comportement
habituel (3.3). Pour les conditions de bords périodiques deux articles présentent des
arguments analytiques en faveur d’un comportement normal. Un article de revue de
Watson [Wats73]́etablit une limite suṕerieure de la croissance de la susceptibilité àTc
telle que :

χ ≤ Lγ/ν = L2 , (3.12)

en utilisant des relations fluctuation-dissipation et des inégalit́es de Griffith. L’article
de Rudnick, Gaspari et Privman [Rudn85] présente un calcul de la susceptibilité à Tc
en d́eveloppant le param̀etre d’ordre sur la base des ondes stationnaires. Leur calcul
mène au comportement asymptotique normalχ ∼ L2. Ces ŕesultats remettent en cause
l’universalit́e du comportement anormal qui ne devrait pas dépendre des conditions de
bords.
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3.2 Méthodes nuḿeriques

Dans ce chapitre, nous avons réaliśe des simulations nuḿeriques du mod̀ele d’Ising
à cinq dimensions avec des conditions de bords libres et périodiques en utilisant l’al-
gorithme de Wolff [Wolf89] combińe à la repond́eration de l’histogramme [Ferr88].
Ces ḿethodes sont présent́ees en d́etail dans l’ouvrage [New01] et les discussions qui
suivent s’en inspirent largement.

3.2.1 L’algorithme de Wolff

A proximité du point critique, il y a apparition de fluctuations critiques décrites
dans la section 1.2. La longueur de corrélation du mod̀ele d’Ising par exemple devient
très grande. Son ordre de grandeur est la taille du système. Cela entraı̂ne l’apparition
de larges domaines de spins alignés comme l’illustre la figure 1.9. Le temps de cal-
cul pour simuler des grandes tailles augmente rapidement avec un algorithme Monte
Carlo local dont les taux de transitions sont détermińes par exemple avec les procédures
de Metropolis ou de Glauber. Le temps d’autocorrélation ńecessaire pour obtenir des
configurations d́ecorŕelées augmente selon :

τ ∼ Lzc , (3.13)

où zc ≈ 2.17. On parle de ralentissement critique. Ce ralentissement s’explique en
remarquant qu’il est difficile de changer l’aimantation d’un amas corrélé spin par spin.
Pour des probabilités d’́equilibre d́efinies par la statistique de Boltzmann, la condition
du bilan d́etaillé (2.39) entre deux́etatsν etµ s’écrit :

Wν→µ/Wµ→ν = e−β(Eµ−Eν) . (3.14)

Le taux de transition de Metropolis (2.41) satisfait cette condition :

Wν→µ =
1

N
min(1, e−β∆E) , (3.15)

où ∆E = Eµ − Eν etN est le nombre de spins du réseau. Pour un réseaùa deux
dimensions, un spin possède quatre premiers voisins. Si ce spin est au cœur d’un
amas corŕelé, entouŕe de quatre premiers voisins alignés, sońenergie estEν = −4J .
L’ énergie apr̀es retournement de ce spin estEµ = 4J . On obtient donc̀a la temṕerature
critiqueTc ≈ 2.269 un taux d’acceptation très faibleAν→µ = e−8βcJ = 0.0294....
Donc la plupart des tests sont refusés. Un moyen de reḿedierà cette difficult́e est de
mettre au point un algorithme non-local qui effectue un test sur un amas corrélé pou-
vant contenir plusieurs spins. Un tel algorithme aét́e mis au point par Wolff [Wolf89]
en utilisant l’id́ee de Swendsen et Wang [Swen87]. Le passage entre deux configura-
tions de spinsν etµ est repŕesent́e sur la figure 3.1. La procédure consistèa choisir un
site au hasard sur le réseau qu’on peut appeler site graine. A partir de ce spin, on ajoute
ses voisins̀a l’amas avec une probabilitéPadd s’ils ont la m̂eme orientation. Si l’orien-
tation est diff́erente, ils ne sont pas ajoutésà l’amas. La proćedure est ŕeṕet́ee pour tous
les voisins ajout́es à l’amas. Lorsque l’amas est formé on change le signe des spins
automatiquement. La probabilité de former l’amas dans la configurationν est la m̂eme
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ν µ
FIG. 3.1 – Les points blancs et noirs représentent des spins de signes opposés et les
spinsà l’intérieur de la boucle en pointillés font partie d’un m̂eme amas. Ce schéma
illustre une it́eration de l’algorithme de Wolff entre deux configurations de spinsν etµ
qui diffèrent par l’inversion du signe des spins appartenantà un m̂eme amas.

que pour la configurationµ, à ceci pr̀es qu’il faut tenir compte des spins de même signe
qui n’ont paśet́e ajout́esà l’amas sur les bords. La probabilité de ne pas ajouter un spin
de m̂eme signèa l’amas est1 − Padd. Sim etn repŕesentent les nombres de spins de
même signes non-ajoutésà l’amas pour les configurations respectivesν et µ, alors la
condition du bilan d́etaillé (2.39) peut s’́ecrire comme :

Wν→µ

Wµ→ν
=
gν→µAν→µ

gµ→νAµ→ν
= (1 − Padd)

m−nAν→µ

Aµ→ν
= e−βJ(Eµ−Eν) , (3.16)

où nous avons utiliśe une statistique de Boltzmann. En notant queEν −Eµ = 2J(n−
m), il vient :

Aν→µ

Aµ→ν
=
[
(1 − Padd)e

2βJ
]n−m

. (3.17)

Donc en choisissant :
Padd = 1 − e2βJ , (3.18)

les taux d’acceptance pour les transitionsν → µ et µ → ν peuvent prendre pour va-
leur l’unité. C’est pourquoi on inverse automatiquement le signe de tous les spins une
fois l’amas forḿe. A proximit́e du point critique, l’algorithme de Wolff réduit de façon
significative le temps d’autocorrélationτ et l’exposant dynamique critiquezc par rap-
portà un algorithme local de type Metropolis ou Glauber. Remarquons que le tempsτ̃W
mesuŕe en terme d’it́erations de l’algorithme de Wolff correspond au test d’un nombre
p de spins contenus dans l’amas. Or un tempsτM mesuŕe en terme d’it́erations d’un
algorithme de Metropolis correspondà un test sur tout le réseau, doncN = Ld spins.
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Puiqu’une it́eration de l’algorithme de Wolff ne balaie qu’une fraction moyenne〈p〉/Ld
du ŕeseau, il faut red́efinir le temps d’autocorrélation [New01] de façoǹa comparer les
performances des deux algorithmes :

τW = τ̃W 〈p〉/Ld . (3.19)

De plus, il est possible de montrer queχ = β〈p〉 [New01]. En notant quẽτW ∼ Lz̃
W
c ,

il vient pourξ ∼ L :
τW ∼ ξz

W
c ∼ Lz̃

W
c +γ/ν−d , (3.20)

menant̀a la d́efinition de l’exposant dynamiquezWc :

zWc = z̃Wc + γ/ν − d . (3.21)

A deux dimensions par exemple, pour un système de taille100 × 100, une valeur
τ̃W = 2.80(3) pour l’algorithme de Wolff qui est largement inférieure, m̂eme sans
red́efinition, à la valeur obtenue avec l’algorithme de MetropolisτM = 2570(330)
[New01]. L’exposant dynamique quantà lui vautzWc ≈ 0 pour l’algorithme de Wolff
(voir par exemple les articles [G̈und05, Du06] et leurs références) etzMc = 2.1667(5)
[Nigh96] pour l’algorithme de Metropolis.

3.2.2 La repond́eration de l’histogramme

La repond́eration de l’histogramme [Ferr88] est une méthode qui permet̀a partir
d’une simulatioǹa une temṕerature donńee d’obtenir une grandeur thermodynamique
à des temṕeratures diff́erentes. Cela permet de gagner du temps de calcul enévitant
de ŕealiser des simulations̀a plusieurs temṕeratures. Le principe théorique comme la
programmation sont simples. Les explications qui suivent sont largement inspirées de
l’ouvrage [New01].
Rappelons que la moyenne thermodynamique d’une observableO s’obtient en moyen-
nant sur tous leśetats du système, pond́eŕes par un poids de Boltzmann :

〈O〉 =

∑

ν Oνe
−βEν

∑

ν e
−βEν

. (3.22)

Lestechniques Monte Carlo consistentà ŕealiser une chaı̂ne de Markov dans un sous-
ensemble de l’espace total desétatsà partir d’une distribution de probabilité pν . Si
on ŕealiseM échantillonnages de l’observableO parmi lesétats{ν1, ν2 . . . νM}, la
moyenne s’́ecrit :

OM =

∑M
i=1 Oνi

p−1
νi
e−βEνi

∑M
i=1 p

−1
νi e

−βEνi

. (3.23)

L’ équation du bilan d́etaillé (3.14), v́erifiée notamment par les algorithmes de Metro-
polis et de Wolff, permet d’assurer que la distribution desétats de la chaı̂ne de Markov
s’effectue selon la statistique de Boltzmann. On obtient alorspνi

∝ e−βEνi et la rela-
tion (3.23) s’́ecrit simplement :

OM =
1

M

M∑

i=1

Oνi
. (3.24)
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Il est cependant possible de réaliser une moyenne thermodynamiqueà la temṕeratureβ
à partir d’une simulatioǹa la temṕeratureβ0 pour laquellepνi

∝ e−β0Eνi . La relation
(3.23) devient :

OM =

∑M
i=1 Oνi

e−(β−β0)Eνi

∑M
i=1 e

−(β−β0)Eνi

. (3.25)

Cette relation constitue le principe de la repondération de l’histogramme. Dans l’étude
qui suit, la repond́eration de l’histogramme est utilisée lors une première simulation
préalable relativement courte afin d’estimer approximativement la température pseudo-
critique de la susceptibilité. Lors d’une deuxième simulation plus longue qui permet
d’obtenir les valeurs pour l’analyse, on se place dans le voisinage immédiat du point
pseudo-critique de telle sorte que la température de simulation est bien souvent incluse
dans l’incertitude sur la température pseudo-critique.

3.3 La susceptibilit́e pour les conditions de bords libres

3.3.1 Susceptibilit́e calcuĺee avec tous les sites

Nous pŕesentons dans cette sous-section uneétude nuḿerique comparative de la
susceptibilit́e du mod̀ele d’Isingà cinq dimensions avec des conditions de bords périodi-
ques et libres avec l’algorithme de Wolff [Wolf89] combiné à la repond́eration de l’his-
togramme [Ferr88]. Nous avons choisi de réaliser les simulations au point pseudo-
critique afin d’́eviter les sources d’erreurs liées aux extrapolations dans la détermination
de la temṕerature d’un système infiniTc. Une simulation pŕeliminaire nous permet
d’estimer approximativement le point pseudo-critique. Puis, la simulation finale est
réaliśee autour de cette estimation aux barres d’erreur près. La repond́eration de l’his-
togramme nous permet d’obtenir les points des températures voisines et d’affiner l’es-
timation pŕeliminaire. Puisque nous utilisons des valeurs repondéŕees uniquement̀a
proximité de la temṕerature de simulation, il n’y a aucun problème de convergence
comme nous avons pu le constater en effectuant des recouvrements d’histogrammes
réaliśes à des temṕeratures de simulation différentes. Nous avons réaliśe un calcul
préalable du temps d’autocorrélation qui se comporte, pour la gamme de tailles que
nous consid́erons selon :

τ̃PBC = 0.32(7)L2.4(2) , (3.26)

pour les conditions de bords périodiques et :

τ̃FBC = 0.20(6)L2.6(2) , (3.27)

pour les conditions de bords libres. Nous réalisons pour les simualtions finales des me-
sures toutes les2τ itérations de l’algorithme de Wolff afin de considérer les variables
comme ind́ependantes dans le calcul des incertitudes [New01]. Dans cette sous-section,
les ŕeseaux ont des tailles qui varient entreL = 11 et 51 par pas de5. Le nombre
d’it érations et le temps d’autocorrélation utiliśes pour chaque taille sont donnés dans
la table 3.1, ainsi que les résultats pour le maximum de la susceptibilité χmax(L), la
temṕerature pseudo-critiqueTc(L) et la valeur du cumulant de Binderg(Tc(L)). La
susceptibilit́e est pŕesent́ee sur la figure 3.2 pour les conditions de bords périodiques
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(en haut) et libres (en bas). On constate, comme on s’y attend, que les corrections
d’échelle en temṕerature sont considérablement plus importantes pour les conditions
de bords libres. On rappelle que nous avions détermińe βc ≈ 0.113925 dans la limite
thermodynamique (voir la table 2.1).À partir de ces ŕesultats, on peut extraire le maxi-
mum de la susceptibilité et proćederà une analyse des exposants critiques. Le résultat
pour les conditions de bords périodiques est tracé sur la figure 3.3. Sur la figure du haut,
nous avons traće le maximum de la susceptibilité en fonction de la taille. On constate
que la d́ependance est bien décrite par une loi alǵebrique avec un exposant2.5 à partir
de la tailleL = 21 aux barres d’erreur près, ce qui est en bon accord avec (3.7). Sur
la figure du bas, nous avons réaliśe une interpolation de l’exposant des données de la
figure du haut en faisant varier la borne inférieureLmin de l’intervalle d’interpolation
de façonà observer la convergence vers le régime asymptotique (Lmin ∈ [11; 41]).
L’exposant effectif est traće en fonction de1/Lmin de telle sorte que le régime asymp-
totique est atteint̀a gauche de la figure.À partir deL = 21, on s’aperçoit que l’exposant
se stabilise autour de la valeur2.5. La même analyse est réaliśee pour les conditions
de bords libres. Les résultats sont présent́es sur la figure 3.4. Sur la figure du haut, on
constate que les données sont bien d́ecrites pour les taillesL < 31 parχmax(L) ∼ L2,
donc un comportement d’effets de taille finie normal. Cependant, la courbe en dévie
significativement̀a partir deL = 31. L’exposant effectif traće sur la figure du bas est
nettement incompatible avec la valeur2 pour les plus grandes tailles. Cependant, les
donńees ne sont pas suffisamment précises pour extrapoler un exposant2.5. D’après
ce ŕesultat, la susceptibilité crôıt plus vite queL2 pour les conditions de bords libres
et incidemment, la longueur de corrélationξ ∼ χ1/2 crôıt plus vite que la taille du
syst̀eme.
Il est également possible de tracer le cumulant de Binderg(Tc(L)) défini par l’ex-
pression (3.8), et qui doit prendre au point pseudo-critique la valeur universelle (3.10)
que nous rappelonsg(Tc(L)) = 1.515726 [Pari96]. Nous pŕesentons nos résultats
sur la figure 3.5 pour les deux types de conditions aux limites. On constate que les
donńees, bien que bruitées, sont en bon accord avec l’estimation de Parisi et Ruiz-
Lorenzo [Pari96] pour les deux types de conditions de bords, ce qui constitue un
élément suppĺementaire en faveur d’un comportement d’effet de taille finie identique.
Nous n’avons paśet́e en mesure de tracer la valeur du cumulant de Binder pour la
temṕeratureTc afin de v́erifier la pŕediction th́eorique (3.9) carTc est trop loin de la
temṕerature de simulation pour̂etre incluse dans l’histogramme, en particulier pour
les conditions de bords libres. Il estégalement possible d’obtenir des exposantsà
partir du d́ecalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité en fonction
de la taille. Ces temṕeratures pseudo-critiques sont détermińeesà partir des donńees
de la figure 3.2 et ŕesuḿees dans la table 3.1 et 3.2 pour les conditions de bords
périodiques et libres respectivement. Nous avons tracé le d́ecalage suivant la définition
t = |Tc(L) − Tc|. Nous avonśegalement testé la d́efinition β(L) − βc ∼ |Tc(L) −
Tc|/Tc(L) qui donne les m̂emes valeurs d’exposants aux barres d’erreur près. Nous
utilisons la valeur deTc la plus pŕecise donńee dans la litt́eratureTc = 8.77844(2)
(soit βc = 0.1139155(5)) [Luij99] qui poss̀ede un chiffre significatif supplémentaire
par rapport̀a notre estimationTc = 8.7777(9) fournie dans la table 2.1.
Les ŕesultats pour les conditions de bords périodiques sont présent́es sur la figure 3.6.
On constate que les erreurs relatives sont importantes. Pour les plus grandes tailles, la
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temṕerature dans la limite thermodynamiqueTc = 8.77844(2) est tr̀es proche de la
temṕerature pseudo-critique. Par exemple pourL = 51, la temṕerature pseudo-critique
estTc(51) = 8.77801(15). L’incertitude sur l’́ecart est presque aussi grande que l’écart
lui-même. Nous n’avons pas pu obtenir une interpolation raisonnable de l’exposant.
La même analyse est effectuée pour le d́ecalage en température avec les conditions de
bords libres. Les ŕesultats sont tracés sur la figure 3.7. Puisque les effets de taille finie
sont plus importants, la température pseudo-critique est pluséloigńee de la valeur dans
la limite thermodynamique et les erreurs relatives sont moins importantes. On constate
que l’exposant effectif se dirige plus vraisemblablement vers la valeur classique2 et
non pas vers la valeur attendue2.5 en accord avec la relation (3.11). Cela peut provenir
de corrections d’́echelle plus importantes pour le décalage en température par rapport
au maximum de la susceptibilité.
Les tables 3.1 et 3.2 résument les param̀etres et les donńees extraites de ces simulations
pour les conditions de bords périodiques et libres respectivement. Puisque le calcul

L nbr. iter. βc(L) χmax(L) g(Tc(L)) τ utilisé
11 2500000 0.114185(20) 283(1) 1.51552(50) 200
16 500000 0.114025(11) 744(4) 1.5095(11) 1000
21 77500 0.113971(11) 1490(23) 1.5157(27) 1000
26 110000 0.113948(6) 2531(32) 1.5141(23) 2500
31 32000 0.113937(5) 3967(90) 1.5014(40) 2500
36 20000 0.113930(4) 5828(80) 1.5083(54) 5000
41 20000 0.113926(3) 7905(250) 1.4949(55) 5000
46 14000 0.113923(2) 10950(390) 1.5263(64) 5000
51 7200 0.113921(2) 14080(685) 1.5497(87) 7000

TAB . 3.1 – Nous pŕesentons les informations extraites des simulations de la suscep-
tibilit é pour des conditions de bords périodiques. ”nbr. iter.” repŕesente le nombre
d’it érations ind́ependantes sur lesquelles sont réaliśees les moyennes.

avec tous les sites présente des corrections d’échelle consid́erables nous adoptons une
autre approche en considérant uniquement des sites de volume.

3.3.2 Susceptibilit́e calcuĺee avec les sites de cœur

Pour un syst̀eme hypercubique de dimensiond, on distingue les sites par leur coor-
dinencez et leur populationN(z) dans le ŕeseau. Il existeN(z) = (L − 2)d spins de
cœur avec une coordinencez = 2d, N(z) = 2C1

d(L − 2)d−1 spins d’hypersurface de
dimensiond−1 avec une coordinencez = 2d−1... On peut ǵeńeraliser ce calcul pour
des spins de coordinence arbitraire :

N(z) = 2mCmd (L− 2)d−m , (3.28)

où m est un entier d́efini parz = 2d − m et Cmd = d!/(m!(d − m)!). Il est facile
de s’apercevoir de la validité de l’expression (3.28) pour un réseau bidimensionnel
repŕesent́e en haut sur la figure 3.8. Nous avons tracé en bas sur la figure 3.8 la quantité
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L nbr. iter. βc(L) χmax(L) g(Tc(L)) τ utilisé
11 1250000 0.120258(29) 109(1) 1.5090(35) 2000
16 625000 0.117033(17) 227(2) 1.5129(50) 2000
21 400000 0.115767(10) 394(3) 1.5131(64) 1000
26 127000 0.115141(10) 614(9) 1.509(11) 2500
31 360000 0.114786(8) 891(6) 1.5118(67) 2500
36 68388 0.114565(6) 1227(21) 1.517(16) 3000
41 150000 0.114419(4) 1630(18) 1.513(11) 4000
46 62500 0.114317(5) 2080(36) 1.511(17) 4000
51 40800 0.114243(3) 2635(57) 1.513(20) 5000

TAB . 3.2 – Nous pŕesentons les informations extraites des simulations de la suscepti-
bilit é pour des conditions de bords libres. ”nbr. iter.” représente le nombre d’itérations
indépendantes sur lesquelles sont réaliśees les moyennes.

N(z) (définie par l’expression (3.28)) en fonction de la taille pour un réseau hyper-
cubique en dimension cinq. Le nombre de sitesNs qui ne sont pas dans le volume
s’exprime comme :

Ns = Ld − (L− 2)d = 2C1
dL

d−1(1 + O(L−1)) = 2dLd−1(1 + O(L−1)) . (3.29)

Le pourcentage de sites qui ne sont pas dans le volume s’écrit :

Ns/L
d =

2d

L
(1 + O(L−1)) . (3.30)

Pour avoir1% de site qui n’appartiennent pas au volume, il faut un système de taille
L = 1000 en dimension cinq. Avec les capacités informatiques qui sontà notre dispo-
sition, on peut effectuer une moyenne raisonnable jusqu’à des taillesL ≤ 60 (à cinq
dimensions, le record publié dans la litt́erature est́etabli par Stauffer pour une taille
L = 176 [Stau00]). De manièreà ŕeduire les effets líes aux surfaces, nous avons me-
suŕe la susceptibilit́e des sites de cœur du réseau. Nous avons choisi de conserver un
sous-ŕeseau dont la dimensionLc est une fraction de la longueur totale du réseau.
Le sous-ŕeseau contientNc = L5

c sites. Nous illustrons le procéd́e par le sch́ema
de la figure 3.9 pour un réseau bidimensionnel avec une fractionLc/L = 1/2. La
géńeralisationà un ŕeseaùa cinq dimensions estévidente. La susceptibilité χ(L,Lc)
du sous ŕeseau associé s’́ecrit en fonction de l’aimantationM(L,Lc) selon :

χ(L,Lc) =
1

Nc

(
〈M(L,Lc)

2〉 − 〈M(L,Lc)
2〉
)
. (3.31)

Dans un premier temps, on s’intéressèa la variation de la temṕerature pseudo-critique
deχ(L,Lc) en fonction deLc afin de d́eterminer s’il faut adapter la température de
simulation en fonction de la fraction de sites de cœur. L’analyse pour la tailleL = 32
est pŕesent́ee en haut sur la figure 3.10. Nous avons tracé la susceptibilit́e en fonction
de la temṕerature pour des sous-réseaux dont la tailleLc est une fraction de la longueur
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totale du syst̀eme. De façoǹa observer plus clairement le décalage en température par
rapport au système complet, nous avons normé la susceptibilit́e par l’amplitude maxi-
maleχmax. Le d́ecalage en température est nul aux barres d’erreur près pour toutes
les fractions envisaǵees. Cette information nous permet de réaliser les simulations̀a
la même temṕerature. Mais cette ḿethode ne permet pas de réduire les corrections
d’échelle líees au d́ecalage en température|Tc − Tc(L)|.
Dans un second temps, nous analysons l’évolution du maximum de la susceptibi-
lit é en fonction de la fractionLc/L. Nous illustrons dans un premier temps le com-
portement pour la taille particulièreL = 32 en bas sur la figure 3.10. Le premier
point à droite de la courbe correspond au maximum de la susceptibilité pour le ŕeseau
entier. La valeur du maximum atteint un pic avant de diminuer. Ce comportement
non monotone peut s’interpréter à l’aide du th́eor̀eme fluctuation-dissipation (1.40)
χ = β

V

∫
dd~xdd~yG(~x−~y). Puisque les spins proches des bords libres sont liésà moins

de voisins, ils fluctuent plus librement et sont moins corrélés que les sites de volumes.
Ainsi, ils contribuent moins en moyenneà la susceptibilit́e. Dans un second temps,
nous traçons sur la figure 3.11 le maximum de la susceptibilité norḿe parL2.5 (en
haut) et parL2 (en bas) en fonction de la fractionLc/L pour différentes tailles. Dans la
figure du haut, on constate pour les plus grandes tailles (en particulier dans l’insert) une
superposition aux barres d’erreurs près avec une normation de l’axe des ordonnées par
L2.5. Cette superposition intervient pour des fractions intermédiaires comprises entre
L/Lc = 0.125 etL/Lc = 0.75. On ne constate aucune superposition sur la figure du
bas lors l’axe des ordonnées est norḿe parL2. Il existe juste une accumulation pour
des valeur petites deL/Lc. Nous obtenons donc une premièreévidence d’un exposant
2.5 menantà χ ∼ L2.5 aux barres d’erreur près pour les conditions de bords libres,
confirmant la relation (3.7) pour les spins du volume.
On se propose maintenant d’analyser plus préciśement la fraction particulièreLc/L =
1/2. Cette valeur permet de se placer suffisamment loin des bords tout en conservant un
nombre raisonnable de sites. La susceptibilité est repŕesent́ee sur la figure 3.12. Nous
traçons sur la figure 3.13 le maximum de ces courbes en fonction deL (en haut) ainsi
que l’exposant effectif associé obtenu par interpolation algébrique en faisant varier la
borne inf́erieureLmin de l’intervalle d’interpolation de façoǹa observer la conver-
gence vers le régime asymptotique (en bas). Sur la figure du haut, le maximum de la
susceptibilit́e en fonction deL est bien d́ecrit pour les plus grandes tailles par la relation
χmax ∼ L2.5 aux barres d’erreur près tandis que le comportement normalχmax ∼ L2

est clairement exclus. Sur la figure du bas, l’exposant effectif tend linéairement vers la
valeur2.48(10) lorsque la taille tend vers l’infini. Les différentes informations concer-
nant ces simulations sont réunies dans la table 3.3.

Pour conclure, rappelons que dans un premier temps, un calcul avec tous les sites
du ŕeseau nous a permis de montrer des corrections importantes dues aux surfaces pour
les conditions de bords libres. Cependant, le maximum de la susceptibilité crôıt plus
rapidement que le comportement normal qui est exclu. De plus, le cumulant de Binder
est en bon accord pour les deux types de conditions de bords. Dans un second temps, un
calcul avec des réseaux de cœur qui contiennent uniquement des sites de volume permet
de mettre eńevidence le comportement anormalχmax ∼ L2.5. Cependant, le d́ecalage
de la temṕerature pseudo-critique montre desévidences d’un comportement normal. Ce
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L nbr. iter. Tc(L) utilisée χcœurmax (L) τ utilisé
8 11250000 0.12542 14.83(2) 200

12 2062500 0.11393 44.1(1) 400
16 875000 0.11703 93.8(4) 2000
20 250000 0.11595 167(3) 1000
24 125000 0.11534 265(3) 2000
28 125000 0.11496 396(5) 2000
32 87500 0.11473 552(8) 4000
36 83400 0.11456 748(11) 3000
40 30000 0.11444 967(27) 5000

TAB . 3.3 – Nous pŕesentons les informations au sujet des simulations de la corrélation
pour FBC lors du calcul òu nous conservons uniquement les sites de cœur. ”nbr.
iter.” repŕesente le nombre d’itérations ind́ependantes sur lesquelles sont réaliśees les
moyennes.

chapitre pŕesente des résultats pŕeliminaires qui ńecessitent davantage d’investigations.
Nousétudions actuellement les effets de taille fini de la fonction de corrélation.
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FIG. 3.2 – La susceptibilit́e du mod̀ele d’Isingà cinq dimensions est tracée en fonc-
tion deβ pour différentes tailles de système. Les tailles varient deL = 11 àL = 51
par pas de5 de droiteà gauche. Les résultats sont obtenus pour des conditions de
bords ṕeriodiques (en haut) et libres (en bas). Les simulations sont effectuées au point
pseudo-critique (aux barres d’erreur près) et les points adjacents sont obtenus par re-
pond́eration de l’histogramme. La repondération n’est plus valable lorsqu’on s’éloigne
trop de la temṕerature de simulation, ce qui explique les formes incohérentes aux
extŕemit́es des courbes.
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FIG. 3.3 – En haut, le maximum de la susceptibilité est traće en fonction de la taille
du syst̀eme pour des conditions de bords périodiques. Les données se comportent bien
suivant l’expression (3.7) aux barres d’erreur près à partir de la tailleL = 21. En
bas, nous avons interpolé l’exposant de la courbe du haut en faisant varier la borne
inférieureLmin de l’intervalle d’interpolation de façoǹa observer la convergence pour
les grandes tailles. Les résultats sont tracés en fonction de1/Lmin de telle sorte que la
valeur asymptotique se lit̀a gauche de la figure.̀A partir deL = 21, les donńees sont
compatibles avec la valeur attendued/2 = 2.5.
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FIG. 3.4 – En haut, le maximum de la susceptibilité est traće en fonction de la taille du
syst̀eme pour des conditions de bords libres. Les données se comportent dans un pre-
mier temps selon l’expressionχmax(L) ∼ L2 puis elles d́evient de façon significative
à partir deL = 31. En bas, nous avons interpolé l’exposant de la courbe du haut en fai-
sant varier la borne inférieureLmin de l’intervalle d’interpolation de façoǹa observer
la convergence pour les grandes tailles. Les résultats sont tracés en fonction de1/Lmin
de telle sorte que la valeur asymptotique se lità gauche de la figure. Les données ne
sont pas suffisamment précises pour extrapoler un exposant2.5. Cependant, la valeur
2 est clairement exclue.
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FIG. 3.5 – Le cumulant de Binder au point pseudo-critique pour les deux types de
conditions de bords est tracé en fonction de la taille. Nos données nuḿeriques sont en
bon accord avec l’estimation de Parisi et Ruiz-Lorenzo tracée en pointilĺes [Pari96].
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FIG. 3.6 – Le d́ecalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité est traće en
fonction de la taille du système pour des conditions de bords périodiques. Les données
se comportent comme l’expression (3.11) aux barres d’erreur près pour des tailles suf-
fisamment grandes. Les barres d’erreur sont trop importantes pour obtenir une interpo-
lation de l’exposant raisonnable.
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FIG. 3.7 – En haut, le d́ecalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité
est traće en fonction de la taille du système pour des conditions de bords libres. En bas,
nous avons interpolé l’exposant de la courbe du haut en faisant varier la borne inférieure
Lmin de l’interpolation afin d’observer la convergence pour les grandes tailles. Les
résultats sont tracés en fonction de1/Lmin de telle sorte que la valeur asymptotique
se lit à gauche de la figure. L’exposant effectif se dirige vers la valeur classique2 et
pas vers l’exposant2.5. On constate que les barres d’erreur sont moins importantes que
pour les conditions de bords périodiques pŕesent́es sur la figure 3.6. Puisque les effets
de taille finie sont plus importants, la température pseudo-critique est pluséloigńee de
la valeur dans la limite thermodynamique et les erreurs relatives sont moins impor-
tantes.
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FIG. 3.8 – En haut, illustration de la coordinence en fonction de la position sur le réseau
carŕe bidimensionnel. Le système pŕesente des sites de cœurs de coordinencez = 4,
sur les bords la coordinence estz = 3 et sur les coins la coordinence estz = 2. En bas,
le nombre de spins de coordinencez est traće en fonction de la taille du système pour
le mod̀ele d’Ising5d avec des conditions de bords libres.À partir de la tailleL = 12
(qui repŕesente d́ejà un ŕeseau de125 = 248832 sites) le syst̀eme commence seulement
à avoir des spins majoritaires de volume avec une coordinencez = 10.
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L =L/2c

L

FIG. 3.9 – Le carŕe en pointilĺes est un sous-réseau de cœur dont la tailleLc est une
fraction de la longueur totale du réseau. Nous avons représent́e le cas particulierLc =
L/2. La ǵeńeralisation de la proćedure pour un ŕeseaùa cinq dimensions estévidente.
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FIG. 3.10 – En haut, la susceptibilité du mod̀ele d’Ising en dimension cinq avec condi-
tions de bords libres pour une tailleL = 32 est traćee en fonction de la température
inverse. Nous avons considéŕe différents ŕeseaux de cœur dont la tailleLc correspond̀a
une fraction de la longueur du cœur par rapport au système. Pour chaque sous-réseau, la
susceptibilit́e est norḿee par la valeur maximaleχmax de façoǹa observer plus facile-
ment le d́ecalage en température par rapport au système complet qui est nul aux barres
d’erreur pr̀es. En bas, nous avons tracé toujours pour la la tailleL = 32 l’ évolution du
maximum de la susceptibilité en fonction de la tailleLc du ŕeseau de cœur qui permet
de constater un comportement qui n’est pas monotone.
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FIG. 3.11 – Le maximum de la susceptibilité norḿe parL2.5 (en haut) et parL2 (en
bas) est traće en fonction de la fractionLc/L pour différentes tailles. On constate
dans l’insert une superposition des courbes avec les grandes tailles pour des valeurs
intermédiaires de fractions (entreL/Lc = 0.125 etL/Lc = 0.75) confirmant la rela-
tion (3.7) pour les spins du volume.
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FIG. 3.12 – La susceptibilité du mod̀ele d’Isingà cinq dimensions est tracée en fonction
de β pour différentes tailles de système pour les conditions de bords libres lorsque
Lc = L/2. Les tailles varient deL = 8 à L = 40 par pas de4 de droiteà gauche.
Les calculs sont effectués au point pseudo-critique et les points adjacents sont obtenus
par repond́eration de l’histogramme. Les formes incohérentes en fin d’histogramme
(un deuxìeme pic pour les taillesL = 20 et L = 40 par exemple) signifient que la
repond́eration est effectúee trop loin de la temṕerature de simulation.
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FIG. 3.13 – En haut, le maximum de la susceptibilité (obtenùa partir de la figure 3.12)
est traće en fonction deL = 2Lc. Les points correspondant aux plus grandes tailles
sont bien d́ecrits par la relationχmax ∼ L2.5 aux barres d’erreur près. La description
par le comportement normalχmax ∼ L2 est nettement incompatible avec les donnés
numériques. En bas, l’exposant effectif obtenu par interpolation algébrique de la courbe
du haut est traće en fonction de l’inverse de la borne inférieureLmin de l’intervalle
d’interpolation. Les points sont bien décrits par une relation lińeaire qui tend vers la
valeur2.48(10).
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Chapitre 4

Phénomènescritiques hors
équilibre

Le but de ce chapitre est de présenter une introduction au phénom̀ene de vieillis-
sement. Dans un premier temps, on caractérise le vieillissement, puis on présente une
théorie d’́echelle ph́enom̀enologique qui permet de reproduire le comportement aux
temps longs des grandeursà deux temps. Enfin, on détaille les ŕesultats connus pour
certains mod̀eles paradigmatiques sur réseau.

4.1 Ph́enoménologie

4.1.1 Brisure de l’invariance par translation temporelle

L’un des postulats de la physique statistiqueà l’équilibre est l’hypoth̀ese ergodique :
il est possible de remplacer les moyennes dans l’espace des configurations par une
moyenne temporelle sur un temps suffisant pour que le système visite chaquéetat de
l’espace des configurations un grand nombre de fois. Les grandeurs thermodynamiques
fluctuent temporellement autour d’une valeur moyenne. Les grandeursG(t, s) qui sont
des fonctions̀a deux tempst et s (s < t) dépendent uniquement de la différencet− s
car le syst̀eme est invariant par translation temporelle.
Cependant, lorsque le temps de relaxation excède les temps expérimentaux accessibles,
l’hypothèse ergodique n’est plus vérifiée comme par exemple après une modification
rapide des param̀etres ext́erieurs. Le systèmeévolue hors de l’́equilibre. Parmi ces si-
tuations horśequilibre, il existe une catégorie qui pŕesente des caractéristiques univer-
selles : les systèmes vieillissants. On rencontre des systèmes vieillissants expérimentaux
parmi les liquides qui donnent lieùa une transition vitreuse comme certains polymères
[Stru78], les verres structuraux [Ange95], les verres de spins (voir [Vinc07] pour une
revue ŕecente sur les verres de spins), les gels colloı̈daux [Cipe00]. Du vieillissement se
manifeste aussi dans des modèles ferromagńetiques simples comme le modèle d’Ising
bidimensionnel lors d’une trempe dans la phase basse température oùa la temṕerature
critique. L’étude des quantitésà un temps ne permet pas de caractériser au mieux ce
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régime car leur d́ecroissance est très lente et le système apparâıt presquèa l’équilibre.
Les quantit́esà deux temps manifestent plus fortement l’entrée dans le ŕegime hors de
l’ équilibre car elles présentent notamment une brisure de l’invariance par translation
temporellei.e.G(t, s) 6= G(t − s). Les fonctions̀a deux temps d’un système vieillis-
sant d́ependent simultańement des tempst et s. Le tempss est appeĺe temps d’attente.
Plus le temps d’attente est grand, plus le système relaxe lentement. Ce phénom̀ene est
illustré sur les figures 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4. On remarque que pour des valeurs det− s
suffisamment faibles, les courbes se superposent indiquant l’existence d’un pré-ŕegime
de quasi-́equilibre avant le ŕegime de vieillissement. Il est cependant possible de décrire
toutes ces fonctions par des courbes universellesà partir d’une hypoth̀ese d’́echelle.

4.1.2 Cińetique de domaines

L’une des caractéristiques d’un système vieillissant est l’existence d’un régime
d’échelle òu il est possible de d́efinir des fonctions universelles pour desâges diff́erents.
On parle aussi de régime de vieillissement. Ce régime est obtenu dans la limites puis
t → ∞ (les limites ne commutent pas). On obtient des fonctions universelles en fonc-
tion des temps d’attente pour les expériences pŕesent́ees sur la figure 4.1 en divisant
le temps de mesure par un temps caractéristique qui est une fonction du temps d’at-
tente. Les ŕesultats sont présent́es sur la figure 4.5. En haut, la variablet − s est
divisée par un temps caractéristique fonction du temps d’attenteτ(s) ∼ s qui per-
met une superposition des courbes. On remarque de plus qu’une normation appropriée
de la ŕeponse int́egŕee permet d’obtenir une fonction universelle pour les différents
mat́eriaux pŕesent́es dans la ĺegende. En bas, dans l’insert, on constate aussi la super-
position du facteur de structure pour les différents temps d’attente lorsqu’on divise
le tempst − s par un temps caractéristiqueτ(s). Dans la figure principale, ce temps
caract́eristique est traće en fonction du temps d’attente. La dépendance asymptotique
est alǵebrique avec un exposant proche de unégalement. Les courbes de la figure 4.2
obtenues par dynamique moléculaire peuvent́egalement se superposer en utilisant la
variable d’́echelle(t − s)/τ(s) comme on le constate en haut sur la figure 4.6. La
dépendance du temps caractéristiqueτ(s) en fontion des est traćee en bas sur la fi-
gure 4.6.
On peut comprendre le phénom̀ene dans le cas des ferromagnétiques pŕepaŕes dans

un état initial d́esordonńe puis tremṕe dans la phase basse température ou au point cri-
tique. Dans le cas du modèle d’Ising bidimensionnel, on observe alors la croissance
de domaines ordonnés de taille caractéristiqueL(t). Dans la limite d’une taille infinie,
le syst̀eme ne s’́equilibre pas et demeure hors de l’équilibre ind́efiniment. Bien en-
tendu, un système fini s’́equilibre apr̀es un temps suffisamment grand lorsque la taille
des domaines est comparableà la taille du syst̀eme. On constate deux comportements
diff érents pour une trempe sous-critique et une trempe critique. Le phénom̀ene de crois-
sance de domaines est illustré sur la figure 4.7 pour une trempeà la temṕeratureTc/2.
On peut d́eterminer la croissance de la taille des domaines en fonction du temps [Bray94] :

L(t) ∼ t1/z , (4.1)

où z est l’exposant dynamique dans la phase basse température dont la valeur estz =
2 [Bray94]. Lorsqu’on ŕealise une trempèa la temṕerature critique, on ne peut plus
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FIG. 4.1 – En haut, la ŕeponse ḿecanique int́egŕee du PVC est mesurée apr̀es une
trempe (d’apr̀es les travaux de Struik [Stru78]). En bas, le facteur de structure d’un
gel collöıdal est mesuré apr̀es avoir ameńe le syst̀eme hors de l’́equilibre par protocole
chimique (d’apr̀es les travaux de Cipellettiet al [Cipe00]). Les donńees sont traćees en
fonction de la diff́erencet − s pour différents temps d’attentes écouĺes apr̀es l’entŕee
des syst̀emes dans un régime hors de l’́equilibre. Les courbes ne se superposent pas, ce
qui indique une brisure de l’invariance par translation temporelle. De plus, la relaxation
est d’autant plus lente que l’âges estélev́e : le syst̀eme vieillit.

parler de domaines ordonnés mais de domaines corrélés ou autosimilaires dont la taille
L(t) peutêtre assimiĺeeà la longueur de corrélationξ(t) ∼ L(t). La croissance de ces
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FIG. 4.2 – Le facteur de structure d’un liquide vitreux est obtenu après une trempe par
dynamique moĺeculaire. Les donńees sont traćees en fonction det − s pour différents
temps d’attentes = 0, 10, 100, 1000 et 39810 (de gauchèa droite). La trempe est
effectúee entre les températuresTi = 5 et Tf = 0.4 et le vecteur d’onde estq = 7.2
(d’apr̀es les travaux de Kob et Barrat [Kob97]).

domaines est illustrée sur la figure 4.8. La longeur de corrélation crôıt comme :

ξ(t) ∼ t1/zc , (4.2)

où zc est l’exposant dynamique critique qui vautzc = 2.1667(5) [Nigh96]. Notons que
le mod̀ele d’Ising pŕesentéegalement du vieillissement en partant de l’état fondamental
et en trempant le systèmeà la temṕerature critique [Cala06].
À partir de ces deux protocoles, on s’aperçoit que la croissance de la longueur ca-
ract́eristique ne d́epend que de l’exposant dynamiquez qui est un exposant universel
détermińe par le point fixe vers lequel se dirige le système par it́eration du groupe de
renormalisatioǹa la temṕerature de trempe finale [Bray94]. Il existe une seule lon-
gueur caract́eristique dans le système. Nous avons eu un premier aperçu de la portée de
cette hypoth̀ese qui permet de justifier les fonctions d’échelle ind́ependantes de l’âge
du syst̀eme dans les exemples présent́es sur les figures 4.5 et 4.6. Nous allons dans
la suite consid́erer plus en d́etail le comportement de ces fonctions d’échelle pour les
mod̀eles statistiques simples tel que le modèle d’Ising.
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FIG. 4.3 – L’autocorŕelation spin-spin du mod̀ele d’Ising est obtenue après une trempe
à la temṕeratureTc/2 (en haut) et̀a la temṕerature critiqueTc (en bas) en partant
d’un état initial d́esordonńe. Les donńees sont traćees en fonction det − s. Après un
régime de quasi-équilibre, les courbes se séparent ce qui met eńevidence la brisure
de l’invariance par translation temporelle. Les données sont obtenues par simulation
Monte Carlo avec un système de taille192 × 192. Pour la trempe critique, le temps
final esttf = 20000 et les moyennes sont effectuées sur2000 histoires thermiques
alors que pour la trempe critique, le temps final esttf = 10000 et les moyennes sont
effectúees sur5000 histoires thermiques.

4.2 Théorie d’échelle des fonctions̀a deux temps

Nous pŕesentons dans cette section les différentes fonctions d’échelle que nous
serons ameńesà utiliser par la suite. Le modèle d’Ising sert une fois encore de support
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FIG. 4.4 – La fonction de corrélation spatiale spin-spiǹa tempségaux du mod̀ele
d’Ising est traćee pour une trempe par dynamique de Glauber depuis unétat d́esordonńe
jusque dans la phase basse température (Tc/2) (en haut) et jusqu’au point critique (en
bas). Les donńees sont traćees pour diff́erents tempśecouĺes depuis la trempe. Les
courbes ne se superposent pas. Pour les deux températures, nous avons utilisé des
réseaux carrés de taille400 × 400 et les moyennes sont réaliśees sur2000 histoires
thermiques.

à cette pŕesentation.
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FIG. 4.5 – Il est possible de décrire les donńees de la figure 4.1 par des courbes univer-
selles en utilisant la variable d’échelle(t−s)/τ(s) où τ(s) est un temps caractéristique
fonction du temps d’attente selonτ(s) ≈ s pour les deux exemples présent́es. En
haut, une normation appropriée de la ŕeponse int́egŕee permet en plus de superposer les
courbes pour diff́erents mat́eriaux (d’apr̀es les travaux de Struik [Stru78]). En bas, la
fonction d’́echelle du facteur de structure est tracée dans l’insert et la d́ependance du
temps caractéristiqueτ(s) en fonction des est traćee dans la figure principale (d’après
les travaux de Cipellettiet al [Cipe00]).
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FIG. 4.6 – En haut, les données de la figure 4.2 se superposent lorsqu’on utilise la
variable d’́echelle(t − s)/τ(s) où τ(s) est une fonction du temps d’attentes qui est
traćee sur le graphe du bas

4.2.1 Les fonctions de corŕelation

Il est possible de mettre eńevidence la longueur caractéristique en calculant par
exemple la corŕelationà tempśegauxC(r, t) définie par :

C(r, t) = 〈Si(t)Sj(t)〉 , (4.3)

où le symbole〈. . .〉 signifie une moyenne sur les histoires thermiques etr = |~ri − ~rj |.
Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de retrancher le terme〈Si(t)〉〈Sj(t)〉 qui est nul
dans le ŕegime de vieillissement. Pour une trempe critique, il n’y a pas de domaines
ordonńes, mais des domaines critiques autosimilaires d’aimantation nulle. Pour une
trempe sous-critique, il existe des domaines ordonné d’aimantation non nulle pour une
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FIG. 4.7 – Les figures représentent le mod̀ele d’Ising bidimensionnel pour un réseau
de taille200 × 200 apr̀es une trempèa la temṕeratureTc/2 par dynamique de Glau-
ber en partant d’uńetat initial d́esordonńe repŕesent́e à gauche. Les différentes figures
correspondent̀a différents tempśecouĺes depuis la trempe : de gaucheà droitet = 0
(état initial), puist = 10, 100 et1000. On constate l’apparition de domaines ordonnés
d’aimantation oppośee dont la taille crôıt au cours du temps.

FIG. 4.8 – Les figures représentent le mod̀ele d’Ising bidimensionnel pour un réseau
de taille200 × 200 tremṕe à la temṕerature critiqueTc par dynamique de Glauber en
partant d’unétat initial d́esordonńe à gauche. Les différentes figures correspondentà
diff érents tempśecouĺes depuis la trempe : de gaucheà droitet = 0 (état initial), puis
t = 10, 100 et 1000. Des domaines autosimilaires se forment et croissent au cours du
temps.

configuration initiale donńee. Maisà partir d’une configuration initiale aléatoire, un
sitei poss̀ede une chancéegale d’acqúerir une valeur d’aimantation et la même valeur
oppośee. Donc la moyenne sur les histoires thermiques annule l’aimantation moyenne :
〈Si(t)〉 = 0. Nous avons d́ejà comment́e le comportement de la fonction de corrélation
à l’équilibre dans la première partie. Dans la phase basse températureC(r) ∼ C(r/ξ)
où C(x) est une fonction qui d́ecrôıt exponentiellement pourx≫ 1. Au point critique,
l’autosimilarit́e conduità une modulation de la corrélation par un terme algébrique
C(r) ∼ C(r/ξ)/rd−2+η.
Après une trempe, des domaines de taille caractéristiqueL(t) se forment et la mesure
de la corŕelationC(r, t) conduità des courbes différentes comme on peut le voir sur la
figure 4.4 pour une trempèaTc/2 (en haut) etTc (en bas).
L’hypothèse d’́echelle dynamique postule queL(t) est la seule longueur caractéristique
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dans le syst̀eme au tempst. Ainsi, lorsqu’on norme toutes les longueurs du système
à un instantt par cette longueur caractéristique, deux systèmesà des temps diff́erents
apparaissent statistiquement identiques. On s’attend doncà des fonctions de corrélation
de la forme :

C(r, t) ∼ Cspsc (r/t1/z) pour une trempe sous-critique (”sc”), (4.4)

C(r, t) ∼ Cspc (r/t1/zc)

rd−2+η
pourune trempe critique (”c”). (4.5)

Les fonctions d’́echelleCspsc (r/t1/z) et Cspc (r/t1/zc) dans le cas du modèle d’Ising
bidimensionnel sont tracées sur la figure 4.9, où on constate que les mêmes donńees
de la figure 4.4 se superposent comme lorsqu’on norme les distances par la longueur
caract́eristique au temps de la mesure.
Définissons maintenant la fonction d’autocorrélation par :

C(t, s) =
1

N

N∑

i=1

〈Si(s)Si(t)〉 . (4.6)

Nous avons d́ejà constat́e la brisure de l’invariance par translation temporelle aux temps
longs sur la figure 4.3. Nous pouvons désormais commenter davantage cette figure et
notamment le ŕegime de quasi-équilibre òu les courbes se superposent en fonction de
t−s pour des tempst ets comparables. Grâceà l’image de croissance des domaines, on
s’aperçoit qu’un spiǹa l’intérieur d’un domainéequilibŕe ressent uniquement des fluc-
tuations d’́equilibre tant qu’il n’est pas atteint par la paroi d’un autre domaine. Le temps
caract́eristique apr̀es lequel un spin commenceà ressentir le mouvement des parois
pour un syst̀eme d’̂ages est de l’ordre des1/zc lors d’une trempe critique ets1/z lors
d’une trempe sous-critique. Les grandeursà deux temps se comportent donc commeà
l’ équilibre dans ce régime. Cet argument permetégalement d’obtenir le préfacteur des
fonctions d’́echelle en prenant la limitet→ s [Godr00b]. La fonction d’autocorrélation
(4.6) se comporte comme :

C(t, s) ∼ 〈M(s)M(t)〉 ≈
t→s

〈M2
eq(s)〉 . (4.7)

Pour une trempe sous-critique, les domaines possèdent une aimantation au carré
M2
eq(s) ≈ M2

eq = Cste dont la d́ependance est faible en fonction de la tailleL(s)
qui est rapidement plus grande que la longueur de corrélation. Pour une trempe cri-
tique, les domaines possèdent au tempss une aimantation au carré M2

eq(s) dont la
valeur d́epend directement de la taille des domaines, par analogie avec les effets de
taille finie à l’équilibre, sous la formeM2

eq(s) ∼ ξ(s)−2β/ν ∼ s−2β/(νzc). On pose
ac = 2β/(νzc) = (d− 2 + η)/zc. Notons que ces arguments habituellement présent́es
ont une valeur purement dimensionnelle. Le préfacteurs−ac provient en fait de la
contribution d’́equilibre de l’autocorŕelationCeq(t, s) ∼ (t− s)−ac . Par continuit́e, on
doit retrouver cette expression pour des temps de mesuret→ s. Ce terme est d’ailleurs
justifié par les mod̀eles exactement solubles tels que le modèle sph́erique [Godr00b] et
le mod̀ele XY dans l’approximation des ondes de spin (voir la section 4.3). Ce terme
peut se ŕeécrire sous la forme(t−s)−ac = s−ac(t/s−1)−ac ∼

t,s→∞
s−ac(t/s)−ac . Le
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FIG. 4.9 – La fonction de corrélation spatiale spin-spiǹa tempségaux du mod̀ele
d’Ising pour une trempe par dynamique de Glauber depuis unétat d́esordonńe est
traćee pour deux temṕeratures de trempe finale : jusque dans la phase basse température
(Tc/2) en haut et jusqu’au point critique en bas. Les données sont les m̂emes que pour
la figure 4.4 mais traćees en normantr par les longueurs caractéristiquesL(t) = t1/2

(en haut) etL(t) = t1/2.1667 (en bas). Les courbes se superposent pour des temps
suffisamment grands. Cette superposition illustre l’hypothèse d’́echelle dynamique : il
existe une seule longueur caractéristique dans le système.

rapportt/s vient par la suite s’ajouter̀a la contribution de vieillissement décrite plus
bas qui s’exprime aussi comme un rapportt/s.
Aux temps longs, le système vieillit. On fera l’hypoth̀ese que la fonctioǹa deux temps
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ne d́epend que deL(t)/L(s) pour une trempe sous-critique etξ(t)/ξ(s) pour une
trempe critiquei.e. le rapport des longueurs caractéristiques aux deux temps considéŕes.
Il vient pour une trempe sous-critique :

C(t, s) ∼M2
eqC̃sc(ξ(t)/ξ(s)) ∼M2

eqCsc(t/s) , (4.8)

où C̃sc(x) etCsc(x) sont des fonctions d’échelle, tandis que pour une trempe critique :

C(t, s) ∼ s−ac C̃c(ξ(t)/ξ(s)) ∼ s−acCc(t/s) , (4.9)

où C̃c(x) etCc(x) sont des fonctions d’échelle. D’apr̀es la discussion qui préc̀ede, il est
possible de ŕeécrire l’expression préćedente sous la forme :

C(t, s) ∼ (t− s)−ac C̃bisc (ξ(t)/ξ(s)) ∼ (t− s)−acCbisc (t/s) , (4.10)

où C̃bisc (x) et Cbisc (x) sont des fonctions d’échelle. Nous avons tracé les fonctions
d’échelle de l’autocorrélationCsc(t/s) ∼ C(t, s) et Cc(t/s) ∼ sacC(t, s) sur la fi-
gure 4.10 pour le mod̀ele d’Ising bidimensionnel. Elles présentent une d́ecroissance
asymptotique alǵebrique. Pour une trempe sous-critique :

Csc(x) ∼ x−λ/z , (4.11)

où λ est un nouvel exposant introduit dans le contexte des verres de spins [Fish88a].
Pour une trempe critique, on a :

Cc(x) ∼ x−λc/zc , (4.12)

où λc est aussi un nouvel exposant [Huse89] qui est relié à la classe d’universalité du
mod̀ele selon les arguments du groupe de renormalisation appliqué aux ph́enom̀enes
hors de l’́equilibre [Jans89]. Notons qu’on peut aussi définir la fonction d’́echelle in-
tervenant dans (4.10) par :

Cbisc (x) ∼ x−λc/zc+ac ∼ x−φ , (4.13)

où φ = λc/zc − ac. On peut relier la valeur de l’exposantλc à celle de l’exposantθ
(appeĺe initial slip exponenten anglais) introduit dans la dynamique aux temps courts
(de l’anglaisshort-time dynamics) par la relation [Jans89] :

λc = d− zcθ . (4.14)

L’exposantθ est d́efini lors d’une trempe jusqu’à la temṕerature critique depuis uńetat
initial à haute temṕerature qui poss̀ede cependant une faible aimantationm0. La forme
d’échelle dynamique pour lekièmemomentM (k) de l’aimantation s’́ecrit alors :

M (k)(t, τ,m0) = b−kβ/νM (k)(b−zct, b1/ντ, bx0m0) , (4.15)

où dans ce contextet est le temps,τ la temṕerature ŕeduite,b est le facteur de réduction
spatial etx0 est la dimension anormale de l’aimantation initiale.À partir de cette hy-
poth̀ese, il est possible de montrer que l’aimantationM(t) commence par croı̂tre se-
lon M(t) ∼ m0t

θ dans la limitet → 0 avant de d́ecrôıtre selonM(t) ∼ t−β/(νz)
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FIG. 4.10 – Les fonctions d’échelleCsc(t/s) ∼ C(t, s) et Cc(t/s) ∼ sacC(t, s)
définies dans les expressions (4.8) et (4.9) de l’autocorrélation du mod̀ele d’Ising pour
une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕeratureTc/2 (en haut)
et Tc (en bas) sont tracées en fonction de la variable d’échellet/s. Les courbes sont
indistinguables aux barres d’erreur près pour la trempe critique. De plus, on constate
une d́ecroissance alǵebrique pour un rapportt/s ≫ 1. Pour la trempe sous-critique,
on a ŕealiśe un agrandissement dans l’insert pour les trois plus grands temps d’attente
afin de constater l’accumulation des courbes, mais le régime alǵebrique asymptotique
n’est pas vraiment prononcé pour ce choix de param̀etres : le ŕegime asymptotique est
atteint pour des valeur des et t plus grandes que pour une trempe critique. On a uti-
lisé un ŕeseau de taille192 × 192, un temps finaltf = 10.000 et une moyenne sur
5000 histoires thermiques pour la trempe critique et un réseau de taille384 × 384, un
temps finaltf = 20.000 et une moyenne sur300 histoires thermiques pour la trempe
sous-critique.
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dans la limitet → ∞ (voir [Zhen98] pour une revue). L’exposantθ est lui-m̂eme
relié à la dimension anormalex0 (définie dans (4.15)) de l’aimantation initiale par
θ = (x0 − β/ν)/zc. Il faut noter que la relation (4.14) est valable uniquement pour
desétats initiaux sans corrélation spatialèa longue port́ee [Korn07]. Les valeurs des
exposantsλc/zc, θ et zc pour une liste de mod̀eles sont rassemblées dans la table 4.1
(la plupart des valeurs sont extraites de l’ouvrage [Henk08]).

4.2.2 Les fonctions de ŕeponse

La fonction d’autoŕeponse se mesure selon le protocole suivant : on applique un
champ infinit́esimal sur un site au tempss et on mesure la moyenne du spin sur le
même site au tempst. Le protocole de mesure de la réponse est illustré à gauche sur la
figure 4.11. Le couplage s’effectue par couplage des spins avec un champ en ajoutant
un terme Zeeman au hamiltonien :

−
N∑

i=1

hiSi . (4.16)

La définition de l’autoŕeponse est :

R(t, s) =
1

N

N∑

i=1

δ〈Si(t)〉
δhi(s)

∣
∣
∣
∣
h=0

, (4.17)

oùN = L×L repŕesente le nombre de sites du réseau ethi(s) est un champ magnétique
appliqúe au sitei au tempss. Pour une trempe sous-critique, il est raisonnable, par ana-
logie avec l’autocorŕelation, de supposer un comportement de la forme [Godr00b] :

R(t, s) ∼
t,s→∞

s−a−1Rsc(t/s) , (4.18)

où Rsc(x) est une fonction d’́echelle dont le comportement asymptotique est le même
que pour l’autocorŕelation (4.12) [Godr00b] :

Rc(x) ∼
t,s→∞

x−λ
r/z . (4.19)

La valeur de l’exposanta a donńe lieu à un d́ebat dans la litt́erature entrea = 1/4
[Corb02, Corb03, Corb05] eta = 1/2 [Henk03a, Henk03b, Henk04, Henk05a]. On
peut consulter l’ouvrage [Henk08] pour une discussion plus détaillée de ce point. Les
arguments de [Henk03a, Henk03b, Henk04, Henk05a] ainsi que les données nuḿeriques
de l’article [Chat03] permettent de conclure en faveur de la valeura = 1/2. Pour une
trempe critique, les résultats exacts pour le modèle sph́erique [Godr00a] sugg̀erent un
comportement identiquèa∂sC(t, s). En utilisant (4.9), il vient :

R(t, s) ∼ s−ac−1Rc(t/s) , (4.20)

où Rc(x) est une fonction d’́echelle dont le comportement asymptotique est le même
que pour l’autocorŕelation (4.12) [Godr00b] :

Rc(x) ∼ x−λ
r
c/zc . (4.21)
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Modèle Dimension Référence Méthode λc/zc θ zc
Sph́erique d = 3 [Godr00b] Exact 3/4d− 1 1 − d/4 2

d > 4 [Godr00b] Exact d/2 0 2
Sph. LP (σ <2) σ < d < 2σ [Baum07b] Exact 3/4d− σ/2 1 − d/(2σ) σ

d > 2σ [Baum07b] Exact d/2 0 σ
Ising 1 [Godr00a, Lipp00] Exact 1/2 0 2

2 [Gras95] MC 0.191(3) 2.172(6)
[Nigh96] MC 2.1667(5)
[Okan97] MC 0.737(1) 2.155(3)
[Chat04] MC 0.738(21)
[Chat04] MC [tr] 0.739(22)
[Chat04] MC [hc] 0.731(17)

3d [Gras95] MC 0.104(3) 2.032(4)
[Jast99] MC 0.108(2) 2.042(6)
[Ito00] MC 2.055(10)

Horloge3 états 2d [Okan97] MC 0.839(1) 0.075(3) 2.196(8)
[Silv02] MC 2.198(2)
[Chat04] MC 0.844(18)
[Chat04] MC [tr] 0.845(20)
[Chat04] MC [hc] 0.844(16)

Horloge4 états 2d [Silv02] MC 2.290(3)
[Chat04] MC 0.99(12)
[Chat04] MC [tr] 0.99(17)
[Chat04] MC [hc] 0.97(8)
[Silv04] MC −0.0429(11)

Ashkin-Teller 2 [Chat04] MC 0.802(20)
Baxter-Wu 2 [Chat04] MC 1.13(6)
Ising Multispin 2 [Chat04] MC 0.977(25)
Heisenberg 3 [Fern06] MC 0.482(3) 1.976(9)
ISG 3 [Henk05b] MC [bi] 0.362(5)

[Henk05b] MC [ga] 0.320(5)
4 [Henk05b] MC [bi] 0.615(10)

[Henk05b] MC [ga] 0.68(1)
FFIM 2 [cette th̀ese] MC [ff] 1.02(2) 2.004(9)

[cette th̀ese] MC [at] 1.02(2) 1.992(16)
FFXY(chiralité) 2 [cette th̀ese] MC [ff] 0.98(5)
FFXY(spins) 2 [cette th̀ese] MC [ff] 0.74(3)(TFFBKT ) 2∀T ≤ TFFBKT

TAB . 4.1 – Valeurs des exposantsλc/zc, θ et zc de l’aimantation pour une trempe de-
puis une temṕerature infinie jusqu’au point critique. Les réseaux utiliśes sont indiqúes
par [tr] pour le ŕeseau triangulaire ferromagnétique, [hc] pour le ŕeseau en nid d’abeille
(de l’anglaishoneycomb), [ff] pour le ŕeseau carré compl̀etement frustŕe, [at] pour le
réseau triangulaire antiferromagnétique, , [bi] et [ga] pour des constantes de couplages
choisies selon une distribution de probabilité binaire ou gaussienne respectivement. Si-
non, le ŕeseau est ferromagnétique carŕe. La notation MC signifie une ḿethode Monte
Carlo. Les notations sph. LP, ISG, FFIM et FFXY correspondent respectivement au
mod̀ele sph́eriqueà longue port́ee òu σ est un param̀etre caract́erisant la d́ecroissance
des interactions, au modèle de verre de spin de type Ising (de l’anglaisIsing Spin Glass)
au mod̀ele d’Ising compl̀etement frustŕe2d et au mod̀ele XY compl̀etement frustŕe2d.
Pour le FFXY,TFFBKT repŕesente la temṕerature de Berezinskiı̆, Kosterlitz et Thouless
des spins (la plupart des valeurs sont extraites de l’ouvrage [Henk08]).
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On constate en ǵeńeral queλrc = λc. La fonction d’autoŕeponse est difficilèa me-
surer en pratique. Il est souvent préférable d’utiliser des réponses int́egŕees. Il existe
le protocole TRM de l’anglaisThermoRemanent Magnetizationqui consistèa placer
le syst̀eme dans un champ magnétique faible entre le moment de la trempe jusqu’au
temps d’attente. La mesure est alors effectuée sans champ appliqué. Il existe aussi le
protocole ZFC de l’anglaisZero-Field Cooled. La trempe est effectuée sans champ. Le
champ est appliqúe à partir du temps d’attente. Les protocoles pour ces deux types de
réponses int́egŕees sont sch́ematiśes sur la figure 4.11. Nous utiliserons dans la suite

mesure

s t

h
Reponse

s t

h

mesure

Reponse TRM

s t

h

mesure

Reponse ZFC

FIG. 4.11 – Nous avons représent́e le protocole pour diff́erents types de fonction de
réponse. La trempe est effectuée au tempst = 0 et s est le temps d’attente.̀A gauche,
la fonction de ŕeponse est mesurée apr̀es une impulsion de champ magnétique au temps
s. Au milieu, la ŕeponse int́egŕee TRM est obtenue en appliquant un champ entre les
temps0 et s. À droite, la ŕeponse int́egŕee ZFC est obtenue en appliquant un champ
pendant la mesure,à partir du tempss.

les d́efinitions suivantes :

ρTRM (t, s) = kBT

∫ s

0

R(t, u)du , (4.22)

et

ρZFC(t, s) = kBT

∫ t

s

R(t, u)du . (4.23)

Il existe plusieurs façons de mesurer la fonction de réponse pour un ferromagnétique
lors d’une simulation Monte Carlo. On peut effectivement appliquer un champ magné-
tique faible (voir [Barr98] par exemple). Mais ce protocole peut menerà l’apparition
de termes non lińeaires si le champ est trop fort. Nous avons utilisé une ḿethode al-
ternative ditesans champ, òu on utilise les propríet́es de l’́equation maitresse. Cette
méthode fut d’abord présent́ee dans [Chat03] puis dans [Ricc03]. Rappelons quelques
géńeralit́es pour d́ecrire les grandes lignes de cette méthode. Plus de détails sont dis-
ponibles dans [Chat03]. L’évolution temporelle d’un système de spins sur réseau est
décrite par l’́equation maitresse :

P ({σ}, t+ 1) =
∑

{σ′}
τ({σ′} → {σ}, t)P ({σ′}, t) , (4.24)
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où {σ} est une configuration de spins,P ({σ}, t) la probabilit́e d’obtenir la configura-
tion {σ} au tempst et τ({σ′} → {σ}) le taux de transition par unité de temps entre
la configuration{σ′} et {σ}. Une configuration est̀a l’équilibre lorsque sa probabilité
Peq({σ}) ne d́epend pas du temps :

∂Peq({σ})
∂t

= 0 . (4.25)

Remarquonsque le taux de transition doit satisfaire la relation :
∑

{σ′}
τ({σ → σ′}, t) = 1 , (4.26)

et ŕecrivons (4.24) :

P ({σ}, t+1)−P ({σ}, t) =
∑

{σ′}
τ({σ′} → {σ}, t)P ({σ′}, t)−τ({σ} → {σ′}, t)P ({σ}, t) .

(4.27)
La condition de stationnarité (4.25) est satisfaite si on impose la condition dite du bilan
détaillé :

τ({σ′} → {σ}, t)Peq({σ′}) = τ({σ} → {σ′}, t)Peq({σ}) . (4.28)

En supposant que la probabilité d’équilibre est donńee par la statistique de Boltzmann,
on peut ŕecrire (4.28) sous la forme :

τ({σ′} → {σ}, t)e−βH({σ′}) = τ({σ} → {σ′}, t)e−βH({σ}) , (4.29)

⇔ τ({σ′} → {σ}, t)
τ({σ} → {σ′}, t) = e−β∆E , (4.30)

où ∆E = H({σ′}) − H({σ}) est la diff́erence d’́energie entre les configurations de
spins finale et initiale. Le principe de la simulation Monte-Carlo est de trouver un test
satisfaisant la relation (4.28). Pour un système de spins, il est courant d’utiliser une
méthode de tests locaux appeléesingle flipen anglais òu l’on choisit un spinσi au
hasard auquel on attribue de manière aĺeatoire un spiñσi 6= σi. La transitionσi →
σ̃i est accept́ee avec un taux de transition satisfaisant (4.28). Prenons par exemple la
dynamique de Glauber [Glau63] que nous pouvonsécrire sous la forme compacte :

τ({σ′} → {σ}, t) =




∏

j 6=i
δσj ,σ′

j




δσ′

i,σi
+ δσ′

i,σ̃i
e−β∆E

1 + e−β∆E
. (4.31)

Soulignonsque sous cette forme, la condition (4.26) est explicitement satisfaite.Écrivons
la fonction de corŕelation du param̀etre d’ordre sous la forme :

Cij(t, s) = 〈mi(t)mj(s)〉 , (4.32)

=
∑

{σ}{σ′}
mi({σ})P ({σ}, t|{σ′}, s)mj({σ′})P ({σ′}, s) . (4.33)
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Afin de calculer la ŕeponse du param̀etre d’ordre local̀a un champ infinit́esimal, on
introduit un terme Zeeman−himi au taux de transition (4.31) :

τ({σ′} → {σ}, t) =




∏

j 6=i
δσj ,σ′

j




δσ′

i,σi
+ δσ′

i,σ̃i
e−β∆E+βhi(mi({σ̃})−mi({σ}))

1 + e−β∆E+βhi(mi({σ̃})−mi({σ})) ,

(4.34)

=




∏

j 6=i
δσj ,σ′

j




δσ′

i,σi
eβhimi({σ}) + δσ′

i,σ̃i
e−β∆E+βhimi({σ̃})

eβhimi({σ}) + e−β∆E+βhimi({σ̃}) . (4.35)

La valeur moyenne du paramètre d’ordre du sitei au tempst s’écrit sous la forme :

〈mk(t)〉 =
∑

{σ}
mk({σ})P ({σ}, t) , (4.36)

=
∑

{σ},{σ′}
mk({σ})P ({σ}, t|{σ′}, s+ 1)P ({σ′}, s+ 1) ,

=
∑

{σ},{σ′},

{σ′′}

mk({σ})P ({σ}, t|{σ′}, s+ 1)τ({σ′′ → σ′}, s)P ({σ′′}, s) .

La réponse lińeaire est d́efinie par (4.17) comme la réponse du param̀etre d’ordre lo-
cal 〈mi(t)〉 à un champ infinit́esimalhi(s) appliqúe au tempss. Or dans l’expression
(4.36), la seule quantité d́ependant dehi(s) est le taux de transitionτ({σ′′ → σ′}, s).
Il vient :

∂τ

∂hi(s)

∣
∣
∣
∣
h=0

({σ′′} → {σ′}) =

=
∂

∂hi(s)








∏

j 6=i
δσ′′

j ,σ
′
j




δσ′′

i ,σ
′
i
eβhimi({σ′′}) + δσ′

i,σ̃i
e−β∆E+βhimi({σ̃})

eβhimi({σ′′}) + e−β∆E+βhimi({σ̃})



 ,

= β

(

mi({σ′}) − mi({σ′′}) +mi({σ̃})e−β∆E

1 + e−β∆E

)

ǫi(s)τ({σ′′} → {σ′}, s) ,

où ǫi = 1 si le spin concerńe dans la transition{σ′′} → {σ′} est sitúe sur le sitei
et ǫi = 0 sinon. En utilisant cette dernière expression dans la définition de la ŕeponse
linéaire, on obtient :

Rkj(t, s) =
∂〈mk(t)〉
∂hi(s)

∣
∣
∣
∣
h→0

,

=
∑

{σ},{σ′},

{σ′′}

mk({σ})P ({σ}, t|{σ′}, s+ 1)

(
∂τ

∂hi(s)

)

h=0

({σ′′} → {σ′})P ({σ′′}, s) ,

= β〈mk(t)
(
mi(s+ 1) −mW

i (s)
)
ǫi(s)〉 , (4.37)

où mW
i est la valeur moyenne de l’aimantation au tempss de la valeur initiale du

spin avant le test avec la valeur du spin proposée pour le test. Nous considérerons
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par la suite l’autoŕeponseRjj(t, s). Nous obtenons ainsi une expression de la réponse
linéaire calculable nuḿeriquement de façon simple sans avoir recoursà l’application
d’un champ dans le système.

4.2.3 Le rapport fluctuation-dissipation

A l’ équilibre thermodynamique, les fonctions d’autocorrélation et d’autoŕeponse
sont relíees par le th́eor̀eme fluctuation-dissipation ou TFD (voir par exemple les re-
vues [Cala05, Cris03] et leurs références) :

kBTR(t, s) = ∂sC(t, s) . (4.38)

On peut ǵeńeraliser cette relatioǹa différentes observables locales comme l’énergie
[Cala05, Maye03]. Lorsque le système est hors de l’équilibre, les hypoth̀eses qui m̀enent
à la relation (4.38) ne sont plus valables. L’étude du vieillissement pour le modèlep-
spinsph́erique [Cugl93] montre qu’on peut géńeraliser le TFD eńecrivant unéegalit́e
effective. La d́eviation par rapport au TFD est incluse dans une fonctionX(t, s) ap-
peĺee rapport fluctuation-dissipation ou RFD [Cugl93, Cugl94, Fran94, Cugl95] :

X(t, s) =
kBTR(t, s)

∂sC(t, s)
. (4.39)

Le RFD prendévidemment la valeurX(t, s) = 1 à l’équilibre de façoǹa retrouver le
TFD (4.38). Le RFD peut́egalement̂etre interpŕet́e en terme de température effective
Teff = T/X(t, s) [Cug97, Nieu98]. Cette interprétation est justifiable si le RFD ne
dépend pas de l’observable. On peut lire les articles [Maye03] et [Cala05] pour une
discussion sur ce sujet. Dans le régime de vieillissement, il áet́e conjectuŕe [Cugl94]
que le RFD devient une fonction de l’autocorrélation uniquement. Cette hypothèse
est justifíee notamment par l’étude des mod̀eles de type champ moyen de verres de
spins [Cugl94, Cugl95]. Lorsqu’on effectue une trempe sous-critique, le RFD s’annule.
Ce ŕesultat est manifestèa partir des expressions (4.8) pour l’autocorrélation et (4.18)
pour l’autoŕeponse, combińees aux comportements asymptotiques (4.12) et (4.21), et
en prenantλr = λ. En revenant̀a la d́efinition (4.39), il vient :

X(t, s) ∼ s−a . (4.40)

La superposition desaX(t, s) pour des grandes valeurs de la variable d’échelle(t −
s)/s a ét́e observ́ee pour une trempèa ≈ (3/4)Tc [Chat03]. Lorsqu’on effectue une
trempe au point critique, le RFD prend une valeur asymptotiqueX∞ définie par :

X∞ = lim
t,s→∞

X(t, s) , (4.41)

où les limites entret et s ne commutent pas. On s’en aperçoit avec le modèle d’Ising
à partir des expressions (4.9) pour l’autocorrélation et (4.20) pour l’autoréponse, com-
binées aux comportements asymptotiques (4.12) et (4.21), et en prenantλrc = λc. En
revenant̀a la d́efinition (4.39), les d́ependances temporelles disparaissent [Godr00b] :

X∞ =
νλc − 2β

νzc

AC

AR
, (4.42)
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où AC etAR sont les amplitudes de l’autocorrélation et de l’autoŕeponse respective-
ment. PuisqueX∞ fait intervenir des rapport d’amplitudes et des exposants d’équilibre,
elle peutêtre consid́eŕee universelle. Cette propriét́e d’universalit́e est v́erifiée pour les
mod̀eles exactement solubles tels que la chaine d’Ising [Godr00a, Lipp00, Kope89], le
mod̀ele sph́erique en dimensionsd ≥ 3 [Godr00b] et le mod̀ele gaussien [Cug94] et
elle est justifíee pour les mod̀eles non solubles par les arguments du groupe de renor-
malisation et d’invariance d’échelle qui sont applicables au point critique [Godr00a,
Godr00b, Cala02a, Cala04]. La table 4.2 résume les valeursX∞ pour une liste de
mod̀eles (la plupart des valeurs sont extraites de [Cala05] et [Henk08]).
Depuis les ŕesultats analytiques sur les modèles de verres de spins de type champ

moyen [Cugl94, Cugl95] on a vu apparaı̂tre dans la litt́erature des travaux où le RFD
est obtenùa partir de la pente des réponses int́egŕees traćees en fonction de l’auto-
corŕelation (Fluctuation-Dissipation plotou FD plot en anglais). De telles mesures
exṕerimentales de RFD ontét́e ŕealiśees notammentà partir de verres de spins [Heri02]
et à partir de cristaux liquides [Joub09]. On peutégalement consulter l’article [Barr98]
et ses ŕeférences pour des mesuresà partir de simulations nuḿeriques. Cependant, il
faut faire attentioǹa la ḿethode utiliśee comme l’ont remarqué Mayeret al [Maye03].
L’analyse doitêtre ŕealiśeeà un tempst fixé et avec un tempss qui varie et non pas̀a
s fixé et avect qui varie comme on peut le voir habituellement. La distinction entre les
méthodes s’obtient en revenantà la d́efinition (4.39) du RFD :

X(t, s) =
kBTR(t, s)

∂sC(t, s)
, (4.43)

⇔ kBTR(t, s) = X(t, s)∂sC(t, s) . (4.44)

Commençons par la réponse int́egŕee ZFC d́efinie par l’expression (4.23). Elle s’obtient
en int́egrant les deux membres de (4.44) par rapportàs, pour un tempst fixé :

ρZFC(t, s) = kBT

∫ t

s

R(t, u)du =

∫ t

s

X(t, u)∂uC(t, u)du . (4.45)

En se plaçant dans le régime de vieillissement la limite (4.41) nous permet d’écrire :

lim
t,s→∞

ρZFC(t, s) = X∞

∫ t

s

∂sC(t, u)du , (4.46)

= X∞
(
C(t, t)
︸ ︷︷ ︸

=1

−C(t, s)
)
, (4.47)

= X∞(1 − C(t, s)) , (4.48)

ce qui nous permet d’obtenirX∞ par ŕegression lińeaire. Dans les régimes d’́equilibre
et de quasi-́equilibre, puisqueX(t, s) = 1, on obtientà partir de (4.45) après avoir
pośeX(t, u) = 1 :

ρZFC(t, s) = 1 − C(t, s) . (4.49)

Afin d’illustrer ces expressions, nous avons tracé la ŕeponse int́egŕee ZFC en fonction
de l’autocorŕelation sur la figure 4.12 pour le modèle d’Ising2d tremṕe depuis la phase
haute temṕerature jusqu’̀a la temṕerature critique. L’analyse est réaliśee pourt fixé et
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Modèle Dimension Référence Méthode X∞
Marche aĺeatoire ∀d [Cug94] Exact 1/2
Gaussien ∀d [Cug94] Exact 1/2
Sph́erique 3 [Godr00b] Exact 1 − 2/d

d > 4 [Godr00b] Exact 1/2
Sph. LP (σ <2) σ < d < 2σ [Baum07b] Exact 1 − σ/d

d > 2σ [Baum07b] Exact 1/2
Ising 1 [Godr00a, Lipp00] Exact 1/2

2 [Godr00b] MC 0.26(1)
[Cala02b] TC O(ǫ2) 0.30(5)
[Maye03] MC 0.340(5)
[Chat03] MC 0.33(2)
[Sast03] MC 0.33(1)
[Chat04] MC 0.328(1)
[Chat04] MC [tr] 0.323(1)
[Chat04] MC [hc] 0.328(1)

3 [Godr00b] MC ≈ 0.40
[Cala02b] TC O(ǫ2) 0.429(6)

Horloge3 états 2 [Chat04] MC 0.406(1)
[Chat04] MC [tr] 0.402(3)
[Chat04] MC [hc] 0.404(1)

Horloge4 états 2 [Chat04] MC 0.459(8)
[Chat04] MC [tr] 0.460(4)
[Chat04] MC [hc] 0.467(21)

Ashkin-Teller 2 [Chat04] MC 0.403(8)
Baxter-Wu 2 [Chat04] MC 0.548(15)
Ising Multispin 2 [Chat04] MC 0.466(3)

Ising dilué 3 [Sche05] TC 1/2 −
√

3ǫ/424
XY 3 [Cala02b] TC O(ǫ2) 0.416(8)

[Abri04c] MC 0.43(4)
Heisenberg 3 [Cala02b] TC O(ǫ2) 0.405(10)
RFIM 3 [Cala02c] TC O(

√
ǫ) ≈ 0.416

ISG 3 [Henk05b] MC [bi] 0.12(1)
[Henk05b] MC [ga] 0.09(1)

4 [Henk05b] MC [bi] 0.19(1)
[Henk05b] MC [ga] 0.16(1)

Cardy-Ostlund 2 [Sche04] RGO(τ2) (2 + 2eγEτ)−1

FFIM 2 [cette th̀ese] MC [ff] 0.33(1)
[cette th̀ese] MC [at] 0.33(1)

FFXY(chiralité) 2 [cette th̀ese] MC [ff] 0.405(5)
FFXY(spins) 2 [cette th̀ese] MC [ff] 0.385(15) (TFFBKT )
XY 2 [cette th̀ese] MC 0.215(15) (TBKT )

TAB . 4.2 – Valeurs du RFD de l’aimantation pour une trempe depuis une température
infinie jusqu’au point critique. Les réseaux utiliśes sont indiqúes par [tr] pour le ŕeseau
triangulaire ferromagńetique, [hc] pour le ŕeseau en nid d’abeille (de l’anglaishoney-
comb), [ff] pour le ŕeseau carré compl̀etement frustŕe, [at] pour le ŕeseau triangulaire
antiferromagńetique, [bi] et [ga] pour des constantes de couplages choisies selon une
distribution de probabilit́e binaire ou gaussienne respectivement. Sinon, le réseau est
ferromagńetique carŕe. Les ḿethodes sont abréǵees par MC pour Monte Carlo, TC pour
théorie des champs et RG pour groupe de renormalisation. Les notations RFIM, FFIM,
sph. LP, ISG correspondent respectivement au modèle d’Ising en champ aléatoire
de l’anglaisRandom Field Ising Model, au modèle d’Ising compl̀etement frustŕe, au
mod̀ele sph́eriqueà longue port́ee òu σ est un param̀etre caract́erisant la d́ecroissance
des interactions et au modèle d’Ising de type verre de spin (de l’anglaisIsing Spin
Glass). Pour les résultats de th́eorie des champs,ǫ = 4 − d. Pour le mod̀ele de Cardy-
Ostlund,τ = (T − Tg)/Tg, Tg est la temṕerature de transition vitreuse etγE est la
constante d’Euler (la plupart des valeurs sont extraites de [Cala05] et [Henk08]).
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FIG. 4.12 – La fonction de ŕeponse int́egŕee ZFCρZFC(t, s) du mod̀ele d’Ising2d
tremṕe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature critique est tracée en
fonction de l’autocorŕelation de façoǹa mesurer le RFD qui correspondà la pente (sui-
vant l’expression (4.48)) dans le régime de vieillissementi.e. pour les valeurs faibles
de la fonction d’autocorrélation,à gauche des figures. En haut, l’analyse est effectuée
de façon correcte pour un tempst qui est fix́e et un tempss qui varie. En bas, l’analyse
est effectúee de façon incorrecte pour un tempss qui est fix́e et un tempst qui varie.
Le premier cas permet de retrouver l’estimation du calcul directX∞ = 0.330(5) tan-
dis que le second m̀eneà une valeur clairement incompatible. La droite en pointillés
correspond̀a l’expression (4.49) obtenue avec le théor̀eme fluctuation dissipation qui
est valable dans le régime de quasi-équilibrei.e.pour les grandes valeurs de la fonction
d’autocorŕelation,à droite des figures.
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s qui varie (en haut) et pours fixé ett qui varie (en bas). La réponse int́egŕee TRM
s’obtient en int́egrant les deux membres de (4.44) toujours par rapportà s et pour un
tempst fixé selon :

ρTRM (t, s) = kBT

∫ s

0

R(t, u)du =

∫ s

0

X(t, u)∂uC(t, u)du . (4.50)

Dans le ŕegime de vieillissement, cette relation devient :

lim
t,s→∞

ρTRM (t, s) = X∞

∫ s

0

∂sC(t, u)du , (4.51)

= X∞
(
C(t, s) − C(t, 0)

︸ ︷︷ ︸

≪C(t,s)

)
, (4.52)

≈ X∞C(t, s) . (4.53)

Il est également possible d’extraire la valeur asymptotiqueX∞ en traçantρTRM (t, s)
en fonction deC(t, s). Dans le ŕegime de quasi-équilibre, on obtient̀a partir de (4.50)
en posantX(t, u) = 1 :

ρTRM (t, s) = C(t, s) − C(t, 0)
︸ ︷︷ ︸

≪C(t,s)

≈ C(t, s) . (4.54)

4.3 Vieillissement du mod̀ele XY 2d

4.3.1 Propriétésà l’ équilibre

Le hamiltonien du mod̀ele XY bidimensionnel s’́ecrit :

HXY = −J
∑

〈~r,~r′〉

~S~r · ~S~r′ = −J
∑

〈~r,~r′〉
cos (θ~r − θ~r′) , (4.55)

où les spins~S~r poss̀edent deux composantes. Le théor̀eme de Mermin-Wagner [Merm66,
Hohe67] assure qu’un système de spins̀a syḿetrie continue ne peut présenter une ai-
mantation macroscopique en l’absence de champ magnétique. Il n’existe donc pas de
transition entre une phase ordonnée et une phase désordonńee. Cependant, le modèle
sert de paradigme pour les transitions topologiques mises enévidence par Berezinskiı̆,
Kosterlitz et Thouless [Bere71, Kost73, Kost74]. On parle aussi de transition BKT
(l’acronyme provient des initiales des auteurs préćedents) ou transition de type XY.
Le mod̀ele contient des d́efauts topologiques appelés vortex. Si un vortex est contenu
à l’intérieur d’un contour orienté et ferḿe C, alors la circulation autour de ce contour
vaut : ∮

C
d~r~∇θ~r = ±2πq , (4.56)

où ”q” est la charge ou vorticité d’un d́efaut topologique. Les chargesq = ±1 sont
favoriśees par rapport aux charges plusélev́ees qui ńecessitent plus d’énergie. Deux
défauts topologiques de charges opposéesq = ±1 sont repŕesent́es sur la figure 4.13.
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FIG. 4.13 – Paires de défauts topologiques de charges opposéesq = ±1 dans le mod̀ele
XY. Sur un cercle de rayonR entourant un vortex, le gradient vérifie |~∇θ| = 1/R.

Ces d́efauts topologiques sont libres dans la phase haute température et líes par paires
de charges opposées dans la phase basse température. Cette transition s’effectueà la
temṕerature de Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74] notéeTXYBKT .
L’ énergieEv d’un vortex isoĺe de chargeq à l’intérieur d’un cercle de rayonR s’écrit :

Ev =
J

2

∫ R

a

d~r
(

~∇θ
)2

= πJq2 ln(R/a) ∼ ln(R/a) . (4.57)

L’ énergie d’un vortex isolé diverge logarithmiquement en fonction de la distance par
rapport à son cœur, d’òu l’ écrantagèa basse temṕerature. Cette expression permet
également de comprendre pourquoi les charges±1 sont favoriśees. L’entropieSv as-
socíeeà la cŕeation d’un vortex dans le cercle de rayonR estSv ∼ ln

(
(R/a)2

)
où

(R/a)2 donne l’ordre de grandeur du nombre de possibilités de placer le cœur sur l’un
des sites. L’́energie libreFv s’écrit :

Fv = Ev − TSv ∼ (πJ − 2T ) ln(R/a) . (4.58)

À haute temṕerature, le terme entropique l’emporte et les vortex sont libres tandis
qu’à basse temṕerature, le terméenerǵetique l’emporte et il est préférable de lier les
vortex par paires. Il est possible d’estimer grossièrement la temṕeratureTXYBKT =
πJ
2 ≈ 1.57J qui permet d’annulerFv. Les estimations Monte Carlo les plus précises

donnentTXYBKT = 0.8929(1) [Hase97, Hase05a]. Pour des températuresT > TXYBKT ,
les vortex sont libres dans le système, ce qui entraı̂ne une d́ecroissance exponentielle
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de la corŕelation spatiale. Pour des températuresT ≤ TXYBKT , l’appariement des vor-
tex par paireśecrante leurs interactions. La longueur de corrélation est infinie et la
fonction de corŕelation d́ecrôıt algébriquement avec un exposantη(T ) qui dépend
de la temṕerature. Pour des températures suffisamment basses, on a notamment une
dépendance lińeaire suivant l’́equation (4.62). L’intervalle de températuresT ≤ TXYBKT

est appeĺe ligne critique. Puisque les spins sont corrélésà grande distance sans présenter
de phase ordonnée, on parle aussi de phase QLRO de l’anglaisQuasi-Long Range Or-
der. À temṕerature suffisamment basse, l’écart angulaire entre les spins est faible. Les
excitations consistent en des ondes de spins que nous avons représent́ees sur la fi-
gure 4.14. Dans cette approximation, on peut développer le hamiltonien (4.55) pour

FIG. 4.14 –À faible temṕerature, l’́ecart angulaire entre les spins est faible. Les exci-
tations du syst̀eme consistent en des ondes de spin représent́ees ici en pointilĺes.

obtenir,à des constantes inessentielles près :

HSW
XY =

J

2

∑

〈~r,~r′〉
(θ~r − θ~r′)

2
. (4.59)

Une transformation de Fourier mèneà :

HSW
XY =

J

2

∑

~k

|~k|2|θ~k|
2 . (4.60)

L’hamiltonien étant gaussien, les propriét́es thermodynamiques se calculent analyti-
quement. On obtient notamment la fonction de corrélation :

〈~S~r ~S~r′〉th. ∼ |~r − ~r′|−η(T ) , (4.61)

où les moyennes thermiques d’équilibre sont d́esormais repŕesent́ees par le symbole
〈. . .〉th.. L’exposantη(T ) s’exprime sous la forme :

η(T ) =
kBT

2πJ
. (4.62)

Cesquelqueśeléments permettent d’aborder la dynamique du modèle.

4.3.2 La dynamique du mod̀ele XY

Lorsqu’on effectue une trempe depuis l’état fondamental, la dynamique est gou-
verńee par les ondes de spin. Supposons que la dynamique des variables angulairesθ
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est d́etermińee par unéequation de Langevin :

∂θ~r(t)

∂t
= −δH

SW
XY [θ]

δθ~r
+ ξ~r(t) , (4.63)

où ξ~r est un bruit gaussien de moyenne〈ξ~r(t)〉 = 0 et de variance〈ξ~r(t)ξ~r′(t)〉 =
kBTδ(~r − ~r′)δ(t − t′). Il est commode de travailler dans l’espace de Fourier où
l’ équation de Langevin devient :

∂θ~k(t)

∂t
= −δH

SW
XY [θ]

δθ−~k
+ ξ~k(t) . (4.64)

La solution s’́ecrit :

θ~k(t) = θ~k(0)e−Jk
2t/2 +

∫ t

0

dt′ξ~k(t
′)eJk

2(t′−t)/2 , (4.65)

où les conditions initiales correspondantà l’état fondamental ferromagnétiqueà temṕe-
rature nulle sontθ(~k, 0) = 0. La fonction d’autocorŕelationC(t, s) s’écrit :

C(t, s) = 〈~S~r(t) · ~S~r(s)〉 = 〈cos(θ(~r, t) − θ(~r, s))〉 = e−
1

2
〈(θ(~r,t)−θ(~r,s))2〉 , (4.66)

où on a utiliśe le th́eor̀eme de Wick pour obtenir l’exponentielle puisque le bruit est
gaussien. Le calcul se conclut par (voir [Bert01] par exemple) :

C(t, s) ∼ (t− s)−η/2
(
t+ s√
ts

)η/2

. (4.67)

Cette forme d’́echelle áet́e vérifiée nuḿeriquement [Bert01, Abri04b]. L’autoréponse
se comporte comme [Bert01] :

R(t, s) ∼ (t− s)−1−η/2
(
t+ s√
ts

)η/2

. (4.68)

Cette dernìere expression combinée à la d́erivée partielle de l’autocorrélation (4.67)
mène au rapport fluctuation-dissipation :

X(t, s) =
kBTR(t, s)

∂sC(t, s)
∼ s(t+ s)

t2 − 4ts− s2
. (4.69)

On constate que le RFD présente une singularité lorque le d́enominateur s’annulei.e.
pourt0/s0 = 2 +

√
5.

Lorsd’une trempe depuis la phase haute température la dynamique tendà annihiler les
vortex libres en les regroupant par paires de charges opposées. Les formes des fonc-
tions d’́echelle restent identiques, mais on s’attendà une modification de croissance
de la longueur caractéristique duèa la pŕesence de d́efauts topologiques dans l’état
initial. Il est possible d’obtenir les corrections des variables d’échelle en consid́erant
les arguments ph́enoḿenologiques suivants [Yurk93, Rute95b, Bray94]. Commençons
par d́eterminer le coefficient de friction associé au mouvement des vortex. Pour cela,
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on écrit le taux de dissipation de l’énergieEp d’une paire de vortex sépaŕes par une
distanceR au-del̀a de laquelle leur effet estécrant́e comme :

dEp
dt

=

∫ R

a

d2~r
δE

δθ

∂θ

∂t
= −

∫ R

a

d2~r

(
∂θ

∂t

)2

= −v2

∫ R

a

d2~r

(
∂θv
∂x

)2

= −γvv2 .

(4.70)
On a utilisé (4.63) pouŕecrire la deuxìemeégalit́e. La troisìemeégalit́e s’obtient en
remarquant que la configuration du champ autour d’un vortex isolé qui se d́eplaceà
la vitessev dans la directionx peut s’́ecrire commeθ(x, y, t) = θv(x − vt, y) par
changement de repère galiĺeen. Enfin, la quatrièmeégalit́e s’obtient en posantγv =
∫ R

a
d2~r

(

~∇θv
)2

qui est un coefficient de frottement. Ce coefficient de frottement fait

intervenir le gradient du champ qui se comporte comme|~∇θv| ∼ 1/R autour d’un
cercle contenant un vortex. Une intégration m̀eneà :

γv ∼ ln(R/a) . (4.71)

La force d’attraction qu’exerce un vortex sur son homologue de charge opposée d́erive
de l’énergie de paireEp selon la relationF ∼ −dEp/dR, ce qui nous permet d’écrire
la vitesse comme :

v = dR/dt = F/γv ∼ 1/(R ln(R/a)) . (4.72)

Dans un syst̀eme compośe de plusieurs paires vortex-antivortex, on assimileR à ξ(t),
la distance moyenne au tempst séparant des vortex de charges opposées. Elle peut
être elle-m̂eme assimiĺeeà la longueur de corrélation car c’est la seule longueur ca-
ract́eristiqueà l’intérieur du syst̀eme. On obtient son comportement temporel en inté-
grant l’expression (4.72) :

ξ(t) ∼
(

t

ln t

)1/2

. (4.73)

Celanous permet notamment d’écrire la densit́e de d́efauts topologiques. Puisque ce
sont des d́efauts ponctuels sans extension spatiale, on a en moyenne un défaut topolo-
gique pour une surfaceξ2(t). Donc leur densit́e se comporte comme :

ρ(t) ∼ ξ−2(t) ∼ ln t

t
. (4.74)

La croissance anormale de la longueur caractéristique fut d’abord́etablie pour une
trempeà T = 0 [Yurk93, Rute95b, Bray94] avant d’être suppośee vraie pour toutes
temṕeraturesT ≤ TXYBKT [Bray00]. Plusieurśetudes nuḿeriques ont confirḿe cette
relation [Roja99, Bert01, Abri04b, Zhen03]. Cet exposant dynamique est identiqueà
celui obtenu pour une trempe depuis l’état fondamental jusqu’à une temṕeratureT ≤
TBKT [Cug94, Rute95a]. L’autocorrélation (4.67) devient :

C(t, s) ∼ (t− s)−η/2C
(
t ln s

s ln t

)

. (4.75)

La fonction d’́echelleC(x) vérifie :

C(x) ∼
t,s→∞

x−φ , (4.76)
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où φ est un exposant horséquilibre. L’autoŕeponse (4.68) devient :

R(t, s) ∼ (t− s)−1−η/2R
(
t ln s

s ln t

)

. (4.77)

où R(x) est une fonction d’́echelle qui se comporte comme (4.76) :

R(x) ∼
t,s→∞

x−φ . (4.78)

On constate nuḿeriquement que le rapport fluctuation-dissipation prend une valeur
asymptotique finie [Abri04a] :

X(t, s) = X∞ . (4.79)

Au même titre que le mod̀ele d’Ising, il est raisonnable de supposer cette grandeur
universelle.



Chapitre 5

Le vieillissementdu modèle
d’Ising complètement frustré 2d

Le but de ce chapitre est d’étudier l’influence des d́efauts topologiques dans le
vieillissement du mod̀ele d’Ising compl̀etement frustŕe2d ou FFIM (de l’anglaisFully-
Frustrated Ising Model) lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a
la temṕerature critique par dynamique Monte Carlo locale. Dans une première section,
nous pŕesentons le mod̀ele : les propríet́esà l’équilibre et la controverse sur la présence
de d́efauts topologiques lors de la relaxation depuis unétat initial d́esordonńe. Dans la
deuxìeme section, nous présentons unéetude pŕealable de la dynamiquèa l’équilibre
dans la phase haute température et̀a la temṕerature critique. Les résultats dans la phase
haute temṕerature permettent d’avoir une intuition sur la présence de d́efauts topolo-
giques libres.̀A la temṕerature critique, ils permettent de s’affranchir de leur influence
et d’estimer pŕeciśement l’exposant dynamique. Finalement, dans la troisième partie,
nous pŕesentons nos résultats apr̀es une trempe depuis la phase haute température jus-
qu’à la temṕerature critique afin d’étudier le vieillissement. Nous mettons notamment
en évidence la croissance de la longueur caractéristique eńetudiant les fonctions de
corŕelation et le rapport fluctuation-dissipation. Cette croissance est modifiée par des
corrections logarithmiques, signature de la présence de d́efauts topologiques comme
pour le mod̀ele XY.

5.1 Le mod̀ele d’Ising compl̀etement frustré2d (FFIM)

On parle de frustration lorsque les degrés de libert́e microscopiques d’un système
ne peuvent minimiser simultanément leurs interactions dans l’état fondamental [Toul77,
Harr08]. On a repŕesent́e sur la figure 5.1 des plaquettes frustrées carŕee et triangu-
laire pour le mod̀ele d’Ising dans l’́etat fondamental. On ne peut pas trouver d’arran-
gement òu toutes les liaisons sont satisfaites. Pour la plaquette triangulaire antiferro-
magńetique, les liaisons sont homogènes. La frustration est le résultat de la topologie
du ŕeseau. Pour la plaquette carrée, les liaisons sont inhomogènes et la frustration pro-
vient de la comṕetition des interactions ferro et antiferromagnétiques. Le produit des

109
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FIG. 5.1 – Exemple de plaquettes frustrées carŕee et triangulaire avec des spins de type
Ising dans l’́etat fondamental. Les lignes continues représentent des couplages ferro-
magńetiques qui priviĺegienténerǵetiquement l’alignement des spins. Les lignes poin-
till ées repŕesentent des couplages antiferromagnétiques qui priviĺegient au contraire
des spins de sens opposés. Il existe ńecessairement une liaison insatisfaite représent́ee
par des hachures.

liaisons autour d’une plaquette frustrée v́erifie [Toul77] :
∏

�

signJij = −1 . (5.1)

5.1.1 FFIM à l’ équilibre

Le mod̀ele d’Ising compl̀etement frustŕe ou FFIM correspond̀a un mod̀ele d’Ising
où toutes les plaquettes sont frustrées. Par la suite, on regroupe sous le nom FFIM
le mod̀ele d’Ising sur ŕeseau triangulaire antiferromagnétique ou ATIM de l’anglais
Antiferromagnetic Triangular Ising Modelet sur ŕeseau carré compl̀etement frustŕe
ou FSIM de l’anglaisFully-Frustrated Square Ising Model. Le réseau du ATIM est
repŕesent́e à gauche sur la figure 5.2. Le réseau du FSIM peut se présenter sous plu-
sieurs configurations. Nous présentons les configurations périodiques qui sont le plus
utilisées dans la litt́erature sur la figure 5.2 : la configuration zigzag et la configuration
domino empiĺe (de l’anglaispile-up domino) et qu’on abrège simplement par confi-
guration domino. Contrairement aux verres de spins comme le modèle de Edwards
et Anderson [Edwa75] òu la frustration des plaquettes est aléatoire, ces mod̀eles per-
mettent d’́etudier la contribution de la frustration sans le désordre. La simplification
du probl̀eme se manifestèa deux dimensions car le ATIM et le FSIM sont exactement
solubles̀a l’équilibre.

Le ATIM à l’ équilibre

Le ATIM a pour hamiltonien [Wann50] :

HATIM = J
∑

〈i,j〉
SiSj , (5.2)

où la somme est effectuée entre les plus proches voisins d’un réseau triangulaire an-
tiferromagńetique. En champ nul, la fonction de partition se calcule exactement par
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FIG. 5.2 – Trois ŕeseaux bidimensionnels complètement frustŕes. De gauchèa droite :
le réseau triangulaire antiferromagnétique, le ŕeseau zigzag et le réseau domino. Les
lignes continues et pointillées repŕesentent respectivement des couplages ferro et anti-
ferromagńetiques.

la méthode des matrices de transfert [Wann50]. L’énergie libre donne lieùa une sin-
gularit́e à la temṕerature critiqueTc = 0 [Wann50] qui correspond̀a une transition
continue. On peut́egalement calculer l’entropie par site de l’état fondamental qui est
finie et vaut :

s(Tc = 0) ≈ 0.32306 . . . (5.3)

La valeur donńee dans l’article pionnier de Wannier est lég̀erement suṕerieure duèa
une erreur d’estimation nuḿerique d’une int́egrale. Ce ŕesultat montre que l’état fon-
damental est obtenùa partir d’un nombre de configurations exponentiellement grand
en fonction de la taille du système. La fonction de corrélation se calcule exactement en
utilisant la ḿethode du pfaffien. Au point critique, le résultat s’́ecrit [Step64] :

G(r) ∼ 1

r1/2
cos

(
2π

3

1

r

)

. (5.4)

C’estune fonction oscillantèa l’intérieur d’une enveloppe qui décrôıt comme1/r1/2,
d’où η = 1/2. PourT 6= 0, C(r) oscille à l’intérieur d’une enveloppe qui décrôıt
exponentiellement avecr. On a donc un système dont la longueur de corrélation di-
vergeà l’approche du point critique. Cette valeur de l’exposantη a ét́e confirḿee par
simulations Monte Carlo, en particulier par l’étude des effets de taille finie de la sus-
ceptibilité [Zhan94].
Le ATIM appartientà la classe d’universalité de la premìere transition en partant de
la phase haute-température du mod̀ele d’horlogeà six états [Alex80]i.e. un mod̀ele
XY avec un terme de brisure de symétrie d’ordre six. Or un tel terme de brisure de
symétrie n’est pas pertinent [José77] et donc la transition est de type XY. On peut
aussi montrer l’existence d’une application entre le ATIM et un modèleSolid-On-Solid
(SOS) [Bl̈ot82]. Or le mod̀ele SOS peut lui-m̂emeêtre appliqúe sur le mod̀ele XY. Cela
confirme une transition de type XY pour le ATIM. L’application du ATIM sur le SOS
est obtenue en traçant une liaison entre les interactions satisfaites. Puisque dans l’état
fondamental, chaque plaquette triangulaire possède une et une seule interaction insa-
tisfaite, on obtient un ŕeseau recouvert par des losanges comme l’illustre la figure 5.3.
Puis on associe une différence de hauteur relative entre les sites connectés et les sites
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FIG. 5.3 – Les signes plus et moins représentent les spins. Lorsqu’on associe une liai-
sons entre les interactions satisfaites (SiSj = −1) dans l’́etat fondamental du ATIM,
on obtient un recouvrement du réseau par des losanges. En associant une hauteur rela-
tive entre les sites connectés et non connectés, on peut exprimer l’énergie du ATIM en
terme d’un hamiltonienSolid-On-Solid(SOS) [Bl̈ot93].

non connect́es, ce qui permet d’exprimer l’énergie du ATIM en terme d’un hamiltonien
SOS avec interactions entre plus proches voisins soumisà la contrainte du recouvre-
ment par les losanges.
Le diagramme de phase dans le planh−T (oùh = H/(kBT ) est le champ magnétique
réduit) aét́e établi par la combinaison de méthodes exactes et de calculs numériques
par la ḿethode des matrices de transfert [Blöt93]. Ce diagramme de phase est présent́e
sur la figure 5.4. On constate la présence d’une ligne critiquèa temṕerature nulle en
présence d’un champ magnétique qui se termine pour une valeur de champhBKT =
0.266(10). Sur cette ligne, le système donne lieùa une transition de type Berezinskiı̆-
Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74] qui a déjà ét́e mise eńevidence en uti-
lisant la ḿethode des matrices de transfert et des simulations Monte Carlo [Blöt90].
Pour des champsh > hKT , le syst̀eme pŕesente une phase ordonnée et une phase
désordonńee. La transition de phase est du second ordre, dans la même classe d’uni-
versalit́e que le mod̀ele de Potts̀a troisétats.

Le FSIM à l’ équilibre

Le FSIM a pour hamiltonien [Vill77a] :

HFSIM = −
∑

〈i,j〉
JijSiSj , (5.5)
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hBKT

Phase desordonnee

Ligne de transition Potts a 3 etats(2  ordre)nd

T

h

Ligne critique

0

Phase ordonnee

FIG. 5.4 – Diagramme de phase du ATIM dans le planh − T [Bl öt93]. Sur la ligne
critique (pourT = 0 et h < hBKT ) le syst̀eme donne lieùa une transition de type
Berezinskĭı-Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74]. Puis, pourh > hBKT , le
syst̀eme pŕesente une phase désordonńee et une phase ordonnée avec une transition du
second ordre dans la classe d’universalité du mod̀ele de Potts̀a troisétats.

où la somme est effectuée entre les plus proches voisins d’un réseau carré. Les constantes
de couplage sont choisies de manière à assurer la frustration complète du ŕeseau. Il
existe une transformation de jauge triviale entre les configurations de frustration qui
laissent la fonction de partition et donc les propriét́es thermodynamiques inchangées
[Matt76, Toul77, Frad78]. La fonction de partition du modèle se calcule exactement
en champ nul par la ḿethode du pfaffien et elle présente une singularité pourTc =
0 [Vill77a] correspondant̀a une transition continue comme le ATIM. Dans la limite
thermodynamique, l’entropie par site est finie car il existe là aussi un nombre expo-
nentiellement grand d’états fondamentaux en fonction de la taille du système. Elle est
détermińee exactement en comptant le nombre de possibilités de placer une et une seule
liaison insatisfaite par plaquette. Le résultat vaut [Fish61] :

s(Tc = 0) = G/π ≈ 0.29156 . . . , (5.6)

oùG est la constante de Catalan. Pour illustration, des exemples d’états fondamentaux
typiques sont pŕesent́es sur la figure 5.5 pour les configurations de frustration domino
et zigzag. Il est possible de déterminer analytiquement le comportement en température
de la longueur de corrélationξ(T ) à l’approche de la température critique [Forg80]. Ce
comportement est exponentiel. De plus, uneétude nuḿerique ŕecente conjecture une
amplitude1/2 [Luki06], ce qui m̀eneà l’expression :

ξ(T ) ≈ 1

2
e2Jβ . (5.7)
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FIG. 5.5 – Exemple d’́etats fondamentaux pour le FSIM en configuration domino (à
gauche) et zigzag (à droite) pour des conditions de bords périodiques. Les lignes avec
des points représentent les frontières entre domaines ferromagnétiques. Pour la confi-
guration zigzag, leśetats fondamentaux sont formés de boucles ferromagnétiques.
La configuration domino présente deŝılots de spins d’aimantation opposée, parfois
constitúes d’un seul spin.

Le comportement de la longueur de corrélation aégalement́et́e d́etermińe dans le cadre
du comportement d́echelleétendu pour toute température [Katz08] :

ξ(T ) = tanh1/2(β) (1 − tanh(β))
−1

, (5.8)

ce qui m̀eneà l’expression (5.7) pourβ → ∞. La fonction de corŕelation est connue
analytiquement̀a Tc = 0 [Forg80]. Elle d́ecrôıt algébriquement avec un exposant
η = 1/2, comme pour le ATIM. Cette valeur áet́e vérifiée par simulations Monte
Carlo enétudiant les effets de taille finie [Kand92]. La susceptibilitéχ et le quatrìeme
moment de l’aimantationC4 divergent au point critique avec la taille du système se-
lon les relations respectivesχ ∼ L2−η avecη = 0.507(9) et C4 ∼ Ld+4−2η avec
d− 2η = 1.03(5), en accord avec la valeur exacteη = 1/2.
De plus, la partie singulièrefs de l’énergie libre des deux modèles se comporte comme
le ATIM selon [Forg80] :

fs ∼ e−4Jβ . (5.9)

Or la transformation homogène de l’́energie libre (1.54) permet d’écrire en champ nul
fs(t, 0) ∼ b−dfs(bytt, 0) ∼ tνdfs(1, 0) ∼ ξd. Cette relation est bien vérifiée par (5.7)
et (5.9). Ces faits suggèrent que le FSIM et le ATIM appartiennentà la m̂eme classe
d’universalit́e à l’équilibre, bien qu’aucune preuve rigoureuse n’existe.
Il existe différentes façons de géńeraliser le FSIM. Par exemple, si on définit parJ etJ ′

les intensit́es respectives des liaisons ferro et antiferromagnétiques, alors il est possible
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de d́eterminer le diagramme de phase dans le plan (J/J′,T/J) pour les configurations
zigzag et domino de la figure 5.2 [Andr79]. On peut géńeraliser davantage le modèle
domino en introduisant des interactions ferromagnétiques horizontales et verticales de
diff érentes intensités [Vill80]. Ce mod̀ele donne lieu au ph́enom̀ene de ŕeentrance : il
présente une phase ferromagnétique pour des températures interḿediaires0 < T < Tc
et une phase paramagnétique pour toute autre température et en particulier pourT =
0. Le ph́enom̀ene de ŕeentrance áegalement́et́e observ́e dans le mod̀ele de Potts2d
compl̀etement frustŕe à troisétats en configuration de frustration de type domino par
la méthode nuḿerique des matrices de transfert [Fost01]. On peutégalement diluer la
frustration du mod̀ele domino en augmentant le nombren de plaquettes entre deux
colonnes posśedant des liaisons antiferromagnétiques (le cas particuliern = 2 de ce
mod̀ele est donńe par la configuration domino,à droite sur la figure 5.2) [Wu03]. Il
est alors possible de déterminer la temṕerature critique, l’́energie et l’entropie de l’état
fondamental en fonction den par la ḿethode des matrices de transfert.

5.1.2 Controverse concernant la dynamique du FFIM

À l’ équilibre, le FFIM donne lieùa une transition BKT. Dans la phase haute tempé-
rature, il existe donc des défauts topologiques de charges opposées qui s’associent par
paires au point critique. Ces défauts topologiques correspondentà des plaquettes qui
ne sont pas dans leurétat fondamental [Moor99]. Lors de la relaxation depuis la phase
haute temṕerature jusqu’au point critique, puisque la dynamique est gouvernée par
les mouvements irréversibles des parois de domaine, on s’attendà ce que les d́efauts
topologiques perturbent la croissance des domaines comme dans le cas du modèle XY
où on peut montrer que (voir la section 4.3) :

ξ(t) ∼
(

t

ln t

)1/2

. (5.10)

La dynamique est ralentie par des défauts topologiques. Ces corrections ontét́e mises
en évidence par Mooreet al en mesurant notamment la densité de d́efauts topolo-
giques par simulations Monte Carlo qui se comporte selon l’expression (4.74)ρ(t) ∼
ξ−2(t) ∼ ln t

t [Moor99]. Ces m̂emes auteurs ontégalement ŕealiśe une moyenne tem-
porelle des spins autour de tels défauts topologiques qui permet de retrouver la forme
des vortex du mod̀ele XY. Ces d́efauts sont illustŕes sur la figure (5.6) d’après l’article
de Mooreet al [Moor99]. L’autre sćenario [Kim03-07] consiste en une dynamique sans
défauts topologiques semblable au modèle d’Ising comme nous l’avons présent́e dans
le chapitre 4 donc sans corrections logarithmiques dans la croissance de la longueur
caract́eristique. Les simulations Monte Carlo de Kimet al [Kim03-07] mènentà une
croissance de la longueur caractéristique de la forme :

ξ(t) ∼ t1/z
′
c , (5.11)

où l’exposant dynamique prend la valeurz′c = 2.33(5). Leurs mesures de la densité
de d́efauts topologiques ne leur a pas permis pas de retrouver les corrections logarith-
miques de Mooreet al [Moor99]. Or la transition de type BKT̀a l’équilibre devrait
se refĺeter dans la dynamique. Kimet al ont également mesuré la croissance de la
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FIG. 5.6 – Cette figure est obtenue en moyennant temporellement les spins du ATIM
autour de d́efauts topologiquesi.e.des plaquettes qui ne sont pas dans l’état fondamen-
tal (d’apr̀es l’article de Mooreet al [Moor99]).

longueur caractéristique par relaxatioǹa partir d’unétat fondamental dominant (qui
contribue fortement̀a l’entropie) et trouvent un exposant dynamiquezc = 2. Ces au-
teurs concluent̀a un d́esaccord de l’exposant dynamique en fonction de l’état initial. Or
l’exposant dynamique est supposé être une grandeur liéeà la classe d’universalité du
syst̀eme. Ne pourrait-on pas remédierà l’incompatibilit́e entre les exposants critiques
zc etz′c en tenant compte de l’influence des défauts topologiques ?

5.2 Dynamiqueà l’ équilibre

Avant d’étudier le vieillissement du FFIM, nous réalisons unéetude pŕealable de la
dynamiquèa l’équilibre d’une part̀a temṕerature finie et d’autre partà la temṕerature
critiqueTc = 0. Cette partie nous permet dans un premier temps de cerner l’influence
des d́efauts topologiques qui sont libres lors de la dynamique dans la phase haute
temṕerature. Nous obtenons des résultats qui sugg̀erent un ralentissement de la dy-
namique par des corrections logarithmiques. Ce fait permet aussi de comprendre le
changement de comportement de la relaxation rencontré dans le FSIM [Fier97-99]
lorsque la temṕerature est ŕeduite (on parle alors d’anomalie dynamique). Dans un
second temps, la dynamiqueà temṕerature nulle nous permet de nous affranchir de
l’effet des d́efauts topologiques qui sont alorsécrant́es par paires de charges opposées.
Ce protocole permet d’obtenir une valeur précise de l’exposant dynamique, compatible
avec la valeurz = 2 du mod̀ele XY.
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5.2.1 Dynamiqueà température finie

Pour des temṕeratures proches de zéro, il a ét́e observ́e que la relaxation de l’au-
tocorŕelation de l’́energie du FSIM [Fier97-99] cesse d’être exponentielle et adopte un
comportement de type exponentielleétirée. Ce changement dans la relaxation est ap-
peĺe anomalie dynamique. Cette anomalie dynamique aégalement́et́e observ́ee dans
une ŕealisation exṕerimentale ŕecente du ATIMà partir de monocouche de colloı̈des
[Han08]. Ce comportement s’observe aussi dans les verres de spins en dimensions
deux [McMi83] et trois [Ogie85].
Il a ét́e propośe d’interpŕeter cette anomalie pour le FSIM en terme de percolation
[Camp94, Scar97, Glot95] d’amas de type Fortuin-Kasteleyn [Fort72] et Coniglio-
Klein [Coni80]. Il est en effet possible de réécrire le hamiltonien du FSIM comme un
mod̀ele de percolation complètement frustŕe [Coni91]. Ce mod̀ele pŕesente deux points
critiques [Pezz97, Fier97-99]. Le premier intervientà une temṕeratureTp qui corres-
pondà la percolation des amas. Le second point critique intervientà la temṕerature de
transition des spinsTc. À deux dimensions, il existe donc un point critiqueà temṕerature
finie à la temṕeratureTp = 1.701(1) soit βp = 0.58789(35) [Fier97-99]. Cette tran-
sition appartient̀a la classe d’universalité de la percolation [Fier97-99]i.e. la classe
d’universalit́e du mod̀ele de Potts̀a unétat. Dans le cadre de ce scénario, il est donc
possible de pŕedire exactement̀a partir de quelle temṕerature l’anomalie a lieu.
Ne pourrait-on pas expliquer simplement cette anomalie par la présence de d́efauts
topologiques qui sont libres dans la phase haute température et qui entraı̂nent un ralen-
tissemement de la dynamique par friction ?
Nous avons choisi d’étudier la dynamiquevia la fonction d’autocorŕelation spin-spin du
FSIM et du ATIM. Cettéetude est ŕealiśeeà l’équilibre dans la phase haute température.
L’hypothèse d’́echelle dynamique nous permet d’écrire l’autocorŕelationCT (t − s) à
la temṕeratureT sous la forme [Hal67-69, Hohe77] :

CT (t− s) = A(β)
D((t− s)/τ)

(t− s)η/z
, (5.12)

où A(β) est une amplitude qui peut dépendre deβ et τ est le temps de relaxation.
Cette relation s’obtient de façon heuristique en faisant l’analogie avec la corrélation
spatialeà l’équilibre en remplaçantr par t1/z et la longueur de corrélationξ par le
temps de relaxationτ1/z. La fonctionD(x) est bien approch́ee par une exponentielleà
haute temṕerature, mais peut aussi avoir une forme plus compliquée de type exponen-
tielle étirée. Notons que puisque nous sommesà l’équilibre, l’invariance par translation
temporelle nous permet d’écrire l’autocorŕelation comme une fonction de la différence
t− s. En premìere approximation, on suppose que :

D(x) ∼ e−x/τ(β) , (5.13)

où τ(β) un temps caractéristique qui diverge en fonction de la température selon l’ex-
pression :

τ(β) ∼ ξzc (β) . (5.14)
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Puisqueτ tend vers l’infini lorsqueT tend vers źero, la forme (5.12) permet bien de
retrouver une d́ecroissance alǵebriqueà la temṕerature critiqueTc = 0 :

C0(t− s) ∼ 1

(t− s)η/z
. (5.15)

La pŕesence de d́efauts topologiques libres dans la phase haute température devrait se
manifester par un ralentissement de la dynamique par l’intermédiaire de corrections
logarithmiques dans la contribution (5.13) :

D(x) ∼ e−(x/ ln x)/τ(β) . (5.16)

Les simulations ont́et́e effectúees pour des températures comprises entreβ = 0.15
et β = 1 par pas de0.05. Cet intervalle contient la température de transition de
percolationβp = 0.58789(35) à partir de laquelle l’anomalie dynamique doit avoir
lieu [Fier97-99]. La thermalisation est rapide puisque nous sommesà des temṕeratures
suffisamment́eloigńees du point critique. Les réseaux sont thermalisés en quelques di-
zaines d’it́erations Monte Carlo locales pour les températures les plus hautes et quelques
centaines pour les températures les plus basses. Nous avons utilisé un ŕeseau de dimen-
sions192 × 192, les moyennes ont́et́e effectúees sur1000 histoires thermiques et le
réseau carré poss̀ede une frustration de type zigzag. Nous avons adapté le temps fi-
nal pour chaque température suivant la rapidité de la d́ecroissance de l’autocorrélation.
Ces temps sont du m̂eme ordre de grandeur que dans l’étude [Fier97-99]. Les calculs
ont ńecessit́e en moyenne environ24h par temṕerature sur un processeurXeon quad-
core de fŕequence2GHz. Nous mesurons l’autocorrélation spin-spinCT (t − s) à la
temṕeratureT suivant la d́efinition :

CT (t− s) =
1

N

N∑

i=1

〈Si(t)Si(s)〉 , (5.17)

où 〈. . .〉 signifie une moyenne sur les histoires thermiques etN = L×L est le nombre
de spins du ŕeseau.
Nous avons traće sur la figure 5.7 la fonctionD(t−s) = CT (t, s)/C0(t, s) en fonction
de(t − s)/ ln(t − s). Tout d’abord, on remarque l’absence de vieillissement puisque,
pour une temṕerature donńee, les courbes pour des temps d’attentes diff érents se su-
perposent lorsqu’on les trace en fonction de(t−s)/ ln(t−s) : il y a bien invariance par
translation temporelle comme on s’y attendà l’équilibre. Ici, le temps d’attentes signi-
fie le tempśecouĺe depuis la fin de la thermalisation. On constate ensuite une relaxation
exponentielle m̂eme pour des températures inf́erieures̀a la temṕerature de percolation
Tp. Nous ŕealisons une interpolation du temps de relaxationτ à partir des donnńees de
la figure 5.7 en supposant la forme (5.16) vraie en première approximation. Le résultat
de l’interpolation est traće sur la figure 5.8 en fonction de la température inverseβ.
Le comportement du temps caractéristique en fonction deβ s’interpr̀ete simplement.
D’une part, le comportement de la longueur de corrélation du FFIM en fonction de la
temṕerature est exponentiel selon (5.7). D’autre part, on s’attendà une relation entre
τ et ξ de la forme (5.14) avec un exposant dynamiquezc = 2 comme pour le mod̀ele
XY. D’o ù une relation de la forme :

τ ∼ e4βJ . (5.18)
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FIG. 5.7 – Nous repŕesentons les résultats pour la fonction d’échelleD(t − s) =
CT (t, s)/C0(t, s) de l’autocorŕelation spin-spiǹa l’équilibre età temṕeratures finies
comprises entreβ = 0.15 et β = 1 par pas de0.05 (de bas en haut pour un graphe
donńe). Nous avons utiliśe l’expression analytique exacteC0 = (t − s)−0.25. Les
donńees sont traćees pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas) en fonction de
(t− s)/ ln(t− s) pour différents temps d’attentes écouĺes depuis la fin de la thermali-
sation. On constate l’invariance par translation temporelle car toutes les courbes se su-
perposent pour une température donńee lorsqu’on change le temps d’attentes, comme
on s’y attend̀a l’équilibre. La relaxation est bien approchée par une d́ecroissance expo-
nentielle, m̂eme au-dessus de la température inverse de percolationβp = 0.58789(35).
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FIG. 5.8 – Nous avons tracé le temps de relaxationτ des courbes exponentielle de la
figure 5.7 en fonction deβ pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas).À partir deβ =
0.4, les donńees sont indistinguables aux barres d’erreur près avec le comportement
attendu de la formeτ ∼ ξ2 ∼ e4β : pas d’anomalie dynamique, mais des corrections
logarithmiques.
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Ce comportement est reproduit par nos données aux barres d’erreur près,à partir de
β = 0.40, donc apr̀es un court ŕegime transitoire comme on peut le constater sur
la figure 5.8. Une interpolation plus précise nous permet d’obtenir le comportement
asymptotique :

τFSIM ∼ e4.02(5)βJ et τATIM ∼ e3.93(7)βJ , (5.19)

et ceci m̂eme pour des valeurs de température inf́erieures̀aTp. Cela m̀eneà un exposant
dynamiquez = 2.010(25) pour le FSIM et1.965(35) pour le ATIM. Ces estimations
sont moins pŕecises, mais compatibles avec celle que nous présentons plus bas̀a la
temṕerature critiqueTc = 0. La même analyse effectuée sans tenir compte des correc-
tions logarithmiques dans l’argument de l’exponentielle mèneàzeff ≈ 2.3.
Pour conclure, le comportement dynamique du FFIMà l’équilibre dans la phase haute
temṕerature est similairèa celui d’un ferromagńetique simple mais avec des correc-
tions logarithmiques des variables temporelles qui manifestent la présence de d́efauts
topologiques libres. On a notamment une divergence du temps de relaxation suivant
τ ∼ ξzc où l’exposant dynamique est compatible aveczc = 2. La pŕesence d’une ano-
malie dynamique en-dessous de la température de percolation [Fier97-99] pourraitêtre
li éeà une d’analyse erronée des ŕesultats.

5.2.2 Dynamique critique

Thermalisation

À l’ équilibre, la fonction d’autocorrélation spin-spiǹaTc = 0 est d́ecrite par :

C0(t, s) ∼
t−s≫1

(t− s)−ac , (5.20)

où ac = 2β/(νzc) = (d − 2 + η)/zc soit, en dimensiond = 2, ac = η/zc. Puisque
l’exposantη = 1/2 est connu exactement, la détermination deac permet d’obtenir
l’exposant dynamique critiquezc. La d́etermination est faitèa l’équilibre et au point
critique de manìereà s’affranchir de l’influence des défauts topologiques qui sont alors
apparíes par paires, contrairementà la phase haute températureà l’équilibre ou lors
d’une trempèa Tc depuis la phase haute température. Dans un premier temps, nous
thermalisons les deux modèles FSIM et ATIMà la temṕerature critiqueTc = 0 avec
un algorithme d’amas mis au point pour le FSIM [Kand92] et qui peutêtre adapt́e au
ATIM [Zhan94]. Puis nous effectuons les mesures sur ces systèmeséquilibŕes avec la
dynamique locale de Glauber.
La premìereétape de l’algorithme [Kand92] consisteà śeparer les plaquettes,à la façon
d’un damier, en cases noires et blanches comme sur la figure 5.9. Durant la seconde
étape, on choisit une couleur de plaquette alátoirement et on forme des liaisons entre les
spins. La proćedure est d́ecrite sur la figure 5.10. Les liaisons de plaquettes dans l’état
fondamental sont gelées de manièreà ne pas augmenter l’énergie du ŕeseau lorsque,
dans la troisìemeétape, on inverse le signe des spins de chaque amas avec une pro-
babilité 1/2. Si une plaquette n’est pas dans l’état fondamental, aucune liaison n’est
geĺee. Si une plaquette carrée est dans l’état fondamental, elle possède trois liaisons
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FIG. 5.9 – Premìereétape de l’algorithme d’amas pour le FFIM : on sépare les pla-
quettes du ŕeseau comme un damier en cases noires et blanches.À chaqueétape l’un
des deux choix́equivalents est choisi de manière aĺeatoire. Les lignes continues et
pointillées repŕesentent respectivement des liaisons ferro et antiferromagnétiques.
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FIG. 5.10 – Une plaquette ne peut prendre que deux valeurs d’énergie :E = −2J ou
E = 2J pour le FSIM etE = 3J ouE = −J pour le ATIM. On g̀ele les liaisons entre
les spins pour les plaquettes dans l’état fondamental : pour la plaquette carrée, on g̀ele
les deux liaisons satisfaites qui se font face tandis que pour la plaquette triangulaire,
on g̀ele l’une des deux liaisons satisfaites de manière aĺeatoire. Ces liaisons gelées sont
repŕesent́ees par les lignes pointillées avec des points.

satisfaites : on g̀ele alors les deux liaisons satisfaites parallèles. Cet algorithme satis-
fait l’ équation du bilan d́etaillé et permet de réaliser des mises̀a jour non triviales en
séparant toujours le réseau en deux amas au minimum [Kand92]. Il peut facilementêtre
adapt́e à une temṕerature non nulle [Kand92]. Si une plaquette triangulaire dans l’état
fondamental possède deux liaisons satisfaites, alors on gèle l’une de ces deux liaisons
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choisie de manière aĺeatoire [Zhan94]. De manièreà assurer l’ergodicité à temṕerature
nulle, on ŕealiseégalement unéetape Monte Carlo locale pour chaque réseau. L’ap-
plication à des syst̀emes d́esordonńes de type Edwards-Anderson bimodal est simple,
mais se ŕevèle inefficace car le réseau entier est gelé en un seul amas du fait de l’exis-
tence de plaquettes non frustrées [Codd94].
L’algorithme d’amas pour le FFIM réduit de manìere significative le ralentissement
critique puisquezc ≈ 0.55 pour le FSIM [Kand92] etzc = 0.64(2) pour le ATIM
[Zhan94]. Nous avons thermalisé1000 configurations initiales̀a la temṕerature critique
Tc = 0 en partant d’uńetat initial d́esordonńe sur un ŕeseau de dimensions192 × 192.
Nous avons traće sur la figure 5.11 l’́energie moyenne par plaquetteEp/J pour le
FSIM en configuration zigzag (en haut) et pour le ATIM (en bas). Avec le FSIM, l’état
fondamental est atteint pour toutes les histoires thermiques après environ110 itérations
d’amas. Il n’y a alors aucune fluctuation autour de l’énergie de l’́etat fondamental. La
duŕee des simulations est modeste, donc nous avons thermalisé chaque ŕealisation pen-
dant1000 itérations d’amas. Le temps nécessaire est de6h30 sur un processeurPen-
tium IV de fŕequence3.2GHz. Le temps par itération d’amas est de23ms environ soit
0.63µs par spin. Pour le ATIM, la thermalisation est nettement moins efficace puisqu’il
faut environ70000 itérations pour que chaque configuration atteigne l’état fondamen-
tal. Les ŕesultats montrent que certaines configurations sont piéǵees durant un certain
temps dans deśetats ḿetastables. Le temps de calcul reste cependant raisonnable et
nous avons thermalisé jusqu’̀a un temps final de105 itérations. Cela ńecessite environ
26 jours sur un processeurPentium IVde fŕequence3.2GHz.

Mesure de l’exposant dynamique

Après la thermalisation, chacune des1000 configurationśevolue avec la dynamique
locale de Glauber pendant10000 itérations. La dynamique de Glauberà temṕerature
nulle se ŕesumeà une minimisation de l’énergie du système. On choisit un spin au
hasard. Si le changement d’orientation du spin augmente l’énergie, il est refuśe et s’il
abaisse l’́energie, il est accepté. Le changement est accepté avec une probabilité 1/2
si la différence d’́energie est nulle. Pour le FSIM, le temps de calcul total de mesure
s’élèveà30h soit10.7ms par it́eration ou encore0.3µs par spin environ.
L’autocorŕelation spin-spin, mesurée suivant la d́efinition (5.17), est pŕesent́ee sur la
figure 5.12. Nous effectuons les mesuresà tous les temps afin d’obtenir les valeurs
d’exposants les plus précises possibles. Cependant, les points tracés sur la figure 5.12
sont ŕepartis logarithmiquement afin d’alléger les figures. Une interpolation donne
ac = 0.2495(11) pour le FSIM etac = 0.251(2) pour le ATIM. Nous obtenons l’ex-
posant dynamiquezc = 2.004(9) pour le FSIM etzc = 1.992(16) pour le ATIM. Les
résultats sont en bon accord avec la valeurz = 2 du mod̀ele XY dans la phase basse
temṕerature.
Notre estimation est en accord avec uneétude plus ŕecente òu les auteurs utilisent
la même ḿethode [Kars09]. Ce résultat est aussi en accord avec l’étude de Kimet
al [Kim03-07] qui consid̀ere la relaxation en partant d’uńetat initial fondamental
dominant qui apporte une forte contributionà l’entropie. Cependant, comme nous
l’avons d́ejà mentionńe pŕećedemment ces auteurs supposent que ce résultat d́epend
de la configuration initiale et d́eterminent un exposantz′c = 2.33(5) en partant d’une
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FIG. 5.11 – L’́energie moyenne par plaquetteEp en unit́e J pour les1000 configura-
tions initiales thermaliśeesà Tc = 0 en partant d’uńetat initial d́esordonńe est traćee
en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme d’amas pour le FSIM (en haut) et
le ATIM (en bas).

configuration initiale d́esordonńee. Or l’exposant dynamique est une grandeur univer-
selle [Jans89] qui ne doit pas dépendre de l’́etat initial.À partir de nos ŕesultats obtenus
pour le vieillissement du FFIM, nous expliquons comment il est possible de réconcilier
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les exposants dynamiques différents de Kimet al en tenant compte de l’influence des
défauts topologiques.

5.3 Vieillissement lors d’une trempeà Tc = 0

Afin d’ étudier la dynamique hors de l’équilibre du FFIM et mettre eńevidence le
régime de vieillissement, on effectue une trempe depuis une température infinie jus-
qu’à la temṕerature critiqueTc = 0 avec une dynamique Monte Carlo locale de type
Glauber. Il est alors possible de mettre clairement enévidence l’influence des défauts
topologiques̀a partir de la croissance de la longueur caractéristique qui pŕesente des
corrections logarithmiques.

5.3.1 Les fonctions de corŕelation spin-spin

Dans un premier temps, nous mettons enévidence de façon directe la croissance
d’une longueur caractéristique dans le système en mesurant la fonction de corrélation
spin-spin spatialèa tempśegauxC(r, t) :

C(r, t) = 〈Si(t)Sj(t)〉 , (5.21)

où t est le tempśecouĺe depuis la trempe etr = |i−j|. Comme nous l’avons vu dans la
sous-section 4.1.2, la croissance de domaines corrélés justifie l’hypoth̀ese d’́echelle dy-
namique [Bray94] qui permet d’écrire la corŕelationà tempśegaux selon l’expression
(4.5) que nous rappelons :

C(r, t) ∼ Cspc (r/ξ(t))

rη
, (5.22)

où Cspc (x) est une fonction d’́echelle. La longueurξ(t) est la taille caractéristique des
domaines corŕelés. Il est alors possible d’obtenir des informations sur la croissance de
ξ(t) en mesurantC(r, t). Nous avons utiliśe une ḿethode Monte Carlo locale avec un
réseau de dimensions400×400 suffisamment large pouréviter les effets de bords et un
temps final de10240. Le réseau carré poss̀ede une frustration de type zigzag. Les me-
sures de la fonction de corrélation spatiale sont faites aux tempst = 10, 20, 40, 80, 160,
320, 640, 1280, 2560 et 5120 et nous avons moyenné sur5000 histoires thermiques.
La corŕelation est une fonction oscillante comme nous l’avons vu dans la section 5.1.1.
Nous effectuons les mesures sur les siteséquivalents des axes horizontaux de la fi-
gure 5.2 obtenus par une translation de deux pas de réseau pour le FSIM en configura-
tion de frustration de type zigzag et trois pas de réseau pour le ATIM. Le temps moyen
par spin est environ de0.30µs pour les deux réseaux sur un processeurXeon quad-
corede2GHz. Il a fallu environ6 jours sur un processeur pour d’obtenir les résultats.
Afin de distinguer entre les deux scénarios de croissance possibles, nous traçons nos
résultats pourCspc (r/ξ(t)) = rηC(r, t) en fonction des deux choix possibles pourξ(t)
sur la figure 5.13 pour le FSIM et sur la figure 5.14 pour le ATIM. Les corrections lo-
garithmiques deξ(t) permettent une superposition des courbes aux barres d’erreur près
à partir det = 160 pour le FSIM et̀a partir det = 320 pour le ATIM. Lorsqu’on ne
consid̀ere pas de corrections logarithmiques, on ne constate aucune superposition. Ces
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donńees sugg̀erent une croissance de la longueur caractéristique semblable au modèle
XY. Dans un second temps, nous avons calculé la fonction d’autocorŕelation spin-spin
suivant le m̂eme protocole. On suppose un comportement similaire au modèle d’Ising
donńe par l’expression (4.9) :

C(t, s) ∼ s−ac C̃
(
ξ(t)

ξ(s)

)

, (5.23)

où C̃(x) est une fonction d’́echelle. Il est possible de mettre enévidence la croissance
de la longueur caractéristiqueà travers la variable d’échelleξ(t)/ξ(s). Il faut alors dis-
tinguer entre la qualité des fonctions d’échelle avec et sans corrections logarithmiques
de la variable d’́echelle :

C(t, s) ∼ s−acC
(
t ln s

s ln t

)

, (5.24)

et

C(t, s) ∼ s−acC
(
t

s

)

, (5.25)

où C(x) est une fonction d’́echelle qui poss̀ede un comportement asymptotique algé-
brique :

C(x) ∼
x≫1

x−λc/zc . (5.26)

Ces comparaisons sont faitesà partir de donńees obtenues par simulation Monte Carlo
locale en utilisant la d́efinition (5.17). Le ŕeseau est de dimensions192× 192, le temps
de mesure final esttf = 104, et la moyenne est faite sur104 configurations initiales.
On a choisi une configuration de frustration de type zigzag pour le réseau carré (un
test avec la configuration domino en effectuant les moyennes sur un nombre moins
important d’histoires thermiques donne des résultats compatibles). Les calculs ontét́e
réaliśes avec des processeursPentium IVde fŕequence3.2GHz. Le temps moyen par
spin est environ de0.30µs pour les deux réseaux. Il faut environ12 jours sur un proces-
seur afin d’obtenir les résultats. Nous avons mesuré l’autocorŕelationà tous les temps
afin que l’estimation des exposants présent́ee plus bas soit la plus précise possible. Ce-
pendant, afin d’alĺeger les points sur les figures sont répartis logarithmiquement. Dans
un premier temps, nous traçons les données en fonction det − s sur la figure 5.15.
On constate sur cette figure que l’autocorrélation pŕesente une brisure de l’invariance
par translation temporelle qui constitue une caractéristique des systèmes vieillissants
comme nous l’avons discuté dans la sous-section 4.1.1.
Il est possible d’obtenir l’exposantac à partir de la fonction d’autocorrélation spin-spin
dans le ŕegime de vieillissement présent́ee sur la figure 5.15 en utilisant les expressions
(5.24) et (5.25). Pour cela, on définit un exposant effectif entre deux valeurs de temps
d’attentes1 ets2 :

aeff = − lnC(t2, s2) − lnC(t1, s1)

ln s2 − ln s1
, (5.27)

pour une valeur fix́ee des variables d’échelleκ = t/s ou κln = t ln s
s ln t . Le résultat

est traće pour le FSIM sur la figure 5.16 et pour le ATIM sur la figure 5.17 en fonc-
tion deκ−1 et κ−1

ln de sorte que la valeur asymptotique obtenue lorsqueκ → ∞ et
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κln → ∞ pour t → ∞ à s fixe se lit à gauche du graphe. On obtient la valeur at-
tendueaeff = 0.25 en utilisant la variable contenant les corrections logarithmiques.
Cette valeur est obtenue pour les plus grands temps d’attente car la fonction d’échelle
est d́efinie dans le ŕegimet puiss→ ∞.
Ce ŕesultat assure la cohérence de la forme d’échelle (5.24). Cela nous permet de tra-
cer pour comparaison les fonctions d’échelle intervenant dans les expressions (5.24) et
(5.25). Les ŕesultats sont présent́es pour le FSIM sur la figure 5.18 et pour le ATIM sur
la figure 5.19. Lorsques ≥ 160, les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur
près avec la variable d’échelle avec corrections logarithmiques et permet d’obtenir une
fonction d’́echelle universelle pour ces deux modèles. La forme d’́echelle (5.24) est
donc la plus appropriée pour d́ecrire le vieillissement de l’autocorrélation spin-spin.
On constate qu’aucune correction logarithmique n’intervient dans le préfacteurs−ac

car ce terme provient de la contribution de quasi-équilibreà l’intérieur des domaines
où les spins sont thermalisésà la temṕerature critique. Les d́efauts topologiques sont
donc apparíes par paires et́ecrantent leurs interactions (voir la discussion de la sous-
section 4.2.1). Notons que notre résultat de forme d’échelle est confirḿe par un article
récent [Kars09] qui ǵeńeralise notréetude par l’application d’un champ magnétique.
L’exposantλc/zc est obtenu en effectuant une régression alǵebrique des donńees pŕe-
sent́ees sur les figures 5.18 pour le FSIM et 5.19 pour le ATIM. Pour un temps d’at-
tentes donńe, nous faisons varier la borne inférieurexmin−ln et xmin de l’intervalle
de ŕegression des variables d’échelle avec et sans corrections logarithmiques respecti-
vement de façoǹa observer la convergence vers le comportement asymptotique. Les
résultats sont présent́es sur les figures 5.20 pour le FSIM et 5.21 pour le ATIM. En
consid́erant les corrections logarithmiques, nous trouvons un exposant asymptotique
λc/zc = 1.02(2) soitλc = 2.04(5) pour le ATIM et le FSIM. De manière int́eressante,
on trouve un exposant effectifλc/zc = 0.91(2) sans les corrections logarithmiques, ce
qui explique le ŕesultat errońeλc/zc = 0.86 de Kimet al [Kim03-07]. Cela montre que
les valeurs obtenues par ces auteurs peuventêtre ŕeanalyśees par l’ajout de corrections
logarithmiques.

5.3.2 Le rapport fluctuation-dissipation

Le rapport fluctuation-dissipationX(t, s) lors d’une trempe depuis la phase haute
temṕerature jusqu’̀a la temṕerature critique pŕesente une valeur asymptotique univer-
selleX∞ comme nous l’avons présent́e dans la sous-section 4.2.3. De plus, il est
intéressant d’́etudier son comportement en fonction de différentes variables d’échelle
afin de mettre eńevidence les corrections logarithmiques. Rappelons le protocole de
mesure. On couple les spins au tempss à un champh par un terme Zeeman de la
forme :

−
N∑

i=1

hiSi . (5.28)

Ce couplage permet la définition de la fonction de réponse selon l’expression (4.17) :

R(t, s) =
1

N

N∑

i=1

δ〈Si(t)〉
δhi(s)

∣
∣
∣
∣
h=0

. (5.29)
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Techniquement, nous avonsévalúe cette quantit́e à partir de la ḿethode sans champ
présent́ee dans la sous-section 4.2.2. Nous pouvons alorsévaluer le RFD en utilisant
la dérivée de l’autocorŕelation obtenue nuḿeriquement par la diff́erence∂sC(t, s) ≈
〈Si(t)(Si(s+ 1) − Si(s))〉 :

X(t, s) =
kBTR(t, s)

∂sC(t, s)
. (5.30)

La fonction de ŕeponse eta fortiori le RFD sont des quantités fluctuantes. Nous avons
donc adapt́e les param̀etres de simulation afin de moyenner sur un nombre suffisant
de configurations initiales. Un système de dimensions128 × 128 et un temps final
tf = 2000 nous ont permis de moyenner sur106 configurations initiales. Nous avons
choisi une configuration de frustration de type domino pour le réseau carré. Puisque
aucun exposant n’est associé au RFD, il n’́etait pas ńecessaire de réaliser des mesures
à tous les temps pour réaliser des interpolations précises. Nous avons effectué des me-
suresà tous les temps entret = s et t = 100 puis un temps sur10 entret = 100
et t = 1000 et finalement un temps sur100 entret = 1000 et tf = 2000. Le temps
par spin est approximativement le même que pour l’autocorrélation, ce qui m̀eneà un
temps de calcul de180 jours par mod̀ele sur un processeurPentium IVde fŕequence
3.2GHz. Nos ŕesultats sont tracés sur la figure 5.22 pour le FSIM et sur la figure 5.23
pour le ATIM. L’évidence de corrections logarithmiques est nettement visible sur ces
figures. La variable d’échelle incluant les corrections logarithmiques permet une super-
position des courbes, m̂eme pour les plus petits temps d’attente. De plus, on donne une
estimation de la valeur asymptotique universelleX∞ = 0.33(1) pour les deux ŕeseaux,
qui est compatible avec la valeur du modèle d’Ising ferromagńetique sans que l’on n’y
voie d’explications (voir les valeurs résuḿees dans la table 4.2).
Il a ét́e sugǵeŕe dans le contexte du vieillissement des modèles de champ moyen de
verres de spins [Cugl94] que la dépendance du RFD intervient uniquementà travers
l’autocorŕelation. Sur la figure 5.24, nous avons tracé le RFD en fonction de l’auto-
corŕelation sans constater de superposition des courbes, ce qui invalide, pour le choix
de nos param̀etres, l’hypoth̀ese selon laquelle le RFD est uniquement une fonction de
l’autocorŕelation.
Afin de confirmer la valeur asymptotique du RFD, nous avons calculé la ŕeponse

intégŕee ZFC et TRM pour le ATIM uniquement. Nous les avons tracées en fonction
de l’autocorŕelation. Il est possible d’obtenir le RFD̀a partir de la pente de ces courbes
puisque dans le régime de vieillissement (voir la sous-section 4.2.3 pour les détails) :

lim
t,s→∞

ρZFC(t, s) = X∞(1 − C(t, s)) , (5.31)

et
lim

t,s→∞
ρTRM (t, s) = X∞C(t, s) . (5.32)

Tandis que dans le régime de quasi-équilibre, on obtient :

ρZFC(t, s) = 1 − C(t, s) , (5.33)

et
ρTRM (t, s) ≈ C(t, s) . (5.34)
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Les simulations ont́et́e effectúees avec un réseau de dimensions192 × 192. Le temps
final esttf = 10000 et les moyennes sont réaliśees sur80000 histoires thermiques.
Les ŕesultats sont tracés sur la figure 5.25 pour la réponse int́egŕee ZFC (en haut) et la
réponse TRM (en bas). Pour les deux réponses int́egŕees, la pente dans le régime de
vieillissement est en accord avec l’estimation directeX∞ = 0.33(1), confirmant ainsi
cette valeur.

Nous avonśetudíe la dynamique du modèle d’Ising compl̀etement frustŕe bidimen-
sionnel lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature cri-
tique par simulation Monte Carlo locale. Puisque le modèle donne lieùa l’équilibreà
une transition de type Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless gouvernée par les d́efauts topo-
logiques qui sont libres dans la phase haute température et líes par paires de charges op-
pośees dans la phase basse température, la dynamique depuis unétat initial d́esordonńe
vers la temṕerature critique devrait̂etre ralentie par les interactions de ces défauts
comme pour le mod̀ele XY. Ce ralentissement se manifeste par des corrections lo-
garithmiques. Or la litt́erature ne fournit pas d’évidence nuḿerique claire de telles cor-
rections logarithmiques, ce qui a donné lieuà un d́ebat.
Nous avons commencé par unéetude pŕealable de la dynamiquèa l’équilibre. Dans
la phase haute température, nous avons extrait le temps de relaxationτ lors de la
décroissance exponentielle de la fonction d’autocorrélation spin-spin. La relation habi-
tuelle qui relie la croissance de la longueur de corrélationξ àτ sous la formeξ ∼ τ1/zc

est bien v́erifiée avec l’exposant attenduzc = 2 à condition de prendre en compte
des corrections logarithmiques dans la fonction d’échelle de l’autocorrélation, afin
de prendre en compte l’influence des défauts topologiques qui sont libresà haute
temṕerature. Ce fait permet d’expliquer l’anomalie dynamique observée pour l’au-
tocorŕelation de l’́energie. La dynamiquèa la temṕerature critique òu les effets des
défauts topologiques sontécrant́es se pr̂ete bienà une estimation précise de l’ex-
posant dynamique en bon accord avec la valeurzc = 2 du mod̀ele XY. Dans un
second temps, nous effectuons une trempe depuis la phase haute température jus-
qu’à la temṕerature critique. Nous estimons les grandeurs universelles : l’exposant
de d́ecroissance de la fonction d’autocorrélationλc = 2.04(5) et la valeur asympto-
tique du rapport fluctuation-dissipationX∞ = 0.33(1). L’analyse des fonctions de
corŕelation spin-spin et du rapport fluctuation-dissipation met clairement enévidence
des corrections logarithmiques des variables d’échelle, et donc une croissance de la
longueur caractéristique selonξ(t) ∼ (t/ ln t)1/zc . Cesévidences nuḿeriques claires
sugg̀erent qu’une description cohérente de la relaxation du FFIM lors d’une trempe
critique depuis la phase haute température n’est possible qu’en tenant compte de l’effet
des d́efauts topologiques.
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FIG. 5.12 – Fonction d’autocorrélation spin-spiǹa T = 0 dans le ŕegime d’́equilibre
pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas) tracée en fonction det− s pour différents
temps d’attentes écouĺes depuis la fin de la thermalisation. On constate l’invariance
par translation temporelle car toutes les courbes se superposent, comme on s’y attendà
l’ équilibre. La d́ecroissance s’effectue selon (5.20) avec un exposant compatible avec
ac = 0.25, ce qui m̀eneà un exposant dynamiquezc en bon accord avec la valeurz = 2
du mod̀ele XY.
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0 1 2 3

 r/t
1/2 

0.01

0.1

1

 r
η C

(r
,t

)

 t=5120 
 t=2560 
 t=1280 
 t=640 
 t=320 
 t=160 
 t=80 
 t=40 
 t=20 
 t=10 

FSIM

0 2 4 6

 r/(t/ln t)
1/2 

0.01

0.1

1

 r
η C

(r
,t
)

 t=5120 
 t=2560 
 t=1280 
 t=640 
 t=320 
 t=160 
 t=80 
 t=40 
 t=20 
 t=10 

FSIM

FIG. 5.13 – La fonction d’́echelleCspc (r/ξ(t)) = rηC(r, t) de la corŕelation spa-
tiale spin-spinà tempségaux du FSIM tremṕe depuis uńetat d́esordonńe jusqu’̀a la
temṕerature critique est tracée en en fonction der/ξ(t) où ξ(t) ∼ t1/2 (en haut) et
ξ(t) ∼ (t/ ln t)

1/2 (en bas). Le tempst repŕesente le tempśecouĺe depuis la trempe.
Les corrections logarithmiques de la variable d’échelle permettent d’obtenir une super-
position des courbes̀a partir det = 160 aux barres d’erreur près. On ne constate aucune
superposition lorsqu’on utilise la variable d’échelle sans correction logarithmique.
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FIG. 5.14 – La fonction d’́echelleCspc (r/ξ(t)) = rηC(r, t) de la corŕelation spa-
tiale spin-spinà tempségaux du ATIM tremṕe depuis uńetat d́esordonńe jusqu’̀a la
temṕerature critique est tracée en en fonction der/ξ(t) où ξ(t) ∼ t1/2 (en haut) et
ξ(t) ∼ (t/ ln t)

1/2 (en bas). Le tempst repŕesente le tempśecouĺe depuis la trempe.
Les corrections logarithmiques de la variable d’échelle permettent d’obtenir une super-
position des courbes̀a partir det = 320 aux barres d’erreur près. On ne constate aucune
superposition lorsqu’on utilise la variable d’échelle sans correction logarithmique.
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FIG. 5.15 – L’autocorŕelation spin-spin du FSIM (en haut) et du ATIM (en bas) est
traćee en fonction det − s apr̀es une trempe depuis uńetat d́esordonńe jusqu’̀a la
temṕerature critiqueTc = 0. Le tempss repŕesente l’̂age du syst̀eme. Les courbes se
séparent apr̀es un ŕegime de quasi-équilibre, indiquant une brisure de l’invariance par
translation temporelle, une des caractéristiques du ŕegime de vieillissement.
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FIG. 5.16 – L’exposant effectifaeff de l’autocorŕelation spin-spin dans le régime
de vieillissement pour le FSIM est obtenuà partir de couples de temps d’attente en
fixant la valeur des variables d’échelle (voir le texte pour les détails). Les donńees
sont traćees en fonction de l’inverse des variables d’échelleκ = t/s (en haut) et
κln = (t/ ln t)/(s/ ln s) (en bas). Un plateau se forme autour de la valeur attendue
aeff = 0.25 pour les plus grands temps d’attente lorsqu’on tient compte les correc-
tions logarithmiques.
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FIG. 5.17 – L’exposant effectifaeff de l’autocorŕelation spin-spin dans le régime
de vieillissement pour le ATIM est obtenùa partir de couples de temps d’attente en
fixant la valeur des variables d’échelle (voir le texte pour les détails). Les donńees
sont traćees en fonction de l’inverse des variables d’échelleκ = t/s (en haut) et
κlog = (t/ ln t)/(s/ ln s) (en bas). Un plateau se forme autour de la valeur attendue
aeff = 0.25 pour les plus grands temps d’attente lorsqu’on tient compte les corrections
logarithmiques.
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FIG. 5.18 – La fonction d’́echelle de l’autocorrélation spin-spin dans le régime de
vieillissement pour le FSIM après une trempe depuis unétat initial d́esordonńe jusqu’̀a
la temṕerature critique est tracée en fonction de la variable d’échellet/s (en haut) et
(t/ ln t)/(s/ ln s) (en bas) pour diff́erents temps d’attentes. On ne constate aucune
superposition sur la figure du haut. En revanche, sur la figure du bas, et en particulier
dans l’insert, les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur prèsà partir des =
160.
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1 10 100 1000
 t/s 

0.001

0.01

0.1

1
 s

0
.2

5 C
(t

,s
)

 s=1280 
 s=640 
 s=160 
 s=40 
 s=20 
 s=10 

2.2 3.4 5.1 7.6 11

 t/s 

0.25

0.5

 s
0

.2
5 C

(t
,s

)

ATIM

1 10 100 1000
 (t/ln t)/(s/ln s) 

0.001

0.01

0.1

1

 s
0

.2
5 C

(t
,s

)

 s=1280 
 s=640 
 s=160 
 s=40 
 s=20 
 s=10 

2.2 3.4 5.1

 (t/ln t)/(s/ln s) 

0.25

0.5

 s
0

.2
5 C

(t
,s

)

ATIM

FIG. 5.19 – La fonction d’́echelle de l’autocorrélation spin-spin dans le régime de
vieillissement pour le ATIM apr̀es une trempe depuis unétat initial d́esordonńe jusqu’̀a
la temṕerature critique est tracée en fonction de la variable d’échellet/s (en haut) et
(t/ ln t)/(s/ ln s) (en bas) pour diff́erents temps d’attentes. On ne constate aucune
superposition sur la figure du haut. En revanche, comme pour le FSIM, on constate sur
la figure du bas que les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur prèsà partir de
s = 160.
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FIG. 5.20 – L’exposant effectif(λc/zc)eff de l’autocorŕelation spin-spin dans le
régime de vieillissement pour le FSIM est obtenu par régression alǵebrique des
courbes 5.18. Les résultats sont tracés en fonction de l’inversexmin (en haut) et
xmin−ln (en bas) qui correspondentà la borne inf́erieure de l’intervalle de régression
sans et avec corrections logarithmiques. La valeur asymptotique se lit par extrapo-
lation sur l’axe des ordonnées. On retient les valeursλc/zc = 0.91(2) (en haut) et
λc/zc = 1.02(2) (en bas).
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FIG. 5.21 – L’exposant effectif(λc/zc)eff de l’autocorŕelation spin-spin dans le
régime de vieillissement pour le ATIM est obtenu par régression alǵebrique des
courbes 5.19. Les résultats sont tracés en fonction de l’inversexmin (en haut) et
xmin−ln (en bas) qui correspondentà la borne inf́erieure de l’intervalle de régression
sans et avec corrections logarithmiques. La valeur asymptotique se lit par extrapo-
lation sur l’axe des ordonnées. On retient des valeurs identiquesà celle du FSIM
λc/zc = 0.91(2) (en haut) etλc/zc = 1.02(2) (en bas).
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FIG. 5.22 – Le RFD dans le régime de vieillissement lors d’une trempe depuis la phase
haute temṕerature jusqu’̀a la temṕerature critique est tracé pour le FSIM en fonction
de l’inverse des variables d’échellet/s (en haut) et(t/ ln t)/(s/ ln s) (en bas) pour
diff érents temps d’attentes. Les corrections logarithmiques permettent d’obtenir une
superposition des courbes. L’extrapolation de ces courbes sur l’axe des ordonnées m̀ene
à la valeur asymptotiqueX∞ = 0.33(1).
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FIG. 5.23 – Le RFD dans le régime de vieillissement lors d’une trempe depuis la phase
haute temṕerature jusqu’̀a la temṕerature critique est tracé pour le ATIM en fonction
de l’inverse des variables d’échellet/s (en haut) et(t/ ln t)/(s/ ln s) (en bas) pour
diff érents temps d’attentes. Les corrections logarithmiques permettent d’obtenir une
superposition des courbes. L’extrapolation de ces courbes sur l’axe des ordonnées m̀ene
à la valeur asymptotiqueX∞ = 0.33(1), identique au ŕesultat obtenu pour le FSIM.
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FIG. 5.24 – Le RFDX(t, s) est traće en fonction de l’autocorrélationC(t, s). L’ab-
sence de superposition siginifie que le RFD n’est pas une fonction deC(t, s) pour les
param̀etres qu’on consid̀ere, comme cela fut suggéŕe dans le contexte du vieillissement
des mod̀eles de champ moyen de verres de spins [Cugl94].
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FIG. 5.25 – Ces ŕesultats ont́et́e obtenus pour une trempe du ATIM depuis la phase
haute temṕerature jusqu’̀a la temṕerature critique. Nous avons tracé la ŕeponse int́egŕee
ZFC (en haut) et TRM (en bas) en fonction de l’autocorrélation pour un tempst fixé
et un temps d’attentes qui varie (voir la discussion dans la sous-section 4.2.3). Dans
les deux cas, la pente asymptotique dans le régime de vieillissement en pointillés est
bien compatible avec l’estimation directeX∞ = 0.33(1). Nous avonśegalement traće
en ligne pleine le th́eor̀eme fluctuation-dissipation dans le régime de quasi-équilibre
d’apr̀es les expressions (5.33) pour le protocole ZFC et (5.34) pour le protocole TRM.
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Chapitre 6

Le vieillissementdu modèle XY
complètement frustré 2d

Le but de ce chapitre est d’étudier le vieillissement du modèle XY bidimensionnel
compl̀etement frustŕe. Dans une première section, nous présentons les caractéristiques
du mod̀ele à l’équilibre : unétat fondamental de syḿetrie particulìere dont la des-
cription ńecessite la d́efinition d’une variable additionnelle, la chiralité, qui est d́efinie
comme le signe de la circulation des spins autour d’une plaquette [Vill77b]. L’état fon-
damental poss̀ede une syḿetrie continue associéeà la rotation globale des spins comme
pour le mod̀ele XY et une syḿetrie discr̀ete associéeà l’inversion du signe de toutes
les chiralit́es. Il est d́esormaiśetabli que le système donne lieùa deux transitions pour
chacune des syḿetriesà des temṕeratures proches mais distinctes [Hase05]. Ce fait
est soutenu par la présence de d́efauts topologiques de charges demi-entières sur les
parois de domaines de la chiralité [Kors02]. La transition associée aux angles est sans
ambigüıté de type Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless (BKT)i.e.gouverńee par l’apparie-
ment de d́efauts topologiques de charges opposées. En revanche, la transition de la chi-
ralité a donńe lieuà des d́ebats dans la littérature. Des articles traitant de cette symétrie
à l’équilibre apportent des arguments convaincants en faveur de l’appartenance de la
transition chiralèa la classe d’universalité d’Ising [Hase05]. Dans une deuxième sec-
tion, nous pŕesentons nos résultats concernant le vieillissement du modèle. L’objectif
consiste tout d’abord̀a caract́eriser la dynamique lors de la brisure de deux symétries
qui sont bien connues sépaŕement : une transition de type BKT et une transition du se-
cond ordre dans la classe d’universalité du mod̀ele d’Ising bidimensionnel. Puis nous
souhaiterions caractériser l’effet des d́efauts topologiques sur la dynamique de cha-
cunes des variables. Dans un premier temps, on s’intéresse au vieillissement des angles.
Après une trempe du système depuis l’́etat fondamental jusque dans la phase basse
temṕerature, le système donne lieùa du vieillissement. Les fonctionsà deux temps sont
décrites de façon semblable au modèle XY dans l’approximation des ondes de spin. Ce
fait assure que l’exposant dynamique prend la valeurz = 2 dans toute la phase basse
temṕerature. De plus, nous obtenons l’exposantη en bon accord avec les prédictions
théoriques. Pour une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature
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de Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless, la forme d’échelle de l’autocorrélation est l̀a aussi
identiqueà celle du mod̀ele XY avec notamment des corrections logarithmiques de la
variable d’́echelle qui manifestent la présence de d́efauts topologiques. Les estimations
des quantit́es universelles qui caractérisent le vieillissement se révèlent diff́erentes du
mod̀ele XY. Dans un deuxième temps, on s’intéresse au vieillissement de la chiralité
pour une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature critique.
Nous mettons eńevidence la pŕesence de corrections logarithmiques dans les variables
d’échelle qui montrent l’influence des défauts topologiques dans la dynamique. Les
grandeurs universelles sont incompatibles avec la classe d’universalité d’Ising.

6.1 Comportement critiqueà l’ équilibre

6.1.1 L’état fondamental : deux syḿetries

Le mod̀ele XY compl̀etement frustŕe2d (FFXY) a pour hamiltonien [Vill77a] :

HFFXY = −
∑

〈ij〉
Jij ~Si · ~Sj = −

∑

〈ij〉
Jij cos(θi − θj) , (6.1)

où ~Si est un spiǹa deux composantes de norme unité et d́efini dans le plan par un angle
θi. Les constantes de couplageJij sont choisies de la m̂eme manìere que le FFIM afin
d’assurer la frustration complète du ŕeseau carré. On a repŕesent́e sur la figure 6.1 deux
plaquettes du FFXY dans l’état fondamental [Vill77b, Diep04]. Lorsqu’on varie l’in-
tensit́e du couplage d’échange ńegatif par un pŕefacteurω, il existe une valeur critique
ωc = 1/3 en-dessous de laquelle l’état fondamental est ferromagnétique et au-dessus
de laquelle l’́etat fondamental est constitué de spins qui tournent autour de la plaquette,
ce qui conduit̀a une d́eǵeńerescence supplémentaire due au sens de rotation [Berg86].
Le sens de la rotation autour d’une plaquettep est d́efini à partir de la chiralit́eKp :

Kp = sign

(
∑

C

Jij sin(θi − θj)

)

= sign

(
∑

C

Jij(~Si ∧ ~Sj) · ~uz
)

, (6.2)

où la somme orientée s’́etend au contourC de la plaquettep et~uz est le vecteur unitaire
perpendiculaire au plan des spins. L’état fondamental du FFXY est obtenu en juxtapo-
sant des plaquettes fondamentales. Sur la figure 6.2, on présente un exemple d’état
fondamental pour une réalisation de frustration de type zigzag et domino. L’état fon-
damental est caractériśe par un arrangement de la chiralité similaire au mod̀ele d’Ising
antiferromagńetique. L’́etat fondamental est invariant par rotation globale des spins par
le même angle (syḿetrieU(1)) et par inversion du signe de la chiralité de chaque pla-
quette (syḿetrieZ2).
L’hamiltonien (6.1) peut s’́ecrire comme :

HFFXY = −J
∑

〈ij〉
cos(θi − θj +Aij) , (6.3)

où Aij = π ou 0 pour les couplages antiferro ou ferromagnétiques respectivement.
On d́efinit alors la quantit́e Up =

∑

C Aij [2π]. On aUp = π pour le FFXY soit
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FIG. 6.1 – Deux plaquettes du FFXY dans l’état fondamental [Vill77b]. Les lignes
continues et pointilĺees repŕesentent des liaisons ferro et antiferromagnétiques. Les
flèches circulaires représentent le sens de rotation des spins lorsqu’on parcourt une
plaquette dans le sens trigonométrique. Les signes plus et moins correspondent aux
signes des chiralités, qu’on d́efinit positivement lorsque les spins tournent dans le sens
trigonoḿetrique.
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FIG. 6.2 – La juxtaposition de plaquettes fondamentales décrites sur la figure 6.1 per-
met d’obtenir des exemples d’états fondamentaux du FFXY sur un réseau frustŕe de
type zigzag (̀a gauche) et domino (à droite).

Up = f2π où f = 1/2. Il existe de la frustration d̀es lors queUp 6= 0. Il est
possible de ǵeńeraliser le mod̀ele XY frustŕe pour diff́erentes valeurs def [Alba08,
Choi85a, Kors95, Fran95, Hatt95, Lee95a, Stra97, Choi85b, Park00]. Il existe aussi
d’autre façons de ǵeńeraliser le FFXY [Minn07]. Notons que le FFXY possède le
même hamiltonien qu’un réseau bidimensionnel de jonctions Josephson sous champ
transverse (voir [Mart00] pour une revue).
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6.1.2 Deux transitions

Le comportement critique du FFXY a donné lieu à des controverses dans la litté-
rature portant sur l’existence d’une transition double ou unique pour les angles et la
chiralité et sur l’appartenance de la chiralité à la classe d’universalité du mod̀ele d’Ising
(voir [Hase05] pour une revue avant 2005).

Leskinksde Korshunov

On appeleTFFBKT la temṕerature de Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless (BKT) des
angles etTCh la temṕerature critique de la chiralité. Outre des preuves numériques
notamment eńetudiant le module d’h́elicité et la susceptibilit́e, il existe des confir-
mations analytiques. En considérant les excitations de l’état fondamental du FFXY,
Korshunov [Kors02] a apporté des arguments convaincants en faveur de transitionsà
des temṕeratures distinctes pour les angles et la chiralité telles queTFFBKT < TCh. À
partir de l’́etat fondamental 6.2, il est possible de définir des excitations représent́ees
par des parois entre plaquettes de même chiralit́e. Ces parois ont unéenergie par unit́e
de longueur qui est finie. Puisqu’elles sont créées par activation thermique, elles ap-
paraissent sous forme de bouclesà faible temṕerature. Des exemples de telles parois
sont pŕesent́es sur la figure 6.3. Pour un type d’état fondamental fix́e à gauche de la
paroi, l’état fondamental de droite varie d’une phase globaleπ si la paroi se d́ecale
d’un pas de ŕeseau [Hals85, Kors86b, Kors86a, Kors02]. Ces parois présentent des
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FIG. 6.3 – Les parois de domaines verticales en pointillés śeparent les plaquettes qui
poss̀edent la m̂eme chiralit́e. Pour un type d’état fondamental fix́e à gauche des parois,
le type d’́etat fondamental̀a droite varie d’une phase globaleπ si la paroi est d́ecaĺee
d’un nombre impair de pas de réseau [Hals85, Kors86b, Kors86a].

coudes (de l’anglaiskinks). Les exemples d’un coude de hauteur unité et de hauteur
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double sont représent́es sur la figure 6.4. Ces coudes possèdent une charge topologique
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FIG. 6.4 – Exemple d’excitations du FFXY. Les lignes en pointillés repŕesentent le
réseau. La chiralité est repŕesent́ee par les signes plus et moins. Les parois de do-
maines en traits pleins séparent les plaquettes de même chiralit́e. Les parois peuvent
contenir des coudes (de l’anglaiskinks) de hauteur unitéà gauche et de hauteur doubleà
droite auxquels sont associés de charges topologiques±1/2. Pour des coudes simples,
l’ énergie diverge tandis que pour des coudes doubles, les charges qui sont de signes
oppośes s’́ecrantent, par analogie avec le modèle XY.

±1/2 qui contient l’ensemble du déphasage. Par analogie avec les charges topolo-
giques du mod̀ele XY, l’énergie d’un coude de hauteur impaire diverge avec la taille
du syst̀eme, tandis que l’énergie d’un coude de hauteur paire reste finie car les charges
sontécrant́ees. La situation peutêtre repŕesent́ee par un gaz unidimensionnel de coudes
de charges1/2. Les arguments du groupe de renormalisation mènent̀a une temṕerature
de transitionTFFBKT < TCh [Kors02]. L’écart est cependant très faible comme on peut
le constater en lisant les estimations numériques de ces températures dans la table 6.1.

Les classes d’universalit́e des deux transitions

La transition associée aux angles est sans ambiguı̈té de type Berezinskiı̆-Kosterlitz-
Thouless. Cependant, bien que le mécanisme d’appariement des défauts topologiques
est identique au modèle XY, la classe d’universalité n’est pas ńecessairement la m̂eme.
Nous avons d́ejà abord́e cette distinction avec le FFIM qui donne lieuégalement̀a une
transition de type BKT mais avecη = 1/2 au lieu deη = 1/4 pour le mod̀ele XY. En
utilisant un formalisme de th́eorie des champs, on peutécrire le hamiltonien du FFXY
(6.1) sous la forme de deux modèles XY coupĺes par un couplage pertinent sous une
renormalisation de Migdal-Kadanoff. Dans la limite d’un couplage fort, le FFXY se
réduit au mod̀ele Ising-XY [Choi85a]. Cependant,à temṕerature suffisamment basse,
on peut consid́erer que les deux modèles XY sont d́ecoupĺes. La fonction de parti-
tion correspondant au hamiltonien (6.1) peut se réécrire apr̀es une transformation de
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Hubbard-Stratanovitch [Hubb59]à l’aide d’une actionS définie par :

S =
∑

~k

(
kB

2
√

2J
(T − T 0

FFXY ) +
kBT

8
√

2J
|~k|2
)(

|ψ1(~k)|2 + |ψ2(~k)|2
)

+ O(ψ4) ,

(6.4)
où ψ1(~k) et ψ2(~k) sont des champs complexes qui sont découpĺes à l’ordre ψ2 et
T 0
FFXY =

√
2J/kB estla temṕeraturèa laquelle s’annule le terme de massekB

2
√

2J
(T−

T0) et permet de retrouver un hamiltonien de type onde de spin. Un calcul identique
pour le mod̀ele XY mèneà une action :

SXY =
∑

~k

(
kB
4J

(T − T 0
XY ) +

kBT

16J
|~k|2
)

|ψ(~k)|2 + O(ψ4) , (6.5)

où T 0
XY = 2J/kB annule le terme de masse. Ainsi, les résultats du mod̀ele XY dans

l’approximation des ondes de spins sont valables pour le FFXYà condition de rem-
placerJ par J/

√
2. Puisque le mod̀ele XY vérifie ηXY (T ) = kBT/(2πJ) (voir la

section 4.3), on obtient pour le FFXY un exposant :

η(T ) =
kBT√
2πJ

. (6.6)

L’ équivalence entre le FFXY et le modèle Ising-XY peut aussi se réaliser en appliquant
le FFXY sur un mod̀ele19-vertex[Knop94]. Il estégalement possible de réaliser une
transformation du FFXY en un gaz de Coulomb de particules chargées par une transfor-
mation de Villain [Vill77b, Frad78, Olss95]. Le modèle devient un gaz de particules de
charges demi-entières±1/2 interagissant par un potentiel de Coulomb logarithmique.
La classe d’universalité de la chiralit́e est controverśee. La plupart des auteurs trouvent
des exposants différents du mod̀ele d’Ising (voir la table 6.1). Olsson [Olss95] a suggéŕe
que la proximit́e de la transition de Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless entraı̂ne la pŕesence
de deux longueurs caractéristiques : la tailleL du syst̀eme et la longueur de corrélation
ξBKT assocíee à la transition de Berezinskiı̆-Kosterlitz-Thouless. Le comportement
d’effet de taille finie avec les exposants du modèle d’Ising2d est valable lorsqueξch ≫
ξBKT de telle sorte qu’une seule longueur caractéristique existe dans le système. Dix
ans plus tard et avec des capacités informatiques supérieures, Hasenbuschet al[Hase05]
montrent un changement de comportement critique entre la valeurν ≈ 0.8 report́ee
dans la litt́erature et la valeurν = 1 du mod̀ele d’Ising. Le comportement de type Ising
est obtenu pour des réseaux de tailleL ≈ 1000. Ils expliquent aussi ce comportement
par le fait que la longueur de corrélation des spins est très grandèa la transition et per-
turbe la chiralit́e. Ce changement de comportement entre la valeurν ≈ 0.8 et ν = 1
est observ́ee d’autres mod̀eles relíes au FFXY : le mod̀ele Ising-XY et une version du
mod̀eleφ4 sur ŕeseau.
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Références Méthode TFFBKT TCh z η ν β
[Thij90] MCTM 0.464 0.20(1)
[Lee91] MC 0.455(2) 0.455(2) 0.31(3) 0.85(3)
[Gran93] MCTM 0.454(3) 0.38(3) 0.80(4)
[Rami94] MC 0.446 0.4206 0.875 0.096
[Lee94] MC 0.440(2) 0.454(2) 0.813(5) 0.089(8)
[Olss95] MC 0.4460(1) 0.452(1) 1
[Boub98] MC 0.4552(2) 0.4552(2) ≈ 0.2 0.852(2)
[Luo98] MCHE 0.4545(2) 2.17(4) 0.261(5) 0.81(2) 0.112(6)
[Chen01] MCHE 0.4548(2) 2.20(4) 0.276(7) 0.80(2) 0.110(6)
[Luo02] MCHE 0.4544(2) 2.24(3) 0.265(4) 0.813(13) 0.108(3)
[Ozek03] MCHE 0.449(1) 0.4535(5) 2.61(6) 0.272(15) 0.82(2) 0.111(8)
[Hase05] MC 0.4461(1) 0.45324(1) 0.25 1
[Nie06a] TDGL 0.4590(3) 2.24(5) 0.240(5) 0.84(3) 0.101(5)
[Nie06b] MCHE 0.4541(2) 2.08(4) 0.251(3) 0.80(2) 0.100(4)

TAB . 6.1 – Différentes estimations de la température critiqueTch et des exposants
assocíes à la chiralit́e pour le FFXY par ḿethode Monte Carlòa l’équilibre (MCE),
par relaxation horśequilibre (MCHE) et par relaxation du modèle de Ginzburg-Landau
(TDGL de l’anglaisTime-Dependant Ginzburg-Landau dynamics). Nous avons aussi
indiqué l’estimation de la temṕerature critiqueTFFBKT assocíee aux spins.

6.2 Vieillissement du FFXY lors d’une trempe

6.2.1 Vieillissement des angles

Vieillissement depuis l’́etat fondamental jusqueT ≤ TFFBKT

On effectue ici une trempe depuis l’état fondamental jusque dans la ligne critique.
Nous avons vu plus haut que le hamiltonien du FFXY peut s’écrire dans l’approxima-
tion des ondes de spin comme un modèle XY de couplage effectifJ/

√
2. Lors d’un

tel protocole, la dynamique du modèle XY est gouverńee par les ondes de spin et les
fonctionsà deux temps se calculent exactement [Bert01, Bray00, Cug94] comme nous
l’avons vu dans la section 4.3. On s’attendà la m̂eme forme d’́echelle pour l’auto-
corŕelation du FFXY donńee par l’expression (4.67) dont on rappelle la forme :

C(t, s) ∼ (t− s)−η/2
(
t+ s√
ts

)η/2

, (6.7)

avec un exposantη(T ) donńe par (6.6). Pour les simulations, nous avons prépaŕe le
syst̀eme, qui poss̀ede une configuration de frustration de type domino, dans l’état fon-
damental illustŕe sur la figure 6.2. Puis nous avons mesuré l’autocorŕelation spin-spin
suivant la d́efinition :

C(t, s) =
1

N

N∑

i=1

〈~Si(t) · ~Si(s)〉 , (6.8)
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pour une trempe aux températuresT = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8TFFBKT etTFFBKT , en utilisant la
valeurβFFBKT = 2.2415(5) qui est l’estimation la plus précise de la litt́erature [Hase05].
Nous avons utiliśe une dynamique locale de type Glauber. Le réseau est de dimensions
256×256 avec des conditions de bords périodiques. Les temps d’attente sonts = 200,
400, 600, 800, 1200, 1600, 2400, 3200, 4800, 5600 and6400 et le temps de mesure
final esttf = 60000. Chaque temṕerature est moyennée sur12000 configurations ini-
tiales. Afin d’optimiser le temps de calcul, nous avons effectué les mesures̀a toutes les
itérations Monte Carlo entret = 0 ett = 1000 puis une it́eration sur5 entret = 1000 et
t = 10000 et finalement une itération sur10 entret = 10000 et tf = 60000. Le temps
nécessairèa une it́eration Monte Carlo est approximativement de42ms soit0.64µs par
spin sur des processeursXeon quad-corede fŕequence2GHz. La duŕee de simulation
totale par temṕerature est de8400h, ou encore350 jours. Nous avons utiliśe une dizaine
de processeurs pour chaque température, ce qui a ramené le calcul̀a un mois. Nous ob-
tenons les courbes présent́ees sur la figure 6.5 pour les différentes temṕeratures. Dans
la colonne de gauche, les données sont traćees en fonction det − s. Après un ŕegime
de quasi-́equilibre òu les courbes se superposent pour des temps d’attente différents,
on entre dans un régime de vieillissement où elles se śeparent. Notons aussi que l’au-
tocorŕelation d́ecrôıt d’autant plus rapidement que la température finale est́elev́ee.À
partir du ŕegime de quasi-équilibre, il est possible de déterminer l’exposantη comme
nous l’expliquons plus bas (nos estimations sont données dans la table 6.2. Cela nous
permet de tracer les fonctions d’échelle (6.7) pŕesent́ees dans la colonne de droite.
Pour les plus grands temps d’attente, les courbes sont indistinguables aux barres d’er-
reur pr̀es, ce qui montre que le régime de vieillissement de l’autocorrélation est bien
décrit par le calcul dans l’approximation des ondes de spin. Cela implique notamment
un exposant dynamiquez = 2, en accord avec l’étude de dynamique aux temps courts
de Luoet al [Luo98] et l’étude de la relaxation horséquilibre de Zhenget al [Zhen03],
toutes deux en partant d’uńetat initial ordonńe. On constate une superposition des
courbes jusqu’̀a TFFBKT pour les param̀etres que nous avons utilisés, ce qui implique
que la forme d’́echelle (6.7) est valide dans toute la ligne critique.
À partir de la forme (6.7), il est possible d’obtenir l’exposantη(T ) à partir de la contri-
bution de quasi-́equilibre(t−s)−η/2. Pour cela, on considère la fonction de corrélation
dans le plan forḿe par les axest ets et on fixe l’argument de la contribution au vieillis-
sementi.e.on se place sur les courbes :

t+ s√
ts

= κ = Cste. (6.9)

Le long de ces courbes, l’exposantη(T )/2 est obtenu par une interpolation linéaire de
lnC(t, s) en fonction deln(t − s). Les ŕesultats sont tracés en fonction de1/κ sur la
figure 6.6. Le ŕegime de quasi-équilibre a lieu pour des valeurs des et t comparables,
donc pour les petites valeurs deκ, à droite de la figure 6.6. Afin de tester la possi-
bilit é d’un ŕegime transitoire entre petites et grandes valeurs des, nous avons ŕealiśe
l’interpolation avec diff́erents intervalles de temps d’attente : toutes les valeurs des
(cercles),s ≥ 400 (carŕe), s ≥ 600 (diamants) ets ≥ 5600 (étoiles). On constate
que toutes les courbes se superposent, même si les fluctuations augmentent lorsque
le nombre de temps d’attente est réduit. L’estimation deη(T ) à TFFBKT se ŕevèle tr̀es
bruitée et nous n’avons pas tracé la ŕegression. Nous obtenonsη(TFFBKT ) = 0.27(2).
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Des estimations plus précises pour la gamme de températures autour deTFFBKT ont ét́e
obtenues dans la littérature, notamment par relaxation horséquilibre [Zhen03]. Nos
résultats pour l’exposantη sont ŕesuḿes dans la table 6.2 et tracés en fonction deT
sur la figure 6.7. Ces estimations sont en bon accord avec de préćedenteśetudes et

T η/2 (MC) η/2 (SW)
0.2TFFBKT 0.0106(6) 0.0100
0.4TFFBKT 0.0225(9) 0.0201
0.6TFFBKT 0.0358(8) 0.0301
0.8TFFBKT 0.0536(20) 0.0402
TFFBKT 0.135(10) 0.0502

TAB . 6.2 – Nous pŕesentons nos estimations Monte Carlo (MC) de l’exposantη(T )/2
obtenues par interpolation de l’autocorrélation dans le ŕegime de quasi-équilibre. Pour
comparaison, nous présentons aussi les valeurs prédites dans l’approximation des
ondes de spin (SW) d’après l’expression (6.6).

avec la pŕediction dans l’approximation des ondes de spins pour des températures suf-
fisamment basses.À notre connaissance, la seule estimation numérique deη(T ) dans la
litt érature dans le régime de l’approximation des ondes de spin [Lee95b] est effectuée
à partir de la superposition des fonctions de corrélation spatiales lors d’une trempe
depuis la phase haute température. Ces auteurs ne considèrent pas de corrections lo-
garithmiques des variables temporelles. Il obtiennent un exposant effectifz 6= 2 qui
dépend de la temṕerature, ce qui n’est visiblement pas le cas ici, puisque la validité
de la fonction d’́echelle obtenue dans l’approximation des ondes de spin certifie que
z = 2 pour0 < T ≤ TFFBKT .
Il est également possible d’extraire l’exposantη(T ) en utilisant la partie de vieillis-
sement de la fonction d’autocorrélation. Pour cela, on réalise une interpolation de
log((t − s)η/2C(t, s)) en fonction delog((t + s)/

√
ts) afin d’obtenir l’exposant as-

socíe aux courbes traćees dans la colonne de droite de la figure 6.5. Puisque le régime
de vieillissement est obtenu pour des tempst ets distants, on est contraint d’utiliser des
valeurs faibles et donc bruitées de l’autocorrélation. Afin d’observer les corrections au
comportement asymptotique, on fait varier la borne inférieuretmin ∈ [s + 1; 60.000]
sur lequel l’interpolation est réaliśee. Les ŕesultats sont tracés sur la figure 6.8 en fonc-
tion de1/tmin. Les valeurs̀a droite de la figure sont obtenues en réalisant une interpo-
lation sur tous les points disponiblest ∈ [s + 1; 60.000] (tmin = 1) tandis que les va-
leursà gauche sont obtenues avec les trois derniers pointst ∈ [59.998; 60.000] (tmin =
59.998). La convergence vers le régime asymptotique s’effectue doncà gauche de la fi-
gure. Les diff́erents symboles correspondent aux différentes valeurs de temps d’attente.
Les ŕesultats sont de qualité inférieure par rapport̀a ceux obtenus̀a partir du ŕegime de
quasi-́equilibre. On se contente de noter la compatibilité des deux estimations.
Dans l’approximation des ondes de spin, le RFD présente une divergence pourt0/s0 =
2 +

√
5 comme pour le mod̀ele XY [Bert01, Abri04b], en accord avec l’expression
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(4.69) :

X(t, s) =
kBTR(t, s)

∂sC(t, s)
∼ s(t+ s)

t2 − 4ts− s2
. (6.10)

Afin de tester ce comportement pour les spins du FFXY, nous avons calculé le RFD
à l’aide de la fonction d’autoréponse qui ńecessite l’introduction d’un terme Zeeman
dans le hamiltonien sous la forme :

−
∑

i

~hi~Si , (6.11)

où le champ~hi = (h1
i , h

2
i ) et les spins~Si = (S1

i , S
2
i ) poss̀edent deux composantes. La

réponse est la somme des contributions de chaque composante :

R(t, s) =
1

N

N∑

i=0

2∑

µ=1

δ〈Sµi (t)〉
δhµi (s)

∣
∣
∣
∣
hµ→0

. (6.12)

Nous évaluons la fonction de réponse par la ḿethode sans champ présent́ee dans la
sous-section 4.2.2. L’état initial fondamental et les températures de trempe finales sont
les m̂emes que pour les simulations de l’autocorrélation. Nous ne présentons pas ici
les ŕesultats pourTFFBKT qui sont trop bruit́es. Les param̀etres ont́et́e ajust́es afin de
moyenner sur un nombre suffisant d’histoires thermiques. Nous avons choisi un réseau
de taille192 × 192, un temps finaltf = 4000 et les temps d’attentes = 60, 80, 100,
120, 140 et 160. Ces param̀etres nous ont permis de moyenner sur25000 configura-
tions initiales pour une trempèa 0.2 et 0.4TFFBKT et 45000 pour0.6 et 0.8TFFBKT . Plus
la temṕerature finale est́elev́ee et plus les fluctuations sont importantes, et donc plus le
nombre d’histoires requis pour avoir des données correctes est important. Nous avons
effectúe les mesures̀a tous les temps entret = s et t = 100, un temps sur deux entre
t = 100 et t = 1000 et un temps sur vingt entret = 1000 et tf = 4000. La duŕee
totale des calculs cumulée pour toutes les températures est approximativement de153
jours en partant sur une base de0.64µs par spin, sur un processeurXeon quad-corede
fréquence2GHz. Pour illustration, le RFD pour une trempe depuis l’état fondamental
jusqùa0.2TFFBKT est traće sur la figure 6.9 en fonction det/s. On constate que pour des
temps d’attente finis, des correctionsà la forme d’́echelle (4.69) entraı̂nent un d́ecalage
de l’endroit de la divergence par rapportà la valeur pŕedite dans l’approximation des
ondes de spin. Sur la figure 6.10, l’endroit de la divergencet0/s0 est traćee en fonc-
tion des pour chaque temṕerature de trempe. On observe une dépendance lińeaire en
fonction de1/s dont la limite est consistante avec la prédiction de l’approximation des
ondes de spin (4.69) lorsques tend vers l’infini.

Trempe depuis unétat initial d ésordonńe jusqu’à TFFBKT

Nous avons ŕealiśe une trempe du FFXY depuis uńetat d́esordonńe jusqu’̀a la
temṕeratureTFFBKT = 0.4461(2) (βFFBKT = 2.2416(10)) [Hase05]. Dans un premier
temps, nous calculons le rapport fluctuation-dissipation du FFXY. Parallèlement, pour
comparaison, nous avons aussi calculé le rapport fluctuation-dissipation du modèle
XY trempé à la temṕerature de Berezinskiı̆-Kosterlitz-ThoulessTXYBKT = 0.8929(1)
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(βXYBKT = 1.1199(1)) [Hase97, Hase05a]. L’intér̂et de ce calcul est double. Première-
ment, on s’attend̀a une modification de la variable d’échelle dans les expressions obte-
nues dans l’approximation des ondes de spins. Cette modification est dueà la pŕesence
de d́efauts topologiques libres dans la phase haute température [Yurk93, Rute95b,
Bray94, Bray00] comme nous l’avons discuté dans la section 4.3. Deuxièmement, le
RFD mène asymptotiquementà un rapport d’amplitude universel qui permet de compa-
rer les classes d’universalité des deux mod̀eles. Le RFD est calculé suivant le protocole
décrit dans la sous-section préćedente. Lors des simulations du FFXY, nous avons uti-
lisé un ŕeseau de dimensions192, un temps finaltf = 4000, une moyenne sur500000
histoires thermiques et des temps d’attentes = 60, 80, 100, 120, 140, 160 et 180. Ce
calcul a ńecessit́e environ546 jours sur des proceseursXeon quad-corede fŕequence
2GHz. Pour le mod̀ele XY, nous avons choisi des paramètres plus modestes : le réseau
est de dimension128 × 128, le temps final est aussitf = 4000 et les temps d’attente
sonts = 10, 20, 40, 80, 100 et 200, et une moyenne sur100000 histoires thermiques
s’est ŕevélée suffisante. Les résultats sont présent́es sur la figure 6.11. On estime les
valeurs asymptotiquesX∞ = 0.385(15) pour le FFXY etX∞ = 0.215(15) pour
le mod̀ele XY. Ces valeurs sont nettement incompatibles. Cependant, pour les deux
mod̀eles, l’utilisation de corrections logarithmiques de la variable d’échelle permet une
superposition des courbes ce qui met enévidence le r̂ole des vortex dans la relaxation.
On note que la valeur obtenue pour le modèle XYX∞ = 0.215(15) est en contradic-
tion avec une estimation préćedente dans la littératureX∞ ≈ 0.5 [Abri04b] qui fut
obtenue en calculant la pente de la réponse int́egŕee TRMρTRM (t, s) en fonction de
l’autocorŕelationC(t, s) par la ḿethode errońeeà s fixé ett qui varie (voir la discus-
sion dans la sous-section 4.2.3 pour le modèle d’Ising). Nous rappelons comment il est
possible d’obtenirX∞ à partir de ce type de courbes :

lim
t,s→∞

ρZFC(t, s) = X∞(1 − C(t, s)) , (6.13)

tandis que dans le régime de quasi-équilibre :

ρZFC(t, s) = 1 − C(t, s) . (6.14)

Afin de confirmer notre estimation directe pour le modèle XY, nous avons tracé sur la
figure 6.12ρZFC(t, s) en fonction deC(t, s) pour une valeurt fixée ets qui varie.
Nous obtenons une valeur en accord avec l’estimation directeX∞ = 0.215(15).
Suivant le m̂eme protocole, nous calculons l’autocorrélation afin de tester la forme
d’échelle (voir la section 4.3 pour l’apparition des corrections logarithmiques de la
variable d’́echelleà partir de l’expression (6.8)) :

C(t, s) ∼
t,s→∞

(t− s)−η/2
(
t ln s

s ln t

)−φ
. (6.15)

Nous calculons l’autocorrélation suivant la d́efinition (6.8). Les param̀etres de simula-
tions sont modifíes. Le ŕeseau est de dimensions256 × 256, le temps final esttf =
120000 et la moyenne est réaliśee sur5000 histoires thermiques. Les temps d’attente
sonts = 500, 1000, 2000, 4000, 8000 et 12000. Ces calculs ńecessitent environ390
jours de calcul sur un processeurXeon quad-corede fŕequence2GHz. Les ŕesultats
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sont traćes sur la figure 6.13.̀A gauche, l’autocorŕelation est traćee en fonction det−s
et nous permet de constater l’apparition d’une brisure de l’invariance par translation
temporelle apr̀es un ŕegime de quasi-équilibre.À droite, nous avons tracé la fonction
d’échelle. Pour des valeurs suffisamment grandes de la variables d’échelle, il existe un
régime de vieillissement puisqu’on observe une superposition des courbes. La fonc-
tion d’échelle d́ecrôıt algébriquement avec un exposantφ = 0.74(3), ce qui m̀eneà
un exposantλ/z = φ + η/2 = 0.87(3) (voir la discussion de la sous-section 4.2.1
pour les conventions d’exposants). Cette valeur est lég̀erement suṕerieureà celle ob-
tenue dans le régime de temps courtλ/z = d/z − θ = 0.808(3) [Luo98] à partir
de l’exposantθ définit dans la sous-section 4.2.1. Le modèle XY pŕesente une valeur
inférieure :λ/z = 0.625(4) dans [Luo98] (òu les corrections logarithmiques n’ont pas
ét́e envisaǵees),λ/z = 0.738(4) dans [Zhen03] etλ/z = 0.738(5) dans [Lei07].

6.2.2 Vieillissement de la chiralit́e

Nous avons finalement réaliśe une trempe du système depuis uńetat d́esordonńe
jusqu’̀a la temṕerature critique de la chiralitéTCh. Nous avons commencé par calculer
le rapport fluctuation-dissipation de la chiralité :

X(t, s) =
kBTR(t, s)

∂sC(t, s)
. (6.16)

La fonction d’autoŕeponseR(t, s) de la chiralit́e est obtenue en couplant chaque pla-
quettep à un terme Zeeman :

−
∑

p

hpKp , (6.17)

ce qui permet la d́efinition d’une fonction de ŕeponse :

R(t, s) =
1

N

N∑

p=0

δ〈Kp(t)〉
δhp(s)

∣
∣
∣
∣
h→0

. (6.18)

Cettequantit́e peut alorŝetre d́etermińee par la ḿethode sans champ présent́ee dans la
sous-section 4.2.2. L’autocorrélation est d́efinie par :

C(t, s) =
1

N

N∑

p=0

〈Kp(t)Kp(s)〉 , (6.19)

dont la d́erivée par rapport au tempss combińeeà l’autoŕeponse permet le calcul du
RFD (6.16). Lors d’un tel protocole, on s’attendà une d́ecroissance du RFD vers
une valeur universelleX∞ (voir la sous-section 4.2.3). Là encore, l’int́er̂et de ce cal-
cul est double : examiner s’il existe des correctionsà la variable d’́echelle líees aux
défauts topologiques et estimer la valeur asymptotique afin de la comparerà celle du
mod̀ele d’Ising. La litt́erature offre une large gamme d’estimation pourTCh comme
on peut le voir dans la table 6.1. Nous avons effectué les m̂emes simulations̀a deux
temṕeratures diff́erentes :T (1)

Ch = 0.45324(1) [Hase05] qui est la valeur la plus précise
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de la litt́erature etT (2)
Ch = 0.4545(2) qui fait partie des estimations les plus précises ob-

tenues par simulations Monte Carlo horséquilibrei.e. une ḿethode semblablèa celle
que nous utilisons. On a choisi un réseau de dimensions192 × 192, un temps final
tf = 2000 et la moyenne est effectuée sur106 histoires thermiques. Le temps de cal-
cul par chiralit́e est du m̂eme ordre que pour les spins ce qui mèneà un calcul de546
jours sur un processeur. Les temps d’attente sonts = 10, 20, 30, 40, 50, 60, et 80.
Les ŕesultats sont tracés sur la figure 6.14 pourT (1)

Ch et sur la figure 6.15 pourT (2)
Ch en

fonction de(s/ ln s)/(t/ ln t) (en haut) ets/t (en bas) de sorte que la valeur asymp-
totiqueX∞ est extrapoĺee sur l’axe des ordonnées. La superposition des courbes est
améliorée avec les corrections logarithmiques de la variable d’échelle, ce qui donne
uneévidence de l’influence des défauts topologiques sur la dynamique de la chiralité.
Nos estimations des valeursX∞ aux temṕeraturesT (1)

Ch et T (2)
Ch sont respectivement

X
(1)
∞ = 0.410(10) etX(2)

∞ = 0.405(5) avec des corrections logarithmiques. Puisque
ces valeurs sont compatibles, cela signifie qu’une variation faible de température autour
du point critique a peu d’influence sur l’estimation du RFD. Notons que l’absence de
corrections logarithmiques m̀eneà des valeurs asymptotiques compatibles. Dans tous
les cas, l’estimation du RFD est clairement incompatible avec la valeur obtenue pour
le mod̀ele d’Ising ferromagńetiqueX∞ = 0.330(5) [Chat04].
Nous souhaitons d́esormais caractériser le comportement de l’autocorrélation. On s’at-
tendà la forme :

C(t, s) ∼
t,s→∞

s−ac C̃
(
ξ(t)

ξ(s)

)

, (6.20)

où C̃ estune fonction d’́echelle. Puisque des logarithmes sont attendus dans la crois-
sance de la longueur caractéristique, on peut réécrire (6.20) :

C(t, s) ∼
t,s→∞

s−acC
(
t ln s

s ln t

)

, (6.21)

où C(x) est une fonction d’́echelle qui se comporte asymptotiquement selon :

C(x) ∼
x→∞

x−λc/zc . (6.22)

Ainsi, la fonction de corŕelation permet de comparer les quantités universellesac et
λc/zc avec les valeurs connues du modèle d’Ising. Nous avons aussi mesuré l’auto-
corŕelation de la chiralit́e suivant la d́efinition (6.19) en suivant le m̂eme protocole que
lors des simulations du RFD, mais les paramètres sont diff́erents. Nous avons choisi
un ŕeseau de dimensions256 × 256, un temps finaltf = 120000 et la moyenne est
réaliśee sur5000 histoires thermiques. Les temps d’attente sonts = 500, 1000, 2000,
4000, 8000 et 12000. Ces calculs ont ńecessit́e environ390 jours de calcul sur un
processeurXeon quad-corede fŕequence2GHz. Les ŕesultats sont présent́es sur la fi-
gure 6.16 pour la températureT (1)

Ch et sur la figure 6.17 pour la températureT (2)
Ch .

En haut, pour les deux températures, les données sont traćees en fonction det − s.
Après un ŕegime de quasi-équilibre, les courbes se séparent et le système pŕesente une
brisure d’invariance par translation temporelle. En bas, dans la figure principale, les
mêmes donńees sont traćees selon une fonction d’échelle (6.21). Pour les résultats de
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la trempeà la temṕeratureT (1)
Ch sur la figure 6.16, la superposition des courbes est

obtenue pour un exposantac = 0.0(1), qui est tr̀es éloigńe de la valeur du mod̀ele
d’Ising ac ≈ 0.115 ainsi que des valeurs obtenues par simulations Monte Carlo hors
équilibre (voir table 6.1). Dans l’insert du graphe de droite, nous avons tracé l’exposant
λc/zc obtenu par interpolation de la fonction d’échelle de l’autocorrélation sur l’inter-
valle [xmin; (tmax/ ln tmax)/(s/ ln s)] en faisant varier la borne inférieure de l’inter-
valle xmin. Les donńees sont traćees en fonction de1/xmin de sorte que la valeur
asymptotique se lit̀a gauche. On estime la valeurλc/zc ≈ 0.84 qui n’exclut cepen-
dant pas la valeur du modèle d’Isingλc/zc ≈ 0.73 traćee en pointilĺes car les donńees
évoluent avec le temps d’attente et ne nous permettent pas, pour les paramètres utiliśes
de fournir des barres d’erreur. La forme d’échelle (6.21) est incohérente et semble ma-
nifester un comportement de système tremṕe dans la phase basse température. Nous
avons deux explications : soit lecross-oververs la forme d’́echelle (6.21) s’effectue
à des temps bien plus grands que ceux qui sont accessibles actuellement, soit l’esti-
mation deT (1)

Ch obtenue par extrapolation des effets de taille finie est erronée. Pour les

résultats de la trempèa la temṕeratureT (2)
Ch en bas de la figure 6.17, la superposition des

courbes est obtenue pour un exposantac = 0.10(2), qui est compatible avec la valeur
du mod̀ele d’Isingac ≈ 0.115 et en bon accord avec les valeurs obtenues par simula-
tions Monte Carlo horśequilibre (voir table 6.1). Cette estimation permet d’obtenir une
forme d’́echelle (6.21) coh́erente. Dans l’insert du graphe de droite, nous avons tracé
l’exposantλc/zc obtenu par interpolation de la fonction d’échelle de l’autocorrélation
sur l’intervalle [xmin; (tmax/ ln tmax)/(s/ ln s)] en faisant varier la borne inférieure
de l’intervallexmin. Les donńees sont traćees en fonction de1/xmin de sorte que la
valeur asymptotique se lit̀a gauche. On estime la valeurλ/z ≈ 0.98(5). La valeur
du mod̀ele d’Isingλc/zc ≈ 0.73 traćee en pointilĺes est exclue car les données sont
stables avec le temps d’attente. Notons que l’absence de logarithmes n’affecte pas de
façon significative la valeur de l’exposant. Ces résultats montrent que la mesure de
l’autocorŕelation est plus sensible que le RFDà la valeur de la temṕerature de trempe.
Il est possible de mettre plus nettement enévidence les corrections logarithmiques
de la chiralit́e en effectuant une trempe dans la phase basse température depuis un
état d́esordonńe. Nous avons calculé la corŕelation spatiale chiralité-chiralit́e à temps
égauxC(r, t) afin de mettre eńevidence la croissance de la longueur caractéristique.
On s’attend̀a la forme :

C(r, t) ∼ Cspsc (r/ξ(t)) , (6.23)

où l’on doit distinguer entre les formes de croissanceξ(t) ∼ t1/2 etξ(t) ∼ (t/ ln t)1/2

puisque pour un tel protocole, l’exposant dynamique estz = 2 dans toutes la phase
basse temṕerature. Les simulations sont effectuées pour une température finaleTCh/2,
un ŕeseau de dimensions400 × 400. Les mesures sont réaliśees aux tempst = 80,
160, 320, 640, 1280, 2560, 5120, 10240 et 20480. La corŕelation est moyenńee sur
1000 histoires thermiques. Le nombre de configurations est relativement faible de sorte
que les barres d’erreur sont importantes. Les résultats pŕesent́es sur la figure 6.18 ont
juste une valeur suggestive. En comparant la superposition des courbes pour les va-
riables d’́echeller/t1/2 (à gauche) etr/(t/ ln t)1/2 (à droite), on s’aperçoit que les
corrections logarithmiques améliorent clairement la superposition des courbes lorsque
la valeurz = 2 est utiliśee, ce qui permet de mettre enévidence le r̂ole des d́efauts to-
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pologiques dans la phase basse température. Des simulations plus précises et̀a d’autres
temṕeratures sont requises pourêtre plus affirmatifs. Notons qu’il áet́e mesuŕe par si-
mulation Monte Carlo un exposant dynamique qui dépend de la temṕerature [Lee95b].
On a notammentz(TCh/2) ≈ 2.5. Les donńees de cet articles pourraientêtre ŕeana-
lysées avec des corrections logarithmiques dans la variable d’échelle.

Le mod̀ele XY compl̀etement frustŕe 2d présente uńetat fondamental original in-
variant sous le groupe de symétrieU(1) pour les spins et sous le groupe de symétrie
Z2 pour la chiralit́e. La littérature est source de débats depuis deux décennies autour
de deux questions. La première concerne l’existence ou non de deux températures dis-
tinctes pour chaque brisure de symétrie. Les arguments phénoḿenologiques de Kor-
shunov sugg̀erent la pŕesence de charges topologiques demi-entières sur les parois de
domaines de la chiralité. La pŕesence de ces charges entraı̂ne deux temṕeratures dis-
tinctes, òu la brisure de syḿetrie de la chiralit́e intervientà plus haute temṕerature
queTFFBKT pour les spins. Cependant, la différence est très faible et la d́etermination
numérique pŕecise de ces températures par simulations Monte Carlo demeure un défi
technique. La deuxième question concerne l’appartenance ou non de la transition de
la chiralit́e à la classe d’universalité du mod̀ele d’Ising. Un article ŕecent de Hasen-
buschal utilise à la fois des arguments du groupe de renormalisation et des simulations
Monte Carlo extensives̀a l’équilibre et affirment que la classe d’universalité de la chi-
ralité est bien celle du modèle d’Ising. Nous avonśetudíe le vieillissement du mod̀ele
XY complètement frustŕe 2d par simulations Monte Carlo locales de type Glauber.
Les caract́eristiques du vieillissement pour le modèle XY et le mod̀ele d’Ising sont
bien connues comme nous l’avons vu dans le chapitre 4. Il est intéressant de voir quel
est l’effet de la syḿetrie inhabituelle sur ces dynamiques connues, effets qui se mani-
festent notamment par la présence de d́efauts topologiques sur les murs de domaines
de la chiralit́e. Dans un premier temps, nous avons réaliśe une trempe du système dans
la ligne critique en partant d’uńetat fondamental. La mesure de la corrélation spin-
spin et du rapport fluctuation-dissipation permet de mettre enévidence un ŕegime de
vieillissement. Ces fonctions sont décrites par les formes analytiques obtenues par dy-
namique de Langevin dans l’approximation des ondes de spin, comme pour le modèle
XY. Ce résultat est pŕevisible puisqu’il est possible de réécrireà tr̀es basse température
le hamiltonien du FFXY comme un modèle XY avec un terme de couplage effec-
tif J/

√
2. Par ailleurs, nos mesures de l’autocorrélationpermettent une estimation de

l’exposantη(T ). Puisque la dynamique est décrite par unéequation de Langevin, nos
résultats assurent que l’exposant dynamique estz = 2 dans toute la ligne critique,
en accord avec deśetudes Monte Carlo antérieures. Puis, toujours pour les variables
angulaires, nous effectuons une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la
temṕerature de Berezinskiı̆, Kosterlitz et ThoulessTFFBKT [Bere71, Kost73, Kost74] du
FFXY. Pour ce protocole, on s’attendà des corrections logarithmiques de la variable
d’échelle dues̀a la pŕesence de vortex libres dans l’état initial. Ces corrections sont
mises eńevidence pour la corrélation spin-spin et le RFD. De plus, nous mettons en
évidence un ŕegime de vieillissement pour ces fonctions et nous estimons les grandeurs
universelles telles que l’exposant de décroissance de l’autocorrélationφ = 0.74(3) et
la valeur asymptotique du RFDX∞ = 0.385(15). Nous comparons ces valeurs avec
celles du mod̀ele XY. Elles se ŕevèlent incompatibles. Finalement, nous réalisons une
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trempe de la chiralit́e depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature critique
TCh. Puisque les estimations deTCh dans la litt́erature sont́eloigńees, nous faisons
les m̂emes simulations̀a deux temṕeratures diff́erentes. L’une correspond̀a l’estima-
tion la plus pŕecise de la litt́erature qui est obtenuèa l’équilibre. L’autre correspond
à l’une des estimations les plus précises obtenue par relaxation horséquilibre. Les
corrections logarithmiques se manisfestent pour le RFD dont la valeur asymptotique
est par ailleurs peu sensible aux variations de températures. L’autocorrélation est plus
sensible au choix de températures et une forme d’échelle coh́erente est obtenue avec
la temṕerature d́etermińee par relaxation horśequilibre. Ces fonctions présentent un
régime d’́echelle òu il est possible d’estimer les grandeurs universelles telles que l’ex-
posant de d́ecroissance de l’autocorrélationλc/zc = 0.98(5) et la valeur asymptotique
du rapport fluctuation-dissipationX∞ = 0.405(5) qui sont incompatibles avec les va-
leurs correspondantes pour le modèle d’Ising2d. Bien que nos valeurs semblent stables
en fonction du temps d’attente, nous n’excluons pas uncross-overpour des valeurs
plus grandes de temps d’attente qui sont inaccessibles avec les capacités informatiques
à notre disposition. Notons finalement que les corrections logarithmiques dans la crois-
sance de la longueur caractéristique sont mises eńevidence avec la corrélation chira-
lit é-chiralit́e spatialèa un temps lors d’une trempe depuis la phase haute température
jusque dans la phase basse température.
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FIG. 6.5 – Nous avons tracé les donńees obtenues pour l’autocorrélation spin-spin
C(t, s) du FFXY en partant d’uńetat initial fondamental et en trempant le système
aux temṕeraturesT = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8TFFBKT et TFFBKT (de haut en bas). La colonne
de gauche représente la fonction de corrélation en fonction det− s pour les diff́erentes
temṕeratures. La colonne de droite représente les fonctions d’échelle d’apr̀es la relation
(6.7), òu on a utiliśe les valeurs deη(T ) détermińees dans le régime de quasi-équilibre.
Pour les plus grands temps d’attente, la superposition est bonne.
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FIG. 6.6 – Estimation de l’exposantη/2 à partir de la ŕegression alǵebrique de la contri-
bution du ŕegime de quasi-équilibre de l’expression (6.7). Les résultats sont tracés en
fonction deκ−1 =

√
ts/(t + s) (voir le texte pour les d́etails).Ce ŕegime est attendu

pourt ∼ s, donc pour les petites valeurs deκ, à droite de la figure. L’interpolation est
réaliśee avec diff́erentes valeurs de temps d’attente : toutes les valeurs des (cercles),
s ≥ 400 (carŕe), s ≥ 600 (diamants) ets ≥ 5600 (étoiles). Pour une température
donńee, toutes les courbes sont compatibles et on ne constate aucun régime transitoire.
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FIG. 6.7 – Nos estimations deη(T ) obtenues̀a partir de l’autocorŕelation spin-spin par
interpolation de l’expression (6.7) sont comparées avec les estimations de la littérature
et avec la solution dans l’approximation des ondes de spin valableà basse temṕerature.
Le bon accord dans les différents ŕegimes justifie la forme d’échelle (6.7)
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FIG. 6.8 – D́etermination de l’exposantη(T )/2 à partir de la contribution de vieillis-
sement des fonctions d’échelle traćees dans la colonne de droite de la figure 6.5. Nous
avons effectúe une ŕegression alǵebrique en faisant varier la borne inférieuretmin de
l’intervalle de ŕegression (voir le texte pour les détails). Les ŕesultats de l’analyse sont
très bruit́es et on se contente ici de vérifier la compatibilit́e de cette ḿethode avec les
estimations ŕealiśeesà partir de la contribution de quasi-équilibre traćees en lignes
pointillées.
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FIG. 6.9 – Le RFD pour une trempe depuis l’état fondamental jusqu’à 0.2TFFBKT est
traće en fonction de la variable d’échellet/s. On observe une discontinuité quiévolue
avec le temps d’attente.
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FIG. 6.10 – La valeur du rapportt0/s0 pour lequel on observe une discontinuité du
RFD est traćee en fonction de l’inverse du temps d’attente. Pours → ∞, on observe
une convergence lińeaire vers la valeur th́eorique2 +

√
5 ≈ 4.24 prévuedans l’ap-

proximation des ondes de spin (6.10).
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FIG. 6.11 – Le rapport fluctuation-dissipation des variables angulaires pour une trempe
depuis la phase haute température jusqu’̀a TFFBKT pour le FFXY (en haut) et jusqu’à
TXYBKT pour le mod̀ele XY (en bas) est tracé en fonction de l’inverse de la variable
d’échelle(t/ ln t)/(s/ ln s) de sorte que la valeur asymptotique se lit par extrapola-
tion sur l’axe des ordonńees. Les valeurs asymptotiques sont clairement incompatibles
puisqu’on estime respectivementX∞ = 0.385(15) pour le FFXY etX∞ = 0.215(15)
le mod̀ele XY. Pour les deux modèles, des corrections logarithmiques permettent d’ob-
tenir une superposition des courbes.
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FIG. 6.12 – Nous avons tracé la ŕeponse int́egŕee ZFCρZFC(t, s) en fonction de l’au-
tocorŕelationC(t, s) pour un tempst qui est fix́e et un tempss qui varie lors d’une
trempe du mod̀ele XY depuis la phase haute température jusqu’̀a TXYBKT . Dans le
régime de quasi-équilibre (̀a droite de la figure, pour les grandes valeurs deC(t, s)), les
donńees sont d́ecrites par le th́eor̀eme fluctuation-dissipation (TFD) selon l’expression
(6.14). Puis, dans le régime de vieillissement, nous obtenons une pente asymptotique
X∞ ≈ 0.215 qui est en accord avec l’estimation directeX∞ = 0.215(15) présent́ee
sur la figure 6.11.
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FIG. 6.13 – En haut, l’autocorrélation spin-spin du FFXY pour une trempe depuis un
état d́esordonńe jusqu’̀a la temṕeratureTFFBKT est traćee en fonction det − s, ce qui
permet de constater un régime de quasi-équilibre, puis l’apparition de la brisure d’in-
variance par translation temporelle. En bas, on a tracé la fonction d’echelle (6.15) de
l’autocorŕelation. Il existe un ŕegime d’́echelle pour lequel les courbes se superposent
pour des valeurs suffisamment grandes de la variable d’échelle. La d́ecroissance est
algébrique avec un exposantφ = 0.74(3).
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FIG. 6.14 – Le RFD de la chiralité pour une trempe depuis unétat d́esordonńe jus-
qu’à T (1)

Ch est traće en fonction de l’inverse des variables d’échelle de sorte que la
valeur asymptotique se lit par extrapolation sur l’axe des ordonnées. L’ajout de cor-
rections logarithmiques dans la variable d’échelle sous la formes ln t

t ln s (en haut) per-
met d’aḿeliorer la superposition par rapportà la variable st (en bas). On estime
X∞ = 0.410(10) avec les corrections logarithmiques. Une valeur compatible est ob-
tenue sans logarithmes. Nos estimations sont incompatibles avec la valeur du modèle
d’IsingX∞ = 0.330(5) [Chat04].
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FIG. 6.15 – Le RFD de la chiralité pour une trempe depuis unétat d́esordonńe jusqu’̀a
T

(2)
Ch est traće en fonction de l’inverse des variables d’échelle de sorte que la valeur

asymptotique se lit par extrapolation sur l’axe des ordonnées. L’ajout de corrections lo-
garithmiques dans la variable d’échelle sous la formes ln t

t ln s (enhaut) permet d’aḿeliorer
la superposition par rapportà la variablest (en bas). On estimeX∞ = 0.405(5) en
consid́erant les corrections logarithmiques. Une valeur compatible est obtenue sans
logarithmes. Cette estimation est compatible avec la valeur estiméeà la temṕerature
T

(1)
Ch : le RFD est peu sensiblèa la temṕerature autour du point critique.
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FIG. 6.16 – En haut, l’autocorrélation de la chiralit́e pour une trempe depuis la
phase haute température jusqu’̀a la temṕerature T (1)

Ch est traćee en fonction de
t − s. Après un ŕegime de quasi-équilibre, une brisure de l’invariance par transla-
tion temporelle intervient. En bas, les mêmes donńees sont traćees en fonction de
(t/ ln t)/(s/ ln s). On constate un régime d’́echelle òu les courbes se superposent et
décroissent alǵebriquement avec un exposantλc/zc ≈ 0.84 dont l’évolution en fonc-
tion de l’inverse de la borne inférieure d’interpolationxmin est pŕesent́ee dans l’insert.
Le pŕefacteursac (attendu d’apr̀es la forme (6.21)) est icíegalà uni.e. ac ≈ 0 ce qui
est tr̀eséloigńe de la valeur du mod̀ele d’Isingac ≈ 0.115.
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FIG. 6.17 – En haut, l’autocorrélation de la chiralit́e pour une trempe depuis la phase
haute temṕerature jusqu’̀a T (2)

Ch est traćee en fonction det − s. Après un ŕegime de
quasi-́equilibre, une brisure de l’invariance par translation temporelle intervient. En
bas, les m̂emes donńees sont traćees en fonction de(t/ ln t)/(s/ ln s). On constate un
régime d’́echelle òu les courbes se superposent et décroissent alǵebriquement avec un
exposantλ/z ≈ 0.98(5) dont l’évolution en fonction de l’inverse de la borne inférieure
d’interpolationxmin est pŕesent́ee dans l’insert. La meilleure superposition est obtenue
pour un exposantac ≈ 0.10(2), en accord avec les estimations obtenues par relaxation
horséquilibre.
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FIG. 6.18 – La corŕelation spatiale chiralité-chiralit́e à tempśegauxC(r, t) apr̀es une
trempe depuis uńetat d́esordonńe jusqu’̀a la temṕeratureTCh/2 est traćee en fonction
des variables d’écheller/t1/2 (en haut) etr/(t/ ln t)1/2 (en bas). La superposition des
courbes du bas suggère un exposantz = 2 dans la phase basse température avec des
corrections logarithmiques. Ces courbes ont simplement une valeur suggestive puisque
les barres d’erreur sont trop importantes pour exclure l’un des scénarios. Par soucis de
clart́e, nous avons uniquement tracé les barres d’erreur pour le temps d’attente le plus
grand donc le plus bruité, ce qui permet d’avoir une idée sur leur amplitude.



Conclusion

Cettethèse s’est attachéeà d́ecrire dans une première partie les corrections au com-
portement d’́echelle pour le mod̀ele d’Isingà l’équilibre au-dessus de la dimension cri-
tique suṕerieure. Dans un premier temps, nous avonsétudíe le comportement thermique
de la susceptibilit́e dans le cadre du comportement d’échelleétendu. Le comportement
dominant est identique au champ moyen. Nous avons tenu compte des corrections do-
minantes qui sont non analytiques jusqu’à six dimensions et analytiques au-delà.

L’interpolation des donńees nuḿeriques obtenues par l’algorithme de ver nous
permet d’obtenir les param̀etres du d́eveloppement qui d́ecrit la susceptibilit́e dans
toute la phase haute température, ce qui met eńevidence l’efficacit́e du comportement
d’échelleétendu au-delà de la dimension critique supérieure par rapport aux ḿethodes
habituelles pour lesquelles le développement n’est plus valide lorsqu’on s’éloigne du
régime critique. De plus, nous avons donné desévidences nuḿeriques de logarithmes
dans les corrections dominantes en dimension six. Dans un second temps, nous avons
présent́e des ŕesultats pŕeliminaires des effets de taille finie du modèle d’Ising au-dessus
de la dimension critique supérieure. Il est bieńetabli th́eoriquement que la longueur de
corŕelation pŕesente une croissance anormale en fonction de la taille du système au-
del̀a de la dimension critique supérieure selonξ ∼ Ld/4 i.e. la longueur de corrélation
crôıt plus vite que la taille du système. Cette propriét́e a ét́e vérifiée extensivement
par simulation Monte Carlo avec les conditions de bords périodiques. Certains auteurs
avancent des arguments fondés sur des calculs analytiques contre un tel comportement
pour des conditions de bords libres. Nous avons réaliśe des simulations du modèle
d’Ising à cinq dimensions avec des conditions de bords libres en utilisant l’algorithme
de Wolff combińe à la repond́eration de l’histogramme afin de mesurer la suscepti-
bilit é. Lorsque tous les sites du réseau sontpris en compte, les effets de surface sont
trop importants pouŕetablir la croissance anormale. Cependant, une croissance nor-
malei.e.ξ ∼ L est exclue. Nous avons considéŕe des ŕeseaux de cœur qui ne possèdent
que des sites de volume. Il est alors possible de déterminer clairement le comporte-
mentχ ∼ ξ2 ∼ L2.5 en bon accord avec le comportement anormalξ ∼ Ld/4. Ces
résultats ńecessitent plus d’investigation notamment pour comprendre le comporte-
ment du d́ecalage en température qui se comporte de façon normale. Actuellement,
nousétudions les effets de taille finie de la fonction de corrélation qui n’ont pas encore
ét́e consid́eŕes dans la litt́erature.

Dans une deuxième partie, nous avonsétudíe l’influence des d́efauts topologiques
dans les systèmes de spins complètement frustŕes bidimensionnels. Dans un premier
temps, nous nous sommes intéresśes au vieillissement du modèle d’Ising compl̀etement
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frustŕe qui donne lieùa l’équilibreà une transition de type Berezinskiı̆, Kosterlitz et
Thouless. Cette transition est gouvernée par l’appariement de défauts topologiques de
charges opposées dans la phase basse température. Pour le modèle XY, ces d́efauts
topologiques manifestent leur présence lors d’une trempe depuis la phase haute tempé-
rature jusque dans la phase basse température par un ralentissement de la dynamique
par des corrections logarithmiques. Cependant, la littérature pŕesentait une controverse
car ces corrections logarithmiques n’ont pas puêtre clairement mises eńevidence
numériquement. Tout d’abord, nous avonsétudíe la dynamiquèa l’équilibre avec l’au-
tocorŕelation spin-spin. Dans la phase haute température, de manièreà satisfaire la re-
lation qui relie longueur de corrélation et temps de relaxation sous la formeξ ∼ τ1/zc ,
il faut tenir compte de corrections logarithmiques dans la fonction d’échelle de l’au-
tocorŕelation dues̀a la pŕesence de d́efauts topologiques libres. Ces résultats nous per-
mettent une ŕeinterpŕetation de l’anomalie dynamique remarquée dans la litt́erature.
À la temṕerature critique nulle, les défauts topologiques sontécrant́es et ne mani-
festent aucune influence. De plus, l’absence de fluctuations thermiques permet une
détermination pŕecise de l’exposant dynamique qui est compatible sans ambiguı̈té avec
la valeurz = 2 d’une dynamique de type BKT. Dans un second temps, nous avons
réaliśe une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature critique.
Lors d’un tel protocole, le système pŕesente du vieillissement. L’étude des variables
d’échelle des fonctions de corrélation et du rapport fluctuation-dissipation permettent
de mettre eńevidence la croissance de la longueur caractéristique sous la formeξ(t) ∼
(t/ln t)

1/2, ce qui montre clairement l’effet des défauts topologiques lors de la re-
laxation depuis uńetat d́esordonńe jusqu’̀a la temṕerature critique. De plus, nous es-
timons les grandeurs universelles qui caractérisent le vieillissement : l’exposant de
décroissance de la fonction d’autocorrélation en bon accord avec la valeurλc = 2
et la valeur asymptotique du rapport fluctuation-dissipationX∞ = 0.33(1). Puis nous
avonsétudíe le vieillissement du mod̀ele XY compl̀etement frustŕe bidimensionnel. Ce
mod̀ele poss̀ede uńetat fondamental original dont la description nécessite la d́efinition
d’une variable additionnelle appelée chiralit́e d́efinie comme le signe de la circulation
des spins autour d’une plaquette. L’état fondamental possède une syḿetrie continue
li ée aux spins et une symétrie d’inversion líee aux chiralit́es. Il existe une transition
assocíeeà la brisure de chacune des symétriesà des temṕeratures distinctes. Ce fait est
baśe sur la pŕesence de d́efauts topologiques de charges demi-entières sur les parois
de domaines de la chiralité. La transitions associée aux spins est sanséquivoque de
type Berezinskiı̆, Kosterlitz et Thouless. Après de longs d́ebats dans la littérature, les
auteurs les plus convaincants affirment que la chiralité partage la m̂eme classe d’uni-
versalit́e que le mod̀ele d’Ising bidimensionnel. Nous avons tout d’abord réaliśe une
trempe du système depuis l’́etat fondamental jusque dans la ligne critique. Puisqu’à
temṕeratures suffisamment basses, le hamiltonien du FFXY se réduit à un hamilto-
nien XY avec une constante de couplage effectiveJ/

√
2, on s’attendà un compor-

tement identique pour les deux modèles. Nos ŕesultats nuḿeriques pour corrélation
spin-spin et le rapport fluctuation-dissipation montrent en effet que ces fonctions sont
très bien d́ecrites par les expressions obtenues pour le modèle XY dans l’approxi-
mation des ondes de spin, ce qui permet une estimation de l’exposantη(T ) dans la
phase basse température. Puis nous réalisons une trempe du système depuis la phase
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haute temṕerature jusqu’̀a la temṕerature de Berezinskiı̆, Kosterlitz et Thouless. L’au-
tocorŕelation spin-spin et le rapport fluctuation-dissipation donnent lieuà un ŕegime
d’échelle de vieillissement et des corrections logarithmiques interviennent, comme
pour le mod̀ele XY, à cause de la présence de vortex libres dans l’état initial. Nous
estimons les grandeurs universelles associées au vieillissement du modèle : l’exposant
de d́ecroissance de l’autocorrélationφ = 0.74(3) ainsi que la valeur asymptotique du
RFDX∞ = 0.385(15) qui se ŕevèlent incompatibles avec le modèle XY. Finalement,
nous avons ŕealiśe une trempe du système jusqu’̀a la temṕerature de transition de la chi-
ralité. Les arguments de Korshunovà propos de la présence de charges topologiques
demi-entìeres sur les murs de domaines permettent de supposer que la dynamique est
ralentie de la m̂eme manìere que le mod̀ele XY. Nous constatons en effet des correc-
tions logarithmiques pour les variables d’échelle plus particulièrement visibles pour le
rapport fluctuation-dissipation et pour la corrélation spatialèa tempségaux tremṕee
dans la phase basse température. Nous estimons les grandeurs universelles telles que
l’exposant de d́ecroissance de l’autocorrélationλc/zc = 0.98(5) et la valeur asympto-
tique du rapport fluctuation-dissipationX∞ = 0.405(5). Ces estimations sont incom-
patibles avec le mod̀ele d’Ising. Bien que nos valeurs semblent stables en fonction du
temps d’attente, nous n’excluons pas uncross-overpour des valeurs plus grandes de
temps d’attente qui sont inaccessibles avec les capacités informatiques̀a notre dispo-
sition. Nous souhaitons mettreà contribution notre exṕerience acquise par l’étude de
l’influence des d́efauts topologiques sur la dynamique pour caractériser les transitions
de phase dans les cristaux liquides nématiques. De manièreà conserver la syḿetrie des
molècules axiales des cristaux liquides, on définit des mod̀eles qui consistent en des
spinsà syḿetrie continue sans sens. Le modèle de Lebwohl-Lasher bidimensionnel
présente un int́er̂et particulier au sujet de l’existence ou non d’une transition topolo-
gique. Ce d́ebat pourrait̂etreéclaiŕe par l’́etude du vieillissement.
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Résuḿe
Cettethèse est unéetude nuḿerique par simulation Monte Carlo des corrections

d’échelle au comportement dominantà l’équilibre et hors de l’́equilibre. La premìere
partie a pour sujet le comportementà l’équilibre du mod̀ele d’Ising en dimensions
suṕerieures̀a quatre. Dans un premier temps, nousétudions le comportement thermique
dans le cadre du comportement d’échelléetendu qui permet d’étendre le d́eveloppement
critiqueà toutes temṕeratures suṕerieures̀a la temṕerature critique. Une interpolation
des donńees nuḿeriques obtenues en dimensions cinq, six, sept et huit permettent d’ob-
tenir un d́eveloppement incluant le comportement dominant identique au champ moyen
et les corrections dominantes. Ce développement permet de décrire la susceptibilit́e de-
puis le ŕegime critique jusqu’̀a haute temṕerature. Les simulations ontét́e ŕealiśees avec
l’algorithme de ver. Dans un second temps, nousétudions les effets de taille finie. Il est
bienétabli que la longueur de corrélation pŕesente une croissance anormale en fonction
de la taille du syst̀eme au-del̀a de la dimension critique supérieure. Cette propriét́e aét́e
vérifiée nuḿeriquement de façon extensive avec des conditions de bords périodiques.
Nos ŕesultats obtenus pour le modèle d’Isingà cinq dimensions en conditions de bords
libres sont compatibles avec une telle croissance anormale. Les simulations ontét́e
effectúees avec l’algorithme de Wolff combiné à la repond́eration de l’histogramme.

La seconde partie a pour sujet le vieillissement dans les systèmes de spins bidimen-
sionnels compl̀etement frustŕes par dynamique de Glauber. Dans un premier temps,
nousétudions le vieillissement du modèle d’Ising compl̀etement frustŕe bidimension-
nel lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature cri-
tique. Ce mod̀ele donne lieùa l’équilibreà une transition de type Berezinskiı̆, Koster-
litz et Thouless gouverńee par l’appariement des défauts topologiques. Nous montrons
que le vieillissement est caractériśe par la pŕesence de ces défauts topologiques qui se
manifeste par des corrections logarithmiques lors de la croissance de la longueur ca-
ract́eristique. De plus, nous estimons les grandeurs universelles associées au vieillisse-
ment du mod̀ele. Dans un second temps, nousétudions le vieillissement du modèle XY
compl̀etement frustŕe bidimensionnel. L’́etat fondamental présente une syḿetrie par-
ticulièreU(1) ⊗ Z2 qui nécessite la d́efinition d’une variable appelée chiralit́e. Nous
étudions l’effet de cet́etat fondamental sur le vieillissement de chacune des variables.
Lors d’une trempe depuis l’état fondamental jusque dans la ligne critique, le vieillis-
sement des spins est bien décrit par l’approximation de ondes de spins du modèle XY.
Lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’̀a la temṕerature de Bere-
zinskĭı, Kosterlitz et Thouless des spins d’une part et jusqu’à la temṕerature de brisure
de syḿetrie de la chiralit́e d’autre part, les variables d’échelle sont modifíees par des
corrections logarithmiques. Nous estimons les grandeurs universelles caractérisant le
vieillissement des deux variables. La chiralité pŕesente des valeurs incompatibles avec
la classe d’universalité du mod̀ele d’Ising2d.

MOTS CLÉS : Physique statistique, phénom̀enes critiques, transition de phase, expo-
sant critique, simulations Monte Carlo, modèle d’Ising, dimension critique supérieure,
champ moyen, effets de taille finie, vieillissement, relaxation, frustration, modèle XY,
chiralité, d́efauts topologiques.
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