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Introduction

La Physique Statistique est la discipline dont d&derest de comprendre le com-
portement des sy&ines qui pesentent un nombre de dégrde libe si grand qu'ils
échappend une description&terministe. Ladche est difficile et donc plus irtessante
lorsque ces de@s de liber@ sont fortement coelés comme c’est le cas lors d’'une
transition de phase. On peut citer les exemples de la transition liquide-vapeur de I'eau
ou la transition ferromaggtique d’un aimant. Une approche possible dans la descrip-
tion de tels sysmes est de congider des moeles @&finis par des variables sur les
nceuds d'uné&seau. En &pit de leur simplification presque caricaturale, ces &l
présentent des car&eistiques qui sont partégs par les sydines exprimentaux. On
parle alors d’universait. Au-deh des nethodes analytiques exactes ou appeeshles
capaciés informatiques actuelles permettent d’envisagerainde nurérique de ces
mockles. La technique que nous utiliserons durant cetsetlest la simulation Monte
Carlo en eférence au@ebre casinoole hasard esigalement d'usage.

Cette these contient deux parties. La pré&mé partie s'attacha I'étude de sysimes

a I'équilibre. Dans le premier chapitre, nous introduisons 'aspect de la physique sta-
tistique qui nous irdressex savoir les panonenes critiques doré@mergeront des pro-
prietes universelles. On observe en particulier des comporteme&dsrajges de cer-
taines grandeurs thermodynamiques dont les exposéfitissent les classes d'uni-
versalie. Nous peésentons le made d’Ising qui est le mogle paradigmatique dans
I'étude des pdnonenes critiqgues du fait de sa simpliiet de sa capaéita repro-

duire le comportement critique de nombreux systs exprimentaux. En dimensions
sugerieuresa la dimension critique s@pieure, qui vaut quatre dans ce cas, on peut
utiliser I'approximation du champ moyen pour obtenir les exposants critiques. Dans le
deuxime chapitre, nous @sentons unétude des correctionsé&thelle au comporte-
ment thermique de la susceptikilien dimensions cing, six, sept et huit dans le cadre
du comportement @chelleétendu (de I'anglaiextended scaling) qui permetadéendre

les ceveloppements critiques pour toutes téngiures sugrieuresa la temg@rature cri-

tique. Destvidences de cette efficagibnt ceja éte fournies pour le mage d’Ising en
dimension un, deux et trois. Nous nouséirgssons la susceptibilé en dimensions
sugerieuresa quatre pour lesquelles les exposants critiqueséperdent plus de la
dimension. On s’attend un comportement dominant de type champ moyen mais avec
des corrections dominantes non analytiques en dimensions cing et six qui s'accom-
pagnent de logarithmes en dimension six. Auadéé la dimension six, les correc-
tions dominantes sont analytiqgues. On peut avoir une intuition de ces corrections en
développant perturbativement le propagateur du @wed*. Il est possible d’obtenir
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avec pécision la valeur des pararnes du dveloppement critique avec les corrections
dominantes dans le cadre du comporteme@tigélleétendu en interpolant les does
numeriques obtenues par simulations Monte Carlo avec I'algorithme de ver (worm al-
gorithmen anglais) program@en temps continu. Les expressions que nous obtenons
sont en accord avec les dares nurariques depuis laégion critique jusqud la region
haute temprature confirmant ainsi I'efficaéitdu comportement dthelleétendu dans

le regime de champ moyen. Dans le tréisie chapitre, nous @sentons dessultats
préliminaires sur tude des effets de taille finie du mie d’Isinga cing dimensions.

Il est établi treoriguement que la longueur de dation du modle d’'Ising pésente
une croissance anormale en fonction de la taille duesyst Alors qu’habituellement
cette croissance est proportionnélla taille du systme, elle crt ici algébriquement
commeé ~ L%* ol d est la dimension. La longueur de dalation crdt donc plus
rapidement que la taille du sgshe. Cette caragtistique a&te \erifiee extensivement
pour les conditions de bord€podiques. En revanche, il existe dans l&liture des
arguments analytiques’encontre d’un tel senario pour les conditions de bords libres.
Ce type de conditions de bords n’a jamats étudé auparavant pour des conditions
de bords libres du fait des correctiong&dhelle considrablement plus importantes que
pour les conditions de bord€podiques. Nous avons effeétules simulations Monte
Carlo du moeéle d’lsinga cing dimensions avec des conditions de bords libres en
utilisant I'algorithme de Wolff combia a la repondération de I'histogramme. Nous
donnons deévidences nugriques claires que la susceptil@lides spins de volume se
comporte comme ~ £2 ~ L%/2, menanti une croissance anormale de la longueur
de corglation en fonction de la taille du sgshe.

La deuxeme partie de la #se s'attacha I'étude des pdnorrenes critiques hors de

I' équilibre et plus particuirement au ptnonene de vieillissement. Dans le premier
chapitre, nous &finissons ce qui distingue légime de vieillissement parmi les gh
nomenes horsquilibre. Nous nous appuyons sur les exemples paradigmatiques du
mockle d’lsing et du moéle XY bidimensionnels. Ce dernier exemplé&gente un
intérét pour les moédles que nougtudierons par la suite car, comme le raedXY,
leurs transitions I'équilibre est gouvege par I'appariement deéthuts topologiques

qui ralentissent la dynamique lors d’une trempe depuis la phase hautértaup.
Dans le deuwd@me chapitre, noustudions le vieillissement du meék d’lsing comp-
tement fruste bidimensionnel par simulation Monte Carlo locale de type Glauber. La
frustration comp@te est un proime de difficulé internediaire entre les mades sans
frustration dont le comportement est connu et les @hexl frustes avec du @sordre
dont le comportement n’est pas encore parfaitemenéc&lousttudions pealablement

la dynamique I'équilibreviala fonction d’autocolation. Dans la phase haute tegnp
rature, nosé&sultats donnent une premnéévidence de la @sence deé&fauts topolo-
giques libres tandis que la dynamigada temggrature critique se pte a une esti-
mation pécise de I'exposant dynamique. Le vieillissement lors d’'une trempe depuis
la phase haute terépature met clairement e@vidence la gFsence de corrections
logarithmiques dans les variablesedhelle des fonctions de céfation et du rap-
port fluctuation-dissipation, signature de l'influence défadts topologiques. Nous
estimons par ailleurs toutes les grandeurs universelles qui edsectt le vieillisse-
ment de ce systme. Dans le troisime chapitre, nous nous émessons au vieillisse-
ment du modle XY compktement frus& bidimensionnel dont le hamiltonien est le
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méme gu’'un éseau de jonctions Josephson sous champ @tigge transverse. Outre
les spins bidimensionnels, la description detdt fondamentalétessite I'introduction
d’une variable additionnelle apga chirali€ qui est &finie comme le signe de la circu-
lation des spins autour de chaque plaquette. La frustration perngtaufondamental
original qui est invariant sous l'action de deux groupes deé&dkim: la rotation glo-
bale de tous les spins par ureme angle (sy#gtrie U(1)) et I'inversion du signe de
toutes les chiraléis (syngtrie Z5). Il est cesormaisetabli qu'il existe deux transitions
assockesa la brisure de chaque sytnie a des tempratures distinctes. Cette conclu-
sion est base sur le fait que deséfhuts topologiques de charge demi-ergisont
présents sur les parois de domaine de la chiralors que la transition ass@& aux
spins est clairement de type BerezifisKiosterlitz et Thouless, la transition de la chi-
ralité a don lieua des @bats dans la ligrature. Les arguments les plus convaincants
actuellement concluerit la classe d'universaditdu moale d’'Ising bidimensionnel.
Nous souhaitons cardxtser le vieillissement de ce méle pour les deux types de
variables, cerner l'influence d’uetat fondamental avec deux sgtries sur des dyna-
migues extensivemegtudies et obtenir un signal clair sur la classe d'universalé

la chiralite. Puisqu'il est possible d&&crire le hamiltonien comme celui du nild

XY avec une constante de couplage effective, nous trempons dans un premier temps le
syseme depuis Btat fondamental jusque dans la phase bassecieiype. Nous met-
tons enévidence nurariguement unégime de vieillissement pour I'autocétation

et le rapport fluctuation-dissipation qui esadit de marére identique au made XY
dans I'approximation des ondes de spin, ce qui assure notamment que I'exposant dyna-
mique est = 2. Dans un second temps, une trempe depuis la phase hauteré&tonp
jusqua la tem@rature de BerezingkiKosterlitz et Thouless met évidence des cor-
rections logarithmiques des variablegchelle de la fonction de ca@lation spin-spin

et du rapport fluctuation-dissipation semblables au@®XY a cause de la psence

de vortex. Les grandeurs universelles telles que la valeur de I'exposaitidéssance

de l'autocorelation et la valeur asymptotique du rapport fluctuation-dissipation sont
estinees et seawelent incompatibles avec le mélé XY. Finalement, nouétudions

le vieillissement de la chiraktlors d’une trempe depuis la phase haute tenajpre
jusqu’a la temrature critique. Les formesé&thelle de I'autocoalation et du rapport
fluctuation-dissipation sont semblables au #ed!’Ising, mais les variables&thelle
comportent des corrections logarithmigues, manifestation deésepce deséalauts
topologiques dans le sgshe. Cependant, les estimations des grandeurs universelles
sont incompatibles avec le mele d’Ising.
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Cette tlese a dona lieu a trois articles publis concernant le vieillissement du
mockle d’Ising et XY compttement frus&s2d et le comportement échelleétendu
du mockle d’lsing au-dessus de la dimension critique&igure. Un autre article sur
les effets de taille finie du médke d’'Ising au-dessus de la dimension critiquessigure
est encore en pparation. Voici la liste contenant lesférences des articles puii:

Logarithmic Corrections in the Aging of the 2d Fully-Frustrated Ising Model,
J-C. Walter et C. Chatelaid, Stat. Mech(2008) PO7005.
(cond-mat/0707.1959)

Extended Scaling in High Dimensions,

B. Berche, C. Chatelain, C. Dhall, R. Kenna, R. Low et J-C. Walter,
J. Stat. Mech(2008) P11010.

(cond-mat/0807.2546)

Numerical Investigation of the Aging of the Fully-Frustrated XY Model,
J-C. Walter et C. ChatelainJ, Stat. Mech(2009) P10017.
(cond-mat/0907.1474)
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Chapitre 1

Generalitessur les phenonmenes
critiques

1.1 Transitions de phase et comportement critique

1.1.1 Un point singulier

Un volume macroscopique d'eau{8) présente diferentes propétés en fonction
des paramatres extrieurs tels que la tengpaturel” et la pressiorP. L'eau peut exister
dans lesttats solide, liquide et gazeux. Le passage d'une padsaitre est appél
transition de phase. Le diagramme de phase de I'eau dans |1& plaR est repesené
par le scemaa) sur la figure 1.2. On remarque lagsence d’'un poinf’ appeé point
critique. Cette thse a pour objet la decription des pr@t#s thermodynamiques de
mockles au voisinage de ce point. Larsbmination du point critique (de I'anglaisi-
tical point) est attribéea Thomas Andrews (voir par exemple I'ouvrage sur I'histoire
des plenonenes critiques [Domb]). Andrewstudiait les propétes du point critique
du dioxyde de carbone (C{)dans un travail qu'’il publia en 1869 [Andr1869]. Un ar-
ticle recent [Berc09] mentionne I'existence d'un travail@iur de Charles Cagniard
de la Tour dont le portrait est regseng sur la figure 1.1. En 1822, il @sente dans
deux articles [Cagn1822] le protocole qui permet d’amener divers ca@apmans le
régime critique et dcrit notamment le @monene d'opalescence critique. La pré&ma
page de 'un de ces articles eseépenge sur la figure 1.1. Il nomme le point critique
comme unétat particulier dans un autre article paru en 1823 [Cagn1823]. Il existe
beaucoup d’autres exemples de transitions de phase dans la nature. Par exemple, I'iso-
tope4 de I'hélium *He existe aussi sous les phases solide, liquide et gazeuse comme
'eau. Le diagramme de phase est égamé par le schmac) de la figure 1.2. Mais
le domaine des transitions de phase ne se limite pas aux passages entre les phases
solide, liquide et gazeuse d'un compodl existe dans ce diagramme de phase une
frontiere qui €pare la phase liquide. Elle est apggeligne) a cause de la ressem-
blance de la chaleur épifique lors de la transition avec la lettre grecque. La chaleur
specifique est ref@senge sur la figure 1.5 d’aps les donees exprimentales de Bu-
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14 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES PHENOMENES CRITIQUES

Exeost de quelques révuleats obtenus par {'acting
combinde de la chalzur o1 de la COMPPESS,

certains ff'ip(fff{’a' stels que Ueare, ale ool Uuth
sulfurique et Uessence de peitrole rectifide.

Par M. le Baron Cacsiann ve Li Toun.

O sait gu'an moyen de la marmite & Papin on peut
élever la température des Nauides Leaneoup andossus du
terme ordinaire de lear dbullition; et I'on st portd &
croire que la compression intéricura qui <

Lt wempérature devrait étre un obstacl

gmente ave:
avaporation
totale du lignide , surtont si l'sspace laissé an-dessus Jo
ce liguide n'est pas d*anc certaine éundac.

En yréfléchissant , il mlest venu & la pensée que In
dilatation d'un lignide valatil avait néeessairement nne
limite au-deli de laguelle ce liquide devair, malgrd la
compression , passer 3 I"état de vapeur, pour pen que la
capacité de Pappareil permic 4 la maiides liguide de o'é-
tendre au-dela de son mascimene de dilsation.

Pour vesifier ce feit jai inwoduic dans noe peiile
marmite i Papin, constroite aves un bouat de eanon de

fusil trés-dpais , wne certaine quantité d'alecos! & 46 do

FiG. 1.1 — Charles Cagniard de la Tour (1777-1859) est-ildgtable pionnier dans
I'etude des pnonenes critiques A droite, la premére page de I'un de ses ar-
ticle de 1822 [Cagnl1822]é&ttrit le protocole qui permet d'obtenir un comporte-
ment critique pour diffrentes substances aneurement aux travaux de Thomas An-
drews [Andr1869] auquel on attribue lambmination du point critique.

ckingham et Fairbank [Buck61]. La ligne définit le lieu de la transition\ ou tran-
sition superfluideA haute temgrature, le liquide est appeHe | et il pos®de une
viscosie normale A basse temgrature, le liquide est appEHe Il et il acquiert une
viscosie nulle : c’est la phase superfluide deélium [Klei01, Binn95]. On parle de
phases cristallines lorque les composaiésnentaires d’un cristal s’arrangent selon
différentes syrtries [Land67]. Le sédmab) de la figure 1.2 ref@sente les diffrentes
phase cristallines de la glace &pes par un chiffre romain [Wiki]. Les mataux fer-
romagretiques - comme le nickeXi - ont la propréte d’acqwerir sponta@ment un
moment magatique lorsque la ten@pature est suffisamment basse, et ce@ima en
I'absence de champ éieur. Ce moment mag@tique est aussi apehimantation.
C’est la transition ferromagtique qui &pare deux phases : la phase ferronétigne

a basse tengrature et la phase paramagiquea haute temirature. Un tel compés
sera sensible aux variables &pvteuresT” et H. Le diagramme de phase dans le plan
H — T estrepeseng par le schmad) de la figure 1.2 [Stan71, Yeom94]. La transition
ferromagrtique intervient en un point critique, o€ sur le diagramme de phase,
caracérist par la temprature critiquel.. Il existe d’autres transitions faisant interve-
nir une Eorganisation de la structugéectronique : la transition supraconductrice et la
transition netal-isolant [Ashc76].

De quelle margre s’effectuent ces transitions ? Peut-on lesride en un seul forma-
lisme ? Dans le cadre de la classification de Ehrenfest, on pénirdieux grands types
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FiIG. 1.2 — Diagrammes de phase éotatiques u) H,O dans le planP — T'; b) les
phases cristallines de la glace dans le fflan P ou les chiffres romains correspondent
aux differentes structures cristallines);*He dans le plan® — T etd) diagramme de
phase d&Ni dans le plard — T'.

de transitions [Stan71, Binn95]. Lorsqu’une désigkes prengres de energie libre

est discontinue, on a fairea une transition du premier ordre. C’est le cas notamment
de la transition entre les phases liquide et gazeuse de I'eau le long de Ialig e
diagrammez) de la figure 1.2. l&nergie est discontinue, did’existence de chaleur
latente. Pour un ferromagtique en pgsence d'un champ magique exérieur, c'est
I'aimantation qui est discontinue lors du passage entre les deux orientations possibles
de l'aimantationi.e. paralkle ou anti-paradile au champ (ces deux orientations op-
poses sont appeésup etdownsur le diagrammé) de la figure 1.2). La deugime fa-

mille est celle des transitions continues. Elles pdesit au moins uneedivee premgre

de I'energie libre qui est continue. On rencontre des transitions continues notamment
au point critique de I'eau et des ngailaux ferromagetiques ainsi que le long de la
ligne X pour la transition superfluide.

Lors d’'une transition de phase, on peéfidir un parardtre d’ordre®. Il permet de
distinguer entre chacune des phases. La convention est de choisir une valeur nulle dans
la phase de haute sytmie et une valeur non nulle dans la phasel@ synetrie est
briste. Pour la transition liquide-vapeiirt= Ap = |pgaz — priq.| OU pga- €t priq. SONt
respectivement les denisit du gaz et du liquide. Le paraine d’ordre pour diffrentes
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transitions liquide-vapeur est ré&qgené en fonction de la tengpature sur la figure 1.3,
en se placant sur la ligne de coexistence du liquide et de la vapeurgslagrtravaux
de Guggenheim [Gugg45]). Unégression algbrique des dorées repesenges sur la

i ™

FiG. 1.3 — Le pararatre d'ordreAp = |pgq- — piiq.| pour differents fluides est tréac

en fonction de la temgrature en se plagant sur la ligne de coexistence du liquide et
du gaz. L'axe des tengpatures est norenpar la temprature critiquel,. et I'axe du
parangtre d'ordre est norpar la densit du fluide critiquep,. (d'apres l'article de
Guggenheim [Gugg45]). La superposition des courbesénegan certain de@rd’uni-
versalig i.e. un comportement irgpendant des constituants, et donc des interactions
microscopiques.

figure 1.3 donne [Gugg45] :
p—per~ (Te=T)* ~ (T. = T)", (1.1)

ou ( est un exposant critique qui prend dans cet exemple la valeurl /3. Pour la
transition \, le parangtre d'ordre est la fonction d’'ondg, des atomes superfluides.
Expérimentalement, on a agsa la densi d’atomes superfluides, = |¢;|?. Cette
densié est repesenke en haut sur la figure 1.4 (d'&w I'article de Kadanofgt al
[Kada67]). Elle se comporte a@griquement avec un exposan, donc le pararatre
d’ordre se comporte comme :

Ws| ~ (Tx = T)Y3 ~ (Th = T)°. (1.2)

Le parangtre d’'ordre® de la transition ferromaggtique est le moment magtique to-
tal M du syskéme tandis que pour la transition antiferrométipiue, on consigre I'ai-
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mantation alteree M, . La fréquence de&sonance ma@tique nuckaire au cube, di-
rectement reBea I'aimantation alteree au cube pour la transition antiferromatique
de MnF,, est traée en bas sur la figure 1.4 (d'&grl'article de Heller et Bene-
dek [Hell62]). Elle est ligaire ce qui indique le comportement :

My ~ (T, = T)'? ~ (T, = T)7 . (1.3)

Pour ces trois transitions, il est possible dinir un paramtre d’ordre qui se com-
porte al@briquement avec le @me exposant = 1/3. C'est une caraétistique des
transitions continues a I'approche du point critique certaines grandeurs thermody-
namiques suivent une loi de puissance. Les valeurséngoes des exposants cri-
tiques dfinissent des classes d'universalites diferentes grandeurs thermodyna-
miques permettent decfinir une famille d’exposants critiques g3, v, d, v etv,. Un
autre exemple est doérsur la figure 1.5 par la singulaite la chaleur sifique de
“He lors de la transition\ (d’apres les travaux de Buckingham et Fairbank [Buck61]).
Ce comportement s’observe aussi pour la suscepéldliin ferromagétique. Sur la
figure 1.6 nous avons regseng la divergence de la susceptil@litu ferFe (avec du
tungsene dille)a I'approche de la ten§pature critique par valeurs senpeures (d’apes
les travaux de Noakest al [Noak66]). La divergence est @frique avec un exposant
v~ 1.33.

1.1.2 Comportement critique du moctle d’'lsing

Pour des raisons historiques, le langage rdtigoe s’est impdasdans la descrip-
tion des plnonenes critiques. Cependant, ces approches peuvtandrea d'autres
domaines. L'un des mades les plus simples quigsente une transition continue est le
mockle d'Ising [Isin25] &fini par le hamiltonien :

N
Hr=—-J» 8iS;—HY S, (1.4)
(i) i=1

ou la sommezw> est effectiée sur tous les couples de sites premiers voisins sur un
réseau de dimensiah Le syséme contienfV sites sur lesquels sontgsents des spins

S; qui peuvent prendre les valeutsl. La constante/ est le couplage &change et

H est le champ magatiqgue. Ce moele permet de mdliser les transitions de ferro-
magretiques uniaxiaux pour lesquelles il fut introduit, ainsi que la transition liquide-
vapeur [Paro95] et la transition ordrésbrdre dans les &anges binaires entre une
phase homogne ai les deux comp@&s sont miscibles et une phase@iogne ai

ils ne sont plus miscibles (un exemple érmental est dorén par etain de type
beta (beta-brassn anglais) [Yeom94, Binn95]. Une liste plus exhaustive decsyss
experimentaux @écrits par le moéle d’lsing est disponible dans [Vica00]. La dimen-
sion de I'espace dans lequel sont pléades spins joue ule important. On confia

la fonction de partition exacte et donc toutes les fonctions thermodynamaques
dimension [Isin25]A deux dimensions, on conitda fonction de partition exacte en
champ nul [Onsa44] & la tem@rature critique avec un champ matjgque, ce qui
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Fic. 1.4 — En haut, la denditd’atomes superfluides, (le module au caé du pa-
rametre d’ordrey,) est traée en fonction de &cart en temgratureT, — T (d'apres
I'article de Kadanoffet al [Kada67]). En bas, la &équence deasonnance magtique
nuckaire (fequence r.m.n.) au cube, directemenéedi'aimantation altergée au cube
deMnF,, est traée en fonction de la tengpature (d’apes I'article de Heller et Bene-
dek [Hell62]).
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FIG. 1.5 — La chaleur sgeifique detHe lors de la transition\ est tra@ en fonction de

la temperature avec des axeséaires (en haut) et logarithmiques (en bas) (dapes
travaux de Buckingham et Fairbank [Buck61]). Les axesdires mettent e@vidence

la ressemblance entre la forme de la chaleécBjgue et la lettre grecque qui a dénn
son noma la transition\. Les axes logarithmiques permettent de constater le compor-
tement al@briquea proximi€ de la transition.

est suffisant pour@&erminer les exposants critiqueﬁsune dimension, le sysine ne
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FiG. 1.6 — Comportement de la susceptil@gilif du fer Fe (avec du tunggne dile)
avec un exposant =~ 1.33 (d’apres les travaux de Noakes al [Noak66]).

pos@de pas de phase ord@mA partir ded = 2, le syseme pésente une transi-

tion de phase continua temgrature finie. En dimensiod = 3, il n'existe pas de
solution exacte et les exposants sont estimntre autres par simulations Monte Carlo,
par ceveloppement haute te@mture, par renormalisation du nige ¢*...0n peut
consulter l'article [Deng03] et se&férences pour une revue des préfas critiques

du mockle d’lsing en dimension troish partir ded = 4, les exposants critiques ne
dépendent plus de la dimension. Il sont identigada theorie de champ moyen. On
appelle dimension critique iafieured;, s la dimension peaedent celle 0 le syséme
commence pesenter une transition de phas¢éempgrature finie. La dimension cri-
tique su@rieured, est kfinie comme la dimensioa partir de laquelle les exposants
sont ceux du champ moyen. Pour le retedd’Ising,d;,; = 1 etd, = 4.

L'approximation de champ moyen consisteemplacer l'interaction entre chaque plus
proche voisin par une interaction moyenne ou champ de Weiss [Stan71, LeBe02]. Cette
approche est justée lorsque le spin posde une coordinence= 2d (pour un eseau
hypercubiquekleei.e. pour les grandes dimensions. Linformation danséseau

est \ehicuke par de nombreux chemins et les fluctuations autour de la moyenne se font
plus rares. Cette approche est exacte pbur oco. Dans I'approximation du champ
moyen, tous les spins deviennémfuivalents et on peut se contentezatire le hamil-
tonien pour un seul spin NS :

Hom = —(2dJm + H) S, (1.5)
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ou la densié d’aimantationn = (S) est la valeur moyenne des spins. La fonction de
partition s¥crit :
Zeoy = 2cosh [B(2dJm + H)J . (1.6)

La valeur moyennen = (S) s’exprime sous la forme :
m = tanh [8 (2dJm + H)] . 1.7)

En champ nul, les solutions sont les intersections des courbgeationy = 52d.Jm
ety = Arctanh m [LeBe02]. Pourd2dJm < 1, il existe une seule solution en = 0.
Pour 52dJm > 1, il existe trois solutions m = 0 etm = +my. La solution en
m = 0 est instable car I'application d’un champ matjque infiniesimal fait bas-
culer le systme dans uitat ferromagatique d’aimantation non nulle. Césats fer-
romagrétiques pesentent une syétrie inferieurea celle du hamiltonien (1.4) qui est
invariant sous l'inversion de tous les spins éseau. Le signe de I'aimantation spon-
tarée priviegie une orientation spatiale. Cette st est pesente dans la phase haute
temperature @ m = 0. Le syseme donne lie@ une brisure spontae de la syratrie.

La temgerature critique du sysine est donge par :

1 2dJ

C:E<:>TC:E7 (1.8)

B
ou kg estla constante de Boltzmann. On introduédart en tem@rature par rapport au
point critique ou temerature éduitet = (7' — T..)/T.. Au voisinage d€,, la densié
d'aimantationm est faible et legali€ (1.7) devient, ajs avoir effecté I'opération
Arctanh sur chacun des membres :

3
BH =~ tm + % +O(m®,t?). (1.9

C’estl’ équation détat en champ moyen d’'un ferromagigue qui possde la syratrie
d’inversion du moéle d'Ising (1.4). En champ n# = 0, la densié d’aimantation
m(T, H = 0) se comporte comme :

0 pour T >1T,,
m(T0) ~ VA (T.—T)Y? pour T <T,, (1.10)

ou on peut @finir 'exposants = 1/2. Au voisinage del. et en champ non nul, on
dérive les deux membres detjuation (1.9) par rappo&t H de manerea obtenir la
susceptibilie x = 0m/0H |g—o :

(T -T.)~r pour T >T.,

~J) &
X(T7O)N{ %(TC—T)’I pour T' <71,

(1.11)

ce qui cefinit I'exposanty = 1. Notons que le rapporAI/A; des amplitudes de la
susceptibilié A; et AL pourT > T, etT < T, respectivement prend la valeur uni-
verselle2. L’ énergiec par site en champ nul est simpleme(i’, 0) = —dJm?(T,0) :

0 pour T >1T,,

e(T,0) = { —%ch(TC —-T) pour T<T.. (1.12)
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La chaleur spcifique s’obtient enétivant I'energie (1.12) par rappaatl” :

_J 0 pour T>T,,
C(T,0) ~ { 3kp pour T <T,. (1.13)

La chaleur spcifique est discontinue au point critique. L'exposant agsest donc
«a = 0. L'isotherme critique caraétise la variation de I'aimantation en fonction du
champH a la temggrature critique. A partir de I'expression (1.9), on obtient :

1/3

T., H) ~ 3 H/3 (1.14)

m( cy )"" kBT 9 .
C

ce qui définit I'exposantd = 3. Le mockle d’lsing dans I'approximation du champ
moyen permet de reproduire le comportemenéhtigjue des grandeurs thermodyna-
migues lors d’'une transition continue mais les exposants ne sont corrects que pour
d>d..

Il est possible d’obtenir les @mes ésultats par I'approche de Landau des transitions
de phase. Le parastre d’ordre prend des valeurs petites au voisinage du point critique
d’'une transition du second ordre. Landaérais I'’hypottese que les potentiels ther-
modynamiques peuvent alorgstire comme un &veloppement de Taylor [Land37,
Land67]. Consiérons le éveloppement de la densit'énergie libre de Helmholtz au
guatreme ordre :

f(T,H) = fo+ A(T)m +B(T)m? +C(T)m* +D(T)m* — Hm +O(m®), (1.15)

ou fy est une constante et, B, C et D sont des fonctions de la tefamture. On a
suppog implicitement quen = m(T, H) est une fonction des variables naturellés
et H du potentiel. Pour un matiau magetique en champ nul, la syatrie d’inversion
dans la phase haute teérpture doit se refter dans I'expression deéhergie libre
par une absence de puissances impairesi@ans le éveloppement, dond(7") =
C(T) = 0. La stabilié de la solutionn = 0 dans la phase haute teérpture et de la
solutionm = +mg dans la phase basse teengture entfime un changement de signe
du coefficient3(7") lors de la transition. Pour la@me raison, il fauégalement que le
coefficientD soit positif. Au premier ordre, on pose :

B(T) ~ %(T—TC), (1.16)
D(T) ~ D C)~%, (1.17)

ou r et A sontdes constantes. On a suppague seul3(T") présente une variation
significative au point critique. L'expression (1.15) derlergie libre devient :

F(TH) ~ fo+ g(T — T.)m? + %m4 — Hm. (1.18)

On a repéseng sclematiquement le @nonene de brisure de syétrie pour Ienergie
libre sur la figure 1.7. Oné&ermine les valeurs de pour lesquelleg’ est minimum
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FiG. 1.7 — lllustration de la brisure spontade syratrie de I'aimantation en utilisant
I'expression (1.18) pour &nergie libre en champ nul. Poilir > T, 'aimantation est

nulle; pour?” > 7., 'aimantation est nulle en moyenne mais le minimum est plus

étak, ce qui autorise de plus grandes fluctuations ; enfin, po«r 7., I'aimantation
peut prendre deux valeurs non nulles de signes d@pd¥ans ce dernier cas, on obtient
desétats ferromaggtiques de sy#irie inferieurea celle de Ienergie libre (1.18) : la
symétrie est brige. Nous avons choisi pour paraimes) = 0.0035, r = 0.2 etd = 5.

en annulant la érivée partielled f /om :

A
H~r(T—T.)m+ =m?

: 1.19
“m (1.19)
qui a la neéme forme que (1.9). En champ nul, on obtient :
0 pour T >T,.,
m(T,0) ~ \/Q(TC -T2 pour T <T,. (1.20)

Le paranétre d’ordre s’annule avec un exposant 1/2. La susceptibilié s’obtient
en cerivant (1.19) par rappo#t H :

Lr—1)"* pour T >T,,
X(T,0) ~ { (T, —T)"' pour T <T.. (1.21)
La susceptibilié diverge avec un exposapt= 1. L' €nergie interne par site estfthie
pare(T,0) =~ —kgT.0f /0T :

0 pour T >T,,

1.22
—3L(T, —T) pour T <T.. (1.22)

e(T,0) ~ {




24 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES PHENOMENES CRITIQUES

Il vient la chaleur spcifiqueC(T,0) = de/0T :

0 pour T >1T,.,

1.23
3TC;2 pour T < T.. (1.23)

C(T,0) ~ {

La chaleur spcifique est ausi&tritea la transition par un exposadt= 0. En utilisant
I'expression (1.19), l'isotherme critique&irit :

6\ /3
m(T., H) ~ (A) HY?, (1.24)
etl'exposant assoéiesty = 3. L'approche de Landau donne le€mes exposants que
la théorie de champ moyen (on retrouve exactement EBses expressions en posant
r=kpet\= QkBTC).

Ces deux approches ne sont pas valides dans leérésafy La solution exacte en di-
mensiond = 2 découverte par Onsager [Onsa44] ne conduit pas @&mes exposants.
De plus, ces approchesagisent une transition de phase en dimendien1 alors que

la solution exacte n’en proit aucune. Les #rories de type champ moyen donnent des
exposants valides dans I'approximatiainles fluctuations critiques sont faibles. Il est
possible de éterminer le domaine de valiéitde ces approximations par le eri¢ de
Ginzburg-Landau.

1.2 Les fluctuations critiques et leurs descriptions
1.2.1 Theorie de Ginzburg-Landau

Le mockle de Ginzburg-Landau est obtenu en remplagant le garard’ordre®
par un champy(7). Ce champ est obtenu en sommant les @egte libe sur un
volume nésoscopiquéV () centé autour de la positiofi Ce volume est grand devant
les distances microscopiques et petit devant la taille désys{Stan71, Binn95]. On
parle aussi deoarse-graining. L'hamiltoniert,, du moctle ¢* est cfini par :

1 /o N2 2
Haldl = [ a7 (5 (F0) "+ 0201+ 5000~ HOYo ) . 129
La fonction de partition €crit :

Zy = /]R _[Dgle Ml (1.26)

ou le symbole/
RN
leurs possibles du champ en chaque endroit de I'espace. L'approximation de Landau
consistea conserver dans I'iégrale fonctionnelle les valeurs ¢ér) qui apportent la
contribution dominante, c'est-dire, celles qui minimiserit s[¢]. On cherche donc les

solutions de% = 0. Alordre le plus bas, il vient :

[Dg] = / Hd¢(F) signifie une inkégration sur toutes les va-
RN 7

~V26() + 120 + G6NF) = HT). (1.27)
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qui est I'equation de Ginzburg-Landau. Pour un chafripomogene, que nous notons
m afin de conserver la notation de la sectiodgdente, on retrouve I'approximation
de champ moyen (1.9) et (1.19) :

H o~ i®m + %mf”, (1.28)

qui est I'analogue de (1.19) condition de poser :
p? =r(T -T,), (1.29)

etg = \. Cependant, le made ¢* permet de épasser le champ moyen en calculant
les preméres corrections qui correspondent aux fluctuations du garam’ordre. Les
fluctuations spatiales du paratre d’ordre local autour de sa moyennecsivent :

56(3) = $() — &, (1.30)

ou ¢ = ®/V. La fonction de coglation conneé&e est éfinie comme la coélation
des fluctuations autour de la valeur moyenne entre deux points aux posigbjs

G(Z,9) = (06(2)36()) = (d(D)(7)) — ¢*. (1.31)

Pour un systme homogne et isotrope, la fonction ne pelwpkndre que du module
r = |Z — ¢|. De manére @grérale, on constate défents égimes :

—r/¢
e pour T 7& Tc )
G(r) ~ { r=(d=24n) pour T =T,,

ou 7 est un exposant critique test une longueur caraststique appée longueur de
corrélation. En pesence d’'un champ inhomegeH (7)) :

Lo 1 6(e(@)
G(Z,y) == = .
( y) B 5H(y) H=0
L’ équation de Ginzburg-Landau (1.27) permet de calculer la fonction delation du

mockle ¢* dans I'approximation du champ moyen en effectuantdevée fonction-
nelle des deux membres par rappof (/). Il vient :

(1.32)

(1.33)

~V2G(@.5) + w*C@9) + (P @)CE.H) = keTS@E -7).  (134)

Puisqu’on posd (g) = 0 apes la erivation dans (1.33), on peétever I'expression
(1.20) au ca pour obtenir¢?(Z)). Il vient :

oy = { ~YPC0) + (T =T)G() = kpTo(r) pour T>T., ) ae
—V2G(r) +2(T, — T)G(r) = kgTs(r) pour T <T,. '
La longueur de coélation est don@e par :
(T —-T.)"Y? pour T >T,,
& { 2(T —T.)"Y? pour T <T,. (1.36)
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Elle diverge donc avec un exposant= 1/2. Les solutions de (1.35) ont les formes
asymptotiques [Zinn02] :

e”"/€ pour > ¢,

r=(@=2) pour r<¢, (1.37)

G(r) ~ {

ce qui permet de@erminem = 0 en comparant avec (1.32). On pégalement éfinir
une fonction de coélation sous chama la temg@rature critique par :

1 @)
Gl =5 SHG) |

En utilisant lequations (1.34) et (1.24), on obtient un gyseé similairea (1.35) mais
avec une longueur car&eistiquez qui se comporte comme :

(1.38)

€y ~ [H|7V3, (1.39)

ce qui cefinit 'exposant de champ moyer; = 1/3. Nous avons ésormais I'en-
semble des exposants quéfthissent la classe d’universélitlu moéle d’lsing dans
I'approximation du champ moyen. lls soi@sungs dans la table 1.1.

[a=0]B8=1/2]6=3[y=1]v=12]vg=1/3[n=0]|

TAB. 1.1 — Valeurs nurariques des exposants critiques du gled!’Ising dans I'ap-
proximation du champ moyen.

1.2.2 Critere de Ginzburg

Il est possible de relier la susceptiki#la la fonction de co#lation sous la forme
d’'un theoeme fluctuation-dissipation [LeBe02, Binn95, Zinn02] :

= 2 [asatge - = 2 (@) - (@) (1.40)
La divergence de la susceptib@liest directement rée aux comlations du paragtre
d’'ordre a grande distance ainsi qu'aux fluctuations du pa&taend’ordre. Puisque le
parangtre d’ordre fluctue autour de la moyenne, dans quelle mesure I'approximation
du champ moyen est-elle valable ? 1l est possible d’estimer I'ordre de grandeur de ces
fluctuationsa partir de (1.40) et (1.3 l'intérieur du volume de cagtationV = &7,
En divisant cette quanétpar la solution de champ moyen (1.10), on obtient :

(@ ><q:>2<‘1’> o (1.41)

Lathéorie du champ moyen est d&ente poud > 4 car les fluctuations sonégligeables
devant le paragtre d’ordrea I'approche du point critique. Lorsquke< 4, les fluctua-
tions divergent I'approche du point critique, ce qui est incompatible avec I'hypsth
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de cepart d’'un champ de Weiss uniforme. Les fluctuations sorilement essentiel
dans la description des phonenes critiques.

Les fluctuations critiques sont reés au comportement de la longueur deé&ation

qui depend de la tem@yature A 'approche du point critique, elle diverge selon I'ex-
pression (1.36). Cette relation est miseéeidence dans des melgs solubles analyti-
guement. La divergence de la longueur de &ation implique la disparition de toute
échelle de longueur. On dit que le Sste est autosimilaire ou invariantédhelle.
Des fluctuations Krarchiques, c’est-dire, des fluctuations dans les fluctuations, ap-
paraissent toutes distances. Ces fluctuations sont visibles dans les fluides binaires
[Binn95]. Le plenontne est appélopalescence critique. La figure 1.8 en donne une
illustration [Phys]. Les deux fluides, leathanol (CHEOH) et I'hexane (GH14), ne
sont pas miscibles en dessous de la terarel, = 42.4°C et on peut observer un
ménisque entre les deux compss(photo de gauche). Au-detle cette tenmfrature,

ils sont miscibles en proportion arbitraire et l@€msque dispata(figure de droite).

A I'approche de la temgrature critique (figure du milieu), lorsqu’on se place dans les
conditions d’une transition continue pour un rappordt85 molécules de rathanol
pour0.665 moléecules d’hexane, le emisque ne se forme pas irédiatement. Le &
lange devient flou, ce qui signifie que les rayons lumineux sont ésfusause des fluc-
tuations de l'indice deéfraction. Ces fluctuations d’'indice peuvent ellegmesétre
reliées aux variations de derésidlans le fluide. Le Bme plénorene s’observe pour

e

FiG. 1.8 — Melange de rathanol (CHOH) et d’hexane (GH14) dans les proportions
de mokcules0.435 : 0.665. De gauche droite, T < T,., T =~ T. etT > T,.. Pour
T < T. un ménisque épare les comp@s qui ne sont pas miscibles. Paur> T, les
compogs sont miscibles et forment une seule phase. PourT,, le mélange devient
flou. Les fluctuations de la densientrénent une variation de l'indice dé&fraction :
les rayons lumineux sonédiés [Phys].

le mockle d’Ising.A I'approche du point critique, la longueur de dalation diverge
entrdnant des domaines de spins ordesisur de grandes distances. On agsené

sur la figure 1.9 le masgle d’Ising bidimensionnel pour trois tei@@tures difrentes :

T < T., T ~T.etT > T.. A basse tem@rature, le sysime est ordorimet le re-
tournement d’un spin a peu d'influence sur ses voighisaute temprature, les spins
sont cesordonis et le retournement d’un spin n'influence pas non plus les voisins. Au
contraire,a la temg@rature critique, un spin influence les autres spins sur des distances
arbitrairement grandes.
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Fic. 1.9 — Les figures repsentent le maze d’lsing 2d a trois tempgratures
différentes. De gauche droite :7T <« T., T ~ T. etT > T.. Sur la figure du
milieu, on observe des fluctuations dans les fluctuations. Un agrandissement sur une
partie de la figure ressemblerait auasin systme critique : le sysime est invariant
d’'échelle ou autosimilaire.

1.3 Lesprit du groupe de renormalisation

1.3.1 Hypothese d’homog@néité

Le comportement universel en termes d’'exposants critiques est ampiirtir de la
propriett d’homogreité de I'energie libre au point critique pés comme hypotrse
par Widom (1965) [Wido65] et Kadanoff (1966) [Kada66]. Dans lesasril970, Wil-
son [Wils71] a transpdsla néthode du groupe de renormalisation de la physique des
particules au domaine des gtonenes critiques et doinune justification de cette
hypottese d’homogreité. La transformation du groupe de renormalisation consiste
a étudier l'eévolution des constantes de couplage du hamiltonien sousédietion
du nombre de de@s de libe’. Un point critique est cargmise par un point fixe de
la tranformation. L'hypothse d’homogreité de I'eénergie libre est&duite de l'inva-
riance de la fonction de partition sous la transformation. Il est alors possibkddée
les exposants critiques et les fonctionsatielle des observables.
L'autosimilaritt du systme pés du point critique permet déduire les degs de li-
beré tout en laissant la forme de I'hamiltonien inchaagcomme I'a prop&sKadanoff
en 1966 [Kada66]. Dans I'espadeet, on forme des blocs de spins qu’on remplace par
des spins effectifs. Le volume de ces blocsigsbl d est la dimension duéseau et
b le facteur de @duction. Il existe plusieurs moyens determiner le spin effectia
partir des spins appartenant au bloc : on peut faire la moyenne des spins, choisir le spin
majoritairement refaseng ou garder un seul spingdimation). Puis les longueurs du
syseme sont diviges par le coefficierti de manére a retrouver le pas deeseau
initial. La transformation est repsenge sur la figure 1.10. Uréseau hypercubique
comportantN sites et avec une taillé dans chaque dimension se transforme en un
réseau hypercubique comporta¥it = N/b? sites et avec une tailld/b dans chaque
dimension.
Le hamiltonien (1.4) du maxe d'Ising par exemple pogde une constante de cou-
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K sl s2
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1 \ 7 33 34

FiG. 1.10 — Transformation des blocs de spin dans I'espéek tes spins sont re-
grouges par blocs de volumg? et chaque bloc est rempkapar un spin effecti;.
Puis on norme les longueurs du gysie de facoi retrouver le pas déseau initiak.

plage déchange entre premiers voisiA§ = (J et une constante de couplage Zee-
man Ky = BH ~ h. Dans la limite thermodynamique, il existe une ininde pos-
sibilités de coupler des spins. Quelques exemples samitsl sur la figure 1.11. Une

K3 I( 'I
5

K g
™~ KB

i

Fic. 1.11 — Differents types de couplages possibles pour leateod’lsing2d. Les
lignes fines re@sentent le&@seau et les ligneSpaisses repsentent les interactions
entre les spins siés sur les nceuds.

transformation peut potentiellement produire n’importe quel type de couplage. Pour
décrire I'évolution de ces variables, ofthit I'espace des couplages par un vecteur

—

K = (K,Ks,...,K,,...)dedimension infinie. Ce vecteur se transforme en un vec-
teur K’ selon la repesentatiorR;, :

Ry(K) =K. (1.42)

La transformation admet des points fix€s = (K7, K3, ..., K7,...) qui verifient la

relation : . .
Ry(K*)=K". (1.43)
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Il existe differents points fixes : les points fixes triviaux pdiir= 0 etT = oo et

les points fixes non triviaux pour des te@mptures critiqued.. finies. Les transforma-
tions du groupe de renormalisation utilisent les hype#s suivantes pour les couplages
K, [LeBe02]. Premérement, les composant&s restent des couplages locaux sous la
transformation. Deugmement, les composant&s sont des fonctions analytiques de
I' écart des variables initiales par rapport au point fi¥errea la tem@rature critique
T.. Pour un systme magétique, les variables initiales sont la teengtureT et le
champ magetique H. La variablet ~ T — T, définit I'écart en temgrature par rap-
port au point fixea T,.. Lhypothese d’analycé permet de ligariser la transformation

a proximie d'un point fixe :

AK] =) T;AK;, (1.44)
J

IK!
OK; |
élements de la matrice de transformat®nOn appelle)® = (¢, ¢S, ..., ¢%,...)
les vecteurs propresgauche de la matricg. Ces vecteurs propres sont aseeG@ux
valeurs propres.,. L'ensemble de vecteut$ = {¢', ¢2,...,¢", ...} forme une base
acequate pour &crire le systmea proximi€ du point fixeK*. On appelle variables
d’échelle les quants :

ou AK; = K, — K repiesente cart au point critique €f;; =

sontles

Uo =Y ¢FAK;. (1.45)

Ce sont des combinaisonséaires de Bcart au point fixe. Les relations (1.44) et (1.45)
impliquent la transformation [Card96] :

ul, = Aala- (1.46)
La loi de semi-group&;,, Ry, = Ry, .5, €ntrdne [MacC04, LeBe02] :
Ao = b=, (1.47)

ol y,, est la valeur propre du groupe de renormalisation ou dimensiechdlle as-
sociéea la variable cgchelleu,,. Plusieurs cas peuvent s&penter [Card96, LeBe02].
Lorsquey, > 0, les iterations du TGReloignentu,, de sa valeur au point fixe,
est alors une variable @chelle pertinente. Lorsqug, < 0, les i€rations du TGR
approchentu,, de sa valeur au point fixew, est dite non pertinente. Finalement, si
Yo = 0, une analys& un ordre plu€lewe est ecessaire pour conclure. La variable
d’échelleu,, est dite marginale.
Les variables dchelle sont des combinaisonsdaires des composant&s de méme
paritt. La variable cechelleu, est assoée aux couplages thermiques qui sont in-
variants par inversion de tous les spins et la variabézhillew; est assoée aux
couplages magrtiques qui sont antisy@etriqgues par inversion de tous les spins. On
s'attenda ce que ces deux quaktit soient pertinentes. L'hypatbe d’'analycé des
composanted(; s'étend aux variables échelle et d’aps les arguments de sginie
préccdents, on obtient [Card96] :
2 12
U t+ O(t%, h*), (1.48)

—

un ~_ h+ O(th). (1.49)

—
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Afin de preserver les propetes physiques du sysne, on doit avoir invariance de la
fonction de partition sous la transformation :

7 = Ze—ﬁH[S] - Z e~ MLl (1.50)
{s} {s}

ou H' estle hamiltonien transforendont les constantes de couplages sont éesn
par le vecteurk’. Puisque la dengitd'énergie libre $crit f(K) ~ —N~1log Z,
I'expression (1.50) devient :

e~ NI(R) _ =Na(R)=N'f(K") (1.51)

& f(E)=aK)+ b (K, (1.52)
ou a([?) est une fonction analytique d& provenant de l'inégration des blocs de
spins [Card96]A proximité du point fixeK*, la partie singukre f, de la densi
d’énergie libref se comporte comme :
fo(B) ~ bR, (1.53)
& fo(t,h) ~ bef (bYt, b D). (1.54)
Entre les expressions (1.53) et (1.54), on a remiplﬁcpar ug ~ tetu, ~ h et
K' paruj ~ b¥t etu) ~ b¥"h selon la transformation (1.46). La relation (1.54) est

I'hypothése d’homogreité de I'energie libre p&s du point critique.
Les exposants critiques sont obte@ysartir des drivees de (1.54) :

m(t,h =0) ~ Ofs ~ b= (bYet, 0) ~ b~ %o m(b¥"t,0), (1.55)
oh h=0
a2f$ —d+2yp Y

X(th=0) ~ o ~ bT T (b, 0) (1.56)

h=0

0% fs d+2

C(t,h =0) - ~ b2V O (b, 0) (1.57)
ot |,_,

On appelle la quanétz, = d — y;, introduite dans (1.55) la dimension anormale ou
dimension déchelle de I'aimantation [Card96, MacC04, LeBe02]. Cela signifie que le
champ ne se transforme pas simplement comme une @esmit I'effet d'une TGR,
sauf dans le cas particulier du nédd gaussien [LeBe02]. La valeur du coefficiemist
arbitraire. Si on choisik = |¢t|~'/¥+, largument des fonctions des membres de droite
est constant [MacCO04], ce qui permeédtire :

m(t,h =0) ~ [t|{@=¥n)/ve  pourT < T, et0 sinon, (1.58)
X(th=0) ~ [t G, (1.59)
Clt,h=0) ~ [t|7@=d/we), (1.60)

Par identification, ces relationsémenta 5 = (d — yn)/yt, v = (2yn — d)/y¢ €t
a = 2 —d/y:. On peut éterminer le comportement de la deasitaimantatiora la
temperature critique en champ non nul :

g ~ b—d"!‘llhm(O’byhh) ~ |h|(d—yh)/yh7 (1.61)

m(t=0,h) ~
( ) Oh|,_q b=|h|~ /¥
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etdoncd = y;,/(d—yp). La fonction de coglation est homogne au caf de la densét
de I'aimantation. Elle se transforme donc suivant :

G(r,t,h) ~ b~ 2 G(b~ r, b t, bY" h). (1.62)
Posong = r en champ maggtique nul :
G(r,t,0) ~ 1722 G(1,rY4,0) ~ 172" Gy_o(r/|t|~1/¥"), (1.63)

ol Gr—o(x) estune fonction @chelle dont le comportement asymptotique est habituel-
lement bien écrit par une exponentielle, ce qui est justifiar la prerére expression

du syseéme (1.37) obtenui partir du modle ¢*. Toujoursa partir de cette expression,
on identifie :

~ =y o 14|~V 1.64
AL 1, (1.64)

etdoncry = 1/y;. A la temperature critique (& 0) :
G(r,0,0) ~ r~ 2%, (1.65)

ce qui conduithny = 2 + d — 2y;,. Dans I'expression (1.62), posohs= r et plagons-
nousa la temg@rature critique (& 0) et en champ magtique non nul :

G(r,0,h) ~ 1725 G(1,0,7%" h) ~ v~ 2" G,_o(r/|n|~/¥"),  (1.66)

ou G;—o(z) est une fonction d&chelle. Dans ces conditions, la longueur cénastique
diverge selon :

~ —1/yn
€ ~ Ih, (1.67)

ce qui cefinit I'exposanty;, = 1/y;,. Un résuné des exposants et des quadiux-
quelles ils sont assaes est dona dans la table 1.2.

| Quantiés | Exposants \
c o~ |t a=2-2
h=0 Yt
m o~ 1?7 (T<T.) |B="25m
m ~ |h]7? 6= 74
t=0 Yn
— 2yn—d
X hzo |t‘ ! 7= ny
Glr) ~ v Ty =2 d— 2y,
~ |t|7¥ =1
fhzo It] v /Yt
E s i =

TAB. 1.2 — Quantiés physiques et exposants as@scles expressions des exposants
critiques sont donges en fonction des dimension&dhelley,, ety;.
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Les exposants critiques sont obteraupartir des deux dimensionsédhelley, et
y:. Il existe donc des relations iedendantes entre les exposants amelelations
d’'échelle :

26+ v=2—a (Rushbrooke) (1.68)
286 —v=2—« (Griffith) (1.69)
~v=v(2—mn) (Fisher), (1.70)
vd =2 —« (Josephson) (1.71)

La relation de Josephson (1.71) fait intervenir la dimensiatu reseau. C’est pour-
quoi on la distingue des autres relation&atielle en la nommant relation d’hyper-
échelle. Cette relation n’est plus satisfaite pour unésystau-dessus de sa dimension
critique su@rieure puisque paréfinition, les exposants sont ceux du champ moyen
et ne é&pendent plus de la dimension d’espace. Il existe degmmgst pour lesquels
elle n'est plus @rifiee en-dessous de la dimension critiqueé&sigured. comme le
mockle d’Ising en champ éhtoire (voir [Youn98] pour une revue) ou les animaux
sur eseau [Lube78, Stau94] (aussi afgsdhttice animalsen anglais). Ces relations
ont été obtenues aatieurement au groupe de renormalisation, notamment sous forme
d’'inégaliés. Ce sont les noms des auteurs de @gtmue qui leur sont assési Ru-
shbrooke a prow/I'inégali€ 25+~ > 2 — a [Rush63], mais Essam et Fisher ont pro-
pos anérieurement Bgali€ (1.68) [Essa63]. Griffith a proéJ'inégalie 3(1 + §) >

2 — « [Grif65]. Fisher a proug I'égalie v = v(2 — n) [Fish64]. Josephson a obtenu
l'inégalievd > 2 — a [Jose67], mais Bgalie (1.71) &&te sug@rée anérieurement par
Widom [Wido65] et Kadanoff [Kada66].

1.3.2 \Variables non pertinentes dangereuses

En dimensiord > d., on montre que les prog@tes critiques du masgle d’Ising
sont cecrites par le point fixe gaussien [LeBe02]. Une analyse dimensionnelle du ha-
miltonien (1.25) permet d’obtenir les dimensiongchelle des trois couplagges ~ t
(en vertu de (1.29))H ~ h etg [LeBe02] qui sécrivent respectivement :

yt:27
yh =d/2+1, (1.72)
Yyg=4-—d.

Puisquey, < 0 pourd > 4, le couplagey est non pertinent. Il n’intervient pas dans

la description du comportement critique. Si on utilise les valeurg, g y;, dans les
expressions de la table 1.2 qui donnent les valeurs des exposants en fonction des di-
mensions céchelle, on obtient :

«

8=

v=1, (1.73)
6= (

7
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Or les exposants de champ moyens et 6 qui sont don@s dans la table 1.1 sont
différents. Cette incditence est l&de en remarquant Iéle deg dans le comporte-
ment critique de I'aimantatioa partir des expressions (1.20) et (1.24) et dans le com-
portement de la chaleur &pifiquea partir de I'expression (1.23) (notons que= g

dans ces expressions). Puisguest pésent au @nominateur, on ne peut pas I'annuler
arbitrairement. On qualifig de variable non pertinente dangereuse : bien que sa valeur
tende verd), elle engendre une perturbation au comportement critique. Prenons pour
exemple la transformation homége de I'aimantation qui &trit :

m(t, h,g) ~ b= FYrm(bYet, b¥" h, b g) . (1.74)
En posant, = 0 eth = |t|~/¥, il vient :
m(t,0,g) ~ |t|@=vm)/vem(1,0,|t|"¥/¥g) pourT < T, et0sinon.  (1.75)

Lorsquet — 0, la troiseme entee se comporte de fagcon singuk. On suppose
alors un comportement agrique de la fonction échelle de la formen(1,0,z) ~
z~1/2 [Ma00] :

|t|1/2
\/§ 9

qui est en accord avec (1.20). Si on pose 0 etb = |h|~/¥» dans (1.74), il vient :

m(t, h,0) ~ |t](470m v ([t Vol g) 12 (1.76)

m(0, h, g) ~ |h|{@=¥)/9rm (0,1, |h| Y/ g) | (1.77)

qui devient, apgs avoir suppdsun comportement addprique de la forme (0,1, z) ~
/3 [Ma00] :

m(0, h, g) ~ |h|@=Yn)/vn (|p| s /vn g) =1/ |Z|11/£3 ’ (1.78)
qui est en accord avec (1.24). La chaleuedfique se transforme selon :
C(t,h,g) ~ b= T2V C(bY*t, b9 b, bY g) . (1.79)
Sion posel = 0 eth = |t|~'/v+, il vient :
C(t, h,g) ~ |t[Y¥=2C(1,0,|t| v/ v g). (1.80)

En supposant un comportementé&igique de la formé€’(1,0,z) ~ x~1, on obtient :
Ot hyg) ~ [t 2 (s vrg) =t ~ g7t (1.81)

ce qui est aussi en accord avec I'expression (1.23). Une facon plus rigoureuse de
determiner le comportement critique est d'utiliser I&tirode de renormalisation de
Wilson. On peut consulter [Ma00] et [LeBe02] par exemple pour ur@sgitation
gérérale de la rathode et [Luij96] pour une application au nadel d’'Ising en dimen-

siond > d..



Chapitre 2

Comportementd’ echelleetendu
pour d > 4

Le but de ce chapitre esté&tudier les corrections éthelle au comportement en
temperature de la susceptibéitdu moele d’lsing au-dessus de la dimension critique
sugerieure dans le cadre de l&thode du comportementé&thelleétendu introduite en
2006 par Campbe#t a[Camp06a]. Cette gthode permet d’obtenir uredeloppement
déecrivant le comportement des grandeurs thermodynamiques dans toute la phase haute
temperature (T > Z). Dans une premre section, nous psentons le comporte-
ment critique en tenm@rature selon le séma habituel qui n'est plus valabiehaute
tempgrature a il faut avoir recours un ceveloppement haute tei@mture. Nous don-
nons les @sultats disponibles dans laditaturea ce sujet. Dans une deéxne section,
nous pésentons la &thode du comportementé&thelleétendu et nous I'appliquons
a la susceptibilé du moéle d’lsing au-dessus de la dimension critiqueé&sigure.

Nous expliquons en quoi cetteatiode seéwele plus efficace que le sema habituel.

Dans une troigime section, nous @sentons 'algorithme de ver avec lequel nous avons
réali€ les simulations Monte Carlo, combBiavec un algorithme en temps continu. Cet
algorithme permet des simulations nettement plus rapides que les algorithmes habituels
tel que I'algorithme de Wolff pour la gamme de te@natures envisa@g.A partir de ces
simulations, nous obtenons par interpolation les valeursenignres des amplitudes et

des exposants diedeloppement de la susceptitélppour les dimensions= 5, 6, 7 et

8 dans le cadre du comportemenécdhelleétendu.

2.1 Corrections d'échelle : le sclema habituel

2.1.1 Groupe de renormalisation

Lorsque le systme est suffisamment proche du point critique, le comportement en
temperature des fonctions thermodynamiques est @qrar des fonctions alfpriques

35
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de la temgrature eduite ou variable @&chellet qui est eéfinie par :

T-T,
t= 2.1)

Cependantiporsqu’on skloigne de la&gion critique, il faut ajouter des correctioase
comportement dominant. La susceptil@lgécrit par exemple [Wegn72] :

X, Tt (1+ait? +aot? + -+ bt +bot® +...) (2.2)
ou # est un exposant non entier universel et les coefficiEnts etb; sont des ampli-
tudes non universelles. Les corrections en puissances namesntie sont appedes
corrections non analytiques ou confluentes. Elles proviennent éeateprs non perti-
nents. Les corrections en puissancesseasi de sont appedes corrections analytiques.
Elles proviennent du@eloppemenrd des ordres s@pieurs des agrations analytiques

du groupe de renormalisation. Il est possible de retrouver la forme (2.2) dans le cas du
mockle d’'Ising au-dessus de la dimension critiqueésiqure en consi&tant le modle

¢* défini par le hamiltonien (1.25). L'analyse dimensionnelle de ce hamiltonien per-
met d’obtenir les dimensions&helle des diffrents couplages qui sont d@as dans

le syseme (1.72) de la sous-section 1.3.2. Péuwr d.., la constante de couplageend

vers £ro sous l'actioné&petée des transformations du groupe de renormalisation. Les
poids statistiques intervenant dans la fonction de partition (1.26) peuganire’sous

la forme du @veloppement :

exp (~Holol) = (1 & [ i) 4. ) exp (~Hald)

ol Hg[¢] est le hamiltonien gaussien. Dans cette approximation, les moyennes du
mockle ¢* se calculent comme des moyennes gaussiennes. En particulier, le propaga-
teur C(k) du mockle ¢* dans I'espace de Fourierégrit au premier ordre comme la
somme des diagrammes répengs sur la figure 2.1. On obtient I'expression [ltzy89] :

>C o= —— + +

—

K —k K —k K K

FIG. 2.1 — Le propagateur du melk ¢* au premier ordre dans I'espace de Fourier est
la somme de deux diagrammes : le propagateur gaussien et la coreeatierboucle.

———Ca(k)+..., (2.3)
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ou C‘G(E) est le propagateur du melg gaussien dans I'espace de Fourier. Egrale
intervenant dans I'expression (2.3) diverge pdup 2. Nous effectuons le change-
ment de variablel = ¢/u. Un tel changement de variable n’est pas possible dans une
intégrale divergente, mais permet cependant d’obtenir la dimenséchelle correcte :

/ dg 1 = / diq L u‘“/ diq 1 2.4)
(2m)? ¢% + p? J @) (q¢/p)? +1 (m)du? +1° '

La dimension déchelle de la correctioa une boucle est donrt— 2. En revenant au
theéoreme fluctuation-dissipation (1.40), on s’apercoit que la susceiktit obtenue
en prenant le mode = 0 du propagateur. Puisque; /3 ~ 12, il vient :

X/Brp? (It +..), (2.5)

ou les coefficients; sont des amplitudegelles. Le comportement thermique du raled
est retroug en consiérantu? comme une fonction analytique dédart au point cri-
tiqgue [Ma00] que nous avons expié® au premier ordre par I'expression (1.29). De
facon plus @rérale, on peuécrire :

p? ~tdot? . (2.6)

ou les coefficientsl; sont des amplitudeelles. En utilisant (2.6) dans (2.5), on ob-
tient I'expression de la susceptibdi{2.2) pour les dimensions impaires avec la valeur
du champ moyer = 1 et I'exposant des corrections non analytiqtes (d — 4)/2.

Pour les dimensions paires, il est probable que des corrections logarithmiques soient
présentes comme cela estrdonté pour le moéle splerique [Joyc72] qui possle les
mémes exposants de champ moyen que leateod'Ising. Pourd > 6, on s'apercoit
quef > 1 et donc les corrections non analytiques sont masguwar les corrections
analytiques. Ainsi, au-dessus de la dimension critiquésepre, seules les dimensions

d = 5 etd = 6 sont affeckes par des corrections dominantes non analytiques. De plus,
d = 6 est la seule dimension paiétre affecke par des corrections non analytiques
dominantes avec éventuels logarithmes. Guttmann @termiré les amplitudes et les
exposants en dimensiods= 5 etd = 6 par technique d’analyse dérges [Gutt81].
Notons que les corrections logarithmiques en dimengient sont ciees dans l'article
[Gutt81], mais elles n'ont pasté prises en compte dans I'analyse qui permet d'obte-
nir les valeurs nur@riques du @veloppement. Remarquoégalement que Gofmast

al [Gofm93] ont consiéré ce probdme en dimensions = 6 et 7. Les exposants sont

en accord avec legsultats du magle splerique [Joyc72, Gutt81] mais les valeurs
numériques des amplitudes ne sont pas daw Leur analyse suge la pésence de
corrections logarithmiques podr= 6. L' étude pionrére de Binder du made d’Ising

a cing dimensions par simulation Monte Carlo [Bind85a] srggun premier terme
correctif non analytique pour la chaleurégiifique et pour la susceptibgiten accord
avec (2.2), tandis que le premier terme correctif de I'aimantation aurait une forme ana-
lytique.
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2.1.2 Developpement haute temprature

Les ceveloppements haute tedrature s’obtiennent e@crivant la fonction de par-
tition du mockle d'Ising sur éseau hypercubique sous la forme [Binn95, Pario8] :

Zy = cosh(B1)"™ Y " T] (1 + SkSw) (2.7)
(S} (0

ouv = tanh(3J) et]], ; estun produitales sites et/ sont premiers voisins. Aps
développement du produit, on obtient des termes en puissanedaiant intervenir

des produits de spins. On associe une liaison entre deux sites premiers voisins lorsqu’ils
apparaissent dans un terme. La sommation sur les configurations fait Uiepkes
termes @ interviennent un nombre impair de spins (et donc de liaisons) pour un site
donré. On peut refsenter ces termes par des trajectoires éesrsur le &seau. La
fonction de partition (2.7) devient :

Zy = 2" cosh(81)™N > " g(n' (2.8)
=0
ou g(1) est le nombre de possib#is de tracer une ou plusieurs boucles dv&isons.
Le calcul deZ; consistea obtenir les coefficientg(l) en comptant les possib#is de
construire des graphes avidiaisons. Pluss est grand, plus le nombre de graphes qui
contribuent est important. On obtient la susceptibiliar é&rivation de [energie libre :

xT§16(1+h1ﬁ2+h253+...)7 (2.9)

ou les amplituded:; sont des nombresels. Pour le magle d'Ising en dimension

d = 2, il existe des éveloppements de la susceptil@ljusqua I'ordre 300 [Orri01].

En dimensiond = 3, il existe des @veloppements 'ordre 25 [Bute02]. Il existe
également un &veloppement en dimensiaharbitraire sur éseau hypercubique. Ce
développement &t initié jusqu'aul 1¥M€ordre par Fisher et Gaunt [Fish64] et pour-
suivi au15°M®€ordre par Gofmaret al[Gofm93] en fonction deanh 3. C'est le seul
disponible pour les dimensions @reuresad, = 4.

Afin d'illustrer cette section, le&veloppement critique de Guttmann [Gutt81] obtenu
par analyse dessies et le @veloppement haute teimmture de Gofmaat al[Gofm93]
pour la susceptibilé non conneée /3 = (M?) en dimensions cing et six sont com-
pagsa nos simulations Monte Carlo sur la figure 2.2. On constate que le€ésnn
nunériques basculent entre les deux approches éleldppement critique est valide
pourt =~ 0 et le ceveloppement haute teature est valide pour> 1. Le compor-
tement déchelleétendu a pour but d'unifier la description des variables thermodyna-
miques en un seulaveloppement.

2.2 Comportement déchelleétendu

2.2.1 Construction de la forme déchelle

Consicerons une grandeur thermodynamique quelcod?d&ergentex I'approche
du point critique avec un exposanet qui admet une limita haute tem@rature de la
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forme3? :
~ —p
o) =, A", (2.10)
OCT)T—» BY, (2.11)

ou A; est une amplitude. L'analyse standard du comportement thermique des obser-
vables thermodynamiques consiatieacer les dorées en fonction de la variableath-

elle (2.1).

La premere étape du comportement &thelleétendu est de substituer la variable
d’échelle (2.1) par la variable définie par :

T-T.
=
Lesvariables déechelle (2.1) et (2.12) ont le@me comportement lorsque— T :

T (2.12)

t - 0 et 7 — 0, (2.13)

— —

c c

et donc le comportement critique (2.10) @esst similaire avec la variable:

O(7) AP, (2.14)

T—>NTC
ou A, estune amplitude. En revanclehaute temirature, les limites sont défentes :

t - oo et 7 — 1. (2.15)
T—o0 T—o0
La variable décheller permet une limite finie de I'observabt contrairemena.
La deuxemeétape consista choisir une amplitude critique fonction de la teérgture
de la formeA, ~ BY de sorte que la limite haute te@mature s’obtienné partir du
développement critique :

ch)T:&bﬁ¢T—p, (2.16)
O(r) .~ 8. (2.17)

Il est donc possible de construire une forme pour I'observéblgui posgde les li-
mites critique et haute terBpature exactes. Léthe consista tester nurariguement

la validite du ceveloppement entre ces deux limites. On a en particulier pour la suscep-
tibilité :

x/B~177. (2.18)
Pour la @finition de la longueur de cdlation :
) 1/2
_ - 2
= <2 i gjr <Sosr>> : (2.19)

on a [Camp06a, Bute02] :
¢/~ (2.20)
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Pour le moéle d’'Ising en champ moyen, les expressions de la suscepgtigilla lon-
gueur de coklation donges par (2.18) et (2.20) sont exactes dans toute la phase haute
temperature [Camp08]. Pour le mekk d’Ising 2d, I'ajout d’un terme correctif dans
les expressions (2.18) et (2.20) permet d’obtenir éssiltats obtenus par lagthode

de Paé avec une f@cision de I'ordre de /1000 [Camp08]. On peuégalement re-
garder la figure 1 de l&eference [CampO6a]iole ceveloppement critique [Gart88] et
le developpement haute te@mture [Bute02] de la susceptibdidu moeéle d’lsing
bidimensionnel sont tré&s comparativement en fonction des variablechéllet et

7. On s'apercoit que les correctionsedhelle au terme dominant déwvkloppement
deviennent &s faibles és lors que la variable est utili€e au lieu de. La chaleur
specifique du modle d’lsing3d donne desésultats satisfaisants lorsque deux termes
correctifs sont ajo@s [Camp06b].

Un autre aspect du comportemenéchelleétendu (qui n'est pas cong@ dans ce
chapitre) est la modification de I'analyse des effets de taille finie. Lorsque knsgst
pos®de une tailld., le comportement critique est modifill est cependant possible de
décrire une observabl@ suivant la forme cBchelle [Fish72] :

O(T, L) ~ L"/*O(L/&(T)), (2.21)

ot O(z) est une fonction dchelle universelle. Dans le cadre du comportemettlle
étendu, on ajoute une amplitud®& donree par (2.11) et on utilise I'expression (2.20)
pouré(T') pour obtenir [Camp0643] :

plv
o)~ (57)  Ow/em). (2.22)

ou O(z) est une autre fonction échelle. Cette nouvelle forme permet une extension
du regime déchelle des effets de taille finie pour le nédeld’Ising2d et3d [Camp06a,
Camp06b] et le moele d’Edwards-Andersosd. Cette néthode fonctionnégalement
pour les moéles qui pésentent une croissance exponentielle de la longueur de cor-
rélation a I'approche du point critique, tels que le nibel d’'Ising 1d et le mocle
d’Ising compktement frust 2d [Katz08]. D’'autres analyses omte effectiees no-
tamment pour le magle XY 3d et le moele d’'Heisenbergd [Camp06a, Camp06b].
Tous ces ésultats mettent eavidence I'extension du comportemenédhelle par la
méthode du comportementé&thelleétendu.

2.2.2 Application au mockle d’lsing en dimensions suprieures

Afin d’appliquer la néthode du comportementéthelleétendu au magle d’Ising
au-dessus de la dimension critique 8tpure, orécrit explicitement la susceptibiit
pourd = 5, 6, 7 et8 en utilisant (2.2) et en supposant des corrections logarithmiques
dans la correction dominante pour la dimensios 6 :

X(T)/8 ~ Tt +Bt"2+C+..., pourd=>5, (2.23)
x(T)/3 ~ Tt '+Blnt+C+..., pourd=6, (2.24)
x(T)/B ~ Tt '+C+..., pourd=7, (2.25)
X(T)/8 ~ Tt '+C+..., pourd=S3, (2.26)
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ouI', B et C sont des amplitudeselles. Notons que ces expressions djh &t
citees par Guttmann [Gutt81], y compris le logarithme en dimengiea 6. On se
place maintenant dans le sctha du comportement &helleétendu en remplacant
parT suivant les relations :

R (2.27)
1—71

La susceptibilié devient :

X(T)/8 = Tr '+ Br Y24+C(r), pourd=>5, (2.28)
x(T)/B = Tr '+ Bln(r)+C(r), pourd=F6, (2.29)
x(T)/3 = Tr '+4C(r), pourd="Tetd=S8, (2.30)

ou C(7) est une fonction qui regroupe les corrections d’ordre ples. Etant dong
que:
Tlim x(T)/B=1, et (2.31)

1im1 C(r)y=20C, (2.32)
il existe des relations entre les difentes amplitudes :

C =1-T-B pourd=35, (2.33)
C =1-T pourd=6,7ets. (2.34)

Les analyses piedentes de la susceptibifCamp06a, Camp06b] en dimensiba- 2

ont monté qu’un seul terme correctétait suffisant. Nous avonsdice de stopper le
développement dans les expressions (2.28), (2.29) et (2.30) au premier terme analy-
tique, c’esta-dire, nous conservons deux termes correctifs en dimensions cing et six
(la correction dominante qui est non analytique et la peeencorrection analytique)

et un seul terme en dimensions sept et huit corresporidéntorrection dominante

qui est analytique. La quaditdu ceveloppement obtera partir de I'interpolation des
donrees nurériques justifiea posteriorila troncationa un ordre aussi bas. L'avan-
tage de I'analyse des doees nurériques par la i@thode du comportementéathelle
étendu est de permettre une interpolation des desmonte Carlo dans toute la zone
haute temprature (hors de la zone des effets de taille finie), au lieu de se restraindre
une ferétre de temprature autour d&,. pour laquelle la longueur de cétation \erifie

1 <« £(T) < Li.e.une longueur de cogtation suffisamment grande pcétre dans le
régime critique, mais suffisamment petite péuiter les effets de taille finie.

2.3 Simulations Monte Carlo

2.3.1 Lalgorithme de ver (worm algorithm)

Les doniees nurériques ontete obtenues par simulation Monte Carlo en utili-
sant I'algorithme de ver (de I'anglaigsorm algorithm) introduit par Prokof’ev, Svis-
tunov et Tupitsyn [Prok98, Prok01]. Les ddres obtenues avec cet algorithme sont
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notees dans la suite MCTHSE de I'angld®nte Carlo High-Temperature Series Ex-
pansion. A haute tengrature, cet algorithme séwle nettement plus rapide que les
algorithmes habituels tel que I'algorithme de Wolff. De plus, comme il est expliqu
plus bas, le formalisme permetdhantillonner directement sur les graphes de la fonc-
tion de corélation et d’obtenir ainsi une estimation de la susceptibdit’'aide du
théoreme fluctuation-dissipation (1.40). Une repentation en terme de spins engendre
des fluctuations suppinentaires. Le principe est leasur une &criture de la fonction

de corgélation(S;S;) du mockle d’Ising :

<SlSJ> = Ziz:SiSjei'BZk,zSksz7 (2.35)
I'isy
_ Zil cosh(3)™Y 57 5,8, T] (1 + S i tanh(3)) . (2.36)
s ki

Il est possible de remplacer la somme sur les configurations de spins par une somme
sur les graphes, par analogie avecédeaeloppemeni haute temrature de la fonction

de partition. Les configurations qui contribuénta somme dans I'expression (2.36)
sont celles qui font intervenir dans le produit un nombre pair de spins pour un site
donré. Ces contributions peuveétre aussi re@senées par des graphes. Le éaim

en haut de la figure 2.3 donne un exemple de graphe qui congilmdonction de
cortélation : des boucles ou des trajectoires ouvertes joignant les sitgsqui sont
appeés sites sources. Comme toute simulation Monte Carlo, le principe éssbas

un échantillonnage des graphes qui contribuent le pllss moyenne (en anglais-
portance sampling). Nous construisons uneicbale Markova partir de [equation
maitresse :

PI/

0 at(t) = Z (Pu(t)WM—w - Pz/(t)Wl/—w) ’ (237)
nFV

ou P, (t) est la probabili# de trouver le systme dans uitatn au temps et W,
est le taux de transition entrettaty et I'eétaty. On peut @finir les taux de transition
de fagona obtenir une probabikt d’équilibre P¢?. On utilise pour cela la condition
du bilan cktaille en annulant terma terme la somme dans le membre de droite de
I' équation maitresse (2.37) :

PS(IWH*V - PSQWV_,M P} (238)
& W/ Wiy = PE1/P. (2.39)

Il est possible de distinguer deux contributions dans le taux de transifion, sous
la forme [NewO1] :
Wyoon = gvanBv—p, (2.40)

ou g,,—.,, est appdde probabilié de &lection qui est la probabiéitde g@rérer un nouvel
étaty a partir d’'unétaty. A, _,,, est le taux d'acceptation quétermine la probabilé
d’accepter le changement— p. Un moyen de satisfairedguation du bilan gtaille
est d'utiliser une praoedure locale de type Metropolis [Metr53] quéstit sous forme
compacte :

Wy = gu—pmin(1, PL7/PJ7) . (2.41)
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Revenons la pro@dure explicite pour I'algorithme de ver. L'une des deux sources, di-
sonsi, est mobileA chaquettape, elle se&place sur un site voisin choiseatoirement,
sans distinguer si une liaison e&japresente ou pas. Chaque site premier voisin de la
sourcei a donc une probabibtg, ., = 1/2d d’étre choisi, ce qui&fini la probabilie

de €lection pour chaque mouvement. Lorsqu’aucune liaison n'ésepte entre ces
deux sites, le mouvement est ac@agatec un taux de transition :

1
Wy = ﬁmin(l,tanh B8J). (2.42)
Sile mouvement est accépune liaison est éée. Lorsqu’une liaison eségh piesente
entre ces deux sites, le mouvement est aécapc un taux de transition :

Wi_p = 2—1dmin(1, 1/tanh 5J). (2.43)
Puisqu’on a la relatio) < tanhx < 1 Vz > 0, la probabilie W,_,, est toujours
égalea l'unité et la liaison est toujours effae. Ces probabibis de transition sont
obtenues en considant la proédure de Metropolis [Metr53] (2.41) ainsi que la forme
(2.36) de la fonction de cagtation. Afin de l'illustrer consiérons le taux de transition
reliant les deux graphes qui déffent seulement d’'une liaison sur le &ofa du bas
de la figure 2.3. Le graphe de gauche et de droiteesspitent des vers de longueurs
respectives cing et six pas deseau. En accord avec la relation (2.36), le graphe de
gauche a une probabgit’équilibre P¢¢ = A tanh®(3.J) tandis que le graphe de droite
a une probabilé d'equilibre P = Atanh®(3J), ol A est une constante. Les taux
de transition de type Metropolis (2.41)stit doncW,_,, = 1/2dmin(1, tanh 5J)
etW,_., = 1/2dmin(1,1/tanh 5J), en accord avec les formules (2.42) et (2.43). Si
les deux sources se rencontrent, elles ont la poséiblititse @placer ensemble sur un
autre site du&seau choisi @atoirement. Cetteventualié posgde une probabikt qui
peutétre determirée librement. Nous I'avons e a 1/2. Lorsque les deux sources
bougent ensemble, elles laissent une boucle, ce qui justifi€€tepce simultée de
trajectoires ouvertes et de boucles dans I'exemple de la figure 2.3. Ces boucles peuvent
disparétre si la ete du ver les rencontre. Par rappart'algorithme de Swendsen-
Wang, I'algorithme de ver poéde un exposant dynamiquegtrement pluglee a
deux dimensions mais significativement plus faialerois dimensions [Deng07]. De
plus, la dynamique est agleree dans nos simulations en utilisant un programme en
temps continu [Bort75]A chaqueétape Monte Carlo, on calcule les probabsiw,,
de toutes legventualiesa. Puis le temps pagégar le sysime dans le Bmeétat est
estine par :

Inn

T =1+1Int <ln(1—zawa)> , (2.44)
ol n estune variable @atoire distribée unifornément sur l'intervallg0; 1]. Le temps
est augmei d’'une quanté 7 puis I'une defventualiesa est choisie avec la proba-
bilité w,, et appliqee au systme.
Le formalisme de I'algorithme est bien adapbour les simulation& haute tem@rature.
En revanchea proximi€ de la temprature critique, le nombre de graphes qui contri-
buenta la fonction de co#lation crét exponentiellement. De masme a \erifier la
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convergence de I'algorithnieproximi€ de la temprature critique, nous avonsali€

des simulations avec l'algorithme de Wolff [Wolf89] dont le ralentissement critique
est mieux compris. On a choisi pour les simulations avec I'algorithme de Wolff une
temperature proche d&,.. La méthode de repor@dtation de I'histogramme [Ferr88]
nous a permis d’obtenir les valeurs pour les ténapures adjacentes. Cegtmodes
ont dans ce chapitre udle secondaire. Elles sontgsenges plus en &ail dans le
chapitre suivant. La comparaison en dimensios 5 est pésenée sur la figure 2.4.
On constate que les deux algorithmes donnent &astats en bon accord pour toutes
les taillesétudées excejit pour les plus grandes tailles danségime des effets de
taille finie. Cela n’a pas d’'incidence sur I&sultats puisque l&gime d’effets de taille
finie n'est pas utilié dans I'analyse des doaes. En dimensiod = 5, nous pouvons
donc avoir confiance dans les dé@ms obtenues avec 'algorithme de ver. Lésmas
tests onéte reali€s en dimensiofi. L'algorithme de ver permet d’'obtenir des d@es
depuis la fin de laggion des effets de taille finie jus@ula gion haute tenfrature
avec une efficadi optimale et sans psenter de probmes de convergence.

2.3.2 Analyse des donees

Explicitons la nethode utili€e a cinqg dimensions pour obtenir I'expression du
développement de la susceptil@la partir des donges nurdriques. En supposant la
relation (2.33) suffisanta toute temprature, on peugécrire (2.28) sous la forme :

X(T)/B~Tr Y +Br’ +C, (2.45)

ou
0 =—v+6. (2.46)

Les doniges sont obtenues, pour toutes les dimensioashaque tenfirature, aps
thermalisation du syéme pendang0.10° itérationsélementaires qui sontédinies
lorsque laéte du ver choisit un site premier voisin. La mesure @ali#e sur300.10°
iterationselementaires. Ces nombres @liations doivenétre multiplés par un facteur
d’accelération puisque nous utilisons un algorithme en temps continu. Par exemple,
en dimension = 5, le facteur d’acélération est79 pour la temgraturel’ = 25 et

54 pourT = 8.76 qui est la temprature la plus proche du point critique. Les me-
sures sonté&pakes par intervalles d&s ou le temps d’autocogélation¥ est cetermire
selon I'ordre du éveloppement. En dimensiah = 5 par exemple, pour les deux
temperatures’” = 25 et 54, on estime¥ = 124 et 184 respectivement. Pour chaque
dimension et taille, nous effectuons les simulatiarl temgeratures &parties loga-
rithmiquement. La simulation pour une tearpture donee estgali€e avec le graphe
final de la temprature voisine swggieure de magre a optimiser la thermalisation.
Nous avons teétles effets de taille finie avec des ®yses de difrentes tailles. Par
exemple, nous avons sin@uén dimensiod = 5 les taillesL = 6 a24 par pas de deux

et en dimensionl = 6 les taillesL = 6 a20 par pas de deux. Le temps de simula-
tion pour une taille et une terdpature est d8min30 environ sur des processeutson
quad-corede frequence2GHz. Une itrationélementaire prend un temps deus.

Le temps de simulation neédend pas de la taille mais uniquement de la longueur de
cortélation qui est faiblé haute temrature. De magrea se placer suffisamment loin
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de la egion des effets de taille finie, oaalise des simulations pour plusieurs tailles.
En dimensiond = 5, pour un éseau de tailld. = 14, la zone entrél’ = 8.9 et
T = 25 constitue un intervalle(s. Une premére interpolation estéalie avec six
parangtres libres T, B, C, T.. (intervenant dans selon (2.12))3% et+. On s’apercoit
alors quey = 1.0(2) est compatible avec la valeur attendue de champ mgoyent.
On accepte la valeur du champ moyen et une interpolatioimq pararatres donne
T. = 8.7743(95) qui est compatible avec la meilleure estimation de l&riture
T, = 8.77844(2) [Luij99]. On accepte cette estimation de ladithture et une inter-
polationa quatre paragtres donnd" = 1.28(2), B = —0.44(19) de telle sorte que
1-T'—B = 0.16(2) est compatible ave€ = 0.17(2). On admet alors la relation (2.33)
et une interpolatior trois pararbtres donne? = —0.47(8) soitf = 0.53(8) d'apres
(2.46) qui est compatible avec la valeyf2 attendue d’'agrs le éveloppement per-
turbatif (2.28). Cette valeur est acceptet une interpolatioa deux paramtres donne
acae@s aux amplitudeB = 1.291(3) et B = —0.310(8). La précision de I'interpolation
est cetermirée par un tesk? par dege de liberé. La méme analyse pour une taille
L = 16 donne desé&sultats compatibles. Lé&sultat est tre& en haut sur la figure
(2.5). On s’apercoit que I'expression issue de notre analgsétdle facon satisfai-
sante les dor@res nurériques depuis le&but des effets de taille finie jusgula zone
haute temprature. Pour comparaison, leépgdent @veloppement critique de Gultt-
mann [Gutt81] donne des valeurs incompatitiles 1.311(9) et B = —0.48(3). Nous
avons erifieé qu'il ne cecrit pas les dorefes nurariques, réme dans le séma du
comportement dchelleétendu @ ¢ est remplaé parr.
A six dimensions, on s'attend la pesence d’un logarithme dans les corrections do-
minantes d'apes la relation (2.29). Pour ne pas biaiser I'analyse en faveur d’'un lo-
garithme, on &alise une premdre analyse en utilisant la forme (2.45). Les degm
nunmériques sont obtenues pour wseau de tailld, = 14. L'interpolation est ealise
entre les tem@ratures” = 10.88 etT' = 30 ou les effets de taille finie sont absents.
En suivant la réme proédure que pour la dimensiah = 5, on obtient successi-
vementT, = 10.8318(24), proche de la valeul, = 10.8348(4) obtenue dans la
littérature [Gofm93]);y = 0.95(25) ety = —0.01(40). Puisque cette dergie valeur
est proche de&ro et instable ereduisant le nombre de paraires, on en conclut qu’'un
logarithme peuétre pésent. Puisqu’on agte le @veloppement au premier terme ana-
lytique dans I'expression (2.29), on remplace la fonctitfr) par une constanté' et
il vient :

xX(T)/B~T77Y +Blnr+C, (2.47)

ou C = 1—T dapres (2.34). Puis, on accepte I'estimation de |a&tdture poufr..
Une interpolatiora quatre paragtres néneay = 0.994(3) qui est compatible avec
la valeur de champ moyen = 1. Cette valeur est accéggt. Une interpolatioR trois
parangtres conduiil — I' = —0.1607(24) et C = —0.1605(18), ce qui est com-
patible avec la relation (2.34) qui est acé@ptUne interpolatiod deux paramtres
permet d’obtenil’ = 1.1606(17) et B = 0.0571(27). Le résultat du éveloppement
est tra€ en bas sur la figure 2.5. Lésultat de l'interpolation de la relation (2.47) per-
met de @crire la susceptibili sur toute la gamme de teématures consitee. Pour
comparaison, nous avonénifié que le éveloppement critique de Guttmanevie des
donrées nurériqgues néme traé en fonction de-. Cette @viation s’explique par une
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estimation erroee des amplitudes comme palie= 5 et également par le fait que le
logarithme n’est pas inclus dans I'analyse deses bien que sa @sence soit explici-
tement ciée dans l'article.

En dimensiong et8, on interpole les dorges d'apés (2.30) sous la forme :

x(T)/B~TT77 +C, (2.48)

ou C = 1 - T dapres (2.34). Les corrections dominantes sont analytiques. Pour
d = 7, on utilise une tailleL = 12 qui est suffisante pour s'affranchir des effets
de taille finie sur la gamme de teématures de l'interpolation (des simulations pour
L = 10, 12 et 14 ont permis de le érifier). Une interpolatiord quatre paragtres
menea T, = 12.8665(5), proche de la valeut2.8690(4) obtenue dans la Iérature
par ceveloppemenrd haute temprature [Gofm93]. On accepte cette valeur et une inter-
polationa trois pararatres néneay = 1.000(2), compatible avec la valeur de champ
moyen. On accepte cette valeur. Une interpolaiaieux paramitres permet d’obtenir

I' = 1.1086(9) et C = —0.1215(20). On accepte alors la relation (2.34) et une inter-
polationa un pararatre donnd” = 1.1008(5).

En dimensioni = 8, on obtient successivememnt = 14.8893(20) compatible avec la
valeurT, = 14.893(3) obtenue dans la l&rature par effets de taille finie [Merd06]),
~ = 0.998(2) compatible avec la valeur de champ moyEn= 1.0935(45) etC =
—0.0950(26). La relation (2.34) est valide et on obtient finalem&nt= 1.0836(5).
Les iesultats sont tras sur la figure 2.6 pour les dimensiongen haut) et (en
bas). Aucun éveloppement critique n'ate determire piecedemment pour les dimen-
sionsd = 7 etd = 8. L'expression (2.48) permet dé&crire correctement les doaes
numériques depuis leegime critique, hors effets de taille finie, jusgua zone haute
temperature.

Pour chaque dimension, nous avons obtenu des valeurs apoir admis un certain
nombre de paragires. Il est possible de reveait'estimation inépendante de chacun
de ces parastres. Nous obtenons les valeugsunges dans la table 2.1. Cette table

d | T, y Y Amplitudes

5| 8.7777(9) | 1.0(2) —0.47(8) | ' =1.291(3) , B = —0.310(8)
C =0.019(11)

6 | 10.8353(4) | 0.994(3) | 0[log.] T =1.1606(17), B = 0.0571(27)
C = —0.1606(17)

7 | 12.8690(3) | 1.000(2) I' =1.1008(5) , C = —0.1008(5)

8 | 14.8933(8) | 0.998(2) I' =1.0836(5) , C = —0.0836(5)

TAB. 2.1 - Resuné des ésultats nurariques obtenus podr= 5, 6, 7 et8. L'exposanty
est compatible dans tous les cas avec la valeur du champ moyeh En dimension
d = 6, la correction logarithmique correspoadun exposant = 0. Au-dek, pour
d = 7 etg, les corrections dominantes sont analytiques.

nous permet de constater I'approche de I'amplitlideers la valeur du champ moyen
I' =1 (d'apres (1.11) en posartz = 1) lorsque la dimension augmente.
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Nous avonggalement trael’évolution de la tem@rature inverse en fonction de la
dimension en haut sur la figure 2.7. Pa= 2, il existe une valeur exacte [Kram41].
Pourd = 3 etd = 4, nous avons choisi les valeurs de |&8littiture [Deng03] et [Kenn91]
respectivement. Les valeurs palir= 5, 6, 7 et 8 proviennent de nostsultats. Les
donrees se rapprochent de la droite en poigsiltjui correspond au comportement de
champ moyen d’'ags la relation (1.8). La ligne continue corresp@nkinterpolation
polynomiale galiea partir des valeurs de. :

Be(d) = b1 /d + b /d® + b3 /d® + by /d" (2.49)

ol by = 0.5044(3), by = 0.1935(30), b3 = 0.35(1) etby = 1.53(1). De fagona
inclure dans la figure la dimensiah = 1 pour laquelle la solution exacte permet
d’'estimerT, = 0 soit 5. = oo, on aégalement tra I'évolution detanh 5. en bas

sur la figure 2.7. La ligne en poin#@$ correspond au comportement de champ moyen
donre par la relation (1.8). La ligne continue corresparitnterpolation polynomiale
réalisea partir des valeurs denh g, :

tanh B.(d) = ¢1/d + co/d* + c3/d> + c4/d*, (2.50)
ollc; = 0.5834(6), ¢z = 0.748(6), c5 = 3.78(2) etey = 2.62(2).

Nous avonstudg les corrections échelle de la suceptibiéten dimensions cing
a huit dans le cadre du comportemenréaielleétendu. Le comportement dominant
est don@ par I'approximation du champ moyen. Ugwtloppement perturbatif du
mockle ¢* permet d’avoir une idle de la forme des corrections dominantes qui sont
non analytiques en dimensions cing et six et analytiques au-dekolution du mogle
splerique suggre des logarithmes dans les corrections dominantes en dimension six.
Nous avons obtenu des da@es nurdriques avec l'algorithme de ver en temps continu
qui se ewele performant dans la gamme de té@rgiures envisa@g. Le cadre du com-
portement cechelleétendu permet uneetermination pecise les paragtres du évelop-
pement incluant le comportement dominant et les corrections dominantesvélem
pement @crit la susceptibilé dans toute la phase haute té&rgiure contrairement aux
méthodes utilises habituellement. De plus, nous metton&widence des corrections
logarithmiques en dimension six.
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Fic. 2.2 — Afin d'illustrer la description de la susceptitélipar la néthode habi-

tuelle, des donees nurgriques obtenues par simulations Monte Carlo en dimensions

d = 5 (en haut) etl = 6 (en bas) sont comp@es au @veloppement critique de Gultt-
mann [Gutt81] obtenu par analyse deiss et le dveloppement haute tei@ature de
Gofmanet al[Gofm93]. On constate que les ddres nurériques basculent entre les
deux developpements. Dans l'insert se trouve un agrandissement égitanrai le
developpement critique sort de sargime de validié. Notons que lorsque— 0, les
donrées nurérigues ressentent les effets de taille finie@&keau qui ne sont paédtits
par le ceveloppement critique.
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Vv M

FIG. 2.3 — Sur ces deux semas, les lignegépaisses repsentent les graphes qu’on
peut assimilea un ver (d'al la &nomination algorithme de ver). Les poinist j sont
appeés sources. En haut, nous avons éspné un exemple de graphe qui contribue
a la fonction de co#lation (2.36) : une trajectoire ouverte joignant les sites j

et éventuellement des boucles fa&res. En bas, nous avons regené deux exemples
de graphes qui diffrent d’une seule liaison. D'ags la relation (2.36), le graphe de
gauche a une probabgid’equilibre P¢? = A tanh® 5.J tandis que le graphe de droite
a une probabilé d'équilibre P77 = Atanh® 8J, ol A est une constante. Les taux de
transition de type Metropolis (2.41)&rivent dondV,_,,, = 1/2dmin(1, tanh 3.J)
etW,_, = 1/2dmin(1,1/tanh 5J), ou le termel/2d est la probabié de €lection
de la liaison concei®e par le mouvement parmi |€d choix équiprobables pour un
réesealwa d dimensions.
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FiG. 2.4 — Comparaison des da@es obtenues avec I'algorithme de ver et I'algorithme
de Wolff combiré a la méthode de repor@ation de I'histogramme en dimensidn-= 5

pour differentes tailled.. Les iesultats sont en bon accord, sauf pour les plus grandes
tailles dans le&gime des effets de taille finie. Mais degime est exclu lors de I'ana-
lyse des donees. La convergence de I'algorithme de ver est donc satisfaisante pour la
détermination du @veloppement critique.
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FIG. 2.5 — Comparaison des da@es nurgriques avec l'expression (2.45) pour la
dimensiond = 5 (en haut) et avec I'expression (2.47) pour la dimensioa- 6

(en bas), obtenues en utilisant l&thode du comportementé&thelleétendu. L'ac-

cord est bon depuis leégime critique (aprs la zone des effets de taille finie) jus-
gu'a haute temgrature. Dans l'insert, un agrandissement permet de constater que le
développement est validedmea haute temgrature. Cettétude constitue la presrie
évidence nurarique de corrections dominantes incluant un logarithme en dimension
d = 6 (la presence de ces corrections egjadcitte dans [Gutt81] mais ne sont pas
prises en compte dans I'analyse deges).
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FiG. 2.6 — En dimensiorl = 7 (en haut) etd = 8 (en bas), les corrections domi-
nantes de la susceptibditsont analytiques. Linterpolation des dé@es nurgriques
selon I'expression (2.48) obtenue dans le&soh du comportement &helleétendu
est traée en pointikks. Les don@es nurariques sont &kcrites par le @veloppement
pour toute la gamme de terf@@mtures.
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FIG. 2.7 — En haut, la ten@rature critique inverse du mele d’Ising est trage en fonc-

tion de la dimension. La courbe en trait plein correspafticghterpolation polynomiale
(2.49). En bas, nous avons téaanh 3. en fonction de la dimension de facarplacer

sur la figure la valeu, = oo soittanh 5. = 1 pour la dimensioml = 1. Les lignes en
pointillés repésentent les expressions obtenues dans I'approximation du champ moyen
(1.8).
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Chapitre 3

Effets de taille finie anormaux

Nous pésentons dans ce chapitre desultats peliminaires concernantédtude des
effets de taille finie du mage d’'Ising au-dessus de la dimension critique&siqure.
Dans ce egime d'effets de taille finie, il edtabli treoriquement que la longueur de
correlation pésente une croissance anormale avec la taille deémsstlLa relation ha-
bituelle valable notamment au point pseudo-critique- L devienté ~ L%/%, Le
comportement du maximum de la susceptiitievienty,,,., ~ £2 ~ L%2, Ce com-
portement &t \erifié extensivement par simulations Monte Carlo avec des conditions
de bords priodiques. Cependant, on trouve dans lai#ture des arguments fasisur
des calculs analytiques contre un tel comportement pour les conditions de bords libres.
Nous apportons dans ce chapitre @gglences nugriques de la croissance anormale
de longueur de cogefation qui a lieuégalement avec des conditions de bords libres.
Dans une prengire section, nous psentons le cadre des effets de taille finie normaux et
la modification engenée au-dessus de la dimension critiquegsigure. La deuxime
section a pour objet les&hodes nur@riques utili€es pour cettétude : les simulations
Monte Carlo sonté&alises avec I'algorithme de Wolff, coml&m la reponération de
I'histogramme. Dans une tro&ine section, nous @sentons leséisultats nurariques
obtenus en dimension cing. Dans un premier temps, nous utilisons tous les sites du
réseau pour analyser lessultats. L'influence des surfaces ne permet pas d’atteindre
le regime asymptotique, mais ndssultats permettent d’exclure un comportement nor-
mal. Afin de Eduire les corrections @thelle lees aux surfaces, nous corisiohs dans
un second temps desseaux de coeur qui ne comportent que des sites de volume. Cette
méthode permet deédrire le maximum de la susceptibdipary,q. ~ &2 ~ L5 aux
barres d’erreur @s.

3.1 Introduction

3.1.1 Effets de taille finie : le scema classique

Lorsqu'un systme est de tailld. finie, la singularié de I'energie libre dispata
Les divergences obsdrgs pour la susceptibiitet la chaleur gifigue deviennent

55
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des maxima qui ont lieu en des points pseudo-critiques. L'amplitude des maxima et la
valeur des temgratures pseudo-critiques sont des fonctions de la taille daragst_e
syseme commenca ressentir sa taille finie lorsque la longueur de@atfon¢ devient

du méme ordre de grandeur que sa tallledonca proximi& du point critique. Puisque

la taille du systme modifie le comportement critique, il est juétifie consiérerl/L
comme une variable pertinente. Lors d’'uri&rdtion du groupe de renormalisation, la
taille se transforme comm&’ — L/b. On associe dona la variable déchellel/L

la dimension échelley;, = 1. Lhypothese homogreité de la partie singudire de

I’ énergie libre (1.54) devient [Card96] :

fs(t,h, L) ~ b= f (bYet, b¥" h,b/L). (3.1)

Dans la suite, on appell&. la temgerature critique du systme dans la limite ther-
modynamique €T, (L) la temgrature du point pseudo-critique. Prenons I'exemple de
I'aimantation dont la transformation (1.58) est obtenue en pdsano etb = |t|~1/¥:

et en se placant dans la phase basse&eatypre (7" < ) :

m(t,0,L) ~ |t|®m(1,0,t /L) ~ L= M(L/£(1)), (3.2)

ol M(x) est une fonction dchelle reeam(1,0, ) par M(z) ~ z°/*m(1,0,z).

De plus, on a utili la relation (1.64f(t) ~ [¢|~". A partir de cette expression, il est
possible de écrire le comportement de I'aimantation en fonction de la taille deayst
selon deux protocoles. Le premier consisge placer eh= 0. On a alors d'aps (3.2)
m(0,0, L) ~ L~A/*, Le deuxeme consist@ se placer au point pseudo-critique pour
lequel|t|” L = Cste, c’'est-dire :

To(L) = To| ~ L7V (3.3)

On a aloregalement, toujours d’ags (3.2), le comportement(t,0, L) ~ L=/, De
mankire gerérale, une fonction thermodynamiq@equi posede un exposant critique
p peut se gecrire en fonction de la taille du sgshe selon I'expression (2.21) que nous
rappelons :

O(t, L) ~ LIV O(L/&(1)), (3.4)
ou O(x) est une fonction dchelle. Dans le cadre du comportemeréctielleétendu,
cette relation est remplée par (2.22), mais nousétudions pas cet aspect ici.

3.1.2 Effets de taille finie anormaux

Brézin [Brez82] aétudg les effets de taille finie du métk ¢* sur un éseawd d
dimensions avec di#rentes §onétries. En dimensiong > 4 et pour des conditions
périodiques dans toutes les directions, la longueur delation crét avec la tailleL
comme :

Ep(Te) ~ ppH(Te) ~ LY. (3.5)
Cette relation &t \érifiee nunériquement par Jones et Young [Jone05] en dimension
d = 5. Brézin et Zinn-Justin [Brez85] ont con&i@ entre autres le meéte ¢* a I'ordre
le plus bas en perturbatioA.partir de l'action effective :

t 1
Sepp =L (2¢2 + 4!¢4> ; (3.6)
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les moyennes de chaque moment de I'aimantation sonédsar des iBgrales gaus-
siennes. On a en particulier pour la susceptibilit

X~ L4 (37

Il est possible de &finir une quanté invariante au point critique et pseudo-critique
qui s’appelle le cumulant de Binder. Il existe plusieugsinitions qui diferent par des
constantes. En suivant [Brez85], nous choisissonéfimition :

(M)

g(T) = W (3.8)

A la temgerature critiqueZ.. le cumulant de Bindey(7.) prend la valeur univer-
selle [Brez85] :

4
~ 2.188440. . . (3.9)

tandis qu’'au point pseudo-critique de la suscept#iline inégration de I'action (3.6)
menea la valeur [Pari96] :
g(T.(L)) = 1.515726. (3.10)

La relation (3.7) &t vérifiee extensivement par simulation Monte Carlo. On peut par
exemple consulter les articles de Bind#ral [Bind85a, Bind85b], Rickwardt, Nie-
laba et Binder [Rick94], Parisi et Ruiz-Lorenzo [Pari96], Aktekinal [Akte99]. La
valeur universellgy(T..) ~ 0.81156 a fait cebat dans la liéirature. Plusieurs auteurs
ont cetermiré nunériguement une valeur incompatible [Rick94, Jone05]. Cependant,
Luijten et Bbte [Luij96] donnent de€vidences de fortes correctionsdhelle qui
menent asymptotiguemeatla valeur (3.9). Parisi et Ruiz-Lorenzo [Pari96] concluent
également des esultats compatibles avec [Brez85] pour le cumulant de Binder, tout
comme Mon [Mon96].

Il a €t monté que le écalage de la ten@pature pseudo-critique de la susceptibifie
comporte aussi de mae anormale avek dans [Luij96] et [Pari96] :

t~ |To(L) = Te| ~ L2, (3.11)

en accord avec les simulations nemgues et en contradiction avec le comportement
habituel (3.3). Pour les conditions de bordsipdiques deux articles gsentent des
arguments analytiques en faveur d'un comportement normal. Un article de revue de
Watson [Wats73gtablit une limite suprieure de la croissance de la susceptiéodit,.
telle que :

x <LV =12, (3.12)

en utilisant des relations fluctuation-dissipation et dégati€s de Griffith. L'article

de Rudnick, Gaspari et Privman [Rudn85¢gente un calcul de la susceptil@lét 7',

en ceveloppant le paraétre d'ordre sur la base des ondes stationnaires. Leur calcul
meéne au comportement asymptotique normat L2. Ces esultats remettent en cause
l'universalitt du comportement anormal qui ne devrait pagahdre des conditions de
bords.
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3.2 Meéthodes nunériques

Dans ce chapitre, nous avoreali€ des simulations nueniques du mogle d'Ising
a cing dimensions avec des conditions de bords libregmagiques en utilisant I'al-
gorithme de Wolff [Wolf89] combié a la repondration de I'histogramme [Ferr88].
Ces n&thodes sont gisenges en dtail dans I'ouvrage [New01] et les discussions qui
suivent s’en inspirent largement.

3.2.1 Lalgorithme de Wolff

A proximité du point critique, il y a apparition de fluctuations critiquésrites
dans la section 1.2. La longueur de &ation du moéle d’lsing par exemple devient
trés grande. Son ordre de grandeur est la taille desyest Cela entfae I'apparition
de larges domaines de spins aBgncomme l'illustre la figure 1.9. Le temps de cal-
cul pour simuler des grandes tailles augmente rapidement avec un algorithme Monte
Carlo local dont les taux de transitions soatetmires par exemple avec les péstures
de Metropolis ou de Glauber. Le temps d’autoétation recessaire pour obtenir des
configurations écorglées augmente selon :

7~ L%, (3.13)

ou z. ~ 2.17. On parle de ralentissement critique. Ce ralentissement s’explique en
remarquant gu'il est difficile de changer I'aimantation d’'un amasé&i®spin par spin.
Pour des probabilis dequilibre definies par la statistique de Boltzmann, la condition
du bilan cetaille (2.39) entre deugtatsv ety s'écrit :

Wy /Wy = e P BB (3.14)

Le taux de transition de Metropolis (2.41) satisfait cette condition :
1
Wy_p = Nmin(l, e PAEY (3.15)

ouAE = E, — E, et N est le nombre de spins dégeau. Pour uréseaua deux
dimensions, un spin posde quatre premiers voisins. Si ce spin est au coeur d'un
amas corlé, entoue de quatre premiers voisins al&g) sorénergie esty, = —4.J.

L énergie ap¥s retournement de ce spin &5t = 4.J. On obtient doné@ la temgrature
critique 7. ~ 2.269 un taux d’acceptation &s faibleA, ., = e85/ = 0.0294....
Donc la plupart des tests sont refss Un moyen de re@dliera cette difficulé est de
mettre au point un algorithme non-local qui effectue un test sur un amasécpau-

vant contenir plusieurs spins. Un tel algorithmétamis au point par Wolff [Wolf89]

en utilisant I'idee de Swendsen et Wang [Swen87]. Le passage entre deux configura-
tions de sping et i est repéseng sur la figure 3.1. La pré@dure consista choisir un

site au hasard sur I@seau qu’on peut appeler site graine. A partir de ce spin, on ajoute
ses voisinga 'amas avec une probab#iP, 4, s'ils ont la méme orientation. Si l'orien-
tation est diferente, ils ne sont pas ajé@st 'amas. La proedure esté&péetee pour tous

les voisins ajoisa I'amas. Lorsque I'amas est foenon change le signe des spins
automatiqguement. La probab#itle former I'amas dans la configuratioest la néme
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FiG. 3.1 — Les points blancs et noirs régentent des spins de signes o@sost les
spinsa l'intérieur de la boucle en poin@#$ font partie d’'un r@Bme amas. Ce séma
illustre une ieration de I'algorithme de Wolff entre deux configurations de spietu
qui different par I'inversion du signe des spins apparteaamt neme amas.

gue pour la configuration, a ceci pes qu'il faut tenir compte des spins déme signe
qui n'ont pastte ajouesa I'amas sur les bords. La probat#lie ne pas ajouter un spin
de méme signex 'amas est — P,44. Sim etn repesentent les nombres de spins de
méme signes non-ajaésa I'amas pour les configurations respectivest 1, alors la
condition du bilan étaillé (2.39) peut €crire comme :

Woop — GvopAvo

A
= (1 = Poga)™ "R = 7B (BB (3.16)
W/J,HV gMHVAM%I/ ( )

Ay

ou nous avons utilis une statistiqgue de Boltzmann. En notant giye- £, = 2J(n —
m), il vient :
Avp
Ay

n—m

= [(1 — Padd)SQﬁJ] (317)
Donc en choisissant :
Padd =1- 626’], (318)

les taux d’acceptance pour les transitions> p ety — v peuvent prendre pour va-

leur I'unité. C’est pourquoi on inverse automatiquement le signe de tous les spins une
fois I'amas forn&. A proximit du point critique, I'algorithme de Wolfeduit de fagon
significative le temps d’autocdrlationr et I'exposant dynamique critique par rap-

porta un algorithme local de type Metropolis ou Glauber. Remarquons que le fgmps
mesué en terme d'iérations de I'algorithme de Wolff correspond au test d’'un nombre

p de spins contenus dans I'amas. Or un tempsmesué en terme d’iérations d’'un
algorithme de Metropolis correspoadun test sur tout leéseau, dondv = L9 spins.
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Puiqu’une iération de I'algorithme de Wolff ne balaie qu’une fraction moye@¢ L?
du reseau, il faut regfinir le temps d’autocoélation [New01] de fagoa comparer les
performances des deux algorithmes :

w = 7w (p) /L. (3.19)

De plus, il est possible de montrer gye= 5(p) [NewO1]. En notant quéy, ~ L7,
il vient pouré ~ L :

T~ £% ~ LR /v—d, (3.20)
menant la cefinition de I'exposant dynamique :
W =W iry/v—d. (3.21)

A deux dimensions par exemple, pour un eysé de taillel00 x 100, une valeur
Tw = 2.80(3) pour l'algorithme de Wolff qui est largement &rfeure, néme sans
recefinition, & la valeur obtenue avec I'algorithme de Metropolis = 2570(330)
[New01]. L'exposant dynamique quaatiui vautz!"" ~ 0 pour I'algorithme de Wolff
(voir par exemple les articles [Bd05, Du06] et leursaferences) et = 2.1667(5)
[Nigh96] pour I'algorithme de Metropolis.

3.2.2 Lareponceration de I'histogramme

La repon@ration de I'histogramme [Ferr88] est unétimode qui permed partir
d’'une simulatiora une temprature don@e d'obtenir une grandeur thermodynamique
a des temeratures diferentes. Cela permet de gagner du temps de calcaliant
de realiser des simulatiorss plusieurs temratures. Le principe #orique comme la
programmation sont simples. Les explications qui suivent sont largemen€iespie
I'ouvrage [NewO1].

Rappelons que la moyenne thermodynamique d’une obser@adiebtient en moyen-
nant sur tous leétats du systme, ponérés par un poids de Boltzmann :

B Ey (f)ue—ﬂEu
SN

Lestechniques Monte Carlo consisténtéaliser une ctiae de Markov dans un sous-
ensemble de 'espace total dewtsa partir d’'une distribution de probabditp,. Si
on realise M échantillonnages de I'observahf® parmi lesétats{vy, vy ... vy}, la
moyenne Lcrit ;

(0) (3.22)

SM O, pyte P
- 2411 pi'e B
L’ équation du bilan etaille (3.14), erifiee notamment par les algorithmes de Metro-
polis et de Wolff, permet d’assurer que la distribution é&sts de la cHae de Markov
s'effectue selon la statistique de Boltzmann. On obtient algrsx e =% et la rela-
tion (3.23) sécrit simplement :

Owm (3.23)

L M
On = i ; Oy, . (3.24)
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Il est cependant possible deatiser une moyenne thermodynamigua temg@ratures
a partir d’'une simulatios la temg@ratures3, pour laquellep,, o< e=#Fv: . La relation
(3.23) devient :

M 0,6 =P By,

Or =
MM (560 B,

(3.25)

Cette relation constitue le principe de la reperation de I'histogramme. Dangtude
qui suit, la repondration de I'histogramme est utiéie lors une prergre simulation
préalable relativement courte afin d’estimer approximativement laéeattyre pseudo-
critique de la susceptibift Lors d’'une deuxime simulation plus longue qui permet
d’obtenir les valeurs pour I'analyse, on se place dans le voisinagé&diamdu point
pseudo-critique de telle sorte que la témgiure de simulation est bien souvent incluse
dans l'incertitude sur la ten@pature pseudo-critique.

3.3 La susceptibilie pour les conditions de bords libres

3.3.1 Susceptibilie calcuke avec tous les sites

Nous pEsentons dans cette sous-section @gle nurérique comparative de la
susceptibilie du mole d’lsinga cing dimensions avec des conditions de boétpli-
ques et libres avec I'algorithme de Wolff [Wolf89] combia la reponération de I'his-
togramme [Ferr88]. Nous avons choisi dealiser les simulations au point pseudo-
critique afin deviter les sources d’erreur&és aux extrapolations dans Etekmination
de la temgrature d'un sygime infini7.. Une simulation pgliminaire nous permet
d’estimer approximativement le point pseudo-critique. Puis, la simulation finale est
réalise autour de cette estimation aux barres d’'erregs.fra reponération de I'his-
togramme nous permet d’obtenir les points des tenajpires voisines et d’'affiner I'es-
timation p€liminaire. Puisque nous utilisons des valeurs rep@es uniqguemenra
proximite de la temprature de simulation, il n'y a aucun prebhe de convergence
comme nous avons pu le constater en effectuant des recouvrements d’histogrammes
reali€sa des tempratures de simulation défentes. Nous avongali€ un calcul
préalable du temps d’autocéfation qui se comporte, pour la gamme de tailles que
nous considrons selon :

Fpe = 0.32(7)L*4®?) | (3.26)

pour les conditions de bord&€podiques et :
Free = 0.20(6)L*63) (3.27)

pour les conditions de bords libres. Noéalisons pour les simualtions finales des me-
sures toutes le3r itérations de I'algorithme de Wolff afin de conérér les variables
comme in@pendantes dans le calcul des incertitudes [New01]. Dans cette sous-section,
les eseaux ont des tailles qui varient enfre= 11 et 51 par pas de5. Le nombre
d’itérations et le temps d’autocétation utili€s pour chaque taille sont dazsidans

la table 3.1, ainsi que legsultats pour le maximum de la susceptibilit,.... (L), la
temperature pseudo-critiqué,.(L) et la valeur du cumulant de Binde(7.(L)). La
susceptibilie est pesenge sur la figure 3.2 pour les conditions de borésq@iques
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(en haut) et libres (en bas). On constate, comme on s’y attend, que les corrections
d’échelle en temgrature sont consétablement plus importantes pour les conditions
de bords libres. On rappelle que nous avioatedhire 5. ~ 0.113925 dans la limite
thermodynamique (voir la table 2.1§.partir de cesésultats, on peut extraire le maxi-
mum de la susceptibiBitet pro€dera une analyse des exposants critiques.éseiltat

pour les conditions de bordépodiques est tracsur la figure 3.3. Sur la figure du haut,
nous avons traele maximum de la susceptibéien fonction de la taille. On constate
que la &pendance est bieredrite par une loi algbrique avec un exposahb a partir

de la tailleL = 21 aux barres d'erreur ps, ce qui est en bon accord avec (3.7). Sur
la figure du bas, nous avonsali€ une interpolation de I'exposant des deas de la
figure du haut en faisant varier la borneériéureL,,;,, de l'intervalle d'interpolation

de facona observer la convergence vers &gime asymptotique (L, € [11;41]).
L'exposant effectif est tracen fonction dd / L,,,;,, de telle sorte que leégime asymp-
totique est atteird gauche de la figuré\ partir deL = 21, on s’apercoit que I'exposant

se stabilise autour de la vales. La meme analyse eséali€e pour les conditions

de bords libres. Lessultats sont @senés sur la figure 3.4. Sur la figure du haut, on
constate que les do@aas sont bien&trites pour les tailleg < 31 parya. (L) ~ L?,

donc un comportement d’effets de taille finie normal. Cependant, la courbevén d
significativement partir deL = 31. L'exposant effectif trag sur la figure du bas est
nettement incompatible avec la valéupour les plus grandes tailles. Cependant, les
donrées ne sont pas suffisammenégses pour extrapoler un exposarit. D'apres

ce esultat, la susceptibifitcrdt plus vite queL? pour les conditions de bords libres

et incidemment, la longueur de cékation¢ ~ x/2 crdit plus vite que la taille du
syseme.

Il est également possible de tracer le cumulant de Bind&t.(L)) défini par I'ex-
pression (3.8), et qui doit prendre au point pseudo-critique la valeur universelle (3.10)
que nous rappelong(T.(L)) = 1.515726 [Pari96]. Nous pesentons nosésultats

sur la figure 3.5 pour les deux types de conditions aux limites. On constate que les
donrees, bien que brutes, sont en bon accord avec I'estimation de Parisi et Ruiz-
Lorenzo [Pari96] pour les deux types de conditions de bords, ce qui constitue un
élement sup@mentaire en faveur d’'un comportement d’effet de taille finie identique.
Nous n'avons pa&tt en mesure de tracer la valeur du cumulant de Binder pour la
temperatureT,. afin de \erifier la peédiction tteorique (3.9) caff,. est trop loin de la
temperature de simulation poutre incluse dans I'histogramme, en particulier pour
les conditions de bords libres. Il eégalement possible d’obtenir des exposants
partir du cecalage de la ten@pature pseudo-critique de la susceptibién fonction

de la taille. Ces ten@ratures pseudo-critiques soritermireesa partir des donees

de la figure 3.2 etésunges dans la table 3.1 et 3.2 pour les conditions de bords
périodiques et libres respectivement. Nous avonstiacEcalage suivant laadinition

t = |T.(L) — T.|. Nous avonggalement teétla cfinition (L) — 5. ~ |T.(L) —
T.|/T.(L) qui donne les r@mes valeurs d’exposants aux barres d’erreas.pNous
utilisons la valeur d€. la plus pécise donae dans la li#gratureT, = 8.77844(2)

(soit 8. = 0.1139155(5)) [Luij99] qui possde un chiffre significatif suppmentaire

par rapporfa notre estimatioff,, = 8.7777(9) fournie dans la table 2.1.

Les esultats pour les conditions de bordsgipdiques sont @senés sur la figure 3.6.

On constate que les erreurs relatives sont importantes. Pour les plus grandes tailles, la
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temperature dans la limite thermodynamiqiie = 8.77844(2) est teés proche de la
temperature pseudo-critique. Par exemple pbut 51, la tempgrature pseudo-critique
estT.(51) = 8.77801(15). L'incertitude sur lécart est presque aussi grande géedrt
lui-méme. Nous n’avons pas pu obtenir une interpolation raisonnable de I'exposant.
La méme analyse est effe&e pour le calage en ten@gpature avec les conditions de
bords libres. Lesésultats sont trés sur la figure 3.7. Puisque les effets de taille finie
sont plus importants, la terépature pseudo-critique est pleleigree de la valeur dans

la limite thermodynamique et les erreurs relatives sont moins importantes. On constate
que I'exposant effectif se dirige plus vraisemblablement vers la valeur classigue
non pas vers la valeur attendié en accord avec la relation (3.11). Cela peut provenir
de corrections @chelle plus importantes pour léchlage en tengwature par rapport
au maximum de la susceptibdit

Les tables 3.1 et 3.Zsument les paragires et les dorées extraites de ces simulations
pour les conditions de bord€podiques et libres respectivement. Puisque le calcul

T utilisé
200
1000

L | nbr. iter. B.(L) ) )
11 | 2500000 | 0.114185(2 O) ) )
16 500000 | 0.114025(11) ) )
21 77500 | 0.113971(1 ) 1490(23) ) 1000
26 110000 0. 113948(6) 2531(32) ) 2500
31 32000 0. 113937(5) 3967(90) 1.5014 40) 2500
36 20000 0.113930(4) 5828(80) ) 5000
(3) ) )
(2) ) )
(2) ) )

XmaL(L
283(1
744(4

41 20000 | 0.113926 7905(250 5000
46 14000 | 0.113923 10950(390 5000
51 7200 | 0.113921(2) | 14080(685 7000

TAB. 3.1 — Nous pesentons les informations extraites des simulations de la suscep-
tibilité pour des conditions de bordérpdiques. "nbr. iter.” refsente le nombre
d’itérations in@pendantes sur lesquelles sdrgli€es les moyennes.

avec tous les sites @sente des correctionsathelle consiérables nous adoptons une
autre approche en congicnt uniquement des sites de volume.

3.3.2 Susceptibilie calcuke avec les sites de coeur

Pour un systme hypercubique de dimensidnon distingue les sites par leur coor-
dinencez et leur populationV(z) dans le éseau. Il existé\f( ) = (L — 2)? spins de
ceeur avec une coordinenee= 2d, N(z) = 2C}(L — 2)?~! spins d’hypersurface de
dimensiond — 1 avec une coordinence= 2d — 1... On peut @réraliser ce calcul pour
des spins de coordinence arbitraire :

N(z) =2mCP(L —2)4™, (3.28)

ol m est un entier &fini parz = 2d — m etCJ* = d'/(m'(d m)!). Il est facile
de s’apercevoir de la validitde I'expression (3 28) pour uigeau bidimensionnel
repieseng en haut sur la figure 3.8. Nous avons érea bas sur la figure 3.8 la quaétit
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L | nbr. iter. Be(L) | Xmaz(L) 9(T.(L)) | 7 utilisé
11 | 1250000 | 0.120258(29) | 109(1) | 1.5090(35) 2000
16 625000 | 0.117033(17) 227(2) | 1.5129(50) 2000
21 400000 | 0.115767(10) 394(3) | 1.5131(64) 1000
26 | 127000 | 0.115141(10) | 614(9) | 1.509(11) 2500
31| 360000 | 0.114786(8) | 891(6) | 1.5118(67) 2500
36 68388 0.114565(6) | 1227(21) 1.517(16) 3000
41 [ 150000 | 0.114419(4) | 1630(18) | 1.513(11) 4000
46 | 62500 | 0.114317(5) | 2080(36) | 1.511(17) 4000
51 40800 0.114243(3) | 2635(57) 1.513(20) 5000

TAB. 3.2 — Nous pesentons les informations extraites des simulations de la suscepti-
bilité pour des conditions de bords libres. "nbr. iter.” Egante le nombre détations
indépendantes sur lesquelles sarlies les moyennes.

N(z) (définie par I'expression (3.28)) en fonction de la taille pour éseau hyper-
cubigue en dimension cing. Le nombre de sidésqui ne sont pas dans le volume
s’exprime comme :

N, =L~ (L-2)"=2C L4 Y14+ O 1) =2dL (1 + O(L71)). (3.29)
Le pourcentage de sites qui ne sont pas dans le voluecets’

N,/L? = %(1 +0O(L™h)). (3.30)

Pour avoir1l% de site qui n’appartiennent pas au volume, il faut unayst de taille

L = 1000 en dimension cing. Avec les capdstinformatiques qui soitnotre dispo-
sition, on peut effectuer une moyenne raisonnable jusdas tailles. < 60 (a cing
dimensions, le record puBlidans la littrature esétabli par Stauffer pour une taille
L = 176 [Stau00]). De mardirea reéduire les effets is aux surfaces, nous avons me-
sue la susceptibilé des sites de coeur deseau. Nous avons choisi de conserver un
sous-eseau dont la dimensioh, est une fraction de la longueur totale ceseau.
Le sous-éseau contienfV., = L5 sites. Nous illustrons le précé par le sckma
de la figure 3.9 pour unéseau bidimensionnel avec une fractibryL = 1/2. La
géréralisationa un Eseawa cing dimensions eévidente. La susceptibiéity (L, L..)

du sous eéseau assaeisécrit en fonction de I'aimantatio® (L, L.) selon :

XL, Le) = - ((M(L, L) — (M(L, L)) | (3.31)
C
Dans un premier temps, on s'@aresse la variation de la temgature pseudo-critique
de x(L, L.) en fonction deL.. afin de @éterminer s'il faut adapter la teraépature de
simulation en fonction de la fraction de sites de cceur. L'analyse pour la faie32
est pesenée en haut sur la figure 3.10. Nous avonséracsusceptibilé en fonction
de la temprature pour des souéseaux dont la taillé. est une fraction de la longueur
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totale du systme. De facom observer plus clairement I&€chlage en tengpature par
rapport au sysgime complet, nous avons ndgra susceptibilé par 'amplitude maxi-
male xn.... Le decalage en tenguature est nul aux barres d’erreuepmpour toutes

les fractions envisd@ps. Cette information nous permet @aliser les simulationa

la méme temprature. Mais cette @thode ne permet pas deduire les corrections
d’échelle lees au 8calage en tengpature|T, — T.(L)|.

Dans un second temps, nous analysogsdiution du maximum de la susceptibi-
lité en fonction de la fractioi../L. Nous illustrons dans un premier temps le com-
portement pour la taille particélie L = 32 en bas sur la figure 3.10. Le premier
pointa droite de la courbe correspond au maximum de la susce@ipdiir le éseau
entier. La valeur du maximum atteint un pic avant de diminuer. Ce comportement
non monotone peut s'interier a I'aide du tleoeme fluctuation-dissipation (1.40)

X = g [ dizdi§G(z — ). Puisque les spins proches des bords libres sest linoins

de voisins, ils fluctuent plus librement et sont moins e@s que les sites de volumes.
Ainsi, ils contribuent moins en moyenrela susceptibilé. Dans un second temps,
nous tragons sur la figure 3.11 le maximum de la suscepéibiirne parL2®° (en
haut) et par.? (en bas) en fonction de la fractidn. / L pour differentes tailles. Dans la
figure du haut, on constate pour les plus grandes tailles (en particulier dans I'insert) une
superposition aux barres d’erreurgpravec une normation de I'axe des ordegmpar
L2, Cette superposition intervient pour des fractions intati@ires comprises entre
L/L.=0.125etL/L. = 0.75. On ne constate aucune superposition sur la figure du
bas lors I'axe des ordoges est noré parL?. Il existe juste une accumulation pour
des valeur petites d&/L.. Nous obtenons donc une prémeévidence d’'un exposant

2.5 menanta x ~ L?5 aux barres d’erreur ps pour les conditions de bords libres,
confirmant la relation (3.7) pour les spins du volume.

On se propose maintenant d’analyser pliecigment la fraction particudre L./ L =

1/2. Cette valeur permet de se placer suffisamment loin des bords tout en conservant un
nombre raisonnable de sites. La susceptébiist repesenée sur la figure 3.12. Nous
tragons sur la figure 3.13 le maximum de ces courbes en fonctidn(ee haut) ainsi

gue I'exposant effectif assdribbtenu par interpolation &frique en faisant varier la
borne inkrieureL,,;, de l'intervalle d'interpolation de facoa observer la conver-
gence vers leagime asymptotique (en bas). Sur la figure du haut, le maximum de la
susceptibilie en fonction de. est bien écrit pour les plus grandes tailles par la relation
Xmaz ~ L% aux barres d’erreur ps tandis que le comportement normal,, ~ L?

est clairement exclus. Sur la figure du bas, I'exposant effectif tekdiliament vers la
valeur2.48(10) lorsque la taille tend vers l'infini. Les défentes informations concer-
nant ces simulations soréunies dans la table 3.3.

Pour conclure, rappelons que dans un premier temps, un calcul avec tous les sites
du réseau nous a permis de montrer des corrections importantes dues aux surfaces pour
les conditions de bords libres. Cependant, le maximum de la susceptdodit plus
rapidement que le comportement normal qui est exclu. De plus, le cumulant de Binder
est en bon accord pour les deux types de conditions de bords. Dans un second temps, un
calcul avec desseaux de cceur qui contiennent uniquement des sites de volume permet
de mettre er@vidence le comportement anormal... ~ L?®. Cependant, le@talage
de latemgrature pseudo-critique montre dagdences d’'un comportement normal. Ce
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L | nbriter. | T.(L) utilisée | xe=ur(L) | T utilisé
8 | 11250000 0.12542 | 14.83(2) 200
12 2062500 0.11393 44.1(1) 400
16 875000 0.11703 93.8(4) 2000
20 250000 0.11595 167(3) 1000
24 125000 0.11534 265(3) 2000
28 125000 0.11496 396(5) 2000
32 87500 0.11473 552(8) 4000
36 83400 0.11456 748(11) 3000
40 30000 0.11444 | 967(27) 5000

TaB. 3.3 — Nous pesentons les informations au sujet des simulations de |&lation
pour FBC lors du calcul @ nous conservons uniquement les sites de cceur. "nbr.
iter.” repreésente le nombre détations inépendantes sur lesquelles saedlies les
moyennes.

chapitre pesente dessultats peliminaires qui @cessitent davantage d'investigations.
Nousétudions actuellement les effets de taille fini de la fonction dectation.
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FIG. 3.2 — La susceptibilé du moele d’'Isinga cing dimensions est trae en fonc-
tion de 8 pour differentes tailles de sysne. Les tailles varientdé = 11 a L = 51

par pas deé5 de droited gauche. Lesésultats sont obtenus pour des conditions de
bords f&riodiques (en haut) et libres (en bas). Les simulations sont effestau point
pseudo-critique (aux barres d’erreuepy et les points adjacents sont obtenus par re-
ponceration de I'histogramme. La repogrction n'est plus valable lorsqu’ongdbigne
trop de la temprature de simulation, ce qui explique les formes igrehtes aux
extremites des courbes.
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FiG. 3.3 — En haut, le maximum de la susceptibildst traé en fonction de la taille

du syséme pour des conditions de bord=ipdiques. Les dorages se comportent bien
suivant I'expression (3.7) aux barres d'erreuega partir de la tailleL = 21. En
bas, nous avons intergol’exposant de la courbe du haut en faisant varier la borne
inferieureL,,,;,, de l'intervalle d’'interpolation de fagoa observer la convergence pour
les grandes tailles. Legsultats sont tré@s en fonction de&/L,,;,, de telle sorte que la
valeur asymptotique se it gauche de la figuré\ partir de L = 21, les don&es sont
compatibles avec la valeur attendiy = 2.5.
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1000 \ \

— Données Monte Carlo
2
L T y=X i

1000

XmalL)

100

2.4+ — Interpolation des données Monte Carlo

2.3 FBC |

FiG. 3.4 — En haut, le maximum de la susceptibilist traé en fonction de la taille du
syseéme pour des conditions de bords libres. Les éesrse comportent dans un pre-
mier temps selon I'expression,....(L) ~ L? puis elles @vient de fagon significative
a partir del. = 31. En bas, nous avons intergdlexposant de la courbe du haut en fai-
sant varier la borne igfieureL,,;,, de l'intervalle d’interpolation de fagoa observer
la convergence pour les grandes tailles. l&stittats sont trés en fonction dé/ L.,

de telle sorte que la valeur asymptotique sélgauche de la figure. Les ddxes ne
sont pas suffisammentgmises pour extrapoler un exposarit. Cependant, la valeur
2 est clairement exclue.
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- |=—=Données Monte Carlo FBC I
--- Parisi & Ruiz-Lorenzo

| | | | | | | | |
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L

FIG. 3.5 — Le cumulant de Binder au point pseudo-critique pour les deux types de
conditions de bords est triaen fonction de la taille. Nos do@as nurériques sont en
bon accord avec 'estimation de Parisi et Ruiz-Lorenzc&eaen pointiles [Pario6].
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FiG. 3.6 —Le décalage de la ten@pature pseudo-critique de la susceptibiéit traé en
fonction de la taille du sy&me pour des conditions de bordsipdiques. Les dorges

se comportent comme I'expression (3.11) aux barres d’err&srgmur des tailles suf-
fisamment grandes. Les barres d’erreur sont trop importantes pour obtenir une interpo-
lation de I'exposant raisonnable.
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FiG. 3.7 — En haut, le &calage de la ten@pature pseudo-critique de la susceptibilit
est tra@ en fonction de la taille du syshe pour des conditions de bords libres. En bas,
nous avons interpéll’exposant de la courbe du haut en faisant varier la boreeafre

L., de l'interpolation afin d’observer la convergence pour les grandes tailles. Les
résultats sont tra&s en fonction de/L,,;, de telle sorte que la valeur asymptotique
se lita gauche de la figure. L'exposant effectif se dirige vers la valeur clasg8igtie

pas vers I'exposart 5. On constate que les barres d’erreur sont moins importantes que
pour les conditions de bord€podiques pesengés sur la figure 3.6. Puisque les effets
de taille finie sont plus importants, la teérpture pseudo-critique est plewigrée de

la valeur dans la limite thermodynamique et les erreurs relatives sont moins impor-
tantes.
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Sites de coeur
P A

4, |p

1.2e+05

le+05

FiG. 3.8 —En haut, illustration de la coordinence en fonction de la position seséau
carié bidimensionnel. Le sydine pesente des sites de cceurs de coordinence4,
sur les bords la coordinence est 3 et sur les coins la coordinence est 2. En bas,

le nombre de spins de coordinencest tra€ en fonction de la taille du sysnhe pour
le moctle d'Ising5d avec des conditions de bords librdspartir de la tailleL = 12
(qui repesente dja un eseau de2° = 248832 sites) le systme commence seulement
a avoir des spins majoritaires de volume avec une coordineac&0.



74 CHAPITRE 3. EFFETS DE TAILLE FINIE ANORMAUX

L=L/2

FiG. 3.9 — Le caré en pointiles est un sousgseau de cceur dont la taille est une
fraction de la longueur totale déseau. Nous avons r&seng le cas particulief., =
L/2. La géréralisation de la praure pour uné&seatd cing dimensions egvidente.
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FiG. 3.10 — En haut, la susceptib@ilu mo@le d’'Ising en dimension cing avec condi-
tions de bords libres pour une taille = 32 est traée en fonction de la tergépature
inverse. Nous avons cong&i@ differents eseaux de cceur dont la taillg correspond
une fraction de la longueur du coeur par rapport alesyst Pour chaque sousseau, la
susceptibilie est norrée par la valeur maximale,, ... de facoré observer plus facile-
ment le cdcalage en ten@uature par rapport au sgshe complet qui est nul aux barres
d’erreur pes. En bas, nous avons teaoujours pour la la taillé, = 32 I' @volution du
maximum de la susceptibiiten fonction de la taillé.. du reseau de coeur qui permet
de constater un comportement qui n'est pas monotone.
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FIG. 3.11 — Le maximum de la susceptit@inorné parL?-> (en haut) et pal.? (en
bas) est trae en fonction de la fractiod../L pour differentes tailles. On constate
dans linsert une superposition des courbes avec les grandes tailles pour des valeurs

intermédiaires de fractions (entde/L. = 0.125 et L/L. = 0.75) confirmant la rela-
tion (3.7) pour les spins du volume.
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FiG. 3.12 — La susceptibitdu moele d’'Isinga cing dimensions est trae en fonction

de 3 pour differentes tailles de syshe pour les conditions de bords libres lorsque
L. = L/2. Les tailles varient dd. = 8 & L = 40 par pas del de droitea gauche.

Les calculs sont effecés au point pseudo-critique et les points adjacents sont obtenus
par reponération de I'histogramme. Les formes inéwlntes en fin d’histogramme
(un deuxeme pic pour les tailled = 20 et L = 40 par exemple) signifient que la
repondtration est effectee trop loin de la tenfirature de simulation.
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FiG. 3.13 — En haut, le maximum de la susceptibi(ibbtenté partir de la figure 3.12)
est traé en fonction d&& = 2L.. Les points correspondant aux plus grandes tailles
sont bien @crits par la relatiorny,,... ~ L?*° aux barres d’erreur ps. La description
par le comportement normal,.... ~ L? est nettement incompatible avec les desin
nunériques. En bas, I'exposant effectif obtenu par interpolatioslaique de la courbe
du haut est trae en fonction de l'inverse de la borne énfeureL,,,;,, de l'intervalle
d’interpolation. Les points sont bieredrits par une relation l&rire qui tend vers la
valeur2.48(10).
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Chapitre 4

Phénomenescritiques hors
equilibre

Le but de ce chapitre est degsenter une introduction au @honene de vieillis-
sement. Dans un premier temps, on cdmase le vieillissement, puis ongsente une
théorie déchelle pknonenologique qui permet de reproduire le comportement aux
temps longs des grandewrsdeux temps. Enfin, onéthille les ésultats connus pour
certains modles paradigmatiques si@seau.

4.1 Phenomenologie

4.1.1 Brisure de l'invariance par translation temporelle

L'un des postulats de la physique statistigu&quilibre est I'hypotkse ergodique :
il est possible de remplacer les moyennes dans I'espace des configurations par une
moyenne temporelle sur un temps suffisant pour que l@sysvisite chaquétat de
I'espace des configurations un grand nombre de fois. Les grandeurs thermodynamiques
fluctuent temporellement autour d’une valeur moyenne. Les gran@€tirs) qui sont
des fonctions deux temps et s (s < t) dependent uniquement de la @ifencer — s
car le systme est invariant par translation temporelle.
Cependant, lorsque le temps de relaxatiorededes temps eximentaux accessibles,
I'hypothése ergodique n’est plu€rifiee comme par exemple &srune modification
rapide des paraétres ex¢rieurs. Le systmeévolue hors de équilibre. Parmi ces si-
tuations horsquilibre, il existe une cagorie qui pesente des caraxistiques univer-
selles : les sysmes vieillissants. On rencontre des éysts vieillissants exgsimentaux
parmi les liquides qui donnent lieuune transition vitreuse comme certains palyes
[Stru78], les verres structuraux [Ange95], les verres de spins (voir [Vinc07] pour une
revue Ecente sur les verres de spins), les gels @dlox [Cipe00]. Du vieillissement se
manifeste aussi dans des netebs ferromagétiques simples comme le melé d’Ising
bidimensionnel lors d'une trempe dans la phase bassetmitope owa la tem@rature
critique. L'étude des quanésa un temps ne permet pas de caedser au mieux ce
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regime car leur dcroissance estds lente et le sygtme appai@presque I'equilibre.

Les quantiésa deux temps manifestent plus fortement I'éetdans leagime hors de

I’ équilibre car elles g@sentent notamment une brisure de I'invariance par translation
temporellei.e. G(t,s) # G(t — s). Les fonctionsa deux temps d’'un sy&te vieillis-

sant &pendent simult@dment des tempset s. Le tempss est appet temps d’attente.
Plus le temps d'attente est grand, plus le &yst relaxe lentement. Ceé@ionene est
illustré sur les figures 4.1, 4.2, 4.3 et4.4. Onremarque que pour des valgurssde
suffisamment faibles, les courbes se superposent indiquant I'existence & tagjmme

de quasiéquilibre avant le&gime de vieillissement. Il est cependant possible&deice
toutes ces fonctions par des courbes universalleartir d’'une hypotbse déchelle.

4.1.2 Cirétique de domaines

L'une des caraéfristiques d’'un sysime vieillissant est I'existence d'uregime
d’échelle ai il est possible deé&finir des fonctions universelles pour deges diferents.
On parle aussi deegime de vieillissement. Cé&gime est obtenu dans la limitepuis
t — oo (les limites ne commutent pas). On obtient des fonctions universelles en fonc-
tion des temps d’attente pour les éxignces pgsenges sur la figure 4.1 en divisant
le temps de mesure par un temps camastique qui est une fonction du temps d’at-
tente. Les @sultats sont @senés sur la figure 4.5. En haut, la variallle- s est
divisee par un temps caré&eistique fonction du temps d'attentgs) ~ s qui per-
met une superposition des courbes. On remarque de plus qu’une normation &gpropri
de la Eéponse irtgee permet d'obtenir une fonction universelle pour lesédéhts
magriaux pesenés dans ladgende. En bas, dans l'insert, on constate aussi la super-
position du facteur de structure pour les @ifints temps d’attente lorsqu’on divise
le tempst — s par un temps caragtistiquer(s). Dans la figure principale, ce temps
caracéristique est trae en fonction du temps d’attente. Lagendance asymptotique
est algbrique avec un exposant proche deggalement. Les courbes de la figure 4.2
obtenues par dynamique néollaire peuvenégalement se superposer en utilisant la
variable déchelle(t — s)/7(s) comme on le constate en haut sur la figure 4.6. La
dépendance du temps cag@istiqguer(s) en fontion des est traée en bas sur la fi-
gure 4.6.
On peut comprendre le phonene dans le cas des ferromatgues pepaés dans
un état initial cesordong puis tremp dans la phase basse témgiure ou au point cri-
tique. Dans le cas du metk d'Ising bidimensionnel, on observe alors la croissance
de domaines ordor@s de taille caraétistiqueL(t). Dans la limite d’une taille infinie,
le syseme ne fquilibre pas et demeure hors déduilibre incfiniment. Bien en-
tendu, un sysime fini sequilibre apes un temps suffisamment grand lorsque la taille
des domaines est comparabléa taille du systme. On constate deux comportements
différents pour une trempe sous-critique et une trempe critique.édreypkne de crois-
sance de domaines est illssur la figure 4.7 pour une trempda temgratureT. /2.
On peut @terminer la croissance de la taille des domaines en fonction du temps [Bray94] :

L(t) ~ t'/* (4.1)

ol z est I'exposant dynamique dans la phase basse&eye dont la valeur est=
2 [Bray94]. Lorsqu’on éalise une trempa la temgrature critique, on ne peut plus



4.1. PHENOMENOLOGIE 83

L5 — —

aging_time ty,doys
(3]
\e H 0.03— 01— 0 3— 1 —-F— 10— 30— 100—300-—1000
(o B g 7 il g AW A
X} 40 //.:/ﬁ/ ¥ /', ./ j-’:d
= A
© reres 1/'/'//' TV
0 A LSS A F
2 AN NS N
T . A A i _TY S AN -
S A AL
\ ¢ r"’,_.a*"_'_.a Tl A | § 2%
(D) L ] r"":___Jr"’_F,,u"'" ‘_J—-"' P s
S|
- J‘Wn.—-—"‘- Y o
) L3 - i e
—1g—t .--'__,_.&,-‘tﬂir .
ol Ceout Wl el | i
10 _O:.agfr'. La - — 1 o — i i
10? i ik 10
{—s
1.0 T T T T TTTm
= = 32n a
O 8.2h
2 - A 13.2h —
m - v 18.2h v ]
| & 12day |
% 0.5 + 2.2day v
= -~ o 4.2day 3 a N
— e 6.2day v -
"g A& 81day ..%‘ % *ﬁ .
@ v 10.8day % v %
Y— — . 0 -
0.0 Covod oo ool @ el
' 0 1 2 3 4 5 6
10 10 10° 10° 10" 10° 10

t—s

FIG. 4.1 — En haut, laé@ponse racanique irégiee du PVC est mesee apes une
trempe (d’apés les travaux de Struik [Stru78]). En bas, le facteur de structure d’'un
gel collddal est mesu@ apes avoir ame le syseme hors de &quilibre par protocole
chimique (d'apes les travaux de Cipelletit al[Cipe00]). Les don@es sont traees en
fonction de la diferencet — s pour differents temps d’attenteécouks apes I'entée

des systmes dans uregime hors de &quilibre. Les courbes ne se superposent pas, ce
qui indigue une brisure de I'invariance par translation temporelle. De plus, la relaxation
est d'autant plus lente quedbjes estélewé : le syséme vieillit.

parler de domaines ordoas mais de domaines cél&s ou autosimilaires dont la taille
L(t) peutétre assiméea la longueur de coetation{(t) ~ L(t). La croissance de ces



84 CHAPITRE 4. PHENOMENES CRITIQUES HOR%QUILIBRE

s$=39810

0.2 7

0.0 ~
10

T

10° 1

N

10

FiG. 4.2 — Le facteur de structure d’un liquide vitreux est obten@spne trempe par
dynamique mdiculaire. Les dores sont tra@es en fonction de— s pour differents
temps d’'attentes = 0, 10, 100, 1000 et 39810 (de gauchex droite). La trempe est
effectiee entre les tengpaturesl; = 5 etTy = 0.4 et le vecteur d’'onde egt= 7.2
(d'apres les travaux de Kob et Barrat [Kob97]).

domaines est illusée sur la figure 4.8. La longeur de gaation crdt comme :
E(t) ~ /% (4.2)

ol z. est I'exposant dynamique critique qui vayt= 2.1667(5) [Nigh96]. Notons que

le mockle d’lsing pésent&galement du vieillissement en partant égdt fondamental

et en trempant le sy&sinea la temggrature critique [Cala06].

A partir de ces deux protocoles, on s'apercoit que la croissance de la longueur ca-
racéristique ne dpend que de I'exposant dynamiqueui est un exposant universel
determire par le point fixe vers lequel se dirige le sk par iération du groupe de
renormalisatiora la temgrature de trempe finale [Bray94]. Il existe une seule lon-
gueur caradristique dans le sy&sine. Nous avons eu un premier apercu de lsggate
cette hypotbse qui permet de justifier les fonction&dhelle in@épendantes dedye

du syséme dans les exempleségengés sur les figures 4.5 et 4.6. Nous allons dans
la suite considrer plus en dtail le comportement de ces fonction&chelle pour les
mockles statistiques simples tel que le ratedd’Ising.
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FiG. 4.3 — L'autocorélation spin-spin du masde d’Ising est obtenue a8 une trempe
a la temggratureT. /2 (en haut) etd la temg@rature critiquel, (en bas) en partant
d’'un état initial cesordonB. Les donges sont tra&es en fonction de— s. Aprés un
regime de quaskquilibre, les courbes s&garent ce qui met eevidence la brisure
de l'invariance par translation temporelle. Les dees sont obtenues par simulation
Monte Carlo avec un syse de taillel92 x 192. Pour la trempe critique, le temps
final estt; = 20000 et les moyennes sont effeées sur2000 histoires thermiques
alors que pour la trempe critique, le temps finaltgst= 10000 et les moyennes sont
effectiees sub000 histoires thermiques.

4.2 Theorie d’echelle des fonctions deux temps

Nous pésentons dans cette section les&ihtes fonctions échelle que nous
serons amegsa utiliser par la suite. Le made d’Ising sert une fois encore de support
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FiG. 4.4 — La fonction de coglation spatiale spin-spia tempségaux du moéle
d’lsing est traée pour une trempe par dynamique de Glauber depésaticesordoné
jusque dans la phase basse téragure (7/2) (en haut) et jusqu’au point critique (en
bas). Les donees sont tra@es pour diffrents temp£couks depuis la trempe. Les
courbes ne se superposent pas. Pour les deuxéramopes, nous avons utdisdes
réseaux cags de taille400 x 400 et les moyennes sonéalies sur000 histoires
thermiques.

a cette pesentation.
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FiG. 4.5 — Il est possible deatrire les don@es de la figure 4.1 par des courbes univer-
selles en utilisant la variable&helle(t — s) /7(s) ou 7(s) est un temps caragatistique
fonction du temps d’attente selat{s) =~ s pour les deux exemples gsenés. En
haut, une normation approps de la&ponse irtigiee permet en plus de superposer les
courbes pour diffrents matriaux (d’apes les travaux de Struik [Stru78]). En bas, la
fonction déchelle du facteur de structure est &aaans l'insert et lagpendance du
temps caraétristiquer(s) en fonction des est traée dans la figure principale (d'a&s
les travaux de Cipelletgt al [Cipe00]).
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FiG. 4.6 — En haut, les do@es de la figure 4.2 se superposent lorsqu’on utilise la
variable déchelle(t — s)/7(s) ou 7(s) est une fonction du temps d’attentejui est
tracee sur le graphe du bas

4.2.1 Les fonctions de corelation

Il est possible de mettre egvidence la longueur cara&eistique en calculant par
exemple la cog&lationa tempsegauxC'(r, t) définie par :

C(r,t) = (Si(t)S5;(1)) , (4.3)

ou le symbole(. . .) signifie une moyenne sur les histoires thermiques=et|r; — |.
Remarquons qu'’il n’est pagnessaire de retrancher le ter(sg(t))(S;(t)) qui est nul

dans le egime de vieillissement. Pour une trempe critique, il N’y a pas de domaines
ordonres, mais des domaines critiques autosimilaires d’aimantation nulle. Pour une
trempe sous-critique, il existe des domaines oréafinimantation non nulle pour une
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FIG. 4.7 — Les figures repsentent le mazle d’lsing bidimensionnel pour urgseau
de taille200 x 200 apres une trempa la temggrature?,./2 par dynamique de Glau-
ber en partant d’'uitat initial cesordon@é repéseng a gauche. Les diffrentes figures
correspondena differents temp&couks depuis la trempe : de gauchelroitet = 0
(état initial), puist = 10, 100 et 1000. On constate I'apparition de domaines ordesin
d’aimantation oppd=e dont la taille crit au cours du temps.

FiG. 4.8 — Les figures repsentent le mazle d’lsing bidimensionnel pour urgseau

de taille200 x 200 trempe a la temg@rature critiquel,, par dynamique de Glauber en
partant d'unétat initial cesordoné a gauche. Les diéirentes figures correspondeént
différents temp&couks depuis la trempe : de gauchdroitet = 0 (état initial), puis

t = 10, 100 et 1000. Des domaines autosimilaires se forment et croissent au cours du
temps.

configuration initiale donee. Maisa partir d’'une configuration initiale &htoire, un
site: pos&de une chanoegale d’acqarir une valeur d’aimantation et laégme valeur
oppo£e. Donc la moyenne sur les histoires thermiques annule I'aimantation moyenne :
(Si(t)) = 0. Nous avons &ja commer# le comportement de la fonction de d&lation

a I'equilibre dans la prerare partie. Dans la phase basse térapureC(r) ~ C(r/¢)

ou C(z) est une fonction qui&kcrdt exponentiellement pour > 1. Au point critique,
l'autosimilaritt conduita une modulation de la c@fation par un terme afrique
C(r) ~ C(r/€) /r*=2,

Aprés une trempe, des domaines de taille carastiqueL(t) se forment et la mesure
de la corélationC(r, t) conduita des courbes défentes comme on peut le voir sur la
figure 4.4 pour une trempeT,. /2 (en haut) efl,. (en bas).

L'hypothese déchelle dynamique postule qii€t) est la seule longueur caradistique
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dans le sysime au temps. Ainsi, lorsqu’on norme toutes les longueurs du &yst
a un instant par cette longueur caraststique, deux sysmesa des temps diffrents
apparaissent statistiguement identiques. On s’attendaldas fonctions de cdtation
de la forme :

C(r,t) ~ C2(r/t'?) pour une trempe sous-critique ("s¢”)  (4.4)

Cer(r/1h/%)

C(r,t) ~ rd—2+1

pourune trempe critique ("c”) (4.5)

Les fonctions d&chelleCs?(r/t'/#) et CP(r/t'/*<) dans le cas du meéde d'Ising
bidimensionnel sont tr&es sur la figure 4.9,0oon constate que lesémes donees

de la figure 4.4 se superposent comme lorsqu’on norme les distances par la longueur
caracéristique au temps de la mesure.

Définissons maintenant la fonction d’auto@ation par :

N
Clt,) = 5 SoUS.(5)Si(0). 6)

Nous avons éja constat la brisure de I'invariance par translation temporelle aux temps
longs sur la figure 4.3. Nous pouvongsrmais commenter davantage cette figure et
notamment le&gime de quaskquilibre ai les courbes se superposent en fonction de
t—s pour des tempset s comparables. Gicea I'image de croissance des domaines, on
s’apercoit qu'un spir l'intérieur d’'un domainéquilibré ressent uniquement des fluc-
tuations déquilibre tant qu’il n’est pas atteint par la paroi d’'un autre domaine. Le temps
caracéristique apes lequel un spin commeneeressentir le mouvement des parois
pour un systme dages est de I'ordre de'/# lors d’une trempe critique et'/* lors
d’'une trempe sous-critique. Les grandeaideux temps se comportent donc corrane

I’ équilibre dans ceagime. Cet argument permgalement d’obtenir le pfacteur des
fonctions déchelle en prenant la limite— s [GodrOOb]. La fonction d’autocogtation
(4.6) se comporte comme :

Clt,s) ~ (M(s)M(2)) ~ (MZ(s)). (47)
Pour une trempe sous-critique, les domainesguest une aimantation au carr

M2 (s) =~ MZ, = Cste dont la dependance est faible en fonction de la taillgs)

qui est rapidement plus grande que la longueur dectaron. Pour une trempe cri-
tique, les domaines passent au temps une aimantation au c&r\/2 (s) dont la
valeur cepend directement de la taille des domaines, par analogie avec les effets de
taille finie & I'equilibre, sous la forma/2 (s) ~ &(s)~2A/v ~ s720/(v=)_On pose

a. = 203/(vz.) = (d—2+n)/z. Notons que ces arguments habituellemeéspnés

ont une valeur purement dimensionnelle. Léfpcteurs—% provient en fait de la
contribution déquilibre de I'autocoglationC.,(t, s) ~ (t — s)~ . Par continuig, on

doit retrouver cette expression pour des temps de mesure. Ce terme est d’ailleurs
justifié par les moédles exactement solubles tels que le eedplerique [Godr00b] et

le mockle XY dans I'approximation des ondes de spin (voir la section 4.3). Ce terme
peut se &écrire sous la form@ — s) % = s~ % (t/s— 1) % R s (t/s)"%. Le
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FiG. 4.9 — La fonction de coélation spatiale spin-spia tempségaux du moéle
d’lsing pour une trempe par dynamique de Glauber depuigtahdesordong est
tracee pour deux tenggatures de trempe finale : jusque dans la phase bassertdome
(T./2) en haut et jusqu’au point critique en bas. Les dmmsont les Bmes que pour

la figure 4.4 mais tra@es en normant par les longueurs caraststiquesL(t) = t'/2

(en haut) etl(t) = t'/21657 (en bas). Les courbes se superposent pour des temps
suffisamment grands. Cette superposition illustre I'hyps¢hdéchelle dynamique : il
existe une seule longueur cagtstique dans le sysine.

rapportt/s vient par la suite s'ajoute la contribution de vieillissemengdrite plus
bas qui s’exprime aussi comme un rappge.
Aux temps longs, le sysime vieillit. On fera I'hypotBse que la fonctioa deux temps
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ne cepend que dd.(t)/L(s) pour une trempe sous-critique &ft)/£(s) pour une
trempe critique.e.le rapport des longueurs caragstiques aux deux temps conssigs.
Il vient pour une trempe sous-critique :

Ot s) ~ MZ,Coc(&(1)/&(s)) ~ MZCoc(t/5) (4.8)

ou Cs.(x) etCs.(z) sont des fonctions échelle, tandis que pour une trempe critique :

Ot s) ~ s~ Cel&(t) /£(5)) ~ s7Celt/s), (4.9)

ou C.(x) etC.(z) sont des fonctions échelle. D’apes la discussion qui prede, il est
possible de&&crire I'expression fcédente sous la forme :

Oty s) ~ (t =) *Co(E() /&(s)) ~ (¢ — )" <C(t/s), (4.10)

ou CVs(z) et C¥*(z) sont des fonctions échelle. Nous avons trades fonctions
d’échelle de l'autocoglationC,.(t/s) ~ C(t,s) etC.(t/s) ~ s%C(t,s) sur la fi-

gure 4.10 pour le mage d'Ising bidimensionnel. Elles @sentent uneé&troissance
asymptotique algbrique. Pour une trempe sous-critique :

Coel) ~ a7 (4.11)

ou \ est un nouvel exposant introduit dans le contexte des verres de spins [Fish88a].
Pour une trempe critique, on a :

Co(x) ~ ™ e/2e (4.12)

ou A, est aussi un nouvel exposant [Huse89] qui eségela classe d’universaditdu
mockle selon les arguments du groupe de renormalisation agpéigy plenonenes
hors de lequilibre [Jans89]. Notons qu’on peut aussfidir la fonction déchelle in-
tervenant dans (4.10) par :

C({n?(x) ~ e/ Zetac $_¢, (4.13)

ol ¢ = \./z. — a.. On peut relier la valeur de I'exposaht a celle de I'exposant
(appet initial slip exponenen anglais) introduit dans la dynamique aux temps courts
(de I'anglaisshort-time dynamics) par la relation [Jans89] :

Ae=d— 20 (4.14)

L'exposantd est ckfini lors d'une trempe jusgé’la tem@rature critique depuis ugtat
initial & haute tem@rature qui possle cependant une faible aimantatiop. La forme
d’échelle dynamique pour ld€M€moment) *) de 'aimantation €crit alors :

MO (¢, 7,mg) = b8/ MEF) (b2t bV 7, b0 my) (4.15)

ou dans ce contexteest le tempsy la temperature eduite b est le facteur deaduction
spatial etz est la dimension anormale de I'aimantation initisepartir de cette hy-
pothese, il est possible de montrer que I'aimantatidiit) commence par citre se-
lon M(t) ~ mot’ dans la limitet — 0 avant de écrdtre selonM (t) ~ t=#/(¥2)
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FIG. 4.10 — Les fonctions @chelleC;.(t/s) ~ C(t,s) etC.(t/s) ~ s*C(t,s)
definies dans les expressions (4.8) et (4.9) de I'autétation du moele d’lsing pour
une trempe depuis la phase haute terapure jusqud la temgrature7,./2 (en haut)
etT. (en bas) sont tré@&es en fonction de la variable&thellet/s. Les courbes sont
indistinguables aux barres d’erreueprpour la trempe critique. De plus, on constate
une cecroissance aeprique pour un rappotl/s > 1. Pour la trempe sous-critique,
on a kali€ un agrandissement dans l'insert pour les trois plus grands temps d’attente
afin de constater 'accumulation des courbes, maigd@me algbrique asymptotique
n’est pas vraiment pronoagour ce choix de parastres : le egime asymptotique est
atteint pour des valeur deet ¢ plus grandes que pour une trempe critique. On a uti-
lisé un Eseau de taillé92 x 192, un temps finat; = 10.000 et une moyenne sur
5000 histoires thermiques pour la trempe critique et @serau de taill884 x 384, un
temps finalt; = 20.000 et une moyenne s00 histoires thermiques pour la trempe
sous-critique.
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dans la limitet — oo (voir [Zhen98] pour une revue). L'exposaftest lui-néme
relié a la dimension anormale, (définie dans (4.15)) de I'aimantation initiale par
0 = (xo — B8/v)/z.. |l faut noter que la relation (4.14) est valable uniquement pour
desétats initiaux sans cd¥lation spatialéx longue poge [Korn07]. Les valeurs des
exposants\./z., 6 et z. pour une liste de mates sont rassen#®s dans la table 4.1
(la plupart des valeurs sont extraites de I'ouvrage [Henk08]).

4.2.2 Les fonctions de éponse

La fonction d’autoeponse se mesure selon le protocole suivant : on applique un
champ infini€simal sur un site au tempset on mesure la moyenne du spin sur le
méme site au temps Le protocole de mesure de kponse est illuséra gauche sur la
figure 4.11. Le couplage s'effectue par couplage des spins avec un champ en ajoutant
un terme Zeeman au hamiltonien :

N
= hiS;. (4.16)
i=1
La définition de I'autoéponse est :
N
1 6(Si(t))
Bit,s) = ; Sha(s)
ou N = Lx L repiesente le nombre de sites @seau ek;(s) est un champ magtique

appligLe au site au tempss. Pour une trempe sous-critique, il est raisonnable, par ana-
logie avec 'autocoglation, de supposer un comportement de la forme [Godr00b] :

R(tv S) ~ SiailRSC(t/s) ) (418)

t,s—00

7 (4.17)
h=0

ol R.(z) est une fonction @&chelle dont le comportement asymptotique estdena
que pour I'autocoglation (4.12) [Godr00b] :

Re(z) e e N (4.19)
La valeur de I'exposant a donré lieua un cebat dans la liirature entres = 1/4
[Corb02, Corb03, Corb05] et = 1/2 [Henk03a, Henk03b, Henk04, Henk05a]. On
peut consulter I'ouvrage [Henk08] pour une discussion pataitee de ce point. Les
arguments de [Henk03a, Henk03b, Henk04, Henk05a] ainsi que leée®norériques
de l'article [Chat03] permettent de conclure en faveur de la valeurl /2. Pour une
trempe critique, lesasultats exacts pour le mélg splerique [Godr00a] suggent un
comportement identiquid,C (¢, s). En utilisant (4.9), il vient :

R(t,s) ~ s %R (t/s), (4.20)

ou R.(x) est une fonction d&chelle dont le comportement asymptotique estéen@
que pour l'autocoglation (4.12) [GodrO0b] :

Re(x) ~ a2/ % (4.21)
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Modele Dimension | Référence Méthode| A./z. 0 Ze
Splerique d=3 [Godr00b] Exact 3/4d —1 1-d/4 2
d>4 [Godr00Db] Exact d/2 0 2
Sph.LP (0 <2) || 0 < d < 20 | [BaumO7b] Exact 3/4d — o /2 1-d/(20) | o
d> 20 [BaumO7b] Exact d/2 0 o
Ising 1 [Godr00a, Lipp00]| Exact 1/2 0 2
2 [Gras95] MC 0.191(3) 2.172(6)
[Nigh96] MC 2.1667(5)
[Okan97] MC 0.737(1) 2.155(3)
[Chat04] MC 0.738(21)
[Chat04] MC tr] | 0.739(22)
[Chat04] MC [hc] | 0.731(17)
3d [Gras95] MC 0.104(3) 2.032(4)
[Jast99] MC 0.108(2) 2.042(6)
[1to00] MC 2.055(10)
Horloge3 états || 2d [Okan97] MC 0.839(1) 0.075(3) 2.196(8)
[Silv02] MC 2.198(2)
[Chat04] MC 0.844(18)
[Chat04] MC [tr] | 0.845(20)
[Chat04] MC [hc] | 0.844(16)
Horloge4 états || 2d [Silv02] MC 2.290(3)
[Chat04] MC 0.99(12)
[Chat04] MC [tr] | 0.99(17)
[Chat04] MC [hc] | 0.97(8)
[Silv04] MC —0.0429(11)
Ashkin-Teller 2 [Chat04] MC 0.802(20)
Baxter-Wu 2 [Chat04] MC 1.13(6)
Ising Multispin || 2 [Chat04] MC 0.977(25)
Heisenberg 3 [Fern06] MC 0.482(3) 1.976(9)
ISG 3 [Henk05b] MC [bi] | 0.362(5)
[Henk05b] MC [ga] | 0.320(5)
4 [Henk05b] MC [bi] | 0.615(10)
[Henk05b] MC [ga] | 0.68(1)
FFIM 2 [cette these] MC [ff] | 1.02(2) 2.004(9)
[cette these] MC [at] | 1.02(2) 1.992(16)
FEXY(chiralite) || 2 [cette these] MC [ff] | 0.98(5)
FEXY(spins) || 2 [Cette trese] MC[ff] | 0.74(3)(TEE,) T < TEE,

TaB. 4.1 — Valeurs des exposants/z., 6 et z. de I'aimantation pour une trempe de-
puis une temgrature infinie jusqu’au point critique. Lesseaux utiliés sont indigés

par [tr] pour le Eseau triangulaire ferromagtique, [hc] pour le@seau en nid d’abeille
(de I'anglaishoneycomb), [ff] pour le&seau caé compétement frusk, [at] pour le
réseau triangulaire antiferromagfique, , [bi] et [ga] pour des constantes de couplages
choisies selon une distribution de probabiliinaire ou gaussienne respectivement. Si-
non, le Eseau est ferromagtique caré. La notation MC signifie une @thode Monte
Carlo. Les notations sph. LP, ISG, FFIM et FFXY correspondent respectivement au
mockle spleriquea longue poke al o est un parartre caradrisant la écroissance
des interactions, au metk de verre de spin de type Ising (de I'anglaiag Spin Glass)

au moele d’lsing compttement frust 2d et au moéle XY compktement frusé 2d.
Pour le FFXY,T5E . repesente la temrature de BerezinskiKosterlitz et Thouless
des spins (la plupart des valeurs sont extraites de I'ouvrage [Henk08]).
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On constate endéral que), = \.. La fonction d’autogponse est difficiléx me-
surer en pratique. Il est souvengfrrable d'utiliser desaponses irégees. |l existe

le protocole TRM de I'anglai¥hermoRemanent Magnetizatiqnoi consistea placer

le syseme dans un champ magfigue faible entre le moment de la trempe jusqu’au
temps d’attente. La mesure est alors effeetgsans champ appligull existe aussi le
protocole ZFC de I'anglaiZero-Field Cooled. La trempe est effeeusans champ. Le
champ est appliqua partir du temps d’attente. Les protocoles pour ces deux types de
réponses irgees sont s@&mati€s sur la figure 4.11. Nous utiliserons dans la suite

Réponse Réponse TRM Réponse ZFC
h A h A h A

mesure mesure mesure

f
-

t

s t s t s

FiG. 4.11 — Nous avons regseng le protocole pour diffrents types de fonction de
réponse. La trempe est effeetiau temps = 0 et s est le temps d'attente gauche,

la fonction de éponse est mesee apes une impulsion de champ maggigue au temps

s. Au milieu, la eponse irtgiee TRM est obtenue en appliquant un champ entre les
temps0 et s. A droite, la eponse irggee ZFC est obtenue en appliquant un champ
pendant la mesure, partir du temps.

les cefinitions suivantes :
prear(t,s) = kT / "Rt w)du, (4.22)
0
et .
pzpc(t, S) = ]CBT/ R(t, u)du . (423)

Il existe plusieurs fagons de mesurer la fonction @gonse pour un ferromagtique

lors d’une simulation Monte Carlo. On peut effectivement appliquer un champénagn
tique faible (voir [Barr98] par exemple). Mais ce protocole peut menkapparition

de termes non lieaires si le champ est trop fort. Nous avons ilime néthode al-
ternative ditesans champ, o on utilise les propéteés de [equation maitresse. Cette
méthode fut d’abord fsenée dans [Chat03] puis dans [Ricc03]. Rappelons quelques
géréralites pour écrire les grandes lignes de cettéthode. Plus deéails sont dis-
ponibles dans [Chat03]. &volution temporelle d’un sy&ine de spins suéseau est
décrite par lequation maitresse :

P({o},t+1) =Y 7({o'} = {o},0)P({o'}.1), (4.24)
{o'}
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ou {o} est une configuration de spinB({c},t) la probabilié d’obtenir la configura-
tion {c} au tempg et7({c’} — {o}) le taux de transition par uétde temps entre
la configuration{c’} et{o}. Une configuration est I'équilibre lorsque sa probab#it
P.,({o}) ne cepend pas du temps :

OFeq({0})
ot 0 (4.25)
Remarquonsgjue le taux de transition doit satisfaire la relation :
Z T({o —d'},t)=1, (4.26)
{o'}

et recrivons (4.24) :

P({o},t+1)=P({o},t) = > 7({o'} = {o},) P({o"}, ) —({o} — {o'},t) P({o}, 1)
{o'}
(4.27)
La condition de stationnaét(4.25) est satisfaite si on impose la condition dite du bilan
deétaillé :

T({o'} = {o}, ) Peg({0"}) = 7({o} — {0"}, ) Peg({0}) - (4.28)

En supposant que la probal#lig'equilibre est donee par la statistique de Boltzmann,
on peut écrire (4.28) sous la forme :

T({o'} = {o}.)e "D = r({o} — {o'}t)e D (4.29)

oy = {oht) _ aar
({o} — {o'},1) ; (4.30)

ou AE = H({o'}) — H({o}) est la diference cenergie entre les configurations de
spins finale et initiale. Le principe de la simulation Monte-Carlo est de trouver un test
satisfaisant la relation (4.28). Pour un gyse de spins, il est courant d'utiliser une
méthode de tests locaux appekingle flipen anglais @ I'on choisit un sping; au
hasard auquel on attribue de menei aéatoire un spirs; # o;. La transitiono; —

o; est accep@te avec un taux de transition satisfaisant (4.28). Prenons par exemple la
dynamique de Glauber [Glau63] que nous pouverrire sous la forme compacte :

T GaE (4.31)

T({o'} = {o}, 1) = [H 00,0

50,’;’01' + 60,’;,5i6_ﬁAE
JjFi

Soulignongyue sous cette forme, la condition (4.26) est explicitement satisfitiyons
la fonction de coilation du parargtre d’ordre sous la forme :

Cij(t,s) = (mi(t)m;(s)), (4.32)

= Y mi{oDPUo}t{o'}, simy({o' )P} s) . (4.33)
{o}{o’}
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Afin de calculer la @ponse du paragtre d’'ordre locak un champ infinésimal, on
introduit un terme Zeemanh;m; au taux de transition (4.31) :

/ 8ot o+ 8or 5 e~ BAEHBR(mi({o)—mi({o})
(o) = tod ) = 1100 ot | = i mrm ey

J#i
(4.34)
50/ a_.e,ﬁhiml({a}) + 50/ &.e—ﬁAE—Q-Bhimi({&})
= H‘S”' o Aad Rt - (4.35)
s EANS eBhimi({c}) + e—BAE+Lhim;({5})
JF
La valeur moyenne du paratie d’ordre du sité au tempg s’écrit sous la forme :
(mi(t)) = Y mx({o})P({o},1), (4.36)
{o}
= > m{o)P({o}tl{o'} s + HP{o'}, s +1),
{o}.{o"}
= Y m({ohP{ohtl{o'} s+ )r({o” — o'}, 5)P({0"},5).
(6{%{,7}:},

La réponse ligaire est éfinie par (4.17) comme l&ponse du paragtre d’ordre lo-
cal (m;(t)) @ un champ infinésimalh;(s) appliqie au temps. Or dans I'expression
(4.36), la seule quanétdependant dé; (s) est le taux de transition ({0 — o'}, s).

Il vient :

or

({o"} — {o'h=

mi({o"}) + mi({a})e 2"

o Ot a{eﬁhimi({g”}) + 8, &e*BAEJrﬁhimi({&})
= Ohi(s) oy e eBhimi({0”}) | e~BAE+Bhim.({5}) ’

= 5 (mitton - Pl ) aortet = )),

ol ¢; = 1 sile spin concera dans la transitiofo”’} — {0’} est sit@ sur le sitei
ete; = 0 sinon. En utilisant cette degie expression dans |&fhition de la éponse
linéaire, on obtient :

A(my(t))

Rij(t,s) = Ahi(s)

)

h—0

or

{o}{o'},
{e"}

= Blmr(t) (mi(s+1) —m}" (s)) ei(s)),

ou m!V est la valeur moyenne de I'aimantation au tempge la valeur initiale du
spin avant le test avec la valeur du spin pr@@gour le test. Nous consictrons

> mulfehPobio)s + 0 %(8))“ ({"} = (o' DP({o"}.5).

(4.37)
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par la suite 'autagponseR;; (¢, s). Nous obtenons ainsi une expression defzonse
linéaire calculable nuariquement de facon simple sans avoir receutapplication
d’'un champ dans le sy&me.

4.2.3 Le rapport fluctuation-dissipation

A I' équilibre thermodynamique, les fonctions d’autoétation et d’autozponse
sont relees par le thoeme fluctuation-dissipation ou TFD (voir par exemple les re-
vues [Cala05, Cris03] et leuréferences) :

kgTR(t,s) = 0sC(t,s) . (4.38)

On peut gréraliser cette relatioa differentes observables locales comnénérgie
[Cala05, Maye03]. Lorsque le sgshe est hors dedquilibre, les hypotbses qui ranent
a la relation (4.38) ne sont plus valablesttiide du vieillissement pour le méle p-
spinsplerique [Cugl93] montre qu’'on peugégeéraliser le TFD erécrivant uneegalie
effective. La @viation par rapport au TFD est incluse dans une foncligh, s) ap-
pelee rapport fluctuation-dissipation ou RFD [Cugl93, Cugl94, Fran94, Cugl95] :

_ kBTR(t, S)

X(t,s) = 9.0t 9) (4.39)

Le RFD prendévidemment la valeuK (¢, s) = 1 a I'équilibre de facora retrouver le

TFD (4.38). Le RFD peuggalemengtre interpete en terme de ten@pature effective
Tepr = T/X(t,s) [Cug97, Nieu98]. Cette interptation est justifiable si le RFD ne
dépend pas de 'observable. On peut lire les articles [Maye03] et [Cala05] pour une
discussion sur ce sujet. Dans Egime de vieillissement, il at& conjectue [Cugl94]

que le RFD devient une fonction de I'autodglation uniquement. Cette hypeéte

est justifee notamment parétude des mages de type champ moyen de verres de
spins [Cugl94, Cugl95]. Lorsqu’on effectue une trempe sous-critique, le RFD s’annule.
Ce tesultat est manifeste partir des expressions (4.8) pour I'autoétation et (4.18)
pour l'autoéponse, combies aux comportements asymptotiques (4.12) et (4.21), et
en prenanf” = \. En revenana la cefinition (4.39), il vient :

X(t,s) ~s . (4.40)

La superposition de” X (¢, s) pour des grandes valeurs de la variablectielle(t —
s)/s a éte obserée pour une trempa~ (3/4)T, [Chat03]. Lorsqu’on effectue une
trempe au point critique, le RFD prend une valeur asymptotijuedéfinie par :

Xoo = . lim X(¢,s), (4.41)
ou les limites entre et s ne commutent pas. On s’en apercoit avec le éed’lsing
a partir des expressions (4.9) pour l'autoétation et (4.20) pour I'aut@ponse, com-
binées aux comportements asymptotiques (4.12) et (4.21), et en prénani.. En
revenant la cefinition (4.39), les @pendances temporelles disparaissent [Godr00b] :

l//\c 725&

X =
° VZze .AR ’

(4.42)



100 CHAPITRE 4. PHENOMENES CRITIQUES HOR%QUILIBRE

ou Ac et Ar sont les amplitudes de I'autocétation et de I'autdeponse respective-
ment. PuisquéX , fait intervenir des rapport d’amplitudes et des exposar@sulibre,
elle peutétre consiérée universelle. Cette progie d’'universalié est rifiee pour les
mockles exactement solubles tels que la chaine d'Ising [Godr00a, Lipp00, Kope89], le
mockle splérique en dimensiong > 3 [Godr00b] et le modle gaussien [Cug94] et
elle est justifee pour les magles non solubles par les arguments du groupe de renor-
malisation et d’'invariance dchelle qui sont applicables au point critique [Godr00a,
Godr00b, Cala02a, Cala04]. La table 4é&sume les valeurX ., pour une liste de
mockles (la plupart des valeurs sont extraites de [Cala05] et [Henk08]).

Depuis les esultats analytiques sur les nidels de verres de spins de type champ
moyen [Cugl94, Cugl95] on a vu app#tra dans la littrature des travauxide RFD
est obtenwa partir de la pente degponses irigiees traées en fonction de I'auto-
corrélation (Fluctuation-Dissipation plobu FD plot en anglais). De telles mesures
experimentales de RFD ogté réali€es notammerit partir de verres de spins [Heri02]
eta partir de cristaux liquides [Joub09]. On pégalement consulter I'article [Barr98]
et ses eferences pour des mesu@partir de simulations nueniques. Cependant, il
faut faire attentiora la méthode utili€e comme I'ont remarguMayeret al [Maye03].
L'analyse doitétre ealiea un tempg fixé et avec un tempsqui varie et non paa
s fixé et avea qui varie comme on peut le voir habituellement. La distinction entre les
méthodes s’obtient en revenamnta cefinition (4.39) du RFD :

X(t,s) ’W , (4.43)
o kgTR(t,s) = X(t,8)0:C(t,s). (4.44)

Commencons par l&ponse irkgiee ZFC @finie par I'expression (4.23). Elle s’obtient
en inegrant les deux membres de (4.44) par rap@ertpour un temps fixeé :

t t
pzrc(t,s) = kBT/ R(t,u)du:/ X (t,u)0,C(t,u)du . (4.45)
En se plagant dans légime de vieillissement la limite (4.41) nous permetatire :
t
tlim pzrco(t,s) = XOO/ 0sC(t,u)du, (4.46)
= X (C(t,t)—C(t,s)), (4.47)
N——

=1

= Xo(1-0Clt9)), (4.48)

ce qui nous permet d’obtenk ., par i'egression ligdaire. Dans lesagimes dequilibre
et de quasequilibre, puisqueX (t,s) = 1, on obtienta partir de (4.45) a@s avoir
poe X (t,u)=1:

pzrc(t,s) =1—C(t,s). (4.49)
Afin d'illustrer ces expressions, nous avons & iIeponse irégiee ZFC en fonction

de I'autocorelation sur la figure 4.12 pour le melé d'Ising2d tremge depuis la phase
haute temprature jusqud la temgrature critique. L'analyse estali€e pourt fixé et
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Modele Dimension | Réference Méthode | X
Marche abatoire | Vd [Cug94] Exact 1/2
Gaussien Vd [Cug94] Exact 1/2
Spterique 3 [Godr00b] Exact 1-2/d
d>4 [Godr00b] Exact 1/2
Sph.LP (0 <2) || 0 <d < 20 | [BaumO7b] Exact 1—0o/d
d> 20 [BaumO07b] Exact 1/2
Ising 1 [Godr00a, Lipp00]| Exact 1/2
2 [Godr00b] MC 0.26(1)
[Cala02b] TCO(2) [0.30(5)
[Maye03] MC 0.340(5)
[Chat03] MC 0.33(2)
[Sast03] MC 0.33(1)
[Chat04] MC 0.328(1)
[Chat04] MC [tr] 0.323(1)
[Chat04] MC [hc] 0.328(1)
3 [Godr00b] MC ~ 0.40
[Cala02b] TCO(%) | 0.429(6)
Horloge3 états || 2 [Chat04] MC 0.406(1)
[Chat04] MC [tr] 0.402(3)
[Chat04] MC [hc] 0.404(1)
Horloge4 états || 2 [Chat04] MC 0.459(8)
[Chat04] MC [tr] 0.460(4)
[Chat04] MC [hc] 0.467(21)
Ashkin-Teller 2 [Chat04] MC 0.403(8)
Baxter-Wu 2 [Chat04] MC 0.548(15)
Ising Multispin 2 [Chat04] MC 0.466(3)
Ising dilué 3 [Sche05] TC 1/2 — \/3e/424
XY 3 [Cala02b] TCO(2) | 0.416(8)
[Abri04c] MC 0.43(4)
Heisenberg 3 [Cala02b] TC O(e?) | 0.405(10)
RFIM 3 [Cala02c] TC O(Ve) | ~0.416
ISG 3 [Henk05b] MC [bi] 0.12(1)
[Henk05b] MC [ga] 0.09(1)
4 [Henk05b] MC [bi] 0.19(1)
[Henk05b] MC [ga] 0.16(1)
Cardy-Ostlund || 2 [Sche04] RGO(7?) | (2+2e7E7)~!
FFIM 2 [cette these] MC [ff] 0.33(1)
[cette these] MC [at] 0.33(1)
FFXY(chiralite) || 2 [cette these] MC [ff] 0.405(5)
FEXY (spins) 2 [cette these] MC [ff] 0.385(15) (TEE.,
XY 2 [cette these] MC 0.215(15) (TB KT)

TAB. 4.2 — Valeurs du RFD de I'aimantation pour une trempe depuis unetiampe
infinie jusqu’au point critique. Legseaux utiligs sont indigés par [tr] pour le&seau
triangulaire ferromaggtique, [hc] pour le&seau en nid d'abeille (de I'anglaisney-
comb), [ff] pour le Eseau ca& compétement frust, [at] pour le eseau triangulaire
antiferromagatique, [bi] et [ga] pour des constantes de couplages choisies selon une
distribution de probabilé binaire ou gaussienne respectivement. Sinorgdeau est
ferromagiétique care. Les néthodes sont abgees par MC pour Monte Carlo, TC pour
théorie des champs et RG pour groupe de renormalisation. Les notations RFIM, FFIM,
sph. LP, ISG correspondent respectivement au éfeod’lsing en champ ahtoire

de l'anglaisRandom Field Ising Model, au mek® d’lsing compdtement frusé, au
mockle splériquea longue poke ai o est un paramtre caraérisant la écroissance

des interactions et au mel@ d’Ising de type verre de spin (de I'anglasng Spin
Glass). Pour lesasultats de thorie des champs,= 4 — d. Pour le moéle de Cardy-

Ostlund,r = (T — 1,)/1,

, T, est la temprature de transition vitreuse gt est la

constante d’Euler (Ia plupart des valeurs sont extraites de [Cala05] et [Henk08]).
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FiG. 4.12 — La fonction deéponse irégee ZFCp,rc(t,s) du moale d'lsing2d
trempe depuis la phase haute teengture jusqud la tem@rature critique est trée en
fonction de I'autocomlation de faco@ mesurer le RFD qui correspoada pente (sui-
vant I'expression (4.48)) dans légime de vieillissemerite. pour les valeurs faibles
de la fonction d’autocoélation,a gauche des figures. En haut, I'analyse est eféectu
de facon correcte pour un tempgui est fie et un temps qui varie. En bas, I'analyse
est effectée de fagcon incorrecte pour un temypgui est fixé et un temps qui varie.
Le premier cas permet de retrouver I'estimation du calcul difect= 0.330(5) tan-
dis que le second émea une valeur clairement incompatible. La droite en pogsill
correspondh I'expression (4.49) obtenue avec l@deme fluctuation dissipation qui
est valable dans l&gime de quastquilibrei.e. pour les grandes valeurs de la fonction
d’autocorglation,a droite des figures.
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s qui varie (en haut) et pouwr fixé ett qui varie (en bas). Laéponse irigiee TRM
s’obtient en inégrant les deux membres de (4.44) toujours par ragpokt pour un
tempst fixé selon :

prrm(t,s) = kT /S R(t,u)du = /S X (t,u)0,C(t,u)du . (4.50)
0 0

Dans le egime de vieillissement, cette relation devient :

m_praa(ts) = X / 0.0t u)du, (4.51)
,8—00 0
= X (C(t,s)—C(t,0)), (4.52)
——
<C(t,s)
~ XoC(Ls). (4.53)

Il estégalement possible d’extraire la valeur asymptotidue en tracanprras (t, s)
en fonction deC (¢, s). Dans le egime de quastquilibre, on obtien& partir de (4.50)
en posanX (t,u) =1:

prrM(t,s) = C(t,s) — C(t,0) = C(t,s). (4.54)
——
<KC(t,s)

4.3 Vieillissement du moaele XY 2d

4.3.1 Proprietésa I'équilibre

Le hamiltonien du mogle XY bidimensionnel €crit :

HXY = —J Z §F~ gp/ = —J Z COS (977‘_ 977’) 5 (455)

(7 (7

oules spinsgf pos&dent deux composantes. Létieme de Mermin-Wagner [Merm66,
Hohe67] assure qu'un syghe de spin& syngtrie continue ne peut gsenter une ai-
mantation macroscopique en I'absence de champ atagre. Il n'existe donc pas de
transition entre une phase ord@enet une phaseedordonge. Cependant, le mekd

sert de paradigme pour les transitions topologiques misésidance par Berezingki
Kosterlitz et Thouless [Bere71, Kost73, Kost74]. On parle aussi de transition BKT
('acronyme provient des initiales des auteursgdents) ou transition de type XY.

Le mockle contient desé&fauts topologiques ap@s vortex. Si un vortex est contenu

a l'intérieur d’'un contour orietet ferné C, alors la circulation autour de ce contour
vaut :

?{ diV 0z = +27q (4.56)
C

ou "q" est la charge ou vortici d’'un cefaut topologique. Les charges= =+1 sont
favorises par rapport aux charges pklevees qui kcessitent plus @nergie. Deux

défauts topologiques de charges ofmEsy = +1 sont repésenés sur la figure 4.13.
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FiG. 4.13 — Paires de&dauts topologiques de charges o = +ldansle modle
XY. Sur un cercle de rayoR entourant un vortex, le gradienénfie |V4| = 1/R.

Ces @fauts topologiques sont libres dans la phase haute&ieiype et Bs par paires
de charges oppéss dans la phase basse témagure. Cette transition s'effectaela
temperature de BerezinskKosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74] @eT '3, ..
L’ énergieE, d’'un vortex isoé de charge a I'intérieur d’'un cercle de rayoR s'écrit :

R 2
E, = g / a7 (V9)" = mJg* In(R/a) ~ In(R/a) (4.57)
L’ énergie d’'un vortex isél diverge logarithmiquement en fonction de la distance par
rapporta son coeur, do I'écrantagea basse ten@ature. Cette expression permet
également de comprendre pourquoi les chargesont favoriges. L'entropieS, as-
sociea la ciation d'un vortex dans le cercle de rayBirestS, ~ In ((R/a)?) ol
(R/a)? donne I'ordre de grandeur du nombre de possésilide placer le cceur sur I'un
des sites. l&nergie libreF,, s'écrit :

F,=E,—TS, ~ (nJ —2T)In(R/a). (4.58)

A haute temprature, le terme entropique I'emporte et les vortex sont libres tandis

gu'a basse ten@ature, le terménergetique I'emporte et il est @gférable de lier les
vortex par paires. Il est possible d’estimer gréssiment la temrature 75y, =
ﬂ ~ 1.57J qui permet d’annulef;,. Les estimations Monte Carlo les pluspises
donnenﬂ’ Arr = 0.8929(1) [Hase97, Hase05a]. Pour des témgturesl” > Ty 1,

les vortex sont libres dans le sgste, ce qui entfae une écroissance exponentielle
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de la corélation spatiale. Pour des teévpturesl’” < TXY,., I'appariement des vor-

tex par pairegcrante leurs interactions. La longueur de elation est infinie et la
fonction de corelation cecrdt algébriguement avec un exposantl’) qui depend

de la tempgrature. Pour des teramtures suffisamment basses, on a notamment une
déependance ligaire suivant Bquation (4.62). Lintervalle de terdpatures” < T Y

est appet ligne critique. Puisque les spins sont étirsa grande distance sangpenter

de phase ordor@e, on parle aussi de phase QLRO de 'andlissi-Long Range Or-
der. A température suffisamment bassé&dart angulaire entre les spins est faible. Les
excitations consistent en des ondes de spins que nous avoasewef®s sur la fi-
gure 4.14. Dans cette approximation, on peeNalopper le hamiltonien (4.55) pour

FIG. 4.14 —A faible temgerature, lécart angulaire entre les spins est faible. Les exci-
tations du sysime consistent en des ondes de spingsgmées ici en pointis.

obtenir,a des constantes inessentiellesspr

J
HIW = 5 > (O —07)7 (4.59)

(77)
Une transformation de Fourieranea :
J -
HY = 5 > kP65 (4.60)
K
L’hamiltonien étant gaussien, les proptés thermodynamiques se calculent analyti-
guement. On obtient notamment la fonction de elation :
(SzSw i, ~ |7 — 7|77 (4.61)

ou les moyennes thermiqueséduilibre sont dsormais ref@senées par le symbole
(.. )en.. L'exposant)(T') s’exprime sous la forme :

kT
n(T) = 2nJ

Cesquelquesléments permettent d’aborder la dynamique du @hed

(4.62)

4.3.2 Ladynamique du moele XY

Lorsqu’on effectue une trempe depuiéthit fondamental, la dynamique est gou-
verrée par les ondes de spin. Supposons que la dynamique des variables angulaires



106 CHAPITRE 4. PHENOMENES CRITIQUES HOR%QUILIBRE

est cetermirée par uné&quation de Langevin :

00:(t) _ SHEYL0
S = g e, (4.63)

ou & est un bruit gaussien de moyen(g(t)) = 0 et de variance&z(t)éx (1)) =
kgTo(F — #)d(t — t'). Il est commode de travailler dans I'espace de Fourier o
I’ équation de Langevin devient :

90x(t)  THIYIO)
R

+ 5,;(15) . (4.64)
La solution sécrit :
t
0 (t) = 0:(0)e™7F" /2 ¢ / dt'ex(1)e M =0/2 (4.65)
0

ou les conditions initiales correspondaritetat fondamental ferromagtiquea tempe-
rature nulle sonf(k,0) = 0. La fonction d’autocoglationC'(t, s) s'écrit :

1

C(t,s) = (S=(t) - Sx(s)) = (cos(0(F,t) — O(F, 5))) = e~ 2{OFD=0F)") (4 66)

ou on a utili€ le treoeme de Wick pour obtenir I'exponentielle puisque le bruit est
gaussien. Le calcul se conclut par (voir [Bert0O1] par exemple) :

t+ s n/?

Cette forme dechelle a&te verifiee nuneriguement [Bert01, Abri04b]. L'autéponse
se comporte comme [Bert01] :

C(t,s) ~ (t —s)""/? ( (4.67)

n/2
t“) . (4.68)

Vits

Cette derrére expression comlée a la cerivee partielle de I'autocogtation (4.67)
mene au rapport fluctuation-dissipation :

R(t,s) ~ (t —s)~17"/? (

kgTR(t,s) s(t+s)
X = ~ .
(t5) 9sC(t, s) t2 — 4Ats — 2

(4.69)

On constate que le RFD gsente une singulagiforque le @nhominateur s’annulee.
pourty/sg = 2 + /5.

Lorsd’une trempe depuis la phase haute téragure la dynamique terddannihiler les
vortex libres en les regroupant par paires de charges éppotes formes des fonc-
tions d'échelle restent identiques, mais on s’att@éndne modification de croissance
de la longueur caragtistigue duea la pesence de &fauts topologiques dansttat
initial. 1l est possible d’obtenir les corrections des variabléschelle en consirant

les arguments @norénologiques suivants [Yurk93, Rute95b, Bray94]. Commengons
par ceterminer le coefficient de friction asséa@u mouvement des vortex. Pour cela,
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on écrit le taux de dissipation deéhergieE,, d'une paire de vortexépaés par une
distanceR au-deh de laquelle leur effet eétrané comme :

R R 2 R 2
dE, z/ dQF(S—E@ = —/ d2f(89> = —1)2/ dQF'(an) = —7v?.
dt a 00 ot a ot a Ox
(4.70)
On a utilisé (4.63) pourecrire la deux@meégali€. La troisemeégalié s’obtient en
remarquant que la configuration du champ autour d’'un vortek igal se éplacea
la vitessev dans la directionc peut sécrire comméd(z,y,t) = 6,(x — vt,y) par

changement de répe galieen. Enfin, la quattimeégali€ s’obtient en posant, =

. 2
faR d?7 (VGU) qui est un coefficient de frottement. Ce coefficient de frottement fait

intervenir le gradient du champ qui se comporte Conﬁié,,l ~ 1/R autour d'un
cercle contenant un vortex. Uneégration nénea :

Yo ~1In(R/a) . (4.71)

La force d’attraction qu’exerce un vortex sur son homologue de charge @ppmsve
de I'énergie de pair&, selon la relatior¥’ ~ —dE, /dR, ce qui nous permet étrire
la vitesse comme :

v=dR/dt = F/vy, ~ 1/(RIn(R/a)). (4.72)

Dans un systme compos de plusieurs paires vortex-antivortex, on assirfila2&(t),

la distance moyenne au tempséparant des vortex de charges ofmss Elle peut
étre elle-néme assiméea la longueur de cogtation car c’est la seule longueur ca-
racéristiquea I'intérieur du systme. On obtient son comportement temporel e@-int

grant I'expression (4.72) :
" 1/2
() ~ (m) : (4.73)

Celanous permet notamment&trire la densé de éfauts topologiques. Puisque ce
sont des #fauts ponctuels sans extension spatiale, on a en moyenréfaut tbpolo-
gique pour une surfacg(t). Donc leur densi se comporte comme :

Int

p(t) ~ €721 ~ =
La croissance anormale de la longueur camastique fut d’abordcetablie pour une
trempea T = 0 [Yurk93, Rute95b, Bray94] avant &fre suppose vraie pour toutes
temperaturesl’ < T3 [Bray00]. Plusieurtudes nurériques ont confir@ cette
relation [Roja99, Bert01, Abri04b, Zhen03]. Cet exposant dynamique est idertique

celui obtenu pour une trempe depuistéit fondamental jusga’une tempratureT” <
TrxT [Cug94, Rute95a). L'autocoktation (4.67) devient :

(4.74)

tlns
~(H— )20 [ 22
C(t,s) ~(t—s) C<slnt>' (4.75)
La fonction déchelleC(x) vérifie :

Clx) ~ a7 %, (4.76)
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ou ¢ est un exposant hoeguilibre. L'autoeponse (4.68) devient :

R(t,s) ~ (t —s)~1"/2R (’;ﬁj) . (4.77)

ou R(x) est une fonction @&chelle qui se comporte comme (4.76) :

R(z) ~ x79. (4.78)

t,s—00

On constate nudriqguement que le rapport fluctuation-dissipation prend une valeur
asymptotique finie [Abri0O4a] :

X(t,s) = Xoo . (4.79)

Au méme titre que le magle d’Ising, il est raisonnable de supposer cette grandeur
universelle.



Chapitre 5

Le vieillissementdu modele
d’Ising completement frustre 2d

Le but de ce chapitre esté&udier l'influence des &auts topologiques dans le
vieillissement du mogle d'lsing compttement frus&2d ou FFIM (de I'anglaig-ully-
Frustrated Ising Model) lors d’'une trempe depuis la phase haute&eye jusqui
la temerature critique par dynamique Monte Carlo locale. Dans une prersection,
nous pésentons le made : les propétesa I'equilibre et la controverse sur lagsence
de cefauts topologiques lors de la relaxation depui€tat initial cesordong. Dans la
deuxime section, nous @sentons unétude pealable de la dynamiqueel’équilibre
dans la phase haute teérpture et la temgrature critique. Lessultats dans la phase
haute temprature permettent d’avoir une intuition sur l&gence de&fauts topolo-
giques libresA la temperature critique, ils permettent de s’affranchir de leur influence
et d'estimer peci€£ment I'exposant dynamique. Finalement, dans la &uoisi partie,
nous pésentons nossultats agrs une trempe depuis la phase haute tatprre jus-
gu'a la temgrature critique afin @&tudier le vieillissement. Nous mettons hotamment
en évidence la croissance de la longueur c@mastique erétudiant les fonctions de
cortelation et le rapport fluctuation-dissipation. Cette croissance est E®qiéir des
corrections logarithmiques, signature de légance de &fauts topologiques comme
pour le moele XY.

5.1 Le mockle d’lsing completement frustré 2d (FFIM)

On parle de frustration lorsque les degrde liber® microscopiques d’'un syshe

ne peuvent minimiser simultément leurs interactions danstat fondamental [Toul77,
Harr08]. On a re@sené sur la figure 5.1 des plaquettes fréss cae et triangu-

laire pour le modle d'Ising dans Etat fondamental. On ne peut pas trouver d’arran-
gement a toutes les liaisons sont satisfaites. Pour la plaquette triangulaire antiferro-
magretique, les liaisons sont homéxges. La frustration est Iésultat de la topologie

du reseau. Pour la plaquette deer les liaisons sont inhomeges et la frustration pro-
vient de la comptition des interactions ferro et antiferromaggues. Le produit des
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FiG. 5.1 — Exemple de plaquettes frists caree et triangulaire avec des spins de type
Ising dans letat fondamental. Les lignes continues ésgntent des couplages ferro-
magretiques qui priviegienténergtiquement I'alignement des spins. Les lignes poin-
till ées repesentent des couplages antiferronttgyues qui priviégient au contraire
des spins de sens opjass Il existe Bcessairement une liaison insatisfaite espnée
par des hachures.

liaisons autour d’'une plaquette frusgr\erifie [Toul77] :

HsignJij =-1. (5.1)
O

5.1.1 FFIM aréquilibre

Le mockle d'lsing compktement frus& ou FFIM correspond un moele d’lsing
ou toutes les plaquettes sont frgss. Par la suite, on regroupe sous le nom FFIM
le mockle d'Ising sur eseau triangulaire antiferromagfique ou ATIM de I'anglais
Antiferromagnetic Triangular Ising Modedt sur Eseau cag compktement fruse
ou FSIM de l'anglais-ully-Frustrated Square Ising Model. Lé&seau du ATIM est
repieseng a gauche sur la figure 5.2. Léseau du FSIM peut segsenter sous plu-
sieurs configurations. Nousgsentons les configurationéndiques qui sont le plus
utilisées dans la lierature sur la figure 5.2 : la configuration zigzag et la configuration
domino empié (de I'anglaispile-up domino) et qu'on abge simplement par confi-
guration domino. Contrairement aux verres de spins comme |elmate Edwards
et Anderson [Edwa75]wla frustration des plaquettes estabire, ces mazes per-
mettent détudier la contribution de la frustration sans kesdrdre. La simplification
du probbme se manifesi& deux dimensions car le ATIM et le FSIM sont exactement
solublesa I'équilibre.

Le ATIM aléquilibre
Le ATIM a pour hamiltonien [Wann50] :
Harra =7 SiS;, (5.2)
(4,9)

ou la somme est effeche entre les plus proches voisins d'@seau triangulaire an-
tiferromagrétique. En champ nul, la fonction de partition se calcule exactement par
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FiG. 5.2 — Trois Eseaux bidimensionnels corgfgment frusés. De gaucha droite :

le réseau triangulaire antiferromagfigue, le éseau zigzag et l&€seau domino. Les
lignes continues et pointékes repesentent respectivement des couplages ferro et anti-
ferromagrétiques.

la méthode des matrices de transfert [Wann50&niergie libre donne liea une sin-
gularitt a la temperature critiquel,, = 0 [Wann50] qui correspond une transition
continue. On peuggalement calculer I'entropie par site detét fondamental qui est
finie et vaut :

s(T, = 0) ~ 0.32306 . .. (5.3)

La valeur donée dans l'article pionnier de Wannier egtgrement sug@rieure duea

une erreur d’estimation nuenique d'une inkgrale. Ce &sultat montre que&tat fon-
damental est obtend partir d'un nombre de configurations exponentiellement grand
en fonction de la taille du sy&tne. La fonction de cogfation se calcule exactement en
utilisant la méthode du pfaffien. Au point critique, lésultat sécrit [Step64] :

1 2m 1
G(T) ~ m COS (37’) . (54)

C’estune fonction oscillanté l'intérieur d’'une enveloppe quidrdt commel /r!/2,
d'oun = 1/2. PourT # 0, C(r) oscille a I'intérieur d’'une enveloppe quiédrdt
exponentiellement avec On a donc un sysme dont la longueur de cétation di-
vergea I'approche du point critique. Cette valeur de I'exposaatéte confirmée par
simulations Monte Carlo, en particulier pagtude des effets de taille finie de la sus-
ceptibilite [Zhan94].

Le ATIM appartienta la classe d’universaéitde la prens@re transition en partant de
la phase haute-terdpature du moele d’horlogea six états [Alex80]Ji.e. un mockle

XY avec un terme de brisure de sgime d'ordre six. Or un tel terme de brisure de
symetrie n'est pas pertinent [J@87] et donc la transition est de type XY. On peut
aussi montrer I'existence d’une application entre le ATIM et un eée8olid-On-Solid
(SOS) [Bbt82]. Or le moaéle SOS peut lui-meétre appligé sur le modle XY. Cela
confirme une transition de type XY pour le ATIM. Lapplication du ATIM sur le SOS
est obtenue en tracant une liaison entre les interactions satisfaites. Puisquétdans I
fondamental, chaque plaquette triangulaire pdesune et une seule interaction insa-
tisfaite, on obtient ungseau recouvert par des losanges comme ['illustre la figure 5.3.
Puis on associe une diifence de hauteur relative entre les sites cogsedttles sites
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FiG. 5.3 — Les signes plus et moins répentent les spins. Lorsqu’on associe une liai-
sons entre les interactions satisfaitesy;S= —1) dans létat fondamental du ATIM,

on obtient un recouvrement daseau par des losanges. En associant une hauteur rela-
tive entre les sites connést et non connegs, on peut exprimeréhergie du ATIM en
terme d’un hamiltoniersolid-On-Solid SOS) [Bbt93].

non conneds, ce qui permet d’exprime@éhergie du ATIM en terme d’un hamiltonien
SOS avec interactions entre plus proches voisins soart@scontrainte du recouvre-
ment par les losanges.

Le diagramme de phase dans le ptanT (ouh = H/(kpT) est le champ maggtique
reduit) aéte établi par la combinaison deéthodes exactes et de calculs ranigues
par la nethode des matrices de transfertdf®3]. Ce diagramme de phase esigané
sur la figure 5.4. On constate lagsence d’'une ligne critiqu& temgrature nulle en
présence d'un champ magtique qui se termine pour une valeur de champr =
0.266(10). Sur cette ligne, le sydime donne lied une transition de type Berezinski
Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74] qui &aéte mise erévidence en uti-
lisant la methode des matrices de transfert et des simulations Monte Cad®(Bl
Pour des champs > hgr, le syseme pesente une phase ord@met une phase
désordonge. La transition de phase est du second ordre, dangéneenslasse d'uni-
versalié que le modle de Potts troisétats.

Le FSIM aI'équilibre
Le FSIM a pour hamiltonien [Vill77a] :

Hrsiv = — Z Ji;SiS;, (5.5)
(4,5)
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FiG. 5.4 — Diagramme de phase du ATIM dans le plan 7' [BI6t93]. Sur la ligne
critique (pourT’ = 0 eth < hgkT) le syseme donne lied une transition de type
Berezinski-Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74]. Puis, pbus hpgkr, le
syseéme pésente une phasésbrdonge et une phase ordodmavec une transition du
second ordre dans la classe d’univergdditi mo@le de Potts troisétats.

ou la somme est effeche entre les plus proches voisins d’@seau caf. Les constantes
de couplage sont choisies de neia assurer la frustration congté du eseau. Il
existe une transformation de jauge triviale entre les configurations de frustration qui
laissent la fonction de partition et donc les préfirs thermodynamiques incha@es
[Matt76, Toul77, Frad78]. La fonction de partition du nébel se calcule exactement
en champ nul par la gthode du pfaffien et elle @sente une singulagitpour?, =

0 [Vill77a] correspondan& une transition continue comme le ATIM. Dans la limite
thermodynamique, I'entropie par site est finie car il exist@lissi un nombre expo-
nentiellement grand @états fondamentaux en fonction de la taille du &yst. Elle est
détermiree exactement en comptant le nombre de pos&bitie placer une et une seule
liaison insatisfaite par plaquette. Lesultat vaut [Fish61] :

s(T, = 0) = G/m ~ 0.29156.. . . , (5.6)

ou G est la constante de Catalan. Pour illustration, des exempiatsifondamentaux
typiques sont @senés sur la figure 5.5 pour les configurations de frustration domino
et zigzag. Il est possible dé&tkrminer analytiquement le comportement en teraure

de lalongueur de cogtationé(T") & I'approche de la tengpature critique [Forg80]. Ce
comportement est exponentiel. De plus, @bede nurgrique Ecente conjecture une
amplitudel /2 [LukiO6], ce qui menea I'expression :

E(T) ~ %ez‘]ﬂ. (5.7)
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FiG. 5.5 — Exemple détats fondamentaux pour le FSIM en configuration domano (
gauche) et zigzaga(droite) pour des conditions de bordsripdiques. Les lignes avec
des points refsentent les froréres entre domaines ferromagigues. Pour la confi-
guration zigzag, le€tats fondamentaux sont foes de boucles ferromagtiques.
La configuration domino jsente dedlots de spins d’aimantation oppess parfois
constities d'un seul spin.

Le comportement de la longueur de @ation aégalemenéte cetermiré dans le cadre
du comportementé&thelleétendu pour toute tengpature [Katz08] :

§(T) = tanh'/*(8) (1 — tanh(8)) ™", (5.8)

ce qui nenea l'expression (5.7) pous — oo. La fonction de cos&lation est connue
analytiquementi 7. = 0 [Forg80]. Elle dcrdt algebriquement avec un exposant
n = 1/2, comme pour le ATIM. Cette valeur &@te \érifiee par simulations Monte
Carlo enétudiant les effets de taille finie [Kand92]. La susceptibilitet le quateme
moment de 'aimantatiod’, divergent au point critique avec la taille du sysie se-
lon les relations respectiveg ~ L2~ avecn = 0.507(9) et C; ~ L1427 avec
d — 2n = 1.03(5), en accord avec la valeur exaete= 1/2.
De plus, la partie singudre f; de I'eénergie libre des deux mébkks se comporte comme
le ATIM selon [Forg80] :

fs~ e 48 (5.9

Or la transformation homame de Ienergie libre (1.54) permet&crire en champ nul
fs(t,0) ~ b= f(b¥1,0) ~ t¥? £ (1,0) ~ 9. Cette relation est bierévifiee par (5.7)
et (5.9). Ces faits suggent que le FSIM et le ATIM appartienneqata néme classe
d’'universalig a I'equilibre, bien qu’aucune preuve rigoureuse n’existe.

Il existe differentes fagons deégeraliser le FSIM. Par exemple, si ogéfihit parJ et.J’
les intensiés respectives des liaisons ferro et antiferrongétigoes, alors il est possible
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de ceterminer le diagramme de phase dans le plan {,7)/7) pour les configurations
zigzag et domino de la figure 5.2 [Andr79]. On peétgraliser davantage le mei
domino en introduisant des interactions ferronttgyues horizontales et verticales de
differentes intengss [Vill80]. Ce moale donne lieu au @nonene de gentrance : il
présente une phase ferromégjque pour des ten@patures interidiaired) < 7' < T,

et une phase paramagigue pour toute autre terapture et en particulier podr =

0. Le ptenonene de eentrance &galemengte obsere dans le mogle de Pott2d
compktement frust a troisétats en configuration de frustration de type domino par
la méthode nurérique des matrices de transfert [Fost01]. On @gatiement diluer la
frustration du modle domino en augmentant le nombrede plaquettes entre deux
colonnes poglant des liaisons antiferromagigues (le cas particulier = 2 de ce
mockle est doné par la configuration doming, droite sur la figure 5.2) [Wu03]. Il
est alors possible deeterminer la tem@rature critique, Energie et I'entropie deétat
fondamental en fonction de par la néthode des matrices de transfert.

5.1.2 Controverse concernant la dynamique du FFIM

AT équilibre, le FFIM donne liea une transition BKT. Dans la phase haute temp
rature, il existe donc desthuts topologiques de charges ofEssqui s'associent par
paires au point critique. Ce$fhuts topologiques correspondeéntles plaquettes qui
ne sont pas dans leétat fondamental [Moor99]. Lors de la relaxation depuis la phase
haute temprature jusqu’au point critique, puisque la dynamique est goé@eepar
les mouvements iaversibles des parois de domaine, on s'ati@mé que les &fauts
topologiques perturbent la croissance des domaines comme dans le casadie Xod
ou on peut montrer que (voir la section 4.3) :

é(t)~( i )1/2. (5.10)

Int

La dynamique est ralentie par desfauts topologiques. Ces corrections et mises

en évidence par Mooret al en mesurant notamment la deéside @&fauts topolo-
giques par simulations Monte Carlo qui se comporte selon I'expression (4}
E72(t) ~ “th [Moor99]. Ces némes auteurs oi@galement&ali€ une moyenne tem-
porelle des spins autour de telsfduts topologiques qui permet de retrouver la forme
des vortex du magle XY. Ces @fauts sont illusts sur la figure (5.6) d’aps I'article

de Mooreet al[Moor99]. L'autre s&énario [Kim03-07] consiste en une dynamique sans
defauts topologiques semblable au ratedd’lsing comme nous I'avons gsené dans

le chapitre 4 donc sans corrections logarithmiques dans la croissance de la longueur
caracéristique. Les simulations Monte Carlo de Kehal [Kim03-07] ménenta une
croissance de la longueur caiistique de la forme :

£(t) ~ 1= (5.11)

ou I'exposant dynamique prend la valeyr = 2.33(5). Leurs mesures de la dersit

de cefauts topologiques ne leur a pas permis pas de retrouver les corrections logarith-
miques de Mooret al [Moor99]. Or la transition de type BK® I'équilibre devrait

se reféter dans la dynamique. Kimt al ont également mesérla croissance de la
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FiG. 5.6 — Cette figure est obtenue en moyennant temporellement les spins du ATIM
autour de éfauts topologiqueise. des plaquettes qui ne sont pas daataf fondamen-
tal (d'ap®s l'article de Moorest al[Moor99]).

longueur caraéristique par relaxatioa partir d’'unétat fondamental dominant (qui
contribue fortemend I'entropie) et trouvent un exposant dynamigyde= 2. Ces au-
teurs concluera un desaccord de I'exposant dynamique en fonction é@t'initial. Or
I'exposant dynamique est sup@dtre une grandeurdea la classe d’'universaéitdu
syséme. Ne pourrait-on pas ré&uiera I'incompatibilitt entre les exposants critiques
z. etz.. en tenant compte de I'influence desfaluts topologiques ?

5.2 Dynamiquea I'équilibre

Avant d’etudier le vieillissement du FFIM, nougalisons unétude pealable de la
dynamiquea I'equilibre d’'une para temgrature finie et d’autre paétla temggrature
critique 7. = 0. Cette partie nous permet dans un premier temps de cerner l'influence
des @fauts topologiques qui sont libres lors de la dynamique dans la phase haute
temperature. Nous obtenons dessultats qui suggrent un ralentissement de la dy-
namique par des corrections logarithmiques. Ce fait permet aussi de comprendre le
changement de comportement de la relaxation reneafdans le FSIM [Fier97-99]
lorsque la temprature esté&duite (on parle alors d’anomalie dynamique). Dans un
second temps, la dynamigiégetemgrature nulle nous permet de nous affranchir de
I'effet des defauts topologiques qui sont ald@sranés par paires de charges oppes.

Ce protocole permet d’obtenir une valeuegise de I'exposant dynamique, compatible
avec la valeur = 2 du mockle XY.
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5.2.1 Dynamiquea température finie

Pour des temgratures proches de&m, il aéte obseré que la relaxation de I'au-
tocori€lation de Ienergie du FSIM [Fier97-99] cessedtfe exponentielle et adopte un
comportement de type exponentielitrée. Ce changement dans la relaxation est ap-
pele anomalie dynamique. Cette anomalie dynamigégaemenéte obseree dans
une ealisation exprimentale ecente du ATIMa partir de monocouche de cdlies
[Han08]. Ce comportement s’observe aussi dans les verres de spins en dimensions
deux [McMi83] et trois [Ogie85].

Il a éte propogé d'interpéter cette anomalie pour le FSIM en terme de percolation
[Camp94, Scar97, Glot95] d'amas de type Fortuin-Kasteleyn [Fort72] et Coniglio-
Klein [Coni80]. Il est en effet possible dééacrire le hamiltonien du FSIM comme un
mockle de percolation complement frus& [Coni91]. Ce modle pésente deux points
critiques [Pezz97, Fier97-99]. Le premier interviénine tempratureT,, qui corres-
ponda la percolation des amas. Le second point critique interéidmtem@rature de
transition des spins,. A deux dimensions, il existe donc un point critiugemgrature
finie & la temggratureT, = 1.701(1) soit 3, = 0.58789(35) [Fier97-99]. Cette tran-
sition appartient la classe d’'universaditde la percolation [Fier97-99Je. la classe
d’'universalie du moele de Pottsx unétat. Dans le cadre de ceésario, il est donc
possible de pdire exactemerit partir de quelle ten@gature 'anomalie a lieu.

Ne pourrait-on pas expliquer simplement cette anomalie paré@sepce de &fauts
topologiques qui sont libres dans la phase haute éeatpre et qui entiaent un ralen-
tissemement de la dynamique par friction ?

Nous avons choisi @tudier la dynamiqueia la fonction d’autocor&lation spin-spin du
FSIM et du ATIM. Cettettude est@aliea I'équilibre dans la phase haute teamgture.
L'hypothese déchelle dynamique nous permeédtire I'autocorelationCr(t — s) a

la temgeraturel” sous la forme [Hal67-69, Hohe77] :

Cr(t =) = AB) 2D (5.12)

ou A(B) est une amplitude qui peugdendre de3 et 7 est le temps de relaxation.
Cette relation s’obtient de fagon heuristique en faisant I'analogie avec lalation
spatialea I'equilibre en remplacant part!/# et la longueur de cogtation& par le
temps de relaxation'/*. La fonctionD(x) est bien approde par une exponentiele
haute temprature, mais peut aussi avoir une forme plus compkaqie type exponen-
tielle étiree. Notons que puisque nous somaégquilibre, I'invariance par translation
temporelle nous permeté&krire I'autocorelation comme une fonction de la difence
t — s. En premére approximation, on suppose que :

D(z) ~ e ®/7H) (5.13)

ou 7(8) un temps caraétistique qui diverge en fonction de la te@mnpture selon I'ex-
pression :

T(8) ~ &(B) - (5.14)
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Puisquer tend vers l'infini lorsquel” tend vers gro, la forme (5.12) permet bien de

retrouver une @croissance afpriquea la tem@rature critiquel, = 0 :
1

La préesence deé&fauts topologiques libres dans la phase haute éeagre devrait se

manifester par un ralentissement de la dynamique par l'iréidi@ire de corrections
logarithmiques dans la contribution (5.13) :

D(x) ~ e~ @/ m2)/7(8) (5.16)

Co(t —s) ~ (5.15)

Les simulations onéte effectiees pour des tergpatures comprises entfe= 0.15

et 5 = 1 par pas dd).05. Cet intervalle contient la ten@pature de transition de
percolation3, = 0.58789(35) & partir de laquelle 'anomalie dynamique doit avoir
lieu [Fier97-99]. La thermalisation est rapide puisque nous sonandes temgratures
suffisammenéloigrées du point critique. Legseaux sont thermalis en quelques di-
zaines d'ierations Monte Carlo locales pour les teamgtures les plus hautes et quelques
centaines pour les teraptures les plus basses. Nous avons étilis €seau de dimen-
sions192 x 192, les moyennes oréte effectiees surl000 histoires thermiques et le
réseau ca#é posgde une frustration de type zigzag. Nous avons @&dkgptemps fi-
nal pour chaque ten@pature suivant la rapiditde la @croissance de I'autoc@lation.
Ces temps sont du@&me ordre de grandeur que daretude [Fier97-99]. Les calculs
ont necessit en moyenne enviro?dh par temgrature sur un processeéeon quad-
core de frequence2GHz. Nous mesurons I'autocétation spin-spirCr(t — s) a la
temperaturel” suivant la @finition :

N
Crt =) = 5 S USi(05:(6)). (5.17)

ou (.. .) signifie une moyenne sur les histoires thermiques et L x L estle nombre

de spins du&seau.

Nous avons traesur la figure 5.7 la fonctioD (t — s) = Cr (¢, s)/Co(t, s) en fonction
de(t — s)/In(t — s). Tout d'abord, on remarque I'absence de vieillissement puisque,
pour une temprature don@e, les courbes pour des temps d’attentiff érents se su-
perposent lorsgqu’on les trace en fonctiontle s)/ In(t —s) : il y a bien invariance par
translation temporelle comme on s’y attemtiéquilibre. Ici, le temps d’attentesigni-

fie le tempscouk depuis la fin de la thermalisation. On constate ensuite une relaxation
exponentielle rame pour des ten@patures infrieuresa la temrature de percolation
T,. Nous galisons une interpolation du temps de relaxati@npartir des donrées de

la figure 5.7 en supposant la forme (5.16) vraie en peegnapproximation. Leasultat

de l'interpolation est trae sur la figure 5.8 en fonction de la te@mpture inverses.

Le comportement du temps car@gstique en fonction dg s’interprete simplement.
D’une part, le comportement de la longueur de &laion du FFIM en fonction de la
temperature est exponentiel selon (5.7). D’autre part, on s’atkende relation entre

7 et¢ de la forme (5.14) avec un exposant dynamigue- 2 comme pour le mogle

XY. D'ou une relation de la forme :

T~ et (5.18)
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FiG. 5.7 — Nous re@sentons lesésultats pour la fonction 8thelleD(t — s) =
Cr(t,s)/Co(t,s) de l'autocorelation spin-spira I'équilibre eta temgratures finies
comprises entr@ = 0.15 et 8 = 1 par pas dé).05 (de bas en haut pour un graphe
donre). Nous avons utilis I'expression analytique exactg, = (¢t — s)~°?°. Les
donrées sont tra@es pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas) en fonction de
(t —s)/In(t — s) pour differents temps d'attenteécouks depuis la fin de la thermali-
sation. On constate I'invariance par translation temporelle car toutes les courbes se su-
perposent pour une terdpature donée lorsqu’on change le temps d’attesfeomme

on s’y attenda I'équilibre. La relaxation est bien appr@ehpar une &croissance expo-
nentielle, néme au-dessus de la teémpture inverse de percolatigh = 0.58789(35).
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FiG. 5.8 — Nous avons tré&cle temps de relaxation des courbes exponentielle de la
figure 5.7 en fonction dg pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bag).partir de3 =

0.4, les doniees sont indistinguables aux barres d’erre@spavec le comportement
attendu de la forme ~ ¢2 ~ ¢*” : pas d’anomalie dynamique, mais des corrections
logarithmiques.
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Ce comportement est reproduit par nos dmmaux barres d'erreurgs,a partir de

B = 0.40, donc apés un court &gime transitoire comme on peut le constater sur
la figure 5.8. Une interpolation plus&wrise nous permet d’obtenir le comportement
asymptotique :

4.02(5)8J
TFSIM ~ € (5)8

et Tappr ~ 008 (5.19)

et ceci néme pour des valeurs de teempture inérieuresaT),. Cela nenea un exposant
dynamiquez = 2.010(25) pour le FSIM et1.965(35) pour le ATIM. Ces estimations
sont moins pgcises, mais compatibles avec celle que noéseqmtons plus bas la
temperature critiquel, = 0. La méme analyse effeckg sans tenir compte des correc-
tions logarithmiques dans I'argument de I'exponentiellEnga z. s ¢ ~ 2.3.

Pour conclure, le comportement dynamique du FRINequilibre dans la phase haute
temperature est similair@ celui d’'un ferromagetique simple mais avec des correc-
tions logarithmiques des variables temporelles qui manifestenékepce deé&fauts
topologiques libres. On a notamment une divergence du temps de relaxation suivant
T ~ &7 ou I'exposant dynamique est compatible avec= 2. La présence d'une ano-
malie dynamique en-dessous de la ténapure de percolation [Fier97-99] pourriiite
lieea une d'analyse err@e des&sultats.

5.2.2 Dynamique critique

Thermalisation

A1 équilibre, la fonction d’autocoétation spin-spi 7, = 0 est decrite par :

Colt,s) , ~ (t—9)7", (5.20)

ol a. = 28/(vz.) = (d — 2+ n)/z soit, en dimensiod = 2, a. = n/z.. Puisque
'exposantn = 1/2 est connu exactement, l&trmination dex. permet d’obtenir
I'exposant dynamique critique.. La determination est faita I'équilibre et au point
critique de margrea s’affranchir de I'influence desfauts topologiques qui sont alors
apparés par paires, contrairemeatla phase haute teremturea I'équilibre ou lors

d’'une trempea T, depuis la phase haute teérpture. Dans un premier temps, nous
thermalisons les deux mektks FSIM et ATIMa la temggrature critiquel. = 0 avec

un algorithme d’amas mis au point pour le FSIM [Kand92] et qui [ggre adai au

ATIM [Zhan94]. Puis nous effectuons les mesures sur cegmedequilibrés avec la
dynamique locale de Glauber.

La premereétape de 'algorithme [Kand92] consistegparer les plaquettes)a fagon

d’'un damier, en cases noires et blanches comme sur la figure 5.9. Durant la seconde
étape, on choisit une couleur de plaquetié@iement et on forme des liaisons entre les
spins. La proédure est écrite sur la figure 5.10. Les liaisons de plaquettes détast!’
fondamental sont geés de magirea ne pas augmentehergie du &seau lorsque,

dans la troiggmeétape, on inverse le signe des spins de chaque amas avec une pro-
babilité 1/2. Si une plaquette n’est pas danétdt fondamental, aucune liaison n’est
geke. Si une plaquette cag est dans &tat fondamental, elle pasde trois liaisons
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FiG. 5.9 — Premére étape de I'algorithme d'amas pour le FFIM : ogpsre les pla-
guettes du&seau comme un damier en cases noires et blansrdmqueétape 'un
des deux chobéquivalents est choisi de mane aéatoire. Les lignes continues et
pointillées repesentent respectivement des liaisons ferro et antiferroatiagies.
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FiG. 5.10 — Une plaquette ne peut prendre que deux valeéredjie :£ = —2.J ou

E = 2J pour le FSIM etE = 3J ou E = —J pour le ATIM. On g:le les liaisons entre

les spins pour les plaquettes dar&tdt fondamental : pour la plaquette &ayon gle

les deux liaisons satisfaites qui se font face tandis que pour la plaquette triangulaire,
on eele I'une des deux liaisons satisfaites de mraemaéatoire. Ces liaisons gads sont
repiesenges par les lignes pointles avec des points.

satisfaites : on gle alors les deux liaisons satisfaites paial. Cet algorithme satis-
fait I' équation du bilan etaillé et permet de&aliser des mises jour non triviales en
separant toujours leaiseau en deux amas au minimum [Kand92]. Il peut facile@teat
adapé a une temprature non nulle [Kand92]. Si une plaquette triangulaire daatl’
fondamental posgle deux liaisons satisfaites, alors a@tegl’'une de ces deux liaisons
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choisie de magire akatoire [Zhan94]. De madiea assurer I'ergodicita tem@rature
nulle, on Ealiseeégalement unétape Monte Carlo locale pour chaq@éseau. L'ap-
plicationa des systimes ésordonés de type Edwards-Anderson bimodal est simple,
mais se ewele inefficace car legseau entier est geen un seul amas du fait de I'exis-
tence de plaquettes non frustis [Codd94].

L'algorithme d’amas pour le FFIMé&duit de marére significative le ralentissement
critique puisquez. = 0.55 pour le FSIM [Kand92] et. = 0.64(2) pour le ATIM
[Zhan94]. Nous avons thermai$000 configurations initialea la temjrature critique

T. = 0 en partant d'urétat initial cesordon@ sur un eseau de dimension92 x 192.
Nous avons tra& sur la figure 5.11 &nergie moyenne par plaquett /J pour le
FSIM en configuration zigzag (en haut) et pour le ATIM (en bas). Avec le FSBiRt’
fondamental est atteint pour toutes les histoires thermiques aprironl 10 itérations
d’amas. Il n'y a alors aucune fluctuation autour dmergie de Btat fondamental. La
durée des simulations est modeste, donc nous avons thegrohlisjueé&alisation pen-
dant1000 itérations d’amas. Le temp£cessaire est d&h30 sur un processewren-
tium IV de frequence3.2GHz. Le temps par @ration d’amas est d&ms environ soit
0.63us par spin. Pour le ATIM, la thermalisation est nettement moins efficace puisqu'’il
faut environ70000 itérations pour que chaque configuration atteigatat' fondamen-
tal. Les Esultats montrent que certaines configurations s@weps durant un certain
temps dans destats nétastables. Le temps de calcul reste cependant raisonnable et
nous avons thermaégusqua un temps final dé0°® itérations. Cela @cessite environ
26 jours sur un processeentium IVde frequence.2GHz.

Mesure de I'exposant dynamique

Apres la thermalisation, chacune d€80 configuration€volue avec la dynamique
locale de Glauber pendaih®000 itérations. La dynamique de Glauketemgrature
nulle se esumea une minimisation de &nergie du sysme. On choisit un spin au
hasard. Si le changement d’orientation du spin augmeatetyie, il est refuset s'il
abaisse Energie, il est accept Le changement est accepivec une probabiétl /2
si la difference cénergie est nulle. Pour le FSIM, le temps de calcul total de mesure
s’élevea 30k soit 10.7ms par i€ration ou encoré.3u.s par spin environ.
L'autocoriélation spin-spin, mesée suivant la éfinition (5.17), est grsenée sur la
figure 5.12. Nous effectuons les mesugetous les temps afin d'obtenir les valeurs
d’exposants les plus @cises possibles. Cependant, les pointesaur la figure 5.12
sont épartis logarithmiquement afin d'afjer les figures. Une interpolation donne
a. = 0.2495(11) pour le FSIM eta, = 0.251(2) pour le ATIM. Nous obtenons I'ex-
posant dynamique. = 2.004(9) pour le FSIM etz. = 1.992(16) pour le ATIM. Les
résultats sont en bon accord avec la valeus 2 du modtle XY dans la phase basse
temperature.

Notre estimation est en accord avec w@iade plus &cente a les auteurs utilisent
la méme nethode [Kars09]. Ceésultat est aussi en accord aveetlide de Kimet

al [Kim03-07] qui consiére la relaxation en partant d'ugtat initial fondamental
dominant qui apporte une forte contributianl’entropie. Cependant, comme nous
'avons ckja mentioné pieccdemment ces auteurs supposent quessaltat @pend
de la configuration initiale etéderminent un exposanf = 2.33(5) en partant d'une
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FiG. 5.11 — Lénergie moyenne par plaquefig en unié J pour les1000 configura-
tions initiales thermalisesa T, = 0 en partant d'urétat initial cesordoni est traée

en fonction du nombre d&rations de I'algorithme d’amas pour le FSIM (en haut) et
le ATIM (en bas).

configuration initiale @sordonge. Or I'exposant dynamique est une grandeur univer-
selle [Jans89] qui ne doit pagpgendre de &tat initial. A partir de nos &sultats obtenus
pour le vieillissement du FFIM, nous expliquons comment il est possibleatscilier
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les exposants dynamiques éifénts de Kinmet al en tenant compte de l'influence des
défauts topologiques.

5.3 Vieillissement lors d'une trempea 7, = 0

Afin d’étudier la dynamique hors deetjuilibre du FFIM et mettre eévidence le
regime de vieillissement, on effectue une trempe depuis uneétatupe infinie jus-
gu'a la temg@rature critiquel. = 0 avec une dynamique Monte Carlo locale de type
Glauber. Il est alors possible de mettre clairemengwdence I'influence deséfiauts
topologiquesa partir de la croissance de la longueur caastique qui pesente des
corrections logarithmiques.

5.3.1 Les fonctions de corelation spin-spin

Dans un premier temps, nous mettonséeidence de fagon directe la croissance
d’'une longueur caragtistique dans le sy&stne en mesurant la fonction de d@lation
spin-spin spatialé tempsgauxC(r,t) :

C(r,t) = (Si(t)S;(1)) , (5.21)

ou t est le temp&couk depuis la trempe et= |i — j|. Comme nous I'avons vu dans la
sous-section 4.1.2, la croissance de domaineglésrjustifie I'hypotiese déchelle dy-
namique [Bray94] qui permet écrire la corelationa tempsegaux selon I'expression
(4.5) que nous rappelons :

O(r.1) ~ TSR] (5.22)

rn

ou C:P(x) est une fonction dchelle. La longueug(t) est la taille caraétristique des
domaines co@lés. Il est alors possible d’obtenir des informations sur la croissance de
&(t) en mesuran€(r, t). Nous avons utilié une néthode Monte Carlo locale avec un
réseau de dimensiod80 x 400 suffisamment large po@viter les effets de bords et un
temps final de0240. Le réseau caé posgde une frustration de type zigzag. Les me-
sures de la fonction de c@iation spatiale sont faites aux temips 10, 20, 40, 80, 160,
320, 640, 1280, 2560 et 5120 et nous avons moye@rsur5000 histoires thermiques.
La cor€lation est une fonction oscillante comme nous I'avons vu dans la section 5.1.1.
Nous effectuons les mesures sur les s#éqaivalents des axes horizontaux de la fi-
gure 5.2 obtenus par une translation de deux paéskau pour le FSIM en configura-
tion de frustration de type zigzag et trois pas @seau pour le ATIM. Le temps moyen
par spin est environ dé.30us pour les deuxéseaux sur un processexieon quad-
corede2GHz. Il a fallu environ6 jours sur un processeur pour d’obtenir Iésultats.
Afin de distinguer entre les deux&rtarios de croissance possibles, nous tragons nos
résultats pou€:P(r/£(t)) = r"C(r,t) en fonction des deux choix possibles p&r)
sur la figure 5.13 pour le FSIM et sur la figure 5.14 pour le ATIM. Les corrections lo-
garithmiques dé€(t) permettent une superposition des courbes aux barres d’ergsur pr
a partir det = 160 pour le FSIM efa partir det = 320 pour le ATIM. Lorsqu’on ne
consicere pas de corrections logarithmiques, on ne constate aucune superposition. Ces
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donrees suggrent une croissance de la longueur c@astigue semblable au melk
XY. Dans un second temps, nous avons c&dalfonction d’autocoélation spin-spin
suivant le néme protocole. On suppose un comportement similaire a®kmatising
donre par I'expression (4.9) :

C(t,s) ~ s79%C (E((z))) , (5.23)

ol C(z) est une fonction d@chelle. Il est possible de mettre @vidence la croissance
de la longueur caragtistiquea travers la variable échelles(t)/¢(s). Il faut alors dis-

tinguer entre la quakt des fonctions d@chelle avec et sans corrections logarithmiques
de la variable c&chelle :

—a.p (tlns
C(t,s) ~s C<slnt> , (5.24)
et
C(t,s) ~ s %C <t> ) (5.25)
s

ou C(x) est une fonction dchelle qui possde un comportement asymptotiqueélg
brique :

C(z) 2 gl %e (5.26)

Ces comparaisons sont fai@partir de don@es obtenues par simulation Monte Carlo
locale en utilisant la &finition (5.17). Le éseau est de dimensioh& x 192, le temps
de mesure final est; = 10%, et la moyenne est faite sf* configurations initiales.
On a choisi une configuration de frustration de type zigzag pouedeau caé (un
test avec la configuration domino en effectuant les moyennes sur un nombre moins
important d’histoires thermiques donne désultats compatibles). Les calculs @i
réali€s avec des processelantium IVde frequence3.2GHz. Le temps moyen par
spin est environ de.30us pour les deuxaseaux. Il faut envirom2 jours sur un proces-
seur afin d’'obtenir lesésultats. Nous avons meéutautocorglationa tous les temps
afin que I'estimation des exposant@&penge plus bas soit la plusécise possible. Ce-
pendant, afin d’afiger les points sur les figures soapartis logarithmiquement. Dans
un premier temps, nous tracons les dees en fonction dé — s sur la figure 5.15.
On constate sur cette figure que I'autoébation pesente une brisure de I'invariance
par translation temporelle qui constitue une camastique des systnes vieillissants
comme nous l'avons disaddans la sous-section 4.1.1.
Il est possible d’obtenir I'exposant a partir de la fonction d’autocdgkation spin-spin
dans le eégime de vieillissement psenge sur la figure 5.15 en utilisant les expressions
(5.24) et (5.25). Pour cela, orefinit un exposant effectif entre deux valeurs de temps
d’attentes; etss :
lnC(tQ,Sg) — IHC(fl,Sl)
Insy —Insg

Qeff = — s (5.27)

pour une valeur fige des variables @thellex = t/s ou xy, = 412, Le résultat

slnt”

est tra€ pour le FSIM sur la figure 5.16 et pour le ATIM sur la figure 5.17 en fonc-
tion dex~! et nljll de sorte que la valeur asymptotique obtenue lorsque oo et
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K1, — 00 pourt — oo a s fixe se lita gauche du graphe. On obtient la valeur at-
tenduea. sy = 0.25 en utilisant la variable contenant les corrections logarithmiques.
Cette valeur est obtenue pour les plus grands temps d’attente car la fonéitweltE

est cefinie dans le&gimet puiss — oo.

Ce tésultat assure la céhence de la forme dthelle (5.24). Cela nous permet de tra-
cer pour comparaison les fonction&dhelle intervenant dans les expressions (5.24) et
(5.25). Les esultats sont @senés pour le FSIM sur la figure 5.18 et pour le ATIM sur

la figure 5.19. Lorsque > 160, les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur
prés avec la variable dthelle avec corrections logarithmiques et permet d’obtenir une
fonction dechelle universelle pour ces deux mateb. La forme dchelle (5.24) est
donc la plus appropge pour écrire le vieillissement de I'autocd@lation spin-spin.

On constate qu'aucune correction logarithmique n’intervient danséiagteurs =%

car ce terme provient de la contribution de quagitlibrea l'intérieur des domaines

ou les spins sont thermaéisa la temgrature critique. Les&fauts topologiques sont
donc appa#és par paires dcrantent leurs interactions (voir la discussion de la sous-
section 4.2.1). Notons que notresultat de forme @&chelle est confirmpar un article
recent [Kars09] qui gréralise notreetude par I'application d’'un champ magique.
L'exposant)./z. est obtenu en effectuant unegression algbrique des dorées pe-
senées sur les figures 5.18 pour le FSIM et 5.19 pour le ATIM. Pour un temps d’at-
tentes donre, nous faisons varier la borne @nfeurez,,,;,, 1, €t z,:n de l'intervalle

de egression des variablesadhelle avec et sans corrections logarithmiques respecti-
vement de facom observer la convergence vers le comportement asymptotique. Les
résultats sont f@senés sur les figures 5.20 pour le FSIM et 5.21 pour le ATIM. En
consicerant les corrections logarithmiques, nous trouvons un exposant asymptotique
Ae/ze = 1.02(2) soit A, = 2.04(5) pour le ATIM et le FSIM. De mardire inéressante,

on trouve un exposant effectif /z. = 0.91(2) sans les corrections logarithmiques, ce
qui explique le esultat errod \./z. = 0.86 de Kimet al[Kim03-07]. Cela montre que

les valeurs obtenues par ces auteurs peldteateanalyges par I'ajout de corrections
logarithmiques.

5.3.2 Le rapport fluctuation-dissipation

Le rapport fluctuation-dissipatioR (¢, s) lors d’'une trempe depuis la phase haute
temperature jusqud la temgrature critique @sente une valeur asymptotique univer-
selle X, comme nous l'avons pseng dans la sous-section 4.2.3. De plus, il est
intéressant dtudier son comportement en fonction de &hiéintes variables dthelle
afin de mettre e@vidence les corrections logarithmiques. Rappelons le protocole de
mesure. On couple les spins au tempa un champh par un terme Zeeman de la
forme :

N
= hiS;. (5.28)
=1

Ce couplage permet l&finition de la fonction deaponse selon I'expression (4.17) :

1 s A(Si1)
R(t’s)_ﬁi; )

(5.29)
h=0
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Techniguement, nous avoiksalle cette quantit a partir de la rathode sans champ
présenge dans la sous-section 4.2.2. Nous pouvons élabier le RFD en utilisant
la dérivee de I'autocoglation obtenue nuériquement par la diffrenced,C(t, s) =~
(Si()(Si(s +1) = Si(s))) :

ksTR(t,s)
0sC(t,s)

La fonction de eponse ed fortiori le RFD sont des quangis fluctuantes. Nous avons
donc adayit les pararatres de simulation afin de moyenner sur un nombre suffisant
de configurations initiales. Un syshe de dimension§28 x 128 et un temps final
ty = 2000 nous ont permis de moyenner s configurations initiales. Nous avons
choisi une configuration de frustration de type domino pouéteau cag. Puisque
aucun exposant n’est asse@u RFD, il nétait pas Bcessaire detaliser des mesures
a tous les temps pouealiser des interpolationsgmises. Nous avons effeétdes me-
suresa tous les temps entte= s ett = 100 puis un temps sut0 entret = 100
ett = 1000 et finalement un temps suN0 entret = 1000 ett; = 2000. Le temps

par spin est approximativement leéme que pour I'autocagtation, ce qui renea un
temps de calcul dé80 jours par modle sur un processelentium IVde frequence
3.2GHz. Nos Esultats sont tras sur la figure 5.22 pour le FSIM et sur la figure 5.23
pour le ATIM. L'évidence de corrections logarithmiques est nettement visible sur ces
figures. La variable d&chelle incluant les corrections logarithmiques permet une super-
position des courbes,&me pour les plus petits temps d’attente. De plus, on donne une
estimation de la valeur asymptotique universéllg = 0.33(1) pour les deuxé&seaux,
qui est compatible avec la valeur du nébeld’lsing ferromagetique sans que I'on n'y
voie d’explications (voir les valeurg&sunges dans la table 4.2).

Il a &t sug@ré dans le contexte du vieillissement des &led de champ moyen de
verres de spins [Cugl94] que l&pendance du RFD intervient uniguemartravers
I'autocorélation. Sur la figure 5.24, nous avons &de RFD en fonction de l'auto-
correlation sans constater de superposition des courbes, ce qui invalide, pour le choix
de nos parastres, I'hypotiése selon laquelle le RFD est uniguement une fonction de
l'autocorélation.

Afin de confirmer la valeur asymptotique du RFD, nous avons dallzuiéponse
intégiee ZFC et TRM pour le ATIM uniquement. Nous les avonséescen fonction

de l'autocorélation. Il est possible d’obtenir le RFDpartir de la pente de ces courbes
puisque dans leagime de vieillissement (voir la sous-section 4.2.3 pour tailt) :

tlim pzrc(t,s) = Xoo(1 = C(t,s)), (5.31)

X(t,s) = (5.30)

et

Tandis que dans l&gime de quasgquilibre, on obtient :
pZFC(t7 S) =1- C(ta 8) ) (533)

et
prrv(t,s) = C(t,s). (5.34)
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Les simulations ongte effectiees avec unéseau de dimension$2 x 192. Le temps
final estt; = 10000 et les moyennes songali®es suB0000 histoires thermiques.
Les @ésultats sont tras sur la figure 5.25 pour I@ponse irtigiee ZFC (en haut) et la
reponse TRM (en bas). Pour les de@ponses irigiees, la pente dans légime de
vieillissement est en accord avec I'estimation direktg = 0.33(1), confirmant ainsi
cette valeur.

Nous avon£tudi la dynamique du made d’lsing compdtement frus# bidimen-
sionnel lors d’'une trempe depuis la phase haute &atpre jusqud la temrature cri-
tique par simulation Monte Carlo locale. Puisque le gledlonne liew I'équilibrea
une transition de type Berezin$#{osterlitz-Thouless gouveee par les éfauts topo-
logiques qui sont libres dans la phase haute tawaipre et Bs par paires de charges op-
poses dans la phase basse témagure, la dynamique depuis état initial cesordong
vers la temprature critique devraigtre ralentie par les interactions de cé&Sadits
comme pour le magle XY. Ce ralentissement se manifeste par des corrections lo-
garithmiques. Or la litrature ne fournit pas @vidence nur@rique claire de telles cor-
rections logarithmiques, ce qui a dd@nireua un dcebat.

Nous avons commegcpar unettude pealable de la dynamique I'equilibre. Dans

la phase haute terBpature, nous avons extrait le temps de relaxatidors de la
décroissance exponentielle de la fonction d’autogation spin-spin. La relation habi-
tuelle qui relie la croissance de la longueur de &ation¢ ar sous la forme ~ 71/

est bien erifiee avec I'exposant attendy = 2 a condition de prendre en compte
des corrections logarithmiques dans la fonctioactielle de I'autocodalation, afin
de prendre en compte l'influence desfalits topologiques qui sont librés haute
temperature. Ce fait permet d’expliquer I'anomalie dynamique okisemour I'au-
tocori€lation de [energie. La dynamiqua la temgrature critique 0 les effets des
défauts topologiques soriicranés se pite biena une estimation pcise de I'ex-
posant dynamique en bon accord avec la valeur= 2 du modle XY. Dans un
second temps, nous effectuons une trempe depuis la phase hauératiemep jus-
gu'a la temgrature critique. Nous estimons les grandeurs universelles : I'exposant
de cécroissance de la fonction d’autodaation A\, = 2.04(5) et la valeur asympto-
tique du rapport fluctuation-dissipatiok,, = 0.33(1). L'analyse des fonctions de
cortelation spin-spin et du rapport fluctuation-dissipation met clairemegviglence
des corrections logarithmiques des variableschelle, et donc une croissance de la
longueur caraéristique selorg(t) ~ (t/Int)'/*. Cesévidences nukriques claires
suggrent qu’'une description cérente de la relaxation du FFIM lors d’une trempe
critique depuis la phase haute tegng@ture n’est possible qu’en tenant compte de I'effet
des @fauts topologiques.
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FiG. 5.12 — Fonction d’autocogtation spin-spira 7 = 0 dans le égime déquilibre
pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas) té&een fonction deé — s pour differents

temps d’attente écouks depuis la fin de la thermalisation. On constate I'invariance
par translation temporelle car toutes les courbes se superposent, comme on s’y attend
I'equilibre. La @croissance s’effectue selon (5.20) avec un exposant compatible avec
a. = 0.25, ce qui ménea un exposant dynamiqug en bon accord avec la valeue 2

du moctle XY.
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Fic. 5.13 — La fonction cechelleC:P(r/&(t)) = r"C(r,t) de la corélation spa-
tiale spin-spina tempségaux du FSIM trem depuis urétat cesordon@ jusqua la
temgerature critique est trée en en fonction de/&(t) ol £(t) ~ t'/2 (en haut) et
() ~ (t/ lnt)l/2 (en bas). Le tempsrepiésente le tempécouk depuis la trempe.
Les corrections logarithmiques de la variabledtielle permettent d’obtenir une super-
position des courbespartir det = 160 aux barres d’erreur ps. On ne constate aucune
superposition lorsqu’on utilise la variableédhelle sans correction logarithmique.
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Fic. 5.14 — La fonction c&chelleC:P(r/&(t)) = r"C(r,t) de la corélation spa-
tiale spin-spina tempségaux du ATIM tremp depuis uretat cesordong jusqua la
temperature critique est trée en en fonction de/&(t) ol £(t) ~ t'/2 (en haut) et
£(t) ~ (t/Int)"/? (en bas). Le tempsrepiesente le tempscouk depuis la trempe.
Les corrections logarithmiques de la variabledtielle permettent d’obtenir une super-
position des courbespartir det = 320 aux barres d’erreur ps. On ne constate aucune
superposition lorsqu’on utilise la variableédhelle sans correction logarithmique.
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FiG. 5.15 — L'autocorglation spin-spin du FSIM (en haut) et du ATIM (en bas) est
tracée en fonction deé — s ap®es une trempe depuis W@tat cesordoni jusqua la
temperature critiquel, = 0. Le tempss repesente lage du systme. Les courbes se
séparent agrs un egime de quasgquilibre, indiquant une brisure de I'invariance par
translation temporelle, une des ca@idtiques du&gime de vieillissement.
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Fic. 5.16 — L'exposant effectifi.;; de I'autocorélation spin-spin dans leégime

de vieillissement pour le FSIM est obteaupartir de couples de temps d’attente en
fixant la valeur des variables &helle (voir le texte pour leséthils). Les donees

sont traées en fonction de l'inverse des variablegdtiellex = ¢/s (en haut) et

ki = (t/Int)/(s/Ins) (en bas). Un plateau se forme autour de la valeur attendue
acrs = 0.25 pour les plus grands temps d’attente lorsqu’on tient compte les correc-
tions logarithmiques.
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Fic. 5.17 — L'exposant effectifi.;; de I'autocorélation spin-spin dans leégime

de vieillissement pour le ATIM est obteraupartir de couples de temps d'attente en
fixant la valeur des variables &thelle (voir le texte pour leséthils). Les donaes

sont traées en fonction de l'inverse des variablegdtiellex = ¢/s (en haut) et

Kiog = (t/Int)/(s/Ins) (en bas). Un plateau se forme autour de la valeur attendue
aers = 0.25 pour les plus grands temps d’attente lorsqu’on tient compte les corrections
logarithmiques.
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FiG. 5.18 — La fonction cechelle de 'autoco#lation spin-spin dans leegime de
vieillissement pour le FSIM aps une trempe depuis @état initial sordong jusqua
la temerature critique est trée en fonction de la variable&thellet/s (en haut) et

(t/Int)/(s/1ns) (en bas) pour diffrents temps d'attente On ne constate aucune
superposition sur la figure du haut. En revanche, sur la figure du bas, et en particulier

dans l'insert, les courbes sont indistinguables aux barres d’erresapartir des =

160.
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FiG. 5.19 — La fonction cechelle de I'autocoalation spin-spin dans leegime de
vieillissement pour le ATIM agrs une trempe depuis @tat initial esordong jusqua

la temerature critique est trée en fonction de la variable&thellet/s (en haut) et
(t/Int)/(s/1ns) (en bas) pour difrents temps d’attente On ne constate aucune
superposition sur la figure du haut. En revanche, comme pour le FSIM, on constate sur
la figure du bas que les courbes sont indistinguables aux barres d’efsapantir de
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Fic. 5.20 — Lexposant effecti{\./z.).ss de l'autocorélation spin-spin dans le
regime de vieillissement pour le FSIM est obtenu pegression algbrique des
courbes 5.18. Lesésultats sont tra@s en fonction de l'inverse,,;, (en haut) et
Tmin—1n (€N bas) qui correspondeatia borne inérieure de I'intervalle deégression

sans et avec corrections logarithmiques. La valeur asymptotique se lit par extrapo-
lation sur I'axe des ordor@es. On retient les valeuss./z. = 0.91(2) (en haut) et
Ae/ze = 1.02(2) (en bas).
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FiG. 5.21 — L'exposant effectif\./z.)ers de I'autocorélation spin-spin dans le
regime de vieillissement pour le ATIM est obtenu pégression algbrique des
courbes 5.19. Lesésultats sont tra@s en fonction de l'inverse,,;, (en haut) et
Tmin—1n (€N bas) qui correspondeatla borne inkrieure de l'intervalle deégression

sans et avec corrections logarithmiques. La valeur asymptotique se lit par extrapo-
lation sur I'axe des ordorges. On retient des valeurs identigueselle du FSIM
Ac/ze = 0.91(2) (en haut) et\./z. = 1.02(2) (en bas).



140 CHAPITRE 5. LE VIEILLISSEMENT DU FFIM2D

1

0.97 = s=80

L |=—= 5=60

— 3$=50

0.8 |.— s=40

L |+ s5=30

— s=20

’U?‘O?_ —> ::10
N 1
X 06 .
FSIM .
0.5 —
04 —

| |
0% 0.2 04 0.6 0.8 1
s/t
1

0.9" = s=80

L s=60

s=50

0.8 s=40

L s=30

=20

,U?O.?— 2:10
= | -
X 0.6- .
0.5+ —
0.4 ™ §

|

0.3 0.2 0 1

04 06
(sAn s)/(tAn t)

FIG. 5.22 — Le RFD dans leegime de vieillissement lors d’une trempe depuis la phase
haute temprature jusqu la tem@rature critique est trécpour le FSIM en fonction

de l'inverse des variables &hellet/s (en haut) et(t/Int)/(s/Ins) (en bas) pour
différents temps d’attente Les corrections logarithmiques permettent d’obtenir une
superposition des courbes. L'extrapolation de ces courbes sur I'axe des@edorne

a la valeur asymptotiqu& ., = 0.33(1).



5.3. VIEILLISSEMENT LORS D'UNE TREMPEA Ty = 0 141

1
0.9 [~ s=80 7
s=60 .
s=50
0.8 s=40 I
s=30 i
=20
’(,?_07 ::10 —
N 1
X 0.6 .
0.5 .
0.4 i
|
0% 02 0.4 06 08 1
s/t
1

s=80

L |=——= s=60

— 5=50

L |+— s=30

~—~~ — s=20

U)_ 0.7 |— s=10
-

N r 7

X

0.4 L™ -

03 02 04 0.6 0.8 1
(sAn s)/(tAn t)

FiG. 5.23 — Le RFD dans leegime de vieillissement lors d’'une trempe depuis la phase
haute temprature jusqud la temggrature critique est trécpour le ATIM en fonction

de l'inverse des variables &hellet/s (en haut) et(t/Int)/(s/Ins) (en bas) pour
differents temps d’attente Les corrections logarithmiques permettent d’obtenir une
superposition des courbes. L'extrapolation de ces courbes sur I'axe des@zdoene

a la valeur asymptotiqu¥ ., = 0.33(1), identique au&sultat obtenu pour le FSIM.
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FiG. 5.24 — Le RFDX (¢, s) est traé en fonction de I'autocoétationC'(t, s). L'ab-
sence de superposition siginifie que le RFD n’est pas une fonctiéi{de) pour les
parangtres qu’on consiele, comme cela fut sugge dans le contexte du vieillissement
des moeéles de champ moyen de verres de spins [Cugl94].




5.3. VIEILLISSEMENT LORS D'UNE TREMPEA Ty = 0 143

1 — t=10000
i ~—s t=9000 1
L — t=8000
0.95F S\ — t=7000
I e — t=6000 |
B — t= i
2 0.9 — t=3000
: =
= — t=1
\*:‘6 0.85 — y=1-x (TFD)[
|_N|_ L —--- y~-0.33x ||
Q sk ATIM |
0.75F |
O 7 | | | 1 | 1 | 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
C(tfixe’s
02 T T I [ I
— 1t=10000
L |— t=9000 i
o
a—a t:
0.15- |.— t=6000 7
m ~— t=5000
% | |— t=4000 ]
=
- — =
~< 0.1 | t=1000 ]
o - y=0.33x
a [ |~ yx(TFD) *
0.05- ATIM .
0 | | | |

L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

C(t. ,S)

fixe’

FiG. 5.25 — Ces&sultats on€&te obtenus pour une trempe du ATIM depuis la phase
haute temprature jusqud la tem@rature critique. Nous avons t&alka ieponse irégee

ZFC (en haut) et TRM (en bas) en fonction de I'autoétation pour un tempsfixé

et un temps d’attente qui varie (voir la discussion dans la sous-section 4.2.3). Dans
les deux cas, la pente asymptotique dan®tgme de vieillissement en poinél est

bien compatible avec I'estimation direci, = 0.33(1). Nous avonggalement tree

en ligne pleine le thoeme fluctuation-dissipation dans lkegime de quasgquilibre
d’'apres les expressions (5.33) pour le protocole ZFC et (5.34) pour le protocole TRM.
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Chapitre 6

Le vieillissementdu modele XY
completement frustre 2d

Le but de ce chapitre est@tudier le vieillissement du metk XY bidimensionnel
compktement frus&. Dans une prerare section, nous psentons les caragtstiques
du mockle a I'équilibre : unétat fondamental de syatrie particulere dont la des-
cription récessite la &finition d’'une variable additionnelle, la chir@itqui est éfinie
comme le signe de la circulation des spins autour d’une plaquette [Vill7 &thtifon-
damental posxie une symtrie continue assoega la rotation globale des spins comme
pour le moele XY et une syratrie discete assoé@ea l'inversion du signe de toutes
les chiraliés. Il est @sormaigtabli que le sygme donne lie@d deux transitions pour
chacune des sy@triesa des tempratures proches mais distinctes [Hase05]. Ce fait
est soutenu par la psence de &fauts topologiques de charges demines sur les
parois de domaines de la chirélfKors02]. La transition assdm aux angles est sans
ambigtité de type BerezinskKosterlitz-Thouless (BKT).e. gouverrée par I'apparie-
ment de éfauts topologiques de charges ogEss En revanche, la transition de la chi-
ralité a doni lieua des ébats dans la liérature. Des articles traitant de cette §yne
a I'equilibre apportent des arguments convaincants en faveur de I'appartenance de la
transition chiralex la classe d'universaéitd’lsing [Hase05]. Dans une deexne sec-
tion, nous pesentons no$sultats concernant le vieillissement du raled L'objectif
consiste tout d’abord caractriser la dynamique lors de la brisure de deux &yimas
qui sont bien connuegpaément : une transition de type BKT et une transition du se-
cond ordre dans la classe d’'univerdalitu mole d’lsing bidimensionnel. Puis nous
souhaiterions caragtiser I'effet des éfauts topologiques sur la dynamique de cha-
cunes des variables. Dans un premier temps, oréséate au vieillissement des angles.
Apres une trempe du syshe depuis Btat fondamental jusque dans la phase basse
tempgrature, le sysime donne liea du vieillissement. Les fonctio@sdeux temps sont
décrites de fagon semblable au natadXY dans I'approximation des ondes de spin. Ce
fait assure que I'exposant dynamique prend la vatesr 2 dans toute la phase basse
temperature. De plus, nous obtenons I'exposaiin bon accord avec lesgdictions
théoriques. Pour une trempe depuis la phase hauteti@atype jusqud la tem@rature

145
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de BerezinsKiKosterlitz-Thouless, la forme dthelle de I'autocoalation estd aussi
identiquea celle du modle XY avec notamment des corrections logarithmiques de la
variable déchelle qui manifestent la@sence de&fauts topologiques. Les estimations
des quantés universelles qui cardgtsent le vieillissement s&velent differentes du
mockle XY. Dans un deurime temps, on s’igresse au vieillissement de la chiralit
pour une trempe depuis la phase haute fenajpire jusqudl la temrature critique.
Nous mettons eavidence la gsence de corrections logarithmiques dans les variables
d’échelle qui montrent l'influence de€fduts topologiques dans la dynamique. Les
grandeurs universelles sont incompatibles avec la classe d'univerdiding.

6.1 Comportement critiquea I'équilibre

6.1.1 Létat fondamental : deux synétries
Le mockle XY compktement frus& 2d (FFXY) a pour hamiltonien [Vill77a] :

Hrrxy = — Z JijSi - 8; = — Z Jijcos(0; — 0;), (6.1)
(i) (i5)

ol S; est un spira deux composantes de norme &t céfini dans le plan par un angle
0;. Les constantes de couplagg sont choisies de la @me marére que le FFIM afin
d’'assurer la frustration comigtie du eseau caé. On a repgseng sur la figure 6.1 deux
plaguettes du FFXY dansétat fondamental [Vill77b, Diep04]. Lorsqu’on varie I'in-
tensié du couplage @&change @gatif par un pefacteurw, il existe une valeur critique
w. = 1/3 en-dessous de laguellé&tat fondamental est ferromagigue et au-dessus
de laquelle letat fondamental est cons&tde spins qui tournent autour de la plaquette,
ce qui conduita une @gerérescence supfinentaire due au sens de rotation [Berg86].
Le sens de la rotation autour d’une plaquettest cefini a partir de la chirali K, :

Kp = sign <Z Jij sin(@i — 93)> = sign (Z JZJ(S_; A\ gj) . ﬁz> R (62)
c c

ou la somme orier@e sétend au contout’ de la plaquette et estle vecteur unitaire
perpendiculaire au plan des spinsttidt fondamental du FFXY est obtenu en juxtapo-
sant des plaquettes fondamentales. Sur la figure 6.2, @sepre un exemple &tat
fondamental pour uneéalisation de frustration de type zigzag et domin@tat fon-
damental est cargatist par un arrangement de la chiralgimilaire au modle d’Ising
antiferromagatique. Létat fondamental est invariant par rotation globale des spins par
le méme angle (sygtrieU (1)) et par inversion du signe de la chirélifle chaque pla-
quette (symdtrie Z5).
L’hamiltonien (6.1) peut €crire comme :

Hrrxy = —J Y _cos(; — 0; + Ayj), (6.3)
(i)
ou A;; = m ou0 pour les couplages antiferro ou ferrométjques respectivement.
On ckfinit alors la quanté U, = > - A;; [27]. On alU, = = pour le FFXY soit
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FIiG. 6.1 — Deux plaquettes du FFXY dan&tht fondamental [Vill77b]. Les lignes
continues et pointides repesentent des liaisons ferro et antiferrométigues. Les
fleches circulaires repsentent le sens de rotation des spins lorsqu’on parcourt une
plaquette dans le sens trigonetmnque. Les signes plus et moins correspondent aux
signes des chirafis, qu’on @finit positivement lorsque les spins tournent dans le sens
trigononetrique.
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FIG. 6.2 — La juxtaposition de plaquettes fondamentaksites sur la figure 6.1 per-
met d’obtenir des exemplesé&tats fondamentaux du FFXY sur ueseau frusé de
type zigzag & gauche) et domina(droite).

Uy = f2m ol f = 1/2. |l existe de la frustration & lors queU,, # 0. Il est
possible de gréeraliser le modle XY frustie pour diferentes valeurs dé¢ [Alba08,
Choi85a, Kors95, Fran95, Hatt95, Lee95a, Stra97, Choi85b, Park00]. Il existe aussi
d’autre facons de &eraliser le FFXY [Minn07]. Notons que le FFXY pasie le
méme hamiltonien qu’unéseau bidimensionnel de jonctions Josephson sous champ
transverse (voir [MartO0] pour une revue).
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6.1.2 Deux transitions

Le comportement critique du FFXY a domtieua des controverses dans laditt
rature portant sur I'existence d’une transition double ou unique pour les angles et la
chiralité et sur I'appartenance de la chiraftla classe d’universaditdu moele d’'lsing
(voir [Hase05] pour une revue avant 2005).

Leskinksde Korshunov

On appeleT;E, la temperature de BerezinskKosterlitz-Thouless (BKT) des
angles etl¢;, la temgerature critique de la chiralit Outre des preuves némques
notamment eretudiant le module d#licité et la susceptibil, il existe des confir-
mations analytiques. En congidnt les excitations deétat fondamental du FFXY,
Korshunov [Kors02] a appdrtdes arguments convaincants en faveur de transiéions
des tempratures distinctes pour les angles et la cheatilles queT; %, < Ton. A
partir de I'etat fondamental 6.2, il est possible defidir des excitations repsenges
par des parois entre plaquettes deme chiralié. Ces parois ont urinergie par uné
de longueur qui est finie. Puisqu’elles sonkééers par activation thermique, elles ap-
paraissent sous forme de bouctefaible temprature. Des exemples de telles parois
sont pesenés sur la figure 6.3. Pour un typeétht fondamental fixa gauche de la
paroi, I'etat fondamental de droite varie d’'une phase gloka la paroi se dcale
d'un pas de &seau [Hals85, Kors86b, Kors86a, Kors02]. Ces pardiseprtent des
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FiG. 6.3 — Les parois de domaines verticales en pogtileparent les plaquettes qui
pos&dent la néme chiralié. Pour un type @tat fondamental fixa gauche des parois,
le type detat fondamentad droite varie d'une phase globatesi la paroi est @cake
d’'un nombre impair de pas déseau [Hals85, Kors86b, Kors86a].

coudes (de I'anglaikinks). Les exemples d’'un coude de hauteuré&uritde hauteur
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double sont re@senégs sur la figure 6.4. Ces coudes gt une charge topologique

FIG. 6.4 — Exemple d’excitations du FFXY. Les lignes en poiatllrepesentent le
réseau. La chiralit est repesenke par les signes plus et moins. Les parois de do-
maines en traits pleingparent les plaguettes deéme chiralié. Les parois peuvent
contenir des coudes (de I'angl&isks) de hauteur urég gauche et de hauteur double

droite auxquels sont asséside charges topologiqu#d /2. Pour des coudes simples,
I'énergie diverge tandis que pour des coudes doubles, les charges qui sont de signes
oppogs sécrantent, par analogie avec le ntaXY.

+1/2 qui contient 'ensemble du&bhasage. Par analogie avec les charges topolo-
giques du modle XY, I'énergie d’'un coude de hauteur impaire diverge avec la taille
du syséme, tandis que&nergie d'un coude de hauteur paire reste finie car les charges
sontécranées. La situation peiétre repésenge par un gaz unidimensionnel de coudes
de charges /2. Les arguments du groupe de renormalisati@émentx une temgrature

de transitioll'; £ < Tcy, [Kors02]. L'écart est cependanes faible comme on peut

le constater en lisant les estimations ranigues de ces terépatures dans la table 6.1.

Les classes d’'universali¢ des deux transitions

La transition assoée aux angles est sans ambigule type BerezinskKosterlitz-
Thouless. Cependant, bien que Iéaanisme d’appariement desfduts topologiques
est identiqgue au made XY, la classe d’'universaditn’est pas @cessairement lag@me.
Nous avons éja abor@ cette distinction avec le FFIM qui donne liegalemené une
transition de type BKT mais aveg= 1/2 au lieu den = 1/4 pour le moele XY. En
utilisant un formalisme de #orie des champs, on pedrire le hamiltonien du FFXY
(6.1) sous la forme de deux milds XY coupks par un couplage pertinent sous une
renormalisation de Migdal-Kadanoff. Dans la limite d’'un couplage fort, le FFXY se
reduit au moéle Ising-XY [Choi85a]. Cependard, temgrature suffisamment basse,
on peut considrer que les deux meétes XY sont écoupés. La fonction de parti-
tion correspondant au hamiltonien (6.1) peut &xrire apés une transformation de
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Hubbard-Stratanovitch [Hubb58]I'aide d'une actiors définie par :

kgT . .
0 B 2 2 2 4
-3 (5 (7 = Thew) + L2 1E2) (1a BIP + [valF) + 0w,
(6.4)
ou ¢ (k ) et o (k ) sontdes champs complexes qui soréicdupés a I'ordre /2 et
T vy = V2J/kp estlatemgeratured laquelle s’annule le terme de masé{%(T—

To) et permet de retrouver un hamiltonien de type onde de spin. Un calcul identique
pour le moéle XY menea une action :

sxyzg(fjfj@—T% )+ SRR WP +0WY . (69

ou 7%, = 2J/kg annule le terme de masse. Ainsi, |ésultats du mogle XY dans
I'approximation des ondes de spins sont valables pour le FEXd@ndition de rem-
placer.J par.J/+/2. Puisque le madle XY vérifie XY (T) = kpT/(2nJ) (voir la

section 4.3), on obtient pour le FFXY un exposant :

kpT

n(T) = o

(6.6)

L’équivalence entre le FFXY et le mele Ising-XY peut aussi s€aliser en appliquant
le FFXY sur un modle 19-verteKnop94]. Il estégalement possible déaliser une
transformation du FFXY en un gaz de Coulomb de particules éeargar une transfor-
mation de Villain [Vill77b, Frad78, Olss95]. Le meété devient un gaz de particules de
charges demi-eréfrest1/2 interagissant par un potentiel de Coulomb logarithmique.
La classe d’universafitde la chiralié est controveie. La plupart des auteurs trouvent
des exposants défents du mogéle d’Ising (voir latable 6.1). Olsson [Olss95] a segy
gue la proximié de la transition de Berezin#{osterlitz-Thouless entfae la peésence
de deux longueurs caré&cetistiques : la taille. du syséme et la longueur de c@ation
EpkT assocdke a la transition de BerezinskiKosterlitz-Thouless. Le comportement
d’effet de taille finie avec les exposants du rakedd’Ising2d est valable lorsqué.;, >
Epkr de telle sorte qu’'une seule longueur cagsistique existe dans le sgshe. Dix
ans plus tard et avec des capasiinformatiques sugieures, Hasenbusehal[Hase05]
montrent un changement de comportement critique entre la valeur0.8 reporée
dans la literature et la valeur = 1 du mockle d'Ising. Le comportement de type Ising
est obtenu pour degseaux de tailld. ~ 1000. lls expliquent aussi ce comportement
par le fait que la longueur de cétation des spins es&s grande la transition et per-
turbe la chiralie. Ce changement de comportement entre la valesr0.8 ety = 1
est obserge d’autres mogles reles au FFXY : le moéle Ising-XY et une version du
mockle ¢* sur eseau.
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Réferences| Méthode| TEE, Ten z n v 3
[Thij90] | MCTM | 0.464 0.20(1)
[Lee91] | MC 0.455(2) | 0.455(2) 0.31(3) | 0.85(3)

[Gran93] | MCTM | 0.454(3) 0.33(3) | 0.80(4)

[Rami94] MC 0.446 0.4206 0.875 0.096
[Lee94d] | MC 0.440(2) | 0.454(2) 0.813(5) | 0.089
[Olss95] | MC 0.4460(1) | 0.452(1) 1

[Boub98] | MC 0.4552(2) | 0.4552(2) ~0.2 0.852(2)

[Luo98] | MCHE 0.4545(2) | 2.17(4) | 0.261(5) | 0.81(2) | 0.112
[Chen01] | MCHE 0.4548(2) | 2.20(4) | 0.276(7) | 0.80(2) | 0.110
[Luo02] | MCHE 0.4544(2) | 2.24(3) | 0.265(4) | 0.813(13) | 0.108
[Ozek03] | MCHE | 0.449(1) | 0.4535(5) | 2.61(6) | 0.272(15) | 0.82(2) | 0.111
[Hase05] | MC 0.4461(1) | 0.45324(1) 0.25 1

[NieO6a] | TDGL 0.4500(3) | 2.24(5) | 0.240(5) | 0.84(3) | 0.101(5)
[NieO6b] | MCHE 0.4541(2) | 2.08(4) | 0.251(3) | 0.80(2) | 0.100(4)

TAB. 6.1 — Differentes estimations de la teempture critiquel,;, et des exposants
assodesa la chiralie pour le FFXY par rathode Monte Carla I'équilibre (MCE),

par relaxation horgquilibre (MCHE) et par relaxation du melké de Ginzburg-Landau
(TDGL de I'anglaisTime-Dependant Ginzburg-Landau dynamics). Nous avons aussi
indiqué I'estimation de la temérature critiquel’; £ assodee aux spins.

6.2 Vieillissement du FFXY lors d’une trempe

6.2.1 Vieillissement des angles
Vieillissement depuis état fondamental jusqueT < TEE,,

On effectue ici une trempe depuigtat fondamental jusque dans la ligne critique.
Nous avons vu plus haut que le hamiltonien du FFXY pegtri‘e dans I'approxima-
tion des ondes de spin comme un raedXY de couplage effectif/\/2. Lors d'un
tel protocole, la dynamique du mekd XY est gouverée par les ondes de spin et les
fonctionsa deux temps se calculent exactement [Bert01, Bray00, Cug94] comme nous
I'avons vu dans la section 4.3. On s’atteada néme forme déchelle pour 'auto-
correlation du FFXY donée par I'expression (4.67) dont on rappelle la forme :

t+s n/2

avec un exposani(7) donré par (6.6). Pour les simulations, nous avorspgg le
syskéme, qui possde une configuration de frustration de type domino, danatlfon-
damental illuste sur la figure 6.2. Puis nous avons mésiiautocorélation spin-spin
suivant la @finition :

C(t,s) ~ (t —s)~"/2 ( (6.7)

1 N

C(t,s) = 5 D_(Si(1) - Sis)). (6.8)

i=1
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pour une trempe aux teramtures’ = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8T5E . et TEE ., en utilisant la
valeurg5E . = 2.2415(5) qui est I'estimation la plus cise de la litérature [Hase05].
Nous avons utilié une dynamique locale de type Glauber. &serau est de dimensions
256 x 256 avec des conditions de bordarppdiques. Les temps d’attente sent 200,
400, 600, 800, 1200, 1600, 2400, 3200, 4800, 5600 and 6400 et le temps de mesure
final estt; = 60000. Chaque tem@rature est moyer@e surl2000 configurations ini-
tiales. Afin d'optimiser le temps de calcul, nous avons effet#s mesurea toutes les
itérations Monte Carlo entte= 0 et¢ = 1000 puis une iération sus entret = 1000 et

t = 10000 et finalement une&ration surl0 entret = 10000 ett; = 60000. Le temps
nécessair@ une i€ration Monte Carlo est approximativementd@ens soit0.64 s par
spin sur des processeuXson quad-cor@e frequenc€GHz. La duée de simulation
totale par temerature est dg400h, ou encorg@50 jours. Nous avons utilssune dizaine
de processeurs pour chaque té@mgture, ce qui a raméne calcula un mois. Nous ob-
tenons les courbes @senkées sur la figure 6.5 pour les difentes temgratures. Dans
la colonne de gauche, les d@as sont tra@es en fonction dé— s. Apres un egime

de quasiéquilibre ai les courbes se superposent pour des temps d’attendeetifs,
on entre dans uregime de vieillissementioelles se &parent. Notons aussi que l'au-
tocorielation decrdt d’autant plus rapidement que la te@mpture finale estlevee. A
partir du egime de quasequilibre, il est possible deglerminer I'exposany comme
nous I'expliquons plus bas (nos estimations sont éesrdans la table 6.2. Cela nous
permet de tracer les fonctionséghelle (6.7) pesenées dans la colonne de droite.
Pour les plus grands temps d’attente, les courbes sont indistinguables aux barres d’er-
reur pes, ce qui montre que l&gime de vieillissement de I'autocétation est bien
décrit par le calcul dans I'approximation des ondes de spin. Cela impliqgue notamment
un exposant dynamique= 2, en accord avecé&tude de dynamique aux temps courts
de Luoet al[Luo98] et I'etude de la relaxation hoesjuilibre de Zhengt al[Zhen03],
toutes deux en partant d'ugtat initial ordon&. On constate une superposition des
courbes jusqul T5E . pour les paramtres que nous avons utdis, ce qui implique
gue la forme c&chelle (6.7) est valide dans toute la ligne critique.

A partir de la forme (6.7), il est possible d’obtenir I'exposafif’) a partir de la contri-
bution de quasequilibre(t —s)~"/2. Pour cela, on conside la fonction de coédation
dans le plan forra par les axeset s et on fixe I'argument de la contribution au vieillis-
sement.e. on se place sur les courbes :

t+s
Vs

Le long de ces courbes, I'exposaf{tl’) /2 est obtenu par une interpolationéiaire de

In C(t, s) en fonction ddn(¢ — s). Les sultats sont tré&s en fonction dé/« sur la
figure 6.6. Le egime de quaskquilibre a lieu pour des valeurs dett comparables,
donc pour les petites valeurs @e a droite de la figure 6.6. Afin de tester la possi-
bilité d’'un iegime transitoire entre petites et grandes valeurs, deus avonsé&ali$
I'interpolation avec diférents intervalles de temps d’attente : toutes les valeurs de
(cercles),s > 400 (car®), s > 600 (diamants) ets > 5600 (étoiles). On constate
que toutes les courbes se superposegtnmsi les fluctuations augmentent lorsque
le nombre de temps d’attente eétuit. L'estimation de)(T') a T5E, se wle tes
bruitée et nous n’avons pas téta egression. Nous obtenon$I';s£.) = 0.27(2).

= k = Cste. (6.9)
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Des estimations plus gcises pour la gamme de teémptures autour d€5 2. ontéte
obtenues dans la létature, notamment par relaxation héguilibre [Zhen03]. Nos
résultats pour I'exposant sont Esungés dans la table 6.2 et té&x en fonction dg”
sur la figure 6.7. Ces estimations sont en bon accord avecédedentestudes et

T n/2 (MC) 1/2 (SW)
0.2TEE, 0.0106(6) 0.0100
0.4TEE., 0.0225(9) 0.0201
0.6TLE, 0.0358(8) 0.0301
0.8TEE. 0.0536(20) | 0.0402
TEE, 0.135(10) 0.0502

TAB. 6.2 — Nous pesentons nos estimations Monte Carlo (MC) de I'exposéh} /2
obtenues par interpolation de I'autodalation dans leggime de quaskquilibre. Pour
comparaison, nous @sentons aussi les valeursedites dans I'approximation des
ondes de spin (SW) d’aps I'expression (6.6).

avec la pediction dans I'approximation des ondes de spins pour desstietypes suf-
fisamment basse8.notre connaissance, la seule estimation arique de;(7') dans la
litterature dans leagime de I'approximation des ondes de spin [Lee95b] est effectu
a partir de la superposition des fonctions de &lation spatiales lors d'une trempe
depuis la phase haute tearpture. Ces auteurs ne corsiehnt pas de corrections lo-
garithmiques des variables temporelles. Il obtiennent un exposant effegti? qui
dépend de la ten@gature, ce qui n'est visiblement pas le cas ici, puisque la validit
de la fonction déchelle obtenue dans I'approximation des ondes de spin certifie que
z=2pour0 <T < TEE,.

Il est également possible d’extraire I'exposaifl’) en utilisant la partie de vieillis-
sement de la fonction d’autocétation. Pour cela, onéalise une interpolation de
log((t — s)"/2C(t, s)) en fonction deog((t + s)/+/ts) afin d’obtenir I'exposant as-
soci aux courbes traes dans la colonne de droite de la figure 6.5. Puisquaglene

de vieillissement est obtenu pour des temess distants, on est contraint d'utiliser des
valeurs faibles et donc bréiés de I'autocoélation. Afin d’'observer les corrections au
comportement asymptotique, on fait varier la born&iiguret,,,;,, € [s + 1;60.000]

sur lequel I'interpolation estali€e. Les esultats sont trés sur la figure 6.8 en fonc-
tion del/t,,:». Les valeursa droite de la figure sont obtenues éalisant une interpo-
lation sur tous les points disponibleg [s + 1;60.000] (¢, = 1) tandis que les va-
leursa gauche sont obtenues avec les trois derniers poa{59.998; 60.000] (t,in =
59.998). La convergence vers légime asymptotique s’effectue dolagauche de la fi-
gure. Les diferents symboles correspondent auxatiéhtes valeurs de temps d’attente.
Les esultats sont de quadiinferieure par rappog ceux obtenua partir du égime de
quasiéequilibre. On se contente de noter la compatibilies deux estimations.

Dans I'approximation des ondes de spin, le RFBsgnte une divergence payy sy =

2 4+ /5 comme pour le made XY [Bert01, Abri04b], en accord avec I'expression
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(4.69) :
kgTR(t,s) s(t+ s)

95C(t, s) T gts—s2
Afin de tester ce comportement pour les spins du FFXY, nous avonsé&#écRIFD

a I'aide de la fonction d’aut@ponse qui eécessite I'introduction d’'un terme Zeeman
dans le hamiltonien sous la forme :

= " hiSi, (6.11)

X(t,s) =

(6.10)

oll le champ; = (h}, h2) et les spinsS; = (S!, $2) posdent deux composantes. La
reéponse est la somme des contributions de chaque composante :

R(t,s) = ! ZZ w : (6.12)

Nous évaluons la fonction deéponse par la @thode sans champégsenge dans la
sous-section 4.2.2. &tat initial fondamental et les teramtures de trempe finales sont
les mémes que pour les simulations de I'autoétation. Nous ne @sentons pas ici
les esultats poul 5 £, qui sont trop bruiés. Les paragtres ontete ajusés afin de
moyenner sur un nombre suffisant d’histoires thermiques. Nous avons chaésiaaur
de taille192 x 192, un temps finat; = 4000 et les temps d’attente = 60, 80, 100,
120, 140 et 160. Ces paramdtres nous ont permis de moyenner 285000 configura-
tions initiales pour une trempe0.2 et 0.47% £ et45000 pour0.6 et0.8T% k. Plus

la temgerature finale egtlevée et plus les fluctuations sont importantes, et donc plus le
nombre d’histoires requis pour avoir des déas correctes est important. Nous avons
effectle les mesurea tous les temps entte= s ett = 100, un temps sur deux entre
t = 100 ett = 1000 et un temps sur vingt entte= 1000 ett; = 4000. La duiée
totale des calculs cumi pour toutes les terapatures est approximativement ti3
jours en partant sur une base(@é&4.s par spin, sur un processe{eon quad-corele
frequence&GHz. Pour illustration, le RFD pour une trempe depuigdt fondamental
jusqua0.2TE L. est tra@ sur la figure 6.9 en fonction d¢s. On constate que pour des
temps d'attente finis, des correcticinfa forme déchelle (4.69) entfaent un @&calage
de I'endroit de la divergence par rapparta valeur pedite dans I'approximation des
ondes de spin. Sur la figure 6.10, I'endroit de la divergeg¢e, est traée en fonc-
tion des pour chaque ten@rature de trempe. On observe urpendance li@aire en
fonction del/s dont la limite est consistante avec l&giction de I'approximation des
ondes de spin (4.69) lorsqueend vers l'infini.

Trempe depuis unétat initial d @ésordonré jusqu'a 7L E .

Nous avons &ali$ une trempe du FFXY depuis wtat cesordong jusqua la
temperatureT5 £, = 0.4461(2) (B55, = 2.2416(10)) [Hase05]. Dans un premier
temps, nous calculons le rapport fluctuation-dissipation du FFXY. Beralent, pour
comparaison, nous avons aussi cdcld rapport fluctuation-dissipation du nedd
XY trempé a la temgrature de BerezinskKosterlitz-Thouless'; - = 0.8929(1)
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(BaX, = 1.1199(1)) [Hase97, Hase05a]. L'iatet de ce calcul est double. Prere-
ment, on s’attend une modification de la variable&thelle dans les expressions obte-
nues dans I'approximation des ondes de spins. Cette modification estalpé&sence

de cefauts topologiques libres dans la phase haute éemtypre [Yurk93, Rute95b,
Bray94, BrayO0] comme nous I'avons disewtans la section 4.3. De@xnement, le
RFD meéne asymptotiquemeatun rapport d’amplitude universel qui permet de compa-
rer les classes d’universditles deux magles. Le RFD est calcéilsuivant le protocole
décrit dans la sous-sectionguedente. Lors des simulations du FFXY, nous avons uti-
lisé un eseau de dimension92, un temps finat; = 4000, une moyenne su00000
histoires thermiques et des temps d’attente 60, 80, 100, 120, 140, 160 et 180. Ce
calcul a recessit environ546 jours sur des proceseuxeon quad-corele frequence
2GHz. Pour le modle XY, nous avons choisi des paraimes plus modestes : leseau
est de dimension28 x 128, le temps final est aussj = 4000 et les temps d’'attente
sonts = 10, 20, 40, 80, 100 et 200, et une moyenne suH0000 histoires thermiques
s’est E\Elee suffisante. Lesesultats sont @sengs sur la figure 6.11. On estime les
valeurs asymptotiqueX ., = 0.385(15) pour le FFXY etX. = 0.215(15) pour

le mockle XY. Ces valeurs sont nettement incompatibles. Cependant, pour les deux
mockles, I'utilisation de corrections logarithmiques de la variabéetélle permet une
superposition des courbes ce qui metgidence ledle des vortex dans la relaxation.
On note que la valeur obtenue pour le ratXY X, = 0.215(15) est en contradic-
tion avec une estimation @edente dans la lératureX ., ~ 0.5 [Abri04b] qui fut
obtenue en calculant la pente de &ponse irggiee TRMprra(t, s) en fonction de
l'autocorilationC(t, s) par la néthode errogea s fixé ett qui varie (voir la discus-
sion dans la sous-section 4.2.3 pour le gled!’lsing). Nous rappelons comment il est
possible d’obtenitX, a partir de ce type de courbes :

thm pZFC(taS) :Xoo(l_c(tvs))? (613)
tandis que dans l&gime de quaskquilibre :
pzrc(t.s) =1-C(t,s). (6.14)

Afin de confirmer notre estimation directe pour le XY, nous avons tré&csur la
figure 6.12pzpc(t, s) en fonction deC'(t, s) pour une valeut fixée ets qui varie.
Nous obtenons une valeur en accord avec I'estimation difégte= 0.215(15).

Suivant le néme protocole, nous calculons l'auto@ation afin de tester la forme
d’échelle (voir la section 4.3 pour I'apparition des corrections logarithmiques de la
variable déchellea partir de I'expression (6.8)) :

~ _ gy-n/2 (s -
C(t,s) e (t—1s) <slnt) . (6.15)
Nous calculons I'autocogtation suivant la éfinition (6.8). Les paragtres de simula-
tions sont modiés. Le eseau est de dimensio2s6 x 256, le temps final est; =
120000 et la moyenne esenlige sur5000 histoires thermiques. Les temps d’attente
sonts = 500, 1000, 2000, 4000, 8000 et 12000. Ces calculs @cessitent envirof90
jours de calcul sur un processeXieon quad-corale frequence2GHz. Les ésultats
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sont tra@s sur la figure 6.13 gauche, I'autocoglation est trage en fonction de— s

et nous permet de constater I'apparition d'une brisure de l'invariance par translation
temporelle apes un égime de quaskquilibre.A droite, nous avons trécla fonction
d’échelle. Pour des valeurs suffisamment grandes de la variablgsetle, il existe un
régime de vieillissement puisqu’on observe une superposition des courbes. La fonc-
tion d’échelle @crdt algébriquement avec un exposaht= 0.74(3), ce qui nénea

un exposani/z = ¢ + n/2 = 0.87(3) (voir la discussion de la sous-section 4.2.1
pour les conventions d'exposants). Cette valeur&grément sugrieurea celle ob-
tenue dans leégime de temps cout/z = d/z — 8 = 0.808(3) [Luo98] & partir

de I'exposant définit dans la sous-section 4.2.1. Le mm XY présente une valeur
inférieure :A\/z = 0.625(4) dans [Luo98] (a les corrections logarithmiques n'ont pas
éte envisages),\/z = 0.738(4) dans [Zhen03] ek/z = 0.738(5) dans [Lei07].

6.2.2 Vieillissement de la chiralieé

Nous avons finalemenéali€ une trempe du sy&ine depuis utat desordong
jusqua la temg@rature critique de la chiraditl-;,. Nous avons commegadqar calculer
le rapport fluctuation-dissipation de la chiralit

. kBTR(t, S)

X(t,s) = 5,00 ) (6.16)

La fonction d’autoéponseR(¢, s) de la chiralié est obtenue en couplant chague pla-
quettep a un terme Zeeman :

= K, (6.17)
p
ce qui permet la &finition d’'une fonction deéponse :
N
L 0 (1)
R(t,s) = — —EB s
(t5) N pz:% dhy(s)

Cettequantit peut alor€tre determiree par la rathode sans champgsengée dans la
sous-section 4.2.2. L'autoc@tation est éfinie par :

(6.18)

h—0

N
Cltrs) = 3 SO, (5)) (6.19)
p=0

dont la cerivee par rapport au tempscombirée a I'autoeponse permet le calcul du
RFD (6.16). Lors d'un tel protocole, on s’atteddune @croissance du RFD vers
une valeur universell& ., (voir la sous-section 4.2.3).d encore, I'inéret de ce cal-
cul est double : examiner s'il existe des correctianis variable d&chelle lees aux
défauts topologiques et estimer la valeur asymptotique afin de la con@paedie du
mockle d'Ising. La litérature offre une large gamme d’estimation p@uy, comme
on peut le voir dans la table 6.1. Nous avons effedas némes simulationa deux

temperatures difrentes Tél,z = 0.45324(1) [Hase05] qui est la valeur la plusémise



6.2. VIEILLISSEMENT DU FFXY LORS D’'UNE TREMPE 157

de la literature etFé?f? = 0.4545(2) qui fait partie des estimations les plugpises ob-

tenues par simulations Monte Carlo héguilibrei.e. une néthode semblabla celle
gue nous utilisons. On a choisi uaseau de dimensiorn®2 x 192, un temps final

ty = 2000 et la moyenne est effedte surl0° histoires thermiques. Le temps de cal-
cul par chiralié est du rBme ordre que pour les spins ce qumea un calcul d&46
jours sur un processeur. Les temps d’attente soat 10, 20, 30, 40, 50, 60, et 80.
Les resultats sont tras sur la figure 6.14 poarél,f et sur la figure 6.15 poﬂ'é? en
fonction de(s/1Ins)/(t/1nt) (en haut) ets/¢ (en bas) de sorte que la valeur asymp-
totique X, est extrapde sur I'axe des ordodes. La superposition des courbes est
aneliorée avec les corrections logarithmiques de la variabdehille, ce qui donne
uneévidence de l'influence de®thuts topologiques sur la dynamique de la chizalit

Nos estimations des valeurs,, aux tem;éeratureSTél,f et Té?h) sont respectivement

xQ = 0.410(10) et x¥@ = 0.405(5) avec des corrections logarithmiques. Puisque
ces valeurs sont compatibles, cela signifie qu’une variation faible destampe autour
du point critique a peu d’influence sur I'estimation du RFD. Notons que 'absence de
corrections logarithmiques énea des valeurs asymptotiques compatibles. Dans tous
les cas, I'estimation du RFD est clairement incompatible avec la valeur obtenue pour
le mockle d'Ising ferromagatique X ., = 0.330(5) [Chat04].
Nous souhaitonsé&bormais caraetiser le comportement de I'autocelation. On s’at-
tenda la forme :

C(t,s) ~ s%C (5“)> (6.20)

QRS &)

ol C estune fonction déchelle. Puisque des logarithmes sont attendus dans la crois-
sance de la longueur caradstique, on peutéécrire (6.20) :

Clt,s) ~ sacc<“ns), (6.21)

t,s—00 slnt
ou C(z) est une fonction @chelle qui se comporte asymptotiquement selon :

Clz) ~_ gl %e (6.22)
Ainsi, la fonction de colation permet de comparer les quasgiuniverselles,. et
Ac/zc avec les valeurs connues du raéted d’Ising. Nous avons aussi mesutauto-
cortelation de la chiralé suivant la éfinition (6.19) en suivant le &éme protocole que
lors des simulations du RFD, mais les paédras sont diffrents. Nous avons choisi
un réseau de dimensior2$6 x 256, un temps finat; = 120000 et la moyenne est
réalie surs000 histoires thermiques. Les temps d’attente soat 500, 1000, 2000,
4000, 8000 et 12000. Ces calculs ont &cessié environ390 jours de calcul sur un
processeuKeon quad-corgée frequenceGHz. Les esultats sont f@senés sur la fi-

gure 6.16 pour la tenmatureTg,z et sur la figure 6.17 pour la teﬁamtureTéQ,z.
En haut, pour les deux teramtures, les domes sont tra@es en fonction dé — s.

Apres un egime de quasequilibre, les courbes séarent et le sy8te pésente une
brisure d'invariance par translation temporelle. En bas, dans la figure principale, les

mémes donees sont tra@es selon une fonction &helle (6.21). Pour le€sultats de
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la trempea la temp’aeratureTél,f sur la figure 6.16, la superposition des courbes est
obtenue pour un exposaat = 0.0(1), qui est teséloigré de la valeur du made
d’Ising a. =~ 0.115 ainsi que des valeurs obtenues par simulations Monte Carlo hors
équilibre (voir table 6.1). Dans I'insert du graphe de droite, nous avorssteaposant
Ac/zc obtenu par interpolation de la fonctiorédhelle de I'autocoéiation sur 'inter-

valle [Zmin; (tmaz/ 10 tmaz)/(s/ 10 s)] en faisant varier la borne iafieure de I'inter-
valle z,,;,. Les doniees sont tra@es en fonction dé&/x,,;, de sorte que la valeur
asymptotique se lih gauche. On estime la valeNg/z. =~ 0.84 qui n’exclut cepen-
dant pas la valeur du metk d’lsing)\./z. ~ 0.73 tracee en pointiles car les dorres
évoluent avec le temps d’attente et ne nous permettent pas, pour leepresantili€s

de fournir des barres d’'erreur. La formeedhelle (6.21) est inc@nente et semble ma-
nifester un comportement de sysie tremp dans la phase basse térgiure. Nous
avons deux explications : soit @oss-oververs la forme dechelle (6.21) s’effectue

a des temps bien plus grands que ceux qui sont accessibles actuellement, soit I'esti-

mation deTg,z obtenue par extrapolation des effets de taille finie est éaoRour les

résultats de la trempela tem[ézraturéfézh) en bas de lafigure 6.17, la superposition des
courbes est obtenue pour un exposant 0.10(2), qui est compatible avec la valeur
du mockle d'Isinga. = 0.115 et en bon accord avec les valeurs obtenues par simula-
tions Monte Carlo horéquilibre (voir table 6.1). Cette estimation permet d’obtenir une
forme déchelle (6.21) codrente. Dans l'insert du graphe de droite, nous avong trac
I'exposant)./z. obtenu par interpolation de la fonctionédhelle de I'autocoéation

sur l'intervalle [in; (tmaz/ 0 tmaz)/(s/ 1In s)] en faisant varier la borne iefieure

de l'intervallez,,,;,,. Les donies sont traé&es en fonction dé/z,,;, de sorte que la
valeur asymptotique se l& gauche. On estime la valedyz ~ 0.98(5). La valeur

du mockle d’Ising A./z. ~ 0.73 tracée en pointilés est exclue car les doses sont
stables avec le temps d’'attente. Notons que I'absence de logarithmes n’affecte pas de
facon significative la valeur de I'exposant. Cé&sultats montrent que la mesure de
I'autocorglation est plus sensible que le REDa valeur de la tergature de trempe.

Il est possible de mettre plus nettementéidence les corrections logarithmiques
de la chiralie en effectuant une trempe dans la phase bassettatupe depuis un
état cesordonB. Nous avons calcella corglation spatiale chirai-chiralie a temps
égauxC(r,t) afin de mettre evidence la croissance de la longueur cénmstique.

On s’attench la forme :

C(r,t) ~ C(r/&(1) (6.23)

ol I'on doit distinguer entre les formes de croissag@é ~ t'/2 eté(t) ~ (t/Int)/?
puisque pour un tel protocole, I'exposant dynamiquezest 2 dans toutes la phase
basse temrature. Les simulations sont effegas pour une tengpature final& ¢, /2,

un reseau de dimension$0 x 400. Les mesures sonéali€es aux temps = 80,

160, 320, 640, 1280, 2560, 5120, 10240 et 20480. La corilation est moyerge sur

1000 histoires thermiques. Le nombre de configurations est relativement faible de sorte
que les barres d’erreur sont importantes. l&suttats pesenés sur la figure 6.18 ont
juste une valeur suggestive. En comparant la superposition des courbes pour les va-
riables décheller/t'/? (a gauche) et/(t/Int)'/? (a droite), on s’apercoit que les
corrections logarithmiques atiorent clairement la superposition des courbes lorsque
la valeurz = 2 est utili€e, ce qui permet de mettre évidence ledle des éfauts to-
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pologiques dans la phase basse terafure. Des simulations plusgmises eh d’autres
temperatures sont requises pditre plus affirmatifs. Notons qu'il &t mesue par si-
mulation Monte Carlo un exposant dynamique cgpeind de la terrgrature [Lee95b].
On a notamment(T¢y,/2) ~ 2.5. Les don@es de cet articles pourraiegtre Eana-
lysées avec des corrections logarithmiques dans la variabtdhelle.

Le mockle XY compktement frus& 2d présente uretat fondamental original in-
variant sous le groupe de sgtnie U(1) pour les spins et sous le groupe de &yme
Z5 pour la chiralie. La litterature est source dé&lats depuis deuxédennies autour
de deux questions. La preéne concerne I'existence ou non de deux terapures dis-
tinctes pour chaque brisure de sstme. Les arguments ghonénologiques de Kor-
shunov suggrent la pesence de charges topologiques demieges sur les parois de
domaines de la chiraét La pesence de ces charges eimeadeux temeratures dis-
tinctes, @i la brisure de sy#trie de la chiral& intervienta plus haute ten@rature
queTLE., pour les spins. Cependant, la @ifénce est &s faible et la dtermination
nunmérique pecise de ces tengpatures par simulations Monte Carlo demeure &fi d
technique. La deukime question concerne I'appartenance ou non de la transition de
la chiralitt a la classe d'universaitdu mo&le d’Ising. Un article &cent de Hasen-
buschal utilise a la fois des arguments du groupe de renormalisation et des simulations
Monte Carlo extensives I'équilibre et affirment que la classe d’univerdalite la chi-
ralité est bien celle du maéde d’lsing. Nous avongtudg le vieillissement du maxde
XY completement frust 2d par simulations Monte Carlo locales de type Glauber.
Les caradiristiques du vieillissement pour le migd XY et le moéle d'lsing sont
bien connues comme nous I'avons vu dans le chapitre 4. Il éseggant de voir quel
est I'effet de la syratrie inhabituelle sur ces dynamiques connues, effets qui se mani-
festent notamment par lagsence de&fauts topologiques sur les murs de domaines
de la chiralie. Dans un premier temps, nous avoealise une trempe du sy&mne dans
la ligne critique en partant d'ugtat fondamental. La mesure de la &ation spin-
spin et du rapport fluctuation-dissipation permet de mettréwétience uné&gime de
vieillissement. Ces fonctions sonédtites par les formes analytiques obtenues par dy-
namique de Langevin dans I'approximation des ondes de spin, comme pourdéemod
XY. Ce résultat est @visible puisqu’il est possible déécrirea tres basse tengpature
le hamiltonien du FFXY comme un mék: XY avec un terme de couplage effec-
tif J/+/2. Par ailleurs, nos mesures de I'autoétation permettent une estimation de
I'exposantn(T'). Puisque la dynamique eskctite par unéquation de Langevin, nos
résultats assurent que I'exposant dynamiquezest 2 dans toute la ligne critique,
en accord avec degtudes Monte Carlo a@tieures. Puis, toujours pour les variables
angulaires, nous effectuons une trempe depuis la phase hauteradung jusqu la
temerature de BerezinskiKosterlitz et Thoules$'5 2. [Bere71, Kost73, Kost74] du
FFXY. Pour ce protocole, on s’atteriddes corrections logarithmiques de la variable
d’échelle dues: la pésence de vortex libres danétht initial. Ces corrections sont
mises erévidence pour la cogtation spin-spin et le RFD. De plus, nous mettons en
évidence uné&gime de vieillissement pour ces fonctions et nous estimons les grandeurs
universelles telles que I'exposant decdoissance de I'autoc@lationg = 0.74(3) et
la valeur asymptotique du RFY,, = 0.385(15). Nous comparons ces valeurs avec
celles du modle XY. Elles se &wlent incompatibles. Finalement, no@slisons une
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trempe de la chirakt depuis la phase haute teengture jusqu la temggrature critique

Tcn. Puisque les estimations d&;;, dans la literature songloigrees, nous faisons

les meémes simulationa deux tempratures difrentes. L'une corresporidl'estima-

tion la plus pécise de la ligtrature qui est obtenueI'équilibre. L'autre correspond

a l'une des estimations les plusépises obtenue par relaxation hémguilibre. Les
corrections logarithmiques se manisfestent pour le RFD dont la valeur asymptotique
est par ailleurs peu sensible aux variations de fatprres. L'autocoglation est plus
sensible au choix de teraptures et une forme &helle cobrente est obtenue avec

la temgerature étermiree par relaxation horaquilibre. Ces fonctions psentent un
régime déchelle @i il est possible d’estimer les grandeurs universelles telles que I'ex-
posant de écroissance de I'autoc@&lation)./z. = 0.98(5) et la valeur asymptotique

du rapport fluctuation-dissipatiol., = 0.405(5) qui sont incompatibles avec les va-
leurs correspondantes pour le neteld’Ising2d. Bien que nos valeurs semblent stables
en fonction du temps d’attente, nous n’excluons pagness-overpour des valeurs

plus grandes de temps d’attente qui sont inaccessibles avec les &ap#oitmatiques

a notre disposition. Notons finalement que les corrections logarithmiques dans la crois-
sance de la longueur caraastique sont mises e#vidence avec la calation chira-
lité-chiralié spatialea un temps lors d’'une trempe depuis la phase haute&stye
jusque dans la phase basse téragure.
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FiG. 6.5 — Nous avons trécles donges obtenues pour I'autocéhation spin-spin
C(t,s) du FFXY en partant d’'urétat initial fondamental et en trempant le syst
aux temggraturesl’ = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8T5F, et TE L, (de haut en bas). La colonne
de gauche repisente la fonction de cdlation en fonction dé— s pour les diferentes
temperatures. La colonne de droite répente les fonctions &chelle d’apeés la relation
(6.7), a1 on a utili€ les valeurs de(T") détermirees dans leagime de quasgquilibre.
Pour les plus grands temps d’attente, la superposition est bonne.
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FiG. 6.6 — Estimation de I'exposanf2 a partir de lagégression algbrique de la contri-
bution du Bgime de quaskquilibre de I'expression (6.7). Leésultats sont trdés en
fonction dex=! = \/ts/(t + s) (voir le texte pour les élails).Ce egime est attendu
pourt ~ s, donc pour les petites valeurs gea droite de la figure. L'interpolation est
réalie avec diftrentes valeurs de temps d’attente : toutes les valeusgckcles),
s > 400 (car®), s > 600 (diamants) ets > 5600 (étoiles). Pour une tengpature
donree, toutes les courbes sont compatibles et on ne constate &gome transitoire.
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FIG. 6.7 — Nos estimations dgT") obtenues partir de I'autocoglation spin-spin par
interpolation de I'expression (6.7) sont com@as avec les estimations de la8ititure
et avec la solution dans I'approximation des ondes de spin vadidsse tengrature.
Le bon accord dans les diifents egimes justifie la forme é'chelle (6.7)
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FiG. 6.8 — Determination de I'exposant(7") /2 a partir de la contribution de vieillis-
sement des fonctions&lhelle traées dans la colonne de droite de la figure 6.5. Nous
avons effecté une egression algbrique en faisant varier la borne énfeuret,,;,, de
I'intervalle de Egression (voir le texte pour leg€igils). Les esultats de I'analyse sont
tres bruiés et on se contente ici dénfier la compatibilié de cette rathode avec les
estimations &ali€esa partir de la contribution de quasguilibre traées en lignes
pointillées.
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FIG. 6.9 — Le RFD pour une trempe depuiétht fondamental jusqa’0.275E . est
trace en fonction de la variable &hellet/s. On observe une discontin&itjuiévolue
avec le temps d’attente.
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FiG. 6.10 — La valeur du rappott/so pour lequel on observe une discontiguiu
RFD est traée en fonction de I'inverse du temps d’attente. Pous oo, on observe
une convergence lgaire vers la valeur #orique2 + /5 ~ 4.24 prévuedans I'ap-
proximation des ondes de spin (6.10).
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FIG. 6.11 — Le rapport fluctuation-dissipation des variables angulaires pour une trempe
depuis la phase haute teérpture jusqu T5E,. pour le FFXY (en haut) et jusoa’
TXY. pour le mogle XY (en bas) est tréen fonction de I'inverse de la variable
d’échelle(t/Int)/(s/Ins) de sorte que la valeur asymptotique se lit par extrapola-
tion sur I'axe des ordorées. Les valeurs asymptotiques sont clairement incompatibles
puisqu’on estime respectivemekit, = 0.385(15) pour le FEXY etX,, = 0.215(15)

le mockle XY. Pour les deux mades, des corrections logarithmiques permettent d’ob-
tenir une superposition des courbes.
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FIG. 6.12 — Nous avons tréda eponse irggiee ZFCp - (t, s) en fonction de I'au-
tocorelation C(t, s) pour un temps qui est fiXé et un temps qui varie lors d’'une
trempe du moéle XY depuis la phase haute teémpture jusqui 757 . Dans le
réegime de quasequilibre @ droite de la figure, pour les grandes valeur€'ée s)), les
donrees sont dcrites par le thoeme fluctuation-dissipation (TFD) selon I'expression
(6.14). Puis, dans leegime de vieillissement, nous obtenons une pente asymptotique
X 7~ 0.215 qui est en accord avec I'estimation direcfe, = 0.215(15) présenée

sur la figure 6.11.
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FiG. 6.13 — En haut, I'autocogtation spin-spin du FFXY pour une trempe depuis un
état cesordona jusqua la temgratureT; £, est traée en fonction de — s, ce qui
permet de constater uggime de quaskquilibre, puis I'apparition de la brisure d'in-
variance par translation temporelle. En bas, on &ttadonction d’echelle (6.15) de
l'autocorélation. Il existe un&gime déchelle pour lequel les courbes se superposent
pour des valeurs suffisamment grandes de la varialddehélle. La écroissance est
algébrique avec un exposatit= 0.74(3).
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FiG. 6.14 — Le RFD de la chiraBt pour une trempe depuis @tat cesordong jus-

qu'a Téliz est traé en fonction de l'inverse des variablecdhelle de sorte que la
valeur asymptotique se lit par extrapolation sur I'axe des orélesnlL’ajout de cor-
rections logarithmiques dans la variabl@chelle sous la form?};‘—g (en haut) per-

met d’aneliorer la superposition par rappcét la variable; (en bas). On estime
X~ = 0.410(10) avec les corrections logarithmiques. Une valeur compatible est ob-
tenue sans logarithmes. Nos estimations sont incompatibles avec la valeur éie¢ mod
d’Ising X, = 0.330(5) [Chat04].
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FIG. 6.15 — Le RFD de la chiralit pour une trempe depuis état cesordong jusqua

Tg,f est tra@ en fonction de l'inverse des variablescdhelle de sorte que la valeur
asymptotique se lit par extrapolation sur I'axe des ordasnlL’ajout de corrections lo-
garithmiques dans la variableathelle sous la formglrﬂ‘—ﬁ (enhaut) permet d'a@liorer

la superposition par rappodt la variable; (enbas). On estimeX,, = 0.405(5) en
consicerant les corrections logarithmiques. Une valeur compatible est obtenue sans
logarithmes. Cette estimation est compatible avec la valeur @sénha temg@rature

Télh) : le RFD est peu sensibtela tem@rature autour du point critique.
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Fic. 6.16 — En haut, 'autocoefation de la chiral# pour une trempe depuis la
phase haute tengpature jusquwd la temprature Téliz est traée en fonction de
t — s. Apres un egime de quasgquilibre, une brisure de l'invariance par transla-
tion temporelle intervient. En bas, lesemes donaes sont trages en fonction de
(t/Int)/(s/Ins). On constate unégime déchelle @i les courbes se superposent et
décroissent algbriguement avec un exposant/z. ~ 0.84 dont I'évolution en fonc-
tion de I'inverse de la borne iafieure d’interpolatiorn,,,;,, est pésenée dans l'insert.
Le préfacteurs®e (attendu d'apes la forme (6.21)) est i@gala uni.e.a. ~ 0 ce qui
est teséloigré de la valeur du made d’Isinga,. ~ 0.115.
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FIG. 6.17 — En haut, 'autocogtation de la chiralé pour une trempe depuis la phase
haute temprature jusqud Tézh) est traée en fonction de — s. Aprés un ggime de
quasiéquilibre, une brisure de l'invariance par translation temporelle intervient. En
bas, les remes donées sont trages en fonction d&/Int)/(s/1n s). On constate un
régime déchelle @i les courbes se superposent @tmissent algbriguement avec un
exposani\/z ~ 0.98(5) dont I'évolution en fonction de I'inverse de la borneériture
d’interpolationz,,,;,, est pésenke dans I'insert. La meilleure superposition est obtenue
pour un exposant, ~ 0.10(2), en accord avec les estimations obtenues par relaxation
horséquilibre.
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FIG. 6.18 — La corelation spatiale chirait-chiralie & tempségauxC(r,t) apes une
trempe depuis ubtat cesordong jusqua la temg@raturel;, /2 est traée en fonction

des variables &cheller /t'/2 (en haut) et/(t/Int)'/? (en bas). La superposition des
courbes du bas sugre un exposant = 2 dans la phase basse tezngture avec des
corrections logarithmiques. Ces courbes ont simplement une valeur suggestive puisque
les barres d’erreur sont trop importantes pour exclure I'un desssos. Par soucis de
clarte, nous avons uniquement teales barres d’erreur pour le temps d’attente le plus
grand donc le plus brut ce qui permet d’avoir uneée sur leur amplitude.



Conclusion

Cettethese s’est atta@®ea cecrire dans une presiie partie les corrections au com-
portement d&chelle pour le mogle d’'Isinga I'équilibre au-dessus de la dimension cri-
tique sugrieure. Dans un premier temps, nous av&msle le comportement thermique
de la susceptibilé dans le cadre du comportemeréchielleétendu. Le comportement
dominant est identique au champ moyen. Nous avons tenu compte des corrections do-
minantes qui sont non analytiques jusasix dimensions et analytiques auslel

Linterpolation des donges nurériques obtenues par l'algorithme de ver nous
permet d'obtenir les paragtres du éveloppement qui &trit la susceptibilé dans
toute la phase haute tegmature, ce qui met eevidence l'efficacié du comportement
d’échelleétendu au-délde la dimension critique sé@peure par rapport aux &hodes
habituelles pour lesquelles |&€eloppement n'est plus valide lorsqu’orelgigne du
régime critique. De plus, nous avons dérdesévidences nugriques de logarithmes
dans les corrections dominantes en dimension six. Dans un second temps, nous avons
préseng des esultats peliminaires des effets de taille finie du mige d’lsing au-dessus
de la dimension critique sépieure. Il est bietabli theoriquement que la longueur de
correlation pésente une croissance anormale en fonction de la taille densgsiu-
dek de la dimension critique sapeure selog ~ L%* i.e.la longueur de coélation
croit plus vite que la taille du sysine. Cette propeie aéte \erifiee extensivement
par simulation Monte Carlo avec les conditions de boselsogliques. Certains auteurs
avancent des arguments f@sdsur des calculs analytiques contre un tel comportement
pour des conditions de bords libres. Nous avarai® des simulations du mete
d’lsing a cing dimensions avec des conditions de bords libres en utilisant I'algorithme
de Wolff combiré a la repondration de I'histogramme afin de mesurer la suscepti-
bilité. Lorsque tous les sites daseau sontpris en compte, les effets de surface sont
trop importants pouétablir la croissance anormale. Cependant, une croissance nor-
malei.e.£ ~ L est exclue. Nous avons congié des éseaux de coeur qui ne pedsnt
gue des sites de volume. Il est alors possible &erhiner clairement le comporte-
menty ~ &2 ~ L2 en bon accord avec le comportement anorénal L%/, Ces
résultats Bcessitent plus d'investigation notamment pour comprendre le comporte-
ment du @calage en ten@pature qui se comporte de facon normale. Actuellement,
nousétudions les effets de tallle finie de la fonction de étation qui n’ont pas encore
eté consi@rés dans la ligtrature.

Dans une deurime partie, nous avorgude l'influence des éfauts topologiques
dans les sysimes de spins congiement frus&s bidimensionnels. Dans un premier
temps, nous nous sommegarases au vieillissement du metk d’lsing compitement
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frustré qui donne liewa I'équilibrea une transition de type BerezinsKKosterlitz et
Thouless. Cette transition est gouvieerpar I'appariement deetauts topologiques de
charges opp@&es dans la phase basse térapure. Pour le made XY, ces @fauts
topologiques manifestent leurggence lors d’'une trempe depuis la phase hautedemp
rature jusque dans la phase basse faaipre par un ralentissement de la dynamique
par des corrections logarithmiques. Cependant, Exditire pgsentait une controverse
car ces corrections logarithmiques n’ont pasétre clairement mises egvidence
numériguement. Tout d'abord, nous avatsidi la dynamiqué I'équilibre avec I'au-
tocorlation spin-spin. Dans la phase haute térafure, de magrea satisfaire la re-
lation qui relie longueur de cdfation et temps de relaxation sous la forfne 71/,

il faut tenir compte de corrections logarithmiques dans la foncti@clille de I'au-
tocorielation dues la pesence deé&fauts topologiques libres. Cessultats nous per-
mettent une &interpétation de I'anomalie dynamique remaégudans la littrature.

A la temperature critique nulle, leséfauts topologiques soréicranés et ne mani-
festent aucune influence. De plus, I'absence de fluctuations thermiques permet une
détermination pecise de I'exposant dynamique qui est compatible sans aiftdbepec

la valeurz = 2 d'une dynamique de type BKT. Dans un second temps, nous avons
reali€ une trempe depuis la phase haute terafure jusqu la tem@rature critique.
Lors d'un tel protocole, le syste pésente du vieillissement. &ude des variables
d’échelle des fonctions de cétation et du rapport fluctuation-dissipation permettent
de mettre ergvidence la croissance de la longueur céndstique sous la formg(t) ~

(t/In t)I/Q, ce qui montre clairement I'effet de€fhuts topologiques lors de la re-
laxation depuis uretat cesordoni jusqua la temggrature critique. De plus, nous es-
timons les grandeurs universelles qui cagasent le vieillissement : I'exposant de
décroissance de la fonction d’autocelation en bon accord avec la valelyr = 2

et la valeur asymptotique du rapport fluctuation-dissipafion = 0.33(1). Puis nous
avonsétude le vieillissement du made XY compktement frus& bidimensionnel. Ce
mockle poséde unétat fondamental original dont la descripticgcessite la &finition
d’'une variable additionnelle apg@ chirali€ definie comme le signe de la circulation
des spins autour d’'une plaquetteétat fondamental pogde une syi@trie continue
liee aux spins et une syfmie d'inversion lee aux chiralis. Il existe une transition
assockea la brisure de chacune des stmesa des temgratures distinctes. Ce fait est
ba$ sur la pesence de &fauts topologiques de charges demi<nets sur les parois
de domaines de la chirddit La transitions assd@ aux spins est sag@sjuivoque de
type BerezinsKj Kosterlitz et Thouless. Ags de longs ebats dans la liérature, les
auteurs les plus convaincants affirment que la chirgiartage la @me classe d'uni-
versalie que le modle d’'Ising bidimensionnel. Nous avons tout d’abogdli® une
trempe du sysime depuis Btat fondamental jusque dans la ligne critique. Puisqu’
temperatures suffisamment basses, le hamiltonien du FFX¥eduitra un hamilto-
nien XY avec une constante de couplage effectiyg/2, on s’attenda un compor-
tement identique pour les deux nadés. Nos &sultats nur@riques pour codalation
spin-spin et le rapport fluctuation-dissipation montrent en effet que ces fonctions sont
trés bien écrites par les expressions obtenues pour lealeoY dans I'approxi-
mation des ondes de spin, ce qui permet une estimation de I'exppS@hdans la
phase basse teramture. Puis nousalisons une trempe du sgste depuis la phase
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haute temprature jusqud la temgerature de BerezinskiKosterlitz et Thouless. L'au-
tocori€lation spin-spin et le rapport fluctuation-dissipation donnentdiewn egime
d’échelle de vieillissement et des corrections logarithmiques interviennent, comme
pour le moale XY, a cause de la psence de vortex libres dangtht initial. Nous
estimons les grandeurs universelles agsxau vieillissement du mele : I'exposant

de cecroissance de I'autoc@&lationg = 0.74(3) ainsi que la valeur asymptotique du
RFD X, = 0.385(15) qui se Ewelent incompatibles avec le méle XY. Finalement,
nous avons&ali€ une trempe du sy&@ine jusqua la temg@rature de transition de la chi-
ralité. Les arguments de Korshunawropos de la j@sence de charges topologiques
demi-enteres sur les murs de domaines permettent de supposer que la dynamique est
ralentie de la rame margre que le mogle XY. Nous constatons en effet des correc-
tions logarithmiques pour les variable€dhelle plus particudirement visibles pour le
rapport fluctuation-dissipation et pour la delation spatialea tempségaux trempe

dans la phase basse teengture. Nous estimons les grandeurs universelles telles que
I'exposant de écroissance de l'autoc@ation\./z. = 0.98(5) et la valeur asympto-
tique du rapport fluctuation-dissipation,, = 0.405(5). Ces estimations sont incom-
patibles avec le made d’Ising. Bien que nos valeurs semblent stables en fonction du
temps d’attente, nous n’excluons pasarass-overpour des valeurs plus grandes de
temps d'attente qui sont inaccessibles avec les casaiciformatiques notre dispo-
sition. Nous souhaitons metteecontribution notre eXgrience acquise parétude de
l'influence des éfauts topologiques sur la dynamique pour cdnaser les transitions

de phase dans les cristaux liquidésnatiques. De madiea conserver la syétrie des
molecules axiales des cristaux liquides, d@finit des moéles qui consistent en des
spinsa synétrie continue sans sens. Le nétel de Lebwohl-Lasher bidimensionnel
présente un ir@ét particulier au sujet de I'existence ou non d’'une transition topolo-
gique. Ce ébat pourraittreéclaie par I'etude du vieillissement.



178 CHAPITRE 6. LE VIEILLISSEMENT DU FFXY2D



Bibliographie

[Abri04a] S. Abriet (2004)Dynamique Hor&quilibre dans le Moélle XY et la Chine
Quantique d'IsingThese, Univers#é Henri Poincag, 2004).

[Abri04db] S. Abriet et D. Karevski (2004kur. Phys. J. B7, 47.
[Abri04c] S. Abriet et D. Karevski (2004&ur. Phys. J. Bi1, 79.

[Akte99] N. Aktekin, S. Erkog et M. Kalay (1999t. J. Mod. Phys. @0, 1237 ; M.
Kalay et Z. Merdan (2007Mod. Phys. Lett. B1, 1923.

[Alba08] V. Alba, A. Pelissetto et E. Vicari (2008) Phys. A1, 175001.
[Alex80] S. Alexander et P. Pincus (198@)Phys. A : Math. Genl3, 263.

[Amit84] D.J. Amit, Field theory, the renormalization group and critical phenomena
(World Scientific, Singapour, 1984).

[Andr1869] T. Andrews (1869Fhil. Trans. Roy. Soc. Lor159575-590.

[Ange95] C.A. Angell (1995)Science267, 1924 ; C.A. Angell, P.H. Poole et J. Shao
(1994) Il Nuovo Cimentol6, 993.

[Andr79] G. Andg, R. Bidaux, J-P. Carton, R. Conte et L. de Seze (197®hys.
(France)40, 479.

[Ashc76] N.W. Ashcroft et N.D. MerminSolid State Physic&Saunders College, Or-
lando, 1976).

[Barr98] A. Barrat (1998Phys. Rev. 557, 3629.

[BaumO7a] F. Baumanwieillissement et Comportementhelle Dynamique Hors
Equilibre(Thése, Universé Henri Poinca, 2007).

[BaumO7b] F. Baumann, S.B. Dutta et M. Henkel (2007Phys. A0, 7389.
[Berc09] B. Berche, M. Henkel et R. Kenmand-mat/0905.1886
[Bere71] V.L.Berezinsk{(1971)Sov. Phys. JETB2, 49.

[Berg86] B. Berge, H.T. Diep, A. Ghazali et P. Lallemand (1988)ys. Rev. B34,
3177.

[Bert99] L. Berthier, J.-L. Barrat et J. Kurchan (199=)r. Phys. J. A1, 635.
[Bert00] L. Berthier, J.-L. Barrat et J. Kurchan (200®)ys. Rev. 61, 5464.
[Bert01] L. Berthier, P.C.W. Holdsworth et M. Sellitto (2001)Phys. A34, 1805.
[Bind85a] K. Binder (1985y. Phys. B61, 13.

179



180 BIBLIOGRAPHIE

[Bind85b] K. Binder, M. Nauenberg, V. Privman et A.P. YouRBys. Rev. B81, 1498.

[Binn95] J.J. Binney, N.J. Dowrick, A.J. Fisher et M.E. Newma@hge Theory of Cri-
tical PhenomengClarendon Press, Oxford, 1995).

[BIdt82] H.W. J. Bbte et H.J. Hilhorst (1982). Phys. A : Math. Gerl5, L631.
[BI6t93] H.W. Blbte et M P. Nightingale (1993hys. Rev. Bi7, 15046.

[BI6t90] H.W. Blote, M.P. Nightingale, X.N.Wu et A. Hoogland (199Bhys. Rev. B
43, 8751.

[Bort75] A.B. Bortz, H. Kalos et J.L. Lebowitz, J. Comp. Ph$3.(1975) 10.
[Boub98] E.H. Boubcheur et H.T. Diep (199Bhys. Rev. 58, 5163.
[Bray94] A.J. Bray (1994Adv. Phys.43, 357.

[Bray00] A.J. Bray, A.J. Briant et D.K. Jervis (200Phys. Rev. Lett84, 1503.
[Bray94] A.J. Bray et A.D. Rutenberg (199Phys. Rev. B9, R27.

[Brez82] E. Bezin (1982)J. Physiqué3, 15.

[Brez85] E. BEzin et J. Zinn-Justin (198%ucl. Phys. B257, 867.

[Buck61] M.J. Buckingham et W.M. Fairbank daRsogress in Low Temperature Phy-
sicsVol. 1ll, éditeur : C.J. Gorter (North-Holland, Amsterdam, 1961).

[Bute02] P. Butera et M. Comi (200Bhys. Rev. B5, 144431 ; (2002). Stat. Phys.
109311.

[Cagn1822] C. Cagniard de la Tour (182nn. Chim. Phys.21 127-132;
SuppEmentibid., 178-182.

[Cagn1823] C. Cagniard de la Tour (182&8)yn. Chim. Phys22, 410-415.

[Cala02a] P. Calabrese et A. Gambassi (20P8ys. Rev. B65, 66120 ;Acta Phys.
Slov.52, 311.

[Cala02b] P. Calabrese et A. Gambassi (20B8ys. Rev. 56, 66101.

[Cala02c] P. Calabrese et A. Gambassi (2002ys. Rev. 66, 212407.

[Cala04] P. Calabrese et A. Gambassi (20043tat. Mech. : Theor. Ex@?07013.
[Cala05] P. Calabrese et A. Gambassi (2005Phys. A38, R133.

[Cala06] P. Calabrese, A. Gambassi et F. Krzakala (2006jat. Mech. : Theor. Exp.
P06016.

[Camp94] I.A. Campbell et L.W. Bernardi (199Phys. Rev. B0, 12643 ; I.A. Camp-
bell (1985)J. Phys(Francep6, L1159 ; |.A. Campbell, J.M. Flesselles, R. Jullien
et R. Botet (1987). Phys. @0, L47; (1988)Phys. Rev. B37, 3825.

[Camp08] I.A. Campbell et P. Butera (2008Bhys. Rev. B8, 24435.

[Camp06a] I.A. Campbell, K. Hukushima et H. Takayama (200BYs. Rev. Lett97
117202.

[CampO6b] I.A. Campbell, K. Hukushima et H. Takayama (20P%ys. Rev. Br6,
134421.

[Card96] J. Cardy,Scaling and Renormalization in Statistical Phys{ckiversity
Press, Cambridge, 1996).



BIBLIOGRAPHIE 181

[Chat03] C. Chatelain (2003). Phys. A : Math. Ger86, 10739.

[Chat04] C. Chatelain (2004). Stat. Mech. : Theor. Exp06006.

[Chen01] Q.-H. Chen, M.-B. Luo et Z.-K. Jiao (200Bhys. Rev. B4, 212403.
[Choi85a] M.Y. Choi et S. Doniach (198%Bhys. Rev. B1, 4516.

[Choi85b] M.Y. Choi et D. Stroud (1983 hys. Rev. B2, 7532 ; (198735, 7109.

[Cipe0Q] L. Cipelletti, S. Manley, R.C. Ball, D.A. Weitz (2000Phys. Rev. Lett34,
2275.

[Codd92] P.D. Coddington et C. F. Baillie (1992hys. Rev. Lett68, 962.
[Codd94] P.D. Coddington et L. Han (199Rhys. Rev. B0, 3058.

[Coni91] A. Coniglio, F. di Liberto, G. Monroy et F. Peruggi (199Rhys. Rev. B4,
12605.

[Coni80] A. Coniglio et W. Klein (1980y. Phys. AL2, 2775.

[Corb02] F. Corberi, E. Lippiello et M. Zannetti (200Phys. Rev. b5, 46136.
[Corb03] F. Corberi, E. Lippiello et M. Zannetti (200Phys. Rev. 68, 46131.
[Corb05] F. Corberi, E. Lippiello et M. Zannetti (200Bhys. Rev. £2, 28103.
[Cris03] A. Crisanti et F. Ritort (2003]). Phys. A : Math. Gerg6, R181.

[Cugl93] L.F. Cugliandolo et J. Kurchan (199Bhys. Rev. Lett71, 173.

[Cugl94] L.F. Cugliandolo et J. Kurchan (1994)Phys. A27, 5749.

[Cugl95] L.F. Cugliandolo et J. Kurchan (199Bhil. Mag. B71, 50.

[Cug94] L.F. Cugliandolo, J. Kurchan et G. Parisi (1994Phys. (France@, 1641.
[Cug97] L.F. Cugliandolo, J. Kurchan et L. Peliti (1997hys. Rev. (55, 3898.
[Deng03] Y. Deng et H.W.J. Bite (2003)Phys. Rev. 68, 036125.

[Deng07] Y. Deng, T.M. Garoni, et A.D. Sokal (2007) Phys. Rev. L29t.110601.

[Diep04] H.T. Diep et H. Giacomini dansrustrated Spin Systerrediteur : H. T. Diep
(World Scientific, Singapour, 2004).

[Domb] C. Domb,The Critical Point : A Historical Introduction to the Modern Theory
of Critical Phenomen@raylor & Francis, London, 1996).

[Du06] J. Du, B. Zheng et J.-S. Wang (20Qb)Stat. Mech. : Theor. Ex@05004
[Edwa75] S.F. Edwards et P.W. Anderson (1945phys. P, 965.
[Essa63] J.W. Essam et M.E. Fisher (1963Chem. Phy<38, 802.

[Fern06] H.A. Fernandes, R. de Silva et J.R. Drugovitch déckel(2006)J. Stat.
Mech. : Theor. Exp.P10002.

[Ferr88] A.M. Ferrenberg et R.H. Swendsen (1988) Phys. Rev. &&t2635 ; (1989)
ibid. 63, 1195.

[Fier97-99] A. Fierro, A. de Candia et A. Coniglio (199Phys. Rev. 556, 4990; A.
Fierro, G. Franzese, A. de Candia et A. Coniglio (19P8ys. Rev. E59, 60.

[Fish61] M.E. Fisher (1961Phys. Revl24, 1664.



182 BIBLIOGRAPHIE

[Fish64] M.E. Fisher (1964). Math. Phys5, 944.

[Fish72] M.E. Fisher et M.N. Barber (197Phys. Rev. Lett28, 1516.

[Fish64] M.E. Fisher et D. S. Gaunt (196Rhys. Rev133, A225.

[Fish88a] D.S. Fisher et D.A. Huse (1988Bhys. Rev. B8, 373.

[Fish88b] D.S. Fisher et D.A. Huse (198Bhys. Rev. B8, 386.

[Forg80] G. Forgacs (1980 hys. Rev. B2, 4473.

[Fort72] C.M. Fortuin et P.W. Kasteleyn (197Physica A57, 536.

[Fost01] D.P. Foster, C.&ard et |. Puha (2001). Phys. A34, 5183.

[Frad78] E. Fradkin, B.A. Huberman et S.H. Shenker (1978ys. Rev. B8, 4789.

[Fran94] S. Franz et M. [&zard (1994)Europhys. Lett26, 209; (1994)Physica A
210, 48.

[Fran95] M. Franz et S. Teitel (199%Bhys. Rev. B1, 6551.

[Gart88] S. Gartenhaus et W.S. MacCullough (1988ys. Rev. B38, 11688.
[Glau63] R.J. Glauber (1963) Math. Phys4, 294.

[Glot95] S.C. Glotzer et A. Coniglio (199%yomput. Mater. Scé4, 325.
[Godr00a] C. Godeche et J-M. Luck (200QJ. Phys. A : Math. Ger83, 1151.
[GodrO0b] C. Godeche et J-M. Luck (200Q). Phys. A : Math. Ger83, 9141.

[Gofm93] M. Gofman, J. Adler, A. Aharony, A.B. Harris et D. Stauffer (1993ptat.
Phys.71, 1221.

[Gran93] E. Granato et M.P. Nightingale (1993)ys. Rev. BI8, 7438.

[Gras95] P. Grassberger (1998hysica A214, 547 ;erratum (1995) Physica A217,
227.

[Grif65] R.B. Griffiths (1965)Phys. Rev. Lettl4, 623.
[Gugg45] E.A. Guggenheim (1945) Chem. Phy4l3, 253.

[GUNnd05] S. Gindig, M. Dilaver, M. Aydin et Y. Gindi¢ (2005)Comp. Phys. Comm.
166, 1.

[Gutt81] A.J. Guttmann (1981). Phys. Al4, 233.

[Hal67-69] B.l. Halperin et P.C. Hohenberg (1967hys. Rev. Lettl9, 700; (1969)
Phys. Rev177, 952.

[Hals85] T.C. Halsey (1985). Phys. C : Solid State Phyis, 2437.

[Han08] Y.Han, Y. Shokef, A.M. Alsayed, P. Yunker, T. C. Lubensky et A. G. Yodh
(2008) Nature456, 898.

[Harr08] M. Harris (2008Nature456, 886.
[Hase05a] M. Hasenbusch (20Qb)Phys. A : Math. Ger88, 5869.

[Hase05] M. Hasenbusch, A. Pelissetto et E. Vicari (2QD%tat. Mech. : Theor. Exp.
P12002.

[Hase97] M. Hasenbusch et K. Pinn (1997)Phys. A : Math. Ger80, 63.



BIBLIOGRAPHIE 183

[Hatt95] S.A. Hattel et .M. Wheatley (199Phys. Rev. B51, 11951.
[Hell62] P. Heller et G.B. Benedek (196Phys. Rev. Lett8, 428.

[Henk08] M. Henkel et M. PleimlingNonequilibrium phase transition®l. Il (Hei-
delberg, Springer, 2009).

[Henk03a] M. Henkel et M. Pleimling (200Bhys. Rev. Lett90, 99602.
[Henk03b] M. Henkel, M. Paessens et M. Pleimling (20&8yophys. Lett62, 664.
[Henk04] M. Henkel, M. Paessens et M. Pleimling (20@4)ys. Rev. 659, 056109.
[HenkO5a] M. Henkel et M. Pleimling (200Bhys. Rev. &2, 028104.

[Henk05b] M. Henkel et M. Pleimling (2005 urophys. Lett69, 524.

[Heri02] D. Herisson et M. Ocio (2002phys. Rev. Let88, 257202.

[Hohe67] P.C. Hohenberg (196Phys. Revl58, 383.

[Hohe77] P.C. Hohenberg et B.I. Halperin (19R8v. Mod. Phys49, 435.

[Hubb59] J. Hubbard (1959hys. Rev. Lett3, 77 ; R. L. Stratanovitch (19570)okl.
Akad. Nauk. SSSR15, 1097.

[Huse89] D.A. Huse (1989%hys. Rev. Bi0O, 304.
[Isin25] lIsing E. (1925)eit. Phys31, 253.

[1to00] N. Ito, K. Hukushima, K. Ogawa et Y. Ozeki (2000) Phys. Soc. Jap&9,
1931.

[Itzy89] C. ltzykson et J.M. Drouffehéorie Statistique des chamysl. | et 1l (Edi-
tions du CNRS, Meudon, 1989).

[Jans89] H.K. Janssen, B. Schaub et B. Schmittmann (188Bhys.73, 539.

[Jast99] A. Jaster, J. Mainville, L. Siglike et B. Zheng (1999]. Phys. A : Math. Gen
32, 1395.

[Jone05] J.L. Jones et A.P. Young (200®)ys. Rev. B/'1, 174438.
[Jose67] B.D. Josephson (26Bjoc. Phys. so@2, 269 ;ibid, 276.

[Jo77] J.V. Jos, L.P. Kadanoff, S. Kirkpatrick et D.R. Nelson (1977hys. Rev. B
16, 1217.

[Joub09] S. Joubaud, B. Percier, A. Petrosyan et S. Ciliberto (28093. Rev. Lett.
102, 130601.

[Joyc72] G.S. Joyce danghase Transitions and Critical Phenom¥ah |, éditeurs :
C. Domb et M.S. Green (Academic Press, London, 1972).

[Kada66] L.P. Kadanoff (1966Physics2, 263.

[Kada67] L.P. Kadanoff, W. Gtze, D. Hamblen, R. Hecht, E.A.S. Lewis, V.V. Pal-
ciausskas, M. Rayl, J. Swift, D. Aspnes et J. Kane (198&Yy. Mod. Phys39,
395.

[Kand92] D. Kandel, R. Ben-Av et E. Domany (1998hys. Rev. Lett65, 941 ; D.
Kandel, R. Ben-Av et E. Domany (1992hys. Rev. BI5, 4700.

[Kars09] M. Karsai, J.-C. Angls d’Auriac et F. Igbi (2009) Cond-mat/0905.3503



184 BIBLIOGRAPHIE

[Katz08] H.G. Katzgraber, I.A. Campbell et A.K. Hartmann (2068)ys. Rev. B8,
184409.

[Kenn91] R. Kenna et C.B. Lang (199Phys. Lett. B64, 396 ; (1993Nucl. Phys. B
393, 461.

[Kim03-07] E. Kim, B. Kim et S. J. Lee (2003Rhys. Rev. 68, 66127 ; E. Kim, S. J
Lee et B. Kim (2007)Phys. Rev. &5, 21106.

[Klei01] H.Kleinert et V. Schulte-FrohlindeCritical Properties ob*-TheoriegWorld
Scientific, Singapour, 2001).

[Knop94] Y.M.M. Knops, B. Nienhuis, H.J.F. Knops et H.W.JOB} (1994)Phys. Rev.
B 50, 1061.

[Kob97] W. Kob et J.-L. Barrat (1997®hys. Rev. Letfr8, 4581.

[Kope89] G.J. M. Koper, H.J. Hilhorst (198®hysica A155, 431.

[Korn07] L. Kornyei, M. Pleimling et F. Ighi (2007)Phys. Rev. &7, 11127.
[Kors86a] S.E. Korshunov (1986) Stat. Phys43, 17.

[Kors02] S.E. Korshunov (2008hys. Rev. Lett38, 167007.

[Kors86b] S.E. Korshunov et G.V. Uimin (1988) Stat. Phys43, 1.
[Kors95] S.E. Korshunov, A. Vallat et H. Beck (1998hys. Rev. B51, 3071.
[Kost74] J.M. Kosterlitz (1974). Phys. C : Solid State Phyk.1046.
[Kost73] J.M. Kosterlitz et D.J. Thouless (197R)Phys. (5, 1181.
[Kram41] H.A. Kramers et G.H. Wannier (194Phys. Rev60, 252.
[Land37] L.D. Landau (1937Fhys. Z. Sowjetuniofl, 26 ; (1937).E.P.T7, 19.

[Land67] L.D. Landau et E.M. Lifschitz?hysique Statistiquéditions Mir, Moscou,
1967).

[LeBe02] M. Le Bellac,Des Plenoneénes Critiques aux Champs de Jayg®P
Sciences/CNRS Edition, 2002).

[Lee91] J. Lee, J.M. Kosterlitz et E. Granato (19%4)ys. Rev. B3, 11531.
[Lee94] S. Lee, K.-C. Lee (1994)hys. Rev. B19, 15184.

[Lee95a] S. Lee et K.-C. Lee (199Phys. Rev. B2, 6706.

[Lee95b] S.J. Lee, J.-R. Lee, B. Kim (1998hys. Rev. 51, R4.

[Lei07] X.W. Lei et B. Zheng (2007Phys. Rev. 5, 040104(R).

[Lipp00] E. Lippiello et M. Zannetti (2000Phys. Rev. B1, 3369.

[Lube78] T.C. Lubensky et J. Isaacson (19R8)ys. Rev. Lettd1, 829 ;(ibid.) (1979)
42, 410erratum.

[Luij96] E. Luitjten et H.W.J. Bbte (1996)Phys. Rev. Lett76, 1557.
[Luij99] E. Luijten, K. Binder et H.W.J. Bite (1999)Eur. Phys. J. B, 289.
[LukiO6] J. Lukic, E. Marinari et O.C. Martin (200&urophys. Lett73, 779.

[Luo02] M.-B. Luo, Q.-H. Chen, H.-P. Ying et Z.-K. Jiao (2002hys. Lett. A292,
303.



BIBLIOGRAPHIE 185

[Luo98] H.J. Luo, L. Schilke et B. Zheng (1998Fhys. Rev. Lett81, 180; (1998)
Phys. Rev. K57, 1327.

[Luo98] H. J. Luo, M. Schulz, L. Sdike, S. Trimper et B. Zheng (199®hys. Lett.
A 250, 383.

[Ma0Q] S.-K. Ma,Modern Theory of Critical Phenomeffé/estview press, Boulder,
2000).

[MacC04] W.D. MacComb,Renormalization Method¢Clarendon Press, Oxford,
2004).

[McMi83] W.L. McMillan (1983) Phys. Rev. B8, 5216.
[Mart00] P. Martinoli et C. Leemann (2000) Low Temp. Phys118, 699.
[Matt76] D. C. Mattis (1976)Phys. Lett. A56, 421.

[Merd06] Z. Merdan, A. Duran, D. Atille, G. Mlazimdjlu et A. Ginen (2006)Phy-
sica A366, 265.

[Metr53] N. polis, A.W. Rosenbluth, M.N. Rosenbluth, A.H. Teller et E. Teller (1953)
J. Chem. Phy221, 1087.

[Maye03] P. Mayer, L. Berthier, J.P. Garrahan et P. Sollich (20R3)s. Rev. 58,
016116.

[Merm66] N.D. Mermin et H. Wagner (196®)hys. Rev. Lett22, 1133.

[Minn07] P. Minnhagen, B.J. Kim, S. Bernhardsson et G. Cristofano (280y3. Rev.
B 76, 224403 ; (2008Phys. Rev. B8, 184432,

[Mon96] K.K. Mon (1996)Europhys. Lett34, 399; (1996 urophys. Lett37, 493
(Erratum).

[Moor99] C. Moore, M.G. Nordahl, N. Minar et C.R. Shalizi (1999hys. Rev. B0,
5344 ; cond-mat/9902200.

[Munk93] C. Munkel, D.W. Heermann, J. Adler, G. Gofman et D. Stauffer (1993)
Physica A193, 540.

[Nels77] D. R. Nelson et J. M. Kosterlitz (197Phys. Rev. Lett39, 1201.

[New0O1] M. E. J. Newmann et G. T. Barkem&onte Carlo Method in Statistical
PhysicqUniversity Press, Oxford, 2001).

[NieO6a] Q.-N. Nie, M.-B. Luo et Q.-H. Chen (200fhys. Lett. A350, 274.
[Nie06b] Q.-N. Nie, M.-B. Luo et Q.-H. Chen (200&hys. Rev. B4, 24523.
[Nieu98] Th.M. Nieuwenhuizen (1998hys. Rev. Lett80, 5580.

[Nigh96] M.P. Nightingale et H. W. J. Bke (1996)Phys. Rev. Lettr6, 4548 ; (2000)
Phys. Rev. B52, 1089.

[Noak66] J. Noakegt al(1966)J. Appl. Phys37, 1264.
[Ogie85] A.T. Ogielski (1985Phys. Rev. B2, 7384.

[Okan97] K. Okano, L. Sdllke, K. Yamagashi et B. Zheng (1997)Phys. A : Math.
Gen.30, 4527-4535.

[Olss95] P. Olsson (19953hys. Rev. Lett75, 2758 ; (1997Phys. Rev. B5, 3585.



186 BIBLIOGRAPHIE

[Onsad4] L. Onsager (1944hys. Rev.65, 117 ; (1949Nuovo Cimento (Suppl.g,
261.

[Orri01l] W.P. Orrick, B. Nickel, A. J. Guttmann et J.H.H. Perk (2001)Stat. Phys
102, 795.

[Ozek03] Y. Ozeki et N. Ito (2003hys. Rev. B8, 54414,
[Pari98] G. ParisiStatistical Field Theorj\WWestview Press, Boulder, 1998)

[Pari96] G. Parisi et J.J. Ruiz-Lorenzo (1998)ys. Rev. B4, R3698; (1997Phys.
Rev. B55, 6082 (Erratum).

[Park0Q] S.Y. Park, M.Y. Choi, B.J. Kim, G.S. Jeon, J.S. Chung (20%9)s. Rev.
Lett. 85, 3484.

[Paro95] A. Parola et L. Reatto (1998pv. PhysA44, 211.

[Pezz97] U. Pezzella et A. Coniglio (199Physica A237, 353.

[Phys] www.physicsofmatter.com/NotTheBook/CriticalOpal/Opal.html.
[Prok98] N. Prokof’ev et B. Svistunov et I. N. Tupitsyn (1998) Phys. Let238, 253.
[Prok01] N. Prokof’ev et B. Svistunov (2001) Phys. Rev. L8it, 160601.
[Rami94] G. Ramirez-Santiago, J.V. 84994)Phys. Rev. B19, 9567.
[Ricc03] F. Ricci-Tersenghi (20033hys. Rev. B8, 65104.

[Rick94] Ch. Rickwardt, P. Nielaba et K. Binder (1994hn. Phys3, 483.
[Roja99] F. Rojas et A.D. Rutenberg (199Rhys. Rev. B0, 212.

[Rudn85] J. Rudnick, G. Gaspari et V. Privman (198%lys. Rev. B2, 7594.
[Rush63] G. S. Rushbrooke (1968)Chem. Phys39, 842.

[Rute95a] A.D. Rutenberg et A.J. Bray (1998)iys. Rev. 51, R1641.
[Rute95b] A.D. Rutenberg et A.J. Bray (1998hys. Rev. (51, 5499.

[Sast03] F. Sastre, F. Dornic et H. Cag2003)Phys. Rev. Let91, 267205.
[Scar97] S. Scarpetta, A. de Candia et A. Coniglio (19Rfiys. Rev. 55, 4943.
[Sche04] G. Schehr et P. Le Doussal (2084)s. Rev. Let93, 217201.
[Sche05] G. Schehr et R. Paul (200%)ys. Rev. B72, 16105.

[Sher75] D. Sherrington et S. Kirkpatrick (197Bhys. Rev. Lett35, 1972.

[Silv02] R. da Silva, N.A. Alves et J.R. Drugowich de kb (2002) Phys. Lett. A
298, 325-329.

[Silv04] R. da Silva et J.R. Drugowich de k&b (2004) cond-mat/0404083.

[Stan71] H.E. Stanleyntroduction to Phase Transitions and Critical Phenonfeni
versity Press, Oxford, 1971).

[Stau00] D. Stauffer (200Braz. J. Phys30, 787.

[Stau94] D. Stauffer et A. Aharony Introduction to Percolation Theoffaylor &
Francis, London, 1994).

[Step64] J. Stephenson (1964)Math. Phys5, 1009 ; J. Stephenson (197D)Math.
Phys.11, 413.



BIBLIOGRAPHIE 187

[Stra97] J.P. Straley, A. X. Morozov et E. B. Kolomeisky (19%#)ys. Rev. Lett79,
2534.

[Stru78] L.C.E. StruickPhysical Aging in Amorphous Polymers and Other Materials
(Elsevier, Houston, 1978).

[Swen87] R.H. Swendsen et J.S. Wang (198fiys. Rev. Letts8, 86.
[Teit83] S. Teitel et C. Jayaprakash (1988)ys.Rev. B7, 598.
[Thij90] J.M. Thijssen, H.J.F. Knops (199@&hys. Rev. B12, 2438.
[Toul77] G. Toulouse (1977¢omm. Phys2, 115.

[Vica00] E. Vicari et A. Pelissetto, cond-mat/001264v6.

[Vill77a] J. Villain (1977)J. Phys. C : Solide State Phy€), 1717.
[Vill77b] J. Villain (1977) J. Phys. C : Solide State Phy€), 4793.

[Vill8O] J. Villain, R. Bidaux, J.-P. Carton et R. Conte (198Iurnal de Physiquél,
1263.

[Vinc07] E. Vincent, Aging, rejuvenation and memory : the example of spin-glasses
dansAgeing and the glass transition, Lecture Notes in Phygld&; eéditeurs : M.
Henkel, M. Pleimling et R. Sanctuary (Springer, Heidelberg, 2007).

[Wann50] G.H. Wannier (1950phys. Revr79, 357.

[Wats73] P.G. Watson danfhase Transitions and Critical Phenomevi. I,
éditeurs : C. Domb et M.S. Green (Academic Press, London, 1973).

[Wegn72] F.J. Wegner (197Bhys. Rev. B, 4529.

[Wido64] B. Widom (1964)J. Chem. Phy41, 1633.

[Wido65] B. Widom (1965). Chem. Phys13, 3892 ; (1965). Chem. Phy43, 3898.
[Wiki] article ice, Wikipedia(version anglaise).

[Wils71] K.G. Wilson (1971) Phys. Rev. B, 3174 ; (1971) Phys. Rev. 8 3184.
[Wolfg9] U. Wolff (1989) Phys. Rev. Leti62, 361.

[Wu03] J. Wu et D.C. Mattis (2003phys. Rev. B57, 224414,

[Yeom94] J.M. Yeomans Statistical Mechanics of Phase Transitiofi$niversity
Press, Oxford, 1994).

[Youn98] Spin-Glasses and Random Fiel@sliteur : A.P. Young (World Scientific,
Singapour, 1998).

[Yurk93] B. Yurke, A.N. Pargellis, T. Kovacs et D.A. Huse (1993hys. Rev. E7,
1525.

[Zhan94] G.M. Zhang et C.Z. Yang (199#hys. Rev. B50, 12546.
[Zzhen98] B. Zheng (1998nt. J. Mod. Phys. B2, 1419.
[Zhen03] B. Zheng, F. Ren et H. Ren (2003)ys. rev. 668, 46120.

[Zinn02] J. Zinn-JustinQuantum Field Theory and Critical Phenoméd@darendon
Press, Oxford, 2002).



Resune

Cettethese est unétude nurérique par simulation Monte Carlo des corrections
d’échelle au comportement dominant équilibre et hors de &quilibre. La prergére
partie a pour sujet le comportementl’équilibre du moéle d’'lsing en dimensions
superieuresa quatre. Dans un premier temps, nétiglions le comportement thermique
dans le cadre du comportemenéchelleetendu qui permet dtendre le @veloppement
critique a toutes tem@ratures sugrieuresa la temgrature critique. Une interpolation
des donies nurériques obtenues en dimensions cing, six, sept et huit permettent d’ob-
tenir un ceveloppement incluant le comportement dominant identique au champ moyen
et les corrections dominantes. Geveéloppement permet déctire la susceptibili de-
puis le Bgime critique jusqu haute tem@rature. Les simulations oék réalies avec
I'algorithme de ver. Dans un second temps, netuslions les effets de taille finie. Il est
bienétabli que la longueur de c@lation pésente une croissance anormale en fonction
de la taille du sysime au-del de la dimension critique sépeure. Cette propkié aéte
vérifiee nunériguement de fagon extensive avec des conditions de bérasimues.

Nos resultats obtenus pour le mild d’Isinga cing dimensions en conditions de bords
libres sont compatibles avec une telle croissance anormale. Les simulatio@at ont
effectiees avec 'algorithme de Wolff coml@ la reponération de I'histogramme.

La seconde partie a pour sujet le vieillissement dans lesmyest de spins bidimen-
sionnels comgtement frusks par dynamique de Glauber. Dans un premier temps,
nousétudions le vieillissement du mékk d’'lsing compktement frusé bidimension-
nel lors d’une trempe depuis la phase haute naore jusqud la temggrature cri-
tique. Ce modle donne liewx I'équilibrea une transition de type Berezingkkoster-
litz et Thouless gouvege par I'appariement de€fhuts topologiques. Nous montrons
gue le vieillissement est carécitst par la pesence de cesthuts topologiques qui se
manifeste par des corrections logarithmiques lors de la croissance de la longueur ca-
raceristique. De plus, nous estimons les grandeurs universelles @ssai vieillisse-
ment du modle. Dans un second temps, n@tsdions le vieillissement du metk XY
compktement frus& bidimensionnel. [Etat fondamental gisente une syetrie par-
ticuliereU (1) ® Z qui nécessite la &finition d’'une variable appéé chiralié. Nous
étudions I'effet de cektat fondamental sur le vieillissement de chacune des variables.
Lors d'une trempe depuisétat fondamental jusque dans la ligne critique, le vieillis-
sement des spins est bieaait par I'approximation de ondes de spins du &ledXY.

Lors d'une trempe depuis la phase haute terafure jusqud la temprature de Bere-
zinskil, Kosterlitz et Thouless des spins d'une part et juada’temggrature de brisure
de synétrie de la chirali d’autre part, les variables&thelle sont modiéies par des
corrections logarithmigues. Nous estimons les grandeurs universellescaeattle
vieillissement des deux variables. La chi@ltésente des valeurs incompatibles avec
la classe d'universafitdu moele d’'lsing2d.

MoTs CLES : Physique statistique, Bhonenes critiques, transition de phase, expo-
sant critique, simulations Monte Carlo, nedd d’lsing, dimension critique sépieure,
champ moyen, effets de taille finie, vieillissement, relaxation, frustrationgfaoxl,
chiralite, cefauts topologiques.



	Table des matières

	Introduction

	Première partie. Etude des corrections du modèle d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure

	Chapitre 1. Généralités sur les phènomènes critiques

	1.1 Transitions de phase et comportement critique

	1.2 Les fluctuations critiques et leurs descriptions

	1.3 L’esprit du groupe de renormalisation


	Chapitre 2. Comportement d’échelle étendu pour d > 4

	2.1 Corrections d’échelle : le schéma habituel

	2.2 Comportement d’échelle étendu

	2.3 Simulations Monte Carlo


	Chapitre 3. Effets de taille finie anormaux

	3.1 Introduction

	3.2 Méthodes numériques

	3.3 La susceptibilité pour les conditions de bords libres


	Deuxième partie. Vieillissement de systèmes de spins 2d complètement frustrés

	Chapitre 4. Phènomènes critiques hors équilibre

	4.1 Phénoménologie

	4.2 Théorie d’échelle des fonctions à deux temps

	4.3 Vieillissement du modèle XY 2d


	Chapitre 5. Le vieillissement du modèle d’Ising complètement frustré 2d

	5.1 Le modèle d’Ising complètement frustré 2d (FFIM)

	5.2 Dynamique à l’équilibre

	5.3 Vieillissement lors d’une trempe à Tc = 0


	Chapitre 6. Le vieillissement du modèle XY complètement frustré 2d

	6.1 Comportement critique à l’équilibre

	6.2 Vieillissement du FFXY lors d’une trempe


	Conclusion

	Bibliographie

	Résumé


