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Chapitre 1

Introduction

La théorie des fonctions L automorphes est une branche trés importante en
théorie des nombres, ol ’analyse, ’algébre et I'arithmétique se croisent d’une ma-
niére naturelle. Elle contient non seulement beaucoup de problémes intéressants,
mais offre aussi des outils trés puissants pour résoudre beaucoup de problémes
bien connus. Un exemple typique est celui des travaux célébres de A. Wiles concer-

nant le grand théoréme de Fermat.

Dans cette thése, nous nous intéressons au probléme de non-annulation aux
valeurs centrales des fonctions L attachées aux formes primitives de poids k et
de niveaux ¢. Un lien surprenant entre ce probléme et le zéro de Landau-Siegel
des fonctions L de Dirichlet a été découvert par Iwaniec & Sarnak [11]. La non-
annulation aux valeurs centrales a été étudiée par plusieurs auteurs quand le ni-
veau ¢ est un nombre premier ou un entier sans facteur carré [6, 13, 14, 10]. Dans
le but de généraliser la situation et de comprendre 'influence de I'arithmétique
du niveau ¢, nous nous proposons d’étudier le cas ou ¢ est de la forme p”. Une
telle généralisation ne semble pas gratuite. Les deux difficultés principales ren-
contrées sont essentielles. Premiérement les signes e¢ de 'équation fonctionnelle
(voir (1.11) ci-dessous) ne sont pas connus. Deuxiémement la formule de trace
de Petersson n’est valable que pour le niveau ¢ sans facteur carré (voir (1.19)
ci-dessous). Dans cette thése, nous proposerons trois méthodes pour surmonter

ces deux difficultés. Ce qui constitue les Chapitres 2 et 3. Le premier chapitre sera
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consacré & introduire les objets que nous allons travailler, & présenter ’histoire
du probléme en citant tous les résultats dans les littératures. Ce chapitre décrira

également les méthodes utilisées et enfin résumera notre contribution.

1.1 Formes modulaires et fonctions L

Le but de ce paragraphe est de rappeler les notions et résultats importants
en théorie des formes modulaires dont nous aurons besoin dans la suite. Tous les

outils présentés ici peuvent étre trouvés dans [1, 8, 17].
1.1.1 Espaces de formes modulaires
Dans toute la thése, désignons par

H:={z€C:3mz >0}

le demi-plan complexe de Poincaré. Comme d’habitude, on note SLo(Z) len-
semble des matrices d’entiers d’ordre 2 x 2 dont les déterminants sont égaux a
1. Evidemment il est un groupe pour la multiplication de matrices. Pour chaque

entier positif ¢ > 1, le sous-groupe de congruence de Hecke I'y(q) est défini par

To(q) = {(‘C‘ Z) € SIo(Z): q| c}. (1.1)

Le groupe I'y(q) agit sur H par

pour tout élément
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Définition 1.1. Soient k > 2 un entier pair et ¢ > 1 un entier positif. On appelle
forme modulaire de poids k et de niveau q, toute fonction f holomorphe sur H

vérifiant la relation suivante

az+b
F(EE) =t (12)
pour tout élément (Ccl Z) € [o(q). De plus on dit que f est parabolique si la

fonction z +— (Im 2)*/2 f(2) est bornée sur le demi-plan de Poincaré H.

Désignons par S(q) I'espace des formes paraboliques de poids k et de niveau

¢, que 'on munit du produit scalaire de Petersson

/f kdxdyj (1.3)

ou F désigne un domaine fondamental par I’action homographique de T'y(g) sur

H U {oco}. On peut démontrer que Si(q) est un espace de Hilbert de dimension

finie pour le produit scalaire de Petersson.

Pour tous entiers positifs ¢’ et £ tels que ¢' | ¢, ¢ < q et £ | (¢/q’) et toute
forme f € Sk(q), il est facile de vérifier que la fonction z — f(£z) est une forme
parabolique de poids k et de niveau q. De telles formes s’appellent des formes
anciennes de poids k et de niveau ¢. L’espace engendré par de telles formes est
appelé I'espace des formes anciennes, noté par SZ(q). Son orthogonal pour le
produit scalaire de Petersson est l'espace des formes nouvelles, noté par S,E(q).

Ainsi nous avons la décomposition

Si(q) = Si(q) ® Si(q). (1.4)

1.1.2 Opérateurs de Hecke T}, et d’Atkin-Lehner W,

Dans 'espace Sk(q), on peut introduire 'opérateur de Hecke. Soit n > 1 un

entier, le n-éme opérateur de Hecke T,, : Si(q) — Sk(q) est défini par

TnifH% Sty f<a2;b>. (1.5)

ad=n 0<h<d—1
(a,q)=1
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Voici quelques propriétés fondamentales des opérateurs de Hecke T, :
(i) Les opérateurs de Hecke commutent entre eux :
T, 1, =T,T,,
pour tous entiers m > 1 et n > 1.

(ii) Les opérateurs de Hecke T, vérifient la relation de Hecke :

ToTo= Y d" T
d|(m,n)
(d,g)=1

pour tous entiers m > 1 et n > 1. En particulier, on a

T, T, = T si (m,n) = 1.

(iii) Les T,, sont auto-adjoints :

(T0f,9) = ([, Tng)
pour tous f,g € Sk(q) et (n,q) = 1.

(iv) Les sous-espaces S (q) et S,E(q) sont stables par rapport aux opérateurs

T, avec (n,q) = 1.

L’opérateur d’Atkin-Lehner est un autre opérateur important en théorie des
formes modulaires. Soit ¢’ un diviseur de ¢ tel que (¢',q/q¢’) = 1. L’opérateur
d’Atkin-Lehner W, : Sk(q) — Sk(q) est défini par

Wq/:fH< NG )kf(q’az+b)7 (L.6)

qz +q'd qz +q'd

ol

(a,b,d) € 73,

d=1(modq/q),

q?*ad — qb = ¢
Il est facile de voir qu’un tel triplet existe et la définition de W, est indépendant
du choix de (a, b, d).
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Voici quelques propriétés fondamentales de Wy :

(i) Les opérateurs d’Atkin-Lehner sont multiplicatifs :
Wq/WqN - Wq’q”

pour tous entiers ¢’ | ¢ et ¢" | ¢ tels que (¢',q/¢') = (¢",q/q") =1 et (¢,q¢") = 1.

(ii) Les W, sont auto-adjoints :
<Wq’f7 g> = <f7 qug>
pour tous f,g € Sk(q) et tous les diviseurs ¢’ de q tels que (¢, q/q') = 1.

(iii) Les W, sont des isométries sur Sy(¢) stabilisant S (q).

1.1.3 Formes primitives

Définition 1.2. Soient k > 2 un entier pair et ¢ > 1 un entier. Les fonctions
propres de tous les opérateurs de Hecke T, dans [’espace S,E(q) s’appellent formes

primitives de poids k et de niveau q.
L’ensemble de ces formes, noté par Hj(q), est une base de S,i(q) et vérifie

(pour ¢ sans facteur carré)

k

Hi(a)| = “ela) + O((ha)”).

ou ©(q) est la fonction d’Euler.

Toute forme primitive f € H}(¢) a un développement de Fourier en oo :

f(Z) _ Z )\f(n)n(k—l)/Qe%rinz’ (17)

n>1

ol Ag(n) est le n-éme coefficient de Fourier normalisé de f. Cette fonction arith-

métique a les propriétés suivantes :

(i) On a la normalisation Af(1) = 1.
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(ii) Pour tout entier n > 1

Tof = Ap(n)n*=172 ¢,

(iii) Pour chaque diviseur ¢’ | ¢ tel que (¢, q/¢') = 1, il existe e¢(¢') € {—1,1}
tel que
Wy f=¢ep(d)f.
De plus si ¢’ est sans facteur carré, alors on a
er(d) = nld )i (d)V e,
ou p(n) est la fonction de Mobius.
(iv) Pour tous entiers m > 1 et n > 1,

st = 3 ()

d|(m,n
(dg)=1

en particulier la fonction n — A¢(n) est multiplicative :
Ar(m)As(n) = Ap(mn) si (m,n) = 1.

(v) Deligne (1974) : Si f € Hj(q), alors pour chaque nombre premier p, il

existe deux nombres complexes ay(p), B¢(p) vérifiant

ay(p) = Br(p) =0 si p®q
as(p) =ep(p)p~'?  Brlp) =0 si plq
lar(p)| = a(p)Br(p) =1 si plq

tels que pour v > 0
M (0”) = ap(p)” +ag(p)’ ™ Br(p) + - + Br(p)".
En particulier, pour tout n > 1 on a Af(n) € R et
IAr(n)] < 7(n) (I'inégalité de Deligne),

ou 7(n) est la fonction "nombre de diviseurs".
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1.1.4 Fonctions L de Hecke

La fonction L automorphe associée a f € Hj(q) est définie par

L(s,f) =) Ar(n) (Re s > 1), (1.8)

e ns
la fonction L compléte est, elle, définie par :

k—1

A(s, f) == ¢°T (s + T)L(s, f), (1.9)

4 :=+/q/(2m). (1.10)

Cette fonction peut étre prolongée analytiquement sur C et vérifie 'équation

fonctionnelle :
Ms, ) =esA1—5,f)  (s€C) (1.11)
ou g5 =1ou—1.
Une forme primitive est dite paire (resp. impaire) siey = 1 (resp. sie; = —1).

On notera enfin H; (¢) (resp. H, (¢)) D'espace des formes primitives paires (resp.

impaires).

Dans le cas ol le niveau g d’une forme f est premier, il existe une formule

explicite permettant de calculer e, (voir [13]) :

er = M(@Va (1.12)

Si cette fois ¢ n’est plus premier la seule chose qui demeure sur le signe de 1’équa-
tion fonctionnelle est e; = —1 ou 1. On verra que cela est une difficulté dans nos

travaux puisque nous utiliserons ¢ hautement composé.

En utilisant (1.11) et le principe de Lindel6f-Phragmén, on peut facilement

obtenir la borne de convexité : pour tout € > 0,

max{(1—0)/2,0}+¢ (

Lo +i7, f) <;c (k2q(]7|2 + 1)) o >0),

ol la constante impliquée ne dépend que de r et €.
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1.2 Probléme de non-annulation de valeurs cen-
trales

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs

au bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En
1
2
importantes en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d’applications

particulier, la non-annulation de L(s, f) au point s = - est une des questions

dans des divers problémes. D’apreés le travail de J.-D. Guo [7], nous savons que
L(1/2,f) =2 0 (1.13)

pour tous entiers k,q > 1 avec k pair et f € Hj(g). Un lien surprenant avec le
zéro de Landau-Siegel a été decouvert en 2000 par Iwaniec & Sarnak [11]. Leur
résultat s’énonce comme suit : Si ¢ est sans facteur carré assez grand tel que

©(q) > q, alors on a

WV

1
q—00
kAl femf(q)
L(1/2,f)>(log q) 2

De plus si I'on peut remplacer % par une constante ¢ > %, alors le zéro de Landau-

Siegel pour les fonctions L de Dirichlet n’existe pas.

Le premier résultat sur la non-annulation de L(1/2, f) a été obtenu en 1995
par Duke [6]. Celui-ci concerne les formes de niveau premier et de poids 2, il
s’énonce comme suit : Si ¢ est un nombre premier avec ¢ > 11 et g # 13, alors il

existe une constante absolue C' > 0 telle que

! o1z ¢ (1.14)

H; log q)?
W@l 550 (log q)
L{1/2.)#0

Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [6, Lemma 1, p.167]
qui permet le calcul des deux premiers moments des fonctions L pondérés par les

caractéres de Dirichlet.
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Par la suite, Kowalski & Michel [13] ont obtenu en 2000 une proportion non

nulle de non-annulation, a savoir : Si ¢ est un nombre premier assez grand, alors

1 1

. 1> —=+o(1) (1.15)
[H3(q)] Z ~ 6

fEHQ (Q)

L(1/2,/)70
Ce résultat est démontré aussi a ’aide de la formule de trace de Petersson, mais
ils ont introduit la technique de mollification dans le calcul des moments d’ordres
1 et 2 des fonctions L mollifiés. C’est cette technique de mollification qui permet
de supprimer le facteur log dans le résultat de Duke. Dans cet article ils ont
également étudié par la méme technique la proportion de formes ayant un zéro

d’ordre 1 au point critique et obtenu :

1 19
. ) 1> —+o(1). (1.16)
W@l 2

2 q)

L(1/2,£)=0,L/(1/2,f)#0

Dans un méme temps (indépendamment), Vanderkam [24| applique la formule
de trace de Selberg [21, Proposition 4] aux deux premiers moments des fonctions
L pour obtenir (1.15) avec une constante moins bonne (45 a la place de ¢). Notons
que ce résultat est obtenu également (sous une forme différente) par Kowalski,
Michel & Vanderkam [14].

Enfin quand ¢ est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [10] montrent

que
1 9
+ Z 12> 76 +o(1)
Hy ()] 4= 16
fer; (q)
L(1/2,£)7#0

pour tout entier sans facteur carré ¢ > 1.

Comme nous Iavons indiqué, tous les résultats mentionnés ci-dessus (sauf

[24]) ont été établis a 'aide de la formule de trace de Petersson. Posons

Ar(mon) = 37 w(HAm)As(n), (1.17)

feH;(9)
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olt wy(f) est le poids harmonique défini par

T(k—1)
(4m)*=1(f. f),

Le meilleur résultat actuel de la formule de trace de Petersson est di a Iwaniec,

wolf) = (1.18)

Luo & Sarnak [10, Corollary 2.10] : Soient k& > 2 un entier pair, ¢ > 1 un entier

sans facteur carré et m,n > 1 deux entiers tels que (m,q) = 1 et (n,¢*) | ¢. Alors

1/4

Aj(m,n) = #(Mm + O(;gjﬁ)q %Tg((m, n)) log(2mnq)> : (1.19)

ou la constante impliquée est absolue. Ici et dans toute la suite, le symbole de

1 sim=
S = { sim=mn

0 sinon

Kronecker est défini par

et on désigne par 7y(n) le nombre de solutions en entiers ny > 1,...,n, > 1 de

I'équation n = ny - - -ny. En particulier on a 7(n) = m(n).

1.3 Formule de trace de Petersson et non-annula-
tion de L(1/2, f)

L’étude des valeurs extrémes de L(1,sym™f) (fonction L de la m-éme puis-
sance symétrique associée a f) a requ beaucoup d’attention (voir [3], [19] et [16]).
En particulier, les résultats de Royer & Wu [19] montrent que les valeurs extrémes
de L(1,sym™f) dépendent, d’'une maniére surprenante, des propriétés arithme-
tiques du niveau. Il est naturel donc d’étudier I'influence de 'arithmétique du
niveau sur le probléme de non-annulation de L(1/2, f) et de généraliser les résul-
tats mentionnés ci-dessus au cas de niveau ¢ quelconque. Dans cette thése nous
nous proposons de traiter le cas ol ¢ est de la forme p” avec p un nombre premier
et v un entier. Le choix de cette forme de niveau a deux raisons : premiérement
en prenant v = 1, nous retrouvons le cas classique qui a été étudié par Duke
[6], Kowalski & Michel [13] et Vanderkam [24], mentionné ci-dessus; deuxiéme-

ment, en fixant p et faisant v — oo, on obtient un cas de niveau primaire (i.e. un
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nombre qui a un seul diviseur premier autre que 1). Ce cas extréme arithméti-
quement contraire au cas de niveau premier nous aidera & comprendre I'influence

de l'arithmétique du niveau sur le probléme de non-annulation.

Comme dans [13], on notera, a I'aide de (1.18), la somme harmonique :
h
> =) wil ey
fexu fex

pour toute partie 2 C Sk(q) et toute fonction & : A — C.

Dans le Chapitre 2, nous montrerons le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors il

eriste une constante vo(k,p) telle que pour v > vy(k,p) et g =p” on a

h 1
2 1P (g

fer (q)
L(1/2,f)#0

ot la constante impliquée ne dépend que de k el p.

Puisque la formule de trace de Petersson (1.19) n’est valable que pour le
niveau ¢ sans facteur carré, il est nécessaire de généraliser cette formule. Dans un
premier temps, nous établirons donc une formule de trace sur les formes primitives

de niveau p” qui prendra la forme suivante :

Théoréme 1.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥

avec v = 2. Alors pour tous entiers m >1etn >1, on a

vmnp{log(2(m, n))}* :
At(m,n) = (1, P)0mn + O( R st pfmn, (1.20)
0 sip | mn,
0l O, est le symbole de Kronecker et
l—(p—p )" siv=2,
= 1.21
o(v,p) {1—p—1 Giy>3 (1.21)

La constante impliquée dans le symbole O est absolue.
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Cette formule de trace sera établie de la maniére suivante :

(i) Nous commencons par une formule de trace concernant

Ag(myn) = wy()Ap(m)As(n), (1.22)

feB(q)

ou By(q) est une base orthogonale quelconque de Si(g). Il est a noter que cette
définition est indépendante du choix de la base orthogonale puisque A,(m,n) est
le coefficient de Fourier d’une série de Poincaré [5, Lemma 3.3|. A I'aide d’une
décomposition permettant de passer des formes paraboliques aux formes primi-
tives de niveaux inférieurs, on peut exprimer A,(m,n) en fonction des nombres
Ay (m,n), ot ¢ | g, tout en rendant négligeable la contribution des formes de
niveau 1. Puis par inversion de Md&bius on pourra exprimer A;(m, n) en fonction

des nombres A, (m,n).

(ii) Aprés avoir établi une formule de trace dans Si(q) (de type [10] égalité
(2.12)) provenant de 'expression de A,(m,n) comme des sommes de sommes de

Kloosterman, on en déduit alors une formule de trace dans Hj(q).

Dans un second temps, nous voulons calculer les premiers moments harmo-
niques

M= Zh L(1/2, f)" (1.23)

fer (@)

et démontrer notre Théoréme 1.1. Quand le niveau ¢ a un facteur carré, nous ne
pouvons pas utiliser la formule explicite (1.12) pour calculer le signe de ’équa-
tion fonctionnelle. Alors que le cas contraire incitait a déterminer les moments
harmoniques d’ordre 1 et 2 comme dans les travaux précédents [13, 24, 10, 14].
Pour surmonter cette difficulté, nous nous proposerons de calculer, a ’aide de la

formule de trace (1.20), les moments harmoniques d’ordre 2 et 3 :

M — (SO(CI)
1
6
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Notre Théoréme 1.1 découle de ces deux estimations, grace a une simple appli-

cation de l'inégalité de Holder.

1.4 Formule de trace de Selberg et non-annulation

de L(1/2, f)

Dans le Chapitre 3, nous proposerons d’étudier le probléme de non-annulation
de L(1/2, f) a I’aide de la formule de Trace de Selberg.

Soient T}, et W,, lopérateur de Hecke et I'opérateur d’Atkin-Lehner, définis ci-
dessus. On rappelle que les valeurs propres de T;,, sont les nombres A f(m)m(k’l)/ 2
c’est-a-dire les coefficients de Fourier de f € Hj(q) (voir [8] ou [18, Propositions
1.3.4 et 1.4.1]) et que les valeurs propres de W), sont les nombres £¢(n) = 1, qui

sont liés au signe ey de I’équation fonctionnelle (3.7) par
e =i"e4(q) (1.24)
pour toute f € Hi(q) (voir [8] ou [18, p. 27]).

Soit ¢ > 1 un entier. Pour n > 1, on définit

1 sin=0cet (n,q) =1
68 (n) = {0 .
sinon
et
a(n) == 65 (n).
Introduisons les fonctions multiplicatives «, 3 et v par
-1 siv=1,2,
ap’) =<1 siv=3,
0 siv>4,
et
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Avec ces notations, la formule de trace de Selberg (voir |2, Proposition 2.8|) peut
étre énoncée comme la suivante : Soient k > 2 un entier pair et m,n, q des entiers

positifs tels que (m,q) =1, n | g et (n,q/n) = 1. Alors on a

kE—1

m*2 160 (m) B(n)v(g/n) + O(Ry), (1.25)
ou la constante impliquée est absolue et
Ry = k:(m’“/2 + m(k_l)/2q1/2)7'(m)7'(q)3 log2(2mq).

Cette formule est moins utile car le terme d’erreur est plus important. Elle ne
permet pas d’obtenir les Théorémes 1.4 et 1.5 ci-dessous. En fait une application
directe de (1.25) nous permet d’obtenir seulement (log ¢)~% a la place de (log q) >
(moins bon que le Théoréme 1.1). Nous adapterons au niveau ¢ = p” ce qui

permet d’améliorer le terme d’erreur dans la formule de trace de Selberg initiale.

Dans ce but nous démontrerons le résultat plus fin suivant :

Théoréme 1.3. Soient k > 2 un entier pair et m,n,q des entiers positifs

(m,q)=1,n|q et (n,q/n)=1. Alors on a

kE—1

m*?"1ap(m)B(n)y(a/n) + O(Re), (1.26)
Ry = /’{:(mk/2 + m(kfl)/qu/Q) (log*(2mn) + T(m))r(n)16”(q), (1.27)

avec w(n) le nombre de facteurs premiers distincts de n. La constante impliquée

est absolue.

Il est possible de déduire du Théoréme 1.3 le résultat suivant.

Corollaire 1.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 et

n > 1 deux entiers et q = p”. Alors on a

—_ 169,
Z Ai(n) = %(SD—\/%)W(CJ) + O(k(\/ﬁ +v/4) (log*(2n) + T(n))> (1.28)

feH;(9)
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et

> er(@)Ar(n) < k(v +v/a) (log’(ng) + 7(n)), (1.29)

feH;(9)

ot les constantes impliquées dans O et <K sont absolues.

Dans un deuxiéme temps, nous appliquerons ces formules pour estimer des

moments naturels de L(1/2, f) et de L'(1/2, f) :
M= > L(1/2,f), M= > L'(1/2,f)
FeH (a) ey (a)

Un avantage de ces formules est que nous pouvons calculer le premier moment
(tant pour les fonctions L que pour les fonctions L) qui lui dépend du signe de
I’équation fonctionnelle, la formule de trace dans le Chapitre 2, elle, ne permet
pas de traiter ce cas. Nous montrerons l'existence de nombres t(k,q) tels que
kp(q) < t(k,q) < kp(q), et vérifiant :

M, = t(k,q) + Oy (q4/5) et M, = t(k,q)log§ + Oy (q4/5)
nous montrerons aussi les majorations du deuxiéme moment
My < q(logq)® et Mh < q(logg)”.
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient les résultats suivants.

Théoréme 1.4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et v > 1 un

entier. Pour ¢ = p” assez grand, on a

1 1

I

H{ (9)] fe%(q) (log q)?
L(1/27)#0

La constante impliquée ne dépend que de k.

Théoréme 1.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et v > 1 un

entier. Alors pour q = p” assez grand, on a

1 1
Z 1>, —,
- 1
|Hy (9))] el 0gq
L(1/2,1)70

ot la constante impliquée ne dépend que de k.
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Chapitre 2

Formule de trace de Petersson et
non-annulation de L(1/2, f)

2.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier la non-annulation des fonctions L de
formes primitives de poids k et de niveau p”, oll p est un nombre premier fixé et

vV — OQ.

Nous commencons par un rappel rapide de quelques notions. On appelle forme
parabolique de poids k > 2 pair et de niveau ¢, toute fonction f holomorphe sur

le demi plan de Poincaré H := {z € C: Smz > 0} telle que

) =t 2.1)

pour tout élément

(‘CL Z) € To(q) = {(i 2) € SLo(Z): q| c}.

et que la fonction z — (Sm 2)*/2f(z) est bornée sur H. On désigne par Si(q)
I’espace des formes paraboliques de poids k et de niveau ¢, que 'on munit du
produit scalaire
dzdy

CEE

(. 9)a = / OO

17
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ou F désigne un domaine fondamental par I’action homographique de T'y(g) sur
HU {oo}. Pour chaque f € Sip(m) avec m | ¢, m < get l| (g/m) alors z — f(lz)
est une forme parabolique de I'y(q). De telles formes s’appellent des formes an-
ciennes de niveau ¢. L’orthogonal de 'espace engendré par ces formes est ’espace
des formes nouvelles, noté par S,i(q). Désignons par H;(q) la base orthogonale de
S,i(q) constituée des formes primitives. Ses éléments sont des fonctions propres

des opérateurs de Hecke (cf. |8, Paragraphes 2.7 et 3.3]).

Toute forme f € Sk(q) a un développement de Fourier en oo :

()= Y as(n)e(nz), (2.2)

n>1

ou e(t) := €™t On pose
Ap(n) :=ap(n)n~ k=172, (2.3)

Quand f € Hi(q), on a
Ap(1) =1, (2.4)
A\s(n) € R, (2.5)
M) = 3 (%) 26)
o

pour tous les entiers m et n > 1. En particulier, on utilisera dans la suite, que si
f € Hi(m') avec m’ entier > 2 tel que m' | ¢ et si on a r et 7’ entiers > 1 tels que
r | ¢> our'|¢™ alors :

Ap(rr') = Ap(r)Ap(r') (2.7)

de plus les travaux de Deligne montrent que si f € Hj(m') alors

0 sip*|m
Ar(p)? = ’ 2.8

La fonction L automorphe associée & f € Hj(q) est définie par

L(s, f) = Z)\f(n)n_s (Res > 1). (2.9)

n=>1
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Définissons la fonction L compléte

A(s, f) :=¢°T (s + %)L(s,f), (2.10)

4 :=+/q/(2m). (2.11)

Alors cette fonction peut étre prolongée analytiquement sur C et vérifie I’équation
fonctionnelle :

A(s, f) =esA(1 — s, f) (s e C) (2.12)
ou g5 =1ou—1.

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs au
bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En parti-
culier, la non-annulation de L(s, f) au point central s = % est une des questions
importantes en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d’applications
dans divers problémes. D’aprés [7], nous savons que L(1/2, f) > 0. Un lien sur-
prenant avec le zéro de Landau-Siegel a été decouvert par Iwaniec & Sarnak [11].
En désignant par ¢(q) la fonction d’Euler et H} (¢) (resp. H; (¢)) 'ensemble des
f € Hi(q) avec f = 1 (resp. £ = —1), leur résultat s’énonce comme suit : si ¢

est sans facteur carré assez grand tel que p(q) > ¢ alors

N | —

1
W] = 17
k feH] (g)
L(1/2,f)>(log q)~2

1

5, alors il n’existe pas le zéro

et si 'on peut remplacer % par une constante ¢ >

de Landau-Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.

Le premier résultat concernant la non-annulation de L(1/2, f) a été obtenu
par Duke [6]. Il a démontré que si g est un nombre premier avec g > 11 et ¢ # 13

alors il existe une constante absolue C' > 0 telle que :

1 C
W > 17

log )2
femaD (log q)
L(1/2,£)#0
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Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [6, Lemma 1, p.167|.
Par la suite, Kowalski & Michel [13]| obtiennent une proportion non nulle de

non-annulation, & savoir : si ¢ est un nombre premier assez grand alors

1
W 2 17

feH5(q)
L(1/2,f)70

(2.13)

[N

Ce résultat est démontré avec la formule de trace de Petersson et le calcul des
moments d’ordres 1 et 2 des fonctions L mollifiés *. En méme temps (indépendam-
ment), Vanderkam [24] applique la formule de trace de Selberg [20, Proposition
4] aux deux premiers moments de la fonction L pour obtenir (2.13) avec une
constante légérement moins bonne % a la place de %. Notons que ce résultat est
obtenu également (sous une forme différente) par Kowalski, Michel & Vanderkam

[14]. Enfin quand ¢ est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [10] montrent

1 9
liminf ———— > 1>
L(1/2.F)70

Dans le méme article, ils établissent une formule de trace spécifique au cas ol ¢

est sans facteur carré.

D’autre part, I'étude des valeurs extrémes de L(1,sym™f) (fonction L de
la m-éme puissance symétrique associée a f) a re¢u beaucoup d’attention (voir
[3], [19] et [16]). En particulier, les résultats de Royer & Wu [19] montrent que
les valeurs extrémes de L(1,sym™f) dépendent, d’'une maniére surprenante, des
propriétés arithmétiques du niveau. Donc il est naturel d’étudier I'influence de

'arithmétique du niveau sur le probléme de non-annulation de L(1/2, f).

On notera
['(k—1)

(m)=t(f, f)y

ou (f, f), désigne le produit scalaire de Petersson. Pour une partie 2 de Si(¢) on

we(f) = (2.14)

L C’est cette technique de mollification qui permet de supprimer le facteur log dans le résultat
de Duke
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définit la somme harmonique :

Zh = qu<f)£f'

fexd feu

Dans ce chapitre, nous proposons de minorer le quotient

h
> !
feHi(a)
L(1/2,f)#0
. N .

pour des entiers ¢ de la forme p”, oll p est un nombre premier et v > 1 est un
entier. Le choix de cette forme de niveau a deux raisons : premiérement en prenant
v = 1, nous retrouvons le cas classique qui a été étudié par Duke [6], Kowalski &
Michel [13] et Vanderkam [24]|, mentionné ci-dessus; deuxiémement, en fixant p
et faisant v — oo, on obtient un cas de niveau primaire (i.e. un nombre qui a un
seul diviseur premier autre que 1). Ce cas extréme arithmétiquement contraire
au cas de niveau premier nous aidera & comprendre I'influence de I'arithmétique

du niveau sur le probléme de non-annulation.
Dans ce chapitre, nous montrerons le résultat suivant.

Théoréme 2.1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors il

existe une constante vy(k,p) telle que pour v = vo(k,p) et ¢ =p¥ on a

S
(log q)”

fer (@)
L(1/2,f)#0

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Pour ce faire, dans un premier temps, on établira une formule de trace sur

les formes primitives de niveau p” qui prendra la forme suivante :
Ay(myn) =Y w(HAr(m)As(n)
feH;(a)

_ sl

m,n 1 terme d’erreur,

(2.15)
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Ol 0pp est le symbole de Kronecker (voir le Théoréme 2.2 ci-dessous). Nous
démontrerons cette formule de trace en suivant la méthode d’Iwaniec, Luo &
Sarnak [10] :

— Nous commencons par une formule de trace concernant

Ag(min) = wy(f)Ap(m)As(n), (2.16)
f€Bi(q)

ou Bi(q) est une base orthogonale quelconque de Si(¢q). Il est & noter que
cette définition est indépendante du choix de la base orthogonale puisque
A,(m,n) est le coefficient de Fourier d’une série de Poincaré [5, Lemma 3.3].
A Taide d’une décomposition permettant de passer des formes paraboliques
aux formes primitives de niveaux inférieurs, on peut exprimer A,(m,n) en
fonction des nombres A* ,(m,n), o m’ | ¢, tout en rendant négligeable
la contribution des formes de niveau 1. Puis par inversion de Mobius on

pourra exprimer A}(m,n) en fonction des nombres Ay (m,n).
— Aprés avoir établi une formule de trace dans Sk(q) (cf. [10, (2.12)]) prove-
nant de expression de A,(m,n) comme des sommes de sommes de Kloos-

terman, on en déduit alors une formule de trace dans Hj(q).

Dans un second temps, on calculera le deuxiéme et le troisiéme moment au

point critique et ce & l'aide de la formule de trace, pour obtenir :

M = (%@f log ¢ + O p(1),

1

ML = G (@) (log q)° + O p((log ¢)*),

ol
M= S L1/, ) (2.17)
fer (q)

Enfin une simple application de I'inégalité de Holder donne le Théoréme 2.1.

Le quatriéme moment est lui plus dur & obtenir en particulier I’évaluation de
son terme général. Ce moment a été calculé (au niveau premier) entre autres avec
une inégalité du grand crible [4] appliquée dans la section 3.6 de [15]; les auteurs

évaluent ainsi le « off-diagonal term ».
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Concernant la non-annulation des fonctions L au point critique, il est possible
de supprimer le facteur log® ¢ de la proportion de non-annulation, ceci donne alors

une proportion strictement positive . Les travaux seront publiés par ailleurs.

Notations. Dans ce texte, 7(n) (resp. w(n)) est le nombre des diviseurs de n

(resp. le nombre de facteurs premiers distincts).

2.2 Formule de trace harmonique au niveau p”
avec v > 2

Le but de ce paragraphe est d’établir une formule de trace au niveau p* avec
v > 2. Notre résultat (le Théoréme 2.2 ci-dessous) peut étre considéré comme

complémentaire au Corollaire 2.10 d’Iwaniec, Luo & Sarnak [10].

2.2.1 Enoncé du résultat

Théoréme 2.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥

avec v > 2. Alors pour tous entiers m > 1 etn >1, on a

OV, 9)0mn +O(F) siptmn etv

0 sip|mn etv

9

A >2
2(m,n) = - (2.18)

9

0l O, est le symbole de Kronecker,

S(v,p) = {1 —pmpr)T sy =2 (2.19)

1—p! siv>=3

et

o VB{log(2(m, )} 220

f4/3¢3/2

La constante impliquée dans le symbole O est absolue.
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Remarque 1. Le cas o ¢ = p a été traité dans [10] : Sim > letn > 1
sont des entiers tels que (m,p) = 1 et (n, p?) | p alors Iwaniec, Luo & Sarnak ont

montré dans [10] que
AL(m,n) = 0pp + O ((mn)1/4(n, p)_l/zw log(2mnp)) (2.21)
Le fait que nos restrictions sur m et n sont moins fortes que celles-ci est dii aux

relations relations (2.7) et (2.8).

Corollaire 2.1. Sotent k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p*

avec v = 3. Alors pour tous entiers m > 1 etn >1, on a

(9) vmn{log(2(m,n))}? :
%6’”%” + Ok,p( i3/2 ) st ptmn,

0 st p | mn,

Ar(m,n) =
ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

2.2.2 Formule de trace pour A (m,n)

Commencons par établir une formule de trace vraie dans tout I'espace des

formes paraboliques de niveau p*” avec v > 1 et de poids k.

Proposition 2.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, m > 1,n >

1 et q=19p" avec v > 0. Alors

Ay(m, 1) = G + O( Vmn(m, n. {log(2(m, n>>}2), (2.22)

kA/3q3/2

ot la constante impliquée est absolue.

Démonstration. Selon |5, Page 248-9], on a

Bmom) = b+ 2mit Y S (@) ,

¢=0(mod q)
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ou S(m,n;c) est la somme de Kloosterman définie par

)

dd’=1(mod c)

et Jyp_1 est la fonction de Bessel de premiére espéce. En utilisant les majorations
classiques ([8, Pages 60-1] et [5, Page 245|) :

1S(m, n;c)| < 24 (m,n,c)' /2, Jeor(z) < k™3,

on peut déduire

w(qr)
Aq<m,n>:5m,n+0( A <m,n,qr>1/2).
>

kA/3¢3/2 o~ r3/2

Puisque w(qr) < w(r) +1 et (m,n,qr) | (m,n,q)(m,n,r), il suit, en posant
d= (m,n,r) et r =dl, que

w( 1/2
Aq(m,n):5m7n+0(\/mnmnq ZQ )(m,n,7) )

L4/33/2 r3/2

r>1

=9 +O( mn(m,n,q) Z QW()Z2w_(Z)>

J/343/2 d 73/2
d|(m,n) 21

mn(m,n, q)

= 6m,n + O( ]{54/3(]37/27 1Og2(2(m7 n))) ’

o l'on a déja utilisé les estimations classiques (voir (2.72) du Lemme 2.8 ci-

dessous)

7(d (m,n)
< ) %:/ —dz

d|(m.n) d<(m,n) d<t

(mvn) 1
= / n dO(tlogt) < log?(2(m,n)).
17

Cela achéve la démonstration. O
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2.2.3 Une base orthogonale de Sj(q)

Dans le but d’exprimer Ay(m,n) en fonction de A’(m,n), on choisira une

base orthogonal de Sk(q) spécifique dans la définition (2.16). Considérons la dé-

composition orthogonale

S)=EP P St 1)

tm'=q feH; (m')
ou (si f € Hy(m')) Sk(¢, f) est I'espace engendré par les formes :
fa(z) ==d"?f(dz)  (d] ).

On introduit des fonctions de la forme :

fa= de(ca ) fie

cle
ou ¢ = ¢m/, d est un diviseur de ¢, f € Hj(m').

Sim’ > 1, notre choix est

—u(r))\f(r) sid=rc
za(c, f) = VTorm (d) 7
0 sinon,
ou
(n)As(n)®
praw(d) =Y AR
f %; §
Si m’ =1, on choisit
(f (r="0),
1 P (A
o= { = (- 222 ) r=1),
1 BN CYIC) S PR
LA —p 2oy (pr (p) /e Jior- +pfp*—> (r>2),

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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P (X):= V’)((p)’ ofi=1- M, Vip) =1+ l% (2.28)

Remarque 2. Dans le cas oit m’ > 1, en posant d = p°, alors :

1 sid=0o0ud >1etp|m,
Pf,mf(d)Z{

1—p~2 sinon.

Le but de ce sous-paragraphe est de démontrer le résultat suivant, qui joue

un role important dans la démonstration de la Proposition 2.3 ci-dessous.

Proposition 2.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥

avec v = 1.
(i) Soient la factorisation ¢ = {m’ et f € Hi(m'). Alors la famille
Eg::{fd:dlﬁ}
est une base orthogonale de Si({, f) vérifiant || fall, = || fllq pour tout d | .

(i1) La famille
U U {faxdig

g=¢fm’ feH (m')

est une base orthogonale de Sk(q).

Pour cela, nous avons besoin d’établir quelques lemmes auxiliaires.

Lemme 2.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avec

v > 1. Soient m’ | q, f € Hi(m') et r = 0 un entier. Alors pour Res > 1, on a

> W = Z(p",m',s)L(s, f © [) (2.29)
oU
s,f®f) = (2.30)

Zy(p",m', s) :{ ,_ ’ (2.31)
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et
P()(X, S) = 1,
P (X,s):=X/(1+p?), (2.32)
P.(X,s):=XP,_1(X,s) — P._s(X,s) (r=2).

Démonstration. Sim’ > 1, on a 2, par multiplicité (2.7) des coefficients \¢(n) :

S MWAORD s g ). (2.3

ns
n>1

Ensuite on considére le cas o m’ = 1. Si on écrit chaque entier n > 1 de

fagon unique n = n®n, avec n, | p* et (n®, p) = 1, alors

A(m)Ar(np”) g Ar(n)As(np”) Ar(n)?
D SR et (2.34)
n>1 nlp> (n,p)=1

Notons R, la premiére de ces deux sommes. (On n’a pas indiqué la dépendance
en f,p,s pour alléger la notation.) On va démontrer (2.29) par récurrence sur 7.
Sir =0, alors (2.29) est trivial.

Quand r = 1, on applique (2.6) sous la forme (avec r = 1)

Ar(p™F7) = M)A (05T = Ap(p*t72) (2.35)

pour écrire

Rps) =Y A (P)As(pF)

ks
k>0 p

= )\f(p) + Z )‘f(pk>/\f(pk+l)

ks
E>1 p

= g+ ) 30 A - 5 )

ks s ks
k>1 p p k>0 p

_ M) Ar(ph)?
Cl+4pe 2 '

ks
k>0 p

2(C’est ici qu’intervient la différence entre les cas m’ = 1 et m/ > 1 due & la multiplicité des
coefficients Ar(n).
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Avec égalité (2.34), on a :

n 1+p—

n>1

Sir > 2, on utilise (2.35) pour écrire pour tout k > 0

Ar(PE)As (™) At e AN ()
> M) > .

ks ks ks
k>0 p k>0 p k>0 p

En reportant dans (2.34) et en utilisant I'hypothése de récurrence, on trouve

3 Ap()As(np”) )Y Ar(m)As(np™™") 3 Ar(n)As(np™?)

ns ns ns
n>1 n=1 n>1

= (M(p)Zp(p" " 1,8) — Zp(p" 2,1, 8)) L(s, f @ f) (2.37)

= Zs(p" 1, 8)L(s, [ ® f).

L

Cela achéve la démonstration. OJ

Lemme 2.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v > 1. Soient la factorisation q = ¢m/, {1,y deux entiers tels que (1,0 | { et

f e Hi(m'). Alors

(]

A—\})(f £, sim' > 1,

fiow fien), = 2.38)
(fier: fiea), P(A())(ff) . (
— 7

avec 0= U1y /(01,05)> = p7 et
Pi(X) = Pi(X,1), (2.39)

ou les Pj(X,s) sont donnés en (2.52).

Remarque 3. Les entiers j et donc ¢ ne dépendent que de la différence des
exposants de £ et £y : si £; := p* (i = 1,2) alors £ = pl1—2l,
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Démonstration du Lemme 2.2. On note
1 b
(0 00

G(s) = <E(z, s)f(l1z2), f(€22)>q,

et on considére

ou la série d’Eisenstein

E(z,s) = Z (Smyz)°. (2.40)

¥€T o0 \To(q)

est définie pour z € H et se prolonge en une fonction holomorphe si Res > %

sauf en un pole simple en 1 |5, Lemma 3.7|.

En utilisant la méthode classique de déroulement exposée dans |10, Pages
72—3], on obtient si ¢ = 61/(61762)7 0= 62/(61,62) et [gl,gg] = 6162/(61,62) .

D(s+k —1) (£14y)~ k=172

G = g ), (2.41)
R = AN N

car de (¢',¢") =1 on déduit que ¢/ =1 ou ¢" = 1.

En appliquant (2.29) du Lemme 2.1, I’égalité (2.41) devient

s+ k — 1) (£10) 072

CO) =it i OIS 90

en s = 1. De plus (2.31) et (2.32) montrent que Z;(¢

s = 1. Donc

Cette égalité appliquée a ¢; = {5 = 1 montre que L(s, f ® f) a un pole simple
) m/

,s) est holomorphe en

L) (0L)OP2 o
oy 2O DR S @ ))

R_els G(s) =
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D’autre part, rappelons la formule classique [5] qui concerne les séries d’Eisen-

stein :

3
mv(q)

R_els E(z,s) =

ot v(q) = q(1 +p~1), qui montre que ce résidu est indépendant de z. On trouve

donc

Res G(s) = (Res E(z,5)f(12), f((22)), =

s=1

<f(£12)7f(522)>q-

mv(q)

En comparant les deux expressions de Res;—; G(s), on peut déduire,

) T (GO ) G 1) Res (s, £ @ )

<f(€12>vf(€2z>>q: 3 (4m)F |4y, 4,)

ce qui s’écrit encore a 'aide de (2.24) :

mv(q) T(k) ((uly)"/?

<f|21, f\£2>q = amf [y, 65 Zi(l,m' 1) ls%zelsL(s,f ® f). (2.43)
Le cas /1 = {5 = 1 donne
1.5, =50 Res 1 £ .. (2.41)

Enfin les égalités (2.43) et (2.44) donnent

Zi(l,m',1)
9 2 - 245
(fiers fre >q 7 (fs )y (2.45)
Ceci implique (2.38), grace aux relations (2.31), (2.32) et (2.39). O

Lemme 2.3. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v>1. 8i feHi(l), ona

(oot J1)g = (forsts fy)g =0 (r 2 1), (2.46)
(o fyt)y =0 (r>2) (2.47
s by = U ds),  (B<J <), (2.13)

{for, fw)y =0 0<j<r) (2.49)
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Démonstration. Montrons (2.46). D’aprés (2.27), la quantité (fy1, f1), vaut a

un facteur multiplicatif prés :

P\ 1
<f|;w~+1 - V’(P)%fpr + Efw—l, f1>

qui vaut avec (2.38)

Pes () = V) POy () PO () + ProaOys ()

Puisque /(p) P1(Af(p)) = A¢(p), la derniére relation de (2.32) et (2.39) permettent

de conclure que

<fp'r+1, f1>q =0.

Pour ce qui concerne (fyr+1, fy), et (2.47), les calculs sont similaires et la

récurrence (2.39) permet d’établir qu’ils sont nuls.

Passons & (2.48) avec 3 < j <r. On a
<fpr+1a fpj>q

! )\ / 1 )\
N <f|pr+1 a y/(p)mf\Pr+ %fprla fipi — v (P)%

1
1 "y

q

D’autre part
<fp7'7 fp371>q

S — iy POy ()

Pi(A , -3
<—f(p))f|pr‘1 * p fip—r =V (p)——="flp 2 + b > '

VP VP p

Avec (2.38) on peut développer ce produit scalaire et on retrouve le méme résultat
qu'avec (fyri1, fpj>q car les indices r et j ont diminué de 1 mais leur différence

elle reste la méme (cf. Remarque 3).

Enfin montrons (2.49). Pour r = 1, (2.27) et la deuxiéme relation de (2.38)

nous permettent d’écrire

(e ), = o (i), = 222D 1)

=0.
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Quand r > 2, le résultat souhaité découle, par une simple récurrence sur r, de
(2.46), (2.47) et (2.48). m

Nous sommes maintenant préts a prouver la Proposition 2.2.

Démonstration de la Proposition 2.2. Evidemment la deuxiéme assertion est une
conséquence immeédiate de la premiére et la décomposition (2.23). Donc il suffit

de démontrer I’assertion (i).

Dans un premier temps, supposons m’ > 1 et justifions le choix fait en (2.25).

Pour cela, on pose

<fd17 fd2>q
(f: g

pour dy | £ et dy | £ (ot on rappelle que fq = >, za(c, f)fic). Pour que E] soit
une base orthogonale de Si(¢, f) et || fall, = ||fll; pour tout d | ¢, il suffit de

montrer que d¢(dy, dy) soit le symbole de Kronecker.

5f(d1, dg) =

Selon (2.38) on a :
Op(d,dy) = > way (€, f)xa, (b3, )=
AL
avec la notation £ := (105 /(f1,{y)?. Ecrivant £, = al’ et {y = al” avec a = ({1, ls),

on a, a l'aide de (2.6) et (2.7) :

Op(di,dn) =" > wg(all, fza,(al”, f) %%f”(”)

all ¢,0"(¢/a)
@, z”) 1
, o A ()N (b
S S ) Y anlabt pantabe’, )R
ale bl(¢/a) &, £"|(¢/ (ab))
b)As( G o A
_ZZN i Z 4, (abl’, ) J\‘/(; >z, (abl”, f) f/(g_)
alé b|(¢/a) ¢|(¢/(ab)) £"|(¢/(ab))

En posant ¢ = ab, on trouve :

dla dQ Z pfm yd1 )yd2 (Ca f): (250)
cle
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ol ps(c) est définie en (2.26) et

As(r)
yale, f) == zq(re, f) AP
2 e

Avec le choix (2.25), un calcul simple montre que 3

yale, f) = {1/\/pfm sid=c,

sinon.
En reportant dans (2.50), on a

1 si d1 = d2,

0 sinon.

5f<d17 d2) = {

Ceci termine la preuve de 'orthogonalité dans le cas m/ > 1.

Passons a la preuve de la base orthogonale de Sk(q, f). On supposera désor-

mais m’ = 1. La famille proposée en (2.27) est bien définie puisque
o >1/9. (2.51)

D’aprés (2.49) du Lemme 2.3, la famille EJ est une base orthogonale. Il reste a
démontrer que ||for|l; = [|fll;- Pour fi c’est immeédiat. Pour f,, d’aprés (2.27),

nous avons

Pi(As(p

152 = = (il + 2O 2 p BN g g

Mais en utilisant la deuxiéme relation de (2.38), on a

o 115 = 11113

et

Pi(Ar(p))
\/_

*Notons que yq4(c, f) existe puisque pf ,,(c) = [1,.(1 - At (p)?/p) implique que py . (c) €
10, 1] étant donné ’égalité (2.8).

(fips fin), = ——==1l;
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En reportant dans la formule précédente et en utilisant (2.28), on trouve

1Flly = £1l5-

Il reste a traiter le cas de fyr ot r > 2. On notera v/ au lieu de v/(p) pour
alléger. D’aprés (2.27), on a

1 VIQP )\ 2 ||f 7‘72“2
prTHg:m<||fw”3+MHf|pr1||3+ 1;2 q
PO

2
7p (figrs 1), + . (fiors fior=2),

,Pr(A
—2v % <f|pT71, f‘pr72>q )

En utilisant (2.38), on trouve que

1 forllg

I1£11Z (1+V/(V/—2)P1()‘f(13))2 N 1+2P2()‘f(p))_QV/P1()‘f(p))2)
(1—=p=2)oy p p> '

Utilisons la relation de récurrence (2.39) qui peut se réécrire (a Paide de (2.28)) :
P,=vP -1

pour écrire

gty 1 0 (3.

ce qui donne bien || for|l; = || f|l4- pour tout r > 2. O

2.2.4 Passage entre A (m,n) et Aj(m,n)

On en vient au résultat liant A,(m,n) et Aj(m,n).
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Proposition 2.3. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥

avec v = 1. Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1 tels que p{mn, on a

NI IR u(m’)?)—ww)%(mW)

q=tm/’ p2
m'>1 (252)
P01 = A

pP—-1 ¢ d

d|p>

et réciproquement

N m/ 2\ —w(®)
s = 3 wt6)(p = "0 ) A tm

_e ! p

q=fm

m'>1 (2.53)
1(q) ~x— Ar(d*m,n)

+ p dlzp; y .

Pour prouver cette proposition, on a besoin encore d’établir quelques lemmes

auxiliaires.

Lemme 2.4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avec

v > 1. Soient la factorisation ¢ = ¢m’ et f € Hi(m'), alors

Wt (f)
12

wi(f)
v(q)

sim' >1

we(f) =

sim = 1.

Démonstration. La preuve de ce lemme repose sur la formule classique ([8, Page
35] et [10, Page 72])

v(q)

v(m')

I£1lg = [Fj2

Cela achéve la démonstration. O
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Lemme 2.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avec
v > 1. Soient la factorisation ¢ = {m' et f € Hj(m'). Alors les coefficients
xq(1, f) (pour d | l) définis de (2.25) & (2.28) vérifient

n2y\ —w)
(1_u($)) sim' > 1,
> xa(l, ) = (2.54)
dje p? — u(g)® 1 -,

pQ—_la—f Stm = 1,

ot oy est défini en (2.28).

Démonstration. Commencons par le cas m’ > 1. D’aprés (2.25), (2.26), (2.8) et

le fait que ¢ | p*°, on peut écrire

s BN () A )
Yozl )P =) d) <1+ppf,mf(lﬂ))

dje dje Apym
_ 1 (2.55)
Prm (P)*O ppa (€)
’u(m/)Q w(f)
— (1= -
Passons au cas ou m’ = 1. D’aprés (2.27) et (2.28), on obtient
P 2 1— 2
dl poy (p* — 1oy
q
1 1-— 2
IR (i
or  (p*— 1oy
_ 1 p*—p(e)?
Oy p2 -1
Cela achéve la démonstration. O

Concernant le cas m’ = 1, on a le résultat suivant.
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Lemme 2.6. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Si f € Hj (1),
alors le coefficient oy défini en (2.28) vérifie

;) Z)\fEl) (2.56)

(1 TP n|pee

Démonstration. Comme f est une forme primitive de niveau 1, il existe un nombre

complexe ov = a(p) vérifiant |a| =1 tel que

=y o (2.57)

0<i<j

pour tout entier j > 0. Donc (2.28) et (2.57) avec j = 1 nous donnent

P Vi
AR
pa+at)?
=1- = (2.58)
_(1—a?/p)(1—a?/p)
(I+p~1)?
D’autre part on a
2y >\f _o Y M) /\f
n|p> j=0
_ o2

- @I (ol
Z (1—a/f+ 1+a/\/ﬁ>
1 1
T Ao/ —ayp) | (ta/ve)d+a/yp)

Ceci implique que

120

/\f(nz) B 1—|—p_1
2 n (1—a?/p)(1—a?/p)

n|pe®

ce qui avec (2.58) termine la preuve. O
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On est maintenant prét de prouver la Proposition 2.3.

Démonstration de la Proposition 2.3. D’apres la deuxiéme assertion de la Propo-

J U {f:dlg

g=¢fm’ feH; (m')

sition 2.2, la famille

est une base orthogonale de Si(q). D’autre part, la définition (2.16) de A,(m,n)
est indépendente du choix de la base orthogonale [10, Lemma 3.3|. Donc on peut

choisir cette base orthogonale dans la définition de A,(m,n) & écrire

= D D wlf) A (m)Ag,(n).

q=tm’ fed;(m’) d|¢

On a
M) =D FPaale, F)Mg(r)
clt
]—‘rc
En particulier si p 1 7 alors
Ari(3) = 2a(1, )N (4)- (2.59)

Le Lemme 2.2 et (2.14) conduisent & wy(f4) = wy(f). En reportant ceci et (2.59)

dans la formule précédente, on a

Aq(m’n) = Z Z wq ZAfd )\fd

g=tm’ feHy (m’) dje
= > D w(DAmAr(n) Y wa(l, f)?
g=¢tm’ feHy (m’) d|¢

D’apres le Lemme 2.5, on peut écrire

Agmn) = 3 (L= pmp2) S w (A m)As(n)
g=tm’ feH; (m)

(2.60)
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Afin de faire apparaitre dans (2.60) les nombres A, exprimons w,(f) en fonction

de wp(f), on a alors recours au Lemme 2.4 pour avoir

Aglm,n) = 37 €1 = ') ON (m,n)

q=tm’
m'>1

(2.61)

p? —p(g)? 1 wi(f)
+ p—1 u(q) Z Ap(m)Ag(n).

A laide du Lemme 2.6, on peut écrire

Lo @l s 0= 5SS G @ m
@, 2 Sy M) =T 3G 3 DN
1 A3 (dPm,n
:_Z¥

d )
4 d|p>

puisque notre hypothése p { mn implique que A¢(d*)Af(m) = Ay(d*m). En repor-
tant dans (2.61), on obtient bien (2.52).

Par inversion de Mobius, il est rapide de vérifier (2.53). O

Remarque 4. La Proposition 2.3 appliquée a ¢ = p* donne :

A
Aq(m,n)—% si v=2
Aj(m,n) = A, (mn) (2.62)
Ay(m,n) — q/pT’ si v>3.

2.2.5 Fin de la preuve du Théoréme 2.2

D’abord on traite le cas ou p | mn et v > 2. Sans perte de généralité, on peut

supposer que p | m. A Paide de (2.7) et (2.8), on voit que

Ap(m) = Ap(p)As(m/p) = 0.

Ainsi par la définition de A?, on a A¥(m,n) = 0.
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Ensuite nou supposons que p t mn et v > 2. En reportant (2.22) de la

Proposition 2.1 dans (2.53) et en remarquant que

3" (o) (p - £ (m,)2)w<e> = 6(v,p),

Im'=q p

m/>1
on obtient

Ar(m,n) = ¢(p,v)0mn + %,
ou
vmn{log(2(m, )} < |u(0)] [ p(m)*\ "
% < L4/3 ZZ_ m/3/2 p- p
st
Vi {log(2(m, )Y

kA/3q3/2

Cela achéve la démonstration.

2.3 Lemmes auxiliaires

Soient ((s) la fonction de Riemann et

¢(s):=¢(s) [J (1 —p7). (2.63)

plg

2.3.1 Fonctions U(y) et T(y)

Soit G est un polynome pair de degré > 2 tel que :
G(0)=1 et G(—-1)=G(-2)=0. (2.64)

Pour y > 0, on définit

T(y) = 2%” ) F<If (4]; /]‘; /)2) Gis)y_sds, (2.65)

Uly) = %/(2) ¢D(1+ 25)F<;(—£/l;§§)2 G(SS)2y_Sds. (2.66)
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Lemme 2.7. Avec les notations précédentes, on a

Ty)=1+0 sty — 0,
(v) 4k(y) y (267)
T(y) <jky™ 81y — 00,
et
1 )
00) = 20 tog L+ gu(p) +0u() | siy 0.
q y (2.68)
Uly) <k y™ Sty — 00,
pour tout j réel > 0, o1
lo I’
on(p) =2 4 (/2 49 (2:69)

et v est la constante d’Euler.

Démonstration. On ne va démontrer que la formule asymptotique pour U(y)

quand y — 0. Les autres peuvent étre trouvées dans [13, Paragraphe 2.4]. On a

C(1+s)= +Z

0<iL2

%s "+ 0(s), (2.70)

oil ~y; désignent les constantes de Stieltjes*. D’autre part, on peut écrire

1—p 0+ = @{1 + Z (_1'>j+1 (log p)? s+ 0(34)}. (2.71)

q S 7b el
Donc
(D14 2s) = (1 —p~ 2 ((1 + 25)
= HD (4 R o)
q
Ceci implique la formule annoncée. O

4Ces nombres sont définis par

n 7 ;
o (logk)"  (logn)*!
%':nlinéoz< ko i1 )

k=1

En particulier vy = 7.
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2.3.2 Lemme intermédiaire

43

Nous aurons besoin des estimations suivantes dans les calculs des moments.

Lemme 2.8. Soientt1 € N, jeNetf >1. Ona

Z T(n)i(log n)j = Oﬂ,‘(log J})2i+j_1 + O(x(log 1])2i+j_2)7

n<x

5 TP 0O8Y 501 ftog )2+~ + O( (g%,

Z 7(n)!(logn)? < (log ) +7-1

n? 201

n<x

n>x

uniformément pour x > 3, ou C; est une constante absolue.

Démonstration. En utilisant la formule asymptotique

Di(t) == 7(n) = Cit(logt)* ™ + O(t(logt)* ~2),
n<t
une simple intégration par parties nous donne

ZT ‘(logn)’ = /i (logt)’dD;(t)

n<e

= (log x)jDi(JJ) _j/lx (log—f)j_lDi(t)dt

= Ciz(log2)* 71 4 O(z(log 2)* +972).

De méme
; W — /: %d(%f(n)i(logn)j>

1
== 7(n)"(logn)’ +77/ Z ) (log n)? T

n<t n<t

= inzl_”(log z)¥ 4 O(vz(log x)2i+j_2).

- dt

(2.72)

(2.73)

(2.74)
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Similairement, on a

o Tl [ s

n? o

n>x

_ (logz)? Di(x) + / > O(logt) — j(logt)’ ™" D)t

2 $0+1

(log )*+~!

<

Cela achéve la démonstration. OJ

2.4 Calcul du deuxiéme moment

Le but de ce paragraphe est de calculer le deuxiéme moment M}, défini en

(2.17). Notre résultat est un peu plus général. En posant
Z Ap(m)L(1/2, f)', (2.75)
feH{ (a)
nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soient 0 <n < 1, k > 2 un entier pair, p un nombre premier

el g =p” avec v = 3. Pour tout 1 <m < q" etptm, ona

220 e (£) s 0 (v5252)

ol gr(p) est définie en (2.69). En particulier

M = (@) {log(@®) + ge(p)} + 0@%)

Les constantes ne dépendent que de k et p.

Démonstration. Considérons

_ 1 20 248
Ji= o /@A(s 12, £GP,
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ou G est un polynome de degré > 2 vérifiant (2.64). Par le théoréme des résidus,

Iéquation fonctionnelle (2.12) et le fait que’ €3 =1, on a

G 2
2J = Res (A(s +1/2, f)Qﬂ) = qU(k/2)*L(1/2, ).
s= S
D’autre part, la formule (2.6) nous permet d’écrire, avec la notation (2.63),

L(S+ %;f>2 _ Z )‘f(a)/\f(b)

a,b>1 (ab)8+1/2

=Y e 2 Af(“b)

a, b>1 d|(a, b
(d.q)=

J(1+ 2s Z n+1/2 (Res > 3).

n>1

nz

Ceci implique que

27 = g3 T L oy 4 gg)p(s 4 k22 ) (ﬁ) Cds

>l \/ﬁ i (2) S CjQ

Les deux égalités précédentes donnent donc :

L(1/2,0) =Y L\/%)U(%) Ap(n) (2.76)

ot U(y) est définie en (2.66). En reportant cette expression dans (2.75) et en

utilisant le Corollaire 2.1, il suit

Mh, = #(a) TWU(%) + Opp(%s), (2.77)

ou

3/2

Dl >'¢—{log 2(m, n)}*

PCest cette relation qui permet d’éviter le recours a une forme explicite de £ que l'on
n’a pas au niveau ¢ avec des facteurs carrés. C’est aussi pour cette raison que ’on ne peut
actuellement pas avoir I'ordre exact du premier moment M" mais au mieux une majoration.
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A Paide de (2.68), il est facile de majorer cette contribution :

< \/ﬁ;il))—(/);gq)?’ ; 7(n) + vmq(log q)? Z %
vm(logg)"

< 7

En reportant dans (2.77) et en utilisant la premiére relation de (2.68), on obtient

le résultat souhaité. O

2.5 Calcul du troisiéme moment

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p”

avecrv = 3. On a

My = 4(@)4{%(1% q)° + (2;0% + FF/(lf/2) + 27) (log §)* + Oyp(log q)},

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Plus généralement, nous pouvons aussi, comme dans la Section 2.4, calculer
le troisieme moment M}, tordu par Ag(m) défini en (2.75) : Soient & > 2 un
entier pair, p un nombre premier, ¢ = p” avec v > 3, et m un entier tel que
m < (logq)” et (m,q) = 1, alors il existe des nombres h,,, k,, et [,, (dépendant

de m uniquement) tels que

M, = 4(@)4{’%”0% Pk

q

logp F/ km lm A\ 2
+ (<2p ~1 + F(k/Z) + 27>hm + 5 = Z) (log ¢)= + Ok,p(logq)}.

La constante impliquée ne dépend que de A, k et p.
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2.5.1 Début de la démonstration de la Proposition 2.5

Lemme 2.9. Soient k > 2 un entier pair et m,n,q > 1 des entiers positifs. Alors

X T () (G )i -

Démonstration. On considére I'intégrale

Mh

_ L G(s)
I:= o /(2)/\(3+1/2,f) . ds

A laide de I’équation fonctionnelle (2.12), le théoréme des résidus nous permet

d’écrire
(1+&s)I = Res (A(s +1/2, f)@) = ¢'”L(1/2, f)T(k/2).

Cette égalité et la série de Dirichlet (2.9) donnent alors

L(1/2,f)=(1+en) Y )\f/(g)T<Z). (2.79)

Les égalités (2.79) et (2.76) impliquent que
m Ar(n) . (n
12, /)2 =1+ep) Y 7(m (—) ! T(T).
L(1/ f mz>1 G2 Z N q
Sief =1 alors

La/2, f)* Z: (%);A%)T(@

/

Mais ceci reste également vrai si e = —1 : dans ce cas le membre de gauche est

nul en vertu de 1'équation fonctionnelle (2.12) qui impose alors L(1/2, f) = 0; le

6Cest la différence entre les égalités (2.79) et (2.76) qui empéche de déterminer ordre exact
du premier moment des fonctions L-automorphes et qui nous conduit a étudier plutot My et

M.
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membre de droite aussi est nul, en effet, de L(1/2, f) = 0 on déduit L(1/2, f)> =0

et donc

grace a (2.76).

Finalement, on a pour toute forme primitive de niveau ¢ :

T ()T (2 mn. s

Ce qui implique le résultat désiré. O

L(1/2,f)*=2 )

myn>1

2.5.2 Application de la formule de trace

En appliquant la formule de trace du Corollaire 2.1 & I’égalité (2.78), on peut

écrire

Mh = 22 Y T(”)T(Z) U(%) + O3 (%s) (2.81)

q q

n>1
avec

N * , . .
ot ), désigne la somme portant sur les entiers n tels que (n,q) = 1.

e Y Tllog2m )

e

m,n>1

2.5.3 Evaluation du terme principal

Afin de calculer le premier terme de droite de (2.81), écrivons

S - (S ) (e (E) e

n<yq n>q

En faisant appel & (2.67)-(2.68) avec j =1 et (2.74), on a

n>q q n>q
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En utilisant la premiére relation de (2.68), on peut écrire

Y @T (g) U (%) — T+ 0(%), (2.84)

n<g
ou
*7(n n 72
7 .= 24 > QT(T) { log (q—> +gk(p>}
¢ W " ¢ "
et
1 * n
Ky = — Z 7(n) T(7>‘
q n<q q
1 o \—* T(n) (2.85)
<<?( () +4 Z ,e )
n<g g<n<q
< q ?logq

grace a (2.67) et (2.74).

Pour évaluer le terme principal .77, on écrit, a 'aide de (2.65),
7~ 29 (7 - 7)

ou

%= g [ Totd) 570 {1og (L) + oo i s,

21 Jo) (%) et n

= o [ T S 0 g (2 4t

211 J () F(g) = n

En utilisant 'estimation (2.74) du Lemme 2.8 pour majorer la somme dans

X5 et la formule de Stirling
I0(s)| = V2m e /N7 177201 1 O, (|7|71) } (2.86)
valable uniformément pour |7| > 1, on peut déduire que

Rs <i, q ' (log ). (2.87)
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Pour évaluer 7, on écrit d’abord

1 r k
T = (log G+ gk(p))—/ Mc(q)(s + 1)2qASGiS) ds
(2

27i r'(%)
k
+ 1 Mc(q)(s + 1>C(q)/(5 + 1)@5@&9.

T Jioy (%)

Ensuite on utilise le théoréme des résidus autour du podle s = 0, les intégrales

résultantes en o = —% sont en Ok,p(q_l/4 log q) de sorte que

To = (21og G + gi(p)) Res (C(q)(s * 1)2®)

S

F(s)

(2.88)
+2Res (C@(s +1)¢1 (s + ”T) + O p(q~"/*log g)

ou

Un calcul élémentaire montre que

FO0) = ) &illogq) ™, (2.89)

(USAN]

ou

b= ()3 (1) a0

=0
En utilisant les relations (2.70) et (2.71), on trouve

(D (s 1) = (ﬁ)z{ﬁ + o 0(5)}, (2.90)

52

(D(s+1)¢D(s4+1) = ( )2{% + % + bo + O(s)}, (2.91)
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ou
a_o:=1,
1
a_q = 2 Ofpl —+ 2’70,
logp \* (logp)? — dvyologyp
a01=<p_1) — p—lo +’Yg—2’71,
et
b,3 = —17
log p
b_g = — —
2 p 1 Y0,
b 108p)’ = 2%(logp)*  (logp)® — 670(logp)* +6(75 —2n) logp
v 2(p — 1)2 6(p — 1)
— YoV T ?
Donc on a les résidus suivants :
F >la_
Res (C(q)(s + 1)2ﬂ> = (@) (%F"(O) +a_1F'(0) + aOF(O))
s= S q

et
Res (C(q)(s + 1) (s + 1)@)

_ (@)2 (bé—?’F”’(O) + %F”(O) + boF(0)>-

En reportant dans (2.88) et en utilisant (2.89), on obtient

T = (@) Qlogq) + Ok,,l,(q_l/4 log q), (2.92)

ou
Q(X) = A3X3 + A2X2 + AlX + Ao, (293)
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et les constantes A; = A;(k,p) sont données par

Ag = a_s80 + 3b_330,

Ag i=a 981 +2a 1810 + lCl—2§2 0gk(P) + l5—353,1 + b-282.0,

Ar = a9 + 201811 + 2a080,0 + (5a-2621 + a—1&10)gk(p) + 50-3832 + b_2bas,
Ag = (5“—252,2 +a_1&1,1 + aoko0)gr(p) + 55—353,3 + b_2822 + 200800

En combinant (2.92), (2.87), (2.84), (2.83) avec (2.82), on trouve

S @T(% U (ﬁ) = (@) 3@(10g G) + Orplg V*logq).  (2.94)

42
1 q q

2.5.4 Estimation du terme d’erreur %;

Ecrivons
n m
Ry = 3/2 Z{log (2a)} Z T(m)’T(E) U(?> ’
a>1 m,n>1
(m,n)=a
an am
3/2 Z{log (2a)} Z T(am)‘T(F>U( 7 ) ‘
a>1 m,n>1
(m,n)=1
abn abm
< mZ{log (2a }2Z|u )| Z (abm) ' (—A>U( = )‘
a1 b>1 m,n=>1 q q
dn dm
3/2 Zh Z g Z T(m)|U 2 )
d>1 n>1 m>1
ou
=) {log(2a)}?|u(b)|-
ab=d

En utilisant (2.67), on a :

O RPN

n>1 n<g/d n>max{q§/d,1}

Q<
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De fagon similaire, les estimations (2.68) avec j = 2, (2.74) et (2.74) nous per-

mettent de déduire

S« ¥ roes(L)e T (L)

m>1 m<§2/d m>max{§2/d,1}

~2
q-logq
< .
d

En combinant ces estimations, on obtient

h(d)T(d
F3 < (log q) Z — 5 < loggq. (2.95)

d>1

2.5.5 Fin de la démonstration de la Proposition 2.5

En reportant (2.94) et (2.95) dans (2.81), on obtient

M =2 <$) Q(log q) + Oy p(log q).

Un calcul élémentaire montre que

lo |
gp+_
p—1 T

Ceci implique le résultat annoncé.

2.6 Démonstration du Théoréme 2.1

On utilise I'inégalité de Holder, selon laquelle :

h 3 h 2 h
(Z L<1/z,f>2) <( 5 L<1/2,f>3) o
feH;(q) fel;(q) feli(q)

L(1/2.f)#0
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On en déduit :

feH;(q)
L(1/2,f)#0

Utilisons les Propositions 2.4-2.5 pour obtenir avec I'inégalité précédente :

>>k’p

Zh 1 >hp ((SO(Q)/Q)Q 10gq+0(1))3

(log )¢ (log q)?

feH;(9)
L(1/2,f)70

ce qui termine la preuve du Théoréme 2.1.



Chapitre 3

Formule de trace de Selberg et
non-annulation de L(1/2, f) et

L'(1/2, f)

3.1 Introduction

Soient k > 2 un entier pair et ¢ > 1 un entier. Désignons par S,i(q) I’espace
des formes nouvelles de niveau ¢ et de poids k et par Hj (¢q) I'ensemble des formes
primitives de S,E(q). Pour chaque f € Hj(q), son développement de Fourier en

100 s’écrit

ou Af(n) s’appelle le n-éme coefficient de Fourier normalisé de f, vérifiant la

relation de Hecke :

Af(m)rs(n) = 3 M(%) (m,n > 1). (3.1)
o

25
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Selon Deligne, on a

Ar(p) =er(p)p*  (p |l q), (3.2)
As(p) =0 | q), (3.3)
IAr(n)| < 7(n) (n>1), (3.4)

ol €7(p) = £1 et 7(n) est la fonction de diviseurs.

La fonction L associée a f € Hj(q) est définie par

L(s, f)=>_ M(mn™  (Res>1). (3.5)

n>1

Elle est prolongeable analytiquement sur C. Si ’on note
Gi=a/@m),  Als,f) = @T(s+ (k= 1)/2)L(s, ), (3.6)
alors A(s, f) est une fonction entiére et vérifie ’équation fonctionnelle :
A(s, f) =¢esA(1 — s, f) (s € C), (3.7)
ou gy = =x1.

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs au
bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En parti-
culier, la non-annulation de L(s, f) au point central s = % est une des questions
importantes en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d’applications

dans des divers problémes. D’aprés J.-D. Guo |7], nous savons que
L(1/2,f) > 0.

Un lien surprenant avec le zéro de Siegel a été decouvert par Iwaniec & Sarnak
[11]. En désignant par ¢(q) la fonction d’Euler et H (¢) (resp. H; (¢)) 'ensemble
des f € H, (q) avec ¢ = 1 (resp. € = —1), leur résultat s’énonce comme le

suivant : Si ¢ est sans facteur carré assez grand tel que ¢(q) > ¢ alors

N | —

1
k femt(q)
L(1/2,f)>(log q) 2
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1

5, alors il n’existe pas le zéro

et si 'on peut remplacer % par une constante ¢ >

de Landau-Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.

Le premier résultat concernant la non-annulation de L(1/2, f) a été obtenu
par Duke [6]. Il a démontré que si g est un nombre premier avec g > 11 et ¢ # 13

alors il existe une constante absolue C' > 0 telle que :

! dooaz ¢ (3.8)

H; log q)2
LEIC) (log q)
L(1/2,1)#0

Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [6, Lemma 1, p.167|.
Par la suite, Kowalski & Michel [13] obtiennent une proportion positive de non-

annulation, & savoir : si ¢ est un nombre premier assez grand alors

1 1
lim inf — o1z (3.9)
g—oo |H3(q)| FEH;(q) 6

L(1/2,1)#0

Ce résultat est démontré avec la formule de trace de Petersson et le calcul des
moments 1 et 2 des fonctions L mollifiés !. En méme temps (indépendamment),
Vanderkam |[24]| applique, lui, la formule de trace de Selberg [20, Proposition

4] aux deux premiers moments de la fonction L pour obtenir (3.9) avec une

L
48

obtenu également (sous une forme différente) par Kowalski, Michel & Vanderkam

constante légérement moins bonne - a la place de %. Notons que ce résultat est

|14]. Enfin quand ¢ est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [10] montrent

1 9
lim inf =T Z 1> =
L(1/2,£)#0

Dans le méme article ils établissent une formule de trace spécifique au cas ol ¢
est sans facteur carré. Bien que ce ne soit pas elle qui soit utilisée dans la preuve

du résultat ci-dessus mais un résultat de densité.

Il semble intéressant d’étudier I'influence de 'arithmétique du niveau sur le

probléme de non-annulation de L(1/2, f). Dans le Chapitre 2, nous avons proposé

1 C’est cette technique de mollification qui permet de supprimer le facteur log dans le résultat
de Duke
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d’étudier le probléme de non-annulation pour le niveau de type p”, o p est un

nombre premier et v > 1 est un entier. Nous avons obtenu

E ! 1> 1 (3.10)
k .
1 3

L(1/2,£)#0
pour g = p” assez grand (cf. le Théoréme 2.1 du Chapitre 2). Le choix de cette
forme de ¢ a deux raisons : Premiérement en prenant v = 1, nous retrouvons le cas
classique qui a été étudié par Duke [6], Kowalski & Michel [13] et Vanderkam [24],
mentionné ci-dessus. Deuxiémement, en fixant p et faisant v — oo, on obtient
un cas de niveau primaire (i.e. un nombre qui a un seul diviseur premier autre
que 1). Ceci est un cas extréme contraire au cas de niveau premier et nous aidera
a comprendre l'influence de I'arithmétique du niveau sur le probléme de non-
annulation. La minoration (3.10) a été démontrée a 'aide de notre formule de

trace de type Petersson avec le niveau ¢ = p” (voir le Théoréme 2.2 du Chapitre
2).

Le premier but de ce travail est d’établir un résultat meilleur.

Théoréme 3.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et v > 1 un

entier. Pour ¢ = p” assez grand, on a

1 1
P 1 >>k - .
1H} (q)] fe%;(q) (log q)?

L(1/2:0)#0

La constante impliquée est absolue.

En prenant v = 1 et k = 2 dans le Théoréme 3.1, on retrouve le résultat (3.8)
de Duke. Différent de Duke [6] et du Chapitre 2, nous utiliserons la formule de
trace de Selberg (voir |2, Paragraphe 2| ou (3.17) ci-dessous) au lieu de celle de
Petersson. La formule de trace de Selberg a un double avantage. Premiérement elle
est valable pour le niveau quelconque. Deuxiémement elle nous permet d’estimer
des moments naturels de L(1/2, f) (resp. L'(1/2, f)). Pourtant une application

directe de (3.17) ci-dessous nous permet d’obtenir seulement (logq)~® a la place
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de (logq)~? (moins bon que (3.10)). Nous adapterons au niveau ¢ = p” ce qui
permet d’améliorer le terme d’erreur de la formule initiale. Le fait que le théoréme
ne présente pas une proportion positive de non-annulation a plusieurs raisons :
Contrairement au cas ou ¢ est sans facteur carré, il n’existe pas actuellement
d’expression du signe de I’équation fonctionnelle en fonction des coefficients Ay (n),
cette expression permettait alors de calculer des formules de trace sur les formes
paires ou de calculer des moments d’ordre impair, ceci n’est plus le cas au niveau
p¥. Sans une formule de trace adaptée au cas du niveau ayant des facteurs carrés
(par exemple la formule de Petersson pour le niveau ¢ premier et k petit ou la
formule [10, Corollaire 2.10| dans le cas ou ¢ est sans facteur carré), on ne peut
que majorer le second moment des fonctions L ainsi tordre ces moments par
la méthode de Mollification de Kowalski, Michel & Vanderkam est impossible et
c’est cette technique qui pourrait pourtant diminuer ou supprimer la puissance de
(log q)2. Notons enfin que la puissance de (log ¢)? (dans le théoréme précédent) ne
pourrait étre diminuée (sans mollification) qu’a condition de modifier la formule

de trace utilisée.

Le probléme de non-annulation de L'(1/2, f) a été étudié par Kowalski &

Michel [13]. Quand ¢ est un nombre premier assez grand, ils ont obtenu

1 19
lim inf — > 1> = (3.11)
a—oo [H3(q)| e 54

L(1/2,£)=0, L’ (1/2,f)7#0

Le deuxiéme but de ce travail est d’étudier le probléme de non-annulation de

L'(1/2, f).

Théoréme 3.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et v > 1 un

entier. Alors pour q = p” assez grand, on a

feH; (9)
L'(1/2,£)#0

ot la constante impliquée ne dépend que de k.
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3.2 Formule de Trace de Selberg

Soit ¢ > 1 un entier. Pour n > 1, on définit

1 in=0 =1
59 (n) = { sin=0et(nq) et dn(n) =50 m).

0 sinon

Introduisons les fonctions multiplicatives «, 3 et v par

1 siv=1.2
a(p’) =<1 siv=3
0 siv>4

et

din dn

Evidemment pour tout nombre premier p et tout entier v > 1, on a

~1/p—1/p"< Y op))/¥ < -1/p,

1<j<v

d’ott 'on déduit, pour tout entier n > 1,

De plus si n est sans facteur carré, alors v(n) = p(n).

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Désignons par T,, 'opérateur de Hecke et W, lopérateur de Atkin-Lehner

(voir [8] ou [18, Paragraphes 1.1.2 et 1.1.4]), respectivement. On rappelle que les

valeurs propres de T,, sont les nombres )\f(m)m(k_l)/Q, c’est-a-dire les coefficients
de Fourier de f € Hj(q) (voir [8] ou [18, Propositions 1.3.4 et 1.4.1]) et que les

valeurs propres de W, sont les nombres e¢(n) = £1, qui sont liés au signe 7 de

'équation fonctionnelle (3.7) par

€f = z’ksf(q)

(3.16)
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pour toute f € Hj(q) (voir [8] ou [18, p. 27]).

Avec ces notations, la formule de trace de Selberg (voir |2, Proposition 2.8|)
peut étre énoncée comme la suivante : Soient £ > 2 un entier pair, ¢ > 1,

(m,q) =1,n|qet (n,qg/n)=1. Alors on a

k—1

T (LW, S3(0) =

m*2op(m) B(n)v(g/n) + O(Ry), (3.17)
ou la constante impliquée est absolue et
Ry = k(m*? + m* D2 2) 7 (m)7(q)* log® (2my).
Cette formule ne permet pas d’obtenir la minoration du Théoréme 1. Dans
ce but on démontrera le résultat plus fin suivant :

Théoréme 3.3. Soient k > 2 un entier pair, ¢ > 1, (m,q) = 1, n | q et
(n,q/n) = 1. Alors on a

k—1

T (T Wa, Si(0)) = =15

m*21op(m) B(n)v(g/n) + O(Ry), (3.18)
ot la constante impliquée est absolue et

Ry = k(2 + m*D/2q12) (log2(2mn) + 7(m))r(n)16°0. (3.19)

Il est possible de déduire du Théoréme 3.3 le résultat suivant.

Corollaire 3.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 et

n > 1 deux entiers et ¢ = p”. Alors on a

1 s(a) n
Z A(n) = %55\/% )v(q) - O(kz(\/ﬁ + /) (log*(2n) + T(n))) (3.20)
feli(q)

et

Y e @Ai(n) < k(Vi+ /) (log(ng) + 7(n)), (3:21)

feH;(9)

ot les constantes impliquées dans O et < sont absolues .
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Remarque 5. Notons que ce résultat permet de retrouver la Proposition 2.13
de [10] puisque si ¢ est sans facteur carré alors v(q) = ¢(q). Cependant le reste

est ici plus précis en ¢ que celui de [10] (il est cependant moins précis en n).

Il est également possible d’utiliser ces résultats pour compter le nombre de

formes primitives (paires ou impaires) de niveau ¢ et de poids k.

Corollaire 3.2. Soient p un nombre premier, v > 1 et n > 1 deux entiers et

qg=1p". Alors on a

Hia) = =130 + 0"}, (3.22)

[H; (q)| = 2—_41{7(@ +0(q"*(logq)*) }. (3.23)

ot les constantes impliquées sont absolues.

3.3 Preuves des Théoréme 3.3 et Corollaires 3.1-
3.2

3.3.1 Début de la preuve du Théoréme 3.3
D’aprés |22, p 117], on a

Te(TuWas S5i_0(a) = Y a(a/d)skg (. (n.q)). (3.24)

q'|q

La quantité s ,(m,n) est définie par

Skq(m,n) = —— Z Z DPok—2 (dl/Qt, m)Hq/n((dt)2 — 4dm)
dln t<2(m/d)'/?
(Q(n/d),t)=1

— % Z min(d, m/d)** 3 A(d, m,n,q) + dg=ao(m)7(n)da(q/n),

dlm

(3.25)
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ot o(m) est la somme des diviseurs de m,

Q(0) :==maxd,  A(d,m,n,q) = (Q(n),d+m/d)(Q(q/n),d —m/d)

42|t

et

0 sinon.

1 sik=2,
5k:2 2:{

Les nombres Hy/, (D) sont définis dans [22, p. 120] et sont indépendants de k.

On utilise alors les estimations 2 de [2, p. 44 et 45| pour obtenir

Hypn(D) = {_Q/(mn) BP=00 50

O(Q((D,q/n))|D[**(log |D])?) si D < 0.

Enfin si 'on désigne par ¢ et & les deux racines de X2 — aX + b si a® — 4b # 0,

alors

pea8) im {(5’“—1 —&N/(€~6) sia®—4b#0, (327

(k—1)(a/2)*2 sinon.
(définition voir |22, p. 120])

3.3.2 Formule asymptotique de s ,(m,n)

Afin d’utiliser (3.24) il est nécessaire de connaitre la quantité s ,(m,n).

Lemme 3.1. Soient k > 2 un entier pair, ¢ > 1 un entier, (m,q) =1, n| q et

(n,q/n) = 1. Alors on a

(2k — 3)op(m)m*~2q
12n

Skq(m,n) = + O(R3), (3.28)

ol
Rs = /-{:(m’“_1 + mk_3/2q1/2)7'(n)4w(q/”) log?(2mmn)
+ o(m)7(n) + 7(m)m*F=3/2¢1/2

et la constante impliquée est absolue.

Zarticle ou le chapitre 2 sur la formule de Trace de Selberg est vrai pour k = 2.



64 Formule de trace de Selberg et non-annulation de L(1/2, f) et L'(1/2, f)

Démonstration. D’abord, on calcule la contribution des termes dans la double

somme de droite de (3.25) avec
(dt)? — 4dm = 0 (3.29)

a sg.q(m,n). Désignons par W cette contribution, qui construira le terme principal
de la formule asymptotique (3.28). Puisque d | ¢ et que (m,q) = 1, on doit avoir
(m,d) = 1. Donc (3.29) (équivalente a dt* = 4m) ne se produit que si m est un
carré. Si m est un carré, il y a deux possibilités : soit 4 | n auquel cas d = 4
(car dans le cas ot d = 1 on aurait ¢ pair et puisque 4 | n alors 2 | Q(n) ce qui
contredit la condition (Q(n/d),t) = 1) on a alors t = £m!/2. Si cette fois 4 { n

alors d = 1 et donc t = £2m!/2. En résumé, (3.29) a lieu si et seulement, si

d=4,t=4+m'? sid|netdg(m)=1,
d=1,t=42m'? sidfnetgim)=1

Donc d’aprés la premiére relation de (3.26) et la deuxiéme de (3.27), on trouve

oo(m)q
= 2<4n) <p2k—2(2m1/2,m) +p2k—2(—2m1/27m)>

(2k — 3)on(m)m* ¢
12n

Y

Par les inégalités triviales min(m/, m/m’) < m'/? et Q(¢) < £*/2, le deuxiéme
membre de droite de (3.25) est < $7(m)m"*/2¢"/2. Ainsi on peut écrire (3.25)
comme
(2k — 3)dp(m)m*F2q R

12n (3.30)
+O(a(m)r(n) +7(m)m"=*2q"/?),

Skq(m,n) =

ol

1 2 2
= 52 > paa(dPtm)Hyp ((dt)? — 4dm).
din t<2(m/d)1/2
(Q(n/d),t)=1

Soient & et & les deux racines de X2 — d'/?tX + m. Il est facile de voir que



3.3 Preuves des Théoréme 3.3 et Corollaires 3.1-3.2 65

€]? = |£]* = m. D’aprés la premiére relation de (3.27), on a

2k—4

€23 _ g2k=3
< 3 e = (2k - 3)mt2,
7=0

[pas(d'*t,m)| = 12— 2

En remarquant que (g/n, (dt)? — 4dm) = (q/n,dt* — 4m), la deuxiéme relation
de (3.26) implique

| H,yn ((dE)? — 4dm)| < Q((g/n, dt* — 4m))(dm)"/* log® (2dm). (3.31)

En posant ¢ = Q((q/n, dt? — 4m)), les deux estimations précédentes permettent
de déduire

R < km*log?2mn) Y~ > " dr Y1

dln £2|(q/n) t<2(m/d)'/?
dt?=4m(mod £2)

< kmF=3%1og?(2mn) Z Z d'20{1+ (m/d)"/?/¢*} 220
dn £2|(q/n)

< kmF=3%1og?(2mn) Z Z (d"/20 4 m'/? fg) 22t/
din £2|(q/n)

Enfin on applique les inégalités suivantes

Z / < 2w(‘1/n) /Q/n, Z g—l < 2w(q/n)

2|(q/n) 22|(q/n)
a écrire
R<k(m"+ m*32g12) 7 (n)449/™ Jog? (2mn).
Cela achéve la démonstration du Lemme 3.1. O

3.3.3 Fin de la preuve du Théoréme 3.3

Nous allons démontrer le résultat souhaité a 1'aide de (3.24) et du Lemme
3.1. D’abord la contribution du terme principal de (3.28) a Tr(Z,,W,, Sgk_Q(q))

vaut
/

2k —3 o~ Aa/q)d
TR S

q'lq
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Comme n | g et (n,q/n) = 1, tout diviseur ¢’ de ¢ s’écrit de maniére unique

¢ = uv avec u | n et v | (¢/n). Par multiplicité de «, cette contribution est

:2’1; )37 S aln/u)a(a/n)/o)o

uln v|(q/n)

_ 23 mk= 2204 (q/n) Z ag’l’) (3.32)

12
din &|(a/n)
2% — 3
=5 o(m)m*23(n)y(g/n).

De méme la contribution du premier membre de Rz a Tr(TmWn,Sgk_Q(q))

est

<kY Y fa(H)a (%)‘{m’ffl+mk*3/2(uv)1/2}{1og(2mu)}27(u)4w<v>

uln v|(q/n)

< k{m" ' +mh 3/2 1/2}{10g 2mn) Y21 (n)4+ /™) Z Z la(d)
dn d’|(q/n)

< k(mk—l 4+ mk—3/2 1/2) log?(2mn)7(n)4<@+ela/m)

oil 'on a déja utilisé le fait que (1 *|al)(n) < 4“™. La contribution du deuxiéme

membre de R3 est

<<Z Z ‘ ( > ( )‘{0 u) +mh3/? (m)(uv)l/Q}

< (m+ mk_3/2q1/2)7(m)7'(n)4”(‘I).

En combinant ces estimations, on obtient

2D s (mymt=25(n)(a/n)

+O<k( k=l 4 pk=3/2 1/2)(log (2mn) 4+ 7(m ))7’(71)16“’(‘1)).

Tr (Tme Sgkq(Q)) =

Ceci implique le résultat souhaité en remplacant 2k — 2 par k. O
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3.3.4 Démonstration du Corollaire 3.1

Nous commengons par prouver (3.20).
(i) Cas ou (n,q) = 1.

Puisque les valeurs propres de T}, sont A;(n)n*=1/2 et que W, est I'opérateur
identité, on a

> Ap(n) = STUET(T, W, Si(g)).
feH;(q)

La formule annoncée (3.20) découle du Théoréme 3.3 avec le choix de (m,n) =
(n,1).

(i) Cas ou (n,q) > 1.

Si v > 2, la formule (3.20) est triviale, car Af(n) = 0 (grace a (3.3)) et
59 (n) = 0.
Supposons maintenant v = 1. Désignons par nl@ et ng les uniques entiers tels

que

n=nPn, avec (N9, q)=1 et ny|q¢™

Comme ¢ = p, on an, =p*** ot v > 0et n=0ou 1. Par (3.1), on a

A1) = AR ()77 = Ap(n®)e (@) /2 = Ay (nfng)epq7) ol
Puisque la valeur propre de Wy est €¢(¢") (¢4(1) = 1), on peut écrire
Z Af(n Z Ar(n/ng)er(q )/n;/2
feH;(q9) feH;(q
= (n/nq) 1’k)/2n;1/2Tr(Tn/anqn, S,i(q))
La contribution du terme principal de (3.18) est

_ B 1000/ 0) g (o) < kg2,

12 vn

ot 'on a déja utilisé le fait que |3(¢")| < 1, |v(¢"™")] < q et n > ¢. En notant

que n, > ¢, la contribution du terme d’erreur de (3.18) est

< k(nl/z/q—i— 1) (log®(2n) + 7(n)).
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Ce qui termine la démonstration de (3.20).

Maintenant passons & la preuve de (3.21). Si (n,q) = 1, on peut écrire

Z er(@)As(n) = n=*=V2Te (T, W, Si(q)).
feHy(q)

En utilisant le Théoréme 3.3 sous la forme (en notant que le terme principal peut

étre mangé par le terme d’erreur car |3(q)| < 1)
T (T, Wy, Si(0)) < k(n*? +n®=D72612) (log? (2nq) + 7(n)),

on obtient U'estimation annoncée.

Si (n,q) > 1et que v > 2, (3.21) est triviale car Af(n) = 0. Quand (n,q) > 1

et v = 1, on peut écrire (en conservant les notations précédentes)

> er@rn) = > Ap(n/ngles(a ™)/ /g

feH;(q) fet;(q)
= (n/ny) (l_k)/an_lmTr (Tn/nq Wi, S,i(q)) )

Comme précédemment, le Théoréme 3.3 implique I'estimation souhaitée.

Ceci termine la preuve du Corollaire 3.1. O

3.3.5 Démonstration du Corollaire 3.2

La formule asymptotique (3.22) peut étre obtenue en prenant n = 1 dans

(3.20). En ce qui concerne (3.23), écrivons

= Y S = (H@l+# Y o)

feH;(9) feH;(9)

grace a la relation (3.16). Ainsi la formule asymptotique (3.23) est une consé-
quence de (3.22) et (3.21) avec n = 1. O
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3.4 Lemmes intermédiaires

Pour o > 1, on définit

(D(s) =) L (3.33)

Dans le calcul du premier moment de L'(1/2, f) nous aurons besoin du résultat

suivant.

Lemme 3.2. Soient ¢ > 1 un entier, ¢ := /q/(27) et G un polynéme pair de
degré > 2 tel que G(0) =1 et G(—1) = G(—=2) = 0. Pour o > 0, on pose

I'(s+k/2)

Gs)
T(k/2) 2

F(s) = D (25 + 2) . (3.34)

Alors on a
Res F(s) = C0(2)log(@) + (/262 + 20 (2),

De plus on a
Rf()sF(s) < logg.

Démonstration. Au voisinage de s =0, on a

I'(s+k/2) r
T R S KR

¢ =1+ (logq)s+---,
C(Q)(Qs +2) = C(Q)(z) + QC/(q)(Q)S 4+
G(s) =1+ 0(s?).

Le résultat souhaité est une conséquence simple de ces formules. O

Soit G un polynome défini dans le Lemme 3.2. Pour y > 0, on définit

1 (s + k/2) G(s)
J.

(3 = O)mi T2 s Y4 (3.35)

Ti(y) ==
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Lemme 3.3. Sous les notations précédentes, on a

Ty(y) = —logy + Ox(y) (0 <y < 1), Ty(y) <jwy ™ (y—o00), (3.37)

pour tout j réel > 0.

Démonstration. Pour les estimations (3.36), voir [13, Paragraphe 2.4].

Pour obtenir la premiére relation de (3.37) il s’agit de déplacer la droite
d’intégration de 0 = 2 & 0 = —1 a travers I'unique poéle de la fonction a intégrer :
s = 0. On vérifiera facilement que le résidu en 0 vaut — logy. Pour démontrer la
seconde majoration de T il suffit de déplacer la droite d’intégration & o = j sans

rencontrer de pole. O

3.5 Calcul des moments naturels 1 et 2 de L(1/2, f)

Le but de cette section est d’estimer les deux premiers moments naturels de
L(1/2, f), définis par

M= > L(1/2,f). (3.38)

felf (q)
Nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 et

q=7p”. Alors on a
k—1
My = —=v(@){¢(2) + Ox(a™7) }, (3.39)
M < q(log q)?, (3.40)

ot (9(s) et v(q) sont définies en (3.33) et (3.13)-(3.14). Les constantes impli-

quées ne dépendent que de k.
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3.5.1 Evaluation du premier moment : preuve de (3.39)

Considérons
1 d
Ii=— [ A(s+1/2,f)G(s)=.

N 2mi (2) S
A Taide de 'équation fonctionnelle (3.7), le théoréme des résidus donne :

A(s+1/2, f)G(s)

(14 &)1 =R ( ) = L0/2. 17072,

Cette égalité et la série de Dirichlet de L donnent alors

L2, f)=1+en) Y A%)Tl (9> (3.41)

n>1 q
ou 71 (y) et ¢ sont définis en (3.35) et (3.6) respectivement.

En tenant compte de la relation (3.16) et la notation (3.6), on peut appliquer
(3.20) et (3.21) pour écrire

M=) g (ﬁ) > (L+iep()Ar(n) = Mug + Op(Mi2),  (3.42)

n>1 \/ﬁ q feH;(q)

ou

k=11 [ T(s+k/2)Gs)
=12 Wy o T2 s (28 +2)ds.
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En déplagant la droite d’intégration de (2) & (—1/2 + ¢), on voit facilement que
k—1 1
My, = T’Y(Q) {C‘ (2)+0 <q1/4 ) } : (3.43)

I reste & estimer M 5. En utilisant 'inégalité log?(ng) +7(n) < 7(n)log®(nq)

et la formule (3.36) avec j = 1,2, on peut déduire

n)(logn)? 7(n)(logn)?
s 2ol s 3

n<g g<n<q n>q

< ¢**(logq)®,
(3.44)
grace aux estimations (2.73) et (2.74). Maintenant la formule souhaitée (3.39) est

une conséquence immédiate de (3.42), (3.43) et (3.44), puisque

(@) =< ple) = q
Cela achéve la démonstration de (3.39). O
3.5.2 Evaluation du deuxiéme moment : preuve de (3.40)

D’aprés (3.41) et (3.1), on a :
L0717 <2y 3 M () )

et vmn q q
<>Z¢—( ) ()d,;xf( ')

(d,g9)=

o T L e ()n(4)

d>1 m n>1
(d,q)=

Ce qui donne par sommation sur f le deuxiéme moment de L(1/2, f) :

Mp=2 ) - Z \/_ < )Tl(d”) ST (1 +ies(q)) Ap(mn).

(dd>)1 m n>1 q feH; (q)
q
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Appliquons alors la formule de trace pour obtenir :

k—1 1 1 dm dn
M2:T’Y<Q) Z P Z %Tl( 7 >T1(?> + O(7),
(ddq>)1:1 mn=0

ou 7 est défini comme dans le Lemme 3.5 ci-dessous. Appliquons les Lemmes
3.4 et 3.5 respectivement au terme général et au reste de (3.40) ce qui donne le

résultat voulu.

Lemme 3.4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 un entier

()0 (4)] e

ot la constante impliquée ne dépend que de k.

et g =p". Alors on a :

OFD Ot

d>1  mn=0

Démonstration. La double somme a évaluer est égale a

> Zrz > ( ) <dn>‘=:5ﬂ1+5ﬂ2 (3.45)

d>1 r>1 mn=r2 q
d
A=3ars X [n(7)n(5)]
d<qg r>1 mn=r2
n(5)5 (%)
p .

DN DIEDS
D’aprés (3.36) du Lemme 3.3 avec j = 1, on a :

d>q 7">1 mn=r2
5’2<<Z 273 Z d2mn

d>q rz=1 mn=r2

ou

(3.46)

d>q r>1

< 1.
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En tenant compte de la symétrie de m et n, on peut écrire
5”1 = 5”1,1 —|—2<5ﬂ172 ‘l‘yl,g (347)

avec

1 1 dm dn
Ay 3 n(7)n(F)
d<g r=1 mn=r>
m<qg/d,n<g/d

eEiEl T ()

d<g ~ r>1

mn=r
m2>§4/d,n<g/d

1 1 dm dn
yl’giz E c_l E ﬁ E T1< )Tl( )
d<q rz=1 mn=r?
m>q/d,n>q/d

En utilisant la premiére formule de (3.36), on a :

2
EEDWH I

d<qg r>1

< logg. (3.48)

De méme la deuxiéme formule de (3.36) avec j = 1 nous permet de déduire

. 1 1 1
y1,2<<92¥2ﬁ > o
d<qg =1 m>g/d

mn:?"2

<<Zé Z T(T?j) (3.49)

d<q  r2>g/d

< loggq

et

1 1 1
SR DIFD DD D

d<qg rzl mn=r
m2>q/d,n>q/d

1 7(r? 3.50
<y Iy (330

d<q r>1

< logq.
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En reportant (3.48), (3.49) et (3.50) dans (3.47), on obtient

S < logg. (3.51)
Maintenant I'inégalité souhaitée découle de (3.45), (3.46) et (3.51). O

Lemme 3.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 un entier

et ¢ = p”. En posant

7235

a1 m,n=1

T (W)Tl (%”) ‘ (1 + i) (log?(2mng) + 7(mn)),

q mn

alors on a

T <y, q(log q)?,

ot la constante impliquée ne dépend que de k.

Démonstration. Désignons par 7, et 5 les contributions 8 7 de d < ¢ et d > ¢,
respectivement. Alors on a

T =T+ S (3.52)

En appliquant la deuxiéme formule de (3.36) avec j = 2, on peut déduire

ot 3 (B

d=q m,n=1

< ; (1 N \/%) 10g2(2€g; + T(K)T(g)

Vit )

0>1

< V/q(logq)*.

(3.53)

Pour majorer 77, on écrit, en tenant compte de la symétrie de m et n,

T =: <71,1 + 217172 + <7173 (3.54)
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ou
7, Zl Z T dm T dn 14+ ,/-L (log?(2mng) + 7(mn))
1,1 A 1 q 1 g mn g q )
d<q m<qg/d
n<g/d

(1 n %) (log?(2mnq) + 7(mn)),

(1 + %) (log?(2mng) + 7(mn)).

1 dm dn
A= X [5(5)0(5)
En utilisant la premiére formule de (3.36) et 'inégalité 7(mn) < 7(m)7(n), il suit

Ty < Z%l > (1 + \/%) ((log ¢)* + 7(m)7(n))

d<q§ m<qg/d
n<g/d

< ;ﬁé{(n;/dlogqr + (nng(n))Q}
() ()

d<g n<g/d n<g/d

En utilisant les deux premiéres formules asymptotiques du Lemme 2.8, on peut
déduire

T4 < q(logq)*. (3.55)

De méme, on a

Ze< X3 ¥ (1) (oxa? + Gogn + rmyr(o)

(3.56)

+) é > % \/ %((bg q)* + (logn)? +7(m)7(n))

d<g m<q/d
n>q/d

< g(log )
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et
Fa kS5 3 o (oga + ogm)? + logn)? + 7(m)r(w)
d<qg m}q/d
n=g/d

+ Z Z e ((log q)* + (logm)* + (logn)* + 7(m)7(n))
d<q m>=q/d
n>=q/d

< q(logq)*.

(3.57)
En reportant (3.55), (3.56) et (3.57) dans (3.54), on trouve
T < q(log q)*. (3.58)
Maintenant la majoration annoncée découle de (3.53) et (3.58). O
3.6 Démonstration du Théoréme 3.1
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire
1/2 /2
M= Y L(1/2,f) < ( 3 ) (ZL1/2f> ,
FEH (q) FEH (q) Feny (q)
L(1/2,£)70 L(1/2,f)#0
d’ou
> 1=MM,. (3.59)
FEW (g)
L(1/2,£)7#0

En remarquant que (3.15) implique v(q) < ¢(q) < g, les estimations (3.59),
(3.39) et (3.40) nous permettent de déduire

Y. 1>k ¢’ /Hallogq)’} > |H{ (9)]/(log a)*.

fer (@)
L(1/2,£)#0

Cela achéve la démonstration du Théoréme 3.1.
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3.7 Moments naturels 1 et 2 de L'(1/2, f)

Dans cette section, on va estimer les deux premiers moments naturels de
L'(1/2, f), définis par
M= > L'(1/2, ). (3.60)

feHt, (q)
Nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 et
qg=p’. Alors on a

ot = @] CO@tond+ H0/AR) +(0e)+ 0 ) | B

12
et

M < q(log q)?, (3.62)

ot (\D(s) est définie en (3.33) et les constantes impliquées ne dépendent que du

poids k.

3.7.1 Evaluation du premier moment : preuve de (3.61)

Cousidérons

I = L A(s+ 1/2,f)G(S>

- 2m (2) 52

ds.

A Taide de 1’équation fonctionnelle (3.7), le théoréme des résidus nous donne

G(s)

52

I, = Res (A(s +1/2, 1) ) = N'(1/2, f)
= §'(T(k/2)(log §) + T'(k/2)) L(1/2, f) + ¢"*T (k/2)L'(1/2, f).

D’aprés I’équation fonctionnelle (3.7), il est facile de voir que

er=—1 = A(1/2,f)=0 = L(1/2,f) = 0.
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D’ou
L =q§"’T(k/2)L'(1)2,f)  (sie; = —1).

D’autre part, la série de Dirichlet de L donne

Al/zz 0 27“/ (s+k/2)GS(j (g)sds.

Combinant avec la formule précédente, on obtient

n>1 ( ) (3.63)

ou Ty est définie en (3.35). De (3.63) et (3.16), on déduit

W= S )

1-— Er

L'(1/2,f) =

feHg (@)
_Z ( > Z (1 —i*es(q)) At (n).
”>1 q feH;(q)
On peut désormais utiliser la formule de trace (cf. le Corollaire 3.1) pour écrire :
/ k—1 ! /
M =: TV(Q)MM + Op(Mi ) (3.64)
avec
09 (n), . (n?
My, = nz;l TTQ (E) ;
n
M, = Z T (E) ‘(1 +v/q/n) (log?(2ng) + 7(n)).
n>1

ou la constante impliquée ne dépend que de k.

Similairement & (3.43), on a, grace au Lemme 3.2,

M, = o / D+ 8/2) o) 25 1 2y G 4
@

2ri CT(k/2) 52
(F(; 4};/]62/ Asc(q)( + 2) G( )) + O( —1/5> (365)

= (D) log(@) + 1= (k/2CD(2) + (V) + O(g™).
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Similairement & (3.44), on a

/ q 7(n)(logn)? 7(n)(logn)®
M 5 < (logq) Z\/7 Z\/; (n/q) t2 (n/q)*

n<g G<n<q n>q

< q3/4(10g q) .
(3.66)

Maintenant la formule souhaitée (3.61) est une conséquence immédiate de (3.64),

(3.65) et (3.66), puisqu’on a vu que ¥(q) < ¢(q) < g,

3.7.2 Evaluation du deuxiéme moment : preuve de (3.62)
D’aprés (3.63) et (3.1), on a :

LI/, £ =2(1 - e) Y MM@(?)% (%)

W} B(2)() 5 ()

=2(1—i%(q)) Y _
-t 3§ M ()(%)

m,n=1
d>1 m ,n=1
(da)=
Ce qui donne par sommation sur f le deuxiéme moment de L'(1/2, f) :

o ¥ LS (%) S (-t

q .
@y feH;(q)

Appliquons alors la formule de trace pour obtenir :

, k-1 dm dn ,
MQ:—G Z Z%Tz(q>T2(q>+Ok(y)
(dd>)1 mn O
,q)=1

ou 7' est défini comme dans le Lemme 3.7 ci-dessous. Appliquons les Lemmes
3.6 et 3.7 respectivement au terme général et au reste de (3.62) ce qui donne le

résultat voulu.
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Lemme 3.6. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, v > 1 et ¢ = p”.

(5)5() < oxo

ot la constante impliquée ne dépend que de k.

Alors on a :

OFD Ot

d>1  mn=0

Démonstration. La double somme & évaluer est égale a

T2<dm)T2(dn)‘ = S+ (3.67)

IFIIEDS

d>1 r>1 mn=r2

ol

A=Yy YT

d<g T>1 mn=r2

Yy E X |n

> r>l mn=r?2

D’aprés (3.37) du Lemme 3.3 avec j = 1, on a :

<€ Zrz > B

dzg rzl mn=r2

(3.68)

d>q r>1

< 1.

En tenant compte de la symétrie de m et n, on peut écrire

yll = y{& _I_ lelz + y1,73 (369)



82 Formule de trace de Selberg et non-annulation de L(1/2, f) et L'(1/2, f)

avec

d d
S :Z%ZZ% Z T2< ?)ﬂ(

d<q rzl mn=r?
m<q/d,n<g/d

Fy=3 é Z% S Tg(dgb)Tz(d

d<q rz1 mn=r2
m2q4/d,n<q/d

d d
A-Tile X [R(F)H

d<g r=1 mn=r>
m2>q/d,n>q/d

En utilisant la premiére formule de (3.37), on a :

/ 2 1 T(TQ) 3
S < (logg)? Y - > =5 < (logg)”

d<g ~ r>l

(3.70)

De méme la deuxiéme formule de (3.37) avec j = 1 nous permet de déduire

R 1 1 1

S0 < CJ(lOgQ)Z@Zﬁ > -
d<q = >l m>q/d
mn:TQ

<<(10gq)Z$ > Tgf)

d<q = r2>g/d

< (loggq)?
et

1 1 1
45”1’,3 <<q232ﬁ Z d*mn

d<q rz=1 mn=r?
m>q/d,n>q/d

1 2
<y iy
d<q r>1

< logq.
En reportant (3.70), (3.71) et (3.72) dans (3.69), on obtient

S < (logq)®.

Maintenant l'inégalité souhaitée découle de (3.67), (3.68) et (3.73).

(3.71)

(3.72)

(3.73)
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Lemme 3.7. Pour tout entier ¢ > 1 avec ¢ = p* et p premier, on a

T = Zé > <d;fl)T2 (%”) ‘ <1 + \/%) (log*(2mng) + 7(mn))

d>1 m,n=1
ot la constante impliquée ne dépend que de k.

< q(logq)?,

Démonstration. Désignons par 7 et 7 les contributions & ' ded < et d > ¢,

respectivement. Alors on a

T =T+ 7 (3.74)

En appliquant la deuxiéme formule de (3.37) avec j = 2, on peut déduire

T

d>q m,n>1

(g, o

>1

< /q(log q).

Pour majorer .7}/, on écrit, en tenant compte de la symétrie de m et n,

ou

Z=35 2

T = <71/1 + 2%(2 + 2/3 (3.76)
d<q = m<g/d

)| (1) (1ot mng) o),
n<g/d

7, ;:Zé 3 n(?)n(d;) (1+ %)(1og2(2mnq)+f(mn)),

d<q ~ m<g/d
n=q/d

Ty = Zé 3 Tg(d;”>Tz(%> (1 + \/%> (log?(2mng) + (mn)).

d<q ~ m>q/d
n>g/d

o3
VR
L= %
N———

o3
7 N
Q>|&‘
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En utilisant la premiére formule de (3.37), il suit

T < Z > log ( ) log (d‘i) (log®(2mng) + 7(mn))

d<q m<q/d
n<g/d

+ Z 3 1og< )log (di>\/7n(log (2mng) + 7(mn)).

d<g m<q/d
n<g/d

Compte tenu de I'inégalité 7(mn) < 7(m)7(n) on peut déduire que

<o T S () EH Z ()

d<q n<g/d d<q n<g/d
5 1 log(g/dn) n)log(q/dn)
+Viloga? Y v -
itosa Y5 3 PN iy ] 5 el

En utilisant les deux premiéres formules asymptotiques du Lemme 2.8, on peut

déduire

Y

ISHE-N

> log (%) <

n<g/d

q q
Z 7(n)log (dn) <<d10gq,

n<g/d
log(q/d i\ /2
3 og(¢/dn) _ (4 7
NG d

n<g/d
log(G/d 7\ 2
> m(n) c§£q/ n) < (%) log q.
n<g/d n

En reportant dans 'estimation précédente, il suit

1
T\ < qllogq)*> =
d<g (3.77)

< q(logq)*.



3.8 Démonstration du Théoréme 3.2 85

De méme, on a

CIEDNDY log< 4 )(%) (log q)* + (logn)® + 7(m)7(n))

d<q m<q/d
n=q/d

A

LT () v o

d<q = m<g/d
n>g/d

< g(log )

(3.78)
et

/ 2 2
Ty« X g5 O o (oga) + logm)? + (og ) + r(m)r(n)
d<q m>=q/d
n=g/d

+ Z Z (mn) 3/2 log q) + (log m)2 + (log n)2 + r(m)T(n))
d<q m>q/d
n>=q/d

< q(log q).

(3.79)

En reportant (3.77), (3.78) et (3.79) dans (3.76), on trouve
T < q(logq)*. (3.80)
Maintenant la majoration annoncée découle de (3.80) et (3.75). O

3.8 Démonstration du Théoréme 3.2

Avec les notations précédentes et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

72
Y o
M/
feH, (q)
L'(1/2,f)#0
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mais d’aprés les Lemmes 6 et 7, on a alors pour ¢ assez grand :

2
(v(q)¢'?(2) log q)
Z L q(log )3
fed, (q)
L(1/2,£)70
q

>
log q

puisque
Vo) =<q, @ >][Q-p7) > 1L

plg

Ce qui termine la preuve du Théoréme 3.2.



Annexe A

Equation fonctionnelle approchée et
mollification

A.1 Introduction

Le but principal de cette thése est le calcul du troisiéme moment harmonique
de L(1/2, f) ou comment calculer ce moment sans expression exacte du signe de
I’équation fonctionnelle de L, sans méme avoir recours au premier moment. Ceci
est possible car L(1/2, f) et son carré se compensent dans le calcul de L(1/2, f)3
(voir le Chapitre 2).

Pour autant, si on étudie de maniére individuelle L(1/2, f) et plus générale-
ment ' le premier moment, une expression trop « courte » (de longueur ,/q) de
L rend l'ordre exact de ce moment inaccessible. Dans [6], Duke a utilisé une ex-
pression des valeurs des fonctions L en série rapidement convergente de maniére
non symétrique, ce qui permet d’obtenir I'ordre exact du premier moment de
L(1/2, f) au niveau premier. Ceci est généralisable pour tous les types de niveau
comme le montre le Chapitre 5 de [9] et « I’équation fonctionnelle approchée »

des fonctions L que présentent Iwaniec & Kowalski dans leurs ouvrage.

Dans cette annexe, nous allons employer cette technique pour contourner

ILe recours & une formule de trace est néanmoins indispensable

87



88 Equation fonctionnelle approchée et mollification

notre méconnaissance du signe de I’équation fonctionnelle pour le type de niveau
avec facteur carré. En combinant avec notre formule de trace (voir le Corollaire
2.1 du Chapitre 2), nous pourrons calculer, comme dans [12] et [13], les deux

premiers moments de L(1/2, f) pondérés
h
M= ) XFL(/2, /) (r=12) (A.1)
Feny(a)

avec un « mollificateur » de la forme

Xf = Z \x/—mm/\f(m), (A2)

m<gA

ou les paramétres x,, et A seront convenablement choisis. Cette méthode nous
permet de supprimer le minorant (log¢)~> dans le Théoréme 2.1 du Chapitre 2.

Plus précisement nous démontrerons le résultat suivant.

Théoréme A.1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors pour
tout € > 0, il existe une constante vy = vy(k,p,e) telle que pour v > vy et ¢ = p*

on a

fel; (q)
L(1/2,f)#0

Pour cela on choisira z,, de maniére & maximiser le premier moment (forme
linéaire en z,,) sous la contrainte du second moment qui se présente en une forme

quadratique en z,,.

A.2 Calcul de moments pondérés

On fait deux hypothéses sur z,, : il existe un réel A > 0 tel que
T < (1(m)logq)®  (pour tout m < ¢) (A.3)

et
Ty, =0 si p|m, (A4)
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ou 7(m) est la fonction de diviseurs.

Dans un premier temps, nous calculerons M} et M5 en fonction de z,, (voir
les sous-paragraphes A.2.1 et A.2.2). Et puis dans le sous-paragraphe A.2.3, nous

optimiserons les paramétres x,,, et A. Ainsi nous pourrons obtenir nos évaluations
finales pour MY et M5.

Rappelons la notation (2.75) :

ML= S AL ) (r=1,2). (A.5)

fer (@)

A.2.1 Premier moment pondéré

Lemme A.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v = 3. Pour tout 0 < A < 1/4, il existe une constante ¢ = c¢(A) > 0 telle que

Uon ait

= 29 57 22y o), (A6

m<gh

ot la constante impliquée ne dépend que de k,p et A.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 5.3 de [9] avec le choix de G(u) = 1, on a

L(1/2.0)=Y Af\/? {H(in) + ng(”;]X) } (A7)

n>1

pour tout? X > 0, ot

1 I'(s+k/2)y®
H(y) = 50 o TR s ds.

2Si 1’on prend X = 1, on retrouve une variante de (2.85). Dans la suite, on choisira X =

22 avec A’ = A+ 1/4 < 1/2. Cela signifie que I'on approche L(1/2, f) par une somme
plus longue. Ceci nous permet de considérer le deuxiéme membre de droite de (A.7) comme
terme d’erreur.
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En multipliant par A;(m) et en sommant sur H; (¢), il suit

ML, =3 % (H (qﬂX) A(m,n) + H(ﬂ> S 5fAf(m)Af(n)) (A.8)

n>l1 g JeH; ()

pour tout entier m tel que ptm et m < ¢° et tout X > 1.

Par I'inégalité de Deligne et le Corollaire 2.1 du Chapitre 2, on a trivialement

< 7(m)T(n) Zh 1 Lpp 7(m)7(N).
feHi(q)

Zh efAr(m)As(n)

feH; ()

En reportant cette estimation dans (A.8) et en appliquant la formule de trace

(voir le Corollaire 2.1 du Chapitre 2) au premier terme, on obtient

ol

5 R2::;L\/7%)

u(5)]

Par une simple récurrence sur k/2 et par la définition de I'(s), on voit

k/2—1 k/2-1
I'(s+k/2) I'(s+n) /+oo o "
_— = _— = s x —d .
sT'(k/2) nzzg n! 0 voe ; !

D’ou la formule d’inversion de Mellin nous donne immeédiatement

k/2—1 "
H(y)=e? > 5 >0
n=0
Celle-ci montre en particulier les estimations suivantes (j > 0) :

H(y)=1+0(y) siy—0,
H(y) <jry™’ sty — oo.
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De ces estimations, on peut facilement déduire que

m m A
— <
H(dX) HO(QX) (m < 7).

2
Ri< ) 14> <)?ci) < X,

n<gX  n>gX

-1

7(n) (nX q . .
R2<<Z (—A> < = (si X >=9).
e v\ g X
En reportant dans (A.9) et en prenant X = ¢'~2/2 avec A’ := A+1/4, on trouve

M, = Lol g ( Vi mlog (2m) _7(m) ) .

o \/m q q(3,A/)/2 qA//Q q(lfA’)/Z

Comme 0 < 2A < A’ < 1/2, il est facile de vérifier que les premier et dernier

termes d’erreur peuvent étre mangés par le deuxiéme. Donc on a

1 o(q) y/mlog®(2m)

Avec les notations (A.1) et (A.2), nous pouvons écrire

M= S L2, Y TRAsm) = 3 TEM,

feH; (q) m<gh m<gh

En apploquant (A.10) et (A.3), il suit

h (q) Tm (lo )A A2
M :% D E“)(% 3" 7(m)* log (Zm)).

m<gA m<gA

Ce qui implique le résultat annoncé avec ¢ = (A’'/2 — A)/2 = (1 —4A)/16. O
A.2.2 Deuxiéme moment

Lemme A.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v > 3. Pour tout 0 < A < 1/4, il existe une constante ¢ = c¢(A) > 0 telle que
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l’on ait
2
M = (#) (TT — 21y, — 210y 0) + O(q~°), (A11)

ol

1= (loa(@®) + 0u(p)) 3 Qo(n)< > ), (A12)

n<g® m<qA/n

Hi j = J mintman; .

e e ¥ Y I e (A
n<g® m1<qA/n ma<g®/n

avec v la constante d’Euler, u(n) la fonction de Mdébius,

on(p) = 2258 4 L2 49, = Ly o)y 1)
d|n

La constante impliquée ne dépend que de k,p et A.

Démonstration. Comme précédemment, nous pouvons écrire, avec 'aide de la

relation de Hecke,

Mh = Z L2 Y Y “‘mlxmw (my)As(me)

fGHz( ) my<g® m1<q®
h Tmy T mimese
- X X S ou("E)
feH (q) m1<g® m1<gh |(m1,mz2)
1 xdm Ldm h
:ZE Z Z —— 2m1m2‘
d<g®  mi<qP/d m2<qA/d

Selon la Proposition 2.4 du Chapitre 2, on a

() £ (2)

En reportant dans (A.15), il suit

- (F0) y Ly )

d<g®  mi1<g?/dma<q?/d (A.16)

¢ 1
X {log <m1m2) + gk(p)}wdmlxdm + O(E>’
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ol nous avons déja utilisé les estimations suivantes :

(log g)* 1 2 (logg)*4*t* 7(d)? 2
o 2 gl 2 Jranl) < i3 T (X wm)
d<q® m<q®/d d<g¢® m<q®/d
(10gq)2A+6
< q\/2—2A

1
< =
qC

avec ¢ := (1/2 —2A)/2 > 0.

Rappelons maintenant la classique relation :

Timima) = > p(d)r(my/d)T(my/d).

d|(m1,m2)

Elle permet de réécrire le terme principal de (A.16) et d’obtenir :

Mg:( ) Z Z M ) Z Z T(ml)T(m2)x

mym
d<g® d/<qA/d m1<g™/(dd’) ma<g®/(dd’) 12

-2
q 1
X { IOg (m) + gk(p)}xdd/mlxdd/mg + O(E) .

En décomposant le logarithme, avec les notations (A.12) (A.13) et (A.14) et avec

le changement de variable n = dd’, on obtient le résultat voulu. O

A.2.3 Optimisation

Pour optimiser nos paramétres x,, et A, il est plus pratique d’écrire les termes
principaux de M! et MY comme des formes linéaires et quadratiques, respective-

ment. Pour cela, introduisons

Yni 1= Z T(;:) (log m) ' Ty (1=0,1). (A.17)

m<g® /n

On écrira plus simplement y,, o = yy.



94 Equation fonctionnelle approchée et mollification

A l'aide de la formule d’inversion de Mobius 1% (n) = d(n) pour tout® n > 1,
il est facile de voir que
* p(l
y w0, (A1)
£<q? /m

En reportant dans (A.6) du Lemme A.1 et en utilisant encore une fois 1 % u = 0,
on peut écrire
M?_‘O—Z ) (A.19)
q
n<g®

Concernant le deuxiéme moment, on a

1T = (log(¢”) + gk(p)) Y ao(n)y?, (A.20)
n<gh
et
Moo= oyl Tor= Y 0o(n)ynynr (A.21)
n<g? n<g®

Nous choisissons 4

_ {nmm/wn) sin<q®etpin
yTL_
0

sinon.

(A.22)

En reportant dans (A.18), il est facile de voir que les x,, avec ce choix vérifient
les hypothéses (A.3) et (A.4).

Maintenant nous pouvons donner nos évaluations finales pour M} et M.

Proposition A.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ¢ = p*

avec v =3 et 0 < A < 1/4. Avce le choiz (A.22), on a

My = A(#)ZloqurO(l), (A.23)

= (8 +20%) (22) logq +0 ((oslloma), (A21)

ot les constantes impliquées ne dépendent que de k,p et A.

3Par définition, on a 1(n) = 1 pour tout n > 1 et §(1) =1, §(n) = 0 pour tout n > 2.
4Le Lemme 35 de [12, Page 125] montre que ce choix est optimal.
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Démonstration. Avec le choix (A.22), la formule (A.19) peut étre écrite comme

la suivante :

*
=
2

M — v(q) 3

q . o(n)

n<q

+0(¢°),
ol Y." désigne la somme sur les entiers n tels que p 1 n. Maintenant la formule
asymptotique (A.23) est une conséquence immédiate du Lemme A.3 ci-dessous.

En remarquant que go(n) = ¢(n)/n?, la formule (A.20) et le Lemme A.3

ci-dessous impliquent

IT = (log(¢*) + gx(p)) Z* ’;(83)2
n<g® (A.25)

=A (#) (log ) + O(log q).

Concernant cette fois Iy 1, on peut écrire, d’aprés (A.17) et (A.18),

7(m) logm * (0
Yn,1 = Z ()—g Z a ,u( )yfmn

m<g® /n m £<q” /(mn) ¢
” (A.26)
= Z N Z p* p(0)T(m) log m.
d<q®/n tm=d

Calculons la somme intérieure. En tenant compte de notre choix (A.22), il suffit de
considérer le cas ou d est sans facteur carré. Soit d = p; ---p; avec p; < --- < p;.
Pour chaque o := {iy,...,i.} C {1,...,5} (r = 1), on pose d, := p;, -~ pi, et
|o| = r. En remarquant que p * pu(p) = —2 et 7(p) = 2, on a

Z w* p(0)r(m)logm = Z (—2)77 7127l 1og d,

¢m=d oC{l,...5}
= (—2) Z (=1)lNog d,,
oC{1,....5}
=2 2 (1" 3. logds
1<) oc{1,...5}
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D’ou

> o p(0)r(m)logm =

{210gp1 sij=1,
Im=d

0 sig > 2.

En reportant dans (A.26) et en utilisant (A.22), on trouve, pour tout n < ¢2

vérifiant p 1 n,

2nu(np) log p 2nu(n log p
o= 3 p(np)logp u()z g

-1
e, Pp) pln) X P
P#p p#p, pin
_ _QnM(n)< 3 logp  logp -y 10gp>
w(n) p<qA/np —Loe-d pln p—1
2np(n) ( A
= — log(qg=/n) + Op a(logy q) |-
Ainsi :
2
q) —* p(n
o, = _2<,0£] ) > 90((7% log(q”/n) + O(log qlogy q).
n<g®

D’ou le Lemme A.3 ci-dessous avec une sommation par partie donne enfin :

Mo, — —A? (@) (log0)” + O(log glogs q). (A.27)

On sait que y, < log, q. Dot

1 logd
[0 < (logy q)* Z EZ ;gi

n<g? din
log d 1 A28
<logar X B0 5 1 (r20)
d<g¢® n'<g”/d

< (log q)(log, q)*.

Finalement en reportant (A.25), (A.27) et (A.28) dans (A.11), on obtient le ré-
sultat voulu (A.24). O

La formule asymptotique suivante a été utilisée dans la démonstration de la
Proposition A.1.
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Lemme A.3. Soit m un entier sans facteur carré. Alors pour tout x > 3, on a
Z pn)” )loga:—l—O (1).

n<x SD(
(m, n) 1
Démonstration. Par la formule d’inversion de Md&bius, on peut écrire
p(n)® _ u

d

YDIREOSS LTSS S

n<x n<e d\(m n)

(m, n) 1
2
w(dn
dlm néx/d

Soit d >

1 un entier sans facteur carré. La fonction n +— pu(dn)?n/p(n) est
multiplicative. On a, pour Res > 1

3 u(dn):’;/w(n) 1] (1 N L)

i T ) T 5 )

(p—1p*  (p—1)p*

Il est clair que G4(s) converge absolument pour e s > 1/2 et G4(s) <4 1 pour
Res > 1/2+ €. Selon le Théoréme I1.5.3 de 23], on a

S g0, o (1),

> 3).
= d log
D’ou une simple intégration par parties nous donne
o(d
Z” )1ogm+0d( 1) (z = 3).
n<e

Maintenant le résultat souhaité découle de (A.29) et (A.30).



98 Equation fonctionnelle approchée et mollification

A.3 Démonstration du Théoréme A.1

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

- Y xrazn< (X )T (X xaegr)

feH (q) feH; (q) fel (q)
L(1/2,f)#0 L(1/2,f)#0

D’ou la Proposition A.1 implique

h (vb)? A
1> >(1—p ! —
2 ME e A TN
feH; (q)
L(1/2,£)#0

pour tout A < 1/4 et ¢ = p” avec v = vy(k,p, A, ). En prenant A =1/4 —¢, on

a le résultat voulu.
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