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Chapitre 1

Introduction

La théorie des fonctions L automorphes est une branche très importante en

théorie des nombres, où l'analyse, l'algèbre et l'arithmétique se croisent d'une ma-

nière naturelle. Elle contient non seulement beaucoup de problèmes intéressants,

mais o�re aussi des outils très puissants pour résoudre beaucoup de problèmes

bien connus. Un exemple typique est celui des travaux célèbres de A. Wiles concer-

nant le grand théorème de Fermat.

Dans cette thèse, nous nous intéressons au problème de non-annulation aux

valeurs centrales des fonctions L attachées aux formes primitives de poids k et

de niveaux q. Un lien surprenant entre ce problème et le zéro de Landau-Siegel

des fonctions L de Dirichlet a été découvert par Iwaniec & Sarnak [11]. La non-

annulation aux valeurs centrales a été étudiée par plusieurs auteurs quand le ni-

veau q est un nombre premier ou un entier sans facteur carré [6, 13, 14, 10]. Dans

le but de généraliser la situation et de comprendre l'in�uence de l'arithmétique

du niveau q, nous nous proposons d'étudier le cas où q est de la forme pν . Une

telle généralisation ne semble pas gratuite. Les deux di�cultés principales ren-

contrées sont essentielles. Premièrement les signes εf de l'équation fonctionnelle

(voir (1.11) ci-dessous) ne sont pas connus. Deuxièmement la formule de trace

de Petersson n'est valable que pour le niveau q sans facteur carré (voir (1.19)

ci-dessous). Dans cette thèse, nous proposerons trois méthodes pour surmonter

ces deux di�cultés. Ce qui constitue les Chapitres 2 et 3. Le premier chapitre sera

1



2 Introduction

consacré à introduire les objets que nous allons travailler, à présenter l'histoire

du problème en citant tous les résultats dans les littératures. Ce chapitre décrira

également les méthodes utilisées et en�n résumera notre contribution.

1.1 Formes modulaires et fonctions L

Le but de ce paragraphe est de rappeler les notions et résultats importants

en théorie des formes modulaires dont nous aurons besoin dans la suite. Tous les

outils présentés ici peuvent être trouvés dans [1, 8, 17].

1.1.1 Espaces de formes modulaires

Dans toute la thèse, désignons par

H := {z ∈ C : =m z > 0}

le demi-plan complexe de Poincaré. Comme d'habitude, on note SL2(Z) l'en-

semble des matrices d'entiers d'ordre 2 × 2 dont les déterminants sont égaux à

1. Évidemment il est un groupe pour la multiplication de matrices. Pour chaque

entier positif q > 1, le sous-groupe de congruence de Hecke Γ0(q) est dé�ni par

Γ0(q) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : q | c

}
. (1.1)

Le groupe Γ0(q) agit sur H par

γz :=
az + b

cz + d

pour tout élément

γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(q).
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Dé�nition 1.1. Soient k > 2 un entier pair et q > 1 un entier positif. On appelle

forme modulaire de poids k et de niveau q, toute fonction f holomorphe sur H
véri�ant la relation suivante

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z) (1.2)

pour tout élément

(
a b
c d

)
∈ Γ0(q). De plus on dit que f est parabolique si la

fonction z 7→ (=m z)k/2f(z) est bornée sur le demi-plan de Poincaré H.

Désignons par Sk(q) l'espace des formes paraboliques de poids k et de niveau

q, que l'on munit du produit scalaire de Petersson

〈f, g〉q :=

∫
F

f(z)g(z)yk dxdy

y2
, (1.3)

où F désigne un domaine fondamental par l'action homographique de Γ0(q) sur

H ∪ {∞}. On peut démontrer que Sk(q) est un espace de Hilbert de dimension

�nie pour le produit scalaire de Petersson.

Pour tous entiers positifs q′ et ` tels que q′ | q, q′ < q et ` | (q/q′) et toute

forme f ∈ Sk(q
′), il est facile de véri�er que la fonction z 7→ f(`z) est une forme

parabolique de poids k et de niveau q. De telles formes s'appellent des formes

anciennes de poids k et de niveau q. L'espace engendré par de telles formes est

appelé l'espace des formes anciennes, noté par S[
k(q). Son orthogonal pour le

produit scalaire de Petersson est l'espace des formes nouvelles, noté par S\
k(q).

Ainsi nous avons la décomposition

Sk(q) = S[
k(q)⊕ S\

k(q). (1.4)

1.1.2 Opérateurs de Hecke Tn et d'Atkin-Lehner Wn

Dans l'espace Sk(q), on peut introduire l'opérateur de Hecke. Soit n > 1 un

entier, le n-ème opérateur de Hecke Tn : Sk(q) → Sk(q) est dé�ni par

Tn : f 7→ 1

n

∑
ad=n

(a,q)=1

ak
∑

06b6d−1

f

(
az + b

d

)
. (1.5)
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Voici quelques propriétés fondamentales des opérateurs de Hecke Tn :

(i) Les opérateurs de Hecke commutent entre eux :

TmTn = TnTm

pour tous entiers m > 1 et n > 1.

(ii) Les opérateurs de Hecke Tn véri�ent la relation de Hecke :

TmTn =
∑

d|(m,n)
(d,q)=1

dk−1Tmn/d2

pour tous entiers m > 1 et n > 1. En particulier, on a

TmTn = Tmn si (m, n) = 1.

(iii) Les Tn sont auto-adjoints :

〈Tnf, g〉 = 〈f, Tng〉

pour tous f, g ∈ Sk(q) et (n, q) = 1.

(iv) Les sous-espaces S[
k(q) et S\

k(q) sont stables par rapport aux opérateurs

Tn avec (n, q) = 1.

L'opérateur d'Atkin-Lehner est un autre opérateur important en théorie des

formes modulaires. Soit q′ un diviseur de q tel que (q′, q/q′) = 1. L'opérateur

d'Atkin-Lehner Wq′ : Sk(q) → Sk(q) est dé�ni par

Wq′ : f 7→
( √

q′

qz + q′d

)k

f

(
q′az + b

qz + q′d

)
, (1.6)

où 
(a, b, d) ∈ Z3,

d ≡ 1 (mod q/q′),

q′2ad− qb = q′.

Il est facile de voir qu'un tel triplet existe et la dé�nition de Wq′ est indépendant

du choix de (a, b, d).
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Voici quelques propriétés fondamentales de Wq′ :

(i) Les opérateurs d'Atkin-Lehner sont multiplicatifs :

Wq′Wq′′ = Wq′q′′

pour tous entiers q′ | q et q′′ | q tels que (q′, q/q′) = (q′′, q/q′′) = 1 et (q′, q′′) = 1.

(ii) Les Wq′ sont auto-adjoints :

〈Wq′f, g〉 = 〈f, Wq′g〉

pour tous f, g ∈ Sk(q) et tous les diviseurs q′ de q tels que (q′, q/q′) = 1.

(iii) Les Wq′ sont des isométries sur Sk(q) stabilisant S\
k(q).

1.1.3 Formes primitives

Dé�nition 1.2. Soient k > 2 un entier pair et q > 1 un entier. Les fonctions

propres de tous les opérateurs de Hecke Tn dans l'espace S\
k(q) s'appellent formes

primitives de poids k et de niveau q.

L'ensemble de ces formes, noté par H∗
k(q), est une base de S\

k(q) et véri�e

(pour q sans facteur carré)

|H∗
k(q)| =

k − 1

12
ϕ(q) + O

(
(kq)2/3

)
,

où ϕ(q) est la fonction d'Euler.

Toute forme primitive f ∈ H∗
k(q) a un développement de Fourier en ∞ :

f(z) =
∑
n>1

λf (n)n(k−1)/2e2πinz, (1.7)

où λf (n) est le n-ème coe�cient de Fourier normalisé de f . Cette fonction arith-

métique a les propriétés suivantes :

(i) On a la normalisation λf (1) = 1.
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(ii) Pour tout entier n > 1

Tnf = λf (n)n(k−1)/2f.

(iii) Pour chaque diviseur q′ | q tel que (q′, q/q′) = 1, il existe εf (q
′) ∈ {−1, 1}

tel que

Wq′f = εf (q
′)f.

De plus si q′ est sans facteur carré, alors on a

εf (q
′) = µ(q′)λf (q

′)
√

q′,

où µ(n) est la fonction de Möbius.

(iv) Pour tous entiers m > 1 et n > 1,

λf (m)λf (n) =
∑

d|(m,n)
(d,q)=1

λf

(
mn

d2

)

en particulier la fonction n 7→ λf (n) est multiplicative :

λf (m)λf (n) = λf (mn) si (m, n) = 1.

(v) Deligne (1974) : Si f ∈ H∗
k(q), alors pour chaque nombre premier p, il

existe deux nombres complexes αf (p), βf (p) véri�ant
αf (p) = βf (p) = 0 si p2 |q
αf (p) = εf (p)p−1/2, βf (p) = 0 si p ‖ q

|αf (p)| = αf (p)βf (p) = 1 si p - q

tels que pour ν > 0

λf (p
ν) = αf (p)ν + αf (p)ν−1βf (p) + · · ·+ βf (p)ν .

En particulier, pour tout n > 1 on a λf (n) ∈ R et

|λf (n)| 6 τ(n) (l'inégalité de Deligne),

où τ(n) est la fonction "nombre de diviseurs".
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1.1.4 Fonctions L de Hecke

La fonction L automorphe associée à f ∈ H∗
k(q) est dé�nie par

L(s, f) :=
∑
n>1

λf (n)

ns
(<e s > 1), (1.8)

la fonction L complète est, elle, dé�nie par :

Λ(s, f) := q̂sΓ

(
s +

k − 1

2

)
L(s, f), (1.9)

où

q̂ :=
√

q/(2π). (1.10)

Cette fonction peut être prolongée analytiquement sur C et véri�e l'équation

fonctionnelle :

Λ(s, f) = εfΛ(1− s, f) (s ∈ C) (1.11)

où εf = 1 ou −1.

Une forme primitive est dite paire (resp. impaire) si εf = 1 (resp. si εf = −1).

On notera en�n H+
k (q) (resp. H−

k (q)) l'espace des formes primitives paires (resp.

impaires).

Dans le cas où le niveau q d'une forme f est premier, il existe une formule

explicite permettant de calculer εf (voir [13]) :

εf = λf (q)
√

q. (1.12)

Si cette fois q n'est plus premier la seule chose qui demeure sur le signe de l'équa-

tion fonctionnelle est εf = −1 ou 1. On verra que cela est une di�culté dans nos

travaux puisque nous utiliserons q hautement composé.

En utilisant (1.11) et le principe de Lindelöf-Phragmén, on peut facilement

obtenir la borne de convexité : pour tout ε > 0,

L(σ + iτ, f) �r,ε

(
k2q(|τ |2 + 1)

)max{(1−σ)/2 , 0}+ε
(σ > 0),

où la constante impliquée ne dépend que de r et ε.
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1.2 Problème de non-annulation de valeurs cen-

trales

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs

au bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En

particulier, la non-annulation de L(s, f) au point s = 1
2
est une des questions

importantes en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d'applications

dans des divers problèmes. D'après le travail de J.-D. Guo [7], nous savons que

L(1/2, f) > 0 (1.13)

pour tous entiers k, q > 1 avec k pair et f ∈ H∗
k(q). Un lien surprenant avec le

zéro de Landau-Siegel a été decouvert en 2000 par Iwaniec & Sarnak [11]. Leur

résultat s'énonce comme suit : Si q est sans facteur carré assez grand tel que

ϕ(q) � q, alors on a

lim inf
q→∞

1

|H+
k (q)|

∑
f∈H+

k (q)

L(1/2,f)>(log q)−2

1 >
1

2
·

De plus si l'on peut remplacer 1
2
par une constante c > 1

2
, alors le zéro de Landau-

Siegel pour les fonctions L de Dirichlet n'existe pas.

Le premier résultat sur la non-annulation de L(1/2, f) a été obtenu en 1995

par Duke [6]. Celui-ci concerne les formes de niveau premier et de poids 2, il

s'énonce comme suit : Si q est un nombre premier avec q > 11 et q 6= 13, alors il

existe une constante absolue C > 0 telle que

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)6=0

1 >
C

(log q)2
· (1.14)

Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [6, Lemma 1, p.167]

qui permet le calcul des deux premiers moments des fonctions L pondérés par les

caractères de Dirichlet.
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Par la suite, Kowalski & Michel [13] ont obtenu en 2000 une proportion non

nulle de non-annulation, à savoir : Si q est un nombre premier assez grand, alors

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)6=0

1 >
1

6
+ o(1)· (1.15)

Ce résultat est démontré aussi à l'aide de la formule de trace de Petersson, mais

ils ont introduit la technique de molli�cation dans le calcul des moments d'ordres

1 et 2 des fonctions L molli�és. C'est cette technique de molli�cation qui permet

de supprimer le facteur log dans le résultat de Duke. Dans cet article ils ont

également étudié par la même technique la proportion de formes ayant un zéro

d'ordre 1 au point critique et obtenu :

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)=0,L′(1/2,f)6=0

1 >
19

54
+ o(1). (1.16)

Dans un même temps (indépendamment), Vanderkam [24] applique la formule

de trace de Selberg [21, Proposition 4] aux deux premiers moments des fonctions

L pour obtenir (1.15) avec une constante moins bonne ( 1
48
à la place de 1

6
). Notons

que ce résultat est obtenu également (sous une forme di�érente) par Kowalski,

Michel & Vanderkam [14].

En�n quand q est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [10] montrent

que
1

|H+
k (q)|

∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 >
9

16
+ o(1)

pour tout entier sans facteur carré q > 1.

Comme nous l'avons indiqué, tous les résultats mentionnés ci-dessus (sauf

[24]) ont été établis à l'aide de la formule de trace de Petersson. Posons

∆∗
q(m, n) :=

∑
f∈H∗k(q)

ωq(f)λf (m)λf (n), (1.17)
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où ωq(f) est le poids harmonique dé�ni par

ωq(f) :=
Γ(k − 1)

(4π)k−1 〈f, f〉q
. (1.18)

Le meilleur résultat actuel de la formule de trace de Petersson est dû à Iwaniec,

Luo & Sarnak [10, Corollary 2.10] : Soient k > 2 un entier pair, q > 1 un entier

sans facteur carré et m, n > 1 deux entiers tels que (m, q) = 1 et (n, q2) | q. Alors

∆∗
q(m, n) =

ϕ(q)

q
δm,n + O

(
τ(q)2

k5/6q

(mn)1/4

(n, q)1/2
τ3

(
(m,n)

)
log(2mnq)

)
, (1.19)

où la constante impliquée est absolue. Ici et dans toute la suite, le symbole de

Kronecker est dé�ni par

δm,n :=

{
1 si m = n

0 sinon

et on désigne par τ`(n) le nombre de solutions en entiers n1 > 1, . . . , n` > 1 de

l'équation n = n1 · · ·n`. En particulier on a τ(n) = τ2(n).

1.3 Formule de trace de Petersson et non-annula-

tion de L(1/2, f)

L'étude des valeurs extrêmes de L(1, symmf) (fonction L de la m-ème puis-

sance symétrique associée à f) a reçu beaucoup d'attention (voir [3], [19] et [16]).

En particulier, les résultats de Royer & Wu [19] montrent que les valeurs extrêmes

de L(1, symmf) dépendent, d'une manière surprenante, des propriétés arithmé-

tiques du niveau. Il est naturel donc d'étudier l'in�uence de l'arithmétique du

niveau sur le problème de non-annulation de L(1/2, f) et de généraliser les résul-

tats mentionnés ci-dessus au cas de niveau q quelconque. Dans cette thèse nous

nous proposons de traiter le cas où q est de la forme pν avec p un nombre premier

et ν un entier. Le choix de cette forme de niveau a deux raisons : premièrement

en prenant ν = 1, nous retrouvons le cas classique qui a été étudié par Duke

[6], Kowalski & Michel [13] et Vanderkam [24], mentionné ci-dessus ; deuxième-

ment, en �xant p et faisant ν →∞, on obtient un cas de niveau primaire (i.e. un
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nombre qui a un seul diviseur premier autre que 1). Ce cas extrême arithméti-

quement contraire au cas de niveau premier nous aidera à comprendre l'in�uence

de l'arithmétique du niveau sur le problème de non-annulation.

Comme dans [13], on notera, à l'aide de (1.18), la somme harmonique :∑h

f∈A

ξf :=
∑
f∈A

ωq(f)ξf

pour toute partie A ⊂ Sk(q) et toute fonction ξ : A → C.

Dans le Chapitre 2, nous montrerons le résultat suivant :

Théorème 1.1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors il

existe une constante ν0(k, p) telle que pour ν > ν0(k, p) et q = pν on a∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

1 �k,p
1

(log q)3
,

où la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Puisque la formule de trace de Petersson (1.19) n'est valable que pour le

niveau q sans facteur carré, il est nécessaire de généraliser cette formule. Dans un

premier temps, nous établirons donc une formule de trace sur les formes primitives

de niveau pν qui prendra la forme suivante :

Théorème 1.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν

avec ν > 2. Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1, on a

∆∗
q(m, n) =

φ(ν, p)δm,n + O

(√
mnp{log(2(m, n))}2

k4/3q3/2

)
si p - mn,

0 si p | mn,

(1.20)

où δm,n est le symbole de Kronecker et

φ(ν, p) :=

{
1− (p− p−1)−1 si ν = 2,

1− p−1 si ν > 3.
(1.21)

La constante impliquée dans le symbole O est absolue.
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Cette formule de trace sera établie de la manière suivante :

(i) Nous commençons par une formule de trace concernant

∆q(m, n) :=
∑

f∈Bk(q)

ωq(f)λf (m)λf (n), (1.22)

où Bk(q) est une base orthogonale quelconque de Sk(q). Il est à noter que cette

dé�nition est indépendante du choix de la base orthogonale puisque ∆q(m,n) est

le coe�cient de Fourier d'une série de Poincaré [5, Lemma 3.3]. À l'aide d'une

décomposition permettant de passer des formes paraboliques aux formes primi-

tives de niveaux inférieurs, on peut exprimer ∆q(m,n) en fonction des nombres

∆∗
q′(m,n), où q′ | q, tout en rendant négligeable la contribution des formes de

niveau 1. Puis par inversion de Möbius on pourra exprimer ∆∗
q(m, n) en fonction

des nombres ∆q′(m, n).

(ii) Après avoir établi une formule de trace dans Sk(q) (de type [10] égalité

(2.12)) provenant de l'expression de ∆q(m, n) comme des sommes de sommes de

Kloosterman, on en déduit alors une formule de trace dans H∗
k(q).

Dans un second temps, nous voulons calculer les premiers moments harmo-

niques

Mh
r :=

∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)r (1.23)

et démontrer notre Théorème 1.1. Quand le niveau q a un facteur carré, nous ne

pouvons pas utiliser la formule explicite (1.12) pour calculer le signe de l'équa-

tion fonctionnelle. Alors que le cas contraire incitait à déterminer les moments

harmoniques d'ordre 1 et 2 comme dans les travaux précédents [13, 24, 10, 14].

Pour surmonter cette di�culté, nous nous proposerons de calculer, à l'aide de la

formule de trace (1.20), les moments harmoniques d'ordre 2 et 3 :

Mh
2 =

(
ϕ(q)

q

)2

log q + Ok,p(1),

Mh
3 =

1

6

(
ϕ(q)

q

)4

(log q)3 + Ok,p

(
(log q)2

)
.
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Notre Théorème 1.1 découle de ces deux estimations, grâce à une simple appli-

cation de l'inégalité de Hölder.

1.4 Formule de trace de Selberg et non-annulation

de L(1/2, f)

Dans le Chapitre 3, nous proposerons d'étudier le problème de non-annulation

de L(1/2, f) à l'aide de la formule de Trace de Selberg.

Soient Tm et Wn l'opérateur de Hecke et l'opérateur d'Atkin-Lehner, dé�nis ci-

dessus. On rappelle que les valeurs propres de Tm sont les nombres λf (m)m(k−1)/2,

c'est-à-dire les coe�cients de Fourier de f ∈ H∗
k(q) (voir [8] ou [18, Propositions

1.3.4 et 1.4.1]) et que les valeurs propres de Wn sont les nombres εf (n) = ±1, qui

sont liés au signe εf de l'équation fonctionnelle (3.7) par

εf = ikεf (q) (1.24)

pour toute f ∈ H∗
k(q) (voir [8] ou [18, p. 27]).

Soit q > 1 un entier. Pour n > 1, on dé�nit

δ
(q)
� (n) :=

{
1 si n = � et (n, q) = 1

0 sinon

et

δ�(n) := δ
(1)
� (n).

Introduisons les fonctions multiplicatives α, β et γ par

α(pν) :=


−1 si ν = 1, 2,

1 si ν = 3,

0 si ν > 4,

et

β(n) :=
∑
d|n

α(d), γ(n) := n
∑
d|n

α(d)

d
.
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Avec ces notations, la formule de trace de Selberg (voir [2, Proposition 2.8]) peut

être énoncée comme la suivante : Soient k > 2 un entier pair et m,n, q des entiers

positifs tels que (m, q) = 1, n | q et (n, q/n) = 1. Alors on a

Tr
(
TmWn, S

\
k(q)

)
=

k − 1

12
mk/2−1δ�(m)β(n)γ(q/n) + O(R1), (1.25)

où la constante impliquée est absolue et

R1 := k
(
mk/2 + m(k−1)/2q1/2

)
τ(m)τ(q)3 log2(2mq).

Cette formule est moins utile car le terme d'erreur est plus important. Elle ne

permet pas d'obtenir les Théorèmes 1.4 et 1.5 ci-dessous. En fait une application

directe de (1.25) nous permet d'obtenir seulement (log q)−6 à la place de (log q)−2

(moins bon que le Théorème 1.1). Nous adapterons au niveau q = pν ce qui

permet d'améliorer le terme d'erreur dans la formule de trace de Selberg initiale.

Dans ce but nous démontrerons le résultat plus �n suivant :

Théorème 1.3. Soient k > 2 un entier pair et m,n, q des entiers positifs

(m, q) = 1, n | q et (n, q/n) = 1. Alors on a

Tr
(
TmWn, S

\
k(q)

)
=

k − 1

12
mk/2−1δ�(m)β(n)γ(q/n) + O(R2), (1.26)

où

R2 := k
(
mk/2 + m(k−1)/2q1/2

)(
log2(2mn) + τ(m)

)
τ(n)16ω(q), (1.27)

avec ω(n) le nombre de facteurs premiers distincts de n. La constante impliquée

est absolue.

Il est possible de déduire du Théorème 1.3 le résultat suivant.

Corollaire 1.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 et

n > 1 deux entiers et q = pν. Alors on a

∑
f∈H∗k(q)

λf (n) =
k − 1

12

δ
(q)
� (n)√

n
γ(q) + O

(
k
(√

n +
√

q
)(

log2(2n) + τ(n)
))

(1.28)
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et ∑
f∈H∗k(q)

εf (q)λf (n) � k
(√

n +
√

q
)(

log2(nq) + τ(n)
)
, (1.29)

où les constantes impliquées dans O et � sont absolues.

Dans un deuxième temps, nous appliquerons ces formules pour estimer des

moments naturels de L(1/2, f) et de L′(1/2, f) :

Mr :=
∑

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)r, M′
r :=

∑
f∈H−k (q)

L′(1/2, f)r.

Un avantage de ces formules est que nous pouvons calculer le premier moment

(tant pour les fonctions L que pour les fonctions L′) qui lui dépend du signe de

l'équation fonctionnelle, la formule de trace dans le Chapitre 2, elle, ne permet

pas de traiter ce cas. Nous montrerons l'existence de nombres t(k, q) tels que

kϕ(q) � t(k, q) � kϕ(q), et véri�ant :

M1 = t(k, q) + Ok

(
q4/5

)
et M′

1 = t(k, q) log q̂ + Ok

(
q4/5

)
nous montrerons aussi les majorations du deuxième moment

M2 �k q(log q)2 et M′
2 �k q(log q)3.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient les résultats suivants.

Théorème 1.4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ν > 1 un

entier. Pour q = pν assez grand, on a

1∣∣H+
k (q)

∣∣ ∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 �k
1

(log q)2
·

La constante impliquée ne dépend que de k.

Théorème 1.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ν > 1 un

entier. Alors pour q = pν assez grand, on a

1∣∣H−
k (q)

∣∣ ∑
f∈H−k (q)

L′(1/2,f)6=0

1 �k
1

log q
,

où la constante impliquée ne dépend que de k.
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Chapitre 2

Formule de trace de Petersson et
non-annulation de L(1/2, f)

2.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est d'étudier la non-annulation des fonctions L de

formes primitives de poids k et de niveau pν , où p est un nombre premier �xé et

ν →∞.

Nous commençons par un rappel rapide de quelques notions. On appelle forme

parabolique de poids k > 2 pair et de niveau q, toute fonction f holomorphe sur

le demi plan de Poincaré H := {z ∈ C : =m z > 0} telle que

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z) (2.1)

pour tout élément(
a b
c d

)
∈ Γ0(q) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : q | c

}
.

et que la fonction z 7→ (=m z)k/2f(z) est bornée sur H. On désigne par Sk(q)

l'espace des formes paraboliques de poids k et de niveau q, que l'on munit du

produit scalaire

〈f, g〉q :=

∫
F

f(z)g(z)yk dxdy

y2
,

17
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où F désigne un domaine fondamental par l'action homographique de Γ0(q) sur

H∪ {∞}. Pour chaque f ∈ Sk(m) avec m | q, m < q et l | (q/m) alors z 7→ f(lz)

est une forme parabolique de Γ0(q). De telles formes s'appellent des formes an-

ciennes de niveau q. L'orthogonal de l'espace engendré par ces formes est l'espace

des formes nouvelles, noté par S\
k(q). Désignons par H∗

k(q) la base orthogonale de

S\
k(q) constituée des formes primitives. Ses éléments sont des fonctions propres

des opérateurs de Hecke (cf. [8, Paragraphes 2.7 et 3.3]).

Toute forme f ∈ Sk(q) a un développement de Fourier en ∞ :

f(z) =
∑
n>1

af (n) e(nz), (2.2)

où e(t) := e2πit. On pose

λf (n) := af (n)n−(k−1)/2. (2.3)

Quand f ∈ H∗
k(q), on a

λf (1) = 1, (2.4)

λf (n) ∈ R, (2.5)

λf (m)λf (n) =
∑

d|(m,n)
(d,q)=1

λf

(
mn

d2

)
(2.6)

pour tous les entiers m et n > 1. En particulier, on utilisera dans la suite, que si

f ∈ H∗
k(m

′) avec m′ entier > 2 tel que m′ | q et si on a r et r′ entiers > 1 tels que

r | q∞ ou r′ | q∞ alors :

λf (rr
′) = λf (r)λf (r

′) (2.7)

de plus les travaux de Deligne montrent que si f ∈ H∗
k(m

′) alors

λf (p)2 =

{
0 si p2 |m′,

1/p si p ‖m′.
(2.8)

La fonction L automorphe associée à f ∈ H∗
k(q) est dé�nie par

L(s, f) :=
∑
n>1

λf (n)n−s (<e s > 1). (2.9)
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Dé�nissons la fonction L complète

Λ(s, f) := q̂sΓ

(
s +

k − 1

2

)
L(s, f), (2.10)

où

q̂ :=
√

q/(2π). (2.11)

Alors cette fonction peut être prolongée analytiquement sur C et véri�e l'équation

fonctionnelle :

Λ(s, f) = εfΛ(1− s, f) (s ∈ C) (2.12)

où εf = 1 ou −1.

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs au

bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En parti-

culier, la non-annulation de L(s, f) au point central s = 1
2
est une des questions

importantes en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d'applications

dans divers problèmes. D'après [7], nous savons que L(1/2, f) > 0. Un lien sur-

prenant avec le zéro de Landau-Siegel a été decouvert par Iwaniec & Sarnak [11].

En désignant par ϕ(q) la fonction d'Euler et H+
k (q) (resp. H−

k (q)) l'ensemble des

f ∈ H∗
k(q) avec εf = 1 (resp. εf = −1), leur résultat s'énonce comme suit : si q

est sans facteur carré assez grand tel que ϕ(q) � q alors

1∣∣H+
k (q)

∣∣ ∑
f∈H+

k (q)

L(1/2,f)>(log q)−2

1 >
1

2

et si l'on peut remplacer 1
2
par une constante c > 1

2
, alors il n'existe pas le zéro

de Landau-Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.

Le premier résultat concernant la non-annulation de L(1/2, f) a été obtenu

par Duke [6]. Il a démontré que si q est un nombre premier avec q > 11 et q 6= 13

alors il existe une constante absolue C > 0 telle que :

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)6=0

1 >
C

(log q)2
·
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Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [6, Lemma 1, p.167].

Par la suite, Kowalski & Michel [13] obtiennent une proportion non nulle de

non-annulation, à savoir : si q est un nombre premier assez grand alors

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)6=0

1 >
1

6
· (2.13)

Ce résultat est démontré avec la formule de trace de Petersson et le calcul des

moments d'ordres 1 et 2 des fonctions L molli�és 1. En même temps (indépendam-

ment), Vanderkam [24] applique la formule de trace de Selberg [20, Proposition

4] aux deux premiers moments de la fonction L pour obtenir (2.13) avec une

constante légèrement moins bonne 1
48

à la place de 1
6
. Notons que ce résultat est

obtenu également (sous une forme di�érente) par Kowalski, Michel & Vanderkam

[14]. En�n quand q est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [10] montrent

lim inf
q→∞

1∣∣H+
k (q)

∣∣ ∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 >
9

16
·

Dans le même article, ils établissent une formule de trace spéci�que au cas où q

est sans facteur carré.

D'autre part, l'étude des valeurs extrêmes de L(1, symmf) (fonction L de

la m-ème puissance symétrique associée à f) a reçu beaucoup d'attention (voir

[3], [19] et [16]). En particulier, les résultats de Royer & Wu [19] montrent que

les valeurs extrêmes de L(1, symmf) dépendent, d'une manière surprenante, des

propriétés arithmétiques du niveau. Donc il est naturel d'étudier l'in�uence de

l'arithmétique du niveau sur le problème de non-annulation de L(1/2, f).

On notera

ωq(f) :=
Γ(k − 1)

(4π)k−1 〈f, f〉q
, (2.14)

où 〈f, f〉q désigne le produit scalaire de Petersson. Pour une partie A de Sk(q) on

1C'est cette technique de molli�cation qui permet de supprimer le facteur log dans le résultat
de Duke
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dé�nit la somme harmonique :∑h

f∈A

ξf :=
∑
f∈A

ωq(f)ξf .

Dans ce chapitre, nous proposons de minorer le quotient∑h

f∈H∗k(q)
L(1/2,f)6=0

1

pour des entiers q de la forme pν , où p est un nombre premier et ν > 1 est un

entier. Le choix de cette forme de niveau a deux raisons : premièrement en prenant

ν = 1, nous retrouvons le cas classique qui a été étudié par Duke [6], Kowalski &

Michel [13] et Vanderkam [24], mentionné ci-dessus ; deuxièmement, en �xant p

et faisant ν →∞, on obtient un cas de niveau primaire (i.e. un nombre qui a un

seul diviseur premier autre que 1). Ce cas extrême arithmétiquement contraire

au cas de niveau premier nous aidera à comprendre l'in�uence de l'arithmétique

du niveau sur le problème de non-annulation.

Dans ce chapitre, nous montrerons le résultat suivant.

Théorème 2.1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors il

existe une constante ν0(k, p) telle que pour ν > ν0(k, p) et q = pν on a∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

1 � 1

(log q)3
,

où la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Pour ce faire, dans un premier temps, on établira une formule de trace sur

les formes primitives de niveau pν qui prendra la forme suivante :

∆∗
q(m, n) :=

∑
f∈H∗k(q)

ωq(f)λf (m)λf (n)

=
ϕ(q)

q
δm,n + terme d'erreur,

(2.15)
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où δm,n est le symbole de Kronecker (voir le Théorème 2.2 ci-dessous). Nous

démontrerons cette formule de trace en suivant la méthode d'Iwaniec, Luo &

Sarnak [10] :

� Nous commençons par une formule de trace concernant

∆q(m, n) :=
∑

f∈Bk(q)

ωq(f)λf (m)λf (n), (2.16)

où Bk(q) est une base orthogonale quelconque de Sk(q). Il est à noter que

cette dé�nition est indépendante du choix de la base orthogonale puisque

∆q(m, n) est le coe�cient de Fourier d'une série de Poincaré [5, Lemma 3.3].

À l'aide d'une décomposition permettant de passer des formes paraboliques

aux formes primitives de niveaux inférieurs, on peut exprimer ∆q(m,n) en

fonction des nombres ∆∗
m′(m, n), où m′ | q, tout en rendant négligeable

la contribution des formes de niveau 1. Puis par inversion de Möbius on

pourra exprimer ∆∗
q(m, n) en fonction des nombres ∆q′(m, n).

� Après avoir établi une formule de trace dans Sk(q) (cf. [10, (2.12)]) prove-

nant de l'expression de ∆q(m,n) comme des sommes de sommes de Kloos-

terman, on en déduit alors une formule de trace dans H∗
k(q).

Dans un second temps, on calculera le deuxième et le troisième moment au

point critique et ce à l'aide de la formule de trace, pour obtenir :

Mh
2 =

(
ϕ(q)

q

)2

log q + Ok,p(1),

Mh
3 =

1

6

(
ϕ(q)

q

)4

(log q)3 + Ok,p

(
(log q)2

)
,

où

Mh
r :=

∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)r. (2.17)

En�n une simple application de l'inégalité de Hölder donne le Théorème 2.1.

Le quatrième moment est lui plus dur à obtenir en particulier l'évaluation de

son terme général. Ce moment a été calculé (au niveau premier) entre autres avec

une inégalité du grand crible [4] appliquée dans la section 3.6 de [15] ; les auteurs

évaluent ainsi le � o�-diagonal term �.
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Concernant la non-annulation des fonctions L au point critique, il est possible

de supprimer le facteur log3 q de la proportion de non-annulation, ceci donne alors

une proportion strictement positive . Les travaux seront publiés par ailleurs.

Notations. Dans ce texte, τ(n) (resp. ω(n)) est le nombre des diviseurs de n

(resp. le nombre de facteurs premiers distincts).

2.2 Formule de trace harmonique au niveau pν

avec ν > 2

Le but de ce paragraphe est d'établir une formule de trace au niveau pν avec

ν > 2. Notre résultat (le Théorème 2.2 ci-dessous) peut être considéré comme

complémentaire au Corollaire 2.10 d'Iwaniec, Luo & Sarnak [10].

2.2.1 Énoncé du résultat

Théorème 2.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν

avec ν > 2. Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1, on a

∆∗
q(m,n) =

{
φ(ν, p)δm,n + O(R) si p - mn et ν > 2,

0 si p | mn et ν > 2,
(2.18)

où δm,n est le symbole de Kronecker,

φ(ν, p) :=

{
1− (p− p−1)−1 si ν = 2

1− p−1 si ν > 3
(2.19)

et

R :=

√
mnp{log(2(m, n))}2

k4/3q3/2
(2.20)

La constante impliquée dans le symbole O est absolue.
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Remarque 1. Le cas où q = p a été traité dans [10] : Si m > 1 et n > 1

sont des entiers tels que (m, p) = 1 et (n, p2) | p alors Iwaniec, Luo & Sarnak ont

montré dans [10] que

∆∗
p(m, n) = δm,n + O

(
(mn)1/4(n, p)−1/2 τ3 ((m, n))

p
log(2mnp)

)
(2.21)

Le fait que nos restrictions sur m et n sont moins fortes que celles-ci est dû aux

relations relations (2.7) et (2.8).

Corollaire 2.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν

avec ν > 3. Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1, on a

∆∗
q(m, n) =


ϕ(q)

q
δm,n + Ok,p

(√
mn{log(2(m, n))}2

q3/2

)
si p - mn,

0 si p | mn,

où la constante impliquée ne dépend que de k et p.

2.2.2 Formule de trace pour ∆q(m, n)

Commençons par établir une formule de trace vraie dans tout l'espace des

formes paraboliques de niveau pν avec ν > 1 et de poids k.

Proposition 2.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, m > 1, n >

1 et q = pν avec ν > 0. Alors

∆q(m, n) = δm,n + O

(√
mn(m, n, q){log(2(m, n))}2

k4/3q3/2

)
, (2.22)

où la constante impliquée est absolue.

Démonstration. Selon [5, Page 248-9], on a

∆q(m,n) = δm,n + 2πik
∑

c≡0(mod q)

S(m, n; c)

c
Jk−1

(
4π
√

mn

c

)
,
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où S(m, n; c) est la somme de Kloosterman dé�nie par

S(m, n; c) =
∑

dd′≡1(mod c)

exp

(
2πi

(
dm + d′n

c

))

et Jk−1 est la fonction de Bessel de première espèce. En utilisant les majorations

classiques ([8, Pages 60-1] et [5, Page 245]) :

|S(m, n; c)| 6 2ω(c)(m, n, c)1/2c1/2, Jk−1(x) � k−4/3x,

on peut déduire

∆q(m, n) = δm,n + O

( √
mn

k4/3q3/2

∑
r>1

2ω(qr)

r3/2
(m,n, qr)1/2

)
.

Puisque ω(qr) 6 ω(r) + 1 et (m, n, qr) | (m, n, q)(m, n, r), il suit, en posant

d = (m, n, r) et r = d`, que

∆q(m,n) = δm,n + O

(√
mn(m,n, q)

k4/3q3/2

∑
r>1

2ω(r)(m, n, r)1/2

r3/2

)

= δm,n + O

(√
mn(m,n, q)

k4/3q3/2

∑
d|(m,n)

2ω(d)

d

∑
`>1

2ω(`)

`3/2

)

= δm,n + O

(√
mn(m,n, q)

k4/3q3/2
log2(2(m,n))

)
,

où l'on a déjà utilisé les estimations classiques (voir (2.72) du Lemme 2.8 ci-

dessous)

∑
d|(m,n)

2ω(d)

d
6

∑
d6(m,n)

τ(d)

d
=

∫ (m,n)

1−

1

t
d

∑
d6t

τ(d)

=

∫ (m,n)

1−

1

t
dO(t log t) � log2(2(m,n)).

Cela achève la démonstration.
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2.2.3 Une base orthogonale de Sk(q)

Dans le but d'exprimer ∆q(m, n) en fonction de ∆∗
q(m, n), on choisira une

base orthogonal de Sk(q) spéci�que dans la dé�nition (2.16). Considérons la dé-

composition orthogonale

Sk(q) =
⊕

`m′=q

⊕
f∈H∗k(m′)

Sk(`, f) (2.23)

où (si f ∈ H∗
k(m

′)) Sk(`, f) est l'espace engendré par les formes :

f|d(z) := dk/2f(dz) (d | `). (2.24)

On introduit des fonctions de la forme :

fd =
∑
c|`

xd(c, f)f|c

où q = `m′, d est un diviseur de `, f ∈ H∗
k(m

′).

Si m′ > 1, notre choix est

xd(c, f) :=


µ(r)λf (r)√

rρf,m′(d)
si d = rc,

0 sinon,

(2.25)

où

ρf,m′(d) :=
∑
n|d

µ(n)λf (n)2

n
. (2.26)

Si m′ = 1, on choisit

fpr :=



f (r = 0),

1
√

σf

(
f|p −

P1(λf (p))
√

p
f|1

)
(r = 1),

1√
(1− p−2)σf

(
f|pr − ν ′(p)

P1(λf (p))
√

p
f|pr−1 +

1

p
f|pr−2

)
(r > 2),

(2.27)
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où

P1(X) :=
X

ν ′(p)
, σf := 1− P1(λf (p))2

p
, ν ′(p) := 1 +

1

p
. (2.28)

Remarque 2. Dans le cas où m′ > 1, en posant d = pδ, alors :

ρf,m′(d) =

{
1 si δ = 0 ou δ > 1 et p2 | m′,

1− p−2 sinon.

Le but de ce sous-paragraphe est de démontrer le résultat suivant, qui joue

un rôle important dans la démonstration de la Proposition 2.3 ci-dessous.

Proposition 2.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν

avec ν > 1.

(i) Soient la factorisation q = `m′ et f ∈ H∗
k(m

′). Alors la famille

Ef
` := {fd : d | `}

est une base orthogonale de Sk(`, f) véri�ant ‖fd‖q = ‖f‖q pour tout d | `.
(ii) La famille ⋃

q=`m′

⋃
f∈H∗k(m′)

{
fd : d | `

}
est une base orthogonale de Sk(q).

Pour cela, nous avons besoin d'établir quelques lemmes auxiliaires.

Lemme 2.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 1. Soient m′ | q, f ∈ H∗
k(m

′) et r > 0 un entier. Alors pour <e s > 1, on a∑
n>1

λf (n)λf (npr)

ns
= Zf (p

r, m′, s)L(s, f ⊗ f) (2.29)

où

L(s, f ⊗ f) :=
∑
n>1

λf (n)2

ns
, (2.30)

Zf (p
r, m′, s) :=

{
Pr(λf (p), s) si m′ = 1,

λf (p
r) si m′ > 1,

(2.31)
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et 
P0(X, s) := 1,

P1(X, s) := X/(1 + p−s),

Pr(X, s) := XPr−1(X, s)− Pr−2(X, s) (r > 2).

(2.32)

Démonstration. Si m′ > 1, on a 2, par multiplicité (2.7) des coe�cients λf (n) :∑
n>1

λf (n)λf (npr)

ns
= λf (p

r)L(s, f ⊗ f). (2.33)

Ensuite on considère le cas où m′ = 1. Si on écrit chaque entier n > 1 de

façon unique n = n(p)np avec np | p∞ et (n(p), p) = 1, alors∑
n>1

λf (n)λf (npr)

ns
=

∑
n|p∞

λf (n)λf (npr)

ns

∑
(n,p)=1

λf (n)2

ns
. (2.34)

Notons Rr la première de ces deux sommes. (On n'a pas indiqué la dépendance

en f, p, s pour alléger la notation.) On va démontrer (2.29) par récurrence sur r.

Si r = 0, alors (2.29) est trivial.

Quand r = 1, on applique (2.6) sous la forme (avec r = 1)

λf (p
k+r) = λf (p)λf (p

k+r−1)− λf (p
k+r−2) (2.35)

pour écrire

R∗(p, s) =
∑
k>0

λf (p
k)λf (p

k+1)

pks

= λf (p) +
∑
k>1

λf (p
k)λf (p

k+1)

pks

= λf (p) + λf (p)
∑
k>1

λf (p
k)2

pks
− 1

ps

∑
k>0

λf (p
k)λf (p

k+1)

pks

=
λf (p)

1 + p−s

∑
k>0

λf (p
k)2

pks
.

2C'est ici qu'intervient la di�érence entre les cas m′ = 1 et m′ > 1 due à la multiplicité des
coe�cients λf (n).
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Avec l'égalité (2.34), on a :

∑
n>1

λf (n)λf (np)

ns
=

λf (p)

1 + p−s
L(s, f ⊗ f). (2.36)

Si r > 2, on utilise (2.35) pour écrire pour tout k > 0

∑
k>0

λf (p
k)λf (p

k+r)

pks
= λf (p)

∑
k>0

λf (p
k)λf (p

k+r−1)

pks
−

∑
k>0

λf (p
k)λf (p

k+r−2)

pks
.

En reportant dans (2.34) et en utilisant l'hypothèse de récurrence, on trouve

L

∑
n>1

λf (n)λf (npr)

ns
= λf (p)

∑
n>1

λf (n)λf (npr−1)

ns
−

∑
n>1

λf (n)λf (npr−2)

ns

=
(
λf (p)Zf (p

r−1, 1, s)− Zf (p
r−2, 1, s)

)
L(s, f ⊗ f)

= Zf (p
r, 1, s)L(s, f ⊗ f).

(2.37)

Cela achève la démonstration.

Lemme 2.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 1. Soient la factorisation q = `m′, `1, `2 deux entiers tels que `1, `2 | ` et

f ∈ H∗
k(m

′). Alors

〈
f|`1 , f|`2

〉
q

=


λf (`)√

`
〈f, f〉q si m′ > 1,

Pj(λf (p))√
`

〈f, f〉q si m′ = 1,

(2.38)

avec ` := `1`2/(`1, `2)
2 = pj et

Pj(X) = Pj(X, 1), (2.39)

où les Pj(X, s) sont donnés en (2.32).

Remarque 3. Les entiers j et donc ` ne dépendent que de la di�érence des

exposants de `1 et `2 : si `i := pνi (i = 1, 2) alors ` = p|ν1−ν2|.
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Démonstration du Lemme 2.2. On note

Γ∞ :=

{(
1 b
0 1

)
: b ∈ Z

}
et on considère

G(s) :=
〈
E(z, s)f(`1z), f(`2z)

〉
q
,

où la série d'Eisenstein

E(z, s) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ0(q)

(=m γz)s. (2.40)

est dé�nie pour z ∈ H et se prolonge en une fonction holomorphe si <e s > 1
2

sauf en un pôle simple en 1 [5, Lemma 3.7].

En utilisant la méthode classique de déroulement exposée dans [10, Pages

72-3], on obtient si `′ := `1/(`1, `2), `′′ := `2/(`1, `2) et [`1, `2] = `1`2/(`1, `2) :

G(s) =
Γ(s + k − 1)

(4π)s+k−1

(`1`2)
−(k−1)/2

[`1, `2]s
Rf (`

′`′′, s), (2.41)

où

Rf (`
′`′′, s) :=

∑
n

λf (`
′n)λf (`

′′n)

ns
=

∑
n

λf (n)λf (`
′`′′n)

ns
, (2.42)

car de (`′, `′′) = 1 on déduit que `′ = 1 ou `′′ = 1.

En appliquant (2.29) du Lemme 2.1, l'égalité (2.41) devient

G(s) =
Γ(s + k − 1)

(4π)s+k−1

(`1`2)
(1−k)/2

[`1, `2]s
Zf (`, m

′, s)L(s, f ⊗ f).

Cette égalité appliquée à `1 = `2 = 1 montre que L(s, f ⊗ f) a un pôle simple

en s = 1. De plus (2.31) et (2.32) montrent que Zf (`, m
′, s) est holomorphe en

s = 1. Donc

Res
s=1

G(s) =
Γ(k)

(4π)k

(`1`2)
(1−k)/2

[`1, `2]
Zf (`, m

′, 1) Res
s=1

L(s, f ⊗ f).
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D'autre part, rappelons la formule classique [5] qui concerne les séries d'Eisen-

stein :

Res
s=1

E(z, s) =
3

πν(q)

où ν(q) = q(1 + p−1), qui montre que ce résidu est indépendant de z. On trouve

donc

Res
s=1

G(s) =
〈
Res
s=1

E(z, s)f(`1z), f(`2z)
〉

q
=

3

πν(q)

〈
f(`1z), f(`2z)

〉
q
.

En comparant les deux expressions de Ress=1 G(s), on peut déduire,

〈
f(`1z), f(`2z)

〉
q

=
πν(q)

3

Γ(k)

(4π)k

(`1`2)
(1−k)/2

[`1, `2]
Zf (`, m

′, 1) Res
s=1

L(s, f ⊗ f)

ce qui s'écrit encore à l'aide de (2.24) :

〈
f|`1 , f|`2

〉
q

=
πν(q)

3

Γ(k)

(4π)k

(`1`2)
1/2

[`1, `2]
Zf (`, m

′, 1) Res
s=1

L(s, f ⊗ f). (2.43)

Le cas `1 = `2 = 1 donne

〈f, f〉q =
πν(q)

3

Γ(k)

(4π)k
Res
s=1

L(s, f ⊗ f). (2.44)

En�n les égalités (2.43) et (2.44) donnent

〈
f|`1 , f|`2

〉
q

=
Zf (`, m

′, 1)√
`

〈f, f〉q . (2.45)

Ceci implique (2.38), grâce aux relations (2.31), (2.32) et (2.39).

Lemme 2.3. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 1. Si f ∈ H∗
k(1), on a

〈fpr+1 , f1〉q = 〈fpr+1 , fp〉q = 0 (r > 1), (2.46)

〈fpr+1 , fp2〉
q

= 0 (r > 2), (2.47)

〈fpr+1 , fpj〉
q

= 〈fpr , fpj−1〉
q

(3 6 j 6 r), (2.48)

〈fpr , fpj〉
q

= 0 (0 6 j < r). (2.49)
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Démonstration. Montrons (2.46). D'après (2.27), la quantité 〈fpr+1 , f1〉q vaut à

un facteur multiplicatif près :〈
f|pr+1 − ν ′(p)

P1(λf (p))
√

p
f|pr +

1

p
f|pr−1 , f|1

〉
q

qui vaut avec (2.38)

Pr+1(λf (p))− ν ′(p)P1(λf (p))Pr(λf (p)) + Pr−1(λf (p))√
pr+1

.

Puisque ν ′(p)P1(λf (p)) = λf (p), la dernière relation de (2.32) et (2.39) permettent

de conclure que

〈fpr+1 , f1〉q = 0.

Pour ce qui concerne 〈fpr+1 , fp〉q et (2.47), les calculs sont similaires et la

récurrence (2.39) permet d'établir qu'ils sont nuls.

Passons à (2.48) avec 3 6 j 6 r. On a

〈fpr+1 , fpj〉
q

=

〈
f|pr+1− ν ′(p)

P1(λf (p))
√

p
f|pr +

1

p
f|pr−1 , f|pj − ν ′(p)

P1 (λf (p))
√

p
f|pj−1 +

1

p
f|pj−2

〉
q

.

D'autre part

〈fpr , fpj−1〉
q

=

〈
f|pr − ν ′(p)

P1(λf (p))
√

p
f|pr−1 +

f|pr−2

p
, f|pj−1 − ν ′(p)

P1(λf (p))
√

p
f|pj−2 +

f|pj−3

p

〉
q

.

Avec (2.38) on peut développer ce produit scalaire et on retrouve le même résultat

qu'avec 〈fpr+1 , fpj〉
q
car les indices r et j ont diminué de 1 mais leur di�érence

elle reste la même (cf. Remarque 3).

En�n montrons (2.49). Pour r = 1, (2.27) et la deuxième relation de (2.38)

nous permettent d'écrire〈
fp, f1

〉
q

=
1

σf

( 〈
f|p, f|1

〉
q
− P1(λf (p))

√
p

‖f|1‖
)

= 0.
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Quand r > 2, le résultat souhaité découle, par une simple récurrence sur r, de

(2.46), (2.47) et (2.48).

Nous sommes maintenant prêts à prouver la Proposition 2.2.

Démonstration de la Proposition 2.2. Évidemment la deuxième assertion est une

conséquence immédiate de la première et la décomposition (2.23). Donc il su�t

de démontrer l'assertion (i).

Dans un premier temps, supposons m′ > 1 et justi�ons le choix fait en (2.25).

Pour cela, on pose

δf (d1, d2) :=
〈fd1 , fd2〉q
〈f, f〉q

pour d1 | ` et d2 | ` (où on rappelle que fd =
∑

c|` xd(c, f)f|c). Pour que Ef
` soit

une base orthogonale de Sk(`, f) et ‖fd‖q = ‖f‖q pour tout d | `, il su�t de

montrer que δf (d1, d2) soit le symbole de Kronecker.

Selon (2.38) on a :

δf (d1, d2) =
∑

`1,`2|`

xd1(`1, f)xd2(`2, f)
λf (`)√

`

avec la notation ` := `1`2/(`1, `2)
2. Écrivant `1 = a`′ et `2 = a`′′ avec a = (`1, `2),

on a, à l'aide de (2.6) et (2.7) :

δf (d1, d2) =
∑
a|`

∑
`′, `′′|(`/a)
(`′,`′′)=1

xd1(a`′, f)xd2(a`′′, f)
λf (`

′)λf (`
′′)√

`′`′′

=
∑
a|`

∑
b|(`/a)

µ(b)
∑

`′, `′′|(`/(ab))

xd1(ab`′, f)xd2(ab`′′, f)
λf (b`

′)λf (b`
′′)

b
√

`′`′′

=
∑
a|`

∑
b|(`/a)

µ(b)λf (b)
2

b

∑
`′|(`/(ab))

xd1(ab`′, f)
λf (`

′)√
`′

∑
`′′|(`/(ab))

xd2(ab`′′, f)
λf (`

′′)√
`′′

.

En posant c = ab, on trouve :

δf (d1, d2) =
∑
c|`

ρf,m′(c)yd1(c, f)yd2(c, f), (2.50)
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où ρf,m′(c) est dé�nie en (2.26) et

yd(c, f) :=
∑

r|(`/c)

xd(rc, f)
λf (r)√

r
.

Avec le choix (2.25), un calcul simple montre que 3

yd(c, f) =

{
1/

√
ρf,m′(c) si d = c,

0 sinon.

En reportant dans (2.50), on a

δf (d1, d2) =

{
1 si d1 = d2,

0 sinon.

Ceci termine la preuve de l'orthogonalité dans le cas m′ > 1.

Passons à la preuve de la base orthogonale de Sk(q, f). On supposera désor-

mais m′ = 1. La famille proposée en (2.27) est bien dé�nie puisque

σf > 1/9. (2.51)

D'après (2.49) du Lemme 2.3, la famille Ef
q est une base orthogonale. Il reste à

démontrer que ‖fpr‖q = ‖f‖q. Pour f1 c'est immédiat. Pour fp, d'après (2.27),

nous avons

‖fp‖2
q =

1

σf

(∥∥f|p
∥∥2

q
+

P1(λf (p))2

p

∥∥f|1
∥∥2

q
− 2

P1(λf (p))
√

p

〈
f|p, f|1

〉
q

)
.

Mais en utilisant la deuxième relation de (2.38), on a

‖f|pr‖2
q = ‖f‖2

q

et 〈
f|p, f|1

〉
q

=
P1(λf (p))

√
p

‖f‖2
q.

3Notons que yd(c, f) existe puisque ρf,m′(c) =
∏

p|c(1 − λf (p)2/p) implique que ρf,m′(c) ∈
]0, 1] étant donné l'égalité (2.8).
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En reportant dans la formule précédente et en utilisant (2.28), on trouve

‖fp‖2
q = ‖f‖2

q.

Il reste à traiter le cas de fpr où r > 2. On notera ν ′ au lieu de ν ′(p) pour

alléger. D'après (2.27), on a

‖fpr‖2
q =

1

(1− p−2)σf

(
‖f|pr‖2

q +
ν
′2P1(λf (p))2

p
‖f|pr−1‖2

q +
‖f|pr−2‖2

q

p2

− 2ν ′
P1(λf (p))

√
p

〈
f|pr , f|pr−1

〉
q
+

2

p

〈
f|pr , f|pr−2

〉
q

− 2ν ′
P1(λf (p))

p3/2

〈
f|pr−1 , f|pr−2

〉
q

)
.

En utilisant (2.38), on trouve que

‖fpr‖2
q

=
‖f‖2

q

(1− p−2)σf

(
1 +

ν ′(ν ′ − 2)P1(λf (p))2

p
+

1 + 2P2(λf (p))− 2ν ′P1(λf (p))2

p2

)
.

Utilisons la relation de récurrence (2.39) qui peut se réécrire (à l'aide de (2.28)) :

P2 = ν ′P 2
1 − 1

pour écrire

‖fpr‖2
q =

1

σf (1− p−2)

(
1− P1(λf (p))2

p

) (
1− 1

p2

)
,

ce qui donne bien ‖fpr‖q = ‖f‖q. pour tout r > 2.

2.2.4 Passage entre ∆q(m, n) et ∆∗
q(m,n)

On en vient au résultat liant ∆q(m, n) et ∆∗
q(m,n).
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Proposition 2.3. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν

avec ν > 1. Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1 tels que p - mn, on a

∆q(m, n) =
∑

q=`m′

m′>1

1

`

(
1− µ(m′)2

p2

)−ω(`)

∆∗
m′(m, n)

+
p2 − µ(q)2

p2 − 1

1

q

∑
d|p∞

∆∗
1(d

2m, n)

d

(2.52)

et réciproquement

∆∗
q(m, n) =

∑
q=`m′

m′>1

µ(`)

(
p− µ(m′)2

p

)−ω(`)

∆m′(m,n)

+
µ(q)

q

∑
d|p∞

∆1(d
2m, n)

d
.

(2.53)

Pour prouver cette proposition, on a besoin encore d'établir quelques lemmes

auxiliaires.

Lemme 2.4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 1. Soient la factorisation q = `m′ et f ∈ H∗
k(m

′), alors

ωq(f) =


ωm′(f)

`
si m′ > 1

ω1(f)

ν(q)
si m′ = 1.

Démonstration. La preuve de ce lemme repose sur la formule classique ([8, Page

35] et [10, Page 72])

‖f‖2
q =

ν(q)

ν(m′)
‖f‖2

m′ .

Cela achève la démonstration.
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Lemme 2.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 1. Soient la factorisation q = `m′ et f ∈ H∗
k(m

′). Alors les coe�cients

xd(1, f) (pour d | `) dé�nis de (2.25) à (2.28) véri�ent

∑
d|`

xd(1, f)2 =



(
1− µ(m′)2

p2

)−ω(`)

si m′ > 1,

p2 − µ(q)2

p2 − 1

1

σf

si m′ = 1,

(2.54)

où σf est dé�ni en (2.28).

Démonstration. Commençons par le cas m′ > 1. D'après (2.25), (2.26), (2.8) et

le fait que ` | p∞, on peut écrire

∑
d|`

xd(1, f)2 =
∑
d|`

µ(d)2λf (d)2

dρf,m′(d)
=

(
1 +

λf (p)2

pρf,m′(p)

)ω(`)

=
1

ρf,m′(p)ω(`)
=

1

ρf,m′(`)

=

(
1− µ(m′)2

p2

)−ω(`)

.

(2.55)

Passons au cas où m′ = 1. D'après (2.27) et (2.28), on obtient

∑
d|q

xd(1, f)2 = 1 +
P1(λf (p))2

pσf

+
1− µ(q)2

(p2 − 1)σf

=
1

σf

+
1− µ(q)2

(p2 − 1)σf

=
1

σf

p2 − µ(q)2

p2 − 1
.

Cela achève la démonstration.

Concernant le cas m′ = 1, on a le résultat suivant.
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Lemme 2.6. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Si f ∈ H∗
k(1),

alors le coe�cient σf dé�ni en (2.28) véri�e

1

σf (1 + p−1)
=

∑
n|p∞

λf (n
2)

n
. (2.56)

Démonstration. Comme f est une forme primitive de niveau 1, il existe un nombre

complexe α = αf (p) véri�ant |α| = 1 tel que

λf (p
j) =

∑
06i6j

αj−2i (2.57)

pour tout entier j > 0. Donc (2.28) et (2.57) avec j = 1 nous donnent

σf = 1− p−1λf (p)2

(1 + p−1)2

= 1− p−1(α + α−1)2

(1 + p−1)2

=
(1− α2/p)(1− α−2/p)

(1 + p−1)2
·

(2.58)

D'autre part, on a

2
∑
n|p∞

λf (n
2)

n
= 2

∑
j>0

λf (p
2j)

pj

=
∑
j>0

1 + (−1)j

√
p

j

∑
06i6j

αj−2i

=
∑
i>0

α−2i

(
(α/

√
p)i

1− α/
√

p
+

(−α/
√

p)i

1 + α/
√

p

)

=
1

(1− α/
√

p)(1− α−1/
√

p)
+

1

(1 + α/
√

p)(1 + α−1/
√

p)
.

Ceci implique que ∑
n|p∞

λf (n
2)

n
=

1 + p−1

(1− α2/p)(1− α−2/p)
,

ce qui avec (2.58) termine la preuve.
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On est maintenant prêt de prouver la Proposition 2.3.

Démonstration de la Proposition 2.3. D'après la deuxième assertion de la Propo-

sition 2.2, la famille ⋃
q=`m′

⋃
f∈H∗k(m′)

{
fd : d | `

}
est une base orthogonale de Sk(q). D'autre part, la dé�nition (2.16) de ∆q(m, n)

est indépendente du choix de la base orthogonale [10, Lemma 3.3]. Donc on peut

choisir cette base orthogonale dans la dé�nition de ∆q(m, n) à écrire

∆q(m, n) =
∑

q=`m′

∑
f∈H∗k(m′)

∑
d|`

ωq(fd)λfd
(m)λfd

(n).

On a

λfd
(j) =

∑
c|`

j=rc

ck/2xd(c, f)λf (r).

En particulier si p - j alors

λfd
(j) = xd(1, f)λf (j). (2.59)

Le Lemme 2.2 et (2.14) conduisent à ωq(fd) = ωq(f). En reportant ceci et (2.59)

dans la formule précédente, on a

∆q(m, n) =
∑

q=`m′

∑
f∈H∗k(m′)

ωq(f)
∑
d|`

λfd
(m)λfd

(n)

=
∑

q=`m′

∑
f∈H∗k(m′)

ωq(f)λf (m)λf (n)
∑
d|`

xd(1, f)2.

D'après le Lemme 2.5, on peut écrire

∆q(m, n) =
∑

q=`m′

m′>1

(
1− µ(m′)2p−2

)−ω(`)
∑

f∈H∗k(m′)

ωq(f)λf (m)λf (n)

+
p2 − µ(q)2

p2 − 1

∑
f∈H∗k(1)

ωq(f)

σf

λf (m)λf (n).

(2.60)
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A�n de faire apparaitre dans (2.60) les nombres ∆∗
m′ exprimons ωq(f) en fonction

de ωm′(f), on a alors recours au Lemme 2.4 pour avoir

∆q(m,n) =
∑

q=`m′

m′>1

`−1(1− µ(m′)2p−2)−ω(`)∆∗
m′(m, n)

+
p2 − µ(q)2

p2 − 1

1

ν(q)

∑
f∈H∗k(1)

ω1(f)

σf

λf (m)λf (n).

(2.61)

À l'aide du Lemme 2.6, on peut écrire

1

ν(q)

∑
f∈H∗k(1)

ω1(f)

σf

λf (m)λf (n) =
1

q

∑
d|p∞

1

d

∑
f∈H∗k(1)

ω1(f)λf (d
2)λf (m)λf (n)

=
1

q

∑
d|p∞

∆∗
1(d

2m, n)

d
,

puisque notre hypothèse p - mn implique que λf (d
2)λf (m) = λf (d

2m). En repor-

tant dans (2.61), on obtient bien (2.52).

Par inversion de Möbius, il est rapide de véri�er (2.53).

Remarque 4. La Proposition 2.3 appliquée à q = pν donne :

∆∗
q(m,n) =


∆q(m, n)−

∆q/p(m, n)

p− p−1
si ν = 2

∆q(m, n)−
∆q/p(m, n)

p
si ν > 3.

(2.62)

2.2.5 Fin de la preuve du Théorème 2.2

D'abord on traite le cas où p | mn et ν > 2. Sans perte de généralité, on peut

supposer que p | m. À l'aide de (2.7) et (2.8), on voit que

λf (m) = λf (p)λf (m/p) = 0.

Ainsi par la dé�nition de ∆∗
q, on a ∆∗

q(m, n) = 0.
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Ensuite nou supposons que p - mn et ν > 2. En reportant (2.22) de la

Proposition 2.1 dans (2.53) et en remarquant que∑
`m′=q
m′>1

µ(`)

(
p− µ(m′)2

p

)−ω(`)

= φ(ν, p),

on obtient

∆∗
q(m, n) = φ(p, ν)δm,n + R,

où

R �
√

mn{log(2(m, n))}2

k4/3

∑
`m′=q
m′>1

|µ(`)|
m′3/2

(
p− µ(m′)2

p

)−ω(`)

�
√

mnp{log(2(m, n))}2

k4/3q3/2
.

Cela achève la démonstration.

2.3 Lemmes auxiliaires

Soient ζ(s) la fonction de Riemann et

ζ(q)(s) := ζ(s)
∏
p|q

(
1− p−s

)
. (2.63)

2.3.1 Fonctions U(y) et T (y)

Soit G est un polynôme pair de degré > 2 tel que :

G(0) = 1 et G(−1) = G(−2) = 0. (2.64)

Pour y > 0, on dé�nit

T (y) :=
1

2πi

∫
(2)

Γ(s + k/2)

Γ(k/2)

G(s)

s
y−sds, (2.65)

U(y) :=
1

iπ

∫
(2)

ζ(q)(1 + 2s)
Γ(s + k/2)2

Γ(k/2)2

G(s)2

s
y−sds. (2.66)
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Lemme 2.7. Avec les notations précédentes, on a{
T (y) = 1 + Ok(y) si y → 0,

T (y) �j,k y−j si y →∞,
(2.67)

et U(y) =
ϕ(q)

q

{
log

1

y
+ gk(p) + Ok(y)

}
si y → 0,

U(y) �j,k y−j si y →∞,

(2.68)

pour tout j réel > 0, où

gk(p) := 2

(
log p

p− 1
+

Γ′

Γ
(k/2) + γ

)
(2.69)

et γ est la constante d'Euler.

Démonstration. On ne va démontrer que la formule asymptotique pour U(y)

quand y → 0. Les autres peuvent être trouvées dans [13, Paragraphe 2.4]. On a

ζ(1 + s) =
1

s
+

∑
06i62

(−1)i

i!
γis

i + O(s3), (2.70)

où γi désignent les constantes de Stieltjes4. D'autre part, on peut écrire

1− p−(1+s) =
ϕ(q)

q

{
1 +

∑
16j63

(−1)j+1

j!

(log p)j

p− 1
sj + O(s4)

}
. (2.71)

Donc

ζ(q)(1 + 2s) =
(
1− p−(1+2s)

)
ζ(1 + 2s)

=
ϕ(q)

q

(
1

2s
+

log p

p− 1
+ γ + O(s)

)
.

Ceci implique la formule annoncée.

4Ces nombres sont dé�nis par

γi := lim
n→∞

n∑
k=1

(
(log k)i

k
− (log n)i+1

i + 1

)
.

En particulier γ0 = γ.
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2.3.2 Lemme intermédiaire

Nous aurons besoin des estimations suivantes dans les calculs des moments.

Lemme 2.8. Soient i ∈ N, j ∈ N et θ > 1. On a∑
n6x

τ(n)i(log n)j = Cix(log x)2i+j−1 + O
(
x(log x)2i+j−2

)
, (2.72)

∑
n6x

τ(n)i(log n)j

√
n

= 2Ci

√
x(log x)2i+j−1 + O

(√
x(log x)2i+j−2

)
, (2.73)

∑
n>x

τ(n)i(log n)j

nθ
� (log x)2i+j−1

xθ−1
(2.74)

uniformément pour x > 3, où Ci est une constante absolue.

Démonstration. En utilisant la formule asymptotique

Di(t) :=
∑
n6t

τ(n)i = Cit(log t)2i−1 + O
(
t(log t)2i−2

)
,

une simple intégration par parties nous donne∑
n6x

τ(n)i(log n)j =

∫ x

1−
(log t)jdDi(t)

= (log x)jDi(x)− j

∫ x

1

(log t)j−1

t
Di(t)dt

= Cix(log x)2i+j−1 + O
(
x(log x)2i+j−2

)
.

De même∑
n6x

τ(n)i(log n)j

nη
=

∫ x

1−

1

tη
d
( ∑

n6t

τ(n)i(log n)j
)

=
1

xη

∑
n6t

τ(n)i(log n)j + η

∫ x

1

∑
n6t

τ(n)i(log n)j dt

t1+η

=
Ci

1− η
x1−η(log x)2i+j−1 + O

(√
x(log x)2i+j−2

)
.
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Similairement, on a∑
n>x

τ(n)i(log n)j

nθ
=

∫ ∞

x

(log t)j

tθ
dDi(t)

= −(log x)j

xθ
Di(x) +

∫ ∞

x

θ(log t)j − j(log t)j−1

tθ+1
Di(t)dt

� (log x)2i+j−1

xθ−1
.

Cela achève la démonstration.

2.4 Calcul du deuxième moment

Le but de ce paragraphe est de calculer le deuxième moment Mh
2, dé�ni en

(2.17). Notre résultat est un peu plus général. En posant

Mh
r,m :=

∑h

f∈H+
k (q)

λf (m)L(1/2, f)r, (2.75)

nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soient 0 < η < 1, k > 2 un entier pair, p un nombre premier

et q = pν avec ν > 3. Pour tout 1 6 m 6 qη et p - m, on a

Mh
2,m =

τ(m)√
m

(
ϕ(q)

q

)2{
log

(
q̂2

m

)
+ gk(p)

}
+ Ok,p

(√
m

(log q)4

√
q

)
,

où gk(p) est dé�nie en (2.69). En particulier

Mh
2 =

(
ϕ(q)

q

)2 {
log(q̂2) + gk(p)

}
+ Ok,p

(
(log q)4

√
q

)
.

Les constantes ne dépendent que de k et p.

Démonstration. Considérons

J :=
1

2πi

∫
(2)

Λ(s + 1/2, f)2G(s)2 ds

s
,
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où G est un polynôme de degré > 2 véri�ant (2.64). Par le théorème des résidus,

l'équation fonctionnelle (2.12) et le fait que5 ε2
f = 1, on a

2J = Res
s=0

(
Λ(s + 1/2, f)2G(s)2

s

)
= q̂Γ(k/2)2L(1/2, f)2.

D'autre part, la formule (2.6) nous permet d'écrire, avec la notation (2.63),

L(s + 1
2
, f)2 =

∑
a,b>1

λf (a)λf (b)

(ab)s+1/2

=
∑
a,b>1

1

(ab)s+1/2

∑
d|(a,b)
(d,q)=1

λf

(
ab

d2

)

= ζ(q)(1 + 2s)
∑
n>1

τ(n)λf (n)

ns+1/2
(<e s > 1

2
).

Ceci implique que

2J = q̂
∑
n>1

τ(n)λf (n)√
n

1

πi

∫
(2)

ζ(q)(1 + 2s)Γ(s + k/2)2G(s)2

s

(
n

q̂2

)−s

ds.

Les deux égalités précédentes donnent donc :

L(1/2, f)2 =
∑
n>1

τ(n)√
n

U

(
n

q̂2

)
λf (n) (2.76)

où U(y) est dé�nie en (2.66). En reportant cette expression dans (2.75) et en

utilisant le Corollaire 2.1, il suit

Mh
r,m =

ϕ(q)

q

τ(m)√
m

U

(
m

q̂2

)
+ Ok,p(R2), (2.77)

où

R2 :=
∑
n>1

τ(n)√
n

∣∣∣∣U(
n

q̂2

)∣∣∣∣√mn{log(2(m,n))}2

q3/2
.

5C'est cette relation qui permet d'éviter le recours à une forme explicite de εf que l'on
n'a pas au niveau q avec des facteurs carrés. C'est aussi pour cette raison que l'on ne peut
actuellement pas avoir l'ordre exact du premier moment Mh

1 mais au mieux une majoration.
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À l'aide de (2.68), il est facile de majorer cette contribution :

�
√

m(log q)3

q3/2

∑
n6q

τ(n) +
√

mq(log q)2
∑
n>q

τ(n)

n2

�
√

m(log q)4

q1/2
.

En reportant dans (2.77) et en utilisant la première relation de (2.68), on obtient

le résultat souhaité.

2.5 Calcul du troisième moment

L'objectif de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν

avec ν > 3. On a

Mh
3 = 4

(
ϕ(q)

q

)4{
1

3
(log q̂)3 +

(
2

log p

p− 1
+

Γ′

Γ
(k/2) + 2γ

)
(log q̂)2 + Ok,p(log q)

}
,

où la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Plus généralement, nous pouvons aussi, comme dans la Section 2.4, calculer

le troisième moment Mh
3,m tordu par λf (m) dé�ni en (2.75) : Soient k > 2 un

entier pair, p un nombre premier, q = pν avec ν > 3, et m un entier tel que

m 6 (log q)A et (m, q) = 1, alors il existe des nombres hm, km et lm (dépendant

de m uniquement) tels que

Mh
3,m = 4

(
ϕ(q)

q

)4{
hm

3
(log q̂)3

+

((
2

log p

p− 1
+

Γ′

Γ
(k/2) + 2γ

)
hm +

km

2
− lm

4

)
(log q̂)2 + Ok,p(log q)

}
.

La constante impliquée ne dépend que de A, k et p.
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2.5.1 Début de la démonstration de la Proposition 2.5

Lemme 2.9. Soient k > 2 un entier pair et m, n, q > 1 des entiers positifs. Alors

Mh
3 = 2

∑
m,n>1

τ(m)√
mn

U

(
m

q̂2

)
T

(
n

q̂

)
∆∗

q(m,n). (2.78)

Démonstration. On considère l'intégrale

I :=
1

2πi

∫
(2)

Λ(s + 1/2, f)
G(s)

s
ds.

A l'aide de l'équation fonctionnelle (2.12), le théorème des résidus nous permet

d'écrire

(1 + εf )I = Res
s=0

(
Λ(s + 1/2, f)

G(s)

s

)
= q̂1/2L(1/2, f)Γ(k/2).

Cette égalité et la série de Dirichlet (2.9) donnent alors

L(1/2, f) = (1 + εf )
∑
n>1

λf (n)√
n

T

(
n

q̂

)
. (2.79)

Les égalités 6(2.79) et (2.76) impliquent que

L(1/2, f)3 = (1 + εf )
∑
m>1

τ(m)
λf (m)√

m
U

(
m

q̂2

) ∑
n>1

λf (n)√
n

T

(
n

q̂

)
.

Si εf = 1 alors

L(1/2, f)3 = 2
∑
m>1

τ(m)
λf (m)√

m
U

(
m

q̂2

) ∑
n>1

λf (n)√
n

T

(
n

q̂

)
.

Mais ceci reste également vrai si εf = −1 : dans ce cas le membre de gauche est

nul en vertu de l'équation fonctionnelle (2.12) qui impose alors L(1/2, f) = 0 ; le

6C'est la di�érence entre les égalités (2.79) et (2.76) qui empêche de déterminer l'ordre exact
du premier moment des fonctions L-automorphes et qui nous conduit à étudier plutôt M2 et
M3.
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membre de droite aussi est nul, en e�et, de L(1/2, f) = 0 on déduit L(1/2, f)2 = 0

et donc ∑
m>1

τ(m)
λf (m)√

m
U

(
m

q̂2

)
= 0

grâce à (2.76).

Finalement, on a pour toute forme primitive de niveau q :

L(1/2, f)3 = 2
∑

m,n>1

τ(m)√
mn

U

(
m

q̂2

)
T

(
n

q̂

)
λf (m)λf (n). (2.80)

Ce qui implique le résultat désiré.

2.5.2 Application de la formule de trace

En appliquant la formule de trace du Corollaire 2.1 à l'égalité (2.78), on peut

écrire

Mh
3 = 2

ϕ(q)

q

∑∗

n>1

τ(n)

n
T

(
n

q̂

)
U

(
n

q̂2

)
+ Ok,p(R3) (2.81)

avec

R3 :=
∑

m,n>1

τ(m){log 2(m, n)}2

q3/2

∣∣∣∣T(
n

q̂

)
U

(
m

q̂2

)∣∣∣∣
où

∑∗
n>1 désigne la somme portant sur les entiers n tels que (n, q) = 1.

2.5.3 Évaluation du terme principal

A�n de calculer le premier terme de droite de (2.81), écrivons∑∗

n>1

τ(n)

n
T

(
n

q̂

)
U

(
n

q̂2

)
=

( ∑∗

n6q

+
∑∗

n>q

)
τ(n)

n
T

(
n

q̂

)
U

(
n

q̂2

)
. (2.82)

En faisant appel à (2.67)-(2.68) avec j = 1 et (2.74), on a∑∗

n>q

τ(n)

n
T

(
n

q̂

)
U

(
n

q̂2

)
� q3/2

∑
n>q

τ(n)

n3
� q−1/2 log q. (2.83)
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En utilisant la première relation de (2.68), on peut écrire

∑∗

n6q

τ(n)

n
T

(
n

q̂

)
U

(
n

q̂2

)
= T + O(R4), (2.84)

où

T :=
ϕ(q)

q

∑∗

n6q

τ(n)

n
T

(
n

q̂

){
log

(
q̂2

n

)
+ gk(p)

}
et

R4 :=
1

q̂2

∑∗

n6q

τ(n)

∣∣∣∣T(
n

q̂

)∣∣∣∣
� 1

q̂2

( ∑
n6q̂

τ(n) + q̂2
∑∗

q̂<n6q

τ(n)

n2

)
� q−1/2 log q

(2.85)

grâce à (2.67) et (2.74).

Pour évaluer le terme principal T , on écrit, à l'aide de (2.65),

T =
ϕ(q)

q

(
T0 −R5

)
,

où

T0 :=
1

2πi

∫
(2)

Γ
(
s + k

2

)
Γ(k

2
)

∑∗

n>1

τ(n)

ns+1

{
log

(
q̂2

n

)
+ gk(p)

}
q̂s G(s)

s
ds,

R5 :=
1

2πi

∫
(2)

Γ
(
s + k

2

)
Γ(k

2
)

∑∗

n>q

τ(n)

ns+1

{
log

(
q̂2

n

)
+ gk(p)

}
q̂s G(s)

s
ds.

En utilisant l'estimation (2.74) du Lemme 2.8 pour majorer la somme dans

R5 et la formule de Stirling

|Γ(s)| =
√

2π e−(π/2)|τ ||τ |σ−1/2
{
1 + Oσ

(
|τ |−1

)}
(2.86)

valable uniformément pour |τ | > 1, on peut déduire que

R5 �k q−1(log q)2. (2.87)
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Pour évaluer T0, on écrit d'abord

T0 =
(
log q̂2 + gk(p)

) 1

2πi

∫
(2)

Γ(s + k
2
)

Γ(k
2
)

ζ(q)(s + 1)2q̂s G(s)

s
ds

+
1

πi

∫
(2)

Γ(s + k
2
)

Γ(k
2
)

ζ(q)(s + 1)ζ(q)′(s + 1)q̂s G(s)

s
ds.

Ensuite on utilise le théorème des résidus autour du pôle s = 0, les intégrales

résultantes en σ = −1
2
sont en Ok,p(q

−1/4 log q) de sorte que

T0 =
(
2 log q̂ + gk(p)

)
Res
s=0

(
ζ(q)(s + 1)2F (s)

s

)
+ 2 Res

s=0

(
ζ(q)(s + 1)ζ(q)′(s + 1)

F (s)

s

)
+ Ok,p(q

−1/4 log q)

(2.88)

où

F (s) :=
Γ(s + k

2
)

Γ(k
2
)

q̂sG(s).

Un calcul élémentaire montre que

F (j)(0) =
∑

06i6j

ξj,i(log q̂)j−i, (2.89)

où

ξj,i :=

(
j

i

) i∑
`=0

(
i

`

)
Γ(`)

Γ
(k/2)G(i−`)(0).

En utilisant les relations (2.70) et (2.71), on trouve

ζ(q)(s + 1)2 =

(
ϕ(q)

q

)2{
a−2

s2
+

a−1

s
+ a0 + O(s)

}
, (2.90)

ζ(q)(s + 1)ζ(q)′(s + 1) =

(
ϕ(q)

q

)2{
b−3

s3
+

b−2

s2
+ b0 + O(s)

}
, (2.91)
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où

a−2 := 1,

a−1 := 2
log p

p− 1
+ 2γ0,

a0 :=

(
log p

p− 1

)2

− (log p)2 − 4γ0 log p

p− 1
+ γ2

0 − 2γ1,

et

b−3 := −1,

b−2 := − log p

p− 1
− γ0,

b0 := −(log p)3 − 2γ0(log p)2

2(p− 1)2
+

(log p)3 − 6γ0(log p)2 + 6(γ2
0 − 2γ1) log p

6(p− 1)

− γ0γ1 +
γ2

2
.

Donc on a les résidus suivants :

Res
s=0

(
ζ(q)(s + 1)2F (s)

s

)
=

(
ϕ(q)

q

)2(
a−2

2
F ′′(0) + a−1F

′(0) + a0F (0)

)
et

Res
s=0

(
ζ(q)(s + 1)ζ(q)′(s + 1)

F (s)

s

)
=

(
ϕ(q)

q

)2(
b−3

6
F ′′′(0) +

b−2

2
F ′′(0) + b0F (0)

)
.

En reportant dans (2.88) et en utilisant (2.89), on obtient

T0 =

(
ϕ(q)

q

)2

Q(log q̂) + Ok,p(q
−1/4 log q), (2.92)

où

Q(X) := A3X
3 + A2X

2 + A1X + A0, (2.93)
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et les constantes Aj = Aj(k, p) sont données par

A3 := a−2ξ2,0 + 1
3
b−3ξ3,0,

A2 := a−2ξ2,1 + 2a−1ξ1,0 + 1
2
a−2ξ2,0gk(p) + 1

3
b−3ξ3,1 + b−2ξ2,0,

A1 := a−2ξ2,2 + 2a−1ξ1,1 + 2a0ξ0,0 + (1
2
a−2ξ2,1 + a−1ξ1,0)gk(p) + 1

3
b−3ξ3,2 + b−2ξ2,1,

A0 := (1
2
a−2ξ2,2 + a−1ξ1,1 + a0ξ0,0)gk(p) + 1

3
b−3ξ3,3 + b−2ξ2,2 + 2b0ξ0,0.

En combinant (2.92), (2.87), (2.84), (2.83) avec (2.82), on trouve

∑∗

n>1

τ(n)

n
T

(
n

q̂

)
U

(
n

q̂2

)
=

(
ϕ(q)

q

)3

Q(log q̂) + Ok,p(q
−1/4 log q). (2.94)

2.5.4 Estimation du terme d'erreur R3

Écrivons

R3 =
1

q3/2

∑
a>1

{log(2a)}2
∑

m,n>1
(m,n)=a

τ(m)

∣∣∣∣T(
n

q̂

)
U

(
m

q̂2

)∣∣∣∣
=

1

q3/2

∑
a>1

{log(2a)}2
∑

m,n>1
(m,n)=1

τ(am)

∣∣∣∣T(
an

q̂

)
U

(
am

q̂2

)∣∣∣∣
� 1

q3/2

∑
a>1

{log(2a)}2
∑
b>1

|µ(b)|
∑

m,n>1

τ(abm)

∣∣∣∣T(
abn

q̂

)
U

(
abm

q̂2

)∣∣∣∣
� 1

q3/2

∑
d>1

h(d)τ(d)
∑
n>1

∣∣∣∣T(
dn

q̂

)∣∣∣∣ ∑
m>1

τ(m)

∣∣∣∣U(
dm

q̂2

)∣∣∣∣,
où

h(d) :=
∑
ab=d

{log(2a)}2|µ(b)|.

En utilisant (2.67), on a :

∑
n>1

∣∣∣∣T(
dn

q̂

)∣∣∣∣ � ∑
n6q̂/d

1 +
∑

n>max{q̂/d,1}

(
q̂

dn

)2

� q̂

d
.
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De façon similaire, les estimations (2.68) avec j = 2, (2.74) et (2.74) nous per-

mettent de déduire

∑
m>1

τ(m)

∣∣∣∣U(
dm

q̂2

)∣∣∣∣ � ∑
m6q̂2/d

τ(m) log

(
q̂2

dm

)
+

∑
m>max{q̂2/d,1}

τ(m)

(
q̂2

dm

)2

� q̂2 log q

d
.

En combinant ces estimations, on obtient

R3 � (log q)
∑
d>1

h(d)τ(d)

d2
� log q. (2.95)

2.5.5 Fin de la démonstration de la Proposition 2.5

En reportant (2.94) et (2.95) dans (2.81), on obtient

Mh
3 = 2

(
ϕ(q)

q

)4

Q(log q̂) + Ok,p(log q).

Un calcul élémentaire montre que

A3 =
2

3
et A2 = 2

(
2

log p

p− 1
+

Γ′

Γ
(k/2) + 2γ

)
.

Ceci implique le résultat annoncé.

2.6 Démonstration du Théorème 2.1

On utilise l'inégalité de Hölder, selon laquelle :

( ∑h

f∈H∗k(q)

L(1/2, f)2

)3

6

( ∑h

f∈H∗k(q)

L(1/2, f)3

)2 ∑h

f∈H∗k(q)
L(1/2,f)6=0

1.
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On en déduit : ∑h

f∈H∗k(q)
L(1/2,f)6=0

1 >
(Mh

2)
3

(Mh
3)

2
.

Utilisons les Propositions 2.4-2.5 pour obtenir avec l'inégalité précédente :

∑h

f∈H∗k(q)
L(1/2,f)6=0

1 �k,p
((ϕ(q)/q)2 log q + O(1))

3

(log q)6
�k,p

1

(log q)3

ce qui termine la preuve du Théorème 2.1.



Chapitre 3

Formule de trace de Selberg et
non-annulation de L(1/2, f) et
L′(1/2, f)

3.1 Introduction

Soient k > 2 un entier pair et q > 1 un entier. Désignons par S\
k(q) l'espace

des formes nouvelles de niveau q et de poids k et par H∗
k(q) l'ensemble des formes

primitives de S\
k(q). Pour chaque f ∈ H∗

k(q), son développement de Fourier en

i∞ s'écrit

f(z) =
∑
n>1

λf (n)n(k−1)/2 e2πinz (=m z > 0),

où λf (n) s'appelle le n-ème coe�cient de Fourier normalisé de f , véri�ant la

relation de Hecke :

λf (m)λf (n) =
∑

d|(m,n)
(d,q)=1

λf

(
mn

d2

)
(m,n > 1). (3.1)

55
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Selon Deligne, on a

λf (p) = εf (p)p−1/2 (p ‖ q), (3.2)

λf (p) = 0 (p2 | q), (3.3)

|λf (n)| 6 τ(n) (n > 1), (3.4)

où εf (p) = ±1 et τ(n) est la fonction de diviseurs.

La fonction L associée à f ∈ H∗
k(q) est dé�nie par

L(s, f) :=
∑
n>1

λf (n)n−s (<e s > 1). (3.5)

Elle est prolongeable analytiquement sur C. Si l'on note

q̂ := q/(2π), Λ(s, f) := q̂sΓ(s + (k − 1)/2)L(s, f), (3.6)

alors Λ(s, f) est une fonction entière et véri�e l'équation fonctionnelle :

Λ(s, f) = εfΛ(1− s, f) (s ∈ C), (3.7)

où εf = ±1.

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs au

bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En parti-

culier, la non-annulation de L(s, f) au point central s = 1
2
est une des questions

importantes en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d'applications

dans des divers problèmes. D'après J.-D. Guo [7], nous savons que

L(1/2, f) > 0.

Un lien surprenant avec le zéro de Siegel a été decouvert par Iwaniec & Sarnak

[11]. En désignant par ϕ(q) la fonction d'Euler et H+
k (q) (resp. H−

k (q)) l'ensemble

des f ∈ H−
k (q) avec εf = 1 (resp. εf = −1), leur résultat s'énonce comme le

suivant : Si q est sans facteur carré assez grand tel que ϕ(q) � q alors

1∣∣H+
k (q)

∣∣ ∑
f∈H+

k (q)

L(1/2,f)>(log q)−2

1 >
1

2
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et si l'on peut remplacer 1
2
par une constante c > 1

2
, alors il n'existe pas le zéro

de Landau-Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.

Le premier résultat concernant la non-annulation de L(1/2, f) a été obtenu

par Duke [6]. Il a démontré que si q est un nombre premier avec q > 11 et q 6= 13

alors il existe une constante absolue C > 0 telle que :

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)6=0

1 >
C

(log q)2
· (3.8)

Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [6, Lemma 1, p.167].

Par la suite, Kowalski & Michel [13] obtiennent une proportion positive de non-

annulation, à savoir : si q est un nombre premier assez grand alors

lim inf
q→∞

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)6=0

1 >
1

6
· (3.9)

Ce résultat est démontré avec la formule de trace de Petersson et le calcul des

moments 1 et 2 des fonctions L molli�és 1. En même temps (indépendamment),

Vanderkam [24] applique, lui, la formule de trace de Selberg [20, Proposition

4] aux deux premiers moments de la fonction L pour obtenir (3.9) avec une

constante légèrement moins bonne 1
48

à la place de 1
6
. Notons que ce résultat est

obtenu également (sous une forme di�érente) par Kowalski, Michel & Vanderkam

[14]. En�n quand q est sans facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [10] montrent

lim inf
q→∞

1∣∣H+
k (q)

∣∣ ∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 >
9

16
·

Dans le même article ils établissent une formule de trace spéci�que au cas où q

est sans facteur carré. Bien que ce ne soit pas elle qui soit utilisée dans la preuve

du résultat ci-dessus mais un résultat de densité.

Il semble intéressant d'étudier l'in�uence de l'arithmétique du niveau sur le

problème de non-annulation de L(1/2, f). Dans le Chapitre 2, nous avons proposé

1C'est cette technique de molli�cation qui permet de supprimer le facteur log dans le résultat
de Duke
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d'étudier le problème de non-annulation pour le niveau de type pν , où p est un

nombre premier et ν > 1 est un entier. Nous avons obtenu

∑h

f∈H∗k(q)
L(1/2,f)6=0

1 �k
1

(log q)3
(3.10)

pour q = pν assez grand (cf. le Théorème 2.1 du Chapitre 2). Le choix de cette

forme de q a deux raisons : Premièrement en prenant ν = 1, nous retrouvons le cas

classique qui a été étudié par Duke [6], Kowalski & Michel [13] et Vanderkam [24],

mentionné ci-dessus. Deuxièmement, en �xant p et faisant ν → ∞, on obtient

un cas de niveau primaire (i.e. un nombre qui a un seul diviseur premier autre

que 1). Ceci est un cas extrême contraire au cas de niveau premier et nous aidera

à comprendre l'in�uence de l'arithmétique du niveau sur le problème de non-

annulation. La minoration (3.10) a été démontrée à l'aide de notre formule de

trace de type Petersson avec le niveau q = pν (voir le Théorème 2.2 du Chapitre

2).

Le premier but de ce travail est d'établir un résultat meilleur.

Théorème 3.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ν > 1 un

entier. Pour q = pν assez grand, on a

1∣∣H+
k (q)

∣∣ ∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 �k
1

(log q)2
·

La constante impliquée est absolue.

En prenant ν = 1 et k = 2 dans le Théorème 3.1, on retrouve le résultat (3.8)

de Duke. Di�érent de Duke [6] et du Chapitre 2, nous utiliserons la formule de

trace de Selberg (voir [2, Paragraphe 2] ou (3.17) ci-dessous) au lieu de celle de

Petersson. La formule de trace de Selberg a un double avantage. Premièrement elle

est valable pour le niveau quelconque. Deuxièmement elle nous permet d'estimer

des moments naturels de L(1/2, f) (resp. L′(1/2, f)). Pourtant une application

directe de (3.17) ci-dessous nous permet d'obtenir seulement (log q)−6 à la place
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de (log q)−2 (moins bon que (3.10)). Nous adapterons au niveau q = pν ce qui

permet d'améliorer le terme d'erreur de la formule initiale. Le fait que le théorème

ne présente pas une proportion positive de non-annulation a plusieurs raisons :

Contrairement au cas où q est sans facteur carré, il n'existe pas actuellement

d'expression du signe de l'équation fonctionnelle en fonction des coe�cients λf (n),

cette expression permettait alors de calculer des formules de trace sur les formes

paires ou de calculer des moments d'ordre impair, ceci n'est plus le cas au niveau

pν . Sans une formule de trace adaptée au cas du niveau ayant des facteurs carrés

(par exemple la formule de Petersson pour le niveau q premier et k petit ou la

formule [10, Corollaire 2.10] dans le cas où q est sans facteur carré), on ne peut

que majorer le second moment des fonctions L ainsi tordre ces moments par

la méthode de Molli�cation de Kowalski, Michel & Vanderkam est impossible et

c'est cette technique qui pourrait pourtant diminuer ou supprimer la puissance de

(log q)2. Notons en�n que la puissance de (log q)2 (dans le théorème précédent) ne

pourrait être diminuée (sans molli�cation) qu'à condition de modi�er la formule

de trace utilisée.

Le problème de non-annulation de L′(1/2, f) a été étudié par Kowalski &

Michel [13]. Quand q est un nombre premier assez grand, ils ont obtenu

lim inf
q→∞

1

|H∗
2(q)|

∑
f∈H∗2(q)

L(1/2,f)=0, L′(1/2,f)6=0

1 >
19

54
· (3.11)

Le deuxième but de ce travail est d'étudier le problème de non-annulation de

L′(1/2, f).

Théorème 3.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ν > 1 un

entier. Alors pour q = pν assez grand, on a

1∣∣H−
k (q)

∣∣ ∑
f∈H−k (q)

L′(1/2,f)6=0

1 �k
1

log q
,

où la constante impliquée ne dépend que de k.
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3.2 Formule de Trace de Selberg

Soit q > 1 un entier. Pour n > 1, on dé�nit

δ
(q)
� (n) :=

{
1 si n = � et (n, q) = 1

0 sinon
et δ�(n) := δ

(1)
� (n). (3.12)

Introduisons les fonctions multiplicatives α, β et γ par

α(pν) :=


−1 si ν = 1, 2

1 si ν = 3

0 si ν > 4

(3.13)

et

β(n) :=
∑
d|n

α(d), γ(n) := n
∑
d|n

α(d)

d
. (3.14)

Évidemment pour tout nombre premier p et tout entier ν > 1, on a

−1/p− 1/p2 6
∑

16j6ν

α(pj)/pj 6 −1/p,

d'où l'on déduit, pour tout entier n > 1,

ϕ(n) � γ(n) = n
∏
pν‖n

(
1 +

∑
16j6ν

α(pj)/pj
)

6 ϕ(n). (3.15)

De plus si n est sans facteur carré, alors γ(n) = ϕ(n).

Désignons par Tm l'opérateur de Hecke et Wn l'opérateur de Atkin-Lehner

(voir [8] ou [18, Paragraphes 1.1.2 et 1.1.4]), respectivement. On rappelle que les

valeurs propres de Tm sont les nombres λf (m)m(k−1)/2, c'est-à-dire les coe�cients

de Fourier de f ∈ H∗
k(q) (voir [8] ou [18, Propositions 1.3.4 et 1.4.1]) et que les

valeurs propres de Wn sont les nombres εf (n) = ±1, qui sont liés au signe εf de

l'équation fonctionnelle (3.7) par

εf = ikεf (q) (3.16)
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pour toute f ∈ H∗
k(q) (voir [8] ou [18, p. 27]).

Avec ces notations, la formule de trace de Selberg (voir [2, Proposition 2.8])

peut être énoncée comme la suivante : Soient k > 2 un entier pair, q > 1,

(m, q) = 1, n | q et (n, q/n) = 1. Alors on a

Tr
(
TmWn, S

\
k(q)

)
=

k − 1

12
mk/2−1δ�(m)β(n)γ(q/n) + O(R1), (3.17)

où la constante impliquée est absolue et

R1 := k
(
mk/2 + m(k−1)/2q1/2

)
τ(m)τ(q)3 log2(2mq).

Cette formule ne permet pas d'obtenir la minoration du Théorème 1. Dans

ce but on démontrera le résultat plus �n suivant :

Théorème 3.3. Soient k > 2 un entier pair, q > 1, (m, q) = 1, n | q et

(n, q/n) = 1. Alors on a

Tr
(
TmWn, S

\
k(q)

)
=

k − 1

12
mk/2−1δ�(m)β(n)γ(q/n) + O(R2), (3.18)

où la constante impliquée est absolue et

R2 := k
(
mk/2 + m(k−1)/2q1/2

)(
log2(2mn) + τ(m)

)
τ(n)16ω(q). (3.19)

Il est possible de déduire du Théorème 3.3 le résultat suivant.

Corollaire 3.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 et

n > 1 deux entiers et q = pν. Alors on a

∑
f∈H∗k(q)

λf (n) =
k − 1

12

δ
(q)
� (n)√

n
γ(q) + O

(
k
(√

n +
√

q
)(

log2(2n) + τ(n)
))

(3.20)

et ∑
f∈H∗k(q)

εf (q)λf (n) � k
(√

n +
√

q
)(

log2(nq) + τ(n)
)
, (3.21)

où les constantes impliquées dans O et � sont absolues .
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Remarque 5. Notons que ce résultat permet de retrouver la Proposition 2.13

de [10] puisque si q est sans facteur carré alors γ(q) = ϕ(q). Cependant le reste

est ici plus précis en q que celui de [10] (il est cependant moins précis en n).

Il est également possible d'utiliser ces résultats pour compter le nombre de

formes primitives (paires ou impaires) de niveau q et de poids k.

Corollaire 3.2. Soient p un nombre premier, ν > 1 et n > 1 deux entiers et

q = pν. Alors on a

|H∗
k(q)| =

k − 1

12

{
γ(q) + O

(
q1/2

)}
, (3.22)

∣∣H±
k (q)

∣∣ =
k − 1

24

{
γ(q) + O

(
q1/2(log q)2

)}
, (3.23)

où les constantes impliquées sont absolues.

3.3 Preuves des Théorème 3.3 et Corollaires 3.1-

3.2

3.3.1 Début de la preuve du Théorème 3.3

D'après [22, p 117], on a

Tr
(
TmWn, S

\
2k−2(q)

)
=

∑
q′|q

α(q/q′)sk,q′
(
m, (n, q′)

)
. (3.24)

La quantité sk,q(m, n) est dé�nie par

sk,q(m,n) := −1

2

∑
d|n

∑
t62(m/d)1/2

(Q(n/d),t)=1

p2k−2

(
d1/2t,m

)
Hq/n

(
(dt)2 − 4dm

)

− 1

2

∑
d|m

min(d,m/d)2k−3A(d,m, n, q) + δk=2σ(m)τ(n)δ�(q/n),

(3.25)
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où σ(m) est la somme des diviseurs de m,

Q(`) := max
d2|`

d, A(d,m, n, q) :=
(
Q(n), d + m/d

)(
Q(q/n), d−m/d

)
et

δk=2 :=

{
1 si k = 2,

0 sinon.

Les nombres Hq/n(D) sont dé�nis dans [22, p. 120] et sont indépendants de k.

On utilise alors les estimations 2 de [2, p. 44 et 45] pour obtenir

Hq/n(D) =

{
−q/(12n) si D = 0,

O
(
Q

(
(D, q/n)

)
|D|1/2(log |D|)2

)
si D < 0.

(3.26)

En�n si l'on désigne par ξ et ξ̄ les deux racines de X2 − aX + b si a2 − 4b 6= 0,

alors

pk(a, b) :=

{
(ξk−1 − ξ̄k−1)/(ξ − ξ̄) si a2 − 4b 6= 0,

(k − 1)(a/2)k−2 sinon.
(3.27)

(dé�nition voir [22, p. 120])

3.3.2 Formule asymptotique de sk,q(m, n)

A�n d'utiliser (3.24) il est nécessaire de connaitre la quantité sk,q(m, n).

Lemme 3.1. Soient k > 2 un entier pair, q > 1 un entier, (m, q) = 1, n | q et

(n, q/n) = 1. Alors on a

sk,q(m, n) =
(2k − 3)δ�(m)mk−2q

12n
+ O(R3), (3.28)

où

R3 := k
(
mk−1 + mk−3/2q1/2

)
τ(n)4ω(q/n) log2(2mn)

+ σ(m)τ(n) + τ(m)mk−3/2q1/2

et la constante impliquée est absolue.

2article où le chapitre 2 sur la formule de Trace de Selberg est vrai pour k = 2.
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Démonstration. D'abord, on calcule la contribution des termes dans la double

somme de droite de (3.25) avec

(dt)2 − 4dm = 0 (3.29)

à sk,q(m, n). Désignons par Ψ cette contribution, qui construira le terme principal

de la formule asymptotique (3.28). Puisque d | q et que (m, q) = 1, on doit avoir

(m, d) = 1. Donc (3.29) (équivalente à dt2 = 4m) ne se produit que si m est un

carré. Si m est un carré, il y a deux possibilités : soit 4 | n auquel cas d = 4

(car dans le cas où d = 1 on aurait t pair et puisque 4 | n alors 2 | Q(n) ce qui

contredit la condition (Q(n/d), t) = 1) on a alors t = ±m1/2. Si cette fois 4 - n

alors d = 1 et donc t = ±2m1/2. En résumé, (3.29) a lieu si et seulement si{
d = 4, t = ±m1/2 si 4 | n et δ�(m) = 1,

d = 1, t = ±2m1/2 si 4 - n et δ�(m) = 1.

Donc d'après la première relation de (3.26) et la deuxième de (3.27), on trouve

Ψ =
δ�(m)q

24n

(
p2k−2(2m

1/2, m) + p2k−2(−2m1/2, m)
)

=
(2k − 3)δ�(m)mk−2q

12n
·

Par les inégalités triviales min(m′, m/m′) 6 m1/2 et Q(`) 6 `1/2, le deuxième

membre de droite de (3.25) est 6 1
2
τ(m)mk−3/2q1/2. Ainsi on peut écrire (3.25)

comme

sk,q(m, n) =
(2k − 3)δ�(m)mk−2q

12n
−R

+ O
(
σ(m)τ(n) + τ(m)mk−3/2q1/2

)
,

(3.30)

où

R :=
1

2

∑
d|n

∑
t<2(m/d)1/2

(Q(n/d),t)=1

p2k−2(d
1/2t,m)Hq/n

(
(dt)2 − 4dm

)
.

Soient ξ et ξ̄ les deux racines de X2 − d1/2tX + m. Il est facile de voir que
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|ξ|2 = |ξ̄|2 = m. D'après la première relation de (3.27), on a

∣∣p2k−2(d
1/2t,m)

∣∣ =

∣∣∣∣ξ2k−3 − ξ̄2k−3

ξ − ξ̄

∣∣∣∣ 6
2k−4∑
j=0

|ξ|2k−4 = (2k − 3)mk−2.

En remarquant que (q/n, (dt)2 − 4dm) = (q/n, dt2 − 4m), la deuxième relation

de (3.26) implique∣∣Hq/n

(
(dt)2 − 4dm

)∣∣ � Q
(
(q/n, dt2 − 4m)

)
(dm)1/2 log2(2dm). (3.31)

En posant ` = Q
(
(q/n, dt2 − 4m)

)
, les deux estimations précédentes permettent

de déduire

R � kmk−3/2 log2(2mn)
∑
d|n

∑
`2|(q/n)

d1/2`
∑

t<2(m/d)1/2

dt2≡4m(mod `2)

1

� kmk−3/2 log2(2mn)
∑
d|n

∑
`2|(q/n)

d1/2`
{
1 + (m/d)1/2/`2

}
2ω(`)

� kmk−3/2 log2(2mn)
∑
d|n

∑
`2|(q/n)

(
d1/2` + m1/2/`

)
2ω(q/n).

En�n on applique les inégalités suivantes∑
`2|(q/n)

` 6 2ω(q/n)
√

q/n,
∑

`2|(q/n)

`−1 6 2ω(q/n)

à écrire

R � k
(
mk−1 + mk−3/2q1/2

)
τ(n)4ω(q/n) log2(2mn).

Cela achève la démonstration du Lemme 3.1.

3.3.3 Fin de la preuve du Théorème 3.3

Nous allons démontrer le résultat souhaité à l'aide de (3.24) et du Lemme

3.1. D'abord la contribution du terme principal de (3.28) à Tr
(
TmWn, S

\
2k−2(q)

)
vaut

2k − 3

12
δ�(m)mk−2

∑
q′|q

α(q/q′)q′

(n, q′)
·
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Comme n | q et (n, q/n) = 1, tout diviseur q′ de q s'écrit de manière unique

q′ = uv avec u | n et v | (q/n). Par multiplicité de α, cette contribution est

=
2k − 3

12
δ�(m)mk−2

∑
u|n

∑
v|(q/n)

α(n/u)α
(
(q/n)/v

)
v

=
2k − 3

12
δ�(m)mk−2

∑
d|n

α(d)(q/n)
∑

d′|(q/n)

α(d′)

d′

=
2k − 3

12
δ�(m)mk−2β(n)γ(q/n).

(3.32)

De même la contribution du premier membre de R3 à Tr
(
TmWn, S

\
2k−2(q)

)
est

� k
∑
u|n

∑
v|(q/n)

∣∣∣α(n

u

)
α
( q

nv

)∣∣∣{mk−1 + mk−3/2(uv)1/2
}
{log(2mu)}2τ(u)4ω(v)

� k
{
mk−1 + mk−3/2q1/2

}
{log(2mn)}2τ(n)4ω(q/n)

∑
d|n

∑
d′|(q/n)

|α(d)α(d′)|

� k
(
mk−1 + mk−3/2q1/2

)
log2(2mn)τ(n)4ω(q)+ω(q/n),

où l'on a déjà utilisé le fait que (1 ∗ |α|)(n) 6 4ω(n). La contribution du deuxième

membre de R3 est

�
∑
u|n

∑
v|(q/n)

∣∣∣α(n

u

)
α
( q

nv

)∣∣∣{σ(m)τ(u) + mk−3/2τ(m)(uv)1/2
}

�
(
m + mk−3/2q1/2

)
τ(m)τ(n)4ω(q).

En combinant ces estimations, on obtient

Tr
(
TmWn, S

\
2k−2(q)

)
=

2k − 3

12
δ�(m)mk−2β(n)γ(q/n)

+ O
(
k
(
mk−1 + mk−3/2q1/2

)(
log2(2mn) + τ(m)

)
τ(n)16ω(q)

)
.

Ceci implique le résultat souhaité en remplaçant 2k − 2 par k. �
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3.3.4 Démonstration du Corollaire 3.1

Nous commençons par prouver (3.20).

(i) Cas où (n, q) = 1.

Puisque les valeurs propres de Tn sont λf (n)n(k−1)/2 et que W1 est l'opérateur

identité, on a ∑
f∈H∗k(q)

λf (n) = n−(k−1)/2Tr
(
TnW1, S

\
k(q)

)
.

La formule annoncée (3.20) découle du Théorème 3.3 avec le choix de (m, n) =

(n, 1).

(ii) Cas où (n, q) > 1.

Si ν > 2, la formule (3.20) est triviale, car λf (n) = 0 (grâce à (3.3)) et

δ
(q)
� (n) = 0.

Supposons maintenant ν = 1. Désignons par n(q) et nq les uniques entiers tels

que

n = n(q)nq avec (n(q), q) = 1 et nq | q∞.

Comme q = p, on a nq = p2v+η où v > 0 et η = 0 ou 1. Par (3.1), on a

λf (n) = λf (n
(q))λf (p)2v+η = λf (n

(q))εf (q)
η/n1/2

q = λf (n/nq)εf (q
η)/n1/2

q .

Puisque la valeur propre de Wqη est εf (q
η) (εf (1) = 1), on peut écrire∑

f∈H∗k(q)

λf (n) =
∑

f∈H∗k(q)

λf (n/nq)εf (q
η)/n1/2

q

= (n/nq)
(1−k)/2n−1/2

q Tr
(
Tn/nqWqη , S\

k(q)
)
.

La contribution du terme principal de (3.18) est

=
k − 1

12

δ�(n/nq)√
n

β(qη)γ(q1−η) � kq1/2,

où l'on a déjà utilisé le fait que |β(qη)| 6 1, |γ(q1−η)| 6 q et n > q. En notant

que nq > q, la contribution du terme d'erreur de (3.18) est

� k
(
n1/2/q + 1

)(
log2(2n) + τ(n)

)
.
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Ce qui termine la démonstration de (3.20).

Maintenant passons à la preuve de (3.21). Si (n, q) = 1, on peut écrire

∑
f∈H∗k(q)

εf (q)λf (n) = n−(k−1)/2Tr
(
TnWq, S

\
k(q)

)
.

En utilisant le Théorème 3.3 sous la forme (en notant que le terme principal peut

être mangé par le terme d'erreur car |β(q)| 6 1)

Tr
(
TnWq, S

\
k(q)

)
� k(nk/2 + n(k−1)/2q1/2)

(
log2(2nq) + τ(n)

)
,

on obtient l'estimation annoncée.

Si (n, q) > 1 et que ν > 2, (3.21) est triviale car λf (n) = 0. Quand (n, q) > 1

et ν = 1, on peut écrire (en conservant les notations précédentes)∑
f∈H∗k(q)

εf (q)λf (n) =
∑

f∈H∗k(q)

λf (n/nq)εf (q
1−η)/

√
nq

= (n/nq)
(1−k)/2n−1/2

q Tr
(
Tn/nqWq1−η , S\

k(q)
)
.

Comme précédemment, le Théorème 3.3 implique l'estimation souhaitée.

Ceci termine la preuve du Corollaire 3.1. �

3.3.5 Démonstration du Corollaire 3.2

La formule asymptotique (3.22) peut être obtenue en prenant n = 1 dans

(3.20). En ce qui concerne (3.23), écrivons

∣∣H±
k (q)

∣∣ =
∑

f∈H∗k(q)

1± εf

2
=

1

2

(
|H∗

k(q)| ± ik
∑

f∈H∗k(q)

εf (q)
)

grâce à la relation (3.16). Ainsi la formule asymptotique (3.23) est une consé-

quence de (3.22) et (3.21) avec n = 1. �
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3.4 Lemmes intermédiaires

Pour σ > 1, on dé�nit

ζ(q)(s) :=
∑
n>1

(n,q)=1

1

ns
. (3.33)

Dans le calcul du premier moment de L′(1/2, f) nous aurons besoin du résultat

suivant.

Lemme 3.2. Soient q > 1 un entier, q̂ :=
√

q/(2π) et G un polynôme pair de

degré > 2 tel que G(0) = 1 et G(−1) = G(−2) = 0. Pour σ > 0, on pose

F (s) :=
Γ(s + k/2)

Γ(k/2)
q̂sζ(q)(2s + 2)

G(s)

s2
. (3.34)

Alors on a

Res
s=0

F (s) = ζ(q)(2) log(q̂) +
Γ′

Γ
(k/2)ζ(q)(2) + 2ζ ′(q)(2).

De plus on a

Res
s=0

F (s) �k log q.

Démonstration. Au voisinage de s = 0, on a

Γ(s + k/2)

Γ(k/2)
= 1 +

Γ′

Γ
(k/2)s + · · · ,

q̂s = 1 + (log q̂)s + · · · ,

ζ(q)(2s + 2) = ζ(q)(2) + 2ζ ′(q)(2)s + · · · ,

G(s) = 1 + O(s2).

Le résultat souhaité est une conséquence simple de ces formules.

Soit G un polynôme dé�ni dans le Lemme 3.2. Pour y > 0, on dé�nit

T`(y) :=
1

(3− `)πi

∫
(2)

Γ(s + k/2)

Γ(k/2)

G(s)

s`
y−sds. (3.35)
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Lemme 3.3. Sous les notations précédentes, on a

T1(y) �k 1 (0 < y 6 1), T1(y) �j,k y−j (y →∞), (3.36)

T2(y) = − log y + Ok(y) (0 < y 6 1), T2(y) �j,k y−j (y →∞), (3.37)

pour tout j réel > 0.

Démonstration. Pour les estimations (3.36), voir [13, Paragraphe 2.4].

Pour obtenir la première relation de (3.37) il s'agit de déplacer la droite

d'intégration de σ = 2 à σ = −1 à travers l'unique pôle de la fonction à intégrer :

s = 0. On véri�era facilement que le résidu en 0 vaut − log y. Pour démontrer la

seconde majoration de T2 il su�t de déplacer la droite d'intégration à σ = j sans

rencontrer de pôle.

3.5 Calcul des moments naturels 1 et 2 de L(1/2, f)

Le but de cette section est d'estimer les deux premiers moments naturels de

L(1/2, f), dé�nis par

Mj :=
∑

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)j. (3.38)

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 et

q = pν. Alors on a

M1 =
k − 1

12
γ(q)

{
ζ(q)(2) + Ok

(
q−1/5

)}
, (3.39)

M2 �k q(log q)2, (3.40)

où ζ(q)(s) et γ(q) sont dé�nies en (3.33) et (3.13)-(3.14). Les constantes impli-

quées ne dépendent que de k.
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3.5.1 Évaluation du premier moment : preuve de (3.39)

Considérons

I :=
1

2πi

∫
(2)

Λ(s + 1/2, f)G(s)
ds

s
·

A l'aide de l'équation fonctionnelle (3.7), le théorème des résidus donne :

(1 + εf )I = Res
s=0

(
Λ(s + 1/2, f)G(s)

s

)
= q̂1/2L(1/2, f)Γ(k/2).

Cette égalité et la série de Dirichlet de L donnent alors

L(1/2, f) = (1 + εf )
∑
n>1

λf (n)√
n

T1

(
n

q̂

)
, (3.41)

où T1(y) et q̂ sont dé�nis en (3.35) et (3.6) respectivement.

En tenant compte de la relation (3.16) et la notation (3.6), on peut appliquer

(3.20) et (3.21) pour écrire

M1 =
∑
n>1

1√
n

T1

(
n

q̂

) ∑
f∈H∗k(q)

(
1 + ikεf (q)

)
λf (n) = M1,1 + Ok(M1,2), (3.42)

où

M1,1 :=
k − 1

12
γ(q)

∑
n>1

T1

(
n

q̂

)
δ
(q)
� (n)

n
,

M1,2 :=
∑
n>1

∣∣∣∣T1

(
n

q̂

)∣∣∣∣(1 +
√

q/n
)(

log2(2nq) + τ(n)
)
.

En utilisant (3.35), il suit

M1,1 =
k − 1

12
γ(q)

∑
n>1

(n,q)=1

1

n2
T1

(
n2

q̂

)

=
k − 1

12
γ(q)

1

2πi

∫
(2)

Γ(s + k/2)

Γ(k/2)

G(s)

s
q̂sζ(q)(2s + 2)ds.
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En déplaçant la droite d'intégration de (2) à (−1/2 + ε), on voit facilement que

M1,1 =
k − 1

12
γ(q)

{
ζ(q)(2) + O

(
1

q1/4−ε

)}
. (3.43)

Il reste à estimer M1,2. En utilisant l'inégalité log2(nq)+τ(n) � τ(n) log2(nq)

et la formule (3.36) avec j = 1, 2, on peut déduire

M1,2 �
∑
n6q̂

√
q

n
τ(n)(log nq)2 +

∑
q̂<n6q

√
q

n

τ(n)(log n)2

(n/q̂)
+

∑
n>q

τ(n)(log n)2

(n/q̂)2

� q3/4(log q)3,

(3.44)

grâce aux estimations (2.73) et (2.74). Maintenant la formule souhaitée (3.39) est

une conséquence immédiate de (3.42), (3.43) et (3.44), puisque

γ(q) � ϕ(q) � q.

Cela achève la démonstration de (3.39). �

3.5.2 Évaluation du deuxième moment : preuve de (3.40)

D'après (3.41) et (3.1), on a :

L(1/2, f)2 = 2(1 + εf )
∑

m,n>1

λf (m)λf (n)√
mn

T1

(
m

q̂

)
T1

(
n

q̂

)

= 2(1 + εf )
∑

m,n>1

1√
mn

T1

(
m

q̂

)
T1

(
n

q̂

) ∑
d|(m,n)
(d,q)=1

λf

(
mn

d2

)

= 2(1 + εf )
∑
d>1

(d,q)=1

1

d

∑
m,n>1

λf (mn)√
mn

T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)
.

Ce qui donne par sommation sur f le deuxième moment de L(1/2, f) :

M2 = 2
∑
d>1

(d,q)=1

1

d

∑
m,n>1

1√
mn

T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

) ∑
f∈H∗k(q)

(
1 + ikεf (q)

)
λf (mn).
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Appliquons alors la formule de trace pour obtenir :

M2 =
k − 1

6
γ(q)

∑
d>1

(d,q)=1

1

d

∑
mn=�

1

mn
T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)
+ Ok(T ),

où T est dé�ni comme dans le Lemme 3.5 ci-dessous. Appliquons les Lemmes

3.4 et 3.5 respectivement au terme général et au reste de (3.40) ce qui donne le

résultat voulu.

Lemme 3.4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 un entier

et q = pν. Alors on a :∑
d>1

1

d

∑
mn=�

1

mn

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣ �k log q,

où la constante impliquée ne dépend que de k.

Démonstration. La double somme à évaluer est égale à∑
d>1

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣ =: S1 + S2 (3.45)

où

S1 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣,
S2 :=

∑
d>q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣.
D'après (3.36) du Lemme 3.3 avec j = 1, on a :

S2 �
∑
d>q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

q

d2mn

� q
∑
d>q̂

1

d3

∑
r>1

τ (r2)

r4

� 1.

(3.46)
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En tenant compte de la symétrie de m et n, on peut écrire

S1 =: S1,1 + 2S1,2 + S1,3 (3.47)

avec

S1,1 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m<q̂/d, n<q̂/d

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣,
S1,2 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m>q̂/d, n<q̂/d

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣,
S1,3 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m>q̂/d, n>q̂/d

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣.

En utilisant la première formule de (3.36), on a :

S1,1 �
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

τ(r2)

r2
� log q. (3.48)

De même la deuxième formule de (3.36) avec j = 1 nous permet de déduire

S1,2 � q̂
∑
d<q̂

1

d2

∑
r>1

1

r2

∑
m>q̂/d
mn=r2

1

m

�
∑
d<q̂

1

d

∑
r2>q̂/d

τ(r2)

r2

� log q

(3.49)

et

S1,3 � q
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m>q̂/d, n>q̂/d

1

d2mn

�
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

τ(r2)

r2

� log q.

(3.50)
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En reportant (3.48), (3.49) et (3.50) dans (3.47), on obtient

S1 � log q. (3.51)

Maintenant l'inégalité souhaitée découle de (3.45), (3.46) et (3.51).

Lemme 3.5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 un entier

et q = pν. En posant

T :=
∑
d>1

1

d

∑
m,n>1

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
,

alors on a

T �k q(log q)2,

où la constante impliquée ne dépend que de k.

Démonstration. Désignons par T1 et T2 les contributions à T de d < q̂ et d > q̂,

respectivement. Alors on a

T = T1 + T2. (3.52)

En appliquant la deuxième formule de (3.36) avec j = 2, on peut déduire

T2 � q2
∑
d>q̂

1

d5

∑
m,n>1

(
1 +

√
q

mn

)
log2(2mnq) + τ(mn)

(mn)2

�
∑
`>1

(
1 +

√
q

`

)
log2(2`q) + τ(`)

`2
τ(`)

� √
q(log q)2

∑
`>1

τ(`)2 log2(2`)

`2

� √
q(log q)2.

(3.53)

Pour majorer T1, on écrit, en tenant compte de la symétrie de m et n,

T1 =: T1,1 + 2T1,2 + T1,3 (3.54)
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où

T1,1 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n<q̂/d

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
,

T1,2 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n>q̂/d

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
,

T1,3 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
m>q̂/d
n>q̂/d

∣∣∣∣T1

(
dm

q̂

)
T1

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
.

En utilisant la première formule de (3.36) et l'inégalité τ(mn) 6 τ(m)τ(n), il suit

T1,1 �
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n<q̂/d

(
1 +

√
q

mn

)(
(log q)2 + τ(m)τ(n)

)

�
∑
d<q̂

1

d

{( ∑
n<q̂/d

log q
)2

+
( ∑

n<q̂/d

τ(n)
)2

}

+
√

q
∑
d<q̂

1

d

{( ∑
n<q̂/d

log q√
n

)2

+

( ∑
n<q̂/d

τ(n)√
n

)2}
.

En utilisant les deux premières formules asymptotiques du Lemme 2.8, on peut

déduire

T1,1 � q(log q)2. (3.55)

De même, on a

T1,2 �
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n>q̂/d

(
q̂

dn

)2(
(log q)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)

+
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n>q̂/d

q̂

dn

√
q

mn

(
(log q)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)
� q(log q)2

(3.56)
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et

T1,3 �
∑
d<q̂

1

d5

∑
m>q̂/d
n>q̂/d

q2

(mn)2

(
(log q)2 + (log m)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)

+
∑
d<q̂

1

d3

∑
m>q̂/d
n>q̂/d

q3/2

(mn)3/2

(
(log q)2 + (log m)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)
� q(log q)2.

(3.57)

En reportant (3.55), (3.56) et (3.57) dans (3.54), on trouve

T1 � q(log q)2. (3.58)

Maintenant la majoration annoncée découle de (3.53) et (3.58).

3.6 Démonstration du Théorème 3.1

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire

M1 =
∑

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

L(1/2, f) 6
( ∑

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

1
)1/2( ∑

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)2
)1/2

,

d'où ∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 > M2
1/M2. (3.59)

En remarquant que (3.15) implique γ(q) � ϕ(q) � q, les estimations (3.59),

(3.39) et (3.40) nous permettent de déduire∑
f∈H+

k (q)
L(1/2,f)6=0

1 �k q2/{q(log q)2} �k |H+
k (q)|/(log q)2.

Cela achève la démonstration du Théorème 3.1.
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3.7 Moments naturels 1 et 2 de L′(1/2, f)

Dans cette section, on va estimer les deux premiers moments naturels de

L′(1/2, f), dé�nis par

M′
j :=

∑
f∈H−k (q)

L′(1/2, f)j. (3.60)

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 et

q = pν. Alors on a

M′
1 =

k − 1

12
γ(q)

{
ζ(q)(2) log q̂ +

Γ′

Γ
(k/2)ζ(q)(2) + ζ ′(q)(2) + Ok

(
q−1/5

)}
, (3.61)

et

M′
2 �k q(log q)3, (3.62)

où ζ(q)(s) est dé�nie en (3.33) et les constantes impliquées ne dépendent que du

poids k.

3.7.1 Évaluation du premier moment : preuve de (3.61)

Considérons

I2 :=
1

2πi

∫
(2)

Λ(s + 1/2, f)
G(s)

s2
ds.

À l'aide de l'équation fonctionnelle (3.7), le théorème des résidus nous donne

I2 = Res
s=0

(
Λ(s + 1/2, f)

G(s)

s2

)
= Λ′(1/2, f)

= q̂1/2
(
Γ(k/2)(log q̂) + Γ′(k/2)

)
L(1/2, f) + q̂1/2Γ(k/2)L′(1/2, f).

D'après l'équation fonctionnelle (3.7), il est facile de voir que

εf = −1 ⇒ Λ(1/2, f) = 0 ⇒ L(1/2, f) = 0.
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D'où

I2 = q̂1/2Γ(k/2)L′(1/2, f) (si εf = −1).

D'autre part, la série de Dirichlet de L donne

I2 = q̂1/2
∑
n>1

λf (n)√
n

1

2πi

∫
(2)

Γ(s + k/2)
G(s)

s2

(
n

q̂

)−s

ds.

Combinant avec la formule précédente, on obtient

1− εf

2
L′(1/2, f) = (1− εf )

∑
n>1

λf (n)√
n

T2

(
n

q̂

)
, (3.63)

où T2 est dé�nie en (3.35). De (3.63) et (3.16), on déduit

M′
1 =

∑
f∈H∗k(q)

1− εf

2
L′(1/2, f)

=
∑
n>1

1√
n

T2

(
n

q̂

) ∑
f∈H∗k(q)

(
1− ikεf (q)

)
λf (n).

On peut désormais utiliser la formule de trace (cf. le Corollaire 3.1) pour écrire :

M′
1 =:

k − 1

12
γ(q)M′

1,1 + Ok(M
′
1,2) (3.64)

avec

M′
1,1 :=

∑
n>1

δ
(q)
� (n)

n2
T2

(
n2

q̂

)
,

M′
1,2 :=

∑
n>1

∣∣∣∣T2

(
n

q̂

)∣∣∣∣(1 +
√

q/n
)(

log2(2nq) + τ(n)
)
.

où la constante impliquée ne dépend que de k.

Similairement à (3.43), on a, grâce au Lemme 3.2,

M′
1,1 =

1

2πi

∫
(2)

Γ(s + k/2)

Γ(k/2)
q̂sζ(q)(2s + 2)

G(s)

s2
ds

= Res
s=0

(
Γ(s + k/2)

Γ(k/2)
q̂sζ(q)(2s + 2)

G(s)

s2

)
+ O

(
q−1/5

)
= ζ(q)(2) log(q̂) +

Γ′

Γ
(k/2)ζ(q)(2) + ζ ′(q)(2) + O

(
q−1/5

)
.

(3.65)
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Similairement à (3.44), on a

M′
1,2 � (log q)2

∑
n6q̂

√
q

n
τ(n) +

∑
q̂<n6q

√
q

n

τ(n)(log n)2

(n/q̂)
+

∑
n>q

τ(n)(log n)2

(n/q̂)2

� q3/4(log q)3.

(3.66)

Maintenant la formule souhaitée (3.61) est une conséquence immédiate de (3.64),

(3.65) et (3.66), puisqu'on a vu que γ(q) � ϕ(q) � q,

3.7.2 Évaluation du deuxième moment : preuve de (3.62)

D'après (3.63) et (3.1), on a :

1− εf

2
L′(1/2, f)2 = 2

(
1− ikεf (q)

) ∑
m,n>1

λf (m)λf (n)√
mn

T2

(
m

q̂

)
T2

(
n

q̂

)

= 2
(
1− ikεf (q)

) ∑
m,n>1

1√
mn

T2

(
m

q̂

)
T2

(
n

q̂

) ∑∗

d|(m,n)

λf

(
mn

d2

)

= 2
(
1− ikεf (q)

) ∑
d>1

(d,q)=1

1

d

∑
m,n>1

λf (mn)√
mn

T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)
.

Ce qui donne par sommation sur f le deuxième moment de L′(1/2, f) :

M′
2 = 2

∑
d>1

(d,q)=1

1

d

∑
m,n>1

1√
mn

T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

) ∑
f∈H∗k(q)

(
1− ikεf (q)

)
λf (mn).

Appliquons alors la formule de trace pour obtenir :

M′
2 =

k − 1

6
γ(q)

∑
d>1

(d,q)=1

1

d

∑
mn=�

1

mn
T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)
+ Ok(T

′),

où T ′ est dé�ni comme dans le Lemme 3.7 ci-dessous. Appliquons les Lemmes

3.6 et 3.7 respectivement au terme général et au reste de (3.62) ce qui donne le

résultat voulu.
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Lemme 3.6. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, ν > 1 et q = pν.

Alors on a :

∑
d>1

1

d

∑
mn=�

1

mn

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣ �k (log q)3,

où la constante impliquée ne dépend que de k.

Démonstration. La double somme à évaluer est égale à

∑
d>1

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣ =: S ′
1 + S ′

2 (3.67)

où

S ′
1 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣,
S ′

2 :=
∑
d>q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣.
D'après (3.37) du Lemme 3.3 avec j = 1, on a :

S ′
2 �

∑
d>q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

q

d2mn

� q
∑
d>q̂

1

d3

∑
r>1

τ (r2)

r4

� 1.

(3.68)

En tenant compte de la symétrie de m et n, on peut écrire

S ′
1 =: S ′

1,1 + 2S ′
1,2 + S ′

1,3 (3.69)
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avec

S ′
1,1 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m<q̂/d, n<q̂/d

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣,
S ′

1,2 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m>q̂/d, n<q̂/d

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣,
S ′

1,3 :=
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m>q̂/d, n>q̂/d

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣.
En utilisant la première formule de (3.37), on a :

S ′
1,1 � (log q)2

∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

τ(r2)

r2
� (log q)3. (3.70)

De même la deuxième formule de (3.37) avec j = 1 nous permet de déduire

S ′
1,2 � q̂(log q)

∑
d<q̂

1

d2

∑
r>1

1

r2

∑
m>q̂/d
mn=r2

1

m

� (log q)
∑
d<q̂

1

d

∑
r2>q̂/d

τ(r2)

r2

� (log q)2

(3.71)

et

S ′
1,3 � q

∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

1

r2

∑
mn=r2

m>q̂/d, n>q̂/d

1

d2mn

�
∑
d<q̂

1

d

∑
r>1

τ(r2)

r2

� log q.

(3.72)

En reportant (3.70), (3.71) et (3.72) dans (3.69), on obtient

S ′
1 � (log q)3. (3.73)

Maintenant l'inégalité souhaitée découle de (3.67), (3.68) et (3.73).
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Lemme 3.7. Pour tout entier q > 1 avec q = pν et p premier, on a

T ′ :=
∑
d>1

1

d

∑
m,n>1

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
� q(log q)2,

où la constante impliquée ne dépend que de k.

Démonstration. Désignons par T ′
1 et T ′

2 les contributions à T ′ de d < q̂ et d > q̂,

respectivement. Alors on a

T ′ = T ′
1 + T ′

2 . (3.74)

En appliquant la deuxième formule de (3.37) avec j = 2, on peut déduire

T ′
2 � q2

∑
d>q̂

1

d5

∑
m,n>1

(
1 +

√
q

mn

)
log2(2mnq) + τ(mn)

(mn)2

�
∑
`>1

(
1 +

√
q

`

)
log2(2`q) + τ(`)

`2
τ(`)

� √
q(log q)2.

(3.75)

Pour majorer T ′
1 , on écrit, en tenant compte de la symétrie de m et n,

T ′
1 =: T ′

1,1 + 2T ′
1,2 + T ′

1,3 (3.76)

où

T ′
1,1 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n<q̂/d

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
,

T ′
1,2 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n>q̂/d

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
,

T ′
1,3 :=

∑
d<q̂

1

d

∑
m>q̂/d
n>q̂/d

∣∣∣∣T2

(
dm

q̂

)
T2

(
dn

q̂

)∣∣∣∣(1 +

√
q

mn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
.
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En utilisant la première formule de (3.37), il suit

T ′
1,1 �

∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n<q̂/d

log

(
q̂

dm

)
log

(
q̂

dn

)(
log2(2mnq) + τ(mn)

)

+
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n<q̂/d

log

(
q̂

dm

)
log

(
q̂

dn

)√
q

mn

(
log2(2mnq) + τ(mn)

)
.

Compte tenu de l'inégalité τ(mn) 6 τ(m)τ(n) on peut déduire que

� (log q)2
∑
d<q̂

1

d

{ ∑
n<q̂/d

log

(
q̂

dn

)}2

+
∑
d<q̂

1

d

{ ∑
n<q̂/d

τ(n) log

(
q̂

dn

)}2

+
√

q(log q)2
∑
d<q̂

1

d

{ ∑
n<q̂/d

log(q̂/dn)√
n

}2

+
√

q
∑
d<q̂

1

d

{ ∑
n<q̂/d

τ(n) log(q̂/dn)√
n

}2

.

En utilisant les deux premières formules asymptotiques du Lemme 2.8, on peut

déduire ∑
n<q̂/d

log

(
q̂

dn

)
� q̂

d
,

∑
n<q̂/d

τ(n) log

(
q̂

dn

)
� q̂

d
log q,

∑
n<q̂/d

log(q̂/dn)√
n

�
(

q̂

d

)1/2

,

∑
n<q̂/d

τ(n) log(q̂/dn)√
n

�
(

q̂

d

)1/2

log q.

En reportant dans l'estimation précédente, il suit

T ′
1,1 � q(log q)2

∑
d<q̂

1

d2

� q(log q)2.

(3.77)



3.8 Démonstration du Théorème 3.2 85

De même, on a

T ′
1,2 �

∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n>q̂/d

log

(
q̂

dm

)(
q̂

dn

)2(
(log q)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)

+
∑
d<q̂

1

d

∑
m<q̂/d
n>q̂/d

log

(
q̂

dm

)
q̂

dn

√
q

mn

(
(log q)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)
� q(log q)2

(3.78)

et

T ′
1,3 �

∑
d<q̂

1

d5

∑
m>q̂/d
n>q̂/d

q2

(mn)2

(
(log q)2 + (log m)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)

+
∑
d<q̂

1

d3

∑
m>q̂/d
n>q̂/d

q3/2

(mn)3/2

(
(log q)2 + (log m)2 + (log n)2 + τ(m)τ(n)

)
� q(log q)2.

(3.79)

En reportant (3.77), (3.78) et (3.79) dans (3.76), on trouve

T ′
1 � q(log q)2. (3.80)

Maintenant la majoration annoncée découle de (3.80) et (3.75).

3.8 Démonstration du Théorème 3.2

Avec les notations précédentes et l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

∑
f∈H−k (q)

L′(1/2,f)6=0

1 >
M′

1
2

M′
2
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mais d'après les Lemmes 6 et 7, on a alors pour q assez grand :

∑
f∈H−k (q)

L′(1/2,f)6=0

1 �k

(
γ(q)ζ(q)(2) log q

)2

q(log q)3

�k
q

log q

puisque

γ(q) � q, ζ(q)(2) �
∏
p|q

(
1− p−2

)
� 1.

Ce qui termine la preuve du Théorème 3.2.



Annexe A

Équation fonctionnelle approchée et
molli�cation

A.1 Introduction

Le but principal de cette thèse est le calcul du troisième moment harmonique

de L(1/2, f) ou comment calculer ce moment sans expression exacte du signe de

l'équation fonctionnelle de L, sans même avoir recours au premier moment. Ceci

est possible car L(1/2, f) et son carré se compensent dans le calcul de L(1/2, f)3

(voir le Chapitre 2).

Pour autant, si on étudie de manière individuelle L(1/2, f) et plus générale-

ment 1 le premier moment, une expression trop � courte � (de longueur
√

q) de

L rend l'ordre exact de ce moment inaccessible. Dans [6], Duke a utilisé une ex-

pression des valeurs des fonctions L en série rapidement convergente de manière

non symétrique, ce qui permet d'obtenir l'ordre exact du premier moment de

L(1/2, f) au niveau premier. Ceci est généralisable pour tous les types de niveau

comme le montre le Chapitre 5 de [9] et � l'équation fonctionnelle approchée �

des fonctions L que présentent Iwaniec & Kowalski dans leurs ouvrage.

Dans cette annexe, nous allons employer cette technique pour contourner

1Le recours à une formule de trace est néanmoins indispensable

87
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notre méconnaissance du signe de l'équation fonctionnelle pour le type de niveau

avec facteur carré. En combinant avec notre formule de trace (voir le Corollaire

2.1 du Chapitre 2), nous pourrons calculer, comme dans [12] et [13], les deux

premiers moments de L(1/2, f) pondérés

Mh
r :=

∑h

f∈H+
k (q)

Xr
fL(1/2, f)r (r = 1, 2) (A.1)

avec un � molli�cateur � de la forme

Xf :=
∑

m6q∆

xm√
m

λf (m), (A.2)

où les paramètres xm et ∆ seront convenablement choisis. Cette méthode nous

permet de supprimer le minorant (log q)−3 dans le Théorème 2.1 du Chapitre 2.

Plus précisement nous démontrerons le résultat suivant.

Théorème A.1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors pour

tout ε > 0, il existe une constante ν0 = ν0(k, p, ε) telle que pour ν > ν0 et q = pν

on a ∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

1 >
p− 1

6p
− ε.

Pour cela on choisira xm de manière à maximiser le premier moment (forme

linéaire en xm) sous la contrainte du second moment qui se présente en une forme

quadratique en xm.

A.2 Calcul de moments pondérés

On fait deux hypothèses sur xm : il existe un réel A > 0 tel que

xm � (τ(m) log q)A (pour tout m 6 q∆) (A.3)

et

xm = 0 si p | m, (A.4)



A.2 Calcul de moments pondérés 89

où τ(m) est la fonction de diviseurs.

Dans un premier temps, nous calculerons Mh
1 et Mh

2 en fonction de xm (voir

les sous-paragraphes A.2.1 et A.2.2). Et puis dans le sous-paragraphe A.2.3, nous

optimiserons les paramètres xm et ∆. Ainsi nous pourrons obtenir nos évaluations

�nales pour Mh
1 et Mh

2.

Rappelons la notation (2.75) :

Mh
r,m :=

∑h

f∈H+
k (q)

λf (m)L(1/2, f)r (r = 1, 2). (A.5)

A.2.1 Premier moment pondéré

Lemme A.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 3. Pour tout 0 < ∆ < 1/4, il existe une constante c = c(∆) > 0 telle que

l'on ait

Mh
1 =

ϕ(q)

q

∑
m6q∆

xm

m
+ O(q−c), (A.6)

où la constante impliquée ne dépend que de k, p et ∆.

Démonstration. D'après le Théorème 5.3 de [9] avec le choix de G(u) ≡ 1, on a

L(1/2, f) =
∑
n>1

λf (n)√
n

{
H

(
n

q̂X

)
+ εfH

(
nX

q̂

)}
(A.7)

pour tout2 X > 0, où

H(y) :=
1

2πi

∫
(2)

Γ(s + k/2)

Γ(k/2)

y−s

s
ds.

2Si l'on prend X = 1, on retrouve une variante de (2.85). Dans la suite, on choisira X =
q1−∆′/2 avec ∆′ = ∆ + 1/4 < 1/2. Cela signi�e que l'on approche L(1/2, f) par une somme
plus longue. Ceci nous permet de considérer le deuxième membre de droite de (A.7) comme
terme d'erreur.
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En multipliant par λf (m) et en sommant sur H+
k (q), il suit

Mh
1,m =

∑
n>1

1√
n

(
H

(
n

q̂X

)
∆∗

q(m, n) + H

(
nX

q̂

) ∑h

f∈H∗k(q)

εfλf (m)λf (n)

)
(A.8)

pour tout entier m tel que p - m et m 6 q∆ et tout X > 1.

Par l'inégalité de Deligne et le Corollaire 2.1 du Chapitre 2, on a trivialement∣∣∣∣ ∑h

f∈H∗k(q)

εfλf (m)λf (n)

∣∣∣∣ 6 τ(m)τ(n)
∑h

f∈H∗k(q)

1 �k,p τ(m)τ(n).

En reportant cette estimation dans (A.8) et en appliquant la formule de trace

(voir le Corollaire 2.1 du Chapitre 2) au premier terme, on obtient

Mh
1,m =

1√
m

ϕ(q)

q
H

(
m

q̂X

)
+ Ok,p

(√
m log2(2m)

q3/2
R1 + τ(m)R2

)
, (A.9)

où

R1 :=
∑
n>1

∣∣∣∣H(
n

q̂X

)∣∣∣∣ , R2 :=
∑
n>1

τ(n)√
n

∣∣∣∣H(
nX

q̂

)∣∣∣∣ .

Par une simple récurrence sur k/2 et par la dé�nition de Γ(s), on voit

Γ(s + k/2)

sΓ(k/2)
=

k/2−1∑
n=0

Γ(s + n)

n!
=

∫ +∞

0

xs−1e−x

k/2−1∑
n=0

xn

n!
dx.

D'où la formule d'inversion de Mellin nous donne immédiatement

H(y) = e−y

k/2−1∑
n=0

yn

n!
(y > 0).

Celle-ci montre en particulier les estimations suivantes (j > 0) :{
H(y) = 1 + O(y) si y → 0,

H(y) �j,k y−j si y →∞.
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De ces estimations, on peut facilement déduire que

H

(
m

q̂X

)
= 1 + O

(
m

q̂X

)
(m 6 q∆),

R1 �
∑

n6q̂X

1 +
∑

n>q̂X

(
n

Xq̂

)−2

� q̂X,

R2 �
∑
n>1

τ(n)√
n

(
nX

q̂

)−1

� q̂

X
(si X > q̂).

En reportant dans (A.9) et en prenant X = q1−∆′/2 avec ∆′ := ∆+1/4, on trouve

Mh
1,m =

1√
m

ϕ(q)

q
+ O

( √
m

q(3−∆′)/2
+

√
m log2(2m)

q∆′/2
+

τ(m)

q(1−∆′)/2

)
.

Comme 0 < 2∆ < ∆′ < 1/2, il est facile de véri�er que les premier et dernier

termes d'erreur peuvent être mangés par le deuxième. Donc on a

Mh
1,m =

1√
m

ϕ(q)

q
+ Ok,p

(√
m log2(2m)

q∆′/2

)
. (A.10)

Avec les notations (A.1) et (A.2), nous pouvons écrire

Mh
1 =

∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)j
∑

m6q∆

xm√
m

λf (m) =
∑

m6q∆

xm√
m

Mh
1,m.

En apploquant (A.10) et (A.3), il suit

Mh
1 =

ϕ(q)

q

∑
m6q∆

xm

m
+ O

(
(log q)A

q∆′/2

∑
m6q∆

τ(m)A log2(2m)

)
.

Ce qui implique le résultat annoncé avec c = (∆′/2−∆)/2 = (1− 4∆)/16.

A.2.2 Deuxième moment

Lemme A.2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et q = pν avec

ν > 3. Pour tout 0 < ∆ < 1/4, il existe une constante c = c(∆) > 0 telle que
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l'on ait

Mh
2 =

(
ϕ(q)

q

)2

(Π− 2Π0,1 − 2Π1,0) + O(q−c), (A.11)

où

Π :=
(
log(q̂2) + gk(p)

) ∑
n6q∆

%0(n)

( ∑
m6q∆/n

τ(m)

m
xmn

)2

, (A.12)

Πi,j :=
∑
n6q∆

%i(n)
∑

m16q∆/n

∑
m26q∆/n

τ(m1)τ(m2)

m1m2

(log m1)
jxm1nxm2n, (A.13)

avec γ la constante d'Euler, µ(n) la fonction de Möbius,

gk(p) := 2

(
log p

p− 1
+

Γ′

Γ
(k/2) + γ

)
, %i(n) :=

1

n

∑
d|n

µ(d)(log d)i

d
. (A.14)

La constante impliquée ne dépend que de k, p et ∆.

Démonstration. Comme précédemment, nous pouvons écrire, avec l'aide de la

relation de Hecke,

Mh
2 =

∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)2
∑

m16q∆

∑
m16q∆

xm1xm1√
m1m2

λf (m1)λf (m2)

=
∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2, f)2
∑

m16q∆

∑
m16q∆

xm1xm1√
m1m2

∑
d|(m1,m2)

λf

(
m1m2

d2

)

=
∑
d6q∆

1

d

∑
m16q∆/d

∑
m26q∆/d

xdm1xdm2√
m1m2

Mh
2,m1m2

.

(A.15)

Selon la Proposition 2.4 du Chapitre 2, on a

Mh
2,m =

τ(m)√
m

(
ϕ(q)

q

)2{
log

(
q̂2

m

)
+ gk(p)

}
+ Ok,p

(√
m

(log q)4

√
q

)
.

En reportant dans (A.15), il suit

Mh
2 =

(
ϕ(q)

q

)2 ∑
d6q∆

1

d

∑
m16q∆/d

∑
m26q∆/d

τ(m1m2)

m1m2

×

×
{

log

(
q̂2

m1m2

)
+ gk(p)

}
xdm1xdm2 + O

(
1

qc

)
,

(A.16)
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où nous avons déjà utilisé les estimations suivantes :

(log q)4

q1/2

∑
d6q∆

1

d

( ∑
m6q∆/d

|xdm1|
)2

� (log q)2A+4

q1/2

∑
d6q∆

τ(d)2

d

( ∑
m6q∆/d

τ(m)
)2

� (log q)2A+6

q1/2−2∆

� 1

qc

avec c := (1/2− 2∆)/2 > 0.

Rappelons maintenant la classique relation :

τ(m1m2) =
∑

d|(m1,m2)

µ(d)τ(m1/d)τ(m2/d).

Elle permet de réécrire le terme principal de (A.16) et d'obtenir :

Mh
2 =

(
ϕ(q)

q

)2 ∑
d6q∆

1

d

∑
d′6q∆/d

µ(d′)

d′2

∑
m16q∆/(dd′)

∑
m26q∆/(dd′)

τ(m1)τ(m2)

m1m2

×

×
{

log

(
q̂2

d′2m1m2

)
+ gk(p)

}
xdd′m1xdd′m2 + O

(
1

qc

)
.

En décomposant le logarithme, avec les notations (A.12) (A.13) et (A.14) et avec

le changement de variable n = dd′, on obtient le résultat voulu.

A.2.3 Optimisation

Pour optimiser nos paramètres xm et ∆, il est plus pratique d'écrire les termes

principaux de Mh
1 et Mh

2 comme des formes linéaires et quadratiques, respective-

ment. Pour cela, introduisons

yn,i :=
∑

m6q∆/n

τ(m)

m
(log m)ixmn (i = 0, 1). (A.17)

On écrira plus simplement yn,0 = yn.
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À l'aide de la formule d'inversion de Möbius 1∗µ(n) = δ(n) pour tout3 n > 1,

il est facile de voir que

xm =
∑

`6q∆/m

µ ∗ µ(`)

`
y`m. (A.18)

En reportant dans (A.6) du Lemme A.1 et en utilisant encore une fois 1 ∗ µ = δ,

on peut écrire

Mh
1 =

ϕ(q)

q

∑
n6q∆

µ(n)

n
yn + O(q−c). (A.19)

Concernant le deuxième moment, on a

Π =
(
log(q̂2) + gk(p)

) ∑
n6q∆

%0(n)y2
n, (A.20)

et

Π1,0 =
∑
n6q∆

%1(n)y2
n, Π0,1 =

∑
n6q∆

%0(n)ynyn,1. (A.21)

Nous choisissons 4

yn =

{
nµ(n)/ϕ(n) si n 6 q∆ et p - n,

0 sinon.
(A.22)

En reportant dans (A.18), il est facile de voir que les xm avec ce choix véri�ent

les hypothèses (A.3) et (A.4).

Maintenant nous pouvons donner nos évaluations �nales pour Mh
1 et Mh

2.

Proposition A.1. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, q = pν

avec ν > 3 et 0 < ∆ < 1/4. Avce le choix (A.22), on a

Mh
1 = ∆

(
ϕ(q)

q

)2

log q + O(1), (A.23)

Mh
2 =

(
∆ + 2∆2

) (
ϕ(q)

q

)3

(log q)2 + O
(
(log q)(log2 q)2

)
, (A.24)

où les constantes impliquées ne dépendent que de k, p et ∆.

3Par dé�nition, on a 1(n) = 1 pour tout n > 1 et δ(1) = 1, δ(n) = 0 pour tout n > 2.
4Le Lemme 35 de [12, Page 125] montre que ce choix est optimal.
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Démonstration. Avec le choix (A.22), la formule (A.19) peut être écrite comme

la suivante :

Mh
1 =

ϕ(q)

q

∑∗

n6q∆

µ(n)2

ϕ(n)
+ O(q−c),

où
∑∗ désigne la somme sur les entiers n tels que p - n. Maintenant la formule

asymptotique (A.23) est une conséquence immédiate du Lemme A.3 ci-dessous.

En remarquant que %0(n) = ϕ(n)/n2, la formule (A.20) et le Lemme A.3

ci-dessous impliquent

Π =
(
log(q̂2) + gk(p)

) ∑∗

n6q∆

µ(n)2

ϕ(n)

= ∆

(
ϕ(q)

q

)2

(log q)2 + O(log q).

(A.25)

Concernant cette fois Π0,1, on peut écrire, d'après (A.17) et (A.18),

yn,1 =
∑

m6q∆/n

τ(m) log m

m

∑
`6q∆/(mn)

µ ∗ µ(`)

`
y`mn

=
∑

d6q∆/n

ydn

d

∑
`m=d

µ ∗ µ(`)τ(m) log m.

(A.26)

Calculons la somme intérieure. En tenant compte de notre choix (A.22), il su�t de

considérer le cas où d est sans facteur carré. Soit d = p1 · · · pj avec p1 < · · · < pj.

Pour chaque σ := {i1, . . . , ir} ⊂ {1, . . . , j} (r > 1), on pose dσ := pi1 · · · pir et

|σ| = r. En remarquant que µ ∗ µ(p) = −2 et τ(p) = 2, on a∑
`m=d

µ ∗ µ(`)τ(m) log m =
∑

σ⊂{1,...,j}

(−2)j−|σ|2|σ| log dσ

= (−2)j
∑

σ⊂{1,...,j}

(−1)|σ| log dσ

= (−2)j
∑

16i6j

(−1)i
∑

σ⊂{1,...,j}
|σ|=i

log dσ

= (−2)j(log d)
∑

16i6j

(−1)ii

(
j

i

)
.
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D'où ∑
`m=d

µ ∗ µ(`)τ(m) log m =

{
2 log p1 si j = 1,

0 si j > 2.

En reportant dans (A.26) et en utilisant (A.22), on trouve, pour tout n 6 q∆

véri�ant p - n,

yn,1 =
∑

p6q∆/n
p6=p

2nµ(np) log p

ϕ(np)
= −2nµ(n)

ϕ(n)

∑
p6q∆/n
p6=p, p-n

log p

p− 1

= −2nµ(n)

ϕ(n)

( ∑
p6q∆/n

log p

p− 1
− log p

p− 1
−

∑
p|n

log p

p− 1

)

= −2nµ(n)

ϕ(n)

(
log(q∆/n) + Op,∆(log2 q)

)
.

Ainsi :

Π0,1 = −2
ϕ(q)

q

∑∗

n6q∆

µ(n)2

ϕ(n)
log(q∆/n) + O(log q log2 q).

D'où le Lemme A.3 ci-dessous avec une sommation par partie donne en�n :

Π0,1 = −∆2

(
ϕ(q)

q

)2

(log q)2 + O(log q log3 q). (A.27)

On sait que yn � log2 q. D'où

Π1,0 � (log2 q)2
∑
n6q∆

1

n

∑
d|n

log d

d

� (log2 q)2
∑
d6q∆

log d

d2

∑
n′6q∆/d

1

n′

� (log q)(log2 q)2.

(A.28)

Finalement en reportant (A.25), (A.27) et (A.28) dans (A.11), on obtient le ré-

sultat voulu (A.24).

La formule asymptotique suivante a été utilisée dans la démonstration de la

Proposition A.1.
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Lemme A.3. Soit m un entier sans facteur carré. Alors pour tout x > 3, on a∑
n6x

(m,n)=1

µ(n)2

ϕ(n)
=

ϕ(m)

m
log x + Om(1).

Démonstration. Par la formule d'inversion de Möbius, on peut écrire∑
n6x

(m,n)=1

µ(n)2

ϕ(n)
=

∑
n6x

µ(n)2

ϕ(n)

∑
d|(m,n)

µ(d)

=
∑
d|m

µ(d)
∑

n6x/d

µ(dn)2

ϕ(dn)

=
∑
d|m

µ(d)

ϕ(d)

∑
n6x/d

µ(dn)2

ϕ(n)
.

(A.29)

Soit d > 1 un entier sans facteur carré. La fonction n 7→ µ(dn)2n/ϕ(n) est

multiplicative. On a, pour <e s > 1,∑
n>1

µ(dn)2n/ϕ(n)

ns
=

∏
p-d

(
1 +

p

(p− 1)ps

)
= ζ(s)Gd(s),

où

Gd(s) :=
∏
p|d

(
1 +

p

(p− 1)ps

)−1 ∏
p

(
1 +

1

(p− 1)ps
− p

(p− 1)p2s

)
.

Il est clair que Gd(s) converge absolument pour <e s > 1/2 et Gd(s) �d,ε 1 pour

<e s > 1/2 + ε. Selon le Théorème II.5.3 de [23], on a∑
n6x

µ(dn)2n

ϕ(n)
=

ϕ(d)

d
x + Od

(
x

log x

)
(x > 3).

D'où une simple intégration par parties nous donne∑
n6x

µ(dn)2

ϕ(n)
=

ϕ(d)

d
log x + Od(1) (x > 3). (A.30)

Maintenant le résultat souhaité découle de (A.29) et (A.30).
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A.3 Démonstration du Théorème A.1

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Mh
1 =

∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

XfL(1/2, f) 6
( ∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

1
)1/2( ∑h

f∈H+
k (q)

X2
fL(1/2, f)2

)1/2

.

D'où la Proposition A.1 implique

∑h

f∈H+
k (q)

L(1/2,f)6=0

1 >

(
Mh

1

)2

Mh
2

> (1− p−1)
∆

1 + 2∆
− ε

pour tout ∆ < 1/4 et q = pν avec ν > ν0(k, p, ∆, ε). En prenant ∆ = 1/4− ε, on

a le résultat voulu.
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propriétés ont essentiellement été établies dans le cas des formes de niveau pre-
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