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NOTATIONS ET SYMBOLES







Eng
C(t)

X(u,v)

E(u,v), F(n,v), G(u,v)
E, ()

E_(u,v)

E, (a,v)

Eg,, (0, v)
E,(x,¥,2)

E.(A)

M(t)

M, (u,v), M, (u,v), M, (u,v)

Bloc de triangles

Bloc de tétraedres

Paramétrisation isotherme

Vecteur entre les points A et B

Vecteur normal

Valeur absolue de x

Norme de la fonction f

Norme du vecteur X

Parametre d’une courbe

Parameétres d’une surface
Coordonnées de 1’espace réel
Valeur minimale entre a et b

Valeur maximale entre aet b

Borne supérieure de la fonction f
Erreur de discrétisation

Ecart nodal global

Paramétrisation d’une courbe
Paramétrisation d’une surface
Coefficient de la premiere forme fondamentale d’une surface
Fonction écart nodal sur une courbe
Fonction €cart nodal sur une surface

Fonction écart nodal sur une surface basée sur €

Fonction écart nodal sur une surface basée sur Eng

Fonction écart nodal dans un volume
Ecart nodal au point ou au noeud A

Coefficient caractérisant la courbure d’une courbe

Coefficients caractérisant la courbure d’une surface

Ensemble continu de mailles triangulaires appartenant a la
méme face

Ensemble continu de mailles tétraédriques appartenant au
méme volume

Paramétrisation ot E(u,v)=G(u,v) et F(u,v)=0

Notations et symboles






INTRODUCTION







Les moyens informatiques actuels qui permettent la mise au point d’outils d’aide a la décision
aux ingénieurs changent completement les procédures de conception de produit. A 1’origine, la
Conception Assistée par Ordinateur (CAO) ne constituait qu'une forme informatique de la
planche a dessin. Depuis, des techniques propres a ces systemes ont permis 1’amélioration et
I’augmentation des fonctions de la phase de dessin. Parmi celles-ci, la possibilité de travailler
directement sur un objet tridimensionnel est certainement I’avancée la plus marquante. A partir
de la définition d’un modele exact de I'objet a concevoir, elle a permis de développer plusieurs
nouvelles fonctions de conception qui auparavant étaient réalisées manuellement et

approximativement.

La contribution a I'implémentation au sein des systémes de CAO du concept de 1'Ingénierie
Simultanée, qui a pour but de mener plusieurs phases de 1’élaboration d’un produit en paraliele
afin d’obtenir un gain de productivité notable est un des objectifs actuels. Une base de donnée
complete du systeme de CAO, associée a des fonctions de haut niveau permettent d’envisager

de mettre au point des systemes favorisant I’application de ce concept.

En particulier, notons que la fonction de Fabrication Assistée par Ordinateur (FAO) s’est
beaucoup développée ces dernieres années pour intégrer maintenant les systtmes de CAO. On
parle alors de systemes de CFAO ou de CAO/FAQO. L’évolution est d’une telle ampleur qu’il
n’est presque plus envisageable actuellement de réaliser manuellement ce que 1’ingénieur crée

avec I’aide de I’informatique.

Cependant, il est illusoire de croire que la solution aux problemes rencontrés par 1’ingénieur est
donnée par I'ordinateur. Ces systémes fournissent uniquement une aide a la décision que doit
prendre le concepteur lors de la création de nouveaux produits. En aucun cas, le résultat donné
par la machine informatique ne doit étre considéré sans analyse ultérieure. Le rbdle de
I'ingénieur demeure primordial : c’est lui qui doit s’assurer de la cohérence et de I'exactitude

de la solution fournie.

Cette remarque est encore plus vraie pour les systemes de calcul. Devant les difficultés
rencontrées pour réaliser I'intégration a 'intérieur des systemes de CAO/FAO, ces études
utilisent souvent un modele plus simple que le modele CAO. Ce sont les capacités

d’abstraction nécessaires a la construction de modeles valides que doit posséder 1'ingénieur
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pour utiliser ces nouveaux outils. En ce sens, réaliser une meilleure intégration des méthodes
de calcul comme la Méthode des Eléments Finis (MEF) a lintérieur des systémes de
CAO/FAO, c’est aider I'ingénieur dans son travail, a condition qu’il ait conscience que le

résultat brut sans aucune analyse postérieure n’a aucune valeur.

Dans cet esprit, nous avons entrepris notre recherche doctorale dans le cadre de I'intégration
complete et efficace du calcul au sein de plate-formes CAO/FAO. Un obstacle majeur a cette
réalisation est la phase de discrétisation de I’objet a étudier en un maillage, qui constitue une
donnée essentielle de la méthode des €léments finis. Le but de ce travail est de donner a
I’analyste la possibilité d’utiliser le modele CAO pour effectuer un calcul en créant une
procédure, complétement intégrée au systtme de CAO, de maillage et de remaillage

automatique dans les cas de modifications de modele.

Ce mémoire comporte quatre chapitres.

Le premier chapitre est une présentation détaillée de la problématique que pose I'intégration
complete et efficace de la méthode des €léments finis au sein des systemes de CAO/FAO. Cette
méthode est décrite de fagon succincte afin de situer les problémes li€s a cette intégration. Les
différents formalismes utilisés par les systemes de CAO sont également passés en revue, en
montrant leurs avantages et inconvénients respectifs. Le méme travail est effectué pour les
différentes méthodes de maillage existantes. En conclusion de cet exposé bibliographique, un

modele d’intégration CAO/MEEF est défini.

Le second chapitre traite du maillage d’un solide a ’aide du concept de pré-optimisation. Un
préalable a la réalisation d’une procédure de mise a jour de maillage (remaillage) est d’obtenir
un premier maillage qui soit une bonne approximation du solide. Celui-ci est réalisé en
respectant deux critéres choisis : le respect de la géométrie donnée par une borne supérieure de
Perreur de discrétisation et le respect d’une carte de taille a faible gradient contr6lée par un

facteur d’écart nodal maximum.

Le troisieme chapitre présente la procédure de remaillage. Nous présentons deux approches
différentes qui correspondent a deux types de modifications géométriques. La premiére

approche consiste & bouger des noeuds pour les replacer de facon adéquate. Elle permet
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potentiellement de remailler un objet de maniere trés rapide mais ne s’applique pas a tous les
cas de modifications de modele. La seconde a pour objectif la mise a jour d’un maillage
quelque soit le type de modification du modele géométrique. Cette derniére approche qui est
basée sur une comparaison originale des modeles géométriques s’effectue en trois phases. Tout
d’abord des zones de modification sont déterminées puis le maillage est détruit a I'intérieur de
ces zones et enfin, la mise a jour du maillage est obtenue par union du maillage non détruit et

du remaillage des zones de modification.

Le quatrieme chapitre rassemble un ensemble de résultats obtenus en appliquant les différents

concepts énoncés dans les chapitres 2 et 3.

Les travaux, effectués dans le cadre d’une coopération internationale France-Québec, ont
permis d’associer le laboratoire ERIN (Equipe de Recherche en Interfaces Numériques) de
I'université Henri POINCARE, Nancy I et le Laboratoire de Productique de I'UQTR
(Université du Québec a Trois-Rivieres) afin de réunir les compétences développées par
IERIN en éléments finis et celles développées par le Laboratoire de Productique en

modélisation géométrique.
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CHAPITREI :
L INTEGRATION DE LA METHODE DES ELEMENTS
FINIS DANS LE PROCESSUS DE CAO/FAO







La méthode des éléments finis (MEF) suscite actuellement un intérét croissant chez les
ingénieurs parce que, bien que connue depuis quelques temps, cette méthode profite du
développement récent et rapide des connaissances en informatique. L’avantage de cette
méthode est de pouvoir s’appliquer a beaucoup de problemes physiques différents puisqu’elle
permet de résoudre tout phénomene dont la formulation se fait a I'aide de systemes

d’équations aux dérivées partielles.

La pratique de cette méthode, que ce soit au niveau de son utilisation ou de son
développement, réunit des spécialistes de plusieurs disciplines scientifiques telles que la
mécanique, I’électrodynamique, les mathématiques appliquées, Iinformatique, la conception et

la fabrication assistée par ordinateur (CAO/FAO).
L’objectif de ce chapitre est de décrire succinctement la méthode des éléments finis au niveau

modélisation et au niveau mathématique. Nous insisterons ensuite sur le passage de 'un a

I’autre en montrant ce qui existe et ce que nous proposons d’apporter a ce passage.

I-1 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis sert a résoudre des problémes d’équations aux dérivées
partielles dont les solutions exactes sont impossibles a déterminer. Une approche numérique du

probléme doit permettre de calculer une solution la plus exacte possible.

Le principe de cette méthode [Batoz et Dhatt, 1990][Dhatt et Touzot, 1984][Zienkiewicz,
1977] est de résoudre le probleme d’équations aux dérivées partielles défini sur un milieu
continu en définissant une formulation intégrale équivalente sur un milieu discrétisé. On appelle
« maillage » I’espace discrétisé du domaine. Il est composé de mailles et de noeuds (Voir 1.3).
La solution est calculée uniquement en certains points (les noeuds) de I’espace griace a des
méthodes numériques. La solution générale en tout point est alors obtenue par interpolation de

la solution du probléme discret.
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I-1-1 Formulation mathématique

Soit un phénomene physique de variable u décrit par un systeéme d’équations aux dérivées
partielles :
L(u)+ £, =0 sur le domaine
les conditions aux limites définies sur la frontiére du domaine :
C(u) = f_ sur oQ2
f, et f sont des fonctions qui représentent les efforts volumiques et les efforts surfaciques.
On peut diviser les conditions aux limites en deux catégories :
e la partie de la frontiére (9€2,) ol la valeur de la variable u est imposé :
u=u,_surof,
Ces conditions sont appelées conditions de Dirichlet.
e la partie de la frontiere (€2, ) ol le flux u est imposée :

au

on

n est la normale a la surface au point décrit par la variable u.

+ow = f_ surdQ,

Si =0, on obtient des conditions de Neuman. Si o # 0, on a affaire 4 des conditions de

Cauchy.

Le but de la méthode est de substituer a la formulation du probleme d’équations aux dérivées
partielles une formulation intégrale adéquate. Cette formulation intégrale peut se discrétiser en
remplacant simplement I’intégrale obtenue par une somme d’intégrale. Il existe deux méthodes

qui permettent de réaliser cette substitution :

1. La méthode des résidus pondérés.
Une fonction résidu est définie:
R(u) =L(u)+1,
si u est la solution réelle au probléeme R(u) = 0, sinon R(u) # 0.
Le but de 1a méthode est de rendre minimale I’intégrale
JoR(wdQ

La méthode des résidus pondérés consiste a rechercher les fonctions u suffisamment

dérivables telles que
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W) = (¥R Q= [ (¥)HLw)+f }dQ =0
pour toute fonction de pondération ¥ ;u doit également vérifier les conditions aux limites.
2. Le principe variationnel.

11 s’agit de construire une fonctionnelle IT :

Jdu 0°u
1= H(u,&-, e yeer)

L’idée est de rechercher les fonctions u qui rendent Il stationnaire. Cela revient & chercher

les fonctions u qui annulent OIT.

Malheureusement, la construction d’une telle fonctionnelle est souvent difficile voire
impossible selon le phénomene étudié. En mécanique en particulier, il est possible d’en
déterminer une en utilisant des considérations énergétiques.

Dans certains cas, on peut construire I1 tel que

=W =0
ob W(u)= | (Sud{L(u)+£,}dQ

Dans ce cas W est une forme intégfale de type résidus pondérés ot W = ou . Cette forme est
appelée forme intégrale de Galerkine.
Les conditions suffisantes mais non nécessaires pour obtenir cette fonctionnelle sont

e L et Clinéaires

e Dérivées de L d’ordre pair

e f etf sontindépendants de u

En intégrant par partie, la forme intégrale obtenue, on obtient une forme intégrale faible qui
permet d’abaisser la condition de dérivabilité de u en augmentant celle de ¥ . De plus, lors de

ce passage, selon le phénomene étudié, les conditions aux limites sur 02, peuvent étre prises

en compte. De plus, en posant ¥ = 0 sur 0dQ2_, on obtient la forme faible :
W) = [ (L,(P)L,() = ¥E,)dV - | P(f,—au)dS =0

ot u et ¥ doivent satisfaire les conditions aux limites :
u=u, suroQ,

¥ =0 sur 0Q2,
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Les fonctions u sont représentées par différentes approximations satisfaisant les conditions de
dérivabilité et les conditions aux limites requises par la forme intégrale. La définition originale

continue de u est remplacée par une interpolation de n valeurs de u :

u= <Nl,Nz,....;Nn>{ul,u2,...,un}
Les fonctions N, sont les fonctions d’interpolation.
Par conséquent

¥ =06u= <NI,N2,....;NH>{6u1,6u2,...,6un}

Sile domaine €2est complexe (ce qui est toujours le cas), il est treés difficile voire impossible de
trouver les fonctions N,. On décompose alors le domaine Q en sous domaines _appelés
éléments finis sur lesquels, il est aisé de déterminer les fonctions N, . Le nombre de formes
d’éléments ou les fonctions N, sont connues est assez restreint : le triangle, le quadrangle en
2D et le tétraedre, le prisme a base triangulaire, 1’hexaedre en 3D.
On calcule W, sur chaque élément Q, . Et on obtient W =XW..
Les fonctions N, sont connues sur un élément particulier dit de référence, et chaque calcul de
W, est réalisé en transportant ’équation sur cet élément de référence. Ainsi, le calcul des
fonctions N, est remplacé par un calcul de transport de phénomene qui n’est en réalité qu’un

changement de variables.

A Taide de cette nouvelle écriture de la solution u, la forme faible se transforme en une

équation matricielle ou les inconnues sont uj,u,,...,u,. Son écriture differe selon le

phénomene physique étudié.

Le probléme revient alors 2 résoudre un systéme linéaire (si L I'est) de type [K]J{u} = {F} qui
peut étre résolu par plusieurs méthodes numériques qui sont a présent bien connues. La
résolution du systéme doit prendre en compte les conditions aux limites de type Dirichlet qui

ne sont pas introduites lors de ’intégration par partie de la forme forte.

On réussit donc par la méthode des éléments finis & résoudre un probleme aux dérivées
partielles par un systéme linéaire. Pour cela il faut diviser (discrétiser) le domaine €2 en

éléments ou I’on est capable de déterminer les fonctions N, . Le résultat obtenu s’appelle le

maillage du domaine.
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I-1-2 Les Estimateurs d’erreur

La méthode des €léments finis est une méthode numérique qui permet de trouver une solution
approchée de la solution exacte. Il est important de pouvoir quantifier I'erreur faite durant le
calcul afin de valider ou d’invalider celui-ci . Les causes de ces erreurs sont multiples :

e erreur de discrétisation

e erreur de modélisation des conditions aux limites

e erreur de modélisation du phénomene étudié

e erreur d’intégration et d’interpolation numérique

Toutefois la solution exacte étant inconnue dans la majorité des cas, il est impossible de
déterminer l'erreur exacte. C’est pourquoi des techniques d’estimation d’erreur ont été
Hinton et al, 1974){Ladeveze, 1975][Ladevéze
1993][Zienkiewicz et al., 1992]. A I'état actuel des choses, ’amélioration de 1’approximation
de la solution s’effectue essentiellement a I’aide d’un raffinement local du maillage qui peut
étre réalisé selon deux méthodes différentes :

e la méthode de type h permet de raffiner le maillage en diminuant localement la taille des

éléments.

e la méthode de type p aboutit au méme résultat en ajoutant localement des noeuds dans la

définition des éléments afin d’augmenter le degré des fonctions d’interpolations.

Plusieurs normes ont été mises au point afin d’approximer I'erreur. Elles sont souvent basées
sur le respect local des équations associées aux problemes physiques étudiés. Ces normes sont
trés nombreuses et trés variées selon le domaine d’application. Retenons en quelques-unes qui
concernent le calcul de structure :

e méthode de lissage des contraintes

e méthode des résidus d’équations d’équilibre

e méthode des erreurs en loi de comportement

e méthode de la densité d’énergie de déformation

L’estimation de l’erreur est ensuite convertie en terme de taille de maille. Par la suite, le

maillage est adapté pour respecter au mieux cette contrainte de taille. Le processus de calcul et

Intégration MEF/CAO/FAO -23-



d’estimation d’erreur se poursuit en prenant comme base le maillage adapté. Cette boucle de
calcul est réalisée autant de fois qu’il le faut pour obtenir une erreur inférieure 4 celle souhaitée

par ’utilisateur.

I-1-3 Les phases pratiques d’un calcul par éléments finis

Saisie du
domaine

Discrétisation
du domaine

Saisie des constantes physiques et
des conditions aux limites

Calcul de la solution

Calcul de I'erreur Raffinement de [a discrétisation

Non

Erreur
acceptabie

Oui

Résultat

Figure 1.1. Cycle idéal d’un calcul par éléments finis.

La résolution d’un probleme d’équations aux dérivées partielles par la méthode des éléments

finis s’effectue idéalement selon les phases suivantes (figure I.1):

1. Saisie de la donnée étudi€e (structure en mécanique) : c’est la phase pratique qui pose
actuellement le plus de problémes. En effet, on a encore souvent affaire a des logiciels
d’éléments finis qui sont autonomes. La saisie des données se fait a !’'intérieur méme du
logiciel de fagon relativement rudimentaire si on la compare aux outils disponibles en CAO.

On obtient un modele géométrique relativement simple. D’un autre coté, un systéme de
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CAO est difficile a utiliser car il n’est pas simple de faire passer de I'information de 'un 2
I’autre. Tout I’enjeu de notre recherche est d’essayer de trouver une solution 2 ce dilemme.

2. Maillage de la structure : cette manipulation consiste a transformer le domaine en sous-
domaines afin de le rendre résoluble par la méthode des éléments finis. Encore entiérement
manuel voila une dizaine d’années, le maillage commence aujourd’hui & étre fortement
automatisé. Cependant le temps et la facilité de maillage d’une structure restent les limites
pratiques de ’utilisation de la méthode des éléments finis dans 1’industrie.

3. Saisie des conditions aux limites : la difficulté de cette opération releve de la précédente. Si
I'on est dans le cas ou il est possible de récupérer des informations provenant de la CAO, on
peut utiliser les mémes outils pour saisir les conditions aux limites. Dans le cas contraire, on
est obligé de travailler sur le maillage (opération longue et fastidieuse).

4. Construction et résolution du systéme [K{u} = {F}

5. Estimation de I’erreur commise

6. Silerreur est trop importante, un remaillage adaptatif est effectué puis on reprend a I’étape
4.

7. L’utilisateur analyse les résultats et tire ses conclusions.

Il est a noter que dans I’état actuel des choses, si la conclusion nous amene a modifier le
modele de départ, I'étude au complet doit étre reprise depuis le début (Saisie d’un nouveau

modele).

On peut également noter qu’au niveau commercial, le remaillage adaptatif n’existe quasiment

pas de maniére entiérement automatique.

L’objectif des deux prochains paragraphes est de présenter les différentes techniques de
modélisation en CAO et de maillage automatique. On s’attachera plus particuliérement a
regarder comment on pourrait améliorer I'intégration de la méthode des €éléments finis dans le

processus global de CAO/FAO.

On entend par intégration de la méthode des éléments finis le fait de pouvoir effectuer toutes
les manipulations interactives au sein du systéme de CAQ. Ces phases sont essentiellement les

saisies des conditions aux limites, des cas de charge et des caractéristiques des matériaux.
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I-2 Les technigues de modélisation en CAQ

D’abord présents pour aider les dessinateurs, les systémes de modélisation ont apporté
aujourd’hui une nouvelle méthode de travail en conception. Ils sont maintenant au cceur de
tous les systemes d’aide a la conception. Ce sont eux qui comportent la base de données de
'information nécessaire a la conception de modele. Plusieurs processus peuvent se servir de
cette information afin de définir un nouveau produit. On peut citer en particulier dans le
domaine mécanique les opérations suivantes :

e création des plans de définition

e génération de code d’usinage pour les machines a commandes numériques

e génération de gammes de fabrication

e étude cinématique du nouveau produit

e calcul de structure

Evidemment, le degré d’mtégration de ces opérations dépend fortement de la richesse du
modele de CAO : elles peuvent se faire quasiment automatiquement dans le cas des modeles
riches et elles demandent une intervention humaine importante si le modele est pauvre. Nous
allons voir que cette notion de richesse des modeles est fonction du temps. En effet I’évolution
de ces systémes consiste souvent a ajouter des nouvelles fonctions aux modeles existants.
Ainsi, nous allons passer en revue les différents formalismes existant actuellement, dans I’ordre

chronologique de leurs utilisations par I’industrie.

I-2-1 Les propriétés des modéles de CAO

Les premiers systemes de CAO (appelés modele fil de fer) qui comportaient des entités en trois
dimensions, ne comportaient que des courbes comme la droite et le cercle. On était capable de
représenter visuellement un objet 3D a I’écran, mais dans le contexte de I'intégration, ce genre
de modéle n’apportait rien. C’est néanmoins ces premiers progres qui sont a I’origine des
modeleurs volumiques actuels. A partir du modele fil de fer qui ne vérifiait aucune propriété
fondamentale, on a développé de nouveaux concepts qui permettent de tenir compte de mieux

en mieux de ces propriétés. Nous énumérons a présent ces propriétés.
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Cet exposé des méthodes de modélisation est un résumé qui permet de comprendre comment
on peut réaliser notre objectif d’intégration. Tous les détails peuvent étre trouvés dans

[Mantyla, 1988] [Mortenson, 1990] [Requicha et al., 1983] [Zeid, 1991]. De plus Do Carmo
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Figure 1.2 : ( a ) Représentation non unique. ( b ) Représentation ambigué.
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[Do Carmo 1976] apporte des précisions supplémentaires pour la description des surfaces.
Ainsi notre exposé suit le principe a trois niveaux défini par Mantyla [Mantyla, 1988] :

® objet réel

e objet mathématique

e représentation de I’ objet

Notons d’abord qu’un objet 3D peut €tre défini comme un étre mathématique qui divise
Iespace R® en deux régions. On distingue ainsi trois ensembles continus de points : l'intérieur,
I'extérieur et la frontiere de I’objet. Un bon syst¢me de modélisation est un systeme qui permet
de retrouver ce concept facilement et sans aucune intervention humaine. On peut donc
dorénavant affirmer que seuls les modeles de CAO qui permettent de distinguer I'intérieur,
Iextérieur et la frontiere de l'objet représenté permettent une intégration compléte des

différentes phases des domaines de la CAO/FAO.

Cette propriété fondamentale est connue sous le nom d’ « adressabilité spatiale ». Une autre
définition est de dire que quelque soit un point de I’espace, on doit étre capable de déterminer
simplement a quel ensemble il appartient. La vérification de cette propriété fondamentale est

étroitement liée aux autres propriétés suivantes :

e lunicité : & chaque objet réel correspond une représentation et une seule. En d’autres
termes, on peut dire que deux objets identiques ont la méme représentation (figure 1.2 a). La
grande importance de cette propriété concerne I’opération de comparaison de deux objets.
Si I'unicité n’est pas respectée, il est tres difficile d’établir des comparaisons entre deux
objets.

e la non-ambiguité : il s’agit de la proposition inverse de la précédente. A une représentation
correspond un objet et un seul (figure 1.2 b).

e ]a concision : cette propriété trés abstraite traduit la quantité d’information que contient un
modele par rapport a la quantité minimale nécessaire afin de décrire un objet. Elle exprime
en fait I'importance des redondances d’informations a l'intérieur du modele. Cependant il
est parfois pratique de répéter une méme donnée sous différentes formes afin d’éviter des

calculs pour retrouver l'information désirée. En fait un bon modele est un modele qui
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