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NOTATIONS UTILISÉES 

observable et commandable 

observable mais non commandable 

commandable mais non observable 

non commandable et non observable 

commandable 

non commandable 

observable 

non observable 

matrice d'évolution 
logique de décision 

matrice d'application de la commande 

matrice d'observation 
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kème ligne de la matrice d'observation 

matrice d'observation après changement de base 

matrice de commandabilité 

vecteur des entrées inconnues de dimension p 

vecteur des entrées inconnues après changement de base 

Notations utilisées 

vecteur des entrées inconnues après un nouveau changement de base 

degré de l'estimateur 

dimension 

matrice de distribution des entrées inconnues 

matrice de distribution des entrées inconnues 

espérance mathématique 

erreur d'estimation 

vecteur des défauts de dimension f 

kème coordonnée du vecteur de défaut 

ensemble des défauts à détecter 

ensemble des défauts à ne pas détecter 

matrice de distribution des défauts 

fonction de transfert (domaine continu) 

fonction de transfert (domaine discret) 

matrice de transformation (décomposition canonique ... ) 

Image 
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matrice identité de dimension n x n 

c'est à dire (du latin id est) 
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temps discret 

noyau 

gain de l'observateur 

gain optimal (fIltre de Kalman) 

logique d'isolation 

matrice d'observabilité 

matrice de covariance 

résidu (erreur d'observation) 

temps continu 

temps initial 

instant d'apparition du défaut 

vecteur de commande de dimension e 

bruits de mesures 

bruits de dynamiques 

vecteur d'état de dimension n 

vecteur d'état initial 

vecteur d'estimation d'état du Icème estimateur 
vecteur de sortie de dimension m 

vecteur de sortie sans la kème coordonnée 

kème coordonnée du vecteur de sortie 

vecteur de sortie après changement de base 

vecteur d'état de l'observateur 

matrice transposée 

matrice inverse 

matrice pseudo inverse (au sens de Moore-Penrose) 

dérivation première 

erreur d'estimation 

changement de base 

déterminant de matrice 

norme euclidienne 

valeur propre 

seuil de détection 

symbole de Kroknecker 
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signifie la fin d'un théorème ou d'une démonstration 
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terme employé en l'absence d'entrées inconnues 

2 





INTRODUCTION 

Les travaux présentés dans ce mémoire s'inscrivent dans une thématique forte du 

CRAN. Ils s'appuient sur une solide expérience de notre équipe, notamment grâce aux 

compétences acquises par ses membres, dans les domaines du diagnostic des systèmes 

complexes: les techniques de traitement du signal, les observateurs et la commande, les 

systèmes à événements discrets, ." 

Le diagnostic a pour objet de détecter, de localiser, d'identifier et éventuellement de 

corriger les défauts internes et externes, ainsi que les modes de fonctionnement anonnaux 

d'un système. Parmi les différents algorithmes de surveillance, nous distinguons 

généralement deux types d'approches selon la nature de la connaissance acquise sur le 

système. Les méthodes avec modèle supposent connu un système d'équations décrivant 

le comportement du système. Quant aux méthodes dites sans modèle, elles utilisent un 

niveau de connaissance minimal constitué d'un historique des mesures. La conception 

d'algorithmes de surveillance a fait l'objet de nombreux travaux pour chacune de ces deux 

approches. De nombreux problèmes restent cependant ouverts, en particulier lorsqu'il 

existe des entrées inconnues ou perturbations, lorsque le système est complexe ou 

lorsqu'il est composé de multiples modèles. 

L'objectif principal de nos travaux s'inscrit donc dans ce cadre général avec pour 

motivation première la définition d'approches capables d'intégrer l'ensemble des tâches 

d'une procédure de diagnostic. De plus, ces approches ayant vocation d'être implantées 

sur des installations industrielles, un des objectifs consistera à les optimiser en tenant 

compte des contraintes liées au temps de calcul, à la complexité des systèmes et aux 

performances à garantir aux systèmes en présence de défauts et d'entrées inconnues. 

Notre motivation pour l'étude de nouveaux algorithmes de définition d'observateurs à 

entrées inconnues pour le cas déterministes ou de filtres à entrées inconnues pour le cas 

stochastiques est de pouvoir répondre de façon simple aux problèmes posés depuis de 

nombreuses années, à savoir détecter et localiser des défauts sur un système quelconque 

sujet à des perturbations aléatoires, inconnues a priori. Nos travaux se placent en aval de 

ceux de FRANK et PATTON, bien connus dans ce domaine, ainsi que ceux de Hou & 

MÜLLER et DAROUACH, pour la définition des observateurs. Nous donnons des 

conditions d'existence et nous montrons les perfonnances des algorithmes développés 

(Koenig et al. 1997c et 1997e). 

Ces travaux sont étendus afin de mettre en oeuvre une procédure de diagnostic 

intégrant les étapes de détection, de localisation et de correction des défauts malgré la 

présence d'entrées inconnues. Ce problème est complexe, aussi pour faciliter sa mise en 

oeuvre, nous proposons de décomposer le système original en sous-systèmes : chacun 

étant sensible à un ensemble de défauts spécifié mais surtout découplé des entrées 
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inconnues et des autres défauts. Nous pouvons ainsi traiter les problèmes de détection et 

d'isolation de défauts par bancs d'estimateurs simples (i.e. sans entrées inconnues) et 

corriger le ou les sous-systèmes en défauts. Parmi les nombreux avantages que présentent 

cette approche, nous retiendrons les faits suivants : une diminution de l'ordre des 

estimateurs et de l'ordre des matrices à inverser, une facilité de mise en oeuvre, un gain 

en calcul et en coût mémoire ce qui facilite l'application aux systèmes de grandes 

dimensions. Enfin grâce à cette décomposition, la mise en oeuvre des approches de 

diagnostic ne nécessite plus que l'utilisation d'observateurs élémentaires pour le cas 

déterministe ou l'utilisation du filtre de Kalman conventionnel pour le cas stochastique. 
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PRINCIPES GÉNÉRAUX 

De nombreux dysfonctionnements peuvent altérer la sécurité, la fiabilité et la 

disponibilité d'un processus industriel. C'est pourquoi les systèmes de détection, de 

localisation et de correction de défauts jouent un rôle de plus en plus important dans la 

conception des systèmes automatisés, qu'ils soient unitaires (moteurs, machines 

industrielles, produits grand public), ou complexes (systèmes de production, de 

communication, centrale nucléaire, plate-forme chimique à hauts risques, etc). Par la 

variété des concepts et des outils qu'il utilise, le diagnostic est donc en interaction avec de 

nombreux domaines de l'automatique. En effet dans les développements actuels du 

diagnostic, il ne nous est plus possible de négliger l'apport de connaissances venant de 

domaines tels que la commande, l'identification ... Il faut aujourd'hui être en mesure de 

concevoir des approches intégrées de diagnostic de défaillance, associant les phases de 

détection, d'isolation, d'identification et d'accommodation des défauts. 

Reprenons ces différentes étapes afin d'en donner une définition précise: 

La détection concerne la mise en évidence d'événements qui affectent l'évolution d'un 

système. De façon générale, un événement traduit un changement de situation sans 

préjuger du fait qu'il soit normal (dû à une action délibérée de la part d'un opérateur) ou 

anormal (dû à une perturbation extérieure). Détecter consiste alors à comparer le 

fonctionnement réel avec ce qu'il devrait être sous l'hypothèse du fonctionnement normal. 

L'isolation circonscrit la défaillance à un sous-ensemble du système surveillé. Elle 

analyse les événements pour distinguer ceux qui sont anormaux et localise les défaillances 

de façon à pouvoir déterminer le ou les défauts d'instruments de mesures (Instrument 

Fault Detection IFD), le ou les défauts d'actionneurs (Actuator Fault Detection AFD), le 

ou les composants défectueux du système (Component Fau1t Detection CFD). 

L'identification vise à fournir des informations sur les caractéristiques de la 

défaillance. Elle quantifie la défaillance en estimant sa durée et son amplitude. 

Enfin, l'accommodation concerne la réactualisation de certains paramètres. Elle vise la 

distribution des tâches à effectuer sur les éléments encore valides et le calcul de nouvelles 

lois de commandes à mettre en oeuvre afin de conserver au système un niveau spécifié de 

performances. 

Pour répondre à cette démarche de diagnostic, il existe de nombreuses approches. Nous 

pouvons en distinguer quatre principales: 

- les méthodes traditionnelles, 

- les méthodes par systèmes experts, 

- les méthodes par reconnaissance de formes, 

- et les méthodes analvtiques, ces dernières étant la base de notre réflexion. 
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Principes généraux 

Les méthodes par redondances matérielles sont celles mises en oeuvre lorsque nous ne 

cherchons qu'à détecter et localiser des défauts sans chercher à avoir plus d'informations 

sur le type du défaut, ses conséquences et sans avoir connaissance des équations 

décrivant le système surveillé. Elles sont relativement simples à établir et s'appuient plus 

sur des aspects matériels que sur des aspects analytiques. 

Les méthodes par systèmes experts semblent particulièrement indiquées lorsque les 

connaissances sur le système sont de types heuristiques. C'est à dire, lorsque les 

informations utilisées (qualitatives ou quantitatives) permettent l'utilisation de règles 

imbriquées issus de la connaissance et de l'expérience de l'expert, comme par exemple 

des liens de cause à effet (si le moteur ne démarre pas alors vérifier le niveau d'essence). 

Le principe de base d'un système expert s'articule autour de deux éléments principaux: 

- une base de connaissance, composée d'une base de faits (décrivant l'état du procédé 

sous une représentation symbolique, exemple 'le moteur ne démarre pas' peut se 

traduire par M=O) et d'une base de règles (décrivant les connaissances de l'expert et 

manipulant les symboles de la base de faits), 

- un moteur d'inférence, chargé de déterminer les règles à exécuter. 

La base de fait contient la connaissance a priori sur le système. Les observations sont des 

faits qui sont à leur tour inclus dans la base de faits. A partir des faits, les règles 

établissent de nouveaux faits qui sont à leur tour inclus dans la base de faits. Le moteur 

d'inférence est l'organe de résolution du problème spécifié. Cette approche s'est avérée 

séduisante pour le diagnostic car elle permet de manipuler un grand nombre de données 

non homogènes et indépendantes du contexte tout en rendant compte du raisonnement 

suivi. Notons cependant, qu'un système expert n'est pas un remède miracle en soit, mais 

plutôt un outil (Iserman 1994). 

Les méthodes par reconnaissance de formes sont des approches intermédiaires entre 

les techniques fondées sur l'utilisation d'un système expert et les techniques analytiques. 

Elles permettent de représenter les modes de fonctionnement du système tout en 

permettant d'appréhender les connaissances a priori incomplètes de ces modes. L'analyse 

du fonctionnement du système est alors faite à l'aide d'un historique (mesures et 

paramètres obtenus dans le passé) ce qui constitue l'ensemble d'apprentissage. Des 

classes sont alors constituées correspondant à des modes de fonctionnement identifiés. 

Lors de la phase d'exploitation, l'application de la règle de décision issue d'un choix de 

méthode de discrimination consiste à reconnaître à quelle classe doit être associée une 

nouvelle observation. 
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Les méthodes analytiques font appel à une connaissance du système constituée par la 

formulation explicite d'un modèle de comportement (par exemple, les équations 

différentielles ou les fonctions de transfert). Parmi l'ensemble des équations 

différentielles de comportement du système, la représentation d'état est généralisée par 

l'ajout de nouvelles entrées que sont le vecteur de défauts Cf) et le vecteur de 

perturbations Cd). Ainsi, les méthodes de diagnostic utilisant un modèle exploitent les 

mesures disponibles et l'information délivrée par le modèle mathématique. Elles 

permettent de comparer les informations issues du système en fonctionnement avec celles 

calculées à partir du modèle, cette comparaison se traduit par la génération de variables 

appelées résidus (r). 

Ces résidus sont générés soit : 

- par les méthodes fondées sur l'estimation d'état à l'aide d'observateurs ou de filtres, 

(Wünnenberg 1990; Darouach et al. 1994a; Hou et Müller 1994; Chen et Patton 1996) 

- par les méthodes utilisant l'estimation des paramètres, 

(Isermann 1984; Kitamura 1989) 

- par les méthodes générant des relations de redondance analytique par projection des 

équations du modèle dans l'espace de parité. 

(Viswanadham et al 1987; Gertler et Singer 1990, Staroswiecki et al 1993) 

Si le système fonctionne normalement (pas de défauts), ces résidus sont supposés 

nuls, indépendamment des perturbations. Dans le cas déterministe, ces résidus peuvent 

être directement analysés, et un test utilisant un seuil (fixe ou variable) suffit à indiquer la 

présence d'une défaillance. Par contre, dans le cas stochastique, un traitement préalable 

devra séparer l'influence des bruits de celle des défaillances (filtrage adapté, estimateur 

d'état stochastique). D'une manière générale ces résidus doivent être insensibles aux 

entrées du système : 
[(t) '* 0 si et seulement si Ht) '* 0 

Après analyse des résidus, nous disposons d'un vecteur indicateur appelé signature, soit 

une image des défaillances du procédé. Cette signature expérimentale est comparée aux 

signatures théoriques, correspondant quant à elles à l'ensemble des défaillances que nous 

pouvons, a priori, répertorier et caractériser. Il existe de nombreuses techniques de 

détection de défaillances à partir de l'analyse des résidus, et nous invitons le lecteur à se 

réferer aux ouvrages spécialisés dans ce domaine (Basseville 1988, 1997; Brunet et al 

1990; Ragot et al 1990; Dubuisson 1990; Basseville et Nikiforov 1993). 

En définitive, dès qu'un modèle quantitatif est disponible, il est donc possible de 

mettre en oeuvre une procédure de diagnostic dont le principe général est représenté par la 

figure suivante (Iserman 1984) : 
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f(t) 
u(t) 

Système 1 y(t) 

1 
1 

1 Q(t) 

1 Modèle du 1 1 1 Modèle du 1 1 1 Modèle du 1 
système nominal 1 système observé J système en panne 

1 

~ 
SystèIne 

, 
1 Estin:a~on 1 

Espa~~ _ d1 Observateurs 1 Filtre de paraInetrIque 
parI e détection 

L Génération de 

- résidus r--- fonctions de parité 
- paramètres estimés 

• 
1 

Générateur d'une 

1 fonction de décision 

+ 
1 

Logique de décision 1 
1 

Localisation du défaut • • Instant du défaut 

1 Interprétation 1 

+ 
1 du défaut 1 

+ T. 
Type Amphtude Cause 

Fig i : Principe général d'un algorithme de détection et d'isolation de défauts 

Nous remarquons que la génération de résidus joue un rôle primordial dans toute 

procédure de diagnostic puisque c'est elle qui conditionne la qualité de la prise de décision 

qui en résulte. De nombreux auteurs ont abordé cette problématique, apportant des 

solutions qui ont fait leurs preuves (Wünnenberg 1990; Patton et Chen 1991; Hou et 

Müller 1991, 1992; Patton 1994). Nous nous plaçons dans la continuité de ces travaux 

avec comme objectif la mise en oeuvre de techniques de génération de résidus dans le 

cadre d'une approche intégrant l'ensemble des étapes du diagnostic. Nous ferons appel 

aux méthodes d'estimation d'état à l'aide d'observateurs (Luenberger) pour le cas linéaire 

déterministe et de filtres (Kalman) pour le cas stochastique. Ces approches seront la base 

de notre réflexion. 

Un observateur ou un filtre fournissent une estimation asymptotique de l'état d'un 

système en fonction des équations décrivant le procédé, des entrées appliquées 

(commandes) et des sorties (mesures). li est donc nécessaire d'avoir un modèle quantitatif 

représentatif du système. Cependant ce modèle est une approximation du système réel, en 

effet il présente des incertitudes dues à la méconnaissance du système, aux entrées 

inconnues (les perturbations externes qui peuvent altérer le comportement dynamique du 

système) et aux dérives de certains paramètres (vieillissement, ... ). La génération de 

résidus doit être insensibles aux effets de ces différentes entrées inconnues, nous en 

exposant le principe général sur la figure suivante (Wünnenberg 1990) : 
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r.------------i <:orrecteur ~'L-----------------l Ir----------- ~----------------11 1 l '--____ ...1 Il 

Il Il 
Il Il 
1. .. 
1: Entrées Défauts II 
l, Il 1. f(t) Il 

E ' ,1 U ntrees Il .. 
1. II 

connu~: u(t Il y(t) 
Sorties 

mesurées 

....... -~-"---........... Résidus 

. Modèle 
mathématique 

y(t) 
J=====:::!..!:::=:::::::> Sorties 

estimées 

Fig ii : Principe général de la génération de résidus 

Nous observons que l'erreur d'estimation de sorties (résidu r) est la différence entre 

les sorties physiques du système y(t) et les sorties estimées Y(t). <:ette erreur 

d'estimation est réinjectée dans le modèle afm de : 

- stabiliser le modèle, 

- compenser les différences des conditions initiales entre système et modèle, 

- supprimer les effets des entrées inconnues, tout en respectant la sensibilité aux défauts, 

- isoler les défauts. 

Le principal objectif est donc de maximiser la détectabilité et l'isolabilité des défauts 

tout en minimisant l'effet des incertitudes et des perturbations. Pour cela, nous présentons 

préalablement, les notions d'observabilité, de détectabilité, de commandabilité et de 

stabilisabilité, nécessaires à l'établissement des conditions d'existence des algorithmes 

développés. 

La première partie de ce mémoire est consacrée à l'étude d'une approche intégrée de 

détection, d'isolation et de correction de défauts dans un cadre déterministe. Elle concerne 

1'estimation d'état en présence d'entrées inconnues et la génération de résidus, par 

implantation d'observateurs à entrées inconnues d'ordre plein, réduit ou minimal. 

Une extension intéressante des méthodes de générations de résidus par bancs 

d'observateurs d'ordre réduit est ensuite présentée. Elle réalise la détection, 

l'isolation et la correction de défauts de composants et/ou d'actionneurs, par 

décomposition du système en sous-systèmes insensibles aux entrées 

inconnues et à certains défauts spécifiés. 
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Dans la deuxième partie, les méthodes obtenues pour les systèmes déterministes sont 

étendues aux systèmes stochastiques. Nous considérons tout d'abord le problème de 

l'estimation de l'état en présence d'entrées inconnues et de bruits. En vue de généraliser le 

filtre de Kalman, nous introduisons deux transformations régulières du système en 

un sous-système à bruits de dynamique et de mesures décorrélés et indépendants 

des entrées inconnues. Le principal atout réside dans la facilité de mise en oeuvre. En 

effet, connaissant le changement de base effectué et par estimation de l'état du sous­

système (indépendant des entrées inconnues) à l'aide du filtre de Kalman 

conventionnel, nous pouvons estimer l'état complet du système de départ. D'autre 

part, l'estimateur obtenu a une portée plus vaste que celle du flltre de Kalman, il permet 

par analogie avec les résultats précédents, de détecter, localiser et identifier la ou les 

défaillances du système, et ceci malgré la présence d'entrées inconnues et de bruits. 

En résumé, les principales contributions des travaux effectués sont: 

- robustesse des estimateurs (cas déterministe ou stochastique), 

- diagnostic intégrée pour les systèmes en présence d'entrées inconnues et de bruits, 

- mise à profit de la décentralisation des systèmes de grandes dimensions. 
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CHAPITRE 1 COMMANDABILITÉ ET OBSERVABILITÉ 

1.0 INTRODUCTION 

Un des principes fondamentaux des méthodes de détection et de localisation des 

défaillances repose sur l'estimation des sorties du système et la comparaison de cette 

estimation à la valeur réelle des sorties. Suivant la nature du système, l'estimation peut 

être effectuée à l'aide d'observateurs de Luenberger (cas déterministe) ou à l'aide de 

filtres de Kalman (cas stochastique). Comme nous avons à observer et à agir sur le 

système, les notions d'observabilité et de commandabilité sont particulièrement 

importantes. Nous rappelons ici leurs principales propriétés. 
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Chapitre J : Commandabilité et observabilité 

1.1 NOTIONS DE COMMANDABILITÉ ET D'OBSERVABILITÉ 

Avant d'agir sur un processus, posons nous la question de savoir si l'action envisagée 

sera suivie d'effet. De façon plus pratique, avant même de concevoir une stratégie de 

commande sophistiquée, pouvons nous prévoir si effectivement les grandeurs sur 

lesquelles nous souhaitons agir sont commandables ? De même les mesures effectuées sur 

la sortie du processus à conduire permettent-elles de déduire l'état du processus? Cette 

notion est très importante car dans la pratique, nous ne pouvons observer que 

partiellement un procédé, c'est à partir des informations fragmentaires que nous 

souhaitons reconstituer l'état du procédé. 

1.1.1 Commandabilité de l'état 

Nous considèrons le système multivariable discret suivant: 

~k+1 = A~k + B.Qk 

lk =C~k 

Définition 1.1 : 

(1. La) 

(l.l.b) 

Un système est dit à état commandable si, par action sur l'entrée, nous pouvons 

atteindre en un temps fini n'importe quel point de l'espace d'état. 

o 

Dans certains cas, seules certaines coordonnées du vecteur d'état respectent cette 

définition. Le système est dit alors partiellement commandable. 

Autrement dit, un système d'équations d'état est 

commandable s'il est possible en agissant sur li d'amener 

en un temps fini (tl-to) n'importe quel état ~(to) vers 

n'importe quel autre état ~(t 1 ) 

Explication. 

X (tO) 

x 3 ~~(tl) 

Dans le cas discret, nous pouvons exprimer X à l'instant k+n en fonction de X à l'instant k 

de la manière suivante: 

~k+n = A n ~k + A n-1B.!:!k +-. ·+AB.!:!k+n-2 + B.!:!k+n-l 
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soit de façon matricielle: 

Nous constatons qu'une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir déterminer la 

séquence {Ui} de commande permettant d'amener le processus de l'état ~k = ~to donné, 

à l'état ~k+n = ~tl choisi, est que la matrice de commandabilité : 

C = [B AB ... An-lB] soit de rang maximum i.e. rang(C) = n. 

(Cette condition est également valable pour des processus multivariables continus). 

Schématiquement, si nous considèrons un système 
d'ordre 2, mono-entrée, avec ~k = ~to = ~o = 0 

Ainsi: 

- si les vecteurs B et AB sont lineairement indépendants (i.e. rang(C) = 2), en agissant 

sur la commande u nous pouvons aller de ~(to) à ~(t 1) en 2 étapes, 

- si les vecteurs B et AB sont colinéaires, la condition nécessaire et suffisante de 

commandabilité n'est pas vérifiée (i.e. rang(C) < 2), le système est seulement 
commandable dans le sous-espace défini par B. 

1.1.2 Observabilité 

Définition 1.2 : 

Un système est dit à état observable si, par observation des entrées et sorties sur un 

intervalle de temps fini, nous pouvons déterminer l'état initial du système. o 

Dans certains cas, seules certaines coordonnées du vecteur d'état sont déductibles. Le 

système est dit partiellement observable. 

Autrement dit, un système d'équations d'état est observable 

si, étant donné to, il existe t 1, tel que la connaissance de Y.. 
sur (10, t1) permet de déterminer de manière unique ~(to) 
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Explication. 

Dans le cas discret, nous pouvons écrire: 

A n- 1 An-2B A n- 3B ~k+n-l = ~k + !!k + !!k+l + ... + B!!k+n-2' 

En multipliant chaque relation par la matrice C, nous obtenons : 

CAn- 1 CAn-2B CAn- 3B Ik+n-l = ~k + !!k + !!k+l + ... + CB!!k+n-2' 

soit de la façon matricielle: Y n = 0 ~k 

avec : 

y = n [ 0 ][ !!k] [C] 
CB 0 !!k+l CA 

- C~ CB .~ '. : et 0 = :n-l' 
. .. !!k+n-2 CA 

Nous constatons que la connaissance des n sorties successives Yk , Yk , ... , y 
- - +1 -k+n-l 

et des n -1 entrées successives !!k' !!k+l' ... , !!k+n-2' permettent la détermination 
de ~k = ~to à condition que la matrice d'observabilité: 

CA. . 
[ 

C ] o = : ' SOIt de rang maxImum. 

CAn- 1 

La condition: 

rang(O) = n 

constitue donc une condition nécessaire et suffisante d'observabilité pour un processus 

multivariable linéaire discret (cette condition est également valable pour des processus 

multivariables continus). 
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1.1.3 Propriétés liées à la commandabilité et à l'observabilité 

Invariance sous changement de base 

L'introduction des notions de commandabilité et d'observabilité montrent que le rang 

des matrices de commandabilité et d'observabilité doivent vérifier la dimension de 

l'espace d'état (i.e. n). Les matrices de commandabilité et d'observabilité associées à la 

représentation (1.1) sont respectivement: 

C=[B AB ... An-lB] et 0 =[ C~ ], 

CAn- 1 

en posant A = T-1AT, B = rIB, C = CT nous pouvons déduire: 

d'où rang rang( C ) = rang(C) et rang rang( 0 ) = rang( 0 ). 

Ainsi, les propriétés de commandabilté et d'observabilité ne sont pas modifiées par un 

changement de base dans l'espace d'état. 

Décomposition canonique de Kalman (Kailath 1980) 

Kalman a établi à propos de la représentation (1.1) un certain nombre de théorèmes, 

parmi lesquels nous retiendrons le théorème suivant, car très utile dans l'étude de la 

sensibilité du résidu face aux défauts. 

Théorème 1.1 : Il existe toujours une base de l'espace d'état qui permet de 

décomposer le vecteur d'état K de dimension n en quatre vecteurs d'états Ko.c, Ko.ë' Ko.c 

Ko.ë de dimensions respectives nI, n2, n3 et n4, (n = nI + n 2 + n3 + n4), telle que les 

matrices A, B, C du système dans cette nouvelle base ont la forme: 

Ao.c Au 0 0 

IBo, j 0 Ao.c 0 0 
, B = B~ et C = [Co.c Co.c o 0] A= 

A3.1 A3.2 Ao.c A 3,4 O.c 
0 A4.2 0 A-- 0 O.c ... 

Dans ces expressions, les matrices Ai.j , Bi.j , Ci.j (ième ligne, jème colonne) sont des 

matrices de dimensions respectives (ni x n j)' (ni xe), (m x ni)' lI!i!I 
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Cette décomposition peut être faite de nombreuses manières mais le nombre de 
variables d'état de chaque vecteur Ko,c' Ko,ë' Ko,c Ko,ë est invariant. En conséquence, le 

système initial peut être décomposé en quatre sous systèmes : 

li Commandable 
et 

observable 

&,c 1 

Commandable 

Observable 
maIS non 

commandable 

-, 

-~ 

~o,ë 

~ _ Non commandable 
et non observable 

~,ë 

Fig 1.1 : Décomposition canonique d'un système 
(Kailath 1980, Q'Reilly 1983, Borne et al 1993) 

où: 1 Le sous système {Ao.c, Bo,c' Co.c} est commandable et observable, et 

C(sI - Ar1B = C(sI- Ar1B = Co.c(sI- Ao.cfl Bo,c 

2 Le sous système {[~o,c A~ ], [:~,c], [Co,c Ol} est commandable 
3,1 o.c o.c 

4 Le sous système {[ Ao,ë]' [0], [O]} est non observable et non commandable 

Remarques 

- Pour un système monovariable, la propriété de non commandabilité (non 

observabilité) implique l'existence d'au moins un pôle et d'un zéro commun dans la 

fonction de transfert du système. 
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- Ce résultat doit évidemment pouvoir se transposer au cas multivariable, mais non sans 

difficultés puisque les fonctions de transfert sont remplacées par des matrices de 

transfert. Un système multivariable d'ordre n mis sous forme d'équation d'état est 

commandable et observable si et seulement si le degré de sa matrice de transfert 

(i.e, Co.c(sI - Ao,cr1 Bo,c) est égal à n, la dimension de l'espace d'état. 

Les variables Yi=CjX non commandables vérifient la propriété Ci (zI - ArlB = 0 

ou plus exactement: 

Yi (z) = ~( ,D(z) étant le dénominateur de la fonction de transfert. 
U(z) D z) 

- Le système formé des matrices {A, B, C} est minimal si et seulement si {A, B} est 

commandable et {C, A} est observable. (Kailath 1980). 

Exemple 1.1 : 

Nous considèrons un système monovariable discret dont le transfert dynamique F (z) 

est représenté par l'expression suivante: 

Si a=b, alors le transfert se simplifie et par conséquent le système est non observable ou 

non commandable. Nous pouvons représenter ce transfert dynamique F (z), selon les 

deux schémas suivants : 

Si b=a, alors il y a perte de commandabilité; Si b=a, alors il y a perte d'observabilité 

Exemple 1.2 : 

Nous considèrons un système monovariable continu, représenté par les deux schémas 

suivants: 

u s 

(stl)~ (st3Xst4) 
Le pôle amont s=-2 est caché par le zéro 

aval, le système est rendu non observable. 

u 2 s y 
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Le pôle aval est caché par le zéro amont, 

le système est rendu non commandable. 
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1.2 NOTIONS DE STABILISABILITÉ ET DE DÉTECTABILITÉ 

Nous avons vu précédemment (fig 1.1) qu'il n'y a pas de moyen d'action sur les états 

non commandables et/ou non observables d'un système; dans le premier cas, par 

définition de la notion de cornmandabilité et dans le deuxième cas, par suite de l'absence 

d'informations permettant de décider de la commande à appliquer. Si les sous-systèmes 

caractérisant les états non commandables ou non observables sont stables, alors ces états 

tendent vers zéro chacun avec leur dynamique propre, et ne sont donc pas susceptibles de 

perturber le fonctionnement entrée sortie du système. Par contre, en cas d'instabilité non 

cornmandable ou non observable, il apparaît un risque de détérioration du matériel. 

Un système est dit stabilisable (respectivement détectable) si ses états instables sont 

cornmandables (respectivement observables). Dans le cas général de la commande des 

sorties d'un processus, celui-ci doit être stabilisable et détectable, nous parlerons alors de 

gouvernabilité. Les notions de stabilisabilité et de détectabilité font l'objet du paragraphe 

suivant. Elles nécessitent au préalable un rappel sur les décompositions canoniques selon 

la cornmandabilité et l'observabilité. 

1.2.1 Décomposition canonique selon la commandabilité 

A partir du système (1.1), pour toute matrice de cornmandabilité de rang nI < n, il 

existe une transformation H : 

x = Hx = [HI]x = [~e], où dimŒe) = n] - - H2 - Kc 
(1.2) 

telle que: 

où la paire (Ae, Be) est commandable. 

Démonstration. 

Par hypothèse, si nous considèrons que le système (l.I) est partiellement 

commandable alors, par définition, la matrice de commandabilité [ est de rang n] < n. 

Un résultat classique de la théorie des matrices permet d'affirmer qu'il existe une 

transformation régulière H telle que: 

où le bloc non nul est de rang nI· 
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Sachant que la matrice HC peu s'écrire sous la fonne équivalente suivante: 

HC = [RB HA(H-IH)B HA(H-IH)A(H-IH)B ... ] 

=[B AB A2B ... ] 

=C 

nous avons, en identifiant de proche en proche avec le bloc nul de HC, le résultat suivant: 

Par ailleurs, la conservation du rang nI impose que la matrice C, élevée à l'ordre 

supérieur nI + l, conserve la même structure, ce qui pennet d'écrire: 

Nous pouvons alors établir les propriétés suivantes: 

(pd La matrice de corumandabilité [Bç AçBç A~Bç ... A~I-IBc] est de rang 

maximum. Le sous-système (Aç, Bç) est donc commandable. 

(P2) La matrice ~ est nulle. 

CP3) Par identification, nous avons A2I [Bç AçBç '" A~I-2Bç A~I-IBç]=O et 

d'après la propriété (Pl), nous pouvons affinner que A21 = O. 

Il en résulte la décomposition canonique selon la commandabilité, illustrée 

mathématiquement par les relations (1.3) et schématiquement par la figure suivante: 

u ~-----------------------,~c 

!Ck+t A.. !c/ AI2!-ë/ BcYk 1---__ I00I 

x- =A- x.. -Ck+l C -Ck 

x­-c 

y 

Fig 1.2 : Décomposition canonique selon la commandabilité (Kailath 1980) 

Cette décomposition montre que l'entrée 1!. n'a aucune action sur le sous-système 
d'état Kë' Celui-ci porte alors le nom d'état non commandable. De plus, les valeurs 

propres (Ài) des sous-systèmes commandables et non commandables étant invariantes 

par la transformation régulière H, nous pouvons parler également de modes 

commandables ou non commandables. 

Nous en déduisons les définitions équivalentes de la stabilisabilité : 
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Définition 1.3 (D'Reilly 1983) : 

Pour qu'un système soit stabilisable, l'état non commandable doit être stable. 

Définition 1.4 (D'Reilly 1983) : 

Un système est dit stabilisable si ses modes instables sont commandables, 

rang(B Àj1n - A) = n, "ï/ Àj E C, 9\(Àj ) 2! 0, pour un système continu 

rang(B À)n - A) = n, "ï/ Àj E C, IÀjl2! 1, pour un système discret 

Note: Àj représente la ième (i=l, ... , n) valeur propre de A. 

Il résulte de cette étude les deux théorèmes suivants : 

Théorème 1.2 : 

o 

o 

Les modes non-commandables sont les valeurs propres de A (i.e. Àj) qui font chuter 

le rang de la matrice (B Àj1n - A) 

• Théorème 1.3 : 

Une condition nécessaire et suffisante pour que le système (1.1) soit 

stabilisable (respectivement commandable) est: 

rang(B À)n - A) = n, "ï/ Àj E C, 9\(Àj ) 2! 0 ("ï/ Àj E c.), pour un système continu. 

rang(B À)n - A) = n, "ï/ Àj E C, IÀd 2! 1 ("ï/ Àj E C), pour un système discret. 

Illustrons la stabilisabilité sur un exemple. 

Exemple 1.3 : 

Nous considèrons le système continu suivant: 

{~= A~+B!! 
y=C~ 

avec: A = (~ =~) et B = (i). 
Les pôles de ce système sont À1 = -2 et 1.,2 = -3, d'après le théorème 1.2 

(2 -3 6) pour 1.,1 = -2 nous avons rang(B -212 - A) = rang 1 -2 4 = 2 

(
'J -4 6) et pour 1.,2 = -3 nous avons rang(B -312 - A) = rang ï -2 3 = 1 

• 

Par conséquent, le système est non commandable mais il reste stabilisable, puisque le 

mode 1.,2 qui fait chuter le rang de la matrice (B 1.,212 - A) est stable. 
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1.2.2 Décomposition canonique selon l'observabilité 

Le problème de la décomposition canonique selon l'observabilité est dual de celui de la 

décomposition canonique selon la commandabilité. 

En effet, la transposition de la matrice d'observabilité (i.e. 0 T) est identique à la matrice 

de commandabilité relative à un système fictif d'état ç et d'entrée r : 

Nous pouvons effectuer, à partir de 0 T toutes les opérations relatives à la 

commandabilité, avec en particulier, la détermination d'une matrice H qui réalise la 

décomposition selon la commandabilité. 

Soit H une matrice déduite de 0 T considérée comme une matrice de commandabilité, 

appliquons à l'état réel la transformation suivante: 

- (H-1)T fXn l 
x = x=L=~J - - x-

-0 

Compte tenu des transpositions, il vient Al2 = 0, Cë = 0 dans les matrices transformées: 

- ( -1 )T T [ Ao 0] - ( _1)T [Bo] - T [- ] A = H AH = A21 Ao ' B = H B = Bo et C = CT = Co 0 

Et il en résulte la décomposition canonique selon l'observabilité, illustrée par la figure 

suivante: 

.!! x =Ax+Bu y - -<\;:+1 ° -Ok O-k - ... -
y=C~o -
-k k 

-
" ~o ... x- = A 2Ix + A- x- + Bouk - -ok+I -Of<: o-ok -

Fig 1.3 : Décomposition canonique selon l'observabilité (Kailath 1980) 

Il est clair que l'observation de y ne permet pas de reconstruire l'état initial du sous­
système d'état Ko' Celui-ci porte alors le nom d'état non observable. 

Comme pour la commandabilité, il faut noter que l'existence de cette décomposition ne 

dépend que du rang de la matrice d'observabilité. 

Nous en déduisons les définitions équivalentes de détectabilité : 

Définition 1.5 (O'Reilly 1983) : 

Pour qu'un système soit détectable, il faut que l'état non observable soit stable. 
o 

23 



Chapitre 1 : Commandabilité et observabi lité 

Définition 1.6 (O'Reilly 1983) : 

Un système est dit détectable si ses modes instables sont observables, 

rangC"ile-A) = n, 'il' Ài E C, 9\(ÀJ:?! 0, pour un système continu. 

rang( Àj le -A ) = n, 'il' Àj E C, /Àj 1 :?! 1, pour un système discret. 

TI résulte de cette étude les deux théorèmes suivants : 

Théorème 1.4 : 

o 

Les modes non-observables sont les valeurs propres de A (i.e. Àd qui font chuter le 

(Àol -A) rang de la matrice J e • 
Théorème 1.5 : 

Une condition nécessaire et suffisante pour que le système (1.1) soit détectable 

(respectivement observable) est: 

rang(Ài1e -A ) = n, 'il' Àj E C, 9\(À j ):?! ° ('il' Àj E C), pour un système continu. 

rang(Ài1e-A) = n, 'il' Ài E c, jI"d:?! 1 ('il' Àj E C), pour un système discret. 

• 
Ces deux décompositions (commandabilité et observabilité) montrent qu'un modèle de 

processus continu ou discret non commandable et non observable peut toujours se 

décomposer en quatre sous systèmes (fig 1.1). Suivant cette représentation, nous 

présentons quatre exemples caractérisant divers types de systèmes et les notions associées 

d'observabilité, de détectabilité, de commandabilité et de stabilisabilité. 

z+l 

(z-O,5)(z+O,9) 

z-O,2 

(z+2)(z-O,6) 

1 

z-O,7 

Système stabilisable, non détectable 
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z+l 

(z-0.5)(z+O,9) 

z-O,2 

lz+2)(z-O,6 ) 

l 

z-O,7 

Système détectable, non stabiIisable 
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z+l 

(z-O,5)(z+O,9) 

z-O.2 

(z+2)(z-O,6) 

1 

z-O,7 

Système stabiIisable et détectable 
=> système gouvernable 

1.3 CONCLUSION 

z+l 

(z-O,5)(z+O,9) 

ZoO) 
(z+2)(z-O,6) 

1 

z-O.7 

Système commandable et observable. 

Ce préambule constitue une introduction indispensable aux concepts abordés dans la 

suite. Nous avons volontairement traité et illustré les notions de commandabilité et 

d'observabilité par des exemples simples. Nous verrons par la suite que ces notions 

interviennent très souvent dans la détermination des conditions d'existence des 

observateurs classiques, des observateurs à entrées inconnues ou encore des observateurs 

dédiés à la détection, à l'isolation et à la correction de défauts. Elles interviennent 

également dans la détermination des conditions d'existence du filtre de Kalman dans le 

cas classique et dans celui à entrées inconnues. 
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SYSTÈMES 
-' 

DETERMINISTES 

ApPROCHE INTÉGRÉE DE DIAGNOSTIC DES 
SYSTÈMES LINÉAIRES 

Le problème auquel nous répondons dans cette partie est 

celui de la génération de résidus robustes permettant de 

détecter et d'isoler des défauts en présence d'entrées 

inconnues. Deux méthodes simples de synthèse 

d'observateurs d'ordre plein, réduit et minimal pour les 

systèmes linéaires en présence d'entrées inconnues sont 

présentées et illustrées par des algorithmes. Les conditions 

nécessaires et suffisantes d'existence de ces observateurs 

sont données et démontrées. Nous mettons alors en oeuvre 

de nouveaux algorithmes de détection et d'isolation des 

défauts et nous proposons une procédure intégrée de 

diagnostic. 
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CHAPITRE 2 OBSERVATEURS EN PRÉSENCE 
n'ENTRÉES INCONNUES 

2.0 INTRODUCTION 

Le problème de la synthèse d'observateurs en présence d'entrées inconnues a fait 

l'objet de nombreux travaux; Bhattacharyya 1978, utilisant une approche géométrique, et 

Hautus 1983, utilisant une approche fréquentielle, ont donné les conditions d'existence de 

ces observateurs. Avec une approche algébrique, Kudva et al 1980 et Hou & Müller 1992 

ont présenté une synthèse d'observateurs à entrées inconnues d'ordre réduit, l'ordre plein 

ayant été traité par Darouach et al 1994a. D'autre part Kurek 1983, Hou & Müller 1992 

ont présenté un observateur d'ordre plein utilisant les propriétés des pseudo-inverses. 

L'équivalence des conditions d'existence de Zasadzinski & Darouach 1994 et de Hou & 

Müller 1994 a été montrée par Koenig et al 1996b et étendue pour répondre au problème 

de la génération de résidus robustes pour le diagnostic de défauts des systèmes linéaires 

en présence d'entrées inconnues. L'ensemble de nos résultats s'inscrivent dans un 

formalisme algébrique, bien que ce formalisme s'avère parfois plus difficile en terme 

d'interprétation qu'un formalisme géométrique (Nikoukhah 1994), il offre l'avantage de 

pouvoir montrer l'équivalence de nos résultats. 

Les observateurs présentent un grand intérêt pour le diagnostic des défauts affectant un 

système. Le principe général des méthodes de détection et de localisation des défaillances 

en présence d'entrées inconnues à l'aide d'observateurs ou de filtres est de reconstruire la 

sortie du système à partir des données accessibles du processus puis de comparer cette 

estimation indépendante des entrées inconnues à la valeur réelle de cette sortie. De façon 

très générale, il s'agit d'élaborer un ensemble d'observateurs capables de générer 

suffisamment de résidus pour détecter et isoler l'occurrence de chaque défaut 

indépendamment des perturbations. L'emploi d'observateurs à entrées inconnues répond 

à ces exigences, cependant leur mise en oeuvre s'avère parfois difficile. 

L'idée principale consiste, à partir du modèle mathématique, à déterminer le sous 

espace (sous-modèle) insensible aux entrées inconnues, ainsi, seules les 

informations pertinentes du modèle sont traitées (Koenig 1996c). Cette idée est 

l'originalité des différentes approches que nous présentons dans ce mémoire. En effet, si 

nous savons trouver un ensemble de sous-systèmes insensibles aux entrées inconnues et 

à certaines pannes spécifiées, nous savons dire lequel ou lesquels des sous-systèmes sont 

en défaut. Et par une reconfiguration de la loi de commande, le ou les sous-systèmes en 

défaut sont alors corrigés, afin de garantir les performances du système. 
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En utilisant les propriétés des décompositions par valeurs singulières et les solutions à 

normes minimales, nous présentons une méthode de synthèse d'observateurs à entrées 

inconnues, d'ordre plein, d'ordre réduit et d'ordre minimal. Nous développons chaque 

observateur et donnons les conditions générales d'existence. 

2.1 OBSERVATEURS À ENTRÉES INCONNUES 

Dans un premier temps, nous nous intéressons à l'étude de l'estimation d'état en 

présence d'entrées inconnues en recherchant le sous-espace indépendant des entrées 

inconnues. L'utilisation de la méthode de décomposition par valeurs singulières ou par les 

moindres carrés ne modifie en rien les conditions nécessaires et suffisantes d'existence 

des observateurs à entrées inconnues qui sont celles énoncées dans la littérature (Kurek 

1983, Darouach et al 1994a, Hou et Müller 1994). Toutefois, nous nous intéresserons 

plus particulièrement à l'approche par décomposition en valeurs singulières car elle 

permet notamment la génération de résidus sans nécessiter l'estimation complète du 

vecteur d'état x. 

2.1.1 Hypothèses et position du problème 

Le système continu considéré est supposé dynamique, linéaire et stationnaire. 

Classiquement, un tel système peut être représenté par le système d'équations suivant: 

~ = A~ + B!:! + Ed fi 

~=C~+Emfi 

(2.1.1a) 

(2.1.1b) 

où fi E 9\P est le vecteur représentant l'influence des défaillances, des perturbations et 

des imprécisions sur le modèle. Nous considérons dans cette première partie 

l'ensemble de ces fonctions comme des entrées inconnues. 

Trois hypothèses sont à vérifier: 

HI : m~p 

Le nombre de mesures doit être supérieur ou égal au nombre d'entrées 

inconnues. 

H 2 : rang( C) = m (la matrice C doit être surjective) 

Toutes les mesures sont linéairement indépendantes. 

30 



Génération de résidus robustes pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

H 3 rang[ i! ] = p (la matrice [i! ] doit être injective) 

Toutes les perturbations sont linéairement indépendantes 

Les hypothèses H2 et H3 n'engendrent pas de perte de généralité. En effet, si ces 

propriétés ne sont pas vérifiées, il existe une transformation régulière qui comprime 

les lignes (respectivement les colonnes) de la matrice C (respectivement [i! J). 
Le choix de la méthode de décomposition par valeurs singulières (Koenig et al 1996b, 

1996c, 1997a) ou par moindres carrés (Koenig et al 1996b, 1997b) peut être effectué en 

fonction de l'influence des perturbations sur le système. En effet, selon la déficience du 

rang de la matrice Em considérée, le sous-espace indépendant des entrées inconnues à 

rechercher change. 

Deux cas: 

() {r< p<m 
cas A) rang Em = r avec -

_r=p<m 

B E _ 0 {p :::;; m pour une approche par norme minimale 
cas ) m - avec h d' . . al . 1" P < m pour une approc e par ecomposluon en v eurs smgu leres 

Il est toujours possible de se ramener à la forme classique de l'observateur à entrées 

inconnues présenté ci-dessous: 

~ = F~+Gy+J!:! 

&=M~+Ny 

où ~ E 9\do, (do:::;; n) est l'état de l'observateur et & l'estimation de x. 

Nous noterons que l'observateur (2.1.2) est d'ordre 

plein si dO= n (M = In), 
réduit si dO < n, 

minimal si dO= n - m + rang(Em)· 

Position du problème: 

(2.1.2a) 

(2.1.2b) 

Il s'agit de déterminer les matrices F, G, J, Met N de telle sorte que l'état estimé & 

converge asymptotiquement vers l'état X du système (2.1.1), indépendamment de la 

perturbation d et de l'état initial Ko· 

L'observateur (2.1.2) appliqué au système (2.1.1), doit alors vérifier les deux conditions 

d'existence du théorème de référence suivant. 
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Théorème 2.1 (Hautus 1983; Zasadzinski et Darouach 1994) : Il existe les matrices F, 

G, J, M et N telles que l'observateur (2.1.2) est un observateur stable à entrées inconnues 

pour le système (2.1.1) si et seulement si les conditions de découplage des entrées 

inconnues et de détectabilté sont vérifiées, respectivement: 

c2.1a) 

c2.1b) [ Â)n - A - Ed ] {'t/ Âi E C 9\(Àj ) ~ 0, système détectable 
ran 0" = n + p, , 

:;:, C Em ('t/ Âi E C, systeme observable) 
La condition de détectabilité suffit. 

• 
Remarque : La condition c2.1 b signifie que le système composé des matrices 

{C, A, Ed' Ern} est détectable (respectivement observable) s'il ne présente pas de 

compensation de zéro instable (ne présente pas de compensation de zéro). 

2.2 Estimation d'état robuste : approche par normes minimales 

Objectif: Déterminer le système équivalent au système (2.1.1) mais indépendant 

des entrées inconnues. Ainsi, à l'aide d'un observateur classique (i.e. sans entrées 

inconnues), nous obtenons par simple changement de variable l'observateur à entrées 

inconnues (2.1.2). 

2.2.1A Analyse et construction d'un observateur d'ordre plein (Em * 0) 

Nous considèrons le système (2.1.1) et l'observateur à entrées inconnues (2.1.2) 
avec M = In' Nous proposons de résoudre le système linéaire ErnQ = ~ - Cli où yet li 

sont deux vecteurs considérés comme connus et Q le vecteur des· p entrées inconnues à 

déterminer. 

Résolution du problème 

D'après l'annexe A (A.2.1), la solution générale du système ErnQ = ~ - Cli est, 

(2.2.1 ) 

avec: Rt = Ip - RE 
m m 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

(2.2.5) 
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Remarque: (Emt représente la pseudo-inverse de Em au sens de Moore-Penrose. Nous 

préserverons ce calcul au sens de Moore-Penrose tout au long du mémoire leurs 

propriétées sont énoncées en annexe A. 

Substituons (2.2.1) dans (2.l.Ia) et prémultiplions l'équation de mesure (2.1.Ib) par 

pt ' le système (2.1.1) se réduit alors à un système dont l'espace de sortie est 
m 

indépendant des entrées inconnues: 

. - + 1 -
~ = A~ + B.!:! + EdEmI + EdRËm Q 

y=C~ 

- Si rang(Em) = p < m 

(2.2.6a) 

(2.2.6b) 

Alors la matrice Em est de rang plein colonne et Rt = 0 (voir annexe A.2.3), le 
m 

système (2.2.6a) se réduit au système équivalent suivant: 

21 = A~ + B.!:!+ EctE;I 
y=C~ 

(2.2.7a) 

(2.2.7b) 

Pour ce nouveau modèle (2.2.7), la dynamique de l'état (2.2.7a) est indépendante des 

entrées inconnues 4. A l'aide d'un observateur classique (i.e. sans entrées 

inconnues), nous pouvons proposer comme estimateur de ~ et Q, respectivement le 

vecteur R et le vecteur a définis par : 

~ = AR +EdE;I+ B.!:!+ K(r -CR) 
a = E~1(I - CR) 

où K est déterminé pour que la matrice A - KC soit stable. 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

Condition d'existence : Il faut et il suffit que la paire (A, C) ne présente pas de 

compensation de zéro instable. 

- Si rang(Em) = r < p::; m. 

Prémultiplions (2.2.6a) par C, 
. -- - - -"- - I-
r = CA~ + CB.!:! + CEdE~ I + CEdRËm Q (2.2.10) 

nous obtenons par minimisation du critère <P = lit - CA 2S -CE!,! -CEdE~r -CEdRt, all:c 
la solution ~ suivante: 
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Substituons (2.2.11) dans (2.2.6a), nous obtenons le système équivalent: 

~ = T A~ + EdRtm [ŒdRtm rI + TEdE~I + TB!! + TEdRtm 4 
'----v----' 

=0 

(2.2.12a) 

(2.2. 12b) 

où T = In - EdR~ [pt CEdR~ ]+ pt C est solution de l'équation TEdRE.L = 0 SI m m m m m 

et seulement si (Kurek 1983, Hou et Müller 1994) 

(2.2.13) 

Ainsi, pour ce nouveau modèle (2.2.12), la dynamique de l'état (2.2.12a) est 

indépendante de 4. Nous avons déterminé le système indépendant des entrées 

inconnues. Un observateur classique associé à ce système (2.2.12) suffit pour 

reconstruire l'état d'origine K du système (2.1.1), indépendamment de la perturbation 

Q et de l'état initial Ko. 

Nous proposons alors comme estimateur de K, le vecteur & suivant: 

(2.2.14) 

L'inconvénient de cette structure est qu'elle nécessite la dérivation de la sortie, y. Afin 

de contourner cette difficulté, nous définissons le changement de variable suivant: 

ce qui permet d'obtenir 

~ = F~ + GI + J!! 
&=~+Lr 

avec 
F=TA-KC 

G = TEdE~ +(K+FL)Pt 
m 

J=TB 

- + 
et A=A-EdErnC 

T=In -LC 
- .L C=PE C 

ID 

- .L 
Y=PE Y _ m_ 
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(2.2.16a) 

(2.2.16b) 

(2.2.17) 

(2.2.18) 

(2.2.19) 

(2.2.20) 

(2.2.21) 

(2.2.22) 

(2.2.23) 

(2.2.24) 
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Soit ~ = 2:f. -.&, l'erreur d'estimation. D'après (2.2.12) et (2.2.14), elle obéit à 

l'équation suivante: 

= 
~ = ~ - K = (TA- KC)~+TEdR~mQ (2.2.25) 

où d'après (2.2.13), TEdR~ = 0 
m 

Dans ces conditions, si F est de Hurwitz Ci e. les valeurs propres de F sont à parties 

réelles négatives) l'observateur (2.2.16) est satisfaisant (asymptotiquement) 

indépendamment des entrées inconnues 

Conclusion 

En tenant compte du changement de variable .& = Z: + L~ et sachant que ~ = Pfm 2:' le 

système (2.2.16) se réécrit avec les mêmes relations que celles d'un observateur à entrées 

inconnues classique: 

(2.2.26a) 

(2.2.26b) 

(2.2.27) 

Ainsi, sous l'hypothèse de la validation des conditions d'existence énoncées ci-dessous, 

il est toujours possible d'estimer l'état du système (2.1.1). Nous obtenons alors les 

mêmes résultats et les mêmes conditions d'existence que celles énoncées par Kurek 1983, 

ou encore Hou et Müller 1994. 

L'équation (2.2.25) et la condition de découplage des entrées inconnues (2.2.13) 

pennettent d'énnoncer les lemmes suivants. 

Lemme 2.2 Le système (2.1.2), est un observateur d'état à entrées inconnues d'ordre 

plein (i.e. M=In), pour le système (2.2.12) si et seulement si TEdR~ = 0 et les valeurs 
ru 

propres de la matrice F = T A - KC sont toutes à parties réelles strictement négatives. 

Lemme 2.3 Si la paire (TA, C) est détectable (respectivement observable), nous 

pouvons par un choix judicieux du gain K de l'observateur, stabiliser la matrice F 

(2.2.l7) par les méthodes standard de placement de pôles (tous les pôles de l'observateur 

peuvent être arbitrairement placés). 

Lemme 2.4 La paire (T A, C) est détectable (respectivement observable) si et seulement 

si elle ne présente pas de compensation de zéro instable (ne présente pas de compensation 

de zéro). 
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Tenant compte des lemmes précédents, l'observateur (2.2.26) appliqué au système 

(2.2.12), doit alors vérifier les deux conditions d'existence du théorème suivant. 

Théorème 2.2 : Par analogie avec le théorème 2.1, les conditions nécessaires et 

suffisantes d'existence de l'observateur (2.2.26) sont: 

c2.2a) rang(P€m CEdRtm) = rang(EdRtm) = p - r 

c2.2b) ranu 1 D_ = n [ Â-I - TA] {\fÂ j E C, 9\(Â j ) ~ 0, système détectable 

oC' (\fÂ j E C, système observable) 

La condition de détectabilité suffit. 

• 
Algorithme de mise en oeuvre 

1) Vérifier les hypothèses HI. H2 et H3' 

2) Déterminer E~ par une décomposition en valeurs singulières (annexe A). 

3) Calculer les matrices PE ,RE ,pt, Rt ,A, C, L, N, et T à partir de m m m m 

(2.2.5), (2.2.3), (2.2.4), (2.2.2), (2.2.21), (2.2.23), (2.2.20), (2.2.27) 

et (2.2.22). 

4) Si la paire (TA, C) est détectable, calculer K pour que la matrice F soit stable. 

5) Déduire les matrices F, G, et J à partir des relations (2.2.17), (2.2.18) et 

(2.2.19). 
o 

2.2.2B Analyse et construction d'un observateur d'ordre plein (Em = 0) 

Nous considèrons le système (2.1.1), avec Em = 0, p:::; m, et l'observateur à entrées 

inconnues (2.2.26). Nous proposons de résoudre le système linéaire 
~ - CA~ - CB.!:! = CEdQ où ~, ~ et.!:! sont trois vecteurs connus et .d le vecteur des p 

entrées inconnues à déterminer. 

Résolution du problème 

D'après l'annexe A (A.2.I) et Koenig et al (1997b), le problème consiste à trouver.d afin 

que le critère <I> = II~ - CA~ - CB.!:! - CEdQII2 soit minimal. 

La solution de ce problème est donnée par : 

(2.2.28) 

36 



Génération de résidus robustes pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

Par substitution de (2.2.28) dans (2.l.1a), nous obtenons le système équivalent: 

(2.2.29a) 

y=C~ (2.2.29b) 

(2.2.30) 

Cette matrice T est solution de l'équation TEd = 0 si et seulement si la condition suivante 

est vérifiée : 

rang( CEd) = rang(Ed) = p :5; m (2.2.31) 

Dans ce cas, la matrice CEd est injective, aussi 

(2.2.32) 

Ainsi, pour le nouveau système (2.2.29), la dynamique de l'état (2.2.29a) est 

indépendante de 4. Un observateur classique associé à ce système (2.2.29) suffit pour 

reconstruire l'état d'origine (X) du système (2.l.1), indépendamment de la perturbation 

(g) et de l'état initial (xo). 

Nous pouvons alors proposer comme estimateur de X le vecteur R défini par : 

A l'aide du changement de variable: 

?;=R-Ny 

avec N = Ed(CEdt 

nous obtenons: 

où: 

t; = F?; + Gr + J!! 

R=?;+Ny 

F=TA-KC 

G=K+FN 

J=TB 
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Soit ~ = K -.& l'erreur d'estimation, d'après (2.2.29) et (2.2.33), elle obéit à l'équation 

différentielle suivante: 

~ = .t - X = (TA - KCk + TEd f! 
où d'après (2.2.31), 

TEd =0 

(2.2.40) 

(2.2.41 ) 

Dans ces conditions, l'observateur (2.2.36) est satisfaisant (asymptotiquement) 

indépendamment des entrées inconnues si et seulement si F est de Hurwitz (i.e. les 

valeurs propres de F sont à parties réelles négatives). 

Conclusion 

En tenant compte du fait que .& = ~ + N y, la relation (2.2.33) se réécrit sous la forme 

(2.2.36), avec les mêmes relations et les mêmes conditions d'existence que celles de 

l'observateur à entrées inconnues classique. 

D'aütre part, il est maintenant possible connaissant l'estin1ation de l'état Xj de 

reconstruire les entrées inconnues Q.. D'après la condition (2.2.31), nous avons 

(CEd t(CEd) = Ip soit : 

a = (CEdt(l- CA.& - CBg) (2.2.42) 

Ainsi, sous l'hypothèse de la validation des conditions d'existence énoncées, il est 

toujours possible d'estimer l'état et les entrées inconnues du système (2.1.1). Nous 

obtenons alors les mêmes résultats et les mêmes conditions d'existence que celles 

énoncées par Chang et al 1994 pour une approche à modèle discret ou encore Hou et 

Müller 1992 pour une approche à modèle continu. 

L'équation (2.2.40) et la condition (2.2.31) permettent d'énoncer les lemmes suivants. 

Lemme 2.5 Le système (2.2.36) est un observateur d'état à entrées inconnues d'ordre 

plein (i.e. M=In) pour le système (2.2.29) si et seulement si TEd = 0 et les valeurs 

propres de la matrice F = TA - KC sont toutes à parties réelles strictement négatives. 

Lemme 2.6 Si la paire (TA, C) est détectable (respectivement observable), nous 

pouvons par un choix judicieux du gain K de l'observateur. stabiliser la matrice F 

(2.2.37) par les méthodes standard de placement de pôles (tous les pôles de l'observateur 

peuvent être arbitrairement placés). 

Tenant compte des lemmes précèdents, l'observateur (2.2.36) appliqué au 

système (2.2.29) doit alors vérifier les deux conditions d'existence du théorème suivant. 
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Théorème 2.3 : Par analogie avec le théorème 2.2, les conditions nécessaires et 

suffisantes d'existence de l'observateur (2.2.36) sont: 

c2.3a) rang(CEd) = rang(Ed) = p 

c2.3b) [ Â.In - TA] {'VÂ. E C, 9i(Â.) ~ 0, système détectable 
ranu = n 

o C ('VÂ. E C, système observable) 
La condition de détectabilité suffit. 

• 
Algorithme de mise en oeuvre 

1) Vérifier les hypothèses HI. H2 et H3' 

2) Calculer (CEdt = ((CEd)T (CEd)r1 (CEd)T en déduire d'après (2.2.30), T. 

3) Si la paire (TA, C) est détectable, calculer K pour que la matrice F soit stable. 

4) Déduire les matrices F, N, G et J à partir des relations (2.2.37), (2.2.35), 

(2.2.38) et (2.2.39). 

2.3 Estimation d'état robuste Approche par décomposition 
en valeurs singulières 

o 

Objectif: Par une décomposition standard en valeurs singulières de la matrice Em, 
nous déterminons le sous espace des sorties I indépendantes des entrées inconnues Q. 

Nos travaux portent alors sur l'étude et la mise en oeuvre d'observateurs à entrées 

inconnues d'ordre plein, minimal, ou réduit, permettant de reconstruire l'état complet du 

système. 

2.3.1A Etude préalable 

Nous considèrons le système (2.1.1) et l'observateur à entrées inconnues (2.1.2). Le 

système étudié présente des entrées inconnues sur l'état et la mesure. L'objetif est donc 

d'obtenir un système équivalent à (2.1.1) ne présentant pas d'entrées inconnues sur les 

mesures. Nous donnons alors les conditions d'existence de l'observateur associé à ce 

nouveau système. 

Ce problème, est résolu par décomposition standard en valeurs singulières de la matrice 

Em, suivante: 

E = p[ Ir Orx(p-r)]Q 
m O(m-r)xr O(m-r)x(p-r) 

(2.3.1) 

où Pet Q sont deux matrices régulières (annexe A). 
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Substituons (2.3.1) dans (2.1.1 b), le système (2.1.1) est transformé en un système 

équivalent: 

Où: 

~=Al!+Bg+Edl~1 +Ed242 

~l =Cl!+41 

~2 =C2! 

ct = Qd =[QIJd = [~l] - - Q - d ' 2 -2 

C = p-1C = [~~l 
Ed = EdQ-I = rEd, 

L ~ 1 

Ed2 ER nx(p-r)) 

(2.3.2a) 

(2.3.2b) 

(2.3.2c) 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

D'après les hypothèses H3 et H2' la matrice Ed2 est injective (i.e. rang(Ed2 ) = p - r) et 

la matrice C2 estsUIjective (i.e. rang (C2)=m-r). 

D'autre part, l'hypothèse Hl (ie., m ~ p > r ou m> p = r) est fondamentale car elle 
explicite la partie des mesures non affectées par la perturbation Q, appelée ~2' Ainsi, 

seules les mesures ~2 sont disponibles pour reconstruire le vecteur d'état X (2.3.2a). En 

effet, aucune information pertinente sur X, c'est à dire indépendante de Q, ne peut être 
extraite des mesures ~I' 

Enfin grâce au changement de base (2.3.4) et à l'équation de mesure (2.3.2c), 

l'observateur à entrées inconnues (2.1.2) peut se réécrire sous la forme équivalente 

suivante: 

{~ = F~+GPr + Jg 

&=M~+NP~ 

{~ = F~+ GI~l + G2~2 +Jg 

"" R=M~+[N, N,ŒJ 
avec: G=GP=[G] G2] 

N=[N] N2]=NP 

{~ = F~ + GIrl + G2~2 + JI! 

Ç::} &=M~+N2~2 +N](CŒ+4d 
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où l'entrée inconnue 4:1 ne doit pas influencer l'estimation de l'état CX). Nous choisissons 

alors NI = 0, l'observateur à entrées inconnues (2.1.2) prend la forme équivalente: 

~ = F?; + GIrl + G2r 2 + Jg 

.& = M?; + N 2r2 

(2.3. 13 a) 

(2.3.13b) 

Sachant que seules les mesures r2 sont disponibles pour reconstruire le vecteur d'état x, 

l'ordre minimal de l'observateur à entrées inconnues (2.3.13) est dO= n - (m - r). Nous 

obtenons ainsi la même condition que celle énoncée dans les travaux de Hou et Müller 

1994, à savoir dO= n - m + rang(Em). 

L'observateur (2.3.13), appliqué au système (2.3.2), doit alors vérifier les deux 

conditions d'existence du théorème suivant. 

Théorème 2.4 (Koenig et al 1996b) : Par analogie avec le théorème 2.1, les conditions 

nécessaires et suffisantes d'existence de l'observateur (2.3.13) sont: 

c2.4a) 

c2.4b) [
Àln - Al Ed ] {VI.. E C, 9\(1..) ~ 0, système détectable 

rang _ 2 = n + p - r, 
C2 0 (VI.. E C, système observable) 

La condition de détectabilité suffit. 

2.3.2A Analyse et construction d'un observateur d'ordre plein (Em:;t 0) 

Nous présentons une méthode pour synthétiser un observateur à entrées inconnues, 

d'ordre n, pour le système équivalent (2.3.2). Cet observateur est donné par (2.3.13) 

avec M=In' et les conditions d'existence sont données par le théorème 2.4. 

Résolution du problème 

- D'après l'annexe A, si rang(Em) = p < m alors la matrice Em est de rang plein 

colonnes, (i.e. r=p, Q=Ip' 4=4:=4:1) et donc le système (2.3.2) se réduit au sous­

système équivalent suivant: 

K = AIK + Bg+Ed j rI 

-y =C,x 
-2 --

(2.3.14a) 

(2.3.14b) 

Pour ce nouveau système (2.3.14), la dynamique de l'état (2.3.14a) est indépendante des 

entrées inconnues 4:. Ainsi à l'aide d'un observateur classique (i.e. sans entrées 

41 



Chapitre 2: Observateurs en présence d'entrées inconnues 

inconnues), nous pouvons proposer comme estimateurs de X et Q respectivement le 

vecteur.& et le vecteur a définis par : 

~ = Aj.& + Ed! Il + Bl! + K(I2 - C2.&) 

a = Il - CI.& 

où K est déterminé pour que la matrice (Al - KCJ soit stable. 

(2.3.15) 

(2.3.16) 

Condition d'existence: il faut et il suffit que la paire (Al' C2) ne présente pas de 

compensation de zéro instable. 

- Cependant si rang(Em) = r < p::; m alors a2 E 9\p-r existe. La dynamique de l'erreur 

d'estimation d'état ~ = K -.& = (In - N2C2)K - ~ d'après (2.3.2), (2.3.13) est alors 

donnée par: 

L'équation différentielle (2.3.17) est homogène 

~ = F~ (stable) 

si les relations suivantes sont satisfaites 

TAI - FT- G2C2 = 0 

TEdo = 0 

J=TB 

i"'l '") 10\ 
\-'- . .J.10) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 

(2.3.21 ) 

(2.3.22) 

(2.3.23) 

La résolution, de l'équation de Sylvester (2.3.20) sous la contrainte (2.3.21) en assurant 

la stabilité de F, peut être transformée ~n un problème de placement de pôles de la 

matrice (TA 1) en posant (Darouach et al 1994a; Chen 1996) : 

F=TA l -KC2 (2.3.24) 

avec G2 = K+FN2 = K(Im-r -C2N2)+TA lN2 (2.3.25) 

et d'après (2.3.18), l'équation (2.3.21) devient 

(2.3.26) 

La solution N'") vérifiant l'égalité (2.3.26) existe, si et seulement si - ~ 

(2.3.27) 
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elle est donnée par : 

N 2 = Bd 2 (C2 Bd2 r + Y(Pf2EctJ 
= Bd 2 (C2Bd 2 r + Y(Im-r - (C2Bd 2 )(C2Bd2 r) (2.3.28) 

soit, d'après (2.3.18) 

(2.3.29) 

où Y est une matrice arbitraire, de dimension appropriée que nous choisissons égale à 0 

afin de ne pas rajouter inutilement des modes inobservables dans la paire ( TA l' C2 ). 

(2.3.30) 

T = (In - Bd} (C2 Bd} rC2 ) (2.3.31) 

et d'après la condition (2.3.27), la contrainte (2.3.21) est vérifiée. 

Le système (2.3.13) est un observateur d'état à entrées inconnues d'ordre plein 

(i.e. M=In), pour le système équivalent (2.3.2) si et seulement si les relations (2.3.20) à 

(2.3.23) sont satisfaites, F ayant toutes ses valeurs propres à partie réelle 

strictement négative. 

Conclusion 

En tenant compte de la décomposition de la matrice Em (2.3.1) et du changement de 

base y=p- Iy=[%l], le système (2.3.13) est équivalent à l'observateur à entrées - - r2 

inconnues (2.1.2) avec, M=In. 

Les équations (2.3.19), (2.3.21) et (2.3.24) permettent d'énoncer les lemmes suivants. 

Lemme 2.7 Le système (2.3.13), est un observateur d'état à entrées inconnues d'ordre 

n (i .e. M=In), pour le système (2.1.1) si et seulement si TEct, = 0 et les valeurs propres 

de la matrice F = TAI - KC2 sont toutes à parties réelles strictement négatives. 

Lemme 2.8 Si la paire (TAI' C2 ) est détectable (respectivement observable), nous 

pouvons par un choix judicieux du gain K de l'observateur, stabiliser la matrice F 

(2.3.24) par les méthodes standard de placement de pôles (tous les pôles de l'observateur 

peuvent être arbitrairement placés). 

L'observateur (2.3.13) en utilisant les lemmes précèdents. doit alors vérifier les deux 

conditions d'existence du théorème suivant. 
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Théorème 2.5 : Par analogie avec le théorème 2.1, les conditions nécessaires et 

suffisantes d'existence de l'observateur d'ordre plein (2.3.13) sont: 

c2.5a) 

c2.5b) ran<r[ÀIn ,= TAI] = n {V').., E C, 9\(')..,);?: 0, système détectable 
1:> C2 ' (V').., E C, système observable) 

La condition de détéctabilité suffit. 

• 
Algorithme de mise en oeuvre 

1) Vérifier les hypothèses Hl, H2 et H3. 

2) Déduire le système (2.3.2) par la décomposition (2.3.1) de la matrice Brn. 

3) Calculer les matrices N2 et T en utilisant respectivement (2.3.30) et (2.3.31). 

4) Si la paire ( TA l' C2 ) est détectable, calculer K pour que la matrice F soit stable. 

5) Déterminer les matrices F, G1, G2 et J à patrir des relations (2.3.24), (2.3.23), 

(2.3.25) et (2.3.22). 
o 

2.3.3A Analyse et construction d'un observateur d'ordre 
minimal (Em '* 0) 

Dans les parties précédentes, nous avons déterminé des observateurs de même 

dimension que l'état du système à reconstruire. Nous montrons dans ce paragraphe qu'il 

est possible de construire, des estimateurs d'ordre inférieur. En effet, comme C2 est 

surjective (i. e. rang (C2) = m - r), nous observons m-r mesures indépendantes et 

insensibles aux entrées inconnues, à partir de r2. Il suffit donc de reconstruire les 

n - (m - r) pseudo-observations ~ manquantes. 

Résolution du problème 

Cet observateur d'ordre minimal est donné par (2.3.13) et les conditions d'existence 

sont données par le théorème 2.4. Le problème consiste alors à trouver une matrice T 

telle que: 

lim(T~ -~) = ° (2.3.32) 

t -7 00 
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En d'autres termes, il s'agit de trouver T telle que [~] soit inversible. Nous 

notons [M N2] l'inverse de cette matrice. 

Ainsi si nous combinons les deux relations (2.3.2c) et (2.3.32), 

(2.3.33) 

nous pouvons alors reconstruire l'état complet du système (2.2.1) par la relation: 

avec: 

[ T ][M N2] = [TM TN2 ]=[In-(m-r) 0 J= In 
C2 C2M C2N2 0 Im-r 

[M N2JfZl=MT+N2C2 =In 
L .-'-..J 

Définissons l'erreur entre TE et ~ et étudions sa dynamique: 

Si les relations suivantes sont satisfaites: 

FT+G2C2 -TAI =0 

TEd2 = 0 

G1 = TEd j 

J=TB 

alors l'équation différentielle (2.3.37) est homogène: 

~=F~ 

et donc l'erreur d'estimation d'état R = .& - E 

R=M~+N2r2 -E 

=M~+(MT+N2C2 -In)E 

(2.3.34) 

(2.3.35) 

(2.3.36) 

(2.3.38) 

(2.3.39) 

(2.3.40) 

(2.3.41) 

(2.3.42) 

(2.3.43) 

(2.3.44 ) 

(2.3.45) 

tend asymptotiquement vers zéro si la stabilité de F ainsi que les relations (2.3.36) et 

(2.3.38) à (2.3.41) sont vérifiées. 
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En conclusion, la synthèse d'un observateur à entrées inconnues d'ordre minimal revient 

à résoudre, en assurant la stabilité de F, l'équation de Sylvester (2.3.38) sous les 

contraintes (2.3.39), (2.3.35) et (2.3.36). Cette synthèse peut être transformée en un 

problème de placement de pôles. 

En effet, écrivant T comme une fonction de deux paramètres ~ et R : 

(2.3.46) 

où ~ est une matrice arbitraire et R une matrice telle que de{ ~ ] ::f. O. Ainsi, la 

matrice [ ~2J est inversible (Wonham 1968), conformément à (2.3.35) et (2.3.36). 

Les équations (2.3.35), (2.3.39) et (2.3.46) donnent 

TM = In-(m-r) 

(R - ~C2)M = In-(m-r) 

sachant que C2M = 0 soit f ~ lM = f1n-<o-r) l 
L-":'.J L - .J 

Comme det[ ~ ] ::f. 0 , nous obtenons : 

De même, d'après (2.3.35) : 

et sachant que: 

nous obtenons : 

Avec ces notations, l'équation (2.3.39) devient: 

(R - ~C2)Ed2 = 0 
<==? REd è = ~C2Ed2 
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La solution ~ vérifiant l'égalité (2.3.51) existe indépendamment de la matrice R si et 

seulement si 

(2.3.52) 

elle est donnée par : 

(2.3.53) 

où a est une matrice arbitraire de dimension appropriée. 

Ainsi, en postmultipliant (2.3.38) par M, et en utilisant les relations (2.3.35), (2.3.46), 

nous obtenons: 

(2.3.54) 

De même, en postmultipliant (2.3.38) par N2 , et en utilisant les relations (2.3.35), 

(2.3.46), nous obtenons: 

D'après (2.3.46), (2.3.40), (2.3.41), nous obtenons: 

Gj = REd! - ~C2Edl 

J=RB-~C2B 

Et la substitution de (2.3.53) dans (2.3.54) donne: 

F=Cl>-uQ 

Conclusion 

(2.3.55) 

(2.3.56) 

(2.3.57) 

(2.3.58) 

(2.3.59) 

(2.3.60) 

Si la paire (Cl>, Q) est détectable (observable), un obsen'ateur à entrées inconnues 

d'ordre minimal peut être synthétisé avec les méthodes standard de placement de pôles 

(tous les pôles de l'observateur peuvent être arbitrairement placés). 

L'observateur d'ordre minimal (2.3.13) doit alors vérifier les deux conditions d'existence 

du théorème suivant. 
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Théorème 2.6 : Par analogie avec le théorème 2.1, les conditions nécessaires et 

suffisantes d'existence de l'observateur d'ordre minimal (2.3.13) pour le 

système (2.3.2) sont 

c2.6a) 

c2.6b) ran 0- = n - (m - r) [ Àln-(m-r) - <I>] {V/~ E C, 9\p~);;:: 0, système détectable 
1:> Q , (VÀ E C. système observable) 

La condition de détectabilité suffit. 

Note: Les matrices <I> et Q sont définies respectivement par (2.3.59) et (2.3.60) 

Algorithme de mise en oeuvre 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

V érifier les hypothèses Hl, H2 et H3 

Déduire le système (2.3.2) par la décomposition (2.3.1) de la matrice Em. 

ro(n-(m-r))xn r R l Choisir R E ':Il telle que det r; :;f:. 0 
- L '--2 J 

Calculer M d'après (2.3.48) 

Si la paire (<p, Q) est détectable, calculer a. pour que la matrice F soit stable. 

6) Détenniner les matrices ~, N2, F, G j , G2 et J à partir des relations (2.3.53), 

(2.3.50), (2.3.58) (2.3.56), (2.3.55) et (2.3.57). 
o 

Comme nous l'avons vu dans l'étude précédente (2.3.lA), le système général (2.1.1) 

peut toujours se ramener à un sous-système dont une partie des mesures (sorties) est 

indépendante des entrées inconnues (g). Etendons alors cette solution, en recherchant 

pour le système (2.1.1) avec Em = 0 le sous système indépendant des entrées inconnues. 

2.3.4B Analyse et construction d'un observateur d'ordre reduit (Ern = 0) 

Par une décomposition en valeurs singulières, nous déterminons le sous-système 

indépendant des entrées inconnues de telle sorte que l'observateur associé à ce sous­

système puisse reconstruire l'état du sous-système. Par un simple changement de base, 

nous retrouvons l'espace d'origine utile à la reconstruction complète de l'état (X) du 

système (2.1.1), indépendamment de la perturbation Cg) et de l'état initial (Xa). 

Position et résolution du problème 

Nous considèrons le système (2.1.1), avec Em = 0, p < m, et l'observateur à entrées 

. ('/ '/ '/6) Inconnues ~._._ . 
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Résolution du problème 

Par hypothèse rang(Ed) = p, donc d'après l'annexe A (A.1.24) et les résultats 

développés par (Koenig et al 1996c, 1997a), nous savons trouver une matrice régulière P 

telle que: 

PEd = [:~ JEd = (OClli;)XP ) (2.3.61) 

(2.3.62) 

Ker(EJ) s'interprète comme le sous-espace vectoriel orthogonal aux lignes de EJ ou 

encore au sous-espace vectoriel orthogonal aux colonnes de Ed, aïnsi : 

de plus, sachant que Ed est injective alors, 

Finalement Ker(P]) () Ker( E~ ) = ° 
et rang[ :~J = n 

Ainsi, P est inversible, et nous notons : 

p- I = [PIT Ed] 

son inverse. 

Nous pouvons vérifier ces résultats de la façon suivante: 

En prémultipliant (2.1.1a) par P, nous obtenons le sous-système équivalent: 

Avec: 

. - '""" ---
RI = AIl RI + A I2 R2 + Bd:! 

~2 = Â21 RI + Â22 R2 + B2 !! + Q 

~ = CI RI + C2R2 

x = Px = [~1], X E 3\n-p - - X2 -1 
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(2.3.64) 

(2.3.65) 

(2.3.66a) 

(2.3.66b) 

(2.3.66c) 

(2.3.67) 

(2.3.68) 
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Â=PAP-I =[P~]A[P? Ed]=[~l1 ~12] 
Ed A21 A22 

(2.3.69) 

ê=cp-l =C[P1T Ed]=[êl 'ê2] (2.3.70) 

Nous constatons, d'après (2.3.66b) que les entrées inconnues Cg), agissent directement 
sur l'état (R2), il est donc juste de considérer (R2) comme le nouveau vecteur des 

entrées inconnues, nous avons alors le sous-système: 

El =ÂllRI +BIg+Â12R2 

~ = êlRI + ê2R2 

dont la structure est identique au système (2.1.1), avec Em = C2 = CEd . 

(2.3.71a) 

(2.3.71b) 

Ainsi, comme le présentait l'approche précédente (i.e. Em '* 0), il nous est possible de 

trouver le sous-système indépendant des entrées inconnues (i. e. R2) et par conséquent de 

reconstruire l'état RI' ceci quelle que soit la déficience du rang de la matrice Em. 

Cependant, afin de reconstruire l'état complet du vecteur d'origine (x), il faut vérifier la 

condition de découplage des entrées inconnues (i.e. rang(CEd ) = rang(Ed) = p), (Chen 

1996, Darouach et al 1994a, Hou et Müller 1992). Nous devons donc vérifier 

l'hypothèse rang( ê 2 ) = rang(Em) = r = p < m. 

Par conséquent si la matrice C2 = CEd est de rang plein colonnes, nous cherchons une 

seconde matrice régulière P2 telle que: 

avec: 

T 
P3 xP3 == Im-p 

En prémultipliant l'équation de mesure (2.3.71b) par la matrice P2 = [%;] 
f = P3~ = P3ê lRI 

nous obtenons, par substitution de (2.3.77) dans (2.3.71a), le sous-système: 

. :::: - -+ -
RI = ARI + A12C2 ~ + BIg 

f=êRI 
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(2.3.73) 

(2.3.74) 

(2.3.75) 

(2.3.76) 

(2.3.77) 

(2.3.78a) 

(2.3.78b) 
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où: 

(2.3.79) 

(2.3.80) 

(2.3.81) 

Ainsi, pour ce nouveau système (2.3.78), la dynamique de l'état (2.3.78a) est 

indépendante des entrées inconnues. Nous pouvons alors reconstruire l'état ~I du 

système, indépendamment de la perturbation Cd) et de l'état initial (xo) : 

(2.3.82) 

où K est déterminé pour que l'erreur d'estimation ~l = ÊI - 2;1 tende asymptotiquement 

vers zero. Cette erreur d'estimation, d'après (2.3.78) et (2.3.82), obéit à l'équation 

différentielle suivante: 

(2.3.83) 

L'observateur (2.3.82) est satisfaisant asymptotiquement, indépendamment des entrées 

inconnues si et seulement si la matrice (A -KC) est de Hurwitz (i.e. les valeurs propres 

de F sont à parties réelles négatives). 

Conclusion 

Nous pouvons reconstruire l'état Êl du système (2.3.78), indépendamment de la 

perturbation (g) et de l'état initial (&0). D'après (2.3.77), (2.3.66b) et en effectuant le 

changement de base (2.3.67), nous estimons alors ~2' a et R : 

(2.3.84) 

a=~2 -·Â.21~1-Â22~2 -B2 !:! 

= C2 +(l-C1R1)- Â21~1 - Â 22C2+Ü: -Cl~d-B2!:! (2,3.85) 

= (CEd t (l- CAR - CB!:!) 

(2.3.86) 
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Enfin, sachant que p-l = [p? Ed], la relation (2.3.82) se réécrit sous la forme (2.1.2), 

avec les mêmes relations et les mêmes conditions d'existence que celles d'un 

observateur à entrées inconnues d'ordre réduit classique, à savoir: 

z = ~ E 9\n-p 
- -J (2.3.87) 

F= (A- KC) (2.3.88) 

G = (Â I2C; + KP3) (2.3.89) 

J = BI = PIB (2.3.90) 

M = Pl - EdC2 +CJ (T - -) (2.3.91) 

N = (EdC/) (2.3.92) 

Si la paire (A., C) est détectable (observable), un observateur à entrées inconnues d'ordre 

réduit peut être synthétisé avec des méthodes classiques de placement de pôles (tous les 

pôles de l'observateur peuvent être arbitrairement placés). 

Le théorème suivant fournit les conditions d'existence de l'observateur d'ordre réduit 

(2.1.2), pour le système (2.3.78). 

Théorème 2.7 : Par analogie avec le théorème 2.1, les conditions nécessaires et 

suffisantes d'existence de l'observateur d'ordre réduit (2.1.2) sont 

c2.7a) rang(CEd) = rang(Ed) = p < m 

c2.7b) [
;Un- p - A] {vÂ E C, 9î(l,,) ~ 0, système détectable 

rana- _ = n - p, "c (VÂ E C, système obsen'able) 

La condition de détectabilité suffit. 

Note: Les matrices A et C sont définies respectivement par (2.3.79) et (2.3.81). 

Algorithme de mise en oeuvre 

1) Vérifier les hypothèses H J (avec m > p), H2 et H3' 

2) Calculer PlT, E~, pJ et C~ respectivement d'après (2.3.62), (2.3.64), (2.3.73) 

et (2.3.74). 

3) Dételminer P = [ :;], P2 = [%;] et en déduire respectivement les sous­

systèmes (2.3.66) et (2.3.78). 
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4) Déduire les matrices A et C à partir des relations (2.3.79) et (2.3.81). 

5) Si la paire (A., c) est détectable, calculer K pour que la matrice F soit stable. 

6) Calculer les matrices F, G, J, Met N grâce aux expressions (2.3.88), (2.3.89), 

(2.3.90), (2.3.91) et (2.3.92). 

7) Déduire, l'estimation d'état et l'estimation des entrées inconnues respectivement 

par les relations (2.3.86) et (2.3.85). 
o 

Nous présentons un exemple d'application de l'approche par norme minimale. 

L'ensemble des approches précédentes seront appliqués dans le chapitre 3 quand nous 

traiterons le problème de la génération de résidus. 

2.4 EXEIV1PLE 

Nous considérons le système discret, autonome, multi-sorties (m=2) décrit par le 

système d'équations d'état suivant (Kurek 1983) : 

Les valeurs propres de la matrice d'évolution de ce système 

étant {-1.79. 1, 2.79}, nous déterminerons le gain nécessaire, K=l~~: 
k 31 

obtenir un observateur dont les dynamiques sont toutes fixées à zéros. 

(2.4.la) 

(2.4. lb) 

observable 

kPJ k22 ' pour 
k32 

D'après la représentation du système (2.4.1), la matrice Em est de rang plein colonnes et 

la dimension du vecteur Q. est inférieure à celle de y. Par conséquent le cas A 

avec r = p < m est vérifié. A partir des résultats obtenues en (2.2.1 A), nous montrons 

la facilité de mise en oeuvre d'un observateur d'ordre plein. 
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La matrice Em est de rang plein colonnes, par conséquent, sa pseudo-inverse E~ est 

égale à E~ = (E~EmrlE~ = [1 0] et Rtm = O. Le système (2.4.1) se réduit donc au 

modèle (2.4.2), dont la dynamique de l'état (2.4.2a) est indépendante des entrées 

inconnues: 

- + 
~k+l = A~k + B!!k + EdEm~k 

Ik =C~k 

avec : - p..L [0 0J 
~k = Em ~k = ° 1 ~k 

C = p..L C = [0 ° 0J 
. Em ° ° 1 

(2.4.2a) 

(2.4.2b) 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

Suivant le principe de construction d'un observateur classique (i.e. sans entrées 

inconnues), nous pouvons proposer comme estimateurs de .K et 4, respectivement les 

vecteurs .& et a définis par : 

(2.4.6) 

(2.4.7) 

La paire (A, C) ne présente pas de compensation de zéro (système observable). Nous 
pouvons choisir un gain K tel que les pôles de l'observateur sont tous nuls: 

(2.4.8) 

Conclusion 

Nous obtenons l'observateur à entrées inconnues d'ordre plein, avec des résultats 

identiques à ceux obtenus par Kurek en 1983 : 

avec: 

l:k+l = Fl:k + G~k 

.&k =l:k +N~k 

[0 -1 -4] [0 4] 
F = A - KC = 1 2 5 ,G = EdE~ = 1 -3 et N = 0nxm 

2 1 -2 ° 1 
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CONCLUSION 

Les théorèmes présentés dans ce chapitre sont la généralisation des conditions 

d'existence d'un estimateur robuste de l'état en présence d'entrées inconnues. Pour 
Ed = Em = 0 (ou Q=O), ces conditions se résument à la simple condition de détectabilité 

(observabilité) de la paire (A, C). Les approches par décomposition en valeurs 

singulières et par normes minimales sont également valables dans le domaine discret. 

Nous avons présenté les résultats de ces deux approches pour la synthèse des 

observateurs à entrées inconnues d'ordre plein, réduit ou minimal. Nous avons donné les 

conditions d'existence qui correspondent à celles généralement adoptées dans la 

littérature. Les méthodes de construction proposées sont considérablement simplifiées et 

permettent une interprétation intéressante dans le cadre du diagnostic. 

Car, par la réduction du modèle en un seul sous-système indépendant des entrées 

inconnues, l'estimation d'état de ce sous-système permet alors de reconstruire l'état 

d'origine et les entrées inconnues. Les deux approches élaborées permettent ainsi de 

nombreuses applications simples dans le domaine du diagnostic, ceci parce qu'elles ne 

nécessitent plus l'emploi d'observateurs à entrées inconnues. 
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CHAPITRE 3 GÉNÉRATION DE RÉSIDUS POUR LE 
DIAGNOSTIC ET RECONFIGURATION 
DE LA LOI DE COMMANDE 

3.0 INTRODUCTION 

L'objectif est de détecter et localiser des défauts puis de recalculer la loi de commande 

afin de garantir au système, des performances acceptables (sécurité, ... ). Nous savons 

qu'il est impossible ou très difficile d'effectuer cette tâche dans sa globalité. Pour 

contourner cette difficulté, nous décomposons le système en sous-systèmes et nous nous 

intéressons à leurs comportements; nous détectons et corrigeons les défauts à l'intérieur 

de ces sous-systèmes, moins complexes et plus faciles à manipuler. 
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3.1 GÉNÉRATION DE RÉSIDUS EN PRÉSENCE D'ENTRÉES 
INCONNUES (Em:t: 0) 

La génération de résidus à l'aide d'observateurs à entrées inconnues est 

particulièrement bien adaptée au cas où l'action des défauts peut être modélisée de façon 

linéaire. Une panne fi est donc représentée comme une entrée inconnue qui agit dans une 

direction (Fd, Fm) connue, appelée direction de panne. Dans un premier temps, nous 

montrons l'existence d'un banc d'observateurs capable de générer suffisamment de 

résidus pour détecter et isoler les défauts. Nous montrons comment le vecteur de défaut 

(f) agit sur le résidu généré, ceci à partir des deux approches traitées en première partie du 

chapitre 2. Nous développons une famille de nouveaux algorithmes tenant compte de la 

décomposition du système en plusieurs sous-sytèmes insensibles aux entrées inconnues 

et à certaines pannes spécifiées. Ainsi, à l'aide d'un observateur classique, nous pouvons 

identifier le(s) sous-système(s) en défaut(s) et le(s) corriger afin de garantir les 

performances du système. 

3.1.1 Méthodes à base d'observateurs 

Clark 1978, fut l'un des premiers à exploiter les observateurs pour identifier et 

localiser une panne, ceci à l'aide de l'erreur d'estimation pour les observateurs ou de la 

séquence d'innovation pour les filtres de Kalman. L'idée de base est de reconstruire les 

sorties du système en se référant aux différentes mesures effectuées sur le procédé. 

Toutes les méthodes adoptant cette stratégie nécessitent le calcul d'un gain d'estimateur 

calculé en fonction des performances de détection désirées (fig ii). 

La principale caractéristique de ces méthodes est que les relations de redondance sont 

générées uniquement à partir de la combinaison des sorties du système et du modèle. 

f. ~ :} Sort;e, 

Etats ~. l: (t) 

,l;(t) L. ~:} Sorties estimées 

'y(t) 

Les performances et la simplicité de mise en oeuvre de cette approche font qu'elle est 

toujours approfondie et développée. Parmi les principaux auteurs qui se sont intéressés au 

sujet, nous pouvons citer, Watanabe et Himmelblau 1982; Chow et Willsky 1984; Patton 

et Kangethe 1989, Wünnenberg et Frank 1987, 1988; Frank 1990; Wünnenberg 1990; 

Ge et Fang 1988, 1989; Patton et Chen 1991; Hou et Müller 1991; Tsui 1994. Pour 

générer des résidus porteurs d'informations pertinentes sur les défauts, nous exploitons 

les résultats sur les observateurs à entrées inconnues développés dans le chapitre 2. 
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3.1.2 Modélisation des défauts et des entrées inconnues 

Nous désirons générer un vecteur résidu (r) sensible aux défauts et insensible aux 

perturbations (entrées inconnues). Le système doit prendre en compte les entrées 

inconnues fi E 9\P et des défauts f E 9\f. sa forme d'état la plus générale est donnée par 

les relations suivantes : 

(3.1.1a) 

(3.1.1b) 

Ainsi des pannes d'actionneurs (représentées par le vecteur inconnu fI) et de 

capteurs (représentées par le vecteur inconnu f2) seront décrites par : 

Pour représenter le défaut issu du jème capteur, il suffit de prendre pour la jème colonne 

de F2' la jème colonne de la matrice lm. En effet, si nous considérons que le jème 
capteur ne répond plus (i.e. la jème mesure est nulle) alors f2j(t) = -Cj~(t), où Cj 

représente la jème ligne de la matrice de mesure C (Massoumnia 1986). Ainsi une 

panne du jème capteur est traitée comme une perturbation additive sur la jème mesure où 

seule la jème coordonnée (de la jème colonne de F2) vaut 1 (les autres termes sont nuls). 

La matrice F2 est donc égale à la matrice lm, m étant le nombre de mesures linéairement 

indépendantes. 

D'autre part, pour représenter un défaut issu du jème actionneur, il suffit de prendre 

pour lajème colonne de Ft. lajèmecolonne de la matrice de commande B. En effet, si 
nous considérons que le jème actionneur ne répond plus alors f!j(t) = -Uj(t), où Uj(t) 

est le jème élément du vecteur de commande g( t). Si 1'actionneur j présente un biais b, 

alors fl/t) = b. Si l'actionneur j sature avant d'atteindre sa consigne, alors 

fl/t) = b - u/t). La matrice FI est donc égale à la matrice B. 

Par conséquent, cette représentation peut être utilisée pour représenter les nombreux 

modes de pannes d'actionneurs et de capteurs mais également de composants. 

Nous ne ferons dans cette partie, aucune hypothèse relative à la construction des matrices 

de distribution Fd et Fm considérées comme constantes et connues. 
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3.1.3 Influence des défauts sur l'erreur d'estimation d'état 

Les résidus doivent permettre de détecter et de localiser des défauts. Lorsque les 

matrices de distribution des défauts et des entrées inconnues sont connues, ces résidus 

sont dits structurés. Dans ce paragraphe nous montrons l'influence du vecteur de 

défaut (f) sur le résidu structuré généré à partir du modèle mathématique (3.1.1). 

Analyse: 

Pour localiser simplement des défauts, il suffit de répondre aux deux tâches 

principales du module de diagnostic de l'état qui sont: 

- estimer l'état lÇ" 

- générer des résidus pour détecter et isoler l'occurrence du défaut fi sur 

l'estimation de l'état lÇ" indépendamment: des perturbations (inconnues) regroupées 
dans le vecteur g, des entrées!! et des conditions initiales Xo et ~o. 

La première tâche du module de diagnostic est réalisée en utilisant un observateur à 

entrées inconnues d'ordre plein (partie 2.2.1A ou 2.3.2A) ou d'ordre minimal (partie 

2.3.3A). Comme dans le chapitre précédent, les trois hypothèses Hl> H2 et H3 doivent 

être vérifiées ainsi que l'indépendance des défauts aux entrées inconnues, i.e. 

Dans cette présentation, nous nous intéressons à l'approche par observateur d'ordre 

plein (partie 2.3.2A). 

Génération de résidus par décomposition en valeurs singulières 

Afin de mettre en avant l'influence des défauts sur le vecteur résidu à générer, il 

convient de remplacer le système (2.1.1) par le nouveau système (3.1.1). De même qu'au 

chapitre 2, la transformation de la matrice Em (2.3.1) entraîne la transformation du 

système (3.1.1) sous la forme équivalente suivante: 

où: 

~=AIX+B.!:!+Ed}rl + Ed2 42+(Fd -Edlm})f 

rI =CŒ+41 +Fm}f 

Yi =C-,x+Fm f -2 -- 2-
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L'objectif est alors d'estimer l'état X et de générer un résidu r, défini comme la différence 

entre la sortie réelle (3.1.2.c) et la sortie reconstruite Œ2 = C2.R) issue de l'observateur à 

entrées inconnues d'ordre plein (2.3.13) avec M=In : 

(3.1.4) 

où r( t) E 9\m-r est porteur uniquement des informations relatives aux défauts à 

détecter (i.e. D· 

Étude: 

L'observateur (2.3.13) a pour objet de fournir un état estimé du système (3.1.1) 

indépendamment de toute perturbation (g). Pour assurer ce découplage, l'erreur 

d'estimation d'état ~ = X - .R = TX - ~ - N 2F m2 f , obéissant à l'équation différentielle 

suivante: 

• T""' .l'T'A r< ~ r'"T'\ __ . 1'T'Tl T\ ••• {rrY=:. -;=:; \-:-; • 'T"C. :i 
~=t'~-t-\lAl-u2L2 -rlj!!:T\.lD-J).!:!T'lCdJ -vllIl T 1.wd2~2 

+ (TFd - t'Bd Fm - G"lFm )f - N"Fm f 1 1 .. 2 - - 2-

(3.l.5) 

doit satisfaire les relations (2.3.20) à (2.3.23). 

Ainsi, l'erreur d'estimation (~) et l'erreur d'observation (r) sont décrites par le système 

d'équations suivant: 

(3.1.6.a) 

(3.1.6.b) 

Sachant que 

(3.1.7) 

alors l'équation (3.1.6.a) se réduit à la forme équivalente suivante: 

(3.1.8) 
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Conclusion 

L'erreur d'estimation (50 et le résidu (r.) sont décrits par le système d'équations (Chen 

1996) suivant: 

~ = F~ + TFdf - GFrnf - N)~rn2 f 
[=C2~+Frn2f 

(3.1.9a) 

(3.1.9b) 

Si toutes les valeurs propres de F sont stables, l'erreur d'estimation e(t) tend 

asymptotiquement vers zéro en l'absence de défauts (i.e. f=O). L'observateur à entrées 

inconnues d'ordre plein (2.3.13, M=O) associé au système (3.1.1) vérifie les théorèmes 

2.1, 2.2 et offre une génération de résidus robustes. 

L'utilisation de normes minimales (2.2.1 A) pour la génération de résidus mène aux 

mêmes conclusions. Par conséquent, plutôt que de présenter cette approche, nous nous 

intéressons au problème de la mise en oeuvre d'un banc d'observateurs capable de 

générer suffisamment de résidus pour détecter et isoler chaque défaut. Mais avant 

d'établir les procédures de détection et d'isolation de défauts, il nous parait important de 

définir les mots clefs suivant "Robust Fault Detection and Isolation Observer (RFDIO)". 

Définition (Wünnenberg 1990, Frank 1990) : 

Nous considérons la décomposition du système (3.1.1) sous la forme suivante: 

{~ = AE + Bg+ F;fk + E~gk (Sd 
~=CE+F!fk +E~gk 

où le vecteur fk est composé des défauts appartenant à J, et gk des entrées inconnues.ct. 

augmenté des défauts appartenant à J. 

L'observateur -k - - k - générant le résidu [k est appelé "RFDIO", pour le {
zk =Fzk +Gy+Ju 

r =Ll~-L2?:. 

système (S 1) si et seulement si quels que soient 11:, g, fi' i appartenant à J : 
pour tout Eo, ?:.o 

rk (t ~ 00) = 0 si tous les défauts fj sont nuls, j appartenant à J, 
rodOxn T pour T E .;1\. , ?:.O = Eo 

?:. = TE si tous les défauts fj sont nuls, j appartenant à J, 

pour ?:.o = TEo 

rk =1= 0 si un ou plusieurs défaut(s) ~i sont non nules). j appartenant à J. 
o 

Remarque: 

J représente l'ensemble des défauts que nous cherchons à détecter et f 
l'ensemble des défauts auxquels le résidu doit être insensible, avec: 

JnJ={O}, JuJ={1,2, ... ,f}. 
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3.1.4 Existence d'un banc d'observateurs à entrées inconnues 

L'isolation de défauts consiste à localiser parmi les défauts susceptibles d'apparaître 

lequel (ou lesquels) est (sont) réellement présentes). Or pour localiser simplement des 

défauts, il faut que chaque résidu soit sensible uniquement à certains défauts tout en 

restant insensible aux autres. La procédure de mise en oeuvre dépend alors du nombre de 

défauts à détecter et à localiser simultanément. Nous pouvons distinguer deux schémas 

extrêmes de mise en oeuvre (Wünnenberg 1990). 

Le schéma Ca) moins robuste que le schéma (b) mais plus souvent réalisable 

(les conditions d'existence étant moins rectrictives) consiste à générer un banc 

d'observateurs à entrées inconnues où chaque observateur présente un résidu 

sensible à toutes les pannes exceptée une (i.e. f E 9tf- 1, J E 9t1). Le résidu 

nul désigne la panne. Cependant, nous ne pouvons détecter et localiser des 

défauts simultanés et il est nécessaire d'avoir recours à une procédure de vote 

logique. 

Le schéma Cb) d'une plus grande robustesse consiste à générer pour chaque 

observateur;- un résidu sensible à une et une seule panne 

(i.e. f E 9t1, J E 9tf-I ). Ainsi, le résidu non nul désigne la panne. Nous 

pouvons alors détecter et localiser tous les défauts simultanés, ceci sans 

procédure de vote logique. 

L'étude qui suit, a pour objet de détailler et de donner les conditions d'existence d'un 

générateur de résidu robuste, basé sur une décomposition selon les schémas (a) et (b) du 

système (3.1.1). 

Schéma (a) 

Nous voulons détecter et localiser f défauts, une première solution consiste à générer f 

observateurs à entrées inconnues: 

rl(t)=ql(t)(f2(t), f3(t), "', ff(t)) 

r2(t) = q2(t)(fl(t), f3(t), "', ff(t)) 

rf(t)=qf(t)(fJ(t), f2 (t), "', ff_l(t)) 

si tous les résidus sont différents de zéro, excepté Il (t) alors fi (t) ~ 0 

si tous les résidus sont différents de zéro, excepté I 2 (t) alors f2 (t) ~ 0 

si tous les résidus sont différents de zéro, excepté If (t) alors ff (t) ~ 0 

Ainsi, un seul défaut à la fois peut être détecté et localisé. 
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Chapitre 3. partie 3.1 : Génération de résidus en présence d'entrées inconnues 

Étude: (pour k = 1, 2, ... , f) 

Il s'agit de trouver un transfert dynamique qk non nul entre le résidu rk et les 
défauts fj , j étant différent de k : 

(3.1.11 ) 

où &k est l'estimation fournie par le kème observateur en considérant la transformation 

du système (3.1.1) sous la forme équivalente suivante: 

x = Ax + Bu + pkfk + Ekdk 
- - - d - d-

~ = C;'i + F~fk + E~Qk 

(3.1.12.a) 

(3.1.12.b) 

Les matrices FJ E 9\nx(f-l) et F~ E 9\mx(f-l) sont obtenues en supprimant aux 

matrices Fd et Fm, la kème colonne. Les matrices Ed (respectivement Em) sont 

augmentées des matrices Fdk (respectivement Fmk) pour former E~ = [Ect Fdk ] 

(respectivement E~ = [Em Fmd). Le vecteur fk E 9\f-l est le vecteur f sans la kème 

coordonnée. 

Le vecteur des nouvelles entrées inconnues Qk E 9\p+l est donc composé du vecteur Q 

et de la kème coordonnée du vecteur f, i.e. Q k = [ Q T fk r. 
Ainsi, d'après la description du système (3.1.12), les f générateurs de résidus, 

construits sur l'estimation d'état par l'observateur à entrées inconnues (2.3.13), sont 

donnés par: 

zY =Fkzk +Gkv +G~-y +Jku 
- - J ::'..1 w -2 -

&k = ~k +N~r2 

(3.1.13a) 

(3.1.13b) 

(3.1.13c) 

Comme dans le cas de la génération de résidus par décomposition en valeurs 

singulières de la matrice E~ = [Em Fmk ], nous obtenons le transfert dynamique q k 
non nul désiré: 

(3.1.14a) 

(3.1.14b) 

si les relations suivantes sont satisfaites: 

(3.1.15) 

(3.1.16) 
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Fk = Tk Af - KkC2 stable 

-k k-k 
G1 =T Ed l 

-k k k-k G2 =K +F N2 

Jk =TkB 

(3.1.17) 

(3.1.18) 

(3.1.19) 

(3.1.20) 

Ainsi, l'erreur d'estimation ~(t) tend asymptotiquement vers zéro en l'absence de 

défauts (i.e. fk = 0). L'observateur à entrées inconnues d'ordre plein (3.1.13) pour le 

système (3.1.12) présente alors une génération de résidus robuste si et seulement si les 

conditions nécessaires et suffisantes d'existence suivantes sont vérifiées: 

c.3.l.a) 

c.3.l.b) [
"1 k] 1\.1 - A -E 

rang n kd =n+p+l, "ifÂ-EC, 9\(Â-)~0 
C Em 

Schéma (h) 

Nous voulons détecter et localiser f défauts susceptibles d'apparaître simultanément. Il 

faut donc f observateurs à entrées inconnues, tels que: 

rI (t) = qi (t)( fI (t)) 

r2(t) = q2(t)(f2(t)) 

ri ( t ) = q i ( t)( fi ( t)) 
(3.1.21) 

chaque résidu soit sensible à une et une seule panne. Le ième résidu, noté ri , est alors non 

nul uniquement si fi :t= O. 

Étude: (pour i = 1, 2, ... , f) 

li s'agit de trouver un transfert dynamique q i (i = 1,···, f) non nul entre le résidu ri 
et le défaut fi' défini par la relation suivante: 

(3.1.22) 

où & i est l'estimation fournie par le ième observateur en considérant la transformation 

du système (3.1.1) sous la forme équivalente suivante: 

~ = A~+Bg+Fdifi +E~Qi 

v = Cx+F of + E lm
o di =- - mIl -
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Les matrices Ed (respectivement Em) sont augmentées des matrices FJ (respectivement 

F~) pour former E~ = [Ed Fd] (respectivement E~ = [Em F~]). Le vecteur 

Qi = [ffiJ est formé du vecteur g et du vecteur f sans la ième coordonnée. Le vecteur 

Qi E 9\p+f-l représente alors le nouveau vecteur des entrées inconnues. 

Ainsi, d'après la description du système (3.1.23), les f générateurs de résidus, 

construits sur l'estimation d'état par l'observateur à entrées inconnues (2.3.13), sont 

donnés par: 

~i =?;i + N1Ï2 

ri =y -CJx i 
- -2 --

(3.1.24a) 

(3.1.24b) 

(3.1.24c) 

Comme dans le cas de la génération de résidus par décomposition en valeurs 

singulières de la matrice E~ = [Em F~], nous obtenons un transfert dynamique q i 

non nul entre le résidu ri et le défaut fi : 

si les relations suivantes sont satisfaites: 

Fi = TiA\ - K i e2 
G) = TiE~1 

G~ =K i +Fi N1 
Ji =TiB 

stable 

(3.1.25a) 

(3.1.25b) 

(3.1.26) 

(3.1.27) 

(3.1.28) 

(3.1.29) 

(3.1.30) 

(3.1.31) 

Ainsi, l'erreur d'estimation e(t) tend asymptotiquement vers zéro en l'absence de 

défauts (i.e. fi=O). L'observateur à entrées inconnues d'ordre plein (3.1.24) pour le 

système (3.1.23) présente alors une génération de résidus robuste si et seulement si les 

conditions nécessaires et suffisantes d'existence suivantes sont vérifiées: 

c.3.2.a) 

c.3.2.b) 
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Conclusion 

Les colonnes des matrices E~ =[Ed Fdk ] et E~ =[Em Fmk ] du système (3.1.12), 

étant incluses respectivement dans les matrices E~ = [Ed Fj] et E~ = [Em F~] du 

système (3.1.23) pour k =t: i, les conditions (c.3.2.a) et (c.3.2.b) sont vérifiées pour le 

schéma (b) si elles le sont pour le schéma (a). La réciproque est fausse. Mais à la 

différence du schéma (b), le schéma (a) ne détecte et n'isole qu'un seul défaut à la fois, et 

nécessite l'existence d'une procédure de vote logique pour localiser un défaut fi. 

3.1.5 Exemple 

Objectif : Montrer l'existence d'un banc d'observateurs à entrées inconnues 

capable de générer suffisamment de résidus pour détecter et isoler l'occurrence du 

défaut fi sur l'estimation de l'état X indépendamment des perturbations (inconnues) 

regroupées dans le vecteur g. Nous illustrons successivement les deux schémas (a) et 

(b) étudiés auparavant. 

Nous considèrons le système (3.1.1) composé des matrices, 

3 0 -404 0 1 -5 0 1 
-1 -4 1 7 0 -7 -1 4 -1 -1 
2 0 -203 0 

, Fd = 
1 -5 -1 

,Ed = 
1 

A= -1 -5 1 8 0 -7 -2 11 0 -2 ' 
2 0 -1 0 2 0 1 -5 0 0 
-1 -5 1 5 0 2 -1 7 0 -1 

o 0 0 -1 0 0 0 3 0 0 
[ 

1 -1 -1 1 0 -1] [0 0 0] [ 0 ] 
C = -1 0 4 0 -4 0 ,Fm = 0 5 0' Em = -1 

1 6 -1 -7 0 7 1 -4 1 1 

et des pôles :{-1, 1, 1, 2, 3, 3} 

Ce système vérifie les quatre hypothèses HI à f4, pour m=4. p=1 et f=3. 

A vant d'engager une procédure d'isolation de défauts, nous pouvons vérifier si 

l'observateur à entrées inconnues (2.1.2) pour le système (3.1.1) est un observateur 

stable à entrées inconnues. 

Vérifions les conditions d'existence du théorème 2.1 : 

[ E CE ] rang Om E: - rang[Em] = p = 1 

[ ÀI -A -E ] 
rang nC E: = n + p = 7, '\j À E C 
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Il n'y a pas de chute de rang. La structure générale de l'observateur (2.1.2) est un 

observateur stable à entrées inconnues, le générateur de résidus I est robuste aux 

entrées inconnues g. 

!lustration successive des schémas (aJ et (h J. 

Schéma Ca) : Chaque observateur (3.1.13, pour k=l, 2 et 3) doit satisfaire les conditions 

d'existence (c.3.l.a) et (c.3.l.b). 

ran!! n [
ÀI -A 

-- C 

avec: k = 1 k=2 
~ ______ ~A ________ ~ 

, r 0 0] r~] ~Jl' ] 0 0 l 1 1 
Em = ~I ~ , Ed = ~2 ~2 

L -1 -IJ 

~l ~51' 
1 -5 

-2 11 l' o -5 
-1 7 J 

et k =3 

, rIO l' 
E3 = r g gl E3 = ~l =: 

m -1 0' d -2 0 
1 J 0 0 

- L -1 0 J 
Pour le résidu 1 (sensible aux défauts f2 et f3, i.e. f = {2, 3}, l = {1}), le résidu 2 

(sensible aux défauts fI et f3, i.e. f = {l, 3}, l = {2}) et le résidu 3 (sensible aux 

défauts f] et f2, i.e. f = {l, 2}, l = {3}) il n'y a pas de chute de rang. 

Les trois observateurs sont des observateurs stables à entrées inconnues, chaque 

générateur de résidus [k est insensible aux entrées inconnues g et au défaut fk . Par 

conséquent le schéma (a) permet d'isoler les défauts fI, f2 et f3' 

Schéma Cb) : Chaque observateur (3.1.24, pour i=l, 2 et 3) doit satisfaire les conditions 

d'existence (c.3.2.a) et (c.3.2.b). 

Or pour le résidu 1 (sensible au défaut fI, i.e. f = {1}, l = P, 3}), le pôle instable 2 

fait chuter le rang. 

En effet, la propriété de détectabilité (c.3.2.b) n'est pas vérifiée 

rang[ ÀI,,~ A ~t~] = 8 < n + p + 2 = 9. pour Je = 2 et i= 1. 

[0 0 0] 1 0 3 0 1 
Em = -1 5 0 ' Ed = 

1 -4 1 

1 -5 0 
-1 4 -1 
1 -5-1 

-2 Il 0 
o -5 0 
-1 7 0 

par conséquent, le générateur de résidus rI est instable: pôle fixe = 2. 
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Par contre, pour le résidu 2 (sensible au défaut f2, i.e. f = {2}, J = {l, 3}) et le 

résidu 3 (sensible au défaut f3, i.e. f = {3}, J = {l, 2}), il n'y a pas de chute 

de rang, 

[/~I - A -E1d' ] 
ran an." = n + p + 2 = 9 \i Â.. E C 

e C El ' 
m 

avec: i = 2 et i = 3. 

1 0 1 1 1 -5 

[0 00] -1 -1 -1 [0 ° 0] -1 -1 4 

E 2 = 0 0 0 et E 2 = 1 -1 1 3 0 0 33 1 1 -5 
m -1 0 0 d -2 0 -2 Em = -1 0 5 ,Ed = -2 -2 Il 

1 1 1 0 0 1 1 1-4 0 1 -5 
-1 0 -1 -1 -1 7 

Les observateurs 2 et 3 sont alors des observateurs stables. Les résidus [2 et [3 sont 

insensibles aux entrées inconnues Q et respectivement aux défauts fi, f3 et fi, [2. 

3.1.6 CONCLUSION 

Le schéma (a) permet d'isoler fI, f2 et f3 séquentiellement alors que le schéma (b) ne 

permet d'isoler que f2 et f3 mais simultanément. Cela rejoint, la conclusion de la 

partie 3.1.4 (dont la réciproque est fausse). D'autre part, les matrices Ed et Em' étant 

incluses respectivement dans les matrices E~ = [Ed Fdk ] et E~ = [Em Fmk ] du système 

(3.1.12), les conditions du théorème 2.1 sont vérifiées pour le schéma (a) si elles le sont 

pour l'observateur à entrées inconnues (2.1.2). De ce fait, il peut exister un générateur de 

résidu (3.1.4) robuste aux entrées inconnues et capable de détecter les défauts f. 
Cependant il n'est pas forcément possible de générer suffisamment de résidus robustes 

pour isoler tous les défauts, notamment par le schéma (b), qui présente des conditions 

d'existence plus restrictives que le schéma (a). 
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3.2 DÉTECTION ET ISOLATION DE DÉFAUTS : APPROCHE PAR 
NORMES MINIMALES (Em = 0) 

L'étude précédente a montré comment les défauts Cf) agissent sur le résidu découplé 

des entrées inconnues @, et de quelle façon nous pouvons localiser ces défauts (schémas 

a ou b). D'autre part l'étude sur l'estimation d'état en présence d'entrées inconnues a 

montré que le système général (2.1.1) peut toujours se ramener à un sous-système dont 

une partie des mesures (sorties) est indépendante des entrées inconnues. Par conséquent, 

et pour simplifier l'écriture, le modèle de défaillance auquel nous nous intéresserons, sera 

uniquement fonction des entrées inconnues agissant sur l'état (i.e. Em = 0). Parmi les 

défauts à détecter, nous distinguons: les défauts d'actionneurs, de composants et de 

capteurs. Nous présentons alors un ensemble de nouveaux algorithmes (Koenig 1996c, 

1997a, 1997b) pour l'isolation de ces défauts, à partir des résultats obtenus en 2.2.2B. 

3.2.1 Influence des défauts sur l'erreur d'estimation d'état 

Hypothèse: nous considérons le système (3.1.1), avec Em = 0 et p::; m. 

De l'annexe A et des résultats obtenus en 2.2.IB, nous savons déterminer l'espace 

indépendant des entrées inconnues. L'observateur à entrées inconnues d'ordre plein 

(2.2.26), pennet alors d'estimer l'état (X) et de générer un résidu (r), défini par la relation: 

l = I - cg = (lm - CN)I - C~ 

Étude: 

(3.2.1) 

L'observateur (2.2.26) doit découpler chaque état estimé du système (3.1.1) de toute 

perturbation Cd). Pour assurer ce découplage, il est nécessaire que la dynamique de 

l'erreur d'estimation ~ = ~ - g = T~ - ~ - NFmL donnée par l'équation différentielle 

suivante: 

~ = F~ + (TA - GC - FT)~ + (TB - J)g + TFdf - KFmf - NFmf + TEdQ (3.2.2) 

avec: T = (In - NC) (3.2.3) 

satisfasse les relations (2.2.35), (2.2.37), (2.2.38) et (2.2.39). 

Ainsi l'erreur d'estimation (~) et l'erreur d'observation (r) sont décrites par le système 

d'équations (Chen 1996) suivant: 

~ = F~ + TFdf - KFmf - NFmf 

I=C~+Fmf 
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Si toutes les valeurs propres àe F sont stables, l'erreur d'estimation ~(t) tend 

asymptotiquement vers zéro en l'absence de défauts Œ=O). En d'autres termes, si l'un des 

théorèmes 2,1 ou 2.3 est vérifié l'observateur à entrées inconnues d'ordre plein (2.2.26) 

pour le système (3.1.1) est un générateur de résidus robustes. 

Il est par conséquent possible de détecter les défauts f, à l'aide de l'observateur à entrées 

inconnues, obtenu en partie 2.2.2B. Nous nous intéressons dès lors à l'existence d'un 

banc d'observateurs à entrées inconnues capable de générer suffisamment de résidus pour 

détecter et isoler des défauts de capteurs, d'actionneurs, ou de composants. 

3.2.2 Isolation robuste des défauts de capteurs 

Formulation du problème 

Nous considérons que seuls des défauts de capteurs sont susceptibles d'apparaître sur 

un système soumis à des perturbations sur l'état (entrées inconnues g). Le système 

d'équations d'état devient: 

i; = A~ + Bl:! + EdQ 

~=C~+Imf 

(3.2.5a) 

(3.2.5b) 

Nous voulons détecter et localiser m défauts de capteurs à l'aide des deux 

schémas, Ca) et (b). 

Schéma (a) 

S'il Y a défaillance du kème capteur, les m résidus respectent la logique d'isolation 

suivante: 

(3.2.6) 

où Ek (k=l, ... , m) est le seuil de détection choisi pour rester insensible aux faibles 

variations et ta l'instant d'apparition du défaut. 

La logique de décision suivante est donc vérifiée: 

(3.2.7) 

La table suivante, résume les propriétés que doivent vérifier les m résidus à générer. 

Chaque résidu doit être insensible à un et un seul défaut (représenté par un "0"), tout 

en restant sensible aux m-l défauts restants (représenté par un "1 "). 
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("UIFDO: Unknown Input Fault Detection Observer, Wünnenberg 1990") 

lDéfauts de capteun UIFDOI=r UIFD02=r ... UIFDC\=rI ... UIFDOm=rm Logique de décisions 
Défaut fI 0 1 1 1 al = l,.z nl~ n .. ·n Ir'" 
Défaut f2 1 0 1 1 a2 =IT, nI" n ... nll'" 

1 1 1 1 
Défautf" 1 1 0 1 a"=I,, n".nl .. _, nl",iI n".nl .. 

1 1 1 1 . 
Défaut fm 1 1 1 0 am = Ir' n l,.z n '''n lr"-' 

Table 3.2.1 : Isolation robuste des défauts de capteurs, schéma (a) 

Etude: pour k=l, 2 ... , m. 

Il s'agit, de trouver pour le kème observateur à entrées inconnues, un transfert 

dynamique non nul entre le résidu rk et les m-l défauts fj , j étant différent de k : 

(3.2.8) 

où ~k = ~ _.&k est l'erreur d'estimation d'état et .&k l'estimation fournie par le kème 

observateur en considérant la transformation du système (3.2.5) en la forme 

équivalente suivante: 

{~=AK+B1!+EdQ 
I k = CkK + I(m_l)fk 

Yk=CkK+fk 

fk représente le vecteur de défaut sans la kème coordonnée. 

(3.2.9a) 

(3.2.9b) 

Nous voulons détecter les m-l défauts représentés par le vecteur fk, indépendamment 

des entrées inconnues (i. e. Q) et de la kème mesure (i. e. Y k ). Par conséquent, si nous 

considérons uniquement le système (3.2.9a), le problème se réduit à la recherche de 

l'espace indépendant des entrées inconnues. Il suffit alors de trouver le vecteur .Q. 

minimisant la norme euclidienne de l'écart (partie 2.2.2B) suivant: 

k·k ·k k k k 
ec =I -I(m-l)f -C AK-C B1!-C EdQ (3.2.10) 

La solution est donnée par : 

Q = (CkEdf(rk -I(m_1)fk -CkAK-CkB1!)+(Ip -(CkEdf CkEd)fI (3.2.11) 

Substituons (3.2.11) dans (3.2.9a), nous obtenons le système équivalent: 

~ = Tk AK + TkB1! + Ed(CkEdf(rk - I(m_l)fk)+ ~fI (3.2.12a) 

=0 

I k =CkK+I(m_l)fk (3.2.12b) 

avec T k = In - Ed (CkEd f Ck (3.2.13) 

et TkEd = 0 si rang( CkEd) = rang(Ed) = p 
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Nous pouvons proposer comme estimateur de X le vecteur & défini par : 

(3.2.14) 

qui grâce au changement de variable suivant: 

(3.2.15) 

(3.2.16) 

peut être ramené en une forme classique où le résidu (3.2.8) et l'observateur (3.2.14) 

sont décrits simplement par les relations de Luenberger : 

(3.2.17a) 

(3.2.18b) 

k _ k C k ~ k _ (1 CkNk ) k C k k r - ~ - X - m-l - ~ - ~ (3.2.19c) 

Par le même raisonnement que dans l'approche par norme minimale (partie 3.2.1 avec 

Fd=O), nous obtenons un transfert dynamique nul entre le résidu rk et le vecteur 

d'entrées inconnues Q, tout en garantissant un transfert non nul avec le vecteur de 

défaut fk : 

si les relations suivantes sont satisfaites: 

TkEd = 0 

F k = TkA _ KkCk 

Gk = K k +FkNk 

Jk = TkB 

stable 

(3.2.20) 

(3.2.21) 

(3.2.22) 

(3.2.23) 

(3.2.24) 

Ainsi, l'erreur d'estimation ~(t) tend asymptotiquement vers zéro en l'absence de 

défauts (i.e. fk = 0). L'observateur à entrées inconnues d'ordre plein (3.2. l7) pour le 

système (3.2.9a) est un générateur de résidus robuste si et seulement si les conditions 

nécessaires et suffisantes d'existence suivantes sont vérifiées: 

c.3.3.a 

c.3.3.b [
ÀI -A 

rang ~k 
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De cette étude, nous déduisons l'algorithme de mise en oeuvre du schéma (a). 

Algorithme de détection et d'isolation robuste des défauts de capteurs, 

schéma (a) 

1) Afin de construire le schéma Ca) d'isolation de défauts de capteur, nous considérons 

le modèle de défaillance suivant: 

pour k=l, 2 ... , m 

où, fk représente le vecteur de défauts sans la kème coordonnée. 

2) Pour que le kème observateur génère un résidu, tendant asymptotiquement vers zéro 

en l'absence de défauts (i.e. fk =0), il faut vérifier les conditions d'existence 

suivantes: 

pour k=l, 2 ... , m 

3) Nous déduisons le kème observateur chargé de la détection des défauts fk, 
~ -

pour k=l, 2 ... , m 

k k k k k k où les matrices N , T , K , F ,G et J sont telles que: 

N k = Ed(Ck,Edf} k 
=> T Ed = 0 

T k =I _NkCk 
n 

F k = T k A - KkC k stable pour k=l, 2 ... , m 

G k = K k +FkNk 

Jk = TkB 

o 
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Cet algorithme peut être schématisé de la façon suivante: 

..!!,(t) 

UlFD02 

.. 

UlFDOm 

y(t) 

Alanne : défaut capteur 
~. . Instant d'apparition 
.0 

§ . Localisation 
0.. 
Cl> 
0.. 
G­o 
00' o' 
:::1 

Fig 3.2.1 : Détection et isolation robuste des défauts de capteurs, schéma (a) 

Conclusion 

L'observateur k étant gouverné par toutes les sorties, exceptée la kème, lorsque le kème 

capteur est en défaut, seul le kème résidu reste nul. Nous pouvons localiser les m défauts 

de capteurs ceci malgré la présence d'entrées inconnues. Cependant, un seul défaut à la 

fois peut être détecté et localisé. 

Schéma (b) 

Le schéma (b) ne peut être appliqué dans le cadre de l'isolation de défauts de capteurs 

en présence d'entrées inconnues que si la condition de découplage des entrées inconnues 

est vérifiée. Comme chaque observateur est commandé par une seule sortie 

Yk = Ck! + fk , la condition de découplage des entrées inconnues 

rang[ckEd]=rang[Ed]=P n'est vérifiée que si p:S:rang(ck), (i.e.p<2). Par contre 

si le système n'est pas perturbé, nous pouvons détecter et localiser simultanément les m 

défauts de capteurs (Clark 1978). Il suffit de vérifier l'observabilité de chaque sortie du 

système puis par un banc d'observateurs, nous générons les m résidus (rk = Yk - Yk) 

spécifiques à chaque défaut (sensibles à un seul défaut à la fois). Ainsi, le kème défaut de 

capteur affecte uniquement le kème résidu et nous détectons sa présence par une logique de 

décision. 
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3.2.3 Isolation des défauts d'actionneurs etiou de composants 

Formulation du problème 

Si nous considérons que seuls des défauts d'actionneurs et/ou de composants sont 

susceptibles d'apparaître en présence de perturbations (entrées inconnues), la 

représentation d'état devient (Massoumnia 1986; Ge et Fang 1989) : 

f 

~(t) = AE(t) + Bg(t) + ~Llj(t) 
j=l 

~(t) = CE(t) 

(3.2.26a) 

(3.2.26b) 

où pour représenter un défaut issu du ième actionneur, il suffit que le vecteur Li soit 

égal à la ième colonne de la matrice B. De même, en présence de défauts de composants 

eUou de perturbations, les vecteurs Lj restants, décrivent l'influence de ces défauts sur 

l'espace d'état (3.2.26a). En conclusion, cette représentation a le mérite d'intégrer les 

nombreux cas de défauts d'actionneurs, de composants et d'entrées Inconnues 

(pertûrbations, bmits, vaïiations de païfuilètres, non-lineaïités, etc). 

Nous avons YU précédemment, que pour localiser simplement des défauts, il suffisait que 

chaque résidu soit sensible à certains défauts, tout en restant insensible aux autres défauts 

et entrées inconnues. Par conséquent, s'il existe des entrées inconnues, nous pouvons 

traiter ces entrées comme les défauts auxquels le système (3.2.26) devra être insensible. 

Dans ce cas, l'observateur est considéré comme un observateur d'isolation de défauts 

robuste ("UIFDO"). La méthode de génération de résidus est globalement inchangée 

selon que le système est à entrées inconnues ou pas. 

Aussi, nous ne nous intéresserons qu'aux procédures de génération de résidus pour des 

systèmes sans entrées inconnues. Nous ne ferons dans cette partie, aucune hypothèse sur 

la construction des f vecteurs de distribution de défauts Lj, considérés comme constants et 

connus. Toutefois, leur construction sera détaillée lors d'exemples numériques présentés 

par la suite. 

Schémas d'isolation, (Koenig et al 1997b) 

La procédure de mise en oeuvre dépend du nombre de défauts à détecter et à localiser 

simultanément. Nous présentons un algorithme d'aide à la construction des schémas Ca) et 

(b). Nous conclurons sur les conditions d'existence d'un observateur chargé de la 

détection et de l'isolation de défauts (i.e. "FDI observer"). 
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Schéma (a) 

La logique d'isolation (3.2.6), la logique de décision (3.2.7) et la table (3.2.1) 

présentées en partie (3.2.2) restent identiques en présence de défauts d'actionneurs (ou 

de composants), à la seu1e différence que m est remplacé par f. 

Etude: pour k=l, 2 ... , f. 

il s'agit, de trouver pour le kème observateur, un transfert dynamique non nul entre le 

résidu l et les f-l défauts fj appartenant à f, tout en garantissant un transfert nul 

avec le défaut fk appartenant à J : 

(3.2.27) 

où, Ëk = ~ - ~k est l'erreur d'estimation d'état et ~k l'estimation fournie par le kème 

observateur en considérant la transformation du système (3.2.26) sous la forme 

équivalente suivante: 

~ = A~ + B!!+FJfk + Edk dk 

~=C~ 

(3.2.28a) 

(3.2.28b) 

La matrice FJ = [LI L2 ... Lk- l Lk+l ... Ld E 9\nx(f-l) représente la matrice de 

distribution des défauts à détecter (i.e. E f) et Edk = Lk E 9\n le vecteur de 

distribution du défaut à ne pas détecter (i.e. E J), qui sera considéré comme entrée 

inconnue. fk = [fI f2 ... fk- l fk+l ... ff r E 9\f-l, représente alors le vecteur des 

défauts et dk = fk E 9\1 le vecteur des entrées inconnues. 

Afin d'obtenir un résidu rk sensible au vecteur fk, indépendamment de l'entrée 
inconnue dk , la première tâche consiste à rechercher l'espace indépendant des entrées 

inconnues. Il suffit alors de trouver le vecteur Q minimisant la norme euclidienne de 

l'écart suivant: 

(3.2.29) 

La solution est donnée par: 

(3.2.30) 

Reprenons alors les résultats obtenus dans la partie 2.2.2B, en effectuant les 

substitutions suivantes: 

k k k k k Ed -7 Edk ' T -7 T ,F -7 F , G -7 G , J -7 J et N -7 N . 
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Le générateur de résidus et l'observateur sont alors décrits par le système suivant: 

(3.2.31a) 

(3.2.31b) 

(3.2.31c) 

Comme pour l'approche par normes minimales (partie 3.2.1 avec Fm=O), nous 
obtenons un transfert dynamique nul entre le résidu rk et l'entrée inconnue dk = fk : 

(3.2.32a) 

(3.2.32b) 

si les relations suivantes sont satisfaites : 

(3.2.33) 

stable (3.2.34) 

(3.2.35) 

(3.2.36) 

Ainsi, l'erreur d'estimation ~(t) tend asymptotiquement vers zéro en l'absence de 

défauts (i.e. fk = 0). L'observateur à entrées inconnues d'ordre plein (3.2.31) pour le 

système (3.2.28) présente alors un générateur de résidus (i.e rk) insensibles au défaut 

appartenant à J si et seulement si les conditions nécessaires et suffisantes d'existence 

suivantes sont vérifiées: 

c.3.4.a) 

c.3.4.b) [ Â.I -A -Ed ] rang nC 0 k = n + p, 'V Â. E C 9\(Â.) ~ 0 

Il convient de vérifier que l'observateur vérifie les propriétés de détection, c'est à dire 
que tous les défauts appartenant à f présentent un transfert dynamique non nul entre 

le résidu rk et le vecteur de défaut fk. 

Le but de l'étude suivante est de déterminer les conditions d'existence d'un 

observateur chargé de la détection et de l'isolation de défauts (i.e. "FDlobserver"). 
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Analyse: 

Les structures de la matrice (F%) et du vecteur (fk) permettent l'écriture suivante: 

. k k k kk ,J... k k k 
~ = F ~ + T Ljfl + T L 2f2 ' ... + T Lk-jfk- 1 + T Lk+Jfk+l + ... + T Lfff 

r k =cé - -

(3.2.37a) 

(3.2.37b) 

Remarque: s'il existe parmi les f-l défauts appartenant à J, un seul vecteur TkLj nul 

(j = 1, 2, ... , k -1, k + 1, ... , f), l'observateur décrit par le système (3.2.31) n'existe 

pas et la procédure doit être interrompue. Dans le cas contraire, nous pouvons 

poursuivre notre étude. li s'agit alors de vérifier ,si la paire (Tk A, C) est détectable, 

afin de pouvoir stabiliser la matrice Fk = Tk A - K kC . 

-Si la paire (Tk A, C) est observable (détectable par défmition), par les résultats de 

Wonham 1968, l'observabilité de la paire (Tk A, C) est équivalente à l'observabilité 

de la paire (Tk A + ~c, C) où ~ est une matrice arbitraire. Nous choisissons 

d'assigner à ~ la valeur ~ = - Kk . Par conséquent, la paire (Fk , C) est observable. 

Le défaut fj sera alors détectable, à condition bien entendu que le vecteur TkLj soit 

différent de zéro. 

-Si la paire (Tk A, C) est simplement détectable, par les résultats de Wonham 1968, la 

paire (Fk , C) est également détectable. Nous pouvons donc effectuer une 

décomposition canonique selon l'observabilité (Kailath 1980) du système (3.2.32). 

En effet, comme la matrice d'observabilité (0) de la paire (Fk , C) est de 

rang ni < n, il existe une transformation (H-1) T (voir chapitre 1) telle que: 

La matrice H est déduite de 0 T, cette dernière étant considérée comme une matrice de 

commandabilité. 
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Dans ce cas, le système (3.2.32) devient: 

e-k = pkek + TkFkfk 
- - ct-

r k = Cek - -

(3.2.38a) 

(3.2.38b) 

Sachant que le système formé des matrices (Co, P:. TokFJ) représente le sous­

système observable de (C, F k, TkFJ), alors le système (3.2.38) est réduit à : 

e-k = pkek + TkFkfk 
-0 0 -0 0 ct-

Par la même décomposition que dans (3.2.37), le système (3.2.39) devient: 

(3.2.39a) 

(3.2.39b) 

(3.2.40a) 

(3.2.40b) 

S'il existe parmi les f-l défauts appartenant à J, un seul vecteur T:Lj nul 

(j = 1, 2, ... , k -1, k + 1, ... , f), l'observateur décrit par le système (3.2.31) n'existe 

pas et la procédure est interrompue. Dans le cas contraire, le résidu est sensible aux 

défauts appartenant à J. 

Conclusion, pour détecter un défaut fj, il suffit que l'espace commandable et 

observable du triplet (C, F k, Tk L j) soit non vide. Ainsi le triplet (C, Fk, Tk L j) peut 

être transformé sous la forme (C, pk, TkLj) où le sous système composé des 

matrices (Co, fi;, f;Lj) est observable et où le vecteur T:Lj est non nul. Il existe 

par conséquent un tranfert non nul entre le résidu et le défaut. 

Théorème 3.2.1 : Pour le système (3.2.28), il existe un observateur (3.2.31) 

chargé de la détection des défauts appartenant à J ("PD10k"), indépendamment du 

défaut appartenant à J, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées : 

c3.2.1a): La paire (TkA, C) est détectable et TkLk;tj =0, pourk appartenant à J, 
(cette condition est équivalente respectivement aux conditions c.3.4.b et 

c.3.4.a précédentes, démonstration annexe B) 

c3.2.1 b) L'espace commandable et observable des triplets (C, pk, TkLj) est non 

vide pour tout j appartenant à J (les défauts fj sont détectables) 

• 
Remarque: La condition de sensibilité du résidu (c3.2.1b) face aux défauts fj rejoint 

celle énoncée par Ge et Pang 1989 ou encore Massoumnia 1986. 

De cette étude, nous déduisons l'algorithme suivant de mise en oeuvre du schéma Ca). 
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Algorithme de détection et d'isolation des défauts d'actionneurs ou de 

composants, schéma (a) : 

1) Afin de construire le schéma (a) d'isolation de défauts d'actionneur ou de 

composants, nous considérons le modèle de défaillance suivant: 

pour k=1,2, ... , f 

où F; représente la matrice de distribution des défauts à détecter (i.e. E f). Elle 

est composée de tous les vecteurs Lj. hormis le vecteur Lb que nous considèrons 

comme la distribution du défaut à ne pas détecter (i.e. E J). Par conséquent, 

fk E 9\[-1 est composé de tous les défauts fj, avec j "* k et Edk d k = Lkfk . 

2) Pour que le kème observateur génère un résidu, tendant asymptotiquement vers zéro 

en l'absence des f-1 défauts appartenant à f (Le. fk = 0), il faut vérifier les 
conditions d'existence suivantes: 

pour k=l, 2 ... , f 

3) Nous déduisons le kème observateur chargé de la détection des défauts fk : 

~k =Fk~k +Gky+JkQ 

FD10k q &k = ~k + Nky 

rk = (lm -CNk)~-C~k 

où les matrices N k, Tk, Kk, Fk, Gk et Jk sont telles que: 

N k =Edk(CEdkf}=?TkE =0 
k dk 

T k =1 -N'C n 

F k = Tk A - KkC stable 

Gk=Kk+FkNk 

Jk = TkB 

pour k=l, 2 ... , f 

pour k=l, 2 ... , f 

4) Le transfert dynanùque entre le résidu rk et le défaut fk appartenant à J est nul, il 

reste à vérifier que ce résidu présente un transfert dynanlÎque non nul avec les f-1 

défauts appartenant à f. Il faut donc vérifier la condition c3.2.1 b du 

théorème 3.2.1. 
o 
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Cet algorithme peut être schématisé de la façon suivante : 

,!!(t) 

" " 

FDIO 1 
1(t) 

insensible à fI 

insensible à f2 

FDIOf 

insensible à fr 

1(t) 

Alanne : défaut actionneur o 
~. . Instant d'apparition 
g . Localisation 

"0 a 
n 
G­o. 
t: 
@ 

" G 

logique V 6 
(; 

d'isolation 

Fig 3.2.2 : Détection et isolation des défauts d'actionneurs, schéma (a) 

Cette méthode permet également de détecter et localiser des défauts simultanés. 

Schéma (b) 

S'il Y a défaillance du ième actionneur (ou composant), les f résidus satisfont la logique 

de décision suivante: 

{
aj =lrj =0, II~j(t)II<~j pourj=l, ... , i-l, i+l, ... , f 

ai = lr i = 1, IIr1 (t)1I ~ el 
(3.2.41) 

La table ci-dessous résume les propriétés que doivent vérifier les f résidus à générer. 

Défauts d'actionneurs FDIO]=rl FDIO;Fr2 FDIOi=ri FD10r=rf Logique de décisions 
et/ou de composants 

... ... 

Défaut f] 1 0 0 0 a]=11 
f 

Défaut f1 0 1 0 0 a, -l, . f' 

0 0 0 0 
Défaut fi 0 0 1 0 ai -I~ 

0 0 0 0 
Défaut ff 0 0 0 1 af -II 

Table 3.2.2 : Isolation des défauts d'actionneurs (et/ou de composants), schéma (b) 
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Étude: pour i=l, 2 ... , f 

Il s'agit, de trouver pour le i ème observateur, un transfert dynamique non nul entre le 

résidu ri et le défaut fi appartenant à f, tout en garantissant un transfert nul avec les 

f - l défauts fj appartenant à f : 

où ~i = ~ - gi est l'erreur d'estimation d'état et xi l'estimation fournie par le 

ième observateur (3.2.42) en considérant la transformation du système (3.2.26) sous la 

forme équivalente suivante: 

~ = A;:i + B!! + Fd/ i + E~Qi 

y=C;:i 

(3.2.43a) 

(3.2.43b) 

avec: Fd j = Li E 9\n le vecteur de distribution du défaut à détecter (i.e. E f) et 

E~ = [LI L2 ... L i - 1 Li+l ... L f ] E 9\nx(f-l) la matrice de distribution des défauts à 

ne pas détecter (i.e. E j). Alors, fi E 9\1 représente le défaut et 

Qi = [fI f2 ..• fi- 1 fi+l ... f[ r E 9\f-l, le vecteur des entrées inconnues. 

Reprenons les résultats donnés dans la partie 2.l.lB, en effectuant les 

substitutions suivantes: 

Nous obtenons: 

si les relations suivantes sont satisfaites: 

TiE~ = 0 

Fi =TiA-KiC stable 
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Ainsi, l'erreur d'estimation ei tend asymptotiquement vers zéro en l'absence du 

défaut appartenant à f (i.e. fi = 0). L'observateur (3.2.42) à entrées inconnues 

d'ordre plein pour le système (3.2.43) est un générateur de résidus insensibles aux f-1 

défauts appartenant à f, si et seulement si les conditions nécessaires et suffisantes 

d'existence suivantes sont vérifiées: 

c.3.5.a) rang[ eE~ ] = rang[E~ ] = p = f - 1 ~ m 

c.3.5.b) [~U - A -Edi ] '\ ~ rang ne 0 = n + p, V 1\, E e SR(I ... );:::: 0 

Le vecteur Fd. = Li du système (3.2.43) étant inclus dans la matrice F; du 
1 

système (3.2.28) pour i =1= k, le théorème 3.2.1 peut être étendu au schéma (b), selon 

le théorème suivant. 

Théorème 3.2.2 : Pour le système (3.2.43), l'observateur (3.2.42) chargé de la 

détection du défaut fi appartenant à f ("FDIOï") existe indépendamment des f-1 

défauts appartenant à f si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées: 

c3.2.2a) La paire (Ti A, e) est détectable et TiL j*i = 0, pour tout j appartenant à 

f (cette condition est équivalente respectivement aux conditions c.3.5.b et 

c.3.5.a précédentes, démonstration annexe B) 

c3.2.2b) L'espace cornmandable et observable du triplet (e, Fi, TiL j) est non vide 

pour i appartenant à f (le défaut fi est détectable). 

De cette étude, nous déduisons l'algorithme de mise en oeuvre du schéma (b). 

Algorithme de détection et d'isolation des défauts d'actionneurs et/ou de 

composants, schéma (b) 

1) Afin de construire le schéma (b) d'isolation de défauts d'actionneur et/ou de 

composants, nous considérons le modèle de défaillance suivant: 

{~ = A~ + Bg + Fd / i + E~Qi 
y=C~ 

pour i= 1 ,2, ... , f 

où E~ représente la matrice de distribution des entrées inconnues (i.e. Ej). Elle 

est composée de tous les vecteurs Lj, hormis le vecteur Li, considéré comme la 

distribution du défaut à détecter (i.e. E f). Par conséquent Qi E SR f - 1 est composé 
de tous les défauts fj, avec j =1= i et Fd j fi = LJj . 

84 



Génération de résidus robustes. pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

2) Pour que le ième observateur génère un résidu, tendant asymptotiquement vers zéro 
en l'absence du défaut appartenant à f (Le. fi = 0). TI faut vérifier les conditions 
d'existence suivantes: 

{
rang[ CE~ ] = rang~ E~ ] = P = f - 1 $; m 

rang[ ÀlnC- A -~d ] = n + p, if 1.. E C 9\(1..) ,,0 
pour i=l, 2 ... , f 

3) Nous déduisons le ième observateur, chargé de la détection du défaut fi : 

~i = Fi~i +Gil+Jig 

FDIOi <=> Ri = ~i + Nil 

ri =(Im -CNi)l-c~i 

où les matrices Ni, Ti, Ki, Fi, Gi et Ji sont telles que: 

Ni =E~(CE~rf=> TiE~ =01 
TI =1n -NIC J 

Fi = Ti A - KiC stable 

Gi =Ki+FiNi 

Ji =TiB 

pour i=l, 2 ... , f 

pour i=l, 2 ... , f 

4) Le transfert dynamique entre le résidu ri et les f-1 défauts fj appartenant à J est 

nul, il reste à vérifier que ce résidu présente un transfert dynamique non nul avec le 

défaut fi appartenant à J. TI faut vérifier la condition c3.2.2b du théorème 3.2.2. 

Cet algorithme peut être schématisé de la façon suivante: 

I(t) 
.!l(t) 

y(t) 

.. Il 

FDIO 1 

Observateur 1 : 
insensible à [f2, f3, ... , fcl 

FDI02 
Observateur 2 : 

insensible à [flo f3, ••• , fcl 

FDIOf 
Observateur f : 

insensible à [fi' f2, ... , fr• l] 

y(t) 

Capteurs I====::;;===~ 

o 

Alarme : défaut actionneur 
. Instant d'apparition 
. Localisation 

Fig 3.2.3 : Détection et isolation des défauts d'actionneurs, schéma (b) 
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Exemple 

Objectif : Evaluer les performances des deux algorithmes de génération de 

résidus étudiés. 

Le procédé auquel nous faisons référence (fig 3.2.4) est un procédé pilote, étudié par 

(Wünnenberg 1990). TI est composé de trois réservoirs circulaires, de sections respectives 

AI, A2 et A3, de deux actionneurs u} et U2 (pompes) qui agissent sur le niveau d'eau, de 

trois tubes de sections respectives S}, S2 et S3 et de trois capteurs de niveau 

respectivement Yh Y2 et Y3· 

1 u, ..- -, 
Fig 3.2.4 : Système à trois réservoirs 

Pour simuler des défauts de composants, nous ajoutons des vannes fI, f2, ... f6 sur 

chaque réservoir et tube. Ainsi, si nous fermons de quelques tours la vanne f4, notre 

procédure de diagnostic doit détecter et indiquer la présence d'un bouchon dans le tube j. 

Au contraire, si nous ouvrons de quelques tours la vanne fI, le système de surveillance 

doit informer l'opérateur de la présence d'une fuite dans le réservoir]. 

Remarque: Les bouchons peuvent représenter physiquement un encrassement, un 

rétrécissement ou encore un obstacle dans les tubes de liaison. 

Ce système non linéaire peut être linéarisé autour d'un point de fonctionnement (Ge et 

Fang 1989) : 
fj 

[-1 l 

~}+ ~}+[Ll 
f2 

~= ~ -2 L2 L6] 
f3 (3.2.49a) 
f4 

1 -2 0 1 
f5 
f6 

[
1 0 0] 

~=010~ 
001 

(3.2.49b) 

o O~] 1 0 -1 1 
o 1 0 -1 

o 0 1 

Sur cet exemple précis pour ne pas surcharger les calculs, nous avons simplifié quelques 

paramètres des matrices A et B (Hou et Müller 1991), mais le principe de résolution du 

problème reste inchangé. 
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Le problème consiste alors à détecter et isoler l'éventuelle apparition des défauts fi, où Lifi 

représente pour i=l, 2 et 3 respectivement les fuites sur les réservoirs 1,2 et 3 tandis que 

Li+3fi+3 représente respectivement les bouchons dans les tubes 1,2 et 3. 

Remarque: Les vecteurs L3 et L6 sont linéairement dépendants (même distribution). Par 

conséquent, les défauts f3 et f6 ne peuvent être isolés. Nous ne considérons que la source 

f3pour modéliser ces deux défauts. A noter, que par une étude du sens de variation des 

résidus, nous pouvons distinguer s'il s'agit d'une fuite dans le réservoir 3 (diminution du 

niveau Y3) ou d'un bouchon dans le tube 3 (augmentation du niveau Y3). 

Illustration successive des schémas (aJ et (b J. 

Décomposition selon le schéma a, en présence de défauts de composants 

Schéma (a): Cette approche nécessite f=5 observateurs, où chaque résidu est sensible à 

tous les défauts excepté un (i. e. f E 9\4, J E 9\1). 

D'après l'algorithme d'aide à la détection et à l'isolation de défauts (schéma (a), nous 

avons pu mettre en oeuvre l'ensemble des observateurs mentionnés dans la table 3.2.1 

(en remplaçant m par 5). Nous présentons le développement du second observateur. 

" " 

FDIO 1 

insensible à fI 

FDI02 

insensible à L 

FDI05 

Alarme: défauts composants 
~, . Instant d'apparition 
(S • Localisation 

al: Fuite sur réservoir l 

az : Fuite sur réservoir 2 

as : Bouchon dans tube :2 

Fig 3.2.5 : Détection et isolation des défauts de composants, schéma Ca) 
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Étude et mise en oeuvre de l'observateur 2 ("FD102 ") 

Étape 1) Selon la table 3.2.1 (en remplaçant m par 5), nous considèrons le modèle de 

défaillance suivant: 

pour k=2 (3.2.50) 

où fk E 9\5-1 est composé de tous les défauts fj, avec j :f::. k, ainsi: 

[
1 0 1 0 ][ fI J [0] f={l, 3, 4, 5},j={2}, FJfk = 00-1 1 ~3 etEdtdk = 1 f2 
o 1 0 -1 4 0 

f5 

Étape 2) L'observateur 2 doit permettre de générer un résidu tendant asymptotiquement 

vers zéro en l'absence des défauts appartenant à f (i.e. fk = 0). TI faut donc vérifier 

les conditions d'existence c.3.4.a et c.3.4.b suivantes: 

c.3.4.a OK 

c.3.4.b [/.1 -A -Ed ] rang nC 0 k = m + p = 4, (\7' 1\0 E C) OK 

Étape 3) La matrice CEdk est de rang plein colonnes. Le système ci-dessous associé au 

modèle de défaillance (3.2.50) est indépendant de l'entrée inconnue dk : 

=0 
r--"'-----. 

X = T k Ax +TkBu + TkFkfk + E (CE )+y' + TkE (ik - - - d - dk dk _ dk 

[-1 l 0] [1 0] [1 0 1 0] [0 0 01 = 0 0 0 K + 0 0 g + 0 0 0 0 fk + 0 1 0J~ 
o 1 -2 0 1 0 1 0 -1 0 0 0 

~=I:Œ 

avec: T k = [~ ~ ~] 
001 

pour k=2 

Nous pouvons proposer comme estimateur de x, le vecteur ~ défini par: 

~ = TkA~ + TkBg + Ed k (CE dk )+ ~ + Kk(~ - C~) 

[ -1 1 0] [1 0] [0 0 0] = 0 0 0 ~ + 0 0 g + 0 1 0 ~ + K k (~ - l 3 ~) 
o 1 -2 0 1 0 0 0 

où K k est le gain de l'observateur pour k=2 

88 

(3.2.51) 

(3.2.52) 

(3.2.53) 



Génération de résidus robustes, pour une approche intégrée de dia!!nostic des systèmes linéaires 

A l'aide du changement de variable suivant: 

pourk=2 (3.2.54) 

(3.2.55) 

nous obtenons l'expression générale d'un observateur à entrées inconnues (Darouach 

et al 1994) et le générateur de résidus suivant: 

t;k =Fk~k+Oky+Jk!! 

.&k=~k+Nky 

I k =(I3-CNkh:-C~k 

pour k=2 (3.2.56) 

où les matrices Kk, Fk, Ok et Jk sont telles que les relations suivantes sont satisfaites: 

Fk = Tk A-K. kC stable l 
Ok = Kk + FkNk r 
Jk = TkB J 

pourk=2 (3.2.57) 

La condition c.3.4,b est vérifiée, le triplet (C, A, Edk ) ne présente pas de 

compensation de zéro (système observable). Nous pouvons alors choisir un gain K2 

tel que les pôles de l'observateur ("FD102") sont tous fixés à {-4}, soit 

[ 3 1 0] [-4 0 0] [3 1 0] rIO] K2 = 0 4 0 , F2 = 0 -4 0 ,02 = 0 0 0 et J2 = 0 0 . 
012 0 0 -4 0 l 20 1 

1... 

(3.2,58) 

Ainsi, pour ce nouvel observateur (3.2.56), l'erreur d'estimation ~2 = ~ _.&2 et le 

résidu I2 sont décrits par le système d'équations suivant: 

(3,2.59) 

Étape 4) La condition c3.2.1b du théorème 3.2.1 est vérifiée. 

Finalement, le résidu I2 présente un transfert dynamique non nul, avec les 
défauts fI' f3 , f4 et f5 , tout en garantissant un transfert nul avec le défaut f2. Nous 

respectons ainsi les propriétés de sensibilité (pour fi' f3 , f4 et f5 ) et d'insensibilité 

(pour f2 ) du générateur de résidu I2 . 

o 
La figure suivante présente l'ensemble des résultats de simulation. 
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Chapitre 3. partie 1.2 : Détection et isolation de défauts: approche par normes minimales 

1 
al 0 1 

1,1 
1 0 1 

1,1 
1 0 1 

1,1 
1 0 1 

1,1 
" 0 

lb l 
- 0 

~, 1 
0 

L' l • 0 

t Ô 

a, Ô-------~-------
I{I 
O------~-------

',1 
~O----------------
L~ 1 ·O-------J--------
1iô------..l-------­
~. 6------J..-----

Bouchon dans le tube i. instant d'apparition 10.1 sec 

1 
~Ol-----~------
L'I 
• Ol--------~-------
1,1 
~ O)--------L--------

1<'6\-___ -;::==== 
1: l, _____ .....l.. ______ _ 
1 Q-

1. 1 
1 O)-------.....l..--------

o 2 4 6 8 10 12 14 16 IS 20 
Fuite dans le réserl'oir 3, OU boochon dans le tube 3 

utstanl d'apparition 9.2 sec 

aj Ô----L---------­
Ld ·0-------------
VI 
·O---L----------
I{l 
O----L------------

Vi 
·O---L----------

l-~~~~f~~ 
:~~\~ 
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Bouchon dans le tube 2. instant d'apparition 6.1 sec 

Fig 3.2.6: Simulations de défauts de composants à des instants différents. 

Conclusion 

Le comportement des différents résidus rk , (pour k = 1, 2, 3, 4 et 5), des logiques 

d'isolation lr k et des logiques de décision ak correspondent aux propriétés établies dans 

la table 3.2.1 (en remplaçant m par 5). Nous avons associé à chaque observateur un 

résidu insensible à un et un seul défaut de composant, ainsi s'il y a défaut, le résidu nul 

désigne ce défaut. Si f4 =1- 0 (i. e. bouchon dans le tube 1) alors seul le résidu I4 est nul. 
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Décomposition selon le schéma b, en présence de défauts de composants 

Pour garantir l'hypothèse HI, (ie., m ~ p), il convient de considérer uniquement 

l'hypothèse de fuites dans les réservoirs 1,2 et 3. Le modèle de défaillances (3.2.49) est 

réduit à la représentation suivante: 

!=n1 (3.2.60a) 

I = 13?; (3.2.60b) 

[1 0 0] 
avec: [LI L2 L3] = 0 1 0 

001 

Schéma (h): Cette approche nécessite f=3 observateurs, où chaque résidu est sensible à un 

et un seul défaut (i. e., f E 9t.t, J E 9t2). 

D'après l'algorithme d'aide à la détection et à l'isolation de défauts (schéma (b»), nous 

avons pu mettre en oeuvre l'ensemble des observateurs mentionnés dans la table 3.2.2 (en 

remplaçant f par 3). Nous présentons le développement du 3ème observateur. 

y(t) 

u(t) 

y(t) 

y(t) 

u(t) 

FDIO 1 

Observateur 1 : 
insensible à [f2• f3 ] 

FDI02 

Observateur 2 : 
insensible à [fI' f3 ] 

FDI03 

Observateur 3 : 
insensible à [fI. fz] 

Capteurs 
y(t) 

Alarme: défauts composants 
. Instant d'apparition 
. Localisation 

Fuite sur réservoir 1 

Fuite sur réservoir 2 

Fuite sur réservoir 3 

Fig 3.2.7: Détection et isolation des défauts de composants, schéma (b) 

Étude et mise en oeuvre de l'observateur 3 ("FD103 ") 

Étape 1) Selon la table 3.2.2, nous considèrons le modèle de défaillance suivant: 

l~ = [~1 ~2 ~]?; + [~ ~]!! + Fd/ i + E~Qi 
o 1 -2 0 1 pour i=3 

I = 13?; 

(3.2.61) 

où Qi E 9t3- 1 est composé de tous les défauts~, avec j :j:. i, ainsi: 
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Étape 2) L'observateur 3 doit générer un résidu tendant asymptotiquement vers zéro en 

l'absence du défaut appartenant à f (i.e. f3 = 0). il faut donc vérifier les conditions 
d'existence c.3.5.a et c.3.5.b suivantes: 

c.3.5.a rang[CE~] = rang[E~] = p = 2 ~ m OK 

c.3.5.b rang[ À\;- A -~~ J= ID +P= 5, (\1 À E Cl OK 

Étape 3) La matrice CE~ est de rang plein colonnes. Le système ci-dessous associé au 

modèle de défaillance (3.2.61) est indépendant des entrées inconnues Qi : 

=0 

x = Ti Ax + Ti Bu + TiF f· + E i (CEi )+y' + Tiii di - - - di 1 d d _ d-

[0 ° 0] [0 0] [0] [1 ° 0] 
= ° ° ° 2f+ ° ° g+ ° fi + ° 1 ° Î ° 1 -2 ° 1 1 ° ° ° 

(3.2.62) 

avec: [
0 0 0] Ti = 000 
001 

pour i=3 (3.2.63) 

Nous pouvons donc proposer comme estimateur de x, le vecteur R défini par: 

(3.2.64) 

où Ki est le gain de l'observateur pour i=3 

A l'aide du changement de variable suivant: 

pour i=3 (3.2.65) 

[1 ° 0] 
Ni = ° 1 ° 

° ° ° 
(3.2.66) 

nous obtenons l'expression générale d'un observateur à entrées inconnues (Darouach 

et al 1994) et le générateur de résidus suivants : 

l~i. = F~ ~i + .Gi ~ + Ji g 

RI =~I +Nly 

ri =(I3-CNi)~-c~i 
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où les matrices Ki, pi, G i et Ji sont telles que: 

G 1 =K1+F1N1 
Fi, = Ti ~ _ ~i~ stable} 

pour i=3 (3.2.68) 
Ji =TiB 

La condition c,3.5.b est vérifiée, le triplet (C, A, E~) ne présente pas de 

compensation de zéro (système observable). Nous pouvons alors choisir un gain K3 

tel que les pôles de l'observateur ("FDI03 n) sont tous fixés à {-4}, soit : 

K3 = 0 4 0 , F3 = ° -4 ° ,G3 = 0 0 ° et J3 = 0 0 . [4 ° 0] f-4 ° 0 ] [0 0 0] [0 0] (3.2.69) 
012 00-4 012 01 

Ainsi, pour ce nouvel observateur (3.2.67), l'erreur d'estimation ~3 = E - g3 et le 

résidu [3 sont décrits par le système d'équations suivant: 

(3.2.70) 

Étape 4) La condition c3.2.2b du théorème 3.2.2 est vérifiée. 

Le résidu [3 présente un transfert dynamique non nul avec le défaut f3 tout en 

garantissant un transfert nul avec les défauts f1 et f2• 
o 

La figure suivante présente l'ensemble des résultats de simulation. 

aA' 6---1...-.----- ,-=1; ] a -j" i 
": ! ü----'------- rr'ü ____ ...1.-___ _ 

e -l,la -]: 1 â-=L: 1 
a:-{ 0 ::-, 0 . '0----...1.-----

3!=IL' ~ <:=Ir' ~ _________ ai=:, 1 __ .1..--_____ _ 

l J------------
------------- 1 021A~ 1 1 02~, (\?, 1 

O ~ j '0 .,,," \' 1 
~E 1 1 \ Ii\ _t 1 0 Vif" li,'-- -Cl' , , , ,1 

0, V'Ij, l'l'A w: . . -r ", . " -0) r . l '~,,'" :j " -If --; ---~ --1 -A~jï --C\~~\j ~ --~ 1 
.o,sf . ,.' ;i ' • ./', 1 -0.8 li ,.~., 1 

l 'Ii'" v III 
.1 r 'l./ '-v/ \ j.'J .] l ' 1 

·d ";'. [B :0j~ ·1.2 , ', ill . \/~ 
.1.4fi·14 '] 

(1 0 4 

1 ! 1. . 

1 

. :.4~ '---'-----'--'-3 ---'--'-5 ____ -..-J 

Fuite dans le réservoir ], instant d'apparition L3 sec. Fuites d:;s" les réservoirs 1 et 3, 
instant dapparition 2.2 sec 

Fuite dans le ré&,"fl'oir 3, instant d'apparition 2.2 sec, 
+ fuite dans le réservoir 2, instant d'apparition 3.2 sec c fuites dans les réservoirs 2 e13, instanl d'apparition 3.1 ~~ 

Fig 3.2,8 :Simulations de différents défauts de composants (fuites réservoirs 1,2 et 3). 

93 



Chapitre 3. partie 3.2 : Détection et isolation de défauts: approche par normes minimales 

Conclusion 

Le comportement des différents résidus ri (pour i = 1, 2, et 3) correspond aux 

propriétés établies dans la table 3.2.2. Nous avons associé à chaque observateur un 

résidu sensible à un et un seul défaut de composant, ainsi s'il y a défaut, le résidu non nul 

désigne ce défaut. De plus s'il y a occurrence des défauts fI et f3 au même instant 

(i.e. fuite dans le réservoir 1 et 3) alors seules les logiques de décisions al et a3 prennent 

la valeur vraie. Nous sommes donc en mesure de détecter et d'isoler des défauts 

simultanés. 

3.2.4 CONCLUSION 

Nous avons développé des procédures de génération de résidus pour la détection et 

l'isolation de défauts d'actionneurs, de composants et de capteurs. L'introduction de 

l'approche par normes minimales a permis d'unifier les systèmes à entrées inconnues et 

sans entrées inconnues lors de l'étape d'estimation. En particulier, elle a permis de 

transformer le problème de la génération de résidus en présence d'entrées inconnues en 

un problème simple de génération de résidus sans entrées inconnues. L'originalité des 

nouveaux algorithmes présentés réside donc dans la recherche de systèmes indépendants 

des entrées inconnues et de certains défauts spécifiés. Nous avons étudié l'existence et la 

stabilité des générateurs de résidus, ces derniers nécessitent cependant l'estimation 

complète du vecteur d'état X. Afin de contourner cette condition, nous présentons une 

approche nouvelle de génération de résidu basée sur les résultats de la partie 2.3.4B. 
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3.3 ApPROCHE INTÉGRÉE DE DIAGNOSTIC : PAR DÉCOMPOSITION 
EN VALEURS SINGULIÈRES (Em =0) 

Dans toute stratégie d'accommodation de défauts en ligne, pour atteindre des 

performances de commande qui soient réalistes, il est nécessaire de tenir compte 

simultanément des effets du correcteur et du bloc FDI. En effet, un schéma FDI conçu 

pour un système en boucle ouverte peut ne pas fournir les performances de détection 

désÎrées lorsque ce même système est commandé en boucle fermée. De même, si 

l'appareil de détection a été conçu à partir du modèle d'un système en boucle fermée, il est 

possible que la prise de décision en résultant ne soit pas satisfaisante en raison des 

limitations imposées par le correcteur (Patton 1997). Aussi, une solution raisonnable est 

de concevoir dans un même temps les structures du correcteur et de l'appareil de détection 

comme le proposent Nett et al 1988. La méthode exige la présence d'un bloc de détection 

et de localisation permettant d'établir un diagnostic du système et de fournir les 

estimations d'état nécessaires à l'estimation du ou des défauts localisés, en vue d'élaborer 

une commande additive capable de compenser l'effet de ce(s) défaut(s). 

Introduction 

Parmi les méthodes d'accommodation proposées dans la littérature, nous pouvons citer 

sans être exhaustif: lois de commandes calculées au préalable (Moerder et al 1989), 

commandes par linéarisation de la rétroaction (Meyer et Hunt 1984; Smith et Meyer 1987; 

Lane et Stengel 1988; Ochi et Kanai 1991), approches par poursuites de modèles (Morse 

et Ossman 1990), méthodes pseudo-inverses (Gao et Antsaklis 1991), commande 

adaptative (Ahmed-Zaid et al 1991), etc. Mais de toutes ces approches, la plus simple, 

permettant de rendre une loi de commande tolérante aux défauts, consiste à établir une 

table de données regroupant un ensemble de matrices de rétroactions calculées au 

préalable pour assurer des performances optimales en présence de certains défauts 

(Moerder, et al 1989). Cette méthode exige la présence d'un bloc de détection et de 

localisation permettant d'établir un diagnostic du système et de fournir les estimations 

d'état nécessaires au bon choix de la matrice de rétroaction. 

Bien que cette méthode procure des résultats très satisfaisants lorsque le défaut est 

correctement identifié et qu'une matrice de rétroaction lui est associée dans la table des 

données, son principal inconvénient réside dans ses hypothèses d'utilisation trop 

restrictives. En effet, en présence de défauts non étudiés au préalable, il devient 

nécessaire de faire appel à une autre approche pour pallier le fait que la table de données 

ne peut contenir tous les types de défauts. L'idée consiste alors non pas à répertorier 

l'ensemble des défauts mais à utiliser un modèle de défaillance dont la structure ne 
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comporte aucune information sur les distributions des défauts et leurs types, (Ge et 

Fang 1988; Tsui 1994, 1996; Koenig et al 1996a) : 

~=A!+B1!+Inf 

r=C! 

(3.3.1a) 

(3.3.1b) 

où f E 5)in représente le vecteur d'influence des défauts agissant directement sur l'état, ce 

dernier étant comme précédemment non complètement mesurable. 

Aucune connaissance a priori sur le type des défauts (composants, actionneurs, 

perturbations) est nécessaire. Alors que précédemment, à chaque coordonnée du vecteur 

f correspondait non seulement le type du défaut mais également sa distribution. 

3.3.1 Formulation du problème 

Il s'agit d'établir une procédure de diagnostic capable de détecter, de localiser, et 

d'estimer les éléments du vecteur f non nuls, en vue d'élaborer une commande additive 

capable de compenser l'effet de ces défauts. Mais, avant de développer l'ensemble de la 

chaîne, nous présentons succinctement les deux phases principales de l'approche, que 

sont la détection. l'isolation et la correction. 

- Schéma (c) 

Nous désirons dans un premier temps établir une procédure de détection et d'isolation 

de défauts. Or, pour localiser simplement les éléments non nuls du vecteur f, il suffit de 

générer suffisamment de résidus, de spécifier pour chaque résidu un ensemble d'éléments 

(i.e. E f) l'influençant et de préciser l'ensemble des éléments restant (i.e. E J) ne 

l'influençant pas. Cependant, l'ensemble des p éléments appartenant à J (considérés 

comme des entrées inconnues) ne doit pas excéder le nombre de mesures (=m). Pour 

détecter et localiser un maximum d'éléments non nuls, il convient alors de générer un 

ensemble de (m ~ 1) observateurs où chaque observateur génère un résidu (de signature 

différente) insensible à p=m-l éléments du vecteur f. Ainsi, nous pouvons détecter et 

localiser simultanément un maximum de p éléments non nuls (Ge et Fang 1988). 

Exemple: Si n=4, m=3, alors il faut générer un ensemble de (3 ~ 1) = 6 résidus 

ri (i = 1, 2, ... , 6), chacun étant insensible à 2 (=m-l) éléments du vecteur f. La table 

suivante résume les propriétés que doivent vérifier ces résidus. 

Si FDIOI-rl FDI02-r2 FDI03-r3 FDI04=r4 FDIOs-rS FDI06-r6 Logique de décisions 

fI (t);é 0 0 0 0 1 1 l al - Ir4 Il Ir' Ill r6 

f2 (t);é 0 0 1 1 0 0 1 a2 - Ir' Il Ir3 Ill r6 

f,(t);éO 1 0 1 0 1 0 a3 - 1 r' III r' III r' 

f 4(t);é 0 1 1 0 1 0 0 a 4 -lrllllr' Illr4 

Table 3.3.1 : Isolation de défauts pour n=4, m=3, schéma (c) 
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Dans cette table, le "0" à la kème colonne et ième ligne, signifie que l'observateur k 

(FDIOk) présente un résidu insensible aux dérives éventuelles de l'élément fi. Par 

conséquent, pour respecter la condition d'insensibilité, chaque colonne de la table doit 

présenter deux zéros. 

Si fz =1= 0 et f3 =1= 0, seul le résidu r4 reste nul (i.e. 1!4 = 0, I!I = 1!2 = 1!3 = 

l!s = 1!6 = 1) et seules les logiques de décisions az et a3 prennent la valeur vraie. Nous 

avons détecté et localisé la dérive des éléments fz et f3' Si nous supposons uniquement 

fz =1= 0 alors seuls les résidus rI, r4 et r5 restent nuls (Le. I!I = 1!4 = l!s = 0, 

1!2 = 1!3 = 1!6 = 1) et seule la logique de décision az prend la valeur vraie. Nous avons 

détecté et localisé la dérive de l'élément f2. 

Finalement, s'il n'y a pas, plus de m éléments non nuls au même instant dans f, alors le 

schéma (c), peut systématiquement détecter et localiser ces éléments. TI faut maintenant 

établir une procédure de mise en oeuvre de chacun des observateurs énoncés dans 

la table. 

- Détection et isolation 

L'apport de nos travaux se situe dans la recherche de (sous) systèmes indépendants 

des entrées inconnues. Nous avons vu précédemment qu'il est toujours possible de se 

ramener à un système de degré n, sans entrées inconnues et d'estimer l'état X de ce 

système, afin de générer un résidu porteur uniquement des défauts à détecter. Nous 

étendons ces résultats en recherchant d'après l'approche par décomposition en valeurs 

singulières (partie 2.3.4B), le sous-système de dégré inférieur ou égal à n-p et 

indépendant aux m-l défauts appartenant à J, ainsi seul l'estimation d'état du 

sous-système suffit à générer le résidu (r.). 

L'ensemble du bloc FDI associé au système (3.3.1) pour n=4 et m=3 peut être 

schématisé de la façon suivante: 

.!!(t) 

[ft) 

avec n=4 et m=3 

Système d'ordre réduit 
insensible à [fI> f2] 

Système d'ordre réduit 
I!:::::!!:=~ insensible à [fJ • f3] 

Système d'ordre réduit 
insensible à [f3• f4] 

FOIO 1 

Observateur 
de Luenberger 

FDI02 

FDI06 

y(t) 

Fig 3.3.1 : Structure du bloc FDI, schéma (c) 
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Après avoir présenté le bloc FDI, nous nous intéressons à l'élaboration de la loi de 

commande pennettant de corriger les défauts venant d'être détectés et localisés. 

- Correction 

Si nous supposons la présence de q (~ m-l) éléments non nuls dans f alors, parmi 

l'ensemble des (m ~ 1) observateurs, il existe par définition, au-moins un observateur 

insensible à ces éléments (voir table d'isolation correspondante). Il s'agit, d'après la 

sortie de cet observateur (établie par le circuit logique), de reconstruire l'état complet du 

système (3.3.1) et d'estimer les éléments du vecteur f non nul. 

En définitive, selon la représentation schématique donnée par Massournnia (1986) et nos 

résultats développés précédemment, le principe général de notre approche peut être 

résumé par la figure 3.3.2. Nous noterons cependant qu'en raison des temps de 
détection, du besoin de connaître ~ (ou Lk+l cas discret) et des temps de calculs, qu'il est 

préférable que les signatures temporelles des défauts ne varient pas continuellement et 

brusquement. C'est sous ses hypothèses que l'ensemble de la chaîne (detection, isolation 

et correction) est réellement réalisable. 

r(t) ==il 

Entrée de réfer 
~i(t) ~ u(t) 

ence:v ,(tl~ 
Correcteur 

.!ffl\' 

~(t) 

fltp 

~ Systèmes 
d'ordre 

1 Matrice de ~l réduit 
compensation 

u(t\ 
(~ r--r-

Estimation E i(t) Estimation 
des éléments d'états 

~i(t) Ç::} 't(tr 
f ;t 0 

y(t) 1 

BOA 
1(t) 

Système (3.3. 1) 

Bloc FOI (voir Fil! 3.3.l) .----
ntp Dtp ntp Logique 

~ Observateurs Générateurs Logiques de 
de Luenberger de résidu d'isolation décision 

'---

rai c,: l~ 
,e j Circuit logique ~ 

a2 

1 • 
llntp 

litt) 

~(t) 

~rl(t) 

: 
... an 

~ 
n 

.. .. Indl~atlOn des elemenlS fi'" 0 
Ç::}indicateur de défauts 

Fig 3.3.2 : Architecture générale d'une approche intégrée de diagnostic associant les 

phases de détection, d'isolation et de correction de défauts. 

Après aVOIr schématisé l'ensemble de l'approche, nous présentons la procédure de 

détection. d'isolation et de correction (Koenig et al1997c). 
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3.3.2 Algorithme de détection, d'isolation et de correction 
de défauts 

L'approche par décomposition en valeurs singulières donne d'excellents résultats 

dans la recherche de sous-systèmes indépendants des entrées inconnues. A partir des 

résultats obtenus dans la partie 2.3.4B, nous pouvons désormais, développer une 

approche intégrée de diagnostic. 

Début de l'algorithme. 

Pour i=l, 2, ... , n+p faire, 

Étape 1: Le résidu ri généré par l'observateur (i) doit être insensible aux p 

éléments fit' (it EJ={iJ, i2 •... , i p}), tout en restant sensible aux n-p éléments 

restant fik,or' (ik Ef={ip+l' ip+2' ... , in}). 

Nous spécifions alors les p (=m-l) éléments fil' fi2 , ... , fip du vecteur des entrées 

inconnues 11 (i.e. E J) et les n-p éléments restants fi . ,fi ' ... , fi du vecteur f 
p-J p+2 n 

(i.e. E f). Le modèle de défaillance (3.3.1) devient: 

~ = AK + Bl! + FÂfi + E~Qi 

y=CK 

(3.3.2a) 

(3.3.2b) 

où E~ représente la matrice de distribution des entrées Inconnues 

f. ... f. ]T E 9\P et Fdi la matrice de distribution des défauts à 
1: Ip 

détecter fi = [f. f. ... fin]T E 9\n-p. 
- Ip+l Ip+2 

Les matrices E~ et FÂ sont données par : 

Edi =[L. L· ... 
Il 12 

Fdi = [L. L· 
Ip+1 Ip+2 

(3.3.3) 

(3.3.4 ) 

où les vecteurs Li j' pour j variant de 1 à n, représentent la (i j tme colonne de la 

matrice In. 

Ce nouveau model (3.3.2) doit vérifier les hypothèses Hl, H2 et H3 (partie 2.3.4B) 

HI : m > p (vraie par construction) 

Hl : rang(C) = m (toutes les mesures sont linéairement indépendantes) 

H3 : rang[ E~] = P (vraie par construction) 

ainsi que l'indépendance des défauts des entrées inconnues. 

H4 : rang[ E~ FÂ] = n (vraie par construction) 
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Étape 2 : Le résidu ri doit être insensible aux p éléments modélisés par le vecteur des 

entrées inconnues Qi. li faut alors rechercher le sous-système indépendant des entrées 

inconnues. 

La matrice E~ est de rang plein colonnes, il existe donc une matrice 

ré gulière P = [( E~I r ] tell e que : 

avec : 

(3.3.6) 

( ')+ ((')T ' )-1 ( ')T Ed . = Ed Ed Ed (3.3.7) 

(3,3.8) 

En prémultipliant l'équation (3.3.2a) par la matrice P, nous transformons le 

système (3.3.2) en la forme équivalente suivante (partie 2.3.4B) : 

El = ÂllÈl + "~12È2 + Bd:! + PjFAfi 

E2 = Â21Èl +Â22È2 +B2!:!+(E~rFÜi +Qi 

L = C1È1 + C2È2 

avec: 

x = Px = [~j] X E 9\n-p - - x'-1 
-2 

(3.3.9a) 

(3.3.9b) 

(3.3.9c) 

(3.3.10) 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

Nous constatons, d'après (1.3.9b), que les entrées inconnues Qi agissent directement 

sur l'état (È 2 ). Nous pouvons donc considérer (È 2 ) comme le nouveau vecteur des 

entrées inconnues. Nous avons alors le sous-système suivant: 

- -
L = CjR1 +C2R2 

dont la structure est identique au système (2.1.1). 
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Étape 3 : Trois cas, 

Comme le présentait la partie (2.3), il nous est possible quelle que soit la déficience du 

rang de la matrice Em = ê2 = CE~ de trouver le sous-système indépendant des entrées 

inconnues. 

Étape 4 : Génération de résidus 

cas (a): La matrice ê2 = CE~ est de rang plein colonnes, nous savons trouver une 

seconde matrice régulière P2 telle que: 

p. C- - [P3 ]c- - rO(m-p)xp] 2 2 - -+ 2 - l C2 _ P 

avec: pJ = ker( êI) E 9\mx(m-p) 

ê; = (êIê2 )-1 êI 
P3 xpJ = Im-p 

Prémultiplions l'équation de mesure (3.3.14b) par la matrice P2, 

nous obtenons par substitution de (3.3.20) dans (3.3. 14a), le sous-système: 

avec: A=(Â11 -ÂI2ê!ê1) 

r=P3~ 

(3.3.15) 

(3.3.16) 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

(3.3.19) 

(3.3.20) 

(3.3.21a) 

(3.3.21b) 

(3.3.22) 

(3.3.23) 

(3.3.24) 

Ainsi, pour ce nouveau système (3.3.21), la dynamique de l'état (3.3.21a) est 

indépendante des entrées inconnues. Nous avons déterminé le sous-système 

indépendant des entrées inconnues Qi. 
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Nous pouvons alors proposer comme estimateurs de RI' R2 et~, les vecteurs 

'l:.i, ~~ et $/ définis par : 

~i =A'l:.i +Â12ê!r+ ÊI!l+K(Î- C'l:.i) 

= (A-KC)'l:.i + [ÂI2ê! +KP3]r+ÊI!l 
(3.3.25) 

(3.3.26) 

(3.3.27) 

où K représente le gain de l'observateur (i) déterminé pour que l'erreur d'estimation 

~~ = RI - 'l:.i converge asymptotiquement vers zéro en l'absence des défauts 

appartenant à f (i. e. fi = 0) . 

Analyse de convergence: Cette erreur d'estimation (d'après (3.3.21) et (3.3.25» obéit 

à l'équation àifférentielle suivante: 

~~ =(A-KC)~~ +PIFjfi (3.3.28) 

Si la paire (A, c) est détectable (respectivement observable), nous pouvons par un 

choix judicieux du gain K stabiliser la matrice F = (A - KC) par les méthodes 

standard dé placement de pôles (tous les pôles de l'observateur (3.3.25) peuvent être 
arbitrairement placés). Ainsi, 1'erreur d'estimation ~~ tend asymptotiquement vers zéro 

en 1'absence des défauts appartenant à f. 

L'erreur dtobservation (résidu) tenant compte uniquement de l'écart entre la 

mesure Î = P3r et la mesure attendue ~ = ê'l:.i issue de l'estimateur (3.3.25), 

- -
ri = y- - êzi = êêi 
- _ - -1 

est donc décrite simplement par le vecteur de défaut fi . 

(3.3.29) 

D'autre part, sachant que Î = P3r, l'observateur (3.3.25) (d'après (3.3.26) et 

(3.3.27» peut se réécrire sous la forme simple de l'observateur d'ordre réduit de 

Luenben!er, pour le système (3.3.2) : 

~i =F'l:.i +Gy+Jy 

&i =M'l:.i +Nr 

i-L L i r - 1r- 2'l:. 
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avec: 

G = (Al2ê! + KP3) 
J = BI = PIB 

M = (PIT - E~ê!êl) 

N = (E~ê!) 
LI =P~ .) 

L-, = C 

(3.3.31) 

(,., 3 '"l'») 
J .• J_ 

(3.3.33) 

(3.3.34) 

(3.3.35) 

(3.3.36) 

(3.3.37) 

Remarque : Notre procédure de génération de résidus ne nécessite en rien 

l'estimation complète du vecteur d'état x. Nous donnons ici cette information 

supplémentaire car elle est utile dans le cadre de la reconfiguration (Fig 3.3.2). 

Analyse de la convergence de l'erreur d'estimation de l'état x. 

Sachant d'après (3.3.30b) et (3.3.2b) que ~i = Ri - li = M(~i)+ (MPj + NC - In )li, 
nous avons ~i (t) --7 0 en l'absence de défauts appartenant à f, si et seulement 

si (MPI +NC-In)=O et ~i(t)--7o. 

Or, ~i (t) tend part construction vers zéro en l'absence de défauts appartenant à f 
et d'après les relations (3.3.13), (3.3.34) et (3.3.35), l'égalité 

(MPI + NC - In) = 0 est vérifiée. Pour demontrer cette dernière égalité, il suffit 

d'effectuer les manipulations suivantes: 

(MP1 + NC - In) = 0 

~ ((p? - E~ê!êdpl + (E~ê!)c - In) = 0 

(( i - + ) T (i -+ ) ) ~ In -EdC2C PI Pl + EdC2 C-In =0 

~ ((In - E~ê!C)(In - E~(E~ r) + (E~ê!)c - In ) = 0 

~(-E~(E~r +Ed(CE~r(CE~)(E~r)=O 

Où: P,T P, ~ 10 - E~(E~ r puisque pp-l ~ p-lp ~ [pr E~ l[ (~'r ] ~ 10 

Finalement, grâce au système (3.3.28), (3.3.29) et au théorème 3.2.1, l'observateur 

de Luenberger d'ordre réduit (3.3.30) doit simplement vérifier les conditions 

d'existence suivantes. 
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Théorème 3.3.1 : Pour le système (3.3.2), l'observateur (3.3.30) chargé de la 

détection des défauts appartenant à j ("FD10i fI) existe, indépendamment des défauts 

appartenant à j, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées : 

c3.3.1a) La paire (A, c) est détectable et P1Lk:;t:j = 0, pour tout k appartenant à j, 

(la condition de détectabilité de la paire (A, c) est équivalente à c.2.l.b, 

avec Em = 0, démonstration annexe B, et la condition PjLk:;t:j = ° est 

vérifiée par construction, voir les relations (3.3.3) et (3.3.5» 

c3.3.1b) L'espace commandable et observable du triplet (C, F, PILj) est non vide 

pour toutj appartenant à j (les défauts fj sont détectables). 

• 
Remarque 3.3.1 : En l'absence des défauts appartenant à j, l'estimation d'état Ri 
peut également être déduite directement par la relation suivante (O'Reilly 1983) : 

Ri = [T~ ]+r ~ l si et seulement si rangf ~ 1= n 
Lf J L ~ J 

(3.3.38) 

où: lim~i(t)~Ti~(t), avec Ti=P1 (3.3.39) 
t-+oo 

et (3.3.40) 

Aller à l'étape 5. 

cas (b): rang(ê2 ) = r 

° < r < p, il existe une matrice orthogonale V et une matrice inversible Q telles que, 

(partie 2.3.2A) 

ê2 = V[ Ir Orx(p-r)]Q 
O(m-r)xr O(m-r)x(p-r) 

Substituons (3.3.41) dans (3.3. 14b), le système (3.3.14) devient: 

~I =AIgI +Â121I1 +Â122X22 +ÊJ!:!+PIFJfi 

Ç::} Il = êl] gl + X2] 

I2 = êl2 g1 
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Les matrices du système (3.3.43) sont données par les relations suivantes: 

Â12 = Â12Q-I = [Â121 Âl22 ], (Â E 9\(n-p)xr 121 
Â E 9\(n-p)x(p-r)) 122 (3.3.44) 

~ ~ [!2'] (j E9\' ) -21 (3.3.45) !2 =Q!2 = X ' ~22 E9\p-r -22 

y=VTY=[~'l (y E 9\' ) i: E9\m-r 
(3.3.46) - - y -2 

= T- [C,] Cl = V Cl = = l , 

CI2 

(ê E 9\'X('-p) J 
C:~ E 9\(m-r)x(n-p) 

(3.3.47) 

Al = (ÂII - Âl21 CIl) (Al E 9\(n-p)x(n-p)) (3.3.48) 

En conclusion, seules les mesures regroupées dans I2 sont disponibles pour 

reconstruire le vecteur d'état ~l' En effet, aucune information sur ~l' c'est à dire 
indépendante de ~2' ne peut être extraite des mesures regroupées dans ~l' Dans ces 
conditions, le système (3.3.43) devient: 

où: 

(3.3.49a) 

(3.3.49b) 

}l = Al et ~ = ~l E 9\n-p représentent respectivement la matrice d'évolution et le 

vecteur des variables d'état (~1 = Pl!' linéairement dépendant de !). 

CE = [Â121 BI] et '!!:. = [~J représentent respectivement la matrice de "commande" 

et le nouveau vecteur des entrées connues. 

p} = PIFJ et fi représentent respectivement la matrice de distribution et le vecteur 

des défauts à détecter (Le. E f). 

lE} = Â122 et rf..i = ~:!2 E 9\p-r représentent respectivement la matrice de 

distribution et le vecteur des entrées inconnues (~22 linéairement dépendant 

de ~2 donc de Qi). 

c = C12 et y = r2 E 9\m-r représentent respectivement la matrice de mesure et le 

vecteur des mesures (r2 linéairement dépendant de ~). 
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Nous nous sommes ramenés à un sous-système fonction de l'ensemble des défauts à 

détecter fi mais présentant encore des entrées inconnues rf..i. Cependant, si nous 

comparons le modèle (3.3.49) au modèle de départ (3.3.2), le degré rf..i (= P - r) est 

inférieur au degré g/ (= p) et dans l'hypothèse d'injectivité de la matrice tE}, ce 

modèle (3.3.49) présente la même structure que le modèle de défaillance (3.3.2). 

Par conséquent, il suffit de remplacer le système (3.3.2) par (3.3.49), de retourner à 

l'étape 2 et de répéter le même algorithme, jusqu'à obtenir le sous-système fonction 

uniquement des défauts à détecter fi. 

Remarque 3.3.2 : L'hypothèse d'injectivité de la matrice tE} n'engendre pas de 

perte de généralité. En effet, si cette propriété n'est pas vérifiée, il existe une 

transformation régulière qui comprime les colonnes de cette matrice. Pour garantir, 

comme avec le système (3.3.2), que la matrice ainsi obtenue est purement injective et 

non bijective, il faut vérifier que dim:1- > dim rf..i (i. e. n > 2 p - r). 

Remarque 3.3.3 : Malgré l'hypothèse rang( CE~ ) :t= rang( E~ ), nous savons pour le 

système (3.3.49) de degré dO = n - p, trouver le sous-système indépendant des entrées 

inconnues, reconstruire l'état de ce sous-système et générer un résidu insensible aux 

défauts appartenant à f. Cependant, l'observateur pour ce sous-système, peut être 

insensible à certains des défauts fi, car l'hypothèse H4 pour le système (3.3.49) 

(ie., rang[ lE} 'F]] = (p - r) + (n - p) = n - r) n'est pas vérifiée. En effet, comme r est 

strictement inférieur à p (cas b), la matrice [lE} 'F]] E 9\(n-p)x(n-r) est forcément de 

rang inférieur à n-f. Ceci implique que certains défauts appartenant à f sont 

linéairement dépendants des nouvelles entrées inconnues rf..i et/ou que certains 

défauts sont linéairement dépendants entre eux. Nous illustrerons cette remarque par 

un exemple. 

-
cas (c): C::. = 0mxp' 

Le système (3.3.14) se réduit à la représentation suivante: 

i; = }1:1- + Œg + 'Fj fi + lE} rf..i 

r=C~ 

(3.3.50a) 

(3.3.50b) 

, VI A Œ B- n:: i P Fi n:: i A- C C y = x-: E m\n-p et fi = x- ~ E m\P. ou, ./". = Il. = l' '1([ = 1 d' "Ld" = 12, = J. ~ _1.;1\ f!:... -L .;Il 

Dans l'hypothèse d'injectivité de la matrice tE}, ce modèle (3.3.50) présente la même 

structure que le modèle de défaillance (3.3.2). Il suffit alors de remplacer le 

système (3.3.2) par (3.3.50), de retourner à l'étape 2 et de répéter le même algorithme 

jusqu'à obtenir le sous-système fonction uniquement des défauts à détecter fi. 
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Remarque 3.3.4 : L'hypothèse d'injectivité de la matrice CE}, n'engendre pas de 

perte de généralité (voir remarque 3.3.2 avec dim ~ > dim é (i.e. n > 2p)). 

Remarque 3.3.5 : Comme dans la remarque 3.3.3, l'égalité rang( CE~) = rang( E~), 

n'est pas vérifiée pour le cas (c). Cependant, nous savons générer un résidu insensible 

aux défauts appartenant à J (voir remarque 3.3.3 en remplaçant le système (3.3.49) 

par le système (3.3.50) et r par zéro). 

Étape 5 : Accommodation de défauts 

Nous proposons à présent une stratégie de reconfiguration de la loi de commande qui 

s'inspire du schéma de la figure 3.3.2. 

Le bloc FDI permet de détecter et isoler simultanément la présence de q (~ p) 

éléments non nuls dans f. Par hypothèse, si nous supposons que ces défauts sont 

inclus dans le vecteur Qi, nous pouvons considérer que fi est identiquement nul et 

par conséquent le système (3.3.2) devient: 

-o-i 
~ = A~+Bn+EdQ 

y=C~ 

(3.3.51a) 

(3.3.51b) 

où E~ E 9\nxq représente la matrice de distribution des défauts localisés par le 

bloc FDI et modélisés par le vecteur i!i = [ft l ft2 ... ft q r, avec tj appartenant à J. 

cas (a): Les q éléments non-nuls de i!i étant inclus dans Qi, l'estimation d'état Ri par 

le ième observateur (voir 3.3.30) est par définition insensible à ces 

défauts (i.e. lim ~i(t) = lim(Ri(t)- ~(t)) = 0). Nous pouvons alors (Hou et Müller 
t-+oo t-+oo 

-i ~i 
1992, Chang et al 1994) proposer comme estimateur de fi ,le vecteur Q suivant: 

4i = (CE~ r (~- CARi - CBn) (3.3.52) 

avec: (CE~) + = ( ( CE~ ) T ( CE~ ))-1 ( CE~ ) T (3.3.53) 

Cette relation est toujours vraie pour le cas (a) . En effet. les colonnes de la matrice 

E~ étant incluses dans E~, la matrice (CE~) est de rang plein colonne, 

donc (CE~r CE~ = Iq. 

Finalement, l'erreur d'estimation (i.e. lim(i!i (t) - 4\t)) = lim( CE~ r CA~i (t)) 
t-+oo t-+oo 

tend vers zéro, nous avons estimé l'ensemble des q éléments non nuls de f. 
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Il reste à reconfigurer la loi de commande, afin de compenser les effets des 

défauts, estimés précédemment. Nous suggérons de calculer une commande !!ad (1) 

qui s'ajoutera à la commande nominale y (2) du système. Cette commande est donnée 

par la relation suivante: 

!! = Y+!!ad 

Le système est alors décrit par la représentation d'état suivante: 

-'-j 
~ = AE+By+B!!ad +Ed4 

~=CE 

(3.3.54) 

(3.3.55a) 

(3.3.55b) 

(1) où la commande !!ad est déterminée de telle sorte que le fonctionnement du système 

se rapproche le plus possible du système nominal : 

~=AE+By 

y=CE 

ce qui conduit à la relation suivante: 

(3.3.56a) 
(3.3.56b) 

-i-i 
B!!ad + Ed4 = 0 (3.3.57) 

Nous proposons donc de résoudre le système linéaire E~4i = -B!!ad où 4i (-7 4 i ), 

représente le vecteur des défauts connu et !!ad la commande additive à déterminer. 

Un tel système peut avoir aucune, une ou une infInité de solutions exactes (annexe A). 

Si le système est incompatible, nous cherchons une solution !!ad au sens des moindres 

carrés, c'est à dire telle que la norme euclidienne de l'écart ec = E~4j + B!!ad 

soit minimale. 

La commande !!ad minimisant le critère, 

(3.3.58) 

est alors donnée par la relation suivante: 

(3.3,59) 
Aj 

où, B+ représente la pseudo-inverse de la matrice B (i.e. BB+B = B) et 4 

l'estimation des défauts à corriger. 

Grâce aux propriétés des pseudo-inverses au sens de Moore-Penrose, nous pouvons 

affirmer que si 

-j ( +-i -j) B = Ed' => BB Ed = Ed (3.3.60) 

ou rang(B) = n, (=> BB+ = In) (3.3.61) 
-j-j 

alors !!ad (3.3.59) est une solution exacte du système EdQ = -B!!ad et par 

conséquent l'écart est nul donc également minimal, 
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(2) D'autre part, la commande .Y est déterminée dans les deux cas suivants: 

- Le système est stable, il suffit d'appliquer la commande de référence Yref : 

y=C~ 

-i-j 
B!!ad +EdQ 
~ 

minimal d'après (3.3.59) 

(3.3.62a) 

(3.3.62b) 

- Le système est instable, la commande .Y est alors donnée par la relation suivante: 

(3.3.63) 

Par conséquent le système en boucle fennée est décrit par : 

. j -j-j 
~ = Ax~ + BYref - BKx ~ (t) + B!!ad + EdQ 

~ '----v-----" 
=0 pour t ~oo minimal d'après (3.3.59) 

(3.3.64a) 

(3.3.64b) 

où la matrice de gain Kx sera choisie telle que la matrice Ax = (A - BKx) ait ses 

valeurs propres stables. Cependant pour résoudre ce problème, il est nécessaire que la 

paire (A, B) soit stabilisable. 

cas (h) ou (c): Malgré la possibilité de reconstruire l'état .RI du sous-système 

(3.3.14) indépendamment des entrées inconnues, nous ne pouvons reconstruire l'état 

complet X et par conséquent les défauts fIj (sauf cas particulier). 

En effet, afin d'estimer l'état complet X du système d'origine, il faut d'abord 

reconstruire les états .RI et .R2 (voir relation 3.3.27). Or l'estimation de .R2 n'existe pas 

car la relation (3.3.26) n'est pas vérifiée dans le cas (b) ou le cas (c). Pour que 

~2 = ê2 + (I - ê) ~i) soit vérifiée, il faut que ê2 = CE~ soit de rang plein colonnes, or 

pour le cas (b) rang( ê2 ) < p et pour le cas (c) ê2 = O. 

Il convient alors de s'assurer que le circuit logique (fig 3.3.2) donne, parmi l'ensemble 

des observateurs insensibles aux q éléments non nuls de [, l'observateur construit 

selon les hypothèses du cas (a). Par exemple, dans l'exemple présenté (n=4 et m=3), 

si nous considérons uniquement l'élément f2(t):t:. 0 alors, d'après la table d'isolation 

(3.3.1), les observateurs 1, 4 ou 5 sont susceptibles de reconstruire l'état X 

indépendamment de f2 (t). Il suffit de choisir celui dont la construction suit les 

hypothèses du cas (a). 

Si aucun ne vérifie le cas (a), seul un retour de sortie peut être appliqué suivant la loi 

de commande (Tsui 1996) : 

!! = Yref - KyI (3.3.65) 
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Le système en boucle feffilée est alors décrit par les relations suivantes: 

. -j-j 
~ = Ay~ + BYref + EdQ 

~=C~ 

avec Ay = (A-BKyC) 

(3.3.66a) 

(3.3.66b) 

(3.3.67) 

Comme précédemment la matrice de gain KyC est choisie pour que la matrice Ay ait 
ses valeurs propres stables. Il est nécessaire que la paire (A, B) soit stabilisable. 

Fin de l'algorithme 

L'étude approfondie des cas (a), (b) et (c) peffilet de répondre de façon générale au 

problème de détection, d'isolation et de correction de défauts. Seul le cas (a) offre tous les 

avantages d'une approche intégrée efficace, cependant les conditions d'existence du cas 

(a) sont plus restrictives que celles du cas (b) ou du cas (c), mais néanmoins pas plus 

restrictives que celles de la littérature. La table suivante résume l'ensemble des résultats. 

Casa Cash Case 

Nombres d'enlIées inconnues 
rang(C2 ~p o <lang(C 2 f P considérées: p = Dl-J C, =0mX - P 

Degré de l' obsen'3leur : W) d'=n-p n-pd' 

Quantification du degré de 
insensible aux défauts E j t ++ 

insensible aux défauts E], + ft insensible aux défauts E], + ++ 
sensibilité et d'insensibilié 

sensible aux défauts E 1 + ++ 
sensible aux défauts E i ft sensible aux défauts E i + 

du générateur de résidu * voir remarque 33.3 voir remarque 3.3J 

vérifier les conditions 
vérifier que le sous-systèIœ insensible aux enlIées inconnues est détectable. 

Conditions générales 
d'existence du théorème 3.3.1 

Oe résidu associé à ce sons-système est sensible au défaut ~ appartenant à f. 
~ l'espace commandable el observable associé est non vide) 

Estimation d'état x voir eq, (3.3.30a-b) ou eq, (33.38) nous ne pouvons pas reconstruire complètement le vecteur d'état .! 
Oa relation 3.3.26 n'est pas vérifiée) 

-j 

de même nous ne pouvons pas estimer les q (5 p) éléments non nuls de i Estimation des défauts d voir eq, (3.3.52) 

~ = 1re[ +!ad si le système est stable ~ = .! re[ si le système est stable 

Loi de commandes 
~ = !ref - KAi +!ad si le système est instable ~ = .Y ref - K, l si le système est instable 

pour la commande par retour d'état ou retour de sonie. il est nécessaire 
que la paire (A, B) soit stabilisable. 

Table 3.3.2 : Propriétés et descriptif des résultats de l'approche selon les cas a, b ou c 

* les performances sont quantifiées par : 
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La loi de commande !! = !!ad + y, s'intègre parfaitement bien au cadre de la 

reconfiguration des systèmes à la suite de défauts. En effet, outre ses propriétés de 

stabilité, elle permet au moyen du bloc FDI (fig 3.3.1) de corriger non pas tout le système 

mais uniquement le ou les sous-systèmes en défauts (qui sont les images des sous­

ensembles du système en défaut). De plus les hypothèses Hl, H3 et Il4 sont par 

construction toujours vérifiées. L'approche intégrée établie, permet alors un 

développement rigoureux et systématique des phases de détection, d'isolation et de 

correction de défauts et ceci sans connaissance a priori des distributions de chaque 

défauts. Elle permet par quelques modifications de résoudre les problèmes de 

reconfiguration des systèmes soumis à des défauts en présence d'entrées inconnues. 

Modification de l'algorithme pour répondre au diagnostic de défauts en 

présence d'entrées inconnues. 

Si nous connaissons la distribution de chaque défaut (i.e. Fd) et de chaque entrée 

inconnue (i.e. Ed), le modèle de défaillance 3.3.1 devient: 

f~ = A~+B!!+Fdf + EdQ 

LI=C~ 
où f E 9\f représente les défauts à détecter et 51 E 9\PI les entrées inconnues. 

Si les défauts et les entrées inconnues sont indépendants (i.e. rang[Ed Fd]=f+Pl), nous 

pouvons résoudre le problème général de détection, d'isolation et de correction des 

défauts malgré la présence des entrées inconnues. Nous avons les deux cas suivants : 

- cas 1: f:::; rn-Pl 
- cas 2: f> rn-Pl 

Le cas 1 consiste à reprendre le schéma (b), (voir remarque 3.3.6), de générer 

pour les f observateurs un résidu (de signature différente) insensible aux 

P2 (= f -1) éléments appartenant à f et aux Pl entrées inconnues. Ainsi le résidu 

non nul désigne l'élément non-nul de f. Nous pouvons alors détecter, localiser tous 

les défauts simultanés et ceci sans procédure de vote. 

Le cas 2 est construit avec les mêmes hypothèses de construction que celles du 

schéma (c) (voir remarque 3.3.6). Il consiste à générer un ensemble de 

(P2 = m n_ 1- Pl) observateurs, chacun étant insensible à P2 éléments du vecteur f 

et aux Pl entrées inconnues. Nous pouvons alors détecter et localiser simultanément 

un maximum de P2 défauts. 

Remarque 3.3.6 : L'algorithme présenté précèdemment reste identique en présence 

d'entrées inconnues, à la seule différence que E~, Fj, Qi et fi sont représentées par les 

expressions suivantes: 

Edi = [Ed L· L· II 12 L· ] Fdi =[L' I p2 ' l(p2+l) 
L· ... L· ] 

l(p2+2) If 

1 1 1 
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( )
ème 

OÙ les vecteurs Li j représentent non plus la ij colonne de la matrice identité In' 

( )
ème 

mais la ij colonne de la matrice Fd (voir les relations 3.3.3 et 3.3.4), avec j variant 

de 1 à f et rang[ E~ Fj] = f + Pl' 

Exemple: 

Si n=5, m=4, f=4 et PI=l, il faut générer un ensemble de (P2 = m ~ 1- pJ = (~) = 7 

résidus ri (i = 1, 2, ... , 7), chacun étant insensible à 2 (= m -1- pd éléments du 

vecteur f et à l'entrée inconnue. La table suivante résume les propriétés vérifiées par 

ces 7 résidus. 

Table 3.3.3 : Isolation robuste de défauts pour n=5, m=4, f=4 et PI=1 

L'observateur i=3 sera déterminé d'après le système suivant: 

{~ = A~ + B!! + FJf3 + E~Q3 
y=C~ 

avec: il = 2, i2 = 3, i3 = 1 et i4 = 4 soit, 

FJ =[L, L,l=[Fd, Fd,} E~ =[Ed LI L41=[Ed Fd1 FdJ f' =[~~J. et li' =[tJ 
Il suffit, maintenant d'appliquer pour ce modèle l'algorithme précédent. 

Conclusion 

Connaissant les distributions de chaque défaut et de chaque entrée inconnue, la 

reconfiguration des systèmes soumis à des défauts en présence d'entrées inconnues 

structurées peut être résolue selon sensiblement les mêmes concepts de résolution que 

dans la reconfiguration des systèmes sans entrées inconnues. De plus, l'algorithme 

présenté permet de générer des résidus insensibles aux entrées inconnues et aux défauts 

appartenant à J, ceci même si la condition de découplage des entrées inconnues 

(i.e. rang( CE~) = rang(E~) = p) n'est pas vérifiée. Alors que dans la génération de 

résidu par observateur à entrées inconnues classique (Wünnenberg 1990, Chen 1996), 

cette condition est nécessaire. Bien que ce résultat soit très intéressant car moins restrictif, 

il convient de rappeler que les résidus construits selon le cas (b) ou le cas (c) peuvent être 

insensibles à certains des défauts appartenant à f. 
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3.3.3 Exemples 

Objectif: Présenter les performances de l'approche intégrée de diagnostic. Deux 

exemples pratiques illustrent successivement des défauts de composants et des défauts 

d'actionneurs. Sur ces exemples l'ensemble de la chaîne est traitée, et les résultats 

pratiques du développement des cas (a), (b) et (c) illustrent la table 3.3.2. 

3.3.3.1 Défauts de composants 

Le procédé (fig 3.3.3) est un procédé pilote étudié par (Ge et Fang 1988). il est 

composé de quatre réservoirs circulaires, de sections respectives AJ, A2 , A3 et~, d'un 

seul actionneur u 1 (pompe) qui agit sur le niveau d'eau, de quatre tubes de sections 

respectives SJ, S2, S3 et S4 et de seulement trois capteurs de niveau, respectivement YI, 

Y3 et Y4· 

u 

1+1 Â AI 

-+- ~~:~:- ". A.t 
• -~2- - - --

. "., 
-l-;;::~3 

réservoir 1 réservoir2 
SI 

Fig 3.3.3 : Système à quatre réservoirs 

Nous adoptons la même technique que précédemment pour simuler les défauts. 

Ce système non linéaire peut être linéarisé autour d'un point de fonctionnement (Ge et 

Fang 1988) : 

[

-1 1 0 
. 1 -2 1 
~ = 0 1 -2 

001 

0] [1] [1 0 0 O][fl ] o 0 0 1 0 0 f2 
1 ~ + 0 !! + 0 0 1 0 f3 

-2 0 0 0 0 1 f4 

(3.3.68a) 

[
1 0 0 0] 

~= 0 0 1 O~ 
000 1 

(3.3.68b) 

Comme dans l'exemple des trois cuves et pour ne pas surcharger les calculs, nous avons 

simplifié quelques paramètres des matrices A et B (Hou et Müller 1991). 

A la différence de l'exemple précèdent, le modèle de défaillance (3.3.68) ne présente 

aucune connaissance des distributions des défauts et de leurs types. Le problème consiste 

alors non pas à détecter, à localiser et à corriger tous les types de défauts (fuites, 

bouchons ... ) mais à établir une procédure de diagnostic capable de détecter, de localiser, 

et d'estimer les éléments non nul du vecteur f en vue d'élaborer une commande additive 

qui sera capable de compenser l'ensemble des défauts. 
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Le système comporte 4 (=n) états et 3 (=m) mesures. Il faut alors générer 

(3 ~ 1) = 6 résidus Ii (i = l, 2, ... , 6), chacun étant insensible à 2 (=m-l) éléments du 

vecteur f. La table 3.3.1 résume les propriétés vérifiées par ces résidus. Nous présentons 

successivement les résultats de l'algorithme pour le cas (a) et pour le cas (b). 

Illustration du cas (a) 

Étude et mise en oeuvre de l'observateur 3 ("FD103") 

Étape 1 : Selon la table 3.3.1, le résidu ,[3 généré par l'observateur (3) est insensible 
aux éléments fI et f4, mais sensible aux éléments f2 et f3. Nous considèrons alors le 

modèle de défaillance suivant: 

. [~l _~ ~ 
~ = 0 1 -2 

001 

(3.3.69a) 

o 0 
o 1 (3.3.69b) 
o 0 

Les hypothèses Hl, H2, H3 et H4 sont vérifiées. 

Étape 2 : Le résidu I3 doit être insensible aux entrées inconnues 9? = [f1 f4 t. Nous 

recherchons alors le sous-système indépendant des entrées inconnues correspondant. 

Par construction, la matrice E~ est de rang plein colonnes, il existe donc une matrice 

régulière P = [ (::1 r ] telle que: 

(3.3.70) 

avec: 

[0 -lOO-J' 
Pl = 0 0 -1 0 (3.3.71) 

(E 3)+ = [1 0 0 0J 
d, 0 0 0 1 (3.3.72) 

(3.3.73) 
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La matrice P est inversible (par construction), son inverse est donnée par 

p-l = [PI T E~] soit, 

[
0 010] 

p-l = -1 0 0 0 
o -1 0 0 
o 0 0 l 

(3.3.74) 

En prémultipliant l'équation (3.3.69a) par la matrice régulière P, et d'après le 

changement de variable ~ = P~ = [f~l nous obtenons le sous-système suivant: 

(3.3.75a) 

(3.3.75b) 

où ~2 représente le nouveau vecteur des entrées inconnues. 

_ fI 01 
Étape 3: La matrice C2 = l ~ ~ J est de rang plein colonnes q cas (a) 

Étape 4 : Génération du résidus 

cas (a): Nous savons déterminer une seconde matrice régulière P2 telle que: 

P2ê2 = [l:+ Jê2 = [! ~] (3.3.76) 

avec: P3 = [0 -1 0] (3.3.77) 

C-+ =[1 0 0J 
200 l (3.3.78) 

P3 X pJ = 1 (3.3.79) 

Prémultiplions l'équation de mesure (3.3.75b) par la matrice P2, 

y = [0 -1 O]~ = [0 l]R 1 (3.3.80) 

~2 =[~ ~ ~J( r-[~ ~IH (3.3.81) 

nous obtenons par substitution de (3.3.81) dans (3.3.75a), le sous-système 

indépendant des entrées inconnues Q? : 

:... [-2 1 J_ [-1 0 0] [-1 0] 3 ~l = 1 -2 ~l + 0 0 -1 ~+ 0 -1 f (3.3.82a) 

y=[01g1 (3.3.82b) 
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où les valeurs propres de la matrice A = [~2 ~2 ] sont respectivement (-3) et (-1)" 

La paire (A. C) étant observable, nous pouvons arbitrairement fixer la dynamique de 

l'observateur. Nous proposons alors comme estimateurs de KI' K2 et K, les vecteurs 

respectifs !;3, K; et g3 définis par : 

·1 r-2 1 ] ~ [-10 01 [5J(- 1) !;" = L l -2!;-' + 0 0 -l}+ 4 y-[O I]!;" 

[
0 0 1 01 

g 3 = -1 0 0 0 [~3] 
o -1 0 0 K2 ° 0 0 l 

(3.3.83) 

(3.3.84) 

(3.3.85) 

où K = [~J représente le gam de l'observateur, tel que la dynamique de 

l'observateur (3.3.83) soit égale à -4. 

Analvse de convenrence : L'erreur d'estimation êi = X - zi d'après (3.3.82) et -1 -1 -
(3.3.83) obéit à l'équation différentielle suivante: 

;..3 [-2 -4J-3 [-1 0] 3 ~l = 1 -6~] + 0 -1 f (3.3.86) 

L'erreur d'observation (résidu) est donc décrite par les défauts appartenant à f: 

(3.3.87) 

D'autre part, sachant que Si = [0 -1 Oh> l'observateur (3.3.83) (d'après (3.3.84) et 

(3.3.85» peut se réécrire sous la forme simple de l'observateur d'ordre réduit de 

Luenberger, : 

(3.3.88a) 

[
0 0 l [1 0 01 ,;3 -1 0 3 0 0 0 T 

K = 0 -1!; + 0 0 0 ~ 

o 0 0 ° 1 

(3.3.88b) 

r 3 = [0 -1 O]~ - [0 I]?;3 (3.3.8Se) 

Analvse. 

L'erreur d'estimation ~i = gi - K = M(~~) + (MP] + NC - In);S tend verS zéro en 

l'absence des défauts appartenant à f (i.e. f2 = f3 = 0) car: (MP1 + NC - In) = ° 
et ~i(t)-70. 
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TI reste à vérifier l'influence des défauts appartenant à f sur le résidu r3. TI suffit de 

vérifier la condition (c3.3.1 b) du théorème 3.3 .1. 

Le défaut f2 appartenant à f est détectable car l'espace commandable et observable 

du triplet (c, F, (~)) est non vide. 

De même le défaut f3 appartenant à f est détectable car l'espace commandable et 

observable du triplet ( C, F, (~)) est non vide. 

Conclusion de la procédure de détection : 

. 3()_. ([0 ]-3()) {=O\f fI etf4 (Ef) 
hm r t - hm 1 ~l t O' fOI f 0 ( f) t~oo t~oo =F SI 2 =F et ou 3 =F E 

(3.3.89) 

Étape 5 : Accommodation de défauts 

Nous pouvons détecter et isoler simultanément q (:::; 2) éléments non-nuls dans f. 

cas (al): Nous supposons que seul le défaut fI est susceptible d'apparaître. 

cas (a2): Nous supposons que seuls les défauts fI et f4 sont susceptibles d'apparaître. 

Cas al 

Nous pouvons considérer que [3 est identiquement nul. La relation (3.3.69a) peut être 

mise sous la forme équivalente suivante: 

[

-1 1 0 
. 1 -2 1 
~ = 0 1 -2 

001 

(3.3.90) 

où E~ = [1 0 0 O]T représente la matrice de distribution du défaut localisé par le 

bloc FDI et représenté par <P = fI E J. 

L'élément fI =F 0 étant inclus dans g?, l'estimation d'état .&3 est par définition 

insensible à ce défaut (i.e. lim ~3(t) = lim(.&3(t) - ~(t)) = 0). 
t~oo t~oo 

Nous pouvons proposer comme estimateur de fh l'expression suivante: 

fi =[1 0 o{r_[~l l ~2 JJ-[~}J (3.3.91) 

avec: (CE~r CE~ = 1 

Nous avons bien lim(fl(t)-fl(t))= lim[-l 1 0 0]~3(t)=0. 
t~oo t~oo 
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Le système étant stable et connaissant l'estimation du défaut, il reste simplement à 

reconfigurer la loi de commande. Nous suggérons de calculer une commande uad qui 

s'ajoutera à la commande de référence Vref du système. 

Cette commande est alors obtenue par la relation suivante: 

A 

U = V ref + uad = V ref - fI (3.3.92) 

où uad = -B+E~fI = -fI est la solution exacte qui annule le défaut fI (ie., <Il = 0) 
-3 

car B= Ed' 

Par conséquent : 

[-1 1 0 0 J [IJ . 1 -2 1 0 0 -3 A 

~= 0 1 -2 1 ~+ 0 Vref+~ 
o 0 1 -2 0 =0 pour t-too 

[
1 0 0 0] 

~=0010~ 
000 1 

Nous avons corrigé (éliminé) le défaut fI' Pratiquement, l'addition de la commande 1100 

représente l'augmentation du débit d'eau afm de compenser la fuite du réservoir 1. 

Cas a2 

Nous pouvons considérer que [3 est identiquement nul. La relation (3.3.69a) peut 

être mis sous la forme équivalente suivante : 

(3.3.93) 

où E~ = E~ représente la matrice de distribution des défauts localisés par le bloc PDI 
-3 [ ]T 3 -et représenté par le vecteur g = fI f4 = 4 E f. 

Les éléments fI et f4 étant également inclus dans 43, l'estimation d'état &3 est par 

définition insensible à ces défauts (i. e. lim ~3 (t) = lim (&3 (t) - ~(t)) = 0). 
t-too t-too 

Nous pouvons proposer comme estimateur de fI et f4 l'expression suivante: 

[ r] [1 0 0J( [-1 1 0 0 ] [
1
] J r: = 0 0 1 ~ - ~ ~ ~2 ~2 & - ~ u 

(3.3.94) 
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Génération de résidus robustes pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

Nous avons bien lim([f!(t)J_[!l(t)]J= lim[-l l 0 0')J"'~3(t)=0. 
I~oo f4{t) f4(t) t~oo 0 0 l - ... 

Le système étant stable, et connaissant l'estimation des défauts, il reste simplement à 

reconfigurer la loi de commande. Nous suggérons de calculer une commande uad qui 

s'ajoutera à la commande de référence Vref du système. 

La loi de commande est alors donnée par la relation suivante: 

u = v rel' + uad = V ref - [1 Ol[!l] 
f4 

(3.3.95) 

où la commande additive li,d =-[1 01(iJ n'est pas la solution exacte du système 

00 f 0 . ... ., ri 0J [11 _ g ? [,:J 0 - _ g _ Y.d mus elle rnmI!l115e le cntere .. 0 [~~J[;:n~}~ " 
Par conséquent : 

[

-1 1 
. 1-2 
K= 0 1 

o 0 (3.3.96) 

[
1 0 0 0] 

~=0010K 
000 l 

Nous avons bien corrigé le défaut fI mais les effets du défaut f4 ne peuvent être 

compensés. Cela s'explique par le fait qu'il faut disposer d'autant d'actionneurs que 

d'états pour pouvoir agir et redistribuer l'énergie sur tous les actionneurs en cas de 

défauts. Seuls les effets du défaut fi peuvent être éliminés car nous disposons d'un 

actionneur qui agit directement et uniquement sur l'état XI. 

\) 
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Chapitre 3. partie 33 : Approche intégrée de diagnostic: par décomposition en valeurs singulières 

Illustration du cas (h) 

Étude et mise en oeuvre de l'observateur 4 ("FD104") 

Étape 1 : Selon la table 3.3.1, le résidu [4 généré par l'observateur (4) est insensible 

aux éléments f2 et f3, mais sensible à fI et f4. Nous considèrons alors le modèle de 

défaillance suivant 

. ~ -2 1 0 0 4 4 4 4 [ 1 1 0 0 l [11 
K= 0 1 -2 1 K+ 0JU+Fdf +Edg (3.3.97a) 

o 0 1 -2 0 

2: = [~ ~ ~ ~]K (3.3.97b) 
000 1 

'. f- -{7 3} f-{l 4} F4_[~ ~J E4_[~ ~J f4_[flJ d4 _[f2J ou . -..:.., , - , , d - ~ ~' d - ~ ~ '- - f4 et - - f3 

Les hypothèses Hl, H2, H3 et H4 sont vérifiées. 

Étape 2 : Le résidu [4 doit être insensible aux entrées inconnues g4 = [f2 f3 r. Nous 

recherchons alors le sous-système indépendant des entrées inconnues correspondant. 

avec: 

[ -1 0 0 0J 
PI = 0 0 0 1 

(E4)+ =[0 1 0 0J 
d 0 0 1 0 

La matrice P est inversible 

p-] = [p]T E~] soit, 

[
-1 0 0 0J 

p-1 = 0 0 1 0 
o 0 0 1 
o 0 0 

plein colonnes, il existe une matrice 

(3.3.98) 

(3.3.99) 

(3.3.100) 

(3.3.101) 

(par construction), son Inverse est donnée par 

(3.3.102) 
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Génération de résidu, robustes pour une approche inté!"rée de diagnostic des systèmes linéaires 

En prémultipliant l'équation (3.3.97a) par la matrice régulière P, et d'après le 

changement de variable R = P~ = [f~l nous obtenons le sous-système suivant: 

-'- [-1 ° J - [-1 0J - [-lJ [-1 0J 4 ~J = ° -2 ~l + ° 1 ~2 + ° u + ° 1 f (3.3. 103 a) 

[ -1 0] [0 0] 
~ = ~ ~ RI + ~ ~ R2 (3.3.103b) 

où R2 représente le nouveau vecteur des entrées inconnues. 

Étape 3 : La matrice ê, = [~ !] n'est pas de rang plein colonnes <=> cas (b) 

Étape 4 : Génération de résidus 

cas (b): rang( ê2 ) = r = 1 

II existe une matrice orthogonale V et une matrice inversible Q telles que, 

ê" = V r rx(p-r) Q = 1 ° ° ° ° ° l [ 1 ° ] [0 1 0][1 0][ ] 
- 0Cm-r)xr 0Cm-r)x(p-r) ° ° 1 ° ° l ° (3.3.104) 

Substituons (3.3.104) dans (3.3.103b), le système (3.3.103) devient: 

-'- [-1 ° J- [oJ-:=: [-lJ-:=: [-lJ [-1 0J 4 ~I = ° -2 ~J + 1 x2! + ° x22 + ° u + ° l f (3.3.10Sa) 

(3.3.lOSb) 

- [-1 0J- - [1 ° 0J ~2 = ° 1 ~J avec ~2 = ° ° 1 L (3.3.10Sc) 

De même, substituons (3.3.lOSb) dans (3.3.10Sa), le système (3.3.105) se réduit à: 

. [-1 ° ] + [0 -llu + <F 4 f4 + 'E 4 d'4 
~ = ° -2 1 1 ° r d - d-

(3.3.106a) 

[ -1 0J 
J:= ° 1 1 (3.3.106b) 

Nous nous sommes ramenés à un sous-système fonction de l'ensemble des défauts à 

détecter f4 = [fJ f4 t mais présentant encore des entrées inconnues 4. 4 . Cependant. 
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Chapitre 3. partie 3.3 : Approche intégrée de diagnostic : par décomposition en valeurs singulières 

si nous comparons au modèle de départ (3.3.97), le degré {[4 (= 1) est inférieur au 

degré 44 (= 2) et l'injectivité de la matrice CE: est vérifiée. Ce modèle (3.3.106) 

présente alors la même structure que le modèle de défaillance (3.3.97). li suffit de 

remplacer le système (3.3.97) par (3.3.106), de retourner à l'étape 2 et de répéter le 

même algorithme, jusqu'à obtenir le sous-système fonction uniquement des défauts à 

détecter f4. 

Toutefois, comme le stipuler la remarque 3.3.3, l'hypothèse 14 pour le système 

(3.3.106) n'est pas vérifiée. En effet la distribution du défaut fI est linéairement 

dépendante de CE:, (i.e. rang[Œ: pi] = rang[ ~1 ~1 ~J = 2 < 3) le défaut fI ne peut 

être détecté. 

Étape 2: Le résidu [4 doit être insensible à l'entrée inconnue {[4 = X22 ' Nous 

recherchons alors le sous-système indépendant de l'entrée inconnue correspondant. 

La matrice CE: étant de rang plein colonnes, il existe une matrice 

régulière P2 = [(:r] teIle que: 

P2'Ej = [(:r ]'Ej =[?] (3.3.107) 

avec: 
P3 = [0 1] 

(Œ:t = [-1 0] 

(3.3.108) 

(3.3.109) 

(3.3.110) 

La matrice P2 est inversible (par construction), son inverse est donnée par 

Pil = [pJ Œ:] soit, 

p-I = [0 -IJ 
2 1 0 (3.3.111 ) 

Prémultiplions l'équation (3.3.106a) par la matrice régulière P2, et par le changement 

de variable .{. = P2 ~ = [~1 J. nous obtenons le sous-système suivant: 
- - ~2 

.t1 = [-2 ].{.1 + [1 O]~ + [0 1 ]f4 (3.3.112a) 

~ = [~J.{.l + [~J.{.2 (3.3.112b) 

où .{.? représente la nouvelle entrée inconnue. 
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Génération de résidus rohustes pour une approche intégrée de dia~nostic des systèmes linéaires 

, - r 1] Etape 3 : La matrice C2 = lo est de rang plein colonnes Ç::} cas (a) 

Étape 4 : Génération de résidus 

cas (a): Nous pouvons déterminer une matrice régulière P4 telle que: 

- [PsJ- [OJ P4 C.? = ê; C2 = 1 

avec: Ps = [0 1] 

ê; = [1 0] 

Ps xpI = 1 

Prémultiplions l'équation de mesure (3.3.112b) par la matrice P4, 

y = [0 1 b~ = [0 0 1]~ = [1l~l 

~2 = [1 ol( l-[~J~l) 

(3.3.113) 

(3.3.114) 

(3.3.115) 

(3.3.116) 

(3.3.117) 

(3.3.118) 

nous obtenons alors le sous-système indépendant des entrées inconnues ç{4 : 

-Z1 = [-2 ]~1 + [1 O]g + [0 1 ]f4 

Y = [1]~1 

(3.3.119a) 

(3.3.119b) 

Ce sous-système est observable. Nous pouvons arbitrairement fixer la dynamique de 

l'observateur. Nous proposons alors comme estimateurs de ~1' -Z2 et ~, les vecteurs 
4 ~4 ~4 d'fi . z , .{.2 et ~ e mIS par: 

2:4 = [_2]z4 +[1 0]g+[2](y-[1]z4) 

= [ -4 ]z 4 + [0 1 2]~ 

~1 = [1 0 ( l- [~} 4 ) 

R' :[~ ~ln;] 

(3.3.120) 

(3.3.121) 

(3.3.122) 

où K = [2] représente le gam de l'observateur tel que la dynamique de 

l'observateur (3.3.120) soit égale -4. 

Analyse de la convenrence : L'erreur d'estimation f.i = il - ~4 d'après (3.3.119) et 

(3.3.120) obéit à l'équation différentielle suivante: 

(3.3.123) 

L'erreur d'observation (résidu) est donc décrite simplement par le défaut f4 : 

(3.3.124) 
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Chapitre 3. partie 3.3 : Approche intégrée de diagnostic: par décomposition en valeurs sin2'ulières 

Conclusion de la procédure de détection, 

lim r 4 = lim ([1 ]ê]4) {= 0 V f2 et f3 (E J) et fI (E f) 
t-+oo t-+oo :;i: 0 si f4 :;i: 0 (E f) 

(3.3.125) 

le résidu r4 est sensible seulement aux variations de f4 , nous avons donc une 

diminution de la sensibilité du résidu aux défauts appartenant à f. Ceci illustre la 

quantification du degré de sensibilité et d'insensibilité du générateur de résidu (voir 

table 3.3.2, cas (b)). 

Étape 5 : Accommodation des défauts 

rang(ê2 ) = rang(CE~) = 1 < 2 

cas (b): Bien que nous avons la possibilité d'estimer l'état ~ = RI (relation 3.3.122) du 

sous-système (3.3.103) indépendamment des entrées inconnues, nous ne pouvons pas 

reconstruire l'état complet X et par conséquent les défauts f2, f3' 

Il faut donc s'assurer que le circuit logique (fig 3.3.2) donne parmi l'ensemble des 

observateurs insensibles aux q éléments non nuls de f, l'observateur construit selon les 

hypothèses du cas (a). 

Si nous considèrons uniquement l'élément f3 (t) :;i: 0 alors, parmi la table d'isolation 

(3.3.1), les observateurs 2, 4 ou 6 sont susceptibles de reconstruire l'état X 

indépendamment de f3(t). L'observateur 6 satisfait les hypothèses du cas (a), il est 

donc possible d'estimer le défaut f3(t) à l'aide de l'estimation d'état g6 et donc de 

reconfigurer la loi de commande. 
o 

D'après l'ensemble des résultats, les résidus r], r2 et r4 sont respectivement 

insensibles aux défauts f3, f2 et fJ, par conséquent la table 3.3.1 est réduite à la table 

suivante: 

Table 3.3.4 : Isolation pour n=4 et m=3 (système à quatre réservoirs) 

La table 3.3.4, a les mêmes caractéristiques que dans l'approche Ge et Fang, 1988. Nous 

pouvons détecter et localiser l'ensemble des défauts fI, f2, f3 et f4 à des instants 

différents, ainsi que les défauts simultanés f1 IÎ f4 ou f2 IÎ f4 ou f3 IÎ f4' Par contre, nous 

ne pouvons distinguer les couples f1 IÎ f2 , fI IÎ f3, et f2 IÎ f3 car ils présentent la même 

signature (i.e.l rs , 1r6 etl r3 sont vraie, donc al =a2 =a3 =1). Il est toutefois possible 

par une analyse plus fine des résidus de distinguer quel couple est réellement en défaut. 
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Génération de résidus robustes pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

Le bloc FDI associé au système (3.3.68), est alors décrit par la figure suivante: 

u(t) 
~ Système (3.3.68) avec n=4 et m:3 

r(t) 

[. ",' "U"';"U"~' "U" ~"'L 
FDI02 

Système d'ordre réduit 
insensible à [fJ, f3] 

Observateur Alarme défauts 

FDI03 

Système d'ordre réduit 
insensible à [fJ, f4] 

FDI05 

Système d'ordre réduit 
insensible à [f2, f4] 

FDI06 

Système d'ordre réduit Observateur 
u(t) insensible à [f3, [4] de Luenberger 

Fig 3.3.4 : Structure du bloc FDI pour n=4 et m=3 (système à 4 réservoirs) 

Nous avons volontairement sélectionné l'observateur 2 et non l'observateur 1 (ou 4) car il 

permet d'estimer l'état X et les défauts fI, f3 en l'absence des défauts f2 et f4' Nous 

pouvons reconstruire les couples de défauts présents dans la table ci-dessous mais 

également tous les défauts ft, f3 et f4 à condition qu'ils n'apparaissent pas simultanément. 

Si ~ * On f4 * 0 f3 * On f4 * 0 ~*Onfj*O ~*O f3 *0 f4 * ° 
Alarme correspondante al et a4 a3 et a4 al, a2 eta3 al a3 a4 

Etat l:.i à utiliser Z3 ! Z2 l,2 U g;3 z,2 U;.6 z,3 U g;6 

Estimation d'état &3 A6 A2 &3 A6 A6 
correspondante li li li li 

Estimation des défauts fi et f4 [3 et f4 fi et f3 fi f3 f4 

Loi de commande u=vref-fl u = vref u =Vref -fi U =Vref 

Table 3.3.5 : Estimation de l'état x, des éléments fi et définition de la loi de commande. 

Remarques: 

* Nous ne pouvons pas estimer les couples (fI nf2; f2 nf3; f2 nf4), car les 

observateurs 1, 4 et 5 respectivement insensibles à ces couples de défauts, sont 

construits selon les hypothèses du cas (b). Nous appliquons dans ce cas, la commande 

de référence U=Vref. 

* Quel que soit l'observateur, l'élément f2 ne peut être estimé car le produit CL2, avec 

L2 = [0 1 0 OlT est nul. 

Les figures suivantes montrent l'ensemble des résultats. 
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Chapitre 3, partie :'.1 : Approche intégrée de diagnostic: par décomposition en valeurs singulières 

al b ________ -c::::::::::::: 

I~ b-------L::::::::::::== 
I~< 1,-----1:=====::: 

0.1 

0.08 ······::1;~r:::: 
~:~ r: : : : :: : : ::: ':-:-::0:::·""'" .:.,..., .. ""'. :~: :~ . .,.,;. 

1.Q.0~·",:":·,,,:,,:·,;,;,·,:, '.:..:.' ':":"':...:...:...:...:...:... 

l' 0 0 5 10 15 

Fig 3.3.5-a Detection et isolation 
d'une fuite dans le reservoir 1, 
détectée à t = tu = 6.01 sec (ie., fI < 0) 

a., ci _____ .r::===== 
lr= ci ___ .....r====== 
~LYL __ .l __ ...:. __ _ 

-0.0-\ ·· ...... 1· ...... -: .... · .... 
---. i· . 

._ .... ~\.~_. 
·0.08 

·0.12 
'----'----l 

-0.16 
0~----5~--1~0--~1~5 

Fig 3.3.5-d Detection et isolation 
d'une fuite dans le reservoir 4. 
détectée à t = ta = 5.01 sec (ie., f. < 0) 

ri.' t~ 

a1 J __________ ~========= 
J. 
:: 
:j 

al ~--------_+~========= 
l" ci -----;1:======== 
l~ J--------~=========== 
Jr~ (~ _______ .J:========= 

2{ _:~ f---_-.. -.. ~.~..." L, -j~~tr3:t .. -... :--;..... -.. ----1 

-0.0-1 

·0.06 
-0.08 
-0.1 

o 5 10 15 

Fig 3.3.5-g : Detection et 
i,olation d'un bouchon dans le 
tube 1. détecté 11 t = ln = 6.03 ,ec 

3:; l) ______ -!===== 
a~ 11 -------i===== 
al ~)----~!.===== 
Ir' ll ____ J:t===== 
Ir il ______ t===== 
Ir-, fl------C ==== 

~ J----~============= 
I~ J --~============= 
Ir' [1---.1:======== 
0.02 

0.D15 

0.01 

0.005 

.. - ..................... . 

a -0 L--'--~_-__ -__ - ..... ' ------' 

o JO 15 
Fîg 3.3.5-b : Detection et isolation 
d'une fuite dans le reservoir 2, 
détectée à t = ta = 4.2 sec (ie., f2 < 0) 

a., J ____ ....c====== 
Ir' J ----..1======= 

0.16 

0.12 ........ :( ...... ~ ..... 
O.OS ········l·······:········ 

ET·tl±... ..• : .. :: . .:..:..1':..:..: .. ..:..:; ' .. :.:: '.:..:..' 
00 5 ID 15 

a, 

a, 

Ir' 

1,. 

l" 

Fig 3.3.5-e : Detection et isolation 
d'un bouchon dans le tube 4. détecté 
àt=t,=5.01 sec(ie., f4 >0) 

, ~ ! 0 , 
i 

0 : , 
f 0 , i 

0 , 
0 

{= •. ~;;!,~ -
:~:~ ·\j:0:::~:: .. 
-0.0 

o 5 10 15 

Fig 3.3.5-h : Detection et 

i,olation d'un bouchon dan, le 
tube 2. détecté 11 t = t. = 4.02 sec 

3 3 l, ______ C===== 
1", b ______ C==== 
l~, b ______ C==== 

.~": .. :. 
- -- ,.... 

[

0.04 
-; - ~ 

2E 01-----1-----1 
-- - ~--

-0.04 ...... 

Fîg 3.3.5-c Detection et isolation 
d'une fuite dans le reservoir 3, 
détectée à t = ta = 6,07 sec (ie., f3 < 0) 

;f O~ '.:..:." ~ .~.~ .. ..::.:,..0.; . 
~ ~;- _:-

?~J":.::::C~l: .:.~ 
o 5 ID 15 

Fig 3.3.5-[ : Detection et isolation 
d'tÎn bouchon dans le tube 3. détecté à 
t = t, = 8.02 sec (ie., f3 > 0 et f .. < 0) 

a3 J _____ ..c==========_ 
3 1 J ______ ..c========_ 
a J ci--------..c==========_ 
~ J _____ ..c==========_ 
l,... J ____ .c:======== 
!~~ J ______ ..c========_ 
O.OS .. 

O·06f" 
0.0-1 .. 

:,,0,,: 

0':;: 

10 15 
Mg 3.3.5-Î : Detection et isolation 
simultanées des fuites dans les réservoirs 
1 et 3, détectées t = til = 6.01 sec 

<0 et < 0; '" 

a~ ü --------lr===---­
ai {;----+===== 
l~ (; ____ -'-__ -..Jt=-== __ _ 
1" (\ ___ ......j:===== 
L'i, ___ C==== 

0.08 .. 
0.12,----0------. ~0.05.. ~ r _1 

rê, t 2E -0 I---.-,....--If--;----i 

0.08 .. 1( : E~L . -1 -::y ~OO'I----'-----i----I 
O~ . If- ·0.05" ··:.·~2 ',C:, ~1 ~ 

~T ";"0 "':':"':':7 r··~0.-:-: -O.IS'-, .. ___ tI:J_,_( ___ -Ij -A-:o.~~·_---=_-=-=;-;".-----!. 
o ID 15 0 5 10 15 0 15 

Fig 3.3.5-j Detection et isolation Fig 3.3.5-k Detection et isolation Fig 33.5-1 : Detection et isolation d'une fuite dans le 
simultanées des fuiles dans les rese[\'oirs si~ultanées des fuites dans les reservoirs resenoir 1. détectée à t = t, = 6.01 sec et d'une fuite 
1 et 2. détectées t = t, = 6.04 sec 3 et 4, détectées à t = ta = 8.02 sec dans l~ reservoir 4, détectée à t = t, = 10.04 sec 

(ie .. f;<O etf2<0) Oc., f) <Oetf: <0) Oe .. fl<O etf4 <O) 

Fig 3.3.5 : Observations des résidus, des logiques d'isolation et des alarmes 
correspondant aux différents défauts de composants détectés et localisés par le bloc FDI. 
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Génération de résidus robustes pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

al J ______________________ jC:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
Ir6 {: 

Ir' ri 

0~~8::::::::::::::::::::::::::::::::::: f::::::::::··::::::::::::::::::::::: :::: :t~j::::::::::::::::::::::::::: :~ 
0.06 ................................... ~ ..... t: .. ····;·····················;··········.0 ................... . 

~:::::::::::::::::::::::::::::::::::::t:::::=:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
e~- ~----------;-~------~----------~ 

o 0 5 10 15 

Fig 3.3.6-a : Detection et isolation d'une fuite dans le reservoir 1. dét=tée à t = ta = 6.01 sec 

2.5 
. . . ...... - ......................... -_.: .. _. -_. -_. -----_. _ .. _ ..... _ .. ---'" -; -' _. - _. _. -_. _. _. -_ ..... --_ ........ . 

2 

1.5 

0.5 

10 15 

Fig 3.3.6-b : Estimation d'état. d'après l'observateur 3 

o : ............................. ~ .................................. . 
. . . . 

o 5 10 15 

Fig 3.3.6-c : Estimation de l'élement. fI 

4 ~------------------------------------------------------------------------------------~ 

;l.5 

;l 

2.5 

2 

1.5 

0.5 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

0.8 
0.6 

0.4 

0.2 

r:SS:o;;rtJ~· e;-yy.I -;;n~o;;;m;;;i;;;na1;;;J.e;--=====l· .. -. -....... -.......... -. -... -.... ----...................... -........ -. 
Sortie y 1 en défaut 
Sorne YI conigée 

. Sottie'Yi 'en ùéfauc ................ : .................................. . 

10 15 
Fig 3.3.6-d : Première sortie du système 

.......................................................................................................... 
~~~~~. . 

~::::~; :::~;::: ...................................... ~: . ..:. ..... _-_ . .,.~.-:" .. ~.:-:.~.':'.:-.. :-:.~.-:-.~.~ .. ~.~.~.~ .. ~.l 
Sortie Y3 conigée 

Sonie Y3 en défaut: 

il 0 5 10 15 

0.8 
0.6 

0.4 

0.2 

Fig 3.3.6-e : Troisième sortie du système 

r;S;'o;;rtJ~· e~Y;.4;-;;n;;o;;m;;i;;n;;alï,e;--=====1· . -............ . 
Sonie Y4 en défaut 

Sonic y 4 corrigée 

.......... --_ ............................... . 

.~~~.~~=: ... ~~.~~~~:~ 
Sortie s,* 4 en défaut 

....... ; ...................................... : .................................... . 

005 ID 15 
Fig 3.3.6-f: Quatrième sortie du système 

Fig 3.3.6: Détection, isolation, et correction d'une fuite dans le réservoir 1 
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Chapitre 3, partie 3,3 : Aporoche intégrée de diagnostic par décomposition en valeurs singulières 

a. o-=======================================~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ a, d_ 
Ir (; __________________________________________________________________ _L==============================~ 

]~d ________________________________________ _I========================================================= 
J~J ________________________________________ _L========================================================= 

Fig 3.3.7-a : l::>etection et isolatjon d'une fuite dans le reservoir 1. détectée à 1 = ta = 6.01 sec 
ct d'ulle fuile dans le :rcscn.loir 4. délectée à t = ta = J 0.04 sec 

2.5 

2 

1.5 

"'~ .. 
00 5 !O 

Fig 3.3,7-b : Estimation d'état, d'après l'observateur 3 

~·I §~. . .•••••.... u~·~il-..~u~~ I=~:.I.~....: .•• ~~=~=:. ···1 
-1 1 -- 1 
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D.5 

o 5 10 15 
Fig 3.3.7-<; : Estimation des l'élenlcnts, fI et f4 

Sortie YI nonlÎnale 

Sortie y 1 en défaut 

Sortie y 1 corrigée 

•••••••••••••••• ". __ ••• "" ._." __ ••• ___ ._ •• 0 •• 0. _. __ 0_.0 _____ _ 

J 

o ~ __________________________ ~ __________________________ ~--------------------------__ -J 

o 5 I~ .. 15 

0.9 

(l.S 
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0.1 

0 

Fig 3.3.7-d : Première sortie du système 

Sortie Y3 nOlllinalc 

Sortie Y:?t cn défaut 

Fig 3.3.7-c : Troisiènlc sortie du système 

0 

SoniL~ Y4 nonunal<..~ 

Sortie )'4 en défaut 

Sortie y 4 corrigée 

5 

Fig 3.3.7-1": QuatI"ième sortie du système 

La sortie corrigée Yl est peu inl1ucncéc 
par [..:.. car YI=X! ct Xl est peu lié à 14' 

La sortie corrigée Y.::. est plus inllucncéc par f 4 ? car 
Y3=x3 et x3 est lié à ~ qui est lui-même directement lié à 1~. 

10 ... l.~ ..... 
La sortie corrigée Y4 est d'autant plus influencée 

par f4. car Y.!=X-.; et X4 est directement lié ft 14' 

Fig 3,3.7 Détection, isolation, et correction des fuites dans les réservoirs 1 et 4, 
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Conclusion 

Avantages: * Les observateurs de table 3.3.1, sont insensibles aux défauts 

appartenant à J, 
nous pouvons: - estimer les défauts fI, f3, f4, 

- éliminer les effets du défaut fI. 

Inconvénients: * Les résidus rI, r2 et r4 présentent un degré de sensibilité moindre, 

nous ne pouvons pas: - reconstruire le défaut f2, 

- éliminer les effets des défauts f2, f3 et f4' 

Outre la possibilité de détecter et de localiser les q (~ m-l) éléments non nuls du vecteur f 
(figure 3.3.5), l'approche intégrée développée permet également de corriger (figure 

3.3.6) ou du moins d'atténuer (figure 3.3.7) l'effet des défauts détectés. 

Illustration du cas (c) 

Nous ne considérons que les mesures YI et Y4. Le modèle de défaillance (3.3.68) est 

alors décrit par le système d'équations d'état suivant: 

[

-1 1 0 
. 1 -2 1 
~ = 0 1 -2 

001 

0] [1] [1 0 0 O][fl ] o 0 0 1 0 0 f2 
1 ~ + 0 .!:! + 0 0 1 0 f3 

-2 0 0 0 0 1 f4 

(3.3.126a) 

[ 1 0 0 0J 
~= 000 1 ~ (3.3.126b) 

Il faut donc générer (2 ~ 1) = 5 résidus ri (i = 1, 2, ... , 5), chacun étant insensible à 1 

(= m -1) élément du vecteur f. La table ci-dessous, résume les propriétés que doivent 

vérifier ces résidus. Nous constatons qu'elle présente les mêmes caractéristiques qu'une 

table construite selon le schéma (al. Nous ne pouvons par conséquent détecter et localiser 

des défauts simultanés. 

Si FDIO}=r1 FDI02=r2 FDI03=r3 FDI04=r4 FDI05=r- Logique de décisions 

Mt):;t:O if:iFitLêF: 1 1 1 :';.;0 a}-lrzlîlr3Iîlr4 

f 2(t):;t:O 1';;1;;'1'; 0 1 1 [XL a2 lr11î1r' Iîl r4 

f3(t):;t:O b+11Y>:,,>/ 1 0 1 :>1 a3-lflîlrlîlr4 

f4(t):;t:O It?;W't:'1< 1 1 0 1" :1' a 4 -lr1 lîl~ IîIr3 

Table 3.3.6 : Isolation robuste pour n=4 et m=2 (système à 4 réservoirs) 

Nous nous intéressons dans cette partie uniquement au développement des résultats de 

l'algorithme pour le cas (c). 
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Chapitre 3. partie 3.3 : Approche intégrée de diagnostic: par décomposition en valeurs singulières 

Étude et mise en oeuvre de l'observateur 2 ("FD102") 

Étape 1 : Selon la table 3.3.6, le résidu r2 est insensible à l'élément f2, mais sensible à 
fI' f3 et f4' Nous considèrons alors le modèle de défaillance suivant: 

. [~1 ~2 ~ 
~ = 0 1 -2 

001 

(3.3.127a) 

[ 1 0 0 0J r= 000 1 ~ (3.3.127b) 

'.-:'-'J _ '1 2_000 2_1 2_ 1 2_ [1 0 0J [OJ f 
OU . J - { -}, f - il, J, 4}, Fd - ~ ~ ~ , Ed - ~ , f -l ~+t d - [ f,l 

Les hypothèses Hl, H2' H3 et ~ sont vérifiées. 

Étape 2: Le résidu r2 doit être insensible à l'entrée inconnue d2 = [f2]. Nous 

recherchons alors le sous-système indépendant des entrées inconnues correspondant. 

La matrice E~ est de plein rang colonnes, il existe donc une matrice régulière 

P = [(~lr] œlle que: 

PEâ =[(~lr ]E~ =[~j (3.3.128) 

avec: 

[
-1 0 0 01 

Pl = 0 0 1 0 
o 0 0 1 

(3.3.129) 

(3.3.130) 

(3.3.131) 

La matrice P est inversible (par construction), son lllverse est donnée par 

p-I =[p? E~] soit, 

[
-1 0 0 0J 

p_1 = 0 0 0 1 
o 1 0 0 
o 0 1 0 

(3.3.132) 

130 



Génération de résidus rohustes pour une approche intégrée de diagnostic des systèmes linéaires 

En prémultipliant l'équation (3.3.127a) par la matrice régulière P, et d'après le 

changement de variable R = p~ = [f~l nous obtenons le sous-système suivant: 

[-1 0 0 J [-lJ [-1] [-1 0 0] ~I = 0 -2 1 RI + 1 R2 + 0 u + 0 1 0 e 
o 1 -2 0 0 0 0 1 (3.3.133a) 

r-1 0 0J- [OJ-~ = LOO 1 ~1 + 0 ~2 (3.3.133b) 

Où R2 représente le nouveau vecteur des entrées inconnues. 

, - [OJ Etape 3 : La matrice C2 = 0 est nulle {:::} cas (c) 

Étape 4 : Génération de résidu 

cas (c): C2 = 0mxp 

Le système (3.3.133) est équivalent à : 

[-1 0 0] [-1] ~= 0 -2 1 ~+ 0 U+CF}e +tEjc{2 
o 1 -2 0 

(3.3.134a) 

[-1 0 0J 
~= 0 0 1 ~ (3.3.134b) 

Où: 

~~~1' ~j~[~l! n ~l~[~}a2~X2 
La matrice 'Ej est de plein rang colonnes. Ce système (3.3.134) présente donc la 

même structure que le modèle de défaillance (3.3.127). Il suffit de remplacer le 

système (3.3.127) par (3.3.134), de retourner à l'étape 2 et de répéter le même 

algorithme, jusqu'à obtenir le sous-système fonction uniquement des défauts à 

détecter e. 
Toutefois, comme le stipulait la remarque 3.3.5, l'hypothèse H4 pour le système 

(3.3.134) n'est pas vérifiée. En effet, la matrice 'Ej est égale à la somme des deux 

premières colonnes de la matrice CF} ce qui donne rang[ tE; 'T}] = 3 < 4. 

Étape 2: Le résidu [2 doit être insensible à l'entrée inconnue c{2 = x2' Nous 

recherchons alors le sous-système indépendant de l'entrée inconnue correspondant. 
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La matrice CE} est de plein rang colonnes, il existe donc une matrice 

régulière P 2 = [( ~r ] telle que: 

P21:} =[(~r}: =m (3.3.135) 

avec: 

p = [--fi/2 --fi/2 0J 
3 0 0 1 

(3.3.136) 

( CE] r = [-1/2 1/2 0] (3.3.137) 

(3.3.138) 

La matrice P2 est inversible (par construction), son Inverse est donnée par 

Pi] = [pJ CE]] soit, 

lr --fi/2 0 -lJl 
Pi] = --fi/2 0 l 

o 1 0 
(3.3.139) 

Prémultiplions l'équation (3.3.134a) par la matrice régulière P2, et par le changement 

de variable .t = P2-Z = [~lJ, nous obtenons le sous-système suivant: - - -Z2 

-=- = [-3/2 --fi/2J -.: + [-fi/2J- + [-fi/2Ju + [",/2/2 --fi/2 °Jf2 (3.3.140a) 
:il --fi/2 _2:il 1 -Z2 0 0 0 l - . 

- [-fi/2 0J- [lJ-~ - 0 1 ~l + 0 -Z2 

où .t2 représente la nouvelle entrée inconnue. 

, - [IJ Etape 3 : La matrice C2 = 0 est de plein rang colonnes <=} cas (a) 

Étape 4 : Génération de résidus 

cas (a): Nous savons dételminer une matrice régulière P4 telle que: 

avec: Ps = [0 1} 

ê; = [1 0] 
T Ps X Ps = 1 
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Prémultiplions l'équation de mesure (3.3 . 140b ) par la matrice P 4, 

Y = [0 1]~ = [0 1J~1 (3.3.145) 

~ = [1 0]( _ [.fi/2 0] ~ ) ~2 ~ 0 1 3:1 (3.3.146) 

nous obtenons alors le sous-système indépendant de rentrée inconnue a2 : 

.!. = [-2 -.fi/2]~ +[.fi/2 0] +[.fi/2] +[.fi/2 -.fi/2 0]f2 (33 147 ) 3:1 -.fi -2 3:1 1 0 ~ 0 u 0 0 1 - .. a 

y = [0 1J~1 (3.3.147b) 

Ce sous-système est observable, nous pouvons arbitrairement fixer la dynamique de 

l'observateur. Nous proposons alors comme estimateurs de ~11 ~2 et 3:' les vecteurs 

'l:.2, &.; et g} définis par : 

(3.3.149) 

[-.fi12 0 -1][ "] ~2 = -.fi/2 0 1 ;~ 
o 1 0 ~2 

(3.3.150) 

où K = [-5~.fi] représente le gain de l'observateur tel que la dynamique de 

l'observateur (3.3.148) soit égale -4. 

Analyse de la convergence: L'erreur d'estimation 'i'; = .11 - 'l:.2 d'après (3.3.147) et 
(3.3.148) obéit à l'équation différentielle suivante: 

i 2 = [-2 2.fi]ê2 + [.fi/2 -.fi/2 0]f2 
-1 -.fi -6 -1 0 0 1- (3.3.151) 

L'erreur d'observation (résidu) est donc décrite par les défauts appartenant à f: 

(3.3.152) 

Etude de la sensibilité du résidu r2 aux défauts appartenant à f : 

Par la condition c3.3.1b du théorème 3.3.1, les défauts fI' f3 et f4 sont détectables, 

car l'espace commandable et observable des triplets respectifs 

([01]. [_~~2~J. [F2/2 JJ ([01]. [-1/~J. [-~/2 JJ ([01]. [_~;2~J. [~]) est non vide. 
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Conclusion de la procédure de détection. 

(3.3.153) 

Le résidu r2 est insensible aux variations de f2 et présente une sensibilité aux défauts 

fI, f3 et f4' 

Remarque: Bien que les éléments fI et f3 soient linéairement dépendants, (remarque 

3.3.5) il n'y a pas de problème de détection et d'isolation de défauts, car par hypothèse 

nous avons considéré que seul un défaut à la fois pouvait apparaître, afin de respecter 

les conditions imposées par le schéma (a) (identique à la table 3.3.6). 

Étape 5 : Accommodation de défauts 

C2 =Omxp 

cas (c): Malgré la possibilité d'estimer l'état ~ = gl du sous-système (3.3.133) 

indépendamment de l'entrée inconnue (relation 3.3.150), nous ne pouvons pas 

reconstruire l'état complet X et par conséquent le défaut f2. Ainsi, seule la commande 

de référence ou un retour de sortie peut être appliqué (u = v ref - (Ly I))' Nous avons 

choisi, ici d'appliquer uniquement la commande de référence, car le système est stable. 
o 

D'après l'ensemble des résultats, les observateurs 1 et 4 sont construits selon les 

hypothèses du cas (a) et les observateurs 2 et 3 selon le cas (c). Nous pouvons alors 

seulement reconstruire les défauts fI, f4, néanmoins, nous pouvons détecter et localiser 

tous les défauts à condition qu'ils n'apparaissent pas simultanément. 

L'ensemble de ces résulats sont synthétisés sur la figure et la table suivante. 

u(t) 

y(t) 

~ Système (3.3.126) avec n=4 et m=2 
..... y(t) 

['''l'''U''';''U''~l'''U''~'''L l==;;:::::::=~ 

Système d'ordre réduit 
insensible à [fd 

Système d'ordre réduit 

FDIO 1 

Observateur 
de Luenberger 

FDI04 

u(t) insensible à [f4] 

Alarme défauts 

Fig 3.3.8: Structure du bloc FDI pour n=4 et m=2 (système à 4 réservoirs) 
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Si fI ~O f2 ~O f3 ~O f4 ~ 0 

Alarme correspondante al a2 a3 a4 

Etat zi à utiliser 2<.1 2<.2 z3 2<.4 

Estimation d'état ~l Nous ne pouvons ~4 

correspondante ~ pas reconstruire l'état a, 

~ 
d'origine ~ ainsi que 

Estimation des défauts les éléments T2 et T3 f4 

Loi de commande u =vref-fl U =vref 

Table 3.3.7 : Estimation de l'état x, des éléments fi et définition de la loi de commande. 

Nous ne présentons que les résultats du bloc FDI, sachant que l'accommodation du 

défaut f} donne les mêmes résultats que dans l'exemple précédent (voir fig 3.3.6). 

1 
al 0 1 

\" ~ r= 
q r=-
~ ~ 1 

Fig 33.9·a : lletedioo et iIDlatioo 
d'une fuite dans le mI'OÏr 1. 
délectéeàl=~=3Jsec(ie.. fi <0) 

1 a, 1 a, 1 
1 ~ 0 0 1 0 1 

~~ 1 ~l ~ 1 ~ ~ 1 

I q q c= ~~ 
r- q q 1 ~ J 

0.1 " •.. :. :" •..•.. ; .. : .....•.. 

.0.05 ..................•.....•.... 
012345 

-0.05 ..... ; ..... ..;. ... : •.....• 
: : . : G1 0112 .. ; .. , .... «< ... ;.[;1 

.o1Wi ............ , ..... , ....... I!:l. . ...... ~ 

o :1 ~ ~ ~ 5 ~ ~o~ .. ~ ~':';:'~'. 5 

Fig 3J.9-b : lletedioo et isolation Fig 33.9< : lletedioo et isoIatioo Fig 33.9-d : ~ et isoIatioo Fig 33.9-e : Iktectioo et iIDIatioo 
d'un tœcIm dans k tul:e 4. déterté 
àt=~ = 1.75 sec (ie., ~ >0) 

d'une futte dans k reservoir ~ d'une fuite dans k reservoir 3, d'une fuite ÔilS le reservoir 4. 
détectéeàl=~=2.65sec(ie .• f2<0) détectéeàt=~=2.l5sec(ie.. fl <0) dékctéeàt=;=1.75sec(ie.. fI (0) 

Fig 3.3.9: Observations des résidus, des logiques d'isolation et des alarmes 

correspondant aux différents défauts de composants détectés et localisés par le bloc FDI. 

Conclusion 

Avantages: * Les observateurs de la table 3.3.6 vérifient les propriétés, 

nous pouvons: - estimer les défauts fI, f4, 

- éliminer les effets du défaut fI. 

Inconvénients: * m étant égal à 2, seul un défaut à la fois peut être détecté et localisé, 

nous ne pouvons pas: - reconstruire les défauts f2, f3, 

- éliminer les effets des défauts f2, f3 et f4. 

Bien que nous ne disposons que de deux mesures, l'approche permet de détecter, de 

localiser chaque élément non nul du vecteur f (figure 3.3.9), sous condition qu'il 

apparaisse à des instants différents. Elle permet également d'éliminer les effets du 

défaut fI. 
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Chapitre 3. partie 3.3 ; Approche intégrée de diagnostic ; par décomposition en valeurs singulières 

3.3.3.2 Défauts d'actionneurs 

Le procédé étudié (fig 3.3.10) est un système d'entraînement à bande développé au 

Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN, France) et consacré à la 

validation d'algorithmes de diagnostic (Hittinger 1997). 

Présentation de la maquette 

Le système se compose de trois entraînements. Le rouleau tracteur (moteur M2) qui 

entraîne la bande, un dérouleur (moteur Ml) et un enrouleur (moteur M3). 

Dérouleur MI 

MoteurM2 : 

v2• U2 

TracteurM2 

Fig 3.3.10 : Enroulement maquette 

Afin d'assurer son fonctionnement, les capteurs et actionneurs suivants sont disponibles: 

- mesure de vitesse du dérouleur Ml par dynamo tachymétrique CV 1), 

- référence de traction du dérouleur (réf TI)' 

- mesures de traction du dérouleur par jauges de contraintes CT Ü, 

- référence de vitesse linéaire de la bande (réf V 2), 

- mesure de vitesse du rouleau tracteur M2 par dynamo tachymétrique CV 2), 

- référence de vitesse de l'enrouleur M3 par dynamo tachymétrique (V 3), 

- référence de traction de l'enrouleur (réf T 3), 

- mesures de traction de l'enrouleur par jauges de contraintes CT 3), 

- commande en tension du dérouleur Ml (UI), 

- commande en tension du tracteur M2 (U2), 

- commande en tension de l'enrouleur M3 (U3). 

Approche diagnostic : 

A partir des différents signaux mesurés pour une période d'échantillonnage de lOOms, un 

modèle linéaire discret du système a été établi, autour du point de fonctionnement 

nominal suivant: 
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Les matrices obtenues pour cette procédure d'identification sont données ci-dessous, 

[
0.9020 0 -0.0905] [-0.4504 0.0431 0.1256] 

A = 0.0100 0.7891 -0.0364 ,B = 0.0420 0.2413 0.0575 
-0.0299 0 0.6794 -0.1321 -0.0196 0.3758 

et le modèle de défaillance correspondant, est le suivant: 

~k+l = A~k + B.!:!k + Bh C3.3.154a) 

[1 0 0J 
~k = 0 1 0 ~k C3.3.154b) 

Les éléments f}, f2 et f3 représentent respectivement les défauts d'actionneurs u}, U2 et 

U3. Afin d'évaluer les performances de l'algorithme (partie 3.3.2), nous n'avons 

volontairement choisi que deux mesures. Nous présentons successivement les résultats 

du bloc FDI et les estimations respectives de l'état, du défaut détecté (ie., fi) et la 

reconfiguration de la loi de commande afin d'éliminer les effets du défaut détecté. 

Formulation du problème 

Deux cas sont à considérer: 

- cas 1 : le nombre de commandes est inférieur ou égal aux nombres de mesures, Ce:S; m) 

- cas 2: le nombre de commandes est supérieur aux nombres de mesures, (e > m) 

Le cas 1 consiste à reprendre le schéma (b), de générer e observateurs générant 

chacun un résidu sensible à un et un seul élément du vecteur f (voir remarque 

3.3.7). Nous pouvons alors détecter et localiser tous les défauts simultanés et ceci 

sans procédure de vote. 

Le cas 2 est construit, selon le schéma (c) (voir remarque 3.3.7). Nous pouvons 

détecter et localiser simultanément un maximum de p actionneurs en défauts. 

Remarque 3.3.7 : L'algorithme présenté dans la partie 3.3.2 reste identique pour des 
défauts d'actionneurs, à la seule différence que les vecteurs Li. présents dans les matrices 

J 

. . ( )ème ( )ème Ed et Fel ne représentent non plus la ij colonne de la matrice In' mais la ij 

colonne de la matrice de commande B (voir les relations 3.3.3 et 3.3.4), avec j variant de 

1 à e et rang(B) = rang[E~ FJ] = e. 
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Chapitre 3, partie 3,3 : Approche intégrée de diagnostic: par décomposition en valeurs simwlières 

Application au système de la bobineuse 

Le système est composé de 3 (=n) états, de 3 (=e) actionneurs et de 2 (=m) mesures: 

nous sommes dans le cas 2, TI suffit, de générer un ensemble de (2 ~ 1) = 4 résidus ri 

(i = 1, 2, "" 4), chacun étant insensible à 1 (=m-l) élément du vecteur f. La table ci­

dessous, résume les propriétés vérifiées par ces résidus, p étant égal à 1, la table a les 

mêmes caractéristiques qu'une table construite selon le schéma (a). Ainsi seuls les défauts 

d'actionneurs non simultanés peuvent être détectés et localisés. 

Table 3.3.8: Isolation pour n=3 et m=2, schéma (c) 

L'ensemble des sous-systèmes étant observable, nous avons fixé la dynamique des 

observateurs à 0.1. 

Cas Ca) : résultats de simulation de l'observateur 1 

FDIO 1 = FDIO 4 : 

1 _ [-1. 7568 7.4461J 1 [-0,8122 -7,8334 0 -O.l004 0.2886J[~kJ 
~k+l - -0.4630 1.9568 ~k + -0.1357 -1.2469 0 0.2240 0.1686 !!k 

Estimation d'état [
-0.0293 0.0881] [0.9914 -0.0924] 

.R~ = -0.3143 0.9448 ~L + -0.0924 0.0086 ~k 
0.9885 0.3288 0.2908 -0.0271 

Résidu rI: rI =[-0.0928 -O.995]~k -[0.3156 -0.9488]zk =[0.3156 -O.9488J~lk 

Erreur d'estimation: ..:.1 _ rl-l. 7568 7.4461J_1 [-0.1004 0.2886] l , • 1 _ [f2.1 
~ik =R1k -~k ~Ik+l- -0.4630 1.9568 flk + 0.2240 0.1686 h a\ec. f - f~J 

Etude de la sensibilité du résidu rI aux défauts appartenant à f : 

De la condition c3.3.1b du théorème 3.3.1, les défauts f::: et f3 sont détectables, car 

l'espace commandable et observable des triplets respectifs 

([ ] [ -1.7568 7.4461] [--{l.IOO4]) ([ ] [-1.7568 7 . .:461] [0.2886]) est non v'de 
0.3156 -0.9488. --{l.4630 1.9568' 0.2240 . 0.3156 --{l.9488. --{l.4630 1.956S· 0.1686 l . 

L'analyse est immédiate : 

. .1 _ l' ([031-6 09488]-1) {= 0 \i f} (E f) hm lk - . lm . ) -, ~lk O' f 0 f .... 0 ( f) 
k-7OO K-7°O 1= SI 2 1= ou 3"'" E 
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Estimation : 

Si nous supposons que f2 et f3 sont nuls, l'estimation d'état RI tend vers À. Nous 

pouvons estimer l'élément fI : 

A _ [-2 ?01 02052]( _[0.902 0 -O.0905JAI _[-0.4504 0.0431 0.1256J ) 
f lk - .- 1. Ik+1 0.010 0.7891 -0.0364 .!k 0.0420 0.2413 0.0575 !!k 

Loi de commande [
0.1 ] 

!!k = Yrefk + !!adk = 0.45 + !!adk 
0.3 

OÙ g"'k ~ - B+El flk ~ i g ]fl k • est la solution exacte qui annule le défaut fI (Le. <!> ~ 0) 

car la matrice de commande B est inversible (i.e. B+ = B-I). 

Nous pouvons détecter, localiser et corriger le défaut fI' 
o 

D'après l'ensemble des résultats, les trois observateurs sont construits selon les 

hypothèses du cas (a). Ces résultats sont synthétisés sur la figure et la table suivante. 

.!!(t) SY~=2 F===;;====-=V(=t)~ 

Système d'ordre réduit 
.!!(t) insensible à [fJl 

Système d'ordre réduit 
.!!(t) insensible à [f31 

FOIO 1 

Observateur 
de Luenberger 

FOI03 

Observateur 
de Luenberger 

Alarme défauts 
. Instant d'apparition 
. Localisation 

~ 
.ë" 
::: 
<> 

~ actionneur 1 
~ al 
n ;;;. 
0" 
'" 

Fig 3.3.11 : Structure du bloc FDI pour n=3 et m=2 (bobineuse) 

Si fpé 0 f2 ;é 0 f3 ;é 0 

Alarme correspondante al a2 a3 

Etat];.i à utiliser ];.1 1:.2 ];.3 

Estimation d'état Al A2 A3 
correspondante ~ ~ ~ 

A A 
Estimation des défauts fI f2 13 

Loi de commande M+:~]-[~} M+:~]-[n, y ~[~~]-[n3 
Table 3.3.9: Estimation de l'état X, des éléments fi et définition de la loi de commande. 
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Nous ne présentons que les résultats du bloc FDI, ainsi que l'accommodation d'un 

défaut, afin de ne pas surcharger la présentation. 

aJ 1 
O------~---------

a2 J 
o----~--------------

a" 6 ________ --'-_______ __ 
le' 6----;:====_ L: 1 ____ ...L.. ____ _ 

Ir3 6--~======:­
Ir' 1 

!, i 
r- 0---";====== 

Ir' 6------'------, 0 

0.15 

Fig 3.3. l1-a : Biais:::: 0.3 sur l'actionneur l 
à t:::2 sec. détection et isola~on du défaut à 
t :::: la :::: 2.1 sec (ie .. fi > 0) 

O----~-------------
X 10-3 

Fig 3.3.12: Observations des résidus, des logiques d'isolation et des alarmes 

correspondant aux différents défauts d'actionneurs détectés et localisés par le bloc PDI. 

o 1 2 3 4 
Fig 3.3. 13-b : Estirrwtion d·état. d'après l'observateur 2 

o 
-O. l 

-0.2 

~: : : : : . L ~: 1 . ~ : ... f l : : : : : :< : : : : : : : ;: : : : : : : :. : : : : ............. : .... . 

o 2 3 4 
Fig 3.3. 13-c : Estimation de J'éJement, f 2 

0.6 

0.5 

OA 

0.3 

0.2 

0.1 

o 

-o. J 

,"", .... " ........................ , .......... ! 
.. IIII:!~·' .. ~.\~~!.': .. ~:l~'-?:~).~~?~~ .. =:::::::::: .. 

-0.2 

-0.3 
o 2 3 4 

Fig 3.3. J 3-d: Sorties du système 

Fig 3.3.13 : Détection, isolation, et correction d'un défaut sur l'actionneur 2 
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Conclusion. 

Avantages: * Les observateurs de table 3.3.8 vérifient les propriétés, 

nous pouvons: - estimer les défauts d'actionneurs, 

_ éliminer les effets de chaque défauts d'actionneurs. 

Inconvénients: * m étant égale à 2, seul un défaut à la fois peut être détecté, localisé 

et corrigé. 

Bien que nous ne disposons que de deux mesures, l'approche permet de détecter, de 

localiser chaque défaut d'actionneurs, à condition qu'il apparaisse à des instants différents 

(fig 3.3.12). Elle permet également d'éliminer les effets de chaque défaut (fig 3.3.13). 

141 



Chapitre 3. partie 3.3 : Approche intégrée de diagnostic: par décomposition en valeurs singulières 

3.4 CONCLUSION 

Le travail présenté dans ce chapitre s'inscrit dans le cadre du diagnostic des systèmes 

déterministes et de la reconfiguration des lois de commande. 

Nous avons vu comment les résultats obtenus pour le diagnostic des systèmes 

dynamiques sans entrées inconnues peuvent être étendus aux systèmes avec entrées 

inconnues. L'introduction de l'approche par normes minimales ou par décomposition en 

valeurs singulières a permis d'unifier les systèmes avec et sans entrées inconnues, du 

point de vue de l'estimation. En particulier, elle a permis de transformer le problème de la 

génération de résidus en présence d'entrées inconnues en un problème simple de 

génération de résidus sans entrées inconnues. 

Dans une première phase, nous avons montré, sans hypothèse sur la construction des 

matrices de distribution des défauts, comment ces défauts agissent sur le résidu en 

présence d'entrées inconnues sur l'état et la sortie du système, et de quelle façon nous 

localisons ces défauts (schémas a ou b). Une extension simple au développement de 

procédures de génération de résidus, pour la détection et l'isolation de défauts de 

capteurs, d'actionneurs et de composants a pu être ainsi établie. Nous avons étudié 

l'existence et la stabilité des générateurs de résidus. 

A partir de ces résultats, nous avons développé une approche systématique (schéma c) 

permettant non seulement de détecter, de localiser, d'estimer tous les défauts additifs sur 

l'entrée du système mais également de modifier la stratégie de commande du processus 

afin de conserver au mieux les performances du système dans son ensemble. Cette 

dernière phase dénommée reconfiguration ou restructuration de la loi de commande a fait 

l'objet de la dernière partie de ce chapitre. Pour montrer les performances de cette 

méthode, nous avons simulé des défauts de composants sur un système à quatre 

réservoirs identique à celui traité par (Ge et Fang 1988), ainsi que des défauts 

d'actionneurs sur un processus pilote d'entraînement à bande (Hittinger 1997). 
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PARTIE STOCHASTIQUE 

FILTRAGE OPTIMAL ET DIAGNOSTIC DES 
SYSTEMES DYNAMIQUES LINÉAIRES 

DISCRETS 

Après aVOIr développé une approche intégrée de 

diagnostic, associant les phases de détection, d'isolation et 

de correction de défauts, pour les systèmes linéaires 

déterministes, nous proposons d'étendre ces résultats au 

cas plus général des systèmes linéaires stochastiques. Nous 

proposons une solution au problème du filtrage optimal, 

pour les systèmes d'états soumis à des entrées inconnues et 

à des bruits. Nous proposons un nouvel algorithme de 

détection et d'isolation de défauts. Cette partie constitue 

donc une généralisation de la pa...rtie déterministe et fait 

appel à plusieurs de ses résultats. 
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CHAPITRE 4 FILTRE DE KALMAN EN PRÉSENCE 
D'ENTRÉES INCONNUES (Em=O) 

4.0 INTRODUCTION 

Le filtre de Kalman est le meilleur estimateur de l'état des systèmes dynamiques 

linéaires stochastiques à condition de connaître toutes les entrées externes du système. 

Lorsque les propriétés statistiques des bruits de modèle et de mesures sont connues, c'est 

un estimateur linéaire minimisant la variance de l'erreur d'observation. De plus, si les 

bruits blancs sont gaussiens, il est optimal, c'est à dire que, de tous les estimateurs 

(linéaires ou non), c'est celui dont la variance de l'erreur d'observation est la plus faible. 

Les algorithmes donnant la solution de ce problème ont été déterminés initialement par 

(Kalman, 1960) dans le cas discret et (Kalman et Bucy, 1961) dans le cas continu. 

Malheureusement, dans de nombreuses installations industrielles (centrales nucléaires, 

moteurs complexes ... ), certaines entrées du système ne sont pas accessibles à la mesure, 

nous devons alors traiter le problème d'estimation par des méthodes adaptées. 

Le problème de l'estimation de l'état quand certaines entrées du système sont 

inconnues, a fait l'objet de nombreux travaux pour les systèmes déterministes, mais dans 

un cadre stochastique, l'intérêt s'est surtout porté sur l'estimation des matrices de 

covariance des bruits de modèle et de mesures. De plus, la plupart des algorithmes qui 

permettent d'estimer simultanément l'état, les entrées inconnues et les matrices de 

covariance des bruits, sont reconnus comme sous-optimaux. Darouach et al (1992a), ont 

présenté une méthode optimale utilisant le filtre de Kalman généralisé au sens des 

moindres carrés développé par Darouach et al (1991). D'autres approches, notamment 

celle de Nikoukhah et al (1992) et Darouach et al (1994b, 1995) ont permis un 

développement plus simple, plus harmonieux des problèmes d'estimation de l'état et des 

entrées inconnues. Ces résultats s'appuient sur une transformation du système non­

singulier soumis à des entrées inconnues en un système singulier dont le vecteur d'état est 

augmenté du nombre des entrées inconnues. Les conditions de convergence et de stabilité 

de cet estimateur sont établies à partir de l'équation de Riccati généralisée associée. 

En nous appuyant sur les résultats obtenus dans la partie 2.3.4B et principalement sur 

nos derniers travaux (Koenig et Nowakowski 1997d), nous traitons le problème du 

filtrage à entrées inconnues par une approche nouvelle qui nous permet d'appliquer les 

résultats connus du filtre de Kalman classique (i.e. sans entrées inconnues). L'idée 

principale consiste, à partir du modèle stochastique à entrées inconnues du procédé, à 

trouver le sous-modèle robuste aux entrées inconnues dont les bruits de dynamique et de 

mesures sont décorrélés. Connaissant le changement de base effectué, nous savons alors 

reconstruire l'état et les entrées inconnues du système d'origine. 
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4.1 FILTRE DE KALMAN ROBUSTE 

Nous présentons tout d'abord la réduction du modèle stochastique à entrées inconnues 

en un sous-modèle robuste aux entrées inconnues. Ensuite, nous proposons une solution 

pour ramener ce sous-modèle à bruits de dynamique et de mesures corrélés, en un sous­

système équivalent mais à bruits de dynamique et de mesures décorrélés. Nous 

présentons alors un estimateur optimal au sens de la minimisation de la covariance de 

l'erreur d'estimation et nous donnons les conditions de convergence et de stabilité. Enfin, 

dans l'esprit du chapitre 2, nous donnons la forme séquentielle de cet estimateur utilisé 

sur un exemple (Darouach et al 1995) afin d'en montrer les performances et la facilité de 

mise en oeuvre. 

4.1.1 Notations et hypothèses de base 

Le système linéaire et invariant étudié correspond à un système stochastique discret à 

entrées inconnues décrit par les relations suivantes: 

2ik+l = A2ik + B.!h + Ed.~h + wk 

rk = C2ik +Yk 

Où Wk représente les bruits de dynamique et Yk les bruits de mesures. 

(4.1a) 

(4.1b) 

Les séquences de bruits {w d et bd sont supposées blanches, discrètes, gaussiennes, 

centrées, non corrélées et l'état initial Xo est une variable aléatoire indépendante des 

séquences {w k} et {Yk}' Leurs propriétés aux premier et second ordres sont: 

(4.2) 

(4.3) 

où Ro = 2io - ~o et R, Q, Po sont des matrices d'autocorrélation symétriques, connues 

et définies positives. 

Quatre hvpothèses de base sont à vérifier 

Hl : m> p (nombre de mesures supérieur au nombre d'entrées inconnues) 

H 2 : rang( C) = m (surjectivité de C) 

Il n'y a pas de mesures redondantes pour la synthèse du filtre, toutes les 

mesures sont linéairement indépendantes. 

H3 : rang[Ed] = p (injectivité de [Ed]) 

Toutes les entrées inconnues sont linéairement indépendantes. 

H4 : rang[ CEd] = P (injectivité de [CEciD 

Ces hypothèses sont celles utilisées dans la théorie des observateurs à entrées inconnues. 
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4.1.2 Analyse et construction 

Hormis la présence des bruits sur le système (4.1), nous sommes dans les mêmes 

hypothèses que précédemment (partie 2.3.4B). 

Étape 1 : Nous recherchons dans une première phase, le sous-système robuste aux 

entrées inconnues. 

Sachant que la matrice Ed est de rang plein colonnes, il existe une matrice régulière 

P = [ :; J telle que : 

fTJC - [~JE -[O(n-p)xp] Led - E+ d - l 
ct p 

(4.4) 

avec: 
~T = Ker(EJ) E 9\nx(n-p) (4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Si nous prémultiplions l'équation (4.la) par la matrice P, nous transformons le 

système (4.1) en la forme équivalente suivante: 

(4.9a) 

- - - + 
R2k+l = A21Rlk + A22R2k + B2!!k + ~h + Ect w k (4.9b) 

~=êlRI +ê2R2+~k (4.9c) 

avec: 

x = Px = [~1] X E 9\n-p - - x'-1 
-2 

(4.10) 

(4.11 ) 

(4.12) 

(4.13) 
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Nous constatons, d'après (4.9b), que les entrées inconnues Q agissent directement sur 

l'état (~2)' Nous pouvons considérer (~2) comme le nouveau vecteur des entrées 

inconnues. Nous avons alors le sous-système: 

- -
~ = Cl ~l + C2~2 + 2':k 

dont la structure est identique au système (2.1.1). 

(4.14a) 

(4. 14b) 

Afin de reconstruire l'état complet d'origine (;i = p-J[f~J) il faut estimer les sous­

états ~J et ~2' D'après les relations (4.14b et 4.20), le sous état ~2 ne peut être 

reconstruit que si l'hypothèse H4 (i.e. rang[CEd]=rang[Ed]=p) est vérifiée. Dans 

ce cas, la matrice ê 2 = CEd est de rang plein colonnes, nous savons trouver une 

seconde matrice régulière P2 telle que : 

avec: ~T = Ker( ên E 9\mx(m-p) 

- + (-T - )-J - T C2 = C2C2 C2 

~ xpl =Im-p 

(4.15) 

(4.16) 

( 4.17) 

( 4.18) 

Après multiplication à gauche de l'équation de mesure (4.14b) par la matrice P2, 

~k = ~~k = P3êl~lk + ~2':k 

~2k =ê!(~k -êJ~lk -2':k) 

et substitution de (4.20) dans (4. 14a), nous obtenons le sous-système: 

Rlk+1 = Jl.~lk + 'BY:.k + ÇJwk 

~k = CRlk +~k 

'B = [1\ ÂI2ê!] 

ÇJ=[-Â12ê/ ~] 

C=P3C1 

[!!k] 
Y:.k = ~k 
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_[.!:k] Wk -
- Wk 

v -Py 
~k - 3_k 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

Ainsi, pour ce nouveau modèle (4.21), la dynamique de l'état (4.21a) est indépendante 
des entrées inconnues mais les nouveaux bruits w k et ~k sont corrélés. 

En effet, d'après (4.3), (4.27) et (4.29), les propriétés statistiques des bruits de ce 

nouveau modèle (4.21) sont telles que: 

E{Wk}=O, Eü:d=O, E{wkwi}=QSkl' E{~k~i}=2\9kl' E{~kWi}=STÙkl 

avec: Q = [~ gJÙkl , 2{ = ~RPl et ST = [~R O(m-p)xn] 

Nous pouvons cependant nous ramener au cas d'un modèle à bruits décorrélés par la 

construction d'un modèle équivalent. 

Étape 2: Recherche du modèle à bruits décorrélés, équivalent au système (4.21). 

Sachant que E{ ~k wi} = ST Ùkl ' il suffit d'effectuer le changement de variable suivant: 

(4.30) 

pour lequel il est facile de vérifier que E{ ~k W T} = O. 

L'utilisation de ce bruit dans les équations du modèle (4.21) conduit directement au 

modèle équivalent recherché: 

Rlk+l = ~'2î.Rlk + 'B!:!:k + Y~k + YW k 

~k=CRJk+~\ 

1 - -
Remarque 4.1 : Si R = Œ[Im], Œ E 9\ alors.,'2î. = }l.et y = O. 
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Les propriétés statistiques des bruits du modèle (4.34) vérifient les propriétés 

statistiques désirées : 

E{Ek}=O, E{Wk}=O, E{[ !:§E;' wn}=[~ ~]Ôkl (4.34) 

où, Q = E{(Wk -S2(-l!!k)(W{ -!!{2(-lST)}=Q -S2(-lST 

li suffit alors d'appliquer, sur le système (4.31), le filtre de Kalman discret défini dans 

le cas des systèmes à bruits non corrélés. Les étapes de correction et de calcul de gain 

sont conservées, seule est modifiée l'étape de prédiction. 

Étape 3: Équations du filtre d'estimation de l'état gl suivant le modèle (4.31) 

Notons ~1 (k + ljj) l'estimation du vecteur ~lk+l à partir des informations dont 

nous disposons à l'instant j. La mise en oeuvre du filtre de Kalman discret se 

décompose en deux étapes : 

- une étape de prédiction: 

où il s'agit, 

* d'évaluer la matrice de covariance de l'erreur de prédiction, 

Px (k+l/k)=51Px (k/k)51T + (jQgT 
-1 -1 

(4.35) 

donnée par PR1 (k+l/k) = E{[~1 (k+lfk)][~1 (k+l/k) ]T} 
avec: ~l (k+lfk) = glk+l - ~1 (k+l/k) = 51~1 (k/k) + (jw k (4.36) 

* de prédire gl à l'instant k+ 1 compte tenu des mesures disponibles à l'instant k, 

~1 (k+lfk) = 51~1 (k/k) + 'B!!:k + (j~k (meilleure prédiction) (4.37) 

L'état ~1 (k+l/k) est prédit à partir de ~1 (k/k) et de la partie déterministe du modèle 

mathématique (4.31). 

- une étape de correction: 

où il s'agit, 

* d'évaluer la matrice de covariance de l'erreur d'estimation, 

PK1 (k/k) = (1 -1(kC)PK1 (k/k-I)(1 - CT1([) + 1(k2(1(J 

donnée par PK1 (kjk) = E{[~I (k/k)][~1 (k/k)r} 

avec: ~I (k/k) = glk - ~1 (k/k) = (1 -1(kC)~1 (k/k-I) -1(k!!k 
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* puis d'estimer gl à l'instant k compte tenu des mesures disponibles à l'instant k, 

KI (k/k) = KI (k/k-l) + 1(k (~k - CKI (k/k-l)) (4.40) 

avec 1(k le gain optimal au sens de la minimisation de la covariance de l'erreur 

d'estimation (4.38), donné par : 

(4.41) 

(4.42) 

Le calcul du gain 1(k est montré dans l'étape suivante, de même que 

l'expression du minimum de Px (k/k). 
-1 

L'estimation courante ~1 (k/k) est obtenue à partir du vecteur d'état prédit auquel 

s'ajoute un terme correctif qui tient compte de l'écart entre la mesure y et la 
-k 

mesure attendue. 

Initialisation 

Pour initialiser le filtre il faut connaître: 

soit: Pg1 (0/-1) et ~1 (0/-1) 

soit: PR\ (0;0) et KI (0/0) 

selon que nous commençons l'intégration par l'équation d'estimation (4.40), ou par 

l'équation de prédiction (4.37). 

Une suite possible de calculs, correspond à entrer Pg\ (0/-1), KI (0/-1) et à calculer, 

1(0 ~ KI (0/0) ~ PR1 (0/0) ~ PR1 (1/0) ~ ~1(1f0) ~ 1(1 ~ ... 

Remarque 4.2: L'espérance mathématique de l'erreur d'estimation (4.39) est par 

définition nulle (i.e. Egl(k/k)}=[I-KkC]xE{~I(k/k-l)}=O) et la matrice de 

covariance de l'erreur d'estimation (4.38) est à trace minimale. Par conséquent, 

l'estimation ~I (k/k) est en valeur moyenne identique à gl (k/k) après convergence du 

filtre bien entendu (voir l'étude sur la stabilité du filtre, paragraphe 4.2.3) 

Étape 4 : Recherche du gain 1(k optimal au sens de la minimisation de la covariance de 

l'erreur d'estimation (4.38). 

L'objectif est de déterminer le gain 1(k permettant de minimiser la trace de la matrice 
de covariance de l'erreur d'estimation Px (k/k), c'est à dire tel que le critère 

.-1 

(4.43) 

soit minimal (i.e. minimiser J/1(k)' 
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Nous avons l'égalité (Lewis 1992), 

(4.44) 

où, 

Sachant (djd1Ck)tr(1CkE1Cl)=2E1Ck' (djd1Ck)tr(1CkE ) = ET et que la trace de 

PfI (k/k-J)CT1CZ est égale à la trace de la matrice transposée 1CkCPf1 (k/k-J), alors la 

dérivée de J par rapport à 1Ck est égale à l'expression suivante: 

(4.45) 

Il s'en suit par l'annulation de la dérivée que le gain :Kk optimal au sens de la 

minimisation de la covariance de l'erreur d'estimation est bien égal à 

( 4.46) 

Suivant cette dernière expression, le minimum de Pf1 (kjk) vaut, 

(4.47) 

ou encore, 

(4.48) 

Des trois expressions de P.R1 (k/k), nous utiliserons de préférence la dernière expression 

en raison de sa simplicité d'écriture. 

Étape 5: Construction des filtres d'estimation des vecteurs respectifs .R2 , ~ et Q. 

Estimation de l'état .R2 

- De l'estimation ~l (kjk) et de l'équation (4.20), nous proposons comme estimateur 

de R2k' le vecteur ~2 (kjk) défini par: 

où la matrice de covariance de l'erreur d'estimation, 

est donnée par PR2 (k/k) = EH ~2 (kjk)][ ~2 (k/k)] T} 

avec: ~2(k/k) = R2k - K2(kjk) = -ê!(ê1 ~1 (kjk) + ~k) 
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Remarque 4.3: Comme E{~l (k/k)} = [1 - KkC] x E{~l (k/k-l)} = 0 et que la 

matrice de covariance de l'erreur d'estimation (4.38) est à trace minimale, l'espérance 

mathématique de l'erreur d'estimation (4.51) est également nulle 

(i.e. E{~2(k/k)} = [-ê!êd X E{~2(k/k-1)} = 0) et la matrice de covariance de l'erreur 

d'estimation (4.50) est à trace minimale. Par conséquent, l'estimation ~2(k/k) est en 

valeur moyenne identique à ~2 (k/k) après convergence du filtre bien entendu. 

Estimation de l'état d'origine X 

- A partir des estimations ~l(k/k). ~2(k/k) et des relations (4.8), (4.10), nous 

proposons comme estimateur de Xk, le vecteur &( kfk) défini par : 

&(k/k) = p-l[~l (k/k)] = ~T ~l (kfk) + Ed~2(k/k) 
~2(k/k) 

où la matrice de covariance de l'erreur d'estimation, 

(4.52) 

P~(kfk)=(~T -Edê2+êl)PKI(k/k)(~T -Edê 2+êdT + Edê 2+R(Edê 2+r (4.53) 

est donnée par p! (k/k) = E{[~(k/k)][~(k/k)]T} 
avec: 

() A() p-l[~l(kfk)] (mT E C~ +C~ )~ ( ) E C~ + 5 ) ~ k/k = ~k - ~ k/k = ~2 (k/k) = Il - d 2 1 ~l k/k - d 2 Yk (4. 4 

Remarque 4.4: Comme E{~l (k/k)) = [1 - KkC] x E{~l (k/k-l)} = 0 et que la 

matrice de covariance de l'erreur d'estimation (4.38) est à trace minimale, l'espérance 

mathématique de l'erreur d'estimation (4.54) est également nulle 

(i.e. E{~(k/k)} = [~T - Edê 2 +êd X {~l (k/k-l)} = 0) et la matrice de covariance de 

l'erreur d'estimation (4.53) est à trace minimale. Par conséquent, l'estimation &(k/k) 

est en valeur moyenne identique à ~(k/k) après convergence du filtre bien entendu. 

Estimation des entrées inconnues Q 

- Comme pour l'estimation des entrées inconnues dans le cas des systèmes 

déterministes (Chang et al 1994; Koenig et al 97a), nous pouvons reconstruire le 

vecteur d connaissant l'estimation d'état et les mesures jusqu'à l'instant k+ 1. 

En effet, sachant que la matrice CEd est de rang plein colonnes, l'égalité suivante est 

vérifiée: 

(4.55) 

Nous pouvons alors proposer comme estimateur optimal de g, au sens de la 

minimisation de la covariance de l'erreur d'estimation d'état RI' le vecteur aCk/k+l) 

défini par: aCk/k+l) = (CEd t(rk+! - CA&(k/k) - CB!:!k) (4.56) 
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où la matrice de covariance de l'erreur d'estimation, 

Pg(k/k+l) = (CEdt(CAP~(k/k)(CA)T +CQCT + R)((CEdt r (4.57) 

est donnée par Pg(k/k+l) = E{[a(k/k+l)][a(kJk+l)f} 

avec: aCk/k+l) = Qk - aCk/k+l) = -(CEdt(CA~Ck/k) +Cwk +Yk+d (4.58) 

Remarque 4.5 : 

- L'erreur d'estimation des entrées inconnues est fonction uniquement de l'erreur 

d'estimation d'état et des variables aléatoires W et y. Or, comme 

E{~(k/k)} = [PtT - Edê 2 +êd X E{~1 (k/k-l)} = 0 et que la matrice de covariance de 

l'erreur d'estimation (4.53) est à trace minimale, alors l'espérance 

mathématique de l'erreur d'estimation (4.58) est également nulle 

(i.e. E{a(k/k+l)} = [-(CEdtCA] xE{~Ck/k)} = 0), de même la matrice de covariance 

de l'erreur d'estimation (4.57) est à trace minimale. Par conséquent, l'estimation 

aCk/k+l) est en valeur moyenne identique à Qk après convergence du filtre. 

- L'estimation des entrées inconnues nécessite de connaître les mesures à l'instant k+ 1. 

Nous pouvons contourner cette condition par une prédiction à un pas des sorties. En 
effet d'après l'estimation &(k/k) nous savons prédire l'état &(k+l/k) et donc ~(k+l/k). 

Ces résultats sont résumés dans l'algorithme de mise en oeuvre du filtre suivant. 

4.1.3 Implantation numérique du filtre de Kalman à entrées 
inconnues 

Initialisation du filtre: 

Pi( (O/-I)=~Px(O/-I)~T 
-1 -

~I (0/-1) = ~ R(o/-I) 

J, 
Calcul du gain du filtre : 

9(1.: = Pi( (1.:/1.:-I)CT(CPi( (k/k_I)CT + 2'{)-1 
-1 -1 

Î 
Calcul des estimations respectives: 

Calcul de la prédiction de RI et de la matrice 
de covariance des erreurs de prédiction: 

~I (k/k) = ~I (k/k-I)+9(k (~k - C~I (k/k-I») 

R2(k/k)=ê2+(rk -êl~l(k/k») 

Î 

~I (I.:+l/k) = ].l~1 (k/k)+$!!k + q~k 
- -T - T 

Px (k+l/k) = JlPi( (1.:/k)J2I. + ÇiQ(j 
_1 -1 

R(k/k) = p? ~I (k/k)+ Ed ~2 (k/k) 

~(k/k+I)= (CEd t (rk+1 -CAR(k/k)-CB!!k) 

J, 
Calcul des matrices de covariance 

des erreurs de correction: 
Pi( (k/k) = (I-9(kC)Px: (k/k-I) 

-1 _1 

Pi2 (k/k) = êi(êl Pil (k/k)êf + R )(êi f ~ 
Pz (k/k) =(~T -Edê 2 +êdpil (k/k)(P? -Edê 2 +êdT +Edê 2 +R(Edê 2 + f 

P!!(k/I.:+I) = (CEd t(CAPz(k/k)(CA)T +CQCT +R)((CEdtf 

Fig 4.1 : Algorithme de calcul du filtre de Kalman à entrées inconnues 
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Conclusion, 

A l'aide du modèle équivalent à bruits non corrélés et indépendants des entrées 

inconnues, nous avons déterminé le filtre de Kalman à entrées inconnues dans le cas 

général. Un autre avantage de ce modèle est de permettre l'utilisation des équations du 

filtre de Kalman classique (i.e. sans entrées inconnues). Nous avons ainsi montré 

l'existence du filtre robuste aux entrées inconnues. Les relations (4.35), (4.37), (4.40), 

(4.46), (4.48), (4.49), (4.52) et (4.56) constituent les formules de base du filtre à entrées 

inconnues. Nous pouvons cependant, comme pour le filtre de Kalman conventionnel, 

déterminer d'autres relations, permettant un calcul hors ligne du gain du filtre et des 

matrices de covariance. Nous développerons quelques une de ces relations 

supplémentaires mieux adaptées et plus faciles à interpréter. 

4.2 RÉSULTATS SUPPLÉMENTAIRES 

Dans cette partie, nous nous intéressons notamment à la résolution du filtre prédicteur 

à un pas pour les systèmes à bruits corrélés (4.21) et non corrélés (4.31). Nous 
présentons une solution au calcul hors ligne des matrices Px (kjk-l) et 1(k par la 

-1 

résolution de l'équation de Riccati. Enfin, nous présentons les conditions de découplage 

et de stabilité du filtre à entrées inconnues. 

4.2.1 Interprétations 

Inverses des matrices de covariances 

L'utilisation du lemme d'inversion matricielle conduit directement, à partir de (4.47), à 

l'expression de l'inverse de la matrice de covariance des erreurs d'estimation (appelée 

aussi matrice "information") : 

(4.59) 

La relation (4.59) est d'interprétation plus facile que la formule initiale (4.47). En 

effet, si nous comparons les deux blocs fictifs RI et R2 aux deux matrices respectives 

P_ (k/k-I) et cT!l( -le, l'égalité P-x (kjk) = (pil (kjk-l) + CT!l( -Ic)-l = (RII + Rïl )-1 
!I -1 -1 

montre que la matrice de covariance des erreurs de correction Px (kjk) est généralement 
-1 

plus faible que la matrice de covariance des erreurs de prédiction Px (kjk-l). 
-1 

Remarque 4.6 : Il est possible d'obtenir un ensemble d'équations récurrentes 

équivalentes à (4.35), (4.37), (4.38) et (4.40) en introduisant les variables "réduites" : 

~(k/k-I) = pi;l(k/k-l)~I(k+lfk), 

~(k/k) = pi;l(kjk)~l(kjk). 
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Les formes obtenues, relatives aux variables ~(k/k-l) et ?;(k/k) forment alors le filtre 

information, ce dernier sera préféré au filtre de Kalman lorsque: 

- les connaissances statistiques sur l'état initial sont mauvaises, 

- la dimension du bruit de dynamique est inférieure à la dimension du bruit de mesure. 

Signification physique du gain optimal 1G. 

L'utilisation du lemme d'inversion matricielle sur Ik conduit à : 

Ikl = !.R. -1 - !.R. -le( Pil (k/k-l) + eT!.R. -le rI eT!.R.-1 (4.60) 
\ ' 

P- (k/k) 
!! 

soit, d'après (4.41) : 

.?(k = Pg1 (k/k-1)eT !.R. -1 - Pg1 (k/k-l)( eT!.R. -le)pgJ (k/k)e T!l(-l (4.61) 

avec: eT!.R.-Ie = ~il(k/k)-Pil(k/k-l) 
-1 -1 

(4.62) 

Cette relation est d'interprétation plus facile que la formule initiale (4.41) (qui doit être 

envisagée lorsque !.R.est singulière). En effet, l'expression du gain .1(k (4.62), suit le 

raisonnement qualitatif suivant: 

- Des estimations de bonne qualité (Pg1 (k/k) faible) associées à des mesures 

douteuses (!.R. élevé) mènent au choix d'un gain 1(k faible. 

- En revanche, des estimations douteuses (Pg1 (k/k) élevé) associées à des mesures de 

bonne qualité (!.R.faible) mènent au choix d'un gain 1(k élevé. 

Ainsi, l'expression (4.62) confirme le lien entre les résultats attendus et les résultats 

théoriques. 

Signification physique de la matrice Ik 

La matrice Ik représente la matrice de covariance de l'erreur de prédiction sur 
la sortie. 

Démonstration : La matrice de covariance de l'erreur de prédiction sur la sortie est 

donnée par l'expression suivante: 

Pr(k+l/k) = E{[~(k+l/k)][~(k+1/k)r} 
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(4.63) 

Par le même raisonnement, la matrice de covariance de l'erreur d'estimation sur la sortie 

est alors donnée par : 

(4.64) 

4.2.2 Développement du filtre prédicteur à un pas, par 
résolution de l'équation de Riccati 

Equations du filtre prédicteur : bruits corrélés 

En tenant compte des expressions de .5il. (4.32) et de q (4.33), il vient: 

et l'utilisation de (4.40) conduit à la forme: 

Or d'après (4.41), nous avons la relation suivante: 

2{ -1 (1 - C1() = 2{ -1(1 - CPg1 (k/k-I)CT Lk"l) 

= 2{ -1(Lk -CPg1 (k/k-I)CT)Lk"1 
, , 

y 

2{ 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

Par conséquent, l'étape de prédiction (4.37) est modifiée par l'ajout d'un terme correcteur: 

~l (k+l/k) = ?I~l (kjk) + $~+ 1(k (~k - C~l (k/k-l)) 
partie po"ur S = 0 

, 0/ 0;:,,-1 
ou: ..l\.k = ,::!u"::"'k 

De même, en développant la deuxième expression de (4.35), nous obtenons: 

(4.68) 

(4.69) 

Px (k+l/k) = Yl.Px (k/k)Jl.T + (jS2{ -lcpx (k/k)CT 2{ -IST qT - (jS2{ -Icpx (k/k)Jl.T 
_1 -1 -1 -1 

_ Jl.Pgl (k/k)CT 2{ -IST qT + qQqT 

Compte tenu des relations 1(k (4.62), 1(k (4.69) et Q, la matrice de covariance de 

l'étape de prédiction peut également s'écrire sous la forme: 
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et sachant que L'k1 = ~ -1 - ~ -lC1(k alors, 

La détermination de la matrice de covariance de l'étape de prédiction du filtre de Kalman à 

entrées inconnues pour le système à bruits corrélés (4.21) est donc déduite de celle 

obtenue dans le cas de bruits non corrélés (4.31) par ajout d'un terme correcteur. 

Nous avons alors: 

Pg] {k+l!k} = Mg] (k/k):'lT + fjQfjT + ~k Lk 1({ 51T - 4. Ik.L~ (4.71) 
, 1 

v 

partie pour s=o 

(4.72) 

Pour Je système à bruits corrélés (4.21), il suffit de remplacer les expressions (4.35) et 

(4.37) par les relations réajustées (4.68) et (4.71) pour obtenir le filtre de Kalman à 

entrées inconnues correspondant. 

Réalisation du filtre prédicteur : bruits corrélés 

Lorsque nous nous intéressons à la réalisation du filtre prédicteur à un pas pour le 

sous-système à bruits corrélés (4.21), l'élimination de Pg] (k/k) et KI (k/k) dans (4.68) et 

(4.71) conduit directement aux relations suivantes: 

KI (k+I/k) = (51- 4.C)~1 (k/k-I) + 'B~k + 4.~k 

=:'l~I(k/k-l)+'B~k +4.(~k -C~l(k/k-I)) 

Pg1 (k+l/k) = Mg] (k+l/k):'lT + fjQfjT - 4. Lk.L~ 

4. = (:"LPg] {k+l/k)CT + ys )l'k1 

= (:'lPg1 (k+l/k)CT + YS)(:J{ + CPgj (k/k-I)CTf J 

(4.73) 

(4.74) 

(4.75) 

où les matrices Px (k+l/k) et 4. peuvent être calculées à l'avance par la résolution de 
-1 

l'Equation de Ricatti aux Différences (ERD) suivante: 

PRj (k+lik) = M R1 (k+l/k):'lT + fjQfjT 

- (~qpgl (k+l/k)CT + YS)(:J{ + CPg] (k/k-l)CT f 1 (:'lPgj \k+]ik)CT + ys f (4.76) 

Les relations (4.73) et (4.76) représentent le filtre de Kalman standard et l'équation de 

Riccati aux différences pour le sous-système (4.21) à bruits de dynamique et de mesures 

corrélés. L'implantation du filtre de Kalman à entrées inconnues peut donc être traitée 

directement par la résolution de l'équation de Ricatti aux différences pour le sous-système 

robuste aux entrées inconnues et à bruits corrélés. 
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Cependant, afin que notre étude soit complète, nous présentons les concepts de 

réalisation du filtre de Kalman à entrées inconnues par la résolution de l'équation de 

Ricatti aux différences pour le sous-système robuste aux entrées inconnues et à bruits 

décorrélés. 

Réalisation du filtre prédicteur : bruits décorrélés 

Suivant les mêmes concepts de résolution que précédemment, il suffit d'éliminer 

P!I (k/k) et ~I(k/k) dans les relations (4.35) et (4.37) pour obtenir le filtre prédicteur 

optimal. Nous obtenons alors le système récurrent suivant: 

~I(k+l/k)=51~I(k/k-l)+~!!k +Y~k +5I2(k(~k -C~I(k,Ik-l)) (4.77) 

- T - -T 
Px (k+l/k) = (jQ(j + 5lPx (k/k-I)51 

-1 -1 

- 5lP!1 (k/k-I)CT( CP!I (k/k-I)CT +!l( rI CP!! (kfk-t)51 T 
(4.78) 

Conclusion, les relations (4.77) et (4.78) représentent le flltre de Kalman standard et 

l'équation de Riccati aux différences pour le sous-système (4.31) à bruits décorrélés. La 
résolution de l'ERD permet alors de calculer Pi (k/k) et 1(k par les relations respectives 

-1 

(4.38) et (4.41). L'implantation du flltre de Kalman à entrées inconnues peut donc être 

traitée, soit par la résolution de l'équation de Ricatti aux différences pour le sous-système 

à bruits corrélés soit par la résolution de l'équation de Ricatti aux différences pour le sous­

système à bruits décorrélés. 

4.2.3 Convergence structurelle et stabilité du filtre 

Une fois le système (4.1) transformé en un sous-système indépendant des entrées 

inconnues et à bruits décorrélés, le problème de la convergence et de la stabilité du filtre 

d'ordre réduit (4.77) peut être traité exactement comme dans le cas du filtre de Kalman, 

car dépendant des propriétés des équations de Riccati discrète et algébrique standard. Les 

résultats énoncés dans le théorème 4.1 qui suit, relatifs au filtre de prédiction, sont aussi 

valables pour le filtre d'estimation car, comme nous pouvons le constater, les équations 

(4.38) et (4.40) contiennent les expressions (4.35) et (4.37). 

L'équation récurrente de transition du filtre de prédiction ainsi que l'erreur de 

prédiction sont données respectivement par les expressions suiyantes : 

et 

~I(k+1fk)=51~I(k/k-l)+~~k +(j~k +511(k(~k -C~l(k/k-I)) 
=~k~I(k/k-l)+~~k +(j~k +1(Pk~k 

~l (k+ljk) = ~k~1 (k/k-l) + (jw k -1(Pkk~k 
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avec: 2(Pk = YI.2(k 

YI.k = YI.-2(PkC 

(4.81) 

(4.82) 

Si le fIltre converge, alors les séquences {2(k}, {2(Pk}' {~} et {PR1 (k+l/k)} convergent 

respectivement vers les matrices {2(s}, {2(~}, {~s} et {Pg1 } telles que: 

(4.83) 

(4.84) 

(4.85) 

où l'équation (4.83) est l'équation de Riccati algébrique (ERA) associée à l'ERD (4.78). 

L'étude de la convergence et de la stabilité du fIltre de Kalman à entrées inconnues se 

ramène à la recherche des solutions particulières de l'ERA réelles, symétriques et semi­

définies positives, pour lesquelles les pôles du fIltre sont situés à l'intérieur ou sur le 

cercle unité. On appelle "solution forte" toute solution P~ de l'ERA qui est réelle, 
-1 

symétrique et semi-définie positive pour laquelle les valeurs propres de la matrice de 

transition ~s du flitre invariant se trouvent à l'intérieur ou sur le cercle unité (si toutes les 

valeurs propres de ~s sont situées à l'intérieur du cercle unité, on dit que P~ est une 
-1 

"solution stabilisatrice"). Le théorème suivant établit les conditions de convergence de la 

séquence {PR1 (k+lfk)} vers la solution forte ou la solution stabilisatrice de l'ERA. 

Théorème 4.1 : 

c4.1a) 

c4.1b) 

Si P~ est l'unique solution forte de l'ERA, et si la condition initiale Px (0/-1) 
-1 -1 

vérifie Px (0/-1) - P~ ~ 0 alors, la séquence {px (k+lfk)} générée par l'ERD -1 -1 -1 
(4.78) converge exponentiellement vers Pg1 si et seulement si la paire (YI., C) 
est détectable. 

Si P~ est l'unique solution stabilisatrice de l'ERA et si Px (0/-1) > 0 alors, la 
-1 -1 

séquence {PR1 (k + l/k)} converge exponentiellement vers Pg1 si et seulement si la 

paire (YI., C) est détectable et si la paire (YI., q-JQ) n'admet pas de mode non 

atteignable sur le cercle unité. 

• 
Démonstration 

Voir Goodwin et Sin (1984), Chan et al (1984), De Souza et al (1986), Caines 

(1988) et Lewis (1992). 
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De même, les conditions nécessaires et suffisantes de convergence de l'ERD et de stabilité 

de (4.79) peuvent être données pour le modèle mathématique de base (4.1) suivant le 

théorème 4.2. 

Théorème 4.2 : Si Pi est l'unique solution stabilisatrice de l'ERA et si Px (0/-1) > 0 
-1 _1 

alors, la séquence {Pg] (k+lJk)} converge exponentiellement vers Pg1 si et seulement si, 

c4.2a) rang(CEd) = rang(Ed) = p (condition de découplage des entrées inconnues) 

et 

c4.2b) rang([ÀI ~ A -;d J) = n + p, 'ï/À E C, lÀ/ ~ 1 

Démonstration 

Voir Nikoukhah et al (1992), Darouach et al (1994b) et Darouach et al (1995). 

• 

Remarque 4.7 : L'existence et l'unicité de la solution forte de l'ERA sont assurées par 

la détectabilité de la paire (51, C). Cette solution coïncide avec la solution stabilisatrice si 

la paire (51, q.JQ) n'admet pas de mode non atteignable sur le cercle unité (si la paire 

(51, q.JQ) n'admet pas de mode non atteignable à l'intérieur et sur le cercle unité alors 

la solution stabilisatrice est définie positive). 

Par ailleurs, les résultats établis par le théorème 4.1 sont généraux et s'appliquent pour 

les systèmes stabilisables ou non stabilisables, dont la matrice 51 est régulière ou 

singulière (De Souza et al., 1986). Pour les systèmes dont la matrice 51 est régulière, la 

condition de non atteignabilité des modes de la paire (51, y,!Q) peut se restreindre à la 

condition de non commandabilité de ces modes (Chan et al 1984). Si le système est 

asymptotiquement stable À( 51 ) < 1, il est alors détectable et stabilisable, ce qui implique 

automatiquement la convergence et la stabilité du filtre. 

4.3 EXEMPLE 

Afin d'évaluer les perfonnances du filtre de Kalman à entrées inconnues élaboré, nous 

avons étudié le système suivant (Darouach et a11995) : 

~k+l = A~k + B!!k + EdQk + wk 

~k =C~k +Yk 

(4.86a) 

(4.86b) 

où l'état ~k E SRn=3, la commande !!k E SRe=l, l'entrée inconnue Qk E SRP=1 et la 
mm-2 mesure ~k E ')~ - . 
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Les matrices A, B, Ed et C sont constantes et ont pour valeurs : 

[ 0 0.6 0.075] [1] [0] [1 1 0J A = 0.75 0 0 _' B = l , Ed = 1 et C = 0 1 1 
o 0.75 0.037,:, 0 1 

Les séquences des bruits {Yk} et {wk} sont des bruits blancs gaussiens non corrélés, de 

moyennes nulles et indépendants de ~o et 40' Leurs matrices de covariance sont 

respectivement, 

R=12[~ ~JetQ=[g ~~] 
Résolution du filtre de Kalman à entrées inconnues 

Les hypothèses de base Hl> H2' H3 et H4 ainsi que les conditions du Théorème 4.2 

sont vérifiées. Par conséquent, les conditions de découplage des entrées inconnues, les 

conditions de convergence et de stabilité du filtre prédicteur à variance minimale (4.77) -

(4.78) sont vérifiées. Nous pouvons alors engager la procédure d'estimation de l'état X et 

de l'entrée inconnue g. 

Étape 1 : Recherche du sous-système robuste aux entrées inconnues. 

La matrice Ed est de rang plein colonnes, il existe alors une matrice 

régulière P = [~ J. telle que: 

avec: 

[-1 0 0 J 
1-J = 0 -0.7071 0.7071 

(4.88) 

E; = [0 0.5 0.5] (4.89) 

Prémultiplions l'équation (4.86a) par la matrice P, nous obtenons alors le sous­

système suivant: 

Rlk+1 = ÂIIRlk +Â12R1k + Êd:!k +1-Jwk 

~ = ê l RI + ê2R2 + Yk 

avec: 

- [RI] - [0 0.3712 J - [-O. 675J ~ = p~ = R2 ' Ali = 0.5303 -0.3563 ' AJ2 = 0.5568 ' 

- [ -1 J - [-1 -0.7071J - [IJ 
BI = -0.7071 ' Cl = 0 0 et C2 = 2 
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D'après l'étude précédente, pour le sous-système (4.90), la nouvelle entrée inconnue 

est représentée par la variable R2 . La matrice ê2 = CEd est de rang plein colonnes. Il 

existe une matrice régulière P2 = [ lt] telle que: 

avec: 
~ =[-0.8944 0.4472] 

ê! = [0.2 0.4] 

(4.91) 

(4.92) 

(4.93) 

qui transforme le sous-système (4.90), en un sous-système (4.94) indépendant de 

l'entrée inconnue .d : 

Klk+l = ,,'"!Kl k + '13!!k + (jWk 

~k = CKlk +~.k 

f!!kl I~vkl - r-o· 135 0. 2758 l o:nlPf"'· 11 - !'J'II - - u-c~\r '7J ~rv...,u. '21-
Un.A ... ~k - U:kJ' ~k - L \Vd' !.. - ~j!.., !:.k - .L-j..!.k' -' ~ - L 0.6417 -0.2775 J' 

(4.94a) 

(4.94b) 

'13=f -1 -0.135 -O.27J (j=[ 0.135 0.27 -1 0 0 ] 
_-0.70710.1114 0.2227' -0.1114 -0.2227 0 -0.7071 0.7071 

et C = [0.8944 0.6325] 

Ainsi, pour ce nouveau modèle (4.94), la dynamique de l'état (4.94a) est indépendante 

des entrées inconnues. Cependant, les nouveaux bruits W k et ~k sont corrélés, leurs 

propriétés statistiques aux premier et second ordres sont : 

E{Wk}=O, E{~k}=O, E{wkwT}=Q§kl' E{~k~T}=~kl' E{~kWT}=STbkl 

avec: Q=[~ gJbk1 , .1(=12etST =[-1O.7331 5.3666000] 

Étape 2: Recherche du modèle à bruits décorrélés équivalent au système (4.94). 

Sachant que E{ ~k wT} = S Tbk1 , il suffit d'effectuer le changement de variable, 

W k =Wk -[-0.8944 0.4472 0 0 O]T~k (4.95) 

pour lequel il est facile de vérifier que E{ ~k W T} = O. 

L'utilisation de ce bruit dans les équations du modèle (4.94), conduit directement au 

modèle équivalent recherché: 

Rlk+l = 51R1k + '13!!k + (j~k + (jw k 

~k = CKlk +~k 

où 51 = 51 et (j = 0 puisque la remarque 4.1 est vérifiée, (R = 12 x [12 ]), 
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Les propriétés statistiques des bruits du modèle (4.96) vérifient les propriétés 

statistiques désirées : 

E{T!k}=O. E{Wk}=O. E{[ ~:}T!; wn}=[~ ~};kJ 
2.4 4.8 0 0 0 
4.8 9.6 0 0 0 

avec: Q = 0 0 3 0 0 
o 0 060 
o 0 009 

(4.97) 

TI suffit d'appliquer, sur le système (4.96), le filtre de Kalman discret défini dans le 

cas de systèmes à bruits non corrélés et de terminer la procédure par l'algorithme de 

calcul du filtre présenté sur la figure 4.1, avec les conditions initiales suivantes: 

'&(0/-1) = Ko = [~] et Pg (0/-1) = [lg 1~ ~] 
o 0 0 10 

Une approche plus rapide est de rechercher la solution stabilisatrice de l'équation de 

Riccati algébrique associée à (4.83) et d'en déduire par un calcul hors ligne le gain et 

les matrices de covariance. 

En effet, comme les conditions du théorème 4.1 (ou 4.2) sont vérifiées, les 

séquences {1(k}' {1(Pk}' {3ik } et {PR) (k+lfk)} convergent respectivement vers les 

matrices {1(5}, {1(n, {3i S } et {PiJ telles que: 

P2 _ ~p2 JI. T + Jl.p~ CT(cp2 CT + !l{)-1 CP2 JI. T - IYlCT = 0 !)!) !)!) !) ':f'<>':f (4.98) 

1(~ = ~1(S = Jl.Pil CT( CP&I CT + !l{fl (4.99) 

(4.100) 

La solution stabilisatrice de l'équation de Riccati algébrique associée à (4.98) est: 

P2 = [5.2951 -2. 9724J 
!I -2.9724 12.4321 

(4.101) 

Nous en déduisons alors aisément les valeurs statiques du gain et les matrices de 

covariance, 

tY's=[0.16] tY's=[0.0588] r p .. (k/.)=[4.8379 -3.8053J 
J\. 0.29 ,J\.p 0.0218' lm!) k -3.8053 10.9145 ' 

k-too 

;:;Ys [-0.1876 0.2386 J lim P (k/k) - [25965] 
/l = 0.6222 -0.2913' R2 -. , 

k-too 

[
4.8379 -3.1202 2.2613] 

limP!(k/k)= -3.1202 6.9472 -2.8607, limPg(k/k+I)=[7.1429] 
k-too 2.2613 -2.8607 9.1604 k-too 
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Remarque: Toutes les valeurs propres de ~s sont situées à l'intérieur du cercle 

. , '1( Ois) [0.1493] 1 f'l 'd' d' d ,. umte FI...I'1. = -0.6282' e 1 tre pre lcteur or re redUlt (4.79) est bien 

asymptotiquement stable. 

Afin de montrer les performances du filtre de Kalman à entrées inconnues 

développé, nous avons simulé sur le système à partir de la 5()ème itération une entrée 

inconnue de type échelon. Nous avons comparé les résultats d'estimations du filtre de 

Kalman conventionnel (non robuste aux entrées inconnues), aux résultats 

d'estimations du filtre de Kalman à entrées inconnues. Les courbes suivantes montrent 

les résultats de l'estimation de l'état complet et de l'entrée inconnue. 

Dans les figures suivantes, nous utilisons les abréviations suivantes 

FKC : Filtre de Kalman Conventionnel 

FKREI : Filtre de Kalman Robuste aux Entrées Inconnues 
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Fig 4.2.a: Filtrage de Xl(k) en présence d'une entrée inconnue Fig 4.2.b: Filtrage de x2(k) en présence d'une entrée inconnue 
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Fig 4.2.c: Filtrage de x3(k) en présence d'une entrée inconnue 
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Fig 4.2.d : Esùmaùon de l'entrée inconnue 

Fig 4.2 : Estimation des composantes du vecteur d'état X et de l'entrée inconnue d 

166 



Chapitre 4 : Filtre de Kalman en présence d'entrées inconnues 

Conclusion. 

Pour ce système, toutes les conditions de convergence et de stabilité du filtre de 

Kalman conventionnel et du filtre de Kalman à entrées inconnues sont vérifiées. 

Cependant à partir de la 50ème itération, l'apparition de la perturbation entraîne une 

estimation erronée pour le filtre de Kalman conventionnel alors que le filtre de Kalman à 

entrées inconnues développé ne présente aucune erreur d'estimation. D'autre part les 

éléments diagonaux de la matrice de covariance des erreurs d'estimation de l'état P2;(k/k) 

et de l'entrée inconnue Pg(k!k+l) en régime permanent sont identique à ceux de Darouach 

et al. 1995. Mais comparativement aux travaux de Darouach, le calcul du gain ne 

nécessite ici que l'inversion d'une matrice d'ordre n-p et l'estimation simultanée de l'état 

et des entrées inconnues est évité, d'où un gain en temps de calcul et en coût mémoire. 

Il ressort de cet exemple que l'état X peut être estimé d'une manière totalement 

indépendante de l'entrée inconnue g. De plus, l'estimateur (4.56) permet de reconstruire 

l'entrée inconnue ceci quelle que soit sa forme (biais constant, palier, rampe ... ). Cette 

entrée peut être utilisée dans une structure de commande afin d'en compenser les effets. 
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4.4 CONCLUSION 

La nouvelle approche étudiée dans ce chapitre est la généralisation du filtre de Kalman 

conventionnel pour un système linéaire stochastique multivariable en présence d'entrées 

inconnues. 

Le principal algorithme de la littérature élaboré par Darouach et al (1995) est basé sur 

une transformation du système non-singulier soumis à des entrées inconnues en un 

système équivalent singulier indépendant des entrées inconnues. Cet algorithme présente 

l'inconvénient d'augmenter le vecteur d'état de la dimension des entrées inconnues. 

Contrairement à cette approche l'algorithme développé précédemment apporte non 

seulement une formulation simple (par l'utilisation des résultats du filtre de Kalman 

conventionnel), mais aussi une diminution de l'ordre du filtre RI E 91 n- p et par 

conséquent, une réduction significative du nombre d'opérations élémentaires et une 

amélioration de la stabilité numérique. En effet, l'inversion des matrices 

(CPR1 (k/k-l)CT +:t) E 91(m-p)x(m-p) ou 2( pour le calcul du gain 9(k (4.46)-(4.62) 

permet de réduire considérablement le temps de calcul et le risque d'instabilité numérique 

due à l'amplification du phénomène de propagation des erreurs lorsque la dimension des 

matrices à inverser est relativement grande ou que celles-ci sont mal conditionnées. Nous 

pouvons même ajouter que si la dimension du vecteur des entrées inconnues est égale à 

m-l (i.e. p=m-l), l'inversion des matrices se réduit simplement à l'inversion d'un 

scalaire (i.e. m-p=l). 

Nous avons montré, par deux transformations régulières, donc numériquement 

stables, comment réduire le modèle stochastique à entrées inconnues en un sous-modèle 

robuste aux entrées inconnues. A partir de là, le problème du filtrage est réduit à un 

simple problème de filtrage de Kalman. C'est ainsi que des sujets importants tels que la 

convergence et la stabilité du filtre, le filtrage à racines carrées, le filtre information pour 

des systèmes à entrées inconnues pourront à l'avenir être traités en utilisant les résultats 

connus de la littérature. En outre, cette généralisation du filtre de Kalman, permet 

d'étendre le champ d'application de cette méthode à des systèmes pour lesquels le 

diagnostic par observateurs (présenté en première partie de ce mémoire) est rendu délicat 

en raison des bruits sur le système. Nous proposons d'étendre dans le prochain chapitre 

les résultats du chapitre 3 au diagnostic des systèmes linéaires stochastiques. 
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CHAPITRE 5 DIAGNOSTIC ROBUSTE DES SYSTÈl\1ES 
LINÉAIRES STOCHASTIQUES 

5.0 INTRODUCTION 

Les résultats développés dans le précèdent chapitre, permettent de généraliser, de 

développer, d'étendre les résultats du chapitre 3. En effet, seul un ensemble de filtres de 

Kalman conventionels associés aux sous-systèmes insensibles aux entrées inconnues et à 

certains défauts spécifiés suffit à résoudre les problèmes de génération de résidus pour le 

diagnostic robuste des systèmes linéaires stochastiques soumis à des entrées inconnues. 

Le problème de détection, d'isolation et d'identification de défauts dans les systèmes 

stochastiques soumis à des entrées inconnues ne présente à ce jour que très peu de 

résultats. En raison certainement des difficultés à mettre en oeuvre un filtre qui soit à la 

fois robuste aux entrées inconnues, sensible aux défauts à détecter et dont la matrice de 

covariance des erreurs d'estimation soit à trace minimale (filtre optimal). Récemment 

quelques travaux traitent de ce sujet, nous citerons entre autre Chen et Patton (1996) dont 

la base des travaux repose sur les notions d'observateurs à entrées inconnues optimaux 

qui permettent une estimation à variance minimale de l'état indépendamment des entrées 

inconnues. Nous citerons également les travaux de Keller et al (1996), Keller et 

Darouach (1997) qui sont l'extension des travaux de Darouach et al (1995). Ces derniers 

résultats sont originaux et intéressants mais nécessitent des temps de calcul, des 

hypothèses et des conditions d'existence plus strictes que l'approche développée ci­

dessous. 

Nous proposons d'établir une procédure de diagnostic robuste aux entrées inconnues, 

capable de détecter, de localiser le(s) défaut(s) présentes) sur le système et de fournir une 

estimation à variance minimale de l'état, nécessaire à l'estimation du ou des défauts( s) 

localisé(s), en vue d'élaborer une structure de commande LQG capable de compenser 

l'effet de ce(s) défaut(s). Nous n'aborderons ici que très peu l'aspect décision et nous 

invitons le lecteur à se référer aux travaux spécialisés dans ce domaine, à savoir Mehra et 

Peschon 1971; Willsky 1976; Basseville et Benveniste 1986: Basseville et al 1987: 

Nikiforov 1995, 1996 ou encore Basseville et Nikiforov 1997. La procédure de mise en 

oeuvre est basée sur le schéma (c) traité dans le chapitre 3. Il s'agit alors de décomposer 

le modèle mathématique fonction des défauts, des entrées inconnues et des bruits, en 

plusieurs sous-systèmes, chacun étant insensible aux entrées inconnues et à certains 

défauts spécifiés. L'estimation optimale des sorties de chaque sous-systèmes est alors 

générée par l'estimation à variance minimale des états du sous-système correspondant. 

Ainsi à partir d'un test d'hypothèse sur l'erreur d'estimation des sorties (résidus) de 

chaque sous-systèmes, une procédure de vote informe de la présence du ou des défaut(s) 

présentes) sur le système. 
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5.1 GÉNÉRATION OPTIMALE DE RÉSIDUS EN PRÉSENCE 
D'ENTRÉES INCONNUES ET DE BRUITS 

L'objectif de ce paragraphe est de mettre au point une méthode de génération de 

résidus à partir du fùtre de Kalman robuste aux entrées inconnues élaboré dans le chapitre 

précédent. Nous proposons alors un fùtre optimal de détection et d'isolation de défauts 

(d'actionneurs et/ou de composants). Nous donnons les conditions d'existence et la 

procédure de mise en oeuvre. Dans le même esprit qu'au chapitre 3, afin d'en présenter 

les performances et la facilité de mise en oeuvre, nous utilisons le système d'entraînement 

à bande (fig 3.3.11) comme exemple de simulation. 

Nous profiterons de cette dernière étude pour effectuer les quelques modifications à 

apporter à l'algorithme présenté dans la partie 3.3.3, afin de répondre au problème de 

détection et d'isolation de défauts en présence d'entrées inconnues et de bruits. 

5.1.1 Notations et hypothèses de base 

Le modèle linéaire et invariant auquel nous nous intéressons, correspond au système 

stochastique discret à entrées inconnues étudié dans le chapitre précédent et généralisé par 

l'ajout d'une nouvelle entrée f : 

~k+l =A~k +B!!k +Fdh +Edfh +wk 

~k =C~k +Yk 

(5.la) 

(5.lb) 

où h E 9\f représente les défauts influençant les dynamiques du système et Fd la 

matrice de distribution, considérée comme connue, constante et construite selon les 

défauts à détecter. Hormis la dimension du vecteur des entrées inconnues !h E 9\PI, il 

n'y a aucun changement des dimensions et des propriétés statistiques énoncées pour le 

modèle (4.1). 

Hypothèses 

Les quatre hypothèses de bases Hl (i.e. m> pd, H2 (i.e. rang(C) = m), 

H 3 (i.e. rang[Ed] = pd et R4 (i.e. rang[ CEd] = PI) énoncées dans le chapitre précedent 

doivent être vérifiées ainsi que: 

Hs : rang[ Ed Fd] = Pl + f (injectivité de [Ed Fd]) 

Cette dernière hypothèse est nécessaire pour pouvoir distinguer l'influence individuelle de 

chaque défaut fi (ième coordonnée de D. 
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5.1.2 Isolation robuste des défauts d'actionneurs et/ou de 
composants 

D'après les résultats antérieurs, lorsque nous voulons détecter et localiser 

simultanément un maximum de défauts, indépendament des entrées inconnues, il convient 

d'utiliser le schéma (b) ou (c). Cependant, la dimension du vecteur f impose l'utilisation 

du: 

schéma (b) si f S; rn-Pl. 
schéma (c) si f> rn-Pl. 

Schéma (h) 

Il consiste à générer un bloc de f filtres de Kalman à entrées inconnues, où chaque 

filtre génère un résidu (de signature différente) insensible à f - 1 éléments appartenant à f 
(voir table 3.2.2) et aux Pl entrées inconnues, c'est alors le résidu non nul qui désigne le 

défaut. Nous pouvons donc détecter et localiser tous les défauts simultanément, ceci sans 

procédure de vote. 

D'après la table 3.2.2, l'ensemble des filtres associés au système (5.1) peut être décrit 

par la figure suivante: 

f(t) Jl g(t) ~ 
!!(t) 

" Système (5.1) JI 
r~I ____________________ ~ 

y(t) 
j . 

Alarme défauts 

I~ Système d'ordre réduit 
~ insensible à 

'= ~ [f2, f3, ... , fd et g 

I~ Système d'ordre réduit 
_ :: insensible à n =;; [[,,i,, .. ;' [Il ct ~ 

Il Il 

Il 
I~ Système d'ordre réduit 
~ insensible à = 

[fI> f2, ... , fc.,] et!! 

. -Instant d'apparition 
FOI filtre l 1 • Localisation 

I-....;.;;;..;..;;;;;.;;.;...;.~.:I _ 71.(t) 
X~k/k) l ". rl(t) al = ln - I.lgeneratlOn ~ Test 

f' 1 de résidu I""V statistique r---­
L.:::==~---":"-===::!l 

~ Filtrede 
"""'V Kalman 

FOI filtre 2 
.------, i 2(1J 1. -~~ r2(tl az = Ir:! 

k Filtre de -1' k) .Igénération ~ Test r----
y(t) 

rv Kalman f l de résidu] --v statistique 
~===:::L-""':"'::==::::J 

FOI filtre f 
~c _~y(t) 

f(t) T ac= 1 

~ 
Filtre de UlJk) Jgénération1 ~ est r----
Kalman of l de résidu I""V statistique 

rr 

Fig 5.1 : Structure du bloc FDI, schéma Cb) 
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Schéma (c) 

Il consiste à générer un bloc de (P2 = mn_l_ pJ filtres de Kalman à entrées 

inconnues, où chaque filtre génère un résidu (de signature différente) robuste à P2 

éléments du vecteur f (voir table 3.3.3) et aux Pl entrées inconnues. Nous pouvons alors 

détecter et localiser simultanément un maximum de P2 défauts. 

D'après la table 3.3.3, l'ensemble des filtres associé au système (5.1) pour n=5, m=4, 

f=4 et PI=l, peut être décrit par la figure suivante: 

E.(t) 
[ft) ~ ~(t) ~ 

v(t) 
.- Système (5.1) 
, avec: n=5, m=4, f=4 et PI=l 

Il FDI filtre 1 1 
(t) _"1 _o. _v(t) .~ Système d'ordre réduit -, 

Alaffile défauts ritr insensible à :: i..lr--Fi-ltre-d-e'" !r.'dt) "génération rl(t11 Test Ilr~ ~ 
I:=1F~, [flJ~et~ ,1 Kalman· fi de résidu I~statistiquel~' 

t: 

. Instant d'apparition 
Localisation 

CP 

FDI filtre 2 v(t) ~ ~ 
Il S.vstème d'ordre réduit Fl'ltre de i1,.h) 1. :-~~ r2(t) ln 1S: 1---- al I~ _1"'· .lgeneratIOn 1-. Test Li.... 0 
IL . ...K insensible à 1:: ~ Kalman ~ r---
n~ [V~ d ~ ~===I_--..:.f-=I=de=res=: i=du:.Je-v ~œ ! r.~ 

1 1 1 g-'a3 Il Il 

1 1 1 g: 
t: 

1r=~======~~FD~I~fil~tre~6~==~() @-.~ 
,... __ .., ~6 -~~ t ~ 

.!:::::::."I Système d'ordre réduit xr.'dk> r6(t) 1" 
----yI insensible à ...l\ Filtre de - Jgénérationl ~ Test ... a 

L::::=:>I~ [f3, f4] et ~ ." Kalman f' 1 de résidu l-v statistique i. 

Fig 5.2: Structure du bloc FDI, selon le schéma (c) 

Nous étudierons à présent la procédure de mise oeuvre des deux phases principales 

que sont la détection et l'isolation des défauts, en explicitant successivement chaque 

module précédemment schématisé dans les 2 blocs FDI. 

5.1.3 Algorithme de détection et d'isolation robuste de 
défauts 

Les résultats de cette procédure font appel au filtre de Kalman à entrées inconnues 

développé dans le chapitre précèdent, à l'algorithme de détection, d'isolation et de 

correction de défauts présenté dans la dernière partie du troisième chapitre et des 

résultats de nos derniers travaux (Koenig et Nowakowski 1997e), 
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L'objectif est de construire l'ensemble des filtres présentés dans les schémas (b) et 

(c), chacun vérifiant ces propres propriétés de robustesse et de sensibilité aux défauts. 

Début de l'algorithme. 

Schéma (h) : (pour i=l, 2, ... , f faire), 

Schéma (c) : (pour i=l, 2, ... , n+p2 faire), 

Étape 1 : Construction du ième filtre. 

Schéma (h) : Le résidu ri généré par le ième fIltre doit être insensible aux f-l éléments fj' 

U E J = {l, 2, ... ,i -1 , i + 1, ... , f}) et aux Pl entrées inconnues, tout en restant 

sensible à l'élément restant fi:;éj' (f = {i}). 

Le modèle de défaillance (5.1) est alors réécrit sous la forme équivalente suivante: 

~k+l = A~k + BYk + Fjfk + E~Qk + wk 

~k = C~k +Yk 

(5.2a) 

(5.2b) 

où E~ représente la matrice de distribütion des entrées inconnues 

d" [dT f f f f f]T mp=p,+f-l Fi 1 . d d' 'b' d _ = _ 1 2'" i-l i+l'" f E .;1\ et d a matnce e IStrl uhon u 

défaut à détecter fi = [fi ]. 

Les matrices E~ et Fj sont données par : 

E~ = [Ed Fd, Fd2 ... Fdi_1 Fdi+1 ••• Fd f ] (5.3) 

(5.4) 

où Fd représente la tème colonne de la matrice Fd' 
1 

Schéma (c) : Le résidu ri généré par le ième filtre doit être insensible aux P2 éléments fil' 

(it EJ={i l , i2, ... , ipJ) et aux Pl entrées inconnues, tout en restant sensible aux 

éléments restants fik"'l' (ik Ef={ip2 +1, ip2 +2' ... , id)· 
Le modèle de défaillance (5.1) est alors réécrit sous la forme équivalente suivante: 

~k+1 = A~k + BYk + FJfk + E~Ql + w k 

~k = C~k + Yk 

(5.2c) 

(5,2d) 

où E~ représente la matrice de distribution des entrées inconnues 

_di = [_dT f. f. ... f. ]T E 9\P=PI +P2=m-1 et Fi la matrice de distribution des 
JI JI Jp2 d 

défauts à détecter fi = [fi fi . .. fic]T E 9\f -P2 . 
- P2+1 P2+2 
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Les matrices E~ et FJ sont données par : 

E~ = [Ed Fdi 1 Fdi2 ... Fdip2 ] (5.5) 

Fi - [F . Fd' . .. Fd' ] d - d'Pl +1 lpl +2 If 
(5.6) 

où Fdi( représente la (it )ème colonne de la matrice Fd' 

Quel que soit le schéma (b ou c), les hypothèses de bases Hl à Hs sont à vérifier pour 

le système (5.2), 

Hl : m > p (vraie par construction) 

Hl : rang ( C) = m (toutes les mesures sont linéairement indépendantes) 

H3 : rang[ E~] = P (vraie par construction) 

H4 : rang[ CE~] = P (vraie par construction) 

H5 : rang[E~ Fd] = Pl + f (vraie par construction) 

Étape 2 : Nous recherchons, dans une première phase, le sous-système insensible aux 

entrées inconnues Qi. 

La matrice E~ est de rang plein colonnes, il existe alors une matrice régulière 

p~[(~r }elleque 

1Ei _ [( ~)+]Ei _ [o(n-p)xp] d - El d - l 
d P 

(5.7) 

avec: 

1)T = Ke{(E~f) E 3\nx(n-p) (5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 
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En prémultipliant les équations (S.2a) et (S.2c) par la matrice P, nous transformons ie 

système (5.2) en la forme équivalente suivante: 

Êlk+l = '~IlÊJk +·~12Ê2k +BJ!!k + 11FJfk +11\,,\ (5.12a) 

Ê2k+1 = '~21Êlk +Â22Ê2k +B2!!k +(E~rFJfk + fil +(E~r W k (S.12b) 

- -
~k = Cl ~lk + C:S:k + ~k (5.12e) 

avec: 

X = Px = [~I.], X E gzn-p 
- - ~2 -1 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

Nous constatons, d'après (5.12b), que les entrées inconnues fil agissent directement 

sur l'état (E2)' Nous pouvons donc considérer (Ê2) comme le nouveau vecteur des 

entrées inconnues. Nous avons alors le sous-système suivant: 

- -
~k = CI~lk + C2~2k + ~k 

dont la structure est identique aux systèmes (2.1.1) et (4.14). 

(S.17a) 

(5.17b) 

Afin de reconstruire l'état complet d'origine ( ~ = p-1 [f~ J} il faut estimer les sous­

états ÊI et Ê2 . Or d'après les relations (5.17b et 4.20), le sous état Ê2 ne peut être 

reconstruit que si l'hypothèse H4 (i.e. rang[ CE~] = rang[ E~] = p) est vérifiée. Dans 

ce cas, la matrice ê2 = CE~ est de rang plein colonnes. nous savons trouver une 

seconde matrice régulière P2 telle que: 

(5.18) 
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avec: P3T = Ker( ên E 9\mx(m-p) 

ê! = (êIê2)-1 êI 

'P:3 x 'P:3T = Im-p 

Prémultiplions l'équation de mesure (5.17b) par la matrice P2' 

Îk =P3~k ='P:3êlRlk +P3Yk 

R2k = ê!(~k - ê1Rlk - Yk) 

nous obtenons par substitution de (5.23) dans (5.17a),le sous-système: 

Rlk+1 = ~Rlk + 'B!:!:k + l1FJfk + (jWk 

Îk = CR1k +fk 

avec: ~=(ÂII-Â12ê!êl) 

'B = [BI Â12ê! ] 

(j=[-ÂI2ê2+ 11] 
C = 'P:3êl 

Wk=[;:J 

Î = 'P:3~ 
fk = 'P:3Yk 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24a) 

(5.24b) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

Ainsi, pour ce nouveau modèle (5.24), la dynamique de l'état (5.24a) est indépendante 
des entrées inconnues, mais les nouveaux bruits wk et fk sont corrélés. 

En effet, d'après (4.3), (5.30) et (5.32) les propriétés statistiques des bruits de ce 

nouveau modèle (5.24) sont telles que: 

E{Wk} = 0, E{Vk} = 0, E{Wk W~} = Q8kl' E{Vk V~} = !l\§kl' E{Vk W~} = STOkl 

avec: Q = [~ gJokl' 2( = ~R~T et ST = [2( O(m-p)xn] 

Nous pouvons cependant nous ramener au cas d'un modèle à bruits décorrélés par la 

construction d'un modèle équivalent. 

Étape 3: Recherche du modèle équivalent au système (5.24), à bruits décorrélés. 
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Sachant que E{~k wT} = STÔkl , il suffit alors d'effectuer le changement de variable, 

- srv-1 wk =wk - ..l\.. ~k (5.33) 

pour lequel il est facile de vérifier que E{ ~k W T} = O. 

L'utilisation de ce bruit dans les équations du modèle (5.24) conduit directement au 

modèle équivalent recherché: 

Rlk+1 = 5lR1k + 13!!k + Ylk + ~Fjfk + YWk 
lk = CR1k +~k 

- -1 
avec : ~'2l = 5l- (jS!l( C 

y = (jS!l(-1 

Note: d'après la remarque 4.1, si R = a[Im], a E 9\1 alors 5l = 5let y = O. 

(5.34a) 

(5.34b) 

(5.35) 

(5.36) 

Les propriétés statistiques des bruits du modèle (5.34) vérifient effectivement les 

propriétés statistique désirées: 

(5.37) 

Il suffit alors d'appliquer, sur le système (5.34), le filtre de Kalman discret établi dâns 

le cas de systèmes à bruits non corrélés et de générer le résidu ri (k/k -1), défini comme 

la différence entre la sortie réelle (i.e. lk-J) et la sortie prédite du 

Étape 4: Génération robuste du ième résidu ri(k/k-I) 

Selon la structure du système (5.34), nous pouvons considérer les deux hypothèses 

distinctes suivantes: 

- l'hypothèse H~, tous les défauts appartenant à f sont identiquement nuls, par 

conséquent le vecteur fk = O. 

- l'hypothèse Hl, il existe au-moins un défaut non-nul appartenant à f, par 

conséquent le vecteur fk *- o. 
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En se plaçant dans l'hypothèse H~, la mise en oeuvre du filtre de Kalman 

discret pour le sous-système (5.34) se décompose selon les deux étapes suivantes: 

-l'étape de prédiction: 

où il s'agit, 

* d'évaluer la matrice de covariance de l'erreur de prédiction, 
. -' -T -T 

Pil (k+lfk) = 5lPil (k/k)51 + (jQÇj 

donnée par pil (k+l/k) = EH~i (k+lfk}][~i (k+lfk)r} 

avec : ~~ (k+lfk) = glk+l -~! (k+l/k) = 5l~~ (k/k) + Çjw k 

(5.38) 

(5.39) 

* de prédire gl à l'instant k+ 1 compte tenu des mesures disponibles à l'instant k, 

~! (k+l/k) = 5l~! (k/k) + 'B!!k + ÇjÎk (meilleure prédiction) 

-l'étape de correction: 

où ii s'agit, 

* d'évaluer la matrice de covariance de l'erreur d'estimation, 

P~ (k/k) = (1 -1(~C)p~ (k/k-l) 
-1 -1 

donnée par pil (k/k) = EH ~~ (k/k)][ ~~ (k/k) r} 

-i ( ) - ~i ( ) (1 .-yi C)-i ( ).-yi avec : ~l k/k = ~lk - ~l k/k = - -'\.k ~l k/k-l - ..!\.k~k 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

* d'estimer gl à l'instant k compte tenu des mesures disponibles à l'instant k, 

(5.43) 

avec 1(~ le gain optimal du filtre, donnée par : 

., T(' T )-1 1(;' = PRI (k/k-l)C CPil (k/k-l)C +!l{ (5.44) 

Nous proposons alors comme estimateurs de g2' ~ et Qi au sens de la minimisation de 
.... i . ....i 

la covariance de l'erreur d'estimation (4.38), les vecteurs respectifs g2' .&1 et Q 

définis par : 

~~(k/k)=ê!(~k -êl~~(k/k)) 

.&i (k/k) = p.l[~i~ (k/k)] = PtT~: (k/k) + E~~~ (k/k) 
g2(k/k) 

ai (k/k+l) = (CE~ r (~k+l - CARi (kjk) - CB!!k) 
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où les matrices de covana.l1ce des erreurs d'estimations sont respectivement, 

(5.48) 

(5.49) 

( . )+ (. T T )f( . )+ Î T Pgi (k/k+l) = CEd CAP~ (k/k)(CA) + CQC + R l CEd ) (5.50) 

Remarque 5.1 : Si nous éliminons Pg1 (k/k) et ~1 (k/k) dans les relations (5.38) et 

(5.40), nous obtenons le système récurrent suivant: 

(5.51 ) 

où la résolution de l'équation de Riccati aux différences (5.52) permet un calcul hors 

ligne des matrices pL (k+l/k). pL (k/k) . .1(k' pl2 (kik). P!(k/k) et PQi (k/k+l). 

Par conséquent, si le filtre (5.51) converge, la séquence {pli (k+J/k)} converge vers la 

matrice {pi~ } telle que : 

p~s -;7tP~S ytT +ytp~SCT(cp~SCT + 2()-1 cp~s .. t;qT _ (jQ(jT = 0 
-1 -1 -1 -1 -1 

(5.53) 

où l'équation (5.53) est l'équation de Riccati algébrique (ERA) associée à 

l'ERD (5.52). 

Par analogie au théorème 4.2, les conditions nécessaires et suffisantes de convergence 

de l'ERD et de stabilité du filtre de Kalman d'ordre réduit (5.51) sont données par le 

théorème suivant. 

Théorème 5.1 : Si P~~ est l'unique solution stabilisatrice de l'ERA et si 

P~ (0/-1) > 0, alors la séquence {p~ (k+l/k)} converge exponentiellement vers p~s si et 
_1 -1 -1 

seulement si les conditions d'existence suivantes sont vérifiées: 

c5.1a) rang(CEd) = rang(E~) = p (condition de robustesse) 

et 

c5.J b) rang([ )J ~ A - OE~ ]J ~ TI + p, V'le E C, l'leI 20 1 (sous l'hypothèse H ~ ) 
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En se plaçant dans l'hypothèse HL l'erreur de prédiction de l'état RI est 

directement affectée par les défauts appartenant à f : 

(5.54) 

. Ai 
par conséquent, le résidu rI (k/k-I) = ~k-l -~ (k/k-I) est décrit par le système récurrent 
suivant: 

~~(k+l/k) = (~ - ~1(~C)~~(k/k-l)- .9I2\1~k + 1lFjrk + YW k 

=~~~~(k/k-I)-1(~k~k +1lFjrk +YWk 

ri (k/k-I) = C~~ (k/k-l) + ~k-l 

avec : 1(~k = ~1(~ 

~~ =~ -1(~kC 

(5.55) 

(5.56) 

(5.57) 

et d'après les propriétés statistiques des bruits, l'espérance mathématique du 

système (5.54) donne l'expression suivante : 

{E{~.~(k+l/k)}=~~ XE{~~(k/k-I)}+1lFj XE{fk} 

E{r1(k/k-I)} = C X E{~l (k/k-I)} 

Le système (5.58) est équivalent à: 

Schéma Ch): 

{E{~.\(k+l/k)}= ~~ XE{~\(k/k-I)}+1lFdi xE{fi(k)} 

E{r1(k/k-l)} = C X E{~J(k/k-I)} 

Schéma (c): 

{
E{ê1l" (k+l/k)} = ~~ x E{ê\ (k/k-l)} + 1lFdi. X E{fi (k)} + ... 

- - P2+] P2+] 

E{ ri (k/k-l)} = C X E{ ~\ (k/k-l)} 

(5.58) 

(5.59b) 

+ 1lFdif X E{fif (k)} 

(5.59c) 

Finalement, les systèmes (5.59b) et (5.59c), présentent les mêmes structures que dans 

l'approche déterministe. Par conséquent suivant le théorème 3.2.4, le filtre de Kalman 

d'ordre réduit (5.51) doit vérifier les conditions d'existence énoncées dans le théorème 

(5.1) et dans le théorème suivant. 
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Théorème 5.2 : Pour le système (5.2), le filtre de Kalman d'ordre réduit (5.51) 

chargé de la détection de(s) défaut(s) appartenant à f ("FDI filtre il!) existe, 

indépendamment des défauts appartenant à f et des entrées inconnues ,d, si et 

seulement si les conditions du théorème 5.1 et la condition suivante de sensibilité au(x) 

défaut( s) appartenant à f sont vérifiées 

c5.2a) L'espace commandable et observable du triplet (C, .:~L 1)Fdj) est non vide 

pour (tout) j appartenant à f (le(s) défaut(s) fj est (sont) détectable(s)). 

Étape 5 : Détection de(s) défautes) appartenant à f 

Le résidu [i(k/k-I) E 9\(m-p) est uniquement sensible au(x) défaut(s) appartenant à f. 

Par conséquent, dans l'hypothèse d'absence de ces défaut(s), les propriétés 

statistiques au premier et second ordre du résidu sont données par : 

u i_. fE{[i(k/k-l)}=CXE{~I(k!k-l)}=O 
HO' l covariance{ [i (k/k-l)} = CP~l (k/k-l)CT +!l( 

IC LEY\ 
'-J.VV) 

Quand il Y a occurrence d'un ou de plusieurs défauts appa.rtenant à f, les propriétés 

statistiques du résidu sont différentes. Elles correspondent aux propriétés Hl. Le 

problème de détection de(s) ce(s) défaut(s) consiste alors à faire le bon choix entre les 

hypothèses H~ "pas de défaut" et Hi "présence de défaut". 

Par hypothèse, les séquences {wd et bd sont des bruits blancs gaussiens, ainsi 

{ri(k!k-I)} est une séquence gaussienne, nous pouvons appliquer le test du Khi-2. 

En l'absence de défaut(s) appartenant à f la quantité: 

(5.61) 

suit une loi du Khi-2 à N x (m - p) degrés de liberté et où ~ représente la taille de la 

fenêtre d'observation. 

Si un défaut apparaît. les propriétés statistiques de {ri (k/k-J)} changent et nous 

pouvons utiliser la règle de décision suivante: 

(5.62) 

où le seuil t est déterminé à l'aide d'une table de distribution de la loi du Khi-2 en 

fonction de la taille de la fenêtre et pour un taux de fausses alarmes donné. 
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Ce test est simple à mettre en oeuvre et permet au moyen de la logique de décisions 

énoncée dans la table 3.2.2 (schéma b) ou dans la table 3.3.3 (schéma c) de localiser 

un maximum de m-l défauts simultanés, indépendamment des entrées inconnues. 

Remarque 5.2 : Pour le schéma (c), la dimension du vecteur des entrées inconnues 

Qi est égale à m-l (i.e. p=m-l). Par conséquent, l'inversion de la matrice 

(CP~l (k/k-l)CT + 2{) E 9\(m-p)x(m-p) ne nécessite que l'inversion d'un scalaire et le 

test statistique sur la séquence ri E 9\(m-p)=l est réduit au cas monovariable. 

Fin de l'algorithme 

5.1.4 Implantation numérique du i ème filtre 

Initialisation du filtre: 
. T Pi (O/-I)=~Px(O/-j)~ 
-1 -!: (0/-1)= ~g(O/-j) 

l 
Calcul du gain du filtre: 

-1 -1 -1 -1 -1 ?Ci =P~ (kjk-I)CT(cp~ (k/k-I)CT +~)-j -1 -1 -1 -1 
-1 -1 

Î 

Génération du ième résidu: 
. Ai 

[1(k+lJk)=rk -r (k+lJk) 
Calcul des estimations respectives: 

Ai Ai . ( Ai ) 
Rdk/k)=!I(k/k-I)+?CL ~k -CRj(k/k-l) Ai 

=P3rk -CRj(k+ljk) 

Calcul de la prédiction de RI et de la matrice 
de covariance des erreurs de prédiction: 

!~(k/k)=ê2+(rk -êl!:(k/k)) 

Ri (kjk) = ~T!I (kjk)+ E~!~ (kjk) Ai -Ai -
Rdk+ljk) =,'1RI (k/k)+$!h +yrk 

. - . -T - T 
Pil (k+l/k)=~P~1 (k/k).9l +(jQy 

Î 

~i (kjk+J) = (CE~ r (rk+1 -CARi (kjk)-CB!!k) 

Calcul des matrices de covariance 
des erreurs de correction: 

P~ (k/k)=(I-?CkC)P~ (k/k-I) 
-1 -1 

PR2 (k/k)= ê!(êIPil (k/k)êT + R )(ê!)T 

P~(k/k)=(~T -E~ê2+êdpil(k/k)(~T -E~ê/êdT +E~ê/R(E~ê2+f 

pj (k/k+l) = (CE~ r (CAP~ (kjk)(CA)T +CQC T + R)~ (CE~ r r 
Fig 5.3 : Algorithme de calcul du ième filtre de Kalman à entrées inconnues 
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5.2 EXEMPLE 

Afin d'évaluer les performances du fIltre de Kalman à entrées inconnues appliqué au 

diagnostic robuste de défauts des systèmes linéaires stochastiques, nous nous sommes 

intéressés au système de la bobineuse (fig 3.3.11). A la différence de l'exemple 3.3.3.2, 

le modèle de défaillance tient compte des bruits de structures et de mesures, il est donc 

décrit par la représentation suivante: 

(5.63a) 

(5.63b) 

où l'état ~k E 9\n=3, la commande !!k E 9\e=3, les défauts d'actionneurs h E 9\f=3 et la 

mesure y =[T1(k) V2(k) T3(k)f E9\m=3. Les matrices A, B et Fd sont constantes et 
-k 

connues (partie 3.3.3.2), et la matrice C est égale à la matrice identité. 

Les séquences {yd et {wk } sont des bruits blancs gaussiens non corrélés, de moyennes 

nulles et indépendants de ~o. Leurs matrices de covariances sont respectivement, 

[
1 0 0] [0.12 0 0 ] R = 0.12 0 1 0 et Q = 0 0.12 0 
o 0 1 0 0 0.012 

Application 

Le système est composé de 3 (=n) états, 3 (=f) défauts, 3 (=m) mesures et aucune 

perturbations (i.e. Pl=O). Nous sommes, par conséquent, dans les hypothèses du 

schéma (b). Il suffit donc de générer un ensemble de trois résidus ri (i = 1, 2, 3), 

chacun étant insensible à deux éléments du vecteur f. La table ci-dessous, résume les 

propriétés que doivent vérifier ces résidus. 

Si FDI filtre\=r\ FDI filtre2=r2 FDI filtre3=r3 Logique de décisions 

f\ {t);t 0 1 0 0 al = 11 r 

f2(t)* 0 0 1 0 a2 = 1, r-

f3(t) ;t0 0 0 1 a3 = l, 
r 

Table 5.1 : Isolation pour n=3, f=3, m=3 et PI=O, schéma (b) 
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Illustration. 

Construction du deuxième filtre (ltFDI filtre21t) 

Étape 1) Selon la table 5.1, le résidu r2 généré par le deuxième filtre est insensible aux 
éléments fi et f3, mais sensible à l'élément f2 . Nous considèrons alors le modèle de 

défaillance suivant: 

~k+l =A~k +B.!!k +FJf~ +E~4~ +wk (5.64a) 

~k = C~k + Yk (5.64b) 

où: J = {1, 3}, f = {2}, FJ = 0.2413 ,E~ = 0.0420 0.0575, a = [f2], [
0.0431] [-0.4504 0.1256] 

-0.0196 -0.1321 0.3758 

et 4~ = [i~J 
Les hypothèses HI à H5 sont vérifiées. 

Étape 2: Recherche du sous-système insensible aux entrées inconnues 42 . 

La matrice E~ étant de rang plein colonnes, il existe une matrice 

régulière P = [(Eir }elle que: 

avec : 
11 = [0.1484 0.9689 -0.1978] 

E~ = [0 0.5 0.5] 

(5.66) 

(5.67) 

En prémultipliant l'équation (5.64a) par la matrice P, nous obtenons le sous­

système suivant: 

- -
~ = C1R1 +C2R2 +Yk 

avec: 

R=p~=[f~J Âll =[0.7992], Â12 =[-0.011 -0.006], 

. [ 0.1483 ] [-0.4504 0.1256] 
BI = [0 0.2441 0], ê l = 0.9689 et ê2 = 0.042 0.0575 

-0.1978 -0.1321 0.3758 
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Pour le sous-système (5.68), la nouvelle entrée inconnue est représentée par la variable 

X2 or la matrice ê 2 = CE~ est de rang plein colonnes, il existe alors une matrice 

régulière P2 = [ g! ] telle que: 

PC- -[%Jc- _[O(m-p)xp] 2 ? - -+ ? - l - C2 - P 

avec : 
% = [0.1484 0.9689 -0.1978] 

ê+ _[-2.3832 0.51160.7182J 
2 - -0.7596 0.6900 2.8093 

(5.69) 

(5.70) 

(5.71) 

qui transforme le sous-système (5.68) en un sous-système (5.72) indépendant de 
l, ,. d? entree Inconnue _ - : 

Xlk+l = 51Xlk + :B!!:.k + 1lFJa + (jWk 

~k = CXlk +~k 

avec: !!:.k = [~:l W k = [;~J ~ = %~, ~k = %Yk' 51 = [0.7992], 

:B = [0 0.2441 0 0.0309 -0.0098 -0.025], C = [1] 

et (j = [-0.0309 0.0098 0.025 0.1484 0.9689 -0.1978] 

(5.72a) 

(5.72b) 

Pour ce nouveau modèle (5.72), la dynamique de l'état (5.72a) est indépendante des 

entrées inconnues. Cependant, les nouveaux bruits wk et ~k sont corrélés, leurs 

propriétés statistiques aux premier et second ordres sont: 

E{Wd=O, E{~k}=O, E{wkwT} = Q)kl' E{~k~T}=2@k1' E{~kWT}=STÙkl 

avec: Q = [~ ~Jokl' 2{ = 0.01 et ST = [0.0015 0.0097 -0.0020 0 0 0] 

Étape 3: Recherche du modèle équivalent au système (5.72) à bruits décorrélés. 

Sachant que E{ ~k wT} = S TÙkl , il suffit d'effectuer le changement de variable, 

- Srv-1 w k =wk - ..t\,. ~k (5.73) 

pour lequel il est facile de vérifier que E{ ~k W T} = O. 

L'utilisation de ce bruit, dans les équations du modèle (5.72), conduit directement au 

modèle équivalent désiré: 

Xlk+l = 51Xlk + :B!!:.k + (j~k + 1lFÜk + (jw k (5.74a) 

~k = CXlk +~k (5.74b) 

où JI. = JI. et (j = 0 puisque la remarque 4.1 est vérifiée, (a = 0.12 ) . 
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Les propriétés statistiques des bruits du modèle (5.74) vérifient effectivement les 

propriétés statistique désiré : 

(5.75) 

avec : 
0.0098 -0.0014 0.0003 0 0 0 

-0.0014 0.0006 0.0019 0 0 0 

Q= 
0.0003 0.0019 0.0096 0 0 0 

o 0 0 0.01 0 0 
o 0 0 0 0.01 0 
o 0 0 0 0 0.01 

Étape 4: Génération robuste du deuxième résidu !?Ck/k-I) 

En se plaçant dans l'hypothèse H~, il suffit d'appliquer, sur le sous-système 

(5.74), le filtre de Kalman discret défini dans le cas de systèmes à bruits non corrélés, 

et de terminer la procédure par l'algorithme de calcul du filtre présenté sur la 

figure 5.3, avec les conditions initiales suivantes: 

[ 0] [10 0 0] :RCO/-I)=XO= 0 etPRCo/-1)= 0 10 0 
o 0 0 10 

Ou encore, afin de gagner en temps de calcul, il suffit de rechercher la solution 

stabilisatrice de l'équation de Riccati algébrique associée à (5.53) et d'en déduire par 

un calcul hors ligne le gain et les matrices de covariance. 

En effet, comme les conditions du théorème 5.1 sont vérifiées, la séquence 

{PR1 (k+lfk)} converge vers la matrice {P~l} telle que: 

(5.76) 

La solution stabilisatrice de l'équation de Riccati algébrique associée à (5.76) est: 

P~ = [0.0133] 
-1 

(5.77) 

Nous en déduisons alors aisément les valeurs statiques du gain et des matrices de 

covariance. 

1(s = [0.5703], 1(~ = [0.4558], lim PR1 (kjk) = [0.0057], 

-s [ ] r P ( .. ) _ [0.0646 0.0418J 
JI. = 0.3434, lm &2 kjk - 0.0418 0.0895 ' 

k-.7oo 

. [0.0099 -0.0006 0.0001] . [0.1773 0.0957J 
hm P~ (kjk) = -0.0006 0.0060 0.0008, hm PQ (k/k+l) = 0.0957 0.1477 
k-.7oo 0.0001 0.0008 0.0098 k-.7 OO 
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Remarque: À(~s)=[O.3434], le filtre prédicteur d'ordre réduit (5.51) est bien 

asymptotiquement stable. 

En se plaçant dans l'hypothèse H~, l'erreur de prédiction de l'état RI et le 
A? 

résidu r 2(kfk-l) = ~k-l - ~- (kjk-l) sont décrits par le système récurrent suivant: 

~i(k+lfk) = (51-5t1(~C)~~(kjk-l)- 5l1(~~k + ~Fjfk + (jWk 

=~~~i(kjk-l)-1(~k~k +~Fjfk +(jWk 

ri (kjk-l) = c~i (kjk-I) + ~k-I 

(5.78) 

et d'après les propriétés statistiques des bruits, l'espérance mathématique du 

système (5.78) donne l'expression suivante : 

(5.79) 

Finalement, le système (5.79) présente la même structure que dans l'approche 

déterministe. TI reste donc à vérifier le théorème (5.2). 

Pour le système (5.64), le filtre de Kalman d'ordre réduit (5.51) chargé de la détection 

du défaut f2 existe, indépendamment de 42, si et seulement si les conditions du 

théorème 5.1 et la condition de sensibilité du défaut appartenant à J sont vérifiées: 

c5.la) rang(CE~) = rang(E~) = p = 2 OK 

c5.lb) rang([)J ~ A -;~ J) = n + p = 5, \fI. E C, 11.1;, 1 OK 

et 

c5.2a) Le défaut f2 appartenant à J, est détectable car l'espace commandable et 

observable du triplet (C, ~~, ~Fd2) est non vide. OK 

Étape 5 : Détection du défaut f2 

Le résidu r2(k/k-l) E 9\(m-p)=1 est scalaire, par conséquent l'inversion de la matrice 

(CPtl (kjk-l)CT + 2() E 9\1 ne nécessite que l'inversion d'un scalaire et le test 

statistique sur la séquence r2 est réduit au cas monovariable. 
o 
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Afin de valider la méthode, nous avons simulé sur le système les défauts suivants : 

{ 

0; k<20 (sec) 
'.1'. 1 . . f() 2;k~20(sec) 

Detaut sur e prenuer actIonneur, 1 k = 4; k ~ 40 (sec) 

2.5; k ~ 70 (sec) 
Pas de défaut sur le second actionneur. 

J
O; k < 30 (sec) 

Défaut sur le troisième actionneur, f3(k) = 2; k ~ 30 (sec) 
0; k ~ 70 (sec) 

Et nous avons comparé les résultats d'estimations du filtre de Kalman conventionnel 

(sensible à tous les défauts), aux résultats d'estimations du filtre de Kalman à entrées 

inconnues développé (insensible au(x) défaut(s) appartenant à J). Les courbes suivantes 

montrent l'allure des résidus, l'estimation de l'état complet et l'estimation des défauts. 

7 
6 
5 
4 
3 
2 

O. rH /, A 

O~V'\~ (l-.fW'" 
-0.2 1 Y 
-0.4 1 1 
-0.6 1 { 
-0.8 M 

-1 i 1 

-1.2 1 1 
-1.4 r/~~II",w 
-1.6 .11 

o JO 203040 50 60 708090 100 
intant k 

Fig 5.3-c : résidu r3 

Fig 5.3 : Evolution des résidus ri (i=1. 2, 3) 

~ _ "'-Jo- x~ : FKREI "-

1. """~'X2 .,~l--X3 
1.') \. ' . --:,t 
o ~., , -1 
0: ,? /0" Ir o. ~. 0 ~ 

o. ~ ',., "'V I~l 
o ...... r· ,a : FKC ' "0 

-o. 20 -40 60 ;0 100 -056~-2-0--4O--60--8-0--1oo 
instant k 

Fig 5.4-a : Filtrage de xl(k) en 

présence des défauts fI et f3 

instant k instant k 

Fig 5.4-b : Filtrage de x2(k) en 
présence des défauts fI et f3 

Fig 5.4-c : Filtrage de x3(k) en 
présence des défauts f1 et f3 

Fig 5.4 : Estimation des composantes du vecteur d'état X 

'"'.'.' if: FKC - ..... ,/"1,,!-.' .. ·;'. ' . . , 

6 
5 ,,:, .... i;: FKC~ .• : ... 
4 

-f3 
3 

1 
Ob'-'~~ 

-1 

-20 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 -20 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
instant k instant k 

Fig 5.5-a : Estimation du défaut fI Fig 5.5-b : Estimation du défaut f3 

Fig 5.5: Estimation des défauts 
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Remarque: Pour l'estimation d'état et des défauts, nous avons utilisé le deuxième filtre 

car il est insensible par construction aux défauts fI et f3. 

Conclusion. 

L'allure des résidus correspond aux propriétés établies dans la table 5.1. En effet, à 

partir de la 20ème (30ème) itération, l'apparition du défaut fI (f3) entraîne un biais sur le 

résidu rI (r3). Ayant détecté et localisé les défauts, nous savons estimer l'état et les 

défauts présents sur le système. 

5.3 CONCLUSION 

Au terme de ce travail, les résultats obtenus permettent d'étendre les méthodes de 

diagnostic des systèmes déterministes aux systèmes stochastiques. 

Nous avons montré par une décomposition du modèle en sous-modèles insensibles 

aux entrées inconnues et à certains défauts spécifiés, comment les résultats connues du 

filtre de Kalman pouvaient être utilisés pour détecter, localiser et identifier les 

défauts d'un système. Comme au chapitre précédent, pour le schéma (c), l'inversion de 

l'expression (CPkl (k/k-l)CT + 2() ne nécessite que l'inversion d'un scalaire, ainsi 

le test statistique sur la séquence {rÎ (k/k-l)} est réduit au cas monovariable. Aussi, 

le découplage de l'estimation de l'état et des défauts, permet de réduire 

considérablement le nombre d'opérations élémentaires, comparativement à l'estimation 

simultanée de l'état et des défauts (Keller et al 1996, Keller et Darouach 1997). D'autre 

part dans ces derniers travaux, le bloc FDI nécessite la construction de filtres d'estimation 

de défauts dont les conditions d'existence ne sont pas vérifiées si le nombre de défauts 
est supérieur à la différence des mesures et des entrées inconnues (i. e. f > m - p). Cette 

condition est restrictive, aussi notre schéma (c) de décomposition permet non seulement 

de contourner cette condition mais elle offre de plus l'avantage de générer des résidus 

basés uniquement sur l'estimation d'état des sous-systèmes, et non pas sur l'estimation 

complète de l'état tel que l'ont montré les travaux de Chen et Patton (1996) ou encore 

Keller et al (1996). En définitive, cette décomposition dans l'espace d'état et dans 

l'espace des observations atténue le phénomène de propagation des erreurs d'arrondi et 

augmente par conséquent la robustesse numérique des filtres. 
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES 

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans la continuité des travaux développés 

au sein du CRAN depuis de nombreuses années à savoir le diagnostic des systèmes 

complexes. Il concerne la recherche de nouveaux algorithmes intégrant l'ensemble des 

tâches d'une procédure de diagnostic (détection, isolation et correction des défauts) pour 

des systèmes linéaires déterministes ou stochastiques soumis à des perturbations 

inconnues a priori. Cette intégration s'avère cependant difficile à mettre en oeuvre. Nous 

avons proposé dans un premier temps, une méthode de synthèse de type normes 

minimales. Cette méthode présente l'avantage de n'utiliser que des estimateurs 

élémentaires (i.e. sans entrées inconnues). Elle permet également de fournir l'estimation 

de l'état, des défauts et des entrées inconnues. Cependant elle ne s'applique que lorsque 

la condition de découplage des entrées inconnues est vérifiée. Cette condition étant 

particulièrement restrictive nous avons été amenés à proposer un nouveau schéma 

d'isolation de défauts basé sur la décomposition en valeurs singulières, 

possédant les mêmes avantages que l'approche par normes minimales et ne nécessitant 

pas quant à la génération de résidu l'estimation complète du vecteur d'état. L'application 

au diagnostic d'un système à base de réservoirs ou d'une bobineuse a montré des 

résultats particulièrement performants. Cette approche laisse ainsi entrevoir de réelles 

perpectives de développement, même si elle souligne l'éternel compromis sensibilité 1 

robustesse. 

Comme nous l'avons souligné plus haut une approche intégrée de diagnostic nécessite 

de détecter, d'isoler mais également de corriger des défauts. Il est donc nécessaire de 

pouvoir modifier la loi de commande du procédé afin de garantir les performances du 

système. C'est dans cet objectif que nous avons proposée une commande reposant sur 

une optimisation H2 particulièrement bien adaptée au contexte de la reconfiguration. 

Contrairement aux approches classiques fondées sur le placement de pôles en boucle 

fermée du système, cette nouvelle approche permet un calcul direct de la matrice de 

compensation et de la loi de commande en fonction des estimations des défauts établis par 

le module de diagnostic décrit précédemment. Outre la possibilité de corriger le ou les 

sous-systèmes en défaut (et ce quelle que soit la nature des défaillances) cette 

méthode permet également de stabiliser le système. 

L'approche intégrée (détection, isolation et correction) proposée précédemment 

s'applique au cas des système déterministes. Nos travaux ont porté également sur la 

généralisation de cette approche au cas des systèmes linéaires stochastiques. Dans ce 

contexte nous avons proposé un nouvel algorithme de détection et d'isolation des défauts 

basé sur la décomposition du système original en plusieurs sous-systèmes, chacun 

étant fonction uniquement d'un sous-ensemble de défauts préalablement spécifiés. La 
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encore l'application au procédé de la bobineuse décrit précédemment a mis en évidence la 

simplicité de mise en oeuvre de l'algorithme. Cet exemple à montrer que le calcul du gain 

de chaque filtre se réduit simplement à l'inversion d'un scalaire. 

Les résultats présenté dans ce mémoire pourront être étendus à la conception d'une 

procédure d'accommodation des défauts plus générale, tenant compte de l'interaction de 

la commande et du diagnostic du procédé. D'autre part l'interprétation des sous systèmes 

indépendants des entrées inconnues vis a vis de la démarche de projection dans l'espace 

de parité (formalisme géométrique et algébrique) me semblerait également la bienvenue. Il 

serait aussi intéressant d'adapter nos algorithmes aux systèmes linéaires à paramètres 

variables et aux systèmes bilinéaires ou non-linéaires. Enfin si de nombreux problèmes 

restent ouverts, leur formulation peut être simplifiée sur la base de nos algorithmes qui ne 

nécessitent plus que l'utilisation d'observateurs élémentaires ou de filtres de Kalman. 
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ANNEXE A 

OUTILS MATHÉMATIQUES 

Comme nous avons à décomposer le modèle mathématique fonction des entrées 

inconnues en un s,ous-modèle insensible aux entrées inconnues, nous rappelons les deux 

outils mathématiques de base qui nous permettent de résoudre ce problème. 

L'ensemble des informations présentés dans cette annexe font appel aux résultats de 

Stewart 1977; Borne et Rottella 1995 et utilisent dans leurs calculs des pseudo-inverses 

au sens de Moore-Penrose. 

A.l Décomposition en valeurs singulières 

A.1.I Hypothèse r < p ::::; ID 

Pour toute matrice Em E 9\mxp de rang r < p, il existe deux matrices orthogonales 

V = (VI V2 ) E 9\mxm et W = (W1 \V2) E 9\Pxp telles que: 

Em =VIWT =VII r W1T E9\mxp 

E; = \VI+ VT = W1 I; VIT E 9\pxm 

avec: 

I=[diag(crl'~2,···crr) g]=[~r g]E9\mXp 

I+ = [diag(l/crb,···ljcr r ) g] = [Ii gJ E 9\pxm 

cr1 ;:::: crz ;:::: ... ;:::: crr > ° 

(a.l.I) 

(a. 1.2) 

(a. 1.3) 

(a. 1.4) 

. Les cri sont les valeurs singulières de Em d'où le nom de décomposition en valeurs 

singulières. 

Nous avons obtenu la décomposition en valeurs singulières de Em : 

Em = VIWT soit, E~ = WITVT 

Nous pouvons regrouper ces relations sous la forme: 

EmE~ =VIWTWITVT =VIITVT, 

où ITI=diag[crf, cr~,··· cr;. 0, "', O]E9\PXP 

et IIT =diag[crf, cr~,··· cr;, 0, "', O]E9\mxm 

Ainsi nous venons de montrer que les valeurs singulières non nulles sont les racines 

carrées des valeurs propres non nulles de la matrice EmE~. mais aussi celles de la 

matrice E~Em' 
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Si nous posons V=[VJ, ... vm] etW=[wl"'wp ] alors les Vi et les wi, d'après les 
expressions précédentes, reçoivent respectivement une interprétation en termes de 

vecteurs propres de EmE~ et E~Em' 

Nous obtenons alors les expressions suivantes: 

(<JfI - EmE~)Vi = 0 et (EmE~)vj = 0 pour i = 1, 2, ... , r etj = r + 1, r+2, ... , m 

(<Jfl-E~Em)Wi =Oet(E~Em)wj=Opouri=l, 2, ... , retj=r+l, r+2, ... , p 

De plus: Em W = V 2. 
et VTEm =2.WT 

donc pour 1=1, 2, ... , r : pour r + 1 :::; i :::; P : 

EmWj = <Ji vi , 

E~ vi = <JjWj, 

Emwj = 0, 

dans tous les cas, nous pouvons écrire: 

Emwr+l =0, ... , Emwp =0, 

et Emwl = <Jl vl' ... , Emwr = <Jrvp 

donc, 

Ker(Em) = span{ W r+l'" ,W p} = W2 

Im(Em) = span{Y1 ""Yr} = VI 

et pour r + 1 :::; i :::; m 

T Em vi = O. 

(a.l.S) 

(a. 1.6) 

où Ker(Em) s'interprète comme le sous-espace vectoriel orthogonal aux lignes 

de Em' et Im(EnJ le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de Em. 

Ainsi, Ker, lm et span représentent respectivement le noyau, l'image et l'espace vectoriel 

engendré par un ensemble de vecteurs. 

Nous pouvons noter que l'une des conséquences immédiates de ce résultat est que pour 

toute matrice Em E 9\mxp : 

(a. 1.7) 

Quelques propriétés de E~ 

Toute matrice E~ vérifiant les quatre propriétés ci-dessous est une pseudo-inverse 

de Em (on dit aussi inverse au sens de Moore-Penrose). 

E~EmE~ =E~ 

EmE~Em = Em 
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Orthogonalité et transposition 

La notion d'orthogonalité est définit à partir du produit scalaire: 

- deux vecteurs x et y de mêmes dimensions sont orthogonaux si : 

-l'orthogonal d'un espace vectoriel E c 9\n, est l'espace vectoriel, noté E..L, défini par 

Il est évident que pour tout espace vectoriel de dimension finie, nous avons 

(a.1.12) 

D'autre part pour toute matrice Em, nous avons le résultat suivant: 

(a.1.13) 

qui établit un lien entre les notions d'orthogonalité d'espaces vectoriels et la transposition 

d'opérateurs. 

Donc d'après les propriétés précédentes, nous avons les projections 

suivantes, (Kurek 1983) 

PE = EmE~ = V[oIrxr oOrx(m-r) JVT = V] VIT où VI E 9\mxr (a.1.14) 
ru (m-r)xr (m-r)x(m-r) 

"Projections orthogonale sur l'espace des colonnes de Em' que l'on note 9\(Em)" 

RE =E~Em =\v[Irxr °rx(p-r) JWT =WjWIT où \VI E9\pxr (a.1.15) 
III 0Cp-r)xr 0Cp-r)x(p-r) 

"Projection orthogonal sur l'espace des lignes de Em, que l'on note 9\( E~)" 

pt = l - PE = v[ Orxr 
III m ru 0Cm-r)xr 

(a.1.16) 

"projection sur 9\(Em )..L" 

Rt =1 -RE =W pxp [
0 

m P ru O(p-r)xp 
°px(p-r) JWT = W'l wI où \V'l E 9\px(p-r) 
l(p-r)x(p-r) - - -

(a. 1. 17) 

"projection sur 9\( E~ t" 
Finalement, pour toute matrice Em non inversible, il existe une infinité de matrices, 

appelées inverses généralisées de Em, satisfaisant les propriétés ci-dessus. 
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Selon l'hypothèse Hl et l'étude précédente il existe alors une matrice orthogonale P=V 

(i. e. p-l = pT) et une matrice inversible Q = [ I~ I ,T }elles que : 

Em = PSQ = VI,WT (a.L 18) 

avec S = "forme de Smith" [ Ir 0rx(p-r) ] 

O(m-r)xr 0Cm-r)x(p-r) 
(a.1.19) 

Notons que [Q -1 ST P -1] est une inverse généralisée de Ern. 

A.1.2 Hypothèse r = p < ID 

Pour toute matrice Em E 9\mxp de rang plein colonnes (i.e r = p), l'expression suivante 

est vérifiée : 

+ (T )-1 T 
Em = EmEm Em' (a. 1.20) 

et nous obtenons E~Em = Ip (a.1.21) 

D'autre part, d'après les expressions précédentes, pour p + 1 :::; i :::; fi, nous avons: 

E~Vi=O Ç::::> E~[Vp+1 vp+2 ... vm ] 

ou encore 

vT 
m 

E =0 m 

Il existe par conséquent, une matrice régulière P = [ :~] telle que 

PEm=[I~] 

avec, d'après (a. 1.23), Pl = 

\ ,T 
p+l 

\ ,T 
'p+2 E 9\(m-p)xm 

Soit, d'après (a. 1.22) et les propriétés du noyau 

et PIPjT = Im-p par définition (chaque vecteur est de norme 1) 
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Conclusion 

E~Em = Ip' PJEm = 0 alors, kerE~ n kerPJ = {O} et rang[ :~J = m 

soit p- I = [pjT Em] 

vérification: p-1p = pp-J = [:~J PIT EmJ = lm 

A.2 Solutions de normes minimales 

Nous proposons de résoudre le système linéaire suivant: 

(a. 1.27) 

(a.2.I) 

où : rang(Em) = r, y, l'; deux vecteurs considérés comme connus, et fi le vecteur des 

p inconnues à déterminer. 

Un tel système peut avoir aucune, une ou une infinité de solutions exactes. Dans le cas 

de système incompatible, nous cherchons une solution Q au sens des moindres carrés, 
c'est à dire qui minimise la norme euclidienne de l'écart éc = ~ - Cl'; - Em ~L soit le 

critère <P = !I~ -Cl'; - E m Ql12 . 

A.2.1 Hypothèse r < p :=; rn 

Nous pouvons remarquer que si fi est une solution exacte du système compatible 
~ - Cl'; = EmQ alors l'écart est nul donc également minimal, ainsi nous appellons solution 

générale de ~ - Cl'; = EmQ tout vecteur: 

(a.2.2) 

où ~ est un vecteur quelconque que nous pouvons considérer comme le nouveau vecteur 

des entrées inconnues. 

A.2.2 Hypothèse r = p < rn 

Pour toute matrice Em E 9î mxp de rang plein colonnes (i.e. r = p) : 

+ (T )-1 T 
Em = \EmEm Em (a.2.3) 

nous obtenons E~Em = Ip soit Rtm = 0 et la solution unique de norme minimale au 

sens des moindres carrés du système ~ - C~ = Em Q est: 

d=E+(v-Cx) _ m =- - (a.2.4) 
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ANNEXE B 

DÉMONSTRATIONS 

Nous montrons, d'après le théorème de référence 2.1, l'ensemble des théorèmes 

développés dans le deuxième chapitre. 

R . 1 Démonstration du théorème 2.2 

Démonstration de la première condition d'existence 

D'après l'égalité suivante: 

[ E CE ] [1 ran cr m d = ran cr m 
l:> 0 E l:> 0 m 

C 0 JfEm 0 J o l 0 Ed 
m 0 E m 

et selon l'hypothèse H3, nous avons 

fE CE l rEm 0 l rang Om E",d = rang ~ !:d 
~ ... ..J L v bmJ 

Ainsi, sachant que Em = VIWT, rang[I] = r et que V, W sont des matrices 
orthogonales (annexe A), alors d'après les propriétés sur le rang, nous avons l'égalité: 

[ V 0 0 ]fI 0 ][W T 0 ] [I 0 l rang 0 In 0 0 Ed W T = rang 0 Ed WJl = r + p 
OOVO l ow 0 l 

= rang[I] + rang[EÏW] = r + p 

ce qui est équivalent, d'après la décomposition de W = (W1 \\'2) à 

[E W] [EdWI 
rang l = rang ~r 

<:::} rang[Ed \V2 ] = P - r 

D'autre part 

rana[Em 
l:> 0 

EdW2 ] 
~ =r+rang[EdW2 ]=P 

..., 
o ! 
T1=r+p 

W J 

et d'après la décomposition de V T ~ [ ~ ~] et W ~ [W, W,]. nous avons 

[
Ir 0 

ranz[E m CEd ] = rana 0 0 
~ 0 Em b 0 0 

o 0 
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soit, 

Enfin, d'après les décompositions de pi etRt ,respectivement (a.1.I6) et (a.1.I7) 
rn rn 

nous avons l'expression suivante: 

qui est équivalente à 

rangv([g r:JVTCEdW[~ r:J)WT =ran~ EdW[g rp~r])WT =p-r 

De plus, d'après les propriétés sur le rang et en remplaçant V T = [ ~~] et W = [W, W21 
par leurs expressions, nous trouvons que: 

([0 0 ] ... rO 0]) ( rO 0]) 
rang 0 Im-r V l CEd Wl 0 Ip-r = rangl Ed WlO Ip-r = p - r 

est équivalent à 

Conclusion 

[ E CE ] rang Om Emd - rang[Eml = p 

<=> rang( V! CEd W2 ) = rang(Ed W2 ) = p - r 

<=> rang(pim CEdRtm) = rang(EdRtm) = p - r 

Démonstration de la deuxième condition d'existence 

Sachant que Em = V:LW T, que les matrices V et W sont des matrices orthogonales, 

alors l'égalité suivante est respectée: 

Ainsi, définissons la matrice régulière W 3 
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et d'après la structure de V T = [ ~~] et W = [W, W2l 

nous obtenons 

ce qui est équivalent à 

[ ÀI -A EdW,,] 
rang ~i CO';" = n + p - r {

VI" E C, 9\(I~) ~ 0, système détectable 

(VÀ E C, système observable) 

Note: À = Àj représente la ième (i=l, ... , n) valeur propre de A. 

[EdRtm r EdRtm = Ip_f' 

et rang(EdRtJ = p - r 

alors il existe p-r vecteurs propres associés à la valeur propre une, (Borne et Rottella 

1995), donc 

rang(T) = n - rang[ EdRtm] = n - (p - r), 

Ker(T) IÎ Ker( (EdRtm r) = {O}, 

et rang[(Ed:~.r] = n 
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qui est équivalent à 

[Un -TA] raner - = n :;:, C 
rVÀ E C, 9\(/~) ~ 0, système détectable 

l (V/~ E C, système observable) 

Note: À = Àj représente la ième (i=l, ... , n) valeur propre de TA. 

B .2 Démonstration du théorème 2.3 

Démonstration de la première condition d'existence 

Démonstrations 

D'après l'égalité (c2.1a) et l'hypothèse Em = 0, nous trouvons directement la condition 

nécessaire et suffisante de découplage des entrées inconnues, à savoir: 

rang( CEd) = rang(Ed) = p 

Démonstration de la deuxième condition d'existence 

D'après l'égalité (c2.1b) et l'hypothèse Em = 0, nous avons: 

[ ÀI - A -Ed] {VÀ E C, 9\(À) ~ 0, système détectable 
raner n = n + p 

:;:, C 0 (VÀ E C, système observable) 

Note: À = '''i représente la ième (i=l, ... , n) valeur propre de A. 

Sachant d'après (c2.3a) que, 

TEd =(In -Ed(CEdtC)Ed =0, 

et rang(Ed) = p 

alors il existe p vecteurs propres associés à la valeur propre une (Borne et Rottella 

1995), donc 

rang(T) = n - rang(Ed) = n - p, 

Ker(T) IÎ Ker(E!) = {O} 

et rang[ i! ] = n 
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Définissons la matrice de rang plein colonnes 

[ T ÂNJ 
V3 = E! 0 

o lm 

et la matrice de rang plein lignes 

[ In 0] 
W4 = ÂE! -E!A Ip 

alors d'après les propriétés sur le rang, nous avons l'égalité, 

o-[Âln - A -Ed] _ 0- [Âln - A -Ed] rane C 0 - rane V3 C 0 W4 

et sachant que T = In - NC, nous trouvons 

ce qui est équivalent à 

[ ÂI -TA] rang n C = n {
'ifÂ E C, 9i(Â) ~ 0, système détectable 

('ifÂ E C, système observable) 

B . 3 Démonstration des théorèmes 2.4 et 2.5 

Démonstration de la première condition d'existence 

D'après l'égalité suivante, 

rang[Eû ~~d ] = rang[Ion ~ 10 J[Eom ~d J 
m 0 Em 

et selon l'hypothèse H3, nous avons 

[E CE ] [Em 0 J rang Om Emd = rang ~ i! 

• 

Ainsi, sachant que Em = PSQ, rang(S) = r et que les matrices P, Q sont régulières, 

alors d'après les propriétés sur le rang, nous avons l'égalité: 

[ p 0 O][S 0 ][Q 0] [S 0] rang ~ 10 ~ ~ Ed~-I 0 Q = rang ~ Ed~-I = r+ p 

= rang[S] + rang[ Ed~-I] = r + p 
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ce qui est équivalent, d'après (2.3.7) et (a. 1. 19), à 

rang[ Edt ] ~ ranf~l Ef] ~ r + rang[Ed, 1 ~ p 
~ rang[Bd2 ] = p - r 

D'autre part, 

rang[EOm CEdJ = rano[P 0J[s P-1CEdQ-l][Q 0J 
Em' 1:> 0 P 0 S 0 Q 

et d'après la décomposition de (a. 1. 19), (2.3.6) et (2.3.7), nous avons 

Conciusion 

CIEd2 

C2Ed., 
o -
o 

Démonstration de la deuxième condition d'existence 

Démonstrations 

Sachant que Em = PSQ et qùe les matrices P et Q sont régulières, alors l'égalité suivante 

est respectée 

Ainsi, définissons la matrice régulière Q3, 

et d'après (2.3.6), (2.3.7) et (a.1.19), nous avons l'égalité 

[
ÂI A E ] [Âln - A -Bd! -Bd2 ] 

rang n ~ ~ d = rang ~l Ir 0 Q3 
m C2 0 0 

[
Âln - Al -Bd l Bd2 ] 

= rang 0 Ir 0 
C2 0 0 
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ce qui est équivalent à 

[ J.In - AI Ed ] {"lÀ E C, 9î(f,,) ~ 0, système détectable 
rang _ ~ = n + p - r, 

C2 ° ("lÀ E C, système obsenrable) 

D'autre part, sachant d'après (c2.5a) que, 

TEd2 = (In -Ed2 (C2Ed2 r C2 )Ed2 = 0, 
E;~ Ed~ = Ip_f' 

et rang( Ed2 ) = P - r 

alors il existe (p-r) vecteurs propres associés à la valeur propre une (Borne et Rottella 

1995), donc 

rangT = n - rang[ Ed2 ] = n - (p - r), 

Ker(T) 1Î Ker(:EJ2 ) = {o} 

et ran{ EI ] = n 

Ainsi, définissons la matrice de rang plein colonnes 

et la matrice régulière 

Alors d'après les propriétés sur le rang, nous avons l'égalité 

et sachant que T = In - N 2C 2, nous trouvons 

ce qui est équivalent à 

rana n_ = n [
l'-I - TA 1] {"lÀ E C, 9\(À) ~ 0, système détectable 

'" C2 ' ("Il", E C, système observable) 
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B . 4 Démonstration du théorème 2.6 

Démonstration de la première condition d'existence 

La matrice Ed2 étant injective, la condition rang( C2Ed2) = rang(Ed2) = p - r est 

nécessaire et suffisante (indépendamment de la matrice sm:jective R) à la résolution de 

l'équation REd2 = ~C2Ed2 et donc nécessaire et suffisante à la résolution des équations 

(2.3.38) et (2.3.39), indépendamment de la stabilité de F. De plus la condition (c2.6a) est 

équivalente à (c2.la) (voir la démonstration du théorème 2.4) . 

Démonstration de la deuxième condition d'existence 

La stabilité de F peut être obtenue grâce au gain a si et seulement si la paire (CP, Q) est 

détectable. La condition (c2.4b) étant équivalente à (c2.lb) (voir la démonstration du 

théorème 2.4), il reste donc à démontrer que (c2.6b) est équivalente à (c2.4b). 

Définissons les matrices bijectives (i.e. plein rang) P 4 et Qs : 

Qs =[~ ~2 10 ], rang(Qs)=p-r+rang(M N2)=(p-r)+n 
p-r 

ainsi que la matrice injective (i.e. plein rang colonne) P5 : 

In-(m-r) -REd2 (C2Ed2 r 
Ps = 0 I(m-r) - C2Ed2 ( C2Ed2 r 

o (C2Ed2r 
=n 

De ce fait, d'après la condition (c2.4b) et les matrices régulières P4 et Qs. nous pouvons 

écrire les égalités suivantes: 
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D'autre part, d'après (2.3.35) et (2.3.36), nous avons: 

TM = In-(m-r)' C2M = 0, N 2C2 = In - MT 
soit, 

Ce qui est équivalent à : 

[
;Un-(m-r) - RA1M REd2] _ {VI.. E C, 91(1 .. ) ~ 0, système détectable 

ran 0- - - - - n + p - m, 
b -C2 A j M C2 Ed2 (V/~ E C, système observable) 

In-(m-r) 

= rang 0 

o 

-REd2 (C2Ed2 r 
I(m-r) - C2Ed2 (C2Ed2 r 

(C2Ed2 r 
Àln-(m-r) - RAjM + REd2 (C2E d2 r C2A jM 0 

= rang -( I(m-r) - C2E d2 (C2E d2 r )C2A jM 0 

-( C2Ed2 r C2A 1M Ip-r 

[ ÀI - <DJ =p-r+rang n-(mci f ) 

Ce qui est équivalent à : 

[
ÀI _( _) - <DJ {V/~ E C, 9t(!,) ~ 0, système détectable 

ran 0- n m r = n - (m - r) 
b Q , (VI.. E C, système observable) 

Conclusion 

Si la condition de détectabilité de la paire (<D, Q) est vérifiée alors 

rano-[Àln-=- Al Ed 2 ] = n + _ r, {VI' E C, 91(1\') ~ 0, système détectable 
b C2 0 P (VI\. E C, système observable) 
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B .5 Démonstration du théorème 2.7 

Démonstration de la première condition d'existence 

D'après l'égalité (c2.1a) et l'hypothèse Em = 0, nous trouvons directement la condition 

nécessaire et suffisante de découplage des entrées inconnues, à savoir: 

Démonstration de la deuxième condition d'existence 

D'après l'égalité (c2.1b) et l'hypothèse Em = ° nous avons: 

[ /~I - A -Ed] {'\j'A E C, 9\('A) ~ 0, système détectable 
raner n = n + p 

b CO' ('\j'v E C, système observable) 

d'autre part, d'après les propriétés sur le rang, 

ranQ:r'Aln~-A -~d 1=ranif1n AEd(CEdt lrl.In...,-A -:d lÎ 
~L L U J -~L 0 lm JL L V J) 

~ rang[Àl' -A(In -CEd(CEdt C) -~d] 

Sachant que P = [ :!] est non singulière, alors la matrice suivante est régulière 

et nous avons l'égalité 

ranf,\~A -~d] ~ rang[[~ I~J Àl n -A(I, -CEd(CEdtC) -~d]J 

'API -PIA(In -Ed(CEdtC) 0 

= rang I\'E~ -E~A(In -Ed(CEdrC) -Ip 

C 0 

soit, 

raner lIn = n [
AP - P A(I - Ed (CEd)+ c)] {'\jA E C, 9\(A);:::: 0, système détectable 

b C ' ('\jl\. E C, système observable) 
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Sachant que les matrices P, = [( c=: t] et P = [ :; ] sont régulières, al ors l' ég alité 

suivante est vérifiée 

ÀIn_p-PIA(In -Ed(CEdtC)PIT ° 
=~g ~~T ° 

(CEdtCP? Ip 

Enfin, d'après le changement de base P et la connaissance des matrices Â et ê, nous 

retrouvons la condition (c2.7b) du théorème 2.7, 

[
ÀIn_p - PI A(In - Ed (CEd t C)P?] {VÀ E C, 9\(1,,) ~ 0, système détectable 

ran er =n-p 
1:> P3CP1 T ' (VÀ E C, système observable) 

Conclusion 

Si la condition de détectabilité (d'observabilité) de la paire (A., c) est vérifiée alors 

[ ÀI - A - Ed ] {VÀ E C, 9\(À) ~ 0, système détectable 
ran g Il = n + p. , 

~ CO· (VÀ E C, systeme observable) 

III 

La démonstration d'équivalence montre la pertinence des résultats décrit par les 

observateurs d'ordre plein, réduit et minimal, que nous avons mis en oeuvre selon les 

deux approches (par normes minimales ou par décomposition en valeurs singulières). 
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Résumé: 

Ce travail porte sur le diagnostic des systèmes linéaires déterministes ou stochastiques 
et sur la reconfiguration des lois de commande. 

La première partie est consacrée au diagnostic robuste des systèmes déterministes 
incertains. Elle concerne préalablement l'estimation d'état robuste, par implantation 
d'observateurs à entrées inconnues d'ordre plein, réduit ou minimal. A partir de ces 
résultats, deux approches sont exposées. La première présente une méthode de génération 
de résidus robustes fondée sur l'estimation complète de l'état du système. Cette 
estimation nécessite la vérification de la condition classique de découplage des entrées 
inconnues. Pour l'éviter, nous avons établi une seconde approche, basée quant à elle sur 
la génération de résidus par bancs d'observateurs d'ordre réduit. Cette approche réalise la 
détection, l'isolation et la correction de défauts, par décomposition du système en sous­
systèmes insensibles aux entrées inconnues et à certains défauts spécifiés. 

Dans la deuxième partie, les méthodes obtenues pour les systèmes détenninistes sont 
étendues aux systèmes stochastiques. Nous considérons tout d'abord le problème de 
l'estimation robuste de 1'état, en vue de généraliser Je fiJtre de Kalman aux systèmes en 
présence de bruits et d'entrées inconnues. L'originalité de l'étude repose sur deux 
transformations régulières du système en un sous-système à bmits de dynamique et de 
mesures décorrélés et indépendants des entrées inconnues. Cette solution permet de 
reconstruire, à l'aide du filtre de Kalman conventionnel et des changements de bases 
effectués, l'état complet du système d'origine. Nous pouvons alors étendre la précédente 
étude au diagnostic des systèmes stochastiques incertains. Dans c~ contexte nous 
proposons dans le dernier chapitre un nouvel algorithme de détection, d'isolation et 
d'estimation en ligne des défauts. 

Mots clés : Diagnostic Robuste, Détection de défauts, Générations de Résidus, 
Systèmes Incertains, Estimateurs à Entrées Inconnues, Reconfiguration des lois de 
Commande. 

Abstract : 

This work is about the diagnosis of deterministic or stochastic linear systems and 
reconfiguration of the controllaws. 

The first section deals with the diagnosis of uncertain deterministic systems. First it 
studies the design of robust state estimation by full. reduced and minimal unknown inputs 
observers. Using this result, two approaches are developed. The first presents a robust 
residual generation by a full system state estimation. This estimation requires the c1assical 
unknown input decoupled condition to be verified. To avoid this, we have developed a 
second approach, in which the robust residual generation uses a bank of reduced order 
observers. This approach cames out the detection, isolation and correction fauIts, by a 
decomposition of the original system into several sub-system.~, each being sensitive to a 
sub-set of failures defined beforehand, while- remaining insensitive to unknown inputs 
and other faults. 

In the second section, the reached methods for the deterministic systems are extending 
to the stochastic systems. We consider first the problem of robust state estimation, in 
order to give a general approach of the Kalman filtering with uncertain stocbastic 
systems. The particular point of tbis study is based on two regular transformations of the 
system in one sub - system without unknown inputs. This solution gives us the 
possibility to rebuild, via the convention al Kalman Filtering and base update, the 
complete state of the original system. We can then use the previous method for the 
diagnosis of uncertain stochastic systems. Consequently, we put forward in this last 
chapter a new algorithm of detection, isolation and iden.tification fallures. 

Keywords : Robust Diagnosis, Fault Detection, Residual Generation, Uncertain 
Systems, Unknown Inputs estimators, Control Law Reconfiguration 
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