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Chapitre 1

Introduction

1.1 Le problème original de Linnik

Le théorème de Dirichlet affirme qu’il y a une infinité de nombres premiers dans
la progression arithmétique n ≡ l (mod q) avec (l, q) = 1. Il est donc naturel de
chercher à majorer le plus petit nombre premier dans cette progression arithmé-
tique. On le notera P (q, l). Linnik ([30], [31]) a montré qu’il existe une constante
absolue ` > 0, applelée constante de Linnik, telle que

P (q, l)� q`.

Depuis lors, plusieurs auteurs ont établi des majorations de la constante de Lin-
nik `. Le meilleur résultat connu est ` = 5.5, établi par Heath-Brown [9]. On
remarque que ces résultats reposent, entre autres, sur des évaluations numériques
concernant les régions sans zéro et sur le phénomène de Deuring-Heilbronn pour
les fonctions L de Dirichlet. Sous l’Hypothèse de Riemann Généralisée (GRH)
pour les fonctions L de Dirichlet, les bornes ci-dessus peuvent être améliorées en

P (q, l)� ϕ2(q)(log q)2. (1.1)

On conjecture que la borne optimale est

P (q, l)�ε q
1+ε (1.2)

5



6 Introduction

pour ε > 0 arbitraire. Cette majoration est une conséquence de GRH et d’une
autre conjecture sur l’universalité de la distribution des zéros non triviaux pour
les fonctions L de Dirichlet. L’exposant 1 dans (1.2) est optimal. En effet, on a
la minoration triviale

max
a
P (q, l) > {1 + o(1)}ϕ(q) log q. (1.3)

Le problème de Linnik est un modèle mathématique riche qui est source de nom-
breux problèmes intéressants.

1.2 Un problème de type Linnik pour les formes
modulaires classiques

Soit f une forme propre de Hecke normalisée qui est une forme primitive de
niveau N et de poids k (un entier pair) sur Γ0(N). Rappelons que ’normalisée’
signifie que le premier coefficient de Fourier λf (1) = 1, et ’primitive’ signifie que
N est le niveau exact de f , ce qui implique que les coefficients de Fourier sont
égaux aux valeurs propres de Hecke et que les coefficients de Fourier {λf (n)}∞n=1

d’une telle forme f sont réels. Appliquant un théorème classique de Landau, on
prouve que la suite {λf (n)}∞n=1 doit avoir une infinité de changements de signe,
i.e. il y a une infinité de n tels que λf (n) > 0, et il y a une infinité de n tels que
λf (n) < 0. Compte-tenu de ce résultat, il est raisonnable de poser la question
suivante :

Est-il possible d’obtenir une borne sur le premier changement de signe, disons,
en fonction de k et de N ?

Cette question est de nature semblable au problème de Linnik, et sera donc
désignée comme un problème de type Linnik dans cette thèse. La question géné-
rale semble peu abordable.

Siegel a étudié dans [53] un cas très particulier mais l’étude du cas général
n’a connu de progrès que très récemment. Dans le cas N = 1, les changements
de signe de λf (p) où p parcourt les nombres premiers ont été considérés par Ram
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Murty [42]. Kohnen et Sengupta [26] ont prouvé que le premier changement de
signe de λf (n) se produit pour un certain entier n vérifiant

n� kN exp

(
c

√
logN

log log(3N)

)
(log k)27, (n,N) = 1, (1.4)

où c > 2 est une constante absolue et la constante implicite est absolue. Notons
qu’il est normal de supposer que (n,N) = 1, car les valeurs propres λf (p) avec
p|N sont explicitement connues grâce à la théorie d’Atkin-Lehner. Récemment,
Iwaniec, Kohnen et Sengupta [13] ont montré qu’il existe n vérifiant

n� (k2N)29/60, (n,N) = 1, (1.5)

tel que λf (n) < 0.

Ce résultat (1.5) est assez profond. Pour s’en convaincre, observons que la
borne de convexité

L(1/2 + it, f)� (k2N)1/4+ε (1.6)

de la fonction L automorphe L(1/2 + it, f) donne, au lieu de (1.5), la borne plus
faible

n� (k2N)1/2+ε, (n,N) = 1. (1.7)

La borne sous-convexe uniforme

L(1/2 + it, f)� (k2N)29/120 (1.8)

démontrerait (1.5), mais aucun résultat de cette qualité n’est connu. La meilleure
borne sous-convexe uniforme de la forme (1.8) connue est dûe à Michel et Ven-
katesh [38], qui démontrent que

L(1/2 + it, f)� (k2N)1/4−δ, (1.9)

où δ est une certaine constante positive non indiquée. Iwaniec, Kohnen et Sen-
gupta [13] parviennent à établir (1.5) sans faire appel à (1.8) ; au lieu de cela,
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ils emploient les propriétés arithmétiques de λf (n), la Conjecture de Ramanujan
prouvée par Deligne, et des méthodes de crible.

On peut poser à préciser encore notre question : de quelle longueur est la
suite des valeurs propres de Hecke qui gardent le même signe ? Pour mesurer la
longueur des suites, définissons

N +
f (x) =

∑
n6x, (n,N)=1
λf (n)>0

1, (1.10)

et définissons N −
f (x) de même en remplaçant la condition λf (n) > 0 sous la

sommation par λf (n) < 0. Kohnen, Lau et Shparlinski [25] montrent que, si f
est une forme primitive, alors

N ±
f (x)�f

x

log17 x
, (1.11)

où la constante implicite dépend de la forme f . Récemment, Wu [55] ramène 17

dans l’exposant logarithmique à 1− 1/
√

3, en appliquant ses évaluations sur les
sommes de puissance des valeurs propres de Hecke. Plus récemment, Lau et Wu
[29] parviennent à se débarrasser complètement du facteur logarithmique dans
(1.11), obtenant

N ±
f (x)�f x, (1.12)

où la constante implicite dépend de la forme f . C’est évidemment le meilleur
résultat possible pour l’ordre de grandeur de x.

Ces éléments seront l’objet de notre Chapitre 2.

1.3 Un problème de type Linnik pour les formes
de Maass

Dans le Chapitre 3, on étudie un problème de type Linnik pour les formes de
Maass. Soit f une forme propre de Maass normalisée qui est une forme primi-
tive de niveau N sur Γ0(N). Ses coefficients de Fourier {λf (n)}∞n=1 sont réels.
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Appliquant le théorème de Landau comme dans le cas holomorphe, on prouve
que la suite {λf (n)}∞n=1 doit avoir une infinité de changements de signe. Donc,
on peut formuler un problème de type Linnik pour cette forme propre de Maass
normalisée f .

Pour ce problème, on démontre le théorème suivant.

Théorème 3.10. Il existe une constante absolue δ > 0 telle que pour chaque
forme primitive de Maass normalisée f de niveau N associée à la valeur propre
1/4 + ν2 du laplacien on peut trouver un entier n satisfaisant

n� ((3 + |ν|)2N)1/2−δ, (n,N) = 1, (1.13)

tel que λf (n) < 0, où la constante implicite est absolue.

La démonstration utilise, entre autres, la borne sous-convexe uniforme (1.9)
de Michel et Venkatesh [38], ce qui explique que l’on ne puisse pas obtenir une
valeur numérique acceptable pour δ. Cependant, la borne (1.9) seule n’est pas suf-
fisante pour établir (1.13) ; quelques arguments combinatoires et analytiques sont
également nécessaires pour (1.13). La méthode de Iwaniec, Kohnen, et Sengupta
[13] ne fonctionne pas ici ; une des raisons est que la Conjecture de Ramanujan
n’est pas encore démontrée pour les formes de Maass, et donc les cribles dans [13]
ne s’appliquent pas.

1.4 Un problème de type Linnik pour les fonctions
L automorphes

Les problèmes de type Linnik considérés précédemment peuvent être encore gé-
néralisé aux fonctions L automorphes. Cela fait l’objet du Chapitre 4.

Soit m > 1 un entier. À chaque représentation irréductible unitaire parabo-
lique π = ⊗πp de GLm(AQ), on peut associer une fonction L(s, π) globale, comme
dans Godement et Jacquet [17], et Jacquet et Shalika [20]. Pour σ = <s > 1,
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L(s, π) est défini par les produits des facteurs locaux

L(s, π) =
∏
p<∞

Lp(s, πp), (1.14)

où

Lp(s, πp) =
m∏
j=1

(
1− απ(p, j)

ps

)−1

. (1.15)

La fonction L complète Φ(s, π) est définie par

Φ(s, π) = L∞(s, π∞)L(s, π), (1.16)

où

L∞(s, π∞) =
m∏
j=1

ΓR(s+ µπ(j)) (1.17)

est le facteur local Archimédien. Ici on a posé

ΓR(s) = π−s/2Γ
(s

2

)
, (1.18)

et {απ(p, j)}mj=1 et {µπ(j)}mj=1 sont des nombres complexes liés à πp et à π∞,
respectivement, selon la correspondance de Langlands. Le cas m = 1 est clas-
sique ; pour m > 2, Φ(s, π) est une fonction entière et satisfait une équation
fonctionnelle.

D’après Jacquet et Shalika [20], le produit eulérien pour L(s, π) dans (1.14)
converge absolument pour σ > 1. Donc, dans le demi-plan σ > 1, on peut écrire

L(s, π) =
∞∑
n=1

λπ(n)

ns
, (1.19)

où

λπ(n) =
∏
pν‖n

{ ∑
ν1+···+νm=ν

απ(p, 1)ν1 · · ·απ(p,m)νm
}
. (1.20)
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En particulier,

λπ(1) = 1, λπ(p) = απ(p, 1) + · · ·+ απ(p,m). (1.21)

Il découle également des travaux de Shahidi ([49], [50], [51] et [52]) que la fonction
L complète Φ(s, π) se prolonge analytiquement au plan complexe entier et satisfait
l’équation fonctionnelle

Φ(s, π) = ε(s, π)Φ(1− s, π̃)

avec
ε(s, π) = επN

1/2−s
π ,

où Nπ > 1 est un entier appelé conducteur arithmétique de π, επ est une racine
satisfaisant |επ| = 1, et π̃ est la représentation contragrédiente à π.

Par un argument semblable au cas des formes holomorphes ou des formes de
Maass, il est possible d’établir le théorème suivant sur les changements infinis de
signe.

Théorème 4.13. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ) telle que λπ(n) soit réel pour tout n > 1. Alors
la suite {λf (n)}∞n=1 a une infinité de changements de signe, i.e. il y a une infinité
de n tels que λf (n) > 0, et il y a une infinité de n tels que λf (n) < 0.

Iwaniec et Sarnak [15] ont défini le conducteur analytique de π. C’est une
fonction donnée pour t réel par

Qπ(t) = Nπ

m∏
j=1

(3 + |t+ µπ(j)|), (1.22)

qui rassemble tous les paramètres importants pour π. La quantité

Qπ = Qπ(0) = Nπ

m∏
j=1

(3 + |µπ(j)|), (1.23)

qui joue également un rôle important, est appelée le conducteur de π.



12 Introduction

On peut donc formuler un problème de type Linnik pour {λf (n)}∞n=1, et
le premier changement de signe est mesuré par le conducteur Qπ de π. Nous
obtenons à ce sujet le résultat suivant.

Théorème 4.15. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Il existe un entier n satisfaisant

n� Qm/2+ε
π (1.24)

tel que λπ(n) /∈ [0,∞). La constante implicite dans (1.24) ne dépend que de m et
de ε. En particulier, si λπ(n) est réel pour tout n > 1, on doit avoir λπ(n) < 0

pour un certain n vérifiant (1.24) et ce résultat est vrai pour toute représentation
auto-contragrédiente π.

La preuve de ce théorème est tout à fait différente de celle du Théorème 3.10.
Une des principales difficultés est qu’il n’y a aucune relation de type Hecke dans ce
cas général où π est une représentation irréductible unitaire parabolique, contrai-
rement aux cas classiques des formes modulaires ou des formes de Maass (voir
(2.5) et (3.11)). Ces difficultés sont surmontées grâce, entre autres, aux nouvelles
propriétés analytiques de L(s, π) démontrées par Harcos [8], à une inégalité de
Brumley [1] et aux propriétés combinatoires importantes de la suite {λf (n)}∞n=1

établies dans le Lemme 4.12. Clairement cette inégalité élégante est intéressante
en elle-même et nous croyons qu’elle trouvera d’autres applications.

1.5 Théorème automorphe des nombres premiers
et un problème de type Linnik

À chaque représentation irréductible unitaire parabolique π = ⊗πp de GLm(AQ),
on peut associer une fonction L globale L(s, π) comme dans §1.4. On peut ensuite
lier L(s, π) aux nombres premiers en prenant la dérivée logarithmique dans (1.15),
de sorte que pour σ > 1,

d

ds
logL(s, π) = −

∞∑
n=1

Λ(n)aπ(n)

ns
, (1.25)
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où Λ(n) est la fonction de von Mangoldt, et

aπ(pk) =
m∑
j=1

απ(p, j)k. (1.26)

Le théorème des nombres premiers pour L(s, π) s’intéresse au comportement
asymptotique de la fonction sommatoire

ψ(x, π) =
∑
n6x

Λ(n)aπ(n);

et un cas spécial affirme que, si π est une représentation irréductible unitaire
parabolique de GLm(AQ) avec m > 2, alors

ψ(x, π)�
√
Qπ · x · exp

(
− c

2m4

√
log x

)
(1.27)

pour une certaine constante positive absolue c. Dans Iwaniec et Kowalski [14], les
auteurs démontrent le Théorème 5.13, un théorème des nombres premiers pour
les fonctions L générales satisfaisant les axiomes nécessaires. La majoration (1.27)
en est une conséquence.

Dans ce chapitre, on étudie d’abord l’influence de GRH sur ψ(x, π). On sait
que, sous GRH, (1.27) peut être amélioré à

ψ(x, π)� x1/2 log2(Qπx), (1.28)

où la constante implicite dépend au plus de m. On peut cependant espérer de
meilleurs résultats. Dans cette optique, on établit les résultats suivants.

Théorème 5.1. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Supposons GRH pour L(s, π). Alors on a

ψ(x, π)� x1/2 log2(Qπ log x)

pour x > 2, sauf pour un ensemble E de mesure logarithmique finie, i.e. un
ensemble vérifiant ∫

E

dx

x
<∞.

La constante implicite dans le symbole � dépend au plus de m.
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Théorème 5.2. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Supposons GRH pour L(s, π). Alors

∫ X

2

|ψ(x, π)|2 dx

x
� X log2Qπ.

La constante implicite dans le symbole � dépend au plus de m.

Gallagher [6] était le premier à établir un résultat semblable au Théorème
5.1, dans le cas classique m = 1 pour la fonction zêta de Riemann. Il a montré
que, sous l’Hypothèse de Riemann pour la fonction zêta classique,

ψ(x) :=
∑
n6x

Λ(n) = x+O
(
x1/2(log log x)2

)
pour x > 2, sauf sur un ensemble de mesure logarithmique finie, et donc a amélioré
la majoration du terme d’erreur classique O(x1/2 log2 x) de von Koch [27]. Dans
le même papier, Gallagher [6] a également fourni des preuves courtes pour la
majoration conditionnelle de Cramér (voir [2] [3])

∫ X

2

(ψ(x)− x)2 dx

x
� X.

Pour démontrer les résultats ci-dessus, Gallagher utilise dans [7] un lemme qui
porte son nom.

Nos Théorèmes 5.1-5.2 généralisent les résultats classiques ci-dessus à ψ(s, π)

la fonction comptant les nombres premiers attachée aux représentations irréduc-
tibles unitaire parabolique π de GLm(AQ) avec m > 2. Nos preuves combinent
l’approche de Gallagher avec des résultats récents de Liu et Ye ([32], [33]) sur la
distribution des zéros des fonctions L automorphes de Rankin-Selberg.

Le Théorème 5.2 ci-dessus déclare que, sous GRH, |ψ(x, π)| est de taille
x1/2 logQπ en moyenne. Ce résultat peut être mis en parallèle avec le théorème
suivant, qui donne un résultat Oméga inconditionnel, i.e. |ψ(x, π)| ne peut pas
être d’ordre inférieur à x1/2−ε.
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Théorème 5.3. Soient m > 2 un entier, π une représentation irréductible uni-
taire parabolique de GLm(AQ). Alors pour tout ε > 0, on a

ψ(x, π) = Ω(x1/2−ε),

où la constante implicite dépend au plus de m et de ε. Plus précisement, il existe
une suite croissante {xn}∞n=1 tendant vers l’infini telle que

lim
n→∞

|ψ(xn, π)|
x

1/2−ε
n

> 0. (1.29)

Notons que la suite {xn}∞n=1 et la limite dans (1.29) peuvent dépendre de π.
Ce résultat généralise celui établi pour la fonction zêta de Riemann. Il est possible
d’obtenir de meilleurs résultats Oméga comme ceux du Chapitre V de Ingham
[10]. On remarque que, à la différence du cas classique, dans les Théorèmes 5.1-5.3
on n’a pas le terme principal x. Cela provient du fait que L(s, π) est une fonction
entière quand m > 2, alors que ζ(s) a un pôle simple en s = 1 de résidu 1.

En le reliant au problème de Linnik pour les fonctions L automorphes consi-
dérées dans le Chapitre 4, on considère un problème de type Linnik dans la suite
{aπ(n)Λ(n)}∞n=1, définie comme dans (1.25) et (1.26). Ce sont les coefficients du
développement en série de Dirichlet de −L′

L
(s, π) avec σ > 1. En conséquence du

Théorème 4.15, on établit le théorème suivant.

Théorème 5.12. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréduc-
tible unitaire parabolique de GLm(AQ). Si tous les aπ(n)Λ(n) sont réels, alors
{aπ(n)Λ(n)}∞n=1 change de signe en un certain n satisfaisant

n� Qm/2+ε
π . (1.30)

La constante implicite dans (1.30) ne dépend que de m et de ε. En particulier, le
résultat est vrai pour toute représentation auto-contragrédiente π.

Ceci fera l’objet du Chapitre 5.
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1.6 Théorème de densité normale de Selberg pour
les fonctions L automorphes

Sous l’Hypothèse de Riemann pour la fonction zêta de Riemann, i.e. dans le cas
m = 1, Selberg [47] a prouvé que∫ X

1

{ψ(x+ h(x))− ψ(x)− h(x)}2dx = o(h(X)2X) (1.31)

pour toute fonction croissante h(x) 6 x vérifiant

h(x)

log2 x
→∞,

où comme d’habitude,

ψ(x) =
∑
n6x

Λ(n).

Dans le Chapitre 6, on prouve un analogue de ceci dans le cas de fonctions L
automorphes.

Théorème 6.1. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Supposons GRH pour L(s, π). On a∫ X

1

|ψ(x+ h(x), π)− ψ(x, π)|2dx = o(h(X)2X), (1.32)

pour toute fonction croissante h(x) 6 x satisfaisant

h(x)

log2(Qπx)
→∞.

Notre Théorème 6.1 généralise le résultat de Selberg aux cas m > 2. Il amé-
liore aussi un résultat de l’auteur [44] établissant que (1.32) est vrai pour h(x) 6 x

satisfaisant
h(x)

xθ log2(Qπx)
→∞,
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où θ est la borne vers GRC comme expliquée dans le Lemme 4.8. La nouvelle
idée principale est une application fine de la majoration de valeur moyenne de
Kowalski-Iwaniec (voir le Lemme 5.9). On a besoin également d’une formule ex-
plicite établie dans le Chapitre 5 sous une forme plus précise.

Inconditionnellement, le Théorème 6.1 est vrai pour h(x) = xβ avec une
certaine constante 0 < β < 1. La valeur exacte de β dépend de deux ingrédients
principaux : une majoration de la densité des zéros de L(s, π), et une région sans
zéro pour L(s, π) de type Littlewood ou Vinogradov.
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Chapitre 2

Formes modulaires classiques et un
problème de type Linnik

Dans ce chapitre, on fera appel aux définitions et à quelques propriétés princi-
pales des formes modulaires classiques. Ces propriétés seront employées dans les
chapitres suivants de cette thèse. Pour un exposé détaillé de ces concepts, cf.
Iwaniec [11].

2.1 Formes modulaires classiques

Soit

SL2(Z) :=

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = ±1

}
le groupe modulaire. On limite notre attention au sous-groupe de congruence de
Hecke de niveau N , qui est

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : N |c

}
,

où N est un entier positif. Avec cette convention, Γ0(1) = SL2(Z), et l’indice de
Γ0(N) dans le groupe modulaire est

ν(N) = [Γ0(1) : Γ0(N)] = N
∏
p|N

(
1 +

1

p

)
.

19
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Le groupe Γ0(N) agit sur le demi-plan supérieur

H = {z : z = x+ iy, y > 0}

par

γz =
az + b

cz + d
, γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N).

Soit k un entier positif. L’espace des formes paraboliques de poids k et de niveau
N est noté Sk(Γ0(N)) ; c’est un espace de Hilbert de dimension finie pour le
produit scalaire

〈f, g〉 =

∫
Γ\H

f(z)ḡ(z)yk
dx dy

y2
,

où

dµ :=
dx dy

y2

est la mesure invariante sur H.

Les opérateurs de Hecke {Tn}∞n=1 sont définis par

(Tnf)(z) =
1√
n

∑
ad=n

(a
d

)k/2 ∑
b (mod d)

f

(
az + b

d

)
. (2.1)

Il suit que Tm et Tn permutent, et pour chaque n, Tn est encore auto-adjoint sur
Sk(Γ0(N)), i.e.

〈Tnf, g〉 = 〈f, Tng〉, (n,N) = 1.

Soit F = {f} une base orthonormale de Sk(Γ0(N)). On peut supposer que chaque
f ∈ F est une fonction propre pour tous les opérateurs de Hecke Tn avec (n,N) =

1 ; i.e. il y a des nombres complexes λf (n), tels que

Tnf = λf (n)f, (n,N) = 1. (2.2)

Les valeurs propres λf (n) sont reliées aux coefficients de Fourier de f(z) de sorte
que le développement en série de Fourier de f(z) est maintenant de la forme

f(z) =
∞∑
n=1

af (n)n(k−1)/2e(nz), (2.3)
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avec

af (n) = af (1)λf (n), (n,N) = 1. (2.4)

Notons que si af (1) = 0, alors on a af (n) = 0 pour tout (n,N) = 1. Ici on a
employé la notation standard

e(t) := e2πit (t ∈ R).

Lemme 2.1. Soit f une fonction propre pour tous les opérateurs de Hecke Tn
avec (n,N) = 1, et soit λf (n) comme (2.2). Alors

(i) Les valeurs propres de Hecke {λf (n)}∞n=1 sont réelles ;

(ii) Les valeurs propres de Hecke sont multiplicatives dans le sens suivant :

λf (m)λf (n) =
∑
d|(m,n)

λf

(mn
d2

)
, (n,N) = 1.

En particulier

λf (p)
2 = λf (p

2) + 1, (p,N) = 1. (2.5)

Malheureusement, on ne peut pas déduire de (2.4) que af (n) 6= 0, parce
que la condition ne nous permet pas de dominer tous les coefficients dans (2.3).
Cependant, pour les formes primitives, le résultat suivant est vrai.

Lemme 2.2. Si f est une forme primitive, alors (2.2) est valable pour tout n.
Le premier coefficient du développement de Fourier (2.3) ne disparaît pas, ainsi
on peut normaliser f en posant af (1) = 1. Dans ce cas, af (n) = λf (n) pour tout
n, et donc le développement de Fourier de f prend la forme

f(z) =
∞∑
n=1

λf (n)n(k−1)/2e(nz). (2.6)

Les Lemmes 2.1 et 2.2 seront appliqués plusieurs fois ultérieurement.
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2.2 Fonctions L automorphes classiques

On commence par une forme parabolique qui admet un développement de Fourier
de la forme (2.3) et (2.4). Définissons, pour σ > 1,

L(s, f) =
∞∑
n=1

λf (n)

ns
. (2.7)

La fonction L dite complète est définie par

Φ(s, f) = π−sΓ

(
s+ (k − 1)/2

2

)
Γ

(
s+ (k + 1)/2

2

)
L(s, f). (2.8)

Cette fonction L complète satisfait l’équation fonctionnelle

Φ(s, f) = εfN
1/2−sΦ(1− s, f̄), (2.9)

où εf est un nombre complexe de module 1. Pour une forme primitive f quel-
conque, on a le développement en produit eulérien suivant pour Φ(s, f).

Lemme 2.3. Si f est une forme primitive, alors l’équation fonctionnelle prend
la forme

Φ(s, f) = εfN
1/2−sΦ(1− s, f), s ∈ C. (2.10)

Pour σ > 1, la fonction L(s, f) admet le développement en produit eulérien

L(s, f) =
∏
p

(
1− λf (p)

ps
+
χ0
N(p)

p2s

)−1

, (2.11)

où χ0
N est le caractère principal modulo N .

Par les Lemmes 2.1 et 2.2, toutes les valeurs propres λf (n) d’une forme pri-
mitive f sont réelles. Cela explique pourquoi du côté droit de (2.10) on écrit
Φ(1 − s, f) au lieu de Φ(1 − s, f̄). De plus, on peut factoriser le polynôme de
Hecke de (2.11) en

1− λf (p)

ps
+
χ0
N(p)

p2s
=

(
1− αf (p)

ps

)(
1− βf (p)

ps

)
,
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où αf (p) + βf (p) = λf (p),

αf (p)βf (p) = χ0
N(p).

Rappelons que la Conjecture de Ramanujan affirme que

|αf (p)| = |βf (p)| = 1, (p,N) = 1, (2.12)

ce qui a été prouvé par Deligne [5]. Pour σ > 1, la fonction L de carré symétrique
est définie par

L(s, sym2f) = L(2s, χ0
N)

∞∑
n=1

λf (n
2)

ns
. (2.13)

Le produit eulérien de L(s, sym2f) est, pour σ > 1, de la forme

L(s, sym2f) :=
∏
p

(
1− αf (p)αf (p)

ps

)−1(
1− αf (p)βf (p)

ps

)−1

×
(

1− βf (p)βf (p)

ps

)−1

. (2.14)

Supposons maintenant que g est une forme primitive de niveau N ′ et de poids
k′. La fonction L de Rankin-Selberg de f et de g est définie par

L(s, f ⊗ g) = L(2s, χ0
Nχ

0
N ′)

∞∑
n=1

λf (n)λg(n)

ns
, (2.15)

si [N,N ′] est sans facteur carré. Pour σ > 1, le produit eulérien de L(s, f ⊗ g)

prend la forme

L(s, f ⊗ g) =
∏
p

(
1− αf (p)αg(p)

ps

)−1(
1− αf (p)βg(p)

ps

)−1

×
(

1− βf (p)αg(p)

ps

)−1(
1− βf (p)βg(p)

ps

)−1

. (2.16)

Ces propriétés seront importantes ultérieurement.
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2.3 Changements infinis de signe des coefficients
de Fourier

Le résultat suivant semble bien connu. On ne peut cependant pas donner de
référence originelle précise. On se réfère donc en général au papier [23] pour
une extension aux sous-groupes assez généraux de SL2(R) et une discussion de
problèmes relatifs.

Proposition 2.4. (Knopp-Kohnen-Pribitkin [23]). Soit f une forme parabolique
non nulle de poids un entier pair k sur Γ0(N). Supposons que ses coefficients de
Fourier af (n) soient réels pour tout n > 1. Alors la suite

{af (n)}∞n=1

a une infinité de changements de signe, i.e. il y a une infinité de n tels que
af (n) > 0, et il y a une infinité de n tels que af (n) < 0.

On déduit des Lemmes 2.1 et 2.2 que les valeurs propres λf (n) d’une forme
primitive f sont réelles. On arrive donc au corollaire suivant.

Corollaire 2.5. Soit f une forme propre de Hecke normalisée qui est une forme
primitive de niveau N et de poids un entier pair k sur Γ0(N). Alors la suite

{λf (n)}∞n=1

a une infinité de changements de signe, i.e. il y a une infinité de n tels que
λf (n) > 0, et il y a une infinité de n tels que λf (n) < 0.

On peut se demander plus précisément : de quelle longueur est la suite des
valeurs propres de Hecke qui gardent le même signe. Pour mesurer la longueur
des suites, définissons

N +
f (x) =

∑
n6x, (n,N)=1
λf (n)>0

1, (2.17)

et définissons N −
f (x) de même en remplaçant la condition λf (n) > 0 sous la

sommation par λf (n) < 0. Kohnen, Lau, et Shparlinski [25] montrent que, si f
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est une forme primitive, alors

N ±
f (x)�f

x

log17 x
, (2.18)

où la constante implicite dépend de la forme f . Récemment, Wu [55] ramène 17

dans l’exposant logarithmique à 1− 1/
√

3, cela découle d’une application simple
de ses évaluations sur les sommes de puissance des valeurs propres de Hecke. Plus
récemment, Lau et Wu [29] parviennent à se débarrasser complètement du facteur
logarithmique dans (2.18).

Proposition 2.6. (Lau-Wu [29]). Soit f une forme propre de Hecke normalisée
qui est une forme primitive de niveau N et de poids un entier pair k sur Γ0(N),
et soit N ±

f (x) comme défini en (2.17). Alors

N ±
f (x)�f x, (2.19)

où la constante implicite dépend de la forme f .

Évidemment, c’est le meilleur résultat possible en ce qui concerne l’ordre de
grandeur de x. La preuve applique, entre autres, la méthode de nombre sans B.
La méthode de [29] fonctionne bien dans d’autres cas également, comme pour les
formes de poids demi-entier.

2.4 Un problème de type Linnik : le premier chan-
gement de signe des coefficients de Fourier

2.4.1 Le problème original de Linnik

Étant donné le théorème de Dirichlet selon lequel il y a une infinité de nombres
premiers dans la progression arithmétique n ≡ l(modq) avec (q, l) = 1, il est
naturel de chercher une majoration de P (q, l), le plus petit nombre premier dans
cette progression arithmétique. Linnik [30] [31] a montré qu’il existe une constante
absolue ` > 0, qui porte maintenant son nom. telle que

P (q, l)� q`.
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Depuis lors, plusieurs auteurs ont établi des valeurs numériques pour la constante
de Linnik `. Heath-Brown [9] a obtenu ` = 5.5, le meilleur résultat connu. On
remarque que ces résultats reposent, entre autres, sur des évaluations numériques
concernant les régions sans zéro et sur le phénomène de Deuring-Heilbronn pour
les fonctions L de Dirichlet. Sous GRH pour les fonctions L de Dirichlet, les
bornes ci-dessus peuvent être améliorées par

P (q, l)� ϕ2(q)(log q)2. (2.20)

La borne conjecturée est

P (q, l)�ε q
1+ε (2.21)

pour ε > 0 arbitraire, et c’est une conséquence de GRH et d’une autre conjecture
sur l’universalité de la distribution des zéros non triviaux pour les fonctions L de
Dirichlet, comme indiqué par Liu et [34]. L’exposant 1 dans (2.21) est optimal.
En effet, on a la minoration triviale suivante

max
l
P (q, l) > {1 + o(1)}ϕ(q) log q. (2.22)

Pour un aperçu des résultats sur le problème de Linnik, cf. [9].

2.4.2 Un problème de type Linnik et un résultat classique
de Siegel

Suite aux résultats du paragraphe précédent, il est raisonnable de demander :
Est-il possible d’obtenir une borne sur le premier changement de signe, disons,
par rapport à k et à N ? Il semble que l’étude du cas général soit difficile. Pour
un aperçu des résultats sur ce sujet, voir Kohnen [24].

Si f 6= 0, alors, par la formule de valence pour les formes modulaires, la
somme des ordres des zéros de f sur la surface de Riemann compactifiée

X0(N) = Γ0(N)\H ∪ P1(Q)
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est égale à k
12

[Γ0(1) : Γ0(N)]. Donc il existe un nombre n dans l’intervalle

1 6 n 6
k

12
[Γ0(1) : Γ0(N)]

tel que af (n) 6= 0. Maintenant si on est optimiste, alors on peut espérer un
changement de signe dans l’intervalle

1 6 n 6
k

12
[Γ0(1) : Γ0(N)] + 1.

Dans un cas très particulier, c’est en effet un résultat du travail de Siegel [53].
Pour formuler ce résultat, supposons k > 4 et notons dk la dimension de l’espace
Mk(Γ0(1)) des formes modulaires de poids k sur Γ0(1). Rappelons que dk satisfait
la formule

dk =

{
[k/12] k ≡ 2 (mod12),

[k/12] + 1 sinon.

Alors Siegel a montré que, pour chaque f ∈ Mk(Γ0(1)), il y a des nombres ra-
tionnels explicitement calculables {cn}dkn=0 dépendant de k, tels que

dk∑
n=0

cnaf (n) = 0.

L’expression explicite de Siegel pour cn implique que, pour k ≡ 2 (mod4 ), tous
les cn sont strictement positifs. Comme une forme parabolique de poids k sur
Γ0(1) est déterminée par ses coefficients de Fourier {af (n)}dk−1

n=0 , on conclut im-
médiatement que, sous l’hypothèse k ≡ 2 (mod4 ), il doit y avoir un changement
de signe de af (n) dans l’intervalle 1 6 n 6 dk. Ainsi, en utilisant la formule
ci-dessus pour dk, on voit que dans ce cas particulier, notre optimisme se justifie.

Cependant, lorsque k ≡ 0 (mod4) ou si N > 1, l’argument de Siegel ne
fonctionne plus, et donc on a besoin d’autres idées.

2.4.3 Développements récents et commentaires

Dans ce paragraphe, on se concentrera sur le cas où f est une forme propre
de Hecke normalisée qui est une forme primitive de niveau N . Rappelons que
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’normalisation’ signifie que af (n) = 1, et forme ’primitive’ signifie que N est le
niveau exact de f , et dans ce cas les coefficients de Fourier sont égaux aux valeurs
propres de Hecke.

Dans le cas N = 1, les changements de signe de λf (p) où p parcourt les
nombres premiers ont été considérés par Ram Murty [42]. Kohnen et Sengupta
[26] ont prouvé que le premier changement de signe de λf (n) se produit pour un
certain n avec

n� kN exp

(
c

√
logN

log log(3N)

)
(log k)27, (n,N) = 1, (2.23)

où c > 2 est une constante et la�-constante est absolue. Notons qu’il est naturel
de supposer (n,N) = 1, car les valeurs propres λf (p) avec p|N sont explicitement
connus par la théorie d’Atkin-Lehner.

Récemment, Iwaniec, Kohnen, et Sengupta [13] ont établi le résultat suivant.

Proposition 2.7. (Iwaniec-Kohnen-Sengupta [13]). Soit f une forme propre de
Hecke normalisée de poids entier k et de niveau N qui est une forme primitive.
Alors il existe un certain entier n satisfaisant

n� (k2N)29/60, (n,N) = 1, (2.24)

tel que λf (n) < 0.

La borne de convexité

L(1/2 + it, f)� (k2N)1/4+ε (2.25)

donne, au lieu de (2.24), la borne plus faible

n� (k2N)1/2+ε, (n,N) = 1. (2.26)

La borne sous-convexe uniforme

L(1/2 + it, f)� (k2N)29/120 (2.27)
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prouverait la Proposition 2.7, mais aucun résultat de cette qualité n’est connu.
La meilleure borne sous-convexe uniforme semblable à (2.27) connue est celle de
Michel et Venkatesh [38], qui énoncent que

L(1/2 + it, f)� (k2N)1/4−δ, (2.28)

où δ est une certaine constante positive non indiquée. Iwaniec, Kohnen, et Sen-
gupta [13] parviennent à établir (2.24) sans faire appel à (2.27) ; les étapes prin-
cipales dans [13] sont les suivantes :

– L’identité (2.5), i.e.

λf (p)
2 = λf (p

2) + 1, (p,N) = 1;

– La conjecture de Ramanujan (2.12) prouvée par Deligne, i.e.

|λf (p)| 6 2, (p,N) = 1;

– Les méthodes de crible.
Naturellement, la preuve de la Proposition 2.7 est fortement dépendante des hy-
pothèses. En particulier, pour effectuer les cribles, on a encore besoin de l’identité
λf (p)

2 = λf (p
2) + 1 plusieurs fois, et de |λf (p)| 6 2 d’une manière plus cruciale.

On n’entrera pas dans ces détails, mais nous tenons juste à préciser que cette
approche ne fonctionne pas pour les formes automorphes f , pour lesquelles λf (n)

ne satisfait pas les deux propriétés ci-dessus.
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Chapitre 3

Un problème de type Linnik pour
les formes de Maass

3.1 La théorie spectrale des formes de Maass

Dans cette section, on présente la notion et les faits principals de la théorie des
formes de Maass de poids k = 0 dans le contexte du sous-groupe de congruence
de Hecke Γ0(N). Philosophiquement, il n’y a aucune différence essentielle de la
théorie des formes modulaires classiques, sauf l’existence d’un spectre continu
dans l’espace des formes de Maass. Une bonne monographie sur cette matière est
d’Iwaniec [12]. Mais on doit admettre que quelques méthodes mûres, qui sont très
utiles dans le cas des formes holomorphes, ne fonctionnent pas dans la situation
actuelle. Le problème de type Linnik pour les formes de Maass est un tel exemple,
comme sera expliqué dans ce chapitre.

3.1.1 La décomposition spectrale : préliminaires

On dit que une fonction f : H→ C soit automorphe par rapport à Γ0(N) si

f(γz) = f(z), pour tout γ ∈ Γ0(N).

Donc, f se trouve sur Γ0(N)\H. On dénote l’espace de telles fonctions par
A(Γ0(N)\H). Notre objet est d’étendre les fonctions automorphes aux formes

31



32 Un problème de type Linnik pour les formes de Maass

automorphes sujettes à une condition appropriée de la croissance. Les résultats
principaux tiennent dans l’espace de Hilbert

L(Γ0(N)\H) = {f ∈ A(Γ0(N)\H) : ‖f‖ <∞}

par rapport au produit scalaire

〈f, g〉 =

∫
Γ0(N)\H

f(z)ḡ(z)
dx dy

y2
.

Rappelons-nous que l’opérateur laplacien standard sur le plan complexe C est
défini par

∆e =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
;

mais sur le demi-plan supérieur H, on devrait utiliser l’opérateur laplacien non
euclidien

∆ = −y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
.

Cet opérateur laplacien non euclidien agit dans le sous-espace dense des fonctions
lisses dans L(Γ0(N)\H) tel que f et ∆f sont tout bornés, i.e.

D(Γ0(N)\H) = {f ∈ A(Γ0(N)\H) : f,∆f lisses et bornés}.

Il est prouvé que D(Γ0(N)\H) est dense dans L(Γ0(N)\H), et ∆ est semi-défini
positif et symétrique sur D(Γ0(N)\H). Par le théorème de Friedreich dans l’ana-
lyse fonctionnelle, ∆ a une extension auto-adjointe unique dans L(Γ0(N)\H).

Lemme 3.1. (i) Soit Λ = s(1 − s) une valeur propre d’une forme propre f ∈
D(Γ0(N)\H). Alors Λ est réel et non négatif, i.e. soit s = 1/2 + it avec t ∈ R,
soit 0 < s < 1.

(ii) Dans L(Γ0(N)\H), le laplacien non euclidien ∆ est semi-défini positif et
auto-adjoint.

Avec l’extension auto-adjointe ci-dessus, on peut prouver que le laplacien non
euclidien ∆ a la décomposition spectrale

L(Γ0(N)\H) = C⊕ C(Γ0(N)\H)⊕ E(Γ0(N)\H).

Ici, C est l’espace des fonctions constantes, C(Γ0(N)\H) l’espace des forme para-
boliques, et E(Γ0(N)\H) l’espace engendré par les séries d’Eisenstein incomplètes.
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3.1.2 Le spectre discret

La structure de l’espace C(Γ0(N)\H), i.e. l’espace des formes paraboliques, est
caractérisée par le résultat suivant.

Lemme 3.2. Le laplacien automorphe ∆ a un spectre ponctuel purement dans
C(Γ0(N)\H), i.e. l’espace C(Γ0(N)\H) est engendré par les formes paraboliques.
Les valeurs propres sont

0 = Λ0 < Λ1 6 Λ2 6 . . .→∞,

et même les espaces propres ont la dimension finie. Pour un quelconque système
orthonormal complet des formes paraboliques {uj}∞j=1, chaque f ∈ C(Γ0(N)\H) a
le développement

f(z) =
∞∑
j=1

〈f, uj〉uj(z),

convergeant dans la topologie norme. Si f ∈ C(Γ0(N)\H) ∩ D(Γ0(N)\H), alors
la série converge absolument et uniformément sur le compacta.

Soit
U = {uj}∞j=1

une base orthonormale de C(Γ0(N)\H) qui sont des fonctions propres de ∆, disons

∆uj = Λjuj,

avec

Λj = sj(1− sj) =
1

4
+ ν2

j , sj =
1

2
+ iνj. (3.1)

Ici, notons que νj dans (3.1) n’est pas nécessairement réel. Tout uj a le dévelop-
pement de Fourier

uj(z) =
∑
n6=0

ρj(n)Wsj(nz), (3.2)

où Ws(z) est la fonction de Whittaker donnée par

Ws(z) = 2|y|1/2Ks−1/2(2π|y|)e(x),
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et Ks(y) est la fonction K-Bessel. Notons que

Ws(z) ∼ e(z), y →∞.

Les formes automorphes uj(z) s’appellent les formes paraboliques de Maass. Par-
fois, on écrit f pour les formes paraboliques de Maass avec la valeur propre du
laplacien

Λ = s(1− s) =
1

4
+ ν2

f ,

et dans ce cas, le développement de Fourier de f prend la forme

f(z) =
∑
n6=0

ρf (n)Ws(nz). (3.3)

Comparons ceci avec (3.2).

3.1.3 L’involution antiholomorphe

Soit ι : H→ H l’involution antiholomorphe

ι(x+ iy) = −x+ iy.

Si f est une fonction propre de ∆, et

f(z) =
∑
n6=0

ρf (n)Ws(nz), (3.4)

alors f ◦ ι est une fonction propre avec la même valeur propre. Parce que ι2 = 1,
ses valeurs propres sont ±1. On peut diagonaliser donc les formes paraboliques
de Maass par rapport à ι. Si f ◦ ι = f , on appelle f pair. Dans ce cas

ρf (n) = ρf (−n).

Si f ◦ ι = −f , alors on appelle f impair, et même on a

ρf (n) = −ρf (−n).
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3.1.4 Le spectre continu

D’autre part, dans l’espace E(Γ0(N)\H), le spectre s’avère être continu. La ré-
solution spectrale de ∆ dans E(Γ0(N)\H) provient du prolongement analytique
de la série d’Eisenstein. L’eigenpacket du spectre continu se compose des séries
d’Eisenstein Ea(z, s) sur la ligne σ = 1/2 (analytiquement prolongées). Celles
sont définis pour chaque cusp a par

Ea(z, s) =
∑

γ∈Γa\Γ0(N)

(=σ−1
a γz)s

si σ > 1, et par le prolongement analytique pour tout s ∈ C. Ici, Γa est le groupe
stabilité de a et a ∈ SL2(R) est tel que

σa∞ = a, σ−1
a Γσa = Γ∞.

La matrice d’échelle σa de a est seulement déterminée à une translation à droite
près ; cependant la série d’Eisenstein ne dépend pas du choix de σa, pas même
du choix d’un cusp dans la classe équivalente. Le développement de Fourier de
Ea(z, s) est semblable à celui d’une forme parabolique ; précisement,

Ea(z, s) = ϕay
s + ϕa(s)y

1−s +
∑
n6=0

ϕa(n, s)Ws(nz),

où ϕa = 1 si a ∼ ∞, et ϕa = 0 sinon.

Lemme 3.3. L’espace E(Γ0(N)\H) des séries d’Eisenstein incomplètes se dé-
compose orthogonalement en sous-espaces ∆-invariant

E(Γ0(N)\H) = R(Γ0(N)\H)⊕a Ea(Γ0(N)\H).

Le spectre de ∆ dans R(Γ0(N)\H) est discret ; il contient un nombre fini de points
Λj avec

Λj ∈ [0, 1/4).

Le spectre de ∆ dans Ea(Γ0(N)\H) est absolument continu ; il couvre le segment

[1/4,+∞)
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uniformément avec multiplicité 1. Chaque f ∈ E(Γ0(N)\H) a le développement

f(z) =
∑
j

〈f, uj〉uj(z) +
∑

a

1

4π

∫ ∞
−∞
〈f, Ea(·, 1/2 + it)〉Ea(z, 1/2 + it)dt, (3.5)

qui converge en norme. Si f ∈ E(Γ0(N)\H)∩D(Γ0(N)\H), alors la série converge
simplement absolument et uniformément sur le compact.

3.1.5 La décomposition spectrale : conclusion

Combinant les Lemmes 3.2-3.3, on obtient la décomposition spectrale de l’espace
entier L(Γ0(N)\H),

f(z) =
∞∑
j=0

〈f, uj〉uj(z) +
∑
j

〈f, uj〉uj(z)

+
∑

a

1

4π

∫ ∞
−∞
〈f, Ea(·, 1/2 + it)〉Ea(z, 1/2 + it)dt.

Cette structure est l’une des bases de l’argumentation ultérieure.

3.2 Théorie de Hecke pour les formes de Maass

Pour n > 1, définissons

(Tnf)(z) =
1√
n

∑
ad=n

∑
b (mod d)

f

(
az + b

d

)
. (3.6)

Notons que seuls les Tn avec (n,N) = 1 sont intéressants. On examine d’abord
l’action de Tn sur une forme parabolique de Maass uj. Pour uj comme dans (3.1)
et (3.2), écrivons

uj(z) =
∑
m6=0

ρj(m)Wsj(mz). (3.7)
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On calcule alors que

(Tnuj)(z) =
∑
m6=0

tn(m)Wsj(mz),

avec
tn(m) =

∑
d|(m,n)

ρj

(mn
d2

)
.

On en déduit

TmTn =
∑
d|(m,n)

Tmn/d2 ,

de sorte que, en particulier, Tm et Tn permutent. Par ailleurs, les opérateurs
de Hecke permutent avec le laplacien non euclidien ∆. Pour chaque n, Tn est
également auto-adjoint dans L(Γ0(N)\H), i.e.

〈Tnf, g〉 = 〈f, Tng〉, (n,N) = 1.

Donc, dans l’espace C(Γ0(N)\H) des formes paraboliques, on peut choisir une
base orthonormale {uj}∞j=1 composée de fonctions propres simultanées pour tous
les Tn, i.e.

Tnuj(z) = λj(n)uj(z), j > 1, (n,N) = 1, (3.8)

où λj(n) est la valeur propre de Tn pour uj(z). À une constante près, λj(n) est
le coefficient de Fourier ρj(n). Plus précisément,

λj(n)ρj(1) = ρj(n), pour tout (n,N) = 1, j > 1. (3.9)

Notons que si ρj(1) = 0, alors ρj(n) = 0 pour (n,N) = 1.

Lemme 3.4. Soit U = {uj}∞j=1 une base orthonormale composée des fonctions
propres simultanées pour tous les Tn. Fixons un j, et soit {λj(n)}∞n=1 la suite des
valeurs propres pour tous les Tn comme dans (3.8).

(i) Les valeurs propres de Hecke {λj(n)}∞n=1 sont réelles ;

(ii) Les valeurs propres de Hecke sont multiplicatives dans le sens suivant :

λj(m)λj(n) =
∑
d|(m,n)

λj

(mn
d2

)
, (n,N) = 1,
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et

λj(m)λj(p) = λj(mp), p|N. (3.10)

Il suit que

λj(p)
2 = λj(p

2) + 1, (p,N) = 1. (3.11)

Comme dans le cas des formes modulaires classiques, on ne peut pas déduire
de (3.9) que ρj(n) 6= 0. On doit donc, pour la même raison, travailler avec les
formes primitives.

Lemme 3.5. Si uj est une forme primitive, alors (3.8) reste valable pour tout n.
De plus, le premier coefficient du développement de Fourier (3.7) ne s’annule pas,
et on peut donc normaliser uj en posant ρj(1) = 1. Dans ce cas, ρj(n) = λj(n)

pour tout n, et donc

uj(z) =
∞∑
n6=0

λj(n)Wsj(nz). (3.12)

La série d’Eisenstein E∞(z, 1/2 + it) est une fonction propre de tous les opé-
rateurs de Hecke Tn, (n,N) = 1, avec les valeurs propres ηt(n), i.e.

TnE∞(z, 1/2 + it) = ηt(n)E∞(z, 1/2 + it), (n,N) = 1, t ∈ R, (3.13)

où

ηt(n) =
∑
ad=n

(a
d

)it
. (3.14)

On rappelle que η0(n) se réduit à la fonction diviseur classique τ(n).
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3.3 Fonctions L automorphes des formes de Maass

À une forme primitive de Maass f comme dans (3.3) avec la valeur propre du
laplacien 1/4 + ν2, on peut associer une fonction L automorphe

L(s, f) =
∞∑
n=1

λf (n)

ns
, σ > 1, (3.15)

comme dans §2.2. Pour le cas des formes de Maass, la fonction L complète est
définie par

Φ(s, f) = π−sΓ

(
s+ ε− 1/2 + ν

2

)
Γ

(
s+ ε+ 1/2− ν

2

)
L(s, f), (3.16)

où ε est la valeur propre de ι présentée dans §3.1.3. La fonction L complète
satisfait l’équation fonctionnelle

Φ(s, f) = εfN
1/2−sΦ(1− s, f̄),

où εf est un nombre complexe du module 1. Pour toute forme primitive f , on a
le développement en produit eulérien suivant pour Φ(s, f).

Lemme 3.6. Si f est une forme primitive, alors l’équation fonctionnelle prend
la forme

Φ(s, f) = εfN
1/2−sΦ(1− s, f), (3.17)

et, pour σ > 1, la fonction L(s, f) admet le développement en produit eulérien

L(s, f) =
∏
p

(
1− λf (p)

ps
+
χ0
N(p)

p2s

)−1

, (3.18)

où χ0
N est le caractère principal modulo N .

Par le Lemme 3.5, toutes les valeurs propres λf (n) d’une forme primitive f
sont réelles. Cela explique pourquoi du côté droit de (3.17) on a Φ(1 − s, f) au
lieu de Φ(1−s, f̄). On peut encore décomposer le polynôme de Hecke dans (3.18)
en

1− λf (p)

ps
+
χ0
N(p)

p2s
=

(
1− αf (p)

ps

)(
1− βf (p)

ps

)
,
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où
αf (p) + βf (p) = λf (p), αf (p)βf (p) = χ0

N(p).

La Conjecture de Ramanujan Généralisée (GRC en bref) affirme dans ce cas que

|αf (p)| = |βf (p)| = 1, (p,N) = 1; (3.19)

ce problème est encore ouvert, et la meilleure approximation de cette conjecture
dont on dispose est la majoration de Kim et Sarnak [22] :

|αf (p)| 6 p7/64, |βf (p)| 6 p7/64, (p,N) = 1. (3.20)

La fonction L de carré symétrique est définie par

L(s, sym2f) = L(2s, χ0
N)

∞∑
n=1

λf (n
2)

ns
. (3.21)

Supposons maintenant que g soit une forme primitive de Maass de niveau N ′

et de poids k′. La fonction de Rankin-Selberg de f et de g est définie par

L(s, f ⊗ g) = L(2s, χ0
Nχ

0
N ′)

∞∑
n=1

λf (n)λg(n)

ns
, (3.22)

si [N,N ′] est sans facteur carré. Pour σ > 1, le produit eulérien de L(s, f ⊗ g)

est de la forme

L(s, f ⊗ g) =
∏
p

(
1− αf (p)αg(p)

ps

)−1(
1− αf (p)βg(p)

ps

)−1

×
(

1− βf (p)αg(p)

ps

)−1(
1− βf (p)βg(p)

ps

)−1

. (3.23)

La borne sous-convexe suivante est un résultat nouveau de Michel et Venka-
tesh [38].

Lemme 3.7. (Michel-Venkatesh [38]). Soit f une forme primitive de Maass non
nulle sur Γ0(N) associée à la valeur propre 1/4 + ν2 du laplacien. Alors

L(1/2 + it, f)� {(1 + |t+ ν|)2N}1/4−δ/2, (3.24)
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où δ est une constante absolue positive.

Les bornes sous-convexes pour l’un quelconque des trois aspects ν,N, ou t

ont été étudiées considérablement dans la littérature, mais la seule borne sous-
convexe uniforme connue est de la forme (3.24), avec un δ > 0 non connu. On
pourra consulter Michel [37] pour un aperçu dans ce sujet, et Michel et Venkatesh
[38] pour ses développements récents.

3.4 Les changements infinis de signe des coeffi-
cients de Fourier des formes de Maass

On précise à la fin de [23] que des résultats similaires sont vrais pour les formes
de Maass. On a en fait le résultat général suivant.

Proposition 3.8. (Knopp-Kohnen-Pribitkin [23]). Soit f une forme parabolique
de Maass non nulle sur Γ0(N) de développement de Fourier (3.4). Supposons que
ses coefficients de Fourier ρf (n) soient réels pour tout n > 1. Alors la suite

{ρf (n)}∞n=1

a des changements infinis de signe, i.e. il y a une infinité de n tels que ρf (n) > 0,
et il y a une infinité de n tels que ρf (n) < 0.

Comme toutes les valeurs propres λf (n) d’une forme primitive f sont réelles,
on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.9. Soit f une forme propre de Maass normalisée qui est une forme
primitive de niveau N sur Γ0(N). Alors la suite {λf (n)}∞n=1 a des changements
infinis de signe, i.e. il y a une infinité de n tels que λf (n) > 0, et il y a une
infinité de n tels que λf (n) < 0.

Pour les formes de Maass, on peut également poser la question plus précise :
combien de λf (n) consécutifs gardent le même signe ? Comme dans (2.17), on
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peut encore définir

N +
f (x) =

∑
n6x, (n,N)=1
λf (n)>0

1, (3.25)

et définir N −
f (x) de même en remplaçant la condition λf (n) > 0 sous la som-

mation par λf (n) < 0. Il est possible d’établir des résultats similaires à ceux de
Kohnen-Lau-Shparlinski [25], de Wu [55], ou même de Lau-Wu [29]. Ceci nous
porterait trop loin et nous avons choisi de reporter ce travail à une date ultérieure.

3.5 Un problème de type Linnik pour les formes
de Maass

Comme dans le cas des formes propres holomorphes, on peut encore formuler le
problème de type Linnik pour les formes propres de Maass.

Pour f une forme propre de Maass, est-il possible d’obtenir une borne sur
le premier changement de signe de λf (n), disons, par rapport à N et la valeur
propre du laplacien de f ?

Il semble qu’il n’y ait aucun résultat dans ce domaine. Notre résultat suivant
en donne un.

Théorème 3.10. Il existe une constante absolue δ > 0 telle que pour chaque
forme primitive de Maass normalisée f de niveau N associée à la valeur propre
1/4 + ν2 du laplacien on peut trouver un entier n satisfaisant

n� ((3 + |ν|)2N)1/2−δ, (n,N) = 1, (3.26)

tel que λf (n) < 0, où la constante implicite est absolue.

On a besoin de la forme suivante de la formule de Perron, dont la preuve peut
être trouvée dans les livres de base de la théorie analytique des nombres
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Soit σa l’abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet

F (s) =
∞∑
n=1

an
ns
, (3.27)

où {an}∞n=1 est une suite de nombres complexes, et s = σ + it ∈ C une va-
riable complexe. La formule de Perron permet de relier la somme partielle des
coefficients an à la fonction F (s).

Lemme 3.11. (Formule de Perron). Définissons

A(x) = max
x/2<n63x/2

|an|, B(σ) =
∞∑
n=1

|an|
nσ

(3.28)

pour σ > σa. Soient ` un entier non négatif, x > 2, et notons ‖x‖ la distance
entre x et l’entier le plus proche. Alors, pour b > σa et T > 2, on a

∑
n6x

an

(
log

x

n

)`
=

1

2πi

∫ b+iT

b−iT
F (s)

xs

s`+1
ds+O

(
xA(x) log`+1 x

T

)

+O

(
xbB(b) log` x

T

)
+O

{
A(x) min

(
1,

x

T‖x‖

)
log` x

}
. (3.29)

En particulier, pour b > σa,

∑
n6x

an

(
log

x

n

)`
=

1

2πi

∫ b+i∞

b−i∞
F (s)

xs

s`+1
ds. (3.30)

On va maintenant démontrer le Théorème 3.10.

Démonstration du Théorème 3.10. L’idée est de considérer la somme

S(x) :=
∑
n6x

(n,N)=1

λf (n) log
x

n
,
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en supposant que

λf (n) > 0 pour n 6 x et (n,N) = 1. (3.31)

Le résultat désiré découlera des majorations et minorations de S(x).

Pour obtenir une borne supérieure pour S(x), on applique la formule de Per-
ron (3.30) avec ` = 1 à la série de Dirichlet (3.15), ce qui donne∑

n6x

λf (n) log
x

n
=

1

2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
L(s, f)

xs

s2
ds.

Déplaçant le contour d’intégration à la droite σ = 1/2, où on applique la majo-
ration de Michel-Venkatesh (3.24) pour L(s, f), on obtient∑

n6x

λf (n) log
x

n
=

1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
L(s, f)

xs

s2
ds

�
∫ ∞
−∞
{(1 + |t+ ν|)2N}1/4−δ/2 x1/2

|t|2 + 1
dt

� ((3 + |ν|)2N)1/4−δ/2x1/2.

Pour déduire une majoration de S(x) du résultat ci-dessus, on introduit la condi-
tion (n,N) = 1 au moyen de la formule d’inversion de Möbius, qui donne

S(x) =
∑
d|N

µ(d)
∑
dm6x

λf (dm) log
x

dm
.

Comme d|N , on peut appliquer la propriété de mutiplicativité (3.10), qui donne
dans la situation actuelle

λf (dm) = λf (d)λf (m).

Il suit que

S(x) =
∑
d|N

µ(d)λf (d)
∑
dm6x

λf (m) log
x

dm

�
∑
d|N

|µ(d)λf (d)|
∣∣∣∣ ∑
m6x/d

λf (m) log
x/d

m

∣∣∣∣
� ((3 + |ν|)2N)1/4−δx1/2

∑
d|N

|λf (d)|
d1/2

.
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La borne de Kim-Sarnak λf (d)� d7/64+ε entraîne∑
d|N

|λf (d)|
d1/2

� τ(N)� N ε;

ici on note que la borne triviale λf (d) � d1/2+ε est également valable. On en
conclut que

S(x)� ((3 + |ν|)2N)1/4−δ/2x1/2. (3.32)

Pour obtenir une borne inférieure de S(x) sous l’hypothèse (3.31), on enlève
d’abord le poids log(x/n) d’une manière simple :

S(x)�
∑
n6x/2

(n,N)=1

λf (n).

On limite maintenant la sommation à n = pq, où p et q sont des nombres premiers
satisfaisant

p 6
√
x/2, q 6

√
x/2, (p,N) = 1, (q,N) = 1,

et on emploie les formules{
λf (pq) = λf (p)λf (q) if p 6= q, (p,N) = 1, (q,N) = 1,

λf (p
2) = λf (p)

2 − 1 if p = q, (p,N) = 1.

On obtient ainsi

S(x) �
∑

p6
√
x/2

(p,N)=1

∑
q6
√
x/2

(q,N)=1

λf (pq)

=

{ ∑
p6
√
x/2

(p,N)=1

λf (p)

}2

−
∑

p6
√
x/2

(p,N)=1

1.

En rappelant l’hypothèse (3.31), on a λf (p2) > 0 pour p 6
√
x/2 et (p,N) = 1,

et donc
λf (p)

2 = λf (p
2) + 1 > 1,
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i.e. λf (p) > 1. Il suit de ce résultat et du théorème des nombres premiers que

S(x) >

{ ∑
p6
√
x/2

1

}2

−
{ ∑
p6
√
x/2

1

}

� x

log2 x
. (3.33)

En comparant (3.33) avec (3.32), on obtient

x

log2 x
� S(x)� ((3 + |ν|)2N)1/4−δ/2x1/2,

i.e.
x� ((3 + |ν|)2N)1/2−δ+ε.

C’est la preuve du théorème. �



Chapitre 4

Un problème de type Linnik pour
les fonctions L automorphes

4.1 Fonctions L automorphes : concepts et pro-
priétés

À chaque représentation irréductible unitaire parabolique π = ⊗πp de GLm(AQ),
on peut associer une fonction L globale L(s, π), comme dans Godement et Jacquet
[17], et Jacquet et Shalika [20]. Pour σ = <s > 1, L(s, π) est défini par les produits
des facteurs locaux

L(s, π) =
∏
p<∞

Lp(s, πp), (4.1)

où

Lp(s, πp) =
m∏
j=1

(
1− απ(p, j)

ps

)−1

; (4.2)

la fonction L complète Φ(s, π) est définie par

Φ(s, π) = L∞(s, π∞)L(s, π), (4.3)

où

L∞(s, π∞) =
m∏
j=1

ΓR(s+ µπ(j)) (4.4)

47



48 Un problème de type Linnik pour les fonctions L automorphes

est le facteur local Archimédien. Ici on pose

ΓR(s) = π−s/2Γ
(s

2

)
, (4.5)

et {απ(p, j)}mj=1 et {µπ(j)}mj=1 sont des nombres complexes liés à πp et à π∞,
respectivement, selon la correspondance de Langlands. Le casm = 1 est classique ;
pour m > 2, Φ(s, π) est entière et satisfait une équation fonctionnelle.

On rappelle rapidement quelques propriétés de fonctions L automorphes L(s, π)

et Φ(s, π), que l’on utilisera dans nos démonstrations.

Lemme 4.1. (Jacquet-Shalika [20]). Le produit eulérien de L(s, π) dans (4.1)
converge absolument pour σ > 1.

Ainsi, dans le demi-plan σ > 1, on peut écrire

L(s, π) =
∞∑
n=1

λπ(n)

ns
, (4.6)

où

λπ(n) =
∏
pν‖n

{ ∑
ν1+···+νm=ν

απ(p, 1)ν1 · · ·απ(p,m)νm
}
. (4.7)

En particulier,

λπ(1) = 1, λπ(p) = απ(p, 1) + · · ·+ απ(p,m). (4.8)

Lemme 4.2. (Shahidi [49], [50], [51], et [52]). La fonction L complète Φ(s, π)

admet un prolongement analytique au plan complexe entier et satisfait l’équation
fonctionnelle

Φ(s, π) = ε(s, π)Φ(1− s, π̃)

avec
ε(s, π) = επN

1/2−s
π ,

où Nπ > 1 est un entier appelé conducteur arithmétique de π, επ est une racine
satisfaisant |επ| = 1, et π̃ est la représentation contragrédiente à π.
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Si π̃ est la représentation contragrédiente à π, alors on a

{απ̃(p, j)}mj=1 = {απ(p, j)}mj=1 (4.9)

et

{µπ̃(j)}mj=1 = {µπ(j)}mj=1. (4.10)

Il suit de ces formules et de (4.7) que

λπ̃(n) = λπ(n). (4.11)

Donc, si π est auto-contragrédiente, i.e. π = π̃, alors d’après (4.11) on a

λπ(n) = λπ(n), (4.12)

ce qui signifie que λπ(n) est réel.

Lemme 4.3. (Godement-Jacquet [17], et Jacquet-Shalika [20]). La fonction Φ(s, π)

est entière et bornée dans les bandes verticales de largeur finie.

Lemme 4.4. (Gelbart-Shahidi [16]). La fonction Φ(s, π) est d’ordre 1.

Lemme 4.5. (Jacquet-Shalika [20], et Shahidi [49]). Les fonctions Φ(s, π) et
L(s, π) ne s’annulent pas dans le demi-plan σ ≥ 1.

Iwaniec et Sarnak [15] ont défini le conducteur analytique de π. C’est une
fonction définie sur R donnée par

Qπ(t) = Nπ

m∏
j=1

(3 + |t+ µπ(j)|), (4.13)

qui rassemble tous les paramètres importants de π. La quantité

Qπ = Qπ(0) = Nπ

m∏
j=1

(3 + |µπ(j)|) (4.14)

également importante, est appelée conducteur de π.
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Le lemme suivant précise la distribution des zéros de la fonction L(s, π).

Lemme 4.6. Tous les zéros non triviaux de Φ(s, π) sont dans la bande critique
0 6 σ 6 1. Soit N(T, π) le nombre de zéros non triviaux dans le rectangle

0 6 σ 6 1, |t| 6 T.

Alors
N(T, π)� T log(QπT ),

et
N(T + 1, π)−N(T, π)� log(QπT ).

On peut trouver une démonstration de ce résultat dans Liu et Ye [32], Lemme
4.3, ou dans Iwaniec et Kowalski [14], Théorème 5.8.

4.2 Trois conjectures dans la théorie de fonctions
L automorphes

On a rappelé dans le paragraphe précédent que les zéros non triviaux de Φ(s, π)

sont dans la bande critique 0 6 σ 6 1, tandis que GRH pour L(s, π) prévoit que
ces zéros se trouvent en fait sur la droite σ = 1/2.

Hypothèse de Riemann Généralisée. Les zéros de Φ(s, π) sont de partie
réelle 1/2.

Les majorations de L(s, π) sur la droite σ = 1/2 sont de grande importance.
La conjecture la plus optimiste en fonction du conducteur analytique défini en
(4.13) est la suivante.

Hypothèse de Lindelöf Généralisée. La majoration

L

(
1

2
+ it, π

)
� Qπ(t)ε

est vraie pour ε > 0 arbitraire.
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Le résultat suivant est inconditionnel. Sa preuve est basée sur l’existence
d’une fonction L de Rankin-Selberg L(s, π⊗π′), où π′ est une autre représentation
irréductible unitaire parabolique. Il peut se produire que π = π′.

Lemme 4.7. (Harcos [8]). Soient ε > 0 arbitraire, et 0 < σ < 1. Alors on a la
majoration

L(σ + it, π)�ε Qπ(t)
1−σ

2
+ε. (4.15)

En prenant σ = 1/2, le Lemme 4.7 donne

L

(
1

2
+ it, π

)
�ε Qπ(t)

1
4

+ε.

C’est ce que l’on appelle la borne sous-convexe de L(s, π). Soulignons qu’elle
est uniforme en tous les paramètres. La borne sous-convexe n’a été établie que
pour certaines L(s, π) de certains aspects et seulement pour m = 1, 2, 3, 4, 8 ; Par
ailleurs, lorsque m > 2, les bornes sous-convexes existantes ne sont pas uniformes
en tous les paramètres, excepté pour le résultat uniform récent de Michel et
Venkatesh [38] pour GL2. Voir Michel [37] pour un aperçu complet de ce sujet.

Les bonnes bornes pour les paramètres locaux

{απ(p, j)}mj=1, {µπ(p, j)}mj=1

sont fondamentales pour l’étude des fonctions L automorphes. Par la méthode
de Rankin-Selberg, on montre que, pour tout p,

|απ(p, j)| 6 p1/2, <µπ(j) 6
1

2
; (4.16)

Par ailleurs, en toute place ramifiée,

p−1/2 6 |απ(p, j)| 6 p1/2, |<µπ(j)| 6 1

2
. (4.17)

Les bornes (4.16) et (4.17) sont des bornes triviales et sont donc peu utiles. GRC
affirme que 1/2 dans (4.17) peut être réduit à 0.
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Conjecture de Ramanujan Généralisée. Soient απ(p, j) et µπ(j) définis
comme ci-dessus,{

|απ(p, j)| = 1 si π est non ramifié en p,

|<µπ(j)| = 0 si π est non ramifié en ∞.

Le lemme suivant permet d’approcher GRC.

Lemme 4.8. (Luo-Rudnick-Sarnak [36]). Il existe une constante 0 6 θ < 1/2,
telle que {

|απ(p, j)| 6 pθ si π est non ramifié en p,

|<µπ(j)| 6 θ si π est non ramifié en ∞.

De plus,

θ =
1

2
− 1

m2 + 1
(4.18)

est une valeur acceptable.

Ce θ sera employé dans les deux chapitres prochains.

4.3 Fonctions L de Hecke comme fonctions L au-
tomorphes

Précisons que les fonctions L de Hecke définies dans (2.7) et (3.15) sont des
exemples spéciaux de fonctions L automorphes. Si π correspond à une forme
primitive holomorphe f de poids k et de niveau N , alors le conducteur est

Qπ � k2N.

Si π correspond à une forme primitive de Maass f associée à la valeur propre
1/4 + ν2 du laplacien et de niveau N , alors

Qπ � (3 + |ν|)2N.

Ceci permet de reformuler le Théorème 3.10 par rapport aux conducteurs Qπ.
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4.4 Fonctions L de Rankin-Selberg

Soient π et π′ deux représentations irréductibles unitaires paraboliques deGLm(AQ)

et de GLm′(AQ), respectivement. La théorie des fonctions L de type Rankin-
Selberg L(s, π⊗ π′) a été initiée par Rankin [45] et Selberg [48] dans le cadre des
formes modulaires classiques. Pour les représentations automorphes générales,
la théorie correspondante a été initiée et développée dans plusieurs articles de
Jacquet, Pisteski-Shapiro, et Shalika [18] [20] [21], et achevée par les travaux de
Shahidi [49] [50] [51] [52], Moeglin et Waldspurger [39], et Gelbart et Shahidi [16].
Soient π et π′ comme ci-dessus. Quand σ > 1, on a

L(s, π ⊗ π′) =
∏
p<∞

Lp(s, πp ⊗ π′p) (4.19)

avec

Lp(s, πp ⊗ π′p) =
mm′∏
j=1

(
1− απ⊗π′(p, j)

ps

)−1

.

Alors la fonction L de Rankin-Selberg L(s, π ⊗ π′) est une série de Dirichlet

L(s, π ⊗ π′) =
∞∑
n=1

λπ⊗π′(n)

ns
(4.20)

qui est absolument convergente pour σ > 1. En la place infinie,

L∞(s, π∞ ⊗ π′∞) =
mm′∏
j=1

ΓR(s− µπ⊗π′(j)).

Par ailleurs, en les places v où πv est non ramifié, on a pour Lv(s, πv ⊗ π′v)

l’expression explicite suivante

Lp(s, πp ⊗ π′p) =
m∏
j=1

m′∏
j′=1

(
1− απ(p, j)απ′(p, j

′)

ps

)−1

(4.21)

en une place finie v = p, et en la place infinie v =∞ on a

L∞(s, π∞ ⊗ π′∞) =
m∏
j=1

m′∏
j′=1

ΓR(s− µπ(j)− µπ′(j′)). (4.22)
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La fonction L complète

Φ(s, π ⊗ π′) = L∞(s, π∞ ⊗ π′∞)L(s, π ⊗ π′)

satisfait une équation fonctionnelle, et a des propriétés semblables à celles indi-
quées dans les lemmes de §4.1. Par souci de simplicité, on ne déraille pas toutes
ces propriétés de L(s, π ⊗ π′), mais on précise juste quelques différences princi-
pales entre la fonction L de Rankin-Selberg L(s, π ⊗ π′) et la fonction L simple
L(s, π) :

– Φ(s, π ⊗ π′) a un prolongement méromorphe à C ;
– Φ(s, π⊗π′) est entière si π et π′ ne sont pas équivalents à une torsion près,

i.e. π′ 6= π̃ ⊗ | det |it pour tout t ∈ R ;
– si π′ = π̃ ⊗ | det |it pour un certain t ∈ R, alors L(s, π ⊗ π′) a un unique

pôle, simple, en s = 1 + it ; en particulier, la fonction L(s, π ⊗ π̃) a un
unique pôle, simple, en s = 1.

Pour σ > 1, L(s, π ⊗ π′) admet un développement en produit eulérien de la
forme

L(s, π ⊗ π′) =
∏
p

m∏
j=1

m′∏
j′=1

(
1− απ(p, j)απ′(p, j

′)

ps

)−1

. (4.23)

Le résultat suivant porte sur les coefficients de Dirichlet λπ⊗π̃(n) de L(s, π⊗
π̃) ; pour une démonstration, voir le Lemme A.1 de Rudnick et Sarnak [46].

Lemme 4.9. (Rudnick-Sarnak [46]). Soit π une représentation irréductible uni-
taire parabolique de GLm(AQ). Posant π′ = π̃ dans (4.20), et pour σ > 1,

L(s, π ⊗ π̃) =
∞∑
n=1

λπ⊗π̃(n)

ns
. (4.24)

Alors on a
λπ⊗π̃(n) > 0, pour tout n > 1.
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D’autres relations sur les coefficients de Dirichlet des fonctions L de Rankin-
Selberg L(s, π ⊗ π̃) seront également nécessaires. On y consacre le prochain pa-
ragraphe.

4.5 Coefficients des fonctions L et des fonctions L
de Rankin-Selberg

On a besoin de quelques lemmes généraux, qui seront appliqués plus tard aux
coefficients de Dirichlet de L(s, π), ou à ceux de fonctions L de Rankin-Selberg
L(s, π⊗ π̃). Le premier résultat général, dû à Brumley [1], est établi par la théorie
d’algèbre symétrique.

Lemme 4.10. (Brumley [1]). Pour m nombres complexes {αj}mj=1, définissons
les coefficients bn par

∞∑
n=0

bnX
n =

m∏
j=1

m∏
j′=1

(1− αjαj′X)−1.

Si α1 · · ·αm = 1, alors on a bm > 1. En particulier pour toute représentation
irréductible unitaire parabolique de GLm(AQ) et tout nombre premier p tels que
πp est non ramifié, on a

λπ⊗π̃(pm) > 1,

où λπ⊗π̃(n) est défini par (4.24).

Le deuxième lemme général est un résultat de Lü [35]. L’auteur tient à expri-
mer sa reconnaissance envers Lü qui lui a permis de reproduire la preuve suivante.

Lemme 4.11. (Lü [35]). Pour m nombres complexes {αj}mj=1, définissons les
coefficients `n par

∞∑
n=0

`nX
n =

m∏
j=1

(1− αjX)−1. (4.25)

De plus, pour n > 1, définissons

an = αn1 + · · ·+ αnm. (4.26)
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Alors on a, pour tout n > 1,

n`n = a1`n−1 + a2`n−2 + · · ·+ an−1`1 + an. (4.27)

Démonstration. Dérivant (4.25), on obtient

∞∑
n=1

n`nX
n−1 =

m∑
i=1

αi(1− αiX)−1

m∏
j=1

(1− αjX)−1

=

(
m∑
i=1

αi(1− αiX)−1

)
m∏
j=1

(1− αjX)−1. (4.28)

En développant (1− αiX)−1 et en utilisant la définition (4.26), la quantité dans
les dernières parenthèses de (4.28) peut être écrite comme

m∑
i=1

αi(1− αiX)−1 =
m∑
i=1

αi

(
∞∑
u=0

αuiX
u

)

=
∞∑
u=0

Xu

m∑
i=1

αu+1
i

=
∞∑
u=0

au+1X
u.

D’après cela et (4.25), on voit que le côté droit de (4.28) devient

(
∞∑
u=0

au+1X
u

)(
∞∑
v=0

`vX
v

)
=

∞∑
n=0

 ∑
u+v=n
u>0,v>0

au+1`v

Xn

=
∞∑
n=0

 ∑
u+v=n+1
u>1,v>0

au`v

Xn

=
∞∑
n=1

 ∑
u+v=n
u>1,v>0

au`v

Xn−1.
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Comparant cela avec le côté gauche de (4.28), on obtient, pour tout n > 1,

n`n =
∑
u+v=n
u>1,v>0

au`v,

qui est exactement l’affirmation (4.27) du lemme. �

Appliquant les deux lemmes ci-dessus, on obtient la conséquence suivante,
qui est très importante pour établir le Théorème 4.15, résultat principal de ce
chapitre.

Lemme 4.12. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible uni-
taire parabolique de GLm(AQ). Pour tout nombre premier p tel que πp est non
ramifié, on a

|λπ(pm)|+ |λπ(pm−1)|+ · · ·+ |λπ(p)| > 1

m
,

où λπ(n) est comme dans (4.6) et (4.7).

Démonstration. La preuve est divisée en trois étapes, pour une présentation claire.
Les deux premières étapes traitent de la fonction L de Rankin-Selberg L(s, π⊗ π̃)

et la fonction L automorphe L(s, π), respectivement, et la troisième partie est
réservée à l’argument final.

Première étape. Soit {απ(p, j)}mj=1 l’ensemble des paramètres de Satake pour
πp ; on note απ(p, j) = αj. Alors (4.21) devient

Lp(s, πp ⊗ π̃p) =
m∏
j=1

m∏
j′=1

(
1− αjαj′

ps

)−1

=
M∏
`=1

(
1− β`

ps

)−1

, (4.29)

où on a écrit M = m2 et

{β`}M`=1 = {αjαj′}16j6m,16j′6m. (4.30)

Par conséquent, (4.21) et (4.24) donnent, pour σ > 1,

Lp(s, πp ⊗ π̃p) =
M∏
`=1

(
1− β`

ps

)−1

=
∞∑
n=0

λπ⊗π̃(pn)

pns
.
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C’est de la forme (4.25), si on fait le changement de variables

p−s = X, λπ⊗π̃(pn) = `n.

Donc, le Lemme 4.11 donne, pour tout n > 1,

nλπ⊗π̃(pn) = aπ⊗π̃(p)λπ⊗π̃(pn−1) + aπ⊗π̃(p2)λπ⊗π̃(pn−2) + · · ·

+aπ⊗π̃(pn−1)λπ⊗π̃(p) + aπ⊗π̃(pn), (4.31)

où, à cause de (4.26), on a écrit

aπ⊗π̃(pn) = βn1 + · · ·+ βnM . (4.32)

Maintenant on écrit

aπ(pn) = αn1 + · · ·+ αnm; (4.33)

alors on déduit de (4.32) et de (4.30) que

aπ⊗π̃(pn) =
m∑
j=1

m∑
j′=1

(αjαj′)
n = |aπ(pn)|2 > 0. (4.34)

Insérant (4.34) dans (4.31), on obtient pour tout n > 1

nλπ⊗π̃(pn) = |aπ(p)|2λπ⊗π̃(pn−1) + |aπ(p2)|2λπ⊗π̃(pn−2) + · · ·

+|aπ(pn−1)|2λπ⊗π̃(p) + |aπ(pn)|2. (4.35)

On peut en déduire, par une simple récurrence sur n, que λπ⊗π̃(pn) > 0 pour tout
n > 1. Cela fournit une autre preuve du Lemme 4.9 de Rudnick-Sarnak [46], pour
les nombres premiers p tels que πp sont non ramifiés.

Deuxième étape. Soit {αj}mj=1 comme avant. Alors (4.2) devient

Lp(s, πp) =
m∏
j=1

(
1− αj

ps

)−1

.



4.5 Coefficients des fonctions L et des fonctions L de Rankin-Selberg 59

Donc, (4.6) donne, pour σ > 1,

Lp(s, πp) =
m∏
j=1

(
1− αj

ps

)−1

=
∞∑
n=0

λπ(pn)

pns
,

avec λπ(n) défini par (4.7). En changeant des variables

p−s = X, λπ(pn) = `n,

ce qui précède est encore de la forme (4.25), et le Lemme 4.11 donne, pour tout
n > 1,

nλπ(pn) = aπ(p)λπ(pn−1) + aπ(p2)λπ(pn−2) + · · ·

+aπ(pn−1)λπ(p) + aπ(pn), (4.36)

où aπ(pn) est tel que dans (4.33), comme suggéré par (4.26).

Troisième étape. Prenant n = m dans (4.35), on a

mλπ⊗π̃(pm) = |aπ(p)|2λπ⊗π̃(pm−1) + |aπ(p2)|2λπ⊗π̃(pm−2) + · · ·

+|aπ(pm−1)|2λπ⊗π̃(p) + |aπ(pm)|2. (4.37)

Le lemme de Brumley (le Lemme 4.10) maintenant affirme que λπ⊗π̃(pm) > 1,
et donc, le côté gauche de (4.37) est minoré par mλπ⊗π̃(pm) > m. Comme on a
vu que λπ⊗π̃(pn) > 0 pour tout n > 1, chaque terme du côté droit de (4.37) est
positif ou nul. Ces observations seront employées plus tard.

Avant d’aller plus loin, on fait une assertion :

Assertion C. Il existe un entier positif j avec 1 6 j 6 m tel que

|aπ(pj)|2 > 1. (4.38)

Montrons par l’absurde que l’assertion C est vraie. Si l’Assertion C n’est pas
vraie, on doit avoir

|aπ(pn)|2 < 1 (4.39)
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pour tout 1 6 n 6 m. Il suit ainsi de (4.37) et de (4.39) avec n = 1 que

λπ⊗π̃(p) = |aπ(p)|2 < 1. (4.40)

On peut également appliquer (4.37) et (4.39) avec n = 2, et on obtient de (4.40)
que

2λπ⊗π̃(p2) = |aπ(p)|2λπ⊗π̃(p) + |aπ(p2)|2

< 1 + 1 = 2,

i.e. λπ⊗π̃(p2) < 1. Par la récurrence sur n dans (4.35), on peut montrer que
λπ⊗π̃(pn) < 1 pour tout 1 6 n 6 m. En particulier, λπ⊗π̃(pm) < 1. Cela contredit
le lemme de Brumley (le Lemme 4.10), qui affirme que

λπ⊗π̃(pm) > 1

dans la situation actuelle. Par conséquent, l’Assertion C est prouvée.

Si n0 est l’un des entiers dans l’Assertion C tel que (4.38) est vrai, alors, par
(4.34), on a |aπ(pn0)|2 > 1, et donc,

|aπ(pn0)| > 1. (4.41)

Soit maintenant n0 avec 1 6 n0 6 m le plus petit entier vérifiant (4.41). Il suit
que

|aπ(pj)| < 1, pour tout 1 6 j < n0.

Appliquant (4.36) avec n = n0, on déduit que

n0|λπ(pn0)| = |aπ(p)λπ(pn0−1) + · · ·+ aπ(pn0−1)λπ(p) + aπ(pn0)|

> −|λπ(pn0−1)| − · · · − |λπ(p)|+ 1.

Cela implique que

m{|λπ(pm)|+ · · ·+ |λπ(p)|} > m{|λπ(pn0)|+ · · ·+ |λπ(p)|}

> n0|λπ(pn0)|+ · · ·+ |λπ(p)|

> 1,

et le lemme en découle. �



4.6 Changements de signe de λπ(n) 61

4.6 Changements de signe de λπ(n)

Suivant les arguments de Knopp, Kohnen et Pribitkin [23], on peut prouver le
résultat suivant.

Théorème 4.13. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ) telle que λπ(n) soit réel pour tout n > 1. Alors
la suite {λf (n)}∞n=1 a une infinité de changements de signe, i.e. il y a une infinité
de n tels que λf (n) > 0, et il y a une infinité de n tels que λf (n) < 0.

Corollaire 4.14. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ) qui est auto-contragrédiente. Alors λπ(n) est
réel pour tout n > 1, et la suite {λf (n)}∞n=1 a une infinité de changements de
signe, i.e. il y a une infinité de n tels que λf (n) > 0, et il y a une infinité de n
tels que λf (n) < 0.

4.7 Un problème de type Linnik pour les fonctions
L automorphes

On expose maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 4.15. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Alors il existe un entier n satisfaisant

n� Qm/2+ε
π (4.42)

tel que λπ(n) /∈ [0,∞). La constante implicite dans (4.42) ne dépend que de m et
de ε. En particulier, si λπ(n) est réel pour tout n > 1, on doit avoir λπ(n) < 0

pour un certain n vérifiant (4.42) et ce résultat est vrai pour toute représentation
auto-contragrédiente π.

Démonstration. Comme toujours, on commence par la somme

S(x) :=
∑
n6x

λπ(n)

(
log

x

n

)`
,
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en supposant que

λπ(n) > 0, pour n 6 x. (4.43)

Ici ` est un entier positif qui sera choisi ultérieurement. Le résultat désiré suivra
des estimations des bornes supérieures et inférieures de S(x).

Pour obtenir une borne supérieure de S(x), on applique la formule de Perron
(3.30) à la série de Dirichlet (4.6), obtenant

S(x) =
1

2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
L(s, π)

xs

s`+1
ds.

En déplaçant le contour à la droite σ = ε avec ε étant une constante positive
arbitrairement petite, et en appliquant la borne de convexité de Harcos (4.15)
pour L(s, π), on obtient

S(x) =
1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞
L(s, π)

xs

s`+1
ds

�ε

∫ ∞
−∞

Qπ(t)1/2+ε xε

(|t|+ ε)`+1
dt.

Le conducteur analytique Qπ(t) est borné par |t|m (par rapport au t-aspect).
Donc, si on prend ` = m, alors l’estimation ci-dessus devient

S(x) �`,m,ε Q1/2+ε
π xε

∫ ∞
−∞

(|t|+ 1)m/2

(|t|+ ε)`+1
dt

�m,ε Q1/2+ε
π xε. (4.44)

C’est la majoration désirée pour S(x).

Pour obtenir une minoration de S(x), on applique le Lemme 4.12, ce qui
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donne

S(x) > (log 2)`
∑
n6x/2

(n,Nπ)=1

λπ(n)

> (log 2)`
∑

p6(x/2)1/m

p-Nπ

{λπ(pm) + λπ(pm−1) + · · ·+ λπ(p)}

�`,m

∑
p6(x/2)1/m

p-Nπ

1�`,m
(x/2)1/m

log(x/2)
− logNπ.

Sans perte de généralité, on peut supposer

x > C logm+1 Qπ; (4.45)

où C est une grande constante absolue. Cette condition est très faible devant le
résultat du théorème. �
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Chapitre 5

Théorème des nombres premiers
pour les fonctions L automorphes

5.1 Théorème automorphe des nombres premiers

À chaque représentation irréductible unitaire parabolique π = ⊗πp de GLm(AQ),
on peut associer une fonction L globale L(s, π) comme dans §4.1. On peut ensuite
relier L(s, π) aux nombres premiers en prenant la dérivée logarithmique dans
(4.2), de sorte que pour σ > 1,

d

ds
logL(s, π) = −

∞∑
n=1

Λ(n)aπ(n)

ns
, (5.1)

où Λ(n) est la fonction de von Mangoldt, et

aπ(pk) =
m∑
j=1

απ(p, j)k. (5.2)

Il est important de noter que cette définition est la même que (4.33). Le théorème
des nombres premiers pour L(s, π) concerne le comportement asymptotique de
la fonction sommatoire

ψ(x, π) =
∑
n6x

Λ(n)aπ(n),

65
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et un cas spécial affirme que, si π est une représentation irréductible unitaire
parabolique de GLm(AQ) avec m > 2, alors

ψ(x, π)�
√
Qπ · x · exp

(
− c

2m4

√
log x

)
(5.3)

pour une certaine constante positive absolue c, où la constante implicite est ab-
solue. Dans [14, le Théorème 5.13] d’Iwaniec et Kowalski, les auteurs démontrent
un théorème des nombres premiers pour les fonctions L générales satisfaisant les
axiomes nécessaires. La majoration (5.3) en est une conséquence.

Dans ce chapitre, on étudie d’abord l’influence de GRH sur ψ(x, π). On sait
que, sous GRH, (5.3) peut être améliorée à

ψ(x, π)� x1/2 log2(Qπx), (5.4)

où la constante implicite dépend au plus de m. On peut cependant espérer de
meilleurs résultats. Pour une preuve de (5.4), voir §5.3 par exemple. Dans cette
optique, on établit les résultats suivants.

Théorème 5.1. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Supposons GRH pour L(s, π). Alors on a

ψ(x, π)� x1/2 log2(Qπ log x) (5.5)

pour x > 2, sauf sur un ensemble E de mesure logarithmique finie, i.e. un en-
semble vérifiant ∫

E

dx

x
<∞.

La constante implicite dans le symbole � dépend au plus de m.

Le Théorème 5.1 indique que, sauf sur un ensemble de mesure logarithmique
finie E, (5.4) peut être améliorée à (5.5). Les deux prochains théorèmes montrent
que ψ(x, π) se comporte comme x1/2 d’une façon ou d’une autre.

Théorème 5.2. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Supposons GRH pour L(s, π). Alors∫ X

2

|ψ(x, π)|2 dx

x
� X log2Qπ.
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La constante implicite dans le symbole � dépend au plus de m.

Gallagher [6] était le premier à établir un résultat semblable au Théorème
5.1, dans le cas classique m = 1 pour la fonction zêta de Riemann. Il a montré
que, sous l’Hypothèse de Riemann pour la fonction zêta classique,

ψ(x) :=
∑
n6x

Λ(n) = x+O
(
x1/2(log log x)2

)
pour x > 2, sauf sur un ensemble de mesure logarithmique finie, et a donc amélioré
la majoration classique du terme d’erreur O(x1/2 log2 x) de von Koch [27]. Dans
le même article, Gallagher [6] a également fourni de courtes démonstrations de
la majoration conditionnelle de Cramér (voir [2],[3])∫ X

2

(ψ(x)− x)2 dx

x
� X.

Pour démontrer les résultats ci-dessus, Gallagher [7] utilise un lemme (voir aussi
le Lemme 5.11 ci-dessous) qui porte son nom.

Nos Théorèmes 5.1-5.2 généralisent les résultats classiques ci-dessus à ψ(s, π)

la fonction comptant les nombres premiers attachée aux représentations irréduc-
tibles unitaire parabolique π de GLm(AQ) avec m > 2. Nos preuves combinent
l’approche de Gallagher avec des résultats récents de Liu et Ye ([32], [33]) sur la
distribution des zéros des fonctions L automorphes de Rankin-Selberg.

Le Théorème 5.2 ci-dessus affirme que, sous GRH, |ψ(x, π)| est de taille
x1/2 logQπ en moyenne. Ce résultat peut être mis en parallèle avec le théorème
suivant, qui donne un résultat Oméga inconditionnel, i.e. |ψ(x, π)| ne peut pas
être d’ordre inférieur à x1/2−ε.

Théorème 5.3. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Alors pour tout ε > 0, on a

ψ(x, π) = Ω(x1/2−ε),

où la constante implicite dépend au plus de m et de ε. Plus précisement, il existe
une suite croissante {xn}∞n=1 tendant vers l’infini telle que

lim
n→∞

|ψ(xn, π)|
x

1/2−ε
n

> 0. (5.6)
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Notons que la suite {xn}∞n=1 et la limite dans (5.6) peuvent dépendre de π. Ce
résultat généralise celui établi pour la fonction zêta de Riemann. Il est possible
d’obtenir de meilleurs résultats Oméga comme ceux du Chapitre V de Ingham
[10]. On remarque que, à la différence du cas classique, dans les Théorèmes 5.1-5.3
on n’a pas le terme principal x. Cela provient du fait que L(s, π) est une fonction
entière quand m > 2, alors que ζ(s) a un pôle simple en s = 1 de résidu 1.

5.2 Lemmes auxiliaires

On a besoin de quelques lemmes auxiliaires pour établir les résultats principaux.

Lemme 5.4. Soient m > 2 et π une représentation irréductible unitaire parabo-
lique de GLm(AQ). Alors

d

ds
logL(s, π) = C +

∑
ρ

(
1

s− ρ
+

1

ρ

)
+

m∑
j=1

1

s+ µπ(j)

+
m∑
j=1

∞∑
n=1

(
1

2n+ s+ µπ(j)
− 1

2n

)
,

où C est une constante dépendant de π. L’ensemble de tous les zéros triviaux de
L(s, π) est

{µ : µ = −2n− µπ(j), n = 0, 1, 2, . . . ; j = 1, . . . ,m}.

Démonstration. Comme Φ(s, π) est d’ordre 1 (le Lemme 4.4), on a (voir [4, le
Chapitre 11])

Φ(s, π) = eA+Bs
∏
ρ

(
1− s

ρ

)
es/ρ,

où A,B sont des constantes dépendant de π. P En prenant la dérivée logarith-
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mique, on obtient

d

ds
log Φ(s, π) = B +

∑
ρ

(
1

s− ρ
+

1

ρ

)
, (5.7)

où on a posé log 1 = 0. Par définition de Φ(s, π), on a

d

ds
log Φ(s, π) =

d

ds
logL∞(s, π∞) +

d

ds
logL(s, π). (5.8)

En tenant compte de la relation

d

ds
log Γ(s) = −1

s
− γ −

∞∑
n=1

(
1

n+ s
− 1

n

)
,

où γ est la constante d’Euler, on a

d

ds
logL∞(s, π∞) =

m∑
j=1

d

ds
log π−(s+µπ(j))/2 +

m∑
j=1

d

ds
log Γ

(
s+ µπ(j)

2

)

= −m
2

(log π + γ)−
m∑
j=1

1

s+ µπ(j)

−
m∑
j=1

∞∑
n=1

(
1

2n+ s+ µπ(j)
− 1

2n

)
.

Insérant cette formule et (5.7) dans (5.8), on obtient le résultat souhaité. �

Considérons les pôles de la fonction

L(1− s, π̃∞) = π−ms/2
m∏
j=1

Γ

(
1− s+ µπ̃(j)

2

)
. (5.9)

Il est facile de voir que ces pôles sont

{Pn,j = 2n+ 1 + µπ̃(j) : n = 0, 1, 2, . . . ; j = 1, . . . ,m}.

Comme dans [32], désignons par C(m) le plan complexe privé des disques

|s− Pn,j| <
1

8m
(n = 0, 1, 2, . . . ; j = 1, . . . ,m).
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Donc, pour tout s ∈ C(m), la distance entre la quantité

1− s+ µπ̃(j)

2

et l’ensemble des pôles de Γ(s) est au moins 1/(16m). Faisons à présent une
remarque sur la structure de C(m). Pour j = 1, . . . ,m, désignons par β(j) la
partie fractionnaire de <eµπ̃(j) et posons β(0) = 0 et β(m+1) = 1. Alors tous les
β(j) ∈ [0, 1]. Évidemment il existe β(j1) et β(j2) tels que β(j2)−β(j1) > 1/(3m)

et il n’y a aucun β(j) entre β(j1) et β(j2). On en déduit que la bande

S0 = {s : β(j1) + 1/(8m) 6 <s 6 β(j2)− 1/(8m)}

est contenue dans C(m). En conséquence, pour tous les n = 0, 1, 2, . . . , les bandes

Sn =

{
s : −n+ β(j1) +

1

8m
6 <s 6 −n+ β(j2)− 1

8m

}
(5.10)

sont des sous-ensembles de C(m). Dans [32, §4], Liu et Ye ont étudié la distribu-
tion des zéros de la fonction L(s, π ⊗ π′) de Rankin-Selberg, où π et π′ sont des
représentations irréductibles unitaires paraboliques de GLm(AQ) et de GLm′(AQ),
respectivement. C(m) est un cas particulier de C(m,m′) dans [32, §4].

Les assertions (i) et (i) du Lemme 5.5 suivant sont le Lemme 4.3(d) et le
Lemme 4.4 de [32], respectivement.

Lemme 5.5. Soient m > 2 et π une représentation irréductibles unitaire parabo-
lique de GLm(AQ). Alors

(i) pour |T | > 2, il existe un τ avec T 6 τ 6 T + 1 tel que

d

ds
logL(σ ± iτ, π)� log2(Qπ|τ |) (−2 6 σ 6 2);

(ii) si s est dans la bande Sn définie en (5.10) avec n 6 −2, alors

d

ds
logL(s, π)� 1.



5.3 Une formule explicite 71

5.3 Une formule explicite

La formule explicite donnée dans le Théorème 5.6 ci-dessous est inconditionnelle ;
on n’a besoin ni de GRH, ni de GRC.

Théorème 5.6. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Alors, pour x > 2 et T > 2, on a

ψ(x, π) = −
∑
|γ|6T

xρ

ρ
+O

{
min

(
x

T 1/4
,
x1+θ

T 1/2

)
log(Qπx)

}

+O(xθ log x) +O

(
x log2(Qπx)

T 1/2

)
+O

(
log T

x

)
,

où θ est définie comme dans le Lemme 4.8.

On démontrera le Théorème 5.6 à la fin de ce paragraphe. Des formules
explicites de différentes formes ont été établies par Moreno ([40], [41], sous GRC),
et par Iwaniec et Kowalski [14, (5.53)].

En utilisant le Théorème 5.6, on pourra par ailleurs fournir une preuve du
théorème des nombres premiers pour ψ(x, π) sous GRH.

Corollaire 5.7. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Sous GRH pour L(s, π), (5.4) est vraie.

Démonstration. Le Théorème 5.6 avec T = x8 donne

ψ(x, π) = −
∑
|γ|6T

xρ

ρ
+O(xθ log x) +O

(
log2(Qπx)

x

)
.

Par le Lemme 4.8, le terme d’erreur est acceptable. Sous GRH pour L(s, π), on a
ρ = 1/2 + iγ dans la formule ci-dessus, et donc, par sommation par partie et par



72 Théorème des nombres premiers pour les fonctions L automorphes

le Lemme 4.6,

∑
|γ|6T

xρ

ρ
� x1/2

(∑
|γ|61

1 +
∑

16|γ|6T

1

|γ|

)

� x1/2

{
logQπ +

∫ T

1

1

t
dN(t, π)

}
� x1/2 log2(QπT ).

Cela prouve (5.4). �

Pour démontrer le Théorème 5.6, on a besoin d’une formule de Perron de la
forme suivante (cf. Liu et Ye [33]).

Lemme 5.8. (Formule de Perron). Sous les conditions du Lemme 3.11, on a,
pour b > σa, x > 2, T > 2,

∑
n6x

an =
1

2πi

∫ b+iT

b−iT
F (s)

xs

s
ds+O

( ∑
|n−x|6x/

√
T

|an|+
xbB(b)√

T

)
. (5.11)

L’atout principal du Lemme 5.8 est que la borne supérieure individuelle pour
an n’apparaît pas dans le membre de droite de (5.11). Ceci permet de démontrer
les Théorème 5.6 et 5.1-5.3 sans GRC. Une telle formule de Perron a été appliquée
avec succès dans les cas classiques où an n’est pas majoré par 1. La formule
de Perron donnée dans le Lemme 5.8 n’est cependant pas optimale, les experts
connaissent un meilleur terme d’erreur (Voir, par exemple, Tenenbaum [54, le
Théorème II.2.2]). On peut aussi voir Liu et Ye [33] pour quelques applications
aux fonctions L automorphes.

Lemme 5.9. (Iwaniec-Kowalski [14]). Soit π une représentation irréductible uni-
taire parabolique de GLm(AQ) avec m > 2. Alors∑

n6x

|Λ(n)aπ(n)|2 � m2x log2(Qπx),

où la constante implicite est absolue.
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C’est l’estimation (5.48) de [14], prouvée au bas de la page 110 de [14].

Démonstration du Théorème 5.6. Compte de tenu de (4.6) et du Lemme 4.1, on
peut appliquer le Lemme 5.8 avec σa = 1, b = 1 + 1/ log x, et

F (s) =
d

ds
logL(s, π) = −

∞∑
n=1

Λ(n)aπ(n)

ns
,

i.e. an = −Λ(n)aπ(n).

Pour estimer le premier O-terme dans (5.11), on écrit pour 0 < y 6 x

∑
x<n6x+y

|Λ(n)aπ(n)| �
{∑
n62x

|Λ(n)aπ(n)|2
}1/2{ ∑

x<n6x+y

1

}1/2

�
√
x(y + 1) log(Qπx).

D’autre part, par (5.2) et la borne vers GRC dans le Lemme 4.8, pour n = pk,
on a

|aπ(n)| = |aπ(pk)| 6
m∑
j=1

|απ(p, j)|k 6 mpkθ 6 mnθ.

D’où ∑
x<n6x+y

|Λ(n)aπ(n)| � xθ(y + 1) log x.

Donc, ∑
|n−x|6x/

√
T

|Λ(n)aπ(n)|

� min

{√
x
( x

T 1/2
+ 1
)

log(Qπx), xθ
( x

T 1/2
+ 1
)

log x

}
� min

(
x

T 1/4
,
x1+θ

T 1/2

)
log(Qπx) + xθ log x. (5.12)

Dans la dernière étape, on a considéré les deux cas T 6 x2 et T > x2 respective-
ment.



74 Théorème des nombres premiers pour les fonctions L automorphes

L’autre O-terme de (5.11) dépend de B(σ). Pour σ > 1, l’inégalité de Cauchy
donne

B(σ) =
∞∑
n=1

|Λ(n)aπ(n)|
nσ

�
{ ∞∑
n=1

|Λ(n)aπ(n)|2

nσ

}1/2{ ∞∑
n=1

1

nσ

}1/2

.

Par le Lemme 5.9,

∞∑
n=1

|Λ(n)aπ(n)|2

nσ
=

∫ ∞
1

1

uσ
d

{∑
n6u

|Λ(n)aπ(n)|2
}

� log2Qπ +

∫ ∞
1

log2(Qπu)

uσ
du

� log2Qπ

σ − 1
+

1

(σ − 1)3
.

De même mais plus facilement, on a

∞∑
n=1

1

nσ
� 1

σ − 1
,

et donc,

B(σ)� logQπ

σ − 1
+

1

(σ − 1)2
.

En conséquence, le deuxième O-terme de (5.11) est

� x(log x)(logQπx)√
T

. (5.13)

Insérant (5.13) et (5.12) dans (5.11), on obtient

∑
n6x

Λ(n)aπ(n) =
1

2πi

∫ b+iT

b−iT

{
−L

′

L
(s, π)

}
xs

s
ds

+O

{
min

(
x

T 1/4
,
x1+θ

T 1/2

)
log(Qπx)

}
+O

(
x(log x)(logQπx)√

T

)
+O(xθ log x). (5.14)
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Ensuite, on déplace le contour d’intégration vers la gauche. Choisissons a avec
−2 < a < −1 tel que la droite σ = a est contenue dans la bande S2 ⊂ C(m) ;
c’est garanti par la structure de C(m). Sans perte de généralité, on peut supposer
que T > 0 est un grand nombre tel que T et −T peuvent être pris comme τ du
Lemme 5.5(i). Maintenant on considère le contour C1 ∪ C2 ∪ C3 avec

C1 : b > σ > a, t = −T ;

C2 : σ = a, −T 6 t 6 T ;

C3 : a 6 σ 6 b, t = T.

Par le Lemme 5.4 et le théorème des résidus, nous pouvons écrire

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

{
−L

′

L
(s, π)

}
xs

s
ds =

1

2πi

(∫
C1

+

∫
C2

+

∫
C3

)
−
∑
|γ|6T

xρ

ρ
−

∑
a<−λ<b
|ν|6T

x−µ

−µ
− L′

L
(0, π). (5.15)

L’intégrale sur C1 peut être estimée par le Lemme 5.5(i) :

1

2πi

∫
C1

{
−L

′

L
(s, π)

}
xs

s
ds�

∫ b

a

log2(QπT )
xσ

T
dσ

� x log2(QπT )

T
,

et la même borne supérieure reste valable pour l’intégrale sur C3. Ensuite par le
Lemme 5.5(ii), on a

1

2πi

∫
C2

{
−L

′

L
(s, π)

}
xs

s
ds�

∫ T

−T

xa

|t|+ 1
dt

� xa log T.

Pour estimer la contribution des zéros triviaux µ = λ+ iν, on applique le Lemme
4.8 qui permet d’écrire ∑

a<−λ<b
|ν|6T

x−µ

µ
� xθ,
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où on a employé le fait qu’il y a un nombre fini de zéros triviaux µ = λ+ iν avec
a < −λ < b, et |ν| 6 T . Donc, (5.15) devient

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

{
−L

′

L
(s, π)

}
xs

s
ds

= −
∑
|γ|6T

xρ

ρ
+O(xθ) +O

(
x log2(QπT )

T

)
+

(
log T

x

)
.

Le Théorème 5.6 découle alors de cela et de (5.14). �

5.4 Preuve d’un résultat de type probabiliste

Le lemme suivant est nécessaire pour la démonstration du Théorème 5.1.

Lemme 5.10. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible uni-
taire parabolique de GLm(AQ). Sous GRH pour L(s, π), on a∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x2
� log2(QπT )

T
, (5.16)

pour 4 6 T 6 X4.

Pour prouver le Lemme 5.10, on a besoin du lemme suivant de Gallagher [7].

Lemme 5.11. (Gallagher [7]). Soient U > 0 et

S(u) =
∑
ν

c(ν)e2πiνu

une série absolument convergente sur [−U,U ], où les coefficients c(ν) ∈ C, et les
fréquences de ν parcourent une suite arbitraire de nombres réels. Alors∫ U

−U
|S(u)|2du� 1

U2

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ ∑
x<ν6x+1/U

c(ν)

∣∣∣∣2dx.

La constante implicite est absolue.
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Démonstration du Lemme 5.10. Dans l’intégrale de (5.16), on fait le changement
de variables x = Xe2πu. Par GRH, on a ρ = 1/2 + iγ, et donc∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x2
= 2π

∫ 1/(2π)

0

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

X iγ

ρ
e2πiγu

∣∣∣∣2du

�
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

X iγ

ρ
e2πiγu

∣∣∣∣2du. (5.17)

Par le lemme de Gallagher, la dernière intégrale peut être majorée par

�
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

t<γ6t+1

X iγ

ρ

∣∣∣∣2dt

�
∫ ∞
−∞

{ ∑
T<|γ|6X4

t<γ6t+1

1

|ρ|

}2

dt.

Dans la dernière intégrale, t satisfait T − 1 6 t 6 X4 ou −X4 − 1 6 t 6 −T . En
utilisant le Lemme 4.6, on déduit∫ ∞

−∞

{ ∑
T<|γ|6X4

t<γ6t+1

1

|ρ|

}2

dt �
∫ X4+1

T−1

{ ∑
t<γ6t+1

1

|ρ|

}2

dt

�
∫ X4+1

T−1

log2(Qπt)

t2
dt

� log2(QπT )

T
.

Cela achève la démonstration. �

Maintenant nous sommes en mesure de démontrer le Théorème 5.1.

Démonstration du Théorème 5.1. Soit 2 6 X 6 x � X. En prenant T = X4

dans le Théorème 5.6, on a

ψ(x, π) = −
∑
|γ|6X4

xρ

ρ
+O(xθ log x) +O

(
log2(Qπx)

x

)
. (5.18)
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Notons que (5.18) est vraie inconditionnellement. Sous GRH, la somme parcourt
alors les zéros non triviaux ρ = 1/2 + iγ de L(s, π) avec |γ| jusqu’à X4.

On divise la somme sur |γ| en deux morceaux selon |γ| 6 T ou |γ| > T , où
T ∈ [2, X4] est un paramètre qui sera choisi ultérieurement.

D’abord, on a∑
|γ|6T

xρ

ρ
� x1/2

∑
|γ|6T

1

|ρ|

� x1/2

{
logQπ +

∫ T

1

1

t
dN(t, π)

}
� x1/2 log2(QπT ). (5.19)

Cette inégalité affirme que, si T n’est pas trop grand (par exemple logX), la
contribution de |γ| 6 T à (5.18) est acceptable.

Cependant, on n’arrive pas à démontrer que la contribution de T < |γ| 6 X4

à (5.18) est � x1/2 log(Qπ log x) pour tous les x. On prouvera qu’elle est vraie
“habituellement”. À cet effet, définissons

E(X) =

{
x ∈ [X, eX] :

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣ > x1/2 log2(Qπ log x)

}
.

De cela et du Lemme 5.10, on déduit que

log4(Qπ logX)

∫
E(X)

dx

x
�

∫
E(X)

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x2

� log2(QπT )

T
,

et donc ∫
E(X)

dx

x
� log2(QπT )

T log4(Qπ logX)
. (5.20)

On pose maintenant
T = logX,
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et insère (5.19) dans (5.18). Alors de (5.20) on déduit que

ψ(x, π)� x1/2 log2(Qπ log x)

appartient à l’intervalle [X, eX] sauf pour un ensemble E(X) de mesure logarith-
mique

� 1

T log2(QπT )
� 1

T log2 T
.

En choisissant X = eT avec T = 2, 3, · · · , la mesure logarithmique totale de
l’ensemble exceptionnel E sera

�
∞∑
T=2

1

T log2 T
<∞,

et le Théorème 5.1 s’en déduit. �

5.5 Valeur moyenne et estimations Oméga pour
ψ(x, π)

Dans cette section, on prouve les Théorèmes 5.2 et 5.3.

Démonstration du Théorème 5.2. Par la formule explicite (5.18), on a∫ eX

X

|ψ(x, π)|2 dx

x2
�

∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x2
+

∫ eX

X

x2θ log2(Qπx)
dx

x2

+

∫ eX

X

log2(Qπx)

x

dx

x2
. (5.21)

Les deux dernières intégrales sont � log2Qπ. Pour estimer la première intégrale
du membre de droite, on applique le Lemme 5.10 avec T = 4, ce qui donne∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x2
� log2Qπ +

∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
4<|γ|6X4

xρ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x2
(5.22)

� log2Qπ. (5.23)



80 Théorème des nombres premiers pour les fonctions L automorphes

Donc, (5.21) devient ∫ eX

X

|ψ(x, π)|2 dx

x2
� log2Qπ, (5.24)

d’où ∫ eX

X

|ψ(x, π)|2 dx

x
� X log2Qπ.

Un argument de découpage classique nous permet de déduire∫ X

2

|ψ(x, π)|dx
x

=

∫ X

X/e

|ψ(x, π)|2 dx

x
+

∫ X/e

X/e2
|ψ(x, π)|2 dx

x
+ · · ·

� X log2Qπ

e
+
X log2Qπ

e2
+ · · ·

� X log2Qπ.

Cela prouve le Théorème 5.2. �

Démonstration du Théorème 5.3.

Pour prouver le théorème, on suppose

ψ(x, π)� xα, (5.25)

où α est une certaine constante absolue positive, et la �-constante dépend de m
et de α au plus. On suppose par l’absurde que α < 1/2.

Par une sommation d’Abel, on obtient, pour σ > 1,

−L
′

L
(s, π) = s

∫ ∞
1

ψ(x, π)

xs+1
dx. (5.26)

En utilisant l’hypothèse (5.25), on a

ψ(x, π)

xs+1
� xα

xσ+1
� 1

xσ+1−α .

En conséquence, pour σ > α + ε avec ε > 0 arbitraire, l’intégrale de droite de
(5.26) converge uniformément, et donc représente une fonction régulière dans le
demi-plan σ > α. Il suit de (5.26) que L(s, π) ne peut pas avoir de zéro dans le
demi-plan σ > α. Cela mène à une contradiction si α < 1/2. �
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5.6 Un problème de type Linnik pour {aπ(n)Λ(n)}∞n=1

À chaque représentation irréductible unitaire parabolique π = ⊗πp de GLm(AQ),
on peut associer une fonction L(s, π) comme dans §4.1. En prenant la dérivée
logarithmique dans (4.2), on obtient (5.1) avec les coefficients de Dirichlet

{aπ(n)Λ(n)}∞n=1,

où Λ(n) est la fonction de von Mangoldt, et

aπ(pk) =
m∑
j=1

απ(p, j)k. (5.27)

Si π est auto-contragrédiente, alors (4.9) affirme que

{απ(p, j)}mj=1 = {απ(p, j)}mj=1,

et donc, par (5.27),

aπ(pk) = aπ(pk). (5.28)

Ceci signifie que aπ(n)Λ(n) est réel pour tout n > 1.

Le but de cette section est d’établir le théorème suivant de type Linnik pour
la suite {aπ(n)Λ(n)}∞n=1. En fait, c’est une conséquence immédiate du Théorème
4.15 et du lemme de Lü (le Lemme 4.11).

Théorème 5.12. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréduc-
tible unitaire parabolique de GLm(AQ). Si tous les aπ(n)Λ(n) sont réels, alors
{aπ(n)Λ(n)}∞n=1 change de signe en un certain n satisfaisant

n� Qm/2+ε
π . (5.29)

La constante implicite dans (5.29) ne dépend que de m et ε. En particulier, le
résultat est vrai pour toute représentation auto-contragrédiente π.

Démonstration. Si on note αj pour απ(p, j), alors (5.27) prend la forme

aπ(pk) =
m∑
j=1

αkj . (5.30)
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L’observation principale est que (5.30) et (4.33) définissent exactement la même
quantité, et le Lemme 4.11 s’applique. Ainsi, en utilisant (4.36), on a, pour tout
k > 1,

kλπ(pk) = aπ(p)λπ(pk−1) + aπ(p2)λπ(pk−2) + · · ·

+aπ(pk−1)λπ(p) + aπ(pk), (5.31)

où λπ(pk) est comme dans (4.7). Par récurrence sur k, on montre que si aπ(pk) > 0

pour tout k 6 K, alors λπ(pk) > 0 également pour tout k 6 K.

Maintenant on fait appel au Théorème 4.15, pour déduire qu’il existe un n

avec
n� Qm/2+ε

π

tel que λπ(n) < 0. Par (4.7), on sait que λπ(n) est multiplicatif par rapport à n,
et donc il doit avoir une puissance pk00 d’un nombre premier p0 avec

pk00 � Qm/2+ε
π

telle que λπ(pk00 ) < 0. Donc, il existe un certain k1 6 k0 tel que aπ(pk10 ) < 0. Cela
achève la démonstration. �



Chapitre 6

Théorème de la densité normale de
Selberg pour les fonctions L
automorphes

6.1 Théorème de la densité normale de Selberg

Écrivons, comme d’habitude,

ψ(x) =
∑
n6x

Λ(n).

On sait que, sous l’Hypothèse de Riemann pour la fonction zêta,

ψ(x) = x+O(x1/2 log2 x).

On peut en déduire un résultat pour les nombres premiers dans les petits inter-
valles [x, x+ y).

Selberg [47] a étudié la densité normale des nombres premiers dans les petits
intervalles. Sous l’Hypothèse de Riemann pour la fonction zêta, i.e. dans le cas
de m = 1, Selberg [47] a montré que∫ X

1

{ψ(x+ h(x))− ψ(x)− h(x)}2dx = o(h(X)2X) (6.1)

83
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pour toute fonction croissante h(x) 6 x vérifiant

h(x)

log2 x
→∞.

Dans ce chapitre, on démontre un analogue pour les fonctions L automorphes
associées à une représentation irréductible unitaire parabolique π = ⊗πp de
GLm(AQ).

6.2 Théorème de la densité normale de Selberg
pour les fonctions L automorphes

À chaque représentation irréductible unitaire parabolique π = ⊗πp de GLm(AQ),
on peut associer une fonction L globale L(s, π) comme dans §4.1. Conservons
les notations introduites dans le chapitre précédent. Le théorème des nombres
premiers pour L(s, π) concerne le comportement asymptotique de la fonction
sommatoire

ψ(x, π) =
∑
n6x

Λ(n)aπ(n),

et un cas spécial affirme que, si π est une représentation irréductible unitaire
parabolique de GLm(AQ) avec m > 2, alors

ψ(x, π)�
√
Qπ · x · exp

(
− c

2m4

√
log x

)
(6.2)

pour une certaine constante positive absolue c, où la constante implicite est abso-
lue. Dans [14, le Théorème 5.13], Iwaniec et Kowalski ont démontré un théorème
des nombres premiers pour les fonctions L générales satisfaisant les axiomes né-
cessaires. La majoration (6.2) en est une conséquence. Sous GRH, (6.2) peut être
améliorée à

ψ(x, π)� x1/2 log2(Qπx). (6.3)

Il suit de (6.3) que, sous GRH,

ψ(x+ h(x), π)− ψ(x, π) = o(h(x)) (6.4)
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pour les fonctions croissantes h(x) 6 x satisfaisant

h(x)

x1/2 log2(Qπx)
→∞.

Comme

ψ(x+ h(x), π)− ψ(x, π) =
∑

x<n6x+h(x)

Λ(n)aπ(n),

l’estimation (6.4) décrit l’oscillation des coefficients aπ(p) dans les petits inter-
valles [x, x+ h(x)].

Dans ce chapitre, on démontre le résultat suivant, qui montre que (6.4) est
vraie en moyenne pour h(x) beaucoup plus petit.

Théorème 6.1. Soient m > 2 un entier et π une représentation irréductible
unitaire parabolique de GLm(AQ). Supposons GRH pour L(s, π). On a

∫ X

1

|ψ(x+ h(x), π)− ψ(x, π)|2dx = o(h(X)2X), (6.5)

pour toute fonction croissante h(x) 6 x satisfaisant

h(x)

log2(Qπx)
→∞.

Notre Théorème 6.1 généralise le résultat de Selberg aux cas m > 2. Il amé-
liore aussi un résultat de l’auteur [44] selon lequel (6.5) est vrai pour h(x) 6 x

satisfaisant
h(x)

xθ log2(Qπx)
→∞,

où θ est la borne vers GRC donnée dans le Lemme 4.8. La nouvelle idée principale
est une application fine de la majoration de valeur moyenne de Kowalski-Iwaniec
(voir le Lemme 5.9). On a besoin également d’une formule explicite établie dans
le Chapitre 5 sous une forme plus précise.
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Inconditionnellement, le Théorème 6.1 est vrai pour h(x) = xβ avec une cer-
taine constante 0 < β < 1. La valeur exacte de β dépend de deux ingrédients
principaux : une majoration satisfaisant de zéro-densité pour L(s, π), et une ré-
gion sans zéro pour L(s, π) de type Littlewood ou Vinogradov.

6.3 Preuve du théorème

On prouve le Théorème 6.1 dans cette section. Les outils principaux sont la
formule explicite du Théorème 5.6 et le Lemme 5.10 qui est établi sous GRH.

Démonstration du Théorème 6.1. La preuve du Théorème 5.6 donne en fait une
forme alternative de la formule explicite. Soient, comme dans la preuve du Théo-
rème 5.6,

−2 < a < −1, b = 1 +
1

log x
.

Alors la preuve du Théorème 5.6 donne en fait

ψ(x, π) = −
∑
|γ|6T

xρ

ρ
−

∑
a<−λ<b
|ν|6T

x−µ

−µ
+O

{ ∑
|n−x|6x/

√
T

|Λ(n)aπ(n)|
}

+O

(
x log2(Qπx)

T 1/2

)
+O

(
log T

x

)
, (6.6)

où θ est comme dans le Lemme 4.8, et µ parcourt les zéros triviaux µ = λ + iν

de L(s, π).

Soit 100 6 X 6 x 6 eX. On prend T = X4 dans la formule explicite (6.6).
Comme la longueur de l’intervalle (x− x/X2, x+ x/X2] est

2x

X2
6

1

10
,

cet intervalle contient au plus un entier. Désignons par nx cet entier (s’il existe).
Il suit que ∑

|n−x|6x/X2

|Λ(n)aπ(n)| = |Λ(nx)aπ(nx)|,
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et donc (6.6) devient

ψ(x, π) = −
∑
|γ|6X4

xρ

ρ
−

∑
a<−λ<b
|ν|6X4

x−µ

−µ
+O{|Λ(nx)aπ(nx)|+ 1}

+O

(
log2(Qπx)

x

)
. (6.7)

Notons que (6.7) est vrai inconditionnellement. Sous GRH, dans la première
somme du membre de droite de (6.7), γ parcourt les ordonnées des zéros non
triviaux ρ = 1/2 + iγ de L(s, π) avec |γ| jusqu’à X4. Il suit que

ψ(x+ h, π)− ψ(x, π)

= −
∑
|γ|6X4

(x+ h)ρ − xρ

ρ
−

∑
a<−λ<b
|ν|6X4

(x+ h)−µ − x−µ

−µ

+O{|Λ(nx+h)aπ(nx+h)|+ |Λ(nx)aπ(nx)|+ 1}+O

(
log2(Qπx)

x

)

=: A+B + C +O

(
log2(Qπx)

x

)
, (6.8)

disons. On initie la preuve du Théorème 6.1 en estimant la valeur moyenne de
(6.8) dans X 6 x 6 eX, tandis que h (6 eX) est la longueur de l’intervalle
considéré. On s’intéresse à la taille de h.

D’abord on estime la contribution de A. Soit 4 6 T 6 X4 un paramètre
choisi plus tard. On divise la somme en deux morceaux selon |γ| 6 T ou |γ| > T .
On pose

S1(y, π) =
∑
|γ|6T

yiγ,

et

S2(y, π) =
∑

T<|γ|6X4

yiγ

ρ
.
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Alors sous GRH, on peut écrire

A =

{
−
∑
|γ|6T

−
∑

T<|γ|6X4

}
(x+ h)ρ − xρ

ρ

= −
∫ x+h

x

S1(y, π)
dy

y1/2
+ x1/2S2(x, π)− (x+ h)1/2S2(x+ h, π)

=: A1 + A2 + A3,

disons. Donc,∫ eX

X

|A|2dx�
∫ eX

X

|A1|2dx+

∫ eX

X

|A2|2dx+

∫ eX

X

|A3|2dx. (6.9)

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il suit

|A1|2 �
∫ x+h

x

|S1(y, π)|2 dy

y

∫ x+h

x

12dy

= h

∫ x+h

x

|S1(y, π)|2 dy

y
.

Puisque h 6 eX, la contribution de |A1|2 est estimée par

∫ eX

X

|A1|2dx �
∫ eX

X

h

∫ x+h

x

|S1(y, π)|2 dy

y
dx

�
∫ 2eX

X

h2|S1(y, π)|2 dy

y

= h2

∫ 2eX

X

∣∣∣∣ ∑
|γ|6T

yiγ
∣∣∣∣2 dy

y

= h2

∫ log(2e)

0

∣∣∣∣ ∑
|γ|6T

eiγ(u+logX)

∣∣∣∣2du,

où dans la dernière égalité on a fait le changement de variable y = eu+logX . Une
application du lemme de Gallagher et du Lemme 4.6 à la dernière intégrale mène
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maintenant à

∫ log(2e)

0

∣∣∣∣ ∑
|γ|6T

eiγ(u+logX)

∣∣∣∣2du �
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ ∑
|γ|6T

t<γ6t+1

1

∣∣∣∣2dt

�
∫ T

0

{ ∑
t<γ6t+1

1

}2

dt

� T log2(QπT ).

Ainsi, on a

∫ eX

X

|A1|2dx� h2T log2(QπT ). (6.10)

La contribution de |A2|2 peut être estimée par

∫ eX

X

|A2|2dx � X2

∫ eX

X

|S2(x, π)|2 dx

x

= X2

∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
T<|γ|6X4

xiγ

ρ

∣∣∣∣2 dx

x

� X2 log2(QπT )

T
, (6.11)

à l’aide du Lemme 5.10 (sous GRH). De même, en prenant x+ h = y, on a

∫ eX

X

|A3|2dx � X2 log2(QπT )

T
. (6.12)

On déduit de (6.9) - (6.12) que

∫ eX

X

|A|2dx� h2T log2(QπT ) +
X2 log2(QπT )

T
. (6.13)
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Pour estimer la contribution de |B|2, on applique le Lemme 4.8 en écrivant∫ eX

X

|B|2dx =

∫ eX

X

∣∣∣∣ ∑
a<−λ<b
|ν|6X4

(x+ h)−µ − x−µ

−µ

∣∣∣∣2dx

�
∫ eX

X

{ ∑
a<−λ<b
|ν|6X4

x−λ−1h

}2

dx

∫ eX

X

(xθ−1h)2dx

� X2θ−1h2 � h2. (6.14)

Il reste à estimer la contribution de |C|2. On a∫ eX

X

|C|2dx =

∫ eX

X

{|Λ(nx+h)aπ(nx+h)|+ |Λ(nx)aπ(nx)|+ 1}2dx

�
∫ eX

X

{|Λ(nx+h)aπ(nx+h)|2 + |Λ(nx)aπ(nx)|2}dx+X

�
[eX]∑
j=[X]

∫ j+1

j

{|Λ(nx+h)aπ(nx+h)|2 + |Λ(nx)aπ(nx)|2}dx+X.

Comme h(x) est croissant et h(x) 6 x, on a trivialement, pour j 6 x 6 j + 1,
que

j − 1 6 nx+h(x) 6 2(j + 2), j − 1 6 nx 6 j + 2.

Donc ∫ eX

X

|C|2dx �
3[eX]∑

j=[X]−1

|Λ(j)aπ(j)|2 +X

� X log2(QπX), (6.15)

grâce au Lemme 5.9.

Enfin en combinant (6.13), (6.14), (6.15) et (6.8), on obtient∫ eX

X

|ψ(x+ h, π)− ψ(x, π)|2dx � h2T log2(QπT ) +
X2 log2(QπT )

T

+X log2(QπX) +
log4(QπX)

X
. (6.16)
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Maintenant on choisit T = X/h tel que

h2T log2(QπT ) =
X2 log2(QπT )

T
.

Alors le membre de droite de (6.16) devient

hX log2(QπX) +X log2(QπX) +
log4(QπX)

X
,

qui est de l’ordre o(h2X) quand h 6 eX et

h

log2(QπX)
→∞.

Donc pour un tel h, on a∫ eX

X

|ψ(x+ h, π)− ψ(x, π)|2dx = o(h2X). (6.17)

Plus précisement, soit h = h(x) une fonction croissante satisfaisant h(x) 6 x et

h(x)

log2(Qπx)
→∞.

Alors (6.17) donne∫ X

X/e

|ψ(x+ h(x), π)− ψ(x, π)|2dx �
∫ X

X/e

|ψ(x+ h(X), π)− ψ(x, π)|2dx

= o

(
h(X)2X

e

)
.

Après un découpage classique, on peut obtenir∫ X

1

|ψ(x+ h(x), π)− ψ(x, π)|2x = o(h(X)2X).

Cela achève la démonstration du Théorème 6.1. �
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