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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Donnons-nous un entier g > 1 et notons A, le champ de modules des schémas abéliens
principalement polarisés de genre g. Ce champ est algébrique et lisse sur Spec(Z), mais pas
propre. En effet, le critére valuatif de propreté n’est pas vérifié car si R est un anneau de
valuation discréte de corps des fractions K, il existe des variétés abéliennes principalement
polarisées sur Spec(K) qui ne se prolongent pas en des schémas abéliens sur Spec(R). Il est
donc naturel de construire des compactifications de A,. Ce probléme, initié par Mumford,
est riche d’une longue histoire [Ray92|. Ash, Mumford, Rapoport et Tai [AMRT] d’une
part, Faltings et Chai [FC90| d’autre part, ont construit des compactifications toroidales
de A,. Ces derniéres sont des champs algébriques dépendant du choix d’un éventail X.

— . . . R , . X
Notons A, la compactification toroidale associée a un tel éventail 3. Sous une hypothése

de nature combinatoire sur >, le champ 715 est lisse sur Spec(Z) et le complémentaire
de A, forme un diviseur a croisements normaux. La stratification induite par ce diviseur
est paramétrée par Y et ’on peut associer a chaque strate un rang r < g. Le complété formel
de la compactification le long d’une strate de rang r est isomorphe au complété formel d’un
certain fibré en plongements toriques M — B’ le long d’une strate, o B" — A, est un
schéma abélien.

Si g > 2, on ne dispose malheureusement pas d’interprétation modulaire des compactifi-
cations toroidales de A,. On peut toutefois affirmer qu’elles parameétrent “tous les schémas
semi-abéliens sur les traits qui sont génériquement des schémas abéliens principalement po-
larisés”. La propreté de ces compactifications résulte alors du critére valuatif et du théoréme
de réduction semi-stable pour les variétés abéliennes [SGA 7 1X th. 3.6].

Pour diverses raisons, il est également naturel d’étudier les champs de modules de variétés
abéliennes principalement polarisées munies de structures de niveau. Les structures de
niveau parahoriques ont 'avantage d’étre définies sans ambiguité sur Spec(Z), sans qu’il
soit nécessaire d’inverser certains nombres premiers. Les espaces de modules correspondants
ne sont ni propres ni lisses sur Spec(Z), et le but de cette thése est d’en construire des
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compactifications toroidales. La différence la plus importante par rapport au cas de A, est
la présence de singularités, qui rend 1’étude géométrique plus délicate.

Soient p un nombre premier, s < g un entier et D = {d; < dy < ... < ds} un sous-
ensemble ordonné non vide de {1,...,g}. Définissons le champ A, o comme l'espace de
modules relatif sur .4, qui parameétre les drapeaux de sous-groupes finis, plats et totalement
isotropes

H, C Hy C ... C H;

du groupe de p-torsion de la variété abélienne universelle, tels que H; soit de rang d; pour
tout 7 < s. On dit que A, ( est le champ des schémas abéliens principalement polarisés
de genre g munis d’une structure de niveau parahorique de type D en p. Ce champ est
algébrique mais n’est pas lisse sur Spec(Z,) ; on dit qu’il a mauvaise réduction en p. Il n’est
pas propre sur Spec(Z), et nous allons le compactifier. Bien siir, on ne peut pas obtenir
de compactifications lisses; on voudrait toutefois contréler leurs singularités. Le résultat
suivant sera précisé dans le théoréme

Théoréeme A. — Il existe un champ algébrique canonique .7157 o qui est propre sur Spec(Z),
qui contient A, o comme ouvert dense et tel qu’il existe une fléche propre

—x —x

A0 — A,

prolongeant le morphisme d’oubli du niveau. Le champ .7(;0 est muni d’une stratification
paramétrée par X et l'on peut décrire son complété formel le long d’une strate par certains
fibrés en plongements toriques. En particulier, ses singularités sont produits de singularités
toriques et des singularités des champs Ag_, o pour r > 0.

La présence de singularités toriques est due au caractére trop restrictif du choix combi-
natoire . Pour remédier a ce probléme, nous remplacons le choix de ¥ par celui d'un éven-
tail G recouvrant un complexe conique adéquat. Dans le théoréme nous construi-
sons une compactification toroidale « améliorée » dépendant de &. Ses singularités sont
celles des champs A,_, o pour r > 0. En particulier, la compactification améliorée est lisse
sur Spec(Z[1/p]) et le complémentaire de A, o est un diviseur & croisements normaux.

La méthode de Faltings et Chai utilise de maniére cruciale la lissité de A,, et n’est
donc pas directement transposable aux cas de mauvaise réduction. Nous contournons ce
probléme en reprenant la construction des compactifications de A, et en la modifiant. En
particulier, notre approximation sur la variété sans niveau préserve le sous-groupe de p-
torsion. On trouvera donc dans cette thése la construction simultanée des compactifications
de A, et de A, (. Nous donnons une présentation différente des résultats de [FC90] en
introduisant les notions de 1-motif de Mumford et de catégorie fibrée a la frontiére.

La technique utilisée ici est transposable a de multiples cas P.E.L, comme celui des
variétés de Hilbert-Siegel ou celui des variétés de Shimura unitaires, en utilisant les résultats
de [GOr03| et de [Gor01]. Toutefois, la construction de compactifications toroidales en
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une place de mauvaise réduction qui divise le degré de la polarisation ou le discriminant de
I'anneau d’endomorphismes reste un probléme ouvert ; les méthodes de [FC90] ne semblent
pas s’y adapter.

Les compactifications toroidales de A, ( ont une géométrie assez simple, mais dépendent
d’un choix combinatoire. Il est naturel de chercher une autre compactification de A, ¢ qui
soit canonique, quitte a la supposer plus singuliére que les compactifications toroidales. Soit
n > 3 un entier premier & p. Il est avantageux de remplacer A, ¢ par A, o, qui est ’espace
de modules relatif sur A, o des structures de niveau principales en n. En effet, A, ¢ est

un schéma quasi-projectif sur Spec(Z[1/n]) et pas seulement un champ algébrique. Nous

*
g,n,0

Spec(Z[1/n]) qui est indépendant de ¥. En contrepartie, on ne controle pas ses singularités.
Notons Gy le schéma abélien universel sur A,,o et G; = Go/H; son quotient par le i-
éme sous-groupe universel pour 1 < ¢ < s. Les formes différentielles invariantes sur G;
définissent sur A, , o un faisceau inversible w; pour 0 < ¢ < s. On précisera le résultat
suivant dans le théoréme [4.2.91

construisons la compactification minimale A de A, 0; c’est un schéma projectif sur

Théoréme B. — Supposons g > 2. Il existe un schéma projectif A, o de type fini sur
Spec(Z[1/n]), qui contient A, o comme ouvert dense. Il est muni d’un faisceau ample qui
étend ®;_ow; et l'on a

gm0 = Proj (@ HO (.Ag,mo, ®wf)> )
i=0

keN

En particulier, l’algébre graduée ey H° (Ag,n,o , @, wzk) est de type fini sur Z[1/n]. Le
schéma Aj ,, o est stratifié par des variétés de Siegel de genre < g et de niveau parahorique
variable. Toute compactification toroidale de Ay, se fibre sur A et le morphisme

obtenu respecte les stratifications.

*
g,n,07

Ce théoréme pourrait également se généraliser aux variétés de Hilbert-Siegel et aux
variétés de Shimura P.E.L. associées a des groupes unitaires ; on utiliserait la normalité et
I’existence de compactifications toroidales de ces variétés.

Soit 719,0 une compactification toroidale de A, o. On montrera dans le théoréme
que le schéma abélien universel sur A, s’étend canoniquement en un schéma semi-
abélien G sur 7\970. [’adhérence du drapeau universel H, dans (G est quasi-finie et plate
sur _g,07 mais pas finie. Rappelons qu’un schéma en groupes semi-stable est un schéma
en groupes lisse dont les fibres sont extension d’un groupe fini étale par un schéma semi-
abélien. Il est naturel de se demander s’il existe un schéma G semi-stable sur .7(970 qui
étende le schéma abélien universel, et tel que I’adhérence de H, dans G soit finie et plate

sur Z% 0-
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Nous répondons affirmativement a cette question dans le cas d’une structure de niveau
de Klingen, o D = {1}. Nous obtenons le résultat suivant, qui sera précisé dans le théo-
réeme Rappelons simplement que la composante neutre d’un schéma semi-stable est
le schéma semi-abélien égal a 'union des composantes connexes de I'élément neutre de
chaque fibre.

Théoréme C. — Notons A, o le champ associé 4 D = {1} et H le sous-groupe universel
fini et plat de rang p sur A, . Soit .,Tlg,o une compactification toroidale de A, . Notons G
le schéma semi-abélien sur A, o qui étend le schéma abélien universel sur A, o. Il existe
un schéma en groupes semi-stable G sur Z%o dont la composante neutre est Gy, égal au
schéma abélien universel au-dessus de A, o et tel que l'adhérence de H dans G soit finie
et plate sur .7lg70.

Nous répondons négativement a la question précédente dans le cas on g > 2 et D # {1}.
En fait, H, ne s’étend jamais en un drapeau de groupes finis et plats sur 71970, quelle
que soit la compactification toroidale 71970 de A, , et méme aprés changement de base
a Spec(C). La différence par rapport au cas de la structure de niveau de Klingen vient
du fait que si D # {1}, il existe des cartes locales formelles de A, o sur lesquelles H est
extension non triviale de son gradué étale par sa partie semi-abélienne. Ces extensions ne
se prolongent pas aux compactifications.

Soient n > 3 un entier et .,Tlgyn une compactification toroidale du schéma de modules A,
des variétés abéliennes principalement polarisées munies d’une structure de niveau prin-
cipale en n [FC90, th. IV.6.7|. Dans la proposition nous montrons qu’il existe un
schéma en groupes semi-stable G sur A, , qui étend le schéma abélien universel sur A, ,,
et tel que le groupe de n-torsion G[n] soit fini et plat sur A,.,.

Comme application de la construction de compactifications toroidales, nous donnons
une nouvelle preuve de I'existence du sous-groupe canonique pour des familles de variétés
abéliennes, due & Abbés et Mokrane [AMO4] et & Andreatta et Gasbarri [AGO07|. Nous uti-
lisons une idée due a Vincent Pilloni. Supposons que D = {g} ; on parle alors de structure de
niveau de Siegel. Soit A, o (vesp. A,) une compactification toroidale de A, ¢ (resp. de A,).

Nous définissons le lieu ordinaire Z(;r de A, x Spec(F,) et le lieu ordinaire-multiplicatif
—rord—mult

A

9.0 de Ay o x Spec(F,). Nous montrons que la section de A dans Agfcol_m“lt donnée
par le noyau du morphisme de Frobenius s’étend en une section

—ord —ord—mult

A, — Ao .

Nous en déduisons le théoréme suivant grace a la « surconvergence du tube », démontrée
dans [Be96), th. 1.3.5].
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.. . —ord —ord—mult . . .
Théoréme D. — La section de A, dans A, induit un 1somorphisme entre des

voisinages stricts des tubes de chacun de ces deuxr schémas dans les espaces rigides associés
a Ay et a Ay

Ce théoréme montre I’existence du sous-groupe canonique sur un voisinage strict du tube
du lieu ordinaire. Notre méthode ne permet pas de préciser quantitativement ce voisinage,
contrairement & [AMO04] et & [AGOT].

Enfin, nous montrons en appendice que pour g = 2 ou 3, certaines formes modulaires
cuspidales de caractéristique p associées a A, , se relévent en caractéristique nulle. Dans
le théoréme suivant, on note Cusp(n, k, M) le groupe des formes modulaires cuspidales de
niveau n premier a p, de poids k et a coefficients dans un Z[1/n|-module M.

Théoréme E. — Soient g = 2 ou 3 et k > g+ 1 deux entiers, et n > 3 un entier non
divisible par p. St g = 2, on suppose p > 2 et si g = 3, on suppose p > 5. Le morphisme de
changement de base induit un isomorphisme

F, ® Cusp(n,k,Z[1/n]) — Cusp(n,k,F,) .

L’un des intéréts de cet appendice est de donner un exemple ot la géométrie des com-
pactifications dépend de maniére essentielle du choix de X.

Plan détaillé de la thése. — Le premier chapitre est consacré au lien entre dégénéres-
cences semi-stables de variétés abéliennes et 1-motifs. La partie 1.1 est constituée de rappels
sur les schémas semi-abéliens. La partie 1.2 traite des 1-motifs et de leurs structures de
niveau parahoriques. La partie 1.3 est consacrée a la construction de Mumford. Nous y
introduisons la catégorie des 1-motifs de Mumford, qui est une version plus synthétique
de la catégorie DD, de Faltings et Chai. Dans la partie 1.4, nous montrons l’algébricité
du champ de modules des 1-motifs munis d’une structure de niveau parahorique, et en
donnons une description explicite.

Dans le second chapitre, nous construisons des cartes locales formelles des compactifica-
tions toroidales. Dans la partie 2.1, nous compactifions partiellement et de maniére torique
les champs de modules de 1-motifs, en utilisant leur description comme torseurs sous des
tores; c’est la qu’intervient le choix combinatoire . Dans la partie 2.2, nous complétons
ces compactifications partielles le long de strates, pour pouvoir effectuer une construction
de Mumford. On remarque que le groupe de p-torsion du quotient & la Mumford est une
donnée algébrique, qui existe sur le champ de modules avant complétion ; cela s’avérera
essentiel. Dans la partie 2.3, nous approximons le résultat de la construction de Mumford.
C’est I’étape la plus délicate de la construction sans niveau, qui requiert la lissité des champs
de modules. En effet, il faut controler ’approximation pour ne pas de perdre d’information.
L’isomorphisme de Kodaira-Spencer (prop. permet ce controle (prop. [2.3.4.1)), mais
n’existe que sur des bases lisses. En vue de la compactification de 4, ¢, nous construisons
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une approximation préservant le groupe de p-torsion (prop.[2.3.3.1)) ; cela a un sens puisque
ce groupe est une donnée algébrique. Dans la partie 2.4, nous définissons les cartes locales
algébriques. Celles relatives a A, o n’auraient aucun intérét sile groupe de p-torsion n’avait
pas été préservé lors de 'approximation.

Dans le troisiéme chapitre, nous construisons les compactifications toroidales. La partie
3.1 est consacrée au recollement des cartes locales algébriques, grace a la construction
de relations d’équivalence étales. Nous utilisons a nouveau la lissité dans la construction
sans niveau via I'isomorphisme de Kodaira-Spencer (prop. . Comme .719,0 est propre
sur ./Tlg, il suffit de vérifier la propreté de la compactification sans niveau (prop. [3.1.5.2).
Cela repose sur le controle de I'approximation permis par l’isomorphisme de Kodaira-
Spencer. Dans la partie 3.2, nous construisons une compactification « améliorée » qui n’a
pas de singularité d’origine torique. Pour cela, nous remplagons le choix de X par celui d'une
décomposition polyédrale G d’un certain complexe conique. De plus, la combinatoire de la
stratification de 71970 se lit bien plus aisément sur & que sur Y. Dans la partie 3.3, nous
adaptons la construction précédente a A, o.

Le quatriéme chapitre est consacré a la construction de la compactification minimale
de A, .0 pour n > 3. Dans la partie 4.1, nous définissons les formes modulaires de Siegel
associées & A, ,, o. Plusieurs différences sont a noter par rapport au cas de bonne réduction
traité dans [FC90, ch. V]. La plus importante est la notion inhabituelle de poids d’une
forme modulaire, qui est une famille (kq,..., k) de s entiers relatifs. Nous définissons le
développement de Fourier-Jacobi des formes modulaires associées a A, o et démontrons
une version du principe de Kécher. Dans la partie 4.2, nous construisons la compactification
minimale A7, o de Ay, 0. La différence principale par rapport au cas de bonne réduction
est 'emploi du faisceau ®; w; au lieu de wy; n’utiliser que ce dernier conduirait & une
compactification dans laquelle A, ,, o ne se plonge pas!

Dans le cinquiéme chapitre, nous abordons le probléme de ’existence d’un prolongement
fini et plat du drapeau universel aux compactifications toroidales. La partie 5.1 traite de
la construction de Mumford semi-stable. Nous y définissons la notion de schéma semi-
stable marqué, puis celle de double motif de Mumford. Nous montrons comment modifier
la construction de Mumford ([Mum?72b| et [FC90, ch. III]) pour associer un schéma
semi-stable marqué a tout double motif de Mumford. Dans la partie 5.2, nous construisons
un prolongement semi-stable du schéma abélien universel dans le cas ou D = {1}. Nous
montrons qu’une donnée combinatoire supplémentaire permet la construction de compac-
tifications de ce prolongement. Nous traitons le cas de Zlgm de maniére analogue. Dans la
partie 5.3, nous donnons un contre-exemple au prolongement dans le cas ou D # {1}.

Dans le premier appendice, nous redémontrons ’existence du sous-groupe canonique en
suivant une idée de Vincent Pilloni. Nous y utilisons un théoréme de « surconvergence du
tube » de [Be96.
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Enfin, dans le second appendice, nous montrons que certaines formes modulaires cuspi-
dales de caractéristique p se relévent en caractéristique 0 pour g = 2 ou 3. Nous utilisons
des résultats de Shepherd-Barron [SB06] ainsi que des théorémes d’annulation de la coho-
mologie cohérente valables en caractéristique p ([DI87] et [EV92]).






CHAPITRE 1

VARIETES ABELIENNES A REDUCTION
SEMI-STABLE ET 1-MOTIFS

Dans ce chapitre, nous définissons les structures de niveau parahoriques sur les 1-motifs.
Nous montrons que les champs qui paramétrent ces objets sont algébriques, et les décrivons
explicitement.

1.1. Schémas semi-abéliens

Soit S un champ algébrique. Nous rappelons la définition et les propriétés de base des
schémas semi-abéliens sur S.

Définition 1.1.1. — Un schéma semi-abélien G — S est un schéma en groupes lisse, sé-
paré, a fibres géométriquement connexes, tel que pour tout s € S, la fibre G soit extension
d’une variété abélienne A, par un tore 7.

Théoréeme 1.1.2 (|[FC90|, prop. 1.2.7). — Soient S un champ algébrique ncethérien
normal, U un ouvert dense de S, et G et G' deuxr schémas semi-abéliens sur S. Le
morphisme de restriction suivant induit un isomorphisme

Homg(G, G") — Homy (Gy, Gy).

Soient S un champ algébrique ncethérien et G — S un schéma semi-abélien. Pour
tout s € S, le tore T, définit un faisceau étale en Z-modules libres de rang fini sur s
en posant

X, =Hom (T, G,,).

Le théoréme suivant montre que ces constructions se recollent.

Théoréme 1.1.8 (JFC90], th. 1.2.10). — Il existe un unique faisceau étale construc-
tible X sur S tel que pour tout point s de S, on ait X xgs=X,.

On dit que G est de rang torique constant si le faisceau étale X est localement constant
sur S.
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Proposition 1.1.4 (JFC90], coro. 1.2.11). — Soient S un schéma neethérien et G — S
un schéma semi-abélien de rang torique constant. Il existe un tore T — S, un schéma
abélien A — S et une maniére d’écrire G comme extension sur S

0—T—G—A—N0.
Dans la suite de cette thése, les schémas semi-abéliens de rang torique constant seront
notés avec un tilde, comme par exemple G. Les classes d’isomorphismes d’extensions
0—T—G—A—0

sont paramétrées par Ext;(A, T), qui est égal & Hom, (X, A?) par la formule de Barsotti-
Weil.

1.2. Les 1-motifs

On se donne un champ algébrique S et I'on note C% la catégorie des complexes bornés de
faisceaux fppf en groupes abéliens sur S et DY la catégorie dérivée associée. On dit qu'un
faisceau étale sur S est un réseau s’il est localement constant & valeurs dans un Z-module
libre de rang fini.

Définition 1.2.1 (|Del74], déf. 10.1.1). — Un 1-motif M — S est la donnée d’un
schéma semi-abélien de rang torique constant G — S, d’un réseau ¥ — S et d’'un complexe
de C% concentré en degrés —1 et 0

M=1[Y -]
Remarque 1.2.2. — Comme tous les quasi-automorphismes de ce complexe sont des au-

tomorphismes (|[Ray94], 10.2.14), on peut indifféeremment considérer M comme un objet
de C% ou de DY.

On note Motg la catégorie des 1-motifs sur S. Le genre d’un 1-motif M est I'entier

rg;(Y) + dimg G .

Soit 0 = T — G — A — 0 Pextension qui définit G sur S. Le 1-motif M est muni d’une
filtration croissante a trois crans définie par

WiM)=[0—T] € Wo(M)=[0—G] C Ws(M)=M.
Cette filtration vérifie
Gri"(M) =[0 —T], Gry/ (M) = [0 — A] et Gry (M) =[Y — 0].

Ces gradués sont appelés respectivement multiplicatif, abélien, étale, et W5 est appelé la
partie semi-abélienne de M.
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1.2.3. Dualité, isogénie et polarisation. — Dans ce paragraphe, on définit un fonc-
teur de dualité M +— M? qui étend le foncteur A — A* = Ext'(A, G,,) défini sur les schémas
abéliens, le foncteur 7' — Hom (7', G,,,) défini sur les tores et le foncteur X — Hom(X, G,,)
défini sur les réseaux.

Proposition 1.2.3.1 (|Del74|, 10.2.11). — Soit M — S un 1-motif. Le complexe
<o RHomg (M, Gy [1])

de DY est concentré en degrés —1 et 0 et admet un représentant canonique dans C% qui est
un 1-motif.

On note M ce 1-motif, qui dépend fonctoriellement de M. Comme les schémas abéliens
d’une part et les tores et les Z-modules d’autre part vérifient la propriété de bidualité, on
peut voir que les 1-motifs M et (M")! sont canoniquement isomorphes. On note A, T, G, Y
les différents constituants de M, on note X = Hom(7',G,,) et 'on note 7" = Hom(Y, G,,).
On a

0—Af=[0—A7, [0-T]"=[X—0],

Y -0 =[0—Tet [0 Gt =[X 5 A
oil ¢ est I'image de I’élément de Ext'(A, T)) correspondant a la classe d’isomorphisme de G
par I'isomorphisme Ext'(A, T') = Hom(X, A).

Soit A : M; — M, un morphisme entre deux 1-motifs sur S. On pose \,, = Gr}"(\), on
pose Aap, = Gy (\) et I'on pose Aoy = Gy (N).

Définition 1.2.3.2. — On dit que A est une isogénie si A\, et \,, sont respectivement
des isogénies de tores et de variétés abéliennes, et si A\; est une injection a conoyau fini.

L’existence d'une isogénie entre M; et M, implique que ces derniers ont méme rangs
torique, abélien et étale. Notons que le dual d’une isogénie est une isogénie. Soit A : M —
M?" une isogénie.

Définition 1.2.3.3. — On dit que \ est une polarisation si \,, est une polarisation du
gradué abélien et si Al = A\y.

Une polarisation est principale si ¢’est un isomorphisme. Par définition, le degré d’une
polarisation est I’entier

deg(X) = deg(Aap) deg(Am)*.

Si M est polarisé, son rang torique et son rang étale sont égaux.
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1.2.4. Noyau d’une isogénie. — Soit f : M — M’ une isogénie entre 1-motifs sur S.
On voit f comme un morphisme de C%, et 'on note Ker(f) le H™! du céne de

ML
Il est représentable par un groupe fini et plat sur .S appelé noyau de f, et est muni d’une
structure d’extension panachée dont les gradués sont

Gry (Ker(f)) = Ker(fm),

Gry’ (Ker(f)) = Ker(fa)
Gry (Ker(f)) = Coker(fe).

Le dual de Cartier de Ker(f) est Ker(f*). Si f : M — M est la multiplication par un
entier n, on pose Mn| = Ker(f). Si T, A et Y sont les constituants de M, les gradués
de M|n] sont T'[n], A[n] et Y/nY. Comme M|[n] et M*[n] sont duaux de Cartier, il existe
une application bilinéaire canonique M[n] ® M[n| — pu,. Une polarisation principale de M
induit un accouplement alterné non dégénéré M([n] x M'[n] — w,.

Soit M un 1-motif et n un entier. On obtient une correspondance bijective entre 1'en-
semble des isogénies f : M — M’ telles que Ker(f) C M|[n] et ’ensemble des sous-schémas
en groupes H C M]|n] en associant & f le sous-groupe Ker(f) et & H I'isogénie naturelle
de M vers le cone de H|[0] — M, qui est bien un 1-motif.

1.2.5. Structures de niveau parahoriques sur les 1-motifs. — Dans le reste de
cette thése, on fixe un nombre premier p, deux entiers s < g et un ensemble ordonné non
vide

D={d<dy<---<ds} C {l,--,9}.

Soient S un champ algébrique et M un 1-motif principalement polarisé de genre g sur S.

Définition 1.2.5.1. — Une structure de niveau parahorique sur M de type D en p est
la donnée d'un drapeau de sous-groupes finis et plats sur S

H1CH2C"'CHSCM[]9]

tel que H; soit de rang p% pour i < s et que H, soit totalement isotrope pour ’accouplement
symplectique sur M [p| provenant de la polarisation.

On démontre la proposition suivante en utilisant la correspondance entre sous-groupes et
isogénies et en recopiant la preuve de I’énoncé analogue pour les schémas abéliens ([Jo93],
proposition 1.7).

Proposition 1.2.5.2. — Les deuz catégories suivantes sont équivalentes :
— la catégorie des 1-motifs M principalement polarisés de genre g munis d’une structure
de niveau parahorique de type D en p,
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— la catégorie des diagrammes commutatifs d’isogénies entre 1-motifs de genre g

M = My M, M,y — M;
L Lk

Mt = M M My ~— M;
o L

M = M, M, M5714>Ms

ot la ligne horizontale médiane est duale de la ligne horizontale supérieure, la ligne
horizontale inférieure est égale a la ligne horizontale supérieure, la composée M; —
M} — M; est égale a la mutiplication par p pour i < s, lisogénie \; est une polarisa-
tion, X, est l'inverse d’une polarisation principale et le degré de M — M, est égal
p% pour i < s.

1.2.6. Position relative. — Soit H, C M|[p] une structure de niveau parahorique de
type D. Dans ce paragraphe, on lui associe un invariant discret wy, paramétrant la position
relative de H, et de la filtration de l'extension panachée M|p]. Soit V = @?il F, - z;
un [F,-espace vectoriel de dimension 2¢g muni d’une base (x;). Considérons la matrice de
taille 2g x 2g suivante donnée par blocs g X ¢ :

0o J
= (50)
o J' est la matrice anti-diagonale dont les coefficients non nuls sont égaux a 1. On défi-
nit GSp,, comme le schéma en groupes sur Spec(F,) dont les R-points sont
GSpyy(R) = {(7,v) € GLyg(R) X Gu(R) | v Ty = v] }.

Pour tout entier r < g, on définit un sous-espace totalement isotrope W; de V par la
formule :

W = P F,ay.
j=1

On pose Wy = Wik, W3 = V et I'on obtient un drapeau a trois crans noté W, ; on lui
associe le sous-groupe parabolique P = Stabgs, (Ws) de GSp,,. De méme, on définit un
drapeau « standard » isotrope a s crans V.5%? par :

d;
Stdp
v = @ F,-a
Jj=1

pour 1 <7 < s. On lui associe le sous-groupe parabolique

PD = Stabgspgg(V.Sth)



14 CHAPITRE 1. VARIETES ABELIENNES A REDUCTION SEMI-STABLE ET 1-MOTIFS

de GSp,,. On pose
W = P(F,) \ GSpy,(F,) / Pp(F,).

Ce double quotient paramétre les positions relatives de deux drapeaux de V. Si L et Lp
sont des sous-groupes de Levi de P et Pp, et si WGSPQg, Wi, et W, désignent les groupes de
Weyl de GSp,,, de L et de Lp, la décomposition de Bruhat montre que ¥V est un ensemble
fini et que

W = WL \ WGSp2g / WLD .

Pour tout w € W et 1 <1 < s, on pose
m; = dimg, ((w . ViSth) N Grl(W.))
a; = dimg, (Im (w . VZ-Sth N Wy — Grg(W.))>

e; = dimg, (Im (w SyStde Grg(W.)>> .

Ces nombres déterminent w de maniére unique.

Soient S un champ algébrique connexe, M un 1-motif sur S, principalement polarisé, de
rang torique r, de genre g et H, une structure parahorique de type D en p. Nous avons
vu que la structure d’extension panachée définit un drapeau sur M|p|, dont les gradués
Grl”, Gry’ et Gry sont respectivement appelés multiplicatif, abélien et étale. Pour tout
1 <17 <s, on pose

m; = log,rg (H; N Gry )
a; = log,rg (I (H; N Wo(M) — Grgv))
e; = log,rg (Im(H; — Gry )

On a m; + a; + ¢; = d; et les suites (m;);, (a;); et (e;); sont croissantes. On définit un
drapeau isotrope a s crans V.’* de V en posant

m; r+a; 2g—r+e;
(@) (8)(F 0
j=1

j=r+1 j=2g—r+1

pour 1 < ¢ < s. Par convention, si m; = 0 la premiére somme directe est nulle; il en est
de méme avec a; et e;. Il existe un élément (non unique) v € GSp,,(F,) qui conjugue les
drapeaux Vs et V5?2, Son image dans W est bien déterminée et on la note wy, ; c’est
I'invariant discret associé a la structure de niveau parahorique H, C M]|p| de type D.
Inversement, si M — S est fixé on voit aisément que pour tout w € W, il existe une
structure de niveau H, C M|p| telle que wy, = w.
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1.3. Construction de Mumford

Dans ce paragraphe, nous définissons la notion de 1-motif de Mumford, version plus
synthétique des données de dégénérescence du chapitre 3 de [FC90|. On note Ouv la ca-
tégorie dont les objets sont les diagrammes (U < S) ot S est un schéma normal et U un
sous-schéma ouvert dense, et dont les fléches sont les diagrammes commutatifs

U——S5

|

U —=9".
Soit (U < S) un objet de Ouv.

Définition 1.8.1. — Un 1-motif de Mumford M sur (U < S) est un triplet (G, Y, My)
ou

— @G est un schéma semi-abélien de rang torique constant sur .S,

— Y est un réseau sur S,

- My =Yy — GU] est un 1-motif sur U, ou Yy et Gy désignent les restrictions de Y et

de G aU.

Remarque 1.3.2. — D’aprés [SGA 3 X 5.16], la partie torique de G est isotriviale sur le
schéma normal S.

On note Mumy g la catégorie des 1-motifs de Mumford. La restriction & U induit un
foncteur Mumy ¢ — Moty qui est pleinement fidéle d’aprés le théoréme Soit A
M — M’ un morphisme de 1-motifs de Mumford. On dit que \ est une isogénie si Ay est
une isogénie de 1-motifs. On définit le dual M* de M comme 'unique 1-motif de Mumford
qui étend le 1-motif (My)*; son existence résulte de la construction de M*. Une polarisation
A 1 M — M?! est une isogénie telle que Ay soit une polarisation du 1-motif M. On note
Mumy s pol la catégorie des 1-motifs de Mumford polarisés sur (U — S). Les fleches de cette
catégorie sont les morphismes de 1-motifs de Mumford qui respectent les polarisations; ce
sont donc des isogénies.

Soit M un 1-motif de Mumford sur (U < S). Notons Y, T, A, G les schémas en
groupes qui lui sont associés et X = Hom(T,G,,). Notons ) le plus grand sous-faisceau
constructible de Y muni d’une fleche )V — G prolongeant Yy — Gyp. Si G* désigne la partie
semi-abélienne de M’, on note X C X le plus grand sous-faisceau constructible de X
muni d’une fleche X — G?* prolongeant Xy — G%. On pose X = X/X et Y = Y/Y; ce
sont deux faisceaux constructibles sur S. Notons Divg le faisceau des diviseurs de S. Nous
construisons & présent une forme bilinéaire canonique

B :Y®X — Divg.
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Supposons d’abord que S soit un trait de point générique U = Spec(K) et que les fais-
ceaux X et Y soient constants. Comme A est le modéle de Néron de sa fibre générique, la
valuation de K induit des isomorphismes

G(K)/G(R) ~ T(K)/T(R) ~ Hom(X,Z).

Le plongement Y — G’(K ) induit une forme bilinéaire Y ® X — Z qui se factorise en
Y ® X — Z et ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M. La construction de B
dans le cas général s’en déduit par localisation le long de chaque diviseur et descente étale.

Remarque 1.3.3. — La forme B prend ses valeurs dans le sous-faisceau des diviseurs
de S dont le support est disjoint de U. Si M est polarisé, B vérifie la condition de symétrie
suivante vis-a-vis de la partie étale ¢ : Y — X de la polarisation : pour toutes sections
locales y et 4/ de Y, on a

By, ¢(y)) = By, o(y)) -
Si la polarisation est principale, B induit une forme bilinéaire symétrique sur Y lorsque
I’on identifie X et Y a ’aide de ¢.

1.3.4. Construction de Mumford généralisée. — Dans cette partie, nous traduisons
des résultats du chapitre 3 de [FC90] dans le langage des 1-motifs de Mumford. Introdui-
sons la catégorie OuvComp dont les objets sont les diagrammes (U — S « Sj), o1 S est un
schéma affine normal excellent, o1 Sy est un sous-schéma fermé défini par un idéal réduit
tels que S soit Sp-complet, et ot U est un sous-schéma ouvert dense de S disjoint de 5.
Les fléches de cette catégorie sont les diagrammes commutatifs

U——=S<—25

Ll

U—=5~<—25

Introduisons maintenant une notion de positivité sur les 1-motifs de Mumford polarisés.
Soient M un 1-motif de Mumford polarisé sur (U — S) et ¢ : Y — X I'injection a conoyau
fini associée.

Définition 1.3.4.1. — M est positif relativement a Sy si pour toute section locale non
nulle y de Y, le diviseur B(y, ¢(y)) est effectif et son support contient S.

La positivité de M implique que Vs, = X5, = 0 et que My est un 1-motif cohomologi-
quement concentré en degré 0, i.e. H '(My) = 0 et Yy s’injecte dans G. On note
Mumy,s,so, pot, +

la catégorie des 1-motifs de Mumford polarisés sur (U < S) positifs relativement a Sy. La
proposition [1.4.1.1| montrera qu’elle est équivalente a la catégorie DD, définie dans le
paragraphe I11.2 de [FC90]. On note Degy; 5 5, .0 la catégorie des schémas semi-abéliens
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sur S, abéliens polarisés sur U et de rang torique constant sur Sy. On demande en outre que
la partie torique de G'g, soit isotriviale sur Sj. Les fleches sont les morphismes de schémas
semi-abéliens qui respectent la polarisation ; ce sont donc des isogénies.

Remarque 1.3.4.2. — On ne trouve pas la condition d’isotrivialité dans [FC90, ch. II].
Comme le remarque Lan [Lan08, 3.3.3.1], elle est pourtant nécessaire pour algébriser
I'extension de Raynaud de G (cf. aussi [SGA 7 1X 7.2.1] et [SGA 3 X 3.2|). De plus, cette
condition permet d’éliminer ’hypothése [FC90, I1.3.a).

Le but de la construction de Mumford est d’exhiber un foncteur

Mpor = Mumy s 50, pot, + — DegU,s,so,poz

tel que si S est trait complet de point fermé Sj et de point générique U = Spec(K), on ait
ensemblistement
Mo (M)(K) = H® (M(K)).

Le théoréme suivant est dit a Mumford, et a Faltings et Chai.

Théoréme 1.3.4.3 ([FC90|, coro. 7.2, 7.3 et 7.5). — Il existe un foncteur canonique
explicite

Mpor + Mumys,sy, pot, + — Degus.50, pol -
Il réalise une équivalence de catégories. Soit M = (G,Y,My = [Yy — Gyl). Si lon
note G = My (M) et si X(G) désigne le faisceau constructible associé a G par le théo-
reme[1.1.3, et X le faisceau constructible associé a M, on dispose d’isomorphismes fonc-
toriels canoniques

GS() — CN;’Sm
X(@G) = X

== ==

Gulpl — Mylp].

En particulier, Gylp| est muni d’une structure d’extension panachée.

1.3.5. Globalisation de la forme bilinéaire symétrique. — Soient S un champ
algébrique normal excellent, U un ouvert dense de S et G un schéma semi-abélien sur S
abélien polarisé sur U. Notons Ky le noyau de la polarisation de G et K son adhérence
dans G. Cette adhérence est un schéma en groupes quasi-fini et plat sur S. Dans [FC90,
I1.2], Faltings et Chai montrent que le quotient G/K est représentable par un schéma
semi-abélien noté G* — S. Comme G}, est indépendant du choix de la polarisation, le
théoréme montre que G ne dépend pas du choix de la polarisation de Gy .

Si (U — S « Sp) un objet de la catgorie OuvComp, la construction de Mumford est
compatible a la dualité dans le sens ot si M est objet de Mumy g5, poi, + tel que G =
Mo (M), on a Gt = M, (M?). Dans la proposition suivante, on se place & nouveau dans
le cas oit S est un champ algébrique normal excellent quelconque et U est un ouvert
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de S. Cette proposition permet d’associer & G un invariant algébrique qui sera utile pour
exprimer les propriétés modulaires a la frontiére des compactifications.

Proposition 1.3.5.1 (JFC90], th. I11.10.1). — I existe une unique forme bilinéaire
B(G) : X(G") x X(G) — Divg
telle qu’apres tout changement de base par un anneau local intégre complet S’ — S on ait

B(G) = My (B(MZH(@))

pol

D’aprés le théoréme la polarisation G, — G, s’étend en un morphisme G — G*
qui induit une fleche ¢ : X(G*) — X(G). La forme bilinéaire B vérifie la relation

B(y,9(y)) = B, 6(y))

pour toutes sections locales y et y' de X(G?) et la positivité de M_

pol(G) implique que
B(y, ¢(y)) est un diviseur effectif dont le support est le lieu de non annulation de y.

1.3.6. Application de Kodaira-Spencer. — Soient (U — S « Sj) un objet de
OuvComp et G' un objet de Degy 5, yoi- Notons G le dual de G défini dans le para-
graphe précédent, \ : G — G* I'extension sur S de la polarisation sur U. Notons également
eq 1S — Geteg : S — G'les sections neutres, Qg = ef; Qs le faisceau des 1-formes
différentielles invariantes sur G, et Qg = ef Qgt/s. On suppose que S — Spec(Z) est
formellement lisse et que le complémentaire 0.5 de U dans S est un diviseur a croisements
normaux. La proposition suivante montre l'existence d’un morphisme qui sera la clé de
voiite de ’étape de recollement dans la construction des compactifications.

Proposition 1.3.6.1 ([FC90|, I11.9, p. 84). — Il existe une fleche canonique
Kyys Qo ® Qg — Qgyy(log 0S)
appelée fleche de Kodaira-Spencer. Elle se factorise en
Kuys @ Coker (Qgr ® Qgr — Qe @ Q) — Q}g/Z(log dS),
ot la fleche Qg @ Qg — Qg ® QL envoie x @ y sur X (z) @ y — N (y) ® .

La fleche de Kodaira-Spencer est construite a l'aide des 1-motifs obtenus par le foncteur
quasi-inverse a la construction de Mumford.

1.3.7. Structure de niveau parahorique. — Pour tout objet (U — S « Sy) de
OuvComp, notons Degy; s g, yor, 0 la catégorie des schémas semi-abéliens GG sur S de partie
torique isotriviale sur Sy dont la restriction & U est un schéma abélien polarisé muni d’une
structure de niveau parahorique de type D en p. De méme, notons Mumg g5, pol, +,0 la
catégorie des 1-motifs de Mumford polarisés positifs dont le 1-motif sous-jacent sur U

est muni d’une structure de niveau parahorique de type D en p. La proposition suivante
découle du théoréme [1.3.4.3| par fonctorialité de la construction de Mumford.
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Proposition 1.3.7.1. — Le foncteur M,y induit une équivalence de catégories
Mpor = Mumyz sy, pot, +,0 — Degu,s.s,, pot,0 -

Cette proposition justifie I’étude des espaces de modules de 1-motifs polarisés munis de
structures de niveau parahorique.

1.4. Espaces de modules de 1-motifs

Dans ce paragraphe, on montre que les champs de modules de 1-motifs principalement
polarisés qui sont munis de structures de niveau parahorique sont algébriques, et on les
décrit explicitement. Commencons par traiter le cas d’une structure de niveau triviale.

1.4.1. Description symétrique d’un I-motif. — Pour tout schéma abélien A, on
note P4 le fibré de Poincaré sur A x A'.

Proposition 1.4.1.1 (|Del74|, prop. 10.2.14). — La catégorie des 1-motifs est équiva-
lente a la catégorie dont les objets sont les familles formées

— d’un schéma abélien A,

— de deux réseaur X ety

— de deux morphismes c: X — Al et Y — A,

— d’une trivialisation de la G,,-biextension (¢ x ¢)*P4 sur'Y x X.
La catégorie des 1-motifs principalement polarisés est équivalente a la catégorie dont les
objets sont les familles formées

— d’un schéma abélien A principalement polarisé par 4,

— d’un réseau X,

— d’un morphisme c: X — A,

— d’une trivialisation symétrique de la G,,-biextension symétrique (c X ¢)*Py4, ot Py est

vu comme une G,,-biextension sur A x A via 4.

1.4.2. Espaces de modules. — Soient r < g un entier et X un Z-module libre de rang r.
On pose T = Hom(X, G,,). On note A,_, le champ des schémas abéliens principalement
polarisés de genre g —r et A,_, — A,_, le schéma abélien universel.

Définition 1.4.3. — Un 1-motif principalement polarisé rigidifié par X est la donnée
d’une famille (M, X, Gr}V (M) & X, GrY (M) = T), oit M est un 1-motif, \ une polarisation
principale de M et oil la composée de Gr!”()\) avec les isomorphismes Grl' (M) & X et
Gr}"(M?") = Hom(Gry (M), G,,) = X est I'identité de X.

Comme le groupe d’automorphismes de la partie abélienne polarisée Gry’ (M) est fini, le
groupe d’automorphismes d’un 1-motif principalement polarisé rigidifié est également fini.
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On note M le champ des 1-motifs principalement polarisés de genre g qui sont rigidifiés
par X.

Proposition 1.4.4. — Le champ M est algébrique et se dévisse en
M — B =Hom(X,A,_,) — Spec(Z),
ot M — B est un torseur sous le tore E = Hom (Sym*(X), G,,).

Nous donnerons la classe d’isomorphisme de ce torseur au cours de la démonstration.

Démonstration. — 1l suffit de montrer la deuxiéme assertion. On utilise la proposi-
tion [1.4.1.1] en réprenant les mémes notations. La flecche M — B envoie M sur ¢ : X —
Ay, et M — B est I'espace de modules relatif des trivialisations de la biextension sy-
métrique (c x ¢)*Py,_,. La classe d’isomorphisme de cette biextension définit un élément
de

Exth (Sym*(X),G,.) — Ext} (2. Hom (Sym*(X), G,.)) |

donc une classe d’isomorphisme de E-torseurs sur B, qui est celle de M. [

1.4.5. Description symétrique d’une structure de niveau. — Donnons une va-
riante de la proposition pour les 1-motifs munis d’une structure de niveau paraho-
rique de type D en p. Donnons-nous w € VW et notons m;, a; et e; les entiers qui lui sont
associés pour 1 <1 < s.

Proposition 1.4.5.1. — Le champ des 1-motifs principalement polarisés de genre g, de
rang torique r, munis d’une structure de niveau parahorique de type D et d’invariant w en p
est équivalent au champ qui parameétre les familles formées d’un diagramme commutatif

[ /Lf I/l
Xo /Xl / /Xs
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et de trivialisations 7; de la G,,-biextension (Y; x X; — A; x AY)* P; sur'Y; x X; pour
0<i<s (ouP; est la biextension de Poincaré sur A; x At) telles que :
— la face avant et la face arriére du diagramme sont égales,
— les objets de la face supérieure sont des réseaux et les fleches de cette face sont des
wmjections; Xo — Yy est un wsomorphisme ; pour tout i < s, les composés Y; — X; —
X; sont égauz a la multiplication par p et les conoyauzr des composés Yy — Y; et
X; — Xg sont de cardinauz respectifs p® et p™,
— les objets de la face inférieure sont des schémas abéliens de genre g—r et les fleches de
cette face sont des isogénies; le compleze Al «— A} «— -+ «— Al est le dual du compleze
Ay — A — - — Ag; Ag — AL et Ay — AL sont des polarisations, Ay — Ay est un
isomorphisme ; pour tout i < s, la composée A; — Al — A; est la multiplication par p
et le degré de l'isogénie Ay — A; est p®i.
— pour tout 1 < s, la trivialisation 1; induit une trivialisation symétrique de la biextension
symétrique (Y; x Y; = Y, x X; — A; x AH)* P,
— les trivialisations 1; sont compatibles auz fleches de transitions Y; — Y1, X; — X,
et Az — Ai—i—l-

1.4.6. Espaces de modules avec structure de niveau parahorique. — On pose
Y = X et 'on note M le champ des 1-motifs de genre g, principalement polarisés et
rigidifiés par Y, et munis d’une structure parahorique de type D en p. On va montrer
que M, est algébrique et en donner une description explicite. On peut le décomposer en
I'union disjointe
MO = H MBU )
wEW

ou My est le champ des 1-motifs munis d’une structure de niveau parahorique d’inva-
riant w; ce champ est ouvert et fermé dans M,. Il suffit de montrer que My est algé-
brique pour tout w € W et de le décrire explicitement. On note By le champ de modules
des diagrammes commutatifs comme dans la proposition qui sont munis d’un iso-
morphisme entre les deux diagrammes

On remarque que les degrés des fléches Y; — Y1, X;11 — X, et A; — A; 1 sont déterminés
par w.

Proposition 1.4.6.1. — Le champ algébrique BY est un schéma en groupes propre sur
une union disjointe de variétés de Siegel A,_, o dont le type parahorique dépend de w.

Démonstration. — Soit Af le champ de modules des couples de diagrammes commutatifs
ayant les mémes propriétés que le couple formé par la face supérieure et la face inférieure
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du diagramme de la proposition [1.4.5.1] Il est algébrique et est une union disjointe de
variétés de Siegel A,_, o de genre g — r et de type parahorique

ap<ay<---<ag<g—r.

Le champ BY — AY paramétre les fleches Y; — A; et X; — Al qui vérifient des conditions
de commutation adéquates. Ce champ est égal a la limite projective du diagramme suivant :

(1.4.6.A) Hom 4w (Xo, Ao)

TN

Hom 0 (Xo, Ap) Hom 4 (Yo, Ao)

~

Hom 4 (Yo, A7)
Hom 0 (X1, Ap) Hom 4 (Yo, A1)

I—Ioim'Ag’ (XlaAl)

S

@Ag(Xl,Aﬁ) MAg(Yl,Al)

~.

mAg (Yla Afi)

Hom 4y (X, A,)

=y

HOmAE)U (XS,A ) HomAgl(Yg,AS)

~.
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Par conséquent, la fleche By — A est représentable par un schéma en groupes propre
et le champ By est algébrique. [

La proposition [1.4.5.1] implique que le champ relatif My — By parameétre certaines
familles compatibles de trivialisations de G,,-biextensions. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 1.4.6.2. — La fleche My — B{ est un torseur sous un groupe de type
multiplicatif £ isogéne a E. En particulier, le champ My est algébrique.

L’analyse des deux derniéres conditions de la proposition [1.4.5.1) montre que le groupe
des caractéres de £ est la limite inductive du diagramme suivant :

(1.4.6.A) Xo® X, X1 ®X; X, ® X,
\ i l
! b f
iv v v
Yo Xo=—Y 0 X —Y1® X, Y, ® X,
{1 {1 f
Yo® Y YioY Y, ®Y,

Les fléches sont induites par celles du diagramme

(1.4.6.B) Yo Yi Y
L l

X, X, X,

] l

Y, Y, Y,

et —f— signifie que 'on a composé la fléche correspondante avec I’isomorphisme de
symétrie (« flip ») qui envoie a ® b sur b ® a.

1.4.7. Liberté. — Dans ce paragraphe, nous montrons que Bf — Ay est un schéma
abélien et que Ej’ est un tore. Ces résultats seront utilisés dans le corollaire lui-
meéme nécessaire pour démontrer la proposition On se donne des symboles ¢;, pour
1 < k < retlon note [k, k'] "ensemble des entiers compris entre k et k. Soient e;, m; et a;
les entiers associés & w € W pour 0 < i < s. On fixe des isomorphismes Y; = @,_,Z - &
et X; = @®r_,Z ¢, pour 0 <i < s, tels que

— le morphisme Yy — Y; envoie ¢ sur peg si k € [1,¢;], et sur € sinon,

— le morphisme X, — X; envoie ¢ sur pey si k € [r —mg + 1,7 —my], et sur g sinon.
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1.4.7.1. Cas de Bf. — Commencons par démontrer quelques lemmes préliminaires.

Lemme 1.4.7.1.1. — Soient B un schéma abélien, H,, Hy, H et H' quatre sous-groupes
finis et plats de B tels que (Hy + Hs) C (H N H'). La limite projective du diagramme

B/H, —— B/H’
B/H ~— B/H,
est extension de (H N H') / (Hy + Hs) par B / (Hy N Hy).

Démonstration. — Cette limite projective P est égale a
{(bl,bg) GBXB|b1—b2 GHﬂHl}/(Hl XHQ).

La fleche qui envoie (by, by) sur by — by définit une surjection de P sur (HNH') / (Hy + Hs),
dont le noyau est

{(bl,bg)GBXBIbl—b2€H1+H2}/(H1XHQ).

On conclut en remarquant que 'immersion diagonale de B dans B x B induit un isomor-
phisme de B / (H; N Hs) sur ce noyau. []

Lemme 1.4.7.1.2. — La limite projective P! du diagramme

Hom(Y;, A;) — Hom(X;, A;)

l !

est représentable par un schéma abélien, qui est égal au quotient de Hom(Y;, A;) par le sous-
groupe fini et plat formé des éléments ¢ de Hom(Y;, A;) tels que ¢(ex) € Ker(A; — A?) si
kele;+1,r—my et ¢(ex) € Ailp] sinon.

Démonstration. — On pose B = Hom(Y;, A;) et

Hi = {¢eB | oY) =0},

Hy = {¢€B | ¢X;) C Ker(A; — AY) },
H = {¢e€B| ¢(pY;) C Ker(4; — A} },
H = {¢eB | o(Xi) C Ailp]}.

On applique le lemme [1.4.7.1.1] puis ’on observe que H N H' = H, + Hy et que Hy N H,
est le schéma en groupes annoncé, qui est bien siir fini. On voit qu’il est plat grace a sa
description explicite. [J
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Pour tout 0 < ¢ < s, on note P; la limite projective du diagramme obtenu a partir

de (1.4.6.A]) en ne conservant que les objets dont I'indice est < 1.

Lemme 1.4.7.1.3. — Le morphisme naturel de Hom(Y;, Ag) dans P; est surjectif. Son
noyau est formé d’éléments ¢ € Hom(Y;, Ag) vérifiant ¢(ei) € Ker(Ag — AL) pour k €
le; + 1,7 —my] . En particulier, P; est un schéma abélien.

Démonstration. —  On procéde par récurrence sur ¢. Le cas ¢ = 0 résulte du
lemme [1.4.7.1.2] Supposons que les assertions concernant P, ; soient vérifiées et dé-

montrons celles concernant P;. Le groupe P; est la limite projective de

Py HO_HNYz‘—la Ai)

| |

Hom (X, A ;) Py

Il est quotient de la limite projective du diagramme

HO_m(Y%—h Ao) — HO_Hl(Yi—h Ai)

| T

m(Xlu Affl) ~ m(lfw AZ)

par un sous-groupe dont la projection @; sur Hom(Y;_1, Ag) est formée de morphismes
vérifiant ¢(e) € Ker(Ag — Al_,) pour k € [e;_1 + 1,7 —m;_;]. Posons B = Hom(Y;, Ap) et

H = {¢eB| oY1) =0},

Hy = {¢eB|oY;) C Ker(4dg— A) },
H = {¢eB| o¢Yii1) C Ker(Ag — 4;) },
H = {¢eB| ¢X;) C Ker(A4g — AL ) }.

Si R; désigne I'image inverse de @; dans B, on voit que H N H' / (H; + Hy + R;) = 0. Le
lemme|1.4.7.1.1|montre alors la surjectivité du morphisme naturel de B vers P;. L’assertion
concernant son noyau résulte du calcul de H; N Hs, ce qui conclut la récurrence. []

Corollaire 1.4.7.1.4. — Le schéma By est un schéma abélien sur A .

1.4.7.2. Cas de Ef. — Notons 5§ le groupe des caractéres de E{’. Il est limite inductive

du diagramme ((1.4.6.A]).
Lemme 1.4.7.2.1. — La limite inductive S, du diagramme
XX, 22 Y, 90X, = Y, QY

est un Z-module libre. Les éléments ¢, ® €, et €, @ €, € Y; @ X; ont méme image dans S,
pour (k,1) € [e; + 1,7 —m;]?.
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Démonstration. — Le morphisme Y; ® YV; — Y; ® X; obtenu par différence envoie ¢, ® ¢
sur

EL e — & Ve si (k1)
per®@e —eg e, si (k1)
er®e —pe e si (k1)
per®@e —pe e, si (k1)

D’autre part, le morphisme X; ® X; — Y; ® X, envoie ¢, ® ¢, sur ¢, ®e; — e, Qe si k et [
appartiennent a ([1,e;] U [r —m; + 1,7]). Cela suffit pour conclure. [

Pour tout 0 < ¢ < s, on note S; la limite inductive du diagramme obtenu & partir
de (1.4.6.A]) en ne conservant que les objets dont I'indice est < 1.

Lemme 1.4.7.2.2. — Le Z-module S; est libre et les éléments ¢, ®e; et 6, Qe € Y; @ X;
ont méme image dans S; pour k et l dans [e; + 1,7 — m,).

Démonstration. —  On procéde par récurrence sur ¢. Le cas ¢ = 0 résulte du
lemme [1.4.7.2.1] Supposons les assertions vérifiées pour S;_ ;. Le Z-module S; est la

limite inductive du diagramme
Sici— Y 10X, — S,

Lafleche V; 1 @ X; — Y, 1 ® X, 1 envoie ¢, Q¢ sur pep®e;sil € [r—m;+ 1,7 —m;_4], et
sur £ ®¢; sinon. La fleche YV;_ 1 ® X; — Y; ® X; envoie e, ®¢; sur pep Qe sik € [e;_1+1, ¢,
et sur €, ® g; sinon. On en déduit que S; est libre, et que ¢, @ g et £, R e, € Y; ® X; ont
méme image dans S; pour k et [ dans [e; + 1,7 — m;], ce qui achéve la récurrence. [

Corollaire 1.4.7.2.3. — Le Z-module Sy’ est libre et le groupe Ej est un tore.

1.4.8. Oubli du niveau. — Le morphisme d’oubli du niveau M{ — M se factorise en
un morphisme By — B et en un morphisme entre torseurs qui est équivariant sous ’isogénie
Ey — E. Les fléeches My — M et My — M sont propres. Soit M le 1-motif universel
sur M. Notons M p] le groupe fini et plat sur M associé a M. L’espace de modules relatif
My — M paramétre les drapeaux isotropes de M [p]| qui sont de type D.
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1.4.9. Variante de ’espace de modules avec structure parahorique. — On fixe
w € W et un diagramme commutatif de Z-modules
(1.4.9.A) Yo Y1 Y,
X Xy X
Yo Y1 Y,
qui vérifie les conditions de la proposition [1.4.5.1. On note

le champ de modules des 1-motifs de genre g, principalement polarisés, munis d’une struc-
ture de niveau parahorique de type D et d’invariant w en p, et munis d’un isomorphisme du

diagramme ((1.4.6.B]) (obtenu grace a la proposition [1.4.5.1)) sur le diagramme ((1.4.9.A)).

Tout isomorphisme entre les diagrammes

Xp Id
Yo —Xg—=Yg et Y—X——Y ,
induit une immersion ouverte et fermée
w w
0,Xe,Yo — My .

Les champs de modules avec X, et Y, fixés serviront lors de la description précise de la
stratification des compactifications (théoréme |3.2.7.1)).






CHAPITRE 2

CARTES LOCALES

Dans ce chapitre, nous compactifions partiellement et de maniére torique les champs de
modules de 1-motifs. Nous effectuons une construction de Mumford sur certaines complé-
tions des champs obtenus, puis approximons le résultat de cette construction en préservant
le sous-groupe de p-torsion. Enfin, nous définissons les cartes locales algébriques.

2.1. Compactifications toroidales partielles

Dans tout le reste de cette thése, on fixe un Z-module libre X de rang ¢ et l'on
note B(X) = Hom(Sym*(X),Z) le Z-module des applications bilinéaires symétriques
entiéres sur X, et C(X) C B(X) ® R le cone des applications bilinéaires symétriques
semi-définies positives a radical rationnel. On se donne une décomposition polyédrale
GL(X)-admissible ¥ de C'(X) qui est lisse pour la structure entiére B(X) (paragraphe IV.2
de [FC90]). Soit <, > désigne I'accouplement de dualité entre B(X ® R) et Sym*(X @ R).
On pose

0/ = {zeSym* (X ®R)tq <o,z >> 0}
ot = {r€Sym*(X®R)tq <og,z>= 0}

pour tout o € . Ce sont respectivement un monoide et un groupe pour ’addition. Pour
tout o € 3, on désigne par X, le plus petit quotient de X tel que toutes les formes
bilinéaires b € o se factorisent par X, ® X,, et I’on note r son rang. Par exemple si o est
dans l'intérieur de C'(X), on a X, = X et si 0 = {0}, on a X, = 0. On pose

S, = Sym?*(X,) et E, = Spec(Z[S, Na"]).

Ce dernier schéma est un plongement torique affine, muni d’une stratification indexée par
les faces de o : la face 7 correspond a la strate E7 = Spec(Z[S, N 7+]) qui est un tore
quotient de E,. Par exemple, l'origine {0} correspond a 'unique strate ouverte FE, et le
cone o a I'unique strate fermée. La paramétrisation de la stratification est décroissante,
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c’est-a-dire que si 7 est une face de 7/ la strate attachée a 7’ est incluse dans 1’adhérence
de la strate attachée a 7.
On définit un faisceau constructible X_ sur FE,, qui est un quotient du faisceau

—0

constant Xz , en donnant sa restriction aux strates :
X7|E; - XT .

La restriction de X a la strate ouverte est nulle et sa restriction a la strate £ est égale
4 X, si T est inclus dans 'intérieur de C(X,). Par construction, Sym?*(X,) se plonge dans
’anneau des fonctions réguliéres sur £, donc dans le corps des fractions rationnelles de E,,.
En considérant le diviseur associé a une fraction rationnelle, on obtient une forme bilinéaire
symétrique B, : X, ® X, — Divg a valeurs dans le faisceau des diviseurs de E,.

Proposition 2.1.1. — La forme B, se factorise en une forme bilinéaire symétrique
B, : X,®X, — Divg,

telle que pour toute section locale x de X, le diviseur B(x,x) soit effectif a support égal
au liew de non annulation de x.

Démonstration. — Vérifions la factorisation sur chaque strate E7, ot 7 est une face de o.
Notons X7 le noyau de la surjection X — X,. Il suffit de montrer que la fonction associée
a tout élément r ® y € X7 ® X, est sans zéro ni pole sur E7. Par construction, on a

HY(E],Op;) =Z[s € X, ® X, tq b(s) =0 Vb e 7].

Orsib e Tonablr®y) =0, donc z ® y induit une fonction réguliére sur E7. C’est
également le cas de la fonction inverse qui est associée a x ® (—y), d’ou le résultat.

Montrons la seconde assertion. Le cone dual de C(X,) est C(X,) d’oul une inclusion
¥ D C(X)). Six est une section locale de X,, on voit x ® x comme un élément de C'(X).
La fonction associée & x ® x est réguliére sur E, et d’aprés les principes généraux sur
les variétés toriques, le lieu de ses zéros est réunion des strates associées aux faces 7 sur
lesquelles x®x prend des valeurs strictement positives comme forme linéaire sur B(X,)®R.
m

On appelle M, le champ de modules des 1-motifs de genre g principalement polari-
sés et rigidifiés par X,. Il ne dépend que de X, et pas de o. On pose également B, =
Hom(X,,A,_,), ou r est le rang de X,,. Dans le chapitre précédent, on a montré que M,
est un E,-torseur sur B,. Notons M, le produit contracté

M, =M, xFE, .

Le champ algébrique M, est affine sur B, et muni d’une stratification indexée par les
faces de 0. Notons Z7 la strate associée a la face 7 et Z, = ZJ I'unique strate fermée. Le
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faisceau X et la forme bilinéaire B s’étendent a M, xp, E, de maniére E,-invariante et
se descendent a M,. On note toujours X le faisceau constructible et

B, : X, ®X, — Divy,

la forme bilinéaire obtenus sur M,. Le diviseur B, (z ® ) est effectif de support le lieu de
non annulationde z € X _. 51 X, = X alorsonar =g,ona M, = E, et l'on a M, =E,.

Sic={0},onar=0et M, =M, =A,.

Remarque 2.1.2. — Nous ne considérerons des plongements toriques non affines que dans
I'énoncé du théoréme pour obtenir une description globale du voisinage de I'infini
des compactifications. Dans la construction des compactifications et plus précisément dans
les propositions[3.1.2] et [3.1.8.1 nous utiliserons le fait que les cones de X ne se recouvrent
pas.

2.1.3. Interprétation modulaire a la frontiére. — Le champ M, n’admet pas d’in-
terprétation modulaire explicite. En revanche, 'immersion ouverte (M, — M,) en admet
une en tant que « catégorie fibrée a la frontiére » dans le sens suivant. Soient F' et G’ deux
champs sur Spec(Z) et F' < G une immersion ouverte.

Définition 2.1.3.1. — La catégorie fibrée a la frontiére (F' — G) est la catégorie fibrée
en groupoides sur Ouv qui associe & tout objet (U — S) la catégorie des diagrammes
2-commutatifs

F

G

On appelle (U < S)-point a la frontiére de (F — G) la catégorie des diagrammes
précédents ; on la note (F — G)(U — S).

_

_—

n<—-C

Remarque 2.1.3.2. — La catégorie Ouv forme un site si on la munit de la topologie
induite par la topologie fpge sur U et S, et la catégorie fibrée (F' — G) est un champ sur
ce site.

Donnons a présent une description explicite de la catégorie fibrée a la frontiére
(Mg — M,) .

Soient (U — S) un objet de Ouv, et D un diviseur effectif irréductible réduit de S. On note
pp @ Divg — Zp le morphisme qui associe a tout diviseur sa multiplicité le long de D. On
rappelle que 1'on a associé un faisceau constructible X et une forme bilinéaire symétrique
B: X ®X — Divg a tout 1-motif de Mumford principalement polarisé sur (U — 5).
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Proposition 2.1.3.3. — (M, — M,)(U — S) est le groupoide des 1-motifs de Mumford
sur (U — S) de genre g, principalement polarisés, rigidifiés par X, sur U, tels que pour
toute section locale x de X, le diviseur B(x,z) soit effectif et pour tout diviseur effectif
wrréductible réduit D de S, l'application bilinéaire symétrique ppo B : X, ® X, — Z soit
incluse dans ’adhérence de o.

Démonstration. — 1l est équivalent de se donner la fléche composée
S — M, — B,

ou de se donner un schéma semi-abélien G de rang torique constant sur .S, dont le groupe
des caractéres de la partie torique est X, et dont la partie abélienne est principalement
polarisée de genre g — r. Il est équivalent de se donner un relévement U — M, et un
morphisme X, — G sur U induisant un 1-motif de Mumford principalement polarisé
sur (U — S).

Il suffit de vérifier que sous les conditions données sur B, la flecche U — M, s’étend
en une fleche S — M,. Une éventuelle extension est unique par densité de U dans S.
Par descente pour la topologie de Zariski, on peut donc supposer que S = Spec(R) est un
schéma local intégre de point générique Spec(K) et que le torseur M, — B, est trivial.
On obtient ainsi une fléche U — E,, que I'on veut étendre en une fleche S — E,. On
veut montrer que la fleche HY(E,, O) = Z[Sym?(X,)] — K envoie H’(E,, O) dans R. Par
normalité de S, cela se teste en les idéaux premiers de hauteur 1. Il suffit de voir que pour
tout v ® y € HY(E,, O) C Z[Sym*(X,)] et tout diviseur D de S, on a pp o B(z ® y) > 0.
C’est évident car

H(E,,0) =Z[{u®ve X, ® X, tq Vb € 7, b(u,v) > 0}]

et la forme bilinéaire pp o B est incluse dans 'adhérence de o par hypothése. [l

Remarque 2.1.3.4. — Si S est local, la fleche S — M, envoie le point fermé de S dans
la strate Z, si et seulement si ¢ est minimal parmi les cones de X dont I’adhérence contient
la forme bilinéaire pp o B pour tout diviseur D de S.

2.1.4. Cas d’une structure de niveau parahorique. — On considére encore la dé-
composition ¥ du paragraphe précédent, qui est lisse pour la structure entiére B(X).
Soit 0 € X. On note X, le quotient de X associé & o, et r son rang. On note M, g
le champ algébrique des 1-motifs de genre g qui sont principalement polarisés, rigidifiés
par X,, et munis d’une structure de niveau parahorique de type D en p. On a vu dans le
chapitre précédent que M, o admettait une décomposition en parties ouvertes et fermées

MU,O = H M?,O

wGWa
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indexée par le quotient de groupes de Weyl
W, =W \ WGSp2g / WL’D .

Pour tout w € W,, on a décrit dans la proposition [1.4.6.2 un tore E} , et un champ By
tels que M, — By soit un torseur sous £ ;. Le Z-module libre SY ; = Hom(EY ;, G,)
définit un plongement torique affine £, — EZJ’O. On définit le champ algébrique

W

w
M, o — By,

a,

comme le produit contracté

v w v =W
MU,O_ O',OX U’OEU,O

et le champ algébrique M, o — Spec(Z) comme 'union disjointe

Myo= [ M" .

wGWo

Le champ MJ,O est muni d’une stratification localement fermée de strates

Zyo= H Z30
weEW,
indexées par les faces 7 de 0. On note Z, o = Z7 ; I'unique strate fermée.
Dans ce paragraphe, on donne une interprétation de la catégorie fibrée a la frontiére
(My.0 — M, o) analogue a celle de (M, — M,). Soit (U — S) un objet de Ouv. Tout
1-motif de Mumford M sur (U — S) muni d’une structure de niveau parahorique H,

d’invariant w € W définit une famille compatible de formes bilinéaires associées aux 1-
motifs de Mumford M/H; , donc un élément B(M, H,) de Hom(SY , , Divg).

Proposition 2.1.4.1. — (M, g — M, )(U — S) est le groupoide des 1-motifs de Mum-
ford de genre g sur (U — S) qui sont principalement polarisés, rigidifiés par X, et munis
d’une structure de niveau parahorique de type D en p, tels que pour toute section locale x
de X, le diviseur B(M, H,)(z,x) soit effectif et pour tout diviseur effectif irréductible ré-
duit D de S, la forme bilinéaire symétrique pp o B(M, H,) soit incluse dans l'adhérence
de o.

i iveau. — L’inclusion ructures entier nne un
2.1.5. Oubli du niveau L’inclusion des structures entiéres S, — S, donne une

fléche propre
E.,—E,

a,

et la fonctorialité du produit contracté donne une fléche propre

—_w _

0o — M,

g,
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qui étend 'oubli du niveau MY , — M,. Ces morphismes induisent un diagramme carté-

sien
MO’,O E—— Mg70
MO’ - mg

dont les fléches verticales sont propres et dont les fléches horizontales sont des unions
disjointes de plongements toroidaux.

Remarque 2.1.5.1. — Comme la décomposition Y est lisse pour la structure en-
tiére B(X), le champ M, est lisse sur Spec(Z) et M, < M, est le complémentaire d’un
diviseur a croisements normaux. Le produit fibré

Moo X Spec(Z) Spec (Z[1/p])
est lisse sur Spec(Z[1/p]) car les champs A,_, sont lisses sur Spec(Z[1/p]). Toutefois,
comme 3} n’est pas lisse pour les différentes structures entiéres B}, le champ W o n'est
pas lisse sur Spec(Z[1/p]) et
o= M
n’est pas le complémentaire d’un diviseur & croisements normaux. De méme, les singulari-
tés de
M? o — Spec(Zy)

ne sont pas uniquement celles des A,_, o avec r < g.

2.2. Cartes locales formelles

On choisit une présentation étale surjective Y — B, du champ algébrique B, par un
schéma affine ne dépendant que du rang de X,. On note

M, = (U x5, M, )62
le complété du schéma affine U x M, le long du sous-schéma fermé U/ x Z,. Ce schéma
dépend du choix de U, méme si on omet ce dernier des notations pour simplifier. Il contient
le sous-schéma ouvert

My =M, X35 M,
le sous-schéma fermé de complétion U X Z, que 'on note encore Z, et le diviseur a croi-
sements normaux e e

M, =M, — M, .
On a une immersion fermée 7, — GM\U. Notons M, le 1-motif principalement polarisé
universel sur M. Il induit un 1-motif de Mumford encore noté M, sur

(30, — 7,)
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—

Le schéma M, est normal, affine, complet relativement a Z,, excellent, et par construc-
tion, M, est positif relativement & Z,. Les hypothéses de la construction de Mumford sont
vérifiées donc il existe un schéma semi-abélien

G, — M,
qui est un objet de la catégorie

Deg i i 2o pot
On lui associe un faisceau constructible X (G,) par le théoréme et une application
bilinéaire

B(G,) : X(G,) ® X(Gy) — Div

o

par la proposition|(1.3.5.1L On rappelle que I’on a également construit un faisceau construc-
tible X, et une forme bilinéaire B, sur M,. On note de la méme maniére les objets obtenus

—

par image inverse sur M, .

o~

On appelle G, le schéma semi-abélien sur M, qui provient du schéma semi-abélien
de rang torique constant universel sur B,. Il est égal a la partie semi-abélienne de M,.
Rappelons le résultat suivant, dii & Faltings et Chai.

Proposition 2.2.1 ([FC90|, prop. IV.3.1). — Il existe des isomorphismes canoniques
X(G,) = X, et B(G,) = B,. La restriction de G, a /\Z est un schéma abélien principa-
lement polarisé de genre g. La restriction de G, & Z, est canoniquement isomorphe a G,.
L’application de Kodaira-Spencer réalise un isomorphisme

. Sym? ~, QL M
Ky & ¢ SymiQe) = 0k (1og aMo) .

Le point délicat est de montrer la bijectivité de la fléeche de Kodaira-Spencer obtenue par
la proposition [1.3.6.1] Cette fléche est construit via le 1-motif M, et la bijectivité provient
de l'universalité de M, .

Remarque 2.2.2. — 1l est crucial d’utiliser la lissité de M, — Spec(Z) pour montrer
que la fleche de Kodaira-Spencer réalise un isomorphisme. Cet isomorphisme nous sera
indispensable pour controler le processus d’approximation.
On dispose par conséquent d’une fléche M\o — A,. On dit que le diagramme
(®, ~— M, —A)

est la carte locale formelle sans niveau associée a o € X..
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2.2.3. Propriété modulaire proche de la frontiére. — Nous développons un forma-
lisme analogue a celui des espaces de modules a la frontiére en tenant compte de la nature
compléte des anneaux intervenant dans la construction de Mumford. Nous cherchons no-
tamment & imposer des conditions relatives & un sous-champ algébrique fermé.

Pour tout schéma 7', on définit la catégorie OuvComp, comme la sous-catégorie de
OuvComp dont les objets se fibrent sur 7'; les fléches sont celles qui induisent I’identité
sur 7. On se donne un diagramme de champs sur 7’

F—G+«—Z7

tel que F' — G soit une immersion ouverte, Z — ( soit une immersion fermée et F' xg5 Z
soit vide, c’est-a-dire que I’ et Z soient disjoints dans G.

Définition 2.2.3.1. — La catégorie fibrée proche de la frontiére (F — G «— Z)r est la
catégorie fibrée en groupoides sur OuvComp,. qui associe a tout objet (U — S «— ) la
catégorie

(F— G— Z)p(U — S «— S)

des diagrammes 2-commutatifs

compatibles aux projections G — T et S — T.

Soit (U — S <« Sp) un objet de OuvComp,. On appelle (U — S « Sy)-point proche
de la frontiére de (F — G <« Z)r la catégorie des diagrammes précédents. On donne une
description explicite de la catégorie fibrée proche de la frontiére

(MO' E— MO’ — ZU)Z/['
On note comme précédemment G, le schéma semi-abélien de rang torique constant univer-
sel sur B,. Il induit un schéma semi-abélien CNJJ de rang torique constant sur Sy par image
inverse via
So— U — B, .
Si G est un schéma semi-abélien sur S, tout isomorphisme Gg, — G, sur S, induit une
surjection X, — X(G) de faisceaux constructibles sur S.

Proposition 2.2.3.2. — Le foncteur qui associe a f : S — M, le schéma semi-
abélien f*G, réalise une équivalence de catégories entre

(M\U — ﬁg — Zog)u(U — S «— Sy)



2.3. APPROXIMATION DES CARTES LOCALES FORMELLES 37

et la catégorie des couples (G, Gls, = G), ot G est un objet de Degyr 5.5, por € dimension
relative g principalement polarisé sur U tel que pour tout diviseur effectif irréductible ré-
duit D de S, application bilinéaire ppo B(G) : X, ® X, — Z soit incluse dans [’adhérence
de o, et tel que o soit minimal parmi les cones de ¥ vérifiant cette propriété.

Démonstration. — Les schémas semi-abéliens obtenus par image inverse de G, vérifient
les propriétés requises. Inversement, soit G un schéma semi-abélien sur S vérifiant les
hypothéses de la proposition. Le théoréme (construction de Mumford inverse)
permet de lui associer un 1-motif de Mumford sur (U — S) et la proposition
donne un (U < S)-point de M,,. L’hypothése de minimalité de o implique que cette fléche
envoie Sy dans Z,. Comme le schéma affine S est complet relativement a Sy, la fleche
S — M, se factorise en une fléche

S — M, .
La fonctorialité de la construction de Mumford montre que G est I'image inverse de G,
par cette fleche. [

2.2.4. Algébricité du groupe de p-torsion. — Le schéma semi-abélien GG, ne descend
pas & M,. En revanche, le groupe des points de p-torsion G,[p] — M, descend & M,. En
effet, d’aprés le théoréme [1.3.4.3] il existe un isomorphisme canonique

Go[p] — M, [p]

sur /T/l\g Par construction, le 1-motif M, se descend & M, et son groupe de p-torsion M, [p]
également. On résume ceci en disant que G, est une donnée de nature transcendante,
alors que G,[p] est algébrique. Cette remarque sera fondamentale pour construire une
compactification toroidale de A, o.

2.3. Approximation des cartes locales formelles

On vient de dire que le schéma semi-abélien

Gy — M,

ne descend pas & M,. En employant des techniques d’Artin, on peut cependant 1’approcher
par un schéma G” qui est semi-abélien sur un schéma étale sur M,. La nouveauté la plus
significative par rapport a [FC90] est que I’on effectuera cette approximation en conservant
un isomorphisme G"[p] = M,[p], ce qui sera indispensable pour notre construction des
compactifications avec niveau.

Une différence mineure par rapport a [FC90]| réside dans 1’emploi de la notion de couple

hensélien et du théoréme de Popescu. Cela évite de localiser les cartes locales formelles en
tous leurs points fermés ([FC90] aprés la définition IV.4.5).
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2.3.1. Couples henséliens. — Rappelons rapidement cette notion.

Définition 2.3.1.1 (|Gab92|). — Soit A un anneau et I un idéal. On dit que le couple
(Spec(A), Spec(A/I)) est hensélien si une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
— pour tout f € Alt] et toute racine simple a de f dans A/I, il existe une racine a € A
de f relevant a,
— pour tout diagramme commutatif de schémas

S clale Spec(A)
NS
Spec(A/I)

le morphisme p se reléve en un morphisme de Spec(A)-schémas Spec(A) — S.

En particulier, un schéma local S de point fermé s est hensélien si et seulement si le
couple (5, s) est hensélien.

Définition 2.3.1.2. — Soient A un anneau et [ un idéal. L’hensélisé de
(Spec(A) , Spec(A/I))
est le couple
(Spec(A™) , Spec(A"/1™))
défini par
Spec(A") =1lim S et 1" = A"
(_
ol la limite projective est prise sur la catégorie des diagrammes commutatifs précédents.
Ona A"/I" ~ A/I.

On peut donc définir I'hensélisé S”s' d'un schéma affine S le long d'un sous-schéma
fermeé S’.

Remarque 2.3.1.3. — La notion de couple strictement hensélien n’a pas de sens, ni celle
d’hensélisé strict le long d’un sous-schéma fermé. On ne peut pas définir I’hensélisé d’un
schéma non affine le long d’un sous-schéma fermé car les limites projectives n’existent pas
toujours dans la catégorie des schémas.

2.3.2. Approximation selon Popescu. — Un morphisme de schémas affines
Spec(B) — Spec(A) est dit réqulier s’il est plat a fibres géométriques réguliéres. Si A est
local et excellent, la fléche Spec(zzl\) — Spec(A) est réguliére. Si A est excellent, pour tout
idéal I de A, le morphisme

Spec(A’) — Spec(A)
du spectre du complété I-adique de A dans le spectre de A est régulier par [EGA vy 7.8.3].
Popescu montre le théoréme fondamental suivant.
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Théoréme 2.3.2.1 ([Swa98|). — Une fleche Spec(B) — Spec(A) entre schémas affines
neethériens est réquliére si et seulement si elle fait de Spec(B) une limite projective filtrante
de schémas affines lisses sur Spec(A).

En particulier, si A est un anneau excellent et [ un idéal, Spec(gf ) est limite projec-
tive de schémas affines lisses sur Spec(A). L’intérét du théoréme de Popescu en ce qui
concerne les questions d’approximation résulte du lemme suivant, dont la démonstration a
été communiquée par Luc Illusie.

Lemme 2.3.2.2. — Soient (A, I) un couple hensélien et n un entier naturel. Notons S =

Spec(A) et S, = Spec(A/I"). Soient S" un schéma lisse sur S et t : S, — S" un

morphisme de schémas sur S. Il existe une section s : S — S’ telle que les morphismes
Sp—>85—>9 et S, —>g

coincident.

Démonstration. — Quitte a remplacer S’ par un voisinage ouvert de I'image de .S,,, on
peut supposer qu’il existe une factorisation de la fleche lisse S’ — S en

S/H"_Ag$.57

ol u est étale et v est la projection canonique. On veut trouver une fléche s : S — S’ qui
rende le diagramme suivant commutatif :

Un reléevement s’ : S — A% de S, — A% existe toujours. Le couple (5,S)) est hensélien
donc s’ se factorise par I’hensélisé de A} le long de I'image de

[y —

Comme u est étale, cet hensélisé est isomorphe & I’hensélisé de S’ le long de Sy. Cela
termine la construction de s. [

Indiquons rapidement comment déduire I’existence d’approximations des résultats pré-
cédents. Soient A un anneau ncethérien excellent, I un idéal et n un entier naturel. Posons
S = Spec(A), S = Spec(A!) et S, = Spec(A/I"*1). Le hensélisé (", S1) de (S, S) est
excellent en tant que limite projective de schémas de type fini sur S. D’aprés le théo-
réeme S est limite projective filtrante de schémas S lisses sur S”. Toute donnée
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de type fini sur S provient par image réciproque d’'une donnée sur S* pour « suffisamment
grand. D’aprés le lemme [2.3.2.2] il existe une donnée sur S™ qui a méme restriction a S,
que la donnée initiale. On a donc réalisé une approximation a ’ordre n.

2.3.3. Approximation des cartes locales formelles sans niveau. — Nous allons
approcher la carte locale formelle sans niveau associée a o € Y. Définissons le schéma

MZ = (Z/l X B, Mg)huxsaza s

qui est ’hensélisé du schéma affine U x M, le long du sous-schéma fermé U x Z,. 11 est

excellent et contient le sous-schéma ouvert
—h

h _ _
My =M, x5 M, ,
le diviseur a croisements normaux
——h  ——h h
oM, =M, — M,
et le sous-schéma fermé d’hensélisation que 1'on note encore Z,,.

Proposition 2.3.3.1. — Il existe un schéma semi-abélien G" sur MZ vérifiant les pro-
priétés sutvantes :

— il est abélien principalement polarisé de genre g sur M",

— sa restriction a Z, est canoniquement isomorphe a ég,

— G"[p] est canoniquement isomorphe a M,[p] sur M",

~ X(G") est canoniquement isomorphe a X,

— B(G") est canoniquement isomorphe a B,

— Uapplication de Kodaira-Spencer associée a G" induit un isomorphisme

~ ——h
Sym*(Qgn) — leg/z(log oM,) .

Démonstration. — D’aprés le théoréme [2.3.2.1] M, est limite projective de schémas Hﬁ

. ——h N , , . L1e

lisses sur M, oit a parcourt un ensemble ordonné filtrant. Le schéma semi-abélien G,
. . . 1 it

provient d’'un schéma semi-abélien G% sur M pour « suffisamment grand. Posons

MG = My xp Mh et OM; = M, x 0 OM,

Comme M, — ﬂ: est lisse, ce sont respectivement un ouvert dense et un diviseur a
croisements normaux de M... Le schéma G¢ est abélien sur M2 et quitte & augmenter o,
on peut supposer qu’il est principalement polarisé. On peut également supposer que les
isomorphismes

~

Gﬂ[p] X M\Cf L Md[p] ) Gcr X ZO' ; éaa X(GU) ; KU et E(GU) - Eo'

proviennent d’isomorphismes

~

Galp] x My == My[p], G3 x Z, = G, , X(G3) — X, et B(G3) — B, .
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Soit n un entier naturel. On applique le lemme [2.3.2.2] et 'on obtient une section s :

—h oL . )
M, — M, qui reléve le morphisme composé

Zgin— My — M;
—h . . LN v 14
ol Z, p est le sous-schéma fermé de M défini par la puissance n-iéme de I'idéal de Z,.
1l suffit alors de poser G = s* G2 et de vérifier que si n est assez grand, application de

Kodaira-Spencer associée a G" réalise un isomorphisme, ce qui résulte de [FC90] 111.9.4,
IV4.letIV4.2]. O

Le schéma G" n’est pas unique mais les compactifications ne dépendront pas du choix.

2.3.4. Recomplétion de I’approximation. — Considérons I'image inverse de G" par
la fleche

—

= ——h
Mg' — MO' .
On obtient un schéma semi-abélien
G — M, .
D’aprés la proposition [2.2.3.2] ce schéma définit une fléche
f: <./T/l\o—>ﬂg<—Zo> — (A//EHMU%ZU)
de la catégorie OuvComp,,. L’'image inverse de G, par f est isomorphe & G" et f est
I'identité au-dessus de Z,. En fait, f est 'identité de

(-/T/l\o B— MO’ — Zo)
modulo une puissance arbitrairement grande de 1'idéal de Z,.

Proposition 2.3.4.1. — Le morphisme f est étale et est un automorphisme de M.,.

Démonstration. — Les isomorphismes de Kodaira-Spencer associés a G, et G définissent
un isomorphisme
* Ol Vi ~ 0l Vi
f Qﬁg/z(log oM,) — Qﬁa/z(log oM,) .
Comme f est I'identité sur Z,, I'isomorphisme précédent induit un isomorphisme
fFoL ook
M, /T M, /7
Puisque M, — Spec(Z) est formellement lisse le critére jacobien montre que f est étale.
Le schéma

—

M,

est hensélien relativement au fermé Z,. La restriction de f & ce fermé est un isomorphisme
donc f est un automorphisme. [J
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Nous avons controlé ’approximation : f est un automorphisme, aucune information n’a
été perdue et G est aussi « universel » que G,. Soit (U — S « Sp) un objet de OuvCompy,.
La proposition suivante résulte de la proposition [2.2.3.2

Proposition 2.3.4.2. — Le foncteur qui associe a f : S — M, le schéma semi-
abélien f*G" réalise une équivalence de catégories entre

(Mh— MZ — Zo)u(U — S «— Sy)

et la catégorie des couples (G, Gls, = Go) o G est un objet de Degy 5.5, pot d€ dimension
relative g qui est principalement polarisé sur U, muni d’un isomorphisme Gls, — G,
sur Sy, tel que pour tout diviseur effectif irréductible réduit D de S ’application bilinéaire
ppoB : X, ® X, — Z soit incluse dans l’adhérence de o, et tel que o soit minimal parmi
les cones de Y vérifiant cette propriété.

Démonstration. — Comme S est complet relativement a Sy, on a

(HGHﬁU%ZU)M(U—)‘Sw(—SO) = (Ma' —>MZ<—ZO)U(U—>S<—SO).

11 suffit d’appliquer la proposition [2.2.3.2| et de composer la fléche S — M, obtenue avec
I'inverse de f. [

Remarque 2.3.4.3. — Le diagramme (M! — ./\_/lf,Z «—— Z,) ne définit pas un objet de
OuvComp,, car MZ n’est pas complet.

2.4. Cartes locales algébriques

. . , ——h .
2.4.1. Cartes locales algébriques sans niveau. — Le schéma affine M est limite
projective de schémas étales sur U x5, M, et le schéma semi-abélien G" est de type fini

——h . . T : ;
sur M, . Il existe donc un schéma ./\/lit, un morphisme étale
—_— t —_—
M, — U xp, M,
qui est un isomorphisme sur Z,, et un schéma semi-abélien G¢ sur M? qui descend G".
On pose
——et et ——et
M = M, x5z M, et OM, = M, — M2 .
Le schéma semi-abélien G¢ vérifie les mémes propriétés que celles de G" données dans
la proposition [2.3.3.1] Par exemple, il est abélien principalement polarisé sur M% et son
groupe de p-torsion est canoniquement isomorphe a
Mg[p] XMO‘ Mlej't °
Si (U — S « Sp) est un objet de OuvComp,,, toute fléche
(U — S «— S5) — (M — M(eft — 7Z,)
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se factorise par Mﬁ car (S,Sp) est hensélien. On déduit de la proposition [2.3.4.2| une
description des points proches de la frontiére de

(M — M — Z,).

Le schéma M? n’est pas unique mais les compactifications ne dépendront pas du choix. Le
schéma abélien principalement polarisé G — M induit une fleche M — A, . Appelons
carte locale algébrique associée a o € X tout diagramme

et

(MU — Mt Ag)

obtenu par la construction précédente.

2.4.2. Cartes locales algébriques avec niveau parahorique. — Notons Mio le
produit fibré

——et

—et
M, g —= M,

L

MO’,O HMU .

Il contient comme sous-schéma ouvert f,fo, qui est défini par le produit fibré

et et
o0 —= M

.

MU,O I Mg' .

La proposition suivante résulte de 'approximation préservant le groupe de p-torsion.

Proposition 2.4.2.1. — Le morphisme Mg, — M¢ est l'espace de modules relatif des
structures de niveau parahoriques de type D en p sur G<[p).

Démonstration. — Le morphisme M, ¢ — M, est I’espace de modules relatif des struc-
tures de niveau parahoriques sur M,[p], et le schéma abélien G — M9 est muni d’un
isomorphisme G [p] = M,[p] Xy, M. O

Nous avons obtenu un diagramme a carrés cartésiens et fléches verticales propres

—et et
MO’,O 0',0 Ag70

I

M Mét Ag .

(o
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On appelle ce diagramme carte locale algébrique de niveau parahorique de type D en p
associée a o. Il correspond une unique carte locale algébrique avec niveau a toute carte
locale algébrique sans niveau.

Remarque 2.4.2.2. — Nous n’avons pas besoin de définir des cartes locales formelles
avec niveau et de les approximer. La mauvaise réduction empécherait de toute facon le
controle d’une éventuelle approximation.



CHAPITRE 3

COMPACTIFICATIONS TOROIDALES

Dans ce chapitre, nous recollons les cartes locales algébriques grace a une relation d’équi-
valence étale adéquate. Nous obtenons une compactification toroidale de A,  , dont nous
décrivons les premiéres propriétés. Nous construisons une compactification « améliorée »,
qui n’a pas de singularités toriques. Nous décrivons explicitement la stratification des
compactifications obtenues. Enfin, nous montrons comment adapter les résultats au cas
devA%np.

3.1. Recollement des cartes locales algébriques

Pour tout ¢ € X, on choisit une carte locale algébrique (ﬂ? M Ay ) et
I’on considére le schéma
U=]]™;.
ceY

qui est localement de type fini sur Spec(Z). On pose
v=][M¢ . z=]]% e 0U=U-U,

oceX oeY
qui est un diviseur a croisements normaux de U. On note X = [[ X, qui est un faisceau
constructible sur U, et B = [[ B,, qui est une forme bilinéaire sur X a valeurs dans le
faisceau Divy.

On a construit un schéma semi-abélien G = [[ G, sur U qui est abélien principalement
polarisé sur U. Il existe des isomorphismes X(G) = X et B(G) — B, et lapplication de
Kodaira-Spencer induit un isomorphisme

Koo Sym?(Qg) — Qlﬁ/z (log 9U) .

Le schéma abélien GG sur U induit un diagramme

(—v—a).
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La fleche U — A, est surjective car Mgy = A,.
Proposition 3.1.1. — Le morphisme U — A, est étale.

Démonstration. — On sait que le schéma abélien universel A, — A, induit un isomor-
phisme de Kodaira-Spencer

Ka,a, : Symz(QAg) = th/z
et le schéma abélien G — U un isomorphisme

Kapu - Sym?(Q¢) — Q%]/Z‘

Notons f : U — A, le morphisme induit par G. On a G = f*A,, on a f* Symz(QAg) ~
Sym?(Qg) et I'on a [ K, /4, = Kgyu donc

* Ol ~ 1
f Q.Ag/Spec(Z) - QU/Spec(Z) :
Comme les champs algébriques U et A, sont lisses sur Spec(Z), le critére jacobien montre
que f est étale. [

Considérons le schéma
R =U x4,U = Isom, ;(pr] G,pr5 G) .

Il est muni de deux fleches étales vers U, et le champ algébrique A, est isomorphe au
champ quotient [U/R]. Notons R le normalisé de

U X Spec(Z) U

dans R. C’est un schéma muni de deux fléches R = U prolongeant R = U. Il existe un
isomorphisme pri G — prjG au-dessus de R. D’aprés le théoréme il s’étend en un iso-
morphisme au-dessus de R par normalité de ce schéma. La démonstration de la proposition
suivante est tirée de [FC90] et servira de modéle a celle de la proposition

Proposition 3.1.2 (J[FC90], IV.5.4). — Les deuz flecches R = U sont étales.

Démonstration. — Soient z un point de R et x et y ses images dans U. Il suffit de montrer
que les complétés des localisés de R en z et de U en z et y sont isomorphes via les deux
fléches. Comme les fleches R = U sont étales, on peut supposer que z et y sont des
éléments du bord OU. 11 existe des cones o, o, € X tels que x soit sur la o,-strate et y sur
la o,-strate. Soient O,, O, et O, les anneaux des complétés des localisés en z, y et 2. Les
morphismes R = U sont dominants car les morphismes R — U sont surjectifs. On dispose
d’injections d’anneaux

0.
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et il s’agit de montrer que ces injections sont des égalités.

On note G, et G, les schémas semi-abéliens sur Spec(O,,) et Spec(O,) obtenus par image
inverse de GG. D’aprés la proposition le 1-motif de Mumford associé & G, induit une
fleche Spec(0,) — M,, et celui associé & G, une fléche Spec(O,) — M,, . Le cone o, est
déterminé par B(G,) car c’est I'unique cone minimal parmi ceux dont ’adhérence contient
les pp o B(G,), oit D est un diviseur irréductible de Spec(O,). Il en est de méme pour o,
et comme B(G,)|o. ~ B(Gy)|o., les cones o, et o, sont conjugués sous 'action de GL(X)
et il existe un isomorphisme M, — Moy. On obtient un diagramme commutatif

Spec(0y) —= M,

/

Spec(O,) ~

™~

Spec(0,) — ﬂoy

Les anneaux O, et O, sont les complétés des localisés de ﬂgz et H% en les images du
point fermé de Spec(Q,), donc il existe un isomorphisme

¢ : Spec(O,) — Spec(O,) .
L’action de GL(X) induit un isomorphisme entre les 1-motifs de Mumford universels
sur M,, et ﬂay, et il existe un isomorphisme G, = ¢*G, sur Spec(O,) qui descend
I'isomorphisme G, — G, sur Spec(O,).
Pour démontrer la proposition, on construit une rétraction de l'injection O, — O..
L’isomorphisme G, — ¢*G, sur Spec(O,) induit un diagramme commutatif

R 7
ST
\ T T“‘””

Spec(Frac(O,)) — Spec(O,)

L’anneau R est normal et la fleche Spec(Frac(O,)) — R s’étend en un morphisme
Spec(0,) — R. Cette fléche se factorise par le complété de R en z et induit bien une

rétraction de O, — O,. O

Remarque 3.1.3. — Nous avons utilisé pour la premiére fois le fait que les cones de X

ne se recouvrent pas.
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Lemme 3.1.4 (J[FC90], coro. IV.5.5). — La double-fleche R = U est un groupoide
étale.

Démonstration. — 11 suffit de trouver une fleche R xR — R qui étend la fleche Rxy R —
R et qui vérifie les axiomes d’un groupoide. Comme le schéma R XUE est étale sur U, il est
égal a la normalisation de R dans R xy R. La fleche R XUE — R provient de la propriété
universelle de la normalisation et les axiomes sont vérifiés par densité de U dans U. O

La fleche R — U x U est finie car A, est séparé, et le morphisme R — U x U est
également fini car U est excellent.

3.1.5. Description des compactifications sans niveau. — Considérons le champ
algébrique quotient
_E R —
A, =[U/R].
Il est séparé, lisse sur Spec(Z), contient A, comme ouvert dense et
5 =%

8Ag
comme diviseur & croisements normaux. Le schéma semi-abélien G — U est muni d’une

donnée de descente priG = pryG sur R donc induit un schéma semi-abélien
—
G— A,
qui étend la variété abélienne universelle. L’application de Kodaira-Spencer induit un iso-

morphisme

~ —
Sym2(QG) — Q%E/Z(log aAg) .

La stratification induite sur .715 par les branches du diviseur a croisements normaux est
paramétrée par 'ensemble fini ¥/GL(X). La complétion formelle le long de la strate asso-
ciée & o0 € ¥ est isomorphe au quotient de la complétion formelle de M, le long de Z, par
le groupe fini
I, = StabGL(XU)(U).

Le schéma semi-abélien GG correspond par cet isomorphisme au quotient de Mumford G,
du 1-motif M, — M,, quitte & composer par I'automorphisme de recomplétion de la
proposition On renvoie le lecteur au théoréme IV.5.7 de [FC90| pour plus détails.
Soient (U — S) un objet de Ouv. L'image inverse de G définit un foncteur de (A, —

Zi)(U — S) vers la catégorie des schémas semi-abéliens sur S.
Proposition 3.1.5.1. — Ce foncteur réalise une équivalence de catégories entre
—x
(Ag - Ag> (U — )

et la catégorie des schémas semi-abéliens G' — S qui sont abéliens principalement polarisés
de genre g sur U, et tels que localement pour la topologie étale de S, le faisceau X (G') est
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quotient de X et il existe o € ¥ dont l'adhérence contient la forme bilinéaire pp o B(G")
pour tout diviseur irréductible réduit D de S.

Démonstration. — Le schéma abélien G’ principalement polarisé sur U induit une fléche
U — A, que 'on veut prolonger. Un éventuel prolongement est unique car Xg est séparé,
et son existence se teste localement. On peut donc supposer que S est le spectre d’un
anneau local complet de point fermé Sy. On choisit ¢ € ¥ minimal parmi les cones dont
I'adhérence contient les B(G’') @ pp ou D parcourt les diviseurs de S, et I’on reléve la fleche
U — A, en une fleche U — M qui s’étend en

S — /\_/lf,t
grace a la propriété modulaire proche de la frontiére de ./\_/lzt. O

. —% , . . , . .
On en déduit que le champ A ne dépend ni du choix de la présentation U de B, ni du
choix des approximations G¢. Il reste & montrer la proposition suivante pour vérifier que
I'on a construit une compactification de A,.

Proposition 3.1.5.2. — Le champ algébrique 7192 est propre sur Spec(Z).

Démonstration. — La fléche est séparée de type fini et I'on peut appliquer le critére
valuatif de propreté de [EGA 11 7.3.10]. Soient S un trait de point générique n et 7 — A,
un morphisme. On veut le prolonger en une fléche

S — Z§
localement pour la topologie fppf. Soit G’ la variété abélienne sur 7 induite par n — A,.
Le théoréme de réduction semi-stable pour les variétés abéliennes assure l’existence d’un
schéma semi-abélien G’ — S prolongeant G' — 0, quitte a effectuer un changement ramifié
de trait. Un changement étale de trait permet de supposer que X (G) est quotient de X.
Un trait admet un unique diviseur effectif réduit irréductible, la flecche B(G) : X @ X — Z
est semi-définie positive a radical rationnel d’aprés la proposition et Y recouvre

le cone des formes semi-définies positives a radical rationnel. La propriété modulaire & la
frontiére de

(Ag - Zf)

montre alors I'existence d’un prolongement. [

Remarque 3.1.5.3. — Le controle de ’approximation a été indispensable pour vérifier
la propreté de 7l§.
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3.1.6. Cas d’une structure de niveau. — Dans ce paragraphe, on définit la compac-
tification avec niveau parahorique associée a .. On associe a chaque carte locale algébrique
sans niveau

—et
./\/l(e7 ~ M4 = Ay

la carte locale algébrique de niveau parahorique de type D en p

——et t
MO’,O : M§-70 > A,O

I

—et et
M, ~—— M —— A4,
qui lui correspond. Considérons les schémas
77 —et o et
Ub-— II'A4@O et Ub-— II 0,0 -
oED o€y

Ils induisent un diagramme cartésien a fléeches verticales propres

Up=—Up —=Ag0

L

U~—U—=A,
par construction des cartes locales algébriques avec niveau. Définissons le groupoide
Ry = Uy
comme le produit fibré
Ro = Uy x4, , Us .
Les deux fléches Ry = Uy sont étales car U — A, est étale, et le champ quotient [Uy/Ry]

est bien siir isomorphe a A, o.

Remarque 3.1.6.1. — Pour démontrer que Uy, — A, est étale, on n’a pas procédé
directement. Du fait de la mauvaise réduction, il semble difficile d’adapter la technique
de [FC90], basée sur 'isomorphisme de Kodaira-Spencer.

3.1.7. Normalité. — Dans ce paragraphe, nous démontrons la normalité de MU,O, qui
sera utile pour la proposition (3.1.8.1} Nous utilisons les résultats de [Gor03], selon lesquels
le morphisme A, o — Spec(Z,,) est plat et sa fibre spéciale est réduite.

Proposition 3.1.7.1. — Le champ algébrique A, o est normal.

Démonstration. — D’aprés le critére de normalité de Serre, il suffit de montrer que A, o
est régulier en codimension 1 et que ses points de codimension > 2 sont de profondeur > 2.
D’aprés le théoréme principal de [GNO2], le lieu régulier de A, ¢ coincide avec le lieu
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ordinaire, et son complémentaire dans 4, ( est de codimension > 2. Cela montre que A,
est régulier en codimension 1.

Vérifions la deuxiéme condition du critére de normalité de Serre. Soient A I’anneau
local de A, ¢ en un point = de profondeur > 2 et m son idéal maximal. Comme A,  —
Spec(Z[1/p]) est lisse, on peut supposer que p € m. L’anneau A est plat sur Z, donc p
n’est pas diviseur de 0 dans A. Notons A = A/pA et m = m/m N pA. D’aprés [Gor03], A
est réduit donc sans composante immergée. Les idéaux associés de A sont donc minimaux.
On en déduit que m n’est pas associé. D’aprés la proposition 8 du paragraphe IV.1.4
de [Bou61], il existe 2 € ™ qui n’est pas diviseur de 0 dans A. La suite de paramétres (p, x)
est bien de longueur 2. []

Soit ¢ € X. Le corollaire suivant résulte de la proposition 3.1.7.1) des corol-
laires [1.4.7.1.4] et [1.4.7.2.3] et de la normalité des plongements toriques.

Corollaire 3.1.7.2. — Le champ algébrique MU,O est normal.

3.1.8. Relation d’équivalence avec niveau. — Dans ce paragraphe, on construit une
relation d’équivalence étale sur Uy. Notons Ry le normalisé de Uy x U, dans Ry. Il est muni
de deux fléches

Ry= U,
qui étendent
Ry= Uy .

La restriction du schéma semi-abélien G a Uy est abélien, muni d’un drapeau H, C G|[p|.
On dispose sur Ry d’un isomorphisme

pr; G — prs G

qui envoie prj H, sur pry H,. Par normalité, cet isomorphisme se prolonge en un isomor-
phisme sur Rj.

Proposition 3.1.8.1. — Les deux fleches Ry = U, sont étales.

Démonstration. — Soit z un point de Ry et x, y ses deux images dans U,. Montrons que
les complétés O, O, et O, des localisés de Ry en z et de U en z et y sont isomorphes. On
peut supposer que x et y sont des éléments du bord. Il existe des cones o, et o, de X tels
que x appartienne a la o,-strate et y sur la o,-strate. On dispose d’injections d’anneaux

0.
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et de schémas semi-abéliens G, et GG, obtenus par image inverse de G sur Spec(O,)
et Spec(O,). Ils sont génériquement abéliens, munis d’une structure de niveau paraho-
rique H, , et H, ,, et il existe sur Spec(O,) un isomorphisme

pri G, — prs Gy

qui respecte les structures de niveau. Les anneaux O, et O, sont normaux d’aprés le
corollaire D’aprés la proposition [1.3.7.1] on obtient deux 1-motifs de Mumford
avec structure de niveau associés a G, et G, et la proposition [2.1.4.1| montre I'existence
de fléches

Spec(0,) — M, o et Spec(O,) — M,, o

par lesquelles descendent les deux 1-motifs avec structure de niveau. On raisonne exac-
tement comme dans la preuve de la proposition pour construire une rétraction de
I'injection O, — O,. [

On voit comme précédemment que Ry = Uy, est un groupoide étale. Appelons
Ago = [Uo/Rs]
le champ algébrique quotient. Expliquons rapidement la propriété modulaire a la frontiére
vérifiée par
(.Ag,o s Zi 0) .

Soient (U — S) un objet de Ouv et (G’, H]) un objet de A, o(U). On suppose que G’
s’étend en un schéma semi-abélien sur S. Le quotient G’/ H! est alors représentable par un
schéma semi-abélien sur S pour 0 < ¢ < s. Supposons que X (G’) soit un quotient de X.
D’aprés la proposition et le diagramme , la famille des formes bilinéaires
B(G'/H}) définit un morphisme B(G’, H.) de Sym*(X ® Q) dans Divg ® Q. La propriété
modulaire a la frontiére suivante se montre comme la proposition en utilisant la

proposition [2.1.4.1]

Proposition 3.1.8.2. — Le groupoide (A%o ‘—>Zio> (U — S) paramétre les objets

(G',H]) de A, o(U) tels que G' s’étend en un schéma semi-abélien sur S, et tels que loca-
lement pour la topologie étale de S, le faisceau X (G) est quotient de X et il existe 0 € &
dont l’adhérence contient la forme bilinéaire pp o B(G', H,) pour tout diviseur irréductible

réduit D de S.
Le théoréme suivant résume les premiéres propriétés de notre construction.

Théoréeme 3.1.8.3. — Le champ algébrique Zio ne dépend que de Y. Il est séparé, nor-
mal et sa projection vers Spec(Z) est de type fini, plate, a fibres géométriquement réduites.
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Ce champ contient A, o comme ouvert dense et il existe un diagramme cartésien

—2
-/497 0~ Agv 0

|

Ay —— A&

a fleches verticales propres. En particulier, Zio est propre sur Spec(Z) et est une compac-
tification de A, o. 1l existe un schéma semi-abélien G' et un drapeau de groupes quasi-finis
plats

H, C Gp]

—x y ) . .
sur A, o qui étendent le schéma abélien et le drapeau universel sur Ay o.

Démonstration. — Les assertions sont des conséquences immédiates de la construction. La
proposition montre que les compactifications ne dépendent que de X. La platitude
et la réduction des fibres des compactifications proviennent des résultats de [G6r03|. Le
drapeau s’obtient par adhérence du drapeau universel sur A, ( dans le groupe quasi-fini
plat G[p]. O

Le champ 71;0 est muni d’une stratification paramétrée par un quotient fini de X et la
complétion formelle le long de la strate associée & o € X est isomorphe au quotient de la
complétion formelle de Ma,o le long de Z, o par un groupe fini. Le schéma semi-abélien
G et le drapeau H, correspondent par cet isomorphisme au quotient de Mumford du 1-
motif M, muni de sa structure de niveau canonique sur M, (. Dans le paragraphe suivant,
on précise la combinatoire du bord de la compactification.

3.2. Compactifications améliorées

Deux problémes subsistent. Le premier est de décrire précisément le bord de
A

et notamment les relations d’incidence entre les différentes strates. Le second est de se
débarrasser des singularités toriques intervenant dans la compactification pour obtenir
un champ n’ayant que les singularités des A,_, o pour r < g. Ce champ sera lisse sur
Spec(Z[1/p]) et le complémentaire de A, y sera un diviseur & croisements normaux.

Ces problémes se résolvent simultanément en introduisant un compleze conique C conte-
nant C'(X). La décomposition 3 de C'(X) induit une décomposition Sy, de C, ce qui conduit
a une description explicite du bord de
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On peut également remplacer le choix de ¥ par un choix plus fin d’une décomposition &
de C, ce qui permet de construire des compactifications améliorées, sans singularité d’origine
torique.

3.2.1. Sous-espaces totalement isotropes. — On introduit des notations analogues
a celles du paragraphe Soit V = EB?“LZ -x; un Z-module libre de rang 2¢g muni d’une
base (z;). On le munit de la forme alternée donnée par la matrice

0
=(0)

ot J’ est la matrice anti-diagonale dont les coefficients non nuls sont égaux a 1. On rappelle
que D = {d; < --- < ds}. On définit une chaine parahorique autoduale V$ de V' en posant,
pour 1 <1 < s,

d; 2g
vV, = @ Z-x; D @ PZ-x;
j=1 j=di+1

29—dsy1—i 2g

et Vi'= P zZ-z,0 P pZ.
J=1 J=2g9—dst1-i+1
Notons I'y le stabilisateur de V3, dans GSp,,(Z) : c’est le sous-groupe de congruence para-
horique associé a D. Si V' est un sous-espace totalement isotrope facteur direct de V', notons
r son rang et V'* son orthogonal. L’entier » détermine 1’ensemble de positions relatives
W, (cf. le paragraphe , oil cet ensemble était noté V). L’image de V3§, dans V/V'+

définit un diagramme commutatif

Yo Y, Ys
XO Xl e Xs
Yo Y Ys

En particulier, V' définit un élément w € W,. On est dans le cadre d’application de la
construction du paragraphe et 'on peut considérer le champ de modules

_ w
My o= Mg, v, 0-

D’aprés les résultats du paragraphe [1.4.6| il existe un champ algébrique By ¢ et un
tore Ey: ¢ tels que My~ o soit un Ey» o-torseur sur By . Posons Sy o = Hom(Ey o, G,,).
C’est une structure entiére sur Sym*(V/V'*) @ R.
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3.2.2. Complexe conique. — Notons € I'ensemble des sous-espaces totalement iso-
tropes facteurs directs de V. Pour tout V' € €, notons C(V/V'*) le cone des formes
bilinéaires symétriques semi-définies positives sur (V/V'+) @ R dont le radical est défini
sur Q. Pour tout V" C V', il existe une inclusion de C(V/V"+) dans C(V/V'+). Notons C
le quotient de 'union disjointe

[I cvive)

Viee
par la relation d’équivalence engendrée par les inclusions de C(V/V"+) dans C(V/V')
pour tous facteurs directs totalement isotropes V" C V’. C’est un complexe conique qui

29 Z-x; facteur direct

est naturellement muni d’une action de GSp,,(Z). Le sous-espace ©32

de V est totalement isotrope et, si I’'on fixe un isomorphisme
! i
~ 2
X—>€BZ-xj:V/(@j19+12-a:j) s
j=1

on obtient une injection de C(X) dans C. Cette injection est équivariante sous ’action
de GL(X), vu comme un sous-groupe de GSp,,(Z).

3.2.3. Décompositions du complexe conique. — On appelle décomposition poly-
édrale rationnelle de C la donnée d’une décomposition polyédrale rationnelle de C'(V/V'+)
pour tout V’ € €; on demande en outre que la décomposition de C(V/V"+) soit la restric-
tion a C'(V/V"1) de la décomposition de C(V/V'+) si V" C V. Soit & une décomposition
polyédrale rationnelle de C.

Définition 3.2.3.1. — On dit que G est admissible relativement a I'y si elle est équiva-
riante sous I'action de I'y et si le quotient & /Ty est fini. On dit que & est lisse si pour
tout V' € €, la décomposition induite par & sur C(V/V'+) est lisse relativement a la
structure entiére duale de Sy .

A toute décomposition 3 de C'(X) qui est G L(X)-admissible on peut associer son orbite
sous GSp,,(Z) dans C, ce qui détermine une décomposition Gy, de C qui est I'g-admissible.
A priori, Gy, n’est pas lisse. En revanche, il existe une décomposition & de C qui raffine Gy,
et qui est lisse (JAMRT] I1.5.3 ou [Pin90] 9.20).

3.2.4. Plongements toroidaux associés & G. — On fixe une décomposition ['p-
admissible & de C. Elle pourra par exemple étre égale & Gy, ou bien étre lisse. Pour tout
o € G, il existe un unique sous-espace totalement isotrope V facteur direct de V' tel que o
soit inclus dans I'intérieur de C'(V/V/"). On dispose alors du champ algébrique My, o et
du plongement toroidal

Myz0 = My 00
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qui est construit a partir du cone ¢ C Hom(Sym?(V/V/"),R) et de la structure en-
tiere Sy, o C Sym?(V/V/*) @ R. Le champ algébrique My 50 est affine de type fini
sur By: . Il est muni d’une stratification localement fermée paramétrée par les faces de o.
On note Zy: , o I'unique strate fermée. Soit V' un sous-espace totalement isotrope facteur
direct de V. Notons
MV’,O — Mv', 0

le plongement toroidal localement de type fini sur By ( associé a la restriction de &
a C(V/V'), et a la structure entiére Sy o. Le champ algébrique My ¢ est muni d'une
stratification paramétrée par la restriction de & a C(V/V'*). Notons Zy o I'union des
strates paramétrées par des cones inclus dans l'intérieur de C'(V/V'4). Le champ Zy g est
alors un sous-champ fermé de MV/, 0-

Remarque 3.2.4.1. — Si G est lisse, les champs MV;J,O et MV,,O sont lisses sur By .
Leurs singularités sont donc celles des champs A, pour » > 0. En particulier, les
champs My , o et My o sont lisses sur Spec(Z[1/p]) et le complémentaire des strates
ouvertes est un diviseur a croisements normaux.

3.2.5. Groupes d’automorphismes. — Soit V' € €. Le stabilisateur de V' dans I';
agit sur V/V'+. On note 'y son image dans GL(V/V'%). Le groupe I'y» agit sur C(V/V'+)
en stabilisant globalement la restriction de & a C(V/V'%). Ce groupe agit donc sur My~ o.
Le quotient My o/T'ys est de type fini sur Spec(Z) car &/Ty est fini. Pour tout cone o
de &, on note I', le stabilisateur de o dans T'y;. C’est un sous-groupe fini de GL(V/V/")
qui agit sur MV;, o,0-

3.2.6. Cartes formelles associées & G. — Pour tout cone o de G, notons
MV;, 0,0

le complété formel de My , o le long de Zy; , 0. Le groupe fini I', agit sur ce schéma
formel, puisqu’il préserve la strate Zy. , o. Pour tout V' € €, notons

MVCO

le complété formel de .A_/lV/’O le long de Zy . Il est muni d’une action de I'y+ et le quotient
est formellement de type fini sur Spec(Z).

3.2.7. Enoncé du théoréme principal. — Soient ¥ une décomposition de C (X) lisse
pour la structure entiére Sym?*(X), et & une décomposition de C qui raffine Sx. Notons

—2

A

g

la compactification toroidale de A, construite par Faltings et Chai.
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Théoréme 3.2.7.1. — Il existe un champ algébrique

—6

A, o
qui est propre sur Spec(Z), qui contient A, o comme ouvert dense, et tel que l'on ait un
diagramme cartésien

—6
-Ag,O - Ag 0

)

|

AgHZE

Le champ 7120 est muni d’une stratification localement fermée paramétrée par & /T'y. Son
complété formel le long de la strate associée a tout come o de & est isomorphe a

mVoﬁ,U,O / FO’ .

Pour tout V' € €, le complété formel de 7150 le long de l'union des strates associées aux
cones de & qui sont inclus dans Uintérieur de C'(V/V'*) est isomorphe a

ﬂvco /Ty

Le champ algébrique Ilge’o est normal et sa projection sur Spec(Z) est plate a fibres géomé-
triques réduites. S1 & est lisse, ses singularités sont celles des champs A,_, o pour r > 0.
En particulier, il est lisse sur Spec(Z[1/p]) et le complémentaire de A, o est un diviseur
relatif a croisements normaud.

-5 —6 . . .
Dans le cas o1 & = &g, ona A, ; = A et le théoréme |3.2.7.1| précise la combinatoire

évoquée aprés le théoréme |3.1.8.3

Démonstration. — On reprend la construction de 71570 en l'adaptant légérement. Pour
tout o € ¥, notons G, I'ensemble des cones de & qui appartiennent a I'orbite de o sous
'action de GSpy,(Z). Posons

Me,.0 = [] Myiro.

TE 60’

Soit ﬂ(eft une carte locale algébrique sans niveau. On pose
—et - —— €t
Me,. 0 = Me,,0 Xz, Mo,
On définit alors Ug, o comme I'union de tous les schémas Megtm o pour o € X. On définit le
groupoide }_367 o comme dans le paragraphe et 'on vérifie qu’il est étale. On note

_6 J— J—
A, 0 = Uso/ Reo
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le champ algébrique quotient. On voit dans les démonstrations des propositions analogues

4 [3.1.2 et [3.1.8.1 que le groupoide Re o respecte la stratification et qu’il identifie des
strates conjuguées sous l'action de I'y. On en déduit les assertions relatives a la stratifi-

cation de la compactification. Les autres assertions résultent de [G6r03]| et de la proposi-

tion B.I. 7.1l [

3.2.8. Propriété modulaire a la frontiére. — Soient (U — S) un objet de Ouv et
(G', H]) un objet de A, ¢(U) tel que G’ s’étend en un schéma semi-abélien sur S. Notons
G, = G'/H! pour 1 < i < s. Il existe une chaine d’isogénies

G=G, — G — G — - — G,
entre schémas semi-abéliens sur S. Rappelons qu’on a défini le dual d’un schéma semi-
abélien dans le paragraphe Il existe donc une chaine de morphismes
(3.2.8A) X(Gp') — X(G') — - — X(G)') — X(G)) — - — X(Gp).
Supposons qu’il existe V’ € € et une surjection de V/V'* dans X (G) qui identifie 'image

de V3, et (3.2.8.A)). D’apreés la proposition [1.4.6.2] la famille des formes bilinéaires B(G?)
définit un morphisme B(G’, H,) de Sy ¢ dans Divg. La propriété modulaire a la frontiére
suivante est la traduction de la proposition |3.1.8.2| en terme de complexe conique.

Proposition 3.2.8.1. — Le groupoide (Ag,o ‘—>71§0) (U — S) paramétre les objets

(G',H,) de A, o(U) tels que G' s’étend en un schéma semi-abélien sur S, et tels que
localement pour la topologie étale de S, il existe V' € €, une surjection V/V't — X(G')
identifiant "image de Vi, et , et 0 € G dont l'adhérence contient la forme
bilinéaire pp o B(G', H,) pour tout diviseur irréductible réduit D de S.

3.3. Structure de niveau principale en un entier auxiliaire

Soit n > 3 un entier non divisible par p. Notons A, ,, — Spec (Z[1/n]) 'espace de modules
des schémas abéliens principalement polarisés de genre g munis d’une structure de niveau
principale en n. Il paramétre donc les schémas abéliens A munis d’un isomorphisme

V /nV — Aln]

qui respecte les formes symplectiques & un scalaire prés. D’aprés [MF94], A, est un
schéma quasi-projectif sur Spec(Z[1/n]). Posons également

Ag7n70 - AQ,O X-Ag Ag,” :

On décrit a présent comment combiner la construction des compactifications de A, ( et
de A, ,, pour obtenir des compactifications toroidales de A, , o, qui seront utiles lors de la
compactification minimale de A, o. Nous changeons la description des compactifications
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obtenues, en vue de application a la compactification minimale : nous décrivons une
premiére stratification en terme de €, puis une stratification plus fine en terme de &.

Soit ¥ une décomposition polyédrale GL(X )-admissible de C(X). Posons & = Gy. C’est
la décomposition polyédrale GSp,,(Z)-admissible & de C obtenue en prenant I'orbite de X
dans C sous 'action de GSp,,(Z). D’aprés [FC90, th. IV.5.7 et 6.7] et le théoréme (3.2.7.1}
il existe des compactifications

Ay = Ay, Ay — Ay et Ay — Ay o

associées a X et a &. Posons

Zg,n,O = Zg,O ng vzg,n .
C’est une compactification de A, ,, o sur Spec(Z[1/n]).
3.3.1. Stratification de .719%0. — Dans ce paragraphe, on décrit deux stratifications
naturelles de A, ,, o. Posons
I, = Ker (GSpy,(Z) — GSpy,(Z/nZ)) .
D’aprés [FC90, th. IV.5.7 et 6.7] et le théoréme [3.2.7.1] les champs algébriques
Zg, ZQ,TL et ./71970
sont munis d'une stratification paramétrée par &/GSp,,(Z), &/I", et &/I'y, ainsi que d'une
d’une stratification plus grossiére paramétrée par €/GSpy,(Z), €/I', et €/T'y. Dans le reste
de ce paragraphe, on décrit plus précisément ces stratifications. Soit V' € €. Il existe des
variétés de Siegel Ayr, Ay, et Ay o (de type parahorique 'image de V3, dans V'+/V"),
des schémas abéliens
BV/ — AV/ s Bvl’n — Avr’n et BV’,O — AV’,O s
des Z-modules libres Sy, Sy, et Sys o, des torseurs
My:r — Byr, My — By et My g — By
sous les tores
EV/ = HOII](SV/7 Gm) s EV’,n = HOIH(SV/JL, Gm) et EV’,O = HOHl(SV/’(), Gm) s
et des fibrés en plongements toriques localement de type fini
My — By, Myr o — By et My g — By g

qui sont munis d'une strate fermée canonique. Notons I'y+, 'y, et I'y»  les stabilisateurs
de V' dans GSp,,(Z), dans I',, et dans I'.

Notons Gy~ I'ensemble des 0 € & inclus dans U'intérieur de C'(V/V'+). Pour tout o €
Sy, on dispose de fibrés en plongements toriques affines de type fini

MO’ _>BV’7 Ma,n _>BV’,n et MO’,O _)BV’,O
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munis d’une stratification paramétrée par les faces de . Dans tous les cas, la strate para-
métrée par o (la o-strate) est I'unique strate fermée. Notons I', et I', les stabilisateurs
de o dans GSp,,(Z) et dans Iy ; ce sont des groupes finis.

Remarque 3.3.1.1. — Comme n > 3, le stabilisateur de ¢ dans I';, est trivial d’aprés le
lemme de Serre [Ser60].

D’aprés les théorémes IV.5.7 et IV.6.7 de [FC90| et le théoréme [3.2.7.1] il existe des
isomorphismes

—~ ~V ~V' —~ ~V'
(3.3.1.A) My /Ty — A, , Myn— A, /Tvin, My o/Tvo—A,

- =0 - =0 _— —~0

M, /T, — A, s Mon — Ay et Moo /To0 e Ao
entre complétés formels le long des V'-strates et des o-strates. Considérons les produits
fibrés

Avino = Avio X Ay Aviin s Bvino = Byro X By By, ,
MV/,n,O = MV’,O Xﬂv, MV’,n 5 MU, n,0 — MO’,O Xﬂo Ma,n>
la somme amalgamée

Syino = Svio @ Svin s

Sy

le groupe I'yr ,, 0 = I'yr oNT'yr 4, et le groupe I'y, o = I', NIy Les schémas MVg no et Ma,mo
sont des fibrés en plongements toriques sur By~ , o, équivariants sous le tore

EV/,n,o = HO_HI(SV/,n,O,Gm) .
La proposition suivante résulte immédiatement des isomorphismes (3.3.1.A]).

Proposition 3.3.1.2. — Le champ algébrique ./Tlgm,o est muni d’une stratification para-
métrée par €/T',, 0. Son complété formel le long de la V'-strate est isomorphe au quotient

-/\/l\/’7 n,0 / FV’7 n,0

du complété formel de Mv/’n’g le long de la strate fermée canonique. Le champ .,Tlg,n,() est
également muni d’une stratification plus fine paramétrée par S /I, . Son complété formel
le long de la o-strate est isomorphe au complété formel

—

Mcr,n,O
de HU%O le long de la o-strate.

Le corollaire suivant résulte du fait que A, ,, et MU,n,O sont des schémas pour o € G.

Corollaire 3.3.1.3. — Le champ algébrique ./Tlg,mo est un espace algébrique.
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3.3.2. Extension des schémas abéliens. — Notons G le schéma abélien universel
sur Ay .0, et He le drapeau universel de Gy[p|. Posons G; = Go/H; pour 1 < i < s. 11
existe une chaine d’isogénies
Go— G — - — G
entre schémas abéliens sur A,, . Le théoréme [3.2.7.1] et les résultats de [FC90, II.2]
montrent que G; s’étend en un schéma semi-abélien
Gi B Zg,n,o
pour 0 < ¢ < s, et que la chaine d’isogénies s’étend en une chaine de morphismes entre
schémas semi-abéliens. Pour tout 0 < 7 < s, on note e; la section neutre de GG; et ’'on pose
Q=e Qg /z,,, e w=det().
Ces derniers sont des faisceaux localement libres sur A, ,, o de rang respectifs g et 1. On
appelle w; le i-éme fibré de Hodge. 1l existe une suite de morphismes
Ws — Ws—1 — =+ — Wo
définis sur A, ,, o, qui induisent des isomorphismes aprés changement de base par Spec(Z[1/np)).
Pour tous V' € € et 0 < i < s, il existe un schéma semi-abélien Gy ; — By 0 qui
est globalement extension
O — TV/,i — éV’,i — AV’,z’ — 0

d’un schéma abélien par un tore (cf. paragraphes 1.4.5 et 1.4.9). Le schéma abélien Ay ;
provient d’un schéma abélien sur Ay~ , . Le groupe des caractéres Xy~ ; du tore Ty ; est
égal a I'image de V3 ~* dans V/V'! (cf. paragraphe 3.2.1). On a par exemple Xy o = V/V'~.
Pour tout ¢ € Gy, on note encore GV/J- le schéma semi-abélien qui est 'image réciproque
de évf’i par le morphisme

MU, n0 — BV’,n,O .
D’apreés la remarque qui suit le théoréme (3.1.8.3| 'extension de Raynaud de

Gi E— MO’,’R,O
est év/J. Il existe donc sur MWO des isomorphismes
(3.3.2.A) Wi 5 det (QGV>

— det (XV’,i) & WAy, ;-






CHAPITRE 4

COMPACTIFICATION MINIMALE

Dans ce chapitre, nous définissons les formes modulaires de Siegel arithmétiques de ni-
veau principal en un entier n > 3 non divisible par p, et de niveau parahorique de type D
en p. Le poids d’une telle forme est une famille (ko,--- , ks) d’entiers relatifs qui code le
faisceau inversible dont la forme est une section globale. Nous définissons le développe-
ment de Fourier-Jacobi d’une forme modulaire et montrons une version du principe de
Kocher, valable si ¢ > 2, ainsi qu’un principe de développement de Fourier-Jacobi. Pour
cela, nous utilisons le caractére réduit de A,, o x Spec(F,) [G6r03|, la densité de son
lieu ordinaire [GNO2| et une description de ses composantes irréductibles [Yu04]. Enfin,
nous construisons la compactification minimale de A,, o pour n > 3 non divisible par p.
Cette derniére est un schéma projectif associé a ’algébre graduée des formes modulaires
de poids (k,--- , k) pour & > 0. Nous utilisons de maniére essentielle la normalité de A, , o

(prop. [3.1.7.1)).

4.1. Formes modulaires de Siegel

On fixe un entier n > 3 non divisible par p, un élément k = (ko,--- ,ks) de Z5T! | un
Z[1/n]-module M et 'on pose
Wk = ® u)z@ki
i=0

qui est un faisceau inversible sur A, ,, o.

Définition 4.1.1. — Une forme modulaire de Siegel de genre g, de poids k, de niveau
principal en n, de niveau parahorique de type D en p, et a valeurs dans M est un élément
du groupe

H(Ayno, wE@ M) .

Remarque 4.1.2. — La famille k = (ko, - - , k) induit une famille (detko, e ,detko) de
caracteéres du groupe algébrique GL,. On pourrait remplacer le choix de k par celui d’une
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famille de s+ 1 représentations algébriques de GL,, et I’on obtiendrait des formes a valeurs
vectorielles ; les résultats de cette partie s’adapteraient sans peine.

Si M est un Z[1/npl-module, les faisceaux w®* ® M sont tous isomorphes. La donnée
de k est donc équivalente a celle de ), k;.

Proposition 4.1.3. — Le groupe HO(Zg,n,O , Wk ® M) est indépendant du choiz de la
décomposition polyédrale ..

Démonstration. —  Soit ¥’ une autre décomposition polyédrale GL(X)-admissibles
de C(X). Notons

—/

A

la compactification toroidale qui lui est associée. Deux décompositions admettent un raf-

g,n,0

finement commun ; on peut donc supposer que X' raffine X. Il existe alors un morphisme
_/ —
¢ : Ag,n,O Ag7n’0

qui est propre, surjectif et birationnel. Localement pour la topologie étale, ¢ s’identifie a
un morphisme entre plongements toriques équivariants sous le méme tore. En utilisant les
résultats de [KKMSDI, 1.3], on voit que

¢* Oj:],n,o - Ojgv”vo
et que pour tout 7 > 0, on a
J —
R (b* Oz;,n,D - O
Notons w/ le i-éme fibré de Hodge sur .,71;7,170. Comme w, = ¢*w;, la formule de projection

et la suite spectrale de Leray montrent qu’on a bien

H (Ago, @ M) = H (A, . o' f@ M) . O

g,n,0

4.1.4. Développement de Fourier-Jacobi. — Le Ey. ,  -torseur My~ ,, est affine
sur By o pour V' € €. Il existe donc un faisceau A en algebres sur Os,, , , tel que

My o = Spec(A)

Le tore Ey/ , ¢ agit sur A et I'on peut décomposer ce faisceau en algébres selon le groupe
des caractéres Sy , 0 de Ey 0. On obtient

A= & cw
AESYI no

ot L(A) est le sous Op,, -module de A sur lequel Ey , ¢ agit par \. Comme My ;o est
un Ey 0 -torseur, £(\) est un faisceau inversible sur By, . Pour o € &y, si 'on pose

o' = {AeSym*(V/V"@R) | b(A\)>0Vbeo},
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on a par définition

ﬂmo = Spec @ L(N)

AESy , oN oY

Posons
S

S
we% = ® (det(XV/J-))ki et wfb = ® wf{vl’i.

i=0 =0

Dans la définition suivante, on utilise la proposition |3.3.1.2et le calcul (3.3.2.A)) de w; au

voisinage d'une strate. Soit f € H( Ay, 0, wt® M).

Définition 4.1.4.1. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en o € Gy est la série
formelle

FI(f) = Y aw) e ] HO(BV,,n,O,c(A)®w§t®w§b®M)

AESV’,n,O NoVv )‘GSV’,n,O NoVv
obtenue en évaluant f sur le complété formel de M, , o le long de sa o-strate.

Posons 0~ = { A € Sym*(V/V'* @ R) tel que b(A\) >0 Vb € o } . L’idéal de la o-strate
de ﬂmmo est engendré par les H(By/ 0, L(\)) o0 A € Syr 0 N 7. On en déduit que

presque tous les ay ,(f) sont nuls pour A € 0¥ —o”.

Proposition 4.1.4.2. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en o € Gy ne dépend
que de [ et de V.

Démonstration. — Soient o, 7 € Gy Quitte a considérer une suite de cones reliant 7
et o, on peut supposer que 7 est une face de o. Il existe alors une immersion ouverte

A4ﬁnﬂ — A4omﬁ-

Comme les schémas semi-abéliens Gy ; se correspondent via ce plongement, on voit que

FI(f) = FI.(f) € H (ﬁno WA) . O

On appelle pointe ou cusp les éléments de €/T',, o. La proposition précédente permet de
définir le développement de Fourier-Jacobi
FJy(f) = Z axv(f)
A
de f en la pointe V' € €. Le corollaire suivant résume quelques propriétés élémentaires du
développement de Fourier-Jacobi. On y utilise le fait que Nyes,, 0¥ = C(V/ V)Y et que
le groupe I'y/ ,, o agit sur ’algébre

[T 8 (B, L)@k ek enm).

)‘ESV’,n,O
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Corollaire 4.1.4.8. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en V' est indépendant
de X, et est invariant sous l'action de I'y: 0. L’application X — axyv/(f) est a support
dans

Syino N C(V/VHVY.
Ona F,v (f) =~ Fv(f) pour tout v € ', .

Remarque 4.1.4.4. — Si V' € € est un sous-espace totalement isotrope maximal, le
schéma By o est égal a Spec(Z[1/n]) et le développement de Fourier-Jacobi de f est un
élément de

zli/n) [ Svmo® i@ M]]

qu’on appelle habituellement ¢-développement de f.

4.1.5. Principe de Koécher. — Dans ce paragraphe, on démontre une version du prin-
cipe de Kocher en utilisant la méthode de [FC90, V.1] et la proposition suivante, qui
résulte de [GNO2]| et de [Yu04].

Proposition 4.1.5.1. — Toute composante irréductible de A, o x Spec(F,) rencontre le
bord de A, o x Spec(F,).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer I’énoncé analogue ou I, est remplacé par une
cloture algébrique F,,. D’aprés le théoréme principal de [GN02], le lieu ordinaire A%, de

Agno x Spec(F,) est dense dans A, ,, ¢ x Spec(F,). On en déduit que les composantes irré-
ductibles de A, o x Spec(FF,) sont les adhérences des composantes irréductibles de Agfgyo.
D’aprés [YuO4, 3.2 et 3.3|, les composantes irréductibles de AZ’}“&O sont ses composantes
connexes. De plus, on dispose d’une description explicite de ces composantes connexes : ce

sont les fibres du morphisme

A (Z ) x {(d < dy << d) | 0<d, <d; Vi<s}

g,n,0

et la famille formée des rangs multiplicatifs d; des H;. On déduit de la proposition (3.3.1.2
que chaque composante connexe de A4 | rencontre le bord de A, o x Spec(F,) (cf. pa-

g,n,0
ragraphe [1.2.6]). [

qui & un objet (A, c: (Z/nZ)* = Aln), H.) de A% | associe le facteur de similitude de ¢

Remarque 4.1.5.2. — En fait, on a démontré que toute composante irréductible de
Ay no % Spec(F,) rencontre une V'-strate pour un certain V' € ¢ maximal.

Corollaire 4.1.5.3. — Si FJy/(f) =0 pour tout V' € €, on a f = 0.

Démonstration. — Sur un schéma quasi-cohérent, la formation de la cohomologie cohérente
commute aux limites inductives de faisceaux. On peut donc supposer que M est de type
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fini sur Z, puis que M est égal & Z/pZ, & Z[1/n] ou a Z/IZ, o | est un nombre premier
qui ne divise pas np. En particulier, M est un anneau et ’'on a

HO (A0, W@ M) = H° (A, 0 x Spec(M), ) .
Si M = Z[1/n] ou Z/IZ, pour tout ¢ € & I'image du morphisme

Mo x Spec(M) — Ay no x Spec(M)

donné par la proposition a une intersection non vide avec toutes les composantes
irréductibles de A,, o x Spec(M). Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout
schéma réduit X, pour tout ouvert dense U et pour tout faiseau F localement libre sur X,
la restriction

H(X,F) — H(U, F)
est injective. Si M = Z/pZ, un raisonnement analogue s’applique. On utilise la proposi-
tion et le caractére réduit de A,, o x Spec(M) [G6r03], en tenant compte des
développements de Fourier-Jacobi en tous les V' € €. [

Remarque 4.1.5.4. — Soit R un systéme de représentants des orbites de sous-espaces
totalement isotropes maximaux facteurs directs de V' sous l'action de I', . D’aprés la

remarque [4.1.5.2] I'application f — {FJy/(f)}vecr est injective. Si 'on se restreint aux
formes modulaires a valeurs dans un module sans p-torsion, il résulte de la démonstration

du corollaire [4.1.5.3| que f +— FJy/(f) est injective pour tout V' € €.
On déduit du corollaire [4.1.5.3| un principe de développement de Fourier-Jacobi.

Corollaire 4.1.5.5. — Soient M C M’ deuz Z-modules et f € HO(A, .o , W& @ M').
Si FJy:(f) est a coefficients dans M pour tout V' € &€, on a

fen (Ao, wEa M),
On dispose également d’une version du principe de Kocher.

Proposition 4.1.5.6. — Si g > 2, Uapplication de restriction réalise un isomorphisme
HO (Ag 0, W@ M) = H° (Ayn0, w5 @ M) .

Démonstration. — On se réduit comme précédemment au cas ou M = Z[1/n] ou Z/IZ, et
ot [ ne divise pas n. Le schéma A, ,, o X Spec(M) est un ouvert dense de A, ,, o x Spec(M).
Le schéma ng’() X Spec(M) est réduit. On en déduit que l'application de restriction
est injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit f € H°(A,, 0 x Spec(M) , wk). Pour
tout V' € € maximal, on peut former un développement de Fourier-Jacobi FJy-(f) analogue
a celui de la définition Notons A 'ensemble des A € Sy, tels que ay v/ (f) # 0.
Il est invariant sous I'y/ ,0 et son intersection avec Sy: o \ ¢ est finie pour tout o €
GSyr. On déduit de [FCO0, lem. V.1.3] que A C C(V/V'H)Y : en effet, on remarque que
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I'image de Iy, o dans GL(V/V') est d’indice fini, et qu'une puissance assez grande de
l’eilglomorphisme T de [FC90, V.1.3] es/t\dans cette image. La section f s’étend donc
& My 0. On en déduit que f s’étend Myw,o pour tout V” € €, puis que f s’étend
a Ay o O

4.1.6. Coefficient constant. — Soient une forme modulaire f € H(A,, o, wt® M),
un sous-espace V' € € et un céne o € Gy Dans cette partie, nous montrons que la
restriction de f a la o-strate est indépendante de o et définit une forme modulaire de
genre g — rang(V").

Proposition 4.1.6.1. — La restriction de f a la o-strate de A, .o ne dépend que de V'
et est égale a

aO,V’(f) € HO (BV’,n,O ) (.di ® wfb ® M)

Démonstration. — L’idéal de la o-strate est engendré par les HO(Bys .0, L(N)) ou X €
Svino N 07, et le développement de Fourier-Jacobi de f est & support dans C’(V/V’L)V.
Mais C'(V/V'*)Y \ 6> = {0} car ¢ est inclus dans Pintérieur de C(V/V'"). O

On rappelle que pour 0 < ¢ < s, le schéma abélien Ay ; descend a la variété de Sie-
gel Ay 0 de genre g — rang(V') et de type parahorique 'image de V3§, dans V'+/V".
D’aprés la proposition la fleche By 0 — Ay no admet une section canonique
dont 'image s’identifie aux invariants de By , o par I'ys ,, 0. On en déduit le résultat sui-
vant.

Corollaire 4.1.6.2. — La section aq v (f) provient d’une section de H° <AV’,n,0 : wfb ® M)

4.2. Compactification minimale

Construisons a présent la compactification minimale de A, ,, o. Dans un premier temps,
on se restreint au cas ou n > 2pg\/2p. Cette hypothése sera utilisée dans la preuve de la
proposition [4.2.3]

Le théoréeme [MB85| IX.2.1] affirme que si S est un schéma normal excellent, si G —
S est un schéma semi-abélien et si wg/g désigne le déterminant du faisceau des formes
différentielles invariantes de (G, il existe un entier positif m tel que

Xm
Wa/s

soit engendré par ses sections globales sur S. Le schéma A, o est excellent et normal
d’aprés le théoréme [3.2.7.1] I existe donc un entier positif m tel que w®™ soit engendré
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par ses sections globales pour tout 0 < ¢ < s. Ainsi, il existe un morphisme propre
S
¢ Agno — HP (HO(Ag,n,O 7Wzm)) :
7=

On applique le théoréme de factorisation de Stein [EGA 111 4.3.3, 4.3.4] et I'on obtient un
schéma Aj |, , et une factorisation de ¢ en

Ao == Ao~ TP (B (Agno ,wi™)
i=0

ol v est un morphisme fini, ot les fibres de 7 sont non vides et géométriquement connexes,
et ou 1, O Aymo = @) Ao Pour tout 0 < i < s, il existe un faisceau inversible £; sur
P (HO(.Ag n, 0, W )) qui est trés ample et tel que p*L; — w™. L’existence du plongement de
Segre [EGA 11 4 3] montre que X_(L; est trés ample sur []}_ P (H°(Ayn,0,w!")). Posons
L = ¢ K, L;; daprés [EGA 11 4.6.3], c’est un faisceau ample sur A*
de [EGA 11 4.6.3] que

om0 11 Tésulte

A*noPrOJ(@HO 5.0 )) .
keN

Comme 7*L = @uwj" et 107 = Ox sonaH(Ay o, LF) = H (A, 0, ®;w™) pour
tout k& > 0. On note k = (k,--- , k) € N**1. D’aprés [EGA 11 2.4.7], on a

A 0 = Proj (EB H(Ayn0, w)) .

keN
La proposition montre alors que A ,,  est indépendant de 3.

Lemme 4.2.1. — Soient g, m et N trois entiers tels que m > 2N gv/2N, soit K un corps
et soient G et G' deuzr schémas abéliens de genre g sur Spec(K) munis de polarisations A
et X et de structures de niveau principales en m. Si X est principale, il existe au plus une
isogénie [ : G — G’ compatible auz structures de niveau en m telle que f'o N o f = N,
ot f' désigne l'isogénie duale de f.

Démonstration. — Soient f et g deux isogénies satisfaisant les hypothéses du lemme.
Comme Hom(G, G’) s’identifie & un réseau de End(G) ® Q inclus dans End(G) ® Z[1/N],
on peut voir f et g comme des Q-endomorphismes de G tels que N f et Ng soient dans
End(G). D’aprés [MumT0, coro. 19.3|, la Q-algébre End(G) ® Q est semi-simple de rang
< 4¢?. Notons Tr la trace réduite qui lui associée et ¢ la forme quadratique sur End(G) @ Q
qui envoie u sur Tr(u‘Aul~1). Cette derniére est définie positive par [Mum70, th. 21.1] et
prend des valeurs entiéres sur End(G). Par hypothése, on a

q(f) =Tr(p) <4Ng* , q(g) <4Ng*
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et il existe u € Hom(G, G’) tel que f — g = mu. On a donc
m’q(u) = q(f —g) < a(f) +alg) < 8Ng*.
Comme m > 2Ngv/2N par hypothése, on en déduit que q(u) < 1/N% Oron a
Nu € End(G)
et ¢ prend des valeurs entiéres sur End(G), doncu=0et f =g¢g. O

Remarque 4.2.2. — En posant N = 1, G = G' et A\ = X dans le lemme précédent,
on montre que tout automorphisme de G préservant une polarisation principale et une
structure principale de niveau > 2¢gv/2 est égal a I'identité. Ceci est une forme faible du
lemme de Serre [Ser60].

Proposition 4.2.3. — Les fibres géométriques de 7 au-dessus de l'tmage de Ay, pos-
sedent un unique point géométrique.

Démonstration. — Comme ¢*L; — w!", le faisceau w]" est trivialisé le long des fibres

de 7 pour 0 < i < s. D’aprés [MB85| th. X.4.5] ou [FC90, prop. V.2.2], on en déduit
que pour tout point géométrique Z de (A, 0) et tout 0 < i < s, la fibre 7 !(Z) est
incluse dans A, et la classe d’isomorphisme du schéma abélien G, est constante sur
7 1(Z). Le faisceau des endomorphismes de G; est constant sur 7—!(z) , a valeurs dans un
Z-module libre de type fini. Cela implique que la classe d’isomorphisme du schéma abélien
polarisé G est constante sur 7—!(Z). On rappelle qu’on suppose n > 2pg./2p. On applique
le lemme [4.2.1 &4 G = Gy, a G’ = G, a la polarisation principale A = X\, de G, a la
polarisation canonique A = \; de G;, am =net & N = p pour 0 < i < s. On en déduit
que la classe d’isomorphisme de la chaine d’isogénies

Gy — G — -+ — Gy

entre schémas abéliens polarisés est constante sur 7! (z). Cela montre que la fibre géomé-
trique 7 !(Z) posséde un unique point géométrique. [J

Corollaire 4.2.4. — La restriction de m a Ay, est un isomorphisme sur son image.
Démonstration. —  D’aprés la proposition [4.2.3] et le Main Theorem de Zariski

[EGA 111 4.4.3], la restriction de 7 & Ay, o est finie sur son image. La proposition et
le caractére réduit de A, , o montrent que la restriction de 7 & Ay, ¢ est une application
birationnelle. Comme w0z = Oxr et Ayn.o est normal, le théoréme des fonctions
formelles [EGA 111 4.1.5] montre que le schéma Aj .o est normal. Toute application
finie birationnelle d’'image normale est un isomorphisme. C’est donc le cas du morphisme

7 Agno — m(Ayno) obtenu par restriction. [
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Etudions & présent la restriction de 7 aux autres strates de .,Tlg,n,o. Comme 7 est donné
par I’évaluation de formes modulaires de Siegel, le corollaire [4.1.6.2| implique que pour
tout V' € €, la restriction de 7w a la V’-strate se factorise en

*

7TV'/ : AV’,n,O Agy’nqo .

On montre comme précédemment que my+ est un morphisme fini birationnel sur son image,
dont les fibres géométriques possédent un unique point géométrique. Avant de prouver la
normalité de 7y (Ay/ ,,0), il nous faut établir quelques résultats préliminaires.

Proposition 4.2.5. — Deuz strates paramétrées par des éléments différents de €/T,, o ont
des images disjointes par .

Démonstration. — Soit T un point géométrique de A7, . D’apres [FC90, prop. V.2.2],
la restriction de G; a W‘l(q_:) pour 0 <7 < s est un schéma semi-abélien de rang torique
constant. Ainsi, les rangs multiplicatifs et abéliens (définis dans la partie|1.2.6]) de la chaine

(4.2.5.A) Go— Gy — - — G,

sont constants sur 71(z). Or d’aprés les résultats de la partie ces rangs parametrent
exactement I'ensemble €/T",, . O

Le schéma Aj ,  est donc muni d’une stratification indexée par &/I', . Notons Zy-
la strate de Aj , , paramétrée par V' € €. Soit Z un point géométrique de Zy. Notons
encore T l'unique point géométrique de la fibre de my: @ Ayr 0 — A;mo en z. Notons

Oa .z

g,n, 0%

L s . _
le complété du localisé strict Ou 7 de A7, o en T et

BV’,n,O,i
le complété formel de By 0 x Spec(O4,, . z) le long de la fibre de By o — Avr no
en .
Proposition 4.2.6. — Il existe un isomorphisme canonique

Fn,O

. N ol 5

Ous oo I1 H (Byrino, s £0V))
AESy 1 0 NO(V/VIL)Y

qui induit un isomorphisme

o~ o~
OZV/, T O.AV/, n,0, T
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Démonstration. — D’apreés [EGA 111 4.1.5|, Panneau complet @Azn ..z est isomorphe

a I'anneau des fonctions réguliéres sur le complété formel de Xg,n,o le long de 7—!(z). La

proposition [4.2.5|montre que 71(Z) est inclus dans la V'-strate de A, ,, o x Spec(@Az )

L’existence du premier isomorphisme résulte de I’'isomorphisme

_ =V
MV': n,0 / FV'7 n,0 Ag,n,O

—~

et du fait que 'anneau des fonctions réguliéres sur My ,, o est

I1 H (Byrino, L) -

XESy1 0 NC(V/VIL)Y
La seconde assertion se déduit de la premiére et du corollaire 4.1.6.2| [

Corollaire 4.2.7. — Pour tout V' € €, la restriction de w a la V'-strate de Ay, se
factorise en un isomorphisme my: @ Ayr 0 — Zyr.

Démonstration. — Soit V' € €. On a vu que la restriction de 7 & la V'-strate de A, o
se factorisait en un morphisme mys @ Ays 0 — A;,n,O' Par définition, le sous-schéma 7y~
de A;,n,o est I'image de my,. On a montré que le morphisme my : Ay ,, 0 — Zy est fini
birationnel. D’aprés la proposition [3.1.7.1] le schéma Ay, est normal. On déduit du
second isomorphisme de la proposition que le schéma 7y est normal. Ainsi, 7y~
induit un isomorphisme de Ay , o sur Zy,. O

Soit n’ un entier divisible par n mais non par p. Le schéma A, ,, ¢ est muni d’une action
du groupe GSp,,(Z/n'Z), et le quotient par 'action du sous-groupe I'; /T o s’identifie
canoniquement & Ay, 0. Comme I’éventail ¥ est équivariant sous I'action de GL(X), le
schéma A7 , , est muni d’une action de GSpy,(Z/n'Z) prolongeant celle sur Ay, o. Le
quotient de A} ., ; par I, /T 0 est canoniquement isomorphe a A | .

Si n > 3, il existe un entier n’ > 2pg+/2p qui est divisible par n mais non par p. En
posant

Z:n70 - A;7n/70/rn’07

on obtient une compactification minimale de A, ,, o qui est indépendante du choix de n'.

Remarque 4.2.8. — De la méme maniére, on obtient une compactification minimale de
I'espace de modules grossier associé a A, (. Sa description est moins élégante que celle
de .A; .o car il faut tenir compte des automorphismes du champ A, o.

On note A , la compactification minimale de A, construite dans [FC90, V.2.5]. On
rappelle que A, ,, o désigne la compactification toroidale associée & . Dans le théoréme
suivant, nous résumons les propriétés de la construction que nous venons d’effectuer. Le
cas des courbes elliptiques étant bien connu, on suppose g > 2.
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Théoréme 4.2.9. — Sin > 3, il existe un schéma canonique Aj ,,  projectif de type fini
sur Spec(Z[1/n]). Il contient Ay, o comme ouvert dense, est normal et indépendant de X.
Le morphisme d’oubli de Ay, vers Ay, s’étend en un morphisme de Aj ,  vers A; .
Pour tout 0 < ¢ < s, le fibré de Hodge w; sur Ay, o s’étend en un faisceau inversible

sur A* Le produit tensoriel ®;_, w; est ample sur A’

et il existe un isomorphisme

g,n,0° gn,0
canonique
S
* ~ : 0 k
Agn,0 Proj EB HY | Agno s ® W :
keEN i=0

Le schéma Aj,,  est muni d’une stratification localement fermée paramétrée par C/Tho;
la strate associée a V' € € est canoniquement isomorphe a Ay 0. Il existe un morphisme
canonique
A *
[ AQJ%O Ag,n,O .
R . . . * .. . . . vy

L’image inverse par 7 de la stratification de A; ,  coincide avec la stratification de Ay, o0
qui est paramétrée par C/T,, o.

Démonstration. — L’isomorphisme entre A7 et Proj (@keN H° (.Agm,(), ®:_g wf)) ré-
sulte de I'isomorphisme

S
om0 > Proj <@ H° (719%0, ® wf))
kEN i=0

et du principe de Kocher [4.1.5.6| qui est valable si ¢ > 2. Il reste a prouver que w; s’étend
en un faisceau inversible sur A7 pour 0 < i < s. Soit j I'immersion de A, , o dans
om0 Comme A7 est normal et A%\ Ayno est de codimension > 2, une éventuelle
extension localement libre du faisceau w; est unique, et égale a j, w;. Par descente, il suffit
de montrer que w; s’étend au complété du localisé strict de A7, ; en tout point géométrique

d’une V'-strate. Cela résulte de (3.3.2.A) et du corollaire O






CHAPITRE 5

PROLONGEMENT DU DRAPEAU AUX
COMPACTIFICATIONS

5.1. Construction de Mumford semi-stable

Nous décrivons une modification de la construction de Mumford qui permet d’obtenir
des schémas abéliens dégénérant en des schémas en groupes semi-stables.

5.1.1. Schémas semi-stables marqués. — Soit .S un schéma.

Définition 5.1.1.1. — Un schéma en groupes GG sur S est semi-stable s’il est commutatif,
séparé, lisse de type fini sur S, et si ses fibres sur S sont extension de groupes finis étales
par des schémas semi-abéliens.

Ezxzemple 5.1.1.2. — Tout schéma semi-abélien est un schéma en groupes semi-stable.
Si S est un trait de point générique n et G, un schéma abélien sur 7 qui a réduction
semi-stable sur S, le modéle de Néron de G, est un schéma en groupes semi-stable sur S.

Remarquons que tout schéma en groupes semi-stable & fibres connexes sur S est semi-
abélien. Soit G un schéma en groupes semi-stable sur S. D’aprés [EGA 1v3 15.6.5], il existe
un sous-schéma en groupes G ouvert dans G tel que pour tout s € S, la composante neutre
de G, soit GY. Le schéma G° est semi-abélien sur S car ses fibres sont connexes.

Définition 5.1.1.3. — Un schéma semi-stable marqué sur S est la donnée d’un schéma
en groupes G semi-stable sur S, d'un schéma H étale fini sur S, et d’une immersion H — G
telle que le quotient G/H soit semi-abélien sur S.

Etant donnés un schéma en groupes semi-stable G et un sous-groupe fini étale H de G,
le quotient G/ H est semi-abélien si et seulement H, rencontre chaque composante connexe
de G, pour tout s € S. Soit (G, H) un schéma semi-stable marqué. Il existe une isogénie
G° — G/ H entre schémas semi-abéliens. Son noyau est le groupe H NG qui est quasi-fini
et plat sur S. Soit (G’, H') un autre schéma semi-stable marqué sur S. Un morphisme entre
(G,H) et (G', H') est par définition un morphisme de G dans G’ qui envoie H dans H'.
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Un tel morphisme induit un diagramme commutatif

G°——G/H

I

G —=G'/H’

de morphismes de schémas semi-abéliens sur S. Une isogénie entre (G, H) et (G', H') est
par définition un morphisme surjectif de noyau quasi-fini et plat. Généralisons & présent le
théoréme [1.1.2] aux schémas semi-stables marqués.

Proposition 5.1.1.4. — Soient S un schéma normal, U un ouvert dense de S et (G, H)
et (G', H') deur schémas en groupes semi-stables marqués sur S. La restriction a U induit
un tsomorphisme

Homg (G, H), (G',H")) — Homy ((Gv, Hy) , (Gy, Hy))

Démonstration. — L’application de restriction est injective car U est dense et S est séparé.
Montrons qu’elle est surjective. Soit f un morphisme de (Gy, Hy) dans (G, H{;). 1l induit
un morphisme a de Hy dans H{;, un morphisme b de G, dans G’ % et un morphisme c de
(G/H)y dans (G'/H')y. Les schémas H et H' sont finis étales sur S, donc a s’étend en un
morphisme de H dans H’. Les schémas G°, G"°, G/H et G'/H’ sont semi-abéliens donc
les morphismes b et ¢ s’étendent sur S par le théoréme Il existe par conséquent un
morphisme de G° x H dans G"° x H' qui envoie H N G° dans H' N G"°. D’apreés IMB85,
prop. IV.8.1], comme le morphisme de HNG® dans H est une immersion ouverte, le quotient
de G° x H par le groupe quasi-fini et plat H N G est représentable et égal & G. Il en est
de méme pour GG'. On obtient ainsi un morphisme de G dans G’ qui étend f. [

Soit (U — S <« Sp) un objet de la catégorie OuvComp définie dans la partie En
particulier, S est un schéma normal affine complet pour la topologie définie par I'idéal du
sous-schéma fermé 5. Notons DegSt la catégorie des schémas semi-stables marqués (G, H)
sur S tels que Gy soit abélien, que Gg, soit globalement extension d'un schéma semi-
abélien de partie torique isotriviale sur Sy par un groupe fini étale sur Sy, et que H N G°
soit trivial au-dessus de Sp. De méme, notons DegSt,,, . la catégorie dont les objets sont
les familles (G, H, L), ou (G, H) est un objet de DegSt et £ un faisceau inversible cubiste
sur G [MBS85|, déf. 1.2.4.5| relativement ample sur U. Les morphismes de la catégorie
DegSt,,p1e Tespectent les faisceaux relativement amples sur U, donc sont des isogénies.

Soit (G, H) un objet de DegSt. Le schéma Gy /Hy est abélien sur U, donc admet un
faisceau ample rigidifié £y par [Ray70, VI.2.4 et XI.1.4]. Ce faisceau s’étend en un faisceau
inversible rigidifie £ sur G/H. D’aprés [Bre83|, prop. 2.4], £ est muni d’une structure
cubiste canonique. Le morphisme f : G — G/H est fini et le faisceau f*L sur G est muni
de la structure cubiste obtenue par image inverse. D’aprés [EGA 11 4.6.3], le faisceau f*Ly
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est relativement ample sur U. On en déduit que 'oubli de £ définit un foncteur

DegSt — DegSt

ample

qui est essentiellement surjectif. Ce foncteur n’est pas pleinement fidéle puisque les mor-

phismes de la catégorie DegSt sont des isogénies.

ample

Remarque 5.1.1.5. — Supposons que S soit un trait de point fermé Sy. Soient G
un schéma semi-stable sur S qui est abélien sur U et L£; un faisceau cubiste sur Gy.
D’aprés [MB85, th. II.1.1], il existe une obstruction a étendre £y en un faisceau cubiste
sur G. Cette obstruction correspond a une application quadratique sur le groupe des
composantes connexes de Gg,. Nous avons montré que cette application est nulle si G est
muni d’un marquage par H et si Ly descend & Gy /Hy.

5.1.2. Faisceaux cubistes sur les 1-motifs. — Soient S un schéma, et M = [V -5 G
et M' = [V’ G'] deux 1-motifs sur S.

Définition 5.1.2.1. — Une G,,,-biextension de M et M’ est une famille (£,¢,¢'), ot £ est
une G,,-biextension de GG et G', ol I'isomorphisme ¢ est une trivialisation de la biextension
(1 x Id)*E et ou 'isomorphisme ¢’ est une trivialisation de (Id x j)*& tels que

(Id x §)* t = (i x Id)* ¢/

Si Biext!(M, M';G,,) désigne le groupe des classes d’isomorphisme de G,,-biextensions
de M et M’, on a Biext'(M, M’ ;G,,) ~ Hom(M', M*) par [Ber08, 3.2.3]. 1l existe donc
une biextension de Poincaré Py de M et M?, qui correspond a 'identité de M?.

Notons m, p et q la multlphcatlon et les deux projections de G x G sur G. Posons
A(C) = m*L @ p*L' @ ¢*L~! pour tout faisceau inversible £ sur G. On rappelle que
d’aprés [Bre83, prop. 2.4|, la catégorie des faisceaux cubistes sur G est équivalente a la
catégorie des faisceaux inversibles rigidifiés sur G.

Définition 5.1.2.2. — Un faiscean cubiste sur M est une famille (£, s,t), oi £ est un
faisceau cubiste sur GG, ol s est une trivialisation du faisceau cubiste ¢*L et ou ¢ est une
trivialisation de la biextension (Id x i)*A(L) telle que (i x Id)*t = A(s).

En particulier, si £ est un faisceau cubiste sur M, on dispose d’une action de Y sur £
compatible a 'action de Y par translation sur G.

Remarque 5.1.2.3. — Supposons i : Y — G injective. D’aprés le théoréme de des-
cente [Bre83, 3.10], la donnée d’un faisceau cubiste sur M équivaut a celle d’un faisceau
cubiste sur le faisceau H°(M).

Soit M un 1-motif et £ un faisceau cubiste sur M. Le faisceau A(L) est naturellement
muni d’une structure de biextension de M et M. Il existe donc un morphisme A\ : M — M*
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tel que A(L) = (Id x A\;z)* Pps. On dit que L est ample sur M il est ample sur G. Dans
ce cas, le morphisme A7 est une polarisation de M.

5.1.3. Les doubles motifs de Mumford. — Commencons par définir la notion de
double motif sur un schéma S. On rappelle que le noyau Ker(f) d’une isogénie f : M; — M,
entre 1-motifs sur S est muni d’une filtration & trois crans. On dit que f est étale si
Ker(f) = Gry (Ker(f)). Dans ce cas, le groupe Ker(f) est fini étale sur S. La réciproque
est fausse car le groupe fini et plat Ker(f) est étale pour toute isogénie f de degré premier
aux caractéristiques résiduelles des points de S.

Définition 5.1.3.1. — Un double motif sur S est une famille (M, My, f), ot M; et M,
sont deux 1-motifs sur S et f une isogénie étale de M; dans M.

On peut voir un double motif M, EA M, comme un diagramme commutatif
i—@G
Ve
Ys

oi 'on a posé M; = [Y; — G] et My = [Y; — G]. On dit que G est la partie semi-
abélienne de My — M,, et que I'injection a conoyau fini de Y] dans Y, est sa partie étale.
Un morphisme de (M; — M,) dans (M{ — M}) est un diagramme commutatif

M1*>M{

|

M24>Mé

Un double motif ample est la donnée d’un faisceau cubiste ample sur un double motif.
Soit (U < S) un objet de la catégorie Ouv définie dans la partie . On rappelle (défini-
tion qu'un 1-motif de Mumford sur (U < S) est un 1-motif sur U dont la partie
étale et la partie semi-abélienne se prolongent sur S.

Définition 5.1.3.2. — Un double motif de Mumford sur (U < S) est un triplet
(é7 }/1_>Y27 MI,U_>M2,U)7

ol G est un schéma semi-abélien de rang torique constant sur S, oil Y; et Y5 sont des
réseaux sur S munis d’une injection a conoyau fini, et ot My y — M ¢y est un double
motif sur U de partie semi-abélienne G et de partie étale Y7 y — Y5 ¢.

La donnée d’un double motif de Mumford est équivalente & celle d’'une isogénie étale
entre 1-motifs de Mumford. On appelle double motif de Mumford ample la donnée d’un
double motif de Mumford M; — M et d’un faisceau cubiste ample £ sur M ;. Ce faisceau
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cubiste ample s’étend sur la partie semi-abélienne de M; — M, par [MB85! 11.3.4.2], et
définit une polarisation Ay de M.

Soient (U — S « Sp) un objet de la catégorie OuvComp. Un double motif de Mumford
ample (M; — M, ,£~) sur (U — S) est positif relativement a Sy si le 1-motif de Mum-
ford polarisé (M, X2) est positif au sens de la définition Notons 2-Mumgpmpie + la
catégorie des doubles motifs de Mumford amples et positifs sur (U — S < Sp). De méme,
notons 2-Mum,. la catégorie des doubles motifs de Mumford sur (U — S) admettant un
faisceau cubiste ample qui les rend positifs. Ainsi, le foncteur d’oubli

2—Mumamp167+ — 2—Mum+

est essentiellement surjectif. Il n’est pas pleinement fidéle car les morphismes de la catégorie
2-Mumgppie + sont des isogénies. Dans le reste de cette partie, nous construisons deux
foncteurs

2-Mumampie + —  DegSt

ample

2-Mum,; — DegSt

et nous montrons qu’ils réalisent des équivalences de catégories. Nous suivons de
prés [FC90, ch. III] et [MumT72b.

5.1.4. Modéle relativement complet. — On définit d’abord une application de I’en-
semble des objets d'une sous-catégorie de 2-Mum,,pie + dans ’ensemble des objets de DegSt.
Soit (M; — M, , £) un double motif de Mumford ample et positif sur (U — S « Sp).
Notons G sa partie semi-abélienne, qui est de rang torique constant sur S. Il est donc
globalement extension

0 —T — G = A —0

d’un schéma abélien A par un tore 7" sur S. On note X le groupe des caractéres de 7.
On dit que M; — M est déployé si T est un tore déployé sur S, si Y5 est un faisceau
étale constant sur S et s’il existe un faisceau cubiste ample M sur A et un isomorphisme
L = 7 M. Les doubles motifs de Mumford amples, positifs et déployés forment les objets

depl
P de 2-Mum,pple +-

) , .
d’une sous-catégorie pleine 2-Mum_ =\

Supposons que (M; — M, ,ﬁ) soit déployé. On appelle étoile de X tout sous-ensemble
E C X tel que 0 € F, tel que —F = E et tel que E engendre X comme groupe abélien.
Notons ¢ : Yo — X la partie étale de la polarisation associée a L et By Vo0 X — DIVS
I’application bilinéaire associée a M, par la proposition [1.3.5.1 m On dit que (M; — Mo, [,)
vérifie la condition (x) s’il existe une étoile £ de X telle que le diviseur

B, (y,9(y)) + By (y,2)

soit effectif pour tout y € Ys et tout z € E. On note 2-Mum2P:*

ample,+

de 2- Mumjffgle . formée des objets qui vérifient la condition ().

la sous-catégorie pleine
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Supposons que (M; — M, 7£~) soit un objet de 2—Mumgf$’1;+. D’aprés [FC90,
prop. 111.3.3], le 1-motif de Mumford (M, , £) admet un modéle relativement complet, qui

consiste en la donnée

i) d’'un schéma 7 : P — A intégre localement de type fini qui contient G' comme ouvert
dense,

ii) d’un faisceau inversible £ sur P qui étend le faisceau cubiste £ sur G,
iii) d’une action de G sur P qui étend l'action par translation sur G,

iv) d’une action de Y5 sur P qui étend Paction sur U par translation via Y — Gy ; action
de y € Y est notée S,

v) d’une action de Y5 sur L compatible a la précédente et qui étend 'action de Y sur
Ly ; Paction de y est notée Sy,

vi) et d’une action de G sur N' = £ @ 7* M~ compatible a son action sur P, qui vérifient
les conditions suivantes

1) il existe un ouvert U de P de type fini sur S et invariant par G tel que P = Uyey, S,(U) ,

2) L est ample sur P dans le sens ol les sections de £ définissent une base de la topologie
de Zariski de P pour n € N,

3) tout v € %(G/S) admet un centre sur P si et seulement si pour tout z € X, il existe
y €Ys tel que (I, - (Oy)e,) > 0.

Dans la condition 3, ¥(G/S) désigne la surface de Zariski-Riemann de G sur S, c’est-a-dire
I’ensemble des valuations sur le corps des fraction de G qui sont positives sur I’anneau de S.
Tout v € ¥(G/S) admet un centre ¢, sur A car A est propre sur S. Par définition, I, est
I'idéal fractionnaire du corps des fractions de S qui correspond au diviseur B,(y, x), et O,
est le sous-faisceau de m, Op formé des fonctions qui se transforment par le caractére x
sous 'action de T

Remarque 5.1.4.1. — Comme Y] est inclus dans Y5, le schéma P est muni d’une ac-
tion de Y;. Pourtant, P n’est pas un modeéle relativement complet du 1-motif de Mum-
ford M; : tous les axiomes sont vérifiés sauf la condition 3. On peut expliquer la raison d’étre
des doubles motifs de Mumford de la maniére suivante : M5 fournit le modéle relativement
complet P et M le réseau de périodes par lequel diviser Ps.

La proposition suivante est démontrée dans [FC90, 11.4| et dans [Mum72b, 3.

Proposition 5.1.4.2. — L’inclusion de G dans P est un isomorphisme sur U. Le
schéma Pg, est conneze et ses composantes irréductibles sont propres et de type fini sur Sy.
Le groupe Y, agit librement sur Pg,.
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Remarque 5.1.4.3. — Soites: S — G lasection neutre. L’ hypothese de positivité de M,
implique que le sous-schéma S, oes (Sp) de PSO ne rencontre pas. GSO pour tout élément non
nul y de V5. On en déduit que les sous-schémas S, (G's,) et S,(G's,) sont disjoints dans Ps,
pour deux éléments distincts y et z de Y5.

5.1.5. Construction du quotient. — Si Y] = Y5, les résultats de ce paragraphe se
trouvent déja dans [MumT72b| et dans [FC90, ch. III|. Si Y} # Y3, ils se démontrent
exactement comme ceux de [Mum72b| ou [FC90|, ch. ITI| ; il s’agit de recopier les preuves
en remplacant Y tantot par Y;, tantdt par Ys. Nous nous contenterons donc de références
précises. Dans cette partie, nous donnerons un sens a ’objet intuitif

(Ys@) m

On obtiendra un schéma en groupes GG semi-stable sur S et abélien sur U. Le groupe G sera
marqué par le groupe constant H = Y5/Y7. Soient G, et Gy les quotients a la Mumford
de M, et de M,. On aura G° = G, et G/H = Gs. En particulier, G sera isomorphe
a G sur U. Soit R l'anneau de S et I I'idéal du sous-schéma fermé Sy. On pose S, =
Spec(R/I™) pour n > 0.

Proposition 5.1.5.1 ([Mum72b| th. 3.10). — Pour tout n > 0, il existe un schéma P,
projectif sur S,, et un morphisme étale surjectif

Pn pXSSn—>Pn

qui tdentifie P, au quotient de P xg S, par Uaction de Yi. De plus, P, est muni d’un
faisceau ample L, tel que p’ L, — L.

Remarque 5.1.5.2. — La différence par rapport & [Mum72bl th. 3.10] et & [Mum72b|
prop. I11.4.8] est qu’on a divisé par Y; et non par Y5. Cela permettra d’obtenir un schéma
semi-stable au lieu d’'un schéma semi-abélien.

La limite inductive des schémas P, définit un schéma formel P qui est muni d’un faisceau
ample £. D’aprés [EGA 111 5.4.5], P s’algébrise en un schéma P projectif sur S et muni
d’un faisceau ample £. On pose

= DPn (U S Xs ) c P,
yeEY?

pour n > 0. Le schéma G,, est canoniquement isomorphe a Y5/Y; X (G’ Xg Sy) d’aprés

la remarque Soit B,, le complémentaire de G,, dans P,, muni de sa structure

réduite. La limite inductive des schémas B,, définit un sous-schéma formel fermé 5 de P,

qui s’algébrise en un sous-schéma fermé B de P. On pose G = P— B ; ¢’est un schéma quasi-

projectif sur S. L’inclusion de Y5/Y] dans GG, induit une inclusion du schéma constant Y5/Y)
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dans G. Par construction, le complété formel de G le long de S est isomorphe au produit
de Y5/Y] et du complété formel de G. On prouve la proposition suivante comme [Mum72b|
4.2 et 4.3] et [FC90, prop. I11.4.12].

Proposition 5.1.5.3. — Le schéma G est lisse de type fini sur S, le schéma P est irré-
ductible de type fini sur S, et linclusion de G dans P est un isomorphisme sur U.

Soit (M| — {\Jé , L") un objet de 2-Mum:§f’;’£7+ de partie étale Y/ — YJ et de partie
semi-abélienne G’. Notons G’ le schéma obtenu en appliquant la construction précédente a
(M] — M}, L'); il a méme complété formel le long de Sy que le produit de Y, /Y] et de G'.

Soit v un morphisme de (M; — M) dans (M| — M}). Il induit un morphisme
a: Y)Y x G — YY) x &'

Proposition 5.1.5.4 ([MumT72b| th. 4.6). — Il existe un unique morphisme [ : G —
G’ qui a méme complété formel que & le long de Sy.

Remarquons que l'on ne fait aucune hypothése sur le comportement de « vis-a-vis des
faisceaux cubistes amples £ et £ ou des modéles relativement complets P et P'.

Remarque 5.1.5.5. — Il n’est pas nécessaire de montrer & nouveau la finitude locale
analogue & [Mum72bl 4.4.b]. En effet, on a Y* = Y;* NY] avec les notations de loc. cit.

Corollaire 5.1.5.6. — G est un schéma en groupes sur S qui est indépendant du choiz
de L et de P.
Démonstration. — On démontre lindépendance de G en £ et en P en appliquant la

proposition au morphisme identité. On note M; x M; = [Y} x Y] — G x G] 11
existe un morphisme de M; x M; dans M; dont la partie semi-abélienne est la multiplication
de G. De méme, il existe un morphisme de multiplication entre (My x My — My x Ms)
et (My — Ms). On en déduit un morphisme m de G x G dans G. Il existe également un
morphisme i de G dans G obtenu a partir de la loi d’inverse de G. Les complétés formels
de m et de ¢ définissent la loi de groupe du complété formel de G x Ys /Y1, Ainsi, m et i
induisent une loi de groupe commutatif sur G. [

L’inclusion du schéma constant Y5/Y] dans G est un morphisme de groupes.

Corollaire 5.1.5.7. — Gy est un schéma abélien sur U muni d’un faisceau cubiste
ample L.
Démonstration. — On a déja démontré que Gy est un schéma en groupes lisse sur U.

Comme Py = Gy, le schéma Gy est propre sur U. Il est irréductible car ouvert dans le
schéma irréductible P. Le faisceau £ est ample sur Gy. Il est muni d’une rigidification
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obtenue par quotient de celle du faisceau cubiste £ sur G. D’aprés [Mum?70, th. I11.10],
le faisceau £ admet une structure cubiste canonique. []

Soient GG et G4 les quotients a la Mumford des 1-motifs de Mumford amples M; et Ms.
Par construction, GG; est le quotient du double motif de Mumford M; — M; pour i = 1
ou 2, ou le morphisme de M; dans M, est I'identité. Le corollaire suivant résulte de la
proposition en considérant le morphisme (M; — M;) — (M; — M) puis le
morphisme (M1 — MQ) — (M2 — Mg)

Corollaire 5.1.5.8. — Il existe un morphisme de groupes de G1 dans G et un morphisme

de groupes de G dans Gy. Le schéma en groupes constant Y,/Y1 est dans le noyau de
G — GQ.

Posons G* = Uyey, Sy(é), qui est inclus dans P. Pour tout y € Y5, on note oy, : S — P
I'unique section qui vaut y € G(U) sur U ; elle est égale au translaté de la section neutre
de GG par laction de y sur P. Pour tout entier n > 1, on note Zzgn) le produit fibré

Zy) ——=G*

b

S?G*

) sur 7™

y+nz Pour tout z € Y5. On en déduit

L’application S, induit un isomorphisme de Zén

I

yeYi/nY1

que 'union disjointe

portant sur un systéme de représentants de Y /nY; est munie d’une loi de groupe canonique.
De plus, la classe d’isomorphisme du groupe obtenu est indépendante du choix d’un systéme
de représentants.

Proposition 5.1.5.9 ([MumT72b| th. 4.10). — Le groupe G[n| des points de n-torsion

de G est isomorphe a l'union disjointe Herl/nYl ZZS")

Soient y € Y7 et s € S. On a les équivalences suivantes

Zl(,”) xgSpeck(s) # 0 = 3FzeYy|y—nz € G(Og,)
= yevyn (G(Os,s) + nYz) .
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Comme G (resp. Gs) est le quotient associé au double motif de Mumford M; — M; (resp.
Ms — M), on obtient trois suites exactes courtes

(G(OS’S) -+ TLYQ) nYy

0 — Gin] — Gin] — A o
0 — éL s[n] — Gl, s[n} N (G(Os,s)nJ;lnYl) nYy S0
0 — é27 s[n] — G, s[n} — (G(Os,s)nJ;ang) NYa 0

Corollaire 5.1.5.10. — Le morphisme naturel de G dans Gy est surjectif; son noyau

est Yo/Y1. En particulier, G est un schéma en groupes semi-stable sur S, marqué par Ys/Y].
Le morphisme naturel de Gy dans G est une immersion ouverte et s’identifie a la compo-
sante neutre G° de G. Il réalise un isomorphisme au-dessus de U.

Le couple (G,Y,/Y)) définit donc un objet de DegSt étendant G, .

ample

Remarque 5.1.5.11. — Soit M; — M, une isogénie non nécessairement étale entre 1-
motifs de Mumford positifs sur (U — S « Sp). On note M; = [Y; — G, et I'on note G,
le quotient associé & M; pour ¢ = 1 ou 2. On peut effectuer une construction analogue
et considérer 152 /Yy, ou 152 est un modeéle relativement complet de M,. On obtient un
schéma G semi-stable sur S et isomorphe & G / Ker(él — ég) sur U. Cette généralisation
est illusoire car GG est le quotient du double motif de Mumford

Y1 — G — [Ya— G.

5.1.6. Une équivalence de catégorie. — Soit (U — S < Sy) un objet de OuvComp.

Nous venons de définit un foncteur de 2-Mum2f£’1:’ . dans DegSt Si (G, H, L) est I'image

de (M; — Ms, L), nous avons montré que (G, H) est indépendant de L. Dans cette partie,
nous voulons étendre le foncteur précédent en deux équivalences de catégories

ample*

Mum : 2-Mum. — DegSt
Mumample : 2-Mumampre+ —  DegSt, 1.

Soit (M; — My, L) un objet de 2-Mumj§f£le,+. D’aprés [FC90), lem. II1.3.2], il existe un
entier n > 1 tel que (M; — M, , L ® [—1]* L") vérifie la condition (). On obtient donc
un foncteur

2-Mumj§fgle’+ — DegSt .

D’aprés [MB85), coro. 1.7.2.3], tout objet de 2-Mumgppe + se déploie aprés changement de
base par un morphisme S’ — S étale, surjectif et fini. Comme le morphisme est fini, le
schéma S’ est complet relativement & I'idéal de I'image inverse de Sy. On obtient donc un
foncteur

2-Mumgmpie + — DegSt
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par descente étale. L'image de (M; — M, ,£~) est indépendante de £. Par définition, tout
double motif de Mumford admet un faisceau cubiste ample. Ainsi il existe un foncteur

Mum : 2-Mum; — DegSt.
On montre comme dans [FC90, II1.6 p. 71| qu’il induit un foncteur

Mumample @ 2-Mumgmple + — DegSt

ample *
Théoréme 5.1.6.1. — Les foncteurs Mum et Mumanpie réalisent des équivalences de ca-
tégories.
Démonstration. — On construit un foncteur quasi-inverse grace a la construction de

Mumford semi-abélienne inverse. En effet, & tout schéma semi-stable marqué (G, H) est
associée une isogénie G° — G/H entre schémas semi-abéliens. Si (G, H) est un objet
de DegSt, les schémas G° et G//H sont des objets de Degy g, Il leur correspond deux
1-motifs de Mumford M; et M, d’aprés le théoréme . L’isogénie § : G — G/H
induit une isogénie o : M; — M,. On sait que ( et la partie semi-abélienne de a ont
méme complétion formelle le long de Sy. En particulier, elles coincident au-dessus de Sj.
Par définition, la fibre de H NGV sur Sy est triviale. La partie semi-abélienne de o est donc
un isomorphisme sur Sy. Cela montre que 'isogénie « est étale et définit un double motif
de Mumford M; — M, tel que Mum(M; — M) = (G, H). On raisonne de méme pour
construire un quasi-inverse de Mumgpmple. O

5.2. Prolongement en niveau de Klingen

Dans cette partie, on suppose D = {1}; on parle de structure de niveau de Klingen.
Ainsi, le champ A, ( paramétre les schémas abéliens principalement polarisés munis d’un
sous-groupe de rang p. Soit .71970 la compactification toroidale de A4, ( associée & la décom-
position 3 de C'(X). Notons G le schéma semi-abélien canonique sur A, . Sa restriction
a Ay o est le schéma abélien universel. Notons H le groupe de rang p universel sur A, o.

Théoréeme 5.2.1. — Il existe un unique schéma semi-stable G sur .719,0 dont la compo-
sante neutre est G, qui coincide avec G au-dessus de Ay, et tel que l'adhérence de H
dans G soit finie et plate sur .719,0.

Démonstration. — L’unicité résulte de la normalité de A, ¢ et de la proposition
Montrons Pexistence. Reprenons la construction de A, ( et construisons G étape par étape.
Reprenons les notations du chapitre 2. Pour tout ¢ € ¥ différent de {0}, 'ensemble W,
est constitué de deux éléments wg,), et we ; I'isogénie entre les 1-motifs universels est étale
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wct

sur et semi-abélienne sur M 5", Pour éviter toute ambiguité entre deux sens dif-

férents du sigle « ét », on note Ma,o la carte locale algébrique construite dans le para-

. ,1e ——al . . ,
graphe|2.4.2| et G2 le schéma semi-abélien sur ./\/lj,gO obtenu par approximation préservant
le sous-groupe de p-torsion. On a donc

—alg alg,w b alg, Wet
M5 = | P

| . L . ,
On pose G218 = G2& sur MGG ceci est légitime puisque I'adhérence de H dans Gls

alg y Wsab

est finie et plate sur M,

voit que 'adhérence de H dans GYle — M, est un sous-groupe ouvert de Y;/Yj.
D’aprés [MB85l prop. 8.1], la somme amalgamée de G¥& et de Y;/Y, au-dessus de
I’adhérence de H est représentable par un schéma en groupes semi-stable que ’on note

. En utilisant les notations du paragraphe [1.4.6, on

alg, Wet

alg, wet

1 _
Got — Moo

. . N 1 . .
restriction 2%t coincident, et la composante neutre de G
Les restrictions de G2 et de G# 3 M
alg7 Wet

est G¥&, L’adhérence de H dans G218 est égale a Y1/Y), donc finie et plate sur M, .
Comme au paragraphe on pose

Uo = Hﬂalg et Uo = HMalg

oceEY oEX

On obtient un schéma semi-stable G sur U,. Sa composante neutre est le schéma G dé-
fini dans la partie [3.1] les restrictions de G et de G a Uy coincident, et ’adhérence de H
dans G est finie et plate sur U. Il existe une donnée de descente de G relative au groupoide
étale Ry =2 Uy. Comme R, est obtenu par normalisation de U, x U, dans Ry, la propo-
sition fournit une donnée de descente de G relative au groupoide étale Ry = U,.
Ainsi, G descend en un schéma semi-stable sur A, o = [Ug/Ro]. O

Remarque 5.2.2. — Nous n’avons pas eu besoin de la construction de Mumford semi-
stable. Elle servirait a construire des compactifications de G a la maniére de [FC90, ch. VIJ.

5.3. Prolongement en niveau principal

Soient 7 > 3 un entier et . une décomposition de C'(X). Notons A, ,, la compactification
toroidale de A, ,, associée a . et G le schéma semi-abélien canonique sur A, ,,. Le schéma G
étend donc le schéma abélien universel sur A, ,,. D’aprés [FC90, para. IV.6], les cartes
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locales formelles de A, ,, paramétrent les diagrammes commutatifs de la forme

Y —G

7

1y

ainsi que les structures de niveau principal sur G. En particulier, ces cartes locales formelles
paramétrent des doubles motifs de Mumford. On démontre la proposition suivante de
maniére complétement analogue au théoréme [5.2.1

Proposition 5.3.1. — Il existe un unique schéma semi-stable G sur ./Tlg,n dont la com-
posante neutre est G, qui coincide avec G au-dessus de Ay, et tel que le groupe de n-
torsion G[n] soit fini et plat sur A,,,.

5.4. Contre-exemple dans les cas non-Klingen

Supposons g > 2. Nous montrons que le drapeau universel H, sur A, o ne s’étend jamais
en un drapeau de groupes finis et plats sur .,Tlg,g lorsque A, o est une variété de Siegel de
type parahorique D # {1} et Zg,[) une compactification toroidale de A, o. En particulier, il
n’existe pas de schéma semi-stable sur 719,0 qui étende le schéma abélien universel et dans
lequel I'adhérence de H, soit finie et plate sur A, o. En fait, un tel prolongement n’existe
pas méme aprés changement de base a Spec(C).

Soient ¢ # p un nombre premier et 2 < d < g un entier. Soit B € Mat,(Z) une matrice
symétrique définie positive telle que B-¢, soit congru a £; modulo p, ot (¢;) désigne la base
canonique de Z9. Soit b € Mat,(Q,) une matrice symétrique de valuation (-adique égale
a B. La matrice b induit un 1-motif de Mumford positif principalement polarisé [Z9 — G|
sur 'objet

(Spec(Q;) — Spec(Zy) «— Spec(Fy))

de OuvComp. Elle induit donc un schéma G semi-abélien sur Spec(Z,) qui est abélien
principalement polarisé sur Spec(Qy) et isomorphe a G, sur Spec(IF;). Soit Q, une cloture
algébrique de Q. Notons I' le groupe de Galois de Q,/Q,. Le groupe Gg,[p] des points
de p-torsion de GG (@3) est une [F,-représentation symplectique de I' de dimension 2g. Nous
présentons désormais les matrices de taille 2g x 2g par blocs de taille g x g. Il existe une
base (e;); de Gg,[p] dans laquelle la matrice de la forme symplectique est

0 Id
—Id 0
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et dans laquelle ’action de I' prend la forme

x-Id  *
0 Id )’

ou Y désigne le caractére cyclotomique modulo p. L’action du sous-groupe d’inertie de I"
est donnée par la matrice du logarithme de monodromie; d’aprés [FC90, prop. I11.7.3],

(61)

ol B désigne la réduction de B modulo p. Le sous-espace

d—1
H = (@ Fp'ei> D Fp'€29
=1

de Gg, [p] est totalement isotrope de dimension d. Il est stable par I mais le sous-groupe
d’inertie de I' n’agit pas trivialement sur H. Le groupe H fini étale sur Spec(Q,) ne se
prolonge donc pas en un groupe fini étale sur Spec(Z,). Comme ¢ # p, il ne se prolonge
pas non plus en un groupe fini et plat sur Spec(Zy).

elle vaut

Posons D = {d}, notons A, o la variété de Siegel associée et A, o une compactification
toroidale de A, (. Le schéma abélien G, et le sous-groupe H induisent un morphisme de
Spec(Q;) dans A, o, qui s’étend en un morphisme de Spec(Z,) dans A, o par la propo-
sition On en déduit que le sous-groupe universel sur 4, o ne s’étend pas en un
groupe fini et plat sur 7lg70. En effet, 'image inverse d’un prolongement éventuel par le
morphisme Spec(Z;) — 71970 serait un prolongement de H.

Soit D = {dy,--- ,ds} un ensemble ordonné non vide quelconque distinct de {1}. On a
ds > 1 et le raisonnement précédent montre que le sous-groupe universel H, ne se prolonge
jamais & A, o lorsque A, o est une compactification toroidale de A, . Il en est donc de
méme du drapeau H,.



CHAPITRE 6

APPENDICE : EXISTENCE DU SOUS-GROUPE
CANONIQUE

Le champ A, ( associé & D = {g} paramétre les variétés abéliennes principalement pola-
risées munies d’'un sous-groupe lagrangien de p-torsion. Notons Agf%_m‘ﬂt le lieu ordinaire-
multiplicatif de A, ¢ x Spec(IF,); c’est par définition le sous-schéma ouvert de A, o x
Spec(FF,) sur lequel le schéma abélien universel est ordinaire et ou le sous-groupe lagran-
gien universel est égal au noyau du morphisme de Frobenius. Notons de méme A‘g’rd le
lieu ordinaire de Ay x Spec(F,). L’oubli du niveau induit un isomorphisme de A2~
sur Agrd; I’application réciproque associe a une variété abélienne ordinaire le noyau du
morphisme de Frobenius. Nous étendons ce résultat aux compactifications toroidales, et en
déduisons une nouvelle démonstration de 'existence du sous-groupe canonique pour des

familles de variétés abéliennes (JAMO4] et [AGO7]), selon une idée de Vincent Pilloni.

6.1. Lieu ordinaire des compactifications

Soit ¥ une décomposition polyédrale admissible de C'(X). On note .719,0 et .719 les com-
pactifications toroidales de A, o et A, qui lui sont associées. D’aprés le théoréme
il existe un morphisme de A, ( dans A, qui étend I’oubli du niveau. Soit S le spectre d’un
corps de caractéristique p.

Définition 6.1.1. — Un schéma semi-abélien sur S est ordinaire s’il est extension d’une
variété abélienne ordinaire par un tore.

Notons G le schéma semi-abélien canonique sur 719 et H le sous-groupe quasi-fini et plat

canonique sur 4, o. Notons
—ord—mult

‘Ag, 0

le sous-schéma ouvert de .,Ttg,o x Spec(IF,) sur lequel G est ordinaire et H est égal au noyau
du morphisme de Frobenius Frobs de G. Notons de méme

—ord

A

9
le sous-schéma ouvert de A, x Spec(F,) sur lequel G est ordinaire.
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Remarque 6.1.2. — Soit o0 € Sx. Reéutilisons les notations des paragraphes et
Notons f l'isogénie universelle entre 1-motifs universels sur My , o. Le sous-schéma

—ord—mult

‘Ag, 0

rencontre la o-strate de 7197 o si et seulement si le noyau de f est égal a partie semi-abélienne,
ce qui signifie W, (Ker(f)) = Ker(f). On peut reformuler cette condition en disant que VY,
et V1 ont méme image dans V/V/".

La catégorie fibrée a la frontiére (Agf%_m‘ﬂt — Zng_mult) vérifie une propriété modulaire
analogue & celle de (A, o < A, ), donnée par la proposition [3.2.8.1] Soit (U < S) un
objet de Ouv tel que S soit un schéma sur Spec(F,).

—ord—mult

ord—mult
9,0 Ag, 0

jets G' de Agrd(U) tels que G' s’étend en un schéma semi-abélien ordinaire sur S, et tels
que localement pour la topologie étale de S, il existe
- V' e tel que VLV =VL /v
— une surjection V/V't — X (G"),
— 0 € Gy, dont 'adhérence contient la forme bilinéaire pp o B(G', Ker(Frobeg)) pour tout
diviseur irréductible réduit D de S.

Proposition 6.1.3. — Le groupoide (.A (U — S) paramétre les ob-

ord—mult

2.0 induit par le noyau du morphisme

Par conséquent, le morphisme de Agrd dans A
de Frobenius s’étend en un morphisme
—ord —ord—mult
‘Ag - Ag,O

v, _ —ord—mult —ord . .
Par densité de Agrg milt Jans Ao et de A9 dans A, , ce morphisme est I'inverse

. . . .. , —-ord—mult —ord .
du morphisme d’oubli du niveau. Ainsi, les schémas A, et A, sont isomorphes.

6.2. Surconvergence du tube

Notons ./leor le complété formel de A, le long de A, x Spec(F,), notons Z;g la fibre

et notons 7 le tube de Jlerd dans ng.

générique rigide du schéma formel p-adique A 9

g 7
4 . R . —rig
Enfin, notons G le schéma semi-abélien canonique sur A, ".

Théoréme 6.2.1. — 1l existe un voisinage strict U de T dans Z;g et un sous-groupe fini,
plat et lagrangien H de Gylp] tel que Hr soit le relevement du noyau du morphisme de
Frobenius.
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Démonstration. — Les arguments de la partie montrent l'existence d’un diagramme
commutatif

A, 0 % Spec(F,) — A

9,0

e I

erd o Zg X Spec(]Fp) o ZZOI‘

ol ./Tl:ro désigne le complété formel de A, o le long de A, o x Spec(F,). Le morphisme u
est propre. D’aprés [Mum?72al lem. 4.18] et [GOr03|, il réalise un isomorphisme sur un
voisinage de erd. En particulier, u est étale sur un voisinage de erd. On note Il;go I’espace
rigide associé a .»Tlg?ro et Ty le tube de Z(g)rd dans ./Tl;go. En appliquant [Be96, th. 1.3.5], on
obtient l'existence d’un voisinage strict Uy (resp. U) de Tj (resp. de T') dans ngi’go (resp. .»Tl;ig)
tels que u induise un isomorphisme

u: Uy —U.

L’application réciproque définit le sous-groupe lagrangien recherché sur U. [J

Ainsi, les variétés abéliennes paramétrées par U N .Azig admettent un sous-groupe ca-
nonique. On obtient un résultat moins précis que ceux de [AMO4] et [AGOT7|, car il ne
donne pas de condition suffisante pour qu'une variété abélienne admette un sous-groupe
canonique. Toutefois, il suffit pour la plupart des applications aux formes modulaires de
Siegel p-adiques.






CHAPITRE 7

APPENDICE : RELEVEMENT DE FORMES
MODULAIRES DE SIEGEL

Dans cet appendice, nous montrons que certaines formes modulaires de Siegel modulo p
pour A, , admettent des relévements en caractéristique nulle — ce probléme n’a donc aucun
lien avec la mauvaise réduction. Nos résultats généralisent aux cas des formes cuspidales
de genre 2 et 3 le théoréme [Kat73, th. 1.7.1] obtenu par Katz pour les formes de genre 1.
Nous utilisons des résultats de Shepherd-Barron [SB06] et de Hulek et Sankaran [HS04],
ainsi que des théorémes d’annulation de la cohomologie cohérente diis a [DI87] et [EV92].

7.1. Enoncé du théoréme

Soient ¢ > 2 et k € 7Z deux entiers, n > 3 un entier non divisible par p et M un
Z[1/n]-module. D’aprés [FC90, th. IV.6.7], il existe une compactification toroidale A, ,
de A, ,, et un schéma semi-abélien G sur A, ,, qui étend le schéma abélien universel sur A, ,.
Notons w le faisceau inversible sur A,, des g-formes différentielles invariantes de G. Le
principe de Kécher [FC90, prop. V.1.8] affirme que la restriction de A, ,, & A, induit un
isomorphisme

HO (A4,,, " ® M) — H° (A, @ M) .
En particulier, le groupe H(A, ,, , w* ® M) est indépendant du choix de A, ; on appelle
ses éléments les formes modulaires de genre g, de niveau n, de poids k et a coefficients
dans M.

Notons D le complémentaire de A, ,, dans A, ,, et munissons-le de sa structure schéma-
tique réduite. On dit qu’une forme modulaire est cuspidale si elle s’annule sur D. Notons

Cusp(n, k, M) = H’ (A,,, w*(—D) ® M)

le groupe des formes cuspidales. D’aprés [FC90, prop. V.1.9], il ne dépend pas du choix
de A,,. Si M est un anneau, on a

Cusp(n, k, M) = H° (A, x Spec(M), w*(-D)) .



94 CHAPITRE 7. APPENDICE : RELEVEMENT DE FORMES MODULAIRES DE SIEGEL

Théoréme 7.1.1. — Supposons g =2 ou 3 et k> g+ 1. Si g = 2, supposons que M est
un Z[%]-module, et si g = 3 supposons que M est un Z[ﬁ]—module. Le morphisme naturel
de changement de base induit un isomorphisme

M ® Cusp(n, k,Z[1/n]) — Cusp(n,k, M) .

Le corollaire suivant montre I’existence de relévements en caractéristique 0 de formes
modulaires cuspidales de caractéristique p. Il se déduit du théoréme [7.1.1]en posant M =
[F, pour tout nombre premier p qui ne divise pas n.

Corollaire 7.1.2. — Soient n > 3, g = 2 ou 3, et k > g+ 1 trois entiers. Si g = 2,
supposons p > 2 et si g = 3, supposons p > 5. Le morphisme de changement de base induit

un tsomorphisme
F, ® Cusp(n,k,Z[1/n]) — Cusp(n,k,F,) .

Nous montrons également qu’il n’existe pas de forme modulaire de genre 2 ou 3 et de
poids strictement négatif.

7.2. Amplitude et annulation

Dans cette partie, nous rappelons briévement les résultats utilisés dans la démonstration
du théoréme [7.1.11

Compactifications toroidales. — Notons B le Z-module des formes bilinéaires symétriques
entiéres sur Z9 et C' le cone de B ®R des formes bilinéaires semi-définies positives a radical
rationnel. Les compactifications toroidales de A, ,, sont associées & des décompositions po-
lyédrales admissibles GL,(Z)-équivariantes de C' [FC90, déf. IV.2.2|. Considérons une telle
décomposition ¥ et notons A, ,, la compactification toroidale qui lui est associée. L’espace
algébrique A,,, est propre sur Spec(Z[1/n]), est lisse si et seulement X est lisse [FC90]
déf. TV.2.3|, et est un schéma projectif si X est polarisée [FC90, déf. 2.4 et th. V.5.8|.
Notons D le complémentaire de A, ,, dans 7\9,”, et munissons-le de sa structure de schéma
réduit. I1 définit un diviseur de Cartier de .7197,1 qui est & croisements normaux si X est
lisse. Notons {f;} un systéme d’équations locales de D dans 7197% Comme les éventuelles
singularités de ,Tlgm sont toriques, le faisceau

dfi
legm (log D) = leg’n ( 7 )
est localement libre. D’aprés [FC90, th. IV.6.7], application de Kodaira-Spencer induit
un isomorphisme

Sym?(w) leg (log D).

Notons K = det (Q}Tl ) le faisceau dualisant de .7197”. L’isomorphisme de Kodaira-Spencer
g,n

induit un isomorphisme w9t = k(D).
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Décompositions de Voronoi. — Voronoi a construit deux décompositions polyédrales ad-
missibles de C' [Vor0Q8|. L'une d’entre-elles est appelée décomposition du cone parfait ou
premiére décomposition de Voronoi, et 'autre seconde décomposition de Voronoi. Igusa a
construit une troisiéme décomposition de C, dite du cone central [HS04]. Ces trois dé-
compositions coincident si g = 2 ou 3 [HS04, p. 660]. De plus, elles sont lisses si g = 2
ou 3 [SBO06, th. 8.9.1]. Si ¢ = 4, la seconde décomposition de Voronoi est lisse [HS04,
p. 661] et raffine la décomposition du cone parfait [HS04) p. 660].

. —parf . ) . .,
Amplitude du fibré de Hodge. — Notons AS?; la compactification toroidale de A, ,, associée
a la décomposition du cone parfait, et notons DP** son bord réduit. Le schéma

—parf
Ag7n

est lisse si ¢ = 2 ou 3, et DP* est un diviseur a croisements normaux. Soit a un entier
relatif. D’aprés [SBO6), th. 4.1|, le faisceau w®(—DP*T) est ample sur Zg?;f si et seulement
si a > 12/n. Remarquons que ce résultat d’amplitude a d’abord été établi par Hulek
et Sankaran [HS04| dans les cas particuliers g = 2 et 3 considérés dans la suite de ce
texte. Cependant, contrairement a Shepherd-Barron, ils n’énoncent leur théoréme que sur

Spec(C).

Théoréeme de Kodaira. — Soit k un corps parfait de caractéristique p. Donnons-nous un
schéma X propre et lisse purement de dimension d sur Spec(k), un diviseur & croisements
normaux D de X, et un faisceau inversible £ sur X. Notons W5(k) I’anneau des vecteurs
de Witt de longueur 2 de k et supposons que X, D et L se relévent a Spec(Wa(k)).

Supposons également qu’il existe un entier vy tel que £Y(—D) soit ample pour tout v >
vp- D’aprés [EV92] prop. 11.5], on a

(7.2.0.A) H (X, Q% (log D) @ L71) =0
pour i + j < inf(d, p). On déduit par dualité de Serre que si p > d, on a
(7.2.0.B) H(X, Kxp® L) =0

pour tout j > 0, ot Kx/p = le(/k désigne le faisceau dualisant de X.

Remarque 7.2.1. — L’assertion (7.2.0.A)) est une version faible mais valable sur £ du
théoréme de Kawamata-Viehweg pour les diviseurs nefs [EV92] coro. 5.12.c|, qui n’est
démontré pour l'instant que sur C. Le théoréme de Kawamata-Viehweg sur k résulterait
de assertion ((7.2.0.A)) et d’une éventuelle résolution des singularités des schémas de type
fini sur k. Nous renvoyons a [EV92| rem. 11.6.b| pour plus de détails.

7.3. Démonstration du théoréme

La formation de la cohomologie cohérente commute aux limites inductives sur un schéma
quasi-cohérent. Il suffit donc de démontrer le théoréme pour M de type fini sur Z[1/n],
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puis pour M =T, avec p > 2si g =2 et p > 5 si g = 3. Ainsi, il suffit de prouver que le
morphisme de changement de base induit un isomorphisme

F, ® H° (Z"”f wk(—Dparf)) . HO (,Ttp‘”f x Spec(F,) , w’f(—Dpaff)>

g7n ’ g7n

pour k > 14 g. D’aprés [EGA 3 7.5.3 et 7.7|, il suffit de démontrer que

g,n

H! (.,Tlparf x Spec(F,) , wk(—Dparf)> =0.

Le schéma Zﬁff x Spec(F,) est propre et lisse sur Spec(F,) si g = 2 ou 3. Il est purement
de dimension g(g + 1)/2 et se reléve a Spec(Z/p*Z). De méme, DP*! est un diviseur a
croisements normaux qui se reléve a Spec(Z/p*Z). Notons L le faisceau inversible w"~179
sur

A Spec(F,) ,

g,n
qui se reléve également & Spec(Z/p?Z). D’aprés [SBOS6), th. 4.1], £(DP&?) est ample sur

—parf
A

g7n

pour tout v > 12/n(k — 1 — g). D’aprés (7.2.0.B)), on a
H! (7\5? x Spec(F,), K ® E) =0
car p > g(g+ 1)/2. On conclut la démonstration du théoréme en remarquant que
K® L = Wk (=Dt
Remarque 7.3.1. — Soit X un schéma propre et lisse purement de dimension d sur
Spec(C), soit D’aprés [EV92] coro. 6.4], on a
H (X, wip(-D)@ L) =0

pour i+j < d. On pourrait démontrer un théoréme analogue pour les schémas sur F, si ’on
connaissait la résolution des singularités en caractéristique p. On en déduirait le relévement
en caractéristique nulle de formes modulaires de Siegel non nécessairement cuspidales.

Montrons a présent qu’il n’existe pas de forme modulaire de Siegel de genre < 3 et de
poids < O sur [F,,. En effet, il suffit de poser
X — Zparf

g7n ?

i=0,7=0et £L=w"dans (7.2.0.A) pour démontrer le résultat suivant.

Proposition 7.3.2. — Pour tous2 < g <3 etk <0, on a H (A, , x Spec(F,),w") = 0.
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7.4. Cas du genre quatre

On aimerait prouver un énoncé de changement de base analogue au théoréme dans
le cas ot g = 4. Comme la décomposition du cone parfait n’est plus lisse, on ne peut pas
appliquer le théoréme d’annulation de Kodaira a 7\2’?. En revanche, la seconde décom-
position de Voronoi est lisse et raffine la décomposition du cone parfait d’aprés [HS04,
p. 661]. Notons

—Vor

A4,n
la compactification toroidale associée a la seconde décomposition de Voronoi. Il existe un

morphisme propre et birationnel
A A
induit par les raffinements entre décompositions. Notons F le diviseur exceptionnel de T,
qui est de support DV°'. En combinant le théoréme 1.8, la remarque 1.9 et le corollaire 1.11
de [HS04], on peut montrer que w?(—bDV°" — cE) est ample sur
—Vor

A4,n
et c > 4b > %c. Par exemple, si a > 36/n alors
w*(—3DY°r — 13E)

12b

n

si et seulement si a >

—V . . R s .
est ample sur .A470;. On peut appliquer le théoréme de Kodaira a la variété propre et lisse
—V
A4’O; x Spec(F,)

pour relever en caractéristique nulle des formes de Siegel de genre 4, de niveau > 36, de
poids > 5, & coefficients dans [F,,, qui s’annulent suffisamment sur DV, L’ordre d’annulation
requis est au moins 2 et on peut le déterminer en calculant explicitement F.
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Dans cette thése, nous construisons des compactifications des variétés modulaires de Siegel en
leurs places de mauvaise réduction de type parahorique. Nous construisons tout d’abord des com-
pactifications toroidales, qui sont relativement explicites et dont l’on controéle les singularités. Ces
compactifications ne sont pas canoniques, mais dépendent d’un choix combinatoire. L’étape essen-
tielle de la construction est une approximation des variétés abéliennes de Mumford qui préserve un
sous-groupe de torsion. Cette approximation nous permet de recoller les différentes cartes locales
des compactifications. Nous utilisons ces résultats pour contruire les compactifications minimales,
qui sont canoniques, mais moins explicites et plus singuliéres. Nous donnons comme application
une nouvelle preuve de ’existence du sous-groupe canonique pour les variétés abéliennes.

Compactifications of Siegel varieties at bad reduction places

In this thesis, we construct compactifications of Siegel modular varieties at bad reduction places
of parahoric type. We first construct the toroidal compactifications, which are quite explicit and
whose singularities are controlled. These compactifications are not canonical, but depend on some
combinatorial choice. The main point in our construction is an approximation of Mumford dege-
nerating abelian varieties that preserves a torsion subgroup. This allows us to glue together the
different local charts of the compactifications. We use these results to construct the minimal com-
pactifications, which are canonical but less explicit and more singular. As an application, we give
a new proof of the existence of the canonical subgroup for abelian varieties.
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