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Extended abstract

UTOMATION of mathematical reasoning has achieved a high level of maturity so that
A it is now possible to formalize big proofs like the one of the four-color theorem
by Georges GONTHIER (2005), or to prove the software correctness of the most modern
airplanes (Patrick Cousor, 2007). If the automated search for a proof can be seen as
a computation, the proofs themselves can include some calculations. For instance, the
original proof by Kenneth ApPEL, Wolfgang HAKEN and John KocH (1977) of the four-
color theorem uses a computer to check that a finite number of cases can be four-colored,
the proof written by hand consisting in showing that these cases are enough to get the
whole result. The completely formalized proof by Georges GONTHIER (2005) with the
help of Benjamin WERNER in Coq' reflects also this fact, and makes extensive use of
computations, through the computational-reflection method. It is therefore of higher
importance to be able to represent computations faithfully in proof systems. In many
modern proof assistants, computations are done either through axiomatization or with
the help of a A-calculus with inductive types. The former is not well adapted for proof
search, because there is no clue what axiom is needed and at what moment in the proof.
The latter may seem enough, because it is the base of functional programming language
a la ML. However, this often constraints functions to be defined by structural induction,
and one may want more liberality in these definitions. It is well accepted that rewriting
provides a model for computations that is simple, flexible and executable, and that has
been extensively studied. It is therefore no surprise that the integration of rewriting
techniques in proof assistants is an active research field. Isabelle? offers for instance the
possibility to simplify goals using rewrite rules.

The need to better understand interconnections between computation and deduction
leads Gilles DOWEK, Thérese HARDIN and Claude KIRCHNER (2003) to propose a formal-
ism in which those are clearly identified. In the so called deduction modulo, deduction
rules are applied modulo some congruence over formulee that represents the computa-
tions. This congruence is better represented by means of a rewrite system which rewrites
terms and also formule. Although this idea can theoretically be applied to any kind
of deductive system, it is often used with inference systems for first-order logic, such
as the natural deduction and the sequent calculus of Gerhard GENTZEN (1934). This
comes from the fact that higher-order logic can be encoded in first-order logic modulo,
as shown by Gilles DOWEK, Thérese HARDIN and Claude KIRCHNER (2001).

"http://coq.inria.fr/
’http://isabelle.in.tum.de/
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Extended abstract

The aim of this thesis is to study how the integration of computation in deductive
systems, in particular through deduction modulo, may help at simplifying proofs. Nu-
merous systems have been introduced since the early work of Gottlob FREGE on the
formalization of proofs. One of the principal objective of their conception was to sim-
plify the building of proofs. Nevertheless, as far as we know, none of these takes explicitly
into account the notion of simplicity of a proof, except the framework of the abstract
canonical systems of Nachum DERSHOWITZ and Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola
BoNAcINA and Nachum DERSHOWITZ (2007a). Simplicity is but a crucial property of
proofs, either from the point of view of a mathematician, which will seek the mathemat-
ical beauty of simple proofs, or from the point of view of automated theorem provers,
which find simple proofs more easily. David HILBERT seemed to agree with this idea,
because he apparently envisaged to include the study of the simplicity of proofs in his
famous list of twenty-three problems, as found out by Riidiger THIELE (2003). The
notion of simplicity is of course highly subjective, and may vary whether one considers
the position of a mathematician or the one of an automated theorem-proving tool. In
this thesis, we focus mostly on the perspective of mechanized theorem provers. We have
particularly highlighted three criteria.

We have firstly investigated the admissibility of cut. A deduction mechanism needs
to be analytic, that is, inference rules should only need the information provided by the
current goal. This is for instance the case in the sequent calculus without cut, because
rules are determined by the formulae occurring in the sequent. This implies that the proof
search is more restricted, because it is not needed to guess extra formulee as in the case of
the cut rule. The tableau method is based on this fact and can be seen as a proof search in
the sequent calculus without cut. The admissibility of cut, i.e. the fact that every sequent
that can be proved with cuts can be proved without, is therefore crucial to show the
completeness of these methods. It is but not always true in deduction modulo, as shown
by Gilles DOWEK et al. (2003). We even prove in this thesis that the admissibility of cut
is undecidable in deduction modulo. To overcome this issue, we propose a completion
procedure that transforms a rewrite system such that the sequent calculus modulo the
final rewrite system admits cut. Indeed, Gilles DOWEK (2003) has shown that when
only terms are rewritten, and not formulae, the admissibility of cut is equivalent to the
confluence of the rewrite system. In that case, if the sequent calculus modulo does not
admit cut, that means that the rewrite system is not confluent, and one may use the
standard completion procedure of Donald KNUTH and Peter BENDIX (1970) to get an
equivalent rewrite system which is confluent, and the sequent calculus modulo this system
will admit cuts. In the case where formulee can be rewritten, the equivalence is no longer
true, so that we propose another completion procedure based on the abstract-canonical-
system framework of Nachum DERSHOWITZ and Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola
BonaciNA and Nachum DERSHOWITZ (2007a). This framework is developed upon an
well founded ordering over proofs, representing their quality or their simplicity. This



Extended abstract

ordering induces notions of completeness, redundancy and critical proofs, and abstract
completion procedure are build on these. We have proved that deduction modulo can
be seen as an instance of this framework where critical proofs are proofs with a cut. The
instantiation of the abstract completion procedure eliminates the need for such proofs,
so that the sequent calculus modulo the rewrite systems produced by this procedure
does admit cuts. Besides, this study has led us to show how to transform a first-order
theory into a rewrite system such that proving using deduction modulo this rewrite
system is equivalent to proving in the theory. The completion procedure is described
accurately enough to be implemented, what we did using the language TOM/OCaml.
This implementation includes also a tableau method for deduction modulo based on
the work of Richard BoNICHON and Olivier HERMANT (2006b). All this work is fully
detailed in the paper (Guillaume BUREL and Claude KIRCHNER, 2008).

We then study the length of the proofs as a simplicity criterion. This is of course
an important criterion for practical purposes: short proofs will be found earlier for
obvious reasons, and furthermore they are better to share and to maintain from a proof-
engineering viewpoint. This study has also a theoretical interest, because it can be
linked with complexity issues such that the famous question whether P=NP. The initial
interrogation that led us to investigate this is a problem formulated by Kurt GODEL and
proved later by Rohit PARIKH (1973), Jan KRAJICEK (1989) and Samuel Buss (1994):
proofs in i + 1%%-order arithmetic are unboundedly shorter than proofs in i*"-order arith-
metic. As mentioned above, it is possible to encode higher order logic in first-order
systems modulo while preserving the length of proofs. Using deduction modulo there-
fore appears as a way to circumvent the speedup between different orders of arithmetic.
Indeed, we show how to get such speedups in deduction modulo, and we propose two
length-preserving encodings of higher-order arithmetic in deduction modulo: the first
one encodes all higher mechanisms with the help of a very simple rewrite system (finite,
terminating, confluent, left-linear); the second extends the work of Gilles DOWEK and
Benjamin WERNER (2005) and presents higher-order arithmetic as a purely computa-
tional theory, that is, we define a rewrite system such that the formulese proved in the
deduction modulo this system corresponds exactly to the valid sentences of higher-order
arithmetic. The results corresponding to this part are available in the paper (Guillaume
BUREL, 2008a).

The length-preserving encodings of higher-order logics in deduction modulo led us to
study the logical order as a simplicity criterion. Indeed, first-order logics are considered
to be more close to implementations, and they have been extensively studied so that
they are also more easily understood. For instance, to implement the A-calculus, one
often use of a calculus of explicit substitutions, which is expressible in first-order logic.
Another perspective was to show that deduction modulo, or related formalisms such
as superdeduction (Benjamin WACK, 2006; Paul BRAUNER, Clément HOUTMANN and
Claude KIRCHNER, 2007b), can be used as logical framework. In other words, it should
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be possible to encode every inference system into deduction modulo as was done for
the inference system for HOL by Gilles DOWEK et al. (2001). To justify this claim, we
have encoded every functional pure type systems, which are generic type systems for
the A-calculus used as the foundations of most of the theorem provers, into supernatural
deduction, which is an extension of natural deduction with new rules derived from a
rewrite system over formulse and which can be related with natural deduction modulo.
This is a step further the work of Denis COUSINEAU and Gilles DOwWEK (2007), who
encode pure type system into AIl modulo, that is a very simple pure type system used in
deduction modulo. We therefore argue how first-order logic can be used as a base lan-
guage to check proofs developed in other systems. We also enlighten a link between proof
normalization in the pure type system and in its encoding in supernatural deduction.
These results can be found in (Guillaume BUREL, 2008b).

All these results tends to convince that deduction modulo, or related formalisms such
as superdeduction, are appropriate for mechanized proof search. For fully automated
proof search, the completion procedure we developed and the work on the length of proofs
provide a way to obtain complete and efficient proof search method. For interactive proof
search, superdeduction can be used to simulate interactive provers, at least their pure-
type-system part. The logical-framework aspect may also let superdeduction be used
as a joint between heterogeneous part of a proof developed on several theorem-proving
tools.



Chapitre 1

Introduction

Quelle est la différence entre un
psychotique et un névrotique ?

Le psychotique est celui qui sait que
242 font 5 et qui s’en fout.

Le névrotique est celui qui sait que
242 font 4 et ¢a le rend malade.

Pierre DESPROGES

LUS encore que l'invention de l'outil, qui parait relever avant tout de l'artisanat,
P c’est celle de I'agriculture qui semble faire entrer définitivement 1’étre humain dans
I’histoire de I’automatisme : de chasseur-cueilleur se nourrissant au hasard des rencontres
il développe un mécanisme lui permettant d’obtenir plus ou moins automatiquement
des moyens de subsistance. Il est souvent considéré que cette découverte a constituée
une étape importante dans I’émancipation de ’homme vis-a-vis de son milieu naturel.
Toutefois, certains rétorquent qu’au contraire I’étre humain s’est retrouvé dépendant de
son champ et des nouvelles taches qu’il doit y accomplir, et arguént que le travail apparu
conséquemment demande un temps bien supérieur a celui requis pour la recherche de
nourriture des chasseurs-cueilleurs. Il est bien évident que ’objectif de cette thése n’est
pas de trancher entre ces deux points de vue, et de déterminer si oui ou non ’automatisme
constitue un réel progres pour I’humanité. Nous nous contenterons de constater que
I’histoire humaine s’est accompagnée d’un nombre toujours croissant d’automatisations
qui ont touchés des domaines de plus en plus vaste. En particulier, on retrouve dans
la formalisation du raisonnement, telle qu’on peut la trouver des la Gréce antique dans
les travaux de I’école d’ARISTOTE, une tentative de mécanisation des productions de
Iesprit a l'aide de regles simples. Cette formalisation a fait d’importants progres grace
aux travaux précurseurs de Gottlob FREGE dans la deuxieme moitié du X1x€ siecle. David
HILBERT s’est alors demandé s’il est possible de modéliser I’ensemble des raisonnements
mathématiques a ’aide d’un nombre fini de principes de bases clairement identifiables.
Les années 1930 ont été témoins d’importantes avancées, avec I'introduction par Gerhard
GENTZEN de systemes formels de déduction toujours utilisés aujourd’hui mais aussi
avec le fameux théoreme d’incomplétude de Kurt GODEL qui répond par la négative a
Iinterrogation de David HILBERT, puisqu’il dit que tout systeme logique suffisamment
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puissant n’est pas capable de montrer ou de réfuter certains énoncés, notamment sa
propre cohérence. Ces années ont également vue la naissance de I’ordinateur, qui a permis
de mettre en ceuvre de maniere effective les techniques d’automatisation. La logique a
bien entendu profité de cet apport, et on trouve aujourd’hui des logiciels qui permettent
d’effectuer des démonstrations de facon totalement formelle.

De nombreux formalismes ont ainsi été proposés pour représenter les démonstrations
mathématiques. Un certain nombre de ces formalismes sera présenté au fil de ce manus-
crit. Les objectifs principaux avancés pour motiver 'introduction de ces formalismes sont
d’une part la tentative de se rapprocher du raisonnement mathématique et de son ex-
pressivité et d’autre part de faciliter la recherche de démonstration mécanisée, que cette
derniére soit entierement automatisée ou qu’elle nécessite une interaction avec 1'utilisa-
teur, comme dans le cas des assistants a la démonstration. Ces formalismes répondent
donc a une certaine volonté implicite de simplification de la construction des démonstra-
tions. Néanmoins, a notre connaissance, aucun d’entre eux, hormis le cadre des systéemes
canoniques abstraits de Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola
BoNACINA et Nachum DERSHOWITZ (2007a), ne prend explicitement en compte la sim-
plicité des démonstrations. Il s’agit pourtant d’un caractere important, que ce soit du
point de vue du mathématicien qui recherchera la beauté associée a une démonstration
simple, ou du point de vue de la machine, qui ne sera capable a priori de démontrer
que les démonstrations les plus simples dans un temps donné. Des recherches épisté-
mologiques de Riidiger THIELE (2003) ont montré que David HILBERT s’est intéressé a
cette thématique, et qu’il aurait méme un temps envisagé de 'inclure dans sa célebre
liste de vingt-trois théoremes qu'’il a présenté au début du siecle dernier (1901). 11 va
de soit que la notion de simplicité est éminemment subjective, et qu’elle peut méme
différer suivant les objectifs recherchés. Ainsi, il semble probable que I'on n’utilisera pas
les mémes criteres pour un mathématicien ou pour un logiciel de démonstration auto-
matique. Dans cette these, on se placera avant tout du point de vue de la recherche
mécanisée de démonstration.

Si la recherche automatique de démonstration s’apparente a du calcul, il est également
possible de faire intervenir du calcul dans les démonstrations elles-mémes. Par exemple
la démonstration du théoreme des quatre couleurs, telle qu’elle a été présentée originel-
lement par Kenneth ApPEL, Wolfgang HAKEN et John KocH (1977), utilise 'ordinateur
pour vérifier un certain nombre de cas dont il a été au préalable démontré qu’ils suffisent
pour entrainer la véracité du théoreme. Il est aujourd’hui possible de formaliser entiere-
ment de telles démonstrations, et c’est ce qu’a fait Georges GONTHIER (2005), avec I’aide
de Benjamin WERNER, dans l’assistant de démonstration Coq'. On retrouve également
dans cette démonstration formelle I'importance du calcul. En effet, elle utilise de fagon
cruciale la technique dite de réflexion calculatoire, qui consiste a programmer une procé-
dure de décision pour une partie du probléeme a traiter et d’utiliser implicitement cette

"http://coq.inria.fr/
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procédure dans la partie calculatoire des démonstrations pour vérifier certains sous-buts
(cf. Samuel BOUTIN, 1997). On voit donc I'importance de bien intégrer le calcul dans les
systemes de démonstrations. Dans le cas de Coq, on peut utiliser le A-calcul avec types
inductifs. On peut considérer que c’est suffisant, puisque les langages de programmation
fonctionnelle du type ML ne contiennent pas plus. Toutefois on peut avoir envie d’ex-
primer le calcul & ’aide de mécanismes différents, pour par exemple sortir du schéma
habituel des fonctions définies par induction structurelle. Il est reconnu que la réécriture
est un formalisme qui permet & la fois d’avoir une description simple et exécutable du
calcul, mais aussi d’offrir une souplesse au niveau de la définition des fonctions a calculer.
De plus, ce formalisme a été abondamment étudié, tant d’un point de vue théorique que
pratique. Il n’est donc pas étonnant que ’on cherche a ajouter des aspects de réécriture
dans les assistants & la démonstration. Ainsi, dans lIsabelle?, il est possible de réécrire le
but a démontrer pour le simplifier, chaque égalité démontrée pouvant servir de regle de
réécriture.

Récemment, Gilles DOWEK, Thérése HARDIN et Claude KIRCHNER (2003) ont intro-
duit un nouveau formalisme pour étudier la combinaison entre déduction et calcul : la
déduction modulo. Se fondant sur le principe d’Henri POINCARE, qui stipule qu’il faut
bien distinguer dans les démonstrations les parties purement déductives des parties fai-
sant intervenir le calcul, I'idée est alors d’appliquer les étapes du raisonnement modulo
une congruence sur les formules logiques qui représente le calcul. Une des manieres de
représenter cette congruence est alors d’utiliser la réécriture. Cette technique peut s’ap-
pliquer sur la plupart des systéemes de déduction, mais on préférera en général I’appliquer
a des systemes pour la logique du premier ordre, c’est-a-dire la logique dans laquelle on
ne raisonne que sur les objets eux-mémes, et non pas sur les propriétés. Ceci a essentiel-
lement pour raison qu’il a été démontré par Gilles DOWEK, Thérese HARDIN et Claude
KIRCHNER (2001) que la logique d’ordre supérieure, dans laquelle on peut prendre en
compte les propriétés des objets, peut étre encodée en logique du premier ordre en tra-
vaillant modulo un systeme de réécriture. Dans cette these, nous allons étudier quels sont
les bénéfices que peut apporter I'utilisation de la déduction modulo pour la simplicité
des démonstrations.

Guidés par I'objectif de mécanisation des démonstrations, nous avons retenus princi-
palement trois critéres qui témoignent de la simplicité des démonstrations. Le premier
de ces criteres est I’admissibilité des coupures. Dans une démonstration, il est possible
de faire des détours : pour montrer une formule P, il est possible de démontrer d’abord
une certaine formule @, puis de démontrer que cette formule ) implique P. On appelle
un tel détour une coupure. Pour un outil de démonstration automatique, ceci n’est pas
satisfaisant car il faut alors « deviner » la formule . On dit alors qu’une telle démons-
tration n’est pas analytique, parce que les étapes de déduction utilisées ne dépendent pas
uniquement des formules que 1’on est en train de démontrer. Un systeme de déduction

’http://isabelle.in.tum.de/
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admettra alors les coupures si toutes les formules qu’il peut démontrer peuvent ’étre sans
coupure. Quand Gerhard GENTZEN (1934) introduit son calcul des séquences?, le théo-
reme principal (Hauptsatz) qu’il démontre est justement I’admissibilité des coupures. Si
on se place dans le cadre de la déduction modulo, ’admissibilité des coupures n’est plus
garantie, comme 'ont démontré Gilles DOWEK et collaborateurs (2003). Nous montrons
ici que cette propriété est méme indécidable en général.

Nous avons alors cherché le moyen de contourner cette difficulté. Gilles DOWEK (2003)
a démontré que si le systeme de réécriture modulo lequel on se place ne réécrit que des
termes (et non pas aussi des formules comme cela peut étre le cas en général en déduction
modulo), alors I’admissibilité des coupures est équivalente a la confluence du systeme
de réécriture. Dans ce cas, pour avoir un systeme de déduction qui admet les coupures,
il faut donc rendre le systeme de réécriture confluent. C’est justement ce que fait la
complétion standard de Donald KNUTH et Peter BENDIX (1970). Dans le cas général ou
on peut également réécrire des formules, I’équivalence entre confluence et admissibilité
des coupures n’est plus vraie. On est toutefois tenté de trouver une généralisation de
la complétion standard qui permette de modifier un systéme de réécriture de facon a
ce que la déduction modulo le systeme final admette les coupures. C’est ce que nous
avons fait, en nous reposant sur le cadre théorique des systémes canoniques abstraits de
Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2006); Maria Paola BONACINA et Nachum
DERSHOWITZ (2007a). Ce cadre est fondé sur l'introduction d’un ordre bien fondé sur les
démonstrations qui représente leur qualité ou leur simplicité. A partir de cet ordre sont
dérivées des notions de complétude, de saturation et de redondances qui permettent de
définir des procédures de complétion abstraites. Le but de ces procédures est de transfor-
mer un systéeme pour pouvoir construire avec le systeme final toutes les démonstrations
minimales, les meilleures donc. Nous montrons que ’on peut instancier le cadre des sys-
temes canoniques abstraits par une variante du calcul des séquences modulo, de facon a
ce que les démonstrations minimales soient sans coupure. L’instance de complétion abs-
traite qui en résulte permet donc d’obtenir des systemes de réécriture pour lesquels la
déduction modulo admet les coupures. Au passage, 'instanciation fournit un algorithme
qui transforme toute théorie de la logique classique du premier ordre en un systéme
de réécriture tel qu’il est équivalent de démontrer des formules dans la théorie ou mo-
dulo le systeme de réécriture. Nous présentons également une implémentation de cette
procédure de complétion.

Si ’admissibilité des coupures est une propriété intéressante du point de vue de la re-
cherche automatique de démonstrations, elle a aussi ses limites. Par exemple, les démons-
trations sans coupure peuvent étre plus longues que les démonstrations avec. Richard

3Nous préférons traduire les Sequentz de Gerhard GENTZEN (1934) par le terme « séquences », comme
on peut le trouver chez Robert FEYS et Jean LADRIERE (1965) ou chez Jean LARGEAULT (1971),
plutét que d’utiliser le néologisme « séquent » qui provient d’un détour par I’anglais. L’usage de ce
dernier est néanmoins largement répandu dans la communauté.



STATMAN (1978) a ainsi démontré que dans le cas de la logique propositionnelle, cer-
taines formules ont une démonstration de taille polynomiale en calcul des séquences avec
coupures mais au mieux exponentielle sans coupure. Nous nous sommes donc intéressés
a la longueur des démonstrations comme second critere de simplicité. Il est évident que
d’un point de vue pratique, il est important de pouvoir construire des démonstrations
courtes : ce sont celles qui seront trouvées le plus rapidement (puisqu’il faut compter
au moins le temps de les construire), et de plus elles seront plus faciles & communiquer
et probablement plus aisées a maintenir dans le cadre de l'ingénierie de la démonstra-
tion. La longueur des démonstrations a également une importance d’un point de vue
théorique, puisqu’elle peut étre reliée a des problemes de complexité, comme la célebre
question P#£NP 7. On peut a ce propos par exemple lire la préface par Rohit PARIKH de
la traduction en anglais d’un article de Kurt GODEL (1986) sur ce sujet. C’est cet article
qui énonce le théoreme suivant sans donner de démonstration : il existe des formules
valides en arithmétique d’un certain ordre ¢ dont les démonstrations les plus courtes en
arithmétique d’ordre ¢ sont plus longues de fagon non bornée que les démonstrations les
plus courtes en arithmétique d’ordre i+ 1. En d’autres termes, non seulement ’arithmé-
tique d’ordre ¢ + 1 permet de démontrer plus de formules que celle d’ordre ¢, mais elle
offre également des démonstrations infiniment plus courtes de certaines formules démon-
trables a l'ordre inférieur. Ce théoréme a été démontré par Rohit PARIKH (1973) pour
i = 1 avec une définition de I'addition et de la multiplication a ’aide de prédicat ter-
naires. Il a été étendu par Jan KRAJICEK (1989) & tous les ordres, et Samuel Buss (1994)
I’a démontré pour les définitions plus naturelles de 'addition et de la multiplication a
I’aide de symboles de fonction.

Comme nous ’avons indiqué ci-dessus, la logique d’ordre supérieur peut-étre enco-
dée au premier ordre en déduction modulo. De plus, cet encodage préserve la taille
des démonstrations. Il semble donc que la déduction modulo permette de dépasser les
réductions de tailles des démonstrations qui apparaissent en augmentant ’ordre en arith-
métique. En effet, nous montrons qu’il est relativement simple de réduire la taille des
démonstrations grace a la déduction modulo, sans méme se placer dans le cadre de ’arith-
métique d’ordre supérieur. Nous avons toutefois aussi cherché a encoder 'arithmétique
d’ordre supérieur en déduction modulo du premier ordre, en prenant soin de conserver la
taille des démonstrations. Pour cela, nous avons définis deux systemes de réécriture : le
premier, tres simple d’un point de vue calculatoire, encode tous les mécanismes d’ordre
supérieur ; le second, qui étend le premier, permet de se passer de toute théorie axio-
matique : 'arithmétique d’ordre supérieur est équivalente a la déduction en logique du
premier ordre pure modulo ce systéeme. On obtient donc des systemes de déduction du
premier ordre qui produisent des démonstrations qui sont de méme longueur que celles
des systemes d’ordre supérieur qui leur correspondent.

L’encodage pour la déduction modulo que nous donnons de I'ordre supérieur en arith-
métique est fondé sur un travail de Florent KIRCHNER (2006) qui utilise un systeéme
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de substitutions explicites. Celui de la logique d’ordre supérieur par Gilles DOWEK et
collaborateurs (2001) repose aussi sur l'utilisation d’un tel calcul. En régle général, il
semble donc que la déduction modulo associée a un calcul de substitutions explicites per-
met d’encoder n’importe quel systeme d’inférence. La déduction modulo apparait donc
comme un cadre logique, c’est-a-dire, selon la définition de Frank PFENNING (1996), un
méta-langage pour la spécification de systeme de déduction. Pour justifier cette affir-
mation, nous proposons une méthodologie qui indique comment trouver le systeme de
réécriture qui permet d’encoder un systeme d’inférence. Pour des raisons de commodité,
nous ne nous plagons pas en déduction modulo, mais dans le formalisme de la surdé-
duction introduit par Benjamin WACK (2005) et étendu par Paul BRAUNER, Clément
HouTMANN et Claude KIRCHNER (2007b), qui lui est équivalent. Nous appliquons cette
méthodologie a une large classe de systemes de type pour le A-calcul, a savoir les systemes
de type purs fonctionnels. Du fait de I'isomorphisme de CURRY-HOWARD, ces systemes
de type servent souvent de base aux assistants a la démonstration. Ainsi, les premieéres
versions de Coq reposaient sur le calcul des constructions qui est un systéme de type
pur, méme si on y a depuis rajouté des types (co-)inductifs. Un des intérét de fournir
un encodage des systemes de type purs est donc d’obtenir un langage universel pour
la vérification des démonstrations, qui sera donc la logique du premier ordre modulo.
Cet objectif a déja été atteint par Denis COUSINEAU et Gilles DOWEK (2007), qui ont
encodés les systemes de type purs fonctionnels dans le systeme AIl modulo. AIl, parfois
appelé AP ou LF, est un systeme de type pur tres simple. Toutefois, si AII modulo peut
étre utilisé pour vérifier des démonstrations produites par des assistants a la démons-
tration différents, il n’est toujours pas possible de faire s’échanger des démonstrations
entre assistants. L’encodage dans un systeme du premier ordre semble résoudre ceci, car
il existe des outils, comme Fellowship* de Claudio SACERDOTI COEN et Florent KIRCH-
NER, qui permettent de partager des démonstrations en logique du premier ordre entre
différents assistants & la démonstration (a savoir Coq et PVS® pour l'instant dans le cas
de Fellowship). En plus de cet intérét vis-a-vis de la coopération entre assistants a la
démonstration, 'encodage des systemes de type purs en surdéduction permet également
d’envisager une meilleure compréhension de ceux-ci, puisque nous conjecturons un lien
entre la normalisation des démonstrations dans un systeme de type pur et dans son
encodage. Cela ouvre également des perspectives concernant la recherche automatique
de démonstration, via les outils de démonstration automatique dérivés de la déduction
modulo.

*http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Florent.Kirchner/fellowship/trunk/
Shttp://pvs.csl.sri.com/
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Plan de la these

Dans un premier chapitre (chapitre 2), nous introduisons toutes les notions qui seront
utiles pour ce manuscrit. En particulier, nous esquissons des définitions de base comme
celle de la réécriture ou du A-calcul, et nous tentons de formaliser ce qu’est une logique.
Nous définissons ce qu’est un systeme de déduction et nous présentons les systemes
d’inférence usuels pour la logique du premier ordre. Nous en discutons 1’équivalence
ainsi que quelques propriétés, en particulier I’élimination des coupures du calcul des
séquences.

Dans le chapitre 3 nous examinons les relations entre calcul et déduction. Nous com-
mengons par parler de 'isomorphisme de CURRY-HOWARD qui établit une équivalence
formelle entre une démonstration et un programme (représenté sous la forme d'un A-
terme), la formule démontrée correspondant alors au type du programme. Pour intégrer
le calcul au niveau des formules a démontrer, et pouvoir utiliser ainsi le calcul dans les
démonstrations, une possibilité est alors de supprimer la distinction entre programme et
type, ce qui engendre les A-calculs avec types dépendants. Nous présentons en particulier
la définition des systemes de type purs, qui sont une classe de tels calculs. L’autre ap-
proche pour intégrer le calcul dans les démonstrations est celle de la déduction modulo
qui consiste a appliquer les regles de déduction modulo ce calcul. Nous introduisons un
certain nombre de variantes de systéme d’inférences pour la déduction modulo, et nous
montrons leur équivalence. Nous discutons de I'admissibilité des coupures en déduction
modulo en rappelant qu’elle n’est pas toujours vérifiée, puis en donnant des criteres qui
I'assure et en démontrant enfin son indécidabilité dans le cas général. Nous parlons des
méthodes de démonstration automatique basées sur la déduction modulo, en particulier
la méthode des tableaux TaMed de Richard BONICHON et Olivier HERMANT (20060).
Nous introduisons ensuite un formalisme voisin de la déduction modulo, & savoir la sur-
déduction, et nous présentons en particulier les systemes qu’il engendre pour la logique
du premier ordre, a savoir la déduction surnaturelle de Benjamin WACK (2005) et le
calcul des séquences extensibles de Paul BRAUNER et collaborateurs (2007b). Nous dis-
cutons des propriétés de ces systemes, en particulier nous démontrons l’orthogonalité
entre les regles de déduction purement logique et celles liées au calcul dans ces systemes
(théoreme 3.30).

Le chapitre 4 débute par un exemple illustrant la méthode employée pour retrouver
I’admissibilité des coupures. Les systemes canoniques abstraits sont alors présentés en
détail, et nous démontrons ensuite qu’une des variantes du calcul des séquences modulo
en est une instance, ce que nous faisons en définissant un ordre bien fondé sur les dé-
monstrations de cette variante. Ce travail nous conduit a élaborer un algorithme qui
permet de transformer toute présentation finie d’une théorie du premier ordre en sys-
teme de réécriture de telle fagon qu’il est équivalent de faire des démonstrations dans la
théorie en question ou de démontrer modulo le systéme de réécriture. Le fait de définir
la déduction modulo comme une instance de systeme canonique abstrait nous fournit
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une procédure de complétion qui permet de transformer un systéme de réécriture pour
qu’au final la déduction modulo ce systeme admette les coupures. Nous détaillons le
fonctionnement de cette procédure, qui est basée sur la notion de démonstration critique
qui dans le cas de la déduction modulo correspond a une démonstration minimale possé-
dant une coupure. Nous présentons ensuite une implémentation d’un prototype de cette
procédure, qui inclut également un prototype de méthode des tableaux modulo.

Au cours du chapitre 5, nous cherchons a voir comment la déduction modulo permet
des réductions dans la taille des démonstrations. Nous commengons par rappeler le cadre
formel existant autour de notions de longueur de démonstration et leurs relations avec la
complexité, et nous formulons quelques uns des enjeux dans ce domaine. Nous donnons
ensuite deux exemples simples de réduction de la taille des démonstrations grace a la
déduction modulo, le deuxieme prenant méme en compte les étapes de calcul dans la
taille des démonstrations. Nous nous intéressons ensuite a ’encodage de ’arithmétique
d’ordre supérieur en déduction modulo en prenant soin de préserver la taille des dé-
monstrations, et nous appliquons ces résultats a I’étude des réductions des longueurs des
démonstrations quand on augmente d’ordre en arithmétique.

Le chapitre 6 est consacré a I’étude de la surdéduction comme cadre logique. Apres
avoir esquissé 'intérét d’un cadre logique, nous présentons une méthodologie applicable
pour la surdéduction. Nous appliquons ensuite cette méthodologie aux systemes de type
purs fonctionnels, apres avoir rappelé la travail de Denis COUSINEAU et Gilles DOWEK
(2007). Nous discutons alors de ses conséquences pour la recherche de démonstration
mécanisée, et nous tentons de comparer la normalisation des démonstrations dans les
systemes de type purs et dans leur encodage en surdéduction.

Dans le dernier chapitre, nous concluons en ouvrant une réflexion sur I’extension de
nos méthodes a d’autres criteres de simplicité des démonstrations, parmi lesquels leur
normalisation ou la décidabilité de leur vérification. Nous nous penchons également sur
I'utilisation de la déduction modulo et de la surdéduction comme cadre logique, en es-
sayant de déterminer comment automatiser au maximum le passage d’une théorie ou
d’un systeme d’inférence a son encodage en déduction modulo. Nous proposerons d’étu-
dier un cadre théorique qui combine les bénéfices apportés par I'utilisation d’un ordre
sur les démonstrations dans le cadre des systemes canoniques abstraits et les liens entre
longueurs de démonstrations et théorie de la complexité tels qu’initiés par Stephen COOK
et Robert RECKHOW (1979). Enfin nous discuterons de la mise en ceuvre effective des
résultats que nous avons obtenus pour implémenter des outils de démonstration auto-
matique efficaces. En particulier, nous soulignerons la nécessité d’utiliser des stratégies
pour cela.
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Contributions

Nous avons essayé de rédiger ce manuscrit suivant un ordre naturel. C’est la raison
pour laquelle nos contributions personnelles sont mélées a des travaux existants. Afin de
mieux faire ressortir celles-ci, nous en dressons la liste, méme si elles n’ont pas toutes la
meéme importance.

Chapitre 3

Nous introduisons deux nouvelles variantes de calcul des séquences modulo : le cal-
cul des séquences avec dépliage et le calcul des séquence avec dépliage polarisé,
pour lesquels les régles de réécriture ne peuvent s’appliquer qu’a des formules ato-
miques et pour une étape de réécriture seulement, ce qui permet plus de controéle sur
la forme des démonstrations. Nous montrons 1’équivalence entre ces deux versions
(théoréme 3.10) et celle envers les variantes originelles (théoréeme 3.8), y compris en
ce qui concerne ’admissibilité des coupures.

Nous démontrons qu’il est indécidable, étant donné un systeme de réécriture, de sa-
voir si le calcul des séquences modulo ce systeme admet les coupures (théoreme 3.14).
Nous proposons de nouveaux termes de démonstration pour la déduction surnatu-
relle, dans le cas avec des conjonctions. Ces termes, basés sur un calcul distributif,
permettent d’étendre le travail de Paul BRAUNER, Gilles DOWEK et Benjamin WACK
(2007a) sur I’équivalence de la normalisation des démonstrations en déduction na-
turelle modulo et en déduction surnaturelle (théoreme 3.22).

Nous proposons plusieurs approches pour obtenir un calcul des séquences exten-
sible pour la logique intuitionniste, dont I'une est fondée sur 1’équivalence avec la
déduction surnaturelle (propositions 3.24 et 3.27).

Nous montrons que pour une certaine classe de systéemes de réécriture, les systemes
de surdéduction intuitionnistes associés n’ont pas besoin des regles logiques pour
démontrer les formules atomiques (théoreme 3.30).

Chapitre 4

Nous proposons un algorithme qui transforme une séquence en systeme de réécriture
compatible. Ceci permet d’intégrer toute présentation finie d’une théorie en logique
du premier ordre classique via un systéeme de réécriture de telle facon qu’il soit
équivalent d’étre valide dans la théorie et d’étre démontrable en déduction modulo
le systeme (corollaire 4.10).

Nous montrons que le calcul des séquences avec dépliage polarisé peut étre vu comme
une instance de systéme canonique abstrait (théoréeme 4.12). Pour cela, nous intro-
duisons un ordre sur les démonstrations tel que les démonstrations critiques (les
démonstrations minimales qui ne respecte pas la propriété recherchée) ont la forme
d’une simple coupure suivie de dépliages (proposition 4.14).
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Nous en déduisons une procédure de complétion qui permet de retrouver I’admissi-
bilité des coupures (théoreme 4.17).
Nous décrivons 'implémentation de cette procédure de complétion et de la méthode
des tableaux modulo de Richard BONICHON et Olivier HERMANT (2006b) dans le
langage TOM/OCaml (section 4.4).

Les résultats de ce chapitre, ainsi que certains du précédent, ont été présentés avec
Claude KIRCHNER en partie a la conférence Logical Foundations of Computer Science
(2007) et en intégralité dans un article soumis au journal Information and Computation
(2008).

Chapitre 5

Nous démontrons sur un exemple simple que la déduction modulo permet des ré-
ductions arbitraires des longueurs de démonstrations (théoreme 5.3).

Nous encodons le calcul des structures de Kai BRUNNLER (2003) en déduction mo-
dulo, ce qui nous permet de profiter des résultats sur la longueur des démonstrations
de Paola BrRuscoLI et Alessio GUGLIELMI (2009) pour avoir des réductions de lon-
gueur y compris en prenant en compte les étapes de calcul (proposition 5.5).

Nous encodons tout ce qui concerne l'ordre supérieur en arithmétique d’ordre i
dans un systeme de réécriture HO; qui est fini, confluent, terminant (au moins pour
i = 2) et linéaire a gauche. Les démonstrations en arithmétique d’ordre i sont de
méme longueur que dans une théorie du premier ordre fA modulo HO; (théoréme
5.12).

Nous étendons cet encodage pour nous passer de la théorie fA, et ainsi obtenir une
présentation purement calculatoire de I'arithmétique d’ordre ¢, tout en préservant
la taille des démonstrations (théoréme 5.14).

Nous séparons la réduction de longueur des démonstrations obtenue en changeant
d’ordre en arithmétique en deux : il existe une réduction de longueur dans fA modulo
HO; (et par conséquent en arithmétique d’ordre i) par rapport fA plus une théorie
compatible avec HO; (proposition 5.16) ; il existe une réduction de longueur dans
fA plus une théorie compatible avec HO; par rapport a I’arithmétique d’ordre 7 — 1
(proposition 5.17).

Nous avons présentée une version préliminaire de ces travaux a la conférence Computer
Science and Logic (2007). La version actuelle a été soumise au journal ACM Transactions
On Computational Logic (2008a).

Chapitre 6

14

Nous développons une méthodologie pour la spécification de systeémes d’inférence
en surdéduction, en se basant sur : la définition de 'encodage des formules modulo
un systeme de réécriture ; 'utilisation de A-abstractions pour simuler les lieurs, avec



un calcul de substitutions explicites pour les manipuler ; I'utilisation du théoreme
3.30 pour séparer ’encodage des regles du systeme d’inférence et les regles logiques
du systeme de surdéduction (section 6.1.2).

— Nous encodons les systemes de type purs fonctionnels en déduction surnaturelle de
fagon correcte et conservative (théoremes 6.14 et 6.15).

— Ceci implique ’existence d’un calcul des séquences extensible correspondant (figure
6.4) qui est mieux adapté a la recherche de démonstration dans les systemes de type
purs. Nous proposons des pistes pour controler celle-ci de fagon plus efficace.

— Nous montrons que la déduction surnaturelle associée a un systeme de type pur
ne normalise pas fortement, méme si ¢’est le cas pour ce dernier (proposition 6.20).
Toutefois, nous montrons que si toutes les démonstrations en déduction surnaturelle
dans un contexte bien formé normalisent fortement, alors c’est le cas dans le systeme
de type pur (corollaire 6.19), et nous conjecturons la réciproque. Nous montrons
déja que la normalisation faible du systeme de type pur implique 'admissibilité des
coupures pour la déduction surnaturelle associée, pour les formules dans un contexte
bien formé (proposition 6.21).

L’encodage des systemes de type purs en surdéduction a été présenté a la conférence
Logic In Computer Science (2008b).
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Chapitre 2
Notions préliminaires

Il est toujours aisé d’étre logique. 11
est presque impossible d’étre logique
jusqu’au bout.

Albert CAMUS, Le mythe de Sisyphe

ETTE these n’a pas pour but de définir les fondements des mathématiques ou de la
logique. Nous nous placerons donc dans un cadre mathématique usuel, celui de la
théorie des ensembles. La définition de la sémantique des logiques utilisées par la suite,
donnée a la fagon d’Alfred TARSKI, doit étre vue avant tout comme un moyen de pouvoir
parler des fondements logiques en tant qu’objets mathématiques!. Il ne s’agit pas pour
autant d’adopter un point de vue essentialiste en déclarant que la notion de vérité existe
ex nihilo, mais uniquement de présupposer qu’il a été possible d’en définir une de facon
satisfaisante.

2.1 Notions mathématiques de base

Nous rappelons ici les définitions de quelques notions que nous utiliserons par la suite.
On pourra se référer aux ouvrages de Franz BAADER et Tobias NIPKOW (1998) et Claude
KIRCHNER et Hélene KIRCHNER (2001) pour plus de détails sur la réécriture, et de Henk
BARENDREGT (1984) pour le A-calcul.

Définition 2.1 (Relation). Etant donné un ensemble A, une relation n-aire sur A est
un sous-ensemble de A™.

Une relation binaire p C A x A est dite :

— réflexive si pour tout x € A, on a (z,x) € p;

— antisymétrique si pour tout x,y € A, si (x,y) € p et (y,z) € p alors x =y ;

— transitive si pour tout x,y,z € A, si (z,y) € p et (y,2) € p alors (x,2) € p;
bien fondée (ou Noethérienne) si pour tout sous-ensemble non vide X C A il existe
un élément x € X minimal pour p, c’est-a-dire tel que pour aucun y € X on ait

(z,y) € p-

LOn pourrait faire une grossiere analogie en informatique avec un compilateur bootstrappé
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Cette derniére propriété est équivalente a l'inexistence de chaine infinie décroissante,
c’est-a-dire de suite (ap)nen d’éléments de A tels que pour tout i on ait (a;,a;+1) € p.
On notera xpy pour (x,y) € p.

Définition 2.2 (Ordre). Un préordre sur A est une relation binaire sur A réflexive et
transitive.

Un ordre sur A est un préordre sur A antisymétrique.

L’ordre strict > associé a un ordre > est la relation > \{(z,z) : = € A}.

Par extension, un ordre sera dit bien fondé si son ordre strict [’est.

Définition 2.3 (Multiensemble). Un multiensemble m sur A est une fonction de A
dans N. Si m(a) # 0 pour seulement un nombre fini d’éléments a € A, alors on dit que
m est fini, et on peut noter m comme un ensemble ot I’élément a apparait m(a) fois.
Etant donné un ordre = sur A, lextension multiensemble = de cet ordre sur les
multiensembles sur A est défini par : m »= n si pour tout a € A, si n(a) > m(a) pour
lordre usuel sur les entiers, alors il existe un b € A tel que b = a et m(b) > n(b).

Remarque 2.1 : Un multiensemble sur A peut également étre vu comme un élément du
monoide commutatif libre engendré par A.

Définition 2.4 (Arbre). Une position est un mot sur l’alphabet des entiers naturels non
nuls N\ {0}. On note ¢ la position correspondant au mot vide.

Un support d’arbre est un ensemble non vide de positions fermé par préfixe.

Un arbre ¢ valeur dans A est la donnée d’un support d’arbre et d’une fonction d’éti-
quetage de ce support dans A.

Le sous-arbre de (P, f) a la position p posséde comme support {q : pq € P} et comme
fonction d’étiquetage q — f(pq).

Un fils d’un arbre t est un sous-arbre s a une position n € N. On dit alors que t est
le parent de s.

Le remplacement du sous-arbre de (P, f) a la position p par Uarbre (Q,g) est larbre
dont le support est ['union de l’ensemble des positions de P dont p n’est pas préfize et des
positions pq pour tout q € Q, et dont la fonction d’étiquetage associe f(t) aux positions
v dont p nest pas préfize et g(q) auz positions pq.

Une feuille d’un arbre est une position du support de l’arbre qui n’est le préfixe d’aucune
autre position de ce support, ou par extension la valeur étiquetée par cette position.

Définition 2.5 (Terme). Une signature est la donnée d’un ensemble de symboles de
fonction F, une fonction a : F' — N qui associe a un symbole de fonction son arité,
c’est-a-dire un entier naturel.

Etant donnés une signature ¥ = (F,a) et un ensemble dénombrable de variables V
disjoint de celui des symboles de fonctions, l’ensemble des termes T(3,V) est le plus
petit sous-ensemble des arbres a valeur dans F UV tel que
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— pour toute variable x € V on a ({e}, e — x) appartient a T(X,V) ; on identifie alors
x et ({e}, e x) pour plonger V dans T(X,V);

— si g est un symbole de fonction d’arité n = a(g) dans X et (P1, f1),..., (Pn, fn) €
T (3, V)" alors larbre de support {ip : 1 < i < nAp € P} et de fonction d’éti-
quetage qui a ¢ associe g et a ip associe f;i(p) appartient a T(X, V). En notant t;
Uarbre (P, f;), on notera cet arbre g(t1,...,ty).

La notion de sous-arbre s’étend en une notion de sous-terme. On notera t), le sous-terme
de t a la position p, et t[s]y le remplacement du sous-terme de t a la position p par s.

Une constante est un terme de support {e} étiqueté par un symbole de fonction nullaire.
On notera alors f (sans empattement) au liew de f().

Les variables libres d’un terme sont les variables qui apparaissent dans ce terme. On
note FV (t) l’ensemble des variables libres d’un terme t.

Un contexte est un terme dont une (et une seule) feuille est étiquetée par un symbole
spécial [). Appliquer un contexte a un terme s consiste a remplacer le sous-terme [| du
contexte par le terme s. On note t[] un contexte et t[s| lapplication de ce contexte a s.

Une substitution o est une fonction de l’ensemble des variables V' dans l’ensemble des
termes T(3,V) avec un nombre fini de variables x € V telles que o(x) # x. Appliquer
une substitution o a un terme t consiste a remplacer les variables x dans t par o(z).
On note le terme résultant ot. La substitution qui remplace x1 par ti, ..., T, part, est
notée {t1/x1,...,tn/xn}.

Définition 2.6 (Ordre récursif sur les chemins, Nachum DERsHOWITZ, 1982). Etant
donnée une signature 3, on considére un ordre > sur les symboles de fonction que l'on
appellera précession.

A tout symbole de fonction on choisit d’associer un statut soit lexicographique soit
multiensemble.

On définit alors un ordre sur les termes T(X,V) de la fagon suivante : pour tout
s = f(s1,...,8n) et t = g(t1,...,tm) dans T(X,V), s est grand que t pour l'ordre
récursif sur les chemins (en court, RPO, noté s >rpo t) si

— f=get{s1,...,sn} est plus grand que {t1,...,t,} pour lextension lexicographique

ou multiensemble de ’ordre récursif sur les chemins, suivant le statut de f ; ou
~ [ > g et pour tout j tel que 1 < j <m, on a f >rpo tj; ou
— 4l existe un i tel que 1 <i<n ets; >ppot.

Proposition 2.1. L’ordre récursif sur les chemins posséde les propriétés suivantes :
— il est monotone, c’est-a-dire pour tout contexte t[] et tous termes s et u, si s >rpo u
alors t[s] >grpo t[u];
— 1l est stable, c’est a dire pour toute substitution o et tous termes s et u, si s >rpo U
alors 0s >grpo ou;
— pour tout terme t et toute position p, t >rpo t|p ;
ces trois propriétés font d’un ordre un ordre dit de simplification.
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— Si la précession est bien fondée, alors il est bien fondé (Nachum DERSHOWITZ,
1982).

Dans la suite, on utilisera que des statuts multiensemble dans les ordres RPO que
nous définirons.

Définition 2.7 (Systeme de réécriture). Une régle de réécriture est un couple de terme
(s,t) tel que FV(t) C FV(s). On la note s — t.

Un terme t1 se réécrit en un terme to par la régle de réécriture s — w a la position p

st il existe une substitution o telle que tip = o0s et ty = tl[au]p. On note alors t1 mtg,
S—Uu

ou parfois plus simplement t1 — to.
S—u
Un systeme de réécriture est un ensemble de régle de réécriture. Un terme ty est réécrit
en to par un systéme de réécriture R si il l’est par une de ses régles. On note alors

* Ve . .. . *
t1 ?tg. ? est la fermeture réflexive et transitive de cette relation, T sa fermeture

réflexive, symétrique et transitive.

Un terme t1 se surréduit en un terme to par la régle de réécriture s — u a la position
p si il eviste une substitution o telle que oty), = os et tz = o(t1[u]p). La surréduction
(en anglais narrowing) est a la réécriture ce qu’est le filtrage de motif a lunification.

Remarque 2.2 : Ces notions seront étendues a des regles de réécriture sur les formules
dans la section 3.2.

Définition 2.8 (Confluence). Un systéme de réécriture R est confluent si pour tous
termes u, s et t tels que s%u%t il existe un terme v tel que s%v%t. Cette

définition est équivalente a la propriété de CHURCH-ROSSER qui dit que pour tous termes
s ett, si s%t alors il existe un terme v tel que s%v%t, ce que [’on notera

* *
§——+—1

R R
Définition 2.9 (A-calcul). Les termes du A-calcul sont formés par la grammaire sui-
vante :

t o= x| e, t|tt

Dans Az, t, la variable x est liée, ce qui veut dire qu’elle n’apparait pas dans F'V (Az, t),
et que {s/y}t(\x, t) = Az, {s/y}{z/x}t pour z & FV(s,t,y). Az, t est dit a-équivalent
a Ay, {y/x}t pour y & FV(t). Les A-termes sont alors définis modulo cette relation
d’équivalence.

Un A-terme t1 se B-réduil en ta a la position p si ty), = (Ax, s) u pour certains
A-termes s et u, et ty = t1[{u/x}s]p. On note alors t; 7752.

Un A-terme t1 se n-réduit en tz a la position p si ty), = Az, (s =) pour un certain
A-terme s et x & FV (s), et to = t1[s]y. On note alors t; — ta.
n
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Variable Tz A% Ael

I''e:Awt:B
' Xx:A t:A= B

Abstraction

I'-t: A= B T'—u:A

Applicati
pplication ' iu B

Fi1G. 2.1 : Regles de typage du A-calcul simplement typé

. . * * * * . . -y 5
Ici aussi, on note —, «——, —, «—— les fermetures réflexives et transitives, et ré-
B n n

flexives, symétriques transitives de ? et —.
n

Remarque 2.3 : La régle (Az, s) u — {u/x}s n’est pas une regle de réécriture, du fait de

la substitution {u/z} qui se fait en une étape. Si on veut exprimer la [-réduction sous

forme de systéme de réécriture, il faut utiliser un calcul de substitutions explicites (cf.

section 6.1.2).

Définition 2.10. On se dote d’un certain ensemble B de type dit de base, par exemple
L, 0, etc. Les types simples sont les termes de la signature (B U {=},a) ot a(b) = 0 si
beBeta(=)=2.

Pour avoir un A-terme & la CHURCH, il faut annoter par un type les variables liées
par un X\, par exemple Ax : L, Ay : 0= 1, z T Y.

Un A-terme t sans variable libre est dit simplement typé si on peut construire une
dérivation fermée de v t : A pour un certain type A dans le systéme d’inférence de la
figure 2.1 (cf. la définition 2.24 des systémes d’inférence ci-dessous). On dit alors que t
est de type A.

2.2 Logique(s)

Il existe diverses fagons de définir ce qu’est une logique. Cette question en soit n’est
d’ailleurs toujours pas résolue, comme en témoigne ’existence d’un congres cherchant a
définir une logique de maniére universelle?. José MESEGUER (1989) définit par exemple
une logique de fagon catégorique par un systeme de déduction et une sémantique. Toute-
fois cette approche n’est pas totalement satisfaisante, car on peut imaginer des logiques
pour lesquels il n’existe pas de systeme de déduction précis, ou alors pour lesquelles la
sémantique n’est pas définie autrement que par celle d’un systéme de déduction. On ne
peut pas se contenter de définir une logique par un systeme de déduction, du fait de

20n pourra consulter le site suivant : http://www.uni-log.org/secondl.html.
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I'incomplétude de certaines logiques (Kurt GODEL, 1931). Nous utiliserons plutét une
définition proche de celle développée par Alfred TARSKI dans les années 1930, a partir
de la notion de théorie, et qu’on peut retrouver chez Nachum DERSHOWITZ et Claude
KIRCHNER (2006).

Définition 2.11 (Logique). Une logique est définie par un couple (A, Th) ou Th est
un opérateur de fermeture sur (P(A), C), c’est-a-dire pour toutes sous-parties A et B de
A

- A C B impligue ThAC Th B;

- ACThA;

- ThThA=ThA.

On appelle présentation toute sous-partie de A.

On dit qu’une logique (A, Th) est cohérente si Th() # A.

On appelle Th () I’ensemble des tautologies, qui sont donc les formules qui sont valides
sans supposer d’hypotheses.

On aurait pu préférer la définition de Lutz STRASSBURGER (2005b) qui caractérise
une logique comme un préordre (A, =), mais on peut s’y ramener :

Définition 2.12 (Relation de conséquence). Etant donnée une logique (A, Th) on définit
la relation de conséquence = comme [’ensemble des paires (a,b) telles que b € Th{a}.

Proposition 2.2. = est un préordre sur A.

Démonstration. Pour tout a € A, on a {a} C Th {a} donc = est réflexive. Pour toutes
formules a,b,c € A, si b € Th{a} alors Th{b} C Th(Th{a}), et si en plus ¢ € Th{b}
alors ¢ € Th (Th{a}) = Th{a}, donc = est transitive. O

Remarque 2.4 : A partir de la définition de Lutz STRASSBURGER (2005b), c’est-a-dire a
partir d’un préordre (A, =), on peut également retrouver la définition 2.11, en posant
ThA < {beA: Jae A, a=> b} pour toute présentation A C A. On vérifie qu’il
s’agit bien d’un opérateur de fermeture.

Ceci est toutefois moins général, car dans ce cas Th (AU B) = Th AU Th B.

Remarque 2.5 : Si Pensemble des formules est fermé par un symbole de conjonction A,
on peut étendre la relation = sur le produit de ’ensemble des parties finies de A avec
A:{a,...,an} = bssia A...Aa, = b. On suppose alors que Th{ai,...,an} =
Th {a1 A ... Nap}.

Ces définitions tres générales ont 'avantage de permettre de définir une logique a la
fois a I'aide de modeles ou de systemes de déduction.

Définition 2.13 (Sémantique). On définit une sémantique comme le triplet d’un en-
semble de formules A, d’un ensemble M dont les éléments sont appelés modeles et d’une
relation |= entre les modéles et les formules (EC M x A).
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déf

La logique associée a une sémantique (A, M, =) est définie par (A, Th) ou Th A =
{beA: Yme M, Vae€ A, ma) = m b}, ce qui fournit bien un opérateur de
fermeture.

Une formule a est dite satisfaisable si il eziste un modéle m € M tel que m |= a. On dit
alors que m est un modeéle de a. On dit aussi que m est un modele d’une présentation si
c’est un modele de toutes ses formules. De méme, on parle alors de modele d’une théorie
pour un modéle d’une présentation d’une théorie (ce qui ne dépend pas de la présentation
choisie).

Une formule a est dite valide si pour tout modéle m € M on a m |= a. Dans ce cas,
on notera = a. Cela revient a dire que a est une tautologie de la logique associée a la
sémantique.

On définit également ce qu’est un systeme de déduction, en s’inspirant de Nachum
DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2006).

Définition 2.14 (Systeme de déduction). Un systeme de déduction est un quadru-
plet (A,P,[]P™, []c1) tel que A est l’ensemble des formules, P est l’ensemble des dé-
monstrations, [-]7™ est une fonction de P dans P(A) et [|c; une fonction de P dans
A, que lon peut toutes deuzx étendre de fagon usuelle de P(P) dans P(A), tels que
Th < []go [-]Pm_l soit un opérateur de fermeture.

On définit la logique associée 6 un systéme de déduction comme cet opérateur de fer-
meture.

On définit les démonstrations que ’on peut produire a partir d’une présentation grdce
i la fonction Pf = [-]mel.

On appelle justification toute sous-partie de P.

Définition 2.15 (Correction, complétude). On considére un ensemble de formules A et
deux logiques sur cet ensemble de formules ayant comme relations de conséquence =1
et =>9.

On dit que la premiére est correcte pour la seconde st =1 C=—=>9.

On dit que la premiére est complete pour la seconde si =1 D=—>9.

Définition 2.16 (Logique engendrée par une théorie). Etant donnée une logique (A, Th')
et une présentation A C A on définit la logique engendrée par A a partir de (A, Th)
comme (A, Th') ot Th' est définie par Th'B < Th (AU B).

Définition 2.17 (Extension, conservatisme). On considére deux ensembles de formules
A C A et deux logiques (A, Th 1) et (A, Tho).

On dit que la deuxiéme est une extension de la premiére si (A’, Th) est correcte pour
(A', Th o) ot Th'y est le plus petit opérateur de cloture étendant Thy sur A, défini par
ThiA=(Th1(ANA)UA\A).

On dit de plus que cette extension est conservative si (A, Thy) est compléte pour
(A, Th o) (en considérant bien entendu la restriction et corestriction de Tho sur A).
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2.2.1 Logique du premier ordre

On étend la définition de signature pour y inclure des symboles de prédicat.

Définition 2.18 (Signature). Une signature du premier ordre est un triplet (F, P, a)
constitu€ d’un ensemble des symboles de fonction F', d’un ensemble de symboles de pré-
dicat distincts des symboles de fonction P, et d’une fonction d’arité de F'U P dans N.

La définition des termes est inchangée.

Définition 2.19 (Formule). Etant donnés une signature X et un ensemble dénombrable
de variables V', étant donné un symbole de prédicat A d’arité n dans X et (t1,...,t,) €
T(3, V)", on dit que A(t1,...,t,) est une proposition atomique.

On définit alors l’ensemble des formules de la logique du premier ordre par la gram-
maire sutvante :

Pu=A|L|T|-P|PAP|PVP|P=P|VYa, P|3z, P

ot x appartient a V et A a valeur dans les propositions atomiques.
On utilisera les notations A < B pour (A= B)A\(B = A) et, pour tout ensemble fini
de formulesT = {P,..., P,}, on notera AT pour PyA---AP, et\/T pour P,V ---VP,.

Le quantificateur universel V et le quantificateur existentiel 3 lient une variable. Il faut
donc définir I’ensemble des variables libres apparaissant dans une formule :

Définition 2.20 (Variables libres). L’ensemble des variables libres F'V (P) apparaissant
dans une formule est défini par :

~ FV(A(t1, ... tn) = Urcicn FV(8) ;

- FV(L) = FV(T) € 0;

~ FV(-P) ¥ FV(P);

- FV(PAQ) ¥ FV(PVQ) ¥ FV(P=Q) £ FV(P)UFV(Q):
-~ FV(Vz, P) £ FV(3z, P) € FV(P)\{z}.

I1 faut alors considérer les formules & a-conversion pres : si y ¢ FV(P) alors Vz, P et
Yy, {y/x}P sont les mémes formules.
On peut définir un ordre bien fondé sur les formules :

Définition 2.21 (Ordre sous-formule). L’ordre sous-formule > est le plus petit ordre
sur les formules tel que

- P >P;

- PAQ>PetPANQ>Q, de méme pour PVQ et P= Q;

- Va, P> {t/x}P pour tout terme t, de méme pour Iz, P.
Cet ordre est bien fondé (le nombre de connecteurs dans une suite décroissante diminue).
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La logique classique du premier ordre peut étre définie grace a sa sémantique.

Définition 2.22 (Modele classique). Etant donnés une signature ¥, un modele pour la
logique classique du premier ordre est définit par un ensemble non vide D appelé support
du modéle, une fonction f : D™ — D pour chaque symbole de fonction f d’arité n et un
ensemble P C D" pour chaque symbole de prédicat P d’arité n dans 3.

Une valuation est une fonction de V dans D.

Etant donnée une valuation p, on définit une interprétation sur les termes par induc-
tion sur leur structure :

- [z, = p(=) .

- sl = F(Edps -5 Ttad)
puis on définit la relation suivante entre le modéle et une formule par induction sur la
formule :

- m =, A(ty, ... tn) sst ([ti]p, ..., [ta]p) € A

-mlE, L

-mpE, T

- m =, P ssimlE, P

-mE,PNQ ssim|=,PetmpE,Q

-mE,PVQssiml=,P ouml=,Q

- m =, P=Q ssim k=, P implique m =, Q

—m =, Va, P ssipour tout d € D on am =y P o p' est la valuation p sauf pour x

a qui elle associe d.
—m =, 3z, P ssiil existe un élément d de D tel que m =, P ou p' est la valuation
p sauf pour x & qui elle associe d.
Finalement, m |= P ssi m =, P pour toute valuation p.

De facon équivalente, on peut dire que I'on interprete les symboles de prédicats d’arité
n par une fonction de D™ dans {0;1}. On dit alors que 0 et 1 sont des valeurs de vérité.
C’est cette définition qu’il est plus facile de généraliser pour d’autres logiques.

On parle de logique propositionnelle du premier ordre quand on se restreint aux for-
mules sans quantificateurs. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de parler de termes,
puisqu’on peut utiliser un prédicat nullaire A;, . ;, au lieu de la proposition atomique
A(ty, ..., ty). Pour distinguer, on parle alors parfois de logique des prédicats du premier
ordre quand on autorise les quantificateurs.

Pour définir des systemes d’inférence, nous aurons besoin de schéma de formules, avec
des variables pouvant étre substituées par des formules.

Définition 2.23 (Méta-formule). On considére un ensemble dénombrable MV de va-
riables appelées a jouer un role particulier dans les régles d’inférence des systemes de
déduction, les méta-variables. On considére également des ensembles dénombrables de
variables propositionnelles PV,, pour chaque arité n.
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Etant donnée une signature du premier ordre (F, P,a) et un ensemble de variables V,

une méta-formule sera une formule du premier ordre sur la signature (F, P U|J PVy,d)
n

avec d'(X) =n st X € PV, etd (f) = a(f) sinon, et les variables VUMYV, autrement dit
les termes pourront contenir des méta-variables et les variables propositionnelles pourront
étre utilisées comme des symboles de prédicat.

Lintérét des méta-formules réside dans leur instanciation : on obtient une instance
d’une méta-formule en lui appliquant une substitution qui associe une variable a une
méta-variable, un terme quelconque a une variable non méta, et une formule dans la-
quelle on a distingué un nombre de variables égal a son arité a une variable proposition-
nelle. L’application d’une substitution o a X (t1,...,t,) renvoie o(X) dans laquelle on
a remplacé les n variables libres distinguées par l’application de o a tq,...,t,.

Il est également possible de définir la logique intuitionniste du premier ordre a 'aide
de sa sémantique, principalement par deux méthodes distinctes : les algebres d’Arend
HEYTING et les modeles de Saul KRIPKE. Toutefois, il nous semble plus clair de la définir
comme la logique associée & la déduction naturelle (voir la section suivante).

Logique multisortée

En logique du premier ordre monosortée, tous les objets ont le méme statut, et sont
interprétés dans le méme domaine. Toutefois, on a parfois envie de distinguer différents
types d’objets, pour clarifier les formules. La logique du premier ordre multisortée permet
ceci, en généralisant la notion d’arité.

On se donne un ensemble de sortes S, et on choisit ’arité d’un symbole de fonction
ou d’'un prédicat parmi les listes finies d’éléments de S. La coarité d’'un symbole de
fonction sera un élément de S (son « type de retour »). Pour chaque sorte s de S on
consideére un ensemble dénombrable de variable V. Pour une sorte s € S 'ensemble
des termes de sorte s noté 7 (E, (Vs)se S) est le plus petit ensemble contenant Vy et

tel que si f est un symbole d’arité sq,...,s, et de coarité s, si t; € T, (E,(Vs)ses)
alors f(t1,...,tn) € Tg (E, (Vs)ses)' De méme une proposition atomique A(ty,...,t,)
est construite a partir d’'un symbole de prédicat A d’arité sq,...,s, et de (¢t1,...,t,) €

Tor (2, (Va)ses) X -+ x Ty, (5, (Vs),eg)- Pour plus de clarté, on indiquera en exposant
la sorte des variables, par exemple x* € V.
Il faut aussi étendre la notion de modele : un modele est donné par un support Dy

pour chaque s € S, des interprétations de chaque symbole de fonction d’arité sq, ..., sy
et de coarité s par une fonction de Dg, x --- x Dy dans Dg, et des interprétations de
chaque symbole de prédicat A d’arité si, ..., s, par un sous-ensemble de Dy, x - --Xx Dy, .

Une valuation est donnée par une fonction de Vi dans D, pour chaque s € S. Tout le
reste fonctionne alors comme dans le cas monosorté.

Il est possible de traduire la logique multisortée en logique monosortée en ayant recours
a des prédicats d’arité 1 pour chacune des sortes, par exemple S pour la sorte s, et des
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axiomes pour traduire les arités de symboles de fonctions (par exemple pour f : [s1; 2] —
son aVr, Si(zr) = Yy, Sa(y) = S(f(x,y))) ainsi que lexistence de termes pour toute
sorte (pour toute sorte s on considére un axiome 3z, S(x)). On traduit alors les formules
par induction :

At .. t)| £ Aty . )

IPAQ| £ |PIA|Q et de fagon similaire pour V, =, -
Vz*, P| £ Va, S(z) = |P|
32, P| £ 3z, S(z) AP

Les formules sont alors démontrables en logique multisortée ssi leur traduction I'est en
logique monosortée avec les axiomes supplémentaires.

2.2.2 Logiques d’ordre supérieur

Dans la logique du premier ordre, on peut quantifier sur les individus, mais pas sur
leur propriétés. On peut par exemple exprimer la phrase « tous les hommes sont mortels
», mais pas « aucun homme n’a toutes les qualités ».

On peut distinguer trois possibilités fortement reliées pour introduire cette possibilité :

Quantification sur les formules

Il s’agit d’étendre la syntaxe de facon a pouvoir quantifier sur les formules également.
On obtient ainsi la logique des prédicats du second ordre avec la grammaire suivante :

Pu=A|L|T|-P|PAP|PVP|P=P|Vz, P|3z, P|VX, P|3X, P

ou X est une variable propositionnelle.

Il faut également étendre la notion de valuation, qui a toute variable de terme associe
un élément du support du modele, et a toute variable propositionnelle associe une relation
de méme arité sur ce support.

On peut alors étendre la relation =, :

—m =y, X(t, ..., tn) ssi ([tily, ..., [talp) € p(X)

—m =, VX, P ssi pour toute relation R de méme arité que X sur le support de m,

on am =, P ot p estla valuation p sauf pour X & qui elle associe R.
— m =, 3X, P ssi il existe une relation R de méme arité que X sur le support de m
telle que m [=, P ot p est la valuation p sauf pour X & qui elle associe R.

Une facon de généraliser ceci est d’utiliser la théorie des types, en particulier les

systemes de type purs présentés dans la section 3.1.3.
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Schéma de compréhension

Cette autre approche consiste a faire passer les propositions dans la syntaxe des termes
a l'aide d’un schéma d’axiomes, de facon a pouvoir quantifier dessus.
Le schéma d’axiomes de compréhension est le suivant :

Jdz, Yy, y ez & X(y) ( non libre dans X (y)) (2.1)

ou X est une variable du second ordre. Toutefois, si on le considere sans restriction, on
arrive rapidement & des paradoxes. Ainsi, si on applique ce schéma en instanciant X ()
par -z € x on obtient le paradoxe de RUSSELL : a partir de l'instance du schéma de
compréhension on obtient un z tel que Yy, y € x < -y € y, et si on applique ceci & x
on obtient x € x & —x € x d’ou la contradiction.

Il existe plusieurs facon de dépasser ce paradoxe. La premiere consiste a restreindre les
formules que ’on peut subsitituer pour X & une signature sans le symbole de prédicat €.
Toutefois, en faisant ceci, on n’obtient pas une logique plus riche car la logique avec ce
schéma de compréhension est une extension conservative de celle sur la signature sans €.

Une autre approche, celle de la théorie des ensembles d’Ernst ZERMELO, consiste & ne
considérer qu’un schéma de compréhension restreint :

Va, 3z, Yy, yex <y caN X(y) (z non libre dans X (y)) (2.2)

Bien qu’il ne soit plus possible d’obtenir le paradoxe de RUSSELL, et qu’on puisse prouver
la cohérence de la théorie de ZERMELO (dans une théorie strictement plus puissante),
nous verrons que ce schéma pose toutefois des problemes vis-a-vis de la normalisation
des démonstrations, comme ’a remarqué Marcel CRABBE (1974).

La derniere technique, que nous allons utiliser dans la présentation de ’arithmétique
d’ordre supérieur donnée dans le chapitre 5, consiste a travailler dans une logique du
premier ordre multisortée, avec une sorte i pour chaque ordre ¢ > 1 et un symbole de
prédicat €' d’arité [i;i+ 1] pour tout 4 > 1. Le schéma de compréhension devient un
schéma de schémas d’axiomes

Ji+, Vyi, y clr e X (y) (z non libre dans X (y)) (2.3)

pour tout ¢ > 1.

Le paradoxe de RUSSELL ne peut alors plus étre obtenu car x ne peut étre a la
fois dans une sorte i et i+ 1. D’un point de vue sémantique, cela revient a considérer
un modele d’ordre supérieur comme un modele du premier ordre avec plusieurs sortes
d’individus dans le support : les individus d’ordre 1; les ensembles d’individus, ou de
facon équivalente les prédicats sur ceux-ci; les ensembles d’ensembles d’individus; etc.,
le schéma de compréhension permettant de relier ceux-ci.
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A-calculs

Un autre domaine dans lequel on entend parler d’ordre supérieur est celui des lan-
gages avec lieurs, comme le A-calcul. Frank PFENNING et Conal ELLIOT (1988) ont ainsi
inroduites les syntaxes abstraites d’ordre supérieur.

Cette dénomination a pour origine la théorie simple des types d’Alonzo CHURCH
(1940), qui utilise le A-calcul pour obtenir des quantifications d’ordre supérieur. Dans
cette théorie les types sont obtenus a l'aide de la grammaire suivante :

Tu=t|lo|T=T

ol ¢ et o qui sont les types de base respectivement pour les individus et les valeurs
de vérité. On a alors pour chaque type 7 des symboles de fonction 3, et V, de type
(T = 0) = o et la quantification universelle d’ordre 2 VX, P est par exemple représentée
par V, (AX, P).

On peut alors définir 'ordre d’un A-terme typé par 7 inductivement sur 7 :

— lordre d’un type de base est 0

— l'ordre d’un type 7 = o est le maximum de l'ordre de 7 plus 1 et de 'ordre de o.

Il est & noter que le systeme proposé par Alonzo CHURCH (1940) est incomplet pour
la sémantique standard, dans laquelle les termes de type a = [ sont interprétés par
des fonctions de I'’ensemble des interprétations des termes de type « vers I’ensemble des
interprétations des termes de type (.

Dans la méme veine, on parle d’unification d’ordre supérieur : un probleme d’unifi-
cation d’ordre supérieur consiste en un ensemble d’égalités entre A-termes qu’il faut ré-
soudre en trouvant une substitution telle que les membres de chaque égalité deviennent
(- (voire fn-)équivalents quand on 'applique.

2.3 Systemes de déduction pour la logique du premier ordre

2.3.1 Systemes d’inférence

Nous donnons ici une définition assez générale de ce qu’est un systeme d’inférence,
pour pouvoir I'appliquer ensuite aux différents systemes d’inférence connus.

Définition 2.24 (Systeme d’inférence). On suppose donnés un ensemble de jugements
J et un ensemble de fonctions & de J vers J appelées substitutions.

Une régle d’inférence est donnée par un ensemble fini de jugements {j1,...,jn} appelés
les prémisses de la regle, un jugement j appelé sa conséquence et un sous-ensemble de
V C 6 qui représente les substitutions valables. On la note

Jg_ o n

v
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Une instance d’une regle d’inférence est donnée par cette régle et une de ces subsitu-
tions valables. Par abus de langage on appellera application de la substitution a une
prémisse (resp. a la conséquence) de la régle une prémisse (resp. la conséquence) de
linstance de la régle.

Un systeme d’inférence est composé d’un ensemble fini de régles d’inférence.

Une dérivation (dans un systéme d’inférence donné) est un arbre fini étiqueté par des
instances de régles d’inférences telles que la conséquence d’un neeud corresponde d une
prémisse de son parent et qu’a une prémisse du parent ne correspondent qu’au plus un
fils.

Les prémisses des neeuds d’une dérivation qui ne correspondent pas a la conséquence
de l'un de leurs fils sont appelées les prémisses de la dérivation. La conséquence de la
racine d’une dérivation est sa conséquence.

Une dérivation est dite fermée si [’ensemble de ses prémisses est vide.

Nous distinguons prémisses et hypotheses, conséquence et conclusion, ainsi que dé-
rivation et démonstration car ces notions ne coincident pas pour certains systéemes de
déduction comme nous le verrons par la suite.

Définition 2.25 (Dérivabilité, admissibilité). Une régle d’inférence est dite dérivable
dans un systéeme d’inférence I si pour chaque instance de cette régle il existe (au moins)
une dérivation dans I ayant les mémes prémisses et la méme conclusion que l'instance.

Une régle d’inférence est dérivable en hauteur bornée dans I si il existe une borne h
et pour chaque instance de cette regle une dérivation de hauteur au plus h dans I ayant
les prémisses et la méme conclusion que l’instance.

Une régle d’inférence r est admissible dans un systéme d’inférence I si pour toute
instance de cette régle, s’il existe une dérivation fermée de chacune des prémisses de
l’instance dans I alors il existe une dérivation fermée de sa conclusion dans I.

On voit que la dérivabilité correspond a un changement local, tandis que ’admis-
sibilité est une propriété plus globale. La dérivabilité peut également étre vue comme
I’admissibilité pour laquelle on considere toutes les dérivations, fermée ou non.

2.3.2 Systemes schématiques

Il s’agit de la forme la plus simple de systemes de déduction. Les formules sont déduites
les unes des autres a ’aide d’un nombre fini de regles d’inférence. Cette dénomination
a été utilisée entre autres par Rohit PARIKH (1973) et Samuel Buss (1994), on parle
également de systemes de FREGE, ou encore de systemes de HILBERT.

Définition 2.26 (Reégle d’inférence). Pour les systémes schématiques, les jugements
sont les méta-formules sur une signature du premier ordre, les substitutions sont celles
de la définition 2.25.
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Les substitutions valables sont données a l’aide de restrictions de la forme de la forme
« x n'est pas libre dans ® » ou « x peut étre librement substitué par s dans ® » ou P
est une méta-formule, x une variable de VUMV et s un terme de T(X,V UMV). Une
substitution ne sera donc valable que si la restriction est vérifiée une fois la substitution
effectuée.

Un schéma d’axiome est une régle d’inférence dont ’ensemble des prémisses est vide.
Un axiome est un schéma d’axiome sans méta-variables ni variables propositionnelles.
On peut donc identifier un axiome d une formule.

Un systéeme schématique donc est un ensemble fini de telles regles d’inférence. En sui-
vant la définition 2.14, A sera ’ensemble des formules du premier ordre, IP sera ’ensemble
des dérivations (fermées ou non), [p]©™ l'’ensemble des prémisses de la dérivation p et
[p]c1 la conséquence de p.

En général, on parle de systeme de Frege uniquement quand la seule régle d’inférence
qui ne soit pas un schéma d’axiome est le modus ponens :

X=Y X

- (2.4)

Gerhard GENTZEN (1934) propose un systéeme schématique correct et complet pour
la logique classique du premier ordre. Il comporte les schémas d’axiomes suivants :

X=X (2.5)

X=Y=X (2.6)

X=X=Y)=X=Y (2.7)
X=Y=2)=Y=>X=7 (2.8)
X=Y)=Y=2)=X=7 (2.9)

(XAY)=X (2.10)

(XAY)=Y (2.11)
X=Y)=>(X=2)=X=(YAZ) (2.12)

X = (XVY) (2.13)

Y = (XVY) (2.14)
X=2)=Y=2)=(XVY)=2Z (2.15)
X=2Y)=X=Y=1)=X=1 (2.16)
(X=1)=X=Y (2.17)

(Va. X(z)) = X(¢) (z peut étre librement substitué par ¢t dans X (x))  (2.18)
X(t) = Jz. X(x) (z peut étre librement substitué par ¢t dans X (x)) (2.19)
XV(X=1) (2.20)
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ainsi que le modus ponens (2.4) et les deux regles d’inférence :

X=Y
X = s i‘;qu) (y n’est pas libre dans X = Vz. Y (z)) (2.21)
Yy =X
. gzx)) =% (y n’est pas libre dans (Fz. Y (z)) = X) (2.22)
Si on considere en plus un prédicat binaire d’égalité (infixe) =, on rajoute alors un
axiome de réflexivité
Vo, v = (2.23)

et le schéma d’axiome de LEIBNIZ

Vo, Yy, x =y = X(z) = X(y) (2.24)

2.3.3 Déduction naturelle

Pour tout systeme schématique raisonnable on peut démontrer le théoreme de déduc-
tion : si on a une démonstration de b sous I’hypothese a alors on peut démontrer a = b
sans hypothese. Toutefois ceci n’est pas reflété au niveau de la syntaxe : il n’y a pas de
moyen de passer de la premiere démonstration a la seconde de fagon syntaxique.

La déduction naturelle a été introduite de facon indépendante par Stanistaw JAS-
KOWSKI (1934) et par Gerhard GENTZEN (1934). Elle consiste a avoir une nouvelle regle
d’inférence, non exprimable dans un systeme schématique, de la forme

[X]
.Y
T X=Y

ol X est une hypothese utilisée pour démontrer Y, mais n’est plus une hypothese de la
démonstration de X = Y. (On dit que I'hypothese X est déchargée.)

On voit que cette regle d’inférence = permet d’introduire le connecteur =, tandis que
le modus ponens (2.4) permet de I’éliminer. On pourra donc noter ce dernier =, et on dira
que X = Y est sa prémisse principale. On peut généraliser ceci a tous les connecteurs
et quantificateurs de la logique du premier ordre et obtient alors la déduction naturelle
du premier ordre, dénotée NJ, formé par les régles d’inférence de la figure 2.2.

On remarque que les regles d’inférence qui déchargent des hypotheses ne rentrent pas
dans le cadre de la définition 2.24. Néanmoins, comme remarqué par Robert FEYS et Jean
LADRIERE (1965) dans leur traduction de Gerhard GENTZEN (1934), il est également
possible de présenter la déduction naturelle sous forme d’inférence entre séquences®. On

3Cf. note 3 page 8.
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[X]
: = X=Y X
.Y Y
T X=Y
e X Y a XAY e XAY
"X AY X - Y
X} [Y]
. X - Y
V1 V2
XVY XVY L XVY 7 7
- 7
X(y) y non libre dans X () ni Yz, X(z)
Y . X(2) dans les hypotheses de A ;{715
z, X(z) la démonstration (t)
(X ()]
. X(1) :
© Ju, X (x) Jo, X (2) y ymnon libre\dans X(m),/Y ni dans
2 v les hypotheses de la démonstra-
tion hormis X (y)
5= L
T 1 =
T - X
[X]
: - X X
t Y
Rl

Fi1c. 2.2 : Regles de la déduction naturelle
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—

[,X+ X
D,X+Y I X=Y TvX
T T X=VY " 'Y

- ' X 'Yy ama ITEXAY o I'EXAY
" ' XAY " I'e-X - I'rY
. ' X . 'Y , ' X VY I''Xw2Z7 'Y+ Z
TTeXVY P TeXVY . T Z
'~ X(y) y non libre dans I'—Vz, X(x)
'+ Va, X(z) I, X(2) I'— X(t)
'+ X(¢) '+ 3z, X(2) [, X(y)~Y y non libre dans
T 3z, X(2) T+Y I X(z),Y
e L ' L
TTeT " T X
- F,XI—L - FI——|X I'— X
T Te X ) =Y

F1G. 2.3 : Présentation des regles de la déduction naturelle avec des séquences

considere les hypotheses I' utilisées a une position dans la démonstration en utilisant ce
qu’on appellera la séquence I' + ¢ au lieu de la formule q.

Définition 2.27 (Séquence (intuitionniste)). Une séquence est un couple formé par un
multiensemble fini de formules et une formule. On notera la séquence formée par I et q
par I'— q. I' représente les hypotheses de la séquence, q sa conclusion.

Les jugements seront donc des méta-séquences dans lesquelles pourront apparaitre
des variables de contexte I' pouvant étre substituées par des multiensemble de formules.
Les regles de la déduction naturelle peuvent alors s’écrire selon la figure 2.3. La regle
o permet de refermer les dérivations en utilisant les hypotheses disponibles. On définit
alors la déduction naturelle comme un systeme de déduction avec pour A les formules du
premier ordre, pour P les dérivations fermées, pour [p]™ les hypotheses de la conséquence
de p, pour [p|¢ la conclusion de sa conséquence.

Notons, par souci de complétude, qu’il existe également une notation basée sur des
indentations successives proposée par Frederic FITCH (1952), mais que nous n’utiliserons
pas.

La logique associé a la déduction naturelle est correcte pour la logique classique du
premier ordre, mais pas complete, sauf si on autorise le tiers exclus X V =X comme
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schéma d’axiome supplémentaire. L’absence de la dérivabilité de ce principe, décrié par le
courant intuitionniste de Luitzen BROUWER, en déduction naturelle, a conduit a appeler
la logique associée logique intuitionniste*.

2.3.4 Calculs des séquences

Les regles d’introduction de la déduction naturelle ont donné a Gerhard GENTZEN
(1934) l'idée du calcul des séquences : pour démontrer une formule qui n’est pas une
proposition atomique, on cherche une démonstration de ces sous-formules directes. On
décompose de la méme facon les hypotheses, ce qui fait qu’on ne travaille en fait pas sur
une formule mais sur une séquence.

Les jugements considérés sont donc des méta-séquences. Dans le cas intuitionniste
il s’agira de séquence telle que définies en 2.27. Dans le cas classique, on autorisera
également d’avoir plusieurs formules & droite de la séquence.

Définition 2.28 (Séquence (classique)). Une séquence est une couple formé par deux
multiensembles finis de formules. On notera la séquence formée par deux multiensemble
de formules T' et A par I' v A. T représente les hypotheses de la séquence, A ses
conclusions.

Le systeme d’inférence du calcul des séquences pour la logique classique du premier
ordre, appelé LK, est donné dans la figure 2.4. On distingue trois groupes de regles
d’inférence : les regles d’identité permettent de fermer une démonstration en identifiant
une hypothese et une conclusion X () ou de faire une coupure autour d’une formule X
(). Les regles structurelles permettent de gérer les séquences : Les regles de contractions
(- et ) servent a identifier des hypotheses ou des conclusions apparaissant en double,
ce qui permet de considérer les multiensembles des hypotheses et des conclusions comme
des ensembles. Les regles d’affaiblissement (.+ et +.) servent a ajouter des hypotheses ou
des conclusions qui ne sont pas strictement utiles a la démonstration. Il est & noter que si
on avait définies les séquences comme des couples de listes ordonnées et non pas comme
des couples de multiensembles, il y aurait également eu besoin de deux regles permettant
d’échanger I'ordre de deux formules dans un coté d’une séquence. Le troisieme groupe,
celui des regles logiques, consiste a décomposer une des formules de la séquence, appelée
formule active de la reégle, en une ou plusieurs de ses sous-formules directes. On peut
également parler de formule active dans le cas des regles d’identité et structurelles.

Le calcul des séquences est complet pour la logique classique du premier ordre. On
remarquera la parfaite dualité des opérateurs V et A ainsi que des quantificateurs 3 et

v.

Remarque 2.6 : On peut également considérer des regles gauche pour T et droite pour
1

4Plus précisément, la logique proposée par Arend HEYTING s’est avérée coincider avec celle de la dé-
duction naturelle.
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Regles d’identité

o— . XA ' X, A

Regles structurelles

X, XA ' XC XA
T, X e A " Te X, A
N L TeA
X+ A T~ X, A
Regles logiques
N ' X, A rLy+~A N I'X+YA
ILX=Y+A ' X=YA
) X+ A ) Y+ A R ' X, A 'Y A
MTTXAYE A MCTXAY E A Tr XAY,A
Y X+ A ry+ A . ' X, A ) 'Y A
" T, XVYr A rTTEX VYA M TEX VYA
y LX) A ' X(y),A y non libre dans
Iz, X(z)+- A '+ Vz, X(z),A I'X(2),A
. [, X(y) = A y non libre dans : '~ X(¢),A
[,3z, X(z)— A T, X(2),A '+ 3z, X(2), A
1w 1T =T T
' X, A I''X+A
I'-X+ A '—-X,A

Fi1Gc. 2.4 : Regles du calcul des séquences classique
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T I'— A . ' A
T A ' 1A
Elles sont redondantes, puisque ce sont des instances des régles d’affaiblissement .+ et ..
Néanmoins elles permettent pour toute formule non atomique dans une séquence d’avoir

une regle logique pour la décomposer.

On définit alors le calcul des séquences classique comme un systeme de déduction
avec pour A les formules du premier ordre, pour P les dérivations fermées, pour [p]P m
les hypotheses de la conséquence de p, pour [p]¢; la disjonction des conclusions de
sa conséquence. On remarque qu’une séquence I' — A correspond a la formule close
V... xn, (AT) = (VA), avec {z1,...,2,} = FV(I',A). On notera P(I' — A) cette
formule.

Obtenir un calcul des séquences pour la logique intuitionniste a partir de LK est tres
simple : il suffit de ne considérer que des séquences avec une seule conclusion a droite.
Les regle de contraction et d’affaiblissement & droite (- et r.) sont par conséquence
interdites, et la regle = devient :

I''X+Y ' X
- 'Y
On peut supposer que si on a une séquence sans formules a droite alors on a en fait la
formule L & droite.

Le calcul des séquences pour la logique intuitionniste du premier ordre est appelé
LJ. Vu en tant que systéeme de déduction, [p]s; sera définie comme la conclusion de la
conséquence de p.

Gerhard GENTZEN (1934) a démontré que le systeme schématique composé des regles
d’inférence (2.4) a (2.22), la déduction naturelle avec en plus le schéma du tiers exclu, et
le calcul des séquences classique sont tous corrects et complets les uns envers les autres.
Ceci est également vrai quand on retire le schéma du tiers exclu aux deux premiers
systemes et qu’on considere LJ pour le troisieme.

Inversibilité des regles

Contrairement a la déduction naturelle ol on ne considere qu'une seule formule a la fois
(celle & droite de la séquence), en calcul des séquences on peut potentiellement appliquer
une regle d’inférence a chacune des formules non atomiques composant la séquence. Il est
donc important de savoir quelles stratégies d’application des regles d’inférence restent
completes. Stephen KLEENE (1952¢) s’est en particulier intéressé a I’ensemble des regles
qu’il est possible d’appliquer sans jamais avoir besoin de revenir en arriere, regles qui
sont alors dites inversibles :

Définition 2.29 (Regle inversible). Une régle logique du calcul des séquences est dite
inversible si pour toute instance de cette regle, sa conséquence est démontrable ssi ses
prémisses le sont.
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Dans la suite, tous les résultats seront les mémes qu’on considere le calcul des séquences
avec = ou sans.

Par exemple, = est inversible : on peut montrer que I' = P = ), A est démontrable
ssi I, P+ @, A Dest. Toute regle n’est cependant pas inversible : ainsi, pour le calcul
des séquences classique, 3 ne l'est pas, car la séquence 3z, P(x)+ Jz, P(x) possede la
démonstration

—

S P(z) v+ P(x)

P(z) v 3z, P(x)
Jdz, P(x)w 3z, P(z)

El

alors que Jz, P(x) v+ P(t) n’est pas démontrable quelque soit ¢ pour des raisons de
liberté de la variable introduite par 3.

Stephen KLEENE (1952¢) a montré que dans le calcul des séquences classiques, les
regles non inversibles sont +vi et 3 ainsi que leur duaux Ai- et vi.

Une facon de s’affranchir de la non-inversibilité d’une regle est d’appliquer une contrac-
tion juste avant. Ceci permet de pouvoir appliquer la régle & nouveau au cas ou la
premiere application est effectuée trop tot. Par exemple, on peut modifier la regle 3
en :

'~ X(t),3z, X(x),A
'+ 3z, X(z),A

—

qui est inversible. On peut faire de méme avec v, Air et ~vi. Dans ces deux derniers
cas, on peut méme encore simplifier les regles obtenues : en effet, apres avoir appliqué
V1 et ~v2 sur une formule, on n’obtiendra aucune nouvelle formule en les appliquant a
nouveau. On considere alors la regle suivante :

' X,Y,A
T XVY,A

—V

qui est inversible.

Avec ces nouvelles regles, il n’est plus nécessaire d’avoir de contraction (-.+ et ). Les
affaiblissements peuvent quant a eux étre remontés jusqu’aux regles ©, L+~ et T, qui
deviennent alors

—

—

I Xr XA T IeA TTeT.A

On obtient ainsi le systéeme G4 de Stephen KLEENE (1967)%6 qui est représenté dans
la figure 2.5, qui est donc également complet pour la logique du premier ordre. On peut
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Regles d’identité

- IX+A ' X, A

X XA - I'e A
Regles logiques
' X, A ry+-A N I''X+Y A
I'X=Y+A ' X=YA
N XY+ A N ' X, A 'Y A
"T.XAYEA " T XAY,A
Y X+ A Y+ A Y I'- X, YA
I'XVYr A I'-XVY,A
y [ X(t),Ve, X(x)- A y ' X(y),A y non libre dans
I\WVz, X(z)+- A ' Ve, X(z),A I'X(@),A
. I, X(y) = A y non libre dans '~ X(t),3z, X(x),A
I3z, X(z)~ A T'X(2),A '3z, X(x),A
TIea TTeTA
' XA X+ A
I''=-X+ A ' -X,A

Fia. 2.5 : Systeme G4 de Stephen KLEENE
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montrer que ’affaiblissement et la contraction y sont admissibles. Si toutes les regles sont
alors inversibles, il est possible de les appliquer & tout moment. Néanmoins, il se peut que
I’on applique une regle alors que ce n’était pas nécessaire : on dira que ’application d’une
regle a la racine d’'une démonstration est inutile si on peut démontrer sa conséquence
par affaiblissement d’une de ses sous-démonstrations directe, et I’application d’une regle
a une autre position sera inutile si elle I’est dans la sous-démonstration a cette position.

En s’appuyant sur la logique linéaire, Jean-Marc ANDREOLI (1992) a obtenue une
analyse plus fine de I'inversibilité. L’idée est de distinguer les connecteurs par le com-
portement de leurs regles. On dit qu’un connecteur est négatif, ou asynchrone, si sa regle
droite est inversible. On dit qu’il est positif, ou synchrone, si sa régle gauche I’est. Comme
on 'a vu, en logique classique, un connecteur peut étre a la fois positif et négatif, auquel
cas on dira plutot qu’il est neutre, ce qui n’est pas le cas en logique linéaire. En logique
classique, les seuls connecteurs non neutres sont V qui est négatif et 3 qui est positif.
Quand une formule est a gauche d’une séquence, sa polarité est inversée. La focalisation
consiste, quand on décompose une formule positive d’une séquence, a décomposer im-
médiatement les sous-formules obtenues si celles-ci sont positives. On obtient alors une
méthode de recherche de démonstration compléte qui consiste a choisir une formule po-
sitive et décomposer tous ses connecteurs positifs, puis décomposer tous les connecteurs
négatifs des séquences résultantes, et recommencer jusqu’a obtenir une démonstration.

Dans le cadre de la logique intuitionniste, un nombre plus important de régles ne sont
pas inversibles. Stephen KLEENE (1952¢) reléve ainsi que pour LJ seules A, v+ et 3+ sont
inversibles. Pour améliorer I'inversibilité des regles, on peut tenter de recourir aux mémes
techniques que pour obtenir G4, mais nous sommes limités par ’absence de contraction
a droite dans LJ. Toutefois, une analyse des démonstrations de LJ montre que I'on peut
s’autoriser a avoir plusieurs formules a droite et a faire des contractions a droite dans la
plupart des cas, sauf quand on rencontre une regle =, - ou rv. En effet, au final, seules
les formules utilisées dans o~ sont importantes et si on a une démonstration avec plusieurs
séquences & droite on peut la transformer pour ne conserver que la formule a droite de
la séquence qui conduit a celles-ci, sauf dans le cas de += puisque si la formule active est
A = B alors A peut étre utilisé dans ~ avec une autre formule & droite de la séquence,
pareillement pour -, et dans le cas ~v la variable introduite peut étre utilisée pour
instancier une autre formule a droite avec la regle 3. On considérera donc un calcul des
séquences avec des conclusions multiples similaire & LK, mais avec des regles =, - et v

®Stephen KLEENE (1952b) a introduit trois systémes dérivés de LK : G1 correspondant & LK, G2 ou
la regle + est remplacée par une regle Mix pouvant couper plusieurs formules, et G3 ou on applique
une contraction avant toutes les régles logiques (y compris les inversibles). Il s’est par la suite inspiré
du systeme LC de Stig KANGER (1957) pour G4.

fLe systéeme G4 de Stephen KLEENE (1967) n’autorise en fait =~ que quand X est atomique, ce que
nous ne ferons pas ici.
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IXeY
T X =VY,A

' X(y) y non libre dans
[V, X(z),A T'X(2)

VY

X+ L
FI— —\X7A

==

F1a. 2.6 : Regles du systeme LB, différentes de celles de LK et G4

modifiées de fagon a contraindre le choix de la formule a droite. Il semblerait qu'un calcul
de ce type ait été introduit pour la premiere fois par Shoji MAEHARA (1954) sous le nom
de L’J. On le retrouve ensuite sous plusieurs dénominations, par exemple LB chez Arild
WAALER et Lincoln WALLEN (1999), ou LJm chez Grigori MINTS (2000), avec quelques
petites différences suivant les auteurs. Dans la version que nous utiliseront, on essaiera
d’avoir des regles inversibles, mais sans avoir recours a des contractions implicites, afin
d’étre sur qu’appliquer une regle logique supprime un connecteur dans la séquence. Par
conséquent, la regle de contraction ne sera pas admissible. Le calcul que nous appellerons
LB sera donc constitué des regles "+, -, vi- et -3 de LK, des regles =+, A, A, vi-, -V,
I, =V, L, T et - de G4, et des regles de la figure 2.6. Il est correct et complet pour
la logique intuitionniste du premier ordre, et en regardant les cas de permutabilité des
regles donnés par Arild WAALER et Lincoln WALLEN (1999), on peut montrer que les
seules regles non inversibles qui subsistent sont =+, v, =, -, v et 3. Il est possible
d’utiliser des contractions pour rendre =, v+ et 3 inversibles comme dans G4, mais
ce n’est pas possible pour =, - et V.

On peut tenter d’étendre la focalisation a LB. Néanmoins, on est restreint par I’absence
de dualité. Ainsi, avec nos définitions, V ne serait ni positif, ni négatif. On définit alors
une polarité non pas sur les formules, mais sur les regles d’inférence.

Définition 2.30 (Polarité). Une régle d’inférence gauche (resp. droite) du calcul des
séquences est dite :

— négative si elle est inversible et sa régle droite (resp. gauche) ne l'est pas;

— positive si elle n’est pas inversible ;

— neutre si @ la fois la régle gauche et droite sont inversibles.

On voit que la polarité d’une formule pour le calcul des séquences classique peut
alors étre définie comme la polarité de sa regle droite. Dans LB, les regles négatives
sont —+ et +3; les regles positives sont =+, Vi, ==, -, —3 et ~V; toutes les autres
sont par conséquent neutres. La focalisation consiste alors a choisir une formule et y
appliquer ainsi qu’a ses sous-formules toutes les regles positives ou neutres possibles,
puis & appliquer toutes les regles négatives ou neutres possibles, et de recommencer.
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Elimination des coupures

Un des résultats les plus importants concernant le calcul des séquences est I’admis-
sibilité de la regle = . Gerhard GENTZEN (1934) parle d’ailleurs d’Hauptsatz, théoreme
principal. En effet, ce théoréeme implique la propriété de la sous-formule, c’est-a-dire
que pour démontrer une séquence on a besoin uniquement des sous-formules de cette
séquence. L’admissibilité de la regle de coupure, associée a la complétude du calcul des
séquences, implique également la cohérence de la logique du premier ordre : en effet, il
est impossible de démontrer la séquence — |, car aucune regle ne peut s’appliquer dessus
a part =. Elle implique également, en logique intuitionniste, la propriété du témoin : si
Jdz, P(x) est valide en logique du premier ordre intuitionniste, alors on peut exhiber un
terme ¢ tel que P(t) soit valide. En effet, 'admissibilité de = implique que le calcul des
séquences sans - intuitionniste est correct et complet pour cette logique, or seule 3 est
applicable sur +~ 3z, P(x).

La propriété de la sous-formule peut également étre utilisée pour avoir des méthodes
de recherche de démonstrations avec un espace de recherche borné. La méthode des
tableaux (voir par exemple Marcello D’AGOSTINO, Dov GABBAY, Reiner HAHNLE et
Joachim POSEGGA, 1999) peut ainsi étre vue comme une stratégie de recherche compléte
dans le calcul des séquences.

La démonstration de ’admissibilité de *, telle qu’on peut par exemple la trouver
chez Jean-Yves GIRARD, Yves LAFONT et Paul TAYLOR (1989), est intéressante en elle-
meéme, car elle fournit une procédure pour éliminer les coupures. Cette procédure, non
déterministe et méme non confluente, peut néanmoins étre formalisée, comme ’a par
exemple fait Frank PFENNING (2000) en Elf.

Nous allons utiliser cette procédure dans la suite de cette these, ce qui explique pour-
quoi nous en donnons le détail. On se place dans G4. On proceéde par induction sur la
formule autour de laquelle on coupe et sur les sous-démonstrations directes. Plus pré-
cisément, on définit une notion de squelette de démonstration, et on définit un ordre
dessus que la procédure d’élimination des coupures fait décroitre.

Définition 2.31 (Squelette de démonstration). Le squelette d’une démonstration en
calcul des séquences est l’arbre de méme support que la démonstration et dont les posi-
tions sont étiquetées uniquement par les couples formés de la régle d’inférence et de la
formules active a cette position dans la démonstration.

On va utiliser 'ordre suivant entre les squelettes : On définit la précession suivante
(infinie, mais Noethérienne) sur les couples regle d’inférence-formule active : (=, P) >
(=,Q) et (2,P) > (£,Q) si P> Q pour ordre sous-formule, et (=,P) > (2,Q) >
(r, R) pour toutes les regles d’inférence r autres que = et ~. On considere alors l'ordre
RPO basé sur cette précession. Ce n’est peut-étre pas 'ordre le plus général pour dé-
montrer 'admissibilité de —, mais nous verrons qu’il est bien adapté pour faire des
raisonnement par induction sur les preuves et aussi quand il s’agira de munir I'espace
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des démonstration d’un ordre pour obtenir une procédure de complétion (cf. chapitre
4). Sur les démonstrations, on dit que p < ¢ si le squelette de p est plus petit que le
squelette de ¢ pour 'ordre RPO. 1l est & noter que Marc AIGUIER et Delphine LONGUET
(2007) ont généralisée cette utilisation d’un ordre RPO pour démontrer la normalisation
d’un systéeme de démonstration.

Il nous faut tout d’abord montrer trois lemmes qui montrent qu’on peut affaiblir une
démonstration sans changer 1’ordre, ou inverser des regles et faire des contractions en
faisant décroitre I'ordre.

Lemme 2.3 (Affaiblissement). Pour toute démonstration de I' v~ A on peut trouver des
démonstrations de I', P+ A et de I' — P, A avec le méme squelette.

Démonstration. 11 suffit de faire remonter P dans les séquences jusqu’a o, L et ~T. On
ne change ainsi pas le squelette de la démonstration. ]

Corollaire 2.4. Si ™ > 7 et si w est obtenu de 7™ par affaiblissement, alors w > .
De méme si w' > 7 et si w est obtenu de m par affaiblissement, alors ™ > w.

Lemme 2.5 (Inversibilité ordonnée). Si on a une démonstration de la conclusion d’une
instance d’une regle logique r, alors on a des démonstrations de ses prémisses qui sont
plus petites ou égales pour l'ordre RPO.

Démonstration. On procede par induction sur la démonstration de la conclusion. Si
derniere regle appliquée est o~ il y a deux cas :
— si la formule active dans o est celle de I'instance de r, alors la démonstration d’un
prémisse consiste a potentiellement appliquer la regle opposée puis ~. On détaille
uniquement les cas les plus intéressants qui sont v et v :

I\Vz, P(x) v~ Va, P(z),A

donne
" T, P(t),Vz, P(x)+ Yz, P(z),A

pour v~ et

y I, P(y),Vz, P(x)+ P(y),A

" I\WVz, P(x)+ P(y),A
pour Vv
— sinon, on peut aussi utiliser o~ pour les démonstrations des prémisses. Par exemple,
pour Ve
" I,PVz, Q(x)~ P,A

donne

™)

T, P,Q(), vz, Q(x) - P,A
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Si la derniere regle appliquée est = ou une regle logique r' qui n’est pas l'instance
de la regle considérée, on obtient le résultat par hypothése d’induction sur les sous-
démonstrations, puis on applique a nouveau = ou r'. Par exemple, si r est 3~ et r' est
+v alors

T
I, 3z, P(z) - Q). A
"3, P(a) v Ve, Q) A

devient
HI(m)

PR Q).A
I P(z) v Vz, Q(x), A

ou HI(m) est la démonstration obtenue en appliquant I’hypotheése d’induction sur .

Sinon, la derniere regle appliquée est une instance de r avec la méme formule active.
Si r est v ou 3, alors la démonstration voulue est un simple affaiblissement de la
démonstration existante. Par exemple, si on a une démonstration

T
: '~ P(t),3z, P(x),A
'+ Jz, P(z),A

alors on a la démonstration suivante de la prémisse d’une instance de 3

w
'~ P(s),P(t),3z, P(z),A
'+ P(s),3z, P(x),A
Sinon, a a-conversion pres, les sous-démonstrations directes sont bien des démonstrations
des prémisses qui sont plus petites. ]

3

Lemme 2.6 (Contraction ordonnée). Si on a une démonstration de I', P, P — A alors
on a une démonstration plus petite ou égale de I', P — A.

De facon duale, si on a une démonstration de I' — P, P, A alors on a une démonstration
plus petite ou égale de I' — P, A.

Démonstration. On procede par induction sur la démonstration de I', P, P — A avec
I'ordre RPO. Si la derniere regle est o~ alors on utilise au plus une occurence de P et on
peut également appliquer ~ pour démontrer I', P — A.

Si la formule active de la derniere regle r n’est pas P, alors on applique ’hypothese
d’induction sur les sous-démonstrations directes puis on applique r aux démonstrations
obtenues.

Si la derniere regle r décompose un des P alors on utilise le lemme 2.5 sur les sous-
démonstrations directes, on applique ’hypothése d’induction (potentiellement plusieurs
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fois) sur les démonstrations obtenues (qui sont bien plus petites pour 'ordre RPO) et
on applique ensuite r pour obtenir le résultat attendu. Nous détaillons uniquement les
cas ou P =Q V R : Si on suppose que ’'on a
1 2
I'NN'A,AVv B+ A I''B,AVB+ A
I''AVB,AVB+ A

alors par le lemme 2.5 on obtient des démonstrations 7} < 7 de ', 4, A+ A, 72 < m
de VA, Bw A, i < mde,B,Ar Aetns < m del,B,B+ A. On applique
I'hypotheése d’induction sur 7r{ et 72 pour obtenir des démonstrations @i de I'; A + A
et w% de I', B+ A qui permettent de construire la démonstration

—

@l w5
Y A A I'Br A
I'N'AvB+ A

qui est bien plus petite ou égale a la démonstration originelle. Si on suppose que 'on a
T
I'-AB,AVB,A
I'-Av B,AVv BA

alors par le lemme 2.5 on obtient une démonstration 7’ < 7 de I' — A, B, A, B, A.
On applique I’hypothése d’induction sur 7/ pour obtenir une démonstration @’ < 7/
de I' — A, B, B, A, sur laquelle on peut de nouveau appliquer I’hypothese d’induction
pour obtenir une démonstration @w” < @’ de I' = A, B, A qui permet de construire la

=V

démonstration

w//

y I'- A B A
I'- AV B,A

qui est bien plus petite ou égale a la démonstration originelle.

d

La procédure d’élimination des coupures consiste a se ramener a des cas de base ou
la formule X autour de laquelle la coupure est faite est éliminée tout de suite dans les
deux sous-démonstrations. Ces cas de bases sont alors transformés en coupures autour de
sous-formules de X, sauf pour 3 et V, auquel cas on fait une coupure autour de la méme
formule, mais avec des sous-démonstrations plus petites. Dans tous les cas on vérifie que
lordre RPO sur les démonstrations diminue. Les différents cas sont les suivants : (Les

w sont obtenus & partir des 7 par affaiblissement.)
/

™1 T2 s

Y ' X, A 'Y+ A . I'X+~Y A
., LX=Y+A - X=YA
- ' A
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/

T w1
o . XY A ' X, YA
. LY~ A - 'Y, A
- I'— A
s ™ U
. XY+ A n ' X, A 'Y, A |
. DLLXAY A ' XAY A
- ' A
T w5
LX) YA T, X+YA ™
- . XA ' X, A
- ' A
1 T2 7!
" X+ A Y+ A y ' X, Y A
. ILXVYr A '-XVY A
- '— A
w2 7!
T . LY~ XA ' X, YA
X+ A - ' X, A
- ' A
v 7!
I\WVz, X(z), X(t)~ A y '~ X(y),A y non libre dans
" LWz, X(z)+- A T v, X(z),A T'X(z),A
- ' A
{z/y}=’
. LX)~ X(2),A z non libre dans
. IV, X(z), X(t) - A T X (8) - Vo, X(z),A T X(2),X(1),A {t/y}r’
- . LX) A ' X(t),A
- ' A
T 7!
o I' X(y) = A y non libre dans e '~ 3z, X(2), X(¢), A ~
3z, X(z)- A I X(2),A '+~ 3z, X(x), A
- ' A
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{z/y}w

. ' X(2)~ X(t),A 2 non libre dans i
{t/y}m ~ T,3z,X(2)+ X(t),A T, X(@),X(#),A T+ 3z, X(z),X(t),A
LX) A - L'~ X(t),A
- ' A
Il A ' LLA ~
v ' A
' A
& =
[,TwA I'T,A ~ %
- ' A
' A
T ! o -
' X, A IX+A
- T X+ A - T -X.A ~ - X+ A ' X, A
- ' A
' A

On a aussi les cas ou la formule introduite par = est utilisée par o juste au dessus,

auquel cas on utilise le lemme 2.6 :
!/

—~ T /

T L,X+- XA ' X, X,A ~ _ %

- Tr X, A T-XA
T -V v A w

S DLX XA T TXe XA

- T XA L X4

Il reste ensuite a faire permuter - avec les autres regles qui ne concernent pas la
formule autour de laquelle on a coupé. Le schéma général suivant

T
F7Fi7Q'_AiaA 7T/
IPQw A I''P-Q,A
- P+ A

est transformé en
e w'
L D0, Qv A A i QA A
- ] I, A A
P+ A

ol w’ < 7’ est obtenu grace au lemme 2.5, et pareillement pour le cas ot P est a droite
de la séquence. C’est ici qu’intervient I’indéterminisme de la procédure, puisqu’on peut
faire permuter soit la régle de la sous-démonstration gauche, soit celle de la droite. Pour
faire décroitre 'ordre sur les démonstrations, il faut que r soit différent de =, ce qui
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revient a appliquer la procédure d’élimination des coupures d’abord sur les coupures les
plus en haut dans la démonstration. Si on permet aux coupures de permuter les une
envers les autres, alors la procédure d’élimination des coupures peut ne pas terminer.

Dans le cas du calcul des séquences pour la logique classique, on vient de voir qu’il
existe une procédure d’élimination des coupures, ce qui implique I’admissibilité de la regle
de coupure, ce qui implique la cohérence de la logique. Nous verrons dans le chapitre
suivant que ces trois propriétés sont différentes, puisqu’on peut trouver des systémes qui
sont cohérents sans admettre =, ou des systémes qui admettent = mais pour lesquels la
procédure d’élimination des coupures ne termine pas.

Une procédure similaire peut-étre donnée pour LB. Dans ce cas, on peut démontrer un
lemme similaire au lemme 2.3, et on aura besoin du lemme suivant, qui dit essentiellement
qu’une démonstration de LB peut étre transformée en démonstration de LJ quand on
n’a affaire qu’aux connecteurs =, A, V, L et T.

Lemme 2.7. Si une séquence I' — A (A # () ne contenant que les connecteurs =, A,
V, L et T posséde une démonstration m dans LB, alors il existe C € A tel que I' v+~ C
possede une démonstration plus petite ou égale a .

Ceci n’est bien entendu pas vrai pour LK ou G4, puisque sinon LJ serait complet pour
la logique classique.

Démonstration. On procede par induction sur m, avec 'ordre RPO.

— Si la derniere regle est ~, on choisit pour C' la formule sur laquelle ~ agit.

— Dans le cas d’une regle logique a gauche autre que =+ et -+, on ne modifie pas la
séquence a droite on peut donc appliquer la regle logique a gauche a la démonstration
obtenue par hypothese d’induction.

— Dans le cas d’une regle logique a droite autre que ~= et -, on ne modifie pas la
gauche de la séquence. On applique I’hypotheése d’induction sur les sous-démonstrations
directes. Si les formules retenues a droite sont toutes les sous-formules de la formule
active, alors on peut a nouveau appliquer la regle logique (avec un affaiblissement
dans le cas de +3). Sinon, il existe une sous-démonstration qui de I" prouve une
formule de A, qui est bien ce dont on a besoin.

— Si la derniére regle est = (pareillement pour -+ et =), on a

Uy ™2
'~ A A I, B A
I A= B+ A
Par hypothese d’induction il existe un C dans A, A avec une démonstration wo; de
I + C plus petite que 1. Si C' € A, alors par affaiblissement on a une démonstra-
tion de IV, A = B+ C comme attendu. Sinon, par hypotheése d’induction il existe
un C’ dans A avec une démonstration wy de IV, B + C’ plus petite que m3. On peut
alors affaiblir t; pour obtenir une démonstration w) de I — A, C’ puis utiliser =+

—

pour obtenir
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@ (2]
e AC T BrC
I"JA= B+ ('

comme attendu.
— Si la derniére regle est ~= (pareillement pour ~-), on a
m
I''A- B
'~ A= BA

on donc également une démonstration

=

1
I''Av B
I''-A=1B

==

comme attendu.

Il est alors facile de démontrer I’admissibilité de la contraction a droite :

Lemme 2.8. Si'+ P, P, A est démonitrable dans LB, alors I' — P, A [’est aussi avec
une démonstration plus petite ou égale.

Démonstration. En utilisant le lemme précédent, on a une démonstration de I' — C' pour
C € P, P, A donc par affaiblissement une démonstration de I' + P, A. O

La procédure d’élimination des coupures est alors la suivante : Les cas de base sont
les mémes, a affaiblissement pres pour = et V; Les cas avec o~ sont les mémes grace
au lemme 2.8 ; Les permutations ne fonctionnent plus exactement pareil, du fait de la
non-inversibilité de certaines régles, mais on peut s’en sortir en utilisant le lemme 2.7.

2.3.5 Traductions entre calcul des séquences et déduction naturelle

Gerhard GENTZEN (1934) a montré que les démonstrations de la déduction naturelle
peuvent étre transformées en démonstration du calcul des séquences LJ, et réciproque-
ment. Ici, nous essaierons, quand ce sera possible, d’éviter que les traductions que nous
donnons engendrent des détours supplémentaires, dans le sens ou dans NJ un détour est
I’application d’une régle d’introduction suivie immédiatement par une regle d’élimina-
tion; dans LJ un détour est 'application d’une coupure * .

Les traductions sont basées sur 1'idée que les régles droites sont les mémes que les
regles d’introduction, et les regles gauches sont des regles d’élimination vue de haut
en bas. On donne les traductions entre NJ et LJ, mais grace au lemme 2.7 on a des
traductions similaires entre NJ et LB.

Proposition 2.9 (Traduction de NJ dans LJ). Une démonstration de C' sous les hypo-
theses I' en déduction naturelle peut étre traduite en une démonstration de conséquence
' C en LJ.
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Fi1aG. 2.7 : Schéma illustratif d’'une démonstration en déduction naturelle, et indication
de la traduction vers le calcul des séquences

Démonstration. On raisonne par induction sur la taille de la démonstration. Comme on
peut le voir sur la figure 2.3 et la figure 2.4 dans laquelle on considere des séquences a
une seule conclusion, les régles d’introduction *; et les regles droites —x se correspondent
parfaitement. On peut donc les traduire directement. Une démonstration en déduction
naturelle & la forme suivante, du bas vers le haut : une série (potentiellement nulle) d’in-
troduction, une suite d’élimination en suivant leurs prémisses principales, puis une série
d’introduction, etc. (Cf. figure 2.7.) On traduit chaque bloc introductions—éliminations
puis on les relie les uns aux autres a ’aide de coupures. Pour traduire un bloc, on com-
mence par traduire les introductions par des regles droites en partant du bas, puis, quand
il n’y a plus que des éliminations, on traduit I’élimination en haut a gauche par une regle
gauche. Les cas de =, », ¥ et - ne posent pas trop de probleme :

=) =) -

— Siona
T
- P=Q P
" Q
7_[_/

par hypothése d’induction sur 7 on a une démonstration de © + P et sur 7’ on
a une démonstration de A, Q + C. En appliquant =+ on a donc une démonstra-
tion de ©,A,P = @Q + C a laquelle on peut appliquer des contractions et des
affaiblissements pour obtenir la démonstration attendue.
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— Siona
o PAQ
- P

7_‘./

par hypothese d’induction sur 7/ on a une démonstration de ©, P +~ C, donc par
affaiblissement de ©, P,Q + C'. En appliquant A+~ on obtient donc la démonstration
attendue de IV, PAQ+ C pour ' =T", P A Q.
— Sion a
g Vo, P
- {t/a}p
7T/
par hypothese d’induction sur 7’ on a une démonstration de A, {t/z}P + C. En
appliquant v+ on obtient donc la démonstration attendue de I'V,Vz, P+ C pour
I =1"Vx, P.
— Sion a

™

P P
@
7_‘./

par hypothese d’induction sur m on a une démonstration de © — P. En appliquant
-+ et potentiellement quelques contractions et quelques affaiblissements, on obtient
donc la démonstration attendue de IV, =P+ C pour I' =TIV, - P.
Les autres cas sont plus problématiques car ils contiennent des coupures implicites.
Dans ce cas, on n’aura plus la correspondance entre détours dans NJ et dans LJ.

— Siona
[P] Q]
DT P o
, PVva@Q D D
- D
77,

par hypothese d’induction sur 71 et mo on a des démonstrations de I't, P + D et
I'2,Q — D, donc en appliquant v~ on a une démonstration de I'1,I's, PV Q + D.
Par hypotheése d’induction sur 7’ on a des démonstrations de A, D+ C, et donc en
appliquant = et éventuellement des affaiblissements et des contractions on obtient
la démonstration attendue de I, PV Q+ C pour I' =T", PV Q.

— Sion a
[{t/x}P]

: s

dx, P Q

Tw

:]\
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par hypothese d’induction sur 7w on a une démonstration de I'y, {t/z}P + @, donc

en affaiblissant et en appliquant 3~ on a une démonstration de I'y, dz, P+ . Par

hypotheése d’induction sur ' on a des démonstrations de A,Q + C, et donc en
appliquant = et éventuellement des affaiblissements et des contractions on obtient

la démonstration attendue de IV, 3z, P+ C pour I' = IV, 3z, P.

— sion a
1L
- P
T
par hypotheése d’induction sur 7’ on a une démonstration de ©, P + C. En appli-
quant L+~ on a une démonstration de | + P, donc en appliquant =~ on en a une de
I'1l~CpourI' =T", L.

Pour relier les blocs introductions—éliminations, on utilise des coupures : supposons
que P est la formule apparaissant & la jointure entre deux blocs (de haut en bas, P
est donc introduite puis éliminée), par hypothese d’induction sur la démonstration au
dessus on obtient une démonstration de © + P, et sur la démonstration en dessous une
démonstration de A, P+ C. En appliquant -, et éventuellement quelques contractions
et affaiblissement, on obtient une démonstration de I'— C. O

~

Cette traduction n’est pas la seule possible : on aurait pu choisir de traduire d’abord
les éliminations en haut de chaque bloc avant les introductions, ou méme de mélanger
les deux. En regle générale, il existe plusieurs démonstrations de LJ correspondant a une
démonstration de NJ. Ceci provient du fait que dans LJ les décompositions des formules
a gauche et de la formule & droite peuvent étre entremélées les unes dans les autres,
tandis que dans NJ elles se font en parallele. L’utilisation de la focalisation pour limiter
ces entremélements, en particulier avec le calcul des séquences LJT de Hugo HERBELIN
(1995), permet d’obtenir une correspondance exacte.

Proposition 2.10 (Traduction de LJ dans NJ). Une démonstration de I' v~ C dans LJ
peut étre traduite en une démonstration de C avec comme hypothéses un sous-ensemble
de I' en déduction naturelle.

Démonstration. Ici aussi on raisonne par induction sur la taille de la démonstration.
Les regles droites sont naturellement traduites en regles d’introduction. Pour les regles
gauches, on utilise des regles d’élimination :

— Sion a
T 7
o I P I'Qw C
I'P=Qw+C

par hypothese d’induction on a des démonstrations w de P sous les hypotheses I et
@’ de C sous les hypotheses I, Q. Il suffit de remplacer dans celle-ci les hypotheses
Q@ par la dérivation
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w
. P=Q P
" Q
dans @’ pour obtenir une démonstration de C sous les hypotheses IV, P = Q.
— Siona

s
. I'PQwC
I"PAQw C
par hypothese d’induction on a une démonstration de C' sous les hypotheses P, Q)
et I'. Il suffit d’y remplacer les hypotheéses P par la dérivation

o PAQ
- P
et pareillement pour ) pour obtenir une démonstration de C' sous les hypotheses
I, PNQ.
— Sion a
™
' {t/z}Pv C
I",Vz, P+~ C

par hypothese d’induction on a une démonstration de C sous les hypotheses {t/x}P
et IV, Il suffit d’y remplacer les hypotheses P par la dérivation

, Vx, P

" {t/x}pP
pour obtenir une démonstration de C sous les hypotheses IV, Vz, P.

— Sion a
/

T 7r
, T,P-C T.,PrC
I'PvQwC

par hypothese d’induction on a une démonstration w de C sous les hypotheses P
et IV et une démonstration @’ de C sous les hypotheses @ et I'. On a alors la
démonstration

[P] Q]
T w : o'
v Pva@ c C
" C
de C sous les hypotheses IV, P V Q.
— Sion a
T
I, P+ C
3= Ff,yﬂ/;,} D : c y non libre dans I'’, P,C

par hypothése d’induction on a une démonstration w de C sous les hypothéses
{y/x}P. On a alors la démonstration
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Hy/x}P]

tw
, dx, P C
- C
de C sous les hypotheses I, 3z, P.
— Sion a
e C
on a une démonstration
L
- C
de C sous 'hypothese 1.
— Sion a
m
W TP
I, -P+C

par hypothese d’induction on a une démonstration @ de P sous les hypotheses I".
On a alors la démonstration

w
- P P
. C
de C sous les hypotheses I, = P.
Pour traduire la regle de coupure, si on a

T i

. I,PC I'-P
= I'eC

alors par hypothése d’induction on a des démonstrations w de C' sous les hypotheses
I', P et @' de C sous les hypotheses I'. On a alors la démonstration

[P]
‘W
- C o’
Z P=C P
. C
de C sous les hypotheses I'. O

On remarque qu’ici aussi les connecteurs V, 1,3 joue un role différents. On voit éga-
lement que ces deux traductions ne sont pas inverse 'une de 'autre.

Nous étendrons ces traductions a différents systémes que nous allons introduire par la
suite.
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2.3 Systémes de déduction pour la logique du premier ordre

Si ’on veut ajouter du calcul dans les démonstrations, une des premieres méthodes est
d’utiliser une axiomatisation de ce calcul. Par exemple, dans la présentation usuelle de
Parithmétique de PEANO (cf. section 5.3.1), I’addition est définie par les deux axiomes
Ve, ©+ O = x et Vo, Yy, =+ s(y) = s(x + y). Toutefois, cette méthode n’est pas
satisfaisante pour la recherche de démonstration mécanisée, d’une part parce qu’au lieu
d’utiliser directement l'ordinateur pour effectuer le calcul, on le fait simuler & 'aide
d’application de regles logiques, et d’autre part parce qu’il est difficile de déterminer
quel axiome il faut appliquer a un moment de la démonstration. Illustrons ces deux
points par ’exemple suivant :

Ezemple 2.1 : On considere la théorie présentée par I'axiome de réflexivité (2.23) et le
schéma d’axiome de LEIBNIZ (2.24), ainsi que les axiomes définissant 1’addition donnés
ci-dessus. On note 1 pour s(O) et 2 pour s(s(0)).

Pour démontrer 1+ 1 = 2, on a alors la démonstration suivante (On note I' la présen-
tation de la théorie utilisée, ou plutot uniquement les instances des schémas d’axiomes
que nous utilisons. Pour le schéma d’axiomes de LEIBNIZ on ne considérera donc que
Iinstance Vz, Yy, s =y =>1+1=s(z) = 1+1=s(y).) :

"T1+1=s1+0)r1+1=51+0),1+1=2
" Tvr 111-s110),lt1l=2 ' Titl=2r11i=2
- - T1+1=s(1+40)=>1+1=2-1+1=2
S TI+0=1r1+0=11+1=2 |
T 1+0=11+1=2 :
r1+40=1=141=51+0)=141=2+14+1=2
" Tri1t1-2

On voit qu’on a une démonstration bien compliquée pour un théoréme si simple. En
particulier, le choix de I'instance du schéma de LEIBNIZ est difficile a automatiser, de
meéme que les moments ou il faut instancier les axiomes définissant ’addition. Dans le
prochain chapitre, nous allons donc nous intéresser a des systemes qui permettent de
mieux intégrer le calcul dans les démonstrations.
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Chapitre 3

Démonstration et calcul

Civilization advances by extending
the numbers of important operations
which we can perform without
thinking about them. Operations of
thought are like cavalry charges in
battle — they are strictly limited in
number, they require fresh horses,
and must only be made at decisive
moments.

Alfred WHITEHEAD, An Introduction
to Mathematics

OUs allons nous intéresser aux relations entre calculs et démonstrations. Parmi les lo-
N giciens aujourd’hui, ce lien est quelque peu biaisé par la correspondance de CURRY-
HOWARD, qui identifie démonstrations et programmes (A-termes typés pour étre plus
précis). Néanmoins, ce qui nous intéresse est l'intégration du calcul dans les démonstra-
tions. La premier facon d’y parvenir est d’axiomatiser le calcul. Nous avons vu a la fin du
chapitre précédant que si cela est satisfaisant d’un point de vue théorique, cela entraine
en pratique des démonstrations dans lesquelles les étapes concernant le déroulement des
calculs ne sont ni naturelles ni efficaces. Une autre maniere est d’étendre 'isomorphisme
de CURRY-HOWARD en ne séparant plus le niveau des démonstrations (c’est-a-dire des
programmes) de celui des formules (c’est-a-dire des types). On obtient alors les types
dépendants et les systemes de types purs. On peut aussi incorporer directement le calcul
dans les démonstrations en appliquant les régles d’inférence des systemes de déduction
modulo une congruence représentant le calcul. On obtient alors la déduction modulo.

3.1 Identifier démonstration et calcul

3.1.1 Interprétation de Heyting-Brouwer-Kolmogorov

L’isomorphisme de CURRY-HOWARD, qui permet d’identifier deux types d’objets a
priori différents, a savoir les démonstrations et les programmes, peut avoir un coté ma-
gique pour le néophyte. Néanmoins, on peut trouver une explication assez satisfaisante
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si on part de 'interprétation de HEYTING-BROUWER-KOLMOGOROV. Plus que d’une in-
terprétation, il s’agit d’un postulat qui énonce quelles sont les propriétés que doit vérifier
une démonstration pour pouvoir étre qualifiée de constructive. Rappelons que Luitzen
BROUWER et Arend HEYTING s’étaient proposés de poser les bases des mathématiques
constructives par 'utilisation d’une logique dite alors intuitionniste. L’idée, développée
également par Andrei KOLMOGOROV de fagon indépendante, est que les démonstrations
doivent pouvoir étre interprétées comme des opérations sur des ensembles, a savoir :
— une démonstration de A A B doit étre la paire d’'une démonstration de A et d’une
démonstration de B ;
— une démonstration de AV B doit étre une paire (1,p) ou p et une démonstration de
A ou une paire (2,q) ou g et une démonstration de B';
— une démonstration de A = B doit étre une fonction qui transforme les démonstra-
tions de A en démonstrations de B ;
— une démonstration de Vx, A(x) doit étre une fonction qui a tout objet o associe une
démonstration de A(o);
— une démonstration de 3z, A(z) doit étre la paire d’un objet o et d’une démonstra-
tion de A(o).
On peut d’ores et déja remarquer que ces conditions ont un lien avec les regles d’in-
troduction de la déduction naturelle. En particulier, on peut considérer -

=
[X]

- Y

T X=Y

comme une fonction qui prend une démonstration de X et qui donne une démonstration
de Y en collant la démonstration de X a la place de ’hypothese déchargée.

Si on veut avoir des démonstrations constructives, on va imposer que les fonctions
considérées soient calculables. Or, un modele des fonctions calculables assez naturel
est le A-calcul. Pousser plus avant la comparaison entre démonstrations et A-termes va
amener a l'isomorphisme de CURRY-HOWARD.

3.1.2 Isomorphisme de Curry-Howard

Sa forme la plus simple consiste a dire qu’il existe un isomorphisme entre I’ensemble des
démonstrations en déduction naturelle et I’ensemble des A-termes simplement typés, avec
correspondance entre les formules démontrées et les types. Toutefois, cette isomorphisme
a été découvert par Haskell CURRY d’abord entre un systeme schématique et un algebre
de combinateurs.

Nous allons tout d’abord nous restreindre a la logique minimale intuitionniste, ou le
seul connecteur est =-. On peut reconnaitre la similitude entre les regles d’inférence o

)

= et 7 et les regles de typage Variable, Abstraction et Application. On peut donc associer
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de facon bijective a chaque démonstration d’une formule P un A-terme dont le type est
P.

Un des aspects intéressants de cet isomorphisme est de voir comment la g-réduction
se traduit au niveau des démonstrations. Rappelons qu’une étape de (-réduction se fait
par

(A\z, t) u7{u/m}t .

Si on suppose que (Az, t) u est simplement typé dans un contexte I', cela veut dire qu’il
existe une dérivation de typage de la forme

I'z:Avt:B :
I'-Xz,t:A=B '-u:A
' Az, t) u: B

Abstraction
Application

qui correspond par l'isomorphisme a une démonstration

[A]

Lt
. B U
Z A= B A
. B

Le terme B-réduit possede alors le type B et la démonstration correspondant a son
typage est alors

U
A
°t
B
c’est-a-dire la démonstration de B dans laquelle on a remplacées toutes les hypotheses
A par sa démonstration.

Si on en revient a l'interprétation de HEYTING-BROUWER-KOLMOGOROV, Az, t est
interprétée comme une fonction f qui transforme des démonstrations de A en démons-
tration de B. = applique syntaxiquement cette fonction a une démonstration u de A.
La g-réduction permet donc de réaliser cette application syntaxique pour retourner la
démonstration résultant de 'application de la fonction f a wu.

On remarque que la g-réduction définit un processus de normalisation des démonstra-
tions en déduction naturelle qui élimine les détours. En effet, plutot que de démontrer
B en supposant A, puis de démontrer A avant de conclure par le modus ponens, la dé-
monstration G-réduite montre directement B en intégrant la démonstration de A aux
endroits ou A était utilisée comme hypothese. En ce sens, on voit qu’on se rapproche
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de d’un processus d’élimination de la régle de coupure = du calcul des séquences. Ce
n’est pas qu’une simple intuition, comme le met en avant par exemple Hugo HERBELIN
(1995). On peut démontrer que ce processus de normalisation termine quelle que soit la
démonstration de la déduction naturelle pour =, pour toute stratégie de réduction. Par
I'isomorphisme de CURRY-HOWARD, cela revient a dire que tout A-terme qui possede un
type simple ne peut pas étre infiniment S-réduit. On dit alors que la déduction naturelle
(ou de fagon équivalente le A-calcul simplement typé) est fortement normalisante.

On peut étendre ceci a la logique intuitionniste du premier ordre, mais il faut pour
cela étendre les A\-termes avec la grammaire suivante :

to= x| Az, t|tt] (tt) | mt | mat | ut |t ]| d(z, t)(x, t)t
| Aa, t| t@Qb | (b,t) | Az, a, t)t |1 |0t

avec a variable du premier ordre et b terme du premier ordre. Ceci permet construire

des termes correspondant respectivement aux regles ~, =, =, %, M, 2200 n L Vo,

vV ~ 3 = 1
—) 37 7 T "

On peut alors considérer les réductions supplémentaires suivantes :

mi(t1,t2) — t
ma(t, t2) — ta
6(z, t1)(y, t2)(ut) — {t/z}ts
6(z, t1)(y, t2)(e2t) — {t/y}t2
(Aa, t)@Qs — {s/a}t
Az, a, t1)(s,ta) — {ta/x}{s/a}t1

qui éliminent les détours constitués d’une introduction immédiatement suivie d’une éli-
mination, et les réductions :

(6, 1)y, t2)E)u — 6(, (tru))(y, (t20))t
mi(6(x, t1)(y, t2)t) — 6(x, (mit1))(y, (mit2))t
0(u, t1)(v, t2)(6(x, t3)(y, ta)t) — 6(x, 0(u, t1)(v, t2)t3)(y, 6(u, t1)(v, t2)t4)t
(0(x, t1)(y, t2)t)Qs — d(x, (t1@s))(y, (t2@s))t
Az, a, w)(d(x, t1)(y, t2)t) — 0(x, Az, a, w)t1)(y, Az, a, w)ta)t
0(6(, t1)(y, t2)t) — o(x, Ot1)(y, Dt2)t
(A(z, a, t1)ta)u — Az, a, (tyu))ts
mi(A(z, a, t1)te) — Az, a, (mit1))t2
o(x, t1)(y, t2)(A(z, a, t3)ts) — Az, a, (6(x, t1)(y, t2)t3))ts

(A(z, a, t1)t2)Qs — Az, a, (t1@s))ts
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A(z, a, w)(A(z, a, t1)ta) — Az, a, Az, a, w)ty)ty
O(A(z, a, t1)ta) — Az, a, Ot1)ts
(Ot)u — 0t
mi(0t) — Ot
3z, t1)(y, t2)(0t) — Ot
(0t)@s — Ot
Az, a, w)(0t) — Ot
0(0t) — 0t

qui permettent, via I'isomorphisme, de faire permuter les regles d’élimination v, 3 et

L avec les autres regles d’élimination. Ces dernieres réductions sont appelées coupures
commautatives.

Remarque 3.1 : Cet isomorphisme a été étendu a d’autres logiques et d’autres formes
de calcul, pour lesquels on n’a pas forcément une bijection exacte. C’est la raison pour
laquelle on trouve parfois dans la littérature 'appellation de « correspondance de CURRY-
HowARD ». Notons également qu’on associe parfois a cet isomorphisme d’autres noms
qui ont contribué a sa découverte, comme par exemple celui de Nicolas DE BRUIJIN.

3.1.3 Extension : les systéemes de type purs

L’isomorphisme de CURRY-HOWARD introduit donc un lien fort entre démonstration
et calcul. Toutefois il n’est pas completement satisfaisant, puisque nous aimerions étre
capable de raisonner sur le calcul, ce qui revient par l’isomorphisme a raisonner sur les
démonstrations. C’est dans cette optique qu’ont été introduits les types dépendants. On
considere alors une extension du A-calcul dans laquelle on ne fait plus de distinction
entre le niveau des types et le niveau de termes. On adopte donc la syntaxe suivante,
dans le style de CHURCH :

tu=x | dx:t, t|tt | t, ¢

dans laquelle Ilz : A, B représente un produit dépendant et peut étre vu informellement
comme l’espace des fonctions qui & un élément a de A associe un élément de {a/x}B.
Le type A = B devient alors une abréviation de Ilz : A, B ou x n’est pas libre dans B.

Il faut étendre le systeme de type pour prendre en compte la nouvelle construction.
La premiere idée est de définir une regle permettant la formation du produit dépendant.
Pour cela, il nous faut définir les termes qui pourront intervenir dans ce produit, ceux
que I'on voudrait faire correspondre a un type. On introduit pour cela un terme spécial
* qui sera informellement le type des types. On a alors la regle
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' A:x I'z:Av B :x
F'1Tlzx: A, B:x

Produit

La regle Application est légerement modifiée en

I'eT:Mlz: A B I'-U:A

Application = (T U): {U)z1B

pour prendre en compte le fait que B dépend maintenant de x.
Pour la regle Abstraction on vérifie également que le produit dépendant est bien formé :

F'eTlz: A, B:x I'x:A-T:B
I'Xx:A T:1lx: A, B

Abstraction

Les contextes jouent ici un role primordial, car ils vont permettre entre autre de
pouvoir déclarer les types de bases. Les types dans les contextes peuvent dépendre de
variables définies auparavant dans le contexte. Ceci implique que les contextes ne sont
pas commutatifs, et sont des listes ordonnées plutot que des multiensembles. On doit
alors éviter les cas problématiques ou par exemple la variable associée a un type est libre
dans ce type, d’ou des régles de bonne formation du contexte :

Vide ————7+— . . I bien formé I'— A%
[| bien formé Déclaration I',z : A bien formé

x non libre dans I'; A

, ., I" bien formé .
Déclaration T, A % bien formd A non libre dans T’

Il faut alors modifier la regle Variable pour qu’elle n’utilise que des contextes bien formés :

. I’ bien formé
Varlable—r|_aC A z:Ael

Si on se contente de ces regles, le systeme obtenu n’est pas plus puissant que celui
des types simples. En effet, on peut montrer que les produits ne sont pas vraiment
dépendant : si I' — A : x est dérivable, alors aucune variable libre de A dont la type
est typé par * n’apparait dans le contexte I'. Par conséquent, si '+~ Iz : A, B : T ou
I'— T :Ilx: A, B est dérivable alors x n’est pas une variable libre de B. On note alors
ce systeme A__,.

On aimerait étendre le systéme, en particulier pour essayer d’associer le produit dé-
pendant avec la quantification universelle. Les formules seront liées par 1’isomorphisme
de CURRY-HOWARD aux termes de type *. Un prédicat unaire sur un domaine A : * sera
donc assimilé & un terme de type A = %, c’est-a-dire IIz : A, *. Pour pouvoir construire
un tel type avec la regle Produit, il faudrait pouvoir dériver I" — % : . On est donc tenté
d’ajouter un axiome de la forme

I" bien formé

Sorte Tr s »
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Avec ceci, il est également possible d’avoir des quantifications du second ordre, avec un
produit dépendant de la forme IIA : x, B, ou B est de type *. Alors, la distinction entre
niveau des termes et niveau des types n’existe plus vraiment. En particulier il est possible
de dériver des termes de type * contenant des (-radicaux. Moralement, deux types qui
sont B-équivalents devraient typer le méme ensemble de termes. Par conséquent on ajoute
une nouvelle regle, qui va permettre d’intégrer le calcul dans les démonstrations :

rT7T:A4A ' A:x 4., B
'T:B p

Conversion

On obtient ainsi un systéme appelé Ax proche de la premiere version de la théorie des
types de Per MARTIN-LOF (1971). Malheureusement, Jean-Yves GIRARD (1972) a dé-
montré que ce systéme est incohérent, dans le sens ou tout terme de A de type * est
habitable, c’est-a-dire il existe un terme T tel que — T : A est dérivable.

Pour résoudre ce probleme, on introduit un nouveau terme, O, qui sera le type de .
On utilise alors une regle

I" bien formé

Sorte I'e—x:0
Une seule regle Déclaration est nécessaire :
I" bien formé I'—B:s

Déclaration s € {*; 0}, z non libre dans I", B

I',x : B bien formé

On peut alors généraliser la regle Produit. Pour pouvoir construire un prédicat de type
IIz : A, % on a besoin d’une régle de la forme

' A:x I'x: A+ B:0O
I'eTlz: A B:0O

Produit’

On obtient alors le systeme appelé AIl ou AP ou encore LF pour logical framework
(Robert HARPER, Furio HONSELL et Gordon PLOTKIN, 1993).
Pour retrouver la quantification du second ordre, on étend & nouveau la regle Produit :

I'-A:O I'z:Av B :x
I'TIlx: A, B:x

Produit”

Sans la regle Produit’, on a alors le A-calcul avec types polymorphes, ou A2, proche du
systeme F de Jean-Yves GIRARD (1972) pour la logique propositionnelle du second ordre.

Plus généralement, on voit que Produit, Produit’ et Produit” sont en fait des cas par-
ticuliers d’une regle

' A:s I''z:Av B: sy
'eTlz: A, B:ss

Produit

63



Chapitre 3 Démonstration et calcul

Aw CC
A2 AP2
+(0, *, %)
—+(D7[]7D)
*, %, ok AlI
+(x,0,0)

FiG. 3.1 : A-cube de Henk BARENDREGT

avec s1, s2 et s3 dans {x; 0}. Il y a donc 8 régles envisageables, ce qui fait un total de 256
systemes potentiels, suivant qu’on choisisse d’y inclure une de ces regles ou non. Le A-
cube de Henk BARENDREGT (1992) est le sous-ensemble de ces systémes qui contiennent
tous la régle Produit du systéeme A__, équivalent au A-calcul simplement typé (soit s; =
S = s3 = %), et tels que sy = s3 dans toutes les reégles retenues. On a donc 8 systeémes,
dont AII et A2. On trouvera sur la figure 3.1 sa représentation en fonction des regles
considérées. Le systeme Aw permet des quantifications d’ordre supérieur et le coin du
cube le plus éloigné du systeme des types simples est le calcul des constructions de
Thierry COQUAND (1985) qui a été a la base de ’assistant a la démonstration Coq'.

Les systemes de type purs sont une fagon de généraliser le A-cube, le systeme Ax et
encore d’autres systemes.

Définition 3.1 (Systemes de types purs). Un systeme de type pur est donné par :
— un ensemble de sortes S ;
— un ensemble de couples de sortes A C 8% appelés axiomes ;
— un ensemble de triplet de sortes R C 8° appelés régles ;

qui définissent un systéme de type donné en figure 3.2.

Nous avons vu un certain nombre d’exemples de systemes de type purs. La logique
d’ordre supérieur basée sur la théorie simple des types d’Alonzo CHURCH (1940) (cf.
section 2.2.2) peut également étre représentée a l’aide du systéme de type pur AHOL

"http://coq.inria.fr/
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Vide [| bien formé

T" bien formé I'—A:s

€Set libre dans T, A
I',z : A bien formé s e & HOL Hbre dans

Déclaration

Sortemrlenw (s1,50) € A
= 5189

I' bien formé

Variable Tz A

r:Ael

' A: s T'x: A B:s9
I'—1Ilx: A, B:s3

Produit (s1,82,83) € R

Ab . I’'eIlz: A, B:s I'z:Av~T:B g
straction I'-Xx:A T:1lx: A B 5 <

I'-T:Ilx: A, B I'~U:A

Applicati
ppiication TvTU:{U/z}B

'—T:A I'—A:s
I'-7:8B

Conversion s€ S et A—zB

FiG. 3.2 : Systeme de type pur S, A, R
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Chapitre 3 Démonstration et calcul

dont les sortes sont %, O et A ; les axiomes (x,0) et (O, A); et les regles (x, *, x), (O, *, x)
et (O0,0,0).

Propriétés des systemes de type purs

Nous recensons ici quelques propriétés des systemes de type purs, la plupart démon-
trées dans l'ouvrage de Henk BARENDREGT (1992) et la these de Herman GEUVERS
(1993).

Premierement, la G-réduction préserve les types :

Lemme 3.1 (Réduction du sujet, Henk BARENDREGT, 1992, théoreme 5.2.15). Si
'~ A: B est dérivable dans un systéeme de type pur et A%A' alors ' — A" : B

est aussi dérivable.

Ceci est également vrai pour la n-réduction, méme si elle ne fait pas partie de la regle
Conversion :

Lemme 3.2 (Réduction du sujet pour 7, Herman GEUVERS, 1992, proposition 2.6). Si
x nest pas libre dans T et si I'v Az : A (T x) : B est dérivable, alors T'v T : B l’est
auUSSI.

Ensuite, on peut démontrer que si on a dérivé qu’'un terme est d’un certain type, alors
ce type est soit une sorte, soit est typé par une sorte :

Lemme 3.3 (Correction des types, Henk BARENDREGT, 1992, corollaire 5.2.14). Si
I'— A: B est dérivable alors il existe une sorte s € S telle que soit B = s soit ' B : s
est dérivable.

On peut dériver de ces lemmes le résultat suivant :

Lemme 3.4. Si '+ A : B est dérivable et si B % B’, alorsT'w A : B’ est dérivable.

Démonstration. Pour pouvoir utiliser Conversion et ainsi obtenir le résultat attendu, il
faut montrer que B est typé par une sorte. Le lemme précédent nous dit que soit c’est le
cas, soit B est lui-méme une sorte. Ce dernier cas est trivial, car B est alors irréductible
et B' = B. O

Lemme 3.5 (Substitution, Henk BARENDREGT, 1992, lemme 5.2.11). Si'z : B+ «
et '~ A : B sont dérivables, alors '~ {A/x}a lest aussi.

Définition 3.2. Un systéme de type pur est dit fonctionnel si les deux conditions sui-
vantes sont réunies :

~ (s1,8) € A et (s1,5') € A implique s = s’ ;

- (s1,82,8) € R et (s1,82,5') € R implique s = 5.
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Cette définition est une condition nécessaire et suffisante pour démontrer qu'un A-
terme possede un type unique a (-réduction pres :

Lemme 3.6 (Unicité, Henk BARENDREGT, 1992, Lemma 5.2.21). SiT' — A : B et
'~ A: B’ sont dérivable dans un systéme de type pur fonctionnel, alors B %B’.

Systemes de type purs et calculs

Comme nous l'avons dit plus haut, la régle Conversion permet d’introduire du calcul
dans les démonstrations. Nous allons illustrer cette affirmation par un exemple.

Henri POINCARE (1902) s’est posé la question si on pouvait vraiment considérer un
raisonnement formel conduisant a I’affirmation 2 4+ 2 = 4 comme une véritable démons-
tration. Il tend a penser que non, car ce raisonnement n’est qu’une simple vérification, sa
conclusion n’étant pas suffisamment générale vis-a-vis des hypotheses qui y ont conduit :
« La démonstration véritable est féconde au contraire parce que la conclusion y est en
un sens plus générale que les prémisses. »

Sans vouloir abonder totalement dans cette direction, car il est difficile de définir
quand une conclusion est plus générale que ses prémisses, force est de constater qu’un tel
raisonnement s’apparente plus a 'application simple d’un calcul qu’a une démonstration.
De 14 provient le principe dit de POINCARE : dans une démonstration, on doit distinguer
les étapes de déduction des étapes de calcul.

La regle Conversion permet de faire ceci, puisque le calcul, c’est-a-dire la g-réduction,
est séparée des étapes de déduction. Penchons nous sur I'exemple de 2 + 2 = 4. 1l est
connu depuis Alonzo CHURCH que I'on peut encoder les entiers naturels par des A-termes,
qui sont par conséquent appelés entiers de CHURCH : I’entier n est codé par le terme
n Az, Af, £ (f(..(f (f 2))...). On peut alors définir un terme add qui fait

n fois
'addition de deux entiers : add % Am, An, Az, \f, m (nz f) f.

Dans le calcul des constructions, un des types possible pour les entiers de CHURCH est
% = (% = %) = %, que l'on notera Nat. On vérifie alors que add peut bien étre typé par
Nat = Nat = Nat.

On peut alors définir le prédicat d’égalité entre entiers comme un terme eq de type
Nat = Nat = *, avec un terme refl permettant de dire que ce prédicat est réflexif,
de type Ilx : Nat, eq x x. On travaille donc dans le contexte I' S eq : Nat =
Nat = x,refl : Ilx : Nat, eq x x, dont on peut vérifier qu’il est bien formé. On a alors la
démonstration suivante que 2+ 2 =4 :

I" bien formé :
I'v+ refl: llx : Nat, eq x x I'—4: Nat :
I'v—refld:eqd 4 I'—eg44:x
' refld:eq(add 2 2) 4

Variable
Application

Conversion
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On voit que tout le calcul s’effectue lors de I'application de Conversion et que le reste
de la démonstration est constitué uniquement de simples vérifications de type. En par-
ticulier, le terme de démonstration refi 4 ne contient absolument aucune indication
concernant le calcul de add 2 2.

Cette technique de démonstration utilisant le calcul pour simplifier des étapes de
déduction peut étre généralisée pour donner ce qu’on appelle la réflexivité calculatoire.
Elle peut étre employée dans de nombreux cas, et c’est I'un des grands avantages de
I’assistant & la démonstration Coq. Elle est notamment intensivement utilisée dans la
démonstration formelle du théoreme des quatre couleurs par Georges GONTHIER. (2005).

3.2 Déduction modulo

Dans les systemes de type purs, seule la G-réduction permet de faire des calculs. On
peut considérer que c’est suffisant, car le A-calcul a la méme puissance que les machines
de TURING. Il faut néanmoins se rappeler d’'une part que les systemes de type purs
couramment utilisés sont fortement normalisants, ce qui veut dire que les termes typables
ne sont pas suffisant pour encoder une machine de TURING, et d’autre part que ’encodage
des fonctions usuelles en A-calcul pur n’est pas forcément tres naturel.

Une premiere approche pour avoir un calcul plus riche est d’introduire des types
inductifs, comme le proposent Thierry COQUAND et Christine PAULIN-MOHRING (1990).
Si on les ajoute au calcul des constructions, on obtient le systeme appelé calcul des
constructions inductives présenté par Christine PAULIN-MOHRING (1992) et étudié en
détail par Benjamin WERNER (1994). Toutefois, on est alors limité par le fait que les
fonctions a calculer doivent étre définies par induction structurelle. Par exemple, si on a
un type inductif pour les entiers naturels

déf

Nat:x = O : Nat
| s : Nat = Nat

alors on peut définir 'addition par exemple par la fonction

déf

add = Xm, An, Nat_réc Nat n (Am’, A\r, s r) m

ou Nat_réc : lIp : %, p = (Nat = p = p) = Nat = p est le récurseur associé
au type inductif Nat. On a alors add O n%n quel que soit n, mais par contre on
L

n’a pas add n 0771 si par exemple n est une variable. Dans le premier cas, on
L

peut utiliser Conversion pour intégrer ce calcul aux démonstrations, dans le second,
on est obligé de démontrer (par une simple induction sur n) un lemme IIn : Nat, Ip :
Nat = *, p (add n O) = p n. Il n’y a pas de véritable raison pour laquelle on pourrait
dans un cas se contenter du calcul, alors que dans le cas symétrique on aurait besoin
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de déduction. Cela provient uniquement du choix de la variable sur laquelle on a défini
inductivement add.

Pour résoudre ceci, on est tenté d’autoriser a définir les fonctions dont on a besoin par
réécriture. Dans le cas de ’addition, on pourrait par exemple avoir le systeme

add O n—n
add m O —m
add (s m) (s n) — s (s (add m n))

qui possede une paire critique mais est confluent. Frédéric BLANQUI, Jean-Pierre JOUAN-
NAUD et Mitsuhiro OKADA (1999) ont étudié I’ajout de la réécriture dans le calcul des
constructions, ce qui a donné le calcul des constructions algébriques. Ils donnent des
conditions pour que le systeme avec les nouvelles réductions reste cohérent.

La déduction modulo de Gilles DOWEK, Thérese HARDIN et Claude KIRCHNER (2003)
peut étre vue comme une généralisation de cette approche a n’importe quel systeme
d’inférence. On considere alors une congruence entre propositions, qui va représenter le
calcul, et on applique les regles du systeme d’inférence modulo cette congruence. Comme
il est dit plus haut, une des meilleures approche pour modéliser le calcul est la réécriture,
et on va donc considérer que la congruence en question peut s’exprimer sous forme d’un
systeme de réécriture entre propositions.

En général, on ne veut pas que le calcul interagisse trop avec le systeme d’inférence, et
c’est la raison pour laquelle on impose que le systeme de réécriture réécrive des termes
en termes, ou des formules atomiques en formules quelconques.

On se place a présent dans la logique du premier ordre.

Définition 3.3 (Systeme de réécriture propositionnel). Une regle de réécriture proposi-
tionnelle est donnée par un couple formé d’une proposition atomique A et d’une formule
du premier ordre quelconque P, telles que FV(P) C FV(A). On la note A — P.

Une formule Py se réécrit en une formule Po par la regle de réécriture A — P a la
position p si il existe une substitution o telle que P1|p =cAetPh=P [UP],J. On note

0 o y
alors Py ;_ISPQ’ ou parfois plus simplement Py s Ps.

Un systeme de réécriture propositionnel est un ensemble de regle de réécriture propo-
sitionnelle. Une formule P est réécrite en QQ par un systéeme de réécriture propositionnel
R si elle l’est par une de ses régles. On note alors P = Q. % est la fermeture réflerive

L. . * , . S, . L.
et transitive de cette relation, «—— sa fermeture réflexive, symétrique et transitive.
R

Le fait de pouvoir lier des variables dans la partie droite d’une regle de réécriture
propositionnelle, par exemple dans A(x) — Jy, B(x,y) fait qu’il ne s’agit pas exactement
de systemes de réécriture usuels. En particulier il faut prendre soin quand on applique
les regles que la subsitution ne capture pas de variable a droite. Ainsi, A(f(x,y)) est
réécrit par la regle ci-dessus en 3z, B(f(z,y), 2).
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En déduction modulo, on considere a la fois un systeme de réécriture usuel sur les
termes, dont la relation de réécriture est étendue aux formules par congruence, et un
systeme de réécriture propositionnel. On appellera donc systeme de réécriture 'union de
deux tels systemes.

Etant donné un tel systeme de réécriture R, on peut alors définir comment appliquer
un systeme d’inférence modulo R : a chaque méta-formule ® d’une regle d’inférence on
associe une variable propositionnelle fraiche X¢ de méme arité, et on définit la nouvelle
regle d’inférence comme la regle originelle dans laquelle on a remplacé les ® par les Xg
et dont les substitutions valables sont restreintes aux o tels que pour toute méta-formule
® apparaissant dans la regle originelle, si (¥;), sont les sous-méta-formules strictes de
apparaissant a un autre endroit dans la regle originelle, alors o(Xg) est équivalent par
la relation % a lapplication de o & la méta-formule ® dans laquelle on a remplacés

les ¥; par Xy,.

Plus concretement, prenons ’exemple du calcul des séquences LK modulo un systéeme
de réécriture R, tel qu’on peut le trouver chez Gilles DOWEK et collaborateurs (2003). Les
nouvelles régles d’inférence sont représentées en figure 3.3. On y a traduite la restriction
sur les substitutions valables par des conditions sur les méta-formules.

De la méme facon on peut définir la déduction naturelle modulo R, dont on ne donne
ici pour I'exemple que les regles pour V :

CTe X ilex*isteunYtelqlie ,I'eW I'X+wZ TI''Y+Z
VT Z ZTX\/YouZTY\/X - T 7

*

W—XVY
R

Ezxemple 3.1 : Revenons sur 'exemple de la démonstration de 2 + 2 = 4. On encode les
entiers a des symboles de fonction O et s et on se place dans le systeme de réécriture R
constitué de deux regles sur les termes et d’une regle propositionnelle

O+n—n
s(m)+n— s(m+n)

r=x— T

Alors on a

- T
R

et on a la démonstration
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Regles d’identité

C7X<L>Y — F,XI—A FI—Y,A X<L>Y
XY R - ' A R

Reégles structurelles

FFKKA;me§3Z

L DAY A o -y ey I
’ '+ A R R " T'w Z A R
. ' A ., ' A
X+ A T X, A
Reégles logiques
= FPX’A F’YPA Z(LXi}Y I—éMZ(L)XéY
R I'-Z A R

I'NZv A

I', X A il existe un Y tel que ' X, A 'Y A 7 XAY
A - * * =A —
.7+ A Z?X/\YouZ?Y/\X '~ Z A R

X+ A Iy~ A 7 XY I'— X,A il existe un Y tel que
— > — A * *
v IZ+ A R VFI—Z,A Z?X\/YouZ?Y\/X

LX) A « '~ X(y),A y non libre dans I', X(z), A
e Tyea  m A e e e Y e, X ()

I —F,X(y) = A Y mon *hbre dans T, X(z), & 3 —F'_ X(), A Y 3z, X(x)
[,V A etY 3z, X(z) I'-Y,A R
- X1 - X T
' X, A Y <X . XA Y &5 X
R 'Y A

T YeA

Fia. 3.3 : Regles du calcul des séquences classique modulo R
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qui ne fait intervenir que du calcul.

Le fait de pouvoir réécrire des formules rend la déduction modulo tres puissante.
En particulier, il est méme possible d’obtenir des systéeme incohérents, par exemple en
travaillant modulo le systeme de réécriture A — —A. Toutefois, la logique associée au
systeme d’inférence modulo un systeme de réécriture correspond a la logique engendrée
par un certaine théorie que 'on peut associer a ce systeme, dont les présentations sont
alors appelées compatibles :

Définition 3.4 (Présentation compatible). Etant donné un systeme de réécriture R, une
présentation A est dite compatible avec R si la logique associée au systéme d’inférence
modulo R et la logique engendrée par Th A a partir du systéme originel coincident.
Plus concrétement, dans le cas du calcul des séquences, cela revient auzr deux conditions
suivantes :

— pour toutes formules P et @), si P%Q alors P < @ est démontrable sous les

hypothéses A dans le systéme originel (sans modulo) ;
— pour toute formule P de A, on peut démontrer P sans hypothése dans le systéme
modulo R.
Si la logique associée au systéme d’inférence modulo R sans = correspond a la logique
engendrée par Th A a partir du systéme originel avec =, on parle alors de compatibilité

forte. Pour le calcul des séquences, cela revient a supposer que pour le deuxiéeme point
on a des démonstrations sans coupure.

Avec cette définition, on voit que la compatibilité d’une présentation avec un systéme
de réécriture dépend de la logique dans laquelle on se place. En particulier, nous mon-
trerons un exemple de présentation compatible avec un certain systeme de réécriture en
logique classique mais pas en logique intuitionniste (cf. remarque 4.1).

Gilles DOWEK et collaborateurs (2003) montrent que 'on peut toujours trouver une
telle présentation : il suffit de prendre la présentation (infinie) qui contient, pour toute
formule P et @ telles que P% Q, la formule V21, ..., Vz,, P < Q ou x1,...,x, sont

les variables libres de P et (). Dans le cas ou on travaille dans une logique contenant
I’égalité, ou en l'absence de regle sur les termes, on peut se contenter d’une présen-
tation plus simple, qui contient un axiome Vz1, ..., Vz,, s = t pour toute regle de
réécriture sur les termes s — t avec x1,...,T, les variables libres de s; et un axiome
Vzi, ..., Vx,, A < P pour toute régle de réécriture propositionnelle A — P avec
T1,...,Ty les variables libres de A.

La cohérence du systeme modulo R est donc équivalente a la cohérence de la logique
engendrée par la théorie d’une présentation compatible a R. Si le systeme originel est
correct et complet pour la logique du premier ordre, alors la cohérence du systéeme
modulo R est équivalente a la satisfaisabilité d’une présentation compatible.
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3.2 Déduction modulo

3.2.1 Variations sur les systemes de déduction modulo

Il existe plusieurs maniéres plus ou moins équivalentes de considérer des systemes de
déduction modulo, suivant qu’on travaille modulo un systeme de réécriture de facon
implicite comme nous venons de le voir, ou grace a des regles d’inférence explicites;
ou bien qu’on oriente ’application des regles de réécriture dans les démonstrations;
ou encore qu’on ne puisse réécrire que des propositions atomiques; ou enfin que l’on
différencie les réécritures autorisées a gauche ou a droite d’une séquence.

On peut considérer une regle de conversion explicite, comme dans le cas des systémes
de type purs. Dans ce cas on garde les regles d’inférence du systeéme originel, et on y
a ajoute une ou plusieurs regles pour faire intervenir le systeme de réécriture. Dans le
cas ou on n’a pas de types dépendants, il n’y a pas besoin de vérifier que la proposition
considérée est typée par une sorte, on obtient donc la regle, en déduction naturelle
modulo R

A 4., p
R

Conversion ———5—
I'- B

Dans le cas du calcul des séquences modulo R, on considere deux regles de conversion,
une a gauche et une a droite.

Lo BAvA - p L e AAd g
B+ A R ' B,A R

Bien entendu, la version ou on applique les regles d’inférence modulo le systeme de
réécriture, et la version avec les regles de conversion explicites sont équivalentes.

Si on se place du point de vue de la démonstration automatique, on a également
envie d’orienter ’applications des regles de réécriture dans les démonstrations, pour que
la recherche de démonstrations soit effective. On obtient ainsi par exemple le calcul
des séquences asymétrique modulo de Gilles DOWEK (2003), dans lequel les conversions
sont implicites. On obtient alors par exemple les regles d’identité et les regles pour la
disjonction :

c XY

F,XI—A FI—Y,A * *
X —

| — Y
XY R R Z T A = =
X+ A Y+ A 7 XY '~ X, A il existe un Y tel que
— — — * *
v I,Z+ A R VFI—Z,A Z?X\/YouZ?Y\/X

Quand on fait une recherche de démonstration par le bas, on a donc besoin de réécrire les
formules que dans un sens, vers le haut de la démonstration. Sans la regle -, ce systéme
n’est pas tout a fait équivalent au calcul des séquences modulo sans = . Par exemple, si

A—C

séquences modulo R sans coupure, mais on ne peut le démontrer en calcul des séquences

. A— B
on considere le systeme R « { alors B + C' est démontrable en calcul des
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avec dépliage qu’avec * (en coupant par A par exemple). Comme on le voit, & partir
du moment ou on s’intéresse aux coupures, on n’a I’équivalence que quand le systeme
de réécriture est confluent.

On peut méme se contenter pour les regles de conversions d’un seul pas de réécriture
sur des propositions atomiques. Si on applique ceci & la déduction naturelle, on obtient
la déduction naturelle avec pliage—dépliage (Dag PRAWITZ, 1965), avec deux nouvelles
regles

I'—oP I'—cA
T1"|—0'A A-PER lFl—(rP A=PeR
avec une nouvelle réduction de démonstration
T
I'-oP T
l————FA—>PcR —
lFI—O’A A-PeRr I'—oP
I'-oP

Pour que cette regle de réduction fonctionne bien, on considere en général que le systeme
de réécriture utilisé ne doit pas comprendre de paires critiques, de fagcon a ce qu’on ait
bien le méme P ci-dessus.

Pour étendre 'isomorphisme de CURRY-HOWARD, les termes de démonstration cor-
respondant sont alors étendus par des constructions Tr ¢ et |p ¢t pour toute regle de
réécriture propositionnelle R, et on ajoute la réduction

lrRTrt —1t .

Gilles DOWEK (2001) a démontré que la déduction naturelle avec pliage—-dépliage et la
déduction naturelle modulo sont équivalentes, y compris en ce qui concerne la termi-
naison de la réduction des démonstrations (en supposant qu'une proposition atomique
donnée ne puisse étre réécrite que d’une seule fagon).

On peut appliquer la méme idée au calcul des séquences. Si on voit les regles d’inférence
T et | comme des regles d’introduction et d’élimination, alors on obtient des regles
droite et gauche y correspondant, en ajoutant une contraction pour donner des regles
inversibles :

. F,O‘A,O‘PFAA Pen TFFUP,UA,AA Pen
IoAr A —rE I'-cAA o

Nous appellerons par la suite le systeme G4 plus ces deux régles le calcul des séquences
avec dépliage. On voit que I'application des regles de réécriture est orientée du bas vers
le haut des démonstrations. Le calcul des séquences avec dépliage est en fait équivalent
au calcul des séquences modulo asymétrique quand on tient compte des coupures.

Enfin, on a vu qu'une regle de réécriture propositionnelle A — P peut étre, en premiére
approximation, vue sémantiquement commme 1’équivalence A < P. Ceci provient du fait
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que 'on peut réécrire les formules & la fois a gauche ou a droite des séquences, ou plus
précisément en position positive ou négative d’'une formule. Pour avoir un controle plus
fin, Gilles DOWEK (2002) a introduit le calcul des séquences polarisé modulo. Pour cela,
on donne tout d’abord une polarité + ou — aux regles de réécriture propositionnelles.
On notera cette polarité sur la fleche de la régle, par exemple A —T P ou A —~ P.
Un systéme de réécriture polarisé est un ensemble de regles de réécriture polarisées. On
définit également un polarité sur les positions d’une formule : la racine est positive, et on
ne change de polarité que sous — et a gauche de =. On peut alors donner une polarité
a la relation de réécriture :

Définition 3.5. On dit que P se réécrit en QQ positivement dans le systéme de réécriture
polarisé R, et on note PR—>Q st P se réécrit en @ par une régle positive de R a une
+

position positive de P, ou par une regle négative de R a une position négative de P.
On dit que P se réécrit en Q négativement dans le systeme de réécriture polarisé R, et
on note PR—> Q si P se réécrit en QQ par une regle positive de R a une position négative

de P, ou par une régle négative de R a une position positive de P.
On étend ces relations en leur fermeture transitive et réflexive-transitive que [’on no-

. + * + *
tera respectivement —, —, — et —
R+ R+ R - R —

Remarque 3.2 : Ne pas confondre et —.
R R +

Pour plus de simplicité, nous considérerons par la suite que les regles de réécriture
sur les termes sont a la fois positives et négatives, ce qui fait qu’elles peuvent intervenir
indifféremment a une position positive ou négative. On pourrait bien entendu considérer
également des polarités sur ces regles. Le calcul des séquences polarisé modulo consiste
alors a se placer dans le calcul des séquences asymétrique modulo et a ne réécrire les
formules que positivement a droite des séquences, et que négativement a gauche. Les
regles d’inférence sont représentées dans la figure 3.4. Il est & noter que pour retrouver les
regles d’inférence du calcul des séquences asymétrique modulo R, il suffit d’y supprimer
les notions de polarité. Une régle A —T P est équivalente a I'implication P = A. En
effet il est possible de démontrer — P = A dans le calcul des séquences polarisé modulo
{A —* P}. Dualement, A —~ P correspond & A = P.

Si on combine les polarités du calcul des séquences polarisé modulo avec la réécriture
explicite et atomique du calcul des séquences avec dépliage, on obtient ce que nous
appellerons le calcul des séquences avec dépliage polarisé. Les regles d’inférence sont
celles de G4 plus celles de la figure 3.5. On notera que comme X est atomique dans les
regles de dépliage, cela veut dire qu’on utilise une regle négative dans 1+~ et positive dans
1.

Pour plus de confort, nous introduisons des notations pour le calcul des séquences avec
dépliage polarisé. On considére par la suite que le systéme de réécriture sur les termes
est fixe. On le notera Rz v).
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Regles d’identité

:7XRL>7<€LY . XA 'Y A Xy

Regles structurelles

L XY EA v g ey IR XYA v ey ey
' Ze~A R- R- T T'wZ,A R+ R+
LT A L LA
X+ A ' X, A
Reégles logiques
L ' X, A F’Y'_AZLX:>Y . XY A 7 X Y
'z« A R - '-Z A R +
I X+ A ilexiste un Y tel que '~ X, A 'Y, A X
M e A 2o XAY ouZ Y AN T Z.A e S
X+ A I‘Yn—AZ L XVY T X A il existe un Y tel que
Vi — ’ — 7 =,
I, Z+ A R — T Z,A ZR+X\/YouZR+Y\/X
. LX) A Y oV, X(2) . ' X(y),A ¥ non*libre dans T, X (x), A
YA R- I'—Y,A etYan, X (x)
. [, X(y)rA Y non*libre dans T, X (2), A - ' X(t),A Y 3, X(a)
IY+ A etY_—3u X(z) T dz, X(2),A R+
L XL)L - XLT
X e R - "X TRA
L e XAy -k XAy ey
Ly~ A R - I'—Y,A R+

Fia. 3.4 : Regles du calcul des séquences classique polarisé modulo R

Regles de dépliage

IXYrA x — Y, X atomique -1 I-Y XA x — Y, X atomique

T T XeA R- T X,A R+

FiG. 3.5 : Regles d’inférence du calcul des séquences avec dépliage polarisé supplémen-
taires par rapport a G4
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3.2 Déduction modulo

Définition 3.6. On dira qu’une démonstration de I' — A est dans R, et on notera
I'Fr A, si toutes les regles de réécriture utilisées dans les regles de dépliage sont dans
RU RT(E,V)’

On notera I' =3 A si la démonstration n'utilise pas *- .

On notera I' = A si la démonstration n’utilise pas T+ niv1.

Remarque 3.3 : T+ A et I' Fy A ne sont pas équivalents, puisqu’on peut utiliser les
regles de réécriture sur les termes dans le second cas.

Nous montrons maintenant en détail que le calcul des séquences avec dépliage polarisé
est équivalent au calcul des séquences polarisé modulo. On peut tout d’abord étendre les
lemmes 2.3, 2.5 et 2.6 (affaiblissement, inversibilité et contraction). Pour cela, il suffit de
prolonger le RPO défini sur les squelettes de démonstrations de G4 dans la section 2.3.4,
en rajoutant & la précession (o, P) > (1+,Q) et (&, P) > (~1,Q) pour toutes formules
P et Q. Les démonstrations des lemmes 2.3 et 2.5 ne changent pas. Pour le lemme 2.6,
il y a un nouveau cas : supposons qu’on ait une démonstration de I') A, A — A dont
la derniére reégle est 1+~ sur un des A avec A — P. La sous-démonstration directe a

pour conséquence I'; A; A, P + A. Par hypothese d’induction, on a une démonstration
deI', A, P+ A sur laquelle on applique 1+ pour obtenir une démonstration de I'; A+ A.

Ensuite, il nous faut traduire les conversions implicites sur n’importe quelle formule
en des conversions explicites sur des propositions atomiques.

*

Lemme 3.7. Sion al',QtFr A et P — Q, alorsT', P A.
RURT(EJ/) —

De facon duale, si on aI'Fr Q,A et P — Q, alorsT'Fr P, A.
RURT(E,V) +

Démonstration. On procede d’abord par induction mutuelle sur la longueur de la réécri-
ture P =, Q. Si elle est nulle le résultat est trivial, sinon il suffit de montrer le
RURT(E,V) +
résultat pour un étape.
On procede alors par induction sur la profondeur de la position a laquelle est appliquée

la réécriture P — Q. Si cette profondeur est nulle, alors P est atomique. On peut donc
simplement appliquer 7+. Sinon, cela veut dire que P n’est pas atomique. Supposons

que P est de la forme P, = P» (les autres cas se traitant de la méme fagon). Alors

Q = Q1 = Q- et soit Py — Q1 et Py = @9, soit Py — Q2 et P = Q1.
RURT(EJ/) + RU'RT(E’V) —

En utilisant le lemme 2.5 étendu, on a I', Q2 Fr A et I' Fr @1, A. On utilise I’hypothese
d’induction sur I'une ou l'autre de ces démonstrations suivant les cas, et on obtient
I''Pobr Aet I'tr P, A. En appliquant =+ on obtient I', P Fr A. O

Nous pouvons maintenant démontrer 1’équivalence :

Théoréeme 3.8.
Une séquence I' — A posséde une démonstration (resp. sans coupure) dans le calcul des
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Chapitre 3 Démonstration et calcul

séquences polarisé modulo R U Ry(s,v) ssi elle possede une démonstration (resp. sans
coupure) dans R pour le calcul des séquences avec dépliage polarisé.

Démonstration. La direction « si » se démontre en faisant passer les regles de conver-
sions explicite de facon implicite dans la ou les regles d’inférence qui, le cas échéant,
décomposent la formule réécrite.

Réciproquement, on procede par induction sur le squelette de la démonstration en
calcul des séquences polarisé modulo. Si une regle logique ou o utilise des conversions
implicites, on applique cette regle sans conversion puis on utilise le lemme 3.7 pour
obtenir la conséquence attendue. Par exemple, si on a une démonstration

T m

Y ' P A Q- A 0P =Q

IO A R -
on applique I’hypotheése d’induction sur m et 7’ pour avoir I' Fr P, A et I',Q Fr A,
on applique =+ pour obtenir I';) P = @ Fxr A puis grace au lemme 3.7 on obtient
IO Fr A. Pour A, +v, Ve et 3, on a également besoin du lemme 2.3 pour pouvoir
appliquer la regle logique dans le calcul des séquences avec dépliage polarisé. Pour les
regles de contraction (resp. =), on applique d’abord le lemme 3.7 pour se ramener a une
séquence sur laquelle on peut utiliser le lemme 2.6 (resp. appliquer + ). Par exemple, si
on a une démonstration

T
L DPQEA g
‘ ror-A R®- R-
on applique ’hypothese d’induction sur 7 pour obtenir I', P,Q Fr A, puis on applique
deux fois le lemme 3.7 ce qui donne I', 0,0 Fx A, puis on utilise le lemme 2.6 ce qui
donne I'; O — A. Pour les régles d’affaiblissement, on utilise le lemme 2.3.
On a pris soin de ne pas rajouter de coupures dans les démonstrations des lemmes 2.3,
2.6 et 3.7. Si la démonstration de départ ne possede pas de coupures, la démonstration

en calcul des séquences avec dépliage polarisé n’en aura pas non plus. O

Corollaire 3.9. Le calcul des séquences asymétriqgue modulo est équivalent (avec la
méme signification) au calcul des séquences avec dépliage (non polarisé).

Démonstration. Tout systeme de réécriture non polarisé R peut étre vu comme un sys-
teme polarisé RT en considérant deux régles A —T P et A —~ P pour chaque regle
A — P du systeme. Le calcul des séquences asymétrique modulo R (resp. le calcul
des séquences avec dépliage dans R) correspond alors au calcul des séquences polarisé
modulo R* (resp. au calcul des séquences avec dépliage polarisé dans RE).

Cette transformation permet également de montrer que les lemmes 2.3, 2.5, 2.6 et 3.7
sont également valides pour le calcul des séquences avec dépliage (non polarisé). O
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On vient de voir comment passer d’un systeme de réécriture non polarisé a un systeme
équivalent polarisé. On s’intéresse maintenant a la réciproque. Nous avons vu qu’une regle
positive A —T P correspond & un axiome P = A. Cet axiome est logiquement équivalent
a A< (AV P), qui correspond a la régle non polarisée A — AV P. Nous proposons
donc la traduction suivante d’un systéeme polarisé R en un systéme non polarisé RT :

— une régle positive A — P est traduite par une régle A — AV P

— une regle négative A —~ P est traduite par une régle A — A A P.

Théoreme 3.10.
Le calcul des séquences avec dépliage polarisé dans R est équivalent au calcul des sé-
quences avec dépliage dans RT.

Démonstration. Par induction sur la structure des démonstrations. Seules les regles de
dépliage sont intéressantes.
Si on a une démonstration avec a la racine une regle de dépliage polarisé, par exemple

T
F, A, P+ A A — P
A~ A B=7@
alors en appliquant ’hypothese d’induction on a une démonstration de I', A, P — A dans

le calcul des séquences avec dépliage non polarisé. En appliquant A+~ et en utilisant le

lemme 2.3 on a une démonstration de I'; A, AA P+~ A. Comme AB —B>QA/\P7 on peut
—BA

T+

appliquer 1+ pour obtenir une démonstration de I', A~ A.

Réciproquement, si on a une démonstration avec une regle de dépliage non polarisé, il
v a deux cas : soit la regle de réécriture est appliqué du méme coté que la regle polarisée
qui ’a engendrée, soit elle est appliquée de 'autre coté. Dans le premier cas, on a par
exemple

T
F,A,A/\PI—AA — s AAP

F, Ar- A B—BAQ
Si on applique ’hypothese d’induction sur 7 on obtient une démonstration de I'; A, A A

P~ A dans le calcul des séquences avec dépliage polarisé. En appliquant les lemmes
2.5 et 2.6, on obtient une démonstration de I',; A, P + A. Comme AB—:QP on peut

T+

appliquer 1+ et obtenir une démonstration de I', A — A. Dans le deuxiéme cas, on a par
exemple

T
F,A,A\/PI—AA . AVP

A~ A B—BVQ
Par hypothese d’induction sur 7 on a une démonstration de I'; A, AV P + A. En utilisant
les lemmes 2.5 et 2.6 on a une démonstration de I', A — A. O

T
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Corollaire 3.11. Le calcul des séquences polarisé modulo R est équivalent au calcul des
séquences asymétriqgue modulo RT.

Remarque 3.4 : Cette démonstration est également possible en logique intuitionniste, en
se placant dans LB étendu avec des regles de dépliage. En effet les lemmes 2.3 et 2.6
(plus précisément 2.8) y sont valides, et les régles A, A, v et v sont inversibles, ce
qui suffit.

Ceci répond plus ou moins & une question posée par Gilles DOWEK (2002, fin de la
section 4), qui demandait quels systémes polarisés peuvent étre représentés par des
systémes non polarisés. Néanmoins, il faut bien remarquer que le systeme non polarisé
obtenu peut ne pas étre confluent, ce qui veut dire qu’on ne sera pas équivalent avec
la version originale du calcul des séquences modulo de Gilles DOWEK et collaborateurs
(2003), en tout cas en ce qui concerne I’admissibilité des coupures.

3.2.2 Sémantique

Nous aurons besoin, pour démontrer 'indécidabilité de ’admissibilité de *, de cer-
taines notions sémantiques introduites par Olivier HERMANT (2005).

Définition 3.7 (Modele pour un systéme de réécriture). Etant donné un systéme de
réécriture R, on dit qu’un modéle pour la logique classique du premier ordre m est un
modéle pour R si c’est un modéle d’une présentation compatible, ce qui revient a dire
que pour toutes formules closes P et @) telles que P% Q Uinterprétation de P et de @)

est la méme.

Définition 3.8 (Modele complet sans coupure). Un modéle m pour R d’une présentation
I’ est dit complet sans coupure si pour toute formule P, m = P implique T' + P est
démontrable sans coupure dans le calcul des séquences modulo R.

Définition 3.9. Une présentation I' est dite cohérente sans coupure pour R si la logique
engendrée par I' a partir de la logique associée au calcul des séquences modulo R sans
= est cohérente.

Ceci est équivalent a ce que I' — ne soit pas démontrable sans coupure dans le calcul
des séquences modulo R.

On ajoute également une notion qui servira de critere a ’admissibilité des coupures.

Définition 3.10. On dit qu’un systéme de réécriture est complet sans coupure si pour
toute présentation I' cohérente sans coupure pour ce systeme il existe un modele pour R
de T' complet sans coupure.

Pour démontrer qu'un systeme de réécriture est complet sans coupure, il faut en
principe trouver un modele pour toute présentation cohérente sans coupure. On peut en
fait se restreindre a des présentations ayant des bonnes propriétés.
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Définition 3.11. Une présentation I' cohérente sans coupure (pour R) est compléte
sans coupure pour R si pour toute formule P, soit P € ' soit I', P n’est pas cohérente
sans coupures (c’est-a-dire I'; P v est démontrable modulo R sans coupure).

Définition 3.12. Une présentation I' cohérente sans coupure (pour R) admet des té-
moins de HENKIN pour R si pour toute formule P avec une variable libre x, il existe un
terme t tel que si T',3x, P ouT',—Vx, P est cohérente sans coupure alors {t/x}P € T.

Lemme 3.12. Un systéme de réécriture est complet sans coupure si pour toute présen-
tation I' cohérente, compléte et admettant des témoins de HENKIN sans coupure pour ce
systeme il existe un modéle pour R de I' complet sans coupure.

Démonstration. Olivier HERMANT (2005) montre qu’on peut compléter toute présenta-
tion cohérente sans coupure I' en une présentation A cohérente, complete et admettant
des témoins de HENKIN, tel que m |= A implique m = I'. Informellement, il s’agit de ra-
jouter au fur et a mesure et arbitrairement des formules & I' sans casser sa cohérence. [J

3.2.3 Admissibilité des coupures en déduction modulo

Nous nous intéressons ici a ’admissibilité de la régle = dans le calcul des séquences
LK modulo un systéme de réécriture. Gilles DOWEK et collaborateurs (2003) ont montré
qu’en général = n’est pas admissible. L’exemple qu’ils donnent est inspiré d’un manuscrit
de Marcel CRABBE (1974) qui démontre la non-normalisation de la déduction naturelle
si on y rajoute des regles d’inférence correspondant au schéma de compréhension res-
treinte (2.2) :

'-tecA ' X(t) c I'rte{zed: X(z)}
'te{reA: X(x)} T e X(2)

On note « & y pour —(z € y) et on pose 1, = {ze€a: x &z} On a alors une
démonstration m de rq € a v 1y € 14

T4 €ETe,Tq EAVF Tq €ETq
Ta ETa,Ta EaFTe &g T ra €ETe,Ta €A Ty €Ty

T Tm T)

Tg €E TqyTqg € A L
Te €Eav 1, €1y

—
-

et donc une démonstration 7’ de r, & a :

T
re €A1, €a Tq €Al Tq €7q
Tg EAVF Tg €ETg

T
Tq €Eavr Tq € 7q

mnt T)

T

re €ar L
7. & a

—
-
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On remarque que dans cette démonstration il y a un détour au niveau du 7 a gauche (-
suivi de 7). Si on élimine cette coupure, on obtient la démonstration

T
o
T €arTg€aq Tq €AV Tq €1y A T
€
c Ta€Ear1,ET, T ra€avrrg€a ra EarTq €7q
T ra€avrra €, € T, Ear T4 €T
z
. rqe€ar L
B Hr,€a

Ici on a un détour avec . suivi de €. Pour éliminer ce détour on considere la réduction

. i
. I'-te A e X(t) ™
“Trtc{red: X)) I'eX(t)

'~ X(t)

Si on applique cette réduction a la démonstration ci-dessus, on retombe sur 7’. Le sys-
teme avec les regles d’inférence pour le schéma de compréhension et la réduction de
démonstration associée ne normalise donc pas.

On peut adapter cet exemple en déduction modulo, en prenant comme systeme de
réécriture rq, € ry — 14 € a A1y € 14 ou plus simplement le systeme Crab: A — BA—A,
en assimilant r, € 7, & A et 74, € a & B. On peut alors traduire 7’ en déduction naturelle
modulo Crab :

-~ '; B, A+ A _
. BA-A _ " B,A--A " BAr A
" B A--A " BA-A . B,Av L
" B,Aw L " BvB K Br —-A
T . Bw-A " B+ A
- .~ B+ |
B

Le A-terme associé a cette démonstration, \y, (Az, (mex) z)(y, Az, (m2x) x), ne norma-
lise pas, comme attendu.

Il est bien entendu possible de traduire cette démonstration en calcul des séquences
(intuitionniste ou classique) modulo Crab, et dans ce cas la procédure d’élimination des
coupures ne termine pas. De plus, la regle = n’est alors plus admissible : on a vu qu’il
existe une démonstration de =B, mais il n’en existe pas sans la regle = . En effet, seule
cette regle peut s’appliquer a la séquence B .

On voit qu’on a un systéme qui n’admet pas = et qui n’est pas normalisant. Toutefois
ce systeme est cohérent : toute formule (en particulier B) n’est pas démontrable. En
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3.2 Déduction modulo

TAB. 3.1 : Contre-exemples a des propriétés du calcul des séquences modulo. Pour une
ligne donnée, ’ensemble des propriétés au-dessus sont vérifiées. La formule
y = z est une abréviation pour la formule Vx,y € z = z € x.

Contre-exemple

Propriété .. Contre-exemple convergent
minimal
Cohérence A—-A= 1 rer—Yy, yxr=yer= 1
(Gilles DOWEK et Benjamin WERNER, 2003)
Admissibilité de — A—-A=1B rer—Yy, yxr=yecr=B
(Olivier HERMANT, 2005)
Normalisation A—- A=A rer—Yy, yxr=ycr= A= 4

(Olivier HERMANT, 2005)

effet la présentation compatible A & B A —A est satisfaisable : elle possede par exemple
le modele de support {1} avec A € fet B ¥ 0.

On peut également avoir des systémes qui admettent * , mais qui ne normalisent pas,
dans le sens ou les A-termes associés aux démonstrations en déduction naturelle modulo
ces systémes ne sont pas normalisant. En particulier, le systeme A — A = A permet de
donner pour tout A-terme une démonstration de A correspondant a ce terme. On peut
montrer par des méthodes sémantiques qu’il admet = (Olivier HERMANT, 2005).

Il est alors naturel de chercher quels critéres permettent de s’assurer qu’un systeme
admet =, ou normalise. Par abus de langage, on dira qu’un systeme de réécriture admet
+ si le calcul des séquences modulo R I'admet. Le premier critére qui vient a l’esprit
est de se restreindre a des systémes convergents, c’est-a-dire confluents et terminants.
Néanmoins, il est possible de trouver de tels systemes qui ne sont pas cohérents, qui
n’admettent pas =, ou qui ne normalisent pas. L’idée est de rendre les systemes vus
précédemment terminants en bloquant la réduction & ’aide d’un quantificateur. Ainsi,
au lieu de A — B A —A on considére A(r) — Yy, y = r = B A —A(y) ou r est une
constante. Dans le cas oll on n’a pas de prédicat d’égalité, on peut s’en sortir en utilisant
un prédicat binaire : A(r,r) — Vy, (Vz, A(y,z) = A(r,z)) = B A—-A(y,r). On trouvera
dans le tableau 3.1 un résumé de tel systemes.

Divers criteres assurant 'admissibilité de = ont été proposés. Dans le cas ol seules la
réécriture sur les termes est considérée, Gilles DOWEK (2003) a démontré que I’admissi-
bilité des coupures dans le calcul des séquences modulo R asymétrique est équivalente
a la confluence de R.

Si on se replace dans le cas ou on autorise des regles de réécriture propositionnelles,
alors les contre-exemples que nous avons donnés ci-dessus montrent que la confluence
n’est pas un critere suffisant. Dans la suite on ne considére que des systemes confluents.
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Chapitre 3 Démonstration et calcul

On dispose alors de plusieurs criteres, que ce soit pour ’admissibilité des coupures ou la
normalisation :

Compatibilité avec I’ordre sous-formule. Si on suppose qu’il existe un ordre bien fondé
T incluant a la fois 'ordre sous-formule et la relation de réécriture ?, alors Olivier

HERMANT (2005) a montré 'admissibilité de *. Nous allons montrer dans la section
4.3.3 que ce critere assure en fait la terminaison de la procédure d’élimination des cou-
pures. Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2003) ont montré que ce critere implique
la normalisation forte des démonstrations en déduction naturelle pour la logique pro-
positionnelle, et leur résultat peut s’étendre pour la logique des prédicats du premier
ordre.

Positivité. Si on suppose que toutes les occurrences d’un atome dans les membres droits
des reégles sont positives, alors Olivier HERMANT (2005) a montré 'admissibilité de *-.

Combinaison de ces deux critéres. Si on suppose que le systéme de rééceriture peut se
diviser en deux parties R+ et R4, telles que R satisfait le critere de compatibilité avec
lordre sous-formule, R, le critere de positivité, et les instances des membres droits de
R, par des termes non réductibles par R+ ne sont pas réductible par R, alors Olivier
HERMANT (2005) a montré 'admissibilité de * .

Stratification. Dans un cadre proche, Peter SCHROEDER-HEISTER (1990) a défini un
critere lié & des niveaux de formules. Si on donne & chaque prédicat A un niveau nv(A)
alors on peut définir le niveau d’une formule par induction structurelle :

— (At ta) E no(A);

() a(T) 2 o
- m)( P) d—ef nu(P) + 1;
- nv(PAQ) d:ef nv(P V Q) £ max(nv(P), v(Q)) ;

no(P = Q) ¥ max(nv(P)+1,n0(Q));

~ Ve, P) ¥ nu@z, P) £ no(P).
On dit alors que le systeme de réécriture est stratifié si les membres gauches des regles
propositionnelles sont plus grands que les membres droits. Ce critére assure la terminai-
son de la procédure d’élimination des coupure dans le systeme de Peter SCHROEDER-
HEISTER (1990). C’est aussi le cas en déduction modulo, puisque ce critere est en fait
moins général que le critere de compatibilité avec 'ordre sous-formule : si on a un sys-
teme stratifié, on peut définir ordre P > @ si nv(P) > nv(Q) ou (nv(P) = nv(Q) et Q
est une sous-formule de P), qui vérifie le critere.
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3.2 Déduction modulo

Sémantique. Pour démontrer ses criteres, Olivier HERMANT (2005) utilise des no-
tions sémantiques. Il donne deux démonstrations différentes, mais dont une partie est
commune et est méme utilisée dans la démonstration de ’admissibilité de *= pour
rer—VYy, y~r=y¢cr= A= A. Nous allons donc factoriser cette partie, ce
qui va donner un critére sémantique basé sur la notion de complétude sans coupure in-
troduite a la section 3.2.2. Comme cette factorisation est nouvelle par rapport a Olivier
HERMANT (2005), nous détaillons la démonstration du critere.

Proposition 3.13. Si un systéme de réécriture est complet sans coupure, alors il admet
les coupures.

Démonstration. Olivier HERMANT (2005), par exemple, a démontré la correction du
calcul des séquences modulo R vis-a-vis des modeles pour R, c’est-a-dire que si I'+— A
est démontrable dans le calcul des séquences modulo R alors pour tout modele m pour
RdeTI',onamp\VA.

Soit une séquence I' = A démontrable (potentiellement avec des coupures) dans le
calcul des séquences modulo R. Par correction, pour tout modele m pour R de I', on a
m = \/ A. On distingue deux cas :

— Soit I" n’est pas cohérente sans coupure pour R, ce qui veut dire que I' — est démon-
trable sans coupures dans le calcul des séquences modulo R. Par affaiblissement,
I'~ A est également démontrable sans coupure.

— Soit I' est cohérente sans coupure, et comme R est complet sans coupure, il existe un
modele m pour R de T tel que m = P implique I' ~ P démontrable sans coupure.
Comme m = \/ A, on peut démontrer I" — \/ A sans coupure, et par inversibilité de
v on peut démontrer I' — A sans coupure.

O

On peut alors montrer que les criteres de positivité ou de compatibilité avec I'ordre
sous-formule permettent de construire des modeles complets sans coupure pour toute
présentation cohérente, complete et admettant des témoins de HENKIN, ce qui permet
de conclure avec le lemme 3.12 et la proposition précédente.

Pré-modeéle. (Gilles DOWEK et Benjamin WERNER, 2003) Un pré-modéle est comme
un modele de la logique du premier ordre sauf que les formules sont interprétées par un
candidat de réductibilité (Jean-Yves GIRARD, 1972) plutdt qu’une valeur de vérité. Un
pré-modele de R est tel que les formules équivalentes pour % ont la méme interpréta-

tion. Si R possede un pré-modele, alors la déduction naturelle modulo R normalise.

Supercohérence. (Gilles DOWEK, 2006) Il s’agit d’une généralisation des pré-modeles :
on interprete les formules dans ce qu’on appelle une algébre ordonnée de valeurs de vérité.
S’il existe un modele de R pour toute algebre ordonnée de valeurs de vérité, alors la
déduction naturelle modulo R normalise.
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Chapitre 3 Démonstration et calcul

Indécidabilité de I’admissibilité de la coupure

Dans tous le cas ces criteres ne sont pas complets, dans le sens ou il existe des sys-
temes de réécriture qui ne vérifient pas les criteres mais vérifie la propriété qu’ils assurent.
Notons toutefois que Denis COUSINEAU travaille a ’élaboration d’un critére sémantique
correct et complet pour la normalisation forte. On aimerait aussi trouver un critere calcu-
lable qui assure de fagon complete I’admissibilité de + . Malheureusement nous montrons
que ce n’est pas possible, car il est indécidable de savoir si le calcul des séquences modulo
un systeme de réécriture admet *.

Théoréeme 3.14.
Le probléme qui prend en entrée un systéme de réécriture et qui dit si ce systéme admet
les coupures est indécidable.

Démonstration. On le réduit au probleme de la validité en logique du premier ordre, qui
est indécidable des qu’on a un prédicat binaire dans le langage.

Soit P une formule du premier ordre, et soit R p le systeme A(r,r) — Vy, (Vz, A(y,z) =
A(r,z)) = A(y,r) = P ou r est une constante et A est un symbole de prédicat binaire
n’apparaissant pas dans P. On montre que P est valide ssi Rp admet les coupures.

Si P est valide, alors montrons que Rp est complet sans coupures. Pour cela, utilisons
le lemme 3.12. Soit I" une présentation cohérente, complete et admettant des témoins de
HENKIN pour R p. On définit le modele m suivant : Son support est I’ensemble des termes
clos. Un symbole de prédicat A n-aire est interprété comme ’ensemble des n-uplets de
termes clos t1,...,t, tels que I' — A(tq,...,t,) est démontrable sans coupure modulo
Rp. On montre que ceci définit bien un modele de I'" par induction sur les formules,
en utilisant le fait que I' est complete et admet des témoins de HENKIN. Montrons que
c’est un modele pour R. P est supposé valide, par conséquent il est démontrable dans
le calcul des séquences non modulo sans coupure, par complétude de LK pour la logique
du premier ordre et par admissibilité de = dans LK. Par conséquent m |= P. On a donc
m =Vy, Yz, A(y,z) = A(r,x)) = A(y,r) = P. Par ailleurs, A(r,r) est démontrable
sans coupure modulo Rp avec

C Ay, r) v~ A(y,r), A(r,r), P C A(r,r), A(y,r) v~ A(r,r), P
" A(y,r) = A(r,r), A(y,r) v~ A(r,r), P
Vo, A(y,x) = A(r,x), A(y,r) v A(r,r), P
T = A(n1), (Y2, A(y,2) = A(na)) = Aly,1) = P
— A(r,r),Vy, (Vz, A(y,z) = A(r,z)) = A(y,r) = P
— A(r,r)
Donc m = A(r, r) et m est un modele pour R. Montrons que m est complet sans coupure.

Supposons que m = Q. Si @ est atomique, alors I' — @ est démontrable sans coupure
modulo Rp par définition de m. Sinon, on procede par induction sur (), et on a besoin

=+

—
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3.2 Déduction modulo

du fait que I est complete et admet des témoins de HENKIN. Donc R p est complet sans
coupure, et le critere sémantique nous dit qu’il admet les coupures.

Réciproquement, supposons que Rp admet les coupures. Montrons d’abord que P est
démontrable modulo Rp. On a vu que — A(r,r) lest, or A(r,r)+ P l'est aussi :

—

A(r,r), A(r,x) — P, A(r, )
(r,r)— P, A(r,z) = A(r, z) ;5: A(r,r) - P A(r,r) 7 A(r,r),Pv P
(r,r)— P Vz, A(r,z) = A(r,x) A(r,r), A(r,r) = P+ P
A(r,r), (Vx, A(r,z) = A(r,z)) = A(r,r) = P+~ P
s A(r,r), Yy, (Vz, A(r,xz) = A(r,z)) = A(r,r) = P+ P
" A(r,r)— P

=

A
A

=

En appliquant =, P est démontrable dans le calcul des séquences modulo Rp. Par
hypothese, il I'est sans utiliser =. Mais une démonstration de P sans = n’applique
aucune régle d’inférence modulo Rp : en effet & aucun moment A ne peut apparaitre
dans une telle démonstration. Par conséquent P est démontrable dans le calcul des
séquences sans modulo, et comme ce dernier est correct pour la logique du premier

ordre, P est valide pour la logique du premier ordre. O

Remarque 3.5 : La méme démonstration fonctionne en posant Rp L A5 A= P
Avec le systeme que nous proposons, on montre que l'admissibilité des coupures est
indécidable y compris quand on sait que le systéme de réécriture est convergent (ce qui
est déja une propriété indécidable).

3.2.4 Méthodes de recherches de démonstration basées sur la déduction
modulo

La déduction modulo a, entre autres buts, été introduite pour permettre de développer
des méthodes de recherche de démonstration intégrant efficacement des raisonnements
calculatoires. Des l'origine, Gilles DOWEK et collaborateurs (2003) ont définie une exten-
sion de la méthode de résolution de Allan ROBINSON (1965) appelée ENAR (extended
narrowing and resolution). Olivier HERMANT (2005) a montré que cette méthode est
correcte et complete pour le calcul des séquences modulo sans *. Autrement dit, on
peut dériver la clause vide d’une ensemble de clauses C' dans la méthode ENAR, pour le
systeme de réécriture R ssi C'+ est démontrable dans le calcul des séquences modulo R
sans = . On a donc la complétude de la méthode ssi R admet les coupures.

Une extension de la méthode des tableaux (appelée TaMed) a également été proposée
par Richard BONICHON (2004); Richard BONICHON et Olivier HERMANT (20060), y
compris pour la logique intuitionniste (Richard BONICHON et Olivier HERMANT, 20064).
Ici aussi la méthode est correcte et complete pour le calcul des séquences modulo sans * .
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Chapitre 3 Démonstration et calcul

Nous allons détailler la version proposée par Richard BONICHON et Olivier HERMANT
(2006b) car nous l'utiliserons dans une implémentation par la suite, .

Du fait de la dualité des connecteurs et quantificateurs en logique classique, il y en
a essentiellement quatre types : a(P, Q) correspond a PV @ a droite des séquences,
-P A =Q a gauche ou (=P) = @ a droite; S(P,Q) correspond & P A @ a droite des
séquences, 7PV —(Q a gauche ou P = =@ & gauche; v(x, P) correspond & 3z, P a droite
ou Vz, =P a gauche; enfin §(z, P) correspond a Vx, P a droite ou 3z, —P a gauche.
On utilise des méta-variables pour les termes introduits par « car on ne sait pas encore
par quoi les instancier. Chaque formule est annotée par un ensemble de méta-variables
qui surapproximera l’ensemble des méta-variables libres de la formule, et un ensemble
d’égalités entre termes appelées contraintes. Un tableau est alors un multiensemble de
branches, qui sont des multiensembles de formules ainsi annotées. Les regles de TaMed
transforme un tableau jusqu’a ce qu’on obtienne le multiensemble vide avec un ensemble
de contraintes satisfaisables.

N I, a(P,Q)....IT,-C
Flaa(P)Q)fchl’Qg |Fn -C

Iy, B(P,Q)L ... |1, -C
Flv/B(P7 Q)ZC’PCZ‘F]JIB(P’ Q)é?@g s |Fn -C
Ty,v(x, P)L]...|Ty, - C
! Iu{X}
'y, v(z, P),,{X/x} P |...[Ty-C

g

v

5 I'y,6(z, P)L]...|T,-C
I'1,6(z, P)L, {sko(l)/z}Pl|...|Ty-C

" Iy, PY...IT,-C
FlvPé»(P[d}P)ic""‘Fn'c

g—deRetk=cU{P,="g}

Iy, Pl =P2[Ty|...|Ty - C

2

Ty|...T-CUc UcyU{Ph =? P2}

closure

On voit que a vue de haut en bas correspond & Ar, ~v et = vues de bas en haut;
& Vi, A et = v & V- et —3 avec introduction d’une méta-variable fraiche X ; § & 3~
et v avec introduction d’un symbole de SKOLEM frais sko(l) basé sur les méta-variables
dans [; rw & une étape de conversion avec surréduction (les méta-variables sont unifiées
et non pas seulement filtrées) ; closure correspond & & avec unification globale au tableau
des méta-variables.

Richard BONICHON et Olivier HERMANT (2006b) proposent alors une stratégie d’ap-
plication de ces regles et montrent par un argument sémantique qu’elle est complete par
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rapport au calcul des séquences modulo R sans coupure. La stratégie est la suivante :

— Une regle «, 8 ou § ne sera appliquée qu’au plus une fois sur une formule donnée
(ceci traduit Pinversibilité des regles correspondantes) ;

— Une regle rw ne sera appliquée qu’au plus une fois par regle de réécriture pour une
formule donnée ;

— Apreés chaque étape on cherche a fermer le tableau en entier par closure. Si ce n’est
pas possible, mais que certaines branches peuvent étre fermées sans unification, on
les retire ;

— A une étape donnée, on choisit la branche contenant le moins de formule. Si plusieurs
branches ont la méme taille minimale, on choisit celle la plus & gauche. Dans cette
branche, on essaie d’appliquer en priorité «, puis §, § et alternativement = ou rw.
Une regle «v est appliquée a la fois a toutes les formules de type v dans la branche.
Si aucune regle n’est applicable, la formule en entrée n’est pas valide.

3.3 Surdéduction

Une autre facon d’enrichir 'isomorphisme de CURRY-HOWARD est de considérer une
extension du A-calcul comme langage des termes de démonstration. Benjamin WACK
(2005) s’est par exemple intéressé a l’extension de 'isomorphisme pour un sous-ensemble
du p-calcul de Horatiu CIRSTEA et Claude KIRCHNER (2001). Le p-calcul, ou calcul de
réécriture, est un cadre général permet d’incorporer le mécanisme de filtrage de motif
(pattern matching), propre a la réécriture, dans le A-calcul. On considere la syntaxe
suivante :

=x | AP, t|tu
wu=t] fur,...,uy)

ou f est un symbole de fonction d’arité n et P est un motif. Pour la surdéduction, on
peut se contenter de motifs dits algébriques suivant la syntaxe

Pu=x| f(P,...,P,)
ou ou f est un symbole de fonction d’arité n. La S-réduction est étendue en p-réduction
(AP, t1)ta — oty si 0 = Match(P, t2)
Dans notre cas, Match est une fonction partielle qui représente le filtrage de motif syn-

taxique, et peut étre calculée par un algorithme simple travaillant sur des conjonctions

89



Chapitre 3 Démonstration et calcul

de problemes de filtrage t < s :

t<tNE ~ FE
Ft,.oitn) < f(S1,0 oy Sn) ANE ~ 61 K Sp A Aty K sp A E
fltr, . otn) € g1,y Sm) ANE ~ L f#g
rLINTKLSANE ~ L t#s
flt, ..., tp) Kz ANE ~ L zeV.

A la fin on a soit une conjonction de problémes de filtrage de la forme 21 < t; A -+ A
Ty L ty, pour x; € V, que 'on transforme en la substitution {t1/z1,...,t,/x,} qui
est 'unique solution du probleme de filtrage initial, soit L, auquel cas le probleme de
filtrage initial n’a pas de solution, Match n’est pas définie et la p-réduction ne peut pas
étre appliquée.

Avec un tel calcul on voit qu’on peut par exemple simuler les paires du A-calcul et les
projecteurs m; et me. On suppose qu’on a un symbole de fonction paire d’arité 2, alors
(t1,t2) est encodé par paire(ti,t2) et les projecteurs sont mq © Apaire(x1,x2), 1 et
T, ¥ Apaire(z1,x2), x2. On abien alors m;(t1,t2) = (Apaire(x1,x2), x;)paire(ty,ta) — ;.
On peut également simuler ’abstraction sur les variables du premier ordre A, en consip—
dérant un symbole de fonction terme et en définissant Aa, t par Aterme(a), t et tQs
par t terme(s). Ici aussi, on a (Aa, t)Qs = (Aterme(a), t)terme(s) T{s/a}t. Dans la

suite, pour simplifier, on utilisera le méme A pour abstraire sur les A-termes ou sur les
termes du premier ordre.

Horatiu CIRSTEA, Clément HOUTMANN et Benjamin WACK (2006) ont étendu le p-
calcul pour permettre de reconnaitre différents motifs en distinguant des cas, ce qu’ils
appellent alors le p-calcul distributif. On ajoute alors un symbole de fonction associatif
et commutatif ?.

De la méme facon que la g-réduction est séparée en deux étapes dans les A-calculs avec
substitution explicite, une étape Beta qui lance la réduction en créant une substitution
explicite puis des réductions qui propage la substitution dans les sous-termes, la p-
réduction peut alors étre décomposée en trois étapes : une étape permettant de distribuer
les applications dans les structures

(B tp) w—g (t w) 2 2ty w)

la p-réduction proprement dite, identique a la précédente; et une étape qui permet de
nettoyer les structures des termes qui ne pourront jamais se réduire

A (z1,...,2n), t) g(ul, ..., Um) —sk Stk f différent de g ou n #m
stk —qu t
stk ¢ — Stk
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ou stk est une constante spéciale indiquant qu’un radical potentiel ne peut pas étre
réduit (de I'anglais stuck). On notera — 45 la relation qui consiste a appliquer autant
de —5 que nécessaire, appliquer une étape de p-réduction, et appliquer —¢y autant que
possible.

On peut alors donner un autre encodage des paires. Si on a deux constantes g et d, la
paire (t1,t2) est encodée par (Mg, t1) ¢ (A\d, t2), les projections 71t et mot par t g et ¢ d.
Ici aussi la dis-réduction permet de simuler les réductions sur les paires.

Pour toute démonstration de la déduction naturelle restreinte aux connecteurs =, A et
V il existe donc un p-terme correspondant. Réciproquement, on va chercher quel systeme
de déduction on peut mettre en bijection avec les p-termes.

Si on considere un p-terme de la forme \f(z,y), ¢, on voit qu’on abstrait sur deux
variables x et y, qui devrait donc correspondre a deux hypotheses déchargées dans la
démonstration correspondante. On devrait donc avoir une regle d’inférence de la forme

Nax:Ay:Bvt:C
L'~ Af(x,y), t: D

—

Pour qu’une telle reégle soit correcte, il faut que (A = B = C) = D soit valide.
Réciproquement, si on a un terme de la forme ¢ f(u,v) on a une reégle de la forme

;s Tt D Fr—u: A F—v:B
. L't f(u,v):C’

Pour que la p-réduction donne une démonstration correcte, il faut que A = A’, B = B/,
C = C" et D = D'. Pour que la derni¢re régle d’inférence soit correcte, il faut que
D = A = B = (C soit valide, soit au final D < (A = B = C). On peut donc se placer
dans le méme cadre que la déduction modulo et que la déduction naturelle avec pliage—
dépliage, en considérant la regle de réécriture D — A = B = (. Dans la déduction
naturelle avec pliage—dépliage, les regles supplémentaires seraient

I'-t: A= B=0C I'—t:D
F'e1st:D '-|;t:A=B=C

Pour obtenir les regles d’inférence correspondant aux p-termes, on voit qu’il faut appli-
quer toutes les regles d’introduction possible au-dessus de T et toutes les regles d’élimi-
nation au-dessous de |. C’est 'idée a 'origine de la déduction surnaturelle de Benjamin
WACK (2005).

3.3.1 Déduction surnaturelle

L’idée est donc de calculer des nouvelles regles d’inférence correspondant aux regles de
réécriture propositionnelle. A chaque régle de réécriture propositionnelle on va associer
une regle d’introduction et une ou plusieurs regles d’élimination.
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Chapitre 3 Démonstration et calcul

Pour calculer la régle d’introduction associée & A — P, on applique toutes les regles
d’introduction possibles a la séquence I' — P ou I' est une variable de contexte et n’est
donc pas modifiée par I’application des regles. Les prémisses de la nouvelle regle sont des
celles de la dérivation, sa conclusion est I' — A, et les substitutions valables sont celles
de l'intersection des substitutions valables des regles de la dérivation.

Pour calculer les regles d’élimination, on applique les regles d’élimination a I' — P en
I’'utilisant comme prémisse principale, en descendant donc de haut en bas.

Pour des phénomenes liés a des coupures implicites, nous sommes obligés de nous
restreindre aux connecteurs =, V et A. On peut également utiliser 1 et T, ce que nous
ne ferons pas ici.

Ezemple 3.2 : Sion prend 'exemple de la regle de réécriture propositionnelle Maz(z,a) —
rE€alAVy, y €a=y <z qui permet de définir le fait que z soit le maximum de a, on
obtient, pour le calcul de la regle d’introduction, la dérivation

Izearz<z
., I'zea=z2<zx
I'-z€a "TvVy,yca=y<z
'-zeaAVy, yca=y<z

=
znon libredans 'y ca=y <z

ce qui permet de déduire la nouvelle regle d’introduction

. TI'rxz€a I'Nzearz<x
apdét
M '+~ Maz(z,a)

z non libre dans I', a,

Pour le calcul des regles d’élimination, on considere les deux dérivations

'z ecaAVy, yca=>y<zx

N2
o 'rx€alAVy,yca=y<z L IevVy, yca=y<z
'z e€a S I'tea=t<x I'—teca
- '—t<z

ce qui donne les deux nouvelles regles d’élimination associée a la définition du maximum

vder, L+ Maz(z,a) e, L+ Maz(z,a) '—teca
= I'—xz€a = I'—t<z

Si on considere en plus la regle de réécriture z =y — ¢ < y Ay < x correspondant a
la réflexivité et a I’antisymétrie de <, on obtient la regle d’introduction

I'-x<y '-y<z

—
réfl,antisym

I'-y==x
et les deux regles d’élimination

'-x=y I'-x=y

réfl,antisym1 réfl,antisym?2
— —

I'—x<y '-y<cz
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3.3 Surdéduction

On peut obtenir une démonstration tres naturelle de I'unicité du maximum (I’ «“

Maz(x,a), Max(y,a)) :

—~ —~

_ wr. ' Maz(z,a) _ wr. ' Maz(y,a)
Maz 1 Maz 1
sty L Maz(y,a) - T'rzeca ety L+ Maz(z,a) - T'ryea
- - I'-x<y - I'—y<z
réfl,antisym F M- y

—

+ Max(z,a) = Max(y,a) =z =1y

<«T

+ Vz, Yy, Ya, Maz(z,a) = Max(y,a) =z =1y

Comme on le voit sur cet exemple, les nouvelles regles d’introduction et d’élimination
obtenues paraissent tres naturelles vis-a-vis de la définition du maximum et des pro-
priétés d’antisymétrie et de réflexivité. C’est la raison pour laquelle Benjamin WACK
(2006) a nommé ce moyen d’obtenir des systémes de déduction adaptés a une théorie
la déduction surnaturelle (en anglais, supernatural deduction). Les nouvelles regles sont
appelées surrégles. Quand le systéme de réécriture considéré sera évident, on notera NJ*
le systeme de déduction surnaturelle associé.

Termes de démonstration

Benjamin WACK (2006) a proposé des termes de démonstrations pour la déduction
surnaturelle tels que les p-réductions correspondent a des réductions de démonstration
naturelles. Toutefois, dans le cas ol les parties droites des regles de réécriture comportent
des conjonctions, les termes proposés ne sont pas complétement satisfaisant, car premie-
rement la construction des reégles de typage pour les éliminations dépend de celle des
regles d’introduction, deuxiemement les termes pour 1’élimination peuvent contenir des
variables qui n’ont aucune signification par rapport a la démonstration, et troisiemement
une réduction de démonstration correspond a plusieurs p-réductions. Nous proposons ici
de nouveaux termes de démonstration basés sur le p-calcul distributif, en étendant ceux
sans la conjonction.

Pour calculer la regle de typage associée a une surregle, on suit la formation de cette
surregle. Pour chaque regle de réécriture propositionnelle R on consideére une famille de
symboles de fonction f§ ott w est un mot sur I'alphabet {1;2}. On notera simplement
fr dans le cas ol w est le mot vide. Pour calculer la regle de typage correspondant a
une surregle d’introduction, on annote toutes les prémisses de la surregle par un terme
t;, puis on annote les prémisses de la dérivation ayant permis de construire cette regle
par Afg(), t;. On annote la dérivation en entier en suivant les regles de la figure 3.6 de
haut en bas. On annote finalement la conclusion de la surregle comme la conclusion de
la dérivation. Dans le cas ou la formule & droite de la regle de réécriture propositionnelle
ne comporte pas de conjonction, on voit que I’on n’a pas de symbole {, on retombe sur
les termes proposés par Benjamin WACK (2006).
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Doy X = (AR @), t1) Lo VA RR(TR), te) 1 Y
L= (AR (y,21), t1) o V(AR (0 Z0), t) : X =Y

=

U (ARH(ED), t) UV ARR(ER), ) - X
L= (AR (@), thgr) U VAR, 1) 1 Y
o (S TRECD W
MR (@), trer) U VAR (7)), 1)

T (AfE (1), t1) U - CONFRR(ER), tr) : X ()
D (AR, T), ) VRS (2, TR, ) 2 Yy, X (y)

>T

Fia. 3.6 : Calcul de la regle de typage associée a une surregle d’introduction

N Fl—t()fg(ul,...,un):X?Y Pkti:X
" Fl—to f}é’(ul,...,un,ti):Y

Ity fR(ur,...,un) : XAY
Dty [l (ur,. .. up) t X
Ceto fRur,...;up) : XAY
Lty f&2%(ur,...,up): Y

AL

A2

Lty fR(ur,...,un) Vo, X(2)
L'ty fR(ur,. .. up,t) : X(2)

Fia. 3.7 : Calcul de la regle de typage associée a une surregle d’élimination

Remarque 3.6 : Sion utilise aussi T dans les formules du systéme de réécriture, on ajoute

la regle de typage suivante :

—

T Tefr:T

Pour les regles d’élimination, on annote toutes les prémisses d’une surregle par un
terme t;, dont le terme ¢y pour la prémisse principale, puis on annote la prémisse prin-
cipale de la dérivation ayant permis de construire cette regle par ¢ty fr(). On propage
ensuite les annotations dans la dérivation en suivant les regles de la figure 3.7 de haut
en bas. On annote finalement la conclusion de la surrégle comme la conclusion de la

dérivation.
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Ezxemple 3.3 : Appliqué aux regles obtenues dans I'exemple 3.2, on obtient les regles de
typage

I'-t:xz€a Ny:z€aru:z<zx
L~ (AMaz®(), ) (AMaz¥2(2,y), v) : Maz(z, a)

Mazdét z non libre dans I, a, =

wr. I'u: Maz(z,a) wr. I'wwu: Max(z,a) '-v:tea
Mazx 1 Maz™=""2
Y Treu Maz®():zca " [+ u Maz®?(t,v)  t <z

F'—t:z<y '~u:y<zx
[+ (ARAY), ) L(ARA%(), u):y ==z

—
réfl,antisym

FFt.’E:y réfl,antisym?2 Fktl‘:y
't RAY):2<y " '+t RA%():y <=

réfl,antisym1
—

La réduction de démonstration de la déduction naturelle, c’est-a-dire la (-réduction
via I'isomorphisme de CURRY-HOWARD, s’étend alors naturellement par la dis-réduction.
Cette réduction préserve bien le typage :

Proposition 3.15 (Benjamin WACK, 2005). Si t est typé par P dans le systéme de
déduction surnaturelle associé a un systéme de réécriture R, et si tdiys, alors s est
18

typable par P dans le méme systeme.

Démonstration. Benjamin WACK (2005) n’ayant pas exactement les mémes termes de
démonstrations que nous, la démonstration differe un peu, mais reste essentiellement la
méme. On procede par induction sur les membres droits des regles de R. O

Ezemple 3.4 : Si on a une coupure avec les surregles correspondants a la définition du
maximum, elle est soit de la forme

. I'—t:x€a lNy:zearu:z<x
Maz6E défl dér2
e, L (AMaz (), 1) L (AMaz ™ (2, y), u) : Maz(x,a)
T T (AMaz®(), t) 1 AMaz®2(z,y), u)) Maz?'():z ca

z non libre dans I', a,

auquel cas (AMaz®™(), t) 1 AMaz®2(z,y), u)) Maz() d—‘>t qui correspond a la
1S

démonstration

I'—t:ze€a

soit de la forme
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I'-t:x€a lNy:z€earu:2<z :
défl déR2 : 2 ¢ FV(T) -
e, L F (AMaz (), t) L (AMaz““*(z,y), u) : Maz(z,a) F'~v:tea

—
Mazdéf

" I+ (AMaz®™(), t) 1 AMaz9?(2,y), u)) Maz®2(t,v) : t <z

auquel cas (AMaz@(), t) 1 AMaz®2(z, ), u)) Maz?(t,v) T{v/y}{t/z}u qui cor-

respond a

T {o/y}t/2}u:t <

Normalisation en déduction surnaturelle

Quand on prend des systémes pour lesquels on n’a pas la normalisation forte en dé-
duction modulo, le systeme de déduction surnaturelle correspondant ne normalise pas
fortement non plus. Par exemple, le systéme qui ne normalise pas A — A = A possede
les surregles suivantes (annotées avec les p-termes)

. Dz: At A s 'ru: A '—v:A
! T \f(z), t: A . Tuf(v): A
On peut alors d’abord construire la démonstration 7 :
';:L‘:A,y:Al—y:A T xiAy:Ary: A
. f:r:A,y:Al—yf(y):A
z:AvAf(y), y f(y): A
puis la démonstration
T T

z: A M),y fly): Az Akkﬂ),yﬂw A
T A (MW), vy f) FAf(y), v fly) : A
= A (@), (M), v f(y) FOMf(y)s y f(y) : A
)

On voit que Af(x), (Af(y), v f(y)) F(Af(v), v f(y))) se p-réduit en lui méme.

Paul BRAUNER et collaborateurs (2007a) ont ainsi montré que dans le cas sans conjonc-
tion a droite des regles de réécriture, la normalisation forte pour un systeme de réécri-
ture donné est équivalente en déduction naturelle modulo, en déduction naturelle avec
pliage-dépliage et en déduction surnaturelle. On peut donc appliquer les critéres de nor-
malisation de la déduction modulo (pré-modeles, supercohérence, cf. section 3.2.3) pour
démontrer la normalisation d’un systeme de déduction surnaturelle. Nous étendons ce
résultat dans le cas avec des conjonctions, grace aux nouveaux termes de démonstration.
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3.3 Surdéduction

Déduction naturelle avec pliage—dépliage vers déduction surnaturelle. On définit
d’abord par induction sur la formule a droite d’une regle de réécriture R : A — P deux
fonctions pour simuler le pliage et le dépliage, une démonstration ¢ de A devenant une
démonstration [t]?o de P et une démonstration u de P devenant une démonstration

(]ul)g‘o de A :

[t]fR Tlpen) et tfR(xe, ... xn) A atomique
K‘[/‘];R :ElP, .,xn) cgf )\[EP Kt]fR -'EPlvxlv - )
1= P L

FY(@1,0mn)  déf (@1, (#1505
O v I (O N (O
G = g, o)
thfR (@1,000s7n) - déf MR (x1, .. ), t A atomique
W 2 el

e (x1,.yTn)  déf E(zy,....x FE2(1,00,T0)
(it prAplz ) ot

¥ (x1,eyn)  déf B @Wx1,2n)
(]tD\/; 1 det (]t R 1

On définit alors la traduction d’un terme de démonstration de la déduction naturelle
avec pliage—dépliage en terme de démonstration de la déduction surnaturelle.

Définition 3.13 (Traductions de la déduction naturelle avec pliage—dépliage vers la
déduction surnaturelle). On donne une traduction simple, par induction sur le terme de
démonstration :
~[t] £ t (t terme du premier ordre);
Do, t] £ Az, [t];
[tu] =[] u];
~[mt] € omlt) (i€ {1,2});
| =gy

~[lampt] £ [0
On définit la traduction double d’un terme t correspondant ¢ une démonstration de P
comme la forme n-longue de sa traduction simple, a savoir :

~ si P est atomique [t]}, = t;

~si P= P, = Py, alors [t], = Az, ([t z)3,) ;
~si P=VYz, Q, alors [t], = & (|[t z]h) ;

~ 5i P=Py APy, alors [t]}, = ([matlp,, [matlh,)-

Alors [t] = [[H]D.
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Lemme 3.16. - [[t]}]% %an
— Sit correspond a une démonstration en déduction naturelle avec pliage—dépliage de
P, alors [t]}, correspond aussi & une telle démonstration.

Démonstration. Par induction sur P. O

Proposition 3.17 (Correction). Sit est un terme correspondant d une démonstration
de P en déduction naturelle avec pliage—-dépliage, alors [t] est un terme pour une dé-
monstration de P en déduction surnaturelle.

Démonstration. On procede par induction sur t. Les seuls cas réellement intéressants
sont ceux des pliages et dépliages. Sit a le type A alors | r ¢ a le type P. Par hypothese
d’induction [t] & le type A. Il s’agit donc de montrer qu’alors [[t] QA“P 0 ale type P .

On démontre ceci par induction sur P. La cas du dépliage revient de méme & montrer

que (]tl);AHPO a le type A si t est de type P. O
wq 1 1 wm, (..m m f;l (‘Tﬁ’ﬂ:%l)
Lemme 3.18. [(]tlD;R (xlw--;-l’nl) 2 L. 2 (]tm £R (331 7-..7$nm)] di>|[t1]]7}) Si tous
P 18
les wj sont distincts.
Démonstration. Par induction sur P. O

Proposition 3.19. Pour tous termes t et t' correspondant a des démonstration en dé-

duction naturelle avec pliage—dépliage, si t 715’ alors [t] %[t']].
18

Démonstration. On procede par cas suivant le type de coupure. Le seul cas non trivial

. . Y fr0Y/RO
est celui de la coupure entre pliage et dépliage |grTr t 71&. [lrTR t] = [(][t]D P ]P
se réduit d’apres le lemme précédent en [[t]]7, en au moins une étape. Par conséquent
[l rTR t] se réduit vers [[[t]]5]7 qui se réduit vers [[t]]D. O

Déduction surnaturelle vers déduction naturelle avec pliage—dépliage. 1l s’agit essen-
tiellement de remplacer les applications d’une surregle d’introduction par I'application
d’une regle de pliage suivie des introductions qui ont servi a construire la regle, et les
applications d’une surregle d’élimination par une regle de dépliage précédée des élimina-
tions qui ont servi a construire la régle. Au niveau des termes, cela donne la traduction
suivante.

Définition 3.14 (Traductions de la déduction surnaturelle vers la déduction naturelle
avec pliage—dépliage). On définit d’abord les termes correspondant auz constructions des
surregles, pour les introductions

N <|>‘fR()a t[) = t;
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M @D, ) AR @, ) Ay (ARG, ) SRR @), 1)
si R est de la forme A — P = Q ou A — Vuz, Q,

O )RR, 8 MR ), )2 MR, >D g
(q(/\f&l(xl)’ tl)z"'z()‘fm@) )D <](/\fw’““( ). tl)z...Z(AfR2(l'l)v tz)D) avec

R=A—->P ANP,, Ri=A— P, et Ro=A — P, siil n’y a aucune variable com-
mune a tous les T, .
puis pour les éliminations
[t fa—BO) ¥ t si B est atomique;
—ft fioplu,vr,...,00)) e K(t w) fﬁ”ﬂQ(vl, ... ,vn)] si P est de la forme P' = Q
ouVr, Q ; ’
- Kt fixw—>P1/\P2(U1a .. .,vn)] S K(mt) ]“Af’ﬁpi(vl, . ,vn)] pour i € {1;2};
On peut donc définir ensuite une traduction des termes de démonstration de la dé-
duction surnaturelle vers les termes de démonstration de la déduction naturelle avec
pliage—dépliage

déf

—||t||] = t sit terme du premier ordre;
~ Az, 75||d fdef Az, [t
el = Al ull ;

= IR (@1), te. (/\fwk(ﬁ) tll = Tr (AFF @), ([l v SR @), [[ElD) ;
It )= LR D FE ] D]

Proposition 3.20 (Correction). Sit est un terme correspondant d une démonstration
de P en déduction surnaturelle, alors ||t|| correspond a une démonstration de P en
déduction naturelle avec pliage—dépliage.

Démonstration. 11 s’agit de constater que les définitions données ci-dessus correspondent
bien aux remplacements des surregles par leur construction. ]

Proposition 3.21. Sit est un terme correspondant a une démonstration en déduction

surnaturelle, et si t — t', alors ||t|| % [|t]]-
18

Démonstration. Seul le cas d’'une coupure entre surregles est intéressant. On a alors

(AR (71), t1)2.. .2 ()\fg’“(ﬁ), te) fR (U1, .. up) x{ul/xm, ey Un /T, i

I((AfR! (iffl) D) VAR @R, t) SR (s )|

((Lr IR (@), t1) QAR (@R), tk)l!) g (ull, - [un])]
K(lRTRq ( 1), Htlll) QAR (), IItkII)D) w (lualls - D]
(R @D, ([l - (A ’“( 1) el SR (Ll unl )]

=l

On procede alors par induction sur la formule a droite de la regle de réécriture.
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UM ams0. 1) faes0) =1

— si P est de la forme P’ = Q ou Vz, @, alors

(AL pla, 1), t) e VAR p(, 8), te)) A% p(u, 01, 00)]
((ra. s AQQ(*), )1 LSRR, ) A plus v va))
-

t
( <] A_)Q(H), t) .. L (\f A—»Q t

(
@), ) ) w F5qors )
— [u/e) (AL @D, 1)1 Q@) ) FA- o, o))

:{vl/xl, ooy Up/xn Hu/x}t; par hypothese d’induction.

—avecc R=A—>P ANP,,Ri=A— Piet Ro=A— Py, sii<k,

K<I(Af“'“( D), ) L VAR (@), ) Df (o1 v)]
OS2 @), 01 S (), )] AP

(@, e aomg@. W)L
K w N fA’Lﬁpl/\PQ(Ula-..,Un)}
<l(/\f SEUED, 1) 2. LA RL(ED), tl)b

K (i@, e a0 @D, w)

o) . falp (v, ,Un)}
(i@, e @D, w)

—fosm @, mr o@D, W) @)

={v1/x1,...,vn/xy }t; par hypothese d’induction.

le cas pour k < i <[ étant symétrique.
Donc

IR (@1), t) v AR (@) te)) fR! (s un)]
%{Hulu/xi,l’“'?HunH/xi,m}HtiH
=[{ur/min, .- un/in, il

Théoréme 3.22.

Etant donné un systéme de réécriture R, la déduction naturelle modulo R est fortement

normalisante ssi la déduction surnaturelle pour R [’est aussi.

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions 3.19 et 3.21, une dériva-
tion infinie dans un des systéemes de déduction étant traduite par une dérivation infinie

dans 'autre.
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3.3.2 Calcul des séquences extensible

Il est assez naturel de se demander s’il est possible d’obtenir des systemes similaires a
ceux obtenus grace a la déduction surnaturelle, mais en partant du calcul des séquences.
Paul BRAUNER et collaborateurs (2007b) ont ainsi introduit le calcul des séquences ex-
tensible pour la logique classique du premier ordre. L’idée est de calculer des nouvelles
regles, cette fois des regles gauche et droite, en appliquant autant que possible les regles
du calcul des séquences apres un dépliage. Toutefois, la construction des nouvelles regles
décompose peut-étre trop les formules. Pour rester complet, il faut donc restreindre la
décomposition des regles dans cette construction. Une version simple consisterait a n’uti-
liser que les regles inversibles. Une version plus évoluée consiste a n’utiliser que des regles
de méme polarité (les regles neutres pouvant étre considérées a la fois comme positives
et négatives). Pour le calcul des séquences classique, cela revient a ne pas appliquer 3~
ou Vv apres avoir appliqué v~ ou 3, et vice-versa.

Remarque 3.7 : On aurait pu décomposer toutes les sous-formules de la partie droite de la
regle de réécriture avec des regles positives ou neutres, puis appliquer toutes les regles né-
gatives ou neutres possibles. On serait ainsi resté complet, mais on perd la symétrie entre
la construction d’une regle gauche et celle d’'une regle droite, et I’élimination des cou-
pures est alors moins claire, puisqu’il faut rajouter les étapes qui n’ont pas été effectuée
pour une des surregles. Par exemple, pour la régle de réécriture R : A — Vz, Jy, B(z,vy),
le calcul des séquences extensible donne les regles

I, 3y, B(t,y)+ A '3y, B(z,y),A
. T A-A "R TEAA

2 ¢ FV(T,A)

avec une élimination des coupures quasi naturelle :
/

s v
I3y, B(t,y)+ A '+ 3y, B(z,y),A
. " T,ArA 'TeAaA 2 FVILA)~
- I'— A

™ {t/z}7'
I3y, Blt,y)~ A TI'v 3y, B(t,y),A
- ' A
Si on décomposait les formules positives puis négative, on obtiendrait les regles
I, B(t,y) v A '+ 3y, B(z,y),A
T, A A "R TCAA

y & FV (I, A) x ¢ FV (T, A)

—

avec une élimination des coupures moins évidente :

T '

L, B(t,y)~ A '+ 3y, B(z,y),A
T TA-A "TEAA
- ' A

- y¢ FV(T,A)  « x g FV(I',A) ~
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T
/
. I, B(t,y)~ A y & FV(I.A) {t/z}m
. I3y, B(t,y)+ A '+ 3y, B(t,y), A
- ' A
Remarque 3.8 : Pour décomposer les formules au maximum, on considere également les
regles T+ et 1 dont il est question a la remarque 2.6 et qui sont neutres.

Ezemple 3.5 : On considere toujours la définition du maximum, on obtient la regle gauche

Nzeartea A Nzeat<zr A
I', Max(z,a) + A

Mazdef

et la regle droite

l'-z€a A Nzearz<ax, A
'~ Maz(z,a), A

déf

+— Maz z non libre dans I', A, a,

Nous introduisons également une version du calcul des séquences extensible pour la
logique intuitionniste du premier ordre, basée sur LB. Il y a essentiellement deux fagon
de obtenir : La premiere est de faire comme dans le cas classique et d’appliquer toutes
les regles possibles de méme polarité. Toutefois, comme on n’a plus de dualité, on n’aura
dans ce cas plus de correspondance entre la surregle gauche et la surregle droite. Par
exemple, la regle R: A — —(B = () donnera les regles

I''~B=CA I'- B, A rcw A

—

T A-A R T A.A

R

Autant, dans ce cas, utiliser la remarque 3.7 et utiliser d’abord toutes les regles positives
ou neutres possibles, puis toutes les regles négatives ou neutres possibles.

La deuxieme méthode est d’utiliser la traduction de la déduction naturelle vers le
calcul des séquences pour définir une traduction des surregles de la déduction naturelle
en calcul des séquences extensible. On se restreint alors aux quantificateurs =, A et V.
En utilisant la correspondance entre regle d’élimination et regle gauche, et entre regle
d’introduction et regle droite, calculer la surregle gauche (resp. droite) associée & une
regle de réécriture propositionnelle A — P consiste a appliquer de bas en haut les
regles de la figure 3.8 sur la séquence I', P* — A (resp. I' = P* A) jusqu’a ce qu'il
n’y ait plus d’étoile, et d’associer les prémisses obtenues avec la conclusion I'; A — A
(resp. ' A, A). Quand le systeme de réécriture utilisé sera clair depuis le contexte, on
utilisera la notation LB™ pour désigner le systéme de déduction ainsi obtenu.

Ezxemple 3.6 : Pour I'exemple de la définition du maximum, les deux méthodes donnent
les regles
MNzeartea A Nzeat<zr A
I, Max(z,a)~ A

Mazdéf
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A atomique :

A A I'— A A
A"+ A ' A* A
T A -
T, A Fe=T54
[,Q*+ A ' P A I'P+w Q*
I[(P=Q)+A '~ (P=Q),A
I P* Q"+ A ' P* A ' Q*A
[(PAQ)'+ A ' (PAQ)" A
L, ({t/z}P)" v+ A I'— P*
’ x ¢ FV(T
I,(Vz. P)* v+ A '+ (Vz. P)*,A 7 ()

F1G. 3.8 : Regles de construction de surrégles gauche et droite pour LB™

et
'z €a A I'zearz<zx
'~ Maz(z,a), A

déf

— Maz z non libre dans I',; a,

Remarque 3.9 : La version utilisant la polarité des regles est plus puissante, puisque par
exemple A — (B A C) = D produit une regle gauche plus décomposée. Néanmoins, on
perd alors la correspondance avec la déduction surnaturelle, que nous allons utiliser par
la suite.

La complétude (vis-a-vis de la logique engendrée par une présentation compatible
avec le systeme de réécriture en question a partir de la logique intuitionniste du premier
ordre) de la premiere méthode est une conséquence de celle de la focalisation que nous
avons définie pour LB, que nous n’avons pas toutefois pas démontrée. La complétude
de la deuxieme méthode peut quant a elle étre démontrée en utilisant la complétude
de la déduction surnaturelle, en utilisant des traductions entre les deux systemes. Ces
traductions nous permettront également de démontrer certaines propriétés des systemes
de surdéduction. Il s’agit en fait d’étendre les traductions données dans la section 2.3.5.

De la déduction surnaturelle au calcul des séquences extensible

Il s’agit d’étendre la traduction entre déduction naturelle et calcul des séquences du
chapitre précédent aux surregles. Les regles de construction des surrégles du calcul des
séquences extensible ont justement été choisies pour correspondre a celle de la déduction
surnaturelle.

103



Chapitre 3 Démonstration et calcul

Dans la fin de ce chapitre, on écrira les démonstrations en déduction surnaturelle dans
le style de Gerhard GENTZEN pour plus de facilité.

Lemme 3.23. Soit R la régle de réécriture A — P.
Une surregle d’élimination de R est de la forme

A H, --- H,
K

R
La surrégle gauche de R est de la forme

I'N'A- A

R+

Si on suppose qu’il existe des démonstrations de I' v~ H; dans LB pour tout j, alors
on peut démontrer T,T; — Ay, K dans LB pour tout i (et donc aussi T, Avr K ).

Démonstration. La forme des surregles s’obtient par simple induction sur leur construc-
tion.

Le reste se démontre par induction sur P :

— Si P est atomique, la surregle d’élimination est

r A
Y
et la surregle gauche
. P+ A
A A
On doit trouver une démonstration de I', P+ P :
" T,PvP

— Si P est de la forme P; = P,, soit R’ la regle D — Ps.
Les surregles d’élimination de R’ sont de la forme

w, D H - H,
. K
et dans ce cas les regles d’élimination de R sont de la forme
. A P H --- H,
- K

La surrégle gauche de R est de la forme
I''D+ A
et dans ce cas la regle gauche de R est de la forme
(T, Ty A A); I'— P, A
I'N'Av A

R+

R+
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Supposons qu’on ait des démonstrations 7; de I' = H; et une démonstration m de
I'»— Pl.

Par hypotheése d’induction il existe une démonstration de I',I'; — A;, K pour tout
i. Par affaiblissement g is a proof of I' = P;, K.

Remarque 3.10 : C’est ici qu’on voit l'intérét d’utiliser LB plutét que LJ car on a
besoin d’avoir plusieurs formules a droite de la séquence (a savoir P; et K).

Si P est de la forme P; A Py, soit Ry la regle de réécriture Ay — P; et Ry la regle
Ay — Py
Pour k € {1;2}, une surrégle d’élimination de Ry est de la forme

A HL ... H©»
Ry T k.p k.p
Kip
et dans ce cas les surregles d’élimination de R sont de la forme
A HL ... HP
REk,p k7p kvp
Kip

La surregle gauche de Ry est de la forme
(I, Ti = A, Adier,
F, Ak — A
et dans ce cas la surregle gauche de R est de la forme
(0,03, Ty e Ay Ajy Adierny jers
A~ A

Ry v+

R+

Si k est 1 ou 2, supposons qu'’il existe une démonstration 7; de I' + HlZ,p pour tout
J

Par hypothese d’induction sur Ry, il existe des démonstrations de I', I'; = A;, Kj
pour tout p et tout ¢ € I;. Par affaiblissement, ce sont aussi des démonstrations de
I, T, Fj AYE A]', Kk,p pour tout j € I3_.

Si P est de la forme Vz. @), soit ¢ le terme qui instancie z dans I'application de R+.
Soit R’ la regle de réécriture D — {t/z}Q.

Les surregles d’élimination de R’ sont de la forme

w, D H - H,
. K

et dans ce cas les regles d’élimination de R sont de la forme
. A H, --- H,
- K

La surrégle gauche de R est de la forme
(D, T = Ay, A);
I''D+ A

et dans ce cas la surregle gauche de R est de la forme

R+

105



Chapitre 3 Démonstration et calcul

(0,0 Ay, A);
I'N'Avr A
Une simple application de 'hypothese d’induction donne le résultat attendu.

Rw

d

Remarquons également que les surregles droite sont les mémes que les surregles d’in-
troduction, si ce n’est qu’elles permettent plusieurs formules a droite de la séquence. On
peut donc étendre la traduction de la proposition 2.9.

Proposition 3.24 (Traduction de NJ* dans LB"). Une démonstration de C sous les
hypothéses T' en déduction surnaturelle peut étre traduite en une démonstration de consé-
quence '~ C en LBT.

Démonstration. On étend la démonstration de la proposition 2.9. Une surregle d’in-
troduction est traduite par une surregle droite. Les surregles d’élimination en haut a
gauche sont traduite par des surregles gauche a 'aide du lemme 3.23. On remarque
que l'on conserve bien le rapport entre coupure en déduction surnaturelle et coupure en
calcul des séquences extensible. ]

Du calcul des séquences extensible a la déduction surnaturelle

On procede avec la méme idée, qui est de traduire les surregles gauche en surregles
d’élimination et les surregles droites en surregles d’introduction. On aura besoin du fait
qu’on peut en fait se ramener a des séquences avec une seule formule a droite. On fera
également attention au fait qu’on ne rajoute pas de regles logiques supplémentaire dans
la traduction.

Lemme 3.25. Supposons qu’il existe une démonstration dans LBV dont la derniére
inférence est

T A A

avec R la régle A — P. Supposons que pour tout i il existe un C; € A tel que C; et une
démonstration m; de C; sous les hypothéses I'; en déduction surnaturelle.

Alors il existe un C € A et une démonstration de C sous les hypothéses I') A en
déduction surnaturelle qui n’utilise que les m; et les régles d’élimination de R.

Démonstration. Par induction sur P :
— Si P est atomique, alors la derniere inférence est en fait

P+ A
A~ A
Par conséquent, si C' € A et 7 est une démonstration de C a partir de I" et P, alors

R+
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r_ A
r - P
c

est la démonstration attendue.
Si P est de la forme P; = Py, soit R’ la régle de réécriture D — Ps. Par construction
de la surregle gauche, il existe un i tel que (I';, = A;,) = ('~ Pp, A) et la surregle
gauche de R’ est

(Li = Ag)izzig

I''D+ A

Supposons qu’il existe une démonstration m;, d'un C;, € P;, A a partir des hypo-
theses I'. Si Cj, € A, alors 7;, est la démonstration attendue.
Sinon, C;, = P;, supposons que pour tout ¢ # ig nous avons des démonstrations m;
d’un certain C; € A; a partir de I';. Par hypothese d’induction on peut construire
une démonstration w d’un certain C' dans A a partir des hypotheses I', des m; pour
i # i et des surrégles d’élimination de R'.
Les surregles d’élimination de R’ sont de la forme

R'v

w, D H - H,
. K
et dans ce cas les surregles d’élimination de R sont de la forme
ry A P H --- H,
- K

En remplagant #'» par %» dans w, on obtient une démonstration de C' construite
a partir des hypotheses I', P;, des m; et des surregles d’élimination pour R. En
remplacant I'hypothese Py qui est égale a C, par la démonstration 7;,, on obtient
la démonstration attendue.

Si P est de la forme P; A P», soit R; la régle de réécriture Ay — P et Ry la régle
Ay — Py.

Pour k € {1;2}, la surregle Ry, est de la forme

(I, T e Agy A)ier,

I''D+ A

Ry +—

et celle de R est alors

(0,13, Ty e Aqy Ay, A)iery jen

A~ A

Supposons que pour tous ¢ € I7,j € I nous ayons des démonstrations en déduction
surnaturelle 7; ; d’un certain C; € A;, A;, A a partir des hypotheses I', I';,I';. Par
hypothese d’induction pour Ry, pour tout j € I il existe un C; € A;, A possédant
une démonstration w; construite a partir des hypotheses I', I';, Ay, des démonstra-
tions m; ; et des surregles d’élimination de ;.
Une surregle d’élimination de R; est de la forme

R+
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rp A1 H, --- H,

- K
et une partie des surregles d’élimination de R est alors
ay A H, --- H,

a K

En remplagant f1» par £L» dans les w;, on obtient ainsi des démonstrations w}
de C} construites a partir des hypotheses I', I'j, A, des démonstrations m; ; et des
surregles d’élimination de R.

Par hypothese d’induction pour Ry en utilisant ces w;-, il existe un C' € A possédant
une démonstration w construite a partir des hypotheses I', A, As, des démonstra-
tions wg» et des surregles d’élimination de R». Ici aussi, en remplacant les surregles
d’élimination 27 par les surregles 727, on obtient une démonstration de C a par-
tir des hypotheses I', A, des démonstrations w} et des surregles d’élimination de
R, autrement dit une démonstration construite a partir des hypotheses I', A, des
démonstrations m; ; et des surregles d’élimination de R.

— Si P est de la forme Vz. ). Soit ¢ le terme qui instancie « dans la démonstration de
I' A A. Soit R la regle de réécriture D — {t/x}Q. Par construction des surrégles,
R+ est de la forme

I''Dv A

Supposons que pour tout ¢ nous ayons des démonstrations 7; d’un certain C; € A;

a partir des hypotheses I';. Par hypothese d’induction il existe un C' € A possédant

une démonstration w construite a partir des hypotheses I', D, des démonstrations

m; et des surrégles d’élimination de R'.

Les surregles d’élimination de R’ sont de la forme

R

w H, --- H,
. K
et dans ce cas les surregles d’élimination de R sont de la forme
w A H, --- H,
- K

En remplacant #'» par Er dans w, on obtient donc une démonstration de C' construite
a partir des hypotheses I', A, des démonstrations m; et des surrégles d’élimination
pour R.

O

Pour les surregles droites il faut s’assurer que ’on peut se ramener & une conclusion
unique.

Lemme 3.26. Supposons qu’il existe une démonstration en LBY dont la derniére infé-
rence est

'~ A A

—
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ot R est la régle de réécriture A — P. Supposons que pour tout i il eriste une dé-
monstration en déduction surnaturelle w; d’un certain C; € A; a partir des hypothéses
I;.

Alors on peut construire une démonstration en déduction surnaturelle d’un certain
C € A, A construite a partir des hypothéses I', des démonstrations m; et si C = A avec
la surrégle d’introduction de R a la racine de la démonstration.

Démonstration. Les surregles droites sont essentiellement les mémes que les surregles
d’introduction. Il faut toutefois faire attention au fait qu’on a plusieurs conclusions. On
procede par induction sur P.
— Si P est atomique, alors la derniere inférence de la démonstration est en fait
I'P A
R TEAA
Si on a une démonstration m de P a partir de I, alors
r

est la démonstration attendue. Sinon on a une démonstration = d’une certain C € A
a partir des hypotheses I', qui convient également.

— Si P est de la forme P; = P, soit R’ la régle de réécriture D — Ps. Par construction
des surregles droites,

FR s
P~ D
est une instance de +Rr’. Remarquons qu’il n’y a que D dans la partie droite de la

conséquence.
Supposons que pour tout ¢ nous ayons une démonstration 7; d'un certain C; € A; a
partir des hypotheses I';. Par hypothese d’induction il existe une démonstration w
de D construite a partir des hypotheses I', P;, des démonstrations m; avec la surregle
d’introduction de R’ en dernier.
La surrégle d’introduction de R’ est de la forme
[A%v"' 7A1171] [A}m"' aA]TOnm]
— Bl Bm
" D
et dans ce cas celle de R est de la forme
[PlvA%v'“7Azl71] [PlaA'}m"'aAg’Lm]
. B B,
" A
En remplacant , par % a la racine de w on obtient une démonstration de A
construite a partir des hypotheses I', des démonstrations 7; et de la surregle d’in-
troduction de R a la racine. (L’hypothese P a été déchargée par l'application de

")
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Remarque 3.11 : C’est ici qu’intervient la différence entre LB et LK. Si on autorise
plusieurs formules a droite dans les prémisses de la regle droite pour =, on n’a plus
nécessairement une démonstration de D a partir de I', P;, et on ne peut donc plus
conclure. Ceci explique pourquoi avec le systeme de réécriture A — (B = C) A D
on peut démontrer la séquence D — A, B dans LK™ mais pas dans LB, pas plus
que A ou B a partir de I’hypothése D dans NJ*.

Si P est de la forme P; A P,, soit R la regle de réécriture Ay — P; et Ry la
regle As — P». Par construction des regles droites, il existe I; et Is telle que pour
k € {1;2} +R,, soit de la forme
(Ts = Ag)ier,
VR ———— k&
' A, A

et R soit alors

Lim Di)ier,  (Liv Dd)ier,

' A A

Supposons que pour tout ¢ € I; U Is nous ayons des démonstrations m; d’un certain
C; € A; a partir des hypotheses I';. Par hypothese d’induction, il existe Cj €
A, A possédant une démonstration wy construite a partir des hypotheses I', des
démonstrations 7; et si Cj, = A de de la surregle d’introduction de Ry & la racine.
Si C ou Cy est dans A, alors wy, convient.
Sinon, la surregle d’introduction de Ry est de la forme

[Allc,h T 7A£,11] [Al o 7Aﬁ?n]

kmo
. Bra Bim
Ay,

Ry

R

et dans ce cas celle de R est de la forme

(W)
By y

R
A

Sionremplace j et j par ‘% auxracines de @ et @z, on obtient une démonstration
de A construite a partir des hypotheses I', des démonstrations m; et de la surrégle
d’introduction de R a la racine.

Si P est de la forme Vz. @, soit R’ la régle de réécriture D(x) — Q. En supposant
que x n’est pas libre dans I', par construction de la regle droite

- TvD(x)

—

est une instance de ~R'.

Supposons que pour tout ¢ nous ayons une démonstration 7; d’'un certain C; € A; a
partir des hypotheses I';. Par hypothese d’induction il existe une démonstration w
de D(z) construite a partir des hypotheses I', des démonstrations m; avec la surregle
d’introduction de R’ en dernier.
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La surrégle d’introduction de R’ est de la forme
[A%v"' 7A1171] [A;m"' vA}TOnm]

- B B,
" D(x)
et dans ce cas celle de R est de la forme
[A%v'” 7A€)1] [A}m"' vAg?m]
— Bl Bm
" A

Comme on suppose que x n’est pas libre dans I', on peut remplacer i, par % dans
I" pour obtenir une démonstration de A construite a partir des hypotheses I', des
démonstrations 7; et de la surregle d’introduction de R a la racine.

O

On peut alors étendre la traduction de la proposition 2.10.

Proposition 3.27 (Traduction de LB dans NJT). Une démonstration de T+ A dans
LB™ peut étre traduite en une démonstration d’un certain C € A avec comme hypothéses
un sous-ensemble de I' en déduction surnaturelle.

De plus, si la démonstration en calcul des séquences n’utilise pas de regles logiques,
c’est également le cas de la démonstration en déduction surnaturelle.

Démonstration. On étend la démonstration de la proposition 2.10. On utilise le lemme 3.25
pour traduire les surregles gauche et le lemme 3.26 pour traduire les surregles droite.
On a besoin également d’une extension du lemme 2.7 pour se ramener a des séquences
a une seule conclusion pour traduire les regles logiques.

La traduction n’ajoute pas de regles logiques comme on peut le remarquer dans les

lemmes 3.25 et 3.26, sauf pour la traduction de = qui rajoute une coupure f On fait

une étape de g-réduction sur la démonstration pour supprimer ces regles logikques. ]

3.3.3 Propriétés des systemes de surdéduction intuitionnistes

Nous allons nous intéresser au cas ou les nouvelles regles d’inférence ne contiennent
que des propositions atomiques. Pour cela, les regles de réécriture doivent étre d’une
certaine forme que nous appellerons atomisante.

Définition 3.15 (Regle de réécriture atomisante). Une régle de réécriture proposition-

nelle est dite atomisante si elle respecte la grammaire
déf

P Y A|A=P|PAP|Va. P

ot A désigne une proposition atomique.
Un systéeme de réécriture est dit atomisant s’il est constitué de régles propositionnelles
atomisantes et de régles sur les termes.
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Proposition 3.28. Les surrégles associées a une régle de réécriture propositionnelle
en déduction surnaturelle ou en calcul des séquences extensible ne contiennent que des
propositions atomiques et des variables de contexte.

Démonstration. Par construction des surregles. O

Proposition 3.29. Si on se place dans un systeme de réécriture atomisant, une séquence
composée uniquement de propositions atomiques est démontrable en LB ssi elle lest en
utilisant uniquement des régles d’identité et des surregles, avec = appliquée uniquement
sur des propositions atomiques.

Démonstration. Comme indiqué plus haut, le procédure d’élimination des coupures dé-
finie dans la section 2.3.4 peut ne pas terminer, y compris pour des systémes atomisants.
On peut néanmoins 'utiliser pour réduire toutes les coupures en coupures autour de for-
mules atomiques, ce qui montre que la régle = générale est admissible dans le systéeme
avec la regle = restreinte aux cas ou X est instancié par une formule atomique.

Alors, a partir d’'une séquence ne contenant que des propositions atomiques, on ne
peut appliquer que des surregles ou des coupures atomiques. Comme le systeme est
atomisant, les prémisses obtenues ne contiennent donc elles aussi que des propositions
atomiques. Par simple induction structurelle on voit que ’on ne pourra jamais utiliser
de regle logique. O

Théoréme 3.30.

St on se place dans un systéme de réécriture atomisant, une séquence intuitionniste com-
posée uniquement de propositions atomiques est démontrable en déduction surnaturelle
ssi elle l'est en utilisant uniquement des surrégles et .

Démonstration. Si la séquence est démontrable en déduction surnaturelle, on peut tra-
duire la démonstration en calcul des séquences extensible a I’aide de la proposition 3.24.
La proposition précédente permet de se ramener & une démonstration sans regle logique,
et la proposition 3.27 nous donne alors une démonstration en déduction surnaturelle
utilisant uniquement des surregles et . O

Il est possible qu’on puisse démontrer le précédent théoreme sans recourir a des tra-
ductions avec le calcul des séquences extensible. Ainsi, Gilles DOWEK (1996) propose
une démonstration d’un théoreme similaire dans un systéme qui ressemble & un systeme
de déduction surnaturelle, et dans lequel sont distinguées des regles d’inférence externes,
correspondant aux regles logiques de la déduction naturelle, et des regles internes, simi-
laires a des surregles. Gilles DOWEK montre que la réduction des coupures entre regles
externes termine, ce qui est similaire a notre idée de se ramener & des coupures atomiques
en calcul des séquences. La démonstration consiste & traduire les démonstration vers la
déduction naturelle pure, en remplacant toutes les propositions atomiques apparaissant
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dans une regle de réécriture propositionnelle par une nouvelle proposition atomique FE,
puis en traduisant les régles internes par des dérivations avec cette proposition atomique
E et en enrichissant les hypothese avec F, par exemple une surregle binaire

rF,Al,...,Anl—A I''By,....B,— B
I'—-C

devient

IE,...EvE TI,BE,..EvE

A _T,E,..,Ev-EANE -
- _T,EvE=..=(EANE) " T,ErE
" . ILE-EANE
" T,E+ E

Les B-réduction entre regles externes sont donc également présentes dans la traduction
en déduction naturelle pure. Comme la S-réduction termine en déduction naturelle, on en
déduit que la réduction des regles externes termine aussi. Il est a noter que la traduction
n’est correcte que si on a des surrégles ne comportant que des proposition atomiques.
Comme corollaire, on montre que si on n’a que des propositions atomiques, on n’a pas
besoin de regles externes. Cette démonstration semble pouvoir s’adapter a la déduction
surnaturelle quand le systéme de réécriture est atomisant, ce qui permettrait d’obtenir
une démonstration du théoreme 3.30 sans passer par le calcul des séquences extensible.
Le théoréme 3.30 est intéressant car il permet de faire la distinction entre le systéme de
déduction originel, avec des regles logiques, et celui correspondant a la logique engendrée
par une théorie compatible avec le systeme de réécriture, dans lequel on n’a plus besoin
de ces regles logiques. Cela suggere qu'un systeme de déduction associé a une théorie
mathématique ne devrait pas faire appel a des notions purement logiques. Le théoreme
implique en effet une orthogonalité entre ce qui se passe au niveau logique, et ce qui se
passe au niveau des nouvelles regles d’inférence. Ceci est également important si on veut
considérer la surdéduction comme un cadre logique (cf. le chapitre 6) : le systéme de
déduction que l'on veut simuler ne doit pas interférer avec les regles logiques.
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Chapitre 4

Complétion abstraite pour I'obtention de
I’admissibilité des coupures

Calvin: Miss Wormwood, my Dad
says when he was in school, they
taught him to do math on a slide
rule.

He says he hasn’t used a slide rule
since, because he got a five-buck
calculator that can do more
functions than he could figure out if
his life depended on it.

Given the pace of technology, I
propose we leave math to the
machines and go play outside.

Calvin (disappointed): My bills always
die in subcommittee.

Bill WATTERSON, Calvin and Hobbes,
25/11/1992

OUs allons maintenant proposer une méthode qui permet de transformer un systeme

de réécriture de fagon a ce que le calcul des séquences modulo le systéme de réécri-

ture final admette = . Cette procédure est basée sur un cadre formel, celui des systemes

canoniques abstraits, qui cherche a généraliser les procédures de complétion telle la com-

plétion standard de Donald KNUTH et Peter BENDIX (1970). Le principal ingrédient

de ce cadre est l'utilisation d’un ordre bien fondé sur les démonstrations, qui mesure

la qualité ou la simplicité d’une démonstration. Nous allons donc chercher a rendre les
démonstrations sans coupure minimales dans ce formalisme.

4.1 Exemple introductif

Nous avons vu que les coupures ne sont pas toujours admissibles en déduction modulo.
Toutefois, Gilles DOWEK (2003) a démontré que cette admissibilité est équivalente a la
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confluence du systeme de réécriture dans le cas ou on ne considere que des regles de
réécriture sur les termes. Si on a au départ un systéme non confluent, pour obtenir
un systeme qui admet les coupures on peut alors appliquer la procédure de complétion
standard de Donald KNUTH et Peter BENDIX (1970). Cette procédure a en effet pour
but de transformer un systéme de réécriture pour le rendre confluent.

Gilles DOWEK (2002) a donc proposé de définir une méthode de complétion qui per-
mettent de retrouver ’admissibilité des coupures méme dans le cas ou on réécrit des
formules. Il a définie une procédure dans le cas purement propositionnel qui s’appuie sur
I'existence d’un modele, et que nous décrivons maintenant.

Soit m un modele de la théorie compatible avec le systeme de réécriture initial. Comme
on est dans le cas propositionnel, on peut considérer qu’on a un support D avec un seul
élément et que les propositions sont donc interprétées soit par 0 L) soit par
1 £ D. On considere alors que la présentation I' de la théorie compatible est sous
forme conjonctive-disjonctive, c’est-a-dire que c’est une conjonction de disjonctions de
littéraux, un littéral étant une proposition atomique ou sa négation. On peut toujours
se ramener a une présentation de cette forme. Les disjonctions sont alors appelées des
clauses.

On prend alors une clause de I'. Comme m est un modele de I, il existe une proposition
atomique A telle que A apparaissent dans I' sans négation et A = 1 ou A apparaissent
dans T et A = 0.

Dans le premier cas, on prend toutes les clauses ou A apparait sans négation AV Py, ...
AV P, et on les remplace par la regle de réécriture polarisée

A—T-PVv...V-P, .

Dans le second cas, on prend toutes les clauses ot = A apparait ~AV Py,...,—AV P,
et on les remplace par la regle de réécriture

A—="PN...NP, .

On répete ceci jusqu’a ce qu'il n’y ait plus de clauses. Gilles DOWEK (2002) montre
que la déduction naturelle modulo le systeme de réécriture obtenu normalise fortement.

Ezxemple 4.1 : On applique cet algorithme & I’exemple de systéme de Marcel CRABBE
Crab: A — B A —A. Le seul modele envisageable est A =0 et B = 0.

Une présentation conjonctive-disjonctive compatible avec ce systeme est par exemple
(mAV B) A=A A (AV —B). Si on choisit la premiere clause —A V B, il faut choisir A
comme proposition atomique. On considere donc I'ensemble de clauses —=A V B, A ce
qui donne la régle de réécriture A —— B A L puis on a ’ensemble singleton de clauses
=BV A qui donne la régle de réécriture B —~ A.

La déduction naturelle polarisée modulo le systeme

A—" BA_L
B—-"A
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normalise donc fortement.

Les inconvénients d’une telle approche sont d’une part qu’elle nécessite un modele,
d’autre part qu’elle est difficilement extensible au cas avec des quantificateurs.

Pour cela, nous avons essayé de revenir a l'idée de généraliser une procédure de com-
plétion du style KNUTH-BENDIX. Nous nous sommes appuyés sur le cadre formel des
systémes canoniques abstraits de Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2006);
Maria Paola BONACINA et Nachum DERSHOWITZ (2007a). Basés sur 'utilisation d’un
ordre sur les démonstrations, ceux-ci permettent de définir des démonstrations critiques,
qui peuvent étre vues comme des contre-exemples minimaux a la propriété souhaitée.
Dans le cas de la complétion standard, ces démonstrations critiques correspondent effec-
tivement a des paires critiques. Dans notre cas, nous allons démontrer dans la proposi-
tion 4.14 que ces démonstrations critiques sont de la forme

T o
I'NA, P+ A ' Q,A A
Ti_i_ I'NAv- A . ' A A
- '— A

avec 1 et mo sans coupure. Pour pouvoir éliminer cette coupure, il suffirait de pouvoir
démontrer I' = A sans coupures. Une idée est alors de rajouter des regles de réécriture
qui permettront de fermer une démonstration de I' — A tout en restant correcte par
rapport au systeme initial.

Ezemple 4.2 : Pour le systeme Crab, la seule démonstration critique intéressante est la
suivante

- -

B,A B+ A . B, A+ A
AFF B, A B,-Ar " BrBA T Br A A
B,A,BN-Aw B+ BA-AA
s . B, Aw = B+ A
- B+

Pour obtenir une démonstration de B + sans coupure, on peut par exemple rajouter la
regle de réécriture B —~ L. On peut alors montrer que le calcul des séquences modulo
le systeme de réécriture

A—EFBA-A
B—-" 1
admet les coupures.

Pour démontrer qu’une telle approche est correcte, on démontre que le calcul des
séquences modulo, ou plus précisément le calcul des séquences avec dépliage polarisé,
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peut étre vu comme une instance de systéme canonique abstrait. L’admissibilité des
coupures dans le calcul des séquence modulo le systeme final est alors un simple corollaire
de la complétude de la méthode de complétion abstraite définie dans le cadre des systemes
canonique abstraits.

4.2 Systémes canoniques abstraits

Les systémes canoniques abstraits ont été introduits dans le but de définir un cadre
général et formel qui englobe les différentes procédures ressemblant a la complétion
standard dans lesquels on voit apparaitre des notions de complétude, de saturation et de
redondances. Parmi ces procédures, on retrouve bien entendu la complétion standard de
Donald KNUTH et Peter BENDIX (1970) mais également la complétion close de Wayne
SNYDER (1989), la complétion modulo équations de Jean-Pierre JOUANNAUD et Hélene
KIRCHNER (1986) et Gerald PETERSON et Mark STICKEL (1981), la complétion ordonnée
initiée par Dallas LANKFORD (1975) et obtenue finalement par Jieh HSIANG et Michaél
RUSINOWITCH (1991), la génération de bases de GROBNER par 'algorithme de Bruno
BUCHBERGER (1985), amélioration de bases de connaissances représentées sous forme
de familles de MOORE (Karell BERTET et Mirabelle NEBUT, 2004), etc. Les systemes
canoniques abstraits sont fondés sur I'utilisation d’un ordre sur les démonstrations, ce
qui reprend une idée développée par Leo BACHMAIR (1987, 1991) avec ’aide de Nachum
DERSHOWITZ (1989, 1994), Harald GANZINGER (1994), Jieh HsiaNG (1986) et David
PLAISTED (1989).

Nachum DERSHOWITZ (2003) a démontré que la complétion close rentrait dans ce
cadre, nous avons fait de méme avec Claude KIRCHNER pour la complétion standard
(2006), et Maria Paola BONACINA et Nachum DERSHOWITZ (2007b, 2008) se sont inté-
ressés aux familles de MOORE et aux théories de HORN.

4.2.1 Définitions et postulats

On se place dans un systeme de déduction (A,P,[]F™ []¢) tel qu'introduit par la
définition 2.14. Rappelons que cela implique que Th : A s [[A]? mfl} c1 est un opérateur
de fermeture.

On munit alors I’ensemble des démonstrations de deux ordres bien fondés > et >, le
premier mesurant la qualité des démonstrations, le second représentant leur structure et
étant par conséquent appelé ordre de sous-démonstration. Sans précision supplémentaire,
quand on parlera de l'ordre sur les démonstrations on fera référence au premier. Par
convention, on supposera qu’il compare uniquement des démonstrations ayant la méme
conclusion (p > ¢ implique [p]c; = [¢]ar)-

Exemple 4.3 : Pour donner des intuitions, nous illustrerons cette section avec la complé-
tion standard, mais sans rentrer dans les détails qui pourront étre trouvés dans notre
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travail avec Claude KIRCHNER (2006).
Pour la complétion standard, les formules sont soit des regles de réécriture, soit des
équations entre termes. Les démonstrations sont des démonstrations par réécriture : par

exemple @ «— b — ¢ < d est une démonstration de a = d dans Pf({s — t;u — v;e = f}).
s—t u—v  e=f

L’ordre sur les démonstrations est choisi de telle sorte que la démonstration a «+—b—c¢
s—t u—v

soit plus grande que a <— ¢, elle-méme plus grande qu’une démonstration de la forme
a=c

* *
a——<«—~¢C.

Définition 4.1 (Démonstration triviale). Une démonstration p est dite triviale si elle n’a
pas de sous-démonstration et démontre son unique hypothése, c’est-a-dire p> q implique
p=qet[p]"" = {lp]a}.

Pour chaque formule a € A on notera a une démonstration triviale de conclusion a,
qu’on suppose exister. Pour une présentation A, on notera A Uensemble des démonstra-
tion triviale des formules de A.

Exemple 4.4 : Pour la complétion standard, la démonstration triviale de s — t est s - t.
s—

Il est a noter que les démonstrations constituées de zéro étapes de réécriture, par
exemple pour démontrer s = s, ne sont pas des démonstrations triviales, car elles n’ont
pas d’hypotheses.

On suppose alors que la structure dont on dispose vérifie trois postulats.

Postulat A (Trivialité).

Pour toutes démonstration p et formule a, si a € [p]’™

alors p>a.

Postulat B (Monotonie des hypothéses des sous-démonstrations).
Pour toutes démonstrations p et q, si p> q alors [p]™™ D [q]"™.

Postulat C (Remplacement).
Pour toutes démonstrations p, q et r : si pr>q > r alors il existe une démonstration
v e Pf([p)P™ U [r)F™) telle que p > v > .

Le premier postulat énonce qu’une démonstration utilise vraiment ses hypotheses, le
deuxieme que les sous-démonstrations n’utilisent pas plus d’hypotheses que la démons-
tration en question, et le dernier que ’on peut remplacer une sous-démonstration par
une démonstration plus petite et obtenir une démonstration plus petit que l'originelle.
Nous avons démontré (2005) que 1'on peut en fait se passer du postulat B, pour pouvoir
I’appliquer par exemple a des systemes intégrant le théoreme de déduction et déchar-
geant par conséquent des hypotheses, comme la déduction naturelle. Toutefois, nous
n’utiliserons pas ce fait ici.
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Définition 4.2. On note uP l’ensemble des démonstrations minimales de la justification
P :
pP ¥ {peP: -3geP p>qt.

Une démonstration est en forme normale pour une présentation A si elle est minimale
quelle que soit la présentation de Th A. On dénote l'ensemble des démonstrations en
forme normale pour A par Nf(A) qui peut donc étre défini par

Nf(A) < pPf(ThA) .
Ezemple 4.5 : Pour la complétion standard, les démonstration en forme normale sont
alors les démonstrations en vallée, ¢’est-a-dire de la forme s —— «— .

Etant donnée une théorie, le but est d’en trouver une présentation telle qu’on puisse
se contenter des démonstrations minimales pour obtenir la théorie en entier. C’est ce
qu’on va appeler la complétude

Définition 4.3 (Complétude). Une présentation A est dite compléte si on peut démon-
trer toute la théorie en se contentant des démonstrations en forme normale, ¢’est-a-dire
St

Th A = [Pf(A) N Nf(A)]ar -

Ezemple 4.6 : Pour la complétion standard, un systéeme est complet si toutes les égalités
démontrables dans ce systeme le sont en utilisant une démonstration en vallée, ce qui
est équivalent a dire que le systéeme est confluent.

4.2.2 Mécanismes de complétion

On peut maintenant définir des mécanismes de déduction qui permettent de transfor-
mer les présentations dans le but de les rendre completes.

Définition 4.4. Un mécanisme de déduction est une fonction des présentations dans les
présentations. On notera A ~ B si B est l'image de A par le mécanisme de déduction
.

Une suite (An)nen de présentations telles que Ay ~ Ay ~» -+ est appelées une déri-
vation.

Le résultat A d’une dérivation (Ap)nen est l'ensemble des formules persistantes

défini par
A = N A -
7>01>j5

On peut alors définir un mécanisme de complétion, celui qui permettra d’obtenir des
présentations completes.
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Définition 4.5 (Mécanisme de complétion). Un mécanisme de déduction ~ est dit de
complétion si
— si A~ B, alors ThA=ThB;
— st A ~ B, alors pour toute démonstration p € Pf(A) il existe une démonstration
q € Pf(B) qui est au moins aussi bien, c’est-a-dire p > q ;
— pour toute dérivation (An)nen, la limite A est compléte.

Les mécanismes de complétion sont bien ceux que I'on attend, car leurs limites peuvent
démontrer toute la théorie initiale en n’utilisant que des démonstrations en forme nor-
males

Théoréme 4.1 (Maria Paola BONACINA et Nachum DErRSHOWITZ (2007a, Lemma
5.13)).

Un mécanisme est de complétion ssi pour toute dérivation (Ap)nen on a
Th Ao = [Pf(As) N Nf(Ao)lcr -

Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2003) définissent un mécanisme de com-
plétion particulier, basé sur la notion de démonstration critique.

Définition 4.6 (Démonstration critique). Une démonstration est dite critique pour une
présentation A si elle est minimale pour la présentation A sans étre en forme normale,
et toutes ses sous-démonstrations sont en forme normale. On notera Crit(A) ensemble
des démonstrations critiques de A, qui est donc défini par

Crit(A) £ {pe uPf(A)\ Nf(A) : Vg e Pf(A), prg=ge Nf(A)} .

Ezemple 4.7 : Pour la complétion standard, les démonstrations critiques sont les paires

critiques non joignables, ¢’est-a-dire des démonstrations de la forme u [(}— s[v] — s[w]
s|v|—u v—w

telles qu'il n’existe pas de démonstration en vallée u — < — s[w)]. La complétion standard
consiste alors a ajouter I’équation u = s[w]| dans la présentation, de fagon a ce qu’il soit
possible de construire la démonstration plus petite u <—[>} slwl.
u=s|w
Pour compléter une présentation, il suffit donc de lui ajouter la possibilité de construire
des démonstrations plus petites que les démonstrations critiques. Une présentation com-
plétante permettra ceci.

Définition 4.7 (Présentation complétante). Une présentation sera dite complétante
pour A si elle est incluse dans la théorie de A et si elle contient les hypothéses de
démonstrations strictement plus petites que les démonstrations critiques de A. En général
on notera C(A) une telle présentation. Cela revient a dire qu’il existe un ensemble de
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démonstrations P(A) telles que pour toute démonstration critique de A il existe une
démonstration plus petite dans P(A), et

U {"™ycc@)cmha.
pEP(A)

Le mécanisme de déduction est alors défini par A ~ AU C(A). On peut démontrer
que c’est bien un mécanisme de complétion.

Proposition 4.2 (Nachum DERSHOWITZ et Claude KIRCHNER (2003, Lemme 10)). Ce
mécanisme est un mécanisme de complétion.

4.3 Le calcul des séquences avec dépliage polarisé comme
instance de systeme canonique abstrait

Nous allons maintenant montrer que le calcul des séquences avec dépliage polarisé
peut étre vu comme un systéme canonique abstrait dont les démonstrations en forme
normale seront les démonstrations sans coupures. Ceci va nous permettre de définir une
procédure de complétion qui transformera un systeme de réécriture pour que le calcul
des séquences avec dépliage polarisé admette les coupures.

Nous avons déja défini le calcul des séquences avec dépliage polarisé dans la sec-
tion 3.2.1, avec les regles d’inférence de la figure 3.5. On peut considérer que les regles
de dépliage sont indexées par une régle de réécriture s — ¢ propositionnelle ou sur les
termes.

Au niveau des termes, Gilles DOWEK (2003) a démontré que la confluence équivalait
a Padmissibilité des coupures. On supposera donc que le systéme de réécriture sur les
termes Ry, ) est confluent et terminant. On rappelle que les notations I' Fr A, T' =75, A
et I' - A ont été introduite par la définition 3.6.

Rappelons que nous dirons qu’un systeme de réécriture admet les coupures si le calcul
des séquences modulo ce systeme les admet, ce qui revient a dire que le calcul des
séquences avec dépliage polarisé basé sur ce systeme les admet (cf. section 3.2.1).

Définition 4.8. Un systeme de réécriture R admet = si I Fr A implique I' =3, A pour
toute séquence I' — A.

4.3.1 Systeme de réécriture et séquence

Ce sont essentiellement des systemes de réécriture que nous voulons compléter ici,
puisque nous voulons obtenir au final un systéme de réécriture qui admette = . Dans
le systeme canonique abstrait représentant le calcul des séquences avec dépliage, les
formules devraient donc étre des systemes de réécriture. Néanmoins, les conclusions des
démonstrations sont des séquences, et il nous faut donc établir un lien entre ces séquences
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et les systemes de réécriture. Nous établissons tout d’abord les propriétés nécessaires que
doit avoir un tel lien pour que I'on ait effectivement une instance de systéme canonique
abstrait. Puis nous donnons un algorithme qui permet de transformer les séquences en
systeme de réécriture. Au passage, cet algorithme permet également de transformer toute
présentation en logique classique du premier ordre d’une théorie en systeme de réécriture
compatible que I'on pourra utiliser en déduction modulo ou en surdéduction.

Propriétés

On suppose qu’il existe une fonction Rew de I’ensemble des séquences vers ’ensemble
des systemes de réécriture. Cette fonction doit vérifier les hypotheses suivantes :

1. toute regle de réécriture polarisée appartient a I'image d’au moins une séquence
par Rew;

2. pour toute séquence I' — A la présentation P(I' — A) est fortement compatible
avec le systéme de réécriture Rew(I'+ A);

3. pour tout systeme de réécriture R, pour toute séquence I' — A, si pour toute
régle de réécriture R € Rew(I' — A) il existe une séquence IV + A’ telle que
R € Rew(I" v~ A') et TV F5, A/, alors T' F, A.
Rappelons que P(I' = A) € Var,. .., z., (AT) = (VA) ot {z1,...,2,} =
FV (T, A).
La deuxiéme propriété permet de s’assurer que le systeme de réécriture obtenu cor-
respond bien & la séquence initiale.
Un des intéréts de la compatibilité est le lemme suivant.

Lemme 4.3. Si O est fortement compatible avec Ry, alors pour toute séquence I' — A
onal' Friur, A ssil', 0 Fgr, A.
Démonstration. Supposons que AB—:QP pour (B —~ Q) € Ri. Par hypothese de

compatibilité on a © - A = P. Par inversibilité de la régle —= il existe une démonstration
7 de ©, A+ P. On peut donc remplace les instance de 7+

) I'NA, P+ A
I'NAx A
par la dérivation
T
. ILAO,P-A e, A P A
- e, A A
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On procede dualement pour les instances de 1.

Si on applique ceci a toutes les instances de regles de dépliage pour des regles de R,
on transforme une démonstration de I' = A dans Rq UR9 en démonstration de I', © — A
dans Ro.

Réciproquement, par hypothese de compatibilité on a kg, P donc pour toute for-
mule P de T, donc on peut appliquer - avec ces démonstrations pour transformer une
démonstration de I',; T+ A dans Ro en I' = A en Rq U Rs. ]

Avoir la compatibilité forte permet également d’avoir des démonstrations sans coupure
de toute regle de réécriture.

Lemme 4.4. Pour toute séquence '~ A, on a T’ F;%ew(F-—A) A.
Démonstration. 11 suffit d’utiliser l'inversibilité des regles v, —=, v et A~ sur la dé-
monstration sans coupure de P(I' — A) dans Rew(I' — A). O

Algorithme de transformation des séquences en systéeme de réécriture

Si on veut effectivement utiliser la fonction Rew dans la procédure de complétion, il
faut la décrire comme un algorithme. Nous proposons donc 'algorithme qui suit, qui
n’est peut étre pas le meilleur, mais qui a les propriétés attendues. L’idée est d’appliquer
les regles de G4 jusqu’a obtenir une proposition atomique quelque part, et de transformer
la séquence avec cette proposition atomique en regle de réécriture.

On propose ici une stratégie qui permet de faire ceci, mais n’importe quelle autre
fonctionnerait également. Pour étre plus précis, on décrit I’algorithme non déterministe
de la facon suivante. Pour étre stir de terminer, on n’appliquera les regles v et 3 qu'une
seule fois par formule. On agit sur des multiensembles de séquences, et on produit des
regles de réécriture propositionnelles. On suppose qu’on peut souligner les formules pour
indiquer qu’elles ont déja été décomposées. On a alors trois étapes :

1. On choisit une séquence. Dans cette séquence, on supprime les négations en téte des
formules en les faisant passer de 'autre c6té de . Par exemple A, ~-B + —C,——=D
devient A,C'+ B, D. Si il n’y plus de formule non soulignée a gauche, on passe a
I’étape 2, si il n’y en a plus a droite, on passe a I’étape 3, sinon on choisit 'une ou
I'autre.

2. On choisit une formule non soulignée a droite et on passe toutes les autres a gauche
en les niant. Par exemple Py, ..., Py v+ Q1,...,Qm devient Py, ..., Py, 2Q1,...,7Qm_1+

Q.. Puis on décompose @) jusqu’a tomber sur une négation, auquel cas on retourne
alétape 1: Pp,..., Py~ Q1 ANQo devient Py,...,P,—Q1; P1,..., P, Qo

P Ph-Q1VQy 7 P, Py mQ1 v Q2
P,....Po— Q1= Qs 7 P, PpQr- Q2
Py,....,P,vVz, Q K Py, .. Py {y/x}Q
Pi....Pov32,Q 7 Pi,...,Py,-31, Qv {t/2}Q
p,.... P, A ” A—>+3£C1,..‘,33p.(Pl/\'-'/\Pn)
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ouy & FV(Pi,..., P,,Q),test un terme quelconque, A est atomique et {z1,...,z,} =
FV(Py,...,P,) \ FV(A). Pour simplifier, on prendra t = x, mais l’algorithme
pourrait fonctionner pour d’autres choix, qui pourraient d’ailleurs se révéler plus
pertinents en fonction de la séquence qu’on est en train de transformer. On voit que
dans le cas de la conjonction on produit deux séquences, l'algorithme s’applique
alors ensuite aux deux. Dans le cas de la proposition atomique, on supprime la
séquence de ’entrée, et on ajoute la regle de réécriture propositionnelle au systéeme
que 'on renverra en sortie.

3. On procede dualement a ’étape 2, en faisant passer toutes les formules sauf une a
droite et en décomposant cette derniere jusqu’a obtenir une négation.

On recommence 'étape 1 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de séquence. On termine bien,
puisque a chaque étape 2 ou 3 on fait décroitre le nombre de connecteurs distincts de =
dans les formules non soulignées.

Nous devons maintenant démontrer que cet algorithme vérifie les propriétés attendues.
Pour cela nous démontrons d’abord trois lemmes pour obtenir la compatibilité.

Lemme 4.5. Si une séquence I' — A est transformée en une étape en [’ensemble de
séquences {I"— A’y U S alors P(T'v+ A) F P(I"+ A').

Démonstration. On procede par analyse de cas. Par exemple, a I’étape 2, Py,..., Py +
Q1 N Q2 est transformé en Py,..., P~ Q1; P1, ..., P+ Qo.

Supposons que FV(Pi,...,P,,Q1) = {x1,...,2n} et FV(P1,...,P,,Q1 N Q2) =
x1,...,Tk; les variables libres uniquement dans Q2 sont donc 11, . .., zr. On peut alors
construire la démonstration suivante (seules les formules intéressantes sont indiquées
dans les séquences)

F'_ Q1,Q2+ Q1 -
Y 1 N Q2 Q1 Ni Piv \; Pi
L Ni Pi = (Q1 A Q2), \; Piv Q1
N Pi= (QiAQ2)w \; P, = Q1

A

Vi
. Vg, ..., X, (/\sz = (Q1 N Q2)) (/\le = Q1)
Vo, ..ok, (AP = (Q1AQ2)) v Vor, .. o, (A P = Q1)
O
Lemme 4.6. Pour toutes propositions A, P, ..., P, avec{x1,...,x,} = FV(Py,..., Py)\

FV(A), on a P(P1,...,Py v+ A) F 3z1,...,2p, \; i) = A et P(Av Py,...,P,) -
A:>V[Bl,...,l'p, \/sz

Démonstration. Supposons que FV (A, Py,...,P,) = {x1,...,xy}, les variables libres de
A étant donc xpy1, ..., 2. On peut construire la démonstration
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A A B N Piv- \; B
Ed
(NP = A), \; Piv A
vxla--kav (/\zPZ:>A)7/\ZR,'_A
3

" Vi, o (NP = A), 311, ap, NP A
=
Vo, ..o xk, (N, Pi= A)v- 3z, \; i) = A

Vi

On vérifie que les applications de 3~ sont correctes, car pour ¢ < p la variable x; n’est
pas libre dans A.
La démonstration de 'autre séquence est duale. ]

Lemme 4.7. Pour toute proposition atomique A et pour toutes propositions Py, ..., P,
avec {x1,...,xp} = FV(P1,...,P,) \ FV(A) alors

- P(Py,..., Py A) et

A_’7V$17---7$p- (Pl\/"'\/Pn) P(A | ol Pl, ceey PTL)

—>+3:E1,...,1‘p. (Pl/\m/\P")

Démonstration. Supposons que FV (A, Py,...,P,) ={x1,..., 2z}, les variables libres de
A étant donc xp41, ..., 2. On peut construire les démonstrations suivantes :

" PP " P+ P,
P,.... P, AP AN---NP,
NPi-AP A AP,
- /\iPin—A,Hml,...,xp, (Pl/\--'/\Pn)
I—Vib‘l,...,xk, (/\ZB:>A)

=A

AN

—3

VY

— —

y PP P, P,
A,Pl\/"'\/Pnl—Pl,...,Pn
=V

APV -V P\, P,
Vi
) A,Vxl,...,:cp, (Pl\/'”\/Pn)l—\/iPZ-

VY
I—V.’L'l,...,l'k, (AjvaZ)
Dans 3 et v+ on instancie x; par x;. OJ

La troisieme propriété est quand & elle une conséquence du lemme suivant
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Lemme 4.8. Pour tout systéme de réécriture propositionnel R, si l’ensemble de sé-
quences S est transformé en une étape en l'ensemble de séquence S’, alors toutes les
séquences de S ont une démonstration sans coupure dans R ssi toutes les séquences de
S’ ont une démonstration sans coupure dans R.

Démonstration. On procede par analyse de cas de la transformation. La direction « si »
résulte du fait que les transformations sont des applications des régles d’inférence, tandis
que la direction « seulement si » provient du fait que toutes les regles logiques sont
inversibles (cf. lemme 2.5 étendu en section 3.2.1). C’est également le cas dans le systeme
d’inférence sans * .

Par exemple Pp,..., P, v dz. @ est transformé en Pi,...,P,,—~dz. Q + Q. Si
P,...,P,~3z. Q Fr @, comme - est inversible Py,..., P, Fr dz. @,Q donc en
appliquant -3 on a P, ..., P, Fg Jdz, Q. Réciproquement, si Pi,..., P, Frg 3z, @ alors
comme +3 est inversible on a Pi,..., P, Fr Jz. @, Q donc on peut appliquer —- pour
avoir Pp,..., Py,—3x. Q Fr Q.

O

On peut donc montrer que ’algorithme proposé a bien les propriétés attendues.

Proposition 4.9. La fonction Rew qui a une séquence s différente de v associe le
résultat de l’algorithme sur l'entrée {s} posséde les propriétés 1 et 2.

Démonstration. On procede par récurrence sur le nombre d’étapes de 1’algorithme.

Si FV(P) C FV(A) on a Rew(A+ P) = {A —~ P} et Rew(P+ A) = {A - P},
ce qui montre que la premiere propriété est vérifiée.

Pour montrer la compatibilité forte, démontrons tout d’abord que pour toute regle de
réécriture A —~ P dans Rew(I'~ A), on a P(I' = A) - A = P. Le lemme 4.6 donne
le cas de base, quand une séquence est directement transformée en regle de réécriture.
Le lemme 4.5 permet de démontrer le cas de récurrence : si I' = A est transformé
en {I' '+ A’} U--- et que PI" v A') F A = P, comme par le lemme 4.5 on a
P(T+ A)FP(I"~ A’) on peut appliquer = pour obtenir P(I'—= A) - A = P. On fait
de méme pour les regles positives.

Démontrons maintenant que pour toute séquence I' — A on a '_Eew(rk A) P+ A).
Le cas de base est une conséquence du lemme 4.7, quand une séquence est directement
transformée en regle de réécriture. Pour démontrer le cas de récurrence, on utilise I'inver-
sibilité des régles du calcul des séquences avec dépliage. Par exemple, si I' — Q1 A Q2 est
transformé en I' — Q1; ' — )2, on suppose par hypothese de récurrence que '_Eew(FFQi)
P+ Q;) pour i € {1;2}. Par inversibilité des regles ~v, = et A, onal I—Eew(Fin) Q.
En appliquant —A on a donc I' l—}‘%w(FFQI)U Rew(I'v-Qs) @1 N\ Q2 puis en appliquant (poten-
tiellement plusieurs fois) Ar, = et v, on obtient '_Eew(FFQl)uRew(erz) PT = Q1NQ2).
Comme d’apres l'algorithme Rew(T' + Q1) U Rew(I' + Q2) = Rew(l'— Q1 A Q2) on a
bien la démonstration attendue.
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Pour démontrer la troisieme propriété, on utilise une induction sur le lemme 4.8, qui
nous dit alors que I' H5 A ssi pour chaque regle de Rew(I' — A) la séquence qui a
donnée la regle est démontrable sans coupure dans R. Soit un systeme de réécriture R
et une séquence I' - A. Supposons que pour chaque régle R € Rew(I' v A) il existe
une séquence IV + A’ telle que IV F, A’ et R € Rew(I" + A’). Par conséquent, la
séquence qui donne la regle R est démontrable sans coupure dans R, pour toutes les
régles R € Rew(I'— A). On a donc I' Hj, A O

Cet algorithme permet donc d’intégrer toute présentation finie d’une théorie du pre-
mier ordre dans un systeme de réécriture modulo lequel on se place alors.

Corollaire 4.10. Pour toute présentation du premier ordre © il existe un systéeme de
réécriture R tel que pour toute séquence I' — A et tout systeme de réécriture R' on ait
@, T l_R’ A ssi T |—'RluR A

Démonstration. 11 suffit de prendre R % Upeco Rew(— P). O

Remarque 4.1 : En logique classique, P(I' + A) est compatible avec Rew(I' — A). Ceci
n’est par contre pas vrai en logique intuitionniste : par exemple Rew(+~ 3z, B(z)) =
{B(y) =T =3z, B(x)}. Alors v 3z, B(z) posséde la démonstration suivante en calcul
des séquences classique avec dépliage polarisé dans Rew(+ 3z, B(z)) :

—

Jdz, B(x)+~ Jz, B(z),B
+— Jdz, B(z), B(z), -3z, B(x)
B(z),B
()

==

-
3

+ dx, B(x
— dJdz, B(x

mais ne possede pas de démonstration dans une version intuitionniste, par exemple en
déduction naturelle polarisée modulo (Gilles DOWEK, 2002). En regle générale, il n’est
pas possible de transformer une présentation Jx, P(x) en un systeme de réécriture
admettant les coupures et compatible en logique intuitionniste, car la théorie ne possede
pas la propriété du témoin' tandis que le calcul des séquences intuitionniste modulo le
systeme de réécriture 'aurait.

Remarque 4.2 : Le systéme de réécriture fourni par cet algorithme peut ne pas ad-
mettre =, bien qu’on puisse démontrer P(I' + A) sans coupure. Par exemple sur
+— A & (B A —A) Palgorithme produit le systéme polarisé correspondant au systéme
Crab de la section 3.2.3, qui n’admet pas les coupures.

'Rappelons que la propriété du témoin dit que d’une démonstration de 3z, Q(z) on sait exhiber un
terme t tel que Q(t) est démontrable.
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4.3.2 Démonstrations, formules, ordres

Nous allons maintenant spécifier 'instance de systéeme canonique abstrait correspon-
dant au calcul des séquences avec dépliage polarisé. On fait I’hypothese qu’on n’a que
des systemes de réécriture cohérents, pour ne pas avoir a traiter le cas de la séquence
vide +.

Les formules de cette instance seront, comme nous ’avons écrit plus haut, des regles
de réécriture. Il faut donc bien distinguer les formules de la logique du premier ordre des
formules du systéme canonique. Les démonstrations seront par contre bien celles du calcul
des séquences avec dépliage polarisé. Les hypotheéses d’'une démonstration seront les
regles de réécriture propositionnelles utilisées dans ses regles de dépliage. On aimerait que
sa conclusion soit le systeme de réécriture obtenu en appliquant Rew a sa conséquence.
Malheureusement il nous faut une seule formule en conclusion, donc une seule regle de
réécriture. L’idée est alors de considérer plusieurs exemplaires de chaque démonstration,
une pour chaque regle de réécriture de 'image par Rew de sa conséquence, et d’associer
cette regle a la conclusion de la démonstration.

L’ordre sur les démonstrations sera similaire a celui donné dans la section 2.3.4 pour
démontrer la terminaison de la procédure d’élimination des coupures dans le cas sans
dépliage et étendu dans la section 3.2.1. Ce n’est probablement pas 'ordre le plus gé-
néral pour avoir une instance de systéeme canonique abstrait permettant de définir une
procédure de complétion redonnant I’admissibilité des coupures. Néanmoins, cet ordre a
I’avantage de bien fonctionner par rapport aux coupures, comme nous le verrons avec la
forme des démonstrations critiques, et c’est également un ordre de simplification, ce qui
sera utile pour démontrer le postulat C. De plus il est suffisamment fin pour avoir une
caractérisation assez précise des démonstrations critiques. On veut également 1’étendre
pour prendre en compte la réécriture sur les termes. Ainsi, on dira que (=, P) > (=, Q)

— )
si P est plus grand que ) pour I'ordre sous-formule, ou bien si PRL Q, et on étend
T(s,V)
par transitivité. Comme Rz y) réécrit uniquement des termes, il n’interfere pas avec
I'ordre sous-formule et la précession reste bien fondée. L’ordre sur les démonstrations est
donc le RPO basé sur la précession (=, P) > (=,Q) et (o, P) > (£,Q) si P > Q pour

I’ordre sous-formule ou si PRL Q, et (=,P)>(2,Q) > (r, R) pour toutes les regles
=,V

d’inférence r autres que - et :(. Il)faut ensuite restreindre cet ordre aux démonstrations
qui ont la méme conséquence, pour que le postulat C soit vérifié. Sinon, en considérant
une régle étant & la fois dans Rew (I + A) et dans Rew(I" + A’), on ne pourrait pas rem-
placer une démonstration de conséquence I' — A par une démonstration de conséquence
"~ A

L’ordre de sous-démonstration le plus approprié semble celui des démonstrations du
calcul des séquences. Nous voulons également prendre en compte le fait que quand on
affaiblit une démonstration, on obtient en quelque sorte une sur-démonstration. On
considere donc la fermeture transitive de I'union de ces deux ordres :
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Définition 4.9. On définit sur les démonstrations du calcul des séquences avec dépliage
polarisé les relations suivantes :
— > m siw est une sous-démonstration de w structurellement ;
~ T st a été obtenu de 7' par affaiblissement, autrement dit, s’il existe une
formule que l’on peut élaguer dans toutes les séquences de w pour obtenir la démons-
tration valide 7' ;
— g est la fermeture transitive de I>g U >.

Pour montrer que >4 est un ordre strict bien fondé, on a besoin du fait que >4 et >,
commutent partiellement.

Lemme 4.11. Si 7y >4 mo > w3 alors il existe 7 telle que w1 D> Th >4 3.

Démonstration. o est obtenu de 71 en élaguant une formule A dans toutes ses séquences,
et 73 est une sous-démonstration de my. Soit 7 la démonstration 73 affaiblie en rajoutant
A du méme coté qu’on ’a supprimée dans . 7} est une sous-démonstration de my. [

Il reste néanmoins un probléeme, concernant les démonstrations triviales que 1’on sup-
pose exister. Pour qu’une démonstration utilise une formule abstraite, c’est a dire une
regle de réécriture, il faut au moins une regle de dépliage dans la démonstration, ce qui
implique que la démonstration n’est pas minimale pour 'ordre de sous-démonstration.
Par conséquent, on ne peut trouver de démonstration du calcul des séquences avec dé-
pliage qui conviendrait comme démonstration triviale. On ajoute donc artificiellement
des démonstrations triviales R pour toute regle de réécriture R. Au final, ¢a n’est pas trop
problématique car le lemme 4.4 nous permettra de construire des démonstrations sans
coupure correspondant aux démonstrations triviales, méme si celles-ci comporteront des
sous-démonstrations. Pour cela, on a néanmoins besoin de la premiere propriété de Rew.
Une autre fagon de voir ceci est de considérer deux versions des démonstrations corres-
pondant aux démonstrations triviales : une avec ordre de sous-démonstration, considé-
rées comme des démonstrations normales, et une sans, considérée comme démonstration
triviale. Il faut alors étendre 'ordre sur les démonstrations a ces démonstrations tri-
viales, ce qui peut étre fait simplement en disant que les démonstrations triviales ne
sont pas comparables aux autres. Pour respecter le postulat A, on définit alors ’ordre
de sous-démonstration en disant que p > ¢ si

— p n’est pas triviale et ¢ est une sous-démonstration de p pour >4;

~ ou q =a avec a € [p]"™.

Pour résumer, on définit l'instance suivante de systéme canonique abstrait :

Définition 4.10. On peut voir le calcul des séquences avec dépliage comme un systéme
canonique abstrait avec les définitions suivantes :
— Les formules sont les régles de réécriture propositionnelles polarisées :

A L {A-TP: FV(P)CFV(A)} .
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— Les démonstrations sont les couples formés par une démonstration du calcul des
séquences avec dépliage et une regle de réécriture de l'image par Rew de la consé-
quence de la démonstration, ainsi que des démonstrations triviales pour chaque régle
de réécriture :

PSS AP s (A P e Rew(T A) UG acA)
—

— Les hypothéses d’une démonstration non triviale sont les regles de réécriture propo-
sittonnelles utilisées dans ses régles de dépliage. L’hypothése unique d’une démons-
tration triviale est la formule qui lui est associce.

— La conclusion d’une démonstration non triviale est la regle de réécriture en deuriéme
composante. La conclusion d’une démonstration triviale est la formule qui lui est
associée.

— L’ordre sur les démonstrations est l’ordre strict qui ne compare aucune démonstra-
tion triviale et qui dit que p > q si les deuziémes composantes de p et q sont égales,
st les conséquences des premieres composantes sont égales, et si le squelette de la
premiere composante de p est strictement plus grand que celui de ¢ pour l’ordre RPO
basé sur la précession (=, P) > (=,Q) et (=,P) > (£,Q) st P > Q pour lordre

sous-formule ou si PRL) Q, et (=,P) > (2,Q) > (r,R) pour toutes les régles
T(=,V)

d’inférence r autres que = et o
— L’ordre de sous-démonstration est l’ordre défini comme p > q si
— p et q ne sont pas triviales et la premiére composante de q est une sous-démonstration
de la premiere composante de p pour =g ;
~ ouq=a avec a € [p|F™.

Il reste maintenant a démontrer que ceci définit bien une instance de systeme canonique
abstrait, c’est-a-dire qu’on a bien défini un systeme de déduction, que les ordres sont
bien fondés et que les postulats A, B et C sont vérifiés.

Théoréme 4.12.
Le systéme de la définition 4.10 est un systéme canonique abstrait.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’on a bien un systeme de déduction, ce qui
revient a démontrer que Th : A — [Pf(A)] ¢ est un opérateur de fermeture.

Th est monotone (ce qui est en fait toujours le cas du fait des définitions de Pf et
[]cr) : si A C B alors par définition de Pf sur les présentations Pf(A) C Pf(B) et donc
par définition de [-|¢; sur les justifications [Pf(A)]c C [Pf(B)]cr-

Pour toute présentation A, on a A C Th A :sia € A, a € Pf(A) donc a = [a]¢ €
Pf(A)]ar

Pour toute présentation A,ona Th (Th A) C Th A: Soit a € Th (Th A), alors a = [p| ¢y
pour p € Pf(Th A). Si p est triviale, alors {a} = {[p]c;} = [p]*™ C Th A donc a € Th A.
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Sinon, la premiere composante de p correpond a une démonstration 7= du calcul des
séquences avec dépliage de conséquence '+~ A. Les regles de réécriture utilisées dans w
sont donc dans Th A. Soit b une telle regle. Elle est la conclusion d’une démonstration
q € Pf(A). Si q est triviale, alors {b} = [¢q]"™ donc b € A. Sinon, la premiere composante
de g est une démonstration 7’ de conséquence I" — A’ avec b € Rew(I" — A’). Si b & A,
en utilisant la propriété de compatibilité de Rew et le lemme 4.3 on peut transformer
7 en une démonstration w de I', P(I' + A’) = A dans [p]”™ \ Rew(I’ + A’). On peut
appliquer A, —v, = et v sur 7’ pour obtenir une démonstration de — P(I" + A’) dans
A, a laquelle on peut appliquer = avec w pour obtenir une démonstration de I' — A
dans [p]”™ \ Rew(I" + A’) U A. En particulier on n’utilise plus b comme hypothese. En
répétant ce procédé a toutes les hypotheses de p dans Th A\ A, on obtient au final une
démonstration dans A.

Montrons maintenant que nous avons bien défini des ordres bien fondés. Il est assez
simple de montrer que > est un ordre strict. On peut montrer qu’il est bien fondé
en disant que si on avait une suite infinie strictement décroissante pour >, alors on
aurait également une suite infinie de squelettes strictement décroissante pour 'ordre
RPO. La précession définie étant bien fondée, 'ordre RPO est bien fondé, d’ou une
contradiction. Pour montrer que > est un ordre, il suffit de remarquer que si a > ¢ alors
g = a. Pour montrer qu’il est bien fondé, on utilise le lemme 4.11 : si on avait une suite
infinie strictement décroissante pour >, on pourrait en faire une suite infinie strictement
décroissante pour >4, ce qui impliquerait I’existence d’une suite infinie décroissante pour
D>g OU D>.

Le postulat A est vérifié par définition de .

Montrons que le postulat B est vérifié : soient deux démonstrations p et g telles que
pl>q. Si g n’est pas triviale alors p non plus et la premiere composante de g est un élagage
d’une sous-démonstration de celle de p dans le calcul des séquences avec dépliage. Par
conséquent, les regles de réécriture utilisées dans g sont incluses dans celles utilisées dans
p. Si ¢ est la démonstration triviale @, alors [¢]”™ = {a} C [p]’™ par définition de >.

Montrons que le postulat C est vérifié : soient trois démonstrations p, q et r telles
que p > q > r. Comme g et r sont comparables, aucune des deux n’est triviale. Par
conséquent p est non triviale et est de la forme (7, a) et la premiere composante de g
est un élagage d'une sous-démonstration de 7, dans le calcul des séquences avec dépliage
par définition de >. De plus, les premieres composantes 7, de ¢ et 7, de r possedent la
méme conséquence par définition de >. On peut donc remplacer 7, par 7, dans m, (apres
les avoir affaiblis) et obtenir une démonstration m, valide dans le calcul des séquences
avec dépliage. Les regles de réécriture utilisées dans cette démonstration sont incluses
dans I'union des regles utilisées dans 7, et dans m,.. On pose donc v < (my,a). Comme
T, a la méme conséquence que ,, on a bien v € P. De plus, on a [v]™ C [p]f™ U [r]F™.
Comme 7, est un élagage d’une sous-démonstration de m, différent de 7, on a v > r.
Enfin, comme ¢ > r, le squelette de 7, est strictement plus grand que celui de 7, pour
lordre RPO. Comme l'ordre RPO est un ordre de simplification, il est monotone et le
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squelette de m, est strictement plus grand que celui de m,, donc p > v. 0

4.3.3 Procédure de complétion

Comme nous venons de montrer que le calcul des séquences avec dépliage peut étre
vu comme un systeme canonique, on obtient directement grace a la proposition 4.2 un
mécanisme de complétion. Il nous reste donc a voir quel est exactement ce mécanisme,
et quelles sont les propriétés de ses limites.

Démonstrations critiques

Nous allons d’abord rechercher la forme des démonstrations en forme normale et des
démonstrations critiques.

Proposition 4.13 (Caractérisation des démonstrations en forme normale). Une dé-
monstration est en forme normale ssi ¢’est une démonstration triviale ou c’est une dé-
monstration sans coupure qui n'utilise pas de régle d’inférence inutile, avec uniquement
des - autour de propositions atomiques.

Démonstration. Une démonstration triviale est minimale, car on ne peut pas la comparer
par définition de >. Par conséquent si a € A alors @ € uPf(Th A) = Nf(A).

Montrons par contraposé que si une démonstration non triviale n’est pas sans cou-
pure ou utilise des regles inutile, ou ne décompose pas assez avant d’appliquer o, alors
elle n’est pas en forme normale. Soit une démonstration p € Pf(A) non triviale dont
la premieére composante 7, possede une coupure a une position p. La conséquence de
la sous-démonstration Tl est une séquence I' — A. D’apres le lemme 4.4 il existe une
démonstration 7’ sans coupure de I' — A dans Rew(I' — A). Comme Tp), st dans A,
on a Rew(I'+~ A) C Th A et par conséquent 7’ € Pf(Th A). Comme dans la précession
(=,P) > (r,Q) pour toute regle d’inférence r autre que =, le squelette d’'une démons-
tration sans coupure est forcément plus petit que celui d’'une démonstration avec une
coupure a la racine. Par conséquent le squelette de Tl n’est pas minimal, et comme le
RPO est un ordre de simplification celui de 7, non plus. Autrement dit, p ¢ pPf(Th A).

Si on a une démonstration non triviale avec une regle inutile, alors la démonstration
dans laquelle on a supprimée cette regle est plus petite car le RPO est un ordre de
simplification.

Si une démonstration utilise ~ sur une formule non atomique, alors il est toujours pos-
sible de se ramemer & une démonstration en utilisant ~ sur des propositions atomiques.
La squelette de cette démonstration sera plus petit que celui de la démonstration de
départ, du fait de la définition de la précession.

Réciproquement, si on a une démonstration p non triviale qui n’est pas minimale,
cela veut dire qu’il existe une démonstration plus petite ¢ dans la méme présentation.
Comme ¢ est comparable a p, elle n’est pas triviale et on note m, et 7, les premieres
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composantes de p et ¢g. On procede par récurrence sur la structure de m,. Si on regarde
la définition d'un RPO, le fait que m, > 7, peut provenir de quatre causes :

— mp et m, ont la méme premiere regle, et une des sous-démonstration de 7, est plus
grande que celle de 7, correspondante. C’est le cas de récurrence;

— la premiere régle de m, est = ;

— la premiere regle de m, est = ; dans ce cas, comme les feuilles de 7, sont toutes -,
cela veut dire que la formule active dans la regle ~ de 7, est plus grande pour ’ordre
sous-formule que toutes celles des feuilles de 7, donc qu’elle n’est pas atomique;

— mq est une sous-démonstration de 7, ; comme p et g sont comparables, elles ont la
meme conclusion, donc m, utilise des regles inutiles a partir de .

O]

Proposition 4.14 (Caractérisation des démonstrations critiques). Les démonstrations
critiques en calcul des séquences avec dépliage polarisé ne sont pas triviales et ont leur
premiére composante de la forme

/

T T

) LAP-A 4 _, p ) '-QAA 4 Q
. A A  sim7h I'—AA 2t
- ' A

ot

— 7 et sont sans coupure ;

— 7 et ' n'appliquent pas inutilement des régles d’inférence ;

— 7 et ™ n'appliquent ~ que sur des propositions atomiques ;

— I contient uniquement des formules quantifiées universellement et des propositions
atomiques différentes de A ;

— A contient uniquement des formules quantifiées existentiellement et des propositions
atomiques différentes de A ;

— toute les formules de I'; A sont des formules principales soit pour & (mais pas pour
T ni pour 1), Ve ou w3 dans © ou '.

— au moins une de s1 —~ t1 et s9 — T tg nlest pas une régle de réécriture sur les
termes.

Démonstration. Pour démontrer ceci, il suffit d’étendre la procédure d’élimination des
coupures.

Tout d’abord, un démonstration critique p est minimale dans Pf(A) mais pas dans
Pf(Th A). La proposition précédente nous montre que cela veut dire que p n’est pas
triviale et que sa premiere composante 7, possede une coupure, utilise une reégle d’infé-
rence inutile, ou utilise ~ avec une formule non atomique. Dans les deux derniers cas,

cela voudrait dire que p ne serait également pas minimale dans Pf(A), puisqu’on peut
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construire des démonstrations plus petites avec les mémes regles de réécriture. Donc 7,
possede une coupure.

Les sous-démonstrations de p sont en forme normale. Cela veut dire, en utilisant
la proposition précédente, que les sous-démonstrations de m, sont sans coupure. Par
conséquent, I'unique coupure de m, se trouve a sa racine, et 7, est de la forme

/ /
T Tn, , M Tm

r r

. P~ A ' PA
- ' A

Si les regles r et r' ne sont pas des regles de dépliage, on peut appliquer une étape
de la procédure d’élimination des coupures de la section 2.3.4. On obtient ainsi une
démonstration dans le méme systeme de réécriture dont le squelette est plus petit pour
lordre RPO. Par conséquent p n’est pas minimal dans Pf(A).

Si une des regles r ou r’ est une regle de dépliage dont la formule active n’est pas P,
alors on peut faire permuter cette regle avec la coupure comme on fait dans le méme
cas pour les regles logique. Ici aussi, on obtient ainsi une démonstration dans le méme
systeme de réécriture dont le squelette est plus petit pour I'ordre RPO, et par conséquent
p n'est pas minimal dans Pf(A).

On suppose donc que la formule active de r et r' est P. Si une des regles r ou r’ est
une regle de dépliage, alors P est atomique. Par conséquent l'autre regle d’inférence
ne peut étre que ~ou une regle de dépliage. Dans le cas de ~ on peut appliquer une
étape d’élimination des coupures et obtenir une démonstration plus petite. Il ne reste
donc plus que le cas d’une démonstration de la forme donnée par I’énoncé. Si les deux
regles de réécriture s; — t; utilisées dans les regles de dépliage sont des régles sur les
termes, alors P et @ sont atomiques et comme Ryx v est confluent il existe R tel que

P - R < Q. On peut donc construire la démonstration
Rr=,v)y Rrsyv)

—

'R R, A 7
. "I OCPA TeQPA
. ILP-A - I'- P A
- ' A

dont le squelette est plus petit pour 'ordre RPO.

Dans la forme restante, m et 7’ sont les premiéres composantes de démonstrations en
forme normale. Elles ne possedent donc pas de coupures, et n’appliquent pas de regles
inutilement d’apres la proposition 4.13. Toutes les formules de I'; A sont utilisées, car
sinon on peut obtenir une démonstration plus petite pour t> (pour >, plus précisément)
qui n’est pas en forme normale (elle posséde une coupure). Si on avait une formule ni
atomique, ni quantifiée universellement dans I, alors elle serait décomposée a ’aide d’une
regle logique gauche que 'on pourrait faire permuter jusqu’en dessous de la coupure.
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On obtiendrait ainsi une démonstration plus petite ce qui contredirait la minimalité
des démonstrations critiques. Le méme argument permet de montrer que les regles de
dépliage ne peuvent s’appliquer aux formules de I', A. ]

Au passage, cela permet de montrer qu’un des critére utilisé par Olivier HERMANT
(2005) pour démontrer 'admissibilité de = permet en fait de démontrer la terminaison
de la procédure d’élimination des coupures.

Proposition 4.15. Si on suppose qu’il existe un ordre bien fondé 2 incluant a la fois

lordre sous-formule et la relation de réécriture R alors on peut définir, dans le
URT(m,v)

calcul des séquences avec dépliage, une procédure d’élimination des coupures qui termine.

Démonstration. La procédure en question est celle décrite dans la démonstration de la
proposition précédente, si ce n’est que l'on élimine également les coupures dans le cas
ol on a des regles de réécriture propositionnelle, comme si on avait des regles sur les
termes. Pour démontrer la terminaison de cette procédure, on modifie la précession de
lordre RPO : on aura (=, P) > (=,Q) si P 3 Q. On vérifie alors que la procédure fait

)

diminuer les squelettes pour cette ordre. O

Dans le mécanisme de complétion, on a besoin de trouver des démonstrations plus
petites que toutes les démonstrations critiques. Le probleme est que I'ensemble des dé-
monstrations critiques n’est pas décidable.

Proposition 4.16. Le probléme qui prend en entrée un systéme de réécriture et une
séquence, et qui dit si cette séquence est la conséquence de la premiere composante d’une
démonstration critique pour ce systeme, est indécidable.

Démonstration. On réduit ce probleme a celui de la validité dans la logique du premier
ordre.

Soient P une formule du premier ordre et A et B deux propositions atomiques n’ap-
paraissant pas dans P. On considere le systeme de réécriture

A—"B

AT P
Montrons que P est valide ssi — B est la conséquence de la premiere composante d’une
démonstration critique.

En effet, d’apres la proposition 4.14, la premiére composante d’une démonstration
critique dont la conséquence est — B est obligatoirement de la forme

/

— T
" A,Bv B — A, P,B
Aw B — A B

—

- — B
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Dans la démonstration 7', on peut voir qu’il est inutile de déplier A & nouveau. Comme
A et B n’apparaissent pas dans P, 7’ est en fait une démonstration de ~ P, qui n’utilise
donc pas de dépliage. Si P est valide, on va donc pouvoir trouver une telle démons-
tration 7’ pour avoir une démonstration critique. Réciproquement, si — B n’est pas la
conséquence de la premiere composante d’'une démonstration critique alors il n’existe
pas de démonstration de — P dans le calcul des séquences (sans dépliage), donc P n’est
pas valide a cause de la complétude du calcul des séquences pour la logique du premier
ordre. O

Le mécanisme de complétion

Pour définir le mécanisme de complétion de la fin de la section 4.2.2, il nous faut pour
chaque présentation A définir une présentation C(A) qui soit incluse dans Th A et qui
contienne au moins les hypotheses permettant de construire des démonstrations plus
petites que les démonstrations critiques. Calculer une présentation C'(A) minimale en
terme de taille est impossible du fait de la proposition 4.16. On peut alors utiliser un
sur-ensemble en considérant toutes les démonstrations de la forme de la proposition 4.14.

Pour calculer ces démonstrations potentiellement critiques, on procédera donc comme
suit : on appliquera une méthode des tableaux pour le calcul des séquences avec dépliage
aux séquences A, P +— et — A, Q. Il est possible que la procédure ne termine pas, on
fixera donc une limite & au nombre de décomposition de type v et rw. On terminera
donc sur des branches constituées uniquement de propositions atomiques et de formules
universellement quantifiées a gauche et existentiellement & droite. On fermera ensuite
toutes les branches restées ouvertes en rajoutant des propositions atomiques différentes
de A dans les contextes, ce qui nous donnera les I" et A de la conséquence de la démons-
tration potentiellement critique. Il est possible que ces propositions atomiques utilisent
des variables propres introduites par des 3~ et ~v. Dans ce cas ces variables ne peuvent
apparaitre dans I', A et il faut les garder par des quantifications. Par exemple, si y est
une varible propre de ce type, on ajoutera Jy, A(y) dans A plutét que A(y). Si on
a arrété la méthode des tableaux trop tot, on aura éventuellement laissée ouverte une
branche qu’il était possible de fermer. Cela veut dire que la démonstration finale ne sera
pas critique, mais le systéme de réécriture qu’elle rajoutera dans C'(A) permettra de
construire des démonstrations plus petites que la démonstration critique qu’on aurait
pu obtenir en continuant la méthode des tableaux. Néanmoins, de fagon a avoir C'(A4) la
plus minimale possible, il faut que éviter ce cas de figure au maximum.

Pour une démonstration dans A de cette forme donnée, le lemme 4.4 permet d’obtenir
une démonstration dans Th A sans coupure, qui est donc plus petite. Notre ensemble
C(A) sera donc 'union des Rew(I' — A) pour toutes les conséquence I' — A des démons-
trations potentiellement critiques calculées comme indiqué ci-dessus. Le mécanisme de
complétion consistera donc a calculer le plus petit point fixe de la fonction qui, étant
donné un systeme de réécriture Rg, associe a un systeme de réécriture R le systeme
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RoURUC(R).

Théoréme 4.17 (Admissibilité des coupures pour la limite).
Pour tout systéme de réécriture Ro, pour toute séquence I' — A, on a I' Fr, A ssi
| AN

Roo

Démonstration. Par la proposition 4.2 on sait que 'on a définit un mécanisme de com-
plétion. Par conséquent, le théoreme 4.1 nous dit que

ThRo < [Pf(Rec) N Nf (Ro)] o1 - (4.1)

La direction « si » provient du fait que les regles que 'on rajoute a chaque étape sont
bien dans Th Rg. En utilisant la propriété de compatibilité de Rew on peut donc revenir
a une démonstration dans Rg.

Pour la direction « seulement si », en supposant que I' k¢, A, alors Rew(I' ~ A) C
Th Ro. En utilisant (4.1) on obtient pour toute regle de Rew(I' + A) une démonstration
en forme normale dans R.. Si cette démonstration est triviale, c’est la démonstration
triviale d’une formule qui par définition de A appartient & Rew(I” + A’) pour une
certaine séquence I' + A’. On utilise le lemme 4.4 pour obtenir I'" F ~ A'. Si la
démonstration en forme normale n’est pas triviale, on sait grace a la proposition 4.13
que la premiere composante correspond a une démonstration sans coupure. On utilise
finalement la troisieme propriété de Rew pour obtenir une démonstration sans coupure
de conséquence I' — A dans R.. O

4.3.4 Exemples d’applications

On a déja vu dans 'exemple 4.2 'exemple de la complétion du systeme Crab.

On peut regarder ce que donne le mécanisme de complétion sur des exemples avec des
quantificateurs. Par exemple, on peut prendre I'exemple du tableau 3.1 du systéme avec
quantificateurs qui n’admet pas * introduit par Olivier HERMANT (2005) :

rer—Vy, Ve, ycax=re€x)=ycr=DB .

Pour construire une démonstration critique, il faut donc chercher une démonstration
mdel,rer,(Vz, y€x=re€x)=y€€r= Br A pour certains I' et A. On applique
la méthode des tableaux pour décomposer au maximum la séquence r € r, (Vz, y € x =
r € x) = y € r = B+, en se restreignant a une seule application de v+ et 3 par
formule. On obtient la dérivation

0,Y ex(Y)rrexz(Y)

o O,B+ O-Yer Ly OrYex(Y)=recazl)
o 0,Y €cr= B+ OV, Yex=rex
" O,Voe, Yex=rcz)=Y cr= B+

O+
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enposant O =rer, (Yo, y€x =r€x) =y €r= BetavecY est une méta-variable.
On fait de méme pour la séquence + O :

re X,yer—rernB yer—ye X,rer, B
y yeX=>reX,yer—rernB
—
Ve, ycx=>rex,ycr—recrB

=

=

—rer,(Ve, ycrx=rcz)=>ycr=2=-
-0

=V

avec X méta-variable.

Pour fermer le tableau entier sans rajouter la formule r € r, il faut rajouter B a
droite pour fermer la premiere branche et instancier Y et X par r. On obtient alors
comme démonstration critique la démonstration donnée par Olivier HERMANT (2005)
pour montrer l'inadmissibilité de = .

Nous devons rajouter Rew(— B) = {B —T1 T} au systéme initial, et le systéme obtenu
n’a plus de démonstrations critiques.

On peut étre intéressé par un exemple dans lequel il resterait des quantificateurs dans
la conséquence des démonstrations critiques. Pour cela, il suffit de remplacer B par
exemple par Jz, Yy, B A C(z,y) dans Crab. On applique la méthode des tableaux a
A, (Jz, Vy. BAC(z,y)) N —Ar

—~

A, (3z, Yy, BAC(z,y))- A
A, (Jz, Yy, BAC(z,y)), A
A, (Fz, Yy, BAC(z,y)) N —Ar

A

puis on l'applique sur — A, (3z, Vy, BAC(z,y)) A —A :

— A, Jx, Yy, BAC(z,y),B — A, 3z, Yy, BAC(z,y),C(X,y(X))

— A, 3z, Vy, BAC(z,y), BANC(X,y(X))

— A, 3z, Yy, BAC(z,y),Vy, BAC(X,y) :m

— A, 3z, Yy, BAC(x,y) T A A
— A, (Jz, Yy, BAC(z,y)) N A

=A

[

—3

=A

Pour fermer le tableau sans rajouter A, il faut rajouter B et une instance de C'(X, y(X))
a gauche. Quand on calcule le systeme associé & B, C(x,y(x)) + on obtient par exemple
B —7 Vz, -C(z,y(x)). On remarque que cette regle est plus générale que toutes les
regles B —~ —=C(t,y(t)) obtenue avec des instances closes de C(X,y(X)), dans le sens
ou les regles de dépliage pour ces dernieres peuvent sont dérivables dans le systeme avec
la premiere regle. Il suffit donc de rajouter cette regle et on n’a plus de démonstration
critique. En particulier, il est possible de démontrer ’équivalent de B + dans le systéme
Crab :
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Vy, BAC(z,y), B,C(z,y(x)), B,Vx, ~C(z,y(z)), C(z,y) v C(z,y(x))
Vy, BAC(z,y), BAC(z,y(x)), B,Vz, =C(z,y(2)),C(z,y) + C(z, y(z))
o Yy, BAC(x,y), B, Ve, ~C(z,y(x)), C(z,y) = Clz,y(x))

v VY, BAC(x,y), B, Vo, 2Oz, y(x)), ~Clz,y(2)), Clz,y) -

Vy, BAC(z,y), B,Vz, =C(x,y(z)),C(z,y)

Yy, BAC(z,y),B,C(z,y) v

Vy, BAC(z,y),BANC(x,y)

Yy, BAC(z,y) v

o Jdz, Yy, BAC(z,y)+

Le construction de la conséquence des démonstrations critiques n’est pas exactement
celle de la section précédente, du fait qu’on utilise des métavariables dans la méthode
des tableaux. Si on avait utilisée la procédure de la section précédente, on aurait ob-
tenu la conséquence B,Vy, C(x,y) + ce qui aurait donné par exemple la régle B —~
Va, =Yy, C(z,y), dont la version ci-dessus est simplement une forme skolémizée.

4.4 Implémentation

Pour nous convaincre que nous avons décrit ce mécanisme de complétion de maniere
effective, nous en avons réalisé un prototype.

4.4.1 TOM/OCaml

Pour pouvoir développer une implémentation du mécanisme de complétion, nous avons
besoin essentiellement de coder une méthode des tableaux pour le calcul des séquences
avec dépliage. Un tableau étant une structure de données associative et commutative,
il nous a semblé que le filtrage syntaxique de OCaml n’était pas suffisant. Nous aurions
probablement pu utiliser Maude, qui est un langage permettant de faire des spécification
sous forme de réécriture et qui permet de faire du filtrage de motif modulo associativité,
commutativité et unité. D’autre part, Moca, développé par Frédéric BLANQUI, Thérese
HARDIN et Pierre WEIS (2007), permet de travailler en OCaml sur des représentants
canoniques de structures modulo certaines équations. Néanmoins, cela ne permet pas, a
notre connaissance, de faire de la reconnaissance de motif modulo ces équations sur une
structure quelconque. Nous avons donc préféré utiliser TOM, également développé dans
notre équipe, d’autant qu’il possede également une sortie pour OCaml. Basé sur la notion
d’ilot formel d’Emilie BALLAND, Claude KIRCHNER et Pierre-Etienne MOREAU (2006),
TOM permet d’enrichir un langage de programmation hote (parmi Java, C, OCaml,
Python, etc.) avec du filtrage associatif. Une prochaine version devrait méme proposer
de faire du filtrage associatif-commutatif. Pour cela, il existe une directive %match qui
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filtre un terme TOM et qui applique des instructions du langage hote en fonction du
filtrage. Le mieux est d’illustrer ceci sur un exemple, en prenant pour langage hote

OCaml :

let cherche_avant a b 1 =
Jmatch (Liste 1) {
(_*, a, _*, b, _*x) —>
{ print_endline "Une occurrence trouvée." }

}

Le motif (_*, a, _*, b, _*) désigne une liste associative possédant un élément cor-
respondant a a et un élément correspond a b. On voit que 'on peut introduire des
variables du langage hote dans les motifs TOM. Lors de la compilation TOM, le filtrage
est réécrit en instruction du langage hote (on parle de dissolution). Pour cela, il faut
indiquer comment les termes TOM correspondent aux expressions du langage hote, ce
qui s’appelle 'encrage. Pour que les listes d’entier OCaml soient vues comme des listes
TOM, on rajoute le code

htypeterm int {
implement { int }
is_sort(t) { true }
equals(i,j) { (i = j) }

}

htypeterm Liste {
implement { int list }
is_sort (1) { true }
equals(11,12) { (11 = 12) }

}

%oplist Liste concListe(int*) {
is_fsym(t) { (* statically by type checking *) true }
make_empty () {0}
make_insert(c,s) { (c :: s) }
get_head(s) { List.hd s }
get_tail(s) { List.tl s }
is_empty(s) {G=10D1

¥

L’opérateur %typeterm lie un type de OCaml a un type TOM, tandis que %oplist permet
de définir un symbole de fonction associatif.

Le code ci-dessus est alors transformé a la compilation TOM en code OCaml qu’il est
inutile de recopier ici car il serait illisible.
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Pour écrire des expressions TOM au milieu de code du langage héte, on utilise 'accent
grave ¢. Par exemple ¢ (1,2,4,3) sera réécrite a la compilation TOM en une liste OCaml
égale a [1;2;4;3].

Un des autres intéréts de TOM est la présence d’antimotifs introduits par Claude
KIRCHNER, Radu KOPETZ et Pierre-Etienne MOREAU (2007), ce qui permet de filtrer sur
des contraintes négatives, ou plus exactement des contraintes de complément ensembliste.
Ainsi le motif (_*, x, _*, !'x, _x*) filtrera les listes qui contiennent au moins deux
éléments distincts.

L’implémentation que nous avons réalisée est disponible dans la distribution de TOM
par svn? dans le répertoire application/completion.

4.4.2 Implémentation de TaMed

La méthode des tableaux que nous avons implémentée est essentiellement celle de
Richard BONICHON et Olivier HERMANT (2006b) (cf. section 3.2.4), si ce n’est que nous
n’appliquons rw que sur les propositions atomiques, ce qui revient a se placer en calcul
des séquences avec dépliage plutot que dans le calcul des séquences modulo avec regle
de conversion explicite.

Les termes et les formules de la logique du premier ordre sont représentées par les
structures de données OCaml

type term =
Var of string
| Fun of string * term list

type prop =
Atomic of string * term list
| True
| False
| Not of prop
| Or of prop * prop
| And of prop * prop
| All of string * prop * int
| Ex of string * prop * int

Pour A11 et Ex, I'entier associé correspondant au nombre de fois auquel on a déja appliqué
respectivement v ou 3. Ces structures de données sont ancrées en TOM de fagon
triviale.

On a également besoin d’équations pour les contraintes. Ces équations sont soit entre
termes, soit entre formules, d’ou la structure

2Cf. http://gforge.inria.fr/scm/?group_id=78 .
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type eq =
Term of term * term
| Prop of prop * prop

Ce type servira également pour les regles de réécriture. On annote une formule par une
liste de méta-variable (représentées par des chaines), une liste de contraintes, et une liste
de régles de réécriture déja appliquée sur la formule. On a donc un type

type a_prop = prop * (string list * eq list * eq list)

Une branche est une liste de formules annotées, elle-méme annotée par un booléen indi-
quant ’alternance de priorité entre v et rw. Un tableau est une liste de branches.

Pour résoudre les contraintes, on a besoin d’un algorithme d’unification. Nous avons
utilisée pour cela une des stratégies proposées par Claude KIRCHNER et Hélene KIRCH-
NER (2001, section 3.2.4) pour résoudre des ensembles d’équations a unifier.

On écrit alors une fonction closure qui vérifie si le tableau en entier peut-étre fermé,
ce qui est assez facile grace au filtrage associative de TOM. En effet, il s’agit de collecter
toutes les propositions atomiques potentielles qui pourraient s’unifier, et on n’utilise pour
cela les motifs (_*,a(not(atomic(s,al)),c(_,cl,_)),_*,a(atomic(s,a2),c(_,c2,_)),_x*)
et (_x,a(atomic(s,al),c(_,cl1,_)),_*,a(not(atomic(s,a2)),c(_,c2,_)),_x).Pour
chacun des choix potentiels pour chaque branche, on essaie d’unifier le tableau en entier
en prenant soin de tenir compte des contraintes sur les formules (filtrées par c1 et c2
ci-dessus).

On peut alors écrire la méthode des tableaux. On utilise une table de hachage dans
laquelle on stocke a chaque étape le tableau, pour vérifier qu’on ne boucle pas, car dans
un tel cas on peut arréter la méthode, puisqu’on ne fermera jamais le tableau. On a un
certain nombre d’étapes qui ferment une branche quand on n’a pas besoin d’unification :

(b1*x,b((_*,a(True(),_),_*),_),b2*) -> { next (‘(bl*,b2%)) }
(b1x,b((_*,a(not(False()),_),_*),_),b2%) —> { next (‘(blx*,b2%)) }
(b1*,b((_*,a(p,_),_*,a(not(p),_),_*),_),b2*%) -> { next (‘(bl*,b2x)) }

(b1*,b((_*,a(not(p),_),_*,alp,_),_*),_),b2*%) -> { next (‘(bl*,b2x)) }
D’autres étapes suppriment les branches et les formules inutiles ou redondantes :

(b1*,b,b2%,b,b3%) -> { next (‘(blx*,b,b2%,b3x)) }

(b1*,b((gamma*,a(False(),_) ,delta*),s) ,b2*) ->
{ next (‘(blx,b((gammax*,deltax*),s),b2%)) }
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(b1*,b((gamma*,a(not (True()),_) ,deltax*),s) ,b2*) ->
{ next (‘(blx,b((gammax*,deltax*),s),b2%)) }

(b1*,b((gamma*,ap,eta*,ap,delta*),s) ,b2%) ->
{ next (‘(blx,b((gammax,ap,etax,deltax),s),b2*)) }

On essaie ensuite de fermer le tableau a 1’aide de la fonction closure définie précé-
demment. On peut alors appliquer les regles logiques (on n’indiquera que l’application
sur les formules non niées, le reste étant dual). L’ordre d’application traduira la prio-
rité définie par Richard BONICHON et Olivier HERMANT (2006b). La fait de mettre la
branche modifiée & la droite du tableau permet de s’assurer de ne pas rester toujours
dans la méme branche, ce qui revient a choisir en premier les branches qui auraient un
nombre minimal de formules si on gardaient les formules de départ.

(b1*,b((gamma*,a(not (not(p)),1) ,deltax),s),b2*) ->
{ (x suppression double négation *)
next (‘(bl*,b((gamma*,a(p,1l),delta*),s),b2%)) }

(b1x,b((gammax*,a(or(p,q),1l) ,deltax),s),b2*) ->
{ (+ alpha *)
next (‘(blx,b2*,b((gammax,a(p,l),a(q,1l),delta*),s))) }

(b1*,b(conc(gammax*,a(all(x,p,_),cs@c(1l,_,_)) ,deltax*),s),b2x) ->
{ (* delta *)
let e Term(Var (‘x),
Fun(fresh_var "sk_",
List.rev_map (fun x -> Var x) (‘1))) in
let q = subst [e] (‘p) (* on substitue x par un terme de Skolem *)
next (‘(bl*,b2*,b((gamma*,a(q,cs),deltax),s))) }

(b1*,b((gamma*,a(and(p,q),1) ,deltax*),s) ,b2*) ->
{ (*x beta *)
next (‘(blx,b2*,b((gamma*,a(p,l),deltax),s),
b(conc(gammax*,a(q,1) ,delta*),s))) }

On applique en priorité v devant rw qui si la branche est annotée par true et si on ne I’a
pas appliqué plus de 1im fois, 1im étant un parametre fourni & la méthode des tableaux.

(b1x,b(bg@(_*,a(ex(_,_,1),_),_*),true()),b2%) && i < lim ->
{ (x gamma *)
let nbg = do_gamma (‘bg) lim in
next (‘(bl*,b2*,b(nbg,false())))
}
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do_gamma est une fonction qui applique I' & toutes les formules de type ~ de la branche
(écrite en OCaml) :

let do_gamma bg lim =
let rec aux accu = function
| (Ex(x,p,1),(1,c,rr))::ps when i < lim ->
let y = fresh_var "v_" in
let e = Term(Var x, Var y) in
let q = subst [e] p
(* on substitue x par une méta-variable fraiche *)
and r = y::1, c, rr
(* on rajoute cette variable dans les contraintes *)
in aux ((Ex(x,p,i*+1),(1,c,rr))::(q,r)::accu) ps
| (Not(All(x,p,i)),(1,c,rr))::ps when i < lim ->
(¥ cas dual *)

| ap::ps -> aux (ap::accu) ps
| [1 -> List.rev accu
in aux [1 (bg)

Dans la méthode des tableaux, il faut maintenant le code pour rw, qui utilise le pa-
rametre rules qui contient la liste des regles de réécriture disponibles. narrow p r
surréduit une proposition p a ’aide d’une regle de réécriture r, qui retourne cette pro-
position et une ensemble de contraintes ou qui renvoie une exception Not_match si ce
n’est pas possible.

(b1*,b((gamma*,a(p@tomic(_,_),(1,c,rr)),delta*),_),b2%) ->
{ (x rw %)

List.iter
(fun r —>
if not (List.mem r rr)
then try
let g, nc = narrow (‘p) r in
let nrr = r :: rr in

next (‘(blx,b2*,b((gammax*,deltax,
a(q,(1,nc,)),alp,(1,c,nrr))),True())))
with Not_match -> () )
rules

}

Il faut ensuite remettre la décomposition v au cas ou on ait une branche annotée par
False() et dans laquelle on puisse appliquer v mais pas rw.
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Pour définir la méthode des tableaux finale, on procede par approfondissement itératif
(en anglais iterative deepening) : on applique la méthode pour 1im = 0 puis on augmente
progressivement la limite jusqu’a obtenir une démonstration.

4.4.3 Implémentation de la complétion

On va chercher maintenant a développer le mécanisme de complétion. Pour cela, il nous
faut trouver toutes les conséquences des démonstrations potentiellement critiques, de la
forme de la proposition 4.14. On voit que dans ce cas (P, Q) forme une paire critique. On
va donc calculer tout d’abord toutes les paires critiques du systeme de réécriture initial,
ce qui revient a prendre toutes les paires de regles de réécritures et a tenter de réécrire le
membre gauche de I'une par I'autre. On peut se restreindre a une regle propositionnelle
pour 'une des deux d’apres la proposition 4.14.

Etant donnée une paire critique P+«— A — @, on va chercher a démontrer les ta-
1 T2

bleaux —A, ~P|A,Q et =A, ~Q|A, P et a compléter les branches restées ouvertes si ce
n’est pas le cas. On applique donc la méthode des tableaux sur le tableau

(b((a(not(A), (O,0,(r1))), amot(P), (O,0,0))), TrueO)),
b((a(4, (O,0,02))), al@, (O,0,0))), True()))

et le tableau dual, pour une limite 1im donné. Comme dit ci-dessus, plus la limite est
haute, plus les démonstrations potentiellement critiques obtenues seront effectivement
critique, mais cela nécessitera plus de temps. Si on arrive a démontrer le tableau, cela veut
dire que le systeme de réécriture initial n’était pas cohérent. Sinon, on obtient un tableau
dans lequel toutes les formules sont atomiques sauf les formules quantifiées appliquées
plus souvent que 1im. On va chercher a fermer les branches de ce tableau. Pour cela, on
cherche d’abord & fermer un maximum de branches sans avoir a rajouter des formules.
Si on a un tableau a n branches, on en considere d’abord tous les sous-tableaux a n — 1
branches. Si on peut fermer un tel tableau, on rajoute son complémentaire (c’est-a-dire
dans ce cas le tableau constitué de 'unique branche que 1'on avait mis de c6té) dans la
liste des tableaux dans lesquels il faudra fermer les branches en rajoutant des formules.
Sinon, on recommence avec ses sous-tableaux a n—2 branches et ainsi de suite. On obtient
donc une liste de tableaux auxquels il faut rajouter des formules aux branches pour les
fermer. Pour chacun de ces tableaux, on choisit une proposition atomique différente de
A dans chaque branche et on met sa négation dans une nouvelle branche. Cette branche
correspond a la conséquence de la démonstration potentiellement critique. Si il n’est pas
possible de choisir une proposition atomique différente de A, cela veut dire qu’il n’y a pas
de démonstration critique pour cette paire critique. On considere tous les choix potentiels
de proposition atomiques différentes de A, ce qui donne les conséquences de plusieurs
démonstrations potentiellement critiques. On rajoute alors au systeme de réécriture une
regle pour chacune de ces conséquences, qu’il est facile d’obtenir puisqu’on n’a que des
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propositions atomiques dans la branche. On réitere ce processus jusqu’a atteindre un
point fixe pour le systeme de réécriture.
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Chapitre 5

Taille des démonstrations en déduction
modulo

Ce qui manque aux orateurs en
profondeur, ils vous le donnent en
longueur.

MONTESQUIEU, Mes pensées

I les démonstrations sans coupure sont faciles a produire de maniere automatique,
S grace a l'analycité du calcul des séquences sans coupure, elles peuvent étre plus
longues que celles avec coupures, car ces dernieres permettent de faire des raccourcis
dans les démonstrations. Nous allons donc maintenant chercher a savoir comment la
déduction modulo permet d’obtenir des démonstrations plus courtes.

5.1 Taille de démonstration

La réduction de la taille des démonstrations est bien entendu intéressante d’un point
de vue pratique. En effet, une démonstration courte sera plus facile a trouver a la main,
mais elle sera aussi plus rapide a obtenir par un outil de démonstration automatique.
Elle sera également probablement plus facile & communiquer et & maintenir, si on cherche
a faire de I'ingénierie de la démonstration.

La longueur des démonstrations est également importante d’un point de vue théorique.
En effet, le probleme P=NP 7 en théorie de la complexité peut étre vu comme un pro-
bleme de réduction de taille de démonstration, comme le souligne Rohit PARIKH dans le
paragraphe préfacant un article de Kurt GODEL (1936) sur la taille des démonstrations
dans la collection traduite en anglais de ses travaux (1986). Pour comprendre cela, il
faut étudier les systemes de déduction pour la logique propositionnelle du premier ordre
et, comme nous allons le détailler par la suite, il faut trouver ou infirmer ’existence d’un
systeme de déduction possédant des démonstrations de taille polynomiale pour toutes
les tautologies. Afin que ces systémes aient un sens du point de vue de la complexité, on
doit néanmoins faire une hypothese supplémentaire par rapport a la définition 2.14. En
effet, on pourrait sinon imaginer un systeme de déduction avec pour chaque tautologie
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P de la logique propositionnelle une démonstration pp de taille un. Dans leur travaux
fondateurs, Stephen COOK et Robert RECKHOW (1974, 1979) imposent donc que la fonc-
tion []¢; soit calculable polynomialement. Plus exactement, ils définissent un systéme
de déduction comme une fonction (totale) surjective calculable en temps polynomial qui
va d’'un langage quelconque vers les tautologies, ce qui revient avec nos définitions a
prendre comme langage de départ Pf(().

Dans la pratique, cette condition revient a dire que la vérification des démonstrations
peut se faire en temps polynomial. En effet, si le systeme de déduction qu’on utilise est
un systéme d’inférence, alors le calcul de [-]¢; ne peut se contenter de renvoyer unique-
ment la conséquence des dérivations, il faut aussi vérifier que ces dérivations sont bien
correctes. En général, dans ce cas, on définit le langage de départ comme celui de toutes
les dérivations, y compris celles qui ne sont pas correctes, et la fonction surjective qui
va vers les tautologies prend en entrée une dérivation, la vérifie, et renvoie sa conclusion
si elle est correcte ou une tautologie quelconque sinon. Si on ne se place pas dans ce
cadre et qu’on ne cherche pas & démontrer des résultats de théorie de la complexité, on
pourrait bien entendu imaginer des systémes de déduction dont la vérification des dé-
monstrations, si elle reste décidable, n’est plus exponentielle. Par exemple, en déduction
modulo, on peut utiliser un systeme de réécriture dont la congruence n’est pas calcu-
lable en temps polynomial, et si on considere qu’une démonstration ne comporte que les
étapes de déduction et que c’est au cours de la vérification que les étapes de réécriture
sont validées, alors on ne rentre pas dans le cadre de Stephen COOK et Robert RECK-
HOW (1979). On peut alors se demander si on a affaire & des démonstrations, ou & des
esquisses de démonstrations retracant uniquement les grandes étapes. Il est a noter que
pour vraiment étre dans le cadre Stephen COOK et Robert RECKHOW (1979), il faut
également faire attention a ce qu’on appelle la taille de la démonstration. Telle qu’ils
I'utilisent, il s’agit de la taille des mots du langage utilisé en entrée de la fonction qui leur
sert de systeme de déduction. Cela implique que si on considére un systeme d’inférence,
la taille d’une démonstration est la somme de la taille de toutes les formules apparaissant
dans la dérivation. Toutefois, dans la suite de ce chapitre, on considérera souvent pour
des questions de simplicité que la taille des démonstrations est le nombre d’étapes, c’est-
a-dire le nombre d’applications de regles d’inférence, ce qui est une mesure différente. Le
théoreme 7 de Samuel BUss (1994) (qui reprend les travaux de Rohit PARIKH (1973) et
Jan KRAJICEK (1989)) établit toutefois un lien entre les deux, puisqu’il énonce que dans
les systemes schématiques, la profondeur des formules présentes dans une démonstration
peut étre bornée par la profondeur de la conclusion plus un facteur linéaire du nombre
d’étapes dans la démonstration.

Précisons les liens entre longueur des démonstration et théorie de la complexité. Ste-
phen COOK et Robert RECKHOW (1979) ont démontré que la fermeture de NP par
complément est équivalente a l'existence d’un systeme de déduction pour la logique
propositionnelle dans lequel il est possible de trouver une démonstration de taille po-
lynomiale de chaque tautologie. Autrement dit, si on veut démontrer que NP=coNP, il
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faut trouver un systeme de déduction correct et complet pour la logique proposition-
nelle du premier ordre et un polynéme f tels que pour toute démonstration p € Pf (),
on ait |p| < f(|[p]ci]) (en définissant correctement la taille | - | des démonstrations et
des formules). On dit alors qu'un tel systeme de déduction est borné polynomialement.
Stephen COOK et Robert RECKHOW (1979) conjecture I'inexistence d’un tel systeme, ce
qui aurait pour conséquence la différence entre P et NP. Il existe certains systemes dont
on peut démontrer qu’ils ne sont pas bornés polynomialement, mais il existe avant tout
des résultats de simulation polynomiale :

Définition 5.1. Un systéme de déduction (A, Py, []7™, [1ciy) simule polynomialement
un systéme de déduction (A, Py, 1™, [|c1y) si il existe un fonction de traduction g de
Py vers Py calculable polynomialement telle que pour tout p € Py on a [plciy = [9(p)] a1y -

Ceci permet de définir des classes de systeme de déduction se simulant polynomia-
lement les uns les autres, avec comme propriété que si un de ces systémes est (resp.
n’est pas) borné polynomialement, alors toute la classe l'est (resp., et de fagon plus
intéressante, ne 'est pas), d’ou 'utilité de I’étude de ces classes. Stephen COOK et Ro-
bert RECKHOW (1979) montrent ainsi que tous les systémes schématiques corrects et
complets pour la logique propositionnelle du premier ordre, ainsi que la déduction natu-
relle et le calcul des séquences restreints a cette logique se simulent tous polynomialement
les uns les autres. Au contraire, le calcul des séquences sans coupure ne simule pas po-
lynomialement ces systemes, car il existe une famille de formules exhibée par Richard
STATMAN (1978) qui ont une démonstration de taille au moins exponentielle sans cou-
pure, mais qui ont des démonstrations de taille polynomiale avec coupures. On parle
alors de réduction de taille exponentielle entre le calcul des séquences sans coupure et
avec.

Définition 5.2 (Réduction de taille). Pour une fonction h sur les entiers, un systéme
de déduction (A, Py, []15™, [1c1y) réduit par h la taille des démonstrations d’'un systéme
de déduction (A,Pa, [|5™, [1c1y) 8'il existe une famille infinie (a;)ien de tautologies du
second systéme (donc de formules de [Pfy(0)]ciy) telles que pour tout i il existe une
démonstration de a; dans le premier systéme (donc une démonstration p € Pf{(0) N
[ai]allj dont la taille est plus petite que h appliquée a la taille de toute démonstration g
dans le second systeme (q € Pfo(0) N [ailgy) ¢ 1ol < h(lq]).-

On dira qu’un systéme de déduction réduit la taille des démonstrations d’un autre
systéme arbitrairement s’il la réduit par toute fonction sur les entiers.

La proposition suivante précise une des méthodes souvent utilisée pour montrer qu’un
systeme de déduction réduit arbitrairement la taille des démonstrations d’un autre :

Proposition 5.1. Un systéeme de déduction (A, Py, []X™,[|c1y) réduit la taille des dé-
monstrations d’un systéme de déduction (A, Py, [|7™, [|c1) arbitrairement s’il existe une
famille de formules (a;);en telle que
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A L XVX - .

ail XV ox aw | X ac| e X atomique pour ai ], aw | et ac|
3 XANYVZ) o (XAY)V(ZAW)
(XANY)VvZ (XVZ)NY VW)

F1G. 5.1 : Systéeme d’inférence profonde KS pour la logique classique propositionnelle

— il existe une borne k € N telle que pour tout i il existe une démonstration p € Pf(()
telle que [plcy; = a; et |p| < k;

— pour tout i il existe une démonstration p € Pf,(0) telle que [plciy = ai;

— il n’existe pas de borne k telle que pour tout i il existe une démonstration p € Pf4(()
telle que [plciy = a; et |p| < k.

Dans ce chapitre, nous allons essentiellement étudier dans quelle mesure la déduction
modulo permet de réduire la taille des démonstrations. Pour cela, on s’appuiera sur deux
approches.

Premierement, Alessio GUGLIELMI (2007) a introduit le formalisme de 'inférence pro-
fonde, qui consiste a utiliser des systemes de déduction qui peuvent s’appliquer en pro-
fondeur sur les formules, de la méme fagon qu’on réécrit des termes en profondeur. Kai
BRUNNLER (2003) généralise donc le calcul des séquences pour pouvoir appliquer les
regles d’inférence a tout niveau. Le systeme KS ainsi obtenu est représenté dans la figure
5.1. Ces regles peuvent s’appliquer a n’importe quelle profondeur dans une formule, et
il faut les appliquer modulo I’associativité et la commutativité de V et A, et le fait que
T est neutre pour A et idempotent pour V, et que dualement | est neutre pour V et
idempotent pour A. Le systeme KS est analytique, dans le sens ou quand on fait une
recherche de démonstration de bas en haut, on n’a pas besoin de deviner des formules
supplémentaires, celles présentes dans le but courant suffisant a définir les instances
des regles d’inférence que 'on peut y appliquer. En particulier, il n’existe pas de regle
équivalente a =, qui est présente dans d’autres systemes d’inférence profonde et qui est
alors

ai] XADX AJX

X atomique

Paola BrRuscoLI et Alessio GUGLIELMI (2009) ont montré que KS réduit exponentiel-
lement la taille des démonstrations du calcul des séquences sans = . Pour obtenir ceci,
ils démontrent que les formules de STATMAN qui ne possedent pas de démonstration de
taille polynomiale en calcul des séquences sans coupures possedent des démonstrations
de taille polynomiale dans KS.

Il semble donc que le fait d’appliquer des regles d’inférence en profondeur dans les
formules permet de réduire la taille des démonstrations. Dans une certaine mesure, la
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déduction modulo permet également d’appliquer des regles en profondeur, puisqu’on
les applique modulo une congruence sur les formules. Nous allons donc voir comment
propager les résultats de Paola BRUSCOLI et Alessio GUGLIELMI (2009) a la déduction
modulo.

Le deuxieme point qui permet de penser que la déduction modulo permet de réduire
la taille des démonstrations est le fait qu’elle permet de simuler des systemes de déduc-
tion pour la logique d’ordre supérieur dans des systéemes de premier ordre modulo sans
changer la taille des démonstrations, comme 'on montré Gilles DOWEK et collabora-
teurs (2001). Or, un résultat énoncé par Kurt GODEL (1936) et démontré plus tard par
Rohit PARIKH (1973) dit que I'arithmétique d’ordre deux réduit arbitrairement la taille
des démonstrations de I'arithmétique d’ordre un. Jan KRAJICEK (1989) a généralisé ce
résultat a tous les ordres, et Samuel Buss (1994) I’a démontré pour le vrai langage de
Parithmétique, alors que les précédents résultats le faisait avec des prédicats ternaire
pour définir I’addition et la multiplication. Le théoréme prouvé par Samuel BUSS est le
suivant :

Théoréme 5.2 (Samuel Buss, 1994, théoréme 3).
Pour tout systéme schématique A; pour Uarithmétique d’ordre i et A;+1 pour larithmé-
tique d’ordre i + 1, il existe une famille de formules (Pj);en telle que
— 1l existe une borne k € N telle que pour tout j il existe une démonstration de P;
dans A1 en au plus k étapes ;
— pour tout j il existe une démonstration de P; dans A; ;
— il n’existe pas de k tel que pour tout j il existe une démonstration de P; dans A; en
au plus k étapes.

Nous chercherons donc & voir dans quelle mesure ce théoreme est invalidé si on simule
I’arithmétique d’ordre supérieur dans un systéeme du premier ordre modulo.

5.2 Réduction de taille en déduction modulo

5.2.1 Exemple simple

En déduction modulo, une partie de ’aspect calculatoire des démonstrations peut
étre passée dans les conditions des regles d’inférence. Si on considere que la taille d’une
démonstration est son nombre d’applications de regles d’inférence, alors on voit que le
fait de travailler en déduction modulo doit pouvoir réduire la taille des démonstrations.
Néanmoins, comme indiqué ci-dessus, si on veut rester dans le cadre formel définit par
Stephen COOK et Robert RECKHOW (1979), il faut pouvoir vérifier les démonstrations
en temps polynomial. Si on autorisait n’importe quel systeme de réécriture, et comme
la réécriture a la puissance des machines de TURING, il va de soi qu’on pourrait faire
diminuer la taille des démonstrations, en utilisant par exemple un systéeme de réécriture
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qui réécrit toutes les tautologies en T. Dans ce cas, les démonstrations ne seraient par
contre pas vérifiables en temps polynomial, puisqu’il faudrait calculer pour chaque regle
d’inférence si les conditions sont respectées, ce qui peut méme étre indécidable. Nous
allons montrer que 'on peut obtenir des réductions de la taille des démonstrations y
compris dans les cas ot on est capable de vérifier les démonstrations en temps polynomial.

Pour cela, il suffit de considérer un systeme de réécriture encodant I’addition par un
prédicat ternaire :

| Add(s(2), 5, 5(2)) — Add(w,y, 2)
On encode un entier naturel n € N de facon standard par n = s(---s(0)). Pour ce
e
n 1018

systéme, «—— est calculable polynomialement. En effet, ce systéme est confluent, et il
termine en un nombre d’étapes linéaire par rapport a la taille des termes. Pour vérifier
que deux formules sont congruentes, il suffit donc de comparer leur forme normale.
Pourtant, il existe une réduction de taille arbitraire entre le calcul des séquences modulo
Add et le calcul des séquences étendu par toute présentation finie compatible avec Add.

Proposition 5.3. [l existe une famille de formules (a;)ien telle que pour toute présen-
tation finie I' compatible avec Add,
— pour tout i, on peut démontrer v a; en calcul des séquences modulo Add avec une
seule régle d’inférence ;
— 14l n'existe pas de borne au nombre d’applications de régles d’inférence nécessaires
auzx démonstrations de I' v a; en calcul des séquences sans modulo.

Le fait d’utiliser une présentation compatible nous dit que ’on a une démonstration
de I' + a; pour tout ¢, donc on peut utiliser la proposition 5.1 pour obtenir une réduction
de taille arbitraire comme corollaire de cette proposition.

Démonstration. On prend comme famille de formules (Add(i,3,2i));cy. Comme

Add(i,1,2i) L>Add(0,1, i) — T, on a la démonstration en calcul des séquences mo-
dulo

T i, 20)

Considérant maintenant une présentation finie I' compatible avec Add. Les démons-
trations de I' +~ Add(i,i,2i) vont devoir détailler les calculs. I' est constituée uni-
quement de formules vérifiées par 1'addition. Par exemple on peut avoir des formules
Vo y, Add(z,x,y) = Add(s™(x),s™(x),s*™(y)) pour un m fixé qui permet de diviser
le nombre d’étapes de calculs par m. Néanmoins, comme on a un nombre fini de for-
mules dans la présentation, cela ne suffit pas & borner la taille des démonstrations de
T+ Add(i, i,2i). 0
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5.2 Réduction de taille en déduction modulo

Remarque 5.1 : Ce n’est plus vrai si on considere des présentations compatibles infinies.
Il suffit pour s’en convaincre de prendre une présentation compatible contenant toutes
les formules a;.

Remarque 5.2 : Nous aurions pu utiliser ’encodage de ’addition par un symbole de
fonction (infixe) + plutét qu'un prédicat ternaire comme ci-dessus, avec le systéme sur
les termes

O+y—uy
s(x) +y — s(x+y)

Dans ce cas il aurait fallu fixer la signature utilisée pour étre sir de pouvoir obtenir une
présentation compatible finie. Une autre solution serait de travailler avec un prédicat
d’égalité vérifiant I’axiome de réflexivité (2.23) et le schéma d’axiome de LEIBNIZ (2.24).
On considere alors des présentations compatibles qui sont finies si on ne compte pas ce
schéma.

5.2.2 Calcul des structures en déduction modulo

On peut étre satisfait par le résultat précédant, qui montre que la déduction modulo
peut permettre de réduire la taille des démonstrations de fagon non bornée. Toutefois,
si la taille des démonstrations est réduite, le temps qu’il faut pour les construire est le
méme, puisqu’il faut alors détailler toutes les étapes du calcul. En utilisant les résultats
de Paola BRUSCOLI et Alessio GUGLIELMI (2009) en inférence profonde, nous démontrons
que la déduction modulo permet de réduire la taille des démonstrations y compris si on
y compte le nombre d’étapes de réécriture. Pour cela, on integre le systeme KS décrit
dans la figure 5.1 dans un systeme de déduction modulo.

Les regles d’inférence de KS peuvent étre vue comme un systeme de réécriture mo-
dulo associativité, commutativité et propriétés de T et L. L’idée est alors de travailler
modulo ce systeme. Néanmoins, en déduction modulo, on ne réécrit que des propositions
atomiques, ce qui empéche de faire ceci directement. Nous allons d’abord encoder les
formules par des termes, puis appliquer les regles de KS sur ces termes avant de les dé-
coder. Pour cela, on utilise une astuce assez courante en déduction modulo, qui consiste
a mimer la signature des prédicats a ’aide d’une signature pour les termes. Pour chaque
symbole de prédicat A on considére un symbole de fonction A de méme arité. Ici, comme
on se place en logique propositionnelle, on peut se contenter de prédicats nullaires et de
constantes. On encode également les connecteurs logiques par des symboles de fonctions.
Ici, on se contente de T, L, =, A et V qui sont les connecteurs utilisé dans KS. On a
donc deux constantes T et @, un symbole de fonction unaire - ainsi que deux symboles
de fonction binaires N et U. On ajoute ensuite un prédicat unaire €. On cherche a ce que
€(t) soit équivalent a la formule encodée par ¢t. On utilise donc le systéme de réécriture
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Chapitre 5 Taille des démonstrations en déduction modulo

suivant :

— A (A prédicat nullaire)

On utilise également un prédicat nullaire spécial C' qui permet de lancer la réduction.
C—"€T) .

Pour les regles de KS, on va les voir comme des regles de réécriture allant de haut en
bas. Comme ces regles d’inférence correspondent a des implications vue de haut en bas,
et non des équivalences, on utilise des regles polarisées. On considere donc le systeme de
réécriture sur les termes suivant :

T =" AUu-A (A prédicat nullaire)
@ s A "
AUuA -~ A "

zrN(yUz) =" (zNy)Uz
(zNy)U(zNw) =" (zUz2)N(yUw)

On notera S la réunion de ces deux systémes. Il est a noté que 1’on doit alors appliquer
ce systeme de réécriture modulo associativité, commutativité de A et V, et modulo
propriétés de T et L. Rigoureusement, ce n’est pas possible en déduction modulo telle
que nous ’avons présentée. Néanmoins, la formulation originelle par Gilles DOWEK et
collaborateurs (2003) utilise en fait une congruence basée sur un systéme de réécriture
et une théorie équationnelle qui pourrait comprendre 1’associativité, etc.

On peut montrer que travailler modulo ce systeme de réécriture n’ajoute rien d’un
point de vue logique.

Proposition 5.4. Si on peut démontrer une séquence en logique propositionnelle qui ne
comporte pas de € en calcul des séquences polarisé modulo IS alors on peut la démontrer
en calcul des séquences sans modulo.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que puisque les regles de KS sont des implications
valides, si €(p) ICSL> €(q) et que €(p) é P et ¢(p) é Q pour des formules P et () sans e,

alors on peut démontrer P = @) dans le calcul des séquences non modulo. Il suffit alors
d’utiliser une coupure avec cette démonstration pour passer de P a ). De méme, si on a

C P ¢(T) on peut le remplacer par une coupure et une démonstration de C' = T. [
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5.2 Réduction de taille en déduction modulo

KS LK modulo S
N a ;%:n S,
O(n2) 4 !
T e(sn)
f
0(n?)
f
|
Sn T
0(n*)4 L
= On
T ¢ = S,

Fi1G. 5.2 : Simulation d’une démonstration dans KS en déduction modulo

On peut alors utiliser la famille de formules de Paola BRUSCOLI et Alessio GUGLIELMI
(2009) pour montrer que le calcul des séquences sans = modulo KS réduit la taille
des démonstrations du calcul des séquences sans = exponentiellement, y compris si on
compte les pas de réécriture dans la taille de la démonstration. On consideére donc les
formules de STATMAN définies récursivement :

Définition 5.3 (Formules de STATMAN). On considére une signature infinie composée de
prédicats nullaires Cy et D; pour tout i € N. On définit alors récursivement les formules
suwantes (k <n) :

P E Cp A =Gk VaDgy1) A A (=Cp V —Dy) ;

déf

- QF = DiA (7Cry1V = Drg1) A= A(=Cy V =Dy ;

=Sy E (CuAD) V(P AQr_ )V -V (PFAQE)V —~CoV —Dy.
Proposition 5.5. Le calcul des séquences polarisé modulo KKS sans coupure réduit expo-
nentiellement la taille des démonstration du calcul des séquences sans coupure, y compris

en comptant les étapes de conversion dans la taille de la démonstration.

Démonstration. La figure 5.2 illustre cette démonstration. Le nombre de proposition
atomiques de S, est 2n? + 2. Comme les négations sont toutes au niveau des atomes, le
nombre de symbole y apparaissant est donc au plus de 2x (2n2+2)+2n2+1 = 6n2+5. On
peut donc encoder S,, au niveau des termes en un terme s, tel que €(s;,) é S, en au plus
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6n% + 5 étapes. De plus, Paola BRUSCOLI et Alessio GUGLIELMI (2009, Théoréme 3.12)
nous disent que TIC% Sp €en O(nz) étapes. On a donc C’K% S, en O(nQ) étapes. On

peut donc démontrer les formules C' = S, sans coupure en O(nQ) étapes. Ce n’est pas
possible en calcul des séquences sans coupure d’apres Richard STATMAN (1978). ]

Le principal défaut de IS est son absence de confluence. La réduction du non-
déterminisme du calcul des structures est d’ailleurs un sujet actif de recherche, prin-
cipalement étudié par Ozan KAHRAMANOGULLARI (2006). De plus, si on a une signa-
ture infinie, on aura également un systeme de réécriture infini, du fait de la premiere
regle permettant d’encoder les propositions atomiques. On peut bien entendu limiter la
signature a celle des formules que ’on cherche a démontrer.

5.3 Simulation de I'arithmétique d’ordre supérieure en
arithmétique du premier ordre modulo

Comme il est indiqué plus haut, 'arithmétique d’ordre deux réduit arbitrairement la
taille des démonstrations de I'arithmétique d’ordre un. On peut méme démontrer une
telle réduction entre l'ordre ¢ et 'ordre ¢ — 1 pour tout ¢ > 1. Nous nous intéressons a
la facon d’utiliser la déduction modulo pour rester au premier ordre sans augmenter la
taille des démonstrations.

5.3.1 Systeme schématique pour I'arithmétique d’ordre i

Nous donnons maintenant un systeme schématique particulier pour 'arithmétique
d’ordre i. Il s’agit de le fixer pour la suite, mais nous aurions tres bien pu en choisir un
autre, Samuel Buss (1994) ayant démontré le théoréme 5.2 pour n’importe quel systeme
schématique, et méme en fait pour des généralisations de systemes schématiques dans
lesquelles il est possible d’utiliser n’importe quelle tautologie comme axiome. Il est a
noter que 'arithmétique d’ordre ¢ peut étre vue comme une théorie en logique du premier
ordre, dans le méme sens que la théorie des ensembles de ZERMELO est une théorie du
premier ordre. Néanmoins, Czestaw RYLL-NARDZEWSKI (1952) a démontré qu’il n’en
existe pas de présentation finie, si on reste dans la méme signature.

L’arithmétique d’ordre ¢ est une théorie multisortée avec pour sorte 1,...,1 et pour
signature
0:1 +:[1;1] —1 =:[1;1]
s:[1]—1 x ;1] — 1 €l i+ 1]

pour 1 < j <.

Nous avons besoin de regles d’inférence pour la logique classique du premier ordre
avec égalité. Pour cela, on prend les régles d’inférence (2.4) a (2.24) (cf. section 2.3.2).
On a besoin ensuite d’un certain nombre d’axiomes pour définir les symboles de fonction
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de la signature. Ces axiomes sont parfois appelés les axiomes de ROBINSON (cf. Andrzej
MosTowskKl, Raphael ROBINSON et Alfred TARSKI, 1953).

Vol = 0 = s(zh) (5.1)
velyl, s(z!) = s(y!) = 2! = ¢! (5.2)
Vol (=2t =0) = ', 2! = s(y') (5.3)
Vol 2t 4+ 0 =2t (5.4)
valy' 2!+ s(yt) = s(at +yt) (5.5)
vzl 21 x0=0 (5.6)
valyl, ot x s(y') = 2! x y + 2! (5.7)
Il y a ensuite le schéma d’induction

A(0) = (W', A" = As(y"))) = Va', Az') (5-8)

et entre chaque ordre un schéma de compréhension (cf. section 2.2.2)
3 vy, & AT e A®Y) (@7 ¢ FV(A()) (5.9)

pour tout 1 < j < 1.

Remarque 5.3 : (5.3) est redondant a partir du moment ol on a le schéma d’induction,
ce qui fait qu’on pourra ne pas le prendre en compte dans la suite.

Remarque 5.4 : Suivant qu’on consideére ou non le schéma d’axiome du tiers exclu (2.20),
c’est-a-dire suivant qu’on se place en logique classique ou intuitionniste, on parle d’arith-
métique de PEANO ou de HEYTING. Les résultats de ce chapitre sont valables dans les
deux cas. Si on se place en logique classique, il faudra par exemple considérer le tiers
exclu (2.20) comme regle d’inférence de la déduction naturelle.

A partir de maintenant on notera

— par A; % P le fait qu’il existe une démonstration de P dans ce systéme schématique
avec au plus k applications de regles d’inférence ;

— par A; % P le fait qu’il existe un ensemble fini I' d’instances des schémas d’axiomes
(5.1) a (5.9) plus (2.23) et (2.24) tel que I' ~ P peut étre démontré en déduction
naturelle en au plus k£ applications de regles d’inférence ;

— par A; %R P la méme notion mais en déduction naturelle modulo R.

5.3.2 Traduction entre systeme schématique et déduction naturelle

Nous n’avons pas défini de systéme schématique modulo, bien que cela aurait été
possible. Néanmoins, le théoreme 5.2 est démontré pour les systemes schématiques, alors
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Chapitre 5 Taille des démonstrations en déduction modulo

que nous allons travailler en déduction naturelle modulo. Pour résoudre cela, il faut
vérifier qu’il existe des traductions entre systemes schématiques et déduction naturelle
qui ne font pas trop grossir les démonstrations, pour étre sir que les réductions de taille
que nous présenterons ne proviennent pas de la différence entre les systémes d’inférence.
Si on se contentait de travailler en logique propositionnelle, il n’y aurait pas de probleme
puisque Stephen COOK et Robert RECKHOW (1979) ont démontré que les systeémes
schématiques et la déduction naturelle se simulent polynomialement 1'un l'autre. Ici,
pour la logique prédicative, on donne des traductions explicites, qui ne sont d’ailleurs
pas toujours polynomiale, mais qui sont suffisantes pour la suite.

Traduction systeme schématique vers déduction naturelle

Cette traduction est donnée par Gerhard GENTZEN (1934) pour démontrer la correc-
tion et la complétude de ses systemes de déduction par rapport au systeme schématique
composé des regles (2.4) a (2.22). 1l s’agit de démontrer que chacune des régles d’infé-
rence de ce systeme est dérivable en hauteur bornée en déduction naturelle. Par exemple,
au schéma d’axiome (2.8) correspond la démonstration
(X i X =Y = Z]

=

Wy Y= Z
C . 7
— - X = Z (111)(11)
- T Y=>X=>7 Q)

X=Y=2)=Y=>X=>7

et la regle d’inférence (2.22) a la dérivation

324, Y (@) X
(i)
Ll . X- (i)
ol YV(2)) = X
Il est & noter que la condition « y n’est pas libre dans (Jz, Y(x)) = X » permet de
s’assurer qu’on peut trouver un « y [qui] n’est pas libre dans Y (z), X » pour 3.

Les instances des schémas d’axiomes (5.1) a (5.9) plus (2.23) et (2.24) sont quant a
elles laissées telles quelles.

Tw

Proposition 5.6. Il est possible de traduire une démonstration de longueur k dans le
systeme schématique pour l'arithmétique d’ordre v en une démonstration en déduction
naturelle utilisant un nombre fini d’instances de (5.1) a (5.9) plus (2.23) et (2.24) comme
hypotheses de longueur linéaire par rapport a k.

AHSTCP ~r Ai%P
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Traduction déduction naturelle vers systéeme schématique

Pour la traduction en sens inverse, on s’inspire de la traduction d’un A-terme en terme
de la logique combinatoire (cf. Haskell CURRY, Robert FEYS et William CRAIG, 1958).
On définit de fagon mutuellement récursive deux fonctions de traduction : T traduit une
démonstration en déduction naturelle de A utilisant les hypothéses I' en une démons-
tration de A sous les hypotheses I' dans le systéeme schématique constitué des regles
d’inférence (2.4) a (2.22), tandis que T4 traduit une démonstration en déduction natu-
relle de de B utilisant les hypotheses I' en une démonstration de B sous les hypotheses
I", A dans ce méme systéeme schématique.

(4] |
T ™ def Ta T
5 :
- B
7 A=B
™1 ™2 T(7T1) T(TI'Q)
T = A A= B def A A= B
- B (2.4) 5
et i)
T| - A B &«
" AAB
T (m2)
B B = A= Blq. [A= Al2s [ a2
(2.4) [ l¢2.6) (2.4) (2:5) (2.12)
T (m1) (2.4) A= B (A= B)= A= (AAB)
04 A ' A= (AAB)
(24) ANB
™ ) T ()
T<A AANB ) & AAB [AAB = Al(310)
- A (2.4) a1
et pareil avec (2.11) pour lautre coté.
™ T ()
déf
T < T/ A ) =< (2 4) A [A = (AVB)}(2_13>
AV B . AV B
et pareil avec (2.14) pour lautre coté.
(4] (B]
T T ™2 3 dét
v AV B C C
. C
Ta (m2)
Tg (n3) (2.4) A=C (A= C)= (B=C)= (AVB) = Cla.s
T (1) (2.4) B=C ' (B=C)=(AVB)=C
AV B ' (AVB)=C
(2.4) e
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i ) T (m) (2.21) Hy/z}A = {y/z} A2
T {y/=}A e {y/z}A ' {y/z}A = Vz, A
vz, A (2.4) —

Les conditions sont bien vérifiées

T ) T (m)
T ( g Vz, A ) def 0 vz, A Vz, A= {t/z}A](2.18)
T {t/z3A (24) {t/z}A

T T ()
T}A def T x T
T ( - {;Z;,}A ) (2.4) {t/z}A [{t/z}A = 3z, A](2.19)

dz, A
H{y/x}A] T p (m2)
T ™ 2 d:éf T (Wl) (2_22) M
5 3z, A B (2.4) Jz, A 3z, A) = B
~ B B

Les conditions sont bien vérifiées.

T .
T<L L >def
- A

T ()
1 L=A=A) = L](M)
(24 (A= A) =1 (A= A)=1)= (A= A) = Al
[A = A]2.5) (24) (A= A)= A
(2.4)
A
TA) % A
(B]
S déf Tp ()
Ta . C n TA( B=C )
~ B=C
A A
Ta cm ;T def
-~ B B=C
- C
T4 (72) Ta (m1)
2 A=B=C ["’}(248) 24 A= B ["'}(2.9)
(24) ) B=>A=C (24) (B=A=C)=A=A=C
(2.4) Yy
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A A
T o im |
~ B C
" BAC
Ta (1)
Ta (72) (2.4) A= B [(A=B)=(A=C)= A= (BAO)(i2.12)
(24 A=C ' (A=C)= A= (BAC)
’ A= (BAC)
A Ta (7)
T, . asf (2.4) A= (BNCO) [ ]9
~ BAC (2.4) [(BAC) = Bla.10) (BAC)=B)=> A= B
- B ' A= B
et pareil avec (2.11) pour lautre coté.
A T ()
Ta o def (2.4) A=D RlICE))
B ) [B = (BVC)(2.13) (B=(BVQC)=A= (BVC)
- 4
Y BVC (24) A= (BVCO)
et pareil avec (2.14) pour lautre coté.
A A, [B] A, [C]
Ta 1 T2 3 def
v BvC D D
. D
Ta (m2)
. Tr
Te Ta (ms) A=D
A= D 4 B= A= D ["'](2_15) Ta (7‘(‘1)
(2.4) C=A=D (2.4) (C=>A=D)= (BVC)=>A=D (2.4) A= (BVvC) [ ]9
’ (2.4) (BVC)=A=D " ((BVC)=A=D)=A=A=D
' A= A=D
: A= A=D)=A=D
(2.4) (( ) le2.7y
A= D
A
, ) Ta(m)
Ta o - gop) A= y/e}B
. A/=)B @2) = =Ve, B
M Vz, B
Les conditions sont bien vérifiées.
A Ta ()
T, - aét (2.4) A=Vz, B [ 129
, Vz, B (2.4) [(Vz, B) = {t/x}B](2.1s) ((Vz, B) = {t/x}B) = A= {t/=}B
= {t/z}B ' A= {t/z}B
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A T4 ()
T 7 st A= {t/=}B [ 129
A : = .
{t/z}B (2.4) {t/x}B = 3z, B]<2‘19> ({t/z}B = 3z, B) = A= 3z, B
3z, B ' A= 3z, B
A A, [{y/x}B]
Ta 1 T2 d:éf
5 Jz, B C
. C
Ta (m2)
T ( A=C ) Ta (ﬂ'l)
(2.22) {y/z}B= A= C (2.4) A=3Jz, B [ 2.9
'24 Jz, B=> A= C " 3z, B=2A=0)=A=A=C
(24) ony A A0 ol
’ A=C

Les conditions sont bien vérifiées.

A
. Ta(m)

T ST et oy AL (A= 1) = A= Bl

1L (24) A=B

- B

déf
Ta(A) = [A = Al(2.5)

T ()
T, ( g ) déf B B A= B}(zs) si on n’utilise pas I’hypothése A dans
(2.4) 158 i

La définition de T 4 pour = ne boucle pas, car il n’y a plus de 1 dans Tp (7). Néan-
moins, il faut alors définir ce que donne T 4 sur des démonstrations contenant des regles
d’inférence du systeme schématique. Comme (2.4) correspond a = la traduction est déja
définie. Pour les schémas d’axiomes on utilise la derniere définition. Il reste donc le cas
de (2.21) et (2.22).

A Ta (m) w1
A= B=C() (A=B=C()=(AAB) = C()
(AAB) = C(t)

Eﬂ— (gf (2.4)
B=C() 220 o S Ve, c)

B = vz, C(x) (24) A= B = vz, C(a)
ou w; est une démonstration quelconque de (A = B = C) = (AA B) = C, et wa de
((AANB) = C) = A= B = C, qui utilisent les schémas d’axiomes (2.5) a (2.12) et la
regle d’inférence (2.4).

A

Ta

(2.21)

o st
B(t)=C
(3z, B(z)) = C

Ta
(2.22)
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Ta(m)
A= B(t)=C (A= B(t) = C) = B(t) = A= Cl2.3)
(24) B(t)=> A= C
(2(‘222 Jz, B(z) = A= C [(3z, B(z) = A= C) = A= 3z, B(z) = Clas)

A= 3z, B(z) = C

La traduction ainsi obtenue n’est pas linéaire, mais ce sera suffisant pour la suite.

Proposition 5.7. Il est possible de traduire une démonstration de longueur k en déduc-
tion naturelle utilisant un nombre fini d’instances de (5.1) a (5.9) plus (2.23) et (2.24)
comme hypothéses en une démonstration dans le systéme schématique pour l’arithmé-
tique d’ordre i de longueur exponentielle par rapport a k.

N S
avec K dépendant uniquement du systéme schématique choisi pour l’arithmétique.

Démonstration. Posons K le nombre maximum d’étapes qui sont ajoutées en plus des
appels récursifs dans chacun des cas de la définition de T 4.

Montrons tout d’abord que dans les cas ou une démonstration w ne contient pas de
régles =, ¥ ou 2, alors T4 (w)| < K|w|, qu’elle que soit la formule A. Pour cela, on
regarde les différents cas de la définition de T 4, par induction sur w. Nous ne détaillons
que celui de 7, les autres étant similaires : en reprenant les notations de la définition de

T 4 ci-dessus, on a

Ta (@) | =[Ta(m)[+[Ta(m)|+7

< K|m |+ K|m| + K par hypothese d’induction et par définition de K
< K (|mi| + [m2| +1)
< K|w|

Montrons maintenant que dans tous les cas, |T4 (w)| < K =l toujours par induction
sur w. Dans le cas de Z, on a

Ta(@) | =[Ta(m)|+[Ta(m)|+7
< KMl 4 glml 4 g par hypothese d’induction et par définition de K
< gImilHml+
< K=l

Danslecasde ©,ona|T4(w)|=|Ta(Tp(n))|. Par hypothese d’induction, |Tp (7) | <
K7l De plus, Tp (m) ne contient pas =, ¥ ou 2, donc on peut utiliser le résultat

=)

précédent et avoir |T4 (w)| < K|Tp (n)| < K x KI"l < KI7l+1 < K=l
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Dans le cas Y, on a

Ta(@) | =[Tc (Ta(ms))|+|Ts (Ta(m2)) [+ [Ta(m)|+8
< K|Ta(m3) |+ K|Ta(m2) | +[Ta(ms) [+ 8
car T4 (m3) et T4 (m2) ne contiennent pas =, v, 3
<K x K™l 4 K x kIl 4 glml 4 g
par hypothese d’induction et par définition de K
< Klmsl+lmel+mi|+1

< K=l

Le cas ? est similaire, les cas restants sont similaires a celui de =.

On peut alors montrer par induction sur w, en suivant la définition de T, que | T (w) | <
K=l O

5.3.3 Encodage de I'ordre supérieur en déduction modulo
Passer de schémas d’axiomes a un nombre fini d’axiomes

Czestaw RYLL-NARDZEWSKI (1952) a démontré qu’il n’est pas possible d’avoir une
présentation finie de 'arithmétique du premier ordre. Néanmoins, il est possible de se
placer dans une signature plus étendue pour obtenir une présentation finie d’une exten-
sion conservative de cette théorie. Comme I’a démontré Stephen KLEENE (1952a), il est
toujours possible d’étendre la signature d’une théorie présentée sous forme de schémas
d’axiomes pour obtenir une extension conservative présentée par un ensemble fini de
d’axiomes. Plus récemment, Florent KIRCHNER (2006) a démontré un résultat similaire
et obtient des présentations finies qui sont de plus aisément orientables en des regles de
réécriture utilisables en déduction modulo. Sa technique se fonde sur I'utilisation d’un
schéma de compréhension qui peut ensuite étre décomposé en un nombre d’axiome fini
a partir du moment ou la signature est finie.

L’idée est d’utiliser le méme genre de traduction des formules que dans la section 5.2.2.
Néanmoins, on cherche a traduire des formules de la logique prédicative du premier ordre
et non plus seulement propositionnelle. Le prédicat e¢ sera donc binaire, et prendra en
premier argument une liste de termes a substituer aux variables libres de la formule
encodée. Un calcul de substitutions explicites trés simple permettra de la décoder. Etant
donnée une signature multisortée, on I’étend donc avec deux nouvelles sortes ¢ pour les
listes de termes et ¢ pour les classes qui encodent les formules, et on ajoute des nouveaux
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symboles de fonction et de prédicat

A:fsy;...isn] —c pour tout symbole de prédicat A de sorte [s1;. .. ;S
1%:s S®:[s] —s I Iss ) — s nil : ¢

25 sl — 4 U:c;e] —c N:ee] —c D:ce] —c
0:c Pl —c C®:c] —c €: [4;¢]

pour toute sorte de la signature de départ s. L’idée est alors de remplacer les variables
propositionnelles X (¢1,. .., t,) dans les schémas d’axiomes par une proposition atomique
(ty =51 - uSnt g, o5nonil) e € avec s; la sorte de t;. Pour simplifier, on notera (t1,. .. ,t,)
la liste (¢1 ::%¢ - -« ::®=1 ¢, 257 nil) pour les bonnes sortes. En appliquant cette idée sur les
schémas d’axiomes de l'arithmétique d’ordre i, c’est-a-dire les schémas d’axiomes (2.24),
(5.8) et (5.9), on obtient les nouveaux axiomes suivants

V2l al gl 2l =yl = (@) e ¢ = () e 2© (5.10)
V2%, (0) € 2° = (Vy', (y') € 2° = (s(y')) € 2°) = Va', (z') € 2° (5.11)
V2, 3t Wy, o € it e (i) e 2© (5.12)

Il faut également des axiomes pour encoder les formules dans des termes de sorte c.
Dans le cas ou la signature est finie, ce nombre d’axiomes sera fini.

V!, il = (5.13)
Vad, VIt V2 1 = ) (5.14)
vl Wy, vib, SH(a)[yF R 1 = 1) (5.15)
Vast, L Ve VIE f(ast L a1 = FES ), s 1Y) (5.16)
pour tout symbole de fonction f d’arité [s1;...; sy]
Vst L Vasn VIE 1 e A(aS, . atn) < A1 L et 1Y) (5.17)
pour tout symbole de prédicat A de sorte [s1;...; Sp]

Val, Wy, VIt e atuyt = 1feat Vit eyt
Ve, Wy, VIt e atnyt el e a® ALl ey
Val, Vo, VI, et Dyt ll et =10 ey
Vi, tede L
v, Vit (1Y e Pi(a®) & 3y, o I 18 e 2°)
Vs, VI¢, (18 e O(a°) & Vi, o I 18 e 2°)
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Pour Iarithmétique d’ordre 4, on a donc trois axiomes pour (5.16) :

val, VI, (2] = (')
Vl‘l, Vyl, WZ, (1_1 +y1)[l€]1 — xl[li]l +y1[l€]1
val, vyt VIt (! x oy = 2 T <yt !

et i axiomes pour (5.17) :
val, vyt VIS 1 e = (@t yh) & 2 1 =y !

vad, vyt it 1 e @)yt o 21 & i Tt

pour 1 <7 < 1.

Florent KIRCHNER (2006, Proposition 4) montre que 1’on obtient une extension conser-
vative de la théorie de départ. En particulier, si on note A%"® la théorie présentée par
les axiomes (2.23) et (5.1) a (5.7), plus (5.10) a (5.23), alors A"® est une extension
conservative de I'arithmétique d’ordre 1.

Un systéme de réécriture pour encoder I'ordre supérieur

Comme on le voit, les axiomes (5.13) & (5.23) s’orientent facilement en des regles
de réécritures sur les termes et sur les propositions. Nous cherchons ici a encoder tout
ce qui concerne l'ordre supérieur dans des regles de réécriture, pour se ramener a des
formules de I'arithmétique du premier ordre. Il nous faut donc essentiellement également
transformer les axiomes (5.12) pour 1 < j < i en regle de réécriture propositionnelle.
Pour cela, nous les skolémisons afin d’obtenir une quantification uniquement universelle
de I’équivalence. On rajoute donc des symboles de fonction comp! de sorte [j] — ¢ pour
2 < j <i et on obtient les axiomes

V2, Yy, oy ) comp (%) & () € 2© (5.24)

On note alors A%* la théorie dont une présentation est celle de A%* dans laquelle on a
remplacé (5.12) par (5.24).

Proposition 5.8. Afk est une extension conservative de l’arithmétique d’ordre 1.

Démonstration. D’apres Dirk VAN DALEN (1989, corollaire 3.4.5), la théorie présentée
par A U {(5.24)} est une extension conservative de A¥*. Or Th (A U {(5.24)})
Th (Agk U {(5.12)}) = Th A3* car (5.12) est démontrable & partir de As*.

o

Il y a deux facons d’orienter (5.24). Si on oriente dans le sens (y) € z — y € comp'™1(z)
alors on va perdre la confluence avec les autres regles issues des axiomes (5.13) a (5.23).
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zhilf) — z le éjl(xl,xg) — ay [l & [l
Uzl -z leyUz—leyViez
Si(x)[y K1 — 2[l) leyNz—leyNlez
s(z)[]* — s(z[l]Y) leydz—ley=lez
(1 4+ 22)[1]F — 29[ + 2ol leh)— L
(1 x 2)[I]F — 21 [1])! x 2o[l)t lePi(y) — .zl ley
le = (21,72) — x1[l]! = xo[l]) leCl(y) =Vz.z:dley

z el comp’t(y) — x:d niley
pour 1 < j,k<ietl<j <i.

Fia. 5.3 : Systeme de réécriture encodant l'ordre supérieur HO;

On pourrait alors compléter le systéme obtenu, mais le systéme final serait inutilement
compliqué. On oriente donc dans le sens y € comp!t!(2) — (y) € z. On considere donc,
pour un ordre ¢ donné, le systeme HQO; de la figure 5.3.
Ce systeme a les propriétés suivantes :
— Il est fini, pour un ¢ donné.
— II est localement confluent : on peut facilement joindre les seules paires critiques
qui sont de la forme f(¢y,... ,tn)%f(tl, e ,tn)[nil]7{—o>_f(t1[nil], ..., ty[nil]) pour

fe{+;x;s}.

— Il est linéaire a gauche, c’est-a-dire que les variables n’apparaissent qu’une seule fois
dans les membres gauches.

— Il termine pour ¢ = 2, c’est-a-dire si on est intéressé par la réduction de taille entre
Iarithmétique d’ordre 2 et d’ordre 1. Plus généralement, si on ne prend en compte la
derniére régle que pour 5/ =i — 1, alors on peut aussi montrer la terminaison. Dans
ce cas, on considérera la différence entre ’arithmétique d’ordre i —1 et 'arithmétique
d’ordre i (pour laquelle il existe une réduction de taille arbitraire). Nous conjecturons
néanmoins que le systéme termine y compris quand on considere la derniere regle
pour tout 1 < j/ < i.

Proposition 5.9. Le systeme de réécriture HOo termine.

Démonstration. On peut par exemple le démontrer en utilisant I'outil AProVE. On
obtient alors la démonstration donnée dans ’annexe A. O

On peut se demander si, a partir de cette démonstration de terminaison et & ’aide des
quasi-interprétations de Guillaume BONFANTE, Jean-Yves M ARION et Jean-Yves MOYEN
(2005), il ne serait pas possible de borner la complexité de la congruence engendrée par

HO.
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Conjecture 5.1.
Pour tout i > 2, le systeme de réécriture HO; termine.

On sait que A$* est une extension conservative de I'arithmétique d’ordre i. Comme les
axiomes (5.13) & (5.24) sont compatibles avec HO;, on sait donc qu’'une proposition du
langage de I'arithmétique d’ordre ¢ est démontrable dans le systeme schématique pour
A; ssi elle est démontrable sous les hypotheses (2.23) et (5.1) a (5.7) plus (5.10) et (5.11)
en déduction naturelle modulo HO;. Toutefois, nous sommes également intéressé par la
taille des démonstrations, donc nous allons montrer comment passer d’une démonstra-
tion dans le systeme schématique pour A; en une démonstration en déduction naturelle
modulo HO; sans accroitre la taille.

Florent KIRCHNER (2006, proposition 2) montre qu’il est possible d’encoder toutes les
formules du langage de départ, c’est a dire que pour chaque formule P du langage de
larithmétique d’ordre i et pour tout liste finie de variables z3',...,z}", il est possible
de démontrer

C S1 S
det, Vai', ..., V",

(}',...,") eef < P .
De plus, la démonstration de cette proposition est constructive et permet de définir
de maniere précise quel est le terme qui peut instancier e pour démontrer la formule
ci-dessus. Cela donne la définition inductive suivante :

s‘(Z) déf

|z = =z

’mil‘xil,...,xfﬁ det 1

’xs‘xsl17...,:ci” def S(’xs‘w?,...,xfﬁ) i 2° + wil
o = 0

‘O‘xil jeoey gt def Sl(‘O’xZQ,...,xfﬁ)

Js(t)[FA (g3

51 Sn déf S1 Sn, S1 Sn
|t1 +t2‘x1 I st déf ’tl‘wl ey ‘t2|x1 Jees T
S S 2 S S S 3.
i gy gy
S1 sn . s s
Ty Tyt dEf . zt LT T1,...,Tn
et1=t2 - (’tl‘ T 7|t2’ T )
R LR 1T S s1 sn
1 omotn «© GJ(‘t1|a}1 PN %% |t2’$1,...,xn)
t1E1to ’
e:r?, ST
I =
s s s
emll,Q.,mZ déf 5 (exll,..l,zfl" zt, ,zfl”)
P= - P ' -q
ew; ool (Ef m(exil’ »Tn Z‘ilv 7$§l )
PAQ - P s &q
B T T
PVQ - P »~q
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S1 sn . s .51 sn
T 5Ty déf S/ TS, X e Ty . g s1 s
6VxS,P — C (613 ) S1 X Q/{"El ,...,l'nn}
S1 sn . s .51 sn
T ey Ty déf S/ T5X T e Ty ) s1 S
€5 p = P(ep ) sia® & {z7",..., 2"}
Pour les deux dernier cas, on fait une a-conversion si jamais z° € {z7',..., 25" }.
Lemme 5.10. Pour toute proposition P, toutes variables xi',... a5 et tous termes
t1,...,t, de sorte si,...,sp,
S1 Sn
Ty enTn + S1 ]
(tr,.-otp) e ep 7 —{t1/a, ..ty Ja } P
HO;
. . . . P 3L, a5
Démonstration. Par induction sur la définition de e} . O

Ezemple 5.1 : Pour P £ g1 = Ov3y2, 2z €l y, onaegg1 = (= (1,5(0)))uP? (él(S(l), 1))

et (t) € egl St =0V 32, t el 2
HO;

Soit fA la présentation finie constituée des axiomes (2.23) et (5.1) a (5.7) plus (5.10)
et (5.11). On notera fA %R P ¢’il existe une démonstration de fA — P en k étapes en
déduction naturelle modulo le systéeme de réécriture R.

Proposition 5.11. 1] est possible de traduire une démonstration de longueur k d’une
formule P dans le systéme schématique pour l’arithmétique d’ordre i en une démonstra-

tion de fA v P en déduction naturelle modulo HO; de longueur linéaire par rapport a
k.

S N

Démonstration. On utilise la traduction de la section 5.3.2 pour traduire les regles d’in-
férences (2.4) a (2.22) en dérivation de la déduction naturelle. Il reste ensuite a traduire
les instances des regles du systeme schématique qui ne sont pas dans fA, c’est-a-dire les
schémas d’axiomes (2.24), (5.8) et (5.9). On propose les démonstrations suivantes

[Vz¢, Valyl, 2l =yt = () e 26 = (y') e ZC](s.lo)
valyl ol =y = P(2!) = P(y!)

—

(on instancie z¢ par e"f;(xl) et alors (x!) € eg(xl) = (y') e ej@l(xl) = P(zh) = P(yY))

[Vz¢.(0) € 2¢ = (Vyl, (y') € 2¢ = (s(y')) € zc) = vl (z!) e 2 (5.11)
P(O) = (Vyl, Py') = P(s(yl))) = V!, P(z!)

v

—

. . 1 *
(on instancie z¢ par €p(y1y €6 pour tout ¢, (t) e €p(a) — P(t))
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[y €5 comp (e 5, )i
o | i EJi compjﬂ(ef;(xj)) =yl & compj“(e"’;(wj))
[y € comp]“(e?;(xj))](i) :

yl el compjﬂ(ef;(xj)) =yl &l compjﬂ(efgj(ﬂ))

[

(i)

T

(1)

yl el compi“'l(eg(xj)) sy g comp”l(eg(rj))

<T

Vi, i) € comp’“(e”fj(zj)) &y e ComP]Jrl(@f:(xj)) y el com;ﬂ“(ef,f(zj))
32 Vi i & 2 o P(y) — () € epy — P1)

wT

On voit que la taille de ces démonstrations ne dépend pas de l'instance du schéma
d’axiomes, c’est-a-dire de P(x), ce qui justifie le fait que la traduction est linéaire.  [J

On peut également formuler le méme résultat entierement en déduction naturelle sans
passer par les systemes schématiques :

Théoréme 5.12.

1l est possible de traduire une démonstration de longueur k en déduction naturelle utili-
sant un nombre fini d’instances de (5.1) a (5.9) plus (2.23) et (2.24) comme hypothéses
en une démonstration de fA v P en déduction naturelle modulo HO; de longueur linéaire
par rapport a k.

N N
Démonstration. Ici, on a juste & traduire les instances des schémas d’axiomes (2.24),
(5.8) et (5.9) comme dans la démonstration ci-dessus. O

5.3.4 Présentation purement calculatoire de I'arithmétique d’ordre supérieur

Lisa ALLALI (2007) différencie trois facons de présenter une théorie : via un ensemble
d’axiomes, via un systeéme de réécriture modulo lequel les démonstrations sont effectuées,
ou une combinaison des deux. Elle dit alors suivant les cas que la présentation est azio-
matique, purement calculatoire ou modulo. Ci-dessus, nous avons d’abord donnée une
présentation axiomatique de I'arithmétique d’ordre supérieur, quand nous avons défini
son systeme schématique, puis nous en avons donné une présentation modulo avec fA
modulo HO;. Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2005) ont quant & eux présentée
Iarithmétique du premier ordre de fagon purement calculatoire. Nous nous intéressons
donc ici & trouver une présentation purement calculatoire de I'arithmétique d’ordre su-
périeur, en prenant soin toutefois de ne pas faire exploser la taille des démonstrations.
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Notons tout d’abord que Sergei VOROBYOV (1988) a démontré qu’il n’est pas possible
d’axiomatiser ne serait-ce que l'arithmétique de PRESBURGER sans quantificateur (qui
est pourtant décidable) a l'aide d'un systéme de réécriture convergent. Ce que nous
allons démontrer n’est pas en contradiction avec ceci, d’une part parce que le systeme de
réécriture que nous allons utiliser n’est pas terminant, d’autre part parce que la déduction
modulo permet d’avoir des étapes de déduction en plus des étapes de réécriture.

Si on part de fA modulo HO;, il nous reste donc a orienter 'axiome de réflexivité
(2.23), les axiomes de ROBINSON (5.1) & (5.7) (moins (5.3), cf. remarque 5.3) et les deux
axiomes restants avec les classes (5.10) et (5.11)

Orienter les axiomes définissant ’addition et la multiplication ne pose de probleme.
Pour orienter 'axiome correspondant au schéma d’axiome de LEIBNIZ et celui de la
réflexivité, on utilise I’axiome suivant qui équivaut a leur conjonction :

Vol b, 2l =yt o (V26 (@) € 2° = (') € 29) (5.25)

Pour les axiomes (5.1) et (5.2), au premier ordre, ont été proposées essentiellement
deux méthodes. Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2005) étendent la signature avec
un symbole de fonction pred et un prédicat unaire Null et ajoute les axiomes suivant
permettant de les définir :

pred(0) = O (5.26)
vzl, pred(s(z!)) = (5.27)
Null(0) (5.28)

Vol = Null(s(z!)) (5.29)

Il est alors possible de démontrer (5.1) et (5.2) en utilisant ces quatre axiomes et ceux
pour I’égalité. L’intérét d’utiliser ces nouveaux symbole et prédicat est que ’égalité est
alors uniquement définie par la réflexivité et le schéma de LEIBNIZ, ce qui simplifie
la construction d’un pré-modele comme le font Gilles DOWEK et Benjamin WERNER
(2005). Lisa ALLALI (2007) a une autre technique, qui permet méme de se passer de ces
axiomes pour 1’égalité. Elle utilise les quatre axiomes :

0=0 (5.30)

vzl -0 = s(z!) (5.31)

vzl —s(z') =0 (5.32)

vzl gt s(zl) = s(yh) e 2t =3t (5.33)

Elle montre alors que 'arithmétique du premier ordre peut étre présentée par ces quatre
axiomes, les axiomes (5.4) a (5.7) et le schéma d’induction. Nous ne savons pas dans
quelle mesure ce résultat peut-étre étendu & 'arithmétique d’ordre supérieur. En effet,
le schéma de LEIBNIZ peut alors étre instancié par des formules comportant des €7, et
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il nous semble qu’il n’est alors pas possible de s’en passer. Une solution consisterait a
garder le schéma d’axiomes de LEIBNIZ et d’y ajouter une orientation des axiomes (5.30),
(5.31) et (5.33) (sachant que (5.32) est alors redondant). Il serait alors difficile de trouver
une interprétation de = dans un pré-modele ou dans une algebre ordonnée de valeurs
de vérité. Par la suite, nous utiliserons donc la technique de Gilles DOWEK et Benjamin
WERNER (2005) avec le symbole de fonction pred et le prédicat Null.

Il reste a trouver un systeme de réécriture correspondant au schéma d’axiomes d’in-
duction. Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2005) utilisent la technique suivante :
ils enrichissent la signature avec un symbole de prédicat unaire N dont la sémantique
correspondra informellement au fait d’étre un entier naturel. L’axiome pour 'induction
devient alors

vzl, Nz < (Vzc, (0) e 2= (Vy!, N(yh) = (') e 2° = (s(y})) € 2°) = (a!) € ZC)

Remarque 5.5 : Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2005) ne travaillent en fait pas
exactement sur les mémes classes que Florent KIRCHNER (2006). A la place, ils utilisent
un schéma de compréhension sur la signature originale (ce qui, rappelons le, donne une
extension conservative) puis ils en skolémisent chacune des ses instances, ce qui donne
pour toute formule P du langage de I'arithmétique du premier ordre et toutes variables

ol gl gl
' yl, ..., yl une constante fp Yir¥n de sorte ¢ telle que

1
vl oyl 2t € fB (U1 ym) & P
et un schéma d’induction
Vol N(z') & V¢ 0 €2 = (W, N(y') =yl € 2= s(y') € 2) = 2t € 2° .

Le travail de Florent KIRCHNER (2006) consiste alors & transformer l'infinité d’axiomes
Vol iyl ooyt ol e fﬁl (yi,...,yt) < P en une nombre fini d’axiomes en s’appuyant
sur le fait que les formules sont définies inductivement. Dans la suite, nous ferons comme
si Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2005) avait utilisée la solution de Florent KIRCH-
NER (2006), ce qui est équivalent.

Gilles DOWEK et Benjamin WERNER (2005) utilisent donc le systéme de réécriture
HA suivant :

pred(0) — O
pred(s(x)) — x
O+y—y
s(x)+y—s(z+y)
Oxy—uy
s(r)yxy—zxy+y
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Null(O) = T
Null(s(z)) — L
N(z) — V25, (0) € 2° = (Vy', N(y') = (1) e 2 = (s(y})) € 2°) = (z) € 2©

On obtient bien ainsi présentation purement calculatoire d’une extension de ’arith-
métique du premier ordre. Pour montrer qu’elle est conservative, il faut définir une tra-
duction des formules |- | définie inductivement telle que |Vz!, P| = Vz!', N(z') = |P|
et [3z!, P| £ 3z', N(2') A |P|. Néanmoins, cette présentation ne préserve pas la
taille des démonstrations.

Proposition 5.13. I existe une famille (P;);en de formules de l’arithmétique du premier
ordre telles que :
— il existe une borne k € N telle que pour tout i on a A; % b
. N
— pour tout i, on a =, 4 |P|;
— 4l n’existe pas de borne k telle que pour tout i on ait %HA | ;.

Démonstration. On prend comme formules (3z!, ! = i);en. On a alors les démonstra-
tions

Wzl vyt et =yl s 2l =2t =yt = yl](2.24) ~ i

T
|
|~
=)
=
—~
—
Nag

L

I
I
l
17
I
l
I

=
—

donc Ay }% P; pour tout ¢ € N.
|P;| = 32!, N(z') Azt = i. La seule fagon de démontrer ceci est d’instancier o' par i.
Il faut donc démontrer N(i) ce qui est possible mais nécessite au moins i étapes. O

Nous allons donc chercher un autre systeme de réécriture compatible avec le schéma
d’induction. Pour cela, on utilise I’axiome (5.11) correspondant & ce schéma et on ap-
plique la fonction Rew définie dans la section 4.3.1 sur la séquence + Vz¢, (O) € z¢ =
(Vy!, (y') e 26 = (s(y')) € 2¢) = Va', (') e z°. On obtient donc la régle de réécriture
(z) € z > (0) e z A (Vy!, (y') € 2= (s(y')) € z) ou, si I'on ne veut pas utiliser de
regles polarisées, par le théoreme 3.10, la regle

(x) e z— () € 2V ((O) e z A (Yo', (y') € 2= (s(y")) € 2))
Au final, on considere donc le systeme de rééeriture HHA? défini dans la figure 5.4.

Cette fois, la taille des démonstrations n’explose pas.
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Chapitre 5 Taille des démonstrations en déduction modulo

Regles arithmétiques :

pred(0) — 0
pred(s(z)) — x
O+y—y

s(x) +y — s(z+y)

Regles de substitutions :

s(z)[I]* — s(z[1]Y)
(z1 +x2)[]]" — x1[]" + 22[1)
(.’El X 1’2) l L, :L‘l[l]l X T [l]l

] 2
I' — pred(n[l]')
t ([e)

Regles pour les schémas d’axiomes :

=y — V2 (v) e z= (y) € 2

Oxy—y
s(zyxy sz xy+y
Null(0) — T

Null(s(z)) — L

le = (x1,22) — w1 [l]! = 2o[l]*

e & (z1,m9) — aa[lff & ayli+!
leyUz—leyViez
leyNz—leyANlez
leydz—ley=lez

le)— L
lePi(y) — Fz, z:dley
lel(y) =V, z:dley

z & compt(y) — x:dniley

z:nilep— (z) epV((0) e pAVY, (y) e p= (s(y)) € p)

Fia. 5.4 : Présentation purement calculatoire de 'arithmétique de HEYTING d’ordre

HHAT
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5.3 Simulation de Iarithmétique d’ordre supérieure au premier ordre modulo

Théoréme 5.14.

1l est possible de traduire une démonstration de longueur k d’une formule P en déduction
naturelle utilisant un nombre fini d’instances de (5.1) a (5.9) plus (2.23) et (2.24) comme
hypotheses en une démonstration de v— P en déduction naturelle modulo HH.A?L-“Od de
longueur linéaire par rapport a k.

Al % P ~ '\(I)(k) HHAmod P

Démonstration. 11 suffit de montrer que toutes les instances de (5.1) a (5.9) plus (2.24)
possedent des démonstrations de taille bornée.

Les instances de (5.1) a (5.7) sont assez facilement démontrables en utilisant les

regles arithmétiques et la regle pour =. Par exemple, (5.1) possede la démonstration
[0 = 3(331)](1)
v @ e Null(0)— T
" Null(0) = Null(s(x! " Null(O
> Null(0) = Null(s(z)) uO) yuin(saty) — 1

— J— .
=0 =s(2t) %
" vzl -0 = s(zh)
©0=s(z') — V2, (0) ez’ = (s(z')) e 2°

t e Null(1') == Null(t)

(2.23) possede la démonstration

_ [ .I'l € ZC](i) .
T (@) e ¢ = (2l) e 2© b
v T T rl =2l — V2 (al) € 2¢ = (z1) € 2¢
T =
v 1 1 1

Les instances de (2.24) possédent la démonstration

[901 = ?Jl](i)
(z') € epy = (y') € ey
_ ! =yl = P(z') = P(y')
T val, vy, 2l =yl = P(al) = P(y))

Les instances de (5.8) possedent la démonstration
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Chapitre 5 Taille des démonstrations en déduction modulo

[PO)e  Ivy', Ply') = P(s(y'))]a

D {O) e b AL, (YY) e e = (s(yh)) € eh
- (') € ep
Yoyl P(zh)

T

(1), (i1)

P(O) = (', P(y') = P(s(y")) = Va', P(a?)

Les instances de (5.9) posseédent la démonstration

[y € compItt(e$)] ) N (') € el
y € compTL(eh) = (i) € €% Ty e% = () € comp'Ti(e%)
Y € compTL(ed) & () € eb
Vyl, ¢ € compTi(e%) & P(y)

(i)

>T 4T

wT <«T

On peut également vérifier qu’on a bien une extension conservative :

Théoréeme 5.15.
1l existe une démonstration d’une formule arithmétique P en arithmétique d’ordre i ssi
il existe une démonstration de P en déduction naturelle modulo HH.AM?.

Démonstration. Tout d’abord, on peut montrer, comme le font Gilles DOWEK et Ben-
jamin WERNER (2005), que rajouter pred et les axiomes (5.26) et (5.27) fournit une
extension conservative. Il s’agit essentiellement de skolémiser la formule Vz!, Jy!, (2! =
0 =yl = 0)A(V2h, 2! = 5(2!) = y! = 2!) qui est démontrable en arithmétique d’ordre
1.

On montre ensuite que si on ajoute Null et les axiomes (5.28) et (5.29) et si on retire
les axiomes (5.1) a (5.3), on a également une extension conservative. Pour cela, comme
dans le démonstration de la proposition 10 de Gilles DOWEK et Benjamin WERNER
(2005), il suffit de montrer comment transformer un modele de la théorie précédente en
un modele de cette théorie : on interpréte Null par Pensemble {e : (e, 0) € =}.

On applique ensuite la technique de Florent KIRCHNER (2006) et on obtient ainsi une
extension conservative. Puis on skolémise les axiomes de compréhension (5.12) et on
produit & nouveau une extension conservative. Il suffit ensuite de montrer que (2.23) et
(5.10) sont équivalents a (5.25), et que (5.11) est équivalent a

(z) e 2z ((x) € 2V ((0) € 2 A (Vy', (y') € 2= (s(y')) € 2)))

Il est alors trivial de montrer que la présentation obtenue, qui est donc une extension
conservative de 'arithmétique d’ordre 4, est compatible avec HH.AM, O
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5.3 Simulation de Iarithmétique d’ordre supérieure au premier ordre modulo

Le principal intérét du systeme H.A introduit par Gilles DOWEK et Benjamin WERNER
(2005) est le fait que la déduction naturelle modulo H.A normalise. La démonstration
de cette normalisation forte & 'aide de pré-modele ne semble pas s’étendre facilement
a HHA™?, car il semble difficile de définir un candidat de réductibilité pour e. On
pourrait utiliser la procédure de complétion présentée au chapitre 4 pour étre stur d’avoir
un systeme admettant les coupures, toutefois ceci ne serait possible que dans le cas
classique. Pour le moment, nous ne savons pas si les systemes de déduction modulo
HHA™? admettent les coupures ou normalisent fortement.

5.3.5 Application a la réduction de taille des démonstrations

Les résultats de la section précédente impliquent qu’on peut obtenir des réductions de
la taille des démonstrations en utilisant la déduction modulo. Comme les démonstrations
en arithmétique d’ordre 4, celles dans fA modulo HO; et celles modulo HHAM? sont
de la méme taille, et que l'arithmétique d’ordre i réduit arbitrairement la taille des
démonstrations en arithmétique d’ordre ¢ — 1, travailler dans fA modulo HO; ou modulo
HHAT? réduit arbitrairement la taille des démonstrations en arithmétique d’ordre i —1.
On peut décomposer cette réduction de la maniere qui suit.

Réduction de taille dans les présentations compatibles

Tout d’abord, comme dans la section 5.2.1, on peut montrer que la déduction natu-
relle dans fA modulo HO; ou modulo HHAT?? réduit la taille des démonstrations en
déduction naturelle dans une présentation compatible finie.

Proposition 5.16. Pour tout i > 2 il existe une famille (Pj)jen de formules telles que
pour toute présentation finie I'; compatible avec HO;,

— il existe une borne k € N telle que pour tout j on a fA %Hoi P;;
— pour tout j, on a fA,T; N P;;
— il n’existe pas de borne k telle que pour tout j on ait fA,T'; % P;.

Démonstration. On prend comme formules toutes les instances du schéma de compré-
hension (5.9) pour j = i — 1. Comme Darithmétique d’ordre 7 est plus puissante que fA,
nous sommes obligés d’utiliser les axiomes de I'; ou les regles de HO; pour démontrer ces
formules. On sera donc amené & instancier une variable de sorte ¢ pour un des axiomes
(5.10) ou (5.11), ou encore d’utiliser la régle pour comp’ ou un axiome correspondant.
Le terme instancié ne pourra étre de taille bornée, et il faudra donc un nombre d’étapes
non borné pour le décoder dans la présentation compatible, alors que ca sera immédiat
en déduction modulo. O
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Chapitre 5 Taille des démonstrations en déduction modulo

Réduction de taille par une présentation compatible

Il existe également une réduction de taille par rapport a I’arithmétique d’ordre ¢ — 1
si on se place dans fA plus une présentation compatible avec HO;.

Proposition 5.17. Pour tout i > 2, il existe une famille (Pj)jen de formules telles que
pour toute présentation finie I'; compatible avec HO;

— il existe une borne k € N telle que pour tout j on a fA,T; % P;;

— pour tout j, on a A;_4 N P;;

— il nexiste pas de borne k telle que pour tout j on ait A;_y % P;.

Démonstration. Pour démontrer ceci il faut se ramener a la démonstration du théoreme
5.2 par Samuel Buss (1994). Grace & un argument diagonal, il obtient une formule P(n)
telle que
— al’ordre i—1, pour tout n € N, on peut démontrer P(n) mais avec une démonstration
de taille forcément plus grande que n;
— & Pordre i on peut démontrer Vz!, P(z') et en instanciant ceci on obtient des
démonstrations de P(n) de la méme taille pour tout n € N.
Pour pouvoir démontrer la proposition, il suffit donc de montrer que Va!, P(x!) est
démontrable en déduction naturelle sous les hypotheses fA,I'; pour pouvoir utiliser la
méme argumentation. C’est le cas, grace a la proposition 5.11 et le fait que I'; est
compatible avec HO;. O

Remarque 5.6 : On peut démontrer le méme genre de propositions que les deux précé-
dente avec 'HHA?wd au lieu de fA modulo HQO;. Néanmoins, la congruence engendrée
par HHAT? est moins simple & vérifier que celle pour HO;, ce qui rend les résultats
pour cette derniere plus intéressants d’un point de vue complexité.

On peut alors résumer les réductions de taille des démonstration en arithmétique
d’ordre supérieur grace au diagramme de la figure 5.5.
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« ordre 0 » ordre 1 e ordre 7 — 1 ordre ¢

Ao F

réd. taille (Théo. 5.2)

démonstrations

réd. taille (Théo. 5.2) blus courtes

A1 F red. taille
(Prop. 5.16)

réd. taille (Théo. 5.2) fA r; +

i J/ réd. taille
mealre
Prop. 5.17
(Théo. 5.12) (Prop. 5.17)
Frpamod JA Fro, A=
linéaire
(Théo. 5.14)

F1G. 5.5 : Réduction de taille en arithmétique d’ordre supérieur et en déduction modulo
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Chapitre 6

La surdéduction comme cadre logique

|F YoU LEARNED T0 SPEAK LoJBAN,
YOUR COMMUNICATION WOULD BE
COMPLETELY UNAMBIG0US AND LOGICAL -

YEAH, BUT IT WOULDALL BE

WITH THE KIND OF PEOPLE
WHO LEARN LOTBAN .

£7

Randall MUNROE, http://xkcd.com/

OUS avons vu que la déduction modulo, ou de fagon similaire la surdéduction, permet
d’encoder des systemes d’ordre supérieur comme la logique d’ordre supérieur basée
sur la théorie simple des types de CHURCH, ou encore 'arithmétique d’ordre supérieur. Si
on regarde le calcul des séquences extensible correspondant a la logique d’ordre supérieur
de CHURCH, on voit que les nouvelles regles d’inférence correspondent exactement a
celle du systeme HOL-A pour cette logique. Ceci fait penser a un lemme d’adéquation
dans un cadre logique. Un cadre logique peut-étre défini comme un langage permettant
de spécifier des systemes de déduction. L’adéquation avec un systeme de déduction
correspond au fait que ’encodage de ce systéme dans le cadre logique se comporte
de la méme fagon que le systeme lui-méme. Nous allons donc voir dans quelle mesure
la surdéduction peut étre considérée comme un cadre logique, notamment en montrant
comment tous les systemes de type purs fonctionnels peuvent étre encodés dedans.
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Chapitre 6 La surdéduction comme cadre logique

6.1 Méthodologie

6.1.1 Cadres logiques

Tel que défini par Frank PFENNING (1996), et comme indiqué ci-dessus, un cadre
logique est un langage pour spécifier des systemes de déduction. En général, on encodera
avant tout des systéemes de déduction représentés sous forme de systeme d’inférence.
Le plus connu des cadres logiques est le systeme LF introduit par Robert HARPER et
collaborateurs (1993). Il est basé sur le systéme de type pur AII (cf. section 3.1.3). 1l fait
suite a une lignée d’outils de démonstration interactive ayant pour origine le systéme
Automath de Nicolaas DE BRUIIN (1970). D’autres systémes, parmi lesquels AProlog
(Dale MILLER, 1991) et Isabelle (Lawrence PAULSON, 1990), sont plutot fondés sur une
sous-classe des logiques du premier ordre et d’ordre supérieur, les formules héréditaires
de HARROP, pour lesquelles on connait des méthodes de recherche de démonstration
completes et efficaces, et sur I'unification d’ordre supérieur.

Pour encoder un systeme de déduction représenté sous forme de regles d’inférence, il
faut d’abord encoder la syntaxe des formules et des jugements de ce systéeme dans la
syntaxe des expressions du cadre logique. Il faut ensuite définir une théorie dans le cadre
logique qui permet de simuler les regles d’inférence du systéeme de déduction. Reste
a démontrer que ’encodage est adéquat, c’est-a-dire que les démonstrations obtenues
dans le cadre logique correspondent plus ou moins aux démonstrations dans le systeme
d’inférence de départ.

Ezemple 6.1 : Nous allons rappeler comment la déduction naturelle pour la logique du
premier ordre est encodée dans LF, comme indiqué par Robert HARPER et collaborateurs
(1993).

On traduit tout d’abord la syntaxe des formules de la logique du premier ordre. On
introduit deux variable ¢ : * et o0 : *x qui seront les types des termes et des propositions.
Pour chaque symbole de fonction de la signature on ajoute une variable de type adéquat,
par exemple + : ¢ = ¢ = ¢. On fait de méme pour les symboles de prédicat, par exemple
=: 1 = ¢ = 0. On introduit également des variables pour les connecteurs, par exemple
= :0=0=o0eVY: (L= 0) = o On voit ici comment la M-abstraction dans
LF est utilisée pour encoder les lieurs de la logique du premier ordre. Par exemple,
Vz, A(z) devient v (Az, A z). Pour traduire les jugements, on utilise une nouvelle
variable vrai : 0 = *. Une démonstration d’une formule P sera alors un terme de type
vrai |P| ou |P| est la traduction des formules que nous venons d’esquisser.

Il reste maintenant a encoder les regles d’inférence elles-mémes. Nous ne les traitons
pas toutes, on se contentera des exemples de I'implication et de la quantification univer-
selle. On ajoute de nouvelles variables correspondant a chacune des regles d’inférence :

= :Ip:o, g: o, (vrai p = vrai q) = vrai (= p q)

= :1p:o, lg: o, vrai (= p q) = vrai p = vrai q

—
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p:ir=o, (Iz: ¢, vrai (p x)) = vrai (V Az, p x))

A4
YiMp:v=o, Mz, vrai (V (\z, p x)) = vrai (p )
On travaille alors dans le contexte formé de toutes ces variables.

Robert HARPER et collaborateurs (1993) démontrent alors I'adéquation pour la syn-
taxe et les regles d’inférence : ils montrent que les termes de la logique du premier ordre
sont en bijection avec les formes normales des termes de LF de type ¢, de méme pour les
formules avec les forme normales de termes de LF de type o et pour les démonstrations
d’une formule P avec les formes normales de termes de type vrai |P|.

6.1.2 Encodages en surdéduction

Nous allons définir une méthodologie, assez générale et donc assez floue, pour encoder
un systeme d’inférence en surdéduction. Premierement, il faut traduire la syntaxe des
formules et des jugements. 1l s’agit donc de 'exprimer a l’aide de termes du premier
ordre. Pour ensuite indiquer que ces termes correspondent a des formules, on utilisera
un prédicat € tel que €(|P|), ou | P| est la traduction de la formule P en tant que terme du
premier ordre, aura informellement la méme sémantique que P. Cette sémantique sera
définie a ’aide de regle de réécriture que seront définies de telle facon que les surregles
associées correspondent auz regles d’inférence du systéeme de déduction que ’on cherche a
spécifier. Les deux principales difficultés apparaissent si jamais les formules sont définies
modulo une théorie, ou quand il y a des lieurs (ce qui implique a la fois des formules
définies modulo « et la possibilité d’effectuer des substitutions).

Formules modulo une théorie

Si les formules sont définies modulo une théorie, on peut distinguer trois marches a
suivre. La premiere consiste a travailler modulo la théorie par le biais de la déduction
modulo. Pour cela, il faut que la théorie soit définissable par le biais d’un systéme de
réécriture, ce qui n’est au premier abord par exemple pas le cas si on considere des
formules définies modulo B-conversion. On verra dans la section suivante que dans ce
cas on peut utiliser les substitutions explicites. La deuxiéme méthode consiste a isoler
des formes canoniques pour chaque classe de formules, et de n’utiliser que ces formes
normales. Par exemple, si on considere des formules définies modulo n-réduction dans un
cadre typé, on peut se contenter des formules en forme 7n-normales. La derniere approche,
un peu similaire, consiste a utiliser une syntaxe alternative. Par exemple, dans le cas ou
on a des formules définies modulo a-conversion, on peut utiliser les indices de Nicolaas
DE BRULIN (1972). Il s’agit de représenter une variable par un encodage ¢ du nombre
i de A qu’il faut remonter pour trouver I’endroit ou la variable est abstraite, avec une
convention pour les variables libres. Par exemple, Az, x (\y, z y x) est représenté par
M (A5 12).
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L’inconvénient de cette derniere technique est que les variables libres sont alors tra-
duites par des indices sans véritable signification, sachant qu’il faut choisir un ordre
arbitraire sur celles-ci pour déterminer & quels indices elles correspondent. Pour avoir
des termes un peu plus significatifs, il faut séparer les variables libres et les variables
liées dans les termes. On parle alors de variables localement sans noms. Ce mécanisme a
été étudié entre autres par Brian AYDEMIR, Arthur CHARGUERAUD, Benjamin PIERCE,
Randy POLLACK et Stephanie WEIRICH (2008). On peut soit utiliser deux sortes diffé-
rentes pour distinguer les variables, ou alors employer la technique dite de la précuisson,
telle qu’on peut la retrouver chez Gilles DOWEK et collaborateurs (2001). Nous allons
I'illustrer sur le cas du A-calcul que 'on veut considérer modulo a-conversion. Il s’agit
de traduire les variables liées dans un terme par des indices de DE BRUIIN mais de lais-
ser les variables liées telles quelles. Pour les protéger a l'intérieur des termes, on leur
ajoute alors une opération shift (comme on la retrouve chez Nicolaas DE BRULIN (1972)
sous le nom de 71, et dans les calculs & substitutions explicites). On considere alors une
traduction qui prend en argument le contexte de variables liées dans lequel on évolue :

‘x’h::x::@ = E—i_ 1 six ¢ El
|z, & 2 [shift)* sixz g/l
déf
‘)\$, t|€ = A |t|a:::£
déf
tul, = [tllul,

ol i désigne l'indice de DE BRUIJN numéro i et ¢ la longueur de la liste de variables
¢. Au départ, le contexte est vide. Par exemple, Az, = (\y, z y =) est traduite par
Al (Az [shift]2 1 2). On remarque que les variables libres sont bien traduites par des
noms et les variables liées par des indices.

Encodage des lieurs

Dans le cas ou on a des lieurs, on peut considérer deux approches, les deux faisant au
final appel a des calculs de substitutions explicites. La premiére repose sur la définition
par Gilles DOWEK, Thérese HARDIN et Claude KIRCHNER (2002) d’une logique des lieurs
dans laquelle les symboles de fonction et les prédicats peuvent lier des variables, ce qui
permet d’exprimer simplement la plupart des lieurs existants, comme la A-abstraction
ou la dérivée partielle (%). Gilles DOWEK et collaborateurs (2002) montrent alors que
cette logique peut étre traduite en logique prédicative du premier ordre modulo un calcul
de substitutions explicites.

La deuxieme approche s’appuie a la fois sur les syntaxes abstraites d’ordre supérieur et
sur les substitutions explicites. Comme indiqué dans la section 2.2.2, Frank PFENNING
et Conal ELLIOT (1988) préconisent, par le biais de ce qu’ils appellent les syntaxes
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abstraites d’ordre supérieur, I'utilisation de la A-abstraction pour simuler toute forme
de lieur. Nous en avons vu deux exemples avec I’encodage des quantificateurs en logique
d’ordre supérieur basée sur la théorie simple des types et celui de la logique du premier
ordre dans LF. Malgré tout, le A-calcul, ou plus exactement la G-réduction, ne peut pas
s’exprimer en logique du premier ordre. C’est la raison pour laquelle on va utiliser un
A-calcul avec substitutions explicites. Il existe plusieurs versions de tels calculs. Pour
rester le plus général possible, nous allons juste spécifier quelques bonnes propriétés que
doit respecter le calcul. Ces propriétés ont été définies par Delia KESNER (2000), qui
les utilisaient initialement pour avoir une démonstration générique de la confluence des
A-calculs avec substitutions explicites.

Définition 6.1 (Calcul de substitution). Etant donnée une signature de la logique de
premier ordre multisortée avec deuxr sortes t et s et contenant au moins une constante
shift : s et trois symboles de fonction X\ : [t] — t, @ : [t,t] — t et subst : [t,s] — t, en
notant s t pour Q(s,t) et t[s] pour subst(t,s), un calcul de substitution est la définition
de deux fonctions lift : [s] — s et cons : [t] — s ainsi que la donnée d’un systéme de
réécriture sur les termes qui contient au moins les deux regles :

(ab) [s] — a[s] bs] (App)
(Aa) [s] — A (allift(s)]) . (Lambda)

Un calcul de substitution permet de propager les subsitutions dans les termes, mais
il ne simule pas la @-réduction proprement dite. Pour cela, on rajoute une regle qui
déclenche la g-réduction :

(Aa)b — a[cons(b)] (Beta)

mais qui ne fait pas partie du calcul de substitutions. Etant donné un calcul de sub-
stitution W on notera Ay le systeme constitué du systeme de réécriture du calcul de
substitution et de (Beta). Par abus de langage on désignera le systeme de réécriture
d’un calcul de substitution W par W et on notera W (a) la formale normale de a pour
ce systeme. On note lift, (s) pour lift(... (lift(s))...), et t[s]™ pour ¢ [s]...[s].

——_——— N——

n fois n fois

Exemple 6.2 : L’un des premiers A-calculs avec substitutions explicites est A\, de Mar-
tin ABADI, Lucas CARDELLI, Pierre-Louis CURIEN et Jean-Jacques LEVY (1991). La
signature comporte en plus des symboles de fonction décrits ci-dessus les symboles

id:s 1 [tys] — s 1:t o:[s,s] —s .

cons(t) est défini par ¢ - id, lift(s) par 1 - (s o shift). Le systéme de réécriture o contient
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en plus de (App) et (Lambda) les regles

lla-s] —a
alid] — a
als|[t] — a[s o]
idos — s
shifto(a-s) — s
(s1082) 083 — s10(s2083)
(a-s)ot—aft]-(sot)
soid — s
1 - shift — id
1[s] - (shiftos) — s
Delia KESNER (2000) définit ce qu’elle appelle un schéma, qui consiste en un ensemble
de bonnes propriétés que doit vérifier un calcul de substitutions.
Définition 6.2 (Schéma). Un calcul de substitution vérifie le schéma si :
1. W est confluent;
2. W est fortement normalisant ;
3. les formes normales de W ne contiennent pas de substitutions ;
4. W(a b) =W(a)W(b) et W(Xa) = AW (a) ;
5. pour toute substitution s :s dans W, 1[lift(s)] %»l
6. pour toute substitution s :s dans W et pour m > 1, m + 1 [lift(s)] %m [s] [shift]
7. pour tout terme k : t et pour m > 1, m + 1 [cons(k)] %m

8. pour tout terme k : t, 1[cons(k)] % k

9. pour tout m, m [shift] % m+ 1

10. pour toute variable x, toute substitution s :s, et n > 0,
x [shift]" ! [lift(s)] ?x [shift]"™ [s] [shift]

11. pour toute variable x, terme k : t, et n > 0, x [shift]" ™ [cons(k)] % x [shift]"

12. pour tout symbole de fonction & : [ki;---;kq] — s et pour m > 1, une des deux
conditions suivantes est vérifiée
— il existe un entier n, des indices distincts i1,...,i, dans {1;---;q} et des sub-
stitutions w1, ..., uy tels que pour tout si,...,5, on a
m[&(q1, - qns)] %’E[Sil] o [si] Tua] - Tug] 5
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— il existei € {1;---;q} tel que pour tout s1,...,sq on ait m[£(q1, ..., qns)] %)Si.

Delia KESNER (2000) montre qu'un grand nombre de calcul de substitution entre dans
ce schéma, y compris A,.

Remarque 6.1 : Le schéma proposé par Delia KESNER (2000) est légerement différent,
car il est donné pour des calculs avec uniquement des indices de DE BRUIIN et pas
de précuisson. Toutefois, il est facile de ’étendre en considérant également la possibi-
lité d’utiliser des variables libres correctement précuites par des shift. C’est la raison
pour laquelle nous avons deux conditions supplémentaires, a savoir 10 et 11, dans notre
définition.

Les calculs de substitution qui suivent le schéma vérifient un certain nombre de bonnes
propriétés, comme la confluence, qui vont nous étre utiles par la suite. On considere un
calcul de substitution W vérifiant le schéma.

Lemme 6.1 (Delia KESNER, 2000, corollaire 3.2). Pour tout m > 1, n > 0, tout terme
k:t,

W (m [lift,,(shift)]) = m sim < n;
m sim<n+1,

W (m [lift,,(cons(k))]) = W (k [shift]") sim=n+1.

Lemme 6.2 (Delia KESNER, 2000, lemme 4.5). Pour tout terme sans substitutions a,
tout terme k : t, et tout n >0,
a [lift, (shift)] [lift, (cons(k))] V a;

a [lift,, 1 (shift)] [lift, (cons(1))] % a.
Lemme 6.3 (Delia KESNER, 2000, corollaire 5.7). Pour tout terme sans substitutions a,
toute substitution s :s et tout n > 1, on a W (a[shift]" [lift, (shift)]) = W (a [s] [shift]").

Lemme 6.4 (Delia KESNER, 2000, corollaire 5.9). Pour tous termes a et b de sorte t,
on a W(a[cons(b)][s]) = W (a [lift(s)] [cons(b[s])]).

Lemme 6.5 (Confluence, Delia KESNER, 2000, théoreme 5.18). Le systéme de réécriture
Aw est confluent.

Encodage des regles d’inférence

Ensuite, il faut traduire les régles d’inférence du systeme. Suivant les cas, le systeéme
d’inférence ressemblera plutot a un systeme de type déduction naturelle, avec des regles
introduisant et éliminant des constructions, ou a un systeme de type calcul des séquences,
avec des regles s’appliquant aux hypothéses et aux conclusions. Ceci est grandement
facilité par le fait que la plupart des systemes d’inférence sont des extensions ou des
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Chapitre 6 La surdéduction comme cadre logique

modifications de la déduction naturelle ou du calcul des séquences. On aura pris le soin
d’encoder les formules par un prédicat e. Il s’agit alors de trouver des regles de réécriture
autour de € telles que les surregles associées correspondent au regles d’inférence du
systeme. Il n’y a la pas de recette fonctionnant a tous les coups. On trouvera un exemple
dans la suite pour 'encodage des systemes de type purs.

Pour démontrer 'adéquation, on pourra alors s’appuyer sur un théoréeme tel que le
théoreme 3.30 qui dit que seules les surregles sont nécessaires pour démontrer une pro-
position atomique. Si on a encodé les jugements par des propositions atomiques, et que
le systeme de réécriture est atomisant, il suffit alors de montrer que les regles d’inférence
du systeme que 1’on encode correspondent bien aux surregles.

Ezemple 6.3 : Pour illustrer cette section, nous allons 'appliquer au cas de la logique
d’ordre supérieure basée sur la théorie des types. Plus particulierement nous allons nous
intéresser au calcul des séquences qui y est associé, HOL-X, qui est définit par exemple
par Gilles DOWEK et collaborateurs (2001). Les regles de ce systeme de déduction sont
données dans la figure 6.1.

Il faut tout d’abord encoder les formules par des termes du premier ordre. Pour cela, il
s’agit essentiellement de traduire un A-calcul comportant des constantes. On utilise donc
une traduction avec des indices de DE BRULIN, avec précuisson, et avec des substitutions
explicites, et on travaille modulo par exemple A,.

Il reste ensuite a trouver les regles de réécriture propositionnelle qui permettront
d’obtenir un systeme de surdéduction convenable. Pour cela il parait évident qu’on va
plutot utiliser le calcul des séquences extensible. Si on prend ’exemple de la regle A

I X,YA
LAXY+A

Ar

on voit que I'on va avoir besoin de la traduire par (A x y) — €(x) A e(y) ce qui donnera
la surregle gauche

Fe(x),e(y) v A
Te(Azy)r A

Au passage la surregle droite correspond alors a la regle —A, ce qui nous évite a avoir a
I’encoder. Si on s’intéresse maintenant a la regle

D(Xt) ]| —A
LV X+ A

Vi

comme on doit obtenir un terme ¢ quelconque a gauche, on va utiliser un quantificateur
universel, et on va utiliser la regle suivante e(Vf) — Va, e(f x). La surrégle gauche est
alors
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—

T Xe X

X+ A ' X, A

—

- ' A
X XA ' X, XA
T TLXeA T Te XA
L A . ' A
X+ A T X, A
- I'e XA Y+ A XY A
e L= XY+ A T T TS XVY,A
, XY+ A ' X, A 'Y A
MTAXYEA T TR AX VYA
XA Y+ A I'e X, A
L . =V :
Y TVXYrA TV XVYA
o LX) |-A 9 ' (Xy) l,A y non libre dans
I,V X+ A revXx,A LA
5 I''(X y) L = A 4 non libre dans 3FI—(X?&) 1,A
" LLIxe A I, X (x), A '3 XA
1l
LA
TS XEA T Te S XA

P | désigne la forme Bn-normale de P

FiG. 6.1 : Regles d’inférence du systeme HOL-\ pour la logique d’ordre supérieure basée
sur la théorie simple des types
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Ce(ft) A
eV f)v A

Comme on travaille modulo A,, on peut effectivement simuler la regle de HOL-A. De
plus, la surregle gauche, a savoir

I'—€e(fy),A y non libre dans
T eV f),A DA

permet ici aussi de simuler ~v. Le reste de 'encodage pour les autres regles est similaire,
et au final on voit qu’on obtient le systeme de réécriture HOL-Ao défini par Gilles DOWEK
et collaborateurs (2001). Pour la démonstration que la traduction que nous venons de
donner est bien adéquate, on se reportera donc au théoreme 6.1 de Gilles DOWEK et
collaborateurs (2001). Au passage, remarquons que la présentation dans le calcul des
séquences extensible, bien que théoriquement équivalente a celle en déduction modulo,
est plus proche du systeme de déduction HOL-), puisqu’on a vraiment correspondance
entre les regles d’inférence.

6.2 Systemes de type purs fonctionnels en déduction
surnaturelle

On cherche a encoder un systeme de type pur fonctionnel défini par les ensembles de
sortes S, d’axiomes A et de régles R en déduction surnaturelle.

6.2.1 Systemes de type purs en \II modulo

Il y a deux fagon d’étendre le systeme de type pur AIl. La premiere est de rajouter
des regles au systeme de type pur pour obtenir par exemple le calcul des constructions.
L’autre est d’enrichir la regle de conversion et de travailler modulo un systeme de réécri-
ture en plus de la B-réduction. Denis COUSINEAU et Gilles DOWEK (2007) se sont donc
intéressés a la question de savoir si une de ces techniques est plus générale que 'autre,
et ils ont démontré que tous les systemes de type purs fonctionnels peuvent étre encodés
en A1 modulo.

Pour cela, ils définissent un contexte contenant pour chaque sorte s deux variables
us @ * et €5 : us = *, pour chaque axiome (s, s’) une variable $ : uy et pour chaque régle
(s1, 52, 53) une variable 7g, g, 55 1 2 ug,, (€5, T) = Uy = Ug,.

Ils définissent également un systeme de réécriture

€5y S1 — Us,

€s3 (7.1'31,52,33 T y) —1lz: €5, x, €5, (y x)
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Ils donnent alors une traduction simple des termes du systeme de type pur bien typés
dans un contexte I :

[z = =
s < 3
Mo A, Bl Az AL [B) s type de |4
s9 type de |B|
sg type de |Ilz : A, Bj
Az A, T| £ Az:e, |A], [T s1 type de |A|

T Ul = |T] U

La traduction dépend donc du contexte. Ils donnent alors une traduction double qui est
égale 3 ||A]] £ e, |A| pour un terme A de type s et & |[s|| £ wu, pour une sorte non
typées (par exemple O dans le calcul des constructions). Ils étendent cette traduction
sur les contextes de facon triviale.

Denis COUSINEAU et Gilles DOWEK (2007) démontrent alors que la traduction est
correcte, c’est-a-dire que si I' — T : A est dérivable dans le systeme de type pur, alors
[IT|| = |T] : ||A]| est dérivable en AIl modulo le systéeme donné ci-dessus. Puis ils dé-
montrent que la traduction est conservative, c’est-a-dire que si ||[T|| + T : ||A|| est
dérivable en AIl modulo le systeme donné ci-dessus, alors il existe un terme U tel que
[|U]] % T et ' U : A est dérivable dans le systeme de type pur.

AT est un systeme du premier ordre, dans le sens ou on ne peut pas quantifier sur des
formules. Néanmoins, on travaille modulo (3, qui est un mécanisme d’ordre supérieur. La
question s’est donc posée de savoir s’il est possible de trouver un encodage en logique
du premier ordre modulo, comme cela a été fait par Gilles DOWEK et collaborateurs
(2001) pour la logique d’ordre supérieur fondé sur la théorie simple des types. C’est ce
a quoi nous nous attelons par la suite. Notons tout de suite qu’en trouvant un encodage
en déduction surnaturelle, nous avons donc par le biais des présentations compatibles
une expression des systemes de type purs comme théorie de la logique du premier ordre.
Il ne s’agit pas de la premiere représentation des systemes de type purs en logique du
premier ordre, puisque par exemple Mark-Oliver STEHR et José MESEGUER (2004) les ont
exprimés en logique équationnelle d’appartenance (José MESEGUER, 1998) qui peut étre
vue comme une sous-logique de la logique du premier ordre. Néanmoins notre traduction
permet une plus grande similitude entre les dérivations de type et les démonstrations
en logique du premier ordre (en déduction surnaturelle plus exactement), notamment
en ce qui concerne leur normalisation. En effet, dans 'approche de Mark-Oliver STEHR
et José MESEGUER (2004), on a un symbole de prédicat! Derivable qui s’applique & des

1Si on se place effectivement en logique équationnelle d’appartenance, il s’agit en fait d’une sorte et non

193



Chapitre 6 La surdéduction comme cadre logique

jugements et est défini pour correspondre exactement aux regles d’inférence du systeme
de type pur.

6.2.2 Traduction des termes

On cherche a exprimer la syntaxe des termes du systéme de type pur par des termes
du premier ordre. Tout d’abord, on considere un A-calcul avec substitutions explicites
Aw qui rentre dans le schéma défini par Delia KESNER (2000). On rajoute & ce calcul
des constantes s pour chaque sorte s € S du systeme de type pur, ainsi que des symboles
de fonction binaires 7, 5, s, pour chaque regle (s, s2,s3) € R, pour encoder les lieurs
II comme dans le cas de AIl modulo ci-dessus.

Il faut alors étendre le calcul de substitutions explicites pour prendre en compte ces
nouveaux symboles :

5[t] — s
7:‘-(51,32,33) (a7 b) [8} - 7=r<81,5‘2,$3> (a [8} 7b [lth(S)])

On pourrait se passer de la premiere régle en protégeant les constantes § par précuis-
son. La regle permet d’alléger la traduction des termes. La deuxiéme regle permet de
faire passer les substitutions sous les 7. Comme le 7 lie une variable dans sa seconde
composante, on retrouve un lift comme dans la cas de la regle (Lambda).

On peut alors traduire les termes du systeme de type pur en termes du premier ordre.

Définition 6.3. Etant donnés un contexte I' on définit une traduction des termes du
systeme de type pur bien typés dans le contexte I' vers les terme du premier ordre :

|$’£1:::E::f2 (ﬁf E—’_ 1 ST T g El
’l‘|£ & g [shift])’ six &/
EE (s S)
Az A, Tl = A |T|£:;”2¢A

T déf r r
‘A B‘g = ’A‘E ’B|€

T déf . r I'a:A

[z : A Bl, = s s0,85) (|A|e By )

x::l

ot s1 correspond au type de A dans T, so au type de B dans T',x : A, et (s1, s2,53) € R.
On notera |T|" pour ]T|E et on omettra le contexte I' s’il est clair.

Cette traduction est bien déterministe, car on a affaire a un systéme de type pur
fonctionnel.

pas d’un symbole de prédicat. Toutefois, si on se place dans la logique du premier ordre équivalente,
on aura bien un symbole de prédicat (cf. José MESEGUER, 1998, section 3).
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Remarque 6.2 : SiT' C I alors si |T' ]F est bien défini alors |T° |F/ I’est aussi et lui est égal.

Pour traduire les jugements de type, on va utiliser un symbole de prédicat binaire e.
La sémantique informelle de € (a,b) sera « a a le type b ».

On peut alors définir inductivement la traduction d’un contexte par |[|]| < [Jet I,z :
Al €€ (ZC, |A|H>, et d'un jugement de type: [T —T: A] £ ||+ e (\T|H , \A|ﬁ)

6.2.3 Traduction des regles d’inférence

On cherche a traduire les regles d’inférence d’'un systeme de type pur. Comme un
systeme de type pur est, via 'isomorphisme de CURRY-HOWARD, une extension de la
déduction naturelle, il semble plus judicieux de se placer dans le cadre de la déduction
surnaturelle plutot que dans celui du calcul des séquences extensible.

Dans la suite, on va supposer qu’on travaille toujours dans un contexte bien formé.
On ne va donc pas chercher a traduire les regles d’inférence Vide et Déclaration.

On propose donc les regles de réécriture propositionnelles suivantes, qui trouveront leur
justification quand on comparera les surregles qu’elles produisent avec celle du systeme
de type pur.

€(81,8)— T pour tout (s1,s2) € A
€ (7'T<31,52,53) (a,b) ,33) —€(a,$1) ANVz. €(z,a) = e(blcons(z)], $2)
€ (b, (s, 50,55) (@5 D)) = € (T(sy 50,55 (a5 D), 83) AVz. €(2,a) = €(t z,b[cons(z)]) (6.3)

Ces regles de réécriture propositionnelles engendrent donc les surregles en déduction
surnaturelle présentées dans la figure 6.2.

On notera P7S(g a r) le systéme de réécriture complet correspondant au systeme de
type pur (S, A, R). La figure 6.3 représente ce systéme dans le cas ou le A-calcul avec
substitutions explicite est \,.

6.2.4 Adéquation
Propriétés de I'’encodage

Pour démontrer I'adéquation, c’est a dire la correction et le conservatisme de I’enco-
dage, nous avons besoin d’un certain nombre de lemmes énoncant des propriétés liant
les réductions dans le systeme de type pur et celles dans 'encodage.

Pour alléger les notations, on pourra ne pas noter le systeme de réécriture P7S(g o Rr)

dans les étapes de réécriture. On notera donc —, «——, etc. au lieu de —
PTS(s,A,R)
£
—  etc.
PTS(s,A,R)
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(51, 82) S A

CU T € (31, %2)

F|_ G(CL, 81) F,E(Z,a) = e(b[CO’I’I,S(Z)] 732)
e (7%(51,52,53) (a,b), 33)

(6.2)

z ¢ FV(I',a,b), (s1,52,93) € R

I'—e¢ (7'7<81752,s3> (a,b) ,53) I'ye(z,a) - €(t z,b[cons(z)]) , ¢ FV(T,a,b,t),

(6.3) '€ (t,7'1'<51732753> (a, b)) (31,52753) cR
(6.2)1 e (ﬁ<81782783> (a, b) 733)
; I're ((l, 81)
(6.2)2 e (7:(<31732753> (CL, b) 733) I'—e€ (u, a)
i T+ e (b[cons(u)], 5)
(6.3)1 e (t’ 7%(81,82,s3> (a, b))
e (7%<81782783> (a,b) 753)
(6.3)2 e (t’ 7:(<S1,82,53) (a7 b)) '—e€ (u, a)

T e(t u,blcons(u)])

F1G. 6.2 : Surrégles pour la déduction surnaturelle encodant un systéme de type pur
(S,A, R)
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(Aa) b — a[b-id]

als|[t] — a[s o]
idos—s
shifto (a-s) — s
(s1082) 083 — s10(s2083)
(a-s)ot—aft]-(sot)

soid — s
1 - shift — id
1[s] - (shiftos) — s
$[t] — § pour tout s € S
T (s1,50,58) (@5 ) [S] = T(sy 55.54) (@ [s], b[lift(s)]) pour tout (s1,s2,83) € R
€(51,82) = T pour tout (s1,s2) € A (6.1)
€ (7'r<31352753> (a,b) ,53) —€e(a,$1) ANVz. €(z,a) = e(blcons(z2)], $2)

€ (s, 50,55) (@5 D)) = € (T(sy 50,55) (@5 D), 83) AVz. €(2,a) = €(t z,b[cons(z)]) (6.3)

F1G. 6.3 : Systeme de réécriture P7S (g 4 r) permettant I'encodage d'un systeme de
type pur, dans le cas ou le A-calcul avec substitutions explicites est A\,
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Lemme 6.6 (Simulation de la f-réduction, Delia KESNER, 2000, lemme 5.17). Pour
tous termes typés A et B du systéme de type pur, A %B ssi | Al /\i> |B|.
w

Lemme 6.7. La traduction est compatible avec l'a-conversion : siy ¢ FV(B),
Az A Bl,=|\y: A{y/x}B|,

Démonstration. Ceci ce démontre par une simple induction sur le terme a-converti. [

Lemme 6.8. Six &/, alors
‘A‘Z::x::nil [liftZ(ConS(’u‘Z::nil))] ;) ‘{U/$}A|eml '

Démonstration. Par induction sur A :
— Si A =z, alors

|A’£::z::m'l [liftZ(conS(‘u’&:ml))] = Zi—i_ 1 [liftz(consﬂu’&:nil)ﬂ
R (P (lemme 6.1)

= |{u/x}A’€nzl
- Si A=y e/, alors

|A|é:::c::m'l [liftz(consauu::nil))] =m [liftz(consﬂuu::nil))] avec m < Z +1
“m (lemme 6.1)
= ’y‘&:nil
- ’{u/x}Aunzl

- SiA=y ¢/l x alors
’A|é::x::nil [lift2(00”5(|u‘z::ml))] =Y [Shift]ZJrl [lift2(60”5(|u|e::ml))]
sy [shift] [cons(|ul,..,;)] [shift]  (lemme 6.3)

oy [shift]Z (lemme 6.2)

= ‘y|€::nil
= ‘{u/x}Aunzl

— Le cas le plus intéressant est celui d’une abstraction de x, avec y ¢ FV (B, x) :
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|)\.1‘ tA B|€::x::nil [liﬂf(cons(’u‘fzsnil))]
= |)‘y P A {y/$}B|Z:::c::nil [lift2(60n5(|u|e::ml))]

D A (|{y/x}B|y::£::x::nil [liftz+1(Con8(|u|£::nil))])
oA (’{U/x}{y/x}B\y:;g:ml) (hypothese d’induction)

= (|{y/ﬂf}B‘y;;e::m‘l)

= Ay : A{y/2}Bly
= ’)\.%' P A B’Z::nil

= Hu/z} 1 A Bl

Corollaire 6.9. |A| cons(|u])] <= [{u/z}A|.

il [
Lemme 6.10. Si |A| —— a alors il existe A’ tel que a — |A'|.

Démonstration. Par définition du schéma de Delia KESNER (2000), la forme W-normale
de a ne contient pas de substitutions et peut donc étre traduite inversement en un terme
A tel que a——yy|A'|. O

Lemme 6.11. Si z n’apparait pas dans €, en notant informellement le replacement des
occurrences de z [shift] par 1 dans t par {1/z [shift]}t, on a

‘A|Z::z::m'l <L>{l/z [Shlft]} (’A‘Zml [lZﬁZ(Shlft)])
Démonstration. On procede par induction sur A :
— Si A =z, alors

{1/ [shift]} (| Al [ifts(shift)]) = {1/2 [shift]} (z [shift]’ [lz’ftz(shift)])
= {1/ [shift]} (Z [shift]”l) (lemme 6.3)
— 1 [shift]’
<l 41 (définition 6.2)

= ’A‘E::z::nil
- Si A=y €/, alors

{1/ [shift]} (|l [liftz(shift)]) = {1/z [shift]} (m [liftz(shift)]) (avec m < ?)

= {1/z [shift]}m (lemme 6.1)
=m
= |A|€::z::nil
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- SiA=y &/l 2z, alors

{1/ [shift]} (| Al [lifts(shift)]) = {1/2 [shift]} (y [shift]’ [liftz(shift)D
— {1/ [shift]} (y [shift]Z“) (lernme 6.3)
= y [shift]"!
= |A|E::z::nil

~ Le cas le plus intéressant est celui de I'abstraction de z avec y & FV(B, 2) :

Az 2 A Bly.,nil

=a Ay A{Yy/2} Bl

= (H9/2}Blytszinit)

I ({; /2 [shift]} (|{y/z}B|y::£::m-l [zz'ftm(shift)})) (par hypothese d’induction)

= {172 [shife] I\ (1{/2} Bl [t (shifo)] )

{1/ [shift]} ()\|{y/z}B]y_.€_.ml> [liftz(shift)D

= {1/z [shift]} ((]/\y A{y/=z} By [liftz(shift)])
=o {1/2[shift]} ((|Az : A Bl,....;;) [liftz(shift)])

Corollaire 6.12. |A|,.. ., «—{1/z [shift]}|A], [shift]

Lemme 6.13 (Réduction sous II). - Si (s1,s2,53) € R, et si '+~ A : 51 et Tz
Al + B : sy, sont dérivable dans le systéme de type pur, x n’est pas libre dans b,
a—|A|" et b[cons(z)] — |B|'#A] alors T (s1,80,85) (@, D) |z : A Bl

= S0 Ty 0,53) (@5 D) —|C| alors il existe A et B tels que C =TIz : A B.

znil

Démonstration. Pour le premier point,
|HJU t A B| = 7.r<81,82783) (a7 |B‘m::m‘l)
o s s050) (@, ({1/ [shift]} | B, [shift])) (corollaire 6.12)

S s s.9) (@5 ({1/ [shift]}b [cons(x)] [shift]))

*

sy s0,83) (@, ({1/ [shift] }o [lift (shift)] [cons(z [shift])])) (lemme 6.4)
= T(s1,50,85) (@ (b [lift(shift)] [cons(1)])) (z n’est pas libre dans b)

L>7.T(31»$2,é>’3> (a,b) (lemme 6.2)
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6.2 Systémes de type purs fonctionnels en déduction surnaturelle

Pour le deuxieme point, les réductions de P7S(g a r) ne peuvent pas faire dispa-
raitre le 7, s, ), donc |C] = 7, g, o) (a',b) pour certains termes a’ et b'. Comme
la traduction de C existe, a’ et b’ sont les traductions de certains termes A et B du
systeme de type pur : o' = |[A] et ¥ = |B\Z:A et C =Tu: A, B. Siy # x, on fait un
a-conversion. O

Correction et conservatisme

Il nous faut vérifier que les surregles d’inférence produites ne sont pas trop éloignées
du systeme de type pur. Tout d’abord on montre que la traduction est correcte.

Théoréme 6.14 (Correction).
Pour tous termes T et A du systéeme de type pur (S, A, R) et pour tout contexte T,
si '~ T : A est dérivable dans le systeme de type pur alors on peut démontrer

7|+~ € (|T]F , |A|F> en déduction surnaturelle pour PTS (s A R)-

Démonstration. Pour démontrer ceci, il suffit de vérifier que la traduction de chaque
regle d’inférence est dérivable en déduction surnaturelle. On procede donc par induction
sur la structure de la dérivation de type dans le systeme de type pur. Vide et Déclaration
ne sont pas concernées, car on n’a pas besoin de vérifier que le contexte est bien formé
en déduction surnaturelle. Néanmoins il est & noter que puisque I' + T : A est dérivable,
I" est bien formé.

Dans la suite, on ajoutera parfois certaine regles de Conversion pour mettre en lumiere
les étapes modulo Ayy. On raisonne par cas suivant la derniere regle d’inférence. Si on a

Sorte I" bien formé (s1,50) € A

'+ S1 . 89
alors on traduit par
1) —————— (81,82) €A
CU T € (31, %0) (81, 2)
Sion a
Variable L' bien formé z:Ael

P'—x2: A

alors par définition de la traduction |z| = x et € (x, ]A\F/) est dans |I'| pour IV C T'. De

plus, par la remarque 6.2, \A\F/ = |A[". On a donc

—
—

Tl (x141)

Sion a
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Chapitre 6 La surdéduction comme cadre logique

I'-A:5 I''z: Av B : s
I'eTlz: A, B:ss

Produit (s1,82,83) € R

alors par hypothese d’induction on a des démonstrations 71 de |I'| + € (|A], $1) et w2 de
IT|,e(z,|A|) — e(|B],$2). De plus, comme I',z : A est bien formé, x ¢ FV(I'). Par le
corollaire 6.9, |B|, [cons(z)] PT}% |B| donc on peut construire la démonstration

(S,A,R)
2
™ Conversion I, €, ’AD s e (‘B’ . 52) Cor. 6.9
. 0|+ e (|A], 51) [T € (2, [A) = (Bl [cons(2)]  52) P
7] € (s, 50,59) (Al BI,) 5 $3)
Sion a

'eTlz: A, B:ss I'z:Av~T:B
I'eXx:A T:1lx: A, B

Abstraction s3€ 8

Iz : A, B est typé, il peut donc étre traduit en un terme de la forme 7, s, o) (|4l , |Bl,)-
Par hypothese d’induction on a des démonstrations 1 de |T'| + € (7'r<81,52753> (14],]Bl,), 3)
et my de |['|,e(z,|A|) v €(|T],|B|). Comme I',x : A est bien formé, = ¢ FV(I'). De
plus, par le corollaire 6.9, € (|T|,|B|) <~ e ((\|T|,)=,|B|, [cons(x)]) On peut donc
construire la démonstration suivante :

T T
IT[ = € (Fgsy,50,5) ([ALLIBy)  83)  [T]L e (@, JA]) = e (A |T),)2, | B, [cons(x)])
|F| e (A|T’z77:r(31,82,83> (‘A| ’ ’B|m))

—

(6.3)

z & FV([)

Sion a

I'eT:Mlz: A B I'-U:A
— (T U):{U/x}B

Application

alors par hypothese d’induction on a des démonstrations 7y de || € (|T] , (s, 55,55 (|4l 5 |BI,))
et mp de |I'| — € (|U],|A]). On peut donc construire la démonstration

T o
s T € (1T g (41 1BL)) T (U] 1)
B Tl e(|T| |U|,|B|, [cons(|U
Conversion I (7| 1], 1Bl | b Corollaire 6.9

[Tl e(|T] |U|,{U/z}B])
Sion a

T'eT:A F-A:s s8¢t A>B
'—T:B B

Conversion
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6.2 Systémes de type purs fonctionnels en déduction surnaturelle

alors par hypothese d’induction on a une démonstration 7 de |I'| + € (|T°| ,|A|). D’apres

le lemme 6.6, comme A%B on a |A| < |B|, et 7 est donc également une

démonstration de |T'| + € (|T|,|B]). O

Nous pouvons également démontrer que les nouvelles regles ne permettent pas de
démontrer trop de résultats.

Théoréme 6.15 (Conservatisme).

Pour tout contexte bien formé I' d’un systeme de type pur (S, A, R), pour tous termes
du premier ordre a et b, si on peut démontrer |I'| v~ €(a,b) en déduction surnaturelle
pour PTS (s A Ry, alors il existe des termes A et B du systéme de type pur tels que

a — |Al,b = |B| etT'v A: B est dérivable dans le systéme de type pur.
PTS(s,A,R) PTS(s,A,R)

Démonstration. On proceéde par induction pour 'ordre lexicographique sur la structure
de la démonstration de |I'| + €(a,b) et le nombre d’étapes modulo. Comme les regles
propositionnelles de P7S (g 4 r) sont atomisantes, en utilisant le théoreme 3.30, on n’a
a considérer que les surregles et .

Si la derniére regle d’inférence de la démonstration est appliquée modulo le systeme
de réécriture sur les termes, on considere la démonstration ou on applique cette der-

N N . Z !y * /
niere regle sans modulo, qui a donc pour conséquence |I'| + € (a/, ') avec a Lo
PTS(s,a.r)

et b« V. Par hypotheése d’induction on obtient deux termes A’ et B’ tels que
PTS(S’A1R>

d = JALY S |B| et T+ A : B est dérivable dans le systéme de type
PTS(s,A,R) PTS(s,A,R)
pur. Par confluence de Ay, il existe a” tel que a — a” < | A’|. Par le lemme 6.10 il existe
un A tel que a”’——y|A|. Par réduction du sujet, '+~ A : B’ possede une dérivation de
type 7. Par confluence de Ay, il existe b” tel que b—— b” <~ |B'|. Par le lemme 6.10 il
existe un B tel que b”LW|B\. Par le lemme 3.4, on peut donc dériver ' — A : B. Nous
pouvons par conséquent considérer par la suite que les regles d’inférence sont appliquées
sans modulo.
Siona

T OT1] e (@,b), [To| - € (z,b)

Par définition de la traduction du contexte |I'| = |I'1|,e(z,b), || cela veut dire qu’il

existe un terme B tel que b = |B['!. De plus, le remarque 6.2 nous dit que b = |B|".
Comme on suppose que I' est bien formé on peut bien construire la dérivation de type

I" bien formé
I',x:B,T9~2:B

Variable

Sion a
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Chapitre 6 La surdéduction comme cadre logique

(s1,82) € A

CU e € (31, %2)

alors comme par hypothese I' est bien formé, on peut construire la dérivation de type

Sorte T b1re‘)n formée (s1,52) € A
- S1: 89

Si on a

IT| + € (a, $1) IT],e(z,a) — €(b[cons(z)], $2)
‘F‘ € (7'r<81,52,83> (a7 b) 753)

par hypothése d’induction sur la sous-démonstration gauche il existe un terme A tel que

a—— |A] et il existe une dérivation de type m de I'+~ A : s;. Comme z n’est pas libre

dans |T'|, il ne l'est pas dans I" et donc I', z : A est bien formé. On peut donc appliquer

I’hypothese d’induction sur la sous-démonstration droite, ce qui nous donne un terme

B tel que b[cons(z)] — |B| et il existe une dérivation n’ de I,z : A ~ B : sy. Par
conséquent on peut construire la dérivation

(6.2)

z g FV(|F|,CL,I)), (51752753) € R

T m

I'—A:s I''z:Av B : 59
'~1lz: A, B:s;3

Produit

et par le lemme 6.13 7, o, s, (@, 0) i>7'T<L<,,1752,S3> (|A|,|B|,) = llz : A, B|.
Sion a
T re (#<81,82783) (a,b) 753) T, e(z,a) =€t 2,0 [COTLS(Z)]) z & FV(|T),a,b,t),
T+ € (t,7'r<81752753> (a,b)) (s1,82,83) € R

(6.3)

par hypothese d’induction sur la sous-démonstration gauche il existe un terme P tel
que g, so.s4) (@, D) —5|P| et T'+ P : s3 est dérivable. Par le lemme 6.13, il existe des
termes A et By tels que P =1lx : A, By, et ' A : sy et Iz : A+ By : sy sont
dérivables. Comme z n’est pas libre dans I', le contexte I',z : A est bien formé et on
peut appliquer 'hypothése d’induction & la sous-démonstration droite. On obtient des
termes 1" et B tels que t z—— |T”’|, b[cons(z)] — |Ba| et on a une dérivation 7 de
[,z: A T': By. Par le corollaire 6.9, |{z/x}B;| < b[cons(z)] donc par confluence
de Ay et le lemme 6.10 il existe un terme B tel que {z/z}B; 73?32. On peut

donc utiliser I’a-conversion et la réduction du sujet pour obtenir une dérivations 7 de
I'—1IIz: A, B: s3. Parle lemme 3.4, a partir de 7 on peut produire une dérivation 7o
deT,z: Av T : B. On peut donc construire la dérivation

T 2
'—1Tlz: A, B:s3 Iz:AvT':B
'-X2:A T :11z: A, B

Abstraction

LR DY , . * . .
On considere alors la réduction ¢ z — |T”| et on distingue deux cas :
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6.2 Systémes de type purs fonctionnels en déduction surnaturelle

— L’application en téte ne se réduit jamais, auquel cas T” est de la forme T z avec
t —>|T|. Dans ce cas, comme z ¢ FV(t), il suffit d’utiliser la réduction du sujet
pour 71 (lemme 3.2) pour obtenir une dérivation de I' T : 1z : A, B.

— L’application en téte se réduit, on a t z — (M) z —|T'|. On a

A(t[shift] 1) = {1/ [shift] L A(t [shift] = [shift])

= X ({1/z [shift] }((tz) [shift]))
A ({l/z [shift]} (|, [shift] )
P }T/‘z (lemme 6.12)

On a aussi

A(t [shift] 1) = X((Mt1) [shift] 1)
5 A( Mty [Lift(shift)])1)
— (Beta)A(t1 [lift (shift)] [cons(1)])
Ty (lemme 6.2)
<t
donc t < |Az : A, T'| et par confluence de Ay et par le lemme 6.10 il existe un

terme T tel que t — |T| et Az : A, T" %»T. En utilisant la réduction du sujet on

a bien une dérivation de '~ T : 1z : A, B.
Siona

(6.2)1 |F| e (7:‘-<31,82783) (a7 b) ) 5"3)
" |F| € (a’v 81)

par hypothese d’induction il existe un terme P tel que 74, , s.) (@, D) 5 |PletT+ P:

S3 est derivable Par le lemme 6.13, il existe des termes A et B tels que P=1lz: A, B

et a — | A|. Par définition de la traduction, |P| = (s, 5,5 (@50 ) avec s; le type de A
dans le contexte I', s} le type de B dans le contexte ',z : A, et s} le type de Iz : A, B
dans le contexte I'. Comme PTS g 4 r) ne peut pas modifier les 7, on a forcément
s; = s, pour ¢ € {1;2;3}. Par conséquent on a bien une dérivation de I'+— A : s1.

Sion a

‘P‘ =€ (7:r<sl,32,53> (CL, b) 753) |F| =€ (ua a)
IT| = € (b[cons(u)], $2)

(6.2)2
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par hypothese d’induction sur la sous-démonstration gauche il existe un terme P tel
que (g, sy 5 (@5 0) —5|P| et T'+ P : s3 est dérivable. Par le lemme 6.13, il existe des

termes A; et B tels que P =1z : Ay, B et b—— |B|,. Par définition de la traduction,
|P| = fr(s) 5,5, (@',0)) avec s le type de Ay dans le contexte I, s} le type de B dans le
contexte I', z : Ay, et s le type de Iz : Ay, B dans le contexte I'. Comme PTS(s,AR) D
peut pas modifier les 7, on a forcément s; = s; pour i € {1;2;3}. Par conséquent on a une
dérivation w de I',x : A1 + B : so. Par hypothése d’induction sur la sous-démonstration
droite il existe des termes U et Ag tels que u —— |U|, a — | Ag| et T+ U : Ay possede
une dérivation 7’. Par confluence de Ay et le lemme 6.10 il existe un terme A tel que
Ay %A%AQ. En appliquant Conversion aprés chaque utilisation de Variable pour

x : Ay dans w on peut obtenir une dérivation de I';x : A — B : so. En appliquant le
lemme 3.4 sur ' on obtient une dérivation de I' = U : A. En utilisant le lemme de
substitution 3.5 on a donc une dérivation de I'+~ {U/x}B : sa.

Sion a

|F| =€ (tv 7'1-<81752,S3> (a, b))
|F‘ =€ (7:((31,52,53) (CL, b) s 33)

(6.3)1

par hypothese d’induction il existe des termes T et P tel que t — ||, T(s1,50,53) (@5 D) = |P|
et I' — T : P est dérivable. Par le lemme 6.13, il existe des termes A et B tels que
P =1lz: A, B.Par définition de la traduction, |P| = 7y o o (a',V') avec 5] le type de
A dans le contexte I', s5 le type de B dans le contexte I', z : A, et s4 le type de Iz : A, B
dans le contexte I'. Comme P7 S (g 4 gr) ne peut pas modifier les 7, on a forcément s; = sl
pour i € {1;2;3}. Par conséquent on a bien une dérivation de I' ~ IIz : A, B : s3.

Sion a
‘P‘ € (t7 7:‘-(51,32,33) (a’7 b)) |F| € (u, a)
IT| + €(t u,b[cons(u)])

par hypothese d’induction sur la sous-démonstration gauche il existe un terme P tel
que (s, 555 (@5 0) 5 |P| et T'+ T : P posséde une dérivation 7. Par le lemme 6.13,

(6.3)2

il existe des termes Ay et By tels que P = Iz : Ay, By, a — |A1| et b |Bi|,. Par
hypothese d’induction sur la sous-démonstration droite il existe des termes U et As tels
que u—— |U|, a = |A3| et T+~ U : Ay possede une dérivation n’. Par confluence de
Aw et le lemme 6.10 il existe un terme A tel que Ay % A % As. On peut appliquer le

lemme 3.4 pour obtenir une dérivation w de I' = T : Iz : A, B1, de méme pour 7’ pour
obtenir une dérivation @’ de I' = U : A. On peut donc construire la dérivation

w w’
'eT:1lzx: A By r-U:A

Applicati
ppiication T+ T U:{U/z}B
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or d’apres le corollaire 6.9, b [cons(u)] «+—{U/x} B;. Par confluence de Ay et le lemme 6.10
il existe un terme B tel que b [cons(u)] — |B| et {U/z}B; % B. On peut alors appli-

quer le lemme 3.4 & la dérivation ci-dessus pour obtenir une dérivation de '~ T' U : B.
O

Remarque 6.3 : On ne peut pas se passer du fait qu’on ait besoin de réécrire a et
b pour obtenir la traduction de termes typables. En effet, par le fait que nous tra-
vaillons modulo Ay, il est possible de démontrer € (a,b) pour des termes a et b qui par
exemple ne normalisent pas fortement. Ainsi, si on se place dans le systéme de type
pur AIL, il est possible de démontrer + € ((AA1)(A11l)%, 0) dans la déduction surnatu-
relle correspondante, mais il n’est pas possible de trouver des types A, B et C tels que
— Az A, Ay B, y) (Ax:C, z x): 0 soit dérivable dans AIL.

Néanmoins, si le systeme de type pur est fortement normalisant et si on peut démon-
trer |T'| ~ € (a,b) pour un contexte I" bien formé, alors avec le théoreme que 1'on vient
de démontrer a et b normalisent faiblement. De plus, quand un A-terme normalise fai-
blement, on connait une stratégie de réduction qui mene a sa forme normale : il s’agit
de réduire d’abord les radicaux les plus a les moins profonds et les plus a gauche. On
sait alors comment réduire a et b pour trouver leur forme normale et ainsi obtenir des
A et B tels que '~ A : B est dérivable dans le systeme de type pur.

Si on veut se passer de I’hypothese que le contexte est bien formé, il faut encoder les
jugements de type autrement. On peut par exemple considérer une constante nil et un
symbole de fonction :: pour construire des listes et un nouveau prédicat ternaire C' qui
est comme € mais prend un liste de terme comme contexte en plus. On peut alors donner

la traduction d'un contexte : |z : 4,0, = |Al} = ‘@‘E,x:A et ]| £ nil, puis celle
d'un jugement de type : [T+ A: B| = C(|T], ‘A|£1,...,xn , ]B\glxn) ou les x1,...,xy
sont les variables de I'. On ajoute alors deux nouvelles regles propositionnelles
C(t:la,b) — (e(t,s1) V... Ve(t,sn)) (6.4)
AV, €(x,t) = C(l[cons(x)],a[cons(x)],b[cons(z)])
C(nil,a,b) — €(a,b) (6.5)
ou {s1,...,8,} = S, et deux régles sur les termes pour propager les substitutions dans

les listes

(t 1) [s] — t[s] = L[lift(s)]

nil [s] — nil

Un premier inconvénient est que la déduction surnaturelle n’a pas été définie pour la
disjonction. Toutefois, ici, comme les disjonctions portent sur des propositions atomiques,
on peut s’en sortir et calculer les surregles suivantes :
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Cwt:s; Tye(z,t) v~ C(l[cons(x)],alcons(x)],b[cons(z)])
L' C(t::la,b)

(6.4)i

'+ €(a,b)
'+ C(nil,a,b)

(6.5)

L' C(t::la,b) It:s1+D It:s,+D
I'—D

(6.4)

s D+ C(nil,a,b)
" Tre(a,b)

Les regles o), permettent de vérifier que la traduction du contexte du systeme de type
pur est bien formée avant de l'ajouter dans le contexte de la déduction surnaturelle.
On peut alors montrer sans trop de difficultés la correction de la traduction, c’est-a-
dire que si I' = A : B est dérivable dans le systéeme alors — |[I'+ A: B| peut étre
démontré en déduction surnaturelle avec les nouvelles surregles. Réciproquement, il est
probablement possible de montrer un résultat de conservatisme disant que si+ C(I, a,b)
est démontrable en déduction surnaturelle, alors on peut trouver un jugement de type
dérivable dans le systéme de type pur et qui est la traduction d’un réduit de C(l, a, b).
Pour cela, la seule regle problématique serait ¢4 . Néanmoins, nous ne chercherons pas
a démontrer ce théoreme, car de toute fagon les démonstrations n’ont plus la méme
structure que les dérivations de type, ce qui diminue l'intérét de notre traduction par
rapport aux travaux existants comme ceux de Mark-Oliver STEHR et José MESEGUER
(2004).

6.3 Applications

6.3.1 Un calcul des séquences pour la recherche automatique de
démonstrations dans les systemes de types purs

Grace aux traductions données dans la section 3.3.2, on sait que le calcul des séquences
extensibles pour P7S (g 4 r) est équivalent a la déduction surnaturelle pour ce systeme.
11 possede donc les mémes propriétés de correction et de conservatisme par rapport au
systeme de type pur.

Les regles du calcul des séquences extensible pour P7S(g 4 gr) sont représentées dans
la figure 6.4. Ces regles s’appliquent modulo les regles sur les termes.

Si on cherche a construire une méthode de recherche de démonstrations automatique,
on va plutot privilégier une version asymétrique du calcul des séquences extensibles, ou
les regles sur les termes ne s’appliquent que de bas vers le haut. Dans le cas général, cela
ne pose pas probléeme car Ay est confluent. Dans le cas de A,, on est en plus avantagé
par le fait que le lemme 6.9 devient :
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I'— A
6.1)—
(-1 [e($1,82) A

(s1,52) € A

(6.1 ,52) €A
(6.1) T (31, 82) . A (s1,82)

(6.2) [,e(a,51),€(bcons(u)], $2) = A Te(a,$1) v e(u,a),A
e (#(51,32,33) (a,b) 753) - A

I'+ E(a"él)7A F76(27a)|_E(b[CO'I’LS(Z)]’,§2)
—(6.2) - .
Fie (Tr<51732,53> (0‘7 b) 783) 7A

L, e (7(sy,50,9) (@,0),33) € (t u,b[cons(u)]) = A L, e (75 50.59) (@,0) , 33) € (u,a) , A
L' e (t’ 7.r(81,82783) (a7 b)) - A

(6.3)—

63 L v € (s, 50,55 (@, 0) , 83) , A [e(z,a) v €(t z,b[cons(z)])
. e (t,7'r<81’52,33> (a,b)) , A

FiG. 6.4 : Surregles du calcul des séquences extensible encodant un systéme de type pur
(S,A,R)
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Lemme 6.16. |B|, [|U] - id] T {U/x} B

ce qui fait que dans la traduction donnée par le théoréme 6.14 on peut se contenter
d’appliquer les regles sur les termes vers le haut apres une introduction et vers le bas
apres une élimination. En traduisant vers le calcul des séquences extensibles, ces regles
s’appliqueront donc vers le haut.

Pour avoir une méthode de recherche de démonstration automatique avec un espace
de recherche limité, il faudrait que = soit admissible. Comme nous le montrons ci-
dessous, ce n’est pas toujours le cas, en particulier pour le systeme Ax qui n’est pas
fortement normalisant. Néanmoins, comme nous le démontrons, si le systeme de type pur
est faiblement normalisant alors le calcul des séquences extensible admet les coupures.
Dans tous les cas, grace a la proposition 3.29, on sait qu’on peut se restreindre a des
coupures introduisant des propositions atomiques.

Un des problémes pour le recherche de démonstration automatique réside dans le fait
que u doit étre deviné dans les regles (6.2) et (6.3)+, de la méme fagon que dans les regles
v et 3. La technique classique pour résoudre cela est I'utilisation de méta-variables,
comme par exemple cela est fait dans TaMed (cf. sections 3.2.4 et 4.4.2). Mais méme
en utilisant ceci, on va générer un grand nombre de méta-variables, et les contraintes
d’unifications seront difficiles a résoudre.

Pour restreindre ’espace de recherche, on peut alors s’appuyer sur le fait qu’en général
le u correspond & un argument qui est appliqué a une ¢ dans les conclusions de la séquence,
pour pouvoir au final utiliser ~. On peut alors proposer une instance de (6.3)~qui sera
plus appropriée.

L, € (s 59,5) (@,0) . 83) € (ur,a) € (tur ... up,c), A

L, € (s, s0,5) (@,0) , 33) € (¢ ur, b[cons(ur)]) v e (t ug ... up,c), A
T e (t,7’r<31,32753> (a, b)) —e(tup ... up,c), A

Ainsi, argument appliqué & t n’a pas a étre deviné, mais il provient du reste de la
séquence. On peut alors suivre une stratégie de recherche de démonstration qui applique
cette nouvelle régle en prenant un t le plus gros possible de facon & minimiser le nombre
d’arguments qui restent a appliquer. Ceci reste une heuristique, mais nous pensons que
cette stratégie est complete pour la recherche de démonstrations dans les contextes bien
formeés.

App.

Implémentation en Lemurida

Lemuridee est un prototype d’assistant a la démonstration développé principalement
par Paul BRAUNER et basé sur la surdéduction, plus particulierement le calcul des sé-
quences extensibles pour la logique classique du premier ordre (Paul BRAUNER et colla-
borateurs, 2007b). Il est écrit en TOM/Java.
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Lemuridee repose sur la logique classique. Ceci pose un probleme car ’extension de
la logique classique par la théorie compatible avec ’encodage d’un systéme de type pur
n’est pas conservative par rapport a celle de la logique intuitionniste, y compris sans
considérer les tautologies de la logique classique qui ne sont pas des tautologies de la
logique intuitionniste, comme le montre ’exemple suivant :

Ezemple 6.4 : 11 est connu que la formule de PIERCE ((P = @) = P) = P est un
exemple de formule valide en logique classique mais pas en logique intuitionniste. Par
conséquent, il est impossible de trouver un A-terme T tel que P : *,Q : * + T : Ilx :
(Ily : (Ilz : P, @), P), P soit dérivable dans le systéme de type pur A, correspon-
dant au A-calcul simplement typé. Par le théoreme 6.15, il n’existe donc pas de terme
t tel que € (p,%),e(q, %) + € (t,7'r<*7;k,4<> (7'T<;k7;k74<> (7'r<,;74<’>;> (p, q[shift]) ,p [shift]) , P [shift])) en
déduction surnaturelle pour P7S,_ . Comme A__, est fortement normalisant, nous
montrerons ci-dessous que le calcul des séquences extensible pour P78, admet les
coupures, et possede donc la propriété du témoin. Par conséquent € (p,*),€(q,*) +
Jt, € (t, T (e ) (7}(*,%7*) (7'r<;k7>;<’*> (p, q [shift]) ,p [shift]) , D [shift])) n’est pas démontrable (plus
exactement + 3¢, (e (p,*)Ae(q, %)) = € (t,7‘r<,;7;k7,;> (7'T<;k,,;7>;<> (7'r<>;7>;<,;6> (p, q [shift]) ,p [shift]) , D [shift])),
ce qui est intuitionnistement équivalent). Néanmoins, cette séquence est démontrable en
calcul des séquences extensible pour P7S)__, en logique classique, en instanciant tout
d’abord t par A(1 d), ce qui permet, apres 'application de plusieurs surregles, d’avoir
€ (z,p) dans le contexte pour un z frais. On peut alors réinstancier ¢ par \(z [shift]) et
fermer la démonstration.

Remarque 6.4 : On aurait pu démontrer ce résultat avec d’autres formules, en particulier
avec des tautologies de la logique classique qui n’en sont pas pour la logique intuition-
niste. Néanmoins, les séquences de la forme |I'| ~ 3¢, € (¢, |P|) pour un contexte I' bien
formé sont typiquement celles que 'on va chercher a démontrer pour faire de la re-
cherche automatique de démonstration dans les systemes de type purs, puisque l'on va
chercher un terme ¢ qui est la traduction d’un terme de démonstration de la proposition
P. L’exemple ci-dessus montre que ce n’est pas envisageable si on se base sur la logique
classique.

Pour pouvoir utiliser Lemuridae de fagon correcte, il faudrait donc le modifier pour le
restreindre a la logique intuitionniste, ce que n’avons a ’heure actuelle pas réalisé. Nous
avons toutefois ajoutée une tactique qui permet de simuler la regle App. décrite ci-dessus,
afin de simplifier la construction des démonstrations dans Lemuridae. En effet, sans cela,
I'utilisateur est obligé de fournir le terme appliqué quand on utilise la surregle (6.3)«.

6.3.2 Normalisation

Nous allons maintenant étudier la relation entre la normalisation forte d’un systeme de
type pur et celle de la déduction surnaturelle correspondante. Pour cela, intéressons nous
aux termes de démonstrations de cette déduction surnaturelle, qui possedent les regles
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(81, 82) cA

T f6.1) 1 € (51, 32)

F'—p:e(a,$r) [ z:e(z,a)~ q:e(blcons(z)], $2)
' )\f(16.2), D )\f(QG.Q)(z,x), q:e (7'r<81582753> (a,b) ,33)

—

(6.2)

z ¢ FV(T,a,b), (s1,82,93) € R

I'-p:e (7'1'<81’52,s3> (a,b), 53) Diz:e(z,a)vq:e(t z,b[cons(2)]) » ¢ FV(T,a,b,t),
= Mgy PUMGa)(2:2)s a5 € (L7 05,0) (a,0) (51,52, 83) € R

(6.3)

'+ b:e (71—(51,52,53) (av b) ) 83)
C+p f(16'2) 1 €(a, $1)

(6.2)1

I'ep:e¢ (7‘r<51782,53> (a,b), 8'3) I'e-gq:e(u,a)

(6.2)2
) Fep f(26.2) (u,q) : €(b[cons(u)], $2)
(6.3)1 I'-pie (t’ 7..r<51752783> (aa b))
I'—p f(lﬁlg) 1€ (71'(51,32,33) (CL, b) 7$3)
(6.3)2 Fepre (t77‘r<81752,83> (a, b)) F'v—gq:e(u,a)

—

F'+p f(26.3) (u,q) : €(t u,b[cons(u)])

Fi1G. 6.5 : Typage des termes de démonstration de la déduction surnaturelle correspon-
dant & un systeme de type pur

de typage indiquées dans la figure 6.5. Notons toutefois qu’il existe en fait un constante
f6.1) et une regle de typage correspondante pour chaque axiome (s1,82) € A, de méme
pour les symboles de fonction fig ) et f(s 5) (7 € {1;2}) dont il existe un exemplaire pour
chaque regle (s1, s2,53) € R.

Notons que la démonstration du théoreme 6.14 fournit une traduction des termes bien
typés dans le systeme de type pur vers les termes de démonstration de la déduction
surnaturelle.

Définition 6.4. Un terme bien typé d’un systéme de type pur (S, A, R) peut étre traduit
en un terme de démonstration de la déduction surnaturelle pour PTS(s A r) de la fagon
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sutvante :
(Isll)sz = f(6.1) pour (51;52) €A
)
We:A T)p £ (
(Mo 4, B) 2 (M), (4) 1 (Mo (@), (B))
(T U) = (1) f§.5((U), (O))
(

Proposition 6.17 (Correction). T posséde le type P dans le contexte x1 : P, ..., 2y : Py
pour le systéme de type pur (S, A,R) ssi (T|) est un terme de démonstration pour
€ <‘T|a:1:P1,..-7J:n:Pn ’ ’P’m:Ph...,xn:Pn) dans le contexte Tl € (:pl, |P1’) N R (xm ’Pn|x1:P1""7x"*1:P"*1>

en déduction surnaturelle pour PTS (s A R)-

)\f63, > <>\f63(x x), (]TD) ou P estle type de Az : A, T

Démonstration. 11 s’agit essentiellement de reprendre la démonstration du théoreme
6.14. O

Proposition 6.18 (Simulation). Pour tout terme T bien typé dans le systéme de type
pur, si T = U alors (]T[)d—>(]U|)
18

Démonstration. Premierement, remarquons que puisque 1" est typé, par réduction du
sujet U l'est aussi et (U] est bien défini.
SiT 7 U alors il y a un f-radical (Ax : A, B)C dans T a une certaine position. Par

définition de la traduction, il y a donc un sous-terme de (7)) égal a
</\ng 3) (]PDZ)\f6 3) (z,z) (]BI)) (QCD (CD) qui se réduit en une étape pour dis en

{(C) /z}(B]). Il reste donc a demontrer que pour tous termes 1" et U typés dans systeme
de type pur (et dont le type de U est le méme que celui de THJ) et toute position p de
T, on a (T'[U])= (T)[(U)]p, ce qui se montre par induction sur la position p. Si elle
est vide, le résultat est trivial. Sinon, on analyse les cas suivant la structure de T'. Si
T = M\x : A, B, alors si la position pointe dans A, (7)) dépend du type de A (plus
précisément du type de Az : A, B) et non de A lui méme. Le fait de remplacer un
sous-terme de A par un sous-terme de méme type ne changera donc pas le type de A et
de Az : A, B, et donc (T[U]y) p= (T)p= (T)p[(U)]p. Si la position pointe dans B, on
applique ’hypotheése d’induction sur B et on obtient que

[0+ A, B)Ulhp = B+ A, (BUL)p
= )‘f(16.3)7 (IPDZ)\f(QGA?))(xvCU)v (BIU],)
= /\f(16_3), GPDZ)\f(26.3)(a:,x), (B)[(U)]p (hypothese d’induction)
= Az : A, B)p[(U)]2p
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Les autres cas sont similaires a ce dernier. O

Corollaire 6.19. Si toutes les démonstrations en déduction surnaturelle pour PTS (s A R)
de conséquence de la forme |I'| v € (a,b) avec I" bien formé normalisent fortement, alors
le systéeme de type pur (S, A, R) est fortement normalisant.

Ce corollaire associé au théoreme 3.22 montre que ’on pourrait donc utiliser les criteres
de normalisation forte de la déduction modulo pour démontrer qu’'un systeme de type
pur est fortement normalisant. Néanmoins, comme nous allons le démontrer, la déduction
surnaturelle associée a un systeme de type pur n’est jamais fortement normalisante. On
pourrait essayer d’adapter les critéres pour les restreindre aux démonstrations dans des
contextes bien formés, mais il semble toutefois que ceci serait d’un intérét assez faible :

— On ne peut pas appliquer le critere d’un ordre bien fondé qui inclus 'ordre sous-
formule et la relation de réécriture, car e (7%<31732’33> ($3,0) ,53) est strictement plus
petit pour 'ordre sous-formule que € ($3,$1) AVz. €(z,83) = € (b[cons(z)], $2) alors
que le premier se réécrit en le second par (6.2).

— La technique principale pour montrer qu'un systeme de type pur est fortement
normalisant repose sur les candidats de réductibilité. L’'utilisation de pré-modeles,
qui interpretent les formules par des candidats de réductibilité, ne semble donc pas
a priori permettre de démontrer de nouveaux résultats de forte normalisation. Il
serait toutefois intéressant de regarder s’il est possible d’utiliser les candidats de
réductibilité démontrant la forte normalisation d’un systeme de type pur (S, A, R)
pour obtenir la normalisation forte de la déduction modulo P7S g 4 Rr)-

— La supercohérence est bien adaptée aux cas ou on peut définir 'interprétation des
formules en utilisant des points fixes. Ici, il semble difficile de déterminer la séman-
tique de € grace a un point fixe.

On peut chercher & démontrer un résultat similaire pour 'autre direction, c¢’est-a-dire
montrer que la normalisation forte du systéme de type pur implique celle de la déduction
surnaturelle associée. Ce résultat est faux dans le cas général, car on peut rajouter des
axiomes dans le contexte qui permettront de construire des termes non normalisants.

Proposition 6.20. Etant donné un systéme de type pur (S,A,R) avec R # 0, la
déduction surnaturelle pour PTS s o r) n'est pas fortement normalisante, méme si le
systeme de type pur l’est.

Démonstration. Le contre-exemple de Jean-Yves GIRARD (1972) nous dit qu'il existe
un terme T qui ne normalise pas et est typé par Ilx : %, x dans le systeme de type

pur Ax. Soit (s1, s2, s3) une des régles du systeme de type pur. On considére le contexte
déf

en déduction surnaturelle suivant : I' = Vaz, €(x,$1) < e(z,82),Vz, €(z,8) <
€ (x, 83),€(83, $3), qui n’est pas la traduction d’un contexte bien formé. On peut alors tra-
duire toute dérivation de © + A : B de A+ par une démonstration de

I, {53/4‘7 7'7(51,32,5;;}/7%(*,*,*)}’@’ € ({53/4‘7 7.r<31,52753>/7'7(*,*,*)} ’A‘e ) {53/4" 7'r<31752753)/7‘r(*7*7*>} ’B|e>
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en déduction surnaturelle pour P78 (g o r) (les traduction étant par contre effectuées

pour P7S),), en suivant la démonstration du théoreme 6.14, en remplacant les axiomes

manquant par I'hypothese € ($3, $3) et en utilisant les équivalences dans les cas ou une

sorte ne convient pas. Comme pour la proposition 6.18, un (-radical est alors traduit

par un p-radical, et la traduction du réduit est le réduit de la traduction. Par conséquent,

comme T ne normalise pas, la démonstration de ' € ({83/%, 715, s s5) /s F T ] (s 50,55) (53,1))
ne normalise donc pas non plus, quelque soit la réduction.

Comme on le voit, ce résultat repose sur le fait qu’il est possible de rajouter des
axiomes pour retomber dans Ax. Dans la suite, nous allons donc nous restreindre aux
démonstrations effectuées dans la traduction d’un contexte bien formé. Nous conjectu-
rons qu'un systeme de type pur est fortement normalisant ssi toutes les démonstration
en déduction surnaturelle pour un tel contexte normalisent fortement.

Conjecture 6.1.

Tous les A-termes typés dans un systéme de type pur (S, A, R) normalisent fortement
ssi toutes les démonstrations en déduction surnaturelle pour PTS s o r) de séquences
de la forme |I'| v~ €(a,b) (ou T est un contexte bien formé) normalisent fortement .

Le corollaire 6.19 montre la direction « si », car seuls les démonstrations dont la
conséquence est de la forme ci-dessus correspondent a des traduction de dérivation dans
le systeme de type pur.

Pour l'autre direction, remarquons tout d’abord que le théoreme 6.15 fournit une
traduction des termes de démonstration pour la déduction surnaturelle pour P7S (s 4 r)
vers des A\-termes bien typés dans le systéme de type pur (S, A, R). Toutefois, dans cette
traduction, tous les p-radicaux ne sont pas traduits par des g-radicaux. En particulier, les
p-radicaux pour la regle (6.2) (de la forme ()\f(16.2), tzAffG.Q)(z, x), u) f("ﬁ_Q)(?})) sont en
quelque sorte réduits avant d’étre traduit. Par conséquent on ne peut pas démontrer un
résultat analogue a celui de la proposition 6.18. Notons toutefois que les p-radicaux pour
la regle (6.3) sont traduits par des [-radicaux, ce qui veut dire que si le systéme de type
pur est fortement normalisant, alors la non-normalisation de la déduction surnaturelle
devrait faire intervenir au moins une réduction pour (6.2).

Pour chercher un contre-exemple a cette conjecture, si on se place dans le calcul des
constructions, P e (7’r<\37*7*> (k,1), *) semble étre un bon candidat de formule pour
trouver une démonstration non fortement normalisante de la forme attendue. En effet
cette formule se rééerit en € (%, O)AVz, €(z,%) = €(z, %), qui est facilement démontrable.
Malgré tout, P est une sous-formule de cette derniere, et on pourrait donc chercher
a obtenir une démonstration non-normalisante & la maniere de A(r) —Vz, z=r =
A(z) = B. Néanmoins, nous n’avons pas trouvé de moyen de forcer I’égalité de z avec
une terme de la forme 7o , .y (*,u) de maniere & pouvoir réappliquer la regle (6.2).

C’est 'absence apparente de contre-exemple qui nous pousse a croire que la normali-
sation du systéme de type pur entraine celle de la déduction surnaturelle correspondante
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pour les démonstrations dans la traduction d’un contexte bien formé.

En revanche, il est possible de démontrer que la normalisation d’un systeme de type
pur entraine que la déduction surnaturelle correspondante admet les coupures dans les
démonstrations dans la traduction d’un contexte bien formé.

Proposition 6.21. Si un systéme de type pur (S, A, R) est faiblement normalisant,
alors pour tout contexte bien formé I', pour tous termes a et b, la séquence |I'| v € (a,b)
possede une démonstration en calcul des séquences extensible pour PTS (s a Ry ssi elle
est posséde une sans utiliser * .

Démonstration. Supposons que |I'| + € (a,b) possede une démonstration en déduction
surnaturelle pour P7S(g o gr)- Par le théoréme 6.15, il existe des termes A et B tels que

'+ A: B est dérivable dans le systéme de type pur, a — |A| et b—— |B|. Comme le
systeme de type pur est faiblement normalisant, A et B posseédent une forme normale
A’ et B’. Par réduction du sujet et en appliquant le lemme 3.4, I' — A’ : B’ est déri-
vable dans le systéme de type pur. Par le théoréme 6.14, |I'| — € (|4'|, | B’|) posséde une
démonstration en déduction surnaturelle. De plus, cette démonstration contient exacte-
ment les mémes radicaux que la dérivation dont elle est issue, par conséquent aucun.
Comme a — |A’| et b—=|B’|, ¢’est également une démonstration de |I'| + € (a, b). Si on
traduit cette démonstration en calcul des séquences extensible, elle ne contiendra donc
pas de . O

Réciproquement, dans le cas ou le systeme de type pur n’est pas fortement normali-
sant, le corollaire 6.19 montre que la déduction surnaturelle ne normalise pas non plus.
Toutefois, le calcul des séquences modulo P78 (g 4 r) pourrait admettre les coupures
tout de méme. Ce n’est pas toujours le cas. Si on se place dans A%, le contre-exemple de
Jean-Yves GIRARD (1972), la proposition 3.24 et le théoréme 6.14 montrent qu’il existe
un terme t tel qu’on peut démontrer + € (t, T (54,5 (%, 1)) en calcul des séquences exten-
sibles pour P7 S).. Toutefois, si on cherche & obtenir une démonstration sans coupure
on obtient la dérivation

+(6.1) (D) - €(z,%) + e(1[cons(2)], %) ?

=€ (ﬂ—(*,*,*) (*7 1) ) *) € (27 *) =€ (t 2, Z)
€ (8 T (3, 1))

Or on ne peut appliquer aucune régle a part = a e(z,%) + € (¢ z, z). Par conséquent il
n’existe pas de démonstration sans coupure de + ¢ (t,7'r<*7*7*> (%, 1)) et P78y, n’admet
pas les coupures. Il existe donc des cas ou le systeme n’admet pas les coupures, y compris
pour les démonstrations dans la traduction d’un contexte bien formé.

On peut résumer les relations entre systeme de type pur et déduction surnaturelle a
propos de normalisation grace au schéma de la figure 6.6.

+—(6.2)

+—(6.3)
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Systeme

de type pur Surdéduction
contexte contexte
bien formé quelconque
Normalisation forte jamais
Normalisation faible “< H

Admissibilité de =

F1G. 6.6 : Schéma récapitulatif des relations entre normalisation dans un systéme de
type pur et dans les systemes de surdéduction correspondants
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Chapitre 7

Conclusion

S’il est quelquefois logique de s’en
rapporter a I’apparence des
phénomenes, ce premier chant finit ici.

Comte de LAUTREAMONT, Les
Chants de Maldoror

ouUs avons étudiés différents criteres qui permettent d’obtenir des démonstrations
N plus simplement, en s’appuyant principalement sur la déduction modulo et le for-
malisme voisin de la surdéduction. Le premier critere est ’admissibilité des coupures, et
nous avons vu que, méme si cette propriété est indécidable en général, on peut utiliser
une généralisation de la procédure de complétion standard de Donald KNUTH et Pe-
ter BENDIX (1970) pour modifier un systeéme afin qu’au final il admette les coupures. Le
deuxieme critere est la longueur des démonstrations, et nous avons vu comment la dé-
duction modulo permet de réduire celle-ci. Cette réduction permet de mieux comprendre
quels phénomeénes entrainent les réductions de longueurs des démonstrations quand on
augmente l'ordre en arithmétique. Enfin nous avons cherché a savoir comment produire
des démonstrations a la fois simples du point de vue de I'implémentation du systeme de
déduction mais aussi simples pour son utilisateur, en regardant comment des logiques
d’ordre supérieur comme les systemes de type purs peuvent étre encodés dans une lo-
gique du premier ordre. Ces recherches éclairent d’un jour nouveau la notion de bonne
démonstrations et ouvrent des perspectives que nous relevons maintenant.

7.1 Vers d’autres criteres de simplicité

Les criteres de simplicité que nous avons étudiés ont été justifiés, mais ce ne sont pas
les seuls qui peuvent étre utiles. La premiere question qui vient a l’esprit est de savoir
quels autres critéres sont pertinents. A partir de I’admissibilité des coupures, on est
naturellement amené & se pencher sur la normalisation. Certes, du point de vue de la
démonstration automatique, la plupart des bonnes propriétés des systemes de déduction,
comme ’analycité ou la propriété du témoin, sont des conséquences de l’admissibilité
des coupures et ne requierent pas la normalisation. Néanmoins, la normalisation peut
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étre utile pour la vérification des démonstrations : il est souvent plus facile d’écrire un
programme qui vérifie uniquement les démonstrations en forme normale. Alors, a partir
d’une démonstration quelconque, il s’agit de la normaliser et de vérifier la démonstration
ainsi obtenue. Si on n’a que ’admissibilité des coupures, cela n’est pas toujours possible,
méme pour des démonstrations correctes, et on est obligé de reconstruire une nouvelle
démonstration a partir de zéro si on veut avoir une démonstration sans coupure. De
plus, grace a l'isomorphisme de CURRY-HOWARD, la normalisation forte d’un systeme
permet de garantir la terminaison des programmes qui y sont typés correctement. Il
faudrait donc regarder dans quel mesure notre étude sur I'admissibilité des coupures
peut étre étendue a celle de la normalisation, en particulier, s’il est possible d’instancier
les systemes canoniques abstraits différemment de la fagon proposée au chapitre 4 pour
obtenir une procédure de complétion qui permet de transformer un systeme pour qu’au
final il normalise fortement. Une autre approche pour résoudre ceci serait de rajouter
des regles de simplifications a la procédure de complétion que nous avons proposée. En
effet, si le systeme obtenu par complétion ne normalise pas, c’est en partie parce qu’il
est toujours possible de construire les démonstrations non normalisantes présentent au
départ, étant donné qu’on a uniquement ajouté des regles. Si on prend l'exemple du
systéme de CRABBE, au final on a le systétme A —— BA—A;A —-T BA-A; B —— 1.1l
est donc toujours possible de construire une démonstration non normalisante de B + en
coupant autour de A. La complétion standard de Donald KNUTH et Peter BENDIX (1970)
contient la regle de simplification {s — t;u[s], — v} ~ {s — t;u[t], = v}. Sion applique
naivement cette régle dans le systéme ci-dessus, on obtient A —— L A =4; 4 —+ B A
—A; B —~ L et on pourrait envisager d’ajouter des régles de simplification « logiques »
qui conduiraient au systéme A —~ 1; A —T BA—-A; B —~ 1 dans lequel il ne serait plus
possible de construire une démonstration non normalisante. Il nous faut donc comprendre
dans quelle mesure ce cas particulier est une exception ou peut étre généralisé.

Un autre critere important en ce qui concerne la déduction modulo est la décidabilité
de la congruence engendrée par le systeme de réécriture modulo lequel on travaille. En
effet, c’est une condition nécessaire pour la décidabilité de la vérification des démons-
trations, a moins que l'on détaille & chaque étape de la démonstration les étapes de
réécriture qui la justifient (par exemple via des régles de conversion étape par étape ex-
plicites), ce qui fait perdre I'intérét de travailler modulo, en particulier en ce qui concerne
la longueur des démonstrations. Une fagon d’assurer cette décidabilité est d’utiliser un
systeme de réécriture confluent et terminant. Le systeme produit par notre procédure
de complétion pour retrouver 'admissibilité des coupures n’est en général ni confluent
ni terminant, en particulier si on utilise le théoreme 3.10. Il faudrait donc ici aussi cher-
cher a s’assurer que la congruence soit décidable apres que le systeme de réécriture a été
complété. Si on veut rentrer dans le cadre de systemes de déduction de Stephen COOK et
Robert RECKHOW (1979), il faut méme que les démonstrations soient vérifiable en temps
polynomial, ce qui implique que la congruence doit étre décidable en temps polynomial
aussi. Pour cela, méme avec un systéme non confluent, on pourrait utiliser des techniques
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étudiées a partir des années 1970 pour s’assurer de I’équivalence de deux termes. Une
approche pourrait consister a utiliser des techniques de fermeture de congruence (con-
gruence closure, Greg NELSON et Derek OPPEN, 1980), dont certaines sont tres efficaces
(Rakesh VERMA, 1993), ou de complétion close (Wayne SNYDER, 1989).

7.2 Vers un cadre logique unique et mécanisé

7.2.1 Automatisation des théories

Au cours de la section 4.3.1 nous avons proposé un algorithme qui permet de trans-
former toute présentation d’une théorie en logique du premier ordre en un systeme
de réécriture compatible avec cette théorie (corollaire 4.10). En appliquant ensuite la
procédure de complétion du chapitre 4 sur ce systéeme, ceci permet d’obtenir de fagon
automatique un systeme de démonstration analytique pour la théorie de départ. Jus-
qu’alors, les systemes correspondant a des théories utilisés en déduction modulo, comme
par exemple celui pour l'arithmétique (Gilles DOWEK et Benjamin WERNER, 2005) ou
pour la théorie des ensembles (Gilles DOWEK et Alexandre MIQUEL, 2007), ont été exhi-
bés a la main. L’idée serait alors de développer une méthode automatique qui transforme
une théorie en un systeme de réécriture compatible et ayant toutes les bonnes propriétés
attendues, a savoir admissibilité des coupures voire normalisation forte, décidabilité de la
congruence voire vérifiabilité des démonstrations en temps polynomial, etc. Outre I'ex-
tension de nos approches concernant ’admissibilité des coupures a ces autres propriétés,
plusieurs taches doivent étre accomplies a cet effet.

Premierement, la plupart des théories ne sont pas présentées sous la forme d’un nombre
fini d’axiomes de la logique du premier ordre, mais via des schémas d’axiomes voire par
l'utilisation de logiques d’ordre supérieur. Le travail de Florent KIRCHNER (2006) résout
la présence de schéma d’axiomes, mais possede 'inconvénient de faire travailler dans une
extension, certes conservative, de la théorie initiale, en particulier via I'utilisation d’une
logique multisortée. L’impossibilité de trouver une axiomatisation finie de I’arithmétique
du premier ordre sans utiliser d’extension nous montre toutefois qu’il ne semble pas
possible de faire autrement. Notre travail apporte également un début de solution a
I’'utilisation de logiques d’ordre supérieur, mais ouvre de nouvelles perspectives.

Deuxiemement, I’algorithme que nous donnons a la section 4.3.1 est valable pour la
logique classique du premier ordre, mais pas en logique intuitionniste, comme souligné
dans la remarque 4.1. Cette remarque indique aussi que si on veut que le systeme ait
la propriété du témoin ssi la théorie initiale I’a, alors en général on ne sera pas capable
de trouver un systeme de réécriture compatible. Néanmoins, le simple fait d’utiliser des
extensions, en particulier via la skolémisation, peut donner la propriété du témoin a
une théorie qui ne l'avait pas. On peut donc se demander si le respect de la propriété
du témoin est vraiment importante. De plus, il existe des théories pour lesquelles il est
possible de trouver une présentation compatible, ne serait-ce que ’arithmétique. Il nous

221



Chapitre 7 Conclusion

faut alors chercher a caractériser quelles classes de théories peuvent étre transformées
en un systeme de réécriture compatible pour la logique intuitionniste.

7.2.2 Encodage et combinaison de systemes de déduction

Par ailleurs, ce travail devra étre étendu a d’autres objets que des théories. En parti-
culier, dans le chapitre précédent, nous avons cherché & montrer comment des systemes
d’inférence peuvent étre encodés en déduction modulo, ou plus précisément en surdéduc-
tion. La méthodologie que nous avons proposée est générale et peut étre appliquée aussi
bien au calcul des séquences pour la logique d’ordre supérieur basée sur la théorie simple
des types qu’aux systemes de type purs fonctionnels. Elle reste toutefois tres informelle,
et il nous faut chercher a la mécaniser le plus possible, ainsi qu’a garantir automatique-
ment que le systeme de surdéduction obtenu au final est bien adéquat avec le systeme
de départ, y compris par rapport a des propriétés concernant la réduction des démons-
trations (par exemple 1’équivalence de la normalisation forte dans le cas des systeémes
de type purs). Pour progresser dans cette approche, nous pourrons entre autres nous
intéresser aux travaux d’Agata CIABATTONI, Nikolaos GALATOS et Kazushige TERUI
(2008) qui ont montré, dans un cadre particulier, une relation entre systemes d’inférence
et théories. L’idée serait alors d’appliquer les méthodes développées pour ’encodage
de théories, que nous avons discutées ci-dessus, a la théorie correspondant au systeme
d’inférence.

L’utilisation de la déduction modulo et de la surdéduction comme cadre logique permet
également d’envisager de les utiliser pour le développement de démonstrations hétéro-
genes. En effet, pour démontrer des spécifications complexes, on est amené a utiliser
des méthodes de démonstrations différentes. Par exemple, si on cherche a vérifier le sys-
teme informatique d’un avion, on utilisera par exemple des outils de vérification par
modeles (model checking) pour certifier les parties matérielles, mais on peut envisager
que certains aspects logiciels élaborés ait besoin d’étre vérifiés a ’aide d’assistants inter-
actifs a la démonstrations. La question est donc de savoir comment recoller logiquement
ces différents éléments qui ne sont, pris individuellement, que des démonstrations par-
tielles de la correction du tout. En outre, les méthodes de démonstrations automatiques
font de plus en plus appel a des procédures spécialisées pour traiter certains aspects
des démonstrations. On peut par exemple citer les procédures de satisfaisabilité modulo
théorie. Pour démontrer des formules faisant intervenir par exemple certaines formules
de 'arithmétique linéaire, on applique d’abord une procédure de satisfaisabilité pour la
logique propositionnelle pour trouver un modele de la formule en dehors de la théorie
de 'arithmétique. Puis on utilise une procédure spécifique aux équations linéaires pour
vérifier que le modele produit est valide en arithmétique. Si ce n’est pas le cas, on réuti-
lise la procédure de satisfaisabilité propositionnelle pour obtenir un autre modele qu’on
vérifie ensuite avec la procédure spécialisée, etc. La plupart des logiciels qui utilisent ces
méthodes se contentent d’une réponse oui/non. A moins de fournir le modéle comme ré-
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ponse, si on veut produire une démonstration, il va falloir combiner les différents aspects.
Dans ces différents cas, on peut penser a utiliser la déduction modulo ou la surdéduction
pour fournir le cadre dans lequel les différentes parties des démonstrations sont réunies.
De ce fait, on pourrait combiner l'efficacité de 1'utilisation de procédures spécialisées
dans un aspect particulier de la démonstration et l’existence d’un formalisme unique
pour vérifier les démonstrations ainsi obtenues. Il reste bien entendu a voir comment
les différentes parties des démonstrations peuvent étre combinées, autrement dit, il nous
faut étudier comment obtenir de la modularité en déduction modulo.

Un bon exemple pour étudier ces aspects d’interaction entre différentes parties de
démonstrations est I'utilisation de notre encodage des systemes de types purs en surdé-
duction. Les assistants interactifs & la démonstration que nous avons cités au cours de
ce travail ne représentent qu’un petit nombre de ceux existants. De nombreux dévelop-
pements ont été effectués pour chacun d’entre eux. On aimerait alors par exemple étre
en mesure d’utiliser la formalisation d’une théorie faite dans un assistant pour effectuer
un développement dans un autre assistant. La premiere approche pour faire cela est
de trouver des traductions entre les différents systemes de démonstrations qui sont a
la base des assistants. Cela nécessite la recherche d’une traduction pour chaque couple
d’assistants. Comme indiqué dans l'introduction, une autre méthode a été proposée par
Florent KIRCHNER et Claudio SACERDOTI COEN via leur logiciel Fellowship!. L’idée est
d’effectuer les développements des théories que 'on veut partager entre les différents
assistants dans un systeme tres simple, a savoir le calcul des séquences pour la logique
du premier ordre. Il est alors facile de traduire ces développements dans les différents
assistants, ce qui est possible pour 'instant vers Coq et PVS. Le travail de Denis CousI-
NEAU et Gilles DOWEK (2007) fournit une approche inverse : en effet, les développements
sont alors effectués dans les différents assistants mais peuvent étre vérifiés par un outil
unique, appelé Europa, basé sur le systeme Al modulo. L’utilisation de la surdéduction
pour encoder les systemes de type purs, comme nous l’avons montrée dans le chapitre
précédent, permet de combiner ces deux aspects. En effet, en plus de fournir un systeme
permettant de vérifier les dérivations de tous les systémes de types pur, on peut, en
utilisant une théorie compatible, transformer ces dérivations en démonstrations de la
logique du premier ordre, et utiliser Fellowship pour les utiliser dans d’autres assistants
a la démonstrations. La figure 7.1 illustre ces propos.

Un autre aspect a étudier concernant la coopération des assistants a la démonstration
grace a la surdéduction provient du fait que si on fait passer une démonstration d’un
systeme de type pur, par exemple le calcul des constructions, a un autre, par exemple
AHOL, en passant par la déduction surnaturelle et le calcul des séquences pour la logique
du premier ordre, on a alors un encodage de la démonstration, qui démontre une formule
contenant des prédicats €, et non pas la démonstration elle-méme. Il serait intéressant de
regarder sous quelles conditions et de quelle maniére il serait possible de proposer une

"http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Florent.Kirchner/fellowship/trunk/
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(Déduction surnaturelle

Propositions 3.24 et 3.27

(Lemuridae Calcul des séquences étendu intuitionnisté

FiG. 7.1 : Schéma illustrant des approches pour faire coopérer différents assistants a la
démonstration

traduction inverse correcte qui transforme les prédicats € (¢, p) en formules P du systéme
de type pur, de fagon a pouvoir se passer de I’encodage. Il faudrait également chercher
dans quelle mesure il serait possible de donner un encodage plus léger des systemes de
types purs.

Toutefois, si les systemes de type purs sont a la base des principaux assistants a la
démonstration, leur encodage ne suffit pas, car les systemes d’inférence des assistants
sont en général plus riches que les assistants. Par exemple, Coq repose en fait sur le
calcul des constructions inductives. Un des principaux objectifs est donc de rechercher
comment encoder les types inductifs en déduction modulo. Comme la réécriture est dans
un certain sens plus générale que les types inductifs, nous pensons donc que cela est
possible. Frédéric BLANQUI (2005) montre d’ailleurs que le calculs des constructions
inductives peut étre simulé par le calcul des constructions algébriques qui est, rappelons
le, une extension du calcul des constructions avec une regle de conversion incluant des
regles de réécriture en plus de la (-conversion. Toutefois, pour rentrer dans ce cadre
(en particulier pour préserver la normalisation forte), Frédéric BLANQUI (2005) utilise
un nombre infini de regles de réécriture. Il est a noter que cette étude sera également
utile pour I'automatisation de la transformation de théories en systéemes de réécriture
compatibles car si on regarde 'arithmétique, c’est le schéma de récurrence qui est le
plus dur a transformer, a partir du moment ou on veut avoir la normalisation forte. On
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pourra a ce propos s’intéresser aux travaux de Lisa ALLALI et Paul BRAUNER (2008)
qui montrent comment les termes inductifs apparaissent naturellement si on applique la
surdéduction a ’équation définissant un type inductif.

Un dernier aspect concernant 'utilisation de la déduction modulo ou de la surdéduc-
tion comme cadre logique a trait aux représentations de démonstrations qui ne sont pas
basées sur des systemes d’inférences. En effet, il apparait de plus en plus qu'une des
fagons les plus intéressantes de représenter une démonstration est d’utiliser un graphe,
voire un polygraphe (Albert BURRONI, 1993), plutét qu'un arbre d’inférence, de fagon a
limiter certains aspects dit de bureaucratie entre démonstrations, certaines démonstra-
tions du calcul des séquences étant par exemple essentiellement les mémes a une certaine
permutation de regles pres. C’est ainsi qu’ont été introduits les réseaux de démonstra-
tions pour la logique linéaire (Jean-Yves GIRARD, 1987), qui ont été étendus a d’autres
logiques et qui ont également été revisités par le calcul des structures (Lutz STRASSBUR-
GER, 2005a) et forment ainsi des polygraphes de dimension 3 (Yves GUIRAUD, 2006).
On peut méme trouver des formalismes qui proposent de construire des démonstrations
sans syntaxe (Dominic HUGHES, 2006). On peut donc se demander dans quelle mesure
de tels systemes de déduction pourraient étre représentés en déduction modulo. Il nous
semble que cette tache devrait étre plus facile que si on devait les encoder dans un cadre
logique plus usuel comme ELF, puisqu’il sera possible d’utiliser le systeme de réécriture
pour exprimer les réseaux comme des termes modulo. Notre encodage du calcul des
structures dans la section 5.2.2 est d’ailleurs une premiere étape dans cette direction.

7.3 Un cadre théorique pour la complexité des démonstrations

Au cours de notre travail, nous avons rencontrés différents formalismes permettant
de discuter de la complexité des démonstrations. Tout d’abord, il y a le cadre des sys-
temes canoniques abstraits, qui traduit cette complexité par un ordre bien fondé sur les
démonstrations. Nous avons vu qu’il est bien adapté pour modéliser des systemes de
déduction comme ceux pour la logique équationnelle et la déduction modulo. D’autre
part, il y a les travaux de Stephen COOK et Robert RECKHOW (1979) qui s’intéressent
uniquement a la longueur des démonstrations en logique propositionnelle du premier
ordre mais qui relient celle-ci & la théorie de la complexité et permettent de comparer
des systemes de déduction entre eux. Il sera intéressant de formaliser un cadre abstrait
qui combine ces deux aspects et qui fournisse des outils théoriques & des questions de
complexité. Nous pensons notamment & un cadre qui soit 1’équivalent vis-a-vis de la
complexité des démonstrations de ce que sont les systemes acceptables de programma-
tion (voir Michael MACHTEY et Paul YOUNG, 1978) pour la théorie de la complexité. De
la méme fagon que les systémes acceptables de programmation permettent d’unifier la
notion de complexité d’un programme, on aurait alors une vision plus claire de ce qu’est
la complexité d’une démonstration. Ce nouveau cadre permettrait peut-étre également
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d’envisager sous un angle nouveau les diverses conjectures apparues suite aux travaux
de Stephen COOK et Robert RECKHOW (1979).

Une de ces conjectures est qu’on peut réduire exponentiellement la taille de démons-
tration d’un systeme schématique si on ajoute ce qu’on appelle des extensions de Gre-
gory TSEYTIN (1968). Il s’agit d’ajouter des axiomes de la formes A; < P; ou A; n’appa-
rait ni dans la conclusion ni dans les hypotheses de la démonstration en cours, ni dans P;
ni dans les axiomes ajoutés pour j < ¢. Il a été démontré que ceci est polynomialement
équivalent au fait de pouvoir substituer une formule atomique par une formule a un en-
droit quelconque dans la démonstration, néanmoins on ne sait toujours pas si on obtient
ainsi des démonstrations vraiment plus courtes que dans les systemes schématiques sans
extensions. La forme des axiomes de TSEYTIN suggere que la déduction modulo pourrait
étre utilisée pour avoir un regard neuf sur ces questions. D’ailleurs, Lutz STRASSBUR-
GER (2008) a montré comment ces axiomes peuvent étre transformés en des regles qui
ressemblent beaucoup aux regles de conversion explicite de la déduction modulo.

D’autre part, notre recherche sur la longueur des démonstrations en arithmétique
d’ordre supérieur suggere une nouvelle approche de la complexité inhérente & une formule
arithmétique. De facon standard, cette complexité est définie comme le couple constitué
de l'ordre du langage de la formule et du nombre d’alternance de quantificateurs qui ap-
paraissent dans la formules. Si on prend une formule démontrable a I'ordre ¢, sa longueur
ne pourra que diminuer au fur et & mesure qu’on augmente 'ordre, jusqu’a atteindre
un palier. On pourrait alors définir des notions d’ordre de complexité minimale dune
formule, qui correspondrait a l’ordre auquel on doit se placer pour pouvoir construire
une démonstration de la formule de longueur minimale, ainsi que la complexité implicite
d’une formule, qui correspond a cette taille minimale. Il reste & déterminer dans quel me-
sure ces notions sont pertinentes, et si on peut les lier a d’autres notions de complexité
implicites qui permettent de connaitre la classe de complexité de la fonction calculée
par un programme (et pas forcément celle du programme) en regardant son type qui
correspond, par la correspondance de CURRY-HOWARD, a une formule.

En outre, la démonstration que nous avons faite de I'indécidabilité de I’admissibilité
des coupures en déduction modulo (théoreme 3.14) suggere que ce probleme est dans
la méme classe d’indécidabilité que celui de la validité en logique du premier ordre. Il
conviendrait de démontrer cette affirmation et de caractériser les classes de systemes de
réécriture pour lesquelles 'admissibilité est décidable.

7.4 Mise en ceuvre

Le prototype de méthode des tableaux modulo qui nous avons implémenté (cf. sec-
tion 4.4.2) nous a conduit & nous interroger sur la conception d’outils de démonstration
automatique efficaces basés sur la déduction modulo. En particulier, 'utilisation de ce
prototype nous pousse & considérer 'utilisation de stratégies dans de tels outils. Ainsi,
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si on cherche une démonstration modulo le systeme encodant un systeme de type pur,
comme on utilise de la surréduction, un grand nombre de regles de réécriture est appli-
cable a chaque étape. La méthode proposée par Richard BONICHON et Olivier HERMANT
(2006b) consiste a appliquer chacune de ces régles 'une apreés 'autre, ce qui possede
I’avantage de pouvoir facilement montrer que la méthode est complete, mais ce qui oblige
a considérer des cas inutiles. Plutot que cela, il faudrait pouvoir déterminer quelle regle
utiliser & quel moment tout en restant complet. Ceci est d’autant plus important dans
le cas ou on travaille modulo A\, puisque Paul-André MELLIES (1995) a démontré que
suivant la stratégie d’évaluation, la traduction de certains termes fortement normalisants
peut étre réduite indéfiniment. Il faudrait également déterminer dans quelle mesure il
est possible de déterminer automatiquement une stratégie d’application des regles de
réécriture efficace et par quels moyens il faut permettre a I'utilisateur de renseigner la
stratégie qu’il veut employer, par exemple en utilisant une algebre de stratégies comme
dans ELAN?, Stratego® ou TOM, ou bien en utilisant une monade comme ’ont proposé
Florent KIRCHNER et César MUNOZ (2006).

D’autre part, le calcul des séquences étendu offre naturellement une méthode des ta-
bleaux associée, comme ’a remarqué Clément HOUTMANN (2008). Néanmoins, ici aussi,
il reste a déterminer la stratégie d’application des regles de cette méthode. En effet, dans
le cas du calcul des séquences usuel, cette stratégie est déterminée par des regles de bon
sens : on applique d’abord les regles qui ne dupliquent pas les branches, et qui ne créent
pas de nouvelles métavariables. On applique donc dans 'ordre « puis d, (3 et enfin v (cf.
section 3.2.4). Dans le cas de la surdéduction, il va falloir déterminer dans quel ordre les
surregles seront appliquées, en utilisant des heuristiques ou en se basant sur des résul-
tats plus théoriques. Ces recherches pourront alors étre appliquées en particulier pour
développer des méthodes efficaces de recherche de démonstration dans les systemes de
type purs (via I’encodage que nous avons donné) qui pourront alors étre appelées depuis
les assistants a la démonstration existants.

Il nous faudra également étudier dans quelle mesure nos résultats concernant la lon-
gueur des démonstrations peuvent avoir des implications pratiques pour le développe-
ment de méthodes de recherche de démonstrations automatique efficaces.

7.5 Une vision plus lointaine

Pour finir et en guise d’ouverture, nous avons étudiées au cours de ce travail des mé-
thodes pour simplifier des démonstrations contenant du calcul. Inversement, on peut
se demander comment formaliser dans des démonstrations les simplifications qu’on est
parfois amené a effectuer dans des calculs. Nous pensons en tout particulier aux ap-
proximations qui sont effectuées lors du développement de méthodes de simulations de

*http://elan.loria.fr/
3http://strategoxt.org/
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phénomenes physiques et chimiques, en particulier dans le domaine de la mécanique
quantique. En effet, le but principal des logiciels de chimie quantique est de résoudre
I’équation de SCHRODINGER sur des systémes bien particulier, ce qui n’est pas possible
de facon analytique dans la plupart des cas. On recourt alors a des approximations, par
exemple en découplant certaines variables ou en se projetant sur une base d’orbitales
finie. En physique classique, on utilise aussi beaucoup des limitations a un certain ordre
de développements de TAYLOR-YOUNG. Dans l'optique de pouvoir vérifier formellement
de tels logiciels, il faudra prendre en compte d’une maniere ou d’une autre de telles
approximations. La fagon la plus simple est de considérer que la spécification est celle
qui est déja approximée. Il faut alors faire confiance au théoricien qui a développée la
méthode. L’autre approche serait de développer un cadre formel pour ces approxima-
tions. Par exemple, on pourrait considérer que la spécification initiale est ’équation de
SCHRODINGER. Il faudrait alors étre capable de démontrer que, vis-a-vis d’une certaine
approximation, le programme a vérifier respecte la spécification. Il est a noter que si
cette idée semble avoir des liens avec 'interprétation abstraite, il ne s’agit pas de la
méme chose, car un programme vérifiant une approximation de la spécification ne la vé-
rifiera en général pas, alors qu’au contraire un programme vérifiant 'abstraction d’une
spécification vérifie cette spécification.
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Annexe A

Démonstration de la terminaison du
systeme HO;

The method of “postulating” what we
want has many advantages; they are
the same as the advantages of theft
over honest toil.

Bertrand RUSSELL, Introduction to
Mathematical Philosophy

OUS ajoutons ici le résultat obtenu a ’aide d’AProVE, que nous livrons tel quel. Sans
N entrer dans les détails, il s’agit de calculer les paires de dépendances du systemes
puis de trouver une interprétation polynomiale pour chacun des cycles du graphe de
dépendance. Le lecteur intéressé pourra consulter la documentation d’AProVE pour
avoir plus d’explications.

Termination proof with AProVE!

Termination of HO3 could successfully be proven:
Term Rewriting System HO5 :

t

t

subst0(n, ()

subst0(n, 1)

s(subst0(n, 1))
plus(subst0(t1,1), subst0(t2,1))
mult(subst0(t1,1), subst0(¢2,1))
t

t

subst1(n, )

subst0(¢, nil

substO(unO consO(t,l
subst0(S0(n), cons0(t, !
subst0(S0(n), cons1(t, !
subst0(s(n),
substO(plus(t1,t2),
subst0(mult(¢1,¢2),
subst1(¢, nil
subst1(unl, consl(t,1)
subst1(S1(n), cons0(t, 1)

L bbbl

"http://www-i2.informatik.rwth-aachen.de/AProVE
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subst1(S1(n), consl(t,!)
inc(l, doteq(t1, t2)
inc(l, dotin0(¢1,t2)
inc(l, supset(A, B)
inc(l,cup(A, B)
inc(l,cap(4, B)
inc(l, empty

inc(Z, PO(

inc(l, P1(

inc(Z, CO(

inc(l, C1(
in0(x, compl(

Termination of HOs to be shown.

R

—Dependency Pair Analysis

L e

substl(n, )
eq(subst0(t1,1),subst0(¢2,1))
inO(subst0(t1,1), subst1(t2,1))
imp(inc(l, A),inc(l, B))
or(inc(l, A),inc(l, B))
and(inc(l, A),inc(l, B))
bot

ex(inc(consO(fresh, ), A)
ex(inc(consl(fresh,l), A)
all(inc(cons0(fresh, 1), A)
all(inc(cons1(fresh, ), A)
inc(cons0(x, nil), A)

)
)
)
)

HQO-5 contains the following Dependency Pairs:

SUBSTO0(S0(n), cons0(¢, 1))
SUBSTO(S0(n), consl(t,1))
SUBSTO(s(n),1)
SUBSTO(plus(t1,¢2),1)
SUBSTO(plus(t1,¢2),1)
SUBSTO(mult(t1,t2),1)
SUBSTO(mult(¢1,2),1)
SUBST1(S1(n),cons0(¢,1))
SUBST1(S1(n), consl(t, 1))
INC(l, doteq(t1,12))

INC(l, doteq(t1,12))

)
INC(Z, dotin0(t1,¢2))
INC(Z, dotin0(t1,¢2))
INC(Z, supset )

)

)

)

)

)

(
INC(7, dotin0(£1, £2

(

(

(4,
INC(I, supset(A,
INC(I, cup(A,
INC(1, cup(A,
INC(l, cap(A
INC(l,cap(A

)

B
B
B
B
B
B

I
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SUBSTO(n,
SUBSTO(n,
SUBSTO(n,
SUBSTO(t1,
SUBSTO(£2,
SUBSTO(t1,

(

(

(

(

(t

~ o~ o~
~ e~~~

— — — ~—

SUBSTO(2,
SUBST1(n,
SUBST1(n,
SUBSTO(1,

o~ =~
S~ S~ N
~— —

1
SUBSTO(¢2
INO(subst0(

1
2

—_

~

l),subst1(t2,1))
SUBSTO(¢1,
SUBST1(t2,

o~ o~
~— —



INC(1,PO(A)) — INC(consO(fresh,l), A)
INC(l,P1(A)) — INC(consl(fresh,l), A)
INC(1,C0(A)) — INC(consO(fresh,l), A)
INC(l,C1(A)) — INC(consl(fresh,l), A)
INO(x,compl(A)) — INC(consO(z,nil), A)
Furthermore, HO- contains three SCCs.
R
—DPs
—DP Problem 1
—Polynomial Ordering
—DP Problem 2
—Polo
—DP Problem 3
—Polo
The node numbers are specified as follows:
1388:  SUBSTO(SO0(n )consO(,)) —  SUBSTO(n,1)
1389: SUBSTO(SO(n),consl(t,l)) — SUBSTO(n,!)
1390: SUBSTO(s(n),l) — SUBSTO(n,l)
1391: SUBSTO(plus(t1,t2),l) — SUBSTO(t1,1)
1392: SUBSTO(plus(t1,t2),l) — SUBSTO(¢2,1)
1393: SUBSTO(mult(¢1,¢2),1) — SUBSTO(t1,1)
1394: SUBSTO(mult(¢1,¢2),l) — SUBSTO(t2,1)
The following dependency pairs can be strictly oriented:
SUBSTO0(S0(n), cons1(t,l)) — SUBSTO(n,!)
SUBSTO0(S0(n), cons0(t, 1)) — SUBSTO(n,I)
SUBSTO(mult(t1,¢2),l1) — SUBSTO(t,l)
SUBSTO(s(n),l) — SUBSTO(n,l)
SUBSTO(plus(t1,t2),1) — SUBSTO(¢2,1)
SUBSTO(mult(¢1,¢2),1) — SUBSTO0(¢2,1)
SUBSTO(plus(t1,t2),l) — SUBSTO(¢1,1)

There are no usable rules w.r.t. to the implicit AFS that need to be oriented. Used
ordering: Polynomial ordering with Polynomial interpretation:

POL(mult(z1,22)) = 1+x1+ 22
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POL(plus(xy, z2
POL(consl(xy,xo
POL(SUBSTO(x1, x2
POL(
POL(cons0(x1, xo
(SO(xq

w ~
—
8

)
)
)
1))
)
)

resulting in one new DP problem.

R
—DPs
—DP Problem 1
—Polo
—DP Problem 4
—Dependency Graph
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—DP Problem 2
—Polo
—DP Problem 3

—Polo

The node numbers are specified as follows:

Using the Dependency Graph resulted in no new DP problems.

R
—DPs
—DP Problem 1
—Polo
—DP Problem 2
—Polynomial Ordering
—DP Problem 3

—Polo

' 1395

I

' 1396

The node numbers are specified as follows:

1395: SUBST1(S1(n),cons0(t,l)) — SUBST1(n,!)
1396: SUBST1(S1(n),consl(t,l)) — SUBST1(n,l)

The following dependency pairs can be strictly oriented:

SUBST1(S1(n),consl(t,l)) — SUBST1(n,l)
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SUBST1(S1(n),cons0(¢,1)) — SUBST1(n,l)

There are no usable rules w.r.t. to the implicit AFS that need to be oriented. Used
ordering: Polynomial ordering with Polynomial interpretation:

POL(consl(z1,z2)) = 0
POL(S1(z1)) = 14z

POL(consO(x1,z2)) = 0
POL(SUBST1(z1,22)) = 14

resulting in one new DP problem.

R
—DPs

—DP Problem 1

—Polo
—DP Problem 2

—Polo

—DP Problem 5
—Dependency Graph

—DP Problem 3

—Polo

The node numbers are specified as follows:

Using the Dependency Graph resulted in no new DP problems.

R
—DPs
—DP Problem 1
—Polo
—DP Problem 2
—Polo
—DP Problem 3

—Polynomial Ordering
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The node numbers are specified as follows:

1399:
1402:
1403:
1404:
1405:
1406:
1407:
1408:
14009:
1410:
1411:
1412:

INC(Z, dotin0(¢1, t2
INC(I, supset
INC(I, supset

)

INC(Z, cup
INC(, cap
INC(I, cap
INC(1, P
INC(1, P
INC(I,C
INC(Z,C
INO(z, compl

(A
(A
INC(Z, cup(A,
(A
(A
(A

B
B
B
B
B
B
0(A
1(A
0(A
1(A
A

S

cons0(fresh, ), A)
INC(cons1(fresh,l), A)
INC(consO(fresh, 1), A)
INC(consl1(fresh,1), A)
INC(cons0(z, nil), A)

(
(
(
(
(
INC(
(
(
(
(
(
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The following dependency pairs can be strictly oriented:

INC(l,cup(A,B)) — INC(I,
INC(I,P1(A)) — INC(
INC(l,cap(A,B)) — INC(!
INC(1,CO(A)) — INC
INC(l,cup(A,B)) — INC(I
INC(l,supset(A, B)) — INC(I
INC(I,C1(A)) —
INC(Z,dotin0(t1,¢2)) —
INO(z,compl(A)) — INC
INC(l,cap(A,B)) — INC
INC(1,PO(4)) — INC(
INC(Z,supset(A, B)) — INC(I,

Additionally, the following usable rules w.r.t. to the implicit AFS can be oriented:

subst1(¢, nil
subst1(unl, consl(,!)

)

)

subst1(S1(n), cons0(t,1))
(t.1))

subst1(S1(n), consl(t,!)

POL(mult(zq, zo
POL(supset(x1, z2
POL(plus(xy, x2
POL(subst0(z1, x2
POL(INO(z1, x2
POL(cup(z1,x2
POL(un
POL(C1(zq
POL(substl(z1,x2
POL(cons0(x1, xo
POL(PO(x4
POL(S0(x;
POL(INC(z1, xo

~— N Y N N N N N s S N
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co
co

co
l,B
co
l

I

4)

ns1(fresh,l), A)

4)

nsO(fresh 1), A)

B)
B)

INC consl(fresh ),A)
INO(subst0(¢1,1), subst1(¢2,1))

nsO(z, nil), A)
B)

nsO(fresh, ), A)
A)

t
t
substl(n
substl(n

0
14+ 21+ 22
0
0
T2
1+2z1+ 20

14+
Tl + x2
Z2

1+x

T+ X2
1+
142

1)
1)

Used ordering: Polynomial ordering with Polynomial interpretation:



POL(consl(xy,22)) = x1+ 22

POL(P1(z1)) = 14 m

POL(un0) = 0
POL(cap(xz1,22)) = 14 x1+ xo

POL(S1(z1)) = 1+a
POL(nil) = 0
POL(s(z1)) = 0

POL(dotin0(x1,x2)) = 1+ x9
POL(fresh) = 0

resulting in one new DP problem.

R
—DPs
—DP Problem 1
—Polo
—DP Problem 2
—Polo
—DP Problem 3
—Polo
—DP Problem 6
—Dependency Graph

The node numbers are specified as follows:

Using the Dependency Graph resulted in no new DP problems.
Termination of HQOs successfully shown.
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Index

admissibilité des coupures, 216
systeme de réécriture, 138
admissibilité des coupures, 7, 42, 81, 86
systeme de réécriture, 83, 122
admissible, 30
algebre ordonnée de valeurs de vérité, 85
analytique, 7, 152, 221
antisymétrique, 17
arbre, 18, 30, 42
arité, 18, 24
multisortée, 26
atomisant, 111, 203
axiome, 31, 55, 172
systeme de type pur, 64

(B-réduction, 20

B-réduction, 59

bien fondé, 17, 118, 132
borné polynomialement, 151
branche, 88

C, 140
cadre logique, 10, 184
calcul de réécriture, voir p-calcul
calcul de substitution, 187
calcul des constructions, 64
calcul des constructions algébriques, 69
calcul des constructions inductives, 68
calcul des séquences
logique classique, 35
logique intuitionniste, 37
calcul des séquences asymétrique modulo,
73

calcul des séquences avec dépliage, 74
calcul des séquences avec dépliage pola-
risé, 122
calcul des séquences extensible, 101
logique intuitionniste, 102
calcul des séquences modulo, 70
calcul des séquences polarisé modulo, 75
CC, voir calcul des constructions
clauses, 116
coarité, 26
cohérence, 22
cohérente sans coupure, 80
complétante, 121
complete, 23
présentation, 120
complet sans coupure, 80
conclusion
séquence, 34, 35
confluent, 20
conséquence, 29
d’une dérivation, 30
conservative, 23
constante, 19
contexte, 19
Coq, 1, 6, 7, 10, 64, 223, 224
correcte, 23
coupures commutatives, 61
critique (démonstration), 121

déduction naturelle avec pliage—dépliage,
74

déduction naturelle modulo, 70

démonstration, 23
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Index

dérivable, 30

en hauteur bornée, 30, 160
dérivation, 30, 120

fermée, 30

ELAN, 227

ELF, 225

élimination des coupures, 42
G4, 45
LB, 48

entiers de CHURCH, 67

n-réduction, 20

Europa, 223

extension, 23

extension multiensemble, 18

Fellowship, 10, 223
feuille, 18
fils, 18
focalisation, 40
fonctionnel
systeme de type pur, 66

forme conjonctive-disjonctive, 116

forme normale, 120
formule

du premier ordre, 24
formule active, 35
fortement normalisante, 60

G4, 38

HHAM 175
HO;, 169
hypothese
séquence, 34, 35

instance
(méta-formule), 26
(regle d’inférence), 30
inutile, 40
inversible, 37
Isabelle, 1, 7
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Java, 140, 210

jugement, 29
calcul des séquences, 35
déduction naturelle, 34
systeme schématique, 30

justification, 23

A-calcul, 20
A-cube, 64
A2, 63

Ak, 63, 214
AHOL, 64
Aw, 64

AP, voir AII
A1, 63, 192
LB, 41

Lemuridae, 210, 211

LF, voir AIl, 184

LJ, voir calcul des séquences, logique in-
tuitionniste

LJm, voir LB

LK, voir calcul des séquences, logique
classique

logique, 22

logique engendrée par une théorie, 23

logique intuitionniste, 35

mécanisme de déduction, 120
méta-formule, 26
méta-variable, 25
méthode des tableaux, 42, 87, 137, 142
Maude, 140
ML, 1,7
Moca, 140
modele, 22
logique classique du premier ordre,
25
logique multisortée, 26
modele d’une présentation, 23
modele d’une théorie, 23
motif, 89



Index

multiensemble, 18

négative, 41
neutre, 41

OCaml, 3, 14, 140-142, 145
ordre, 18

calcul des séquences, 42

de simplification, 19
ordre de sous-démonstration, 118
ordre récursif sur les chemins, 19
ordre sur les démonstrations, 118

polarité
formule, 75
regle d’inférence, 41
regle de réécriture propositionnelle,
75
position, 18
positive, 41
pré-modele, 85
précession, 19, 42, 131
précuisson, 186
prémisse, 29
dérivation, 30
prémisse principale, 32
préordre, 18
présentation, 22
axiomatique, 172
modulo, 172
purement calculatoire, 172
présentation compatible, 72
fortement, 72, 123
produit dépendant, 61
proposition atomique, 24
propriété du témoin, 42, 128, 211
PTS(s,AR), 195
PVS, 10, 223
Python, 140

réduction de taille, 151
arbitraire, 151

réflexive, 17
résultat (dérivation), 120
regle
systeme de type pur, 64
regle de réécriture, 20
propositionnelle, 69
relation, 17
relation de conséquence, 22
remplacement, 18
p-calcul, 89
RPO, voir ordre récursif sur les chemins

sémantique, 22
séquence, 32, 124
classique, 35
intuitionniste, 34
satisfaisable, 23
schéma, 188
schéma d’axiome, 31
signature, 18, 24
simulation polynomiale, 151
sorte, 26
systeme de type pur, 64
sous-terme, 19
squelette, 42
Stratego, 227
stratification, 84
substitution, 19, 29
méta-formules, 26
substitutions explicites, 166, 187, 194
substitutions valables, 29
supercohérence, 85
surréduction, 20
surregle, 93
systeme d’inférence, 30
systeme de déduction, 23
systeme de réécriture, 20, 70, 124
polarisé, 75
propositionnel, 69
systeme de type pur, 64
systeme schématique, 31
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tableau, 88

tautologie, 22, 149

terme, 18

théorie simple des types, 29, 64
TOM, 3, 14, 140-143, 210, 227
transitive, 17

triviale (démonstration), 119
type polymorphe, voir A2

valeurs de vérité, 25

valide, 23

valuation, 25

variable libre, 19, 24

variable propositionnelle, 25
variables localement sans noms, 186
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Résumé

Cette these étudie comment 'intégration du calcul dans les démonstrations peut les simplifier. Nous
nous intéressons pour cela a la déduction modulo et a la surdéduction, deux formalismes proches dans
lesquels le calcul est incorporé dans les démonstrations via un systeme de réécriture. Pour améliorer
la recherche mécanisée de démonstration, nous considérons trois criteres de simplicité.

L’admissibilité des coupures permet de restreindre 1’espace de recherche des démonstrations, mais
elle n’est pas toujours assurée en déduction modulo. Nous définissons une procédure qui complete
le systeme de réécriture pour, au final, admettre les coupures. Au passage, nous montrons comment
transformer toute théorie pour I'intégrer a la partie calculatoire des démonstrations.

Nous montrons ensuite comment la déduction modulo permet de réduire arbitrairement la taille des
démonstrations, en transférant des étapes de déduction dans le calcul. En particulier, nous appliquons
ceci a arithmétique d’ordre supérieur pour démontrer que les réductions de taille qui sont possibles
en augmentant 'ordre dans lequel on se place disparaissent si on travaille en déduction modulo.

Suite a ce dernier résultat, nous avons recherchés quels sont les systemes d’ordre supérieur pouvant
étre simulés au premier ordre, en déduction modulo. Nous nous sommes intéressés aux systemes
de type purs et nous montrons comment ils peuvent étre encodés en surdéduction, ce qui offre de
nouvelles perspectives concernant leur normalisation et la recherche de démonstration dans ceux-ci.
Nous développons également une méthodologie qui permet d’utiliser la surdéduction pour spécifier des
systemes de déduction.

Mots clefs : Théorie de la preuve, démonstration automatique de théorémes, systémes de réécriture
(informatique), ordre sur les démonstrations

Abstract

This thesis study how computations may simplify proofs and aims to make mechanized proof search
better. We are particularly interested in deduction modulo and superdeduction, two close formalisms
allowing the integration of computations into proofs through a rewrite system. We consider three
simplicity criteria related to proof search.

Cut admissibility makes it possible to restrain the proof-search space but does not always hold
in deduction modulo. We define a completion method transforming a rewrite system representing
computations so that at the end cut admissibility holds. By the way, we show how to transform any
first-order theory to integrate it into the computational part of proofs.

We show then how deduction modulo unboundedly reduces proof lengths, by transferring deduction
steps into computations. In particular, we apply this to higher-order arithmetic to show that proof-
length speedups between ith- and ¢+ 1st-order arithmetic disappear when working in deduction modulo,
making it possible to work in first-order logic modulo without increasing proof lengths.

Following this last result, we investigate which higher-order systems can be simulated in first order
using deduction modulo. We are interested by pure type systems, which are generic type systems for
the A-calculus with dependent types. We show how these systems can be encoded in superdeduction.
This offers new perspectives on their normalization and on proof search within them. We also develop
a methodology to describe how superdeduction can be used to specify deductive systems.

Keywords: Proof theory, automated theorem proving, rewrite systems, proof ordering
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