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Introduction

Présentation et contexte du sujet

Le mémoire que nous allons présenter porte sur la modélisation, 1’étude théorique et la
résolution numérique des transferts de chaleur & travers les milieux semi-transparents
monodimensionnels et anisotrope. Nous appliquerons notre modele au cas des milieux
isolants fibreux a base de silice et nous mettrons en évidence les résultats typiques de ce type
de matériaux.

Le transfert de chaleur par rayonnement, mais aussi par conduction, a fait 1’objet de
nombreuses études a travers le monde ces derniéres années. Son importance dans 1’isolation
thermique a poussé les chercheurs & étudier et & modéliser plus finement ses propriétés
radiatives. Les deux modes majeurs de transfert de chaleur dans les matériaux isolants que
nous allons étudier sont le rayonnement et la conduction. Les travaux de thése de Guilbert [1]
et Boulet [2] ont montré que le rayonnement peut représenter jusqu’a la moitié du transfert de
chaleur dans ces milieux a des températures comprises entre 300 a 400 K. 1l y a quelques
années le transfert radiatif était calculé a partir de coefficients obtenus grice a des modeles
empiriques qui se sont révélés tres vite limités. On a donc essayé de modéliser le transfert
radiatif a partir de modeles mathématiques. Depuis, les connaissances sur le sujet n’ont cessé
de s’étendre. Aujourd’hui, on constate que, si tous les aspects théoriques possibles de
I’interaction rayonnement-conduction dans les milieux semi-transparents ont été traités, ou du
moins abordés :

- régime stationnaire/transitoire,

- géométrie monodimensionnelle et étendue aux autres dimensions (cartésienne,

cylindrique, sphérique), avec/sans symétrie azimutale, modele deux/multiflux,

- milieux gris/non gris, homogenes/non homogenes,

- milieux diffusants/non diffusants (isotropes ou non),

- frontiéres transparentes, opaques (émission et réflexion diffuses/spéculaires,
grises/non grises) ou semi-transparentes, températures imposées ou conditions de
flux,

- gamme de températures étendue,

- propriétés thermophysiques constantes ou variant avec la température,

- transferts couplés a la convection,....

rares encore sont les travaux qui les intégrent dans leur pluralité. Les études actuelles portent
sur des conditions complexes, plus conformes aux réalités industrielles, mais nécessitant
souvent beaucoup de patience et d’effort de la part des scientifiques, pour n’apporter parfois



que quelques éléments d’informations trés ponctuels. Ces progres, on les doit a la fois au
formidable essor des méthodes et techniques diverses de résolution numérique des problémes,
et au spectaculaire développement des puissances de calcul des ordinateurs qui permettent de
les mettre en ceuvre.

Plusieurs techniques ont été développées pour effectuer des calculs de simulation dans
ces milieux semi-transparents, au niveau du rayonnement, de la conduction, de la convection
dans certaines situations, ainsi qu’au niveau du couplage entre ces modes de transferts.
L’utilisation de ces techniques de calcul en simulation doit étre fondée sur des modeles
adéquats, capables de décrire la réalité physique considérée. Cette aptitude des modeles
repose, parmi d’autres éléments, sur une utilisation de valeurs de propriétés thermophysiques
caractérisant bien le milieu a simuler. La caractérisation d’un milieu se traduit donc par la
détermination de ses propriétés. Dans le transfert radiatif, les besoins en données sont de plus
en plus poussés, puisque les calculs doivent &tre faits en tenant compte des variations
spatiales, angulaires et spectrales du rayonnement. Ainsi, les propriétés correspondantes
doivent contenir des informations sur leur évolution directionnelle et spectrale, en fonction de
la température. Guilbert [1] a montré que les milieux fibreux isolants ne peuvent pas étre
considérés comme gris. Par ailleurs, il a montré qu’ils sont absorbants, émissifs et diffusent de
facon fortement anisotrope. Dans le cas des transferts conductif et convectif, les propriétés
thermophysiques (la chaleur massique, la conductivité thermique et le coefficient d’échange
par convection) doivent prendre en compte la variation en fonction de la température. Les
travaux réalisés au LEMTA et a Saint Gobain sur la détermination des propriétés radiatives et
thermiques des matériaux fibreux isolants [1,2,3,4] nous permettront de présenter une étude
qui tient compte de ces comportements radiatifs et thermiques complexes.

Le recensement des travaux portant sur les études stationnaire et transitoire du
phénomeéne de couplage dans les milieux semi-transparents montre que, jusqu’ici, il existe
assez peu d’études sur le régime transitoire et, pour la majeure partie, les milieux considérés
sont gris non diffusants [5-8] ou, encore avec une diffusion isotrope [9-15]. Certains auteurs
considere toutefois des milieux non-gris non diffusants [16], ou encore avec une diffusion
isotrope [17], parfois méme avec une diffusion anisotrope [18]. De plus, les problémes
associant les températures imposées aux frontieéres ont été largement modélisés, mais il existe
assez peu d’études portant sur les conditions de flux [19-27]. Cependant, les enjeux pratiques
et économiques demeurent importants. Nous verrons que les moyens mathématiques et
numériques que nous mettons en ceuvre permettent de répondre dans leur complexité a
certaines de ces questions. Par ailleurs, notons que, dans les références que nous venons de
citer, les milieux fibreux ne sont pratiquement pas étudiés.

Ainsi, le modele que nous établissons est trés complet par rapport & ceux existant dans
la littérature, puisque nous considérons un modele multiflux. Les milieux étudiés sont non
gris, anisotropes, absorbants, diffusants et émissifs. Les propriétés thermophysiques (la

chaleur massique c,(T'), la conductivité thermique A (T) et les coefficients d'échange par

convection h, (T) et h.(T')) varient avec la température.
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La thématique abordée est donc pluridisciplinaire puisqu’elle concerne la physique, la

mécanique énergétique, la thermique, les mathématiques... Par ailleurs, la diversité du théme
de recherche fait que nous disposons d’une littérature importante sur le sujet.

Présentation des résultats de la theése

Dans cette these, les différents chapitres peuvent étre lus de maniére quasi indépendante
I’un de ’autre. La numérotation est locale & chaque chapitre. Les références bibliographiques
se trouvent en fin de chaque chapitre. Nous présentons ici les problemes abordés et nous
annoncerons les résultats principaux obtenus dans cette theése chapitre par chapitre. A la fin de
cette introduction, nous donnons les publications réalisées a 1’issue de ce travail.

Chapitre I : Modéeles régissant les transferts thermiques

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons a la modélisation mathématique des
transferts de chaleur couplés par rayonnement et conduction a travers les milieux semi-
transparents. Ceci dans le cas d’une géométrie monodimensionnelle (adaptée au cas d’une
tranche plane) en régime transitoire, avec des conditions de température ou de flux imposées
aux frontieres, avec et sans symétrie azimutale. L.e modele utilisé se compose d'une équation
de la chaleur non linéaire (I’équation de conservation de 1’énergie) régissant la température
dans le milieu et de 1'équation du transfert radiatif (ETR) qui est une équation de transport
intégro-différentielle, régissant le champ de luminance monochromatique dans le milieu, le
couplage étant dii, d'une part au terme source d'énergie radiative et, d'autre part, au terme
d'émission propre du milieu qui dépend de la température. Par ailleurs, la modélisation du
transfert radiatif nécessite la connaissance d'un certain nombre de coefficients caractérisant

les propriétés radiatives du milieu: o, le coefficient d’absorption, o, le coefficient de
diffusion et P la fonction de phase. Le coefficient d’extinction est défini par 0, =0, +0,.

Ces coefficients interviennent dans ’ETR et nous supposons qu’ils sont donnés.

Si Pon désigne E I’épaisseur du milieu et 7, Dlinstant ou le régime stationnaire est

atteint, alors le systéme couplé d’équations en régime transitoire s’écrit :

1 OL(x,,0,A,t) OL(x,U,w,A,1)

—_ + ‘LL . —

c ot ox

o, (,U,a),/l) L (T(-x’t)’)’) - O'e(li,w,l) ' L(xs.u'sw’ﬂ”t) (01)

2r 1
+Zl7? J j o,(u,0' 1) P((1',0") = (1,0),A) L(x,u' o', A,t) du' do'

1 '
0=0 p=-1

V (x,1,0,A,t) e (0, E)xX[-1,1]1X[0, 27t 1% (0,00) X (O, 1]



P, Tw) S ()= T wt) S (i) = 5,50 Vx)e OEXO1] 02)

avec
S (x,1)=— aaQr (x,1) Y (x,)€ 0,E)x (0, ,] (0.3)
X
0 (x,1) = j j jL(x,u,a),/l,z)- podudo di Y (x0e (0,E)x(0,t,] (0.4)
A=0 =0 pu=-1

oT
Q.(x) == A (T(x0)- 5 (x.) Y (x,)€ (0,E)x(0,,] (0.5)

X
0,(x,1) =0, (x,0) + Q, (x,£) YV (x,t)€ (0,E)x (0, 1,] (0.6)

Le systeme est associé a deux types de conditions aux limites :
- lorsque les températures sont imposées aux frontiéres (on suppose que les frontiéres
sont noires et qu’il y a symétrie azimutale), on a :

T©,)=f(t) et T(E,f)=T, V te(0,1,] od f(t) =T, trésrapidement 0.7)
LO,u, A0 =L (f(1), 1) V (1, A1) € (0, 11X (0,00) X (0, 7, ] 08
L(E, 1t,A,8) = L'(T,., ) Y (A0 € [-1,0)% (0,00)x (0,7, ] '

- lorsque les conditions de flux sont prises en compte (on suppose que les frontieres sont
transparentes), on a :

LO,u,0,4,t) = L (4, 0,A,1) v (p,0,4,t)€ (0,1]x[0, 276]% (0,00) X (0, 2 ]

0.9
L(E,u,0,A,t) = (U,0,A,1) V (1,0,A,t)e [-1,0)X [0, 27} X (0,%0) X (0, 7, ] ©

. @©0,0)- 208 + b TO.0)-TON-T. ©) =0 ¥ 1e, ]
agx ’ (0.10)

3 (DB, 0)- S (B0 + hy(TED) TEN-T. 1) =0 ¥ 10.t,]
X

La condition initiale est la suivante (elle est valable pour les deux types de conditions aux
limites décrites ci-dessus) :

T(x,0)=T, Vxel[0,FE] (0.11)

Les inconnues du systéme sont : la luminance L(x,u,®,A,t) repérée a la position x, dans la
direction (u,w), ala longueur d’onde A et au temps ¢, et la température T'(x,¢) a la position
x et au temps ¢. La fonction L’(T,A) qui intervient dans (0.1) et (0.8) est donnée. C’est la

luminance monochromatique du corps noir a la température 7 et a la longueur d’onde 4.

Il n’existe pas, a priori, de méthode générale pour résoudre un probléme de ce type, oul
le couplage et les non-linéarités empéchent de prédire le comportement global des équations.



Chapitre II : Analyse mathématique du probléme en régime stationnaire

L’étude théorique mathématique de I’ETR et, de manicre générale, les équations de
transport, ont beaucoup été étudiées. A ce sujet nous renvoyons au travail de synthése [28],
réalisé par V. Agoshkov (1998). Ce n’est que trés récemment que 1’étude théorique du
systtme des équations couplées par rayonnement et conduction a été abordée par Kelley
(1996) [29]. Ce dernier a étudi€ le systtme 1 D, en régime stationnaire, lorsque le milieu est
supposé homogene, gris et isotrope, avec symétrie axiale et lorsque 1’équation de la chaleur
est linéaire. Dans cette partie, nous généralisons 1’étude de Kelley. Nous montrons les
résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la solution pour le systéme décrit au chapitre
I, en régime stationnaire, avec la symétrie azimutale et lorsque les températures sont imposées
aux fronticres. Les techniques utilisées sont les suivantes : probléme de point fixe compact,
théorémes de point fixe de Schauder et de Banach, théorie des opérateurs intégraux et des
arguments de monotonie.

On pose Q=(0,E)x[—1,1], 0Q" ={0 } x(0,1] et 9Q™ ={E } x[-1,0), qui sont des
ensembles bornés. Nous disons alors que le couple (T',L) est une solution si T est une
solution dans C([0,E])NC*(0,E) (i.e. c’est une solution classique) et L est une solution
appartenant & L' ((0,00); C(QU Q" LIQ )N C'((0,E);C ([-1,11\{0}))) . Alors, on a les

résultats suivants ;

Théoreme 1 (existence) : Sous les hypothéses (2.9)—(2.15) spécifiées au chapitre II, le
systtme a une solution (7,L). Par ailleurs, le champ de températures 7T satisfait

min (7,,7,)<T(x)<max (T,,T,) pour tout x € [0,E] et la luminance L satisfait
L’ (min (T,,T;),A) £ L(x, 4, A) < L’ (max (T,,T;),A) pour tout (x,U,A)€e QX(0,00),
(x, U, A) € 9" x(0,00) et (x, U,A) € Q™ x(0,0).

Proposition 2 : Sous les hypotheses du théoreme 1, la luminance L est une fonction croissante
de T ,7,,T danslesensquesi 0<S§, ST <+4o0, 0< S, <T, <+oo et 0<S(x)<T(x)< oo

pour tout xe(0,E) alors L(S,S,,S.)(x,u,A) < L(T.T,T,)(x,u,A) pour tout
(x, u,A)e Qx(0,00), ot 'on note L(T,T,,7.) la luminance associée aux températures

T,T,,T,.

Théoreme 3 (régularité) : Sous les hypothéses du théoréme 1, la solution (7', L) est telle que

Te C~(0,E) et Le L((0,00);C"((0,E);C ([-1,11\{oh)).

Proposition 4 : Sous les hypothéses du théoreme 1, 1'équation de la conduction peut &tre

réécrite uniquement en fonction de la température et des coefficients radiatifs comme



L)L) = 1T @)
X dx

ou la fonction f, sera donnée dans la suite. Par ailleurs, cette proposition permet de montrer

l'unicité de la solution (7', L) du systéme.

Théoréme 5 (unicité) : Sous les hypothéses du théoréme 1, la solution (7', L) est unique.

Chapitre III : Présentation de quelques méthodes numériques en régime stationnaire

Il existe une abondante bibliographie concernant les techniques de résolution des
équations couplées par rayonnement et conduction en régime stationnaire. Dans le cadre de
cette thése, nous n’avons pas souhaité entrer dans le détail de chacun de ces problémes ou
techniques; ceci pourrait faire 1’objet d’un ouvrage général. Toutefois, afin de guider le
lecteur dans ses recherches, nous renvoyons a la thése de Z. E. Da Silva (1997) [30] qui donne
une intéressante revue bibliographique synthétique de ces études sous forme de tableaux. En
outre, ces tableaux permettent de faire le point des hypotheéses traitées dans les diverses
études. Notons toutefois que, en ce qui concerne la méthodologie de résolution de 'ETR, les
méthodes dites de flux sont les plus utilisées, spécialement la méthode des ordonnées
discretes.

Ce troisi¢me chapitre est donc consacré a la résolution numérique des équations
couplées, en régime stationnaire, avec symétrie azimutale et lorsque les températures sont
imposées aux frontieres. Nous donnons aussi une méthode de résolution de I’ETR sans la
symétrie azimutale, associée aux conditions de flux. Dans le but de résoudre I’'ETR, nous
discrétisons 1'espace angulaire suivant plusieurs directions et nous utilisons une quadrature
numérique du type composée pour approcher le terme intégral de 1'équation. Il en résulte alors
un systeme différentiel du premier ordre linéaire, associé a des conditions aux limites, du
type :

ab,x = A -L(x)+ & (x) (0.12)
dx

ol L, estle vecteur dont les composantes sont les luminances dans les différentes directions

discretes retenues pour 1'étude. Dans les deux cas (ETR avec et sans symétrie azimutale), nous
aboutissons au systéme différentiel donné par (0.12). La seule différence avec le probléeme
avec symétrie azimutale est que, pour le probléme sans symétrie azimutale, nous avons a
traiter un probléme de plus grande taille. La solution du systéme s’exprime a 1’aide d’une
exponentielle de matrice; cependant cette solution présente un caractére d’instabilité
numérique. Pour pallier & cette difficulté, différents auteurs ont proposé une technique
particuliére pour résoudre le systeme, basée sur le principe d’interaction du milieu [31-34].
Cependant, nous montrons que cette méthode ne résoud pas complétement le probleme. Ainsi,
en considérant que le systéme est monochromatique (ce qui impose de le résoudre sur



Pensemble du spectre concerné), nous proposons trois méthodes différentes, dans le but de
soulever le probleme de I’instabilité numérique et réduire les temps de calcul. La premiére
méthode utilise le principe d'interaction du milieu et fait intervenir des matrices de
transmission et de réflexion. C’est la technique évoquée précédemment : nous avons repris
cette méthode et nous y avons apporté quelques améliorations au niveau de la précision et des
temps de calculs. La deuxiéme méthode consiste a résoudre le syst¢éme en diagonalisant au

préalable la matrice caractéristique du milieu A, , ce qui permet de contourner le probleme de

Pinstabilit¢ numérique et avoir une résolution quasi analytique en espace. La troisiéme
méthode consiste a discrétiser le systéme (0.12) par un schéma aux différences finies centré-
décentré. Nous donnons aussi les avantages et les inconvénients des différentes méthodes.
Pour résoudre la deuxiéme équation, nous proposons deux schémas aux différences finies
centrés 1égerement différents, associés a une transformation de Kirchhoff. Cette technique
permet de traiter la non linéarité de 1’équation de maniere efficace [35]. Ensuite, nous
abordons le couplage entre les deux équations par une méthode de point fixe qui porte

uniquement sur le champ de températures.

Chapitre IV : Analyse d’un schéma numérique en régime stationnaire

Si des études ont été menées sur la preuve de convergence pour des schémas
numériques de 1’équation du rayonnement [36,37,38] indépendamment de celle de la
conduction, a I’heure actuelle il semble que 1’étude de la convergence pour les équations
couplées n’a pas encore été abordée. Le but de ce chapitre consiste a étudier la convergence
d’un des schémas numériques exposés au chapitre III, pour la résolution des équations
couplées, en régime stationnaire, avec symétrie azimutale et lorsque les températures sont
imposées aux frontieéres. Nous considérons le schéma aux différences finies décentré d’ordre
un pour la résolution du systéme (0.12) et un schéma aux différences finies centré d’ordre
deux, associé a la transformation de Kirchhoff pour la résolution de 1’équation de la chaleur.
Nous utilisons une quadrature basée sur la formule a trois points de Simpson composée pour
approcher ’intégrale en angle et la formule des trapézes composée pour approcher I’intégrale
en longueurs d’onde. La preuve de la convergence repose essentiellement sur des arguments
de monotonie et ’application d’un point fixe discret, portant uniquement sur le champ de
températures. Les équations non-linéaires sont résolues a 1’aide de la méthode de Newton.

Nous utilisons un maillage uniforme du domaine spatial [0, E], défini par: x;, =i-h

avec 0<i<nr+1 ou h est le pas constant du maillage. Nous découpons l'intervalle

angulaire [0,7] & I’aide d’un pas constant A0=7/m tel que 6, =40/2, 6,,=0,+A40
Vi<j<m-2 et 6, =m—-A40 /2. Alors, nous posons U;=cos(@,) V 1< j<m. Nous
considérons un domaine spectral borné (0,4, ] et nous notons A, 1<k<N la suite

croissante des longueurs d’onde discrétes prise avec un pas constant AA=A_ /N



(Ay =A,.). L(x, M;,2,) représente 1’approximation de la luminance L(x,u,A) au point
(XM, 4 )pour 1Si<nt, 1< j<m,I<k<N. f respectivement 1’approximation du champ

de températures 7'(x) au point x; pour 1<i < nt. Nous obtenons alors les résultats suivants :

Théoreme 1 (existence) : Sous les hypotheses (4.1) a (4.7) spécifiées au chapitre 1V, le
schéma numérique décrit précédemment admet une solution (f,i). De plus, cette solution
vérifie min(T,,7;) < YN’, <max(T,,T,) V 1<i<nt et L’'(min(T,,T;),4,)+0 (A8%) <
E(x,.,,uj,lk) < L(max(T,,T,),A)+0(A08)V 1<i<nt, 1< j<m,1<k<N.

Ainsi, moyennant une petite erreur sur le pas angulaire A8, nous retrouvons 1’encadrement

de la solution continue.

Proposition 2 : Sous les hypothéses du théoreme 1, la luminance approchée L est une

fonction monotone de T,,T,,T dans le sens que si 0< S, <T, <+oo, 0< S, <Ty <+oo et
0<S§, <T; <+oo pour tout 1<i<nr, alors L(S,S,,S,) (x, 1, 4) S LA,T,,Ty) (x,, 1, A,)
V1<i<nt, 1<j<m et 1<k<N ou ’on note Z(f,To,TE) la luminance approchée

associée aux températures 7,7, ,T; .

Ainsi, nous retrouvons la méme propriété de monotonie que posséde la solution continue.
Théoréme 3 (unicité) : Sous les hypothéses du théoréme 1, Ia solution (T, L) est unique.

Théoréeme 4 (convergence) : Sous les hypotheéses du théoréeme 1, le schéma numérique est
convergent : la solution (T,L) converge vers la solution (7',L) du systeme continu, lorsque
les pas A >0, A@ -0, AL -0 et A, —c comme 1/AA. C’est un schéma d’ordre un en

h,quatre en AG etunen AA.
Chapitre V : Présentation d’une méthode numérique en régime transitoire

Ce chapitre décrit une méthode numérique pour la résolution du systéme couplé en
régime transitoire, d’une part lorsque les températures sont imposées aux frontiéres évoluant
rapidement dans le temps et, d’autre part, lorsque le milieu est soumis a des conditions de flux
trés intenses. Une conséquence de ces fortes sollicitations au niveau des conditions aux
limites est que la discrétisation en espace nécessite un maillage plus fin dans la zone a fort
gradient de température. En régime transitoire, du fait que la vitesse de propagation du

rayonnement est trés grande (c =3-10° m/s),le premier terme de I’ETR peut étre négligé

devant les autres termes. L’ETR est alors quasi stationnaire et sa résolution est la méme qu’en



régime stationnaire. Nous utilisons alors la méthode basée sur la diagonalisation de la matrice
caractéristique du milieu pour résoudre le systeéme (0.12), car elle est trés rapide et analytique
en espace. Concernant I’équation de la chaleur en régime transitoire, si on fait I’inventaire
issu de la littérature des différentes méthodes de résolution de cette équation (lorsque celle-ci
est couplée a I’ETR), on s’apergoit que les schémas de différences finies (en espace et en
temps de type Crank-Nicholson) sont les plus couramment utilisés [6-14,16-17,19-26,39-40].
La technique de substitution de noyau dont le but est d’obtenir des solutions semi-analytiques
est aussi employée [15,18]. Les techniques de 1’approximation nodale [21] et celle des
volumes finis [27] sont aussi utilisées. Cependant, compte tenu du probléme que nous avons a
traiter, nous utilisons la méthode des éléments finis car elle est plus précise et elle peut étre
utilisé avec des maillages non réguliers. Ainsi, dans un premier temps, nous appliquons les
transformations de Kirchhoff et enthalpique, dans le but de simplifier le probléme non
linéaire. Ensuite, nous résolvons la nouvelle équation en espace par la méthode des éléments
finis ; celle-ci nécessite des éléments P? afin que le flux conductif soit d’ordre un. Pour le
schéma en temps, nous utilisons une méthode de Runge-Kutta implicite adaptée aux
problémes raides, compte tenu des variations rapides des températures et flux.

Chapitre VI : Résultats numériques : application a un milieu réel de fibres de silice

Dans ce dernier chapitre, nous exposons les résultats numériques donnés par la
simulation, pour les régimes stationnaire et transitoire. L’application porte sur un matériau
isolant constitué de fibres de silice. Nous comparons aussi les performances des différentes
méthodes de résolution de ’ETR en termes de précision et de temps de calcul. L’accord entre
les résultats numériques et théoriques donne entiére satisfaction. Les résultats obtenus par le
code en régime stationnaire conduisent bien a un flux total constant dans le milieu,
conformément a la loi de conservation de 1’énergie, avec une erreur relative tres faible. Pour
Pexemple d’application traité, le flux radiatif dans le milieu représente environ un tiers du
flux total, ce qui confirme I’importance accordée a ce mode de transfert. Le code, en régime
transitoire et lorsque les températures sont imposées aux frontieres conduit, apres
convergence, a des résultats (pour le champ de températures et les flux) trés proches de ceux
obtenus par le code en régime stationnaire (lorsque les températures finales sont imposées).
Le code en régime transitoire et lorsque le milieu est soumis a des conditions de flux, donne
des résultats encourageants. Par ailleurs, les résultats de simulations obtenus montrent la
stabilité et 1a convergence des schémas considérés.

Enfin, le mémoire s’acheéve sur une conclusion générale, donnant un bilan des apports
de ce travail et s’ouvrant sur quelques recommandations et perspectives nouvelles pour la
poursuite de cette recherche.
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Chapitre 1

Modeles régissant les transferts thermiques

Résumé : Les trois modes de transfert de chaleur au sein d’un matériau sont le
rayonnement, la conduction et la convection. Cependant, pour les types de milieux que nous
étudions (matériaux composites 2 plusieurs phases: solide, fluide) et la gamme de
températures dans laquelle nous travaillons, nous pouvons nous limiter aux transferts radiatif
et conductif. Nous allons présenter ces deux modes de transferts thermiques, dans un milieu

semi-transparent.

1.1 Transfert de chaleur par rayonnement : I'équation du transfert
radiatif

Au préalable, il nous a paru nécessaire de définir certaines grandeurs et qualificatifs

fondamentaux que nous retrouverons tout au long de notre étude :

milieu semi-transparent : un milieu est désigné comme semi-transparent dans une bande de
fréquence donnée des ondes électromagnétiques lorsqu'il transmet partiellement ces ondes.
Dans ces conditions, il réfléchit et absorbe aussi partiellement (il n’est ni transparent ni

opaque).
miliew gris : un milieu est dit gris lorsque les propriétés radiatives du milieu sont
indépendantes de la longueur d'onde. Dans le cas contraire, le milieu est dit non gris, les

grandeurs sont dites monochromatiques et indexées de 1’indice A .

diffusion isotrope : la diffusion est dite isotrope lorsque la diffusion est la méme quelle que

soit la direction de diffusion considérée. Dans le cas contraire, la diffusion est dite anisotrope.
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le flux radiatif: c’est la valeur instantanée d’un débit d’énergie radiatif que nous noterons

généralement Q, éventuellement avec un indice A s’il s’agit de la grandeur

monochromatique.

la luminance : considérons une surface élémentaire dS située a I’abscisse s. Soit dQ le flux
traversant dS selon une famille de directions comprises dans un angle solide élémentaire d€2
et centrées autour de la direction A faisant un angle 6 avec la normale & dS, pour un intervalle
spectral dA donné. On définit alors la luminance monochromatique L, par

dQ
ds -cos0 -dQ-dA

L,(s,A)=

figure 1.1 : La luminance monochromatique

La direction A est repérée par les angles 6 et w. 8 est l'angle polaire et @ l'azimut. L'angle
solide élémentaire d€2 est défini par la relation : dQ=sinf-d0-dw ou encore
dQ =—-du -dw en posant U =cosf.

la luminance du corps noir : de par sa définition, un corps noir absorbe tout le rayonnement

qu'il recoit; il ne réfléchit pas, ne transmet rien et il émet un rayonnement de luminance
monochromatique donné par la loi de Planck :

G

, . 1.1)
Y '[exp(l.zT )—1}

LM =

ou T désigne la température du corps en Kelvin et C;, C, sont deux constantes positives du

rayonnement

C, =119-10"W/m*> et C,=14388-10"mK
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Les courbes de la figure 1.2 indiquent 1’évolution de la luminance monochromatique du corps
noir en fonction de la longueur d’onde, pour trois valeurs différentes de la température :
T=300K, 400K et S00K .
On remarque que toutes ces courbes :

- passent par I’origine et sont tangentes en ce point a 1’axe des abscisses,

- admettent cet axe comme asymptote lorsque la longueur d’onde tend vers I’infini,

- passent par un maximum A_-7 dont la valeur est d’autant plus grande que la
température est élevée et ce pour une longueur d’onde d’autant plus petite
(A, - T=2898 um-K),

- sont «embofitées » les unes dans les autres: la courbe a la température 7] est
entierement située au-dessus de celle a température 7, si 7, >7T,. En d’autres mots,
pour une longueur d’onde A fixée, L; (T) est une fonction croissante de T.

A I’ambiante (300 K), I’émission du corps noir se situe a 82% entre 4,5 microns et 25 microns
et, lorsque la température augmente, on observe un déplacement du domaine d’émission vers
les plus courtes longueurs d’onde. C’est donc essentiellement dans cette gamme de valeurs

que nous travaillerons, plus précisément entre 3,5 microns et 25 microns.

o

@

>
T

luminance du corps noir (W /m? micro m sT)

5 10 15 20 25 30
longueur d'onde (micromére)

=]

figure 1.2 : La luminance monochromatique du corps noir

Par ailleurs, le rayonnement €émis par un corps noir est isotrope. La luminance totale du corps
noir s’obtient en intégrant la luminance monochromatique du corps noir sur tout le spectre des
longueurs d’ondes. On obtient alors la loi de Stefan-Boltzman :

c- T

J.Lj(T) d) = (1.2)
0

oll ¢ est la constante de Stefan-Boltzman : ¢ =5,6698-10° W -m™2 - K™.

La modélisation du transfert de chaleur par rayonnement & travers un milieu semi-
transparent fait appel a des coefficients radiatifs qu'il est nécessaire de préciser. Les propriétés
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radiatives du milieu sont caractérisées par les coefficients monochromatiques d'absorption

0, (A), de diffusion o, (A), ainsi que la fonction de phase P,(A'— A). Ces grandeurs

dépendent de la direction de propagation du rayonnement A et de la longueur d'onde A . Elles
sont strictement positives, bornées et peuvent varier fortement avec la longueur d'onde.

Dans notre étude, nous supposons que le milieu est homogene. Nous faisons aussi une
approximation en supposant que les propriétés radiatives ne dépendent pas de la température

du milieu.

Le type de matériau que 1’on désire étudier est le milieu fibreux (qui est semi-
transparent). Ce milieu présente des propriétés caractérisées par l'arrangement des fibres.
Différents cas peuvent se présenter :

1. fibres réparties aléatoirement dans l'espace.
2. fibres orientées dans des plans, avec un cas particulier intéressant qui est une
stratification dans des plans paralléles aux frontiéres du milieu. .
3. fibres orientées selon une direction d'espace donnée ou éventuellement "tissées”
selon un nombre fini de directions privilégiées.
Nous nous intéresserons, dans ce travail, au cas de fibres réparties aléatoirement dans des

plans paralleles aux frontieres. Ceci implique des symétries pour les coefficients radiatifs,

comme nous le verrons aux chapitres deux et trois.

Si l'on effectue, a une longueur d'onde donnée, un bilan des mécanismes physiques
d'interaction rayonnement/milieu pour un rayonnement se propageant a travers un milieu qui
absorbe, émet et diffuse (figure 1.3), on obtient 1'expression d'une équation monochromatique
appelée équation du transfert radiatif (ETR).

émission

absorption

figure 1.3 : milieu semi-transparent

On considere, pour 1'établissement de cette équation, un faisceau de rayonnement qui se
propage dans une certaine direction d'incidence A, dans un volume élémentaire d'un milieu
semi-transparent. Nous choisissons un volume de contrble cylindrique de longueur ds. Le

cylindre est orienté selon la direction A de propagation du rayonnement. Un changement
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d'intensité de ce rayonnement est observé pour le parcours ds : la luminance passe d'une
valeur L, aune valeur L, +dL, (figure 1.4).

s +ds

ds

—
a—

_______________ - Ly(s, A8 +dLy(s, A1)

L,(s,At) LT

pt—

figure 1.4 : Variation de la luminance a la traversée d'un élément cylindrique.

L,(s,A,t) représente la luminance monochromatique a la longueur d'onde A, au point

d'abscisse curviligne s, dans la direction A et & l'instant ¢. Plusieurs processus expliquent la

variation de la luminance dans le cylindre élémentaire :
. Perte par absorption

Une partie du rayonnement est absorbée par le milieu. La perte due & 1’absorption dans

le cylindre de longueur ds est donnée par la relation suivante :
dL, (s,A,t) = -0, (A)- L, (s,A,t)-ds
oll 0, (A) est le coefficient monochromatique d’absorption.

. Perte par diffusion
Le matériau étudié étant un milieu semi-transparent diffusant, une partie du
rayonnement provenant de la direction A est diffusée dans toutes les autres directions.
L’atténuation due 2 la diffusion est donnée par :
dL, (s,A,t) = -0, (A)- L, (s,A,t)-ds

ol 0, (A) estle coefficient monochromatique de diffusion (s pour "scattering").

o Gain par émission propre

Ce phénomene est lié a la température du milieu. Si ’on considére que 1’on est a
I’équilibre thermodynamique local, en utilisant la loi de Kirchhoff, le renforcement par
émission propre est donné par :
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dL, (5,A,t) =0, (A) - L; (T(s,1))- ds

ou T(s,t) estla température du milieu au point s, a l'instant 7 et L; (T'(s,t)) estla luminance

du corps noir a cette température, donnée par la loi de Planck.
e - Gain par diffusion

Le rayonnement dans la direction A est renforcé par la diffusion des rayonnements
provenant de toutes les autres directions de l'espace (figure 1.5). On explicite le gain par
diffusion en introduisant une distribution angulaire de diffusion (ou fonction de phase) P,
telle que la probabilité, pour que ce qui est diffusé le soit dans 1'angle solide d€) centré autour

de la direction A (figure 1.5), est égale a

1
— P (A'—> A)-dQ
4r i )

La somme des probabilités sur toutes les directions de diffusion de 1'espace doit étre égale a
I'unité; aussi la fonction de phase doit étre normalisée :

1 : _
o J‘PA(A 5 A)-dQ = 1 (1.3)

Q=4rx

Remarque 1.1 : 1a fonction A — 4L P, (A'= A) est une densité de probabilité sur Q=4 .
/4

milieu

figure 1.5 : Gain par diffusion d'un faisceau de rayonnement
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Le gain par diffusion s’écrit alors :

de(s,A,t)=Zl—- j 6, (A)- P(A'— A)-L,(s,A',t) d'-ds
T
Q

=47

ou le terme intégral prend en compte la diffusion des rayonnements provenant de toutes les
directions de l'espace.

Par ailleurs, le coefficient de diffusion monochromatique et la fonction de phase spectrale
satisfont 1’équation de conservation suivante, Lee [1] :

1
e J 0, (M) B(A'— A) dQ' = 0,(A) (14)

Q =4x
o Bilan radiatif général

Nous pouvons a présent écrire le bilan d’énergie pour la luminance L, qui traverse

I’élément de volume de longueur ds en sommant les contributions par émission, absorption et
diffusion décrites précédemment :

variation de gain par N renforcement perte par atténuation
laluminance | | émission par diffusion absorption par diffusion
En notant que :

L, (s,A,0)+dL, (s,A,t) = L, (s + ds,A,r)

nous pouvons alors écrire :

L (s+ds,A) =L, (5,0,8) =— (0, (A)+0,,(A))- L (8,A,0) - ds+ 0, (A) - L(T(s,2)) - ds

1
+o— J 6, (A P(A'— A)- L, (s,A',1) d¥'-ds
ﬂ: Q'-4n
En divisant l'expression ci-dessus par ds et en prenant la limite quand ds — 0, nous
obtenons finalement I'équation du transfert radiatif :

dL,(s,A,t)

s — (0,(A)+0,(A)) L, (s,A,t) + 0, (A)- L (T (s,1))

| (1.5)
+ o= J 6, (A)- P(A'— A)- L, (s,A",f) dQ

Q =4rx
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L'équation (1.5) est aussi une équation intégro-différentielle de transport [2]. L'ETR
est une traduction mathématique du bilan de 1'énergie radiative dans le milieu. Elle représente
I'évolution de la luminance monochromatique du rayonnement le long d'une trajectoire s, au
cours du temps. Elle est valable en chaque point du milieu, dans l'intervalle de fréquence
A+dA, al'intérieur d'un angle solide élémentaire dQ centré autour d'une direction A.

Une écriture couramment utilisée met en évidence un terme source d’énergie radiative

monochromatique J, (s,A,?) tel que :

dL, (s,A,1)

y ~0,,(A)- L, (s,A,0)+ T, (5,,8) (1.6)
S

avee

T8 A0 =0, (A)- L(T(s.1)) + j 0, (A)-P(A'— A)-L(s,A",t) d'

Q =4x

et ol nous avons introduit le coefficient monochromatique dit d’extinction, traduisant
I’atténuation du rayonnement dans le milieu et défini par :

G, (A)= 6,,(A)+ 0, (A) (1.7)

Le premier terme du membre de droite de 1’équation (1.6) traduit donc I’atténuation du
rayonnement, tandis que le second terme représente le renforcement du rayonnement.

L’équation (1.5) (ou encore (1.6)) est valable pour tout type de milieu semi-transparent
absorbant, diffusant et émissif (d’indice de réfraction égal a un).

La luminance spectrale est fonction de la coordonnée de position, de la direction et du

temps : L, (s,A,z) . Entre s et z, nous avons les relations suivantes :
s=c-t et ds=c-dt (1.8)

ol ¢ est la vitesse de propagation du rayonnement dans le vide (c = 2,997930-10° m/s). En
tenant compte de (1.8), nous pouvons écrire :

dL,(s,A,t) l dL, (s,A,t)

1.9
ds c dt (1.9)

Par ailleurs, étant donné que la luminance dépend directement du temps par

I’intermédiaire de s, la dérivée totale de L, par rapporta f, sera:
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dL(sAn _ A | AGAD
dt - s ot

En substituant (1.10) dans (1.9), nous obtenons :

dLy 5,80 _ (sAn | 1 A(sAD
ds - ds c ot

(1.11)

Du fait que la vitesse de propagation du rayonnement est treés grande, le deuxieme terme du
membre de droite de (1.11) peut, dans notre cas, étre négligé devant le premier. L’équation du
transfert radiatif est alors quasi stationnaire, car la dépendance de la luminance en temps est
implicite a travers le terme émission, et donc :

dL,(s,A,;t) 9L, (s,A1)
ds ds

Réécrivons I’équation du transfert radiatif dans ce cas :

aL’l—(g;Aﬁ:—O'E/l(A)-L/l(s,A,t)+J;{(s,A,t) (1.12)
Le temps interviendra dans 1’équation (1.12) uniquement a travers le terme émission,
par I’intermédiaire du champ thermique. L’évolution en régime transitoire de ce champ est
décrite par I’équation de conservation de I’énergie dont nous parlerons plus loin.
L'équation qui régit le Transfert Radiatif (ETR), dans le cas le plus général d'un milieu
semi-transparent absorbant, diffusant et émissif, est donc une intégro-équation aux dérivées

partielles, puisque la luminance apparait dans le terme intégral et la dérivée directionnelle

ais’l induit des dérivées partielles selon les variables d’espace quand elle est écrite
explicitement dans un systtme de coordonnée spécifique. La luminance est elle-méme
fonction de six variables indépendantes : trois coordonnées de position, deux coordonnées
angulaires pour la direction de propagation et une variable temporelle.

Dans le cas d'un milieu non gris, 1'équation devient encore plus complexe car une
variable supplémentaire (la longueur d'onde A) traduisant la dépendance spectrale des
propriétés radiatives et, donc de la luminance, est introduite.

L’équation du transfert radiatif est par conséquent trés complexe, et par suite sa
résolution est trés difficile. Afin de faciliter sa résolution, des simplifications peuvent &tre

faites.
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1.1.1 L'équation du transfert radiatif pour un milieu a faces paralléles

Une possibilité de simplification de I’ETR réside dans le choix de la géométrie du
systtme pris en compte. Le passage du cas tridimensionnel au cas monodimensionnel,
correspondant a celui d'une couche limitée par deux plans ‘‘infinis’’, paralléles est pleinement
justifié par les applications pratiques qui nous intéressent. C'est uniquement ce cas qui sera
pris en compte par la suite. On considére un repere cartésien R(O, x, y, z) 1ié & notre milieu.
La dimension suivant la direction Ox est trés faible par rapport aux dimensions des deux
autres directions. Cela nous permet de considérer le probléme unidirectionnel et de ne prendre
en compte que le transfert selon la direction Ox. Notre milieu aura une épaisseur E.

Soit s la distance parcourue par le rayonnement selon la direction de propagation A et 6
I'angle entre 1'axe des coordonnées x et la direction A (figure 1.6). En projetant 1'élément de

longueur ds sur 1'axe Ox, nous avons : dx = ds - cos 0= -ds enposant [ =cos 0

A x
Face 1
o<ps1t m=l 0 <P A
™ dr
=0 s ds
# 0
/
0 Face O

figure 1.6 : Systeme de référence dans le cas de la couche plane

i - d A L 4 N
La dérivée curviligne I peut étre exprimée en terme de dérivée par rapport a x :
s

d_9d dx_ 9
ds ox ds—u ox

En introduisant ces relations et en se rappelant que 1’angle solide est donné par
dQ =-du -dw, 'ETR devient dans le cas de la couche plane :

oL, (x,1,m,t
D)

P2 = 0, (0) LT (D) ~ 6,(1,0) Ly (0.0

w1 (1.13)
1
v [ [ o) Bwe) > @) Lo\ i do

1 1
w=0 p=-1



25

1.1.2 La symétrie azimutale

Notre domaine d'application concerne les fibres réparties aléatoirement dans des plans

paralléles aux frontiéres. De ce fait, les propriétés radiatives (0,,, 0, et P,) sont moyennées

sur les directions azimutales et deviennent indépendantes de l'angle @ : nous sommes alors en
présence d'une "symétrie azimutale". Cela permet de s'affranchir de la variable @ dans 1'ETR.
La condition de symétrie azimutale facilite les calculs dans la résolution de 'ETR. En utilisant
cette condition, la luminance du rayonnement ainsi que les propriétés radiatives sont
indépendantes de l'angle azimut ® et sont constantes autour d'un cdne d'angle solide dQ2
centré sur 'axe Ox, (figure 1.7). Dans ce cas, 'ETR devient :

oL, (x, .t
I A (5 1, 1)

. = 0, (W) Ly (T(x,0)) — 0, (1) L, (x,14,1)

. (1.14)
o[ L) B - LGy dw
-1

—-1<spu<0 | O<us<l

L, (xu,0)

figure 1.7 : Discrétisation polaire de l'espace sphérique en plusieurs anneaux

Nous avons abordé, dans la premiere partie de cet exposé, un rappel de 1'établissement
de 1'équation du transfert radiatif ainsi que les simplifications couramment utilisées (nous ne
reporterons que les éléments nécessaires a la suite de I'exposé, le lecteur étant invité pour plus
de détails a se reporter aux ouvrages de références [3,4,5,6,7]).

En fait, les grandeurs qui présentent un grand intérét dans le domaine de l'ingénierie
sont plut6t le flux radiatif et sa divergence, plus que la luminance elle-méme (qui n'est en fait
qu'une grandeur intermédiaire de calcul). L'expression monochromatique du vecteur densité
de flux de rayonnement est obtenue, par intégration sur tout l'espace, de la luminance
pondérée par la direction :

Q0= [ Ls,An-A dQ (1.15)
Q=4r
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L'étude porte sur la géométrie monodimensionnelle. On consideére alors sa composante
seulement suivant la direction Ox, qui est telle que :

2

Q.. (x,t)= J I L(x,u,0t)- 14 du do (1.16)

w=0 p=-1

et lorsqu'il y a symétrie azimutale :

0, xn=2m- [ Lm0 p du (1.17)

L'intégration sur tout le spectre des longueurs d'ondes donne le flux radiatif total :

0,(x1)=[ Q.0 dA (1.18)

Dans les milieux semi-transparents, les transferts de chaleur et la distribution de la
température sont la conséquence de deux mécanismes : la conduction et le rayonnement
lorsque la convection est négligée. Le calcul des champs de température ne peut se faire que
par un couplage entre ces deux modes de transfert. La réponse transitoire des températures
dans le milieu est donnée en résolvant 1'équation de la chaleur qui est aussi I’équation de
conservation de I’énergie.

1.2 Transfert de chaleur par conduction : I’équation de conservation de
P’énergie

Désignons par V un volume élémentaire d'étude de notre milieu, délimité par une
surface S, qui est la frontiére de V. Le volume V et sa frontiére S seront considérés comme
indéformables, fixes, continus et semi-transparents.

s

n N . <
e ext n :normale & S orientée vers

V : volume d'étude

S : frontiere de V

ext
I'extérieur du milieu

figure 1.8 : Elément de volume du milieu
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Notre milieu recoit, conduit et absorbe un certain flux de chaleur. Sa température T
évolue donc dans le temps et l'espace : T =T(s,t). Il en est de méme de la "densité de flux

total de chaleur" Q,. @, = Q,(s,?) . Rappelons que, par définition méme de Q;, la quantité de

chaleur recue par V a travers S par unité de temps, est égale a :

|- n, as (1.19)
S

Le milieu étant considéré comme indéformable, seule la variation locale de température
intervient dans I'expression de la variation instantanée de 1'énergie interne totale E du milieu.
Par unité de temps, le "stock" d'énergie thermique accumulé par le milieu par échauffement
s'accroit de

JE _dQ _dQ dT

o T
L )2 dm={ p.c (1) 2= 12
o o or o JCP() a Jpcl’() a v 420

avec

Q : laquantité de chaleur échangée par le milieu avec son environnement,

p :  la masse volumique du milieu,

c,T) la chaleur massique du milieu a pression constante dépendant de la température.

L'application du premier principe de la thermodynamique au volume V conduit a écrire
le bilan suivant lorsqu’il n’y a pas création d’énergie :

Variation de l'énergie interne de V = flux traversant S
Soit (1.19) = (1.20) :

j p-c (T) L av = j Q, 1.21)

Le bilan énergétique devient, apres application de la formule d'Ostrogradsky
(transformation de l'intégrale de surface en intégrale de volume) au membre de droite de
(1.21):

j p-c (T) 9 4y = j div(Q,)-n,, dV (1.22)

Vv

soit en termes de bilan local au sein de V et par unité de volume :

or
peyM) S+ div(@) = 0 (1.23)
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(1.23) est I'équation de conservation de I'énergie et Q, désigne la densité de flux de chaleur

totale.

On a adopté comme premiere hypothése de départ le transfert de chaleur simultané
radiatif-conductif couplé et en absence de convection naturelle, ce qui revient a exprimer la

densité de flux de chaleur totale Q,, par
Q=Q.+Q, (1.24)

oll Q. est la densité de flux radiatif totale qui a été définie au paragraphe 1.2.2 et Q, désigne

la densité de flux de chaleur par conduction, donnée par la loi de Fourier :
Q. = -A,(T)-grad(T) (1.25)
ol A, estla conductivité thermique du milieu.

La loi (1.25) exprime que les flux de chaleur par conduction sont d'autant plus intenses
que les écarts de température sont plus marqués, et qu'en outre la chaleur va des points chauds
vers les points froids.

En assimilant la divergence du flux radiatif a un terme source local §,, I’équation (1.23)
s’écrit :
oT .
p-c,(T) = div(A (T)-grad(T)) = S, (1.26)
avec

S =—-div(Q,) (1.27)

Dans le cas de Ia géométrie monodimensionnelle, 1'équation (1.26) s'écrit :

pc,(T(x,1) -%—Tu,z) -2 Aot L) = 8,000) (128)
t ox ox
avece
5, (o) = =22 (x,1 (129)
ox

et le flux conductif est donné par

0.(x1) =~ A, (T(x.1))- g—Tm) (130)
X
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La divergence du flux radiatif est d'un grand intérét pratique car elle caractérise 1'énergie
radiative nette absorbée par le milieu. Elle représente, de ce fait, le terme source radiative que
l'on retrouve dans 1'équation de conservation de 1'énergie (1.28). Si ce terme est nul, le milieu
est dit a I'équilibre radiatif.

Dans la plupart des cas, la chaleur massique et la conductivité thermique sont prises
comme des constantes. Ici, du point de vue théorique, elles varient avec la température.
L’équation (1.28) est alors non linéaire, ce qui complique beaucoup plus sa résolution.

C’est I’équation de conservation de I’énergie qui permet d’effectuer le couplage entre le
phénomeéne de conduction et de rayonnement. En effet, nous avons besoin du champ de
températures dans 1'ETR pour le calcul de 1’émission propre du milieu, et du champ de
luminance pour le calcul du terme source radiatif qui intervient dans 1'équation de
conservation de 1'énergie.

L'interaction conduction-rayonnement 2 l'intérieur d'un milieu semi-transparent est donc
totalement décrite par les deux équations :
- 1'ETR, exprimant le bilan radiatif,
- 1'équation de conservation de I'énergie.
Ces deux équations définissent un systeme fortement couplé d'équations aux dérivées
partielles et intégro-différentielle non linéaires, ol les inconnues sont le champ de luminance
et le champ de températures. La démarche de notre étude va consister a résoudre

simultanément ces deux équations.
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1.3 Récapitulation du modele 1 D utilisé
° L'équation du transfert radiatif

oL, (x, U,mw,t
u.__&(x_“_)

ox = O-aj,(.u“,w)'L?L(T(x’t)) - O-ea,(,u'iw)'l‘},(xa”swat)

w1 (1.31)
1 1 1 1 ' t 1 ' t
o [ | oo @) Bw,0) = @o) Loow,0n duy' do
a)'=0 y':—l
YV (x,u,0,t)€ (0,E)x[-1,1]%[0, 2] % (O, t] et A€ (0,%). t représente 1’instant ou le
régime stationnaire est atteint (2 une tolérance donnée pres).

‘LL . aL/’L(xa,u"t)

T = 0,0 LT G0) — 0,00 Lo o)

= avec symétrie azimutale (1.32)
3 f O, (W) B(u'— p)- L, (x,p',2) dp'
-1

V (x, .00 € (0, E)X[-1,11X(0,2,] et A€ (0,00).

. Flux radiatif

oo 2 1
0 (x,1) = j j JLA(x,/,L,a),t)-/,t du dew di (1.33)
A=0 0=0 p=-1
oo 1
Q. (x,t) =21 J J- L (x,u,t)- 4 du dA  avec symétrie azimutale (1.34)
A=0 p=-1

V (x,1)€ (0,E)x(0,1,]

° Terme source d'énergie radiative

d0
ox

S, (x,0)=——"(x,1) VY (x,0)e (0,E)X(0,1,] (1.35)

° L'équation de conservation de 1'énergie

p-c (T(x,t))-g—(x,t)——g—(lc(T(x,t))-gi(x,t)) =S (x,t) V(xt)e (0,E)x(, tf] (1.36)
d ot ox o0x

° Flux conductif

Q. (x,t)=—A(T(x,1))- %Z(x,t) V(x,t)e (0,E)X(0,1,] (1.37)
X

° Flux total
0,(x,t) = Q.(x,1)+0.(x,t) V(x,t)e (0,E)X(0, tr] (1.38)



1.4 Conditions aux limites

Pour fermer le probleme, il reste a introduire les conditions aux limites. Dans notre
¢tude, elles seront de deux types. Dans un premier temps, nous étudierons le probleme lorsque
les températures sont imposées aux frontieres de l'échantillon, correspondant a un systeme
aux plaques chaudes gardées. Ce sont des conditions de type Dirichlet. Dans un deuxieme
temps, nous étudierons le probléme lorsque nous imposons un flux de rayonnement aux

frontieres de l'échantillon.

1.4.1 Températures imposées aux frontieres

Pour les conditions de températures imposées, nous supposerons que les frontieres de
notre milieu sont noires (figure 1.9). Nous désignons des frontiéres noires comme étant des
surfaces uniquement émissives (pas de réflexion ni de transmission). Nous allons résoudre le
probléme dans ce cas; d'une part en régime permanent, et d'autre part en régime transitoire.
Nous pourrons alors comparer les résultats lorsque le régime transitoire atteint le régime

permanent.

Ln régime stationndaire : seules les conditions aux bords interviennent.

Les conditions thermiques nécessaires a la résolution de l'équation de conservation de
I'énergie sont les suivantes :
en x=0, I'=T7 , estlatempérature que I’on supposera chaude.
en x=F , T =1,, estlatempérature que I’on supposera froide.
Dans le cas de frontiéres noires, pour lesquelles les températures sont fixées, les conditions
aux limites radiatives (figure 1.9) sont, d’apres Ozisik [6] :
en x=0, L,(0,u,0)=L(T)) pour O<u<letO<w<2r

en x=FE , L,(E,u,0)=L,(1T,) pour —1<pu<Oet O0<w<2x

Lun régime transitoire : nous devons rajouter la condition initiale.

Nous supposerons que la couche du milieu est initialement a température uniforme et un
échelon de température sera brusquement appliqué sur I'une de ses faces, ce qui se traduit
mathématiquement par les relations suivantes :
les conditions thermiques pour ¢ > 0 sont :

en x=0, 7(0,t) = f(¢), est la température chaude qui varie au cours du temps et

atteint la température constante 7, .
en x=F , T=T,, est la température froide qui reste constante au cours du temps.

la condition initiale a l'instants = O est : 7'(x,0) = 7., une température constante dans le milieu.



Alors les conditions radiatives pour 1 > 0 sont données par :
en x=0, L,(0,u,w,0)=L(f(t)) pour O<u<letO<w<2r

en x=F |, L(F,uo,t)=L(T,) pour —1<u<0etO0<w<2r

L} 0) L) Ly L, (E)

figure 1.9 : Conditions aux limites radiatives et luminances dans le milieu.

Remarque 1.2 : nous allons étudier un milieu a symétrie azimutale dont les conditions aux
limites radiatives présentent aussi cette symétrie.

1.4.2 Flux imposés aux frontiéres

Si les conditions de températures imposées aux frontieres sont relativement assez
nombreuses dans la littérature, il n'en est pas de méme pour les flux imposés, et encore moins
pour des surfaces semi-transparentes. En effet, I'hypothése des températures imposees,
intéressante par sa simplicité, présente cependant en transfert thermique un inconvénient : la
détermination des températures de surface est délicate et peu précise, et parfois méme
impossible a réaliser.

Les conditions de Dirichlet sont alors souvent remplacées par des conditions de Fourier
(de flux) qui nécessitent la connaissance de lois simulant le comportement du milieu extérieur
au systeme thermique étudié. Le probléme physique que l'on désire traiter est celui d'un
échantillon semi-transparent a faces parall¢les, bordé de frontieres semi-transparentes et
soumis a des conditions de flux. Ce probleme est loin d'étre évident, comme nous allons le
voir dans la suite. Nous supposons que I’échantillon est une plaque plane composée d'un
matériau fibreux, positionnée verticalement dans une air calme (figure 1.10). Les deux faces

x=0 et x=FE sont en contact avec des ambiances de températures respectives 7, et 7._,.

et les échanges superficiels entre paroi et ambiance sont caractérisés par des coefficients
d'échange convectif 4, et h,. Cette plaque est soumise a un flux radiatif sur ses deux
surfaces (figure 1.10), que ’on supposera trés intense sur I'une d'elles (soleil par exemple).
L'échauffement des deux parois sous I'effet du rayonnement va se traduire par une génération
de chaleur au sein du milieu. Nous étudierons alors le transfert de chaleur au travers de cette
plaque. Pour cela, nous devons établir en premier lieu les conditions aux limites radiatives,



puis les conditions aux limites thermiques, ces derniéres faisant appel au coefficient de
convection A, dont nous déterminerons la grandeur. Au préalable, nous allons introduire
quelques notions qui serviront pour I'établissement des conditions aux limites.

r/

7+
X3

Y
§ f;‘ AN
[/ )
—r 4—3
‘§m H a';,’?
p /
v
| E|
' -
v L
0 g

figure 1,10 : Plaque plane soumise a un flux radiatif sur ses deux surfaces

1.4.2.1 Réception du rayonnement par un corps : réflexion, absorption et transmission

Pour cette partie, nous adoptons les définitions données par Ozisik [6]. Nous allons
definir des grandeurs permettant de caractériser le comportement radiatif des corps réels :
émissivité, absorptivité, réflectivité et transmittivité. Considérons, figure 1.11, un flux
monochromatique incident Q, , contenu dans un angle solide dQ, qui atteint une surface dS

appartenant a I'enveloppe § d'un corps, selon une direction caractérisée par le vecteur unitaire
A

L,(s,A)
0

o

[ransmission

figure 1.11 : Réception du rayonnement thermique par un corps.

Dans le cas le plus général, c'est a dire pour les milieux semi-transparents, a ce flux incident
vont correspondre trois flux :



- un flux réfléchi, Q, , qui est renvoyé sans avoir pénétré dans le corps (C),
- un flux transmis, Q,, qui, ayant pénétré dans (C) au travers de diS, le traverse,

- un flux absorbé, Q,  qui pénetre et est conservé dans (C), constituant un apport

énergétique pour ce dernier.

La conservation de I'énergie entraine :
Ql,i = Q/l.r + Q)L,t + Qﬁ,a (139)

Soit L,(s,A) la luminance du rayonnement réfléchi dans la direction A, correspondant

a la luminance Z,(s,A") du rayonnement incident suivant la direction A’ ( figure 1.12).

L,(s.A')

as

Jigure 1.12 : Réflectivité monochromatique bidirectionnelle.

La réflectivit¢ monochromatique bidirectionnelle est le rapport de la luminance

monochromatique du rayonnement réfléchie dans une direction donnée a la densité de flux
'
radiatif monochromatique incident sur I'échantillon dans un angle solide élémentaire dQ .

L.(s,A)-cosf@ -dQ0 représente le flux d'énergie par unité de surface, incident sur
I'échantillon.
LY (s,A)

L,(s, A')-cose' .dQ

Py (5, A, A) = (1.40)

De méme, nous pouvons considérer le méme type de probléme en nous intéressant a la
luminance transmise a travers le corps (C) : L,(s,A), et définir la transmittivité

monochromatique bidirectionnelle :

L5 (5,0)
L,(s,A")- cosé -dQ

f:(&A”,A): (1.41)

Remarque 1.3 : ces grandeurs peuvent prendre des valeurs positives, inférieures ou

¥ 1t
supérieures a un, sans limitation particuliére, dans la mesure ou la valeur dQ (ou dQ ), par

exemple, peut étre tres faible.



En multipliant les deux membres de (1.40) par cos@-dQ et en intégrant les expressions sur

tout le demi-espace, on obtient la réflectivité monochromatique directionnelle hémisphérique
qui est le rapport du flux réfléchi par 1'échantillon sur tout le demi-espace, au flux incident sur

I'échantillon dans un angle solide élémentaire aQ’

| 157 (5,8)-cos6 - a0

0,(s,A") = £ , - = QOr par définition (1.42)
L,(s,A")-cos@ -dQ O

On fait de méme pour (1.41). On obtient la transmittivité monochromatique directionnelle,

définie de maniére analogue, mais cette fois en relation avec le flux de rayonnement transmis

j 17 (s, A) - cos @ - dQ

) .
7,(s,A") = & ——— = =L par définition (1.43)
A
L,(s,A")-cos@ -dQ O

L'absorptivité monochromatique directionnelle est, quant a elle, définie par :

0
a,(s,A) = =21 (1.44)
Al

Compte tenu de la conservation de I'énergie (1.39), on a :
P,(8,M)+1,(s,A)+a,(s,A)=1 avec 0<a, <1, 0<p,<1,0<7, <1 (1.45)

L'émissivité¢ monochromatique directionnelle est le rapport entre la luminance

monochromatique L,(s,A) du matériau dS considéré, a la température 7, et celle du corps

noir a la méme température L (7):
L,?_ (S, A)

g,(s,A\) =
2(8,A) Lj(’[')

(1.46)

Les absorptivités et émissivités monochromatiques directionnelles sont lides par la loi de
Kirchhoff Drapper, soit :
g,(5,A) =a,(s,7A) (1.47)

Remarque 1.4 : les coefficients que nous venons de définir dépendent aussi de la température
T et de la nature de la surface dS.

Ces grandeurs caractérisent de maniére globale le comportement d'un corps vis-a-vis du
rayonnement qu'il regoit. Nous en venons maintenant & I'établissement des conditions aux

limites radiatives.



1.4.2.2 Conditions aux limites radiatives pour un milieu semi-transparent avec des surfaces

semi-transparentes

Nous considérons un milieu semi-transparent d'épaisseur [, possédant des frontieres
semi-transparentes. Nous désignons des frontiéres semi-transparentes comme étant des
frontieres qui peuvent réfléchir, transmettre et absorber le rayonnement. Pour I'écriture des
conditions aux limites, on se place dans le cas le plus général. On impose a l'extérieur des
deux faces, respectivement, deux sources de rayonnements (figure 1.13) d’intensites
différentes, qui évoluent dans le temps et définies par :

o L(uwit)avec 0<u<l,0<@®<2x et >0 pourla face avant (i.e. en x=0)

o L (uwt)avec -1<pu<0,0<w<2r et 1>0 pourla face arriere (i.e. en x = £ ).

: o = o = + (K o=
&5 Li(0) Ly (x| L (x) L Gep L (x,p) L (B) <1 |
hld o | 8
[/ A ?‘ LN R\ R\
. b4 .\ b S \\'\ 3
oy g > P 4
O\ A ) & {f
<« o v
0 X X E

1 n
figure 1.13 : Conditions aux limites radiatives

Les conditions aux limites radiatives pour des surfaces semi-transparentes sont
détaillées dans Modest [4].
Le rayonnement en x =0, de direction 0 < g <1, 0<@ <27 etpour />0, estdia:

e I’émission propre de la frontiére,
e la réflexion du rayonnement de la frontiére dirigée vers I’intérieur du milieu,

e la transmission du rayonnement provenant de I’extérieur du milieu, celui que l'on impose.

SOit,
L, (0, u,w,1) = &,(0, u,w)- L(T,(1)) + f .f P:(O,(#',(U'),(P,(U))‘L,a(O,l-f'JU',’)'ﬂ' du' do'

'
@ =0pu =-1

2 1
w [ ] mowe)we) G wen u du do

| |
w=0u0=0



De méme, le rayonnement en x = [, dedirection —1< u <0, 0<@w <27 etpour 20, sera

donné par :

27 1
LB, 1,0,0) = 2,(E, 1,.0) Ly (T, + | [ padEoat,0),(4,0))- L (B, o, 0, 0)- ' dpt deo

m‘:O 11':0

+ J. .[ T:(E,(IU',CO'),(/U,CO))'%(ILI'7CU',I)-Iu' d,U' do'

' [
@ =0pu=-1
avece

T (1) la température de la face avant qui évolue dans le temps,
T (1) la température de la face arriere qui évolue dans le temps,
&,(0, i, @) I'émissivité monochromatique directionnelle de la face avant,

&,(I, u,w) 1'émissivité monochromatique directionnelle de la face arriere,

p: (0,(u', "), (1, ®)) la réflectivité monochromatique bidirectionnelle de la face avant,
,o: (E,(1',0"),(u,m)) la réflectivité monochromatique bidirectionnelle de la face arriére,
r: O,(u",@"),(u,®)) la transmittivité monochromatique bidirectionnelle de la face avant,

T, (E, (¢, 0"),(u, )) la transmittivité monochromatique bidirectionnelle de la face arriére.

Remarque 1.5 : Dans les conditions aux limites radiatives décrites ci-dessus,
LO,u,@,1) avec —1<u'<0, 0<0'<s27 et L (L, u',0'1) avec O0<u'<l, 0<@'<2r,

sont des inconnues. Par conséquent, la résolution de PETR avec ce type de conditions aux
limites sera tres complexe.

1.42.3 Conditions aux limites thermiques pour un milieu semi-transparent avec des

frontiéres semi-transparentes

On se propose dans cette partie d'établir les conditions aux limites pour le champ de
températures. On se place toujours dans le cas le plus général en considérant des frontieres

semi-transparentes. Le milieu est soumis a un flux de rayonnements thermiques sur ses deux
surfaces, respectivement o‘(’; et <, . L'échantillon d'épaisseur £, initialement isotherme, est

donc excit¢ par une impulsion de flux radiatives. Il subira, suite a son échauffement, des
pertes radiatives, conductives et convectives sur les deux faces, caractérisées par des
coefficients d’échange.

Glass et al. [9] ont modélisé le transfert de chaleur couplé par rayonnement et
conduction dans un milieu gris, émissif et absorbant, soumis a des conditions de flux. Les
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frontieres du milieu sont semi-transparentes et leur propriétés radiatives (réflectivité,
transmittivité et émissivité) différent selon qu’elles sont en contact avec le milieu intérieur ou
extérieur. Les auteurs donnent alors la forme générale des conditions aux limites thermiques
qui s’appliquent au niveau de I’équation de conservation de I’énergie, puis traitent le cas
particulier d’un milieu a frontiéres opaques pour lequel les pertes par convection ne sont pas
prises en compte. Les conditions aux limites thermiques sont obtenues a partir d'un bilan
énergétique sur les surfaces. Le passage du cas développé par Glass et al. au cas qui nous
intéressent se fait en supposant que le milieu est non gris et que les propriétés radiatives des
frontiéres (réflectivité, transmittivité et émissivité) deviennent des grandeurs qui dépendent de
la direction et de la longueur d’onde du rayonnement.

Un bilan sur la surface avant (figure 1.14) nous améne alors a décomposer les gains et
les pertes comme suit :

3)
o+ @ 2
" gl
’:{21 /?—\
D (4) | ()
| N
6) | (D
~TSE N
0

figure 1.14 : Conditions aux limites thermiques.
e Les gains

(1) : part absorbée du flux provenant du rayonnement que I'on impose

j I { 1- p; 0, (u, )7, (O,(,u,a)))} L (o) nu du do dA

A=0 =0 u=0

r

(2) : part absorbée du flux par rayonnement issue de la surface
n 0

I I J- {1_PE(O,(;J,(I)))—r’l(O,(,u,(z)))} L0, u,0,1)- 1t due deo dA

A=0 w=0 pu=-|

(3) : part absorbée du flux par rayonnement provenant de la source de température 7, , se

trouvant a I’extérieur du milieu

oy

J I I {1—Pl(oa(m))—f,l(O,(ﬂ,w))}-L‘:.U:,.‘{_.)-ﬂ du do di

A=0 =0 pu=0

en supposant que le milieu extérieur émet comme un corps noir.
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e Les pertes

(4) : perte (ou gain) par convection

h,-(T-T,,)

ou A, est le coefficient d'échange convectif de la face avant.

(5) : perte (ou gain) par conduction

oT
_am.2L
C()816

(6) : perte par rayonnement venant de 1'émission propre de la paroi : flux a la surface émis

vers l'extérieur du milieu

T 2.[ j £,(0,(1,0))- L(T) -y dp deo diA

A=0 w=0 pu=-1

(7) : perte par rayonnement venant de 1'émission propre de la paroi : flux a la surface émis

vers l'intérieur du milieu

o 27 1
[ 0.0 @) 1 du do da

A=0 @=0 p=0
et nous aurons une expression similaire pour 1'autre face.
Les grandeurs qui interviennent dans les écritures précédentes sont :

T la température de la face avant,

T, , estla température ambiante du milieu extérieur,
P, 0, (1, )) la réflectivité monochromatique directionnelle hémisphérique de la face avant,
7, (0, (U, ®)) la transmittivité monochromatique directionnelle de la face avant,

£, (0, 4, ) 1'émissivité monochromatique directionnelle de la face avant.

Si I'on regroupe les gains, indépendants de la température de surface, dans une fonction g,
soit g, =(1)+(2)+(3) et les pertes radiatives, dépendantes de la température de surface, dans
une fonction f(T'), soit f,(T)=(6)+(7), alors les conditions aux limites en x=0

deviennent :

—MT)-%Z F T T-T.)+ f,T) = g, (1.48)
X

avec



40

oo

f@= | zj .1[ £,(0,(, @) LTy 1 du do dA

A=0 0=0 u=—

Remarques 1.6 :

1) Nous avons noté ks (T') parce que en toute rigueur, le coefficient d'échange par convection

varie avec la température de surface. Nous donnerons son expression dans la suite.

2) La condition aux limites (1.48) est une écriture générale pour un milieu a frontieres semi-
transparentes. C'est une condition aux limites mixte (ou de Fourier) et non linéaire.

3) Comme dans le cas des conditions aux limites radiatives (remarque 1.5), il apparait des
inconnues dans les conditions aux limites thermiques (dans (2)). Cela rendra plus difficile

la résolution de 1’équation de conservation de I’énergie.

1.4.2.4 Hypothése simplificatrice de frontiéres transparentes

Comme nous venons de le voir, dans le cas général, les conditions aux limites pour un
milieu & frontiéres semi-transparentes sont assez complexes. Le domaine d'application qui
nous intéresse dans cette étude, est celui des matériaux isolants du type laine de verre,
composés de fibres de silice, ol les fibres sont stratifiées dans des plans paralléles aux
frontiéres du milieu et ol la densité de fibres est trés faible (figure 1.15). On est alors amené a
considérer la surface comme étant pratiquement transparente car la densité de fibres est trés
faible et la probabilité pour un rayon incident de rencontrer une fibre dans le plan de
I’interface est négligeable par rapport & celle de traverser l'air (figure 1.15). Par ailleurs, une
surface sans volume ne peut pas absorber et donc ni réémettre.

fibres air

figure 1.15 : Echantillon étudié : isolant composé de fibres de silice.

Ainsi, I'hnypothése de surfaces transparentes va considérablement simplifier la résolution
du probléme. Les frontiéres transparentes sont une hypothése selon laquelle, aux bords, le
milieu et le rayonnement n'auraient aucune interaction. Dans ce cas, les conditions aux limites

radiatives deviennent
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]

en x=0, L,(0,1,0,) = L (,@,1) pour O<pu <1, 0Sw<2m, t20

en x=E ,L,(E,u,w,t) = X, (L,w,t) pour —1<u<0,0<w0<s2r,1t20 (1.50)

Au niveau des conditions aux limites thermiques, nous aurons f,=g,=0, pour avoir

finalementen x =0

—AC(T)-%Z + hT)-(T-T,,)=0 (1.51)
X

Si pour la face avant, nous avons une perte par conduction, alors pour la face arriere, nous
aurons un gain par conduction. Ainsi la condition aux limites thermiques en x = E s’écrit :

AC(T)-E;—T + h,T)T-T,,)=0 (1.52)
x

Remarques 1.7 :

1) (1.49) et (1.50) sont des conditions aux limites non homogenes.

2) (1.51)et (1.52) restent toujours des conditions aux limites de type Fourier et non linéaire.

3) L'hypothese de frontieres transparentes conduit a des conditions aux limites thermiques
sans terme radiatif.

4) Nous n’avons plus les problemes de résolution soulevés dans les remarques 1.5 et 1.6.

1.4.2.5 Le coefficient d'échange convectif

Le coefficient d'échange convectif A caractérise 1'échange de chaleur entre le fluide et la
paroi du milieu étudié. Sa grandeur dépend de la géométrie du systéme d’échange thermique
(plaque, cylindre, etc....) et a une valeur locale qui dépend de la position du point sur la paroi.
En premiére approximation, nous considérons une valeur moyenne pour la totalité de la paroi
considérée. Par ailleurs, le coefficient a des expressions différentes suivant que le régime de
I'écoulement du fluide est laminaire ou turbulent. Dans cette étude, on considére une plaque

plane verticale (figure 1.10) et c'est la valeur moyenne du coefficient que 1'on désire connafitre.
On la note toujours & pour ne pas alourdir les notations. Le fluide sera 1'air.

Les éléments qui vont suivre sont tirés de la référence [8]. La détermination du
coefficient passe par le calcul intermédiaire de quelques nombres :

Le nombre de Nusselt

h-H
N, =——
YA

c,a

H désigne la hauteur de la plaque (figure 1.10) et A, , la conductivité thermique de 1'air.
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Le nombre de Rayleigh

R,=G, P,

P, est le nombre de Prandtl et G, le nombre de Grashof.

Le nombre de Prandtl

M, désigne la viscosité dynamique de l'air et ¢, sa chaleur massique. D'aprés la table des

propriétés thermodynamiques de 1’air [8], pour une plage de températures variant entre 100 K
et 1500 K, le nombre de Prandtl pour l'air varie trés peu. Nous fixerons alors sa valeur égale a

P=0]7.

Le nombre de Grashof

_g'H3.|T—Tw‘
T2 T,

a

G

ol g estl'accélération de la pesanteur (g = 9,81 m/s?), v, est la viscosité cinématique de 1'air,
T est la température de la paroi, 7, est la température ambiante de l'air et 7, est la

température de film de l'air définie par T, = (T +7,)/2.

Le calcul du nombre de Grashof permet de déterminer la nature du régime convectif :

Si G, <10 alors le régime est laminaire,
Si G, 210’ alors le régime est turbulent.

Pour une plaque plane verticale, on utilise I'une des deux relations suivantes pour le nombre
de Nusselt, selon le régime de 1'écoulement de 1'air :

1/4 s . . .
N,=0,59-R = enrégime laminaire

N,=013-R,"* en régime turbulent
Nous pouvons a présent déduire 1'expression de A a partir des relations ci-dessus :

En régime laminaire

WT) = Qgs.M.[l.ﬂ] (1.53)

En régime turbulent

1/3

A (T -

WT)=0,25- i Q,)S- 7-Z.] (1.54)
v, (1)) T,
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Ces deux expressions de h font ressortir que celui-ci dépend des variations de la

conductivité thermique A_, et de la viscosité cinématique v, avec la température de film de

Pair. Par ailleurs, nous possédons la table des propriétés thermodynamiques de I’air {8]. Nous
pouvons alors obtenir une expression polynomiale (de degré 2) treés approchée de chacune de
ces deux fonctions (figures 1.16 et 1.17) :

Ao M) =107 (c; T} +¢,-T; +¢c3)
avec ¢, =~2,55x10™ ; ¢, =9,2x10™ ; ¢, = 6,7783

V,([T,)=10" (¢, T} +c5-T; +c5)
avec ¢, =7,56x107 ; ¢, =4,76x107 ; ¢, =—4,74

x 10"

0.07 . . 12

. Kl . /j‘— 3 . .
— approXximation polynomiale g — approximation polynomiale /
0.06} A 1k J
* valeurs obtenues par la table_+~ * valeurs obtenues par la table
= 0.05f /#’ﬁ/ 0.8
< # f
‘@ 0.04 o
E /‘*’/ o6 //
S g.03} / 2 J
£ Val 0.4} ol
< .02} {/ﬁ _ /
'
0011(’% 1 o2r P ol
A
0-1&/'*’/*‘

0 " L L " L L . " L . L . L n '
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 300 400 500 600 700 800 900

1000

tempéature en (K)

figure 1.16 : Variation de la conductivité
thermique de l’air en fonction

de sa température.

tempéature en (K)

figure 1.17 : Variation de la viscosité
cinématique de l’air en

fonction de sa température

1.5 Conclusion

Nous avons présenté le modele des transferts de chaleur couplés par rayonnement et
conduction, dans les milieux semi-transparents en régime transitoire. Nous avons établi
I'équation du transfert radiatif et 1'équation de conservation de 1'énergie, et nous avons
explicité les expressions des flux radiatif et conductif. Une hypothése simplificatrice de
géométrie monodimensionnelle a été introduite dans notre étude afin d'obtenir le modele
particulier d’un milieu a faces paralléles. Nous avons aussi donné les conditions aux limites
de notre probléme correspondant, d’une part aux températures imposées et, d’autre part, aux
conditions de flux, avec I’hypothése simplificatrice de frontieres transparentes liées a la nature
de notre milieu. La suite de notre exposé va maintenant porter sur 1’analyse mathématique du

probléme en régime stationnaire, lorsque les températures sont imposées aux frontieres.
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Chapitre 11

Analyse mathématique du probleme en

régime stationnaire

Résumé : Dans ce chapitre, nous allons montrer les résultats d’existence, d’unicité et de
régularité de la solution pour le systtme couplé des équations du rayonnement et de la
conduction décrit au chapitre I, avec la symétrie axiale et lorsque les températures sont
imposées aux frontieres pour des surfaces noires, correspondant aux conditions de type
Dirichlet non homogenes. Cependant, pour simplifier I’analyse, nous étudierons seulement le
régime stationnaire. L’étude du régime transitoire et des conditions de flux sera laissée en
perspective. Les principaux outils utilisés dans la démonstration sont les théorémes de point
fixe de Banach, de Schauder et des arguments de monotonie.

2.1 Introduction et principaux résultats

Kelley [1] a prouvé les résultats d’existence et d’unicité pour le systéme 1 D couplé par
rayonnement et conduction, en régime stationnaire et avec des conditions aux limites de
Dirichlet non homogenes pour des surfaces noires. Le milieu pris en compte par Kelley est
supposé homogene, gris et isotrope, avec symétrie axiale. Par ailleurs, 1’équation de la
conduction est linéaire. Notre but sera d’étendre I’étude de Kelley a celle d’un milieu non
gris, anisotrope, absorbant, diffusant et émissif. Comme lui, on supposera que le milieu est
homogeéne avec symétrie axiale. Cependant, nous allons considérer 1’équation de la

conduction non linéaire a cause de la dépendance en température de la conductivité
thermique, comme décrit dans le chapitre 1.
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Pour commencer, nous établissons le systéme des équations en régime stationnaire. 11
suffit alors de reprendre les équations données au paragraphe 1.3 en supprimant la variable
temps et en annulant les termes ‘dérivées’ par rapport au temps. On désigne toujours E
I’épaisseur du milieu, que 1’on supposera finii On pose Q=(0,E)x[-1,1],

={0}x(0,1] et 9Q ={E }x[-1,0), qui sont des ensembles bornés. Le systeme

s’écrit alors de la fagon suivante :

oL(x, i, A

x = O'a(,u,l)-L”(T(x),l)—Ge([,L,)l,)'L(x,,u,l)

- YV (x, 4,A) € Qx(0,0) (2.1)
ts f o,(1'A)- P('— p,4)- L(x, p', A) dy’
-1

- LA @) = 5, Vxe O.F) 22)
x dx

associé aux conditions aux limites suivantes ;
TO)=T,,6 T(E)=T, (2.3)

L, i, A) =L (T,, M) (x, 1t,A) € 9Q* X (0,00)

2.4)
LGt A) = (T, ) (%, i1, A) € 9 X(0,00)
et ol
0 (x) =2 J f L(x, 1, A)- 1 dp di Vxe (0,E) (2.5)
S, (x) =——er—(x) Vxe (0,E) (2.6)
X

Dans ’ETR et les conditions aux limites radiatives, A est un paramétre. Mais ici, nous
avons fait apparaitre 4 comme une variable dans tout le systéme (2.1)-(2.6), car celle-ci ne
peut pas €tre considérée comme un parametre pour tout le systeme, puisque O, donné par
(2.5) dépend de tous les A€ (0,00). Ainsi, S, donné par (2.6) et le champ de températures T
donné par (2.2) (2.3), dépendent eux aussi de tous les A€ (0,00). Nous rappelons que les
inconnues du systéme sont la luminance monochromatique L(x,u,A) repérée a la position x,
dans la direction i et a la longueur d’onde 4, et la température T(x) a la position x.

Nous rappelons que la fonction L°(T,A), qui intervient dans 'ETR et aux conditions
aux limites radiatives, est la luminance monochromatique du corps noir donnée par (1.1), soit

¢
A [exp e }
A

L(T,A)=

(2.7)
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c-T*

et que JL" (T, dh = (2.8)
0

Remarque 2.1 : Pour chaque A€ (0,00) fixé, L°(T,A) est une fonction C~(]0,o0[) et

strictement croissante de 7.

Nous rappelons également que le coefficient d’extinction o, est défini par

0,=0,+0, (2.9)
D’apres (1.3), la fonction yu — —;— -P('— u,A) estune densité de probabilité sur [-1,1] qui

satisfait
1
%J’ P('— w2y du=1 (2.10)
e}

pourtout ' € [—1,1] et A € (0,00).
D’apres (1.4),

1 1
S Jow - Par— piy dw =o,u.d) 2.11)

pourtout £ € [—1,1] et A € (0,0).
Comme précisé au chapitre I, les coefficients d’absorption et de diffusion o,,0, sont
strictement positifs et bornés, i.e. qu’il existe des constantes &, ,6, §,, G, telles que

0<6, <0, (U,A)SE] <+ 2.12)
0<6, <0, (U,A)SE] <+
pour tout (i,A) € [—1,1]%(0,00).
Par ailleurs, les coefficients radiatifs sont continus pour la direction et vérifient les propriétés
suivantes de symétries (les fibres sont réparties dans des plans paralléles aux frontieres) :

O (1 A) = 0, (—1,A) 5 O, (1, A) = O, (~1, ) ; 0,(1,A) = 0, (~1, A) d'aprés (2.9)

' ' ' ' (2.13)
P(u'— —p,A) = P(—p'—= 1, ) ; P(W'— 1,A) = P(—p'—= -, A)
pour tout i1’ € {0,1] et A € (0,00).
Nous supposerons que les températures aux bords 7 et 7, sont strictement positives et

bornées :
0<T, <400 et 0<T, <+oo (2.14)

Et enfin, nous ferons I’hypothése suivante sur la conductivité thermique A, :

Hypothése 2.2 : A_ est définie sur [0,00[, A€ C”(J0,=[)NC([0,<[), elle est intégrable

sur 10, M [et il existe deux constantes 4, et 4, telles que
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O0<A €A, (u)<A, <+ pourtout ue 10, M [ (2.15)
ol M est un réel positif borné fixé. Nous supposerons de plus que A, est une fonction

strictement croissante sur 1’intervalle ]0,co].

Nous allons a présent établir les principaux résultats obtenus dans cette étude.

Pour commencer, nous dirons que le couple (7', L) est une solution du systeme (2.1)-(2.6) si
T est une solution dans C([0,E]) " C*(0,E) (i.e. c’est une solution classique) et L est une
solution appartenant & L1 ( (0,00); C(QU Q" LI )N C'((0,E);C ([-1,11\{o}))).

Alors,on a:

Théoreéme 1 (existence) : Sous les hypotheses (2.9)-(2.15), le systeme (2.1)-(2.6) a une
solution (T,L)y. Par oailleurs, le champ de températures 7T  satisfait

min (T,,T,) <T(x)<max (T,,T,) pour tout x € [0,E] et la luminance L satisfait
L' (min(T,,T;),A) < L(x, u,A) < L’ (max (T,,T,),A) pour tout (x,i,A)€e Qx(0,),
(x, w,A) € dQ" x(0,) et (x, U,A) € Q™ x(0,).

Nous faisons remarquer que ’encadrement de la luminance monochromatique est, a notre

connaissance, un résultat nouveau.

Proposition 2 : Sous les hypothéses du théoréme 1, la luminance L est une fonction croissante
de T,T,.,T dansle sensquesi 0<S§, ST <+oo, 0<§, ST, <400 et 0<S§(x)<T(x)<+oo
pour tout xe€ (0,E) alors L(S,S,,S.)(x,u,A) < L(T,T,,T;)(x,14,A) pour tout (x,HU,A)e

Q% (0,00), ou 'onnote L(T',T,,T,) la luminance associée aux températures 7',7,,T .

Théoréme 3 (régularité) : Sous les hypothéses du théoréme 1, la solution (7', L) est telle que
Te C™(0,E) et Le L((0,%0);C"((0,E);C ([-1,11\ {0} ).
En d’autres termes, la température et la luminance sont des fonctions trés régulicres en la

variable x et la luminance a la méme régularité que celle de 1a luminance du corps noir.

Proposition 4 : Sous les hypotheses du théoreme 1, I'équation de la conduction (2.2) peut étre
réécrite uniquement en fonction de la température et des coefficients radiatifs comme

- LTS = £,T ()
X dx

ou la fonction f, sera donnée dans la suite. En outre, cela signifie que le champ de
températures dans le milieu peut étre déterminé uniquement a partir des températures que 1’on
impose aux frontieres et des propriétés radiatives du milieu.

Par ailleurs, cette proposition permet de montrer 1'unicité de la solution (7', L) du systéme :
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Théoréme 5 (unicité) : Sous les hypothéses (2.9)-(2.15), la solution du systeme (2.1)—(2.6)
est unique.

Le plan de ce chapitre s’organise de la maniére suivante : dans le prochain paragraphe,
nous prouvons le théoréme 1, la proposition 2 et le théoréme 3. Nous reformulons le systéme
(2.1)~(2.6) comme un probleme de point fixe compact. Cette approche permet de montrer
I’existence de solutions, en utilisant les théorémes de point fixe de Banach et de Schauder. En
utilisant les régularités des fonctions L’ (T,A) et A, nous déduisons le théoréme 3. Dans le
paragraphe 3, nous prouvons la proposition 4, i.e. nous exprimons le terme source radiatif,
uniquement en fonction de 7T et alors nous prouvons le théoréme 5. Et enfin, dans la derniere
partie, nous donnons une conclusion.

2.2 Existence et régularité des solutions pour le systeme couplé

2.2.1 Existence et unicité de la solution pour un probléme aux limites auxiliaire

Dans ce paragraphe, nous donnons un lemme d’existence et d’unicité pour un probléme
aux limites auxiliaire. Il s’agit d’'une ETR qui est plus générale que celle donnée par (2.1)-
(2.4). Bien sfir, cette équation n’a pas de solution analytique. La preuve du lemme est basée
sur le théoréeme de point fixe de Banach et les relations portant sur les coefficients radiatifs.

Nous considérons le probléme aux limites suivant

( i oL(x, 1, 1)
ox
¢ Lx, 1, A) = 6,1, 4) (x, 4, A) € 9Q7 X (0,90) (2.16)

L(x, 11, A) = ¢, (1, A)  (x, 11, A) € Q" X(0,00)

+0,(1,A) L(x, 1, A) = (AL) (x, i, A) + H (x, 1, A) (x, 1, A)€ Q% (0, 00)

ol A est un opérateur intégral linéaire défini par
1 1
(AQ) (x, 1, ) = 7 J O (1 A)- P> 1, A) - @(x, ', A) dpt’ (2.17)
-1

pour toute fonction ¢ € L((0,0);L”(Q)) et pour tout (x, i, A) € QX (0,). Les fonctions
H, ¢ et ¢, sont données et appartiennent respectivement a L ((0,00); L (Q)),
L ((0,00); L((0,11)) et L((0,50); L™([-1,0))) .

Avant de se lancer dans 1’analyse du probléme (2.16), nous rappelons le résultat suivant.

Lorsque le milieu est gris et isotrope, c’est-a-dire que les propriétés radiatives du milieu ne
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dépendent pas de la direction et de la longueur d’onde (la fonction de phase P =1), I’équation
(2.16) devient

,U-?.L—g:_m+L(T,,u)=% J Lr,u) du' +H(t,u) V(r,u)e 0, E)x[-1,1]

-1

LO.w=9,()  O<ps<I
LE",p)=9¢,(u) -1<u<0

ou nous avons introduit 1’épaisseur optique 7 définie par 7 =0, -x, ’albédo w défini par

w=0,/0, et E =0, -E. Alors, il est connu [2,3] que si @ vérifie 0<w<1 (or ceci est

toujours vrai, d’apres les relations (2.9) et (2.12)), ce probléme est bien posé et admet une

unique solution dans un espace qui va dépendre des régularités des fonctions H, ¢, et ¢, .La

preuve se fait par I’application du théoréme de point fixe de Banach.

Nous allons alors utiliser la méme technique de démonstration et 1’adapter a notre
probléme. Au préalable, il nous faut introduire un espace fonctionnel. Nous définissons
I’espace E par

E=L((0,0);C(QUIN" LI )N C'((0,E);C ([-1,11\{oh)) (2.18)

et nous introduisons la norme suivante :
el =[llsCmlar on [[gc M = swp [gGmh)]
’ 0 (x, n)eQ

pour toute fonction g : QX (0,0) >R.
(E,

. ! L ) ainsi défini est un espace de Banach.

Nous donnons a présent le lemme annoncé.

Lemme 2.3 : On se donne les parametres 7,,7,,0,,0,, P satisfaisant les relations (2.9)-
(2.14) et les fonctions H, ¢, et ¢, appartenant respectivement a L'((0,%);C(Q)),
L' ((0,00);C((0,1])) et L'((0,00);C([~1,0))). Alors, le probléme aux frontieres (2.16) a une

unique solution dans ’espace E.

preuve.

Définissons 1’application T : (E,

1) = (B

'Hm) telle que pour pe E, L=7T(p)

est la solution du probléme suivant
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i oL(x,,A)
ox
L(x, 1, A) =9 (1, A) (x, 1,A) € 0Q" x(0,00) (2.19)

L(x, ) =, (1, A) (x, 4, 4) € 927X (0,00)

+0, (1, A) - L(x, 1, A) = (A @) (x, 1, A) + H (x, 1, A) (%, 1, A)€ QX (0,00)

A

ou la fonction ¢ apparaft dans le terme intégral de 1’équation. Alors  , ainsi définie, est une
application strictement contractante. En effet, si ’on prend deux fonctions ¢ et ¢ € E telles

que L=T(p) et L=z ((pl) , la solution de (2.19) est donnée sous forme intégrale.

Pour 0 < u <1, la solution est donnée par

0 A
L(x ) =~ [exp(-(r— y) . ZeBe2)
Ko u

(2.20)

+exp(-x- (ﬁ’ Mo, w0

Alors, en utilisant 'expression de l'opérateur intégral A donné par (2.17), il vient
L(x 1, A) = L(x, 1, A)

o,(1,4)

x 1 'A{
=] J‘GS(zﬂu’ L PG iy exp(-(x—3)- 2y (o -9y (g, 2 dir'ay

et

L(x, 11, A) = L (x, 11, A)

) du'dy -H«p—(p')(-, A)

SJ- J. _O-S_(MP(‘U,'—) ‘u,,l)-exp(_(x_ y)o-_e(_‘u_’ﬁ
J2u "

oo

On peut appliquer le théoréme de Fubini et intégrer 1’expression suivant la variable y, pour

obtenir
cr A '
L) -Lepd)|s 5 ((‘; PG 1) du -H«p—rp )G )
En utilisant la relation (2.1 1), on obtient pour tout 0 < <1
’ L(x, 1, A) =L (x, 1, A) ‘ < &2 - 2.21)
o, (1,A)

Lorsque —1< i <0, la solution de (2.19) est donnée par

17 A

LGt 1,2 == [exp(-(e— ) ZEAy (a4 ) (3,11, 2) dy
e H 2.22)

)0 (1, A)

+exp((E —x)- F (Z A)
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Par des calculs similaires, on montre que la relation (2.21) est valable aussi pour —1 < <0.

Lorsque i =0, la solution de (2.19) est donnée par

L(x,0,A) = T (Ap+H)(x0,A) (2.23)
Alors
IO oo
{ s o H«p P) )| (2.24)

Finalement, en combinant les relations (2.21) et (2.24), il vient

' o) ,l [
L -Leud|s 2B -9 b (225)
o, (1,1) -
pour tout (x, 4,A) € QX (0,0).
En utilisant les relations (2.9) et (2.12), on a
o, (1, A4) o, (1,1
s =(]-—8 Y<c (2.26)
o_e(nu"ﬂ‘) Oue(;u'sl)
pour tout (i,4) € [-1,1]x(0,00) ol ¢ est une constante définie par
c=(1~~ % (2.27)
+ O'

La constante ¢ satisfait 0 < ¢ <1 et est indépendante de pt et A. Finalement, d’aprés (2.25),

(2.26) et une intégration sur tous les A € (0,00), il suit

<c. (2.28)

IL—L'

I‘P“(P

1,00

ce qui donne la stricte contraction de I’application T .

De plus, pour ¢ € E, onabien L=17(¢)e E. En effet, si on reprend les calculs (prendre la
forme intégrale de 1I’équation donnée par (2.20), (2.22) et (2.23)), on a pour chaque A€ (0,0)
| LCoD < e floCD] |+ = =5 HGS | +G) (229

ol c est la constante donnée par (2.27) et la fonctlon G est définie par
G(Z)= max (sup |4,(L, M) (2.30)
<ps

pour tout A€ (0,00). Alors, une intégration de (2.29) sur tous les A€ (0,o0) donne

1
121l s ellell, + G=rsor| 12|, + ][], <+ @31
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ce qui prouve déja que la solution L de (2.16) appartient & I’espace L ((0,0);L"(Q)). La
régularit¢ demandée sur la solution s’obtient facilement en utilisant les régularités des

fonctions H, ¢, , ¢, .La continuité de L en i =0 vient du fait que

x x/€
: 1 1 .
lim [~ exp(~(x=y)-=)- f(3.8) dy = lim | exp(~2)- f(x~¢-2,€) dz = f(x0)
O<e<l O € O<ex<l 0
et de méme

lim [ = exp(-(x= ) F(8) dy = F(x0)

—1<e<0 x

pour toute fonction f :Q — R donnée, continue et bornée sur €, pour tout x€ (0,E).

Finalement, par le théoréeme de point fixe de Banach, le probleme aux frontieres (2.16) a

une unique solution dans E. De plus, la solution est obtenue comme la limite dans E de la
suite L définie par :

L[V =2(L"")  pourtout n>1 (2.32)
et oll nous pouvons prendre

=0 0 (2.33)

Remarque 2.4 : Si, aux hypotheéses du lemme 2.3, on ajoute ’hypotheése de régularité suivante
sur H : He L((0,%);C*((0,E);C ([-1,11\{0}))) pour ke N, alors on vérifie facilement
que la solution de (2.16) appartient a

L((0,00); C(QUINT LIQ) N C*((0,E); C([-1,11\ oD ).

On termine maintenant ce paragraphe avec un résultat de monotonie.

Lemme 2.5 : Sous les hypothéses du lemme 2.3, la solution L de (2.16) est une fonction
monotone de ¢,,¢,, H dans le sens que si
o<y, (U,A) <P, (U,A) < +oo pour tout (i, A) € (0,1]1X(0,0)
0<y (U, A) S ¢, (U,A) < oo pour tout (i,A)e [~1,0)% (0, o)
0<G(x, i, A)S H(x,lt,A) <+oo  pour tout (x, iU,A)e Qx(0,o0)
alors LGy, W Xx, u,A) < L(H,9,,0, )(x, 4, A) pour tout (x, i,A)€ QX (0,00)
ou I'on note L(H,¢,,¢.) la solution associée aux fonctions H,§, et ¢, .

preuve.
On procede par récurrence. La solution L est donnée par les itérations (2.32) et (2.33). Alors

LG,y )(xu,A) <LV (H,9,,0;)(x,i,A) pour tout (x,4,A)e Qx(0,%). Supposons
maintenant que L (G,y,, ¥ )(x, 1, A) < L7 (H,9,,¢0,.)(x, 1, A) V (x, t,A)e Qx(0,0).
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D’apres (2.20) et pour O<pu<1,ona:

L(") (H ¢o ’¢E )(xs;u‘ 2')'_L(n) (G Wg aWE )(xhu*a}‘)
1 > n—. n—.
] Joxpt-toem 30 TR L AU 0,800 =L G ) ot )

+(H -G)(y,1,A) }dy

Gy 6wy 20

+exp(—x-

Cette quantité est positive car A donné par (2.17), est un opérateur linéaire positif (i.e.
agissant sur une fonction positive il donne une fonction positive). De la méme facon, en
utilisant (2.22), on obtient le méme résultat pour —1< 1 <0.

D’apres (2.23) et pour 4 =0,0na
L™(H,9,,0;)(x0,A)~ L (G, ¥,y ; )(x.0,4)

N {A@LD(H,,,0,)-L"(G,v,.v,)) (x0,4)+(H -G) (x,0,4) } >0
0,(0,4)
Cette quantité est aussi positive par les méme arguments. Q

2.2.2 Existence et régularité des solutions pour le systéme couplé

2.2.2.1 Probléme de point fixe compact

Dans ce paragraphe, nous donnons un théoréme d'existence et d'unicité de la solution de
I’ETR, lorsque la température 7 est donnée. Nous montrons que ’existence d’une solution 7,
et implicitement I’existence d’une solution L, du systeme couplé (2.1)—(2.6) se ramene a
I’étude de I’existence d’une solution d’un probléme de point fixe compact. On procede en
définissant les deux quantités suivantes

T =min(T,,T;) et T, =max(T,,T,) (2.34)
et en définissant une application point fixe compacte & : D — D, par
FT)=T (2.35)
ou T sera solution du systéme couplé (2.1)-(2.6). D est donné par
D={ue C(0,E]) |T<u<T,} (2.36)

qui est un ensemble convexe, fermé et borné. L’application ¢ va dépendre, bien entendu,

des parametres 7,,7,,0,,0,, P. A cette application, nous appliquerons alors le théoréme de

point fixe de Schauder, que nous rappelons (voir, par exemple Martin [4]).
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Théoréme de point fixe de Schauder: Soit X un espace de Banach réel, Dc X, un

ensemble non vide, convexe borné et fermé, et & :D - D une application continue et
compacte. Alors ¢/ a au moins un point fixe.

Nous devons donc montrer que ’application & :D — D est bien définie, continue et
compacte.

Théoréme 2.6 : On se donne les parametres 7,,7,.,0,,0,, P satisfaisant les relations (2.9)-
(2.14) et un champ de températures 7 € D ou D est donné par (2.36). Alors ’ETR a une
unique solution L appartenant & L ((0,); L”(Q)).

preuve.

N

Ce résultat se déduit assez facilement a partir du lemme 2.3. On pose
H(x,u,A)=0,(u,A)- L’ (T(x),A) pour tout (x, it,A) € Qx(0,), ¢ (u,A)=L(T,,A) pour
tout (4,A) € (0,11%(0,00) et ¢.(u,A)=L"(T;,A) pour tout (i,A) € [—1,0)x(0,00). Alors,
en utilisant (2.8) et (2.12), H, ¢, et ¢, appartiennent respectivement a L'((0,00) ; C(Q)),
L'((0,00);C((0,1])) et L'((0,0);C([~1,0))). En appliquant le lemme 2.3, 'ETR a une
unique solution dans E définie par (2.18) et, en particulier, la solution appartient a
L((0,00); L7()). O

Nous allons a présent simplifier I’expression du terme source radiatif S, qui intervient

dans I’équation de la conduction. En utilisant ’ETR et le théoré¢me de dérivation sous le signe

intégral, nous pouvons permuter dérivée et intégrale dans I’expression ci-dessous

—j J' Lix,u,A) -y du di = J' j M L dudh (2.37)

Nous remarquons alors que le terme dans ’intégrale de droite est le premier terme de I’ETR.

Le terme de gauche correspond, a une constante pres, au terme source radiatif S, . Alors, nous

pouvons exprimer S, comme

S (x) = —27:-_[ j o, (WA) - (T (x),A) du d,1+2n-J' J' o.(1,A) - L(x, 1, A) dt dA
0 - 0 —

0 (2.38)
—2n-j j £ A) du dA
0 -1
ou la fonction f est définie par
1 1
fOn Ay =2 - [ 0,2y PGt oAy L', 2) i (2.39)
-1

pour tout (x, 4,A) € Qx(0,0). En utilisant les relations (2.9), (2.10) et le théoreme de

Fubini, il vient :
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s,(x)=2n-j j . (U,A)- L(x, 1, A) du dzl—zn-f j o, (1, A)- LT (x),A)du dA  (2.40)

pour tout xe (0,E).

Proposition 2.7 : Sous les hypotheses du théoréme 2.6, S € L°(0,E).

preuve.

En utilisant (2.12) et I’expression de S, donnée par (2.40), on a pour tout x€ (0,E)

oo o 1
|5, | <2765 { 2 [ @), A) dﬂ,+j [ 12u)| dudr }

<4n-&'{ %-||T|\: +||L[| Y<+eo enutilisant 2.8). m|

Pour alléger les écritures qui vont suivre, on définit 1I’opérateur linéaire intégral M par
!
M )= [ g(xu,4) dudi (2.41)
0 -1
pour toute fonction g € L((0,00); L”(€2)) et on définit la fonction F' par

F(x) =j j o, (1, A)- L(x, 1, A) di dA (2.42)

pour tout xe (0,E), ou o, est le coefficient d’absorption et L la solution de ’ETR. Alors,
en utilisant (2.40) et les notations (2.41) (2.42), §, s’écrit sous la forme

S, =27 {F(x)-(M o, L'(T)(x) ] (2.43)

L’équation de la conduction est non linéaire due a la dépendance en température de la
conductivité thermique. Afin de faciliter 1’étude, nous introduisons la transformation de
Kirchhoff. C’est un outil classique pour résoudre les équations aux dérivées partielles non
linéaires [5]. Elle permet, lorsque cela est possible, de transformer une E.D.P. du second ordre
non linéaire (i.e. I’opérateur différentiel est non linéaire) en une E.D.P. semi-linéaire, ou la
non-linéarité apparait au second membre. La transformation de Kirchhoff est définie par

W, ) = [A(s)ds (2.44)
0
ol A, est donnée par ’hypothése 2.2. Nous posons alors pour tout x € [0, E]

T(x) =¥ (T(x)) (2.45)

Remarque 2.8 : ¥, est une fonction continue et strictement croissante de 7€ D (d’apres

(2.15), A(T)>0 VT € D). Alors, on peut définir son inverse ¥,' et W' sera aussi une
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fonction continue et strictement croissante de 7€ D.

L’équation de la conduction est alors équivalente a
T =¥ (T) (2.46)

ou T est solution de I’équation semi-linéaire suivante

pu— )

-T =8I (2.47)
avec les conditions aux bords de Dirichlet non homogenes
TO)=T, , T(E)=T, (2.48)

o T,=Y.(T)), T,=P,(T,) et S, =S, 0¥ .

Maintenant, nous allons donner la formulation du point fixe. Pour cela, nous définissons les
deux quantités

T =min(T,,T,) et T, =max (T,,T,) (2.49)
et ’ensemble D par
D={ue c(q0, E) | T <us<T, } (2.50)

Nous allons alors exprimer I’application ¥ , donnée par (2.35), comme la composition de
quatre applications non linéaires, soit :

F=¥"'oA0BoCl (2.51)

Au préalable, nous définissons une application &:D — D telle que pour T € D, &(T) soit
la solution de ’ETR. L’ensemble D est donné par

D={g(xmA)e L((0,0);L () | LT )< MSLTA) | (252

ou T et T, sont donnés par (2.34). Par ailleurs, on munit D de la norme H . Hl,m.

Nous définissons alors ’application ¢:D — DX D en posant pour T€ D, O(T)=(T,L) et
L(x, pt,A) = L(T)(x, 4,A) pour tout (x, 4,A) € Qx(0,%0).

Nous définissons I’application & :DXD — Q' en posant pour Te D, F=(@o()(T) ou
F estla fonction donnée par (2.42) et C(T)=(T,L)e DX D .L’ensemble Q' est donné par

D={Fe I’(0,E) |M 6, - LT)<F<M 0, -I'(T,) } (2.53)

Nous définissons 1’application A : Q' — D telle que pour Fe Q', 0= AF,T,,T,) soit la

solution de I’équation (2.47) (2.48), qui s’écrit encore sous la forme suivante
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6 =21 {0®@)-F} 25
00)=T, , 8(E)=T,

ou la fonction @ est définie par d)(é) =M o, -U'(¥Y, 1(5)) pour tout 6eD.
etenfin, ¥':D — D telle que pour T€ D, T =¥, (T) vérifie le systeme (2.1)~(2.6).
De maniere plus synthétique, on a

4 ® A v
0. ) = . lox@| |.) = @] ) = @] —> .

T —  (T.D —> F — T — T

[l

Notons que les applications &, A, @, C et & dépendent aussi des conditions aux bords
T,,T, et que cette dépendance est importante. Quand c’est le cas, nous donnerons la
dépendance explicitement en écrivant, sans alourdir les notations, & (T',T,,T;), A(F,T,,T;),
@T,LT,T), CT,T,T,) et LT,T,T;). Par ailleurs, nous devons montrer que

I’équation (2.54) a une unique solution positive.

Remarque 2.9 : Soit T et 7’: donnés par (2.49). Alors, en utilisant ’hypothese 2.2 donnée
dans le paragraphe 1, ¥.'e C*([T_,T,]) et en particulier W' est une fonction
Lipschitzienne sur I’intervalle [T__ ,f 1.

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications &, ¢ et donner quelques propriétés
qui portent sur la solution de I’ETR. Le théoreme 2.6 montre que les applications & et (

sont bien définies.

Théoréme 2.10 : ¢ est une application continue de D vers DX D .

preuve.
On prend deux couples d’éléments (U, L), (V, L' )e DxD telsque C(U)=(U,L),

C(V)=(V,L) ot L et L sont solutions de "'ETR. Alors, en utilisant les relations (2.12) et
(2.29), nous déduisons que

HL(-,-,/'L>—L'<~,-,/1) <c F—e
. 6.+6;

’ L(, .’1) — L'(-, A

LUMN-LV.A)| L

pour tout A€ (0,00), oli ¢ est la constante donnée par (2.27). Une intégration sur tous les
A€ (0,00) donne :
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HL—L'

L T 0
fieaes | lron-ren| o

En utilisant (2.8), il vient

’L—L’ < L. GOyt y
e 1—c 6,+6, T °°
et HL—Lv Scste-HU—VHm

3

puisque U, Ve D (i.e. ils sont bornés par T, ) et U* ~V* = U ~V)-(U +V)-(U*-V?). Par

’L—L'

conséquent, HU—VIL+ < cste~HU—V|L |

900

Proposition 2.11 : Sous les hypothéses du théoréme 2.6, soit &(7") la solution de 'ETR.

Alors & est une fonction monotone de 7,,7,,T dans le sens que si 0<S§, T, <+oo,
0<S; <T, <400 et 0<S(x)<T(x)<+oo pourtout xe (0,E) alors

L(S,S,, S ), u, M) <L T,T,,T,)(x, 14, A) pour tout (x, it,A) € QX (0,00).
preuve.
Onpose H(x,u,A)=0,(u,A)-L'(T(x),A) et G(x,u,A)=0,(u,A)- L’(S(x),A) pour tout
(. A) € Qx(0,00). §,(1,A) = LT, A) et W, (LA =L(S,,2) ¥ (1,A) € (0,1]1x(0,0).
O (U,A)=L (T, A) et w (u,A)=L(S;,A) V (u,A) € [-1,0)x(0,00). Alors on a le résultat

directement en utilisant la remarque 2.1 et le lemme 2.5. (.

Corollaire 2.12 : Sous les hypothéses de la proposition 2.11, &#(T') € D, ou D est donné par
(2.52).

preuve.

D’aprés le théoréme 2.6, SF(T)e L ((0,%0);L"(Q)). Maintenant, si on suppose la température
constante dans le milieu et 7 =7, =T, alors, d’apres les relations (2.9) et (2.11), L’(T,A) est

solution de I’ETR. En utilisant la monotonie de I’application & donnée par la proposition
2.11, il vient

LT A)=LT T, T)x,u,A)SLT,T.T,)x, 0, A) S LA,T,, T x, 1, A) =L (T, ,A)
pour tout (x, i4,A) € Qx(0,). Q

Maintenant, on va s’intéresser a 1’application & et on donne quelques propriétés qui portent
sur la fonction F. Le théoreme 2.6 montre que 1’application & est bien définie.

Théoréme 2.13 : & est une application continue de DX D vers D

preuve.
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Soit F,Ge D et (U,L),(V,L)e DxD tels que F=®U,L) et G=@(V,L). Alors

pour tout xe€ (0, E),ona

|F@ -6 |=| | [ 0.0t.A) Lesp.A) - Lx ) dudi |
0 -1

]
s&;-j j| L(x, 1, A) ~ L(x,11,A) | dit-dA en utilisant (2.12)
0 -1
<2.6||L-L
I,e0
Par conséquent, |F-G|| < cste-(HL—L' +|u-v]) @
1,00

b

Proposition 2.14 : Sous les hypothéses du théoreéme 2.6, F =(® o) (T) est une fonction

monotone de 7,,7,,T dans le sens que si 0<S§ ST <+oo, 0<S§,<T,<+4oo et
0<S(x) ST (x) < +oo pour tout xe (0,E) alors (Bo)(S,S,,Se)Xx) S (BoO)T,T,,T,)(x)
pour tout x€ (0,E) . Par ailleurs, si 7’=7, =T, alors F(x)=M o,-L’(T) V xe(0,E).

preuve.

F s’écrit encore sous la forme F=M o, -&%(T,T,T;). Alors, le résultat de monotonie
s’ensuit en utilisant la proposition 2.11, la positivité de I’opérateur M et celle du coefficient
0, . Soit maintenant 7' =7, =7, . D’apres 1’équation de la conduction (2.2), il vient S,(x)=0

pour tout x€ (0,E) i.e. d’apres (2.43), F(x)=M o,-L’(T) pour tout x€ (0,E) . l:I

Le corollaire qui va suivre est une conséquence importante de la proposition.

Corollaire 2.15 : Sous les hypothdses du théoréme 2.6, Fe D ol D est donné par (2.53).

preuve.
Le résultat se déduit tres facilement & partir de la proposition 2.14.

Fe L~(0, E) puisque o, est borné et Le L((0,o0); L”(Q)). D’apres la proposition 2.14, on
a(@oO)T T, TYS(@oONT, T, T)YS(Bo(OXT,,T,,T,) avec F =(BRoOYT,T_,T,),
(BoO)T.,T,T)=M o,-L'(T) et (BoCXT,,T,,T,)=M o,-L'(T,). O

N

Nous allons a présent étudier 1’application 4. Dans un premier temps, on montre que

I’application A4 est bien définie, i.e. que pour F € Q' donné, le probléme aux limites (2.54) a

une unique solution positive 8 € D qui satisfait les propriétés de monotonie par rapport aux
données. Avant de se lancer dans 1’étude, on donne deux propositions qui serviront pour la
démonstration. Les résultats que nous énongons maintenant sont des résultats fondamentaux
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pour I’étude de certaines classes d’E.D.P. non linéaires, qui contiennent un terme non linéaire

monotone et un second membre dans 1’espace L’ avec 1< p <+oo.

Proposition 2.16 (DaPrato [6]): Soit Q@ cR"” un ouvert borné de frontiere JQ assez

réguliere, @ QxR >R, (x,u) = ® (x,u) continue et croissante en u quel que soit xe Q,

FeI’(Q) avec 2< p<+oo. Alors 1 ue D, N D, tel que
AP (DP

2.55
u=0 sur dQ ( )

ol D, =W (Q)NW"(Q) et Dy ={ue L’(Q);x— ®(xu(x)e /(Q) | |

{ —Au(x)+P (x,u(x))=F(x) VxeQ

Proposition 2.17 (Brezis-Strauss [7]): Le cas p=1 a été étudié par Brezis-Strauss. Si

F € L'(Q) alors (2.55) a une unique solution u appartenant a W, (Q).

Théoréme 2.18 : On se donne F e Q'. Alors, 1’équation semi linéaire (2.54) a une unique

solution positive 6e DNW?*P(0,E) avec 2< p <Hoo,
preuve.

Sans ajouter de notation supplémentaire, définissons la fonction ® par

M O'a-L"(‘I’C'l(YT_))——gl;_T—)_, lorsque T <T_
1+(T -T)
OT)=4 M o, -L'(¥,(T)) , lorsque T <T<T,

M 0'a~L°(‘I’C_1(YT+))+& , lorsque T>T,
1+(T-T,)

\
Alors @ est définie sur R. C’est une fonction continue et strictement croissante, d’apres la
remarque 2.1 et la remarque 2.8. Par ailleurs, elle est bornée et

®O) <M o, LY T)) si 6<T.
®O)>M o, L(P'T,)) si 6>T,

FeD ie. Fe [0, E) etest telle que

OTHSF(x)<SDT,) Vxe(0,E) (2.56)
Maintenant, posons
T, (E-x)+T, x T, (E-x)+T, x
E

pour tout xe[0,E]. Alors @ est défini sur [0,E]xR. Elle est continue et strictement

0(x) =U(x)+ et @ (x,U(x))=®U (x)+

)

croissante en U, pour tout x € [0, E]. Le probleme aux limites avec des conditions aux bords

de Dirichlet non homogenes sur [0, E] (2.54) est alors équivalent au probléme suivant avec
des conditions aux bords de Dirichlet homogénes
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{_U”(x)+ 2@ (xU(x)=27-F(x) x&(0,E) (2.57)

U)=UE)=0
(2.57) a un second membre dans L7(0,E)c L’(0,E) V 1< p<+eo. Alors, d’apreés la
proposition 2.16, (2.57) a une unique solution dans W*?(0,E) "W,"?(0,E) V 2< p<+oo.

Par conséquent (2.54) a aussi une unique solution, appartenant 3 W>?(0,E) V 2< p < +oo.
En particulier, elle est absolument continue [8].

Il reste maintenant & montrer que T <6 S]T. Faisons la preuve par I’absurde. Supposons
alors que 3x" € (0, E) tel que é(x*) <T . Dans ce cas, il existe un intervalle [a, b] contenant
x tel que 6<T sur (a, b) et é(a) =§(b) =T . En utilisant la monotonie de @, il vient
() (5) <P (T_) sur (a, b). Compte tenu de (2.56), on aura ) = 2r - {CD ©)-F } <0 sur (a, b)
i.e. O est une fonction concave sur [a,b] et alors é(x*) 2 JT_, ce qui est une contradiction. Par

conséquent Y_’_ <0 sur [0, E]. De la méme mani¢re, on montre que 0< f sur [0, E]. Ce qui

conclut la preuve du théoréme. EI

Maintenant, on donne le résultat de continuité suivant.

Théoreme 2.19 : A4 est une application continue de Q' dans D .

preuve.
Soit F,G € Q', U = AF.T,T,), v = AG,T,,T,) et W=U-V. Alors W est solution du
probléme aux fronti¢res

W =2 {o@)-oW)-(F-G)}

W) =W(E)=0

Nous pouvons multiplier les deux membres de 1’équation par ~W et intégrer par partie pour

obtenir la relation suivante
2

‘ W

=-—27z,'~j:W- {@(ﬁ)—@(V)}dx+2ﬂ-_TW- (F-G) dx

En utilisant la monotonie de la fonction @, on observe que le premier terme du membre de

droite est négatif. Alors, il vient
2

SIF=all.

| W

E
<o [W-(F-G) dx <2n-E-||W]|
2 0
En utilisant les injections continues de Sobolev et ’inégalité de Poincaré, on a
2

i

< cste-HV_V|

lIF-all.
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Alors, si W # O et en divisant par ‘ l w ‘ , on obtient

i

< cste-HF—GHm

oo

ce qui compléte la preuve.

Nous terminons maintenant la discussion sur .4 avec un résultat de monotonie.

Proposition 2.20 : On se donne F et G € Q'. Alors, I’application A est une fonction
monotone de 7,,7,,F dans le sens que si T <§ <T <T, ; T.<S,<T,<T, et
0<G(x) £ F(x) <+oo pour tout xe (0,E) alors A(G,S,,S;)(x) <A (F,T,, T;)(x) pour tout
xe [0, E].

preuve.
Posons U = A (F.T,,T;), V= AG,S,,S;) et W =U-V. Alors W est solution du probléme

aux frontiéres suivant

Nous devons montrer que W =0. L’idée de la preuve est similaire a celle utilisée dans le
théoréme 2.18. Par 1’absurde, supposons que 3x" € (0, E) tel que W(x")<0, alors il existe
un intervalle [a@, b] contenant x tel que W=U-V<0 sur (a, b) et W_(a)=W(b)=O.

Puisque @ est strictement croissante, alors (13(5)—(13(\_/)<0 sur (a, b). Par ailleurs,

F—-G=20. Dans ce cas, en combinant les relations, il vient W <0 sur (a, b) ie. W est

concave sur [a, b] et donc W(x*) 2 0, ce qui est une contradiction. a

2.2.2.2 L’existence de solutions pour le systéme couplé

Dans cette section, on établit I’existence de solutions (7', L) pour le systeme couplé
(2.1)-(2.6).

Corollaire 2.21 : Sous les hypotheses du théoréme 2.6, le probléme aux frontiéres (2.54) a une

unique solution positive 0=(A0R o)) telleque 0 DNW*?(0,E) avec 2< p < +oo.

preuve :

1l suffit d’appliquer le théoreme 2.18 avec FF =(Bo()(T). Fe Q' d’apres le corollaire 2.15.
(I
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Comme conséquence directe du paragraphe précédent, on a un résultat de monotonie pour
I’application & .

Proposition 2.22 : Sous les hypotheéses du théoréme 2.6, I'application & est une fonction

monotone de 7,,7,,7 dans le sens que si 0<S, ST <400, 0<§,<T,<+oo et
0<S(x)<T(x)<+co pour tout xe (0,E) alors &(S,S,,S,)x)SFT,T,,T,)(x) pour tout
xe[0,E].

preuve.

Le résultat découle de I’expression de & donnée par (2.51), la remarque 2.8, la proposition
2.14 et la proposition 2.20. a

Soit maintenant un petit corollaire qui servira pour la preuve du théoréme qui va suivre.

Corollaire 2.23 (Brezis [8]) : Soit I R un intervalle borné, Ge C'(R) et ue W"”(I) avec

1< p<+oo. Alors Goue W"?(I). De maniére générale, cette propriété est valable aussi pour

les espaces W™7,

Théoréme 2.24 : Sous les hypothéses du théoréme 2.6, 1’application & a un point fixe
Te DNW?*?(0,E) avec 2< p < +oo.

preuve.
F est donnée par F(T)= (¥, 0o A0B o) (T) pour tout Te€ D. Alors F est bien définie
et vade D dans D : F(T)e D puisque T=(A0Bo(0)(T)e D d’apres le corollaire 2.21,
et W' est une fonction continue (remarque 2.8). & est une application continue car c’est la
composée d’applications continues, d’apres le théoréme 2.10, le théoréme 2.13, le théoreme
2.19 et la remarque 2.8. T =P, (T) et Te DAW?>P(0,E) avec 2< p < oo d’aprés le
corollaire 2.21. Alors, en utilisant la remarque 2.9 et le corollaire 2.23, il vient que
Te DNW?>?(0,E) avec 2< p <-+oo. En particulier, T € W**(0,E) c W"*(0,E).

Par ailleurs, T appartient 2 un borné de W"*(0, E) . En effet, en utilisant la méme technique de

démonstration que pour le théoreme 2.19 et I’hypothese 2.2, on en déduit que

' 2 ! 2 . o
7'|] s |7 || s [ITIL 17
2 A(T) , AT) = =
et sachant que T € D et FeQ':
] 2 . —
HT SE—EZ—-T+-M o, -I’'(T,)
2 AT)

De plus, l'injection de W"*(0,E) dans C([0,E]) est compacte [8], donc & est une

application compacte de D dans D. Ainsi, ¥ vérifie bien les hypothéses du théoréme de
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Schauder. Son application nous donne alors I’existence d’un point fixe 7' de & , ce qui acheve
la démonstration.

On peut maintenant conclure sur I’existence de solutions pour le systéme couplé (2.1)—(2.6).

Théoréme 2.25 : On se donne les parametres 7,,7,.,0,,0,, P satisfaisant les relations (2.9)-

(2.14). Alors le systeme (2.1)—(2.6) admet une solution (T, L) telleque Te D et Le D.
Preuve.

D’apres le théoréme 2.24, I’application & a un point fixe T € D . Alors T satisfait (2.2) avec
S, donné par (2.40). Par conséquent, si L est une solution de ’ETR, le couple (7', L) vérifie

le systeme (2.1)—(2.6). D’apres le corollaire 2.12, Le D. Q1

2.2.2.3 Régularité des solutions pour le systéme couplé

Théoréme 2.26 : Sous les hypotheses du théoreme 2.25, le systeme (2.1)—(2.6) admet une
solution (T, L) telle que Te€ DN C*(0,E) et Le DNE ot D est donné par (2.52) et E est
donné par (2.18).

preuve.

La régularité de la solution de I’ETR est donnée par le lemme 2.3. Concernant la régularité de
la température, le point fixe T'de ¢ satisfait (2.2) avec S, donné par (2.40). En utilisant la
régularité de la solution de I’ETR, on peut appliquer le théoréme de continuité sous le signe
intégral pour dire que S,e€ C(0,E). Puisque W' est aussi une fonction continue, alors le

probléme aux limites (2.47) (2.48) a une solution classique Te C*(0,E) (voir, par exemple

Brezis [8]). Alors, en utilisant la remarque 2.9, 7 = ¥, (T') est aussi dans C*(0,E). Q1
En fait, la solution (7', L) a plus de régularités :

Corollaire 2.27 : Sous les hypothéses du théoreme 2.26, la solution (7', L) est telle que
Te C™(0,E) et Le L((0,20);C™((0,E);C ([-1,11\Moh))

preuve.

Par le théoreme 2.26, T € CZ(O, E). En utilisant la remarque 2.1 et la remarque 2.4, on en
déduit que Le L'((0,%0);C*((0,E);C ([-1,11\{0}))). Alors S, donné par (2.40) appartient 2
C*(0,E) et par suite 7€ C*(0,E). En utilisant la remarque 2.9, il vient que T € C*(0,E).

Ensuite, par récurrence, on obtient le résultat. 1
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2.3 Unicité de la solution pour le systeme couplé

Dans ce paragraphe, nous étudions ’unicité de la solution du systéme (2.1)—(2.6). La
démonstration est assez longue et consiste a montrer que 1’application & a un unique point
fixe T dans D. Alors le systéme (2.1)—(2.6) aura un unique couple de solution (7', L), sous

la condition que 7' € D. Dans un premier temps, nous allons exprimer la fonction F, donnée
par (2.42) et qui intervient dans le terme source radiatif S, donné par (2.43), uniquement en
fonction de T'. Ainsi, nous aurons S, uniquement en fonction de 7 . Dans ce cas, on raméne

le probléme & 1’étude d’une seule équation en 7 et finalement on pourra prouver 1’unicité de la

solution.

2.3.1 Expression du terme source radiatif en fonction de la température

Proposition 2.28 : Sous les hypothéses du théoréme 2.26, soit (7', L) une solution du systéme

couplé (2.1)-(2.6) et F la fonction donnée par (2.42) que nous rappelons
o 1
F=| [ 0,02 Losu,2) duda (2.58)
0 -1

pour tout x€ (0,E) . Alors F satisfait I’égalité suivante
F(x)=M Q f)(x)+h(x) (2.59)
pour tout xe (0,E), ou la fonction f est donnée par (2.39). O est un opérateur intégral

linéaire défini par la somme de deux opérateurs, soit

0=0'+0’ (2.60)

x 1
@ wenm M= [ aGomy w2 u(,w,2) du'dy
00 (2.61)

(Q2 u)(xuu’ﬁ'):‘[ J.—q(x,u,y,u',l)-u(y,u',/l) d,LL'dy

x -1
pour toute fonction u € L'((0,00)x[~1,11; L (0, E)) et (x, it,A) € QX (0,), avec un noyau g

donné par :
. 1 \ . o,(1,A)
Q(xnu'a y, 1 92'):—2—‘[;.0-(1(‘1' 51)P(.u _),U,A)'exp(_(x_}’)' ‘u, ) (2'62)

pour tout (x, i, y,u',A)e Qx(0,x)x(0,1)x(0,00).
M est I’opérateur intégral linéaire défini par (2.41) et la fonction %z est définie par
h(x)=M Q o, - LM)x)+M o, T,,T;))x) (2.63)

pour tout xe (0, E), ol la fonction ¢ est donnée par
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(T,

) WA
(p(x,,LL,),,To,TE)= ) ) -Jo‘a(u',ﬂ,)-P(/,L'—)/,L,ﬂ,)-exp(—x-ge—(%l)d,u
0

Ll

A) | , o,(uA) .,
TR o P Ay exp((E ) P
0
pour tout (x, 4,A) € Qx(0,0).
preuve.
Lorsque O< p'<1, la forme intégrale de I’ETR est donnée par
1 7 o,(u',A ,
Lo, 2) = [exp(-e - - Ty sy, 0, 2) dy
By A (2.64)
texp(ex- WAy o p gy
U
et lorsque —1< u'< 0, celle-ci est donnée par
~1f o ', A ,
Lex Ay = [exp(-(e—y)- ZEA)y gy 0,2y dy
- H (2.65)

+exp((E—x)-%:’M) (T, )

ou la fonction § est définie par
S(x i, A) = f(x, 1, A) +0,(1,A)- L' (T (x), A)
pour tout (x, 4,A) € Qx(0,0).
Pour obtenir 1’égalité (2.59), il suffit de multiplier (2.64) par %-O‘a (1, A) - P(u'— u,A) et

intégrer sur (U, 1")e (=1,1)x(0,1), en utilisant la relation (2.10). Ensuite, il faut multiplier
(2.65) par la méme quantité et intégrer sur (u,u") € (—1,1)x(-1,0), toujours en utilisant la

relation (2.10). Et enfin, il faut additionner ces deux dernieres quantités et intégrer sur tous les
A€ (0,0). [

Nous allons maintenant exprimer la fonction f uniquement en fonction de 7.

Proposition 2.29 : Sous les hypothéses du théoréme 2.26, soit (7', L) une solution du systéme

couplé (2.1)—(2.6). Alors, la fonction f donnée par (2.39), satisfait une équation intégrale de
Fredholm de second espece [9] i.e.
f-Kf=¢g (2.66)
ou K est un opérateur intégral linéaire identique a 1’opérateur Q si I’on remplace o, par o,
et la fonction g est définie par
gx, 1, ) =(K o, -L'(T))(x, 1, )+ ®(x, 4, A,T,,T, ) (2.67)
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pour tout (x, it,A) € QX (0,0). La fonction @ est identique a la fonction ¢ si I’on remplace
O, par O,.

preuve.
La preuve est similaire a celle d’avant. Il faut multiplier (2.64) par é—-cs (Ww',A)-P(u'— u,A)

et intégrer sur u' € (0,1). Ensuite, il faut multiplier (2.65) par la méme quantité et intégrer
sur (' e (—1,0), en utilisant les propriétés de symétrie donnée par (2.13). Et enfin, il faut

additionner ces deux dernieres quantités. .

Remarqgue 2.30 :
(M @) € C([0,E]) et ®(, u,A,T,, T,)e C([0,E]) pour tout (i,A) € [-1,1]x(0,00).

Proposition 2.31 : On munit I’espace L((0,00)%X[-1,1]; L (0,E)) de la norme suivante :

lell=] Jllgcmnl duar o |[geun||=sw |gGu]
xe (0,E)

0 -1

On se donne les parametres 7T,,7,,0,,0,, P satisfaisant les relations (2.9)-(2.14). Alors

I’opérateur K est un opérateur linéaire continu de (L ((0,o0)X[~1,

(L ((O,

preuve.

Nous devons montrer que pour toute fonction ge L ((0,00)x[—-1,1]; L”(0, E)) non nulle

M|[(Kg)C.mA)|| < eM||gt.mA)|
avec une constante ¢ qui vérifie 0 < ¢ <1. M est I’opérateur intégral défini par (2.41).
Pour tout (x, 4,A) € Qx(0,),0n a
(K g) (x,1t,A)

A)

- J‘ J‘O' (LA P(u'— t,A)-exp(—(x—y)- i;:’—)g(y,/.t',l) du' dy

0 0
E 0 , '
b | 2B pus pa)-exp(—e- ) LBy gy a duay
x -1 2‘u' I
<| j-‘—’s—(‘i':ﬁ.PW'—w,ﬂ.)-exp(-(»y)-i’i‘i:’—’uw|g(-,u',/l)Hw du' dy
24 r
0 0
o[ 2D prs o ay-exp-r- - D) gy || dutdy
)Y 2U H

On peut appliquer le théoréme de Fubini et intégrer I’expression suivant la variable y. On
obtient I’inégalité suivante '
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c(u A)

(Kg)(xu/l)< )

P pA) || g Gt W) || ap

11 vient alors

(K &) ¢.nd)| | g% J‘G (u (u'—w,/l)-llg(-,u',/l)Hm du
-1 A
En utilisant les relations (2.26) et (2.27), on a
1
(& &) ¢4 < %j P(u'— 1, 2)-|| g, A) || du
-1

ol c est la constante donnée par (2.27) qui satisfait 0 <c <1 et est indépendant de p et A.

Une intégration sur les € (—1,1) donne

,|.||(Kg)(~,u,/l)|]m du < C'J‘Hg("li,/l)l}w du

en utilisant la relation (2.10). Et enfin, une intégration sur A€ (0,e) donne le résultat. 1

On donne maintenant un théoréme qui nous sera utile :

Théoreme 2.32 (Kress [9]) : Soit X un espace de Banach, A:X — X un opérateur linéaire

borné tel que l { A [ ‘ <1 et soit I:X — X 1’opérateur identité. Alors , (Il —A) a un opérateur

inverse borné sur X qui est donné par la série de Neumann :

q-ay'=3 a .

Ainsi, d’apres la proposition 2.31 et le théoréme 2.32, (I —K) a un opérateur inverse borné

sur L'((0,00)x[~1,1]; L (0, E)) qui est donné par

(I-K)* =i K"

Alors, d’apres les relations (2.66) et (2.67), nous pouvons exprimer f en fonctionde 7T par

f=U-K)Y'K o, - L'T)+I-K)" ®C,--T,,T,) (2.68)

Proposition 2.33 : Sous les hypotheses de la proposition 2.31, I’opérateur Q est un opérateur
continu de L ((0,00)X[-1,1]; L*(0, E)) dans L ((0,e0)x[-1,1]; L"(0,E)).

preuve.

Similaire a I’opérateur K.

Proposition 2.34 : Sous les hypothéses de la proposition 2.31, 'opérateur (K + Q) est un
opérateur continu de L ((0,00)x[—~1,1]; L (0, E)) dans L'((0,00)x[-1,1]; L"(0,E)).
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preuve.
D’apres les propositions 2.31 et 2.32. 1

Nous pouvons a présent exprimer S, uniquement en fonction de T et nous obtenons la

proposition suivante.

Proposition 2.35 : L’équation de la conduction (2.2) (2.3) peut étre réécrite uniquement en

fonction de la température et des coefficients radiatifs.
Preuve.

1l suffit d’exprimer S, uniquement en fonction de la température et des coefficients radiatifs.
Nous rappelons alors I’expression de S, donnée par (2.43) :
S, (x)=—=2m-{M o, I'T)) (x)- F(x) }
pour tout xe (0, E) . En utilisant les relations (2.59) et (2.63), il vient
S, =~2m-M{U~0)0, L'T)~(Q f +¢(,-T,.T)) }
En utilisant (2.68), on exprime S, en fonction de T par
ST)y=-2n-M {(I ~-QU-K)Y) o, -L'(T
~QU=K)" @+, ) =00, T, Tp) |

Ce qui termine la démonstration. |

(2.69)

Remarque 2.36 : La formulation (2.69) peut étre trés intéressante d’un point de vue numérique

et spécialement pour les temps de calcul. En effet, la résolution de 1’équation de la conduction
avec le terme source radiatif donné par (2.69) ne demande pas au préalable la résolution de
I’ETR pour chaque longueur d’onde. Cependant, une difficulté subsiste, puisqu’il faut

calculer une valeur approchée de I’opérateur (I —K)™.
Maintenant, nous donnons un lemme qui sera essentiel pour la preuve de I’unicité.

Lemme 2.37 : Sous les hypothéses de la proposition 2.31, soit g € L (QX(0,%)) une fonction

positive et non nulle. Alors

|&+0)g]|

I ((0,00)x€2)) < ‘ \ g | |L1 ((0,00)xQ2)) )
preuve.
En utilisant la relation (2.10) et le théoréme de Fubini, on a pour tout A€ (0,00)

| (K +0) &) (.4 ||

Q)

=J. J' J' O}(Z,A),exp(-(x—y).%’z')).g(y’u,l) dy dx du

2=0 x=0 y=0
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+ J- J. J O-g(,uw/l).exp(—(y—x).M).g(y’_’u,/l) dydxd,u
K il

p=0 x=0 y=x

1T D Y. exp(—(x- 1) (Z’ Oy eyt d) .y, dydrap

=0 x=—co y=—co

o, (A o, (U, A
+I J J e(ﬁ*)'exp(—(y—x)'%)-g(y,—u,/l)&{o(x(w} dy dx dy

'u=0 X=—00 y=—oo

Les fonctions a intégrer sont positives. Alors, il vient

| (K+2) )]

L)

1 +oo +o0
o,(u,4) o, (1L, A)
= -[ -[ .[ u 'exp(_(x_y)'T)'1{0<x_y<E} '8(}’,.“,/1)'1{0@@} dyd)Cd'LL

R

o, (4, o, (U,
+j J J (u D). exp(x-): (Z LACON L ey 8O A L dydxdy

=0 xmeco ym—eo

= [ 1 G| dut [ || HCAD G

pu=0 pu=0

du

'LI(R)

ol * estla produit de convolution sur R. Les fonctions & et H sont données par

A A
h(t, ) = % exp(~t-2 (Z Dy Agsy + Bt A) = h(—1, 11, )

pour tout pe[—1,1]\ {O} et A€ (0,00). La fonction G est donnée par
G(ya.u"’k) = g(yuu”/l) .1{O<y<E}

pour tout pe[-1,1] et A€ (0,00). Gréce a I’inégalité de Young que nous rappelons

I’ (R) S‘lf"L‘(R)M 8

L7 (R)

ona:

[ (K+Q) ) (- M) |

M)

1 1
< [ a6 ]y N CERD ], i+ [ HELD |, |G ||,
p=0 u=0
avee
| | h(, 1, A) | \LI(R) :‘ [ H(,u,2) 1 |L1(R) :l—exp(—E-&(—!’l%;L—))
Or
1 o, (1, A)
J expB 2 ([ G|, +]| G0, ) it >0

pu=0

car la fonction a intégrer est positive et non nulle. Finalement, on obtient

(& +2) ) G || <[] & GoD ]
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pour tout A€ (0,o0) et donc
|[(k+Q)g]|

<[lell .
L((0,00)x€2)) ‘ 8 I L} ((0,00)%€2))

Nous possédons a présent tous les éléments qui serviront pour la preuve de 1’unicité de la
solution.

2.3.2 Unicité de la solution pour le systéme couplé

Lemme 2.38 : Sous les hypotheses du théoréme 2.26, I’application & a un unique point fixe
TeD.
preuve.

L’idée de la preuve est similaire a celle proposée par Kelley [1]. On définit une suite en
posant U® =T et U™ =7 (U" ™) pour tout n=1. La proposition 2.22 implique que la
suite est croissante. Par ailleurs, elle est majorée par 7,, et donc converge vers une limite
Ue L*([0,E]). Puisque I’application & est compacte, la suite U™ appartient 4 un sous-
ensemble compact de C([0, E]). Alors, il existe une sous-suite U™ e C([0,E]) qui
converge vers U € C([0,E]) et par la continuité de & , U =& (U) . De maniére similaire, la
suite définie par V@ =T, et V' =g (V") pour tout n>1, est décroissante et converge
vers V=F(V)e C([0, E]). Par ailleurs, si T = (T) (& a au moins un point fixe d’apres le
théoreme 2.24) alors U<T<V. En effet, T.=UP<TP<v® =T, . Alors, par la
proposition 2.22, il vient que U® <T® <V, Ensuite, en passant  la limite, on a le résultat.
Nous complétons alors la preuve en montrant que U =V ou encore U=V en posant

U=Y.(U) et V=",V). U et V sont solutions de (2.47) et (2.48) avec §, donné par
(2.69). Alors, la différence W =V ~U >0 satisfait

"

W =2n-M{I-QU-K)) o, -(L(¥ V) -L(E O |

i (2.70)
W(©0)=W(E)=0

D’aprés la proposition 2.7, S, € L°(0,E)(c L (0,E)). Par conséquent, W € L (0,E) et il

vient

W (E)- W '(0)='[ W (x)dx

=or- [ M{T-QU-K)") o, (I (¥ (V) - (¥ (U) } () dx
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. J' M{T-K+0)U~-K)" o, (L (V) - LF(DY) | (x)dx @2.71)
0

D’aprés les remarques 2.1 et 2.8, O, (,LL,/’L)-(L"(‘I’C_l(‘_/(x)),/l)—L" (‘I’;l(ﬁ(x)),ﬂ,)) 20 pour
tout (x,1,A)e QX (0,00). Par ailleurs, (I — K)™' est un opérateur positif, d’aprés (2.60) (2.61)
et (2.62) et puisque K est un opérateur identique a I’opérateur Q si I’on remplace o, par O, .
Si ’on pose

g=U~K)" 0, (L (V)-L¥ O
et si I’on applique le lemme 2.37 a (2.71), en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient
w '(E)— w '(0)20. Puisque, W >0 et W(0)= W(E)=0, alors W '(0)202 w '(E).

Ainsi, combinant les deux relations, il vient W )= w (E) etdonc

[(K+0) g

L' ((0,00)x2)) —‘ | g l ‘L‘ ((0,00)%£2))

Le lemme 2.37 implique que g =0 et alors V=U.Ce qui achéve la démonstration. (.

Nous pouvons a présent conclure ce paragraphe en donnant un corollaire d’unicité pour le
systeme couplé (2.1)-(2.6).

Corollaire 2.39 : Sous les hypotheéses du théor¢me 2.26, le systéme (2.1)—~(2.6) a un unique
couple de solution (7', L).

preuve.
Le résultat découle directement du théoréme 2.6 et du lemme 2.38. [

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous venons de montrer les résultats d’existence, d’unicité et de
régularité de la solution pour le systeme couplé des équations du rayonnement et de la
conduction, avec la symétrie axiale, en régime stationnaire et lorsque les températures sont
imposées aux frontieéres. Par la méme occasion, nous avons établi certaines propriétés sur les
champs de températures et de luminances. Comme nous 1’avons mentionné au début de ce
chapitre, 1’étude théorique mathématique du régime transitoire et des conditions de flux sera
laissée en perspective. A présent, nous pouvons nous intéresser a la résolution numérique des

équations, en régime stationnaire. Pour commencer, on s’intéressera a la résolution de ’ETR.
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Chapitre

Présentation de quelques méthodes

numériques en régime stationnaire

Résumé : Dans ce chapitre, nous présentons quelques méthodes numériques pour
résoudre le systeme couplé des équations du rayonnement et de la conduction, en régime
stationnaire et lorsque les températures sont imposées aux frontieres. Nous donnons aussi une
méthode de résolution de ’ETR sans la symétrie azimutale et associée aux conditions de flux.
Les méthodes numériques en régime transitoire seront évoquées au chapitre V.

3.1Introduction

Nous avons montré, dans la premiere partie, que le systéme des équations a résoudre est
fortement couplé. Cependant, dans un premier temps, nous pouvons résoudre les deux
équations ‘‘indépendamment’’ 1’une de 1’autre, en fixant le champ de températures pour
I’ETR et en fixant le terme source radiatif, ou encore la fonction F' donnée par (2.42), pour la
seconde équation. Nous proposons alors une méthode appropriée au type de 1’équation et
munie d’un maillage spécifique (dans notre cas, maillage a pas constant ou & pas variable).
L’idée de base pour relier les deux algorithmes et ainsi résoudre le systeme d’équations
couplées est d’utiliser une méthode de point fixe dont le rble va étre d’obtenir les entrées
initialement inconnues. Par ailleurs, le fait de ‘‘découpler’” chacune des deux équations
constitue un avantage non négligeable pour I’implémentation informatique et la vérification
de chaque sous-programme, mais aussi surtout pour valider chacune des méthodes
numériques qui résolvent les équations.
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Pour la résolution numérique des équations en régime stationnaire, mais aussi en régime

transitoire que nous verrons au chapitre V, nous supposons que les coefficients radiatifs ¢

a’
o, et P sont donnés. Le point de départ de la méthode de calcul de ces coefficients repose

sur la résolution des équations de Maxwell, associée a la théorie de Mie. A ce sujet, nous
renvoyons le lecteur aux theses de Guilbert [1], Boulet [2] et Milandri [3].

La difficulté essentielle pour résoudre le systeme couplé des équations du rayonnement
et de la conduction dans les milieux semi-transparents étant la résolution de ’ETR, il nous a
paru alors nécessaire de présenter une breve étude bibliographique sur ce théme qui constitue
un immense champ de recherche. Ce rappel permettra de définir plus précisément les objectifs
de notre travail. Pour commencer, il est a noter que, dans notre cas, ’ETR n’a pas de solution
analytique. Alors, il apparait nécessaire d’employer une méthode numérique pour résoudre
I'équation. Sur le plan pratique, I’'une des difficultés essentielles dans la résolution numérique
de I’ETR, dans le cas général, réside dans le calcul d’une fonction de sept variables (trois
coordonnées de position, deux coordonnées angulaires, une variable temporelle et un
parametre spectrale). Typiquement, pour un probléme stationnaire bidimensionnel, la
discrétisation spatiale nécessiterait 100x100= 10000 points, la discrétisation angulaire
20x20=400 points, la discrétisation spectrale 500 points, soit un total de I’ordre de
2000000000 points! C’est pourquoi, dans notre étude, on se limite au probléme
monodimensionnel adapté a un milieu limité par deux plans ‘‘infinis’’ paralléles, qui est
totalement justifié pour les applications pratiques que nous avons a traiter. Par ailleurs, I’ETR
étant de type intégro-différentiel, I’autre difficulté majeure pour la résoudre provient du terme
intégral et du terme non homogene. Différents auteurs ont publié des ouvrages concernant la
résolution de I’équation, notamment Chandrasekhar (1960) [4], Hottel et Sarofim (1967) [5],
Ozisik (1973) [6] et Modest (1993) [7]. Aussi, une abondante bibliographie est donnée par
Viskanta (1984) [8]. Ozisik [6] propose un récapitulatif des différentes méthodes existantes,
comprenant des solutions formelles (utiles pour la compréhension mais peu adaptées au cas
de milieux réels), des méthodes dites ‘‘approchées’’ et des méthodes numériques. Les
solutions formelles n’étant applicables que pour des cas particuliers, elles ne sont pas
abordées ici. Nous présentons seulement quelques exemples de méthodes approchées et

numériques, les plus fréquemment utilisées.

Les méthodes approchées: il s’agit généralement de méthodes donnant des formes

simplifiées de solutions formelles parmi lesquelles les méthodes connues sous le nom de :

L'approximation de Rosseland ou approximation des fortes épaisseurs optiques

Cette approche est a l’origine des travaux de Rosseland dans le domaine de
I'astrophysique (1936) [9]. L'hypothése simplificatrice consiste & considérer que le milieu est
optiquement épais ou, en d’autres thermes, que 1’épaisseur du milieu est beaucoup plus
grande que le libre parcours moyen des photons. Dans ce cas, 1’équation se simplifie
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considérablement pour donner une équation, similaire a la loi de Fourier, faisant intervenir le
flux radiatif (Ozisik [6]) :

dT
0,(x)==ATx) —(x)
dx
ol A, estla conductivité radiative donnée par :
_16-0-T’
3 .BR T)

o est la constante de Stefan-Boltzman. B, est le coefficient d'extinction moyen de Rosseland

A.(T)

qui a pour expression :

1 _ = 3'_,. 1-dL*(T)a%
Be(T) 4.0-T" J o, dT

Cependant, la formulation proposée par cette méthode n’est valable que dans le cas d’un
milieu diffusant de fagon isotrope. De plus, on peut noter que cette approximation ne
s’applique correctement que loin des frontieres du milieu. Aussi, cette approximation reste
tres limitée dans son champ d’application.

Le modéle a deux flux

Cette approximation a été proposée pour la premiére fois par Schuster et Schwarzchild
au début du siecle dernier (Chandrasekhar [4]). L’hypothé&se simplificatrice consiste a
considérer la luminance constante dans chaque demi-espace, mais pouvant €tre différente
d’un hémisphére a l'autre. L’ETR se raméne alors a un systtme de deux équations
différentielles, 1’'une pour la composante positive du flux et ’autre pour la composante
négative. Dans son travail de theése, Guilbert [1] a utilisé cette méthode.

Dans de nombreux cas, les deux méthodes approchées que nous venons d’exposer
permettent d’approcher les solutions exactes. Elles ont en outre 1’avantage de permettre de
représenter le transfert radiatif comme un phénomeéne conductif et de définir une conductivité
radiative par analogie avec la conductivité thermique. Le probléme de transfert couplé
radiatif et conductif peut alors étre traité comme un transfert conductif uniquement par
additivité simple des flux. On se ramene ainsi a étudier une seule équation de la température.
Cependant, selon Tong et Tien [10], Lee [11] et également Uny [12], ces méthodes simples
sont insuffisantes pour représenter de fagon précise le transfert radiatif dans les milieux
fibreux, ces derniers présentant une diffusion fortement anisotrope.

Les méthodes numérigues : Elles sont nombreuses.

La méthode des zones

Cette méthode a été proposée pour la premiere fois par Hottel et Cohen (1958) [13].
Elle consiste a diviser le milieu en un nombre fini de zones volumiques isothermes et les
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surfaces entourant le milieu en un nombre fini de zones surfaciques isothermes. Le transfert
radiatif est modélisé en écrivant un bilan d’énergie pour chaque zone. Ce bilan fait intervenir

des coefficients S, et S, appelés facteurs d’échange directs qui représentent la fraction

d’énergie radiative quittant la zone S, absorbée par la zone §,. Les échanges pouvant

intervenir sont du type surface-surface, volume-surface ou volume-volume. La procédure qui
consiste a écrire un bilan énergétique sur chaque zone conduit a la résolution d’un systeme
d’équations algébriques non linéaires en fonction de la température. La matrice de ce systeme
est completement pleine. Elle est par conséquent difficile a inverser. Toutefois, la méthode
des zones permet d’obtenir des résultats d’une bonne précision si le nombre de zones choisies
est suffisamment important.

La méthode de Monte Carlo
La méthode de Monte Carlo fournit une approche statistique pour résoudre I’ETR en

invoquant une description probabiliste des processus d’échanges radiatifs. Cette méthode
consiste a suivre le chemin de paquets d’énergie depuis leur émission jusqu’a leur absorption
dans le milieu ou jusqu’a ce qu’ils s’échappent du milieu. Le paquet peut subir au sein du
milieu une absorption, une diffusion ou encore une réflexion. Tous ces événements sont
choisis de maniere probabiliste par utilisation de nombres aléatoires. Les différents choix
possibles appartiennent & une distribution statistique respectant les propriétés radiatives du
milieu étudié. La méthode de Monte Carlo permet de traiter des problémes a géométrie
complexe trop difficilement solvables par d’autres techniques. Cependant, des erreurs
statistiques peuvent apparaitre si le caracteére aléatoire des nombres générés n’est pas garanti
et, de plus, le temps de calcul est relativement important ainsi que la taille mémoire requise.
La précision de cette méthode peut étre améliorée en augmentant le nombre de paquets
d’énergie; cependant cette opération conduit a une augmentation du temps de calcul, d’aprés
Al Abed et Sacadura [14]. Pour une présentation détailiée de la méthode de Monte Carlo, on
peut citer Howell (1968) [15], Haji-Sheikh (1988) [16], Walters et Buckius (1992) [17].

Les méthodes multiflux

Le principe de ces méthodes repose sur une discrétisation de 1’espace angulaire et, dans
les différents angles solides formés, la luminance est considérée uniforme. La forme la plus
simple de discrétisation consiste a utiliser 1’hypotheése simplificatrice de 1’isotropie
hémisphérique de la luminance. 1l s’agit du modele & deux flux que nous avons déja évoqué.
Ce modele peut €tre étendu a des modeles & quatre ou six flux pour des géométries
multidimensionnelles et si on affine encore la discrétisation angulaire, nous obtenons la

méthode des ordonnées discrétes.

La méthode des ordonnées discrétes

Cette méthode a été proposée pour la premiere fois par Chandrasekhar [4] pour résoudre
les problémes de transfert radiatif monodimensionnel dans le domaine de I’astrophysique.
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Depuis, son adaptation a la résolution de I’ETR a connu un certain succes et a été utilisée par
plusieurs auteurs pour différents cas de géométrie, milieux et conditions aux limites. La
méthode des ordonnées discrétes consiste a approcher le terme intégral dans 1’équation par
une formule de quadrature, soit :

N
[rayaa=Y 1o
Q=A4r k=1

ou w, est le poids d’intégration associé a chaque direction. En écrivant I’ETR pour
chaque direction, nous obtenons alors un syst¢tme d’équations aux dérivées partielles qui se
résoud en utilisant une discrétisation spatiale, une méthode aux différence finies par exemple.
La méthode des ordonnées discretes est aussi appelée approximation §, ol N indique I’ordre
de la quadrature qui est reliée aux nombres de directions. Jamaluddin et Smith [18] ont
montré qu’en géométrie bidimensionnelle les approximations S,, S, et S, permettent de
modéliser le transfert radiatif dans un milieu diffusant, émissif et absorbant avec une précision
acceptable. De maniere générale, S, donne souvent des résultats assez mauvais, S, peut
suffire dans certains problémes couplés, S, voire S; ne sont en général pas trés pénalisants a

utiliser. Pour une présentation détaillée de la méthode des ordonnées discrétes, on peut citer
Carlson et Lathrop (1968) [19], Fiveland (1982-1984) [20,21], Stammes et al. (1988) [22] et
Kumar et al. (1990) [23].

La méthode des harmoniques sphériques

Un autre type d’approximation consiste & développer la distribution angulaire de la
luminance en une série d’harmoniques sphériques. La série peut étre tronquée arbitrairement a
N termes. On parle de méthode P, et ’ETR se réduit, comme !’approximation S,, a un
systeme d’équations aux dérivées partielles. Cette méthode fut proposée la premiere fois par
Jeans (1917) [24] qui étudiait le transfert radiatif dans le domaine de 1'astrophysique. La
complexité mathématique de cette méthode augmente rapidement avec 1’ordre de

I’approximation. Alors, les approximations les plus souvent utilisées sont B et B.

L’approximation B, a le mérite de remplacer I’équation aux dérivées partielles en un systeme
plus simple; cependant, des problémes de précisions numériques peuvent apparaitre pour
certaines géométries dans la limite des milieux optiquement minces (Modest [7]). Bayazitoglu
et Higenyi [25] ont constaté ce genre de problémes lors du traitement du transfert radiatif
monodimensionnel, lorsque les frontiéres du milieu sont des cylindres ou des spheres, alors

que pour un milieu a faces paralleles, la différence entre F, et F, est négligeable. Pour les
approximations d’ordre supérieur, notamment F,, la précision numérique gagnée est

relativement faible en comparaison de I’augmentation de la difficulté analytique et du temps
de calcul.
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La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis a également été utilisée pour résoudre ’ETR, pour un
probléeme couplé conductif-radiatif, dans un milieu gris non diffusant contenu dans une
enceinte rectangulaire (modele 2D). Les auteurs Razzaque et al. [26] reconnaissent certaines
difficultés de mise en ceuvre. Roux et al. [27] ont utilisé la méthode des éléments finis pour
résoudre I’ETR sur un milieux isolant fibreux absorbant, diffusant, émissif et I’ont comparé a
la méthode aux ordonnées discrétes. Ils en concluent que les résultats obtenus sont en trés bon

accord.

Enfin, nous allons présenter une derniére méthode dite matricielle.

La méthode matricielle

C’est une méthode qui s’applique seulement dans le cas d’une géométrie
monodimensionnelle. Le point de départ des méthodes matricielles est, comme pour

I’approximation S, , d’approcher I’intégrale de 'ETR par une quadrature numérique afin
d’obtenir, pour les directions choisies, un systéme d’équations différentielles ordinaires. Le
systeéme se réduit dans le cas du transfert monodimensionnel pour la direction (Ox) a un
systeme différentiel du type :

LW _ g Lw+ W
dx

o L, estle vecteur dont les composantes sont les luminances dans les différentes directions

discreétes retenues pour 1'étude. Dans sa these, Boulet [2] a généralisé les travaux de Guilbert
[1] en passant d’un modele deux flux a un modele multiflux. Pour résoudre I’ETR dans ce
cas, il a utilisé la méthode matricielle. Partant du systéme d’équations différentielles obtenus,
la solution immédiate est celle qui consiste & utiliser les exponentielles de matrices. Comme
nous avons adopté nous aussi cette méthode, son développement sera présenté en détail par la

suite.

Il existe également des combinaisons des méthodes appelées méthodes hybrides
permettant de pallier les inconvénients de chacune tout en profitant des avantages des autres.
Quoi qu’il en soit, aucune de toutes ces méthodes que nous venons de présenter n’est
considérée comme étant la plus adaptée a tout type de probleme. Les problémes industriels
que I’on peut rencontrer sont treés diversifiés, notamment par la nature du milieu a étudier et
par la variété des conditions aux limites qui peuvent &tre traitées. Aussi, le choix d’une
méthode est le plus souvent conditionné par le type d’application et c’est généralement un
compromis entre les exigences de 1’utilisateur en termes de difficulté de mise en ceuvre, de
précision et de cofit en place mémoire et temps de calcul.
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3.2 Résolution numérique de PETR en régime stationnaire

Nos applications vont porter sur 1’étude des milieux fibreux qui sont en général non
gris. Ainsi, dans notre cas I’ETR est une équation monochromatique, ce qui impose de la
résoudre sur 1’ensemble du spectre concerné. Dans ’équation, la longueur d’onde A est un
parametre. En conséquence, nous devons résoudre 1’équation autant de fois qu’il y a de
longueurs d’onde a prendre en compte. Dans les applications, celles-ci peuvent aller jusqu’a
la valeur 500 par exemple. Une attention toute particuliére sera alors portée sur cet aspect.
Avec le souci de réduire les temps de calcul, nous allons présenter différentes méthodes
numériques pour résoudre 1'€quation, en régime stationnaire. Par la méme occasion, nous
donnerons I’efficacité et les contraintes de ces méthodes. Par ailleurs, nous pourrons par la
suite comparer les résultats obtenus par les différentes méthodes et ainsi valider le modéle.
Ceci sera fait au chapitre V1. Nous allons nous intéresser a la résolution de ’ETR en présence
de la symétrie azimutale et lorsque les températures sont imposées aux frontieres. Nous
donnerons aussi une méthode de résolution de I’ETR sans la symétrie azimutale et associée
aux conditions de flux, que nous reporterons en annexe 3. Nous supposerons, pour la
résolution de I’équation, que le champ de températures est donné. Il est a noter que la
résolution numérique de ’ETR est composée de trois problémes distincts : la discrétisation
angulaire, la discrétisation spatiale et la discrétisation spectrale. Pour commencer, nous

allons étudier la discrétisation angulaire.

3.2.1 La discrétisation angulaire

Nous utilisons la méthode matricielle pour résoudre 'ETR. Elle consiste, dans un
premier temps, a discrétiser 1'espace angulaire pour lequel nous choisissons un certain nombre

de directions spécifiques p; 1< j<m comme indiqué sur la figure 3.1, avec m un nombre

entier positif, que 1'on choisira pair pour une raison de symétrie. La discrétisation angulaire
permettra alors d'approcher le terme intégral de 1'équation par une formule de quadrature. Les
équations discreétes sont obtenues a partir de 1'ETR écrite pour chaque direction. Cette
procédure transforme 1'équation intégro-différentielle, dans notre cas (monodimensionnel), a
un systéme différentiel ordinaire (E.D.O.). La précision de la solution dépendra bien entendu
du choix de la quadrature. Il n'existe pas a priori de choix optimal de directions qui
conviennent a tous les types de problémes. Celui-ci dépend en réalité de la connaissance des
directions privilégiées du transfert radiatif.
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figure 3.1 : Discrétisation de I’espace angulaire

La semi-discrétisation de ’ETR en la variable ¢ donne :

LAY

j e = 0 () T =0 () L (o) + ) Pkt = ) L ()
k=1

1<j<m

(3.1)

ot le coefficient P, prend en compte le coefficient de diffusion, la fonction de phase et les

poids d’intégration :
1 . .
P,(u, - K;) =§-0'sl(,uk)-PA(uk ~> [;)-sin 6,)-C} V1<jk<m (3.2)

Les coefficients C? sont les poids d’intégration liés 2 la formule de quadrature et les {6, },.”
sont les directions discrétes polaires telles que f, =cos(8,) V1<k<m.
Nous faisons remarquer que, dans les équations (3.1), L, est en fait une valeur

approchée de la luminance et, pour ne pas alourdir les écritures qui vont suivre, nous
garderons la méme notation. Par ailleurs, la validité de la relation (3.1) est conditionnée par la
capacité de la somme discréte a représenter le terme intégral. Il est donc nécessaire de choisir
une bonne formule de quadrature et de prendre éventuellement une valeur de m suffisamment
grande pour avoir une bonne précision numérique. Par la suite, nous aurons besoin de

connaitre les coefficients radiatifs o,, o, et P intervenant dans les équations (3.1). Dans nos

applications (on renvoie au chapitre VI), nous utiliserons les coefficients qui ont été calculés
par Boulet [2], et plus récemment par Milandri [3]. Ces auteurs ont calculé les coefficients
pour différents types de milieux fibreux et toujours pour des directions angulaires choisies
avec un pas constant, comme décrit sur la figure 3.2. Par conséquent, nous serons contrains

d’utiliser le méme découpage de I’espace angulaire. Nous rappelons que la variable i est
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définie par 1 =cos(8) ou 6 €[0,7] est I’angle polaire. Le découpage se fait sur l'intervalle
angulaire [0,7/2] (le découpage de ’intervalle [z /2, 7] s'opere par symétrie) avec un pas
constant Af=m/m (figure 3.2) tel que
Al . T A6
61 —_-—2— s 9j+1 =0]-+A9 Y ISJSm/2—2 et Hm/2=5_~—2—
Finalement, il vient

p;=cos(0,) V1<jsm, u,=—p ., Vm2+l<j<m et O<p;<1VI1<j<m/2.

01 92 emlz 9m/2+1 om
} | | | | | I | | | | | |
o | I I RN I I | 1=
40 x  Ae 2 ., A6

2 2 2 2772

figure 3.2 . Découpage de l'intervalle angulaire

Dans sa thése, Boulet [2] a utilisé la méthode du point milieu composée pour évaluer
l'intégrale, sur le méme support d'intégration défini ci-dessus. Mais cette méthode est
évidemment peu précise. Il nous a paru alors nécessaire d'utiliser une formule de quadrature
donnant une plus grande précision. En calcul intégral, il est bien connu que la méthode de
Gauss est la meilleure lorsque la fonction a intégrer peut étre évaluée en des points arbitraires,
non régulierement espacés (points de Gauss). La méthode ne peut alors s'appliquer que
lorsque la fonction est connue en ces points précis. Dans notre cas, nous ne pourrons pas
l'utiliser puisque le support d'intégration est formé de points régulierement espacés. La
méthode de Romberg est une technique d'intégration numérique qui permet d'atteindre aussi
des résultats trés précis et elle utilise un découpage de l'intervalle a pas constant. Cependant,

pour pouvoir 'appliquer, il faut que le nombre de sous-intervalles soit une puissance de 2 (ce

qui n'est pas toujours pratique) ou encore le nombre de points de la forme m=2"+1 ie. m
impair. Dans notre application, nous avons précisé que m doit étre pair. De plus, la méthode
ne donne pas, pour le calcul de l'intégrale, une expression faisant intervenir explicitement les
valeurs que prend la fonction aux différents points de discrétisation de l'intervalle et c'est ce
que I'on recherche dans la relation (3.1). Par conséquent, cette méthode non plus ne pourra pas
étre utilisée. Les formules de Newton-Cotes sont satisfaisantes mais ne doivent pas étre
utilisées pour une valeur de m élevée, plus précisément m < 7, car elles deviennent instables.
Au-dela de cette valeur, on est conduit a faire des intégrations par arcs. On partage le domaine
d'intégration en un certain nombre d'intervalles partiels, et sur chacun d'eux on utilise les
formules de Newton-Cotes : c’est la méthode de Newton-Cotes composée. Nous appliquerons

alors cette méthode sur I'intervalle [6,,0, ]. Dans les applications, nous prendrons m =12 et

nous utiliserons Ia formule de type Villarceau. Nous renvoyons a 1’annexe 1 pour les valeurs

des coefficients C; .
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Remarque 3.1 : Dans la pratique, on ne peut pas déterminer les coefficients radiatifs pour les
deux valeurs,en 8 =0 et 8 =7 . Par conséquent, nous ferons une extrapolation linéaire pour
connaitre ces deux valeurs et nous utiliserons alors une intégration du type trapéze pour

intégrer la fonction sur les deux intervalles partiels [0,0,] et [6,,7]. On peut penser que les

~

erreurs d'intégration seront les plus grandes a ces deux endroits, surtout si la fonction a
intégrer varie fortement ou change complétement d'allure dans ces deux zones. Dans la
pratique, le transfert radiatif est généralement le plus important dans ces deux zones. Par
contre, il est certain que les deux valeurs de la fonction obtenues par extrapolation, aux
extrémités de l'intervalle, seront d'autant plus proches des valeurs réelles que si 1'on prend m
suffisamment grand et du méme coup on réduira les erreurs d'intégration. Si cela est vraiment
nécessaire, une autre facon de procéder serait de discrétiser les deux intervalles partiels

[0,6,] et [6,,,m] avec un pas plus fin (et non constant éventuellement) tout en gardant la

méme discrétisation avec un pas constant de l'intervalle [6,,6, ].

Nous supposons que les températures sont imposées aux frontiéres. Dans ce cas d’apres (2.4),

les conditions aux limites radiatives discrétes sont données par
LOu)=L(T,) et Li(E~u)=LT;) V1<j<m/2 (3.3)

Les m équations différentielles couplées (3.1), associées aux conditions aux limites (3.3)
peuvent se mettre sous forme matricielle. Au préalable, nous divisons l'espace en deux
hémispheres, 1'un correspondant a I'hémisphere "avant” : 0 < @ <1, et 1'autre a I'hémisphere

"arriere" : —1< 1 <0, comme décrit sur la figure suivante :
z
hémisphére arriére \ hémispheére avant
-1su<0 O=r/2 O<u<il
—_ I'l'k #k
—H,; H;
0=rn 60=0

> X

figure 3.3 : Découpage de l'espace en deux hémisphéres

Nous introduisons alors deux champs de luminance L et L, de taille m/2,
correspondant respectivement aux hémisphéres avant et arriere (figure 3.4) :
-;(x) = [L},(x’ Ill]) ]ISjS mi2

(3.4
L(x) = [L/l(x’_iuj) ]15js mi2
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et nous introduisons le vecteur luminance L, de taille m formé des deux vecteurs L), et L, -
L, (x)

L,(x)= { * (3.5)
L, (x)

L, est donc le vecteur dont les composantes sont les luminances dans les m directions

retenues pour ['étude.

Nous introduisons a présent le vecteur & (x) de taille m, défini par :

(g?o,ﬂ X
Go=| © (3.6)
-G, (x)
ou &, (x) est le vecteur de taille m/2 de composantes
o, (i,
Gy (x)= {—L(l—’)* L (1 '(X))} (3.7)
'uj 1<j<mi2

Dans le cas des fibres réparties aléatoirement dans des plans paralléles aux frontiéres, le
calcul des coefficients radiatifs du milieu met en évidence différentes symétries [2,3] que
nous allons utiliser afin de simplifier au maximum I’ écriture matricielle :

o u)=0,(u) VIi<j<m/2

: (3.8)
oa(u)=0,(-4) V1<j<m/2
et par suite o (u)=0,(u) V1i<j<m/2 (3.9)
Plpyy > p) =Py, > —p) VI<jk<m/2
(3.10)

Py, > —u,) =P~ > ;) VI1<jk<m/2

Remarque 3.2 : Les coefficients C; dans I’écriture (3.2) vérifient
1) Z Cl=1, 0<C!<1 V1<k<m (avec m=12) et par suite P,(s, —>u;)>0
k=1

VI1<jk<m.
2y ¢l=C’

itk

pourtout m/2+1<k<m.

A partir des relations (3.2), (3.8), (3.10) et la remarque 3.2, nous déduisons
P, > u) =P —>-u) V1<jhk<ml2

3.11
P, (1, > —i;) =P, (-1, =) VI1<jk<m/2 @1
Finalement, la forme matricielle de (3.1) est donnée par :
4,0 ’fﬁfx) = A4, -L,(x)+ E7(x) (3.12)

dx



36

ou A, est une matrice carrée de taille m qui a une structure composée de quatre blocs
1 2
A A
2 1
-4, - A,zJ

s 1 2 . v ¥ # ’
ou A, et A; sont deux matrices carrées de taille m/2 dont les éléments sont donnés par :

A = (3.13)

(A,li.);.i' :ﬁ'{Px(ﬂr.- _)'.”J)_O'M(ﬂk)'(j'jk} (3.14)

/

3 1
(Ai)j& = ;'p)_(z“f.- ——4;) (3.15)

7

pour 1 < j k< m/2 (j est 'indice de ligne et & est I'indice de colonne). Par la suite, nous

désignerons A, la matrice caractéristique du milieu.

Remarque 3.3 :
1) La prise en compte d’un modele multiflux conduit, apres la semi-discrétisation en angle

de ’ETR, a un systeme différentiel donné par (3.12).

2) Nous pouvons noter la structure particuliere da la matrice A4, qui vient de la symétrie des
coefficients radiatifs du milieu.

3) La dimension de la matrice A4, et celle des vecteurs L, et ¢; dépendent du nombre de
directions de discrétisation choisi pour la variable u .

D’apres (3.3) et (3.4), le systéme différentiel (3.12) est associ€¢ aux conditions aux limites

suivantes (figure 3.4) :

L(T)) L (1)
L (0)= : et Li(E)= . (3.16)
L(T)) L (1)
‘L; (0) L) Lt (v L ()

¥ \l/ %
// N . B A\
T —) NS &
i,\ > & j \\ : b / |lI,'
\4 s [\ " 4 r'J
. J
v ¥ "
0 X E

figure 3.4 : Conditions aux limites radiatives et luminances dans le milieu

Nous pouvons a présent passer a la discrétisation spatiale.
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3.2.2 La discrétisation spatiale

Le systéme (3.12) associé aux conditions aux limites (3.16) est un systeme différentiel
ordinaire du premier ordre, linéaire, non homogene et a coefficients constants. Par ailleurs,
nous savons résoudre complétement ce genre de systeme. Par conséquent, nous pouvons
donner la solution analytique du systéme (3.12) (3.16). Le principe général de résolution d'un
systeme différentiel est bien connu : il consiste a résoudre le systéme homogene et a
rechercher une solution particuliere du systéme général. La solution générale du systéme est
alors obtenue en faisant la somme des deux solutions précédentes. Dans un premier temps,
nous allons résoudre I’équation homogene associée a (3.12), puis nous chercherons une

solution particuliére. Nous noterons, pour la suite de notre exposé, L,, la solution homogene

et L,, la solution particuli¢re. Pour les conditions aux limites, nous avons :

L, (0)= L, (0)+ L, (0)

(3.17)
L(E)=L,(E)+L,(E)

on L,(0) et L ,(0) sont respectivement les conditions aux limites homogénes et
" oA p g

particulieres, au point x=0. L, (E) et L, (E) sont respectivement les conditions aux limites

homogenes et particulieres, au point x = FE .
Le systeme homogeéne associé a (3.12) correspond a un probleéme de transfert de chaleur

radiatif sans émission propre, dont la mise en équation est :
dL,,(x)

dx

= A, -L,(x (3.18)

auquel on associe les conditions aux limites radiatives homogenes suivantes :
L, (0)=L;(0)- L, (0) (3.19)
L.(E)=L(E)-L,(E)
Pour la résolution du systeme homogene (3.18) (3.19), nous supposons que les conditions aux
limites particulieres L, (0) et L ;(E) sont données. Le systéme différentiel (3.18)~(3.19) a
une solution unique donnée par
L.(x)=exp(4,- x) K, (3.20)
ou exp (4, - x) est 'exponentielle de la matrice (A4,- x) et K, est un vecteur constant
d'intégration de taille m, déterminé par les conditions aux limites (3.19).
Si nous posons
e, (x) e, (x) K
et

3

e, (x) e, (%) K,

ot e;(x) 1<i<4 sont des matrices carrées de taille m/2 et K/II,K; sont des vecteurs

exp (4, x) =

colonnes de taille m/2. 11 vient alors :
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{ L, (x)= e, (x) K} +e2(x)- K} o { L, 0)=K,
L.(x)=e,(x)-K; +¢,(x)-K; L, (E)=e,(E)- K, + €, (E)-K;
Nous pouvons a présent déduire I'expression du vecteur K, en fonction des conditions aux
limites radiatives homogenes :
K} =L,,0) et K7 =(e1(E)™ - (L,(E)~¢;(E)- L,(0)

Par ailleurs, la solution (3.20) posséde la propriété de semi-groupe, i.e. si 0<x,<x,, <E

i+1
alors

L, (x,)=exp(4, (x,,—x))L,,(x) (3.21)
Ainsi, la solution au point x,,, est donnée directement par la relation (3.21) si 1'on connait la
solution au point x, .

Cependant, la mise en application directe du calcul de la solution du syst¢me homogéne
par les relations (3.20) et (3.21), sous la forme d'un code de calcul, pour les cas pratiques qui
nous intéressent, ne sera pas possible parce qu’elle conduit a une instabilité numérique. Nous
allons donner I’explication du phénomene par les éléments qui vont suivre. Pour commencer,

nous donnons quelques propri€t€s concernant les valeurs propres de la matrice A, .

Proposition 3.4 : Pour A6 suffisamment petit, la matrice A, n’a pas de valeur propre nulle.

Preuve.
Soit A, une matrice carrée de taille m définie par A; =G - A, oll G est une matrice diagonale

de taille m donnée par

1, -sin@@,)-C,

. 0
K, -sm(9m/2) ) Cm/2
—yu, -sin(@,)-C!

. 0
=,y 8100, C,
Nous allons tout d'abord montrer que la matrice A, est a diagonale strictement dominante, i.e.
‘(A;)kkl >2 ‘(A;)jk‘ V1<k<m
j=1

Jj£k

Drapres les relations (2.10) et (3.2), il vient

Z sin @,)- C°?
§ P SU)— 7]
=0 l(uk lu']) Sln (ek)-cf

et d’apres les relations (2.11) et (3.2), on a

= 0, (1) +€,(A6) (3.22)
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Y P(u, > 1)) = 0, (1) +1,(A0) (3.23)
k=1

ou g, 1M, sont des réels qui représentent les erreurs d’intégration et &,(A8),7,(A6) —0
lorsque A@ — 0. Alors,
| (A | =] sin®,) - €7

AP = 1)~ 0, (1) | =5in®,) - €} {0, () Py, > ) §
carO<sin(8,)-C; <1 V1<k<m,P,(u, — u;)>0 V 1< j,k <m (d’apres la remarque 3.2),

0,<0, et o, Ww)-P,w, - u)>0 pour A6 suffisamment petit d’apres (3.23).

Par ailleurs, Y | (A;)jk‘ = 2 P, (1, — u,)-sin(@,)-C;
S Sk
Dans ce cas,

D] =3 [ =5in0,)- €0 -4 01+ 0,110~ 3, Patas, = 1) -5in0)) - C;
ek ”
=sin(@,)-C; - (0, (1, ) — &,(AB)) en utilisant (3.22)
Pour A8 suffisamment petit, cette quantité sera strictement positive. La matrice A, étant a
diagonale strictement dominante, elle est alors inversible et det(A;)#0. D'autre part,

det (A,)=det (G- A}) =det (G™)-det (A;)#0 car
d (G 1) ( 1) /12 ﬁ 1
et (GT)=(-D"""-
j=1 (UJSIH(OJ)CJG)Z

ce qui prouve que la matrice A, est inversible et donc elle n’a pas de valeur propre nulle. [

Proposition 3.5 : Si &, est une valeur propre de la matrice A, associée au vecteur propre

1
X 1 2 .
{ 2] ol X;,X, sont deux vecteurs colonnes de taille m/2, alors —&, est aussi valeur

X3
2
. <y . 2
propre de la matrice A, associ€e au vecteur propre '11 . Par ailleurs, (£,)" est valeur
A

. . 1 2 .
propre de la matrice (A; + AZ) . (A/l1 - Af) associée au vecteur propre (X, —X;) et est aussi

valeur propre de la matrice (A; - Af) . (A/I1 + A/%) associée au vecteur propre (X /11 + X i) .

1 2 1 1
A4 A4 X — £ X3
2 1 2 2
_Al _AA le Xl

ou encore en développant le produit, il vient

preuve
Ona
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1 ol 2 2 1
A Xp+ A X =60 X, (L)) G2
2 1 1 2 2 )
A X - A X =60X (L,)
Le systeme est équivalent a
A X2+ Al X, =-&,-X;  enmultipliant (L,) par -1
~Al-X}- A -X;, =-& X,  enmultipliant (L) par 1
c'est a dire
1 2 2 2
A A X X;
2 _ 4l 1R i T
Ay 4 [ X X3
ce qui démontre le premier point de la proposition.
Le systeme (3.24) est encore équivalent a

(A —AD (XL - XD = & X+ XD) (L) =(L)+(Ly)
(A +AD)- (X +XD) =&, (X, - X)) (L)=L)—(Ly)
En substituant (L;)dans (L,)et (L,)dans (L), nous obtenons

(A + AD)- (A - AD)-(Xs = X2) = (£,)* (X} — X))
(A —AD) - (A +AD - (X, + X)) = (£) (X, + X2)

ce qui démontre le deuxieéme point de la proposition.

Remarque 3.6 : Pour les cas pratiques qui nous intéressent, nous avons déterminé les valeurs

propres de la matrice A, en utilisant le logiciel Matlab. Dans nos applications, nous avons

pris m=12 directions et N =211 longueurs d’ondes, variant de 3,5 a 25 microns. Les

courbes de la figure 3.5 représentent les six valeurs propres positives de la matrice A, en

fonction de la longueur d’onde. En particulier, celles-ci sont réelles, simples et distinctes pour
chaque longueur d’onde.

Dans Roche [28], il est démontré que le calcul de I’exponentielle d’une matrice par des
méthodes numériques est intrinséquement instable si les valeurs propres (ou la norme) de la
matrice sont supérieures a 1’unité. D’autres auteurs [29,30,31] ont montré que ce phénomene
d’instabilité numérique apparait lorsque 1’épaisseur optique du milieu, définie par
T,(x, 1) =0, (1) x, augmente. Mais ceci revient a dire que les valeurs propres de la matrice

A, - x sont élevées, puisque celles-ci sont proportionnelles a 1’épaisseur optique. Or, il se

trouve que les matériaux fibreux du type de ceux que nous étudions sont caractérisés par une
épaisseur optique importante; par conséquent les valeurs propres sont également importantes
comme le montre la figure 3.5. Finalement, si notre probléme est numériquement mal posé,
cela vient du fait que la solution homogene (3.20) est donnée par une exponentielle de matrice
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et cette matrice a des valeurs propres réelles, positives, non nulles et trés élevées. Dans nos
applications, I’épaisseur du milieu est égale a 10 cm. La valeur limite de x pour laquelle la
méthode serait malgré tout applicable dépend donc des caractéristiques du milieu.

]
x 10
3

eigemvalues
i

al

i -~ i L i
0 0.5 1 1.5 2 25
wavelength (microns ) 3

figure 3.5 : Valeurs propres de la matrice A,

Finalement, nous sommes amenés a proposer une autre méthode pour résoudre le
systéme (3.12) (3.16). Pour passer outre ce probléme numérique, Waterman [29], ensuite
Flatau et Stephens [30], et plus récemment Boulet et al. [31], ont introduit une méthode stable
numériquement appelée principe d’interaction, utilisant deux matrices caractéristiques
représentant la transmission et la réflexion pour une couche d’épaisseur donnée. Nous avons
repris cette méthode et nous y avons apporté quelques améliorations au niveau de la précision
et des temps de calcul. Nous renvoyons a I’annexe 2 pour la description de la méthode.
Cependant, son utilisation dépend fortement de la variation du champ de températures dans le
milieu et reste donc trés limitée dans les applications. Par ailleurs, nous ne savons pas donner
la limite de validité de cette méthode. Pour ces raisons, il nous a paru nécessaire de
développer une autre méthode pour résoudre le systeme (3.12) (3.16).

3.2.2.1 Meéthode par diagonalisation

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une nouvelle méthode stable et trés précise
pour résoudre le systeme (3.12) (3.16). Elles s’appuie essentiellement sur la diagonalisation

de la matrice caractéristique du milieu 4, .

Une condition suffisante pour que la matrice 4, soit diagonalisable est que toutes ses

valeurs propres soient distinctes. Alors, d’apres la remarque 3.6 et pour les cas pratiques qui
nous intéressent, cette condition est vérifiée. D’apreés la proposition 3.5, la matrice

1 2 1 v g : e a i
(4,-A4;)- (4, + Ai) est aussi diagonalisable et sa réduction est donnée par :
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(Dﬂ.)z = S,{l : (A/]l - A,%) (A; + A;) ) Sz
avec (D,) =diag [(€1)* 1,c cps 00 (ED)reyonrs €t (-€1),.,.pz sont les valeurs propres de la

matrice 4,. §, est la matrice de passage, carrée de taille m/2. La réduction de la matrice A4,

est quant a elle donnée par :
1

U, us\[p, oz 7}
a= b '{oﬁ D}. L (3.25)
U, U, Yl zZ 7,
ou les matrices U}, U, Z et Z_ sont définies par
U,=S,+W, ; Ul =8,-W,
Z, =S +w 2 =8 -w,"
Wy=(4;+ 48Dy = (4, -4 S, D,
Si on substitue la matrice A, par son expression (3.25) dans la solution homogéne donnée par
(3.20), il vient :
1 U, Uil | exp(D,-x) 0 VAR A4
L;,;L(x):’“'{ 2 /11 ' ’ : i /11 K,
4LU; U, 0 exp(-D,-x)| | 2} Z.
En posant

_ 7\ 72 E(x 0 .
Kﬂ:%{ g T}'Kfl et Expﬂ(x):{ A } avec E;(x)=exp(D, - x)

VARA 0 E,(-x)

on a alors

U, U -
L,(x)=| * *| Exp,(x)-K (3.26)
g ( {Uz U}J P2 2

Les composantes vectorielles de L,,(x) correspondant aux hémisphéres avant et arriére sont

données par :
L, (x)=[U, Ujl-Bxp,(x)-K, et L,(x)=[U} U}]-Bxp,(x)-K,

K, est un vecteur constant de taille m qui est déterminé par les conditions aux limites :
L,0)=[U; U1K, et L,(E)=[U; U,]-Exp,(E)-K,

ou encore, écrit sous une autre forme :

_ U, U2 L,
Kﬂ :’: [2 A l l] J { jﬂ.( )J (327)
[0z vl Exp,y | | )
En substituant KZ donné par (3.27) dans (3.26), on obtient l'expression de la luminance
homogene en fonction des conditions aux limites :

Lm(x){m U‘}-Expl(x)-{ RUNH } _[L;A(O)}

[z U] BxpuB)| | ()
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La matrice Exp, a les propriétés suivantes :

(Exp, (x))_l =Exp,(—x) et Exp,(x) -Exp,(y)=Exp,(x+y)

En utilisant ces propriétés et en se rappelant que pour deux matrices A et B, on a la propriété

Bl Al =-B)" (3.28)
il vient :
. (x){Ui UiH[Ui U] Exp, () T[LMO)}
vz v [v? vl ExpE-n | | L)

En développant I’expression de la matrice a inverser, on a :

UH U, By(-x)  U;E;() T[LL(O)

U,
th(x):’:Uz U U B (E R L
2 A i Ex(E-x) U, -E;(x-E) M(E)

} (3.29)

* . j'a ~ j .
Par définition, E, (a) = diag (eél hi<jmrz O (€)1 <ms2 sONL les valeurs propres strictement
positives de la matrice A, . Par conséquent E,(a) diverge si a est positif. Pour déterminer la
matrice a inverser de (3.29), nous allons nous ramener a des matrices E’; (a) ou a sera une

2z 3 . * A c s,z . .
valeur négative. La matrice E, a les mémes propriétés que la matrice Exp, . Dans ce cas, il

vient

{Ui-EZ(—ao U} B }‘ZHU;E;(—E) U3 HE1<E—x> 0 ”
Ui -Ey(E-x) Uy -E;(x~E) U; Uy Ey(-E) 0 E; (%)

B! 0o ][Ul Ey-E v: T
_| B® | VB =£) x (3.30)
0 Bi(x) U, U, Ei(-E)
en utilisant la propriété (3.28) et o I’on a posé

B,(x)=E;(x—E) et B.(x)=E,(-x)

En reportant (3.30) dans (3.29), on obtient finalement I'expression qui permet de calculer la
luminance homogene en tout point du milieu sans probléme de stabilité numérique :

v U;stm 0 HU;-E;<—E> U: T{m

L, (x)= :
" {Ui vill 0 BXw U? Ul-E,(-E)| | LE)

} (3.31)

Remarque 3.7 :
1) les matrices B, et B peuvent étre déterminées de maniére itérative. En effet, soit

O<x<x,, <E, alors
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Bﬂt (%)= EZ (=(Xp — %)) B/ll (%) et B; (%;1) = E; (=% — %)) B}% (%) (3.32)
2) dans nos applications, le plus souvent E; (—E) =0, la matrice nulle (voir figure 3.5).

N

3) la réduction de la matrice A, se ramene en fait a la réduction de la matrice
(A,l1 —Af )~(A/l1 +A§ ), ce qui réduit la taille du probléeme par deux. Le logiciel Matlab
(version 5.3) que nous utilisons calcule les valeurs propres et les vecteurs propres de la
matrice (A;v -—A/%)-(All1 +A§) assez rapidement et avec une trés bonne précision.

L’algorithme utilisé est la méthode QR. De plus, le calcul de la matrice E; ne pose pas de

probléme puisqu'il est donné directement par la relation

* -~ j-x
E,(—x) =diag (e gz )i<j<ms2 POUr tout x€ [0, E].

Nous allons maintenant chercher une solution particuliére au systeme (3.12). Puisque
aucune solution évidente n'apparait, on utilise la méthode de variation des constantes, c'est-a-

dire qu'on cherche une solution particuliere sous la forme
Lp/l('x) =exp (4, - x)- K, (x)

ou K, est supposé différentiable. K, est donné par I’expression suivante
K, (%) =j exp (A, -5)-&°(s) ds + C,
0

pour tout 0<x < E ou C, est un vecteur constant quelconque de taille m. Généralement on
prend C, =0 le vecteur nul, mais ici nous verrons que C, joue un role important et nous le

choisirons de fagcon a ne plus avoir le probleme d'instabilité numérique. Alors, la solution

particuliere est donnée par

L, ()= exp(A, - (x—5) & (s) ds + exp (4, %) C,

O Sy ¢

En utilisant la forme réduite de la matrice A, donnée par (3.25), il vient

vl u] [ [El(x-s 0 z. 72
4loy v ) 0 EG-x||2z Z
LG U E® 0 1z
4\ v Ul 0 E(xn|lz2z| ™
Posons a présent
z, 7 _ |c
=1{ ' f]@@;(s) et C,=| _* |=

& (s)
alors d’aprés (3.6),ona: &, (s) =—&7"(s).

PN

(3.33)

& (s)=

zZ, 7
%{ * *}cx (3.34)

63 (s)
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En reportant (3.34) dans (3.33), il vient

U, U?
Lm(x)=|: , A:|'
2 1
Ul UA

j E(x—s5) & (s) ds +E,(x)-C}
0

—J' E(s—x)- &7 (s) ds +E|(=x)-C;
| o

C; et C, sont deux vecteurs constants de taille m/2 que l'on peut fixer nous méme. On pose

E
alors C; =— J- E,(-$) & (s) ds et C; =0, le vecteur nul. Par suite
0

E}(x)-C] =- j By (x—9)- &7 () ds — [ B (x=9)- & (s) ds
0 x

en utilisant les propriétés de la matrice E; et en découpant l'intégrale en deux. Dans ce cas,

E,(x—s) & (s) ds

P S

U, U;
pr<x>=—[ 2 UT]
BTA E,(s—x) & (s) ds

O Sy

ou encore en développant le produit, on obtient les composantes vectorielles de L,

correspondant aux hémisphéres avant et arriere :

E x o
L,(x)=-U}- | Ej(x=s)-&"(s) ds - U [ Bys-x)- &7 (s) ds
* ° (3.35)

E x -
L, =-U;- [ By(x=5)-&"(s) ds - U} [ EiGs=0-67"(s) ds
x 0
On en déduit alors les conditions aux limites particulicres :
E - E -
L,0)=-U; f E)(-s5)-&y7(s) ds et L,(E)=-U, _[ E,(s—E)-&*(s) ds (3.36)
0 0

On s'apercoit alors que
- lorsque x< s < E, le calcul de E, (x—s) est stable puisque x—s <0,
- lorsque 0< s < x, le calcul de E} (s —x) est stable puisque s — x<0.

Ainsi, le calcul de la solution particuliere et des conditions aux limites particulieres, données
respectivement par les relations (3.35) et (3.36), conduit & un probléme numérique stable.

D'apres les relations (3.6), (3.7) et (3.34), &, est un vecteur colonne de taille m/2 donné par

2 (5) = i(zi _z2). { Tulky). L‘;(T@»}
H; 1<j<m/2

Alors, il vient
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By (- 0) &7 () ds =5 (2~ ZD) 1)

Ry I

(3.37)

By(=0)-87() ds =1 (2~ 2D)-J ()

© S

ol I(x) et J(x) sont deux vecteurs colonnes de taille m/2 donnés par

1(x) { E—(QJ IR A ds}

J x 1<j<m/2

J(x) ={ Gar k) j eg’{ (5=x) L (T(s)) ds]
J ] 1<j<m/2

Finalement, en reportant (3.37) dans (3.35), la solution particuliere est donnée par

—}(Zi ~72)1(x)
L,(x)=-U,- X (3.38)
Z(Zi ~-Z3)-J(x)

et les conditions aux limites particuli¢res par
N 1 - 1
L0 =-U3 (Z-Z)-10) et Ly(E)=-U; (2, -23)-J(E) (3.39)

A présent, il ne reste plus qu'a calculer les intégrales (pour un indice 1< j<m/2 fixé)

données par :

[0 pawma o [0 nae)ds

Au préalable, on discrétise le domaine spatial [0, E] (avec un pas constant ou non) en posant

O=x,<x <Xx,<..... <x,<x,,=E

nt+1

Ensuite, on pose

Jo(x —
eé’l (% =5) Ly (T(s)) ds avec 0<i<nt

E
G/ =]
R B (5
Ki’:‘[eél (s x‘)-L’i(T(s)) ds avec 1<i<nt+1
0

Puis on détermine les intégrales par récurrence :

S 0<i<ni—1

COTEE (- J . (x — .
Gi]:_[ i s)'L'i(T(S)) ds + o (i H) )

K/

i+l

J. _ . Xisl J. _
S @ x) g + 1 %) o r(e)) ds 1<i<ni+]
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Dans la pratique, la fonction L (T(s)) ne sera connue qu'aux extrémités de l'intervalle
[x,,x,,]. Alors, on l'approxime par une droite sur cet intervalle, soit L) (T'(s))=a,-s+b,

pour tout s€ [x, , x,,,]. Dans ce cas, il vient

j =9 o (7)) ds = J' ST (g o) ds

1 1 1 'éj'(x.—x.l)}
=—-la, (—+x)+b —(a, - (—+x,)+b)-e* 7 7
g [ g T Gt )T e

et
Xipl i _ Figt J . —
.[ eél (5= %) L(T(s)) ds= J‘ egl (5= %) (a,-s+b) ds

=L{a,. =)+ =@, (5~ ) +b) e ‘xm)]
& & i

Nous possédons a présent tous les éléments nécessaires a la résolution du systéme

(3.12) (3.16). Apres avoir déterminé les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
(A/l1 —A;)-(A;+A§), les relations (3.39) donnent les conditions aux limites radiatives
particuliéres L;,l(O) et L,(E). Les relations (3.31) et (3.32) permettent de calculer la
luminance homogeéne L,, en tout point du milieu, en fonction des conditions aux limites
radiatives homogeénes. La relation (3.38) permet de calculer la luminance particuliere L, en

tout point du milieu. La sommation des deux derniéres quantités donne le champ de
luminance en tout point du milieu. Finalement, la méthode que nous venons de présenter est
stable quelles que soient les conditions d’utilisation et elle est trés simple a programmer. La
précision de la méthode est donnée par la précision de la quadrature numérique utilisée pour
approcher l'intégrale de I’ETR et par la précision du calcul approché des valeurs propres. Par
rapport a la méthode basée sur le principe d’interaction, le calcul de la luminance demande
beaucoup moins d'opérations. Alors, elle est aussi intéressante pour les temps de calcul et la
place mémoire. Qutre ces avantages, la méthode peut s’utiliser avec un maillage en espace a
pas variable sans aucun probléme, puisque la résolution est analytique en espace. Cependant,
notons que la méthode est limitée dans les applications, par la nature du milieu. Elle peut étre
utilisée seulement lorsque le milieu posséde une symétrie (fibres réparties dans des plans

paralle¢les aux fronti¢res) qui conduit a la méme structure de la matrice caractéristique A,

donnée par (3.13). De plus, nous ne pouvons pas étendre la méthode a la dimension en espace
supérieure 2 un. Pour les applications que nous avons a traiter dans notre étude, nous
pourrions nous contenter de cette méthode. Cependant, il serait intéressant d’avoir une

méthode qui puisse s’appliquer pour n’importe quel type de milieu. En effet, comme
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mentionné au début du premier chapitre, nous pourrions étudier, par exemple, des milieux
fibreux dont les fibres sont réparties aléatoirement dans 1’espace ou bien orientées selon une
direction d’espace donnée ou éventuellement tissées selon un nombre fini de directions
privilégiées. Milandri [3] a abordé récemment ce probleme et a calculé les propriétés
radiatives pour ce type de milieux. Nous allons maintenant présenter la méthode par
différences finies et nous verrons qu’elle répond au probleme que nous venons de soulever.

3.2.2.2 Méthode par différences finies

Dans ce paragraphe, nous allons construire un schéma aux différences finies pour
résoudre les équations (3.1) (3.3). Le schéma va é&tre décrit sur une partition régulieére de
I’intervalle [0, E].

La premiere étape de la résolution passe par un maillage du domaine. On subdivise

I’intervalle [0, E] en nt +1 intervalles égaux de longueur A : x;, =i-h pour 0 <i < nt+1. Soit

D le rectangle [0, E]x[—1,1]. On définit un quadrillage de D en considérant les points Pij de
coordonnées (x;,}t;) 0<i<nt+1 et 1< j<m (figure 3.6).
On note zl(xi,/,t ;) T'approximation de la luminance monochromatique L, (x,H) aux
points (x;,i;) pour 1Si<nt etl<j<m. Z,l est connu aux frontieres. D’apres (3.3), on a
§l<o,u,->=LA<o,uj>=L‘1<7;> pour 1< j<m/2 (3.40)
L(E~u)=L(E,~u,)=L,(T;) pour 1<j<m/2

De facon générale, nous utiliserons la formule centrée pour l'approximation de la
dérivée. Cependant, la luminance étant connue sur la frontiere seulement pour

i=0,1<<m/2 et pour i=nt+1, m/2+1< j<m (nceuds représentés en rouge sur la
figure 3.6), alors pour I'approximation de la dérivée aux points (x,,—4;), 1< j<m/2 (nceuds
représentés en bleu sur la figure 3.6), il faudra utiliser une formule décentrée a droite et pour
l'approximation de la dérivée aux points (x,,,[;), 1< j<m/2 (nceuds représentés en vert sur
la figure 3.6), il faudra utiliser une formule décentrée a gauche. Si nous discrétisons les
équations (3.1), suivant la variable espace x, par un schéma d’ordre un, en tenant compte des

remarques précédentes pour I’approximation des dérivées, nous obtenons le systeme

d’équations suivant :
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za(xi’:uj)-zl(xi—l’fuj)
l”'j' h

=Y P, = p)- L) + 6,1 LT (%)
=1

+0, (1) L (x,1t;)

J - . (3.41)
L (xi+ s_;LL)_L (xi’_u') -~
i’ 2 1 : A 2 ! +O—ea(/1j)‘LA(xi’_.uj)

=Y Py =) LGt + 0, (1) LT ()

1fisnt et 1< j<m/2

On peut augmenter la précision de la solution approchée en considérant I’ordre deux. On

obtient alors le schéma suivant :

Z/’L(xiﬂuuj) _Z/l(xi—v.uj)
e 2h

=0, (1)) LT (x)) =0, (1)) Ly (et )+ D Py, > ) L)

ou encore en multipliant la relation par 24 et en divisant par i ;, nous obtenons

Zx(xm’.uj)_Za(xi—v.uj)_zh’ l_l—'{PA(ﬂl _>.uj)"o-e1(.ul)’6ﬂ}'Za(xi’uz)
=1 j
2h R
< :—'O'al(,l,tj)-LA(T(x‘.)) (3.42)
K,
pour 2<i<nt—1,1<j<m ; i=1,15j<m/2 et i=nt, m/2+1<j<m

_Z/I(xi+29ﬂj)+4' Zx(xm’,uj) -3 Z/l(xi’.uj)

y "Zh'z _1“{Pl(:u‘l _>“j)_o-el(ﬂl)‘6jl}'z1(xiuu1) (3.43)

=1 M

—%-Gal(uj)-L‘i(T(xi)) pour i=1, m/2+1< j<m
U,

J
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3’Z/1(xi,/~lj) —4'Zx(xi—lsﬂj)"'za(xi—pﬂj)

e 1 7
——2}1-2 —-{PA(/J, —>,Uj)“o'e/1(:uz)’5ﬂ}'Lz(xi’:ul)

=1 M

—%O'al(/.tj)-L‘;(T(xi)) pour i=nt,1<j<m/2
u,

L j

(3.44)

Nous pouvons écrire le systeme d'équations {(3,40) (3.42)(3.43) et (3.44)} sous forme

matricielle afin d'obtenir un systeme linéaire de taille nt-m :

ou G, est une matrice carrée de taille nt-m donnée par une décomposition par bloc :

G, -K,=F,

(G G' G
-1 G 1T
-1 G 1 O
G}I= ) ... '.-
-1 G} 1
O -1 G 1
I G* G G |

oul chaque bloc est défini par :

—~

I est 1la matrice identité de taille m.

(3.45)

(3.46)

2 . . . PP 2 . .
G, est une matrice carrée de taille m définie par: G, =-2h- A, ou A, est la matrice

caractéristique du milieu donnée par (3.13).

G, est une matrice carrée de taille m définie par : G, = G2 +G*.

G; est une matrice carrée de taille m définie par: G, =G +G” .

G' 4 <i<9 sont des matrices carrées de taille m données par :

G' =

G =

(10 NP B B 0 U et
o41]” " |o-1]"" "loo]’ | o0 -I

[0 0 oo |30
0-31" " [0 0

pour les deux dernieres lignes, I est la matrice identité de taille m/2.

K, et F, sont respectivement le vecteur luminance ‘approché’ et le vecteur second membre,

de taille nt -m définis par :
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| L,(x) ] 2h-&7 (x)+ [L;(O)}
LA (xz) 0
2h- gf (x,)
K, =| et F, = : (3.47)
: 2h‘ . 5; (xnt—l)
LZ. ('xnt—l) o O
L) GO L) |

ot L, est le vecteur luminance défini par (3.5), &, est le vecteur défini par (3.6), L;(0) et

L, (E) sont les vecteurs ‘conditions aux limites’ donnés par (3.16).

Le systéme que l'on a a résoudre peut étre de trés grande taille, par exemple supérieur a
14000, si 'on choisit de prendre 100 points de discrétisation pour la variable espace x, 12
directions pour la variable angulaire ¢ et 12 directions pour la variable azimutale @ en
considérant éventuellement le probléme sans la symétrie azimutale, dont nous parlerons par la
suite. En conséquence, la matrice du systéme linéaire aura une structure trés "creuse"”. Pour
résoudre le systéme, il convient de mettre en ceuvre une technique particuliere pour éviter
aussi bien de stocker des termes nuls que d'effectuer des opérations dont I'un des opérandes
est nul. Les méthodes itératives les plus récentes et tres performantes de type Gradient
conjugué préconditionné ont été développées particulierement pour traiter ce genre de
problémes. La matrice du systéme linéaire n'étant pas symétrique, ni définie positive, on
utilise la méthode CGS (Conjugate Gradients Squared method) [36]. Cette méthode est une
des mieux adaptées a la résolution de systéme linéaire de grande taille et pour des matrices
quelconques. Elle est utilisée avec succes dans la pratique et l'expérience a montré qu'elle est
plus robuste que la méthode GMRES [37]. Dans 1'algorithme, la plus grande partie des calculs

consiste en des produits matrice-vecteur. Par ailleurs, la matrice du systeme linéaire G, elle-

méme n'intervient que sous forme de produit par un vecteur, ce qui fait qu'il n'est pas
nécessaire de la stocker, d'ot l'idée de définir dans le programme une fonction qui fait

directement le produit. En utilisant la structure de la matrice G, donnée par (3.46), le produit
matrice-vecteur G, - K, de taille nt-m est donné par :
G, Li(x)+G* L(x,)+G -L,(x,)

- A(x1)+GA% Ly () + Ly (%)

—L,(x)+ G} - Ly (%) + Ly (x,) (3.48)

= (xnt—2) + GAZ ’ Ll (xnt—l) + L/'L (xnt)
L G6 ’ L/l(xnt—Z) + G7 ’ Ll ('xnt—l) + G;. ) Ll(xnt) n
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Bien entendu, la version sans stockage est beaucoup moins coliteuse en place mémoire et
donc en temps de calcul que celle avec stockage. Par ailleurs, la précision des résultats et la
rapidité de convergence de la méthode dépendent du nombre de conditionnement de la
matrice du systéme linéaire. La courbe de la figure 3.7 représente une estimation en norme 2

du nombre de conditionnement de la matrice G, en fonction de la longueur d’onde, pour le

type de matériau que l’on étudie. Nous remarquons alors que la matrice est trés mal
conditionnée pour les courtes longueurs d’ondes variant entre 3,5 et 5 microns. En
conséquence, nous avons choisi une matrice de préconditionnement adaptée a la méthode,

basée sur la factorisation incompléte L.U [38].

La méthode aux différences finies est une approche différente de celles évoquées
précédemment pour la résolution de 'ETR dans le sens ol nous résolvons 1’équation
directement sans avoir au préalable a résoudre 1’équation homogeéne et chercher une solution

particulicre. Nous sommes amenés a résoudre le systtme linéaire (3.45) ol la matrice G,

comporte beaucoup d'éléments nuls. En utilisant la méthode CGS et le produit matrice-
vecteur (3.48) qui tient compte de ce caractére creux, nous limitons le nombre de calculs et
nous rendons la méthode plus rapide. Le schéma de différences finies présenté sous cette
forme est trés simple a programmer. Par ailleurs, notons que la méthode a certains avantages :
elle peut étre appliquée sur n’importe quels types de milieux et en particulier sur un milieu qui
n’a aucune symétrie. La méthode peut étre étendue a des cas plus compliqués incluant par
exemple les conditions aux bords réfléchissantes, les conditions de flux, un milieu non
homogene,... Il est aussi possible d’étendre la méthode en dimension deux ou trois pour les
coordonnées de position. La seule difficulté tient dans les temps de calcul et la place
mémoire. LL.a méthode des différences finies est donc une méthode trés efficace; néanmoins
elle présente un inconvénient : le maillage du milieu doit étre uniforme si 1'on veut garder la
précision d'ordre deux en espace (pour le schéma d’ordre deux). Dans le cas contraire, il est
préférable d'employer la méthode précédente. Comme pour tout type de schéma aux
différences finies, nous devons montrer la convergence de la méthode. Dans le chapitre
suivant, nous étudierons la convergence du schéma d’ordre un et nous ferons un commentaire

sur celui d’ordre deux.
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@ Conditions aux bords
O Luminance caleulée en utilisant la dérivée centrée

@  Luminance calculée en utilisant la dérivée décentrée 4 droite

@  Luminance calculée en utilisant la dérivée décentrée 4 gauche

K,

Mz

=0

~ Moy

—H
==l r T8 -

a X *2 Xy X Xorez Xy X E

Jigure 3.6 : Discrétisation du domaine D

16000
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12000 }-
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8000 ]

6000 |

-nom condition number

W

4000 + 4

2000 ¢ 4

0 ' n i
o 5 o 15 20 25

Wawlkength (microns )

figure 3.7 : Istimation en norme 2 du nombre de conditionnement

de la matrice G, en fonction de la longueur d’onde

3.2.3 La discrétisation spectrale

Nous en venons a présent a la discrétisation spectrale de 'ETR. On note 4,, 1<k <N

la suite croissante des longueurs d’onde discrétes avec A, = A

- Nous rappelons que A est
un parametre dans ’ETR et donc nous devons résoudre I’équation discrétisée pour chaque A, ,

1<k <N . Sion considére, pour la discrétisation spatiale de 'ETR, la méthode utilisant le
principe d’interaction ou bien la méthode par diagonalisation, alors nous avons a résoudre les
équations suivantes :
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dL, (x) e \

——;ﬁ =4, ‘L, (x) +&;(x) VISk<N (3.49)
{v.:‘,” 3 £ L )

Par contre, si on utilise la méthode des différences finies pour la discrétisation spatiale de

I"ETR, alors nous avons a résoudre les systémes linéaires suivants -

G, K, =F, Vi<k<N (3.50)

Remarque 3.8 - Les matrices (' 4<i <9 intervenant dans la composition de la matrice G,
donnée par (3.46) ne dépendent pas de la longueur Conde. En conséquence, il est préférable
de les calculer au tout début du programme avant de rentrer dans la boucle des longueurs

d’ondes.

3.3 Résolution numérique de Péquation de conservation de 'énergie en

régime stationnaire

Pour la résolution numérique de I’équation de conservation de Pénergie (mais aussi du
systéeme couplé) en régime stationnaire, nous utilisons un maiilage uniforme du domaine
spatial [0, I, défini par © x =/ -h avec 0 </ <pr+1 oi i est le pas constant du maillage. A
cette discrétisation spatiale, nous assccions les discrétisations angulaire et spectrale que nous
avons définies précédemment.

Nous énongons maintenant une série de notations qui serviront pour la suite de notre

exposé. De maniere générale, nous utilisons la notation ¢ pour indiquer Uapproximation de a

et « pour indiquer la transformation de Kirchhoff de 4. On note alors .

- L, {x,x,) Papproximation de la luminance monochromatique £,(x,x) au point
1\,— S A

[y

‘//\

et 1<k<N

1/\

(x, 20, 4.) pour T<i<m, 1<

7 7

~ ~ t

- T et { respectivement les approximations du champ de températures 7{x) et de sa

1

dérivée au point ¥ pour [ <7< nr,
- MM) (Q,)H (:ST, )., ((Z)i et ((5,), respectivement les approximations de () (x),

O(xy, S(x), O (xy et Qfxyaupoint x pour | <i<nr,

-1,

IN et (_53("/:'))5 respectivement les approximations des fonctions T (x) (définie par
(2.45)), F(x) (déhinie par (2.42)) et (D(f(x)) (définie par (2.54)), au point X,
Yi<i<nt,

-7 :(;[\,'.)]vi,m et f:(i)l’i’nl'
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Nous allons présenter dans ce paragraphe deux méthodes numériques, légerement
différentes, pour résoudre I’équation de conservation de 1’énergie en régime stationnaire,
donnée par (2.2) et (2.3). La premiere méthode consiste a partir de 1’équation (2.47) (2.48)
obtenue apres la transformation de Kirchhoff, que nous rappelons :

{ T'x)=8x  VO<x<E G351)

T(O)=T,, T(E)=T,
Nous supposons, pour la résolution de cette équation, que le terme source radiatif §, est
donné. Cette équation a une solution analytique donnée par :

X

- “Q,m ds+f,—T_E} +T, (3.52)
0

T(x)=]0,(s) ds -
0

ou Q. est le flux radiatif total donné par (2.5). Pour un maillage non uniforme du domaine

spatial, il est plus aisé et la précision sera meilleure si on utilise la formule (3.52), car elle est
donnée par une intégrale. Dans notre cas (maillage uniforme), nous préférons (car facile a

mettre en ceuvre) calculer la solution T par un schéma classique de différences finies (d’ordre
2) plutét que d'approcher 1’intégrale par une formule de quadrature. Dans les deux cas, la
précision sera quasiment la méme. En effet, méme si I’on choisit une bonne formule de
quadrature, cela aura trés peu d’effet puisqu’il ne faut pas oublier que le flux radiatif total est
déja calculé avec une certaine erreur (en o(k’) par exemple si on utilise le schéma aux
différences finies d’ordre deux pour la résolution de I’ETR). Nous utilisons alors la formule
centrée d’ordre deux pour approcher la dérivée seconde de 1’équation (3.51). Nous obtenons

ainsi le schéma numérique d’ordre deux suivant :

_?i+1—2‘?i+?i—l -

h? (3.53)
7::) = i ) ?—nﬁl = E
et le systéme linéaire de taille nt suivant :
D-T=$ (3.54)

ou D est une matrice carrée tridiagonale de taille nt et S est un vecteur colonne de taille nt,

donnés par :

2 -1 T [ (S), (7]
D=ﬁ- Lo, ; S= : +F~ :
0 -1 2 -1 (S 0

I -1 2] S, | LT

Il est connu que le schéma numérique (3.53) est convergent. Par ailleurs, nous résolvons le
systeme linéaire (3.54) par une méthode de remontée-descente.
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La deuxieme méthode, pour résoudre I’équation de conservation de I’énergie en régime
stationnaire, consiste a partir de 1’équation (2.54) que nous rappelons :

{_T”Q)+2n&Mf@»=:2”'F@) VO<x<E (3:53)

T(0)=T,, T(E)=T,

Nous supposons, pour la résolution de cette équation, que la fonction F est donnée. Par
rapport a 1’équation précédente (3.51), I’équation (3.55) n’a pas de solution analytique. De la
méme facon, nous utilisons la formule centrée d’ordre deux pour approcher la dérivée

seconde de I’équation (3.55). Par ailleurs, nous posons
N

F-

.ME

o (W) L, (x,41,)-sin(8,)-CY-C} V 1<i<nt (3.56)

=

1l

=1 j=1

@), =Y, Y 0, w) L, (F @) sin@) C*-CH V1<ism  (3.57)

N
k=

i

]

pour approcher les fonctions F et ®(7") . Ainsi, nous obtenons le schéma numérique d’ordre

deux suivant :

__Ti+1_2.Ti+Ti_1+27['(&)(%))i=2”.1?11' V1<igsnt

(3.58)

Ce schéma est évidemment plus difficile a résoudre, puisque c’est un schéma non linéaire.

Les deux méthodes numériques (3.53) et (3.58) que nous venons de présenter permettent de

calculer le vecteur 7 . Nous devons 2 présent déterminer le vecteur T en fonction de T .
Celui-ci est déterminé par une transformation de Kirchhoff inverse qui consiste a résoudre
I’équation non linéaire vectorielle suivante :

F'T)=0 (3.59)
oi F":R™ — R™ est une fonction non linéaire. Nous notons la éniéme composante de F~

par Fi*. Alors, d’aprés (2.45), les composantes F, sont données par : F,.*(f) =¥ (f.)_f

i
pour tout 1<i<nt ou la fonction ¥, est définie par (2.44). Nous pouvons aussi résoudre
indépendamment les équations non linéaires suivantes :

F T)=0 VYi<i<nmt (3.60)
Si on connait explicitement la fonction ¥.', on a directement le résultat. Dans le cas

contraire, on est amené a chercher le zéro d’une fonction d’une variable réelle a valeur réelle,
qu’il est plus facile de résoudre. Pour cela, nous utilisons un algorithme, donné par le logiciel
Matlab, basé sur une combinaison des méthodes de la bissection, sécante et I’interpolation
inverse [37]. Cet algorithme donne de trés bon résultats.
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Le schéma numérique (3.53) associé a (3.60) que nous venons de présenter (et que nous
utiliserons dans la pratique voir 1’explication un peu plus loin au paragraphe 3.4.2) pour
résoudre I’équation de conservation de I’énergie en régime stationnaire, a l'avantage d'étre
plus précis et plus simple a programmer que le schéma de différences finies habituellement
utilisé pour résoudre ce genre d’équations non linéaires [39]. La technique de transformation
de Kirchhoff a permis de traiter la non-linéarité de maniére plus efficace.

3.2 Résolution numérique du systéme couplé en régime stationnaire

3.4.1 Calcul des flux et du terme source radiatif

Lorsqu'on est parvenu a calculer le champ de luminance dans le milieu, 1'étape suivante
consiste a déterminer les flux radiatifs (monochromatique et total) et ensuite le terme source

radiatif qui intervient dans I'équation de conservation de 'énergie.

En présence d’une symétrie azimutale, le flux radiatif monochromatique est donné par
(1.17). Nous calculons l'intégrale en utilisant la méme technique que celle que nous avons
proposée pour évaluer le terme intégral de 'ETR (méthode de Newton-Cotes composée), en
sachant que nous avons le méme support d'intégration. Il vient alors :

@) =27 L(xp;) -, sin®,-C) V1<i<nt (3.61)
j=1

Les coefficients Cf 1< j<m sont les poids d'intégration li€s a la formule de quadrature et

sont les mémes que ceux utilisés dans la formule (3.2).

En I’absence de symétrie azimutale, le flux radiatif monochromatique est donné par
(1.16). En utilisant la méme technique d'intégration que celle utilisée pour calculer 1'intégrale
de I'ETR sans la symétrie azimutale, on obtient :

M m
@) =D, Y, Lix.p,0) p,;-sinb,-CI-C° V1<i<nt (3.62)

=1 j=1
Les coefficients C,” 1<1< M sont les poids d'intégration liés a la formule de quadrature en

o et sont les mémes que ceux utilisés dans la formule (A3.2) de I’annexe 3.

Le flux radiatif total est donné par (1.18). Le support d'intégration en longueurs
d’ondes est un domaine infini. Dans les applications, nous intégrons 1’expression sur le

domaine fini (0,4, ]. Nous rappelons que {4, }kN=1 forme la suite croissante des longueurs
d’ondes discrétes. Il vient alors, lorsqu’il y a la symétrie azimutale :

N m
@), =2m-Y Y L (x.u,)-p;sin6,-C)-C}  Vi<i<nt (3.63)

k=1 j=1
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et sans la symétrie azimutale :
N M

0), = Y L, (x.p0) pyosing - C)-CP-C; YV 1<i<nt  (3.64)

k=1 =l j=1

ou les coefficients C,f 1<k £ N sont les poids d'intégration liés a la formule de quadrature en
A . Dans nos applications, les valeurs 4, 1<k <N ne sont pas réguliérement espacées et sont

distribuées de facon quelconque. En conséquence, pour évaluer 1'intégrale, nous utilisons la
formule de Simpson a pas quelconque, qui consiste a approcher la fonction par une parabole
sur un intervalle partiel de trois points. Les calculs conduisent a la formule suivante :

(A, + AR, )’
AAZkH

A - (AA‘Zk_*-AAZkH)_ . — (0
@) == {(2 oy = D) @ ) +

+ AAﬁ (2- A)“Zkﬂ - A)'Zk) ) (érﬂqm ); }

k+1

' (éﬂ-zkn )i

pour tout 1<i<nt,avec AL, =4, —A,,, et AL, =4 —Ayis-

BN

Il nous reste a présent a déterminer le terme source radiatif S, donné par (2.6). Pour
approcher la dérivée, nous avons jugé utile et suffisant de prendre les formules d'ordre quatre,
utilisant cinq points. Ces formules sont données dans [40]. Par ailleurs, les valeurs du flux
radiatif total aux bords en x=0 et x=FE n’étant pas connues, nous utilisons les formules

décentrées pour calculer la fonction §, prés des bords. Il vient alors :

By = (=253, 488, ~36+@), +16:G), ~3-@))

S,), = —I;—_lh-(—&(é,)l—10-(é,>2+18-<é,>3-6-(é,)4+(é,)5)

5, = (@) =8@)s 48 @)= @) ¥ 3Ei<n=2 (3.65)
Gus= o (= @)a 46 @)y =182 +10- @) +3- @)

B = (30 =16y +36- )2 = 48-@ )1 +25-B),)

Lorsque le champ de températures dans le milieu est connu, nous pouvons alors déduire le
flux conductif et ensuite le flux total donnés par (1.24) et (1.30). De la méme fagcon que pour
la dérivée du flux radiatif, nous approchons la dérivée de la température par les formules de
dérivation d'ordre quatre. Mais cette fois-ci, nous pouvons utiliser les valeurs aux bords car

celles-ci sont connues. 1l vient alors :
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-~ 1 - ~ ~ o~
I 2= (3T,-10-5+18-5,-6- L+ 1))

IT 51—2—1—h-(ﬁ_2~8-7~}_1+8-]~}+l—7~}+2) vV 2<i<nt-1 (3.66)
Ty = = (T 46Ty =18 T, 4107, +3.1,)

Nous déduisons alors le flux conductif ‘approché’ :

1

©.),=-AT)T Vii<nt

Il est a présent tres facile de calculer le flux total puisqu'il est donné simplement par la somme
du flux radiatif total et du flux conductif :

0),=@0),+@,), Vi<sisnt

3.4.2 Résolution numériqgue du systéme couplé en régime stationnaire

Nous rappelons que les inconnues de notre systeéme d’équations couplées sont le champ
de luminance et le champ de températures. Le schéma de résolution global du systéme en
régime stationnaire est itératif (figure 3.8). Nous résolvons le systéme par une méthode de
point fixe, qui porte uniquement sur le champ de températures. La démarche de résolution est
la méme (ici nous avons la version discréte pratique) que celle présentée au chapitre II sur
I’étude théorique du systéme.

Nous avons proposé précédemment deux schémas numériques ((3.53) et (3.58)) pour la
résolution de I’équation de conservation de 1’énergie. Notons alors que, lorsque 1’on résout le
systeme couplé, le premier schéma (3.53) n’est en fait qu’une relaxation du deuxiéme schéma
(3.58). Ce dernier est évidemment plus précis, mais cependant plus difficile & résoudre (car
non linéaire). Si les deux algorithmes pour la résolution du syst¢me couplé, 1’'un considérant
le schéma (3.53) et I’autre le schéma (3.58) (pour la résolution de I’équation de conservation
de I’énergie) convergent, alors ils convergent vers la méme solution, pour le premier la
convergence étant seulement plus lente. Par ailleurs, le schéma (3.53) présente un intérét par
rapport au deuxieéme, puisqu’il passe par le calcul intermédiaire du flux radiatif et du terme
source radiative, et dans la pratique ce sont deux quantités que I’on désire connaitre. En
conséquence, dans la pratique nous utiliserons le schéma (3.53). Au chapitre suivant, nous

ferons toutefois 1’étude de la convergence du schéma (3.58).

Par ailleurs, nous prenons un champ de températures initial linéaire car c'est
vraisemblablement le champ de températures le plus proche du champ réel que l'on peut
donner. En effet, d’aprés 1’étude théorique faite au chapitre II, nous savons que la température
dans le milieu est strictement comprise entre les deux températures fixées aux bords. De plus,
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nous choisissons un critére de convergence qui porte sur le champ de températures et qui doit
vérifier

ou € est un réel strictement positif que 'on se fixe au départ. C’est le critére d’arrét.

Début

v

Entrée des données géometrique,

thermique et radiative

v

constructi on du maillage

v

Initialisa tion du champ de température

|

Résolution de I'ETR
pour chaque 2, 1<k <N

Calcul de Q, et S,
v

Résolution de l'équation

de conservation de l'énergie

Utilisation du nouveau Champ de température,

champ de température Calcul de O, et Q,

I v

figure 3.8 : Organigramme pour la résolution des équations

couplées en régime stationnaire

3.3 Conclusion

Ce chapitre était consacré a la résolution numérique des équations couplées du
rayonnement et de la conduction, en régime stationnaire et lorsque les températures sont
imposées aux fronti¢res. Pour résoudre I’ETR, nous avons discrétisé l'espace angulaire
suivant plusieurs directions considérant ainsi un modele multiflux et nous avons utilisé une
quadrature numérique du type Newton-Cotes composée pour approcher le terme intégral de

I'équation. Il en résulte alors un systeme différentiel du premier ordre linéaire, associé a des
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conditions aux limites. La résolution du systéme est immédiate en utilisant I’exponentielle de
matrice. Cependant, nous avons vu que cette forme de solution présente un caractere
d’instabilité numérique. Pour pallier & cette difficulté, mais aussi dans I’esprit de réduire les
temps de calcul, nous avons proposé trois méthodes différentes pour résoudre le systeéme. La
premiére utilise le principe d'interaction du milieu et fait intervenir les matrices de
transmission et de réflexion. La seconde résoud le systéme en diagonalisant au préalable la
matrice caractéristique du milieu, ce qui a permis de soulever le probléme de 1’instabilité
numérique et avoir une résolution analytique en espace. Enfin, la troisitme méthode utilise un
schéma aux différences finies centré-décentré. Nous avons aussi donné l'efficacité et les
contraintes des différentes méthodes. Par ailleurs, nous avons étendu notre étude, associant les
conditions de flux et nous avons décrit la méthode qui résout I’ETR lorsqu’il n’y a plus la
symétrie azimutale. Ensuite, nous avons calculé les flux de chaleur ainsi que le terme source
radiatif intervenant dans la deuxiéme équation. Alors, nous avons abordé la résolution de
I’équation de conservation de 1’énergie, qui dans notre cas est non linéaire. Nous avons
proposé deux schémas aux différences finies centrés légérement différents, associés a la
transformation de Kirchhoff. Cette technique a permis de traiter la non-linéarité de maniére
plus efficace. Le couplage entre les deux équations a été abordé par une méthode de point fixe
qui porte uniquement sur le champ de températures.

Faisons remarquer qu’il existe encore une autre facon de résoudre ’ETR que nous
n’avons pas mentionnée. Il s’agit d’appliquer un point fixe comme indiqué par les relations

(2.32) et (2.33) vues au chapitre II. Cependant avec L(f) pris linéaire entre les deux valeurs

L) (min (Z,,T,)) et L; (max (Z,,T,)) car, comme pour la température, c’est vraissmblablement

le champ de luminance le plus proche du champ réel que 'on peut donner. Mais cet
algorithme nous paraissait un peu lourd a combiner avec l'autre point fixe qui résout le
systeme couplé et il n’est pas dit que cette méthode soit plus rapide que celles que nous avons
données. Notons toutefois que cette méthode peut s’appliquer, comme la méthode des
différences finies, a n’importe quels types de milieux. Et enfin, remarquons qu’il existe
encore une autre facon de résoudre le systéme couplé. C’est la remarque 2.36 que nous avons
faite au chapitre II. Mais il nous paraissait un peu trop tot pour aborder cette méthode. Nous la
laisserons en perspective.

Notons que les méthodes de calcul numérique présentées dans ce chapitre peuvent étre
adaptées a tout type de milieu semi-transparent. Au chapitre VI, nous appliquerons ces
différentes méthodes sur des milieux fibreux réels. Mais des extensions pour d’autres types de
matériaux sont envisageables s’il est possible au préalable de calculer les propriétés radiatives
variant avec la direction et la longueur d’onde.

A présent, apres avoir décrit les différentes méthodes numériques pour résoudre notre
systéme, nous allons, comme annoncé, passer a l’analyse numérique du schéma aux
différences finies d’ordre un en espace (3.41) qui résoud ’ETR, couplé au schéma non
linéaire (3.58) associé a la transformation de Kirchhoff inverse (3.59), pour la résolution de la

deuxiéme équation.
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Chapitre IV

Analyse d’un schéma numérique en régime

stationnaire

Résumé : Dans ce chapitre, nous étudions la convergence du schéma numérique couplé
(3.41) (3.58) (3.60) décrit au chapitre précédent. Nous rappelons que le schéma (3.41) permet
de résoudre I’ETR et le schéma (3.58), associé a la transformation de Kirchhoff inverse
(3.60), donne une solution approchée & 1’équation de conservation de 1’énergie. La preuve de
la convergence repose essentiellement sur des arguments de monotonie et I’application d’un
point fixe discret, portant uniquement sur le champ de températures. Les équations non
linéaires sont résolues a 1’aide de la méthode de Newton.

4.1 Introduction et principaux résultats

Avant de passer a 1’étude de notre probléme, nous mentionnons quelques travaux
portant sur le probleme de la convergence d’un schéma numérique pour 1’équation du
rayonnement et la résolution numérique du systeme couplé des équations du rayonnement et
de la conduction. Des résultats de convergence pour la méthode des ordonnées discrétes
appliquée a la résolution de 1’équation du rayonnement ont ét€é obtenus pour estimer
séparément les discrétisations angulaires et spatiales. De maniére générale, les résultats de
convergence pour les discrétisations angulaires ont été étudiés par les auteurs
[1,2,3,4,5,6,7,8]. Les discrétisations spatiales ont été étudiés (indépendamment de
I’approximation angulaire) par Lesaint et Raviart [9], Larsen et Nelson [10]. Les résultats de
convergence et de stabilité pour les approximations spatiales et angulaires combinées ont été
obtenus pour la premicre fois par Pitkaranta et Scott [11]. Ces auteurs ont étudié la
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convergence de la méthode des ordonnées discrétes pour la résolution de I’ETR, lorsque le
milieu est homogene, gris et isotrope (la fonction de phase P =1), avec un terme source

isotrope. Les conditions aux limites radiatives sont supposées nulles. Pour approcher le terme
intégral de I’ETR, ils ont utilisé la quadrature de Gauss et les formules composées. Pour
approcher la dérivée de I’équation, ils ont utilisé les formules centrées-décentrées et la

méthode de Galerkin discontinue. Les erreurs sont estimées dans la norme Lf (1< p <+400),

Beaucoup de schémas numériques ont été proposés pour résoudre le systetme couplé des
équations du rayonnement et de la conduction, en régime stationnaire. Nous ne mentionnerons
ici que les travaux de Kelley et Banoczi. Kelley [12] a développé un algorithme rapide pour
résoudre ’ETR associée a des conditions aux limites radiatives uniquement émissives (nous
renvoyons a l’article pour les détails de 1’algorithme). Le milieu est toujours supposé
homogene, gris et isotrope (la fonction de phase P =1), avec un terme source isotrope.

Ensuite, Banoczi et Kelley [13] ont proposé un algorithme rapide pour résoudre le systeme
couplé par rayonnement et conduction, associé cette fois-ci a des conditions aux limites
radiatives émissives, avec une réflexion spéculaire et diffuse. Le systéme est exprimé comme
un probléme de point fixe non linéaire qui porte uniquement sur le champ de températures. La
résolution du point fixe demande au préalable de résoudre I’'ETR et 1’équation de
conservation de 1’énergie (qui dans leur cas est linéaire). Ces auteurs proposent alors de
coupler le solver de ’ETR (développé par Kelley {12]) avec un solver qui utilise la méthode
des éléments finis pour résoudre la deuxieme équation. Le point fixe est alors résolu par une
méthode de Newton-GMRES. Ce travail porte sur la dimension un en espace. Les auteurs ont
poursuivi cette étude pour le probleme en dimension deux [14]. Cependant, aucune preuve de
convergence pour ce schéma n’a encore été établie. De maniere générale et d’aprés nos
connaissances, il n’existe pas de résultats de convergence pour la discrétisation de I’ETR
couplé a 1’équation de conservation de 1’énergie. Ce probléme reste donc ouvert. En ce qui
nous concerne, apres avoir étudié I’existence et ’unicité de notre systéme et donné un schéma
numérique qui résoud le systéme, il nous a paru naturel de passer a 1’étude de la convergence
de ce schéma. Pour cela, nous supposons les discrétisations angulaire et spatiale définies au
chapitre précédent. Cependant, afin de simplifier I’étude et sans perdre de généralité, nous

supposerons dans ce chapitre que la suite des longueurs d’ondes discrétes 4, 1<k <N est
prise avec un pas constant AA=A_ /N . Nous rappelons que A_, =4, . Dans ce cas, nous
approcherons I’intégrale en A a ’aide de la formule des trapézes composée. Nous aurons
alors C,f =AA V1<k<N. De méme, nous utiliserons une quadrature plus simple pour
approcher I’intégrale en 6 (ou encore en K ), basée sur la formule a trois points de Simpson

composée. Comme pour I’étude théorique des équations, dans ce chapitre nous faisons
apparaitre de nouveau la longueur d’onde A comme une variable.

Nous énongons maintenant une série d’hypotheses qui seront nécessaires pour établir la
preuve de convergence du schéma (3.41) (3.58) (3.60).
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Hypothése 4.1 : Nous supposons que les parameétres 7,,7,,0,,0,, P sont donnés et satisfont

les relations (2.9) a (2.14) du chapitre II. Par ailleurs, nous résolvons le systéme des équations
couplées par un algorithme de point fixe. Pour la convergence de cet algorithme, nous

supposons que la donnée initiale appartient a ’intervalle [T", T, ].

Hypothése 4.2 : Nous faisons I’hypothése 2.2 sur A_. Alors, en particulier c’est une fonction

Lipschitzienne sur ]O,co[ et on note ¥, sa constante de Lipschitz.

N

Nous allons étre amenés a établir des criteres d’erreurs dues aux approximations des
intégrales et des dérivées. Cela suppose une certaine régularité sur les coefficients radiatifs et
la luminance.

Hypothése 4.3 : Nous supposons les régularités et les majorations suivantes sur les

coefficients radiatifs :
Pe C, ([-L1IX[-11]), o,€ C,([0,1]), 0, € C;([0,1]) et T, € C;(0,00).

4 p 4
sup 0 (U= p'A) [<+oo 5 sup 84[65(u,l)-P(u—>u',l)] < oo
uel-1,1] a,LL ue[-1,1] a,u

u'e[-11] p'e[-1,1]

A€ (0,00) Ae (0,00)

Avant de passer aux autres hypothéses, nous donnons quelques propriétés concernant le

coefficient P donné par la relation (3.2). D’aprés les relations (2.10) et (3.2), il vient I’égalité

suivante :
o sin (8.)-C?
Pw, - pu ) ———L =0 (u,,A)+&(A0,u,u,,A 4.1
; (e = 2y 2 Gn = = Ot M) + 2, (A0 o1, 2) (4.1)
et d’apres les relations (2.11) et (3.2), on a
D P, = 1,0 = 0, (1, 1)+ £,(860, 1. 1, 2) (4.2)

k=1
ou g, et £, sont deux réels qui représentent les erreurs d’intégration. Nous utilisons ici, pour

approcher le terme intégral en 8, la formule a trois points de Simpson composée [15]. Dans
ce cas, I’erreur est donnée par

__A647C 4)
e(f)= 2880 f0) (4.3)

si f est, de maniére générale, la fonction a intégrer sur I'intervalle [0,7] et AO =7 /m est le

pas constant d’intégration en angle. Alors, les deux erreurs € et €, sont données par

4

ABO . o'P
E(AO, 1, ,A) = 2 sin (9)'0s(uk,l)-a—w(uk — u,A) 4.4)

2880
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4

AB” T
82(A9,‘LL,/,LJ.,A,) -

e )] @.5)

Revenons a présent aux autres hypothéses.

Hypothése 4.4 : Nous supposons les régularités et les majorations suivantes sur la luminance :

Le Cf (0, E) (d’apres I’étude faite au chapitre II, cette condition est vérifiée), Le Cz([—l, 1D

et Le C;(0,%),

2 4
sup a—(xu A)|<+oo; sup o, (A PG — p',A) - L(x, 1, A)] | < +o0 ¥V A€ (0,00)
(x,)eQ ax (xp)eQ au
pel-1,1]
2 2 4
N oo L(x,u,A)- 00
AN YT SFaA|< (f‘i?eg oo Lot h) ]| <+
A€(0,00)
2
sup | 2|0, (1) (L(x, s A) = L (T (), 2))]| < oo
(x,1)eQ a/l
A&(0,00)
9% 9*
sup | =oro—r[ 0, (1, A) - (L, 1, A) = (T (), 2))]| < oo
(o= oA" du

Par ailleurs, nous supposons que les fonctions suivantes sont dans L, (0,0) :

0’L 0*
sup | = (o, A) |5 sup | =—[0,(1,A) P( — p', 4)- Lix, i, )]
(x,W)eQ ax Lxe;[z)eﬂ a
9* 0°
sup |2 [LeeA)- ]| 5 sup | [0, () (Lx M)~ L (T (0).2) )]l
(x, e | Ol (x.p)eQ E)u

Des criteres de stabilité vont apparaitre pour le schéma numérique en question. Nous allons
les énoncer. Au préalable, introduisons quelques définitions.

Définissons la constante ¢ par :

& AQ* T
c=1- 4 o A)-P(u—u',A 4.6
6:‘*‘6: 6";4'6: 2880 ue[ll] a 4[ (Iu ) ('u ‘u )]} ( )
B
ou &, ,6.,6 et 6 sont les constantes données par (2.12).

Supposons que la sous-solution que ’on note (Z,ﬁ ) et que la sur-solution que 1’on note
(L ',V), du schéma numérique (3.41) (3.58) et (3.60) existent. Dans ce cas, posons

GOt ) =L (i, A) =L (x,1,,)  pour tout 1<i<nt, 1<j<m, Ae(0) et
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7(0,/1].,/1): 7(E,—,uj,/1)=0 pour tout 1< j<m/2, A€ (0,0). Par ailleurs, définissons la
quantité I; lorsque, pour un indice 1<k <Ent(nt/2)+1 et A€ (0,00) fixés, il existe

1< j<m/2 tel que 7(xk,—uj,l)¢0 ou f(xmﬂ_k,/,tj,/l)io,par:

/2

3

1
Iic Zz' .

™M

( Gt )+ J (i My ) 1 -5in 8)) - €

j=1

@.7)

2
=i

m

=Y D &(A0, 1,1, 0)- (51t A) -sin (6)) - C

j=1

—

pour tout A€ (0,c0) et pour tout 1<k <Ent (nt/2)+1. Ent désigne la partie enticre et €, est

Ierreur d’intégration donnée par (4.4).

Soit U, Ve R™ telque T.<U,<T, et T_<V.<T, V 1<i<nt od T_, T, sont donnés par

(2.34). Définissons alors les erreurs d’intégration € (AA*) et 17 (AA?) par :
p

N
max LU, 4)-L7,%)| Ad

=) <i<nt
=| max L"(ﬁi,l)—L”(‘Z,l)|d/l— max| L (0, 1)~ L' (V,, 1) | dA+e (AX)
0 <i<nt . <i<nt

y 1 oL ~ 1 oL -

T (T A (VA | AA

Z; 5223;( lc(Ul) aT( i k) ﬂ,c(‘/l) aT(z k)

r 1 9L = 1 oL
= = U,l = V,}/ dl

Ll vay w OP 5 ar @ )'

r 1 oL -~ 1 o -
_ (U, A) - ——— = (V.,A) | dA+1 (AN
Ty T 0P o @ )’ e

Définissons la constante y par
85: .o'.'}/\y_1 _T+2
(A ()

v= (4 ATH+T, - 7;) (4.8)

Hypothése 4.5 : On suppose que le pas A6 est suffisamment petit pour que les deux
conditions suivantes soient satisfaites : 0<c<1 et ; 20 pour tout 1<k <Ent(nt/2)+1 (on

démontrera par la suite, lemme 4.30, qu’il existe bien un pas A8 suffisamment petit qui

vérifie la deuxi€éme condition).

Hypotheése 4.6 : On suppose, pour A__ fixé, que le pas AA est suffisamment petit pour que

les deux conditions suivantes soient satisfaites :
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3

- max

1<i<nt

L"(ﬁ,.,/l)—L”(xZ,/l)| dA+e(AP) <0
T 1 or’ -~ 1 or

t - — (U ) —————=(V,A) | dA+1(AV}) £ 0
e Jmax @) o Oy ar o | A (AR

Par ailleurs, des criteres de convergence concernant les données initiales vont apparaitre pour
les problémes non linéaires du schéma numérique en question. Nous allons les énoncer :

Hypothese 4.7 : On considere 1’algorithme de Newton pour la résolution des problémes non
linéaires (3.58) et (3.59). On suppose alors que la donnée initiale du schéma (3.58) :

= = - -
T eB(T,5) avec § <8/7 et que la donnée initiale du schéma (3.59): T © € B(T,n)
avec N <A (1) /7y, -

Nous allons maintenant établir les principaux résultats obtenus dans ce travail. Rappelons
pour commencer le schéma numérique (3.41), (3.58) et (3.60). Celui-ci est donné par :

. Z(xi,l'tj,ﬂ’k)_Z('xi—l’nuj’a’k)

h +o—e(:u'j’a’k)'z(xih"l’j’lk)

M

P, - w40 L(x, i, 4) +0,(1;,4) - L(T, A4,)

~.
]
LN

) Z(xi+l’_lu'j9z’k)_ Z(xi,_uj’lk)

h +O-g(,uj’)'k)'z(xis_.uja}“k) (49)

1 TH,

M=

P('ul - _'uj’ﬂ’k) ’ Z('xi’”’l’/lk)+O-a(l'l'j’2’k)'l'o(f:"’/lk)

N
1l
—_

LOu A)=LT.N) s LE~p;,,A)=LT;A)

pour 1<i<nt,1<j<m/2 et 1Sk<N,

?Hl -2 ?i + ?,q
—_ 2
?0— = ]Ta ) ?nrﬂ = ]TE

4o (B(TY)). =21 F V1<i<nt
7 (@), = 2m - F, b= (4.10)

et

¥ (T)=T V1<i<nt (4.11)
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avec les notations données au chapitre III. Alors, on a les résultats suivants :

Théoreme 1 (existence) : Sous les hypotheses 4.1 2 4.7, le schéma numérique donné par (4.9)
(4.10) et (4.11) admet une solution (f,Z). De plus, cette solution vérifie T < ]~’, <T,
Vi<ism et L(T,A4)+0(A8%) < L(x,u;,A4,) < L'(T,,A,)+0(A0%) V 1<i<nt,
1ISj<metl<k<N.

Ainsi, moyennant une petite erreur sur le pas angulaire A8, nous retrouvons I’encadrement
de la solution continue (Théoreme 1 du chapitre II).

Proposition 2 : Sous les hypothéses du théoréme 1, la luminance approchée L donnée par le

schéma numérique (4.9) est une fonction monotone de TO,TE,T~ dans le sens que si
0<S§, ST <400, 0<S§,<T;<+oo et 0<,S~’,. Sf}<+o<> pour tout 1<i<nt, alors
L(S,S,,8,) (ot ) S LA, T,,Tp) (%, 1;,4) V 1<i<nt, 1S j<m et ISk<N o l'on

note L (T',T,,T,) laluminance approchée associée aux températures T,T,,T,.

Ainsi, nous retrouvons la méme propriété de monotonie que posséde la solution continue
(Proposition 2 du chapitre II).

Théoréme 3 (unicité) : Sous les hypothéses du théoréme 1, la solution (7, L) est unique.

Théoreme 4 (convergence) : Sous les hypotheses du théoréme 1, le schéma numérique donné
par (4.9) (4.10) et (4.11) est convergent: la solution approchée (T,Z) converge vers la
solution (7T',L) du systéme (2.1)-(2.6), lorsque les pas A —>0, A8 >0, AL —>0et A, — oo

comme 1/AA . C’est un schéma d’ordre un en 4, quatre en A@ etunen AA.

A partir de maintenant et tout au long de ce travail, nous supposerons que les
hypotheses 4.1 a 4.7 sont vérifiées.

Nous pouvons remarquer que nous n’avons aucune restriction concernant le pas en
espace h. Notons aussi que 1’ordre de précision du schéma en angle 6 est le méme que celui
donné par la formule de quadrature approchant 1’intégrale en 6. L’ordre de précision du
schéma en longueur d’onde A est donné par celui de la formule de quadrature approchant
I’intégrale en A abaissé d’un. Pour améliorer les ordres du schéma (en 6 et A), il suffit alors
d’utiliser des formules de quadrature plus précises : il faudra supposer plus de régularités (en
6 eten A) sur les coefficients radiatifs et la luminance.

Le plan de I’exposé qui va suivre est le suivant. Dans un premier temps, nous faisons

une étude d’un schéma numérique plus général que celui donné par (4.9). Ensuite, nous
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formulons le schéma numérique couplé (4.9) (4.10) (4.11) comme un probléme de point fixe
discret et nous montrons que celui-ci a une solution unique. Enfin, nous montrons la

convergence de la solution approchée (T,L) vers la solution continue (7,L) du systeme

(2.1)—(2.6), en établissant successivement des preuves de convergence pour L et T . Par la
méme occasion, nous donnons une preuve de convergence du flux ‘‘approché’’ Q, vers le

flux continue Q..

4.2 Convergence du schéma numérique pour le systeme couplé

4.2.1 Existence et unicité de la solution d’un schéma numérique pour un probléme aux limites

auxiliaire

Dans cette partie, nous nous intéressons a la discrétisation du probléme aux limites
donné par (2.16). Nous proposons, pour discrétiser I’équation, un schéma numérique du
méme type que celui proposé pour I’ETR et donné par (4.9). Nous donnons alors un lemme de
convergence pour ce schéma. De plus, comme pour la solution continue (lemme 2.5), nous
montrons que la solution du schéma discret préserve la propriété de monotonie.

On considere le schéma décentré a gauche pour les valeurs O < 4 <1 :

Z(x,'a,uVjaﬂ’) _Z(xi—l’u‘j’/l)
M- n

+0'e(li,-,}~) ’ Z(x,.,,uj,l)

A
]
~
NGk

P, = p;, ) L s 1)+ H (x5 4) (4.12)

=
Il

1

| pour 1<i<nt,1<j<m/2

et on considere le schéma décentré a droite pour les valeurs —1< <0 :

-

. Z(xi+19—#j’)1’) - Z(xi’_.uj’/l)
h

—H; +0,(1;,A) - L(x,—p1;,A)

P(.u‘k -—->—Hj,)L)'Z(xi,,uk,ﬂ,)+H(xi,—,u,j,l) (4.13)

NgE

4 =

~
]

1

| pour 1<i<nt,1<j<m/2

Pour compléter le schéma, nous imposons les conditions aux limites discretes suivantes :

LO,u;,A)=¢,(1;,A) et L(E~p;,A)=¢,(—11;,A) V1< j<m/2 et A€ (0,%0) (4.14)

Le systeme d’équations {(4.12) (4.13)et (4.14) } s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire :
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(M, ~N,) K, =F,

(4.15)

ou M, et N, sont deux matrices carrées de taille nz-m. Chacune des deux matrices est

donnée par une décomposition par bloc. N, est diagonale par bloc :

G,

ou GA=|:

P, P;
L

(P;)jk :P(.uk _).uja/’L)

(4.16)
(le_)jk = P(‘u'k - _lu’j’ﬂ’)

G, est une matrice carrée de taille m. P; et P; sont des matrices carrées de taille m/2.

La matrice M, est donnée par :

*

U

1

*
avec U =

My=—-U-C+D,

i,

4.17)

lu'm/2
=/

(4.18)

—Hu _

U est une matrice diagonale de taille nt-m et U’ est une matrice diagonale de taille m.

[ C, C,
Cl CZ C3
C C,C, O
C= T
Cl C'2 C3
0 C G, C,
C1 Cz_

(4.19)

C est une matrice tridiagonale par bloc de taille nt-m et C,, C,,C, sont trois matrices

diagonales de taille m. I désigne la matrice identité de taille m/2.

2ea

avec Y., =

[ 0. (1)
Ge (lLl’mIZ’A’)
4.20)
O-e,(.u'ls/l) (
O-e (um/Z’}’)_

D,, est une matrice diagonale de taille nt-m et )., estune matrice diagonale de taille m.
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Lemme 4.8 : La matrice M, est inversible.

Preuve :

En utilisant I’expression de la matrice M, donnée par (4.17), on a

1

M,=D, 0,

4.21)

ou Q, =(I+—};-D;11 -U-C) et I désigne la matrice identité. D’aprés I’hypothese 2.12, la

N

matrice D,, est inversible. Il reste donc a montrer que la matrice Q, est inversible. La

matrice Q, est donnée par

h ) O-e(lu’mIZ’a‘)

—B/{I ¢, -
_Aa BZI _Cx
—-A, B;' -C, O
0, = . o
‘A/l Bil _Cx
O —-A, B; -C,
i ~4A, By |
Uu, 0 vV, O 0 0O
avec A= ; B, = ; G =
0 0 0 VvV, 0 U,
ou
i L ] h'o-e(.uvﬂ’)
h'o-e(:u”l’/l) ,Ltl+h'0'e(‘u1,/l)
U, = g et V,= E
‘um/2
L h'o-e(u’m/Z’l) ] L

:u’m/2 +h 'O-e(.u'mlzaz’)_

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Notons que Q, est une matrice tridiagonale par bloc et chaque bloc est une matrice diagonale

de taille m. Les matrices U, et V, sont de taille m/2. Par ailleurs, il est facile de voir que Q,

est une matrice a diagonale strictement dominante. Elle est donc inversible et son inverse est

donnée par :

[ B, GB CIB - Xean
A-B> B, C, B :
A>.B} A-B> B, C,-B
0;' = )
CA‘B,%
AT 4B B,

(4.25)
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La matrice Q; est une matrice de taille nt-m constituée de blocs et chaque bloc est une

matrice diagonale de taille m. Notons au passage que 4, -C, =C,-4, =0. O

~

K, estun vecteur de taille nt-m donné par :

Z(xi’.ula;l)

=5k Z i ’/l
KX — N(xz ‘u“m/2 ) (426)
L(-xi,_.u'l’z')

L z(xi’_l'l’mIZ’A')_

1<i<nt

F, estle vecteur ‘‘second membre’’ de taille n¢-m donné par :

1 L[]
f;t(x1)+z'U |: Ooj'
fx(xz)
F, = _ 4.27)
fl(xnt—l)

1 .| 0
T e

ou pour I'indice i fixé, f,(x;) estun vecteur de taille m donné par
i (x,-)}
I (x)
i (x) et f, (x,) sont deux vecteurs colonnes de taille m/2 donnés par
frey=lrE.e.n], ..,
fray=laa—unn]_

F(x) =[ (4.28)

(4.29)

@’ et ®* sont deux vecteurs colonnes de taille m/2, donnés par les conditions aux limites :
A |7
(I)a - lL(O’fuj’)’) JISjSmIZ

- (4.30)
(I)g = [L(E’_'uj’}’) ]lstm/Z

Nous allons maintenant montrer que le systeme linéaire (4.15) admet une solution unique IZ; .

Au préalable, nous donnons deux lemmes auxiliaires utiles a la démonstration.
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Lemme 4.9 : Soit &, a deux réels tels que 0< o <1, x>0 et N =1 un entier naturel. Alors,

on a
N k-1
Y LAY
i (0 +x)
preuve
N+l
o
N k-1 N k N k 1-
z o xzi.z o =£Z (04 _;x-zi o+ x _ﬁ
= (a+x) o o \a+x o = io+x a a (o o
oaO+x
o+ x o Y| x a Y
o a+x o a+x
1
Lemme 4.10: w M;' -N, ”mSc<1 et l” M;l‘m < ———— ou c est la constante donnée
C, +0,
par (4.6) et 6, &, sont les constantes données par (2.12).
preuve :
La matrice M;'-N, (=Q;'-D_, - N,) est donnée par
BA-G:{ C,I-Bf-G; CfBi-G; ...... C,'{"l-B,’{’-G;
A, -B;-G, B,-G, C,-B-G, :
A;-B;-G, A,-B;-G, B,-G; C,-B;-G,
M;' N, = : : 4.31)
: C, B G,
A/'{'"I-B;"-G; cer e AA-B,%-G; B&-G;

N * . , N ,
ou G, est une matrice carrée de taille m donnée par

* R}T R}? P(Al'l’k —)[.L,l) . P(.uk _9_#-,/1)
G, = avec (R}), = ! et (R)), = !
* {R; RJ B o, (1), M) i o, (1, A)

R; et R, sont des matrices carrées de taille m/2.

Si on développe les produits de la matrice M;' - N, donnée par (4.31), celle-ci s’écrit encore

de la facon suivante :



-1 +,1
|5 53

S ST
0 0

[ 8% 87
N

(S s [ o o]

S 877
Syt S
St STL

il

81 8y

S;,nt S;,nt
0 O
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[ 0 0
B

0 O

-2 +,2
Sl Sl i
+1 Q-1
Sy Sa

[0 0]
S,* 8]

-1 +,1
Sy S L

0

ol les matrices ;" et S;” pour 1<i < nt, sont données par

(S)T’i)jk -

(

S;i)jk =

---------

.........

C[sese s s
0O O

_ :u;‘—l'h'o-e(.u‘jyll) P(:u’k_>,u]’l)

(.uj+h'o-e(.uj’/l))i
_ ﬂ;—l'h'ce(ﬂj,ﬂ,) .P(,Uk—)—,u.j,ﬂ,)

Ge(ujiﬂ’)

(:u’j +h'0'e(,uj,ﬂ,))i

o-e(l'l’j’/l{’)

Si% et S sont des matrices carrées de taille m/2.

Par ailleurs, on a

| w3, |

oo

,u;"l-h-O'e(,uj,},) )

o P, > p,2)

0

)

N
max ( z
1Ijsm/2 4
ISN<nt

En utilisant le lemme 4.9, il vient

N

i hoo, (i)

i=1 (,uj +h‘0-e(/~tja/1))i
En utilisant les relations (2.9), (2.12), (4.2), (4.5) et I’hypothese 4.5, on déduit

>

k=1

o, (u;,A)

)+ (

i=l (;uj +h'6e(.uja)“))i k=1

P, —p;, %) N ACTRORR N N D

o,(u;,A)

<1 V1EN<ntetl1l<j<m/2

)<c

o, (1;,A)

o, (1), 4)

)

Syt 8t
St S

0 j,
i S;’m—l S;,m—l

0 :l
i S;,nt—Z S;—,nt—2

(4.32)

(4.33)

(4.34)

pour tout 1< j<m/2 et A € (0,0) ol c est la constante donnée par (4.6). En combinant les

relations (4.32), (4.33) et (4.34), on obtient

Jorit - |

ce qui démontre le premier point du lemme.

_<cx«l

(4.35)

ow

0
S;,nt S;,nt
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a partir de la relation (4.32), en prenant dans ’expression N, =1

o0

On déduit ensuite “‘ M} “

la matrice identité, i.e. d’aprés (4.16), cela vient a poser P(u, — p ;»A) =0, (le symbole de
Kronecker). Dans ce cas, il vient

’ = max i ll‘h'O'(‘LL ) ) 1
T ogEm G (ko (U A) T 0, (A)

En utilisant I’inégalité (4.33) et ensuite la relation (2.12), on obtient :
1 1

”m < max L on— d
i<jsm'2 o, (U;,4) &, +6,

| a3

| a3

Proposition 4.11 : Le systéme linéaire (4.15) admet une solution unique K .

preuve :
On peut résoudre le systeme linéaire (4.15) par la méthode itérative suivante :

M, K"V =N, K"+ F, (4.36)

iéme

ol on désigne par K;™ la n®™ itération de K. Cette méthode est convergente lorsque

_1.

p(M;l-Nl)<1 (voir [16]). Sachant que p(M;l-NA) < on en déduit

finalement le résultat énoncé, en utilisant le lemme 4.10. (1

4.2.2 Convergence d’un schéma numérigue pour un probléme aux limites auxiliaire

Nous allons a présent établir la convergence du schéma (4.12), (4.13) et (4.14), au sens

de la norme vectorielle || . ”m et de la norme matricielle subordonnée correspondante. La
démonstration repose de facon essentielle sur le fait que les normes m . mw des deux matrices

M;' et M;' - N, sont bornées indépendamment du pas h.

Proposition 4.12 : Soit L la solution approchée vérifiant le schéma discret (4.12), (4.13) et

(4.14). Alors, on a la majoration suivante :

max | L(x,, 5 4) = L0x, 114 | =] L6, 2 = £ ) .

1<i<nt

1Sj<m
AG* -7 ‘ [ |
o (U,A)-P(u—> U, A)-L{x, 1, A
< - T €l-11]
].— 6;“*’6— h 2
+—- 8 A
2 (xl:)I:Q ax (x‘u )

pour tout A € (0,0), oli ¢ est la constante donnée par (4.6).
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preuve :
D’aprés 1’étude théorique faite au chapitre II, la solution L de (2.16) vérifie

L(,u,A) € C*(0, E) pour tout pe[-1,11\{0} et A€ (0,00). La formule de Taylor donne,

pour i =1,2,........ ,ntet j=1,2,..... ,m
aL L(xiy,l‘l"aﬂf)—L(xl‘_ 1#',2’) h azL
g(xi,,uj,/l)= / h St +5-¥(xi+ai-h,,uj,/l)
oL L(x,, 1, A) = L(x;, )b, A) b 9°L
a_x(xi’:uj’)’): g h : _E'gcT(xi—i_ai'h’lJ'j’i)

avec ‘0‘[|<1 V1<i<nt.

Par ailleurs, pour approcher le terme intégral de 1’équation (2.16), nous utilisons une formule
de quadrature de type Simpson composée. Alors, pour i =1,2,.....,nt et j=1,2,...,m,ona:
1
1 1 1 1 '
5 j o, (1, A)-P(L'— p;,A)- L(x,, 1', A) du
B (4.38)
> Py, = 11, 2) LG 1, A) + £ (AD, 11, %, 11, A)

k=1

ol &, est un réel qui représente I’erreur d’intégration donné par
CARY 2N
2880 ou*

Exprimons a présent que la fonction L est solution de (2.16) aux points (x;, 1t j,/l) 1<i<nt,

&(A0, p,x;, 1, A) =— [o, (. 2) P(u— HisA)- LG, 1)]-sin @) (4.39)

1< j<m, Ae (0,00) en remplagant les valeurs %li (x,,44;,A) par les expressions ci-dessus et
X

en remplacant le terme intégral de 1’équation par la formule de quadrature donnée par (4.38).

11 vient alors :

y EG b Ll )k 9L
J h 72 ox’

(X, +0 b, )+ 0, (1, A) - L(x,, 14, A)

= P, = 1, 2)- Lt 1, A) + (A8, 1,3, 14, 2) + H (3, 1, A)
k=1

pour 1<i<nt, 1< j<m/2

L(xi+ ’_:u"s}')_L(xi’_ ’A’) h azL
i’ 1 : h ‘u] +‘uj.5‘?(%+ai'h’_.uj’ﬂ')+o-e(ﬂj,ﬂ')'L(xia_,uja/l)

=

M=

Plpt = =, 2) - LG by, 2) + €, (A0, 1y =4, ) + H (5=, A)

1

x
Il

pour 1<i<nt,1<j<m/2
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Ce systeme d’équations s’écrit sous la forme matricielle suivante :
(M, =N,)-K,=F, +&, ,, (L) (4.40)
ou M, et N, sont les deux matrices données par (4.16) et (4.17). F; est le vecteur donné par

(4.27) et K; est le vecteur ‘exact’ de taille nt-m donné par :

i L(xi 9I'L1 9/1)
* L 2 !A’
K}' - (xz :u“m/2 ) (441)

L(x ’ ‘LLI,//L)

L L(xi’_:umﬂ’l)_ 1<i<nt

€, 40 (L) estle vecteur ‘erreur’ de taille nt-m donné par :

[ h L
-l = (x5t “hy y, A) +E5(AB, 1, X, 1y, A)
2 ox
h oL
—.um/z 2 ax A‘)+83(A9 ‘u'a-x,aumlzs)’)
€, 00 (L) = W 9L (4.42)
_:ufz'_a‘x—z‘(xi"'ai 'h’_l’l‘lﬁa’)+83(A0’:u"xi’—:u‘1’)’)
h 0°L
My = = (X, 0 - by ,um,z,l)+£3(A9 H,x,— »umIZ’A’)
L 2 ox’ Jigigm

Des équations (4.15) et (4.40), on déduit

(K, -K,)=M;" "N, (K, -K;)+M; €, ., (L) (4.43)
Par suite,
<|miw || o L e (4.44)
En utilisant le lemme 4.10, on obtient
1 1
| v el LI B (4.45)
et il reste a combiner avec I’inégalité
Y ARY 7 9
£ L) < su o (A -P(u—u',A)-Lix,u,A
€100 D < = s | ——lo,(u2) P(u—p,A)- Lz, >]|
HErLA] Qa (4.46)
h ’L
+—- sup F(x,ﬂ,ﬂ,)’
(x, e X
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Nous terminons maintenant ce paragraphe en donnant un résultat de monotonie et un lemme
technique qui servira pour la suite. Auparavant, nous donnons un lemme auxiliaire.

Lemme 4.13 : Soit fun vecteur de taille nt-m. Si f,20 V 1<i<nt-m alors (M;' - f),20
et (N,-f),20 V1<i<nt-m.
preuve :

C’est évident pour la matrice N, donnée par (4.16) car, d’apres la remarque 3.2 du chapitre
I11, tous ses coefficients sont strictement positifs. En ce qui concerne la matrice M, d’apres
(4.21), celle-ci est donnée aussi par M ;1 =Q;' -D;ll . D’apres (4.20) et (4.25), les matrices
Q;' et D} ont des coefficients qui sont tous positifs. Par suite, la matrice M;' a aussi tous

ses coefficients positifs. Q

Proposition 4.14 : La solution L du schéma numérique (4.12), (4.13) et (4.14) est une

fonction monotone de ¢_,¢., H dans le sens que si O<1//a(/,tj,/l)s¢o(uj,l)<+oo ,
0<yp(—p;,A) S @z (—L;,A) <+oo pourtout 1< j<m/2, A € (0,) et

0<G(x;,i;,A)< H(x,,lt;,A)<+o0o pour tout 1<i<nmt, 1<j<m, A€ (0,00), alors
LG, w,) (%, 1,,A) S L(H,9,,0;) (x,11;,A) pour tout 1<i<nt, 1<j<m et Ae (0,00)

ol 'on note L(H ,¢,,0;) la solution ‘‘approchée’’ associée aux fonctions H, ¢, et ¢,.

preuve :

Nous fixons 1<i<nt, 1< j<m, A€ (0,) et nous procédons par récurrence. D’apres
(4.36), il vient K" =M;'-N, -K;™ + M} -F; .

Posons pour n=0 : Ky (G,v,,w,)=K; O (H,¢,,0,)=0 alors

LGy, w,) (5, 1,,A) S LO(H,8,.0,) (%, 4, 4) .

Supposons maintenant que L™ (G,.v;) (x,1;,4) < L”(H,9,,0;) (x,,14;,A) . Formons
alors la différence des deux vecteurs K™ (H,¢,,¢,) et K" (Gw,,v,).

K"V (H,0,.0.) - K" (G, v,)

=M N, (B (H,9,.05) = KXV G W) + M3 (F (H.9,.0,) — F{ G,.¥))

Par hypothdse, chaque composante du vecteur K, (H,$,,0,)—K;"(Gw,,w;) est
positive. D’apres (4.27),
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A A
f).(H) ('xl)'_f;L(G) (xl).i_%,U* [ (I)a(¢o)"'¢)o(l//a):|

0
FH(H) (%) = f,(G) (x,)

Fy(H,$,,6:)~F, (GW,.¥;)= :

fx (H) (x,,,_1) - f/l (G) (xm~1)

*

A PR
h D% (9,) -~ PL(W,)

L H) (x,) = f,(G) (x,) -

D’apres (4.28) et (4.29),

lH(xi’“j’;L) -G(xi"uj’)’) JISjSmIZ
[H(xm18,,2) ~ G112 |

f(H) (%)~ f,(G) (x,.)zl

1<j<mi2

pour tout 1<i<nt et A € (0,00). Par hypothese, f,(H)(x,)— f,(G) (x,) est donc un vecteur

qui a toutes ses composantes positives. D’apres (4.18) et (4.30),

. [ LIS AT RYRCATRORACHD) J}
0 0

: 0 T 0

~v [ ! N | 2 ]

Oy (9e) - P (W) ] |[LH (Gp (1 A) =Y (-1, A) 1< j<m/2

Par hypothése, ces deux vecteurs ont aussi toutes leurs composantes positives. Par suite, le
vecteur F; (H ,¢0,¢E)—F; (G,w,,w,) a toutes ses composantes positives. Pour conclure la

preuve du lemme, il suffit d’appliquer maintenant le lemme 4.13.

Lemme 4.15: On suppose que 0<G(x,H;,A)<H(x,1;,A)<+eo pour tout 1<i<nt,

1<j<m et A € (0,), alors la solution L du schéma numérique (4.12), (4.13) et (4.14)

vérifie T;—hh—wr-(H(xi,uj,/l)—G(xi,uj,Z.))SZ(H)(xi,/,Lj,/l)—Z(G)(xi,uj,l) pour tout
&

e
1<isnt,1<j<m et A€ (0,).
preuve :
Nous fixons 1<i<nr, 1< j<m, A€ (0,) et nous procédons par récurrence comme pour la
démonstration précédente. Toujours d’apres (4.36), on a K™ =M;'-N, - K™ + M;' - F; .

Posons pour n=0 :
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—H(xia‘ul’/ll) ] _G(xiaﬂl’)lf)
E;’(O)(H) — h —_ . H(x,',,u»m/zaﬂv) et K;:’(o)(G) _ h __ . G(x,',,urm/z,ﬂ-«)
1+h-&; | H(x,,—l;,A) 1+h-6] | G(x,,—u,A)
L H(xi’—:u’mIZ’ﬂ‘)_ I<i<nt L G(xi’_‘umﬂ’/ll)_ 1<i<nt

Alors pour n =0 larelation est vraie. Supposons maintenant que

L™(H) (x,11,,2) = L (G) (%, 1, 4) 2 ———
1+h-&

+ (H(x,1;,A)~G(x;,1t;,A)) et formons la
différence des deux vecteurs K;""V(H) et K;™™(G).
K"V (H)-Ky™™(G)=M;'-N, - (K;™(H)- K" (G))+ M;" - (F, (H) - F, (G))
Par hypothése, chaque composante du vecteur K ;"™ (H)—K;"™(G) est positive. Alors, par le
lemme 4.13, le vecteur M;'-N, -(K;™(H)—-K;™(G)) a toutes ses composantes positives.
Ainsi, £ (H) (x,,1,,4) — L"0(G) (x 11, 4) 2 { M- (F (H) ~ Fy (G)) } (3, 11,,2)
Par ailleurs, d’apreés (4.21) et (4.25), M;' =Q;' D, et Q;' =A + 8B, ou A estla matrice
Q;' sans les blocs diagonaux et B, est la matrice constituée des blocs diagonaux de la
matrice Q) . Ainsi,
LoD (H) (5,1, 0) = L%0(G) (x,1,,4) 2 {A, D3 - (Fy ()~ F{(G) } (%, 11, 1)

+{B,- D3 (B ()~ F(G) } Gty )
Par hypothése, F, (H)— F,(G) est un vecteur qui a toutes ses composantes positives. Les
matrices A, et D;; ont tous leurs coefficients positifs. Par suite,
L (H) (5,1, = LG (1,04 2 {B, - D3 (F{(H) = F{(G)) } (5,14, )
D’apres (4.20), (4.23) et (4.24), il vient

h .
CCH (%, 1, A) = G 1, A
Ty et =Gy B

LD (H ) (35,1, 4) = L (G) (3, 145,4) 2 |
7

2T h e (H(x,.,,uj,l) —G(x;,1;,A)) en utilisant la relation (2.12).
. O'e
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4.2.3 Probléme de point fixe

Dans ce paragraphe, nous montrons que le schéma numérique couplé donné par (4.9),
(4.10) et (4.11) peut se résoudre, par analogie avec le point fixe compact du probléme
continue vu au chapitre I, a I’aide d’un point fixe discret portant uniquement sur le champ de

3

températures ‘‘approché” T = (f.)ls,.sm. On procede en définissant une application point fixe

~

F:D — D,par
FT)=T (4.47)
on T vérifiera le schéma discret (4.9), (4.10) et (4.11). L’ensemble D est donné par
b={ae R™ |T <& <T Vi<i<m }=[T,T]" (4.48)
ou 7, T, sont donnés par (2.34) et nous munissons D de la norme infinie usuelle dans R™ .

L’application F va dépendre, bien entendu, des parametres 7,7, ,0,,0,, P. Notre objectif

est de montrer que 1’application & est bien définie, continue, croissante (de f,];,TE) et

qu’elle admet un unique point fixe.

Pour simplifier les écritures qui vont suivre, nous introduisons 1’opérateur linéaire M (cC’est
I’analogue discret de I’opérateur M donné par (2.41)) défini par

N
(M g), =Y, Y, g@x.p;A)sin®,)-C)-AL V1<i<n (4.49)

k=l j=1

Nous allons maintenant donner la formulation du point fixe. Nous exprimons 1’application F

comme la composition de quatre applications non linéaires, soit :

F=PlodoBol (4.50)

Les applications ¥, A4, B et (' sont les versions discrates des applications W', A ,® et O
établies dans le cas continue. Au préalable, nous définissons une application &¢:D— D
telle que pour T € D, P (T) est la solution approchée de I’ETR, donnée par le schéma
numérique (4.9). L’ensemble é est donné par
5 ={ ge R™™N | /(1 ,4)+C,, T)<g, . SL"(T+,2,,()+C,.J,,((T+)} @)
o Vi<isnt,1£j<m,1<k<N

avec une majoration sur C, ,, donnée par

i,j.k

max |C (T)‘< A94. 1 L (T, M) su 0* [0' (,ul)-P(u—Ht'/l)]
tgign | T 1 6, +6; 2880 ue[[gl,ll]] quit g
<jSm iy

pour tout 1<k < N ou c est la constante donnée par (4.6). Par ailleurs, on munit 1’ensemble

D de la norme || . Hl,w définie par
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o

¢, A ||, =max | g(x,p,4) | ¥V 1SESN.
1<j<m

N
”g”L""zx Hg(,,/lk)HNA)L 0
k=1

L’application & est I’analogue discret de 1’application & .

Nous définissons alors 1’application ¢:D — DxD en posant pour TeD, 0 (T’) = (f , I~,)

~ ~ o~

et L=29(T).

Nous définissons 1’application @ : DxD — D en posant pour TeD, F=(®@o() (T) od

F est le vecteur de taille nt donné par (3.56) et 0 (T) = (T’, Z) e DxD.L’ensemble D est

donné par

D={feR™ |# o, L@T)<f<M o, 'T) ViSisn| (452
et on munie I’ensemble _DN_ de la norme infinie habituelle dans R™ .

L’application A :é' — D est définie comme il suit. Pour Fe D (F =(E)15ign,), nous
définissons 7 = (f)lsl.sm = A(F, T,,T,) comme étant la solution du schéma numérique donné
par (4.10). L’ensemble D est donné par

D={#eR™ |T <#<T, Vici<m | (4.53)

olt T, YT,r sont donnés par (2.48) et nous munissons D de la norme infinie habituelle dans R™ .

et enfin ‘f’c‘l : D - D on pour T = (—f)lgsm eD , (?) est la solution de 1’équation (4.11).

De manicre plus synthétique, on a

SO
o = @
— T

_ c _ &
(D, -ll.x,) — (D, -||.,<,)><(Q, -||1,.,°) —> (D,
T — (T,L) — F

A
) — @,
%

]

Comme dans le cas continu, les applications F ,U'Z, CEN’, 5 et Q dépendent aussi des
conditions aux bords T,,T, et cette dépendance est importante. Quand c’est le cas, nous
donnerons la dépendance explicitement en écrivant, sans alourdir les notations,

FT,T,T,),AF,T,T,), ®T,T,,T,), CT,T,,T,) et T ,T,,T,).
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Nous allons maintenant nous intéresser aux applications &, ( et donner quelques propriétés

qui portent sur la solution approchée de ’ETR. Pour commencer, nous allons montrer que les

applications & et (' sont bien définies.

Théoréme 4.16 : Soit T € D ol D est donné par (4.48). Alors, ’ETR a une unique solution

approchée L donnée par le schéma numérique (4.9).

preuve.

On pose H(x,.,,uj,l)=Ga(/,tj,/l)-L”(7~’i,),) pour tout 1<i<nt, 1<j<m et A€ (0,00),
¢, (u;,A)=L(T,,A) et @ (—p;,A)=L(Ty,A) pour tout 1<;j<m/2 et Ae (0,%).
Ensuite, on applique la proposition 4.11. U

Théoréme 4.17 : ¢ est une application continue de D vers DxD.

preuve.
On prend deux couples d’éléments @,L), V,L ')e DxD tels que 5((7) =U,L),
4 (17) = (‘7, L ') ou L et L ' sont les solutions approchées de ’ETR. Alors, si nous reprenons

de nouveau les calculs donnés par la preuve de la proposition 4.12, nous déduisons que

<—._"a

~ ~—

l1-¢c 6,+0,

1 & | L"(ﬁ,lk)—L"(V”lk)Hm

HZ(9 "/lk)_z'(', ',/’Lk)

pour tout 1<k < N ol c est la constante donnée par (4.6). En multipliant la relation par le pas

AA et en sommant sur tous les 1<k < N, il vient

- ot 1 6+ N - -
I-L| «— % . L@,A)-LV,A ) AL
] a2 lr@a-rda)|
L’hypothése 4.6 conduit a :
. 1 5+ = ~ ”
L-L') s 22 ’ r@0-rd,n|| d
100 1—C O-a +O-s 0 hed

En utilisant la relation (2.8), on obtient

o~

P-f)| s B2 g-v

~ ~ |

< cste-HU—V

) oo

Proposition 4.18 : Sous les hypotheses du théoréme 4.16, la solution approchée de ’ETR

& (7~" ), donnée par le schéma numérique (4.9), est une fonction monotone de 7,,7, T dans le



137

sens que si 0<.S) ST <+oo, 0< S, ST, <+oo et 0<5~‘i S]N“,.<+oo pour tout 1<i<nt, alors
P(8,8,,85) (% 1, A) S LT T, T,) (ko fhyo Ay) ¥ 1Si<ni, 1€ j<m et 1SS N,
preuve.

On pose H(x, U, A)=0,(1;A) L'(T,A,) pour tout 1<i<nt, 1<j<m et 1Sk<SN,
o, (1, A) =L (T, 4) et ¢,(—u;,A)=L (T, A) pour tout 1<;j<m/2 et 1<k<N.

Ensuite, on applique la proposition 4.14 en utilisant la remarque 2.1. a

Corollaire 4.19 : Sous les hypotheéses du théor¢me 4.16, 1< (TYye D, ol I'ensemble D est
donné par (4.51).
preuve.

On suppose que la température 7 est constante dans le milieu. Dans ce cas, d’aprés les

relations (2.9) et (2.11), L’(T,A) est solution de I’ETR. D’aprés la proposition 4.12,
L"(T,/lk)+C,.’j,k (T') est solution du schéma discret (4.9) ou C,; (T) est 'erreur entre la
solution exacte et la solution approchée, qui vérifie :

1 1 4 . 4
max Cl]k(T)’S C— ~_'A0 n_L”(T’A(k). sup a 2
isisne |00 1-¢ 6,+6, 2880 pel-111 | OU

1<j<m a wel-11]

[o,(1,2,) P(u — p',A,)]

V1<k < N. En utilisant la monotonie de I’application < donnée par la proposition 4.18, il
vient : ST, T.,T.) (%, 1, 2) S LT, T L) (3, 1, ) S L (T, T, T) (s 10 )
avec P(T.,T.,T.) (x, 1, 4) = (T, A)+C, ,,(T) et L(I,,T,,T,)=LT,,A)+C,,,(T,) pour

tout 1Si<mt,1<j<metl<k<N.

Maintenant, nous allons nous intéresser a I’application @& et nous donnons quelques
propriétés qui portent sur le vecteur F domné par (3.56). Le théoréme 4.16 montre que

I’application & est bien définie.

Théoréme 4.20 : @ est une application continue de Dx ﬁ vers é .

preuve.

~

Soit F,G e D et (U,D), (V,Z')e DxD tels que I?=C§(U~,Z) et (~}=@~(V,Z'). Alors

pourtout 1<i<nt,ona

~ N kil ~ ~t
F=G = X D 0u A) (Estt, M) =L (x,1,,4,)) sin 8,)-CF AR |

=1 j=1

k
N m '
S&:-z Z’ Z(x,.,,uj,lk)—L (%, 14, 4) ‘-C?-A/l en utilisant (2.12)
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N ' - ) m
S5;~2 ‘ L(yA)—L (A) || -AA=6 - ’ L-L (d'apréslaremarque3.2,z Cf =1)
k=1 o Lo Jj=1
Par conséquent, Hf—é| S&:-(HZ—-Z' +Hl7—‘7’ )y Q
- L -

Proposition 4.21 : Sous les hypotheéses du théoreme 4.16, F= (@o 4 Y(T') est une fonction

monotone de T;,TE,TN dans le sens que si 0<S, ST, <+oo, 0<S§,<T, <too et
O<§iSY~;<+oo V1<i<nt, alors (%3067)(5,S0,SE),.S(@oﬁ)(f,To,TE)i pour tout
1<i<nt.Parailleurs,si 7, =T, =T, V 1<i<nt alors F,.=M o, L’'(T)V 1<i<nt.

preuve.

F s’écrit encore sous la forme: F =M o, OC? (7~",T0,TE). Alors, le résultat de monotonie
s’ensuit en utilisant la proposition 4.18, la positivité de 1’opérateur M et celle du coefficient

o, donnée par (2.12). Supposons maintenant que 7, =7, =7, V 1<i<nt. Alors, d’apres le

schéma numérique donné par (4.10), il vient ﬁ, = ((T)(?))i =M c,- L (f,.) Vi<i<smr. O

Corollaire 4.22 : Sous les hypotheses du théoréme 4.16, Fe D ou D estdonné par (4.52).

preuve.
Le résultat s’ensuit d’apres (@ ol )T, T.,T)S(@Bol)YTT.,T,), <(@0C)T,,T,,T,)

V 1<i<nt, comme établi dans la proposition précédente avec F’, =(@o 4 )T, T, T,), pour

tout 1<i<nt, (Bol)T.,T.,T)=M o,-L'(T) et (Bol)T,,T,,T)=M o, - [°(T,) O

Nous allons a présent étudier I’application A . Dans un premier temps, nous allons montrer
que I’application est bien définie i.e. que pour F= (f})lgism e D donng, le schéma numérique

semi-linéaire d’ordre deux (4.10) a une unique solution positive 7 € D qui satisfait les
propriétés de monotonie par rapport aux données. Au préalable, nous faisons une remarque

utile pour la suite.

Remarque 4.23 : D’aprés la remarque 2.1 et la remarque 2.8, la fonction @ donnée par (3.57)

est une fonction strictement croissante de 7' .

Théoréme 4.24 : On se donne Fe _ﬁ_ . Alors, le schéma numérique (4.10) a une unique

solution positive TeD.

preuve.



139

Pour commencer, prouvons par 1’absurde que T < f, © V 1<i<nt. Supposons alors que

3i,1<i <nt telque T, < T_. Dans ce cas, il existe un ensemble {n,,..,n,} contenant i, tel
que T <T VY n <i<n, et fnl >T, fnz >T . En utilisant la monotonie de ® (remarque

4.23), il vient (D (@), <®T) ¥V n <i<n,. Puisque FeD ie. ®T)<F <®(T)

V 1<i<nt,ona

I

T i —2'7:;+?i—1

X {((D(T))— }<0 V om<i<n,

Posons alors 7, =& +7T_ V n, <i<n,.Dans ce cas, &, 20,@20 et

(')Zm —2-55',- +&i—1
h2

En appliquant le principe du maximum discret, on déduit que 51. 20 V n <i<n, etensuite

<0 Von<i<n,

2T V n <i<n,. En particulier 7, 27_, ce qui est une contradiction. Par conséquent

~p|

<

V 1<i<nt. De maniére similaire, on montre que 7, <7, V 1<i<nt.

|

Pour résoudre le schéma (4.10), on applique la méthode de Newton [17]. (4.10) est équivalent

au probléme de point fixe G (?) =0 od G:D cR™ —R™. On note la énidme composante
de G par G,. Alors, on a

~

Gi(?)=27t-{(&)(?))i—f}}+%{——?i+1+2Y_N’l T}l Visisw

Soit VG:D cR™ — R™ xR™ la matrice Jacobienne de G. Elle est donnée par

le—-(z+'27c-h2-(&>'(f_r;)),.) sii=j
= = -1 .., ..
(VG(T))iJ,:a_g_(T) — sl j=i+louj=i-1
oT, h
0 sinon
ou, d’apres (3.57),
-~ —= N m aLo 0
@ (T)) =D 0,1 A) == (A) ——=—-sin(6))-CT-AL V 1<i<nt
k=1 j=1 oT (Tz)

D’apres la remarque 2.1 et la relation (2.15), il vient (&)’(?))i >0 V 1<i<nt. De plus,

v ?e B, VG(?) est une matrice a diagonale strictement dominante. Elle est donc

~

inversible. Par ailleurs, VG': D cR™ —R™ xR™ est Lipschitzienne. En effet, soient ?, Geb

~ ~

T,0eD telque T, = ‘I’c‘l(f) L6 =¥ (9:,.) V 1<i<nt.Alors, on a successivement :
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m VG (T)-VG () ”“’" =27 - max

@ (@), - (@ @)), )

& or oL ~ v
<2r-6 m , 0.,A)| AA sin (0.)-C% <1
,Z;«mm) = @)= w) S5Ok (2, sin(@)-C]<D)
szn-aa-j max | ——. O T,A)- ! aL( 0.,2)| dA
Isisnt l( ) ar A (6) aT
en utilisant ’hypothése 4.6. Par le théoréme de dérivation sous I'intégrale et (2.8), on a :

4.0-T

d 7 ol
— | I’(T,A) dA = T,A) dA =
dTl (T, ) j (T, 4)

Alors, on a successivement

m VG(?)—VG(E)’M

=3 A3
<8.6, -0 -max I _ 9"~
1<i<nt AC (Tl) AC (ei)
<860 ‘max 2,0)-T° - x(f)-§3| (en utilisant I'hypothése 4.2)
ALY isism e
<3929 max | 2,@)- @ -6°)+6° - A.6) - 4T | <

(L)) i

avec la constante de Lipschitz ¥ donnée par (4.8). L’algorithme de Newton est donné par :
=@+t =@

) = (n) = (n)
=T —(V&)'T )-GT )

= (0) =
et I’algorithme converge si la donnée initiale T € B(T,6) avec

o< ! — (4.54)

ve| ve @]

D’apres [18], | VG (T))_1

< % qui est une constante indépendante de 4. Alors, il suffit de

prendre 6 <8/y (cette condition est vérifiée par I’hypothése 4.7). Ce qui termine la

démonstration du théoréme. |

Corollaire 4.25 : Sous les hypotheéses du théoreme 4.16, le schéma numérique (4.10) a une

solution unique ? = (Jz 0Bol ) (f) tel que ? € B .

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théoréme 4.24 avec F= (@00~ ) (f). Fe é d’apres le corollaire
4.22. [

Maintenant, nous donnons un résultat de continuité pour I’application A.
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~

Théoréme 4.26 : A est une application continue de D vers D.

preuve.

Soit ﬁ,é € _DN_, l_7=u7((17,To,TE), ‘7=u7((é,7;,TE) et V?=§—‘?. Alors I?l; est solution du

probléme discret suivant

Wis —2-h‘iVi +Wia =2 { (&)(ﬁ)), —(&)(‘7))1 _(ﬁ, —5,-) } V 1<i<nt
Wo = anl =0

Sous forme matricielle, on a
AW =-21- { dO)-dV)-(F-G) } (4.55)
ou A est la matrice de discrétisation de I’opérateur —A en dimension un. En effectuant le
produit scalaire de (4.55) avec le vecteur W/— , il vient
(AW, W), =21 - (@U)-DW), W), +2r-(F -G, W),

En utilisant Ia monotonie de la fonction @ (remarque 4.23), on observe que le premier terme

du membre de droite est négative. Alors, on a

(A-W, W), <2r-(F-G, ivz)zszn-H W

74

<21 -nt* -
2

W

|| F-G]|

2 oo

oo

Par ailleurs,

2 2

<(A-W, W),

2

a)l-lW

Sa)l-‘W

oo

ou @, >0 est la plus petite valeur propre de la matrice A. Alors si W #0 et en divisant par

|7

, on obtient

~ ~ I

< cste-HF—-G

oo

|

oo

Nous terminons maintenant la discussion sur 4 avec un résultat de monotonie.

Proposition 4.27 : On se donne Fet G e D . Alors, I’application A est une fonction

monotone de TO,TE,ﬁ dans le sens que si T <SS <T <T, ; T <S,<T,<T, et
0<G, <F <400 V 1<i<nt alors A(G,S,,S;), S AF,T,T,), V1<i<nt.

preuve.

Posons U = A (ﬁ,To,TE), v =J(6,S0,SE)et W=U-V . Alors W est solution du probleéme

discret suivant
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Wm -2 V_Vi + W;‘—l
2

=27 {(&)(ﬁ))i—(é(?)),._(i;—é,,)} Vi<i<nt

Nous devons montrer que W, >0 V 1<i<nt. La démonstration est similaire 2 celle

présentée pour le théoréme 4.24. Par 1’absurde, supposons que i ; 1<i <nt tel que

~

W7i0<0, alors il existe un ensemble {n,..n,} (n, <i, <n,) tel que V_Vi=ﬁi—V,-<0

~

V n <i<n, et Wn, 20, an 20. Alors, puisque @ est strictement croissante (remarque

423), @@O) -@V), <0 Vnm<i<n, et F-G20 VI1<i<n, on a

i

WHI - 2“7‘7—;' +V—V-i—1
h2

<0 V n, <i<n,. En appliquant le principe du maximum discret, on en

déduit que W, >0 V n, <i<n,.En particulier W, >0, ce qui est une contradiction. [

N

Il reste enfin a étudier 1’application ‘T’C‘l. Le théoréme suivant permet de montrer que

I’application est bien définie.

Théoréme 4.28 : On se donne T € D. Alors, le schéma numérique (4.11) a une unique

solution positive T € D .
preuve.
Si on connait explicitement la fonction W', on a directement le résultat. Dans le cas
contraire, pour résoudre 1’équation (4.11), on applique de nouveau la méthode de Newton.
(4.11) est équivalent au probléme de point fixe (3.59) i.e. F*(T)=0 od F':DcR™ —R™,
Les composantes de F* sont données par

FT)=¢@)-T VIi<i<nt
Soit VF": D cR™ —R™ xR™ la matrice Jacobienne de F". Elle est donnée par

{wﬁ) Si i =)

0 sinon

* aF* ~
FT),=—20T
(VF (TI)), aT.( )

J

Y TeD, VF(T) est donc une matrice diagonale et d’aprés I’hypothése 2.2, chaque
élément de la diagonale est strictement positif. La matrice est alors inversible. Par ailleurs,

d’apres I’hypothése 4.2, la fonction A est Lipschitzienne. Par conséquent,

VF":D cR™ - R™ xR™ I’est aussi. L’algorithme de Newton est donné par :
f (n+l) _ ]'"-7 n) _ (VF*)—I (f (n)) . F* (T ("))
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et I’algorithme converge si la donnée initiale 7 ® € B (T, 1) avec

min
,r’ < 1<i<nt

(@)
7
Alors, d’apres 1’hypothése 4.2, il suffit de prendre 1 < A (T") 1y,, (cette condition est vérifiée

c

par ’hypothese 4.7). Avant de terminer la preuve, notons que la solution T appartient bien au

domaine D. a

Nous énongons maintenant un résultat de monotonie pour I’application point fixe & qui est
une conséquence directe de ce qui vient d’étre fait jusqu’a présent.

Proposition 4.29 : Sous les hypothéses du théoréme 4.16, I’application & est une fonction

monotone de To,TE,f dans le sens que si O0<S ST <400, 0<S, ST <40 et

0<S,<T <+ V 1<i<nt,alors F(8,S,,5,), <FT,T,,T,), Y 1<i<nt.
preuve.

Le résultat vient de I’expression de & donnée par (4.50), la remarque 2.8, la proposition 4.21
et la proposition 4.27. o

Lemme 4.30 : Supposons que la sous-solution que 1’on note (L,0) et que la sur-solution que
I’on note (Z ', \7), du schéma numérique (4.9) (4.10) et (4.11) existent. Dans ce cas, posons
TGkt A =L (51, M)~ (,1,,4) pour tout 1<i<nt, 1<j<m, Ae(0,00) et
7(0,,11],1): 7(E,—uj,l)=0 pour tout 1< j<m/2, A€ (0,). Par ailleurs, définissons la
quantité [ i‘ lorsque pour un indice 1<k <Ent(nt/2)+1 et A€ (0,) fixés, il existe

1< j<m/2 tel que J(x,,—H;,A) =0 ou j(x,,._. 1;,A)#0, par:

I; =

(G Qs s )+ T (Fppaais By M) - 1 510 (B,) - C

m/2

> |-

j=1

- z 81(A9,,u'5,u“j92’)'j(xpuj,z')'Sin(ej).C?

i=l  j=1

(4.56)

pour tout A€ (0,) et pour tout 1<k <Ent (nt/2)+1. Ent désigne la partie entiére et € est
Ierreur d’intégration donnée par (4.4). Alors, il existe un pas A@ suffisamment petit qui
vérifie I; >0 pour tout 1< k <Ent (nz/2) +1.

Preuve.

D’apres le lemme 4.15 et le corollaire 4.19, il vient

o< oW A)

(LW, =L U,A)) < F(x,1,,A) <L (T, A)+0 (A8Y)
1+h 6 ’
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ou encore en utilisant la relation (2.12)

G WAL NS T, DS LT, )OO (@5T)

e

0<
1+h-6

pour tout 1<i<nt, 1< j<m et A€ (0,). D’aprés la relation (4.4), &(A0,4,u,,A) —0

lorsque A6 — 0. Ensuite le résultat se déduit facilement. [

Théoréme 4.31 : Sous les hypotheéses du théoréme 4.16, I’application & aun point fixe

TeD qui est unique.
Preuve.

D’apres (4.50), F est donnée par §(f) = (‘f’c_l oAoBo CN’) (f) pour tout TeD.Alors F

est bien définie et va de D dans D. & est une application continue comme composition
d’applications continues d’apres les théorémes 4.17, 4.20, 4.26 et la remarque 2.8.

Définissons maintenant une suite en posant U® =T et U™ =g (U ") pour tout n>1. La
proposition 4.29 implique que la suite est croissante. Par ailleurs, elle est majorée par T, et
donc converge vers une limite U bornée. Par la continuité de & , U = g”(ﬁ ). De la méme
fagon, définissons la suite V@ par V©® =T, et V™ = (V") pour tout n>1. La suite V®
est décroissante et minorée par 7' et donc converge vers une limite V bornée telle que
V = (V). Soit maintenant la suite 7@ définie par 7@ e D et T™ =FT ™) pour tout
n>1. Alors, par la monotonie de & (proposition 4.29), il vient U™ <T.™ <V, pour tout
1<i<nt et n>0. Par ailleurs, si U =V alors par le théoréme de comparaison des suites

~

T® T =0 =V .1l faut donc montrer que U =V ou encore U =V en posant U, =¥, ()

et V=" (V) V 1<i<nr.Ladifférence W =V, —U, 20 V 1<i<nt, satisfait

W;‘H -2 Wi + Wi—l

0, (1, 2) - (K V), A) = L (¥ (), 4,)) -sin (0,) - C° - AL

& PN . . 4.58
1-22-3 Y 0,0, 4) - (PCE D) - FE DM (11, %) sin @) - €A 4
k=l j=1
V1<i<nt
—‘X_};z‘—vzmﬂzo

En sommant la relation surles 1<i<nt, il vient :
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=) Y i O, (1, ) - (L (B V), ) = (B (), 4,)) -sin (0,)- C° - AL (4.59)

i 0, (1, 2) - (P CET (V) = LOE @) (3, 18, 4,) -sin (0,) - CF - AL

Posons alors
_ B B 0¥ (T),2)

Fee @) = (e @t o {perda=| Vi<i<n
LY (T),0)

c sin (6,)-C/

sin (8,,,,) - CZ/z

C = avec C =
: sin (6,)- C;
L c’ i | sin (6,,/,)- CZ/zJ
et
[ 0, (4, A) ]
Zal ..'
. o A
D, = . avec Y, = “(i (u )A) (4.60)
. a 1°
Yar
L O-a(lu’m/Z’z’)_

Fy (¥ (T)) est un vecteur colonne de taille nt-m et pour I’indice i fixé {L" S (ﬁ),},)} est
un vecteur colonne de taille m. C est un vecteur colonne de taille nt-m et C* est un vecteur
colonne de taille m. D,, est une matrice diagonale de taille nt-m et Y, est une matrice
diagonale de taille m.

Alors, en utilisant le systéme linéaire (4.15) et la relation (4.59), il vient :

02—%-(171%_17",)
(4.61)

Il

2.y, (U=, =N, )" Dy ) (FL (¥ V)= F (8 @) . D, -C) A2

k=

LN

ol < , > représente le produit scalaire euclidien dans R™™.

Par ailleurs, pour tout A >0, on a successivement
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T

(=M, =N D) (Ff (¥, ) - F (22 @), D,y -C)

D} +(M, =Dy = N,)-(M, =N,)* Doy - (F (¥ (D)~ F{ (¥ @) . D, C)

(M, =Dy =N,)-(M, =N Dy (F2 (¥ V) - F(E @) €
=((M,-D,-N,)-J,,C)
en posant J, = (M, —N,)™ - D, - (F; (¥, (V) - Fy (¥ @)). T, est un vecteur de taille

nt-m et représente la différence de deux solutions (pour deux températures différentes) du

schéma numérique (4.9). On note ses composantes }(xi,u j,l) pour 1<i<nmnt, 1<j<m et
Jo,u A JE—u j»A) les conditions aux bords. En fait, on a :

TG, A) =LV (x, 1, M)~ L) (x;, 18;,A) pour tout 1<i<nr, 1< j<m, Ae (0,%0) et
j(O,,uj,/l) = f(E,—,uj,/l) =0 pour tout 1< j<m/2, Ae (0,0). D’aprés la proposition 4.18,

on déduit que (g? (ﬁ ), U et (g? (\7),‘7) sont respectivement sous-solution et sur-solution du
schéma numérique (4.9) (4.10) (4.11). Les relations (4.9), (4.15), (4.17), (4.20) et (4.59)

conduisent a :

<(M,1_Da/1—N/1)‘-7/1aC>

nt. mi2 = " .’A{ _ % o _’l
=308 LERD IO G ).
: - h J J
i=1 j=1
nt m/2 5 oy .’A’ 7 - "A
+ _u.](‘x1+l :Ll'j ) .](xl #J )'Sin(ej)cje

i h

I
—_
.
|
—_

. +
.[\4§

o,(1;,A) - sin (6,)-C) - j(x,. 11, 4)

1]
—
-,
{l
N

m

Y P, = gAY sin (8,)-C% - F (x4, 4)

=1 j=1

M
M

Wi
=

En utilisant la relation (4.1) et en sommant sur les 1 <i < nt, il vient :
(M, -D,~N,)-T,,C)=1,

ol I, est défini par (4.56). D’apres I’hypothése 4.5 et le lemme 4.30, on a :

<(MA—DM—N1)-7A,C>20 pour tout A e (0,00) (4.62)
Alors, les relations (4.61) et (4.62) conduisent a Wl = EVN—,,, =0. Notons que si
JOq—1;,A) = j(x,,1;,A)=0 V 1< j<m/2 et Ae (0,00) alors, on déduit directement,
d’aprés la relation (4.57), que 1;1 = W,., =0. En répétant la méme procédure mais en
sommant cette fois-ci (4.58) surles2 <i<nt -1, on aura WZ = V?m_l =0. Ainsi de suite, pour

avoir finalement W; =0 V 1<i<nt.Ce qui acheve la démonstration du théoréme. Q
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Nous pouvons maintenant conclure ce paragraphe sur 1’existence d’une solution unique au
schéma numérique couplé (4.9) (4.10) (4.11).

Théoréme 4.32 : Le schéma numérique donné par (4.9) (4.10) et (4.11) admet une solution

unique. De plus, la solution approchée (YN’,Z) esttelleque 7 € D et LeD ou D et D sont
donnés respectivement par (4.48) et (4.51).

preuve :
Le théoréme 4.31 assure I’existence d’un unique point fixe T € D.Alors T satisfait (4.10)
(4.11) avec F donnée par (3.56). Par conséquent, si L satisfait le schéma numérique (4.9)

alors le couple (T, L) satisfait le schéma numérique (4.9) (4.10) (4.11). D’apres le corollaire
419, Le D. Qo

4.2.4 Convergence du schéma numérique pour le systéme couplé

Dans ce paragraphe, nous montrons la convergence de la solution approchée (T,L) vers

la solution continue (7°,L) du systeme (2.1)—(2.6), en établissant successivement des preuves

de convergence pour L et 7'. Nous donnons aussi par la méme occasion, une preuve de

convergence du flux ‘‘approché’’ vers le flux continue )
r T

Proposition 4.33 : Sous les hypotheses du théoreme 4.16, soit L la solution exacte de I’ETR et

L la solution approchée vérifiant le schéma numérique (4.9). Alors, on a la majoration

suivante :
max | Lz, 15, 2) ~ L0x, A)j:“ L(-,~,l)—Z(-,-,l)HmSal(l)-h+a2(l)-A04 (4.63)
1€j<m
a(l)—L_l__l su 2 (x )’)
' l-¢c 6,+6, 2 (x,ugﬂ ox’ #
(4.64)
aiy=—— T {2 [ Ay PQu— A Lz )]
l1-c & +6; 12880 w)eg au“

pel~1,1]
pour tout A € (0,00), ol ¢ est la constante donnée par (4.6).

preuve :

On applique la proposition 4.12. a

Proposition 4.34 : Sous les hypothéses de la proposition 4.33, soit O, donné par (2.5) et Q,

donné par (3.63). Alors, on a la majoration suivante :

H L <8, (A )+b h+b,-AO* +b, - AX +b, - AR -AO* (4.65)
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8,(A,,)=4r- J. L(T.,A) dA etd,(A,,) A,,,_: 0. b 1<i<4 sont des constantes données par

‘max

p=t_. 1 EN: su a—(xu;t)
'l-c 6,467 & (xygsn ox’
1 1 & 9*
b, = . sup o,(U,A) P(u— ' A) Lix,u,A)]| AL
. e 140 & m{)ﬁ}w[ S ) PO = ', 2) - L(xs 1, 7))
n_?. N
+ . su AL
1440 ; i ]
T-A ’L
b, = max . gy —(x, 1, A
; 6 (x,u)IE)Q alz( H )'
A€[0, A5, ]
A .ﬂz 2 Y4
— max - Su Lx, ,2/
*"717280 ra | 0RO Lo )“]'
A€[0,An, ]
preuve :

D’apres (2.5) et (3.63), on a pour tout 1<i< nt

1

* N m
=om- j j L0, A)- e dpda— Y Y Lix,p,,A4) -, -sin 8))-C1 - A
(¢}

| k=1 j=1
o ] max 1 o 1
Or j _[ L(x,p,A)-p dpdi= J f L(x;,p,A)- i dp dA+ f I L(x, 1, A)- 1 dp dA
0 -1 0 -1 Apax —1
1 m
et J L(x,'nu‘a/l)':u“ d:u’:z L(xinu’j,l)’uj‘Sin (ej)Cje +£4(A95us'xi9ﬁ‘)
-1

j=1
ou g, est un réel qui représente ’erreur d’intégration en 6, donné par

AO* -1 0*
-sin (8) - Lix, u,A)-
~eg0 P ©) au“[ (1, A) - 1]

£,(A0, 1, x;,A) =~

max 1

J J. L(x;, Ay u d,ud/’t:i
0 ~1 k=

1

N L(x k) 1y sin (0,)- CF - AL+ & (AA A, )

j=1

N
+) &,(A0,11,x,4) AL +£4(AO, AL, A, 11, x,)
k=1

oll & et g sont des réels qui représentent les erreurs d’intégration en 4.

Pour approcher I’intégrale en A, on utilise la formule des trapézes composée [15]. Dans ce
cas, ’erreur est donnée par

£(f) =22 1;“*“ FON

si fest, de maniére générale, la fonction a intégrer sur I'intervalle [0,4,,. ].



149

&5 et & sont alors donnés par

2 2
(ARt 5) = = in (6))- €S2 ot )
AR A %
E((AO, AL A U, x) =~ D -a/lz“(AO,u,xi,/l)
ANV A AB*-T 9% 9*
= max -sin (0 L(x,, 1, A
12 2880 sin (6): oA* ou 3 o LG A ]

Finalement, on aura pour tout 1<i < nt

1

0,(x)-0,(x)| < 2 TJL(xi,ﬂ,l)-u Ay dA
Ao

-1

m-y \ yL(x,.,uj,/lk)—i(xi,uj,xk)|-cj? AL

N
k=1 j=1

+2n.(2 | £,(A0, 1, %, %) | AL +| £5(A4, A, 1, x) | +] £5(A0, A%, 4,11, %) | )
k=1

D’apres 1’étude faite au chapitre II, 1a solution L de I’ETR vérifie :

LT A< L(x,u,A) L L°(T,,A) pour tout (x,i,A)€ QX (0,e0) (4.66)
Alors,

2 _[ J’L(x,,u A1 dudi |<an- jL"( D) AA=8,(h) et 8,() = 0.

Amax —1 Amax

D’apres (2.8), 6,(4_,,) <+ pour tout A€ (0,0).

3

27 - i D EG b ) = Lt 2 |- €5 AA
k=1 j=1

N
<2 HL(,J») Leom | M<2m- Y (@) hta,(3,)-A0%) AL
k=1
en utilisant la majoration (4.63). a, et a, sont donnés par (4.64).
N A04‘752 N a4
27 - e (AB, 1, x , A)| AA< . L(x,u,A)- AL
;7 (A8, 1, x,0) | 1440 & Sup au“[ (6, 1 Ay ) u]|
AN 1A
27 - LX) | S = gy A
7 6 (x,[t)Ie).Q a/lz(x# )’
2€[0,Ap. ]
AV -AO* A, T 2ot
27 | €, (AO, AL A 1, %) [ < e : ———|L(x, U, A) -
| & x| 380 ax?ﬁ?‘n a/Paw[ (x, 1 )u]l

En utilisant toutes ces majorations, on retrouve le résultat (4.65).
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Proposition 4.35 : Sous les hypothéses de la proposition 4.33, soit T le point fixe de F .
Alors, on a la majoration suivante :

| 7T | <8,(R) +d - htd, - 1 +d,- AO* +dy - AR +d, - AR - MO (4.67)

ol T est le champ de températures vérifiant le systéme (2.1)-(2.6),
8,(A.)=4m-d, -6 j (LT, M) = LT, ) dh et 8,(A) =0
A ms 7
d,, d, et d 1<i<4 sontdes constantes données par

o =

!
o+
G,

S

Lo

d
d
d

1
g.
=d0'
=d L sup ‘T“)(x)l
12 re@.E)
1 &t N

d, =d
2 ”1c0'+0'”14402 P

)e
=l —1

[o(M) P(u—u'A,)- L(xuzl)]’M

4

814 [Ga(ﬂ,/lk)'(L(x,ﬂ,lk)—L”(T(x),lk))]‘ AA

T N
+d - . su
’ 1440 2’ 4

k=1 (HEQ
Y 02
d3 :dﬂ. max TE- sup 2[0‘ (u, 1) ( L(x, 1, ﬂ) (T (x), l))]
6 (x, )6 a)»
20,445 ]
A ,71:2 az 34
= g . lmax ) A ) (L(x,,A) = I(T(x), A
¢ 17280 (lx,s[;;gg or au“[aa("‘ )+ (Lx s ) = L(T(x) ))]1

*max

b, est la constante donnée par la proposition 4.33 et ¥, est la constante de Lipschitz de kS

preuve :

D’aprés 1’étude faite au chapitre 1I, la solution T de (2.47) (2.48) vérifie T € C*(0, E).La
formule de Taylor donne, pour i =1,2,........ , nt

—n T, -2T+T,, h2
B TR TS

avec | ail <1 V1<i<nt.Par ailleurs, d’apres (2.43), pour tout 1<i<nt,ona

TD (x,+a,-h) T,=T(x) V1<i<nt) (4.68)

S,)=2x-[ [ 0,2 (L, ) = L (¥ @), A)) dp di

=27r-lj jl 0, (U A) - (Lx,, i1, ) = L (T, A)) dudd (4.69)

+om- Y Z O, (1)) (LG, 15 ) = L (¥ (T), ) ) -sin (8,) - € AL

k=l j=1

-|-£7 (AG,A%,‘U«,xia)V)
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e F
PR A I R T I T PRt o RV VAV

ou &, est un réel qui représente I’erreur d’intégration en 6 eten A, donné par

£, (A0, Al,,u,x,,l)

AG sin (8) ) aa#4 [0, (1.4 - (L(x )~ L CE @), 2))] A
k=1

2
aa/lz[a (s )+ (LG ) = L (¥ (T, A) )]

AR NG o T gy O
17280 oA ou*

2
+W-sin(9,-)-ce

[0, () (LG, )= L2 OB @), )

Exprimons a présent que la fonction T est solution de (2.47) (2.48) aux points x, 1<i<nt,

— 1t

en remplacant les valeurs 7 (x;) par I’expression (4.68) et en remplagant les valeurs S, (x;)

par I’expression (4.69). On aura alors pour tout 1<i < nt

o
- 2hzT’ = %'T“‘)(xi+ai~h>

2nj
Anax =
N m

1273 Y 0, (1 A) (L(x i, ) = L (F(T), A4) ) sin (8))-C AA+€,(A6,AL, 1, x,,A)

k=1 =1

0, (1, A) - (L(x, 11, A) = L (%, (T), A) ) dt dA.

L ey

Ce systeme d’équations s’écrit sous la forme matricielle suivante :

AT==221-®T)+2n-(M 0, L)+8&, o0, (LT) (4.70)
oll A est la matrice de discrétisation de I’opérateur — A en dimension un, T = (T)),...,,, ® est

la fonction donnée par (3.57), M est I’opérateur donné par (4.49), et
€1,00.00 (Lj:) = (49,00 (L’f)i)ISism avec

Ensoms LT, =21 [ [ 0,00, (LGt 1, 1) = L (VP T, 1)) dadi

Amax —!

[
—E-T @ (x, +a,-h)+€,(AO,AA, 1, x,, )

pour tout 1 <i<nt.
Des équations (4.10) et (4.70), on déduit

AT -T)==21 - @T) - BT+ 21 (M 0,-L)=F)+&, pppr (LT) (471
Alors, on a
(AT =T, +27-(@T)), - @T),) =21 - (T 0, L), ~F)+8, 450, LT,

pour tout 1<i < nt. Posons a présent pour tout 1 <i < nt
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M

B O
oT,T)= T

H

0 sinon

ol

Par la monotonie de @ on déduit que ¢, (i’_,?) >0 pour tout 1<i<nr. Le systeme (4.71) est

équivalent a
(A+D)- T -T)=21-(M ©,-L)—F)+&, 5 0 (L.T)

ou D est une matrice diagonale de taille nt définie par D =diag(c, (T,?)). D’apres [18], la

matrice (A+ D) est inversible et

‘(A+D)—1 < 'A”‘ 1
Ainsi,
— = 1 . ~ _
HT—T < g.(2yz.||(M G,,-L)—-FHDO+[|8,1,A9’M (L,T)Hm)
Par ailleurs,
~ —~ N m _
|67 o,-1)-F|| =max| > " 0,14 Lot )= L, ), 7)) 50 0)-CF AL
T et A

N
<67 (a(h) h+a,(A) A8*) AL

k=l

en utilisant (2.12) et (4.63). Les deux quantités a, et a, sont données par (4.64).

| o D |

2 o0

Sh_. sup ﬁ(‘” (x)‘+47l?~5:' J. (U(T,,A)=L(T_,A))dA (en utilisant (4.66))
x€ (0,E) s
CARY R 9
‘ AN (L(x, i, A ) — L (T(x),A AL
1440 4 (XSE)IZQ a‘u4[o-a(ﬂ o) (L(x, 1, A4) (T(x) k))]‘
AN A, 92 )
+ 22 o T qup | o, (1 A) (Lt A) — L (T (), 4))]
6 (x,)eQ al
A€[0,A 0 1
AXZ-A6* A -7? 9% 9*
max . [ ’/I.L,’A,_LOT ,/’L
17280 5{‘23?9] aﬂfau“[a“(“ ) (L(x, i, A) (T'(x) ))]‘

o [1-T[.<v,. ||T-T

oll 7, estla constante de Lipschitz de ¥, '

En utilisant toutes ces majorations, on retrouve le résultat (4.67). 1

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme de convergence annoncé.
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Théoréme 4.36 : Le schéma numérique donné par (4.9) (4.10) et (4.11) est convergent : la
solution approchée (T~,Z) converge vers la solution (7',L) du systeme (2.1)—(2.6), lorsque les
pas h—0, A6 -0, AL —>0et A —> oo comme 1/AL. C’est un schéma d’ordre un en #,

quatre en A@ etunen AA.
preuve :
Le résultat se déduit directement des propositions 4.33 et 4.35. 1

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré le résultat de convergence d’un des schémas
numériques présentés au chapitre III, pour la résolution des équations couplées, en régime
stationnaire, avec symétrie azimutale et lorsque les températures sont imposées aux frontiéres.
Plus précisément, nous avons considéré le schéma aux différences finies décentré d’ordre un
(3.41) pour la discrétisation spatiale de I’ETR et le schéma non linéaire (3.58), associé a la
transformation de Kirchhoff inverse (3.59) pour la discrétisation de 1’équation de conservation
de I’énergie. Par ailleurs, nous avons montré que la solution approchée pour le schéma en
question préserve (moyennant une petite erreur sur le pas angulaire) les mémes propriétés que
la solution du systéme continu, établies au chapitre II. Nous pouvons ainsi conclure que le
schéma numérique est cohérent avec le probleme continu : il a les mémes propriétés.

Concernant le schéma aux différences finies décentré d’ordre deux (3.42) (3.43) (3.44)
pour la discrétisation spatiale de I’'ETR, ce schéma est donc plus précis que le premier;
cependant il n’a pas la propriété de monotonie donnée par la proposition 4.18. Donc la preuve
de convergence que nous avons donnée pour le schéma couplé ne s’applique pas pour ce
dernier. Toutefois, dans les applications, nous utiliserons ce schéma (car plus précis) et nous
verrons qu’il donne des bons résultats. En ce qui concerne les autres méthodes de résolution
spatiale de I’ETR: la méthode utilisant le principe d’interaction et la méthode par
diagonalisation, toutes les deux partent de la solution donnée par

L (x)=L,(x)+L, (x)=exp(4,-x)-K, +J. exp (4, - (x—5))- &, (s) ds

Ensuite ce sont seulement des techniques qui permettent de résoudre le probleme de
I’instabilité numérique. Cette solution a bien la propriété de monotonie donnée par la
proposition 4.18. La preuve se fait par récurrence de la méme fagon que celle donnée par la
proposition 4.14.

A présent, nous allons nous intéresser a la résolution numérique des équations en

régime transitoire.
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Chapitre V

Présentation d’une méthode numérique en

régime transitoire

Résumé : Dans ce chapitre, nous présentons une méthode numérique pour résoudre le
systeme couplé des équations du rayonnement et de la conduction en régime transitoire, d’une
part lorsque les températures sont imposées aux frontiéres du milieu et, d’autre part lorsque le
milieu est soumis a des conditions aux limites de flux. La résolution de 'ETR en régime
transitoire est la méme qu’en régime stationnaire. Nous utilisons alors la méthode basée sur la
diagonalisation de la matrice caractéristique du milieu, vu au chapitre III. Par contre, en
régime transitoire 1’équation de conservation de 1’énergie est plus complexe. Dans un premier
temps, nous appliquons les transformations de Kirchhoff et enthalpique a I’équation. Ensuite,

nous résolvons 1’équation en espace par la méthode des éléments finis P> (il résulte alors des
fonctions linéaires par morceaux pour le flux conductif) utilisant un maillage & pas variable.
Enfin, nous résolvons le systtme différentiel en temps qui en résulte par une méthode de
Runge-Kutta implicite, adaptée aux équations raides. Le couplage entre les deux équations est

résolu par itération au cours du temps.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons de résoudre le systéme couplé des équations du
rayonnement et de la conduction en régime transitoire décrit par (1.31) (ou (1.32)) (1.33) (ou
(1.34)) (1.35) (1.36) (1.37) (1.38). Dans un premier temps, nous considérons comme
conditions aux limites les températures imposées aux fronti€res et, ensuite, nous étendons
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P’étude en incluant des conditions aux limites de flux. Lorsque nous avons présenté les
équations au premier chapitre, nous avons souligné que I’ETR donnée par (1.31) (ou (1.32))
est quasi stationnaire, c’est-a-dire que le temps intervient dans 1’équation uniquement a
travers le terme émission par I’intermédiaire du champ de températures. Dans ce cas, le temps
est considéré simplement comme un parametre dans 1’équation. La dépendance de la
luminance en temps est ainsi implicite a travers le champ de températures et I’évolution du
champ de températures en régime transitoire est décrite par 1’équation de conservation de
I’énergie. Par conséquent, pour un champ de températures donné et a un instant donné, la
résolution de I’ETR en régime transitoire est la méme qu’en régime stationnaire. Il suffit alors
de reprendre une des méthodes que nous avons présentées au chapitre III. Compte tenu du fait
que la deuxieéme méthode basée sur la diagonalisation de la matrice caractéristique du milieu
est tres rapide et analytique en espace, nous utiliserons alors celle-ci. A présent, il nous reste
plus qu’a résoudre I’équation de conservation de 1’énergie, calculer le terme source radiatif et
les flux de chaleur, en régime transitoire.

Si au niveau des conditions aux limites et comme nous l’avons décrit au premier
chapitre, nous appliquons une variation rapide de température ou bien un flux de rayonnement
tres intense sur 1’une des faces du milieu étudié, alors nous observons aux premiers instants
un gradient de température de plus en plus élevé proche de cette face, pour atteindre des
valeurs trés importantes. Dans ce cas, nous sommes en présence d’un modele de systeéme
thermique fortement sollicité et qui pose des problemes numériques délicats. Il apparait
clairement que, pour traiter ce type de probléme, la zone a fort gradient de température
nécessite une étude tres fine. Pour des raisons de cofit et de temps de calcul, il n’est pas
nécessaire d’utiliser un maillage uniformément fin, partout dans le milieu. Dans ce but, il
convient alors de raffiner uniquement la zone d’intérét particuliere. Si nous voulons résoudre
I’équation de conservation de I’énergie par la méthode des différences finies, nous devons
modifier en conséquence les formules de dérivation en espace et les adapter pour un maillage
a pas variable, mais alors nous perdons de la précision. Par contre, la méthode des éléments
finis est bien adaptée a ce type de maillage et permet d’obtenir une précision plus grande. De
plus, un autre avantage que présente cette méthode est qu’il est possible de prendre en compte
des conditions aux limites portant sur les gradients de température (conditions de Neumann
ou de Fourier), ce qui est nettement plus malaisé pour la méthode des différences finies.

Rappelons de plus que la méthode des éléments finis a l'avantage, par rapport a la
méthode des différences finies, de pouvoir traiter sans difficultés supplémentaires toute
géométrie ainsi que d'augmenter la précision des résultats au prix d'efforts de programmation
raisonnables.
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5.2 Semi-discrétisation en espace de I’équation de conservation de
I’énergie par la méthode des éléments finis

Pour commencer, rappelons 1’équation que nous avons a résoudre. D’apres (1.36), on a :
p: Cp(T(x,t))'%(x,t) -%(&(T(x,t))-g—z(x,t)) =S, (x0) Vxne0,E)x(O,z,] (5.1)

Pour la résolution de cette équation, nous supposons que le terme source radiatif S, est
donné. Nous faisons I’hypothése 2.2 sur A . La masse volumique du milieu p est une
constante strictement positive et bornée. ¢, (I') représente la chaleur massique du milieu a

pression constante et varie avec la température. De plus, nous faisons I’hypothése suivante sur
c,:

Hypothese 5.1 : ¢, est définie sur [0, [, ¢, € C”(0,00)NC([0,0]), elle est intégrable
sur 10, K[ etil existe deux constantes c, et c, telles que
0<¢ <c,(u)<c,<+eo pourtout u € ]0,K]| (5.2)

ol K est un réel positif borné fixé.

Nous pouvons alors définir la fonction bijective I°, suivante :

T, ) = j c,(s)ds  Vuel0,K] (5.3)

(5.3) représente la transformation enthalpique et, comme pour la transformation de Kirchhoff
(2.44), elle est tres utilisée pour résoudre les équations aux dérivées partielles non linéaires
[1,2,3,4,5]. En appliquant les transformations de Kirchhoff et enthalpique a I’équation (5.1),
nous obtenons une nouvelle formulation de 1'équation :

PRACK P PNPCCALY.

o DT A

(x,0) = S, (x,t) V(x,0)€ (0,E)X(0,¢,] (5.4)

A cette équation, on adjoint les conditions aux limites suivantes :
- lorsque les températures sont imposées aux frontiéres, on a :
TO,5)=f@) Vte(,,] ou f@)—T, tresrapidement 55)
T(E,)=T, V te(0,]
- lorsque les conditions de flux sont prises en compte, d’aprés (1.51), (1.52) et apres
transformation de Kirchhoff, on a:
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S90D) 04y 4 k@ O0)-TOH-T. 1) =0 ¥ 1e(0.1,]
L (56)
XD (5,04 T (E0) TED-T. @) =0 ¥ 1 0.1

X

La condition initiale est la suivante (elle est valable pour les deux types de conditions aux
limites décrites ci-dessus) :

T(x,0)=T, Vxel0,E] (5.7

avec les notations données au chapitre I.

La semi-discrétisation en espace par la méthode des éléments finis passe par les étapes
suivantes :

1. la formulation variationnelle : cette étape consiste en particulier a définir 1'espace V dans
lequel on cherche la solution 7',

2. 'approximation de Galerkin : cette étape consiste a trouver un sous-espace de

dimension finie V, < V dans lequel on cherche l'approximation 7, de T.

Nous allons maintenant détailler ces différents points. Dans un premier temps, nous allons
nous intéresser au probleme (5.4) (5.5) (5.7), lorsque les températures sont imposées aux
frontiéres. Ensuite, nous allons traiter le probleme (5.4) (5.6) (5.7), associant les conditions
aux limites de flux.

5.2.1 Formulation variationnelle pour le probléme associant les conditions aux limites de

températures imposées

Définissons V~ 1'espace fonctionnel par :
v ={g.ne H'O,E) ; g0.)=f() et g(E1)=T, Vic(©1,] }

Définissons de méme V 1'espace des fonctions test par : V = H_ (0, E)

H'(0,E) et H 3, (0,E) sont les espaces de Sobolev définis par :

Hl(O,E)z{feLz(O,E) : Zfe LZ(O,E)} et H'0,E)={feH'(0,E); f(0)=f(E)=0}

X

Ils sont munis du produit scalaire
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(u,v), = J. u(x)-v(x) +u'(x)-v'(x) dx

et de la norme correspondante

“ u Hl =/ (u,u),

Multiplions alors 1'équation (5.4) par une fonction test ve V et intégrons entre x=0 et
x=E . Nous obtenons :

o(r"
p: J.—(a—z(x - v(x) dx —

0

Ja (s”oT)( 1)-v(x) dx = j S,(x,1)-v(x) dx  (5.8)

En intégrant par partie le second terme du membre de gauche de (5.8), nous déduisons :
d ( I",0T) 8(5” ol
p j )

0

(x,0)- v(x) dx + J (x,1)-v'(x)dx = J.Sr(x,t)-v(x) (59

T oW ,oT) d |
En remarquant que : j —at—(x, 1)-v(x) dx = Z '[ (,0T)(x,1)- v(x) dx
0 0

et en posant pour tout u,v € L0,E): (u,v)= | u(x)- v(x)dx

Y S——

E
et pour tout ueV’', veV: a(u,v)z'[ 2—u(x,t)- v'(x)dx
X
0

Nous sommes ainsi conduits & une nouvelle formulation du probleme (5.4) (5.5) (5.7):

trouver, pour tout ¢€ (0,7,], une fonction T € V™ qui satisfait la condition initiale (5.7) ainsi

que

p'%((FPOT)("t)’V) + a((FoT)(t),v) =(S,¢.0),v) VveV (5.10)

ol la dérivée d_ est prise au sens des distributions sur (0,7,].
t

Nous sommes dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet non homogeénes. Nous

rappelons qu'étant donné une fonction guelconque T €V, cet espace peut s'exprimer

comme

V' ={ g(.0He H'(O,E) ; g(:)=v(-H)+T" (1) , v(,H)eV Vie (0,1,]

Ainsi, en posant pour une fonction 7" € V' (qui satisfait de plus la condition initiale (5.7))
donnée :
T=T+T" (5.11)
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la formulation (5.10) est alors équivalente a la suivante : trouver, pour tout 7€ (0,7,], une

fonction T (-,t)€ V qui satisfait la condition initiale (5.7) ainsi que

,0-%(FP(T—(.,t)+T*(-,t)),v)+a(Yg(]_“(.,t)_{_T*(.’t)), V= (S,(1),v) VveV (5.12)

(5.12) constitue le probleme variationnel du probleéme (5.4) (5.5) (5.7). Nous allons
maintenant passer a l'approximation de Galerkin, basée sur la formulation faible (5.12).

5.2.2 Approximation de Galerkin pour le probléme associant les conditions aux limites de

températures imposées

Notons pour la suite : T,, T, et T, respectivement les approximations des fonctions
T,T et T . Nous aurons alors, compte tenu de (5.11) :

T,=T,+T, (5.13)

Définissons a présent @, ,@, ,........ ,@y N fonctions linéairement indépendantes de V et

construisons l'espace V, en considérant toutes les combinaisons linéaires des fonctions

@, 1<i< N . Par ailleurs, posons
T, (6,0) = f() @, (%) + Ty - @y, () (5.14)
pour tout (x,r)e[0,E]x(0,z,] ot ¢, et @,,, sont des fonctions continues, de premiéres

dérivées continues par morceaux qui vérifient :
0,0 =0y (E)=1et ¢ (E)=9,,0)=0 (5.15)

Des lors, l'approximation de Galerkin du probléme variationnel (5.12) se formule de la

maniére suivante : pour tout te€ (0, f ], trouver une fonction T; (,t)e V, qui satisfait
d — ® ey *®
P 'E(F,,(Th(-,t)+Th (1), v,)+a(E(T,C0+T, (,0)),v,)=(S,(1),v,) (5.16)

pour toute fonction v, € V,. De plus nous exigeons que T, (x,O):’.I—",,(x,O)+Th* (x,0)=T,

V x€ [0, E] qui est la condition initiale.

Développons a présent T, (-,¢) dans la base ¢, , @, ,......,@, de V,. Nous pouvons alors écrire :
. N

Ln=3 T,()-9,(x) V (x0e(0,EXO,t] (5.17)
j=1

ou les valeurs T, (r) sont les composantes de T, (-,t) dans la base des ¢, et dépendent du temps.
En posant T,(¢) = f(¢) et Ty,,(#) =T, pour tout € (0,,], d’apres (5.13), (5.14) et (5.17) il

vient :
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T,(0= 3 T,00-9,() V (x0)e[0.E1XO.1,] (5.18)
Jj=0
Posons a présent les approximations suivantes :
N+l
P (T,(x0)= Y, CI0) ¢,(x) YV (x,0)e[0,EIX(0,1,] (5.19)
j=0
N+l
et I =y, LTo) e, Y (xnel0,EXO,1,] (5.20)
j=0

Les approximations (5.19) et (5.20) sont couramment utilisées. Voir a ce propos [1,2,3,4]. En

remplacant (5.19) et (5.20) dans (5.16) et en choisissant comme fonction test v, =@,

V1<i< N, nous obtenons alors les équations suivantes :

N d N ' '
P2 4 G ON (0, 90+ 3, HT,0)-0,. 0)

(5.21)
=(S,(+1),9,)=p -%(r,, @) @0 = Z(F Q) @0 0)—E D) (Prsr®,)
pourtout ISi<N.

Dans I’écriture (5.21) et pour un indice i€ {0,....,N +1} fixé, nous avons noté q),.'(x) la

dérivée de ¢,(x) par rapport a x.

Si nous posons maintenant :
T(1) le N vecteur de composantes T,(t) 1<j<N

- I, (T(t) le N vecteur de composantes I, (T;(1)) 1< j<N
- Y(T(t) le N vecteur de composantes ¥, (T,(1) 1<j<N
- [M] la N XN matrice de coefficients [M]i’j = (@,, goj) 1<i,j<N
([M ]est la matrice de masse),
- [R] la N x N matrice de coefficients [R], ;= (¢, , ¢,) 1<i,j<N
([R] est la matrice de rigidité),
- §,(t) le N vecteur dont la énieme composante est (S, ),(t)=(S,(.1),¢,) 1<i<N
- M’ le N vecteur de composantes M; = (¢, , ¢,) 1<i<N

- R’ le N vecteur de composantes R = ((P(') ) (0,-') 1<i<N

- R® le N vecteur de composantes R° = ((p;\,Jr1 , (p; ) 1<i<N

alors les relations (5.21) sont équivalentes a chercher le vecteur T{(t) tel que
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p-[M]- %( I (T®) + [R]- 2, (T()

= S,(t)—pg;(F,,(f(t)))-M" ~¥(f@) R -¥.T,)-RE Vie©1,] .
En notant que
; %(rp( FON=c,(F(O)-f (&) ob £ (t) estladérivée de (1) par rapport f.
- L, )= dj;”T(T) A0 _ e, amn- 20
ol [C, (T(t))] est la matrice Jacobienne donnée par :
[C, (T)) =diag{c, (T, | 1<j<N
le systéme différentiel (5.22) est alors équivalent 2 :
f% =;—-<[M] 1€, @O {-[R]- ZTA)+S,®)~p ¢, (f ) f 1) M°
~W(f@)- R~ ¥(T,)-R® | (5.23)
Vite (0t 7]

Remarque 5.2 : La matrice [M] est symétrique, définie et positive. Elle est donc inversible.
[C,(T(t))] est une matrice diagonale et d’aprés I’hypothése (5.1), chaque élément de la

diagonale est strictement positif. Par conséquent, cette matrice aussi est inversible.

L'approximation de Galerkin pour le probléme associant les conditions aux limites de
températures imposées conduit donc au systéme différentiel en temps, du premier ordre, non

linéaire (5.23). Les inconnues de ce systéme sont les composantes T j(t) ,1<j<N dela
solution T"h dans la base des ¢ ;. La condition initiale du systeme différentiel est définie par :

T(0)=T, VI1<j<N.

Passons maintenant au probleme associant les conditions aux limites de flux.

5.2.3 Formulation variationnelle pour le probléme associant les conditions aux limites de flux

Définissons maintenant V" 1'espace fonctionnel par :
d (#0g)
ox

gt)e H'(0,E) ; = h(g)-(g-T.,) sur l'ensemble {x=0}x(0,z,]
0 0 f

_9(%og)
ox

= h;(g)- (g —T,p) sur l'ensemble {x=E}x(0, t,]
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Définissons de méme V 1'espace des fonctions test par: V = H'(0,E).

De la méme fagon, multiplions 1'équation (5.4) par une fonction test ve V , et intégrons
entre x=0 et x=E . Nous obtenons :

8 2 E
P J._La__)(x 1) v(x) dx Ja_(gj;gﬁ(x,t).v(x) dx = ‘(!‘S,(x,f)-v(x) dx (5.24)

0 0

En intégrant par partie le second terme du membre de gauche de (5.24), il vient :

a E
- j ( )(x 1) v(x) dx +ja(Y/°T)( 1) v (x) dx [a(%T)( 1) (x)J

h (5.25)
J. L(x,t)-v(x) dx
0
Le terme "tout intégré" est égal a :
-2 k) + 25D 01y w0 (5.26)
X

Nous supposons que la fonction T € V", alors (5.26) donne :
hy (T(E)) - (T(E,) =T, 5 (1)) - V(E) + h,(T(0,0)) - (T(0,0) =T, (1)) v(0)  (5.27)

En substituant la relation (5.27) dans (5.25), nous obtenons finalement :

ja( )(xt) v(x) dx +j (5” x,0)-v'(x) dx

+h,(T©0,0))- (T0,6)-T, () v(0)+ h (T(E1))- (T(E,t)-T, (1)) - v(E) (5.28)

= JS,(x,t)-v(x) dx

Nous sommes ainsi conduits a la formulation variationnelle suivante : trouver, pour tout

te(0,¢,], une fonction T(-,z)e V (puisque les conditions aux bords ont été utilisées dans

(5.28)) qui satisfait la condition initiale (5.7) ainsi que

P —((F oT)(»1),v) + a((FoT)(,1),v)+h,(T(0,0)) - (T(0,5)-T, (1)) -v(0) (5.29)

+h (T(Et)) (T(EH-T, ) v(E)= (S,(,0),v) Vve V

ou la dérivée 7 est toujours prise au sens des distributions sur (0,7,].
t

Nous allons maintenant passer a I'approximation de Galerkin.
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5.2.4 Approximation de Galerkin pour le probléme associant les conditions aux limites de

flux

Notons pour la suite 7, ’approximation de la fonction 7. Définissons de plus,
Pgs Py s Py s eennene » @y Py, N+2 fonctions lin€airement indépendantes de V et
construisons l'espace V, en considérant toutes les combinaisons linéaires des fonctions
@, 0<i< N+1. Nous prendrons alors les fonctions ¢, 0<i< N -+1 définies précédemment,

car elles conviennent parfaitement.

L'approximation de Galerkin du probléme variationnel (5.29) se formule alors de la maniere

suivante : pour tout te (0,¢ f ], trouver une fonction 7, (-,t)€ V, qui satisfait :

P % @, T,C0),v)+a(ET,C0),v,)+h,(T,0,0)(T,0,6)~T,, () v, (0)

+h (T, (ED) (T, (E)=T,_ () v,(E) = (S,(1),v,)

pour toute fonction v, € V,. De plus, nous exigeons que 7,(x,0)=T, Vxe[0, E] qui est la

(5.30)

condition initiale.

Développons a présent 7, (-,¢) dans la base ¢,,¢,,0, ,....... @y Oy, de V, . Nous pouvons

alors écrire :
N+l

T,(60) =3, 1)) 9;(x) ¥ (x)e[0,EIx(0,1,] (531)
j=0
ou les valeursT';(¢) sont les composantes de 7, (-,¢) dans la base des ¢, et dépendent du temps.

De la méme fagon que pour le probleme précédent, posons les approximations suivantes :

N+1

(T, (0) 2 Y, FT,0)-9,() ¥ (x,0)€ [0,EIX(0,1] (532)
et I, (T, (x,0) = ]le LTt ¢,(x) Y (x,0)€[0,E1x(0,1,] (5.33)

Si nous remplagons (5.31), (5.32) et (5.33) dans (5.30) et si nous choisissons comme fonction

test v, = ¢, VO<i< N +1, nous obtenons alors les équations suivantes :

N+ g N+l . ,
P2 TN (9, @)+ X ET,0): (9, 9)
+ ho (To (t)) ' ( To (t) - Teo,o (t)) : (Pi (0) + h’E (TN+1 (t)) ' ( TN+1 (t) - Tm,E (t)) ' (pi (E) (5~34)

= (Sr("t)’¢i)
pour tout 0<i< N +1.

Si nous posons maintenant :
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T(t) le (N +2) vecteur de composantes T,(t) 0< j<N+1
- [C,(T(t)] la (N +2)X (N +2) matrice définie par :
[C, (T(t)] =diag{c,(T;®) | 0<j<N+1

- P(T(t) le (N +2) vecteur de composantes F(T;(t)) 0<jsSN+1

- [M] la (N +2)X(N +2) matrice de coefficients [M ], ; = (¢;, ¢,;) 0<i,jSN+1
([M ]est la matrice de masse),

- [Rlestla (N +2)X (N +2) matrice de coefficients [R], , = (¢, , ¢,) 0<i, j<N+1
([R] est la matrice de rigidité),

- §,(t) le (N +2) vecteur dont la éniéme composante est : (S, );(t)=(S,(,1),9,)

- T_(1) le (N +2) vecteur de composantes :

T,,(t) si j=0

(T.)®) =7 0 sil<j<N
T, () si j=N+1
- [H(T{(t)] la (N +2)X(N +2) matrice de coefficients :
h,(T,() sii=j=1
[HT®)),, = | hy Ty, (@) sii=j=N+1

0 sinon

alors les relations (5.34) sont équivalentes & chercher le vecteur T(#) tel que

a0 =%-([M1-[c,, TN {1 ZTW)+ S, - (HTW) TO-T.1) }

Ve (0,,]

(5.35)

L'approximation de Galerkin pour le probléme associant les conditions aux limites de flux
conduit donc au systeme différentiel en temps, du premier ordre, non linéaire (5.35). Les

inconnues de ce systeme sont les composantes 7, (¢) , 0< j < N +1 de la solution 7, dans la

base des ¢;. La condition initiale du systtme différentiel est définie par

T,(0)=T, V 0<j<N+1

Remarque 5.3 : (5.35) est un systeme différentiel en temps de taille N +2, tandis que (5.23)
est un systéme différentiel en temps de taille N.
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5.3 Résolution des systemes d’équations différentielles en temps

Dans notre cas, avec les conditions aux limites que nous prenons en compte
(températures imposées aux frontiéres qui évoluent rapidement dans le temps ou alors les flux
aux surfaces qui sont trés intenses), les systemes d’équations différentielles en temps (5.23)
ou encore (5.35) que nous avons obtenus apres la semi-discrétisation en espace, ont la
propriété d’étre raides (en anglais stiff problem) [6,7]. Les équations raides en temps sont
caractérisées par le fait qu’elles ont des solutions qui varient rapidement par rapport au temps.
Pour ces équations, on est obligé de limiter le pas de temps, non pas pour des raisons de
précision, mais pour des raisons de stabilité. Pour remédier a ces contraintes, on utilise alors
des schémas trés stables, qui sont implicites et qui nécessitent donc (sauf cas exceptionnel)
une méthode itérative de résolution a chaque pas de temps. En ce qui nous concerne, nous
avons utilisé une formule de Runge-Kutta implicite (TR-BDF2), qui est décrite en annexe 4.
Celle-ci nous a donné entiere satisfaction comme nous le verrons au chapitre suivant, lors des

résultats de simulation.

5.4 Résolution numérique du systéeme couplé en régime transitoire

Pour la résolution numérique du systeme couplé en régime transitoire, nous discrétisons
le domaine spatial [0, E] (avec un pas non constant) en posant :

O=x,<x <X, <uoerene <x,<x,,=FE

n
En ce qui concerne la discrétisation temporelle, nous appelons At le pas de temps et

nous posons t, =n-At Vne N. De plus, nous notons n, Pentier naturel pour lequel

t,, =t Nous rappelons que 7, correspond a I’instant ot le systtme d’équations atteint le

régime stationnaire.

En tenant compte que 1’expression du flux conductif donnée par (1.37) fait intervenir la
dérivée premiere en espace de la température, nous proposons alors d’utiliser pour la
formulation ‘‘Eléments Finis’’, les fonctions de base quadratique de Lagrange. Nous aurons
ainsi des fonctions linéaires par morceaux pour le flux conductif. Nous renvoyons a [9] pour
la description de ces fonctions. Par ailleurs, pour intégrer les systemes différentiels en temps
(5.23) ou encore (5.35), nous devons au préalable construire les matrices de masse et de

rigidité [M], [R], ainsi que les vecteurs S, (), M°, R° et R® . Pour cela, nous posons :

N =2nt+1, x.+1,2=%-(x,.+xi+l) VO0<i<nt et z,=x,, VOSIi<N+1

Les calculs conduisent alors aux formules que nous donnons en annexe 5. Notons que nous

avons maintenant une nouvelle discrétisation du domaine spatial [0, E] définie par les points

z, V 0<i< N +1. Rappelons aussi que
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® s Zns Lyserveerrenens , Zys1 sont les neeuds principaux de la discrétisation
* [25,2,1,[25, 24 seeeinenen ,[2ys 2y,,] sont les éléments géométriques
LIS AN S0 AT , 2y sont les nceuds intérieurs aux éléments géométriques

Ainsi, sur chaque élément géométrique, le champ de températures est approché par un
polyndme de degré deux et le flux conductif est, quant a lui, approché par un polynéme de
degré un.

A présent, nous énongons une série de notations qui serviront pour la suite de 1’exposé.
On note :

f‘i(") I’approximation du champ de températures 7'(x,f) au point z, et a I’instant z,

pour 0Si<N+1 et ne{O, ...... ,nf}.

@)™, (§)™, (2.)™ et (0,)™ respectivement les approximations de @, (x,t),

~

S.(x,t), O.(xt) et O, (x,t) au point z;, et a l'instant z, pour 0<i<N+1 et

Passons maintenant au calcul des flux et du terme source radiatif.

5.4.1 Calcul des flux et du terme source radiatif

Le régime transitoire ne change en rien le calcul des flux radiatifs monochromatique et
total donnés par la relation (1.33) (ou (1.34)). 1l suffit alors de reprendre les expressions
‘‘approchées’’ en régime stationnaire données par (3.77) (ou (3.78)) et (3.79) (ou (3.80)). Par
contre, en régime transitoire, plus précisément si nous utilisons un maillage du domaine
spatial avec un pas variable, alors le calcul du terme source radiatif donné par (1.35) n’est
plus le méme. De la méme fagon que pour le maillage régulier, nous utilisons les formules de
dérivation d'ordre quatre utilisant cinq points pour l'approximation de la dérivée. Ces formules
sont décrites dans [10]. Dans ce cas, le calcul du terme source radiatif conduit aux formules
que nous donnons en annexe 6.

Comme mentionné au début, sur chaque élément géométrique, nous aurons des

fonctions d'interpolations lin€aires par morceaux pour le flux conductif. Alors, nous pouvons

ses fonctions de

. . ._N+1
exprimer ce dernier dans la base P'. Dans ce cas, notons ¥ ; 0=

base. Nous renvoyons aussi a [9] pour la description de ces fonctions. Ainsi, nous aurons :

(N+1)/2
0.(x,0) = Y 0,0 x;(x) V (x,0)el0,E]x(0,¢,] (5.36)
Jj=0
ol les valeurs Q,(#) sont les composantes de la valeur approchée en espace de @, (-,#) dans la
base des % ; et dépendent du temps. Par ailleurs, en appliquant la transformation de Kirchhoff

a (1.37), nous obtenons 1'expression suivante pour le flux conductif :
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d (¥ of)
ox

En utilisant I’approximation (5.19) pour la fonction (¥ oT)(x,t), nous obtenons 1’expression

0.(x,t) = — (1) YV (x,1)€[0,E]X(0,¢,] (5.37)

approchée suivante pour le flux conductif :

Q.(x,1) = —ai{ i YC(T,-(t))-<P,-(x)} (5.38)
X j=0

ou la dérivée est prise ici au sens faible.

En multipliant les relations (5.36) et (5.38) par la fonction test x,(x) V 0<i< N+l et en

intégrant les deux expressions entre x =0 et x=E , il vient :

(N+1)/2 Nal
ZQ(t) Gpx)=-3 T @.2) VogisNH

j=0

(5.39)

Si nous posons maintenant :
N+1
2

- Q) le (NTH+ 1) vecteur de composantes Q.(¢) 0<j<
- T{(1) le (N +2) vecteur de composantes T;(¢) 0< j<N+1
- F(T()) le (N +2) vecteur de composantes ¥, (7,()) 0<j<N+1

N +1

- [A]lla( +1)X (Tl+1) matrice de coefficients

.. N+1
(AL, = (s X)) 0<ij<

1) 1a (YL 1) % (A + 2) matrice de coefficients

[Bl,,= (%> ©) 0<isMt o 0<jcn s

1
R

alors les relations (5.39) sont équivalentes a résoudre le systéme linéaire de taille (

suivant :

[A]l-Q, (1) = —[B]- ¥.(T(1)) (5.40)

ol le vecteur inconnu est Q,(f). Nous supposons bien sfir que le vecteur T(f) est connu.
Q_ (1) est donc le vecteur dont les composantes sont les valeurs du flux conductif ‘‘approché”’
déterminées aux nceuds principaux du maillage. Les valeurs du flux déterminées aux nceuds

intérieurs aux éléments géométriques sont données par :

@) = é‘{(éc)m +(0,)" } V1<i< N et l'indice i impair
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Il est a présent tres facile de calculer le flux total puisqu'il est donné simplement par la somme
du flux radiatif total et du flux conductif :

@) = @) +@)” VYO<i<N+let ne{0,,n,}

5.4.2 Résolution numérique du systéme couplé en régime transitoire

Le schéma de résolution global du systeme des équations couplées en régime transitoire
est itératif. L’ organigramme qui décrit 1’algorithme est donné par la figure 5.1. Tout d’abord,
nous introduisons les données géométriques, thermiques, radiatives et, ensuite, nous
construisons un maillage en espace adapté au probleme posé. Nous avons souligné en
introduction de ce chapitre la nécessité de mailler plus finement la zone a fort gradient de
température. Alors, nous proposons ici une diminution progressive des pas de discrétisation
au fur et a mesure que le gradient de température croit. Donnons ainsi la détermination de
cette graduation. En supposons par exemple que les conditions aux limites sont les plus

‘‘importantes’’ sur la face avant, nous proposons de découper le domaine spatial [0, E] en
deux parties : [0,z] sur lequel nous appliquons une discrétisation en progression géométrique
et [z, E] sur lequel nous appliquons un maillage régulier. Si A est le pas constant du maillage
régulier, le plus simple consiste & prendre z=h (ou bien z =2h, ...). Si nous considérons le
segment de longueur h par exemple que 1’on désire découper en Nt pas variant en
progression géométrique, la raison o de cette progression est définie par: h_, =«a-h,
(=2, ,N,) et hy =h. Ensuite, le choix des paramétres o et Nt permet de moduler la
suite des pas au gré de I’utilisateur.

Revenons a présent a la suite de 1’algorithme de la figure 5.1. En partant du champ de
températures initial a I’instant 7, = 0, la résolution de ’ETR fournit le champ de luminance
et, par intégration de celui-ci sur le domaine angulaire et spectral, le flux radiatif a I’instant

t,. En dérivant par rapport a la variable d’espace le flux radiatif, on obtient le terme source
radiatif S, a l’instant #,. On peut alors résoudre 1’équation de conservation de I’énergie et

obtenir ainsi le champ de températures a I’instant d’aprés. Les itérations sont ensuite

poursuivies jusqu’a la convergence du régime transitoire vers le régime stationnaire. Cette

condition est vérifiée quand le flux total est constant d’apreés 1’équation (1.23), ou encore
lorsque le champ de températures ne ‘‘varie plus’’ et vérifie le critére d’arrét suivant :

| Fom _Fo]

max ————%t

= <&
1i<nt I]‘i("“) |

ou € est un réel strictement positif que 'on se fixe au départ. C’est le critére d’arrét.

N

Remarque 5.4 : Nous avons a résoudre I’équation de conservation de 1’énergie sur un
intervalle du type [t,f-+ At] ol le terme source radiatif n’est connu qu’a I’instant ¢. Nous
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faisons alors une approximation pour ce dernier, avec une erreur en o(At) . En conséquence, il

faudra prendre un pas temps suffisamment petit pour réduire I’erreur au maximum.

Remarque 5.5 : Notons qu’a chaque pas de temps nous devons résoudre I’ETR pour toutes les
longueurs d’ondes discrétes A, 1<k < N . Nous pouvons alors prévoir des temps de calculs
trés longs pour la résolution des équations couplées en régime transitoire, surtout si le systeme
met un certain temps avant d’atteindre le régime stationnaire. Ainsi, une résolution rapide de
I’ETR présente un interét trés important en régime transitoire, beaucoup plus qu’en régime

stationnaire.

Début

v

Entrée des données géometrique,

thermique et radiative

v

Iionstructi on du maillage

champ de température initial : t; =0
;i

Résolution de 'ETR
pour chaque A, 1<k <N

v

Calcul de Q, et S,
v

Résolution de l'équation

de conservation de ['énergie

v

Calcul de Q, et O,

non . t=t+At

Utilisation du nouveau

champ de température

N

figure 5.1 : Organigramme pour la résolution des équations

couplées en régime transitoire

N.B. Nous avons reporté en annexe 7 un probléme test qui permet de ‘‘valider’ la méthode
des éléments finis combinée a la méthode de Runge-Kutta implicite que nous venons de

présenter.
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5.5 Conclusion

Nous venons de résoudre le systtme couplé des équations du rayonnement et de la
conduction en régime transitoire, d’une part lorsque les températures sont imposées aux
frontieres du milieu (qui peuvent évoluer rapidement au cours du temps) et, d’autre part
lorsque le milieu est soumis a des conditions aux limites de flux (qui peuvent Etre treés
intenses). La méthode numérique utilisée pour résoudre le systéme couplé des équations est
rapide et trés précise. En effet, la résolution numérique de I’ETR est rapide et analytique en

espace. L’équation de conservation de ’énergie est résolue en espace par la méthode des

éléments finis P’ (connue pour &tre trés précise) utilisant un maillage non uniforme (de facon
a résoudre les fronts de températures avec précision). Le systéme différentiel en temps
résultant a été résolu par une méthode de Runge-Kutta implicite, adaptée aux équations
raides. Par ailleurs, les transformations de Kirchhoff et enthalpique appliquées a 1’équation de
conservation de 1’énergie ont permis de traiter la non-linéarité de 1’équation de maniére tres
efficace et précise. Les flux de chaleur et le terme source radiatif ont été calculés de manicre
trés précise en utilisant des formules d’intégration et de dérivation d’ordre élevé. Le couplage
entre les deux équations a été résolu par itération au cours du temps.

Cependant, nous n’aborderons pas dans ce travail I’étude de I’analyse numérique des
schémas en régime transitoire. Nous la laisserons simplement en perspective. Toutefois, dans
le chapitre suivant, nous montrerons que, dans la pratique, les schémas sont convergents pour

les types de matériaux et les conditions aux limites que nous prenons en compte.
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Chapitre VI

Résultats numériques : application a un
milieu réel de fibres de silice

Résumé : Dans ce chapitre, nous présentons les résultats numériques pour le modeéle
considéré, en régime stationnaire et transitoire. En régime transitoire, nous étudions deux
exemples : I’'un lorsque les températures imposées aux frontieres évoluent rapidement dans le
temps, et ’autre lorsque les conditions aux limites de flux sont trés intenses. L’application est
réalisée sur un matériau de type isolant constitu€ de fibres de silice. Nous comparons aussi les
performances des différentes méthodes de résolution de PETR, en termes de précision et de

temps de calcul.

6.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous avons situé notre étude dans un cadre général afin de couvrir une
trés grande diversité de problémes. I reste que le domaine d’application qui nous intéresse est
celui des milieux fibreux. La suite de notre présentation va par conséquent concerner
uniquement ce type de milieux. Plus précisément, nous allons porter notre étude sur des
matériaux isolants du type laine de verre, composés de fibres de silice comme le montre la
figure 1.15. Par ailleurs, mentionnons que ce sont des matériaux proches de ceux que ’on
utilise en isolation thermique. Ce type de matériaux a fait I’objet de nombreuses études au
LEMTA, notamment par Guilbert (1985) [1], Boulet (1992) [2] et Milandri (2000) [3]. Voici
les caractéristiques du milieu réel que nous allons considérer dans la suite de ce chapitre :

- géométrie : milieu plan du type “‘mur”’,
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- nature des fibres : silice pure de masse volumique 2200 kg/m’

- diametre des fibres : 7 microns,

- longueurs des fibres : quelques millimétres,

- masse volumique du milieu : p =20kg/m’,

- morphologie du milieu : le cas qui sera étudié est celui de fibres stratifiées dans des

plans paralléles aux frontiéres du milieu,

- ¢épaisseur du milieu : /£ =10cm ; hauteur du milieu : H =50cm.
Les propriétés radiatives du milieu sont caractérisées par les coefficients monochromatiques
d’absorption &, , de diffusion o, ainsi que la fonction de phase P,. Pour nos applications,

nous reprenons les coefficients caractéristiques du milieu, qui ont été calculés par Guilbert
[1], Boulet [2], et plus récemment par Milandri [3]. De maniére générale (et quand ce ne sera
pas le cas, nous le préciserons), les discrétisations angulaires et spectrales qui seront utilisées
sont les suivantes :

- nombre de discrétisations angulaires : m =12,

- nombre de discrétisations spectrales : N =211.
Les 211 longueurs d’ondes que nous prenons en compte sont significatives pour le milieu et
varient entre 3,5 et 25 microns. Comme présenté sur la figure 6.1, la variation spectrale des
coefficients radiatifs montre que le milieu fibreux que nous étudions est clairement non gris,
ce qui justifie totalement la prise en compte du caractére monochromatique dans notre étude.
Par ailleurs, ce milieu fibreux posséde la caractéristique fondamentale de diffuser le
rayonnement de facon fortement anisotrope. A ce sujet, nous renvoyons le lecteur a la thése
de Boulet [2] et a celle de Milandri [3].

N 5000
e

E 4s00l » - |
8 extinction

E 4000 |- -

Eg 3500 / scattering 1
g9 3000 | » |
g 2500

.4

o

@ 2000 |
é 1500 |- 7]
E 1000 ¢ \\ . / -‘

absorption 7 ¢
§ 500 7 / - ]
g (4] i i " L
0 5 0 s 20 =

Wavelength (microns)

figure 6.1 : Variation des coefficients radiatifs monochromatiques moyens
(i.e. moyennés sur les directions) en fonction de la longueur d’onde

Dans notre cas, la conductivité thermique du milieu étudié est déduite par une relation
semi-empirique qui prend en compte la conduction de I’air, des fibres de verres et les contacts
entre les fibres (Langlais et Klarsfeld, 1985) [4] :
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ATy =a-T* +b-T +c mMW/m-K) (6.1)
otl a=0,2572, ¢=0,0527- p*" et b=0,0013-c. p est la masse volumique du milieu en

kg/m’ et T est la température du milieu en K.

Remarque 6.1 : La conductivité thermique donnée par la relation (6.1) vérifie bien
I’hypothese 4.2. du chapitre IV avec 4, =A_ (T ) et A, =A.(T,).

Nous avons traité le probleme transitoire au chapitre V avec une chaleur massique c,

qui varie avec la température. Cependant, pour les exemples d’applications qui vont suivre
dans la gamme de températures considérée, nous la prendrons constante et égale a

670 J /(kg - K) . Cette valeur est donnée par la table thermophysique [5].

Les applications numériques que nous allons présenter tout au long de ce chapitre ont
été effectuées sur un ordinateur de type Pentium II, 450 Mhz avec 128 Mo de mémoire.

Passons maintenant, aux applications numériques et, pour commencer, en régime stationnaire.

6.2 Résultats numériques en régime stationnaire

Dans le but de comparer les différentes méthodes numériques que nous avons
présentées au chapitre III, nous désignons par :

- Meéthode 1 : la méthode qui résoud le systeéme couplé en utilisant les matrices de
transmission et de réflexion pour la résolution de I’ETR (la solution
particuliere du systeme (3.12) (3.16) est calculée a 1’aide d’un polyndme
de degré trois),

- Méthode 2 : la méthode qui résoud le systtme couplé en utilisant le schéma de
différences finies d’ordre deux pour la résolution de I’ETR,

- Méthode 3 : la méthode qui résoud le systeéme couplé en utilisant la technique de
diagonalisation de la matrice caractéristique du milieu pour la résolution
de ’ETR.

Par ailleurs, pour les exemples d’applications qui vont suivre, nous avons discrétisé le

domaine spatial [0, E] a ’aide de nt =99 points (le pas constant en espace est alors égal a
h=E/(nt+1)=1mm) et nous avons fixé les températures aux frontiéres a 7, =400K et
T, =300 K . Nous avons ainsi choisi un exemple ot I’écart entre les températures fixées aux
bords est relativement important. Dans ces conditions, 1’algorithme qui résoud le systéme

couplé (pour les trois méthodes) a convergé en dix itérations avec une tolérance £ =107°.
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Nous avons reporté dans le Tableau 6.2 les résultats obtenus par les différentes méthodes
numériques. Pour chaque colonne, trois valeurs sont représentées : a gauche les valeurs
correspondent & la Méthode 1, au centre a la Méthode 2 et enfin 2 droite a la Méthode 3. Nous
pouvons alors constater que les résultats indiqués sont en parfait accord. Cette comparaison
prouve ainsi que les différentes méthodes génerent de bons résultats, ce qui valide en
particulier les différentes méthodes de résolution de I’ETR. Notons toutefois une treés 1égere
différence concernant les résultats de la premiere méthode. Cela vient du fait que c’est la
moins précise (car la solution particuliere est calculée par un polyndme de degré 3). Les
temps de calculs que nous présentons maintenant sont les temps CPU (nécessaire pour obtenir
la convergence des méthodes, correspondant a dix itérations). Voici ce que nous avons

enregistré :
nt =10 nt =100 nt =100
m=12 m=12 m =100
Méthode 1 (version de Boulet etal.)| 208 s. 37 min. 04 s. |15 h. 34 min. 07 s.
Meéthode 1 (notre version) 59 s. 9min.43s. | 4h.42 min. 36s.
Méthode 2 46 s. 2h. 19 min. 56 s. |52 h. 39 min. 50 s.
Méthode 3 37 s. 10 min. 27 s. 3 h. 39 min. 53 s.

Tableau 6.1 : Comparaison des performances des différentes méthodes

au niveau des temps de calculs.

Comme le montrent les résultats regroupés dans le Tableau 6.1, lorsque nt =10 et m =12, le
gain de temps est tres important pour les nouvelles méthodes, puisque :

- la Méthode 1 (notre version) est approximativement 3,5 fois plus rapide,

- la Méthode 2 est approximativement 4,5 fois plus rapide,

- la Méthode 3 est approximativement 5,6 fois plus rapide,
Lorsque nt =100 et m =12, le gain de temps est aussi important pour les méthodes 1 et 3,
puisque :

- la Méthode 1 (notre version) est approximativement 3,8 fois plus rapide,

- la Méthode 3 est approximativement 3,6 fois plus rapide,
Par contre, la méthode 2 n’est plus compétitive face aux autres méthodes.
La troisi¢me colonne du Tableau 6.1 donne un apercu des temps de calculs lorsque le nombre
de directions polaires augmente, passant de m =12 & m=100. On constate alors que pour
chaque méthode le temps de calcul devient excessivement long : il et multiplié par environ
251!
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Nous avons représenté sur les figures 6.2 et 6.3 respectivement le champ de
températures et les flux de chaleur en fonction de la position dans le milieu. Nous pouvons
alors constater que :

- d’apres la figure 6.3 ou encore d’apres les résultats présentés dans le Tableau 6.2, nous
avons bien un flux total constant dans le milieu conformément a la loi de conservation de
1’énergie, avec une erreur relative de moins de 0,01 %.

- nous pouvons observer, d’apres la figure 6.3 (ou le Tableau 6.2), I’'importance du flux
radiatif total dans le milieu : celui-ci représente approximativement un tiers du flux total
sous les conditions de calculs précisées au début, ce qui confirme I’importance accordée a
ce mode de transfert de chaleur.

- le champ de températures réel obtenu est quasiment linéaire. Cela justifie en particulier le
calcul de la solution particuliere du systeme (3.12) (3.16) sous forme de polyndme pour
la méthode 1. Par ailleurs, cela justifie le choix d’un champ de températures linéaire pour
I’initialisation des calculs par la méthode de point fixe.

- d’apres la figure 6.3, le flux radiatif total passe par un maximum dans le milieu et le flux
conductif, quant a lui, passe par un minimum, au méme point. D’apres les relations (2.6)
et (2.40), en ce point le terme source radiatif est nul et :

oo 1

[ ] ouw Low duar=] [ w0 L) dudh (6:2)
0 -1

0 -1
- comme le montre la figure 6.2, la température est une fonction décroissante (ceci lorsque
la température imposée sur la face avant est supérieure a celle imposée sur la face arriére)

et qu’elle est encadrée par les deux températures fixées aux bords : nous retrouvons ainsi

le premier point du résultat énoncé par le théoréme 1 du chapitre I'V.

Par ailleurs, nous avons testé la stabilit¢ des méthodes en ce qui concerne la donnée
initiale. Nous avons considéré un champ de températures initial sensiblement différent d’une
fonction linéaire, comme le montre la figure 6.2. Finalement, 1’algorithme a convergé vers le
méme champ de températures réel.

Nous avons représenté sur les figures 6.4 et 6.5 le champ de luminance dans la premiére
direction K,, en fonction de la position dans le milieu et en fonction de la longueur d’onde.

Ces figures montrent que, comme pour la température, la luminance est décroissante en
fonction de la position dans le milieu (ceci toujours lorsque la température imposée sur la face
avant est supérieure a celle imposée sur la face arriere). Les figures montrent aussi que la
courbe de la luminance a une allure (en fonction de la longueur d’onde) proche de celle du
COIpS noir.

Sur les figures 6.6, 6.7 et 6.8, nous avons représenté les courbes de la luminance et celle
du corps noir, a différentes positions dans le milieu et en fonction de la longueur d’onde. Les

courbes en noir représentent la Juminance du corps noir. Ensuite, pour ne pas alourdir les
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figures, nous avons représenté la luminance spectrale uniquement dans deux directions qui
sont cependant significatives. Les courbes en bleu représentent la luminance dans la premiere
direction u, de I’espace avant : c’est dans cette direction que la valeur de la luminance est la
plus importante. Les courbes en rouge représentent la luminance dans la premiére direction
- M, de I’espace arriére : c’est dans cette direction que la valeur de la luminance est la plus
faible. Sur la figure 6.6, nous constatons alors que les luminances spectrales calculées sont
trés proches (elles peuvent prendre des valeurs supérieures ou des valeurs inférieures) de
celles du corps noir a la température du point considéré. A certains endroits (pour les
longueurs d’ondes inférieures & 5 microns et supérieures a 10 microns), les courbes se
superposent pratiquement. C’est dans la zone comprise entre 5 et 10 microns que les courbes
de la luminance spectrale, calculée dans les deux directions u, et — i, s’écartent le plus de
celles du corps noir a la température du point considéré. Notons alors que c’est la variation
des luminances spectrales en fonction de 1’angle polaire qui est & 1’origine du caractére plus
ou moins isolant du milieu. Comme le montre toujours la figure 6.6, la luminance spectrale
calculée est une fonction encadrée par les luminances monochromatiques du corps noir, aux

deux températures imposées aux bords : nous retrouvons ainsi le deuxiéme point du résultat

énoncé par le théoréme 1 du chapitre IV.

A T’aide des figures 6.7, 6.8 et 6.9, nous avons voulu mettre en évidence 1’influence du
choix du nombre de discrétisations angulaires sur le calcul des luminances spectrales et des
flux de chaleur. Les courbes de la figure 6.7 ont été obtenues en prenant 100 directions
angulaires, les courbes de la figure 6.8 a 1’aide de 12 directions angulaires et les courbes de la
figure 6.9 respectivement pour 12 et 100 directions angulaires. Pour mieux mettre en évidence
le phénomene concernant les luminances spectrales, nous avons représenté celles qui ont été

calculées tres pres des frontiéres du milieu (aux abscisses x =1mm et x=99mm ). Si nous

rappelons le résultat concernant 1’encadrement de la luminance, énoncé par le corollaire 4.19
du chapitre IV, nous avons :

L, (T)+C,, (T <L, (x,1) <L, (T,)+C,

i i,j.k

(T)V 1<i<nt,1Sj<metl<k<N.
ou C,;,(T') représente I’erreur entre la luminance exacte (solution de ’ETR) et la luminance

b

calculée, qui vérifie V1<k <N :

LT Ae n !
max |C, . (T) | ——- . -sup | 5|0 - P, - ' 6.3
Isizn D I-c, &, +6, 2880 urwy a,u“[ W 0-B W)l 63)
<j<m & % k wel-1,13
ou ¢, estlaconstante donnée par :
6',,_1 A94 T 4
c, =1- et : -sup |—|O - P, - u'
& &5, +65 6, +6, 2880 #E[[El,ll]] au“[ o (1) B (1= 4 )]‘
wel-1,

avec 6, ,6,, ,6,, et & des constantes données par :
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- : A LEr . &Y o=
Galk = inf o-alk (:u) ’ o-sl,( = inf O-slk (lu’) ’ o-alk = Sup O-a/lk ('u) ? Galk = sup O-alk (:u)
uel~L1] Hel-L1] pel-L1] pel-L1]

Remarque 6.2 :

1) En fait, nous avions démontré au chapitre IV une majoration de la quantité max | C, . (T) |
1i<nt 7
1<j<m

oll apparaissent les constantes &,,6,,6,,6, et ¢ qui sont indépendantes de la longueur

d’onde. Toutefois, la relation (6.3) que nous venons d’écrire est encore vraie lorsque les
coefficients d’absorption, de diffusion et la constante ¢ sont monochromatiques puisque la
longueur d’onde est un parameétre dans I’ETR.

2) max | C, .k(T)) représente 1’écart absolu et ‘max | C, .k(T)| représente 1’écart
Iigne | 5T T) 1sism! o
1<j<m % 1<j<m

relatif.

4
3) Le terme sup 8—4
pe[—l,l]] a/,L

wel-1,1

[GMk (M)-P, (U — ,u')] est d’autant plus grand que la variation de la
fonction 4 —> o0, (1)-P, (4 — u') estrapide.

L’erreur C,; (T) est donc proportionnelle au pas angulaire & la puissance quatrieme (car

nous avons utilisé la formule a trois points de Simpson composée dans la démonstration) et
nous réduisons ’erreur en prenant un pas plus fin. Si nous analysons le probléme pour la
luminance spectrale calculée a I’abscisse x =1mm, alors I’écart qui existe entre la courbe en

bleu et la courbe en noir représente ’erreur C,, (7,). Nous observons une trés nette

différence pour les deux figures 6.7 et 6.8. Lorsque le modele utilise 100 directions
angulaires, nous obtenons des résultats tres satisfaisants. Par contre, lorsque 12 directions
angulaires sont prises en compte, nous constatons que l’erreur est assez importante.
Cependant, comme le montre la figure 6.9, les conséquences sur les flux de chaleur sont tres
minimes. En effet, nous observons une trés 1égere différence qui se situe uniquement pres des
frontieres du milieu.

De plus, notons d’apres la proposition 4.33 que 1’erreur pour les luminances calculées a
n’importe quelle abscisse dans le milieu peut étre la méme ou encore plus importante puisque
une erreur supplémentaire vient s’ajouter provenant de la discrétisation spatiale.

Par ailleurs, notons que I'erreur C,; (T) est plus importante lorsque le coefficient

d’absorption est treés faible, d’apreés la formule (6.3). D’apres la figure 6.1, la zone ou le
milieu étudié absorbe trés peu se situe dans les courtes longueurs d’onde. Le phénomene que
nous avons mis en évidence précédemment concerne justement ce domaine spectral. Nous
savons que nous pouvons réduire I'erreur en prenant un pas angulaire suffisamment fin.
Cependant les temps de calculs deviennent aussi plus importants comme le montre clairement
le Tableau 6.1. 1l faut donc faire un compromis entre la précision et les temps de calculs. En
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conclusion, nous conseillons lorsque cela s’avére nécessaire, de prendre un pas angulaire plus

fin dans la zone a trés faible absorption du milieu.

Enfin, a I’aide des figures 6.10, 6.12 et 6.13 comparées aux figures 6.2, 6.4 et 6.5, nous
montrons que la luminance spectrale calculée est une fonction croissante de la température tel
que cela est énoncé par la proposition 2 du chapitre IV. La figure 6.11 comparée a la figure

6.3 montre que les flux de chaleur sont aussi des fonctions croissantes de la température.
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Epaisseur Flux total Flux radiatif Flux conductif Température
(m) (Wim?) (W/m?) (Wim?) (K)

0 400.00 / 400.00 / 400.00
0.01 47.30/47.31/47.32 19.94/19.89/19.91 27.36/27.41/27.41 391.39/391.45/391.47
0.02 47.30/47.31 /47.33 19.63/19.50/19.51 27.67/27.80/27.81 383.15/383.18/383.20
0.03 47.30/47.31/47.33 18.88/18.84/18.85 28.42/28.47/28.48 374.59 /374.59 / 374.60
0.04 47.30/47.31/47.33 18.04/18.06/18.07 29.26/29.24/29.25 365.62/365.61/365.62
0.05 47.30/47.31/47.33 17.14/17.20/17.21 30.15/30.10/30.11 356.19/356.19 /356.20
0.06 47.30/47.31/47.33 16.20/16.26 / 16.26 31.10/31.05/31.06 346.26 / 346.28 / 346.28
0.07 47.30/47.31/47.33 15.21/15.24/15.24 32.09/32.07/32.08 335.77/335.80/335.81
0.08 47.30/47.31/47.33 14.16 7/ 14.14/ 14.14 33.13/33.17/33.18 324.66 /324.70 / 324.70
0.09 47.30/48.31 /47.33 12.96/12.87/12.88 34.34 /34.43 /34.44 312.86/312.87/312.87
0.1 300.00 / 300.00 / 300.00

Tableau 6.2 : Flux de chaleur et champ de températures dans le milieu :

Résultats obtenus par les différentes méthodes
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figure 6.7 - Champ de luminance calculé pres des frontieres du milieu
en fonction de la longueur d’onde (m =100)
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figure 6.8 : Champ de luminance calculé prés des frontieres du milieu

en fonction de la longueur d’onde (m =12)
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figure 6.9 : Flux de chaleur dans le milieu
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6.2 Résultats numériques en régime transitoire

6.3.1 Températures imposées aux frontiéres

Nous avons cherché a calculer le champ de températures et les flux en fonction du

temps lorsque 7, =400 K ; 7, =300 K et la température imposée sur la face avant (en x=0)

suit une évolution linéaire trés rapide :
(I, —Tg)t+T, lorsque 0<t<ls
T lorsque ¢2=1s

fo-|
o
Nous avons utilisé€ un maillage en espace a pas variable et nous I’avons raffiné dans la zone a

fort gradient de température, en 1’occurrence ici sur ’intervalle [0, E/5], ceci a ’aide de 20
points et d’une discrétisation en progression géométrique avec une raison o =0,8.
L’intervalle [E/5,E] quant a lui, a été discrétisé avec un pas constant h=2,5mm. Par

ailleurs, nous avons utilisé un pas de temps trés petit (par rapport au temps mis pour que le
systéme se stabilise) : Az =0,5 s, pour des raisons de stabilité et de précision.

Sur les figures 6.14, 6.15, 6.16 et 6.17, nous avons représenté 1’évolution du champ de
températures et des flux en fonction du temps et de ’abscisse du point considéré. Nous
pouvons alors constater qu’aux premiers instants, le gradient de température est tres
significatif : les flux radiatifs et conductifs prennent des valeurs trés importantes. A chaque
instant, nous observons I’existence d’un maximum pour le flux radiatif total : en ce point, le
terme source radiatif est nul et d’apres la relation (6.2) :

[ [ ouw Loy duar=] [ o, 5aen) duda (6:4)

puisque la relation est encore vraie en régime transitoire. Au premier tiers du temps environ,
le champ de températures est pratiquement linéaire. Ensuite la convergence vers le régime
stationnaire est beaucoup plus lente. Quand le systeme atteint le régime stationnaire
(t, =1250s.), le flux total devient constant et égal a 47.33 W/m*. C’est une valeur

Y

numérique que nous retrouvons a partir du modele développé précédemment en régime
stationnaire. Comme le montre le Tableau 6.2, nous retrouvons aussi les mémes valeurs pour

le champ de températures, les flux radiatifs et conductifs. Par ailleurs, le programme a mis

exactement 54 h. 57 min. 40 s. pour converger, avec une tolérance € =10"°. Le temps de
calcul reste donc quand méme assez important, bien que nous ayons amélioré

considérablement les temps de calculs pour la résolution numérique de ’ETR.



192

6.3.2 Condition aux limites de flux

Pour cette application, nous nous sommes placés dans le cas ou le milieu est éclairé par
un corps noir, a une température de 600 K sur la face avant (en x =0) et 4 une température de
300 K sur la face arricre (en x=FE). Ces deux températures sont ensuite maintenues
constantes au cours du temps. Nous pouvons ainsi considérer la symétrie azimutale dans notre
modele, puisque les conditions aux limites radiatives respectent cette symétrie.

Nous supposons que la température ambiante de I’air du c6té de la face avant du milieu,
s’échauffe et suit I’évolution linéaire suivante :

150-£+300 lorsque 0<t<120s
Tao®)= { 450 lorsque t2>120s

et nous supposons que la température ambiante de I’air du coté de la face arriere du milieu

reste constante au cours du temps et égale a T, (f) =300 K .

Pour le modele numérique, nous avons utilisé un maillage en espace & pas variable et

nous I’avons raffiné prés des deux frontieres du milieu, sur les deux sous-intervalles [0, E/5]
et [4E/5,E]. Ceci (pour chaque sous-intervalle) a 1’aide de 30 points et d’une discrétisation
en progression géométrique avec une raison & =0,8. L’intervalle [E/5,4E /5], quant a lui, a
été discrétisé avec un pas constant s = 2,5 mm. Toujours pour des raisons de stabilité et de
précision, nous avons utilisé un pas de temps trés petit : Az =0,5s.

Sur les figures 6.18, 6.19, 6.20 et 6.21, nous avons représenté 1’évolution du champ de
températures et des flux en fonction du temps et de 1’abscisse du point considéré. Sur ces
quatre figures, les courbes en noir correspondent a 1’instant ¢ =1s, les courbes en vert a
I’instant # =755, les courbes en rouge a l’instant 1 =250s et enfin les courbes en bleu a

I'instant £, =1500s : c’est 'instant ol le régime stationnaire est atteint. Les courbes de

températures passent par un maximum dans le milieu : c’est la perte par convection sur la face
avant qui en est responsable. En particulier, cela conduit a un flux conductif a valeur négative
proche de la face avant. Le pic du flux radiatif est di au fait que le flux incident croit tres
rapidement : le rayonnement se propage dans le milieu a une vitesse proche de celle de la
lumiéere dans le vide. L’élévation de température ne peut pas se faire a la méme vitesse donc
le flux conductif ne varie pas de la méme fagon. La variation rapide de la température sur la
face avant conduit a un flux conductif qui varie aussi fortement. Au premier quart du temps
environ, le champ de températures est pratiquement linéaire. Ensuite la convergence vers le
régime stationnaire est beaucoup plus lente. Quand le systéme atteint le régime stationnaire

(f, =1500s.), le flux total devient constant et égal a environ 205 W/m?, avec une erreur

relative inférieure a 0,6 % comme le montre la figure 6.23. Notons que nous pouvons réduire

encore I’erreur en prenant un maillage plus fin prés des fronticres.
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Par ailleurs, le programme a mis exactement 82 h. 04 min. 10 s. pour converger, avec

une tolérance & =107 Le temps de calcul est donc tout aussi important que pour le modéle
précédent (températures imposées aux frontieres). De plus, bien que nous ayons donné la
méthode qui permet de simuler le probléme associant les conditions de flux sans la symétrie
azimutale (donné en annexe 3), nous n’avons pas effectué d’essai pour ce modele car les
temps de calculs sont trop longs. En théorie, le programme (dans les conditions définies

précédemment en rajoutant 12 directions azimutales) devrait tourner un mois !
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Sigure 6.17 : Variation du flux total

au cours du temps

Epaisseur  Fluxtotal  Fluxradiatif — Flux conductif  Température

(m) (W-m'?) (W-m™) (W-m™) (K)
0 400.00
0.01 4733 19.93 27.40 391.50
0.02 4733 19.50 27.83 383.21
0.03 4733 18.86 28.47 374.61
0.04 47.33 18.07 29.25 365.62
0.05 4733 17.21 30.11 356.20
0.06 47.33 16.26 31.05 346.28
0.07 47.32 15.24 32.08 33581
0.08 4732 14.14 33.18 324.70
0.09 4732 12.89 34.43 312.85
0.1 300.00

Tableau 6.2 : Flux de chaleur et champ de températures dans le milieu,

obtenus aprés convergence vers le régime stationnaire
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6.4 Conclusion

Nous avons appliqué nos différentes méthodes numériques mises au point en régime
stationnaire et transitoire a des milieux fibreux réels. En régime stationnaire, nos résultats
concordent parfaitement avec les résultats théoriques (encadrement de la température et de la
luminance, un flux total constant dans le milieu, monotonie de la luminance). La comparaison
des résultats issus de nos différentes méthodes numériques en régime stationnaire a permis de
valider le code en régime stationnaire. Le code, en régime transitoire et lorsque les
températures sont imposées aux frontieres, conduit, apres convergence, a des résultats tres
proches de ceux obtenus par le code en régime stationnaire (lorsque les températures finales
sont imposées). Le code en régime transitoire et lorsque le milieu est soumis a des conditions
de flux donne des résultats encourageants.

Par ailleurs, notons que nous n’avons pas compare nos résultats en régime transitoire a
ceux issus de travaux d’autres auteurs, que ce soit pour le modele qui considére les conditions
aux limites de type températures imposées aux frontiéres ou celui des conditions de flux, pour
la simple raison que nous n’avons trouvé aucun modele qui soit aussi complet : il semble que
ce soit une premiére étude de ce genre, considérant un modele aussi complexe. Notons
toutefois qu’il sera nécessaire pour la suite de ces travaux d’effectuer des confrontations avec
divers résultats expérimentaux, pour tester la validité de notre modélisation en régime

transitoire.
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Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire nous a permis d’étudier d’un point de vue
théorique et numérique les transferts de chaleur couplés par rayonnement et conduction a
travers un milieu semi-transparent, dans le cas d’une géométrie monodimensionnelle. Le sujet
que nous avons traité fait ’objet d’un nombre important de recherches en raison de ses
applications industrielles variées, notamment en ce qui concerne les questions d’isolation
thermique (barrieres thermiques et résistance au feu). Le transfert radiatif a travers les milieux
fibreux a beaucoup été étudié au laboratoire d’un point de vue théorique et expérimental.
L’effort s’est particulierement orienté sur la détermination des propriétés radiatives des
matériaux fibreux, par des méthodes directes (basées sur les équations de Maxwell) et
inverses. Notre objectif était alors de répondre a certaines exigences concernant plus 1’aspect
thermique. En particulier, il s’agissait d’étudier les transferts de chaleur couplés par
rayonnement et conduction, d’une part en régime stationnaire et, d’autre part, en régime
transitoire.

Le modéle que nous avons établi est trés complet par rapport a ceux existant dans la
littérature, puisque nous considérons un modele multi flux. L’étude porte sur un milieu non
gris, anisotrope, absorbant, diffusant et émissif. Les propriétés thermophysiques du milieu : la
chaleur massique, la conductivité thermique et le coefficient d'échange par convection varient
avec la température. Nous avons fait une étude compléte concernant le régime stationnaire et
nous avons ensuite étendu 1’étude au régime transitoire en considérant, d’une part les
températures imposées aux bords qui peuvent évoluer rapidement dans le temps et, d’autre
part, des conditions aux limites de flux pouvant €tre trés intenses.

L’analyse mathématique montre que le modele en régime stationnaire, et lorsque les
températures sont imposées aux frontieres (pour des surfaces noires), est bien posé. Par la
méme occasion, nous avons établi certaines propriétés concernant les champs de températures
et de luminances dans le milieu. En outre, nous avons mis en évidence que la luminance
monochromatique est une fonction encadrée par les luminances monochromatiques du corps
noir, aux deux températures imposées aux bords.

Ensuite, nous avons présenté quelques méthodes de résolution numérique pour ce
modele. Aprés avoir donné les limites de validité de la méthode basée sur le principe
d’interaction, nous avons développé deux nouvelles méthodes stables et précises pour
résoudre ’ETR. La deuxiéme équation a été résolue a I’aide d’un schéma aux différences
finies associé a la transformation de Kirchhoff. Le couplage entre les deux équations a été
abordé par une méthode de point fixe qui porte uniquement sur le champ de températures.
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L’étude faite au chapitre IV montre que le schéma numérique est convergent sous
certaines hypotheses de régularités, de bornitudes et de conditions de stabilité portant sur les
pas angulaire et spectral. En outre, nous montrons que les solutions approchées préservent les
propriétés établies dans le cas continu.

Au chapitre V, nous donnons une méthode de résolution numérique en régime
transitoire. La résolution de I’ETR n’est pas modifiée lorsque 1’on étudie le régime transitoire.
Apres avoir appliqué les transformations de Kirchhoff et enthalpique, 1’équation de
conservation de 1’énergie est résolue en espace par la méthode des éléments finis p?
(nécessaire pour que le flux conductif soit d’ordre un), utilisant un maillage a pas variable (de
maniere a résoudre les fronts de température avec précision). Ensuite, le systeme différentiel
en temps a été résolu par une méthode de Runge-Kutta implicite adaptée aux équations raides,
compte tenu des fortes variations de flux et de températures dans le milieu.

Enfin, dans la derniére partie de ce travail, nous avons analysé les résultats numériques
obtenus par la simulation, en régimes stationnaire et transitoire. L’application a été réalisée
sur un matériau isolant constitué de fibres de silice. L.’accord entre les résultats numériques et
la théorie s’est montré trés satisfaisante, ce qui confére une certaine validité a la démarche
poursuivie.

Par ailleurs, les travaux réalisés nous ont permis de mettre au point un code de calcul
qui permet de simuler le comportement d’un matériau isolant face au feu. Celui-ci a été écrit a
P’aide du logiciel Matlab. Soulignons que ce code constitue un instrument de qualité,
répondant aux exigences réelles de I’industriel, en termes de précision et de temps de calculs.
Il devrait beaucoup aider a une meilleure caractérisation des matériaux isolants. Une
application future de cette recherche est 1’amélioration des performances d’un isolant
thermique en cas d’incendie, soumis & de forts gradients thermiques.

Enfin, concernant les perspectives d’étude apparaissant a I’issue de ce travail, celles-ci
sont relativement nombreuses. A court terme, nous pouvons envisager les points suivants :

1) en régime transitoire, construire un maillage adaptatif (en fonction de 1’évolution au
cours du temps des gradients de températures dans le milieu), ceci afin de réduire le
colit en temps de calcul du programme;

2) étendre 1’étude du probléme en considérant de manieére générale des fronticres semi-
transparentes, ceci afin de pouvoir étudier différents types de matériaux semi-
transparents, notamment les verres qui présentent un grand intérét industriel;

3) traiter le probléme lorsque les coefficients radiatifs varient avec la température ou
encore lorsqu’ils varient en fonction de la position dans le milieu, ce qui correspond a
un milieu non homoggne;

4) en régime transitoire, faire 1’étude théorique mathématique et la convergence des
schémas numériques;

5) résoudre I’ETR par une méthode de point fixe (portant sur le terme intégral) ; ensuite,
comparer les résultats et les temps de calculs aux autres méthodes;
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6) pour la méthode de résolution de I’ETR basée sur le principe d’interaction, voir si on
peut construire une autre solution particulicre qui utiliserait les matrices de
transmission et de réflexion;

7) concernant les applications, prendre comme conditions aux limites de type flux, un
signal modulé et voir que, dans certaines conditions, le terme émission propre du
milieu peut étre négligé conformément a 1’hypotheése avancée (nous avons déja fait des
essais et ceux-ci sont concluants);

8) déterminer I’expression de la chaleur massique en fonction de la température pour le
type de matériaux étudiés;

9) en termes de résolution spectrale, il convient de prendre plus de longueurs d’ondes;

10) faire une étude mathématique pour affirmer ’hypothése qu’en régime transitoire; on
peut négliger le premier terme de ’ETR qui contient la dérivée temporelle.

A long terme, nous pourrons aborder les points suivants :

11) valider le modele par des mesures expérimentales (une thése a débuté récemment pour
valider le modele en régime transitoire);

12) essayer de résoudre 1’équation de conservation de 1’énergie lorsque le terme source
radiatif est exprimé uniquement en fonction de la température;

13) faire une étude sur le calcul d’erreur des coefficients radiatifs et ensuite étudier la
sensibilité due a ces erreurs sur la solution de 'ETR;

14) le calcul des coefficients radiatifs passe par la résolution des équations de Maxwell.
Dans ce cas, il serait intéressant d’y apporter des techniques mathématiques
performantes pour traiter le probleme. Ensuite il sera nécessaire de fusionner les
programmes;

15) généralisation du modele en 2D, 3D en considérant des géométries complexes. Dans
ce cas, il faudra s’orienter vers d’autres techniques numériques pour résoudre I’ETR.
Nous songeons notamment a la méthode des éléments finis ou celle des volumes finis.
La deuxieme équation pourra toujours E&tre résolue en espace par la méthode des
€léments finis. On préconise aussi d’utiliser une méthode de décomposition de
domaine, faire du calcul parallele;

16) faire 1’étude théorique mathématique et I’étude de la convergence des schémas
numériques, pour les modgles en 2D et 3D;

17) nous pouvons envisager ’extension de 1’étude au probleme du couplage avec la
convection. Si, a température ambiante, la convection est trés faible dans les isolants
fibreux, lorsque la température est plus élevée, ce phénomeéne n’est plus négligeable. 11
est certain que la prise en compte de la convection rend 1’étude plus complexe. Ce
probléme constitue un vaste champ de recherche. Dans un premier temps, il faudra

étudier le transfert de chaleur combiné rayonnement-convection.
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Annexe 1 : Les coefficients C° 1<k <m

Nous rappelons que m doit étre pair. Pour m < 6, nous utilisons les formules de Newton-
Cotes, données par le tabeau suivant :

Nom m | ¢ Go & & | & | &
Trapéze 2 A8 A8

2 2
Newton 4 3-A8 9-A0 9-A0 3-A8

8 8 8 8
Villarcea 6 95-A6 375-A0 | 250-A6 | 250-A60 | 375-A0 | 95-A6
u 288 288 288 288 288 288

Pour une grande valeur de m (dans nos applications m > 12), on applique une intégration par
arc en utilisant les formules composées :

~ o~ 1-A ~ o~ : ~ o~ .
o =0 = 1451-A6 o= 1478 - A6 L 3= = 1380- A6
1440 1440 1440
5f=5i_3=w;5§=52_4=w et CN',f=A9 pour 6<k<m-5
1440 1440

Puis on tient compte des intégrations sur les deux intervalles partiels [0,6,] et [0, ,7] (les
deux valeurs aux bords de l’intervalle angulaire en 8§ =0 et 6 =@, sont obtenues par
extrapolation linéaire). Dans ce cas, les poids d'intégration C? 1<k <m sont donnés par :

5-A8 +5-A9 ~ A6

Cl=C%+ ;O =C0 =L, 0 =C" 2 ; C°, =C? =

m~1

et C'=C? pour 3<k<m—2
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Annexe 2 : Méthode utilisant le principe d’interaction SAEON0 VULLERS- ES-NANCY

Considérons une couche du milieu d’épaisseur x, —x, (0<x, <x, <) (figure A2.1) et
définissons les matrices de transmission et de réflexion que I'on note 7), et R, en tant que
grandeurs caractéristiques du rayonnement respectivement transmis a travers le milieu et
réfléchi par le milieu, pour les différentes directions d’incidence envisageables. Pour les cas
pratiques qui nous intéressent, nous pouvons considérer que quelle que soit la direction de
propagation du rayonnement préalablement choisie (sens positif ou négatif), les
caractéristiques obtenues pour la transmission ou la réflexion seront les mémes. Cela ne serait
pas le cas si les propriétés radiatives variaient avec I’abscisse x par exemple.

Soit L,,(x,), L,,(x,) les deux champs de luminance monochromatiques homogenes

définis respectivement aux abscisses x, et x, (figure A2.1).

L+;{t)) L, () L+A(x) L) L;A(_rz] L, . (E)

0 X, x, E
Sfigure A2.1 . Luminances homogenes aux bords et luminances

homogénes dans le milieu aux abscisses x, et x,

Nous pouvons alors écrire le principe d'interaction entre x, et x, :
L;!A(xz) ?;'2 ‘L;u("ﬁ) + R.It'z nx(x)
w(x) = R L) + 17 - Ly(x,)

(A2.1)

Le systeme (A2.1) est ce que Flateau [1] appelle la forme matricielle du principe d'interaction.
'1:,!‘2 et R}__’z sont des matrices carrées de taille m/2 qui ne dépendent que de la longueur

d'onde et de I'épaisseur de la couche (x, — x,) et permettent donc de définir le champ de

luminance homogene a n’importe quelle abscisse dans le milieu. Le principe d’interaction qui
utilise les conditions aux bords est donné par :

L,(x) = T - L,(0) + Ry - L(x)
L, (x) TLy(E) + R Ly(x)

I
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pour tout 0 <x <k ou T;*, R;" sont caractéristiques de la couche (0 — x) et 7%, R® sont
caractéristiques de la couche (x — F) .
En regroupant les conditions aux bords a droite, on a :
{ L, () = Ry Ly () = T L, 0
~R - Ly, (x) + L,(x) =17 -L,(E) /,

Le systéme est équivalent a
{ (I- Ry -RF) L, (x) = T - L, (0) + RS - T L, (F) I +RY -1,
—RY Ly (0) + Ly (x) = 1,7 L, (B) L

ou / désigne la matrice identité de taille m/2. En inversant la matrice (/ — R;* - R;¥ ), il vient
{ Li() = (= RY-REY(T7 - L) + RIS -LuE)
L) = I" Ly (E) + R - Ly (x) |

Le systeme (A2.2) donne l'expression du champ de luminance homogéne en tout point

du milieu, a partir des matrices de transmission et de réflexion et en fonction des conditions
aux limites radiatives homogenes. 1l nous reste maintenant a établir un moyen de calculer les
matrices de transmission et de réflexion en tout point du milieu. Les méthodes de calcul que
nous allons développer sont appelées : "doubling method" et "adding method". Elles sont
basées sur un processus itératif que nous pouvons mettre facilement en ceuvre
numériquement. Considérons pour cela un milieu composé de » couches élémentaires toutes

trés fines, avec des épaisseurs qui peuvent étre éventuellement différentes (figure A2.2).

1, 2,3 i n

figure A2.2 . Milieu composé de n couches élémentaires toutes trés fines

Pour simplifier les écritures qui vont suivre, I'indice A n'est plus mentionné mais il s'agit

toujours de relations monochromatiques. Appelons respectivement 7, et R, les matrices de
transmission et de réflexion de la couche n°2, de méme 7] et R, les matrices de la couche

n’3, etenfin 7, et R, , les matrices caractéristiques de la couche totale 2+3.
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Reprenons de nouveau le systeme (A2.1); il est équivalent a :

L (x) [ R [T, 0 L(x) A2.3)
x,)= . . .
n X2 0 -T, R, -1 q (% (
En inversant la matrice de (A2.3), nous avons :
-1 _1
I -R I —-R, T
[ 2} = 22 (A2.4)
0 -T, 0o -7
En utilisant (A2.4) et en développant le membre de droite de (A2.3), nous obtenons :
L (x,) =E, - L/(x) (A2.5)
oll nous avons posé
T, - i']:'—l'Ri Ri'TZ'_l
Ei = -1 -1
—Ti 'Ri Tz
avec ’indice i qui représente le n°de la énieéme couche. De méme, on a
L(x;) =E, - L (x,) (A2.6)
En combinant avec la relation (A2.5), il vient
L (x,) =E, - E, - L,(x) (A2.7)
De plus, nous avons :
L,(x) =E,; - L(x) (A2.8)

Des relations (A2.7) et (A2.8) nous déduisons la propriété fondamentale :
E, - E,=E,,
De méme nous aurons :

E, - E=E,, (A2.9)

puisque les matrices E; ne dépendent que de I'épaisseur de la couche.

Réécrivons la relation (A2.9) en utilisant les expressions des matrices E,, E, et E, :

Tz_Rz'Tz_l'Rz R, Tz-1 Tl—Rl.Tl—l.Rl R, Tl—l
- T, 'R, T, - TR T

2 1

-1 -1

{THZ —R1+2 'T1+2 R1+2 R1+2 ) Tl+2

~1 -1
- 1., R, T,
En développant et en simplifiant le membre de gauche, nous obtenons par identification

l'expressionde T ,, et R, enfonctionde T, ,R,, T, et R,, soit:

T.,=T,-T,, on I,,=(I-R-R)"T,
{ 1+2 2 1,2 1,2 1 2 1 (A2.10)

R1+2 =R1+T1'R2‘[1,2
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Le systeme (A2.10) nous procure un mode de calcul itératif permettant de connaitre les
matrices de transmission et de réflexion caractéristiques de couches de matériaux de plus en
plus épaisses. Ce premier principe de calcul ol les différentes itérations peuvent étre menées
sur des couches élémentaires de tailles variables est appelé "adding method". Si nous
considérons le cas particulier ol les couches 1 et 2 ont la méme épaisseur, nous avons les

égalités suivantes : 7, =7,, R =R, etle systeme (A2.10) devient :

T,=T-I' oo I'=UI-R»)"T
(A2.11)

R,=R+T-R-T

N * * o e e .
ou 7, et R, sont caractéristiques d'une épaisseur double.

Le systéme (A2.11) permet donc de calculer les matrices de transmission et de réflexion
d'une couche de matériau d'épaisseur double de celle de départ, d'ott le nom de "doubling
method". Lorsque les couches ont la méme épaisseur, cette procédure est plus efficace que Ia
premiére, puisqu'elle nécessite un nombre d'itérations plus petit. En effet, reprenons le cas
décrit sur la figure A2.2 et supposons que les différentes couches ont toutes la méme

épaisseur x,/2". Pour connaitre les caractéristiques du milieu au point x,, a partir de la

premiére sous-couche, il faudrait :

- nitérations en utilisant la méthode dite "doubling",

- 2" —1 itérations en utilisant la méthode dite "adding".
Pour des raisons de cofit et de gain de temps, nous aurons donc intérét a utiliser la procédure
(A2.11), d'autant plus qu'il faut garder présent a l'esprit que nous ne travaillons pas avec des
grandeurs scalaires mais avec des matrices carrées de taille m/2. Par contre, lorsque les
couches ont des épaisseurs différentes, la procédure (A2.10) est la seule qui peut Etre utilisée.
Par ailleurs, rien ne nous empéche de combiner les deux procédures lorsque cela est possible.

Finalement, par itérations successives, on en déduit les matrices de transmission et de

réflexion nécessaires au calcul des luminances dans le milieu. Comme pour tout type de
processus itératif, il se pose le probleme de l'initialisation donnant les caractéristiques de la
couche élémentaire de départ : R, et 7,. Le mode d'initialisation que nous choisissons utilise

une relation donnant une correspondance entre les matrices de transmission et de réflexion
d'une part et 1'exponentielle de matrice d'autre part. Rappelons la relation (3.21) du chapitre
III appliquée a I’indice i =2 :

L (x,) =exp(A-(x,—x)) L,(x) (A2.12)
En identifiant les relations (A2.5) et (A2.12), il vient :
exp(A-(x,—x))=E, (A2.13)
De méme, nous aurons :
exp(A-x)=E (A2.14)

si I'on considere la premiere couche.

En utilisant les expressions respectives de exp (A-x;) et E;, nous avons :
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1 2 -1 -1
e (x e (x T-R-T ‘R R T
3( 1) 4( 1) = 1 1 *11 1 1 _11 (A2.15)
e (x) e (x) ~1, R I
De fagon générale, nous aurons :
Tx - RX ' TX—I ) RX Rx ’ TX_l
exp(A-x) = (A2.16)

-~ T 'R, T

ou T, et R, sont caractéristiques de la couche (0 — x)

La relation (A2.16) est essentielle puisqu'elle confirme 1'équivalence entre les deux
méthodes : exponentielle de matrice et principe d'interaction. En utilisant la relation (A2.15)
et par identification, nous obtenons l'initialisation des matrices de transmission et de

réflexion :

{ T, = (¢* () A2

R =e(x)T,

En ce qui concerne ce mode d'initialisation de 7} et R,, deux remarques s'imposent :

- il faut calculer exp (A- x,)

- il faut inverser la matrice e*(x,)
Pour réaliser ces deux conditions, nous devons choisir une couche d'épaisseur élémentaire x,
assez petite. Le calcul de 1'exponentielle de matrice va alors se révéler possible. Il est bien
évident que la précision des matrices d’initialisation 7; et R, conditionne la précision des
matrices 7, et R, donc celle de la luminance du milieu. Le probléme qui se pose maintenant
est comment choisir x, de maniere optimale. Les auteurs Boulet et al. [2] ont pris la valeur

suivante : x, = x/2” (x est un point de l'intervalle d’étude (0, E)) avec M un entier positif
X p p

constant quelle que soit la longueur d'onde et égal a 8 dans leurs applications, sans donner
I’explication. Toutefois, avec cette valeur, la méthode a donné des résultats satisfaisants.
Cependant, il semble plus judicieux de choisir M en fonction de la longueur d'onde puisque
les calculs dépendent de celle-ci. Par ailleurs, nous calculons l'exponentielle de matrice en
utilisant les approximants de Padé a 1’aide du logiciel Matlab. Comme déja dit au chapitre III,
Roche [3] a montré que le calcul de l'exponentielle par cette méthode est stable seulement

lorsque la norme de 1a matrice est inférieure a un. Nous devons alors utiliser ce critére, soit :
My ”A/IHDO <1
ce qui revient a prendre

(A2.18)

Ml = Ent [M}_{_l
log 2
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ou Ent désigne la partie entiere et A est le premier pas de discrétisation de l'intervalle [0, E].
Pour un maillage régulier A = h. Par ailleurs, nous avons choisi de prendre pour la norme
matricielle la norme infinie pour une raison de simplicité de calcul. Avant chaque calcul, il
faudra donc calculer ||Al!|m. Sur la figure A2.3 nous avons représenté la variation de M,
donnée par la relation (A2.18), en fonction de la longueur d’onde. L’application porte sur le

méme type de milieu fibreux que celui utilisé par Boulet et al. (les longueurs d’ondes varient
toujours de 3,5 a 25 microns). On s'apergoit dans ce cas que la valeur 8 est omniprésente et

cela justifie la valeur que les auteurs ont prise pour M,. Notons toutefois que, dans cet

exemple, le gain de temps est pratiquement inexistant, mais rien n’empéche que dans d’autres

situations le gain de temps puisse étre plus intéressant.

8.5
sl 00000 O © O O ¢
7.5¢+
7+ C XXX ]
MA 6.5
6 (¢4 oo
55+
5 ®
4.5
4 o

0 5 10 15 20 25
Wavelength (microns)

figure A2.3 : Variation de M , en fonction de la longueur d’onde

Nous possédons a présent tous les éléments nécessaires a la résolution du systéme homogene
(3.18)-(3.19). Partant de la forme matricielle du principe d'interaction, nous savons déterminer

les matrices de transmission 7, et de réflexion R, du milieu a n'importe quelle abscisse x

dans le milieu (systemes (A2.10), (A2.11) et (A2.17)). Ensuite, nous pouvons calculer le
champ de luminance dans le milieu en l'absence d'émission propre en utilisant les matrices

T, et R, (systtme (A2.2)). A priori, en utilisant de simples opérations matricielles, nous

disposons d'un moyen de calcul efficace qui a 1'avantage de faire appel a des grandeurs qui ont
une signification physique et restent donc interprétables. Cette méthode est relativement
simple a programmer car elle ne fait intervenir que des additions, multiplications ou inversion
de matrices. Le seul inconvénient reste l'initialisation qui peut demander un temps de calcul
important.

A présent, nous allons donner les algorithmes (la version de Boulet et al. [2] et la
notre) utilisé€s dans la pratique. Au préalable, nous discrétisons le domaine spatial [0, E] avec

un pas constant 4 en posant x, =i-h pour 0 <i < nr+1.
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Algorithme de Boulet et al. (utilise uniquement la "doubling method") :

Pour i=1:nt
1) calcul de exp (4, - x,/2"*) et exp (A, -(E—x,)/2"*)
2) calcul par la "doubling method" de
T et Ry™ apartir de exp (4, - x,/2"),
TOE ) =TF et RVF™) = R»* apartir de exp (A, -(E—x,)/2"*)
3) calcul de L, (x;) par la relation (A2.2)
Fin

Notre algorithme (utilise une combinaison de la "doubling method" et 1a "adding method") :

1) calcul de exp (4, - x,/2%*)
2) calcul par la "doubling method" de T,>* et R,’™ a partir de exp (A, - x, /2"*)
Pour i=2:nt

3) calcul par la "adding method" de

T et RY™ apartirde T,"% , Ry, T, RY™
et on garde en mémoire T, , Ry’

Fin
Pour i=1:nt

4) calculde L, (x;) par larelation (A2.2)
Fin

Il est clair que notre algorithme effectue beaucoup moins d’opérations. Nous verrons
dans les applications au chapitre VI que nous gagnons un facteur quatre environ dans les
temps de calculs. Les algorithmes que nous venons de présenter sont valables pour un
maillage uniforme en espace, mais nous pourrions les adapter sans probléme a un maillage
non uniforme.

Il reste a présent a déterminer une solution particuliere du systéme général (3.12) (3.16).
Boulet et al. [2] ont calculé la solution particuliere sous forme polynomiale. Ce type de
résolution a déja été appliqué par Stammes et Swanson [4] dans un autre domaine (étude du
transfert radiatif dans une atmosphere diffusante). La méthode consiste a approcher la
luminance du corps noir par un polyndme, que ’on introduit dans ’ETR et ensuite, par
identification, on déduit les coefficients du polynéme qui représente la lJuminance. En ce qui
concerne ’ordre du polyndme, lorsque le champ de températures est quasi linéaire par

exemple, Boulet et al. ont montré que le degré trois suffit pour avoir un résultat satisfaisant.
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Cependant, ils mentionnent qu’il faut prendre des précautions lorsque la température a un
profil plus particulier et notamment lorsque celle-ci varie fortement dans le milieu. Dans ce
cas, la luminance du corps noir varie aussi fortement et il devient difficile de 1’approcher par
un polyndme dans tout le milieu. Par conséquent, la validité numérique et la précision de la
méthode sont mises en cause. Par ailleurs, lorsque I’on augmente le degré du polynéme, le
probléme peut devenir instable. Dans la pratique, on ne dépasse guére le degré sept ou huit.
Nous pourrions éventuellement prendre des fonctions autres que des polynémes, telles que la
fonction exponentielle ou une combinaison de la fonction exponentielle avec un polynéme par
exemple, qui pourraient mieux approcher la fonction. Mais cette approche ne peut pas étre
utilisée avec efficacité car on ne connait pas 4 I’avance 1’allure de la fonction : celle-ci dépend

des conditions imposées.

[1] P.L. Flateau and G. L. Stephens. On the fundamental solution of the radiative transfer
equation. Journal of Geophysical Research. Vol. 93, p. 11037-11050, 1988.

[2] P. Boulet, G. Jeandel and G. Morlot. Model of radiative transfer in fibrous media,
matrix method. Int. J. Heat Mass Transfer. Vol. 36, n° 18, p. 4287-4297, 1993.

[3] J. R. Roche. Application des Approximants de Padé au Calcul de I'Exponentielle d'une
matrice. Thése de 3¢me Cycle, Université Scientifique et Médicale de Grenoble, 1980.

[4] K. Stammes and R. A. Swanson. A new look at the discrete ordinates method for

radiative transfer. calculations in anisotropically scattering atmospheres. J. Atmos. Sci.
Vol. 38, p. 387-399, 1981.
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Annexe 3 : Résolution numérique de ’ETR sans la symétrie azimutale

L'hypothese de la symétrie azimutale faite jusqu'a présent était tout a fait en accord avec
la symétrie propre du milieu. Cependant, l'utilisation du modele nécessite également cette
symétrie pour les conditions aux limites. Lorsque 1'on impose les températures aux parois
pour des surfaces noires, ou plus généralement lorsque 1'on impose un flux de rayonnement
ayant pour axe de symétrie la normale aux fronticres de 1’échantillon (figure A3.1), la
condition de symétrie est remplie. Par contre, si I'éclairement n'est pas uniforme, ce n'est plus

le cas.
< G
# xR
/ AN \\
Z @“\\\;
5\5 ; § axe de symétrie axe de symétrie // '
\ S/
A "

0 E

figure A3.1 : Pour une direction | donnée, l'éclairement est

le méme pour toutes les directions azimut @

Si on impose donc un flux de rayonnement dans une direction (4, @,) (figure A3.2)

autre que la normale aux frontieres de 1’échantillon, le flux est maximal dans cette direction et
on ne peut plus appliquer la symétrie azimutale. Il est alors indispensable de connaitre les
coefficients radiatifs en fonction des deux angles (polaire et azimutal) qui repérent les
directions considérées. Par ailleurs, une extension de la méthode de calcul a des problémes

sans isotropie azimutale est nécessaire pour simuler completement le cas réel.

figure A3.2 : Flux de rayonnement dans une direction autre

que la normale aux frontiéres de 1’échantillon

Les méthodes de résolution que nous avons développées au chapitre IIT peuvent
s’appliquer au probléme qui est posé ici, sans grande difficulté. En effet, si nous revenons a
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I'ETR donnée par la relation (1.13) au chapitre I, nous avons alors une intégrale double dans
I'équation et rien ne s'oppose a ce qu'une double discrétisation (selon y' et @') soit effectuée
et une nouvelle forme discrete de I’ETR écrite sous la forme suivante :

U, - aL/’L(x’.u'jswk)

b = o-al(nuj’wk)'Li(T(x)) - O-e),(.ujaa)k)’L,x(x’,uj,wk)
ox

+ 3 Po(,0,) = (1,,0,)) L (%, 4, 0,) (A3.1)

1<i<m
I<p<M

1< j<met1Sk<M

pour M directions de discrétisation de la variable® et toujours m directions de discrétisation
de la variable p. On a donc décomposé l'espace en mXM directions possibles. L, est
toujours une valeur approchée de la luminance et, pour ne pas alourdir les écritures, on garde
la méme notation. De la méme fagon que pour le modéle avec symétrie azimutale, P, prend

en compte le coefficient de diffusion, la fonction de phase et les poids d'intégration liés a la
quadrature numérique. Comme pour la variable (i, nous discrétisons l'intervalle angulaire
azimutal [0,27] avec un pas constant (figure A3.3). On approche alors l'intégrale suivant

l'azimut dans I'ETR par la méme technique que celle de 1'angle polaire, qui utilise donc les
formules de Newton-Cotes composées avec les poids qui lui sont associés. Le découpage de
l'intervalle angulaire azimutal [0,27] permet de définir les directions azimutales

®, 1<k<M . Ce découpage s'effectue avec un pas constant Aw =27/M (figure A3.3) tel

que :
Aw Aw
O=—,0,=0,+40 V1<Sk<M-2 et ©, =21 ———

2 2

@, @y Dy 2 Opm 241 O p
| | | | { | | | |
o | | I | I [ = | | I I | 2

4o Aw Aw Aw

2% 22 == 2 — 22

2 2

figure A3.3 : Découpage de l'intervalle angulaire azimutal

Remarque 1 : Dans la pratique, on ne peut pas déterminer les coefficients radiatifs pour les
deux valeurs en @ =0 et @ =27 . Alors, comme pour la variable angulaire 8, nous faisons
une extrapolation linéaire pour connaitre ces deux valeurs et nous utilisons une intégration du

type trapéze pour intégrer la fonction sur les deux intervalles partiels [0,@,] et [w,,,27].

Finalement, le coefficient P,l est donné par :

PA((.ul’wp) = (U;,0,))= %.Gsl(ul’wp) Py, 0,) = (1;,0,))- sin(6,) - Cle 'C;) (A3.2)

Vi<jk<metl<lL,psM
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oll les coefficients C’ sont les mémes que ceux intervenant dans la relation (3.2) et définis
par la formule de quadrature associée 2 la variable polaire 8. Les coefficients C, 1< p<M

sont les poids d'intégration liés a la formule de quadrature en @. Ils ont les mémes valeurs
que les coefficients C; si l'on remplace le pas 46 par Aw et la valeur m par M.Nous

renvoyons a I’annexe 1 pour les valeurs de ces coefficients.

Pour la résolution numérique des équations discrétes (A3.2), vu que nous avons encore
un systeme d'équations différentielles, la méthode utilisée au chapitre III pour 1'écriture
matricielle peut étre conservée. On peut utiliser de nouveau le modele deux courants qui
consiste & séparer le champ de luminance selon deux hémispheres. Par contre, il est certain
que la prise en compte de 'azimut entralnera une augmentation de la taille des vecteurs et des
matrices intervenant dans le calcul. En fait la dimension est multipliée par le nombre de
discrétisation retenues pour repérer l'azimut. En conséquence, l'ensemble des opérations
matricielles nécessitera une place mémoire et des temps de calcul plus importants.

Nous allons donc, comme dans le cas de la symétrie azimutale, introduire deux champs

de luminance L et L, correspondant respectivement aux hémisphéres "avant” (0 < u <1) et
"arriere” (—1< u <0) et qui prennent en compte les directions azimutales :
L(x)=L,(x,u,,m,) pour 1<j<m/2 et 1Sk<M

(A3.3)
L, (x)=L;(x,~u;,®,) pour 1<j<m/2 et 1SksM

Les vecteurs L et L, sont des vecteurs colonnes de taille (m/2)xM . Ils sont ordonnés de la

fagon suivante : pour une direction 4, on classe dans l'ordre les directions @, (k variant de 1

a M). Le vecteur luminance L, est alors formé des deux vecteurs L, et L, soit :

L (x)
L - A
5 (X) I:L; (x):|

L, est un vecteur colonne de taille mxM .

On introduit maintenant les deux vecteurs &, (x) et —&, (x) correspondant
respectivement aux hémisphéres "avant” et "arriére" et qui prennent en compte les directions

azimutales :

o-al(:u'j’wk)

L (x)= { L (T(x))}

J 1<j<m/2, 1SkSM
7" (x) est un vecteur de taille (m/2)xM et il est ordonné de la méme fagon que le vecteur
L, : pour une direction U j» on classe dans l'ordre les directions @, (k variant de 1 a M).

On définit alors le vecteur &, (x) par

5;<x>=[ o (")}

&)
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Nous allons a présent introduire les différentes symétries qui apparaissent dans les
coefficients radiatifs et qui nous permettront de simplifier 1'écriture matricielle. On considére
toujours le cas des fibres réparties aléatoirement dans des plans paralléles aux fronticres du
milieu. Les coefficients monochromatiques d'absorption et de diffusion étant caractéristiques
au milieu, ils sont toujours indépendants de 1’azimut, soit :

0 a(l®)=0, (1) VY (1,0)e [~111x[0,27]

(A3.4)
o,uwy=0,) Vu,wel-1,1]x[0,2r]
et on a toujours les symétries
c =0,(- VOo<u<l
() =0, (=11) K (A35)

oa(U)=0,(-p) VO<u<l
car les plans contenant les fibres sont parali¢les aux frontiéres du milieu.

Les relations de symétrie concernant le coefficient P, ont été étudiées par Milandri [1]
et nous allons les énoncer. Nous considérons toujours une répartition aléatoire des fibres dans
des plans qui sont parall¢les aux frontieres de I'échantillon. Dans ce cas, I'axe (Ox) est un axe
de symétrie pour les plans fibreux et il vient :

F((1,0+A0) = (4.,0.)) = P ((4,0) = (1, 0. - Aw)) (A3.6)
YV u,u.el-1,1] et w,0,€[0,27 ]

Le plan (yOz) est un plan de symétrie et il vient :
P (1, @) = (fa, @) ) = B ((—p, @) = (= fhs, @) )
P, (1, 0) = (e, @) ) = B, (=41, @) = (U, 0.) ) (A3.7)
YV u,u.€f0,1] et w,m,€[0,27 ]

Le plan (xOz) est un plan de symétrie et il vient :
P ((1,0) = (L, @) = P, (4,7 = 0) = (1,70 —@.))

(A3.8)
YV u,pu.el-1,1] et w,w,€[0,27 ]
Le plan (xOy) est un plan de symétrie et il vient :
P, ,0) = (U, 0,)) =P, 2T — @) —> (U4, 27T ~ 0,
2 ((U,0) = (1, @.)) = P (1 ) = (W21 —@,) ) (A3.9)

YV u,u.ef-1,1] et w,0,.€[0,27]

Finalement, les symétries qui nous intéressent le plus sont celles énoncées par (A3.7) car,
dans ce cas, d’apres les relations (A3.2), (A3.4) et (A3.5), il vient :

P, ((u,0,) = (1;,0,)) =P, ((-u,,0,) = (-p1,,0,))

P ((w,®,) = (—p,,0,)) =P, ((~p,,@,) = (14;,0,))
V1<jk<metl<l,p<M

Ainsi les propriétés de symétrie par rapport au probléme de départ avec symétrie azimutale
sont conservées et nous obtenons la méme forme matricielle pour I'ETR :
dL,(x)

= A, L (x) + & (x) (A3.10)
dx
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ou A, est une matrice carrée de taille mXM qui a la méme structure :

Al A2
2 A

Ay = 2 1
—A -4

1 2 . ) L . P .
avec A, et A; des matrices carrées, cette fois-ci de taille (m/2)x M, définies respectivement

par les blocs (4;), et (A)),, 1< j,l<m/2:

P! 1 1 1 m .2 2 2 2
(A (A (Adg e oee (A 1mi2 (A (A (A - oo (A mi2
1 . 2
(432, : (A1)ay
1 . .
Al = 5 A)L =
1 i 2 2
(Azl)mlz,l ----- (A/'L)mIZ,m/Z (Al)m/Z,l ------ (Al)m/Z,m/ZJ

Les blocs (4;); et (A}) j sont les matrices carrées de taille M définies par :

(A5 ={ui [PA((ul,w,,) — (1;,@0,)) =0, (1;,0,)- 6,6, ]}

J

42, ={—J—-[Pﬂ<<u,,w,,) - (1, ®,)) ]}
1<k, psM

J

Si on considére les conditions de flux, alors d’aprés (1.49), (1.50) et (A3.3), le systeme
différentiel (A3.10) est associé aux conditions aux limites suivantes :

L0 = [xlt('uj’wk) ]lstm/Z, IsksM

(A3.11)
L (E)= [%(_‘u’j’wk) ]lstmIZ, 1k<M

Finalement, toutes les méthodes numériques que nous avons développées au chapitre 11
peuvent €tre utilisées ici pour la résolution du systeéme (A3.10) sans la symétrie azimutale,
associant les conditions aux limites de flux (A3.11). En effet, on est amené a résoudre le

méme type de systéme différentiel (méme structure de la matrice A, ), associé au méme type

de conditions aux limites. La seule différence avec le probléme de départ est que nous avons
maintenant a traiter un probléme de plus grande taille.

[1] A. Milandri. Détermination des paramétres radiatifs d’un isolant fibreux : théorie de
Mie, oscillateurs de Lorentz et méthode inverse. These de 3¢me Cycle, Université Henri
Poincaré, Nancy I, France, 2000.
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Annexe 4 : La formule de Runge-Kutta implicite (TR-BDF2)

La formule de Runge-Kutta implicite (TR-BDF2) rentre dans la catégorie des méthodes
“DIRK”’ (Diagonally Implicit Runge-Kutta). Cette méthode est implantée dans le logiciel
Matlab (version 5.3) et elle est décrite dans I’article [1]. La méthode est due a Bank et al.
(1985) [2] qui 'ont développée pour des problémes de simulation de circuits et de semi-
conducteurs. La méthode s’écrit sous la forme du tableau classique de Runge-Kuitta :

0 |0 0 O
Y|d d 0
1 o o d

o o d

ol y=2-+2,d=y/2 et 0=~/2/4.

Sur I’équation y' = f(y,t), pour avancer d’un pas de temps Az de ¢, a ¢,,,, on procede donc
aux opérations :

Va1 = Yn

Yoz =Vt A {d F )4 F G YAy, ) )

Yo = Vut At {0 )+ @ F U, +7-AL Y, )4 d - f ) |

puls yn+1 = yn,3

Ce schéma est donc composé d’une formule de trapéze et d’une formule de différentiation
rétrograde d’ordre deux, d’ou le nom TR-BDF2. 1l est d’ordre deux et a la propriété d’étre
fortement S-stable. Pour une définition précise, nous renvoyons a Alexander [3].

[1] M.E. Hosea and L.F. Shampine. Analysis and implementation of TR-BDF2. Applied
Numerical Mathematics. Vol. 20, p. 21-37, 1996.

2] R.E. Bank, W.M. Coughran, W. Fichtner, E.H. Grosse, D.J. Rose and R.K. Smith.
Transient simulation of silicon devices and circuits. IEEE Trans. Comput. Aided
Design. Vol. 4, p. 436-451, 1985.

[3] R. Alexander. Diagonally implicit Runge-Kutta Methods for Stiff ODE’s. SIAM 1J.
Numer. Anal. Vol. 14, n°6, 1977.
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Annexe 5 : Construction des matrices de masse et de rigidité [M], [R], ainsi que des
vecteurs S, (1), M°, R°, R® définis aux paragraphes 5.22 et 5.2.4.

La matrice de masse [M ]

Cette matrice est symétrique. Nous remplissons alors uniquement sa partie triangulaire
supérieure.

o [M], pour 1<i<N

si I’indice i est impair :

1 Ziy1

| -2 -2 ) ax

%1

= 2 2’
(2 =2 (% —2)
si I’indice i est pair :

1 b
= J. (x_zi—1)2'(x_zi—2)2 dx
Zi_2

(z— 2, )2'(Zi'“zi—2 )2'

Ziy2

' .[ (x'_zin)z'(x_zm)z dx

i

1
(2442 — 2 )2’(Zi+1 —Z; )2

o [M],,,, pour ISi<SN-1

si I’indice i est impair :

%41

-1

= . —Z,0)" -z,) ~z, 2 d
(Zi+1_zi)2’(Zi+1_zi—1)'(2i_zi—1) z._l(x Zin) (F=2) (¥ =2)" dx

si I’indice i est pair :
42
2
: j (X =20)  (x—2) (x—z) dx

4

B -1
- 2
(22 =21 ) (22— 2, ) (21— %)

e [M],,, pour ISiSN-2
si I'indice i est impair : [M],,,, = 0

si I’indice i est pair :
442

. .[ (x_zi+2)'(x‘zi+1)2'(X"Zi) dx

i

_ 1
- 2
(Zig =21 ) (2 =2, )" (204 — 7))

e [M] ;,=0pour i+3<j<N



222

Lorsque I’on considere les conditions aux limites de flux :

17 ) )
o M, = m_j (x=2,)" (x—2z) dx
-1 2 ,
o [M], = z2~zf-(z2—z1)’!(x_“) (x—z) x dr
o [M),, = ! ~j(x—z2)-(x—z1)2-x dx

o n(-7) 3
e [M],, =0 pour 3<i<N+1

J. (JC_ZN)2 ‘(x—zzv—l)2 dx

N-1

1

® M 1= 3 .
[ ]N+1,N+ (E_ZN) '(E_ZN_1)2 ]

-1 E
[ ] M = . — . — 2, —FE d
[ ]NYNH (E—ZN)2 : (E— ZN_1) : (ZN - ZN_1) zl\;'-_l(x ZN) (x ZN—I) (x ) g
® [M]NINIZ 1 ’ ]E‘(X—ZN)Z'(X—ZN 1)'(X—E) dx
- (E—zy)-(E- ZN—1)2 (Zy = 2y1) -~ B

e [M],y.,, =0 pour 0<i<N-2

La matrice de rigidité [R]

Cette matrice aussi est symétrique. Nous remplissons de méme uniquement sa partie
triangulaire supérieure.

® [R],, pour ISi<N
si I’indice i est impair :
Zit1
_[ 2x—z, - Z1'—1)2 dx

i—1

1
(21— 2% )2'(zi_zi—1 )2 .

si I’indice i est pair :
4
1 2
=S A ) . J (2x - Zi—l - Z,-_z) dx
(2;=2)" (2 -2,) -,

z

1 i+2

+ N ex-z-z) @
2 2

(Zi+2_zi) '(Zi+1_zi) zZ

H

e [R],,,, pour ISiSN-1
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si I’indice i est impair :

1 Ziy1

= ] @Qx-z—2) Qx~z,—z,_)) dx
(21— % )2'(Zi+1 =20 (2, —24) " 1 1

si I’indice i est pair :
_ -1
- 2
(22 =21 ) (20— %) (204, — %)

; (2x R Zi+1) ’ (2x T % Zi) dx

e [R],,,, pour ISiSN-2

i,i+2
si I’indice i est impair : [R],,, = 0
si I’indice i est pair :

1 %12
B (22 =2 ) (22 — % )2 (21— %) . '[ (2x- Ziy —Z) (2x—2z,,—7) dx

]

® [R],;=0pour i+3<j<N

Lorsque I’on consideére les conditions aux limites de flux :

)
e [Rl, = _(ﬁj (2x-2,-2)" dx
0
-1 2
o [R], = 2 -J.(2x—zz—zl)-(2x—z2) dx
%4 (2,—2) %
1 ?
* [R],, = j (2x—2,—-2) (2x—z) dx

2
ZZ 'Zl'(Zz—Zl) 0

e [R],, =0 pour 3<i<N+1

E
[ @r-z-20 @

IN-1

1
(E— ZN)2 (E - Z}V—l)2

* [Rlyiyu =

-1 E
e [R = . 2x—zy—2y1) 2x—E—-z,_,) d
[ ]N’NH (E~ZN)2’(E—ZN_1)'(ZN_ZN—I) 21\;|-—1( T ZN_) e o l) i
* [Rly yu = ! : j.(Zx—zN—ZN 1) 2x—E-zy) dx
- (E—2y) (E=2y_)" 2y = 2y_1) - )

® [R],yy =0 pour O0<i<N-2
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Le vecteur S, (f) :

Sur chaque intervalle [z, ;,z,,,] 1<i< N, nous approchons le terme source radiatif S, (,?)
par un polyndme de degré deux : S,(x,t) = P(x,t) ou P(x,)=a,(t)- x4 b)) x+c/(t). Par
ailleurs, nous rappelons que les valeurs aux bords (en x=0 et x=E) de la fonction S, ne

sont pas connues. Dans ce cas, nous imposons : S, (0,£) = §5,(z,,t) et S (Et)= S,(zy.1).

e (S ).(t) pour 1<i<N
si I’indice i est impair :
1 Zig1

| BGon (=20 (=2

i—1

(21 —2) (2 —2,) .

si I’indice i est pair :
= ! . ]i-P (x,8) (x—z_,) (x—2z,_,) dx
(Zi Z,'_1) ) ( g Z,-__z) 2 T - 1_2

i—2

1 Ziy2

J. B+1(x’t)'(-x_zi+2) ’ (X—Z,-H) dx

2

(202 = 2) (20— 7) .

Lorsque I’on considére les conditions aux limites de flux :

o« (S h(t)=—— | RGun(x-2,) (x-2) dx
L% %
1 E
o (S Js(t) = (E_ZN)_(E_ZN_I).ZLPN(x,t).(x—zN).(x“zN_l) dx

Lorsque 1’on considére les conditions aux limites de températures imposées, nous devons

construire les vecteurs M?, R® et RF :

Le vecteur M° :

-1 ¥

- M=— J @) -z x dx
2,7 (Z,—2) %
1 K

. M=— J G- -2 x
2, 2 (2,—2) %
e M’=0 pour 3<i<N
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Le vecteur R°:

-1 “2
e« R°= _ j (2x—2,-2) 2x—z,) dx
Zz'zl (22—Z1) 0

5]

1
7 J. 2x—2z,-2) - 2x—g) dx
Z % (2,—2) %

L] R20:

e R’=0 pour 3<i<N

Le vecteur R :

e RF=0 pour 1<i<N-2

1 E
e R° = | @x—zy—2zy,) Qx~2z,—FE) dx
N (E-2) (E=2y_)" (2 — 2y.) ZJ_ v "

-1 P
o RE- : Rx—zy—2y,) 2x—2z, ,—E) dx
N (E-zy) (E—2y) (2y — 2y.,) NJ_ v v
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Annexe 6 : Calcul du terme source radiatif et construction des matrices [A], [B]

intervenant dans 1’expression du flux conductif, en régime transitoire.

Dans ce qui suit,

[ désigne le déterminant et C, =1/2, C,=1/6, C, =1/24. Par ailleurs,

nous rappelons que les valeurs aux bords (en x =0 et x = E ) du flux radiatif total ne sont pas
connues. Ainsi, nous utilisons les formules de dérivation décentrées pres des bords :

@) -0 € (2-2) Cy(2,-2) Cy(2,-2)°
O - 0" € (3-2)" €, (z5-2) Cy(z-2)"
@) -0 C(z4-2) Cp(za-2) Ch(z-2)"
Gy = - Q) - (@) cl-(zsz-zlf C(z5-2) G (z-2)°
(2,-2) C (z,-2)° C,(z,-z)° C5(z,-2)°
(z3-2) C(z3-7)° Cy-(z,-7)° Cy-(z3-7)°
(z.-2) C (z,-2)° Co(2,-7) G- (z,-2)°
(z5-2) C-(z5-2) C,-(zs-2) Cy-(z5-7)°
O -0 C(z-2)" Cp(z-2,) Cy-(z-2,)"
Q)7 -0 € (1-2,) Cy(23-2,) Gy (2-2,)°
@) -(0) C(2-2,) Cy(24-2,)° Cy(24-2,)"
Gy = - Q) -0 c1-<z5—2z2)2 Cy(25-2)° Gy (25-2,)"
(z1-2,) C(z2-2)° Cy-(z-2,)° Cy3-(3-2,)°
(23-2,) C(2,-2,) Cp(2-2,) Gy (2,-2,)"
(2,-2,) C(2,-2,)° Co(2,-2,)° Cy-(z,-2,)"
(z5-2) C(25-2,)° Cp(25-2,)° Cy(z5-2,)°

A présent pour 3< j < N —2, nous avons
@) -0 € (z5-2)) Cyo(z;,-2,)
@0 -G € (20-2,) €y (2, -2,)
(Qr)(;)l - (ér)(jn) C (2, —Zj)2 G (250 _Zj)3
(ér)(,rfz - (Qr)(jn) C, (242 —Zj)2 G, (Zj42 _Zj)3

< \m _
) = -

G (2, "Zj)4
Cs'(zj_1—zj)4
C3'(Zj+1—zj)4

C3 : (zj+2 _Zj)4

(Zj—Z_Zj)
(Zj—l_zj)

(Zj+1_zj)

(Zj+2 _Zj)

Cl'(Zj_z "z])z Cz'(zj__z —Z])B
Cl'(zj—1"zj)2 Cz'(zj—l—zj)3
C1'(Zj+1‘zj)2 Cz'(zj+1—zj)3

C (25, “Zj)z C, (2, "Zj)3

C3 N (zj_z "'Zj)4
Cs'(zj_1—zj)4
C3 * (Zj+1 —Zj)4

Cz'(zj+2‘zj)4




(@54
(@)
@)%

(@), C
@)%
(0P C
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1 (Zyeg ~Zyoy)

2

2
C - (zy3-2y.)

C -2y -2y.1)

0,8 - (0%,

G

2
(Zy -2y41)

2

C, (zy_4 —ZN—1)3
C,(2y_s —11\7—1)3

C, 2y -2y )3

C, (zy ‘ZN—1)3

Cy (24 -2y
Gy (2ys -2y)’
Gy (2yoz -2y)’
Cy - (zy ~Zys)"

S (n) -
)i (Zy_a-2y_1)

(Zy-3 -2n1)
(Zy2-2y.1)

(zZy -2y1)

Et enfin,

i (ay_s-2y)’
G (Zyos -2yt)
C - (2y_ _ZN—I)Z
i (zy -2ya)

(@5
@)%
@)%
(2B

(@) € (zy_s-2y)
(D) € (zys-2y)
(@)Y C-(2yy-2)
(0% € (2y, -2y)

Cy, (2ya-2ya)
C, (Zys -2y)’
C, (Zy_s -2y
C, (Zy ~Zys)’

C,(2y3-2y )3

C, (Zy_s-2y )3

C, (2y_, —ZN)S
C,(zy_ -2y )3

G (zy_4 _ZN—1)4
G2y _ZN—1)4
G- (2y-s zy)'
Cy-(2y -2y)'

Cy (zya-2y)
Cy (2ys-2y)"
G (zy_-2y)’
Cy (zy-2y)°

Sy =
Y (Zy_4-2y)

(Zy_s -2y)
(Zy_2-2x)

(Zy-1-2y)

La matrice [A]

Cette matrice est symétrique. Nous remplissons alors uniquement sa partie triangulaire

supérieure.

e Pour 1<i< N etlorsquel’

(4], , !

LA
2"2

(i 12

C - (2yy ‘ZN)2
G (zys-2y)°
C, - (Zy_p-2y)
C 2y, —ZN)2

indice i est pair :

—————T j(x Z,z) dx +

C, (Zys-2y)
Cy (2ys-2n)’
C, (zy_ _ZN)3
G, (zyg -2y )3

(z z)

z+2

e Pour ISiSN-2et lorsquel indice i est pair :

e S
_zi)z

(242

[A]i i
22"

e Pour i+2£i
2 2

)

(x=2,,,) (x—z;) dx

%

N T .
< 2 et lorsque les indices i et j sont pairs :

[A]

N |~

Cy(2y_4 _ZN)4
Gy (@yos-2)’
Cs (2y_y-2y)°
Cy (Zys -2y)"

N |
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1 %
o [Al,= Zz-J'(x—zz)2 dx
2 0
-1 “2
o [A]y, = —2~J.(x—z2)-x dx
2 D

] 1
e Pour 2< é < N+ et lorsque I’indice i est pair : [A] , =0
0,__

2

1 T )
o [Alyyiwn = ——= | (x—zy)" dx
-1 £
e [Aly vy = ————- (x—2zy_) (x—FE) dx

e Pour O sés et lorsque I’indice i est pair: [A], ,,, = O

2" 2

La matrice [B]

e Pour 1<i< N etlorsque ’indice i est pair :

[B], = 1 ) J (2x—2z,,-2,,) (x—2z_,) dx

. 2
Lz" (z,—24) (2 —2,) z

Zi42

. J. (2% =240 = Z30) - (X — Z;p2) dx

4

-1
(21 —2) (242 — % )2

e Pour 1<i< N -1 etlorsque I’indice i est pair :

%ig2

(B], !

= |l @Cx-z,,—2) (x—2z2,,) dx
3 (22— %) (21— %) (Zua — Zi) ; l I ’

e Pour 1<i< N -2 etlorsque I’indice i est pair :

%12

-1
[B], = ] @x—z,,—2) (x—2,,) dx
772 (2 =2 ) (22— % )? ;'- 1 ’
® Pour i+3<j<N ,1<i<N -3 etlorsque I'indice i est pair : [B], =0
E’]
e Pour 2<i< N etlorsque I’indice i est pair :
[B], = ! . ]L(Zx—z—z ) (x—2z,_,) dx
7 (2= 25) (2~ %) (25— 2,) 4y P o

e Pour 3<i< N etlorsque I’indice i est pair :
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1 b
[B], = . 2x—2z,—z,4) (x—z,_,) dx
772 (2,72 ) (2,—2,) (2, —2_,) z'[ 1 ?

i—-2

Pour 1< j<i-3, 4<i<N etlorsque I'indice i est pair: [B], =0

[B]o,o = ;1 J‘ (2x—22—'21)‘(x_22) dx
ZZ ‘Zl 0
1 7
Bl,, = N 2x-z2)(x—2z,) d
Bl = s !( x=2,) (x—2,) d
-1 2
[Bly, = | @x—z) (x~2z,) d
| oy P

Zzz‘(zz_z1 0
Pour 3< j<N+1: [B],;=0
17

[Blio = — J (2x—z,—2)-x dx
ZZ .Zl 0

Pour 2< é < N+l et lorsque I’indice i est pair : [B], = 0

E
[B]yzilyzvﬂ B (E_ZN—I)i'(E—ZN) .z,{l(zx_ZN = 2Zy) (X —2y,) dx
-1 E
[B]$,N - (E—2y ) (E—2y) (2y — 2y, 'ZA;"—I(Zx—E—ZN_l)'(x-—ZN_O dx
1 E
[B]NTH,N—I - (E-2zy_)" 2y — Zy_,) 'Zlc'-_l(zx"zlv —E)-(x—2zy) dx
Pour 0 j<N-2: [B]N_Hj=0
. :
[B]Ez_—l,zvﬂ B (E-zy_)" (E-2zy) ‘Zl;[_l(zx—zN_zN—l)'(x_E) dx

Pour 0 < é < et lorsque I'indice i est pair: [B], =0
—N

+1
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Annexe 7 : Probleme test

Pour mesurer ’efficacité (et sa programmation...) de la méthode des éléments finis
combinée a la méthode de Runge-Kutta implicite présentée au chapitre V, nous 1’avons testée
sur un probléme modele dont on connait la solution analytique et qui est représentatif du
probléme spécifique pour lequel a été étudiée la méthode (équation parabolique dont la
solution en temps présente un profil raide). Bien que nous ayons effectué plusieurs essais,
nous n’en reportons ici qu’un seul (et pour les températures imposées aux fronticres) mais qui

est cependant significatif. Voici I’exemple que nous avons traité :

T(x,t)= Ty = f @) f(t)) x+ f@t)— t)x (x—E) VOSx<Eet0<t<50s

(c, +

avec des conditions aux limites et une condition initiale compatibles avec la solution.
T —-T.)-
f(t)=("#i+fr£ V0<t<50s, T, =400K, T, =300K

T(x,00=T, Vxe[0,E], ¢, =100000 et c, =300

Dans ce cas, le second membre de 1’équation est donné par :

S, (x,t)y=p-c, —(x t)— l (T (x,0))- ( J (x,1) = A (T (x, t)) (x 1)

VO<x<E et0<t<50s.

avee
a_T —1_%N. f _Cl'x'(x_E)
5 B =1=2) 1 () T
a—T(x,t):u)_)__cl.t,[l_cz'(cz"'zE)j ; azz(x’t):_Zt-cl-cz-(c23+E)
ox E (¢, +x) ox (c, +x)

La figure ci-dessous montre alors un parfait accord entre les solutions numérique et
analytique.

390

I
380 p- Zm&k\\ Numerical solution |
N
370} . < Analytical solution 1
2 360 b g 30-59.% A
= T
g SN
g 350¢ g \,
& Qs gy h \\
© 340k 7208
9 =Y R Y
g . - "
—e N
o 330 . o
= Y E \\
. A A
320 b BB (;.1\0_55’_\~\9 \\\Q . \G;\
IR N
310 T 3
NG
300 Py o PP

0 00l 002 003 004 005 006 007 008 005 0.1
position (m)

figure A7.1 : Comparaison entre les solutions numérique et analytique
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NOMENCLATURE
c vitesse de propagation du rayonnement dans le vide mils
s abscisse curviligne m
t temps s
x position dans le milieu m
E épaisseur du milieu m
T température K
T, température chaude au bord en x =0 K
T, température froide au bord en x=E K
<, chaleur massique a pression constante JI/(kg-K)
L, luminance monochromatique Wi(m’-sr)
L luminance monochromatique du corps noir Win’
Q. flux radiatif monochromatique Wim®
0, flux radiatif total Wim?
0. flux conductif Wim®
0, flux total Win?
S, terme source radiatif Wim’
h, coefficient d’échange par convection en x =0 Wi(m*K)
hy coefficient d’échange par convectionen x=E Wi(m*-K)
T, température ambiante du milieu extérieur en contact avec la face avant K
T, . température ambiante du milieu extérieur en contact avec la face arricre K
T, température de film du milieu extérieur en contact avec la frontiere K
P, fonction de phase monochromatique
Symboles Grecs
A direction de propagation du rayonnement

A longueur d’onde m
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Q angle solide

0 angle polaire

w angle azimutal

U cosinus de I’angle polaire

p masse volumique

A, conductivité thermique du milieu

O, coefficient monochromatique d’absorption
o, coefficient monochromatique de diffusion
O, coefficient monochromatique d’extinction
Indices

A monochromatique

a absorption

s diffusion

e extinction

r radiatif

c conduction

t total

O0,E frontiéres

Exposants

0 relatif au corps noir

+ hémisphere avant (0< y <1)

hémisphere arrieére (—1< 1 <0)
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Résumé

L'objet de ce travail est ’étude et I'analyse numérique des transferts de chaleur couplés par
Tayonngment et conduction A travers les milieux semi—{ransparents. Le modgle utilisé est constitué
d'un systeme de deux équations aux dérivées particlles coupléss : U'équation 1ntegro-djferenhe11e
- du transfert radiatif (ETR), qui a comme inconnue la luminance, et une équation non linéaire de la

chaleur régissant 1a ternpérature dans le milien. Dans le premier chapitre de Ia thése, nous détaillons
la modélisation avec les hypotheses simplificatrices qu’elle comporte. Dans le second chapitre, nous
montrens l'existence et I'unicité€ du systéme couplé d’équations en L,gima, stationnaire. Le troisidéme
chapitre est consacré 2 la résolution numérigue des &quations en régime ‘stationnaire. Pour résoudre
I'ETR, nous discrétisons l'espace angulaire suivant plusieurs directions et nous utilisons une
- quadrature numérique pour approcher Uintégrale de 'éguation. T en résulte alors un systdme
différentie] linéajre du premier ordre que nous résolvons par trols méthodes différentes. La
deuxidme équation est résolue A Taide d’un schéma aux différences finies, associé 3 une
- ransformation de Kirchhoff. Le couplage entre les deux équations est résolu par une méthode de
point fixe. Dans le quatriéme chapitre, nous étudions la convergence d’un schéma numérique en

régime stationnaire. Dans le cingniéme chapiire nous présentons une méthode numérique pour -

- tésoudre le systéme couplé en régime transitoire, d’une part lorsque les températures sont imposées
anx frontidres et, d’autre part, lorsque le milieu est soumis 3 des conditions de flux. L’éguation de la
chaleur est résolue en espace par la méthode des éléments finis P, Le systéme différentiel en temps
est résolu par une méthode de Runge—Kutta implicite, adaptée anx éguations raides. Le dernier
chapitre de ce travail analyse les résultats numériques obtenus par la s;muianon apnhquee a un
matériaun 1501ant consﬁtue de fibres de sitice.

Mets clés : Rayonnement, conduction milieu semi-transparent, non linéaire, point fixe, systéme
' differenﬁel différences finies, elements finis. o

Abstract ;
The aim of this work is the study and the numerical analysis of heat transfer coupled by
+ radiation and conduction through semi-transparent media. The mode! used is a system of partial
differential equations coupling the intggre—differsntial equation of the radiative transfer (RTE),
which has as unknown the radiation inmtensity, and a nonlinear heat equation governing the
temperature in the medium. In the first chapter of the thesis, we detail the modelling and the
- simplifying assumptions. In the second chapter, we show the existence and unicity of the coupled
system of equations in steady state. The third chapter is devoted to the numerical solution of the
equations in steady state. In order to solve the RTE, the angular space is discretized according to
several ‘directions and a quadrature rule is used to approach the integral of the equation. Then, it
results a first order linear differential equation system which was solved by three different methods.
The second equation is solved using the Kirchhoff transformation associated with a centered finite
difference scheme. The coupled system of eguations is solved using a fixed-point method, Tn the
fourth chapter, we study the convergence of a numerical scheme in steady state. In the fifth chapter,
we present a numerical method achieved to solve the coupled system in transient state, firstly when .
the temperatures are imposed at the boundaries and, secondly, when the medium is subjected to flux-
conditions. The heat equation is solved in space by the finite element method P*. The differential
system in time is solved by a implicit Runge-Kutta method, adapted to stiff equations. The last
chapter of this work analyses the numencal results obtained by the simulation applied on a insulator
composed of silica fibers.

Key words : Radiation, con_ductitm, semi—transparent medium, non linear, fixed point, differential
B system, finites diffez_'ences, finites elements.
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