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LISTE DES NOTATIONS

R, C: ensemble des nombres réels et complexes

R*, C+: ensemble des nombres réels non nuls et complexes positifs
Rnxm - Cnxm; espace des matrices nxm réelles et complexes

AT, AH: matrice transposée de A, matrice transposée hamiltonienne de A
{Ai (A)}i=1n: ensemble des valeurs propres de la matrice A™n

{ci (A) }i=1.n: ensemble des valeurs singuliéres de la matrice AP<n

G (A)=max oj(A): valeur singuliere maximale de la matrice APXn
1

o(A) = minoj(A): valeur singuliére minimale de la matrice A"n
1

det(A): déterminant de la matrice AnXn

Re[A]: partie réeelle de la matrice AP<n

tr(A): trace de la matrice AnXn

diag(A): diagonalisation de la matrice AnXn

In: matrice identité nxn

A matrice paraconjuguée AT(-s) (en continu) ou A-1(z-1) (en discret)
| module

”-”pt norme p définie au sens de Lebesgue (p = 1, 2, o)

"”H norme de Hankel

Hg: norme euclidienne (vectorielle)
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”||S norme euclidienne induite (matricielle)
g norme de Frobenius (matricielle)
len espace des fonctions carrées intégrables (Lebesgue) sur I'axe imaginaire

de dimension m
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Introduction

Dans le cadre de la commande He., I'équipe de recherche en Automatique (EARAL-CRAN)
s'est fixée plusieurs objectifs. Tout d'abord, de développer, a partir de résultats théoriques
récents, de nouvelles méthodologies d'analyse et de synthése, puis de les confronter a des
probleémes concrets afin d'en préciser l'intérét et les limites. Cette démarche a obtenu un écho
favorable dans le domaine des activités spatiales, ou 1'évolution va d'une part dans le sens
d'une complexification croissante des systeémes et d'autre part vers des exigences en terme de
performance et de robustesse de plus en plus contraignantes. MATRA MARCONI SPACE
(M.M.S.) en étroite collaboration avec le CENTRE NATIONAL D'ETUDES SPATIALES
(C.N.E.S.), conscients de cette évolution, ont défini un programme de recherches sur les
techniques modernes de 1'Automatique applicables au domaine spatial. La thése qui est

présentée ici s'inscrit au sein de ce programme.

Le probléme qui nous a été soumis par les responsables du département Etudes Dynamiques
de MATRA MARCONI SPACE est le suivant: étudier les incidences, sur la stabilité et les
performances en boucle fermée, de l'implantation numérique d'une loi de commande
préalablement synthétisée en continu. La qualité inhérente a la réalisation d'une synthése d'une
loi de commande se dénomme robustesse: invariance d'une propriété (stabilité, performances,
...) malgré des incertitudes et autres variations. La phase de digitalisation de la loi de
commande, donc d'approximation d'un modéle continu par un modele discret, doit elle aussi
étre robuste. En effet, méme si une loi de commande est implantée sous la forme d'un
algorithme numérique, la synthése du correcteur repose sur des spécifications imposées par

l'installation qui est continue (le modele, les perturbations, les plages d'incertitude, ...).

Cela justifie un choix qui est souvent fait dans la pratique: calculer un correcteur en continu,
puis le discrétiser. Si on utilise une démarche inverse, c'est-a-dire si on discrétise l'installation
avant de synthétiser un correcteur en discret, nous nous exposons notamment aux difficultés
suivantes:

- une perte physique des paramétres (passage de A 2 eAt),

- une prise en compte difficile des incertitudes,

- une prise en compte du comportement de l'installation entre deux périodes

d'échantillonnage,

- un choix délicat de la période d'échantillonnage.

Ces problémes sont aggravés par le fait que le filtre discret obtenu dépend de la méthode

d'approximation utilisée.

Les performances et la robustesse en boucle fermée, obtenues avec le correcteur discret, sont
trés dépendantes du choix de la période d'échantillonnage. De plus, une petite période

d'échantillonnage bien qu'elle permette, théoriquement, de mieux approximer un systéme
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continu, engendre des phénomenes oscillatoires dus a un “sur-échantillonnage”. Dans les
applications industrielles, a condition de respecter les contraintes dues au théoréme de Shanon,
la période d'échantillonnage est souvent figée a une valeur assez grande, ce qui entraine une
mauvaise approximation de l'installation continue. Indépendamment de ces arguments
s'appuyant sur des considérations “physiques”, l'utilisation de méthodes récentes pour obtenir
des lois de commande robustes plaide aussi contre la discrétisation préalable de l'installation.
En effet, ces méthodes, de type He ou LQG / LTR, s'appuient sur des pondérations
fréquentielles qui sont calculées par rapport au modele continu de I'installation. Mais, a cause

de ces pondérations, l'ordre du correcteur obtenu est élevé (souvent supérieur a celui de

l'installation).

Les contraintes d'implantation numérique auxquelles nous devons faire face
- 'ordre du filtre doit étre faible,
- le filtre doit étre digitalisé,
- la programmation se fait 2 mots de longueur finie,

sont a apprécier en regard des probleémes évoqués ci-dessus.

Par conséquent, notre démarche peut désormais se résumer sous forme de trois étapes a
traiter séquentiellement [AND-92}:
- la réduction de l'ordre du correcteur,

- la discrétisation du correcteur,
- 'optimisation a mots de longueur finie du filtre digital obtenu.

Le correcteur n'ayant d'intérét, non pas pour lui-méme, mais pour son comportement en
boucle fermée, nous envisagerons donc d'approximer, au cours de ces trois étapes, qui
correspondront respectivement aux chapitres II, IIT et IV de ce mémoire, le comportement du

correcteur en boucle fermée plutdt que celui du correcteur pris isolément.

La premiére étape qui concerne la réduction de 1'ordre du correcteur, peut étre brievement

illustrée par la figure 1 ci-dessous.
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synthese LQG
ou H,

. . ' , 4 ' £ 4
installation d'ordre élevé correcteur d'ordre élevé

(ordre élevé)

réduction de synthese réduction du
modele directe correcteur
' synthese LQG ou
H,,
installation d'ordre rédui correcteur d'ordre rédui
tallation d'ord duit - teur d'ord duit
(ordre réduit)

Figure 1: schémas de calcul d'un correcteur réduit

La premiere fleéche en trait double (horizontale) caractérise 1'étude établie sur le correcteur
spécifié par MATRA MARCONI SPACE; la seconde (verticale), concerne I'étape retenue pour

notre étude.

La deuxieme étape nous amene a traiter la discrétisation du correcteur. En effet, a partir du
correcteur réduit obtenu a I'étape précédente, 'objectif principal de la digitalisation de ce dernier
est que la boucle fermée obtenue avec l'installation continue et le correcteur réduit discrétisé

refléte au mieux la boucle fermée de référence constituée par l'installation continue et le

correcteur continu non réduit.

Enfin, la troisi¢me étape constitue 'optimisation a mots finis du filtre discret obtenu. En
effet, le correcteur réduit digitalisé obtenu précédemment, implanté avec des mots de longueur
finie, peut étre sensible aux bruits de quantification, aux erreurs de troncation et aux
dépassements des mots de mémoire. Il est donc important d'optimiser le choix de la réalisation

du filtre digital correspondant au correcteur, sachant que son implantation se fera a mots de

longueur finie.

La démarche explicitée ci-dessus témoigne des objectifs de MATRA MARCONI SPACE. En
effet, & partir d'un correcteur spécifi€ et des problemes de la spatialisation de composants (liés
notamment a la taille mémoire limitée des processeurs embarqués), nous envisageons une

implantation numérique optimale du correcteur.

Tout au long de ce mémoire, deux exemples sont traités pour tester l'efficience de la
démarche proposée: I'un est le correcteur élaboré par MATRA MARCONI SPACE et 'autre est

un exemple issu de la littérature décrivant un systéme a quatre disques [ENN-84al].
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Ce mémoire est organisé de la fagon suivante:

Une premiere partie intitulée “Présentation des exemples” est prétexte d'une part &
'élaboration d'un correcteur tiré dans la littérature [ENN-84a}, [LIU-86], [AND-89], [LIU-
90], et d'autre part, a une description détaillée du probléme industriel soumis par MATRA
MARCONI SPACE. La dynamique relatant de ce dernier est celle d'un satellite géostationnaire
de télécommunication pour la plate-forme EUROSTAR 2000+ avec des spécifications strictes
de robustesse et de performances pour la régulation. L'objectif est d'assurer un contrdle
d'attitude précis pendant les phases perturbées du maintien a poste, lorsque les tuyéres du

satellite sont allumées pour maintenir ce dernier sur son orbite.

La seconde partie titrée “Réduction de l'ordre du correcteur” traite des différentes techniques
de réduction de l'ordre d'un correcteur. L'intérét des réalisations équilibrées, des factorisations
co-premieres normalisées et des pondérations fréquentielles font I'objet d'une présentation. Une
nouvelle méthode basée sur la réduction des facteurs co-premiers du correcteur et sur la

réalisation équilibrée avec pondérations fréquentielles, assurant la stabilité en boucle fermée, est

présentée.

Ce mémoire se poursuit sur une troisi¢éme partie intitulée “Discrétisation du correcteur”. Les
problémes liés & 1'approximation d'un filtre continu par un filtre discret et a 1'utilisation de ce
dernier dans une boucle de régulation sont exposés. Des mesures sur la qualité de la

discrétisation du correcteur sont présentées.

En quatriéme partie, sous le titre d“Implémentation & mots de longueur finie”, le
comportement des correcteurs digitalisés est étudié en tenant compte du fait que leur
implantation “réelle” est & mots finis. Les différentes réalisations d'état, calculées a partir du
correcteur, obtenu lors de la phase de discrétisation du correcteur continu initial, ne sont donc
plus équivalentes. Le probleme est donc de trouver, parmi cette infinité de réalisations d'état,

celle qui est le moins sensible aux troncations dues & 1'implantation a mots de longueur finie.

Pour terminer, le chapitre V est consacré aux “Conclusions et perspectives”. Tous les
résultats figurant dans ce mémoire sont illustrés par des simulations qui montrent 1'intérét de la

démarche pour les applications industrielles ou les commandes doivent étre réalisées par

calculateur.
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Chapitre 1 Présentation des exemples

I.1. SYSTEME A QUATRE DISQUES

I.1.1. Description

Dans cet exemple, le systéme a commander est issu d'un prototype congu a I'université de
Standford. Il a ét€ initialement présenté dans la theése de Enns [ENN-84a] comme exemple pour
mettre en valeur I'importance des pondérations fréquentielles introduites par l'auteur dans la
réduction de l'ordre d'un correcteur. Il a ét€ repris dans [LIU-86], [AND-89] et [LIU-90]. Le
systeme décrit par la figure 1.1 consiste en quatre disques a inertie unitaire, connectés par un fil
métallique flexible a élasticité constante. Un moteur permet d'appliquer les couples de torsion

au troisieme disque et un capteur sert a mesurer le déplacement angulaire du quatrieme disque.

1 2 3 4
y u

Figure I.1: syst¢tmes mécaniques a quatre disques

C'est une installation a non minimum de phase, instable, d'ordre 8, dont la fonction de

transfert est la suivante:

0.01 (0.64432 s5 + 0.23196 s* + 7.1252 s3 + 100.02 s2 + 10.455 s + 99.551)
s2 (s6 +0.161 s5 + 6.004 s4 + 0.5822 s3 + 9.9835 s2 + 0.4073 s + 3.982)

G(s) =

La réalisation d'état utilisée, G(s) = C(sI, - A) 1B, est une forme canonique commandable
ou le polyndme caractéristique apparait dans la premicre ligne de A, les coefficients de degré

plus petits étant a droite.

Le correcteur a réduire est de type LQG. Les pondérations de la partie LQ sont R=1etQ =
HTH avec H=103x[ 0 0 0 0O 055 11 1.32 18 ]. Les covariances intervenant

dans la synthése du filtre de Kalman sont V = 1 et W = BBT. Le correcteur LQG obtenu est
d'ordre 8.
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I.1.2. Comportement en boucle ouverte

Les différents comportements du correcteur en boucle ouverte sont illustrés par les figures

1.2 suivantes.

100 50 Déf}?“‘%a\‘*’%‘??;“ comecteur
—_ 0 AAREATE
R= Q
S <
© AR I
10-4 U —— -100
10-3 100 103
Fréquence (rad/s) Fréquence (rad/s)
0.1 Réponse indicielle du correcteur 105 Transfert de boucle
; ? 2102
.[ : =
Y . jont
b : ‘= 109
1 Sy L : 6 10 :
0 IM" : 1()-164 PR AR TN
0 50 100 10-3 100 103
Temps (s) Fréquence (rad/s)

Figure 1.2: réponses en boucle ouverte
Le transfert de boucle correspond au gain du produit du correcteur par le systéme.
I.1.3. Comportement en boucle fermée

I.1.3.1. Réduction de l'ordre du correcteur

Dans le second chapitre de ce mémoire, traitant de la réduction de l'ordre du correcteur, le

schéma de bouclage considéré est celui décrit a la figure 1.3.

ref !+$ u »| P(s) o
C(s) ==

<

Figure 1.3
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Les figures numérotées 1.4 décrivent le comportement de la boucle fermée (B.F.) (ref =

échelon unitaire).

1 ; Commanc}e en B.F. 100 Sortie <:3n B.F.
y : T —
0.5 el T
Y : 501 A R R
I an
_05 ) O ,,r"'! :
0 50 100 0 50 100
Temps (s) Temps (s)
102 Gain de la B.F. 0 Dg_p\fiasage de 1:a BF _—
= <) N
= 10-5 o 500 e
< <
© i :: : m SEEEEIEEREE RS
10-12 i et -1000 s e
10-3 100 103 10-3 100 103

Fréquence (rad/s) Fréquence (rad/s)

Figure 1.4: réponses en boucle fermée
1.1.3.2. Discrétisation et optimisation a mots finis du correcteur

Pour les troisiémes et quatriémes chapitres, traitant respectivement de la discrétisation et de

'optimisation a mots finis du correcteur, nous considérerons le schéma de bouclage décrit par

la figure L.5.

+ y
rei—b?—_’ ces) [~ P®) T
Figure 1.5
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Les figures 1.6 montrent le comportement en boucle fermée (B.F.') (ref = échelon unitaire).

0.1 Commanczle en B.F. 15 Sortie en B.F.
11 ................... a"{/’—ﬁ-—\‘_‘“ﬁ“~_k B
0.05 | ,k z Lfoy 5 .
N . (J! .
0'5 ! ...................................
!
0 '
0 50 100
Temps (s)
0
T T oo 4
< g 00w
S & R
10-3 100 103 10-3 100 103
Fréquence (rad/s) Fréquence (rad/s)

Figure 1.6: réponses en boucle fermée

I.2. PLATE-FORME EUROSTAR 2000+ DESATELLITE DE
TELECOMMUNICATION

I.2.1. Description [FRA-94a], [FRA-94b]

La dynamique considérée est celle d'un satellite géostationnaire de télécommunication. Les
satellites géostationnaires de télécommunication possedent une géométrie simple comme
I'illustre la figure 1.7: un corps principal de géométrie carrée d'environ un metre de cOté,
pointant la terre sur lequel sont fixés deux larges panneaux solaires d'environ dix métres de
long, en opposition et pouvant effectuer des rotations a la fréquence d'une par jour afin de
rester orientés vers le soleil. L'objectif est d'assurer une régulation d'attitude précise pendant
les phases perturbées du maintien a poste, oul les tuyeres du satellite sont allumées pour ramener
ou maintenir le satellite sur son orbite afin de compenser les effets induits par les attractions
lunaires et solaires. Le niveau des couples perturbateurs et la précision de pointage des antennes
requise (respectivement quelques dixiemes de Newton metres et quelques 0.01 degrés)

conduisent a un besoin de bande passante de 'ordre de quelques 0.01 hertz.

10
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Roulis

) Lacet

Direction de la terre

Orbite géostationnaire

-

Direction du soleil

Tangage

Figure 1.7: satellite de télécommunication en orbite géostationnaire

La dynamique en attitude d'un satellite de télécommunication muni de ses deux panneaux
solaires de 10 metres de long est celle d'un corps rigide (C =J 6, J est la matrice d'inertie)
affecté de modes souples de grande énergie (forte inertie participative et treés faible
amortissement, moins de 0.1%). Les caractéristiques de ces modes souples ne sont pas
connues avec exactitude. La dynamique rapide selon les 3 axes (lacet, roulis et tangage) est
principalement découplée, ce qui justifie d'assurer le commande de chaque axe pris séparément.

La synthese des lois de commande est donc essentiellement monovariable.

La stratégie de compensation retenue vis-a-vis des modes souples d'appendice est une
stratégie de réjection de gain: le niveau en gain résiduel de la commande a la fréquence des
modes des panneaux doit étre suffisamment faible pour éviter d'exciter ces modes: la remontée
en gain, considérée pour un pire cas de positionnement des modes et d'amortissement, induite

par les modes souples, ne doit jamais excéder une marge résiduelle d'environ - 6 décibels (db).

Sous cette contrainte de réjection des modes souples, la loi de commande générée doit
préserver des marges de stabilité classiques de 6 db en gain et de 30 degrés en phase. Toute
optimisation de cette régulation cherchera & maximiser le gain statique (ou gain minimal de la
commande avant la fréquence de coupure) en respectant le cadre ainsi posé.

Ces contraintes de synthése sont traduites sur le transfert fréquentiel en gain du

compensateur.

Le formalisme de synthése proposé pour répondre a ce probléme d'automatique est

schématisé par la figure 1.8.

11
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h

8
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Figure 1.8: spécification de la régulation d'attitude

La dynamique naturelle du systtme (dynamique rigide et retards de chalne y compris
I'impact de la discrétisation) est augmentée d'un pré-compensateur qui contient les
spécifications de type “loop-shaping” du probleme de synthése. Le pré-compensateur est
constitué d'un filtre elliptique permettant de fournir le niveau de réjection requis a la fréquence
des modes souples des panneaux. C'est cette dynamique augmentée de réalisation {A, B, C, E}
a laquelle sera ajoutée un filtre a avance de phase d'ordre 2, qui est utilisée pour constituer le
critére d'optimisation pour un probléme d'optimisation He. Ce critére cherche a atteindre
simultanément les objectifs de gain statique (en basses fréquences), de stabilité (a la fréquence

de coupure) et de réjection des modes souples (en hautes fréquences).

Le compensateur directement issu de la synthése est appelé le compensateur He. Le
compensateur qui sera effectivement implanté est obtenu par la mise en série du compensateur
Ho et du pré-compensateur. Le filtre a4 avance de phase d'ordre 2 n'étant pas implanté. La
boucle de régulation est représentée a la figure 1.9. Dans le premier schéma, utilisé pour la
réduction de 1'ordre du correcteur, le pré-compensateur est intégré dans le systéme a réguler
afin de ne pas perdre les spécifications dues a ce filtre, le correcteur a réduire est donc constitué
du compensateur He.. Dans le deuxiéme schéma, utilisé pour l'implémentation numérique, le
systeme est réduit a la dynamique du satellite {A, By, C;, E;}, le correcteur considéré

correspond donc a la mise en série du pré-compensateur et du correcteur Ho.

12
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+ Apre Bpre Ar Br
—»-(2 o - -
- Cpre Epre C E,
pré-compensateur dynamique rigide+ retards
Apinf | Bhinf
Chinf | Ehinf
compensateur H,
N
+ AI' Bl’

Apre Bpre Ahinf Bhint

Cpre Epre Chinf | Ehinf

compensateur COl’l’lplCt

Figure 1.9: schéma bloc de la régulation

Le correcteur continu a implémenter dans le calculateur de bord est par conséquent obtenu
par la réalisation en série du correcteur Ho. et du pré-compensateur. Donc, ce correcteur est un
filtre d'ordre 14.

En résumé, comme l'illustre la figure 1.9, nous sommes en présence de:
- I'installation {Ay, By, Cr, Er} d'ordre 4,
- d'un pré-compensateur {Apre, Bpre, Cpre, Epre} d'ordre 4,
- d'un compensateur Heo { Ahinf, Bhinf, Chinf, Eninf} d'ordre 10.

Le critere de syntheése Heo est fourni par le probléme standard suivant:

- deux entrées exogeénes (e, €2) et une entrée de commande (u),

- trois sorties exogenes (21, z2, Z3) et une sortie mesurée (y).
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- 71
A B » 22
SpJu— - 7
C E
u y
Aninf | Bhinf
Chinf | Eninf

Figure I.10: probléme standard pour la synthése d'un correcteur Hoo

Le systtme {A, B, C, E} est d'ordre 10 et constitué par la dynamique du satellite, le pré-
compensateur et un filtre & avance de phase d'ordre 2. En boucle fermée, le probléme standard

est représenté a la figure [.11:

€1 €2
‘ Agq | By >z zt [ Cr(s) Cua(s)
— z) & z3 | Cai(s) Caz2(s)
€r—opi C E —> 7
2 cl cl 3 z3 | C31(s) C32(s)

Figure I.11: probléme standard en boucle fermée

Zi . . .
Les Cij(s) = gf représentent les critéres scalaires:
1

Cii(s) Cpa(s)
’:Acl Bcl:,
Ccl Ec

min = min C21(S) C22(S)
- A|B - e
La constitution de clE a permis d'incorporer trois critéres distincts :

* C31(9) C3 ()],

- un critére de maximisation du gain statique, actif a basse fréquence (C13(s)),
- un critére de réjection des modes souples d'appendice, actif a haute fréquence (C31(s)),
- un critere de stabilité, actif au voisinage de la coupure (C22(5s)).
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I.2.2. Comportement en boucle ouverte

Les différents comportements du correcteur en boucle ouverte sont spécifiées par les figures

suivantes:
104 —— _Gam .d,u.f%orrectm{{ 200
% S g
O s 0
CR . :
IOO . R . R _200 . R X
10-4 10-1 102 10-4 10-1 102
Fréquence (rad/s) Fréquence (rad/s)
1000 Réponse indici;lle du correcteur 107 Transfert .de boucle
500 e ...................
AN 3
ol N o
_500 10—6 . R : L
0 50 100 10-4 10-1 102
Temps () Fréquence (rad/s)

Figure 1.12: réponses en boucle ouverte

I.2.3. Comportement en boucle fermée
[.2.3.1. Réduction de l'ordre du correcteur

Les figures numérotées 1.13 illustrent le comportement en boucle fermée correspondant a la

figure 1.3.
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Chapitre I
7 Commande en B.F. 0.015 Sortie en B.F.
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Figure [.13: réponses en boucle fermée

1.2.3.2. Discrétisation et optimisation a mots finis du correcteur

Les figures numérotées I.14 illustrent le comportement en boucle fermée correspondant a la

figure 1.5.
1000 Commanc}e en B.F.
500 -+
o
O 'H---”r'- 4\.\_-—‘_
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103 1 gain de la B.F.
2 100
E o
g %
10-6 L— ;
10-4 101 02

Fréquence (rad/s)
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Y 5
/
ol '
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0
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Z
o -500
§
-1000
104 10-1 102
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Figure [.14: réponses en boucle fermée
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Chapitre II Réduction de l'ordre du correcteur

IL1. INTRODUCTION

La synthese de correcteurs est li€e étroitement a la robustesse et aux performances.
Dans un grand nombre d'applications relatives aux technologies de pointe, le systeme physique
a commander atteint souvent un ordre élevé. Les limites d'implémentation informatique nous
contraignent a procéder a une analyse et synthese de la réduction de modele du correcteur ou de

l'installation.
Dans le cadre de l'application industrielle avec MATRA MARCONI SPACE, le correcteur
H.. est spécifié et c'est sur ce dernier que les différentes techniques de réduction de ['ordre vont

étre appliquées et comparées. Par conséquent, I'étude du probléme résulte du passage d'un

correcteur d'ordre élevé en un correcteur d'ordre réduit.

Des résultats sur la réduction de correcteur ont été établis au moyen de réduction équilibrée,
aussi bien par la synthése LQG [JON-83] que par celle Ho, [MUS-91]. Les valeurs singuliéres
de Hankel du correcteur sont utilisées pour déterminer I'ordre réduit souhaitable a la troncation

€équilibrée du correcteur en boucle fermée. Cette approche généralise l'extension de la réduction

équilibrée de Enns [ENN-84a] avec l'introduction de pondérations fréquentielles.

I1.2. REDUCTION DE L'ORDRE D'UNE REALISATION
I1.2.1. Formulation du probleme
Soit le systeme linéaire, stable et d'ordre n, dont la réalisation est donnée par:
G(s)=C (sl,- Ay B+E (IL.1)
Une approximation d'ordre réduit r, (avec r < n) de G(s) s'écrit:
Gi(s) = C; (sl - Ap)1 By + Er (I1.2)
L'erreur relative entre G(s) et G(s) est déterminée par:

G(s) - Ge()Il_ (11.3)

Pour une entrée donnée e, les signaux z et z, définis par:
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z=G(s) e (I1.4)
et

Z; = Gi(s) e (IL.5)

on peut définir l'erreur relative entre G(s) et G(s) par:

llz - erI2

el (1.6)

IG(s) - G(s)ll = sup
ce L2

Ainsi pour diminuer l'erreur entre G(s) et G(s), G(s) doit étre construite 2 partir de G(s) en
supprimant les composantes de 1'état x de G(s) qui sont les moins impliquées dans le transfert

d'énergie entre l'entrée e et la sortie z.

Pour caractériser ces composantes de 1'état, on peut s'appuyer sur l'interprétation des
grammiens de commandabilité et d'observabilité comme solutions de deux problémes de

minimisation d'énergie.

Le grammien d'observabilité de la réalisation {A, B, C, E}, appelé W, est solution de

I'équation de Lyapunov (IL.7) (voir § Annexes A.IL):
ATW,+WoA+CTC=0 (I1.7)

Si e(t) = 0 pour t 2 0, x(0) = xo, l'énergie sur la sortie z résultant de I'état initial xq est

caractérisée par:
T
lizll, = x5 Wo x0 (I1.8)

Le grammien de commandabilité de la réalisation {A, B, C, E}, appelé W, est solution de

I'équation de Lyapunov (I1.9) (voir § Annexes A.IL):
AW.+W.AT+BBT=0 (11.9)

L'énergie minimale de 'entrée e pour amener 'état x de 0 a xg se calcule comme suit:

0
min [T e dt = x7 W xo (IL.10)
ecLy: x(0) =xg -°°

En combinant (I1.8) et (II.10), on obtient:
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T t) dt
sz OO d ry
. .su% ) ) =XTW_ ) (IL.11)
ee b2 x(®=x0 feTmemar 0 ¢ ™

Pour que lIG(s) - Gy(s)ll soit petit, il faut donc tronquer le sous-espace d'état généré par les

T/2 172

vecteur propres correspondant aux plus petites valeurs propres de W, "WeW ', par

conséquent, la partie de 1'état la moins commandable et observable. Ainsi, pour tronquer la

réalisation de G(s), il faut au préalable exprimer les vecteurs d'état dans la base des vecteurs

T/2 172

propres de W _"“W,W . La réalisation correspondant  cette base est dite équilibrée.

I1.2.2. Réalisation équilibrée
I1.2.2.1. Définition et propriétés
Définition II.1
Soit un systéme invariant, linéaire, d'ordre n, asymptotiquement stable et de réalisation
minimale avec pour fonction de transfert la matrice G(s). Une réalisation minimale de

G(s)=C(sl, - AyIB+E (I1.12)

est équilibrée si les grammiens de commandabilité et d'observabilité sont diagonaux et égaux:

Wo =W, =2 =diag(c],02,..,0n),0i20i41>0,i=1, ..., n-1 (I1.13)
avec:

AY+YAT+BBT=0 (I11.14)

ATY +3A+CTC=0 (.15

Les oj jouent un role important dans la théorie des systémes linéaires. On les appelle valeurs

singulieres de Hankel (voir § Annexes A.IIL. et A.IV.).

Dans cette définition, ainsi que dans 1'ensemble de ce chapitre, on ne considere que les

systémes linéaires invariants. Cependant, la notion d'équilibrage d'une réalisation, donnée dans
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la définition II.1, a été étendue aux systemes linéaires variants dans le temps par Verriest et
Kailath [VER-83].

Remarque

Explicitons la matrice de similarité T permettant la diagonalisation simultanée des grammiens
de commandabilité W, et d'observabilité W,. Soient {A, B, C, E} et {Ap, Bp, Cp, E}
respectivement une réalisation de G(s) et une réalisation équilibrée de G(s). W, et W, satisfont

les équations de Lyapunov (I1.7) et (IL.9).

ATW,+WoA+CTC=0 (IL.7)
AW, +W,AT+BBT=0 (IL.9)

Soit T la matrice de changement de base reliant les réalisations {A, B, C, E} et {Ap, Bp, Cb,

E}. On a donc Ap = TAT-!, B, = TB et Cp, = CT-1. Pré- et post-multiplions (II.7) par T-T et

TT, nous obtenons:
TTATTTTTW, T 1+ TTW, TI1TATI+TTCTCT-1=0 (IL.7.1)
Cette équation est équivalente a:

Ap Zot Zo Apt Cp Cp=0 (I1.7.2)

avec Yo=TTW, T-1.
Pré- et post-multiplions (I1.9) par T et TT, nous obtenons:

TATITW. TT+TW. TITTTATTT+ TBBTTT=0 (I1.9.1)
Cette équation est équivalente a:

ApYe+ Al +BpBy =0 (11.9.2)

avec o =TW,TT.
Comme la relation {Ap, Bp, Cp, E} est équilibrée, nous obtenons (voir la définition IL 1):

ZC=ZO=Z=TWCTT=T‘TWOT‘1 (II.13)

ol Y, est diagonale et donnée par
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32=3.3,=TW.W,T1 (I1.13.1)

Ainsi le grammien Y. donné par (I1.7.2) satisfait (I.15) et le grammien Y., donné par
(11.9.2) satisfait (II.14). La matrice de changement de base reliant une réalisation donnée a une

réalisation équilibrée correspond a la transformation de similarité diagonalisant le produit W¢
Wo. a

Les aspects numériques de 1'équilibrage d'une réalisation sont traités dans [LAU-87].

Définition I1.2
Les valeurs singulieres de Hankel de G(s) et la norme de Hankel associée a celles-ci sont

déterminées respectivement par:

oi = [M(WWo)]1/2 (IL.16)

1

|Gl = sup (o) = sup (A;"2(WW,) (IL17)3

Ces valeurs singuliéres sont invariantes pour toutes réalisations de G(s), voir Annexe
(A.IV). En effet, les valeurs propres contrairement aux grammiens, ne changent pas par
changement de base. L'utilisation des valeurs singulieres de Hankel et de la norme de Hankel

dans la théorie des systemes est développée dans [GLO-84] et [FRA-87].

Le lemme ci-dessous concerne l'unicité et la stabilité asymptotique a partir de conditions sur

les valeurs singulieres de Hankel.

Lemme I1.1 [MOO-81]
Si les valeurs singuli¢res de Hankel du systeme G(s) sont distinctes, alors les vecteurs

définissant la base dans laquelle se trouve la réalisation d'état, sont uniques au changement de

signe pres. a

Le théoréme suivant montre qu'il y a une propriété intéressante des trajectoires de I'état

correspondant a une réalisation équilibrée.

Théoreme I1.1 [PER-82]
Un systéme équilibré satisfait la relation:

lle™il < 1 pour tout t >0 (I1.18)3
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Ceci constitue un résultat important si on montre que la réalisation équilibrée est dissipative,

a savoir que:

lx(2)llg < lIx(t)llg, pour t >ty (I1.19)

Soit {A, B, C, E}, une réalisation équilibrée vérifiant la définition IL.1 dont les grammiens
de commandabilité et d'observabilité (égaux et diagonaux a la matrice X) ont les éléments
diagonaux ordonnés par ordre décroissant.

Partitionnons le quadriplet {A,B,C,XY}en:

Aqy AIZ} Ir ':Bl] Ir [21 0] Ir
A= ,B= ,C=IC, Chl|,X= 11.20
[AZI Agp B, G ] 0 X, (11.20)

Dans [MOO-81}, il est montré que les deux sous-systemes {Ajj, Bj, Ci}, _ | , sont tous
deux asymptotiquement stables. Le théoréme suivant est une premicre étape renforgant ce

résultat.

Théoréme I1.2 [PER-82]
Supposons que 21 et X2 n'ont pas de termes diagonaux en commun. Alors, les sous-
systemes {Aj;, B, Ci}, _ | , sont asymptotiquement stables. d

A partir de ce théoréme, on en déduit le corollaire II.1.

Corollaire II.1 [PER-82]
Si ¥ a ses valeurs singuliéres distinctes, alors tout sous-systéme est asymptotiquement

stable. Le changement de base est donné par les vecteurs propres de (WoWe). d

Le lemme ci-dessous nous procure une autre condition pour laquelle un systéme est

asymptotiquement stable.

Lemme I1.2 [PER-82]
Supposons que, pour la paire (A, B) I'€quation de Lyapunov suivante

AP+PAT+BBT=0 (IL.21)

ait une solution P = PT > 0, alors, le syst®me est asymptotiquement stable si et seulement si la

paire (A, B) est commandable. Si le systéme n'est pas asymptotiquement stable, alors les
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valeurs propres de A qui n'ont pas de partie réelle strictement négative sont sur l'axe

imaginaire. a

I1.2.2.2. Mesure de la commandabilité et de 1'observabilité des
composantes de 1'état [MOO-81]

Les grammiens W, et W, définis respectivement en (I1.9) et (IL.7) peuvent étre utilisés pour
mesurer le “degré” de commandabilité et d'observabilité de chaque composante du vecteur

d'état [MOO-81].

Considérons 'exemple ci-dessous [MOO-81], défini par le modele suivant:

Xl _ -1 0 X1 P10"6

Lz]—[o —2} Lz}_loé}u(t) (I1.22.2)

y(®) = [10° 10‘6][2 (I1.22.b)
i

Calculons les matrices de commandabilité et d'observabilité comme suit:

10 -10°°
Qc=[B AB A2B ... A™1B] = (11.23.2)
o=l 106 —2x108
6 -6
10 10
— 2 -I1T —
Qo= [C CA CA2 ... CAM™] _Loé _2X10_6] (I1.23.b)

On peut en conclure que xj est plus observable et moins commandable, a l'inverse de xj.

Les grammiens de commandabilité et d'observabilité sont caractérisés par les matrices

suivantes:

0 0.3334 11
- | wo= 5%10"" 0.3333 (1123.0)
0.3334 2.5x10 0.3333 0

Les valeurs singulieres de Hankel associées sont: {0.7310, 0.0190}. La réalisation d'état

donnée en (I1.22) n'est donc pas équilibrée.

Afin d'effectuer 1'équilibrage, on procéde au changement de base suivant:
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Xx=Tx
A=TAT1!

On obtient les matrices ci-dessous:

8.2189x10°  0.5696x107° | & _ [—1.3244 0.4681J
5.6960x10° —0.8220x107° |’ 0.4682 —1.6756

A 1.3915 | .
= , C=[1.3916 -0.2523]
-0.2524

On a par conséquent:
X1(t) =8.2189 x 105 x1(t) + 0.5696 x 10 x5(t)
%7 (t) = 5.6960 x 105 x(t) — 0.8220 x 1076 x7(¢)

X ~1.3244  0.4681 [ x, 1.3915 ©
= +
4, 0.4682 —1.6756||x, | | -0.2524|"

[ ]
2

Les nouvelles matrices de commandabilité et d’observabilité obtenues sont:

~ [ 13915 -1.9610
Q= (-0.2524  1.0744

. [13916 -0.2523
QO“_—1.9611 1.0742

Les grammiens de commandabilité et d'observabilité sont égaux a:

oW 0.7310 0
cT T 0 0.0190

Les valeurs singulieres de Hankel associées restent inchangées.
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La réalisation équilibrée, “équilibre” l'observabilité et la commandabilité de chaque
composante de I'état. Ceci est en lien avec l'interprétation énergétique donnée en (11.8), (I1.10)
et (IL.11).

I1.2.3. Réduction de I'ordre d'une réalisation
I1.2.3.1. Troncation d'une réalisation équilibrée

Une propriété intéressante concernant la stabilité d'une réalisation équilibrée est référée ci-

dessous.

Propriété I1.1 [PER-82]

Les sous-systemes {Ajj, Bi, Ci} , sont asymptotiquement stables si Gy > Cpy 1. a

i=1
Enongons le théoréme ci-dessous sur la stabilité.

Théoreme II.3 [PER-82] et [GRE-95]
Supposons que {A, B, C} soit une réalisation équilibrée comme le décrit 1'équation (11.20)
et que {Ajj, Bi, C;, E}; _ |, soitla troncation équilibrée de {A, B, C, E}. Alors, {Aj;, B, C;}

est une réalisation équilibrée. En particulier A;; est asymptotiquement stable et { Ajj, Bj, C;} est

minimal. a
Démonstration
A partir de équations (II.14) et (II.15), on obtient:
T T
A2 +Z1A11 +BiB, =0 (I1.25.a)
AlS1+31A1+ClC =0 (I1.25.b)

Si la partie réelle de Ai(Aji) <0, alors {A11, B1, C1} est une réalisation équilibrée car >.1>0.
Puisque >1 > 0, on a Ai(Ajj) < 0, mais nous devons montrer qu'il n'y a pas de valeurs propres
sur l'axe imaginaire. Supposons, par contradiction, qu'il existe un réel ® tels que (Jol; - Aqy)

soit singuliére. Soit V une base du noyau de (jol; - A11):
(ol - AjpV =0 (11.26)

Multiplions (I1.25.b) & sa gauche par VH et i sa droite par V, puis multiplions juste le terme

de droite par V, cela nous meéne aux égalités présentées ci-dessous:
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C1V =0, (ol + A] )V =0 (I1.27)

Multiplions (I.25.a)  sa gauche par VHY et & sa droite par 3,1V, puis multiplions juste le

terme de droite par 3,1V et nous obtenons:
BIY |V =0, (ol - Aj IV = (
121V =0, (ol - AjNEZ, V=0 (I1.28)

Par conséquent Z?V est aussi une base pour l'espace nul de droite de (jwl; - A1) d'ol
._..2 . J—
Z?V = V 21 pour toute matrice 212, dont les valeurs propres seront un sous ensemble des

valeurs propres de Z?. Considérons maintenant les équations (I1.29) provenant de (I1.25):

A21Z| +32A],+BoB| =0 (I1.29.2)
ALY+ ZpA01+CoCr =0 (I1.29.b)

Multiplions (I1.29.a) a sa droite par .|V et multiplions (I1.29.b) a sa gauche par > et & sa

droite par V, on obtient:

A XIV +3HALT V=0 (11.30.2)
S2A0V + 52AL 5 V=0 (IL.30.b)

Soustrayons ceci et nous pouvons écrire

Z%Ale = Ay leV =AyV 37 et peut étre mis sous la forme:

50 [Ir}
0 33|LlAuY

Tant que flz et Z% n'ont pas de valeurs propres en commun, [I; (A1 V)T]T doit étre une

I ]212 (IL31)

il
—
>
>
<

<2
base pour l'espace des valeurs propres de {2(:)1 _02} correspondant aux valeurs propres de
$2y)

flz. Nous avons donc:

Ir — Ir
l:A21V:| N [0} 132)

Cela revient a avoir: Ap1V = 0. En combinant ceci avec (I1.26), on obtient:
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Gol; - A) [X} =0 (I1.33)

ce qui contredit la stabilité¢ asymptotique de A. ||

L'erreur faite lorsque l'on tronque une réalisation équilibrée peut étre bornée comme en

témoigne la propriété suivante.

Propriété I1.2
Une borne d'erreur dans le domaine fréquentiel pour les approximations équilibrées, a
condition que A et A; soient stables, est proposée par [ENN-84a], [GLO-84], [ENN-84b]

(précisons également que E = Ep):

<2(0p 41+ 40, ) =2tr(2, ) (11.34.2)

(o]

“[C(sln -A) "B+ E] - [Cr(sIr ~A,) B, + E]}

ou
IG(s) = G, (9)|, S2(0p41+..+0n) =2tr(25) (IL34.p)0

Démonstration
Présentons les étapes importantes de cette démonstration formul€es par Enns [ENN-84a].

Posons les expressions suivantes:

o(s) = (skr - A1)} (I1.35.a)
A(s) = slnr - A22 - A21 9(s) A12 (I1.35.b)
B(s) = A1 &(s) By + B2 (I1.35.c)
C(s)=C10(s) A2 + C2 (I1.35.d)

A l'aide du lemme d'inversion des matrices partitionnées (voir § Annexes A.VII.), On

obtient :

G(s) - Ge(s) = C(s) A-1(s) B(s) (11.36)

En se référant a la définition de Ia valeur singuliére maximum, on peut écrire:

5 (G(j®) - Gr(jo)) = Ay (G(i0) - Ge(jo) (G(j6) - Gr(o)H) (137 .2)
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En utilisant le fait que Apax(A B) = Anmax(B A) pour toutes matrices A, B ot les produits

sont définis, on obtient:
5 (Glio) - Gliom = A2 (A-lGie) Blio) B @ A-Hriwy CH (ig) &
0 (G(jo) - Gr(jw)) = A7, (A1 (o) B(jo) B7(jw) A™(jw) CT(jo) C(jw)) (IL.37.b)
Une expression de B(jw) EH(jco) est déterminée comme suit:

B(jw) BY(jo) = Ag1 0G) B1 B] ¢H(jw) A) | + Az 9(jo) By B,
+ByB] 0H(jw) A, +B B (I1.38.2)

En remplagant (jol,.r - Ajo)) par (A1 ¢(w) Az + App) qui provient de la définition de
A(s), on obtient:

B(jo) BH(w) = Ajo) T2 + X2 AHjo) (I1.38.b)
L'expression cH (jo) C(jw) est caractérisée de maniere analogue comme suit:
CH(jw) € (jw) = 3n Ajm) + AHo) 3, (I1.39)

En substituant les expressions de (I1.38.b) et (IL.39) dans (I1.37.b) et aprés simplification,

on aboutit aux égalités ci-dessous:

5 (G(j0) - Grjm)= A2 (AL(jo) (AGo) T2 + X2 AHGw) AHjw) (£ Ajw)

max

+ AH(jw) 32))

=22 (55 + A1) T AH(w) (AH(w) T2 AGw) + 52)
(IL40)H

Si on considére la réduction d'un état uniquement (r =n - 1), alors on peut noter que:

s =Gy (IL41)

et
& (G(j®) - Go_1(j0)) = G X \/( 1+ AG)| 1+ A7 (jo) (I1.42)

ou
AGo) = AHGw) Alo) (IL43.2)
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est un filtre passe tout, on utilise la notation suivante
|A(jo)=1VweR (I1.43.b)

En utilisant les propriétés du “passe tout” de A(jw) et en réarrangeant quelques termes, on

établit les égalités ci-dessous:

2
0 (G(jo) - Gp-1(jw)) = Op X ll_té_(li)[_ =0 X [1 + A(jo)| (11.44)
V  AGo)

Enfin, au respect de l'inégalité triangulaire, on peut conclure sur l'expression suivante:
G (G(w) - Gp-1(j®)) S0 X |1 + A(jo)] =2 oy (I11.45)
Cela compléte la démonstration sur la borne pourr=n- 1 n

Définition II.3
Soit Ar= A1, Br= By, C = Cy. Alors, le systeme {Ay, By, C;} d'ordre réduit r est une
approximation du systéme {A, B, C} si G » Or41 a

11.2.3.2. Approximation optimale de Hankel

On peut si on cherche une approximation optimale de Hankel de G(s), améliorer la borne

(I1.34); dans ce cas, l'installation d'ordre réduit est notée Gr (s).

Considérons une matrice de transfert G(s) € RH.., de représentation d'état minimale:
G(s) = C(sI, - A" 'B+E (11.46)
et ses grammiens W, et W, solutions définies positives des équations de Lyapunov (IL.7) et
(11.9). 1l existe une borne de l'erreur de 1'approximation de G(s) par G(s). Elle est déterminée

par Glover [GLO-84] et énoncée par le théoréme suivant:

Théoréeme I11.4

IG(s) - G(s)ll_ < Opy1+...+ Oy (L4733
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Dans ]'approximation optimale de Hankel, le terme direct de la réalisation d'état, appelé E,

est modifié, contrairement a la technique de troncation équilibrée ot il reste inchangé.
11.2.3.3. Agrégation [BAC-89]

A la place du critere (I.6), on peut réduire un systéme avec le critére suivant:
oo T
~ 2 1 . A : AL ,
l66s)- Gr(s)}[2 =t o~ | [G(jo) - G, (jo)][G-jo) - G, (-jw)] dJCDJ (I1.48)

En effet, la plupart des procédures de réduction de modele sous forme d'espace d'état
impliquent une décomposition de ce dernier en deux composantes. Il est souhaitable que 1'une
soit plus caractéristique du systéme a modéliser que l'autre. Cette décomposition est déterminée
par le choix de sous-espaces disjoints T et T, de dimensions r et n-r respectivement.

Le changement de base est donné par:

UT
T=[T; Talet U= UIT =TT (11.49)
2

avec la somme directe: Ty @ Tp = RD.
La décomposition de 1'espace d'état pour la construction du modele réduit se présente plus

facilement en opérant les transformations

x1(s) = Ty vi(s) et xp(s) = T2 va(s)

v(s) = [sI, - AT! Be(s) (11.50.2)
2(s) = Cv(s) (I1.50.b)
T T T
avec A = U;ATI UIFATZ , B= UEFB , C =[CT; CTy] (11.50.c)
UJAT, UJAT, UB

Un modele d'agrégation est tout modele d'ordre réduit obtenu via la transformation d'état

dont la structure est précisée par les équations (I1.50.a) a (I1.50.c), tels que

UFfATzz() (IL51)
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ér(s) représente la partie supérieure de la triangulaire sur A et est décrite par {UTATL

U|B, CT}, EJ
La projection de T le long de T est la transformation linéaire Py, spécifiée par

x1(s) = P12 X(s) avec P2 = T|U] (I1.52.2)

La projection de T le long de T est la transformation linéaire Py spécifiée par

xa(s) = P21 x(s) avec Py; = ToUs (IL.52.b)

La réalisation associée a l'erreur faite sur (G(s) - Gr(s)) est déterminée par {A, B, CP»1, 0}.

Le modele optimal d'agrégation, d'ordre r est la minimisation de (II.48). Contrairement a la
troncation équilibrée, I'ensemble des directions de 1'état ne peuvent pas €tre utilisées pour
caractériser 1'agrégation optimale d'ordre n pour tout r avec 1 £r < n-1. La différence avec la
troncation équilibrée vient du fait que, dans l'agrégation, I'on tronque la réalisation, puis que
I'on minimise la norme H; et on effectue un changement de base sur A. Alors que pour la
troncation équilibrée, on tronque les grammiens, puis on minimise la norme He du transfert de
I'erreur c'est-a-dire du rapport des gains entrée / sortie et de la norme llz - zll,. Pour
l'agrégation, les valeurs propres de Ar forment un sous-ensemble de celles de A, ne
correspondant pas a l'espace propre défini par T,. Par conséquent, G(s) et G(s) ont r poles en
commun. Cependant, les zéros de Gr(s) sont différents et compensent la perte des pdles lors de

la minimisation de (I1.48).
11.2.3.4. Discussion

Par rapport & la troncation équilibrée, 'inconvénient principal de I'approximation optimale de
Hankel provient de la modification de l'atténuation en hautes fréquences due a la modification
du terme direct (E) de la réalisation d'état.

Par rapport 4 la troncation équilibrée et a 'approximation optimale de Hankel, I'inconvénient
majeur de l'agrégation vient du fait que les modes de A qui sont conservés, c'est-a-dire les
modes de Ar, ne garantissent pas forcément que le comportement entrée / sortie de ér(s) sera
semblable a celui de G(s), alors que ce comportement est intégré dans le critére de troncation
pour la réduction équilibrée et 'approximation optimale de Hankel (I1.6). Equilibrer et tronquer

n'est possible que sur des installations stables. Sinon, on est contraint de diviser le modele
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d'ordre plein en une partie stable et une autre instable avec dans ce cas, 'équilibre et la

troncature prenant effet uniquement sur la partie stable.

Cette procédure présente trois inconvénients majeurs qui se résument comme suit:
1) Si le correcteur C(s) est instable, le diviser en sa partie stable et antistable peut étre
numériquement mal conditionné.
1i) La stabilité en boucle fermée avec le correcteur d'ordre réduit obtenu n'est pas garantie
a priori.
iii) L' approximation du comportement du correcteur est pris isolément au lieu de son
comportement en boucle fermée. Cette derniére pouvant assurer davantage de

performances et de robustesse.

En extension aux méthodes présentées dans la partie § I1.2., Meyer [MEY-87], [MEY-88] a
proposé d'appliquer la réalisation équilibrée avec troncation sur les facteurs co-premiers
normalisés au lieu de l'installation elle méme. Cela permet de contourner l'inconvénient (i). De
plus, l'auteur généralise des résultats sur la stabilité et les bornes d'erreur.

D'autres méthodes basées sur les facteurs co-premiers normalisés ont été proposées par [MCF-

90] et [MUS-91]. Un avantage dans ce cas, est que la stabilité robuste peut étre ainsi atteinte.

I1.3. TRONCATION EQUILIBREE DES FACTEURS CO-
PREMIERS NORMALISES

I1.3.1. FACTORISATION CO-PREMIERE NORMALISEE

L'un des intéréts de la factorisation co-premiere est qu'elle transforme les pdles du systéme
en z€ros d'une matrice rationnelle stable (voir § Annexes A.VL.). Par conséquent, si G(s) est
instable, les problémes survenant lorsque l'on tronque le correcteur (risque de mauvais
conditionnement numérique et d'instabilité) n'ont plus lieu d'étre. On peut souligner l'avantage
de la normalisation de cette factorisation par le fait que l'erreur commise devienne plus faible.

L'emploi de cette dernicre nécessite la définition du graphe d'une fonction rationnelle.
I1.3.1.1. Graphe d'un systéeme linéaire et factorisation co-premiere

Si G(s), de dimension pxm, est stable, alors toute entrée d'énergie finie génére une sortie
d'énergie finie. Le systéme linéaire G(s) est alors un opérateur linéaire borné de L5 dans L%
(voir § Annexes A.L). Si le systeme G(s) est instable, alors il est opérateur linéaire non borné.
En effet, la plupart des entrées a énergie finie générent une sortie a énergie infinie. Cependant,

certaines entrées d'énergie finie géneérent des sorties d'énergie finie. Ces paires d'entrées-
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sorties bornées appartiennent au graphe de G(s). Une des méthodes pour obtenir des paires
d'entrées-sorties bornées lorsque G(s) est instable est de stabiliser G(s) avec une loi de
commande, ce qui est toujours possible si le systéme G(s) n'a pas de mode caché instable

(stabilisabilité et détectabilité).
Définition IL.4 [VID-85], [MEY-87], [MEY-88]
Graphe [G(s)] = {(e,2) € L] X L} /z=Ge} (I1.53)

Pour le graphe d'un systéme instable, nous allons factoriser celui-ci en deux systémes
stables (donc appartenant 3 RH..), c'est-a-dire en deux systémes dont les pSles sont a partie
réelle strictement négative et qui sont causaux ( lim G(s) < o).

$ > +oo

Définition ILS [VID-85]
Soit G(s) = C (sI - A)1 B + E = N(s) D1(s) (IL54)

ou {A, B, C, E} est minimale, A € R?XM et E € RPXM, N(s) € RHo et D(s) € RHo
définissent une factorisation co-premiere a droite de G(s) si N(s) et D(s) n'ont pas de zéro
commun instable (incluant les zéros a l'infini). N(s) et D(s) sont appelés les facteurs co-

premiers a droite de G(s). a

Toute matrice rationnelle n'ayant pas de mode caché instable (stabilisabilité et détectabilité)
posséde une factorisation co-premiere a droite. D'une maniere équivalente, on peut définir une

factorisation co-premiere a gauche pour G(s).
G(s) = C (sl - Ay B+ E= D7 I(s)N(s)
Définissons le signal ¢ a partir de la factorisation co-premiere de G(s):
e=Dl(s)e
@ est appelé “I'état interne” de G(s) ou “I'état partiel” de G(s) [VID-85]. On a donc:

z=N(s) ¢
e=D(s) ¢

34



Chapitre II Réduction de l'ordre du correcteur

N(s) et D(s) étant stables (€ RH.o), la paire (¢, z) € Ly X L) (&> est a énergie finie) si ¢
€ L;_n. Ainsi, si G(s) = N(s) D-1(s), alors toute paire de la forme (D@, N@) appartient au graphe

de G(s). Si N(s) et D(s) sont co-premiers, alors toute paire du graphe de G(s) peut s'écrire sous
la forme (D@, N@). Nous avons donc une correspondance exacte entre le graphe d'une matrice

rationnelle et les signaux générés par ses facteurs co-premiers comme:
Graphe [G(s)] = {(Ng, D) € LY x LY /9 e L'} (IL.55)

Par conséquent, on peut associer a toute installation linéaire, un opérateur graphe défini

comme suit;

[D(s)

ILm Lm LP 11.56
N(S)} 2752 % ( )

I1.3.1.2. Réalisation d'une factorisation co-premiere normalisée

Il existe une infinité de factorisations co-premiéres [NET-84], [VID-85]. Parmi celles-ci, on
choisit celle qui est normalisée car elle posseéde des propriétés intéressantes (valeurs singulieres

de Hankel inférieures a 1, ...).

Définition IL.6
Soient N(s) et D(s), des facteurs co-premiers a droite de G(s) (voir définition IL.5). N(s) et

D(s) définissent une factorisation co-premiére normalisée de G(s) si:
NT(-s) N(s) + DT(-s) D(s) = I, (IL.57HAQ
Lorsque le terme E dans la réalisation d'état de G(s) (I1.54) est nul, Meyer [MEY-87] a
donné la réalisation d'état des facteurs co-premiers normalisés de G(s). Vidyasagar [VID-88] a
étendu les résultats de Meyer [MEY-87] au cas ot E # 0.

La réalisation d'état des facteurs co-premiers normalisés s'effectue en déterminant Q (Q=QT,
Q > 0), solution unique stabilisante de I'équation de Riccati algébrique:

(A-BSETC)T Q + Q (A - BS-IETC) - QBS-IBTQ + CTR-1C=0 (11.58)
avec R, S et F tels que:

R = I, + EET (I1.59.a)
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S=1I,+EE (I1.59.b)
F =-S-I(ETC + BTQ) (I1.59.c)

La réalisation d'état des facteurs co-premiers normalisés est donnée par:

[gﬁj))] = {C +FE P] (sI,- A-B Fyl B s-12 +[Esi'/12/2} (IL.60)

I1.3.1.3. Propriétés des facteurs co-premiers normalisés

Dans [MEY-87] et [MEY-88], les propriétés des factorisations co-premieres normalisées
sont étudiées lorsque E = 0, c'est a dire lorsque G(s) est strictement causale. Pour la suite, afin
de prendre en compte le comportement en boucle fermée d'une réalisation tronquée, il faut
considérer le cas ot E # 0, car ce terme intervient dans les quatre composantes de la réalisation

donnée en (I1.60). Par conséquent, étendons le lemme 3 de Meyer [MEY-88] avec E # 0 en se

basant sur [VID-88].

Lemme II1.3
Soit le quadruplet {A, B, C, E}; considérons R, S et F définis respectivement par (I11.59)

ainsi que Q, solution unique stabilisante de I'équation algébrique de Riccati (I1.58) alors:
A = A + BF stable (I1.61)

Supposons de plus que la réalisation

— C+EF] |gs/2
1/2
{A, BS [ - J’[s“”z (IL62)

soit minimale, alors:

— C+EF -1/2
i) Q est le grammien d'observabilité de {A, BSV 2, { E } , [E;S_I ” :” avec Q> 0,

ii) soit {A, B, C, E} est minimale, soit {A, B, C, E} a des modes inobservables instables.(J
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Démonstration
Le lien entre grammien et solution de I'€quation de Riccati (I1.58) est important pour la suite.

Pour démontrer i) il n'est pas nécessaire de résoudre I'équation de Lyapunov énoncée suivante:

C+EF T C+EF
F F

KTQ+QK=-[

ou le terme de droite est fonction de la solution. En effet, posons les expressions ci-dessous
[VID-88]:

_ P C+EF ES™1/2
Aa =A=A+ BF, Ba =BS ’ Ca = F N Ea = S_1/2 (II.63.a)
et
A N(s)
A(s) = [D(S)jl (I1.63.b)

En utilisant (I1.63), I'équation (II.60) s'écrit de la fagon suivante:
A(s)=E,+ Ca (sIy - A1 By (IL.63.c)
En définissant ¢(s) = (sI, - Ay)"1, on obtient:

AT (-5)A(s) = ELEq + EL Ca($)Ba + BL0T(-5)C  Eq + BL0T(-5)CICa 0(s)By  (IL64)

Supposons que Q est le grammien d'observabilité de { Ay» Ba» Ca» Ea} (donc que i) est vraie).

On a donc:
T T
C,Ca=-(A, Q+QAn (I1.65)
ou Q est une matrice symétrique, spécifiée plus loin, on obtient alors:
B,0T(-5)C, Ca 0(s)Ba = - B, 0T()(AaQ + QAN(S)Bq (I1.66)
En s'inspirant de [MEY-87], on peut utiliser les égalités suivantes

Aaf(s) = s¢(s) - In, ¢T(-S)Ag =-s¢T(-s) - I (IL.67)
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pour montrer la relation ci-dessous:

-BT9T(-5)(AaQ + QAL)(S)Ba = BL0T(-5)QBa + B, Q0(5)B, (IL68)

En substituant (I1.68) dans (I1.64), on obtient:

AT(-5)A(s) = E,Ea+E. Cad(s)Ba + BL0T(-s)C.Ea + BL0T(-s)QBa+ BI Qo(s)B,  (IL.69)

Par construction, on a E;‘FEa = Iy, donc la réalisation { Ay» By Cy» Ea} est normalisée (c'est-

a-dire AT (-s) A(s) = I,y dans (I.69) si:
E. Ca=-B! Q (I1.70)

La relation (II.57) est donc satisfaite si les expressions (II.65) et (I.70) le sont. Si on

substitue les termes de (I1.63.a) dans la relation (I1.70), cette derniére est équivalente a:
(ST ETC+ETEF+F) =-(S1/2TBTQ (I1.71)
Apres simplification, on obtient (I1.59.c)
F = - (I, + ETE)-(ETC + BTQ) = - S-I(ETC + BTQ) (I1.72)

Pour démontrer i), il reste 2 montrer que Q est solution de (I1.58). En utilisant l'expression de

Ay, I'équation (IL1.65) s'écrit comme Suit:
(A +BFTQ + Q(A + BF) + (C+EF)T(C +EF) + FIF =0 (I1.73)
En insérant (I1.73) dans (I1.72), on obtient aisément a 1'équation algébrique de Riccati
(I1.58) ou Q est la seule inconnue a déterminer. On vient donc de montrer que si Q satisfait

(I1.58) et F est défini par (I1.59.c) ou (IL72), alors AT(-s) A(s) =1, V s e C.

Il reste a établir que A (s) est une matrice rationnelle stable (<> A + BF a des valeurs propres

stables). A ce propos, notons que (I1.58) s'écrit:

AyQ+QAg- QBR-! BT Q + CT(Ip, + EET)-IC=0 (I1.74)

avec R donnée par (I1.59.a) et
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Ag=A-B(, +EET)-1ETC (I1.75)
Finalement, observons que
A +BF=Ag-BRIBTQ (I1.76)

a toutes ses valeurs propres stables car, par définition, Q est une solution stabilisante de (I1.58).

Alors, la paire (N(s), D(s)) est une factorisation co-premiere a droite.

Démontrons le résultat ii):

C+ EF] {Es—m

La commandabilité de la réalisation {K, BS™!/2, [ - G112 }} implique celle de la

réalisation {A, BS-V/2, C + EF, ES-1/2} (voir les tests de Popov-Belevitch-Hautus [GRE-957).
Supposons que {A, BS-1/2, C + EF, ES-12} soit inobservable, alors 3 A € C*, x € R et x20

tels que, Ax = Ax et Cx = 0 (tests de Popov-Belevitch-Hautus [GRE-95]).
Si la paire (A, C) est inobservable, alors la paire (A, R-1/2C) I'est aussi (tests de Popov-
Belevitch-Hautus [GRE-95]). L'équation algébrique de Riccati (I1.58) peut aussi s'écrire:

(A-BRIBDHTQ+QA +CTR-IC=0 (11.77.a)

En multipliant (I1.77.a) a gauche et a droite par xH et x ot x est le vecteur propre associé a A,
le mode inobservable de la paire (A, C) et sachant que Qx # 0 (car Q > 0), on déduit que -A est

aussi une valeur propre inobservable de (A - QBR-! BT) avec Qx comme vecteur propre
associé. Comme A - QBR-1 BT = A + BF a toutes ses valeurs propres stables, - A est donc

stable et donc, A, le mode inobservable de (A, C) est instable. Remarquons que 1'équation

algébrique de Riccati (I1.58) peut se réécrire comme suit:
(A -BSTETC)TQ + Q(A -BS-1ETC) + FTF + CTR-IC =0 (I1.77.b)

ce qui implique que Q est le grammien d'observabilité pour la paire stable et observable

— |C+EF . L
A, P et est défini positif. En multipliant (I1.77.b) a gauche et a droite par xH et x, on

obtient:

T
xH [C —;EFJ [C —;EF} x=2Re(A) xHQx (I1.77.¢)
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C+EF
L'équation (I1.77.c) est vérifiée si [ - } x = 0 ce qui veut dire que la réalisation

— 1 [C+EF] [Es~12] .

A, BS , - | g2 n'est pas minimale [MEY-87], or
L - L N

— w2 [CHEF] [Es™?] i, s

A, BS V7, E | 12 est minimale par hypothése. On en déduit donc que {A,

B, C, E} est soit minimale, soit inobservable avec tous les modes inobservables instables. H

Remarques

1) La démonstration de i) peut aussi servir 2 démontrer que la réalisation (IL.60) est
normalisée.

2) Par dualité, on a I'égalité suivant:

G(s) = N(s)D-1(s) = D~ 1(s)N(s) (I11.78)
avec.
(A - BS-IETC)TZ + Z(A - BS-IETC) + BS-IBT - ZCTR-1CZ =0 (I1.79)
H = (-BET+ ZCT)R-1 ' (11.80)
[N D]= [A:ngc | Bj Bk f{ } (IL81)
R-120 l R-12g R-12
1l suffit de remplacer Q par Z et nous pouvons appliquer le lemme II.3 sur [N D]. a

Considérons le lemme suivant, sur les valeurs singulieres de Hankel d'une réalisation d'une

factorisation co-premiere normalisée. Ce lemme est une extension du lemme 4 de [MEY-88].

Lemme 11.4
Soit G(s) = C(sl, - AX1B + E, stabilisable et détectable et
— —1/2 [C+EF] [Es™V2] _ .. .
A, BS , E , 12 une réalisation minimale des facteurs co-premiers
L 11857 ]

normalisés a droite de G(s). Alors, les valeurs singuliéres de Hankel de

— _ _1» [C+EF] [Es™V?]
A, BS 7, | =172
F i S J

L -

} sont toutes strictement inférieures a un. a
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Démonstration
II existe une factorisation co-premiére a droite normalisée stable car G(s) est détectable et

stabilisable. Par conséquent, A est stable. Les valeurs singuliéres de Hankel de

— _—1/2 |C+EF] |Es~1/2 ,
A, BS S, F || g-12 sont les termes diagonaux de la matrice diagonale et

définie positive 2., solution des deux équations suivantes:

(A+BFTY +X(A+BF)+(C+DF)T(C+DF) +FIF=0 (11.82.2)
(A+BF)X +>(A +BF)T+BS1BT=0 (11.82.b)

Si on multiplie par ¥, a gauche et 2 droite, les termes de (I1.82.b), on obtient:

(A +BF)TY + Y(A + BF) + (C + DF)T (C + DF) + FTF =0 (11.83.a)
(A +BF)Y2+Y2(A +BFTY +Y BS'IBTY =0 (11.83.b)

Maintenant on enléve et on rajoute I'expression Y, BS-1BTY, sur la premiére ligne (cela

revient a faire comme Vidyasagar [VID-88], résoudre 1'équation algébrique de Riccati (IL.58)).

(A+BF)TY +X(A+BF)+ X BS-1BTY, + CTR-IC=0 (11.84.a)
Y(A+BF)X2+ Y%A +BRTY +X BS-IBTY, =0 (11.84.b)

On soustrait (I1.84.b) a (I1.84.a) et on obtient 1'équation ci-dessous:
YA+BF) C2-1I)+C2-1) (A+BRTY =CTR-1C (I1.85)

Soit Aj = Giz - 1, une valeur propre de la matrice diagonale (3.2 - I,) et soit ej le vecteur
propre unitaire associé a A;. Multiplions (IL.85) par e; a sa droite et par e;r a sa gauche, on

aboutit a:

Aie [S(A+BF) +(A+BETE]ej=e CTRICg (IL.86)

En combinant (11.84.a) et (I1.86), on peut écrire:

el CT R-! C e;
"ol (CTRIC+ 3 BS1BTY) e

Ai (11.87)

41



Chapitre II Réduction de l'ordre du correcteur

L'équation (I1.87) nous assure que A; < O et par conséquent, que 6; < 1. Avant de démontrer
que oj < 1 se réduit en réalité & ¢ < 1, il faut montrer que le dénominateur de (I1.87) est non
nul. En effet, si ce dénominateur est nul, on aurait simultanément Ce; =0 et BTY, e; = 0, ce qui
implique BTe; = 0 car X est strictement positive et diagonale. En effet, si BTY e;= 0, on

obtient, avec (I1.84.a)

(2(A +BF) + (A+BF)TY)e;=0 (11.88.a)
et donc
(A+BRTe=- Z(A;BF)‘“ (IL.88.b)

et avec (I1.84.b)

> (A+BF)Tej=-0;(A+BF) ¢ (11.89)
En utilisant (I1.88.b) et (I1.89), on obtient:

2%(A +BF)ei= ciz (A +BF) ¢ (11.90)

et donc, 2 étant diagonale et définie positive que (A + BF) e; = yei, ce qui veut dire que e;

serait un vecteur propre de (A + BF) satisfaisant Cej= 0 et donc que

-— _y2 |C+EF ES™1/2 . . .
A, BS7, ol g2 serait inobservable et donc non minimale. On a donc le

dénominateur de (I1.87) non nul.

Supposons maintenant que o; = 1, ce qui est équivalent & 3. ej = ej. A partir de (I1.87), cela
n'est possible que si e;F Y BS1 BT ¥ e;=0, ce qui implique que BTe; = 0. Multiplions

(I1.84.b) par e; a sa droite et par e;r a sa gauche, cela donne:
el [(A+BF)+ (A +BF)T]e;=0 (IL.91)

Procédons de méme pour (I1.84.a) et, en considérant (I1.91), on a le dénominateur de

I'équation (I1.87) qui s'annule. Cela étant impossible, on a donc o # 1 et par conséquent

o; < 1. =
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I1.3.2.REDUCTION DE LA REALISATION EQUILIBREE
DES FACTEURS CO-PREMIERS

Basée sur les résultats de la section précédente, on se propose maintenant d'étendre les
travaux de Meyer [MEY-87], [MEY-88] dans le cas ou le terme direct est non nul (E # 0).

L'algorithme suivant permet d'équilibrer et de tronquer des installations instables.

I1.3.2.1. Algorithme
i) Soit G(s) = é(sln - A)"lﬁ +E ol la réalisation {A,E, CE} est minimale (IL.92.2)
ii) Résolvons I'équation algébrique de Riccati ci-dessous:
(A-BSTETO)TQ+QA-BS'ETC) - QBS'BTQ+ ETRIG =0 (11.92.b)

et, définissons:

A = A+BF (I1.92.c)

F=-SUETE+BTH (11.92.d)

— S, B 1/2
Equilibrons maintenant le quadruplet {A, BS~V 2, [C + EFJ, [ES )} et notons la réalisation

E §—1/2
— C+EF) (gs~1/2
s ever e . -172
équilibrée ainsi obtenue {A, BS ,( E ),( -1 »

Appelons X le grammien diagonal ainsi obtenu:
> = diag(o1, 02, ..., Op) avec 01 2022 ... 20 > 0.

— C+EF
iii) Partitionnons la réalisation {A, BS_VZ,( 7 )} et le grammien X ainsi:

A, A N

< K11 _A_21 br BS‘V2=(B1) br (C+EF)= a 62“ p (I1.93)
Bz Ao fyn-r By)Jn-r'\ F J (g g )Im

T n-r

43



Chapitre 11 Réduction de 'ordre du correcteur

r n-—r
e e
y={2; O J avec ¥ = diag(0y,..., oy Jet X = diag(0pyy,..., 0y) (11.94)
0 3, Jn-r

avec 612022 ...206p>0et 0> 04

_ Cr) (Es/2
iv) {A ,Bl,( ) i (11.95)
{ 11 F S| g2

— C+EF -172
est une réalisation minimale, stable d'ordre réduit r de {A, BS—1/2, [ . ) [ESS_I /2 ]}

v) L'approximation d'ordre r de G(s) est donnée par G(s) = N(s) D;l(s) avec:
Ni(s) = {A;1,B;,C.ES 2} etD] ) = {&y1,By,Fy,57V2) (I1.96)2

Remarque

Dans le cas ol le terme direct est nul (E = 0), on a le correcteur d'ordre réduit r égal a:
Ci(s) =C1 (sl - Aj; +B1 Cy)'1 By (I1.97)Q
11.3.2.2. Propriétés
Définition IL.7

Soient les installations Gi(s), Ga(s). (N1(s), Di(s)), (Na(s), Da(s)) représentent des

factorisations co-premieres droites normalisées de Gi(s) et G(s) respectivement. Posons:

A =[NP 1212 .98
I(S)"" DI(S) ’1‘_ ’ ( . )
Définissons 3(G1(s), Ga(s)) = inf A1) = Ay (s)Us)| (11.99)

U(s)eRH,,, [U(s)] <1

Alors, la métrique du graphe est définie par la distance d(G1(s), Gz2(s)) [MEY-87], [VID-85]:

d(Gi(s), Ga(s)) = d(Ga(s), Gi(s)) = max{3(Gi(s), G2(s)), 8(Ga(s), Gi(s))}  (11.100)1
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Lorsque I'on tronque une réalisation, il existe a priori une borne de 'erreur effectuée dans la
métrique du graphe comme le souligne le lemme I1.6 lorsque le terme direct de la réalisation de

G(s) est nul. Avant d'énoncer cette borne, donnons le lemme suivant:

Lemme II.5 [MEY-87], [MEY-88]
Soit le systeéme G(s) = C(sl; - A)"IB. Soient N(s) et D(s) les facteurs co-premiers
normalisé€s de G(s) et n l'ordre de G(s). Soient N(s) et D(s) les facteurs co-premiers obtenus

S
)} Alors (Ni(s), Di(s)) sont des facteurs co-premiers a

D(s)

droite normalisés. O

apres troncation équilibrée de {

Appelons G(s) ['approximation de G(s) donnée par:
Gi(s) = Ni(s) Drl(s) (I1.101)
ol N;(s) et Di(s) sont définis au lemme II.5.

Lemme I1.6 [MEY-87], [MEY-88]
Supposons G(s) modele d'ordre plein (n) et Gy(s) modele d'ordre réduit (r) obtenu a partir

de G(s) en utilisant (I1.101) et le lemme II.5. On a:

d((G(s),G(s)) <2 i o; (11.102)

i=r+1

N{s
ou d est la métrique du graphe et ¢j sont les valeurs singulieres de Hankel de [DE H avec N(s)
$

et D(s), les facteurs co-premiers normalisés de G(s). O

Dans la propriété I1.2, I'erreur s'établit uniquement sur la partie stable. L'intérét du lemme
(I1.6) résulte du fait que sur le graphe de G(s), le gain induit est maximal sur toutes les paires
(entrées / sorties) bornées au sens Ly. Mais les lemmes I1.5 et I1.6 ne sont plus valables si
G(s) = C(sl, - AyIB + E avec E#0.

On peut remarquer que l'erreur de troncation sur les facteurs co-premiers normalisés est plus

faible que lorsque les facteurs co-premiers ne sont pas normalisés, car les valeurs singuliéres de

N(s) y , .
Hankel de [ sont strictement inférieures a 1 dans le cas normalisé, donc on “perd” moins

D(s)

en utilisant cette technique (voir (I1.101)).
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N(s)

- Pour une troncation équilibrée de [D ( :l, N(s) et Dy(s) sont stables, co-premiers et

S

normalisés.
- L'avantage de cette technique est que, méme si le correcteur a réduire est instable, on

travaille avec sa factorisation qui, elle, est toujours stable.
- Par contre I'emploi d'une factorisation co-premiére ne diminue ni le risque d'instabilité en
boucle fermée, ni les pertes de performances dues au fait que l'approximation réalisée du

comportement est celle du correcteur pris isolément et non pas celle du comportement en boucle

fermée.

I1.4. REDUCTION DE L'ORDRE DU CORRECTEUR ET
COMPORTEMENT EN BOUCLE FERMEE

I1.4.1. Formulation du probléme

L'étude de la réduction de l'ordre d'un correcteur en boucle ouverte (voir les parties § II.2.
et § 11.3.) n'apporte pas de garantie sur les performances et la robustesse en boucle fermée
apres troncation. Par conséquent I'objectif consiste a prendre en compte le correcteur en boucle

fermée dans la procédure de réduction.

De nombreux travaux sont consacrés a ce probléme. Jonckheere et Silverman [JON-83] se
sont intéressés a la commande L.Q.G. appliquée au comportement de chaque état pondéré en
boucle fermée. Mc-Farlane et Glover [MCF-90] ont €tudié la stabilisation robuste par
l'incorporation de facteurs co-premiers. Mustafa et Glover [MUS-91] ont procédé a des
troncations équilibrées Heo pour réduire le correcteur. Dans ce cas, l'installation peut étre
instable et compensée par la présence d'un correcteur robuste stabilisant. Chen et Chang [CHE-
93] ont proposé une factorisation co-premiere stable du correcteur et des techniques de
réalisation équilibrée pondérée appliquées a une réduction de correcteur Hoo dont la marge de

stabilité pondérée est employée dans le processus de réduction.

Cependant, ces méthodes dédiées a un correcteur spécifique traitent de la réduction des
équations de Riccati et non des grammiens d'une réalisation équilibrée. Enns [ENN-84a] a
introduit la pondération fréquentielle sur la réalisation équilibrée. Cette méthode nécessite un
modéle d'ordre plein stable et donne un modele d'ordre réduit stable pour des pondérations
stables en entrée ou en sortie, mais la stabilité n'est pas garantie pour des pondérations a la fois
en entrée et en sortie. Quelques résultats sur les bornes d'erreur avec des pondérations

fréquentielles appliquées aux réductions basées sur les approximations optimales de Hankel
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sont données par [LAT-85], [GLO-92], [ZHO-93]. Plus récemment, ces bornes ont été

étendues au cas des troncations équilibrées [KIM-95].

11.4.2. Méthodes de réduction et analyse fréquentielle des
systemes bouclés

L'objectif est de simplifier 'implantation du correcteur par une représentation de ce dernier
d'ordre plus faible, cette derniere se basant sur l'analyse du systéme en boucle fermée. La
synthese classique de réduction d'ordre du correcteur s'étend aux systémes multi-entrées /
multi-sorties grice a des méthodes basées sur les valeurs singulieres et par des techniques de
“loop-shaping” en multivariables [STE-91]. Bacon et Schmidt [BAC-89] étudient deux
techniques de réduction, 1'approche équilibrée [MOO-81] et I'approche d'agrégation optimale,
en fonction des comportements du systeéme bouclé dans différentes gammes de fréquences. Ces
techniques présentent un intérét particulier puisqu'elles peuvent étre associées a une norme dans
le domaine fréquentiel. Des pondérations fréquentielles sont introduites permettant de meilleures

approximations dans les gammes de fréquences critiques.

Rappelons d'abord quelques caractéristiques importantes des systemes bouclés [BAC-89].
Considérons le systeme bouclé de la figure (II.1) dans lequel P(s) représente la matrice de
transfert d'un systéme multivariable, de dimensions mXp et C(s) celle d'un correcteur de
dimensions pxm. On appelle yc, y, €, u, d et n respectivement le signal de référence que doit
suivre la sortie, la sortie du systeme, l'erreur d'asservissement, la commande (sortie du
correcteur), les perturbations affectant les sorties du systéme et les bruits de mesure. ye, vy, €, d,
ne RM ue RP.

d
+ u + 1+
i S C(s) PE) 3
+
n
+
Figure II.1: syst¢éme bouclé
Une telle configuration, stable, posséde les propriétés suivantes:
i) La sortie du systéme s'écrit:
y =PC (I + PC)! (yc - n) + (I + PC)-1 d (I1.103)
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Soit e = y¢ - y, on obtient par conséquent:
e = (Iy + PC)! (y. - d) + PC (I, + PC)-1n (I1.104)

ii) En notant A(.), les incertitudes affectant une matrice de transfert, la sensibilité de la

matrice de transfert en boucle fermée relative aux perturbations de la boucle s'écrit:
A(Hpf) = (Im + (PC))1 A(Hpo) (IL.105)

avec A(Hp(s)) et A(Hpo(s)), les perturbations du syst€me en boucle fermée et ouverte
respectivement, ol Hp(s) = Hpo(s)Im + Hpo(8))™1, Hpo(s) = P(s)C(s), (PC)'(s) = Hpo(s) +
A(P(s)C(s)) et A(Hpo(s)) = AP(s)C(s)).

I1 est intéressant de noter 1'é€galité suivante:
(PC) (Im + (PC))"1 = PC (Iy + PC)"! + A(Hpy) (I11.106)

L'objectif consiste a préserver, en utilisant un correcteur réduit, la stabilité robuste du
systeme bouclé obtenu avec le correcteur initial C(s), face aux incertitudes A(P(s)C(s)) pouvant

étre dues a des variations de parameétres et a des dynamiques non modélisées se rapportant a

P(s) ou (et) C(s).
La stabilité du systeme perturbé est déterminée par les racines de 1'équation caractéristique,

c'est-a-dire par les zéros de:
det(Iy + PC+ A(PC)) =0 (I1.107)

Supposons que le systéme nominal bouclé et A(P(s)C(s)) soient stables, alors le systéme

perturbé est stable si la relation ci-dessous est satisfaite, V @ = 0et € € {0, 1]:
det(Im + PC + eA(PC))s=jep #0 (I1.108)

Une autre fagon d'exprimer ceci, consiste a s'assurer que la matrice de transfert (Iy +
P(Gw)C(jw)) + eA(P(jw)C(jw)) demeure non singuliere V @ 20 et € € [0, 1]. L'hypotheése de
stabilité du systeme bouclé nominal, c'est-a-dire que (I, + P(jo)C(jw)) est non singuliere V ©
>0 (e =0), suppose qu'il n'y a pas de simplification pole-zéro instable dans le produit de P(s)
par C(s) (voir (I.107) et (I1.108)). Cette hypothese est maintenue dans la suite de 1'analyse de

la robustesse.
La stabilité du systeme perturbé est donc garantie V @ 2 0 si l'inéquation suivante est

vérifiée:
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o(Im + PGo)C(jw)) > T (AP(Gw)C(w))) (11.109)

Par conséquent, les fréquences pour lesquelles la stabilité robuste constitue potentiellement

un probleme sont celles ou 'approximation (II.110) est vérifiée

0 (Im + Po)C(jw)) = 7 (AP(G0)C(j))) (I1.110)
On peut énoncer le critere de Nyquist multivariable par le théoréme suivant:

Théoreme I1.5

Le systeme bouclé, de transmittance en boucle ouverte P(s) C(s), est stable si et seulement si
l'image du contour de Nyquist I' (figure I1.2) par det (I + P(s)C(s)) entoure l'origine, dans le
sens trigonométrique, un nombre de fois égal au nombre de pdles du produit P(s)C(s) a partie

réelle strictement positive, ces pdles étant considérés avant les simplifications pdles-zéros.

AIm *Im

det(l,,, + PG0)C(w))

!

\
Y
Y

Figure 11.2: diagramme de Nyquist
0

Pour les systémes monovariables, la partie gauche de I'équation (II.110) en appliquant le
critere de Nyquist, correspond a la distance minimale entre P(jw)C(jw), obtenue en ® = o,

avec le point critique -1. On peut €noncer ceci:
i) pour tout o = wy, il existe A(P(jo)C(jwp)) satisfaisant (I1.110) qui conduit (PC) (jop) 2
-1, c'est & dire a l'instabilité en boucle fermée.
ii) A(P(jop)C(jwp)) vérifiant (I.110) n'implique pas nécessairement (PC)' (jo) = -1.

Pour les systémes multivariables, I'équation (II.110) définit des gammes de fréquence pour
lesquelles la stabilité robuste pose un probléme. On peut ajouter qu'un faible changement sur
P(s) ou C(s) peut provoquer une importante variation A(P(jwo)C(jwp)) satisfaisant (IL.110).

49



Chapitre 11 Réduction de l'ordre du correcteur

La stabilité robuste met l'accent sur le concept de “loop shaping”, c'est-a-dire sur la
spécification en termes fréquentiels des objectifs de commande. Cette analyse de la robustesse
met en évidence l'importance de la fréquence a gain unitaire wg (module de P(jwg)C(jwp) = 1).
11 est souhaitable que le gain de la fonction de transfert en boucle ouverte soit élevé en basses
fréquences afin d'atténuer les perturbations et de rendre moins sensible le systéme bouclé aux
variations de paramétres en boucle ouverte (voir (I1.104), le module de (I, +P(®)C(jm))-! est
faible dans la bande passante si le module P(jow)C(jw) est important dans la bande passante,
cette derniere étant définie en général dans les basses fréquences). En hautes fréquences, de
faibles gain de boucle sont espérés afin de limiter des bruits de capteur et de dynamiques non
modélisées en hautes fréquences (voir (I1.103), le module de P(jw)C(j®)(Im+P(w)C(jw))-! est
faible en hautes fréquences si le module de P(jw)C(jw) l'est aussi). Remarquons que cette
transposition sur la boucle ouverte des performances recherchées en la boucle fermée est une
démarche classique de 1'automatique fréquentielle monovariable, qui permet de faciliter la
synthése du correcteur: il est plus simple de régler P(jw)C(jw) que la fonction sensibilité
(In+P(®)C(jw))-l. Le choix d'atténuer (I+P(jw)C(jw))-! en basses fréquences et
P(0)C(w)(In+P(w)C(jw))! en hautes fréquences se justifie car, ayant la relation
(Im*+P(j©)C(j®)) +P(j0)C(j0)(Im+P(j®)C(j0))"! = In, on ne peut pas atténuer
(In+P(o)C(jw))! et P(j0)C(w)(Im+P(jw)C(jw))-! dans la méme bande de fréquences et car le
module de (Im+P(®)C(jw))-! tend vers 1 en hautes fréquences.

Remarque
Les considérations précédentes illustrent, dans le cas multivariable, le compromis classique

précision / stabilité: toute augmentation des valeurs singuliéres améliore les performances en
basses fréquences (précision) mais peut entrainer l'instabilité. On constate en outre que le
meilleur compromis sera obtenu avec le correcteur réduit si l'on arrive a rapprocher le plus
possible les valeurs singulieres inférieures et supérieures de Pw)C(jw). Q

Ainsi, le gain de boucle obtenu avec le correcteur réduit doit, pour préserver la robustesse en
stabilité et les performances de la boucle fermée, approximer celui obtenu avec le correcteur
initial dans les trois domaines fréquentiels suivants: a la fréquence a gain unitaire (wp), en basse
fréquence (atténuation a l'origine ou gain statique si celui-ci est fini) et atténuation a l'infini.

L'introduction de pondérations fréquentielles dans la procédure de troncation du correcteur
peut permettre de donner plus d'importance a certaines bandes de fréquences dans la “recopie”

par le correcteur réduit du comportement du correcteur initial.
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11.4.3. Réduction équilibrée avec pondérations
fréquentielles

11.4.3.1. Grammiens pondérés et équilibrage [ENN-84a], [ENN-84b]

Soit Py(s)G(s)Pji(s), l'installation pondérée en entrée et en sortie, ol Pi(s) et Py(s) sont les
pondérations, respectivement en entrée et en sortie, de G(s). Pj(s) et Po(s) sont stables,
minimales (commandables et observables) et nous permettent de choisir la bande de fréquence

prioritaire pour la réduction.

L'idée de base est de changer les grammiens de commandabilité et d'observabilité grice a

l'introduction de ces pondérations.

Les matrices G(s) et Pj(s) présentes dans le produit G(s)P;(s) ont pour réalisations d'état
respectives {A, B, C, E} et {A;, B;, C;, E;}. Appelons {—A-i,ﬁi,éi,ﬁi} la réalisation du produit
G(s)Pi(s). C; et E; n'interviennent pas dans les matrices donnant le grammien de

commandabilité de ce produit appelé W.

Les matrices Py(s) et G(s) constituant le produit Py(s)G(s) ont pour réalisations d'état
respectives {Ao, Bo, Co, Eo} et {A, B, C, E}. Appelons {KO,EO,EO,EO} la réalisation du

produit Po(s)G(s). B, et E, n'interviennent pas dans les matrices procurant le grammien

d'observabilité de ce produit appelé W,,.

Les matrices A;, B;, A, et C, sont données par:

ol R NI - Ll -V e PO R o N
.= , . o= , = t =
iZlo A [T B | YT B, ao0|® o= EC o

Selon la méme décomposition que A; et A, les grammiens W, et W,, s'écrivent:

Wer Wein Wor Woi2
WC = et WO =

T T
Wen Wez Worz Wo2

Précisons également les produits matriciels suivants:

i

— -1 _|BEEB BEB!| 1~ [C'EIE,C CTElC,
B, Bl = i L |eeCo T T I
B.EIBT BB clE,c  clc,
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W, et Wy sont solutions respectivement des deux équations de Lyapunov ci-dessous:

[A BG; ][ Wei Wcl2] |: Wel Wc12”: AT 0 :I BEiE;rB BEiB;r _[O O]

T T T
0 a LWy We "L W5, W ]| ¢fBT AT || ggTeT BT | Lo 0
(IL111)
AT CTBE—][Wol Woi2 [wol Wonﬂ[ A 07
4 ot |
0 Al J Woiz W02J Woiz W02J BoC Ao
[¢]
CTE E,C CTE,C,
+ { (IL.112)
ClE,C  ClC,
(0]

Dans les grammiens W et Wy, seuls les termes W1 et W1 correspondent a 1'état du

correcteur C(s). Ils sont sélectionnés ainsi:

—Wl Wc12 In
Wer=[I, 01| 1 (IL113)
¢ ! Wc12 Wc2 0

[ Wo1  Worz [T
Wor=[I; O 2 I1.114
ol [n ]__W(;[i2 W02 0 ( )

Pour un équilibrage pondéré en fréquence, la diagonalisation simultanée de W1 et W1,

notée 2.5, est donnée par:
2[2) =T We Wo T-1 (IL.115)
Le changement de base T correspond aux vecteurs propres du produit W1 Wo.

11.4.3.2. Troncation

Au respect de I'équation (I1.115), la troncation équilibrée pondérée en fréquence s'effectue
donc sur la réalisation d'état {TAT-1,TB,CT-!}. Il suffit d'appliquer la décomposition donnée
par (I1.20) en remplagant ¥, par >,

On peut différencier trois cas pour I'étude de la stabilité du systéme tronqué, G(s), comme

le souligne le lemme suivant:
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Lemme I1.7 [ENN-84a], [ENN-84b]
i) Pondération en entrée: Pi(s) # Iy et Po(s) =1

. (*G(s) est stable
{ocr >0Crr16t0, >0

alors G(s) est stable.

ii) Pondération en sortie: Pi(s) = I et Po(s) =1,

. [*G(s) est stable
{'Gr >0Orr1 €t 0 >0

alors Gr(s) est stable.

ii1) Pondérations en entrée et en sortie: Pi(s) # I et Po(s) #

. (*G(s) est stable
{-cr > 041 6t00 >0
alors on ne peut pas conclure sur la stabilité de G(s). O

Dans les cas (i) et (ii), nous avons respectivement les formes partitionnées des équations des
grammiens comme suit [ENN-84a], [ENN-84b]:

A1T121 + 1A+ CITC1 =0 (11.116.a)
AnZy+T1A], +B1B| =0 (I.116.b)

Puisque le modéle d'ordre plein est supposé minimal, les grammiens équilibrés sont définis

positifs et énoncés respectivement par:

ATY +3YA+CTC=0,X>0 (1I.117.a)
AY + AT +BBT=0,2>0 (I1.117.b)

2. > 0 implique X.; > 0 et donc, vu (IL.116), on a: Re[A(A11)] £ 0 [PER-82]. De plus, pour

les cas (i) et (ii), on a respectivement:

si (Aq1, C1) est observable alors Re[A(A11)] <0 (II.118.a)
si (A11, B1) est commandable alors Re[A(A11)] <0 (IL.118.b)
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Pour les cas (i) et (ii), le modele d'ordre réduit est stable (la commandabilité et I'observabilité
sont présumées pour le modéle d'ordre réduit). Le cas (iii) ne nous permet pas de conclure

quant a la stabilité du modele d'ordre réduit.
11.4.3.3. Borne de l'erreur de troncation

Zhou [ZHO-93] donne, pour l'approximation optimale pondérée de Hankel la borne de
l'erreur. W représente une pondération rationnelle, strictement propre et stable avec pour
réalisation {Ay, By, Cy, 0}. Quelques spécifications sont a signaler, a savoir que By, est
carrée et non singuliere, Cy, est de rang plein lignes, et enfin que Aw et A (de G) n'ont pas de

valeur propre commune. On peut alors écrire que [ZHO-93]:
W (G(s) - Ge(sHIl <2 (41 +...+ Op) (II.119)

avec (Op4] +...+ Op) étant les valeurs propres de G(s) dont la réalisation est donnée par {A, B,
Cw P, 0}, Gi(s) étant une approximation optimale pondérée de Hankel de G(s). G(s) dans
(II.119) n'est pas obtenue avec les grammiens pondérés de Enns (I1.111) et (I1.112) [ENN-
84a], [ENN-84b].

Kim et al. [KIM-95] ont proposé une borne de 'erreur lorsque la procédure de troncation est
basée sur I'équilibrage des grammiens pondérés (I1.111) et (11.112). Cette borne généralise
celle donnée par Enns [ENN-84a], [ENN-84b] et Glover [GL.O-84] lorsque les grammiens sont
non pondérés (voir propriété 11.2, équation (I1.34)). Cette borne est donnée dans le théoréme

suivant.

Théoréme I1.6 [KIM-95]
Soient G(s), une fonction de transfert stable, Pj(s) et Po(s) des fonctions de pondération
stables, respectivement en entrée et en sortie . Elles sont toutes trois définies par leur réalisation

respectivement données par (I1.1), (11.120.a) et (11.120.b).
Pi(s) = C; (skni - A))'1 B{ + E; (11.120.a)
Po(s) = Co (slpo - Ap) ! By + Eo (11.120.b)
Soit G(s) la fonction de transfert d'ordre réduit (r) donnée par (II.2) et obtenue par la
technique de réduction équilibrée (équations (II.111), (IL.112) et (II.115)) avec les

pondérations fréquentielles Pi(s) et Po(s). Supposons que G(s) soit stable. Alors, la borne de

l'erreur s'exprime comme suit:
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IPo(s) [G(s) - Ge(s)] Pi(s)ll_ <2 i\/ ot + (o +Bi) oy + oy o (IL.121)
k=r+1
avee oy =[E 1G] [CosIWE2) |, By =W 20,B| [Tt

ou W¢oet Wyo sont respectivement les blocs inférieurs droits des grammiens de
commandabilité et d'observabilité, solutions respectives des équations de Lyapunov (IL.111) et

(II.112).

k-1 k-1
On a: Ex.1(s) = Ay} Ok-1(8) Bi-1 + bi, Tk-1(8) = Cie-1(8) Pk-1(s) A, + ¢k,

Pk-1(8) = (k-1 - Ak-1)1, §o(s) = (sIno - Ao), ¢i(s) = (sTni - Ap)L,

k1

A A By .

Ag = ( ll::} 12 ], Bk = ( tl: 1), Ck = (Ck-1 ck), bk et ck sont respectivement les kiemes
AJlT Ak k

lignes de By et les ki¢mes colonnes de Cx. Ay = A, By =B, Cp=C. )
Remarque [KIM-95]

La borne (I1.121) a été obtenue en utilisant les inégalités: il existe une matrice H = HT > 0 ne

dépendant que de W telle que:

.-1
C03(s)WL/2 SI]H]]gz]CiQ)i(s)S” avec S=[B; AB; ..A" Bj
2 oo 00 21

et Wep < [HJ,SST

Wl 204 (5)B,

Un résultat similaire peut €tre obtenu sur la borne de ‘ en utilisant la matrice

d'observabilité a la place de celle de commandabilité. a

De nombreuses études sur I'approximation pondérée fréquentiellement se présentent avec
uniquement une pondération en entrée ou en sortie. Il s'ensuit alors le corollaire suivant qui

peut étre déduit directement du théoréme précédent.

Corollaire II.2
Soient G(s), Pi(s) et Py(s) définis ci-dessus. Alors la fonction de transfert d'ordre réduit (r),

obtenue par simple pondération (soit en entrée avec Pj(s), soit en sortie avec Py(s)) est stable

[ENN-84b] et les bornes de I'erreur suivantes sont:
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n
I[G(s) - Ge(8)] Pyl <2 34/ 0f + a0y (I1.122.2)
k=r+l
n
IPo(s) [G(s) - G <2 T/oF + frop’? (I1.122.5)0
k=r+1
Remarque

Dans le cas ol les pondérations ne sont pas prises en compte, c'est-a-dire lorsque Pj(s) = Iy
et Po(s) =I5, on déduit directement du théoréme précédent la borne donnée par [ENN-84a] et

[GLO-84] (voir (I1.34)):

G(s) - Ge(s)Ill , <2 io’k (I1.123)Q

k=r+1

I1.4.4. Troncation équilibrée et stabilité en boucle fermée
[ENN-84a], [LIU-86], [AND-89]

Les pondérations intervenant dans les grammiens pondérés (voir (II.111) et (II.112)) vont

étre déterminées de facon a refléter le comportement en boucle fermée (performances et

stabilité). Ainsi, dans cette partie I'approximation du correcteur est considérée en boucle fermée

plutdt que celle du correcteur pris isolément.

Soient P(s) I'installation en boucle fermée représentée par la figure 11.3 et C(s) le correcteur

réduit de P(s):
+>(? p C.(s) ™ P(s) T

Figure I1.3: installation en boucle fermée avec le correcteur réduit

Afin d'assurer la stabilité et de considérer la boucle de référence, on transforme le schéma de

la figure 1.3 afin d'obtenir un schéma équivalent faisant apparaitre le terme (Cr(s) - C(s))

(figure 11.4).
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- .

1 — Cs)-C(s) / A
S) - S 4

é - ;/

[ ]

; i

Pl v i L. ra

%

_L? C(s) 3 P(s) T

Figure I1.4: transformation du schéma de la boucle fermée

faisant apparaitre I'approximation du correcteur

Ce schéma, faisant apparaitre la boucle fermée initiale ainsi que l'approximation sur le
correcteur se préte bien a l'approximation du théoreme du faible gain [GRE-95] (voir §

Annexes A.V.). Ce demier transfert peut étre vu encore comme I'illustre la figure IL.5,

//.o/.-'.t’ 2 A i S
A / 7
~/ C,(s) 2
'Z % Z

— ! PGs) (I, + C(s) P(s))l =
’: L
g —  C(s) ——J ?,
AL S I IST, AT
Figure 1.5

Dans le cas d'une pondération en entrée, Pj(s) est donnée par la relation:
Pi(s) = P(s) (Ip + C(s) P(s))! (I1.124)
La stabilité en boucle fermée est assurée si P;(s) est stable et si:

II(C(s) - Ci(s)) Pi(s)ll < 1 (11.125)

On sait que Pj(s) est stable car C(s) stabilise P(s). L'équation (II.125) correspond au
théoréme du faible gain appliqué sur la figure IL.4, mais ce théoréme requiert la stabilité de
(Ci(s) - C(s)). Ainsi, un inconvénient se produit si le correcteur C(s) est instable car diviser ce
dernier en sa partie stable et antistable peut étre numériquement mal conditionné (<> matrice
bloc diagonalisable) car l'information sur la partie antistable n'est pas prise en compte. Cette
séparation stable et antistable de C(s) suffit a garantir la stabilité de C(s) (voir le lemme I1.7).
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I1.4.5. Troncation équilibrée en boucle fermée
I1.4.5.1. Equilibrage et troncation du correcteur en boucle fermée
Ceton et al. [CET-93] proposent de réduire I'ordre du correcteur en tronquant les grammiens

de commandabilité et d'observabilité en boucle fermée. Pour cela, considérons la figure 11.6 ci-

dessous ot C(s) est le correcteur initial a réduire:

e + y U > P(s) y >
Yk ue Y o+ e
- C(s)
Figure 11.6

Appelant respectivement x I'état de P(s) et xi celui du correcteur C(s), indiquant avec k les
éléments de la réalisation d'état de C(s), le systeme boucl€é de la figure I1.6 a pour réalisation
d'état:

X Xk e ek

% A + BTEC BI'Ck BI' BI'Ex
Xk ByI'kC Ay + BiI'kECxk ByIkE BxI'k
y I'kC ET'Cy I'kE Ik - Inx
Vk ExIkC I'Cx -1, I'Ex

Tableau II.1: configuration des matrices d'état du systéme bouclé
avec I et I'x données par:
I'=(,-E¢E)l,xe Rn (I1.126)
T = (Ink - EER)L, x¢ € Rk (IL.127)

Soient W et Wi les grammiens de commandabilité et d'observabilité du systéme bouclé,

définis par:

Wore | Ve Wk (11.128.2)
ccl Wcll“( chk_ . .
Wo Wok ]
Wol = I.128.
ool= [WQE( Wokk | (1. 1280)
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avec Weel, Wocl € R0 et Wy, Wokk € RrKXnk, Les parties des grammiens Wy et Wogk
peuvent €tre interprétées comme des mesures pour la commandabilité et I'observabilité des

composantes du vecteur d'état du correcteur, Xg.

Conformément a la définition du grammien d'observabilité (voir (I1.7) et (IL.8)), les mesures

de 1'énergie des sorties de la boucle (y et yx) dues a une condition initiale [xT(0) xE(O)]T at=

0 lorsque e = ek = 0 sont données par:

W \%Y k XO
Wok  Wokk L Xk0

T T T T T
= Xy WOXO + XkOWOkXO + X0 WOkaO + Xkowokkxko (II 129)

ol xp = x(0) et xxg = xk(0). Comme on ne souhaite réduire que 1'état de C(s), on ne s'intéresse

pas a l'observabilité des états du systeéme, on pose donc xg = 0. On obtient alors:

y
Yk

= XL oWk X0 (IL.130)

2

On utilise une démarche similaire a celle énoncée ci-dessus pour les grammiens de
commandabilité. Conformément a la définition du grammien de commandabilité (voir (I1.9) et

(11.10)), I'énergie nécessaire pour atteindre 1'état initial Xg = [xT(0) XT(O)]T at=0 lorsque
P k q

[xT(-00) xE(-oo)]T =0 2at = -co, est déterminée par:

W, W, T
T w1 T .T c ck
Xy Wea X0 =[x x40l [WCTk chkJ [x0 xko] (I1.131)

Ol Xoo = X(00) €t XKoo = Xk(°)

Appliquons l'inversion matricielle ci-dessous et spécifions en uniquement le terme matriciel

(2;2) car on s'intéresse a la commandabilité de xi et pas a celle de x:

W vow T [ y M.132
el = EE O B PG PR R 2 O (IL.132)

Il en résulte que:

T xr-1 T T T T T
Xo Wee X0 = %o o + Xy ¥y X0+ X5 ¥ Xk0 + Xy Fek X0 (I1.133)
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Pour minimiser I'énergie nécessaire pour passer de xk(-e) = 0 & X0 indépendamment de

'état du systéme a t = 0, il faut annuler la dérivée par rapport a xg de I'expression (11.133), on

obtient donc:

xp= - ¥-1 Wy xx0 (I1.134)
Puis, en substituant I'expression de xg dans (I.133), on arrive aux égalités suivantes:

Xg Wélcl Xo = XEO (Wkk - ‘I’E ¥-1 ¥ ) xko

T -1
=X chl Xk0 (11.135)

En appelant Ty la matrice permettant de diagonaliser Wcxx Wokk, on obtient:

Tk Werk Ty = T, Wo Ty = I = diag(G1, 02, ., Onk) (IL.136)

avec 012072 2 ... 20y, = 0 relatives au correcteur en boucle fermée. L'état du correcteur
correspondant a cet équilibrage est donné par X = Tgxk. On peut remarquer que Gj = ?»illz
(WekkWokk ) indique I'importance de la contribution de la coordonnée Xy ;41 au comportement
entrée-sortie de la boucle fermée. En particulier si 6j >> i+ alors Xy ;, affectera beaucoup
moins le comportement entrée-sortie de la boucle fermée que Xy ;. Le correcteur réduit est
obtenu en tronquant la réalisation équilibrée en boucle fermée, basée sur les valeurs singulieres

de Hankel en boucle fermée.
11.4.5.2. Pondérations fréquentielles et boucle fermée

La méthode de troncation en boucle fermée [CET-93] que nous venons de présenter peut se
formuler comme une réduction équilibrée avec pondérations fréquentielles en entrées (Pi(s)) et
en sortie (Po(s)) [ENN-84a], [ENN-84b] (voir les parties § 11.4.3.1. et § 11.4.3.2.).

A partir de la figure I1.6, les fonctions de sensibilité Si(s) et So(s) de la boucle fermée sont

définies comme suit:

Si(s) = (Ip + C(s) P(s))"! (I1.137.a)
et

So(s) = (Im + P(s) C(s))"! (IL.137.b)
nous avons:
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y ] _[P()Si(s)

I:YK]—[ Si(s) ]C(S)ek (IL.138.2)
et

yk=C(S)[ So(s)P(s)  Sols) M:J (I1.138.b)

Ainsi, la figure I1.6 et les relations (I11.138.a) et (II.138.b) donnent les figures 11.7.a et
I1.7.b:

P(s) Si(s)

€k
— C(s)

Yk
Si(s) f———»

Figure I1.7.a

—o 5,(5) P(s)
+
C(s) —ﬂ(—-b-
Ck -+

—— = S,(5)

Figure I1.7.b

Les pondérations en sortie sont formulées par Py(s) et valent:

_ P(S)Si(s)}
Po(s) = [ Si(s) (11.139.a)
Les pondération en entrée sont notées P;(s) et sont égales a:

Pi(s) = [ So(8)P(s)  So(s) } (I1.139.b)

L'équation de Lyapunov (II.111) correspond a la figure II.7.b avec la pondération Pj(s)
donnée par (11.139.b) tandisque I'équation de Lyapunov (I1.112) correspond a la figure I1.7.a

avec la pondération Py(s) donnée par (I1.139.a).
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C(s) est un correcteur stabilisant, par conséquent, P;j(s) et Py(s) sont stables. Pour minimiser

M

2

l'influence de (Ci(s) - C(s)) sur la boucle fermée sur le rapport , on définit le probleme

de troncation équilibrée suivant avec pondérations en entrée et en sortie:

IPo(s) (C(s) - Ce(s)) Pi(s)Il_ (11.140)

Notons que la relation (II.140) est équivalente a réduire les grammiens Wckk et Wokk
(I1.128) qui correspondent respectivement a Wep (ILL111) et & Wyo (I1.112).

La réalisation des connections en série, utilisées dans (II.111) et (II.112) impliquent n + 2nk
états (nk états inobservables et / ou non commandables), alors que la boucle de régulation est
d'ordre n + nk ainsi que les grammiens Wl et W (I1.128). Par conséquent, cela peut
provoquer des problémes numériques pour la résolution des équations de Lyapunov donnant
les grammiens de commandabilité et d'observabilité (II.111) et (I1.112). De plus (IL.111) et
(II.112) au lieu de (I1.128) et (I1.132) peut générer un correcteur réduit instable car Pj(s) # Iy
et PO(S) # I, (voir lemme I1.7). Si le correcteur C(s) est instable, les grammiens donnés en
(I1.128) correspondent a la boucle fermée qui est stable. Ce n'est pas le cas pour (IL.111) et
(I1.112) car les produits C(s)P;(s) et Py(s)C(s) ne sont stables qu'apres la simplification des nk
états de C(s) qui sont non commandables et / ou inobservables. Or, cette simplification ne doit

étre faite car elle entrainerait la disparition des termes Wy et Wo dans les équations (I1.111) et

(IL.112).
11.4.6. Discussion

La méthode présentée au § 11.4.3. comporte un inconvénient si le correcteur C(s) est
instable. Dans ce cas, on est amené a procéder en une décomposition stable / antistable C(s) =
Cs(s) + Cys(s). Par conséquent, la réduction d'ordre est faite sur Cy(s) (I'information de Cyg(s)
n'est pas prise en compte). Cette décomposition est souvent mal conditionnée).

Lenz [LEN-88] et [WOR-94] mettent 1'accent sur les performances robustes lors de la
réduction du correcteur. En effet, I'objectif est d'obtenir un correcteur réduit qui, a la fois
stabilise 1'installation et assure des performances de type Ho. en boucle fermée.

Goddard et Glover donnent des conditions sur les pondérations P;(s) et Po(s) afin que le
systeme bouclé avec le correcteur réduit, préserve la stabilité interne ainsi que les déformations
de type He. Ces conditions portent sur l'erreur pondérée Py(s) (C(s) - C(s)) Pi(s) [GOD-93]

ou sur les facteurs co-premiers de cette erreur [GOD-94].
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I1.5. REDUCTION DES FACTEURS CO-PREMIERS DU
CORRECTEUR ET REALISATION EQUILIBREE AVEC
PONDERATION FREQUENTIELLE: STABILITE EN
BOUCLE FERMEE

I1.5.1. Formulation du probleme

Une version condensée des résultats présentés dans cette section a été publiée dans [ZAS-95]
et [FRA-95]. Le probléme consiste a préserver les performances et la stabilité en boucle fermée
indépendamment de la stabilité du correcteur. Les factorisations co-premiéres transformant un

systéme instable en deux systemes stables sont donc utilisées.

Considérons le systeme stable en boucle fermée décrit par la figure I1.8

Ni(s) 151 Dyil(s)

00,

Figure I1.8: systeme bouclé avec C(s)

e [
P(s)
u y
;’/7 Py //// = /"/// 7/
7 - 7

N

C(s) [

ou u et y sont respectivement les signaux d'entrée (commandes) et de sortie (mesures). P(s) est

l'installation 2 commander et C(s) est le correcteur donné par:

C(s) = Cx (sInk - Ak)! By + Exc = Ni(s) Dy (s) (IL.141)
ol {Ag, Bx, Ck, Ex} est une réalisation d'état minimale, Ax € Rokxnk et Ei € RPXm, Ny (s) et
Dx(s) sont les facteurs co-premiers normalisés a droite de C(s) satisfaisant [MEY-88] et [VID-
88]

T T

N, (-s) Nk(s) + Dy (-s) Dk(s) = I (I1.142)

Soit Q (Q = QT, Q > 0), la solution stabilisante de I'équation algébrique de Riccati
(Ak-BrSTE COTQ +Q (Ac- Bk STE[C - QB ST B Q+CL R Ck=0 (IL143)

avec R=1,+Ex E, et S = I + E, Ejc.
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La réalisation d'état des facteurs co-premiers normalis€s, Nk(s) et Dy(s) est donnée par
[VID-88]

Nk(s) Cyx+ExF EuS-1/72
{Dk(S):l :[ F :] (sTnk - Ak - By ) By S-1/2 +[ ;—1/2 :l (I1.144.a)
avec F=- §°1 (B, Cy+ By Q (I1.144.b)

La réalisation d'état donnée par (I1.144.2), appelée {Ak, Ek, Ek, Ek} est stable. De plus, elle
est minimale si et seulement si { Ak, Bk, Ck, Ex} est minimale (voir lemme IIL.3).

Soit Ci(s) le compensateur d'ordre réduit
-1
Ci(s) = Nek(s) Dy (s) (I1.145)

ou le scalaire r indique l'ordre de C(s). Les erreurs commises entre les facteurs co-premiers de

C;(s) et C(s) sont appelées Nek(s) et Dek(s) et sont données par

oo (oo [puo) 146

Le systéme en boucle fermée de la figure 11.8 avec C,(s) remplagant C(s) peut €tre représenté

par la figure I1.9 en utilisant Neg(s) et Dek(s).

S—— .

P(s)

+// £ ////

Ny (s)

7,
D

Figure I1.9: systeme bouclé avec Cr(s)

NN

NN

NN

La troncation de la réalisation équilibrée du correcteur, en garantissant la stabilité interne en
boucle fermée, peut étre transformée en un probleme de minimisation He avec pondérations

fréquentielles comme le souligne le théoréme suivant, basé sur le théoréme du faible gain.
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Théoreme I1.7
Le correcteur d'ordre réduit Ci(s), défini par (I1.145) et (11.146), stabilise de maniére interne

l'installation P(s) si

i) Le correcteur C(s) stabilise de maniére interne l'installation P(s),

ii) les erreurs sur les facteur co-premiers, Nek(s) et Dek(s), sont stables,

el | 1 1[0
i) D) (n - P& COIL L PO A 1% Sl < (IL.147)00
Démonstration
Les signaux u, v, 1 et B, sont définis dans la figure I1.9 comme
u Cs) I, -C@ y
= - - B1 I1.148.a
[Y} Dkl(s) 0 'Dkl(s) By ( )
Bl] [Nek(s):l
t = 11.148.b
© [:Bz De(s)] ¥ ( )

La figure I1.10 qui explicite les relations (II.148) et qui prend en compte les erreurs entre les
facteurs de C(s) et C(s), peut étre utilisée pour I'analyse de la stabilité de la boucle fermée de la

figure II.9.

/ /] Cs) | Ip | -Co)
?/// D] 0 ' Dt

/:_///////////'//

Y Ne(s) Py

>— — —
Dek(s) BZ

/ / //// / FU(HjP; 4
77 ///////////%
7

Figure I1.10: systeme bouclé prenant en considération

les erreurs entre les facteurs de C(s) et C(s)

En appliquant le théoréme du faible gain, le systéme en boucle fermée de la figure IL.10 est

stable de maniére interne si les conditions i) et ii) sont satisfaites et si
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Nek(s)
lE,(1.P) [Dek(s)}llch <1 (I1.149.2)

ou Fy(H,P) est une transformation fractionnelle linéaire supérieure [GRE-95] et H(s) est

donnée par

Ho) = [ 11 E;;g:; (I1.149.b)

avec Hyy(s) = C(s), Hia(s) = [ I -C(5) 1, Ha1(s) = D) et Hyp(s) = [ 0 D(s) |. La

relation (IL.147) étant équivalente 2 la relation (II.149.a), on a:

FuP) =[ 0 D) | +D) P(s) (G - C&) P 1 [ T -C(5) ]
=D (®) (b -P) COI' [ Ps)  In-(m-P()C() P()Cs) ]

=D} (s) (Im - P(5) CE) 1 [ P8) I ] (IL150)m

Nek(s) Nek(s)}l l
Dek(s) Dek(s)d =

mesure donc la robustesse de la stabilité en boucle fermée vis-a-vis des facteurs co-premiers du

La mesure ”FU(H,P)[ ]Ilm =1ID;'(s) (m - Ps) CE) [ P(s) I ] [

correcteur.
11.5.2. Réduction de l'ordre et propriétés

I1.5.2.1. Premier algorithme

Comme on peut le voir dans le théoreme I1.7, la méthode de réduction du correcteur
proposée est basée sur la troncation équilibrée avec pondérations fréquentielles qui nécessite la
diagonalisation des grammiens pondérés fréquentiellement en sortie [ENN-84b].

Rappelons briévement cette procédure. Soit { Ay, Bo, Co, Eo}, la réalisation d'état minimale
de la pondération en sortie Fy(H,P) donnée en (I1.147). En se référant aux grammiens
pondérés définis dans [ENN-84a] et plus particulicrement aux équations (I1.111) et (IL.112) de
ce manuscrit, on doit résoudre deux équations de Lyapunov, I'une pondérée (II.112), l'autre

non (I1.111). Les matrices Af, B et Cy sont définies par

Ag 0 Ik
Af= ,Bf=[g:lCth=[ Eoék CO ] (IIISla)
BoCk Ao

66



Chapitre II Réduction de l'ordre du correcteur

ol {Ay, By, Cx, Ex} est la réalisation d'état minimale donnée par (II.144.a). Le grammien de
commandabilité non pondéré (W) et le grammien d'observabilité pondéré (W,) sont obtenus en

résolvant ces deux équations de Lyapunov
Yy T 5 5T
Ak We+We A, + BB, =0 (I1.151.b)
T T
Af Wi+ Wieo Ar+C Cr=0 (II.151.c)

le grammien W, étant déduit de Wy, avec la relation suivante:
Wo = B; We, By (IL151.d)

Les racines carrées des valeurs propres de W W donnent le grammien diagonal équilibré,

appelé Wp. La matrice des vecteurs propres de W.W,, est appelée T et donnée par

(W2 = (W2 =W2=TW_W_T- = diag(c?,05.....05,) (IL151.)

et Al=TAT!,Bl=TBgetC =CyT! (IL.151.9)

avec 01 202 2 ... 20k > 0.
La matrice T définit le changement de base transformant la réalisation {/Kk, By, Ek , Ex} en
une réalisation {JKE, 1?312, (_IE , EE} équilibrée (voir [ENN-84b] ainsi que la partie § 11.4.3. de ce ‘

manuscrit). Présentons maintenant un algorithme, basé sur la méthode donnée dans [MEY-88],
afin de résoudre le probleme de réduction des facteurs co-premiers équilibrés du correcteur

défini par le théoreme I1.7 (voir l'algorithme présenté au § 11.3.2.1.).

Algorithme 1

Etape 1: Calculer la réalisation minimale de N(s) et Dk(s), appelée {Ay, Bk, Cx, Ex} (voir
(IL.144.a)).

Etape 2: Calculer la réalisation minimale de Fy(H,P), appelée {Aq, Bo, Co, Eo} (voir
(I1.150)).
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Etape 3: Résoudre (II.151.a)-(I1.151.f) pour obtenir le grammien Wy, et la réalisation {JKE,

1.3_12, (_IE , ]—EE}. Puis, choisir I'ordre du correcteur réduit r de telle sorte que G > G 1.
Etape 4: Partitionner les matrices JKE, EE et EE telles que

/—\n“ /_ill ;‘112 611 612

b= (I1.152.2)

,EE= ~ et C

Ayl Ay By Ca1 Cx

~ =

ol /‘ill e RIX, ;&22 e Rnk-rxnk-r ﬁl e Rxm, Ez e Rnk-rxm Cll ¢ RpXret C22 ¢ RmXnk-r,

Etape 5: La réalisation des facteurs co-premiers du compensateur d'ordre réduit C(s) est

donnée par

Nrk(s):l Cii — - =

= sl,-A1) 1By +E I1.152.b

[Drk(s) ~ (slp- A1) By + Ex ( )
Ca1

Etape 6: La réalisation du compensateur d'ordre réduit C(s) est donnée par (I1.145). Qa

Contrairement a la méthode décrite dans [LIU-86], [LIU-90] et [AND-89], la procédure
donnée par l'algorithme 1 ne se réduit pas au cas de correcteurs formés par la combinaison de

loi de retour d'état stabilisable et d'observateur d'état.

Propriété I1.3
Si le correcteur original est strictement propre (< Ex = 0), on a EE =[ 0 Inletle

correcteur C(s) dans I'étape 6 est donné par
Ci(s) = C11 (I - A11 + By Co1)1 By (IL.153)0
11.5.2.2. Deuxiéme algorithme
On simplifie I'expression de la pondération Fy(H,P).
Algorithme 2
Cet algorithme est identique a l'algorithme 1, excepté l'étape 2 ou la pondération

fréquentielle Fyy(H,P) est remplacée par (Ir, - P(s)C(s))"1[ P(s) -Im 1. O
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I1.5.2.3. Comportement en boucle fermée apreés troncation
I1.5.2.3.1. Propriétés

Propriété I1.4

En utilisant les mémes arguments que Enns (voir lemme II.7 (cas ii))) et en supposant que
Or > Or4+1 (voir théoreéme 3.2 dans [PER-82]), les facteurs co-premiers Nik(s) et Dyk(s) donnés
par l'étape 5 sont stables car les pondérations en sortie utilisées dans 1'étape 2 et les facteurs co-
premiers normalisés de C(s) sont stables. Mais, dans de nombreux cas, les facteurs co-premiers

Nik(s) et Dik(s) ne sont pas normalisés. (|

Propriété IL.5
Contrairement a l'algorithme 2, I'algorithme 1 minimise explicitement la condition de

stabilité (I1.147). U

Propriété I1.6

Il est bien connu que les valeurs singuliéres de Hankel oj, données en (IL.151.e), quantifient
la commandabilité et I'observabilité de la i€M€ coordonnée de I'état de la réalisation équilibrée
pondérée fréquentiellement (I1.151.f), c'est-a-dire l'influence de cette coordonnée sur la
réponse impulsionnelle (en d'autres mots, Gj est une valeur singuliere de l'application reliant les
entrées passées aux sorties futures) [MOO-81], [GLLO-84]. Ainsi, la supposition Gy > G4+ n'est
pas restrictive, elle implique que seuls les r plus importantes coordonnées de ['état de la

réalisation équilibrée pondérée en fréquence (II.151.f) sont retenues dans le correcteur d'ordre

réduit C(s). |
11.5.2.3.2. Performances en boucle fermée

Propriété 11.7 Dans [VID-85], il a été montré que
G(s) = -X(s) Y-1(s) = -Y"1(s) X(s) (I.154.2)
C(s) = Ni(s) D} (s) = D} (8) Nig(s) (IL154.b)

(Le signe moins dans (I.154.a) est d@ a la réaction positive dans la figure 11.8) et que I'on a

I'identité de Bezout suivante:

[Ip 0 ]z Dk(s) Nk(s) [Y(s) -Nk(S)} (IL.154.c)

0 Iy - — X(s) Dx(s)
-X(s)  Y(s)
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Alors, a partir de (I1.154), 1a pondération fréquentielle de (II.147) peut s'écrire comme
-1
D) (m -P&) COF' L PO Im 1=[ 3 3¢ | (IL155)0

On peut voir dans la propriété II.7 que la pondération fréquentielle dans le probléme de
minimisation (II.147) contient toutes les informations sur l'installation a stabiliser et permet
d'obtenir une stabilité robuste contre les erreurs sur les facteurs co-premiers du correcteur. De
plus, cette pondération tient compte des performances en boucle fermée (< (Ip-P(s)C(s))1) et
la stabilité robuste contre les erreurs additives sur le correcteur (< (I,-P(s)C(s))-1G(s), voir le
critere de stabilité [LIU-86], [LIU-90] et [AND-89]). Ainsi, dans la procédure de réduction du
correcteur C(s), le comportement en boucle fermée obtenu avec C(s) est introduit dans la
pondération utilisée dans 1'algorithme 1. De méme, I'algorithme 2 prend en considération les
performances et la stabilité robuste en boucle fermée contre les erreurs additives sur le

correcteur.
I1.5.3. Stabilité en boucle fermée
Le théoreme suivant établit des conditions suffisantes pour la stabilité en boucle fermée.

Théoreme I1.8
Supposons que G; > Gp+1. Si les conditions i) et iii) du théoréme I1.7 sont satisfaites, alors le

correcteur d'ordre réduit C,(s), stabilise de maniére interne l'installation P(s). a

Démonstration

En utilisant les équations (I1.145) et (II.146) et le fait que les facteurs co-premiers
normalisés de C(s), donnés par (II.144.a), sont stables, il est facile de voir que les erreurs sur
les facteurs co-premiers (> Nek(s) et Dek(s)) sont stables si les facteurs co-premiers Nyk(s) et
D;k(s) donnés par I'étape 5 des algorithmes 1 ou 2 sont stables. Sous I'hypothése 6 > Op4q, il
est montré 2 travers la propriété I1.4 que Nyk(s) et Dyk(s) sont stables si la condition i) du
théoréme I1.7 est vérifiée. Ainsi, si le correcteur d'ordre réduit Ci(s) est donné par les
algorithmes 1 ou 2, le théoréme II.8 donne des conditions suffisantes pour la stabilité interne du

systeme de la figure I11.9 en boucle fermée. [ |
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11.6. APPLICATIONS
I1.6.1. Présentation des applications

On compare les algorithmes 1 et 2, notés respectivement méthodes (1) et méthodes (2), avec
cing autres procédures de réduction de l'ordre du correcteur. Nous allons par conséquent tester
sept méthodes de réduction de correcteur appliquées tout d'abord au systéme a quatre disques,
puis a la plate-forme Eurostar 2000+ de satellite de télécommunication. Pour davantage de
détails, se référer au chapitre I ou ces deux exemples sont décrits avec précision. En référant par

(0) le correcteur initial, les sept méthodes comparées sont listées ci-dessous:

Correcteur initial )
Méthode proposée (algorithme 1, pondération en sortie Py(s), partie § II.5.2.1.) (1)
Meéthode proposée (algorithme 2, pondération en sortie Py(s), partie § 11.5.2.2.) @)
Réduction équilibrée (partie § 11.2.3.1.) 3
Approximation optimale de Hanke] (partie § 11.2.3.2.) 4)
Réduction équilibrée avec des facteurs co-premiers (partie § 11.3.2.1.) &)

Réduction équilibrée, stabilité en boucle fermée (pondération en entrée Pi(s), partie §
11.4.3.) (6)

Réduction équilibrée en boucle fermée (pondérations en entrée et en sortie Pi(s) et Py(s),
partie § 11.4.4.) (7N

Les critéres de performance de la réduction du correcteur sont notés Nj, (i =1 2 4). Les

criteres N1 a N3 présentent des distances non pondérées (N1) et pondérées (N2, N3) entre le
correcteur d'ordre plein C(s) et celui d'ordre réduit C(s). Ces quatre critéres sont donnés par:

Ny =1IC(s) - Gl (méthodes 1, 2,3,4,5,6,7)

N = I(C(s) - Ce(s)) P(s) (I - C(s) P(s)) M (méthodes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
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Nek(s)
¢ ]Ilm (méthodes 1, 2, 5)

N3 = “D'I(S) (Im - P(S) C(s))-l [ P(S) _Im ][D k(S)
c

Ne
k(s)Jnm (méthode 2)

N4 = (I - P(s) C(s))-l[ PGs) -Im MD o

Le critere N3 est calculé uniquement pour les méthodes 1, 2 et 5 puisque cette distance
mesure la stabilité en boucle fermée si les facteurs co-premiers du correcteur sont utilisés dans
la procédure de troncation. N4 est calculé seulement pour la méthode 2 (voir algorithme 2) parce

que la distance ne peut étre employée pour mesurer la robustesse de la stabilité en boucle fermée

aux erreurs sur le correcteur.
I1.6.2. Systeme a quatre disques [ZAS-95]

Le systéme a quatre disques est présenté au paragraphe I.1. Les différents critéres décrits ci-
dessus portent sur la réduction du correcteur initial d'ordre 8 a différents ordres (de 5 a 2). Le
crittre Obj représente la norme Hy d'un systeme (voir § Annexes A.l.). On peut constater

comme en témoignent les tableaux suivants, l'importance du choix de la méthode de réduction a

employer.
Meéthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Ny X 0.045 0.045 X X X 0.040 0.044
N> X 0.071 0.071 X X X 0.070 | 0.070
N3 X 0.070 0.070 X X X X X
Ny X X 0.070 X X X X X
Obj 0.0834 0.0840 { 0.0840 X X X 0.0854 | 0.0836

Tableau I1.2: comparaison des performances (ordre 8 a 5)

Méthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Ny X 0.040 0.040 X 0.043 X 0.040 0.047
Np X 0.063 0.063 X 0.668 X 0.063 0.075
N3 X 0.063 | 0.063 X X X X X
Ny X X 0.063 X X x X X
Obj 0.0834 0.0838 | 0.0838 X 0.0961 X 0.0838 | 0.0838

Tableau I1.3: comparaison des performances (ordre 8 a 4)
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Meéthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Nj X 0.102 | 0.102 X X X 1.356 X
N»p X 0.572 | 0.573 X X X 0.339 X
N3 X 0.573 | 0.574 X X X X X
Na X X 0.574 X X X X X
Obyj 0.0834 | 0.0641 | 0.0641 X X X 0.064 X

Tableau I1.4: comparaison des performances (ordre 8 a 3)

Meéthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Ny X 0.104 0.104 10.092 { 0.093 | 0.092 0.104 X
N> X 0.327 0.327 0.762 1.123 0.760 | 0.327 X
N3 X 0.322 | 0.322 X X 0.759 X X
Ny X X 0.322 X X X X X
Obi 0.0834 0.0913 [ 0.0913 | 0.0868 1.02 0.0866 | 0.0913 X

Tableau IL.5: comparaison des performances (ordre 8 a 2)

Les courbes représentées par les figures I1.11 a II. 14 illustrent la sortie et la commande en

boucle fermée, les ordres de réduction étant égaux a 3 puis a 2.
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y : Sortie en boucle fermée (ordre 3)
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y : Sortie en boucle fermée (ordre 2)
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Figures I1.13 et I1.14
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Dans cet exemple, on peut remarquer tout d'abord que certaines méthodes générent une
instabilité. En effet, celles non pondérées numérotées de 3 4 5 et celle en boucle fermée référée

par 7 donnent une boucle fermée instable:

- pour un correcteur d'ordre égal 2 5, les méthodes 3 4 et 5,
- pour un correcteur d'ordre réduit a 4, les méthodes 3 et 5,
- pour un correcteur d'ordre égal a 3, les méthodes 3,4, Set 7,

- enfin, si 'ordre est égal a 2, uniquement la méthode 7.

On peut également constater que la stabilité en boucle fermée est améliorée si elle est intégrée
dans la pondération de la procédure de troncation (méthode 1, 2 et 6, dans la méthode 2 la
pondération est proche de celle de 1a méthode 1): les critéres de stabilité N, et N3 sont donc des
mesures fiables de la marge de stabilité associée a une méthode de troncation (mais représentent

seulement des conditions suffisantes).

A travers les figures I1.11 et I1.13, on remarque que les correcteurs réduits obtenus par les
méthodes 1, 2 et 6 sont proches du correcteur initial C(s) (méthode 0). Ce n'est pas le cas avec
les méthodes 3, 4 et 5 dans la figure I1.13. Ces résultats montrent que les pondérations utilisées
dans les méthodes 1, 2 et 6 prennent en compte le comportement en boucle fermée. Cela
confirme que l'objectif d'une technique de troncation d'un correcteur (<« approximation en
boucle fermée) est différente de la procédure standard de réduction d'un modele (&
approximation du correcteur pris isolément). Par conséquent, le critére N1 qui mesure
uniquement la distance entre C(s) et Cy(s) n'est pas fiable pour la réduction du correcteur en
boucle fermée: le critere Ny est plus petit pour les méthodes 3, 4 et 5 que pour les méthodes 1,
2, 6 dans le tableau IL.5 bien que la sortie de la boucle fermée figure II.13 avec les méthodes 3,
4 et 5 est loin de l'initiale (méthode 0). Globalement, on peut constater que la méthode 1 est la
plus efficace de toutes celles programmées. Elle se différencie plus particulicrement des

méthodes 2 et 6 comme en témoigne la courbe I1.12.

11.6.3. Plate-forme de télécommunication Eurostar 2000+
[FRA-95], [ZAS-95], [CAR-95]

La plate-forme de télécommunication Eurostar 2000+ est décrite au paragraphe § 1.2.
Rappelons brievement les transferts représentant les performances et robustesse en boucle
fermée:

C12(s): maximisation du gain statique, basses fréquences,

C31(s): rejection des modes souples, hautes fréquences,

Coa(s): robustesse en stabilité, fréquence de coupure.
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Chapitre 11 Réduction de l'ordre du correcteur

~

Un critere de qualité (appelé Obj) pour ces méthodes de réduction 2 tester sur cette
application est la norme He du transfert augmenté de la boucle fermée, incluant les
spécifications de robustesse et de performance utilisées pour la synthése de la loi de commande.
Obj représente plus spécifiquement le Compromis performances / robustesse, ICc (sI - A¢p) B
+ Ecill . Les marges de gain et de phase sont appelées Gy, et Pry.

Les différents criteres G, Py décrits dans le paragraphe § 11.6.1. portent sur la réduction
du correcteur H_, de réalisation d'état { Apinf, Bhinf, Chinf> Eninf} d'ordre 10 (voir figure 1.9) a
différents ordres (de 6 a 3). Le correcteur a implémenter est obtenu par la mise en série du
correcteur d'ordre réduit et du pré-compensateur d'ordre 4 de réalisation d'état {Apre, Bpre,
Cpre, Epre}. Par conséquent, I'ordre du compensateur initial complet est de 14 et les réductions

effectuées procurent les ordres 10 a 7. Les tableaux suivants offrent une synthése numérique et

comparative des sept méthodes testées aux différents ordres de réduction du correcteur.

Méthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Ny X 14.6 18.9 11.5 10.2 18.7 14.9 194
N> X 0.104 0.008 0.082 0.088 0.004 10.548 e-3 1.383
N3 X 0.006 0.009 X X 0.009 X X
Ny X X 0.69 e-6 X X X X X
Obj 0.9996 | 1.112 1.007 1.076 1.071 1.004 0.999 2.576
P 21521 | -152.1 | -1522 | -152.1 -1499 | -1522 | -152.1 -152.4
Gm 43.6 43.2 42.7 43.8 43.8 42.9 433 43.7

Tableau II.6: comparaisons des performances (ordre 10 a 6)

Méthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Nj X 11.0 39.3 6.5 10.2 323.6 143.5 18.4
N» X 0.052 0.058 0.073 0.088 0.142 0.037 0.160
N3 X 0.007 0.018 X X 0.236 X X
N4 X X 0.492 e-4 X X X X X
Obj 0.9996 | 1.039 1.041 1.057 1.071 1.260 1.049 1.108
Pm -152.1 -152.1 -152.2 -150.7 -149.9 -151.3 -152.7 -152.4
Gm 43.6 43.2 434 43,5 43.8 48.8 37.8 43.5

Tableau II.7: comparaisons des performances (ordre 10 a 5)
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Méthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
Ny X 70 429.3 35.12 32.2 360.0 | 502.76 36.7
N> X 0.220 | 0.420 0.302 0.225 0.176 | 0.282 0.305
N3 X 0.103 | 0.249 X X 0.282 X X
N4 X X 0.34xe-3 X X X X X

Obj 0.9996 1.145 1.155 1.263 1.230 1.326 i.i65 1.288

P -152.1 -154.8 -151.3 -155.0 -150.3 -149.3 -151.5 -153.7

Gm 43.6 44.5 47.3 43.4 43.4 49.8 28.6 43.1

Tableau I1.8: comparaisons des performances (ordre 10 a 4)

Méthodes 0 1 2 3 4 5 6 7
N X 270.0 | 406.4 X X 537.5 | 1356.4 181.8
Ny X 0.196 | 0.141 X X 0.400 | 0.334 0.791
N3 X 0.254 0.275 X X 0.569 X X
Ng x x 0.42xe-3 x x x X X
Obj 0.9996 | 1.306 | 1.190 X X 2.007 1.464 2.886
Pm -152.1 | -150.1 | -151.4 X X -146.3 | -150.8 -168.2
Gm 43.6 45.5 50.9 x x 65.3 28.9 42.7

Tableau I1.9: comparaisons des performances (ordre 10 a 3)

La pulsation de la bande passante est de l'ordre de 0.223 rad/s pour le correcteur initial. Elle

varie trés peu quels que soient la méthode ou 'ordre utilisés.

Les courbes représentées par les figures suivantes illustrent les différents comportements
temporels (sortie, commande en boucle fermée) et fréquentiels (correcteur pris isolément, gain
de boucle, boucle fermée, les valeurs singuliéres relatives aux transferts T,e(s) de réalisation
d'état {Acl, Bel, Cels Ecls (C12(8), Ca2(s), C31(s) voir figure 1.11) aux ordres réduits égaux a
4 (figures I1.15 a I1.23) puis a 3 (figures 11.24 a 11.32).
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u : Commande en boucle fermée (ordre 3)
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Résultats pour un correcteur réduit d'ordre 3

Les remarques sur les performances et la stabilité en boucle fermée de l'application
précédente restent applicables a celle-ci. On peut cependant formuler quelques remarques
supplémentaires. La méthode 5, basée sur la réduction de modéle fractionnelle non pondérée,
donne une bonne réponse temporelle en boucle fermée comme pour les méthodes pondérées 1
et 6 alors que la méthode 2 présente un biais dans le gain €tudié en boucle fermée (voir figure
I1.24). La méthode 7 donne un faible amortissement en boucle fermée avec un important biais
dans I'étude du gain. Pour les méthodes 1 et 2, on peut remarquer que la dégradation des
performances est petite (Obj). En effet, obj est proche de 1 et demeure satisfaisant pour les
autres approches pondérées. Cela est confirmé par les courbes de Bode dans les figures 11.29 a
I1.32 correspondant aux objectifs de synthése du probléme Heo. (les figures I1.30 a I1.32 sont
relatives respectivement a la performance en basses fréquences, a la stabilité robuste a la
fréquence de coupure et 2 la réjection des dynamiques non modélisés en hautes fréquences).

Les spécifications de “loop shaping” de la figure 1.8 sont satisfaites pour les méthodes 0, 1
et 2 (voir le diagramme de bode en boucle ouverte, figure I11.27).

Le critére de stabilité N3 est inférieur a 1 pour les méthodes 1, 2 et 5 alors que les distances
non pondérées entre le correcteur d'ordre plein C(s) et celui d'ordre réduit C(s) sont trés
grandes.

Les courbes représentant la boucle ouverte données par les méthodes 1 et 2 sont trés proches
de la référence (méthode 0) dans le domaine fréquentiel (voir figure II.27) et dans le domaine
temporel (voir figures I1.24 et I1.25). Cela confirme que le critere N3 est une mesure fiable de la
distance entre les deux correcteurs en boucle fermée, ce n'est pas le cas de la distance non

pondérée N1, qui est uniquement souhaitable pour I'approximation en boucle ouverte.
11.6.4. Discussion

Comparons les différentes méthodes de réduction de 1'ordre du correcteur testées sur les
deux applications. Etudions plus particulierement la plate-forme Eurostar 2000+ pour un
passage d'ordre plein (10 + 4 = 14) 2 un ordre réduit égal a (3 + 4 = 7) ainsi que le systeme a

quatre disques et résumons les différents résultats obtenus de la manicre suivante:

Méthode proposée (algorithme 1, pondération en sortie Py(s), partie § 11.5.2.1.) (1)
= Tres proche du correcteur initial
= Tres bons résultats (réponses temporelles et fréquentielles, Obyj, stabilité)

= Meilleurs résultats pour le systtme a 4 disques
Méthode proposée (algorithme 2, pondération en sortie Py(s), partie § 11.5.2.2.)  (2)

= Comme la méthode 1, probléme de gain statique en boucle fermée

= Meilleures marges de gain
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Réduction équilibrée (partie § 11.2.3.1.) (3)
= Instabilité
= Mauvais comportement en boucle fermée pour le systeme a 4 disques

Approximation optimale de Hankel (partie § 11.2.3.2.) (4)
= Instabilité
= Mauvais comportement en boucle fermée pour le systéme a 4 disques

Réduction équilibrée avec des facteurs co-premiers (partie § 11.3.2.1.) (5)
= Comme la méthode 1, Obj trop grand
= Mauvais comportement en boucle fermée pour le systéme a 4 disques

Réduction équilibrée, stabilité en boucle fermée (pondération en entrée Pi(s),
partie § 11.4.3.) (6)
=> Réponses temporelles proches de celles obtenues avec les méthodes 1 et 2
=> Baisse dans les marges de gain
= Réponse fréquentielle — probleme en hautes fréquences (C31(s))

Réduction équilibrée en boucle fermée (pondérations en entrée Pi(s) et en sortie
Po(s), partie § 11.4.4.) (7)
= Réponse fréquentielle — probléme dans la bande passante (C2(s) et C22(s))
= Mauvais comportement en boucle fermée (oscillations, gain statique)

= Instabilité en boucle fermée pour le systeme a 4 disques

I1.7. CONCLUSION

Les criteres N3 et Ny, utilisés pour mesurer la qualité de la réduction du correcteur et
correspondant aux pondérations introduites dans les algorithmes 1 et 2, proposés dans la partie
§ I1.6. de ce mémoire, sont basés sur les facteurs co-premiers du correcteur et de I'installation
et sont de bons indicatifs du comportement en boucle fermée.

Les pondérations fréquentielles dans les algorithmes 1 et 2 contiennent toutes les
informations sur l'installation 2 stabiliser, et produisent la stabilité robuste contre les erreurs sur
les facteurs co-premiers du correcteur. En résumé, ces pondérations prennent les performances
en boucle fermée (< D-1(s) (I, - P(s) C(s))-1) et la stabilité robuste contre les erreurs additives
sur le correcteur (< D-1(s) (I - P(s) C(s))~! P(s)), voir le critére de stabilité dans [AND-89] et

[ENN-84b] pris en compte.
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La technique de troncation du correcteur doit essayer d'approximer la boucle fermée plut6t
que la réponse du correcteur considérée en isolation. C'est la principale différence entre la
réduction du correcteur et la réduction du modeéle [AND-89].

Contrairement a la méthode décrite dans [AND-89], les procédures données dans les
algorithmes 1 et 2 ne sont pas réduites dans le cas ol les correcteurs sont formés par
combinaison de loi de retour d'état stabilisant et d'observateur d'état. Les deux algorithmes
proposés peuvent étre appliqués a des correcteurs instables, sans séparer celui-ci en une partie
stable et une partie antistable. Ce n'est pas le cas de la méthode a pondération fréquentielle

décrite dans [ENN-84b].
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CHAPITRE III

DISCRETISATION DU
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Chapitre I1I Discrétisation du correcteur

IILI.1. INTRODUCTION

Les développements de I'informatique conduisent naturellement a une discrétisation des lois
de commande. De nombreuses synthéses étant effectuées dans le domaine continu (voir §
introduction), la discrétisation de la loi de commande continue obtenue constitue la deuxiéme
étape avant l'implantation numérique du filtre, apres 1'étape de réduction de l'ordre, et avant
celle de I'optimisation de la réalisation d'état. Lors de cette phase, des problémes se posent dés
lors que I'on ne désire pas perdre 'acquis obtenu avec ces lois continues et recommencer toute
la synthése des lois de commande dans le domaine discret. Il faut donc, a partir d'un filtre
continu, déterminer un filtre équivalent en discret reflétant pour le mieux l'installation.

C'est a ce probleme que nous allons tenter de présenter des solutions, sachant que pour
l'application concernant la plate-forme Eurostar 2000+, le correcteur C(s) et la période
d'échantillonnage T, sont imposés par la société MATRA MARCONI SPACE.

IIL.2. BOUCLE FERMEE AVEC UN CORRECTEUR DISCRET

II1.2.1. Description de la boucle fermée

Dans une boucle fermée discrete, il convient de distinguer les différents éléments présents,

caractérisés par la figure II1.1 ci-dessous:

—0-2wf Fo) M cio H 1) P pge)
f S,

Figure II1.1: boucle fermée avec correcteur discret

- P(s) représente 1'installation & commander (continue),

- Fa(s) correspond au filtre anti-repliement (continu),

- S, est un échantillonneur,

- Cy4(z) constitue le correcteur discret stabilisant (inconnu),

- H(s) est un bloqueur d'ordre zéro.

Lorsqu'un organe de calcul génere une loi de commande, celle-ci a la forme d'une suite de

nombres. Il est nécessaire de transformer cette suite en un signal analogique compatible avec la

systéme.
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L'organe qui réalise cette fonction est constitué d'un convertisseur numérique / analogique et
d'un bloqueur. Le bloqueur le plus simple et d'utilisation la plus courante est le bloqueur

d'ordre zéro Bg décrit ci-dessous:

f(t) y(©
——» B, [(——»

Figure II1.2: bloqueur d'ordre zéro

avec
y(t) = f(kTe) pour kTe <t < (k+1)Te (IIL.1)

Le bloqueur d'ordre zéro prend en compte un échantillon f(kTe) a l'instant t = kT, et tient sa

sortie constante a cette valeur jusqu'a ce qu'un nouvel échantillon soit envoyé a t = kT + Te.

La fonction de transfert de ce bloqueur d'ordre zéro peut étre obtenue en calculant la

transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle illustrée par la figure I11.3:

y® &

|
0 Te t

Figure II1.3: réponse impulsionnelle du bloqueur d'ordre zéro

Par conséquent, la fonction de transfert du bloqueur d'ordre zéro est donnée par:

-sT _e-sT
L P S (ITL.2)

Dans la littérature, certains auteurs proposent de sélectionner pour période d'échantillonnage

10 a 40 fois la valeur de la bande passante en boucle fermée. Pour des systémes possédant des
modes résonnants supérieurs a la bande passante en boucle fermée (< partie réelle hors bande

passante), la période d'échantillonnage est parfois choisie comme étant un multiple du plus

important mode résonnant.

La période d'échantillonnage utilisée pour l'application de la plate-forme Eurostar 2000+ est
spécifiée par MATRA MARCONI SPACE et vaut T = 0.219 seconde. Celle concernant le
systéme quatre disques sera choisie de telle sorte que le théoréme de Shannon soit respecté.
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I11.2.2. Approximations d'un filtre continu par un filtre
discret

La discrétisation d'un filtre continu constitue une procédure d'approximation. Par
conséquent, considérons tout d'abord le probléme de 1'obtention d'un équivalent digital d'une
loi de commande continue. Pour cela, on peut avoir recours a différentes approximations qui
sont énumérées ci-dessous [AST-90], [FRA-90], [OGA-87]:

- Approximation trapézoidale
Une des techniques de discrétisation permettant d'obtenir de fagon simple et directe une loi
de commande numérique est 'approximation trapézoidale (transformation bilinéaire). La

transformation bilinéaire, connue sous le nom de Tustin, transforme s en :

d 2 (z-1)
T 2T oD (II.3)

Comme l'illustre la figure III1.4 ci-dessous, la stabilité est assurée en boucle ouverte car les

pbles du demi-plan gauche sont transformés en poles dans le cercle unité.

Ajo

plandes s plan des z

—=)
N /A

unité

N 2
N

Figure I11.4: transformation des p6les, approximation trapézoidale

~

- Approximation rectangulaire a gauche (Euler “forward”)
Elle se traduit par les passages suivants: (équation (II1.4) et figure II1.5)

d (z-1)
iSO (I11.4)

Comme l'illustre la figure IIL.5 ci-dessous, il y a un risque d'instabilité en boucle ouverte car

les poles du demi-plan gauche ne sont pas nécessairement transformés en péles dans le cercle

unité.
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E-
B

Ao plan des z
plan des s

— 7,
© A

“3 unité

RN

Figure IIL.5: transformation des pdles, approximation rectangulaire a gauche

- Approximation rectangulaire a droite (Euler “backward”)

Cet opérateur de dérivation est équivalent a:

d (z-1)
TS Tz (HIL5)

JG)A plan des s AJ(D plan des z
[
) —
/ o= el
) ° N
cercle
A unité

Figure II1.6: transformation des poles, approximation rectangulaire a droite

- Approximation avec invariance indicielle (transformée en Z avec bloqueur
d'ordre zéro)

L'opérateur de dérivation est équivalent a:

z-1) 1 YH® eTe (s is

Tez 2jn Y+j°°(z -esTe) s

Cd(z) = (IIL.6)

- L'approximation avec adéquation pdles-zéros
Les poles et zéros de Cy(z) sont les images sous z = eSTe de ceux de C(s) avec Cq(1) = C(0).

Les zéros infinis de C(s) ont pour image z = -1.

- Approximation avec l'opérateur delta
Pour cet opérateur, les transformations pour un systéme discret (II1.7) et pour un systeéme

continu (II.8) sont données respectivement par:

5 21 (I11.7)
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F(8) = Z{F(9)},,_1. 541 (I1L.8)

Cette approximation est proche de l'approximation rectangulaire a gauche.

I11.2.3. Limitations dues a I'utilisation d'un correcteur
numérique

L'introduction d'un correcteur discret dans la boucle de régulation d'un systéme continu
génére des contraintes spécifiques. Pour les analyser, étudions la réponse a un signal d'entrée
sinusoidal du systeme hybride stable ainsi obtenu. Elle consiste en la somme d'une infinité de
sinusoides émises & des multiples entiers de la fréquence d'échantillonnage a partir de la
fréquence d'entrée. Les composantes aux mémes fréquences que l'entrée sont appelées les
fondamentales et les autres, les harmoniques. Notons wg et wn, les fréquences

. : . 21 T .
d'échantillonnage et de Nyquist, respectivement wg = T, €t ON = 7, ol Te est la période
[ [

d'échantillonnage.

Pour un correcteur analogique, la fonction sensibilité en boucle fermée, I'installation 2
commander étant un systéme instable a minimum de phase, peut €tre rendue petite sur une
gamme de fréquence tant que la borne de la sensibilité est en dehors de celle-ci. Ceci n'est pas
toujours vrai lorsqu'un correcteur digital remplace le correcteur continu.

Appelons S, le fondamental de la fonction de sensibilité de la boucle fermée obtenue avec un

systéme continu et un correcteur numérique. Freudenberg et al. [FRE-94] donnent la borne
suivante pour [|S||_,:

Corollaire 1II.1 [FRE-94]
- 1) Supposons que l'installation posséde un pole réel (p = x) dans le demi-plan complexe

ouvert droit, alors:

ISl 2 1+ (= 11L.9)
N

- i1) Supposons que 1'installation ait une paire de pdles complexes conjugués (p = X +jy,

p=x-jy),alorspourk = £1, £2, ..., foo
I8l.. = \/1+( ~ )% x \/1+(—X——)2 (111.10)3
k(,l)N y—“k(l)N
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Dans chaque cas, la fonction sensibilité du fondamental a un pic supérieur a 1. Ceci veut dire
que, contrairement a I'utilisation d'un correcteur continu, I'emploi d'un correcteur numérique

ne permet pas d'atténuer les perturbations sur une bande de fréquences arbitraire.

II1.2.4. Obtention d'un correcteur discret pour un systéme
continu

I11.2.4.1. Discrétisation de I'installation puis calcul du correcteur en

discret

La détermination du correcteur directement en discret induit un certain nombre de problémes

rendant tres difficile l'application de ce type de correcteur:

- une perte du sens physique des parametres (due au passage de A a eATe),

- une prise en compte difficile des incertitudes (conservatisme dans le compromis entre la
robustesse et les performances),

- un risque de variation du comportement de l'installation entre deux périodes
d'échantillonnage,

- une petite période d'échantillonnage pouvant provoquer un sur-échantillonnage.

L'application industrielle spécifiée par MATRA MARCONI SPACE nous impose le
correcteur continu et la valeur de la période d'échantillonnage. Par conséquent, pour cette
application, nous disposons d'un correcteur continu (ayant été réduit, chapitre § II) pour lequel

nous pouvons choisir la méthode de discrétisation.
I11.2.4.2. Calcul du correcteur en continu puis discrétisation

A partir d'un correcteur continu, il faut maintenant introduire dans la boucle de régulation les
différents éléments nécessaires a la discrétisation de ce dernier, a savoir 1'échantillonneur, le
bloqueur d'ordre z€ro et le filtre anti-repliement.

L'avantage de cette technique pratiquée apres la réduction d'ordre du correcteur réside dans
la possibilité d'introduire des pondérations fréquentielles sur le correcteur continu d'ordre plein.
C'est pour cela que la synthése du correcteur a été établie en continu par 1'approche He,
(chapitre § IT) dans le souci toujours de préserver le comportement en boucle fermée afin de ne

pas perdre en performances et en robustesse. En effet, la discrétisation d'un correcteur continu

peut engendrer certains risques tels que:

— la diminution des performances en boucle fermée,

— I'instabilité en boucle fermée ou la diminution de la robustesse.
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I11.3. MESURES DE LA QUALITE DE LA DISCRETISATION
DU CORRECTEUR

La discrétisation du correcteur continu C(s) doit refléter a la fois, I'installation 4 commander
P(s) et la boucle fermée en continu obtenue avec C(s): d'une part, les performances entrée-
sortie des systeémes bouclés avec C(s) et avec Cqy(z), d'autre part, la robustesse des systémes

bouclés avec C(s) et avec Cy(z) doivent étre proches.
Dans la littérature, Keller et Anderson [KEL-91], [KEL-92] proposent une approche basée
sur le théoréme du faible gain et sur I'optimisation He afin de répondre aux deux considérations

évoquées ci-dessus.

I11.3.1. Mesure des performances en boucle fermée d'une
discrétisation

II1.3.1.1. Critére de performance

On suppose que la boucle fermée donnée par la figure ITL.7 est équivalente a IIL8.

+>(ir | C(5) ] P(s) T

Figure II1.7

— T(s) —

Figure IIL.8

La boucle fermée continue est supposée étre stable et est décrite par la fonction de transfert

T(s) suivante:
T(s) = P(s)C(s) I + P(s) C(s))1 (IIL.11)

Considérons maintenant la figure III1.9 afin d'effectuer une comparaison des performances

entrée-sortie des systemes bouclés avec C(s) (synthétisé en continu) et avec le correcteur discret

Cq(z) (approximation discrete de C(s)).
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——3 T'(s)

— e W(s)

Lo Fy0) —] cio H 16 H pps)

1 |

Figure I11.9

avec P(s), Sa, Fa(s), H(s), Cy(s) définis dans la partie § I1I1.2.1., T(s) donnée par 'équation
(IT1.11) et W(s) représentant une pondération fréquentielle (continue, stable, strictement

causale) permettant de favoriser une plage de fréquences donnée.

Il convient a présent d'appuyer sur le fait que la discrétisation du correcteur doit refléter T(s).
On attribue au correcteur discretisé Cy(z) le terme de bon candidat s'il est stabilisant et si
I'opérateur hybride J, allant de r € L[0,00) vers e € L,[0,e0) (voir figure I1I1.9), est borné et

minimal.

II1.3.1.2. Approximation du critere de performance

Approximons l'opérateur hybride JT (égal a -re—).

On peut écrire de mani¢re formelle:
J1 =TW - PHCq4 (I;y + SaFaPHCg)-1S,F,W (111.12)
= Gq1 - G12C4 Im + G22Cq)1Goy (I11.13)
avec G11 = TW, G2 = PH, Gy = S4FaPH, Gy = S,F,W

La norme H.. de JT mesure la qualité de discrétisation obtenue lors de la transformation de
C(s) en Cq4(z). Par ce fait, on veut minimiser la norme He de JT afin d'avoir la meilleure
discrétisation possible.

Choisir C4(z) minimisant JT se ramene a un probleme Ho, mais ce n'est pas directement un

probléme H.. standard car Cq(z) est une fonction de transfert discréte et les Gij(s) ne le sont pas.

Ayant obtenu JT, on doit se poser deux questions:
- Comment évaluer la norme Heo de I ?
- Comment pouvons-nous choisir Cy4(z) afin de minimiser cette norme et €tre stable ?
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De nombreux auteurs se sont penchés sur ces questions et ce probleéme est identique a un
probleme d'optimisation He de données mixtes échantillonnées-continues, décrite par la figure
III.10.

L'installation, le bloqueur et la période d'échantillonnage (H(s) et T¢) sont spécifiés, le but
est de trouver C4(z) qui minimise le gain induit Ly entre r et e. Boyd Pearson, Bamieh et

d'autres auteurs se sont intéressés a ce probleme [BAM-91], [BAM-92].

r G116 G1a(s) e,
B Gy(s) Ga(8) Y

o\

Hs) [ Gi@) T

€

Figure III.10: probleme d'optimisation He. mixte continu-discret
Il y a deux étapes clés dans la solution des questions posées précédemment.

i) La premiere est de trouver une approximation qui remplace le probléme mixte continu-
discret (minimisation de llJTll ) par un probléme discret multi-période (minimisation de

g ).

ii) La seconde est de convertir le probléme multi-période en un probleme discret mono-
période puis de résoudre le probléeme Ho, conventionnel discret en minimisant gl _.

Le lien entre les étapes i) et ii) est basé sur I'équation suivante:

lim gl = Il (111.14)
N-oo
ot N est un entier égal au nombre de périodes considérées dans I'étape 1).

Ces deux étapes vont maintenant faire I'objet d'une analyse plus détaillée.

i) Probleme multi-période
Simplifions la figure IIL.9 par la figure III.11 ci-dessous:

Figure 1111

ot JT est donnée par (111.13).
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Un bloqueur et un échantillonneur sont introduits a l'entrée et 4 la sortie de J, avec pour
période d'échantillonnage, un entier multiple de N appliqué a Cq(z).

Appelons Hr.(s) et Hry/n(s), les bloqueurs d'ordre zéro correspondant respectivement aux
périodes d'échantillonnage T, et Te/N. Le passage d'un probléme mixte en multi-période est

présenté par la figure II1.12 (N étant le nombre de périodes).

Tk Ck
— JTd -
—
10, I1s -oo 3l Hpen(s) p——m It >/ B—co, €1, ...
To/N

Figure II1.12: passage d'un probléme mixte continu-discret en

un probleme discret multi-période

L'ajustement de JTq a JT constitue le systéme multi-période.
Pour N assez grand, JT et JTq ont virtuellement le méme gain (voir (II1.14)). Par
conséquent, minimiser la norme de J1q, revient a2 minimiser celle de J. Ceci remplace le

probléme mixte initial en un probléme discret multi-période décrit par la figure IT11.13:

T./N
g, Iy, .. HTe/N(S) W b ¢ / eﬂel’
I Hro(s) \ F,W -F,W /T -
4]
Cy(z) =
L=

3 Hpen(s) [ TW -P

—
| |
répétiteur T‘> Hyen(s) b—w FaW -E,W _/ —l—’

Cy(z) T

Figure I11.13: probléme d'optimisation He. discret multi-période

Dans la partie supérieure, le bloqueur additionnel introduit est Ht./N et '€chantillonneur

additionnel est spécifié¢ par Te/N. La présence du bloqueur associé au correcteur discret est
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caractérisée par Ht, alors que l'alliance de I'échantillonneur et du correcteur discret est
symbolisée par Te.

La partie inférieure est basée sur la réécriture de la partie supérieure, avec I'ajustement d'un
bloqueur lent. On peut souligner la présence d'un décimateur de période N. Quant au répétiteur,
il provoque la lenteur du bloqueur d'une durée d'échantillon T¢/N afin d'étre ramené a N
intervalles successifs de durée Te/N par le méme signal a partir de Cy(z).

Le syste¢me rapide discret a pour période T¢/N, C4(z) constitue un systéme discret lent avec
une période Te. En vertu de tout ceci, le décimateur et le répétiteur permettent de connecter les

systemes rapides et lents, assurant que les signaux soient présents au moment voulu.

ii) Passage d'un probléme multi-période en un probléme mono-période

Traditionnellement, les électroniciens surnomment cette conversion: “conversion série-
parallele”. A partir d'un systéme, une procédure de restitution permet de réécrire la sortie de ce
dernier avec pour période d'échantillonnage égale a un multiple entier de celle donnée.
Appliquer une telle méthode nous permet de remplacer un systeme rapide multi-période par un
systeéme équivalent plus lent mono-période.

Comme l'illustre la figure III.14, considérons un systéme supérieur nécessitant des signaux
arrivant toutes les secondes et un systéme inférieur les recueillant sous la forme d'un vecteur
arrivant toutes les 3 secondes. Par conséquent, le systéme supérieur a une sortie arrivant toutes
les secondes, alors que le systéme inférieur a une sortie vectorielle apparaissant toutes les 3

secondes. Il convient de remarquer que l'information totale de ces deux systémes est identique.

19, I1, 12 ep, €1, €2

—®= systéme rapide discret (multi-période) T

réalisation d'état —A—| B
C E
ol
———® gysteme lent (1/3) discret (mono-période) —
ol |13 |6 €o||€3 |16
OLigplogh... €1 L1C4 ) €715 ...
L]L5] L €21 Le5] L8

A3 |A’B AB B
C E 0 0
CA| CB E 0
CA%2{CAB CB E

Figure [II.14: équivalence entre les systemes multi-période et mono-période

réalisation d'état
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Les gains L induits (et donc la norme He.) sont les mémes pour les systémes mono et multi-
période.

Si A, B, C et E, les matrices de la réalisation d'état du systéme rapide, sont connues, celles
correspondants au systéme lent le sont également. La figure III.14 nous présente les parties

rapides et lentes de maniere séparées.

I1g
L Systéme  f———pp-"
) rapide .
—®| répétiteur 1—m|  discret [P décimateur

Cy(z) [
=
I1g
i Systeme -

—— | lent discret

} Cyz [10..0] |

I

Figure III.15: probleéme d'optimisation discret Heo

On a Jpq = Jta. Les blocs répétiteurs et décimateurs dans un systéme multi-période sont

donnés respectivement par [II ... I]T et [I0 ... 0] dans un systéme mono-période et les gains

restent les mémes.

I11.3.2. Mesure de la robustesse en boucle fermée d'une
discrétisation

111.3.2.1. Critére de stabilité

La discrétisation de correcteurs continus doit, tout comme la réduction de leur ordre [AND-
89], prendre en compte les performances et la stabilité en boucle fermée. Des méthodes en
boucle fermée ont été proposées par Rattan [RAT-84] et [RAT-78] mais aucune de ces

méthodes d'approximation ne garantissent la stabilité en boucle fermée apres discrétisation du

correcteur.
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La méthode présentée par Keller et Anderson [KEL-92] prend en compte la stabilité de la
boucle fermée. Le probléme de la stabilité du systéme en boucle fermée est relatif A I'erreur
d'approximation résultant de la discrétisation du correcteur, ¢'est pourquoi I'approche proposée
dans [KEL-92] est proche de celle de la réduction d'ordre proposée par Anderson et Liu [LIU-
86], [AND-89].

L'intérét de cette approche consiste dans la comparaison de la robustesse entrée-sortie des
systémes bouclés obtenue avec le correcteur initial C(s) (synthétis€ en continu) et avec le
correcteur discret Cy(z) (approximation de C(s)).

La boucle fermée obtenue avec le systéme continu P(s) et le correcteur discret Cy(z),
représentée a la figure I11.1, peut étre transformée, comme le montre la figure 111.16, afin de
mettre en évidence la différence entre le correcteur continu initial C(s) et le correcteur discret

C4(z) (différence appelée A).

S A S A e, LA A S A A A S /
% 2
-
/ Fois) /— ¢, H a1 Z
-. S, + :;;, / A
z Z
- 2
2 %
% . %
L C(S) UQ ﬁ

TR iy e el e A Al o S

+
£ - C(s) S :CS—* P(s) T

Figure II1.16

o

Ainsi, sachant que le correcteur continu initial C(s) stabilise P(s), la stabilité de la boucle
fermée décrite par la figure IIL.1 peut étre testée avec le théoréme du faible gain.

Considérons la figure III.16 avec P(s) l'installation, C(s) le correcteur continu (connu),
C4(z) le correcteur discret (inconnu), Fy(s) le filtre anti-repliement et H(s) le bloqueur d'ordre
zéro.

Comme le montre la figure III.16, quelques hypothé&ses sont nécessaires pour pouvoir
appliquer le théoréme du faible gain. Tout d'abord, C(s) doit étre stable en boucle ouverte et

étre approximé par Cy(z) lui méme également stable. C(s) doit stabiliser 1'installation P(s) et

F,(s) doit étre stable.
A constitue l'opérateur de “I'erreur d'approximation” entre C(s) et le correcteur discret Cy(z)

associé au filtre anti-repliement Fy(s) et au bloqueur d'ordre zéro H(s).

L'hypothese de stabilité sur C(s) et C4(z) n'a pas été reprise pour le probléme d'optimisation
H.. de la figure II1.10 car l'opérateur A n'y est pas utilisé.

Pour étudier l'influence de A sur la stabilité en boucle fermée, une représentation équivalente

de la figure III.16 est donnée ci-dessous en la figure III.17.
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I, L A L S AL T

A
\

2
A
\/ — F,(s) /] Cy(z) H(s) ?,
7 S 2
c ? a + %
2 7
B (I + Ps) Cs)) 1 P(s) 2 - A %
% 7z
;,,a > CGs) ?
T A A A A

Figure IIL.17

Rappelons que Cg(z) bénéficie de 1'expression de bon candidat s'il est stabilisant et si
l'opérateur hybride Jg, allant de € € L[0,00) vers up € L[0,%0), donné par

I = A(I,,+PC)'P (I 15)

est borné et minimal, avec

max ||J58”2
| : sy I11.16
“ S“oo geL,[0 ) lell | |

Notons que A, (I + P(s)C(s))1P(s) et Fa(s) sont bornés (ils ont un gain fini car ils sont

stables par hypotheése). Comme de plus, C(s) et C4(z) sont stables et que H(s) a un gain fini, il
en résulte que JJA| existe et est bornée. Par conséquent, ||J|_ est finie. Par I'utilisation du

théoréme du faible gain, la boucle de la figure II1.17 est stable si l'opérateur hybride Jg défini
en (ITI.15) et (II1.16) vérifie:

Psl, <1 (IIL.17)

Pour garantir la stabilité, 'approximation effectuée doit vérifier (II1.17).
I11.3.2.2. Approximation du critére de stabilité

L'objectif est d'approximer les composantes continues de l'opérateur hybride Js (&
approximer (Im + P(s)C(s))-1P(s), Fa(s), H(s) et C(s)) par des opérateurs discrets avec une
petite période d'échantillonnage qui soit un sous-multiple de la période d'échantillonnage de
Cy(2).

L'opérateur approximé, appelé Jsd4, obtenu par remplacement des opérateurs continus avec
leur approximation en discret converge vers |Ig||_ quand la période d'échantillonnage tend vers

zéro. Cette approximation est décrite par les figures I11.18 et I11.19 qui sont équivalentes.
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&(t) | (L +PCyIP V(O gy C(s) p(t) ': UZQ

+
{ / q()
Fy Cy(2) H(s)
Te

Figure II1.18: probléme mixte continu-discret

£q(KT /N vg(kT/N Pa(kT/N) . upg(KT/N)
%ﬁ_./ T ] Czn) -
T./N
+
LFa(ZN) { Cy(2) H(zy)
€

Figure II1.19: probleme discret multi-période

Deux périodes d'échantillonnage apparaissent maintenant dans Jgq. Les signaux des

fonctions de transfert en discret relatifs a T, et Te/N sont respectivement z et zy.

Propriété III.1 [KEL-92]
Considérons un opérateur |Jg|_ de &(.) € L,[0 «) dans up(.) € Ly[0 =) (voir figure I11.18)
et Jgq de eq(kTe/N), k=0, 1, 2, ..., € Lp[0 o) 2 up(kTe/N), k =0, 1, 2, ..., € L[0 o) (voir

figure I11.19) pour T, fixée, on peut alors écrire:

I sal = sl AL18)0

Si on échantillonne suffisamment rapidement et si on utilise la discrétisation conventionnelle
des blocs continus, on obtient un systeme discret multi-période avec le mé€me gain que le

systeme hybride continu-discret initial.

Evaluons maintenant Jgg.

Nous avons deux périodes différentes T et Te/N dans l'opérateur Jgq. Par conséquent,
comment représenter Jsg par une fonction de transfert matricielle ?

Une idée simple est de représenter Jgq par une fonction de transfert de norme équivalente en
maintenant la plus grande période possible. Cette pratique est utilisée pour des correcteurs
variants périodiquement [MIT-78].

Comme dans la figure II1.15, 1'échantillonneur est représenté par un décimateur, c'est-a-dire

par un vecteur ligne de longueur N ayant 1 comme premier élément et O partout ailleurs. Le
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bloqueur H(zN) est remplacé par un répétiteur, c'est-a-dire par un vecteur colonne constitué par

N éléments égaux a 1.
Comme pour Jq et de, appelons de I'opérateur équivalent “lent” de Jgq (voir figure

III.15). Ainsi, de est donné par l'opérateur discret invariant ayant l'expression ci-dessous

pour fonction de transfert (dans le cas monovariable):
[1]

Jsa(2)=|C@)-| - |C4(@)[10 ... 0] E,(2) [W(2) | (IIL.19)

ot C(z), F,(z) et W(z) sont les équivalents lents (période d'échantillonnage égale a Te) de
C(zN), Fa(zn) et W(zn) (discrétisations de C(s), Fa(s) et de W(s) avec une période
d'échantillonnage égale a T¢/N). Cette transformation est décrite par la figure II1.14.

Pour des systémes multivariables, les valeurs 1 et O présentes dans les vecteurs colonne
(répétiteur) et ligne (décimateur) de (III.19) sont remplacées respectivement par des matrices

identité et nulles.
Considérons la relation suivante:

Y uj (KT, / N)uy (KT, / N) = 3 i3 (KT, )i, (KT, ) (II1.20)
k k

La connexion entre Jgg, reliant €4 (.) a up (.) et Jgq, reliant &4(-) & §,(-) assure donc
Jsd=Tgq4 (IIL.21)

En conclusion, ces approximations ont permis la réalisation d'un critére implémentable pour
la discrétisation du correcteur. Ce criteére vérifie une propriété similaire a J14 (III.14) donnée par

la propriété III.1.

Théoreme III.1 [KEL-92]
En utilisant la propriété 11I.1, on a

qunoo=N1im nJSdnm=N1im nis(jnw:Nﬁm 1754 (e TeD)l,,
(I11.22)7

On peut résumer la procédure a suivre en deux €tapes:
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- approximation du probléme hybride continu-discret en un probléme discret multi-période

(systéme rapide, passage de Te a T¢/N)

- conversion du probléme multi-période en un probléeme mono-période (Jg — Jgq) et

optimisation Heo.

Par application du théoréme du faible gain, la robustesse en stabilité est atteinte si

I'inéquation (III.17) est vérifiée:

Islleo < 1

II1L.4. APPLICATIONS

Dans le cadre de la discrétisation du correcteur, nous envisageons de comparer six méthodes
de discrétisation sur nos deux applications. Il s'agit plus particulierement de vérifier tout

d'abord la robustesse en stabilité qui se traduit par HTSd(z)I!m < 1. Puis de tester les

performances en boucle fermée en minimisant llJ T¢(2)ll . Les méthodes utilis€es, numérotées

de 1 a 6, sont listées ci-dessous:

- approximation trapézoidale (bilinéaire ou Tustin) 1)

- approximation rectangulaire a gauche (Euler “forward”) 2

- approximation rectangulaire a droite (Euler “backward”) _ 3)

- approximation avec invariance indicielle 4)
(transformée en Z avec bloqueur d'ordre zéro)

- approximation avec adéquation pdles-zéros (5)

- approximation avec l'opérateur delta 6)

Les correcteurs continus d'ordre réduit C(s) utilisés sont issus de la méthode de réduction
équilibrée, en boucle fermée, avec pondération fréquentielle, basée sur les facteurs co-premiers
normalisés. Cette méthode est référencée par (1) dans le chapitre § II de ce mémoire (§ 11.6.1.).
Les différents résultats obtenus sont exposés dans les tableaux III.1 & IIL.3, les calculs étant
effectués pour trois valeurs de N distinctes (3, 10, 25) (voir (III.14) et (IIL.18)).
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I11.4.1. Systeme a quatre disques

Cq(z) représente l'approximation obtenue a partir du correcteur continu C(s) qui constitue la

troncation du correcteur C(s) d'ordre 8 a un ordre 3 (voir § I1.6.2.), (tableau III.1) puis a un

ordre 2 (tableau III.2).

Approximations 1 2 3 4 5 6
Boucle fermée || stable stable stable stable stable instable
N=3 0.0484 0.0484 0.0484 0.0484 0.0484 0.0788
T gllo N=10 || 0.0524 0.0526 0.0522 0.0524 0.0524 0.0808
N=25 | 0.0630 0.0637 0.0624 0.0630 0.0630 0.1138
N=3 0.0578 0.0581 0.0574 0.0578 0.0578 0.0740
1T sglles N=10 || 0.0825 0.0835 0.0816 0.0825 0.0825 0.1008
N=25 | 0.1093 0.1108 0.1079 0.1093 0.1093 0.1813
Tableau III.1: utilisation d'un correcteur d'ordre 3
Approximations || 1 2 [ 3 4 5 6
Boucle fermée stable stable | stable stable stable instable
N=3 0.0484 0.0484 0.0484 0.0484 0.0484 0.0478
1T zglloo N=10 || 0.0506 0.0506 0.0506 0.0506 0.0506 0.0518
N=25 || 0.0561 0.0561 0.0560 0.0561 0.0561 0.0672
N=3 0.0541 0.0541 0.0541 0.0541 0.0541 0.0486
T s glloo N=10 | 0.0720 0.0721 0.0719 0.0720 0.0720 0.0583
N=25 | 0.0928 0.0929 0.0927 0.0928 0.0928 0.0967

Tableau III.2: utilisation d'un correcteur d'ordre 2

On remarque que la boucle fermée est instable uniquement pour la méthode 6. Le critere de

robustesse en stabilité vérifie bien HTSd(z)IIw < 1 quelle que soit la méthode utilisée (de 1 a 6),

quel que soit l'ordre réduit (3 ou 2) et quelle que soit la valeur de N (3, 10 ou 25). Le critere de
robustesse l!TSd(z)llw, est suffisant mais non nécessaire. De plus, il est trés conservatif. Les

performances en boucle fermée qui se caractérisent par la minimisation de IITTd(z)Ho<> donnent

aussi de bons résultats.

111.4.2. Plate-forme de télécommunication Eurostar 2000+

Cgq(z) est l'approximation réalisée sur un correcteur continu obtenu par la mise en série du

préfiltre d'ordre 4 et de Ci(s) qui est la troncation du correcteur Ho. d'un ordre 10 & un ordre 3

(voir § 11.6.3.). Ceci nous mene a un ordre 7 pour Cy(z).
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Approximations 1 2 3 4 5 6
Boucle fermée stable | instable stable stable stable instable
N=3 3.2047 3.6314 3.2580 4.3500 3.4450 12.1726
T glleo N=10 || 6.8137 7.5405 6.9297 9.0868 7.3106 21.6204
N=25 | 11.1368 | 12.2737 11.3280 14.8067 11.9459 33.9395
N=3 0.2016 0.2991 0.2087 0.4304 0.2758 1.7197
T sqlleo N=10 || 0.2074 0.2946 0.2151 0.4365 0.2894 1.7225
N=25 | 0.2089 0.2937 0.2167 0.4380 0.2928 1.7232

Tableau II1.3; utilisation d'un correcteur d'ordre 3

On remarque que la boucle fermée est instable pour les méthodes 2 et 6. Le critére de

robustesse en stabilité vérifie bien IITSd(z)Hw < 1 pour les méthodes utilisées (de 1 a 5), quelle
que soit la valeur de N (3, 10 ou 25). Le critere IITSd(z)IIoo montre que la méthode (6) donne une

boucle fermée instable, mais ne détecte pas l'instabilité générée par la méthode (2). Sur cet
exemple, on voit que les méthodes (2) et (6) sont treés proches (voir (I1L.4) et (I11.8)). Les

performances en boucle fermée qui se caractérisent par la minimisation de 1Jg(z)ll_, sont

défaillantes lorsque N augmente. Ceci est d{, en partie, a des problémes numériques.

II1.5. CONCLUSION

On peut remarquer tout d'abord que l'opérateur delta nous conduit 4 I'instabilit€ dans nos
deux applications et que l'approximation rectangulaire 2 gauche (Euler “forward”) est
uniquement instable pour la seconde application.

On constate que la transformation bilinéaire (1), malgré la procédure de réduction de C(s),
donne la meilleure approximation du comportement en boucle fermée du correcteur C(s), ce
constat est mis en évidence par le tableau II1.3 dans la seconde application. En effet, c'est elle
qui répond le mieux au compromis robustesse en stabilité et performances en boucle fermée.
C'est donc sur le correcteur Cy4(z) issu de la transformation bilinéaire que l'on va pratiquer

l'optimisation & mots finis (partie référencée IV).
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CHAPITRE 1V

IMIPLENIENTATION MOTS DE
LONGUEUR [FINIE
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IV.1. INTRODUCTION

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés récemment aux effets dus a I'implémentation des
algorithmes sur des processeurs dont les mots sont de longueur finie. Dans la littérature, on
utilise souvent I'abréviation anglo-saxonne “F.W.L.” (finite word length) pour déterminer ces
mots de longueur finie. Le probléme de spatialisation des composants nécessite une protection
de ces derniers face aux rayonnements cosmiques. La simplicité et I'anciennet€ des processeurs
impliquent des contraintes de type “F.W.L.”. Les calculs relatifs & tout matériel digital
s'effectuent en tenant compte de trois phénomenes:

- le bruit de quantification (apres toute opération arithmétique),

- I'implémentation “F.W.L.” des coefficients du filtre,

- les dépassements.

Une synth&se dans l'espace d'état avec optimisation “F.W.L.” revient a choisir les
réalisations d'état qui minimisent la dégradation des performances d'un systéme due aux effets
“F.W.L.”. Cette dégradation peut &tre séparée en deux parties [MUL-76], [THI-86]:

- la premiere, résultant de I'implémentation “F.W.L.” des coefficients du filtre, mesurée par
la sensibilité globale [TAV-84], [THI-86],

- la seconde, provenant des arrondis des signaux aprés toute opération arithmétique et €tant
mesurée par l'erreur d'arrondi du gain [HWA-77].

Tavsanoglu et Thiele [TAV-84] présentent une mesure globale de la sensibilité de la fonction
de transfert (parameétres du modele d'état) et proposent une borne supérieure de l'erreur pour
ladite mesure.

Thiele [THI-86] démontre que les réalisations minimisant cette borne supérieure minimisent
aussi la mesure de la sensibilité et que cette mesure de sensibilité ainsi que l'erreur d'arrondi du
gain sont simultanément optimisées.

D'un point de vue pratique, des pondérations sont nécessaires car les performances sont
souvent d'un grand intérét dans un domaine fréquentiel spécifique. Ainsi, pour atteindre cet
objectif, la fonction sensibilité sera utilisée avec une pondération fréquentielle.

Thiele a résolu ce probléme de minimisation de la sensibilité en employant des méthodes qui
sont essentiellement les mémes que pour le probléme non pondéré. Les réalisations optimales
sont souvent paramétrées pleinement.

En pratique, il est souhaitable de bénéficier d'un filtre avec une performance correcte et d'un

nombre minimal de coefficients a implémenter.
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IV.2. FORMULATION DU PROBLEME

L'ordinateur constitue un apport indéniable dans le calcul scientifique. Par ses performances
sans cesse croissantes liées aux évolutions technologiques, il permet d'apporter des solutions
autrefois non envisageables, en un temps treés court, 2 de multiples problémes. Cette évolution a
rendu la représentation d'un signal digital en une forme analogique plus facile et plus pratique.
Toutefois, a cause des limitations imposées par la machine, il n'est pas toujours possible
d'obtenir des résultats numériques de précision suffisante pour une durée d'exécution
acceptable.

Rappelons que notre probleéme consiste a4 implanter un correcteur C4(z) a mots de longueur
finie. L'un des probleémes les plus importants li€ aux filtres digitaux concerne la minimisation
de la dégradation des performances. Cette derniere est due a la précision finie de
I'implémentation des filtres. Les effets résultant de cette précision finie sont:

- la quantification des signaux et les erreurs de quantification,

- les dépassements lors de la programmation qui peuvent conduire a l'instabilité d'un filtre

initialement stable,

- I'accumulation des erreurs d'arrondi qui se manifestent lors des diverses opérations

arithmétiques,

- la quantification des coefficients pour un nombre fini de bits et les erreurs de quantification

qui en résultent.

Le premier de ces effets dépend du convertisseur analogique-digital qui est utilisé. Les
dépassements sont relatifs a la longueur du mot donc & la capacité de la machine. Les deux
derniers effets cités précédemment sont appelés: effets a mots de longueur finie “F.W.L.”
(finite word length). Ils dépendent de la paramétrisation ou de la réalisation d'état du filtre.
Malheureusement, la dégradation des performances due a ces erreurs est inévitable. Par

conséquent, l'objectif consiste a les réduire ou a les minimiser.
IV.2.1. Problemes numériques
Tout calculateur numérique ne peut traiter des données que sous forme binaire. Pour toute
affectation ou toute opération arithmétique, il manipule des opérandes sous forme de “mots-
mémoires” qui ont une taille (en nombre de bits) limitée. Cette limitation de la taille d'un mot-
mémoire constitue une source d'erreur inévitable.
iv.2.1.1. Erreurs d'arrondi
A cause de la limitation de la taille du mot-mémoire évoquée précédemment, tout calculateur

numérique a une précision limitée. De ce fait, les valeurs numériques réelles qui caractérisent les
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données a traiter et qui peuvent théoriquement &tre constituées par une suite illimitée de chiffres,
sont approximées par une valeur représentable en machine. On obtient ainsi une valeur
approchée, par défaut ou au plus pres, introduisant ainsi une certaine erreur:

- une valeur approchée par défaut est une valeur obtenue en supprimant tous les chiffres
significatifs de la valeur numérique a représenter ne pouvant pas entrer dans un mot-mémoire.
Par cette opération, on commet ce que 'on appelle une erreur de troncature,

- une valeur approchée au plus pres est une valeur obtenue par troncature apres une opération
d'arrondi. On dit alors qu'on commet une erreur d'arrondi sur la valeur numérique a
représenter.

Ces deux types d'approximation sont les plus souvent utilisées dans les ordinateurs. Pour
effectuer leurs calculs, la plupart des ordinateurs travaillent en arithmétique a virgule flottante

normalisée, en simple ou en double précision.
IV.2.1.2. Représentations en nombres binaires

Dans la plupart des ordinateurs, un nombre réel est représenté par des codes binaires. Du fait
de la limitation de la taille mémoire de la machine, il doit étre arrondi ou tronqué en un nombre
d'éléments binaires acceptable, appelés bits.

En représentation a virgule fixe, un nombre réel de longueur infinie s'écrit:

x=K(-x0+ Y x27) (IV.1)

i=1

ou K est un facteur scalaire arbitraire, les x; sont des éléments binaires égaux a O ou a 1. Le
premier bit, xg, est appelé le bit de signe: x est positif (0 < x < K) ou négatif (-K < x < 0) selon
que xg a pour valeur O ou 1. Le nombre entre parenthéses de la formule (IV.1) est compris entre
-1 et +1. L'intervalle [-K, K] constitue I'ensemble des nombres pouvant étre représenté par
(IV.1). Si un registre 2 mots de longueur finie ayant B+1 bits est utilisé (+1 pour la prise en
compte de son signe), alors la représentation (IV.1) doit étre remplacée par son estimation a
mots de longueur finie. Par exemple, en supprimant tous les termes au-dela de 2-B dans (IV.1),
on peut donner une version tronquée, c'est-a-dire a mots de longueur finie, de la représentation

a mot de longueur infinie (IV.1) par:

B )
QIx]=K(-xg+ X x;279 (IV.2)

i=1

Les nombres quantifiés représentés par (IV.2) sont dans l'intervalle -K < Q[x] €K - q, ou

chaque nombre est un multiple de q = K x 2-B. Q[x] est une version tronquée du nombre exact
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x. L'erreur produite, appel€e erreur de troncation (et) et comprise dans l'intervalle 0 < e < q,

est égale a:
er=x-Q[x] (IV.3.a)

Une erreur d'arrondi (ea) provenant de la quantification peut également apparaitre, chaque
nombre x €tant remplacé par le nombre quantifié le plus proche. Cette erreur est situé dans

l'intervalle -g/2 < ep < g/2 et est égale a:
ea =X - Q[x] (IV.3.b)

L'arithmétique binaire a virgule flottante permet l'accroissement de l'intervalle de
représentation (intervalle [-K, K] pour la formule (IV.1)). Cette arithmétique adopte la

représentation suivante:
X = X 2%Xe (Iv.4)

ou X est une partie fractionnaire, appelée mantisse (0.5 < |xm| < 1) et X, est I'exposant (entier
signé). L'intervalle de représentation d'un nombre en notation a virgule flottante est déterminé
par le nombre de bits utilisé pour I'exposant. Si e +1 bits (e: nombre entier) sont utilisés pour la

représentation de l'entier Xe (+1 pour le signe), alors cet intervalle est approximativement de 2.
1V.2.1.3. Erreurs de quantification et dépassements

Un dépassement intervient des lors que x ¢ [-K, K]. Ceci se produit souvent lorsque x est
le résultat de I'addition et / ou de la multiplication de 2 nombres. Par exemple, comme l'illustre
la figure IV.1, le résultat de l'addition de 2 nombres positifs peut sortir de l'intervalle des
nombres positifs imposé par l'utilisation d'une représentation a mots de longueur finie. Il
s'ensuit dans ce cas une erreur au niveau du bit de signe: le résultat est de signe opposé et

représente donc une erreur considérable.

0001 1/8
+

0111 7/8

1000 -8/8

Figure IV.1: addition illustrant un dépassement
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Les méthodes les plus utilisées pour traiter ce genre de probleme sont celle du “complément 2
deux” ou celle de “dépassement saturé” (remplacer un nombre qui dépasse l'intervalle de
représentation par le plus proche ne dépassant pas). L'inconvénient de la premiére nommée est
que rien ne peut modifier la somme de 2 nombres lorsqu'il y a dépassement. Par contre,
I'avantage de cette méthode, contrairement a la deuxie¢me citée ci-dessus, réside dans le fait que
des dépassements se produisant dans des résultats intermédiaires d'une somme de plusieurs
nombres ne faussent pas le résultat si celui-ci appartient a I'intervalle de représentation autorisé.

Etant donnée que la caractéristique du dépassement est la non linéarité, ce dernier peut
provoquer des oscillations, méme sur des filtres stables. Le choix de la réalisation d'état permet
de remédier a cela. En particulier, si la matrice de transition A est rendue normale (ATA = AAT)
par le choix d'une transformation de similarité appropriée, ces oscillations ne se produisent pas
[ROB-87].

L'arrondi, contrairement a la troncation, procure une erreur dont la valeur est comprise entre
[-q/2, q/2]. Il est méme plus pratique, de part les simulations et les études théoriques établies,
de considérer ep (IV.3.b) comme un bruit blanc, non corrélé avec x, et avec une distribution
uniforme sur [-q/2, q/2] [SRI-77]. La variance du bruit es associée a cette distribution est égale

a
o2 =E{e?} =q%/12 (IV.5)

Les dépassements pouvant produire des erreurs inacceptables, des précautions doivent tre
prises, notamment en prenant K suffisamment grand de telle sorte que les signaux issus du
filtre digital restent dans l'intervalle de représentation autorisé.

La figure IV.2 illustre les différentes erreurs commises en arrondissant ou en tronquant.

0101 5/8
X
0011 3/8
0001111 15/64
0010 2/8 en arrondissant
0001 1/8 en tronquant

Figure IV.2: multiplication illustrant

un arrondi ou une troncation lors d'un dépassement

La multiplication d'un nombre de B bits et d'un de B¢ bits produit un nombre ayant Bs + B¢

bits devant étre arrondi ou tronqué a Bg bits afin d'étre stocké dans un registre a mots de

longueur finie.
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En pratique, les erreurs d'arrondi sont bornées par q/2 si le format “complément a deux” est

utilisé. Tous les nombres présents lors de ces opérations arithmétiques doivent étre limités par

K.
IV.2.2. Comportement en boucle fermée

Les problémes numériques dus a la représentation des nombres avec des mots de longueur
finie (erreurs de troncation et d'arrondi, bruit de quantification, dépassement de la taille des
mots mémoires) font que les modeles utilisés (systeme et correcteur) peuvent étre tres différents
selon qu'ils sont vus par le calculateur ou par I'ingénieur qui a congu la régulation. Entre le
correcteur, tel qu'il a été calculé, et le correcteur tel qu'il est réellement implanté, il y a donc une
migration du gain statique, des poles et des zéros. 11 s'ensuit donc, entre la boucle de régulétion
synthétisée et la boucle de régulation implantée sur un calculateur avec un correcteur numérique,
une baisse des performances et de la robustesse. Cette baisse peut €tre tres dommageable si les
différences entre le correcteur synthétisé et le correcteur implanté sont importantes dans la bande
passante ou dans une autre gamme de fréquences “sensible”. C'est la prise en compte de
I'environnement de la boucle de régulation et des contraintes fréquentielles qui lui sont attachées

qui différencie I'implémentation d'un correcteur discret de celle d'un filtre numérique.

I1V.3. SENSIBILITE D'UN FILTRE NUMERIQUE
1V.3.1. Réalisation d'état d'un filtre numérique

Considérons une fonction de transfert H(z) discrete, scalaire, rationnelle, stable, décrite par

n .
2.biz”
H(z)= 1=0— (IV.6)
1+ Y az "

i=1
dont une réalisation d'état minimale est donnée par:

X(t+1) = AX(t) + BU(t) (IV7a)
y(t) = Cx(t) + Eu(t) (IV.7.b)

avec A € Rxn Be R1, CTe RetE € R.

Nous pouvons donc €crire:
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H(z) = C(zl, - Ay!B+E (IV.8)

A la différence des coefficients {a;} et {b;} de (IV.6) qui sont uniques, il y a une infinité de

réalisations d'état. On peut définir I'ensemble des réalisations d'état de H(z) par Sy:
Su= {{A, B, C,E}: H(z) = C(zI, - A)!B + E} (IV.9)

Si {A, B, C, E} appartient & Sy alors cette appartenance est aussi vraie pour {T-1AT,

T-!B, CT, E} ou T est une matrice réelle non singuliere. T est appelée transformation de
similarité, les matrices A et T-1AT étant similaires [HOR-90].

Dans le cas d'implémentation a précision infinie, toute réalisation dans Sy est équivalente 2
une autre car elles ont la méme fonction de transfert H(z). Cependant, elles ont des propriétés
numériques différentes: avec une implémentation a mots de longueur finie, deux réalisations
d'état d'un méme systéme ne produisent pas la méme fonction de transfert et donc ont des
performances différentes.

Ainsi, il convient de définir une mesure de la sensibilité d'une réalisation d'état afin

d'optimiser le choix de celle-ci lors de son implantation a mots de longueur finie. C'est I'objet

du paragraphe suivant.

I1V.3.2. Mesure de la sensibilité d'une réalisation d'état d'un
filtre numérique

IV.3.2.1. Mesure de la sensibilité sans pondération fréquentielle

En pratique, implanter les coefficients de {A, B, C, E} de maniere exacte vue les contraintes
d'implémentation a mots de longueur finie se révele trés délicat voir impossible.
L'implémentation de la fonction de transfert H(z) est différente selon que {A, B, C, E} est
écrite a mots de longueur finie ou a mots de longueur infinie.

Il existe bien plusieurs maniéres de définir une mesure de la sensibilité. Celle étudiée dans ce
mémoire est proposée par Tavsanoglu et Thiele [TAV-84]. Il s'agit d'une mesure absolue plutot
que relative. On va donc chercher une réalisation d'état qui optimise cette mesure.

Donnons d'abord les deux définitions suivantes.

Définition IV.1
Soit M € R™™ yune matrice et f(M) € C une fonction scalaire complexe de M, différentiable

par rapport a tous les éléments de M. On définit la fonction sensibilité de f par rapport @ M ainsi:

of (IV.10.2)

Sy = -
M= oM
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avec
of

(Smij = s (IV.10.b)

ot les mjj sont les (i,j) i€mes €léments de la matrice M. |

Définition IV.2
Soit f(z) € C™m yne fonction matricielle a valeurs complexes de la variable complexe z. On

définit la norme L, de f(z) comme suit:

1
Il P 1 znuf(ejw)" do)P 1v.11)

avec ”f (ej(JJ - norme de Frobenius de la matrice f(e/®) déterminée par:
2 1 L

HED'E —(z:zlk®“W>5=(udT®ﬁwﬁ®“§y (Iv.12)0
i=lk=1

La sensibilité des coefficients d'une réalisation d'état vis-a-vis de la matrice A, notée Sa,

peut s'écrire en utilisant la définition IV.1:

p/2

2
1 dH
o {’ N } dw ,p=1,2, .., 0 (IV.13)

S _“8H(z) 2
AT oA,

de méme pour Sg et Sc. Qa

Avec (IV.13), la sensibilité de la fonction de transfert scalaire H(z) (IV.8) par rapport aux
éléments des matrices A, B et C est donnée par [TAV-84].

Sa(z) = 81;{22) = G(2)FT(z) (IV.14.a)
sa0 = 2@ = (o) (IV.14.b)
9B
oH
Sc(@) = 8C(Z)-Fm IV 14.0)
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avec
F(z) = (zly - AYIB = [fi(2) ... fa(@)]T (IV.15.a)
G1(z) = Czln - A1 = [81(2) .. gn(2)] (IV.15.b)

olt H(z), fi(z), gi(z) sont des fonctions scalaires et F(z), G(z) sont des fonctions vectorielles.
Les fonctions Sa(z), Sg(z), Sc(z) sont des fonctions matricielles ou vectorielles de la
variable complexe z. Le terme E étant invariant par changement de base (voir Sy (IV.9)), il

n'est pas optimisé, et donc le terme Sg n'est pas calculé.

Tavsanoglu [TAV-84] a proposé la mesure suivante pour la sensibilité de la fonction de

transfert H(z) vis-a-vis des parametres de la réalisation {A, B, C} notée JI15:

5

L'indice 12 de cette mesure est i€ au choix de la norme 1 pour le premier terme de la somme

et de la norme 2 pour les deux autres. Deux raisons nous meénent au choix de la norme 1

H(2)|
JdA

(Iv.16)

e
1

mentionnée ci-dessus. D'une part, parce que l'on obtient une solution analytique directe de S
au lieu d'avoir recours a la programmation non linéaire [GEV-93]. D'autre part, la sensibilité
des poles de H(z) vis-a-vis des coefficients de la matrice A, appelée Sp ), peut étre explicitée
AH(z)|*
1

(voir (IV.23.a) dans la suite de ce mémoire).

par un critére proche de

Une borne supérieure, appelée Tj, de I}, peut étre déterminée analytiquement comme suit.

2
agl,(:) en utilisant (IV.14) et la définition IV.2.
1

Majorons d'abord

2
< [ dH(z)

< I B (Iv.17)

l[aH(z)j2
| A |

acT |

oH(z) avec (IV.14), (voir § Annexes A.IL):

Evaluons maintenant

2 2
o “aH(z)
, lacT |

"aH(z) 2

27 . . &>
= = IGIZ = _2_1_ [T ) Gel®) dw = tr( Y, (AT)kCTCAk)=tr(WO) (IV.18.2)

2 T o k=0
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k

oH(z)| 2 1720 —jw jo e AkprT(AT
| =IF = = [FT) Fe®) do =u( ¥ A*BBT(AT) )=uwy  (1v.18b)
oC" I n k=0
Par conséquent, la borne supérieure de J;, est la suivante:
J12 € Typ = tr(Wo) tr(We) + tr(Wo) + tr(We) (IV.19.3)

Thiele [THI-86] a montré que les réalisations qui minimisent cette borne supérieure (712),

minimisent la mesure de la sensibilité (J12).

L'équation (IV.19.a) met en présence W, et W, qui sont respectivement les grammiens de
commandabilité et d'observabilité de H(z) associés a la réalisation d'état {A, B, C}.

Le changement de base x = Tz transforme {A, B, C, W¢, Wy} en {T-1AT, T-1B, CT,
T-1W.T-T, TTW,T}. Il existe donc une infinité de solutions dans l'écriture de J;, comme suit:

J1g = t(TTWD) t(T- AW TT) + to(TTW,T) + to(T-1WT-T) (IV.19.b)

A l'aide de la propriété sur les traces (tr(AB) = tr(BA)), on peut écrire (IV.19.b) de la

maniére suivante [GEV-93]:

J1g = tr(WoP) tr(WeP-1) + t(WP) + tr(WP-1) (IV.19.c)

avec P = TTT.

Donc le probléme de l'optimisation “F.W.L.” consiste a chercher P pour minimiser J;,

min Jj2 © min Ji2 © minJi2 © minJ), (IV.20)
{A,B,C} {A,B,C} T P

1V.3.2.2. Mesure de la sensibilité avec pondérations fréquentielles

La mesure de la sensibilité pondérée, notée Jp12, est décrite ci-dessous ol les pondérations

fréquentielles Wa(z), Wg(z) et W(z) sont trois fonctions intégrables scalaires de la variable

complexe z

2 2 2

oH(z)
acT

oH(z)

@) WB(Z)————aB

oA

-+

av.z2n

+ We(2)

Jpl2 = "WA(Z)

1 2 2
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En boucle fermée, l'utilisation de pondérations fréquentielles va permettre de sélectionner les
bandes de fréquences dans lesquelles on souhaite diminuer la sensibilité¢ de H(z) vis-a-vis de la

réalisation d'état.
Une utilisation intéressante des pondérations fréquentielles dans I'optimisation “F.W.L.” est

donnée par Thiele [THI-86]: une mesure de la sensibilité des pdles d'une réalisation d'état, ou

les n pdles Ay, ..., Ay sont les valeurs propres de la matrice A est décrite par:

2
} (Iv.22)

L'équation (IV.22) peut étre approximée par (IV.23.a) en utilisant (IV.23.b):

JH(z) 2
= \%Y IvV.23.
A I' A A(2) 1 ( a)
" [(1-102D ()

Wa(z) = 0(z—zy) (IV.23.b)

N 151 N(Ay) X
avec H(z) = N(Z), D'(z) = -a—]—DLZl, Ak = g €Ok, 73 = eJ®k et § représente la fonction de
D(z) 0z

Dirac.

Evaluons 1'équation (IV.21) et pour cela, posons tout d'abord la factorisation suivante [LI-

92]:
Wa(z) = Wi(2)W2(2) (IV.24)
Les pondérations W a(z), Wg(z) et Wc(z) sont stables. C'est aussi le cas pour W(z) et

Wo(z).
Puis, en utilisant les relations (IV.14) et (IV.15), le critere Jp12 devient:

T|? 2 2
Toi = ”w1 (2)G(z)(W, (2)F(2)) “1 +|[We(2)G@) +|We @F@); (IV.25)

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on peut majorer le premier terme de la somme

ci-dessus:
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:

Ainsi, une borne supérieure de Jp12 est donnée par jpl2:

2 T
Wl (Z)G(Z)(W2 (2)F(z))

“ 0H(z)

= 12 < “WI(Z)G(Z)IE “WZ(Z)F(Z)“z (IV.26)

1

PH@|" |, [oH@)|*

1v.27
3B |, T |, av2n

Tp12 < Toia = [Wi@)G@E[Wa (2)F )5 +

Une transformation de similarité x = Tz substitue {A, B, C, F(z), G(z)} en {T-1AT, T-1B,
CT, T-1F(z), TTG(z)}. 1l existe donc une infinité de réalisations de H(z).

Définissons les grammiens pondérés suivants:

Woi = #lzi(lcmwl(z))(G(z)wl(z»Hz“ldz (v 28.2)
Wep = Ej—n[i(f(z)wz(z»(lz(z>wz(z))Hz"ldz (IV.28.b)
Wop = 5—};]?& (GG Wy(2) 'zl (IV.28.0)
W = 2J#n|Zl5$;:(11~*(z>wc(z))(F(z)Wc(z»Hz‘ldz (IV.28.d)

La transformation de similarité x = Tz conduit alors au passage de (A, B, C, W¢e, Weop,
Wob, Wo1) a (T-1AT, T-1B, CT, T-1W  T-T, T-1W o T-T, TTWo T, TTW, 1 T).
Le critere jp12 (IV.27) s'écrit donc comme une fonction de la transformation de similarité T:

Toi2 = (T W T)er( T Weo T ) e T Wi T) e T~ Wi T (IV.29)

En utilisant les propriétés sur les traces des matrices, on obtient:

jplz = tr(WolP)tr(WczP“l) + tr(WypP) + tr(WCCP‘l) (IV.30)

ot P=TTT,
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Le probléme “F.W.L.” avec pondérations fréquentielles a résoudre est le suivant:

min - min min _

Jo1n & T, e J V.31
{A,B,C} P12 7 Tidet(T) 2 0" P'2 ™ P:det(P) = 0 P2 av31)

IV.4. OPTIMISATION D'UNE REALISATION D'ETAT
IMPLANTEE AVEC DES MOTS DE LONGUEUR FINIE

1V.4.1. Optimisation d'une réalisation d'état sans pondération
fréquentielle

En s'appuyant sur [THI-86] et [GEV-93], nous allons montrer que le probléme
d'optimisation (IV.20) a une solution analytique qui correspond a la recherche d'une réalisation
d'état équilibrée pour le filtre H(z). La minimisation de J;, est basée sur la dérivée de la trace

d'une matrice par rapport a une matrice symétrique P. Le lemme suivant donne deux résultats

techniques qui tiennent compte de cette symétrie.

Lemme IV.1
Soient M et X deux matrices de dimension appropriée; alors

1) E_Ltjgﬁ)_] =2M —diag(M) (IV.32)

e

= =" 2(X"1MX“1) + diag(X‘lMX‘l) (1V.33)3

i)

En utilisant ce lemme, dérivons J;, (IV.19.c) par rapport a P et, afin d'obtenir l'optimalité,

résolvons:

dTyg
212 g
oP

La matrice P étant inversible, ces conditions de stationnarité sont donc données par:

W, - diag(Wo))tr(WeP-1) - 2P-1W P-1 - diag(P-1WP-1))tr(WP)
+ (2W, - diag(Wo) - (2P-1W P-1 - diag(P-1W.P-1)) =0

~
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2tr(WP- YW, - tr(WoP)P-TWP-1 + W, - PIWP-1) - (tr(W P-1)diag(W,)
- diag(P-1WP-Dir(W,P) + diag(W,) - diag(P-1WP-1)) = 0 (IV.34.2)

Nous allons utiliser I'équivalence suivante:
200 - diag(o) =0 &= a=0
La relation (IV.34.a) est donc équivalente a:
tr(WeP- D)W - tr(WoP)P- W P-1 + W - P- LW P-1 =0
R
P(tr(WP-1) + WP = (1 + tr(WP) W, (IV.34.b)

A cette étape, nous allons utiliser le résultat suivant. Pour W>0,M 20, W = wT,
M = MT, I'équation

PWP =M (IV.35.a)
a une solution unique P = PT >0, donnée par [BEL-70]:

P= W-1/2(W1/2Mwl/2)1/2w-1/2 (IV.35.b)
ott W1/2 gst I'unique matrice telle que:

WI2W12=w (IV.35.c)

L'équation (IV.34.b) a une forme similaire a la relation (IV.35.a). La matrice P est donc

donnée par:

-1/2

W, -
0 (W2t (WP™h + 1 (1 + tr(W,P) W W2 tr (WP 1) + )12

P=
Ju (WP +1
W—I/Z

X (o]
(WP ™+ 1

(IV.36.2)

Cette relation se simplifie ainsi:
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JIFo(W.p) _

-1 o
\/17+ tr(W,P™)

L'optimalité de la réalisation d'état reste vraie a un changement de base orthogonal prés. En

effet, en posant:

T+ (W P _
T=( o?) W2 w2 wiizw wiizylidy (IV.37.a)
1+ tr(W.ph .
avec
VT =1, (IV.37.b)

nous obtenons:

P=TTT (IV.37.c)

Les décompositions particulieres en forme de Schur et d'Hessenberg peuvent toujours étre
obtenues avec un choix de V satisfaisant VVT = I,,.

La triangularisation de A définissant les formes de Schur et d'Hessenberg permet d'obtenir
une sensibilité Sp “vraie” inférieure a S car on ne tient pas compte des zéros de A qui sont
“vrais” dans (IV.14.a) et (IV.17).

L'objectif consiste donc a diminuer le nombre de termes incertains sur A en introduisant le
maximum d'éléments égaux a0 oua 1.

Les deux théorémes arrivant définissent les formes de Schur et d'Hessenberg.

Théoréme IV.1 [GOL-90], [HOR-90]
Si A € Rnxn, alors il existe une matrice orthogonale V € R™n (VVT = 1)) telle que:

a11 312 aln
0 a ... a

As=VAVT=| = "2 0 (IV.38)
0 0 .. ay

ou la matrice Ag est la décomposition de A en forme de Schur. Ag est triangulaire et chaque
élément aj; est soit une matrice (1x1), soit une matrice (2x2) ayant des valeurs propres

complexes conjuguées. 0
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Ce théoréme montre que toute matrice réelle est orthogonalement similaire 2 une matrice
supérieure quasi-triangulaire. Les parties réelles et imaginaires des valeurs complexes peuvent

étre obtenues a partir de blocs diagonaux (2x2).

Théoreme IV.2 [GOL-90], [HOR-90]
Si A € R0 aors il existe une matrice orthogonale V € R (VVT =1 telle que:

all 312 e dip
21 42
0 437
Ag=VAVT=| . (IV.39)
0 0 .. 0 ap,| an

ol la matrice Ay est la décomposition de A en forme d'Hessenberg. Ay est triangulaire avec la

premiere sous-diagonale différente de zéro. a

A travers ces formes, on tient ainsi compte du fait que certains termes de la matrice d'état ont

des zéros naturels dans la minimisation de Jj, (et donc de J12).

Nous allons montrer maintenant que la réalisation équilibrée constitue l'une des solutions
obtenues en utilisant une des transformations de similarité T définies en (IV.37). Cette
réalisation peut €tre facilement obtenue a partir de la diagonalisation simultanée des grammiens
de commandabilité et d'observabilité (voir § I1.2.2). De plus, cette réalisation peut servir de
point de départ au calcul des formes de Schur ou d'Hessenberg.

Pour obtenir une réalisation équilibrée, réécrivons le critére J, sous la forme de la somme

de termes positifs:

T, =T+ 75 (IV.40)
ol

Tl = tr(Wo(T)) tr(We(T)) (IV.41.2)

72, = tr(Wo(T)) + tr(We(T)) (IV.41.b)
avec

Wo(T) = TTW,T (IV.42.2)

We(T) = T 1WT-T (IV.42.b)
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Donc, une transformation de similarité T minimisant simultanément 3%2 et 3122 minimise

715 . En utilisant le lemme IV.1, les conditions de stationnarité de J1, et de 3122 sont données

par
a1, (W, (T)
—=£ =0 Wy(T) = —2—= W (T 1v.43
5T © Wo(T) (We(T) (D) ( )
et
it »

La réalisation équilibrée, vérifiant simultanément les contraintes (IV.43) et (IV.44), est donc
une solution au probléme d'optimisation “F.W.L.”. Elle constitue un cas particulier donné par
la transformation de similarité T (IV.37). En effet, les relations (IV.43) et (IV.44) impliquent

(IV.34.b), mais la réciproque est fausse.

IV.4.2. Optimisation d'une réalisation d'état avec pondérations
fréquentielles

Pour résoudre le probléme de l'optimisation, avec pondérations fréquentielles, de la
réalisation d'état, la démarche utilisée sera la méme que pour le cas non pondéré.

Avec le lemme IV.1 et (IV.30), on a:

an12 1 1_p-1 1 1
aP - 2 [' tI‘(Wo]P)P' WC2P_ - P_ chp- + tI'(WC2P' )Wol + Wob]

- diag(- tr(Wo1P)P-1W Pl - P-IW Pl + tr(WoP-1)Wo1 + Wop) (Iv.45)

Afin d'obtenir l'optimalité, on doit satisfaire la condition de stationnarité = 0 donnée

par:

2P[Wo1tr(WeoP-1) + Wp]P - P[diag(Wo )tr(WeoP-1) + diag(Wop)1P
= 2tr[(Wo1PYWea + Wec] - Pldiag(P-1WoP-Dtr(Wo  P) + diagP-1We PP (IV.46)

Le théoréme suivant nous donne une condition d'unicité pour une solution au probléme

(IV.46).
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Théoreme IV.3 [LI-92]
Avec les matrices symétriques et définies positives, Wy, We2, Wop et W caractérisées par
(IV.28), I'équation (IV.46) posséde une solution unique, le critere J,j5 possédant un minimum

global. a

En s'appuyant sur ce théoreme, Gevers et al. [GEV-93] proposent une solution analytique
basée sur (IV.35) dans le cas ot Wop = qiWo1, Wee = 2We2, q1 et qp étant des scalaires
positifs. L'optimalité de leur algorithme n'est pas réellement démontrée car ils ont omis
l'opérateur “diag(.)” dans (IV.45) et (IV.46).

Dans le cas général comme dans ce cas particulier, une expression explicite de la solution de
(IV.46) n'est donc pas proposée dans la littérature. Néanmoins, la solution P peut étre obtenue
par une procédure itérative utilisant l'algorithme du gradient. La méthode du gradient a pas

prédéterminé est une méthode numérique pour l'optimisation des fonctions différentiables. Il est

donné par:
p1n
P(k+1) = P(k) - u(k) P=P(K) (IV.48)
oP
3 Joi2 donnée par (IV.45) et (k) représente le pas du gradient. O hosi
u P P=P(k) est donnée par (IV.45) et 1(k) représente le pas du gradient. On peut choisir
par exemple
uk) = ! (Iv.49)

3J
2197 pl2
2K p=p(k)

comme pas de gradient adaptatif.
En vertu du théoréme IV.3, la fonction matricielle Tplz posséde un minimum (global)

unique, atteint par une matrice P non singuliere. Par conséquent, l'algorithme converge vers P

optimale pour toute condition initiale définie positive.
Comme pour le cas non pondéré, on peut utiliser les formes de Schur et d'Hessenberg pour

améliorer l'optimisation de la réalisation d'état.
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IV.5. APPLICATION A LA PLATE-FORME DE
TELECOMMUNICATION EUROSTAR 2000+

Deux solutions concernant le probléme d'optimisation a mots de longueur finie ont été
testées. Il s'agit de I'approche de Li et al. [LI-92] et de la réalisation équilibrée. Elles
s'obtiennent de la mani€re suivante: il faut tout d'abord calculer les grammiens, puis calculer la
transformation de similarité en résolvant (IV.36) - (IV.37) pour l'approche de Li [LI-92] ou

calculer la solution avec la réalisation équilibrée pour la seconde approche.
IV.5.1. Correcteur pris isolément

Les résultats ont été établis sur le correcteur non réduit Cy(z), pris isolément de la boucle.
Les correcteurs utilisés, tronqués apres différentes approches d'optimisation “F.W.L.”, sont

listés ci-dessous:

0 —> correcteur initial non tronqué
—> correcteur initial tronqué
1 —> correcteur tronqué aprés optimisation “F.W.L.” (approche de Li, Gevers et

Anderson)

2 —> correcteur tronqué apres optimisation “F.W.L.” (réalisation équilibrée)

S —> correcteur tronqué apres optimisation “F.W.L.” avec forme de Schur (avec méthode
1ou?2)

h —> correcteur tronqué apres optimisation “F.W.L.” avec forme de Hessenberg (avec

méthode 1 ou 2)

Les tableaux (IV.1) et (IV.2) illustrent les variations des poles et des zéros de la fonction de
transfert du correcteur. Ces dernieres sont obtenues avec une troncation a 5 décimales.

Notons que le correcteur initial noté (0) n'est pas tronqué contrairement a celui noté (0_).
Remarquons que les correcteurs (1, 2, s, h) ont subi une optimisation “F.W.L.” avant d'€tre

tronqués.

On remarque que la norme euclidienne de la variation de zéros (Zg_) entre le correcteur initial
non tronqué (0) et I'initial tronqué (0_) est tres importante (> 2.8). Les normes des variations de
z€ros (Z1 et Znp) sont acceptables (de I'ordre de 0.3). Celles concernant (Zs1, Zhi, 22, Zs?)
sont trés petites et par conséquent, constituent de trés bons résultats (< 3.3 x 10-3).

Concernant les variations de p6les, on peut constater que celles (Pg_) entre le correcteur

initial tronqué et I'initial non tronqué est non négligeable (< 0.6). Toutes les autres établies sur
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les correcteurs tronqués apres différentes méthodes d'optimisation “F.W.L.” utilisées (P, Ps1,

Phi, P2, Psy, Ppo) ont une variation de norme inférieure 4 10-4.
Les résultats illustrés par les courbes IV.3 - IV.8 ont été établis en boucle ouverte.

On peut établir une légende au vue des figures IV.3 - IV.8 comme suit:

- 0: correcteur initial,

- 0_: correcteur tronqué,

- 1: correcteur réduit ou correcteur réduit tronqué avec forme de Schur ou d'Hessenberg,
- y: sortie du correcteur,

- Cg: gain du correcteur,

- Cp: déphasage du correcteur.

Lorsqu'on compare les réponses indicielles du correcteur illustrées par les figures IV.3 et
IV.4, on peut établir le constat suivant: a I'ordre 3, yj converge rapidement vers yg alors que
yo. présente un biais; a l'ordre 4, y1 présente un biais mais moins important que pour yg_.

Les réponses fréquentielles du correcteur sont données par les figures IV.5 a IV.8. On peut
remarquer que les déphasages et les gains du correcteur 1 (Cp1, Cg1) convergent vers ceux du

correcteur initial 0 (Cpo, Cgp); ce qui n'est pas le cas pour le correcteur 0_ (Cpo_, Cg0_).
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el

Zy

Zo_

Zy

l

Zsl

| Zh

k)

|

Zs2

Zn

0.3673 = 0.233%i

0.3646 + 0.2273i

0.3672 £ 0.2340i

0.3673 + 0.2339i

0.3673 £ 0.2339i

0.3672 + 0.2340i

0.3673 £ 0.2340i

0.3673 + 0.2339i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2818 + 0.3802i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

0.9355 £ 0.0807i

0.9407 £ 0.0725i

0.9356 + 0.0807i

0.9355 + 0.0808i

0.9355 £ 0.0808i

0.9355 + 0.0810i

0.9354 + 0.0809i

(0.9354 +0.0806i

0.9826

0.9822

0.9834

0.9836

0.9821

0.9840

0.9840

0.9827

0.9889 + 0.0135i

0.9921 + 0.0103i

0.9886 £ 0.0126i

0.9885 + 0.0138i

0.9893 + 0.0131i

0.9885 * 0.0140i

0.9884 + 0.0135i

0.9887 +0.0133i

0.8844 + 0.4667i

0.8831 + 0.4638i

0.9452 + 0.3217i

0.8836 +0.4677i

0.8833 + 0.4675i

0.8833 + 0.4669i

0.8830 £ 0.4674i

0.9462 £ 0.3212i

-1.0000 -1.0172 -0.9998 -0.9999 -0.9998 -1.0000 -0.9998 -0.9997
0.9468 * 0.3219i | 0.9497 + 0.3262i | 0.8854 + 0.4677i | 0.9470 + 0.3212i | 0.9474 + 0.3210i | 0.9474 + 0.3213i | 0.9479 #0.3214i | 0.8851 +0.4673i
1Z0-Zillg | 2.8791 | 0.3154 [ 24200e-3 |  2.6542e3 | 2.6000e-3 | 321533 | 0.3160
Tableau IV.1: variations des zéros
Py Po_ I P, l Py | Ph| I P) | P52 Pho
0.3779 0.3330 0.3779 0.3779 0.3779 0.3779 0.3779 0.3779
0.3088 + 0.2143i | 0.3428 + 0.2622i

0.3088 + 0.2142i

0.3088 + 0.2143i

0.3088 + 0.2142i

0.3089 + 0.2142i

0.3088 £ 0.2142i

0.3088 + 0.2142i

-0.2855 + 0.3826i

-0.2848 + 0.3852i

-0.2855 + 0.3825i

-0.2855 + 0.3826i

-0.2855 + 0.3826i

-0.2855 + (0.3826i

-0.2855 + 0.3826i

-0.2855 + 0.3826i

-0.2848 + 0.3853i

-0.3045 + 0.4097i

-0.2849 * 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i

-0.2849 + 0.3853i

-0.2848 + 0.3853i | -0.2848 + 0.3853i
0.7967 0.8525 0.7967 0.7967 0.7966 0.7966 0.7967 0.7966
0.9355 + 0.0807i | 0.9307 + 0.1056i | 0.9355 + 0.0807i | 0.9355 + 0.0807i | 0.9355 + 0.0807i | 0.9355 £ 0.0807i | 0.9355 + 0.0807i | 0.9355 + 0.0807i
0.9511 + 0.1306i | 0.9355 + 0.0807i | 0.9511 £ 0.1306i | 0.9511 % 0.1306i | 0.9511 +0.1306i | 0.9511 + 0.1306i | 0.9511 + 0.1306i | 0.9511 * 0.1306i
0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i | 0.9903 + 0.0096i
IPO-Pillg | 0.5970 [ 08845e-4 | 021294 |  07024e4 |  09415e4 |  03188e4 |  0.4902e-4

Tableau IV.2: variations des pdles
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SIU1y INSNSUO[ op SIOWT ¢ UOTBIUuSW[dUI]



Chapitre IV

Implémentation 4 mots de longueur finie
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Figures IV.3 et IV.4: réponses indicielles du correcteur en boucle ouverte
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Chapitre IV

Implémentation a mots de longueur finie
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Figures IV.5 et IV.6: réponses fréquentielles du correcteur en boucle ouverte
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Chapitre IV

Implémentation & mots de longueur finie
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Figures I'V.7 et IV.8: réponses fréquentielles du correcteur en boucle ouverte
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Chapitre IV Implémentation a mots de longueur finie

IV.5.2. Correcteur en boucle fermée

Les résultats illustrés par les courbes IV.9 - IV.12 ont été établis en boucle fermée sur un
correcteur d'ordre réduit égal a 3 et a 4 a partir d'un correcteur initial d'ordre 10 (voir partie §
I.2.). La méthode de réduction retenue est celle équilibrée et pondérée des facteurs co-premiers
du correcteur (référencée (1) voir § I11.6.1.) ot la pondération fréquentielle prend en compte la
boucle fermée. La discrétisation de ce correcteur réduit est établie par la transformation
bilinéaire (voir § II1.2.2.), avec une période d'échantillonnage spécifiée par MATRA
MARCONI SPACE (T = 0.219 s). L'implémentation donne lieu & une troncation a 5 décimales

sur le correcteur réduit discrétisé apres différentes méthodes d'optimisation “F.W.L.”.

On peut établir une légende au vue des figures IV.9 - IV.12 comme suit:

- 0: correcteur initial,

- 0_: correcteur tronqué,

- 1: correcteur réduit ou correcteur réduit tronqué avec forme de Schur ou d'Hessenberg,
- Ym: mesure,

- Uy commande.

Les figures IV.9 a IV.12 correspondent aux réponses indicielles en boucle fermée. On peut
constater que ym] et uypj aprés de faibles oscillations, convergent assez rapidement,
respectivement vers ymg et up contrairement a ymo_. €t umo_ qui présentent des oscillations

d'amplitudes importantes.
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Chapitre IV Implémentation & mots de longueur finie
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Figures IV.9 et IV.10: réponses indicielles en boucle fermée
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Chapitre IV Implémentation & mots de longueur finie

Mesure (ordre 4)
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Figures IV.11 et IV.12: réponses indicielles en boucle fermée
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Chapitre IV Implémentation & mots de longueur finie

IV.6. CONCLUSION

L'implémentation du correcteur C4(z) a été effectué avec des mots de longueur finie. Il a fallu
prendre en considération des problémes numériques comme les erreurs de troncation, les bruits
de quantification et les dépassements. Une étude sur le comportement en boucle fermée a été
¢tablie. On a pu constater des migrations des pdles et des zéros du correcteur ainsi qu'une

baisse a la fois des performances et de la robustesse.

Dans le souci d'optimiser la sensibilité des réalisations Ji; et Jp12, deux solutions ont été
testées, 'approche de Li, Gevers et Anderson ainsi que la réalisation équilibrée. Des formes de

Schur et d'Hessenberg ont €té proposées afin de diminuer le nombre de termes incertains sur la

matrice A.

Des résultats sont donnés sur I'exemple de la plate-forme EUROSTAR 2000+
- d'une part, pour le correcteur pris isolément, des variations des pdles et des zéros du
correcteur avec une troncation a cinq décimales sont a noter. Il n'y a pas de réduction de

I'ordre,
- d'autre part, concernant le correcteur en boucle fermée.

On peut donc conclure de tout ceci que les différentes méthodes d'optimisation “F.W.L.”
testées constituent de trés bons résultats comme peut en témoigner une trés faible variation de
pdles et de zéros. De plus, le suivi des réponses obtenues en boucle fermée ainsi que les gains

et déphasages du correcteur viennent confirmer son efficacité.

Par conséquent, I'optimisation “F.W.L.” représente une étape nécessaire et indispensable

avant l'implantation du correcteur sur un processeur.
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Chapitre V Conclusion et perspectives

Dernicre étape de ce manuscrit, la conclusion est ce lieu privilégié ou 1'on réunit le bilan du

travail accompli aux perspectives de développements et de poursuites.

V.1. CONCLUSION

Dans la perspective de développement d'une nouvelle génération de satellites de
télécommunication de la famille EUROSTAR 2000+, une collaboration entre MATRA
MARCONI SPACE et le C.R.A.N. est née. ‘

L'objectif de cette thése a consisté a étudier les incidences de l'implantation d'une loi de
commande, avec une application a la plate-forme EUROSTAR 2000+. Le syst¢me dynamique
commander est un corps formé de trois axes libres en rotation avec de larges accessoires
flexibles (voir partie § 1.2.1). Il présente des caractéristiques souvent rencontrées dans les
applications spatiales: la présence de modes flexibles de grande amplitude et de faible
amortissement (moins de 0,1%), la connaissance de ces modes flexibles étant limitée. Des
criteres stricts de performances et de robustesse sont imposés et ont conduit a utiliser une
approche H.. avec pondérations fréquentielles, d'ott une synthése en continu d'un correcteur
d'ordre élevé. Or les contraintes d'implantation du correcteur reposent essentiellement sur la
digitalisation d'un filtre, d'ordre le plus faible possible, en prenant en considération les

spécifications industrielles.

Par conséquent, afin d'apporter des éléments de réponse vis-a-vis des différents points

mentionnés ci-dessus, le probleme de I'implémentation d'une loi de commande a été divisé en

trois étapes.

La premiere étape a été la réduction de 'ordre du correcteur ou différentes méthodes ont été
testées. Ayant mis l'accent sur 'approximation du comportement du correcteur en boucle fermée
plutdt que celui du correcteur pris isolément, une nouvelle méthode basée sur la réduction

équilibrée et pondérée des facteurs co-premiers du correcteur a €té élaborée.
La seconde étape a consisté a discrétiser le correcteur réduit. Une évaluation des
performances et de la robustesse en boucle fermée a été établie et la transformation bilinéaire

(voir § I11.2.2.), référencée (1) (voir § II1.4.) a été choisie pour discrétiser le correcteur.

L'exemple du syst¢eme a quatre disques (voir § I.1.) a contribué, dans ces deux étapes, a

renforcer nos sélections des méthodes appliquées au correcteur pour la derniére étape.
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Chapitre V Conclusion et perspectives

Enfin, la troisi¢me €étape a concerné 'optimisation a mots de longueur finie (“F.W.L.”) du
correcteur. Une mesure de la sensibilité de la réalisation de ce correcteur, pris d'abord
isolément, a €té effectuée. Une tres faible variation des pdles et des zéros du correcteur apres
une troncation a 5 décimales a été notée. On a pu également souligner le bon comportement en
boucle fermée apres une troncation a 5 décimales du correcteur réduit (ordres 7 et 8, méthode
(1)) et discrétisé (transformation bilinéaire). Ces différentes simulations ont €té faites dans

I'environnement Matlab / Simulink.

V.2. PERSPECTIVES

Ces travaux peuvent bien entendu étre complétés et nous nous y emploierons dans les mois
prochains. En particulier, un point mérite d'étre exploité, il concerne 'optimisation “F.W.L.”
avec des pondérations fréquentielles. Une étude précise sur les pdles du correcteur peut étre

envisagée.
L'optimisation “F.W.L.” en boucle fermée représente un probléme trés complexe, de part sa
non réductibilité a I'€quilibrage pondéré d'une réalisation et du fait qu'il n'y ait pas de solution

analytique. La programmation non linéaire est donc indispensable dans ce cas.

Des essais sur simulateur servant de bancs d'essais pouf satellite ont été envisagés a MATRA
MARCONI SPACE TOULOUSE.
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Annexes

A.I. NORME H.. DES SYSTEMES
Espace fonctionnel: cas général

L,: Espace des fonctions carrées intégrables (Lebesgue) sur 1'axe imaginaire
1 +oo
WFl, =[5~ | F(o) FT(-jo) dn)]1/2 < «

Lo: Espace des fonctions bornées (Lebesgue) sur l'axe imaginaire

IFl_ = ess sup IF(jo)ll <
®

ess sup — la borne supérieure est définie presque partout

Systémes discrets: jo — €9, 8 € [-r, x] (axe imaginaire — cercle unité)

Espace fonctionnel: application aux systémes linéaires
RL;: systemes a coefficients réels, strictement propres, sans pdle sur 1'axe imaginaire
RH>: systemes a coefficients réels, strictement propres, stables
RIL.: systémes a coefficients réels, propres, sans podle sur l'axe imaginaire
RH..: systemes a coefficients réels, propres, stables

Norme H., des systemes linéaires

IG(s)ll__ = sup o(G(jw)), ol 5(jw) —> valeur singuliére fréquentielle maximale
o

La norme H., est une norme induite

Si G(s) est stable, z(s) = G(s) e(s) et llell, < oo, alors

IGE)l “2”2 G(s) e”2
S o =SuUp . =SUp Ty

IG(s)!l_ — gain maximal si G(s) est stable

NG (s)ll_, — module maximal si G(s) est instable
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Propriétés A.l.1

i) Gl =0avec IG(s)ll =0 G(s)=0
i) e G = ld G, Vore ©
HD)IG(s) + I UGN + IF(S)I_
iNIG(s) F()Il, < NG HE(S)I_

Remarque
iv) est fausse pour llG(s)II2 (IIG(s)II2 n'est pas une norme induite)

A.Il. GRAMMIENS D'OBSERVABILITE ET DE
COMMANDABILITE

Définition A.Il.1
On appelle grammien d'observabilité du syst¢éme continu stable G(s) défini par sa matrice de

transfert G(s) = C(sIy - A)"1B + E la matrice W,, telle que:

bod T
W, = [e? 'cTceMat (AIL1)
0

Elle vérifie I'équation de Lyapunov (A.IL2):
ATWo+ W, A+CTC=0 (A.IL2)
Définition A.Il.2

On appelle grammien de commandabilité du systéme continu G(s) stable défini par sa matrice
de transfert G(s) = C(sI, - A)'1B + E la matrice W, telle que:

oo T
W, = [e*BBTe? tdt (A.IL3)
0

Elle vérifie 1'équation de Lyapunov suivante:
AW+ W, AT+BBT=0 (A.IL4)
Lemme A.Il1
SiRe[Ai(A)] <0 V i, alors:

i) W, >0 sietseulement si (A, B) est complétement commandable.
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il) W, > O si et seulement si (A, C) est complétement observable.

Lemme A.Il.2
Supposons que le systeme (A, B) satisfait a (A.IL.4) pour tout W > 0, alors le systéme est

asymptotiquement stable si et seulement si il est commandable.

Définition A.I1.3
On appelle grammien de commandabilité du systéme discret G(z) défini par sa matrice de
transfert G(z) = C(zl, - A)-1B + E, la matrice W, telle que:

o k
W, = 3 A*BBT(AT) (AILS)
k=0

Elle vérifie 1'équation de Lyapunov (A.IL6):
We=A W, AT +BBT (A.IL6)
Définition A.Il1.4

On appelle grammien d'observabilité du systéme discret G(z) défini par sa matrice de
transfert G(z) = C(zl, - A)"1B + E, la matrice Wy, telle que:

W= (AT)kCTCAk (AIL7)

[o]

T8

0
Elle vérifie I'équation de Lyapunov (A.IL8):
Wo=AT WA + CTC (A.IL8)
Définition A.IL.5 [AHM-91], [GLO-89]
La norme Hy de G(z) peut étre calculée en fonction des grammiens de commandabilité et

d'observabilité comme suit:

IG5 = tr(BT W,B) = tr(C W CT) (AIL9)

A.IIl. VALEURS SINGULIERES

Définition A.IIl 1
Toute matrice complexe A, de rang k, appartenant a C™xn peut se décomposer en:
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A=VY WH (ATIL1)

ol V et W sont des matrices carrées unitaires. 2. représente le spectre des valeurs singuliéres de

A qui sont des nombres o;, réels, positifs ou nuls, tels que:
oi = [A(AAF)]12 (A.IIL2)
Ces valeurs singulieres sont ordonnées de la maniére suivante:
012022 ... 202 0k+] =0k42= ... =0q =0 (A.II1.3)
ol q = min {m,n}

La valeur singuliere supérieure est une norme matricielle (norme spectrale). Elle est notée

G (A) et est égale a:
G (A) = sup % (A.II1.4)
x20 "ig

Elle posséde par conséquent toutes les propriétés d'un norme induite par une norme
p p p p

vectorielle.

A.IV. VALEURS SINGULIERES ET NORME DE HANKEL [GLO-
841

Définition A.IV.1
On appelle valeurs singulieéres de Hankel de G, les racines carrées des valeurs propres du

produit W.Wo:
i = [M(W W) 12 (AIV.1)

Ce sont donc des nombres réels positifs non nuls, et leur nombre est égal a la dimension du

vecteur d'état.

Définition A.IV.2
On appelle norme de Hankel de G sa plus grande valeur singuliére de Hankel:

IG(s)ll = sup (6i) = sup ([Ai(W:Wo)1172) (A.IV.2)
1 1
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A.V. THEOREME DU FAIBLE GAIN

Stabilité en boucle fermée:

——]  G{()

G2(S) e

Figure A.1

Théoreme A.V.1
Le systeme de la figure 1, ou Gi(s) € RH.. et G(s) € RH., est stable de maniere interne si

et seulement si

6(G1(jw)) 6(Go(jw)) < 1, Vo e R (A.V.1)

A.VI. FACTORISATIONS

Factorisation co-premiére et identités de Bezout [FRA-87], [VID-85]

Soient:X(s), Y(s) € RH
F(s) et G(s) € RH.o sont premiéres a droite si:

Fs)|
[X(s) Y(s)] [G(s):l =[I] (A.VL1)
F(s) et G(s) sont premiéres a gauche si:
X(s)
[F(s) G(s)] {Y(s)] =[I] (A.VL2)

Lemme A.VI.1

Pour toute matrice de transfert G(s) causale, il existe huit matrices dans RHeo Vérifiant:

G(s) = N(s)D-1(s) = D-1(s) N(s) (A.VL3)
5{(5) “?(S) {D(S) Y(S)} — [I O} (Identités de Bezout) (A.VL4)
—N(s) D) [[N(s) X(s)] [0 I
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Les deux derni€res équations constituent une double factorisation co-premiéres de G(s). Les
matrices N(s) et D(s) sont premieres droite, par contre N(s) et'f)(s) sont co-premicres gauche.

Factorisation inner-outer [CHU-84], [GRE-88], [FRA-87]
G(s) € RHe est inner si G7(s) G(s) =1 (A.VLS)
G(s) € RH. est outer si elle est de rang plein lignes et sans pdles dans C+, elle est a

minimum de phase. Une factorisation inner-outer d'une matrice de transfert G(s) dans RHoo est

définie par:
G(s) = Gj(s) Go(s) avec Gj(s) inner et Gy(s) outer. (A.VL6)

Une matrice de transfert inner préserve la norme He., c'est-a-dire
si F(s) est inner, lIF(s) G(s)lleo = IG(S)llw

Remarque
Si1 G(s) et G‘l(s) dans H__ alors G(s) est outer RHoo

Factorisation spectrale [FRA-87], [CHU-84]

Soit G(s) une matrice de transfert vérifiant:

G(s) et G'1(s) € RHw

G7(s) =G(s) (A.VL7)
G(ee) >0

alors G(s) admet une factorisation spectrale:

G(s) = G (s)Gq(s) (A.VL8)
Gs(s) et G; (s) € RHew

G,(s) est le facteur spectral.

11 existe deux types de factorisation spectrale:

- a gauche : G5 (5)Gg(s) =1-G(s)G(s) (A.V19)
- & droite : G¢(s)Gg (s) =I-G(s)G™(s) (A.V1.10)
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A.VII. LEMME D'INVERSION MATRICIELLE ET MATRICES
PARTITIONNEES

i) Lemme d'inversion matricielle

Si les matrices Ay, Ap, (A1 - A2A4A3) et (A1 + A2A4A3) ne sont pas singuliéres, on a les

relations suivantes:

(A1- AgAss)y! = AT + AT Ag (A - AsAT Ag) T AsA] (A.VIL11.2)
(A1 +AgAsAz) 1= AT - AT Ag (A + AsAT Ay AgAT (A.VIL1Lb)

il) matricies partitionnées

A
La matrice F = [C E] est supposée non singuliére, les matrices A et E étant carrées.

- Calcul du déterminant
Si det(A) # 0, on obtient:

det(F) = det(A) det(E - C A-1 B) (A.VIL.12.3)
Si det(E) # 0, on obtient:
det(F) = det(E) det(A - B E-1 C) (A.VIL.12.b)

- Inversion
Si det(A) # 0 et det(E - C A-1 B) # 0, on obtient:

4 _|ATT+ATBE-cATB)y'ca™! —AT'B(E-cAT!B)!

Si det(E) # 0 et det(A - B E-1 C) # 0, on obtient:

plo| (A-BETO ~(A~BE~'C)"'BE™! (A.VIL13.b)
—E"'cca-BE"lo)™' E"'c(aA-BE"'0)'BE"! +E!
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IMPLANTATION D'UNE LOI DE COMMANDE, APPLICATION A
LA PLATE-FORME DE SATELLITE DE
TELECOMMUNICATION EUROSTAR 2000+

Résumé: L'évolution croissante des activités spatiales s'appuie sur des études théoriques
complexes. Les systémes industriels nécessitant des spécifications de robustesse et de
performances de plus en plus contraignantes pour la régulation, une étude prospective a été
envisagée. La société MATRA MARCONI SPACE pose le probleme de I'implémentation d'un
correcteur & mots de longueur finie pour la plate-forme de satellite EUROSTAR 2000+. Cette
étude a été retenue car elle constitue un excellent exemple de validation des lois de commande.
Les travaux présentés dans ce mémoire traitent tout d'abord la réduction de l'ordre du
correcteur. L'intérét des réalisations équilibrées, des factorisations co-premiéres normalisées et
des pondérations fréquentielles font I'objet d'une présentation. Une nouvelle méthode basée sur
la réduction des facteurs co-premiers du correcteur et sur la réalisation équilibrée avec
pondérations fréquentielles, assurant la stabilité en boucle fermée, est présentée. Les problemes
liés a 'approximation d'un filtre continu par un filtre discret et a I'utilisation de ce dernier dans
une boucle de régulation sont ensuite abordés. Enfin, le comportement des correcteurs
digitalisés est étudié. Il tient compte du fait que leur implantation “réelle” est a mots finis. Les
différentes réalisations d'état, calculées a partir du correcteur obtenu lors de la phase de
discrétisation du correcteur continu initial, ne sont donc plus équivalentes. Le probléme consiste
donc a déterminer, parmi une infinité de réalisations d'état, celle qui est la moins sensible aux
troncations dues a l'implantation a mots de longueur finie.

Mots clés: Facteurs co-premiers - Satellite - Optimisation H., - Réduction de I'ordre -

Discrétisation - Optimisation & mots de longueur finie.

IMPLEMENTATION OF A CONTROL LAW, APPLICATION TO
THE TELECOMMUNICATION SATELLITE PLATE-FORM
EUROSTAR 2000+

Abstract: The growing evolution of space activities relies on complex theoretical studies.
The industrial systems, requiring more and more constraining robustness and performance
specifications, a prospective study was initiated. The society MATRA MARCONI SPACE,
submitted the problem of controller implementation of a finite word length for the satellite plate-
form EUROSTAR 2000+. The study linked to that plate-form is an excellent example to validate
control laws. The current thesis deals first with reduced order problem of controller. A
presentation stresses why balanced realizations, normalized coprime factorizations and
frequency weighting are relevant in connection to the question. A new method based upon the
coprime factors controller reduction and on the balanced realization with frequency weighting
ensuring the closed loop stability is presented. The problems of using a discrete filter to
approximate a continuous filter is investigated. Its application in a regulation loop is then dealt
with. Eventually, the behaviour of discretized controller is studied. It takes into account of the
fact that their “real” implementation is in finite word length. The different state space realizations
based on the controller obtained during the initial continuous controller discretization are thus no
more equivalent. So, the problem is then to find, from the infinite state space realizations, the
realization such that the affectation due to truncation of finite word length implementation is
minimized.

Key words:  Coprime factors - Satellite - Ho, Optimisation - Order reduction - Discretization

- Finite word length optimization.
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