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Introduction

Tous les hommes sont mortels, Socrate est un homme,
donc Socrate est mortel.

Tous les enfants aiment les sucettes a [’anis, Annie est une enfant,
donc Annie aime les sucettes a anis.

L’intuition nous dicte qu’il y a une analogie entre ces deux phrases. Pourtant, quel rapport
v a-t-il entre Socrate et les sucettes & ’anis? C’est bien sir la structure de ces propositions qui
est identique, puisqu’il s’agit de deux syllogismes. Ainsi, si I'on sait montrer la validité de la
premiere proposition, nous saurons le faire pour la seconde, en procédant par analogie. Utiliser le
concept d’analogie se fait presque inconsciemment pour un humain, et il est évident qu’il s’agit
d’une composante essentielle de son raisonnement. D’autre part, la déduction automatique —
dont Dutilité et les applications ne sont plus a montrer — est un probléme trés difficile, puisqu’in-
décidable des ’ordre un. Il semble donc raisonnable, et nous ne sommes pas les premiers a y
songer, de tenter d’appliquer & la déduction automatique des méthodes empruntées a I’analogie.
L’objectif de cette theése est de montrer qu’en formalisant une partie du concept d’analogie, il
est possible d’exhiber des méthodes, souvent automatiques, qui transforment une preuve d’une
formule en preuve d’une autre formule lorsque celles-ci sont jugées analogues par un critéere for-
mel. Les méthodes ainsi construites peuvent étres combinées, et constituent une boite a outils
pour la preuve par analogie.

Il ne fait aucun doute que ’analogie est cruciale pour le raisonnement humain. Mais s’y
intéresser en tant que mécanisme de raisonnement releve plus des sciences humaines que de
Iinformatique. Nous ne pouvons que nous inspirer — et c’est déja une forme d’analogie — de tels
mécanismes pour tenter de résoudre des problémes relativement simples. Pour automatiser ces
mécanismes, il faut prendre en compte deux contraintes : réduire le concept d’analogie a des cri-
teres simples, et produire un effort de formalisation. En effet, il s’agit d’un phénomeéne beaucoup
trop complexe et éloigné des compétences d’un informaticien pour étre étudié globalement. Ce
n’est que par fragments que ’on peut prétendre intégrer ’analogie a la déduction automatique.
D’autre part, ’analogie fait appel & un grand nombre de notions tres floues. Les questions que
I’on doit se poser sont par exemple : “Que sont deux problémes similaires?”, ou “Que signifie
que deux théoremes se ressemblent?”. C’est pourquoi nous proposons une collection de critéeres
pouvant définir la similitude ou la ressemblance de fagon formelle et, pour chacun de ces cri-
téres, nous établissons une méthode pour résoudre le probleme d’analogie. C’est-a-dire que si
deux formules A et B sont similaires selon ces critéres et que nous possédons une preuve de A,
I’analogie consiste a transformer cette preuve en preuve de B.
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Kling a étéle premier, en 1971, a a utiliser I’analogie en déduction automatique [Kli71]. L’idée
était d’introduire des heuristiques permettant de réutiliser des solutions de probléemes déja réso-
lus. Malgré l'intérét de cette idée, ces travaux restérent lettre morte durant dix ans. C’est Plaisted
qui la relanga avec la notion d’abstraction. Plaisted [Pla81] proposa alors des méthodes complétes
pour la plupart. Mais ce theme de recherche ne s’est réellement développé que récemment, en par-
ticulier avec les travaux de Boy de la Tour, Caferra et Kreitz [BAITC87, BAITC88, BAITK92] qui
ont proposé des méthodes d’analogie faisant apparaitre un effort de formalisation. Par exemple,
l'utilisation du filtrage sur des termes d’ordre deux (c’est-a-dire dans lesquelles les variables
de fonctions sont autorisées) et l'utilisation du paradigme “Propositions as types” est parti-
culiérement adaptée a la notion d’analogie. D’autre part, Brock et al. [BCP88], ont développé
des méthodes d’analogie, propres a la preuve de propriétés sur les réels; et récemment, Kolbe
et Walther [KW94] ont proposé des mécanismes adaptés a la preuve par induction. Parallele-
ment, Owen [Owe90] et Melis [Mel93a], par exemple, ont mené des travaux plus axés sur le
raisonnement. Mais a n’en pas douter, l’analogie est un concept pour lequel 'intérét ne fera que
grandir.

De par les objectifs que nous nous sommes fixés, notre approche differe 1égerement de ces
travaux. En effet, nous nous sommes intéressés au probleme de 'automatisation, afin que nos
méthodes soient de véritables outils. Les preuves de spécifications de programmes ne sont pas
des preuves complexes mathématiquement, mais sont formées de nombreuses preuves simples,
voire triviales. Nous avons donc cherché dans un premier temps, a définir des notions d’analogie
qui permettent, & coup sir et en un temps fini, de passer d’une preuve a la preuve cherchée.
Cela ne permet évidemment pas de traiter des cas trés généraux, pourtant, nous verrons que
les exemples donnés peuvent étre intéressants. De plus, nous réutilisons ces outils élémentaires
pour aborder des mécanismes d’analogies plus complexes.

La seconde originalité de notre approche est que nous tirons I'information qui dictera ’ana-
logie de la similitude — ou de la différence — entre les formules avant de passer au stade de la
preuve. Si l'on reprend les deux syllogismes donnés en début d’introduction, nous pouvons af-
firmer que ces propositions sont similaires, parce que nous pouvons construire une relation liant
le prédicat “est un homme” et le prédicat “aime les sucettes a l’anis”, etc... En conséquence,
un élément essentiel de notre facon de concevoir ’analogie est 'outil qui permet de calculer la
similitude et la différence entre les formules. D’autre part, pour définir des schémas de formules
du premier ordre, il est nécessaire d’utiliser des formules d’ordre deux. C’est pourquoi la com-
posante principale de ce calcul est un algorithme de filtrage d’ordre deux. En remplacant les
symboles de prédicat et de fonction par des variables dans la formule prise comme référence,
nous obtenons un schéma de formules. Si le filtrage entre ce schéma et la conjecture a prouver a
des solutions, une preuve de la conjecture peut étre construite a partir de la preuve de la formule
de référence. C’est une fagon forte de reconnaitre I’analogie, dans le sens ot il suffit de donner
les deux formules en entrée avec une preuve de la formule prise comme référence, pour obtenir
en sortie, une preuve de la conjecture, si le filtrage n’échoue pas. Dans ces conditions, il n’y a au-
cun traitement particulier & apporter aux formules pour appliquer ’analogie. Par ailleurs, nous
considérons d’autres criteres de ressemblance. L’idéal serait de les intégrer au filtrage, comme
nous l’avons fait pour les propriétés AC des connecteurs. En effet, cet algorithme de filtrage nous
permet de traiter de fagon transparente ces propriétés des connecteurs, et il serait avantageux,
3 terme, de traiter toutes les similitudes de cette facon. Mais si, dans le cas AC', I'algorithme de
filtrage reste décidable, nous ne pouvons actuellement rien dire, en ce qui concerne l'intégration
des autres similitudes traitées. Par conséquent, ces similitudes sont traitées d’une fagon que nous
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pouvons appeler faible. C’est-a-dire qu’il s’agit d’une manipulation des formules. C’est le cas de
la similitude d’ordre propositionnelle dont il est question au premier chapitre, mais aussi de la
similitude modulo la position des quantificateurs, traitée au chapitre IIL. Savoir si nous sommes
capables de pratiquer I’analogie entre deux formules selon ce dernier critére, revient a savoir si
ces deux formules possedent une forme prénexe commune — ou ont méme forme anti-prénexe —
ce qui demande, bien siir de manipuler ces formules.

Enfin, les méthodes décrites dans la majeure partie de cette thése sont appliquées aux preuves
par expansion. Elles constituent une alternative a ce que nous aurions pu faire avec le calcul des
séquents ou la déduction naturelle par exemple. Mais si nous avons choisi cette représentation,
c’est parce qu’elle posséde des propriétés précieuses pour ’analogie.

La complexité croissante des types d’analogie abordés constitue le fil conducteur de ce do-
cument. Au chapitre I, nous présentons les preuves par expansion — dont les deux composantes
sont les arbres d’expansion et les connexions —, puis la premiere forme d’analogie. En parlant des
connexions, Peter Andrews a écrit qu’elles sont “la raison pour laquelle la formule est valide”.
Il semblerait que nous retombions dans le domaine de I’intuition, mais en réalité, nous aurons
de multiples occasions de vérifier le bien fondé de cette affirmation. Les preuves par expansion
séparent I'aspect structurel de la preuve de I'aspect validité qui est en quelque sorte matérialisé
par les connexions. Par conséquent, nous étudions dans le premier chapitre des transformations
de preuves correspondant a des formules ayant les mémes “raisons d’étre valides”. Par exemple,
intuitivement, la formule Yz p(z) = Jz p(z) a la méme raison d’étre valide que la formule
Ve p(z) = 3z (p(z) V ¢(z)), puisqu’en réalité, la seconde contient la premiere. Nous verrons
qu’il est possible de passer de la preuve de 'une de ces formules a la preuve de I'autre de fagon
automatique. Ce qui veut dire qu’il est possible de passer d’une formule donnée a une formule
plus compliquée, mais aussi, de simplifier une formule en méme temps que sa preuve. Ce type
de transformations fait intervenir une relation entre formules comparable & ’enchissement.

Le chapitre II est consacré au filtrage. Comme nous ’avons dit, c’est le fondement de la
reconnaissance de similitudes entre les formules. Lorsqu’il a des solutions, ’analogie peut se faire.
Mais lorsqu’il n’en a pas, il est encore possible de ’exploiter — en analysant ses échecs — pour
proposer des méthodes d’analogie plus ambitieuses. Le filtrage d’ordre deux est connu depuis
longtemps [HL78], et c’est un outil puissant qui possede le gros avantage d’étre décidable. Mais
il est encore tres restrictif dans le sens ot il ne permet pas de prendre en compte les propriétés
algébriques des opérateurs. Or, dans notre cas, cela signifie que nous ne serions pas capables de
reconnaitre ’analogie entre AAB et BAA, ou plus généralement, entre deux formules équivalentes
modulo lassociativité-commutativité (AC) des connecteurs logiques. C’est pourquoi nous avons
intégré cette théorie au filtrage d’ordre deux. La théorie AC offre un bon compromis entre
I’expressivité et les possibilités d’obtenir un algorithme utilisable en pratique. De plus, on se
heurte rapidement a des problémes — comme la perte de la complétude ou de la terminaison
— lorsqu’on essaie de combiner le filtrage d’ordre deux avec des théories plus complexes. Nous
avons donc construit un algorithme réalisant la combinaison entre le filtrage dans la théorie
AC et Pordre deux. Mais la premiére forme de cet algorithme a fait apparaitre un certain
nombre de faiblesses, comme la redondance excessive des solutions, et I'inefficacité en général.
Ce constat a donné lien a un nouvel algorithme remédiant a ces problémes et dont ’approche
differe sensiblement de I’approche classique. Nous avons eu la chance, pour cela, de travailler en
collaboration avec Zhenyu Qian, qui avait auparavant — et entre autres — proposé des algorithmes
combinant 'unification d’ordre supérieur et 'unification équationnelle [NQ91, QW92].

Au cours du chapitre III, nous examinons certains critéres de similitude entre les formules.
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Tout d’abord, nous exploitons ’algorithme de filtrage modulo AC. En effet, celui-ci permet
de traiter simultanément et sans traitement sur les formules, les similitudes que nous appelons
correspondance — qui est un peu plus générale que le renommage — et les propriétés AC des
connecteurs. Ceci montre combien l'intégration des critéres de similitude au filtrage est souhai-
table. Par ailleurs, et cette fois de fagon déconnectée du filtrage, nous abordons le probléme du
positionnement des quantificateurs dans les formules : notre ambition étant de transformer la
preuve d’une formule en preuve d’une autre formule lorsque celles-ci sont équivalentes modulo le
positionnement des quantificateurs. Le principal probléme réside dans la reconnaissance de cette
équivalence. En effet, la forme prénexe n’apporte pas une réponse satisfaisante, puisqu’elle n’est
pas unique. C’est pourquoi nous utilisons une forme anti-prénexe, qui elle, est unique pour une
formule donnée. Ainsi, lorsque deux formules possédent la méme forme anti-prénexe — ou ont une
forme prénexe commune —, nous avons une transformation automatique des preuves. A ce stade,
on pourrait objecter qu’il s’agit de formules équivalentes du point de vue de la logique, et que ce
type de transformations est inutile puisque I’on peut considérer que ces formules sont les mémes.
Mais, en définitive, toutes les formules valides sont équivalentes & la formule Vrai... Avoir une
méthode capable de procéder automatiquement 3 I’analogie lorsque les formules concernées sont
équivalentes modulo une correspondance, les propriétés AC des connecteurs et le positionnement
des quantificateurs ne parait pas si dérisoire. En effet, cela permet par exemple de prouver sans
intervention de 'utilisateur la formule Yz (Vy A(y,z) A 3z B(z,z)) a partir d’'une preuve de
Vo 32 Vy (A(y,z) A B(z, z)) et réciproquement.

Le chapitre IV affine la recherche d’analogie entre les formules, avec I'introduction du filtrage
de différence. Il s’agit d’un moyen de savoir ce qui différencie deux formules, en utilisant les échecs
du filtrage. Une idée similaire a été introduite par Boy de la Tour et Caferra dans [BdITC88].
Elle consiste & filtrer les types de formules, dans le cadre de I’isomorphisme de Curry-Howard, et
de garder les échecs pour générer des lemmes intermédiaires. Ainsi, grace & ce que nous appelons
le filtrage de différence, nous calculons les parties similaires et les parties réellement différentes
de deux formules. Si l’on considére que ce qui est similaire peut étre traité automatiquement,
c’est sur la différence qu’il faut concentrer nos efforts. Partant d’une différence élémentaire, qui
consiste & remplacer un symbole de constante par un autre dans une formule, nous avons essayé
de produire un mécanisme qui conserve la propriété de complétude. C’est-a-dire qu’il construit
une preuve de la formule objet si et seulement si celle-ci est valide. Nous avons obtenu un proces-
sus complet, mais seulement sous certaines conditions sur le théoréme utilisé comme référence
pour I'analogie. Cette méthode permet néanmoins d’automatiser des exemples de référence du
domaine. Notons au passage qu’il s’agit maintenant de formules qui ne sont pas nécessairement
équivalentes, puisque la conjecture & prouver n’est pas forcément valide.

Au chapitre V, nous abordons ’analogie d’un point de vue plus général, sans pour autant
abandonner ce qui a été fait auparavant. En effet, les techniques décrites jusque la forment un
ensemble d’outils réutilisables. Par contre, ce qui a été défini pour les preuves par expansion doit
étre adapté & d’autres formalismes. Nous proposons dans ce chapitre une classification possible
des analogies. A chacune des classes définies, correspond une méthode. Le but est de trouver la
meilleure fagon de réutiliser complétement la preuve utilisée comme référence. Ainsi, partant du
cas simple ou ’analogie est immédiate, nous arrivons au cas général, ou des lemmes sont générés.
Mais les méthodes décrites ne font jamais appel & un démonstrateur. C’est évidemment ce qu’il
faudrait faire en pratique, mais dans ce cas, il est souvent difficile de distinguer ce qui doit étre
attribué au démonstrateur, de ce qui doit I’étre au mécanisme d’analogie lui-méme. Or nous
voulons dégager plus clairement les possibilités de méthodes entierement basées sur ’analogie
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afin d’en estimer la portée. Il est bien évident que I’analogie ne se congoit que comme une aide
a la déduction automatique, et non pas comme un systéme de déduction autonome. Chacune
des formes d’analogie que nous présentons est illustrée d’un ou plusieurs exemples. C’est ’occa-
sion de montrer que le principe d’analogie est indépendant du formalisme. Les exemples donnés
concernent la synthese de programmes, ’analyse, la logique, etc... Ces exemples confirment égale-
ment que le filtrage de différence constitue un outil de base. Pour finir ce chapitre, nous résumons
la progression suivie globalement au cours du document, et procédons a une comparaison avec
les travaux voisins. Enfin, la conclusion dresse un bilan et donne les directions dans lesquelles
ce travail devrait étre poursuivi.
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I

Analogie simple

Ce chapitre introduit la premiere méthode de preuve par analogie que nous allons étudier.
1l s’agit d’établir un processus capable de transformer automatiquement la preuve d’une for-
mule en preuves d’autres formules auxquelles elle est liée par une relation propositionnelle. Par
exemple, de fagon tres simplifiée, si nous possédons une preuve de A, nous devons étre capables
de construire une preuve de AV B. Il semble en effet, qu’avant d’essayer de modéliser le rai-
sonnement par analogie, il est nécessaire de savoir appliquer des principes simples, sur lesquels
pourrons reposer des processus plus élaborés. De plus, si ’on formule une requéte a un démons-
trateur, afin qu’il construise une preuve de A, puis une preuve de A vV B, celui-ci reprendra
vraisemblablement la méme procédure; y compris si la preuve de A ést compliquée et coliteuse.
Il ne semble donc pas totalement futile de se pencher sur ce type de problemes. D’autant que
les méthodes décrites ici vont constituer une base d’outils qui seront réutilisés pour des cas plus
complexes. Ce chapitre contient en outre, les définitions relatives aux formules utilisées tout au
long du document, ainsi que Iintroduction des preuves par expansion, largement exploitées dans
la suite. Nous verrons d’ailleurs que ['utilisation de cette représentation de preuves est motivée
par bien des aspects.

I.1 1Idée de la méthode

Nous présentons ici de fagon informelle un type de preuves par analogie que nous appellerons
stmple. Comme pour toute analogie, le point de départ est une formule valide A, une preuve de
cette formule, notée P(A), et une formule objet B. La figure 1.1 illustre notre fagon de voir ce
probleme.

Le point de vue développé ici est celui selon lequel 'analogie entre les preuves trouve son
fondement dans I'analogie entre les formules. Le processus de preuve par analogie est alors re-
présenté par I'implication du schéma de la figure 1.1 qui fait le lien entre la relation liant les
formules et la relation liant les preuves. Pour mener i bien cette idée, 'information de base de
cette méthode doit provenir de la relation qui existe entre les deux formules. Si 'on essaie de
prouver la formule B par analogie a la preuve de la formule A, c’est que 'on estime que “B
ressemble 4 A”, que “B a la méme siructure que A”, ou que “B a les mémes raisons que A d’étre
valide”. Nous devons donc, en premier lieu, définir formellement une relation qui représente ces
idées intuitives. Dans le présent chapitre, cette relation est simple. Elle repose sur des principes
propositionnels, et elle constitue une premiere étape. Elle sera réutilisée par la suite pour des
cas plus complexes. Néanmoins, 'intégration de ce type de processus dans un démonstrateur

13
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Formule valide (théoréme de référence) Formule objet (& prouver)

AN g

Relation entre les formules

B

Transformation de preuve

Représentation de la preuve

Figure L.1: Schématisation de la preuve par analogie

peut étre déja utile puisqu’elle permet d’éviter, de fagon totalement automatique, de refaire des
calculs similaires a ceux déja effectués.

Supposons que A est la formule de référence dont on posséde une preuve P(A), et B, celle
que l’on vise a prouver. Si A et B satisfont la relation A < B définie dans ce chapitre, d’une
part, A = B est une formule valide, et d’autre part, nous sommes en mesure de produire
automatiquement et en un temps fini une preuve de B a partir de P(A4). En d’autres termes,
P(A) peut étre transformée en P(B) lorsque A < B. La premiére étape consiste donc a définir
la relation qui lie A et B :

Relation entre les formules

B

Cette relation est une sorte d’enchassement de A dans B. Pour représenter les preuves, nous
utilisons les Preuves par expansion introduites par Miller [Mil87] et reprises par Pfenning [Pfe87].
Le principe des preuves par expansion est basé sur les expansions au sens de Herbrand. Ce type
de preuves est constitué de deux éléments : un arbre d’expansion et un ensemble de connexions :

e ’arbre d’expansion représente la formule a prouver. La principale conséquence est que la
représentation de la preuve est trées proche de la représentation de la formule, ce qui améne
a penser que la relation entre les formules doit, elle aussi, étre proche de la relation entre
les preuves. En effet, le fait que les formules et les preuves s’expriment de fagon voisine
implique que la transformation entre les preuves:
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P(B)
____________________ >
Transformation de preuve
doit s’inspirer directement de la relation
Relation entre les formules B

Nous verrons effectivement que la transformation de P(A) en P(B) est calquée sur la
définition de la relation A < B.

e La seconde composante d’une preuve par expansion est un ensemble de connexions. Pour
Andrews [And86], qui, parallelement & Bibel [Bib81], a été I'un des premiers a les utiliser
pour la déduction automatique, les connexions expriment la raison pour laquelle la formule
prouvée est valide. En ce sens, nous pouvons dire que les preuves par analogie développées
dans ce chapitre utilisent des formules ayant les mémes raisons d’étre valides. Cette notion,
qui semble trés intuitive, sera précisée avec les définitions formelles.

Les preuves par expansion présentent en réalité bon nombre d’avantages et de propriétés qui
nous seront utiles. De plus, elles ont été congues pour supporter la logique d’ordre supérieur, ce
qui nous permet d’envisager I’extension de ces travaux a ’ordre supérieur dans un avenir proche.

Les preuves par expansion possedent donc deux composantes bien distinctes. La premiere
est structurelle — ’arbre d’expansion — et la seconde est une relation entre certains éléments de
cette structure — les connexions. Les algorithmes que nous allons décrire ici ne manipulent que
la structure et en aucun cas les connexions. C’est en cela que ’on peut se permettre de dire que
nous manipulons des formules ayant “les mémes raisons d’étre valides”. De fagon approximative,
nous pouvons dire que la structure représentant la formule A est transformée en une structure
représentant la formule B, mais que nous conservons l'information essentielle contenue dans les
connexions. Ce qui peut étre symbolisé de la fagon suivante :

[ (). arbre d’expansion ( Q': arbre d’expansion
P(A): représentant A — P(B): représentant B
M connexions de @ M :  connexions de Q'

Nous insistons sur le fait que la connexion M est la méme dans P(A) et P(B). D’autre
part, le choix du théoréme de référence peut s’avérer important. Ce théoréme doit permettre
de prouver un maximum d’autres formules par analogie. Pour cela, on doit le simplifier pour
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Al et
Aet P(A") une preuve de A’
P(A) une preuve de A pour toute formule

A’ telle que Ag < A’

-

Ao et
P(Ap) une
preuve de Ag
avec Ag < A

e A est une formule valide quelconque pour laquelle P(A) est une preuve par expansion,
@ Ap est une formule valide extraite de A et de sa preuve,

@ A’ est une formule quelconque vérifiant la relation Ag < A’.

Figure 1.2: Schéma des transformations réalisées

ne garder que la partie essentielle de la formule valide. Par exemple, il est inutile de prendre
la formule AV B comme référence si ’on sait que la formule A elle-méme, est valide. Ainsi, on
pourra prouver toute formule dans laquelle A est enchiassée, plutot que AV B, ce qui est bien sir
plus puissant. Pour simplifier cette formule de référence, il faut utiliser I'information contenue
dans les connexions liées & la preuve. Nous serons ainsi capables, a partir d’une formule A et
de sa preuve P(A), d’extraire une formule Ag et sa preuve P(Ap) telles que Ay < A selon la
définition donnée plus loin pour la relation <, avec P(Ap) contenant les mémes connexions que
P(A). Nous aurons ainsi conservé l'information essentielle de la preuve, et simplifié la formule
prouvée. En résumé, les transformations présentées dans ce chapitre peuvent étre schématisées
par la figure 1.2. Notons que la transformation qui permet de passer de la formule A a la formule
Ap peut étre vue comme une généralisation de théoréme. Ce qui peut constituer un intérét en
soi, indépendamment de ’analogie.

Ces transformations sont correctes, terminent et sont complétes. Le but de ce chapitre n’est
pas uniquement d’appliquer I'analogie a la relation <. Il est aussi de construire des outils que
nous pourrons réutiliser par la suite.

BA S R A

Nous introduisons dans cette section les formules du calcul des prédicats du premier ordre.
Lorsque nous en aurons besoin, c’est-a-dire au chapitre II, nous donnerons la définition des
A-termes simplement typés que nous utiliserons pour représenter ces formules.

Définition 1 A partir de la signature ;U X, UV ou
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e Y est un ensemble dénombrable de symboles de fonction,
e Y, est un ensemble dénombrable de symboles de relation (fonction a valeur de vérité),

e )V est un ensemble dénombrable de symboles de variables d’arité 0,
on construit 'ensemble des termes finis habituellement noté T, (V).
Nous construisons les formules de la facon suivante.
Définition 2
Formules :

> Un atome r(¢y,...,t,) avec 7 € ¥, est une formule atomique.
> -t est une formule pour toute formule .

> t At est une formule pour toutes formules ¢ et ¢'.

> tV t' est une formule pour toutes formules ¢ et ¢’.

> Vz t est une formule pour toute variable x et toute formule ¢.

> Jdz t est une formule pour toute variable z et toute formule ¢.

Les opérateurs 0, A et V sont des connecteurs, V et 3 sont des quantificateurs.

Définition 3 Dans une formule Qz t ol @) est un quantificateur, les occurrences de z dans ¢

sont liées par (). O

Nous considérons les formules logiques en forme normale négative (FNN). Rappelons que le
systeme ci-dessous transforme toute formule en sa forme normale négative qui est unique modulo

le renommage des variables liées.

Transformation en forme normale négative :
> A A
> 2(AV B) > -4AA-B
> (AAB) > -AvV-B
—(VzA) = Jz-A
> (JzA) - Vz-A

La priorité implicite des opérateurs est, par ordre décroissant :



18 I Analogie simple

Lorsque A est une formule atomique (atome), A ou = A est un littéral. Nous utiliserons également
I'opérateur =>, bien que théoriquement, nous ne manipulions que des formules en FNN. La
transformation A = B — —AV B est alors implicite. Enfin, la notation |= A signifie que la
formule A est valide, ou valide s’entend au sens de la logique classique. Les formules que nous
manipulons étant celles de la logique du premier ordre.

Nous utiliserons les conventions suivantes : X,Y, Z, F, G représentent des variables libres.
A, B,C et t,u,v représentent des formules.

I.3 Relation entre les formules

Nous présentons ici notre premiére notion de similitude entre les formules. Elle est basée sur
une relation de type propositionnel. Notons que des travaux ont déja été faits sur la simplifi-
cation booléenne de formules du premier ordre. En effet, Socher [Soc87] a défini une méthode
décidant 1’équivalence de deux formules logiques du premier ordre modulo ’associativité, la
commutativité et I'idempotence des connecteurs logiques. Cette méthode utilise I'isomorphisme
entre graphe. Mais pour notre part, il s’agit de donner une relation telle que nous soyons ca-
pables de transformer la preuve d’une des formules en preuve de I’autre. Par conséquent, notre
relation est moins puissante.

1.3.1 La relation <

A présent, nous donnons la définition de la relation <. Comme nous I’avons dit précédem-
ment, il s’agit d’une sorte d’enchassement a ceci prés qu’il est adapté aux formules logiques de
fagons a respecter certaines propriétés.

La relation < sur les formules

0- A< A

I- A<A1VArysi A< A 0u 4 < 4,

2- A<A ] NAgsi A< Adjet A< Ay

3- AAVA = BV Bysi A X Bret A4y X By
4- AyNAy X BiABysi Ay X By et Ay X By
B- JrA<dzBsiA<XB

6- VeA<VzBsiA<B

Lorsque la propriété A < B est vérifiée, nous dirons que B est moins générale que A. Quand
A et B ne sont pas comparables, c’est 3 dire A £ B et B A A, nous le noterons A « B. L’exemple
qui suit donne une idée intuitive de cette relation, tant du point de vue de sa signification que
de celui de I'utilisation que nous allons en faire.
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Exemple 4
Prenons la formule A = Vzy (p(z,y) A ¢(y)) = 32 p(a, 2)

On voit aisément que I’hypothese ¢(y) n’est pas utile pour prouver A. Il doit donc exister une
formule plus simple que A qui ait les mémes raisons que A d’étre valide. Considérons par exemple

Ap = Vzy p(z,y) = 32 p(a, 2),

cette formule est valide et satisfait la relation Ag < A. Le premier objectif de la présente méthode
consiste a épurer la formule de départ afin d’en extraire une formule plus simple — d’aprés notre
relation — et qui soit toujours valide. En général, ce raffinement de la formule permet d’éliminer
des hypothéses inutiles. Il faut signaler que cette modification de la formule se fait grace a
Iinformation qui est contenue dans les connexions de la preuve qui est liée a cette formule,
comme nous le verrons dans la section 1.5.2. Prenons maintenant

By =Vzy p(z,y) = 3z (p(a, 2) V p(z, a)),

13 encore, intuitivement, ’information nécessaire pour montrer By doit se trouver dans la preuve
de Ag. Effectivement, la relation Ag < B, est valide, et nous allons étre en mesure de construire
une preuve de By a partir de la preuve de Ag. Il en est de méme pour la formule

By = Vzy p(z,y) A Jz ~g(z) = 3z (p(a, 2) V p(z,0))

qui satisfait également la relation Ag < B,. Le second objectif de cette méthode est donc d’étre
capable de construire une preuve de n’importe quelle formule B vérifiant Ag < B a partir de la
preuve de la formule Ag déduite de A et de sa preuve. ®

Le lemme qui suit formule une propriété essentielle de cette relation.
Lemme 5 Si A <X B, alors = A = B.
Preuve Par induction sur la définition de <. ]
Lemme 6 Si A< B et B<C, alors A <(.

Preuve Par induction structurelle sur les formules. D’apres la définition de <, il est clair que
le nombre de symboles de A est plus petit ou égal au nombre de symboles de B. On examine
alors tous les cas ou A, B et C sont comparables.

Cas de base : C est un littéral. Alors, B < C implique B = C et A < B implique A = B. Le
cas est donc évident.

Cas inductifs :

1 C:CIVCQ.

1.1 B<C) (ou B 2(Cy).
A < B et B < (7 implique, par hypothése d’induction A < C;. D’ou, par la regle 1
de la définition, A < C. (ou A < B et B < Cy implique, par induction A < C...)

1.2 B = B,V By avec By < et By < (5.
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1.2.1 A< By (ou A X By)
A < By < ( implique, par induction A < Cy. D’oli, A < C. De la méme facon
pour A < By < (.

1.2.2 A= Al \Y Ag avec Al j B1 et Ag j Bg.
A; = B; X C; pour ¢ = 1,2. D’ou, par hypothese d’induction, A; < C; pour
t=1,2. Donc, A < C.

2 C=CACsy.
2.1 BjCletBng.
A <= B < C; pour ¢ = 1,2. Soit, par induction, A < C; pour ¢ = 1,2. On a donc
A=<C.
2.2 B = By A By avec By < (1 et By < ().

2.2.1 A j B1 et A j Bz.

A =< B; < C; implique, par induction, A < C; pour z = 1,2. On a donc 4 < C.
2.2.2 A= Al A A2 avec Al j B1 et A2 j Bz.

A; < B; = C; pour ¢ = 1,2. Par induction, A; < C; pour¢t =1,2dot A<XC.

3 C =dzC.
Par conséquent, B = Jdz By, et A = JxA; avec 41 = By <X (). D’ou, par hypothese
d’induction, 4; < Cq et donc, 4 <X C.

Dela mémefacon, B = Vo By, et A = VoA avec Ay < By < (. Par hypothese d’induction,
A1 j Cl, d’olt 4 = C.

a

Nous aurons également besoin par la suite de la propriété suivante qui stipule que le rem-
placement d’un sous-terme par une variable conserve la relation <.

Lemme 7 Pour toutes formules A(t) et B(t),
B(t) < A(t) = B(z) = A(2)

ot toutes les occurrences de t sont remplacées par x et ou t ne peut avoir plus d’occurrences

dans B(t) que dans A(t).

Preuve Par induction structurelle.

e Cas de base : B(t) = A(t). Alors, B(z) = A(z), d’ou B(z) < A(z).

e A(t) = A1(t)V Aa(t) avec B(t) < Aq1(2) (resp. B(t) < Aq(t)). Par hypothese d’induction,
B(z) < A1(z) (resp. B(z) X Ay(z)). D’ou B(z) < A(x).

e A(t) = A{(1)AA2(t) avec B(t) < Ai(t) et B(t) < As(t). Par induction, B(z) < A;(z) pour
¢t =1,2. D’ou B(z) < A(z).
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), B(t) = Bi(t) V By(t), et Byi(t) < Ai(t) et By(t) X Ay(t). Par

e A(t) = A1(t) v Ayt
< A;(z) pour t = 1,2. Dot B(z) < A

) =

induction, B;(z) ().

o A(t) = Ai(t) A Ag(t), B(t) = Bi(t) A Ba(t), et Bi(t) < Ai(t) et Ba(t) < As(t). Par
=4

induction, B;(z) i(z) pour ¢ = 1,2. Dot B(z) < A(z).

e A(t) =3y A (y,t) et B(t) =3y B'(y,t) avec B'(y,t) < A'(y,t). Par induction, B'(y,z) =<
A'(y, ). Dol B(z) < A(=).

o A(t) =Vy A'(y,t) et B(1)

=Vy B'(y,t) avec B'(y,t) < A'(y,t). Par induction, B'(y,z) <
A'(y,z). D’ot B(z) <X A(z).

O
Maintenant que nous avons défini notre relation et ses propriétés de base, nous allons nous
intéresser a la représentation des preuves.

I.4 Preuves par expansion

Notre but est de transposer les différences entre les formules aux différences entre les preuves.
C’est pourquoi une représentation des preuves qui est proche de la représentation des formules
nous convient tout particulierement. Les preuves par expansion constituent une méthode directe,
et non pas réfutationnelle. Par conséquent, la structure de la formule est préservée, puisque
nous n’avons pas a en prendre la négation. Ce qui est important dans notre cas, puisque lorsque
I’on tente de prouver une formule par analogie & une autre, on suppose qu’elles ont méme
structure ou que leurs preuves doivent avoir méme structure. Enfin, cette structure est séparée
de l'information détenue par les connexions qui est tout a fait essentielle.

Nous allons, avant de passer aux définitions formelles, illustrer les composantes des preuves
par expansion. Situons-nous dans le calcul propositionnel pour commencer. Pour faire apparaitre
la structure d’une tautologie, Andrews [And86] utilise la notation matricielle introduite par
Bibel [Bib79]. Considérons par exemple la tautologie T suivante :

T=(ANB)V-AV(AA-B)
En distribuant la disjonction sur la conjonction, on obtient la conjonction suivante :

(AV-AV A)
A (AV—-AV-B)
A (BV=AVA)
A (BV-AV—B)

Ainsi, pour éviter cette distribution explicite, I’écriture sous forme de matrice représente la
disjonction horizontalement, et la conjonction verticalement. On obtient pour notre exemple :

[£Jorae] 4
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Pour retrouver la conjonction, il suffit de considérer les chemins traversant cette matrice de
gauche a droite. Pour notre exemple, il en existe quatre :

AV-AV A
AV-AV-EB
Bv-AVA
BvV-AvV-B

Ces chemins représentent les éléments de la conjonction, et 7" est une tautologie si chacun
de ces chemins est une tautologie. Dans la définition des preuves par expansion que nous allons
voir, les chemins sont caractérisés par les clauses complétes (cc), et la conjonction des chemins
par la conjonction des clauses complétes (/cc). Pour montrer que 7' est une formule valide, il
suffit donc de montrer que chacun des éléments de cette conjonction — qui est une disjonction
représentée par un chemin — est une tautologie, ce qui revient & montrer que chaque chemin
contient deux formules A et —A. Par exemple pour la formule T, chacun des chemins est de
la forme 'V D VvV =D. 1idée des connexions est donc de construire une relation définie par
des couples (D,—D), telle que chaque chemin contienne 'un de ces couples. Si c’est le cas,
cette connexion couvre la conjonction des clauses complétes. Pour la formule 7', la connexion
constituée des trois couples

{(4,2A); (B,~B); (-4, 4)}

couvre la conjonction, puisque dans chacun de ses éléments, on retrouve I'un de ces couples :

[a]v[-4]v a4

A |A]v|-AlvV-B
A Bv|[-Alv[4]

A [B]v-4Av][-B]

L’existence d’une telle connexion est en quelque sorte la concrétisation de la validité de la
formule. Dol affirmation d’Andrews selon laquelle cette connexion représente la raison pour
laguelle la formule est valide.

Passons maintenant au calcul des prédicats. Pour une formule ' = 3z p(z), s’il existe une
instance a de z telle que p(a) est une tautologie, alors F' est valide. Nous pouvons voir la
formule p(a) V...V p(b) comme une expansion tautologique de la formule F. Si nous considérons
maintenant la formule 3y Vo (p(z) = p(y)), une expansion de cette formule peut étre Vz (p(z) =
p(a))vVz (p(z) = p(b)). En remplagant = par b dans le premier membre et par ¢ dans le second,
nous obtenons (p(b) = p(a))V (p(c) = p(b)). C’est-a-dire, en forme normale négative, —p(b) Vv
p(a)V p(e)V p(b). C’est une instance tautologique de cette formule ou nous pouvons considérer
b et ¢ comme des parametres et a et b comme des instances quelconques. La représentation
matricielle de cette instance est simplement

[=p(0)} Vv [p(a)} v [p(e)] V [p(b)]

Tous les chemins — il n’en existe qu’un — sont couverts par la connexion {(—p(b), p(b))}. Toutefois,
pour que la validité de cette instance implique la validité de la formule de départ, il faut prendre
garde aux instances choisies. En effet, habituellement, on utilise les fonctions de Skolem pour
représenter une sorte de dépendance entre les variables. Ainsi, la version skolémisée de la formule
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serait =p(f(u))V p(u) avec u, un parametre, et f, une fonction de Skolem. I’instance que nous
avons choisi pourrait alors s’écrire :

—p(f(u)) vV p(w) vV plg(f(w))) v p(f(u))

en prenant f(u) = b, g(f(u)) = ¢ et u = a. Notre instance tautologique respecte donc bien la
notion de skolémisation. Cette notion est définie dans les preuves par expansion, grice & une
relation de dépendance <¢g sur les termes instanciant les variables existentielles. Cette relation
peut étre vue comme la condition de fraicheur des variables utilisée en déduction naturelle
et en calcul des séquents. Par ailleurs, lorsque I’on prouve des formules skolémisées, il n’y a
plus d’alternance de quantificateurs, et donc plus de condition de fraicheur des variables. Cette
relation peut alors se retrouver comme une relation de sous-terme. La relation <¢g n’est en fait
que I’adaptation aux arbres d’expansion de notions classiques des formalismes courants. Donnons
a présent la preuve par expansion de cette formule pour la décrire de fagon intuitive.

Jy
L
Vx Vzx
|y |2
v v
TN N
—p(Y)  p(X) p(Z) p(Y)

Cet arbre est un arbre d’expansion. Sa structure est celle de la formule de départ. X, Y et
Z sont des parametres. Comme nous ’avons dit, ¥ est dépendant de X. Ainsi, si nous avions
utilisé X a la place de Z, cette preuve ne serait pas correcte, puisque X dépendrait de Y. Du
point de vue de la preuve par expansion ceci se traduit par le fait que la relation <g sur les
expansions n’est pas cyclique. L’expansion, sous forme matricielle peut étre représentée par :

—~p(Y) vV p(X)Vp(Z)VvpY)
Il n’y a qu'une seule clause compléte associée a cet arbre. Il s’agit de
dy vz (p(z) = p(y)) v (mp(Y) V(X)) V (p(2) V p(Y))

Par conséquent la conjonction des clauses complétes se réduit a cette clause qui est couverte par
la connexion (=p(Y'), p(Y')) matérialisée par des pointillés sur la figure. On observe que pour le
calcul des prédicats, la formule est répétée dans la clause complete. Ceci est simplement di au
fait que les connexions peuvent lier directement deux nceuds de ’arbre.

Le seul inconvénient sérieux des preuves par expansion est qu’elles ne s’expriment pas sous
une forme trés lisible pour ’homme. Mais on peut objecter & cela que les travaux de Miller [Mil87]
et de Pfenning [Pfe87] ont fourni des algorithmes de transformation des preuves par expansion
en preuves du type déduction naturelle, et réciproquement. Ces transformations sont d’ailleurs
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implantées avec les preuves par expansions dans le prouveur Tps [ACMB82] développé et utilisé
a 'université de Carnegie Mellon.

Andrews est, avec Bibel [Bib81], I'un des précurseurs de 'utilisation des connexions pour
la déduction automatique [And86]. Ces travaux ont inspirés Miller pour proposer la premiere
version des preuves par expansion [Mil87]. Cette représentation a été reprise et légérement
modifiée par Pfenning [Pfe87]. La définition que nous en donnons ici est proche de celle formulée
par Pfenning restreinte au premier ordre. Passons a la définition formelle de cette représentation
des preuves.

Définition 8 Nous définissons simultanément (figure 1.3)

e ’arbres d’expansion (noté Q),

e et la formule qu'il représente, dite formule superficielle, notée Q°,

X et Y représentent des parametres.
O

Définition 9 Nous définissons a présent ’ensemble des clauses compleétes d’un arbre d’expan-
sion (noté cc(Q)), ainsi que la conjonction de toutes ces clauses (notée /cc(Q)).

> Siune formule A est un arbre d’expansion, alors A est sa seule clause complete et Acc(A) = A.

> Solent Qq,...,Q, des arbres d’expansion. Pour ¢, tel que
A
on a
Q= / \\ 0Q° Ve € ce(Q) pour toute clause complete ¢ d’un @);,
0 L g, et (@) =@V (N (ec(@2))
> Soient Q1,...,6), des arbres d’expansion. Pour @, tel que
V on a
Q- / \ Q°VerVe--Ve, € ce(Q) pour toutes
les clauses completes ¢; de Q;,
1 Qn et Acc(Q) = Q% VI, (Aec(Qy))
> Solent Q1,...,Q, des arbres d’expansion tels que Qf = A(¢;). Pour @, tel que

on a

JzA(z)
0= t tn dzA(z)Ver V- Ve, € ce(Q) pour toutes
- les clauses completes ¢; de @,
Q1 Qn et Acc(Q) = FzA(z) ViL, (fec(@i))

Soit Qg un arbre d’expansion tel que Q§ = A(a). Pour @), tel que

v

Ve A(z) on a

Q= X{ Ve A(z)V ce(Qo) € ce(Q) pour toute clause complete de Qo,
0 et fec(Q) = Az A(z) V (Nee(Qo))
0
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Arbres d’expansion

> Une formule A est un arbre d’expansion et Q% = A.

> Soient (;,...,Q, des arbres d’expansion. ) est un arbre d’expansion si
A
Q= / \ avec Q° = AL, Q!
1 e @n
> Solent (4, ...,Q, des arbres d’expansion. () est un arbre d’expansion si
vV
o= 7 N awec@r=vig:
1 e On
> Soient (J1,...,), des arbres d’expansion tels que Qf = A(%;). @Q est un arbre d’expansion si

dzA(z

(2)
Q= , / XQ avec Q° = deA(z)
. .

Q) est alors un neeud d’ezpansion; x est une variable expansée; les t; sont des termes
d’expansion.

> Soit (Yo un arbre d’expansion tel que Qf = A(a). Q est un arbre d’expansion si
Ve A(z)
Q= x avec ° = Vz A(z)
Qo

() est alors un neeud de sélection; T est une variable de sélection; X est un paramétre
(variable libre) sélectionné. Dans un arbre d’expansion, un parametre ne peut étre sélec-
tionnée qu’une seule fois.

Figure 1.3: Arbres d’expansion

d

Définition 10 Une relation symétrique M sur les formules superficielles associées aux nceuds
est un ensemble de connexions si c’est un ensemble de couples non-ordonnés (I°,k*) tels que
[* = —k® pour chacun de ces couples. Dans la suite, on pourra dire qu'un nceud appartient a
I’ensemble des connexions, alors qu’en toute rigueur, il s’agit de la formule superficielle qui lui
est associée. De la méme facon, nous parlerons d’une connezion, plutét que d’un ensemble de
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connexions. 0

Les connexions sont habituellement notées M pour faire référence au “mating” de Andrews.
Une connexion est une composante d’une preuve. Deux connexions différentes donnent deux
preuves distinctes.

Définition 11 Une connexion M couvre une clause complete ¢, s’il existe un couple ({,k) € M
tel quec = ---VIV---VEkV--. Une connexion M est une couverture pour (ou couvre) un arbre
d’expansion € si M couvre toutes les clauses complétes ¢ de ). Autrement dit, M couvre un
arbre d’expansion ) si elle couvre chaque élément de la conjonction Acc(@)). Dans ce cas, Acc(Q)
est une tautologie. Ce qui implique - par la correction des preuves par expansion [Pfe87] — que
la formule ¢)° représentée par () est valide. a

Définition 12 Une connexion M,,;, couvrant une conjonction de clauses complétes Acc(Q)), est
dite minimale si pour tout couple (/,k) € Myin, Mupin — (I, k) ne couvre plus Acc(Q). Notons
que si une couverture existe, il en existe une minimale; mais elle n’est pas nécessairement unique.
O

Si une connexion est minimale, il peut toutefois en exister une autre contenant moins d’élé-
ments. Une connexion est minimale, simplement si aucun de ses couples n’est inutile.

Définition 13 Soit ¢} un arbre d’expansion. La relation <0Q sur les occurrences des termes
expansés est définie par : ¢ <0Q s sl existe une variable libre dans s, qui est sélectionnée sous ¢.
La relation de dépendance <o est la fermeture transitive de <0Q‘ a

Cette relation de dépendance joue le role de la skolémisation, mais nous aurons I'occasion
d’en reparler. La définition des preuves par expansion contient une contrainte sur cette précé-
dence qui assure la correction de la preuve sous cette forme analytique. Nous pouvons & présent
donner la définition des preuves par expansion. Rappelons qu’elles ont été définies pour un ordre
quelconque, mais que nous nous restreignons au premier ordre. L’extension a 'ordre supérieur
constitue un objectif de travail futur.

Définition 14 Preuves par expansion
Un couple (@, M) est une preuve par ezpansion d’une formule A si,

> Q° = A (ou A est une formule d’ordre un),
> aucune variable sélectionnée n’est libre dans @°,
> <q est acyclique,
> et M est une connexion qui couvre Acc(@Q).
O
La premiere condition affirme que la formule représentée par l'arbre d’expansion est bien

celle qui doit étre prouvée; la seconde stipule que 'on ne peut pas utiliser de variable libre de
la formule & prouver comme parametre de la preuve; la troisitme condition joue le role de la
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skolémisation; la derniére signifie que la connexion M doit vérifier que la conjonction des clauses
complétes est une tautologie. Nous noterons (Q, M) - A (ou simplement - 4), le fait que (QM)
est une preuve par expansion de la formule A. La représentation par les preuves par expansion
est correcte et complete ([Pfe87]), nous pourrons donc utiliser ’équivalence - 4 & & A.
Notons que la recherche d’une connexion couvrant un arbre d’expansion consiste & comparer les
neeuds de cet arbre. Cette comparaison s’effectue modulo le renommage des variables liées. Or,
la comparaison de deux formules est décidable. Cette recherche est, par conséquent effectuée en
un temps fini et son résultat est une connexion couvrant l’arbre, ou ’assurance qu’il n’existe
pas de telle connexion. Le fait que les preuves par expansion utilisent la forme normale négative
des formules nuit & la lisibilité. Aussi, dans nos exemples, nous utilisons le connecteur =>. En
effet, A = B est équivalent a ~A V B. 1l suffit alors de considérer les nceuds marqués par ce
connecteur comme des nceuds de disjonction, et de repérer la polarité de chaque nceud . Les
nceuds situés a des occurrences négatives devront étre pris pour leur négation.

Définition 15 Un nceud (Jp d’un arbre ) figure & une occurrence positive s’il existe un nombre
pair de négation sur le chemin menant de la racine de ¢ jusqu’a Qo. Inversement, un nceud Qg
d’un arbre @) figure a une occurrence négative s’il existe un nombre impair de négation sur le
chemin menant de la racine de @ jusqu’a Qg. O

Ceci ne perturbe pas les preuves par expansion, parce que la structure de I’arbre est pré-
servée. Par contre, il n’est pas possible d’utiliser I’équivalence <> puisqu’il faudrait 'interpréter
comme une conjonction de deux implications. Le structure de ’arbre serait alors modifiée. Néan-
moins, avec 'implication, des nceuds étiquetés par le quantificateur V peuvent étre en réalité des
nceuds de sélection, et réciproquement, des nceuds étiquetés par le quantificateur 3 peuvent étre
des nceuds de sélection. Cela demande parfois une certaine gymnastique, mais est préférable
a l'utilisation systématique des FNN. Nous développons maintenant un exemple complet, afin
d’éclaircir les notions et définitions introduites par cette représentation. Pour cet exemple, le
signe des occurrences est indiqué dans 1’arbre d’expansion.

Exemple 16 Considérons la formule suivante inspirée de [BAITK92].
A =Vay (¢(z,y) = Vz (p(z, 2) = p(y, 2))) A q(a,b) A (p(a, a) V p(b, b))

= 3z p(b, z)

On voit ici, de fagon évidente, la similitude entre la formule A et I’arbre d’expansion qui lui
est associé dans la preuve. Pour aider la lecture, nous avons étiqueté les branches par le nombre
d’occurrences de la négation — modulo deux — au dessus de la branche en question. On peut
ainsi remarquer que tous les quantificateurs universels se trouvent sous un nombre impair de
négations. Ce sont donc des nceuds d’expansion. La connexion est la relation simulée par les
pointillés joignant des nceuds de I’arbre — dans le cas présent, cela ne concerne que des fenilles.
Donnons maintenant un exemple de clause complete associée & cette preuve:

c=AV3IzIy (¢(z,y) A 3z (p(z,2) A =p(y,2))V q(a,b) V —=q(a,b)
vop(b,b) v 3z q(b,z) V p(b,a) v p(b, b))
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Preuve par expansion de A

=
“s LN
A dz b
Ve A p(b,a) p(b, b)
, a 1/\ . .
Vy g(a,b) v '
K LN
= ' p(a,a) p(b,b)
q(a,b) Vz Connexion minimale
. | a
i r"‘--" "’4"
V\ ! o/t Occurrence positive/négative
pla,a) p(b,a)

Figure I.4: Preuve par expansion

Cette clause contient une occurrence positive du littéral p(b,b), ainsi qu’une occurrence né-
gative. C’est donc une tautologie, et ces deux occurrences sont bien liées par la connexion. Ainsi,
on peut écrire la forme expansée de A qui est contenue dans ’arbre, sous forme d’une conjonction
de telles clauses. Si chacune de ces clauses contient au moins un couple de la connexion, ¢’est une
tautologie. On voit donc bien ici, I’équivalence entre le fait qu’il existe une connexion qui couvre
la conjonction des clauses complétes et le fait que la forme expansée de A est tautologique. Il faut
toutefois remarquer que ¢ n’est pas exactement une clause compléte associée a cet arbre, mais
seulement une partie de la disjonction. Elle a été simplifiée par souci de clarté. En particulier,
telle qu’elle est présentée ici, elle expanse les trois variables existentielles en une seule étape,
alors qu’en réalité, ces trois étapes doivent étre distinctes. Notons également au passage que la
connexion donnée est minimale.

Maintenant que nous avons introduit la représentation des preuves que nous allons manipuler
et la relation < qui va étre notre premiere définition de I'analogie, nous pouvons passer au
processus d’analogie proprement dit.

I.5 Preuve par analogie via la relation <

Dans cette section, nous montrons comment, dans un cas simple, l'analogie peut étre uti-
lisée pour prouver automatiquement des formules proches de celles déja prouvées. Bien que la
similitude entre les formules soit relativement simple, l'intégration d’un tel processus dans un dé-
monstrateur doit permettre d’éviter un nombre considérable de preuves redondantes les unes par
rapport aux autres. Nous donnons donc ici les outils techniques nécessaires, puis les algorithmes
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de transformation. Enfin, nous donnons les propriétés théoriques de ces transformations.

1.5.1 Preuves par expansion réduites

Nous avons défini les preuves par expansion, et nous allons définir deux transformations a
leur appliquer. D’une part, ’élagage de preuves afin de les simplifier, et de simplifier la formule
prouvée par la méme occasion. Pour cette opération, nous avons besoin de définir les formules
élaguées — ce qui est trés proche de la relation < — et les preuves par expansion réduites. Ces
preuves sont, approximativement, des preuves par expansion auxquelles nous avons intégré la
relation <. Mais les preuves par expansion réduites doivent étre retransformées en preuves par
expansion classiques. C’est le but de la seconde manipulation. Celle-ci permet, non seulement
de transformer une preuve par expansion réduite d’une formule A en une preuve par expansion
de cette méme formule, mais aussi de la transformer en preuve par expansion de toute formule
B vérifiant A < B.

Comme nous ’avons dit auparavant, d’une formule choisie comme référence pour faire de
I’analogie, on peut extraire une formule plus simple et sa preuve, qui contienne toute ’'informa-
tion essentielle. C’est cette opération — I’élagage — qui introduit la nécessité des preuves réduites.

A  Formules élaguées

La transformation de formules qu’est 1’élagage est en réalité une reformulation de la relation
<. Elle permet d’obtenir toutes les formules plus petites, comme le montre le lemme 18.

Définition 17 Soit A une formule quelconque. B est une formule élaguée de A, notée El(A),
si et seulement si B peut étre dérivée par une séquence d’applications des régles suivantes :

a- Fl(A)—= A

b- FEl(A;V Ap) = El(Ay)

c- Fl(A;V Ay) = El(Ap)

d- El(A;V Ay) — EI(A) V El(Ay)
e- El(A1 N Ag) = El(Ay) A Fl(Ay)
f- Fl(3z A) » 3z (Fl(A))

g- El(Vz A) = Vz (El(A))

O

Chacune de ces regles fait décroitre le multi-ensemble des tailles des termes appliqués a Fl.
Toute séquence d’applications de ces régles est donc finie.

B 42 R
B Relation entre f

rmuies élaguées et <

Le lemme suivant met en évidence le fait qu’en élagant une formule A, on obtient une formule
B qui vérifie B < A, et que, inversement, si B < A, il existe une fagon d’élaguer A pour obtenir
B.
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Lemme 18 Pour toutes formules A et B,
B=FEl(A) & B<XA

Preuve
<= Ce cas est simple, puisque chaque régle de F[ correspond & une régle de la définition de <.
= par induction structurelle sur A :

Cas de base : A est un littéral. Par conséquent, A < A et A = El(A).
Cas inductifs : nous passons en revue tous les cas ot B < A.

e B=A:DB < A est vérifié par application de la regle a-

e A= A1V Ay avec B < A; : est vérifié par application de la régle b- puis, par application
de ’hypotheése d’induction.

e A=A,V A; avec B < Ay : est vérifié par application de la régle e- puis, par application
de ’hypothese d’induction.

e A= A1 AN Ay avec B <X A; et B < A, : est vérifié par application de la regle e-, puis, par
hypothése d’induction.

e A=A VAyet B= BV By avec By < Ay et By < Ay : est vérifié par application de la
régle d- puis par induction.

o A=A ANAget B = By A By avec By X A) et By < Ay : est vérifié par application de la
régle e- puis par induction.

e A=dz A’ et B =3z B’ avec B’ < A’ : est vérifié par application de la regle f- puis par
induction.

e A=V A et B =Vz B avec B’ < A’ : est vérifié par application de la regle g- puis par
induction.

O
Pour les manipulations qui suivent, nous allons avoir besoin de la notion de formule com-
mune. [l s’agit simplement de définir une formule C telle que ’on ait & lafois A < Cet B X C.C
est alors a la fois plus générale que A et plus générale que B. Mais ce genre de formule n’est pas
unique, et d’autre part, nous voudrions en garder une, aussi simple que possible. C’est pourquoi
nous définissons la notion de formule commune minimale respectivement a C, qui correspond a
la formule la plus élaguée, qui soit plus grande que A et B, et plus petite que C par la relation
<. Voyons les définitions formelles.

Définition 19 Solent A, B et C trois formules vérifiant A < C et B < C. C' est une formule
commune 3 A et B respectivement & C si les trois conditions suivantes sont vérifiées simultané-
ment

e A<’
o B<(C'
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e C'<X(C

De plus, C’ est une formule commune minimale (fcm) & A et B respectivement a C' s’il n’est
plus possible de 1’élaguer en conservant ces trois propriétés. Notons qu’une telle formule existe
toujours, puisque C' est une formule commune a A et B respectivement a C. a

Il n’existe donc pas de formule élaguée de C plus petite que C’ et & la fois plus grande
que A et que B. Par conséquent, dire que C’ est la plus petite formule commune 3 A et B
respectivement & C' est équivalent a dire que pour toute formule D telle que A < D, B < D et
D < (C, alors C' < D.

Exemple 20 Prenons par exemple les formules
A =Vzy (p(z,y) Aq(y)) = 32 p(a, 2)
et B =Vzy p(z,y) = 3z (p(e, 2) V p(z, a))

Alors, C" =VYay (p(z,y)A ¢(y)) = 3z (p(a, 2)V p(z,a)) est une fcm pour A et B respectivement
a C, pour toute formule C telle que C’ < C. Notons au passage que lorsque A < B, B est une
fem respectivement & toute formule C telle que B < C'. [

La notation 4 = fem(B,) respectivement & C signifie que A est une fcm pour chacun des
couples (B;, B;); jef1,.n) respectivement & C. Nous pouvons maintenant donner la définition des
preuves par expansion réduites.

C Définition des preuves par expansion réduites

La définition des arbres d’expansion réduits est équivalente a celle des arbres d’expansion,
excepté pour les nceuds d’expansion et de sélection. Nous ne donnons ici que ces deux parties
de la définition, le reste étant inchangé. Il suffit d’y substituer “arbre d’expansion” par “arbre

d’expansion réduit”.

Définition 21 Arbres d’expansion réduits

> Soient Qi,...,Q, des arbres d’expansion réduits tels que | Q7 < A(%;)| Q est un arbre d’ex-

pansion réduit si

dz A(z avec Q° = JzA(x)

)
_ t tn JzA(z) Vee(Q;) € ce(Q) pour toutes
@= / \ les clauses completes de @;.
0, - @Qn Alors, Acc(Q) = Tz A(z) VE, (Acc(Q;))

> Soit (o un arbre d’expansion réduit tel que | Q§ < A(X )| @ est un arbre d’expansion réduit
si

va(x) avec Q° = Yz A(2)
Q= x VzA(z) V ee(Qo) € cc(Q) pour toutes les clauses completes de Q.
0 Alors, Acc(Q) = FzA(z) V (Aee(Qo))
0
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La différence entre les arbres d’expansion et les arbres d’expansion réduits, est que nous
avons remplacé la condition d’égalité syntaxique entre la formule superficielle d’un nceud et de
ses fils par la relation <. Cela correspond & ce que l'on peut obtenir apres élagage d’un arbre
d’expansion. Cette opération d’élagage d’arbres est définie plus loin. Nous pouvons maintenant
donner la définition des preuves par expansion réduites.

Définition 22 Preuves par expansion réduites
Un couple (¢, M) est une preuve par expansion réduite d’une formule A si

> ¢} est un arbre d’expansion réduit vérifiant Q° = A,
> aucune variable sélectionnée n’est libre dans Q°,
> <g est acyclique,

et M est une connexion qui couvre Acc(Q)).

\%

(]

Nous écrirons (), M) Fr A lorsque (), M) est une preuve par expansion réduite de A,
ou Fr A pour signifier qu’il en existe une. Comme nous avons décrit précédemment 1’élagage
des formules, nous allons voir maintenant comment élaguer des preuves par expansion — pour
obtenir des preuves par expansion réduites. Cela correspond concrétement a une simplification
de la preuve et de la formule prouvée, puisque nous verrons que nous obtenons une preuve
réduite d'une formule élaguée de la formule de départ.

1.5.2 Elagage des preuves (F)

I s’agit d’utiliser I'information contenue dans la connexion liée a la preuve, afin de I’affiner.
Nous allons ainsi débarrasser I’arbre d’expansion de ses branches inutiles du point de vue de la
preuve. L’arbre d’expansion réduit obtenu correspondra a une formule plus petite que la formule
de départ selon la relation <. Mais nous donnons par la suite un algorithme de transformation
d’une preuve par expansion réduite en une preuve par expansion. C’est en cela que les preuves
réduites ne sont en fait qu’un intermédiaire dans la méthode.

Pour transformer les preuves par expansion en déduction naturelle, Pfenning [Pfe87] intro-
duit des notions de “nceuds non-essentiels” et d’“effacement”. Ce que nous utilisons dans ce qui
suit est un peu similaire. Par contre, pour ses transformations, Pfenning travaille toujours a la
racine de I'arbre d’expansion. Ainsi, définit-il comme “inaccessible” tout nceud se trouvant sous
un neceud de sélection ou d’expansion. Or, dans notre cas, nous avons besoin de parcourir tout
I’arbre. Nous permettons donc de travailler sur ces nceuds dit inaccessibles, mais en n’appliquant
que des transformations simples. L’algorithme de transformation des preuves réduites en preuves
par expansion montrera que nous n’avons pas altéré la correction des preuves. Ein premier lieu,
définissons les nceuds d’un arbre d’expansion qui ne sont pas effectivement utiles a la preuve.

Définition 23 Un nceud @ d’un arbre d’expansion est superflu si

o i lui ni aucun de ses descendants n’appartient & la connexion,
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e pour (°, la formule associée au nceud @, @ n’est pas un descendant d’un nceud dont la
formule associée est A(t) oli ¢ est un terme d’expansion, et tel que Q° est une sous-formule
de t.

a

En clair, la seconde condition de la définition signifie que I’on n’autorise pas 1’élagage de
morceaux de formules qui ont été introduits par un terme d’expansion. On ne peut élaguer que
des morceaux de la formule de départ.

L’algorithme d’élagage de preuves se déroule en deux étapes (figure L.5).

Intuitivement, apres la premiére étape, nous avons un arbre épuré de ses branches inutiles.
Mais la formule superficielle associée a I’arbre de départ peut ne plus correspondre a ce nouvel
arbre. En effet, si sous un nceud d’expansion, nous avons pratiqué I’élagage, nous n’avons plus des
formules superficielles égales a A(t;) ol ¢; est le terme d’expansion, mais nous avons des formules
superficielles B;(¢;). Or, 'un de nos buts est de simplifier au mieux la formule superficielle
associée a I’arbre. Par conséquent, plutot que de garder 3z A(z) comme pere de tous ces nceuds
nous prenons la plus petite formule commune, notée B(z), qui remplacera A(z), et qui est
calculée par B(z) = fme(B;(z)). Ce qui garantit que nous conservons la propriété B;(z) < B(z),
mais aussi B(z) < A(z). Par ailleurs, le lemme 7 nous garantit que I’on peut faire abstraction
des instances ¢; pour calculer un tel B(z). Celui-ci existe donc toujours, puisque, dans le pire
des cas, B(z) sera simplement A(z).

Avant de donner une méthode de reconstruction d’une preuve par expansion, observons les
effets de ’élagage sur une preuve simple.

Exemple 24 La figure 1.6 contient deux preuves. La premiére est une preuve par expansion
de la formule Vz(A(z) A B(z)) = JzA(z). La preuve de droite est le résultat de 1’élagage de la
preuve de gauche. La formule superficielle correspondante est Yz A(z) = JzA(z). Nous avons
donc bien épuré cette preuve pour n’en garder que 'information essentielle, et simplifié par la
méme la formule prouvée.

Nous savons maintenant comment extraire I’'information essentielle d'une preuve par expan-
sion, grace a la connexion — c’est cette connexion qui permet de déterminer les nceuds superflus
— ce qui renforce I'idée selon laquelle la connexion contient la raison pour laquelle la formule est
valide. On voit par exemple que le processus d’élagage d’une preuve supprimera toutes les ex-
pansions inutiles produites durant la construction de la preuve originelle. Un probleme subsiste,
puisque nous n’obtenons pas des preuves par expansion, mais des preuves réduites. Nous allons
donc nous intéresser a la transformation des preuves réduites en preuves par expansion.

1.5.3 Transformation : preuve par expansion réduite — preuve par expansion

(TR)

Maintenant que nous avons épuré la preuve de ce qui lui était inutile, nous allons reconstituer
une preuve par expansion classique. Pour cela, il suffit de reconstituer les formules superficielles
de chaque nceud de I'arbre d’expansion, afin de retrouver la correspondance entre la formule et
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E(Q) : élagage des preuves par expansion

1- effacement de tous les nceuds superflus dans ().

2- application des régles suivantes de bas en haut de 'arbre.

dzA(z) JzB(z

°/\ /\

° Qf = Bi(t:) < A(t),
o dzA(z) ¢ M,
e et B(z) = fem(B;(x))i=1,..n Tespectivement a A(X).
VzA(z) Vo B(z)
o x| — x

Qo Qo
ou

e B(X)= Qs = A(X),
o et VeA(z) ¢ M.

Figure 1.5: Flagage des preuves par expansion

Preuve initiale Preuve obtenue (PER)
V V
Jz-A(z) JzA(x)
a a
~4(a) A(a)

Elagués lors de I’étape 1
Q° = Je(~A(z) v -B(z))V Iz A(z) E(Q) =3z-A(z) Vv Iz A(z)

Figure 1.6: Elagage de la preuve de départ
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I’arbre. Mais en fait, cette transformation a un autre intérét. Elle permet de transformer toute
preuve par expansion — ou par expansion réduite — d’une formule A en preuve par expansion
pour toute formule respectant la condition A < B. La raison en est tres simple. Partant du
principe que le cceur de la preuve se trouve dans la connexion, il nous suffit de modifier la
structure de ’arbre afin qu’il reflete B au lieu de A. La relation A < B nous garantit que si
la connexion M couvre I’arbre représentant A, elle couvrira également ’arbre représentant B.
Mais en particulier, bien siir, nous pouvons prendre A = B. Ce qui permet de passer d’une
preuve réduite a une preuve par expansion pour A.

Définition 25 La transformation TR prend donc trois arguments :
TR(Q, A, B) avec

e () est un arbre d’expansion réduit (ou arbre d’expansion) tel que Q° = A,
e A est une formule
e B est une formule vérifiant A < B.

La transformation est définie par les regles 0 & 6. La numérotation des régles correspond 3
celles de la définition de la relation <. O

Un théoreme est de référence, lorsque ’élagage a été appliqué a sa preuve relativement & une
connexion minimale, puis transformée a nouveau en une preuve par expansion. Lui appliquer &
nouveau l’élagage, puis la transformation TR, n’aurait plus d’effet.

Définition 26 Un théoreme A et sa preuve (), M) sont dit de référencesi @ = TR(E(Q), A, A),
lorsque 1’élagage F(Q) est relatif a la connexion minimale M. g

Nous donnons maintenant un exemple d’application de la transformation TR. 1l s’agit de la
prolongation de ’exemple d’élagage de preuve.

Exemple 27 Nous avions dans I'exemple précédent, une preuve par expansion pour la formule
A = Vz(A(z) A B(z)) = 3zA(z). Apres élagage, nous avons obtenu une preuve réduite de la
formule B = Yz A(z) = 3z A(z). Or, comme nous I’avons dit, la formule obtenue est plus petite
au regard de la relation < que la formule de départ. Nous allons maintenant appliquer la trans-
formation TR afin d’obtenir & nouveau une preuve par expansion de A. La transformation se
fait par TR(Q, B, A). On obtient la figure IV.3.

Encore une fois, la connexion reste intacte. Elle constitue le cceur de la preuve, et une raison
suffisante pour toute formule plus grande que B par la relation <, d’étre valide. [

Enfin, remarquons que 1’élagage d’une preuve suivi de la reconstruction d’une preuve par
expansion de la formule originelle ne produit pas forcément le méme arbre d’expansion. En effet,
I’élagage a pu supprimer des expansions inutiles qui ne seront pas reconstruite par application
de la transformation 7'R. Ainsi, sur I’exemple ci-dessus, ’expansion par b qui figurait dans la
preuve originelle a été effacée. Ce qui signifie également qu’indépendamment de Vutilisation que
nous en faisons pour I’analogie, 1’élagage peut étre utilisé pour simplifier les preuves par expan-
sion, ce qui peut constituer une application en soi.

En résumé, le réle des transformations que nous avons introduites peut étre défini ainsi :
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Reégles de transformation : preuve par expansion réduite — preuve par expansion

0- @ est une feuille. TR(A, A, B) — B

1- TR(Q, A, B;VB;) —s / \ / \

2- TR(Q,A,B; A By) —» / \
*
3-& 4- TR( / \ A1 x Ag, By + By)
QA1 QAQ

5- TR( / \ 32 A(z), 32 B(x))

Y A(z) Ve B(z)
6- TR( x WVzA(z),VeB(z)) — X'
Qo T'R(Qo, B'(X), B(X))

TR(Q,A, By) TR(Q, A, Bs)
pour A < B; pour A< By
avec renommage des variables libres de By (ou By) sélectionnées dans Q).

TR(Q,A, By) TR(Q, A, Bs)
avec A < By et A < B,

TR(QAI’AI’BI) TR(QA27A27B2)

avec Q% = Ar; Ay X By; Q% = Ay et Ay < By
Pour x = V pour la régle 3-, et A pour la regle 4-.

dzA(z)

n

dzB(z
TR(Qy, Bi(t1), B(t1)) TR(Qn, Bu(tn), B(tn))
ol Qf = Bi(ti) < A(tz‘)

I.7: Transformation preuve par expansion réduite — preuve par expansion

Pour toute formule A munie d’une preuve par expansion (@, M) ou M est une connexion
minimale, on peut calculer une formule Ay munie d'une preuve par expansion (Qg, M)
telles que Ag < A.
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Preuve élaguée de B Reconstruction d’une preuve par expansion de A
Q = \% TR(Q,B,A) = Vv
/\ /\
dz—A(z) dzA(z) Jz(-A(z) vV ~B(z)) JzA(z)
’ a a a ‘ a

ﬂAl(a) A(a) v A(a)

Q° = B = 3J2-A(z) vV Iz A(z) TR(Q,B,A)* = A=3z(-A(z)V ~B(z))
V3zA(z)

Connexion (minimale)

Figure 1.8: Reconstruction de la preuve par expansion de A

e Pour toute formule B vérifiant 4y < B, on peut construire une preuve par expansion

(@', M)+ B.

L’objectif de la section suivante est de prouver la correction, complétude et terminaison de
ces transformations.

1.5.4 Propriétés des transformations £ et TR

Nous allons montrer maintenant que les transformations présentées réalisent correctement,
complétement et en un temps fini ce qui était annoncé par la figure 1.2.

A Propriétés de ’élagage

I va de soi que I’élagage est un processus qui termine. En effet, le nombre de nceuds superflus
est fini, ainsi que le nombre de neeuds de sélection et d’expansion. Tout d’abord, nous allons
montrer que 'élagage d’une preuve par expansion est une preuve par expansion réduite. Pour
ce faire, nous distinguons les deux étapes de cette transformation.

Lemme 28 Soit Q) un arbre d’ezpansion. Si Q' = E(Q), respectivement a la connezion mini-
male M, alors, aprés la premiere étape de cette transformation, @) est un arbre d’ezpansion
rédutt tel que Q'° < Q°.

Preuve Par induction sur le nombre de branches coupées.
Cas de base : une seule branche a été coupée. On considére son pere,
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@ Disjonction

Qi-f—l ot

On adonc Q" = Q5 V-V Qi V Qi Vo VQL S Q5 V-V QIV-eov Qs = Q°
et ' qui est un arbre d’expansion réduit puisque tous les ¢); sont des arbres d’expansion.

e (QQuantificateur existentiel

JzA(z) Jz A(z)
o- / \ Lo - . / N
0, O Qiy Qis1

On a donc @' qui est un arbre d’expansion réduit puisque tous les (); sont des arbres
d’expansion. D’autre part, Q”° = Q°. Notons que si n = 7 = 1, Iz A(z) est un arbre
d’expansion réduit.

e Quantificateur universel

Ve A(z)
Q= ‘X — Q' =VzA(z)
Qo

Identique au cas précédent, avec n = 17 = 1.

e Conjonction

A
o= N -
Ql Qn

Ce cas ne peut jamais survenir, puisque si 'un des ¢); est superflu, soit @ est globalement
superflu, soit la connexion n’est pas minimale.

\
/

Cas inductif : on peut tenir exactement le méme raisonnement, excepté que les ¢); sont des
arbres d’expansion réduits au lieu d’arbres d’expansion. a
1l reste & vérifier la correction de la seconde partie de la transformation.

.emme 29 Soit Q@ un arbre d’ezpansion. Si Q' = E(Q), respectivement
,

!
male M, alors, Q' est un arbre d’expansion réduit tel que Q"° < Q°.

Preuve Il ne reste & prouver que la deuxiéme étape. Cela correspond a la correction des deux
régles appliquées.
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e Regle 1:
JzA(z) JzB(x

TN T

avec Q° = JzA(z), et Q° = JzB(z). Les @Q; sont des arbres d’expansion réduits par le
lemme 28. De plus, B(z) = fcm(—BT(;)—) respectivement a A(z). D’ou, par définition, par
définition

Bj(z) X B(z)
pour j = 1,..n. Et comme, par définition, B(z) < A(z), @’ est un arbre d’expansion réduit
vérifiant Q"° < Q°.

e Regle 2 :
VzA(z) VrB(z)
Q= x Q' = x
Qo Qo

avec B(X) = Qf. Donc, Q' est un arbre d’expansion réduit puisque Qo en est un. En
effet, par le lemme 28, les (); sont des arbres d’expansion réduits. Or, Q5 = A(X). D’ou
B(X) < A(X) et donc, Q" < @Q°. Les conditions pour que Q' soit un arbre d’expansion
réduit sont vérifiées.

O

Nous savons maintenant que 1'élagage d’une preuve par expansion donne une preuve réduite

d’une formule plus petite par la relation <, que la formule originelle. I reste & montrer que la
connexion qui couvrait Acc(Q) couvre toujours Acc(Q)).

Lemme 30 Soit M une connezion minimale, ) un arbre d’expansion et Q' tel que Q' = E(Q).
Si M couvre Nee(Q), alors M couvre Nee(Q)).

Preuve Si M couvre Acc(Q), le fait que M couvre Q' ou Q' est I’élagage de @) apres la premiére
étape et respectivement a M est évident, puisque 'on n’a 6té que les branches n’intervenant
pas dans la connexion.

Apres la seconde étape,

e Regle 1:
JzA(z) JzB(z

N

avec Q7 = Bi(t;) = A(ti), et 3zA(z) ¢ M. Par conséquent, si M couvre Acc(Q) =
3z A(z) Vi, /\CC(QZ), elle couvre aussi Acc(Q’) = JzB(z) VI_, fcc(@:).



40 I. Analogie simple

s Regle 2 :
Ve A(z) Ve B(z)
'X — |X
Qo Qo

avec Q3 = B(X) et Ve A(z) ¢ M. Par conséquent, si M couvre Acc(Q) = Ve A(z)Vice(Qo),
elle couvre aussi Acc(Q’) = Ve B(z) V Ace( Qo).

0

Lors de cette manipulation, nous n’avons pu qu’éter des sélections ou des expansions. Par

conséquent, nous n’avons pas pu rendre cyclique la relation de dépendance si elle ne I’était pas

auparavant. Il en est de méme pour la condition sur les variables sélectionnées libres dans ¢°.
On peut donc en déduire le lemme suivant.

Lemme 31 Soit Q un arbre d’expansion tel que la relation de dépendance <g qui lui est asso-
ciée soit acyclique, et qu’aucune variable sélectionnée n’apparaisse libre dans Q°. Alors, E(Q)
satisfait la condition <p(qy acyclique et il n'eziste pas de variable sélectionnée dans Q' qui soit
libre dans Q'°.

Nous avons alors le théoréme suivant qui donne la correction de ’élagage, sachant que cette
transformation peut s’appliquer & une quelconque preuve par expansion, pourvu qu’elle soit
munie d’une connexion minimale.

Théoréme 32 (Q, M)+ A impliqgue (P(Q), M)t B avec B = P(Q)° < A.

B Propriétés de la transformation TR

La encore, la terminaison du processus est évidente puisque chaque application de regle fait
descendre la transformation sur les fils, et finit par conséquent par s’arréter puisque les arbres
d’expansion sont finis. Montrons que pour toute preuve par expansion ou preuve réduite (€, M)
d’une formule A, (T'R(Q, A, B), M) est une preuve par expansion pour B lorsque A < B. Pour
cela, commengons par montrer que ’on obtient bien un arbre d’expansion et que la formule
superficielle qui lui est associée est bien B.

Lemme 33 Soit () un arbre d’expansion réduit (ou arbre d’ezpansion) tel que )° = A, et B
une formule vérifiant A < B. Q' = TR(Q, A, B) est un arbre d’erpansion et Q'° = B.

Preuve Par induction sur la hauteur de ’arbre ¢J.

Cas de base : |Q|= 1. Ce cas correspond a la regle 0 et on a TR(Q), A, B) = B qui est un arbre
d’expansion dont la formule superficielle associée est B, par définition.

Cas inductif : 'hypothése d’induction (HI) s’énonce comme ceci : pour tout @ tel que |Q[< n,
Q' = TR(Q, A, B) est un arbre d’expansion vérifiant Q’° = B. On regarde alors chaque cas ou
A et B peuvent étre comparés.

1- B = By V By. Par la régle 1, lorsque A < By

V

Q' =TR(Q,A, B,V By) = / \

TJQ(Q9A7B1) By
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et, lorsque A < By

Q" =TR(Q,A, B,V By) = / \

TR(Q, A, B,)

Par (HI), TR(Q, A, B;) est un arbre d’expansion vérifiant TR(Q, A, By)* = B;. D’ou,
Q" =TR(Q,A,B1)° VBy = By V Bs.
(de la méme fagon pour Q”° = B; VTR(Q, A, By)* = B V By).

2- B:Bl/‘\BgavecAjBl etAng.

Q' =TR(Q,A,B)= / \

TR(Q., A, By) TR(Q, A, B,)

Par (HI), TR(Q, A, B;)* = B; (i=1,2) et TR(Q, A, B;) sont des arbre d’expansion. Donc,
@’ est un arbre d’expansion vérifiant Q’° = By A Bs.

3- A=A VAget B= By V By avec 41 < By et 45 < B,.

=TH /V\ A B) = /\
Q 4, Q 4,

TR(QAlaAlaBl TR(QA27A27B2)

On peut appliquer (HI) & TR(Q 4,, A1, B1) et TR(Qa,, A2, By). Alors, Q" est un arbre
d’expansion vérifiant Q'° = TR(Q4,, A1, B1)*VTR(Q4,, A2, B2)* = By V Bs.

4- A=A AAyet B= B, AByavec A; < B et Ay < By.

TR(QA1’A17B1 TR QAQ)AQaBQ)

On peut appliquer (HI) & TR(Qa4,, A1, B1) et TR(Q 4,, Az, B2). On en déduit que Q' est
une arbre d’expansion vérifiant Q”° = TR(Q4,, A1, B1)° ATR(Q 4,, A2, B2)® = By A Bs.

5- A=dzA(z) et B=3d2B(z).

32 A(z)
= TR( / \ ,zA(z),3zB(z)) =
32 B(z)
/ \

TR(QI,Bl(tl) B(tl TR(Qn> ( )7B(tn))
Ou B;(t;) = A(t;) pour ¢ = 1,...,n. La encore, (HI) peut étre appliquée aux fils. La
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condition nécessaire T R(Q);, B;(t;), B(t;))® = B(t;) pour que ' soit un arbre d’expansion
en découle. De plus, nous avons Q'° = Jz B(z).

8- A=VzA(z)et B=VYzB(z).

Ve A(z) Ve B(z)
TR( x ,VzA(z),VzB(z)) = X
Qo TR(Qo, B'(X), B(X))

Ou @} = B'(X) < A(X). Une fois de plus, (HI) peut étre appliquée & TR(Qo, B'(X), B(X)).
La condition TR(Qo, B'(X), B(X))* = B(X) est donc vérifiée. On en conclu que Q' est

un arbre d’expansion et il vérifie Q"° = Vz B(z).

a

La conclusion est qu’a partir d’une formule donnée A et d’un arbre d’expansion ou d’un
arbre d’expansion réduit dont elle est la formule associée, nous sommes capables de construire
un arbre d’expansion dont B est la formule associée pour toute formule B vérifiant A < B. Nous
vérifions maintenant que la condition nécessaire sur la relation de dépendance n’est pas affectée,
ainsi que la condition sur les variables sélectionnées.

Lemme 34 Soient () un arbre d’expansion tel que Q° = A et B tel que A < B. 5i <g est
acyclique, il en est de méme pour <TR(Q,4,B)

Preuve Cette propriété est préservée du simple fait que on n’ajoute ni n’efface aucune variable
sélectionnée, ni de terme expansé. On a méme, en réalité <g=<rg(Q,4,8)- O

Lemme 35 Soient Q un arbre d’ezpansion tel que Q° = A et B tel que A < B. 5%l n’y a pas
de variable sélectionnée dans ) qui soit libre dans Q'°, il n’y a pas de variable sélectionnée dans

TR(Q,A, B) qui soit libre dans B.

Preuve Le seul cas ou nous sommes susceptibles d’introduire de nouvelles variables libres dans
B qui ne figureraient pas dans A, nous prenons la précaution — voir régle 1 de la transformation
— de les renommer pour éviter ce genre de conflit. D’autre part, nous n’ajoutons aucune variable
sélectionnée. |

Nous montrons maintenant que la conjonction des clauses complétes de ’arbre d’expansion
représentant A est plus petite respectivement & < que la conjonction de clauses complétes de
l’arbre obtenu pour toute formule B telle que A < B. Or, si c’est le cas, Acc(@p) est une

tautologie, et de plus, M couvre .

Lemme 36 Soient Q un arbre d’ezpansion tel que Q° = A et B telle que A < B. 51 Q' =
TR(Q, A, B), alors Nce(Q) = Aee(Q).

Preuve Par induction sur la hauteur de Q.

Cas de base : |Q]= 1. Alors, Acc(Q) = A et Ace(@’) = B. On a donc A < B, puisqu’on ne peut
appliquer TR que si cette condition est vérifiée.

Cas inductif : |]> 1. Nous notons ’hypothese d’induction (HI).
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i-

QI = / \ /\CC(Q ) = le vV /\CC(TR(Q A Bl)) vV B2

TR(Q,A, By)

lorsque A < Bj.

/ \ rce(Q")= Q" v BV Ac(TR(Q, A, By))

TR(Q,A, By)

lorsque A < Bj.
On a donc Acc(Q) < Acc(Q') puisque par (HI), Acc(Q) 2 Acc(TR(Q, A, By)).
De la méme fagon, Acc(Q) < Ace(Q") puisque par (HI), Acc(Q) = Acc(TR(Q, A, By)).

rec(Q') = @V
Q' = / \ (Aec(TR(Q, A, B)))A

)
TR(Q. 4, By) TR(Q, A, B,) (Nc(TR(Q,A,B2)))

Par (TH) Ace(Q) < Acc(TR(Q, A, By)) et Acc(Q) < Acc(TR(Q, A, By)).
D’ou, Acc(Q) = Acc(Q').

3 & 4-
rce(Q') = BV ByVv
QI = / \ (/\CC(TR(QANADBI))V

TR(Qa4,, A1, By) TR(Qa,, Az, By) "cC(TR(Qaz; A2, B2)))

Toujours par (HI), on a Acc(Q4,) = Acc(TR(Q 4,, A1, B1)) et Acc(Qa,) =
ree(TR(Qa,, Aa, B2))). On en déduit, Acc(Q) = Q° V Acc(Qa,) V Acc(Qa,) < Acc(Q).
De la méme fagon pour la conjonction, '(HI) donne Acc(Q4,) < Acc(TR(Q4,, A1, B1))
et Acc(Qa,) = Acc(TR(Q4,, Az, Bg))). On en déduit, Acc(Q”) = By A By A
/\CC(waz(QA1 ) Al, Bl)) A /\CC(TR(QA2 s AQ, Bg))

D’ott, Ace(Q) = Q° V (Acc(Q 4y ) A Ncc(Qa,)) < Acc(QF).

dzB(z)

/ in avec Q! = TR(Q;, Bi(t:), B(t:))

On a alors, Ace(Q') = e B(z)V™, (Ace(Q})). Dautre part, Acc(Q) = Jz A(z) Vi, (Aec(Qy)),
et par (HI), Acc(Q:) < Ace(Q)) pour 1 < @ < n. Or, A(z) < B(z) est nécessaire pour
Papplication de la régle. Donc, 3z A(z )V, (Acc(@Q;)) X e B(2)Vie, (Acc(Q))). le. Acc(Q) <
rec(Q).
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6-
Ve B(z)
o - P ree(Q'y = VzB(z)V Acc(TR(Qo, B'(X),B(X)))
et ree(Q) = Ve A(z) V Aee(Qo)
TR(Qo, B'(X), B(X))

La encore, A(z) < B(z) est nécessaire pour 'application de la régle. Par (HI), nous avons
nee(Qo) % Mee(TR(Qo, B'(X), B(X))). Donc, Acc(Q) < Acc(Q').

O
L’intérét de ce résultat est qu’il nous permet d’affirmer que la transformation TR n’affecte
pas le fait que M couvre la conjonction des clauses completes.

Corollaire 1 Soit () un arbre d’ezpansion ou un arbre d’erpansion réduit vérifiant Q° = A,
soit B une formule telle que A < B et soit Q' = TR(Q, A, B). Si M couvre Nce(Q), alors M
couvre Nee(Q').

Ce qui nous permet de conclure avec le théoréme de correction — et de complétude puisqu’il
considere toute formule A telle que A < B — pour la transformation TR. Ce théoréme implique
également que la définition des preuves réduites est correcte puisque chacune de celles-ci peut
étre transformée en preuve par expansion.

Théoréeme 37 (Q, M) Fr A impligue (T'R(Q, A, B), M) F B pour toute formule B vérifiant
A=B.

Les théoremes 32 et 37 valident les résultats annoncés au début de ce chapitre. Rappelons
que ces transformations sont automatiques et terminent. Nous pouvons reprendre le schéma
donné en début de chapitre en le complétant :

: VB | Ag< B
(QO)M)!_AO
Ag X A

Ceci constitue les manipulations de base sur les preuves par expansion, que nous réutiliserons
dans la suite. La relation < que nous avons introduite peut étre comparée a ’abstraction de
Plaisted [Pla81] qui consiste & effacer certains arguments de fonctions ou de prédicats. Toute-
fois, nous permettons d’aller plus loin, puisque la relation < permet par exemple d’effacer des
hypotheses inutiles, ou d’ajouter une disjonction dans le but de la formule.

Avant d’aller plus loin dans les processus d’analogie, nous avons besoin d’un outil fonda-
mental qui est le filtrage. C’est I'objet du chapitre II. En premiére lecture, ce chapitre peut
éventuellement étre omis. Toutefois, il contient la définition des A-termes simplement typés dont

nous avons besoin pour représenter les formules.



II
Filtrage AC d’ordre deux

Dans ce chapitre, nous abordons un sujet a priori assez distant de la preuve par analogie.
En fait, le filtrage d’ordre deux constitue un outil trés important pour la reconnaissance des
similitudes, puis des différences entre les formules. D’ailleurs, certains ['utilisent déja pour la
preuve par analogie [BAITC87, BAITC88, BdITK92, KW94] En utilisant des termes d’ordre
deux, il est possible de représenter des schémas de formules d’ordre un. Le filtrage permet alors
de savoir si une formule donnée est une instance d’un certain schéma. C’est une information
primordiale pour pratiquer ’analogie.

Le filtrage d’ordre deux a été introduit par G. Huet dans sa these [Hue76], puis appliqué &
la transformation de programmes par Huet et Lang [HL78]. Pour notre part nous l'utiliserons
pour étudier les analogies entre les formules. Or il s’avere que algorithme classique, pourtant
puissant, posséde un handicap important pour l'utilisation que nous voulons en faire; en effet,
il n’est pas possible, avec cet algorithme, de tenir compte des propriétés algébriques des opéra-
teurs. Pourtant, il est essentiel pour nous de savoir reconnaitre des similitudes modulo certaines
propriétés élémentaires des connecteurs logiques, comme ’associativité et la commutativité. Ceci
accroit considérablement la puissance de I'outil de reconnaissance. C’est pourquoi nous avons
proposé un algorithme qui combine le filtrage d’ordre deux et le filtrage dans une théorie d’ordre
un. La théorie qui nous intéresse particulierement est la théorie associative-commutative (AC).
Pour ce faire, nous nous sommes tout d’abord inspirés des travaux qui ont été réalisés dans un
cadre plus général, & savoir 'unification d’ordre supérieur dans une théorie réguliere [NQ91], puis
quelconque [QW92] (bien que pour le filtrage une théorie non réguliere ne puisse pas convenir).
L’algorithme résultant posséde les propriétés nécessaires de correction, complétude et terminai-
son, mais un certain nombre de mécanismes trop lourds le rendent inefficace, et fournissent un
grand nombre de solutions superflues. En conséquence, en collaboration avec Zhenyu Qian, nous
proposons un algorithme remédiant aux inconvénients les plus marqués. Cet algorithme s’ap-
plique aussi bien au cas syntaxique qu’au cas AC. Il élimine presque totalement les redondances
de solutions, réutilise au maximum les calculs déja effectués, et allege largement les mécanismes
internes de 'algorithme.

II.1 Représentation des formules par des A-termes simplement
typés

Dans tout ce document, nous utilisons la logique du premier ordre. Il est donc a priori inutile

d’introduire les A-termes simplement typés pour les représenter. En réalité, un certain nombre de
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raisons indique que cette représentation est la mieux indiquée : tout d’abord, dans ce chapitre,
nous allons définir des schémas de formules, ce qui nous oblige a utiliser 1’ordre deux. De plus,
nous allons définir un algorithme de filtrage qui s’applique a des A-termes d’ordre deux. Enfin,
les A-termes simplement typés sont utilisés par Miller et Pfenning pour la représentation des
formules dans les preuves par expansion, ce qui leur permet de traiter I'ordre supérieur. Il est
donc nécessaire pour nous d’introduire un tel langage. De plus, nous envisageons, dans un avenir
proche d’étendre certaines des techniques présentées ici a I'ordre supérieur. Nous pourrons alors
réutiliser directement le formalisme introduit ici. Notons également que cette représentation est
trés largement utilisée dans les systémes de déduction automatique. Citons par exemple Elf.
Par conséquent, I'utilisation de cette représentation des formules nous permet & la fois d’utiliser
l’ordre deux dont nous avons besoin ici, et de nous situer dans un cadre qui nous permettra
d’étendre nos techniques sans problémes liés a la représentation.

I1.1i.1 'Types
Nous utilisons la définition standard des types simples.

Définition 1 Soit Ty, un ensemble fini de types élémentaires (ou simples). L’ensemble des types
T est défini récursivement par :

T €Ty =>7recT
T1.,T2€T = T4 — T2 eT

O

Larelation — associe & droite. Dans la suite, nous utiliserons la notation 7y X 7o X - - - X7, — T
pour (11 = -- (7, = T)-- ), et méme, sous forme plus synthétique 7, — 7.

Définition 2 L’ordre d’un type, noté O(7) est défini par :
T€ly = O(r)=1
O(r1 = m2) = Maz{l+ O(r1); O(72)}

O

7, ¢ et o seront utilisés comme symboles de types. Avec ¢ le type individuel, et o le type
proposition (ou de vérité).

11.1.2 A-termes simplement typés

Pour plus de détails sur les résultats classiques du A-calcul, voir par exemple [HS86].

Définition 3 Signature : on suppose qu’il existe un ensemble dénombrable V, de symboles de
variables pour chacun des types 7 € 7. L’ensemble des symboles de variables V est défini par
V = UrerV-. De méme, on suppose qu’il existe un ensemble dénombrable C, de symboles de

constantes pour chacun des types 7 € T et I’ensemble C des symboles de constantes est défini

par € = U,erC,. O



II.1. Représentation des formules par des \-termes simplement typés 47

Définition 4 \-termes simplement typés :
On note 7, 'ensemble des termes de type 7.

Atomes u € V,UC, = ueT;
Application w €T ,,ette T, = (ut)eT,
Abstraction z €V, etteT, = Azt € T4,
O
Définition 5 L’ordre d’un A-terme est défini par I'ordre de son type. a

Nous utiliserons fréquemment les notations suivantes :
u(ty, ... tn) pour ((+--((uty)t2)--)tn)
AZ1, .., nd pour  Azy.(Azg(---(Azpn.t)--¢))
et méme AT,.t pour Azy,...,T,.t

Nous pourrons également indicer les symboles ou les termes par leur type lorsque cela est
nécessaire. Ainsi, z, signifie que z est de type ¢.

Les termes que nous utiliserons dans la suite seront tels que 'ordre des constantes sera
inférieur ou égal a trois, et 'ordre des variables, inférieur ou égal 3 deux. Remarquons au passage
que P'ordre choisi pour le type o est un, mais il est parfois considéré d’ordre deux.

Définition 6 Dans le A-terme Az.t, les occurrences de la variable z dans ¢ sont dites liées.
Toute occurrence non liée d’une variable est dite libre. Plus généralement, nous utiliserons les
dénominations suivantes pour les différentes parties des A-termes :

lieur tote arguments

N
/\Tg U (tl,. ..,tn)
N i
rmatrice
L’ensemble des variables libres d’un A-terme ¢ est noté FV(t) et sa téte H(t). m
Définition 7 Une substitution o est une fonction notée {X; — t1,..., X, =t} ou { X, — ¢, }
ou X; €V, ett; €7, pouri=1,...,n. O

Définition 8 L’application d’une substitution ¢ = {X,, = ¢,} & un terme s notée o(s) est le
terme s ou I’on a remplacé, pour chaque élément X; — ¢; de o, toutes les occurrences libres de
X, dans s par ;. Si des variables libres dans ¢; sont liées dans s, elles sont renommeées avant
application de la substitution. o(s) peut également étre notée s[X,, — t,]. a

Définissons les opérations classiques du A-calcul.

a-conversion
Azt =y Ay.t[z — Y]

sl y n’est pas libre dans ¢, et ou t[z — y] signifie que toutes les occurrences libres de z dans
t sont remplacées par y. L’a-conversion est aussi appelée renommage des variables liées.
B-réduction
(Az.t)u —g tlz — u]

La f-réduction correspond a ’application d’une fonction a un argument, ou, pour la pro-
grammation, au remplacement d’un parametre formel, par un parametre effectif.
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n-réduction
Az(tz) —g 2

Lorsque z n’a pas d’occurrence libre dans t. Cette opération correspond & une contraction.
Dans la suite, nous utiliserons plutot 'opération inverse de n-expansion définie ci-dessous.

n-expansion
t =gy Az(to)

Pour ce qui nous intéresse, la 7-expansion est utilisée pour obtenir des A-termes dont la
matrice est toujours de type simple.

Nous évoquerons I’a-conversion lorsque cela sera nécessaire, mais en général, les termes se-
ront considérés comme équivalents modulo cette opération. C’est & dire que nous assimilerons
I’égalité syntaxique = et I’équivalence modulo le renommage des variables liées =,.

Définition 9 Un terme est dit en 8-forme normale, lorsqu’aucune 8-réduction ne peut plus lui
étre appliquée. |

Il est important de remarquer que tous les termes possedent une 3-forme normale unique.
En effet, une des principales propriétés des A-termes simplement typés est d’étre fortement nor-
malisables. Donc, comme la 3-réduction est confluente et qu’il n’existe pas de dérivation infinie
par la regle —g, tout A-terme simplement typé posséde une S-forme normale unique. L’intérét,
est que cela permet de comparer les termes syntaxiquement, lorsqu’ils sont en forme normale.
Ce qui n’est pas possible en A-calcul pur (non typé).

Définition 10 Un terme en §-forme normale est dit en B7n-forme normale longue (8nfni),
lorsqu’il n’est plus possible de lui appliquer la n-expansion sans créer de §-redex. i

Sauf indication contraire, nous ne manipulerons que des termes en Bnfnl. Les termes que
nous avons définis vont étre utilisés pour représenter les formules.

11.1.3 Représentation de formules

Nous pouvons maintenant représenter les formules par les A-termes simplement typés. Il suffit
de voir les connecteurs comme des fonctions particulieres. Pour les connecteurs, une formule
Vz A(z) est représentée par le A—terme Y(Az.A(z)). De la méme facon, une formule dz A(z)
est représentée par le A—terme I(Az.A(z)). Pour les A-termes V et J sont donc des fonctions
particulieres.

On peut remarquer qu’a une variable liée au sens des formules correspond une variable
liée au sens des A-termes. L'ordre d’une formule est ’ordre du terme qui la représente. Nous
nous intéressons aux formules du premier ordre. Par conséquent, les termes qui les représentent
sont également du premier ordre. Par contre, pour représenter des schémas de formules, nous
utiliserons des termes d’ordre deux, ce qui signifie simplement que nous autorisons des variables
libres d’ordre deux. Une illustration de l'utilisation de ’ordre deux se trouve dans ’exemple 11.

Dans la suite, nous utiliserons les symboles z,y, 2 pour représenter des variables liées.
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I1.2 Filtrage d’ordre deux

Nous allons, dans un premier temps, présenter une version de ’algorithme classique de fil-
trage d’ordre deux, di & Huet [Hue76]. Ceci va nous permettre de nous familiariser avec I’ordre
supérieur et de comprendre les mécanismes de base du filtrage. Mais avant de rentrer dans les
détails techniques, regardons sur un exemple (tiré de [HL78]), ce qu’il est possible de faire, de
facon intuitive, avec le filtrage d’ordre deux.

Exemple 11 11 s’agit de reconnaitre une fonction récursive, afin, éventuellement, d’en donner
une version non récursive. Un schéma représentant les fonctions récursives peut étre :

f(z) = st a(z) alors b(z) sinon h(d(z), f(e(z)))

ol l'on peut voir que ’appel récursif se situe dans la partie “sinon”. Par ailleurs, il ne s’agit pas
nécessairement de récursivité terminale puisque f(e(z)) est argument de h. Ce schéma peut étre
représenté par le A-terme suivant :

S = du.fizpt(Af z.cond(A(z), B(z), H(D(z), f(E(z)))),u)

ou fizpt est un opérateur point fixe, cond est la conditionnelle, et 4, B H et E des variables
libres. Pour les types, nous avons :

T(fizpt) = (L = ) x ¢ = 1) xt = ¢ T(cond) = bool x t X v = ¢+ T(H) = t X1 — ¢
r(By=1(D)=71(E)=7(f)=t—= ¢ 7(A) =1 = bool 7(z) =1 7(u) = ¢.

Prenons a présent la fonction rev qui renverse une liste. Elle s’écrira, :

rev(z) = st null(z) alors nil
sinon append(rev(cdr(z)), cons(car(z),nil))

Ce qui s’exprime par le A-terme :

Au . fizpt(Arev z.cond(null(z), nil, append(rev(cdr(z)), cons(car(z), nil))), u)

Le filtrage entre le schéma définissant les fonctions récursives et la fonction rev donne trois
solutions :

A = Adz.onull(z) A = Az.null(z)

B — Az.nil B — Az.ni

E — Az.cdr(z) E — Jz.cdr(z)

H ~ Az y.append(y,z) H — Az y.append(y,cons(z,nil))
D — Az.cons(car(z),nil) D — Az.car(z)

= Az.null(z)
= Az.nel
 Az.edr(z)
[‘_-).
H

|
I

Ainsi, on peut envisager d’appliquer une opération de dérécursivation a la fonction, puisqu’il
existe des algorithmes, qui, appliqués & une fonction dont le schéma est 5, la transforme en
fonction itérative. B

Az y.append(y, cons(car(z), nil))
Az.z

il I v
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Intuitivement, nous voulons utiliser ce qui est proposé ici pour des fonctions, sur des formules
et leurs preuves. C’est-a-dire qu’a partir du filtrage d’une formule avec un schéma de formule
utilisé comme référence, nous allons appliquer une transformation a la preuve de la formule de
référence pour retrouver une preuve de la formule objet. Bien sir, il faut pour cela qu’il existe
des solutions au filtrage. Intéressons nous maintenant a ’algorithme. Pour ce faire, nous avons
besoin d’introduire quelques définitions supplémentaires.

Dans ce chapitre, nous utilisons les A-termes simplement typés d’ordre deux. Cela signifie, en
particulier, que nous autorisons des variables d’ordre deux. Par exemple, la variable ¥ dont le
type est T(F') = entier X entier — entier est une variable d’ordre deux. Elle peut par exemple
recevoir la valeur Az 2.2, + z2, c’est-a-dire I’addition. Nous donnons maintenant les définitions
fastidieuses, mais classiques pour les substitutions, filtres et unificateurs qui nous seront utiles
par la suite.

Définition 12 Le domaine d’une substitution o = {X,, — t,} noté Dom(o) est 'ensemble des
variables {X,}. Son rang, noté Rg(c) est ’ensemble des termes {f,}. On note Z(¢) les variables
libres introduites par la substitution, ¢’est-a-dire U, FV(%;). a

Pour éviter les conflits de variables, nous supposerons que toutes les variables liées de s sont
renommeées de sorte qu’il n’y ait pas de variable commune avec Z(o).

Définition 13 La composition de deux substitutions o et § est définie par (¢@){(X) = o(8(X))
pour tout X € V. a

Définition 14 Pour un sous-ensemble W de V, la restriction oy est la substitution définie par
ow(X)=0(X)si X € W, et o_yw(X) = X sinon. D’autre part, |y représente la restriction
T Dom(c)-W- u
Définition 15 Une substitution o est normalisée si ¢ est en Sn-forme normale longue pour tout
t € Rang(o). Une substitution normalisée satisfait le condition (o(¢)g))nt = o(t)ay- O

Nous ne considérerons que les substitutions normalisée. Dans la suite, nous utiliserons o, #
et p pour représenter des substitutions.

Définition 16 Pour toutes substitutions o et 8, o = W] signifie que o(X) = (X ) pour tout
X € W. De plus, 0 < §[W] s’il existe une substitution p telle que po = 8[W]. [W] peut étre omis
lorsque W = V. D’autre part, pour toute substitution o, et W € Dom(o), il existe toujours une
substitution o’ telle que Dom(c')NZ(o') = B, Dom(o) = Dom(c’), o < o'[W] et o/ < a[W].
Puisqu’il n’y a pas, généralement d’ambiguité sur W, nous nous restreindrons a ¢’. L’intérét
étant que Dom(o’')NZI(c’) = @ implique 0’0’ = o'. a

Définition 17 Une paire s =" ¢ est une paire d’unification si s et ¢ sont deux termes d’ordre
deux ayant méme type. De plus, puisque les termes sont en forme longue, nous pouvons supposer
qu’ils possedent le méme lieur. Une paire s = ¢t est une paire de filtrage si s =’ ¢ est une paire
d’unification avec t clos. Le symbole = est donc orienté. Nous dirons généralement qu’un terme
clos, ou dont la téte est une constante ou une variable liée, est rigide; il est flexible sinon. Une
paire de filtrage a donc un terme rigide a droite et éventuellement flexible a gauche. Un ensemble
S de paires d’unification est un probléme d’unification, et un ensemble S de paires de filtrage

est un probleme de filtrage. a
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Définition 18 Une substitution ¢ est un unificateur de s =" ¢ si o(s) = o(t). Une substitution
o est un filtre de s = ¢ si 0(s) = t. ¢ est un unificateur pour un probléme d’unification S si o
unifie toutes les paires de S. De la méme fagon, o est un filtre d’un probléme de filtrage S si elle
filtre toutes les paires de S. o

Définition 19 U/(5) est ensemble de tous les unificateurs du probléeme §. Un ensemble complet
d’unificateurs de S, noté ECU(S) est un sous ensemble de U(S) tel que pour toute o € U(S), il
existe 8 € ECU(S) telle que 8 < 0. De méme, F(.5) est ensemble de tous les filtres du probleme
S. Un ensemble complet de filtres de 5, noté ECF(.S) est un sous ensemble de F () tel que pour
toute o € F(5), il existe § € ECF(S) telle que 8 < 0. a

Notons qu’il n’existe pas de notion de minimalité pour les filtres, puisque les filtres sont des
substitutions closes. Il faut entendre par substitution close, qu’a toute variable de son domaine,
elle associe soit un terme clos soit cette variable elle -méme. En effet, toute variable X n’appa-
raissant pas dans I’ensemble des variables libres du probléme considéré peut recevoir n’importe
quel terme. En conséquence, nous considérons que la substitution lui associe elle-méme. De plus,
il arrive qu’une variable apparaissant dans les variables libres du probléme puisse recevoir n’im-
porte quel terme. Par exemple pour le filtrage de F(X) £ a, la solution o = {F + Az.a} peut
associer n’importe quel terme a X. Nous considérons donc ici que o associe X a X.

Nous pouvons & présent aborder ’algorithme de filtrage. L’algorithme que nous présentons
ici est celui de Huet et Lang [HL78], si ce n’est que nous en avons modifié la présentation pour
le donner sous forme de regles. Pour des raisons pratiques, nous représentons un probleme de
filtrage par une liste de paires. L’opération @ représente la concaténation de listes. Nous allons
présenter cet algorithme comme la transformation d’un couple < S,0 >, ou S est un probleme
de filtrage et o une substitution. Une donnée de cet algorithme est de la forme < So,{} >. Il y
a succes lorsque 1'algorithme termine avec un couple de la forme < {},8; >. Dans ce cas, 8; est
un filtre pour le probléme initial, Sy. Il y a échec lorsqu’aucune séquence de transformation ne
termine avec un couple de ce type.

En premier lieu, donnons la régle de décomposition rencontrée dans la plupart des algorithmes
de filtrage et d’unification :

< {A7.£(37) = A\%.f(1,)}@S,0 >
< {AT.s; = AToty,...,\T.5, = AF.1,}Q@S,0 >

lorsque f est un symbole de constante ou une variable liée.

(D)

Deux autres regles couvrent le cas appelé “flexible-rigide”, puisque le terme de gauche posséde
une variable libre en téte. Il s’agit de la projection et de I'imitation :

< {A\F.F(3;) = A\7.t}@S, 0 >
< o'{AZ.8; = AT.t}Q0’(S), 0’0 >
avec o' = {F +— A\¥y,.y;} pour un ¢ tel que 1 < < net 7(s;) = 7(¢). Notons que la projection
a 'ordre deux est sensiblement plus simple qu’a I'ordre supérieur en général. En effet, dans le

cas général, la variable y; peut étre d’ordre supérieur a un, et donc posséder des arguments, ce
qui complique largement les choses. La reégle d’imitation s’exprime ainsi :

(P)




592 II. Filtrage AC d’ordre deux

< {N2.F(3;) £ ME.f(1,,)}QS,0 > 0
< {0'NE.F(57)) 2 MT.f(T)}@o(5), o' >

avec 0’ = {F +— \yp. f(H1(Tn), -+, Hm(Yn))} ot les Hy,---, H,, sont de nouvelles variables
libres du type adéquat. Ce sont donc des variables introduites par le processus de filtrage. D’autre
part, selon le type de t;, H;(¥») peut étre expansé en Awg,.H,(wk,, (¥)). Mais nous tenterons de
ne pas surcharger avec cette notation. Cette régle s’appelle imitation, car elle consiste & imiter
la téte du terme rigide et a introduire des variables pour filtrer les arguments. Regardons ce que
donne ’application de cette regle sur un exemple simple.

Exemple 20 Prenons la paire de filtrage Az.F(z,a) = Ay.f(a,z,a). L’application de I'imita-

. <{Xz.F(z,a) = Xz.f(a,z,a)},0 >
tion donne : ” (D)
< o'(Az.F(z,a)) = dz.f(a,z,a)},0'c >

avec o' = {F = Az122.f(H1(21, 22), Ho( 1, 22), H3(21, 22))}. Donc,
o' (Az.F(z,a)) = Az.((Az122. f(H1(21, 22), Ha(21, 22), H3(Z1, 22)) (2, a))

ce qui donne, aprés S-réduction: Az.f(H1(z,a), Ho(z,a), Hs(z,a)). Nous pouvons voir comment
cette régle tient compte des arités. La seule regle a pouvoir étre appliquée ensuite, sera la
décomposition. Ce qui menera aux trois paires de filtrage :

{Az.H\(z,0) = \z.a, \z.Ho(z,a) = Az.z, A\z.Ha(z,a) = Az.a}

D’autre part, en appliquant la projection sur le premier argument a la place de 'imitation,

_ < {\z.F(z,a) = Az.f(a,z,a)},0 >
nous aurions : = (P)
<{Az.x = Az.f(a,z,a)},0 >

Les cas d’échec surviennent lorsque pour une paire A\Z.s = AZ.t, la téte de s et la téte de ¢
sont deux constantes ou variables liées différentes, et lorsque les types de s et ¢ sont différents.
Sinon, les régles sont appliquées de fagon indéterministe et respectivement aux conditions d’ap-
plication. Cet algorithme est correct et complet. De plus, il termine toujours, ce qui le rend
trés intéressant du point de vue pratique. Pour le montrer, il suffit de prendre la mesure de
complexité (£2,&1) ou & est le multi-ensemble des tailles des termes membres gauches et &; le
multi-ensemble des tailles des termes membres droits. Cette mesure décroit strictement dans tous
les cas, excepté pour 'imitation. Mais apres I'imitation, la seule regle applicable est la décompo-
sition, et la mesure décroit strictement en considérant ’application successive de ces deux regles.

Ceci constitue donc ’aigorithme classique de filtrage syntaxique d’ordre deux. C’est un outil
puissant, mais insatisfaisant pour le but que nous nous sommes fixé. Considérons par exemple
un schéma de formule logique (i.e. une formule représentée par un terme d’ordre deux) dont la
téte est un connecteur : A A B, A et B étant des formules arbitrairement complexes. Si nous
avons d’autre part une formule d’ordre un b A a telle que b filtre avec B et a filtre avec A.
Nous n’arriverons pas a filtrer b A @ avec le schéma A A B si nous ne prenons pas en consi-
dération la commutativité du connecteur A. C’est pourquoi il est nécessaire d’intégrer ce que
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nous appellerons une théorie au processus de filtrage. En fait, nous allons utiliser la théorie
Associative-Commutative (AC). Cette théorie reflete assez bien les propriétés des connecteurs,
et a été largement étudiée. De plus, ce choix a des justifications techniques que nous verrons
par la suite. Dans la suite, nous allons donner un algorithme naif construit sur le modele de ce
qui a été fait par Nipkow et Qian pour I'unification d’ordre supérieur dans une théorie réguliére.
Ensuite, nous donnerons un algorithme plus efficace, mais spécifique 4 la théorie AC.

I1.3 Combinaison de 'ordre deux et d’une théorie
A nouveau, nous avons besoin de quelques définitions complémentaires.

Définition 21 Une théorie algébrique F est un ensemble fini de paires non ordonnées de termes
g ~ d (appelées équations) telles que 7(g) = 7(d). La E équivalence notée = est la plus petite
relation d’équivalence sur les termes telle que (i) o(¢) =g o(d) pour toute substitution o et
toute équation g ~d € I, (ii) si u =g v et s =g t, alors (u s) =, (v1) et Az.s =g Az.t. a

Définition 22 Une théorie est dite réguliere, si s =g t implique FV(s) = FV(t). O

Par exemple, la théorie AC,

{f(z, fly,2)) = f(f(z,y), 2);
flz9) ~ fly,2)}

est réguliere. D’autre part, une constante de fonction est dite libre, si elle n’apparait pas dans
E. Nous utiliserons 1’équivalence =g,g pour représenter I’équivalence modulo F et les § et 7
réductions. Un résultat de Breazu-Tannen [BT88] montre que pour tous termes u et v, u =g,
v == Ugyt =E Vgnt- Ceci nous permet, puisque nous n’utilisons que les termes en forme longue,
de ne considérer que 1’équivalence v =g v. Les définitions que nous avons données pour les
substitutions dans la théorie vide s’expriment maintenant de la facon suivante.

AC =

Définition 23 Pour toutes substitutions o et 8, 0 =g, 0[W] signifie que 0(X ) =g,5 6(X) pour
tout X € W. De plus, o <g,g 0[W] s’il existe une substitution p telle que po =g,5 6[W]. (W]
peut étre omis lorsque W = V. D’autre part, pour toute substitution o, et W € Dom(o), il existe
toujours une substitution ¢’ telle que Dom(c’)NZ(o’) = B, Dom(o) = Dom(c’), o <p,g o'[W]
et o/ <g,r o[W]. Puisqu’il n’y a pas, généralement d’ambiguité sur W, nous nous restreindrons 3
o’. L’intérét étant, comme pour la théorie vide, que Dom(c")NZ(c’) = @ implique o0’ =4,5 o'
ad

De méme, pour les filtres et unificateurs modulo une théorie F, les définitions deviennent :

Définition 24 Une substitution o est un E-unificateur de s =" ¢ si 0(s) =g o(t). Une substitu-

. q . . N ; .
tion o est un E-filtre de s = t si 0(s) =g f. 0 est un F-unificateur pour un probléme d’unification
S si o unifie toutes les paires de 5. De la méme fagon, o est un filtre d’un probléme de filtrage
S si elle filtre toutes les paires de S. a

Définition 25 Ug(S) est I'ensemble de tous les E-unificateurs du probleme S. Un ensemble
complet de E-unificateurs de S, noté ECUE(S) est un sous ensemble de Ug(9) tel que pour
toute o € Up(9), il existe § € ECUE(S) telle que § <g,r 0. De méme, F(5) est I’ensemble de
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tous les E-filtres du probleme 5. Un ensemble complet de filtres de 5, noté ECFg(S) est un
sous ensemble de Fg(.5) tel que pour toute o € Fg(S5), il existe 8 € ECF(S) telle que 8 <p, 0.
Pour simplifier, nous appellerons souvent filtres et unificateurs, les E-filtres et E-unificateurs. O

Pour une substitution ¢ = {X, ~ t,}, nous utiliserons la notation {¢] pour le probléeme
d’unification {X, = tn}.

L’intuition de D’algorithme naif est relativement simple. Le cas de figure qui différe du cas
sans théorie, survient lorsque, pour une paire de filtrage, la téte des deux termes est un symbole
de la théorie. I s’agit alors de couper les termes au niveaux de leurs sous termes étrangers,
c’est-a-dire au niveau de leurs symboles libres les plus hauts, d’abstraire les sous-termes par
des variables ou des constantes, d’appeler un algorithme de filtrage dans la théorie concernée a
l’ordre un, puis de recomposer les solutions. Cette méthode est symbolisée par la figure II.1.

Pour définir formellement cette méthode, nous devons introduire la notion de sous-termes

étrangers maximaux.
Définition 26 L’ensemble des sous-termes étrangers maximaux d’un terme ¢ (ESEME(T)) est

défini par

Ui<icn ESEME(si) sit= f(37),n >0, f € C(E)

ESEME(1) = { {t} sinon

|

Exemple 27 Prenons le terme ¢t = f(X VY )V (X Vg(a)) ol Popérateur V noté de fagon mﬁxee
est dans la théorie. On a alors ESEME(t) = {f(X VY); X; g(a)}

Notons que les sous-termes étrangers ne sont pas composés que de symboles libres. Simple-
ment, leur téte est un symbole libre.

Pour comprendre plus facilement la régle (E) qui est en fait le lien entre le filtrage d’ordre
deux et un algorithme de F-filtrage d’ordre un, il convient de la voir comme le résumé de trois
étapes.

e Le premiére de ces étapes consiste en une abstraction (notée ). ¢ est une fonction qui
remplace tous les sous-termes étrangers maximaux par une nouvelle variable si ce sous-
terme contient des variables libres, et par une nouvelle constante sinon. Le résultat de cette
étape est une paire de filtrage pure dans la théorie considérée, et constituée de termes du
premier ordre.

e La deuxieme étape applique & cette paire un algorithme de E-filtrage du premier ordre.
Or, les solutions de ce E-filtrage ne peuvent étre que de la forme { X, +— s,} ou les X;
sont les variables introduites lors de la premiere étape, puisqu’elles sont les seules variables
libres du nrnh]eme

o La derniére étape consiste, pour une solution résultant du processus a ’ordre un, a reformer
les paires de filtrage, avec, comme membres gauches, les sous-termes qui ont été abstraits
par une variable, et comme membres droit+s, les termes clos qui leur ont été attribués par
le E-filtrage d’ordre un. Dans ces derniers, les constantes introduites par ’abstraction sont
remplacées par les sous termes clos abstraits (figure I1.1), ce qui correspond a I’application
de 'inverse de la fonction .
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AZ.f

Partie pure dans
la théorie

Sous-termes étrangers
maximaux

\L Abstraction des sous-termes étrangers

f
=
Probléme pur d’ordre un
X,
X1 €2
Xy “
\L FE-filtrage d’ordre un
X1 — Sq
= solutions du type Xo > 59
)(3 = 83
i/ Nouvelles paires de filtrage

AZ. 4 = AZ.sy (e — 5] 3

Figure I1.1: Principe de la combinaison naive
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e Un point a observer particuliérement est le traitement des variables liées. En effet, celles-ci
disparaissent lors de I’abstraction. Pour ’appel du filtrage équationnel du premier ordre,
le lieur a également disparu. Lorsque nous reconstruisons les nouvelles paires de filtrage,
nous retrouvons le lieur, et les variables liées qui ont été abstraites se retrouvent capturées
par celui-ci. L’exemple 29 illustre ce mécanisme. Fnsuite, il convient de remarquer que la
théorie utilisée est d’ordre un, ce qui signifie que les constantes apparaissant dans cette
théorie sont d’ordre deux au plus. Par conséquent, il ne peut y avoir de lieurs qu’au dessus
de la téte des termes a abstraire, ou a I'intérieur des sous-termes étrangers. Ce qui veut dire
que les termes donnés a ’algorithme de filtrage équationnel du premier ordre ne contient
aucun lieur.

Cette méthode a été introduite dans un cadre plus général par Nipkow et Qian [NQ91].
Il s’agissait alors de définir un algorithme modulaire de E-unification d’ordre supérieur, pour
des théories régulieres. Leur algorithme a été amélioré par la suite par Qian et Wang [QW92]
pour couvrir les théories quelconques. Mais dans le cadre du filtrage, la régularité de la théorie
considérée est nécessaire. Nous allons voir pourquoi. La notion de modularité est importante ici,
puisque I’algorithme de E-unification ou de E-filtrage est en fait un parameétre. La seule propriété
requise est que celui-ci posséde de bonnes propriétés, c’est-a-dire la correction et selon les cas, la
complétude, la terminaison, ou les deux. Cette propriété de modularité donne a cet algorithme
une grande puissance, puisqu’il suffit de changer I'algorithme d’ordre un pour travailler dans
une autre théorie. De plus, elle permet de réutiliser les efforts, parfois trés conséquents pour
certaines théories, qui ont été accomplis pour donner des algorithmes utilisables & 1’ordre un.
Malheureusement, nous verrons par la suite que la généralité et 'efficacité s’accommodent mal,
comme c’est souvent le cas.

Revenons a la régle (E). Elle se formalise ainsi :

< {AZ.s = AzZ.t}@S, 0 >

E
< {AT.uy = AT Nv1), oy ATy = AT~ Hvy,)}QS, 0 > ()

si H(s) € K avec

e {uy,...,up} = ESEME(s)U ESEME(T) avec uy, ..., u, contenant des variables libres et

Um41 - - - Uy D'eN contiennent pas,
e Xi,..., X, sont de nouvelles variables libres telles que X; = X si et seulement si u; = u;.
@ Cput1,---,Cysont de nouvelles constantes libres telles que ¢; = ¢; si et seulement si u; = u;.

e p={u;— X;|1<i<m}U{u; —¢; | m+1<i<n} est une application,

{ X — vy} est un E-filtre de ¥(s) = 4(t) calculé par P’algorithme du premier ordre donné.

]

<{(FX,Y)VX)Vg(a)Z gla)V(bV (¢ < b)}@S, 0 >
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ou V est toujours le seul symbole de la théorie. Par abstraction, nous avons donc #(s) = (X1 VvV
X2)Ver, et ¥(t) =c1 V(e Ves), par
F(X,)Y)— X,
X — X2
p=1 gla)—a
b— Co
a<>b— ey

Supposons que la théorie considérée est la théorie AC. Nous avons alors a résoudre 4 l’ordre
un le probleme ¢(s) = 1(t). Ce travail est assuré par un algorithme de filtrage AC du premier
ordre. Celui-ci va retourner, parmi les solutions, la solution suivante : {X; — ¢3; X3+ ¢2}. Un
des nouveaux problemes générés par la regle (E) est alors :

<{F(X,Y)Zaeb X Zb}0S,0>

Donnons maintenant un exemple illustrant le traitement des variables liées.

Exemple 29 Soit le probleme de filtrage {A\z.z + F(z) = Az.f(2) 4 2} ot + est un symbole
AC. Pour le terme de gauche, les sous-termes étrangers sont z et F(z). z sera donc abstrait par
c1, une nouvelle constante, puisqu’il n’y a pas de variable libre dans ce sous terme, et F(z) sera
abstrait par X;. Pour le terme de droit, f(z) est abstrait par ¢y, puisque Az.z est différent de
Az.f(z). Par contre, Az.z =, Az.z, donc z sera abstrait par ¢;. Le probleme livré a ’algorithme
de filtrage AC d’ordre un est donc :

<
a+Xi=c+tae
<

L’unique solution est : {X; — c3}. La nouvelle paire de filtrage est donc Az. X[ X1 — F(z)] =
Az.coleg = f(2)0, ou [X1 — F(z),cq — f(2)] n’est pas une substitution, mais une opération de
remplacement, ce qui permet au lieur de re-capturer les variables. Ainsi, on obtient la paire de
filtrage :
{\z.F(z) = Az f(2)}
]

Puisque la théorie F est supposée réguliére, aucune variable libre ne peut étre introduite par
la théorie. C’est la raison pour laquelle nous imposons la régularité de la théorie. Sans cela, nous
pourrions obtenir des problémes d’unification a la place de problemes de filtrage, or, 'unification

d’ordre deux est indécidable [Gol81]. Dans la suite, —%—(R) pourra étre écrit A =) B.

I1.3.1 Propriétés de ’algorithme naif pour la théorie AC

Nous allons montrer les propriétés de cet algorithme pour la théorie AC. Les symboles de la
théorie AC forment ’ensemble ACop des opérateurs AC. L’algorithme est donc formé des régles
(D), (P), (I) et (E). Notons que I’application de la regle (D) est restreinte 4 des symboles de
téte qui ne sont pas AC. La régle (I) est I'imitation simple, puisqu’il n’existe pas de cas, dans la
théorie AC, ou l'on pourrait trouver f(3) =ac g(t) avec f et g, deux opérateurs AC différents.
D’autre part, la théorie AC n’est pas effondrante. Elles sont appliquées de fagon indéterministe,
suivant leurs conditions d’application. Nous allons montrer la correction, la terminaison et la
complétude de cet algorithme.
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A Correction et complétude

Le premier lemme concerne la correction et la complétude de la regle (D).

Lemme 30 (Nous utilisons les notations de la régle (D)) Une substitution o est un filtre AC
de AT.f(57) = M\2.f(T,), avec f ¢ ACop si et seulement si c’est un filtre AC de {\T.s; =
AT Ay, .., AT.8, = ATty )

Preuve Directe, par la définition de (D), en considérant qu’elle n’est appliquée que lorsque les
symboles de téte sont libres. O
Montrons & présent la correction des régles (P) et (I).

Lemme 31 (Nous utilisons les notations de la régle (P)) 510 unifie {\T.s; = \Z.t}Qa'(9)Q[o'o]
avec o' = {F v A\yn.y;}, alors @ unifie {\Z.F(3;) = \£.t}@5@][0].

Preuve Puisque § unifie [0'] et A\Z.s; = M\T.t, § unifie \Z.F(3;) = AZ.t. Puisque 6 unifie [0’] et
0’(9), 0 unifie S. Enfin, puisque # unifie [¢'] et [¢'c], § unifie [o]. O

Lemme 32 (Nous utilisons les notations de la régle (1)). Si 8 unifie {o'(M\T.F(3;)) = AT.f(im)}
@0’'($)Q [0'0] avec o' = {F — AYn.f(H1(Tn), - Hpn(T2))}, alors 8 unifie {\7.F(3;) =
T f(t,)} @SQ [o].

Preuve Soit § € Usc ({o'(NT.F(57)) 2 AZ.f(1,,)}Q0’(S)Q[0"0]). Alors §o’ € Uac({N\T.F(3,) =
AZ.f(1,,)}@SQ[0]). Les Hy,---, H,, sont de nouvelles variables.

Puisque (FV(AZ.F(3,;) = AT.f(1,,))) NDom(co) = {}, F ¢ Dom(c). Par conséquent, §
Uac([o'a]) implique que 8(F) =g, 40 6(c’'(F)). Dol 8 € Uac([o]). Par o’ € Uac ({AZ.F(5r)
AT.f(1)}@S8), nous avons 0 € Uac ({NT.F(3,) = A\z.f(1,)}@S5Q[0]).

Il reste & montrer la correction de la régle (E) appliquée a la théorie AC.

€
2
O

Lemme 33 (Nous utilisons les notations de la regle (E)). Si 6 est un filtre AC' de

ATy, = AT~ 1v, ) tel quil existe o 4c = {Xn — v} qui est un filtre AC de (s) = o(t), alors
8 est un filtre AC de {\T.s = )\T.t}.

Preuve Du fait que 0 4¢ est un filtre AC de ¢(s) = (), nous savons que o 4c(9(s)) =ac ¥(1).
Or, en utilisant la notation wlu — v] pour signifier le remplacement du terme u par v dans w,
nous avons globalement gac(¥(s)) = s(@, = v,] =ac ¥(t). Et, puisque o40(¥(s)) =ac (1),
7Y (8)) =ac ¥ HW(1)) = t. Or, v~ Y AT.s[U, = Un]) = AT.S[un — P~ (vy,)] puisque les u,
sont les sous-termes étrangers maximaux de s. D’autre part, nous avons I’hypothese selon laquelle
g est telle que fu; =40 ¥ 1(v;) pour i = 1,...,n. Donc, 8(AT.8) =4¢ S[un — ¥~ 1v,] =4c AT.L.
a
Par extension, nous pouvons formuler le théoréme de correction de 1’algorithme naif.

Théoréme 34 57 < So,{} >=*< {},07 > est un séquence de transformations par les regles
(D), (P), (I) et (E) (avec E=AC), o4 est un filtre AC de Sp.

Intéressons-nous maintenant & la complétude, & commencer par le cas flexible-rigide.
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Lemme 35 Soit 8, un filtre AC de {\%.F(3;) = AZ.f(1,,)}, alors il eziste une régle R ((P) ou
(1)) telle que
< ATF(3,) = AZ.f(tn)}, {} >=>r< 5,0 >

telle qu’il existe ', un filtre AC de S’ avec 8'c’ =40 0[FV(AT.F(3,))]-
Preuve Si 8(F) = A7,.y;. Alors R =(P), 8" = {\Z.s; = )\Z.f(1,,)} et 0’ = {F — A7,,.y;}. Dol

¢ = 6(F)U6” ot 6" est un filtre AC de 5’ tel que 8”8 =40 8[FV(AT.F(37))).
Si0(F) = Ay, f(t,,). Alors, 8(S) = AZ.f(6(1!,)). Prenons R =(1). Soit s = AT, Wk, - Hi(Yn, olwi,;)

pour ¢ = 1,...,m, un terme du type de t;, avec H; une nouvelle variable libre. Par (I), nous
avons o' = {F w A7,.f(sh,)}. Puisque AZ.f(6(%,)) = O(NT.F(3y)), il existe @' telle que
¢'(s}) =ac t. pour ¢ = 1,...,m. Donc, il existe 8 telle que & est un filtre AC de S’ avec
0’0" =4c O FV(AT.F(5,))]. a

Pour la complétude de la régle (E), nous avons :

Lemme 36 Soit 8 un filtre AC de {)\T.f(5;) = AZ.f(1,)} avec f € ACop. Alors, par application

de la régle (E), il existe une dérivation telle qu’il existe ', un filtre AC de {A\T.u, = \Z.¢p~1v,}
tel que ' =40 0[FV(5,)].

Preuve Dom(8) = FV(ur) ou {ur} = ESEM 4¢(AT.f(57,)). Soit o'y = {Xi = wi} avec w; =
B(u;) pour j = 1,...,k. 8 est telle que AZ.0(u;) = AZ.w,. Or, par complétude de I’algorithme de
filtrage AC d’ordre un, 3 o 4¢ solution de 1(s) = P(t) telle que o4¢ = { X — vr} avec w; =4¢

¥~ !(v;) pour i = 1,...,k. Par conséquent, & est elle méme solution de {\Z.u, 2 AT v, ). O
Par extension, nous pouvons formuler le théoréme de complétude de ’algorithme.

Théoréme 37 Soit§, un filtre AC de S, il exisie une séquence de transformations par les régles
(D), (P), (1) et (E) telle que
<S{}>="<{},00>

telle que oy =4¢ 8[FV(S5)].

Maintenant que nous nous sommes assurés que toutes les séquences produites par cet algo-
rithme sont correctes et qu’il est capable de calculer un ensemble complet de solutions, nous
allons montrer que toute séquence de transformation par ces régles est finie.

B Terminaison

Pour le cas AC, la terminaison ne pose pas de probléeme majeur. Le fait que la théorie AC est
finitaire revient a dire que ’algorithme de filtrage d’ordre un rendra un nombre fini de solution,
et en un temps fini. C’est bien siir, une condition nécessaire pour la terminaison de ’algorithme
global. Nous pouvons utiliser la méme mesure de complexité que dans le cas syntaxique pour
montrer la terminaison [HL78]. Soient & le multi-ensemble de la taille des termes membres
gauches d’un probléme § et £ le multi-ensemble de la taille des termes membres droits. Pour
nous, la taille d’un termes est simplement le nombre des symboles qui le composent. La mesure
de complexité est définie par

C(5) =< &(5),&(5) >

L’ordre utilisé est ’extension de I'ordre sur les entiers aux multi-ensembles. Nous allons voir que
cette mesure décroit strictement par application des regles énoncées.
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Lemme 38 Soit S un probléme de filtrage. Toute séquence d’application des régles (D), (P),
(I) et (E) fait décroitre strictement la complezité C(S).

Preuve

e (D) : ote la téte des termes. par conséquent, £;(5) et £,(5) décroissent strictement.

(-]

(E) : le théorie AC est permutative (si s =4¢ t, t peut étre obtenu de s en permutant
les arguments des symboles AC), ce qui implique que s =4¢ t = |s|=|t|. Donc, pour
o, solution du probleme w(s) = ¥(t) délivrée par l'algorithme du premier ordre, on a
toujours | o(X)|<|9(t) |, puisque o(psi(s)) =ac ¥(t). On a donc |a(¢(s))|=|%¥(t)], et
[0~ (o ((s)=l~1p(t)]. Dot [~ (o (X))|< [t~ (2)]. Or, ¥~T4(t) = ¢, on a donc bien,

[~ (v;)]<|t|. Donc, &5 décroit strictement.

e (P): & n’est pas modifié, alors que £, décroit strictement puisque le membre gauche est
remplacé par 'un de ses sous-termes strictes.

(I) : apres application de cette régle, £, n’est pas modifié, mais £, peut avoir augmenté. Mais
la régle suivante ne peut étre que (D) ou (E), qui font toutes deux décroitre strictement
&;. Globalement, £, décroit donc strictement et C'(5) avec lui.

]

Ceci nous permet de conclure par le théoréme de terminaison.

Théoréme 39 Pour tout probléme de filtrage S, toute séquence d’application des régles (D),
(P), (1) et (F) est finie.

11.3.2 Discussion sur la théorie utilisée

Nous allons discuter ici les raisons qui nous ont poussés a nous intéresser a la théorie AC,
qui est un cas particulier de théorie réguliere. Tout d’abord, précisons que pour le cas général de
combinaison d’une théorie et du filtrage d’ordre deux, la régle d’imitation doit étre légeérement
modifiée. En effet, pour le filtrage syntaxique, comme pour le cas AC, lorsque deux termes sont
équivalents s = t tels que leur téte est une constante (ou s =4¢ t tels que leur téte est un
opérateur AC), nous avons toujours #H(s) = H(t). Ceci n’est pas vrai dans le cas général. La
théorie considérée peut contenir des axiomes du type f(z) =~ g(z). Auquel cas, toute imitation
de la fonction f doit étre doublé d’une imitation du symbole g. Sinon, le processus ne saurait
étre complet. La régle d’imitation devient alors :

< {AT.F(3;) = A\%.f(1,)}QS,0 >
<A{o'E.F(37)) 2 A\E.f(T,)}Q0!(S), 0’0 >
avec 0/ = {F — A7,.9(H1(¥n), -, He(Yn))} ou k est I’arité de la fonction g. Cette imitation
doit étre appliquée pour tout fonction g € CSg(f) ot CSg(F') est défini de la fagon suivante.

1)

Définition 40 Pour une théorie F, la relation de F-compatibilité ~g est définie par la plus
petite relation d’équivalence sur C telle que H(l) ~g H(r) pour toute équation [ ~ r € F ou
H(l) et H(r) sont tous deux des symboles de fonction. L’ensemble des symboles E-compatibles
d’une fonction f est alors CSg(f) =49 € C| f ~g g}. Cet ensemble est toujours fini. O
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Toujours pour les théories régulieres, il existe un autre cas de figure ou il est nécessaire de
multiplier les imitations. Ce cas de figure apparait pour les théories effondrantes, c’est-a-dire les
théories dans lesquelles un terme non variable peut étre K-équivalent a une variable. Prenons un
exemple. Soit la théorie E = {f(g(X)) ~ X}. En prenant le probleme de filtrage {F(Y) = ¢},
la solution donnée par {F + Az.f(z); Y + g(c)} ne peut &tre obtenue par le processus décrit.
Pour étre capables de calculer de telles solutions, il faut tenir compte du fait que ’axiome de la
théorie est effondrant —i.e. I’'un de ses membres est réduit a une variable —. La solution consiste a
chaque fois qu’une imitation est calculée, 3 la doubler d’une imitation! de f qui est la téte de cet
axiome effondrant. Ainsi, I'algorithme redevient complet. Mais nous ne sommes pas au bout de
nos peines. Notre but reste d’obtenir un algorithme complet qui termine dans tous les cas. Or, il
existe des théories finitaires d’ordre un telles que leur combinaison avec le filtrage d’ordre deux
entraine une infinité de solutions différentes dans certains cas. En effet, il suffit de considérer
la théorie E = {f(1) ~ 1} et le probleme de filtrage {F(1) = 1}. les solutions {F + Az.z} et
{F + Az.f(z)} ne forment pas un ensemble complet de solutions, puisque {F > Az.f"(z)} est
également une solution de ce probléme et n’est pas comparable modulo F & {F ~ Az.f(z)}
lorsque n > 1. En conséquence, ce probléme est infinitaire, et on ne peut prétendre a un algo-
rithme complet qui termine pour en calculer les solutions.

En résumé, les théories telles que I'on soit obligés de considérer tous les symboles de I’en-
semble C'Sg(f) a chaque imitation de f, et les théories effondrantes, lorsqu’elles permettent
un algorithme complet, engendrent un accroissement trés sensible de ’espace de recherche des
solutions. Ne perdons pas de vue qu’il s’agit pour nous de construire un outil, donc d’obtenir une
méthode utilisable. D’un autre coté, nous désirons rendre compte des propriétés algébriques des
connecteurs logiques. La théorie AC semble alors étre un bon compromis. Cette théorie posséde
bon nombre d’avantages. Elle est suffisamment puissante pour accroitre considérablement les
possibilités du filtrage d’ordre deux, et posséde suffisamment de bonnes propriétés pour étre
traitée de facon raisonnable. Rappelons que le filtrage modulo AC est déja un probleme NP-
complet & I’ordre un [BKN87]. C’est pour toutes ces raisons que nous nous sommes “restreints”
a la théorie AC, bien que dans notre esprit, il s’agisse plus d’un choix raisonnable que d’une
restriction. De plus un avantage supplémentaire de cette théorie est qu’elle a déja été largement
étudiée.

A partir de l'algorithme déja donné, appliqué a cette théorie, nous allons voir les problemes
d’efficacité auxquels nous avons a faire face. Ce qui nous a menés a proposer un nouvel algorithme
de filtrage AC d’ordre deux qui évite beaucoup de travail inutile, en essayant de voir le filtrage
d’ordre deux d’une autre fagon, et en y incorporant, ce que ’on pourrait appeler I’“esprit AC”
— en particulier en utilisant des termes aplatis. Pour réaliser ce travail, nous avons eu la chance
de travailler en collaboration avec Zhenyu Qian.

I1.3.3 Probléemes d’efficacité de P’algorithme classique

L’algorithme issu de I'unification modulo une théorie réguliere énoncée par Nipkow et Qian
[NQO1] est trés général. Ce qui implique malheureusement qu’il peut se montrer inefficace pour
le cadre particulier dans lequel nous envisageons de I'utiliser. Comme il est indiqué dans [Cur93,

1 Le terme d’imitation ne convient plus vraiment, puisqu’il s’agit d’explorer un autre symbole que la téte du
terme rigide. Toutefols, nous conservons ce terme, puisqu’il fait référence i la méme opération.
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MW94], un des principaux probléemes de cet algorithme est qu’il génére beaucoup de solutions
inutiles. Nous I’avons implanté, et nous avons pu le constater, comme sur ’exemple qui suit.

Exemple 41 Considérons le probléme de filtrage F(X) = a + b + ¢ ot le symbole + est AC.
Ce probléme possede 8 solutions différentes qui sont :

F—lza+b+e Fslxaox+b+e; X —a Folzt+at+ce; X—b
Flrz+ta+b; X—ec Foldtzta; X—=b+te Flra+b, X—a+tec
FAzxz+e; X—a+b Felz; X—a+b+ec

L’algorithme naif en calcul 55! B

Essayons de comprendre les raisons de ce décalage. La premiére étape consistant en une
imitation du symbole + produit la substitution

{F— Az.H (z)+ Hy(2)}

Ainsi, nous obtenons le nouveau probléeme {H1(X )+ Hy(X) = a+b+c}. Par abstraction, le terme
de gauche est transformé en un terme AC pure pour obtenir la paire : X;4X; = a+b+c¢. Comme
décrit plus haut, ceci déclenche I’appel d’un algorithme de filtrage AC d’ordre un. Celui-ci, qui
est supposé complet, va produire au moins six solutions. Considérons en trois parmi elles :

1. {X1— a,X3— b+ c}, qui donne le probleme {H(X) = a, Hy = b+ ¢},
2. {X;— b, Xy ¢+ a}, qui donne le probleme {H(X) = b, Hy = ¢ + a},

3. {X1~b+c, Xy a}, qui donne {H{(X)Z2b+c, Hy = a}.

Il est clair que dans les cas 1 et 3. le probléme généré est le méme. Ceci est simplement di
au fait que les solutions d’ordre un sont symétriques. Les solutions seront donc dupliquées. Une
meilleure prise en compte de la théorie AC devrait permettre de remédier a cela. Cet exemple
illustre un probleme émanant de la théorie AC, mais nous pouvons également imputer le méme
type de redondances a la combinaison du filtrage d’ordre deux avec une théorie quelconque. En
effet, dans la suite du processus, nous aurons, comme solution du probleme 1 { Hy — Az.a, Hy —
Az.b+c}, ce qui donne, globalement, comme solution : {F' — Az.a+b+c}. Cette solution va étre
dupliquée autant de fois qu’il y a de solutions générées par 1’algorithme d’ordre un. Enfin, pour
en finir avec cet exemple, tous les problemes du type Hi(X) = b+ ¢ vont & leur tour engendrer
un appel de algorithme d’ordre un, donc générer de nouvelles redondances, etc... Il est done
facile, en définitive, d’imaginer comment il est possible de passer de 8 solutions, théoriquement
suffisantes, & 55 solutions calculées en pratique. Nous avons donc décidé d’adopter un autre
point de vue sur le filtrage d’ordre deux. Ceci pour nous permettre de mieux combiner I'ordre
deux et le processus AC. En particulier, nous allons voir que cela nous permet de définir un
algorithme utilisable aussi bien pour la théorie vide que pour le cas AC, et qui évite la plupart
des redondances.
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I1.4 Algorithme efficace pour le filtrage AC d’ordre deux

Forts des constatations qui précédent, nous proposons un nouvel algorithme de filtrage
d’ordre deux et modulo la théorie AC. Cet algorithme s’applique également a la théorie vide,
sans avoir & étre modifié. L’approche que nous adoptons ici nous semble plus proche de I'intui-
tion. Par contre, elle est moins générale, puisqu’elle s’appuie sur des concepts relatifs a la théorie
AC, comme les termes aplatis par exemple. En quelques mots, les atouts de cet algorithme sont
les suivants :

e La plupart des redondances sont évitées.

e Grace a la réutilisation de problemes déja résolus, beaucoup de solutions ne sont pas
calculées par filtrage, mais construites a partir d’autres solutions.

e Aucune nouvelle variable libre d’ordre deux n’est introduite au cours du processus.
e ’algorithme est utilisable tel quel pour la théorie vide.

L’idée générale est la suivante. Les régles d’ordre un de 1’algorithme classique, c’est-a-dire
(D) et (E), sont conservées. En effet, le probléme d’efficacité se situe & I'ordre deux. Nous allons
donc introduire un mécanisme spécifique pour calculer les solutions # d’une paire de filtrage
{\T.F(5,) = AZ.f(1,,)}. Or, pour une solution @, si 'on veut montrer que 8(\F.F(3;)) =ac
AT.f (&), certains arguments parmi les 6(s1),...,0(s,) doivent étre AC-équivalents a des sous-
termes de AZ.f(). Le principe de ce mécanisme consiste donc & tenter de filtrer chacun des
arguments de F avec tous les sous-termes de AZ.f(%,,), puis, & partir des solutions obtenues, a
construire les solutions pour F.

D’autre part, il s’avere treés utile de regarder de prés les occurrences des variables liées. En
effet, pour deux termes équivalents AZ,.s = A¥,.t, toutes les variables liées x; apparaissant dans
t apparaissent également dans s. Il en est de méme pour I’équivalence modulo AC, puisque cette
théorie est dite “permutative”, c’est-a-dire qu’elle ne fait que permuter les symboles, mais le
multi-ensemble des symboles est le méme pour les deux membres de ’égalité. Nous pouvons
donc affirmer, dans le cas général, que pour

NTn.8 =ac ATt

I’ensemble des z; qui apparaissent dans s et le méme que I’ensemble des z; apparaissant dans
t. Nous allons tirer parti de cette constatation apres 'introduction de quelques définitions dont
nous allons avoir besoin. Rappelons d’abord que la théorie AC est définie par :

(X+Y)+2Z ~ X+(Y +2)
X4Y ~ Y+X

Nous noterons ACop ’'ensemble des opérateurs AC.

Définition 42 Pour un terme s = A7,.t, UBV(s), est 'ensemble des variables z; apparaissant
dans ¢ (ou variables liées utiles). a

Définition 43 Deux substitutions o et o5 sont compatibles si et seulement si elles vérifient la
condition suivante :
Ve € (Dom(oy) N Dom(oz)), o1(z) =4c o2(2)
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Définition 44 Une Position est une suite d’entiers. L’ensemble des positions d’un A-terme ¢
est noté Pos(t). Soient p et g des positions et A la suite vide dénotant la racine. On définit ¢,
le sous-terme de t & la position p par :

ta = 1
(/\‘Z't)ll.p = 1p
a’(tla SERE) tn)]k~p = (tk)|p

a

Définition 45 Une position p est au dessus de ¢ (noté p < ¢) si p est un préfixe de ¢. Lorsque
p £ qet g £ p,les positions p et ¢ sont dites indépendantes. De la méme fagon, t, et ¢, sont
deux sous-termes indépendants de t si p; et p, sont deux positions indépendantes de ¢. a

Définition 46 Un ensemble de positions indépendantes d’un terme t est appelé coupure de .
L’ensemble de toutes les coupures de ¢ est noté Coup(t). D’autre part, pour un terme ¢ et une
coupure ¢ = {pi,...,p,} € Coup(t), et des A-termes sy,...,s, tels que 7(f),,) = 7(s;) pour

i=1,...,m, t[s1, , Snlp,,-pn €st le terme t ol chaque t|p, @ été remplacé par s;. De plus, les
symboles Oy, - - -, 0 représentent des “trous” dans le terme ¢ et ¢{[0y,- -+, Oglp, ...p, €St appelé
contexte. a

Nous allons utiliser une notion classique dans le domaine AC, qui est celle des termes aplatis.
La forme aplatie d’un terme est une représentation. Il faut pour cela considérer les opérateurs
AC comme ayant une arité variable (> 2). Ainsi, en prenant A comme opérateur AC, la forme
aplatie de a Ab A cest A(a, b, c) les sous-termes a, b et ¢ étant eux-mémes aplatis. Nous pouvons
donner la définition formelle suivante, avec flat, la fonction d’aplatissement.

flat(t) = t si ¢ est un symbole du premier ordre

)

flat(/\z t) = Az.flat(t)
n))
)

flat(f(tq,... f(flat(ty),...,(flat(t,))) lorsque f & ACop
flat(t f(flat(ty),...,(flat(ty))) lorsque t =ac f(ty, f(tz, - f(tn_1,tn) )
et fe ACopet H(t;) # f

De plus, pour un terme aplati s = f(Z,,) ol f € ACop, si n = 1, alors s = t;. Notons qu’un
terme aplati représente plusieurs \-termes AC-équivalents. Nous allons & présent introduire une
notion de position mieux adaptée au cas AC que la définition classique.

Définition 47 Une position aplatie est une suite p - I, ou p est une position aplatie, et [ un
ensemble non-vide d’entiers. Lorsque I = {k}, nous pourrons écrire k plutot que I. La notion
de position aplatie subsume celle de position. Nous utiliserons p et ¢ pour dénoter des positions
aplaties. Nous définissons un sous-terme aplati d’un terme aplati & une position aplatie de la
fagon suivante, avec A la position a la racine :

ta = 1
(/\I‘t){l.p = t]pa
a(ty, s tn)hp (t6)pp ag ACop,1<k<n
f(tlv'"7tn>]{k1,~~~,km}~p = f(tk11"'vtkm>§p fe ACOP,{k'h"‘,k'm}g {]_7.‘.’7]/}’



I1.4. Algorithme efficace pour le filtrage AC d’ordre deux 65

Par exemple, h(+(a,b,¢))1.1,3) = a+ ¢, et h(+(a,b,¢))p.2 = b.

Définition 48 Une position aplatie p; de la forme ¢ - I est au dessus d’une position aplatie p;
(noté py < po) si pq est de la forme ¢ - J avec J C I ou de la forme ¢ - k - p3 avec k € I pour une
position aplatie p3. Deux positions aplaties sont dites indépendantes si aucune n’est au-dessus
de P'autre ou si elles sont de la forme ¢ - I et ¢ - J avec I NJ = {}. Deux sous-termes a des
positions aplaties indépendantes sont dit indépendants. a

Définition 49 Un ensemble de positions indépendantes d’un terme t est appelé coupure de t.
L’ensemble de toutes les coupures de t est noté Coup(t). Les coupures réduites & un singleton
sont dites élémentaires. O

Notons qu’une coupure ne concerne pas nécessairement toutes les branches d’un terme. Elle
peut par exemple n’en couper qu’une seule.

Nous avons indiqué plus haut que par ’étude des variables liées réellement utilisées dans
les termes, nous avons des indications quant & la forme des solutions. Supposons par exemple
que pour la paire de filtrage {\T7. F(57) = ATr.f(Tx)}, UBV(t) (ol t est le terme AT7. f(Tx))
est réduit au singleton {z;}. Puisque, pour deux termes équivalents modulo AC, les ensembles
UBV doivent étre les mémes pour les deux termes, toutes les solutions o de ce filtrage doivent

étre telles que :

UBV (0(XT7. F(57))) = UBV (1)

Or, quelle que soit o, pour F, elle est de la forme o(F) =ac ATm t[Yj1,- -5 Y5 )c OU c est une
coupure de t. Par conséquent, par application de o, et S-réduction, on obtient :

o(NE7 F(57)) =g AEml[0(81,)s -, 0 (55

Les variables contenues dans U BV (t) doivent apparaitre dans o(s;, ), ...,0(s;). Dans notre cas,
cela signifie que I'un des o(s;,) contient z;; ce qui implique, si I'on applique récursivement la
condition sur les variables liées, qu’il existe s;, contenant z;. En conséquence, toute solution
de ce probleme est telle que y;, € o(F) avec s;, contenant z;. De plus, la position p;, qui est
associée a y;, dans o(#") doit étre telle que si p; est la position de z; dans ¢, p;, < p;. Cest le sens
du lemme 56. L’algorithme que nous allons présenter tient d’abord compte de cette propriété,
puisqu’elle permet d’éliminer un grand nombre de recherches de solutions inutiles. Tustrons ceci
sur quelques exemples tres simples.

Exemple 50

o La paire de filtrage Az.F(t) = Az.f(z) n’a pas de solution si t ne contient pas z.

o Pour la paire Az.F(G(z),t) = Az.f(a,z), toutes les solutions pour F' seront du type
F — A73.tly], avec p = A ou p = {2}. Ce qui donne respectivement les deux solutions

pour F :
— {F + AJ2.y1} avec les solutions de {\z.G(z) = Az.f(a,z)},

— {F — M.f(a,1)} avec les solutions ~ ’il y en a — de {Az.G(z) = Az.z; Azt =
Az.a}.



66 IT. Filtrage AC d’ordre deux

e Pour la paire {\z.F(t,z) = Az.f(z,2)}, (ol = n’apparait pas dans t) il y a cette fois-ci
deux variables liées obligatoires dans o(F') qui sont toutes les deux ys, puisque c’est dans
le second argument de F' que la variable liée z apparait. D’ou 'unique solution pour F :

{F = 252 f(y2,92)}-
[ ]

L’algorithme proposé réutilise les régles (E£) appliquée & AC et (D). Ces régles sont celles qui
traitent le premier ordre. Mais un algorithme spécifique est introduit pour le cas flexible-rigide.
Nous allons formuler I’algorithme de la fagon suivante : d’une part I'algorithme général, séparant
les cas rigide-rigide et flexible-rigide, puis la fonction F-R qui traite le cas flexible-rigide. Ce n’est
pas répété dans l’algorithme, mais toutes les positions considérés sont des positions aplaties.

Algorithme de filtrage

e Cas rigide-rigide : application, selon le cas de la regle (E) avec la théorie AC, ou de la
regle (D).

e Cas cas flexible-rigide :
< {AE.F(37) = AZ.f(1,)}QS, 0 >
< o'(5),0'0 >

(flex-rig)

pour toutes les solutions o’ calculées par la fonction F-R appliquée a
< (NB.F(57) 2 2o fE)h () >
Fonction F-R  Pour < {AZn.F(57) = AT f(T6)}, {} >,

(Nous utilisons s pour le terme F(3,;) et t pour le terme f(fx) toutes les substitutions notées
o' sont des résultats de cette fonction)

0- Si UBV(AZ,.t) € UBV(AT,.s), alors, il 0’y a pas de solution. Sinon, si UBV(Az;.t) = 0,
alors o' = {F > A7, .t} est solution et 1’étape 1 n’est pas utile. Sinon, faire ’étape 1.

1- Pour toutes les occurrences a une position p; dans t des z;, éléments de U BV (t), résoudre
tous les problemes < {A\T,.s; = AZn.t,},{} > (les N solutions d’un tel probleme sont
notées 61, . .,9?7).

ol

e s; est un argument de F' ol z; apparait,
e et p est une position de ¢ telle que p < p;.

Sl n’y a pas au moins une solution pour chaque z;, il n’y a pas de solution. Sinon, faire
I’étape 2.

2- Résoudre tous les problemes < {AZy.s, = AZ5.t).}. {} > tels que g est une position indépen-
dante de tous les p; précédemment considérés et pour 7 = 1....,m (les M solutions d’un
tel probleme sont notées 41, ...,8M).
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3- (Construction des solutions pour F')

Construire toutes les substitutions o’ telles que :

OJ = Uf:legz{ U {F — /\ym-t[yil 9ty yip]C}
avec
e Vz; € UBV(1), 1l existe i; tel que y;, € UBV(0'(F)) et z; apparait dans s;,.

s 0K est une solution de {50 = ATty } pour ¢ = {g,.. -»Qip }, une coupure de
t, ’

e tous les 6% sont compatibles entre eux et avec o’[{F}].
Déroulons cet algorithme sur quelques exemples.
Exemple 51 Premier exemple :
{\T7.F (21,2, a) = XT3.f(21,9(21), )}
ou f n’est pas un symbole AC.

0- UBV(XT3.t) = {z1} # 0 et UBV(ATZ3.t) C UBV (AT3.8) = {1, 22}
1- La premiere occurrence de z; dans t intervient a la position py = 1, la seconde & p; = 2.1.

e p; : les problemes a résoudre sont :

Sous-terme gauche Sous-terme droit Solutions
ATzxy = ATpdiy = AT2.f(21,9(21),a) 0
ATz.cy = ATz = ATz.an 0l = {}

e po : les problemes a résoudre sont :

Sous-terme gauche Sous-terme droit Solutions
ATz.z; = ATzt = AT2.f(z1,9(z1),a) 0
ATz.ry = ATadpp = ATo.g(z1) 0
\Tg.r; = AT3.tjpq = AT3.2) 8y = {}

2- Le seul probleme & résoudre est ici A\Z7.a = AZ7.a, puisque toutes les autres positions dans ¢
sont au dessus d’une variable liée. On a donc 6} = {}.

3- La reconstruction consiste donc en I'union d’une solution pour £ faisant apparaitre y; a une
position au dessus de p; et & une position au dessus de py, d’une solution 6%, d’une solution
#), et éventuellement d’une solution #%. L'union est une solution si les substitutions qui la
composent sont compatibles et les positions des variables liées sont indépendantes. Nous
obtenons les deux solutions :

1 T

. alyal J i1 PV | 3
—_ Ul () U2 () 11. =7 /\yB.DLyl, leplvaI

!
vl

avec ATBUY1, Yilpi s = AT3-f(¥1,.9(91), ), et
O{Z = 9{ U 0% U 6% U {F — /\—?E’;-t[yh Y1, yS]plprPB}

avec p3 = 3 et AYz-H[Y1, Y1. U3lp, oo ps = A3 S5, 9(31), ¥3)
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Deuxieme exemple :
{Az.F(a, F(z,b)) = Ae.f(f(b,2),0)}
ou f n’est pas un symbole AC.
UBV(Az.t) ={z} # 0 et UBV(AT.t) CUBV(\Z.5) = {z}.

1- L’occurrence de z dans ¢ intervient & la position p; = 1.2.

e=]
T

e p; : les problemes & résoudre sont :

Sous-terme gauche Sous-terme droit Solutions
AT.F(z,b) = ATty = AT.f(f(b,z),a)) 67
AT.F(z,b) = ATty = M\T.f(b,z) 0 = {F — A5 f(y2,y1)}
AT F(z,b) = AT, = ATa 01 = {F— M\g.yl}

2- La position non encore explorée dans ¢ est la position 2. Ce qui donne le probleme Az.a = A\z.a
et 9; ={}.

3- Construction des solutions de F': Nous pouvons voir tout de suite qu’aucune des solutions oY
n’est compatible avec {F'+— A7z.y1}, et il en est de méme pour #3. Ensuite, nous pouvons
essayer : o’ = 03 U {F + A\y5.t[y2]1}, mais ces deux substitutions ne sont pas compatibles
puisqu’elles affectent deux termes différents & F'. Il ne reste que la solution :

U, = 0% U 0}1 U {F — )\y_g.t[yQ, y1]1,2}

avec A2.t[y2, yil1,2 = A%z f(y2, y1)-

Enfin, dernier exemple, pour montrer le comportement de la fonction F-R avec des symboles
AC

F(F(a,b),¢) = f(b,c,a)
olt f est un symbole AC.

0- UBV(Az.t) = UBV(AZ.s) = 0. On a donc o} = {F +— A73.f(b.c,a)}, et nous sautons I’étape
1.

2- Les problemes sont les suivants :

Fla,b) = tia = f(b,c,a) 01 = {F — Ay3.f(b,c,a)}
Fla,b) = tp=b 0 = {F — Ag.b}, 62 = {F — AJz.y2}
F(a,b) = ty =c 6 = {F — \y7.c}
F(a,b) = t3 = a 05 = {F — A\y.a}, 02 = {F = \jz.n }
F(a,b) = ti2y = f(bye) 05 = {F = X75.f(b,¢)}, 02 = {F = A\J2.f (32, )}
F(a,b) = tnsy = f(bya) 05 = {F — A\2.f(b,a)}, 03 = {F — A72.f(41,a)}
03 = {F — A\75.f(y2,0)}, 05 = {F — 2. f(y1,42)}

F(a,b) = tif2,3y = fle,a) 0} = {F = M\p.f(c,a)}, 0% = {F — X72.f(y1,¢)}
F(a,b) = tjuo3y = f(bc,a) G {F = 2gg.f(b,c,a)}

c = tia = f(b,c.a) 0

c = = b 0

R %= 1)

c = tl3 = q

= =

i
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3- Il n’y a pas de solution de la premiere partie (avec F'(a,b) en partie gauche) qui soit compa-
tible avec {F' — A7;.f(y1,¢)}. La seule recomposition possible est

of = 0g U6y U{F — APz.t[yl, y2)12} = {F — Ag2.f(y1, v2)}

II.4.1 Propriétés du nouvel algorithme

Les propriétés a montrer sont relatives au cas flexible-rigide. Les autres cas sont inchangées.
Montrons la correction des solutions calculées par I’algorithme. Pour cela, il suffit de montrer la
correction de la construction des solutions de la troisiéme étape de la fonction F-R, et celle de
la solution particuliere qui peut étre engendrée a 1’étape 0.

Lemme 52 Toute substitution o', résultat de la fonction F-R est un filtre AC de
Pb = {AT7. F(57) = Az f(Te) }-

Preuve Nous utilisons les notations de ’algorithme. Deux types de solutions peuvent étre
générées.
e A Iétape 0,si UBV(s) = UBV(t) = (. Alors, 0/ = {F — Ay,.t}. Or, si UBV () = 0,
o' (AT, . F(37)) = AT (AT t) (33)) —n ATnut
Donc, o est un filtre AC de Pb.

e Les autres solutions générées sont de la forme :

o =Uf_ 98U {F = Aymt[Yirs - Yiple}

a=1"«

avec les conditions précisées. Tout d’abord, puisque toutes les substitutions % sont com-
patibles entre elles et avec {F — Aym .t[yi, ..., Yiplc}, 0 est bien une substitution. Nous
avons, par application d’une telle substitution

0 (N F(537)) =5 N[0 (5iy ). 10 (500 )|e =ac ATRA05 (1), 045 (s5,))e

ot les 8% sont des filtres AC' des problémes AZ,.s, = AT, .tp, POUT @ = i1,...,ip OU p;;
J

est la position associée & y;, dans c. Par ailleurs, ¢ est une coupure de ¢, donc toutes les

positions qu’elle contient sont indépendantes. On a donc bien o'(AT,. F(3)) =40 ATn.t.

O
La correction de la régle (flex-rig) en découle, et nous pouvons formuler le théoréme de
correction.

Théoréme 53 (Correction de Ualgorithme de filtrage) Pour un probléme de filtrage < S, {} >,
toute solution obtenue par application de l’algorithme de filtrage est un filtre AC de ce probléme.
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Preuve Par les lemmes 30, 33 et 52. a

Maintenant que nous savons que les substitutions que nous construisons sont bien des filtres
AC du probléme, assurons-nous de la terminaison du processus. En premier lieu, montrons que
les probléemes engendrés par la fonction F-R sont tous d’une complexité strictement plus petite
que celle du probleéme initial. Pour cela, nous utiliserons la méme mesure de complexité que pour
I’algorithme naif.

Lemme 54 Tous les problémes de filtrage générés par la fonction F-R ont une complexité stric-
tement inférieure a celle du probléme d’entrée de la fonction.

Preuve L’étape 0 n’engendre pas de probleme de filtrage. Lors de 1’étape 1, nous devons

résoudre des probléemes du type
{75 2 ATt}

olt s; est un argument de F', et donc un sous-terme strict du terme flexible, et ¢, ne peut
pas étre plus grand que ¢. Par conséquent, & diminue strictement, et & n’augmente pas. D’ou
CS5(9) =< &(S5),&(S5) > décroit strictement.
Pour les problemes engendrés par I’étape 2, le cas est exactement le méme. Quant a 1’étape
3, elle n’engendre pas de probleme. o
Formulons & présent le théoréme de terminaison.

Théoréme 55 Toute séquence d’application des régles (E) pour la théorie AC, (D) et de (flez-
rig) termine.

Preuve Pour les régles (E) et (D), le résultat est donné par le lemme 38. Pour la fonction F-R,
il suffit de nous assurer que le nombre de problemes générés est toujours fini. Pour les étapes 1
et 2, nous pouvons dire que F posséde un nombre fini d’arguments, et que ¢ possede un nombre
fini de positions aplaties. Le nombre de combinaisons des deux est donc fini. Pour ce qui est de
I’étape 3, elle consiste a combiner, 1& encore, un nombre fini d’éléments de solutions. O

Intéressons-nous maintenant a la complétude. De la méme fagon que pour la correction, nous
avons a montrer la complétude du cas flexible-rigide. Pour un probleme de la forme

< AT F(5) = AZn. f(Te)} A} >
toutes les solutions pour F', sont de la forme
F /\%'tl[yﬁ yes ey yip]c’

avec t' =4c t — parce que la théorie AC est un théorie permutative — et telle qu’il existe ¢,
coupure de ¢ telle que ATm-t'[¥iis-- s Yiple =AC AUm-tlYirs-- ., Yiple. Une solution, pour étre
complet, serait de générer toutes les substitutions construites sur ce modele. Les solutions qui
sont engendrées par la fonction F-R forment un sous-ensemble de ces substitutions, et la com-
plétude consiste & montrer que les substitutions que nous évitons de construire ne peuvent pas
mener 3 une solution du probléme; ou encore & montrer que les conditions imposées sont des
conditions nécessaires pour obtenir des filtres AC du probleme. En premier lieu, nous allons
donmner la propriété relative aux variables liées réellement utilisées dans les termes.



I1.4. Algorithme efficace pour le filtrage AC d’ordre deux 71

Lemme 56 Soit o, un filire AC de Pb = {\z2,.F(3,) = M\&r.f(1)}. Alors,
o(F) = A{F = XY t'[Yiyr- - s Yipler }
avec

o t' =40t = f(tx),
e Vo, € UBV(t), 3y;, € UBV (0o(F)) avec z; apparaissant dans s;

e pour p;, la position de z; dans t, la position p;; associée a y;, dans c', coupure de t' est
telle que p;,; < p; (pi, est au dessus de p;).

Preuve Avant tout, nous pouvons ramener le cas AC au cas syntaxique. En effet, la théorie
AC est dite permutative. Ce qui signifie que deux termes clos aplatis sont AC équivalents si et
seulement si il est possible d’aller de I'un & 'autre par une série de permutations des arguments
des symboles AC. Par conséquent, pour tout terme ¢’ et toute coupure ¢’ de t/, si t' =40 t",
peut étre obtenu par permutations sur ¢’ et il existe ¢”, une coupure de ce terme t” telle que

Am't/[yils vy yip]c’ =AC Am't"[yil gy yip]c”
Ce qui nous permet de ne considérer que t' = t, c’est-a-dire la matrice du terme rigide, et ¢ une
coupure de ce terme. Considérons donc une solution de la forme :

o(F) = {F = Ay Yy, - - - Yiple}
L’application de cette substitution au terme flexible, puis la 8-réduction meénent a :
Aﬁ.t[a’(&;l), P U(Sip )}C = AC A@_p,;t

La condition U BV (t) = U BV (s) doit toujours étre vérifiée. Or, ’application d’une substitution a
un A-terme ¢ ne peut pas ajouter d’élément a I’ensemble U BV (t) (elle peut simplement ajouter
des éléments au multi-ensemble des variables liées utilisées, par duplication). En effet, par la
définition de I’application d’une substitution,

{Y =2} AzY)— Az.Z

ott Z est une nouvelle variable libre. Ainsi, si z; apparait dans O'(.SZ'J), z; apparait dans s;.
De plus, o(AT,.8i,) =ac ’\z—n—'tlptj ou p;, est la position associée & y;, dans ¢. Donc, z; doit

apparaitre dans ¢ & une position p; telle que p;; < p;. O

Lemme 57 Quel que soit o, filire AC du probléeme Pb =< {\7;.F(5;) = Mo f(E6) 1, {) >,
il existe une solution o' résultat de la fonction F-R avec argument Pb, telle que o' =,¢
o[ FV(Pb)].

Preuve Nous montrons que les solutions pour les sous-termes contenant des variables de
UBV (t) sont nécessairement des solutions des problémes engendrés par I’étape 1 de la fonction
F-R, et que les autres sont nécessairement des solutions des problemes engendrés par 1’étape 2.
De plus, les conditions imposées par 1’étape 3 pour la construction des solutions pour F sont

des conditions nécessaires pour la correction.
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De fagon générale, pour o(F) = AT t'[Yiy, - > Yiple =aC AUm-t[Yiys- - s Yiple, NOUS pOUVONS
écrire
0(AT,.F(35,)) =ac AT t[o(si)s- -, 0(8ip)]e
Soient o1 = o[FV(s;;)],...,0p = o[FV(s;,)]. On a alors,

0 =AC 0'1U...UO’pU{FF—)/\W.t[yil,...,yip]c

Le lemme 56 nous permet de dire que pour toute solution, pour chacun des z;, élément de
UBV (1), il existe y;, tel que y;, € UBV (0(F)), avec

e z; apparait dans s; et
® p;, position associée a y;,, vérifie p;. < p; ol p; est la position de z; dans t.

Si nous appelons {7} ’ensemble des substitutions o;,, ol un z; apparait dans oi;(yi,), alors
chacun des oy, est un filtre AC' de ATy.8i, = /\’f;{.t|p‘.j oll p;; est une position au dessus de celle
de Z;.

Toutes les substitutions de ce type sont calculées par ’étape 1 de la fonction F-R. En effet,
les restriction énoncées sont celles de ’étape 1.

Par ailleurs, toutes les positions autres que ces p;; sont indépendantes, puisque ¢ est une
coupure de ¢. Donc, pour les substitutions o; telles que z; n’apparait pas dans o;(s;), sont des
solutions de AZ.s; 2 AZ,.t); ol ¢ est une position de ¢ indépendante de tous les p;, et s; un
argument de F. Ce sont les substitutions calculées par ’étape 2 de la fonction F-R.

Fnfin, étape 3 consiste 3 faire toutes les combinaisons possibles, vérifiant trois conditions
dont nous avons vu qu’elles sont nécessaires

e pour que ¢’ soit un filtre AC du probléeme pour les deux premiéres,

e pour que ¢’ soit une substitution pour la troisieme.

a

Théoréeme 58 Soit 8, un filtre AC du probléeme de filtrage < S,{} >, il existe une solution
obtenue par une séquence d’application des régles (D) et (E) dans le cas rigide-rigide, et de la
régle (flez-rig) dans le cas flexible-rigide dont le résultat < {},05 > est tel que 0y =ac 9[FV(S))].

Preuve Par les lemmes 30, 36 et 57. U
Nous avons donc conservé les propriétés de I’algorithme naif, tout en "améliorant sur trois
points essentiels :

e suppression des variables d’ordre deux introduites durant le déroulement de I’algorithme,

calcul d’un ensemble restreint de solutions par filtrage grace & la composition de solutions
élémentaires,

élimination de la plupart des redondances.

Cet algorithme constitue dans la suite un outil fondamental pour la reconnaissance des
similitudes entre les formules, puis pour le calcul de la différence. A présent, nous possédons un
outil puissant et efficace, et nous allons ’appliquer a la preuve par analogie.
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Analogie pour des formules
similaires

Les analogies que nous avons étudiées jusqu’a présent supposaient que la formule de référence

est enchassée dans la formule objet, la similitude entre les formules étant d’ordre proposition-
nel. C’est ce que nous avons appelé des analogies simples. Pour ce cas, nous avons décrit une
méthode compléte pour résoudre automatiquement ’analogie. Dans le présent chapitre, nous
allons étendre largement le champ des analogies automatisables. Notre définition intuitive de la
similitude est qu’une formule B est similaire & A si une preuve de B peut étre construite auto-
matiquement a partir d’une preuve de A. Concrétement, on sait par exemple, qu’une preuve de
typage d’un A-terme est similaire — au sens intuitif — & une déduction naturelle. Notre notion de
similitude devait donc permettre de passer de I’'un & ’autre. En fait, pour nous, une similitude
est une relation R telle que :

e R est décidable,
o si R(A, B) et A est valide, alors B est valide,

e si R(A,B) et on a une preuve de A, alors on peut construire une preuve de B par un
algorithme.

Dans ce chapitre, nous montrons que la notion de similitude peut englober :

- la correspondance entre deux formules. Par exemple, les formules A = Vz p(f(z),a) et
B = Vz ¢(z) peuvent correspondre, parce que, par abstraction de A, nous avons le terme
V(Az.P(F(z),Z)) ou P, F et Z sont des variables libres; et le filirage de ce terme avec
V(Az.g(z)) qui représente B, donne la solution {P = Az129.¢(21) ; F +— Az.z}. Ainsi, en
appliquant la correspondance {p — Az129.9(21) ; f = Az.z} — qui est la composition de
I’abstraction et de la solution du filtrage —, de 4, nous obtenons B. Nous verrons comment
appliquer cette méme correspondance aux preuves.

Les propriétés AC des connecteurs V et A. Pour le calcul de la correspondance ci-dessus,
il suffit de considérer les propriétés AC des connecteurs lors du filtrage d’ordre deux.

Certaines propriétés des quantificateurs. Les formules Vz (JyA(z, y)AB(z)), V2 Jy (A(z,y)A
B(z)) et Vo 3y A(z.y) AVz B(z) sont équivalentes. Pour tenir compte de ces propriétés,
nous utilisons une forme normale qui consiste a descendre les quantificateurs aussi profon-
dément que possible dans les formules. Cette forme normale ayant l’intérét d’étre unique
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pour une formule donnée. La mise en forme anti-prénexe a déja été utilisée de fagon assez
proche dans [Bib74], et beaucoup plus récemment dans [BAITCC88, Egl94] sous le nom
d’“antiprenexing” ou de “miniscoping”. Les preuves peuvent également étre transformées
d’une forme a ’autre. Ainsi, si deux formules ont la méme forme normale, une preuve de
I'une peut étre transformée en une preuve de 'autre.

Nous montrons qu’il est également possible de combiner ces différents criteres de similitude.
Pour terminer, nous traitons un exemple. Il s’agit de confirmer I'idée intuitive selon laquelle il
y a similitude entre typage et déduction naturelle. Il existe, bien sir, des résultat théoriques
a ce sujet, mais notre but est simplement de montrer que 'on peut formaliser la notion de
similitude et automatiser ’analogie qui rentre dans ce cadre. Cette similitude n’est pas traitée
de facon ad-hoc, mais avec un processus général, pouvant aussi bien étre appliqué dans le cadre
de I’isomorphisme de Curry-Howard que pour la transformation d’une preuve sur les listes en une
preuve sur les ensembles. La condition & respecter est la définition formelle que nous donnons
de la similitude. Cette définition n’a rien d’absolu, elle essaie simplement d’utiliser quelques
propriétés qui font que deux formules logiques sont équivalentes ou peuvent étre considérées

comme telles.

III.1 Correspondance

Le cas de figure qui nous préoccupe ici est une formule objet B qui peut étre obtenue de la
formule de référence A par correspondance entre les termes. Prenons par exemple les formules
A =Yz r(f(2),b), et B = Yz (p(z) A q(a)). La correspondance qui peut étre établie entre les
termes représentant ces formules est la suivante :

Az1xo.7(21,22) & AT122.21 A Ty
Azi.f(z1) © Azyp(zy)
b & g(a)

Nous allons, pour reconnaitre ce type de correspondance, utiliser le filtrage d’ordre deux. Cette
notion de correspondance englobe celle de renommage des symboles utilisée par exemple dans
[Pla81]. Ainsi, pour deux formules A = Vz p(x,a) = 3z p(a,z) et B =V ¢(z,b) = Iz q(b, z),
un simple renommage de p en ¢ et de a en b permet de passer de A & B. Dans ce cas, il
n’est pas utile de mettre en ceuvre un processus d’ordre deux. Mais les correspondances que
nous allons pouvoir déterminer ici sont beaucoup plus puissantes. En effet, pour le premier
exemple, un processus d’ordre un ne peut pas faire correspondre les deux termes. La premiére
étape, de reconnaissance de ces correspondances va se faire en deux temps. D’abord, nous allons
abstraire la formule de référence, puis filtrer en utilisant ’algorithme donné au chapitre II. La
seconde étape consiste & transformer la preuve de la formule de référence en une preuve de la
formule objet. Nous montrerons que la méthode est complete. C’est-a-dire que s’il existe une
correspondance, elle permet de construire automatiquement une preuve de la formule objet. Ce
type de similitude a été étudié par Plaisted dans [Pla81] dans le cadre de la résolution. Mais elle
n’englobait que le renommage qui est un affaiblissement de la correspondance.

A Abstraction d’une formule

Il s’agit de transformer une formule d’ordre un, en une formule dont toute instance close est

une formule similaire a celle de départ.
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Définition 1 Soit A une formule du premier ordre, et {¢,} I’ensemble des symboles de constantes
libres apparaissant dans A telles que O(c¢;) < 2 pour i = 1,...,n. Abst = {c, — X, } ou X, est
un ensemble de nouvelles variables libres du type approprié et telles que X; = X si et seulement
si¢; = cj. O

Exemple 2 Par exemple, la formule p(0) A Vz (p(z) = p(s(z))) = Vz p(z) sera abstraite en
un schéma :

P(X)AVz (P(z) = P(F(z))) = Vz P(z)
ol P, F et X sont des variables libres. B

Rappelons que les constantes qui ne sont pas considérées comme libres sont les connecteurs
V et A, mais aussi la négation — et les quantificateurs 3 et V. Dans [KW94], Kolbe et Walther
abstraient leurs preuves de facon semblable pour une procédure par analogie sur les preuves par
induction.

B Filtrage d’une formule abstraite et d’une formule d’ordre un

Définition 3 Soit Abst, I’abstraction de la formule A, et ¢ une solution du probléme de filtrage
Abst(A) = B, alors

p = o o Abst est une correspondance de B vers A

a

Cette définition implique que la notion de correspondance n’est pas symétrique, puisque
pA = B # pB = A. Globalement, une correspondance est donc de la forme p = {¢, s ¢/} olt
les ¢; sont les constantes d’ordre un et deux de A, et les ¢/ des termes clos. Nous pouvons donner
notre premier critéere de similitude.

Définition 4 Une formule B est similaire par correspondance a une formule A si et seulement
si B peut étre obtenue de A par application d’une correspondance. O

A présent que nous avons défini ce premier critére de similitude entre les formules, nous
allons définir la transformation qui, appliquée a une preuve de la formule de référence, fournit
une preuve de la formule objet, lorsqu’il existe une correspondance entre ces formules.

Définition 5 L’application d’une correspondance p a un arbre d’expansion Q, est définie par
Q' = p(Q), ol Q' représente @) ou p est appliquée aux formules de chaque nceud de @, et 3
chaque étiquette. ad

Montrons que l’application de la correspondance a tout ’arbre d’expansion, représentant la
formule de référence, fournit un arbre d’expansion de la formule objet. Nous montrerons ensuite
que la connexion couvre toujours l’arbre en question.
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Lemme 6 Soit p une correspondance entre les formules B et A. 51 () est un arbre d’ezpansion
représentant A, alors p(Q) est un arbre d’expansion représentant B.

Preuve Par induction structurelle sur Q.

Cas de base : ) = A (arbre réduit a une feuille). Alors, p(Q)=B et p(Q)* = B

Cas inductifs (@ et Q' ne peuvent étre en correspondance que s’ils ont méme racine puisque les
connecteurs et les quantificateurs ne sont pas des constantes libres) :

*

e Pourx=VouA:Q= / \ et Q' = / \
Q1 Q p(Q2)

Vérifié par application directe de ’hypothese d’inductlon a p(Ql) et p(Q2)

dz Az p(Jz A(z))

o / tn et Q = y w
Q2 p(Q1) p(Q2)
Or, par hypothese d 1nduct10n, p(Q:)° = B = p(A(t;)) et p(Q ), arbre d’expansion pour

B;. On a donc pour i = 1,...,n p(Q:)° = p(A(%:)) = p(A(p(t:))), et Q" = p(Iz A(z)) et
p(Q), arbre d’expansion pour p(Q?).

Ve A(z) p(Yz A(z))
o Q= x et Q' =  x
Qo p(Qo)

avec X € Dom(p), puisque, par définition, X ne peut pas apparaitre dans A. Par induction,
p(Qo) est un arbre d’expansion pour p(Qo)*. On a donc p(Qo)* = p(A(X)). D’ott Q' arbre
d’expansion pour p(Vz A(z)) = B.

Pour la précédence, s <g t = p(s) <,q) p(t), puisque si z est sélectionnée sous ¢ dans @, elle le
sera également sous p(t) dans p(Q), et si ¢ est libre dans p(s), elle le sera également dans p(s).
De plus, aucune variable sélectionnée n’est introduite. a

Vérifions maintenant que la connexion est préservée par correspondance.

Lemme 7 Soit p, une correspondance de B vers A. Si Q) est un arbre d’ezpansion représentant

A et st M couvre Q, alors p(M) couvre p(Q)).

Preuve Si la correspondance conserve 1’égalité des termes, nous aurons A = =B = p(A4) =
—p(B) puisque les connecteurs ne sont pas modifiés par application d’une correspondance. Par
conséquent, pour toute paire (A, B) € M, nous avons p{A) = —p(B), et puisque M couvre @,

p(M) couvre p(Q). ]

Le théoréme suivant découle de ces deux lemmes.

Théoréme 8 Soit p, une correspondance de la formule B vers A,

QM)A = (p(@),p(M))F B
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Le probléme de correspondance est donc relativement simple. Mais nous avons un algorithme
de filtrage qui supporte les propriétés AC des connecteurs logiques. Nous allons lier la similitude
par correspondance & la similitude modulo ces propriétés en utilisant 1’algorithme de filtrage AC'
au lieu du filtrage syntaxique.

1I1.2 Propriétés AC des connecteurs

Le but de notre algorithme de filtrage décrit au chapitre I, est de prendre en compte certaines
propriétés des connecteurs. Si nous sommes capables de produire, par analogie, une preuve de B
a partir d’une preuve de A, il serait trés restrictif de ne pas considérer les formules équivalentes
a B modulo I'associativité-commutativité du Vv et du A. Dans le cas contraire, nous ne serions
méme pas capables de construire une preuve de a A b a partir d’une preuve de b A a. Pour ce
faire, il suffit d’utiliser ’algorithme de filtrage d’ordre deux qui tient compte de ces propriétés
et de s’assurer que 'on peut trouver la preuve de B automatiquement. En réalité, il n’y a rien
a faire de plus que de modifier la définition des connexions en permettant de connecter deux
nceuds de arbre d’expansion @ et Q2 si @3 =4c —@3. Ce que nous définissons de facon formelle.

Définition 9 Une relation symétrique M 4o est un ensemble d’AC-connezions si c’est un en-
semble de couples non-ordonnés ([°, k®) tels que I* =4 —k® pour chacun de ces couples. Dans
la suite, nous parlerons simplement d’une connezion, pour un ensemble d’AC-connexions. O

Nous définissons maintenant la similitude modulo les propriétés AC' des connecteurs en la
liant directement a celle par correspondance.

Définition 10 Une formule B est AC-similaire par correspondance & une formule A si et seule-
ment si il existe une correspondance p telle que pA =4 B. Dans la suite, nous dirons que B
est obtenue de A par AC-correspondance. O

Vérifions que ’AC-correspondance permet de construire directement la preuve de la formule
objet.

Lemme 11 Soit p = o(Abst) une AC-correspondance entre la formule B et la formule A.
Si(Q, M)+ A, alors (p(Q), p(M))F B.

Preuve p(Q) est un arbre d’expansion pour p(A) = B a condition de remplacer, dans la dé-
finition, les égalités syntaxiques @° = A(%;) et Q° = A(X) respectivement par Q° =4¢ A(t;)
et Q° =4c¢ A(X). Les conditions sur la précédence <p(@) et sur les variables sélectionnées sont
vérifiées comme dans le lemme 6. Et p(M) couvre p(Q) en considérant la nouvelle définition
des connexions, puisque la relation entre les formules associées aux noeuds de @ et de p(Q) est

p(Qo)° =ac Qf pour tous les nceuds (g de Q. |

Les propriétés AC des connecteurs ne posent donc pas de probleme majeurs. La difficulté
est en fait déplacée dans le filtrage. Nous allons nous intéresser & présent & un autre type de
propriété, qui concerne les gquantificateurs.
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II1.3 Propriétés des quantificateurs

Tout comme pour les propriétés AC, qui préservent I’équivalence des formules, il existe
des propriétés des quantificateurs, qui rendent les formules différentes a priori, alors qu’il y a
équivalence logique entre elles. Regardons les propriétés de quantificateurs qui devraient étre
considérées. Dans cette section, nous ne considérons que la forme normale négative des for-
mules, mais I’extension de tout ce qui est dit aux formules générales, il suffit, par exemple, de
transformer les formules en leur forme normale négative, puisqu’elle est unique modulo le re-
nommage des variables liées. D’autre part, indépendamment de ’analogie, les manipulations de
quantificateurs dans les formules que nous allons donner peuvent étre utilisées pour éliminer les
quantificateurs inutiles dans un théoréme.

I11.3.1 Propriétés a prendre en compte

Lorsque deux mémes quantificateurs apparaissent cote a cote dans une formule, ils peuvent

comimuter.
Qz Qy A(z,y) <= Qu Qz A(z,y)

Pour ) = 3 ou ) = V. Par exemple
Ve Vy A(z,y) <= Yy Vz A(z,y)

Le quantificateur V est distributif par rapport au connecteur A. Ceci s’exprime par la formule,

Vz (A(z) A B(z)) <= Vz A(z)AVz B(z).

Symétriquement, le quantificateur 3 est distributif par rapport au connecteur V. Ce qui s’exprime
par la formule,

dx (A(z)V B(z)) <= 3z A(z)V 3z B(z).

Enfin, la derniére propriété que nous évoquerons concerne le nom des variables. Les quantifi-
cateurs sont des lieurs dans les formules, au méme titre que I’abstraction A dans les A-termes.
Ainsi, la variable qu’il lie est-elle muette. C’est & dire que son nom n’a pas d’importance. Encore
faut-il respecter certaines régles de visibilité. On peut remarquer que la représentation classique
des quantificateurs dans les langages qui représentent les formules par des A-termes (ELF par
exemple), font justement le rapport entre le A du A-calcul et les quantificateurs dans les formules.
Ainsi, on représente la formule

Vz A(z) par le terme V(Az.A(z)).

I suffit donc de suivre les régles du renommage du A-calcul pour les termes représentant les
formules. Dans ce qui suit, nous allons évoquer les propriétés énoncées plus haut, mais le re-
nommage des variables, lui, va &tre implicite, puisque nous travaillons avec des A-termes modulo
I’a-conversion. Pour prendre en compte ces propriétés des quantificateurs, observons ce qui se
passe lors de la mise en forme prénexe des formules, et nous allons voir que l'utilisation d’une
forme anti-prénexe, semblable & ce qui est utilisé dans [Egl94] nous permettra de considérer les
propriétés présentées.
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I11.3.2 La forme prénexe

Classiquement, lorsque ’on veut simplifier la forme des formules logiques que ’on manipule,
on utilise une forme prénexe, qui consiste a sortir les quantificateurs pour les positionner en
début de formule. Ainsi, la formule Yz (Yy A(y,z) A 32 B(z,2)) pourra s’écrire sous la forme
prénexe Vo Yy 3z (A(y,z) A B(z,2)) si y & FV(B(z,z)) et 2 ¢ FV(A(y,z)). Ces deux formules
sont équivalentes du point de vue logique. Par contre, une formule peut avoir plusieurs formes
prénexes. Par exemple, la formule Vz 32 Yy (A(y,z)A B(z, z)) est également une forme prénexe
de la premiere. Or, deux quantificateurs différents ne commutent pas, en général. Il est donc
difficile de voir qu’il s’agit de formules équivalentes. Rappelons briévement les régles de mise
sous forme prénexes (pour des formules en FNN) :

(Qz A)vB — Qz(AVEB) quandz ¢ FV(B)
(Qz A)NB — Qz(AAB) quand z ¢ FV(B)
pour ¢) = 3,V

Selon 'ordre d’application de ces régles, on obtiendra une forme prénexe, ou bien une autre,
comme l’illustre 'exemple qui précéde. Or, nous avons besoin d’une forme normale unique afin
de pouvoir affirmer que deux formules ayant la méme forme normale sont équivalentes (mais
malheureusement, deux formules équivalentes n’ont pas forcément la méme forme normale).
Nous allons pour cela utiliser une forme normale qui s’oppose a la forme prénexe dans ce sens
qu’elle positionne les quantificateurs aussi profondément que possible dans la formule. Ce type
de transformation a déja été utilisé, et méme implanté par Boy de la Tour et al. [BAITCCS88].
Mais le but était de réduire le champ d’application des quantificateurs avant la skolémisation
des formules, afin de faciliter la résolution. Dans notre cas, c’est ’obtention d’une forme normale
unique — pour une formule donnée — qui motive cette transformation.

I11.3.3 Forme normale anti-prénexe

Pour éviter les problémes rencontrés avec la forme prénexe, nous allons descendre les quanti-
ficateurs dans le terme au lieu de les remonter. Grice & des tests d’occurrence des variables dans
les sous-termes, les quantificateurs vont étre distribués quand cela est possible. Définissons le
systéeme de réécriture de mise en forme anti-prénexe. Selon les différents cas de figure, ¢J peut étre
remplacé par 'un ou ’autre des quantificateurs, et * par V ou A. Nous utilisons ¢ et ¢’ lorsque
les quantificateurs sont différents. Enfin, le signe "n’est qu’un marquage des quantificateurs.

La regle (1) est la régle de base. Si la variable liée n’apparait pas dans A ou si 4 est un
littéral. On remarque alors qu’un quantificateur qui ne peut plus étre déplacé vers le bas de la
formule est marqué. (2) et (3) refletent les cas de non-distributivité. (4) et (5) sont les cas de
distributivité. Dans les cas (6) et (7), la variable liée par le quantificateur courant n’apparait
que d’un coté. Le cas (8) simule la commutativité des quantificateurs identiques. On voit que le
quantificateur le plus proche de la formule ne peut étre descendu, mais peut-étre celui qui est
devant lui le peut-il, & condition qu’il s’agisse du méme quantificateur. Le cas (9), enfin, dit que
si le quantificateur @' ne peut pas éire descendu dans la formule, et qu’il est différent de @, ¢
est bloqué également, puisque deux quantificateurs différents ne peuvent commuter, en général.

Définition 12 La mise en forme anti-prénexe d’une formule consiste & appliquer les régles ci-
dessus aux quantificateurs depuis ceux, situés le plus bas dans la formule, jusqu’a ceux, situés le
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(1) Qr A — 3$ 4 siz € FV(A) et A est un littéral si z & FV(A)
(2) Vz(AVB) — Yz (AVB) pour z € FV(A)N FV(B)

(3) 3z (AAB) — 3Jz(AAB) pour z € FV(A)N FV(B)

(4) V2 (AAB) — Vz (A)AVz (B) pourz € FV(A)NFV(B)

(5) dz (AvB) — 3Jz(A)v3Iz(B) pourze FV(A)NFV(B)

(6) Qz(A+xB) — Qz(A)xB pour z € FV(A) et ¢ & FV(B)

(7) Qz(A*B) — AxQz(B) pour z € FV(A) et z € FV(B)

(8) Qe1Qz2 A — (Qz2Qz1 4

(9) Qr1Q'z2 4 — (a1 Q'z24 pour @ # Q'

Figure III.1: Reégles de mise en forme anti-prénexe

plus haut. La formule est en forme normale lorsqu’elle ne comporte plus de quantificateurs non
marqués. 0

Lemme 13 Toute formule posséde une forme normale anti-prénezre qui lui est équivalente.

Preuve L’équivalence entre les membres gauches et les membres droits des regles est triviale
en considérant les conditions d’application. C’est donc vrai par induction structurelle sur la
formule. c

Lemme 14 Le processus de mise en forme anti-prénexe termine.

Preuve Soit h la profondeur d’un symbole dans la formule. On définit sa hauteur par (¢t — h)
ol t est la hauteur de la formule. Prenons £ comme mesure de complexité ou &£ est le multi-
ensemble des hauteurs des quantificateurs non encore marqués. Chacune des regles fait décroitre
strictement £ par ’extension classique de 'ordre aux multi-ensembles. a

Lemme 15 Le systéme de mise en forme anti-préneze est localement confluent.

Preuve Pour que deux regles soient simultanément applicables, il est nécessaire que deux quan-
tificateurs se trouvent & la méme profondeur dans la formule. Par conséquent, ces deux quantifi-
cateurs se trouvent & des positions indépendantes. Appliquer une regle a I'un des quantificateurs
revient a mettre le sous-terme dont il est la téte en forme normale. Il est donc indifférent de
mettre I'un ou l'autre de ces sous-termes en forme normale en premiers, puisqu’ils apparaissent
3 des positions indépendantes. Nous obtiendrons la méme forme normale. c

De ces trois lemmes, découle le résultat suivant :

Théoréme 16 Toute formule posséde une forme normale anti-prénere unique.
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Par la suite nous montrerons (lemme 24) que si deux formules possedent une forme prénexe
commune, elles ont méme forme normale anti-prénexe.

On peut vérifier sur I'exemple donné plus haut que les deux formules Vz Vy 3z (A(y,z) A
B(z,2)) et Vz 32 Vy (A(y,z) A B(z,z)) ont bien la méme forme anti-prénexe Vo (Vy A(y,z) A
Jz B(z,z)). Nous disposons donc d’une forme normale unique modulo la commutativité des
quantificateurs identiques et le renommage des variables liées. Attachons nous maintenant & la
transformation des preuves pour ce critére de similitude.

I11.3.4 Transformation des preuves pour des formules ayant la méme forme
normale anti-prénexe

L’objectif visé est toujours d’étre capable de construire automatiquement la preuve d’une
formule B a partir de celle d’une formule A lorsque A est B ont méme forme normale. Nous
avons décrit une transformation des formules qui permet d’obtenir une forme unique modulo la
commutativité des quantificateurs. Nous ne nous préoccupons pas du renommage, c’est I’affaire
de I'a-conversion des A-termes. Nous allons, dans un premier temps, voir comment transformer
la preuve d’une formule en la preuve de sa forme normale anti-prénexe.

A  De la forme prénexe vers la forme anti-prénexe

Puisque ces deux formules sont équivalentes, il est légitime de penser que la preuve de
référence peut étre réutilisée au maximum, en particulier, en réutilisant les mémes sélections et
expansions. Le probleme est que le nombre de quantificateurs a pu augmenter par application de
la propriété de distributivité. L'idée utilisée est simplement d’appliquer les mémes regles dans
I’arbre que dans la formule dans la plupart des cas. C’est ce que nous allons faire pour tous les
cas sauf pour (4), (5) et (8) lorsque ¢ = 3. Pour tous les autres cas, les regles s’appliquent sur
les arbres comme sur les formules. 1l suffit d’appliquer la régle sur la formule superficielle du
nceud concerné. Nous ne les réécrivons donc pas. Intéressons-nous aux trois cas qui nécessitent
un traitement particulier. Pour le cas (5), il s’agit simplement de dupliquer les expansions de la
preuve lorsqu’un quantificateur existentiel est lui-méme dupliqué. Par exemple, la régle (4) pour
la formule donne :

(5) 3z (AVB) — 3z(A)V 3z (B)

Pour la preuve, nous appliquerons la regle :

(3") dz A(z)V B(z) v
tl/\tn — /\
dz A(z dz B(z)
Aftr) Gy A(tny  Bltn) A(tn)  B(ty)  B(ia)

De cette facon, en appliquant les régles de mise en forme anti-prénexe a ’arbre, paralléle-
ment a la formule, et en dupliquant les expansions en méme temps que les quantificateurs, nous
obtiendrons un arbre d’expansion pour la forme anti-prénexe de la formule. Le probléme des
quantificateurs universels est légerement plus délicat. Fn effet, les sélections ne peuvent étre
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dupliquées puisqu’une variable libre ne peut é&tre sélectionnée qu’une seule fois dans un arbre
d’expansion. Cette condition est une garantie de correction, car sans elle, nous trouverions sans
difficulté une preuve par expansion de la formule 3z A(z) = Yz A(z) en sélectionnant la méme
variable libre pour les deux occurrences positives du quantificateur universel. Au lieu de dupli-
quer les sélections, nous allons garder la sélection X existante, dans une branche, sélectionner
une nouvelle variable libre Y dans ’autre, et dupliquer toutes les expansions de ’arbre qui
contiennent X par les mémes expansions ou X est remplacée par Y. La regle sur les formules
s’exprime par :

(4) Ve (AAB) — VYz(A)AVz (B)

nous avons, pour les arbres :

4/
(#) Ve A(z) A B(z) A
I X — A Et duplication des expansions
N Vo A(z) Yz B(z) ol X apparait, par des
expansions ou X est remplacé par Y
/\ X Y
Qa QB Qa Qs

Voyons maintenant la régle (8). Du point de vue des nceuds de sélection, opérer les permu-
tations correspondantes ne modifie en rien les propriétés de la preuve. En effet, si en descendant
le long d’une branche d’arbre d’expansion, nous trouvons successivement le nceud Vz ot X est
sélectionnée pour z, puis le nceud Vy o Y est sélectionné pour y, inverser ces deux nceuds ne
changera rien a la preuve. C’est pourquoi nous ne mentionnons le cas (8) que pour ¢ = 3. Mais
ce cas reste simple, méme si sa représentation laisse penser le contraire. La régle (8') s’exprime

par :
(8" Jz3y Az, y)
t In
JyA(te,y) T yA(ty, y)
sl . ! X ST e 2 n

Aty s1) Aty sp,,) A(tn, 1) A(tn, 57,

> Jydz Az, y)
3] St
JzA(z, s1) Y dzA(z, sy, )
o e "
Altrs))  Alta,s]) Al Altarsl,)

Ceci revient a effectuer en premier les expansions de y, puis, pour chacune d’elles, ré-appliquer
les expansions que nous avions pour z. Ce qui ne perturbe pas la preuve, puisque que la relation
<@ n’est pas modifiée, et comme nous n’avons fait que rajouté des feuilles, Acc(@Q) < Acc(Q'),
puisque les clauses completes sont des disjonctions des expansions.
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Nous ne donnons pas les autres régles puisqu’elles sont identiques a celles utilisées pour
les formules. Encore faut-il montrer que nous obtenons bien un arbre d’expansion vérifiant les
bonnes propriétés, qu’il existe une connexion qui couvre cet arbre, et que la contrainte de pré-

cédence est respectée.

Définition 17 Mise en forme anti-prénexe d’un arbre d’expansion. Soit une formule A telle que
(Q, M) F A. A toute application d’une régle de mise en forme anti-prénexe de cette formule,
correspond une regle de transformation de ’arbre ). Ces regles sont les mémes que pour les
formules, excepté dans les cas (3), (4) et (8) ou les régles correspondantes sont respectivement
(3'), (4') et (8') (pour @ = 3 seulement). g

L’arbre obtenu représente la formule en forme anti-prénexe, montrons que les conditions sont
réunies pour en faire une preuve par expansion.

Lemme 18 Si (Q, M)t A, alors il existe une connezion M’ telle que (Q',M')F A’ ou A est
dérivée de A par application d’une régle de mise en forme anti-préneze et () obtenu de Q) par

la régle correspondante.

Preuve Regardons chacune des propriétés & remplir pour avoir (Q', M’) F A’ & commencer

par ’existence de A,

e Montrons que pour chaque régle, Acc(@Q) = Acc(Q)’). Pour les reégles (1), (2), (3),ily a
égalité. Nous verrons la regle (4) en dernier. Pour la régle (5’), (nous confondons les nceuds
et la formule superficielle qui leur est associée) :
ree(@Q) =Tz (AV B)V Acc(A(t)) V ree(B(t)) V...V Acc(A(tn)) V rce(B(t,)),
et Ace(Q') =3z Av Iz BV Acc(A(t)) V... Acc(A(tn)) V Ace(B(t)) V...V Acc(B(t,)).
Il 'y a donc équivalence. Pour les regles (6) et (7), il y a équivalence également, res-
pectivement aux conditions d’application. Pour la régle (8), Acc(@)) < Acc(Q') puisque
Ve y A(z,y) © Yy z A(z,y). Pour la regle (8'), rcc(Q’) < Ace(Q)) car nous avons intro-
duit de nouvelles feuilles, comme A(#,,s]) par exemple. Ce qui ne fait que rajouter des
éléments a la disjonction. Pour la regle (9), il y a égalité. Pour la regle (4’), nous n’avons
pas d’équivalence. Globalement, la conjonction des clauses complétes de ’arbre s’écrit

rec(Q) = Cx (Yo AAB)V (fec(@a) A ree(@B)))

= (Cx (Ve ANB)V 2cc(Qa))) AN (Cx(Yz AANB)V Aec(@B)))

ou C est la conjonction des clauses complétes du reste de I’arbre et * le connecteur corres-
pondant au nceud au dessus du nceud de sélection. On a, pour @’ :

re(Q) =(CVC[X = Y])x(Va AANBV (VYo AV Acc(Qa)) A (Vo BV rec(Qp)[X — Y]))
=(CVCX —=Y])x(Voe ANBV (Vz AV cc(Q4))))
AMCVC[X=Y])x(Vz ANBYV (Yo BV rce(@QB)[X — Y])))

Or, C* (Vo ANB)VAcc(Qa)) = (CVCX = Y))x (Ve ANBV (Yo AV Acc(Qa)), et)
(Cx (Yo AAB)V rec(@Qp))[X — Y] =
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(CVC[X —=Y])x (Ve ANBV (Vz BV Ac(@QB)[X — Y]))

On a donc bien I'implication Acc(Q) = Acc(Q'). Par conséquent, il existe une connexion
qui couvre le nouvel arbre. En effet, puisque Acc(Q)) est une tautologie, Acc(Q’) en est
également une. Par conséquent, dans chacune des clauses complétes, il existe un couple 4
—A.

e La propriété pour les variables sélectionnées n’apparaissant pas dans la formule superficielle
n’a pas été modifiée.

e En ce qui concerne la relation de dépendance sur les termes expansés, seule la régle (4) peut
poser probleme. Mais 13 ol nous avions f(X) <g t, nous aurons maintenant f(X) <qr t et
F(Y') <@/ t. Mais comme Y est un nouveau parametre, si <¢g est acyclique, <g I'est aussi,
ce qui est contraire a I’hypotheése selon laquelle (¢), M) est une preuve par expansion. De
plus, il ne peut exister de relation du type f(X) <gs f(Y) ou f(Y) <q' f(X), sans cela,
nous aurions f(X) <g f(X).

Le fait que Q' = A’ est trivial. Par conséquent, nous pouvons affirmer qu’il existe M’ tel que

QM)A =

Par extension, en transformant A en sa forme anti-prénexe A’, nous pouvons transformer
Q tel que (@, M) F A en Q' tel qu’il existe une connexion M’ pour (Q', M’) = A’. Nous
sommes donc capables de transformer la preuve d’une formule en la preuve de sa forme normale
anti-prénexe.

B Permutation des quantificateurs

Réglons maintenant le probléeme des permutations de quantificateurs. Comme nous l’avons
déja dit, la formule Yz A(z) se représente par le A-terme V(Az.(A )). Lorsque deux quantifica-
teurs identiques se succédent, nous avons une formule du type : Yz Vy A(z,y) représentée par
Y(Az V(Ay.((A y) 2))), et non par Y(Az.¥Y(Ay.(A y)) z) ol z n’est plus dans le champ du V y.
Cette petite modification du parenthésage signifie simplement que la variable, abstraite par le
lieur le plus extérieur (z), ne peut pas apparaitre au dessus du lieur de I'autre variable (y). De
méme, si nous avons une succession de n quantificateurs identiques : Vz, ---Vz, A(z1,...,Zn),
cette formule sera représentée par le terme

ol aucune des variables z; ne peut apparaitre au dessus de ’abstraction Az,. Nous nous per-
mettons donc d’utiliser la représentation suivante pour cette formule :

V(Azy, .. @n.(- - ((A 2p)Tn_q) -+ 21)),

V(Az1,. .., 2. A(Z1, ..., 20))

Par conséquent, supposons que nous avons deux formules en forme anti-prénexe. Pour savoir
si elles sont identiques modulo la permutation des quantificateurs, il suffit de permuter les
variables liées lorsque le terme (ou un sous-terme) est de la forme

Q(Ary, ...,z A(2y,. .., 20)).
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Ce qui signifie que pour prendre en compte la permutation des quantificateurs du point de
vue de la logique — c’est & dire des formules - nous considérons que les deux termes

QAz.(Ay.((fy) 2))) et Q(Ay.(Az((fy) 2)))

sont équivalents ol §) est un quantificateur (& condition tout de méme que x et y soient de méme
type). La reconnaissance de cette relation entre deux termes doit étre assumée par le filtrage.
Mais ce n’est pas le cas pour 'instant. Aussi, pour deux formules en forme anti-prénexe, faut-il
essayer toutes les permutations pour savoir si ces formules sont en relation par ce critére. Quant
a la preuve, il suffit de réutiliser la réegle (8') du paragraphe précédent.

A présent, nous avons une méthode permettant de transformer une formule en sa forme anti-
prénexe, et parallelement, une transformation de la preuve associée. Il nous faut maintenant
procéder au processus inverse. En effet, si ’'on suppose que notre formule de référence est en
forme anti-prénexe et notre formule objet en forme prénexe, nous devons pouvoir déduire une
preuve de cette derniére. Il faut donc construire une méthode inverse de la premiere, c’est a
dire faire correspondre a chaque transformation de mise en forme prénexe, une transformation
de la preuve qui conserve les bonnes propriétés. En plus de la mise en forme prénexe, il faudra
envisager ’élimination de quantificateurs correspondant a l'opération inverse des regles (3) et
(4) de la mise en forme anti-prénexe. Dans le cas général, une formule qui n’est pas dans sa
forme anti-prénexe peut étre obtenue de sa forme anti-prénexe, par application de régles de mise
en forme prénexe. Par conséquent, si nous connaissons la séquence de regles qui meéne a cette
formule, nous serons capables d’en fournir automatiquement la preuve.

C De la forme anti-prénexe vers une forme prénexe

Nous considérons a présent que nous avons une preuve par expansion (¢, M) d’une formule
A, et B, la formule objet qui peut étre obtenue de A par application d’une régle de mise en
forme prénexe. Par conséquent, A et B ont la méme forme anti-prénexe, que ’on nommera Ag.
Ce qui précéde nous permet de dire que nous avons construit une preuve (o, Mg) F Ag. Il s’agit
a présent de modifier cette preuve afin d’obtenir (@', M’) - B. Or, B peut étre obtenu de Ay
par application des regles :

(1) (3z A(z))AB — 3Jz (A(z)AB) z ¢ FV(B)
(2) (3z A(z))VB — dz(A(z)V B) z ¢ FV(B)
(3) (Vz A(z))AB — Vz (A(z)A B) z ¢ FV(B)
(4) (Vz A(z))VB — Vz (A(z)V B) ¢ ¢ FV(B)
(5) Fo3y(A@@)VB(y) — o (A@)VB(x) =& FUB(Y)) et y £ FV(A(2))
(6) VaVy(A(z)AB(y)) — Yo (A(@)AB(z) =& FUBW) ety d FY(A(x))

qui forment la mise en forme prénexe, plus I’éventuel effacement de quantificateurs qui ne figure
pas, en général dans les régles classiques (en particulier les regles (5) et (6)). Nous allons donc
proposer une transformation de preuves correspondant a chacune de ces régles de transformation
de formules, et montrer qu’elles sont correctes. Les cas (3) a (6) se traitent relativement bien.
Les reégles de transformations sont représentées figure I11.3. Par contre, un probléme spécifique
est introduit pour la remontée d’un quantificateur existentiel. Ce probléeme est relatif a la pré-
cédence sur les termes expansés. Pour I'expliquer, prenons un exemple. La preuve du théoréme
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Jy p(y) V Vz —p(z) s’exprime facilement par la preuve étiquetée (A) ci-dessous. Par contre,
la preuve étiquetée (B) pour la méme formule ou le quantificateur existentiel a été remonté
n’est pas correcte, car elle introduit un cycle dans la précédence. En effet, on a alors X <¢g X.
Par contre, (C) est une preuve correcte de cette formule. On a simplement pour la précédence,
X <Q Y.

Jy (p(y) vV Yz —=p(z)) Jy (p(y) v Yz ~p(z))
(A) /V\ (B) EX (C) m
V V
Jy p(y) Ve -p(z) /\ /\ /\

IX }X pX ) Veop(@)  ox)y voop(e)  p(Y) Yz op(e)
p(X)  —p(X) x o
T : “‘x__jp(X) —p(Y)

Pour le cas de figure Jz (A(z)) * B — 3z (A(z) * B), la régle correspondante pour ’arbre
sera en général la regle (1) ou (2) selon la nature de 'opérateur . Mais nous devons introduire
le cas particulier suivant décrit dans la figure I11.2.

Définition 19 (figure I11.2)
a

Cette transformation reflete la transformation de la preuve (A4) en la preuve (C'). Avant
de poursuivre, nous allons montrer que cette transformation est correcte, puisqu’il s’agit de la
principale difficulté de la mise en forme prénexe. Nous donnerons ensuite les regles qui régissent
le cas général, montrerons leur correction, et nous donnerons un exemple.

Lemme 20 Soit (Q, M) F, et F — F' par la régle 3z (A(z))* B — 3z (A(z) * B). La régle
énoncée ci-dessus transforme Q en Q' tel qu’il existe M’ vérifiant (Q', M)+ F".

Preuve Les conditions sur les variables libres de F' et les formules superficielles sont respectées.
La difficulté réside dans l'existence de la connexion et la préservation de la condition sur la
précédence <g. Justifions d’abord ’existence d’une connexion couvrant @’. Pour alléger les
notations, prenons A = Acc(Q1), B = Ace(@p) et C = Acc(Q4). Nous allons montrer 'implication
entre la conjonction des clauses complétes de @) et de @', selon la valeur du connecteur .
Rappelons que X et Y sont des paramétres.

e * = V alors,

re(Q)=(AVB)VC(C et
rnc(Q)=AVBX »Y]|VAX —»Y]VvCVC[X — Y] Ou encore,
rne(@)=AVCVAX —Y]VBX—Y]|V(C[X —Y]
D'olt Ace(Q) = (AVEBVC) = (A[X = Y]V BIX = Y]VC[X = Y]) = Ac(Q')
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Soient {7, } les termes d’expansion sous le quantificateur existentiel & remonter. S’il existe
t; € {{,} tel que le parametre X apparait dans ¢; et X est sélectionné dans ¢ p,

e remonter le nceud d’expansion au sommet,

e substituer la sélection de X dans Qg par une sélection de Y, une nouvelle variable libre,

e ajouter une expansion t: telle que ! = t;{X > Y] sous laquelle la sélection de X dans
@B est effacée de fagon a ce que le nceud de sélection devienne une feuille.

e Dans le reste de ’arbre (Q)4), dupliquer les expansions ou X apparait, avec des expansions
ol Y est substitué a X.

Cette opération est représentée par la figure :

Qs

Q' Q% Q,
a vy B)(/y) a Yy B(y)

S’il n’existe pas de tel t;, les régles (1) ou (2) de la figure 77 (selon la nature de *) sont
appliquées normalement.

Figure 111.2: Remontée d’un quantificateur existentiel

® * = A alors,

rec(Q)=(AVB)AC et

4[X'L.xY} vV BIX ;__LV])/\ f,’le._)Y]),

....... R

Dot Ace(@Q)= ((AVB)AC) = (AIX = Y]VBX = Y)AC[X »Y]) = Ac(Q)

Il existe donc une connexion qui couvre @’ s’il existe une connexion qui couvre Q.
Pour la précédence, l'opération avait pour but de la conserver. Nous avons seulement intro-
duit dans cette précédence, la relation f(Y) <gr f(X) ce qui ne peut la rendre cyclique puisque
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Y est un nouveau parameétre et que X n’est pas sélectionné sous f(Y). O

La méme opération est & renouveler pour tous les #; oll apparalt une variable sélectionnée
dans @p. S’il existe un t; dans lequel apparaissent plusieurs parametres sélectionnés dans Qp,
le principe est le méme. Nous allons donner les régles pour le cas général, avant de montrer leur
correction, puis un exemple de remontée des quantificateurs existentiels. Pour le cas général, la
figure II1.3 donne les régles de transformation a appliquer ala preuve d’une formule parallélement
a sa transformation en forme prénexe.

Pour le cas (6), Q[X — Z ; Y — Z] signifie que les parameétres X et Y sont remplacés par
un nouveau parametre Z dans tout 'arbre ¢} — dans les expansions puisque c’est le seul endroit
ol elle peuvent apparaitre.

Définition 21 Mise en forme prénexe d’un arbre d’expansion. Soit une formule A telle que
(@, M) - A. Pour toute application d’'une regle de mise en forme prénexe de cette formule,
correspond une régle de transformation de ’arbre A. Ces regles sont celles de la figure II1.3, plus
le cas particulier considéré par la figure I11.2. O

Voyons a présent si I’arbre obtenu, permet d’obtenir une preuve par expansion de la formule
transformée.

Lemme 22 Soit A une formule telle que (@, M)t A. Pour toute régle de transformation de
formule en forme prénere A — A', soit Q — Q' Uapplication de la régle correspondante pour la
transformation de preuves, il existe une connexion M’ telle que (Q', M) A’.

Preuve Q° = A implique Q’° = A’ est évident. Il suffit de comparer les formules superficielles
aux racines des arbres et les formules. Elles sont identiques. S’il n’y a pas de variable sélectionnée
dans @, qui soit libre dans A, il en est de méme dans @', puisque la seule variable sélectionnée
introduite (dans les régles générales) est ¢ dans la regle (6) et qu’elle est nouvelle. L’autre cas
d’introduction de sélection est couvert par le lemme 20. D’autre part, le seul cas ou la précédence
<g est perturbée est également décrit dans le lemme 20. I suffit donc de montrer qu’il existe
une connexion qui couvre le nouvel arbre d’expansion.

e Dans les cas (1) et (2), &= Acc(Q) = Acc(Q'), puisque nous avons simplement distribué
rcc(@p). On a Acc(Q) = (Fz A(z) Vace(@Qr) V Ace(@Qn)) * /cc(@B), et Acc(Q') = (Fz A(z) *
B)V (nce(Q1) x Acc(@QB)) V...V (Aec(@r) * Acc(@p)). Limplication est donc valide, pour
* = V,A. Il convient d’ajouter ici le lemme 20 pour le cas particulier qu’il décrit.

e Dans les cas (3) et (4), nous avons Acc(Q) = (Vo A(x) V Acc(Qo)) * Ace(@QB), et Acc(Q') =
(Vz A(z)* B) V (/ce(Qo) * Acc(@B)). L'implication est également valide ici, pour * = V, A.

e Dans le cas (5), Acc(Q') est Acc(Q)) ol a été rajoutée la disjonction des A(s;) et B(t;)
pour 7 = 1,..,m et j = 1,..,m, qui n’apparaissaient pas dans (). Pour rester lisible, nous
confondons le nceud et la formule superficielle qui lui est associée. Nous avons :
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(1) et (2)

JzA(z) QB

t /\tn

@1

Qn
(3) et <4>/*\
vz A(z) QB
./Y

Qo

(5)  JaFyd(z)V B(y)

tl tn
t;

dyA(t;) vV B(y)

55

A(t;) B(s;)

(6)  VaVyA(z)A B(y)

x
VyA(a) A B(y)

v
A

/\

Qa4 @B

A(t;)

dz(A(z) x B)

Ql QB Qn QB

Ve(A(z) * B)

B(t;) A(sh)

Ve A(z) A B(z)

1 Z

Et Q[X = Z;Y — 2]

A

N

Q4 @B

B(s})

Figure III.3: Transformation anti-prénexe — prénexe
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ree(Q) = (rec(A(t)) V (ree(B(s1)) V...V Aee( B(sy,, )
V(ree(A(t2)) V (Aec(B(s1) V...V Ace(B(s7,,))))

V(Ace(A(tn)) V (Ace(B(sT) V...V rce(B(sy, )
et
ree(Q') = Nee(Q) V A(s) v .vA(s;n)vA(tl)v...vA(tn)
B(sl) .V B(sp, ) V B(t1) V...V B(t,)
ou les A(s}) et les B( ;) sont des feuilles qui n’apparaissent pas dans (). I’implication est
toujours vahde puisque Acc(Q) < Acc(@).

e Pour le cas (6), nous avons
ree(Q) = Vay (A(z) A B(y)) V (Acc(Q4) A Ace(@Qp)) et
ree(Q) =V (A(B)AB(z))V Ac(QA)X — Z; Y s ZYANc(QB)X — Z ;Y — Z]
d’olt Acc(Q) = Acc(Q)).

Il existe donc, pour chaque transformation de preuve, une connexion M’ telle que (Q', M') - A’.
a

Donnons un exemple de remontée de quantificateurs existentiels dans une preuve.
Exemple 23 Considérons la formule A = Jz Jy —p(z,y) V Vo Vy p(z,y) et sa preuve, pour

transformer cette derniére en preuve de B = Jz Jy (—p(z,y)V Vz Vy p(z,y)). Pour la preuve de
A, nous avons simplement

v
/\
dz Yz
| x | x
Jy Yy
v v
-p(X,Y) p(X,Y)

Les parametres X et Y sont des termes d’expansion a gauche, et des variables de sélection
a droite. Aussi, va t-on avoir, successivement en remontant le premier, puis le second quantifi-

cateur existentiel :



III.4. Combinaison des critéres de similitude 91

dz
Xt
/v\ /v\
Jy \Z2 Jy  Vzyp(z,y)
v |z v
p(X,Y) Yy ~p(Z,Y) X/ax\z
'Y puis,
p(Z,Y) B Fy
R N i
v v v

\w
p(Z, W)

La précédence obtenue est ¥V <o W et W <g/ Z. Il n’y a donc pas de cycle, et la connexion
(p(Z,W),—p(Z,W)) suffit & couvrir Q’.

Cet exemple montre également que pour une preuve par expansion, il peut étre intéressant
d’utiliser la forme anti-prénexe de la formule. Ainsi, il existe moins de contraintes entre les termes
d’expansions et les variables sélectionnées, puisqu’il apparaissent plus souvent a des positions
indépendantes.

I11.4 Combinaison des critéeres de similitude

Nous avons étudié trois sortes de similitudes. La similitude par correspondance, la similitude
modulo les propriétés AC des connecteurs logiques, et la similitude par rapport a certaines pro-
priétés de quantificateurs. La combinaison des deux premiéres ne pose pas de probléme, comme
nous ’avons vu en introduisant la similitude modulo AC, puisque le traitement de ’associativité-
commutativité est intégré dans le filtrage d’ordre deux. La combinaison de ces trois criteres de
similitude se rameéne donc & la combinaison des deux derniers. Soit A et B, deux formules telles
que B est similaire & A en considérant & la fois I’AC-correspondance, et les propriétés énoncées
pour les quantificateurs. Pour considérer ia combinaison de ces deux similitudes, il suffit de ies
considérer séparément. Si nous mettons A et B sous leur forme anti-prénexe dans un premier
temps, et que nous considérons alors la correspondance AC), si cette correspondance AC existe, il
permet de transformer la forme anti-prénexe de A en la forme anti-prénexe de B. Alors, partant
d’une preuve de A, nous pouvons la transformer en une preuve de sa forme anti-prénexe, lui
appliquer la correspondance, et enfin la transformer en une preuve de B.
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Comme nous I’avons dit lorsque nous avons présenté notre approche de ’analogie (cf. figure 1.1),
c’est de la relation entre les formules, dont nous nous servons pour transformer les preuves. Ceci
est trés clair dans le cas qui nous occupe actuellement. La relation qui existe entre les formules
A et B peut étre symbolisée de la facon suivante :

A B
.l , AC-correspondance l
Ag: forme anti-prénexe de A P By: forme anti-prénexe de B

On voit alors que les transformations appliquées aux preuves suivent exactement le méme

schéma :
P(A) P(B)
l AC- d T
P(Ap): forme anti-prénexe de P(A) cortespondance P(By): forme anti-prénexe de P(B)

Pour confirmer ceci, nous montrons que lorsque deux formules sont en relation par AC-
correspondance et modulo les propriétés énoncées pour les quantificateurs, leurs formes anti-
prénexes sont en AC-correspondance. Pour cela, nous montrons en premier lieu que lorsque
deux formules ont une forme prénexe commune, elles ont méme forme normale anti-prénexe.

Lemme 24 Soient A B et C trois formules telles que C peut étre dérivée de A et de B par
application des régles de mise en forme prénexe. Alors, ces trois formules ont méme forme
anti-préneze.

Preuve Par récurrence sur la taille de C.
Cas de base : C' est un littéral. Dans ce cas, A = B = C et elles sont toutes les trois en forme

anti-prénexe.
Récurrence : nous examinons le quantificateur le plus haut de ', en supposant que les sous-
termes ont méme forme anti-prénexe,

o C =3z (C1(z)ACy)) avec z ¢ FV(Cy). Dans ce cas, C est obtenue, de A = 3z (A;(z)AA2)
et B = 3z (B;1(z)) A3z By, avec par hypothese de récurrence, A;(z), By(z) et Cy(z) ayant
méme forme normale anti-prénexe, ainsi que Az, By et Cy. Or, puisque ¢ ¢ FV(C2),
z ¢ FV(B3), et la forme anti-prénexe de 3z B, est la forme anti-prénexe de B;. La
propriété est donc conservée dans ce cas.

e Les autres cas de figures pour C sont tout a fait semblables.

A
Montrons maintenant que lorsque deux formules sont en relation modulo I’ AC-correspondance

et les propriétés définies pour les quantificateurs, leur formes anti-prénexes sont en AC-correspondance

(modulo la permutation des quantificateurs que ’on ne considére pas ici).
Lemme 25 Soient A et B deuz formules telles que :

AC-correspondance + prop. des quantificateurs
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alors, pour Aqg et By leurs formes anti-prénexes respectives,

AC-correspondance
AO BO

Preuve
Ac-correspondance + prop. des quantificateurs

signifie que A et B peuvent s’écrire, a I’aide des regles de mise en forme prénexe ou anti-prénexe,
sous la forme A’ et B’ telles que A’ et B’ se correspondent par AC-correspondance. Or dans
ce cas, soit A est une forme prénexe de A’, soit I'inverse. Mais par le lemme 24, nous savons
qu’elles ont toutes les deux la méme forme anti-prénexe Ag. De méme pour B : B’ est une forme
prénexe de B ou B est une forme prénexe de B’, mais dans les deux cas, elles ont méme forme
anti-prénexe By. Le probléme revient donc a savoir si, lorsque

AC-correspondance
A B

ont conserve cette propriété par mise en forme anti-prénexe, pour obtenir

AC-correspondance
AO BO

Lorsque A’ et B’ sont en AC-correspondance, il existe une correspondance p telle que p(A") =4¢
p(B'). Il faut montrer que cette correspondance est conservée par application des régles de mise
en forme anti-prénexe. La seule difficulté, pour cela est de considérer globalement les disjonctions
et les conjonctions pour les regles (4), (5), (6) et (7).

Prenons par exemple A" = Vz (A; A Ay A A3) et B’ = Vz (B A B3 A By) avec p tel que
p(A") =ac B', et A; en AC correspondance avec B; pour ¢ = 1,2,3. Si z apparait dans 4,
et Ao (resp. By et By). La mise en forme normale anti-prénexe va tout d’abord donner pour
A0 A" =g Yo (AL A Ag) A Az, et pour B' 1 B" —4) Vz (B1 A B3) A Vz B; mais la AC-
correspondance est rétablie & 1'étape suivante par : A" — g4y Vo (A1) A Vz (42) A Az, et
B —y6) Yo (B1) A B3 A Vo (By). Et le méme raisonnement peut étre tenu pour chacune de
ces regles. O

Pour ce qui est de la facon dont la similitude entre les formules est reconnue, nous utilisons
deux techniques assez différentes, dont I'une peut étre qualifiée de faible, et "autre de forte. En
effet, les propriétés des quantificateurs sont prises en comptes pour des formules, que 'on peut
appeler figées. C’est-a-dire qu’a ce stade, il n’est plus possible d’utiliser les propriétés AC des
connecteurs ou un renommage, par exemple. Par contre, pour la relation AC, la reconnaissance
est intégrée au filtrage. Cette technique est donc plus forte, car elle est capable de considérer
les deux criteres — AC et correspondance —simultanément et surtout, sans manipulation des
formules. L’idéal serait de pouvoir en faire autant avec les propriétés des quantificateurs. Ainsi,
la méthode serait plus générale et la reconnaissance se ferait en une seule opération. Mais nous
sommes incapables de dire actuellement si 'intégration de ces critéres au filtrage est réalisable. Si
la décidabilité du filtrage modulo ces propriétés est un probleme difficile, nous pouvons envisager
d’introduire de nouveaux critéres de similitudes de la facon faible. Par exemple, en introduisant
un mécanisme de transformation des motifs =——A en A. L’introduction d’un tel traitement n’est
pas vraiment intéressant dans le cadre des preuves par expansion, puisque les formules sont en
FNN. Mais il peut ’étre dans d’autres formalismes. Ce type de traitement doit pouvoir se faire
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comme nous traitons les quantificateurs, méme si, encore une fois, 1'idéal serait de l'intégrer
directement au filtrage.

Au terme de cette combinaison des critéres de similitudes, nous avons considérablement élar-
git le cadre de I’analogie automatique. Mais si nous sommes loin de 1’équivalence syntaxique,
les deux formules considérées sont équivalentes du point de vue de la logique, modulo la corres-
pondance. Aussi doit-il étre possible de considérer des formules réellement différentes — et non
plus similaires — pour pratiquer ’analogie. C’est ce que nous ferrons, dans le chapitre IV, puis
dans un cadre beaucoup plus général, au chapitre V. Mais en premier lieu, donnons un exemple
d’application de ’analogie pour des formules similaires.

II1.5 Exemple d’application

Puisqu’il existe une correspondance bien connue entre les preuves en déduction naturelle
et le typage des A-termes, nous nous proposons de montrer ici, que les preuves dans 'un des
formalismes peuvent étre automatiquement transformées en preuves dans 'autre formalisme.
Nous allons donc donner un systéme de déduction naturelle pour la logique propositionnelle,
ainsi qu’un systeme de typage simple pour les A-termes, et nous allons coder ces deux systémes
par des formules de la logique du premier ordre. Ensuite, nous verrons qu’une preuve de déduction
naturelle peut étre automatiquement transformée en une preuve de typage. Les formules prouvées
étant “correspondantes” au sens intuitif. Le but de cet exemple est de montrer que, puisque
I'isomorphisme de Curry-Howard dit qu’il y a correspondance entre les preuves de déduction
naturelle et les preuves de typage, il est possible de pratiquer I’analogie entre ces deux types de
preuves. Mais il ne s’agit que d’une exploitation de 'isomorphisme de Curry-Howard, dans le
sens ol nous ne montrons pas que toute preuve de déduction naturelle se traduit en une preuve
de typage, mais que nous pouvons appliquer notre notion de similitude entre les preuves relatives
a ces deux systémes.

II1.5.1 Un systeme de déduction naturelle pour le calcul propositionnel

Comme nous utilisons la logique du premier ordre, nous pouvons seulement coder le calcul
propositionnel. Nous allons donner un systéme de déduction naturelle pour ce systéme, construi-
sant un terme de preuve. C’est a dire qu’au lieu d’avoir une requéte du type Fy P ol P est une
proposition (et l'indice N signifie qu’il s’agit de déduction naturelle), nous pourrons formuler
la requéte 3z (Fn z ® P) ot z & P signifie que z est un terme représentant une preuve de la
proposition P.

[A]
) ) . : ., F’a.Al—'NbOB
. t
Ainsi, la régle ] 5 devient I+ I Fy2-5(a,b)eAD B
PTAS B

L’interprétation intuitive de la premiére version de la régle est :“si, sous I’hypothése A (représen-
tée [A]), nous pouvons déduire B, alors A D B est valide”. C’est I'introduction de I'implication
avec déchargement de ’hypothése [A]. La seconde version de cette regle, s’interprete de la fagcon
suivante. ' Fnx a e A signifie que sous les hypothéses contenues dans I, a est un terme repré-
sentant une preuve de A. La régle se lit donc :“si, sous les hypothéses I' et I’hypothese selon
laquelle a représente une preuve de A, nous pouvons construire un terme b, représentant une
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preuve de B, alors, sous les hypothéses I', Z-(a, b) est un terme de preuve de A O B”. On peut
voir que ’hypothése a e A est également déchargée. Les autres régles que nous donnons pour

notre systeéme sont les suivantes :

p LhyaeA>B Thybe A ; Thyaed I'tybeB

> I Fyé5(a,b)e B T TrN Zg(a,b)e ALB
g LFyteALB 5 _LFyteALB
YUTFN fst(t) e A &2 TFy snd(1) e B

La régle £+ est ’élimination de limplication, g, I'introduction de la conjonction (notée
& afin qu’il n’y ait pas de symbole commun avec notre meta-langage), Eg, [’élimination de la
conjonction avec projection sur le premier argument, et Fg,, la projection sur le second argument
de la conjonction. Il s’agit a présent de coder ces regles en logique d’ordre un. Nous allons
utiliser les notations suivantes : Ded(z|y) pour z Fy y, '@z pour ’adjonction de 1’élément = au
multi-ensemble T', I représente une variable de multi-ensemble d’hypothéses — ou conjonction
d’hypotheses. Nous pouvons considérer 'opérateur @ parmi les opérateurs AC. Nous gardons les
opérateurs “e”, “&” et “D” infixés pour rester lisibles. Les constructeurs de termes de preuves
sont utilisés tels quels. Toutes les variables sont quantifiées universellement. La regle I5 se traduit
par :
VI'abAB Ded(I'QaeA|be B)= Ded(T' | I5(a,b)e A D B)
Ot I'implication = est celle de notre meta-langage. Le systéme complet est donc représenté par
la formule DedNat suivante :

DedNat= VYTl abAB
Ded(I'@ae A|be B) = Ded(I' | I5(a,b)e A D B)

A

(Ded(I' lae AD B)ADed(I' | be A)) = Ded(I' | £5(a,b)e B)
A

(Ded(I' | ae A)A Ded(I' | be B)) = Ded(I' | Zg.(a,b) ¢ A&B)
A

Ded(I'| ae A&LB) = Ded(I' | fst(a)e A)
A
(Ded(T' | ae A& B) = Ded(I' | snd(a) e B))

Les types sont les suivants, en considérant le multi-ensemble d’hypotheéses comme une conjonc-
tion. Les types ' et o' correspondent, pour le langage décrit, aux types ¢ et o du meta-langage.
T(Ded) =7(@) =0'xd = o; r(I')=0; 7(a)=7(b)=7(A)=71(B)="{; 7(e) = x — o;
T(Z5)=7(85) =7(Ze) =7(D) =7(&) = x / =5 7(fst) = 1(snd) =/ — s

Ce typage est dii au fait qu’il s’agit d’un codage en logique des prédicats. Ded est par
exemple considéré comme une proposition prenant comme arguments, deux propositions. Il est
alors tres simple d’utiliser ce systéme. Soient ¢ et 7 deux constantes, pour avoir une preuve
dans ce systeme de la formule ¢ & ¥ D ¥ & ¢, nous écrivons la formule

Jdz (DedNat =z e (& v D 9¥ & ¢))



96 II1. Analogie pour des formules similaires

La recherche de la preuve, confiée a un prouveur, peut donner a z la valeur
ID(h’I&(Snd(h)7 fSt(h)))

ou h est ’hypothése h e ¢ & 1 qui a été déchargée. Ce qui correspond a la dérivation suivante

en déduction naturelle :

hep&v by hepky ., hep&kidbyhepkyp
he &by snd(h)ew € hep&by fst(h)eyp ¢
he &t by Ig(snd(h), fst(h)) e vy «

Fn I5(h, Zu(snd(h), fst(h))) e o&tp D &y 7

II1.5.2 Typage simple des A-termes

Nous allons maintenant donner un systéme de typage simple des A-termes. La encore, nos
propres formules sont représentées par des A-termes, nous distinguons les symboles utilisés dans
le A-calcul décrit et ceux utilisés par notre langage. Le systéme d’inférence de types est le suivant :

Abstraction Tz:mbrt:m A l'cationrl_Tt:Tl_}Tz FFru:m
ctio [ b Abst(z,t): 7 — T2 ppet ' Appl(t,u):
PI‘I—Tt:ﬁXTg PFI—Tt:ﬁXTg
L T (t) 1 71 Ttr mo(t) : T2
T'brt:mn Thru:m

Pazr
N Chrlt,ul:m X

Paire représente la formation d’un couple, P; et P, sont respectivement le premiere et la
seconde projection, et Application et Abstraction sont les opérations habituelles du A-calcul. Le
codage dans la logique du premier ordre va donner la formule Typage :

Typage= YT tur 7
(Typ(T@z : 7y | t:72)) = Typ(T | Abst(z,t) : 7 — T2)
A
(Typ(T| t: 1) ATyp(Tlw s 72)) = Typ(T | [t,u] : 11 X T2)
A
(Typ(T |t — ) ANTyp(Tw:m)) = Typ(T | Appl(t,u) : 72)

yp(L ) tem X 7o) = Typ(T | m() = 1)

Typ(T [t:7m x 1) = Typ(T | mat) : 72)
Avec les types :7(Typ) = 7(Q) = o' x o' = o'; 7(T) =05 7(a)=7(b)=7(11) =71(12) = /3
()= x =05 T(Abst) = T(Appl) = T(Paire) = 7(—=) = 7(x) = x ' = ;
r(r1) = 7(rg) = ¢ — 1



IIL.5. Exemple d’application 97

L’utilisation de ce systéme est voisine de ce que nous avions précédemment. Ainsi, pour
savoir si le type ¢’ x ¥ — 9’ x ¢ est valide, nous pouvons utiliser la formule

(Typage = 3t (t: 9" x ' — ' x ¢'))
Ou une réponse valide d’un prouveur peut étre d’attribuer & ¢ la valeur
Abst(h, Paire(mg(h), 1 (h)))

Voyons maintenant de plus prés ’aspect analogie entre les deux systémes.

I11.5.3 Analogie systéme logique/systéme fonctionnel

D’apres ce que nous avons vu, ces deux systemes sont similaires. Ce qui signifie que la preuve
de toute requéte de déduction

A =3z (DedNat = z e P)
ol P est une formule propositionnelle, peut étre automatiquement transformée en preuve de
B = (Typage = Jz (zeT))

dans le systéme de typage, ou T est le type “correspondant” & la formule P. Voyons ce que
donne I’analogie de preuve pour les formules données en exemple. Prenons la formule relative a
la déduction naturelle comme référence — mais nous pourrions tout aussi bien faire le contraire. Le
terme représentant la formule complete en forme anti-prénexe pour 3z (DedNat = zo(p & ¢ D

P & ¢)) est :

WAFabAB.UkﬂT@aeA[;i;)élkd@[ljﬂﬁ)@ADlﬂ)
WAFabAEL“LMﬂPlaoADlﬂAELﬂTIbeA»:>DaﬂFl&mL®aB»
VMFabziB.QDaﬂF|aoA)A[kﬂ%}boB»:>DaﬂF;ﬂAaJ)eA&B»

wxrafxB(Daﬂrga@A@B):»Daar[fgm)eA»
WAFaAl?(Daﬂf[aoAgB):>DaﬂF[mmuooB»
=

I Az(ze (& DY & @)))

Ce terme doit & présent étre abstrait. Mais nous obtiendrions un terme illisible pour notre
exemple. Nous allons donc considérer que les symboles suivants sont des variables libres dans
Abst(A) :

Ded @ D) & ZD 53
Zg fst snd ¢ v @

Et nous allons appliquer le filtrage avec le terme représentant la forme anti-prénexe de la
formule (T'ypage = 3t (t: ¢’ x ¥ — ¥’ x ¢')), C’est-a-dire :



98 III. Analogie pour des formules similaires

VAT tury o (Typ(TQz : 7y | £ :BT;)) = Typ(T | Abst(z,t) : 71 — 72))
VAL twry m (Typ(T|t: 1) /\Typ(?] i) = Typ(T | Dlt,u] : 11 x 7))
VAT tury m .(Typ(D | t: 1 — 1) A TAyp(n w:m)) = Typ(T | Appl(t,u) : 72))
VAT ¢y 1y (Typ(T | ¢ : rle r2) = Typ(T | m1(t) : 71))

VAT t 7y 7y (Typ(T | ¢ - T£< ) = Typ(T | ma(t) : 72))

A .(t: ¢ x Y = P X))

Pour le probléme de filtrage {Abst(4) = B}, nous obtenons, par Palgorithme de filtrage,
la correspondance (unique) donnée dans le tableau ci-dessous ol nous mettons en parallele la
correspondance obtenue par filtrage et la correspondance de Curry-Howard.

Analogie Curry-Howard

Correspondance Déduction naturelle ] Typage
Ded Az129.Typ(21, 22) =, Typ Déduction Typage
® A2324.23 1 24 =p: Est une preuve de Est un type de
D A2324.23 — 24 =gp— Implication Type fonctionnel
& A2324.23 X 24 =5 X Conjonction Produit
Ty Az3zy. Abst(zs, z4) =, Abst Intro. de 'implication Abstraction
&5 Az324. Appl(2s, 24) =, Appl Elim. de 'implication Application
Tg | Az3zg.Paire(zs, z4) =, Paire || Intro. de la conjonction | Formation d’un couple
fst Az3.mi(23) =, My Elim. de la conjonction Premiére projection
snd Az3.m2(23) =y T Elim. de la conjonction Seconde projection
%) 24 Symbole de proposition Symbole de type
P ' Symbole de proposition

Symbole de type

Ainsi, une preuve de A = Jz (DedNat = = e P) sera transformée en une preuve de B =
Typage = 3t (z @ T') (et réciproquement). Mais nous pouvons aller plus loin. Le théoreme de

déduction pour la déduction naturelle peut s’énoncer
laeAtybe B<=TtFynTI5(a,b)eAD B

Ce qui s’exprime par la formule

VT ab A B (Ded(TQae A|beB) <= Ded(T | I5(a,b)e A D B))

Soit, en forme anti-prénexe,

VI ab A B Ded(TQae A|be B)<= VYT abA B Ded(T | Z5(a,b)e A D B)

Une preuve de cette formule peut étre transformée en preuve de la formule
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Veur g Typ(TQz : 1y |u: 1) <> Vo ur rp Typ(I' | Abst(z,u): 1 — 73))

qui est la formule “correspondante” pour le typage. Notons enfin que dans 1’énoncé des formules
DedNat et Typage, nous aurions pu permuter des hypothéses, le filtrage modulo AC aurait
rétabli la correspondance. Nous aurions également pu ajouter des hypothéses inutiles. Mais
alors, il aurait fallu élaguer la preuve de référence avant de procéder & ’analogie afin de les
éliminer de facon automatique.

En résumé, & partir de ces deux systémes d’inférence, codés en logique du premier ordre,
nous pouvons transformer les preuves dans un systéme en preuve dans l’autre systéeme. L’ana-
logie est, dans ce cas, automatique. Notre but n’est bien siir pas de transformer des preuves
de typage en preuves de déduction naturelle, mais de montrer que 13 ot il y a intuitivement
similitude, une définition formelle de cette similitude peut étre capable d’apporter une solution
automatique. Dans le cas de Curry-Howard, la similitude va bien au dela de I’intuition, mais elle
a l'avantage d’étre bien connue. Ce n’est qu’ensuite, lorsque les formules ne peuvent plus étre
considérées comme similaires, que I’on peut se résoudre a faire intervenir des heuristiques. Le but
du chapitre IV, outre d’introduire ’algorithme de calcul de différence entre deux formules, est
de produire un algorithme de transformation de preuve pour une différence particuliere. Dans
un cadre restreint, mais ayant des applications, nous pouvons encore prétendre & un algorithme
complet (qui transforme la preuve de A en une preuve de B si et seulement si B est valide).
Par contre, lorsque I'on consideére la preuve par analogie dans un cadre général, comme nous le
ferons au chapitre V, ’automatisation n’est bien siir plus possible en général. L’analogie consiste
alors a réutiliser le mieux possible, toute I'information de la preuve de référence.
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Calcul de la différence et application
aux preuves par expansion

Jusqu’a présent, les procédures de preuve par analogie que nous avons mises en ceuvre concer-

nalent deux formules dites similaires. Ce qui signifie qu’a un renommage pres, elles étaient
équivalentes du point de vue de la logique. Méme s’il faut, pour s’en convaincre considérer les
propriétés des quantificateurs et des connecteurs, ou la relation <. A présent, la formule de
référence et la formule objet considérées sont telles que la validité de la formule de référence
n’implique plus la validité de la formule objet. Elle peuvent étre alors considérées comme réel-
lement différentes. Nous allons donner une définition formelle de la différence et un moyen de la
calculer. Grossierement, il s’agit de séparer, dans les formules, ce qui peut étre similaire et ce qui
ne peut pas I’étre. Cette notion de différence est trés importante, car c’est de 'information que
I’on en tire dont dépend 1’analogie, dans un cadre général. Une fois la différence définie, il faut
savoir comment l’exploiter. Avec ce que nous avons vu jusqu’a présent, nous sommes capables
de traiter les parties similaires, et forts de ces outils, nous allons pouvoir nous concentrer sur la
différence entre les formules, puisque c’est la que se situe le probleme essentiel. Nous allons tout
d’abord regarder une différence extrémement simple, puisqu’elle consiste a ne modifier qu'une
constante dans la formule de référence. C’est l'occasion de regarder & la loupe le processus
d’analogie. 1l s’avere que si le théoreme de référence est choisi arbitrairement, cette différence
minime peut mener & un probleme tres difficile (qui revient a la preuve automatique classique).
Au contraire, en imposant une condition simple sur ce théoréme, nous pouvons produire une
méthode compléte pour résoudre ce probleme. Cette complétude s’étend a une différence un peun
plus large, et permet de traiter un exemple connu dans le domaine de ’analogie.
Enfin, puisque toutes les manipulations de formules et de preuves que nous avons définies jus-
qu’a maintenant sont spécifiques aux preuves par expansion, nous discutons brievement ce que
pourraient étre les manipulations correspondantes pour des représentations du type déduction
naturelle. Les probléemes rencontrés sont en fait les mémes, mais tout ce qui est relatifs aux
formules — la relation =<, les notions de similitude et la différence — reste valable, seules les
manipulations de preuves sont a reconsidérer.

IV.1 Différence entre deux formules

La différence est I'information qui détermine la marche & suivre pour construire la preuve
de la formule objet par un processus d’analogie, ou, & défaut, pour adapter toute 'information

101
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recueillie dans la preuve de référence pour faciliter cette preuve. Cette notion est donc essentielle.
Elle a été évoquée auparavant par Boy de la Tour et Caferra [BdITC88]. En se plagant dans le
cadre de I'isomorphisme de Curry-Howard, ils ont proposé une méthode consistant a filtrer les
types de termes, qui peut déboucher sur la génération de lemmes suffisant & la construction de
la preuve de la formule objet. Le principe repose sur I'utilisation des échecs d’un algorithme de
filtrage dérivé du filtrage d’ordre deux de Huet et Lang [HL78]. Nous partons de la méme idée.
Mais, d’une part, nous allons appliquer le filtrage sur les formules, et d’autre part, nous allons
utiliser notre algorithme de filtrage qui intégre les propriétés AC des connecteurs et que nous nous
sommes attachés a rendre efficace. Au chapitre V, nous verrons de fagon précise comment utiliser
la différence calculée pour générer des lemmes suffisants pour construire la preuve recherchée.
Dans le seconde partie du présent chapitre, nous donnons une méthode compléte d’analogie pour
une différence dite minime. La complétude signifie que nous sommes capables de construire une
preuve de la formule objet si celle-ci est valide, et d’affirmer qu’elle n’est pas valide sinon.

IV.1.1 Filtrage de différence

Si une formule B est similaire & A, nous pouvons dire qu’il n’existe pas de différence entre
elles. Formulé en langage naturel, cela apparait comme une lapalissade, mais nous devons nous
attacher a donner des définitions formelles aux notions de similitude, différence, etc... parce
que c’est justement 1a que réside une difficulté majeure de ’analogie. 1l s’agit de formaliser des
notions et des mécanismes tres intuitifs. Nous avons défini la similitude entre deux formules et
une facon de la calculer; nous allons voir maintenant comment déterminer la différence entre
deux formules. D’aprés ce que nous avons vu, B = ¢(b) est similaire & A = p(a) puisque B
peut étre obtenue de A par simple renommage, & condition que les types coincident. Par contre,
B =Vz p(z) = ¢(b) n’est plus similaire & A = V2 p(z) = p(a). Nous pouvons l'affirmer parce
qu’il n’existe pas de correspondance de B vers A. Ce qui nous intéresse maintenant est de savoir
pourquoi, ou en quoi, ces formules sont différentes. Le filtrage est 1'outil essentiel pour recon-
naitre la similitude entre deux formules, il en est de méme pour la différence, a ceci prés que nous
allons adapter quelque peu ’algorithme de filtrage. Il s’agit de filtrer ce qui peut I’étre, et de
conserver le reste. Ce qui revient & envisager les cas d’échecs classiques sous un angle différent.
Au lieu de stopper le processus, nous allons stocker les parties de termes qui ne coincident pas.
De cette facon, nous récupérerons, en sortie, d’une part une substitution qui constitue la simi-
litude, et d’autre part, 'ensemble des parties qui ne filtrent pas. Voyons de facon plus précise
comment cela peut étre réalisé.

L’algorithme décrit dans le chapitre II utilise un couple < 5,0 > ou S est un probleme
de filtrage et o la partie déja construite de la solution. Remplacons cette paire par un triplet
< §,D,0 > ot D contiendra la différence. Pour l'algorithme proprement dit, nous rajoutons
simplement une regle (Diff) qui se charge de stocker I'information que nous devrons exploiter
par la suite. Donnons d’abord les conditions d’application de la regle (Diff).

La regle (Diff ) est appliquée pour une paire s = t lorsque :

> H(s) et H(t) sont des constantes distinctes,

> ou lorsque l'algorithme de filtrage AC' d’ordre un échoue.
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< {Mz.a(3;) = M5.6(1,)}@S, D, o >
< §,{\7.a(3;) % A\2.b(t)}@D, 0 >

De plus, lorsqu’une substitution est appliquée & S, elle doit ’étre également a D.

(Diff)

La condition d’arrét de I’algorithme est S = .

Lorsqu’a I'issue du processus, Dy = (, cela signifie que la régle Dif f n’a pas été utilisée. Par
conséquent, oy est un filtre.

Pour un probleme de filtrage 5, le filtrage de différence est défini par :

Définition 1 Filtrage de différence
Probléeme

e Un probleme d’entrée < {Abst(A) = B}, {},{} >
Déroulement

e [’application de I’algorithme de filtrage lorsque celui-ci ne provoque pas d’échec
s Pour une paire s = ¢, la régle (Diff) est appliquée quand

— H(t) et H(t) sont des constantes distinctes,

— ou l'algorithme de filtrage AC d’ordre un est en échec.

e L’algorithme s’arréte lorsque S = 0.

Solutions
Une solution < @, Dy,o; > d’un probleme de filtrage de différence < {Abst(4) = B}, {},{} >
est acceptable si Dy ne contient que des termes clos.

Pour toute solution acceptable, toute paire {s 7 t}de D; est transformée en {f(s) Z f(1)}
tels que f(s) et f(¢) sont les littéraux qui contiennent s et t. C’est-a-dire que pour une différence
s # t, s apparait dans o(Abst(A)), dans un littéral f(s). Ainsi, au lieu de considérer la différence

s # t, nous considérons la différence f(s) # f(1). O

Pour une solution acceptable, nous avons la propriété suivante :
Si < {A4bst(A) = B}, {},{} >="<0,Ds,05 >

alors (os(Abst(A)))lg— d] =ac B

ol Dy = {g# d}. Pour faire le lien avec ce qui a été dit précédemment, o; refléte la partie
similaire, et Dy la différence. En appliquant la correspondance, il suffit de remplacer les parties
gauches de la différence par les parties droites pour obtenir la formule objet, ou une formule AC
équivalente. Remarquons également que la terminaison de I’algorithme n’est pas remise en cause.
En effet, 1a oli nous avions un arrét de Dalgorithme de filtrage, nous poursuivons le processus

avec une mesure de complexité plus petite, puisque nous 6tons une paire & S.

Exemple 2 Cet exemple est tiré de [BAITK92], nous y reviendrons au paragraphe IV.2.2. La
formule de référence est
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A= Vazy (q(z,y) = Vz (p(z, 2) = p(y, 2)))A
g(a,b) A (p(a,a) Vv p(b, b)) = 3z p(b, )

et la formule objet,
B = (ple,e)Vpla,a)) A q(b,c) A q(a,b)A
Yzy (¢(z,y) = Vz (p(z, 2) = p(y, 2))) = Tz p(e, z)
I’abstraction de la formule A s’effectue par

p— /\$1.Z‘2.P(.Z‘1,l‘2)

Abst = q— /\$1$2'Q($17 372)
a —> Z1
b — Z2

D’ou la formule abstraite obtenue

C = Abst(A) = Vey (Q(z,y) = Yz (P(z,z) = Py, 2)))A
Q(Zl,Zg)/\(P(Zl,Zl) vV P(Z2,Z2)) = dz P(Zg,x)

On applique alors le filtrage de différence entre C' et B. On obtient alors la solution
<ACEBLOL) >
="< {ﬁq(av C) = _‘Q(a’ b) v _‘Q(b’ c)}v {}7 o>
:>(D1ff)< {}7 {ﬁq(av C) 7% _‘Q(aa b) v ﬁQ(ba C)}7 g >

P Azyzo.p(zq, 22) p = Az.p(z)
avec 0 = Q= Avrzz.q(e1,22) et donc, p = o(Abst) = qr+ Az.g(z)

1 a ar+a

Zy—cC b—c

La différence obtenue est donc :

D = {—q(a,c) £ =q(a,b) v ~q(b,c)}

Nous reprendrons cet exemple dans la section 1V.2.2, et nous verrons que la formule objet peut
étre prouvée automatiquement grice & cette différence. B

Nous avons donc une méthode pour calculer la différence entre les formules. Celle-ci peut étre
utilisée de diverses facons. Dans un premier temps, nous allons voir comment, dans un cas simple,
Pinformation délivrée par le filtrage de différence peut étre utilisée. En regardant pourguoi le
processus n’est pas complet en général, nous verrons qu’il suffit d’imposer une condition simple
sur le théoréme utilisé comme référence pour que la complétude soit atteinte. Il sera par la suite
question d’utilisation plus générale de la différence.
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IV.2 Processus d’analogie utilisant la différence

IV.2.1 Le cadre et la méthode d’analogie

Résumons d’abord le processus dont la différence est issue :

Calcul de la différence entre 4 et B

1- Abstraction de la formule de référence : C' = Abst(A)
2- <{C=B}{}0 >:>Filtrage de différence < 0, Dpyo5 >

D = {Dy, o4} : différence entre 4 et B

On a alors a;(C)gr d] =ac B avec D = {g # d}. On notera £(C) = a;(C)[g d]. I

s’agit a présent d’utiliser cette information pour construire la nouvelle preuve.

Définition 3 Si D, la différence calculée est telle que :

D ={D,o} avec D = {(p(t,) 52 \/f;lp@))}

ol les 7, sont des symboles de constantes. Cette différence est dite minime. ]

Nous allons produire un mécanisme qui transforme une preuve de A en une preuve de B si
et seulement si la différence entre A et B est de ce type, et B est valide. Mais il nous semble
important, avant cela, de montrer que ce type de différence correspond a des cas intéressants
en pratique. Donnons donc un exemple rentrant dans ce cadre afin de pouvoir cerner les cas
couverts par cette restriction sur la différence. Signalons par ailleurs que A. Felty et D. Howe,
dans [FH94] utilisent ce type d’exemples — oli une constante est substituée a une autre — pour
illustrer leur méthode de généralisation, puis de réutilisation de tactiques de preuves.

Exemple 4 Soit la formule de référence :

Veyz (2 >y A y>2z)A = 2 >2zA  Transitivité de l'ordre sur les entiers

Vey(z >y) = Vz(z+2>y+2)A Conservation de l'ordre par I’addition d’un entier
a>b Hypotheése close

= dz(a+z>b0+2) But

Pour le typage, nous avons 7(z) = 7(y) = 7{2) = ¢, 7(>) =t Xt s oet 7(+) =t Xt = ¢. Ce
théoréme se présente donc comme une conjonction d’hypothéses, formée de propriétés de 'ordre
sur les entiers et de I’addition, puis d’une hypotheése close. Considérons maintenant la formule

suivante

@2iivs .

Veyz (2 Dy A y22) A = 2 2 zA Transitivité de I'inclusion

Vey (2 Dy) = Vz(zUz2yUz)A Conservation de I'inclusion par union d’un ensemble
bDcAhaldb Hypothese close

= dz(aUz 2cUz) But
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Le typage est le suivant : 7(z) = 7(y) = 7(2) =+, 7(2) =t Xt D oet 7(U) =1 x 1 —> 1.
La différence entre ces deux formules, si 'on abstrait A et que ’on applique les techniques
décrites auparavant, est simplement :

{an%aQbeQc}

Cela signifie que cet exemple rentre dans le cadre fixé d’une part, puisqu’il suffit de prendre
a=2,t1 =a,ty=c,t] =a,t? =b,t} =bet t3 = c, et que nous serons capables, possédant une
preuve de A de valider automatiquement toutes les formules du type :

Veyz (e Dy A y22)A = z 2 2A
Vey(z 2 y) = Vz(zUzDyUz) A
C

= dr(aUz2DcUz)

ou C est une conjonction d’hypotheses closes relatives au prédicat D. Dans le cas ou la formule
objet n’est pas valide, I’arbre d’expansion construit ne pourra étre couvert par une connexion;
nous serons alors capables d’affirmer qu’il n’en existe pas de preuve (cf. lemme 10). B

Nous voyons donc que si le cadre fixé n’est qu’un cas particulier d’analogie, il permet néan-
moins d’utiliser une preuve de propriété sur les entiers pour construire automatiquement une
preuve sur des ensembles. De plus, tous les théoréemes utilisant les mémes propriétés, mais avec
des instances différentes seront prouvés s’ils sont valides, et invalidés sinon. On peut par exemple
appliquer le méme type de méthode pour des propriétés générales d’un programme dont on veut
prouver les propriétés avec différentes données.

Abordons maintenant la reconstruction de la preuve. Nous allons montrer que le cas de base,
qui consiste en une différence vide se traite comme une correspondance. Rappelons que nous
travaillons toujours ici avec des preuves par expansion.

Lorsque la différence est du type donné plus haut, et que le théoréme de référence possede
une propriété simple, énoncée plus loin, la méthode adoptée est trés simple. 1l suffit de provoquer
une sorte d’explosion des expansions, telle que si B est valide, il existe une connexion — donc
une connexion minimale — qui ’affirme. Ensuite, comme la preuve obtenue a été élargie, nous
appliquerons I’élagage de preuves décrit au chapitre I. Ainsi, nous obtiendrons une preuve tout a
fait raisonnable de la formule B. Si B n’est pas valide, il sera impossible de trouver de connexion
couvrant l’arbre. Mais comme le probleme est décidable, nous aurons de toute fagon une réponse.
Précisons encore une fois que le théoreme de référence posséde une propriété spéciale, sans quoi
ce qui vient d’étre dit est faux en général. Cette propriété peut étre vue intuitivement de la
fagon suivante. Si un théoréme peut étre vu comme la disjonction de deux théoremes différents,
celui-ci ne rentre pas dans le cadre de cette méthode. Par exemple, si le théoreme de référence
est v AV —A, toute preuve de ce théoreme peut étre en fait, soit une preuve de F, soit une
preuve de AV —A. Dans le deuxiéme cas, il est absurde de procéder a ’analogie si la différence
entre cette formule et la formule & montrer porte sur F. On peut par exemple imaginer que F
soit le théoréme de Fermat ! La preuve de AV —A4 risque de ne pas nous étre d’un grand secours.
Par contre, nous pouvons dire que si nous possédons une preuve par expansion du théoreme de
référence, 1’élagage de cette preuve nous dira que la formule prouvée est en réalité A v —A4 et
non pas F. Donnons a présent la définition formelle de la méthode.
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Définition 5 Pour une différence entre les formules A et B du type

{pp(tn) Z Vi p(tE))}

ol les 1, sont des symboles de constantes, et p(p(%,)) = p(p(t,)), soient {s,} 'ensemble des
littéraux tels que (p(35),p(t,)) € M. On défini ’ensemble J par :

J ={j|s; € {Sn} et s; est un terme d’expansion}

Définition 6 Explosion
Pour chaque VIS J, appliquer toutes les expansions possibles dans ’arbre avec les termes

d’expansion ¢} pour 1 = 1,..., k.

11 est évident que I’explosion va, en général, engendrer des expansions superflues. Mais nous dis-
posons d’un algorithme d’élagage qui va les effacer. Globalement, la reconstruction de la preuve
s’exprime ainsi

Construction d’une preuve respectivement a une différence

> Soit A une formule telle que (@, M) F A avec M une connexion minimale, et soit B une
formule dont la différence avec B, obtenue par abstraction de A et filtrage de différence,
est D = {D,c}avec D = {p(T,) & V&, p(t¥))} ot les 7, sont des symboles de constantes,

> @ est le résultat de ’explosion de Q respectivement & D et Q" = Q'[p(Z,) — VA, p(t5))],

> Soit M’ une connexion minimale couvrant Q" si elle existe, et R = TR(E(Q"), B, B).

Alors, (R,M')F B si M/ existe.

Avant de prouver la correction de cette méthode et d’en discuter la complétude, nous allons
développer un exemple complet.

IV.2.2 Un exemple complet d’application de cette technique

Nous allons développer un exemple qui a déja été utilisé pour la preuve par analogie, mais
que notre méthode permet d’automatiser totalement. Cet exemple a été introduit par Boy de la
Tour et Kreitz [BAITK92], et a été repris comme exemple par Melis dans [Mel93b]. T s’agit des
formules introduites dans I’exemple 2. La formule de référence est

A= Vazy (q(z,y) = V2 (p(z,2) = p(y, 2)))A
q(a,b) A (p(a,a)V p(b,b)) = 3z p(b, z)

et le nouveau théoréme a prouver,

B = (p(c,c)V pla,a))Aq(b,c)A g(a,b)A
Vay (q(z,y) = V2 (p(z. 2) = p(y, 2))) = 3z p(c, )

On consideére, la preuve par expansion (. M) pour A, symbolisée par la figure IV.1.
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Ve A p(b,a)  p(b,b)
o S |
y q(a,b) v
| b ’ PN ‘,

= p(av a) p(b,b)

(/\1 : | .-
g(a,b) Va ... Connexion minimale
| a
=

0 s ot
/\1 o/t Occurrence positive/négative

Figure IV.1: Preuve de la formule de référence

Rappelons que par filtrage de différence, on obtient :

<{C =B} {}{}>
=< {ﬁq(a7 C) = ﬁq(av b) \% ﬁq(bv C)}v {}* o>

=iff)< {h{~a(a,¢) # ~q(a,b)V =q(b, )}, 0 >

ou C est le théoreme abstrait.

P Azqyzo.p(z),29) p— Az.p(z)
avec 0 = Q= Az12.g(21,2) et donc, p = o(Abst) = g+ Ae.g(z)

Z1—a a—a

Zy ¢ b—c

la différence et o ont les propriétés requises pour appliquer ’explosion. Dans la connexion
de la preuve de référence, le littéral [ = —¢(a,b) tel que p(I) = —g(a,c) est connecté au littéral
g(a,b) ol a et b sont des termes d’expansion. Par conséquent, I’explosion va étre effectuée avec
les deux arguments des deux littéraux apparaissant dans la partie droite de la différence, c’est a
dire a, b et c. Enfin, la partie droite de la différence est substituée a la partie gauche. On obtient
I’arbre d’expansion de la figure 1V.2.

Apres explosion, une connexion minimale est trouvée, et nous élaguons l’arbre respectivement
a cette connexion. On obtient alors la preuve par expansion de B de la figure IV.3.

Elle correspond a la preuve que nous aurions construite a la main, sans se référer a celle de

A,
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=
Q’: e
A dz
/\ a C
b
Va A opea) e plee)

...... = q(a,b) q(b,c) p(a,a) plc,c)

q(a,b) Vz q(b,c)

PN PN

p(a,a) p(b,a) p(b,a) p(e,a)

Figure IV.2: Arbre d’expansion de B obtenu par explosion

Figure IV.3: Preuve de B construite par analogie a celle de A
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IV.3 Discussion de la complétude pour une différence minime

La méthode de ’explosion n’est malheureusement pas compléte pour une différence minime.
Il existe en effet des cas ol nous ne pourrons pas construire une preuve de la formule objet alors
que celle-ci est valide (cf. exemple 7). Mais nous pouvons comprendre, sur un cas de base, quelles
en sont les raisons. En regardant de prés comment construire une preuve de complétude pour
un cas de base, nous allons voir qu’il suffit que le théoréme pris comme référence possede une
propriété simple pour que la complétude soit atteinte. En effet, nous allons montrer que cette
méthode est complete lorsque le théoreme de référence ne peut pas s’écrire comme la disjonction
de deux formules valides différentes.
Nous avons vu au chapitre I, qu’un théoréme peut étre épuré en prenant sa preuve et en élagant
les parties qui ne sont pas utilisées par la connexion minimale. Mais ceci n’est pas encore suffisant.
Plagons-nous dans le cas qui doit étre le plus simple. Nous avons une formule A, et une preuve
par expansion (@, M) F A telle que M est minimale. Soit B, une formule telle que la différence
entre A et B porte simplement sur une constante d’ordre un. C’est-a-dire que B est A ou I'on
a remplacé une constante a par une constante b; ou encore, cela correspond au cas k = n =1
de la restriction sur la différence énoncée plus haut. Pour ce cas de figure, le lemme 9 affirme
que si la méthode d’explosion n’est pas compléte, il existe une formule A; V A; équivalente a A
et telle que A; et A, sont toutes deux valides. En d’autres termes, A est la disjonction de deux
théoremes.

Nous allons voir, sur un exemple simple, en quoi il est normal que cette méthode ne soit pas
complete dans le cas général. Le simple fait de remplacer une constante par une autre pouvant
transformer un processus d’analogie en une recherche automatique de preuve tout a fait générale.

Exemple 7 Prenons la formule

A = (Vz (g(z) = p(z)) A p(a) A q(c)) = pla) V p(c)

L’arbre d’expansion suivant, muni de la connexion M = {(—p(a),p(a))} est une preuve par

expansion de A.
// | \

Jz q(z) A ~p(z) ~p(a) —q(c) p(a) p(¢)
Substituons a présent a par b dans l'occurrence positive de p(a). Nous obtenons la formule
B = (Vz q(z) = p(z) A p(a) Aq(c)) = p(b) v p(c)

qui est une formule valide. Mais l’explosion n’en fournira pas une preuve, puisque c’est par ¢
qu’il faut expanser z, et que I’explosion ne fera qu’expanser z par b. Observons une preuve par
expansion de B.
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/\/N
Eilz -p(a) —q(c) p(b) P(C)
A

g(c) . =p(e)

Cet exemple est suffisamment simple, pour se rendre compte qu’en fait, les deux preuves
données ne prouvent pas le méme théoreme. En effet, la premiere preuve est relative a la formule
p(a) = p(a), alors que la seconde est relative & la formule (Vz (¢(z) = p(z))Aq(c)) = p(c). Nous
pouvons alors remarquer que la formule A peut s’exprimer par A = Ay V Ay avec 4; = p(a) =
p(a), et Az = (Vo (¢(z) = p(z)) A q(c)) = p(c). Notons au passage que c’est la connexion qui
nous permet de différencier les deux éléments de cette disjonction. ]

Lemme 8 Soit a un symbole de constante d’ordre un apparaissant dans une formule A avec
(Q, M)t A et telle que f(a) est la plus grande sous-formule de A et ou ni f(a) ni aucun de ses
sous-termes n’apparait dans M. Alors A & A1V f(a) avec |= A1 et f(a) € Ay.

Preuve Toutes les clauses completes de ) sont couvertes par M. Pour toutes les clauses
complétes ¢ de @ contenant f(a), nous avons donc ¢ = ¢’ V f(a) ou f(a) ¢ ¢’ (nous ne pouvons
pas avoir ¢ = ¢/ A f(a) puisque f(a) est le plus grand sous-terme non connecté, sinon, ¢ ne
pourrait étre couverte par AM). Ce qui implique, pour la conjonction des clauses completes qu’il
existe C”’ telle que Acc(Q) = C'V f(a) ou f(a) € C. On en déduit donc qu’il existe A; telle que
A=AV f(a) avec |= Ay et f(a) & A;1. m]

Lemme 9 Soient A et B deuz formules telles que A[p(a) — p(b)] = B, avec (Q, M) - A,
et a et b des symboles de constantes. Soit Q' un arbre d’expansion obtenu de @ par explosion
respectivernent a la différence {p(a) £ p(b)}.

5l eziste M’ couvrant Q', alors = B et (Q',M')F B,
sinon, ou bien = B, ou bien A = Ay V Ay avec E A; et E As.

Preuve Si p(a) ¢ M, alors tout remplacement de @ par b dans A donne une preuve de B,
puisque, par le lemme 8, il existe Ay telle que A = A; V p(a) avec |E Ay et p(a) € 4;.

Si p(a) ¢ M, et s’il existe M’ couvrant Q’, puisque nous ne manipulons que des constantes, <gr
reste acyclique, et par correction des preuves par expansion, nous avons (@', M’) + B implique
E B.

Le probléme se pose lorsqu’il n’existe pas de connexion A’ couvrant §’. Si B n’est pas valide,
¥ B implique AM’ telle que (Q’, M’) b B. Par contre, si nous avons = B et qu’il n’existe pas
de couverture de Q’, cela signifie qu’il existe une facon d’expanser Q' en Q" tel qu’il existe AM”
qui couvre Q”, par complétude des preuves par expansion. Nous sommes dans I’hypotheése ou
p(a) € M. 1l existe donc au moins une clause complete ¢ de @ telle que

c:---Vp(a)V-'-V—wp(a)V---
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ot {p(a),~p(a)} est le seul couple de M couvrant ¢. Voyons ce qu’est devenue cette clause
complete dans @”. Le symbole a contenu dans —p(a) ne peut étre un terme d’expansion. Dans
le cas contraire nous aurions

d=---Vpla)V---V-pla)V-pb)V---

en conséquence de l’explosion. Il existerait donc M’ telle que (Q'M') + B. Les deux occurrences
de a sont donc des constantes dans A. Nous avons donc deux cas pour la nouvelle clause ¢” de

QII-

o ¢'=---Vpl@)V:---Vpb)V---V-ap(a)V - .- Dans ce cas, nous pouvons dire qu’il existe
une preuve de A qui n’utilise pas (dans sa connexion) ’occurrence de p(a) que nous avions
dans ¢ et qui a été remplacée par p(b). Par conséquent, il existe Ay vérifiant A = A, V p(a)
et = Ay ou p(a) € Ay, et d’autre part, il existe Ay ol p(a) et —p(a) apparaissent, telle que
E= Ay (il suffit de prendre Ay = A), et A = AV As.

e ¢ = ValVIV---Vp(b)V: - -Vp(a)V-:--. Alors, il existe Ay vérifiant A = A;Vp(a)V-p(a)
avec = Ay, p(a)V—p(a) ¢ Ay et Ay ol apparaissent p(a) et —p(a) (il suffit encore de prendre
AQZA),etAl\/AQI .

O
Revenons sur l'exemple 7. La lecon essentielle que nous devons tirer de cet exemple est qu'un
théoréme peut en cacher un autre. Nous pensions prouver A, alors que nous n’en avons prouvé
qu’une partie suffisante. En remplacant a par b, nous avons transformé la formule en un théo-
réme tres différent, pour lequel la preuve de A, telle qu’elle était donnée ne peut pas étre d’une
grande utilité. p(a) = p(b) n’étant pas valide, la preuve de B doit &tre une preuve de A,. Dire
qu’il peut y avoir analogie entre la preuve de A; et la preuve de B n’a aucun sens. Le probleme
que nous pensions étre un probléeme d’analogie devient alors un probléme de preuve automa-
tique classique, sans analogie. Dés lors, il n’est plus pensable d’avoir un processus complet pour
résoudre ce genre de problemes.
Cet exemple montre encore I'importance de la formule choisie comme référence. Ce que nous
avons décrit au chapitre I, est toujours valable ici. Les outils qui pouvaient paraitre naifs au
premier abord trouvent ici tout leur sens. En effet, si nous considérons la preuve de A, et
que nous lui appliquons 'élagage relativement & sa connexion, nous obtenons le théoreme de
référence p(a) = p(a), c’est-a-dire A;. Il ne fait aucun doute que I’analogie entre la preuve de
cette formule et celle de B ne nous viendrait pas a I’esprit. Par contre, si la preuve de A avait été

V
de —p(a) —q(c) play  p(c)
| .
A



IV.4. Extension a d’autres systémes de preuve 113

Iélagage aurait donné la formule A;. Or, A; X B. L’analogie aurait pu étre résolue. Il est
donc essentiel de procéder a ’élagage en premier lieu, avant de tenter de prouver par analogie.
Malheureusement, ceci ne peut résoudre tous les problemes, car il existe sans doute des preuves
par expansion ol une connexion minimale est telle que I’élagage ne permette pas de dissocier
les deux théorémes cachés en un seul. C’est pourquoi la condition imposée n’est pas d’avoir une
preuve élaguée, mais un théoréme qui n’est pas une disjonction de deux théoremes.

Nous avons étudié le cas simple d’une constante substituée afin de bien comprendre les
rouages de l'analogie, et de voir qu’un probléme qui peut sembler évident a premiere vue, se
ramene en réalité a un probléme de déduction automatique classique. Voyons maintenant que
la complétude que nous avons obtenue pour ce cas particulier de théoréme de référence peut
s’étendre & la différence donnée plus haut comme cas particulier.

Lemme 10 Soient A et B deuz formules telles que A[p(,) — vE_ p(tk))] = B, avec (Q, M)+
A, ett, ettk des symboles de constantes. Soit Q’ un arbre d’expansion obtenu de ¢} par explosion
respectwement d la différence D = {p(T,) # VE p(t5))} Vil existe M’ couvrant @', alors |= B

et (Q',M')
Sinon, soit B, soit A = Ay V Ay avec = A; et |E A

Preuve Le cas k = n = 1 est couvert par le lemme 9. Nous allons donc faire un induction sur
k et sur n.
n =1 :le lemme est vérifié pour D = {p(a) % p(a,) -V p(ax)}. Dans ce cas, soit il existe
un p(a;) connecté dans les clauses completes qui etalent couvertes par {p(a),—p(a)}, soit le
probleme revient & la différence D’ = {p(a) £ p(ax)} (lemme 9).
k = 1:lelemme est vérifié pour D = {p(ay,...,a,) p(bl, ces@n)}.SiD = {play,...,an,an41)
2 p(bry- .y bnybor1)}. T suffit alors de prendre p(ay, ..., anq1) = pi(ar, ..., an) Apa(@ng1), et le
probleme se ramene & une différence D’ = {pa(ant1) Z p2a(bni1)}.
k> 1etn>1:par combinaison des deux cas précédents. Si le lemme est vérifié pour tout k,
le raisonnement de £ = 1 s’applique, et réciproquement, si le lemme est vérifié pour tout n, le
raisonnement pour n = 1 s’applique. O
Nous obtenons donc, pour ce type de différences, et pour un théoréme ne pouvant s’écrire
sous forme d’une disjonction de formules valides, un résultat de complétude. Mais I’enseignement
essentiel est que pour faire de la preuve par analogie, il est trés important de se pencher autant
sur les formules que sur les preuves. Tout du moins si on envisage d’automatiser au mieux le
processus. Il est maintenant clair que nous avons beaucoup plus de chance de réussite si le point
de départ est une preuve qui utilise complétement le théoréeme qu’elle prouve. D’autant qu’il
est relativement simple (cf. chapitre I) d’obtenir une preuve d’une formule plus grande par la
relation <. Nous sommes donc confortés dans 'idée d’analyser les formules avant toute autre
chose. Enfin, remarquons que dans 'exemple de la section IV.2.2, le théoréme de référence ne
peut pas s’écrire comme la disjonction de deux théoremes. I’analogie aurait donc été un succes
quelle que soit la preuve par expansion de cette formule.

IV.4 Extension a d’autres systémes de preuve

Nous nous proposons dans cette section, de discuter 'adaptation des méthodes que nous
avons données et qui sont spécifiques aux preuves par expansion, a d’autres représentations de

preuves.’
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IV.4.1 Analogie pour des preuves non analytiques

La dénomination de preuves analytiques pour les preuves par expansion et non-analytiques
pour les preuves du type déduction naturelle est due & Pfenning [Pfe84].
Nous n’allons pas passer en revue les différents types de représentation de preuves. Nous allons
nous contenter de voir ce qui peut se passer lorsque ’on essaie d’appliquer des manipulations
identiques a celles que nous avons décrites dans un formalisme du type déduction naturelle. Bien
siir, tout ce qui concerne les formules est encore valide, et cela constitue un des gros avantages
de s’intéresser aux formules avant les preuves. Quel que soit le systéme de représentation des
preuves, le relation < peut étre exploitée sur les formules prouvées, et la différence peut étre
utilisée. Nous le verrons d’ailleurs dans le chapitre V. Par contre, la manipulation des preuves
ne s’applique plus. Au lieu de manipuler des arbres, il nous faudrait modifier des inférences.
Or, lorsque nous pratiquons 1’élagage des preuves par expansion, nous nous appuyons sur 1’in-
formation délivrée par les connexions. Il n’est pas évident, a priori, de savoir quelles sont les
branches ou les hypothéses d’une preuve de déduction naturelle qui sont superflues. Considérons
a nouveau ’exemple de la section précédente. La premiére preuve de A, en déduction naturelle
g’écrit :

[Vz (g(z) = p(2)) A g(c) A p(a)]
p(a)
p(a) vV p(c)
Vz (q(z) = p(x)) A q(c) A p(a) = p(a)

Or, cette preuve sera difficilement réutilisable pour prouver B = Vz (q(z) = p(z)) A q(c) A
p(a) = p(b) Vv p(c). En fait, le probleme qui se pose est le méme que pour les preuves par
expansion. Mais nous ne disposons pas, a priori, de techniques simples pour déterminer quelles
sont les parties de A qui sont utiles dans la preuve, et quelles sont les parties superflues. Par
contre, aller de la preuve de la formule élaguée, vers une preuve d’une formule plus grande par
la relation < semble plus aisé. Il suffirait d’ajouter des étapes structurelles (Fx, Fyv, Ia, Iv) aux
endroits appropriés et de modifier les hypotheses pour reconstituer la formule objet. Ainsi, pour
la preuve suivante de A; = Yz (¢(z) = p(z)) A ¢(c) = p(c),

En

I

[Vz q(z) = p(2)]
g(c)=qlc) " [q(c)]
p(c)
Yz (q(2) = p(x)) A q(e) = plc)

en rajoutant p(a) aux hypotheses et deux regles structurelles, nous obtenons :

E

[Vz q(z) = p(z) A p(a)]
Ve g(z) = p(z)
Ly
q(c) = ple) [g(c)]
p(e)
p(c) Vv pla)
vz (¢(z) = p(2)) A q(c) A pla) = ple) V pla)
qui est une preuve de la formule B. Tout comme p(a) était la seule hypothése réellement
utilisée pour la preuve de A, seules, les hypotheses Vo ¢(z) = p(z) A p(a) et ¢(c) sont utili-

En

\2

I,
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sées ici. Nous voyons que des problémes trés semblables se posent avec ce formalisme. Il semble
donc raisonnable de penser que des techniques similaires & celles que nous utilisons peuvent étre
définies. Le principal probleme serait de trouver ’équivalent des connexions. Cette définition
doit sans doute passer par la formalisation de ce qu’est une hypothése utile ou pertinente dans
une preuve de déduction naturelle. Pour les techniques ne faisant pas appel aux connexions,
comme Vutilisation des propriétés des quantificateurs, les correspondances ou les propriétés AC
des connecteurs, elles doivent s’appliquer a la déduction naturelle. Tout comme nous pouvons
inverser deux nceuds de sélection dans un arbre d’expansion, il est possible de permuter deux
inférences Fy dans une déduction; ’application d’une correspondance doit avoir le méme effet
sur une déduction naturelle que sur un arbre d’expansion, etc...

En conclusion, nous avons utilisé les preuves par expansion, parce qu’elles possedent des avan-
tages certains dans leur présentation. En particulier 'information détenue par les connexions.
Mais il semble possible d’adapter les transformations de preuves par expansion en transforma-
tions d’autres types de preuves. Par contre, la constante, quelle que soit la représentation des
preuves est le travail sur les formules. Pour prouver B & partir d’une preuve de A, quel qu’en soit
le moyen implique que I’on connaisse la relation qui les lie. Cette relation pouvant étre d’ordre
propositionnel, ou bien une correspondance, etc.. ou, dans le cas général, une différence. C’est
cette différence qui va maintenant nous guider dans la recherche de la nouvelle preuve dans un
cadre général et indépendant de la représentation choisie.
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v

Analogie dans un cadre général

Ce chapitre contient des concepts simples pour ’analogie dans un cas général pour réutiliser
au maximum toute la preuve de référence. Ces techniques meénent & des processus automatiques
dans certains cas, et & la génération de lemmes dans d’autres. Nous allons donner une transfor-
mation générale de la preuve de référence, basée sur la correspondance et la différence. La preuve
obtenue n’est pas correcte, en général. En vérifiant étape par étape la preuve obtenue, nous nous
trouvons dans l'un des cas de figure évoqués : analogie immédiate, analogie par saut, analogies
horizontales ou analogie incompléte. Pour chacun de ces cas, nous donnons une méthode pour
tenter de le résoudre. Cette méthode meéne automatiquement a une preuve de la formule objet
pour les analogies immédiates et par saut, ou génere des lemmes pour les analogies horizontales
et incompletes (mais il ne faut pas oublier que la formule objet n’est pas nécessairement valide).
Pour chacune de ces méthodes, nous donnons un ou plusieurs exemples. Ceux-ci sont, le plus
souvent, empruntés a des travaux sur ’analogie. Ces exemples font appel a des formalismes
variés. En effet, I’'un des buts de ce chapitre est de montrer que les concepts proposés sont
généraux et consistent en fait a réutiliser au mieux la preuve de référence, indépendamment
du contexte. Ainsi, nous nous penchons sur la synthése de programmes logiques, 'induction,
la réécriture, ’analyse sur les réels. Encore une fois, il ne s’agit pas de faire de la preuve de
théorémes, mais de produire des méthodes de réutilisation optimales de la preuve de référence,
afin justement, de réduire au maximum la preuve de théoreme, puisqu’il s’agit d’un probleme
tres difficile. Les exemples indiquent que ces méthodes générales et simples produisent au moins
les mémes résultats que des systeémes spécialisés. De plus, il est possible d’y adjoindre les notions
de similitudes, d’enchassement etc.. que nous avons décrites. Nous terminons ce chapitre par une
synthese donnant la marche a suivre pour appliquer au mieux toutes les techniques développées,
et en comparant notre démarche et celles des travaux voisins.

V.1 Situation dans les travaux sur ’analogie

Nous allons, pour commencer, situer les travaux les plus importants dans le domaine de
I’analogie. Ce qui nous permettra de positionner ce que nous avons présenté jusqu’a mainte-
nant, et d’introduire ce qui va suivre. Les travaux précurseurs dans ce domaine, sont ceux de
Kling [Kli71], et de Plaisted [Pla81], bien que plus de dix années les séparent. Ce n’est qu’a la
fin des années 80 que quelques nouveaux travaux ont été publiés. De facon générale, ces travaux
s’inscrivent entre deux extrémes dont ['un est 'automatisation, et 'autre la généralité. Les tra-
vaux de Plaisted [Pla81] s’inscrivent du coté de I’“automatisation”. Il y décrit des méthodes —
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généralisation et abstraction - permettant de résoudre des problémes par analogie dans le cadre
de la résolution. Ces méthodes sont, pour la plupart, complétes. Ainsi, Plaisted utilise une notion
d’abstraction qui englobe la transformation d’une formule en une instance close, en une formule
propositionnelle, en une formule dont on a permuté ou effacé certains arguments, ou dont on a
renommé les symboles de fonctions et de prédicats. C’est & ces travaux que se rattache le mieux
ce que nous avons décrit jusqu’a présent. Si I’on considére, par exemple, le renommage, il s’agit
d’un sous-ensemble de ce que nous pouvons faire par correspondance. Plaisted fournit alors une
méthode pour adapter la résolution appliquée & la formule de référence, pour qu’elle devienne
une résolution de la formule objet.

L’autre extrémité est moins nette, mais plus dense. Il y a en effet un certain nombre de
travaux qui tentent, de facon trés générale, de résoudre le probleme du raisonnement par ana-
logie. On peut trouver, par exemple dans [Mel93b, Mel93a, Owe90] des heuristiques et des
exemples d’applications & des théorémes mathématiques complexes. On peut trouver par exemple
dans [Mel93a], une étude de 'utilisation de I’analogie dans les preuves présentées dans “Halb-
gruppen und Automaten” qui semble étre un ouvrage fréquemment utilisé dans les études d’in-
formatique théorique dans les universités allemandes.

Bien siir, ces deux extrémités aspirent a se rejoindre, puisqu’on essaie de généraliser ce qui
est automatique, et d’automatiser ce qui est général. Si nous avons choisi la premiére approche,
c’est simplement parce qu’elle nous parait la mieux adaptée & la machine. Il nous a semblé plus
approprié de partir de choses simples et siires, constituant une base d’outils manipulables par
la machine, pour aller vers des problemes plus complexes.

1l existe également des travaux qui se situent entre ces deux points. Principalement, nous avons
déja eu I'occasion de citer les travaux de Boy de la Tour, Caferra et Kreitz [BA1TC87, BAITC88,
BdITK92] dont le cadre est Iisomorphisme de Curry-Howard. Ainsi, travailler sur les preuves
revient & manipuler des types. Ils obtiennent un bon compromis entre automatisation et géné-
ralité. On peut remarquer que ce que nous avons présenté posséde un certain nombre de points
communs avec ces travaux. Par exemple I'utilisation du filtrage d’ordre deux, mais il y a plus
particulierement dans [BAITC88], I’émergence de 'idée essentielle du filtrage de différence, et de
’exploitation de celui-ci pour la génération de lemmes. Nous y reviendrons dans la suite.
D’autre part, des travaux sur I’analogie ont été élaborés pour des cadres spécifiques. Par exemple,
on trouve dans [BCP88] une application intéressante du concept d’analogie & un systeme de dé-
duction naturelle pour des théorémes sur les réels. Il s’agit dune facon de spécialiser 1’analogie
4 une application. Enfin, dans le domaine trés actif de la preuve par induction, les travaux de
Bundy et al. (par exemple {[Bun91]) peuvent, en un certain sens, rentrer dans le cadre de I’analo-
gie. L’outil de base : le “rippling” consiste en effet & retrouver dans les processus d’induction des
schémas connus, et & leur appliquer un traitement qui, en général, guide vers la solution. Citons
également pour l'induction, des travaux récents [KW94] qui tentent de réunir des techniques
comme l’abstraction & la Plaisted et des concepts beaucoup plus généraux d’analogie.

Si nous essayons de voir ce qui se recoupe dans tous ces travaux — particulierement dans ceux
qui ne s’éloignent pas trop de Pautomatisation —, nous pouvons remarquer un certain nombre
de constantes.

e Tout d’abord, les techniques d’analogies sont suggérées par des exemples. Ceci est a peu
pres général.

e Il s’agit de suggérer des étapes de preuves pour la formule objet en fonction de la preuve
de référence.
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e Dans beaucoup de cas, [BdITC87, BAITC88, BAITK92, Mel93b, KW94], le filtrage est un
outil prépondérant lors du processus.

e L’analogie est basée sur des heuristiques.

Lorsque les heuristiques échouent, une échappatoire consiste a tenter de générer des lemmes
aidant a la résolution du probléme [BdITC88, KW94)]. Dans la suite, nous allons utiliser la dif-
férence comme outil de base. Notre approche differe légerement des travaux évoqués. Notre but
est de réutiliser au mieux le contenu de la preuve de référence pour construire une preuve de la
formule objet. Lorsque cela n’est pas suffisant, nous essaierons de donner des conditions suffi-
santes, sous forme de lemmes, pour montrer celle-ci. La différence avec ce qui avec ce qui précéde
est qu’au lieu de se poser la question : “comment montrer B?”, nous allons nous poser le pro-
bleme :“jusqu’a quel point peut-on réutiliser la preuve de A pour celle de B?”, sans rien tenter
— pour l'instant — qui n’appartienne vraiment a I’analogie, comme ’appel d’un démonstrateur
classique pour combler les trous restant dans la preuve. En somme, nous ne nous intéressons
qu’a la partie réellement “analogie”.

V.2 Principe de Panalogie générale

Par “analogie générale”, il ne faut pas voir le concept général et universel de ’analogie, mais
I’extension de ce que nous avons fait jusqu’ici dans un cadre plus général général de preuve.
Nous présentons donc ici une fagon générale d’appliquer ’analogie, en utilisant la différence.
Selon le résultat de cette opération, nous nous placerons dans 1’'un des cas de figures décrits
dans les sections suivantes. Ces analogies seront détaillées sur des exemples. Ces exemples sont
tirés de domaines assez différents, afin de montrer, d’une part, que les preuves par expansion
n’étaient qu’une facon pratique d’aborder le sujet, et, d’autre part, de montrer que 1’analogie
peut s’appliquer & beaucoup de systémes basés sur la preuve, quel qu’en soit le but. Voyons
d’abord comment utiliser la différence.

L’idée de base est extrémement simple. Nous allons appliquer le méme type d’opération que
sur les preuves par expansion, mais cette fois-ci dans un contexte aussi général que possible.
C’est-a-dire, en particulier, que nous ne devons plus nous préoccuper de la représentation des
preuves. Nous voyons la preuve comme une succession d’étapes menant au but visé.

Définition 1 Pour obtenir la correspondance et la différence entre les deux formules A et B,
A étant la formule de référence, nous procédons comme d’habitude, c’est-a-dire par abstraction
de A, puis par application du filtrage de différence entre Abst(A) et B. Nous obtenons ainsi une
correspondance p et une différence D, comme cela a été défini au chapitre IV. Nous notons X,

la paire formée de cette correspondance et de cette différence. X(A4) signifie (p(A))[g > d] pour

At

D = {g — d} ol tous les termes contenus dans D sont clos. ]

Le principe général d’analogie consiste a appliquer cette correspondance et cette différence
dans toute la preuve de la formule de référence, et & vérifier la validité des étapes de preuves
obtenues pour B.
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A B (= %(A))

P(4)

TT-T77

Figure V.1: Principe appliqué en général

Ce qui est obtenu n’est évidemment pas une preuve de B en général. En fonction des étapes
valides, nous allons nous trouver dans un des cas de figures traités dans les sections suivantes.
Nous allons distinguer quatre types d’analogies. Il s’agit d’une sorte de classification des cas
de figures pouvant apparaitre. Pour chacun de ces cas de figures, nous allons développer un
exemple. Comme jusqu'a présent, nous nous sommes presque toujours restreints aux preuves
par expansion, nous allons donner des exemples qui se situent dans des cadres tous différents.
Nous voulons montrer par l3 que I’analogie peut s’appliquer a tout processus de preuve, que celui-
ci ait pour but la synthése de programmes, la validation de propriétés, ou méme des preuves
mathématiques (mais les exemples restent modestes dans ce domaine).

V.3 Analogie immédiate

Le cas le plus simple apparait lorsque toutes les étapes de la preuve de B sont valides. C’est ce
que nous appelons ’analogie immédiate. Ce type d’analogie est proche de la notion de similitude
par correspondance. Mais nous pouvons avoir ici une différence non vide. La représentation de
ce type d’analogies est simplement celui de la figure V.2.

Il est possible de la rencontrer en particulier lorsque 1’on veut appliquer 'analogie entre deux
structures de données voisines. Comme ce cas de figure est relativement simple, nous allons
Iappliquer & un domaine qui ’est moins : la syntheése de programmes.
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A B (= £(4))

P(A) -

> P(B)

@
777

Figure V.2: Analogie immédiate

V.3.1 Analogie immédiate pour la synthése de programmes

L’exemple que nous développons ici est inspiré de Bundy et Al. [BSW90]. Nous allons prendre
comme référence une synthese de prédicat donnée dans [BSW90], et développer a partir de 13 une
analogie. La synthése de programme logique consiste & transformer une spécification du premier
ordre non-exécutable en un programme logique. Cette transformation résulte de la preuve de
la spécification. Nous allons décrire la transformation donnée par Bundy et Al. qui construit
un programme Otant une élément d’une liste. A partir de la, nous appliquerons I’analogie pour
construire un programme otant un élément d’un ensemble.

Exemple 2 La premiere étape est donc la description du processus permettant de passer d’une
spécification a un programme. La démarche consiste a passer de la spécification d’une fonction
qui supprime un élément d’une liste :

- VzVK,L 3B
(3L1,L2 L=L0,0l, AN K = Ll@[LElLQD & B

a un programme logique réalisant cette opération :
supp(z,[],L) & fauz

supp(z,[Hd|TI,L) & (z=Hd A Tl=L)V
(3L A L=[HdIL] A supp(z,Tl, L")
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Le programme logique est issu de la preuve de la spécification dont on extrait des témoins
qui décrivent les différentes parties de ce programme. Le théoréme a prouver est donc

Théoréme A
F VzVK,L 3B

(3L1,L; A L =190, A K = L,Q[z|Ly]) < B

ol @ traduit la concaténation de deux listes, z est de type élément, K, L, L1 et L, sont de
type liste et B est un booléen. Au cours de la preuve, 'instanciation de B par vrat ou fauzr
permet de passer d’une proposition a un prédicat. Dans le déroulement de la preuve ci-dessous, ce
que Bundy et al. appellent le terme extrait qui sera finalement la définition du prédicat recherché.
Le prédicat & construire s’appelle supp, et la preuve se fait par induction (c’est le cadre habituel
des travaux de Bundy et al.). Sans vouloir détailler leur démarche, nous utilisons partiellement
leurs notations, dans 'unique but de faciliter la lecture. Dans ce qui suit, la colonne de gauche
constitue les étapes de la preuve, la colonne de droite la construction du programme.

Preuve

Cas de base :
Fo Jz,B (3Ly, Ly [ =L,QL, Terme extrait :
Al = L1@[z|Ls]) & B supp(z, [}, L) < ¢

L’indice ¢ signifie que la preuve de ce cas de base sera extrait le terme qui formera le membre
droit de la formule supp(z,[],L) < ¢. Le cas inductif s’exprime comme ceci :

Cas inductif :¥L 4B 1

HJJ,B (HLI,LQ L= Ll@LQ

Atl = [,Q[z|Ly]) & B Terme extrait :

Fy 3B (3L1,Ly 1= L1,QL, supp(z, [Hd|Tl],L) &
Ahd|tl] = [,Q[z|Ly]) & B

Résolution du cas de base :

Le cas de base se réduit a

1B B & fauz Terme extrait pour le cas de base
Puisqu’aucune liste Ly ou Ly ne peut satisfaire supp(z,[l, L) & fauz
] = L1@[z| L]

Résolution du cas inductif :
Il existe deux cas :

Ly =[]l vV 3Hd,, Tl (L1 = [Hd|Th])

Pour le premier cas, la conclusion de I'induction se réduit a:

soit, en réécrivant [JQL — L, et en instanciant L, par ! Terme extrait :

dB (hd=z A tl=1) & B

Ce qui est prouvé en considérant les quatre sous-cas supp(z,[Hd|T1],L) <
correspondant a hd =z V hd £ zettl =1V tl #1 (z=Hd ANTl=1)

ot seul hd =2 A tl =1l valide hd=2 A tl =1
ce qui clos le premier cas.
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Pour le second cas, I'induction se réduit a :

B (3Hd.,Tl, Ly

(I =[Hdi|THhQLs] A [hd[tl] = [Hd:|T1Q[z|Le]]) < B)

qui se sépare en deux cas par

l=[v 3H', L' |=[H'L] L’utilisation de

Le premier instancie B par fauz, puisque [] = [Hd1|Tl;@L,] | ’hypothése d’induction
ne peut étre vrai. L’autre cas se réduit a suggere le terme

iB (3T}, Ly L' =TLQL, supp(z,tl, L)
Ahd=Hd; AN tl=TLQ[z|L;]) & B et le terme

des deux cas hd = Hd, vV hd # Hd,, seul le premier est valide | 3L’

on obtient 3B (3T, Ly L'=TLQL, L =[Hd|L]A
Atl =ThQ[z|L;]) & B supp(z,Tl, L")
qui filtre avec I’hypotheése d’induction en instanciant L par L’ | pour tout le second cas
et renommant L en Tl

Globalement, pour le cas inductif, le terme extrait est :

(hd=z A l=1t) v (3L l=[hd|L"] A supp(z,tl, L))

et la formule définissant le prédicat :

supp(z,[],L) & fauz
supp(z,[Hd|Tl],L) < (z=Hd ATl=1L)v
(3L" L =[Hd|L] A supp(z,Tl, L")

Cette syntheése n’est pas triviale. Le fait de pouvoir la réutiliser pour des cas voisins a un
intérét évident. Envisageons de produire une démarche semblable pour un prédicat supp’ effacant
un élément d’un ensemble. Le théoréme correspondant pour les ensembles peut s’écrire :

Théoréme B
F VeVE,F 3B

(HEl,EQ E=F UEy A FZElU(ldj(iL‘,Eg)) < B

Par abstraction du théoréme de référence et application du filtrage de différence entre le
schéma obtenu et le théoréme 2, nous obtenons les correspondances et différences suivantes, en
utilisant, comme nous I'avons déja dit, le type bool pour le booléen B, et le type ¢ pour les
autres :

[ Correspondance l Différence !

@F——)/\iL‘ll‘Q..’E]UiL‘z [];@
Azz.[z]2] # Azz.adj(z, )

En appliquant la correspondance et en remplacant les parties gauches de la différence par

les parties droites, la preuve transformée devient (nous avons renommé les variables libres, afin
d’étre plus en accord avec les ensembles, mais cela n’a aucune incidence sur la preuve) :
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Cas de base :
bo Jz, B (3E1,Ey e= E,UFE, Terme extrait :
ANO=E,Uadj(z,Ey)) & B supp'(z,0,E) & ¢

Cas inductif :VE 3B

3$,B (EEl,EQ E = El U Eg
As=FiUadj(z,E;)) & B Terme extrait :

by 3B (3F1,E, e= E U E, supp'(z,adj(EL,S),E) & o
A adj(el,s)= FEyUadj(z, Ey)) & B
Le cas de base se réduit a

1B B & fauz Terme extrait pour
Puisqu’aucun ensemble F; ou Fy ne peut satisfaire le cas de base
0 = Ey U adj(s, By) supp/(2,0,E) & faus

Il existe deux cas :
El = @ \% EEll,Sl (E1 = adj(Ell, Sl))

Pour le premier cas, la conclusion de U'induction se réduit a:

1B (3E; e= E; A adj(el,s) = adj(z, E,)) & B

soit, en réécrivant § U £ — E, et en instanciant F, par e Terme extrait :

dB (el=2 AN s=e) & B supp'(z,adj(ElS), E) <
Ce qui est prouvé en considérant les quatre sous-cas (z=FElNS=F)

correspondant ael =z Vel£zets=eV s#e
ouseul el =2z A s=evalideel=2 A s=e

ce qui clos le premier cas.

B (3FEl, 51, E,
(e =adj(El, 51U Eq) A adj(el,s) = adj(El, 51U adj(z, Ey)))

& B)
qui se sépare en deux cas par
e=0 Vv AH' E' e=adj(H,E') E’utilisation de
Le premier instancie B par fauz, puisque § = adj(Fly, S1 U E;) | Phypothese d’induction
ne peut étre vrai. L’autre cas se réduit a suggere le terme
iB (35,,F, E'=S51UFE, supp’(z, s, F)
Nel=FElL N s=51Uadj(z,Ey)) < B et le terme
des deux cas el = El; V el # FElj, seul le premier est valide JE!
on obtient 3B (351, E; E' = S, UF, E =adj(El, E") A
As=S1Uadj(z, F3)) < B supp'(z, S, E')
qui filtre avec I’hypothése d’induction en instanciant £ par E' | pour tout le second cas
et renommant Fq en 5y

Globalement, pour le cas inductif, le terme extrait est :

(el=z Ne=3s) vV (AE' e=adj(el,E") A supp'(z,s,E'))
et la formule définissant le prédicat :
supp'(z,0,FE) < fauz

supp'(z,adj(El,5),E) <& (¢=FEl AN S=FE)V
(3E" E = adj(EL,E) A supp'(z,S, E))
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Nous pouvons vérifier toutes les étapes de cette synthése, toutes sont correctes. Il n’y a
donc rien a faire, nous avons directement une preuve de la formule objet et le texte du prédicat
correspondant. C’est pour cette raison que ce type d’analogie s’appelle analogie immédiate.
On pourrait méme étre tenté de appeler analogie triviale. Mais ce serait une erreur, pour la
simple raison que la différence entre les formules n’est pas vide, par conséquent, il n’est pas
possible de dire a priori si la formule objet est valide, et de plus toutes les propriétés des listes
ne sont pas forcément valables pour les ensembles et réciproquement. De plus, nous fabriquons
automatiquement la proposition de preuve.

V.4 Analogie par saut

Nous abordons ici le deuxieme type d’analogies. L’opération de base est celle que nous avons
décrit comme principe général. Ce que nous appelons type d’analogie dépend en fait du résultat
de cette opération. Dans la section précédente, toutes les étapes de la preuve ainsi construite
étaient valides. Ce n’est plus le cas ici. Par contre, il est possible, en sautant les étapes qui ne
sont pas valides, de reconstituer une preuve valide. Le schéma correspond a la figure V.3.

A B (= %(A))

P(B)

lm
77171

Figure V.3: Analogie par saut

En appliquant la correspondance et la différence a la preuve de référence, nous obtenons une
séquence d’étapes de preuve dont un certains nombre ne sont pas valides. Mais une déduction
valide peut enjamber les déductions erronées. C’est pourquoi nous ’appelons analogie par saut.
Dans ce cas, nous voyons qu’il ne convient pas seulement de vérifier les étapes de la preuve
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obtenue, mais, lorsque celle-ci n’est pas valide, il est nécessaire d’en faire un peu plus. Lorsque
nous rencontrons une déduction qui n’est pas valide, nous essayons de sauter cette étape, puis,
s’il y a toujours échec, I’étape suivante, etc... On peut exprimer cela par la figure suivante :

G

E -
\><DD__
(—

a

VAN

Un cas probable de ce cas de figure est, lorsque I'on applique ’analogie & un cas moins
complexe que le théoreme de référence. “Moins complexe” étant encore une notion intuitive.
Nous allons voir dans l'exemple qui suit que cela peut se produire lorsque ’on transforme une
preuve utilisant le produit en une preuve utilisant la somme.

V.4.1 Analogie par saut pour Panalyse

Nous allons nous placer dans le cadre de preuves d’analyse dans le domaine des réels. Le
théoréme qui nous servira de référence est tiré de travaux sur I’analogie [BCP88]. L’analogie que
nous allons traiter est également utilisée avec succes dans I'application décrite dans [BCP88].
Mais d’une part, leur systéeme d’analogie est spécialisé pour les preuves de ce type — analyse
sur les réels —, et d’autre part, la réalisation est assez différente. Fn effet, alors que les étapes
de la preuve de référence leur fait suggérer des étapes de la preuve objet, nous allons opérer la
transformation en une seule étape, apres avoir recueilli I'information sur les formules. A aucun
moment, nous ne recherchons de nouvelles étapes de preuve. Nous tentons simplement de ré-
appliquer celles de la preuve de référence, et, lorsqu’il y a un probleme, de réagir en fonction de
sa nature. De plus, plusieurs points different avec la fagon qu’ont Brock Cooper et Pierce d’abor-
der le probleme. En premier lieu, leur reconnaissance de ’analogie est basée sur ’expérience, a
I’aide d’associations. Ensuite, le principe qu’ils utilisent est de proposer des étapes de preuves.
Enfin, lorsqu’un lemme est généré, ils peuvent — récursivement en quelque sorte — le résoudre
par analogie. Pour notre part, nous tentons de réutiliser I'information de la preuve de départ
en générant automatiquement et en une seule étape une preuve — imparfaite — de la formule a
prouver. De plus notre fagon de reconnaitre 'analogie ne dépend pas du cadre dans lequel nous
nous plagons, ni de 'expérience.

Exemple 3 Le théoréeme de référence est le suivant :

o ( _ . _ I . — /
xll}nolo flz)=1A xh_}ngog(:r) =I'"= xh—>I%o fgle)=11



V.4. Analogie par saut 127

avec la définition d’une limite en l'infini donnée par :
Il}'_)n;of(a:):l@\fe dn Vo z<nV |f(z)-l<e

Le théoréme ci-dessus se traduit donc par la formule logique suivante :

Théoréme A
(Ve dn Vo z<nV |f(z)-l<e

AVe 3In' Vo z<n'V |gz)-l<e)
=>Ve In" Vo z<n”V |fglz)-1ll<e

Une preuve de ce théoréme peut étre :

(Ve 3n' Vz z<n'Vv [f(z)-ll<e
AVe 3n” Ve z<n”V |g(z)-l<e)

(1) =Ve In Yo z<aVv |f(z)-.|g(z)- V< ce
(2) =Ve In Vo z<nV |[(fle)—.(g(z) - )< c.e
(3) =Ve In Vz z<nV |fgla)= LU= L(f(z)= 1)+ V.(f(z) = D)< e.e
avecVe 3n Vo z<nV [L(f(z)= )+ 1. (fz)- D)< le+ e
or |A|<|4 + B + |B|
(4) =Ve 3n Vo z<nV |fgz)-ll<e(c+I+1)

(5) =Ve dn Vo z<nV |fg(z)-1Lll<e

Nous avons étiqueté les implications comme des étapes de preuve. Le théoreme relatif a la somme
des limites s’exprime par :

lim f(z)=1A g:lé_)ngog(x):l':‘>$lé_)ngof+g(a:):l+l'

T—r0o0

ce qui s’écrit :

Théoreme B
(Ve 3n Vo z<nV |f(z)-l<e¢
AVe 3n' Vo z<n'V |glz)-l<e)
=Ve In” Ve z<n”V |[f+gle)-(U+1)<e

Par abstraction du théoreme A et application du filtrage de différence avec le théoreme B,
nous obtenons :

i Correspondance | Différence [

f Az f(z) | Azizg.zy.ae ¥ AT1T2.21 + T
g Az.g(z)
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Nous pouvons en effet considérer les opérateurs, comme la valeur absolue ou l’ordre, comme
faisant partie du langage. Dans le cas contraire, il y aurait correspondance, et le résultat serait le
méme. En appliquant la différence a la preuve, nous obtenons (il suffit de remplacer les produits
par des sommes) :

(Ve In’ Vo z<n'V [f(z)-l<e
AVYe In” Ve z <"V |g(z)-I<e)

(1) Ve In Vo z<nV |f(x) -1+ |g(z)-Ul<e+e
(2) Ve 3n Vo z<nV |f(z)—l+glz)—ll<ete
(3) =Ve In Vo z<nV |[f+gx)—I+U -+ (flz)=U)+ U+ (f(z)=-D)<e+e
avecVe In Vo z<nV [+(f(@)=)+V+(fz)-D<i+e+l+e
or |AI<|A + B + |B]
(4) =>Ve dIn Vo z<nV [f+g(e)-14+U|<et+(e+14])

(5) =Ve dn Vo z<nV |[f+g(z)-1+l|<e¢

Par vérification des étapes de preuve, on se rend compte que seules les étapes (1) et (2)
restent valides. Par contre, de la prémisse de ’étape (3), nous pouvons sauter directement a Ja
conclusion de 1’étape (5). Ce qui donne la preuve :

Ve dn' Vo z<n'V |f(z)-I<e¢
AVe dn" Vz z<n"V jg(z)-Il<e)

(1) =Ve In Vo z<nV |flz)-I|+ |g(z)-ll<e+e
(2) =Ve In Vo z<nV |f(z)-l+glz)-Ul<e+e

(3) =>Ve In Vo z<nV |f+g(z)-1+!]<e
]

La preuve du second théoreme apparait en fait comme un affaiblissement de la preuve de
référence. Mais encore un fois, ce qui est valable pour le produit ne ’est pas nécessairement
pour la somme. Or, nous voyons dans cet exemple que l'information contenue dans la preuve de
référence est suffisante pour montrer la preuve objet. C’est donc un cas ou ’analogie doit étre
utilisée. Elle rend la machine capable de passer de la preuve du théoréme de référence a la preuve
objet sans aide extérieure, et sans utiliser un prouveur. Cette transformation est uniquement une
transformation par analogie. Il n’y a pas construction d’une nouvelle preuve, mais simplement
adaptation de la preuve de référence. Pour ’exemple donné, la question qui vient naturellement
a 'esprit est : “que se passe t-il dans 'autre sens, lorsque ’on essaie de passer de la preuve pour
la somme a la preuve pour le produit?” Il est facile de voir que la preuve du théoreme 2 ne
suffira pas & montrer le théoréeme 1. Par conséquent, ['analogie ne peut pas étre suffisante pour
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ce processus. Nous entendons par 13 I’analogie seule, sans intervention du prouveur auquel elle
doit &tre associée. Un processus d’analogie va immanquablement laisser un trou dans la preuve
qui devra étre comblé, par exemple en générant un lemme, qui pourra alors étre prouvé, soit par
analogie avec un théoréme présent dans la base de théorémes et de preuves & disposition, soit
par un processus classique de démonstration automatique, ou encore grace a une intervention
intelligente, donc humaine.

V.5 Analogies horizontales

Nous appelons ce type d’analogies horizontales, parce qu’elles utilisent une éventuelle rela-
tion d’implication entre les formules pA et B (ol p est la correspondance qui lie les formules
lorsque (pA)[l+ r] = B pour D, la différence). Dans les autres cas, nous observons unique-
ment la preuve transformée et regardons comment la modifier afin qu’elle devienne une preuve
correcte de B. Une condition suffisante pour la validité de B est de montrer que A = B est
une formule valide. Si nous possédons une preuve de cette formule, 'application d’une regle de
type coupure doit constituer une preuve de B. Mais la formalisation de la construction de cette
preuve dépend quelque peu du formalisme de représentation des preuves que 1’on utilise. Nous

pouvons grossiérement représenter cette construction par la figure V.4.

pA

p(P(A))
> P(B)

Y LN G g en

CD .
P(L) CD_____
CP______

Figure V.4: Analogies horizontales

Pour la premiere fois, nous introduisons un lemme (L), dont la preuve sert a construire la
preuve objet. Nous allons voir deux facons d’envisager ce probléme. Elles ne sont pas incompa-
tibles, et peuvent étre essayée successivement. La premiere consiste & considérer globalement le
lemme pA = B, la seconde a générer des lemmes plus fins tirés de la différence.
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V.5.1 Analogie horizontale structurelle

Cette fagon de faire consiste a générer directement le lemme pA = B. Il est bien siir possible
que ce lemme soit faux. Mais s’il est valide, sa preuve associée a celle de pA forme une preuve
de B. En particulier, en utilisant ce que nous avons fait auparavant, nous savons que si A < B,
alors A = B. Par conséquent, si nous avons une dérivation A —* B montrant que A < B, nous
pouvons construire une preuve de B (dans le cadre des preuves par expansion). Le principal
probléme qui se pose ici est celui du formalisme utilisé. II faut transcrire la preuve de A < B dans
le formalisme adéquat, et utiliser une regle de coupure qui se rapporte a ce méme formalisme.
Mais cette analogie permet de généraliser une partie de ce que nous avons évoqué au chapitre I.
On peut en effet envisager de montrer automatiquement tout B tel que A < B a partir d’une
preuve de A, moyennant une adaptation au systéme de preuve utilisé. Si nous ramenons le
probleme A = B 4 A < B qui n’en est qu’'un cas particulier, c’est simplement parce qu’en
général, le lemme A = B peut étre plus compliqué que B elle-méme. Par contre, si nous
tombons dans ce cas particulier, il est possible de donner un processus automatique. Sinon, le
lemme A = B peut étre généré. Voyons a présent une méthode plus fine utilisant la différence.

V.5.2 Analogie horizontale par la différence

Il s’agit, comme précédemment, de générer un ou plusieurs lemmes suffisants pour construire
une preuve de B. Mais cette fois, nous allons utiliser I'information de la différence. Prenons par
exemple D = {A' # B'}, ot A’ et B’ apparaissent & des occurrences positives respectivement
dans pA et B. Le lemme A’ = B’ est alors suffisant pour montrer pA = B, et pour construire
une preuve de B. Si A’ et B’ apparaissent a des occurrences négatives, c’est le lemme B’ = A’
qui doit étre généré. Notons au passage que pour {! 2 k} € D,let k apparaissent nécessairement
4 des occurrences de mémes signes. Nous allons dans un premier temps définir les lemmes de
différence et montrer que leur validité implique celle de B, puis, nous montrerons comment
reconstruire une preuve de B.

A Lemmes de différence

Signalons, avant de donner cette définition, que I'idée d’utiliser les échecs du filtrage pour
générer des lemmes a déja été évoquée par Boy de la Tour et Caferra dans [BAITCB88]. Mais
13 encore, dans notre cas, le filtrage s’effectue sur les formules non pas sur les types — donc les
preuves, puisqu’ils travaillent dans le cadre de l'isomorphisme de Curry-Howard. La définition
des lemmes de différence s’exprime ainsi :

Définition 4 A tout couple {/ £ r} € D, est associé un lemme de différence défini par :

> [ = rsil et r apparaissent & des occurrences positives respectivement dans pA et dans B,

> 7 = [ sinon.

O

La validité de tous les lemmes de différence ajoutée & la validité de A implique la validité de
B. C’est ce qu’exprime le lemme suivant.
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Lemme 5 Soit A une formule valide, et B une formule telle que 3(A) = B avec X = (p, D) ou
p est une correspondance et D une différence résultant du filtrage de différence entre Abst(A) et
B. Soient {L,} les n lemmes de différence formés a partir des n couples de D. Alors,

EAet EL; pouri=1,...,n impligue = B

Preuve Par induction sur n.

e n=0:F A implique | pA est déduit du lemme 6 (du chapitre III).
en=1:D={l#r} et B(A4) = (pA)[l—r].

— l et r apparaissent a des occurrences positives. Par induction structurelle sur A : pour
A =1, E l implique | r lorsque | = r est trivial. Il en est de méme pour A = A; VI
et A = A; Al. Pour le cas inductif, Phypothése d’induction s’applique immédiatement
pour A = A; V A, lorsque [ apparait a une occurrence positive dans A;, et pour
A = A A Ag lorsque [ apparait a une occurrence positive dans A;.

— [ et r apparaissent a des occurrences négatives. Est directement déduit du fait que
(I=7r)e (-r=-l).

o N(A) = (pA)[l,, = rp][lng1 = Tnt1] et E (pA)[l, = ry]. Ce cas est identique au cas de
base.

Passons maintenant a la construction de la preuve de B.

B Construction d’une nouvelle preuve

Cette construction dépend nécessairement de la représentation des preuves qui est utilisée.
Nous en utilisons une, arbitrairement, qui peut étre adaptée. Pour un lemme de différence, nous

pouvons voir les choses ainsi :

p(P(A)) P(L)

- pA FL

L-Coupure
B

Cette régle est bien sir trés pratique, puisqu’elle traduit directement ce que nous attendions.
Le probleme qui se pose, est de trouver un équivalent n’utilisant que les regles habituelles. On
tombe alors sur un probleme similaire & celui de I’élimination des coupures au sens classique.
Nous n’allons pas le développer ici, nous allons simplement donner un exemple.

Exemple 6 Cet exemple est tiré de [BdITC87].
Formule de référence : A = (p(a)V ¢(b)) AVz (p(z) = ¢(z)) = Tz ¢(z)
Formule objet :
B = (p(a)V q(b)) AVa (p(e) = r(2)) AV (r(z) = ¢(z)) = Tz q(z)
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Par abstraction de A4 et application du filtrage de différence entre le schéma obtenu et B, il
vient :

l Correspondance l Différence ]
p— Az.p(z) YV (p(z) = ¢(z))
q+— Az.g(z)
ara Vo (p(z) = r(z)) AV (r(z) = q(2))
b—b

Or, cette différence correspond a des occurrences négatives. Le lemme généré sera donc
L= (Yz (p(z) = r(z)) AVe (r(z) = q(2))) = Vz (p(z) = ¢(2))

La preuve de B sera alors, en utilisant la régle L-coupure,

= (p(a) v q(b)) A Vi (p(z) = gq(z)) F (Vo (p(z) = 7‘(3:))'A Vo (r(z) = ¢(z)))
= 3Jzq(z) = Vo (p(z) = ¢(z))

— (@) V a0 AVE (p(0) = H(@) AVE (@) 5 a0) = Teale) L
ou, avec la coupure classique (notée Cut) :
- (o(a) v () A Yz (p(z) = 4(2)) - (V2 (0(z) = r(2)) A Vz (r(z) = g(2))
= dzq¢(z) = Yz (p(z) = q(z)) E
(p(a) Vv q(b)),Ve (p(z) = r(z)), Yz (p(z) = r(z)),Yz (r(z) = g(z)) -
Ve (r(z) = ¢(z)) - 3z ¢(z) F Vo (p(z) = ¢(z)) Cut

(p(a) Vv (b)) AVz (p(z) = r(z)) AV (r(z) = ¢(z)
F(pla) Vv q(b)) AVz (p(z) = r(z)) AV (r(z) = g(z)

Il est important de noter ici que la preuve du lemme de différence ne tient plus de 'analogie.
En effet, il n’est pas possible de puiser dans les informations de la preuve de référence pour prou-
ver ce lemme. Par contre, ce lemme pourrait étre prouvé par analogie avec un autre théoreme
existant dans une base de théorémes, puisqu’il ne s’agit que de la transitivité de l'implication.
En utilisant un processus d’analogie, cette preuve ne doit donc pas poser de probleme.

Pour ce type d’analogie, nous pouvons voir que si 'idée intuitive est simple, Ja mise en
pratique n’est pas évidente s’il faut éliminer la régle L — coupure. Cette méthode doit étre
appliquée de facon spécifique & chaque représentation.

V.6 Analogie incompléte

Nous abordons maintenant la derniére forme d’analogie — selon notre fagon de voir — que nous
appelons analogie incompléte. Il s’agit en fait du minimum que l’on puisse faire par analogie.
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C’est-a-dire que I'on va appliquer le processus général, puis, pour les parties de la preuve géné-
rée qui ne sont pas correctes, extraire les lemmes correspondants, dont les preuves éventuelles
peuvent se glisser dans la preuve de B pour la compléter. Le schéma représentant ce cas de
figure est le suivant :

A B (= £(A))

P(A)

SN LN LN LN D
TT1T

Figure V.5: Analogie incompléte

La différence avec ’analogie par saut, est qu’il n’existe pas de saut possible pour enjamber
les étapes qui ne sont pas valides. Par conséquent, pour ces étapes incorrectes, un lemme est
généré. La définition des lemmes générés est la suivante.

Définition 7 Soit A une formule, P(A) une preuve de cette formule, et B une formule telle
que X(A) = B. Pour toute séquence incorrecte Dy — Dy — --- = D, de P’ = ¥(P(A)), un
lemme permettant de passer de Dy & D, est généré. Sa forme dépend du type de déductions. O

Cette définition est dépendante du type de déduction. Nous allons appliquer ce type d’ana-
logie a une preuve équationnelle. Une fois n’est pas coutume, nous allons utiliser une formule
objet non valide. Par conséquent, les lemmes générés ne seront pas valides. De plus, nous allons
voir que I'information tirée de tels échecs peut étre intéressante.

Exemple 8 Considérons I’ensemble E, contenant e, muni de 'opérateur +. G = (E, +) est un
groupe, est défini par les axiomes suivants :

(1) r+e = z Elément neutre
Az = (2) z+i(z)
(3) (a+y)+ 2

€ Inverse
r+{(y+2) Associativité

Il

Il
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Une preuve du théoréme Az = e + z = = peut étre

(1) e+2z =e+(z+e)

(2) = e+ (z + (i(z) + i(i(2))))
(3) =e+((z +i(z)) + i(i(z)))
(2) =e+ (e+i(i(z)))

(3) = (e +e) +1(i(z))

(1) = e+ 1(i(z))

(2) = (¢ +i(z)) +i(i(2))

(3) =z + (i(z) + i(i(z)))

(2) =zr+e

(1) =z

Or, il est connu que si ’on commute le membre gauche de I’'un des deux premiers axiomes,
on passe d’un groupe & un systeme “gauche-droite”, pour lequel le théoréme énoncé n’est plus
vrai. Nous allons tenter de montrer cette formule pour un systeme gauche-droite par analogie et
regarder les lemmes générés. G' = (E, +) est donc défini par les axiomes :

(1) r+e = =z Elément neutre
Az’ = (2)) (z)+z = e Inverse
3) (z+y)+z = z+(y+2) Associativité

Nous allons donc tenter ’analogie pour la formule Az’ = e + z = z. Par abstraction, puis
filtrage de différence, la différence obtenue est :

ez +i(z) £ Azi(z) + ¢

En remplacant les occurrences de z + ¢(z) par i(z) + z, nous obtenons,

(1) e+z =e+(z+e)

(2) = e+ (¢ + (i(2(2)) + i(2)))
(3) X =e+((i(z)+z)+1i(z)))
(2) = e+ (e +1(i(z)))

(3" = (e +€) +1(i(z))

(1) = e +1(i(z))

(2') = (i(z) + z) +i(i(z))

(3" X =z + (i) + ()

(2" =z+e

(1) =
ol les marques X étiquettent les étapes non valides. Par conséquent, les deux lemmes générés
sont

Ly ¢ et (z+(i(i(e) +i(2)) = e + ((i(z) + &) + i(i(x))
et Ly ¢ (i(2) +0) + i(i(2)) = & + (i(i(z)) + i(=))
En fait, ils se raménent simplement a
e+ (¢ +e)=-¢e+ (e+1(i(z)))

ete+i(iz)=z+e



V.6. Analogie incompléte 135

On voit que si z = i(¢(z)), alors le théoréme est trivial. Or, cette propriété est vraie pour
les groupes, mais pas pour les systémes gauche-droite. D’autre part, on peut remarquer que la
validité de 'un des deux lemmes aurait rendu l'autre immédiat. Notons au passage que si les
lemmes générés sont proches du théoreme a prouver, c’est simplement parce que le théoréme fait
presque intervenir des formes normales du systeme complété, puisque dans le systéme canonique
des groupes, figurent les axiomes z +e — z et e+ — z. On pourrait donc difficilement avoir des
lemmes plus simples. D’autre part, le fait que les lemmes générés ne sont pas valides, n’implique
en aucun cas que la formule objet n’est pas valide. Ils constituent des conditions suffisantes, mais
pas forcément nécessaires. Cet exemple nous a servi a montrer comment utiliser ’analogie pour
des preuves équationnelles, mais également & observer des cas d’échecs de ’analogie lorsque
la formule objet n’est pas valide. Regardons maintenant, les cas ou la formule objet est un
théoreme.

Nous allons traiter un exemple issu de [KW94]. Le systéme construit par Kolbe et Walther est

spécialisé dans les preuves par induction. Il consiste grossiérement & abstraire la preuve comme
nous le faisons pour la formule de référence, puis a l'instancier. Lorsque 'instanciation meéne i
des formules qui ne sont pas valides, ils procédent & une analyse plus fine de la preuve. (est
le cas pour I’exemple qui suit. Pour notre part, nous allons voir que notre méthode d’analogie
débouche sur un lemme trivial. Nous ne modifions que la forme de la preuve en la présentant
comme une réécriture des termes au lieu d’écrire des égalités successives.

Exemple 9 Pour le théoréme de référence, nous possédons le systeme équationnel suivant :

(1) plus(0,y) = y
(2) plus(s(z),y) = s(plus(z,y))
(3) sum(empty) = 0

Er= (4) sum(add(n,z)) = plus(n,sum(z))
(5) app(empty,y) = y
(6) app(add(n,z),y) = add(n,app(z,y))
(7) plus(plus(n,z),y) = plus(n,plus(z,y))

Le théoréme de référence est
o By Fplus(sum(z), sum(y)) = sum(app(z. y)

La preuve se découpe en deux parties : le cas de base, et le cas inductif.

Cas de base :

plus(sum(empty), sum(y)) = sum(app(empty, y))
o o
plus(0, sum(y)) sum(y)

o

sum(y)
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et le cas inductif :

plus(sum(add(n, z)), sum(y)) =

1(4)

plus(plus(n, sum(z)), sum(y))

o

plus(n, plus(sum(z), sum(y)))

sum(app((add(n, z),y))
(6)
sum(add(n, app(z,y)))
(4)

plus(n, sum(app(z,y)))

(HI)

plus(n, plus(sum(z), sum(y)))

ol (HI) est I'application de I’hypotheése d’induction. La formule & prouver par analogie fait
intervenir la fonction len au lieu de plus. On peut donc écrire les choses ainsi :

1 plus(0,y
2/ plus(s(z),
3

/-\/-\AAA

)

)

" len(empty
4") len(add(n, )

5') app(empty, y
(6') app(add(n,z),y
(7 plus(plus(n, ),

)
y)
)
)

)
)

Y)

I

tl

1

Y

s(plus(z,y))

0

s(len(z))

Y

add(n, app(z,y))
plus(n, plus(z,y))

ot (3') et (4’) est la définition donnée pour len. Le théoréme & prouver est :

v FEq b plus(len(z),len(y)) =

Le filtrage de différence entre ¢ et 9 donne :

len(app(z,y))

[ Correspondance {

Différence ]

l sum — Az.len(z) l Anz.plus(n,len(z)) £ Anz.s(len(z)) l

Cette différence est due aux axiomes (4) et (4’). Le premier réflexe doit étre de tenter I’ana-

logie horizontale (1’analogie immédiate est en échec). Mais le lemme Anz.plus(n,len(z)) —

*

Anz.s(len(z)) n’est pas valide. L’analogie incompléte donne, pour le cas de base :

plus(len(empty), len(y))

l(3’)

plus(0, len(y))

o

len(y)

qui est valide. Pour le cas inductif, on obtient :

len(app(empty,y))

1(5’)

len(y)
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et le cas inductif :

plus(len(add(n,z)),len(y)) = len(app((add(n,z),y))
1(4') (6")
plus(s(len(z)),len(y)) len(add(n,app(z,y)))
() (4)
X s(len(app(z, y)))
(HI')

s(plus(len(z),len(y)))

Remarquons en passant la chose suivante : pour un étape A —{") B de la preuve de référence,
si 'on applique la différence & B, alors le régle 4’ —(*) B s’applique. D’autre part, si 'on
applique la régle (n') a A, on obtient B’. Les deux fagons de faire meénent au méme résultat.
Mais dans les deux cas, il y a échec, a I’étape étiquetée par X. Le lemme généré va étre ’état
de ’égalité a ce moment, c’est-a-dire :

plus(s(len(z)),len(y)) = s(plus(len(z),len(y)))

Or, ce lemme est trivial, puisque du membre gauche, on obtient directement le membre droit
par (2'). Mais cela implique tout de méme que cette analogie n’est pas automatique. Mais nous
comparons 1a un processus général avec un systéme spécialisé dans ce type de preuves. B

Exemple 10 Reprenons maintenant ’exemple qui nous a servi pour ’analogie par saut — relatif
aux limites —, et essayons ’analogie dans ["autre sens. C’est-a-dire si nous essayons de montrer

. — . — 7/ . — 7
lim f(z)=1A Ih_)n;og(:r) =1 :>Ih_)n;o fglz)=11

r—00

4 partir de la preuve de

lim f(z)=1A Ili_{rgog(z):l':zlj_)néofﬁ-g(z):lﬁ-l'

r—oC

Dans ce cas, le lemme généré sera :

Ve dn Vz z<nV |[(f(z)-0.(¢9(z)~ )< e
=>Ve In Vo z<nv |[fygle)-lll<e

Intuitivement, la preuve de ce lemme constitue effectivement ce qu’il faut rajouter a la preuve
pour la somme, pour obtenir la preuve pour le produit. La réutilisation de la preuve de référence
ne peut aller plus loin sans intervention, ou utilisation d’un nouveau processus d’analogie pour ce
lemme. [’analogie “pure” ne peut résoudre ce probléme. Nous avons tenu a séparer clairement ce
qui est réutilisation de la preuve du reste, afin de comprendre ce qui peut étre vraiment attribué
a lanalogie. Bien sir, le lemme généré peut étre prouvé par analogie, mais c’est un processus
indépendant, qui utilisera une nouvelle preuve de référence. Enfin, reprenons ’exemple que nous
avons introduit pour ’analogie horizontale.
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Exemple 11 Dans [BAITC87], la preuve compléte, donnée pour le théoréme de référence est la
suivante :

q(a) - g(a) R
p(a) Fpla) g(a)F 3z g(z) N q(b) - q(b)
pla),p(a) = ¢(a) F 3z ¢(z) q(b) Iz ¢(2)

p(a),Vz (p(z) = ¢(z))F 3z g(z q(8),Vz (p(z) = q(z)) F 3z ¢(z) i“ZmL

z)
(p(a) Vv q(b)),Vz (p(z) = q(z)) F Iz q(2)
(p(a) V q(b)) AVz (p(z) = q(z)) F Tz ¢(z)
F (p(a) v q(b)) AVz (p(z) = ¢()) = 3z q(z)

=R

Rappelons que le filtrage de différence entre les deux formules donne

rCorrespondance [ Différence ]
pr Az.p(z) Vz (p(z) = ¢(z))
qg+— Az.g(z) #
a—a Vo (p(z) = r(z)) AV (r(z) = q(z))
b—b

Par application de ce résultat & la preuve, nous obtenons :

q(a) F g(a)

O Fp(@ @t oga)
p(a), p(a) = r(a)A q(b) F q(b)
Ve (r(z) = ¢(z)) F 3z ¢(z) q(b) 3z ¢(=) Thin
p(a),Vz (p(z) = r(z))A q(b),Vz (p(z) = r(z))A "
Va (r(z) = ¢(2)) - Tz ¢(z) Ve (r(z) = q(2)) F T g(a)

(p(a) v 4(5)), V= (p(z) = r(z)) AVz (r(z) = g(z)) F e g(z)

(p(@) V q(b) AV (p(x) = 1(2)) AVe ((2) = a(z)) F Fw () "7

F(p(a) v q(b)) AVz (p(z) = r(2)) A Ve (r(z) = ¢(z)) = Tz q(z)
La seule inférence qui n’est pas valide est

p(a) Fpla) q(a) - 3z ¢(2)
p(a),p(a) = r(a) AVz (r(z) = ¢(z)) F 3z ¢(z)

= L*

Or, cette déduction s’obtient aisément par :

r(a)Fr(a) ¢(a)t 3z g(z) N
pla) - p(a) r(a),(r(a) = q(a)) F Iz g(z) I
p(a),p(a) = r(a), (r(a) = q(a)) F Jo g(s)

p(a),p(a) = r(a),Vz (r(z) = q(z)) - Iz ¢(2)
p(a),p(a) = r(a) AVz (r(z) = g(z)) - Jz ¢(z)

que l'on peut insérer & l’endroit de la déduction qui n’était pas valide, pour obtenir une
preuve complete de B. B
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Nous pouvons regarder la différence, avec ce qui est fait dans [BAITC87]. Notre méthode est
automatique jusqu’a la génération du lemme que nous devons prouver “a la main”, ou par tout
autre processus. Au contraire, dans [BAITC87], la partie non automatique consiste a positionner
des variables dans les termes de preuves aux endroits ol les preuves doivent étre diftérentes. Puis,
par un processus de filtrage, ils obtiennent une preuve pour un lemme tout a fait comparable a
celui que nous avons généré, Ceci laisse & penser qu’une combinaison des deux méthodes pourrait
mener a un processus complétement automatique, au moins dans ce cas.

V.7 Synthése et comparaison avec les travaux existants

Nous allons a présent donner une vue globale des processus d’analogie que nous avons pro-
posés, et les comparer avec les travaux existants. De facon synthétique, les méthodes d’analogie
présentées peuvent étre essayées séquentiellement. C’est-a-dire que 'on peut tout d’abord es-
sayer les processus complets et, en cas d’échec, tenter les méthodes plus générales. La séquence
est représentée par la figure V.6. Nous mentionnons sur cette figure les méthodes qui ont été
présentées spécifiquement pour les preuves par expansion ou les formules en forme normale né-
gative, et qui nécessiteraient une adaptation afin d’étre utilisées dans d’autres formalismes.

Chapitre Type d’analogie ou transformation aNdeg;i?ttif)rTne
1 Flagage de la preuve de référence X
— théoréme plus simple
111 Mise en forme normale anti-Prénexe X B
Preuve de toute formule plus grande
I par la relation < X C
preuves réduites ¢» preuves par expansion
v Filtrage de différence D
Différence vide : -correspondance
111 -propriétés des quantificateurs (X) E
-propriétés AC des connecteurs
111 Différence = (a(%;) £ VE_,a(11)) X F
Différence non vide -Analogie immédiate
v -Analogie par saut G
-Analogies horizontales
-Analogie incomplete

Figure V.6: Séquence des méthodes d’analogie

Cette vue synoptique va nous aider a situer tout ceci parmi les travaux existants. Passons en
revue les différentes parties (symbolisées par une lettre dans Ia colonne de droite de la figure V.6).
Il semble que les seuls travaux comparables a la partie A sont ceux de D. Plaisted [Pla81]. Par
abstraction, Plaisted peut obtenir un ensemble de clauses plus simple que ’ensemble de départ,
par exemple en transformant toutes les occurrences d’un littéral ou d’une sous-formule par une
meéme variable propositionnelle. Mais il ne s’agit pas d’éliminer les parties inutiles d’un théoréme
comme les preuves par expansion nous ont permis de le faire.
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Pour la partie B, des transformations similaires & la mise en forme anti-prénexe ont déja
été utilisées dans [Bib74, BAITCC88, Egl94]. Pour“ antiprénexe”, on trouve également la déno-
mination “miniscoping”, puisqu’il s’agit d’optimiser le champ d’application des quantificateurs
avant de skolémiser les formules, afin de faciliter la résolution. Le but poursuivi n’est donc pas
le méme, puisque le nétre est d’obtenir une forme normale unique pour une formule donnée.
L’intérét étant de définir une fagon de passer d’une preuve d’une formule & une preuve de toute
formule ayant la méme forme normale.

En ce qui concerne la partie C, le fait de pouvoir prouver une formule dans laquelle la formule
de référence est enchissée n’a pas, jusqu’a présent, suscité grand intérét. Il semble pourtant que
ce soit une bonne base pour I’analogie, puisqu’alliée & 1’élagage, cette transformation permet
d’une part de poser le probléme de la pertinence d’un théoréme de référence, et d’autre part, de
prouver toutes les formules dans lesquelles elle est enchéssée. L'intégration de ce processus dans
un prouveur peut étre un atout non négligeable et lui éviter bien des preuves redondantes.

Pour le filtrage de différence — partie D —, I'idée apparait dans [BAITC88]. Le filtrage d’ordre
deux est maintenant assez répandu dans les processus d’analogie, et 1’idée d’aller plus loin, en
utilisant les échecs du filtrage devrait s’élargir, car elle constitue un outil naturel pour définir
une différence. Pour notre part, nous en avons fait la base de toute les méthodes d’analogie.
D’autre part, nous nous sommes attachés a produire des méthodes aussi générales que possible,
mais il serait tres intéressant de voir si ce que peuvent donner ces méthodes dans le cadre de
I’isomorphisme de Curry-Howard utilisé par Boy de la Tour, Caferra et Kreitz. Ce formalisme
est séduisant pour ’analogie, puisque formules et preuves y sont intimement liées. La théorie des
types est également utilisée, mais de facon plus intensive dans les travaux de E. Gunter [Gun93]
pour la généralisation de preuves.

Pour la partie E, & notre connaissance, seule la correspondance a déja été évoquée pour
I’analogie. En commengant par Plaisted, qui a défini le renommage — un sous ensemble de la
correspondance — comme une abstraction possible. Par ailleurs, en utilisant Curry-Howard, le
nom des symboles n’a pas d’importance, puisque ’on s’attache plus particulierement & leur type.
Ensuite, Kolbe et Walther, dans [KW94], abstraient leurs preuves de fagon semblable a ce que
nous faisons pour la formule de référence. Ainsi, le schéma obtenu peut é&tre instancié par des
symboles quelconques. Enfin, on peut trouver dans [Owe90], des méthodes basées sur des heu-
ristiques pour construire des correspondances entre symboles. Ces méthodes sont utilisées dans
le cadre d’“analogie de haut niveau”, c¢’est-a-dire pour la planification de preuves et de raisonne-
ment, plutoét que pour la réutilisation automatique de preuves. Quant a ce qui se rapporte aux
propriétés des quantificateurs et des connecteurs, il semble que rien n’y fasse référence dans le
cadre de I'analogie.

Dans la partie F, il s’agit d’approcher les limites de ’analogie automatique, et de montrer que
la notion de différence s’impose comme une notion fondamentale pour I’analogie. Dans [FH94],
Felty et Howe donnent une méthode de généralisation de de tactiques de preuve qui peuvent
étre réutilisées. Un des exemples donnés consiste a ré-appliquer une tactique pour une formule
dont on a substitué un symbole de constante par un autre. C’est un exemple que nous pouvons
traiter de fagon compléte, comme nous ’avons montré au chapitre [V si le théoreme de référence
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n’est pas une disjonction de deux théorémes, mais Felty et Howe se placent dans un contexte
beaucoup plus puissant, puisqu’ils utilisent I’ordre supérieur autorisé par A-Prolog. Nous pou-
vons dés a présent remarquer qu’un certain nombre de notions n’avaient pas attiré I’attention
jusqu’a maintenant. C’est sans doute parce que des similitudes qui semblaient trop simples ont
été délaissées pour des cas plus complexes. Excepté pour Plaisted, qui s’est penché sur des pro-
cessus essentiellement complets. De la méme fagon, notre axe de conduite a été de produire des
outils de base pour 'analogie. Ceux-ci doivent étre automatiques, autant que possible. Il peut,
par exemple, étre problématique de mettre sur pieds des méthodes d’analogie trés complexes
s’il n’est pas possible de voir que deux formules sont équivalentes modulo la position de leurs
quantificateurs, et de transformer la preuve de ['une en preuve de 'autre. Le revers est que pour
montrer la complétude et la terminaison de ces processus de base, nous avons dii nous placer
dans le cadre d’une représentation particuliere de preuves.

La partie G étant la partie générale, la comparaison peut s’étendre & de nombreux travaux.
Tout d’abord, une différence assez marquée avec le qui existe est que nous nous sommes efforcés
d’appliquer les concepts exposés a des domaines assez différents. Mais cela est di aussi au
fait qu’ils ne sont pas illustrés par une implantation, qui spécialiserait immanquablement les
applications. La seconde originalité est que I'origine des processus d’analogie que nous avons
présentés se trouve toujours dans les formules. La clef de voiite reste la différence entre ces
formules. Il est en réalité tres difficile de comparer les différentes méthodes d’analogie, puisque
chacune d’entre elles s’applique a un cadre précis, ou est spécialisée dans un type de preuve
particulier, et comporte des étapes non automatiques. Prenons par exemple ce qui est fait par
Brock et al. dans {[BCP88]. Nous avons réutilisé leur exemple principal pour illustrer ’analogie
par saut. Dans les deux cas, ’analogie peut étre automatisée. Mais lorsque nous essayons de
montrer la propriété des limites pour le produit & partir de cette propriété pour le produit, nous
arrivons inévitablement sur un lemme. Pour leur part, ils affirment pouvoir construire la preuve.
Mais ce n’est plus la le fruit de "analogie, puisqu’ils font intervenir un prouveur classique qui,
de plus, est spécialisé pour ce domaine. De méme, si I’on regarde I’exemple de Kolbe et Walther
que nous avons évoqué, nous aboutissons sur un lemme. L’utilisation d’un systeme de preuve
nous permettrait de prouver facilement, puisqu’il suffit d’appliquer une seule regle, qui est la
seule & pouvoir s’appliquer. Mais nous nous sommes volontairement limités a ’analogie “pure”,
afin de mieux pouvoir en cerner les possibilités et les limites.

V.8 Conclusion sur Panalogie générale

Tous les exemples que nous avons développés dans ce chapitre montrent en premier lieu que
le filtrage de différence s’impose comme un outil de base pour I’analogie. Dans chacun des cas
évoqués, c’est l'information délivrée par la différence qui détermine le type d’action & mettre
en ceuvre. Si nous nous sommes attachés a donner des mécanismes spécifiques aux preuves par
expansion dans un premier temps, afin de traiter un maximum de cas de fagon automatique, il
s’avere que le filtrage de différence peut étre utilisé tel quel dans un grand nombre de formalismes.
Ce qui signifie également que ’approche consistant a analyser les formules avant de passer aux
preuves est intéressante.

Ensuite, ces exemples donnent un éventail de possibilité pour traiter ’analogie. De ’analogie
immédiate qui est automatique, a I’analogie incomplete qui peut dans certain cas, générer le
théoréme de départ comme lemme suffisant. Il n’y a pas une facon d’appliquer "analogie; celle-ci
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doit nécessairement tenir compte du cas de figure. Néanmoins, dans un cadre général, I’analogie
est une méthode incertaine.



Conclusion

L’objet de cette thése n’est pas de modéliser le raisonnement par analogie, mais simplement
de fournir des outils utilisables pour la preuve par analogie. Les techniques basées sur 'analogie
sont appelées a se développer pour aider les systémes de déduction automatique. Nous avons
donc décidé d’aborder ce sujet par ses bases, en construisant une collection de méthodes adap-
tées a des types d’analogies définis formellement. Ces méthodes se veulent une base de travail
pour progresser dans le domaine de I'analogie.

Du point de vue des apports, nous pouvons distinguer trois composantes.

e Nous avons défini, & travers un nouvel algorithme de filtrage AC' d’ordre deux, une base
qui nous semble nécessaire pour les processus d’analogie. L’adaptation de cet algorithme
a la recherche de similitude et/ou de différence montre bien qu’il permet de répondre — en
partie, évidemment — & la question “quelle est la différence entre ces deux formules?”. Il
constitue en quelque sorte le dénominateur commun des méthodes énoncées par la suite.
De plus, nous nous sommes attachés & le rendre efficace en réduisant considérablement le
nombre de solutions calculées, tout en préservant la complétude. Sans considérer le fait
que cet algorithme peut trouver des applications dans d’autres domaines que 1’analogie,
nous pouvons penser a intégrer d’autres criteres de similitude, comme celui relatif aux
quantificateurs. Signalons également que la version naive de ’algorithme a été implémentée.
La version efficace, quant a elle est en cours d’implémentation. A partir de la, la calcul de
la différence devrait suivre aisément, pour constituer une base d’implémentation.

e Nous avons également proposé un certain nombre de méthodes complétes et automatiques
s’appliquant a des cas élémentaires d’analogie. D’une part, directement par ’utilisation du
filtrage AC, la reconnaissance des similitudes est aisée. Les méthodes de transformation de
preuves qui I’accompagnent permettent d’appliquer ’analogie de fagon assez satisfaisante.

Par ailleurs, de fagon plus faible, nous considérons d’abord un critére de similitude d’ordre
propositionnel. Celui-ci permet, dans un premier temps, de transformer la preuve d’un
théoréme en une preuve d’un théoréme plus simple, et ce, grace aux connexions des preuves
par expansion. Ensuite, nous avons montré que nous sommes capables, de transformer cette
preuve en preuve de toute formule plus grande par la relation < qui est approximativement
une relation d’enchassement.

Par la mise en forme anti-prénexe — dont Pintérét est d’étre unique pour une formule
donnée — nous avons défini une transformation de preuve capable de passer de la preuve
d’une formule a la preuve de toute formule possédant la méme forme anti-prénexe — ou
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ayant une forme prénexe en commun avec elle —. Cette prise en compte des propriétés
de quantificateurs est trés importante, car elle permet de considérer comme similaires des
formulations différentes d’un méme théoréme. Ce qui n’est pas évident a priori.

Toujours dans le cadre des méthodes automatiques et complétes, a I’aide du calcul de la
différence, nous avons défini une transformation permettant de résoudre le probléme d’une
différence élémentaire. La complétude signifie alors que nous sommes capables de fournir
une preuve de la formule visée si et seulement si celle-ci est valide. Toutefois, il existe une
restriction sur le théoréme utilisé comme référence.

o Le troisiéme point constitue une étude plus prospective de ce qui peut étre réalisé dans le
cadre de I’analogie, utilisant les outils que nous avons construits. Nous montrons comment,
dans un cadre général, il est possible de classer les cas de figure de I’analogie et y apporter
des éléments de réponses. Ces types d’analogies sont traités par des méthodes allant d’un
processus automatique pour les cas simples, a la génération de lemmes suffisants. Ces
lemmes peuvent d’ailleurs ne pas étre valides, puisque rien n’indique que la formule visée
est un théoréme.

Quant aux perspectives, de par la puissance potentielle de I’analogie, elles sont nombreuses.
Un de nos buts est de poursuivre I’étude des preuves par expansion en étendant les méthodes
décrites a l'ordre supérieur. C’est une suite logique de ces travaux, puisque I'une de nos moti-
vations, pour utiliser les preuves par expansion est justement qu’elles supportent trés bien le
passage & l'ordre supérieur. Par conséquent, un certain nombre de mécanismes doivent s’y appli-
quer. Mais nous souhaitons également étudier d’autres systémes de représentation de preuves.
Les principes d’analogie sont généraux et doivent pouvoir trouver une application dans tout type
de représentation. Par exemple, I'isomorphisme de Curry-Howard, utilisé par Boy de la Tour et
al. semble étre un formalisme trés intéressant pour I’analogie, puisqu’il lie étroitement la formule
et sa preuve. L’un des principaux problémes, réside dans le fait que les connexions dont nous
avons largement tiré parti, semblent difficiles & adapter dans ce formalisme.

Par ailleurs, I'implantation des méthodes fournies, & partir de I'implantation de ’algorithme
de filtrage, fournira une vérification pratique de ’apport de I’analogie dans le cadre de la déduc-
tion automatique. Il est évident que cette validation par la pratique est nécessaire. D’autre part,
intégrer au filtrage les manipulations de formules nécessaires & la reconnaissance de similitudes
relatives aux quantificateurs pourrait fournir un outil trés puissant. Mais il n’est pas siir que le
probleme soit décidable. Ensuite, les critéres d’analogie que nous avons utilisés sont loin d’étre
exhaustifs. Il en existe certainement bien d’autres qui méritent d’étre étudiés, par exemple des
criteres de nature plus sémantique. La notion d’analogie est suffisamment riche pour dégager bien
des fagons de l’exploiter. Enfin, et peut-étre a plus long terme, il faut envisager de constituer une
base de théoremes et de preuves afin de les utiliser pour ’analogie. Nous avons eu 'occasion de
montrer que la forme du théoréme utilisé comme référence, et méme de sa preuve peuvent avoir
une importance déterminante. il s’agit certainement de probilémes & prendre en compte pour ia
constitution d’une telle base. Nous pouvons aussi nous demander comment choisir, dans une telle
base, le théoreme adéquat pour pratiquer ’analogie avec une conjecture donnée. Nous pourrions
alors envisager d’appliquer des techniques d’analogie & de véritables systemes de déduction, et
montrer son intérét en pratique.
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Résumé

Le but de cette thése est de fournir des outils permettant a la déduction automatique de réutiliser les
résultats déja obtenus. En effet, la preuve par analogie consiste 4 construire de nouvelles preuves & parfir
de preuves existantes. Il faut dans un premier temps reconnaitre que le probléme a résoudre est semblable
4 un probléme déja résolu, puis, transformer la solution existante, pour obtenir une solution du nouveau
probléme. L’approche adoptée consiste a définir formellement des relations liant deux formules logiques
du premier ordre - celle dont nous possédons une preuve est appelée référence — pour en déduire une
méthode automatique de transformation de la preuve de référence en une preuve de la nouvelle formule. Le
concept d’analogie est trés puissant, mais aussi trés intuitif. Ainsi, pour le formaliser, nous l'avons réduit
a des concepts plus simples afin de les automatiser. Nous avons défini quatre relations liant les formules,
que nous appelons similitudes. Ces similitudes considérent les propriétés de la logique propositionnelle,
les propritétés des quantificateurs, le renommage des fonctions et prédicats et les propriétés Associatives-
Commutatives des connecteurs logiques.

Un outil fondamental pour la reconnaissance des ces similitudes est un algorithme de filtrage du
second ordre modulo AC. La complétude et la terminaison de cet algorithme montrent la décidabilité du
probleme de filtrage AC du second ordre. Les transformations de preuves correspondant a ces similitudes
sont. données pour les preuves par expansion introduites par Miller et Pfenning. Cette représentation
possede des propriétés trés intéressantes pour l’analogie.

Pour dépasser le stade des similitudes, nous utilisons le calcul de différence, qui utilise les échecs du
filtrage. Nous montrons que lorsque la différence entre les deux formules considérées est simple, nous
pouvons espérer une méthode compléte d’analogie. Enfin, nous montrons, dans le cas général, et & partir
d’exemples, comment ’analogie peut étre envisagée par 1’étude de la différence.

Mots-clés : déduction automatique, analogie, réutilisation de preuves, filtrage, similitude, différence.

Abstract

This thesis aims at producing tools for automated deduction in order to reuse established results: proof
by analogy consists in building new proofs from existing ones. We first have to recognize the similarity
between an already solved problem and the current one. Then, we transform the existing solution to
obtain a solution for the new problem. The aim of our approach is to formally define relations between
first order logical formulas — the one for which we have a proof is called a reference — in order to deduce
an automatic transformation of the reference proof into a proof of the new formula. The analogy concept
is very powerful, but also very intuitive. Therefore, we have reduced it to simpler concepts to enable
their automation. We have defined four relations on formulas that we call similarities. These relations
take into account propositional logic properties, quantifier properties, function and predicate renaming,
and the connectors’ Associative-Commutative properties.

A fundamental tool for recognizing similarities between formulas is a second-order AC-matching al-
gorithm. The completeness and termination of this algorithm show the decidability of the second-order
AC-matching problem. Relative proof transformations are given for expansion-tree proofs, introduced by
Miller and Pfenning: this representation has some relevant properties for analogy.

In order to go beyond the similarity stage, we introduce the difference calculus, which uses matching
failures. We show that when the difference between formulas is simple, we may hope for a complete
analogy process. Finally, we show, in a general setting and using examples, how analogy can be viewed
by studying differences.

Keywords: automated deduction, analogy, reusing proofs, matching, similarity, difference.
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