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INTRODUCTION

Soit V un espace vectoriel sur un coprs lK. On dit que V est une algèbre

de Jordan s'il existe une application bilinéaire (x, y) 1---> X . Y de V x V

dans V vérifiant :

x· y = y. x,

x2
• (x· y) = cr· (x 2

. y).

La théorie des algèbres de Jordan est née à partir du travail fondamental de

Pascual JORDAN, John VON NEUMANN et Eugène WIGNER, (cf. P. JORDAN,

J.V. NEUMANN & E. WIGNER. - On the algebraic generalization of the

q·uant"m mecanical formalism, Ann. of Math. (2) 36, 1934, 29-64), dans

une tentative d'exprimer algébriquement les fondements de la mécanique

quantique.

Le nom "Algebre de Jordan" a été introduit pour la première fois par

Adrein A. ALBERT, (cf. A.A. ALBERT. - On Jordan algebras of linear·

transformations, Tran. Amer. Math. Soc. 59, 1946, 524-555), mais, en fait,

l'étude initiale de ces objets date de 1933, (cf. P. JORDAN. - Uber Ve

rallagemeiner·ungmoglichlceiten der Formalismus der Q"antenmechaniclc,

Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1933, 209-214). Lors d'une visite aux U.S.A,

après la deuxième guerre mondiale, P. Jordan a été surpris d'apprendre
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que ses systèmes de r-nombres ("Systems of r-numbers") s'appelaient dé

sormais algèbres de .Jordan, (cf. L..J. PAIGE. ~ Jordan Algebras , Studies in

Modern Algebra. Volume 2, lvI.A.A and Prentice Hall, A.A. Albert editor,

1963, 144-186).

Les développements ultérieurs de la théorie doivent beaucoup à l'école

Américaine dont les principaux représentants furent A. A. ALBERT et

N. JACOBSON qui ont développé beaucoup plus le côté algébrique, sans

trop s'occuper de ses applications. Et c'est qu'au début des années 60

que M. KOECHER a pu donner les premières applications de ces objets à

l'analyse et la géométrie. En effet il a developpé la géométrie des cônes

symétriques, des domaines complexes de type tube, (cf. KOECHER [52],

BRAUN-KoECHER [5]), et des domaines bornés symétriques (cf. Koecher

[57]) en utilisant la théorie des algèbres de Jordan, approche tout à fait

neuve par rapport à celle de E. Cartan et Harish-Chandra, basée sur la

théorie des groupes de Lie semi-simples, pour traiter ces domaines.

L'approche de KOECHER a l'avantage d'être pleine d'inspirations et

relativement simple par rapport à l'approche des groupes de Lie semi

simples, et bien que la première méthode marche pour les domaines de

dimension infinie et que la deuxième ne marche pas, elles sont tout de

même équivalentes par la construction de KOECHER-TITS (cf. lvICCRIMMON

[73]. SATAIŒ [101] ou TITS [107]).

Cett.e théorie connaît. act.uellement. un grand développement. et. ses

applications t.ouchent. non seulement. la physique mais beaucoup plus

l'analyse, la géomét.rie, et bien d'autres domaines (cf. lvICCRIMMON [73])

et. même la génétique! (cf. lvIICALI & OUATTARA [74]).



Introduction

L'origine de ce travail est le semi-groupe

Ji := { (~ ~) E Sp(2n, JR'.) 1 D inversible, et CD', Dt B positives}

9

des matrices hamiltonniennes du groupe symplectique réel Sp(2n, JR'.) :=

{(~ ~) E GL(2n,JR'.) 1 BA',A'C E Sym(n,JR'.) et AtD - CtB = I},

déjà introduit, dans le cadre du calcul stochastique et dans un contexte

différent, par WOJTKOWSKI (cf. [115], [116]) et dont BOUGEROL (cf. [4]) a

montré que ses éléments sont des contractions pour la distance géodésique

du cône des matrices symétriques définies positives.

Notre point de départ est de donner, à ce semi-groupe, une interpréta

tion en terme d'algèbre de Jordan:

Muni du produit (produit de Jordan)

A-B = AB+BA
2 '

l'algèbre associative V = Sym(n, JR'.) est donc une algèbre de Jordan eucli

dienne dont le cône symétrique associé est le cône !1 := Sym+ (n, JR'.) des

mat.rices symét.riques définies posit.ives. Dans ce cas le groupe Sp(2n, JR'.)

n'est. autre que le groupe des aut.omorphismes holomorphes du domaine

tube

Til = {X + iY E Sym(n,q 1 y E Sym+(n,JR'.)},

associé à l'algèbre de .Jordan Sym(n, JR'.).

Si 9 = (~ ~) E Sp(2n, JR'.) et X E Til, alors

g. X = (AX + B)(CX + D)-r,

et nous avons la
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PROPOSITION 1. -

7t = {g E Sp(2n,JR;) 1 g. f2 c f2}.

Introduction

Pour démontrer cette proposition nous avons besion de quelques résul~

tats intermédiaires.

Remarquons tout d'abord que 81 (~ ~) E Sp(2n, JR;) alors (cf.

WOJTKOWSKI [166] par exemple) les propriétés suivantes sont équiva~

lentes:

(i) A est inversible, et BAt et AtC sont symétriques positives.

(ii) D est inversible, et CD' et Dt B sont symétriques positives.

Donc le semi~groupe 7t peut s'écrire de deux façons différentes:

7t= {(~ ~) E Sp(2n,JR;) 1

(A B)={ C D ESp(2n,JR;) 1

D inversible, et C Dt, D' B positives}

A inversible, et BA', AtC positives}.

.(A B)Donc SI C D E 7t alors

(
A B) (1 BD-

1
) (D'-1 0 ) (1 0)

C D - ° 1 ° D D-ICI'

( 1 O)(A ° )(1 ~4-IB)
= CA- I ° A,-I ° 1 .

ce qui veut dire que

7t C Q+ H;fQ- et

7t c Q- H;fQ+,
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où

~) E Sp(2n, C)},

~) E Sp(2n, C)} et

)-1) E Sp(2u,C)}.

11

LEMME 2. - Si P et R sont deux matrices symétriques positives alors

P R n'a que des valeurs propres réelles positives.

Démonstration. ~ Supposons que P est définie positive, alors

donc PRest conjugquée à une matrice symétriques positive, et par densite

de l'ensemble des matrices symétriques définies positives on a le résultat.

o
LEMME 3. -- Le semi-groupe H de Sp(2n, IR) est fermé.

Démonstration. - En effet si ((~: ~:)) nEN est une suite de H qui

converge vers (~ ~) E Sp(2n, IR), alors il est clair que C Dt et DtB sont

des matrices symétriques positives. Il suffit donc de démontrer que D est

inversible.

Supposons le contraire, c-à-d qu'il existe un vecteurs non nul Xo E IR

tel que Dxo = O. Comme At D - ctB = I, nous avons

CtBxo = -Xo·

Or

-1 B A-1 (B At )At -]An n = n n n n·'
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donc A~lB n est une matrice symétrique positive, et comme C;'An est aussi

symétrique positive, alors, d'après le lemme 2, 'CnBn n'a que des valeurs

propres réelles positives, il en est même alors pour la matrice C'E, ce qui

contredit (*). Ainsi la matrice D est inversible et par suite le semi-groupe

H est fermé.

o
Démonstration de la proposition 1. - Soit (~ ~) E H et X E \1. Les

matrices P := ED- 1 et Q := D-1C sont symétriques positives car

et

D'autre part

CX + D = DQX + D = D(QX +1),

et comme X E \1, il existe une matrice inversible M et une matrice

diagonale D à éléments diagonaux positifs, tels que

donc la matrice

X- 1 = MtM et Q = MtDM,

QX +1 = Mt(D + I)Mt - 1

a des valeurs propres supérieures à 1, ce qui prouve qu'elle est inversible

et par suite, d'après (**), la matrice CX + D est aussi inversible.

Pour voir que (AX + E)(CX + D)-l E \1, l'idée est de décom

poser l'élément (~ ~) dans Q- HëQ+ au lieu de le décomposer dans

Q+HëQ-·

Comme ci-dessus, les matrices E = A -1 B et F = CA-1 sont

symétrique positives, donc X +E et (A(X +E)At)-1 +F sont symétriques

définies positives. Or

(AX + B)(CX + D)-l (~ ~). X = ((A(X + E)At)-1 + F)-1
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Donc (AX + B)(CX + D)-l En.

Réciproquement, soit g = (~ ~) E Sp(2n, IR?), tel que g .n c n. Pour

tout n E l'l*, soit X n la matrice (n x n) définie par

l. 0 0n

0 l. 0
Xn =

n

0 0 0 l.
n

Alors X n E n, pout tout n, et X n ----+1 O.
n~+oo

Montrons que

AXn +B)
CXn+D

est un élément de H, i. e. :

(i) CXn + D inversible,

(ii) (CXn + D)'(AXn +B) E n, et

(iii) C(CXn + D)' E n.
Ceci nous permettra, en faisant n --; +00, d'affirmer que (~ ~) E H.

Comme X n E n, alors CXn+D est inversible. De plus (AX +B)(CX +

D)-l E n, donc (CXn + D)'(AXn +B) E n, puisque

Il reste alors à démontrer que C(CXn+D)' E fl. Ceci revient à démontrer

que (CXn + D)-lC E n car C(CXn+D)' = (CXn + D)(CXn +

D)-l C(C'Xn + D)'.

Supposons que la matrice symétrique (CXn +D)-lC' n'appartient pas

à fl, alors elle admet au moins une valeur propre négative. Soit Ào cette

valeur propre et soit Va le vecteur propre correspondant. Notons par T

le projecteur orthogonal sur Rua. Alors T E n, et pour tout t :2: 0, nous

devons avoir

(
A
C

AXn+ B ) 
CX D ·(tT)En.

n+
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Soit t > - iD, comme CXn +D est inversible, la matrice (~
se décompose sous la forme:

Introduction

(
1
0

(AXn + B)(ICXn + D)-l) ((CXn +0 D),-l 0 ) ( 1 0)
(CXn + D) (CXn + D)-lC 1.

Donc

(~ ~~:::~) (tT) = (CXn+ D)t-1(tT)( (CXn + D)C(tT) + Ir'(CXn+ D)-l

= (CX" + D),-l [(tT) ((CXn + D)-l C(tT) + Ir ' +

(CXn + D)'(AXn + B)] (CX" + D)-"

et donc forcément la matrice M := (tT)((CXn + D)-lC(tT) + 1)-1 +
(CXn +D)'(AXn +B) est un élément de li, en particulier v6Mvo :::: O. Or

Donc, pour t assez proche de - i
o

' le scalaire v6 AIVa est négatif. Ceci

contredit le fait que la matrice NI doit être positive, et par suite l'hypothèse

que nous avons fait plus haut est fausse.

Ainsi (CXn + D)-lC E li, et finalement (~ ~) EH.

o

Nous venons alors de voir que le semi-groupe H s'interprète en termes

d'algèbre de Jordan comme le semi-groupe des automorphismes holomor

phes du demi-plan supérieur (domaine tube) qui stabilisent par leur action

le cône symétrique associé à l'algèbre de Jordan en question.

La première question qui se pose d'une façon naturelle est la suivante:

Comment peut-on généraliser ces resultats à une algèbre de Jordan

euclidienne (de dimension finie) quelconque?

Nous allons répondre il cette question en donnant un aperçu général

des résultats de ce travail.
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Soit V est une algèbre de Jordan euclidienne de dimension finie n,

de rang T et soit rl le cône symétrique associé. T = V + irl est un es

pace symétrique hermitien (dit de type tube). Soit D le domaine borné

symétrique, image de Tn par la transformée de Cayley correspondante,

notée c. Notons par cG (respectivement G) la composante neutre du

groupe des automorphismes holomorphes de Tn (respectivement de D).

La composante neutre, G(rl), du groupe des automorphismes de V qui

préservent rl est un sous groupe de cG. Soit Gre le groupe de Lie sim

plement connexe associé à l'algèbre complexifiée de l'algèbre de Lie de

cG.

Dans le chapitre 2, nous explicitons, en termes d'algèbre de Jordan,

les conjugaisons de Gre relativement aux deux formes réelles cG et G, (cf.

II.2.6). Soit respectivement T et J ces deux conjugaisons. Nous considérons

ensuite le semi-groupe r, naturellement associé à V, défini par

r := {g E cG 1 g. rl c rl},

et les ensembles

r+:={t v vErl} et

r- : = {Tv v E rl},

où t v est la translation de Tn par le vecteur v et tv est la transformation de

Tn définie par tv(z) = (Id + z D v)-l . z, avec z Dv = L(zv) + [L(z), L(v)].

Nous montrons que r+ et r- sont deux sous semi-groupes du semi

groupe r vérifiant r- = J(r+) en explicitant les produits entre les

éléments des trois parties de r; G(rl), r+ et r-, (cf. 11.3.1,11.3.2, et II.3.6).

Nous montrons ensuite que r est une partie de l'ouvert dense Qt H(èQc

de Gre, (cf. 11.3.8). Ces resultats (intermédiaires) nous permettent alors

de monter que le semi-groupe r est tel que r n r- 1 = G(rl) et qu'il

se décompose en trois blocs (décomposition à la Harish-Chandra), r =
r+ G(rl)r-, (cf. II.3.9). A la fin de ce chapitre, nous montrons, d'une façon
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infinitésimale, que les éléments de r sont des contractions relativement à

la metrique riemannienne du cône î2, (cf II.4.1).

Dans le chapitre 3 nous considérons le domaine de type tube Rn =

i1/ +î2 et nous lui appliquons, via quelques changements d'ordre technique,

la même étude faite pour le domaine Tn dans le chapitre 2. En particulier

si c' G désigne la composante neutre du groupe des automorphismes

holomorphes de Rn, alors nous décrivons d'une façon très simple (en terme

d'algèbre de Jordan) la conjugaison '7 de Gc par rapport à cG, (cf HU.3).

Nous montrons ensuite que (cG, G(î2)) est une paire symétrique dont

l'involution est '1), (cf. III.1.4). Cet espace symétrique est déjà apparu dans

les travaux d' OLAFSSON et 0ERSTED, qu'ils appellent espace symétrique

de type Cayley, sans que le contexte algèbre de Jordan soit présent, (cf

OLAFSSON [86], [87], OLAFSSON & 0ERSTED [88], [91]).

C = î2 + <T(î2) est un cône convexe fermé de q (sous espace de g(Tn ) =

Lie GG correspondant à la valeur propre -1 de '7) invariant par G(î2). Nous

montrons au théorème III.2.4 que le semi-groupe r vérifie la décomposition

d' OL'SHANSKIÎ, plus précisement, r = G(î2) exp(C). A la fin de ce chapitre

nous montrons que r est une forme réelle du semi-groupe holomorphe d'

OVSHANSKIÎ associé au domanie D, ::,: := {g E Gc 1 g. D c D}, plus

précisement, r = Cf::':c
f
-

1 ncG, où Cf est la transformée de Cayley associée

au domaine Rn, (cf III.3.3).

Dans le chapitre 4 nous considérons l'ensemble S x S \ JVs := {(Z, IV) E

S x s 1 det( z - IV) cf O}, où S est la frontiére de SILOV du domaine D

et "det" est la "norme" de KOECHER. Nous montrons que le noyau de

BERGMAN de D se prolonge à S x S \ Ns, (cf IV.1.4), que le groupe G

opère sur S x S \ N s , (cf IV.2.1) et que cette action est transitive, (cf.

IV.4.2). Nous en déduisons que cG/G(î2) est un espace symétrique causal

difféomorphe à S x S\JVs , que S x S est une compactification de cet espace

et que la (seule) orbite ouverte dense est S x S\JVs . Nous montrons enfin,
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CHAPITRE 1

CÔNES SYMÉTRIQUES ET ALGÈBRES DE JORDAN

Tous les résultats de ce chapitre dont nous avons omit la démonstration sont
expliqués d'une façon très simple dans l'excellent livre (en préparation) de FARAUT

& KORANYI : Analysis on symmetric cones [16], voir aussi [5], [13], [58] et [59] .

LI. CÔNES SYMÉTRIQUES

1.1. Cônes convexes. - Soit E un espace euclidien réel de dimension

finie dont le produit scalaire est noté par (.,.) .

DÉFINITIONS 1.1.1. - Un sous ensemble C de E est dit un cône si pour

tout x E C et pour tout À > a, Àx E C.

Un sous ensemble S de E est dit convexe si pour tout x, y E S et pour

tout/\ E]a, I[ , Àx + (1 ~ À)y E S.

On en déduit qu'un sous ensemble C de E est un cone convexe si et

seulement si pour tout x, y E C et pour tout À,I" > a, Àx + I"Y E C.

Dans la suite C désignera un cône convexe fermé de E.

Soit Co l'interieur de C et C - C le sous ensemble {x - y 1 x, y E C}

. On dira que C est propre si C n (-C) = {a}.
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LEMME 1.1.2. - Les propositions suivantes sont équivalentes:

(ii) C contient une base de E

(iii) C - C = E.

Un cône vérifiant l'une de ces propriétés est appelé générateur.

Soit

C~ := {y E El (x, y) 2: 0, 'Ix E C}.

Il est clair que C~ est un cône convexe fermé. C~ est appelé cône dual de

C. Ce cône dual vérifie certaines propriétés qui se résument dans la

PROPOSITION 1.1.3. -

a. (C~)U = C

b. (CU - C~).L = C n (-C)

c. (C~)O = {y E El (.r, y) > 0, 'Ix E C - {O}}

d. les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) C est propre, i.e. C n (-C) = {O}

(ii) (CU)O r' 0

(iii) C est pointu, i.e. il existe y E E tel que (x, y) > 0, 'Ix E C-{O}.

DEFINITION 1.1.4. - Soit st un cône convexe ouvert non vide. On dira

que st est propre si son adhérence st est propre, i. e. st n (-st) = {O}.

Le cône dual ouvert de n est défini par:

S1* := {y E E 1 (x, y) > 0 'Ix E f2- {O}}.

LEMME 1.1.5. - On a
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Démonstration. - Soient y E wwr et x E 11- {O}. Pour t assez petit,

y+tx appartient à (n)~ et donc (y+t.T, x) 2: 0 ou encore (y, x) +tllxl1 2 2: 0,

on en déduit que (y, x) > 0 et que y E n*.
Inversement, si y E l2* alors (x,y) > 0 pour tout x E n- {O}. Soit t

assez petit, on a (x, y + tx) = (x, y) +tllxll > 0 donc y + i.T E (n)~, et par

suite y E ((n)~r· 0

LEMME 1.1.6. - Si W est un cône convexe de E alors WO et W le sont

aussi. Si de plus WO # 0 alors

et

Des lemmes 1.1.2, 1.1.5, 1.1.6 et de la proposition 1.1.3 on déduit le

théorème des bipôlaires pour un cône convexe ouvert

PROPOSITION 1.1.7. - Pour tout cône convexe ouvert n

(S1*)* = n.

DÉFINITION 1.1.8. - Un cône ouvert convexe est dit auto-adjoint si

n* = n.

REMARQUE 1.1.9. - Un tel cône est propre.

1.2. Cônes symétriques. - Le groupe G(n) des automorphismes du

cône ouvert convexe n est défini par:

G(Sl) = {y E GL(E) 1 y(n) = n},

où GL(E) est le groupe des automorphismes linéaires de E.

G(n) est un sous-groupe fermé de GL(E), donc un groupe de Lie.
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DÉFINITION 1.2.1. - Un cône ouvert convexe f! est dit homogène s'il est

homogène sous l'action naturelle de son groupe d'automorphismes G(f!) .

f! est dit symétrique si il est homogène et auto-adjoint.

PROPOSITION 1.2.2. - Soit f! un cône ouvert symétrique E, alors f!

est !Ln espace riemannien symétrique.

Démonstration.- En effet sur f! on peut définir une métrique rieman

menne par

où cp est "la fonction caractéristique de f!" définie par

où dy est la mesure euclidienne de V.

Pour chaque x de f! on définit le point x* par

x* = -'V log cp(x),

où 'V.f(x) est le gradient de .f au point x.

L'application x f----7 x* est une involution isométrique de fi, qui admet

un unique point fixe qu'on notera e. Comme G(f!) est transitif sur 12, on

montre que pour chaque y de f! il existe une involution isométrique dont

y est un point fixe isolé.

Soit G(f!)O la composante connexe neutre de G(f!) et O(V) le groupe

orthogonal de V. On montre que le stabilisateur du point e dans G(f!),

respectivement dans G( fI,)O , est de la forme

G(f!), = G(f!) n O(V),

respectivement

G(f!)~ := J{ = G n O(V).
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Pour chaque g dans G(lî) on pose

alors e est une involution de Cartan de G( lî) et on a

K={gEG 1 e(g)=g}.

1.2. AlGÈBRES DE JORDAN

23
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2.1. Définition et exemples. - Toutes les définitions et résultats

que nous annoncerons ci-dessous dans le cas réel sont semblables dans le

cas complexe.

DÉFINITION 2.1.1. - Une algebre de Jordan V sur ]Pi. est un espace

vectoriel sur ]Pi. muni d'une application bilinéaire (x, y) f-> xy de V X V

dans V vérifant pour chaque cc, y de V

(J.1)

et

(J.2)

xy = yx,

REMARQUE 2.1.2. - Les algèbres de Jordan sont donc des algèbres

commutatives mais en général elles ne sont pas associatives. La propriété

(1.2) traduit une "associativité faible" dans le sens où si x est un élément

de V alors la sous-algèbre ]Pi. [x] est associative.

Pour un élément x de V, soit L(x) l'endomorphisme de V défini par:

L(x)y=xy.
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La proprièté (J.2) est équivalente à la suivante:

Algèbres de Jordan

(.1.2 )' [L(x),L(x 2
)] = o.

où l,] est le crochet de l'algèbre de Lie End(V).

EXEMPLES 2.1.3. -

1) Soit A une algèbre associative sur lPi., on peut définir sur A une

structure d'algèbre de Jordan en définissant un nouveau produit (produit

de Jordan) par:

1
xoy= 2(xy + yx). (2.1.3.1)

C'est le cas de l'algèbre Sym(n,lPi.).

2) Soit A une algèbre associative sur lPi., et V un sous-espace vectoriel

de A tel que pour tout ,r E V on ait x 2 E V, alors V muni du produit

(2.1.3.1) est une algèbre de Jordan. En effet si x et y sont deux éléments

de V alors

1 2 . 2
X 0 Y = 4((x + y) - (x - y) ) E V.

C'est le cas des algèbres V = Sym(n,lPi.) si on prend pour A l'algèbre des

matrices Ai(n, lPi.).

3) Soit T'V un espace vectoriel sur lPi., et B une forme bilinéaire

symétrique sur W x T'V. Sur l'espace vectoriel V = lPi. x W on définit

le produit suivant

(À,u )(/1, v) = (),p +B(u, v), .\.v + pu).

V muni de ce produit est alors une algèbre de Jordan. En effet (J.1) découle

directement du fait que la forme B est symétrique. Pour vérifier (J.2) on

prend x = (.\., u) élément de V et on écrit

(2.1.3.2)
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Posons T = L((O,u»), alors

L(x) =),J + T,

L(x 2
) = (À 2 + B(u,u»I +2ÀT.
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Donc L(x) et L(x2
) appartiennent à la sous-algèbre commutative engen

drée par l et T, et par suite [L(x),L(x 2
)] = O.

REMARQUE 2.1.4. ~ L'algèbre considerée dans l'exemple 3) a la même

construction que les algèbres de Jordan considérées dans l'exemple 2). En

effet V = lR? x T'V peut être considéré comme un sous-espace de l'algèbre de

ÇlifFord construite à partir de B. Donc toutes les algèbres de Jordan vues

dans les trois exemples ci-dessus proviennent des algèbres associatives. Il

existe par ailleurs d'autres algèbres de Jordan qui ne proviennent pas d'une

algèbre associative, ce sont les algèbres de Jordan exceptionnelles, comme

l'algèbre d'Albert Herm(3, 0) (cf. POSTNIKOV [98]).

2.2. Trace et déterminant. ~ Soit V une algèbre de Jordan de

dimension finie sur lR? admettant un élément unité e, et soit lR?[X] l'algèbre

des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans lR?.

Pour un élément x de V on note

lR?[:r]:= {p(x) 1 p E lR?[X]}.

C'est une sous-algèbre commutative et associative de V, et on a

lR?[x] ~ lR?[XJlJ(:r),

où J (x) est l'idéal défini par

J(x) := {p E lR?[X] p(x) = O}.

Puisque e, x, x2
, ... ,x", pour n assez grand (n > dim (V» sont linéaire

ment dépendants, l'idéal J(x) est différent de {O}, et comme lR?[X] est un
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anneau principal, J(x) est engendré par un polynôme (unitaire) Px appelé

le polynôme minimal de x.

Pour un élément x de V soit m( x) le degré de son polynôme minimal.

On a

m(x) = min{k > 0 1 (e,x,x;2, ... ,x k
) sont linéairement dépendants}.

m(x) est borné (par dim(V) par exemple) lorsque x varie dans V. Soit

alors

r:= max{m(x) 1 x EV}.

DÉFINITION 2.2.1. - Le nombre r est apellé le rang de l'algèbre de

Jordan V. Un élément x de V est dit régulieTsi m(x) = r.

PROPOSITION 2.2.2. - L'ensemble des éléments réguliers est un ouvert

dense dans V. Il existe des polynômes a" az, ... ,a,. sur V tels que pour

tont élément régulier x de V on ait

Les polynômes a" az, ... ,a,. sont uniques et chaque polynôme aj est

homogène de degré j.

DÉFINITION 2.2.3. ,,- Le coefficient alCr) est appelé la trace de x, et on

le note tr(x).

Le coefficient ar(x) est appelé le déterminant de x, et on le note det(x).

REMARQUES 2.2.4. - L'application det n'est pas en général multiplica

tive. C'est le cas, par exemple, de l'algèbre V = W X R de l'exemple 3)

2.1.3. En effet si x = (À,u) alors det(x) = .\Z - B(n,u), et elle n'est pas

multiplicative.
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Nous réservons les notations Tr(A) et Det(A) pour la trace et le

déterminant d'un endomorphisme A de V.

PROPOSITION 2.2.4. - Pour t01d v de V, et pour tout x, y dans lR.[v],

det(xy) = det( x)det(y).

COROLLAIRE 2.2.5. - On a tr(e) = r et det(e) = 1.

DÉFINITION 2.2.6. - Un élément x de V est dit inversible s'il existe un

élément y de lR.[x] tel que xy = e.

REMARQUES 2.2.7. - 1) Soit YI et yz deux éléments de lR.[x] tels que

.rYI = .XYz = e, alors YI(Xm) = Yle = YI, et (YIX)YZ = eyz = YZ· Puisque

l'algèbre lR.[x] est associative, YI = yz. On en déduit que si x est inversible,

il existe un unique élément Y dans lR.[x] tel que xy = e. L'élément Y est

appelé l'inverse de ;r et on note Y = x- l .

2) L'égalité xy = e n'implique pas que Y est l'inverse de x. Le fait que x

soit inversible n'implique pas non plus que l'opérateur L(x) est inversible.

Il suffit pour cela de prendre V = Sym(2, lR.) et de considérer les éléments

Dans ce cas x est inversible et x- 1 = x. D'autre part x a Y = e, mais Y

n'est pas un élément de lR.[x] pour a # O. De plus L(x) n'est pas inversible

puisque L(x)z = O.

2.3. Représentation quadratique d'une algèbre de Jordan. 

Soit V une algèbre de Jordan de dimension finie sur lR. d'élément unité e.

Pour ~, dans V on pose
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L'application P est appelée représentation quadratique de V. L'applica~

tion bilinéaire associée est donnée par

1
P(J;,y) = 2DyP(x)

= ~(P(x + y) - P(x) - P(y)).

ou encore

P(x,y) = L(x)L(y) +L(y)L(x) - L(xy).

EXEMPLE 2.3.1. - Pour l'algèbre de Jordan Sym(n, IR) on a

P(x)y = xyx,

et donc

P(xyx) = P( x )P(y )P(x),

ou encore

P(P(x)y) = P(x)P(y)P(x).

On verra ci-dessous que cette dernière formule est vraIe pour toute

algèbre de Jordan de dimension finie qui admet une unité.

PROPOSITION 2.3.2....-

(i) Un élément x de V est inversible si et seulement si P(x) est

inveTsible. Dans ce cas

P(:r)x- I = x,

p(x)-I = P(x- 1 ).
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(ii) La d~fJérentielle de l'application x f--> x-1 est _P(x-1 ), '.e.

(iii) Si x et y sont inversibles, alors P( x)y est in·versible et on a

(iv) Pour tout x et y dans V

p(P(x)y) = P(x)P(y)P(x).

1.3. ALGÈBRES DE JORDAN EUCLIDIENNE

3.1 Algèbres de Jordan euclidienne. ~ Dans la suite nous ne

considérons que les algèbres de Jordan réelles de dimension finie, avec

unité.

DÉFINITION 3.1.1.~ Une algèbre de Jordan V sur rnt est dite e1~clidienne

s'il existe sur V un produit scalaire noté (. ,. ) vérifiant pour tout x, y, z

dans V

(L(z)x,y) = (x,L(z)y). (3.1.2)

EXEMPLES 3.1.3.~ 1) Sym(n, rnt) est une algèbre de Jordan euclidienne.

En effet la forme bilinéaire tr( xy) est définie positive et vérifie la condition

(3.1.2).

2) L'algèbre V = rnt x W considérée dans l'exemple (2.1.3), 3) est une

algèbre de .Jordan euclidienne. En effet la forme bilinéaire

(()" u), (l', v)) = ÀfJ + B(u, v),

est définie positive et vérifie la condition (3.1.2).



30 Algebres de Jordan

DÉFINITIONS 3.1.4. - Un élément c de V est dit idempotent si c2 = c.

Soient C""" Ch des éléments de V, on dira que {Cl, C2, ... , Ck} est un

systeme complet d'idempotents si

CiCj = 0 si i cf j,

Cl + ... + Ch = e.

REMARQUE 3.1.5. - Deux éléments idempotents C et d de V sont

orthogonaux si et seulement si cd = O. En effet si cd = 0 alors

(c,d) = (c2 ,d) = (c,cd) = 0,

donc ils sont orthogonaux. La réciproque se montre en utilisant la décom

position de Peirce (cf. 3.4 ci-dessous) de d relativement à c.

Ceci justifie donc la deuxième partie de la définition (3.1.4)

DÉFINITION 3.1.6. - Un idempotent est dit primitif s'il est non nul et

s'il ne peut s'écrire comme somme de deux idempotents orthogonaux non

nuls.

PROPOSITION 3.1.7. -- (théoreme de la décomposition spectrale)

Soit V 'une algebre de Jordan euclidienne de rang r. Pour chaq'ue x

dans V il existe 'un systeme complet d'idempotents primitifs {Cl,"', Cr}

et il existe des nombres réels À1 , ... , Àr tels que

r

X = LÀjCj.

j=l

De plus det(x) = rr~=l Xi et tr(x) = L:j=l Àj .

(3.1.8)

REMARQUE 3.1.9. - Nous déduisons de cette proposition qu'un système

complet d'idempotents primitifs a.dmet exactement r éléments où r est le

rang de V.
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Les nombres Àj sont appelés valeurs propres de x et la décomposition

(3.1.8) est dite décomposition spectrale de x.

PROPOSITION 3.1.10. - Soit V nne algèbre de Jordan snr 1fI.. Les

propriétés snivantes sont éqnivalentes :

(i) V est euclidienne.

(ii) x 2 + y2 = 0 ==} x = y = O.

(iii) la forme bilinéaire symétriqne tr(xy) est définie positive.

Uv) la forme bilinéaiTe symétriqne Tr(L(xy)) est définie positive.

Une algèbre de Jordan vérifiant la propriété (ii) de cette proposition

est dite formellement réelle. Donc les algèbres de Jordan euclidiennes sont

exactement les algèbres de Jordan formellement réelles.

3.2. Cônes des carrés d'une algèbre de Jordan euclidienne.

Soit V une algèbre de Jordan euclidienne d'élément unité e.

PROPOSITION 3.2.1. - Soit x nn élément de V. Les propriétés snivantes

sont éqnivalentes

(i) Il existe y dans V tel qne x = y2.

(ii) L(x) est positif i.e. (L(x)z,z) 2': 0 ponr tant z E V.

(iii) Les valenrs propres de x sont positives.

(iv) Pour to'ut z de Von a (X,Z2) 2': O.

Soi t QI'ensemble des carrés de V :

Q := {x 2
1 x EV}.

Q est un cône de E. Le cône dual QU est donné par:

QU = {y E V Ilfx E V, (y, x 2
) 2': O}.
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QU est un cône convexe fermé, et comme

(y,x 2
) = (L(y)x,x),

nous avons

QU = {y 1 L(y) est positif}.

Algèbres de Jordan

On en déduit, d'après la proposition (3.2.1), que Q = QU. Donc Q est un

cône convexe fermé et auto-adjoint de V.

Notons Il l'intérieur de Q. D'apres les lemmes (1.1.5) et (1.1.6), Il est

un cône convexe ouvert et auto-adjoint, et nous avons la

PROPOSITION 3.2.2. - Soit x un élément de V. Les propriétés suivantes

sont équivalentes

(i) x est dans Il.

(ii) Il existe y dans V tel que x = exp(y).

(iii) L'opérateur L(x) est défini positif.

(iv) Les valeures propres de x sont strictement positives.

(v) (x,z2) > 0 pour t01d z E V.

On peut aussi montrer (cf. [16]) que Il est la composante connexe de e

dans l'ouvert VX des éléments inversibles de V.

On rappelle que G(Il) est le groupe des transformations linéaires

inversibles de V qui conservent Il.

LEMME 3.2.3. - L'application x f---+ x 2 est v.ne bijection de Il sur lui-

m,eme.

Démonstration. - La surjectivité de l'application découle immédiate

ment de la définition de Il.



Chapitre 1 33

Soient Xl et X2 dans n tel que xî = x~. Alors (Xl + X2)(XI - X2) = o.
Or Xl + X2 est dans n, donc d'après (3.2.2) L(XI + X2) est inversible, par

suite Xl - X2 = O.

o

Soit X un élément de n et notons x t son antécédent dans n par

l'application ci-dessus, i.e. (x t ? = x. Comme d est dans n, P(xt) est

UIl élément de G(n), et on a

1 1 2
P(x 2 )e = (x 2 ) = x.

Ainsi n est transitif sous l'action de G(n), et par suite n est un cône

symétrique.

3.3. Algèbre de Jordan associée à un cône symétrique. 

Soit n un cône symétrique d'un espace euclidien V, G(n) le groupe

des automorphismes de n, G(n)O la composante connexe de G(n) et

K = G(n)O n O(V).

Notons 9 l'algèbre de Lie de G(n)O et t celle de K. Soit

g=tEBP (3.3.1)

la décomposition de 9 relativement à l'involution de Cartan e, on a

t = {X E 9 1 Xi = -X},

et

P = {X E 9 1 Xl = X}.

Comme dans le paragraphe 1.2 proposition (1.2.2) on choisit UIl élément

e E n dont le stabilisateur est K.
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LEMME 3.3.2. - L'application

X >-----> X· e

est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Algèbres de Jordan

Démonstration. - Soit X E l' tel que X . e = O. X est alors dans eet

d'après la décomposition (3.3.1) de g, X = O. Donc si V' = {X'e 1 XE l'}

alors V' ~ l' et par suite dim V' = dim l' . Or les deux variétés lî et

G(lî)O / K sont isomorphes, donc leurs espaces tangents à e sont isomorphes

i.e. V ~ l'. On en déduit que dim V = diml' et par suite dim V = dim V'

d'où V = V'

D

Notons L l'application réciproque de V). Si x est dans V, L(x) est

l'unique élément de l' tel que

L(x)e = x.

THÉORÈME 3.3.2. - Soit lî un cane symétrique de V. Alors V muni

d'IL produit

xy = L(x)y, (x:,y E V)

est une algèbre de Jordan euclidienne, d'élément unité e et on a

lî=expV

= int{x 2 x E V}

Conclusion. - L'ensemble des carrés d'une algèbre de Jordan euclidi

enne est un cône convexe fermé et son intérieur est un cône symétrique,

et tout cône symétrique peut être obtenu de cette façon. Ce dernier point

est dû à Koecher et Vinberg (cf. KOECHER [52] et VINBERG [111]).
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3.4. Décomposition de Peirce. - Soit V une algèbre de Jordan

euclidienne de dimension n et de rang r.

Si C est un idempotent de V alors L(c) est solution de l'équation

qui admet 1, ~ et a comme racines simples. Donc L(c) est diagonalisable

et ses seules valeurs propres possibles sont 1, ~ et a. On en déduit que V

se décompose comme somme de sous-espaces propres

1
V = V(c, 1) EB V(c, 2) EB V(c,a).

Cette décomposition s'appelle décomposition de Peirce de V relative

ment à l'idempotent c.

Soit maintenant {Cl,' .. ,Cr} un système complet d'idempotents primi

tifs,

CiCj = a SI i cf j

Cl + ... Cr = e.

Puisque les opérateurs L(ci) commutent, ils sont diagonalisables dans

la même base.

Considérons les sons-espaces de V

V" = V(Ci, 1) = lR.ci,
1 1

V = V(.C' -) n V(c· -)
l) l, 2 .7' 2

THÉORÈME 3.4.1. - ( Koecher)

SI i cf j.

(i) L'algèbre de Jordan V se décompose comme somme directe ortho

gonale

V = EB Vij.
i~j

(3.4.2)
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(ii)

VijVkl={D} SI {i,j}n{k,I}=0.

(iii) Si V est simple ILlors pOV.T tout 1 ::; j ::; k ::; r, Vjk 1 {D} et

d
n=r+ 2r(r-l),

ou d est la dimension commune des sous-esplLces V}k.

La décomposition (3.4.2) est dite décompostion de Braun-Koecher de V

relativement au système {Cl,' .. , Cr}'

3.5. Groupe structurel. - Introduisons les notations:

xOy = L(xy) + [L(x),L(y)J,

et

= P(x, z)y = (xy)z + x(yz) - y(:cz).

Notons gi le transposé d'un élément 9 de GL(V).

DÉFINITION 3.5.1. - Le gro'upe stnl.cturel Str(V) de V est le groupe des

éléments 9 de GL(V) tel que pour tout x,y,z E V on ait

{}
,-1

9 x,y,z = {gx,g y,gz}.

(3.5.2) est équivalente à chacune des proprieté suivantes:

P(gx, gy) = gP( X, y)g'.

(3.5.2)

(3.5.3)
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P(gx) = gP( X )g'.

1 . t- 1
g(xOy)g- = (g;1')O(g y).

PROPOSITION 3.5.6. -

Str(V) = G(!1) x {±Id}.

PROPOSITION 3.5.7. - Soit 9 E Str(V). Pour tout x E V,

(gx) est inversible <;=} x est inversible

ct on a

( )
-1 (-1-1

gx = 9 x .

37

(3.5.4)

(3.5.5 )

lA. AlGÈBRES DE JORDAN ISOTYPIQUES. - Soit V une algèbre

de Jordan sur !Ft ou iC qui adment une unité e. Fixons v E V et posons

x~vy = P(x,y)v = x(yv) + y(xv) - (xy)v.

PROPOSITION 4.2. -

(4.1.1 )

(i) Muni du produit (4.1.1), V est une algebre de Jordan qu'on note

(ii) Si v est inveTsible aloTs Vv admet un élément unité qui est v- J
•
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(iii) Si v est inversible et V est euclidienne alors VI' est euclidienne.

Démonstration. - (cf. BRAUN-KoECHER [5])

Si on note Lv et PI' la multiplication (à gauche ou à droite) et la

représentation quadratique associée à 11;" alors

Lv(x)=vDx

Pv(x) = P(v)P(x).



:<

"h;

! :

"1.",,'"



CHAPITRE 2

LE SEMI-GROUPE r ASSOCIÉ AU CÔNE l1

RÉSUMÉ. - Soit Vurre algèbre de Jordan euclidienne de dimension finie n, de
rang r, S1 le cône symétrique associé et dont le produit scalaire est (x, y) = tr(xy).
Nous donnons quelques rappels sur le domaine tube To , le domaine borné associé
1J et sur leurs groupes d'automorphismes holomorphes. Nous explicitons ensuite, en
termes d'algèbre de Jordan, les conjugaisons de GC par rapport à ces deux formes
réelles. Enfin nous considérons le semi-groupe r, naturellement associé à V, formé
des automorphismes holomorphes du domaine tube Tn qui stabilisent le cône D. Nous
démontrons que ce semi-groupe admet une décomposition en trois blocs (décomposition
à la Harish-Chandra) et que ses éléments sont des contractions pour la métrique
riemannienne de O.

ILL Domaine tube. - Soit VC = V + iV le complexifié de V (en

tant qu'espace vectoriel). On étend le produit de V iC-linéairement à VC

et il est facile de voir que V C muni de ce produit est une algèbre de Jordan

sur iC. Le produit scalaire ( . , . ) de V s'étend en une forme hermitienne

sur VC :

(2:,W) = tr(2:w).

Soit

Tn = V + il1,
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le domaine tube au dessus de n dans V C, où n est le cône symétrique

associé à V.

THÉORÈME II. 1.1. - Ta est un domaine symétrique.

Démonstration. - (cf. [16] ou [59]).

Posons

D(p) := {z E V C
1 z + ie inversible}

D(c):={wEVc
1 e-w inversible},

et, pour tout z dans D(p), w dans D(c)

p(z) = (z - ie)(z + ie)-l,

c(w) = i(e + w)(e ~ W)-l.

LEMME 11.1.2. - p est une bijection holomorphe de D(p) sur D(c), et

c est son inverse. De plus Ta c D(p).

Démonstration. - (cf. [16]).

c est appelée transformée de Cayley (relative à Ta), elle généralise la

transformation de Cayley classique qui envoie le demi-plan supérieur sur

le disque unité.

Posons

S :={z E V 1 z inversible, et z= z-l},

G(S) :={g E GL(Vc ) 1 gS = S}.

G(S) est un sous-groupe fermé de GL(Vc), donc un groupe de Lie.

Notons U la composante neutre de G(S).

Pour z E V C, l'endomorphisme z Oz est hermitien. On définit alors

Izi = Ilz Ozll t;= sup V(wlw )z,
IIwll<:l
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où (.1.), désigne la forme bilinéaire hermitienne positive (wIlwz)z =

((WIDwZ)Z,z).

La fonction z I--t Izi est une norme sur Vi:, invariante par le groupe

C(S).

Pour tout z de Vi: il existe u EU, et des Àj 2: 0 tel que

z = u (t ÀjCj) ,
J=I

où {Cl,' .. , Cr} est un système complet d'idempotents primitifs de V. En

particulier

Izl = supÀ j .

Le réel Izi est appelé norme spectrale de z, (cf. [16]).

On définit le domaine TJ comme la boule unité ouverte de VC pour cette

norme spectrale :

TJ:={ZEVC Ilzl<l}.

REMARQUES II.1.3. - 1) Puisque la norme spectrale est invariante par

C(S), le domaine TJ est invariant sous l'action de C(S).

2) Pour tout réel (), l'application z I--t eie z est un élément du groupe

C(S), donc TJ est un domaine circulaire, i.e. eiOz E TJ, \/z E TJ et V() E lft.

PROPOSITION IL1.4. - Le domaine TJ admet les propriétés suivantes

(i) TJ={ZEVC II-zDz::?>O}

(ii) TJ = {z E VC
1 1- P(z)P(z) ::?> O}

(iii) TJ est la composante connexe de 0 dans l'ensemble

{ZEVC II-2zDz+P(z)P(z)::?>O}
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(iv) V=p(Tn).

Démonstration. - (cf. [16]).

43

On montre aussi, (cf. [16]), que S = pCV) et que c'est le frontière de

Bergman-Silov du domaine V, c-à-d que S est le plus petit ensemble fermé

de la frontière topologique av tel que

pour toute fonction f continue sur V et holomorphe sur V

11.2. Description des groupes G(Tn) et G(V), de leurs algèbres

de Lie et conjugaisons. - Une application biholomorphe de Tn (respec

tivement de V) dans lui même sera dite un automorphisme holomorphe

de Tn (respectivement de V).

Le groupe d'automorphismes holomorphes de Tn (respectivement de

V) sera noté par G(Tn ) (respectivement par G(V)).

D'après un résultat de Myers-Steenrod, le groupe des isométries de

V par rapport à la métrique de Bergman, muni de la topologie de la

convergence compacte uniforme, est un groupe de Lie. Puisque G(V) est

un sous-groupe fermé du groupe des isométries, on a le résultat, du à

H.Cartan, que G(V) est un groupe de Lie (pour la même topologie).

Puisque V = p(Tn ) et que p = Cl est une bijection holomorphe,

G(Tn) = cG(V)c- l
.

G(Tn) est aussi un groupe de Lie.

Soit

G(V)o := {g E G(V) 1 g(ü) = ü}.

PROPOSITION 11.2.1. - (cf. [16])

G(V)o = G(S).
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Démonstration. - Soit 9 un élément de G(S). Puisque D est l'ensemble

des z dans Vi:: tel que Izi < 1 et que la norme 1 1est invariante par G(S),

9 est dans G(D). Et comme 9 est linéaire, 9 E G(D)o.

Soit, inversement, 9 un élément de G(D)o, i.e. 9 est un automorphisme

holomorphe de D et g(O) = O. Soit (3 E IR et considérons l'application

h~(z) = ei(3 z. Si g,8 = h_~ 0 g-I 0 h~ 0 g, alors g(3 est un automorphisme

holomorphe de D, car D est un domaine circulaire. De plus g~(O) = 0

et g~(O) = Id. Une variante du lemme de Schwartz pour les domaines

symétriques bornés, (cf. [16]), nous permet de voir que g(3 est l'identité,

c-à-d

9 0 h~ = h(3 0 g,

ou encore

Considérons le développement en série entière de 9 au voisinage de 0

On doit donc avoir

ei ;3 L aazo: = L aO'ei1o:l,s zO:.

O'~o 0'2':0

Donc d'après l'unicité des coefficients on a a"e il "l(3 = ei (3 a" pour tout

(3 et tout o. Ceci n'est possible que si 101 = 1 ou bien aa = O. Donc

g( z) = 2: lal=l aaza, par suite 9 est linéaire, et d'après la définition de la

frontière de Bergman-Silov, 9 stabilise S.

o
Soit 9 un élément de G(n), alors 9 opère sur Tri par

Z f--t gz = gx + igy, z = x + iy,
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on peut donc considérer G(!1) comme un sous-groupe de G(TrJ ).

Pour v EV, la translation

t v : z f---+ Z + v
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est un automorphisme holomorphe de TrJ. Notons Q+ le sous-groupe de

G(TrJ ) formé par ces translations.

L'application

est un automorphisme holomorphe involutif de TrJ , donc un élément de

G(TrJ). Posons

Q- = s 0 Q+ 0 s.

C'est un sous-groupe de G(TrJ) formé par les éléments de la forme

( -1 )-1Z 1----------+ Z - v , v E V.

Q+ et Q- sont deux sous-groupes abéliens de G(TrJ ) isomorphes à

l'espace vectoriel V.

Comme c- 1 (ie) = 0 et G(D)o

d'isotropie G(TrJ lie et. on a

PROPOSITION 11.2.2. - (cf. [16])

G(S), cG(S)c-1 est le sous-groupe

Démonstration. -- Soit g un élément de G(TrJ) et soit z = g(ie) = x+iy.

Comme y est dans !1, il existe un élément h de G(!1) tel que y = h(e).

Posons k = h-1 ot;:1 og, donc k(ie) = ie, et par suite k E G(TrJ)ie et

g = t x 0 ho k E Q+G(!1)G(TrJ)ie.
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D

TÉORÈME 11.2.3. ~ G(Tn) est engendré par G(f1), Q+ et s.

Démonstration. ~ (cf. [16]).

Notons g(Tn) (respectivement g(D)) l'algèbre de Lie de G(Tn ) (respec

tivement G(D), et g(f1) l'algèbre de Lie de G(f1).

Nous avons

g(Tn) = Ad(c)g(D).

Si X E g(Tn), on note X le champ de vecteurs holomorphe dans Tn,

correspondant à X, défini par:

où g, est le sous-groupe à un paramètre associé à X. On peut aussi écrire

Xf(z) = Df(z)(X(z»).

Soit g(Tn) l'algèbre de Lie de ces champs de vecteurs. g(Tn) et g(Tn)

sont isomorphes et cet isomorphisme est donné par

XE g(Tn ) f----+ XE g(Tn).

LEMME 11.2.4. ~ (cf. [16])
éJ éJ éJ

u-éJ' TZ-éJ et P(z)v-
éJ

sont les champs de vecteurs holomorphes
z z z

correspondants aux sous-groupes à 'un paramètre sur Tn

Z l-------+ Z +tu,

Z f----+ exp(tT)z,



2

et u, v E

est U11

vecteurs

u un "'../Jl.."'../Jl..Jl..Jl..'I.../..L.Jl..V

nt : Z l---+ Z tu

sIon

un 'l.../Jl.."""'Jl..Jl..Jl..'~'Jl..... v

a
== u-.

: Z 1------+

est un et si on

vecteurs

)==

v un "'../... .....,' ...... .L.,../.L..L.V



48 Semi-groupe associé à S1

est un sous-groupe à un paramètre dans Q-. De plus, d'après 2.3.2 chapitre

1, si west dans V, Dw(s(z)) = P(z-l )w. Donc, si X est le champ de

vecteurs associé à nt,

Xf(z) = ~f((Z-l ~tv)-l)[,=O'

d
= d/(s 0 n, 0 s(z))[,=o,

o
= (P(z)v) oJ(z),

Ainsi

o
X(z) = (P(z)v) oz'

o
Notons par (u, T, v) (u, v E V et T E g(S1)) le vecteur tangent u+T+pv

associé au champ de vecteurs u :z + (Tz ) :z + (P( z )v) :z' où l'on a défini

l'application Pv par Pv(z) = P(z)v, et soit .t; l'ensemble de ces vecteurs

tangents.

TÉüRÈME II.2.5. - (Koecher, Tits)

(i) .t; est l'algebre de Lie g(To ) du groupe G(To) et on a

g(To) = g(TO)-l EIl g(To)o EIl g(Toh,

a.vec g(Tn)-l = V, g(To)o = g(S1) et g(TO)l = {Pv 1 v EV}.

(ii) Le crochet de g(To) est donné pa.r

[X, X'] = (Ta' - T'a,2a'Ob+ [T,T'] - 2aOb', 'T'b - 'Tb'),

ouX=(a,T,b) etX'=(a',T',b').

Ciii) L'a.pplica.tion

e: (a, T, b) f----+ (b,-'T,a)
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est 1me involution de Cartan de g(Tn) telle que eg(Tn)v = g(Tn)-v, pour

v = O,±l.

(iv) g(Tn) est semi-simple hermitienne.

(iiv) la forme de Killing de g(Tn ) est donnée par

B(X, X') = Bo(T, T') + 2Tr(T 0 T') ~ 4Tr(a Db') ~ 4Tr(a' Db),

où X = (a, T, b), X' = (a', T', b') et où B o denote la forme de Killing

g(D).

Démonstration. - Pour (i) cf. [16], [57] ou [101], pour (ii) et (iiv) cf.

[57] ou [101] pour (iii) cf. [3], [45J ou [101] et pour (iv) cf. [ 57] ou [101].

Posons

q+=g(Tn)-I, q-=g(Tn)1 et l)=g(Tn)o,

alors

et

g(Tn ) = q+ EI:ll) EI:l C

q± = LieQ'!' et l) = LieG(D).

(2.5.1)

Notons G (respectivement cG) la composante connexe neutre de G(V)

(respectivement G(Tn )), alors CG = cGc l .

Soit ge l'algèbre complexifiée de g(V) (donc de g(Tn )), et notons Ge le

groupe de Lie simplement connexe associé à ge. G et cG sont deux formes

réelles de Ge. Nous allons donné ici une formulation explicite (en termes

d'algèbre de Jordan) des conjugaisons de Ge par rapport à ces deux formes

réelles.

Considérons les transformations (antiholomorphes) suivantes
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et

J(z) = (Z)-l

CJ(z) = z

Semi-groupe associé à n

\fz EVe,

où le symbole - désigne le conjugaison complexe dans Ve, et posons, pour

tout élément 9 de Ge,

7(g) = int(cJ)g = cJ 0 9 a cJ

et

o-(g) = int(J)g = J 0 go J.

7 et iJ sont deux involutions de Ge, et notons par les mêmes symboles les

involutions correspondantes dans l'algèbre de Lie ge, i.e.

7 = Ad(C)) et iJ = Ad(J).

Il est claire que l'ensemble des points de ge fixés par l'involution 7 est

g(Tn). Remarquons maintenant que

donc en transportant 7 par la transformée de Cayley nous en déduisons

que

Ad(c)-l 070 Ad(c) = iJ

est la conjugaison de ge par rapport à g('D). D'où la

PROPOSITION II.2.6. - Les conjugaisons de Ge par rapport à G et cG

sont respectivement iJ = int(J) et 7 = int(C)).
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EXEMPLE II.2.7. - Dans le cas de l'algèbre de Jordan à une dimension

R, le cône symétrique est li =]0, +00[, le domaine tube Til = {x + iy E

iC 1 y > O}, le demi-plan de Poincaré, le domaine borné correspondant

est le disque unité, cG = P8L(2,R), G = P8U(1,1), Ge = 8L(2,iC), la

transformée de Cayley c est représentée par la matrice

et pour tout élément (~ ~) E 8L(2, iC) nous avons

r(Oc· b) C· (a b) c·d = Jo 0 c dOJo

(
a b)

= cd'

(J(~ ~)=joo(~ ~)Ojo

(
d c)

= b a '

g(a b)=( ~ -:),
c d -b a

où Jo et cJo sont les applications définies dans iC par jo(z) Z et

c.Jo(z) = Tl

REMARQUE II.2.8.- L'involution de Cartan g de ge commute aux

involutions r et (J, de plus nous avons i3(9(Tll)) C g(1)), où 3(g(Tll))

désigne le centre de g(Tll) . Donc (dans le langage d' Ol'shanskii) g(1)) est

une forme réelle régulière de ge, (cf. FARAUT [14] et OV5HAN5KIi [92]).

II.3. Le semi-groupe f. - Considérons le semi-groupe f des éléments

9 de cG qui se prolongent par continuité à li et tel que g(lI) c li. Nous
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écrivons pour simplifier

Semi-groupe associé à Il

r := {g E cG 1 g(ll) cil}. (3.1.1 )

Remarquons tout d'abord que G(Il) cret que si g E r, alors g(ll) C Il,

où Il est l'adhérence du cône Il. De plus si b E Il, la translation

tb : Z f--+ Z + b,

est un élément de r.

Définissons les transformations rationnelles lb, b E Il, par

Notons

r+ := {g E cG 1 g = t v, v E Il},

et

r-:={gECG 1 g=lv,VEIl}.

LEMME II.3.1. - Pour tout élément v de Il, nous avons l'égalité

d'applications rationnelles

là où elles sont définies.

te = j 0 t v 0 j (3.1.2)

Démonstration. -- Soit z un élément inversible de V C tel que z-l + v

soit inversible, alors l'égalité (3.1.2) est équivalente à la suivante

(3.1.3)
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Montrons tout d'abord (3.1.3) pour z = e, i. e.
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(3.1.4)

Pour cela il suffit de le vérifier pour v E n, Ivl < 1. Soit alors v E n tel que

Ivl < 1. Les séries ~n20(_l)n L(v)n et ~n2o(_l)nvn sont convergentes

et convergent respectivement vers (Id + L(v ))-1 et (e +v)-l

Or

donc (e + v)-l = (Id + L(V))-l . c, d'où l'égalité (3.1.4).

Soit maintenant z un élément de Vc
x (*) tel que z-l + v soit inversible,

et considérons l'algèbre isotypique Vzrr=:., (cf. 1.4 au chapitre 1). Vzrr=:., est une

algèbre de Jordan d'unité z. Dans cette algèbre l'égalité (3.1.4) devient

et comme Lz(v o ) = z v nous avons

COROLLAIRE IL3.2. - Nous avons

r- =j or+ oj,

donc r+ et r- sont deux sous semi-groupes du semi-groupe r.

o

Démonstration. - C'est une conséquence immédiate du lemme IL3.1,

du fait que j est un automorphisme involutif antiholomorphe de Tn qm

(*) Vc
x désigne l'ouvert des éléments inversibles de l'algèbre de Jordan Vc.
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stabilise n, et que si 9 E G(Tn) alors j 0 9 0 j est un automorphisme

holomorphe de Tn, donc un élément de G(Tn ).

o

LEMME II.3.3. - Soient x, y E n, alors l'opérate1tr

Q(x, y) = Id + 2x Dy + P(x)P(y)

est inversible et appartient à G(n).

(3.3.1)

Démonstration. - Supposos que x E n, il existe alors un élément 9 de

G(n) c Str(V) tel que g( e) = x, donc

Id + 2x Dy + P(x )P(y) = g(Id + 2L('gy) + P('gy»g-l,

= gP(e + 'gy)g-l.

Comme 'gy E n, e + 'gy est inversible. Nous en déduisons alors que

P( e+' gy) est inversible, il en est de même pour Q( x, y). De plus l'opérateur

Q(x, y) appartient à G(n), et ses valeurs propres sont 2': 1. Soit maintenant

x E n alors il est limite d'une suite (Xn)nEN d'éléments de n. Comme ci

dessus, pour chaque Xn l'operateur Q(x n , y) est dans G(n) et toutes ses

valeurs propres sont 2': 1 et donc à la limite toutes les valeurs propres de

Q(:c, y) sont 2': 1. On en déduit que Q( x, y) est inversible et qu'il appartient

à G(n).

o
Posons pour x, y E !l,

x Y := Q(X,y)-l(x + P(x)y). (3.3.2)

D'après le lemme précédent l'élément x Y est bien défini. C'est ce qUI

corréspond à l'élément -ilix )UY) dans les notations de Loos (cf. [70] et
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[71]), où (ix)(i y ) est ce qu'il appelle le quasi-inverse de l'élément (ix,iy)

dans la paire de Jordan (ViC, ViC).

LEMME I1.3.4. _. Soit x, y E V alors

(i) P(x)(yD x)=(xD y)P(x).

(ii) Pour tout entier k :;0- 0,

(iii) Si Id + x Dy est inversible alors

(Id + x Dy)-l(Id + 2x Dy + P(x )P(y))(Id + x Dy)-l x = x.

Démonstration. - (i) Par un calcul direct, en utilisant les propriétés

du triple produit {a, b, c} = P(a, clb, on montre que si x et y sont deux

éléments de V alors P(x)(yDx) = (xDy)P(x).

(ii) Soit k un entier positif et supposons que:

(HR)

A l'odre k + 1 nous avons

P(x)P(y)(x Dy)k+ 1x = P(x)P(y)(x Dy)(;r Dy)k x

= P( x )(y Dx )P(y)(x Dy)k x

= (xDy)P(x)P(y)(x Dylx

= (xDy)(xDy)k+ 2
.T

= (x Dy)k+3 x .

d'après (i)

d'après (i)

d'après HR

D'où (ii) puisque (H.R) est verifiée pour k = 0 d'après (i).

(iii) Supposons que Id + x Dy est inversible, alors (Id + x Dy)-1

Z;;OO(_l)k(xDy)k, par suite en utilisant (ii) nous avons (Id + 2xDy +
P(x )P(y ))(Id+x Dy)-l x = (Id+2x Dy+P(x)P(y)) ztOO (_l)k(x Dy)k x =
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I::tOO
( -1 )k(x D y)k x+2 I::tOO

( _l)k (x Dy )k+l x+I::tOO
( -1 )k(x D y )k+ 2

X =

(Id + xDy)x, d'où (iii).

D

LEMME II.3.5. - Soient x, y E fi, alors l'opérateur Id + x Dy est

inversible et x Y E fl. Plus précisément nous avons

(3.5.1 )

Démonstration. - Soit x, y E fl alors en procédant comme dans le

lemme I1.3.3 nous montrons que Id+x D y est inversible. Le reste du lemme

découle immédiatement du lemme I1.3.4.

D

LEMME I1.3.6. - (i) G(fl) normalise r+ et r-.
(ii) Si x, y E fl alors

(3.6.1 )

En particuler ty 0 t x appaTtient à r.

Démonstration. - (i) Il est facile de voir que si x E fl et k E G(fl),

(ii) Pour montrer l'identité (3.6.1) il suffit de le faire sur le sous-ensemble

ouvert dense des éléments z cie V tel que Id + (x + z)Dy soit inversible.

Ceci signifie clans le language cie Loos que le couple (ix + iz, iy) est quasi

inversible dans la paire cie Jorclan (Vc, Vc). D'après Loos [70] (§3) nous

avons la relation suivante, entre les quasi-inverses (ix + iz)Ciy), (ix)Ci y) et
(iz )CCiy)(iX» ,

(ix + iz)CiY ) = (ix)Ci Y) + (IcI- 2(ix) D(iy) + P(ix)P(iy))-l (iz)CCiy)(iX»)
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Nous en déduisons que

ou encore

Soit

57

o

la complexifiée de la décomposition (2.5.1) et notons Qt, He et Qi: les

sous-groupes analytiques de Ge correspondant respectivement à qt, IJe et

qrc-

Qt HcQi: est un ouvert dense dans Ge et tout élément 9 de cet ouvert

admet une unique décompostion (décomposition de Harish Chandra) :

(3.6.2)

où g± E Q~ et h E Hc.
L'action (isométrique) de G sur D est définie par

expg(z) = (gexpz)+ 9 E G(D), z E D,

où 0+ désigne la composante sur Qt·

Pour (g, z) E Ge x p+ tel que 9exp z E Qt HeQi: on définit g(z) E qt
par exp g(z) = (g. exp z)+.

Lorsque gexpz E QtHeQi: on dira. que l'action holomorphe g(z) est

définie.
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LEMME 11.3.7. - No'us avons

Q~ n cG = Q±,

He n cG = G(Il).

Se mi-groupe associé à Il

REMARQUES 11.3.8.-- 1) Si x et y sont deux idempotents orthogonaux

cle V, alors t x et t y commutent, ceci est une conséquence clu lemme II.3.6.

2) Nous savons, voir par exemple [22], [101] ou [86] que Gc QtHeQ:C,
mais cG n'est pas en général une partie de QtHeQ:C. C'est le cas, par

exemple, cle PSU(l, 1) et PSL(2, R). Toutefois nous avons le

LEMME 11.3.9. - On a

Démonstration. - Soit g un élément de r, donc z := g(O) est clans

Il c qt- Comme Qt opère sur qt par cles translations, (exp( -z)g)(O) =

exp( -z)(z) = -z + z = 0, clone exp( -z)g stabilise O. Or le stabilisateur

de 0 dans Ge est HeQ:C, nous en déduisons alors que g E Qt J(eQ:C·

o

THÉORÈME II.3.l0. - r est un semi-groupe fermé de cG vérifiant les

propriétés suivantes :

(i) r = r+G(Il)r-.

(ii) r nr-1 = G(Il).

Démonstration. - (i) Il est clair que r+G(Il)r- cr.

Soit inversement g un élément de r. D'après lemme 11.3.9 et (3.6.2), g

se décompose sous la forme
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Il existe v E qt tel que g+ = exp(v) = t v . Or aE !!, donc g. aE !!, par

suite

g. a = (g+kg_)·O

= g+((kg_)· 0)

= g+. a

= v.

car hg_ E HeQ:C

Donc necéssairement v E !!, d'où g+ E r+.
Nous avons T( Qt) = Qt et T(H!!;) = Hi!:, on en déduit que

donc

ou encore

Et d'après l'unicité de la décomposition de l'élément hg_, on a

c-à-d

T(h) = h et

et

h E He n cG = G(!!).

Ainsi h appartient à G(!!) et g_ appartient à Q-, c-à-d, g_ = tw où

10 E V.
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Montrons maintenant que w E n. Il existe dans V un système complet

d'idempotents primitifs {Cl,"', Cr} et des réels À1,'" Àr tel que w =

:L~=1 ÀjCj (cf. 3.1.7, chapitre 1 ). Supposons que w ~ n, nous pouvons

alors supposer (par exemple) que À1 < O.

Soit t E lR:. tel que t > - ;, . L'opérateur

est diagonalisable et ses valeurs propres (1 + tÀ 1 , 1, ... , 1) ne sont pas

nulles, il est donc inversible et

(Id + tCl 0 w)-l (tcl) = L(e + tÀ1Cl )-l(tcr)
t

= C1 +tÀ1 1·

Comme tCl E n, nous avons g(tCl) E n, mais

g(tCl) = tu 0 h 0 tw(tcr)

= h((Id+tC1Dw)-1(tCI)) +v
t

= h( cr) + v
1 + tÀ1

t
= h( À Cl + h-Iv),

1 + t 1

donc forcément t Cl + h -IV E n. Par suite nous devons avoir
1 + tÀ I

Comme ((h-Iv)CI,CI) 2: 0 car h-Iv E n, et (Cl,Cl) = tr(cr) = 1 (cf.
t 1

2.2.5 , chapitre 1), nous avons \ 2: O. En faisant t ---t

1 + tAI
t

---,-- ---t -00, ce qui est absurde. Par suite w E n d'où (i) .
1 + À1
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(ii) Soit g E r n r- 1
. D'après (i) il existe x, y, v, w E net h, k E G(n)

tel que

Comme dans le lemme II.3.6, nous montrons en posant ~y = b et -x = a,

que

où d = 'hb, donc d'après l'unicité de la décomposition QtH/CQc nous

avons

had = v, ho Q(a,d)-l = k, et da = w.

D'après le lemme II.3.4, had et da sont dans ~n, donc v, w E nn-n = {D}

et par suite g = k, d'où (ii).

D

IIA. Contractions.

en posant

Sur n on définit une métrique riemannienne

(ulu)T = (p(x)-lu, v) (4.1.1)

où ;[ E n et u, v sont des éléments de V considéré comme l'espace tangent

à n au point x. Remarquons que cette métrique est invariante par G(n).

PROPOSITION II.4.1. - Les éléments du semi-groupe r sont des con

tra.ctions pour la. métrique (4.1.1).

Démonstra.tion. - Soit vEn et montrons que

t" : n ----; n

x ----;x+v
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est une contraction pour la métrique (4.1.1). Pour cela il suffit de

démontrer que sa différentielle

vérifie IID(tv ).1:11 < 1. Comme D(tv)x = Id et que Tx (ll) = Tx+v(ll) = V,

ceci revient à démontrer que

Vw E V \ {D}.

Soit alors w E V, nous avons

Or il existe g E G(Il) et y E Il tel que g(e) = v et g(y) = x, donc

P(x +v)-l _ p(x)-l = P(g(y + e))-l _ P(g(y))-l

=g,-l(P(y+e)-l_P(y)-l)g-l,

car g E Str(V). Par ailleurs, il existe un système complet d'idempotents

primitifs {Cl, ... ,Cr} de V et des réels À j > Dpour tout j = 1, ... ,r tel que

y = 2:j=l ÀjCj . Par rapport à ce système V se décompose (décomposition

de Peirce cf. 3.4 chapitre 1) sous la forme

L'opérateur P(y +e)-l - P(y)-l est diagonalisable et ses valeurs propres

suivant les sous espaces Vjk (i ::; .il sont données par le tableau suivant

1Rc; Vjk

P(y + e)-l _ p(y)-l (_1_)2_(~)2 1 1
---

'\i +1 À i (À j + 1)(Àk + 1) ÀjÀk
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Puisque ces valeurs propres sont strictement négatives, P(y+e )-l_P(y)-1

est défini négatif, et par suite P(x+v)-l _P(X)-l est défini négatif. Ainsi

t v est une contraction stricte pour la métrique (4.1.1), ou encore

pour tout x E li et tout W1,W2 E V.

Nous en déduisons que si v est un élément de li alors

(4.1.2)

pour tout x E li et tout WJ, W2 E V.

et comme D(x-1 )v-Jx ,D'autre part, si x E li alors j (x)

-P(x)-l v , donc

(- P(x)-l ul- p(x)-lv)x_
1

= (u,p(x)-Iv)

= (P(x)-Ju,v)

= (ulv)x'

(4.1.3)

Nous en déduisons grace à (3.1.2), (4.1.2) et (4.1.3) que si v E li, alors

pour tout .c E li et Wl,W2 E V. Comme la métrique ('l')x est invariante

par G(lI) nous avons pour tout g E r et tout x E li

(D(g)uID(g)v)g(x) <:: (ulv)x VU,V E V.

o
REMARQUE 11.4.2. - Posons

r 1 ={tv htw hEG(lI),VElI,WElI} et

r 2 = {tvhtw hE G(lI), v E lI,w E li}.

D'après le lemme 11.3.6, rI, r2et rI U r2sont des sous semi-groupes de

r et nous avons, pour tout g E r J U r2et tout x E li,

(D(g)uID(g)v)g(x) < (ulvL VU,V E V.
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CHAPITRE 3

LIEN DE r AVEC LE SEMI-GROUPE D' OL'SHANSKIÏ

RÉSUMÉ. - Nous reprenons , pour le domaine tube "droit" iV + [lIa même étude
faite dans le chapitre II pour le domaine tube "supérieur" V + in. Nous explicitons
ensuite, en termes d'algèbre de Jordan, la conjugaison de Ge par rapport au groupe
cl'automorphismes holomorphes de ce domaine. Nous montrons après que le semi-groupe
r vérifie la décomposition d' Ol'shanskiJ: et que c'est une forme réelle du semi-groupe
holomorphe d' Ol'shanskil associé au domaine borné D.

IILl. Le demi-plan droit Rn. - Nous reprenons ICI les memes

hypothèses du chapitre 2.

Soit V une algèbre de Jordan Euclidienne de dimension n de rang 1" et

ri le cône symétrique associé. Notons Rn le domaine suivant

Rn = iV + ri.

Pour étudier ce domaine nous allons sUIvre exactement la meme dé-

marche que pour le domaine Tn avec quelques modifications necéssaires.

Si 9 E G(rI) et v E V, alors la transformation

Z f---+ gz + iv
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est un automorphisme holomorphe de R", et le groupe de ces transforma

tions opère transitivement sur R".

Si z E R" alors -iz ET", donc -iz est inversible (dans V C ), et par

suite z est inversible.

L'application

est un automorphisme involutif holomorphe de R", dont e est l'unique

point fixe. D'où la

PROPOSITION III. 1.1. - R" est un domaine symétrique.

Posons

D(p') := {z E VC
1 z + e est inversible}

D(c'):= {z E VC
1 e - z est inversible},

et, pour tout z E D(p'), w E D(c'),

p'(z) = (z - e)(z + e)-I

c'(w) = (e +w)(e - W)-I.

Nous avons

D(c') = D(c)

où c est la transformée de Cayley associée au domaine T" et

C = 'le'.
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L'application p' est une bijection holomorphe de D(p') sur D(c'),

d'inverse l'application c', et nous avons

p'(Rrl ) = D,

où D est le domaine borné associé à Trl ( réalisation bornée de HARISH

CHANDRA de Trl ) introduit au chapitre 2.

Soit G(Rrl) le groupe d'automorphismes holomorphes de Rrl et soit c'G
,

sa composante connexe neutre. Alors cG est un groupe de Lie réel et nous

avons

CG = c'Gc,-l , (1.1.1 )

où G est la composante neutre du groupe d'automorphismes holomorphes

du domaine D.

Notons g(Rrl) l'algèbre de Lie de c'G.

LEMME II1.1.2. - La conjugaison de Ge par rapport à la forme réelle
,

cG est donne pal'

, , ,
f7(g) := inWj)(g) = Cj 0 g 0 Cj,

où c:i est definie par c'j (z) = - z.

Démonstration. - Dans le chapitre II, proposition 11.2.6, nous avons

montré que la conjugaison de Ge par rapport à G est donnée par (J =

int(j), où j(z) = z-l. D'après (1.1.1) la conjugaison de Gr par rapport à

c'G est donc '7(g) = C,-l 0 j 0 c' 0 g 0 C,-l 0 j 0 c'. Par suite pour terminer

la démonstration du lemme il suffit de remarquer que

, -1 . , () - c'· ( )C 0 JO coz = -z = J z .

o
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et

LEMME III.1.3. - Nous avons

f) := g(Tfl)~ = g(I1),

q := g(Tfl)-~ = (g(Tfl))~j EB (g(Tfl))j.

Lien entre r et:':':

Démonstration. -~ Comme pour le domaine Tf! on montre que G(Rfl)

est engendré par G(I1), cQ+ := {tiv 1 v E V} et l'application z f----+ z-j

et que iu tz' Tz tz et P(z)iv tz sont des champs de vecteurs holomorphes

correspondants aux sous-groupes à un paramètre sur Rn :

Z f----+ Z + tiu,

Z f----+ exp(tT)z,

z f----+ (z-l +tivf\

où T E g(l1) et u, v E V. On en déduit que

g(Rn) = ig(Tn)_j EB g(l1) EBig(Tn)j'

Donc

g(Tn )" = g(Tn) n g(Rfl) = g(\1),

et par définition de 1),

REMARQUE IILl.4. - Nous avons

g(Rn ) = f) EB iq,

g(Rn) est alors le c-dual de g(Tfl).

(1.3.1)

o

(1.3.2)
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EXEMPLE II1.1.5. - Reprenons l'exemple de l'algèbre de Jordan à une

dimension V = lR. (cf. 11.2.7). Dans ce cas Rn = {ix + y 1 y> D}, c'est

représentée par la matrice

, 1 ( 1
c = J2 -1

et la conj ugaison '7 est telle que, si (:

lad+bc=l},

~) E 8L(2,C),

(
a

'7 c
b) c'. (a b) c'.
d = Jo 0 c dOJo

= ( a -!)
-c d '

où C~jo est l'application définie sur C par CYo(z) = -2.

La restriction de '7 à 8L(2, lR.) est donnée par

'7 (a b) = ( a -b),
c d -c d

=(~ ~1)(: ~)(~ ~1)'
Donc

q+ = lR.E1 ,

q+ = lR.E_ 1 ,

où

Hl = (~

El = (~

E_ l = G
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On remarque ici, en posant T = ~Hl et X a = HEl +E_ l ), que:

1) '7 = Ad(exp(i7rT)),

2) '7 est de type Cayley, !. e. que '7 = C2 où C est la transformée de

Cayley définie par C = Ad(expC; X a)).

3) ad(T) a pour valeurs propres 0 et ± l,

q±={XEsl(2,lR) 1 [T,X] = ±X},

et T est le générateur de centre (à une dimension) de f).

(SL(2, lR), '7) est donc un espace symétrique de type Cayley. Ces espaces

sont introduits par Olafsson et 0ersted (cf. [33], [86], [87], [88], [90] et

[91]).

En utilisant la théorie des racines fortements orthogonales et par sl(2)

réduction on montre que les propriétés 1), 2), et 3) sont vraies pour la

paire symétrique (g(T(J), '7), voir pour cela [33], [86] ou [91]. Autrement

dit (g(T(J), '7) est un espace symétrique de type Cayley.

III.2. Décomposition d' Ol'shanskÏi du semi-groupe f. - Soit [

une algèbre de Lie réelle simple hermitienne, et soit Le l'algèbre complexi

fiée

[e=[œil.

Soit Le un groupe de Lie complexe d'algèbre de Lie [e. Notons p la

conjugaison de [cc relativement à [ et soit L un sous-groupe fermé de Le

tel que (L,,)o C L c Lw

Soit W o un cône convexe fermé propre et d'interieur non vide dans

qui soit invariant par Ad(L), alors VV = il,Va est un cône convexe fermé

clans i[ invariant par Ad(L).

THÉORÈME IIL2.1. - ( Ol'shanskii')

Ci) Supposons que L ei Le sont connexes, alors S = exp(vV)L est un

semi-groupe fermé de Le tel que Sn S-l = L.
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(ii) L'application Exp de il dans Le/L, définie par

Exp(X) = exp(X)L

est un difféomorphisme de W snr Exp(W).

Démonstration. - (cf [92]).

71

DÉFINITION III.2.2. - La décomposition S

décomposition d'Ol'shanski{ du semi-groupe S.

exp(W)L est appelée

Reprenons à présent les hypothèses et les notations de III.1, on a alors:

THÉORÈME III.2.3. - (Olafsson)

Si Co est un cône convexe fermé dans q invariant par Ad(G(S1)) alors:

(i) S = G(S1)exp(Co) est un semi-gronpe fermé de cG.

(li) L'application Expde Co X G(S1) dans cG définie par

Exp(X,g) = exp(X)g

eBt 'un homéomorphisme de Co X G(S1) sur S.

Démonstration. - (cf [86]).

Posons

C = S1 + CJ(S1).

C est un cône convexe fermé dans q et invariant par Ad(G(S1)). Notons

exp l'application exponentielle définie de g(TQ) dans G(TQ).

THÉORÈME III.2.4. - r est m~ semi-gronpe de Lie vérifiant la décom

position d'Ol'shanskiz. Ph"s précisément;

r = G(S1)exp(C). (2.4.1)
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Démonstration. - D'après le théorème III.2.3, G(n) exp( C) est un

semi-groupe, donc r c G(n) exp(Cl· Pour montrer l'inclusion réciproque

il suffit de montrer que exp(C) c r. Supposons démontré que pour tout

v E n, exp(e + 0'(1')) E r. Comme G(n) est transitif sur n et que l'action

de G(n) sur q est l'action adjointe, exp(u + 0'(v)) Er pour tout ", vEn.

Puisque le semi-groupe r est fermé nous avons exp(C) C r, et par suite

G(n)exp(C) c r. Pour Z,w E V soit l'opérateur

B(z,w) =Id-2zDw+P(z)P(w).

La démonstration du théorème III.2.4 s'achève par le lemme suivant:

LEMME III.2.5. - Soit v E n, et soit v = L::=1 j1kCk sa décomposition

spectrale, alors

1 1 1 ~

exp( e + 0'(v)) = t _l l 0 B(tanh v 'i , tanh 1''')2 0 t l l
v 2 tanh v 2 V 2 tanh v 2

Démonstration. - Soit v E n, il existe un système complet d'idempotents

primitifs {Cl,"', Cr} et des réels j1k > 0 tel que v = L::=1 flkCk. Pour

chaque k E {l,·", r} on définit l'homomorphisme

fk: PSL(2, JR) ----+ cG

par
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Nous avons, pour tout k = 1,"', r
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exp( ( 0
!Jk

0)1 .

En appliquons l'homomorphisme fk nous avons alors

LEMME III.2.6. - Pour tout p E JR et tout idempotent c E V, nous

avons

1 ?
E(c,(I- -h )c)- = E((tanhp)c,(tanhp)e).

c p

Démonstration. - En effet E(e, (1- hl )e)2 = Id - 4(1 - hl )L(e) +
C Il C Il

4(1 - hl )2 L2 (e) + 2(1 - hl )2 pre) - 2(1 - hl )3 L(e)P(c) - 2(1 -
CIL . Cft 'Cft

ch,Y P(e)L(c)+(I- ch,Y P(c). Or L(e)P(c) = P(c)L(e), et en appliquant

la formule "magique" de V, i. e.

L(x2 y) - L(x2 )L(y) = 2{L(xy) - L(x)L(y)}L(x)

(cf. [3], [13] ou [16]) à x = y = c, nous avons P(e)L(e) = pre). Donc, en

écrivant 2L2 (e) = pre) + L(e), nous en déduisons que

( 1 2 (1E e, (1 - -Je) = Id - 2 1 - -?-)L(e)
chp ch- p

+ [4(1 __1_? _ 4(1 __1~)3 + (1 __1_)4] pre)
chp chp chp

1 1
= Icl- 2(1-~ )L(e) + (1 - -?)2 Pre)

ch p ch-p

= Icl- 2(tanh2 p)L(e) + (tanh4 p)P(e)

= E( (tanh p)e, (tanh pJe).
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De plus l'opérateur symétrique B(c, (1- -hl )e) est positif, pour le voir il
c ~

suffit de calculer ses valeurs propres dans la décomposition de Peirce par

rapport à l'idempotent c, d'où le lemme III.2.6. 0
Ainsi, pour tout j = l, ... , r, nous avons

Comme les idempotents Ck sont deux à deux orthogonaux, les homomor

phismes fk commutent, donc

1 l 1 ~

exp(e + cr(v)) = t _" l 0 B( tanh v' , tanh v')2 0 t l l.
V 2 ta,nh v 2 V 2 tanh v 2

1 l 1 1
D'autre part les éléments v-, tanhv' et V 2 tanhv2 sont dans n. Nous

en déduisons que t _l l et t l l appartiennent respectivement
v 2 tanhv2 V2 tanh v2

+ 1 1 1 )'à r et r-. De plus, B(tanh v'-, tanh V 2 )2 = Pete - tanh v 2), donc c'est

un élément de G(n) puisque (e - tanh v) appartient à n.

o

III.3. Forme réelle du semi-groupe d' Ol'shanskii. - Notons

ConeG(ll) (q) l'ensemble des cônes convexes, fermés, générateurs dans q qui

sont invariants par Ad( G(n)). D'après le théorème de Kostant-Vinberg,

(cf. [86], [92] ou [96]), il existe un unique cône (à un signe près) Cmin et

un unique cône (à un signe près) Cmax dans ConeG(ll) (q) tel que

Cmin C Wc Cmax ,

pour tout cône W dans ConeG(ll)(q). De plus

C;nin = Cmax ·

D'après 0LAFSSON [86], nous avons les propriétés suivantes:

1) n est (à un signe près) le seul cône convexe, fermé, propre et

générateur de q+, invariant par Ad(G(n)).
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2) Les seuls cônes convexes, fermés propres et générateurs de q qui sont

invariants par Ad(G(n)) sont:

où

Ce = n + B(n)

Cp = n - B(n),

Ainsi

De plus C~ n p cf 0 et ce n ~ cf 0.
-~~~~~

3) Si W E ConeG(Il),p(q) alors conv(Ad(c'G)W) E Conecdg(Rn)), où

ConeG(n),p(q) désigne l'ensemble des cônes W de ConeG(n)(q) tel que

WO n p cf 0.

Donc

Par sl(2)-réduetion, nous avons o-(X) = -B(X), pout tout X E q+.

Donc Cp = C := n + o-(n) et c'est le cône maximal Cmax de

ConeG(n),p(q)·

THÉORÈME III.3.1. ~ ( Ol'shanski{)

Soit W un cône convexe genératem de iq invariant par Ad(G(n)) tel

que WO n p cf 0, et soit W = conv(Ad(c'G)(W)), alors

G(Rn) exp(W) = exp(W)G(Rn)

est un "emi-groupe fermé dans Ge homéomorphe à G(Rn) x W.

Démonstration. ~ cf. OLAFSSON [86], voir aussi D6RR [9] et LAwsoN

[68]
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THÉORÈME lII.3.2. - ( Ol'shanski{)

{g E Gc 1 g. V c V} = G exp(-iCmax ),

où Cmax est le cône maximal de de l'ensemble des cônes convexes, fermés

généTateurs de g(V) invariants par G.

Démonstration. - (cf OL'SHANSKIÎ [92]).

Notons 2: ce semi-groupe holomorphe appelé semi-groupe d' OL'SHANSKlî

associé au domaine D, i. e.

S := {g E Gc 1 g' V CV},

et posons

c'........., , ........ ,-1
..:::::= c..::::.c ,

nous avons alors:

THÉORÈME lII.3.3. -

c's n cG = r.

Démonstmtion. - D'après le théorème lII.3.2,

S = Gexp(-iCmax ),

donc

Ad(c')-ICmax est le cône maximal de g(RrI ) invariant par cG, donc

Ad(c')-ICmax = conv(Ad(c'G)(iCmax ))

= conv(Ad( c'G)( iC)).



Chapitre 3

D' 'ou

par suite

, ,
C::: = cGexp(C),

, ,
c::: n cG = cGexp(C) n cG

= G(n)exp(C)

=r.

77

D

REMARQUE III.3.4. - En reprenant la même démonstration que dans le

lemme II.3.9 nous montrons que le semi-groupe d' OL'SHANSKIi ::: vérifie:

- Q+HoQ""C <C <C <C.
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CHAPITRE 4

L'ESPACE SYMÉTRIQUE CAUSAL ASSOCIÉ AU

SEMI-GROUPE r

RÉSUMÉ. - Nous montrons dans ce chapitre que cGjG(O) est un espace symétrique
causal équivariant à 5 x 5 \ N s := {(z, w) E 5 x 5 1 det(z - w) oF D}, où 5 est la
frontière de Bergman-Silov du domaine 1J et, donc au passage, que S X S est une
compactification de cet espace symétrique. Nous montrons ensuite que le semi-groupe
associé à l'ordre de cG/G(O) est exactement r.

Soit V une algèbre de Jordan Euclidienne de dimension finie n et de

rang 'r, n le cône symétrique associé et Tn = V + in.
Rappelons que D = p(Tn) est un domaine symétrique hermitien de type

tube, et que S = p(V) est sa frontière de Bergman-Silov.

Le noyau de Bergman (normalisé) de D est donné par:

K'])(z, w) = Det(I - 2z Dw +P(z)P(w)) -1,

et il vérifie l'identité:

]('])(g. z,g· w) = Det(g'(z))K'])(z,w)Det(g'(w)),

(0.0.1)

(0.0.2)

pour tout élément 9 de G et pour tout z, w de D, (cf. [16] ou [59]).
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IV.I. Prolongement de KDL·) à S xS\Ns. - Pour z et w éléments

de VI: on pose :

B(z,w) =I-2zDy+P(z)P(w).

LEMME IV.LL - Pour tout z, w inversibles dans VI: on a :

P(Z)p(Z-l - w) = l - 2zDw +P(z)P(w).

Démonstration. - Pour démontrer ce lemme nous avons besoin de

quelques lemmes intermédiaires.

LEMME IV.1.2. - Pour x et y, éléments inversibles de VI: on a

Démonstration. - (cf [3] ou [16]).

D'après ce lemme nous avons

P(Z)p(Z-l - w) = P(z - w-1 )P(w)

= p(W-1 - z)P(w),

or

p(W-l - z) = p(w)-l + 2P(w-r, -z) +P(z)

= p(W)-1 - 2P(w- J ,z) + P(z),

donc, d'après (1.2.1),

P(Z)p(Z-1 - w) = l - 2P(w-1 ,z)P(w) + P(z)P(w).

Ainsi le lemme IV.1.1 découle immédiatement du

(1.2.1)

LEMME IV.L3. - Avec les mémes hypothèses que dans (lV.1.1) on a

p(W-I,Z)p(W) = zDw.
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Démonstration. - w étant inversible, nous considérons l'algèbre de

Jordan isotypique Vu~ associée a w, (cf. 1.4 chapitre 1). Rappelons que

le produit définit dans V~ est donné par:

,rJ_wY = P(x,y)w,

de plus nous avons

Lw(x) = xOw,

et

Pw(x) = 2Lw(X)2 - Lw(xJ..wx),

= 2(x Ow? - (P(x)w) Ow,

= P(x)P(w).

En polarisant la forme quadratique Pw , on trouve

PW(.T,y) = P(x,y)P(w).

Or w-1 est l'élément unité de l'algèbre V~, donc

LW(z)=PW(w-1,z)

= P(w-1,z)P(w),

et finalement on trouve

zOw = P(w-1,z)P(w).

o
Notons N la norme de Koecher définie par:

N(z) = det(z),

pour tout z dans ViC, et posons

NS:={(z,W)ESxS 1 N(z-w)=O},
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donc
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SXS\NS={(z,W)ESXS 1 N(z-w)7"O}.

LEMME IV. 1.4. - Le noyau de Bergman Kv(-,') de D se prolonge à

S x S\Ns.

Démonstration. - Nous avons

Kv(z,w) = Det(B(z,w))-l

Soit (z, w) dans S x S \ Ns , alors

N(z-w)7"O.

Donc z - west inversible, d'où

DetP(z - w) 7" O.

Or z est un élément de S donc z est inversible et z-I = Z par suite, ,

d'après (IV.l.l),

DetB(z,w) = Detp(z)Detp(z-1 - w)

= DetP(z)DetP(z - w)

7" o.

(1.4.1)

Ainsi K V ( " . ) se prolonge à S x S \Ns et si on note K (-, .) ce prolongement,

alors pour chaque élément (z, w) de S x S \ JVs nous avons

K(z,w) = Det(B(z,w))-1

D
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IV.2. Action de G sur S x S \ N s . - D'après Bott/Koranyi (cf.

[60]) G opère sur la frontière de Silov S du domaine D. On définit alors

l'action "diagonale" de G sur 5 x 5 par:

g·(z,w) =(g.z,g.w),

où g et (z,w) sont respectivement dans G et 5 X 5.

LEMME IV.2.1. - Le groupe G opère sur la variété 5 X 5 \ N s .

Démonstration. - Pour (z,w) dans D X D on pose:

Nv(z,w) = (Kv(z,w)r 1 = DetB(z,w).

l'identité (0.0.2) s'écrit alors sous la forme:

Nv(g· z,g' w) = (Detg'(w))-l Nv(z,w)(Detg'(z))-1 (1.4.2)

pour tout g dans G et tout (z, w) dans D x D.

Soit maintenant g dans G et (z, w) dans 5 x 5 \ Ns . Comme G opère

sur 5, g . Z et g . w sont des éléments de 5.

L'identité (1.4.2) se prolonge à D x D, donc

Nv(g· z,g· w) = (Detg'(w))-lNv(z,w)(Detg'(z))-1

Or, d'après (1.4.1), Nv(z, w) cF O. Donc Nv(g· z, g. w) cF 0, et comme g' z

appartient à 5, DetP(g· z) cF 0, par suite, d'après (1.4.1) et (1.4.2), nous

avons DetP(g . z - g . w) cF 0, et finalement

N(g· z - g. w) cF 0,

i.e. g. (z,w) E 5 x 5 \Ns . o

Notons G-e (respectivement Ge) la composante neutre du stabilisateur

de -e (respectivement de e) dans le groupe G.
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IV.3. Caractérisation des sous groupes G-e et Ge. - Rappelons

que c désigne la transformation de Cayley realive à TQ et que

cGc- 1 = cG.

LEMME IV.3.1. - On a

Démonstration. - Comme c(-el = 0, et cGc- 1 = cG, le calcul de G-e

se ramène au calcul de eGO stabilisateur de 0 dans cG.

Nous savons, (cf. II.2.4 et II.2.5 chapitre II), que g(TQ) = q+ EB !) EB q

et que si X, Y et Z sont des champs de vecteurs dans q+, !) et q

respectivement, alors ils sont de la forme :

X(z) = u u E V,

Y(z)=T(z) TE!)=VDV,

Z(z) = P(z)v v EV.

Donc

{X Eg(TQ) 1 X(O)=O}=!)EBC

d'où

et par suite

Soit s la symétrie de TQ définie par

s(z) = _z-l

(3.1.1)



chapitre 4

pour tout z dans Tri. Soit

~ -1s:=c 080C:ZI-----+~z.
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s est une involution holomorphe définie sur V qUI se prolonge à D.

Notons encore s ce prolongement.

Soit 9 un élément de G'.

Nous avons

donc

ou encore

g(e) = e

gos(-e)=s(-e)

sogos(-e)=-e

Or s 0 9 0 s est un élément de G, donc s 0 9 0 s apprtient à G-'. Comme

Q- = s 0 Q+ 0 s.

nous en déduisons, en utilisant (3.1.1), que 9 appartient à c- 1 (G(!1)Q+) c.

o
IV.4. L'action transitive de G sur S x S \ Ns . - Posons

S\Ne:={zES 1 N(z-e)#O},

nous avons alors:

LEMME IV.4.1. - G' opèr'e transitivement sur S \ Ne.

Démonstration.- Soient z, w deux éléments de S \ Ne. Comme S \ Ne

est une partie de D(c), c(z) et c(w) sont bien définis. De plus

c(z) = c(z) , car z-1 = z.

De même c(w) = c(w). On en déduit que c(z) et c(w) sont des éléments

cle V. Il existe alors un élément h clans G(!1)Q+ tel que

h(c(z)) = c(w),
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ou encore

c- l
0 h 0 c(z) = w.

Espace causal associé à f

et donc d'après le lemme IV.3.1 on a le résultat.

o
LEMME IV.4.2. - G opère transitivement s'nr S X S \ Ns.

Démonstration. - Soit (z, w) un élément de S x S \ Ns . Comme G

opère transitivement sur S (cf. [45] ou [60]), il existe un élément hl de G

tel que hl(e) = z. Donc

Or G opère sur S x S\Ns (cf. IV.2.l), donc l'élément (c, hl l (w) appartient

àS xS\Ns. On en déduit que hll(w)) est un élément de S\N,. D'après

le lemme IV.4.1, il existe un élément h2 de Ge tel que

donc

(z,w) = h2 ohll(e,-e),

et h2 0 hl l appartient à G.

o
THÉORÈME IV.4.3. - (i) 'G/G(rI) est un espace symétrique de type

Cayley équivariant à S x S \ Ns.

(ii) S X S est une compactification de l'espace symétrique cG /G(rI).

(iii) cG/G(rI) est un espace causal global ct le semi-groupe associé à

l'ordre de 'G/G(rI) est exactement f.
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Démonstration. - (i) & (ii). D'après le lemme IV.3.1, le sous-groupe

d'isotropie de G au point (e, -e) est

G(e,-e) = Ge n G- e

= c- 1
( G(n)N+)c n c-1(G(Sl)N-)c

= c-1G(Sl)c.

Or d'après III.1.4 chapitre III, G(Sl) est le sous-groupe des points de cG

fixés par l'involution 1], par suite c-1G(Sl)c est le sous-groupe des points

de G fixés par l'involution c- 1 01]0C. Ainsi cGjG(Sl) et Gjc-1G(Sl)c sont

deux espaces symétriques (difféomorphes). D'autre part le groupe G opère

transitivement sur S x S \ N s (lemme IV.3.7) d'où le difféomorphisme

Si g E cG on pose int(c)g

I/J = int(c) 0 'P,

c-1
0 g 0 c, alors l'application définie par

1/J "GjG(Sl) --; S x S \ N s

gG(Sl) f----+ (c- 1
0 go c(e),c-1

0 g ° c( -e))

est un difféomorphisme équivariant, dans le sens où si X E g(T(J) et

x E cGjG(Sl), alors

,p(exp(X)x) = exp(Ad(c)X),p(x).

Le fait que cGjG(Sl) est de type Cayley découle de III.I, chapitre III.

S x S est une sous-variété algébrique compacte de V x V, et l'ensemble

S X S\JVS est un ouvert dense de S x S. Donc S xS est une compactification

de l'espace symétriques cGjG(Sl).

Enfin nous pouvons voir le fait que cGjG(Sl) est un espace causal de

deux manières. La première est que dans q il ya un cône convexe fermé
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invariant par Ad(G(!1)), (cf. II1.3, chapitre III). La deuxième est que nous

pouvons identifier l'espace tangent de 'G/G(!1) à l'origine, moyennant le

difféomorphisme ,p, à V x V qui contient évidemment un cône convexe

fermé à savoir !1 x !1 et qu'à partir de ce cône on construit un champs de

cônes convexes fermés.

(iii) Montrons que cette structure causale est globale, i. e. qu'il n'existe

pas de courbe causale fermée non triviale dans 'G/G(!1), condition néces

saire pour construire un ordre sur cet espace. Pour cela on pose:

et pour g E 'G

Exp: q

X

--+'G/G(!1)

l--->(exp(X))· Xo,

o(g) :'G/ G(!1)

hG(!1)

--+'G/G(n)

I--->(gh )G(!1).

Remarquons que la structure causale sur 'G/G(n) est invariante par 'G

i. e. que les transformations o(g) sont causales.

Soit 1 : [0,1] --+ 'G/G(!1) une courbe causale fermée dans 'G/G(!1).

Puisque les o(g) sont causales on peut supposer que 1 a son origine en xo,

i. e. Î(O) = xo, or Xo E Exp(C) clone d'après "la récluction d'ül'shanskil",

(cf. [92], lemmes 3.9 et 3.8) ou bien le théorème de Bony-Brezis, (cf. [31]

théorème 1.5.17), on peut supposer que Î est tracée clans Exp(Cl, i. e.

Î(t) E Exp(C) pour tout t E [0,1].

LEMME IV.4.4. - (Faraut)

L'application

Exp -1 : Exp(C) --+ C

C8t causale.

Démonstration. - (cf. [14]).
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D'après ce lemme Exp-1 0 , est une courbe causale dans C, et comme

'1 est fermée EXp-l 0, est fermée donc triviale et par suite, est triviale.

La structure causale de 'G/G(fl) étant globale on peut définir un ordre

partiel sur cet espace de la manière suivante:

y::: :r s'il existe une courbe causale dans 'G/G(fl) dont x est l'origine

et y est l'extrémité.

Soit

IC := {g E cG 1 g' Xo >: xo}

le semi-groupe associé à cet ordre et montrons que IC = r.
Soit 9 Er; alors, d'après le théorème III.2.4, 9 = exp(X)h où h E G(fl)

et X E C. Soit, la courbe définie par

,: [0,1]---+ CG/G(fl)

t f----> exp( tX) . Xo

, est une courbe causale et nous avons ,(0) = Xo et ,(1) = 9 ..To, donc

g. Xo >: xo, et par suite 9 est dans IC.

Récipoquement, soit 9 E IC, il existe alors une courbe causale, :

[0,1] ---+ 'G/G(fl) telle que ,(0) = Xo et ,(1) = g. XQ. Comme ci-dessus,

on peut supposer que ,(t) E Exp(C) pour tout t, donc gXQ E Exp(Cl, et

par suite 9 . XQ = (exp X) . Xo où X E C, ou encore 9 = (exp X)h avec

11 E G(n), d'où 9 E r.

o
REMARQUE IV.4.5. - Dans [44], KANEYUKI montre, par la méthode

semi-simple, que S x 5 est une compactification de G/c-1 G(fl)c. La

méthode, basée sur la théorie des algébres de Jordan, que nous avons

proposée ici est plus simple et a l'avantage de nous permettre de décrire

avec précision l'image de 'G/ G(fl) dans sa compactification S x S, à savoir

(la seule orbite ouverte dense) S x S \ N s .
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RÉSUMÉ. ~ A une algèbre de Jordan euclidienne on associe un cône symétrique et
nous étudions le semi-groupe des éléments du groupe conforme de Palgèbre de Jordan qui
préservent ce cône symétrique. Pour cette étude nous réalisons le groupe conforme comme
le groupe des automorphismes holomorphes du domaine tube agissant sur sa frontière
distinguée. Nous démontrons pour ce :;;;emi-groupe une décomposition à la HARISH
CHANDRA et nous utilisons cette décomposition pour montrer que les éléments du semi~

groupe sont des contractions pour la métrique reimannienne du cône symétrique. Nous
montrons ensuite que le semi-groupe considéré vérifie la décomposition d' OL'SHANSKIÏ et
nous en déduisons que- c'est une forme réelle du semi-groupe holomorphe d' OL'SHANsKIÎ
des applications holomorphes du domaine symétrique borné associé à Palgèbre de Jordan.
Nous montrons enfin que l'espace symétrique de type Cayley associé à l'algèbre de Jordan
est muni d'une structure causale globale et que le semi-groupe que nous avons introduit est
exactement le semi-groupeassocié à Pordre de cet espace causal. De plus nous montrons
que cet espace peut être réalisé comme un ouvert dense dans le produit cartésien de deux
copies de la frontière de Silov du domaine symétrique borné et nous donnons ainsi une
caractérisation précise de la seule orbite dense.

:NIOTS CLEFS.~ Algèbre de Jordan euclidienne, cône symétrique, domaine symétrique
de type tube, espace symétrique de type Cayley, espace symétrique causal, semi~groupe
de Lie, semi-groupe cl' OL'SHANSKII.
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