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INTRODUCTION

Soit V' un espace vectoriel sur un coprs K. On dit que V est une algebre
de Jordan s'il existe une application bilinéaire {(z,y) — z-y de V x V
dans V vérifiant :

LYy =y T,

2

@ (zy)=a- (a2 y).

La théorie des algebres de Jordan est née & partir du travail fondamental de
Pascual JorDAN, John VON NEUMANN et Eugéne WIGNER, (cf. P. JORDAN,
J.V. Nevmann & E. WIGNER. — On the algebraic generalization of the
quantum mecanical formaelism, Ann. of Math. (2) 36, 1934, 29-64), dans
une tentative d’exprimer algébriquement les fondements de la mécanique
quantique.

Le nom “Algébre de Jordan” a été introduit pour la premiere fois par
Adrein A. ALBERT, (¢f. A.A. ALBERT. — On Jordan clgebras of linear
transformations, Tran. Amer. Math. Soc. 59, 1946, 524-555), mais, en fait,
Iétude initiale de ces objets date de 1933, (¢f P. JorDAN. — Uber Ve-
rallagemeinerungmoglichkeiten der Formalismus der Quantemmechanick,
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1933, 209-214). Lors d'une visite aux U.S.A,

apres la deuxiéme guerre mondiale, P, Jordan a été surpris d’apprendre
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que ses systemes de r-nombres (“Systems of r-numbers”) s’appelaient dé-
sormals algébres de Jordan, (¢f. L.J. PA1GE. — Jordan Algebras , Studies in
Modern Algebra. Volume 2, M.A.A and Prentice Hall, A.A. Albert editor,
1963, 144-186).

Les développements ultérieurs de la théorie doivent beaucoup a ’école
Américaine dont les principaux représentants furent A. A. ALBERT et
N. JacoBsoN qui ont développé beaucoup plus le coté algébrigue, sans
trop s’occuper de ses applications. Et c’est qu’au début des années 60
que M. KoECHER a pu donner les premieres applications de ces objets a
I'analyse et la géométrie. En effet il a developpé la géométrie des cones
svmeétriques, des domaines complexes de type tube, (¢f. KoEcHER [52],
BraUN-KOECHER [5]), et des domaines bornés symétriques {¢f. Koecher
[67]) en utilisant la théorie des algebres de Jordan, approche tout a fait
neuve par rapport a celle de E. Cartan et Harish-Chandra, basée sur la

théorie des groupes de Lie semi-simples, pour traiter ces domaines.

L’approche de Koechnrr a l'avantage d’étre pleine d'inspirations et
relativement simple par rapport & 'approche des groupes de Lie semi-
simples, et bien que la premiére méthode marche pour les domaines de
dimension infinie et que la deuxiéme ne marche pas, elles sont tout de
méme équivalentes par la construction de KorcHeR-T1Ts (¢f. McCRmMMON

[73]. Sarake [101] ou Trrs {107]).

Cette théorie connait actuellement un grand développement et ses
applications touchent non seulement la physique mais beaucoup plus
lanalyse, la géométrie, et bien d’autres domaines (¢f. McCriMmon [73])

et méme la génétique! (¢f Micarl & OUuaTTARA [T4]).
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L'origine de ce travail est le semi-groupe

H = {(é g) € Sp(2n,R) | D inversible, et (D', D'B positives}

des matrices hamiltonniennes du groupe symplectique réel Sp(2n,R) =
(5 5) € GLEwR) | BA',A'C € Sym(n,R) et A'D - C'B = I},
déja introduit, dans le cadre du calcul stochastique et dans un contexte
différent, par WosTkowsKI (cf. [115], [116]) et dont BouGeRoL (cf. [4]) a
montré que ses éléments sont des contractions pour la distance géodésique
du cone des matrices symétriques deéfinies positives.

Notre point de départ est de donner, & ce semi-groupe, une interpréta-

tion en terme d’algébre de Jordan :

Muni du produit {produst de Jordan}

_AB+BA

A-B .
5 ;

I’algébre associative V = Sym(n,R) est donc une algébre de Jordan eucli-
dienne dont le cdne symétrique associé est le céne Q := Sym ™ (n, R} des
matrices symétriques définies positives. Dans ce cas le groupe Sp(2n,IR)
n’est autre que le groupe des automorphismes holomorphes du domaine

tube

To = {X +1Y € Sym(n,C) | ¥ € Sym*(n,R)},

associé a l'algeébre de Jordan Sym(n,R).

Sig= (g g) c Sp(2n,R) et X € Ty, alors

¢-X = (AX + B)CX + D)™,

et nous avons la
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ProrosiTiON 1. —

H={g€Sp2n,R) | g-QC Q}.

Pour démontrer cette proposition nous avons besion de quelques résul-

tats intermédiaires.
, . (A B
Remarquons tout d’abord que si (C D) € Sp(2n,R) alors (cf.

WorTKowskl [166] par exemple) les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
(1) A est inversible, et BA® et A'C' sont symétriques positives.

(1¢) D est inversible, et C D' et D*B sont symétriques positives.

Done le semi-groupe H peut s’écrire de deux fagons différentes :
A B . . # ¥ "
H={ c D € Sp(2n,R) | D inversible, et CD',D'B posifives}

= {(é g) € Sp(2n,R) | A inversible, et BA*’, A'C positives}.

B
Donc st (éi, D

(& 2= ") 5) (% 1)
(e )6 )6 7))

ce qui veut dire que

) € 'H alors

HCQYHAQ™ et
HCQ HIQT,
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ol
ot =((y 7)esviznon
Qo = {(é 2) € Sp(2n,C)} et
Hp = {(3 A?_l) & Sp(2n,C)}.
LemMMmE 2. — 57 P et R sont deuz matrices symétriques positives alors

PR n’a que des valeurs propres réelles positives.
Démonstration. — Supposons que P est définie positive, alors

P~ PRP% — P3RP:,

done PR est conjugquée & une matrice symétriques positive, et par densite

de 'ensemble des matrices symétriques définies positives on a le résultat.

I

LEMME 3. — Le semi-groupe H de Sp(2n,R) est fermé.

) . - ‘4.72, —B'ﬂ;
Démeonstration. — En effet si ((cﬂ, Dy
B

converge vers (é D) € Sp(2n,R), alors il est clair que C D' et D' B sont

))I}EN est une suite de H qu

des matrices symétriques positives. Il suffit donc de démontrer que D est
inversible,
Supposons le contraire, c-a-d qu'il existe un vecteurs non nul zy € R

tel que Dz = 0. Comme A'D — C*B = I, nous avons

C'Bzy = —xg. ()

— — 1—1
A7 B, = A7 (BaAL)AY,

T
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donc A1 B, est une matrice symétrique positive, et comme C! A,, est aussi
symétrique positive, alors, d’apres le lemme 2, ‘C, B,, n’a que des valeurs
propres réelles positives, 1l en est méme alors pour la matrice C*B, ce qui
contredit {*}. Ainsi la matrice ) est inversible et par suite le semi-groupe

H est fermé.

[

g ]_B;)EH(:“tXGQ.LeS

matrices P := BD™! et @ := D™ sont symétriques positives car

Démonstration de la proposition 1. — Soit (

BD-'=D''D'BD"Y et D70 =D"l¢pptT.
D’autre part

CX+D=DQX +D=D(QX +1I), (4)

et comme X € €1, il existe une matrice inversible M et une matrice
diagonale D & éléments diagonaux positifs, tels que

X '=MM e Q=MDM,

donc la matrice
QX +1=MD+DM"
a des valeurs propres supérieures a 1, ce qui prouve qu’elle est inversible

et par suite, d’aprés (x*), la matrice CX 4 D est aussi inversible.

Pour voir que (AX + B)(CX + D) ' € Q, l'idée est de décom-

poser 1'élément (é g) dans Q‘HﬁQ+ au lien de le décomposer dans
QTHLQ™.
Comune ci-dessus, les matrices £ = A7'B et F = CA™? sont

symétrique positives, done X +F et (A(X + E)AY)"! + F sont symétriques

définies positives. Or

(AX +BYCX + D) ! = (é g) ‘X = ((AX + EyAh™! +F)
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Donc (AX + B)(CX + D) 1 e Q.

é’ g) € 5p(2n,R), tel que ¢-Q C Q. Pour

tout n € N*, soit X,, la matrice {n x n) définie par

Réciproquement, soit ¢ = (

L0 0
X_o% 0
o 0o o &

7
Alors X,, € £, pout tout n, et X, — 0.
7t — =00

Montrons que
| (A B) (I Xn)_<A AXR+B)
C DJ\o I C CX,+D
est un élément de H, i.e. :
(1) CX, + D inversible,

(i) (CX, + DY (AX, + B) € Q, et

(2id) C(CXn+ D) € Q.
Ceci nous permettra, en faisant n —s oo, d’affirmer que (g g) cH.

Comme X, € Q, alors C'X,,+ D est inversible. De plus (AX + B)(CX +
DYyt € Q, done (CX,, + DY{AX, + B) € (0, puisque

CX,+D)(AX,+B)=(CX,+ DY {AX,+B)CX, + D) " (CX,+ D).
(

Tl reste alors & démontrer que C(C X, + D)t € Q. Ceci revient & démontrer
que (CX, + D)"1C € Q car C(CX, + D) = (CX, + D)(CX, +
Dy lC(CX, + D).

Supposons que la matrice symétrique (C'X,, + D) 'C n’appartient pas
a4 Q, alors elle admet au moins une valeur propre négative. Soit Ag cette
valeur propre et soit vy le vecteur propre correspondant. Notons par 1
le projecteur orthogonal sur Rvg. Alors T € Q, et pour tout ¢ > 0, nous

devons avoir

A AX,+ B =
(C C‘Xn+D> () € Q.
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Soit t > —}%D, comme C'X,, + D est inversible, la matrice (C éi{: j: ﬁ)
se décompose sous la forme :
(I (AX, + B)(CX, + D)} ) ((cxn + Dyt 0 ( I 0
0 I 0 (CX, + D)) (CX, + D) ' 1.)
Donc
(2 é; i g) ST = (CXn + D)‘_l(tT)((C'Xn + DYCUT) + I)_l(CXn + D)t

= (X + DY D ((CXa + D) OUTY +1) T 4
(CXp + DY(AXn + B)|(CX, + D)7,

et donc forcément la matrice M = (tT)({CX, + D)~1C(tT) + I)#l +

(CX,, + D) {AX, + B) est un élément de Q, en particulier vi Muvo > 0. Or

’!)S.ﬂ/[’vg = + US(C.XR + D)t(}an —+ B)’Ug.

thg +1
Donc, pour t assez proche de _XI;)—, le scalaire v Muvy est négatif. Ceci
contredit le fait que la matrice A doit étre positive, et par suite 'hypothese
que nous avons fait plus haut est fausse.

Ainsi (CX, + D)”lc ¢ 2, et finalement (A B

A D)eH.

Nous venons alors de voir que le semi-groupe ‘H s’interpréte en termes
d’algebre de Jordan comme le semi-groupe des automorphismes holomor-
phes du demi-plan supérieur {domaine tube} qui stabilisent par leur action
le cone symétrigue associé a 'algebre de Jordan en question.

La premiere question qui se pose d’une facon naturelle est la suivante :
Comment peut-on généraliser ces resultats & une algebre de Jordan
euclidienne (de dimension finie) quelconque?

Nous allons répondre & cette question en donnant un aper¢u général

des résultats de ce travail.
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Soit V' est une algebre de Jordan euclidienne de dimension finie n,
de rang r et soit {2 le cdne symétrique associé. T = V 4 £ est un es-
pace symétrigue hermitien (dit de type tube). Soit D le domaine borné
symeétrique, image de T par la transformée de Cayley correspondante,
notée ¢. Notons par G (respectivement ) la composante neutre du
groupe des automorphismes holomorphes de Ty (respectivement de D).
La composante neutre, G({2), du groupe des automorphismes de V qui
préservent £ est un sous groupe de °G. Soit G le groupe de Lie sim-
plement connexe associé a 'algebre complexifiée de ’algébre de Lie de
°G.

Dans le chapitre 2, nous explicitons, en termes d’algebre de Jordan,
les conjugaisons de G¢ relativement aux deux formes réelles G et G, (cf.
11.2.6). Soit regpectivement 7 et ¢ ces deux conjugaisons. Nous considérons

ensuite le semi-groupe T', naturellement associ€¢ a V', défini par
[i={gc G |g-QCq}

et les ensembles

ITT:i={t, | veQ} et

I :={{, | veq},

ou f, est la translation de Ty par le vecteur v et {, est la transformation de
Tq définie par t,(z) = (Id + z0v)"" - 2, avec z0v = L(zv) + [L{z), L{v)].
Nous montrons que I'T et T~ sont deux sous semi-groupes du semi-
groupe I' vérifiant I = o(I'") en explicitant les produits entre les
éléments des trois parties de T'; G{Q), T et I'™, (¢f. 11.3.1, T1.3.2, et 11.3.6).
Nous montrons ensuite que T' est une partie de ouvert dense QEH 1ors
de Gg, (¢f. 11.3.8). Ces resultats (intermediaires) nous permettent alors
de monter que le semi-groupe I" est tel que T N T = G{) et qu'il:
se décompose en trois blocs (décomposition a la Harish-Chandra), T' =

THGET™, (¢f 11.3.9). A lafin de ce chapitre, nous montrons, d’une fagon
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infinitésimale, que les éléments de T sont des contractions relativement &

la metrique riemannienne du cone §2, {(¢f. 11.4.1).

Dans le chapitre 3 nous considérons le domaine de type tube Rg =
1V 4+ et nous lui appliquons, via quelques changements d’ordre technique,
la méme étude faite pour le domaine Tg dans le chapitre 2. En particulier
si ©G désigne la composante neutre du groupe des automorphismes
holomorphes de Rg, alors nous décrivons d’une fagon trés simple (en terme
d’algébre de Jordan) la conjugaison  de G¢ par rapport a G, (¢f TIL1.1.3).
Nous montrons ensuite que (°G,G(£2)) est une paire symétrique dont
Vinvolution est 7, (cf. 111.1.4}. Cet espace symétrique est déja apparu dans
les travaux d’ OLAFSSON et DERSTED, qu'ils appellent espace symétrigue
de type Cayley, sans que le contexte algebre de Jordan soit présent, (cf.
Orarsson [86], [87], OLarsson & QursTED [88], [91]).

C' = Q + o(€1) est un céne convexe fermé de q (sous espace de g(To ) =
Lie °G correspondant a la valeur propre —1 de n) invariant par G{{2). Nous
montrons au théoréme 1I1.2.4 que le semi-groupe I vérifie la décomposition
d” OrsHaNsKI, plus précisement, I' = G(2) exp(C). A la fin de ce chapitre
nous montrons que T' est une forme réelle du semi-groupe holomorphe d’
OL’sHANSKIT associé au domanie D, Z := {g € G¢ | g-D < D}, plus
précisement, T' = ¢/Z¢' 1 NG, olt ¢ est la transformée de Cayley associée

au domaine Rg, (cf I1L.3.3).

Dans le chapitre 4 nous considérons 'ensemble & x S\ Ns := {(z,w) €
S xS | det{z —w) # 0}, out § est la frontiére de Siov du domaine D
et “det” est la “norme” de KOECHER. Nous montrons que le noyau de
BerGMAN de D se prolonge a § x § \ N, {¢f IV.1.4), que le groupe G
opere sur S x S\ Ng, {¢f IV.2.1) et que cette action est transitive, (cf.
IV.4.2). Nous en déduisons que “G/G{£}) est un espace symétrique causal
difféomorphe & § x S\ Ns, que 8§ xS est une compactification de cet espace

et que la (seule) orbite ouverte dense est & x &\ Ng. Nous montrous enfin,
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CHAPITRE 1

CONES SYMETRIQUES ET ALGEBRES DE JORDAN

Tous les résultats de ce chapitre dont nous avens omit la démonstration sont
expliqués d’une facon irés simple dans Pexcellent livre (en préparation) de FARAUT
& KORANYI : Analysis on symmetric cones [16], voir aussi [5], [13], [58] et [59] .

I.1. CONES SYMETRIQUES

1.1. Cbénes convexes. — Soit £ un espace euclidien réel de dimension

finie dont le produit scalaire est noté par (-,-) .

DermniTions 1.1.1. — Un sous ensemble C' de E est dit un cdne si pour
tout z € C et pour tout A >0, Az € C.

Un sous ensemble S de E est dit conveze si pour tout z,y € S et pour
toutA €]0,1[, de +{1 - Ay e S.

On en déduit qu'un sous ensemble €' de £ est un cone conveze si et

seulement si pour tout 2,y € C et pour tout A, p >0, Az + py € C.
Dans la suite € désignera un cone convexe fermé de E.

Soit C° l'interieur de C et €' — C le sous ensemble {z —y | z,y € C'}
. On dira que C est propre si C N {—C) = {0}.
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LEMME 1.1.2. — Les propositions suivantes sont équivalentes :
1y C°#10

(1) C' contient une base de B

(iii) C -~ C = E.

Un cone vérifiant I'une de ces propriétés est appelé générateur.

Soit

Ct={ycE|{z,y) >0, Vo e C}.

Il est clair que C* est un céne convexe fermé. CF est appelé cone dual de

C'. Ce cone dual vérifie certaines propriétés qui se résument dans la

ProrosrTion 1.1.3. —

a. (CY =C

b (Ct—CHE =Cn{-C)

c. (CHY ={yeE|{x,y} >0, Vz € C—{0}}

d. les propriétés suivanies sont équivalentes :
(1) C est propre, t.e. CN(—C}= {0}
(i) (C*)° #4
(212) C' est pointu, t.e. il existey € E tel que (z,y) >0, Ve C—{0}.

DErmITION 1.1.4. — Soit ) un cone convexe ouvert non vide. On dira

que  est propre si son adhérence  est propre, i.e. Qn(-Q) = {0}.
Le cone dual ouvert de Q2 est défini par :

Q" ={ycE|{z,y) >0 VreQ-{0}}

LEMME 1.1.5. — On «a

o = (@)
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Démonstration. — Solent y & ((Q)ﬁ)o et x € Q—{0}. Pour t assez petit,
y+tx appartient & (Q) et done (y+tz,z) > 0 ou encore (y, z)+t|jz||> > 0,
on en déduit que {y,z) > 0 et que y € Q.

Inversement, si ¥ € Q* alors (z,y) > 0 pour tout = € £ — {0}. Soit ¢
assez petit, on a {z,y +tz) = (z,y) +t]jz|| > 0 donc y + tz € (Q)F, et par
suite y € ()1)°. [

LEMME 1.1.6. — Si W est un céne conveze de E alors W° et W le sont

aussi. Si de plus W° £ § alors

(W)Y =W° et (Wo)=W,

Des lemmes 1.1.2, 1.1.5, 1.1.6 et de la proposition 1.1.3 on déduit le

théoréeme des bipdlaires pour un cone convexe ouvert

ProrosiTioN 1.1.7. — Pour tout cone convere ouvert )
(") = Q.
DErFmNITION 1.1.8. — Un cone ouvert convexe est dit auto-adjoint si
Qr = Q.
RemMarque 1.1.9. — Un tel céne est propre.

1.2. Cones symétriques. — Le groupe G({1) des automorphismes du

cone ouvert convexe £} est défin par :
G(Q) = {g € GL(E) | ¢(Q) = Q},

ot GL{E) est le groupe des automorphismes linéaires de E.

G(§1) est un sous-groupe fermé de GL{E), donc un groupe de Lie.
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DermviTioN 1.2.1. — Un cone ouvert convexe §2 est dit homogéne s'1l est
homogéne sous I'action naturelle de son groupe d’automorphismes G(9) .

Q est dit symétrique si 1l est homogeéne et auto-adjoint.

ProprosiTion 1.2.2. — Soit Q@ un céne ouvert symétrigue E, alors Q

est um espace riemannien symétrique.

Démonsiration. — En effet sur ) on peut définir une métrique rieman-

nienne par

Go(u,v) = Dy D, loge(z)
ou ¢ est “la fonction caractéristique de 2" définie par
o) = / e 4O gy
Q

oft dy est la mesure euclidienne de V.

Pour chaque z de € on définit le point z* par
" = —Vlog ¢(z),

ot Vf(z) est le gradient de f au point z.

L’application & — 2* est une involution isométrique de Q qui admet
un unique point fixe qu'on notera e. Comme G(§2) est transitif sur €2, on
montre que pour chaque y de £ il existe une involution isométrique dont
y est un point fixe isolé.

Soit G(£1)? la composante connexe neutre de G(£2) et O(V'} le groupe
orthogonal de V. On montre que le stabilisateur du point e dans G(),

respectivement dans G{£2)°, est de la forme
G = G(Q) N O(V),

respectivement

G(Q)? =K =Gno().
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Pour chaque g dans G{£)) on pose
-1
blg)=g"
alors # est une involution de Cartan de G{§2) et on a

K={ge G| dg) =g}

1.2. AIGEBRES DE JORDAN

2.1. Définition et exemples. — Toutes les définitions et résultats
que nous annoncerons ci-dessous dans le cas réel sont semblables dans le

cas complexe.

DerFmntTION 2.1.1. — Une algébre de Jordan V sur R est un espace
vectoriel sur R muni d'une application bilinéaire (z,y) v+ zy de V x V

dans V' vérifant pour chaque z,y de V

(J.1) Ty = ya,
et
(12) #(a?y) = 2 (ay).
REMARQUE 2.1.2. — Les algébres de Jordan sont donc des algebres

commutatives mais en général eiles ne sont pas associatives. La propriété
(J/.2) traduit une “associativité faible” dans le sens ot si z est un élément
de V alors la sous-algébre R[z] est associative.

Pour un élément z de V', soit L{x) 'endomorphisme de V' défini par -

L{z)y = zy.
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La proprieté {J.2) est équivalente & la suivante :
(J.2y [L(2), Lz*)] = 0.

ot [,] est le crochet de I'algebre de Lie End(V).

ExeEmpPLES 2.1.3. —
1) Soit A une algebre associative sur R, on peut définir sur A une
structure d’algébre de Jordan en définissant un nouveau produit ( produst

de Jordan) par :

1
roy = —é(xy + yz). (2.1.3.1)

C'est le cas de I algebre Sym(n,R).

2) Soit A une algébre associative sur R, et V un sous-espace vectoriel
de A tel que pour tout = € V on ait z? € V, alors V muni du produit
(2.1.3.1) est une algebre de Jordan. En effet si z et y sont deux éléments

de V alors

voy=1(a+y) —(z—yP)eV

C’est le cas des algébres V = Sym(n,R) si on prend pour A ['algébre des
matrices M(n,R).

3) Soit W un espace vectoriel sur R, et B une forme bilinéaire
symétrique sur W x W. Sur 'espace vectoriel V = R x W on définit

le produif suivant
(A ud(p,v) = (A + Blu,v), Av + pu).

V' muni de ce produit est alors une algebre de Jordan. En effet (J.1) découle
directement du fait que la forme B est symétrique. Pour vérifier (J.2) on

prend = = (A, u) élément de V et on éerit

2? = (A% + Blu,u), 20). (2.1.3.2)
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Posons T' = L({0,u}), alors

L{z) =AM +T,
L{z?) = (A 4 B(u,u))T + 2AT.

Donce L{z) et L{x?) appartiennent & la sous-algébre commutative engen-

drée par I et T, et par suite [L{z), L(z?)] = 0.

REMARQUE 2.1.4. — L’algebre considerée dans 'exemple 3) a la méme
construction que les algébres de Jordan considérées dans 'exemple 2). En
effet V' = R x W peut étre considéré comme un sous-espace de 'algébre de
Clifford construite a partir de B. Donc toutes les algébres de Jordan vues
dans les trois exemples ci-dessus proviennent des algébres associatives, Il
existe par ailleurs d’autres algébres de Jordan qui ne proviennent pas d’une
algébre associative, ce sont les algebres de Jordan exceptionnelles, comme

I'algebre d’Albert Herm(3, Q) (cf. PosTNiKOV [98]).

2.2. Trace et déterminant. — Soit V une algébre de Jordan de
dimension finie sur R admettant un élément unité e, et soit R[X} 'algébre
des polynomes & une indéterminée et a coefficients dans R.

Pour un élément = de V on note
Rle]:= {p(z) | p ¢ R[X]}.
C’est une sous-algébre commutative et associative de V', et on a
Rlz] ~ R[X]/J(x),
ou J(z) est I'idéal défini par
J(@)={peR[X] | p(z)=0}

. b ) . s
Puisque e, &, 2, -+, 2", pour n assez grand (n > dim (1)) sont linéaire-

ment dépendants, 'idéal J(z) est différent de {0}, et comme R[X] est un
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anneau principal, J{x) est engendré par un polynéme (unitaire) p, appelé
le polynéme minimel de x.
Pour un élément z de V soit m(z} le degré de son polynéme minimal.

On a
m(z) =min{k >0 | (e,z,2?,---,2*) sont linéairement dépendants}.

m{z) est borné (par dim (V') par exemple) lorsque = varie dans V. Soit

alors

r:=max{m(z) | e € V}.

DeFINTTION 2.2.1. — Le nombre r est apellé le rang de 'algebre de

Jordan V. Un élément x de V est dit régulier si m{z) = r.

ProrosiTioN 2.2.2. — L'ensemble des €léments réguliers est un ouvert
dense dans V. Il existe des polynomes ay,aq, -+, a, sur V tels que pour

tout élément régqulier z de V on ait
o) = N —a ()N T Fag(2) NP 4 (=) an(2).

Les polynémes ay,as,- -, ar sont unigques et chaque polynome a; est

homaogéne de degré j.

DEFINTTION 2.2.3. -— Le coeflicient ay () est appelé la trace de z, et on
le note tr{z). |

Le coeflicient a,(x) est appelé le déterminant de z, et on le note det{x).

REMARQUES 2.2.4. — L'application det n’est pas en général multiplica-
tive. C’est le cas, par exemple, de 'algébre V = W x R de 'exemple 3}
2.1.3. En effet si x = (A, u) alors det(z) = A? — B{u,u), et elle n’est pas

multiplicative.
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Nous réservons les notations Tr(A4) et Det(A4) pour la trace et le

déterminant dun endomorphisme A de V',
PropPoSITION 2.2.4. — Pour tout v de V', et pour tout x,y dans R[v],

det(xy) = det{x)det(y).

CoROLLAIRE 2.2.5. — On a tr(e) = r et det(e) = 1.

DermTion 2.2.6. — Un élément = de V est dit snversible s'1] existe un

éiément y de Rlz] tel que a2y = e.

REMARQUES 2.2.7. — 1) Soit y; et y2 deux éléments de R[z] tels que
zyr = zys = e, alors y1(TY2) = y1e = y1, et (y17)y2 = ey2 = y2. Puisque
I'algebre R[z| est associative, y; = y2. On en déduit que si z est inversible,
il existe un unique élément y dans R[z] tel que zy = e. L'élément y est

appelé I'inverse de z et on note y = 271,

2) Légalité ry = e n'implique pas que y est l'inverse de z. Le fait que &

soit inversible n’implique pas non plus que Popérateur L(z) est inversible.

Il suflit pour cela de prendre V' = Sym(2 R) et de considérer les élements

IWIO T_la. 7_0& cR
"o -1)7" e 1) " T \e o)t

Dans ce cas z est inversible et 27! = z. D’autre part z oy = e, mais y
n’est pas un élément de R[z| pour @ # 0. De plus L(z) n’est pas inversible

puisque L{z)z =

2.3. Représentation quadratique d’une algébre de Jordan. —
Soit V une algébre de Jordan de dimension finie sur R d’élément unité e.

Pour o dans V on pose

P(z) :=2L{z)* — L{z*).
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L’application P est appelée représentation quadratique de V. L'applica-

tion bilinéaire associée est donnée par

P(z,y) = D, P(z)

| — B =

(P(z +y)— P(z) — P(y)).

N

I

01l €I1Core

P(z,y) = L{z)L{y) + L{y)L(z) — L(zy).

ExEMPLE 2.3.1. — Pour l'algebre de Jordan Sym(n,R) on a
Plz)y = vy,

et donc

P(ayz) = P(z)P(y)P(z),

ou encore

P(P(x)y) = P(x)P(y)P(z).

On verra ci-dessous que cette derniére formule est vraie pour toute

algébre de Jordan de dimension finie qui admet une unité.

PrOPOSITION 2.3.2. -

(1) Un élément © de V est inversible st et seulement st Plx) est

imverstble. Dans ce cas
Pz ==,

P(z)™' =Pz,
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(1) La différentielle de Uapplication z — z71 est —P(z71), i.e.

(#41) Six et y sont inversibles, alors P(z)y est inversible et on a
. 1 _ _
(Plz)y) =Pz )y
(iv) Pour tout x ety dans V

P(P(z)y) = P(z)P(y)P{x).

1.3. ALGEBRES DE JORDAN EUCLIDIENNE

3.1 Algébres de Jordan euclidienne. - Dans la suite nous ne
considérons que les algébres de Jordan réelles de dimension finie, avec

unité.

DermntTION 3.1.1. — Une algebre de Jordan V sur R est dite euclidienne
s'il existe sur V' un produit scalaire noté (-, -} vérifiant pour tout z, y, 2

dans V

(L(z)e,0) = (2, L(2)y). (3.1.2)

ExemprEs 3.1.3. — 1) Symi(n, R) est une algebre de Jordan euclidienne.
En effet la forme bilinéaire tr{xy) est définie positive et vérifie la condition
(3.1.2).

2) L’algebre V = R x W considérée dans l'exemple (2.1.3), 3) est une

algebre de Jordan euclidienne. En effet la forme bilinéaire
{(Au), (py0)) = Ap + Blu,v),

est définie positive et vérifie la condition (3.1.2).
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DEFINITIONS 3.1.4. — Un élément ¢ de V est dit idempotent si ¢ = ¢.
Soient ¢3,---,cg des éléments de V, on dira que {c1,cq,  -,ck} est un

systeme complet d’idempotents si

2 —_— .
C; = €y,

CiCj:OSii%j)
C1+'-'+Ck:€.

REMARQUE 3.1.5. — Deux éléments idempotents ¢ et d de V sont

orthogonaux si et seulement s1 ed = 0. En effet s1 ¢d = 0 alors
{e,d) = {c*,d) = {c,ed) =0,

donc ils sont orthogonaux. La réciproque se montre en utilisant la décom-
position de Peirce (¢f. 3.4 cl-dessous} de d relativement a c.

Ceci justifie done la deuxiéme partie de la définition (3.1.4)

DeriniTiON 3.1.6. — Un idempotent est dit primatif s’il est non nul et
5’il ne peut s’éerire comme somme de deux idempotents orthogonaux non

nuls.

ProrosiTioN 3.1.7. — {théeréme de la décomposition spectrale)
Sort V' une algébre de Jordan euclidienne de rang r. Pour chaque z
dene Vil existe un systéme complet didempotents primitsfs {c1, -, ¢, }

et il existe des nombres réels Ay, -+, A, tels que
=Y Ajej. (3.1.8)
J=1

De plus det(z) = [[,_, z; et tr(a) = 25:1 Aj.
REMARQUE 3.1.9. — Nous déduisons de cette proposition qu’un systeme
complet d'idempotents primitifs admet exactement r éléments ot r est le

rang de V.
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Les nombres A; sont appelés valeurs propres de z et la décomposition

(3.1.8) est dite décomposition spectrale de .

Prorosrrion 3.1.10. — Soit V' une algébre de Jorden sur R. Les

propriétés sutvantes sont équivalentes
(1) V' est euclidienne.
(1) 22 +y? =0= 2=y =0.
(i21) la forme bilinéaire symétrique tr{zy) est définie positive.

(iv) la forme bilinéaire symétrigue Tr(L(zy)} est définie positive.

Une algebre de Jordan vérifiant la propriété (ii) de cette proposition
est dite formellement réelle. Donc les algebres de Jordan euclidiennes sont

exactement les algebres de Jordan formellement réelles.

3.2. Cones des carrés d’une algébre de Jordan euclidienne. —

Soit ¥V une algebre de Jordan euclidienne d’élément unité e.

ProrosiTioN 3.2.1. — Soit z un élément de V. Les propriétés suivantes

sont équivalentes
(2) Il emiste y dans V tel que z = y2.
(i1) L{z) est positif v.e. (L(w)z,2z) > 0 pour lout z € V.
(it1) Les valeurs propres de 2 sont positives.

(iv) Pour tout z de V on a (z,2%) > 0.
Soit @ 'ensemble des carrés de V' :
Q= {z?zc V]

() est un cone de E. Le cone dual Q! est donné par :

Q' ={yeV|vVz eV, ya2") =0}
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Q" est un cone convexe fermé, et comme
<y1 $2> == (L(y)$5 I),

[1OUS avorlis

Q" = {y | L(y) est positif}.

On en déduit, d’apres la proposition (3.2.1), que @ = @*. Donc @ est un
cone convexe fermé et auto-adjoint de V.
Notons € l'intérieur de (). D’apres les lemmes {1.1.5) et (1.1.6), 2 est

un cone convexe ouvert et auto-adjoint, et nous avons la

PROPOSITION 3.2.2. — Soit x un élément de V. Les propriétés suivantes

sont équivalentes
(1) = est dans Q.
(ii) Il existe y dans V' tel que o = exp(y).
(212) Lopérateur L(z) est défini positf.
(1v) Les valeures propres de x sont strictement positives.

(v} {2,2%) > 0 pour toui z € V.

On peut aussi montrer (¢f. [16]) que §2 est la composante connexe de e
dans 'ouvert V™ des éléments inversibles de V.
On rappelle que G(2) est le groupe des transformations linéaires

inversibles de V' qui conservent 2.

LEMME 3.2.3. — L’application x — x? est une bijection de € sur lui-

meéme.

Démonstration. — La surjectivité de Papplication découle immédiate-

ment de la définition de 2.
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Solent ©7 et zp dans Q tel que 27 = z3. Alors (z) + z2)(2) — z3) = 0.
Or 21 + z2 est dans 2, done d’apres (3.2.2) L(z1 + z3) est inversible, par

sulte 21 — x2 = 0.

[

Soit = un élément de @ et notons z? son antécédent dans © par
lapplication ci-dessus, 1.¢. (3:%)2 = 2. Comme 22 est dans £, P(m%) est

un élément de G(2), et on a
Plz®)e = (x3)? = z.

Ainsi € est transitif sous l'action de G(Q), et par suite  est un cone

symétrique.

3.3. Algebre de Jordan associée & un cdéne symétrique. —
Soit © un coéne symétrique d'un espace euclidien V, G(Q) le groupe
des automorphismes de ©Q, G(Q2)? la composante connexe de G() et
K =G no(V).

Notons g l'algebre de Lie de G(£2)° et € celle de K. Soit

g=tsp (3.3.1)
la. décomposition de g relativement & 'involution de Cartan 8, on a
E={Yeg | X' =X,

ct

p={Xeg| X'=X}

Comme dans le paragraphe 1.2 proposition (1.2.2) on choisit un élément

e € £ dont le stabilisateur est K.



34 Algebres de Jordan

LeMMmE 3.3.2. — L’application

Yo P vV
Xr— X.e

est un 1somorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. — Soit X € p tel que X - e = 0. X est alors dans € et
d’aprés la décomposition (3.3.1)de g, X = 0. Doncsi V' = {X-e | X € p}
alors V' =~ p et par suite dimV’' = dimp . Or les deux variétés Q et
G/(£2)° / K sont isomorphes, donc leurs espaces tangents & e sont isomorphes
ie. V.~ 1. On en déduit que dim V' = dimp et par suite dim V = dim V"’
dou V =V'

Notons L lapplication réciproque de . Si z est dans V, L{z) est

I'unique élément de p tel que

L{z)e = z.
THEOREME 3.3.2. — Soit Q un céne syméirique de V. Alors V muns
du produst
zy = L{z}y, (z,y € V)

est une algebre de Jordan euchdienne, d’élément unit€ e et on a

Q=expV

= iIlt{$2 | z € V}.

Conclusion. — L’ensemble des carrés d’une algebre de Jordan euclidi-
enne est un cone convexe fermé et son intérieur est un céne symétrique,

et tout cone symeétrique peut éire obtenu de cette fagon. Ce dernier point

est dit & Koecher et Vinberg (¢f. KoEcHER [52] et VINBERG [111]).
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3.4. Décomposition de Peirce. — Soit V' une algeébre de Jordan
euclidienne de dimension n et de rang r.

Si ¢ est un idempotent de V alors L{c¢) est solution de 'éguation

2X° —3X? 4 X =0,

qui admet 1,1 et 0 comme racines simples . Done L(c¢) est diagonalisable
et ses seules valeurs propres possibles sont 1, % et 0. On en déduit que V

se decompose comme somme de sous-espaces propres
1
V =V{c,1)& Ve, -2-) @ Vie,0).

Cette décomposition s’appelle décomposition de Peirce de V relative-

ment a l'idempotent ¢,

Soit maintenant {¢y, -+, ¢r} un systéme complet d’idempotents primi-
tifs,

cic; =0 si i#y

Puisque les opérateurs L{c;) commutent, ils sont diagonalisables dans
la méme base.

Considérons les sous-espaces de V

Lfii = I/T(Ci, }-) - Rcia
1

1 - . -
Vi; = Ve, 5) NViey, 5) sl 3 7.
TurorEME 3.4.1. — ( Koecher)

(1) L’algébre de Jordan V se décompose comme somme directe ortho-
gonale

V=V (3.4.2)

i<y
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Vi;Vi; € Vi + V35,
V”V;-,g C Vie, si ¢ % 1,
ViVu=1{0} s (la(h) =0

(122) Si V' est simple olors pour tout 1 < j <k <r, Vi # {0} et
d
n=r-+ Er(r — 1),

ot d est lo dimension commune des sous-espaces Viy.

La décomposition (3.4.2) est dite décompostion de Braun-Koecher de V

relativement au systéme {c1, -+, ¢}
3.5. Groupe structurel. — Introduisons les notations :

xOy = L{zy) + [L{z), L{y)],

{z,y,2} = (¢ Dy)z

= Pla,z)y = (zy)z + z(yz) — y(zz).
Notons ¢ le transposé d’un élément g de GL{V).

DermNiTION 3.5.1. — Le groupe structurel Stx(V') de V est le groupe des

éléments g de GL(V') tel que pour tout z,y,2 € V on ait
—1
gle,y,z) = {g2,9' y,92} (3.5.2)

{3.5.2) est équivalente a chacune des proprieté suivantes :

Plgz,qy) = gP(z,y)g". (3.5.3)
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P(gx) = gP(z)g". (3.5.4)

_ . -1 _
glzDyjg™" = (gz)0(g" y). (3.3.5)
ProrosITION 3.5.6. —

Str(V) = G(Q) x {LId}.

ProrosiTionN 3.5.7. — Soit g € Str(V'). Pour tout z € V,

(gz) est inversible <= z est inversible

cton @

(ge)™ =gt e

I1.4. AIGEBRES DE JORDAN ISOTYPIQUES. — Soit V une algébre

de Jordan sur R ou € qui adment une unité e. Fixons v € V et posons

zl,y = Plz,yv = a(yv) + ylzv) — (zy)v. (4.1.1}

ProrosiTiON 4.2, —
(i) Muni du produit (4.1.1), V est une algebre de Jordan qu’on note
V.

(i) Si v est inversible alors V,, admet un élément unité qui est v,
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(¢i1) St v est inversible et V est euclidienne alors V,, est cuclidienne.
Démonstration. — (c¢f. BRAUN-KOECHER [5!)

Si on note L, et P, la multiplication (& gauche ou & droite} et la

représentation quadratique associée a V,,, alors

L,(z)=vC=z

Py() = P(v)P(x).
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LE SEMI-GROUPE I ASSOCIL AU CONE Q

RESUME. — Soit Vune algébre de Jordan euclidienne de dimension finie n, de
rang r, {2 le céne symétrique associé et dont le produit scalaire est {z,y} — tr{zy).
Nous donnons quelques rappels sur le domaine tube Tg, le domaine borné associé
D et sur leurs groupes d’automorphismes holomorphes. Nous explicitons ensuite, en
termes d’algebre de Jordan, les conjugaisons de Gg par rapport a ces deux formes
réelles. Enfin nous considérons le semi-groupe I', naturellement associé & V, formé
des automorphismes holomorphes du domaine tube T qui stabilisent le cne 2. Nous
démontrons gue ce semi-groupe admet une décomposition en trois blocs (décomposition
4 la Harish-Chandra) et que ses éléments sont des contractions pour la méirique
riemannienne de £2.

II.1. Domaine tube. — Soit V* = V + 4V le complexifié de V (en
tant qu’espace vectoriel). On étend le produit de V C-linéairement & V©
et il est facile de voir que V* muni de ce produit est une algébre de Jordan

sur C. Le produit scalaire (-, -} de V s’étend en une forme hermitienne

sur V%« :

{z,w) = tr(zW).

Soit,

Tq =V i,
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le domaine tube au dessus de © dans VC, ol Q est le cone symétrique

associé a V.
THEOREME IL.1.1. — Tg est un domaine symétrique .
Démonstration. — (cf. [16] ou [59]).
Posons

D{p):={z ¢ VE | z+ie inversible}

Dic):={w e V" | e —w iversible},
et, pour tout » dans D{p), w dans D(c¢)

pz) = (z —ie)(z +ie) 7,
clw) =i(e+w)le —w) .

LeMME I1.1.2. — p est une bijection holomorphe de D(p) sur D(c), et
¢ est son inverse. De plus T C D(p).

Démeonstration. — (cf. [16}).

c est appelée transformée de Cayley (relative a Tg ), elle généralise la
transformation de Cayley classique qui envoie le demi-plan supérieur sur

le disque unite.

Posons

S:={z€V | zinversible, et 7 = z71},
G(S) =={g c GL(VE) | 48 = &).
G(S) est un sous-groupe fermé de GL(VC), donc un groupe de Lie.

Notons U la composante neutre de G(S).

Pour z € VE, endomorphisme z 0z est hermitien. On définit alors

|z| = [lz0Z]|7 ;= sup (w|w).,
||| <1
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olt {.|.); désigne la forme bilinéaire hermitienne positive {(wylws), =
{((wy Owz)z, 2).

La fonction z — |z| est une norme sur V%, invariante par le groupe
G(S).

Pour tout z de V' il existe u € U, et des A; > 0 tel que

T
Z=1U E /\jCj .
i=1

olt {¢1,++,¢r} est un systeme complet d’idempotents primitifs de V. En

particulier

|z] = sup A;.

Le réel |z| est appelé norme spectrale de z, (cf. [16]).
Omn définit le domaine D comime la boule unité ouverte de V° pour cette

norme spectrale :

Di={zeV" | |z] <1}

REMarqQuus 11.1.3. — 1) Puisque la norme spectrale est invariante par

G(8), le domaine D est invariant sous Paction de G(S).

4

2) Pour tout réel 4, Vapplication z — ez est un élément du groupe

G(S), done D est un domaine circulaire, i.e. €z € D, Vz ¢ D et V0 € R.

ProrositioN I1.1.4. — Le domaine D admet les propriétés swvantes
() D={ze V"t | I-20% >0}
(1Y D={2 V" | I-P{z)P(Z)> 0}

(221) D est la composante conneze de 0 dans Uensemble

{ze V" | I-2:02+ P(z)P(z) > 0}
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{(iv) D = p(Tq).
Démonstration. — (cf. [16]).

On montre aussi, (¢f. [16]), que § = p(V) et que c’est le frontiére de
Bergman-Silov du domaine D, c-3-d que S est le plus petit ensemble fermé

de la frontiére topologique 9D tel que
max, 5|/ (z)| = max.es|f(z)],
pour toute fonction f continue sur D et holomorphe sur D

I1.2. Description des groupes G(Tg) et G(D), de leurs algébres
de Lie et conjugaisons. — Une application biholomorphe de Ty (respec-
tivernent de D) dans lui méme sera dite un automorphisme holomorphe
de Tq (respectivement de D).

Le groupe d’automorphismes holomorphes de Ty, (respectivement de
D} sera noté par G(Tg) (respectivement par G(D)).

D’aprés un résultat de Myers—Steenrod, le groupe des isométries de
D par rapport a la métrique de Bergman, muni de la topologie de la
convergence compacte uniforme, est un groupe de Lie. Puisque G(D} est
un sous-groupe fermé du groupe des isométries, on a le résultat, du a
H.Cartan, que G(D) est un groupe de Lie (pour la méme topologie).

Puisque D = p(Tq) et que p = ¢! est une bijection holomorphe,

G(To) = cG(D)c .

G(Tq ) est aussi un groupe de Lie.
Soit

G(DP)o = {g € G(D) | 4(0)=0}.
Proprosition 11.2.1. — (¢f. {16])

G(D) = G(S).
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Démonstration. — Soit g un élément de G(&). Puisque D est 'ensemble
des z dans V'* tel que |2| < 1 et que la norme | | est invariante par G(S),
g est dans G(D). Et comme g est linéaire, gy € G(D)g.

Soit, inversement, ¢ un élément de G(D)y, 1.e. ¢ est un automorphisme
holomorphe de D et g(0) = 0. Soit § € R et considérons 'application
hg(z) = ePz. Sigg = h_gog™" ohgog,alors gg est un automorphisme
holomorphe de D, car D est un domaine circulaire. De plus ¢gg(0) = 0
et g5(0) = Id. Une variante du lemme de Schwartz pour les domaines
symétriques bornés, (ef. [16]), nous permet de voir que gg est 'identité,

c-a~d
gohg=hgog,

Oou €1ncore

glefzy = eg(2), VzeD.

Considérons le développement en série entiere de g au voisinage de 0

glz) = Z aez”.

>0

On doit done avoir

ct? Zaaz“ = Z agetl®i8 o

>0 a0
Donc d’aprés 'unicité des coefficients on a aee'l®? = e, pour tout
A et tout «. Ceci n’est possible que s1 |a = 1 ou bien a, = 0. Done

g{z) = Z|a|=1 anz®, par suite ¢ est linéaire, et d’aprés la définition de la

frontitre de Bergman-Silov, ¢ stabilise S.

Soit g un éiément de G(2), alors g opere sur T par

z+— gz = gr+igy, z =21+ 1y,
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on peut donc considérer G{{2) comme un sous-groupe de G(Tg ).

Pour v ¢ V, la translation
ty iz —— 2+

est un automorphisme holomorphe de Ty,. Notons @7 le sous-groupe de
G(Tq ) formé par ces transiations.

L’application
siz b —z
est un automorphisme holomorphe involutif de Tg, donc un élément de
G(Tq). Posons

Q  =so0Q7 os.
C’est un sous-groupe de G(1q ) formé par les éléments de la forme
2 (27— vy ve V.

Q7 et Q sont deux sous-groupes abéliens de G(Tq) isomorphes &

I'espace vectoriel V.

Comme ¢ (ie) = 0 et G(D)y = G(S), cG(S)c ! est le sous-groupe
d’isotropie G(Tq )i ¢t on a

ProposiTion 11.2.2. — (¢f. [16])

G(To) = QT G(G(Tq )se-

Démonstration. — Soit ¢ un élément de G{Th ) et soit z = g(ie) = z-+1y.
Comme y est dans ©, il existe un élément h de G(§2) tel que y = h{e).
Posons k = h™ ' ot ! o g, donc k(ie) = ie, et par suite k € G(Tq ). et
g=tzohok € QTGC(Ta)ic.
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[]

TeoriME 11.2.3. — G{Ty) est engendré par G(), QT et s.
Démonstration. — {¢f. [16]).

Notons g(Tq ) (respectivement g{D)} I'algébre de Lie de G(T ) (respec-
tivement G{D)), et g(Q) l'algebre de Lie de G{2).

Nous avons

8(To) = Ad(c)a(D).

St X € g{dq), on note X le champ de vecteurs holomorphe dans Ty,

correspondant & X, défini par :
- d .
Xfz) = S Hodmor £ E€C ),
ou g; est le sous-groupe & un parametre associé & X. On peut aussi écrire
$f(z) = DAY X(2).

Soit §(Tw ) 'algébre de Lie de ces champs de vecteurs. g(Tq) et g(7q)

sont isomorphes et cet isomorphisme est donné par

X e g(Ta) — X € §(Ta).

LemMmEe 11.2.4. — (cf. [16])

17,
Tz— et P(z)vz— sont les champs de vecteurs holomorphes

”E’ Oz Oz

correspondants aur sous-groupes d un parameétre sur To :
7z — z + tu,
z = exp(td)z,

ze— (271 —t0) 7Y
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ov T €g(Q) etu,veV.

Démonstration. — Soit v un élément de V. L’application

ng 1z — 2 +tu

est un sous-groupe a un parametre dans @, et si on lui associe le champ

de vecteurs X, alors

~ d
Xflz)= 0t (2 +t“)1t=0>

5}
s ugf(z)

Donc

X(z)=u-.

A

Soit T un élément de g(€2). Lapplication

he:z— exp(tT)z

est un sous-groupe a un parametre dans G(€2), et si on lui associe le champ

de vecteurs X, alors
FF(z) = L Flexp(tT))
Xf(z) = 2 flexp(tT)2)jmo,
‘ 0
Z(Té)g,;f(z)-

Donc

X(2) = (Tz)—.

Soit v un élément de V. L’application

T 12— (‘z—1 — tv)“l
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est un sous-groupe & un parametre dans . De plus, d’aprées 2.3.2 chapitre
1, si w est dans V, Dy{s(z)) = P(z"")w. Donc, si X est le champ de

vecteurs associé a iy,

Kf(2) = LA~ 1) eeo,
B d
= d_t (

= (Pp) 5 F(2).

5 om0 5(2))jic0

Alnsi

X{z)= (P(z)v)(’?%

[}

Notons par (u,T,v) (u,v € Vet T € g(Q)) le vecteur tangent u+7T+p,
associé au champ de vecteurs uZ + (Tz) 2 + (P(z)v) £, ot Pon a défini
I'application p, par p,(z) = P(z)v, et soit £ l'ensemble de ces vecteurs

tangents.

TrorEME 11.2.5. — (Koeecher, Tits)

(1) £ est Ualgébre de Lie g(Tg) du groupe G(Tq) et on a
8(Tn) = 9(Tn)-1 @ a(Ta)o @ 9(Ta)1,

awee §(Ta)-1 =V, a(Tn)o=0(Q) et g(To) ={py | vV}

(1i) Le erochet de g(Tq) est donné par
(X, X' = (Td' — T'a,2d' Gb+ (T, T'] — 208 ,'T'6 — 'TH"),

ot X ={a,T,b) et X' = (', T",0).

(i11) L’application

8:(a,T,b) s (b, T a)
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est une invoelution de Cartan de g(Ta} telle que 8g(Ta), = g(Tq)—,, pour
v =0,=+1.

(iv) g(Ta) est semi-simple hermitienne.

(12v) la forme de Killing de g(Tq) est donnée par
B(X,X") = Bo(T, 7)Y+ 2Tr(T o T") — 4Tr(a0d') — 4Tr(a’ Ob),

ot X = (a,T,b), X' = (a",T",V) et ot By denote lo forme de Killing
g(2).

Démonstration. — Pour (i) ¢f. [16], [57] ou [101], pour (ii) et (iiv) cf.
[57] ou [101] pour (iii) ¢f. [3], [45] ou [101] et pour (iv) cf. [ 57] ou [101].

Posons

g" =a9(Ta)-1, 9" =0(To) et b=gaTa,

alors

9(Te) =q* @bheq, (2.5.1)

et

gt = Lie QT et h = Lie G().

Notons G (respectivement “&) la composante connexe neutre de G{D)
(respectivement G(Tq}), alors °G = cGe™ L.

Soit g¢ 'algébre complexifiée de g(D) (donc de g(7Ty)), et notons G le
groupe de Lie simplement connexe associé a gg. G et °G sont deux formes
réelles de Gi¢. Nous allons donné ici une formulation explicite (en termes
d’algébre de Jordan) des conjugaisons de G¢ par rapport a ces deux formes
réelles.

Considérons les transformations (antiholomorphes) suivantes
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ef,

i(z)=F Vze Vg

ol le symbole ™ désigne le conjugaison complexe dans Vi, et posons, pour

tout élément g de G,
T(g) =int("7)g ="Jogo®j
et
olg) =int(j)g=jogoy.

T et ¢ sont deux involutions de G¢, et notons par les mémes symboles les

imvolutions correspondantes dans Valgebre de Lie gg, i.e.
T = Ad(‘)) et o = Ad(y).
Il est claire que I'ensemble des points de ge fixés par Vinvolution 7 est

d(Tq ). Remarquons maintenant que

1

[ N -
J=cojoc ",

donc en transportant 7 par la transformeée de Cayley nous en déduisons

que
Ad(e) T oroAd(c) =0
est la conjugaison de g¢ par rapport a g(D). Dot la

Prorosition 11.2.6. — Les conjugaisens de G par rapport & G et °G

sont respectivernent 0 = int(j) et 7 = int(y).
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ExempLe 11.2.7. — Dans le cas de 'algébre de Jordan a une dimension
R, le cone symétrique est @ =]0, +oo[, le domaine tube Ty = {z + 1y €
C | y > 0}, le demi-plan de Poincaré, le domaine horné correspondant

est le disque unité, °G = PSL(2,R), G = PSU(1,1), G¢ = SL(2,C), la

transformeée de Cayley ¢ est représentée par la matrice

50

b
et pour tout élément (i d) € SL(2,C) nous avons

ot j, et °j, sont les applications définies dans C par jo(z) = 7 et
C.'jo(z) =z L
RemarQUE 11.2.8. — L’involution de Cartan 8 de g commute aux

involutions 7 et o, de plus nous avons i3{(g(7Ta)) C g(D), ou 3(g(Tn))
désigne le centre de g(Tq ) . Donc {dans le langage d’ Ol'shanskii) g(D) est

une forme réelle réguliere de ge, (cf. FARAUT [14] et Or:snanskii [92}).

I1.3. Le semi-groupe I'. — Considérons le semi-groupe I' des éléments

¢ de °G qui se prolongent par continuité a ) et tel que ¢g{£2) < Q. Nous
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écrivons pour simnplifier
I''={ge‘G | ¢(Q) CL}. (3.1.1)

Remarquons tout d’abord que G(Q) C I' et que si g € T, alors g(Q) C Q,

ott Q est I'adhérence du céne Q. De plus si b € Q, la translation
ty:z s z + b, z & Tq

est un élément de T,

Définissons les transformations rationnelles 5, b € Q, par

ty : 2z (Id +20b) 'z, z € Tq.
Notons
IT={ge°G | g=t,ve}
ct
I :={geG | g=1ty,ve}
LemME I1.3.1. — Pour tout élément v de Q, nous avons 'égalité

d’applications rationnelles

1, =joty, 0] (3.1.2)

la ot elles sont définzes.

Démonstration. — Soit z un élément inversible de V© tel que z ! +w

soit inversible, alors I'égalité (3.1.2) est equivalente & la suivante

(z7 + o) = (Id + z00) 'z, (3.1.3)
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Montrons tout d’abord (3.1.3) pour z = ¢, s.e.
(e7! +0)™t = (Id+ L{v)) e (3.1.4)

Pour cela il suffit de le vérifier pour v € €2, |v| < 1. Soit alors v € § tel que
lv| < 1. Les séries > . (=1)"L{v)" et >, ,(—1)"v" sont convergentes
et convergent respectivement vers (Id + L{v))™" et (e +v)7. '

Or

O (=1L} e =Y (=1)"L(v)" e = Y (—1)"v",

>0 n>0 n>>0

donc (e +v)"1 = (Id 4+ L(v)) ™! - e, d’ou ’égalité (3.1.4).
Soit maintenant z un élément de Vi (*) tel que 27! 4 v soit inversible,
et considérons ’algebre 1sotypique Vf_l (¢f 1.4 au chapitre 1). VZC_I est une

algebre de Jordan d’unité z. Dans cette algébre Iégalité (3.1.4) devient
(7 +v) 7 =1+ Lo(v) 2,
et comme L (v a } =z v nous avons

(z7'+0) = (Id+ 200) "2,

CoroLLAIRE 11.3.2, — Nous avons
I~ =joT*oj,
donc 'V et I sont deuz sous semi-groupes du semi-groupe I'.

Démonstration. — Clest une conséquence immédiate du lemme 11.3.1,

du fait que 7 est un automorphisme involutif antiholomorphe de Tq qui

(*) V@X désigne Pouvert des éléments inversibles de I'algébre de Jordan V.
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stabilise (2, et que s1 g € G(Tq) alors j 0 g 0 j est un automorphisme

holomorphe de Ty, donc un élément de G(Tg).

LEMME I1.3.3. — Soient 2,y € Q, alors Uopérateur
Qs,y) = 1d + 220y + P(2)P(y) (3.3.1)

est inversible et appartient 4 G(Q).

Démonsiration. — Supposos gue z € €, il existe alors un élément ¢ de

G(Q) C Str(V) tel que g{e) = z, donc

Id + 220y + P(z)P(y) = g(Id + 2L(*gy) + P(*gy))g ™",

=gP(e+'gy)g".

Comme gy ¢ £, e + ‘gy est inversible . Nous en déduisons alors que
P(e+'gy) est inversible, il en est de méme pour Q(z, y). De plus Popérateur
Q{z,y) appartient & G{£2}, et ses valeurs propres sont > 1. Soif maintenant
x € Q alors il est limite d'une suite (Tp)nen d’éléments de €. Comme ci-
dessus, pour chaque z, 'operateur Q(x,,y) est dans G(}) et toutes ses
valeurs prdpres sont > 1 et done a la limite toutes les valeurs propres de
Q(x,y) sont > 1. On en déduit que Q(x,y) est inversible et qu’il appartient
a G{§2).

Posons pour z,y € £,

2! = Qlz,y) " (z + P(a)y). (33.2)

D’apres le lemme précédent l'élément z¥ est bien défini. Clest ce qui

corréspond & Iélément —i(iz)'"¥) dans les notations de Loos (ef. [70] et
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[71]), ot {12)() est ce qu'il appelle le quasi-inverse de I’élément (iz,7y)
dans la paire de Jordan (V©, V).

LEMME I1.3.4. — Soit x,y € V alors
(1) P(z)(yUz)=(z0y)P(z).

{(iz) Pour tout entier k > 0,
P(2)P(y){z0y)Fz = (x 0y) 2,
(402) 81 Id + z Oy est wmverstble alors
(Id 4+ 20y) " HId + 220y + P(z)P(y))(Id + 20y) "'z = z.
Démonstration. — (i) Par un caleul direct, en utilisant les propriétés
du triple produit {a,b,c} = P(a,c)b, on montre que si z et y sont deux

éléments de V alors P(z)(yNz) = (zOy)P{z).

(i1) Soit k& un entier positif et supposons que :
{HR) P(2)P(y)(z Oy)*z = (z0y)F+2a.

A V'odre k£ + 1 nous avons

P(z)P(y)(z Oy)" 'z = P(z)P(y)(z Oy)(z Oy)*z

= P(2)(yUz)P(y)(z Oy)*z d’aprés (i)
= (z Oy) P(x)P(y)(« Oy)*e d’aprés (i)
= (20y)(z0y)" 2z d’aprés HR
= (zOy)F e,

Dot (i1) puisque (H.R) est verifiée pour k = 0 d’apres (1).
(i) Supposons que Id + zOy est inversible, alors (Id + z0Oy)™! =
ij(ﬁl)k(a:ﬂy)k, par suite en utilisant (ii) nous avons (Id + 2z 0y +

P(2)P(y))(Id+20y) " e = (Id+22 Oy+P(x)P(y)) ¢ (-1 (2 Oy)Fz =
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E)Foo(_]_)k(a,' Oy)*z+2 Z;}Fw(_l)k(m Dy)k+1$+zatoo(m1)k($ Oy)ktly —
(Id + 2 Oy)e, d ot (iii).

1l

LEmME I1.3.5. — Seoient z,y € Q, alors Popératewr Id 4+ 20y est

wnversible et x¥ € (1. Plus précisément nous avons

z¥ =t,(x). (3.5.1)

Démonstration. — Soit z,y €  alors en procédant comme dans le
lemme II.3.3 nous montrons que Id+=z Oy est inversible. Le reste du lemme

découle immédiatement du lemme 11.3.4.
LemuMe 11.3.6. — (1) G(2) normalise T et T,
(i) Siz,y € Q alors
ty 0ty =tpoQ(z,y)"! 0tys. (3.6.1)
En particuler ?y oty appartient ¢ I.
Démonstration. — (i) 11 est facile de voir que si z € Q et k € G(Q),

kotgok™ =iy, et kotyok l= %’kha)m.

(i1) Pour montrer I'identité (3.6.1) il suffit de le faire sur le sous-ensemble
ouvert dense des éléments 2z de V tel que Id + (z + z) Oy soit inversible.
Ceci signifie dans le language de Loos que le couple (iz + iz,1y) est quasi-
inversible dans la paire de Jordan (Vg, V). D’apres Loos [70] (§3) nous

avons la relation suivante, entre les quasi-inverses (iz + ¢2)0%%), (12)(%) et

(i)

(ix + Z‘z)(iy) = (é:c)(iy) + (Id ~ 2(iz) O(iy) + P(i:r;)P(iy))_l (iz)((’:y)(iﬁ))_
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Nous'en déduisons que
(2 +2)) = i(e®) + Q(z,y) " (=),

Ou encore

(24 2)" = ¥ + Qz.y) (7).

Soit

8(To)e = 9t ®be B g

la complexifiée de la décomposition (2.5.1) et notons Q¢ , Hc et Qg les
sous-groupes analytiques de ¢ correspondant respectivement a q[ci', bo et
th '

QE’H&Q@ est un ouvert dense dans G¢ et tout élément ¢ de cet ouvert

admet une unique décompostion {décomposition de Harish Chandra) :
g = g+hg-, (3.6.2)

ol g4 GQ:@E et h € HZ.

L’action (isométrigue) de G sur D est définie par
expg(z) =(gexpz)y g€ G(D),z €D,

ot ()4 désigne la composante sur Q.

Pour (g,z) € G x pT tel que gexpz € QE HEQg on définit g(2) € qf
par exp g(z) = (g - exp )+

Lorsque gexpz € QE—HEQE on dira que "action holomorphe g{z) est

définie.
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Levme I1.3.7. — Nous avons
Qt N°G = QF,
HZ NG = GQ).

REMARQUES I1.3.8. — 1) Si z et y sont deux idempotents orthogonaux
de V', alors t, et %Vy commutent, cecl est une conséquence du lemme I1.3.6.
2) Nous savons, voir par exemple [22], [101] ou [86] que G C QF H2Q¢,
mais G n’est pas en général une partie de QFHZQs. Clest le cas, par

exemple, de PSU(1,1) et PSL{2,R). Toutefois nous avons le

LemMeE 11.3.9. — On a
I'CQEHLQ:.

Démonstration. — Soit ¢ un élément de T, done z := ¢(0) est dans
Q C g¢. Comme Qf opére sur gz par des translations, (exp(—2)g)(0) =
exp(—2z)(z) = —z + z = 0, donc exp(—z}g stabilise 0. Or le stabilisateur

de 0 dans Gg¢ est HAQg, nous en déduisons alors que g € nga’g% .

TueoriEME 11.3.10. — T est un semi-groupe fermé de °G vérifiant les

proprietes suvantes :
(i) T =07G(r.
(i) TAT™ = G(Q).

Démonstration. — (i) Il est clair que TTG(Q)I' C I

Soit inversement ¢ un élément de I". D’apres lemme 11.3.9 et {3.6.2), ¢

se décompose sous la forme

g=g¢hg , o gr €QF et heH
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1l existe v € q tel que g4 = exp(v) = t,. Or 0 € O, donc g-0 € Q, par
suite
g-0=(g+kg-)-0
= g+((kg-)-0)
=g4+-0 car hg- € H{Qg

- .

Donc necéssairement v € ), ol g4 € T'7.

Nous avons T(Qé:) = Qé et 7(H{) = HQ, on en déduit que

donce

ty7(h)T(g-) = tuhg_,

ou €e1core

T(h)T(g-) = hg-.
Et d’aprés I'unicité de la décomposition de I’élément hg.., on a
rh)=h et 7{g-)=g-,

c-a-d

g €QnG=Q",

et

he H2N G = G(Q).

Ainsi h appartient & G() et g_ appartient & Q7. c-a-d, g— = 1, ot
weV.
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Montrons maintenant que w € Q. I existe dans V un systéme complet
d’idempotents primitifs {c1,---,¢,} et des réels Aj,--- A, tel que w =
Z;zl Ajej (cf 3.1.7, chapitre 1 ). Supposons que w ¢ {2, nous pouvons
alors supposer (par exemple) que A; < 0.

poit 1 € R tel que £ > ﬁ)\%. L'opérateur

Id-l—tcl Hw = L(e —|~'t/\161)

est diagonalisable et ses valeurs propres {1 + tA;,1,---,1) ne sont pas
nulles, il est donc inversible et
(Id + tey Ow) " Htey) = Lie +tAr1e1) " Hier)

¢
T+t -

Comme te; € Q, nous avons g{te;) € £, mais
g(ter) =tyoho %vw(tcl)
= h({Id + te; Dw) ™ te))) + v

t
=h
(l—i-t)\z

¢
= h(— e B
1(1+t)\;cl+ v)

c1)+v

. -1 = . .
donc forcément c1 + h™ v € £1. Par sulte nous devons avolr

14+t

((

Rt >
].-i—t/\lCl—i_ U)y:y>—0

pour tout y € V et en particulier pour ¥ = ¢, done

1
( 14+1tM
t

= . —1 >
1+t)\1 (Cl,cl>+<(h U)C},CI> _U.

e1 + R w)er,en) = (( Jer,er) + (B v)er, ar)

T+1A

Comme {(h™w)er,e1) 2 O car A lv € Q, et {eg,e1) = tr(e1) = 1 (cf.
1

t
T3 in > 0. En faisant ¢t — —x,

— —oq, ce qui est absurde. Par suite w £ Q d’ott (i) .

2.2.5 , chapitre 1), nous avons
t
14 M
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(ii) Soit ¢ € TNT1 D'apres (i) il existe z,y,v,w € Q et bk € G(Q)
tel que

g=tyokoty, =t ,0hot_,.

Comme dans le lemme I1.3.6, nous montrons en posant —y = bet —z = a,
que
thohoty, =hotpyoty
= hotee o Qa,d)™" otgs
=tpae 0 hoQla,d)”" o tie
ott d = thb, done d’aprés 'unicité de la décomposition QgH@‘fQé nous
avons

ha® =v, ho Qla,d)™" =k, et d*=w,

D’aprés le lemme I1.3.4, ha® et d* sont dans —(), donc v, w € QN—Q = {0}
et par suite ¢ = k, d’ou (ii).

i

11.4. Contractions. -— Sur {2 on définit une métrique riemannienne

en posant
(ulv), = (P(2) ", v} (411)

o x € (et u,v sont des éléments de V' considéré comme l'espace tangent

a  au point z. Remarquons que cette métrique est invariante par G(€2).

ProrosiTioN 1L.4.1. — Les éléments du semi-groupe ' sont des con-

tractions pour lo méirique (4.1.1).

Démonstration. — Soit v & et montrons que
t,: 81 — Q

T s T+
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est une contraction pour la métrique (4.1.1). Pour cela il suffit de

démontrer que sa différentielle
Dt e To() — Toal)

vérifie || D{t,)z]| < 1. Comme D{t,}z = Id et que T,(Q) = T 1.(Q) =V,

ceci revient a démontrer que
(lu),,, < (), Yo e\ o}
Soit alors w € V, nous avons
(wlw),,, — (wiw) = (Plz+0)7" = P(2)™ Jw,w).
Or il existe g € G{§2} et y € § tel que g(e) = v et g(y) = =, donc
Pz +v) ' = Ple)™ = Plg(y +e))~" — Plg(y)™

=g (P(y+e)t — Ply) et

car g € Str(V). Par ailleurs, il existe un systéme complet d’idempotents
primitifs {cy, -, ¢} de Vet des réels A; > 0 pourtout j = 1,---,7 tel que
y = Z;zl Ajcj . Par rapport a ce systéme V' se décompose (décomposition

de Peirce ¢f. 3.4 chapitre 1) sous la forme
V= (@ Rej) @ (@< Vin)-

L’opérateur P(y +e)™t — P(y)~! est diagonalisable et ses valeurs propres

suivant les sous espaces Vi (¢ < 7) sont données par le tableau suivant

Re; Vik

1
A1

1 1

Plyte)y ' =Py | O+ 00w+ 1) M

P -




Chapitre 2 63

Puisque ces valeurs propres sont strictement négatives, P{y+e)~1—P(y)™}
est défini négatif, et par suite P(z+v)"" — P{z) 1 est défini négatif. Ainsi

t, est une contraction stricte pour la métrique (4.1.1), ou encore
(D(tv)'ttil\D(tﬂ)wg)v+x < (’LU1|U-)2)$,

pour tout = &€ £ et tout wi,wy € V.

Nous en déduisons que si v est un élément de £ alors
(Dt s Dt < (wrles) . 412)

pour tout z € ) et tout wy,wy &€ V.
D’autre part, si @ €  alors j(z) = z7!, et comme D{z 1jv =

—P{z) v, done
(= P(z) 'u| = Plzy o) _, =

-1

Nous en déduisons grace & (3.1.2), (4.1.2) et (4.1.3) que si v € Q, alors
(D(;w)wl[D(?u;)’lUg)?w(I) < (w1|w2)$:

pour tout € et wy,wy € V. Comme la métrique (-]-), est invariante

par G(Q) nous avons pour tout ¢ € T et tout z € Q

(D(g)u[D(g)v)g(z) < (u|v)l Yu,v € V.

Remarque I1.4.2. — Posons
Ty = {tyhty | hEGQ),v e QuweQ} e
Ty = {tuhty | h€GQ),veQuwef}.
D’apres le lemme IL.3.6, 'y, I's et I'y U T sont des sous semi-groupes de

I' et nous avons, pour tout g € I'; U Ty et tout z € €,

(D(g)ulD(g)v)g(x) < (ulv)r Yu,v e V.






CHAPITRE 3

LIEN DE I’ AVEC LE SEMI-GROUPE D’ OL’SHANSKII

REsums, — Nous reprenons, pour le domaine tube “droit” ¢V + £ la méme étude
faite dans le chapitre II pour le domaine tube “supérieur” V + i€}. Nous explicitons
ensuite, en termes d’algébre de Jordan, la conjugaison de G¢ par rapport au groupe
d’automorphismes holomorphes de ce domaine. Nous montrons apreés que le semi-groupe
T' vérifie la décomposition d” Ol'shanskil et que ¢’est une forme réelle du semi-groupe
holomorphe d’” OVshanskii associé au domaine borné .

II1.1. Le demi-plan droit Rg. — Nous reprenons ici les mémes
hypotheses du chapitre 2.
Soit V une algebre de Jordan Euclidienne de dimension n de rang r et

 le cone symétrique associé. Notons Rg le domaine suivant

Rq =1V + Q.

Pour étudier ce domaine nous allons suivre exactement la méme dé-
marche que pour le domaine T avec quelques modifications necéssaires.

Sig € G(1) et v € V, alors la transformation

Z — ¢z +1v
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est un automorphisme holomorphe de Rgq, et le groupe de ces transforma-
tions opere transitivement sur Rg.

Si z € Rg alors —iz € T, done —iz est inversible {dans V°)}, et par
suite z est inversible.

L’application

est un automorphisme involutif holomorphe de Rg, dont e est I'unique

point fixe. D’ott la

Provosrrion I1L1.1. — Rg est un domaine symetrique.

Posons

D(p'):={z € V" | 24 e est inversible}

D(c"):={z€ V" | e — 2z est inversible},
et, pour tout z € D(p"), w € D(c"),
Pz)=(2 ez +e)”
c{w) = (e +w)e —w)™

Nous avons

D(c') = D(c)

oll ¢ est la transformée de Cayley associée au domaine Tj et
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L’application p’ est une bijection holomorphe de D(p') sur D(c'),

d’inverse 'application ¢/, et nous avons
p'(Ra) =D,

ot D est le domaine borné associé & To ( réalisation bornée de Harisu-
CuanDpraA de Tg ) introduit au chapitre 2.

Soit G(Rgq) le groupe d’automorphismes holomorphes de Rq et soit °G
sa composante connexe neutre . Alors ‘G est un groupe de Lie réel et nous

avoris

G =G, (1.1.1)

olt G est la composante neutre du groupe d’automorphismes holomorphes
du domaine D.

Notons g( Rq ) l'algebre de Lie de Q.

LemueEe I1I1.1.2. — La conjugaison de Gio par rapport & la forme réelle

G est donne par
n(g)=1int(“7)(g) = “jogo®j,
ot <7 est definie par “j{z) = —Z.

Démonstration. — Dans le chapitre II, proposition I1.2.6, nous avons
montré que la conjugaison de G¢ par rapport a G est donnée par o =
int(j), ott j(z) =27, D’apres (1.1.1) la conjugaison de G¢ par rapport &
G est done n{g) = ¢ lojocdogod ! ojoc. Par suite pour terminer

la démonstration du lemme il suflit de remarquer que

o jocdo(z)= -z = er(z).
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Lemme 1I1.1.3. — Nowus avons

e=g(Te)" = (),
et q:=9(Ta)"" = (a(Ta)) 1 & (o(Ta))-

Démonstration. — Comme pour le domaine T on montre que G{Rg)

est engendré par G(R), ‘Qt := {t;, | v € V) et Papplication z —— 2~

et que u5; ,T22 7 et Pz Yiv -2 sont des champs de vecteurs holomorphes

correspondants aux sous-groupes a un parametre sur Rg :

z — z + tiu,
z — exp(t1)z,

e t:iv)—l
ou T € g(2) et u,v € V. On en déduit que

g(Ra) = 1g(Ta)_, ®a(Q) ®ig{Ta),. (1.3.1)

Donec

0(Ta)" = g(To) No(fa) = g(Q),
et par définition de 7,

g(Za) " = (@(Ta))-1 @ (a(Ta ).

RemMarquE III.1.4. — Nous avons
a(Ra) = b @1, (1.3.2)

da(Rq) est alors le c-dual de a(Tq).
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ExempLe I11.1.5. — Reprenons l'exemple de Valgébre de Jordan & une
dimension V = R (¢f. 11.2.7). Dans ce cas Rg = {iz+y | y > 0}, ¢’ est

représentée par la matrice

C1 11
C = ——
V2 A-1 1)’

a b

G(Rﬂ):{(ic d) | ad + be = 1},

et la conjugaison i est telle que, si (i 3) € SL(2,C),

a b o a b\ .
o(85)=cioe (8 4) e
(@ —b

-(5 7))

ot ¢j, est 'application définie sur C par ©j,(z) = —Z.

La restriction de n & SL(2,R) est donnée par
a by a —b
e d) " \=c d)°
{10 a b 1 0
“\0 -1/\¢ d/\0 -1)°

Donc
h=RH;,
" =RE,
CI+ =RE_,,
ou
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On remarque ici, en posant 7' = %Hl et Xy = %(El + E_4), que :

1) 5 = Ad(exp(inT)),

2) n est de type Cayley. t.e. que 5 = C
Cayley définie par € = Ad{exp(ZX,)).

2 o1 C est la transformée de

3) ad(T) a pour valeurs propres 0 et +1,
g ={X esl(2,R) | [T, X] = £X},

et T est le générateur de centre (& une dimension) de h.

(SL{2,R),n) est donc un espace syméirigue de type Cayley. Ces espaces
sont introduits par Olafsson et @Gersted (cf. [33], [86], [87], [88], [90] et
91]).

En utilisant la théorie des racines fortements orthogonales et par sl{2)-
réduction on montre que les propriétés 1), 2), et 3) sont vraies pour la
paire symétrique (g{Tq ), n), voir pour cela [33], [86] ou [91]. Autrement

dit (g{Tn ),n) est un espace symétrique de type Cayley.

I11.2. Décomposition d’ Ol’shanskil du semi-groupe I'. — Soit [

une algébre de Lie réelle simple hermitienne, et soit (¢ 'algébre complexi-
g g

fice
= [ L.

Soit L un groupe de Lie complexe d’algébre de Lie [¢. Notons u la
conjugaison de [¢ relativement a | et soit L un sous-groupe fermé de Lg¢
tel que (L,)o C L C L,.

Soit W, un c¢déne convexe fermé propre et d’interieur non vide dans [
qui soit invariant par Ad(L), alors W = ¢W, est un cdne convexe fermé

dans ¢ invariant par Ad(L).

TrauorEME 1T1.2.1. — ( Ol’shanski )

(1) Suppesons que L ei Lg sont connexes, alors § = exp(W)L est un

semi-groupe fermé de L tel que SN ST = L.
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(12) L’application Exp de il dans Lo/ L, définie par
Exp(X) = exp(X)L

est un difféomorphisme de W sur Exp(W).

Démonsiration. — (cf. [92]).

Dermvtrion II12.2. — La décomposition S = exp(W )L est appelée
décomposition d’0l’shanskir du semi-groupe S.

Reprenons & présent les hypotheses et les notations de I11.1, on a alors :

TuporEME 111.2.3. — ( Olafsson)

S1 Cy est un cone conveze fermé dans q invariant par Ad(G(2)) alors :
(1) § = G(Q)exp(Cy) est un semi-groupe fermé de °G.

(i) L'application Expde Cy x G(Q) dans °G définie par
Exp(X, g) = exp(X)g
est un homéomorphisme de Cy, x G{§) sur 5.
Démonstration. — (cf. [86]).
Posons

C =Q+a(Q).

(' est un cone convexe fermé dans g et invariant par Ad(G(2)). Notons

exp lapplication exponentielle définie de g{fq) dans G{Tq).

TurorEME I11.2.4. — T est un semi-groupe de Lie vérifiant lo décom-

position d’Ol’shanskii. Plus précisément

I' = G(Q)exp(C). (2.4.1)
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Démonstration. — D’apres le théoreme 111.2.3, G(Q)exp(C) est un
semi-groupe, donc I' C G(2) exp(C). Pour montrer l'inclusion réciproque
il suffit de montrer que exp(C) C I'. Supposons démoniré que pour tout
v e, exple+o(v)) € T. Comme G(£2} est transitif sur € et que l'action
de G(£2) sur q est 'action adjointe, exp(u + o(v)) € I' pour tout «,v € Q.
Puisque le semi-groupe I' est fermé nous avons exp(C) C I', et par suite

G(Qyexp(C) C I'. Pour z,w € V soit l'opérateur

B(z,w)=1d - 20w + P(z)P(w).

La démonstration du théoréme II1.2.4 s’achéve par le lemme suivant :

LeMME TIL2.5. — Soit v € Q, etsotl v =" ,_, prck se décomposition

specirale, alors

exple+o(v)) =1t _; 10 B(tanhv%,tanhv%)% ot |

-1 1 1
v~ 2 tanhwv? v2 tanh 2

c TGO

ot tanhvi = > oy (tanh /i Jer, 7 tanhv? = > ke (VE, tanh /7T, Jer
et v taphv? = 2231(7—%—- tanh /i, Jcx.
k

Démonstration. — Soit v € §2, il existe un systéme complet d'idempotents
primitifs {c;, -+, ¢} et des réels pp > 0 tel que v = 3, _| prcr. Pour

chague k& € {1,---,7} on définit 'homomorphisme
fr: PSL(Z,R) — °@
par
f L« — = ex ( )
k 0 1 aep — CXDLACE
1 0 ~ : , :
o 1 —  tac, = J Otae, 0 = explo(acg))

(g 2> —  Bler, (1= per),
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Nous avons, pour tout k=1, --,r

i 0 L)y= (O e,
pr 0 Vi shy/pe, chy/ie,

1 p
= () vy (as 0 ) () .
0 1 0 Ch\/p".fc \/ﬁktanh\/ﬁk 1

En appliquons I'homomorphisme fi nous avons alors

) 1 ~
exp(ck+6(#k0k)) = t( \/lfk tanh \/ﬁk)ckOB(Cka (IACh\/E )ck)Ot(\/iIk tanh /&, Jeg*
k

LemME [11.2.6. — Pour tout p € R et tout idempotent ¢ € V, wnous
avons

B(c, {1 - hip) 1 = B({tanh p)e, (tank p)e).

Démonstration. — En effet Ble, (1 — L) P =1d —4(1 - C—fh:)L(c) +
M1 = IO + 21 — o) — 21 — FPLP(C) - A1 -
)P Pleilie)+ (1= g/ P(e). Or L{e) P(c) = P(c)L{c), et en appliquant

la formule “magique” de V, e
L(z*y) = L(z" ) L(y) = 2{L{ay) — L(x)L{y)} L(z)

(cf. [3], [13] ou [16]) & £ = y = ¢, nous avons P(c)L(c) = P(c). Donc, en
écrivant 2L%(c) = P(c) + L{c}), nous en déduisons que

1 5 1q 3 1
.B(C1 (1 — E}I;)C) - Id 2(1 Chg#)L(F)
£ 4 — P — 4 - =P (1 - 2| Py
chy chy chy
—1d — IR .
=1Id hz,u) P{c)

= Id — 2(tanh® p)L(c) + (tanh* @) P(e)
= B{(tanh p)c, (tanh u)c).
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De plus I'opérateur symétrique B(e, (1 — all—)c) est positif, pour le voir il
m
suffit de calculer ses valeurs propres dans la décomposition de Peirce par

rapport a I'idempotent ¢, d’ott le lemme I11.2.6. ]

Ainsi, pour tout 7 =1,---,r, nous avons

1 o~
explep +o(pper)) =t L tanb iy e oB((tanh /g jex, (banh /i )er) 2 ot s, tanh /i, by, -

E
Comme les idempotents ¢; sont deux a deux orthogonaux, les homomor-

phismes f; commutent, donc

exple +a(v)) =1 _1 1 OB(tanhv%,tanhv%)% ot 1

1 1.
»~ 2 tanh v ?2 vZ tanh v2

D’autre part les éléments v~ tanhv? et v tanhov? sont dans Q. Nous

en déduisons que £ 1 r ettty
v 2 tanhov? 72 tan

AT et T~. De plus, B(tanh 03, tanhv

appartiennent respectivement

— P((e —tanhv)?), donc c’est

1
2
L
2

e B

)
)

un élément de G(£2) puisque (e — tanh v) appartient a .

T11.3. Forme réelle du semi-groupe d’ Ol'shanskii. — Notons
Conegq)(y) U'ensemble des cénes convexes, fermés, générateurs dans g qui
sont invariants par Ad{G(2)). D’aprés le théoréme de Kostant-Vinberg,

(cf. [86], {92] ou [96]), 1l existe un unique cone (& un signe pres) C' t

min ©

un unique coéne (& un signe prés) Cmax dans Coneggy(q) tel que

‘min € W C Cmax,

pour tout céone W dans Conegqg)(g). De plus

* —

min — Cmax.

D’aprés QLAFSSON [86], nous avons les propriétés suivantes :

1) © est (a un signe prés) le seul cone convexe, fermé, propre et

générateur de 7, invariant par Ad(G(Q)).
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2) Les seuls cones convexes, fermés propres et générateurs de g qui sont

invariants par Ad{(G(2}) sont :
GE) _CFE’ C}J') _CI.‘H

ou

Ainsi

Conega)(4) = {Cp, ~Cy, Ch, —Ce }.

De plus CgNp # et CYNE£D.

3) 81 W € Conegqn),p(q) alors conv(Ad(“G)W} € Cone.;(g(£q)}, ol
Coneg(a) p(q) désigne I'ensemble des cones W de Conegqy(q) tel que
Wenp#0.

Done

Conegayp(a) = {Cp, —Cp}-

Par sl(2)-réduction, nous avons o(X) = —8(X), pout tout X € ¢7.
Done €, = C := Q + a(ﬁ) et c’est le cone maximal Cmax de

Cj()lleg(g)'p(q)‘

TaiorREME II1.3.1. — ( Ol'shanskiz )
Sott W un céne conveze genérateur de iq invariant par Ad(G(Q)) tel

que WoNp#£0, et soit W= conv(Ad(*G)HW)), alors

G(Rg)exp(W) = exp(W)G(Rq}
est un semi-groupe fermé dans G homéomorphe a G(Rg) x W.

Démonstration. — cf. OLAFSSON [86], voir aussi DORR [9] et Lawson
[68]
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TutorkMmE 111.3.2. — ( Ol'shanskis )

{9 € Gc | ¢-DCD} =G exp{—iCmax),

ot Cmax est le cone mazimal de de ensemble des cones convezes, fermés

générateurs de g(D) wnvariants par G.

Démonstration. — (¢f. OL’SHANSKIL [92]).

Notons = ce semi-groupe holomorphe appelé semi-groupe d’ OL’SHANSKII

associé au domaine D, 1.e.

E={geGc | g-DCD},

et posons
' -_ -1
< == Cf = CI ,
nous avons alors ;
THEOREME II1.3.3. —
12
fENncG =T
Démonstration. — D aprés le théoreme I11.3.2,

= = Gexp(—iCmax).

done

!

"2 = G exp(—iAd(c') " Crmax)-

Ad{c")7'Cmax est le cone maximal de g(Rq) invariant par CC, donc

Ad(c¢") ™ Crmax = conv(Ad(“G)(iCmax))
— Conv(Ad(FG)TT).
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Diou

‘= = CCeXp(C),

par suite
“ZNCG = Gexp(C)N°G
= G{Q)exp(C)
=T.

REMARQUE II1.3.4. — En reprenant la méme démonstration que dans le

lemme 11.3.9 nous montrons que le semi-groupe d’ O1’sEANSKIT = vérifie :

T CQIHRQE.






CHAPITRE 4

L’ESPACE SYMETRIQUE CAUSAL ASSOCIE AU
SEMI-GROUPE T

RiEsuMme. — Nous montrons dans ce chapitre que *(/G(Q2) est un espace symétrique
causal équivariant 4 § x S\ Nz = {(z,w) € §x § | det(z —w) # 0}, o0l § est la
frontidre de Bergman-Silov du domaine D et, donc au passage, que S x § est une
compactification de cet espace symétrigue. Nous montrons ensuite gque le semi-groupe
associé 4 'ordre de ¢G//G(§2) est exactement T

Soit V' une algébre de Jordan Euclidienne de dimension finie n et de
rang r, £ le cone symétrique associé et Ty = V + 28,

Rappelons que D = p(7q ) est un domaine symétrique hermitien de type
tube, et que § = p(—V) est sa frontiere de Bergman-Silov.

Le noyau de Bergman (normalisé) de D est donné par :

Kp(z,w) = Det(I — 220w + P(z)P(w)) ", (0.0.1)

et il vérifie 'identité :
Kplg-z,9 -w)= Det(g'(z))ffp(z,w)Det(g’(w)), (0.0.2)

pour tout élément g de G et pour tout z,w de D, (¢f. [16] ou [59]).
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IV.1. Prolongement de Kp(-,-) & S xS\ Ns. — Pour z et w éléments

de V€ on pose :

B(z,w)=1-220y + P(z)P(w).

LEMME IV.1.1. — Pour tout z,w tnversibles dons VT on @

P(z)P(z~! —w)=1—2z0w+ P(z)P(w).

Démonstration. — Pour démontrer ce lemme nous avons besoin de

quelques lemmes intermédiaires.
LeMME IV.1.2. — Pour z ety, éléments inversibles de VC on a
P(zyP(e™! +y~t) = Pz +y)P(y) ™"
Démonstration. — (cf. [3] ou [16]).

D’apres ce lemme nous avons
P(2)P(z!' —w) = P(z —w ) Pw)

(1.2.1)
= Plw™" — 2)P(w),

or
Plw™ —z) = Plw) P £2P(w 1, ~2) + P(2)

— P(w)™ — 2P(w™,2) + P(z),
donc, d’apres (1.2.1),
P(z)P(z™ —w) =TI —2P(w™ 2)P(w) + P(2)P(w).
Ainsi le lemme IV.1.1 découle immédiatement du

LeMmME IV.1.3. — Awec les mémes hypothéses que dans (IV.1.1) on «a

P(w™,2)P(w) = z0w.
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Démonstration. — w étant inversible, nous considérons Palgebre de
Jordan isotypique Vf associée a w, {¢f. 1.4 chapitre 1). Rappelons que

le produit définit dans V,* est donné par :

xlyy = Plz,y)hw,

de plus nous avons
Lo(z) = 20w,
et
Pu(z) = 2L(2)* — Ly(zLyz),
= 2(2 0w)? — (P(z)w) Du,
= P(z)P(w).

En polarisant la forme quadratique Py, on trouve
Pulz,y) = P(z,y)P(w).

Or w1 est I’4lément unité de 'algébre V., done
Lo(z) = Py(w™, 2)
= P(w™, z)P(w),

et finalement on trouve

0w = Pw™, 2) P{w).

Notons N la norme de Koecher définie par :

N(z) = det(z),

pour tout z dans VC, et posons

Ns ={(z,u) e E xS | Nz —w)=0},
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donc

SxS\Ns={{z,w) €S xS | Nz —w) # 0}

LEmMme IV.1.4. — Le noyau de Bergman Kp{-,-) de D se prolonge d
S xS\ Ns.

Démonstration. — Nous avons
Kp(z,w) = Det(B(z,w)) -
Soit (z,w) dans & x § \ Ns, alors

Nz~ w) # 0.
Donc z — w est inversible, d’ou

DetP(z —w) # 0.

Or = est un élément de & donc z est inversible et z™! = %, par suite,
d’apres (IV.1.1),
DetB(z,w) = DetP{z)DetP(2~" — w)
= Det P(z)Det P(z — w) (1.4.1}
# 0.

Ainsi Kp(-, -} se prolonge 4 § x S\ Ns et si on note K (-, -) ce prolongement,

alors pour chaque élément (z,w) de § x § \ Mg nous avons

—1i

K(z,w) = Det (B(Z,E))
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IV.2. Action de G sur § x § \ Ms. — D’aprés Bott/Koranyi (cf.
[60]) G opére sur la frontiére de Silov § du domaine D. On définit alors

laction “diagonale” de ¢ sur § x & par :

g (z,w)=1(g-z,9 w),

ou ¢ et (z,w) sont respectivement dans G et § x 8.
LEMME IV.2.1. — Le groupe G opére sur la variété S x S\ Ns.

Démonstration. — Pour (z,w) dans D x D on pose :

Np(z,w) = (Kp(z,w))"' = DetB(z,w).

Iidentité (0.0.2) s’écrit alors sous la forme :
Np(g-zg w)={Detg'(w})” Np(z,w)(Detg'(2))"". (1.4.2)

pour tout ¢ dans G et tout (z,w) dans D x D.
Soit maintenant ¢ dans G et {z,w) dans S x § \ NVs. Comme G opére
sur S, g -z et g - w sont des éléments de &.

L'identité (1.4.2) se prolonge & D x D, donc
Np(g-z,g-w) = (Detg'(w))~ Np(z,w)(Detg'(z)) "

Or, d’apres (1.4.1), Np(z,w) # 0. Donc Np(g-z,¢9-w) # 0, et comme g z
appartient & &, DetP(g - z) # 0, par suite, d’aprés (1.4.1) et (1.4.2), nous

avons DetP{g -z — g - w) # 0, et finalemnent
N(g-z—g-w)#0,
e g {z,w) €S x S\ Ns. [

Notons ¢~ ¢ (respectivement G°) la composante neutre du stabilisateur

de —e (respectivement de ¢) dans le groupe G.
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e

IV.3. Caractérisation des sous groupes GG~¢ et G°. — Rappelons

que ¢ désigne la transformation de Cayley realive & T et que

cGe ™t =G,

LemvE IV.3.1L,. — On g

G=¢ =c HGQQ e et G =GO e

Démonstration. — Comme c(—¢) =0, et cGec™! = G, le calcul de G~¢
se ramene au caleul de °GY stabilisateur de 0 dans °G.

Nous savons, (cf. 11.2.4 et 11.2.5 chapitre II), que g(7n) =gt G hd g~
et que si X,Y et Z sont des champs de vecteurs dans qT, h et g~

respectivement, alors ils sont de la forme :

X(z)=u , uwevV,
Y()=T() , Tep=vVaV,
Z(z)y=Plz)v , vel

Done
{X eg(Th) | X(0)=0}=haq,
d’ott
G = GIQ
et par suite
G =¢t (G(Q)Q*)c. (3.1.1)

Soit s la symétrie de Ty définie par

s(z) = —=z
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pour tout z dans Tg. Soit

c—=closoc:z —— —2.

R

§ est une involution holomorphe définie sur D qui se prolonge & D.
Notons encore s ce prolongement.

Soit ¢ un élément de G°.

Nous avons gley=¢e
donc gos(—e) = 3(—e)
ou encore sogos(—e) =—¢

Or sSogos est un élément de ¢, donc s gos apprtient & G~¢. Comme
Q- =s0Q%os.

nous en déduisons, en utilisant (3.1.1), que g appartient & ¢~ (G{Q)QT )c.

0

IV.4. L’action transitive de G sur § x § \ Ng. — Posons

S\N.:={ze8 | N(z—¢)#0},

nous avons alors :
LEMME IV.4.1. — G® opére transitivement sur S \ Ne.

Démonstration. — Soient z, w deux éléments de &\ V.. Comme S\ N,

est une partie de D{c}, c(z) et c{w) sont bien définis. De plus

1

e(z) =c(z), car z7' =7Z.

De méme o{w) = ¢(w). On en déduit que ¢(z) et c(w) sont des éléments

de V. 1l existe alors un élément k dans G(2)Q" tel que
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ou encore

cloho c(z) = w.

et done d’apres le lemme IV.3.1 on a le résultat.

LevmME IV.4.2. - G opére transitivement sur & x S\ Ns.

Démonstration. — Soit (z,w) un élément de § x & \ Ns. Comme G
opére transitivement sur & (cf. [45] ou [60]), il existe un élément 2y de G

tel que hi{e) = z. Donc

(z,w) = ha((e, g (w))).

Or G opére sur 8 x S\WNs (¢f IV.2.1), donc Uélément (e, A7 * (1) appartient
88 xS\ Ns . On en déduit que A7 (w)) est un élément de S\ N,. D’apres

le lemme 1V.4.1, il existe un élément ks de G¢ tel que
ha (B (w))(e) = —e,

donc

{(z,w) = hy o b7 (e, —¢),

et iy o hy! appartient a G.

[

THEOREME IV.4.3. — (i) “G/G(Q) est un espace symétrigue de type
Cayley équivariant & § < S\ Ns.

(i1) & x S est une compactification de 'espuce symétriqgue °G/G(Q).

(ii1) “G/G(Q) est un espace causal global et le semi-groupe associé

DUordre de °GJG(Q) est ezactement T
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Démonstration. — (i) & (i1). D’aprés le lemme [V.3.1, le sous-groupe

d’isotropie de G au point (e, —e) est

G =g ng
= ¢ H{GON e N HGQ)N e
= G(Q)e.

Or d’aprés I11.1.4 chapitre ITI, G(§2) est le sous-groupe des points de °¢
fixés par Vinvolution 1, par suite c™1G(Q)c est le sous-groupe des points
de G fixés par l'involution ¢! onoec. Ainsi “G/G(Q) et G/c™1G(Q)e sont
deux espaces symétriques { difféomorphes). D’autre part le groupe ¢ opére

transitivement sur § x S\ Ns (lemme IV.3.7) d’ott le difféomorphisme

G/ LG = S x S\ Ns.

Si ¢ € °G on pose int(clg = ¢! 0 g o e, alors application définie par

¥ = int{e) 0 @,
P CG/E(R) — S X S\ Ns

GG} — (¢ 0 gocle),c o gac(—e))

est un difféomorphisme équivariant, dans le sens ou si X € g(Tq) et

z € ‘G/G(Q), alors
$lexp(X)z) = exp(Ad() X p(a).

Le fait que ‘G/G(Q) est de type Cayley découle de II1.1, chapitre III.

S % 8 est une sous-variété algébrique compacte de D x D, et 'ensemble
8 x S\ N5 est un ouvert dense de S§x&. Done 8§ XS est une compactification
de lespace symétriques °G/G(2).

Enfin nous pouvons voir le fait que “G//G{{) est un espace causal de

deux maniéres. La premiere est que dans g i} ya un cone convexe fermé
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invariant par Ad(G(Q)), (¢f. II1.3, chapitre III). La deuxiéme est que nous
pouvons identifier 'espace tangent de “G/G(§)) a origine, moyennant le
difféomorphisme %, & V x V qui contient évidemment un cbne convexe
fermé & savoir £ x Q et qu’a partir de ce cone on construit un champs de
cones convexes fermeés.

(1i1) Montrons que cette structure causale est globale, i.e. qu'il n’existe
pas de courbe causale fermeée non triviale dans °G/G(2}, condition néces-

salre pour construire un ordre sur cet espace. Pour cela on pose :

Exp:q —°G/G(Q)
X {esp(X) -,

et pour g € °G
8(g) CGIG() —°G/G()
RG{Q) r—{gh)G(Q)).

Remarquons que la structure causale sur “G/G(§2) est invariante par °G
i.e. que les transformations §(g) sont causales.

Soit v : [0,1} — °G/G(Q1) une courbe causale fermée dans °G/G(Q).
Puisque les 8(¢) sont causales on peut supposer que v a son origine en xg,
i.e. v(0) = z9, or 2y € Exp(C') donc d’apres “la réduction d’Ol’shanskii”,
(¢f. [92], lemmes 3.9 et 3.8) ou bien le théoreme de Bony-Brezis, (¢f. [31]
théoréme 1.5.17), on peut supposer que vy est tracée dans Exp(C), v.e.

+{t} € Exp(C) pour tout ¢ € [0, 1].

Lemume IV.4.4. — (Faraut)
L’application

Exp~': Exp(C) — C

est causale.

Démonstration. — {cf. [14]).



chapitre 4 89

D’apreés ce lemme Exp ™! o v est une courbe causale dans C, et comine

~ est fermée Exp !

o~y est fermée donc triviale et par suite v est triviale.
La structure causale de ‘G/G(§) étant globale on peut définir un ordre
partiel sur cet espace de la maniére suivante :
y = x 5’1l existe une courbe causale dans “G/G({2} dont z est l'origine
et y est Uextrémité.

Soit

K:={geG | g-a = ag}

le semi-groupe associé a cet ordre et montrons que K =T,
Soit g € T'; alors, d’aprés le théoréme I11.2.4, ¢ = exp(X)h ot h € G{Q)
et X € C'. Soit v la courbe définie par
o 01— G/GQ)

t—  exp(tX) -z

~ est une courbe causale et nous avons ¥(0) = z¢ et ¥(1) = ¢ - z9, donc
g -z > a9, et par suite g est dans K.

Récipoquement, soit ¢ € K, il existe alors une courbe causale v :
[0,1] — °G/G() telle que v(0) = zg et (1) = g - zp. Comine ci-dessus,
on peut supposer que ¥({) € Exp(C') pour tout t, donc gzg € Exp(C), et
par suite ¢ - zg = (exp X} -z ot X € C, ou encore g = (exp X)h avec
he G, dongel,

il

ReMARQUE IV.4.5. — Dans [44], KaANEYUKI montre, par la méthode
semi-simple, que & x S est une compactification de G/c™'G(Q)ec. La
méthode, basée sur la théorie des algébres de Jordan, que nous avons
proposée ici est plus simple et a 'avantage de nous permettre de déerire
avec précision 'image de “G/G(£2) dans sa compactification S xS, a savoir

(la seule orbite ouverte dense) & x S\ Ns.
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RESUME. — A une algébre de Jordan euclidienne on associe un cone symétrique et
nous étudions le semi-groupe des éléments du groupe conforme de I’algébre de Jordan qui
préservent ce cone symétrique. Pour cette étude nous réalisons le groupe conforme comme
le groupe des automorphismes holomorphes du domaine tube agissant sur sa frontiére
distinguée. Nous démontrons pour ce semi-groupe une décomposition a la HarisH-
CHANDRA et nous utilisons cette décomposition pour montrer que les éléments du semi-
groupe sont des contractions pour la métrique reimannienne du céne symétrique. Nous
montrons ensuite que le semi-groupe considéré vérifie la décomposition d’ OL'sHANSKII et
nous en déduisons que ¢’est une forme réelle du semi-groupe holomorphe d’ OL’SHANSKI{
des applications holomorphes du domaine symétrique borné associé a Palgébre de Jordan.
Nous montrons enfin que Pespace symétrique de type Cayley associé 4 'algébre de Jordan
est munid’une structure causale globale et que le semi-groupe que nous avons introduit est
exactement le semi-groupe-associé a Pordre de cet espace causal. De plus nous montrons
que cet espace peut étre réalisé comme un ouvert dense dans le produit cartésien de deux
copies de la frontiere de Silov du domaine symétrique borné et nous donnons ainsi une
caractérisation précise de la seule orbite dense.

MoTs CLEFS. — Algébre de Jordan enclidienne, cone symétrique, domaine symétrique
de type tube, espace symétrique de type Cayley, espace symétrique causal, semi-groupe
de Lie, semi-groupe d’ OL’SHANSKIL.
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