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PRÉSENTATION GÉNÉRALE. HISTORIQUE

Nous allons présenter les grandes idées et théories qui vont intervenir dans ce travail. Les
objets dont il sera question proviennent souvent de généralisations de situations classiques
(algébriques, de dimension finie, ...). Pour chacune de ces notions, on choisit le point de
vue sur lequel s'est appuyée la généralisation. Il n'est pas en général le premier considéré
chronologiquement, c'est la raison pour laquelle le terme «historique » dans le titre est un peu
abusif.

THÉORIE DE KAC-MOODY

Précisons d'abord que pour ce qui est de la théorie de Kac-Moody, notre propos sera centré
sur .les groupes. La théorie des algèbres de Lie du même nom connaît des développements
spectaculaires et des applications très diverses, mais ici elle interviendra toujours comme un
instrument d'étude.

Il arrive qu'à force de travailler sur un objet défini par des propriétés intrinsèques, on finisse
par le dévisser complètement. C'est d'une certaine façon ce qui est arrivé aux algèbres de
Lie et groupes algébriques semi-simples déployés, dans le sens où l'on connaît depuis les
années 60 une présentation de chacune de ces deux structures. Un théorème de Steinberg
définit par générateurs et relations les groupes algébriques semi-simples déployés simplement
connexes, alors qu'un théorème de Serre fait la même chose pour les algèbres de Lie semi­
simples déployées. En outre, on classifie algèbres de Lie et groupes semi-simples déployés (à
isogénie près pour les groupes), par un même type de matrice entière caractérisé par une série
d'axiomes bien identifiés: les matrices de Cartan. Rétrospectivement, c'est-à-dire sans aucun
scrupule chronologique, on peut voir ces deux théorèmes et la classification comme les points
sur-lesquels les généralisations s'articulent. Les algèbres de Lie et groupes de Kac-Moody sont
des généralisations en dimension infinie des algèbres de Lie et groupes dont on vient de parler.
Ils sont aujourd'hui définis par une présentation qui imite les cas classiques, à ceci près qu'on
assouplit certains axiomes des matrices de Cartan, pour considérer la classe des matrices de
Cartan généralisées. Cette classe est, de beaucoup, plus large que la classe précédente des
matrices de Cartan (qui se caractérisent parmi elles comme matrices de Cartan généralisées
de type fini).

Les algèbres de .Kac-Moody ont été construites au même moment par V. Kac et R. Moody
vers 1968. Les motivations du premier auteur sont expliquées dans l'introduction de son livre
([Kac90]), mais.elles sont aujourd'hui largement dépassées par les applications de cette théorie.
Le second auteur cite les domaines où ces algèbres de Lie se sont révélées utiles ([Moo-Pia95],
introduction p.xi), notamment les équations différentielles, les formes modulaires et les groupes
finis (travaux sur le Monstre et la conjecture de moonshine, par R. Borcherds), la combinatoire,
la théorie des singularités, la physique mathématique ...

Comme annoncé, les groupes de Kac-Moody sont maintenant définis par analogie avec le
théorème de présentation de Steinberg. Cette construction est due à J. Tits, dans un article
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qui jette aussi les bases des combinatoires adaptées à leur étude ([Tit87J). La difficulté de ce
type de construction est de montrer que la présentation considérée ne s'effondre pas, i.e., qu'on
ne définit pas le groupe trivial. Pour montrer cela, on fait classiquement opérer le groupe sur un
espace approprié, et c'est là qu'apparaissent les immeubles dont on reparlera plus loin. La con­
struction de J. Tits fournit non seulement des groupes en retournant le théorème de Steinberg,
mais aussi propose un contexte axiomatique fonctoriel qui généralise une autre approche des
groupes algébriques, celle des schémas en groupes. La théorie de Chevalley-Demazure n'est pas
complètement reprise dans le sens où l'on ne dispose pas de structures algébro-géométriques de
dimension infinie. Cependant, il est montré dans [Tit87] que les foncteurs-groupes définis par
générateurs et relations répondent au moins sur la «catégorie» des corps au problème axioma­
tique fonctoriel suggéré par la généralisation des résultats d'existence et unicité des schémas
de Chevalley-Demazure.

On ne peut terminer une présentation des groupes de Kac-Moody sans rendre compte de deux
séries de travaux importants. Tout d'abord, avant la définition de J. Tits, V. Kac et D. Peterson
avaient porté très loin l'étude des groupes de Kac-Moody en caractéristique O. Ces groupes sont
définis essentiellement comme groupes d'automorphismes des algèbres de Kac-Moody. Parmi
les résultats frappants, on peut citer la mise en évidence de la combinatoire de systèmes de Tits,
de plusieurs structures algébro-géométriques, l'étude des variétés de Schubert généralisées ...
Par ailleurs, O. Mathieu ([Mat88]) a défini un ind-schéma en groupes à partir d'une étude très
fine. en caractéristique p de variétés de Schubert associées à une matrice de Cartan généralisée.
Il obtient une très belle généralisation de la formule des caractères classique (prouvée déjà par
V. Kac dans le cas symétrisable). Pourtant, relier ce groupe aux combinatoires qu'on peut
légitimement attendre des groupes de Kac-Moody semble un problème difficile.

IMMEUBLES

Venons-en maintenant aux espaces qu'on a déjà évoqués pour la preuve du non effondrement
des groupes de Kac-Moody, Il s'agit des immeubles, dont le champ d'application est beau­
coup plus vaste que ce qu'on vient de dire laisse supposer. Une façon d'introduire la notion
d'immeuble consiste à faire la même observation que le géomètre G.D. Mostow: «(...), Jacques
Titshas succeeded in carrying out the Erlangen program in reverse.» ([Mos73], p.120). Et en
effet, une certaine continuité peut être mise en évidence par exemple entre le livre d'Emil Artin
Geometrie algebra ([Art57]) et la théorie des immeubles, sous l'égide du programme de Felix
Klein. On peut d'ailleurs aussi bien voir un immeuble comme l'espace qui permet de définir
un groupe en passant au groupe d'automorphismes, que comme l'espace associé à un groupe
donné (possédant une combinatoire remarquable sur laquelle on reviendra) pour le dévisser.
On insiste souvent sur la seconde. possibilité parce que les deux familles célèbres d'immeubles
laprivilégient. Il ne faut pourtant pas oublier que les immeubles étaient conçus au départ
comme le cadre géométrique qui permettrait de définir de manière unifiée les groupes de Lie
simples, et leurs analogues sur les corps quelconques. Entre temps, Cl. Chevalley construisit
les groupes et les schémas en groupes qui portent son nom et réalisent l'unification cherchée
([Che55] et [Che61]).

Retenons donc la préoccupation géométrique à l'origine des immeubles, qui explique l'ambiguïté
permanente entre les immeubles - qu'on définit comme des structures combinatoires - et leurs
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réalisations géométriques. Nous allons à présent décrire les applications marquantes des deux
classes les plus populaires des immeubles, en supposant une certaine familiarité avec le vocab­
ulaire de ces structures.

Les immeubles sphériques, I.e., à groupe de Weyl fini, sont trop souvent relégués à un rôle
rétrospectif. Ce sont à quelques exceptions près les immeubles associés aux groupes algébriques
semi-simples isotropes. Les immeubles sphériques sont connus pour leur classification, qui con­
tient celle des groupes précités. On sait aussi qu'ils admettent une réalisation sphérique dont
la topologie permet de réinterpréter la remarquable représentation de Steinberg ([Cur-Leh­
Tit80]). Cela dit, les immeubles sphériques ont permis une vaste généralisation du théorème de
la géométrie projective. Formulée comme un résultat de dévissage des morphismes d'immeubles,
cette généralisation intervient dans la preuve de très beaux résultats de rigidité, comme celle
des espaces localement symétriques prouvée par G.D. Mostow ([Mos73]), avant même la paru­
tion en ouvrage de la classification des immeubles sphériques. Toutes ces applications sont
déjà citées dans l'intervention de J. Tits au Congrès international des mathématiciens de Van­
couver ([Tit74a]). Enfin, dans une perspective de révision de la classification des groupes finis
simples, il existe une école qui cherche à attacher à chacun de ces groupes une géométrie de
type immeuble.

L'utilité des immeubles affines (encore appelés euclidiens) est peut-être plus reconnue. On les
présente souvent commme les analogues p-adiques des espaces symétriques riemanniens non
compacts. En ce sens, il justifient pleinement le rôle de retournement d'Erlangen qu'on attribue
à la théorie des immeubles. Plusieurs points justifient cela. Il y a tout d'abord le travail de F.
Bruhat et J. Tits concernant les groupes réductifs sur les corps locaux: la théorie de Bruhat­
Tits développée sur plusieurs articles épais et denses ([Bru-Tit72] et [Bru-Tit84] notamment).
Les résultats de cette théorie sont des analogues frappants de la théorie classique des groupes
de Lie semi-simples. Par exemple, la détermination des classes de conjugaison des sous-groupes
compacts maximaux est effectuée, et des décompositions de Cartan et d'Iwasawa sont mises en
évidence. Les méthodes utilisées font intervenir de manière cruciale les immeubles affines en
question, et généralisent même des arguments classiques, notamment en matière de courbure
négative pour laquelle est proposée un analogue purement métrique. Ainsi le lemme de point
fixe de Bruhat-Tits peut-il être utilisé sur un espace symétrique riemannien archimédien pour
prouver la conjugaison des sous-groupes compacts maximaux du groupe de Lie associé. Au
passage, on retrouve la dichotomie entre le rang supérieur qui entre dans le cadre de la courbure
négative ou nulle, et le rang 1 (espaces hyperboliques et arbres homogènes ou semi-homogènes)
qui sont à courbure strictement négative. Un autre argument en faveur de l'analogie est par
exemple le résultat de B. Kleiner et B. Leeb qui montre la rigidité de Pansu des quasi-isométries
([Kle-Lee97]), partagée par les espaces symétriques et les immeubles affines en rang supérieur.

On peut légèrement nuancer la présentation des immeubles affines comme espaces symétriques
p-adiques par deux remarques. Tout d'abord, des immeubles affines existent sans être des
immeubles de Bruhat-Tits, c'est-à-dire associés à un groupe réductif sur un corps local. C'est
le cas en dimension 2 par exemple, où il existe une profusion d'immeubles triangulaires qui
n'admettent pas de groupe d'automorphismes assez gros pour être de Bruhat-Tits. Ces espaces
ont malgré cela une géométrie riche (existence d'un bord qui permet la classification en rang
supérieur) et admettent des actions discrètes intéressantes. Il existe par exemple un critère
géométrique pour discuter la propriété (T) de Kazhdan pour un groupe discret cocompact
d'isométries d'immeubles triangulaires non nécessairement Bruhat-Tits ([Pan98]). L'autre ar­
gument est qu'il existe dans certains cas d'autres espaces susceptibles d'être les analogues des
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espaces symétriques p-adiques. D'ailleurs, P. Schneider et U. Stuhler écrivent ([Sch-Stu97],
introduction p.97): «The Bruhat-Tits building X of a connected reductive group G over a
nonarchimedian local field K is a rather intringuing G-space. (...) One might consider X
not quite as a full analogue of a real symmetric space but as a kind of skeleton of such an
analogue.» P. Schneider et U. Stuhler font partie des spécialistes d'une autre variété d'espaces
symétriques p-adiques (<<espaces symétriques de Drinfeld » , voir [Bou-Car91], première par­
tie, pour le cas de GL2 ) . Actuellement, ces espaces existent pour les groupes classiques.
L'immeuble du groupe en question intervient malgré tout dans la combinatoire du recollement
qui les définit. Je ne suis pas en mesure d'en dire davantage sur ce point, si ce n'est qu'il
semble se dessiner un partage des rôles, qui n'a pas lieu dans le cas archimédien,

COMBINATOIRE DES GROUPES ABSTRAITS

La combinatoire des groupes abstraits est un volet indispensable au développement de tech­
niques immobilières pour étudier certains groupes, en particulier les groupes algébriques semi­
simples sur les corps quelconques (immeubles de Tits, sphériques) et les corps locaux (im­
meubles de Bruhat-Tits, euclidiens). La démarche se présente de la façon suivante. La con­
struction de l'immeuble convenable passe par la mise en évidence dans le groupe étudié d'une
structure combinatoire particulière appelée système de Tits. En fait, dans les cas précités et
dans le cas Kac-Moody qui va nous intéresser, on s'empresse de définir un raffinement plus ou
moins poussé et ajusté à la situation précise dans laquelle on s'est placé. Précisément, pour les
groupes algébriques réductifs .isotropes sur un corps quelconque, on a intérêt à considérer la
structure de donnée radicielle génératrice ([Bru-Tit72], section (6.1)), et pour les corps locaux,
le raffinement utile est celui des données radicielles valuées ([Bru-Tit72], section (6.2) ) ou celui
des systèmes de Tits affines ([Bru-Tit72], chapitre 2).

Quoi qu'il en soit, l'avantage qu'on trouve à travailler sur des combinatoires abstraites est
qu'elles couvrent des situations très générales, et permettent des raisonnements uniformes.
Prenons le cas des données radicielles valuées des groupes réductifs sur les corps locaux. Cette
situation de théorie des groupes abstraits est le cadre naturel pour prouver les décompositions
d'Iwasawa et de Cartan qu'on a déjà évoquées. Mais surtout, c'est dès ce contexte com­
binatoire qu'on a un dictionnaire entre les combinatoires de groupes et les immeubles vus
comme complexes simpliciaux ou systèmes de chambres. Cela permet de jouer ensuite sur la
réalisation géométrique de l'immeuble abstrait, en fonction des questions auxquelles on veut
répondre. Par exemple, si on regarde un groupe réductif et si on veut connaître la situation
précise de ses tores, on a intérêt à définir une réalisation géométrique élargie par rapport au
cas .des groupessemi-slmples. Les modifications auxquelles il faut procéder n'auront lieu qu'au
niveau du recollement par lequel la plupart du temps on définit la réalisation géométrique d'un
immeuble.

Pour ce qui est de la théorie de Kac-Moody, un certain nombre de raffinements. adaptés aux
propriétés de ces groupes ont été proposés. Tout d'abord, ces groupes possèdent bien une
combinatoire de systèmes de Tits, et cette combinatoire se singularise essentiellement par
quelques points qu'on aura l'occasion de préciser. Par exemple, leur étude est à l'origine de
la notion de système de Tits jumelé, parce qu'on a coexistence de deux BN-paires qui ne se
déduisent pas l'une de l'autre par automorphisme intérieur s'il s'agit de «vrais» groupes de
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Kac-Moody (associés à des matrices de Cartan généralisées non de type fini). En vertu du
dictionnaire classique entre immeubles et BN-paires, on travaille donc sur deux exemplaires
d'un même immeuble, reliés par une relation d'opposition qui s'interprète elle aussi en termes
de combinatoire dans le groupe. Un autre façon de voir l'opposition entre deux immeubles
d'un groupe de Kac-Moody consiste à introduire un jumelage (ou une codistance) entre ces
immeubles. Un second point marquant concernant la combinatoire des groupes de Kac-Moody
est qu'il font apparaître des groupes de Weyl infinis. La présence d'un jumelage dans ces
groupes est d'ailleurs souvent interprétée comme palliatif à la non-finitude des groupes de Weyl
(isomorphes) des deux BN-paires jumelées. Une autre conséquence du fait que les groupes
de Weyl sont infinis est le fait qu'on aura besoin de plusieurs réalisations géométriques pour
un même immeuble de jumelage de Kac-Moody, l'une rendant des services métriques, l'autre
permettant des raisonnements de convexité.

DESCENTE DANS LES IMMEUBLES

On peut encore citer un avantage à manipuler le plus possible des combinatoires abstraites
de groupes. Pour cela, il faut parler des problèmes de descente, qui constituent la principale
question de ce travail. Convenons d'appeler descente en théorie des groupes la mise en évidence
d'une permanence de structure combinatoire en passant aux points rationnels d'une K-forme.
On vient de dire que pour la théorie des groupes algébriques réductifs ou des groupes réductifs
sur lescorps locaux, il existait des raffinements poussés de la structure de BN-paire. Ceci
permet de formuler de manière concise un des principaux résultats de la théorie de Borel-Tits
et de la théorie de Bruhat-Tits respectivement. Soit G un groupe algébrique réductif connexe
défini sur un corps K, de groupe dérivé K-isotrope et de tore K-déployé maximal S. Alors,
la théorie de Borel-Tits affirme que les (points rationnels des) groupes radiciels relatifs à S et
le(s) (points rationnels du) centralisateur de S forment une combinatoire de donnnée radicielle
génératrice pour (les points rationnels de) G. De façon similaire, on peut résumer un des
principaux résultats de la théorie de Bruhat-Tits en termes de valuations de données radicielles
génératrices, mais les hypothèses - sur les extensions de corps notamment - sont beaucoup
plus techniques (voir [Bru-Tit84], introduction p.9). C'est surtout pour cette dernière théorie
qu'il est important de faire intervenir un espace géométrique tel que l'immeuble associé.

La philosophie générale de ce genre de travail est la suivante. On se met dans des condi­
tions d'extension de corps suffisamment favorables pour que l'action galoisienne sur le groupe
déployé (ou quasi-déployé) rende bien compte des problèmes de rationalité. Ici interviennent
éventuellement des questions de séparabilité, de ramification etc ... Ensuite, on en déduit une
action compatible sur l'immeuble. Il s'agit alors de mettre en évidence une structure combina­
toire sur le groupe des points rationnels en le faisant opérer sur le lieu des points Galois-fixes
de l'immeuble, en montrant que ce lieu de points fixes est encore un immeuble, précisément
l'immeuble de la combinatoire des points rationnels. En somme, un résultat combinatoire et un
résultat géométrique s'épaulent et sont prouvés conjointement. Ce résumé non mathématique
est en quelque sorte le modèle sur lequel on veut étudier les K-formes des groupes de Kac­
Moody.
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ARGUMENTS POUR LA THÉORIE DE KAC-MOODY GÉNÉRALE

Finissons cette présentation en justifiant la raison pour laquelle il est utile de considérer les
groupes de Kac-Moody dans toute leur généralité,· et pas seulement la sous-classe des groupes
affines. Ces derniers groupes sont plus familiers parce qu'ils admettent une interprétation
matricielle, et parce que la théorie de Bruhat...Tits suggère les résultats. Cela dit, comme le
remarque J. Tits, la théorie de Kac-Moody généraleest le contexte dans lequel on .doit étudier
les variétés de Schubert ([Tit88]). C'est une justification renforcée parles travaux d'O. Mathieu
([Mat88]) qui a levé toute restriction surle type de matrice de Cartan généralisée pour laquelle
la formule des caractères des algèbres de Kac-Moody est valide.

On va surtout s'intéresser à un autre aspect des groupes de Kac-Moody, qui est celui des
specimens d'immeubles qu'ils permettent de produire. Considérons la théorie des groupes hy­
perboliques de M. Gromov comme un autre retournement du programme d'Erlangen, dans
le sens où il identifie une classe de groupes auxquels on peut attacher un espace sur lequel
le groupe va opérer de manière remarquable. Dans' ce cas et contrairement aux théories déjà
évoquées, il n'y a pas de combinatoire intermédiaire dans le groupe, la démarche est plus di­
rectement géométrique. Or,parmi les espaces hyperboliques au sens de M. Gromov, il est pos­
siblede définir des espaces métriques qui représentent géométriquement desimmeubles,qu'on
appelle logiquement immeubles hyperboliques. Ces immeubles ont la particularité d'apparaître
comme recollement cl'espaces hyperboliques.Un tel-espace hyperbolique, ou plus exactement
un pavage par un polyèdre de Poincaré, constitue le modèle des appartements.. Ceci dissocie la
dimension d'un tel immeuble (celle d'un appartement)desonrang (celui du groupe de pavage),
d'après les belles propriétés dela géométrie hyperbolique.

Ilexiste, comme dansle cas des immeubles .affines triangulaires, une profusion d'immeubles
hyperboliques pour certainesconditions de dimension et de .Iink fixées (voir [Gab-Pau98]).
Cela.ôte définitivement. tout espoir .de recouvrir cette .classe d' espaces. métriques par des con­
structions.de type.Kac-Moody.. Onproposeracependantà titred'exemple à la fin de ce .• travail
un .résultatconstructif, cas particulier d'une remarque faite parallélement.à cette thèse. En
outre, en dimension supérieureon peut espérer que les constructions de type Kac-Moody pour
produire .des immeubles hyperboliques sont moins lacunaires. .À condition. bien entendu. de
s'autoriser toutes les matrices de Cartan généralisées et pas seulement celles de type affine.
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LE PROBLÈME, LES DIFFICULTÉS ET LES CHOIX

Passons maintenant aux questions posées, qu'on formule ainsi.

PROBLÈME. - Soit K/K une extension de corps, avec K algébriquement clos.
Soit 1) une donnée radicielle de Kac-Moody, qui définit un groupe G = Qv(K).

1. Proposer une définition convenable des K ..formes du groupe de Kac-Moody déployé Qv(K).
Prendre notamment en compte la fonctorialité vérifiée par ces groupes.
2. Définir une classe de K-formes qui se prête à une étude immobilière.
3. Prouver un théorème de descente galoisienne des K-formes précédentes, en mettant en
évidence sur le groupe des points rationnels la même combinatoire de donnée radicielle jumelée
que pour les groupes déployés.

Cet .énoncé appelle quelques définitions qui se préciseront au cours de la description de la
démarche effectuée. (Disons d'emblée que les données radicielles jumelées constituent la com­
binatoire la plus fine adaptée à l'étude des groupes de Kac-Moody.) Cette description se
fait dans le sens inverse de la rédaction qui est proposée ici, c'est-à-dire en commençant par
présenter ce qu'il était naturel de vouloir faire pour l'étude des K-formes, les difficultés ren­
contrées, enfin les solutions choisies à chaque fois. Les choix étant faits, il a fallu passer par
une longue étude préliminaire des groupes. déployés avant d'attaquer le problème des groupes
tordus. Cette étude préliminaire occupe en fait la majeure partie de ce travail.

Absence de structure algébro-géométrique. Représentation adjointe

Revenons à présent aux K-formes. L'approche qu'on est immédiatement tenté d'adopter est
d'imiter la théorie de Borel-Tits pour les groupes de Kac-Moody qui «sont» des groupes
réductifs de dimension infinie ....Le problème immédiat est que dans le cas Kac..Moody,on
ne dispose pas d'une structure algébro-géométrique - autrement dit d'une algèbre de fonctions
régulières - sur laquelle faire porter les ·hypothèses de rationalité. C'est d'emblée une différence
profonde. Le palliatif à ce manque est la mise en place et l'utilisation d'une représentation na­
turelle d'un groupe de Kac..Moody, qu'on appelle adjointe car elle généralise la représentation
du même nom endimension infinie. Cette représentation est étudiée au chapitre 9, sa propriété
essentielle est sa fonctorialité compatible à la fonctorialité des groupes de Kac-Moody. L'usage
d'une telle représentation n'est rétrospectivement pas surprenante, puisque c'est de cette façon
que les schémas de Chevalley adjoints sont munis d'une structure algébro-géométrique.

Définition non intrinsèque de certains sous-groupes remarquables

Le second problème est celui de se mettre dans les conditions d'une étude des K..formes grâce
à la géométrie des immeubles du jumelage associé. On sait que les ensembles sous-jacents à
ces immeubles sont les quotients G/B+ et G/B_. B+ et B_ sont les sous-groupes de Borel
standard du groupe de Kac..Moody, ils sont définis au moyen des générateurs et relations de G,
et les sous-groupes de Borel généraux ne sont rien d'autre par définition que leurs conjugués.
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Pour obtenir des actions galoisiennes convenables, il faut s'assurer qu'elles vont bien respecter
la classe des sous-groupes de Borel, qui est définie par conjugaison, donc non intrinséquement.
La solution proposée pour cette difficulté est de passer par les sous-groupes de Cartan définis
comme sous-groupes d'image diagonalisable par la représentation adjointe, et maximaux pour
cette propriété. Cette définition est plus propre à assurer la stabilité sous Galois de la classe
de sous-groupes qu'elle définit, il reste ensuite à utiliser le théorème de conjugaison des bases
de la théorie de Kac-Moody. Les sous-groupes de Cartan sont étudiés à la fin du chapitre 10.

Courbure négative et classes de sous-groupes algébriques

Pour ce faire, on met en place un raisonnement qui sera réutilisé dans la descente. Il consiste
à faire usage du théorème de point fixe de Bruhat-Tits dans chacun des deux immeubles du
jumelage, et à enchaîner un raisonnement de groupes algébriques ensuite. L'usage de la cour­
bure négative au sens métrique est rendu possible par une réalisation métrique remarquable,
construite par M. Davis et G. Moussong. Ces considérations sont exposées au chapitre 4.
Pour faire intervenir la théorie des groupes algébriques, on doit travailler encore un peu. À
proprement parler, les sous-groupes du groupe de Kac-Moody ne jouissent pas d'une structure
de groupe algébrique, mais on leur attache un morphisme de groupes abstraits par restriction
de la représentation adjointe. On peut d'ailleurs voir cette flèche comme une représentation
adjointe. Son intérêt est que son image est un groupe algébrique, et qu'elle quotiente peu. Un
point crucial pour la mise en place de ces flèches est la décomposition de Lévi vérifiée par les
groupes considérés, et qui est prouvée géométriquement au chapitre 6.

Hypothèses. galoisiennes

Il reste à préciser les hypothèses galoisiennes. Travailler sur les immeubles sous-entend que
l'on raisonne sur des actions de groupes de Galois. Il s'agit donc de s'assurer que cette action
rend bien compte de la situation des extensions de corps. Cela implique qu'il faut considérer
des extensions séparables. Dans la théorie classique, on a recours à deux théorèmes très forts
qui s'enchaînent pour assurer le déploiement d'un groupe réductif sur une extension séparable
finie de son corps de base. Un théorème de Grothendieck montre qu'un tore maximal défini
sur-Ie corps de base existe (sans hypothèse de réductivité d'ailleurs), et un théorème de Cartier
montre que le déploiement d'un tore maximal dans un groupe réductif suffit au déploiement
du groupe lui-même. En théorie de Kac-Moody, de tels résultats ne sont pas disponibles.
On doit donc faire l'hypothèse de déploiement sur la clôture séparable du corps de définition
de la forme. Par le raisonnement du paragraphe précédent, on se ramène au théorème de
Grothendieck pour mettre en place un appartement stable sous Galois, ce qui permet de faire
les raisonnements géométriques du chapitre 12.

Hypothèses techniques et K-formes presque déployées

La définition et l'étude des K-formes des groupes de Kac-Moody font l'objet de tout le chapitre
11. Dans cette partie, apparaissent de nombreuses hypothèses techniques qui permettent
d'étudier les actions galoisiennes correspondantes. On a qualifié les deux premières séries
de conditions de préalgébricité et d'algébricité. La distinction est purement formelle, parce
qu'on a besoin de dérouler un certain nombre de propriétés des formes préalgébriques avant de
formuler la condition d'algébricité. Un certain nombre de ces conditions est superflu dans des
cas favorables bien connus de la théorie des algèbres de Kac-Moody, celui d'une base de racines
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libre par exemple. Il reste une autre hypothèse à faire, qui est celle de presque déploiement.
La nécessité de cette hypothèse a été reconnue par G. Rousseau dans l'étude des formes de
groupes de Kac-Moody en caractéristique Ü. Elle requiert le respect des signes des classes de
conjugaison des sous-groupes de Borel positifs et négatifs.

Le résultat

On peut maintenant formuler le résultat de descente, modulo une dernière préparation. On
reparlera beaucoup des données radicielles jumelées (entières) dans la suite de ce travail
puisqu'il s'agit du raffinement formalisé pour l'étude des groupes de Kac-Moody. Plutôt que
de donner précisément les axiomes de cette combinatoire - détaillés aux sous-sections (1.5.1)
et (6.2.5) - il est préférable pour l'instant de dire qu'il s'agit de l'analogue pour la situation
Kac-Moody des données radicielles valuées de la théorie de Bruhat-Tits.

THÉORÈME. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé, déployé sur la fer­
meture séparable K, et de jumelage 1 J"(K s ) Ico. On note G(K) le groupe des points ra­
tionnels correspondant et on se fixe une standardisation rationnelle (AK, F~, - F~). Alors,
(G(K), (Vab)abE~K'Z(K)) est une donnée radicielle jumelée entière et le lieu de points fixes

(1J"(Ks)lco)r est une représentation géométrique du jumelage abstrait de cette combinatoire.

Ce théorème figure à la sous-section (12.4.3) sous une première version, son volet géométrique
- attendu en vertu de la philosophie générale des descentes dans les immeubles - est énoncé à la
sous-section suivante (12.4.4). Tel quel, il s'agit du théorème (12.6.3), raffinement de (12.4.3)
destiné à ressembler davantage à la théorie de Borel-Tits comme elle est exposée dans [Bru­
Tit72], section (6.1). On illustrera au chapitre 13 ce résultat en fabriquant des arbres jumelés
semi-homogènes dans des immeubles hyperboliques, au moyen d'une forme quasi-déployée sur
un corps fini.

Courbure et convexité. Deux réalisations géométriques

Avant de passer au descriptif détaillé de ce travail suivant l'ordre du plan de rédaction, il est
utile de faire une dernière remarque qui va permettre de parler un peu de la première partie.
Deux notions géométriques de base jouent un rôle essentiel dans la manipulation des immeubles
jumelés qui va suivre. Il s'agit de la courbure et de la convexité, mais contrairement à ce qui
se passe dans la théorie de Bruhat-Tits, il n'existe pas, semble-t-il, de réalisation d'immeuble
unique permettant l'exploitation de ces deux notions simultanément.

La courbure est l'ingrédient qui permet d'utiliser le lemme de point fixe de Bruhat-Tits ([Bru­
Tit72], section (3.2)). Comme on l'a déjà dit, ce lemme est utilisé pour se ramener à des
arguments de groupes algébriques. C'est surtout la possibilité de son utilisation qui est à
discuter. Les arguments qui justifient cela relèvent de considérations métriques introduites par
Alexandrov, et considérablement développées par M. Gromov. Au chapitre 4, on introduira
très rapidement ce vocabulaire pour citer les principales applications de la réalisation métrique
de Davis-Moussong d'un immeuble. Cette réalisation fait d'un immeuble un espace CAT(Ü),
c'est-à-dire à courbure négative en un sens métrique proche de la propriété (CN) de [Bru-Tit72].

La convexité est une autre notion simple mais essentielle pour ce qui va suivre. Elle privilégie
une autre réalisation géométrique des immeubles, élaborée à partir d'une autre réalisation
géométrique du groupe de Weyl de l'immeuble, vu comme groupe de Coxeter. Un corollaire de
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cette approche, qui suit l'exposé de Bourbaki et les travaux d'E. Vinberg, est la possibilité de
faire des raisonnements de finitude locale à l'intérieur du double cône sur lequel sont modelés
les appartements jumelés.
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ORGANISATION DU TRAVAIL

Passons maintenant à un résumé des différentes sections de ce travail. Le découpage en deux
parties distingue le travail sur des objets abstraits (tels que les combinatoires de groupes, les
réalisations géométriques d'immeubles) des raisonnements de plus en plus algébriques concer­
nant les groupes de Kac-Moody (groupes algébriques, extensions de corps... ). L'intérêt de la
première partie est la grande généralité dans laquelle on peut énoncer les résultats. Cela per­
met en quelque sorte de «boucler la boucle» au terme de la descente, en attribuant au groupe
de points rationnels. toutes les propriétés prouvées abstraitement.

Le chapitre 1 essaie de faire le point sur les différentes combinatoires envisageables sur les
groupes de Kac-l\1O0dy, sans parler de ces groupes. La combinatoire la plus fine est celle
des données radicielles jumelées, introduites par J. Tits. On montre qu'elle implique toutes
les autres, notamment les BN-paires jumelées qui permettront de mettre en place les im­
meubles jumelés du groupe, et les systèmes de Tits raffinés qui fournissent de nombreuses
décompositions .avec. écritures uniques. On peut comparer toutes ces combinatoires, mais
une de. ces comparaisons nécessite des considérations élaborées d'ensembles ordonnés qu'on
repousse au chapitre 3.

Le chapitre 2 met en place tout le vocabulaire des.immeubles. Il est maintenant classique que
deux points de vue permettent de parler des immeubles, les systèmes d'appartements et les
systèmes de chambres. On a besoin des deux pour parler des immeubles jumelés. La. notion
de ju:rn.elage permet de généraliser des raisonnements concernant les immeubles sphériques. La
propriété de Moufang est un raffinement qui va aussi dans ce sens. On présentera ces deux
points, ainsi que le dictionnaire qui permet de passer des immeubles abstraits aux combinatoires
de groupes, et inversement.

Le chapitre 3 est purement technique. Il développe tout un vocabulaire autour des ensembles
ordonnés et des amalgames de groupes, défini dans un un article de J. Tits. La terminologie est
suggestive, puisqu'elle emprunte tout son lexique à la topologie algébrique. L'article de J. Tits
en question a été écrit dans un contexte combinatoire moins fin que celui des données radicielles
jumelées. Suivant une remarque de P. Abramenko, on a repris ces arguments d'ensembles or­
donnés pour prouver des résultats plus forts, en prenant en compte cette combinatoire apparue
ultérieurement.

Dans .le chapitre 4,·.on présente les notions métriques qui permettent les raisonnements de
courbure négative dans les immeubles. Le contenu de ce chapitre apparaît dans la thèse de
G. Moussonget dans un article de M. Davis. Les notions clés sont les espaces métriques
géodésiques, l'inégalité CAT(X) ... On met aussi en place un procédé général de recollement
qui permet de définir diverses réalisations géométriques des immeubles, non nécessairement
métriques.

Le chapitre 5 présente l'autre réalisation géométrique des immeubles dont on aura besoin,
celle qui privilégie les raisonnements de convexité. Il faut pour cela revenir à la géométrie des
groupes de Coxeter, introduite dans un chapitre de Bourbaki et développée par E. Vinberg.
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On peut de cette façon construire la réalisation conique des immeubles et des jumelages. Cette
réalisation permet de définir des parties privilégiées dans un jumelage, les parties équilibrées
qui réapparaîtront dès la preuve du second type de décomposition de Lévi au chapitre suivant.
On définit aussi des objets relatifs utiles à la descente.

Jusqu'à présent, les immeubles n'étaient pas supposés associés à des groupes. À partir du
chapitre 6, le jumelage considéré sera par hypothèse associé à un groupe, rapidement supposé
muni d'une donnée radicielle jumelée. Le but est de mettre en évidence des décompositions
de Lévi pour deux classes de sous-groupes, précisément les sous-groupes paraboliques et les
fixateurs de parties équilibrées. Les arguments de convexité et de projection jouent ici un rôle
essentiel. On a besoin de deux hypothèses techniques clairement vérifiées par les groupes de
Kac-Moody.

Le chapitre 7 présente non seulement les algèbres de Kac-Moody, mais aussi des objets à
partir desquels on peut définir à la fois des algèbres de Lie et des foncteurs-groupes. On sait
l'importance des considérations de poids et de graduations dans l'étude des algèbres de Kac­
Moody. D'ailleurs, la construction classique de ces algèbres de Lie est menée de telle sorte que
les termes de la graduation s'interprètent comme des poids sous l'action d'une sous-algèbre de
Cartan. Les algèbres de Kac-Moody sont présentées ici dans un contexte qui permet de parler
de degré .sans poids. L'idée est que. pour certains groupes de Kac-Moody, il apparaîtra une
graduation abstraite dont la graduation par les poids sera un quotient beaucoup moins fin. On
mettra aussi en place les Z-formes considérées par J. Tits pour définir les foncteurs-groupes
de Kac-Moody.

Dans le chapitre 8, on présente les groupes de Kac-Moody tels qu'ils sont définis dans l'article
de J. Tits ([Tit87]), c'est-à-direcomme valeurs de foncteurs-groupes qu'on appellera foncteurs
de .Tits. On met en évidence la double filiation (Chevalley-Demazure et Steinberg). dont ils
sont issus. Suivant le résultat principal de cet article, on peut considérer. une version con­
structive (par générateurs et relations) des groupes de Kac-Moody sur les corps. On optera
systématiquement pour le point de vue des foncteurs de Tits constructifs. Le résultat de départ
pour la définition de ces foncteurs est un résultat d'intégralité de Chevalley, dont on fournira
une preuve au moyen de la représentation adjointe au chapitre suivant. On vérifiera enfin que
ces groupes vérifient toutes les combinatoires abstraites définies au premier chapitre, y compris
les hypothèses techniques pour les décompositions de Lévi du chapitre 6.

Le chapitre 9 met en place la représentation adjointe des groupes de Kac-Moody, et contient
la preuve de la fonctorialité de cette dernière. La preuve de l'existence de cette représentation
est essentiellement l'enchaînement d'un calcul à la Steinberg et la reprise plus concrète d'un
argument de calcul différentiel algébrique sur des Z-schémas en groupes affines, qui figurait
dans [Tit87]. On a déjà dit que cette représentation est utilisée comme palliatif à l'absence
d'une structure algébro-géométrique globale sur un groupe de Kac-Moody. Ce chapitre se
conclut sur une étude du noyau et de l'image de la représentation adjointe sur les corps.

Le chapitre 10 est le premier à faire apparaître des arguments de groupes algébriques. On
commence par discuter ce qu'apporte la nature Kac-Moody du jumelage d'un tel groupe.
Ensuite, on étudie des classes de sous-groupes de plus en plus particulières. D'abord, on adapte
un argument de V. Kac et D. Peterson qui fournit une condition nécessaire et suffisante -lue sur
la représentation adjointe - pour qu'un sous-groupe fixe un point sphérique de l'immeuble de
chaque signe. C'est un premier lien entre les deux espaces sur lesquels on fait opérer le groupe
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pour le dévisser. Ensuite, on met en évidence une classe de sous-groupes qui peuvent être vus
comme des groupes algébriques, à quotient torique près et par restriction de la représentation
adjointe. On montre enfin que les sous-groupes de Cartan peuvent être définis en termes de
représentation adjointe, ce qui permettra de rectifier les automorphismes de Galois associés
aux formes.

Dans le chapitre Il, on attaque finalement le problème des K-formes des groupes de Kac­
Moody. Le point essentiel est de discerner les conditions à requérir, analogues des propriétés
classiques des groupes algébriques. Ces conditions décrivent le comportement des formes vis­
à-vis des automorphismes de Galois. On parle d'elles comme conditions de préalgébricité et
d'algébricité. Cette dernière s'appuie sur une interprétation heuristique de l'extension des
scalaires de la Z-forme de l'algèbre enveloppante, comme algèbre des distributions supportées
à l'origine, si une structure algébro-géomértrique existait. Enfin, la condition de presque
déploiement apparaît pour pouvoir définir des automorphismes galoisiens sur chacun des deux
immeubles du jumelage. La dernière section de ce chapitre tend vers une application du lemme
de Bruhat-Tits au groupe de Galois vu comme groupe d'isométries des immeubles, cruciale
pour la descente.

Le chapitre 12 est la descente galoisienne proprement dite, effectuée au moyen des deux im­
meubles. La convexité est à nouveau un argument essentiel. On montre successivement
l'existence de points fixes sous Galois dans les deux immeubles, d'un appartement jumelé
Galois-stable, on prouve un théorème de conjugaison rationnelle, et on développe un vocab­
ulaire des K-objets immobiliers. La terminologie ne fait que suggérer que le lieu des points
Galois-fixes est un immeuble. Avant cela, il faut mettre petit à petit en évidence la structure de
donnée radicielle jumelée sur le groupe des points rationnels, en passant par une combinatoire
plus faible.

Dans le chapitre 13, on se consacre à la construction théorique de K-formes de groupes de Kac­
Moody. Il apparaît qu'il est en fait plus réaliste de définir les formes par les actions de Galois
qu'elles induisent. On étudie ensuite la classe des K-formes quasi-déployées pour lesquelles
on prouve un analogue du théorème de Lang. Ce théorème affirme que les groupes de Kac­
Moody presque déployés sur les corps finis sont automatiquement quasi-déployés. L'intérêt
des formes quasi-déployées est qu'on peut les construire facilement, et c'est ce qu'on fait sur
un groupe de Kac-Moody défini sur un corps fini et dont les immeubles sont hyperboliques.
C'est l'occasion de construire des arbres jumelés semi-homogènes, et de présenter de beaux
specimens d'immeubles hyperboliques dont les appartements sont isomorphes à un pavage du
plan hyperbolique.
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PREMIÈRE PARTIE

DONNÉES RADICIELLES JUMELÉES

1. Combinatoire des groupes

.1. Axiomatique et propriétés des BN-paires

.2. Combinatoiredi§symétrique des BN-paires raffinées
L3.BN-pa,ires jumelées
1.4. Données B-radicielles
L5. Données radicielles jumelées
L6.Récapitulatif des comparaisons. Pathologies

2. Immeubles (jumelés) abstraits

2.l.Deux types de combinatoire
2.2.. Complexes de Coxeter
2.3...Immeubles •comme systèmes •• de-chambres
2.4. Imméubles •• comme.systèmes d'appartements
2.5. Raffinements de la notion d'immeuble
2.6. Automorphismes d'immeubles. Immeubles de groupes

3. Ensembles ordonnés

et amalgames de groupes

3.1. Catégories d'ensembles ordonnés
3.2. Simple connexité
3.3.. Domaines fondamentaux et amalgames
3.4. Immeubles du point de vue des ensembles ordonnés
3.5. Théorèmes d'amalgame et d'intersection pour les données radicielles jumelées
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4. ·Co1.1rburen.egative

dans les immeubles generaux

4.1. Quelques notions métriques
4.2. Réalisations géométriques des immeubles
4.3. Réalisations métriques des immeubles
4.4. Courbure négative dans les immeubles minces
4.5. Courbure négative dans les immeubles
4.6. Théorème de point fixe de Bruhat...Tits

5. Geometrie conique .. des jumelages

5.1. Géométrie conique des groupes de Coxeter
5.2. Intérieur du cône de Tits. Finitude locale
5.3. Géométrie conique des jumelages
5.4. Convexité et parties équilibrées dans les jumelages
5.5. Objets immobiliers relatifs à un sous-espace générique

6. Decompositions de Levi

dans les donnees radicielles·.JuIllelées

6.1. Immeubles de groupes
6.2. Décomposition de Lévi des sous-groupes •• paraboliques
6.3. Fixateurs de deux facettes sphériques de signes opposés
6.4. Fixateurs de parties équilibrées
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SECONDE PARTIE

FONCTEURS DE TITS, GROUPES DE KAC-MOODY

DÉPLOYÉS ET PRESQUE DÉPLOYES

7. Algèbres de type Kac-Moody

7.1. Données radicielles de Kac-Moody
7.2. Algèbres (graduées) triangulaires déployées
7.3. Algèbres de Kac-Moody
7.4. Automorphismes et Z-formes

8. Foncteurs de Tits. Groupes de Kac-Moody

8.1..• Prédécesseurs
8.2. Présentation axiomatique
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PREMIÈRE PARTIE

, ,
DONNEES RADICIELLES JUMELEES

1. Combinatoire des groupes

Dans ce chapitre, on dresse l'inventaire des combinatoires envisagées pour l'étude des groupes
<l~l(ac~l\1oodY'>iiC()mnlepourd'autres. situations, les systèmescJ.e Tits doivent êtrec():n.si~érés

comme le pointd~d~part des. raffinements aqaptés à la situation (voir. par exemple-les dOIJ.:r.r.ées
rsdicielle» valuées pour les groupes réductifs sur les corps locaux dans [Bru-Tit72] et. [Bru­
Tit84]).On dispose de toute une gradation de.raffinements, éventuellement non comparables.
Cela provient des origines de ces travaux.V. Kac et D. Peterson d'une part, J.. Tits de
l'autre ont contribué à l'étude abstraite de ces groupes. .V. Kac.et.D. Pet~rsonontproposé

une combinatoire dissymétrique qui aboutit à de nombreuses décompositions avec écriture
unique ([Kac-Pet84]). J.. Tits a proposé une série de combinateiresgraduellement raffillée~.en
mettant en évidence les propriétés qu'on obtient dans chaque cas ([Tit,87], [Tit89] et [Tit90],
enfin[Tit92]).lJnecomparaisonde tous les.types de combinatoire est établie àlafin.. Une
référence faisant aussi une synthèse de certaines combinatoires introduites par J. Tits est
[Abr97], chapitre 1.

1..1.iAxiQrn.atiqu~ .et .propriétés des BN-paires

La structure de BN-paire forme l'axiomatique de base de la combinatoire des groupes algébriques
réductifs isotropes sur un .corps. La théorie de Borel-Tits assureque le groupe despoints .ra­
tionllelspossède ..une. structure de.•.• ce .type.• Nous. allons énoncer les propriétés générales.>~es

BN-paires simples, avant de mettre en place quelques raffinements ajustés pour la théorie de
Kac-MoodYda:ns .les sections suivantes.

1.1.1. Axiomes

Pour .• tout ce qui concerne la section (1.1), les démonstrations des résultats peuvent être
trouvées dans l'exposé classique [Bou81], section (IV.2).

DÉFINITION. -On appelle système de Tits un quadruplet (G, B, N, S), où G est un groupe, B
etl\[$QIlt<deux..sQus..groupes deG et Sest une partie de W :::;: N I(B n N), le tout .satisfaisant
aux axiomes suivants.

(BN1) G ::;: (B U N) et (B n N) <J N.
(BN2) S est formé d'éléments d'ordre deux et engendre W.
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(BN3) Pour tous w de W ets de S, on a sBw C BwB U BswB.
(BN4) Pour tout s de S, on a sBs ct B.

Le couple (B, N) constitue une BN-paire dans G. West appelé le groupe de Weyl de la
BN-paire. La BN-paire est dite saturée si n wBw- l = B n N. On note H := B n N.

wEW

Prouver qu'un groupe réductif sur un corps algébriquement clos possède une BN-paire con­
stitue une partie conséquente de la théorie de ces groupes. Du reste, une partie des propriétés
déduites formellement de ces axiomes doit être prouvée avant cette vérification.

1.1.2. Propriétés

Le premier résultat est une décomposition globale du groupe G.

THÉORÈME. - On a G = BWB, et l'application qui attache à tout w de W la double classe
BwB établit une bijection entre W et l'ensemble des doubles classes modulo B.

G=LJ BwB
wEW

On parle de décomposition de Bruhat.

Le deuxième résultat met en évidence un système de Coxeter.

THÉORÈME. - Le couple (~S) est un système de Coxeter, et on a en outre

BswB = BsBwB si et seulement si l(sw) > l(w).

o

o

Le troisième résultat explicite une structure de treillis pour l'ensemble. des sous-groupes de
G qui contiennent B. Dans le cas des groupes réductifs, on retrouve aussi un théorème de
Chevalley selon lequel un sous-groupe de Borel est égal à son normalisateur.

THÉORÈME. - (i) Pour touie peitie X âe S, la réunion de doubles classes G.x := BWxB
avec Wx := (s 1 s E X), est un sous-groupe de G engendré par les doubles classes BsB pour
s dans X.
(ii) L'epplicetion X t-+ BWxB établit une bijection croissante de l'ensemble des parties de S
sur l'ensemble des sous-groupes de G contenant B, compatible aux intersections.
(iii) Soit 9 dans G et soit X une partie de S. Alors, si 9B 9-1 est dans Gx, 9 est nécessairement
dansGx. 0

Enfin, on a des relations précises et analogues sur une plus vaste classe de sous-groupes. On
peut même étudier les relations d'incidence de ces sous-groupes.

DÉFINITION. - Un sous-groupe parabolique de G est un sous-groupe qui contient un conjugué
de B. Un sous-groupe parabolique standard de G est un sous-groupe qui contient B, qui est
donc de la forme BWx B .
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Pour la normalisation des sous-groupes paraboliques:

THÉORÈME. - Soit P un sous-groupe de G.

(i) Pour que P soit parabolique il faut et il suffit qu'il existe une partie X de S telle que P
soit conjugué de Gx .
(H) Soient X et X' des parties de S, et g, g' des éléments de G
tels que P = gGXg- 1 = gIGX,g'- 1. Alors, X - X' et g'g-l est dans P. 0

Pour les intersections:

THÉORÈME. - (i) SoientP et P' deux sous-groupes paraboliques de G d'intersection parabolique,
et soit 9 dans G tel que gPg- 1 est dans P'. Alors 9 est dans P' et Pest inc1usdans P'.
(H) Deux sous-groupes paraboliques distincts. d'intersection parabolique ne peuvent être con­
jugués.
(Hi) Si Q et Q' sont deux sous-groupes paraboliques contenus dans un même sous-groupe P,
alors tout élément quiconjugue Q sur Q'. est dans p ..
(iv) Tout sous-groupe parabolique est égal à son normalisateur.
(v) L'intersection de deux sous-groupes paraboliques de G contient toujours un conjugué de
H. 0

La structure de BN-paire forme la combinatoire minimale de tous les groupes. que l'ou.va
considérer. Il existe toute une zoologie des raffinements possibles de ces axiomes. Nous al­
lons les décrire successivement. La comparaison de ces structures n'est pas nécessairement
immédiate. Par exemple, celle de donnée radicielle jumelée implique toutes les autres, mais
un point de la preuve de ce fait sera reporté à un chapitre ultérieur concernant les techniques
sur les ensembles ordonnés.

1.2. Combinatoire dissymétrique des BN-paires .rafûnées

La première direction de raffinement consiste à gérer des groupes analogues aux sous-groupes
des radicaux unipotents de sous-groupes de Borel dans le cas algébrique réductif. LesIiJN­
paires raffinées - refined Tits systems en anglais - introduites par V. Kac et D.Peterson
développent minutieusement ce point de vue ([Kac-Pet84]).

1.2.1. Axiomes

Hormis la décomposition B+ = H K U+ posée en axiome, un autre fait remarquable concer­
nant cette combinatoire est qu'elle est dissymétrique (dans sa formulation initiale). C'est un
inconvénient pour rendre compte de la situation très riche des groupes de Kac-Moody. C'est-un
avantage pour ce qui est de la transmission de cette structure aux sous-groupes. paraboliques.
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DÉFINITION. - Une structure de BN-paire raffinée est un sextuplet (G, N,U+, U_, H, S) qui
vérifie les axiomes suivants:

(RTl) G est un groupe dont N, U+, U_ sont des sous-groupes. G est engendré par N et
U+. H est distingué dans N et normalise U+ et U_. S est une partie de W := NIH formée
d'éléments d'ordre 2 qui engendrent W.

(RT2) Pour chaque s de S, on pose Us := U+ n S-lU_S.
On a alors pour tout w de W et s de S:

(RT2a) S-lUsS =1= {1} et S-l(Us \ {l})s C ir.ani;
(RT2b) w-1Usw c U+ ou w-1Usw C U_.
(RT2c) U+ = Us(U+ n S-lU+s).

(RT3) Si u : dans U_, u+ dans U+ et n dans N sont tels que u : nu+ = 1,
alors u.: = u+ = n = l.

On dit en outre que (G, N, U+,U-, H, S) est une BN-paire raffinée symétrique si 011 a:

(SRT) (G, N, U+, U_, H, S) et (G,N, U_, U+, H, S) sont desBN-pairesraffinées.

On.introduit le sous-groupe B+ qui est par définition engendré par les sous-groupes H et U+,
et qui se décompose en produit semi-direct.par le premier et le dernier axiome: B+::::: H ~U+.

On appelle grosse cellule la partie U+HU_ (ou Ui.Hîl.; suivant les cas) de G.

1.2.2. BN-paire associée

La première chose à faire est bien entendu de vérifier qu'on est bien dans une situation com­
parable à celle des BN-paires. Le lemme suivant l'assure; il en résulte aussitôt que. (W, S) est
un système deCoxeter.

LEMME. - Si (G, N, U+, U_, H, S) est iuie BN-paire raffinée, alors:

(i)B+ nN = H.
(H) Pour tout s de S, on a sB+s =1= B+.
(Hi) Pour w dans W et s dans S, alors:

ou bien w-1Usw C U+ et (SW)-lUssw C U_
ou bienw-1Usw C U_. et (sw)-lUssw C U+

(iv) Pour w dans W et s dans S, on a:
sB+w C B+sw(w-1Usw) et sB+w C B+sw U B+w(wS)-lUsws.

Référence. [Kac-Pet84], lemme (3.1) p.175. Le lemme (3.2), p.178de [Kac-Pet84J précise le
troisième point. Le premier cas a lieu quand f(ws) > f(w), le second cas quand f(ws) < f(w).
o

Dès lors, on peut chercher à donner des versions plus précises de certains résultats valables
pour les BN-paires.

1.2.3. Décomposition de Bruhat raffinée

On peut donner non seulement une version plus fine de la décomposition de Bruhat, mais aussi
des résultats très précieux d'écriture unique.
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PROPOSITION. - Soit (G, N, U+, U_, H, S) une BN-paire reiiinée. Alors:

(i) G = UU+nU+. On parle de décomposition de Bruhat raffinée.
nEN

(ii) Pour tout w de W, la double classe de Btubet se décompose de la façon suivante avec
écriture unique.

(iii) G = U+U_N.
(iv) Si w et w' sont deux éléments de W avec l(ww') = l(w )+l(w'), alors on a les décompositions
suivantes avec unicité d'écriture.

(iv a) U_ n (ww')-lU+ww' = [(W')-l(U_ n w-1U+w)w'] [(U_ n(w')-lU+w')].
(iv b) U+ n (WW')-lU_WW' = [(w')-l(U+ n w-1U_w)w'] [U+ n (W')-IU_W'].
(iv c) U+ nw'....lu+w' [(w')-l(U+ nw-1U__ w)w'] [u+n (wW')"""lU+WW'].

(v) nwU_w- l = {I}.
wEW

Référence. [Kac-Pet84],proposition (3.2) p.I8ü et corollaire (3.4) p.I8l. o

Puisque l'on va prendre l'habitude de décomposer les doubles classes de Bruhat avec un groupe
simplifié à gauche plutôt qu'à droite, on va reformuler les résultats les ·plus utiles avec.cette
convention d'écriture.

DÉFINITION. - Pour tout w<deWet tout signe E, on note Uew :-Uen wU_ew-1 .

Cette définition est en accord avec la définition de Us précédente puisque s est d'ordre 2.

COROLLAIRE. - (i) Pour tout w de W, on a B+wB+ Uw(wH)U+ avec unicité d'écriture.
(ii) Pour tous w et w' de W avec l(ww') = l(w) + l(w'), on a Uww' = Uw(wUw,w- I), avec
unicité d'écriture.

Démonstration. Il.suffit de. passer à l'inverse dans les.points (ii) et (iv b) précédents. 0

Le cas w' = 1 et w- 1 quelconque dansW de (iv c) fournit la décomposition

VwEWU+ = (U+ n wU+w-1)(U+ n wU_w-1).

Cette égalité peut s'interpréter en termes de grosse cellule. Ainsi

VWEWwU+w-1 (wu+w-1n U+)(wU+w- 1 n U_) C U+U-(C U+HU-).

1.2.4. Décomposition de Birkhoff raffinée

La décomposition de Birkhoff est un outil essentiel dans l'étude (géométrique) des groupes de
Kac-Moody, Dans le cas d'un groupe de Weyl fini, ce n'est pas un fait nouveau, puisqu'il se
déduit de la décomposition de Bruhat par multiplication par le plus grand élément du groupe
de Weyl de la BN-paire.
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PROPOSITION. - Si (G, N, U+, U_, H, S) est une BN-paire raffinée, alors

(i) G = UU- nU+. On parle de décomposition de Birkhoff raffinée.
nEN

(ii) POUT tout w dans W, on a décomposition avec écriture unique de chaque double classe de
Birkhoff.

Référence. [Kac-Pet84], proposition (3.3) p.181. o

1.2.5. Sous-groupes gradués

À partir de ces décompositions, et dans le cas d'une BN-paire raffinée symétrique, on peut
encore prouver quelques résultats abstraits qui s'appuient sur la notion de sous-groupe gradué,
encore due à V. Kac et D. Peterson ([Kac-Pet84], p.190).

DÉFINITION. - Soit (G, N, U+, U_, H, S) une BN-paire raffinée. Un sous-groupe F de G est
dit gradué si pour tout u+ dans U+, tout h dans H et tout u : dans U_ tels que u.çhni.: soit
dans F, on a en fait u+, u.: et h dans F.

Par hypothèse, N normalise H. Sous une condition concrètement vérifiable, on peut prouver
que N est le normalisateur de H dans G:

PROPOSITION. - Soit (G, N, U+, U_, H, S) une BN-paire raffinée symétrique.

(i) Si F est un sous-groupe gradué de G qui contient N et qui vérifie F n Us = {l} pour tout
s de S, alors F = N
(ii) Si en outre la BN-paire raffinée symétrique vérifie la condition suivante:

(CENT) 'Vs ES Zus (H) = {I},

alors le normalisateur de H dans G est précisément N.

Démonstration. Il s'agit d'une adaptation abstraite d'un argument de Kac et Peterson con­
cernant l'étude de leur groupe complexe ([Kac-Pet84], proposition (4.5)).

Preuve de (i). 1. Montrons d'abord que N normalise F n U+.
Il suffit pour cela de montrer que pour tout s de S, on a s(F n U+)s-l C F n U+. On se
donne donc un élément ti; qui relève s modulo H,et u dans F n U+. Alors, d'après (1.2.3),
nsun;l = v+v_ avec v+ dans u+nnsU+n;l et u: dans u_nnsU+n;l. Mais ns et u sont deux
éléments de F, par conséquent v+v_ est dans F. Et puisque F est gradué, on a séparément
v+ E F et u.: E F. Ceci implique v: = l car Us nF = il}. On a donc nsun;l = v+ E Fn U+.

2. D'après la proposition (1.2.3){v) pour la BN-paire raffinée «négative» , on a

F n U+ c n w(F n U+)w- 1 C n wU+w- 1 = il}.
wEW wEW

On se donne 9 un élément de F, qu'on peut toujours écrire 9 = u+u_n d'après (1.2.3)(ii), avec
n dans N, u+ dans U+ et u: dans U_ n nU+n-1 . Déjà n est dans F, par conséquent u+u_
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est dans F. Puisque F est gradué, u+ et u: sont séparément dans F, et en particulier u+ = 1
par la première ligne. Mais n- 1u_n est dans U+ n F et vaut donc 1 lui aussi. On a donc bien
9 - n, qui est dans N.

Preuve de (ii). Donnons-nous un élément f à la fois dans F = No(H) et dans la grosse cellule
U_HU+, qu'on peut peut donc écrire de manière unique f = u_hu+. On va montrer que ces
conditions impliquent que u+ et u : centralisent séparément H, ce qui montrera que Fest
gradué. Comme Us n F ::::: il}, d'après Zus(H) = {1} (pour tout s), on sera alors dans les
conditions d'application de (i).
Pour cela, on se donne h' dans H et on part de l'égalité u+ = (u.,h) -1 f. Le commutateur
[u+,h'] vaut donc

u+h'u+1h,-1 = (u_h)-l fh' f-1(u_h)h'-1.

Puisque H normalise U+ et U_, cet élément est dans HU_ n U+ = il}.

1.2.6. Transmission de la structure aux sous-groupes paraboliques

Voici un dernier résultat, permis par la nature dissymétrique des BN-paires raffinées.

o

LEMME. - Soit (G, N, U+, U_,H, S) une BN-paire raffinée. Alors, pour toute partie J de
S, le sextuplet (PJ,+ := B+ WJB+, WJH, U+, U_ n PJ,+, H, J), est une BN-paire raffinée.

Démonstration. PJ,+ est un groupe qui contient WJH, U+, U_ n PJ,+. (Pour le premier
sous-groupe, considérer la décomposition de Bruhat PJ,+ = B+WJB+). H est distingué dans
WJH (car il l'est dans N), normalise U+, U_ etPJ,+, donc U+ et U_ n PJ,+. Les éléments de
J sont d'ordre 2, puisqu'ils sont dans S. Ceci vérifie (RTl).
(RT2a) , (RT2c) et (RT3) sont vraies dansG, donc dans PJ,+.
Pour s dans J, PJ,+ contient B+sB+ = (U+ n sU_s-1)sHU+, donc (U+ n sU_s-1). Ainsi,
u+ns-:(U_nPJ,+)s = u+nsu_s-1 = u+ns-1u_s = Us. D'où l'alternative (RT2b), d'après
celle de G. 0

1.2.7. Multiplication des doubles classes

On sait que pour une BN-paire (G, B, N, S) ordinaire, on a la disjonction de cas suivante.
Soient w dans W et s dans S.

Si on a addition des longueurs, i.e si f(ws) = f(w) + 1, alors BwBsB = BwsB.
Sinon, on a f(ws) = f(w) - 1, et BwBsB = BwB u BwsB.

Nous pouvons préciser cette alternative dans le second cas, ce qui montre abstraitement que
comme dans le cas algébrique, le produit de deux cellules de Bruhat est «génériquement» dans
la cellule de plus grande dimension modulo B.

PROPOSITION. - Soient w dans W et s dans S. On se donne 9 dans B+wB+ (respectivement
h dans B+sB+), qu'on écrit de manière unique 9 = uwnwtu (respectivement h = usnst'u') avec
les appartenances suggérées par les notations et le corollaire (1.2.3) (i). Alors, gh appartient à
la double classe de longueur inf{f(w); f( ws)} si et seulement si f(ws) < f( w) et uu.; est dans
U+ n su,«>.
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Démonstration. 1. Onagh = uww(t(uus)t-1)S((S-ltS)t')u'. On peut toujours écrire t(uus)t-1 =
vsv~ avec Vs dans Us et v~ dans U+ n sU+s-1. D'où gh = uwwvssb avec b dans B+.
Puisque H normalise U+ et U_ et est distingué dans N, il est clair que toute conjugaison par
un élément de H stabilise les décompositions U+ = (U+ nzU_z-1)(U+nzu+z-1) pour chaque
z de W. Ainsi, uu; est dans U., n sU+s-1 si et seulement si Vs = 1.

2. On sait que si l(ws) > l(w), on a B+wB+sB+ = Bs.uisH»: On retrouve cela grâce au
corollaire (1.2.3)(ii), qui assure que (U+ nwU_w-1).wUsw-1 = U+ nwsU_(ws)-l.
On a donc gh = uwwvsw-1wsb E (U+ n wsU_(ws)-l)wsB+ = B+wsB+.

3. Il y a alternative dans le cas l(ws) < l(w), autrement dit quand l(wss) > l(ws).
Si Vs vaut 1, on utilise à nouveau le même corollaire qui permet d'écrire Uw = UwswsUs(WS)-l,
et donc Uw E UwswsUs(WS)-l. On obtient alors gh E UwswsB+. (On descend en dimension
modulo B+).
Si Vs =1= 1, en choisissant ns relevant s modulo H, il vient n;lvsns E U- s \ {1} C UsnsHUs
par (RT2a).
D'où gh E uwnwvsnsB+ C uwnwnsUsnsB+ = uwnwU_sn;/nwB+. Mais la condition sur les
longueurs implique que wU_sw- 1 C U+. On a donc gh E B+wB+. 0

1.3.BN-paires jumelées

Une autre direction de raffinement de la combinatoire des BN-paires consiste à postuler
la coexistence de deux BN-pairesdans un même groupe et une compatibilité. entre celles­
ci. ..Cette structure peut apparaître commme un enrichissement apportant peu de. propriétés
supplémentaires. En réalité, sa contrepartie immobilière. est le point de. départ de l'étude des
jumelages. Les références pour toute. cette section. sont [Abr97] et [Tit92].

1.3.1. JlxioDnes

Dès que l'on manipule des structures jumelées, il apparaît en indice le signe + ou -. € désignera
toujours l'un de ces signes.

DÉFINITION. Soient (G, B+, N, S) et (G, B_, N, S) deux BN-paires de même groupe de
Weyl. Plus précisément on suppose l'égalité B+ n N = B_ n N, on note H la valeur commune
et W:= NIH. On dit que (G,B+,B_,N,S) est une BN-paire jumelée si on a en outre

(BNJ1) Pour tout w de W, tout s de S, et tout signe €, avec l(ws) < l(w),

BewB-esB-e = BewsB-e·

(BNJ2) Pour tout s de S, Bs.s n B_ = 0.

On peut facilement fabriquer une BN-paire jumelée à partir d'uneBN-paire simple pourvu
que celle-ci soit sphérique. Si on note Wo l'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl
d'Une telle BN-paire (G, B, N,S), alors (G, B, wOBw(;l ,N, S) est une BN-paire jumelée.

1.3.2. Décomposit.ion de Birkhoff

La décomposition qui suit est moins précise que celle de (1.2.4). Elle apparaît pourtant sous
des hypothèses plus faibles, qui ont déjà une contrepartie immobilière.
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PROPOSITION. ~ Soit (G, B+, B_, N, S) une BN-paire jumelée. Alors, pour chaque signe e,
l'application

f3€ :W --t B€ \ G/B_€
W t--+ B€wB_€

est une bijection.

Référence. On renvoie à [Abr97], lemme 1 p.13, qui prouve au passage les résultats in­
termédiaires suivants.

B€wB_€sB_€ c B€{w; ws }B_€ pour tout w deW, s de S.

B€w nB_€ = 0 pour tout w non trivial de.W.
o

C'est la décomposition de Gobtenue qu'on appelle décomposition de Birkhoffde G en doubles
classes de Birkboff, .quel. que soit l'ordre. des signes.

1.4. DonnéesB...radicielles

Les structures qui suivent (jusqu'à la fin) apparaissent d'emblée comme plus précises puisqu'elles
sent indeAée~.p~rl'enselllbledesracines d'un système de Coxeter. C'est donc une combinatoire
plus détaillée qui est définie. dès les axiollles'. En pratique, .ce fait .. implique. souventque .• pour
vérifier les axiomes d'une telle structure, on doit d'abord mettre en évidence un système de
Coxeter. D'où des démonstrations par étapes puisqu'on ne peut faire l'économie d'une preuve
de structure de typeBN-paire pour disposer d'un groupe de Weyl (voir l'exemple des groupes
de lacets, [Rém99b)).Laréférencepour cette axiomatique est [Tit87],section5.

1.4.1. Racines d'un. système de Coxeter

On part d'un système de Coxeter (W,S), dont on note lW --t NIa fonction longueur
associée.

DÉFINITION. ~ (i)Pour chaque s de S, la partie as := {w E W 1 l(sw) > l(w)} est une racine
simple de (W,S).
(ii) Les racines de W sont les transformés was(C W) des racines simp1es,pourwdans W.
On note çp çp{W) l'ensemble des racines de W.
(Hi) Une racine est dite positive si elle contient 1, négativesinon. On note çp+«respectivement
<P _) l'ensemble desr~cines positives. (respectivement négatives).
(iv) Pour toute racine a = wasonnote -a son complémentaire. C'est encore une racine ­
puisqu'il s'agit de uisa; - qu'on appelle l'opposée de a.

On peut aussi introduire un peu de vocabulaire pour les parties de racines.
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DÉFINITION. - (i) Un ensemble de racines West dit prénilpotent si on peut trouver un élément
w et un élément z de W tels que w'l' C ~+ et z'l' C ~_. A utrement dit, si on peut trouver un
élément w et un élément z de W tels que l'intersection des racines de 'l' (respectivement des
opposées des racines de 'l') contient w-l (respectivement z-l).
(H) Pour une paire {a;,8} prénilpotente de racines, on note

[a;,8]:= {" E ~ I,,:J an,8 et -,:J (-a) n (-,8)}.

On. note aussi [a; ,8[:= [a;,8] \ {,8l, ]a;,8] := [a;,8] \ {a} et la; ,8[:= (a;,8] \ {a; ,8}.
(iii) Un ensemble de racines est dit convexe s'il est précisément l'ensemble des racinescoIltenant
une partie non vide donnée de W et disjointes d'une autre partie non vide donnée de W.
(iv) Un ensemble de racines est dit clos s'il contient (a;,8] dès qu'il contient les deux racines a
et ,8.
(v) Un ensemble de racines est dit nilpotent s'il est prénilpotent et clos.

Parmi.les ensembles convexes intéressants, on peut définir pour chaque w deW l'ensemble ~w

des racines positives rendues négatives par w. ~w = ~+ nw-l~_. On a ~s {as} pour tout
S de S. Ce point et le lemme suivant se trouvent dans [Tit87], proposition 3 (i),p.564-565.

LEMME/DÉFINITION. - Soit w = SI.S2...Sl(w) une écriture réduite d'un élément de. W.
Pour chaque i ? 1, on note ui; := SI...Si et ,8i := Wi-lasi .. Onconvientquewovaut 1. Alors
{,8i}l~i~l(w) est exactement ~w-l. La numérotation ainsi obtenue sur cet ensemble est appelée
l'ordre cyclique de ~w-lassocié à l'écriture réduite de w. 0

On verra au.chapitre suivant que ce vocabulaire s'adapte au langage. des immeubles, en parti­
culier des immeubles minces que sont les complexes de Coxeter,(2.2.6).

1.4.2. Axiomes

Passons maintenant à la définition proprement dite des données B-radicielles ([Tit87], section
5).

DÉFINITION. - Soient G un groupe et (~S) un système de Coxeter. On suppose que G
contient une famille (BaJaE<P de sous-groupes, et on note

B+ := (Ba 1 a E ~+), B_ := (Ba 1 a E ~-), et H:= ns.;
aE<P

On dit que (G, (Ba)aE<P) est une donnée B-radicielle si les axiomes suivants sont vérifiés.

(DRO) Les sous-groupes Ba engendrent G.
(DRl) Pour toute paire prénilpotente {a;,8} de racines, il existe un ordre
(~ - ,81, ,82, ... ,8m) sut: (a;.,8] tel que le produit interne B{31·B{32 ... B{3m soit un groupe.
(DR2) Pour tout S de S, Bas nB-as H.
(DR3) Pour tout S de S, le groupe Bas possède deux doubles classes

dans le groupe qu'il engendre avec B_as.
(DR4) Pour tout S de S, il existe un élément dans (Bas' B_aJ

qui conjugue B {3 sur B s{3 pour toute ,8 de ~.

(DR5) Pour tout S de S, Bas ct. B_ et B_as ct. B+.
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Par la suite, nous allons citer les diverses propriétés des groupes à donnée B-radicielle. Il n'est
déjà plus anodin de prouver que ce système d'axiomes donne naissance à des BN-paires. La
démonstration de ce fait (et du fait qu'elles sont jumelées) est parallèle à celle d'un autre gros
résultat, à savoir le théorème d'amalgame qui prouve une présentation «à la Steinberg» des
groupes de ce type. Finissons en introduisant un groupe nécessaire à toute mise en évidence
de BN-paire. On conserve G un groupe muni d'une donnée radicielle.

DÉFINITION. - Pour tout s de 8, on choisit un élément s dans (Bas' B_aJ qui conjugue B{3
sur B s{3 pour toute 13 de <P. On note N le sous-groupe de G engendré par les s et H.

REMARQUE. - D'après (DR3) et (DR4), Bas (resp. B_aJ est son propre normalisateur dans
(Bas' B_aJ. Vu (DR2), l'élément s est donc unique modulo H. Ainsi, N est indépendant des
choix faits.

1.4.3. Premières propriétés

Nous rassemblons ici deux lemmes consécutifs dans l'article de J. Tits [Tit87) pour prouver les
résultats annoncés précédemment.

LEMME. - (i) Pour tout w de W, on peut trouver un élément nw de N qui conjugue B{3 sur
Bw {3 pour toute racine 13 de <P.
(ii) Pour deux racines distinctes a et a' de <P, Ba i= Ba"
(iii) Il existe un unique épimorphisme de groupes v : N --1t W tel que pour tout n de N, on ait
nB{3n- l == B v(n){3 pour toute racine 13. En outre, le noyau de v est précisément H.
(iv) Pour toute racine positive a et tout s de 8, on a BaBass C BassB+.

Référence. [Tit87), lemme 3 p.563 et lemme 4 p.564. o

1.4.4. Sous-groupes associés à un élément du groupe de Weyl. Doubles classes

Cette série de propriétés prouve des résultats assez proches de ceux obtenus pour les BN-paires
raffinées. Cependant, il faut remarquer qu'on n'a pas le même type de résultat d'écriture unique
sous les hypothèses d'une donnée B-radicielle. La différence essentielle vient .de ce qu'on ne
définit pas des petits sous-groupes intéressants de la même façon. Logiquement, dans le cadre
des BN-paires raffinées, les sous-groupes intéressants de U+ sont définis comme intersection de
U+ et d'un conjugué par n dans N de U_; alors que la combinatoire des données B-radicielles,
indexée par <P, conduit à définir les groupes à partir des sous-groupes Ba. Ainsi, pour les
BN-paires raffinées, on obtient des résultats d'écriture unique «à grande échelle» (au niveau
des doubles classes de Birkhoff ou de Bruhat), alors qu'ici on va écrire de manière unique des
sous-groupes associés à des parties finies de racines. Commençons par la définition des groupes
intéressants.

PROPOSITION/DÉFINITION. - Pour tout w de W, le produit B w :== B{31.B{32"· B{3m pour
l'ordre cyclique associé à une écriture réduite de w, est un groupe. Il ne dépend pas de
l'écriture réduite choisie, puisque c'est le groupe engendré par les B{3i' On pose B; :== H.

Référence. [Tit87), proposition 3 (ii) p.564.
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Il est clair par définition que B w est inclus dans B+ n wB_w- 1; on verra qu'il y a en fait
égalité, en (1.4.6). Comme annoncé, on possède des résultats d'écriture unique des Bw , et
d'écriture plus économique pour les doubles classes.

PROPOSITION. - Soit w dans W, pour lequel on conserve les notations précédentes.

(i) Si B~i désigne un ensemble de représentants de H \ B(3i = {Hb 1 b E B(3i} pour chaque i,
l'application produit

H X B~l X ... x B~m -+ s;

est bijective.

(ii) En posant B~i := (B(3i - H) U {1} pour chaque i, on a

(iii) Les quadruplets (G, B+, N, S) et (G, B_, N, S) sont des BN-paires.
(iv) Soient w dans W et s dans S tels que f(sw) 2: f(w). Alors

(v) Pour chaque s de S, on a (Bas,B-aJ = Bas U BO:ssBo:s = B_o:s U B_O:ssB_o:s'
(vi) Pour tout w de W,Bwn B_ = H.

(vii) Pour tout s de S, B+ = Bo:s.(B+ n sB+s-1).

Démonstration. Les trois premiers points sont prouvés dans (Tit87]. Il s'agit des résultats
(Tit87], proposition 3 (iii) et (iv) p.564 et proposition 4 (i) p.566.

Preuve de (iv). Supposons au contraire que l'intersection n'est pas vide. Alors, on peut trouver
un élément bsb' dans Bw avec b, b' dans B_. On obtient donc w-1bsb'w E B_, ce qui implique
que B_ apparaît dans la décomposition en doubles classes négatives de B_w-1B_sB_wB_.

On peut donc trouver une sous-expression w' de w- 1 qui vérifie w'sw = 1, et donc f( w') =
l(sw) > l(w). D'où la contradiction.

Preuve de (v). Il suffit de voir que s n'est pas dans Bo:s' C'est immédiat, sinon on aurait
B--o:s = sBasS-l c B+, impossible par (DR5). L'autre cas est complètement symétrique.

Preuve de (vi). C'est immédiat d'après (Tit87], théorème 2(i) p.567 qui assure que Bw n B_
est dans B+ n B_ = H.

Preuve de (vii). Classiquement ((Hum75], lemme C p.178), S est caractérisé par le fait que
B+UB+sB+ est un groupe. Ici, la double classe associée à s s'écrit plus simplement B~s sB+ par
(ii), donc B+ UB~ssB+ est un groupe. Ceci fournit l'inclusion S-l Bs:» c B+ UB~ssB+. Mais
Bo:s\ H est inclus dans B_assB_o:s par (v) et (DR2), ce qui permet d'écrire S-l B;» c B+ U

B_assB_O:ssB+ = B+ U B_O:sB+. En reconjuguant par s, on a B+ C SB+S-1 U B~ssB+s-l.

On a terminé puisque Bo:s est dans B+. 0
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Vu la symétrie des axiomes de définition des données B-radicielles, on a bien entendu des
résultats complètement symétriques pour les racines et les doubles classes de signe opposé.
Nous allons maintenant citer deux résultats importants: le théorème d'amalgame et la com­
paraison avec les BN-paires jumelées. Ces résultats sont artificiellement dissociés l'un de
l'autre. Les démonstrations sont conjointes. On ne les reproduira pas, puisque nous allons
prouver un résultat analogue pour les données radicielles jumelées, qui, lui, ne semble pas
apparaître dans la littérature.

1.4.5. Théorème d'amalgame

Outre son intérêt propre, ce théorème est essentiel dans la théorie des groupes de Kac-Moody,
puisqu'il est l'ingrédient principal de la preuve d'unicité de ces groupes sur les corps. La partie
concernant les sous-groupes B+ et B_ est reportée à la conclusion du chapitre concernant les
ensembles ordonnés. (Pour la définition d'amalgame, voir la sous-section (5.3.1)).

THÉORÈME. - Soit (G, (Bah~Eit.» une donnée B-radicielle. On désigne par G la limite induc­
tive du système formé des inclusions

H C Ba: C B[a:;,B] pour chaque paire prétiilpotenie de racines {a;,B}

et H C B±as C (Bas' B_a:s ) pour tout s dans S.

On identifie chaque groupe Ba avec son image dans G, et on note s' l'image de sdans G.
Alors, le noyau de l'épimorphisme canonique G~ G est le plus petit sous-groupe normal de
{;contenant les éléments de la forme S'bS,-lb'- 1 avec b dans B,B et b' = sbs- 1 dans Bs,B.

Référence. [Tit87], théorème 2 (iii) p.567. o

1.4.6. BN-paire jumelée associée. Théorème d'intersection

Dès (1.4.4), il ne manquait plus que l'axiome (BNJ1) des BN-paires jumelées pour mettre en
évidence cette structure. Cependant, la preuve de cette assertion n'étant pas une trivialité,
on a préféré respecter l'ordre logique. En revanche, une fois ce point prouvé, on a en plus la
saturation de la BN-paire jumelée.

THÉORÈME. - (i) Si (G, (Ba)aEit.» est une donnée B-radicielle, alors avec les notations
usuelles, le quintuplet (G, B+, B __ ,N, S) est une BN-paire jumelée. En outre, cette BN-paire
est saturée au sens où H = B+ n B_.
(ii) Pour tout élément w de W, on a Bw = B+ n wB_ w- 1 .

Référence. [Tit87], proposition 4 (ii) p.566 pour (BNJ1), corollaire 1 p.569 pour (BNJ2) et
théorème 2 (i) p.567 pour le second point. 0

1.5. Données radicielles jumelées

Il s'agit de la structure combinatoire la plus fine dans la veine des généralisations des BN-paires
pour les groupes de Kac-Moody, Que cette structure implique les autres n'est à nouveau pas
une trivialité. Par exemple, les BN-paires raffinées symétriques et les données B-radicielles
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sont des généralisations indépendantes. Pourtant, il semble que pour prouver l'implication
(DRJ) => (SRT), on ne puisse pas faire l'économie de la preuve de l'autre implication (DRJ) =?

(DR).

1.5.1. Axiomes

Les données radicielles jumelées constituent comme les données B-radicielles une combinatoire
indexée par les racines d'un système de Coxeter.

DÉFINITION. - Soit G un groupe possédant une famille de sous-groupes (Ua )aE{(> (indexée par
le système de racines d'un groupe de Coxeter W), et contenant un sous-groupeH normalisant
chaque sous-groupe Ua. On note U+ (respectivement U-) le sous-groupe engendré parles
sous-groupes Ua pour a dans<<.P+ (respectivement <.p_). On dit que.le triplet (G, (Ua).aE{(> , H)
est une donnée radicielle jumelée (de type (ur, S)) si les conditions suivantes sont véiiiiées.

(DRJD) Pour toute racine a, on a Ua =1= {I}.
(DRJl) Pour toute paire prénilpotente de racines {o:; ~}, le groupe des commutateurs

[Ua, U,8] est inclus dans le groupe U]a;,8[ engendré par les racines de ]a; jJ[.
(DRJ2) Pour tout s de S et tout U de Uas \ {I}, il existe u' et u" dans U-as tels que

m(u): u'uu" conjugue U,8 sur Us,8 pour toute racine ~.

En outre, pour tous u et v de Uas \ {1}, m(u)H = m(v)H.
(DRJ3) Pour tout s de S, u., et. U_ et ti:«, et. U+.
(DRJ4)G = H(Ua 1 a E <.p).

Les sous-groupes Ua sont appelés les sous-groupes radiciels de G. Pour toute partie nilpotente
7/J de racines, on note U'l/J le sous-groupe engendré par les sous-groupes tediciels Ua pour 0:

dans 7/J.

Ces axiomes diffèrent légèrement de ceux de [Tit92] - axiomes (RGD) - ou de [Abr97]. J. Tits
suppose que H est l'intersection des normalisateurs des Ua {ce qui sera prouvé en (1.5.3)),
mais sonaxiome 3·est moins restrictif. P. Abramenko propose un axiome 3 légèrement plus
restrictif, dont on verra en fait qu'il est vérifié (voir le théorème d'intersection (3.5.3) suggéré
par lui-même). En outre, l'écriture m(u) est abusive dans le sens où elle indique que cet
élément ne dépend que de u, C'est en fait le cas puisque le couple (u', u") est unique ([Tit92],
p.257 ligne 31). Pour être correct, il faudrait donc énoncer les axiomes avecu''lJ,u", sans le
raccourci de notation m(u) qu'on justifierait seulement par la suite.

1.5.2. Premières propriétés

Les résultats qui suivent ont tous un intérêt technique. Le premier lemme fournit des résultats
d'intersection et de dévissage pour des petits sous-groupes deUe • On désigne par B+ (respec­
tivement B_) le sous-groupe HU+ (respectivement HU_).

LEMME. - (i) Pour tout s de S, on a Uas n B_ = {1} et U-as n B_ = {1}.
(ii) Pour toute racine Œ, le sous-groupe Ba engendré par H et Ua s'écrit Ba -- H ~ Ua.
(iii) Pour tout w de W, le produit Uw := U,81.U,82 ... U,8m pour l'ordre cyclique sur <.Pw-l associé
à une écriture réduite de w (voir (1.4.1)), est un groupe. Il ne dépend pas de l'écriture réduite
choisie, puisque c'est le groupe engendré par les U,8i. On pose U1 := {1}.
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REMARQUE. - On verra en (3.5.4) que Uw = U+ n wB_ w- 1 .

Démonstration. Preuve de (i). Supposons qu'on ait u dans Uas n B_ \ {I}. Alors, l'élément
m(u) défini par (DRJ2) est dans B_ (d'où son écriture m(u) = u_h).
On regarde alors m(u)U_asm(u)-l. D'une part, c'est U-sas = Uas' mais c'est aussi u_U_asu:1

donc inclus dans U_. Ceci donnerait Uas C U-, impossible par (DRJ3).

Preuve de (ii). Par ce qui précède, c'est évident pour une racine simple. En général, on
conjugue par un élément de W judicieux en utilisant le fait que m(u) normalise H.

Preuve de (iii). On fait une récurrence sur la longueur de w, la longueur 1 étant triviale. On
se donne une écriture réduite w = Sl.S2",Sm+l dans W. Alors, WSm+l = Sl,S2",Sm est une
écriture réduite, et les ordres cycliques sur <Psm +1w-1 et <Pw-1 sont compatibles.

m

Par hypothèse de récurrence, le produit interne UWSm+1 := IIU,si est un groupe.
i=l

m m

Il suffit donc de montrer U,sm+l (II U,sJ = (II U,sJU,sm+l' En itérant l'axiome (DRJl) , on
i=l i=l

obtient:

m

v«; (II U,si) C U,sl (U],sli,sm+d· U,s2· U],s2;,sm+dU,s3", Ul3m)U,sm+l
i=l

Par hypothèse de récurrence et grâce aux inclusions ].8i; .8m+Ifc {.82; ...; .8m}, la parenthèse
centrale est dans U,s2' U,s3 ...U,sm . 0

1.5.3. Donnée B-radicielle associée

La comparaison entre donnée radicielle jumelée et donnée B-radicielle est un résultat plutôt
facile,qui r~pose sur un lemme concernant les racines dont nous.. reportons. la •preuve à la
section sur les systèmes de Coxeter (2.2.6).

PROPOSITION. - Si (G, (Ua)aEIÏl' H) est une donnée radicielle jumelée, (G,{HUa)aEiI!) est
une donnée B-radicielle.

Démonstration. Déjà les Ba engendrent G puisque G = H (Ua.l. aE •.~) ,cequi prouve· (DRO).
L'axiome (DR2) provient du lemme (1.5.2)(i) et (ii), en particulier H =.n Ba·

aEiI!
L'axiome (DR4) provient directement de (DRJ2) et du fait que pour toutudansUas \ {1},
m(u) normalise H.
L'axiome (DR5) provient du lemme (1.5.2)(i).
Pour prouver (PR3) , il suffit.de montrer que ((H, U±as)' HU~s' n., ... HUm(u)H,m(u)H) est
une BN-paire pour u dans Uas\{1}, et m(u) défini comme en (i)RJ2). (Fl,U±as) est clairement
engendré par HUas et Ns, et m(u) normalise H. C'est (BNl). Ns/H est engendré par m(u)H
qui est d'ordre deux. C'est (BN2). Il est clair que m(u)HUasm(u)-l = HU-as (/. HUas. C'est
(BN4). (BN3) est également vérifié car par (DRJ2), pour tout élément non trivial v de U-as' il
existe v' et v" de Uas tels que V'VV" relève S modulo H. Ainsi,v'vv"est dansm(u)H,et donc
U-as \ {1} C Uasm(u)HUas' On a bien m(u)HUasm(u)-l C HUas UHUasm(u)HUas' qui est
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le seul calcul non évident pour vérifier (BN3). Pour (DR3) , on conclut par la décomposition
de Bruhat.
Il reste alors (DR1). Par le même raisonnement qu'en (1.5.2)(iii) pour définir Uw , on peut
définir U[a;.BJ := U'Yo .U'Yl ...U'Ym avec l'ordre du corollaire (2.2.6). Ainsi, HU'Yo .HU'Yl ...HU'Ym =
HU[a;.BJ est un groupe. 0

COROLLAIRE. - (i) Le sous-groupe H est précisément nNa(Ua). De plus, Na(U+) = B+
aE4>

et Na(U_) = B_.
(ii)Pour tout w de W, on a

Bw - H ~ Uw et Uw n B_ = {1},

où Bw est le sous-groupe défini dans le cadre de la donnée B-radicielle (G, (HUa)aE4».

REMARQUE. - Cette donnée B-radicielle fournit également un groupe N associé à la situation.

Démonstration. Preuve de (i). nNa(Ua) normalise U+ et U_. On a donc nNa(Ua) C
aE4> aE4>

NG(U+) n Na(U_). Na(U+) contient B+ donc est un parabolique standard. En fait, puisque
tout élément du groupe de Weyl envoie au moins une racine simple sur une racine négative,
NG(U+) est exactement B+. On a de même Na(U_) = B_. Ainsi, nNa(Ua) C B+ nB_ =

aE4>
H, (1.4.6). L'autre inclusion est évidente par définition.

Preuve de (ii). Pour toute racine a, on sait que Ba = H ~ Ua. Il suffit donc d'appliquer
la proposition (1.4.4)(i). Pour le second point, (1.4.4)(vi) assure que Uw nB_ c H.Or,
Uw n H. ={1}. par ce qui précède. 0

REMARQUE. - Le premier point justifie qu'on notera désormais CG, (Ua)aE4?) toute donnée
radicielle jumelée, en omettant le H.

1.5.4. BN-paire raffinée symétrique associée

Ce théorème est probablement le plus important parmi les résultats de comparaison. La
technique de démonstration est une adaptation de la preuve du théorème .d'amalgame et
d'intersection pour les données radicielles, Elle fait appel à des notions qui sortent du cadre
de ce qu'on a présenté pour l'instant, puisqu'on a besoin d'ensembles ordonnés construits à
partir d'immeubles. Un .point de la démonstration -le théorème (3.5.4) - sera donc rejeté au
chapitre 3 traitant de cette technique. Moyennant quoi on prouvera:

THÉORÈME. - Soit (G, (Ua)aE4» une donnée indicielle jumelée indexée par un système de
Coxeter (W, S). Alors,(G, N, U+,u._,lI, S) est une BN-psire raffinée symétrique de groupe
de Weyl W.De plus, avecles notations de (1.2.1), on a Us = Uas pour tout s de S.

La démonstration de ce théorème fait usage d'un lemme qu'on peut prouver dès à présent,
mais qui ne servira qu'au chapitre 3, précisément en (3.5.1).
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LEMME. - Pour tout w et tout ordre cyclique sur ~w-l, le groupe Uwest limite inductive
du système d'inclusions des sous-groupes U{3j et U[{3kif3zJ pour i, k et l dans {1;2; ...f(w)}.

Démonstration. Ce lemme, en remplaçant la lettre U par la lettre B, est le lemme 5 p.567
de [Tit87]. A. Chosson ([Cho97], section (2.5) lemme 9 p.37) a détaillé cette preuve. C'est à
partir de cette version qu'on a travaillé.

On fait une récurrence sur la longueur m de w, le cas m ::;::: 1 étant trivial. Notons X la limite
inductive qu'on veut identifier à Uw . On munit 1/J :::;::: ~w-l de l'ordre associé à l'écriture réduite
w- SI. S2 •.• S m+l . 1/; ::;::: {th; /32; .../3m+l}'

1. Plongements

On pose 1/;' := 1/J \ {/3m+l}' Il est clair qu'il s'agit de l'ensemble ~Sm+lW-l et que l'ordre
induit par 1/; est l'ordre cyclique associé à l'écriture réduite WSm +l = SI.S2 ••• Sm' On pose aussi
1/J" := 1/J \ {/31} et 1/J'" := 1/;' \ {/31}. On a 1/J" = SI ~(S2 ...Sm+d-l et 1/J"'= SI ~(S2 ...Sm)-1, avec
compatibilité des ordres comme pour 1/J'. Pour les trois ensembles de racines, on peut donc
appliquer l'hypothèse de récurrence, qui permet devoir U'l/J' (respectivement U'l/J'" U'l/J"') le
sous-groupe engendré par les groupes radiciels indexés par 1/;' (respectivement 1/J", 1/J"')comme
limite d'un sous-système du système qui définit X. D'où des plongements

ql : U'l/J' '-+ X, cP": U'l/J" '-+ X, cP"': U'l/J'" '-+ X,

auxquels s'ajoutent les injections évidentes

cPi : U{3i '-+ X, cP[{3h,f3k]: U[{3h,f3k] '-+ X.

Il est clair qu'on a les égalités de restrictions:

,j.,' 1 - ,j.,1II
"f" u1/J'''- "f" ,

,j.," ·1 ,j.,1II
"f" u1/J"'= "f" ,

cP[/3h ,/3k] 1U{3i = cPi lorsque /3i E [/3h; /3k],

(0) cP[f31;/3m+l] IU{3i= cP' IUt3i lorsque 1:S i:S m et que /3i E[/31;/3m+l]'

2. Écriture simplifiée de X

On va montrer qu'on peut écrire X comme le produit interne cPl (U/31 )cP" (U'l/J")' Pour cela,
il suffit de montrer que ce produit interne est un groupe. On part de quatre relations entre
produits internes dans le groupe Uw ·

(1) U[/31;/3m+d C Uf3m+l U'l/J"
(2) U'l/J" = U/3m+l U'l/J""

(3) U'l/J' = U'l/J'" U/31 = Uf31 U'l/J""
(4) U{31 U/3m+l C U[{31;/3m+d'

La dernière inclusion est évidente, le reste se justifie comme pour la définition des groupes Uw

en (1.5.2)(iii). On applique cP[f31;{3m+d à (1) et (4) pour obtenir (l') et (4'), et cP" et cP' à (2) et
(3) pour obtenir (2') et (3') (grâce aux égalités de restrictions).

(l') cP[/31 ;{3m+d (U[/31 i{3m+d) C cPm+l (U/3m+JcP' (U'l/J' ),
(2') cP" (U'l/J") = cPm+l (U/3m+l )cP

lII
(U'l/J'" ),

(3') cP' (U'l/J' ) = cPlII(U'l/J'" )cPl(U{3J = cPl (U/3JcPlII (U'l/J'" ),
(4') cPl(U/3J4>m+l(U{3m+J C 4>[/31;/3m+l] (U[f31;/3m+d)'
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(2') et (4') donnent cP1 (Uf3I )cPII(Ut/J,,) C cP[f3I if3m+l] (U[f3I ;f3m+d)cP'" (Ut/J",).
(l') et (3') donnent

cP[f3I ;f3m+d (U[f3I ;f3m+d) C cPm+1 (Uf3m+1 )cP'" (Ut/J"f )cPl (Uf3I) = cPm+l (Uf3m+I )cPl (Uf3I )cP'" (Ut/J", ).

On obtient donc bien cPl (Uf3I )</>11 (Ut/J") C cP" (Ut/J" )cPl (Uf3I).

3. Injectivité

Notons e : X --* Uw l'épimorphisme canonique. Il ne reste plus qu'à montrer qu'il est injectif.
Prenons un élément dans son noyau, qu'on peut écrire cPl(Ul)cP"(U") par ce qui précède. Par
la propriété universelle de la limite inductive, 80 cPl est l'identité de Uf3I et 80 </>" celle de Ut/Jff.
On a donc UIU" = 1, d'où Ul E Uf3I n Ut/J". En conjuguant par 81, on voit que 81UlSï1 est
dans U-f3I n US2 ...Sm+I' donc vaut 1, par le corollaire (1.5.3)(ii). 0

Nous allons faire la démonstration du théorème de comparaison en utilisant le théorème
d'intersection (3.5.4).

Démonstration. Par symétrie des hypothèses, il suffit de prouver qu'on obtient une BN-paire
raffinée. On pose

U+ := (Ua 1 a E 4?+), U_:= (Ua 1 Q E 4?_),

H := naEcf? Na(Ua ) , et N := (H, m(u) 1 U E Ua s \ il}, 8 ES).

D'après (1.5.3) et (1.4.6), (G, HU+, HU_, N, S) est une BN-paire jumelée.

1. Vérification de (RTl). G est un groupe de sous-groupes N, U+, U-. Toute racine négative
est transformée par W d'une racine simple, par conséquent U_ est dans (U+, N). Donc d'après
l'axiome (DRJ4) , on a bien G = (U+, N). H est distingué dans N puisque c'est le noyau de
l'épimorphisme v : N -+ W. H normalise séparément les groupes radiciels, donc U+ et U_. Il
est clair qu'on peut voir S comme S := {m(u) 1 u E Ua s \ il}, s E S}H/H, ce qui justifie les
derniers points.

2. Vérification de (RT3). On se donne u+ dans U+, u: dans U- et n dans N tels que
u+nu_ = 1. Déjà, par la décomposition de Birkhoff, cela implique que n - h est dans.H. Les
intersections HU+ n U_ = HU_ n U+ = {l} font voir tout d'abord que u+ 1 = iui,», puis h et
u,- valent 1. C'est ici qu'on utilise (3.5.4).

3. Vérification de (RT2). Le théorème d'intersection permet de voir que U«, = U+ n 8U_8- 1.

Le point (RT2b) est alors évident. La première partie de (RT2a) découle de (DRJO), la
seconde provient de l'application de (DRJ2) pour un élément non trivial de U- a s comme dans
la vérification de (RD3) en (1.5.3). Pour le point (RT2c), on applique (1.4.4) (vii).
(RT3) permet de voir qu'on a en fait U+ = (U+ n sU+s-1)(U+ n 8U_S-1). C'est ici qu'on
utilise (3.5.4). 0

1.6. Récapitulatif des comparaisons. Pathologies

Nous allons clore ce chapitre en récapitulant les comparaisons de structures combinatoires et
en montrant que d'autres résultats qu'on peut espérer en faisant une traduction combinatoire
de propriétés concernant les groupes réductifs ne sont pas nécessairement vrais.
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1.6.1. Une dernière comparaison

La proposition qui suit montre qu'il ne manque que la symétrie pour pouvoir intégrer les
EN-paires raffinées aux structures jumelées.

PROPOSITION.- Si (G,N, U+, U_,H,S) est une BN-paire raffinée symétrique, (G,HU+, HU_, N, S)
est une BN-paire jumelée.

Démonstration. Pour l'axiome (BNJl), on se donne w dans W et s dans S, avec l(ws) < l(w).
Il suffit de voir que wB-esB-e est dans BewsB--e.D'après la proposition (1.2.3), on sait
queB-esB_e = to.; n sUes-l)sB_e.Ainsi, wB-esB-e -w(U-e n sUes-l)w""lwsB_e.ûr,
d'après la précision de la référence de (1.2.2), l'hypothèsel(sw-1) < l(w-1 ) pour la BN­
paire raffinée (G, N, U- e,Ue, H, S) implique w(U_e n SUeS-l )w-1 c Us. -On a donc bien
WIJ-esB-e C U€wsB_ e = BewsB_€. L'axiome (BNJ2) est évident par (RT3). 0

1.6.2. Tableau récapitulatif. Remarque terminologique

On peut résumer les comparaisons effectuées dans le tableau suivant.

Données radicielles jumelées =} BN-paires raffinées symétriques

COMPARAISON.-

Données B- radicielles BN-paires jumelées

Laseule implication laissée en suspens est - nous l'avons déjà dit - la première implication
horizontale. Pour une remontée partielle de celle-ci on peut d'ailleurs prouver:

PR.ûPOSITION. - Soit une BN-paire raffinée symétrique (G,N,U+, U_, H, S). Alors, les
transformés par Ndes sous-groupes U, n S-lU_eS (E ±), vérifient les axiomes (DRJO),
(I>J1J2), (DRJ3) et (DRJ4) des données radiciellesjuI11elées.Onparleradonc eiicotede groupee
radiciels. De plus, U+ (respectivementU_) est bien le sous-groupe engendré par lesgroupes
iediciels indexés par les racines positives (respectivement négatives).

Démonstration. Le travail essentiel est de passer à une combinatoire indexée par un groupe
de Coxeter. Nous allons utiliser deux autres résultats de Kac et Peterson que nous. citons ici
adboc parce qu'ils ne réapparaîtront pas (voir [Kac-Pet84], corollaire (3.2)(i) et proposition
(3.4)).

Dans une BN-paire raffinée symétrique (G, N, U+,U_, H, S), pour s, t dans Set z dansW,
ona

U+ n tU_t- l = z-l(U+ n sU_s-1)z {::} zt = sz et l(sz) > l(z), et

U_ est engendré par les sous-groupes w-1Usw pour s dans S, w dans W et l(sw) < R(w).

1. On définit les groupes radiciels. D'abord, on pose Ua:s := U+ n sU_s- l et U-a:s :=

U_ nsu+s- 1 . Ensuite, si a est une racine qui s'écrit a = was, on pose Ua: := wUa:sw-l. C'est
cette définition qu'il faut justifier puisque l'écriture de la racine n'est pas unique. Il suffit de
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considérer le cas où at = usa; avec s, t dans S et w dans W.Ceci implique deux choses:
sw-1 = w-:1t et uia; > O. La dernière remarque fournit classiquement dans les groupes de
Coxeter l(sw- 1) > l(w-1). En appliquant la première référence à z = w-l, on obtient alors
U+ n ui.r» = (W-1)-1(U+ n SU_S-l)W-l, soit o.; = wUasw- l.

2. On peut alors vérifier facilement les axiomes annoncés.
(DRJO) provient du second point de (RT2a) en conjuguant par s. De même, (DRJ2) provient
du second point de (RT2a) et de la définition des groupes radiciels. (DRJ3) provient de (RT3)
qui implique même U+ n U_= {I}. Enfin, il s'agit de voir (DRJ4).D'après (RT2a), on
sait déjà que Nest inclus dans le sous-groupe engendré parU+, U_ etH. Ce sous-groupe
est (d'après la seconde référence pour U+ et U_) dans le sous-groupe engendré par Hetles
sous-groupes radiciels: N c {H, (Ua)aE~)' D'après (RTl) et la seconde remarque pour Lt, ,
G = (N, U+) -- {N, (Ua)aE~+) -- {H, (Ua)aE~)' 0

Les données radicielles jumelées introduites ici sont les généralisations directes pour un W
quelconque des données redicieiies de Bruhat et Tits, [Bru-Tit72]. p.I07, introduites pour
W fini. Le qualificatif jumelé apparaît donc superfiu; il rappelle cependant que l'on pourra
introduire un jumelage pour les immeubles correspondants.

On sait d'ailleurs que les immeubles sphériques sont automatiquement jumelés. Il y a des
variantes des données .radicielles jumelées (qui différent essentiellement par l'axiome (DRJ1))
quand on peut indexer les groupes Ua par un système de racines en un sens plus classique,
voir (6.2.4) et (6.2.5).

Les données B-radicielles donnent aussi lieu à des jumelages; pour être des données radicielles
jumelées, il leur manque l'existence d'une décomposition Ba = HUa, c'est-à-dire essentielle­
ment la propriété de Moufang.

1.6.3. Une pathologie

Nous .. terminons par une mise en garde. On a généralisé .et on va. généraliser .: des résultats
prouvés par Kac et Peterson sur le groupe de Kac-Moody complexe qu'ils ont .• défini.vCer­
tains résultats ont. été ou seront même prouvés dans un cadre abstrait (pas seulement pour
des •valeurs de foncteurs de Tits, mais pour des donnéesradicielles jumelées.par exemple).
Pourtant, une propriété ne tient pas, alors qu'on pourrait croire ne pas en être loin. Il s'agit
du calcul de centralisateur du «tore maximal» d'un groupe de Kac-Moody. Sa non validité
empêchera notamment de définir les facteurs de Lévi comme centralisateurs de sous-tores du
tore associé à la décomposition de Lévi.
Voici un contre-exemple concret. On peut montrer que les groupes de lacets sont des groupes
de Kac-Moody, ce qui valide le contre-exemple qu'on propose ([Rém99b]). Plus précisément,
considérons le groupe G = SLn(K[t, t-j), pour un corps K. Par des calculs directs, on peut
voir que G est le groupe de Kac-Moody (iD (K)your la donnée radicielle de Kac-Moody adjointe
minimale associée à la matrice affine de type An - 1 et que le tore maximal T de G est le groupe
des matrices diagonales à coefficients dans K X et de déterminant 1. Alors, ZG(T) est le groupe
des matrices diagonales à coefficients monomiaux de déterminant l, qui contient strictement
T. (Pour voir cela, il suffit de faire le test classique sur les matrices de .transvection, et de
constater que les inversibles de K[t, t- 1] sont les monômes non n1,11s.)

38



2. Immeubles (jumelés) abstraits

On veut résumer ici la théorie de base des immeubles abstraits. Il ne sera. pas question de
réalisation. géométrique. La définition de structures jumelées oblige à considérer les deux
approches des immeubles, à savoir les systèmes d'appartements et les systèmes de chambres.
Ceci implique. de faire des préliminaires adaptés à chacun des points de vue. Là encore, on
présente des raffinements orientés vers l'étude des groupes de Kac-Moody, mais avec uu intérêt
propre. On parlera de jumelage et de condition de. Moufang. Enfin, on fera le lien entre les
immeubles et les structures combinatoires de groupes présentées au chapitre précédent, Les
référencespourles immeubles simples sont [Br089],[Ron89] et [Gar97]. Pour la théorie jumelée,
on peut se reporter à [Tit89], [Tit90], [Tit92] et le deuxième chapitre de [Abr97].

2.1. Deux types de combinatoire

On peut choisir essentiellement deux types de combinatoire pour introduire la notion d'immeuble.
Laprem.ière ~historiquement plus ancienne- est celle des complexes simpliciaux (étiquetés), la
seconde celle des systèmes de chambres. Dans cette section, on expose seulement les<définitions
préliminaires. La notion d'immeuble n'apparaîtra qu'en (2.3). La référence pour les.complexes
simpliciaux est J'appendice du chapitre 1 de [Bro89], celle pour les systèmes de chambres est
le chapitre 1 de [Ron89] et celle pour les complexes de chambres étiquetés est le chapitre 3 de
[Gar97].

2.1.1. Complexes•.simpliciaux, Complexes de chambres étiquetés

Les complexes simpliciaux sont des objets assez familiers. Nous nous bornons à rappeler
quelques définitions.

DÉFINITION. - Un complexe simplicial abstrait d'ensemble de sommets V (pourV un en­
sernble)est un ensemble l de parties de V qu'on appelle simplexes (ou facettes), qui possède
les propriétés suivantes:

(i) Chaque singleton {v} pour v dans V est un simplexe.
(ii) Chaquepartied 'un simplexe est un simplexe, une telle partie étant appelée une face du
simplexe initial.

Le rang d'un simplexe est le cardinal de cette partie de sommets. Le corang d'nue face dans
un simplexe est la différence des rangs des simplexes.

C'est une définition qui privilégie la notion de sommets, alors que celle qui suit met en valeur
la relation de face.

DÉFINITION. - Un complexe simplicial est un ensemble ordonné non vide (I,S;) qui vérifie
les propriétés suivantes.

(i) Pour A. et B dans I, il existe un plus grand minorant commun à A et B dans Ll.
(ii) Pour tout A de ~, l'ensemble I~A des minorants de A est en bijection ordonnée avec
l'ensemble des parties d'un ensemble.
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Une façon d'envisager ·l'enrichissement de cette structure consiste à parler des complexes de
chambres, qui se rapprochent de l'intuition géométrique en introduisant les galeries.

DÉ.FINITION. - (i) Un complexe simplicisl est un complexe de chambres si tout simplexe est
contenu dans un simplexe maximal - une chambre -et. si pour toute paire {x; y} de chambres,
il.existe une. suite x :=;: Xl, X2, •••• X n .... y.de chambres consécutivement adjacentes, i.e telle que
Xi et Xi+l ont un simplexe de codimension 1 - une cloison- en commun.
(ii) Une telle suite s'appelle une galerie. Une. galerie est dite bégayante si elle comporte deux
termes consécutifs égaux. La longueur d'une.ga1erie est le nombre de termes moins 1 de cette
suite finie. Une galerie est dite minimale si elle est de longueur minimale parmi celles qui
relient ses extrémités.
(iii) Le diamètre d'un complexe de chambres est la borne supérieure des longueur de ses galeries.

Enfin, on peut requérir une condition d'étiquetage.

DÉFINITION. - (i) Un étiquetage d'un complexe de chambres au...dessusd'un ensemble 5
est une application de l'ensemble des sommets vers 5 telle que la restriction de cette applica­
tion .à chaque chambre établisse une bijection entre la chambre et S. .L 'image .d'un simplexe
par cette application (.respectivement le complémentaire dans 5 âe cette image) est son type
(respectivement cotype).
(ii) ·Vans ce cas, deux chambres adjacentes soni ditess-adjacentes (pour s âeo». 5), si la
bijection 'd'tm» des chambres avec 5 induit une bijection de la cloison commune avec 5 \ {s}.

On peut poser des conditions pour avoir des flèches entre ces structures.

DÉFINITION. - (i) ·UneflèchesiIIlplicialeentredeux complexes simpliciaux I et l'est une
application de l'ensemble des sommets de I vers celui .de l'qui envoie simplexe. sur simplexe.
Un telle flèche est dite non dégénérée si elle respecte les rangs des simplexes.
(ii)Unmorphisme de complexes de chambres est une application sitnplicisle qui envoie une
chambre sur une autre en préservant les cottuigs des faces.
(iii) Un morphisme strict (ou étiqueté) de complexes de chambres étiquetés au-dessus d'un
même ensemble 5 est un morphisme de complexes de chambres qui pour tout s de 5, envoie
toute paire de chambres s-adjacentes sur une.peite du. même type.
(iv) Un morphisme cohérent de complexes de chambres étiquetés au-dessus d'un même ensem­
ble 5 est un morphisme de complexes de chambres tel que pour tout s de 5, il existe t dans 5
tel que toute paire de chambres s-sdjeceutes s'envoie sur une paire de chambres t-adjacentes.

On peut réinterpréter la notion de complexe étiqueté au moyen des morphismes puisqu'il est
clair qu'un complexe de chambres I est étiqueté par un ensemble S si et seulement s'ilexiste
un morphisme de complexes de chambres entre I et l'ensemble des parties de S. On peut
aussi avoir besoin de développer une étude locale de ces complexes. L'étoile est la notion
combinatoire adaptée.

DÉFINITION. - L'étoile d'un simplexe dans un complexe simplicisl est l'ensemble des simplexes
qui le contiennent. C'est un complexe simplicisl pour la relation de face induite. Pour un
simplexe A, on le note Ik(A).
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Il nous reste à formuler un argument très simple et récurrent dans la théorie des immeubles,
qu'on appelle argument standard d'unicité, voir [Gar97], section (3.2).

LEMME. - Soient E et If deux complexes de chambres tels que toute cloison de If est face
d'au plus deux chambres. On fixe une chambre c de I, et on se donne 1 :T -7 If et 9 : l -7 If
deux morphismes qui coïncident sur c et qui envoient une galerie non bégayante sur une galerie
non bégayante. Alors, 1 = g.

Démonstration. On part d'une galerie non bégayante issue de c: (c = co,Cl, "'Cn = d).
On suppose que 1 et 9 coïncident sur les chambres d'indice inférieur à i + 1. Alors ICi et
ICi+1 sont deux chambres adjacentes, de cloison commune fCi n ICi+I.Cette cloison est aussi
gCingci+l = f(Ci nCi+l) parce que f et 9 coïncident sur Ci. Il n'y a par hypothèse qu'une seule
autre chambre partageant cette cloison avec ICi. Puisque les deux galeries images .sont non
bégayantes, on a nécessairement fCi+1 = gCi+l' On conclut en remarquant que par définition,
toute chambre peut être connectée à Cpar une galerie. 0

Remarquons que si If est réduit à une chambre, on obtient le même résultat en remplaçant la
condition sur les galeries par la condition 1 et 9 non dégénérées.

2~1.2. Systèmes de chambres

Il s'agit de l'autre façon d'aborder les immeubles. Les systèmes de chambres (à ne pas confondre
en général avec les complexes de chambres précédemment introduits) possèdent une définition
très large, presque naïve...

DÉFINITION. - Un système de chambres sur un ensemble S est un ensemble T muni d'une
relation d'équivalence par élément s de S, relation qu'on appelle s-adjacence. Les éléments de
E sont appelés les chambres; on parle de chambres s-adjacentes (ou adjacentes) si elles sont
équivalentes par la relation d'indice s (ou par une des relations).

L'exemple essentiel de système de chambres est le suivant: si G est un groupe, B un sous­
groupe, et (Ps )SES est une famille de sous-groupes contenant B, on peut munir T := G/ B d'une
structure de système de chambres sur S en décrétant gB s-adjacente à hB si et seulement si
gPs =hPs (ce quia un sens puisque pour tout s de S, on a l'inclusion Ps ::) B). On peut aussi
définir les morphismes de systèmes de chambres.

DÉFINITION. - (i) Un morphisme strict de systèmes de chambres indexés par le même
ensemble S est une application l -+ If qui respecte la relation de s-adjacence pour chaque s
de S. On parle d'isomorphisme strict s'il s'agit d'une application bijective, d'automorphisme
strict si de plus les ensembles but et source coïncident.
(ii) Un morphisme cohérent de systèmes de chambres indexés par le même ensemble S est une
a,pplication T --+ If telle que pour tout s de S, il existe t dans S tel que toute paire de cham­
bres s-adjacentes s'envoie sur une paire de chambres t-adjacentes. On parle d'isomorphisme
cohérent s'il s'agit d'une application bijective, d'automorphisme cohérent si de plus les ensem­
bles but et source coïncident.
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2.1.3. Notions communes relatives aux galeries

Les galeries sont des objets qui apparaissent dans les deux types d'objets qu'on vient de décrire.
Ce qui légitime cette première série de définitions communes, relatives à la connexité.

DÉFINITION. - I désigne un complexe de chambres étiqueté par S ousystèxne de chambres
au-dessus de S.

(i) Pour J une partie de S, on appelle J-galerie une suite de chambres telles que deux
consécutives d'entre elles sont s-adjacentes pour s dans J.
(ii) Une partie est dite J-connexe si deux chambres de cette partie sont toujours reliées par
une J ...ga1erie. Elle est dite connexe si elle est S-coiuiexe.
(iii) Dalls le cas d'un système de chambres, les.composantes J ...connexes de I sont appelésles
résidus de type J de I.En particulier, les chambres sont des résidus (de type 0).
(iv) La distance numérique (ou entière) entre deux chambres est la longueur d'une galerie
minimale les joignant.

On peut aussi parler de convexité.

DÉFINITION. - (i) Si R et R' sont. deux. résidus de I (système de chambres), on dit qu'une
galerie est tendue de R à R' si elle est de longueur minimale parmi les galeries d'une chambre
de R à une chambre de R'.
(ii) Si F et F' sont des facettes d'un complexe de chambresI, on dit qu 'une gaJerie est tendue
deF. è.F! si elle est de.longueur miniJ:naleparmi les ga1erie$ d'une chambre COntenant Fà une
chambre contenant F'.
(iii) Un ensemble non vide de chambres de I (système de chambres ou .complexe de cluunbre«
étiqueté) est dit convexe s'il contient toutes les chambres figurant dans les galeries tendues
d'pne chambre à Une autre de cette partie

REMARQUE. -Les notions que l'on vient de définir pour les systèmes ou complexes de cham­
bres coïncident en fait par la correspondance entre ces deux structures (2.4.5).

2.2.. Complexes de Coxeter

Il existe dans un immeuble des sous-ensembles privilégiés auxquels on essaie systématiquement
de se ramener. Ces sous-ensembles qui constituent en quelque sorte des tranches d'immeuble,
sont appelés des appartements. Leur combinatoire est régie par l'action d'un groupe de Coxeter
w. Le complexe de Coxeter de West précisément la structure combinatoire que l'on attache
à.chaque appartement d'un immeuble de groupe de WeyLW.

2..2.1. Le complexe de Coxeterdun système deCoxeter

On part d'un système de Coxeter (W",S) attaché à la matrice de Coxeter M = [mst]s,tES.
W :-(sl (st)rnst)

Au titre d'immeuble, le complexe deCoxeter associé va cumuler les deux structures présentées
dans la section précédente. On peut tout d'abord le présenter comme un système de chambres.
Dans ce cas, le complexe de Coxeter n'est rien d'autre qu'un cas particulier de l'exemple de
complexe de chambres de (2.1.2).
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DÉFINITION. - Le complexe de Coxeter associéà (W, S) est le système de chambres d'ensemble
de chambres W, et tel que pour chaque s-edjecence (s E S), la partition associée est formée
des paires {w; ws}. On note ~(W, S) le complexe ainsi obtenu.

Une propriété importante des complexes de Coxeter est l'existence d'une fonction distance sur
~(~S), qu'on retrouvera comme axiome dans la définition des immeubles généraux.

DÉFINITION. - (i) La W-distance sur ~(~ S) est l'application

d: ~(W,S) x ~(~S) -+ W
(w, w') ...-+ w-1w'.

(ii)La distance entière dN(W, w') de la chambre w à la chambre w' est la longueur de l'élément
d(w, w') de W relativement au système de générateurs canoniques S de W.

Une présentation alternative consiste à mettre en évidence un complexe simplicial. Précisément,
le fait que l'ensemble qu'on va proposer possède une structure simpliciale demande un certain
travail sur les .grollpes deCoxeter. Voici la définition.

LEMME/DÉFINITION.- Le complexe de Coxeter de (W, S) est ensemblistemeut: {wWJ 1

wE ~ J c S}. C'est un complexe simplicial pour la relation d'inclusion renversée. C'est
un complexe de chambres d'ensemble de chambres les singletons {w} pour w dans W. Un
étiquetage naturel est fourni en décrétant le simplexe wWJ de type J, i.e., de cotype S \ J.

R,éféz;e:rJ.ce.. [Cho97]ou [Bro89],p.58-59, à l'inversion du type et du cotype près. o
Le complexe simplicial de la seconde présentation n'est rien d'autre que l'ensemble des résidus
du.système de chambres de la première présentation. La facette wWJ est le J-résidu de la
chambrew.C'estainsique l'on passera d'un point de vue à l'autre. La notion des-adjacence
coïncide avec la définition initiale puisque les s-cloisons du second point de vue sont les classes
w(s).On note toujours~(W,S) ce complexe simpliciaL

2.2.2. Groupes d'automorphismes

L'étude des automorphismes est importante parce qu'elle est à la base d'arguments d'unicité
dans la définition de certaines flèches entre appartements dans un immeuble.

:L:EMM:E........ (i) Les .endomorphismes cohérents de E(~ S) sont en bijection avec les couples
(<j>',.<j>")où<j>'estuneapplication de W dans lui-même et <j>" est une permutation de S, le tout
vérifiant <j>'(ws) -<j>'(w) ou <j>'(w)<j>"(s) pour tout w de W et touts de S.
(ii)L'actio:rJ.deW par tra.nslationsà gauche Ioumitiui plongement de.W dans le groupe des
automorphismes de ~(~ S) préservant le type, c'est-à-dire stricts.
(iii) Le groupe Diag(~ S) des automorphismes de diagramme du système de Coxeter ~(W, S)
est. naturellement .isomorphe su groupe des automorphismes cohérents qui fixent la chambre
standard.
(iv) Diag(W, S) normsllse W dans le groupe des automorphismes cohérents de E(W, S). W
opère simplement transitivement sur les chambres de ~(W, S). Par conséquent, on a

Aut(~(W,S)) ~ W ~ Diag(W,S).
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Référence. [Bro891, (111.3) p.63~66. o

2.2.3. Murs et réflexions

LeS.IIlUfS et les réflexions sont des objets qu'il est commode de définir au niveau des complexes
de Coxeter. Ils constituent le principal moyen de faire de la géométrie pour étudier les groupes
de Coxeter.

DÉFINITION. - (i) Une réflexion est un conjugué d'un générateur canonique de S.
(ii) Le mur d'une réflexion est l'ensemble des simplexes de ~(W, S) fixés par la réflexion. Le
mur attaché à une réflexion r sera noté·Mr •

(iii) Une galerie (CO, Cl, ..• en) traverse un mur M; s'il existe un indicei tel que la.réflexion r
intervertit les chambres Ci et Ci+1.

Dessin.

Le dessin de gauche est là pour rappeler qu'une .cloison est la réunion de deux chambres
adjacentes. Le dessin de droite représente donc un mur. Voici un lemme sur les traversées de
murs et les galeries minimales, qui va permettre de .• définir les racines deE(W, S).

LEMME. (i) .Une galerie minimale traverse au plus une. foisn 'imPorte quel mur.
(ii) Étant donnés deux chambres cetdetunmur M, la parité dunombre.de tra.versées de M
par une galerie de c vers d ne dépend que des chambres et du mur.

Référence. [Ron89], lemme (2.5) p.13. o

2.2.4. Racines et pliages

.On va retrouver ici sous forme plus géométrique la notion de racine d'un système de Coxeter.
passons d'abord par une définition intermédiaire. On se. fixe un mur M; correspondant à
une réflexion r. On veut justifier qu'on peut partitionner le complexe ~(W, S) en deux sous­
ensembles.complémentaires... .Pour cela,. on fait. un choix.de chambre, et .on .. decrète. qu'une
chambre est paire ou i11lpaÏTes1Jivantla parité du nombre de traversées de Mr parles galeries
dec vers .d. (Ceciest justifié par le lemme précédent.)

DÉFINITION. - La parité définie ci-dessus partitionne W en deux parties de chambres, ·qu 'on
appelle racines. On dit que ces racines sont l'opposée l'une de l'autre. La paire de ra.cines
obtenue est notée {±ar } , en référence à la réflexion qui définit le mur.

On peut préciser la correspondance entre les racines, les réflexions et les murs.
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PROPOSITION. -- (i) On se donne a une racine et c et d deux chambres adjacentes, telles que
c est dans a et d dans -a. Alors, on peut décrire a de la façon suivante.

a = {x E W 1 dN(X, c) < dN(X, d)}.

(ii) Les ensembles des paires de racines opposées, des murs et des réflexions sont tous les trois
en bijection.

Référence. (Ron89], proposition (2.6) p.14. o

DÉFINITION. - Le bord d'une racine a est le mur associé à la paire {±a}. On le note Bœ.
On note ra la réflexion qui lui est associée.

Il existe une classe d'applications du complexe de Coxeter dans lui-même, contractantes pour
les galeries (qui permet donc de traiter les questions de convexité).

DÉFINITION. - Soit a une racine du complexe de Coxeter ~(~B).
L'application Pa qui attache à une chambre c la chambre c ou ra(c) suivant que c est dans a
ou dans -a est un morphisme strict de système de chambres. On l'appelle pliage suivant a.

Justification. Le seul cas où la conservation des adjacences est éventuellement .non.immédiate,
est celui où deux chambres sont adjacentes par une cloison du mur. Mais alors, elles ont même
~~ 0

LEMME. - Un pliage est une application contractante, c'est-à-dire qu'elle diminue la longueur
entière des galeries.

Démonstration. Dès qu'une galerie traverse le mur ôa, son image bégaie au niveau de la
traversée. 0

2.2.5. Convexité et projection

Il est naturel de se demander si les objets qu'on a définis sont convexes. Cette première série
de résultats traite le cas des racines.

PROPOSITION. - (i) Les racines d'un complexe de Coxeter sont convexes.
(ii) Soient C et d deux. chambres. Soit (c = Co ,C2, ..• Cm =d)une galerie minimale joignant C à
d. On désigne par /3i la tuciue contenant Ci sans contenir Ci+l (pour î de 0 àm --1).
Alors, les racines /3i sont toutes distinctes et sont précisément toutes les racines contenant c
sans contenir â. En particulier, il y a dN (C, d) telles racines.
(iii) Bi cet d sont deux chambres, alors une chambre de ~(W, S) apparaît dans une galerie <min­
ima1ede c à d si et seulement si elle est appartient à toutes les racines contenant simultanément
C et d.

Référence. (Ron89], lemme (2.6) p.14 pour le premier point, proposition (2.5) p.15 pour le
deuxième et proposition (2.8) p.16 pour le troisième. 0
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Remarquons que si c et d sont deux chambres de E(~ S), on peut toujours écrire l'une
comme transformée de l'autre par un élément de W. Par exemple d = wc. Dans ce cas,
dN(C, d) vaut f(w). Les théorèmes de projection sont des outils fondamentaux dans bien des
situations (espaces de Hilbert, preuve par Serre du théorème de point fixe de Bruhat-Tits pour
les immeubles affines). Ici aussi, on peut proposer un analogue combinatoire de ce type de
résultat.

THÉORÈME. - Soient w E W une chambre et R un résidu de E(W, S). Il existe une chambre
de R plus proche de w, que l'on note projRw. Pour toute chambre de R, il existe une galerie
minimale de cette chambre vers w qui passe par projRw.

Référence. [Ron89], théorème (2.9) p.16. D

Le corollaire de ce théorème est un résultat positif concernant la convexité d'un autre objet
défini précédemment.

COROLLAIRE. - Toute galerie minimale entre chambres d'un même J -résidu est une J -galerie.
En particulier, les résidus sont convexes.

Démonstration. [Ron89], lemme (2.10) p.17. D

2.2.6. Signe des racines..Pairesprénilpotentes de racines

La notion de paire prénilpotente de racines apparaît quand il s'agit d'indexer des structures
combinatoires raffinant les BN-paires. Il s'agit de voir que ce qu'on avait défini alors comme
système de racines d'un groupe de Coxeter en (1.4.1) coïncide avec ce qu'on vient de faire.
(as était définie par as :== {w E W 1 f(sw) > f(w)}). Cette correspondance est établie par la
proposition (2.2.4). En effet, on a la suite d'équivalences:

z E uia; {:} w-1z E as {:} f(sw-1z) > f(sw- 1)

{:} f(z-lws) > f(z-lw) {:} dN(Z,w) < dN(Z,ws),

ce qui signifie que z appartient à la racine définie par la paire de racines adjacentes {w; ws}.
On peut alors énoncer le lemme utile à la comparaison entre donnée radicielle jumelée et
donnée B-radicielle (1.5.3).

LEMME. - Soient {a; {1} une paire prénilpotente de racines, et Q. une galerie minimale
traversant Ba avant â{1 (on suppose que le début de la galerie est dans a n (1, ce qui oriente
les traversées). Alors âa est le premier mur parmi 1esâ'T] pour 'T} dans [a; 13] à être traversé par
Q..â{1 est le dernier.

Démonstration. On écrit Q. == (Cl, C2, •••CN)' Pour tout indice n < N, l'hypothèse implique que
dès que a contient la chambre cn , {11a contient également. Soit 'Y la première racine de [a; {1]
telle que Q. traverse â'Y, et soit n tel que Cn E 'Y et Cn+l E -'Y. Si 'Y =1= a, alors Cn+l est encore
dans a donc dans {1. Ainsi, Cn+l est dans an {1 sans être dans 'Y, ce qui contredit le fait que 'Y
est dans [a; {1]. L'assertion portant sur {1 se prouve de la même façon en remplaçant les racines
par leurs opposées. D
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Dessin.

COROLLAIRE. - (i) Soit W une partie convexe de racines. Alors, les éléments de W peuvent
être ordonnés en une suite ("Yo, "Yb ••. "Ym) de telle sorte que ["Yi, "Yi] C {"Yi, "Yi+1, •.. "Yi} pour
1 ::; i s j s m.
(ii) Soit {a;,6} une paire prénilpotente de racines. Alors, les éléments de [a;,6] peuvent être
ordonnés en une suite ("Yo = a, "Y1, •.. "Ym =,6) de telle sorte que ["Yi, "Yi] C {"Yi, "Yi+1, ••• "Yi} pour
1 ~ i ~j s m.

Démonstration. On choisit une chambre appartenant à,l'intersection des racines de W, une
autre dans l'intersection des opposées et enfin une galerie minimale reliant la première à la
seconde. On numérote les racines dans l'ordre de traversée des murs correspondants. Alors, le
lemme précédent assure qu'on a la propriété voulue. Le second cas est identique. 0

Les ordres ainsi obtenus coïncident avec les ordres cycliques quand l'ensemble convexe est une
<PW-l pour w dans W et qu'on a une 'écriture réduite de w: il suffit de prendre la galerie
minimale reliant 1 à w correspondant à cette écriture. Nous allons maintenant passer aux
immeubles généraux, en présentant successivement les deux points de vue préliminaires.

2.3. Les immeubles comme systèmes de chambres

Ce point de vue est historiquement le plus récent. Il est particulièrement bien adapté à la
construction de la réalisation métrique à courbure négative généralisée dont on a besoin pour
les théorèmes de conjugaison et la descente galoisienne des groupes de Kac-Moody, La référence
pour la définition des immeubles en termes de W -distance est [Tit92].

2.3.1. W..distance

Les axiomes des immeubles comme systèmes de chambres font intervenir une distance à valeurs
dans un groupe de Coxeter de matrice M, semblable à celle qu'on a définie dans le cas des
complexes de Coxeter.

DÉFINITION. - Soit (W, S) un système de Coxeter. Un immeuble de type (~S) (ou de type
M) est un couple (X, d) oùX est un ensemble et d est une application W-distance d: XxX --+ W
qui vérifie pour tous x et y de l les conditions suivantes, en notant w = d(x, y) pour faire
court.

(lMl) w = 1 si et seulement si x = y.
(lM2) Si z dans l vérifie d(y, z) = s pour s dans S, alors d(x, z) vaut ws ou w.

En outre, si l(ws) > l(w), alors d(x, z) vaut ws.
(lM3) Pour tout s de S, il existe z dans X tel que d(y, z) = s et d(x, z) = uis.
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Il est clair qu'en décrétant deux éléments de T s-adjacents si et seulement s'ils sont égaux ou
à distance s, on fait de T un système de chambres au-dessus de S, d'où l'emploi dès à présent
de tout le vocabulaire de cette combinatoire. À l'évidence, un complexe de Coxeter pour sa
W -distance est un immeuble. Les complexes de Coxeter forment une classe très particulière
d'immeuble (dits minces), comme le suggère la définition suivante. (On notera que d'après
(1M3), une cloison est contenue dans au moins deux chambres).

DÉFINITION. Un immeuble est dit mince (ou fin) si pour chaque s de S, les classes
d'équivalence de s-edjeceuce (i.e., les résidus correspondant aux cloisons) comportent exacte­
ment deux chambres. Il est dit épais si ces résidus comportent toujours strictement plus de
deux chambres.

Ces deux espèces d'immeubles sont complémentaires l'une de l'autre. Un point essentiel est que
les immeubles épais contiennent de nombreux immeubles minces qu'on appelle des apparte­
m.ents.Une grande partie des propriétés des immeubles provient de l'étude des morphismes
de systèmes de chambres d'un immeuble dans un complexe de Coxeter ou dans l'autre sens.
Ellfin, on trouvera de plus petits immeubles épais dans un immeuble épais ambiant, à savoir
les résidus.

REMARQUE. - Notons en outre que nos immeubles. sont des immeubles au sens de. [Ron89],
notamment des systèmes de chambres connexes au-dessus de S. Pour voir cela, on définit une
structure de système de chambres (connexe) en déclarantdeux chambres s-adjaeentessi et
seulementëi elles .sont égales ouà W-distance.8. La W-distance au sens ci-dessusseretrouve
alors à partir de cette structure. En effet, la W-distance d'une chambre c à une chambre d est
l'élément de W associé à une (en fait, toute) galerie minimale de c vers d. La vérification du
fait que cette application est une. W-distanceau sens de [Ron89], (3.1) p.27, est facile dès lors
qu'on a introduit la notion de type d'une galerie.

2..3.2. Relèvements .des isométries. Appartements

Commençons enétudiant les flèches des parties de complexes de Coxeter à valeurs dans un
immeuble épais, et en particulier les relèvements de ces applications à tout le complexe de
Coxeter.

DÉFINITION. - (i) Un morphisme. strict entre immeubles de même type (W, S) est une
application qui envoie une paire de chambres s-adjacentes sur des chambres. s-adjacentes pour
tout s de S.
(ii) Un morphisme cohérent entre immeubles de type M est une application d'un tel immeuble
vers un autre, tel que pour touts de S, il existetdans S tel que toute paire de chambres
s-adjacentes soit envoyée sur une paire de chambres t-adjacentes.

REMARQUE. - 1. Ces définitions sont des cas particuliers de celles données en (2.1.2).

2. Une isométrie (pour les W-distances) entre immeubles de même type (W,S) est un mor­
phisme strict. La réciproque est vraie si l'application est bijective.

THÉORÈME. - Toute isométrie d'une partie du complexe de Coxeter E(W, S) dans un im­
meuble (I, d) de type (W, S) se relève en une isométrie de E(W, S) dans (I, d).
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Référence. [Ron89], théorème (3.6) p.31. o

Une conséquence de ce théorème est qu'il y a beaucoup de parties de T isométriques à E(~ S).

DÉFINITION. - Un appartement de (I, d) est une image isométrique de E(W, S) dans (I, d).
Une racine de (I, d) est une racine d'un de ses appartements.

Avec ce vocabulaire, une conséquence du théorème s'énonce ainsi.

COROLLAIRE. ­
appartement.

Deux chambres d'un immeuble sont toujours contenues dans un même
o

2.3.3. Rétractions et convexité dans les immeubles

Nous allons maintenant définir une classe deflèches orientées dans l'autre sens, Le., de l'immeuble
sur un de ses appartements. Ces applications ont la vertu d'être contractantes, et donc de per­
mettre de traiter les problèmes de convexité. Partons de la remarque suivante..Une isométrie
a : E(~ S) -t (I, d) est entièrement déterminée par la donnée de son image globalea(W)
et dans cette image, de l'image de la chambre 1. C'est évident puisque l'identité est le seul
automorphisme strict à fixer la chambre 1 (ou toute autre chambre). Ceci justifie la définition
des rétractions.

DÉFINITION. - . Soit c une chambre dans una,ppartement A = a(vV). La rétraction sur A
centrée en c est l'application PA,c := aod(c, --). C'est un morphisme strict de (I, d) sur (A, d),
et puisque a est une isométrie, PA;c lA est l'identité de A.

Voici donc les propriétés de convexité et de projection.

THÉORÈME. - (i) Si A est un appartement contenant une chambre c et un simplexe a , toute
galerie tendue dec vers aest contenue dans A...En particulier, A est convexe.
(ii) Si a est un simplexe de (I, d) et c est une chambre, il existe un unique chambre dans le
résidu de a plus proche de c. On la note Proj,c.

Référence. [Ron89], théorème (3.8) et corollaire (3.9) p.33.

2.3.4. Résidus

Nous terminons en présentant un autre type d'inclusion d'immeuble dans un autre.

PROPOSITION. - Tout J-résidu de l'immeuble (I, d) est un immeuble de type (WJ , J).

Référence. [Ron89], théorème (3.5) p.30.
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Un problème suggéré par cette proposition dans le cadre d'une étude de groupe sera le suivant.
Comment exploiter cette stabilité de structure pour l'étude des sous-groupes raisonnables du
groupe ambiant? On pense dans Iecas Bruhat-Tits, aux réductions modulo l'uniformisante
des structures entières attachées aux facettes, qui ont pour immeuble le résidu de cette facette.
Pour les groupes à donnée radicielle jumelée, on retrouvera. ce type de considération avec les
décompositions de Lévi.

2.4. Les immeubles comme systèmes d'appartements

Les systèmes d'appartements forment l'autre point de vue pour la combinatoire des immeubles.
Cette approche est caractérisée par la présence d'une donnée supplémentaire - le système
d'appartements précisément - qui n'est pasune donnée canonique (saufdans le cas sphérique).
Jointe au fait qu'on a dans les cas classiques (et dans le cas Kac-Moody comme on le verra)
des résultats dictionnaires entre sous-groupes de Cartan et appartements d'un système, cette
remarque enrichit les techniques immobilières de théorie des groupes.

2.4.1.-. Systèmes d'appartements

DÉFINITION. - Un immeuble est un complexe simplicial L qui peut être recouvert par la
réunion d'une famille de sous-complexes :E -les appartements - vérifiant:

(IO)Cbaque appartement est un complexe de Coxeier.
(11) Deux simplexes quelconques de<Isont toujou.rs contenus dans un appartement.
(12) Si :E et :E' sont deux appartements contenant deux simplexes fixés A et B deI,

il existe un isomorphisme :E .:t :E' fixant A u B.

Toute collection A de sous-complexes deI vérifiant les trois axiomes précédents est appelée
système d'appartements de I. Les simplexes d'un immeuble seront appelés ses facettes.

Une première étape dans l'étude des immeubles de ce point de vue est de montrer l'équivalence
de quelques variantes de l'axiome (12). En fait, on peut prouver.

PROPOSITION. - En présence des autres axiomes, (12) peut être remplacé par:

(12') Si:E et :E' sont deux appartements contenant un simplexe A et une chambre C de I,
il existe un isomorphisme :E .:t :E' fixant AUe;

ou encore par:

(12") Si :E et :E' sont deux appartements contenant une chambre C de I, il existe
un isomorphisme :E .:t :E' fixant tous les simplexes que :E et :E' ont en commun.

Référence. [Bro89], p.77.
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Un autre affaiblissement des axiomes est possible a prion. Il concerne l'axiome (10). En
fait, si on fait l'hypothèse d'épaisseur de l'immeuble (i.e si on suppose que chaque cloison est
toujours dans plus de deux chambres), il suffit alors de supposer que les appartements sont
des complexes de chambres minces. On montre alors que les autres axiomes impliquent que
les appartements sont nécessairement des systèmes de Coxeter ([Bro89], p.97).

2.4.2. Étiquetabilité. Matrice de Coxeter des appartements

Un immeuble (I, A) est un complexe de chambres. C'est une conséquence immédiate de
l'axiome (Il), et du fait que les appartements sont eux-mêmes des complexes de chambres.
Il est à remarquer qu'on n'a fait aucune hypothèse d'étiquetabilité. C'est à nouveau une
conséquence (plus subtile) des axiomes. Ce fait rattache cette version des immeubles à la
section (2.1.1).

THÉORÈME. - (i) Un immeuble (I, A) est un complexe de chambres éiiqueteble. On peut en
outre supposer que les isomorphismes de (12) entre appartements préservent les types.
(ii) À partir de chaque appartement, on peut déterminer de manière naturelle une matrice de
Coxeter. Pour un appartement E, il suffit de poser pour tous s, t de 8, mst := diamj, (lk(A))
pour une facette quelconque de type {Si t}.
(iii) La matrice M ainsi obtenue dépend seulement du système d'appartements, et chaque
appartement est isomorphe comme système de chambres étiqueté au complexe de Coxeter
attaché à M.

Référence. [Bro89], proposition 1 et proposition 2 p.78.

On peut alors définir les flèches entre immeubles en ce sens.

o

o

J)ÉFINI'rION. - (i) Un morphisme strict entre immeubles au sens des systèmes d'appartements
estunrnorphisme strict des complexes de chambres étiquetés correspondants.
(ii) Un morphisme cohérent entre immeubles au sens des systèmes d'appartements est un
morphisme cohérent des complexes de chambres étiquetés correspondants.

Sous la formulation du théorème, M dépend encore éventuellement du système d'appartements.
Il faut développer la théorie des rétractions comme à la section suivante pour voir qu'il n'en
est. rien. Enfin, on peut prouver un résultat de transmission de structure aux étoiles, analogue
à celui concernant les résidus dans les systèmes de chambres.

PROPOSITION. - Si (I, A) est un immeuble, toute étoile de facette est un immeuble, de
système d'appartements l'ensemble des traces d'appartements sur cette étoile.

Référence. [Bro89], proposition 3 p.79.

2.4.3. Rétractions

Une théorie des rétractions peut être développée dans le cadre des systèmes d'appartements.
Elle permet là aussi de traiter les problèmes de convexité. Puisque la matrice de Coxeter était
définie en termes de diamètre d'étoile de facettes, on obtient que cette matrice ne dépend
pas du système d'appartements. Cette invariance est l'ébauche d'un passage des systèmes
d'appartements vers les systèmes de chambres puisque ces derniers sont définis à partir de la
donnée d'un système de Coxeter.
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PROPOSITION. - Pour chaque appartement :E de (I,A), il existe un morphisme strict de
complexes de chambres étiquetés de T sur E de restriction à:E l'identité de :E.

Référence. [Bro89], proposition 1 p.85. o

Ceci a pour conséquence le fait qu'on peut souvent se restreindre à un appartement pour
mesurer des distances, et la définition de la matrice de Coxeter d'un immeuble indépendamment
de son système d'appartements.

COROLLAIRE. - (i) La distance numérique entre deux cliembres.d'uu immeuble, c'est-à-dire
la longueur d'une galerie minimale les joignant, est égale à la distance numérique calculée dans
n'importe quel appartement les contenant.
(ii) Le diamètre d'un immeuble est le diamètre â 'un.quelconque de ses appartements.
(iii) Le.metiice.deCoxetet des appartements d'un immeuble ne dépend que decet.unmeuble.
Pour tous s, t de S, son coefficient mst est.le diamètre de toute étoile de facette de type {s; t}.

Référence. [Bro89], corollaire 1 p.85 et corollaire 2 p.86. o

On a pour l'instant utilisé le fait qu'on pouvait rétracter de manière compatible aux structures
un immeuble sur un appartement, mais on n'a pas encore formalisé cette possibilité. En effet,
la simple donnée d'un appartement sur lequel on veut effectuer une rétraction ne lève pas
toutes les indéterminations.

PROPOSITION/DÉFINITION.•- Pourch~que donnée d'une chambre i.C dans un.appartement
:E, il existe un morphisme strict de complexes de chambres étiquetés deE vers :E caractérisé
par le faitqu 'il fixe la chambre C et établit Un isomorphisme de tou.t .appartement contenant
C vers E. On note cette application pz.o et on l'appelle rétraction sur :E centrée enC.

Les rétractions jouissent des propriétés suivantes.

PROPOSITION. - (i) La préimage par P"E,C de toute face de C est réduite à cette face
elle-même.
(ii) P'I:.,C préseve la distance de toute chambre à C. Autrement dit, pour toute chambre D,
d(C, P"E,c(D)) = d(C, D).
(iii) P"E,C est précisément l'unique morphisme (strict) de systèmes de chambres étiquetés T -t :E
qui fixe C et préserve les distances à cette chambre.

Référence. [Bro89], proposition 2 p.86.

2.4.4. Le système complet d'appartements

o

Un autre fait intéressant est l'existence d'un plus grand système d'appartements, et d'une
caractérisation de ses appartements.
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T;a:ÉORÈME/DÉFINITION. - (i) Dans un immeuble I, la réunion quelconque de systèmes
d'appartements est encore un système d'appartements. Il existe donc un plus grand système
d'appartements, qu'on appelle système complet d'appartements.
(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous-complexe ~ de E soit un appartement
du système complet, est qu'il possède l'une des propriétés suivantes.

(iia) Il existe un isomorphisme étiqueté de ~ sur le complexe de Coxeter :E(W, S)
(iib) ~ est mince et convexe.

Référence. [Bro89], théorème p.87 et remarque p.88. 0

En fait, •dans le cas d'un immeuble sphérique (i.e., à groupe de Weyl fini), cette question est
caduque en vertu du résultat qui suit.

THÉORÈME. - Si (I,A) est un immeuble sphérique, alors A est nécessairement le système
complet d'appartements. L'ensemble des chambres d'un appartement quelconque peut en outre
être décrit comme la réunion des galeries minimales entre deux de ses chambres à distance
maximale.

Référence. [Bro89], théorème 1 p.93. o

2.4.5. Répartition des rôles

On sait former un système de chambres à partir d'un complexe de chambres étiqueté et vice­
versa si le système est connexe.

Si«Z",V} est. un complexe de chambres étiqueté par S, son système de cluuubxes associé est
l'ensemble des chambres où l'on définit la s-adjacence de deux chambres par le fait qu'elles
possèdent en commun une cloison de type S \ {s}.

SiIest unsystèmede chambres connexe au-dessus de S, on définit un complexe de chambres
étiqueté par S de la façon suivante. Si R et R' sont des résidus de type J et J' respectivement,
on dit qu'ils sont de cotype S \ J et S \ J' respectivement, et on définit un complexe simplicial
à partir des résidus pour la relation de face:

R' est une face de R· si et seulement si R' ::> R et J' ::> J.

Lesconditions dans lesquelles ces constructions sont réciproques l'une de l'autre sont tech­
niques, et de toutes façons remplies par les immeubles. (On retourne au point de départ en
faisant une construction puis l'autre).

DÉFINITION. - Si F est une facette d'un immeuble (vu comme complexe simplicial), on note
R(E) le résidu associé dans le point de vue système de chambres.
SiR est un résidu d'un immeuble (vu comme système de chambres), on note F(R) la facette
essociée. dans le point de vue complexe simplicial.

On a mis en évidence des propriétés tout à fait parallèles des immeubles dans les deux axioma­
tiques. On peut maintenant passer à la comparaison des deux approches. Pour énoncer les
résultats, précisons qu'on dira - conformément à l'intuition géométrique simpliciale - qu'un
appartement contient la facette F(R) s'il contient une chambre du résidu R.
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THÉOREME. - (i) Si (I,.A.) est un immeuble de système d'appartements .A.··et de système de
Coxeter (W, S), le système de chambres associé est un immeuble de type (W, S).
(ii) Si T est un immeuble de type (W, S), l'ensemble des sous-systèmes de chambres isomorphes
à 'E(~ S), vu comme ensemble de sous-complexeeeimpêéieux du complexe de chambres associé
à I), fait de ce dernier un immeuble muni de son système complet d'appartements.
Le type d'une facette est lecotype de son résidu et vice-verse.

Démonstration. Preuve de (i). [Ron89], théorème (3.11) p.34.

Preuve de (ii). L'axiome (10) est vérifié par définition.
Si Aet. B sont deux simplexes, on .choisit une chambre dans chacun des deuxrésidus associés
et on applique le corollaire (2.3.2) pour vérifier (Il).
Puisque ces deux premiers axiomes sont vérifiés, on peut se contenter de prouver l'affaiblissement
(12") d'après (2.4.1). Si A et A' sont.deux appartements contenant une chambre cet une
facette F(R),. A et A' contiennent tous les.deux une chambre de R. Par convexité, ils.conti­
ennent proJ.F(R)C tous les deux. La rétraction PA,c.établit un isomorphisme A ..; A' qui fixe
c et projp(R)C. 0

Il est inutile d'espérer une belle correspondance entre les deux points de vue, puisque le système
d'appartements associé à un système de chambres est automatiquement le système complet,
ce qui n'est pas le cas en général. De toutes façons, on manipulera des immeubles pour
lesquels les deux aspects auront une présentation assez concrète (ces immeubles sont formés à
partir de groupes). Un système d'appartements sera en outre prescrit par la situa-tion jumelée
(appartements admissibles). Grosso modo, la répartition des rôles est la. suivante.

Les systèmes de chambres sont adaptés à l'introductionde la codistance qui définit .lesjume­
lages, et de la réalisation métrique qui permet les raisonnements de courbure nég;ative. Les
systèmes d'appartements permettent de faire de •• la théorie des .groupes . avec .. des ..• résultats
dictionnaires entre sous-groupes de Cartan et appartements, et parce qu'on peut faire des
raisonnements de convexité géométrique (et •.. non plus .combinatoire) grâce à une réalisation
géométrique convenable.

2.5. Raffinements de la notion d'immeuble

Dans cette section, les immeubles que l'on va considérer sont définis comme systèmes de
chambres. On peut envisager deux raffinements (adaptés àla théorie de Kac-Moody). L'un
concerne la possibilité de mettre en relation deux immeubles de même type, au moyen d'une
application codistsiice jouissant de propriétés analogues à celles des fonctions W -distances des
immeubles. Les axiomes introduits permettent la gestion d'une combinatoire plus fine que
celle d'une BN-paire ordinaire. L'autre 'raffinemènt> la propriété de Moufang~ permet de
traduire géométriquement l'existence de sous-groupes radiciels dans un groupe opérant •sur
un immeuble. Elle se formule indépendamment de toute considération de jumelage; mais en
théorie de Kac-Moody, ces deux conditions seront vérifiées simultanément.

2.5.1. Jumelages

Les jumelages formalisent la notion de chambres opposées en introduisant une nouvelle appli­
cation à valeurs dans un groupe de Coxeter.
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DÉFINITION.~. Soient (I+, d+)et (I-, d_) deux immeubles de type (W, S). Une W-codistance
pour ces deux immeubles est une application

qui vérifie les trois conditions suivantes pour tout signe e et toutes chambres Xe deIe ety_€,
Y'-€ de I_€.

(JU1) d*(Y-e, xe) = d*(x€, y_€)-l.

(JU2) Si d*(xe'Y-e) = w et d_€(y_€,y'-€) - sES avec f(ws) < f(w),
alors d*(xe,y'-e) - ws.

(JU3) Si d*(x€, Y-e) = w alors pour tout s de S, ilexiste z_€dansI_e
tel que d_€(y_€, z_€) = s et d*(x€, z_€) = uis,

Tout triplet (I+, d+), (I_, d_), d*) vérifiant ces propriétés est appelé jumelage de type (W,S).

On peut alors généraliser la notion de chambres. opposées.

DÉFINITION. - Deux chambres x€ et x_€ de signes opposés dans un jumelage, sont dites
opposées si elles sont à codistance 1, i.e si d*(x e, x_€) = 1.

En fait, la seule relation d'opposition permet de retrouver la codistance, d'après [Abr97],
remarque 3

LEMME.L (i).Si d*(x€, Y_€) = w et d-e(Y-e, z_€) = s, alors d*(xe, Z_€) E {w;
(ii).Soieht x€ ety_edes cbsmbree de I e .etI_€ respectivement. La codis tance d*(xe, y.... €) est
l'unique élémeIltde}O:IJ,gueurminimale de {d_e(x_€, Y-e) 1 x....€opposée à Y-el·

Référence. [Abr97], remarque 3 p.23-24. o

Gomme dans le cas ide la combinatoire. des groupes, on peut.voir que les structures Jumelées
sont des généralisations du cas sphérique. Ainsi, si West un groupe de Coxeter sphérique
de .plus grand élément ui«, si (I, d) est un immeuble de type W, on fabrique naturellement
un jumelage de la façon suivante. On se donne deux exemplaires de l'immeuble. Au premier
est attribué conventionnellement le signe +, au second le signe -- (d'où.lesnotationsI+ et
I_ ).On note d+: . d et d: := wod(-, - )wo. Alors, d: est encore une W-distance sur I_, et
l'application d*définie par wod sur I+ x I_ et par dwo .sur.Z.... x I+estu,ne W-codistanc.e.

2.5.2.· •Appartements admissibles

Pour une paire. d'immeubles, l'existence d'une codistance qui en fait un jumelage suggère
un choix naturel d'ensemble d'appartements dans chacun des immeubles. À partir de ces
appartements, on peut définir la notion d'appartement jumelé.
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DÉFINITION. - Soient c+ et c., deux chambres opposées d'un jumelage «I+, d+), (I_, d_),d*).

(i) L'appartement admissible de signe € associé à c., et c., est:

(ii) L'appartement jumelé associé à c., et c.: est:

(iii) On note A€ l'ensemble des Ae(c+, c., ) pour c., et c., parcourant les paires de chambres
opposées du jumelage. On note A l'ensemble des appartements jumelés A(c+, c_) pour c., et
c., parcourant les paires de chambres opposées du jumelage.

Ce qui justifie cette terminologie est le lemme suivant.

LEMME. - (i) Chaque A€(c€, c_€) est un complexe de Coxetex de type (W, S).
(ii) Deux chambres de signe € sont toujours contenues dans un appartement de A€.

Référence. [Abr97], lemme 2 (i) p.24.

2..5.3. Propriétés des appartements jumelés

o

Les appartements jumelés d'un jumelage possèdent des propriétés assez proches de celles des
appartements d'un immeuble.

PROPOSITION. - (i) Pour. toute paire.de chambres de signes opposés, il.existe ullappartement
jumelé de A les contenant. Cet appartement est unique si les deux chambres sont opposées.
(ii) La restriction de la codistence à tout appartement jumelé fait de celui-ci un jumelage pour
les distances restreintes.
(iii) Pour tout appartement admissible de signe e, il existe un uniqueappartement admissible
- son jumeau - de signe opposé tel que leur réunion. soit un appartement jumelé. Ainsi, A,
A+ et A- sont en bijection.

Référence. [Abr97], lemme 2p.24.

2.5.4. La propriété de Moufang

o

La propriété de Moufang est une autre généralisation qui concerne les immeubles simples (non
nécessairement jumelés). Elle est apparue rétrospectivement comme outil fondamental dans la
classification des immeubles sphériques de rang supérieur ou égal à 3 ([Tit74b]). Elle semble
donc s'imposer comme une condition nécessaire pour des résultats de classification de certaines
classes d'immeubles.
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DÉFINITION. - Un immeuble (I, d) de type (~S) est dit de Moufang s'il existe une famille
(UaJ a E4>(W ) d'automorphismes (stricts) de (I, d) - indexés par l'ensemble CP(W) des racines
d'un appartement A - qui vérifient les conditions suivantes.

(MOI) Pour toute racine a et toute chambre c de a dans le résidu d'une cloison de Ba, le
groupe Ua fixe toutes les chambres de a et est simplement transitif sur les chambres du résidu
privé de c.

(M02) Pour toute paire prénilpotente de racines {ai P}, le groupe des commutateurs
[Ua,U,B] est inclus dans le groupe engendré par les racines de la;13[.

(M03) Pour tout élément u de Ua \ {l}, il existe u' et u" dans U- a tels que m(u) := u'uu"
stabilise A en intervertissant a et son opposée.

(M04) Pour tout u de Ua \ {l} et toute racine 13, l'élément m(u) conjugue U,B sur Um(u),B.

Référence. [Ron89], p.74. o
Unproblème soulevé par la condition de Moufang est par exemple la non-unicité de la famille
d'automorphismes qu'elle fait intervenir. Pour ce qui est du problème d'existence, le cas des
immeubles affines est. intéressant. La non vérification de la condition de Moufang par les
immeubles affines n'empêche pas leur classification en rang supérieur ou égal à 4.

2.6. Automorphismes d'immeubles. Immeubles de groupes

Il s'agit maintenant de mettre en place des résultats établissant un dictionnaire (éventuellement
partiel) entre les structures combinatoires des groupes possédant au moins une RN-paire et
les structures d'immeubles. Le point de vue des chambres du côté immobilier est préféré à
celui des appartements.

2.6.1. Liens de base. Actions fortement transitives

On va établir une correspondance entre les structures de base des deux côtés, à savoir entre
RN-paire et immeuble. Il est d'abord commode d'introduire la définition d'action fortement
transitive d'un groupe d'automorphismes sur un immeuble.

DÊFINITION. - Un. groupe d'automorphismes G d'un immeuble (I, d) est dit fortement
transitif relativement à un appartement A de T s'il vérifie les deux conditions suivantes.

(FTI) Pout tout w de W, G est transitif sur les paires de chambres à distance w.
(FT2) Le stabilisateur de A dans G est transitif sur les chambres de A.

Dans le contexte des systèmes d'appartements, il existe une autre version de la forte transitivité,
où l'on requiert la transitivité sur les couples (O,~) avec 0 C ~ inclusion d'une chambre dans
un appartement. La définition mise en avant est plus faible done plus intéressante. Dans le
cas sphérique, en vertu de la description de l'unique système d'appartements, il est clair que
ces définitions sont équivalentes. Voici le procédé de fabrication d'immeuble à partir d'une
BN-paire.
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THÊORÈME. - PourtouteBN-paire(G, B, N, S) de groupe de Weyl W, l'application d :
GjB xGjB -+ W qui attache au couple (gB, hB) l'élément w tel que g-lh est dans la double
classe de Btubet BwB, fait de (GjB,d) un immeuble de type (~ S).
Pour s dans S, la relation de s-edjeceuce rvs se lit:

G opérant par translations à gauche, est un groupe fortement transitif d'automorphismes de
(GjB,d). N stabilise l'appartement {WB}wEW, Best le stabilisateur de la chambre B de cet
appartement.

Référence. [Ron89], théorème (5.3) p.58.

C'est dans le trajet inverse que l'hypothèse de forte transitivité apparaît comme condition.

o

THÊORÈ.ME. - •• Soit G un groupe d'automorphismesde l'immeub1eepais (I, d) de type{~ S),
fortement transitif pour l'appartement A .. On se donne c une chambre de A, .et on note N le
stabilisateur.de.A,.B le st.abilisateur (ou fixateur) de c. Alors, (0, B, N, S)est une BN-paire,
saturée par construction (i.e, N est précisément le stabilisateur de l'appartement A).

Référence. [ROIl89], théorème (5.2) p.57.

On va maintenant raffiner la correspondance.

2..6.2. Cas jumelé

On peut tout d'abord examiner la situation des combinatoires jumelées.

o

DÊFINITION. - (i) Un morphisme de jumelage est une application de la réunion des im­
meubles du premier jumelage vers la réunion des immeubles du second, qui envoie un im­
meuble de signe donné sur l'immeuble du même signe par un morphisme d'immeuble, et qui
respecte l'opposition des chambres. On parle de morphisme de jumelage strict (respectivement
cohérent) si les applications pour chaque signe sont des morphismes stricts (respectivement
cohérent)s. On a donc des notions évidentes d'isomorplüsmes, d'automorphismes.
(ii) Un groupe d'automorphismes de jumelage est fortement transitif s'il est transitif sur les
paires de chambres opposées.

REMARQUE. - Un isomorphisme strict de jumelages respecte distances et codistance. Profitons­
en pour adopter désormais la convention suivante.

CONVENTION. Tout morphisme d'immeubles ou de jumelages est supposé strict par défaut
d'indication supplémentaire.

Les propriétés essentielles des actions fortement transitives sont résumées comme suit.
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PROPOSITION. - Soit G un groupe d'automorphismes fortement transitif d'un jumelage
((.I+,d+), (I_,d_),d*). Alors:

(i) G opère transitivement sur A+, A_ et A.
(ii) Pour tout appartement jumelé A = (A+, A_), les stabilisateurs dans G de A, A+ ou A_
sont égaux et opèrent transitivement sur les chambres de A+ (respectivement de A_).
(iii) Tout isomorphisme entre deux appartements jumelés provient d'uIl automorphisme du
jumelage.

Référence. [Abr97], lemme 4 p.29.

Nous passons maintenant aux résultats dictionnaires.

o

PROPOSITION. - (i) Si G est un groupe d'automorphismes fortement transitif d'un jumelage
((I+, d+), (I-, d_), d*), avec I+ et I_iépais,ladonnée d'une paire {c+; c., }de chambres
opposées donne naturellement naissance à une BN-paire jumelée (saturée)(G, B+,B_, N, S)
avec B€ stabilisateur de la chambre c, et N stabilisateur de l'appartement jumelé A(c+, c.,')
qu'elles déterminent.
(ii) Réciproquement, si (G, B+, B_, N, S}est une BN-paire jumelée, les immeubles associés
aux BN-paires positives. et négatives associées, peuvent être.munisid'une codisteiice grâce à la
déco:mposition de Birkhoff, en posantd*(gB€, hB_€) -- w, avec w défini par g-lh E B€wB_€.

Référence. [Abr97], p.28-29. o
Pour ce qui est d'une axiomatique intermédiaire entre les BN-paires jumelées et les données
radicielles jumelées comme les données B-radicielles, on peut obtenir des résultats eux aussi
intermédiaires, comme un théorème de présentation (ou d'amalgame) qui montre l'unicité des
groupes.deKac-Moodyïj'I'itê'î], théorème 2 p.567). Remarquons. que dans les démonstrations
de ces résultats, les immeubles interviennent alors de façon .indispensable. En effet, on fait
usage des propriétés des immeubles pour définir des ensembles ordonnés convenables, en
l'occurrence simplement connexes ([Tit86], voir aussi le chapitre suivant).

2.6.3. La condition de Moufang

Lacondition de Moufangcorrespond grosso modo à la possibilité de faire intervenir de petits
groupes d'automorphismes opérant simplement transitivement sur les chambres à distance
donnée (dans W) d'une chambre fixée à l'avance. On met cette propriété en parallèle avec la
possibilité d'introduire l'équivalent de groupes radiciels dans une donnée de combinatoire des
groupes. Voici par exemple un avant-goût des résultats sur les groupes qu'on peut prouver
géométriquement grâce aux immeubles.

On se donne (I, d) un immeuble possédant la propriété de Moufang pour une famille (UaJaEq)
de groupes d'automorphismes (stricts). On a alors la propriété suivante.

LEMME. - Un groupe radiciel Ua fixe toutes les chambres possédant une cloison dans Ci. \ Ba.

Référence. [Ron89], proposition (6.14) p.74. 0

On peut dans ce cas attacher à chaque élément w de W un groupe Uw d'automorphismes qui
permet une description plus fine de l'action d'un groupe fortement transitif sur un immeuble.
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THÉORÈME/DÉFINITION. - Soit fI, d) un immeuble de Moufang de type (W, S).

t(w)

(i) Pour tout w de W, on note Uw := II U{3i le produit interne fait sur les racines contenant 1
i=l

mais pas w dans l'ordre cyclique associé à une écriture réduite de w. Alors, Uw est un groupe
qui ne dépend que de w.
(ii) Uw opère simplement transitivement sur les chambres à distance w de c.
(iii) Pour toute BN-paire (G, B, N, S) obtenue à partir d'un groupe fortement transitifd'automorp
tel que B est le fixateur de c, et N est le stabilisateur de A, une chambre à distancew de c
s'écrit de manière unique uww(c) avec Uw dans Uw.

Référence. [R,on89], définition p.75 et théorème (6.15) p.76. o
Ona ainsi un dévissage des doubles classes analogue à celui des BN-paires raffinées, mais
obtenu par voie géométrique.

2.6.4. Jumelage d'un groupe à donnée radicielle jumelée

Puisque les données radicielles jumelées constituent la combinatoire la plus riche, il est naturel
de se demander si .les•immeubles associés cumulent toutes les propriétés présentées. La réponse
est positive. Tout d'abord, on sait qu'à une donnée radicielle jumelée est associée naturellement
une donnée B-radicielle (1.5.3) et donc une BN-paire jumelée (1.4.6). Ceci se joue uniquement
au niveau des groupes, et se combine à la construction de (2.6.2), pour produire un jumelage.
La présence des groupes radicielsincite à tester la validité de la propriété de Moufang.

PROPOSITION. - Soit (G,(UoJaE<I» une donnée reâicielle jumelée. La BN...pairejumelée
associée. définit un jumelage sur lequel G opère fortement transitivement. En outre, la famille
des groupes radiciels (Ua)aE<I> fait de l'immeuble positif {respectivement négatif) du jumelage
un .immeuble de Moufang.

Démonstration. Il ne reste plus qu'à voir la propriété de Moufang. Les axiomes (M02) et
(M04) sont immédiatement vérifiés puisqu'ils ne nécessitent pas de traduction géométrique.

Pour les deux autres axiomes, on va revenir à la description des immeubles du jumelage associé
à(G, HU+,HU_, N, S). L'appartement standard A+ de l'immeuble positif {gHU+}9EG est
{wHU+}wEW, à l'intérieur duquel on trouve les racines opposées {wHU+}wEa et {WHU+}wE-a
pour chaque a de 4>.G opère par translation à gauche sur cet ensemble.

Traitons d'abord le cas de (MOI). Par définition, pour toute racine a positive, Ua fixe la
chambre .. canonique HU+. Par conséquent, en conjuguant par W, on voit que pour toute
racine a et toute chambre c dans cette racine, Ua fixe c.

Ces descriptions font voir aussi que les éléments u', u" et m(u) définis dans l'axiome (DRJ2)
conviennent pour la vérification de (M03). Soit c = zHU+ une chambre de a dans le résidu
R(1r) d'une cloison de Ba pour une racine a C A. On peut supposer le résidu de type s:
R(1r) nA = {z; zs}. On écrit la racine a sous la forme a = uio« avec w dans W et t dans S.
Ou a donc SaZ = zs puisque Sa fixe 1r (1r est dans âa). On a alors:

R(1r) \ {cl = {gHU+ 1 d(zHU+,gHU+) - s}
= {gHU+ 1 z-lg E HU+sHU+} = {gHU+ 1 9 E zUassHU+}.
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La dernière égalité provient de l'écriture des doubles classes dans une donnée radicielle (1.4.4)
combinée au dévissage par définition Ba = HUa' Finalement

R(1r) \ {cl = {gHU+ 1 9 E (zUasz-1)zsHU+}.

Remarquons d'abord que parce que SaZ = zs, on a zas = a et donc zUasz-l = Ua' Ceci
fait voir que Ua opère transitivement sur R(1r) \ {c}. Pour voir que l'action est en fait libre,
on se donne u et u' dans Ua = zUasz-1 tels que (zuz- 1)zsHU+ = (zu' Z-l )zsHU+. On a
alors S-lu-1U'sHU+ = HU+, ce qui implique que S-lu-1U'S est dans HU+ nU-as' Cette
intersection vaut {1} d'après le lemme (1.5.2)(i), donc u = u'. 0

2.6.5. Programme de généralisation

La condition de Moufang est vérifiée par les immeubles des jumelages associés aux groupes à
donnée radicielle jumelée. Elle semble raisonnable (en tout cas nécessaire) dans le cadre des
problèmes de classification, dans une veine qui généraliserait celle qui concerne les immeubles
sphériques ([Tit74b]).
Nous nous intéressons à un autre problème, à savoir la généralisation de résultats vrais pour
les immeubles de Moufang sphériques. La généralisation consiste à remplacer «sphérique» par
«jumelé» . Voici les résultats qu'on va prouver, énoncés encore dans le cadre sphérique.

Soit (I, d) un immeuble de Moufang de type sphérique (W, S). On note G le groupe engendré
par les groupes Ua dans le groupe des automorphismes de l'immeuble. On fixe un appartement
Aet une chambre c par rapport à laquelle se définit toute la combinatoire des racines. Ainsi,
W+ désigne ..les racines qui contiennent c. On note U := (Ua 1 a E q>+). Pour toute facette F,
de résidu associé R(F), on note q>(F) l'ensemble des racines de A qui contiennent F dans leur
bord. On désigne par B le fixateur de c dans G, et par H le sous-groupe de G fixant A chambre
par chambre.' Enfin, on note M(F) := (H, Ua 1 a E q>(F)), et U(F) := (Ua 1 a :J R(F) nA).
Alors, on aides décompositions de type Lévi.

THÉORÈME.- (i) Le sous-groupe B admet une décomposition en produit semi-direct

B=H ~ U.

(ii) Le fixateur P(F) de F dans G admet une décomposition en produit semi-dixect

P(F) = M(F) ~ U(F).

Référence. [Ron89], théorème (6.17) p.77 et théorème (6.18) p.78. o
Même si le premier point est un cas particulier du second, on les a distingués puisqu'ils cor­
respondent à deux temps de la démonstration. On prouvera la généralisation pour un groupe
possédant une donnée radicielle jumelée. Le premier point sera démontré dès le chapitre suivant
(c'est un sous-produit de la mise en évidence d'une BN-paire raffinée symétrique à partir d'une
donnée radicielle jumelée). Le second réapparaît au chapitre 6, et concerne les sous-groupes
paraboliques sphériques, ou bien tous les sous-groupes paraboliques, à condition de requérir
un léger renforcement de l'axiome (DRJl). Cet axiome plus restrictif est quoi qu'il en soit
vérifié par les groupes de Kac-Moody, d'où la décomposition de Lévi de tous les sous-groupes
paraboliques dans le cas Kac-Moody (6.2).
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3. Ensembles ordonnés

et amalgames de groupes

L'usage de la topologie pour faire de la théorie des groupes est déjà ancien. Dans la présentation
qui suit, la géométrie proprement dite disparaît. On rentre dans des considérations ensem­
blistes, en maintenant le vocabulaire de la topologie algébrique pour étudier des catégories
d'ensembles ordonnés. Ce point de vue et les résultats d'amalgame de groupes remontent au
livre de J.-P. Serre sur les arbres et SL2 ([Ser77]). Sous cette forme, ce chapitre doit tout à
J. Tits ([Ti86]). Cet article a été minutieusement reconsidéré par A. Chosson ([Cho97]) qui
a détaillé les démonstrations et a explicité l'application de [Ti86] à la structure de donnée
B-radicielle. On développe enfin une remarque de P. Abramenko pour obtenir un théorème
d'intersection plus fin dans le cas des données radicielles jumelées ([Abr97], remarque 2 p.i5).
La référence originelle pour tout ce chapitre est [Tit86]. Ce chapitre peut entièrement être vu
comme l'adaptation aux données radicieUes jumelées des raisonnements détaillés de [Cho97].

3.1. Catégories d'ensembles. ordonnés

Dans cette section, nous mettons en place le cadre d'étude des ensembles ordonnés. Il est
catégorique, construit de telle sorte qu'il suggère des analogies avec les présentations abstraites
de la topologie algébrique (Référence: [Tit86]).

3.1.1. Catégorie 0 des ensembles ordonnés

Voici la «catégorie)} que nous allons étudier. Pour être plus correct, il faudrait comme d'habitude
introduire le langage des univers.

DÉFINITION. - (i) ·0 est la ·catégorie définie comme suit. Ses objets sont les ensembles
ordonnés (A, :f). Ses :lJ.ècbes sont les applications croissantes f : (A,:f) """"* (B,:f) quijouissent
en outre de la propriété suivante qu'on appellera bijectivité descendante:

Pour tout a de A, la restriction de f à {x E A 1 x :f a}
établit une bijection de cet ensemble sur {y E B 1 y :f f (a) }.

On décompose de manière évidente la bijectivité descendante en surjectivité descendante et
injectivité descendante.
(ii) Les isomorphismes sont les :lJ.èches bijectives, la bijection réciproque étant automatiquement
un isomorphisme.
(iii) Une partie B d'un objet de 0 est dite pleine si elle vérifie

"lb E B 'Va E A a:f b => a E B,
autrement dit, si l'inclusion BeA est une :lJ.èche de O.
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Dessin.

I----~>)(

~>J
Voici une illustration d'application. On utilisera constamment la possibilité de. représenter
un. enseIllble.ordonné par un graphe. Deux éléments comparables .. distincts étant reliés.par
une arête, le plus grand sera toujours au-dessus de l'autre.. On voit que la condition sur les
flèches l~isse encore la possibilité de ramifier en montant. De plus, le graphe source peut être
reproduit à plusieurs exemplaires à la même hauteur (seules les fibres grossissent).

3.1.2. Chemins. Connexité. Homotopie

Il s'agit des premières notions analogues à celles de la topologie algébrique.

DEFINITION. - Soit (A,:5) un objet de O.

(i)Unchemin tracé dansA est une suite finie (ao, al, ... an)d'élémentsdeA succesivement
c011lparab1es:pour touti, on a toujours ai :5 ai+l ou ai+l :5 ai. Le premier élément est le
début du chemin, le dernier en est la fin. Le début et la fin d 'un chemin sont les extrémités
de ce chemin.
(ii) A est dit connexe s'il est non vide et si quels que soient aet b.deeéléments de A, il existe
toujours un.che.min de début a et de fin b.
(iii)Une homotopie élémentaire sur un chemin (ao, al, ...an) tracé dans A est une opération
sur ce chemin qui consiste à intercaler ou supprimer un élément de A·dans la suite iiniepout
produire un chemin de mêmes extrémités. Une homotopie d'un chemin à un autre est une
suite d'homotopies élémentaires du premier chemin pour obtenir l'autre. Deux tels chemins
sont dits homotopes.

Dessin. [(a, a' , ail,b) l'J (a, b", a', a"; b) l'J (a, b',b",a', a", b) l'J (a, b',b",ail,b) l'J (a, b',b",b)]

b' b

L",b'/~~
~X~~~
-----~oJ

Deux chemins homotopes ont par définition mêmedébut et mêmefin. Il est clair que l'homotopie
établit une relation d'équivalence sur l'ensemble des chemins de début et de fin fixés.
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3.1.3. Revêtements

Un revêtement est un intermédiaire entre une flèche quelconque et 'Un isomorphisme de O.

DÉFINITION. - Une flèche p : E -+ B de 0 est un revêtement si el1evérifie la condition
suivante, qu'on appellera bijectivité ascendante.

Pour tout a de A, la restriction de f à {x E El x 2::: a}
établit une bijection de cet ensemble. sur {y E B 1 y 2::: p(a)}.

E est appelé l'espace total, B la .base du revêtemen.t.. On décomposera de manière analogue
la .bijectivité ascendante en surjectivité etinjectivité ascendantes.

}
Dessin.

3.1.4. Catégorie pointée (0, *).Revêtements universels pointés

Le fait de "pointer la catégorie permet de poser correctement le problème qui définit les
revêtements universels, et de parler de relèvement de chemins.

DÉFINITION. - (i) (0, *) est la catégorie définie comme suit. Ses objets sont les couples
(A,*) où ~ est un àbjetde 0 ordonné par ::S;, et * est un élément de A. Ses flèches sont les
flèches de /0 qui envoient l'élément distingué de la source sur l'élément distingué du but. Les
isomorphismes sont les flèches bijectives.
(ii) Un revêtement universel est une Bèche 1r : (E., *) -+ (B, *) de (0,*) qui donne un
revêtement à espace total connexe dans 0 (par le foncteur d'oubli naturel de (0, *) vers

et. qui vérifie le problème suivant.

Pour .toutrevêt~ment.pointép.:(E',*) -+(B,*),
il existe une flèche. 1r' :fe, *). -+. (E', *) telle que .1r p 0 1r'

Il n'est pas très long de prouver le résultat utile suivant.

LEMME. --- Avec les notations de la ·définition précédente,laflècbe de factorisa.tion1r' est
automatiquement unrevêtement.

Démonstration. On se donne x dans E et y' dans E' plus grand que 1r'(x). On.a p{y') 2:::
(p01r')(x) = 1r(x), donc il existe y dans E, y 2::: x, préimage de pey') par tt, On a 1r'(Y) 2::: 1r'(x)
etp(1r'{Y» = 1r(Y) = p(y').Comme p est un revêtement, par injectivité ascendante 1r'(Y) = y'.
Ceci prouve la surjectivité ascendante de n', L'injectivité ascendante de 1r' est évidente,puisque
les restrictions correspondantes de p 0 1r' sont injectives. 0

65



3.1.5. Relèvements

Le petit résultat qui suit montre que l'analogie avecla topologie algébrique n'est pas seulement
une affaire de définition. L'image d'un chemin n'est autre que la suite des images des points
du chemin initial.

LEMME. - Soient p : E --t B un revêtement et x un élément de E. Alors:

(i) Pour tout chemin de début p(x) dans B, il existe un unique chemin de début x dans E et
qui le relève.
(ii) Deux relèvements de même .débutde chemins homotopes sont homotopes.
(iii) Soient C un ensemble connexe de 0, c un élément de C, et g, g' deux Bèches de C vers
E. Si 9 et g' coïncident sur c et vérifient 9 0 f =g' 0 t, alors 9 =g'.
(iv) Si B est connexe,p est automatiquement surjective.

tX.
X

(l,LX-----

~xX

~" .~ Q.,J.+.

:e
Quoi qu'il en soit ,onpeut choisir.ai.ouai+l pourêtreun.minorant (respectivement majorant)
commun aux trois points. Par bijectivité ascendante (respectivement descendante), il existe
un unique élément z dans E dans la même position vis-à-vis de bi et bi+1 que x vis-à-vis de ai
et ai+l. Le relèvement de (... , ai, x, ai+b ... ) est donc nécessairement (... , bi, Z, bi+b ... ), qui est
clairement homotope à (..., bi, bi+1, ...).

Preuve de (iii). On se donne .•. d·· dansC que par connexité on peut. toujours relier. à c par un
chemin r. gr et g'r relèvent tous les deux (/og)r et (f 0 g')r et ont même début. Ainsi
gr = g'r et g(d) = g'(d).

Démonstration. Preuve de (i). L'existence du relèvement se construit de proche en proche.
Si Xi et Xi+l sont deux points successifs d'un chemin tracé dans B, suivant que Xi 2:: Xi+l
ou Xi ~ Xi+l, on utilise la surjectivité descendante ou ascendante pour trouver une préimage
pour Xi+l. L'unicité relève des injectivités ascendantes ou descendantes et se prouve aussi de
proche en proche.

Preuve de (ii). Il suffit de traiter le cas de deux chemins déduits l'un de l'autre par une homo­
topie élémentaire, et par exemple une insertion. Supposons qu'on passe ainsi de (... , ai, ai+l, ... )
à (...,ai,x,ai+l, ...),etque(... ,bi,bi +h ... ) est un relèvement du premier chemin. Ilya6 cas
suivant les comparaisons possibles entre ai , ai+ 1 et x.

(iv) résulte directement de (i). o
On peut encore en tirer une information sur la flèche "Ir' de factorisation dans la définition d'un
revêtement universel.

66



SCHOLIE. - Avec les notations de la définition précédente, la flèche de factorisation' 'Ir' est
nécessairement unique.

Démonstration. C'est une conséquence directe du point (ili) du lemme, o

3..1.6. Existence de revêtements universels pointés

La.démonstration dece résultat met à l'épreuve la plupart des notions introduites précédemment,
elle .est complètement analogue à la.démonstration topologique classique.

THÉORÈME. -Tout objet (A, *) de (0, *) admet un revêtement universel unique à unique
isomorphisme près.

f)êmonstration ...L'unicité. résulte aussitôt ••• du .. cQrQ~aire. précédent. ConstruisBns ma-intenant
un revêtement. universel. On considère l'ensemble des classes d'homotopie ..• deche;miIlStracés
dans A, de début *, qu'on note A. On pointe cet ensemble par la classe du chemin constant
(*). Remarquons d'abord que la fin d'une classe d'homotopie de tels chemins est bien définie,
comme .fin d'un quelconque représentant. On notera par ,...., une relation d'homotopie entre
deux chemins.

1. Définition du eandidàtcomme objet de (0, *)

On;intrQduit.sur (..4., (*»la relation binaire suivante. On décrète .qu'une.classed'ho;motopie
festsupérieure àune.autre r' si.et seulement s'il existe un élément xdeA,unreprésentant
(*,bl, ....bn) de la première classe, un représentant(*, ab ...am) dela seconde tels que (*,bl, ...bn )

soithoIll()topeà. (*,al, .·.(Jm,x),avecx .~ am' Une autre façon de voir. les choses consiste. à
- -1 . • . -

remarquer que T ~ rsietseulement<si pour tout représentant (*,b1, ...bn ) de ret tout
-1

représentant (*,al, ...am} d e r,on a b« ..~ am et (*,bl, ...bn ) ,...., (*, ab ...am,bn).

Dessin.

Les hachures limitées par deux chemins indiquent .que ces chemins sont/homotopes. Cette
relation est évidemment réflexive. .EUe .est antisymétrique. Pour. voir cela, •on se donne r

-1 - - -1
et r dans A, représentées par (*,bi, .. .bn ) et (*, al' ...am) respectivetnent.r .. ~. r dit que
bn 2: am et (*,bl' ...bn ) ,...., (*, al, ...am , bn ) . Si on suppose en outre que r'. 2: r, on obtient
alors am 2: bn , d'où l'égalité am ===. bn,quidonne.en reportant dans la première homotopie

- -1
(*,bb ...bn ) ,...., (*,al' ...am, am) ,...., (*,al, ...am), soit r === r . L'examen de la transitivité se règle
de manière plus visuelle, par exemple sur un dessin.
On a donc bien défini une relation d'ordre sur Â, ce qui en fait un objet de O.

2. Connexité de Â
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Il suffit de remarquer que pour tout chemin (*,al, ... am), on a (*,al, ... am) ~ (*,al, ... am-l)
ou (*,al, ... am) ~ (*,al, ... am-l) suivant que am est supérieur ou inférieur à am-l. On peut
donc relier toute classe au point base (*).

3. Flèche e: (A, (*)) -+ (A, *)

En vertu de la remarque initiale, on voit que l'applicatione : (A, (*)) -+ (A, *) qui attache à
toute classe la fin d'un de ses représentants, est bien définie. Il s'agitici .de voir que e est une
flèche de 0, et même un revêtement. Le respect de l'ordre est. évident.. Prouvons l'injectivité
descendante. Supposons que l'on ait (*, al, ... am) ~ (*, bl, ... bn), (*, al, ... am) ~ (*, b~, ... b~/)

et bn = b~/. Puisque am .~ bn - b~/, on peut écrire la suite d'homotopies

(*,b l , ... bn) t'V (*,bl, ... bn,am,b~/) t'V (*,al, ... am,b~/) t'V (*,b~, ... b~/)

qui prouve l'injectivité descendante.•La surjectivité descendante vient de ce que si on se donne
une classe (*,al, ... am) et x ~am, alors e((*,ab ... am,x)) = x. La bijectivité ascendante se
prouve de façon tout à fait analogue.

4. Propriété ·de factorisation

Oüsè donne un revêtement f: (B, *) -+ (A, *). Il s'agit de trouver une flèche ee : (A, (*)) -+
(B, *) telle que e = f 0 ee- En attachant à chaque classe Ï' la fin d'un relèvement dansB d'un
représentant de l', qu'on note eB(r), on définit. une applicationej, qui vérifie e.: j.oeB .. Cette
application est bien définie puisque les relevés de deux chemins homotopes sont homotopes,
donc de même fin. Il reste à montrer que ee est une flèche de (0, *). Supposons quel' ~ Ï".
Onpeutécrirer' = (*,al, ... am+l) etÏ' - (*,al, am) avecam+l ~ am.Si(*, bl,.·. bm+1)

estlerele~ê.de(*,~l' ... a m+l),par unicité (*,bl, bmY.estceluide (*, al, .•.. am). On a alors
bm. eB(r) ~ eB(r ) = bm+1car am+l ~ am. Ceci montre que eB est croissante.
On se donne deux classes r etÏ" inférieures toutes deux à une troisièmeA, et dont les relevés
dans B ont même fin. On choisit un relevé pour chacune de ces classes: f*r pourÏ', f*r'-, - - --,
pour I' et f*~ pour ~. Puisque eB(~) est un majorant commun de eB(I") et de eB(T ), on
peut écrire la suite d'homotopies

rt: t'V (f*f', eB(~),eB(Ï')) t'V (f*~, eB(Ï'))

t'V (f*r, eB(~),eB(Ï')) t'V f*r.

Ceci donne Ï' =Ï" en transformant par f. D'où l'injectivité descendante.
On se donne maintenant un relevé f*r de chemin dans A et un élément y inférieur à eB(Ï').
Alors, la classe du chemin f(f*r, y) est unepréimage dey par eB.Ceci prouve la surjectivité
descendante .et achève la démonstration du théorème. 0

3.1.7. Universalité et point base

Le fait d'être universel pour un revêtement ne dépend pas du point base.

LEMME. - Soit 1r : E -+ B un revêtement. S'il existe x·dans E tel que 1r : (E, x) -+ (B,1r(x))
soit un revêtement universel, alors pour tout y de E, 1r : (E, y) -+ (B,1r(y)) est un revêtement
universel.
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Démonstration. On se donne y dans E.

1. On suppose pour l'instant que x et y sont comparables et par exemple que y est supérieur
à x.. On se donne également un revêtement p : (C, z) --r (B,p(z)). On a p(z) =1T(y) ~ 1T(X).
Par conséquent, 1T(X) admet une unique préimage Zx par p vérifiantz, $z, etpx.• : (C, zx) --r
CS, 1T(:z;)) est encore un revêtement pour lequel on peut appliquer la propriété de factorisation,
qui fournit 1Tx : (E, x) -+ (C, zx) tel que 1T =-Px 01Tx. Il suffit alors de montrer que 1Tx(Y) = Z
pour justifier qu'on a une factorisation avec y cette fois comme point base. Or 1T$(X) = Zx ::;
1Tx(y) et p(1T$(Y)) = p(z). Puisque p est un revêtement, par bijectivité ascendante 1Tx(Y) = z,

2. On a traité le cas y 2:: x. Le cas symétrique est analogue. On a donc montré le résultat
quand on passe de x à un point comparable. Le cas général s'en déduit par connexité. 0

3.2. Simple connexité

On présente ici la simple connexité comme une propriété catégorique, avant de la relier à des
considérations de chemins.

3.2.1. Simple connexité

C'est le revêtement universel et sa propriété de définition qui permettent d'introduire la notion
de simple connexité.

DÉFINITION. - Un ensemble ordonné (A, $) est dit simplement connexe si l'application
identité lA associée est un revêtement universel.

La formulation de cette définition est justifiée par le lemme (3.1.7).

REMARQUE.- Un objet simplement connexe est automatiquement connexe.

3.2.2. Universalité d'un revêtement et simple connexité de l'espace total

Cette proposition montre que la définition de simple connexité peut être élargie à une propriété
de factorisation plus large.

PROPOSITION. - Soit un revêtement 1T : E --r B de O. Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) L'espace total E est simplement connexe.
(ii) Pour tout x de E, le revêtement pointé 1T : (E, x) --r (B,1T(X)) est universel.
(iii) Il existe un x de E tel que le revêtement pointé 1T : (E, x) --r (B,1T(X)) est universel
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Démonstration. Déjà, l'équivalence entre le deuxième et le troisième point est prouvée en
(3.1.7).

Montrons que (i) implique (ii). On se donne un revêtement 1r : (E, x) -+ (B,1r(x)) à es­
pace total simplement connexe. Il est suffisant de montrer la propriété de factorisation
P?llr un revêtement universel 1r' : (E', x') --7 (B, 1r(x)). .D'abord, .on applique la propriété
de factorisation du revêtement universel 1r' vis-à-vis du revêtement 1r: on sait qu'il existe
ep : (E', x') -+ (E, x) telle que 1r' = 1r 0 ep. Du reste, ep est un revêtement d'après le lemme
(3.1.4). Ceci permet d'appliquer la propriété de factorisation du revêtement JE (universel par
simple connexité de E) vis-à-vis de ep. On obtient ainsi un revêtement 'ljJ : (E, x) --7 (E', x')
qui vérifie ep 0 'ljJ = lE. Finalement, on a 1r' o'ljJ = (1r 0 ep) o'ljJ = 1r 0 JE = n,

Montrons que (iii) implique (i). On suppose le revêtement 1r : (E, x) -+ (B,1r(x)) universel.
On se donne p: (E',X') -+ (E,x) un revêtement, qui fournit rr 0 p : (E',X') -+ (B,rr(x)) un
autre revêtement. On utilise alors la propriété universelle de rr vis-à-vis de ce dernier, ce qui
introduit un revêtement ep : (E, x) -+ (E', x'), tel que rr = rr 0 (p 0 4». Mais par unicité d'après
le lemme (3.1.5), on a nécessairement po ep = Ie- Ainsi tout revêtement p: (E',X') --7 (E,x)
factorise lE de manière unique, ce qui prouve que E est simplement connexe. 0

3.2.3. Isomorphisme à partir cl'un revêtement

Le lemme qui suit permet de découper la preuve de ce qu'une flèche est un isomorphisme en
deux vérifications indépendantes.

LEMME. - Soit rr : E -+ B un revêtement à espace total E connexe. Si B est simplement
connexe, rr est un isomorphisme.

Démonstration. D'abord, on pointe 1r par un point x quelconque de E. Puisque B est simple­
ment connexe, JB : (B,1r(x» -+ (b,1r(x» se factorise à travers 1r pour un unique revêtement
ep. le = rr 0 ep implique déjà que rr est surjectif. Mais ep est un revêtement par le .corollaire
(3.1.5) et E est connexe, par conséquent ep est surjective par (3.1.5) (iv). Il en résulte que rr
est injective. 0

3.2.4. Simple connexité et homotopie

L'homotopie triviale des chemins est aussi un critère attendu et peut-être plus concret de
simple connexité.

PROPOSITION. - Soit A un ensemble ordonné connexe contenant le point a. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes:

(i) A est simplement connexe.
(ii) Tout chemin tracé dans A, de début et de fin a est homotope au chemin constant (a).
(iii) Deux chemins quelconques de début a et de même fin sont homotopes.

Démonstration. On va revenir à la construction concrète du revètement universel au-dessus
de (A, a). On considère donc le revêtement universel e : (..4., (a)) -+ (A, a). Il est clair qu'on a

A est simplement connexe {:::::} e est un isomorphisme.

L'implication directe est justifiée par (3.2.3). L'implication réciproque par (3.2.2). Le reste en
découle puisque la préimage de tout point b de A est l'ensemble des classes d'homotopie de
chemins partant de a, arrivant en b et tracés dans A. 0
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Remarquons enfin qu'un ensemble de 0 possédant un plus grand ou plus petit élément est
nécessairement simplement connexe puisqu'il suffit pour chaque chemin d'extrémités égales,
d'intercaler cet élément entre chaque terme de la suite pour réaliser une homotopie sur le
chemin constant.

3.3. Domaines fondamentaux et amalgames

La technique des domaines fondamentaux - qui permet de prouver des résultats.de présentation
de groupes opérant sur un graphe - est déjà assez. ancienne. Pour comparer,on peut par
exemple se reporter à la preuve par J.-P. Serre du théorème de Nagao décrivant SL2(K[t])

([Ser77], théorème 6 p.118).

3.3.1. Amalgames

Commençons par rappeler la définition d'un amalgame de groupes. On est encore dans un
cadre catégorique.

DÉFINITION. - Soit G un groupe. Soit H une famille. de sous-groupes de G.. On dit que G. est
amalgame des sous-groupes de la famille 'H. si l'homomorphisme canonique qui va de la limite
du système inductif formé des inclusions entre éléments de 1-l vers G, est un isomorphisme.

Le problème que l'on se pose est alors le suivant: .étant donné un groupe G, peut-on trou­
ver un système de sous-groupes de G (beaucoup) plus simples dont l'amalgame reconstitue
G? Un exemple de groupes permettant de .répondre positivement à cette question est celui
des groupes de Coxeter, qui sont par définition amalgames des sous-groupes Z/2Z correspon­
dant aux générateurs canoniques et de ceux des sous-groupes diédraux engendrés par deux
générateurs canoniques qui sont finis.

R:EM.AJ1QU:E.- Avant.depasser à la définition des. domaines fondamentaux, .rappelons que la
limite de tout sous-système d'un système inductif formé d'inclusions, s'injecte naturellement
dans la limite du système ambiant. Cette remarque sera utilisée assez fréquemment.

3.3.2. Domaine fondamental

Les domaines fondamentaux constituent la notion géométrique (au sens de 0) adaptée au
problème d'amalgame de.certains groupes.

DÉFINITION. - Soient A un objet de 0 et G un groupe opérant sur A par automorphismes.
Alors, une partie F de A est un domaine fondamental pour l'action de G sion a:

(DFI) Si a est un élément de F plus grand qu'un élément b dans A,alors best dans F;
(DF2) A = G.F;
(DF3) L'orbite sous G d'un élément a de F ne rencontre F qu'en a.
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Les deux derniers axiomes sont familiers à qui connaît la définition des domaines fondamentaux
géométriques. Le premier est adapté à la situation de la catégorie 0, il exprime la plénitude
du domaine fondamental.

3.3.3. Un revêtement

On se place dans la situation où un groupe G opère sur un ensemble ordonné A par automor­
phismes de 0, en y possédant un domaine fondamental F. Cette simple situation permet de
construire un système inductif intéressant de sous-groupes de G, indexé par F. Il suffit de
partir de la remarque suivante.

Si dans A on a b ;S; a, avec a dans F, on sait d'abord que b est dans F d'après (DPI). Mais si
en outre 9 dans G fixe a, on a g.b ;S; g.a = a qui est dans G.{b} n F - {b} par (DF3). Ainsi,
b ;S; a implique b E F et Ga C Gb.

On adopte alors la série de notations qui suit. Pour toute comparaison b ;S; a d'éléments
de F, on note Lab : Ga -+ Gb l'inclusion de fixateurs correspondante. Gest l'amalgame <des
fixateurs Ga pour a dans F, relativement aux inclusions l-ab pour b ~ a, et 1r : G -+ G est
l'application canonique associée. Enfin, on note 'l'a l'application canonique Ga -+ G, dont on
désigne l'image par Ga. L'homomorphisme composé 7r 0 'l'a est l'injection canonique de Ga
dans G.

CONSTRUCTION. - On note A l'ensemble UG/Ga . On ordonne Â par
aEF

gGa ~ g'Gb {:} a ~ b et g-lg' E c;
Pour éviter les confusions, on désignera par a l'ensemble Ga quand il s'agira d'un élément de
A. Cette construction permet de définir une flèche a dans O.

a:A-+A
ga I-t a(ga) := 1r(g).a

Justification. O. Il est clair que la relation ~ sur Â est une relation d'ordre.

1. La flèche a est bien définie. En effet, si 9 et g' sont deux éléments de G tels que ga = g'a,
alorsg-1g' est dans Ga, soit 1r(g)-l1r(g') est dans Ga. Ainsi7r(g).a = 1r(g').a. Il reste à
montrer qu'on a bien défini une flèche de O.

2. a est croissante

Si ga ~ g'b, on a par définition a ~ bet gGb = g'Gb. Puisque G est un groupe d'automorphismes
de l'ordre de A, on a

7r(g).a ~ 1r(g).b = 1r(g'g'-lg).b = 1r(g')1r(g'-lg).b = 7r(g').b.

La dernière égalité provenant de g'-lg E a; Finalement, on a bien a(ga) ~ a(gb).

3. Injectivité descendante

On se met dans la situation où ga majore simultanément g'a' et g"a", et où 7r(g') .a' - 1r(g") .a".
On a alors a' = 7r(g'-lg").a" ;S; 1r(g'-lg").a = a, a' est dans G.a" n F qui est réduit à {a"}
d'après (DF3). Ainsi, a' = a" et g".a" = g".a' = g"(g'-lg")-l.a' = g'.a'.

4. Surjectivité descendante

On part d'un élément b de A inférieur à a(ga) = 7r(g).a. L'élément a' := 7r(g-l ).b est inférieur
à a donc dans F. ga' est alors clairement une préimage de b pour a, inférieure à ga. 0
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Nous allons maintenant étudier la flèche a à ce niveau de généralité, pour déduire des propriétés
relatives à Â à partir de celles de F.

THÉORÈME. - Soit G un groupe opérant sur un ensemble ordonné A par automorphismes de
0, en y possédant un domaine fondamental F. Alors, la construction précédente possède les
propriétés suivantes.

(i) a est un revêtement.
(ii) Â est connexe dès que F l'est.
(iii) Â est simplement connexe dès que F l'est.

Démonstration. Preuve de (i). On commence par se donner ga majorant commun à g'a' et
g"a", ces deux derniers points vérifiant en outre 1r(g').a' = 1r(g").a". On a alors

7r(g'-lg").a" = a' E F n Ga" = {a"},

ce qui implique que a' vaut a". On a alors g-lg' EGat, g-lg" EGat = Ga", et on obtient donc
g'-lg" EGat. Ceci implique g'a' = g"a", donc l'injectivité ascendante de a.

On se donne maintenant un élément b de A supérieur à a(ga) = 7r(g).a. D'après l'axiome
(DF2), on sait déjà que b s'écrit b = g".a' pour g" dans G et a' dans F. En écrivant a' ~
g"-l7r(g).a, on en déduit que g"-l7r(g).a est dans G.a n F, donc qu'il vaut a. Ainsi g"-l7r(g)
est dans Ga et a' ~ a. On pose alorsg' ::;:gWa{7r(g)-la") et on s'intéresse à g'a'. Déjà
a(g'a') 7r(g'I!a(7r(g)-lgll)).a' = g".a' :;: b-. Ainsi g'a/estunepréimage pour b.Qu'elle se
situe bien par rapport à ga vient decequeg'-lg •. 'I!a(1r(g)-lg")-l est dans Ga.

Preuve de (ii). L'application de F vers F := {al aE F}quiattache à a l'élément a, est par
construction de Â un isomorphisme de O. À ce titre F est connexe, et on peut parler de sa
composante connexe Â' dans Â, à savoir l'ensemble des points de Â reliables à un élément
de F. Alors, pour tout élément a de F, on a Ga.Â' C Â', et puisque les Ga engendrent G,
G.Â' c Â'. On obtient finalement

Â' G.Â' :::>G.F = Â.

Ceci montre que Â' = Â, et donc que Â est connexe.

Preuve de (iii). O. Cette preuve est plus longue que les précédentes. D'après (3.2.2), il
suffit de montrer que a est un revêtement universel. Pour cela, on se donne un. revêtement
universel ao : Ao -7 A, pour lequel on veut mettre en évidence la factorisation de définition des
revêtements universels. On suppose que ao atteint F, ce qui est toujours possible en translatant
F par un élément convenable de G, d'après (DF2).Enfl.n, on-choisit une composante connexe
Fo de at)"l(F). On procède comme suit.

1. La restriction de ao à Fo établit un isomorphisme entre cet ensemble et F, de réciproque f3.
2. Grâce aux propriétés universelles des revêtements, on construit une action de G sur Ao.
3. On définit une flèche de factorisation candidate à partir de f3 et de l'action de G, et on
vérifie qu'elle convient.

1. Montrons que Fo est une partie pleine de Ao.
Soit a un élément de Fo et b un élément de Ao qui lui est inférieur. Alors ao(b) ::; ao(a)
implique que ao(b) est dans F, donc que b est dans at)"l(F), et finalement dans Fo puisqu'il
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est comparable à a. Ainsi, l'inclusion de Fo dans Ao est un morphisme de 0, ce qui montre
que la restriction de ao à Fo est un morphisme de 0, au titre de composé de morphismes. Si
en outre, on se donne un élément y de F supérieur à un élément ao (a) (a dans Fo), on sait
qu'il existe une unique préimage x de Ao pour ao (qui est un revêtement), supérieure à a, donc
comparable à a et dans Fo. Ceci établit que ao !Fo est en fait un revêtement. D'après (3.2.3),
par connexité de Fo et simple connexité de F, c'est un isomorphisme entre Fo et F.On note
(3 : F ~ Fo sa réciproque.

2. Soit a un élément de F, qui fournit un revêtement pointé ao : (Ao, (3(a)) -4 (A, a). Si 9 est
un élément de Ga, alors l'automorphisme 9 de A se relève en un unique automorphisme Ta,g
de Ao tel que le diagramme suivant commute.

(Ao, f3(a)) ~ (A, a)

'Ya,g 1 19

(Ao, f3(a)) --+ (A, a)
0:0

Ce diagramme s'obtient en appliquant la propriété de revêtement universel de ao au revêtement
g-l oao. L'unicité de la flèche de factorisation assure d'ailleurs que si 9 et g' sont dans Ga,
alors Ta,gg' = Ta,g 0Ta,g" Puisque Aoest simplement connexe, d'après (3.2.3), Ta,g est l'unique
automorphisme de Ao fixantf3(a)et faisant commuter le diagramme ci-dessus. D'où pour
chaque .a de F, un morphisme

'ra : Ga -4 Aut(Ao, f3(a))
9 t-t Ta,g,

où Aut(Ao, f3(a)) désigne les automorphismes de Ao qui fixent f3(a). Il reste à justifier que ces
flèches permettent de faire de Ao un G-espace. Pour cela, il suffit de montrer que pour une
comparaison b ::; a dans F, on a Ta = Tb ° Lab. On se donne donc 9 dans Ga. On cherche à
calculer ao (Ta,g (f3(b))). On obtient

aO(Ta,g(f3(b))) = g.ao{f3(b)) = g.b = b.

Par conséquent par injectivité descendante de ao, on obtient Ta,g(f3{b)) - f3(b) puisque ces deux
éléments sont inférieurs à f3(a)-Ta,,9(f3(a)). Ainsi, Ta,g fixe f3(b) et vérifie œ., °Ta,9 - LaboaO,
c'est. donc Tb'''ab(9)' et on a finalement Ta - Tb ° Lab. Ceci montre que la collection de flèches
Ta : Ga -+ Aut(Ao, f3 (a)) pour a dans F est compatible au système inductif qui définit Ge . On
obtient ainsi une flèche

T : G-+ Aut(Ao)
9 t-t Tg,

qui définit une action de Gsur Ao. En outre, on a tout fait pour que, pour tout 9 de G, on ait

1r(g) °ao = ao ° ,g'

3. On définit alors la flèche
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a':.fi -+ Ao
gâ t-4'g(j3(a)).

Cette définition a un sens. En effet, si gâ = g'â', on sait que a = a' et donc j3(a). .j3(a') , ainsi
que g-lg' E Ga. Alors, par définition, on a ,g-l g' = ,a,7r{g-lg') donc 'Yg-1g,(j3(a)) = j3(a), soit
,g (13(a)) = ,g' (13(a)) = ,g' (13(a')).

La factorisation a = ao 0 a' étant évidente, il reste à montrer que a' est bien une flèche de O.

a'estcroissante.En effet, gQ, :$ g'â' implique a:S a', g-lg' E Ga et donc 'Yg-1g,(j3(a))- j3(a),
ainsi quej3(a) :$ j3(a'). Finalement

a' (gii) 'Yg(j3(a))·· "'fg,(j3(a)) :$ ,g,(j3(a')) ··a'(g'ii')).

Prouvonsmaintenant .l'injectivité descendante.. Onsedonne g~ majorant commun de g'a/ et
de g"â" tels que 'Yg' (j3(a')}='gl!(j3(a")}.D'après la dernière remarque de 2,ona7i"(g').a' =
1r(gl).a", et puisque F est un domaine fondamental a' = ail. D'où encore a' = 0," et Ga' = Gal!.
En outre, de g-lg' E Ga' et g'g" eà;», on tire g'-lg" E Ga', ce qui donne g'.â' = gl/.â".

Il ne reste plus qu'à vérifierlasurj~ctivitédescendante de a' ...On s~ donne .ydans 40 inférieur
à ,g(j3(a)) = a'(gâ). Il s'agit de trouver une préimage à ce point pour a', inférieure à go'. En
appliquantaoà<y:$ 'Yg(j3(a)), on obtientao(Y) :$ 1r(g).aouencore 1r(g) .... l.a o(y) :Sa.. Ainsi
1r(g)-l.ao{Y) est danaF.. Onpeut récrire 1r{g)-l.ao{Y} . a' pour a'dans F,inférieurà a.
Maisgii'est un.elémentdeÂ, inférieur à <gâ. Il ne reste. donc plus qu'à montrer que c'est une
préimage dey pour a'. ·Déjàa'(ga'}:$ a/(gii),donc yet a' (gQ,'J sont tous deux. majorés par
a' (gâ) . 'Enfin

ao(a'(gâ')} = (ao o a') (gâ) = a(gii) -1r(g).a',

ce qui vaut ao(y) par définition de a'. Par injectivité descendante de ao, on a bien a'(gii') = y.
o

3.3.4. Application

Le corollaire de la proposition précédente est le résultat attendu deprésentationde groupe.

COROLLAIRE. - Soit G un groupe opérant sur un ensemble ordonné A par.al.lto:cnorph.ismes de
0, en y possédant un domaine fondamental F simplement connexe. Alors, l'ensemble ordonné
A est simplement connexe si-et seulement si G est l'amalgame des Iixeteurs Ga ..pour aâsos F
relativement aux inclusions Lab pour b :$ a.

Démonstration. Il est clair que prouver lecorollaire revient. àprouverque.œest un isomor­
phisme si et seulement si 1r en est

1. Supposons que 1r est un isomorphisme. Il s'agit de montrer que a est un isomorphisme,
autrementclitqu'ilest injectif.etsurjectif. Sigâet g'ii'sont tels que 1r(g)a = 1r(g')a',on
sait quepuisqueF.estun domaine fondamental etquec EG.a' OF, a' a.Onaenoutre
1r(g-lg') E Ga, donc par injectivité de tc, g-lg' E Ga. Ainsi, gâ-- g'a =g'ii'. La surjectivité
de 1r montre que Gest engendré par les groupes Ga, a E.F . .Comme F est connexe, onen
déduit aussitôt que A est connexe et donc que a est surjectif.

2. Supposons que a est un isomorphisme. Montrons d'abord l'injectivité de tt: Pour cela, on
se donne 9 dans G, avec 1r(g) = 1. Ceci implique que, pour tout a de F, 1r(g).a = a, soit
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a(ga) = ga(a). Par injectivité de a, on obtient donc 9 E nGa. Comme la restriction de 7r
aEF

à un Ga quelconque est injective, l'hypothèse 7r(g) = 1 implique finalement 9 - l.
Montrons la surjectivité de n, Soit 9 un élément de G. On choisit un élément a de F, et on
regarde son transformé g.a. Par surjectivité de a, on sait qu'il s'écrit g.a :::: a(g'a') - 7r(g').a',
avec a' dans F et g' dans G. À nouveau parce que F est un domaine fondamental, on a a = a'.
Ainsi, 7r(g')-lg appartient à Ga = 7r(Ga), et finalement 9 est dans 7r(g')-l7r(Ga ) C 7r(G). 0

Jusqu'à la fin de ce chapitre, nous allons appliquer les résultats précédents à des ensembles
dérivés des immeubles. Les énoncés vont devenir de plus en plus concrets au fur et à mesure de
la progression, pour aboutir aux théorèmes dont les démonstrations ont été laissées en suspens
dans les chapitres sur les groupes de Kac-Moody et la théorie combinatoire des groupes. À
savoir, les théorèmes d'amalgame et d'intersection (nécessaire à la comparaison entre structure
de donnée radicielle jumelée et de BN-paire raffinée symétrique).

3.4. Immeubles du point de vue des ensembles ordonnés

Il s'agit dans cette section de construire à partir d'un immeuble un ensemble ordonné qui
contienne encore la plupart des informations et propriétés relatives à cette structure, tout en
étant simplement connexe au sens précédent. Ainsi, tout revêtement de source connexe et de
but cet ensemble sera un isomorphisme d'ensembles ordonnés. Le découpage de la preuve du
théorème de cette section est dû à A. Chosson ([Cho97]).

3.4.1. L'ensemble ordonné attaché à un immeuble

Rappelons qu'un groupe de Coxeter est l'amalgame du système de ses sous groupes finis en­
gendrés par un ou deux générateurs canoniques. Cette remarque est à mettre en parallèle avec
la définition qui suit.

DÉFINITION. - Soit (I, A) un immeuble de matrice de Coxeter M = [mst]s,tES' On note
(I, A)ord l'ensemble des simplexes de types de cardinal 0, 1 ou encore 2 si le type est sphérique.
C'est un ensemble ordonné pour la relation d'inclusion.

Avant de prouver la simple connexité de (I, A)ord, on a encore besoin de deux résultats
préliminaires.

3.4.2. Un critère technique de simple connexité

Ce résultat est le dernier de la section relevant purement de la catégorie O.

LEMME. - Soit l un ensemble ordonné contenant le point a, et un sous-ensemble A. On se
donne en outre une collection B de sous-ensembles de I, pleins, simplement connexes, et qui
vérifient les trois points suivants.

(i) Deux éléments quelconques de l sont toujours contenus dans un élément de B.
(ii) Si B est un élément de B contenant a et si d est un élément de An B, alors tout chemin
commençant par a et iinissea: en d, dont les points sont contenus dans A sauf peut-être a, de
longueur minimale pour cette propriété, est tracé nécessairement dans B.
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(iii) Pour tout d de I et tout B de B contenant d, l'ensemble des majorants de d dans An B
est connexe non vide.

Alors, sous ces conditions, I est simplement connexe.

Démonstration. D'après le critère homotopique (3.2.4), il suffit de montrer que tout lacet
r = (a = ao, ab ... an, an+l = a) est homotope au lacet constant (a).

1. Nous allons procéder à une première réduction, qui permet de supposer que r est tracé
dans A, au point extrémité a près.
Pour chaque indice i ~ l, il existe d'après (i) un élément Bi de B qui contient sup{ai-b ail. En
outre, d'après (iii), on peut trouver pour ces mêmes indices des éléments mi dans A tels que mi
majore ai-l et ai. Pour chaque indice i ~ m; il existe à nouveau par{i) , un élément Ci de 13 qui
contient sup{mi+l, mi}, et donc ai par plénitude. L'ensemble {x.EAnCil X.~ ai} est connexe
par (iii), et contient. mi etmi+lpar construction. Il existe donc un chemindern,i versrn,i+l
tracé dans A n Ci: on note ce chemin ri. On finit la réduction en rnontrant que les chemins r
et arlr2 .... r na sont homotopes. On prouve ce dernier point de proche en proche. Par exemple,
les chemins anrna et ana ontmêmes extrémités et sont tracés dans {XE A n en 1 x ~ an} qui
est simplement connexe; ils sont donc homotopes. Ainsi, anrna ~ ana, et on a

arl··.rnarvarl··.rn_lam.rna.~. arl ..·rn.....1ana.

En itérant, on obtient que arl ...r na est homotope à r, et en considérant plutôt le premier
chemin, on obtient la réduction annoncée.

2. On se donne donc un chemin r = (a = ao,al, ... an, an+l - a), tracé dans A au point a
près.
Pour chaque indice i compris entre 1 etn, on choisit unchemin Ai tracé de a vers ai dansA (au
point après) et de longueur rninimale.On poseenfinAo = An+l: . (a). Fixons pour l'instant
un indice i compris entre 1 etn.Onpeut choisir Bdans Bcontenant.aet sup{ai-l,ai}, donc
les trois points a, ai etai-l parplénitude. Par le point. (ii), lescheminsAietAi_l sont donc
tracés dans B, qui est simplernent connexe. Ceci montre que pour tout i 2: 1, on a finalement
1\.i-l ai ~ Ai·
Une récurrence simple montre que pour tout i, T ~ Aiai+l ... ana-. Pour ==0 ona en
fait l'égalité, etFhérédité de la propriété provient .justernent de Âi..... lai ~Ai.. Finalement,
r ~ An+1a = (a,a) ~ a. 0

Nous appliquerons ce lemme au cas où 1 est (I,A)ord, a estunechambre de (I,A), A est
l'ensemble des chambres et cloisons de (I, A), et B est l'ensemble des traces sur (I, A)ord des
appartements de A. Remarquons que les facettes sphériques de codimension 2 n'apparaissent
qu'à travers ce dernier ensemble.
On se contente de reformuler un lemme prouvé au moIllent des considérations de convexité dans
les immeubles (théorème (2.3.3)). Il correspond à la vérification du second point technique du
lemme précédent dans la .situationdécritepar la remarque. L'aménagement majeur consiste
à présenter les galeries (suites de chambres adjacentes) (chambre, chambre, ...) comme des
chemins de (I, A)ord dela forme (chambre,cloison, chambre, cloison, .... ), où la. cloison inter­
calée est la facette commune aux deux chambres adjacentes de la suite initiale.. Une référence
est [Ch097], proposition (1.3).
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LEMME. - Si A est un appartement de I, contenant la chambre c et la chambre ou cloison
d, alors tout chemin de c vers d tracé dans A et de longueur minimale est tracé en fait dans
A. 0

3.4.3. Simple connexité de l'ensemble ordonné

On peut enfin énoncer le résultat qui nous intéresse.

THÉORÈME. - Soit (I, A) un immeuble au sens des systèmes d'appartements. Alors, l'ensemble
ordonné associé (I, A)ord est simplement connexe.

On commence par un lemme qui établit le résultat pour les immeubles minces.

LEMME. - Soit ~(W, 8) un complexe de Coxeter, que l'on voit comme complexe simplicisl.
Aloi», l'ensemble ~(W, 8)ord ordonné par J'inclusion renversée est. simplement connexe.

Démonstration. On va invoquer le critère du domaine fondamental (3.3.4), dans le sens
«amalgame implique simple connexité» . En effet, W est. par définition amalgame de ses sous­
groupes (8), et (8,t) quand ils sont finis. Il est de plus clair que F := {{I}; (8); (8,t) 1 8,tES}
est un domaine fondamental pour l'action par translations à gauche sur :E(W, S)ord. Il ne reste
donc plus qu'à montrer que F est simplement connexe. Mais ceci est clair, puisque {I} est un
plus grand élément de F. 0

Passons maintenant à la preuve du théorème.

Démonstration. Il suffit de vérifier .le critère technique, pour les ensembles suivants.

L.est (I, A)ord, B est l'ensemble des traces d'appartements sur (I, A)ord, A est la réunion des
chambres et cloisons de (I, A) etc est une chambre quelconque.

Lespoints préliminaires de ce critère sont vérifiés: les traces d'appartements sur (I, A)ord sont
clairement pleines, elles sont simplement connexes par le lemme précédent. La condition (i)
est un axiome de définition des immeubles par les systèmes d'appartements. On a vu que la
condition (ii) paraphrase la convexité des appartements. La condition (iii) dit que l'on doit
vérifier que dans la trace d'un appartement sur (I, A)ord, l'ensemble des facettes contenant
une facette de corang :::; 2 est connexe: cela résulte de (2.3.4). 0

La section suivante se fixe pour objectif des résultats de théorie des groupes. On y prouve les
théorèmes d'amalgame et d'intersection.

3.5. Théorèmes d'amalgame et d'intersection pour les. groupes
à donnée radicielle jumelée

Tous les résultats annoncés concernent les groupes à donnée radicielle jumelée, notamment les
groupes de Kac-Moody obtenus par évaluation du foncteur de Tits constructif sur un corps. Les
théorèmes d'amalgame répondent au type de problème posé à la fin de (3.3.1) en concernant les
sous-groupes de Borel de G, et les sous-groupes «unipotents maximaux» de ces derniers. Une
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conséquence de ce résultat est le théorème d'unicité des groupes de Kac-Moody sur les corps
(qui justifie a posteriori l'emploi d'une présentation à la Steinberg du foncteur constructif). Le
théorème d'intersection clôt la vérification de la comparaison entre donnée radicielle jumelée et
BN-paire raffinée symétrique: on vérifie la dernière condition du jeu d'axiomes de la seconde
structure combinatoire (essentiellement l'unicité d'écriture dans la grosse cellule). Le théorème
d'amalgame est dû à J. Tits ([Tit87], théorème 2 p.567), l'idée du second est suggérée par P.
Abramenko ([Abr97], remarque 2 p.15).

3.5.1. Préparatifs

On se donne un groupe G muni d'une donnée radicielle jumelée (G; (UaJaEq» indexée par
·iP le système de racines d'un groupe de Coxeter W. Dans le groupe G, on s'intéresse au
système constitué par les sous-groupes radiciels Ua et les sous-groupes [1(a;,B] engendrés par les
ensembles nilpotents de racines [a;,B] associés aux paires prénilpotentes de racines {a; ,B}. On
adopte la définition suivante.

DÉFINITION. - Ü désigne le groupe obtenu par amalgame du système précédent. On note
1r : Ü -+ U la flèche canonique associée.

Une première remarque consiste à invoquer le lemme (1.5.4) pour voir que pour chaque élément
w de W, les sous-groupes Uw définis en (1.5.2) s'injectent naturellement dans Ü. Ceci parce
qu'ils sont limites inductives des sous-systèmes correspondant aux racines de iP+ n wiP_. Rap­
pelons que ces sous-groupes sont définis comme produits (dans un ordre cyclique associé à une
écriture réduite de w) des groupes radiciels attachés aux racines deiP+ n wiP_.

On cherche maintenant à définir une flèche entre ensembles ordonnés, dont on montrera d'abord
qu'elle est un revêtement, puis un isomorphisme. L'ensemble ordonné but est construit à partir
de l'immeuble négatif (I_, A-) du jumelage associé à G: c'est (I_, A- )ord avec les notations
de la section précédente. (A_ est le système d'appartements négatifs admissibles.) On le
munit d'une action de Ü par ù.F == 1r(û)F pour toute facette de (I_, A- )ord et tout élément
û de Ü, ce qui a un sens puisque 7r(ü) est dans G, par conséquent est un automorphisme de
(I-, A-) qui conserve les types et donc stabilise. (I_, A- )ord dans I_.

L'ensemble source, lui, n'est pas directement défini par des considérations immobilières. On
dira qu'un élément d'un translaté wWJ d'un sous-groupe de Coxeter fini (J sphérique) est
J-antiréduit s'il est l'unique élément de longueur maximale dans sa classe modulo WJ. On
suppose que dans l'écriture de chaque classe wWJ avec J sphérique, on a choisi w J-antiréduit.
Ainsi, tout élément z de wWJ s'écrit de manière unique z == wv avec v dans WJ et l(w) ==
l(z) +l(v) (v == w-1z). Ce fait classique est le lemme 5 de [Cho97), par exemple.

L'ensemble qui nous intéresse sera noté Au. Il s'agit de l'ensemble des couples (ÛUw,WWI) où
ûest un élément de ù, 1 est une partie dont le type est de cardinal 0, 1 ou encore 2 si ce type
est sphérique, et west l'élément I-antiréduit de WWI. Pour un couple de cet ensemble, on
peut trouver plus géométrique de voir les translatés WWI comme des facettes de l'appartement
standard, ûUw comme un élément de Ü jUw, où Uw est un groupe qui fixe cette facette.

On définit ainsi un objet de 0 pour la relation d'ordre suivante.
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Cette relation se justifie parce que l'inclusion WWI :) zWJ implique que z est dans WWI. Or,
west I-antiréduit, par conséquent f(w) - fez) +f(z-lw) et donc Uz est un sous-groupe de Uw
(d'après la définition de ces groupes en (1.5.2)). La première condition de comparaison donne
un sens à la seconde.
Nous pouvons désormais définir la flèche de 0 qui est au centre de la démonstration des deux
théorèmes.

PROPOSITION/DÉFINITION. - L'application li : Au -t (I_,A-)ord qui attache au couple
(ûUw, WWI) la facette sphérique négative 1r(û)wB_W1B- est bien définie et Û-équivariante.
C'est une flèche de la catégorie o.des ensembles ordonnés.

Justification. Signalons d'abord qu'on utilisera indifféremment la notation B_ WJB- ou -FJ
suivant qu'on adopte le point de vue «BN-paire» ou «immeuble» .

1. La flèche li est bien définie

En effet, si on choisit un autre élément Û' dans ûUw, on sait qu'il existe Uw dans Uw tel que
-, - C -lU C UU == UU w . omme w wW _, on a

2. li est croissante

Partons d'une comparaison (ûUw , wWJ) 2: (Û'UWl,W'WJI) dans Au.
Par définition, wWJ C w'WJ' et Û'UWl ==ûUwl . Ainsi west dans W'WJI, on peut donc l'écrire
w == w'w" avec ui" dans WJ' et f(w) == f(w') - f(w"). Alors:

lI(ûUw,wWJ) -1r(û)(w'w"(--FJ)) :)1r(û)(w'w"(--FJ')) -1r(û)w'(--FJ')-v(û'Uw"w'WJI).

3. Injectivité descendante de li

On suppose qu'on est dans la situation suivante

(û"Uw'" w'WJ")

avec lI(Û'UW" W'WJI) == lI(Û"Uw'" w'WJ"). Les deux comparaisons fournissent les deux égalités

1r(û')w' (- Fp) == 1r{Û)w' ( --Fp) et 1r(û")w" ( --FJ" ) == 1r(Û)w" ( - FJ" ),

qui combinées à l'égalité des images donnent 1r(û)w'(-FJI) == 1r(ù)w"(-FJ")' soit w'(--FJI) ==
w"(--Fp). Cette égalité de facettes implique en particulier qu'elles ont même type,d'où
J' == J", et même w'WJ' == w"WJ" == w"WJ'. Comme w' etw" sont tons deux J'-antiréduits,
on a w' == w", ce qui prouve l'égalité (Û'UWl,W'WJI) == (û"Uw'" w'WJ") car d'après les com­
paraisons, on a Û'UWl == ÙUWl == Ù"UWl.

4. Surjectivité descendante de li
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On part de (uUw , wWJ) d'image la facette 1r(u)w(-FJ), et on se donne un simplexe g(-FJI)
de (I_, A- )ord inférieur à cette facette

On veut montrer que ce simplexe est image par v d'un élément de Au inférieur à (uUw, wWJ).
On note w' l'élément J'-antiréduit de WWJI. Un candidat naturel pour être préimage du
simplexe est rr(u)w'(-Fp). (Il est inférieur à rr(u)w(-FJ) car w'WJ, WWJI:) wWJ).
Remarquons d'abord que g(- FJ') et 1r(U)w' (- FJ') sont deux facettes de type J' contenues
dans 1r(u)w(-FJ). Elles sont donc égales. Ainsi, rr(u)w'( -Fp) est une préimage car

V(UUWI,W'WJ') = 1r(u)w'(-FJ') = 1r(u)w(-.FJI).
o

3.5.2. Le revêtement

Passons au résultat essentiel qui relève encore de la théorie des ensembles ordonnés.

THÉORÈME. - L'application v : Au -+ (I_, A __ )ord est un revêtement au sens des ensembles
ordonnés. En outre, Au est connexe. Par conséquent, v est un isomorphisme.

Démonstration. 1. Connexité de Au

l?ourc~la, il suffit de montrer qu'on peut relier tout élément (uUw' wWJ) à ({1}, {1}) par un
chemin tracé dans Au. Déjà, (uUw, WWJ) :S (uUui» { w} ). De plus, si west différent de 1, il
existe s tel quew - ui'» .avec l(w') < l(w). Ceci peut s'interprétercomllle .le fait que west
{s}-antiréduit..Comme en outre UWI C Uw, on a donc les comparaisons suivantes.

(uUw,{w})

~ ./

(uUw , W{s)

(UUWI, {w'})

En itérant à partir d'une expression réduite de w, on relie l'élément de départ à (u, {1}).
Il reste à relier ({u}, {1})à ({1}, {1}). Tout élément de (j s'écrit Ul.U2",Um avec 'Ui dans U W i

pour un élément ui, de W. On remarque alors que Ul''U2 ••. 'l.tmUm --.Ul.U2 ...Um-1Um, ce qui per­
met d'appliquer le raisonnement précédent pour relier (Ul.U2 ...Um, {I}) et (Ul.U2 ...UmUm, {Wm}),

et (Ul.U2 ...Um-lUm, {wm}) et (Ul.U2 ...Um-l, {1}). Ceci permet finalement. de relier (Ul.U2 ...Um, {I})
et (Ul.U2 .•.Um-l, {1}). On termine en itérant.

2. Surjectivité ascendante dey

On se donne un simplexe g(-Fp) de (I_, A-)ord contenant la facette 1r(u)w(-FJ) =v(uUw, wWJ).
On lui cherche une préimage par v. Déjà, rr(g-lu)w( -FJ) est incluse dans -Fp et est de type
J. C'est donc -FJ, et g-lrr(u)w est dans B_ WJB_. D'après les propriétés d'écriture des dou­
bles classes dans les groupes à données radicielles jumelées, on peut écrire 9 = 1r(u)wu_w"nw" b_ ,
avec w" dans WJ, nw" relevant w" modulo H, U-w" dans U-w" := u_nw"u+w,,-l et b: dans

81



B_. Alors, g(-Fp) == 1r(u)(wu_wffw-l)(ww")(-Fp). Si on note w'l'élément J'-antiréduit
de WW"WJI, on a: g(-Fp) == 1r(u)(wu_wffw-l)w'(-Fp) == v(UU"UWI,W'WJ'), en posant
u":== wU_wffw- l. Ainsi, (uu"Uwl,w'WJI) est une préimage de g(-Fp), il ne reste donc plus
qu'à montrer que (UU"UWI, w'Wp) 2:: (uUw,wWJ). Ce qui revient à prouver que wU_wffw- l est
dans U«. L'inclusion wU_w"w- l C wU_w- l est claire. Il suffit de montrer wU_w"w- l C U+.
Or, U_Wff == (Ua: 1 a E 4>- n w"4>+). On est donc ramené à w(4)_ n wll4>+)C 4>+. Puisque
west J-antiréduit, on a pour tout s de J, R(ws) < R(w), soit w( -as) > O. Par conséquent,
w4>-J C 4>+, et a fortiori on a wU_wffw- l C U+.

3. Injectivité ascendante de v

On se place dans la situation suivante:

( -IIU. "W)U Wff, W Jff (U'UW" W'WJI)

avec V(U"UWff,W"WJff) == V(U'UWI,W'WJI).
Ceci nous donne: 1r(u")w"(-FJII ).:1r(û')w'(-FJI) 1r(û)w(-FJ). En regardant les types
des facettes, on a déjà: T' == J" C J. Ensuite, si on remarque que R;WB-WKB- est formé de
doubles classes indexéespar des élémentsde WWK, on peut tirer de l'égalitéB_w'B_lfTpB- ==
B_w"B_WJffB_ que w'Wp n W"Wpl =1= 0, et donc l'égalité de ces classes. Finalement,
puisque w' et W" sont tous deux J'-antiréduits, on a ui' == w", égalité qu'on utilisera de façon
systématique dès à présent. Il reste à montrer que u"UW" == flUW" alors qu'on sait déjà grâce
aux comparaisons en hypothèse, que u"Uw == u'Uw . On va finir en examinant chacun des cas
possibles dans l'inclusion J ::> J'. Le cas #J == #J' implique directement w == w' et est alors
immédiat. On travaille donc sous l'hypothèse #J' < #J, ce qui implique #J' ::; 1. L'inclusion
wWJ ::> w'Wp permet d'écrire w == w'y avec R(w) - R(w') + R(y), pour y dans WJ. On peut
alors décomposer Uw en Uw == UWlw'UyW'-l, ce qui permet d'écrire 1r(u"- l Û' ) == uWlw'UyW'-l
avec les appartenances évidentes. Par hypothèse, on a 1r(u"-lu') (-w'FJI) == -w'FJI. Ceci
implique que uy est dans B_WJIB_, et on veut montrer que quoi qu'il en soit cela donne uy E
B_, et finalement uy == 1. En effet, par le corollaire (1.5.3)(ii), on aurauy E Uyn B- :;= {I].

Le cas #J' == 0 est réglé par la remarque qu'on vient de faire.
Si #J' .• 1, soit J'== {s}, uy est dans B- U B_sB_. On utilise à nouveau le fait que west J­
antiréduit, en l'appliquant cette fois à w's, pour obtenir R(w) == R(w's)+f(sy)(== R(w') +R(y)).
Maintenant, w' {s }-antiréduit permet d'écrire R(w' s) < R(w'), ce qui donne R(sy) > R(y).Cette
dernière inégalité implique Uy n B_sB_ == 0 par (1.4.4), puis uyE B_etdoncà nouveau
uy == 1. Dans tous les cas, 1r(U"-lu') == UW' E UWI, donc on a bien (U"UW", W"WJII) ­
(U'UWI, w'Wp). 0

Nous finissons par de la théorie des groupes.

3.5.3. Théorèmes d'amalgame
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Nous rassemblons deux résultats d'amalgame démontrés par J. Tits (théorème 2 de [Tit87]
p.567 et [Tit86] proposition 5 p.38ü). L'idée d'appliquer ces raisonnements aux données radi­
cielles jumelées est évoquée par P. Abramenko ([Abr97], remarque 2 p.15).

THÉORÈME. - (i) Soit G un groupe muni d'une donnée B-radicielle (G, (B aJaE4»' Soit € un
signe. Avec les notations habituelles, B€ est l'amalgame de ses sous-groupes Ba et B[a;,6] pour
a racine de signe € et {a; tJ} paire prénilpotente de racines de signe €.

(ii) Soit G un groupe muni d'une donnée radicielle jumelée (G, (Ua)aE4». Soit € un signe. Avec
les notations habituelles, U€ est l'amalgame de ses sous-groupes Ua et U[a;,6J pour a racine de
signe € .et {a; tJ} paire prénilpotente de racines de signe e.

Démonstration. Preuve de (i). La démonstration est la preuve initiale de J. Tits des théorèmes
d'amalgame (avec pour objectif les théorèmes d'unicité des groupes de Kac-Moody). Pour
cela, il faut prendre comme ensemble source non pas Au, mais l'ensemble AB des couples
(6Bw , wWJ) définis et ordonnés de façon similaire. Les raisonnements et notations sont
complètement analogues à ce qu'on a fait, en remplaçant la lettre U par B.

Preuve de (ii). On utilise le fait que LI est un isomorphisme U-équivariant, pour comparer les
stabilisateurs d'éléments échangés par LI. Ainsi, on obtient

Vw E W 7r-
1(U+ nwB_w- 1

) = u.;
en constatant l'égalité des stabilisateurs de (Uw , w{I}) dans Au et de son image wB_ dans
(I_,A_). Pour w = 1, on a 7r- 1 (U+ n B_) = {1}, ce qui implique que 7r est injective. C'est
donc un isomorphisme. 0

Signalons que par des méthodes analogues, on peut prouver que dans le cas d'une donnée
radicielle jumelée, U+ est l'amalgame des sous-groupes Uw pour le système d'inclusions Uw ::)

Uw ' quand .l(w) = .l(w') + .l(W'-lW) (ce qu'on note w ;::: w') ([Tit86], proposition 3 p.376). Ce
résultat avait été conjecturé par V. Kac et D. Peterson ([Kac-Pet84]).

3.5.4. Théorème d'intersection

Rappelons sous forme de théorème ce qui manquait en (1.5.4) pour montrer qu'une donnée
radicielle jumelée donne naturellement naissance à une BN-paire raffinée symétrique.

T:aÉORÈME. - Si C est un groupe muni d'une donnée redicielle jumelée (C; (UaJaE4», alors
avec les notations habituelles, on a pour tout w de W, U+ n wB_ w- 1 = Uw , et en particulier
HU+ n U_ = HU- n U+ = {I}.

Démonstration. Dès lors qu'on sait que 7r est un isomorphisme U~ U, il suffit de revenir à la
preuve du théorème précédent, notamment à l'assertion

On finit en appliquant tt, o

COROLLAIRE. ­

A.
H = HU+ n HU_ est le fixateur dans G de l'appartement jumelé standard

o
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4. Courbure négative

dans .les immeubles généraux

La courbure négative est un argument célèbre et crucial dans la théorie des immeubles de
Brllhat-Titspour les systèmes de Tits affines ([Bru-Tit72], section (3.2).L'idéed.'imiter les
raisonnements qui s'ensuivent pour des situations.detype.Kac-Moody remonte d'une certaine
faç~nàun~rticlede.V.Kac et D. Peterson ([Kac-Pet87]), mais la courburei~égativeelle­

mê.meestabsentede cette référence, remplacée par une fonction convexe surle Cône de Tits.
Q~eJ.'onp~issedisposerde.la courbure négative dans les immeubles.généraux~rovient de
résult~tsplusrécents,quisuivent une approche à la Gromov. Cela découle essentiellement de
lathèse.de tf.lv.Ioussong ([Mou88]). La présentation. de ce travail est l'occasion.~e•. parler de
réalisations.géométriques générales (non nécessairement métriques) des immeubles au moyen
de structures-miroirs - traduction littérale du terme mirror-structure de [Dav83].

4.1. Quelques notions métriques

QnvaexppsericitolltesJesllotions.métriques qui nous seront utiles, courbure exceptée. Il s'agit
esserltielleme:oJd'étudier laversion métrique .des complexes cellulaires: les •. celhdes.sont •• des
iP91ytopysdécollI>és\d.ans les .. variétés riemanniennes simplement connexes à.cqu.rbure.collstante
de référence (sphères, espaces euclidiens et hyperboliques). Des références pour cette section
sont par exemple [Mou88], .(Bri91] et [Pau91].

4.1.1.Cotrlplexes métriques. Polyèdres métriques par morceaux

[)éfinissonsd'abord les espaces métriques de référence, Pour n un entier et X .un nombre
ré~l'iMQdésignelan-sphère ( ]x) sn si X > 0, l'espace euclidien RnsiX Oet J'espace

hyperbolique (réel) {J:x)Hn si X < O. Conformément à la tradition riemannienne, .Sx. et ses
mu.ltiplesvalent·oodès que.X .:s;O.

DEFINITION. \ < Unpolytope (ou une cellule) de MQestune partie compacte non vide·obtenue
comme intersection finie de demi-espaces de M~, et de diamètre inférieur à 2~' On parle
de.siIllplexeguaI1d.0n intersecte n + 1 demi-espaces limités par des hyperplans en. position
géné.raledansunespace de dimension n.

Référence. [Pau91], définition (3.1) p.329. o

Acetted.éf1.rlition,sont immédiatement associées les notions de face, d'hyperplan d'appui,.de
bord, d'intérieur et de dimension. Bien entendu, l'ensemble des faces d'un simplexe forme
un complexe simplicial fini abstrait. On va maintenant travailler sur des recollemeats de tels
polytopes, ce qui nous fera. parler de polyèdres.

85



DÉFINITION. - On fixe un nombre réel X.

(i) Un polyèdre Mx. par morceaux consiste en la donnée d'une collection {C}CEE de polytopes

de M~ (n variant dans N) et d'une relation d'équivalence ""J sur LJ C telle que
CEE

Deux points d'un même polytope ne sont jamais équivalents.
Pour tous B et C dans E, la partie 1JB,C := {XEB 1 :3YEC x ""J y}

est une réunion de faces de B.
La restriction de ""J à B x C. est le graphe d'un. homéomorphisme de 1JB,C sur 1JC,B

qui établit des isométries entre faces.

On .noteFo(K} l'ensemble des classesd'isométrie des polytopes de la collection considérée, et
on l'appelle J'ensemble des formes de cellules.
(ii) Qnparle de polyèdre métrique par morceaux si on ne spécifie pas la courbure de référence.
En revanche, .. quand X vaut -1 (respectivement 0, 1) ou.perle de polyèdre hyperbolique (re­
spectivernent euclidien, sphérique) permorceeux. On pourra aussi omettre l'expression «par
morceaux» .

Référence. [Pau91], définition (3A) p.329. 0

On fera systématiquement l'abus d'appeler polyèdre Mx. par morceaux l'espace quotient obtenu
par recollement. Les cellules seront les images dans ce quotient des faces des polytopes recollés.

REMARQUE.-. Une précision s'impose. Nous allons invoquer plusieurs fois des théorèmes de
M. Bridson issus de [Bri91]. Dans cet article, ces résultats sont prouvés dans le cadre plus
restreint a priori où les cellules sont des simplexes. En fait, on se ramène à cette situation
sans grande difficulté par le procédé de subdivision barycentrique cellule par cellule ([Pau91],
p.333-334}.

4.1.2. Pseudo-métrique des chemins

On part d'un polyèdre métrique par morceaux qu'on désigne par P.

DÉFINITION. - Une ligne polygonale .dans P est une application f : [a; b] -+ P telle qu'il
existe une subdivision a :::::: to < tl < ... < tn+l = b pour laquelle f([ti; ti+l]} est inclus dans
une cellule.pour tout i et telle que la restriction f I[tiiti+d est une géodésique de la cellule.

La longueur d'une ligne polygonale est la somme des longueurs pour une subdivision-comme
ci-dessus. La métrique d'une cellule est celle qu'elle hérite de l'espace dans lequel elle a été
découpée. On va définir uneapplicationd : p 2 -+ R+, symétrique et vérifiant trivialement
l'inégalité triangulaire, sans être nécessairement une métrique.

DÉFINITION. - La pseudo-distance entre deux points x et y de P est la borne inférieure des
longueurs des lignes polygonales joignant x à y.

Référence. [Pau91], p.336-337. 0

Il manque un certain nombre de propriétés à d pour faire de P un espace métrique agréable à
manipuler. Notamment: la séparation, la complétude et l'existence de géodésiques.

4.1.3. Géodésiques. Systole. Espace géodésique

Définissons quelques notions qui ne sont pas propres aux polyèdres métriques.
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DÉFINITION. - (i) Une géodésique dans un espace métrique (X, d) est une isométrie f : I -+ X
pour I segment de R muni de sa métrique usuelle.
(ii) Une géodésique locale est une application f : I -+ X d'un intervalle I de R dans X, telle
que pour tout t de 1, il existe e > 0 pour lequel f I[t-€;t+€] est une géodésique.
(iii) Une géodésique fermée de longueur .e est une isométrie du cercle (2~ )Sl dans X.
(iv) Lasystole d'un espace métrique est la borne inférieure des longueurs positives de géodésiques
fermées dans X.
(v) Un espace métrique (X, d) est un espace géodésique si pour tous x et y de X, il existe une
géodésique de longueur d(x, y) joignant x à y.

Référence. [Pau91] p.345 pour les géodésiques et la systole, p.324 pour les géodésiques locales,
et p.317 pour les espaces géodésiques. 0

Les notions qui suivent sont plus étroitement liées aux polyèdres métriques.

4.1.4. Link. Joint. Cône. Suspension

On reprend P un polyèdre métrique par morceaux. À chaque face F de P, on va associer un
polyèdre sphérique par morceaux. Commençons par les links dans les polytopes.

DÉFINITION. - Si C désigne un polytope métrique découpé dans M;, et F une face de C de
centre x, le link lk(F, C) de F dans C est l'ensemble des germes en 0 de géodésiques locales
valant x en 0, à valeurs dans C pour des valeurs suffisamment petites, et orthogonales à F en
x.

Tout autre point intérieur de F définirait le même espace, et lk(F, C) est une cellule sphérique
sans paire de points antipodaux ([Mou88], chapitre 1). Le cas des polyèdres métriques par
morceaux est traité par recollement.

DÉFINITION. - Le link lk(F, P) d'une cellule F dans P est le polyèdre sphérique par morceaux
obtenu en recollant les links lk(F, C) pour C une cellule de P contenant F, le long des links
lk (F, F') de F dans les faces F' communes à ces cellules, et contenant F.

Référence. Pour des compléments sur ces définitions techniques, on peut se reporter à [Pati91],
p.331-332 pour les links dans les polytopes et p.335 pour les links dans les polyèdres métriques
par morceaux. 0

On peut enfin définir une version métrique des cônes et suspensions dans le cas des polyèdres
sphériques par morceaux.

DÉFINITION. - Soient m et n deux entiers. On fait coexister les sphères s»:: et s-:: dans
R m+n comme intersections de la sphère-unité sm+n-l avec deux sous-espaces orthogonaux
R m et Rn.

(i) Le joint de deux cellules sphériques B C sm-l et C C sn-l est la trace sur sm+n-l du
CÔlle engendré par B et C. On le note B * C. Si C est le point 1 de S'', on parle de cône
au-dessus de B, qu'on note B * 1 = 1* B.
(ii) La suspension d'ordre n d'une cellule sphérique B C s»:» est la trace sur sm+n-l du
cône engendré par B et s»:', On la note B * sr:»,
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(iii) Le cône ou la suspension d'ordre n d'un polyèdre sphérique P est le polyèdre obtenu en
effectuant cette opération sur chaque cellule et en conservant les mêmes données de recollement.
On les notel * P et sn--l * P respectivement.

Référence. Ces notions sont introduites.dans [Mou88]..Voir la fin du chapitre 1 pour .le cas
des polytopes, et la fin du chapitre 2 pour celui des polyèdres sphériques par morceaux. 0

REMARQUE.- On peut vérifier que le joint est une opération commutative et associative
à isométrie près, et que puisqu'on a sn+l = So * sn, la suspension d'ordre n s'obtient par
itération de la suspension d'ordre 1.

4.1.5. Métrique, complétude et géodésiques des polyèdres

Nous passons maintenant à l'énoncé du théorème principal sur les propriétés des polyèdres
métriques par morceaux, courbure exceptée. Ce théorème est dû à M.· Bridson, il est re­
marquable qu'il ne requiert aucune hypothèse de finitude {ou compacité) locale au sens des
complexes cellulaires.

THÉORÈME. - SoitPun polyèdre métrique par morceaux dont l'ensemble des formes de
cellules Fo(K) est fini. Alors, sur chaque· composante connexe de P, la pseudo-métrique des
distances est une distance qui fait de P: un espace géodésique complet.

Référence. [Pau91], théorème (3.6) p.338. o

Ce théorème fournit en outre une description des géodésiques locales: il s'agit des applications
f : l -t P telles qu'en tout point t de 1, .les germes de géodésiques f I[t-€;t] et f I[t;t+€] soient
à distance angulaire supérieure ou égale à 1r dans le link de f (t) dansP.

4.2. Réalisatlongéométrtquedes immeubles

Cette section sera utile aussi bien aux sections suivantes qu'au chapitre 5 qui traite de géométrie
conique des immeubles. En effet.., on va traiter ici les généralités géométriques non Illétriques
des recollements, avant de revenir au problème de la courbure négative dans les immeubles.
Dans tout ce qui suit, (I, d) désigne un immeuble de type M pour une matrice de Coxeter M
indexée par S .unensemble fini.

4.2.1. Structures-miroirs et recollement des chambres

Les structures-miroirs fournissent un moyen très général et très souple d'attacher des espaces
topologiques à un immeuble. Elles sont introduites dans [Dav83] comme généralisation d'objets
étudiés par E. Vinberg ([Vin71]).
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DÉFINITION. - (i) Une structure-miroir (pour M) est la donnée d'un espace topologique X
et d'un sous-espace fermé X; par élément de S. On la note (X, (Xs)sES)).
(ii) Pour tout x de X, on appelle type de x la partie J(x) de S définie par J(x) := {s E S 1

xE X,}.
(iii) Pour toute partie J de S, on définit le sous-espace fermé XJ := nX S '

sEJ

(iv) Le recollement XCI) attaché à l'immeuble l et à la structure-miroir (X, (Xs)sES)) est le
quotient topologique

XCI) :~ l x X,
r-..J

où Iest.muni de la topologie discrète et r-..J€stdonnéepar (c,x)r-..J (d, y)siet seulement si
x .1iet d(c, d) est dans WJ(x)' On parle aussi de réalisation géométrique deI associée à
(X, (Xs)sES)) .
On note [c,x] la classe du couple (c, x), et 7fI. la projection canonique de T xX sur XCI).

On notera aussi r-..JI la relation d'équivalence s'il y a risque de confusion.

4.2.2. Flèches et facettes

Cette.façon de recoller des.exemplaires .• d'une structure-miroir prend aussi en charge.les.fièches
combinatoires.

LEMME/DÉFINITION. - Tout morphisme strict a .: (I, d) ....+ (l', d') d'immeubles de type
M donne naturellement naissance à un morphisme continu X(a) : XCI) -+ XCI') appelé
réalisationgéométriquedeg. Si a est un morphisme cohérent, le morphisme COll tin u X(a} est
défini dès qu'il existe un homéomorphismea* .de X sur lui-même tel que a*(Xs) =Xo*(s) si
a transforme la s-adjacence en a* (s)-adjacence.

Justification. Soient C et d des chambres de T et x et x' dans X. On a

(c, x) r-..JI (d, x') {::::} x = x' et d(c, d) E WJ(x)'

Le second point de la partie droite de l'équivalence exprime l'existence d'une J-galerie de c
versd.Une J-galerie étant envoyée sur une .a*(J)-galerie par.un morphisme d'immeubles de
type M(2.3.2), on peut définir X(a) par X(a) ([c, x]) [a(c),a*(x)]. Si a est. strict, on
choisit évidemment œ" =idx .O.n obtient ainsi un diagramme commutatif

Ix X
œx œ"

l'xX-----+

~I1 1~I'

XCI)
X(ol

XCI').

Pour la partie topologique de l'assertion, on se donne un fermé F de XCI'), ce qui signifie que
(7fI')-l(F) est un fermé de l' x X. Autrement dit, (7fII )-l(F) est de la forme
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U({d} x Fd ) ,

dEI'

avec Fd fermé de X pour toute chambre d de l'. (1fI)-1 (X (a) -1 (F)) est donc

(a x a*)-1( U({d} x Fd ) ) .

dEI'

C'est U({c} x (a*)-1(Fa(e))), qui est fermé. Ainsi, X(a)-1(F) est fermé, et X(a) est continu.
eEI

o
On voit facilement qu'on définit ainsi un foncteur de la catégorie des immeubles de type M vers
celle des espaces topologiques. On peut aussi définir les chambres et facettes géométriques.

LEMME/DÉFINITION. - (i) Pour toute chambre c de I, la partie X(c) := {[c,xli x E X} est
un sous-espace fermé homéomorphe à X qu'on appelle la chambre géométrique fermée associée
à c.
(ii) Pour toute partie J de S pour laquelle il existe x dans X avec J(x) J, l'ensemble
{[c,x] 1 x E XJ} est un sous-espace fermé de X(c), homéomorphe à Xl., qu'on appelle facette
géométrique fermée de type J. On dit dans ce cas que les facettes de type J ou le type J sont
représentés dans X (I).
(iii) L'ensemble des points de type J .dans une facette fermée de type J est appelé facette
géométrique ouverte de type J. On parle de chambre si le type est 0.

Justification. Par définition, l'ensemble des couples de l x X équivalents à ·(c,x) est

{(d,x) 1 dEI,d(c,d).EWJ(x)}·

Déjà, la relation d'équivalence t'V est définie de telle sorte que

te : X -+ X(I)

x I-t [c, x]

est injective. Si F est un fermé de X{I), on écrit comme précédemment 1fi1{F) = UeEI({cl x
Fe), qui est un fermé saturé de Ix X. Ainsi,t~1(F)= Fe est un fermé, et donc te est continue.
Il reste à voir que te est fermée. Pour cela, il suffit de voir que si Fest un fermé de X, le

saturé de {cl x F l'est dans Ix X. Or, ce saturé s'écrit U( U ({d} x (FnXJ))).
JeS d,d(e,d)EWJ

Sur chaque exemplaire de chambre, est une réunion finie de fermés. 0

On prendra bien garde au fait que tous les types de facettes ne sont pas nécessairement
représentés.

4.2.3. Appartements et rétractions

La réalisation géométrique des flèches permet de traiter le cas des appartements et rétractions
combinatoires.
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LEMME/DÉFINITION. - (i) Si a : W -t l est une isométrie combinatoire définissant un
appartement A = a(W), alors X(a) établit un homéomorphisme de X(W) sur son image
dans XCI), qu'on appellera appartement géométrique et qu'on notera X(A).

(ii) On a X(A) = UX(c).
cEA

(iii).Si p. est une rétraction combinatoire sur A, sa réalisation géométrique est une rétraction
topologique.

Justification. (ii).est évident par définition de la réalisation géométrique des.flèches, et (iii)
provient de la fonctorialité de .. cette .même opération.
On.va.justifier (i). On sait déjà que X(a) est continue. Elle est injective car pour tous W ,w'
deWietx, x' de X, on a

X(a)[w,x] =X (Q!)[w' , x'] {::} [a(w),x] = [o:(w'),x']

{::} x = x',d(a(w),a(w/)) EWJ(x) {::} x = x',w-1w' E WJ(x),

ce qui équivaut encore à [w, x]= [W', x'].

Il reste à montrer que l'application est fermée. SoitF un fermé de X(W). On a 1rwl(F) =
UWEW({w} x Fw) qui est un fermé saturé.1rz1(X(0:)(F)) est le saturé Fsat dans l x X
deUwEw({O:(w)} x Fw). Soit c une chambre de I, il s'agit de déterminer Fsat n {cl x x.
J?l1Js précisément, on se donne J unepartie .de.S et on regarde ({c}x XJ) nFsat .. Ceci vaut
{c}xU (FWnX J). Mais si w et w' sont tels que d(a(w), C)E VVJ etd(0:(ul) ,C)E WJ,

wEW
d(a:(w),c)EWJ

alors w-1w' est dans WJ; et donc, puisque UWEW({w} xFw) est saturé, FwnXJFw' nXJ.
U (FwnXJ) est un fermé.PuisqueSest fini, Fsat n {cl x X est fermé. 0

wEW
d{a:{w),c)EWJ

On notera en pratique A au lieu de X(A) si le choix de la réalisation géométrique est clair.

4.2.4. Lecture géométrique du système dechambres

Pour qu'une réalisation géométrique soit acceptable, il est nécessaire de pouvoir y lire ce qui
fait de l un immeuble, à savoir les s-adjacences. On a déjà vu en (4.2.2) que toutes les facettes
ne sont pas nécessairement représentées .. Ceci justifie qu'il faut requérir la représenta.tion du
type {s} pour chaque s de S. Dans. ce cas, les facettes géométriques correspondantes seront
bien entendu appelées cloisons géométriques.

LEMME. - Si chaque type {s} pour s dans S est représenté dans la réalisation géométrique
XCI), alors pour toute paire de chambres c et .c' de I, on e l'équivalence

c et c' sont s-edjscenies <==> X(c) et. X(c') s'intersectent suivant leurs s-cloisous.
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Démonstration. L'implication directe est vraie sans hypothèse. En effet, si c et c' sont deux
chambres à distance combinatoire s, on a

[c, x] = [c', x'] {:} x = x' E X s.

Ain.si, X(c) n X(c') = {[c,xlix E X s}. Réciproquement, on peut par hypothèse se donner un
point X s tel que J(xs) = {s}. Si X(c) n X(c') = nc, x] 1x E X s}, on a donc [c, xs] = [c', xs] et
alors d(c,c') E {1; s}. 0

REMARQUE.- On prendra bien garde au fait que la représentation de chaque type {s} est une
hypothèse plus forte que celle de l'existence d'un point dans X s pour chaque {s}. Considérons
le<contre-exemple suivant. On veut représenter l'immeuble du groupe diédral infiniW =
Z/2 * Z/2 = (s) * (t). Si on choisit la structure-miroir X = [0;1] et X; = X t - [û; l},alors
l'espace de recollement est

. . .

Chaque segment est une chambre géométrique, bien plongée dans X (W), mais on ne lit pas
les adjacences individuellement.

4.2.5.• Cas d'un complexe de Coxeter

Nous.allons justement •. présenter quelques spécificités des réalisations géométriques descorn­
plexes de Coxeter généraux. Avec la technique des structures-miroirs, on retrouve les con­
structions de Vinberg. On se contente de citer ici un résumé des résultats marquants de [Vin]
de ce point de vue.

THÉORÈME. - On se donne un système de Coxeter (W, S) de type M avec S fini, et une
structure-miroir (X, (Xs)sES)). L'espace topologique associé est

X(W) = W xX,
l'J

avec (w,x) l'J (W',X') {:::=> X = x' et w-1w' E WJ(x).

(i) Si l'on identifie X avec la chambre X(I), l'action de W sur X(W) par W[W',x] = (W', x]
possède X comme domaine fondamental.
(ij) Si X est un complexe cellulaire, X (W) en est un également, possédant X comme sous­
complexe.
(iii) X(W) possède la propriété universelle suivante.

Pour tout espace topologique Y muni d'une action de W,
toute fonction f : X -+ Y vérifiant sf(x) = f(x) pour tout s de S et x de X;

s'étend de manière unique en une application continue équivariante X(W) -+ Y.
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(iv) L'action deW sur X(W) est propre si et seulement si tous les groupes d'isotropie sont
finis.

Référence. Le résumé de [Vin71] présenté ici 'est celui qui a été élaboré dans [Mou88], section
12. 0

REMARQUE.-On peut ajouter à cette liste de propriétés un théorème de Davis qui montre
que pour un modèle de chambreconvenable, la réalisation géométrique X(W) est contractile.
La condition précise est que X soit séparé, contractile et tel .que tous les groupes cl'isotropie
soient finis. C'est le corollaire (lÜ.3)de [Dav83] , qui s'énonce pour une variété différentielle,
mais est applicable aux complexes cellulaires en vertu de la remarquesuivant le théorème (13.5)
du même article. Nous aurons besoin de ce résultat pour globaliser la propriété locale de cour­
bure négative des complexes de Coxeter métriques, dans la première étape de démonstration
de (4.4.5).

4.2.6. Cas des immeubles de groupes. Stabilisateurs et fixateurs

Dans le cas où l'immeuble est obtenu à partir d'un système. de Tits (G, B, N, S) de groupe
de Weyl de type. M, ona<aut0m.atiquementune action de. G par homéomorphismes sur la
réalisation X{G/B) obtenueàJ>artir de n'importequelle structure-miroir. Cela provient de la
fonctorialité de la réalisation géométrique. L'action d'un élément 9 sur un point de X(G / B)
est décrite par g[hB, x] = [ghB, x] (x E X, h E G). Quand X permettra d'enrichir la structure
de la réalisation géométrique X(I), il s'agira bien sûr de vérifier la compatibilité de l'action
de G. Pour l'instant, on peut malgré tout faire un calcul de fixateurs et stabilisateurs.

PROPOSITION. ~ (i) Pour toute chambre c= gB de I, X(c) est un domaine fondamental
pour l'action deG surX(I).
(ii) Le fixateur dans G d'un point [c, x] de X(I) est un sous-groupe parabolique de G, de type
le type J(x~. Précisément, le fixa.teur de [hE, x] E X(I) est hBWJ(x)Bh- 1

.

(iii) Le stabilisateur d'une facette ouverte coïncide avec son fixateur.

Démonstration. (i) et (iii) sont évidents par construction de la réalisation géométrique: (i)
par choix du produit auquel on applique la relation d'équivalence de recollement, et (iii) par
définition de la relation d'équivalence ~I.Eneffet, (gB,x) '"YI (hB, y) implique d'emblée
x- y. Pour le point (ii), on se donne [hB,x] un point deX(I) et 9 un élément de G.
g[hE, x] [hB, x] équivaut à d(ghB, hB)EWJ(x),cequi est encore équivalent à h-1gh E

.BiWJ(x)B. 0

Nous nous intéresserons essentiellement à deux modèles de chambres. Un cône simplicial sera
utilisé au chapitre 5.. Pourl'instant, le modèle que nous considérons privilégie les considérations
métriques.

4.3. Réalisations métriques ·des immeubles

La particularité de la réalisation métrique .proposée est qu'elle représentera exclusivement
les types sphériques. C'est une> exigence qui nécessite quelques outils supplémentaires de
géométrie sphérique. Enfin, ajoutons que pour appliquer le théorème de Bridson qui règle tous
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les problèmes métriques hors courbure, l'hypothèse S fini est essentielle. Elle assure la finitude
du nombre de formes de cellules.

4 ..3.1. Préparatifs sphériques

On sait former canoniquement la matrice de Coxeter associée à une matrice de Cartan généralisée,
pour définir par exemple le groupe de Weyl d'un groupe de Kac-Moody. Dans notre situation,
on s'intéresse au trajet inverse pour définir un substitut de matrice de Cartan qui a son intérêt
pour construire une représentation du système de Coxeter. La matrice obtenue entre dans le
cadre des matrices presques négatives. Le nerfde telles matrices est un polyèdre sphérique par
morceaux, fini, qui sera utilisé pour des calculs ultérieurs de links.

DÉFINITION. - (i) Une matrice presque négative est une matrice réelle symétrique dont les
coefficients hors diagonale sont tous négatifs ou nuls.
(ii) La matrice de Cartan d'une matrice de Coxeter M = [mst]s,tES est la matrice

A(M) := [Ast := - cos('71-jmst)]s,tES.

C'est une matrice presque négative.
(iii) À toute matrice de Coxeter M indexée par S ou toute matrice presque négative A, sont

associés l'espace vectoriel Vs := EBRvs et la forme bilinéaire symétrique Bs définie sur Vs
sES

par Bs(vs, Vt) := Ast .
(iv) L'ensemble des partîes sphériques de S (pour la matrice M ou la matrice A) sera noté
IT(S)sph.

IT(S)sph = {J c S 1 #WJ < oo} = {J 1 BJ est un produit scalaire}.

(v) Le nerf de M ou de A est le polyèdre sphérique par morceaux (fini) obtenu en recollant les
cellules sphériques

SJ:= {x = I:sEJxsvs E VJ 1 X s ~ 0, BJ(x,x) = I} (J E IT(S)sph \ {0}),

le long des inclusions dans IT(S)sph \ {0}. C'est un sous-espace topologique de Vs contenu
dans {xl Bs(x, x) = I}.

Justification. La forme bilinéaire introduite ici est à la base de la représentation des groupes
de Coxeter que nous utiliserons dans le chapitre 5. Dans l'avant-dernier point, on utilise la
caractérisation classique selon laquelle J est une partie sphérique si et seulement si B J est un
produit scalaire sur VJ (5.2.2). Ainsi, SJ est effectivement tracée dans une sphère-unité quand
J estsphérique. 0

REMARQUE.- Le cône engendré par le nerf de M est l'ensemble des vecteurs de Vs à coor­
données positives ou nulles et de support sphérique.

4.3.2. Blocs de Coxeter

Les blocs de Coxeter sont les polytopes euclidiens qui vont servir à définir le modèle métrique
des chambres. Pour les construire, on va revenir à des considérations de groupes de réflexions
finis. On se donne donc 1 une partie sphérique de S. On considère la réalisation géométrique
de WI qu'on a introduite dans la sous-section précédente pour l'ensemble S. On peut tout
reprendre pour 1, sachant que l'hypothèse sur 1 fait de la forme bilinéaire BI sur VI un produit
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scalaire. On considère la base duale pour BI de {VS}SEI, qu'on note {Us}sEI (BI(Vs, Ut) = 6st ).
La matrice de BI dans {US}SEI est [Astl~;EI' On peut alors définir deux familles d'hyperplans
de VI, indexées par 1, à savoir

H, := {BI(U s, -) = O} et H;:= {BI(Us, -) = I} (s E 1).

On va définir un polytope combinatoirement isomorphe à un #1-cube et dont les hyperplans
d'appui sont les hyperplans de ces deux familles. Ceci justifie l'introduction des demi-espaces

DÉFINITION. - Soit 1 une partie sphérique de S. Le bloc de Coxeter BWI est le polytope de
VI défini par

BWI := (n Ds) n (n D:).
sEI sEI

cube unité fermé construit sur la base des Vs'

BWI.est d'emblée défini comme intersection de demi-espaces, on connaît donc toute sa combi­
natoire.

DÉFINITION. - La face FKCJ de BWrassociée à l'inclusion de parties sphériques K C J, est
le polytope euclidien

FKCJ:= BWI n en H;) n (n Hs).
sEK sEI\J

On parle de face intérieure si K = 0, extérieure si J = 1 et de sommet si K = J.

On regroupe sous forme de lemme quelques calculs de links, où l'on fait appel essentiellement
à la notion de nerf et à la technique de joint. Ces calculs ont été effectués par G. Moussong.

L.E.MME. - (i)Le link de la face F0CJ dans BWI est le link lk(N(A:Jl), N(A11
) ) du nerf

JV{AJ"l) da.Il$ le nerf N (A Il).
(ii) Le link de la face .FKCI dans BWJ est le nerf N(AK)'
(iii) Le link Ik(FKCJ, BWI) de la face FKcJ = F0CJ n FKCI dans BWI est le joint

Ik(N(AJ"l), N(A11
)) * N(AK).

Référence. Ces résultats sont justifiés dans la section 13 de [Mou88] où sont définis les blocs
de Coxeter. 0

4.3.3. Modèle métrique de chambre

La combinatoire explicite des BW1 permet de passer. au recollement qui définit le modèle de
chambre de la réalisation métrique d'un immeuble de type M.

DÉFINITION. - Le modèle métrique de chambre pour un immeuble de type M (d'ensemble
d'indice S fini) est le polyèdre euclidien par morceaux obtenu par intersection dans Vs du cône
engendré par le nerf de As avec les demi-espaces {Bs(us, -) ~ I} (s ES). On le note L.
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Justification. Soit v un vecteur de Vs dans le cône engendré par N(As). Par définition de ce
nerf, le support de v dans la base {VS}SEI est une partie sphérique 1. On écrit v -- 2:sE1 Àsvs,
avec Às ~ O. La condition Bs(us , v) :5 1 pour s dans S équivaut à À s :5 1. Ainsi, v est dans
l'intersection en question si et seulement si v est dans le bloc de Coxeter BWI plongé dans Vs.
En.fl.n, ces blocs de Coxeter qui coexistent dans Vs sont recollés le long de faces sur lesquelles
les métriques induites par. Bs .. coïncident. 0

REMARQUE.- Dans [Mou88], section 14, on définit aussi L par un recollement indexé par
la subdivision barycentrique du nerf de Ms. Topologiquement, L est le cône au-dessus de la
subdivision barycentrique du nerf de Ms.

Ce polyèdre est l'espace à partir duquel on va élaborer une structure miroir. On a

L= U BWr
IEII(S)sph

Pour chaque s de S, on définit L; comme étant l'intersection de L avec l'hyperplan Bs(us , -) =
1. Cet ensemble est réunion de faces de blocs, c'est précisément la réunion.des.faces extérieures
de blocs contenant le sommet {vs} = F{s}={s}. Les faces de la chambre métrique L sont celles
des blocs de Coxeter qui la forment. Elles correspondent aux inclusions de parties sphériques
K C J. Pour une telle inclusion, on peut voir la face FKCJ de L dans tout bloc BWlavec L :> J.
Un pointxdeFKCJest dans.Ls si et seulement s'ilest dans l'hyperplan Bs(us , -). 1, ce qui
revient à dire que s est dans K. On peut déterminer ainsi le type des points d'une chambre.
Enfin, la description des faces du modèle métrique de chambre permet le calcul de link

lk(FKCJ, L) ... lk(N(AJ1
) , N(A:r 1

)) * N(AK), ([Mou88], section 14).

À titre d'exemple, considérons la matrice de Coxeter

(
1 2 00)

M = 2 1 00..00 00 1

Cet exemple nous intéresse parce qu'il comporte le cas d'une simple commutation entre deux
générateurs, et parce que le groupe associé W contient aussi un produit libre de deux groupes
Z/2. Tout cela se lira sur la réalisation métrique du complexe de Coxeter qu'on verra plus loin.
Pour l'instant, voici le.nerf, sa subdivision barycentrique et Je modèle métrique de chambre de
type M. (On note r et s les générateurs tels que rs = sr, et t le troisième).

Dessin. [Lt = {Vt}]

4.3.4. Réalisation métrique d'un immeuble

Dès lors qu'on dispose d'une structure-miroir, on peut procéder au recollement correspondant.
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DÉFINITION. - La réalisation métrique d'un immeuble (I, d) de type M est le recollement
obtenu à partir de la structure-miroir du modèle métrique de chambre de type M. La notation
IIImét remplacera systématiquement L(I).

Remarquons qu'il existe des points de type exactement {s} (les points de faces F{8}C- par
exemple) pour chaque s de S, si bien qu'on lit toutes les adjacences sur 1l Imét. Il faut
maintenant justifier la terminologie métrique en montrant qu'on obtient bien un polyèdre
euclidien par morceaux. Pour former II1mét, on procède en fait à un recollement en deux étapes.
D'abord, on forme la chambre métrique L par un recollement de blocs BWI (1 sphérique).
Ensuite, on recolle des exemplaires de L le long de faces par une relation d'équivalence qui
vérifie tous les axiomes d'un polyèdre euclidien par morceaux, à ceci près que les objets recollés
ne sont plus des polytopes euclidiens, mais déjà des polyèdres euclidiens par morceaux. Ainsi,
en effectuant le recollement en une fois, on obtient bien une relation d'équivalence vérifiant les
axiomes d'un polyèdre euclidien par morceaux sur la somme U {cl x BWI'

CEZ,IEll(S)sph

En outre, puisque S est fini, le nombre de type de cellules est fini, d'où la possibilité d'invoquer
le théorème de Bridson (4.1.5). Résumons.

PROPOSITION. - IIImét est un polyèdre euclidien par morceaux possédant un nombre fini de
type de cellules, et à ce titre, c'est un espace géodésique complet. 0

Il ne reste plus que le problème de·.la courbure à régler. Celui-ci est plus difficile que les
précédents. Il nécessite l'examen séparé du cas des complexes de Coxeter, qui est le résultat
principal de [Mou88].

4.3.5. Un dessin et deux exemples familiers

On va considérerquelques exemples de représentation métrique de grouP(ed: Co;ete~)Revenons

un instant au cas de la matrice de Coxeter considéré en (4.3.3): M = 2 1 oo .
00 00 •.. 1

Voici le dessin correspondant, obtenu en développant le polyèdre euclidien par morceaux qui
réalise métriquement le complexe de Coxeter associé.

Dessin.

On reconnaît grosso modo un arbre épaissi. Ce polyèdre ressemble à un arbre parce qu'il
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contient un générateur qui n'entretient aucune relation avec les deux autres. Chaque paquet
de quatre carrés correspond à l'étoile d'un groupe de Klein engendré par les conjugués de deux
générateurs commutant l'unà l'autre.

Considérons maintenant le cas d'une matrice de Coxeter de type fini. Alors, L est un. cube,
les La en sont les faces extérieures. La réalisation métrique d'un appartement \Wlmét est en
bijection bilipschitzienne avec la boule. unité de Vs. On obtient ainsi le cône au-dessus de la
réalisation sphérique classique des immeubles de type fini. Dans [Dav90],M. Davis retrouve
d'ailleurs cette réalisation (cas 2 du chapitre 10). Le fait que cette réalisation est lelink du
sommet de la réalisation IIlmét vue comme cône, lui permet de montrer que les réalisations
sphériques classiques sont CAT(I) ([Dav90], corollaire (11.6)).

Dans le cas affine irréductible, L est.la réunion des intersections d'un cube avec les hyperplans
de coordonnées. À une application bilipschitzienne près, ceci se déforme sur un simplexe de
rang #S, dont les L s sont les cloisons.. Ainsi, toujours à application bilipschitzienne près, 1

Wlmét est un espace affine euclidien de dimension #S-I, et IIlmét est la réalisation géométrique
de Bruhat-Tits ([Bru-Tit72]).

4.4. Courbure négative dans les immeubles minces

Nous pouvons maintenant passer aux problèmes de courbure généralisée. Il s'agit d'une notion
purement métrique compatible aux définitions classiques de géométrie riemannienne, mais qui
va surtout permettre de généraliser les arguments développés dans le cadre des immeubles de
Bru.hat-Tits. Cette section est consacréeà la mise en place du vocabulaire de la courbure .des
espacesgéodésiques -T'inégalité CAT(X) - et à l'exposition des arguments qui prouvent que la
métrique des chemins sur le polyèdre euclidien par morceaux IWlmét en fait un espace CAT(0).
Dans toute cette section, (~S) désigne un système de Coxeter de matrice M, avec S fini.

4.4.1. Inégalité CAT(X). Courbure négative

On se place dans le cadre d'un espace géodésique (X, d). Un triangle T dans un tel espace
est la donnée de trois points x, y, z, et des trois segments géodésiques qui les relient deux à
deux. Un triangle de comparaison T* dans M~ est un triangle x*, y*, z* dont les longueurs
des côtés sont les mêmes que celles de T. Pour tout t de [0; 1], on note Pt (respectivement p;)
le point de [x; y] (respectivement [x*; y*]) à distance td(x, y) de x (respectivement x*). Enfin,
d* désigne la distance de M~.

DÉFINITION. - (i) On dit que le triangle T vérifie l'inégalité CAT(X) si on a pour tout t de
[0; 1]

d(z,pt) ~ d*(z* ,pn.

(ii) L'espace X est dit localement CAT(X) si autour de tout point de X, il existe un voisinage
convexe dans lequel l'inégalité CAT(X) est vérifiée par tous les triangles de périmètre inférieur
ou égal à 21r/.JX.
(iii) X est dit à courbure négative ou nulle s'il existe X~ 0 tel que X soit localement CAT(X).
(iv) X est dit CAT(X) si tous ses triangles de périmètre inférieur ou égal à 21r/ Vi vérifient
l'inégalité CAT(X).
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L'adjectif convexe du deuxième point est bien entendu à comprendre au.sens ;d~s. segments
géodésiques. Nous allons maintenant dégager deux résultats métriques généraux invoqués
pour prouver le caractère CAT(O) de la réalisation métrique d'un complexe de Ooxeter.

4.4.2. Critère systolique de majoration de courbure

Ce premier critère s'intéresse au caractère localement CAT(X) des complexes simpliciaux Mx.
par morceaux (et donc aussi bien aux polyèdres Mx. par morceaux par subdivision barycen­
trique). C'est un théorème de M. Gromov.

THÉORÈME. - Un polyèdre Mx. par morceaux dont l'ensemble des formes de cellules est fini,
est localement CAT(X) si la systole du link de chaque cellule dans le polyèdre est supérieure
ou égale à 21r.

Référence. C'est un des critères du théorème (3.15) de [Pau91].

4.4.3. Globalisation du caractère CAT(O)

o

Dans.le cas de la courbure négative ou nulle, un critère de globalisation s'énonce en termes
d'unicité des géodésiques. Pour ces résultats, on peut partir plus généralement d'un simple
espace géodésique complet localement compact, et pas seulement d'un polyèdre. On procède
par l'enchaînement suivant. On met d'abord en évidence une condition suffisante d'unicité des
géodésiques, puis que cette unicité permet la globalisation.

'l'H]tPRÈME. i- Soit X. un espace géodésique complet, localement compact, tel que tout point
admette.un voisinage dans lequell'inégalité CAT(X) est vérifiée.

(i) Bi on a unicité des géodésiques entre deux points à distance strictement plus petite que
Tr/vx· de X, X est un espace CAT(X)·
(ii) Si X est simplement connexe et si on peut supposer X inférieur ou égal à 0, alors on a
unicité des géodésiques entre deux points quelconques de X.

Référence. Le premier point est extrait du théorème 7 de [BaI90], le second est extrait du
théorème 14 de la même référence. 0

En se limitant à la courbure négative ou nulle, il vient:

COROLLAIRE. - Un espace géodésique complet localement compact, simplement connexe, à
courbure négative ou nulle est un espace CAT(O). 0

4.4.4. Calculs de systole

Nous revenons maintenant à la réalisation métrique des complexes de Coxeter. Il s'agit de
mettre en évidence les conditions d'application du résultat de majoration de la courbure. Les
calculs qui suivent ont été effectués par G. Moussong. Voici le résultat principal.
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(i) La systole du nerf d'une matrice presque négative est supérieure ou égale
à 27r.
(ii)Si'A'estune matrice presque négative et si B est un simplexe de son nerf N(A), alors la
systole "dulinf <Je B dans N(A) est 2:: 27r, car c'est un nerf de matrice presque négative.
(iii) Si un complexe sphérique fini P est de systole 2:: 27r, sa suspension est, de systole 2:: 27r.
Par itération de la suspension, pour toute sphère S", la suspension Sk* P est de systole 2:: 27r.

Référence. (i) est le résultat principal de la section 10 de [Mou88], précisément c'est la propo­
sition (10.1). (ii) est le corollaire (10.2) de [Mou88]. La première assertion de (iii) est le
corollaire (5.6) de [Mou88]. La seconde est une conséquence de la remarque (4.1.4). 0

4.4.5. Inégalité CAT(O) dans les complexes de Coxeter

Nous pouvons maintenant rassembler les ingrédients déjà cités pour obtenir:

THÉORÈME. - Si (W, S) est un système de Coxeter indexé par un ensemble S fini, la réalisation
métrique IWlmét du complexe de Coxeter associé est un espace géodésique complet et CAT(O).

Démonstration. On va donner un synopsis de démonstration de ce résultat qui occupe la
majeure partie de la thèse [Mou88].

1. Topologie et métrique sans courbure

Remarquons que l'on sait déjà que IW!mét est un espace géodésique complet par le théorème de
Bridson (4.1.5). Ensuite, le modèle métrique de chambre L est contractile, puisque topologique­
ment c'est le cône de la subdivision barycentrique du nerf de la matrice M (4.3.3). En fait,
on est dans les hypothèses du théorème de Davis (corollaire (10.3) de [Dav83]) présenté en
remarque en (4.2.5). Ainsi, /W/mét est contractile et il ne reste donc plus d'après (4.4.4) qu'à
vérifier que 1 W!mét est à courbure négative - propriété locale, ce qui se fait par le critère
systolique.

2. Calcul de link et de systole

On conclut par un calcul de link en justifiant sommairement les égalités. Soit FKCJ une face
de IWlmét donnée par l'inclusion de parties sphériques K C J. Il s'agit de calculer le link de
FKCJ dans IWlmét. On a:

Ik(FKCJ; IWlmét) = Ik(FKCJ; WK.L)

=WK.lk(FKCJ;L) = WK(lk(N(AJ),N(A)) *N(AÏ/))

= lk(N(AJ), N(A)) * (WK.N(Aï(1)) = Ik(N(AJ), N(A)) * S#K-1.

La première égalité a lieu parce que WK est le stabilisateur de FKC J, la seconde parce que
W opère par isométries delWlmét. La troisième est un calcul de link dans la chambre cité en
(4.3.3). L'avant-dernière vient de ce que WK stabilise et permute Ik(N(AJ), N(A)). Enfin, la
dernière égalité provient du fait que N(Aï(1) est un domaine fondamental pour WK dans la
sphère S#K-1. Par (4.4.4), on sait que ces links sont de systole 2:: 21r. 0
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4.5. Courbure négative dans les immeubles

On veut maintenant prouver que la réalisation métrique d'un immeuble est elle aussi CAT(O).
La preuve de ce fait est due à M. Davis, qui reprend les étapes classiques de démonstration
concernant le cas des immeubles de Bruhat-Tits pour les matrices de Coxeter affines. On
conserve le système de Coxeter (W, S), avec S fini.

4 ..5 .. 1. Rétractions et géodésiques

Nous allons citer ici les résultats préliminaires concernant lesréalisations métriques de rétractions
et les géodésiques ([Dav90]). Les démonstrations sont essentiellement les mêmes que celles de
Bruhat et Tits pour le cas particulier des immeubles affines ([Bru-Tit72]).

LEMME. - SoitlIlmét 1.a xéelisetioii métrique d'un immeuble (I, d) de type M -. Alors:

Toute réalisation métrique de rétraction contracte les distances.
(ii) Il existe une unique géodésique entre deux points donnés de IIlmét.
(iii) Si p désigne la réalisation métrique de la rétraction sur l'appartement A centrée eu la
chambre c de A, alors pour tout point x de c, et tout point y de IIlmét, on a d(x, py) = d(x, y).

Référence. Le point (i) (respectivement (ii), (iii)) est le Lemme (11.2) (respectivement (11.3),
(11.4)) de [Dav90]. 0

4.5..2. Les immeubles métriques sont CAT(O)

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de ce chapitre.

THÉORÈME. - Soit (I, d) un immeuble de type M. La réalisation métriquelIlmét est un
espace géodésique completetCAT(O). Cette réalisation rnétriqllede (I,d)èstobtenue par
recollement d'une structure miroir, où l'ensemble des facettes représentées est exactement celui
des facettes sphériques.

Démonstration. Dès lors qu'on a unicité des géodésiques dans un .. polyèdre euclidien par
morceaux, on peut invoquer un résultat général de Bridson - le théorème (2.7) de [Bri91]
-pour conclure. On peut .aussi préférer une preuve immobilière plus classique exposée pour
notre cas dans [Dav90], chapitre 11. 0

Il est classique que la contraction géodésique implique la contractilité des espaces CAT(O).

COROLLAIRE. - Au titre d'espace CAT(O), l'espace IIlmét est contractile pour tout immeuble
(X,d).

Référence. [BaI90], théorème 14.
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Nous passons maintenant au théorème de point fixe dont l'usage sera crucial à deux endroits
de l'étude des groupes de Kac-Moody.

4.6. Théorème de point fixe de Bruhat-Tits

Cette section expose le théorème qui est l'objectif de tout le chapitre. Il s'agit du théorème de
point fixe de Bruhat-Tits dont la validité dépasse le cadre strict des immeubles. Commençons
par la présentation d'une autre version de la courbure négative. Voici ce que nous appellerons
propriété de courbure.négative pour un espace métrique Y:

Pour tous points xet ydeY, il-existe un point m de Y telque.pour toutzde Y

(CN) d2 (z,m) ::; 1/2(d2 (z,x) + d2 (z,y)) - 1j4d2(x,y).

Dans le cas de la réalisation métrique d'un immeuble, l'espace métrique est comme on l'a vu
un polyèdre euclidien par morceaux. Sous l'hypothèse où l'ensemble d'indices S de la matrice
de Coxeter est fini, IIlmét possède un nombre fini de types de cellules. Ainsi, par un autre
théorème de Bridson ([Bri91], théorème (2.7), p.375), les propriétés CAT(O) et (CN) sont
équivalentes, ce qui légitime l'usage du théorème de Bruhat-Tits sous la forme générale qui
suit.

La stratégie de preuve de ce théorème est la suivante. On va définir certains objets dans Y par
une propriété métrique, d'où l'invariance de l'ensemble qu'ils forment. Si on arrive par ailleurs
à montrer que cet ensemble est non vide réduit àunpoint, on aura obtenu un point fixe.

4.6.1. Rayon et centre de boule circonscrite

y désigne pour l'instant un simple espace métrique.

DÉFINITION. - Soit A une partie bornée non vide de Y.

(i) Pour tout point x de Y, on note r(x, A) := sUPaEA d(x, a).
(ii) Le rayon d'une boule circonscrite à A est r(A) := infxEY r(x, A).
(iii) Un centre de boule circonscrite. à A est un point x qui réalise le rayon d'une boule circon­
scrite, i.e., tel que r(x, A) = r(A).

4.6.2. Théorème de point fixe de Bruhat-Tits

Voici le théorème de point fixe qui généralise celui d'Élie Cartan (étudiant l'action d'un groupe
compact sur une variété riemannienne simplement connexe à courbure négative).

THÉORÈME. - Soit G un groupe d'isométries d'un espace.métrique complet. possédant la
propriété de courbure négative (CN). Alors, si G stabilise une partie non vide bornée, il
possède un point fixe.

Par la remarque de début de section, ce théorème est conséquence de la version suivante - due
à J.-P. Serre.

THÉORÈME. - Toute partie bornée non vide d'un espace métrique complet possédant la
propriété de courbure négative admet un unique centre de boule circonscrite.
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Soit (I, d) un immeuble de type M dont on note 1T Imét la réalisation

Démonstration. On se donne deux points X et y quelconques d'un tel espace métrique Y. On va
mettre en place une majoration de d(x, y) en fonction des quantités introduites précédemment.
Grâce au point m de la propriété de courbure négative, on obtient en passant à la borne
supérieure sur z dans A:

r 2(m, A) ::; 1/2(r2(x, A) + r 2(y, A)) - 1/4d2(x, y).

D'où, puisque r(A) ::; r(m, A):

d2(x, y) :::;2(r2(x, A) + r 2(y, A) - 2r2(A)).

Appliquer cette inégalité à deux points qui réalisent le rayon d'une boule circonscrite prouve
l'unicité du centre d'une boule circonscrite. L'appliquer à une suite d'éléments (xn)n>otels
quer(xn , A) tend vers r(A) montre que cette suite est de Cauchy donc convergente. La-limite
est un centre de boule circonscrite. 0

REMA:aQUE.~ . Pour. la démonstration originale (différente de celle de J.-P. Serre), onpourra
consulter [Ber90], tome 1, section (9.6) p.287-287, qui agrémente la preuve d'un .dessinet d'une
utile explication heuristique.

4.6.3. Fabrication d'isométries

Il reste donc à fabriquer des isométries de IIlmét auxquelles appliquer ce théorème de point
fixe. On pense bien sûr au cas d'un immeuble de groupe, pour lequel le groupe va opérer par
isométries par simple fonctorialité de la réalisation métrique. Pour la descente galoisienne,
on aura besoin de produire des isométries à partir d'automorphismes cohérents de l'immeuble
combinatoire.

PROPOSITION. ­

métrique.

(i) Si (I, d) est obtenu à partir d'une BN-paire (G, B, N, S), le groupe G est un groupe
d'isométries de III mét via les réalisations métriques des éléments 9 de G.
(ii) Un groupe d'automorphismes cohérents de l'immeuble combinatoire (I, d) opère naturelle­
ment par isométries sur III mét-

Démonstration. Preuve de (ii). On note r le groupe d'automorphismes cohérents de (I, d).
Si (J'est un automorphisme cohérent de (I, d), (J'induit une permutation (J'* de l'ensemble
d'indices S. On obtient ainsi une action de r sur S par automorphismes de diagrammes.

1. Isométries de la chambre

Si J est une partie sphérique de S, (J'* J en est une également et (J'* induit un isomorphisme
WJ -+ WC/* J. La permutation (J'* de S induit donc une isométrie (J'* du modèle métrique de
chambre L, vu comme troncation du cône engendré dans Vs par le nerf de M, parce qu'on a
respect des restrictions de la forme bilinéaire qui fournit les produits scalaires sur les blocs de
Coxeter. On peut aussi voir cette isométrie du polyèdre euclidien par morceaux L comme suit.
On sait qu'une chambre est réunion de cellules euclidiennes convexes - les blocs de Coxeter
BwJ' pour J partie sphérique de S. Pour chaque partie J de type fini de S, (J'* désigne
l'isométrie du bloc de Coxeter correspondant BW J sur le bloc de Coxeter Bwo-* J' qui envoie
le point x de BWJ de coordonnées {J..Ls}SEJ sur le point (J'*X de coordonnées {J..LC/*-ls}SEC/*J.

Or, J(x) est la partie de S qui contient les éléments s tels que x est dans la cloison L; de
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type 8, donc pourl'isométriea*qu'onvient de définir, ona a*J(x) = J(a*x).Decette façon,
on obtient une permutation du système de flèches isométriques du recollement des blocs de
Coxeter pour former L. On obtient ainsi naturellement une isométrie a" du modèle métrique
de chambre, ce qui en vertu de (4.2.2) permet de définir une action, pour l'instant topologique,
sur la réalisation métrique de l'immeuble.

2. Isométries de l'immeuble

Il reste à voir la conservation des distances. La réalisation IIlmét= LxI est munie d'une
i"'..J

structure euclidienne par.morceaux, dont la. métrique est la métrique des chemins. Ceci signifie
que les géodésiques sont des lignes polygonales .. Par convexité des blocs de Coxeter, les traces
des géodésiquessur ces blocs sont dessegments, queo" .• envoie isométriquement sur Un. segment
d'un bloc isométrique. La longueur d'une géodésique étant la. somme des longueurs (euclidi­
ennes) de ces segments, a" envoie une géodésique sur une géodésique de même longueur. Ceci
prouve que r opère sur IIlmét par isom.étries.. Ainsi, on obtient bien une action par isométries
de I" surlIlmét.

Preuve de (i). Seule l'assertion métrique est nouvelle, par (4.2.6). Sa preuve est la même que
celle du second point de la preuve précédente. 0
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5. Géométrie conique des Jumelages

Il est question ici d'une réalisation géométrique, sans souci de courbure négative. L'intérêt
de la gé0:rp.étriequ'on va mettre en place est qu'on peut y faire des opérations gé()rnétl'iques
élémentaires, telles que celles du calcul vectoriel ou la prise d'enveloppe convexe. Le modèle
géométrique de chambre est un cône simplicial, découpé dans le cône de Tits du groupe de
Weyl de l'immeuble. On revient sur la fabrication de ce cône, construit par exemple dans
[Bou81].On pourra en outre utiliser une propriété de finitude locale qui aura son intérêt pour
la combinatoire de sous-groupes d'une donnée radicielle jumelée. Pour l'instant, tout ce qui
est présenté dans ce chapitre est valable pour les immeubles et jumelages généraux.

5.1. Géométrie conique des groupes de Coxeter

Nous allons mettre en place ici la réalisation géométrique très classique d'un système de Coxeter
(W, S) qui est construite chez N. Bourbaki. Il s'agit d'une représentation qui a la vertu
de s'appliquer à n'importe quel groupe de Coxeter, Jusqu'à la fin de cette section, nous
considérons un système de Coxeter (W, S) de matriceM = [m(s, t)h,tES' WI désigne le sous­
groupe standard de Wengendré par J.

5.1.1. La représentation géométrique d'un système de Coxeter

Rappelons la présentation de W.

W = (s 1 (st)m(s,t) = 1 s, tES m(s, t) <.00).

On définit V le R-espace vectoriel de dimension #S, de base les symboles as pour s dans S.

V:= EBRas .

sES

On considère la forme bilinéaire B de matrice [-cos(m(~,t»)]s,tES dans la base {as}sEs.
Un examen de chaque plan Vs,t := RasEBRat montre qu'en assignant à chaque sl'élément Us

défini par us(..\) = X....-2B(a s , A)as , on construit un morphisme de groupes 0- : W -4GL(V) tel
que ustestd'ordre.m(s, t). Ce morphisme est injectif, c'est la raison pour laquelle on omettra
le symboleo-pour faire agir W sur V.

Référence. Cette section (5.1) est intégralement contenue dans [Bou8I], (VA), à l'exception
de ce qui concerne les racines, pour lesquelles on peut consulter [Hum90], (11.5). 0

5.1.2. Racines

La représentation précédente U permet de parler de racines. Les racines constituent un premier
type d'objets qui rendent les raisonnements plus géométriques.
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DÉFINITION. (i) Uneracine deW est un vecteur a E V de la forme a = uia; pour s dans
S et w dans W. L'ensemble des racines est noté CP, et est appelé le système de racines de W.
(ii) Les vecteurs de base as sont appelés les racines simples.
(iii) Les racines positives (respectivement négatives) - dont l'ensemble est noté cP+ (respective­
ment cp_) - sont 1es.racines de W dont les coordonnées sont toutes positives (respectivement
négatives) dans la base {as}sEs, Pour signifier que la racine est positive (respectivement
négative), on notera a > 0 .(respectivement a < 0)

La propriété remarquable suivante des systèmes de racines subsiste.

PROPOSITION. - Soit cP le système de racines d'un système de Coxeter (W, S). Alors:

cP+ = -cP_ et cP = cP+ U CP_.

Référence. [Hum90], théorème (11.5.4). 0

Dans le cas où le groupe de Coxeter est le groupe de Weyl d'une donnée radicielle de Kac­
Moody, cP est en bijection avec l'ensemble fj",re des racines réelles (7.1.4).

5.1.3. Longueur

On peut aussi parler de longueur dans ce contexte géométrique.

DÉFINITION. - Soit w un élément de W. Alors, on note

CPw := e., n w-1cp_ et CP-w:= e., n w-1CP+.

L'introduction des racines permet de prouver la proposition qui suit.

PROPOSITION. - Soient w dans W et s dans S.

(i) Si l(ws) < l(w) , alors s(cpw \ {as}) = CPws.
(ii) l(w) est le nombre de racines positives rendues négatives par w, soit l(w) = #CPw.
(iii) On a les équivalences suivantes.

l(ws) > l(w) {::} ui.a; > O.
l(ws) < l(w) {::} ui.a, < O.

Dans tous les cas, l(ws) = l(w) ± 1.

Référence. [Hum90], théorème (11.5.6). o
REMARQUE.- À ce niveau, as est une notation qui correspond à deux objets puisqu'on a
déjà utilisé ce symbole en (1.4.1). Définissons une application du système positif de racines
au sens de (5.1.2) vers le système positif de racines au sens de (1.4.1) par a 1-7 Aa := {w E
W 1 w-1a > O}. Pour a = as, As = Aas est la racine simple d'indice s au sens de (1.4.1). En
effet, par la proposition qui précède,

As = {w 1 w-1as > O} = {w Il(w-1s) > l(W-l)} = {w Il(sw) > l(w)}.

Si f3 = uia, alors

A,a = {z 1 z-lf3 > O} = {z 1 z-lwa > O} = {z 1 (w-1z)-la > O} = {wt 1 t-1a > O} = wAa·

Enfin, toutes les parties de W à l'arrivée contiennent 1 puisqu'on part de racines positives.
Ceci montre que l'application ainsi définie est bien à valeurs dans le système positif au sens
de (1.4.1), et W-équivariante. On la prolonge aux deux systèmes de racines tout entiers en

106



posant A-a :== W \ Aa. L'application est surjective par W-équivariance. Pour voir qu'elle est
injective, on remarque d'abord que l'image d'une racine positive contient L; contrairement à
celle d'une racine négative. Ensuite, on se ramène par W-équivariance à comparer les images
de a ::f. as positives; et puisque as est la seule racine positive rendue négative par s == 8-1, S

est dans Aa sans être dans As.

On reviendra sur cette identification, et sur d'autres vues entretemps, en (5.4.1).

5.1.4. Murs et demi-espaces des racines. Facettes et chambres

En toute généralité, il n'existe pas de produit scalaire sur V pour lequel l'action de West
unitaire. Un palliatif consiste à remplacer le produit scalaire par le crochet de dualité. On
introduit pour cela la représentation contragrédiente a" : W -+ GL(V*). On note (- 1 -) le
crochet de dualité entre V et V*. Par définition, les actions de W sur V et V* sont compatibles:
pour f dans V" et À dans V, (wf 1 wÀ) == (f 1 À). On définit une famille d'hyperplans 1l
munie de bonnes propriétés de la façon suivante.

DÉFINITION. - (i) Pour toute racine a de~, on note Ba l'hyperplan Ker(a) C V*. Ba est le
mur de la racine a. On désigne par D(a) son demi-espace positif D(a) := {f E V* 1(al f) >
o}.
(ii) 1l est par définition l'ensemble des murs. C'est une famille indexée par ip+, stable par W
puisque pour toute racine a et tout élément w de W, on a w(ôa) == ô(wa).
(iii) Pour toute partie J de S, on note

FI :== nôasn n o.:
sEI sES\I

FI est la facette (ouverte) standard de type J. La facette F0 est notée C, elle est appelée la
chambre (ouverte) standard.
(iv) De manière générale, une facette (ouverte) (respectivement chambre (ouverte)) est le trans­
formée par un élément de W d'une facette (ouverte) (respectivement de la chambre (ouverte))
standard. On note :F l'ensemble des facettes de W.

REMARQUE.- Toutes les racines a de ~ vérifient Bia, a) == 1. Par conséquent, ~ ne peut
contenir deux formes linéaires se déduisant l'une de l'autre par un scalaire strictement positif.
Ainsi, D(a) détermine a dans ~, d'où une correspondance W-équivariante

Le résultat suivant est immédiat.

LEMME/DÉFINITION. - Pour J une partie de 8, l'adhérence dans V" d'une facette est décrite
de la façon suivante.

FI==nôaSn n (DasUôas) = UFJ.
sEI sES\I J-:JI

FI est appelée la facette fermée standard de type J. Une facette fermée est une transformée
de facette fermée standard par W. 0
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FI est l'unique facette de dimension maximale dans FI. Une facette ouverte est ouverte
dans le sous-espace vectoriel de V" qu'elle engendre; c'est même l'intérieur dans ce sous-espace
vectoriel de son adhérence. Le passage à l'adhérence établit donc une bijection entre les facettes
fermées et les facettes ouvertes.

5.1.5. Cône de Tits. Action du groupe de Coxeter

On commence par définir deux parties privilégiées de V" , le terme de cône étant immédiatement
justifié par le théorème qui suit.

DÉFINITION. - (i) On définit C comme étant la réunion des adhérences des chambres.

C= u w(C) = LJ W(FI)'
wEW wEW

leS

C·. est appelé le cône de Tits.
(ii) C désigne l'ensemble des points de C de fixateur fini.

REMARQUE. - Les murs séparant un point de C d'un point de wC sont indexés par une partie
de ~w-l; d'après (1.4.1), ils sont donc en nombre fini.

Les résultats concernant le cône de Tits et l'action de W sur celui-ci sont essentiellement
résumés dans l'énoncé suivant.

THÉORÈME. - (i) C est un cône convexe, W-stab1e.
(ii) Soient w dans W, I et J des parties de S. Si w(FI) n FJ # 0, alors I = J et west un
élément du sous-groupe spécial WI. Ainsi, WI est le stabilisateur et même le fixateur (point
par point) de tout point de FI.
(iii) C est un domaine fondamental pour l'action de W sur C: la W-orbite de tout point de C
rencontreC en exactement un point.
(iv) Chaque segment tracé dans Crencontre un nombre fini de facettes ouvertes.

Référence. [Bou81], section (V.4.6) p.96-97. o
Remarquons que la deuxième assertion de ce théorème permet de parler du type d'une facette
non standard.

DÉFINITION. - (i) Le type d'une facette du cône de Tits est le type de 1alacette s.tandéJ,rd
(bien déterminée) .doui elle.est. la transformée par un élément deW.
(ii) Une facette est dite sphérique (ou de type fini) si son type 1 est tel que WI est fini.

Justification. Si w et z sont deux éléments de W tels que wF et zF sont adhérentes à C
(wF = FI et zF = FJ pour des parties I et J de S), on a alorsF', = (zw- 1)wF ::::: (zw-1)FI'
Par ce qui précède, on a bien 1 = J. 0

Une autre conséquence du théorème est que le fixateur d'une facette F est le sous-groupe
engendré par les réflexions d'hyperplan un mur contenant F. Précisons.

DÉFINITION. - Soit F une facette de C. On désigne par ~m(F) l'ensemble des racines dont
leur mur contient F. Pour toute chambre D, on désigne par ~(F)D l'ensemble des racines
dont leur mur contient F et dont le demi-espace contient D.

À chaque facette, on a associé ainsi un système de racines.
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LEMME. - Pour toute facette F de C, l'ensemble <'pm(F) est en bijection avec le système de
racines du fixateur W (F) de F.

Démonstration. Déjà, on a clairement <'pm(wFJ} W<'pm(FI)' Il suffit donc de considérer une
facette standard FI. L'inclusion VI C V fournit un épimorphisme de WI-modules TCI : V" -*

Y/, et YI est la représentation géométrique de W I pour la restriction de la forme bilinéaire.
La préimage par TCI établit une bijection entre les racines de WI dans VI et les racines de y*
dont le mur contient FI. 0

5.2. Intérieur du cône de Tits. Finitude locale

La description de l'intérieur du cône de Tits pourrait se faire à partir des résultats généraux
de Vinberg ([Vin71)), une fois prouvée l'identification de Cavec le recollement de la structure­
miroir associée à la chambre standard. On va plutôt faire quelques .raisonnements géométriques
plus instructifs. On suppose le système générateur 8 fini.

5.2.1. Finitude locale

La première propriété de C est l'existence pour chaque point de l'intérieur du cône de Tits
d'un voisinage convexe test, dans le sens où celui-ci n'est pas rencontré par plus de murs que
ceux qui contiennent le point. Ce résultat est une adaptation de [Moo-Pia95], proposition 12
p.447.

PROPOSITION. - Soit x un point de l'intérieur de C.

(i) Il existe un ouvert convexe BeC contenant x et possédant la propriété suivante.

(FL) Va E <.p Ba n B =1 0 {:::::=> xE Ba.

(ii) Pour toute partieB comme précéçf.emmentet pour tout ui de W,

wB n B =1 0 {:::::=> W E W{x}'

(iii) x est contenu dans. un nombre fini de murs.

Démonstration. Preuve de (i). On se donne Il, ... I#sdes segments compacts portés par
des directions linéairement indépendantes et contenant x en leur intérieur. D'après (5.1.5),
chacun de ces segments est recouvert par un nombre fini de facettes ouvertes. Par convexité,
chacune des facettes intervenant dans ces recouvrements trace sur 'Iessegnierits-un point ou
un segment ouvert. On numérote Zl, ... ZN les points ainsi obtenus. L.es Zi sont les seuls
points d'intersection des murs avec.les segments Il,''' I#s. Pour 1$ j ~ #8,. on choisit un
intervalle ouvert Jj contenant x et tel que x est. éventuellement le seul Zi dans Jj .On a donc

x E Ba {:::::=> 8a n Jj =1 0 'ifj,

car x est le seul point d'intersection possible d'un J j avec un mur qui ne contient pas Jj. On
peut alors prendre comme ouvert test l'enveloppe convexe des intervalles Jj (1 ~ j ~ #8).

Preuve de (ii). On suppose qu'on a pour un élément. w de W, wx =1 x. Il existe un hyperplan
ôœ qui sépare x et wx (sinon x et wx seraient dans la même W -orbite et la même chambre en
même temps). Par hypothèse, B et wB sont de part et d'autre de Ba.
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Preuve de (iii). 1-l étant une famille dénombrable d'hyperplans, on peut trouver un point
intérieur y hors de tout mur contenant x. On peut en outre se donner une boule B centrée en
x dont l'adhérence est contenue .dans l'intérieur de C. La droite (xy) coupe BB suivant deux
points p et q eux aussi intérieurs. Ces points ne peuvent appartenir à un mur contenant x .car
x, y, p.et q sont alignés. Ainsi, tout mur contenant x sépare p et q, ce qui impose que ces murs
sont en nombre fini. 0

Nous utiliserons de manière récurrente le corollaire immédiat suivant.

COROLLAIRE. - (i) Un ouvert satisfaisant la condition (FL) est recouvert par un nombre fini
de facettes.
(ii) Toute partie compacte incluse dans l'intérieur de C est recouverte par un nombre fini de
facettes sphériques.

Démonstration. Le premier point est évident puisque ces ouverts sont coupés par un nombre fini
de murs. Pour le second, il suffit d'appliquer la propriété de Borel-Lebesgue à un recouvrement
par des ouverts du type précédent. 0

5.2.2. Condition de finitude globale

On va donner une condition nécessaire et suffisante de finitude de W, qui nous servira surtout
à caractériser les points intérieurs du cône de Tits d'un système de Coxeter quelconque.

PROPOSITION. - Soit (~S) un système de Coxeter auquel on associe la forme bilinéaire B
et le cône de Tits C comme précédemment. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(I) West fini.
(ii) B est un produit scalaire.
(iii) Le cône de Tits CestV* tout entier.

Justification. La première équivalence est prouvée dans [Bouêl], (V.4.8).
L'implication (ii) :::} (iii) est l'implication (b) :::} (c) de (Hum90], théorème (6.4) p.133.
Réciproquement, si C= V*, 0 est un point intérieur. 0 est alors contenu dans un nombre fini
de murs. Ceci implique qu'il y a un nombre fini de chambres dans lecône de Tits puisque
celles-ci contiennent •• toutes. l'origine dans leur adhérence. On conclut par simple transitivité
de l'action de W sur les chambres. 0

5.2.3. Caractérisation et description de l'intérieur du cône de Tits

Nous pouvons maintenant caractériser et décrire l'intérieur du cône de Tits. L'hypothèse «S
fini» est répétéecar elleutilisée pour adapter(Moo-Pia95], proposition 14 p.449afin deprouver
(i). Cependant, une étude sans cette hypothèse de finitude est effectuée dans [Hée91], (2.4.1)
à (2.4.3) (où C et Csont notés Uoet U respectivement).

THÉORÈME.· - Soit (W, S) un système deCoxeter, C son cône de Tits. On suppose S fini.

(i) Un point du cône de Tits est intérieur si et seulement si son fixateur est fini.
(ii) Ainsi, l'intérieur du cône de Titsn'est autre que C. C'est un cône convexe W-invariant.
(Hi) Soient x et y dans C, on a alors (x; y] C C\ C ou lx;y[e c.
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Démonstration. Preuve de (i). Pour l'implication directe, on se donne un ouvert contenant
le point considéré et vérifiant la condition (FL). Le fait qu'un tel ouvert est rencontré par un
nombre fini de murs montre que le point est dans l'adhérence d'un nombre fini de chambres,
qui. sont permutées par son fixateur. Par simple transitivité de W sur les chambres, on en
déduit que ce fixateur est fini. L'implication réciproque est moins rapide. On se donne x un
poiut de fixateur fini.

1. On peut supposer que x est dans une facette FI standard et sphérique. L'inclusion VI C V
fournit un épimorphisme de WI-modules 'TrI : V* ~ V/, et VI est la représentation géométrique
de WI pour la restriction de la forme bilinéaire. On note CI le cône de Tits correspondant.
Par le critère de finitude, on a CI = V/ et finalement 'TrÏ 1 (CI) = V*. Ceci implique

(*) V* = WI.CI,

avec CI := {A E v- 1 (A 1 as) > 0 Vs E J}.

2. Soit maintenant s dans S \ J. Puisque x est dans FI, on a (x 1 as) > 0, et donc comme
pour tout w de WI avec wx = x, (x 1 wa s ) > O. Ainsi, x est dans n (was)-l(R~)

WEWI,sES\I
qui est ouvert comme intersection finie d'ouverts.

3. SoitB une boule ouverte contenant x et incluse dans ce dernier ouvert,et y un autre point
dansB. Déjà, par (*), il existe un élément w de WI tel que wy est dans CI. Par ailleurs,
le fait que y est dans B implique que (wy 1 as) est strictement positif pour tous les indices s
dansS\ J. Finalement, wy est dans l'adhérence de la chambre standard C. Par conséquent
labouleB tout entière est dans le cône de Tits, -et x est intérieur.

Preuvede (ii). D'après (i), seule la convexité est non immédiate. On se donne deux points x
et y deC tels que [x; y] rencontre C\ C. Soit z dans [x; y] n (C \C) -]x; y[n(C \ C). Puisque
x et y sont dans le cône de Tits, ils sont séparés par un nombre fini de murs, donc le point z
est contenu dans un nombre fini de murs et par conséquent dans l'adhérence d'un nombre fini
de chambres: contradiction, par simple transitivité de W sur les chambres, avec le fait que le
fixateur de z devrait être infini.

Preuve de (iii). D'après le point (ii), si ]x; y[~ C, quitte à échanger x et y, il existe z dans
]x; y] tel que [x; z] C C\ C. D'après (5.1.5)(iv), [x; z] contient un segment non trivial contenu
dans une facette ouverte non sphérique. Le fixateur de ce segment est donc infini, et il fixe
[x; y] tout entier. Par conséquent, on a [x; y] c ë \ c. 0

5.2.4. Action du groupe de Coxeter

On peut finir en prouvant un résultat qui avec celui qui montre qu'une chambre est un domaine
fondamental, complète la description de l'action du groupe W.

PROPOSITION. - W opère proprement discontinûment sur l'intérieur du cône de Tits, i.e.,
pour toutes parties compactes K et L dans C, {w E W 1 wK n L =1= 0} est fini.

Démonstration. On applique le coronaire (5.2.1) pour recouvrir chacun des compacts L et K
par un nombre fini de facettes sphériques. La relation wL n K =1= 0 implique que w envoie
une facette sphérique intersectant L sur une facette sphérique intersectant K. Le nombre de
tels west fini car le stabilisateur d'une facette sphérique l'est. En traitant tous les couples de
facettes intervenant dans le recouvrement de L et K, on aboutit au résultat. 0
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5.3. Géométrie conique des jumelages

On introduit ici la seconde réalisation géométrique des immeubles qu'on va utiliser. Son intérêt
réside dans le fait que le modèle de chambre est un cône simplicial, découpé dans le cône de Tits
précédemment étudié. Le fait que la chambre peut être vue comme une partie d'un R-espace
vectoriel permettra des transports de structure vectorielle sur chaque réàlisation géométrique
d'appartement jumelé.

5.3.1. Recollement pour un immeuble simple

On va procéder au même recollement que pour la structure métrique, mais en choisissant
d'autres modèles pour la chambre. On peut donc d'ores et déjà invoquer tous les résultats
généraux de la section (4.2). On se donne une structure-miroir en prenant pour X l'adhérence
de la chambre standard dans le cône de Tits et pour X; la cloison fermée de type s pour chaque
s de S.

DÉFINITION. - Soit (I, d) un immeuble de type M auquel sont associés le groupe de Weyl W,
et la représentation géométrique de celui-ci. On note C la chambre standard correspondante,
et pour chaque e de H, F{s} la cloison de type s. La réalisation conique de l'immeuble (I, d)
est le recollement obtenu à partir de la structure-miroir (C, (F{s})sES)' On la note IIlco.

Au titre de recollement de structures-miroir, ces réalisations possèdent des appartements, des
chambres et des facettes au sens de sous-espaces topologiques fermés. En outre, on y lit les s­
adjacences, puisque le modèle des chambres comporte des points de.type exactement {s}. Ainsi,
le système de chambres associé à cette. réalisation est isomorphe à l'immeuble. combinatoire.
Il s'agit maintenant de montrer que. les appartements peuvent être naturellement vus comme
des cône convexes dans un R-espacevectoriel, ce qui autorise certaines opérations de calcul
vectoriel ou affine. Pour cela, on revient au .recollement pour un groupe de Coxeter.

PROPOSITION. - Soit (~S) un système de Coxeter.

(i) La factorisation de l'application

W x C~ v-
(w,x) I--t wx

à travers W x C -*IWlco établit un isomorphisme de systèmes de chambres entre IWlco et le
cône de Tits C.
(ii) En remplaçant C (respectivement F {s}) par l'ensemble Csph= Cne (respectivement F{s}n
C} de ses points sphériques, l'application de factorisation établit en outre un homéomorphisme
entre la réalisation géométrique IWlcs obtenue et l'intérieur C du cône de Tits.

Démonstration. Le point (i) est une conséquence immédiate du théorème (5.1.5). L'assertion
ensembliste du point (ii) est une conséquence du théorème (5.1.5) pour l'injectivité, et du
théorème (5.2.3) pour la surjectivité. On s'attache maintenant à prouver l'assertion topologique.
On appelle cP l'application citée dans l'énoncé et ~ sa factorisée, si bien qu'on obtient le dia­
gramme
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W X Csph ~ C

IWlcs

Il s'agit de voir que (fi est un homéomorphisme.

1. Soit F un fermé de C. On veut montrer que (fi-1(F) est un fermé de IWlcs. Pour cela, on
regarde sa préimage par 1rw.

1rW1((fi-1(F)) = 4>-1 (F).

4>-l(F) s'écrit U ({w} x (FnCSPh ) ) ' C'est un fermé. Par définition de la topologie de IWlcs,
wEW

(fi-1 (F) est un fermé et (fi est continue.

2. Il reste à voir que (fi est ouverte. On se donne un ouvert 0 de IWlcs. Son image réciproque
est par définition de la forme U({w} x Ow) avec Ow ouvert dans Csph pour tout w. On se

wEW

donne maintenant un point x de ~(O). La préimage de x par 4> apparaît dans un nombre fini
de {w} x Ow. Précisément, si x est dans wCsph, sa préimage a exactement un point X z dans
chaque {z} x Oz avec z dans wWJ (x )W - 1 et la partie J(x) est sphérique. Pour tout z dans
wWJ (x )W - 1 , il existe un rayon r z > 0, tel que Oz contient la trace sur wCsphde la boule de V*
centrée en x de rayon rz- Si on note r > 0 le plus petit des rayons rz, (fi(0) contient la boule
de V* centrée en x de rayon r. Ainsi, (fi est ouverte et c'est finalement un homéomorphisme.
o

Ces flèches permettent d'identifier un appartement de 1l Ico (respectivement 1l les) avec le
cône de Tits C du groupe de Weyl de l'immeuble (respectivement son intérieur C). Soient
a, a' : W -+ l deux isométries définissant le même appartement ..A. comme leur image. Les
réalisations géométriques lai et 10"1 sont des morphismes injectifs des systèmes de chambres
géométriques. Ainsi, la'l- 1

0 lai est un automorphisme du système de chambres IWlco: c'est
l'action d'un élément de W sur IWlco. On obtient donc:

LEMME. - (i) Deux morphismes injectifs de systèmes de chambres 1WI coe..-t 1E Ico de même
image se déduisent l'un de l'autre par composition à droite par un élément de W.
(ii) Étant donnée l'inclusion DCA d'une chambre dans un appartement de l'immeuble IIlco,
il existe une unique identification de systèmes de chambres entre Cet ..A. envoyant la chambre
standard de Csur D. 0

Nous utiliserons ces flèches pour faire des transports de structures vectorielles dans le cas
jumelé.

5.3.2. Jumelages
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On part maintenant d'un jumelage J' = ((I+,d+), (I_,d_),d*). On sait depuis l'étude com­
binatoire de ces structures, que la codistance peut entièrement être reconstituée à partir de la
simple notion d'opposition ([Abr97}, remarque 3 p.23). Cette dernière se prête particulièrement
bien aux interprétations géométriques. On part des représentations coniques II+lco et II-Ico.
Une particularité de la représentation conique d'un immeuble (I, d) est que les chambres ont
toutes un point en commun, à savoir 0 = [c, 0 c] (c E I). On appelle ce point le point origine
de l'immeuble. Ceci justifie les définitions suivantes.

DÉFINITION. - La réalisation conique d'un jumelage ((I+, d+), (I_, d_), d*) est le joint
topologique 1J'lco de II+lco et II-Ico, qui identifie les points origines des deux immeubles:

1J'lco=II+lco * II-Ico .
Une facette d'une réalisation conique de jumelage est l'image d'une facette de la réalisation d'un
des immeubles. On dit que deux chambres de signes opposés sont opposées si elles représentent
des chambres abstraites opposées.

Il s'agit maintenant de réaliser géométriquement les appartements jumelés comme sous-espaces
topologiques fermés, et de les munir de structures vectorielles. Un appartement jumelé com­
binatoire est déterminé par une paire de chambres opposées. On se donne une telle paire
{ce; c-e}, qui définit A un appartement jumelé, dont on note A+ et A_ les parties positive et
négative: A - A+ U A.~. On se .munit de deux exemplaires du groupe de Coxeter Wqu'on
note W+ et W-, et qu'on voit chacun comme un immeuble mince. Les distances correspon­
dantes sont notéesd., et d_. Lacodistance d'un élément ui; de We à un élément W- e deW-e

est définie par d*(w e , W-e) = 'lli;lW_e, et fait de W+ LJ W_un jumelage. Enfin pour chaque
signe e, on désigne paro, l'isométrie

We -+ A,
W e l-t Wece.

Ceci fournit. un morphisme. injectif d'immeubles jumelés abstraits

a :.a+ U a_:W+ U W- -+I+ uI_.
Par ailleurs, on reprend la représentation géométrique de (W, S) dans l'espace vectoriel V, ce
q1:ii.donne la.. çha.lIlbresta.pdard .C, le .côP~. de .'rits C, .etc ..... Il est clair queC U.-C est •• un
jumelage mince pour la relation. d'opposition naturelle de V* .• On peut alors définir quelques
applications. L'une est définie à partir du morphisme de jumelage a:

/.L.7 : (W+ U W_) X C a~c (I+ UI_)xC ""'(I+ x C) U (I_ x C) -* 1I+lco U 1I-lco~IJ'lco .
Une autre est à valeurs dans V*:

r.P: (W+ LJ W_) x C"'" (w+ X C) u.(W_ x C) -+ v*
(We, x) l-t €WeX.

Enfin, on note /.Lw l'application obtenue comme /.L.7 en raisonnant sur le jumelage mince
W+uW_

- _ - 7r*

/.Lw : (W+ U W_) X C ~ (W+ X C) U (W_ x C) -* IW+lco U IW-Ico-*IW+ U W-Ico .
Ces flèches sont mises en relation les unes par rapport aux autres par le lemme suivant.
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LEMME.- (i)La factorisation de f.L:r à travers f.Lw est un homéomorphisme entre IW+uW-lco
et son image dans IJlco qui établit un morphisme de jumelages.
(ii) La factorisation de cP à travers J-tw est une bijection entre IW+ U W-Ico et Cu -C qui établit
un isomorphisme de jumelages minces.

Démonstration. Commençons par justifier ensemblistement les factorisations.

1· L'égalité J-t:r(We,x) = f.L:r(w~" x') implique (€ = €' et [ae(we),x] = [ae' (W~/), x']), ou x =
x' ..... Oc. On s'intéresse à la première condition, qui implique x = x' et de(ae(we),ae(w~/)) =
(w.e)-lw~, E WJ(x)' Autrement dit, J-t:r(we,x) = f.L:r(W~/, x') implique (e = E', X = x' et
(We)-lW~, E WJ(x)) ou x = x' = OC' ce qui équivaut à f.LW(We,x) = f.LW(W~/, x'). D'où la
première factorisation.

2. On a pour ui; dans We , W~I dansW:, et x, x' dans C:

cP(We, x) = cP(W~/,X') {::} €WeX €'W~/X' {::} (€€')(We)-lW~/x' = x.

Ceci équivaut à (e = e' et (we)-lW~, est dans WJ(x)) ou x = x' = Oc' par les propriétés de
l'action de W sur le cône de Tits. D'où la seconde factorisation, et sa bijectivité.

L'assertion topologique est un passage au joint d'un fait prouvé pour les 'irnmeubles-simples.
Les assertions concernant le respect des adjacences et des codistances sont tautologiques par
définition de la structure de jumelage sur les réalisations coniques. 0

DÉFINITION. - On note lalco et on appelle réalisation conique de a la factorisation de J-t:r
à travers f.Lw. Son image est appelée la réalisation conique de l'appartement jumelé A, qu'on
dé$ig.neraparIAlco (ou plus simplement par A si le contexte est explicite).

Justification. Il est clair que l'image d'une telle factorisation est la réunion des réalisations des
chambres de l'appartement jumelé combinatoire représenté.

Ainsi,la.réalisation de l'appartement jumelé est indépendante du choix du morphisme abstrait
de jumelages qu'on réalise. 0

On veut maintenant introduire la géométrie des cônes dans les réalisations d'appartement
jumelé. Si on veut faire la même discussion que dans le cas d'un immeuble simple, il est
commode d'introduire la notion de standardisation, valable aussi bien dans le contexte com­
binatoireque dans le contexte géométrique.

DÉFINI'rION. - (i) Une standardisation dans un jumelage (ou dans une de sesréalisations) est
un triplet (A, C, -C) où A est un appartement jumelé contenant les deux chambres opposées
Cet -Co
(ii)Une identification vectorielle de l'appartement jumelé IAlco est une bijection entre IAlco
etC U -C qui établit un isomorphisme de jumelages minces.

Qu'il existe des identifications vectorielles provient du lemme précédent. On fait le même
raisonnement que pour les immeubles simples pour obtenir:
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LEMME. - (i) Deux morphismes de jumelages minces IW Ico-+I E Ico de même image se
déduisent l'un de l'autre par composition à droite par un élément de W.
(n) Étant donnée une standardisation (A, C, -C), il existe une unique identification vectorielle
entre Cu -C et IAlco envoyant la chambre standard de Csur C. 0

5.3.3. Enveloppe convexe. Extension vectorielle. Sous-espace générique

Pour toute cette sous-section, on se fixe un appartement jumelé A du jumelage IJlco. On se
donne une partie 0 de IJlco contenue dans A. Les identifications de A avec un double cône
Cu-C se déduisant les unes des autres par l'action linéaire d'un élément du groupe de Coxeter
W ,il est licite de poser les définitions suivantes.

DÉFINITION. - (i) L'extension vectorielle de 0 dans l'appartement jumelé A est l'image par
une identification vectorielle de la trace de l'espace vectoriel engendré par l'image réciproque
de 0 dans V* sur le cône double Cu -Co On la note vectA(O).
(ii) L'enveloppe convexe de 0 dans l'appartement jumelé A est l'image par une identification
vectorielle de la trace de l'enveloppe convexe de l'image réciproque de 0 dans V" sur le cône
double Cu -Co .On la note convA(O).

On prendra garde au fait que ces définitions, si elles ne dépendent pas de l'identification
vectorielle choisie, dépendent a priori de l'appartement jumelé ambiant. On montrera en fait
un certain nombre de résultats affaiblissant. cette dépendance.

DÉFINITION. - Un sous-espace générique de la réalisation conique IJlco est un sous-espace
de.IJlco couteau dans un eppexteuieut. jUI1lelé et qui, pour une ideuiiiiceiion vectorielle, est la
trace. surC U -C d'un sous..espace vectoriel de V* qui rencontre l'iniérieur de ce double cône.

Par définition, l'extension vectorielle d'une partie d'un appartement jumelé contenant un point
intérieur est un sous-espace générique. On peut d'ores et déjà utiliser la finitude locale pour
justifier qu'on peut engendrer un sous-espace générique avec la trace d'une facette bien choisie.

LEMME. (i) Soit K une partie convexe non vide de C, ouverte dans son extension vectorielle.
Alors, il existe une facette sphérique F telle que vectA(F n K) = vectA(K). F est de trace
ouverte sur vectA(K).
(ii] Soient x et y deux points de même signe dans II€lco (cIJlco). Alors, le segment [x; y] tracé
dans un appartement contenant xet y ne dépend que de ces deux points et est contenu dans
tous les appartements les contenant.
(iii).8i F est une. facette de type non sphérique, alors aucune facette de l'extension vectorielle
de F dans An 'est sphérique.

Démonstration. Preuve de (i). On choisit une facetteF de dimension maximale parmi les
facettes qui intersectent K. On choisit dans K n F une famille libre maximale de vectA(K).
C'est nécessairement une base de vectA(K) car tout point de Fpossède un voisinage qui ne
rencontre que F et. des facettes contenant F dans leur adhérence de dimension strictement
supérieure. F est de trace ouverte sur vectA(K) par convexité.

Preuve de (iii). Toute facette F' de vectA(F) est fixe sous le stabilisateur, infini, de F. Ainsi,
F' ne peut être sphérique.

Preuve de (ii). La justification de ce point est exactement la même .que dans le cas affine,
les arguments étant l'existence des segments dans le modèle des appartements et l'usage des
réalisations géométriques de rétractions (voir [Broûü], preuve du théorème (6.3.A)) 0
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La conséquence du second point de ce lemme est que l'on peut définir indépendamment de
tout choix d'appartement l'enveloppe convexe d'une partie contenue dans une moitié de signe
donné d'un appartement jumelé de IJlco.

DÉFINITION. - Si n est une partie de IIelco contenue dans une moitié de signe donné d'un
appartement jumelé de IJlco, on note conv(n) l'enveloppe convexe de n.

5.4. Convexité et parties équilibrées dans les jumelages

Les raisonnements de convexité seront utilisés de manière systématique dans ce qui va suivre.
Ils permettent une approche géométrique de propriétés combinatoires déjà vues. Un préliminaire
4cetusa,ge de la .géométrie consiste donc à vérifier des compatibilités entre définitions.combi­
natoires et géométriques.

5.4.1. Traduction géométrique d'objets combinatoires

Puisque les définitions géométrique et combinatoire de l'adjacence coïncident, on a .maintenant
une représentation plus géométrique des galeries.• Il reste à reconsidérer la définition des racines
et à identifier facettes et résidus.

PROPOSITION_ - (i) PourJ C ·S, le J-résidude la facette standard FJ C ë est exactement
l'enselllble des chambres.qui.cQntiennent FJ dans leur adhérence.
(ii»Pour.s dans S,les cham.bres. Ddans DOls n.c sont celles qui vérifient

dN(C, D) dN(SC, D).

(iii) Plus généralement, la racine a = uia; peut être définie combinatoirement comme la réunion
descba,mbres D qui vérifient dN(WC, D)< dN(WSC, D), et le résidu associé à une facett~ n'est
a.utreque l'ensemble des chambres auxquelles F est adhérente dans ë. Cet ensemble .est fini
poïir tuie facette sphérique.

Démonstration. Preuve de (ii). Par simple transitivité de W sur les chambres, on peut toujours
paramétrer celles-ci par les W dans W. Alors

dN(C, wC) < dN(SC, wC) {::> f(w) < f(sw) {::> f(w- 1
) < f(w-1s)

{::> w-1as > 0 {::> w-1as ::J C {::> as ::J wC.

Preuve de (i). Le résidu de FI est l'ensemble des chambres atteintes par une galerie partant
deCetdont le mot associé est dans WI. PuisqueWrfixe FI, toutes les chambres du résidu
contiennent FI dans leur adhérence. Réciproquement, soit D une chambre telle que Dcontient
FI' On peut écrire D - w.C. Puisque D n C ::J FI, il existe deux facettes ouvertes standard
FJ.et PK telles que FJ n wFI( ::J FI- Ceci implique que FI = FJ = FK et que w EWI, donc
que D est dans la composante I-connexe C.

Preuve de (iii). Il suffit de se ramener à des objets standard par un élément de W judicieux.
o
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Cette proposition met en évidence une nouvelle correspondance W -équivariante:

On peut récapituler toutes les définitions qu'il est possible d'adopter.

LEMME/DÉFINITION. - Dans le cas d'un système de Coxeter (W, S), il y a bijection W­
équivariante entre plusieurs ensembles qui porteront tous le nom de système de racines de W.
Précisément, s'identifient les ensembles suivants.

(i) Les moitiés deW définies par la condition de longueur de (1.4.1).
(ii) Les formes linéaires de l'espace V dans le dual duquel on définit le cône de Tits (5.1.1).
(iii) Les demi-espaces positifs de ces.Iotmes, contenus dans le dual v* (5.1.4).
(iv) Les traces de ces demi-espaces sur le cône de Tits (5.4.1).

Justification. Cela provient directement des remarques de (5.1.3), (5.1.4) et de la proposition
ci-dessus 0

Géométriquement, ces identifications s'interprètent grâce à la simple transitivité de W sur les
chambres, qui permet de paramétrer celles-ci par W. En effet, à une racine-forme linéaire
est attachée la moitié de W correspondant aux chambres sur lesquelles la forme est positive;
autrement dit, la moitiédeW contenue dans le demi-espace positif de la forme.

5 •.4.2. Lecture géométrique de propriétés combinatoires

Nous avons déjà remarqué que dans le cas Kac-Moody, cp était le système des racines réelles
~re (les racines imaginaires sont les racines qui contiennent un cône de signe fixé en évitant
complètement celui de signe opposé). La généralisation se poursuit de manière plus serrée en
particulier en matière de propriétés des ensembles de racines. On peut à nouveau parler de
parties prénilpotentes, closes et nilpotentes (1.4.1).

LEMME. -- (i) Soit w. une partie de l'ensemble cP des racines; alors l'intersection des racines
de Wcontient une chambre si et seulement si elle contient un ouvert non vide de C. Ainsi, une
partie de racines west prénilpotente dès que na contient un ouvert non vide de C et un

aE'1'
ouvert non vide de -C.
(ii) Soient a et j3 deux racines distinctes et non opposées. Alors, elles ont des murs distincts
qui découpent C en au moins trois composantes connexes. Ainsi, des quatre paires de racines
formées par a ou son opposée et j3 ou son opposée, deux au moins sont prénilpotentes.

Démonstration. Le premier point est évident par (5.2.1).

Preuve de (ii). Les murs correspondant à des racines simples sont des hyperplans génériques.
PuisqueC estW-stable, tous les murs sont des hyperplans génériques qui découpent C en deux
composantes connexes. On distingue alors deux situations.

Ou bien Ba et ôj3 se coupent à l'intérieur C du cône de Tits, auquel cas les traces sur
C des quatre composantes connexes de C \ (ôa U ôj3) sont chacune non vides dans C et donc
contiennent une chambre. Toutes les paires sont prénilpotentes.

Ou bien ôanôj3 est hors de C et seules trois de quatre composantes connexes de C\ (ôauôf3)
sont non vides. On a malgré tout deux paires de racines prénilpotentes. 0
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Dessin.

,,~----"- ....

REMARQUE.- La sous-section précédente (5.4.1) a résumé des identifications W-équivariantes
entre définitions de racines. On doit cependant faire attention à un point. Le point de vue
des formes linéaires pour les racines peut conduire à quelques erreurs. Par exemple, si {a;,8}
est une paire prénilpotente de racines, [a;,8] défini en (1.4.1) est éventuellement plus gros que
l'ensemble des racines combinaisons linéaires à coefficients positifs de a et ,8 (vues comme
formes linéaires). Cette subtilité a déjà été remarquée (voir [Tit90], (1.1.3)).

DÉFINITION. - Soit {a;,8} une paire prénilpotentede racines, alors[a; ,8]Un. désigne l'ensemble
desracines combinaisons linéaires à coefficients positifs de a et ,8, vues comme formes linéaires.

On définit aussi mutatis mutandis les ensembles [a; ,8[Un. , la; ,8]Un. et la;,8[Un..

On peut fournir un exemple de stricte inclusion de [a; ,8]Un. dans [a;,8] qui provient de la
théorie de Kac-Moody, ce qui élimine tout espoir de voir la situation s'améliorer dans ce cadre
plus particulier. Comme dans l'exemple de J. TitS(P~écit~2il ~~ )de nature hyperbolique.

Considérons la matrice de Cartan généralisée A = - 2 2 - 2 . Son groupe de Weyl
-2 -2 2

associé (7.1.4) est le groupe de Coxeter de diagramme D 1\OC

U
()O

On prétère la représentation du système de racines de W par le pavage d'un triangle idéal du
plan hyperbolique H2 - i.e., un triangle dont les sommets sont sur le bord 8H2 = 8 1 - plutôt
que par le cône de Tits. On introduit alors la base de racines {a;,8; 'Y} définie par le dessin
suivant.
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Dessin.

Une quatrième racine 8 est définie par 8 := ro:({3) = {3+20:. Alors,8et -'"'{ définissent une paire
prénilpotente de racines, et crest dans [-'"'{;8] sans être combinaison linéaire de ces racines vues
comme formes linéaires.

REMARQUE. - On peut quand même montrer que [0:; {3]lin. = [0:;{3] dès queôo:nô{3nc f= 0.

L'éventualité d'une inclusion stricte [0:; {3]Un. ç [0:; {3] suggère un renforcement de l'axiome
(PRJl). des données radicielles jumelées, qui consiste à substituer ]0:; {3[Un. à ]0:; {3[. Cet axiome
plus fort •sera utilisé pour les décompositions de Lévi en (6.2); il est, lui, systématiquement
vérifié par les groupes de Kac-Moody.

5.4.3. Enclos et parties closes

Pour .. ce qui est des analogies .entre. la combinatoire et la géométrie, on peut réserver un sort
pa.rticulier à la notion de convexité, On reprend ici point par point l'introduction des notions
de parties closes et d'enclos faite dans [Bru-Tit72], pAO-41. On commence par donner des
définitions concernant des sous-ensembles rencontrant une chambre, ce qui permet de se placer
aussi bien dans un appartement que dans un immeuble épais. Dans le cas d'ensembles ne
rencontrant pas de chambre, il faudra travailler sur des parties contenues dans un appartement.
Dans tous les.cas, il faut raisonner dans un immeuble simple, autrement dit dans la réalisation
conique d'un immeuble de signe fixé du jumelage considéré.

DÉFINITION. - (i) Soit n une partie de IIElco rencontrant au moins une chambre. On dit que
Qest close si, quelle que soit (Co, Cl, ...Cm ) une galerie tendue d'une chambre Co rencontrant
~là. unefacette F renontrant n, on a c, C Q pour 0 ~ k ~ m.
(ii) L.'enclos. d'une partie n rencontrant une chambre est la plus petite partie close de lIEIco
contenant n.On le note cl(n).

Les mêmes définitions s'appliquent aux parties de 1AE Icorencontrant une chambre. Une partie
close rencontrant une chambre est la réunion des adhérences des chambres qui la rencontrent,
et l'ensemble de ces chambres est connexe (2.1.3). La seconde définition est donc justifiée par
le fait qu'une intersection de parties closes contenant une même chambre est encore close.

LEMME. - (i) Les adhérences des racines et des résidus sont closes.
(ii) L'enclos de deux chambres opposées (i.e., à distance maximale) dans un résidu sphérique
est l'adhérence de ce résidu.

Justification. (i) est conséquence de la première remarque et du théorème de convexité com­
binatoire (2.2.5). (ii) provient du fait qu'un résidu d'un complexe de Coxeter est un complexe
de Coxeter pour son stabilisateur, et que dans un complexe de Coxeter fini, toute chambre est
dans une galerie minimale reliant deux chambres opposées fixées à l'avance. 0
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Le résultat suivant va permettre de travailler sur des parties dont on suppose. qu'elles sont
contenues dans un appartement (de signe fixé), mais qui ne rencontrent plus nécessairement
de chambre.

PROPOSITION. - (i) Soient C et C' deux chambres de 1A, Ico. L'enclos de 0 = Cu C'est
égal à l'intersection des adhérences des racines qui contiennent C U C' .
(ii) L'enclos d'une partie 0 de 1A€ Ico rencontrant une chambre de 1A, Ico est égal à
l'intersection des adhérences des racines qui la contiennent.

Démonstration. Puisque les racines sont closes, on a évidemment

na ::) cl(O),
a:)n

dans les deux cas. Il reste à prouver les inclusions réciproques. Nous noterons 0 l'ensemble
des chambres qui contiennent un point de O.

Preuve de (i). On se donne .une chambre C".dans n a. On peut écrireC' -wC,
a:)CuC'

C" = w'C et C' = w"C" pour w, w' et w" uniques dans W. Ceci implique déjà que w = w"w'
et donc que l(w) ::; l(w') + l(w"). Soit enfin (3. une racine. Si (3 contient Cet pas C", alors
elle ne peut contenir C' par hypothèse sur C". Pour la même raison, si {3 contientC' et. pas
C", elle ne peut contenir C. Ceci prouve

{(3 E 4> 1 (3 ::) C, -(3 ::) C"} u {(3 E4> 1(3 ::) C", -(3 ::)C'} = {(3 E <.P 1(3 ::) C, -(3 ::)C'}.

De plus, .une racine. (3 ne peut contenir simultanément C et C' sans contenir C" donc

{(3E.4> 1 (3D C, -(3 ::) C"} n {(3 E 4> 1 (3 ::) C", -(3 ::) C'}= 0. D'où:

{(3 E 4> 1 (3 C, -(3 ::) C"} U {(3 E 4> 1 (3 ::) C", -(3 ::) C'} = {(3 E 4>1 (3::) C, -(3 ::) C'}.

Or, dans les complexes de Coxeter, on a

P(w) = #{(3 E 4> 1(3 ::) C, -(3. ::) C'}, l(w') = #{(3 E <.P 1 (3 ::) C, -(3 ::) C"},

et l(w") = #{{3 E 4> 1 (3 ::) C", -(3 ::) C'}.

Par conséquent les longueurs s'ajoutent, l(w) = l(w') + l(w"), et on peut concaténer une
galerie.minimale .de C à C" et une galerie minimale de C" à C' pour obtenir une-galerie
minimale de C à C"passant par Cil. Donc C" est bien dans l'enclos de la réunion des deux
chambres C et C'.

Preuve de (ii). Si x et y sont deux point de 0, cl(O) contient l'enclos d'une paire de chambres
fermées dont l'une contient x et l'autre y. Par le raisonnement précédent, on sait déjà que ce
typed'enclos est convexe. Donc, un enclos en général est convexe, et puisque c'est Uneréunion
dechambres, c'est un cône convexe dont les faces sont portées par des racines. Par conséquent,
c'est une intersection de racines, d'où l'inclusion réciproque. 0

On peut élargir un peu l'application de la notion de partie close pourvu qu'on reste dans un
appartement.

DÉFINITION. - (i} L'enclos d'une partie 0 de 1 A, [co est l'intersection des adhérences des
racines qui contiennent O. On le note cl(O).
(ii) Une telle partie 0 est dite close si elle est égale à son enclos.
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Il apparaît maintenant qu'une partie 'de 1A€ Ico est close si et seulement si elle est convexe et
réunion d'adhérences de facettes. C'est en ce sens qu'on peut parler de discrétisation de la
convexité.

5.4.4. Parties équilibrées. Parties de racines associées

L'intérêt des parties que nous allons définir est qu'en passant au fixateur dans un jumelage de
groupe de Kac-Moody, on définit des groupes algébriques (10.3).

DÉFINITION. - Une partie équilibrée de IJlco est une partie contenue dans un appartement
jumelé, rencontrant les deux cônes de Tits opposés, et recouverte par un nombre fini de facettes
sphériques.

On associe à ce type de partie des ensembles de racines.

DÉFINITION. - Soit 0 une partie équîlibrée dans un appartement jumelé A, qui détermine
un système de racines. Alors, on définit les ensembles de racines suivants.

(i) q>U(O) := {a Eq> 1 a est positive non identiquement nulle sur O}.
(H) q>m(o) := {a E q> 1 a est identiquement nulle sur O}.
(Hi) q>(0) := {a E q> 1 a est positive sur O}.
(iv) Si D est une chambre, on pose q>m{O)D := {a E q>m(o) 1 a :> D}.

De manière générale, l'indice D sera remplacé par + si D est la chambre standard. Compte
tenu de l'identification entre formes linéaires et traces sure de demi-espaces, on a aussi des
définitions géométriques de ces ensembles.

q>U(O) = {a E e 1a:>O Ba·1J O},

q>m(o) {a E e 1 Ba :> O},

etq>(O) ={a E q> 1 a :> O} = q>U(O) U q>m(o).

Remarquons que les racines étant des .réunions de facettes, on peut remplacer une partie
équilibrée par la réunion des facettes qui l'intersectent quand il s'agit de travailler sur les
parties de racines associées.

Enfin, plutôt que .de travailler dans unappartement jumelé, c'est-à-dire dans la réunion de
deux cônes .de Tits opposés, on. préfère s~raJllener au seul cône.positif.. Ainsi, au lieu de parler
de.racinequi contient simultanément deux facettes de signesopposés, on parlera de racine
séparant deux facettes positives. ~ sépare au sens large une partie .O'de Cd'une autre 0", si
li contient 0' alors que -a contient 0". a sépare 0' de 0" si elle sépare au sens large cette
partie de l'autre et si une (seule) des deux parties a éventuellement des points dans le mur Ba.

DÉFINITION. - Soit 0 c A une partie équilibrée. On note 0+ (respectivement 0_) l'ensemble
des points de 0 dans le cône de Tits positif (respectivement des opposés des points de 0 .dans
le cône négatif).
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q>U(O) est l'ensemble des racines qui séparent 0+ de 0_; q>(0) est formé de celles qui les
séparent au sens large.

Dessin. [C = 0+, F = 0_, aEq>m(o), ,BEq>U(O)]

C:1l.....

5.4.5. Propriétés des racines associées à une partie équilibrée

Nous rassemblons ici quelques résultats utiles pour la preuve de la décomposition de Lévi des
fixateurs de parties équilibrées dans un jumelage de groupe. Commençons par une construction
et un lemme géométriques.

CONSTRUCTION. - Soit 0 une partie équilibrée dans un appartement jumelé A, qui est
réunion de facettes (nécessairement sphériques et en nombre fini). Pour chaque facette de 0+
(respectivement 0_), on choisit un point et on appellex+ (respectivement x_y l'isobarycentre
du système ainsi obtenu. On note F+ (respectivement F_) la facette ouverte contenant x+
(respectivement x _). C+ (respectivement C_) désigne la fin (respectivement le début) d'une
galerie tendue de F_ à F+. D+ est l'opposée de C+ dans le résidu de F+, D_ est l'opposée de
C_ dans F_.

Justification. x+ et x_ sont des points intérieurs de ë car C est convexe, par conséquent F+
et F_sont sphériques et on a bien une notion d'opposition dans leurs résidus. 0

LEMME. - Dans la situation de la construction, pour toute racine a de q>U(O), a contient
D+ et -a contient D_. En outre, la droite (x_x+) est transverse au mur ôa.

Démonstration. On se donne a une racine de q>U(O). Par définition de 4)11.'(0), aUôa contient
chacune des facettes de 0+, et par convexité le point x+. aUôa étant une réunion de facettes,
cette partie contient F+ tout entière. Symétriquement, on voit que -aUôa contient la facette
F_. On peut alors distinguer deux cas.

Ou bien x+ est dans a, alors a, réunion de facettes, contient F+ et tout son résidu,
notamment D+.

Ou bien x+ est dans Ba. Alors, puisque chacune des facettes de 0+ est dans aU ôa,
nécessairement 0+ tout entier est dansôa. Dans ce cas, par définition de 4)11.(0), -a contient
une facette de 0_, donc x: et finalement le résidu de F_. D'où -a :> D_. Or, C+ est la
projection sur F+ de la chambre C_, donc il existe une galerie minimale de C_ à D+ passant
par C+. Si -a contenait D+, comme elle est close, elle contiendrait aussi C+, donc l'enclos
de C+ et D+ qui contient F+: impossible. Finalement, on a aussi a :> D+.
En faisant le même raisonnement pour le résidu de F_ et en opposant les signes des racines et
des indices, on prouve que -a contient D_.

On a vu que si Ba contient Xe, alors il contient Oe. Puisque a ne peut contenir tout 0, la
droite (x_x+) doit être transverse au mur Ba. 0
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On peut détailler maintenant quelques propriétés des ensembles précédemment définis.

PROPOSITION. - 0 désigne une partie équilibrée dans un appartement jumelé A.

(i) Soient a dans q>U(O), (3 dans q>(0) et 'Y dans [a; ,8l. Alors, 'Y est dans q>U(O) ou vaut (3.
[ii) ~U (0) estun ensemble nilpotent .de racines.
(iii) .q>ffl(O) est en bijection avec un système de racines de groupe de Coxeter fini. Plus
précisément, il existe des facettes sphériques F pour lesquenes q>m(o) = ~(F).

(i,,) Pour toute racine a.de 4>U(O) et .toute racine (3 de q>m(o), la pa.ire {a; {3} est prénilpotente,
et Ill, partie ]a;,8( estdans4>U(O).
(,,)4>(0) est un ensemble. fini de racines.
(vi) Pour toute chambree, la partie.q>m (0)0 est convexe. C'est un système positifdu système
deracinesq>m(O) de groupe de Coxeier fini.

Démonstration. Puisque racines et murs sont réunions de facettes, ils contiennent nécessairement
les facettes qu'ils intersectent. On peut donc remplacer 0 par la réunion des facettes que 0
intersecte, ce qui nous place dans la situation de la construction.

Preuve de (i). Déjà,ëi:> Oet 733.0 impliquent ;y :> linp :>0, soit 'Y.E q>(0).. Ou se donne
maintenant une facetteF de .0 dans a \ Ba, ce qui. est possible car a est dans q>1L(0). a
contient alors tout le résidu sphérique de F dans A. On a en outre P 3 0, donc ,8 contient
au moins la moitié de ce même résidu. Puisque 'Y contient a n (3, elle la contient elle aussi. Si
elle ne contient pas de chambre supplémentaire dansR(F) n A,on a·'Y - ,8; sinon F·n'est pas
dans le mur de "(, tout le résidu de F dansA est dans 'Y par convexité (2.2.5), et 'Y est dans
q>1L(fl).

Preuve de (ii). Le lemme précédent montre que les racines de q>U(O) contiennent toutes la
chambre D+. Symétriquement, les opposées des racines de q>U(O) contiennent toutes D_.
D'où la prénilpotence de q>U(fl). q>U(O) est clos par le point qui précède.

Preuve de (iii). Par définition d'une partie. équilibrée, vectA(O) est un sous..espace générique.
En appliquant le lemme (5.3.3) à une boule de vectA(O) n C, on obtient bien..une facette
sphérique relativement ouvertedans vectA(O). Si une racine contientF en son mur, elle
contient l'espace vectoriel engendré doncvectA(O). :Réciproquement, un mur contenant 0 et
donc vectA(O), intersecte la facette F et donc la contient. On conclut grâce au lemme (5.1.5).

Preuve de (iv). ,8 est dans q>ffl(fl), ainsi a{3 contient x+ et x_, donc les facettes ouvertes F+
et F-. Ainsi, {3 contient la moitié des chambres de chacun des deux résidus correspondants.
a contient D+ donc au moins la moitié du résidu de F+ dans A, qui ne peut être la moitié
complémentaire de la trace de {3 sur ce résidu, car a f::. ±,8. On fait le même raisonnement
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autour de la facette F_, en opposant les signes des racines. Finalement, a et f3 ont une chambre
commune dans le résidu de F+, -a et - f3 ont une chambre commune dans celui de F_, et la
paire {a; f3} est prénilpotente. Le second point découle de (i).

Preuve de (v). C'est une conséquence immédiate de (ii) et (iii).

Preuve de (vi). On se donne une facette F comme dans (iii). On projette la chambreC sur
F, et on note D l'opposée dans le résidu de F de la projection. Alors, si a est une racine
deq}m(O) qui contient C, elle contient aussi projFC puisqu'elle est close et qu'ilexiste une
galerie tendue de C à projj-C', Elle ne peut contenir en même temps D, car elle contiendrait
l'enveloppe convexe de projj-C et D, et donc F. Or, F est dans Ba par définition de <pm(O).
Inversement, toute racine a qui contient projj-C' et non D est dans q}(F) .. <pm(O),PllÎsqu'une
galerie tendue entre D et projFC reste dans le résidu de F, et contient C puisqu'on peut
prolonger une telle galerie en une galerie tendue de D à C. Ainsi,q}m(O)c est convexe, et
c'estlapartie positive de q}(F) = iPm(O) définie par la chambre opposée à D. 0

5.5. Objets immobiliers relatifs à un sous-espace générique

Nous allons maintenant définir des objets relatifs à la donnée d'un sous-espace générique (de la
réalisation conique) d'un jumelage. On transpose tout le lexique immobilier à cette situation,
sans pour autant que cela signifie qu'une facette relative soit la facette d'un immeublea priori.
On se donne donc l.Jlco la réalisation conique d'un jumelage. Dans tout ce qui suit, on désigne
par AQ un sous-espace générique de IJlco contenu dans un appartement jumelé A.

5.5.1. Facettes, racines, murs relatifs

L'intérêt de ce vocabulaire apparaît par exemple pour les groupes. de Kac-Moody, dans le
cadrède la descente galoisienne de leurs formes presque déployées (chapitre 12). Dans cette
section, les racines de q} sont vues indifféremment comme des formes linéaires ou .comme des
sous-ensembles d'appartements.

DÉFINITION. - Soit A Q un sous-espace générique de la réalisation conique 1Jlco, contenu
dans un appartement jumelé A. On voit A comme double cône dans V* .

(0)1) désigne le sous-espace vectoriel de V* engendré par A Q.

(i) .. Une racine relative de A Q est la restriction à LQ d'une racine de <P. Si a est la racine. dont
on prend la restriction, on notera a Q la racine relative obtenue.
(ii)Un demi-appartement relatif de AQ est la trace sur A Q, supposée non vide, du demi-espace
positif d'une racine de A. Si a est la racine (vue comme demi-espace) dont on prend la trace,
on notera D(aQ) le demi-appartement relatif obtenu.
(iii) Un mur relatif de AQ est la trace, supposée distincte de A Q, .d'un mur de A surAQ. Si Ba
est le mur dont on prend la trace, on notera BaQle mur relatif obtenu.
(iv) Bi a est une racine de iP, on dira que D(aQ) et BaQ sont les demi-appartement relatif et
mur relatif associés à la racine relative a Q•

(v) Une facette relative de A Qest la trace, supposée non vide, d'une facette de A sur A Q. On
parle de facette relative sphérique si elle est obtenue à partir d'une facette sphérique.
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On distingue parmi ces objets relatifs, les objets réels des imaginaires, en référence à la situation
classique. Les objets réels sont ceux qui interviennent dans la combinatoire des 'groupes de
points rationnels des K-formes presque déployées des groupes de Kac-Moody par exemple.

DÉFINITION. - (i) Une racine relative de A ~ est dite réelle si son mur contient une facette
relative sphérique. .6. ~ désigne l'ensemble des racines relatives réelles de A ~.
(ii) Un demi"'appartementrelatif de AQest dit réel si·sdtl·rn.ur .contient ... une •facette relative
sphérique.~~ désigne l'ensemble des demi-appartements relatifs réels de A~.

(iii).·Unefacette relative deAQest dite réelle si son extension vectorielle est intersection de
murs relatifs réels.

REMARQUES. - 1. Dire qu'un .mur contient une facette relative sphérique revient à dire qu'il
rencontre l'intérieur du cône de Tits,

2.. Il est clair qu'une facette relative sphérique est réelle.

3. L'application .6.~-+~~, a~ Ho D(a~) est bien définie et surjective; elle peut ne pas être
injective (si .6. ~ n'est pas réduit).

L'existence d'une facette sphérique F de trace FQ relativement ouverte dans A Q - lemme
(5.3.3)(ii) - justifie la définition qui suit.

DÉFINITION. - (i) Une chambre relative de A ~ est une facette relative dont l'extension
vectorielle Bans A est égale â A~.
(ii) Unedoison relative de A~ est une facette relative dont l'extension vectorielle dans A est
de codimension un dansAQ.

REMARQUE. Une chambre relative est sphérique - lemme (5.3.3)(iii) - et donc réelle, mais
une cloison n'est pas nécessairement réelle.

Ces dernières notions permettent de définir les demi-appartements relatifs. simples pour un
choix de chambre relative de référence.

DEFINITION.. - ... . Pourun.cboix de cbambre relative F~ dans. A~., on note TIQJ'ensemble
des .. d.emi-appartementsrelatifsréels .. dont. Je •mur relatif· contient ... une. cloisou ·relative ..dans
l'adhérence de F~. On parle de demi-appartements relatifs simples de A ~ [pourl« choix de FQ

comme chambre relative standard). Les racines relatives correspondantes sont appelées racines
relatives. simples.

5.5.2. Enveloppes convexes de parties équilibrées

Un sous-espace générique est .la réunion en général infinie de facettes relatives. La prise
d'enveloppe convexe permet de se ramener à une partie équilibrée pour définir géométriquement
les racines relatives, les murs relatifs et même l'espace générique tout entier.

LEMME. • SoitD(a~) .uudern.i-appartement relatif d'tui sous-espace géuérique.A~ (contenu
dans l'appartement jumelé A). On suppose a~réelle, alors:

(i) Il-existe une chambre relativeF~.de A ~, incluse dans D(aQ) et couietuuü dans sou adhérence
une cloison relative sphérique BQ incluse dans le mur relatif âaQ..
(ii)Pournntelcuoix de chambre et de cloison relatives de A ~, le mur relatifâaQest l'enveloppe
convexe dans A de E~ et -E~, l'adhérence du demi-appartement relatif D(a~) est l'enveloppe
convexe fermée dans A de F~ et-E~.

convA(FQ U -E~) = D(a~) et convA(E~ U -E~) = âa~.
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REMARQUES. - 1. Le même argument que celui qu'on va développer pour prouver ce lemme
montre que AQest l'enveloppe convexe de la réunion d'une de ses chambres relatives et de son
opposée.

2. Ainsi, à prise d'adhérence près, murs et racines relatifs réels sont des enveloppes convexes
de parties équilibrées.

Donnons tout de suite un peu de vocabulaire avant de passer à la preuve.

DÉFINITION. - On dira d'une chambre relative FQ et d'une cloison relative réelle EQ vérifiant

convA(FQ U -EQ) = D(aQ) et convA(EQ U -EQ) = ôaQ,

qu'elles définissent (dans A) le demi-appartement relatif réel D(aQ) .

Démonstration. Preuve de (i). Par le lemme (5.3.3), en choisissant une boule de ôaQ, on peut
trouver une facette E, nécessairement sphérique, telle que vectA(EQ) = ôaQ• On prend ensuite
une boule BQ de A Qcentrée en un point de EQ, suffisamment petite pour être contenue dans
le résidu de E. À nouveau par le lemme (5.3.3), il existe une facette P de trace ouverte dans
D(aQ) n BQ. F contient E dans son adhérence puisque BQ est dans le résidu de P.

Preuve de (ii). Il est clair que dans un espace vectoriel, l'enveloppe convexe de la réunion
d'un cône générateur et de son opposé, est l'espace tout entier. Ceci justifie le premier point
concernant le mur relatif. Ainsi, convA(P

Q
U - EQ) contient déjà ôaQet un vecteur v qui

pointe vers D(aQ) et complète une base de vectA(ôaQ) en une base de AQ. Par conséquent,
convA(FQ U -EQ) = convA(ôaQUR~v) = D(aQ) . 0

5.5.3. Partie de racines associée à une racine relative réelle

À une racine relative, peut être associée une partie de racines (au sens initial) de A.

DÉFINITION. - Soit a Q une racine relative quelconque du sous-espace générique A Q de
l'appartement jumelé A. Alors cI>a b désigne l'ensemble des racines de A dont la trace sur A Q
vaut D(aQ) .

Dans la situation d'un jumelage de groupe, on va pouvoir associer à une racine relative réelle,
un groupe radiciel relatif, en vertu du résultat suivant.

LEMME. - Si a Q est une racine relative réelle, la partie de racines ~ab est nilpotente.

Démonstration. On se donne une chambre et une cloison relatives qui définissent D(aQ) :

p Q::) EQ. Soit f3 une racine de ~ab. Déjà, ôf3Q contient EQ. Puisqu'un mur est une réunion
de facettes, âf3 contient E puisqu'il l'intersecte. Pour la même raison, l'inclusion PQ c f3Q
implique que f3 contient la facette F et donc tout son résidu. Soit D une chambre de ce résidu.
On vient de montrer que f3 était dans ~m(EQ U -EQ)D qui est une partie nilpotente. Donc
~ab est une partie prénilpotente. Enfin, on peut voir aussi ~ab comme l'ensemble des racines
nulles sur âaQ et positives sur D(aQ) . C'est un ensemble clos. 0
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6. Décompositions de Lévi

dans les données radicielles jumelées

On se place maintenant dans la situation où les immeubles considérés proviennent de groupes.
En fait,on va très vite considérer le cas d'une donnée radicielle jumelée. Il s'agit de mettre
en évidence des décompositions de Lévi, au sens combinatoire du terme. On peut le faire
pour.deuxclasses <le sous-groupes. D'une part, les sous-groupes paraboliques possèdent.une
<léç()JXl.positiQnde •Lévi. Cela .provient de .. la .: généralisation d'un .. raisonnementdeV...K.ac et
D. Peterson pour les groupes de Kac-Moody complexes, une fois qu'on a fait UneremétI.'que
sirnplesurla combinatoire des systèrnes de racines des groupes de Coxeter. Il faut néanmoins
requérir un axiome légèrement plus fort que l'axiome du commutateur des donnéës-radiclelles
jurnelées, sion Veutdévisser les sous-groupes paraboliques non sphériques (6.2). D'autre part,
beaucoup de groupes fixant des points dans les immeubles de chaque signe se décomposent
également (ce qui au passage permettra de les voir comme des groupes algébriques ..dans Je cas
Kac-Moody). La démonstration de la décomposition de Lévi dans ce cas est plusgéométrique
que dans le précédent. Dans tous les cas, les interprétations géométriques sont intéressantes.

6.1 .•• l llllllellbles .•de .groupes

011.yacompléter •. la .description des. réalisations coniques de jumelages dans .le cas .ûuceux-ci
proviennent d'un groupe c'est-à-dire d'une.BN-paire jumelée, voire d'une donnée radicielle
jumelée. anse donne donc pour l'instant une BN-paire jumelée (G,B+,B_,N,S) à laque­
lle est associé le jU:rnelage J". == ((I+, d+), (I_, d_), d*). La réalisation géométrique de J"
systématiquement utilisée dans ce chapitre sera la réalisation conique IJlco.

6.1.1. Action du groupe

OnaensemblistementI+ .GIB+ et I_ .... GIB_. Soient C+· g+B+et C__g__ 13__
deux chambres >opposées. Par définition de la codistance dans ce cas, on a 9+19.; -b+b__ ,
pourè, dans Be. Soit encore g+b+ == g_b:1

. En notant 9 cette valeur eommune.vil.vient
gB+g+~+etgB__ > .9--13-. Ce. raisonnement purement combinatoire montre que les paires
dech.étmbresopposéessonttoutes. de la forme {gB+; gB_} pour un même élémentg. deO.
Comtnec'està partir de ces paires que sont définis les appartements jumelés, onvoitque
l'ensemble des appartements jumelés est {gA}9EG où A est l'appartement jumelé standard
Ai. {w13+}wEwU {WB--}WEW' Ainsi les appartements de la réalisation conique du jumelage
se déduisent les uns des autres par l'action d'un élément de G.

SoitëU---c ';.gA une identification vectorielle pour l'appartement gA. Alors, pour tout

élémenthdeG,l'application composée ë u -ë ..:+ gA!:.thgA.est à nouveau.une-identifica­
tion vectorielle qui est unique à isomorphisme linéaire près, d'après le lemme {5.a.I}.Cette
remarque justifie les assertions telles que la transformée de l'extension vectorielle .(respec­
tivement l'enveloppe convexe) d'une partie d'un appartement jumelé est l'extension vectorielle
(respectivement l'enveloppe convexe) de la transformée de la partie (dans l'appartement jumelé
transformé). On résume cela en disant que l'action de 9 est vectorielle (respectivement respecte
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les barycentres). On peut aussi utiliser ce qui a déjà été fait à la section (4.2) et qui concerne
les calculs de stabilisateurs ou fixateurs de points ou de facettes. Dans la réalisation conique,
toutes les facettes combinatoires sont représentées. Par conséquent, •.. tous •les sous-groupes
paraboliques apparaissent comme fixateur d'un point ou d'une facette de l'immeuble.

6.1.2. Action des sous-groupes paraboliques

On va justement s'intéresser à l'action d'un sous-groupe parabolique sur l'immeuble.

LEMME. - Soit F une facette dans un jumelage IJïco provenant d'uneBN-paire jumelée.
Alors, P(F) opère transitivement sur les appartements contenant F, et donc sur les extensions
vectorielles de cette facette.

Démonstration. Il suffit de considérer le cas d'une facette standard F]. .On se donne A' - gA
un appartement contenantFj. Alors,g-l(F]) est une facette de type l de l'appartement A,
elle peut .être ramenée surF] par un élément de W: il existe n dans N telque ng-l(F]) =:F].
D'où:ng-1 fixe F]. On en déduit que 9 vaut pn avec p dans P(F]),et donc que Al=: pA est
un transformé par P(F]) de A. 0

6.1.3. Définition géométrique de certains sous-groupes remarquables

Pour obtenir une famille plus riche de sous-groupes de G, nous supposons désormais que la BN­
paire jumelée et le jumelage :J == ((I+, d+), (I_, d_), d*) proviennent d'une donnée radicielle

jumelée (G, (Ua)aE<P} pour G. .Nous nous donnons une facette F de I:J Ico.contenue dans
un. appartement jumelé A. La donnée de cet appartement jumelé détermine un système de
racines, et. donc une famille.de sous-groupes radiciels.

DÉFINITION. - Soit F une facette dans un appartement jumelé A de 1:Jlco.
(i) N(F) désigne le fixateur de la facette F dans N.
(ii) M(F) désigne le fixateur de la facette F et de son opposée -F dans A.
(iii) Si D =: wCe est une chambre de A de signe e donné, U(D) désigne U(D):=:nwUen;;/.
Pour toute facette F, U(F) est l'intersection des groupes U(D) sur les chambresDde A qui
contiennent Fdans leur adhérence.

Remarquons que ces notations sont ambigües dans la mesure où elles ne rendent pas compte du
choix d'appartement jumelé fait pour donner ces définitions. En fait, ces.dépendances seront
fortement atténuées par la suite. On peut aussi donner d'autres définitions de ces sous-groupes.

LEMME. - (i) P(F) est engendré pex H et les sous-groupes radiciels Ua pour les racines a
contenant F dans leur adhérence.
(ii) N(F) est le sous-groupe engendré par H et les élémentsm(u) pour u dans les sous-groupes
radiciels indexés par les racines contenant F dans leur mur. Son quotient modulo H est le
sous-groupe W(F) de W engendré par les réflexions fixant F.
(iii) M(F) est intersection de sous-groupes paraboliques opposés: M(F) == P(F) n P( -F).
(iv) Si F est sphérique, le groupe U(F) est intersection des deux sous-groupes U(C') et U(Cil)
pour C'et C" deux chambres opposées dans le résidu de F.
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Démonstration. (iii) est évident puisque le fixateur d'une facette F'est précisément le sous­
groupe parabolique P(F'). Le point (iv) a déjà été vu combinatoirement puisque dans une
BN-paire raffinée, pour une partie sphérique J, le sous-groupe U+ n W]U+wi 1 est dans tous
les sous-groupes U+ n wU+w- 1, avec w dans W]et ui; élément de plus grande longueur dans
W] (voir (1.2.3) (iv) c).

Preuve de (i). En conjuguant par un élément de N, on se ramène à une facette standard F].
On regarde la décomposition de Bruhat fine de P(F]).

P(F]) = U (U+ n wU_w-1)wHU+.
WEWI

west la classe modulo H d'un produit d'éléments m(u) relevant les réflexions simples s de
J. De tels m(u) sont dans U-asUasU-o:s' Ainsi, compte tenu de (1.5.2) et (3.5.4), P(F])
est engendré par les Ua avec a positive et les U±as avec s dans J. Les racines du second
type contiennent F] dans leur mur, celles du premier. type contiennent la facette FJ .• dans leur
adhérence puisqu'elles contiennent C. Ceci montre que P(F]) est dans le groupe engendré
proposé. Réciproquement, P(F]) contient les Uas et les classes s pour s dans J. Par conséquent,
il contient U-O: s = sUass- l et plus généralement tous les WUO:sw-l avec w dans W], qui sont
les groupes radiciels indexés par les racines contenant F] dans leur mur. L'inclusion des autres
groupes radiciels proposés est encore plus évidente puisqueP(F]) contient U+.

Preuve de (H). N opère sur A via W son quotient modulo H, et H est le fixateur deA.
Ceci justifie la seconde assertion parce qu'on est ramené à des propriétés connues de l'action
de W sur le cône de Tits. Pour chaque élément u non trivial de U0:, on sait que m( u) relève
modulo..H la symétrie par rapport au mur Ba, et que le fixateur d'une.facette F dans West
précisément le groupe engendré par les réflexions dont le mur contient F. 0

6.T.4.Décomposition de .l'action d'un sous-groupe «unipotent »
Nous finissons par un lemme qui décompose l'action de l'élément d'un groupe U(F) pour une
facette F>d'un appartement jumelé A. Il faut revenir tout d'abordâun peu de combinatoire
desBN-paires raffinées,avec un lemme dû à Kac et.Peterson. Pour cette raison, on.conserve
l'hypothèse selon laquelle le jumelage :r provient d'une donnée radicielle jumelée (G, (Ua)o:E~ ).

LEMME. - Soient w et w' des éléments de W. Alors, on a la décomposition suivsuie:

U+ n (WW')-lU+ww'

= (U+ n (WW')-lU+WW' n W'-lU_W').(U+ n (WW')-lU+WW' n W,-lU+W').

Démonstration. On a d'après (1.2.3):

(*) U+ = (U+ n W'-lU_W').(U+ n W,-lU+W'),

mais aussi:

w-1U+w = (w-1U+w n U_).(w-1U+w n U+).

En conjuguant par w,-l, il vient:

(**) (ww')-lU+WW' = ((WW')-lU+WW' n w'-lU_w').((WW')-lU+WW' n W,-lU+W').

Soit u dans u+n(ww')-lU+ww', alors (*) et (**) fournissent respectivement les décompositions:
u = v'v" = u'u". On a alors (V')-lU' = v"(U")-l. Or, (W')-lU_W' n (W)'-lU+w' ­
(W')-l(U+ n U_)w' = {1}, donc on a v' = u' et v" = u". 0
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Remarquons qu'aucune hypothèse de longueur n'est faite dans ce lemme. Un corollaire de ceci
est le résultat suivant.

COROLLAIRE. - Si FI est une facette sphérique standard de J et si z est un élément de W,
alors:

U(FI) = (U(FI) nzu+z-1).(U(FI) nzu_z-1).

Démonstration. On sait que U(FI) = u+nwïlu+w], avec WI élément de plus grande longueur
de WI. Donc il suffit de s'arranger pour avoir ww' = WI et z = w', ce qui est réalisé avec
w = WIz-l et w' = z. 0

On paraphrase géométriquement ce corollaire avec ce qui suit.

SCliOLIEGÉOMÉTRIQUE. --- Soient F et F' deux facettes. dans un appartement jumelé A d'un
jUrnelagede groupe IJ/co, avec F sphérique. Alors, tout élément de U(F) s'écrit u -u'u", où
u'. et u" sou: tous deux dans U(F) et u'.fixe la facette. F', alors que u" fixe Son opposée dans
A.

Justification. Par conjugaison par un élément de N, on se ramène au cas où F est la facette
standard sphérique FI. Il suffit alors de choisir une chambre contenant F'· dans son adhérence.
On utilise Je lemme en écrivant cette chambre sous la forme zC, pour z dans W. 0

6.2. Décomposition de Lévi des sous-groupes paraboliques

La première classe desous-groupes qui sedistinguedans uneBN-paire est bienentenduformée
des sous-groupes paraboliques. Ces sous-groupes possèdent effectivement une décomposition
de type Lévidans le cadre des données radicielles jumelées, mais la preuve de ce fait n'est déjà
pasunetrivialité, au moins dans la mesure où la preuve de.ladécomposition dessous-groupes
de Borel Bi et: produit serai-direct de H ec U, met en œuvre la technique .•• assez élaborée
et abstraite des ensembles ordonnés. La démonstration des décompositions de Lévi dans les
groupes de.Kac-Moody a été faite par Kac et Peterson. Nous proposons ici une géométrisation
et une généralisation au cas des données radicielles jumelées.

Nous nousdonnons un groupe G muni d'une donnée radicielle jumelée (G, (UaJaE<I» indexée
par les racines d'un groupe de Coxeter W. Cette donnée s'accompagne immédiatement des
objets habituels: B+ et B_ les sous-groupes de Borel, H l'intersection des normalisateurs des
sous-groupes radiciels, N le sous-groupe relevant le groupe de Weyl modulo H; mais aussi la
réalisation conique IJ/co du jumelage associé J = ((I+,d+), (I_,d_),d*).

Jusqu'à la fin du chapitre, nous allons faire un usage répété des résultats d'écriture unique
de certains sous-groupes et de certaines parties des groupes à données radicielles jumelées, en
les combinant à la décomposition de Birkhoff. Rappelons que nous avons les décompositions
suivantes (avec écriture unique dans le membre de droite de chaque égalité).

B€B_€ = U€HU_€, B_€wB€ = (U_€ n wU_€w-1)wHU€,
BewBe = (U€ n wU_€w-1)wHU€ et U€ n wU_€w- 1 = II Ua,

aEe<I>w-1
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pour tout signe e, tout élément w de W et tout ordre cyclique sur la partie q>w-1 = <p+nw<p_.
Les trois premières décompositions proviennent de (1.2.3) et (1.2.4), applicables à une donnée
radicielle jumelée par (3.5.4) et (1.5.4). La dernière décomposition provient de (1.5.2)(iii) et
(3.5.4).

Enfin, en nous référant à des parties de racines introduites en (5.4.2), nous ferons intervenir
l'hypothèse de travail suivante, déjà évoquée alors.

(DRJ1)lin. Pour toute paire prénilpotente de racines {a; .B}, le groupe des commutateurs
[Ua, U,B] est inclus dans le groupe U]ai,Bhin. engendré par les racines de ]a; .B[lin..

Cet axiome (DRJ1)lin. n'est rien d'autre qu'un renforcement de l'axiome (DRJ1) des données
radicielles jumelées (1.5.1). Il est plus fort a priori en vertu de l'exemple hyperbolique de paire
prénilpotente donné en (5.4.2).

6.2.1. Préliminaires combinatoires

Nous fixons une standardisation (A, C, -C) par rapport à laquelle toutes les racines et tous
les signes seront définis. Nous allons prouver des résultats techniques concernant des groupes
définis provisoirement, d'où la restriction aux seules facettes standard.

DÉFINITION. - Soit FJ une facette standard de A.

(i)G(FJ) désigne le sous-groupe engendré par H et les sous-groupes radiciels indexés par
q>ffl(FJ)'

G(FJ) = (H, (Ua)aEeJ?m(FJ))'

(ii) V.(Fif) ...est le plus petit sous-groupe normal de U+ contenant .les sous-groupes indiciels Ua
pour a: dans W+ \ q>m(FJ).
(iii) Onçléfinit eiiiin VJ,+ := (Ua 1 a E q>m(FJ )+), et UJ,+ :;:M(FJ) n U+.

Ces sous"'groupes vont intervenir dans la décomposition de Lévi de P(FJ) en s'identifiant aux
sous-groupes remarquables définis géométriquement en (6.1.3). Pour l'instant, voici un énoncé
préliminaire qui les distingue encore:

LEMME.- Soient FJ une facette standard de l'appartement jumelé A de 1J"lcoet s dans J.

(i) U(FJ) n M(FJ) = {1}.
(ii) Pour toute racine a de q>m(FJ)+ \ {as} (respectivement e., \ q>m(FJ )), les intervalles
[a; as [lin. et [a; -as [lin. sont dans <pm(FJ)+ \ {as} (respectivement e., \ q>m(FJ )).
(iii) Si FJ est sphérique, les mêmes assertions restent exactes en omettant les indices lin. dans
les intervalles.
(iv) Si FJ est une facette sphérique QU si la donnée radiciellejumelée vérifie l'axiome (DRJ1)lin.,
alors G(FJ) normalise V(FJ).

Les démonstrations proposées sont encore combinatoires et sont dues à Kac et Peterson modulo
la généralisation au cas des données radicielles jumelées. Cette généralisation s'appuie. sur le
fait que si on se donne deux racines a, .B distinctes et non opposées, sur les quatre paires
{±a; ±.B}, deux au moins sont prénilpotentes, d'après le lemme (5.4.2). Passons maintenant
à la preuve du lemme.
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Démonstration. Preuve de (i). D'après l'inclusion M(FJ) C P(,.....FJ) , il suffit de montrer que
P( -FJ) n U(FJ) = {Il. On sait que l'intérêt de la structure de BN-paire raffinée est qu'elle
se transmet aux sous-groupes paraboliques. Le sextuplet (P( -FJ ),N(FJ), U_, P(-FJ) n
U+, T, J) possède donc une telle structure. Or dans ce cas, l'intersection des conjugués du
second sous-groupe unipotent maximal par les éléments du groupe de Weyl est triviale, par
(1.2.3) (v). Ceci s'écrit:

n w(P(-FJ) n U+)w- 1 = {l},
wEWJ

soit P(-FJ) n n nwU+n;/ = P(-FJ) nU(FJ) = {l}.
wEWJ

Preuve de (H). Remarquons d'abord que les deux ensembles <pm(FJ)+ \{O:s} et<p+ \ <pm(FJ)
sont stables sous s, tandis que SO:s = -O:s' Ceci permet de se contenter de prouver les assertions

Vo: E <pm(FJ)+ \ {O:s} [0:; O:s[nn.C <pm(FJ)+\ {O:s}
et Vo: E <P+ \<pm(FJ) [0:; O:shin. C <P+ \ <pm(FJ) ,

car le reste en découle en transformant par s les parties de racines en question. L'interprétation
en termes de formes linéaires rend les assertions qui restent immédiates.

Preuve de (Hi). La remarque préliminaire du point précédent reste valable en ommettant lin.'

On se donne a dans <pm(FJ)+ \ {O:s}' Alors, 0: n as contient la chambre standard C, et
(-a) n (-as) contient son opposée wJC dans le résidu de FJ dans A (niœ, ni as ne peut
contenir FJ qui est dans le mur de chacune de ces racines). Ainsi, une racine f3 dans [a; as]
contient C et vérifie -f3 :) wJC, ce qui implique aussi âf3 :) FJ. Ceci prouve la première
assertion.

On se donne 0: dans <P+ \<pm(FJ)' Alors, a contient le résidu de FJ dans A. Ainsi, une racine
f3 dans [a; as] contient déjà l'intersection de as avec ce résidu. En particulier,/1 contient C:
f3 est dans <P+. Si f3 ne contient pas plus que ce demi-résidu sphérique, son opposée contient
WJC, et f3 est dans <pm (17J) , tout en laissant la même trace que as sur R(FJ).Ceci implique
f3= as· Si f3 contient plus, par convexité elle contient .tout le résidu, et donc n'est pas dans
<pm(FJ), ce qui prouve la seconde assertion.

Preuve de (iv). Pour chaque s dans J, on note Gs := G(F{s}) = (H, Ua 1 a = ±as)' On
fixe un tel s et on va montrerqueG; normalise V(FJ), le résultat en découlera puisque S est
quelconque dans J.

1. Présentation de V (FJ) sous une forme adaptée

On définit

et
V := (uxu- 1

1 U E Uas x E Ua a E <P+ \ <pm(FJ)).

Puisque <p = (<p+ \ <pm(FJ)) U (<pm(FJ)+ \ {O:s}) U {as}, U+ est engendré par les groupes U, V
et Uas' et même U+ = Uas(U, V). Ceci montre qu'on peut voir V(FJ) comme le sous-groupe
engendré par les éléments uvu -1 avec u dans U et v dans V.

2. Il suffit de montrer que Gs normalise U et V. Tout a été fait pour que Uas normalise
ces sous-groupes. Par définition, H = nNG(Ua ) normalise clairement U et V. On finit en

aEq>
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montrant que 8 normalise U et V. On se donne donc n dans 8 = nH, et on montre que n
normalise U et V.

3. Normalisation de U par 8. Partons d'un générateur uxu-1 avec u dans Ua.s' x dans Ua et
a dans <]}m(FJ)+ \ {as}.

Premier cas: {as; a} est prénilpotente. Alors, par l'axiome (DRJ1)lin., uxu-1 est dans
U]a;as[lin.,Ua. Or d'après (ii),[a;ashin. est dans <]}m(FJ)+ \ {as}, qui est stable par 8. Ceci
montre que nuxu-1n-1 s'écrit comme produit d'éléments de U{3, avec (3 dans <]}m(FJ)+ \{as},
donc que c'est un .élément de.U. Dans le cas sphérique, le fait de pouvoir omettre les indices
lin. d'après (iii), permet d'utiliser l'axiome (DRJ1) sans recours à l'axiome plus fort (DRJ1)lin..

Deuxième cas: {as; a} n'est pas prénilpotente mais u = 1. Il suffit d'invoquer la stabilité sous
8 de l'ensemble de racines q>m(FJ)+ \ {as}, sans distinction de cas.

Dernier cas: {as; a} n'est pasprénilpotèntè et u 1= 1. D'après la remarque précédant la
démonstration, la paire {-as; a} est, elle, prénilpotente. Puisque ul= 1, il existe-ir-et u" dans
U-.o:s tels que m(u)::::: .u'uu'lestdans 8 • <'IlH. On sait que {-as; a} est prénilpotente, et
par (ii) on a la; -as[c <]}m(EJ)+ \ {as}' Ainsi, par l'axiome (DRJl)lin., (u")-1 XU" est dans
Ua,U]a;-ashin.' En outre, v :..... n(u')-1n-1 est dans Us.(-a s) =Uas et h :..... nm(u) est dans
8 2 - H. Finalement

-1 --1. ·.·h( ")-1. "h- 1 -1 ". U. U. .. -1nuxu n = v u xu v EVa' ]a;--ashin.v ,

nuxu-1n-1 est bien dans U. Si FJ est sphérique, on peut faire le même raisonnement sans
recoursà (DRJ1)lin. et ·en omettant les indices lin.'

Le casde V se règle de la mêmefaçon, à partir des assertions des points (ii) et (iii) non encore
utilisées (concernant <])+ \ q>m (FJ ) ). 0

6.2.2. Décomposition de Lévi des sous-groupes paraboliques

Nous p()uvons maintenant passer .àla décomposition de Lévi. des sous-groupes .. paraboliques.
Ilest~.. Iloter que la facette fixée n'est pas nécessairement sphérique (à condition de supposer
l'axiome (DRJ1)lin.)' Ce résultatu'est .pas seulement un dévissage, mais propose aussi deux
présentations différentes des groupes qui interviennent danscette décomposition.

THÉORÈME. - Soit IJlco le jumelage conique d'une donnée radicielle jumelée. Soient Fune
facette et A un appartement jumelé qui la contient. On note -Ela facette opposée à F dans
A. On suppose que F est une facette sphérique ou que la donnée radicielle jumelée vérifie
l'axiome (DRJ1 )lin.. Alors,R(F). possède laidécomposition ·suivante.

R(F) M(E) ~ U(F).

Chacun des groupes M{E) et U(F) possède une définition géométrique.et une définition ab­
straite.

M(F) est le fixateur de Fu -F, et c'est aussi le groupe engendré par H et les sous-groupes
Ua tels que le mur ôœ contient F.
U(F) est l'intersection des groupes U{D) pour les chambres D de A qui contiennent F dans
leur adhérence, et c'est. aussi pour toutecbambre D dans le résidu de F, le plus petit sous­
groupe normal de U(D) contenant les sous-groupes rediciels Us; pour a contenantE.

En outre, pour toute chambre Ddans le résidu de F, M(F)nU(D) est le sous-groupe engendré
par les groupes radiciels Ua tels que a contient D et ôœ contient F.
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Démonstration. Il suffit une fois encore de prouver le résultat pour une facette standard.

1. Identifications de U(FJ) à V(FJ), de VJ,+ à UJ,+

D'après le lemme précédent, G(FJ) normalise V(FJ). Puisque N(FJ) est dans G(FJ) par le
lemme (6.1.3), on a donc pour tout w de WJ

wV(FJ}w-1 = V(FJ) C wU+w-l,

ce qui implique V(FJ) C U(FJ)' D'autre part, il est. clair que pour toute racine positive a:
nulle sur FJ, Ua: est inclus dans P(FJ) np(-FJ); d'où VJ,+ C UJ,+.Enfin, U(FJ) nUJ,+
est inclus dans U(FJ) n M(FJ), qui vaut {1}, d'après le lemme précédent. Comme U+ =
VJ,+.V(FJ) C UJ,+.U(FJ) = U+, on a donc:

VJ,+ =UJ,+ et V(FJ) =U(FJ) ,

ce..qui nous permet déjà d'oublier la lettre V pour les.groupes provisoires.

2. Décomposition de Lévi

D'après l'écriture des.doubles. classes dans un groupe à donnée radicielle jumelée, on sait
que P(FJ) est engendré par les HUa: pour a :) FJ. Puisque G(FJ) normalise U(FJ), on
peut écrire P(FJ) = G(FJ).U(FJ)' De plus, G(FJ) n U(FJ) C M(FJ) n U(FJ) = {1}.
Donc P(FJ) = G(FJ ).U(FJ) est en fait un produit semi-direct. Enfin, M(FJ) :) G(FJ) et
M(FJ) n U(FJ) = {1} impliquent un autre produit semi..direct: P(FJ) = G(FJ) lX U(FJ), et
l'égalitéM(FJ) - G(FJ)' 0

Ce théorème généralise les résultats exposés dans le livre de <M. Ronan sur les immeubles
sphériques .possédant .la .. propriété ide .. Moufang ([Ron89], théorème (6.18)), et la preuve des
décompositions de Lévi dans le cas Kac-Moody en caractéristique 0 ([Kac-Pet84], proposition
(4.6) p.195). Nous pouvons commencer à faire quelques interprétations géométriques qui vont
rendre plus visuelles lespreuves à-suivre..

6.2.3. Compléments et interprétations immobilières

Les précisions que nous allons apporter consistent essentiellement à décrire l'action des groupes
intervenantdans une décomposition de Lévi, à atténuer la dépendance en l'appartement choisi
pour les définir et à mettre en évidence la transmission de la structure de donnée radicielle
jumelée aux facteurs de Lévi.

PROPOSITION........ On seplsce dans la .mêmesituation que celle du théorème précédent.

(i) Un appartement conteneutFse: -F se déduit de A par l'action d'un élément deM(F).
(H) M(F) est le fixateur de l'extension vectorielle de F dans A. (M(F), (Ua:)a:E{Pm(F») est une
donnée redicielle jumelée.
(iii) U(F) opère simplement transitivement sur les extensions vectorielles de F (ou sur. les
facettes opposées) dans les appartements qui la contiennent. U(F) ne dépend que de F et pas
deA.
(iv) Si F est une facette sphérique, la donnée de toute chambreC de même signe dans A
fournit une décomposition de Birkhoff de M(F) (et de P(F)) en doubles classes incluses dans
celles de G pour le même cboixde chambre. Toutes les chambres de même projection sur F
conduisent à la même décomposition. Si F est positive et si wF est l'élément de plus grande
longueur de W(F), la partie négative de la grosse cellule est U( -D) n wFU(D)w p l , avec
D = projj-C'.
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Démonstration. Preuve de (i). Sans nuire à la généralité du résultat, on suppose que F est la
facette standard FI. Soit A' un appartement qui contient -FI. On sait par (6.1.2) que cet
appartement s'écrit A' = pA avec p dans P(FI). p( -FI) est une facette qui est opposée à
Fret qui est dans A' contenant -FI: p(- FI) est nécessairement -FI. Par conséquent, p fixe
aussi -FI, donc est en fait dans M(FI).

Preuve de (il). Il est clair que le fixateur de l'extension vectorielle vectA(F) est nécessairement
dans M (F) puisque F et - F sont dans cette extension vectorielle. Réciproquement, H fixe
l'appartement tout entier, et pour chaque racine a, le groupe radiciel Ua: fixe le demi-espace
a u Ba. D'où l'inclusion réciproque.
Pour la structure de donnée radicielle jumelée, il est suffisant par conjugaison de considérer une
facette standard FI. Par le lemme (5.1.5), q>m(FI) est en bijection naturelle avec le système
de racines deWI. Cette observation et le fait que M(FI) est engendré par H et les sous­
groupes Ua: pour a dans q>m (FI), montrent que les propriétés de la donnée radicielle jumelée
(G, (Ua:)a:E<I» font de (M(FI), (Ua:)a:E<I>m(FI)) une donnée radicielle jumelée.

Preuve de (iii). Soit vectA' (F) une extension vectorielle de F dans un appartement A' qui
la contient. On sait que A'. pA pour un élément p de P(F). D'après la décomposition
de Lévi, p = u.m avec m dans M(F) et u dans U(F). Donc, vectA,(F) = uvectA(F). (Une
extension vectorielle s'envoie bien sur une extension vectorielle car les 9 opèrent vectoriellement
d'appartement jumelé à appartement jumelé). Ceci montre que U(F) agit transitivement sur
les extensions vectorielles de F. L'intersection triviale M(F) n U(F) = {1} implique que
l'action est libre, puisque M(F) est précisément le fixateur de vectA(F).
Soit maintenant A' un autre appartement contenant F. Par (6.1.2), on sait qu'on peut le
déduire-de A par l'action d'un élément p qui fixe F. Ainsi, à partir de A', on définit le
sous-groupe engendré par les conjugués par p des groupes radiciels de départ. Puisque ces
sous-groupes sont tous deux distingués dans P(F), ils coïncident.

Preuve de (iv). Remarquons d'abord que q>m(F) est ipm(F U -F). On peut donc appliquer
(5.4.5){vi) à n =F U -F, ce qui fournit ipm(F)D = ipm(F U -F)c par la preuve de cette
référence. Cet ensemble ne dépend que de D.
U-(-D) n wFU(D)wp.l est le produit interne dans tout ordre cyclique des U-a: pour a dans
<pm(F)D, par (1.5.2)(iii) et (3.5.4). C'est en particulier le sous-groupe engendré par ces sous­
groupes radiciels. (M(F), (Ua:)a:E<I>m(F)) est une donnée radicielle jumelée indexée par le
système de racines fini ipm(F), par (ii), et pour lequel q>m(F)D est un système positif. La
décomposition de Birkhoff de M(F) s'écrit donc

M(F) = U ( Il U_a:)wH( Il Ua:)

wEW(F) a:E<I>m(F)D a:E<I>m(F)D

U (U(-D) nWFU(D)wp.l)wH(U(D) nWFU(-D)wp.l),
wEW(F)

on obtient celle de P(F) en multipliant par U(F). o

Le point (ii) met en évidence des petites données radicielles jumelées à l'intérieur d'un groupe
possédant déjà cette structure. Cela incite à regarder le volet géométrique de cette mise en
évidence. Voici tout d'abord deux définitions.
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DÉFINITION. - Soit Aun appartement jumelé contenant les facettes opposées F (positive)
et -F (négative). On désigne Fu (-F) par O.

(i) :Tn est la réunion disjointe du résidu de F dans l'immeuble positifI+, et du résidu de -F
dans l'immeuble négatif I_.
(ii)l:Tnlco est la réunion des facettes ouvertes de 1:Tlco contenues dans les chambres de :Tn et
dont le type est inclus dans celui de F.

Les objets ainsi définis sont tout logiquement liés au jumelage de M(O).

LEMME. - (i):Tn est un jumelage pour les W-distances et la codisience de :T restreintes.
(ii) :Tn est isomorphe au jumelage de la donnée radicielle jumelée associée àM(O).
(iii) .Les appartements jumelés de :Tn sont en bijection avec les appartements jumelés de 1:Tlco
contenant O.

REMARQUES. - 1. Les deux. définitions ont un sens dans un jumelage sans qu'il provienne
d'un groupe, et le premier point de ce lemme est vrai dans cette situation plus générale.

2. l:Tnlco représente :Tn dansle sens où on lit géométriquement les s-adjacences, l'opposition
ou la structure simpliciale de :To dans le gros jumelage IJlco.

Démonstration. Preuve de (i). Il est connu que le résidu d'une facette est un immeuble
(2.3.4). Les deux premiers axiomes d'un jumelage serestreignent trivialement; dans l'axiome
d'existence (JU3) , l'élément réalisant les deux contraintes de distance et codistance est dans
la réunion des résidus, précisément d'après la contrainte de distance.

Preuve de (ii).On choisit dans A une chambre standard contenant F dans son adhérence, et
on désigne par J le type de F. Cela définit pour chaque signe E un sous-groupe de Borel
dans M(O), qu'on note Be(O). L'immeuble positif de M(O) est ensemblistement égal à
M(O)jB+(O).Pour chaquewEWJ,M(O) contient le sous-groupe o; deG. Par unicité
d'écriture danslesdoubles classes (1.2..3) appliquée àM(O), les chambresà.distancew.ëH'j
de.la.chambre standard .B+(O) sont en bijection avec Uw , qui d'après (1.5.2) et (3.5.4), est le
le même dans G et dans M(n). La même remarque appliquée aux-chambres à distance wEWJ
de la chambre standard B+ de J établit une bijection entre le résidu de F et l'immeuble positif
de M(O), entre le résidu de -F et l'immeuble négatif deM(O): il suffit de faire varier W et
le signe. La coïncidence des relations d'adjacence et de l'opposition vient de ce que pour le
choix d'une même chambre, les traces des décompositions de Bruhat et de la décomposition
de Birkhoff de G sur M (0) sont les décompositions correspondantes de M (0).

Preuve de (iii). Ce point provient du fait qu'un appartement jumelé est entièrement déterminé
par une paire de chambres opposées qu'il contient, (2.5.3)(i). Tout appartement jumelé de Jn
fournit une paire de chambres opposées dans Jn, donc une paire de chambres opposées dans J,
et finalement un appartement jumelé bien déterminé de J qui contient O. Deux appartements
jumelés de J de même trace sur JO contiennent une même paire de chambres opposés, et sont
donc égaux. 0
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REMARQUE. - Si on veut considérer le point de vue .simplieial des facettes et des translatés
de sous-groupes paraboliques standard, l'isomorphisme entre l'immeuble de la petite donnée
radicielle jumelée (de signe €) et l'immeuble résidu de €F est donné par:

gB€(O)WKB€(O) ~ gB€WKB€, gEM(O), K c type(F).

6.2.4. Systèmes de racines entiers

Il s'agit maintenant de fournir une généralisation combinatoire, motivée par la condition
(DRJl)lin. qui apparaît pour les décompositions de Lévi des sous-groupes paraboliques généraux.
Ces considérations vont permettre de formuler plus précisément le théorème de descente
(chapitre 12), qui concerne des groupes de Kac-Moody non déployés. L'idée est d'indexer
la combinatoire d'une donnée radicielle jumelée par un système de racines où le point de vue
des formes linéaires est privilégié, car plus précis que la géométrie des demi-cônes de Tits, On
va autoriser la coexistence de racines proportionnelles; précisément, on va travailler avec des
racines doubles.

DÉFINITION. - (i) Une prébase de racines est un quadruplet B = (8, V, (as)sEs, (rShEs) où 8
est un ensemble, V est un R-espace vectoriel, (as)sEs est une base de V et rs est une réflexion
de vecteur as, i.e., il existe une forme linéaire 'Ps sur V qui vaut 2 sur as et qui définit rs par
rs(v) = v - 'Ps(v)as pour tout v.
(ii)La matrice de Cartan de B est la matrice A:= [Ast := 'Ps(at)]s,tES.
(îii)·Le groupe de Weyl de B est le groupe de Coxeter W défini par la présentation

W := {s 1 (st)m s t ) ,

où mstest l'ordre de rs 0 rt comme automorphisme linéaire de V.
(iv)W.opère sur V ·via la représentation p : s Ho ·rs, et les racines de B soui les éléments de
l'ensemble q>:= {w(as) := p(w)(as) 1 WEW,SES}.

REMA:aQUES. -- 1. Dans le .cas d'une matrice de .Cartan entière, le réseau EBZasest stable
sES

sous l'action deW, et par conséquent contient q>.

2.11peut être utile de travailler sur des quadruplets (8, V,(ashEs, (rshEs) où (as) est simple­
ment une famille libre deY. On se ramène. alors à une prébase en considérant .le sous-espace
vectoriel engendré par cette famille.

3. "De nombreux auteurs ont proposé des axiomatiques de systèmes de racines infinis. Une
comparaison s'impose, d'autant plus qu'on va se servir de résultatsde deux de ces références.
R. Moody et A. Pianzola dans [Moo-Pia95] ont considéré des systèmes qui admettent une
géométrie dont on s'est inspiré pour la section (5.2), et qui permettent de définir des sous­
systèmes avec permanence de structure. La notion de prébase telle qu'elle est présentée ci­
dessus est due à J.-Y. Hée, qui la définit dans un cadre plus général. Lesréférences.pour
les prébases (et bases) de racines sont [Hée90]et [Hée91] , où l'on travaille sur des anneaux
commutatifs totalement ordonnés. On va se servir de certains points de ces articles pour faire
un Iienavec le chapitre 5. Enfin, N. Bardy dans [Bar96] définit une axiomatique très générale
qui autorise l'usage des coracines, et permet de manipuler des racines imaginaires simples. Nous
n'aurons pas besoin de cela, et comme pour le travail de J.-Y.Hée, nous ne considérerons qu'un
cas bien particulier obéissant à cette axiomatique. Cette référence sera pourtant sollicitée dans
le résultat de descente, pour décrire finement le groupe des points rationnels d'un groupe de
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Kac-Moody presque déployé. Elle fournit en effet un résultat important de passage au quotient,
qu'on utilisera à la sous-section (12.6.2).

Si \II est une partie de V, on note \II+ la partie des éléments de \II à coordonnées toutes positives
ou nulles dans la base (as)sEs. On note \II_ l'opposée de \II+. La condition qui fait une base
d'une prébase est la généralisation d'une propriété bien connue des systèmes de racines finis.

DÉFINITION. - (i) Une prébase de racines B est une base de racines si sa .matrice de Cartan
est entière.et si <P = <P+ U <P _ .
(ii) Un système de racines entier (pour B) est une partie \II de V, stable sous l'action deW,
contenue dansU R~a, et telle que pour tout s, la partie \II n R~as soit égale à Nsas, avec

a:E~

N, = {1} ou {1; 2}. Si 2 appartient à N s , on impose de plus que pour tout t de S, on ait
A st := <t'sCat) E 2Z.
(iii) Le système de racines entier est dit réduit si N, vaut {1} pour tout s.

REMARQUES. - 1. Pour un système de racines entier \II, on a 'li :::) <P, avec égalité si et
seulement si \II est réduit.

2. Comme on l'a déjà dit, la situation bien particulière dans laquelle on se place permet
d'utiliser les deux sources de résultats [Hée91] et [Bar96]. Nous reviendrons plus en détail sur
l'axiomatique de N. Bardy en (7.1.4). C'est en revanche ici que nous. utilisons les résultats de
J.-Y. Héepour.recoller au chapitre 5..Notons que notre définition de base .pose en hypothèse
d'être réduit et à matrice de Cartan entière, contrairement à cette référence. Tout d'abord,
[Hée91], proposition (2.13)(b) p.83 montre que si B est une base de racines, la représentation
p de West fidèle. On peut aussi. associer .un côneàB, défini de la même .façonqu'en (5.1)
et qui possède logiquement les •mêmes propriétés que le cône.du chapitre 5 ([Hée91] ,sections 1
et J, p.93-96). On parlera encore de cône de Tits. Par exemple, la chambre fondamentale est
l'intersection des adhérences des demi-espaces positifs des racines de la base du quadruplet B,
et le cône est .la réunion des translatés par W de cette chambre. Puisque West simplement
transitif sur les chambres ([Hée91], (2.43)(a) p.95), on obtient une bijection W-équivariante
entre les chambres des deux cônes, qui échange les chambres standard. En outre, la même
caractérisation des chambres dans un demi-côneradiciel donné en fonction de la longueur
([Hée91], (2.40)(a) p.93) permet de faire le même raisonnement que dans la remarque (5.1.3)
pour obtenir une identification W -équivariante de ces demi-cônes avec les racines abstraites de
W (1.4.1). Finalement, on a une identification W..équivariante entre les demi-cônes radiciels
pour les deux définitions.

On pourrait envisager d'appliquer tout le vocabulaire de (1.4.1) concernant les parties de
racines abstraites. De .cette façon, deux racines positivement proportionnelles .auraient le
même comportement. En fait,· on dispose d'une notion d'intervalle de racines plus adaptée,
qui suggère aussi une modification de la définition des parties closes. On conserve B une base
de racines, et \II un système de racines entier pour B.

DÉFINITION. - (i) Étant données deux racines a et /3 de \II, on définit les intervalles entiers
suivants.

[a; /3]N := (Na + N/3) n'li et la; /3[N:= [a; /3]N \ {a; iJ}·

On parle d'intervalle entier fermé pour le premier, d'intervalle entier ouvert pour le second.
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On définit aussi mutatis mutandis les ensembles la; t3]N et [a; t3[N.
(iii) La notion de prénilpotence, elle, n'est pas modifiée: si cp est une partie de 'li, on dit que
cp est prénilpotente s'il existe w et z dans W, tels que wcp C 'li+ et zcp C '11_.
(iv) Une partie de racines est N-close (respectivement N-nilpotente) si elle est stable par
addition (respectivement et prénilpotente).
(v) Si cp est une partie de 'li, on note CPnd := {a E cp 1 a/2 ~ cp} l'ensemble des racines non
divisibles de cp.

Ces définitions appellent la convention suivante.

CONVENTION. - Sauf mention expresse du contraire, dans un système de racines entier, on
privilégiera systématiquement les notions ci-dessus par rapport à celles des sections précédentes,
notamment celle d'intervalle su sens de (1.4.1).

REMARQUE. - Comme en (5.4.2), on peut voir qu'on a l'inclusion la; t3INc]a;t31, et que cette
inclusion peut être stricte... Unepartie close est en particulier automatiquement N-close.Ces
deux remarques font voir qu'il y a plus de parties N-closesque de parties closes, et donc
qu'exiger des conditions portant sur les parties N-closes est plus contraignant que les exiger
sur les parties closes. C'est ce qui va se passer pour la combinatoire de groupe suivante.

6.2.5. Données radicielles jumelées entières

On se donne une base de racines B de système associé q>, et 'li un système de racines entier .

DÉFINITION. - Soit G un groupe possédant une famille de sous-groupes (UaJ a E'1' indexée par
lesystèfIle de racinesentier '1', et contenant un sous-groupe H.normalisant chaque sous-groupe
Ua' Qnnot~.U+ (respectivement U_) le sous-groupe engendré par les sous-groupes Ua: pour a
da,J].sW+ .(l'espectivement'li-y. On dit que le triplet (G, (lfa)aE'l',H) est une donnée.radicielle
jumelée entière (de type (B, 'li)) si les conditions suivantes sont.vérifiées.

(DRJEü) Pour toute racine a, on a Ua =1= il}. En outre, pour toute a dont le double est
dans 'li, on requiert UZa ç; Ua.

(DRJEl) Pour toute paire prénilpotente de racines {a; t3},le groupe des commutateurs
[Ua,U.e] est inclus dans le groupe engendré par les sous-groupes U" pour 7 dans]a;t3[N.

(DRJE2) Pour tout s de S et tout u de Uas \ {Il, il existeu' et u" dans U-as tels que
m(u) := u' uu" conjugue U.e sur Us.e pour toute racine t3. En outre, pour tous u et v de
U«, \ il}, on requiert m(u)H = m(v)H; et si u est dans UZas' u' et u" peuvent être choisis
dans U- Zas'

(DRJE3) Pour tout s de S, on a Uas rt. U_ et U-asrt. U+.
(DRJE4) G =H(Ua 1 aE'li).

Les sous-groupes Ua sont appelés les sous-groupes .radiciels de (G, (Ua)aE'1', H).
REMARQUES. - 1. D'après la section précédente, l'ensemble des racines q> de 8estW­
isomorphe au système de racines du groupe de Weyl Wde B. Par conséquent, si (G, (Ua)aE'1' ,H)
est une donnée radicielle jumelée entière (de type (8, '1')), 011 voit facilernentgue(G,(Ua )a E4? , H)
est une donnée radicielle jumelée (de type (W, S)). Cette donnée radicielle jumelée vérifie en
outre l'axiome (DRJl)lin., d'après l'inclusion la; t3[NC]a; t3I et l'axiome (DRJEl).

2. Cette définition est une généralisation directe au cas des systèmes de racines infinis des
données radicielles génératrices de [Bru-Tit72], section (6.1) p.1ü7-116. En effet si West
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fini, l'axiome (DR6) de [Bru-Tit72] résulte de (3.5.4); et les autres axiomes sont clairement
semblables. La recherche d'une généralisation de [Bru-Tit72], proposition (6.1.6) p.lll conduit
d'ailleurs au lemme suivant.

LEMME. - Pour toute partie N-nilpotente cp de racines, pour tout ordre sur cp, l'application
produit

est bijective.

Démonstration. On sera amené à faire ce raisonnement dans le cadre des groupes de Kac­
Moody (9.2.3), au moyen de notions et d'un lemme qui s'appliquent à notre cas. Précisément,
la notion de hauteur permet de définir un ordre grignotant sur toute partie N-nilpotente,
cf. (9.1.2). On obtient alors par l'axiome (DRJE1) une suite centrale .comme en {9.2.3),qui
permet d'appliquer le lemme (8.3.1) qui fait conclure. 0

6.3. Fixateurs de deux facettes sphériques de signes opposés

Nous allons étudier une autre classe de sous-groupes qui cette fois fait intervenir de manière
cruciale la coexistence de deux BN-paires opposées dans un groupe à donnéeradicielle jumelée.
La situation pour toute cette. section est la. suivante. On conserve .le.groupe.G •muni de sa
donnée.radicielle jumelée (G, (U~)~Eq>)'. t et Jsont. des parties sphériques de •• S'.w est. un
élément de W. On fixe une standardisation (A, C, -C) pour 1J'lco. On considère la facette
standard FI de type 1, et wFJ et -wFJ deux facettes opposées dans Ade type J. n désigne
la réunion n = FI u -wFJ.

Nous aurons besoin en outre de la propriété suivante, portant sur la donnée radicielle jumelée
en question.

(NILP) Pour toute partie nilpotente cp de racines, pour tout ordre sur cp,

l'application produit II U0 ---7 Ucp est bijective.
oEcp

Cette propriété est vérifiée par les groupes de Kac-Moody déployés (8.3.1), et plus généralement
par les groupes à donnée radicielle jumelée entière, en vertu du lemme (6.2.5).

Notre objectif est à présent de dévisser Fix(n) = P(FI) n P(-w.FJ) en une décomposition de
Lévi.

6.3.1. Groupes associés à une partie équilibrée

Voici des définitions valables pour toute partie équilibrée de 1J' Ico, et qui seront mises à
contribution dans la section suivante.
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DÊFINITION. - Soit 0 une partie équilibrée du jumelage géométrique IJlco,contenue dans
l'appartement jumelé A.

(i) U(O) désigne le sous-groupe engendré par les sous-groupes tediciels Ua indexés par les
racines a de ~'U(O).

(ii)··M(O) désigne·le sous-groupe engendré par H et les sous-groupes radiciels Ua indexés par
les racines a de ~m (0).
(iii) N(O) désigne le sous-groupe engendré par Het les m(u) pour u parcourant Ua \ [I} et
a parcourant ~m(o).

Énonçons quelques propriétés faciles de ces groupes.

LEMME.. - Soit 0 une partie équilibrée du jumelage géométrique 1 J Ico, contenue dans
l'appartement jumelé A. Alors:

(i) Sous l'hypothèse (NILP), pour tout ordre sur ~'U(O), l'application produit

II Ua --7 U(O)
aEq>u(O)

est bijective.
(ii) M(O} est le Iixsienr de l'extension vectorielle vectA(O). Il esiuuuii de la donnée tedicielle
jumelée (M(O), (Ua)aEq>m(O»)'
(iii)lV(O) est le fixateur de 0 .ou vectA(O) dans N; il est contenu dans M(O).

Démonstration. Preuve de (i). C'est uneconséquence directe du fait que ~'U(O) est un ensemble
nilpotent de racines, et de l'hypothèse d'introduction.

Preuve de (ii). D'après (5.3.3), on peut choisir une facette F dont la trace sur vectA(O) est
un. ouvert relatif de vectA(O), ce qui implique déjà que ~m(o) = ~m(F). En outre, M(O)
l).'est.autre que M(F), et.Jefixateurde.vectA(O) .n'est autre que le fixateur de FU.__F. D'où
,M"(O}- fix (vectA(0)), et. la structure de donnée radicielle jumelée provient de l'identification
avec,M".(F) pour lequel ce résultat a déjà été prouvé (6.2.3).

Preuve de (iii). N opère linéairement sur A, donc le fixateur dans N de 0 est aussi le fixateur
de vectA(O) dansN. En outre, Nenvoie facette sur facette; par conséquent, c'est le fixateur
dans N de la facette F de la preuve du point (ii). Il suffit alors d'appliquer (6.1.3) puisque
~m(o) = ~m(F) et M(O) = M(E). 0

6.3.2. Un lemme sur les sous-groupes. paraboliques sphériques

Le résultat qui suit est de nature purement combinatoire. Il utilise les résultats d'écriture
unique précités.

LEMME. - Soient C une chambre et F une facette sphérique de même signe, contenues dans
l'appartement jumelé A. Sous l'hypothèse (NILP), il existe un ordre sur la partie {Ua}aErp des

groupes tediciels contenus dans U(C) n P( -F), pour lequel l'application produit II Ua -t
aErp

U(C) n P( -F) est bijective. En particulier, cette intersection est engendrée par les groupes
redieiels qu'elle contient.
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Démonstration. On peut supposer que Cestla chambre standard et on peut écrireF = ZFK
avec K partie sphérique de S, z dans W. Alors:

U+ np(-ZFK)- z(z-lu+znp(-FK))Z-l.

On s'intéresse àz-1U+zn PC....FK). On sait que z-lU+zest dans la grosse cellule, i.e dans
la double classe de Birkhoff U+.H.U_. En effet, z-lU+z s'écrit (z-lu+zn U+).(Z-lU+z n
U_),avecunicité d'écritllI'e.(1.2.3)..Ceci implique que P( ....FK) etz-1U+z se rencontrent
uniquement dans la grosse cellule. Par conséquent, vu la décomposition de Birkhoff .du sous­
groupe parabolique P( -FK) (6.2.3), on a

z-lU+z np(-FK) = (z-lU+z n U+).(z-lU+z n U_)) n (wKU_wï/ nU+).H.U_),

où W K désigne l'élément de plus grande longueur dans le groupe fini WK. Par unicité d'écriture
dans la grosse cellule, cette intersection est nécessairement

(z-lU+z n U+ n WKU_WK1).(Z-lU+z n U_).

Finalement:

.U(C) n P(-F) = (zU+z- 1n U+ n znKU_(znK)-l).(U+ n zU_z-1) .

Par l'hypothèse (NILP) , on peut ordonner <P(Z1IJk) - l en commençant par toutealès racines
qui restentp.ositivespar z-lcequi permet d'écrirezU+z-1n U+.n znKU_(znl()-l comme
produit interne des groupes radiciels qu'il contient. Pour U+ n zU_z-1 , c'est une application
immédiate de (NILP)àla partieiconvexedoncnilpotente <Pz-l. . 0

La preuve de ce lemme a fourni simultanément une description des racines intervenant dans
le produit i interne.

SC.1iOLIE GEOMÉ'rRIQUE..- • . On su~poseJ'hypothêse(~ILP}vérifiée. SoientCunechambre
et F une facette de même signe contenues dans l'appartement jume1éA.Alors,.chaquechoix
de chambre D dans le résidu de F fournit. une description géométrique des racines a pour
1esquell.es.UacU(C)nP(....F):

ou.bien a contient la chambre C et -a contient· D.
ou bien a contient C U D, et -a contient la chambre WF D

opposée à D dans le résidu de F.

Dessin.
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et que

Justification. On a vu en effet dans la preuve:

U(C) n P( -F) = (ZU+Z-l n U+ n znKU_(znK )-l).(U+ n zU_z-l).

Or, on sait que (zU+z-l n U+ n znKU_(znK)-l)-- II Ua:,
<t>(ZWK)-l nz<t>+

U+ n eo.... z-1 = II Ua:.
a:E<t>+nz<t>_

Ilsuffit de se rappeler que '. pour tout w.dansW. et tout signee, ..a.E •.e., n w<P€ signifie ••••~ •••·:> C
et eœ :> wC. Cette traduction géométrique porte sur la chambre zC. Tout autre élément de
ZWK, c'est-à-dire toute autre chambre du résidu de F aurait fait aboutir. àunedescription
analogue. 0

6.3.3.. Decomposition brute

Lerésultat.qui. suit .. est une décomposition.. de.•• type ". ~irkhoff.dugroupe.cQll$idéré. Cette
décomposition est d'ailleurs un outil essentiel dedémonstration.

LEMME. - On suppose l'hypothèse (NILP) vérifiée. Soit fi une partie apparte:cnent
jumelé A constitué d'une facette sphérique positive FI et d'une facette sphérique négative
-wFJ. .Alors, on peut faire. un choix de chambre standard dans le résidu deF'IPoura.Voir:

Fix(.fi) - TU_nP(FI))' (N(FI)nN:(wFJ)).(U+n P(-wFJ)).

On a toute liberté a priori dans le choix d'unec~aIll.bre standard, puisque le groupe que
l'on .cb.ercheàdévisser est uneintersection de sous-groupes paraboliques qui sont •définis sans
recours à une chambre ou un appartement standard.

Pémonstration. 1. projection. et. convexité

On considère une galerie tendue de FI. vers wFJ de début CdansJerésidu de F'Ietde.finiL>idans
celuidewFJ.Pardéfinition,C.(respectivementD)estJaprojectionsur FI (respectivexnent sur

U+etU_.D'après(6.3.2), ona P(F'I)n U- -- <Ua:L~~... C .. .Ba :>F'I).On.veutmon.trer que
f>{ji'I)n U_estien fait dans P(-wFJ).
Puisque p(FI)nU-.· est engendré les sous-groupes radicielsqu'il contient; il sufiit.deprouver
que tout-sous..groupe radiciel dansP{FI) nu.... est~us$i.da:n.s<P{ -wji'J). Soit auneiracine.qui
vérifie a ~ C et 80: :> FI. Alors a ne contient pas D, sinon elle contiendrait ••• par .con.V'exité
C = projj-, (D), puisque a contient toutes les galeries minimales entre les chambres qu'elle
contient e.. Dans ce cas,

ou bien aucune-chambre de wFJn'est dans a, et alors -a :> wFJ;
ou bien il existe une chambre D' de wFJ dans a.,etalors 8a :> wFJ.

Dans les deux cas, Ua: est dans P(-wFJ), d'après la description des groupes radiciels engen­
drant les sous-groupes paraboliques.

2. Décomposition brute

On se donne 9 un élément de Fix(fi). Par hypothèse, 9 est dans P(FI)' Donc, il s'écrit
par la décomposition de Birkhoff de P(F]) (pour la chambre C) 9 = u_nu+, avec u: dans
U.... n P(FI), n dans N(F]) et u+ dans U+. D'après ce qui précède, u: est dans U.... n

145



P(FI) C P(-wFJ). Donc nu+ est également dans P(-wFJ). Ceci implique: n;lnu+nw =
(n;lnnw).(n.;;/u+nw) E P( -FJ)' Or, on.a n;lu+nw = v+.v_ pour v_ dans U_ et donc dans
P(-FJ), et v+ dans n;lU+nw n U+ (remarque (1.2.3)). Par conséquent, n;lnnwv+ est dans
P(-FJ)' D'après la décomposition de Birkhoff de P(-FJ), n;l.n•nw est dans le groupe de
Weyl n;;,1N(FJ )nw de P( -FJ)' Nécessairement, v+ est lui aussi dans P( - FJ), et finalement
u+ est dans P( -wFJ)' 0

On vient de prouver une décomposition suffisante pour répondre à des questions de finitude.
Fix(0) est engendré par H et un nombre fini de sous-groupes radiciels. Elle n'aide pourtant
pa.sàcomprendreprécisément la structure combinatoire de Fix(O).

6.3.4. Décomposition de Lévi

Soit 0 une partie équilibrée de A. Nous appelons décomposition de Lévi du groupe abstrait
Fix(O) une décomposition en produit semi-direct Fix(O) = M(O) KU(O), où l\f.(O)est un sous­
groupepossédant une donnée radicielle jumelée et U.(O) est un sous-groupe nilpotent engendré
par des sous-groupesradlciels'. Dans le cas Kac"Moody où l'on dispose d'une représentation
adjointe, on verra qu'on a bien une décomposition de Lévi au sens des radicaux unipotents et
des sous-groupes réductifs. Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de décomposition
de Lévi.

THÉORÈME........ On suppose· l'hypothèse (NILP) vérifiée.·Soit n une partie d'un appartement
jumelé A, constituéed'une facette sphérique positive FI et d'une facette sphérique négative
-wFJ. Alors, le fixateur de 0 possède la décomposition suivante.

Fix.(O)... M(O)k<U.(O).
M(O) est appelé le facteur de Lévi deE.ix(Q)re1atiyement à A. La décomposition s'appelle la
décomposition de Lévi de Fix(O) relativement à A.
REMARQUE.-" Les propriétés concernant M(n) et U(O) et évoquées ci-dessus ont déjà été
démontrées en (6.3.1) dans le cas .d'une •partie. équilibrée .quelconque.

Démonstration. On'conserve-lagalene tendue deD (contenant wFJdans son adhérence) à C
(contenant FI dl\ns SOn adhérence) .. Nous..sommes dans .uncas particulier de la construction de
(5.4.5), où l'on n'a pas à prendre d'isobarycentre puisque 0 =FI U -wFj est formée de deux
facettes sphériques,avec 0+ - FJ et0_ wFJ. .On sait d'ores et déjà que pour toute racine
a de ~'U.(O), -a contient l'opposée D' = wWJD de D dans le résidu sphérique de wFJ.:C'est
précisément D'que nous choisissons pour chambre standard. Toutes les racines de ~'U(Orsont
alors négatives.

Dessin.

c

1. Déjà, M(O) (respectivement U(O)) est inclus dans Fix(O) car H (éventuellement) et cha-
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cun des groupes radiciels qui l'engendrent est dans les deux sous-groupes paraboliques qu'on
intersecte pour former Fix(n).

2. M(n) normalise U(n)

En effet, partons de u un élément de Ua pour a dans {pU(n). Pour toute racine f3 de {pm(n),
{g;f3}e§t une paire prénilpotente de racines (5.4.5).011 peut donc appliquer .I'axiome du
commutateur des données radicielles jumelées, pour obtenir

Uj3UaU~l C Ua,U]a;j3[, avec ]a;f3[C {pu,(n), (5.4.5)(iv).

Ainsi, Uj3UaU~l est dans U(n). Ceci prouve que chacun des groupes Ua (pour a dans {pm(n))
normalise U(O). Enfin, H normalise tout grouperadicielpardéfinition.

3. M(n) et U(n) s'intersectent trivialement

D'après la décomposition de Birkhoff deM(O) relativement à la chambre D', l'intersection
M(n) n U(n) est dans la grosse cellule de M(n). On a donc

M(O) n U(n) C

Cette dernière intersection est dans U( _D'), et vaut donc

(II U-a ) n(IIua ) ,
q;m (n)D' cfI U (n )

quiest triviale par unicité d' écriture dans U(- D')..En effet, l'élément de plus grande longueur
dans le fixateur de n dans W envoie le produit de gauche dans U(D') et laisse celui droite
dans U(-D').

4.M(O) et U(n) engendrent Fix(O)

On part de la décomposition brute:

Fix(n) =P(FI) np(-wFJ) = (U_ np(FI)).(N(FI)nN(wFJ))'(U+ np(-wFJ))

pourila chambre standard de (6.3.3). On va regarder un par un les sous-groupes en facteur.
Commençons par le sous-groupe de N en nous donnant n dans N(FI) n N(wFJ). Ainsi, n
stabilise l'appartement jumelé A, en y opérant vectoriellement. Puisqu'il fixe point parpoint
0, il fixe point par point l'extension vectorielle vectA(n). Donc n est dans M(n) (6.3.1), et
N{FI) nN{wFJ) est dans M(ny.Enfin, .d'après la scholie (6.3.2), les deux autres sous-groupes
du produit sont produits de groupes radiciels Ua avec a contenant au moins une chambre de
FI et -a contenant au moins une chambre de wFJ.De telles racines sont dans {p(n). 0

6.4. Fixateurs de parties équilibrées

Nous pouvons à présent traiter le cas général des fixateurs de parties équilibrées du jumelage
géométrique 1J'lco. L'intérêt de cette classe de sous-groupes est qu'elle fournira dans le cas Kac­
Moody une large classe de groupes qu'on pourra munir d'une structure de groupe algébrique.
Pour l'instant, dans tout ce qui suit, n désigne une partie équilibrée de 1J'lco, contenue dans
un appartement jumelé A.
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6.4.1. Décomposition de Lévi

Les fixateurs de parties équilibrées possèdent comme dans le cas particulier de la section
précédente, une décomposition de Lévi définie au moyen des mêmes sous-groupes.

THÉORÈME. - On suppose l'hypothèse (NILP) vérifiée. Soit 0 une partie équilibrée de IJlco
contenue dans un appartement jumelé A. Alors, le fixateur de 0 possède la décomposition
suivante.

Fix(O) = M(O) ~ U(O).

M(O) peut à la fois être vu comme le fixateur de J'extension vectorielle vectA(O) et le groupe
engendré par H et les sous-groupes radiciels (relatifs à A) indexés par les racines dont le mur
contient O.
U(O) est le produit interne des groupes tsdiciels indexés par les racines positives non iden­
tiquement nulles sur 0 (dans un 'ordre quelconque).

M(O) est appelé le facteur de Lévi de Fix(O) relativement à A. Ce-produit semi-direct s'appelle
la décomposition de Lévi de Fix(O) relativement à A.

Démonstration. Vu l'action de G sur 1J Ico, il suffit de raisonner sur des parties 0 de A,
réunions finies de n 2:: 2 facettes sphériques (avec au moins une facette de chaque signe).
On procède en fait à une adaptation des étapes de la section précédente, ce qui permet une
démonstration du résultat par récurrence sur le nombre n de facettes formant O. L'hypothèse
de récurrence (Hn ) est la décomposition telle qu'elle s'énonce dans le théorème pour les parties
équilibrées qui sont réunionden facettes. La preuve de (E[2) fait. l'objet de la section (6.3). Il
s'agit de montrer l'implication (Hn ) =:} (Hn+1) . On se donne 00 unepartie équilibrée réunion
de n facettes de A et F une facette, qu'on suppose positive pour fixer les idées.

1. Géométrie

On va à nouveau raisonner dans le seul cône positif C c A, en considérant (00)+ la réunion des
facettes positives de 0 0 et (00 ) - celle des opposées des facettes négatives. Comme en (5.4.5),
on peut choisir un point dans chaque facette de (00)+ et prendre l'isobarycentre, ce qui fournit
unpoint x+ de C. On fait la. même chose avee(Oo) __ pour obtenir x.__ .Qn avait vu qu.e la droite
(x __ x+) était transverse au mur de chaque racine de 9?U(Oo) . .Ceci montre que la demi-droite
ouverte d'origine x_portée par (x_x+) ne contenant paszu, est dans n -a. Ainsi

aEcI?U(no)

vectA{O) n n -a est non vide. On choisit donc une chambre relative FJ du sous-espace
aEcI?u(no)

générique vectj, (00 ) , contenue dans cette intersection de racines, et on note Fo la facette telle
que FJ == FonvectA(OO). On considère alors une galerie tendue de Fo à F, de début Co (avec
Co :J Fo) et de fin D (avec D :J F).

2. U(Co) n Fix(Oo) est le produit interne des groupes radiciels qu'il contient

En effet, par hypothèse de récurrence, Fix(Oo) possède une décomposition de Lévi:

Fix(Oo) = M(Oo) ~ U(Oo).

En outre, on sait que M(Oo) est aussi M(Fo). On dispose donc d'une décomposition de
Birkhoff par rapport à Co:
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M(Fo) ::::: ( II Ua)H( II U-a) U ...
<pm (Fo)co <pm(Fo)Co

Les termes non explicités sont indexés par un élément non trivial de W (Fo), et appartiennent
à des doubles classes de Birkhoff de G (pour Co) disjointes de la grosse cellule. On obtient
ainsi une décomposition de Fix(Oo):

Fix(Oo) ::::: ( II Ua)H( II U-a)U(Oo) U ...
q>m(Fo)co <PTll(Fo)co

qu'on appellera idécoIX).position de Birkhoff de Fix(Oo). On peut dire lanl~me chose pour. les
termes.de cettedécOIllPositionquepour ceuxde laprécédentecarU(no.) .est toutentierdans
U(-Co ),précisémentparcll0ixet définition de Co comme chambre standa-rd. Parconséquent,
U(Co) n Fix{Oo) ne rencontre que la double classe de Birkhoff qu'on a explicitée. Par unicité
d'écriture, on afinalement:

(*) U{Co) n Fix(no) II Ua'
aE<pm(Fo)co

3.<U(Co)n Fix(0 0 ) est .inclusdansP(F)

L'extens~on vectorielle Vo de la facette Fo dans A est l'intersection des.murs qlli contiennent
Fo. Pari(*), il suffit de montrer que chacun des groupes Ua pour a dans <pm(Fo)co est dans
P{F).On se donne donc une telle racine Q •. On peutalors distinguer deux cas. SiFestdans
Vo, .alorsune racine dansq.m (Fo) contient automatiquement F, auquel cas Ua est dans M (F)
et •a fortiori dansP(F).> Sinon, puisqueVo est une réunion. de facettes, on a Vo n F ::::: 0.
Nécessairement a contientF, car si tel n'était pas le cas, on aurait -a U àa :) F: puisque -a
estclosexelle contiendrait aussi la projectionprojj-.D ::::: Co, ce qui est exclu par définition de
q>ffi{Fo)Co .

4. Décomposition brute Fix(O} . (U(Co) n Fix(O)) .N(n). (U( -Co) n Fix(O))

Soit 9 dans Fix(O) - P(F) n Fix(no). 9 possède une écriture relative à la décomposition de
Birkhoff de Fix(Oo): 9 ::::: u+nu_. Par ce qui précède, u+ (et donc nu_) est dans P(F) n
Fix(Oû). On peut écrire la facette.F commetransformée WF'J d'uneJé1cettest~nda:rd(FJ C
Co). On choisit n-» dans N relevant w modulo H. Alors nwnu_n:;;/ est dans P(FJ ),soit
nwnn;;/nwu_n:;;;l est dans P(FJ). On peut toujours écrire nwu_n:;;;l....v ....v+,aveçv_ dans
U(-Co) et v+dansU(Co)·Ainsi, nwnn;;/v_ est dans P(FJ). En outre, parla décomposition
de.Birkhoff pour ce sous-groupe parabolique.tondoitavoir nwnn:;;;1.dansP(FJ) .Ceçiimpose
que nestdans N(F)etv-- dansP(FJ ).Finalement, n etu., sont tous les deuxdansP{F) et
donc dans Fix(Oo)JlP{F).

5. Ur-Co) nFix(n) est produit interne des.groupes radiciels.qu'ilcontient

Pour finir exactement comme en (6.3.4), il reste à voir queU(-Co}nFix(n) est produit
interne des groupes .radiciels qu'il contient. On commence par regarder <U{-Co) nFix(Oo),
on intersectera ensuite avec P(F). On considère à nouveau la décomposition de Birkhoff de
Fix(Oo):

149



Fix(Oo) = ( II Ua)H( II U-a)U(Oo) U ... ,
epm(Fo)co epm(Fo)co

qui fournit déjà U(-Co) n Fix(no) = ( II U-a)U(Oo), ce qui vaut encore
epm(Fo)co

( II U- a ) ( II Ua).
epm(Fo)co epU(no)

On veut voir que cp := -~m(Fo)co U ~U(no) est une partie nilpotente de racines. cp est
contenue dans ~(Oo) pour laquelle on peut utiliser (5.4.5). Aucune racine de cp ne contient
Copar construction. Il s'agit de voir que les racines de cp ont unechambre en commun.
Pour cela, on fait le même type de construction qu'en 1. pour obtenir cette fois une chambre
relative (F6)Q dans vectA (0) nO a. On tend une galerie de Co à F6, de fin D', et on

aEepU(no)
appelle Cb l'opposée de D' dans le résidu sphérique de F6. Par construction, on sait déjà que
toute racine a de ~U(Oo) contient Cb. On se donne alors a dans -~(Fo)co' -a contient
Co, donc D' par convexité. Puisque Ba coupe Fo, -a ne peut contenir aussi l'opposée Cb.
Ainsi, c'est la racine a qui contient Cb. On vient donc de montrer que toute racine de cp
contient Cb; autrement dit, cp est prénilpotente. cp est également close. En effet, si a et f3
sont dans ~U(Oo) (respectivement -~m(Fo)co)' [a; f3] reste dans cette partie parce qu'elle est
close, d'après (5.4.5)(ii) (respectivement (5.4.5)(vi)). Le cas mixte où a est dans -~m(Fo)co

et f3 dans ~U(Oo) est reglé par (5.4.5}(i).

Par (NILP), on peut ordonner cp de façon à avoir

U( -Co)n Fix(Oo) = ( II Ua). ( II Ua).
o:E<p o:E<p

aU8a:)F -a:)F

En intersectant avec P(F), il vient

U(-Co) n Fix(n) = ( II Ua),
o:E<p

au8a~F

et toutes les racines intervenant dans le produit sont dans ~(O).

6. Décomposition de Lévi

Àce stade, on peut raisonner comme en (6.3.4) à partir de la décomposition brute. Pour toute
racine a dans ~U(O) (respectivement ~m(o)) Ua fixe O. Par conséquent, U(O) (respectivement
M(n)) est dans Fix(O) (respectivement car H est clairement dans Fix(n}).
M(n) normalise U(O) pour la même raison qu'au point 2. de la démonstration de (6.3.4).
Comme au point 3. de cette référence, on voit que l'intersection M(n) n U(n) est dans
U( -Co), et que finalement elle est triviale.
La décomposition brute montre que N(O) est dans Fix(O). Le point 3. montre que
U(Co) nFix(O) = U(Co) nFix(Oo) est produit de groupes radiciels indexés par des racines de
~(n). Le point 5. montre la même chose pour U( -Co) n Fix(n). 0
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Dessin. LJF
D

COROLLAIRE.-- .. SOUS l'hypotbèse (NILP),pourtoute partie équilibrée 0 delJ"lcocontenue
g~l'ItPPlU"tel)1~~tj~lIleléA, Fix(O)~~.t leiixltteurde l'enveloppe convexe C()UYA(n).

Pémonstration.PuisqueconvA(O}contient O,iLsuffit de montrer que Fix(O) fixe l'enveloppe
convexeconvA,(O) .. DéJà, .M(O) fixel'extension.vectorielle de 0 dans A, qui contientconvA(H).
SoitmaintenantU«;tllIlgrOUpe radiciel avec o:danstPu (0). Par définition de la partieide racines,
on a 0: Uôo:::>H,etpar.convexité 0: Uôo: :JconvA(O). On a fini puisque Ua: fixeo:Uôo:. 0

6.4.2•..:f}JCemple •. relatif

Voiciùnexempled'illustration de la décomposition de Lévi d'Un fixateur de partie équilibrée.
Le résll1tat serautileàla descente des groupes de Kac-Moody. La situation que l'on considère

donneiien.outreo:Q.•·uneracine relative .·réelle •par rapport à AQ, de demi-appartement relatif
associép(o:Q}.On.sait(5.5.2)qu'onpeutse donner une chambre relative FQ et une cloison
relative réelle .EQquilui •est adhérente, vérifiant en. outre:

D(aQ) - convA(FQ U -EQ) et Ôo:b- convA(EQ U -EQ).

La réunion OQ:-FQU-Ebest une partie équilibrée dans A. On regarde son fixateur. D'une
part, on sait.queç'estlefixateurdeconvA,(OQ), d'où Fix(OQ) Fix(D(o:Q)). D'alltrepart, il
existe une décomposition de Lévi de Fix(OQ), relativement à. A:

Fix{OQ} •• M(Ob) ~ U{Ob).

Nf(Ob) est .ieûxateurde l'extension vectorielle deOQ. Cette extension vectorielle contient une
chambre .relative; donc est le sous-espaceigénérique •.AQ .. Ainsi, vectA (Ob) =AQetM{Hb}est
lefixateurdeAQ .• Par ailleurs, .U(OQ) est ·.• égal augroupeU(convA(OQ)) U{D(o:Q)) . ..Ce
sous-groupe est le produit interne dans un ordre quelconque des groupes radiciels 'indexéâ par
la .partie nilpotente de. racines tPab .. On peut résumer tout cela.dans le lemme suivant.

LEMME. ---Lefixateur de tout demi-appartement relatif réel D(aQ) de AQest le produit
semi-direct du.fixateurde Ab et du sous-groupe U(D(o:Q)), produit interne (dans .toutordre)
des groupes radicielsindexés par les racines de A de trace D(O:b) sur Ab. ·0
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SECONDE PARTIE

FONCTEURS DE TITS, GROUPES DE KAC-MOODY

DÉPLOYÉS ET PRESQUE DÉPLOYÉS

7. Algèbres de type Kac-Moody

Ils'(1gitde.présenter .les algèbres de Lie de Kac-Moody, .en les .voyaIlt.presque exclusivement
comme les. obj(ats.à intégrer pour obtenir les groupes. qui nous intéressent. Autrement; dit,
il ne sera pas question de détailler les propriétés et utilisations remarqua,ples .decesalg;èbres
de Lie. Ona besoin de deux séries de préliminaires. L'une. concerne les données radicielles
de Kac..Moody et marrices de Cartan généralisées qui conditionnent la combinatoire de tous
les objets définis .enthéorie de Kac-Moody, .groupes inclus ...• L'autre axiomatisedeux •• types
dalgèbresde Lie •auxquels •nous aurons affaire, en soulignant le rôle des poids et graduations.
Pour le cas particulier des algèbres de Kac-Moody, on metel1évidence des.Z...for!lle~iet ides
autoIllorphismes dontJ'existence.est cruciale pour les définitions des groupes de Kac-Moody,
La référence pour les algèbres de Kac-Moody classiques est [Kac901;desgénéralisationsutiles
sont présentées dans [Moo-Pia95]. Des constructions d'objets en amont de la mise en place de
ces. algèbr.esideLie sontieffectuées dans. [Tit87]et (Tit88].

Dans toutcéchapltrë-K' désigne un corps de caractéristique O.

7.1. Donnees radicielles de Kac-Moody

.N"0us cornIIlençons pardéfinirdes objets qui seront utiles aussi bien à la définition des algèbres
de Lie que des groupes de Kac-Moody. Les deux définitions préliminaires vont donner naissarice
à.un .vocabulaire •identique, i à des constructions parallèles et ayant. chacune son utilité. La
coDlparaisondesnotions sera faite à la. fin.•Les deux-sous..sections qui suivent sont présentées
parexernpl.e d<:tIls(l'it88]. ..• Lesobjets «libres» de .Kac-Moody sont .introduits et étudiésen
détail/dans [Kac90]. On verra en (7.1.4) qu'il est utile de voir ces objets libres comme des cas
(très) particuliers de l'axiomatique de N. Bardy ([Bar96]).

Matrice. de. Cartan généralisée. Donnée radicielle de .• Kac-Moody

Les matrices de Cartan généralisées forment l'ingrédient essentiel de la définition d'une donnée
radicielle de Kac..Moody.Àpartird'une matrice de ce type, on peut élaborer le vocabulaire
des objets radiciels libres.
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DÉFINITION. - Une matrice de Cartan généralisée est une matrice entière A = [Ast]s,tES qui
vérifie:

(i) Pour tout s de S, A ss vaut 2.
(ii) Pour tous s #- t de S, A st est négatif ou nul.
(Hi) Pour tous s et t de S, A st est nul si et seulement si A ts l'est.

On dit que A est symétrisable (respectivement est une matrice de Cartan) si elle est en
outre produit d'une matrice diagonale et d'une matrice symétrique (respectivement symétrique
définie positive).

Les données radicielles de Kac-Moody vont paramétrer la construction des groupes de Kac­
Moody, ou plus précisément des foncteurs de Tits constructifs.

DÉFINITION. - Une donnée radicielle de Kac-Moody est un quintuplet

1) = (S,A,A, (CS)SES, (hs)sES),

où S est un ensemble indexant une matrice de Cartan généralisée A, A est un Z-module libre
(dont on note AV le Z-dual) et les élé.rnents Cs de A et hs de AV sont en outre assujettis aux
relations suivantes.

(cs 1 ht) =Ats pour tous s et t de S.

Si A est une matrice de Cartan, on parlera plutôt de donnée radicielle de Chevalley-Demazure.

7.1.2. Quelques specimens

Pour A matrice de Cartan généralisée fixée, on peut distinguer quelques données radicielles de
Kac-Moody remarquables,

La donnée rsdicielle libre universelle »: est obtenue en considérant les Z-modules
A := EB Zu, œEB Zvs et AV:= EB ZusvEB EB Zvs

v

, mis en dualité par la matrice définie par
sES sES sES sES

blocs (I~s I:s) et pour lesquels on pose Cs := Us et h., := Vs -. Dans ce cas, ces deux

familles de vecteurs sont libres.

La donnée radicielle adjointe minimale 1)~in est obtenue en considérant le Z-module

A EB Ze,, la base duale (es )sES de A-, pour lesquels on pose Cs := es et hs := L:tES Astet-:
sES

La donnée tsdicielle adjointe maximale ve: est obtenue en considérant le Z-module M :=

EBZes , la base duale (es )sES de M-, pour lesquels on pose Ct:= L:sEs Astes, A :=.L Zc, et
sES sES
h., := esviA.
La donnée radicielle simplement connexe 1)~ est obtenue en considérant le Z-module
A := EB Ze,, la base duale (es )sES de AV, pour lesquels on pose Cs := L:tES Atset et h., := es v.

sES

La terminologie pour les deux dernières données radicielles de Kac-Moody s'inspire de celle
concernant les groupes semi-simples déployés adjoints et simplement connexes (au sens des
groupes algébriques) déterminés par une matrice de Cartan A et un corps K.
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Pour toute donnée radicielle de Kac-Moody V = (S,A,A, (Cs)sES, (hshES), on notera ad(V)
la donnée radicielle de Kac-Moody obtenue en remplaçant A par le réseau Aad engendré par
{Cs}sES et en considérant les restrictions des li, à Aad; en particulier, ad(V~) = »s: et
ad(V:n ) = »e: On parlera de donnée radicie11e adjointe pour toute donnée radicielle de
Kac-Moody obtenue de cette façon à partir d'une autre donnée radicielle de Kac-Moody,

7.1.3. Groupes de Weyl et système de racines d'une donnée radicielle de Kac­
Moody

On peut associer tout un vocabulaire et des notations à la donnée radicielle V.

DÉFINITION. - (i) II: {CS}SES est la base de V; IIv:= {hS}SES en. est la cobase.

(ii)Q(V) := EZcs c A est le réseau radiciel deV. On notera aussi Q(V)+ := E Ncs C A.
sES sES

(iii)Q(VY :-E Zhs C A est le réseau des coracines de V.
sES

On peut définir un groupe d'automorphismes Z-linéaires, engendré par des involutions fixant
un hyperplan.

DÉFINITION. - (I) Le groupe de Weyl W de V est le groupe des automorphismes Z-linéaires
de A engendré par les s E Aut(A) pour: s : c I-t c - (c 1 hs)cs (s E S J.
L~système de racines (réelles) de V est la partie E de Q(])) définie par E := W.II, ses éléments
sont appelés les racines (réelles) .de V.
(ii) Le. groupe de Weyl-dual WVde V est le groupe des automorphismes Z-linéaires de AV
engendré par les SV E Aut(A') pour:s: h I-t h- (cs 1 h)hs (s E SJ.
Le système de coracines (réelles) de V est la partie EV de Q(])r définie par ~:r := WV.II~ ses
éléments sont appelés les coracines (réelles) de D,

Une pathologie possible associée à cette définition est la possibilité d'obtenir un système de
racines fini, alors que le système de racines de l'algèbre de Kac-Moody correspondante est
iJlfinÎ..C'estpar exemple le cas des matrices affines qui peuvent participer à des données
radicielles de Kac-Moody où ni la base ni la cobase ne. sont libres (voir le cas de la donnée
radicielle de Kac-Moody de SLn(K[t, t- 1]) dans [Rém99b]).

7.1.4... Système de racines .. (à base) libre d'une matrice de Cartan généralisée

Parallèlement à ce qu'on vient de faire, on peut introduire des objets ne dépendant que de
.A, notamment un Q-espace vectoriel EB Qa s (respectivement EB Qas') sur les symboles as

sES sES
(respectivement as'), contenant le réseau

Q := EB z-, (respectivement QV:= EB Zas').
sES sES
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DÉFINITION. - (i) Q est appelé -leréseau radiciel de A,Q-le réseau des coracines,
(ii) Le groupe de Weyl de la matrice de Cartan généralisée A est le groupe de Coxeter

W := (s 1 (st)m s t = 1),

pour mst valant 2,3,4,6 ou 00 suivant que AstAts vaut 0, 1,2,3 ou strictement plus que 3.
(iii) W opère sur Q par s.a; = at - Astas, ce qui permet de définir le système de racines (à
base) libre ,6.re de A par ~re := W. {as} sES, W opère sur Q- par s.a;_= at _- Atsas-.

Justification. On va voir que ,6.re est précisément le système de racines d'une Q-algèbre de
Kac-Moody .9v attachée à une donnée radicielle de Kac-Moody V, et justifier l'existence des
actions de W sur Q et Q-du point (Hi).

Les objetsQ,W, ... trouvent leur origine dans le contexte des algèbres de Kac-Moodyc1as­
siques. Les algèbres de Kac-Moodyclassiques sont .définies en plusieurs temps. On s'intéresse
ici à la première étape. On se donne A = [Ast]s,tES une matrice de Cartan généralisée. On
commence par construire une réa.lisa.tion,c'est-à...dire un triplet (~, II, II') vérifiant des condi­
tions très proches des axiomes d'une donnée radicielle de Kac-Moody. Enfait, la principale
différence est que ~ est un Q-espace vectoriel, ce qui permet de parler de dimension et de
requérir#S - rangA-.dimQ~ - #8. Cela dit, on demande en outre:

II est une partie libre du dual ~*,

II- est une partie libre de ~,

et 'ïis, tES (as -1 at)- Ast .

Le point de départ de la construction de ces algèbresde Lie est qu'un tel triplet existe, à isomor­
phisme non unique près ([Kac90], proposition (1.1) p.2).Cetteconstruction, d'emblée sur le
corps Q, permet malgré tout ciefaire exister dans le duali~*le réseauradiciel Q précédemment
introduit. On définit alors un groupe d'automorphismes linéaires W(A) de~*, engendré par
les#S transformations Ts : À. t-7 A - (AI as'jas. Chaque Tsestclairement d'ordre 2,mais
c'est un fait non trivial que W(A) vérifie la condition d'échange ([Kac90], lemme (3.11)p.39)
et est en fait le groupe de Coxeter W de la définition ci-dessus pour le système de générateurs
{T.s}sES ([Kac90],proposition (3.13) pAl). Pour prouver ces propriétés, on a recours à des
considérations.géométriquesqui font intervenir un cône dans hR := ~ .®Q R .. C'est à cestade
qu'on retrouve le cône de 'I'its du chapitre 5. En effet, le R-espace vectorielQ 0z R.n'est
autre que le<R...espace vectoriel V du. chapitre 5, et le cône de Tits dans v* est. le quotient par
l'orthogonal QJ.. de Q du cône de Tits Xde [Kac90], p.39:

XjQJ.. ~ r.
On peut donc mettre en bijection <P et llre dans le cas d'un groupe de Coxeter qui est le
groupe de Weyl d'une matrice de. Cartangénéralisée - voir (5.1.2). On verra que ce lien
permettra d'utiliser des propriétés combinatoires riches sur ~re, issues d'interprétations en
termes d'espaces-poids.

Le travail sur les racines peut tout à fait être effectué sur les coracines, et justifier l'action de
W sur Q-. Les représentations obtenues sont contragrédientes l'une de l'autre. Un lien entre
ces deux constructions est la. possibilité de définir la coracine a-associée à une racine a, en
posant a-:= uia; - si a = uia«. On peut montrer que cette définition ne dépend pas de l'écriture
a = uia.: 0
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REMARQUE. - Passons maintenant aux systèmes de racines à base libre au sens de [Bar96]. On
vient de relier les objets libres aux algèbres de Kac-Moody, c'est-à-dire à la référence [Kac90].
Il s'avère que ces algèbres de Lie rentrent dans le cadre des algèbres de Kac-Moody-Borcherds
de [Bar96], chapitre 1. Pour ces algèbres de Lie, on sait en vertu de [Bar96], proposition
(1.2.13) p.36 que le système de racines vérifie les axiomes des systèmes de racines à base libre
([Bar96], section (2.2) p.52), et donc ceux des systèmes générateurs de racines ([Bar96], section
(4.1) p.79). On est en fait dans le cas où il n'y a pas de racine imaginaire dans la base, et où le
système de racines est réduit, c'est-à-dire que la seule relation de proportionnalité non triviale
possible entre racines est l'opposition.

On peut résumer une partie de la justification et de la remarque de la façon suivante.

SCHOLIE. - Soient A une matrice de Cartan généralisée indexée par 8, Q le réseau des
racines contenu dans l'espace f)* de la réalisation de Kac de A, et V := Q0z R. Pour chaque S
de 8, on définit une réflexion Ts de V par À t-+ À - (À 1 asJas (en particulier Ts.at = at - Astas).
.Alors, 1$ = BA := (8, V, (as)sEs, (Ts)sES) est une base de racines au sens de (6.2.4); ~re en est
lesystèrne de racines, W en est le groupe de Weyl.

Il s'impose alors d'adopter la série de conventions suivante.

CONVENTION. - Travailler en théorie de Kac-Moody implique les conventions suivantes.

1. On convient de remplacer la lettre q> par le symbole ~re et toutes les lettres grecques
désignant des racines par des lettres romaines.

2. On fera systématiquement usage du vocabulaire et des notations des bases de racines et des
systèmes de racines entiers (6.2.4). Ainsi, sauf mention expresse du contraire, les intervalles
associés à une paire de racines {a; b} sont les suivants.

[a;b]N:= (Na+Nb) n~re et ]a;b[N:= [a;b]N \ {a;b},

[a; b[N:= [a; b]N \ {b} et la; b]N := [a; b]N \ {a}.

Une illustration de cette convention est par exemple que la réflexion relative à la racine a sera
notée Sa. On va maintenant s'intéresser à la notion de décomposabilité intervenant dans le
théorème de conjugaison des bases (7.4.2).

DÉFINITION. - (i) Une partie de racines 3 C ~re est dite décomposable si elle admet une
partition non triviale 3 = 3' U 3", de telle sorte que pour toute paire a, b de racines avec
aES'etb E 3", on ait sa.b = b (et Sb.a = a). Dans le cas contraire et si 3 est non vide, elle
est dite indécomposable.
(ii) Les composantes connexes de S sont les ensembles de sommets des composantes connexes
du diagramme de Dynkin du groupe de Weyl W. On désigne par TIo(8) l'ensemble des com­
posantes connexes de 8.
(iii) On désigne par TIO(8)nsph l'ensemble des composantes connexes de TIo(8) non sphériques
et par TIO(8)sph := TIo(8) \ TIO(8)nsph l'ensemble des composantes connexes sphériques de 8.
(iv) Si J est une composante connexe de 8, on note ~re(J) l'ensemble des racines de ~re

combinaisons linéaires des as pour S dans J.
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Le résultat qui suit est facile et attendu.

LEMME. - (i) Si J est une composante connexe de S, alorsLlre(J) .est une partie indécomposable
de racines.
(ii) On a la décomposition suivante:

Llre = UJEIIo(8) Llre(J),

et toute partie indécomposable de Llre est incluse dans une partie Llre(J) avec J dsns lIo(S).

Démonstration. Tout d'abord, si J est une composante connexe deS et si on note WJle sous­
groupe de W engendré. par les s .. de .J, alors la décomposition de W. en produit direct. W =
I1Jf;IIo($) WJet la définition de la décomposabilité impliquent que W{as}sEJ =WJ.{as}sEJ =
Llre(J).

Preuve de (i). Supposons au contraire que Llre(J) se décompose non trivialement en S =E'u2"
comme dans la définition de décomposabilité.· ..•{as}sE J qui est indécomposable est dans une
des deux parties, par exemple 2'. Alors WJ.{as}sEJ C B', ce qui implique Llre(J) = S', qui
est impossible.

Preuve de (ii). Par la remarque préliminaire,on a

Llre = W( >LJ {aS}SEJ) = U W.{aS}sEJ
JEIIo(8) JEIIo(8)

LJ WJ.{as}sEJ = LJ Are(J).
JEIIo(8) JEIIo (8)

La seconde assertion provient de ce que pour deux parties. J.et J'. distinctes dans lIo(S), on a

'Va E Llre(J ) 'VbELlre(J') sab::::::b et Sba-a.
o

On verra aussi la notion de base qui permettra la définition dessous-groupes de Borel des
groupes de Kac-Moody (7.4.2). On va d'ailleurs s'intéresser dans les chapitres suivants>à la
combinatoire de sous-groupes radiciels et de certaines sous-algèbres qui peuvent toujours être
indexés par des parties de l'ensemble des racines réelles.d'un système à.base libre Are

7.1.5. Lien entre les deux constructions. Applications caractère et cocaractère

Il s'agit à présent de relier ces deux .constructions; celle associée à Ia donnée radicielle de
Kac-Moody et celle ~ libre - dépendant seulement de la matrice de Cartan généralisée. On a
évidemment des flèches canoniques

C : Q -* Q(V) et h : QY-* Q(vt
as t-+ Cs et as

Y

t-+ hs,

avec lesquelles s'expriment le lien cherché.
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(i) Ii-existeu« unique morphisme de groupes surjectif: T:W ·.'"""*·Wdeterminé
par 7(S) - ê, pour tout S de 8. Pour tout w deW, le diagramme suivant commute.

Q
c

Q(V)--*

wJ 1r(w)

Q
c

Q(V)--*

(ii) Il existe un unique. morphisme de groupes surjectif:rV

: W '"""* Wv determiué par r(S f = s~

pour tout S de 8. Pour tout w de W,le diagramme suivant commute.

hQV --* Q(Vf

wJ lr(wr
hQV --*Q(Vf

on a (a 1 bÎ = (c(a) 1 h(bj).

tout h dans AV, on a (r(w)À IrV(w)h)

Démonstration. (iii) est évidente sur les racines simples par définition des appariement~ pour
le~iréalisations et pour les données radiciellesdeKac-Moody;elle est donc vraie en général par
bilinéarité.

Preuve.de(i).iL'uniçitéd'uneévelltuelle.flèche .. restévidente,puisque.8. engendre IV. Sis et

(Ct 1 hs) vaut Ast par définition de V .. En itérant, on obtient donc

Vn E.Ni VtiEBsl····snat .·.·bSESÀs<Ls =}Sl··.·SnCt·· .bsES Àscs·

D'où l'existence de ret la commutativité du diagramme proposé.

(ii) se prouve exactement de la même façon.

Preuve de (iv).Onpeut se ramener à des vecteurs des bases de définition de Q(V}et Q(Vf
par bilinéarité, et à <un générateur<s deiW, par.définitionde>W.iSoient.donc s, t,··udans S.
Alors:

(r(s)Ct 1 (Ct - (ctl hs)csl hu - (Cs 1 hu)hs)

Ihu)-{c;t Ihs}(csi hu) -(cs 1hu}(ct 1h s) + 2(ct Lhs)(cs Ihu> (Ct 1 hu)'
o
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DÊFINITION. -- L'application canonique c (respectivement h) ci-dessus est appelée application
caractère (respectivement application cocaractère) de la donnée rsdicielie de Kec-Moody 'D.
On notera Ca l'élément c(a) de A attaché à une racine a de b,.re, et on l'appellera le caractère
associé à a. On notera ha l'élément h(a) de A~ attaché à une racine a de b,.re, et on l'appellera
le cocaractère associé à a.

On résume partiellement la situation par le diagramme suivant.

Q
c

Q('D) cA--*

U U
b,.re c

~ cA.--*

7.2. Algèbres de Lie (graduées) triangulaires déployées

Dans cette section, nous définissons rapidement le cadre général dans lequel on va définir les
algèbres de Kac-Moody. Il s'agit de définir deux types d'algèbres de Lie, l'une possédant une
décomposition graduée plus exploitable que l'autre. Ces notions sont comparables mais non
équivalentes.. Les algèbres de Kac-Moodyquel'on va définir rentrent dans le cadre de la forme
faible, mais au prix d'une extension en degré 0, on peut retrouver la forme forte, qui fournira
la combinatoire agréable des systèmes de racines classiques. Les références pour ces algèbres
de Lie sont [MOO-Pia95], notamment les chapitres 2 et 4, et [Rou96].

7.2.1.· Algèbres de Lie triangulaires déployées

Voici la version forte des algèbres de Lie qui nous intéressent.

DÊFINITION. - Une algèbre de Lie 9 est une algèbre de Lie triangulaire déployée s'il existe
un triplet (~,g+, fJ-) de sous-algèbres de Lie et une euii-iuvolntum (J" de fJ,quivérifient la
série d'axiomes suivante.

(TD1) On a la décomposition 9 = g+ EB.~ EB fJ-, avec ~ commutative.
(TD2) g+ est non triviale, ad~-stable et se décompose en espaces-poids sous ~,

a, = 61 fJÀ·
ÀE~*

(TD3).(J" est l'identité surget envoieg+surfJ_.
(TD4) Il existe des éléments {aj}JEJ dans ~ * linéairement indépendants tels que:

VÀE ~* (g+)À # {O} :::} À E (61 Naj) \ {O}.
JEJ

On notera Q le Z-module 61 Zaj, Q+ := (61 Naj) \ {O}, et on appellera Q le réseau radiciel
JEJ JEJ

de g. On dit en outre que 9 est régulière si ga est de dimension finie pour tout a de Q+.
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7.2.2. Décomposition en espaces-poids. Vocabulaire

On commence par une décomposition en espaces-poids qui suggère quelques définitions.

PROPOSITION. - On a la décomposition en espaces-poids:

avecfJo .f), et (T.9a--.9-a pour tout a deQ+ U -Q+ UfOl. o

Introduisons maintenant un peu de vocabulaire. Pour ce qui est des sous-algèbres et des
involutions:

DÉFINITION. - (i) (Test appelée l'anti-involution de Chevalley, son opposée west l'involution
de Chevalley de .9,
(ii)f)est appelée la sous-algèbre de Cartan de .9,
(iii)b+ :=f)EB..9+(re.spectivement b., := f) EB .9_) est appelée la sous-algèbre de Borel positive
(respectivement négative)de.9.

qui est des racines:

D.EFINITION. - (i) Une forme linéaire À de f)* d'espace-poids correspondant non est
appelée. une racille

i
{pour if)J.••• Ou uote A.1 'ensemble .. des racilJ.es,. néce.ssairemelJ.t contenu dans

Q. >On pose aus.siA+ :.Q+ n oÔ. et oÔ._ := -Q+ n oÔ..

(ii)L'application

ht :.Q -+ Z

2:j mjaj I-t 2:j mj

est appelée hauteur.

Dans cette situation, il n'est pas question d'introduire une notion de racine réelle ou imaginaire..
On pourrait encore citer quelques propriétés faciles des algèbres de Lie triangulaires déployées.
Ainsi, le produit d'une famille de telles. algèbres .de Lie et d'une famille d'algèbres abéliennes
est encore une algèbre de Lie triangulaire. déployée. De plus, .l'algèbre de Lie déduite d'une
algèbre de Lie triangulaire déployée .. par ..extension des scalaires est encore une telle algèbre
de Lie. Enfin, ces algèbres de.Lie jouissent d'une théorie des représentationsavancée, av~cla
possibilité de faire une théorie du plus haut poids et d'introduire une catégorie 0 de Bernstein­
G.elfand-Gelfand ([Moo-Pia95], chapitre 6 ou [Rou96]).

7.2.3. Algèbres Lie graduées triangulaires déployées

Voici la version faible des algèbres de Lie qui nous intéressent, et qui est étudiée dans [Rou96] .
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DÉFINITION. - Une algèbre de Lie graduée triangulaire déployée est une algèbre de Lie fJ
pour laquelle il existe un ensemble J et une Z(J)-graduation

fJ = EB fJm.'
mEZ(J)

vérifiant la série d'axiomes suivante.

(GTD1) fJo est abélienne.
(GTD2) fJ n'est pas réduite à fJo, l'action adjointe de tout élément X de fJo sur chaque fJm

est scalaire de rapport m(X), et il existe pour chaque j de J, une forme linéaire Sj de fJô, de
telle sorte que m(X) = Lj mjsj(X) pour m dans Z(J).

(GTD3) Il existe une anti-involution a de fJ qui. vaut l'identité sur go
et envoie fJm sur fJ-m'

(GTD4) Pout tout m de Z(J), fJm. :j:. {D} implique que m est dans N(J) ou dans _N(J).

On note fJ+ (respectivement fJ-) la somme des gm (respectivement fJ-m) pour .mdans N(J) .
fJ est en outre dite régulière si chaque fJm. est de dimeasiouiinie. -

La différence notable entre ces algèbres de Lie et les algèbres de Lie triangulaires déployées
est que la graduation de ces dernières paramètre exactement les espaces-poids, alors que dans
le cas gradué triangulaire déployé, deux espaces de degrés différents peuvent être de poids
identiques. Autrement dit, il n'y a pas moyen de les distinguer du point de vue de l'action
adjointe (diagonale) de go'

1.2.4. Extension triangulaire déployée d'une algèbre .de Lie graduée

Il est facile de voir qu'une algèbre triangulaire déployée est une algèbre graduée triangulaire
déployée, les notions de régularité se transmettant parfaitement. La réciproque est fausse,
mais il existe un moyen de définir une algèbre triangulaire déployée à partir d'une algèbre
graduée triangulaire déployée en modifiant l'algèbre de Lie de départ seulement en degré D.
Commençons par citer un résultat facile sur les dérivations des algèbres graduées.

LEMME. - Soit 9 = EB fJm. une algèbre graduée triangulaire déployée. Alors pour chaque
mEZ(J)

indice j de J, J'application

tSj : fJ-+ 9

Lm.Xm .~ Lm mjXm
est une dérivation de g. o

On va définir une extension au moyen de ces dérivations. Notons D l'espace vectoriel EB KtSj

JEJ
qu'on voit comme une algèbre de Lie abélienne, et g := fJ >4 D l'algèbre de Lie obtenue en
étendant le crochet de fJ par [X, tSj ] := -s,x.
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PROPOSITION. - Soit 9 = EB 9m une algèbre graduée triangulaire déployée. ····.A.lors,
12lEZ(J)

l'algèbre de Lie gdéfinie comme ci-dessus est une algèbre triangulaire déployée pour le triplet

(6,9:, iJ et l'euii-iuvoluiiou (j définis par:

............... .....-.....
9+ := 9+ et 9-:= 9-,

(j étant .le prolongement de o par l'identité sur D. Il existe en outre .. une bijectio~ naturelle
entre les degrés de la graduation de 9 et ceux de g, qui établit une identification entre termes
de degrés non nuls correspondants. g est régulière si et seulement si 9 l'est.

t~:nantu:n termehomogène 9m et donnons-nous H dans I), Ce dernier-élément s'écrit. par
définitionH =Ho + L:jEJ Àj§rPour Ho dans~ et ÀjdansK.Alors, H opère scalairement
sur 9m par la valeur propre m(Ho) + ~jEJ Àjmj, autrement dit L:jEJmj{Sj(llo) + Àj). On

continue à notersjlaforme linéaire sur h déduitede.sjpar prolongement par osur D.Onnote
~;lep~olo~~e~rntpar0 sur 90 du vecteur t5;de la base duale de {t5j }yEJ E DJ.Ell posant
•. ...•.•.•..• .. • •..... .• .. • . -* • .
aj:<$j +§;'~our chaque i, on obtient une fa.millelibre de ~ , et l'observation précédente
permet de vérifier les axiomes (TD2) et (TD4) pour ces formes linéaires. La transmission de
la.\;régularitéestévidente. 0

REMARQUE. - Avec .les notations de la démonstration, la .bijection ·annoncée·dans la propo­
sition n'est autre que

1"3,, Algèbres de Kac-Moody

Nous en venons à la définition des algèbres de Kac-Moody proprement dites. Commenous
verrons ces algèbres essentiellement comme les objets à intégrer pour obtenir des groupes, on
préfère les définir entièrement par ·générateurs et relations. On réserve .le terme d'algèbre de
Kac-Moody classique aux algèbres de Lie définies en termes de réalisation, pour lesquelles la
première étape de construction a été résumée en (7.1.4). Pour ces dernières, la référence est
Bien. sûr IKac90],. référence à laquelle on peut .. de toutes façons se ramener pour étudier les
algèbres de Rac-Moody introduites par J. Tits dans (Tit87].

7.3.1. Algèbres de Kac-Moody

Puisque moralement ces algèbres sont des objets infinitésimaux attachés à des groupes, il est
préférablede définir une algèbre de Lie par type de donnée radicielle.
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DÉFINITION. - Soit V = (8, A, A, (Cs)sES, (hs)sES) une donnée rsdicielle de Kac-Mo 0 dy.
L'algèbre de Kac-Moody 91) de type V sur K est l'algèbre de Lie engendrée par 90 := A~0zK
et les ensembles {es}sEs et {IS}SES soumis aux relations suivantes.

[h, es] = (cs, h)es et [h,ls] = -(cs, h)ls pour h dans go, [go, go] = 0,

[es,ls] = -hs ® 1, [es,lt] = 0 pour s #- t dans 8,

(ades)-Ast+let = (adls)-Ast+llt = 0 «relations de Serre» .

La présence du signe - dans la relation [es,ls] = -hs 0 1 est tout à fait arbitraire. On parle
de convention de Tits.

Dans le cas d'une donnée radicielle simplement connexe (i.e., quand A~ =œZh s ) , on notera
sES

plutôt gA cette algèbre de Lie. Pour une matrice de Cartan généralisée symétrisable, 9A n'est
autre que l'algèbre dérivée [g(A),9(A)] de l'algèbre de Kae-Moody classique g(A) associée
à A. C'est le théorème de Gabber-Kac ([Kac90], théorème (9.11) p.159), qu'on résume par
l'égalité 9A = [g(A), g(A)].

On note Ug1) l'algèbre enveloppante de g1)' Par construction des algèbres de Lie définies par
générateurs et relations, U91) est la K-algèbre associative engendrée par les mêmes générateurs
soumis aux mêmes relations que pour 91)' Si l'on reprend le réseau radiciellibre Q associé à
A, l'homogénéité de ces relations permet de définir une Q-graduation sur Ug1) et donc sur g1)'

DÉFINITION. - (i) On appelle racine un degré non nul de la Q-graduation de Ug1) qui
apparaît dans la décomposition de g1)' On note ~ l'ensemble des racines.
(ii) pour tout élément a.de Q, on note (91)) a (respectivement (Ug1)) a) le terme homogène de
degré a dans g1) (respectivement U91))'

Pour l'instant, on ne dispose que de la notion de racine de g1)' définie en termes de graduation
tout à fait abstraite et sans distinction entre racines imaginaires et réelles.

7.3.2. Q-graduation abstraite et espaces-poids

Conservons les objets libres associés à A et mis en place en (7.1.4), notamment le réseau radiciel
Q. On peut tout d'abord montrer que l'algèbre de Lie g1) est une algèbre graduée triangulaire
déployée.

LEMME. - 91) est une algèbre graduée triangulaire déployée pour le réseau indiciel libre Q,
de.décomposition triangulaire

g1) = 9+ EB 90 EB g-,
où 9+ (respectivement g_) est la sous-algèbre de Lie engendrée par les éléments es (respec­
tivement t.) pour s dans 8. L'involution de Chevalley est l'application w caractérisée par
es J-+ i-, I, J-+ es et w 190= -190, Pour a dans Q, 90 opère sur le terme de degré a par le
caractère associé Ca.

Justification. La définition de l'involution west aisément justifiée. La décomposition trian­
gulaire s'obtient par les mêmes calculs que pour le point a) du théorème (1.2) de [Kac90].
L'assertion portant sur le caractère associé provient directement des relations de définition. 0
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REMARQUE. - Si l'on pense maintenant à appliquer le procédé de fabrication d'une algèbre
triangulaire déployée à partir d'une algèbre graduée triangulaire déployée (7.2.4), on obtient
une K-algèbre de Lie g; = 91) ><1 D triangulaire déployée pour laquelle l'application Z-linéaire

Q -7 (go œD)*

as I=t Cs + <5;

est injective'. L'algèbre de Lie g; est l'algèbre de Kac-Moody associée à la donnée radicielle
de Kac-Moody fj obtenue à partir de V en remplaçant A par le dual de AV œZ(S) et Cs par

Cs +<5;. Parexemple ••1S4 - V~n'

Apartir de ceci, la Q-graduation de 91) peut se lire concrètement dans le sens où elle provient
de la décomposition en espaces-poids de g;. L'avantage de cette manipulation est qu'on peut
appliquer à Qi; tous les raisonnements qui permettent la description d'un système de racines
de l'algèbre de Kac-Moody classique 9(A). On pourra alors utiliser pour g1) les propriétés et
la description combinatoiresde ces systèmes.

7.4. Automorphismes et Z-formes

L'étude des automorphismes est un premier moyen d'envisager l'intégration. des algèbres de
Kac-Moody en groupes. On se contentera ici de montrer qu'on peut interpréter l'action du
groupe de Weyl W en termes d'action d'automorphismes de 91) sur la Q-graduation. Ceci
donne'lln sens à la double inclusion Q ~ 8 ::>8r e . Les Z-formes interviendront de manière cru­
ciale dans la définition de la représentation adjointe d'un foncteur de Tits.•• Elles apparaîtront
au moment d'imposer une condition d'intégralité sur des algèbres de fonctions de groupes
algébriques, en utilisant des techniques de calcul différentiel sur ces groupes.

7.4.1. > Relèvement du groupe de Weyl. Double base d'un S[2-triplet

Pour chaque s de S, la sous-algèbre de Lie de 91) engendrée par es et Is est de type Al et opère
sur 91) par la représentation adjointe. En outre, les dérivations ade, et adls sont localement
nilpotentes dans les algèbres de Kac-Moody, ce qui donne un sens aux exponentielles exp ade,
et exp adfs. Pour touts de S, on peut donc considérer l'automorphisme s* de 91):

s" := exp ade.. exp adfs. exp ade, = exp adfs. exp ade.. exp adfs,

qui nous intéresse pour la raison suivante:

PROPOSITION. - (i) Si W* désigne le groupe engendré par les automorphismes s* de 91),
l'application s* I=t s se relève en un unique homomorphisme surjectif v : W* -* W.
(ii)Pour tout s de Set tout w* de W*, la paire d'éléments opposés w* ({es; -es}) ne dépend
que de la racine v(w*) (as) dans Q.

Référence. On a résumé ici les raisonnements de la section (3.3) de [Tit87] (par la remarque
(7.3.2), tout ce qui est dit en (3.3) sur les algèbres de Kac-Moody alors considérées s'applique
aux algèbres .91) quelconques). 0
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7.4.2.. Racines réelles et racines imaginaires

Sans hypothèse sur la donnée radicielle 1), ,91) est une K -algèbre de Lie graduée triangulaire
déployée. La Q-graduation de ,91) provient de la Q-graduation abstraite de l'algèbre U,91).
Cette graduation abstraite n'a a priori pas d'autre propriété que ses compatibilités avec les
structures de ,91) et U,91). On sait qu'au moyen d'une extension par #8 dérivations (décrétées
en degré 0), on peut se ramener à une K-algèbre de Lie triangulaire déployée g; possédant
une graduation en espaces-poids identique à la graduation de départ (en degrés non nuls). La
Q-graduation devientalors interprétable en termes d'action adjointe (diagonale) de la sous­
algèbre abélienne formée des éléments de degré o. Cette remarque justifie l'usage de la référence
[Kac90], chapitre 4 pour décrire le système ~ associé à g; ou·,91)' saufquëdansle second cas,
on ne dispose que d'une Q-graciuation abstraite d'algèbre de Lie. Ceci perrnet de reconnaître
en l'inclusion â ç .Q, .l'inclusiondans le réseau radiciel du système de racinesde l'algèbre de
Kac-Moody classique .. ,9{A) attachée à A.Puisque par .. ailleurschaque élément-te deW peut
se relever en un automorphismegradué w* de U,9v, et que w*,9a :;::: ,9wa pour tout a dans Q,
on peut identifier â r e (qui est une partie du réseau radiciel.abstrait de. A) à une partie de â,
ensemble des poids non triviaux de la K-algèbre de Lie étendue g;.

DÉFINITION. - (i) Les racines réelles de ,91) sont les degrés de la forme uia; pour w dans W
et s dans 8. Leur ensemble est â re .

(ii) On note â im l'ensemble ~ \ ~re, dont les éléments sont appelés les racines imaginaires.
(iii) La paire de vecteurs opposés de ,91) obtenue comme en (7.4.1) à partir de la racine réelle
a est appelée double baseassociée·.àa,.etest notéeEa - {±ea } .

Les doubles bases permettent de <mettre en place la version Kac-Moody de la notion d'épinglage
(8.3.1). Si1f'estunepartie de racines, on note ,97jJ:E9lJc. Si'l/J est N-close, ,97jJest une

cE7jJ
sous-algèbre de Lie de ,91). On peut enfin invoquer les<caractérisations bien connues suivantes,
qui distinguent radicalement les racines réelles des racines imaginaires.

PROPOSITION. - (i) Si a est une racine imaginaire et r est un nombre rationnel tel que ra
est dans le réseau Q, alors ra est une racine (imaginaire).
(ii) Si a est une racine réelle, alors ~ nQa == {±a}(Câre ) .

Référence. [Kac90], proposition (5.1) p.59 et proposition (5.5) p.63.

On peut alors revenir à la notion de base d'un système de racines.

o

DÉFINITION. - Une base de â r e est une partie {aj}l::;j::;N de â re formée de vecteurs

linéairement indépendants de Q, tels que toute racine a de â re s'écrit a == e l: kjaj où €

l::;j::;N
est un signe et kj est dans N pour toui j.

Grâce au fait qu'on peut voirâr e comme un système de racines d'une algèbre de Kac-Moody,
on dispose aussi du théorème de conjugaison des bases.

THÉORÈME. - Si â r e est indécomposable, toute base est transformée de ±{as}sEs par un
élément de W.
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Référence. La propriété qui caractérise une base vis-à-vis des racines réelles est encore vérifiée
pour l'ensemble de toutes les racines, ce qui permet de parler de base de zs, On peut donc
faire référence à [Kac90], proposition (5.9) p.66. 0

REMARQUE. - Un cas particulièrement favorable est celui d'une donnée radicielle de Kac­
Moody (à base) libre. Ceci correspond au cas où l'application caractère c est bijective:

Q ~ Q(1)) c A, soit Q c A,

pour faire court. On fera systématiquement l'identification dans ce cas. On voit en outre que
les groupes W et W sont isomorphes (par r), d'où: W~ W et ~re ~:E. (On sait aussi que
~ est la fermeture de ~re dans Q pour une certaine condition, dite condition de chaîne - voir
[Moo-Pia], section (5.8) p.464).

7.4.3. Z-formes dans l'algèbre enveloppante

Cette sous-section est un résumé des pages 555 à 559 de [Tit87]. On appellera Z-forme d'une
G-.algèbre A· un ·sous-anneau Az pour lequel l'application canonique Az®z C -+ A est un
isomorphisme. Notre but est de mettre en place quelques Z-formes qui existent dans l'algèbre
enveloppante USv.<Les calculs qui justifient l'existence de ces objets sont semblables à ceux qui
permettent de construire les groupes de Chevalley. On verra ensuite des propriétés d'écriture
unique, mais pour l'instant on introduit les générateurs des Z-formes à construire, qui se
présentent comme des puissances divisées des générateurs de Sv'
Pour tout élément deUsv et tout entier n de N, l'écriture u[n] •désigne la puissance divisée

(hl) .... l'I,Ln et l'écriture (~) désigne l'élément (n!)-lu(u - 1) ...(u - n + 1).

DÉFINITION. - (i)Pour tout s de S, on désigne par U{s} (respectivement U{-s}J le sous-

annea~ I:n EN Ze~n] (respectivement I:nEN zfln]) de USv'

(ii)Uodésigne le sous-ennesu de U9v engendré par les éléments de degré 0 de la forme (~ )

pour h parcourant A~ et n dans N.
(iii) Uv est le sous-anneau de USv engendré par Ua et les U{s} et U{-s} pour s dans S.
(iv) UA+ (respectivement UA_J désigne le sous-anneau de Uv engendré par les U{s} (respec­
tivement U{-s}J pour s dans S.
(v) On désigne par ut l'idéal de Uv obtenu par ut := SvUSv n Uv.

Il existe des formules classiques concernant les éléments qu'on a définis. Précisément, d'après
[Bou75] (12.5), on a:

(~) e~nl = e~nl (h +:s(h») et (~) Jln1 = fln] (h -:s(h».
Ces formules et l'usage d'une graduation sur USv permettent de montrer:

PROPOSITION. - (i) UA+ est une Z-forme de US+· UA_ est une Z-forme de US_·
(ii) Uv est une Z-forme de l'algèbre enveloppante USv'

Référence. [Tit87], section (4.4), notamment proposition 2 p.556.
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On peut aussi voir des Z-algèbres de Lie dans Uv.

DÉFINITION. - On désigne par lv la Z-algèbre de Lie obtenue en intersectant la Z-forme
Uv et l'algèbre de Kac-Moody gv: lv := Uv n gv·

Pour toute racine réelle a de ~re, le choix d'un des deux vecteurs de la double base Ea = {±ea }

définit le même sous-Z-module de Uv

U{a} := EB Ze~n].
nEN

La formule classique

(ade )n
valable pour tous u dans Ugv et x dans gv, montre que Uv est stable par tout t

n.

ou (ad~s) n pour s dans S et n dans N. Ainsi, Uv est stable par chacun des automor-
n.

phismesexp-ades, exp adfs et s*. Ceci montre que U{a} est en fait un sous-anneau de Uv.
L'automorphisme w* :SiS2 ...sl(w) est le même pour toute écriture réduite w = SIS2 ...Sf(w),

ce qui justifie les dernières notations:

u; := UA+ n W*UA_ et uJs):= us, n S*UA
E

•

On peut finir en évoquant les graduations et filtrations de Uv. Les sous-Z-algèbres de Lie
ainsi définies héritent une graduation de celle de Ugv' En outre, Uv hérite .une filtration de
la filtration d'algèbre enveloppante de Ugv.

DÉFINITION. - (i) On note Ua la composante homogène de degré a E Q dans Uv.
(ii) On note la la composante homogène de degré a E ~ dans lv. lo := AV désigne la
composante de degré 0 de lv.
(iii) Pour toute partie N-nilpotente 'l/J de racines réelles, on note l'If; := EB.cc laZ-algèbre de

cE 'If;

Lie engendrée par les doubles bases E; pour c dans 'l/J.

Ceci fournit les décompositions graduées

Uv = EBUa et
aEQ

.cv = (EB .ca) œlo.
aEl:i.

7.4.4. Écritures uniques

Les écritures uniques auront un intérêt pratique quand il s'agira de faire un peu de calcul
différentiel sur des groupes. algébriques.

PROPOSITION. - (i). L'application produit Ul:i.+ Q9 Uo ®Ul:i._ -t Uv est bijective.

(ii) Pour tout s de S, les applications produit U{s} Q9 U!:) -t Ul:i.+ et uis) Q9 U{s} -t Ul:i.+ sont
bijectives.
(iii) Pour tout w de W et tout ordre cyclique {bl; b2 ; ...bf(w)} sur ~w-l, les applications produit
U{bd Q9 ... Q9 U{bf.(w)} -t Uw et U{bf.(w)} Q9 ... Q9 U{bd -t Uw sont bijectives.
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Référence. [Tit87], proposition 2 p.556 et lemme 1 p.558.

La détermination de toutes ces Z-formes à partir de puissances divisées suggère une com­
paraison avec le calcul différentiel algébrique. On aura l'occasion de voir l'anneau Uv comme
l'anneau des distributions supportées à l'origine du foncteur 9v. Cette analogie est actuelle­
ment heuristique pour le gros objet Uv, mais elle sera justifiée pour les groupes unipotents de
dimension finie associés aux parties N-nilpotentes de racines (9.3.2).

7.4.5. Extension des scalaires

Nous avons parlé pour l'instant d'algèbres et d'algèbres de Lie sur un corps K de caractéristique
0, mais le fait de disposer de Z-formes permet maintenant de définir des objets analogues à
ceux qu'on a vus sur des anneaux arbitraires.

CONVENTION. - Pour tout anneau R et tout sous-anneau (respectivement sous-Z-algèbre de
Lie) A de la Z-forme Uv, on note AR la R-algèbre (respectivement R-algèbre de Lie) obtenue
à partir de A par extension des scalaires de Z à R. Si A est un sous-objet gradué ou filtré de
Uv, AR = A®z R est munie de la graduation ou filtration naturelle pour laquelle les scalaires
de R sont de degré 0,

Conformément à cette convention, on note (Ua) R la composante homogène de degré a E Q de
(Uv) R' On note (.ca) R le terme de degré a de (.cv) R dans la Q-graduation. On a donc:

(Uv) R = EB (Ua) R et
aEQ

Finissons avec la notion de support.

(.cv) R = EB (.ca) R'
aE6.

DÉFINITION, - Soit M une partie de (Uv) R' Le support de M est l'ensemble des degrés
qui apparaissent dans la décomposition en termes homogènes de tous les vecteurs de M. On
le note..supp M ou sUPPQ M. Le support d'un vecteur v est le support de {v}.
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8. Foncteurs de Tits. Groupes de Kac-Moody

OIl présente ici une étude et une construction de foncteurs effectuée par J. Tits dans le but de
généraliser la construction des schémas de Chevalley-Demazure au cas de la théorie de Kac­
Moody.• Le point de .. départ est la construction des groupes algébriques réductifs sur un corps
algébriquement clos, ou plus généralement déployés sur un corps quelconque, L'objet le plus
important pour ce qui nous intéresse est le foncteur de Tits constructif Qv qui répond sur les
corps au problème posé axioIIlatiquement. C'est sur les valeurs de ce foncteur qu'on va mettre
en évidence les. propriétés combinatoires attendues qui font le. lien avec la première partie
purement abstraite. La référence principale pour ce chapitre est l'article [Tit87]. L'exposé au
Séminaire Bourbaki [Tit88] peut aussi s'avérer utile.

8.1. Prédécesseurs

Chacun des prédécesseurs présentés est à l'origine d'un aspect de la construction des groupes
de Kac-Moody sur des anneaux arbitraires.

S.l.l. Points des schémas de Chevalley-Demazure

Des deux aspects de la théorie des schémas en groupes (géométrique et fonctoriel), c'est le
second qui est développé: on ne définira plus un schéma, mais un foncteur de la catégorie
des anneaux dans celle des groupes. Le résultat fondamental de ..M. Demazure ([Dem65],
théorème (3.6.4) p.399) s'énonce comme une équivalence de catégories, .précisément entre celle
des données radicielles épinglées et celle des schémas en groupes (affines) réductifs déployés et
épinglés.•. Ce résultat général sans plus de précision incite déjà à élaborer la théorie des groupes
de Kac-Moody en attachant un foncteur en groupes à chaque donnée radicielle de Kac-Moody.
Cela dit, on peut citer un résultat plus particulier.

THÉORÈME. - (i) À tout groupe réductif complexe Ge, on peut associer un schéma en groupes
affine QCD lisse et connexe sur Z, qui vérifie Qcn(C) = Ge.
(ii) Tout Z-schéma en groupes affine Q réductif (lisse et connexe), qui possède un tore maximal
et qui vaut Ge sur C est isomorphe à QCD (au sens des Z-schémas en groupes).

Référence. [Dem65], corollaire (5.1.3) p.407. Le tore évoqué dans le point (ii) est automa­
tiquement déployé car défini sur Z, cf. [Dem65], (1.4.4). 0

De ce théorème, on retient la caractérisation des foncteurs de Chevalley-Demazure par leur
propriété de déploiement et par leur valeur sur le corps des nombres complexes. Ces 0 bserva­
tionseonduisent à l'approche axiomatique des foncteurs de Tits, à ceci près qu'il faut trouver
un analogue de la structure algébrique complexe. D'où l'introduction d'une représentation
adjointe complexe - axiome (KMG5), qu'on étendra au chapitre 9 en une représentation fonc­
torielle.

S.1.2. Générateurs et relations pour les groupes de Chevalley
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Parallèlement à la présentation algébro-géométrique des schémas en groupes réductifs déployés,
on peut aussi aborder le sujet de façon plus concrète, à condition de se limiter aux corps. On
se donne une algèbre de Lie simple sur C (ou déployée simple sur Q). Nous ne reviendrons pas
sur la construction des schémas. de Chevalley associés à9 (voir pour cela .[Hum72], chapitre
VII pour le volet abstrait, et [Che61] pour la construction schématique) ..• On fixe une base de
Chevalley de.9. qui déterminec1assiquement une Z..forme Uz de I'algèbre enveloppante U9. et
permet de définir un sous-groupe à un paramètre unipotent par racine de 9. Ces sous-schémas
sont obtenus en exponentiant la représentation adjointe. Nous nous limitons à la citation de
deux résultats sur les groupes. de Chevalley. Le premier est. un calcul de c~mmutateur.fait
par Chevalley lui-même et quisera ultérieurement généraHsé.aux groupes de Kac-Moody. Le
second est à la base de la définition de ces groupes. Voici le théorème de Chevalley.

THÉORÈME. - Soit {ai b} une paire de racines non opposées. Pour chaque racine c, ec est le
vecteur correspondant de la base de Chevalley qu'on a choisie. On fixe un ordre quelconque
sur [aib]N et on note N:= {(i,j) E (N \ {O})2 1 ia + jb E]aib[}. Alors, il existe des entiers
Cf} ne dépendant que de a, b et de l'ordre induit sur N, tels que dans Uz[[t,u]] on ait:

[exp(tea) , exp(ueb)] = II exp(tiujCf}eia+jb) ,
(i,j)EN

le produit se faisant dans l'ordre précité. En outre, l'euiiet Cu est indépendant de l'ordre et
vaut la constante de structure définie par: [ea, eb] = Cab ea+b'

Référence. [Ste68], lemme 15 p.22. o
R~:r.vl.A.RQUE. -- Dans ce cas - celui d'un système deracines.fini et réduit, le théorème met en
évidence l'axiome (DRJE1)de (6.2.5) pour les groupes de Chevalley.

Voici le résultat de Steinberg sur lequel s'appuie (modulo généralisation) la définition des
foncteurs de Tits constructifs.

THÉORÈME..- Soient 9 une algèbre de Lie.simple non de type Al et K un corps. Pour toute
racine a de 9 et tout élément t de K, on introduit le symbole xa(t). Soit G le groupeabstrait
défini par les générateurs xa(t) et les relations

Xa(t).Xa(u) = xa(t + u) (t, uE K),

[Xa(t) ,Xb(U)] = II Xia+jb(Cf/ ti u j) (t, U E K),
(i,j)EN

ha(t).ha(u) = ha(tu) (t, u E K X
) ,

Où les Cf} sont les entiers de la formule du commutateur pour un choix de base de Chevalley,
oùha(t) vaut na{t).na(-l) avecna(t) défini par na(t) :=xa(t).X_a{-t-I).xa(t). Enfin, Z
désigne le centre deG.

Alors, G1Z est isomorphe au groupe de Chevalley adjoint sur K associé à 9.

Référence. [Car72], théorème (12.1.1) p.190.

172

o



La restriction sur le type de l'algèbre provient de problèmes de dégénérescence sur les petits
corps. Il faudra tenir compte de cela pour la définition des axiomes des groupes de Kac-Moody.
Onproduit donc ici un. groupe semi-simple déployé sur un corps comme un groupe abstrait:
c'est tout l'intérêt de l'énoncé puisqu'en théorie de Kac-Moody, on a affaire à des foncteurs et
non plus à des schémas.

8.1.3. Automorphismes d'une algèbre de Kac-Moody

Venons-en maintenant à la construction d'un groupe de Kac-Moody, Pour cela, on peut bien
~:n.tendupenser à intégrer une algèbre de Kac-Moody en regardant son groupe d'automorphismes.
Ce point de vue a permis de mettre en évidence de nombreuses propriétés qu'on pouvait espérer
généraliser des groupes algébriques à la théorie de Kac-Moody. On peut citer une partie des
résultats de Kac et Peterson obtenus dans cette situation.

• Définition de plusieurs algèbres de fonctions (topologiques), chacune possédant une
propriété classique: l'une fournit un théorème à la Peter-Weyl, l'autre définit une structure de
groupe de dimension infinie à laShafarevich (voir [Kac-Pet83] p.162-163) .

• Définition intrinsèque et conjugaion des sous-groupes de Cartan et de Borel.

• Définition de la structure combinatoire des BN-paires raffinées, dont on s'est déjà large­
ment servi.

Il ne faut pourtant pas oublier que cette approche utilise les algèbres de Lie de manière
essentielle, ce qui limite la validité de certains raisonnements à la caractéristique O. En
outre, la définition des algèbres de fonctions précitées fait un usage essentiel de la théorie
des représentations, notamment de considérations de plus haut poids.

Présentation axiomatique

Nous abordons maintenant le problème des groupes de Kac-Moody à proprement parler, du
point de vue axiomatique. On sait que l'on cherche un foncteur-groupe sur la catégorie des
anneaux, On notera un tel foncteur 9 : Z-alg -+ Gr. La question est. de savoir quelles
conditions imposer pour généraliser la théorie des groupes réductifs déployés et obtenir une
famille bien déterminée de foncteurs (un par type de donnée radicielle de Kac-Moodysi l'on
veut être conforme à l'équivalence de catégories de Demazure dans le cas des matrices de
Cartan).

8..2.1. Les systèmes considérés

On-peut penser aux caractérisations des schémas de Chevalley-Demazure pour lesprolonger
au cas Kac-Moody. De cette approche, on retient le rôle de la valeur du foncteur sur C et
du déploiement du tore maximal. ·On veut aussi pouvoir reconnaître dans le groupe de Kac­
Moodydes sous-groupes isomorphes à SL2 et des tores déployés. Pour une donnée radicielle
V=:; (8, A, A, (CS)SES, (hS)SES) fixée, on note T TA le foncteur des points HomZ-alg(Z[A] , -)
du schéma tore déployé de groupe de caractères A. Pour tout élémenthde AV et tout élément
r inversible dans un anneau R, rh est l'élément de T(R) défini par À I--t rh(À). Enfin, on
verra SL2 comme un foncteur-groupe. Les considérations qui précèdent incitent à regarder des
systèmes de la forme

173



1= (9, ('PS)SES, rJ),

où 9 est un foncteur-groupe, ('Ps)sES est une famille de morphismes fonctoriels fPs : 8L2 -+ 9
et 1] est un morphisme fonctoriel TA -+ 9. On conserve ces notations pour toute la section.

8.2.2. Axiomes d'un foncteur de Tits: première série

Voici une première liste d'axiomes destinés à caractériser les foncteurs de Tits.

DÉFINITION. - On dit qu'un foncteur-groupe 9 : Z - .alg -+ Gr participant à un système
1= = (9, (fPs)sES, 1]) comme ci-dessus est un foncteur de Tits, s'il vérifie la série d'axiomes
suivante.

(KMG1) Pour tout corps K, 9(K) est engendré par les images
des fPs(K) (s E S) et de 1](K).

(KMG2) Pour tout anneau R, l'homomorphisme 1](R) est injectif.

(KMG3) Pour touis de S.ettoutr de R, on a l'égalitéips (~ r~l) = 'f/(rh s ) .

(KMG4)Sit est l'injection d'un anneau R dans un corps K, alors l'homomorphisme
9(t): 9(R) -+ 9(K) est injectif.

(KMG5) Il existe un homomorphisme Ad : 9(C) -+ Aut(gA) dont le noyau
est dans 1](7(C)), et qui vérifie:

'v'cEC Ad[ips ni)] =expadce., Ad[ipsH ~)J = exp ad( -cA),

VtE7(C) Ad(1](t)) (es) = t(cs)es, Ad(1](t)) (fs) = -t(cs)fs.

Référence. [Tit87], p.545. 0

À partir de ces axiomes, un premier résultat d'unicité sur les corps peut être démontré, pourvu
qu'on ajoute une restriction pour éviter d'éventuelles dégénérescences des groupes radiciels
dans le centre.

8.2.3. .Axiomes.dtun foncteur de Tits: seconde série

En exigeant cette nouvelle série d'axiomes, on a par contre le théorème d'unicité sur les corps
qui nous intéresse.

DÉFINITION. - Soit 9 un foncteur de Tits appartenant à un système 1= = (9, (fPs)sES,rJ), et
pour lesquels on dispose de deux sous-foncteurs-groupes il+ et il_. La seconde série d'axiomes
d'un foncteur de Tits est la suivante.

(KMG6) Le groupe il+(C) (respectivement il_CC)) est le groupe dérivé du stabilisateur
dans9{C) de la sous-algèbre engendrée par {es}sEs (respectivement {fs}sES)

pour l'action «adjointe» de l'axiome (KMG5).
(KMG7) Si p: R -+•Kest l'injectiond 'un anneau dans un corps, si e est un signe,

ile(R) est la préimage par 9(p) de ile(K).
(KMG8) Le groupe 14(K) est pronilpotent pour tout corpsK.
(KMG9) Pour tout corpsK et tout s de S, le noyau de 'Ps(K) : 8L2(K) -+ 9(K)

est central dans 8L2(K).
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Référence. [Tit87], p.553 o

De manière générale, nous noterons g1) un foncteur vérifiant. la série complète des axiomes
(KMG) pour une donnée radicielle V.

8.3. Foncteur de Tits constructif

Ici, on va. construire pour.chaque donnéel'adicielle de •. Kac-MoodyV •. un. JoncteuI'de.r'its
constructif g1) qui répond aux exigences axiomatiques précédentes, au moins sur la catégorie
des corps. La démonstration de ce fait n'est-pas accessible.directement après la définition deQ1),
on.abesoin d'un travail préliminaire de nature combinat~ire..• Leplang;énéral deeonstruction
de•ces •. foncteurs est. le.suivant'.(On met en évidence séparément· les parties concernant les
tores et les sous-groupes radiciels.)

1. Le foncteur torique a déjà été présenté, il s'agit du foncteur des points lA de Spec Z[A].

2. La partie concernant les sous-groupesradiciels.ÎIUplique la construction d'un foncteur­
groupe auxiliaire dit foncteur de Steinberg 8tA, dont l'obtention demande un peu plus de
travail et notamment la généralisation du résultat d'intégralité de Chevalley (8.1.2) sur lequel
nous reviendrons pour construire la représentation adjointe degv.

3.. L'étape finale d'amalgame deStA et1Aferaappelàdesrelq.tionsde définition de trois
types, qui gèrent les relations que l'on veut voir entretenues.par les deux foncteurs.

8.S.l.Groupes unipotents attachés à certaines parties de racines

Il s'agit de voir pour l'instant qu'à toute partie N-nilpotente 'lf; de racines, on peut naturelle­
ment attacher un Z-schémaen groupeslt,p.La présentation de ce résultat est l'occasion de
citer un lemme relevant purement de Iathéoriedes ••• groupes abstraits, et •.. auquel nous .. ferons
systématiquement référence sous le nom de.1e:rn:rne ·de Tiis.

LEMME. - Soit X un groupe et (Xl, ...X m ) un système gé~érateur.desous-groupes.. >On
suppose que X possède une série centrale X = Zl 3 Z2 3 ... 3> Zh3 Zh+l = {l}telle
que pour .tout j de {1; ...h}, on ait l'encadrement ZjC X i {j ).Z j +l pour un indice i(j) dans
{1; ...m}. Alors:

(i) Pour toute permutation 0- de {1; ...m}, l'application produit

X a 1 X ... X X a m '""'"'"* X

est surjective.
(ii) Si cette application est injective pour une permutation, elle l'est pour toutes.

Référence. [Tit87], lemme 2 p.559.
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Ce lemme est un outil essentiel de la démonstration du résultat qui va suivre. Pour chaque
racine réelle a, on désigne par Ua le Z-schéma en groupes isomorphe à Ga d'algèbre de Lie
fJa = Zea, pour ea dans la double base Ea = {±ea}.Le choix d'un vecteur e de la double base
fournit l'isomorphisme eXPe : Ga ..::'rUa défini par r I---t exp(re), et dont l'application tangente
envoie 1 sur e.
Si 'l/J est une partie N-close de racines, on désigne par !l"" la sous-algèbre de Lie engendrée par les
sous-algèbres radicielles !la pour a dans 'l/J ,qui est aussi la somme directe de ces sous-algèbres
de Lie. Ceci détermine un groupe algébrique complexe U'ifJ, d'algèbre de Lie !l'ifJ'
llaet U'ifJ sont déterminés à unique isomorphisme près. Ceci .mis en place, voici le résultat qui
généralise le théorème d'intégralité de Chevalley, Le., le calcul decommutateur (8.1.2).

PROPQS~TION. - 'Pout toute pâJ'tie N-llilpotente deracines 'l/J, il existe Un unique Z-schéma
eng.roupes.~ contenant les Z-sch~m.asllc pour cdans.W et dont la fibre générique- plutôt: la
valeur en C - est le groupe complexe U"" d'algèbre de Lie !l'ifJ' En outre, l'application produit

IIu, --+ u,
cE'ifJ

est un isomorphisme de Z-schémas pour tout ordre.sur 'l/J.

Référence. [Tit87], proposition Lp..547. o

REMARQ"UE. - Concrètement.œe résultat montre que laformule du premier résultat de (8.1.2)
se généralise à toute paire prénilpotente .•. de racines {a; bl, avec. l'intervalle. fa; b]N. défini .• en
(6.2.4) ou (7.1.4) (voir [Tit87] p.549 pour une formulation plus précise de ce résultat, sur
lequel on reviendra).

L'idée de la démonstration est de partir de l'algèbre de Hopf des fonctions du groupe corn­
plexeU'ifJ et d'en définir une.Zcformeen imposant une condition d'intégreiitècpar dualité» ,
au moyen d'uneZ-forme de l'algèbre des distributions supportées à l'origine de U'ifJ. Nous
aurons l'occasion de •revenir surcette.proposition, pour .. laquelle nous. aurons. besoin d'une
démonstration plus concrète que celle de la référence, afin de mettre en place la représentation
adjointe d'un foncteur de Tits constructif (section (9.2)).

6.3.2. Foncteur de Steinberg

Dans la construction qui va suivre, on spécialise le résultat précédent aux ensembles N­
nilpotents [a; b]N associés aux paires prénilpotentes de racines {a; b}. Remarquons que cette
définition ne dépend en fait que de la matrice de Cartan généralisée de la donnée radicielle de
Kac-Moody.

DÉFINITION. - En associant à chaque anneau R l'amalgame de la famille des groupes Uc(R)
et U[a;b]N(R) ordonnée par les relations d'appartenance de racines, on définit un foncteur­
groupe. On note St (ou HiA) ce foncteur et on l'appelle foncteur de Steinberg associé à la
matrice de Cartan généralisée A.

176



REMARQUE. - Puisque les flèches de l'amalgame en question sont des injections, les groupes
du système inductif s'injectent dans StA et on les identifie à leur image.

L'identification précédente (8.3.1) de Ua au foncteur R 1---7 {exp(rea)}rER permet de définir
des automorphismes w* de StA indexés par le groupe de Weyl W. Précisément, pour w dans
w, w* envoie Ua sur 11wa par

w*.{exp(rea ) }rER = {exp(rw*ea ) }rER,

pour tout anneau R, et où w* dans le second membre désigne l'automorphisme de U1) corre­
spondant (7.4.1). On obtient ainsi une action du groupeW* de (7.4.1) sur StA, car W* agit

sur l'ensemble U{±ea } .

aEAre

Enfin, le foncteur de Steinberg ne gère que la combinatoire des groupes radiciels (indexés. par
le système des racines réelles libre de A). Ceci justifie l'amalgame avec le tore 1A qu'on a défini
précédemment.

8.3.3. Construction finale. Groupes de Kac-Moody

Nous pouvons à présent définir le foncteur de Tits constructif Çj1) qui cette fois va dépendre
dela .donnée radicielle de Kac..Moody tout entière. Pour faire court, on note Us (respective­
ment U-s) le Z-groupe Uas (respectivement U-aJ, et X s (respectivement x-s ) l'isomorphisme
Ga "::+.lls (respectivement Ga ..::+ ti-s) induit par le choix de es (respectivement Is) dans9as
(respectivement 9-aJ. On pose s(r) := xs(r)x_s(r-1)xs(r) pour r inversible dans un anneau
R.

DÉFINITION. - Pour chaque anneau R, on définit le groupe Çj1)(R) comme le quotient du
produit libre StA(R) * 1Aau-dessus des relations suivantes.

txs(r )t-1 = xs(t(as)r) (t E 1A(R), r ER};

s(r)ts(r)-l = set) (SES,tE1A(R),rER X
) ;

s(r- 1 ) = sr h s (s E S, r E R X
) ;

sus- 1 __ s*(u) (s E S, U EUc(R), cE ~re).

On définit ainsi un foncteur-groupe qu'on note 9; et qu'on appelle foncteur de Tits constructif.
La valeur d'un foncteur de Tits sur un corps sera appelée un groupe de Kac-Moody (déployé).

REMARQUE. - L'avant-dernière relation n'est pas exactement celle de [Tit87]. On a procédé à
une légère modification. Considérons le cas de SL2 qu'on voit comme un groupe de Kac-Moody,

générateurs de l'algèbre de Lie correspondante sont avec la convention de Tits:

es = (~ ~), 1. = (~1 net h s = 0 ~1).
Cela fournit l'expression des générateurs suivante.

xs(r) = 0 ~), x_s(r) = (!r net rh, = (~ r~l),
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pour r parcourant R un anneau, et avec r inversible dans le dernier paramétrage. Calculons
alors les éléments relevant la réflexion relative à la racine. n s(r) = x s(r )x_s(r -1 ) X s(r) vaut

(_~-l ~). Au lieu d'avoir la relation n,rh. = n,(r), on a n,rh. = n.(r-1)..En.effet,

n.r
h, = (~1 ~) (~ r~l) = (~r r~l).

Par ailleurs, les calculs pour définir la représentation adjointe (9.5.2) suggèrent aussi de rem­
placer s(r) = s.rh s par s(r-1 ) = srh s .

Dans une certaine mesurevces foncteurs résolvent le problème qu'on s'est posé àIasection
précédente: ils résolvent les axiomes (KMG) au moins sur les corps.et sont les.seuls.àle faire
(8.4.2). Puisqu'on se limitera à des valeurs de ces foncteurs sur des corps, on pourra utiliser
cette solution constructive au problème axiomatique.

On note encore .de.Ia même manière les images dans. (}1) des sous-groupes de StA etJA. Pour
a dans t::..re et ea dans Ea, on note eXPe

a
l'isomorphisme de Ga dans Ua C (}1), cf. (9.6..1).

8.3.4. Terminologie des sous-groupes

Pour cette partie, on fixe un cor~ K et une donnée radicielle de Kac-Moody qui détermine
un-groupe de Kac-MoodyG == (}1){K).Nous allons définir des analogues dessous-groupes
particulièrement utiles à l'étude des groupes réductifs en dimension finie, à ceci près qu'on
évite le problème de conjugaison de ces sous..groupes.

DÉFINITION. Soit G un groupe de Kac-Moody obtenu par évaluation d'un foncteur. de. Tits
sur un corps: G = (}1)(K).

(i) Le groupe T := JA(K) est appelé sous-groupe de Cartan standard de G. Chacun de ses
conjugués est appelé sous-groupe de Cartan de G.
(ii) Le sous-groupe engendré parles sous-groupes Us := Us(K) (respectivement .U-s :=
U-s(K)) sera noté U+ (respectivement U_).
(iii) Le sous-groupe engendré par T et les sous-groupes Us (respectivement et les sous-groupes
U- s) est appelé sous-groupe de Borel standard positif (respectivement négatif) de G. Il est
noté B+ (respectivement B_). Tout conjugué de Be est appelé sous-groupe de Borel de signe
é de G.

Le vocabulaire des parties décomposables du système libre de racines d'une matrice de Cartan
généralisée permet de..mettreen place une classe plus large de sous-groupes quecelledes
sous-groupes de Borel positifs et négatifs,

DÉFINITION. - (i) À chaque partie J de IIo(S) et chaque signe é, on associe le sous-groupe
UJ,ede Uedéfini par:

UJ,e := (Uc 1 a Et::..re(J)e)'

(ii) Pour chaque famille ~ = (éJ)JETIo(S)nsPh E {±}TIo(S)nsph, on définit le sous-groupe de Borel
standard B§.. de signe ~ par:

B§..:=T.( II UJ,eJ)'( II UJ,+).
JETIO(S)nsph JETIO(S)sph

Un conjugué d'un tel sous-groupe est appelé sous-groupe de Borel (de signe ~).

178



La raison pour laquelle il n'y a pas de choix à faire pour les composantes connexes sphériques est
bien sûr qu'il existe un élément de G qui oppose toutes les racines du système correspondant.

8.4. Combinatoire des groupes de Kac-Moody. Applications

Nous allons relier la construction .des foncteurs de Tits aux considérations combinatoires ab­
straites de la première partie. Le point-clé est de reconnaître une donnée radicielle jumelée. Il
s'ensuit qu'on peut alors appliquer tous les résultats concernant cette combinatoire. Pour mar­
quer une différence avec la situation purement abstraite, on convient d'employer systématiquement
le symbole .6.re - agrémenté d'éventuels indices - au lieu de if> pour désigner des parties de
racines, et des lettres romaines minuscules (même dans le cadre des immeubles) pour désigner
les racines elles-mêmes (c'est la convention (7.1.4)).

8.4.1. Structure combinatoire des groupes de Kac-Moody

La mise en évidence d'une donnée radicielle jumelée est un résultat fondamental, qui est à la
base de l'étude des groupes de Kac-Moody. Commençons par une définition technique.

DÉFINITION. - On appelle corps assez gros pour la donnée radicielle de Kac-Moody 1), un
corps K tel que le groupe de Kac-Moody G = 9v(K) vérifie la condition

(CENT) VsES Zus(T) = {1}.

Que cette condition n'est pas une grosse contrainte provient du petit lemme suivant.

LEMME. - Si K est un corpe. à plus de 3 éléments, il est assez gros pour toute donnée
radicielle de Kac-Moody.

Démoustretiou. Pour tout groupe radiciel, on regarde le commutateur d'un élément non trivial
de ce sous-groupe et d'un élément non trivial ha(À) du sous-groupe à un paramètre multiplicatif
indexé par la racine du groupe radiciel. D'après les relations de définition qui décrivent la
conjugaison par T des groupes radiciels, ha(À) opère par À2 sur Ua. L'hypothèse faite sur le
corps implique que son groupe des <carrés n'est pas trivial. Il suffit de prendre À de carré non
trivial pour voir qu'aucun élément de Ua ne centralise T. 0

REMARQUES. - 1. Le corps à deuxéléments n'est pas assez gros car alors T = {1}.

2. Sous les mêmes hypothèses, on a aussi par la démonstration ci-dessus que ZUs (T') = {1},
où T' est l'intersection de T avec l'image de StA(K). En effet, d'après les relations de (8.3.3),
ha(À) = Àha est dans l'image de StA(K).

Venons-en maintenant à la combinatoire.

PROPOSITION. - Soit G un groupe de Kac-Moody obtenu par évaluation d'un foncteur de
Tits sur un corps: G = 9v(K), où 1) est une donnée radicielle de Kac-Moody. Pour chaque
racine a, on note Ua := lla(K) le groupe correspondant, et T l'évaluation du foncteur tore
déployé T sur K. Alors:

(i)(G, (Ua)aE6.re, T) est une donnée radicielle jumelée entière.
(ii) T est l'intersection des normalisateurs des Ua'
(iii) Si K est assez gros pour 1), le normalisateur de T dans G est N.

179



Démonstration. Preuve de (i).L'axiome (DRJE4) provient de la définition même du foncteur
de Tits constructif Y1). (DRJE2)est une conséquence directe des relations de définition de Y1'.
Pour (DRJEl), on utilise en plus des relations le fait que le système de racines entier associé à
une matrice de Cartan généralisée est réduit (7.1.4). Pour vérifier les deux axiomes (DRJEO)
et •(DRJE3) - qu'on peut voir comme des hypothèses de non dégénérescence, on utilise la
représentation adjointe qu'on construira au chapitre 9. C'est possible puisquela définition de
cette représentation ne dépend que de la définition du foncteur constructifY1), et pas de sa
combinatoire. De ce point de vue, (DRJEO) est le premier point du lemme (9.6.1) avec le fait
que le système de racines est réduit, alors que (DRJE3) est contenu dans le second point.

Preuve de (ii). C'est une reformulation d'un résultat combinatoire, précisément le corollaire
(1.5.3)(i).

Preuve de (iii). Il suffit d'utiliser la proposition (1.2.5)(ii). o

La combinatoire de donnée radicielle jumelée fournit une paire d'immeubles jumelés pour
chaque groupe de Kac-Moody, On parlera d'immeubles et de jumelages de Kac-Mo0 dy.

LEMME. - Pour un corps K fixé, deux données radicielles de Kac-Moody de même matrice
de Cartan généralisée 'donnent Heu au même jumelage d'immeubles abstraits, via les groupes
de Ksc-Moody associés.

Démonstration. Outre le corps K, on se donne V = (S, A, A, (Cs)SES, (hs)sES) qui définit le

groupe G = Y1)(K). On a une flèche canonique A:= EBZës -* ad(A) '-+ A, ës t-f Cs, qui
sES

se traduit par un morphisme de tores algébriques 7A -t.'lA. En faisant le produit libre avec
le foncteur de Steinberg de part et d'autre de la flèche, on obtient un morphisme de groupes
abstraits1A *StA -+ 'lA *StA, qui donne lieu à un morphisme de groupes de Kac-Moody,
d'après leurs relations de définition:

cp : G = Y1)(K) -+ G:= Q1)A. (K).
mm

Ce morphisme échange les .sous-groupes de Borel standard de signe fixé, et les éléments ­
notés $ en (8.3.3) - relevant le groupe de Weyl modulo le sous-groupe de Cartan standard (en
respectant les indices de S). Notons Be..le sous-groupe de Borel standard de signe € de G,
Be celui de G. On a échange des doubles classes de Bruhat pour chaque signe, si bien que le
noyau de cp est dans le sous-groupe de Cartan standard T de G. En effet:

Par unicité d'écriture dans les doubles classes pour chacun des deux groupes (1.2.3), l'ensemble
des- chambres à distance w E W de la chambre standard positive est en bijection avec Uww.
Puisque Uw s'intersecte trivialement avec T (corollaire (1.5.3)(ii)), cp induit une bijection
G/B+ -::+ G/B+. En faisant la même remarque pour le signe -, on voit que les ensembles
sous-jacents aux immeubles sont en bijection, et le respect des s-adjacences (respectivement
de la codistance) provient du respect des décompositions de Bruhat (respectivement de la
décomposition de Birkhoff). 0
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8.4.2. Unicité sur les corps

Avant de citer les deux versions du théorème d'unicité <!es foncteurs de Tits sur les corps,

introduisons quelques notations. Pour tout anneau R,ll+(R) désignera le sous-groupe de

9-v(R) engendré par les lls(R) pour sdans S, Ii-(R) le sous-groupe engendré par les ll-s(R).
Enfin, x+ (respectivement x_) est le morphisme fonctoriel Ga --+ SL2 qui attache à tout

élément r d'un anneau R la matrice (~ ~) (respectivement (.', ~)).

THÉORÈME. - Soit:F = (9-v, ('Ps)sES,11)· un système satisfaisant les cinq premiers axiomes
de la série (KMG) pour une donnée radicielle de Kac-Moody V. Alors:

(i) Il existe une unique transformatiOIl naturelle1f:9-v --+9-v du foncteur de Tits constructif
vers 91), telle que le morphisme fonctoriel7A--+<91) composé avec nes: 'fJ et le morphisme
fOIlctorieLcomposé G.a --+14s --+ g1) --+ 91). vaut'Ps. o x±.
(ii) Si K est un corps, 1r(K) -: un isomorphisme ~ moins qu'il existe un indice s de S pour

lequel 'Ps (SL2 (K)) est dans 1r(ll+(K)) ou dans 1f(1l__ (K)).

Référence. [Tit87], théorème 1 p.553. o
Si on veut à coup sûr un isomorphisme sur les corps, il faut exiger la totalité des axiomes qu'on
a formulés.

THÉORÈME. - Soit:F - (91), ('Ps)sES, 11) un système satisfaisant tous les axiomes de la série
(KMGr pour une donnée radicielledeKac-Moody1)..Alors:

(i)Po~r tout anneau R, on a les inclusions 1r(Ii+(R)) C ll+(R) et 1r(Ii_(R)) C ll_(R).
(ii) Pour tout corps K, l'application 1r(K) est un isomorphisme.

Référence. [Tit87], théorème l' p.553. 0

REMARQUE. - D'après J. Tits ([Tit87], pointb) p.554), il existe un foncteur :F satisfaisant
tousles axiomes (KMG);pour le construire, la Z-forme de l'algèbre enveloppante du chapitre
g<:p.e suffit.pas. En particulier, pour (KMG2), il faut utiliser des modules à plus haut poids. Il
résulte donc du théorème précédent que 91) vérifie tous les axiomes au moins sur les corps.

8.4.3. Caractères et cocaractères

Nous terminons la présentation des groupes de Kac-Moody par une remarque élémentaire
qui permet d'interpréter les réseaux de la donnée radicielle de Kac-Moody V en termes de
caractères et de cocaractères.

DÉFINITION. - (i) On note X*(T)abs le groupe de caractères de T, i.e., le groupe des
homomorphismes de groupes abstraits de T dans le groupe multiplicatif K x .

(ii) On note X*(T)abs le groupe des cocaractères de T, i.e., le groupe des homomorphismes de
groupes abstraits du groupe multiplicatifK x dans T.
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X*(T)abs est bien sûr un groupe pour la multiplication point par point:

VC,c/ E X*(T)abs Vt E T (c.c/)(t) - c(t)c'(t).

X*(T)abs est un groupe pour la composition à égal paramètre:

VX-, p,- E X*(T)abs Vk E K X (X-'p,)(k) = À-(k)p,\k).

Ceci étant dit, on a le petit résultat suivant.

LEMME. - On suppose le corps K infini, alors:

(i) Le groupe additif A de 1) s'injecte naturellement dans X*(T)abs'
(ii) Le groupe additif A- de 1) s'injecte. naturellement dansX>t«T)abs.

REMARQUES. - 1. Pour un corps quelconque, on a toujours des homomorphismes, mais ils ne
peuvent être injectifs pour une simple raison de cardinalité.

2. Ces deux homomorphisme sontN-équivariants, d'après la deuxième relation de (8.3.3).

Justification. Le sous-groupe de Cartan standard est défini par: T := HomK....alg (K [A], K),
c'est-à-dire qu'on peut voir un élément t de T comme une application

t : K[A] -+ K

8).. I-t t(8)..),

où {<5)"})..EA est la base naturelle de laK-algèbre du groupe A. On a nécessairement t(8)..) E K X

pour tout XdansA et tout tdansT,puisque t(8)..).t(8.... )..) =t(8)...8.... )..) ·t(l) = lK.(On vient
presque de redémontrer l'identité.fonctorielle bien connue HomZ....alg (Z[A], ..... ) = HomGr(A,-)0

Gm ) . Enfin, rappelons qu'à tout élément À- de A-, et à tout k de K X
, on attache l'élément k)..·

de T défini par: k)..·(8)..) -- k()..I)..j.

Preuve de (i). Pour chaque élément X, considérons l'application

~: T -+ K X

t I-t ~(t) := t(8)..).

C'est un caractère car ~(tt') = (tt')(8)..) = t(8)..).t'(8)..) ::::;~(t).~(t/). En outre, l'application
X I-t ~ est compatible aux lois de groupes: À+ p,(t) = t(8)..+J.L) = t(8)..).t(p,) = ~(t).p,(t) =
(.til-t)(t).D'oùun morphisme: A -+ X*(T)abs' --- -
Supposons maintenant que l'élément À fournisse un caractère ~ trivial. On a donc pour tout t
de T, ~(t) = t(8)..) = 1. En testant sur les éléments k)..·, il vient que pour tout À-et pour tout
k E K,on a k()..I)..j = 1, et donc pour tout À-, (X 1 X) vaut O.. Ceci implique que À est trivial
dans A.

Preuve de (ii). Il s'agit du même type de vérification, le tout étant de donner l'application
d'identification. À chaque élément X-de A~ on attache le cocaractère {k)..·} kEK x. On obtient
ainsi un morphisme de groupes injectif

qui fournit le plongement désiré.
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DÉFINITION. - Un caractère (respectivementcocaractère) algébrique du sous-groupe de
Cartan standard T de G est un caractère (respectivement cocexectère) provenant du réseau A
(respectivement A).

Cette notion permet de décrire le centre d'un groupe de Kac-Moody,

LEMME. - Le centre du groupe G = Q1)(K) est l'intersection des noyaux de caractères
algébriques d'un sous-groupe de Cartan de G.

Démonstration. Si 9 est dans Z(G), il centralise donc normalise chacun des deux sous-groupes
de Borel positifet négatif.• Puisque ces groupes sont égaux à•leur normalisateur (propriété
classique des systèmes de Tits) , 9 est dans B+ n B_ qui vaut T. Le fait d'être dans tous
les noyaux de caractères s'impose alors d'après les relations entretenues entre les sous-groupes
radiciels et le sous-groupe de Cartan. La réciproque est justifiée par le fait que le tore est
commutatif et que G est engendré par le tore et les sous-groupes radiciels. 0

8.4.4. Comportement vis-à-vis des extensions de corps

SiE/K est une extension de corps, par définition du foncteur de Titsconstruotif Q'j), on a
l'inclusion Q1)(K) C Q1)(E).

CONVENTION. - On se place dans le cas où la donnée rsdicielle de Kac-Moody V est fixée,
et où le corps de base varie parmi les extensions d'un corps fixé K. Pour chaque extension de
corps E/K, on adoptera alors les conventions suivante$.

(i) G(E) désigne le groupe Ç}1)(E). Si H est un sous-groupe remarquable (c'est-à-dire défini en
(8.3.4)) de G(E), l'ecriture H(E) indique que ce sous-groupe est défini à partir du corps E.
(ii) I€(E) est l'immeuble de signe e du groupe G(E). J"(E) en est le jumelage.
(iii) L'absence de parenthèse pour indiquer un corps signifie que les groupes sont obtenus à
partir d'une clôture algébrique K de K.

On a alors le résultat facile suivant.

LEMME. - Soit E IK une extension de corps.

(i) La décomposition de Btubet associée au sous-groupe de Borel standard de signe € B€(K) de
G(K) est la trace sur G(K) de la décomposition de Btubet associée au sous-groupe de Borel
standard de signe € B€(E) de G(E). En particulier, tout sous-groupe parabolique standard de
signe et type fixés de G(K) est trace sur G(K) du sous-groupe parabolique de G(E) de mêmes
signe et type.
(ii) La décomposition de Birkhoff standard de G(K) est la trace sur G(K) de la décomposition
de Birkhoff standard de G(E).
(iii) Le tore standard T(K) de G(K) est la trace du tore standard T(E) sur G(K).
(iv) Pour tout signe €, on a U€(K) = G(K) n U€(E).
(v) Un groupe indiciel de G(K) est la trace sur G(K) d'un groupe rediciel de G(E).
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Démonstration. Comm.ençons par remarquer que.pour tout s-de 5, l'élément sdéfini en (8.3.3)
est dans G(K). Ainsi,legroupeWque ces éléments engendrent est inclus dans G(K) et relève
modulo T(K) (respectivement T(E)) le groupe de Weyl de G(K) (respectivement G(E)). Ces
groupes de Weyl sont naturellement isomorphes.

Preuve de (i). Pour toutw deW, on awEG(K) et Be(K) C Be(E).
D'où Be(K)wBe(K) C Be(E)wBe(E) nG(K) pour tout w. Par décomposition de Bruhat pour
G(K), on en fait égalité.

(ii) se prouve comme (i).

Preuve de (iii).D'après(8.4.1)et{3.5.4), ona

T(K) Be(K) n B ...eCK~) .. (Be(E) .nG(K))n (B_e{E) n G(K))

•.•.. (Be{E)n B ...e(E))inG{K) ::::; T(E) .nG(K).

Preuve de (iv).DéjàG(K)nUe{E). ·Ue(E) n Be(E)nG(K) - Ue(E)n Be(K). Sigestdans
cette intersection, on peut l'écrire 9 = tu, avec t dans T(K) et u dans Ue(K). Alors gu- 1

est dans T(K) n Ue(E) C T(E) n Ue(E). Cette dernière intersection est triviale par (8.4.1) et
(3.5.4), et finalementg =u.

Preuve de{v). Il suffit de traiter le cas d'une racine simple, le cas général s'en déduisant-par
conjugaison par un wdans G(K). On a d'après (1.5.4):

U$(E).n G(K} (U+(E) n s-lU_(E)s) n G(K) = (U+{E) n G{K)) n (s-lU_(E)s n G(K))

-... ..U+(K) ns-1(U_{E)nG(K))s-U+(K) ns-1U... (K)s .• Us{K),

et on peut faire le même raisonnement en opposant les signes.
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9. Représentation adjointe

des foncteurs de Tits

LareprésentatioIladjoiIlte.va servir de substitut à une structure algébrique globale sur les
foncteurs de Tits. Ce n'est Pé\S très étonnant puisque .dans le cas classique, les représenté\tions
ont~istoriquementconstituéle moyen de munir les groupes de Chevalley d'une structure de
schénl~engroupesa1~ébrique([Che61D. VU la définition par amalgame des fonc~eursdeTits

constr~ctifs,/ondoitreve~irpour construire cette représentation à une interprétation<plus
c?ncrètedecertainspassages de la construction des foncteurs gv. On introduit notamment
des groupes de sommesformelles. On obtient ainsi une représentation linéaire fonctorielle, qui
une fois évaluée.sur le. corps des nombres complexes, fait le lien entre les constructions de J.
Tits ([Tit87] par exemple) et de V. Kac et D. Peterson ([Kac-Pet84] par exemple).

Aucunusage de combinatoire des groupes, et notamment de (8.4.1), n'est fait avant lé\ dernière
sous-section (9.6.2). Pour tout anneau R, R-alg désignera la «catégorie »desR-algèbres.

9.1.0rdres\grignotants sur les parties N-nilpotentes.CoIllplêtion

Cettesection ne fait que rappeler quelques notations, et introduit une notion d.'ordre sur des
partiesN-nilpotentesde racines, commode pour la. combinatoire des groupes unipotents. que
l'onvé\construire. On fixe une donnée radicielle de Kac-Moody V = (8, A, Â, (cs)sEs,(hs.).SES),
à laquelle est associée l'algèbre de Kac-Moody .9v définie par générateurs et relations (g..3.1).

9:~,~,~1~~~1'~~;~~i~i~,Algèbres eI)wloppantes,·.•Z~formes
Le.seulbut iciestder~ppelerquelques notations éventuellement déjà utilisées (7.4.3) . L'algèbre
enveloppante>Ugvpossède une Z-formeUv mise en évidence en (7.4.3). On note Lv :=Uvngv
laZ-é\lgèbrede Lieobtenue.par intersection de la Z-forme avec l'algèbre de Ké\c-Moody.$i 1/J

est une. partie de racines, on note fJ'l/J := œ.9c· Si 1/J est N-close, .9'l/J est une sous-algèbre de
cE'l/J

Lie de.9v. On définit alors le sous-anneau U'l/J de Uv par U'l/J := Uv n ug'l/J' On désigne par

Uo l'anneau engendrépar les éléments (~V) pour X un .élément MAv leZ."qua..lqe.A et ~ un

entier, et on a Uo - Uv n U.9v'

9..1.2.iOrd.resgrignotants sur les parties N ...nilpotentes de racines

Lesordresgri~notants•vont •.• permettre de. prouver l'existence d'écritures adéquates dans les
groupes unipotents que l'on va définir.

DEFINITION. <poit mune partie N-close de racines. On dit qu'un ordre total m={Cl' .. . Cm }

sur 1/J est grignotant s'il vérine la propriété

Ck = Ci + Cj :::} k < inf{i, j}.
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On a alors le résultat facile et. très utile suivant.

LEMME. - Toute partie N-nilpotente de racines admet un ordre grignotant.

Justification. Soit'lj; une telle partie. En appliquant un élément du groupe de Weyl convenable,
on se ramène au cas où 'lj; est formée de racines positives. Dans ce cas, on dispose d'unenotion
de hauteur, et il suffit de ranger les racines de 'lj; par ordre décroissant pour cette quantité, les
racines de même hauteur étant rangées dans un ordre arbitraire. 0

REMARQUE. - L'interprétation géométrique est lamêmeque dans •• le cas des. systèmes.de
racines affines .(où ce type •. d.'ordre. a. été .initialement. défini), .••à savoir que •• pour •• tout .• j, la
demi-droite R+cj est une. génératrice.extrémale du cône positif conve:x:eengendré par les
racines .inférieures ou égales. (i.e., n'est.pas-dans le •• cône engendré par .les racines strictement
inférieures) .

9.1.3. Complétions et extensions des scalaires

Notons Q+ .:=E9sES Nas • Alors Us+est graduée parQ+ et son complété ug: pour cette
graduation (et l'ordre défini par la hauteur sur Q+) est la C-algèbre formée des sommes
formelles L::aEQ+ Ua avec Ua E (US+) a pour a dans ~+. U~+ est un sous-anneau de ue; qui

hérite une graduation de .celle de US+. Son complété estl'anneauz4:dessommes formelles
I:aEQ+ Ua avec Ua E (U~+) a pour a dans ~+.

Si'lj;estune partie N-nilpotente de racines, on note ~ l'anneau formé des sommes formelles

I:aEQ+ Ua avec ua.E (U"p) a pour a dansé.Si wE West tel.quew'lj;c ~+, alors w*~est

l'adhérence de w*U"p dansz4:.

Si 'lj; est une partie N-close de. racines, et siR estun anneau, on note .(U"pJ R{respectivement

(~)R) la R-algèbre U"p®z R (respectivement (~)®zR); le produit tensoriel complété®z

est pris relativement à la filtration naturelle de.~ en sous-Z-modules libres.

Si ip : R -+ R' est une flèche deZ-alg, on identifie naturellement (U"p) R' à (U"p) R®RR" et

(~)R' à (~)R0RR'.

9.2. Groupes de sommes formelles

Dans cette section, on va définir pour chaque partie N-nilpotente 'lj; de racines un foncteur en
groupes .iL,p défini sur la catégorie des anneaux. .Ilse construit comme groupe multiplicatif
de sommes formelles engendré par des exponentielles.• Tout le travail consiste à dévisser ces
foncteurs en groupes pour montrer qu'il s'agit de foncteurs des points de schémas en groupes
de type fini sur Z (précisément des schémas obtenus par descente de C à Z par J. Tits, pour
prouver l'analogue du résultat d'intégralité de Chevalley) .. Avant de commencer, on fait une
fois pour toutes un choix de vecteur ec (c'est-à-dire de signe) dans la double base Ec de chaque
racine réelle c.

9.2.1. Les foncteurs en groupes .iL,p
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On oublie temporairement que la notation ~ désigne déjà des foncteurs-groupes, d'après
(8.3.1). On va introduire d'autres foncteurs-groupes notés de la même façon, et on identifiera
les deux définitions en (9.3.3).

DÉFINITION. - 'l/J désigne une partie N-nilpotente de racines.

(i) On note ~(Z) le sous-groupe de (U;)X engendré par les sommes formelles exp(rec) pour
r dans Z et C racine de 'l/J.
(iï}Étant donné un anneau R, on note~ (R) le sous-groupe de (U;) ~ engendré par les sornmes

00

formelles exp(rec ) E rn 0 e~n], pour r âeus.R et C racine de sb,
n=O

(iii) De cette façon, on définit un foncteur en groupes R.~ ~(R) sur la catégorie Z-alg
des anneaux, qu'on note~. Si <p : R -+ R' est une flèche de Z-alg, la flèche~(<p) est la
Dèche induite par l'extension des scalaires relativement à sp entre (U;)~ et (U;)~l,elle envoie

exp(rec ) = I:~=o rn ® e~n] sur L:~=o<p(r)n ® e~n] pour tout r de R.

9.2.2. Calculs à la Steinberg

Voici un célèbre calcul de commutateur, présenté dans une version formelle, mais qui sera
spécialisé à l'usage. Il généralise le résultat énoncé en (8.1.2). Par rapport à la situation
classique, les modifications apportées pour le cas Kac-Moody sont mineures.

LEMME.- Soit {a; b} une paire préni1potente de racines réelles distinctes. On fixe un ordre
quelconque sur [a; b]N = (Na + Nb) n ~re, et on note

N := {(i,j) E (N - {D})2 1 ia + jb E]a; b[N},

qui est ainsi ordonné. Alors, il existe des entiers Crl ne dépendant que de a, b et de l'ordre
choisi, tels que dans U[a;b]N[[t, u]] on ait

[exp(tea), exp(ueb)] = II exp (tiu j
C f} eia+jb),

(i,j)EN

le produit se faisant dans l'ordre préassigné. En outre, l'entier Cft est indépendant de l'ordre et
vaut la constante dé structure Cab de la Z-a1gèbre de Lie .c[a;b]N définie par [ea, eb] = Cab ea+b·

Démonstration. 1. On va se servir de deux. graduations de U[a;b]N [[t, u]].
La première - que nous appellerons graduation globale - attribue à t (respectivement u) le
degré -a (respectivement -b) et à ec le degré c pour toute racine. [a; b]N: on obtient une
graduation par les racines de (Na + Nb) n ~re .

La seconde est tout simplement la graduation comme somme formelle en t et u; nous parlerons
à son sujet de degré en t, u,
Pour ~ = (Cij )(i,j)EN, on note la somme formelle:

!f.ct,U):= [exp(tea),exp(ueb)].( II exp(-Cijtiujeia+jb)) ,
(i,j)EN

le produit se faisant dans l'ordre inverse de celui de l'énoncé. On va utiliser également les
identités suivantes.
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d
t dt exp(tec ) = t.ecexp(tec) (dérivation),

exp(uec)· (ted) = (exp(aduec).(ted)).exp(uec) (commutation),

Les Ccd sont les constantes de structure évoquées dans l'énoncé. Cette dernière somme est
finie car d est une racine réelle, et donc ade, est une dérivation localement nilpotente.

2.. Le résultat dit essentiellement. qu'il existe ~ - (Cij)(i,j)EN E ZN tel que ff.(t, u) = 1. Pour
cela, il suffit de trouver ~ = (Cij)(i,j)EN E ZN. tel que

d
t-
d

!c(t, u) = 0,
t -

car on aura

ff.(t, u) = ff.(O, u) = 1.

Partons donc de ~ = (Cij )(i,j)EN E ZN. On a:

+ exp(t· ea).exp(ueb).( -tea).exp(-tea).exp(-ueb). II exp( -Cij(LuJeia+jb)
(i,j)EN

II exp(-cijëujeia+jb).
ia+i b$.ka+lb

3. Examinons de plus près la deuxième famille de termes.

exp(tea).exp(ueb).{ -tea).exp( -tea).exp(-ueb). II exp (-Cij{LUJ eia+jb)
(i,j)EN

=exp(tea).(-tea - Cbatuea+b - ...).exp(ueb).exp(-tea).exp(-ueb). II exp(-cijï"UJeia+jb)
(i,j)EN

= (-tea - exp(adtea).Cbatuea+b + R).[exp(tea),exp(ueb)]' II exp(-Cijï"uJeia+jb),
(i,j)EN
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où R est formé de termes de degré 0 pour la graduation globale, sans intervention de~, de
degré k + l > 2 en t, u. Finalement, le groupe de termes considéré donne

où R' vérifie les mêmes conditions que R.

4. Pour le dernier groupe de termes, on utilise les règles de commutation et de l'exponentielle
de l'adjointe pour placer les monômes -Cklktkuleka+lb à gauche des produits. De cette façon,
on crée des termes secondaires de degré en t, u supérieurs. On peut faire ainsi remonter tous les
monômes.Iles derniers finissent par commuter puisqueles.chaines.de .• racines sontifinies).Cette
manipulation ne produit pas de terme de degré en t, u inférieur à celui detu;parc9nséq'l.lent,
dans t itff.(t, u),leterme de plus petit degré en t, uest (-Gba - cll)tuea+b. Ceci imposepour

avoir t 3tff.(t, u) -- Ode poserCîf = -Cba Gab.

5. De manière générale, on obtient une écriture:

d
t dtff.(t, u) = A.ff.(t, u),

avec A dans L:v[[t,u]] homogène de degré 0 pour la graduation globale, soit

A = L (-Ckl + Pkl(Cij) )tkuleka+lb.
k,l~l

Les calculs se faisant entre vecteurs de la Z-forme, les coefficients despolynômes sont. entiers.
Par homogénéité globale, les seuls coefficients non nuls dans Pkl concernent les cas i+j< k+l.
Ceci permet de calculer. par récurrence les Cij .•• par des formules polynômiales à coefficients
entiers, à partir d'une valeur initiale entière. D'où la famille ~ E ZN. 0

9.2.3. Écritures uniques

Un fait remarquable concernant les groupes obtenus est que tout élément peut s'écrire comme
produit d'exponentielles où chaque racine apparaît exactement une fois et dans un ordre
préassigné une fois pour toutes. Cette écriture est unique.

LEMME. - Soient i] une partie N-nilpotente de racines, R un anneau et 'ljJ = {Cl;" .Cm } un
ordre quelconque sur 'ljJ. Alors l'application produit:

m

IIllc i {R) -+ ~(R)
i=l

m

(exp(riecJ) l<i<m r--+ II exp(riecJ
- - i::::l

est une bijection. On obtient ainsi une bijection de Rm sur~ (R).
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Démonstration.· 1.. On fixe un ordre. grignotant .'l/J .::;:: .{Cl; ..••. cm}, et on note 'l/Jj ':::;:: {Cl; .:,Cj }
pour j compris entre 1 et m. Enfin, pour 1 ~ 1~ m, illeR) désigne i4pz (R)
Vu l'ordre et les relations de commutation du lemme précédent, il apparaît que pour tous j et
k entre 1 et m, on a

Parconséquent, la chaîne d'inclusions

{1} C il1(R)C il2(R)c ... c ilm-l(R) c f4,(R),
est une série centrale dans f4,(R).Enoutre pour tout j ~ m,ilj(R)· .llj-l(R).llcj (R).On
est donc dans les conditions d'application du lemme de Tits (8.3.1). Il vient dans un premier
temps que les applications produit associées à chaque ordre sont surjectives.

2. D'après ce même lemme, il suffit de voir l'injectivité sur .un ordre quelconque. Grâce à
un élément de W, on peut raisonner dans (~)R' sur lequel.on. choisit un. ordre cyclique
Llw ::;:: {bl ; ... bd. Si l'application produit associée n'était pas injective, on aurait pour deux
m-uplets (rI;, .. rm) et (r~; ... r~):

exp(rlecJ··· .exp(r2eC2)··· .exp(rmecm) ::;:: exp(r~ecJ .... exp(r~eC2)···.exp(r~ecm)·

Mais, par (7.4.4) ona

l

us: ~ ®Ubi'
i=l

donc pourune.troncation suffisamment large du produit desexponentielles.von obtient ri

pour tous les paramètres.
r~

2

o

9.2.4. Expressions formelles du produit et du passage à l'inverse

Le but est de mettre en évidence une structure de Z-schéma sur les foncteurs construits en
termes de sommes formelles. Avec le résultat précédent, on dispose au mieux d'ulle structure
de variété. Il faut regarder de plus près la multiplication et le passage à l'inverse pour mettre
en évidence leur algébricité.

LEMME. - Soit'l/J ::;:: {Cl;' .. Cm} une partie N-nilpotente de racines sur laquelle on a fixé un
ordre grignotant. Alors:

(i) Il existe des polynômes à coefficients entiers {Pi(tI, ... tm,Ul""Um)}l<i<m tels que l'on
ait dans U'I/J[[tI, . . . tm, UI, .. . um]]: - -

m m m
II exp(tiecJ. II exp{uiecJ::;:: II exp(Pi(tl, ... tm,UI," .um)ecJ.
i=l i=l i=l

(ii) Il existe des polynômes à coefficients entiers {Qi(tl, ... tm )}l<i<m tels que l'on ait dans
U'I/J[[tb' .. tm]]: - -
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Démonstration. 1. On peut faire la remarque préliminaire suivante: .: vu I'ordre.eaoisi-etIes
relations de commutations et si Zk, Zl sont des variables formelles, [exp(zkeCk)' exp (zleCl)J est
un produit d'exponentielles d'indices strictement inférieurs à inf{k; l}et de paramètres des
monômes entiers en Zk, zi.

2. Pour mEN, on définit l'assertion (Am):

«Pour tout ordre grignotant 'ljJ = {Cl;'" Cm} sur une partie N-nilpotente 'ljJ,
pour tout entier N de N,
pour toute application j : {l; ... N} -+ {l; ... m},

N

pour tout produit Il := II exp(tieCj(i))'
i=l

il existe des polynômes entiers {Pi(tl,'" tN )}15i5m tels que l'on ait dans U'l/J[(t b ... tN]]:

m

II = II exp (Pi(tb .. . tN)eci)}} .
i=l

On va prouver que (Am) est vraie pour tout m par récurrence sur m. (Al) l'est trivialement
(le-polynôme estla somme des variables formelles). Pour montrer-que (Am) implique (Am+l),
on considère le produit

M

Ilm +1 = II exp(tieCj(i)) (M EN).
i=l

En appliquant la relation du commutateur, on peut décaler vers la droite toutes les exponen­
tielles d'indice m + 1, quitte à faire apparaître comme facteurs des exponentielles d'indices
strictement inférieurs. En itérant le procédé, on obtient l'écriture

avec IIm produit de la forme évoquée.dans l'assertion (Am). Or, l'ensemble {Cl;" .Cm} est
N-nilpotent et l'ordre induit par celui de'ljJ est grignotant. On est donc dans les hypothèses
de (Am), on peut réécrire IIm pour prouver (Am+l).

3. Ceci prouve (i) et aussi (ii) en écrivant

o

9.2.5. Ürp comme Z-schéma en groupes

Il est à présent possible de mettre en évidence la structure de Z-schéma des foncteurs Ürp.
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PROPOSITION. - Soit t/J une partieN-nilpotente de racines. Le foncteur engroupesi.tw est
le foncteur des points d'un schéma en groupes affine sur Z, lisse et connexe, d'algèbre de Hopf
Az de type fini sur Z, et d'algèbre de Lie la sous-algèbre entière L,'l/Jde la Z-formeUv.

REMARQUE. - En particulier, i.tw(C) est un groupe algébrique lisse, connexe, d'algèbre de
Lie fJ.rp; c'est donc le groupe U'l/J de (8.3.1).

Démonstration. On choisit un ordre grignotant 't/J = {Cl;... Cm},

1. On définit Az comme anneau par:

m

Az := Z[T1, .•. Tm] ~ ® Z[Ti].
i=l

Convenons des identifications A z ® Az ~ Z[T1, ... Tm, Ui, ... Um] et 1 ® ... Ti ® 1 ++ Ti. On
va munir Az d'une structure d'algèbre de Hopf par les formules suivantes:

~(1i) := Pi(TI ®'" Tm e UI ®'" Um)

et S(Ti) := Qi (Tl ®'" Tm).

Les .P; et Qi sont les polynômes que l'on obtient par le lemme précédent avec l'ordre qu'on
s'est fixé. On veut montrer que ~ : A z -+ Az ® Az et S : Az -+Âzsont la comultiplica­
tion et l'antipode de la structure qu'on cherche. Pour l'instant, en posant symboliquement
f- 1 := f 0 S (respectivement f.g := (f ® g) o~) pour l,g dans Homz-alg(Az, R), on obtient
une application Homz-alg(Az, R)2 -+ Homz-alg(Az, R) (respectivement une loi interne dans
HOmZ-alg(Az, R)).

2. Soit R un anneau. On a
Homz-alg(Az, R) .:+ Rm

f ~ (cp(TI ) , ... f(Tm)).

En composant avec

m

(rl, .. .rm ) ~ IIexp(riecJ,
i=l

on obtient une bijection

TR : Homz_alg(Az, R) .:+ i.tw(R)

m

cp ~ II exp(f(Ti)eCi ) '

i=l

Ceci définit une collection de bijections (TR)REZ-alg' Si cp : R -+ R' est une flèche de Z - alg,
on voit facilement que:

i.tw(cp) 0 TR = T~ 0 Homz-alg(Az, cp),

ce qui prouve que la collection (TR)REZ-alg est un isomorphisme de foncteurs de Z - alg vers
la catégorie des ensembles.
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3. Soient f,gdans. HQmz-alg(Az,R}.D'une part:

m m

TR(f)·TR(g} = (Il exp (f(Ti) }eCi ) ·(11 exp (g{Ti»)eCi ) ,

i=l i=l

ce qui vaut par le lemme (9.2.4):

m

Il exp(Pi(f(T1), ... f(Tm),g(T1 ) , ... g(Tm})eCi ) '

i=l

D'autrepart,pouri.E {l; ... ml:

Donc par définition de TR:

m

TR(f.g) -Il exp{(f.g)(Ti)eCi )

i=l

m

Il exp(Pi (f(Td, .. ·1(Tm), g(T1),.... g(Tm))eCi ) .

i=l

Onen conclut que TR(f.g) = TR(f).TR(g). De la mêmefaçon, on voit que TR(f)-l- TR(f-l).
Donc, pour tout anneau R, Homz-alg(Az, R) est un groupe; Az est bien une algèbre ide Hopf
pourl'antipodeiet.la cOIllultiplication proposées.. 14.. s'identifie .doncà II0P1Z 7 alg{A.z , -)qui
est Je foncteu:rdespoints. deSpecAz.

SiZ[€]--Z[X]/X2, et si on note <{Je : Z[€] -+ Z l'application de réduction modulo €.' alors:

Lie 14 - Ker(14('P~)),

d'après [Dem-Gab70], (11.4.1.2) ou [Wat79] , théorème (12.2) p.93. On cherche donc le sous­
groupe de (~)Z[€}desproduits d'exponentielles (àpara,mètresdansZ[€]) qui valent Lmodulo
€.Ceci impose en fait aux paramètres d'être dans€Z.. En effet, partons d'un élément de
14(Z[€]):

m m

Il exp((ai +bi€)eCi ) Ilexp(aiecJ.exp(bi€ecJ.
i=l

D'après la formule du commutateur de Steinberg (9.2.2) et la relation €2 i 0, le groupe
engendré par les exponentielles à paramètres entiers normalise le groupe engendré par les ex­
ponentielles.à paramètres desmnltiplesentiers.de.e..Donc, il existe unproduitd'exppnentielles
à paramètres des multiples entiers de € tel que:

m

11 = Il exp(ai ecJ .11'
i=l
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II' vaut 1 modulo e, donc II vaut 1 modulo € si et seulement si rr~lexp(aieci} vaut -I, i.e si
les paramètres entiers ai sont nuls, d'après (9.2.3). En outre, pour c et d des racines de [a;b]N
et r, r' des entiers, on a: exp(r€ec) = 1 + ree.; et exp(r€ec).exp(r'€ed) = 1 + €(rec + r' ed)' Par
conséquent, on obtient l'isomorphisme de Z-modules:

x 1---7 1 + €X

La détermination du crochet se fait également de manière fonctorielle, par [Dem-Gab70], II
(4.4.2) ou [Wat79], p.94. Si on pose Z[u, v] := Z[X, y]/ (X2, y2), alors le crochet de 1+ ex et
de 1 + €y s'identifie par l'isomorphisme précédent au terme en uv dans le commutateur [1 +
ux, 1+ vy], calculé dans (Û;)Z[u,v]' D'après le calcul de Steinberg (9.2.2) et la reconnaissance

du coefficient Cff comme constante de structure de .c'lj;, on voit que les crochets sont respectés
par l'isomorphisme. 0

9.3. Interprétation du résultat d'intégralité de Chevalley-Tits

Il est désormais possible d'interpréter le résultat d'intégralité obtenu par J. Tits, pour montrer
que les groupes qu'il obtient par descente de C à Z au moyen de l'algèbre des distributions
sont les schémas obtenus à la fin de la section qui précède.

9..3.1. Algèbre des distributions

La référence. pour le calcul différentiel sur les groupes algébriques est [Dem-Gab70],· TI 4.
Notons A l'algèbre d'un schéma en groupes 9 (de type fini sur ull anneau k)et I l'idéal
d 'augmentation. .A (respectivement.S,ê) est la comultiplication (respectivement l'antipode,
la coiinité) de l'algèbre de Hopf A. Par définition, l'algèbre des distributions sur 9 (supportées
à l'origine) est

Dist, 9 := U(A/ln+1)*.
n~O

La convolution 8 *8' de deux distributions 8,8' est donnée par la formule

8 * 8' := (8 e 8')Li.,

qui fait de Dist 9 une algèbre associative, unitaire (d'unité s), munie de la filtration suggérée
par la définition, mais non commutative en générale. Lieg est. une ·sous-algèbre de Lie de
Dist, g. Par la propriété universelle de U(Lie g), on obtient un morphisme de k-algèbres:

c : Diste 9 U (Lie 9).

Le résultat suivant dûà Cartier, est très classique ([Dem-Gab70], (TI.6.1)).

THÉORÈME. - Si k est un corps de caractéristique 0, alors 9 est lisse (dim 9 = dim Lie g),
et c est un isomorphisme. 0
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Le résultat qui nous intéresse est un calcul qui intervient dans la preuve du théorème de
Cartier. Supposons pour l'instant que k est un corps quelconque. On a A = k œ] (e est la
réduction modulo 1), et puisque A est de type fini sur k, 1/12 est un k-espace vectoriel de
dimension finie. On fait le choix d'une base: ]/]2 =EB~1 kXi' ce qui fournit automatiquement
la base duale /-Li de Lie 9 (qui peut être vue comme (1/12)*). En composant à droite par
l'application 1r : A -+ ]/]2 qui envoie k.l sur 0 et qui projette 1 sur 1/]2, on obtient une
famille (fli := /-Li 0 1rh<i <M de distributions nulles sur ]2. Les opérateurs différentiels invariants
à gauche associés sont ïës Di := (id ® fli)ll, qui sont en l'occurence des dérivations ([Wat79],
section (12.1) p.92 ou [Dem-Gab70], II (4.6)). Voici le calcul qui amorce une preuve du
théorème de Cartier et que pour notre part nous voyons comme outil de descente de C à Z.

LEMME. - Étant donné le choix des Xi comme base de 1/]2, on note encore Xi des
représentants dans]. Pour tout monôme x!!:.. := X~l ..•. •xC;: indexé par g = (al,'" aM)

M

et tout opérateur DQ. := IIDfi indexé par Q= (bl, . . . bu), avec 2:i ai ~ Lj bj , on a:
i=l

à moins que g = Q, auquel cas:

M

D!!:..(xgJ =II ai! (mod 1).
i=l

Démonstration. Remarquons d'abord que la règle de Leibniz implique que pour toute dérivation
Det tout entier n positif, on a D(ln ) C I n - l . Il s'ensuit que dès que y = z (mod ]n), alors
D(y) . . D(z) (mod I n

-
l ) . Notons aussi qu'on a tout fait pour que Dj(Xi) = 8ij (mod ]).

Partons d'un multi-indice g = (al,"" ou), avec n = Li ai, auquel on associe le monôme
X~l •.•. •X~ qu'on note P(x) pour faire court.

8P . 8P
Ona.L>i(P(X)) -- L 8X. (x)Di(Xj). Cette expression est dans I n

-
l et vaut 8X. (x) modulo

j J 2

In. En appliquant successivement les dérivations qui composent DQ., on en déduit que la seule
possibilité d'obtenir une quantité non nulle modulo L, est que g = Q. Dans ce cas, on a un seul

termenon nul modulo t qui est (8.t1) al ..• (Ô1M )aM P 0

Ce calcul montre que si k est de caractéristique 0, Dist, 9 admet alors pour base sur k les
puissances divisées d'une base de Lie g. Dans ce qui va suivre, nous allons spécialiser ces
définitions au groupe algébrique complexe 14(C), dont la variété sous-jacente est un espace
affine de. dimension.# 'ljJ, ce qui rend complètement explicite l'isomorphisme Dist, 14 (C) .:+
UfJ'I/J' car on connaît A, I et tous les modules I",

9.3.2. ·.Condition d'intégralité

Nous allons maintenant suivre la descente effectuée par J. Tits ([Tit87], section (4.8)), de C
à Z du groupe algébrique complexe intégrant fJ'I/J' en la rendant plus concrète puisque nous
avons maintenant une description de ce groupe sous la forme l4(C) (9.2.5). On fixe un ordre
quelconque sur 'ljJ. On sait que A est l'algèbre ®1:S;i:S;m C[TiJ (où m = #'ljJ) qu'on identifie
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aux polynômes C[T1 , ... Tm] en envoyant le tenseur simple 1® ... 1 ®Ti ® 1 ... 1 sur Ti. De la
sorte, on voit que] est l'idéal des polynômes nuls en 0, et que ]n+l est formé des polynômes
dont tous les monômes sont de degré global au moins égal à n + 1. Les quotients A/]n+l
s'identifient aux polynômes de degré global inférieur ou égal à n. En particulier, Lie1.4,(C)
admet pour base sur C, la famille des formes linéaires CJ.Lih'$.i'$.m où J.Li attache 1 à Ti et 0 aux
autres monômes. La puissance divisée d'ordre n de J.Liest dans le cas d'un espace affine

Par ailleurs, en composant à gauche par l'isomorphisme Ug1P .:'t U(Lie 1.4,), on obtient un

isomorphisme ug", ..:+ Diste il.,p(C) qui envoie e~~l sur \c~)n IT,,,,o:ç'est l<tdl(sCBRVon
n. U.l.~

des distributions dans le cas qui nous intéresse, en termes de sous-anneaux de la Z-forme Uv.
D'où:

LEMME. - La condition d'intégralité sur les fonctions / E A définie de la façon suivante:

V8 E U1P 8./ E Z,

se lit aussi:

({ f est à coefficients entiers dans la base des monômes en Ti: / E Q9 Z [Ti]. »
1'$.i '$.m

o

9.3.3., Identification des schémas 1.4,

J.Tits définit les foncteurs 1.4, comme foncteurs des points de Spec Az où Azest l'ensemble
des fonctions de A qui vérifient la condition d'intégralité. On a en fait:

PROPOSITION. - La définition de 1.4, par la condition d'intégralité et celle comme foncteur
en groupes de sommes formelles (9.2.1) coïncident. Ainsi, les foncteurs 14 de (8.3.1) et (9.2.5)
coïncident.

Démonstration. Par le lemme précédent, les anneaux de fonctions Az coïncident. J. Tits définit
la comultiplication (respectivement l'antipode) comme restriction à Az de la comultiplication
(respectivement de l'antipode) complexe. La comultiplication de A est l'application obtenue
par extension .. des scalaires relativement à Z c.C à partir de •. la comultiplication de •Az Si on
se restreint de nouveau à Az, on retrouve la comultiplication initiale, à valeurs dansAz. ® Az,
définie en termes de sommes formelles. On fait le même raisonnement pour l'antipode pour
constater que les structures coïncident. 0

En conséquence, on notera uas(r) ou encore us(r) l'image de exp(res ) dans l'amalgame qui
définit le foncteur de Steinberg St(R) pour tout anneau R et tout élément r de R.

9.4. Représentation du groupe Qv(Z)
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On dispose désormais d'une approche concrète des groupes radiciels qui fournissent par amal­
game le foncteur de Steinberg. L'idée est de représenter ces sous-groupes séparément dans
un premier temps, puis de passer à la limite. Ensuite, il s'agira de représenter le tore et de
vérifier les relations qui le mettent en cause. La mise en évidence de la fonctorialité de la
représentation adjointe a été reportée à une section ultérieure pour alléger la rédaction.

9.4.1. Représentation des groupes radiciels il[a;b]N (Z)

Partons. d'une paire prénilpotente de racines réelles {a; b}. Pour définir une représentation
deil[a;b]N(Z), on considère la représentation ad :Ug1) -+ End(ug1)), que l'on restreint à la
source à U(g[a;b]N) pour obtenir ad[a;b]N : U(g[a;b]N) -7 End(Ug1))' Par ailleurs, la formule:

valable pour tous u dans Ug1) et x dansg1)' montre que la restriction de l'action par ad[a;b]N
àU[a;b]N stabilise U1) en respectant la filtration héritée de celle de l'algèbre enveloppante Ug1)'
En notant Endfilt (U1)) (respectivement Aut filt (U1))) les endomorphismes (respectivement les
automorphismes) d'anneau de U1) qui respectent sa filtration et son idéal U;, on obtient un
morphisme d'anneaux:

ad[a;b]N'Z : U[a;b]N -+ Endfilt(U1))

[n] (adec)n
ec f--1- f'n.

Les racines c de [a; b]N sont réelles, donc les ade, sont localement N-nilpotents. On peut donc
étendre le morphisme à la source en:

- -ad[a;b]N'Z : U[a;b]N -+ Endfilt(UV)'

En se restreignant aux inversibles, on obtient enfin un morphismes de groupes:

Une dernière restriction au sous-groupe il[a;b]N (Z) c (~) x permet d'obtenir une représentation
de groupes qu'on note Ad[a;b]N'Z' Finalement:

LEMME. - Étant donnée une paire prénilpotente de racines réelles {a; b}, il existe un mor­
pbisme de groupes

entièrement caractérisé par le fait qu'il attache à exp(rec ) l'automorphisme expfrade-) pour
tous r dans Z et c dans [a; b]N. 0
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9.4.2. Représentation de Bt(Z)

Nous conservons la paire de racines précédente. Pour c dans [a; b]N, il est évident que
l'application:

Adc,z : llc(Z) -+ Autjilt(UV)

exp(rec) I-t exp(radec)

est un morphisme de groupes qui est la composée de l'inclusion llc(Z) C ll[a;b]N (Z) et de
la représentation Ad[a;b]N'Z' On obtient donc un morphisme du système inductif qui définit
Bt(Z) dans Ad[a;b]N'Z, par conséquent le résultat suivant en passant à la limite:

LEMME. - Il existe un morphisme de groupes

Ad : Bt(Z) -+ Autjilt(UV)

entièrement caractérisé par Ad(uc(r)) exp(rade-) pour toute racine réelle c et tout rentier.
o

9.4.3. Autres relations de définition de yv(Z)

Il n'a pas encore été question de la partie torique du groupe yv(Z). Il est évident qu'en posant
pour tout élément torique h EHomz-alg(Z[A], Z) = 7(Z):

Ad(h).ea:= (ca 1 h)ea et Ad(h)luo:=iduo'

on définit un morphisme de groupes

qu'on désigne également par Ad. On désigne aussi par Ad le morphisme représentant le produit
libre de Bt(Z) et de 7(Z):

Ad : Bt(Z) *7(Z) -+ Autjilt(UV)'

En fait, comme attendu, on a:

PROPOSITION. - Il existe un morphisme de groupes

Ad: yv(Z) -+ Autjilt(UV),

qui.est entièrement caractérisé par:

pour tout s dans 8, pour tout élément r de Z, pour tout h de Homz-alg(Z[A], Z), pour toute
racine réelle a,
Ad (uas(r)) est l'automorphisme unipotent exp(adeç}, et AdR(h) est l'automorphisme diagonal
fixant AV et attachant (ca 1 h)ea à ea'

Démonstration. Nous ferons la même vérification pour un anneau de base quelconque dans la
preuve du lemme (9.5.2). 0
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9.5. Fonctorialité de la représentation adjointe

Nous avons prouvé pour l'instant l'existence d'un morphisme de groupes

Ad : Qv(Z) ---+ Autjilt(Uv)

On peut voir en fait Autjilt(Uv) comme l'évaluation en Z d'un foncteur en groupes sur la
catégorie des anneaux qu'on désignera abusivement par la même notation AutJilt{Uv).Il
faut donc maintenant relever la représentation Ad en une transformation naturelle du même
nom. C'est un travail qui ne présente pas de difliclllté spéciale, Illais quLaétéi.re:pou$sédans
une section à part pour éviter d'alourdir d'une vérification supplémentaire les raisonnements
pas-à-pas-précédents .

9.5.1. Le foncteur Autjilt(Uv)

Ce foncteur se définit de la façon suivante: à tout anneau R, on associe le groupe Autjilt(Uv) R

des R-automorphismes de la R-algèbre Uv ®z R qui respectent sa filtration (qui provient de
celle de Uv) et son idéal U1;i®zR. On se donne. cp : R -7 R' une flèche de Z. - alg, qui permet
de voir R' comme une R-algèbre. Si! est un automorphisme de Uv®zR, Autjilt(Uv)(cp).lest
l'automorphisme de (Uv ®z R) ®RR' rvUv®z R' défini par extension des scalaire relativement
àq;, qu'on note pour faire court 'P*!. Si </> : R' -7 RI! est une autre flèche de Z - alg, on a:
(</J 0 cp)*! - cP*('P*!), ce qui se lit pour tout automorphisme f de Uv (29z R:

Autrement dit:

Donc, Autjilt(Uv) est bien un foncteur en groupes.

On peut faire le même travail .àpartir de Endlilt (Uv), et définir un foncteur de la catégorie
des anneaux vers elle-même. De cette façon, pour une flèche cp: R --+ R'deZ -ia1getpour
un endomorphisme! r ®!z avec !z E Endjilt(Uv) et r E R, on a: cp*!. iCP(r) ®fz .. Nous
pouvons maintenant préciser ce que nous entendons par mise en évidence de la fonctorialité
de Ad. Il s'agit de relever le morphisme Ad : Qv(Z) ---+ Autjilt(UV) en transformation
naturelle de foncteurs, c'est-à-dire de construire une famille de flèches

indexée par les anneaux et telle que pour toute flèche cp : R -7 R' le diagramme<suivant
commute:
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Q;(cp)1

9.5.2. Construction des morphismesAdn

Il suffit de reprendre la construction de Adz en faisant une extension des scalaires deZ à R à
chaque étape. Soit {a; b} une paire prénilpotente de racines. Le morphisme d'anneaux:

ad[a;b]N'Z : U[a;b]N -+ Endjilt(UD)

fournit naturellement un morphisme de R-algèbres:

(ade )n
e[n]tO. r I-t C tO. rn

C IC>' ,IC>',n.
si bien qu'il existe un morphisme de groupes

--x ---x
(ad[a;b]N)R: (U[a;b]N)R -+ Autjilt(UD)R

qui, restreint aux exponentielles, donne

(Ad[a;b]N)R : U[a;b]N(R) -+ Autjilt(UD)R.

Ces morphismes étant compatibles aux inclusions Uc(R) C U[a;b]N (R), On obtient par passage
à la limite un morphisme St(R) -+ Autjilt(UD)R. D'autre part, grâce à la formule:

Vh E HOmR-alg(R[A], R)

et en imposant en outre de fixer point par point les vecteurs de (Uo)R '

on définit une représentation:

et donc une flèche:

St(R) *T(R) -+ Autjilt(UD)R.

Il s'agit ensuite de voir que les relations de (8.3.3) qui définissent gD à partir de St*T, opèrent
trivialement par ce morphisme.
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PROPOSITION. - Pour tout anneauR, il existe un morphisme:

AdR : Ç}v(R) -1'Autjilt(UV)R

caractérisé par:

AdR(T(R)) fixe (Ua) R et AdR(h)(ea ® r) = (ca 1 h)(ea ® r),

pour tout h dansHomR_alg (R [A], R), pour toute racine réelle a et tout r da:o.sR.

Détuoustteiiou. 1. Relation tore-groupes radiciels

Soient s dansSçcune racineréelle,r un élément de R, et h dans T(R). Alors:

Qetteexpressionestpa,r définition Ad(ua s ( (cs 1 h)r)) (ea ) . Donnons-nous.rnaintenant AV dans
AV, et vérifions que Ad(h.uas(r).h-1 ) et Ad (uas((cs Lh)r)) coïncident sur AV. Qn(a:

2.. Relation .normalisateur du tore-tore

action sur A. Remarquons en outre que par définition en (7.4.1),

Ad(ns) = exp(ad (es)) .exp(ad (Is)) .exp(ad (es))

est l'automorphisme s*quir~lève s.Donnons-nousenfin h dansT(R). Il suffit de comparer
Ad(ns.h.n;l) et Ad(s.h); en effet, la relation impliquant ns(r) résultera alors du point 3.
ci-dessous.

Déjà, il est clair que ces deux automorphismes fixent AV-. Il suffit donc de les .comparer sur les
vecteurs. ea ·pour toute racine réelle a.

Ad(ns.h.n;l)(ea).{Ad(ns) 0 Ad(h)){±es-l.cY=Ad(ns)((s-l.cal

:;:: (s-l.ca 1 h)Ad(ns)(±es-l.a) = (S-l.Ca 1 h) ± ±ea = (s-l.cal h)ea,

ce qui est précisément Ad(s.h)ea. Les signes ± reflètent le fait que les automorphismes w*
échangent des doubles bases de vecteurs opposés. L'indétermination sur les signes est com­
pensée puisqu'on fait intervenir un tel automorphisme et son inverse.
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3. Relation normalisateur du tore-normalisateur du tore

Soit r un élément inversible de R. Soient S un élément de S et a une racine réelle. Alors:

= I>v( 2: (a~~)m. (a~{s)l. (ad~s)k (e,,»).
p~O k+m-l=p

'" (adej)'" (adfs)l (ades)k ( ) , )
L...J m!' l! . k! ea est le terme de degre a + pas de Ad(ns .ea· Il est

k+m-l=p

donc non nul seulement si a + pas = s.a, autrement dit si p = -(ca 1 hs). Finalement,
Ad(ns(r)) (ea) = r-<calhs}Ad(ns).ea. Enfin, si ,\vest un élément de AV, on a:

Ad(ns(r»)X= 2:rV( 2: (ad;~)m. (~{s)l. (~()k (X»).
p>O k+m-l=p

'" (ades)m (adfs)l (ades)k ( "'\ ' ( )( "'\
L...J m!' l! . k! >.. J est le terme de degre pas de Ad ns. . ,\ J' Il est donc non

k+m-l=p

nul seulement si pas = 0, donc Ad(ns(r)).'\v= Ad(ns).'\v= (Ad(ns)oAd(r-hs)).>..v. La dernière
égalité a lieu puisque par définition de Ad, Ad (T(R) ) fixe AV.

4. Relation normalisateur du tore-groupes radiciels

Le dernier type de relation à vérifier est Ad(ns.ua(r).n;1) Ad(s*ua(r)) pour toute racine
réelle a et tout entier r. C'est tautologique par la remarque déjà faite: Ad(ns ) = s*. 0

9.5.3. Fonctorialité

On fixe maintenant une flèche cp : R -+ R', et on veut vérifier la commutativité dudiagramme
de .9.5..2.•Il suffit pour cela de vérifier la commutativité du. diagramlIle S11r les géné:ateurs de
9v(R), à savoir les ue, (r), u-as(r) et h, pour s dans S, r dans R eth dans HOmR-alg(R[A] ,R).
Commençons par les éléments unipotents. On a:

(AdR, 0 9vClo»).ua•(r) =AdR'(Ua. (\O(r»)) =2:(\O(r)t Qll (1tdn~s)n.
n~O

Cette application est l'extension relativement à cp de AdR (Uas(r )), c'est-à-dire:

(Autjilt(UV)(Cp) 0 AdR) (uas(r)).

On obtient ainsi la commutativité sur les u«, (r) et mutatis mutandis sur les u-as(r ). Passons
maintenant aux h dans HOmR-alg(R[A] , R). 9v(cp).h est le morphisme

R'[A] -+ R'

,\~cp(('\lh)).

Donc (AdR' 0 9v (cp)) (h) est l'automorphisme défini par
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((AdR' 0 O1'(<p)) (h)) (ea) = (Ca 1 O1'{<p).h)ea = <p{(ca 1 h»)ea,

pour toute racine réelle a, et qui fixe (Uo) R'. Par ailleurs, AdR(h) est défini par:

AdR(h)ea = (ca 1 h)ea et AdR(h) fixe (Uo)R·

(AutJilt(UV)(<P) 0 AdR).h est l'automorphisme déduit de AdR(h) par extension des scalaires
relativement à. <p.. C'est l'automorphisme diagonal qui fixe (Uo)R" et tel que pour toute racine

réelle .a, ((AutJilt(U1')(<p) 0 AdR)(h)) (e.,) = r.p( (ca 1 h»)(ea). Ceci achève la vérification sur les

éléments li de T(R). On vient de prouver:

THÉORÈME. - Il existe une transformation naturelle

caractérisée paT:
(ade )n

AdR(ua{r)) = exptade., (2) r) = L: ~ (2) rn
,

n.
n2::0

AdR(T(R)) fixe (Uo)R et AdR(h)(ea (2) r) = (ca 1 h)(ea (2) r),

pour tout anneau R, pour tout h dans HOmR-alg(R[A], R), pour toute racine réelle a et tout
r dans R. 0

Par analogie avec la ..situationclassique, on parlera donc de représentation adjointe.

DÉFINITION.. - -fa transformation naturelle Ad est appelée la représentation adjointe du
foncteur de Tits 01'.

9<1I6.iNoyauet image de la représentation adjointe sur les corps

On finit la définition et l'étude de la représentation adjointe par une courte section, qui montre
essentiellement que sur les corps, le noyau de la représentation adjointe est le centre du groupe
de Kac-Moody,

9.6.1. Lemme de fidélité
Le résultat suivant n'utilise que les relations de définition de 01' et Ad, et permet de prouver
desaxiomesçombinatoiresen (8.4.1).

LEMME. - $oientG- 91'(K) un groupe de Kac-Moody défini sur le corps K, et AdK la
représentation de groupe associée.

(i).Pour toute racine.a et tout sous-espace vectoriel V AdUa-stable et contenant e_ a,
I(er(A.dK 0 .exPe

a
.·.1 li ) {l}et l'image de cette représentation .. est un sous...groupe unipotent à

un paramètred.eGL(V) .<En particulier, la restriction de AdK à chaque grouperadiciel est
injective et expe

a
: K -+ Ua est un isomorphisme.

(ii) Pour toute racine positive a, on a

U-a nB+= {I} et U-aB+ nKer(AdK) = B+ nKer(AdK).

'assertion obtenue en opposant les signes est bien sûr vraie également.
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Démonstration. Preuve de (i). Cela découle de la formule

VkEK Ad(ua(k)).e_a = e_a + k[ea, e_a] + Va,

2 2
OÙ Va = k 2 (e; e-a - eae-aea + e_ a. e;) est le terme de Q-degré a de l'expression.

Preuve de (ii). On part d'un élément 9 de U-a n B+ et d'un vecteur V de (.cb)K pour b dans
~ U {Ole Alors, Adg.v - V est dans EB (.cc)K et dans EB (.cc)K, suivant le

cEb-na,nEN\{O} cEb+Q+
groupe dans lequel on voit g. Cette intersection est contenue dans

EB (.cb-d)K n EB (.cb+d)K,
dEQ+ \{O} dEQ+

qui est triviale. Ainsi, pour tout V homogène Adg.v = v, et finalement 9 est dans
Ker(AdK) n U-a = {1} par (i).Ceci prouve la première assertion.

Pour la seconde, on se donne U-a dans U-a et b.; dans B+ tels que u_ab+ est dans Ker(AdK)'
On reprend alors la première partie du raisonnement qui précède. On regarde Adu=~.v =
Adb+.v. Par la Q-graduation, Adu=~.v = v, U-a est dans Ker(AdK), soit U-a = 1 par (i). 0

9.6.2. Noyau et image de la représentation adjointe

En revanche, la détermination du noyau sans restriction de source utilise (8.4.1).

PROPOSITION. - Soit G un groupe de Kec-Moody G = 9v(K) pour un corps K et une
donnée radicielle de Kac-Moody V. Alors, le noyau de la représentation adjointe AdK est le
centre de G (qui est aussi l'intersection des noyaux des caractères algébriques nKer c) et son

cEA
image est un sous-groupe du groupe de Kac-Moody adjoint attaché à la donnée radicielle de
Kac-Moodyad(V) (7.1.2), avec égalité si K est algébriquement clos.

Démonstration. 1. Réduction aux composantes connexes

Pour chaque composante connexe J de S, on définit le sous-groupe:

GJ := (Ua 1 a E ~re(J)).

Par les relations de définition de St(K), pour deux parties distinctes J et K de TIo(S), les
éléments de G J commutent à ceux de GK. En outre, la définition de la représentation adjointe
AdK fait voir aussi que GJ opère trivialement sur les vecteurs es, fs pour s dans K, et leurs
puissances divisées. Enfin, tout élément 9 de G peut s'écrire 9 = t. II gJ avec t dans T,

JEITo(S)
et gJ dans GJ. Si maintenant on suppose que 9 est dans le noyau de AdK, alors, d'après ce
qu'on vient de remarquer, pour toute J de TIo(S), tgj est dans Ker (AdK ITGJ)'

2. Cas indécomposable

Comme en (8.4.1), on peut voir que (TGJ, (Ua)aEb.re(J) ,T) est une donnée radicielle jumelée
de groupe de Weyl WJ irréductible. On raisonne pour l'instant dans le système de Tits
(TGJ, BJ,+ := TUJ,+, NJ, J) où NJ relève modulo T le groupe WJ. Par [Bou81] (IV.2.7),
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lemme 2 p.30, on voit que BJ,+Ker (AdK ITGJ) vaut TGJ ou B J,+. On va montrer que ce
sous-groupe est nécessairement BJ,+, ce qui montrera que Ker(AdK ITGJ) est dans B J,+.

Faisons donc l'hypothèse BJ,+.Ker (AdK ITGJ) = TGJ. Soit s dans J. Alors:

U_asBJ,+ = (U_asBJ,+) n (Ker (AdK ITGJ))'

d'où U_asB J,+ C B J,+ par (9.6.I)(ii), ou encore U- as C B J,+. Alors U-as = U-asnBJ,+ = {I}
par (9.6.1)(ii), ce qui contredit (9.6.1)(i). Nécessairement Ker (AdK ITGJ) C BJ,+. Le même
raisonnement pour le signe - montre par intersection que le noyau étudié est dans T.

3. Conclusion. Image

Le point précédent fait voir que pour toute J de ITo(S), on a tgJ E T, et donc que 9 est dans
T. Finalement, Ker (AdK) est inclus dans T. Sa description comme intersection de noyaux
de caractères est alors immédiate. Pour ce qui est de l'image de AdK, le groupe AdK(T)
est un quotient de T, abstraitement isomorphe à un sous-groupe du tore dont le groupe des
caractères est le sous-Z-module Aad de A engendré par les caractères Cs, sES. Il y a égalité si
K est algébriquement clos. AdK(G) est ainsi isomorphe à un sous-groupe de la valeur surK
du foncteur de Tits attaché à la donnée radicielle de Kac-Moody adjointe ad(V) (7.1.2), avec
égalité si K est algébriquement clos. 0

205





10.. Groupes de Kac-Moody déployés

en caractéristique quelconque

L'objet de ce chapitre est de présenter quelques propriétés importantes des groupes de Kac­
Moody déployés, c'est-à-dire des valeurs des foncteurs de Tits sur les corps. Après des
préliminaires concernant les «sous-tores» ou la géométrie des appartements jumelés.onprésente
des familles de sous-groupes intéressants, eu procédant du général au particulier. Lai.prerrlière
famille est celle des petits sous-groupes, aussi bien caractérisés par l'action du groupe de Kac­
Moody sur l'immeuble jumelé que par l'action adjointe. La seconde famille fournit une classe
assezIargede sous-groupes qui admettent une structure algébrique, à quotient torique près.
Enfin, •••• onproposeraune .. nouvelle -déflnition des sous-groupes de Cartan, plus .intri~sèque, .en
montrantsacompatibilitéàla terminologie initiale. Une source d'inspiration pour Ce chapitre
est l'article [Kac-Pet87] , à.eéciprès qu'on a tout fait pour évacuer la fonctiondistance 7onvexesur .• lecôuede Tits, afin -de la remplacer par des considérations de courbure négative.~nfin,

la démonstration de l'existence des groupes réductifs dans [Spr80] (chapitre 12) estàl'origine
dela .mise en place de la structure algébrique d'un fixateur de partie équilibrée, effectuée dans
laseëtion ·(10.3).

10.1. Immeubles de Kac-Moody

Nous nous donnons une donnée radicielle de Kac-Moody V = (8, A, A, (Cs)SES, (hs)SES}, un

corpsK sur lequel nous évaluons le foncteur de Tits «constructif» 97). On note G: . . 9:D(K)
le.~r()upe obtenu.. On sait que le fait de choisir un corps K comme anneau de baseper­
met d'obtenir une structure de donnée. radicielle jumelée directement. issue des générateurs
dufonctellrde.ir.rits(8A.l).Mais puisqu'on a une idée plus précise du groupe, il est na­
tureld'attendre un enrichissement de la famille des objets géométriques intéressants. dans .ta

uation <:iessous-groupesdiagonalisables (connexes) et donner une interprétation.des racines
géométriques plus étroitement liée aux sous-groupes unipotents à un paramètre et au caractère
associé. Nous allons procéder à divers aménagements, qui sont plus lisibles si on les fait en
deux temps, une première étape consistant à travailler avec des espaces vectoriels sur le corps
Q.

et T désignent les appartement jumelé et sous-groupes de Cartan standard associés à la

l'appartement jumelé sur le corps des nombres rationn.els

On suppose dans cette sous-section et la suivante que le corps K est infini.

Nous-partons-d'une-donnée radicielle de Kac-Moody V = (8, A, A, (Cs)SES, (hs)sES)' Le
problème éventuel est. que la famille des racines simples de V n'est pas nécessairement Z­
libre dans A.Par conséquent, le cône positif associé dans AV 0 z R peut être vide. Pour éviter
cet inconvénient, nous allons procéder à un aménagement de A, tout d'abord sur Q.
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On considère le Q-espace vectoriel AQ A®z Q et son sous-espace Q(V) = L Qcs · On fait
sES

le choix d'un supplémentaire FQ de ce sous-espace dans AQ.

AQ = FQ EB I:sES Qcs .

Considérons enfin le Q-espace vectoriel de base les symboles as pour s dans S, et la flèche
canonique 1r := C ®z Q : œQa s = Q ®z Q ~ L Qcs , tensorisée parQ de l'application

sES sES
caractère (7.1.5). On a 1r(Q) C A.

On note VQ le Q-espace vectoriel VQ := œQa s .EB FQet 1r : VQ ~ AQ le prolongement de
sES

l'application précédente par l'identité sur FQ.

C'est-dans le dual VQque nous allons définir un nouveau cône que nous appelons parabus
momentané cône de Tiis. On note W le groupe d'autorn.orphismeslinéairesdeVQengendré
par-Ies transformations Ts: À..-+ À - (hs 1 1r(À))as pour sparcourant S. Le groupe West
naturellement isomorphe au groupe de Weyl WA de la .matrice de. Cartan généralisée A. Il
suffit de faire référence aux mêmes résultats qu'en (7..1.4). Ainsi, on peut reprendre toute la
construction du cône de Tits en remplaçant le corps .de base par.Q. et les.espaces. en dualité
par VQ et VQ, tant qu'il n'est pas question de topologie. Enfin, par définition de la. structure
algébrique sur T = HOmK-alg(K[A], K), A est le groupe des caractères algébriques de T, et AV
est son groupe des cocaractères.

Puisqu'on a Q C VQ, on peut voir t:::..re comme une partie de VQ. Enfin, on note

n" : AVQ = AV®Q Q y VQ
l'a.pplication transposée de 1f.

DÉFINITION. - (i).DaIls le cas où, l'élérneIlt a deyrQ est une racine de t:::..r e , on Ilote 8aQ
J'byperplap de VQqui vaut ôaQ := .Ker(a). 8aQ est appelé le mur rationnel de a.
(ii)Si S est un sous-tore .de T, on note X*(S) son groupe de cocaractères algébriques, et
.x*($)Q leteIlsori$é parQgec~grOl).pe. Lesous-espa.ç~ra.tionnelL(S) de SestpardéiiIlition
J'orthogonal (su.sens de la dualité) dans VQde J'image réciproque par 1r du sous-espace vectoriel
sur Q des caractères triviaux sur S. Eu uottuit. A(S) := {c E A 1 c/s __ I}, oiie donc

L(S) := (7r*)-l(X*(S)Q).

La raison pour laquelle on est revenu momentanément à Q plutôt que de conserver R vient
de la proposition suivante.

PROPOSITION. - On conserve les notations et les choix précédents, à savoir la donnée radicielle
deI(ac-Moody V = (S, A, A, (CS)SES, (hs)SES), qui permet via A demettre une structure de
tore algébrique sur T, le supplémentaire FQ, la flèche 1r qu'on étend en application du même
nom 1r : VQ -+ AQ. On suppose toujours K infini.

(i) Les sous-tores de T sont en bijection croissante naturelle avec les sous-espaces vectoriels de
VQinc1us dans l'orthogonal Im(1r*) de Kertrr) au sens de la dualité.
(ii) Soit S un sous-tore de T de sous-espace rationnel associé L(S). Soit c une racine de t:::..re .

Alors:

208



1r(C) est trivial sur S si et seulement si le mur rationnel âCQ contient L(S).

(iii) Dans la même situation, si a et b sont deux racines de Li.re, alors il existe des puissances
non triviales de 1r(a) et 1r(b) qui coïncident sur S si et seulement si âaQ n L(S) = âbQ n L(S).

Remarquons que dès lors qu'on a fait un produit tensoriel sur Q pour pouvoir introduire un
espace vectoriel supplémentaire, on a éliminé toute question de torsion, ce qui explique que le
dictionnaire de (i) ne prend en charge que les sous-groupes diagonalisables connexes de T.

Démonstration. Preuve de (i). Soit S un sous-tore de T. On a S = (n Ker(c») o.

cEA(S)

Pardéfinition L(S) est [1r-1(A(S»]..L. Maintenant, si L est un sous-espace vectoriel de VQ, on

lui associe un sous-tore SeL) de T de manière analogue: SeL) := ( n Ker(c») o.

cE1r(L.J.. )nA

On obtient une application croissante S (respectivement L) qui va de l'ensemble des sous­
espaces de VQcontenus dans [Ker(1r)]..L vers l'ensemble des sous-tores de T (respectivement de
l'ensemble des sous-tores de T vers celui des sous-espaces de VQ contenus dans [Ker(1r)]..L =
Im(1r*».
Il est clair que les applications L et S respectent les codimensions, et que (L 0 S)(L) c.Let
(S oL)(S) C S. Par conséquent, par dimension (respectivement et par connexité), on a en fait
des égalités à la place des deux dernières inclusions.

Preuve de (ii). Avec la notation A(S), on a

1r(c) Is= 1~ 1r(c) E A(S) ~ Ker(c) :> L(S) ~ âCQ :J L(S).

Preuve de (iii) . Supposons que 1r(a) et 1r(b) élevées aux puissances non nulles m et n respec­
tivement coïncident. Avec les identifications qui précèdent, on a Ker(ma - nb) :J L(S), et par
conséquent:

âaQ n L(S) = âaQ n Ker(ma - nb) n L(S) = âbQ n Ker(ma - nb) n L(S) = âbQ n L(S).

Réciproquement, si âaQ n L(S) = âbQ n L(S), alors a et b restreintes à L(S) sont des Q­
formes de même hyperplan. À ce titre, elles sont donc Q-proportionnelles. Il existe donc m: et
n non nuls dans Z tels que Ker(ma - nb) :J L(S), soit m1r(a) - n1r(b) E A(S). En termes de
caractères, cela signifie la trivialité de 1r(am Ibn) sur S. 0

10.1.2. Aménagement de l'appartement jumelé sur le corps des nombres réels

Le dictionnaire entre sous-tores et sous-espaces a lieu sur Q. Si on veut continuer à faire des
raisonnements topologiques dansles immeubles, il faut revenir au corps de baseR. On peut
à nouveau faire référence aux mêmes résultats qu'en (7.1.4) pour munir le R-espace vectoriel

:= VQQ9Q R = (FQ Q9Q R) œEBRas d'une action de W, d'où une chaîne d'inclusions:
sES

VR :J VQ :J Q :J Li.re.

Dans le dual de cet espace, on définit encore un cône de Tits Calg, et on voit qu'un quotient
de ce cône est le cône de Tits de la section (5.1). Précisément, comme en (7.1.4) on a:
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- ..LI"'V-Ca1glQ = C.

L'ajout de ce R-espace vectoriel Q..L implique que le cône de Tits ne peut plus être propre; cela
dit, on peut dans ce cône élargi rendre compte de la situation des sous-tores. Ces remarques
justifient qu'on choisisse Calg U -Calg comme modèle d'appartement jumelé dans certains cas.

DÊFINITION. - (i) Ca1gU -Ca1g est le modèle algébrique d'appartement jumelé standard pour
G.
(ii) Un sous-espace vectoriel de Vi := VQ0Q R est dit rationnel s'il est défini par des formes
linéaires de VQ.
(iii) Pour un sous-tore S de T, on note vectA(S) la trace sur A ~ Ca1g U -Calg de l'espace
vectoriel L(S) Q9QR.On >appelle vectA(S) l'extension vectorielle de S dans A.
(iv) On dit qu'un sous-tore S de T est générique si L( S) rencontre l'intérieurCal g du cône
de Tits ëa1g . A1ors, L(S) est engendré par vectA(S). On dit dans ce dernier cas que Sest
générique au sens large.

On peut immédiatement faire les redites suivantes:

PROPOSITION. - Soit S un sous-tore générique au sens large de T.

(i) Il existe une bijection naturelle entre les sous-tores de T et les sous-espaces rationnels de
l'espace embuuit: VQ0Q >R dans lequel on> construit l'appartement jumelé A attaché è T:
(ii) Pour une racine c de ~re, 7r(c) est triviale sur S si et seulementsi son mur âc>.:= âCQ 0 R
contient l'extension vectorielle de S.
(iii) Étant données deux racines a et b de ~re, il existe des exposants m et n non nuls tels que
7r(a)m et 7r(b)n coïncident sur un sous-tore S si et seulement si âanvectA(S) = âbnvectA(S).
o

On peut aussi ajouter que le cône de Tits relatif àla famille {as}sES de formes linéaires sur VR
possède toutes les propriétés énoncées pour le cône de Tits défini et étudié en (5.1) et (5.2).

10.1.3. Appartements jumelés comme lieux de points fixes

Par définition de ces objets en (8.3.4) et (5.3), G opère transitivement sur les sous-groupes de
CartandeG et sur les appartementsjumelés de la réalisation conique /J'lco. Puisque N est le
stabilisateur de l'appartement jumelé standard A (2.6.2), on a clairement:

{Appartements jumelés} -:+ GIN et {Sous-groupes de Cartan} -:+ GING(T),

d'où une application

{Appartements jumelés} --* { Sous-groupes de Cartan},

d'après l'inclusion N. C NG(T).Cette application est obtenue de manière formelle. En fait,
puisque.N est le normalisateur de A, il est clair que Test le fixateur de l'appartement jumelé
standard..• Par G-équivariance, on peut envisager un moyen plus concret d'attacher un sous­
groupe de Cartan à un appartement, précisément le passage au fixateur. En outre, il est
clair que la surjection précédente est un isomorphisme quand N = NG(T), ce qui est réalisé
quand le corps K est assez gros pour la donnée radicielle de Kac-Moody 1) (8.4.1). Sous cette
hypothèse, la réciproque de l'isomorphisme obtenu est tout aussi concrète.
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PROPOSITION. - Soit G l!!!- groupe de Kec-Moody obtenu par évaluation d'un foncteur de
Tits sur un corps K: G = YL)(K), de tore standard T et d'appartement jumelé standard A.
Si K est assez gros pour 1), alors:

(i) Les seules chambres stables (ou fixes) par T dans 131co sont les chambres dans A.
(ii) Le lieu des points fixes sous l'action de T dans 131co est précisément A: (1J"lco)T = A.

Démonstration. € désigne un signe (+ ou -).

Preuve de (i). Soit gCe une chambre de IIelco (g est un élément de G et Ce est la chambre
standard de signe €). On sait qu'on peut écrire 9 = uwnwb pour un certain w dans W, pour Uw
dans Ue n wU-ew-l, nw dans N relevant w modulo T et b dans Be, d'après la décomposition
de Bruhat relativement à Be (1.2.3). On obtient donc gCe = uwnwCe. On sait déjà qu'il est
équivalent de dire qu'une chambre est stable ou fixe sous l'action de G. Supposons donc que
gGe C (IIelco)T est une chambre fixe sous T . .Alors pour tout t dans T, tuwnwCe = uwnwCe.
Regardons de plus près cette condition pour t dans T. On a u:;;/tuwnwCe = nwCe. Commet
fixe A, on peut aussi écrire

-1 - -1. -1 - . -1 - -
U w tuwnwCe = (uw tuwt )tnwCe = [uw ,t]nwCe = nwCe,

où les crochets désignent le commutateur de deux éléments. Ceci implique que [u;\ t] est
dans le fixateur de nwCe qui est nwBen;1. Or, [u;l, t] appartient à U; n wU-ew-\ donc
n;l[u;l, t]nw est dans Ui., n Be ={l}. On en déduit que pour tout t dans T, le commutateur
[u;l, t] est trivial. Autrement dit Uw est dans le centralisateur dans G de T. Or, cecentral­
isateur est dans N (8.4.1) et l'intersection U, n N est triviale, par (1.2.1)(RT3). On a donc:
U w =1, soitgCe = nwCe C A.

Preuve de (ii). Il suffit de montrer que si x est dans (II+I co)T, il est dans la partie positive
de l'appartement jumelé A, le cas négatif étant complètement analogue.:Enfin,II+lcoétant -la
réunion de ses facettes ouvertes, il suffit de montrer que toute facette positive fixe parT est dans
A+. Soit donc gFI c (II+lco)T une telle facette. On écrit 9 = uwnwb comme précédemment,
et gFI = uw1ÎwFI. Considérons dans la partie N-nilpotente de racines LlW-l = Ll+ nwLl~, la
partie LlW-l (FI) := {e E Âw-l 1 w-l(Be) :J FI}' LlW-l (]t'I) est l'ensemble des racines e pour
lesquelles on a lesinclusions U; C U+ et n;1Ucnw ÇP(FI) n U_. Pour des ordres quelconques
sur Âw(FI ) et Llw \ Llw(FI), on peut écrire par (9.2.3):

d'où une écriture (unique) Uw = vv' correspondante, qui est telle que n;1vnw est dans U(-FI),
et qui permet une nouvelle simplification:

uwnwFI = vnw(n;1vnw)FI = vnwFI.

Il suffit alors de montrer que v = 1. Si tel n'était pas le cas, d'après l'hypothèse «K assez
gros» , il existerait t dans T tel que [V-l, t]=I= 1. En utilisant l'hypothèse vnwFI C (II+lco)T,
on aurait tvnwFI = vnwFI, d'où [v-\ t].nwFI = nwFI. Autrement dit [v-l, t] serait dans
nwP(FI )n;1 \ {1}, ce qui donnerait:

n;l[v-\t]nw E (P(FI) n U(-FI)) \ {1},

impossible par décomposition de Lévi de P(-FI). 0
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On. aurait pu traiter' immédiatement le second cas qui comprend le premier, mais celui-ci
procure un énoncé utilisable en termes de systèmes de chambres abstraits.

10.1.4. Fonctorialité de l'immeuble en fonction du corps

On se place dans la même situation qu'en (8.4.4), d'où l'adoption des conventions de cette sous­
section. E/K est une extension de corps. G(K) opère sur l'immeuble Ie(E) via l'inclusion
G(K) c G(E). Avec ces conventions, on peut formuler le résultat suivant.

LEMME. - Soit E/K une extension de corps.

(i) JI existe pour chaque signe un morphisme d'immeubles strict naturel, injectif et G(K)­
équivariant

Le~: Ie(K) -t Ie(E).

En outre, les applications L+~ et t_~ respectent les codistances des jumelages J"(K) et J"(E).
Les applications ainsi définies font voir un immeuble comme sous-immeuble de l'autre. On
convient d'identifier Ie(K) à son image dans Ie(E).
(H) Les appartements admissibles. du sous-immeuble Ie(K) de Ie(E) sont des appartements
admissibles de Ie(E). Ce sont les G(K)-transformés de l'appartement standard A.

Démonstration .... Preuve de (i).On définit. Le~ par gBe(K) t-+ gBe(E).
C'est ensemblistement possible car 9 est dans G(K) qui est indus dans G(E), et parce qu'on
a Be(K) C Be(E) .(8.4.4). Ces inclusions font d'ailleurs voir l'injectivité des applications qui
nous intéressent.
Les systèmes de Tits de signe fixé e relativement aux sous-groupes de Borel standard de G(K)
etG(E) •ont des -groupes •• de Weyl·isomorphes. La partie génératrice standard SdeWest
relevée modulo<T(E)pardesélémentssdans G(K). Ainsi, pour tout s deS, la relation
de s-adjacencedeIe(K)est la relation de s-adjacence sur Le~(Ie(K)) induite parcelle de
Ie(E).> Pour ce qui est de la codistance, il suffit d'utiliser son interprétation en termes de
décomposition de Birkhoff-et «8.4.~)(ii).

Preuve de (ii). Le~ établit un isomorphisme naturel entre l'appartement standard de Ie(K)
et celui de Ie(E), par sBe(K) t-+sBe(E). Ensuite, il suffit de remarquer que lesapparte­
ments admissibles de Ie(K) sont les G(K)-tranformés de l'appartement standard, et d'invoquer
l'équivariance de la flèche Le~' 0

En revanche, les immeubles diffèrent au niveau des chambres dans un résidu de cloison donné.
Considérons le cas de la chambre standard, les autres résidus se déduisant de ceux de Be (K)
par G(K). On fixe s dans S. D'après la propriété de Moufang pour Ie(K) (2.5.4), les chambres
de Ie(K) s-adjacentes à Be(K) sont les chambres usBe(K), avec u dans Us(K). Elles sont en
bijection avec K. D'après cette même propriété .pour le gros immeuble, les chambres de E,(E)
s-adjacentes à Be(E) = te~(Be(K)) sont les chambres vsBe(E), avec v dans UseE). Elles sont
en bijection avecE et comptent parmi elles les chambres de Ie(K) s-adjacentesàBe(K).

Il reste à passer aux considérations géométriques.

LEMME. - Soit E/K une extension de corps. Soit (X, (Xs)SES)) une structure-miroir. Alors
la réalisation géométrique X(te~) de te~ établit un homéomorphisme de X(Ie(K)) sur son
image dans X(Ie(E)).
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Démonstration. On sait déjà que X(te~) est continue. Elle est injective. En effet:

X(te~J[yBe(K), x] = X(te~)[hBe(K), y] {:} [yBe(E), x] == [hBe(E), y]
{:} x = y et y-1hEBe(E)WJ(x)Be(E)

Or, Be(E)WJ(x)Be(E) n G(K) = Be(K)WJ(x)Be(K) (8.4.4), par conséquent la dernière asser­
tion équivaut à [yBe(K), x] = [hBe(K), y].
Pour voir que X(t€~) est fermée, on procède comme pour (4.2.3)(i) 0

On peut maintenant commencer à étudier des familles de sous-groupes de plus en plus proches
de l'exemple familier des groupes algébriques.

10.2. Petits sous-groupes des groupes de Kac-Moody

Dans cette section, il est question de la classe des petits sous-groupes, à savoir des sous...groupes
surlesquels on va pouvoir utiliserdes résultats de géométrie algébrique. On va aussi pour la
première fois avancer un argument de courbure négative, même si la réalisation métrique d'un
immeuble sera implicite dans les,énoncés. On prouve l'équivalence de trois approches possibles
des, petits sous-grcupes dans le cas d'un groupe de Kac-Moody, Dans le cas abstrait d'un
groupe à donnée radicielle jumelée, seuls deux de ces critères prennent un sens (puisque le
troisième implique l'algèbre de Lie du groupe). Ils sont reliés par le théorème de point fixe de
Bruhat-Tits (4.6.2).

Dans toute cette section, on conserve le groupeG obtenu par l'évaluation d'un foncteur de.Tits
91) sur un corps K, pour une donnée radicielle de Kac-Moody V • (8, A,A, (cs)ses, (hshes).
,A et ,T dési~nent les appartement jumelé et sous-groupes de Cartan standard associés à la
définition deG.

10.2.1. Doubles classes et représentation adjointe

Le résultat qui suit est un premier lien entre deux propriétés de finitude, l'une vis-à-vis de la
décomposition en doubles classes de Bruhat, l'autre vis-à-vis de la représentation adjointe.
Au vocabulaire près, c'est un résultat de Kac et Peterson ([Kac-Pet87], théorème Ip.121).
Commençons par quelques définitions.

DÉFINITION. - SoitH un sous-groupe du groupe de Kee-Mooây G.

(i)~ est dit Ad-localement fini si pour tout vect.eurv de (UV)K, l'espace vectorielvect(Ad.H.v)
eIlgendré par AdH.v, est de dimension finie sur·K.
(ii) H est dit Ad-diagonalisable s'il existe une base de (UV)K dans laquelle l'action deH via
Ad est diagonale.

LEMME. - Soit {Yj}j~O une suite infinie d'éléments de G. On écrit chaque élément suivant
sa décomposition de Btubei Yj = ujnjtjvj, avec Uj dans U±, nj dans, N etbj = tjvjd.ans
TU± =B±. On suppose que deux indices distincts j et k fournissent toujours deux classes
Wj = njT et Wk= nkT distinctes dans W. Alors, il existe un Q-degré a et un vecteur V de

(Ua)K tels que l'espace vectoriel engendré par UAdYj.v soit de dimension infinie.
j~O
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Démonstration. Vu la symétrie des hypothèses, on se contente de prouver le résultat pour la
BN-paire positive. Pour un vecteur v de (UV)K' on note P; := UAdgj.v, et on suppose

j?:.O
que la conclusion n'est pas vérifiée. On prendra tous les supports relativement à une base des
puissances divisées des générateurs canoniques de Uv.
1. On peut déjà écrire:

'VaEQ'VvE (Ua)K dimK(vect Pv) < 00.

Ceci impose que pour tout a de Q et pour tout v de (Ua)K' le cardinal du support de Pv est
fini:

'VaEQ'Vv E (Ua)K#Supp(vectPv ) < 00.

On note h(v) la hauteur minimale qui apparaît dans Supp(vect Pv ) . On a donc pour tout z
de vect(Pv ) , ht(z) 2:: h(v).

2. On se donnec dans Q, et v dans (Ua)K \ {O}. On regarde d'abord Ad(njbj).v. Cetélément
se.décompose en somme de termes.Q-homogènes parmi .. lesquels figure •• un terme non nul .. de
degréwja. (Précisément, ce terme est (ca 1 tj)Adnj.v). On note hj la hauteur minimale des
degrés de supp(Adnjbj.v). On vient de voir quewja est dans cet ensemble, donc ht(wja) 2:: hj.

3..On applique maintenantAd'Uj à Ad(njbj).v pour obtenir Adgj.v. Aduj. est un automor­
phisme unipotent de (Uv) K' qui opère comme l'identité plus un endomorphisme nilpotent qui
augmente strictement les hauteurs. Donc tout terme de hauteur hj dans Ad (njbj ).v est non
annulé par Aduj ". Il existe.ainsi des termes de hauteurhj dans Adgj.v, d'où hj 2:: h(v) et
finalement ht (W j a). 2::. h(v)..C'est un. minorant indépendant de j.

4. On voit donc que pour tout a de Q, il existe m dans Z tel que pour tout j 2:: 0, on ait
ht(wja) 2:: m. En faisant le même raisonnement pour le degré opposé -a, on obtient:

'VaEQ3NEN 'Vj 2:: 0 Iht(wja)l~ N.

Ceci limite à un ensemble fini le nombre d'images possibles par les Wj de la base {as}sEs:
contradiction avec le fait que {Wj }j?:.oest infini. 0

10.2.2. Critères de petitesse

Nous pouvons maintenant passer à la définition des petits sous-groupes, qui se présente sous
forme de trois critères équivalents. Le fait remarquable est que leur caractérisation peut
s'énoncer - en théorie - aussi bien en termes d'action sur I'immeuble que de représentation
adjointe, qui sont les deux actions que nous avons retenues pour l'étude des groupes de Kac­
Moody.

THÉORÈME/DÉFINITION. - Soit H un sous-groupe du groupe de Kac-Moody G. Les condi­
tions suivantes sont équivalentes:

(i) H est Ad-localement fini
(ii) H intersecte un nombre fini de doubles classes de Bruhat positives et négatives
(iii) H est contenu dans l'intersection des fixateurs de deux facettes sphériques de signes
opposés du jumelage associé à G.

Dans le cas où il vérifie l'une de ces conditions, on dit que H est un petit sous-groupe de G.
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Il s'agit de la notion de sous-groupe bornéet.·antiborné de Kac et Peterson([Kac..Pet87],·p.122
et p.127). Ne cherchant pas à faire référence à la bornologie d'une BN-paire, nous avons
préféré la terminologie plus ramassée de petit sous-groupe.

10.2.3. Preuve des critères

L'implication (i) =} (ii) est un corollaire immédiat du lemme (10.2.1).

Preuve de (ii) =} (iii). On suppose que H est dans un nombre fini de doubles classes positives
(et..aussidans un nombre fini de doubles classes négatives). Parle. théorème dep.ointfixe de
Bruhat..Tits (4.6.2), H qui stabilise les immeubles positif et négatif dujulfielage.associé.à G
(en y opérant par des groupes bornés d'isométries), admet unpointfixe.. a:.edansJaréalisation
métrique de l'immeuble de signe €. Xe appartient àune unique facetteouyerte F'equi est elle
aussi fixe par définition de l'action de G sur une réalisation géométrique. On obtient donc:

H C Fix(F+ U F_),

où les facettes sont sphériques par construction même de la réalisationméfriqued'un immeuble.
C'est l'assertion recherchée. (Par la décomposition de Birkhoff, ces facettes peuvent <être vues
comme parties d'un même appartement jumelé).

Preuve de (iii) =} (i).On suppose H inclus dans le fixateur d'une facette sphérique positive
F+, et d'une facette sphérique négative F_. En conjuguant H - ce qui est inoffensif du point
de vue de la notion de sous-groupe Ad-localement fini, on se ramène au cas où F+ ~FI,

F.... :;:;::. --wFJ pour L, J des parties de type fini de 8, .'i.lJun élémentdu.groupede WeyLo/, et
oùA est l'appartement jumelé standard. On note ft:;:;::. FI U --wFJ.On a donc:

He Fix(n).

On va utiliser la décomposition de Lévi de Fix(!1) relative à A: Fix(O) .. <M(n).~ U{n).
Tous les groupes radiciels qui interviennent sont indexés par des racinesréelleS,doncopèrent
par des exponentielles de ade., Dans le cas d'une racine c réelle, ade, est localement nilpotente.
U(n) est le produit interne dans un ordre quelconque des groupes radiciels Ua, pour les racines
a de A qui séparent strictement FI et wFJ. Donc pour un élément v de (UV)K:

Ad U(n).v:;:;::. IIU(adec).v

où Uest le foncteur «algèbre enveloppante »et le produit est pris dans un ordre fixé sur les
racines qui séparent strictement FI et wFJ ~L'espace vectoriel engendré par cette. partie est
donc de dimension finie dans (UV)K. Considérons maintenant le facteur de Lévi M(n). Ce
groupe possède une décomposition de Bruhat en réunion de doubles classes BnwBn pour w
parcourant un groupe de Coxeter fini W(n) et Bn un groupe produit semi-direct de T et d'un
groupe de la même forme que celle précédemment décrite pour U(n), puisque ~(n)+ est un
ensemble N-nilpotent de racines. Finalement, vect(Ad Fix(n).v) est de dimension finie pour
tout vecteur v de (UV)K. 0
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Pour les preuves •des implications qui concernent la représeataticn adjointe,on ••.. a la
description explicite de l'action des éléments du groupe G. Rappelons que l'équivalence entre
(ii) et (iii) est vraie pour tout groupe possédant une BN-paire jumelêeç.Pimplieationdiffieile
résultant du théorème de point fixe de Bruhat-Tits, l'autre de la décomposition de Bruhat
d'un sous-groupe parabolique sphérique (indexée par un groupe de Coxeter fini).

10.S. Sous-groupes algébriques des groupes de Kac-Moody

Nous venons devoirquela courburenégative permettait de montrerqu'unsous-grouped'un
groupe de Kac-Moody pèssédant une propriété de finitude à l'égard de son action adjointe, était
inclus dans le fixateur de deux facettes sphériques de signes opposés. C'est une première. étape
vers l'usage de. théorèmes classiques sur les groupes algébriques pour prouver .leurs analogues
en théorie de Kac-Moody. Il reste maintenant à munir ces sous-groupes - les fixateurs de
parties équilibrées d'une structure de groupe algébrique. C'est l'objet de cette section. À
proprement parler, ce ne sont pas directement les sous-groupes du groupe de Kac-Moody G qui
posséderont une telle structure, mais leur image par une flèche abstraite naturellement obtenue
à partir de la représentation. adjointe de G., et à valeurs dans le groupe linéaire d'une sous­
algèbre de Lie. de dimension finie de l'algèbre de Kac-Moody (attachée à la donnée radicielle
V).

G désigne.legroupe .de Kac-Moody obtenu.en évaluant le foncteur. de 'I'itsQDsur le.corps .K.
A et Tdésignent les appartement jumelé et .sous-groupes de Cartan standard associés à la
définition de G.

Rappelons (7.4.3) que.cvest la Z-algèbre de Lie obtenue par intersection de l'algèbre de Kac­
Moody 9v avec laZ-forme Uv de l'algèbre enveloppante de 9v: .cD := 9D n UD, et qu'on a
une décomposition radicielle

.cD = .co EB (EB .ca),
aE~

avec .co = A". .cK désigne la Ksalgèbre de Lie obtenue à partir de .cD par extension des
scalaires de Z à K.

Enfin,n désigne une partie équilibrée de IJlco, contenue dans l'appartement jumelé standard
A.

10.3.1. La flèche abstraite Adn

Commençons par définir quelques sous-algèbres de Lie et sous-espaces de .cK qui vont servir
d'espaces de représentation. Modulo les changements de notations, nous avons déjà associé en
(5.4.4) et (5.4.5) à une partie comme n les ensembles finis de racines .suivants:

,6.m(n) := {a E ,6.re 1 ôa ::>n},

~U(n) := {a E ~re 1 a ::> n ôa 1; n}

et ~(n):= {a E ~re 1 a ::> n} = ~m(n) U ~U(n).
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DÉFINITION. - (i)PCQ)K est la K-algèbre de Lie P(Q)K:= (A"®z K)œE9{La)K'

aE~(n)

On la voit comme K-structure de P(Q)K :- (AY®z K) œ E9 (.L:a)K·
aE~(n)

(ii) m(Q)K est laK-algèbre de Lie m(Q)K:= (AY®z K) EB E9 (.L:a)K.
aE~m(n)

On la voit commeK-structure de m(Q)K := (A"®z K) œ E9 (.L:a)K·
aE~m(n)

(iii) U(Q)K est la K-a1gèbre de Lie U(Q)K:= E9(.L:a)K'

aE~U(n)

On la voit comme K-structure de U(Q)K:= E9 (.L:a)K·
aE~U(n)

REMARQUES. - 1. Ces trois K-algèbres de Lie. de dimension finie ·définissent desK-structures
sur-les groupes linéaires associésGL(P(Q)K)' GL(m(Q)I() et GL(u(Q)K)'

2. Il est naturel de penser à P(Q)K comme l'algèbre de Lie de Fix(Q), bien que cet objet n'ait
pas de sens en l'absence de structure algébrique sur Fix(Q).

3. Vu la définition de la représentation adjointe de Get la décomposition de Lévi .deFix(Q),
il est clair que la restriction de Ad à Fix(Q) stabilise PCQ)K'

On va main.tenantdéfinir un K-espace vectoriel contenant les algèbres de Lie ci-dessus, et qui
va permettre de définir les structures algébriques qui nous intéressent.

LEMMEjDÉF'INITION. - Soit W(Q)I( le plus petit sous-K.-espace vectoriel Q-gra-duéde(t,v)l('
stable sous l'a-ctionadjointe deFix(Q),.contenant PCQ)Ket dontleQ-support contient ....àU(Q).
Alors, W (Q)K est .âe dimension iiuie; son support est. formé de degrés combinaisons linéaires
entières de racines de à(Q) et ....àU(Q). On note W(Q)K le K-espace vectoriel sOIllmedirecte
de A"®z K et des droites Q-homogènes indexées par les racines du support de W{Q)K; iW(Q)K
est une K-structure de W(Q)K'

Démonstration. ·Cas particulier: la donnée radicielle de Kac-Moody V est libre .. Dans ce cas,
Q-graduation et graduation par les poids coïncident, et la somme

Vect( I:: Ad(Fix(Q))ec) + P(Q)K
cE-.ây(n)

est Q-graduée car stable sous l'action adjointe de Fix(Q) et donc de T. D'après (lû.2.2}, le
premier espace vectoriel est de dimension finie; par conséquent, c'est tout l'espace considéré qui
est de dimension finie et stable sous l'action a<ijointe de Fix(Q). C'est doncW(Q)l(,soUlme
de droites Q-homogènes. Cela justifie la dernière assertion, celle concernant .lesdegrés .étant
une conséquence directe du comportement de la Q-graduation vis-à-vis de l'action adjointe.

Cas d'une donnéeradicielle de Kac-Moody V quelconque. 'On considère alors Iadonnée.ràdi­
cielle 13, aménagée en (7.3.2) afin de rendre les racines libres. Pour tout corpsE,Qt>(E)

contient Qv(E) comme sous-groupe distingué, et Qt>(E) = Qv(E).T(E), où. T(E) est le tore
attaché à 13. Le fait de pouvoir considérer un groupe comme sous-groupe de l'autre provient
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du même type de raisonnement que celui du début du second lemme (8.4.1); la normalisation
provient de la description de l'action des éléments toriques par conjugaison dans les groupes
(8.3.3). En outre, d'après sa décomposition Q-graduée, la Z.-algèbre de Lie .cv.contîentf:,v
comme idéal; et 9v (E) opère par sa représentation adjointe sur (f:,V)E en stabilisant (f:,V)E.
Ceci est conséquence de la description de l'action des éléments toriques par crochet dans les
algèbres de Kac-Moody(7.3.1), et de la définition de l'action adjointe. Par le lemme (8.4.1),
~- ..-.....-- ~

9v (K ) possède le même jumelage que 9p(K), et on note Fix(ü) le groupe analogue à Fix(n).
Par décomposition de Lévi, il contient Fix(n) comme sous-groupe distingué. D'après le cas

~ --- .......---particulier du début, Fix(n) stabilise l'analogue w.(n)K de W(Ü)K. pour V. Ainsi, Fix(n)
~

stabilise W(O)K n (f:,V)K qui vaut W(n)K' et finalement Fix(n) stabilise également ce dernier
espace. Le reste des assertions se prouve comme dans le cas libre. 0

REMARQUES. - 1. W(n)K définit une K-structure sur GL(W(n)K).

2. La raison pour laquelle on a défini W(n)K est que la présence d'éléments de Q-degrés dans
-~U(O) permet d'injecter dans GL(W(n)K) les sous-groupes radiciels indexés>par~U(n), en
vertu de (9.6.1)(i).

DÉFINITION. - Adn désigne la représentation de Fix(n) dans l'espace W(n)K' obtenue par
restriction de but et de source à partir de Ad.

L'objectif.est désormais d'étudier lafièche.abstraite Adn, .c'est-à-dire de déterminer son image
et son noyau. On va montrer que l'image par Adn de Fix(n) est un K-sous-groupefermé con­
nexe de GL(W(n)K)' et que le noyau est un K-sous-groupe du tore T. On ne cherche donc pas
à munir Fix(ü) lui-même d'une structure algébrique, mais son image par une i application qui
quotiente peu d'un certain point de vue, c'est-à-dire par unsous-groupe de type multiplicatif.
Cette restriction est inoffensive puisqu'on va se servir de Adn pour prouver des résultats de
conjugaison des tores et d'existence de tores rationnels. Le fait que le noyau est dans Test en
revanche essentiel. Nous 'allons procéder .de la façon suivante.

1. Étude des sous-groupes unipotents de GL(W(O)K) qui vont intervenir.

2. Étude de l'adhérence de Zariski Adn (M(n») de Adn (M(n») dans GL(W(n)K).

3. Adn (M(O») est un groupe réductif, qui coïncide donc avec Adn(M(O»), d'après le dévissage
classique des groupes réductifs. Ceci implique en fait que Adn (M(n» est fermé dans GL(W(n)K).

Introduisons donc la notation provisoire:

DÉFINITION. - G(n) :- Adn (M(n») c GL(W(n)K).

Nous allons commencer à faire des raisonnements de groupes algébriques. C'est le moment de
rappeler quelques conventions dans ce domaine.

CONVENTION. - Si H est un groupe algébrique sur le corps K ([Bor90], (AG.12.1) p.23 et
(1.1) p.46), pour toute extension E/K, on note H(E) le groupe des points E-rationnels de H,
sauf pour K, où l'on pourra omettre les parenthèses.
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Les références pour les groupes algébriques sont [Borêû], [Hum75] et [Spr80]. Seul [BorgO]
traite des questions de rationnalité. Seul [Spr80] prouve le théorème d'existence des groupes
réductifs (théorème (12.1) p.274) dont on s'est inspiré pour mettre en évidence les structures
algébriques qui nous intéressent.

10.3.2. Sous-groupes unipotents

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à des groupes unipotents. On sait (6.4.1)
que Fix(O) possède une décomposition de Lévi relativement à l'appartement jumelé A, ou au
tore T qui le fixe point par point:

Fix(O) = M(O) ~ U(O).

U(O) est unipotent dans le sens où ses éléments opèrent de façon unipotente via la représentation
Ad. M(O) est un groupe possédant une donnée radicielle jumelée. Nous avons encore la. lib­
erté de choisir une chambre standard, dans l'appartement jumelé A. On choisit la chambre
standard C comme D+ en (5.4.5). De la sorte, on a U(O) C U+, et on partage les racines
de ~m(o) en ~m(o)+ := ~m(o)c et ~m(o)_ := _~m(o)c. On veut montrer que les sous­
groupes abstraits de GL(W(O)K) engendrés par Adn(U(O)) et Adn((Ua 1 a E ~m(o)+))

sont fermés dans GL(W(O)K)' On note V(O)+ le sous-groupe de Fix(O) engendré par les
sous-groupes radiciels Ua pour a dans ~m(o)+.

V(O)+ := (Ua 1 a E Llm(O)+) et V(O)_:= (Ua 1 a E ~m(o)_).

De manière générale, pour 'l/J une partie N-close de ~m(o)+ ou ~m(o)_, on note

V(O, 'ljJ) := (Ua 1 a E 'l/J).

PROPOSITION. - Soit 'l/J une partie N-closede~m(O)+ ou ~m(o)_, pour 0 une partie
equilibree. Alors:

(i)La restri:tion Adn:. V(O, 'l/J) -+ GL(W(11)I() est.injective.
(ii) Adn(V(O, 'l/J)) est un K-sous-groupe algebrique de GL(W(O)K)' K-isomorphe comme
variete algébrique à l'espace affine de dimension #'l/J,
(iii) L'algèbre de Lie de Adn (V(a, 'ljJ)) estisotnoTpheâ E9Kea.; precisement:

aE7/J

Lie Adn(V(a,'ljJ))=E9K ade; Iw(n)K'
aE7/J

Toutes les proprietes ci-dessus sont vraies en remplaçant 'lj; par une partie N -close de AU(0),
et V(O, 'l/J) par le sous-groupe de U(a) correspondant.

Demonstration. On raisonne sur V(a, 'ljJ); les arguments pour le cas de U(0) sont identiques.

Par (9.6.1)(i), pour chaque racine aE'ljJ, Adn (Ua) est un sous-groupe unipotent à un paramètre
fermé non trivial dans GL(W(O)K)' 11 est défini sur K, car la représentation adjointe n'implique
que des relations entières. En appliquant le. lemme de Tits (8.3.1) à ces sous-groupes, on voit
que le sous-groupe abstrait qu'ils engendrent et qui est aussi Adn(V(O,'l/J)), est le produit
interne dans tout ordre préassigné de ces sous-groupes. Ce produit, au titre d'image de mor­
phisme, est constructible, et donc fermé par [Borâû], proposition (L3)(c) p.47. Il est défini sur
K par [BorgO], proposition (2.2) p.57. En outre, l'application produit
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II Adn(Ua ) -+ Adn (V(n, t/J))
aE'l/J

est non seulement une bijection, mais aussi un isomorphisme de variétés algébriques. Eneffet, si
a est une racine indécomposable, on lit dans le produit la coordonnée suivant a d'un élément de
Adn (V(n, 'ljJ)) comme coefficient matriciel reperé en ligIle.pare(), et en .col0n.ne.par un ~lélllent

de A~@z K. Si a est décomposable, il faut retirer à ce coefficient des.expressions polynomiales
en les coordonnées correspondant aux décompositions de a. L'inverse del'application produit
est donc polynomial, et on a prouvé le point (ii).

Le point (iii), qui est un calcul d'algèbre de Lie, provient d'un simple usage des nombres duaux
de Cartier.

Le point (i)provient .de l'application du lemme de Tits pour le même ordre à ~(K) et
Adn (V(n, 'ljJ») pour obtenir le diagramme commutatif:

II lla(K) - II Ua
aE'l/J aE'l/J

II Adn(Ua )

aE'l/J

~(K) - V(n,'ljJ) ~ Adn(V(n,'ljJ»),

où les flèches verticales sont les applications produit. o
REMARQUE. - Dans cette démonstration, on prouve que~(K)est un sous..groupe de 9v(K)
(et pas seulement de StA(:K), isomorphe .comme Ksgroupe.algébrique à son image par Adn.

10.3.3. Adhéreneedel'imagedufacte1Jr de Lévi

Nous allons maintenant étudier le sous-groupe fermé de GL(W(n)K) engendré par Adn (M(n»),
qu'on a noté O(n). L'étude de O(n) est un moyen détourné de montrer que Adn (M(n)) est
fermé dans GL(W(n)K)' Nous allons en effet montrer que G(n) est réductif. Puisque ce
faisant, on. aura calculé entre temps son algèbre de Lie, .on pourra l'identifier avec l'image
abstraite du facteur de Lévi de Fix(n) relativement à .A. Rappelons que Sest le tore Adn(T).
La combinatoire de M(n) donne déjà une majoration de la dimension de G(n).

LEMME.- . o(n) est unK-sous-groupe algébrique connexe de GL(W(n)K) de dimension
dimKS + #~m(n) <, Son algèbrede Lie .est donc

Lie G(n) = Lie S œ E9 K adea •

aE.6.m (n)
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Démonstration. S est un groupe de matrices diagonales sur K, c'est un tore. K-déployé de
GL(W(n)K)' V(O)+ et V(n)_ sont définis sur K par le lemme qui précède. G(O), engendré
par ces trois sous-groupes, est donc défini sur K ([Bor90], proposition (2.2) p.57).
Abstraitement, on dispose de la décomposition en doubles classes de Bruhat de M(n) relative
à la chambre standard C de (10.3.2):

M(n) = U V(n)+nwTV(O)+,
wEW(n)

car. Al(n) est un groupe à donnée radicielle jumelée. En prenant son image par Adn , .cette
décomposition permet d'écrire Adn(M(O») comme réunion finie d'orbites sous l'action (bi-
latère)du groupe algébrique SV(ü)+ x SV(n)+ sur GL(W(O)K)' Àce titre, l'image d'une
double classe est connexe et localement fermée, donc ouverte dans son adhérence.

Par ailleurs, V(n)+ n nwV(n)_n~;I est naturellement produit pour un ordre quelconque des
sous-groupes radiciels qu'il contient. D'après la proposition (10.3.2) pour

'ljJ = ~m(n)+n-w~m(n)+, on voit que Adn (V(n)+nnwV(n)_n:;,;;I) est un groupe algébrique

de dimension #(~m(n)+ n -w~m(n)+) = l(w). On obtient donc pour chaque w de W(n)
un morphisme dominant d'image ouverte:

(v, t, v') J--7 vnwtv',

qui fournit une majoration de la dimension de l'adhérence de Zariski Adn (V(n)+nwTV(n)+) ,

à savoir l(w) +dimKS +#~m(n)+. Comme G(n) = U Adn (v(n)+nwTV(n)+) , on en
wEW(n)

déduit

dimKG(n) ~ dimKS + 2#~m(n)+ = dimKS + #~m(n).

Or, on ne manipule que des sous-groupes d'un groupe linéaire sur un corps algébriquement
clos.. donc lisses, ce qui implique l'égalité entre dimensions des groupes et des algèbres de
Lie correspondantes. Puisque Lie G(n) contient déjà Lie s e EB Kadea , on en déduit

aELlm(o)

que la majoration de dimKG(n) précédemment obtenue est une égalité. D'où également la
décomposition de l'algèbre de Lie.

Enfin, une seule des orbites ci-dessus est de dimension dimKS + #Am(o), donc cette orbite
est ouverte, et comme elle est connexe, G(n) est connexe. 0

Il reste à montrer que G(n) est réductif, alors que nous connaissons déjà son algèbre de Lie.

10.3.4. Trivialité du radical unipotent

On peut déjà exploiter la décomposition de Lie G(n) en remarquant que c'est une décomposition
en espaces poids relativement à S. Il est clair que S est un tore maximal (sinon l'espace de
poids 0 serait de dimension supérieure à dimKS). Un résultat préliminaire fondamental à
tout dévissage de groupe réductif, est que le radical unipotent d'un groupe algébrique est égal
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au radical unipotent de la composante .neutre de l'intersection des sous-groupes de. Borelqui
contiennent un tore maximal fixé ([Hum75], théorème (26.1) p.158). C'est par cette façon de
le calculer que nous allons montrer la trivialité du radical unipotent Ru (G(n)).

DÉFINITION. - 1(8) désigne la composante neutre de l'intersection des sous-groupes de Borel

qui contiennent 8. l(S) := (n B) 0, où 0 désigne la composante neutre, et BS l'ensemble
BEl3S

des sous-groupes de Borel de G(n) contenant S.

Naturellement, 1(8) est stable sous les conjugaisons par les éléments de 8, par conséquent
Liel(S) .est.stable sous l'action infinitésimale de 8 correspondante. Par complète réductibilité
pour les tores, Lie 1(8) admet un supplémentaire S-stable, qu'on peut à nouveau décomposer
en sous-espaces poids de S, d'où:

LEMME. Lie G(n) possède une décomposition S-stable

Lie G(n) = Lie 1(8) E9 EB K ade,
cE1/J

poui s] une partie de ~m(n).

Il nous reste à montrer maintenant le résultat suivant:

o

PROPOSITION. Lie 8 = Lie 1(8), donc Ru (G(n)) = {1}, c'est-à-dire G(n) est réductif, de
tore maximal 8.

Démonstration. Il. est clair qu'on a Lie 8 C Lie l(S) puisqu'on a l'inclusion au niveau des
groupes.

1. Tores singuliers

Pour c dans ~m(n)+, on définit 8c := (Kerc)" , tore singulier de codimension 1 dans S.
DansG(n), son centralisateur Zc :- Za(n)(Sc) est connexe au titre de centralisateur de tore
([Hum75], théorème (22.3) p.140). Il contient les sous-groupes 8, Adn(Uc) et Adn(U-c), donc
le sous-groupe qu'ils engendrent, qui est connexe et surtout non résoluble (d'après.les relations
entre U; et U-c, c'est un groupe de rang semi-simple égal à 1). Ainsi, Zcn1(8) est strictement
inclus dans Zc car l(S) est résoluble.

2. Algèbres de Lie de centralisateurs de tores

Pour des raisons de dimension, cette inclusion stricte implique

Lie (Zc n 1(8)) ç Lie z;
Or, il est classique que l'algèbre de Lie du centralisateur d'un tore dans un sous-groupe
algébrique H de G(n) coïncide avec les points fixes dans l'algèbre de Lie de H pour l'action
infinitésimale du tore ([Hum75], proposition (18.4) p.119 ou [Bor90], corollaire (9.2) p.130).
Pour H = G(n), cela donne:

Lie Zc = (Lie G(n)) Sc = Lie S E9 K ade, E9 K ade-c,
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ce qUifait voir grâce à.Ia connexité de ZcqueZc est précisément le sous-groupe engendré par
S et Adn(U±c). De même, pour H == leS), on obtient:

Lie ZI(S)(Sc) == Lie (l(S) n ZG(n){Sc)) == (Lie l(S))sc.

D'après l'inclusion stricte des algèbres de Lie, on a donc:

(Lie l(S))sC c Lie S œK ade, œK ade-co
#:

3. Sous-algèbres radicielles

On sait que Lie S est inclus dans Lie leS). Puisque les espaces poids pour les racines sont
de dimension 1, on a nécessairement pour un signe e l'inclusion K ade€c c E9dE'I/J K adez. En
fait, en appliquant la réflexion associée à c, on voit qu'on a {±c} C 'l/J. Puisque ceci est vrai
pour toute racine, on a Am(n) == 'ljJ.

4. Conclusion

On.aEBKadec ..• EB K ade, et Lie S C Lie leS), alors qu'ona.deuxdécornpositions:
cE~m(n) cE'I/J

Lie G(O) == Lie S EB EB K ade, == Lie leS) $EBl(ad~c'
cE~m(n) cE7/J

implique l'égalité: Lie S Lie leS), d'où la trivialité du radical unipotentdeG(n). 0

20ROLLAIRE.- Adn(M(n)) est fermé dansGL(W (n)K)' C'estun.K-sous-grquperécluctif
et déployé sur K.

Démonstration.>iOnsait queG(n) est ungroupeK-réductifdetore -màximaldéployé.S' et

sous-groupesradiciels associés aux racinesc par rapport à S·quiisontprécisém.enticeUes de
Amen). ·Onpeutimêmeen donner une décomposition de Bruhat quicoïncide-avec'Pimage.par
Adn de celle (abstraite) de M(O). D'où: G(n) == Adn(M(O)). 0

10.3.5. DécomposltlondeLévl de.l'iIllage de.Adn

Nous nous intéressons maintenant à l'image du groupe Fix(n} tout entier.. D'aprèsla décomposition
de Lévi de Fix(O), Adn (Fix{O)) est engendré par Adn(M(O)) et Adn (u(n)) , le premier
groupe normalisant .le second.

Àce titre, .il est dans le radical unipotent d'un sous-groupe de Borel de<cegrol1pe, et il
est en outre stable sous Adn T, puisque Adn (U{ n)) est stabilisé par Adn(Men)}. .D'après
[Hum75], proposition (28.1) p.17ü, et puisque LieAdn(M(n)) nLieAdn(U(O)) est triviale, on
a Adn (M(n)) n Adn (U(n)) == {1}. En résumé:

Adn(Fix(O)) ·Adn(M(n))~Adn(U(O)),

etcha?un des deuxfacteurs du produit semi-direct est un sous-groupefermé deGL(iV{nyK ) .

Cette décomposition ensembliste est un isomorphisme de groupes algébriques puisqu'ona la
décomposition analogue pour les algèbres de Lie (cf [Spr8ü], corollaire (3.4.3) p.119-12ü). On
vient donc de prouver:

223



PROPOSITION. L'image de laB.ècne Adn est unK-sous-groupe algébrique connexe de
GL(W(n)KL qui possède une décomposition de Lévi, au sens des groupes algébriques. 0

10.3.6. Noyau torique de la flèche Adn et centre de Fix(n)

Le résultat qui suit va être essentiel pour la conjugaison des sous-groupes de Cartan d'un
groupe de Kac-Moody.

PROPOSITION. - Le noyau de Adn est un sous-groupe de T, c'est le centre de Fix(n).

Ker(Adn) = Z(Fix(n)) = n Ker(c) (c T).
cEÂ(n)

Pour la structure de tore K-déployé de T fournie par K[A], Ker(Adn) est un K-sous-groupe
diagonalisable déployé.

Démonstration. La dernière assertion est une conséquence immédiate des points précédents
en vertu de [Borâû], proposition (8.2) p.111-112.

1. Noyau de Adn restreinte à M (n)

D'après la construction de la structure algébrique sur Adn (M(n)), on sait que S~Adn (V(n)+)
est un sous-groupe de Borel. On obtient donc une structure de EN-paire sur le groupe réductif
Adn(M{n)), qui fait de Adn.IM(n)un homomorphisme de groupes, qui envoie le sous-groupe
de Borel de la première EN-paire sur celui de la seconde, et le sous-groupe N de la première
dans le normalisateur de S, c'est-à-dire dans le sous-groupe N de la seconde EN-paire. Vu
l'action des éléments non triviauxmoduloTde N sur les sous-groupes radiciels,un élément
nontriviaLdugroupe de.Weylde M{n) s'envoie sur un élément non trivial du groupe de Weyl
de Adn (Men)) ... Le noyau. de Adn est donc nécessairement dans Equi est la seule double
classe à être envoyée dans.la double classe d'arrivée contenant le neutre. D'où Ker(Adn) C E,
et en conjuguant par un élément deN qui relève le plus grand élément deW(n), on obtient
Ker(Adn) C T.

2. Détermination du noyau sans restriction de but ou de source sur Adn

Soitgdans Ker(Adn). D'après la décomposition de Lévi de Fix(n), on peut écrire 9 = m.u
avec m dans M(n) et u dans U(n). Alors Adn(m-1) = Adn(u). Vu la compatibilité du
crochet dans (UV)K avec la graduation par le réseau des poids, u(n)K est clairement un idéal
de p{n)K. En effet, AU(n) est un idéal de A(n) au sens desparties de racines, c'est-à-dire:
si a dans AU(n) et b dans A(n) vérifient a + b E A(n), alors a + b est en fait dans AU(n).
Revenons à Adn(m-1) et Adn(u). On a pour tout v de m(n)K'

(Adnm-1 - I).v = (Adn(u) - I).v.

Mais d'après la définition de Adn à partir d'exponentielles de la représentation adjointe et la
remarque qui précède, le premier membre de l'égalitéest dans m(n)K' alors que le second
est dans u(n)K' deux sous-espaces supplémentaires de p(n)K. Par conséquent, Adnm-1 fixe
point par point m(n)K.

Toute la construction de la structure algébrique de Adn(M(n)) en considérant le groupe
linéaire de W(n)K peut être reprise en remplaçant W(n)K par m(n)K (il suffit de remplacer
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n par nU -n). En particulier, on peut encore appliquer le raisonnement de l, qui montre que
le noyau de Adn restreinte à M(n) à la source et à GL(m(n)K) au but, est dans T. Donc
m-1 et m sont dans T.

On obtient alors une égalité entre un élément diagonal et un élément unipotent dans GL(W(n)K):
Adnm-1 = Adn(u), qui implique la trivialité de chacun des deux membres. En particulier,
Adn(u) = 1, alors que la proposition (10.3.2) montre que Adn Iv(n)+ est injective. Finalement,

u = 1 et 9 = mET. Dès lors, il est clair que 9 est dans n Ker(c). On a en fait l'égalité
cE~(n)

Ker(Adn) = n Ker(c),
cE~(n)

d'après la description des Q-degrés apparaissant dans le support de W{n)K (10.3.1).

3. Détermination du centre

On va faire le même type de raisonnement au niveau des groupes plutôt que des algèbres de
Lie pour déterminer le centre de Fix(n). Soit 9 dans ce centre, qu'on peut à nouveau écrire
par décomposition de Lévi, 9 - mu. Alors, pour tout élément m' de M(n), ona:

gm'g-l = mum'u-1m-1 . m', et donc um'u-1m,-1 -- m-1m'mm,-1.

Or, um'u-1m,-l est dansU(n} puisque U(n) est distingué dans Fix(n). Par trivialité de
l'iIltersectionU(n} nM(n), on en déduit que m-1m'mm,-1 = 1. Ceci étant vrai pour tout
rn/de M(n), on !obtient m E Z(M(n)), et donc mestdans le centralisateur de T.Ceci
implique que u centralise également T. Or, d'après l'écriture unique en produit d'éléments de
sous-groupes radiciels dans U(n), il suffit que u soit différent de 1, pour pouvoir trouver t dans
Ttel que tut-1soit différent de u. Cette remarque impose u= 1. On a donc 9 = mET, ce qui
implique Z(Fix(Q)) CT, d'où s'ensuit immédiatement la description en termes d'intersection
denoyaux de caractères. 0

REMARQUE. - Les trois sous-groupes Adn(Fix(n)), Adn(M(n)) et Adn (U(n)) sont tous
définis sur K. En outre, ils sont tous unirationnels sur K ([Bor90], (AG.13.7) p.29). Adn(U(n))
l'est trivialement, car K-isomorphe à un espace affine. Adn (M(n)) l'est car c'est un K-groupe
réductif déployé (la grosse cellule est dense dedans). Enfin, Adn (Fix(O)) est le produit comme
variété des deux groupes précédents. Ceci implique que le groupe des points K-rationnels de
chacun de ces groupes est dense dès que le corps K est infini ([Bor90], (AG.13.7) p.29).

10.4. Sous-groupes de Cartan et appartements jumelés

()n va proposer ici une définition intrinsèque des sous-groupes de Cartan. «Intrinsèque» est à
entendre dans le sens où il s'agit d'une caractérisation vis-à-vis de la représentation adjointe.
.Lerésultat principal est un théorème de conjugaison (1004.2) qui assure la coïncidence de cette
définition avec la précédente (8.3.4). On prouvera ensuite des résultats dictionnaires entre
sous-classes de sous-groupes de Cartan et d'appartements jumelés de 1J'"(K) Ico, avant d'en
tirer une conséquence géométrique sur les enveloppes convexes.

On raisonne dans toute cette section sur un corps K infini. Ceci implique en particulier que
K est assez gros pour 1) (804.1). Cette hypothèse sera régulièrement répétée.
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10.4.1. Sous-groupes de Cartan - définition· intrinsèque

DÉFINITION. - Un sous-groupe de Cartan K-déployé du groupe de Kac-Moody G(K) est un
sous-groupe Ad-diagonalisable, maximal pour cette propriété. Si 1( est algébriquement clos,
on omet le qualificatif «I(-déployé)} .

Le lemme suivant montre que T(K) et tous ses conjugués sont des sous-groupes de Cartan
K-déployés de G(K) pour cette définition.

LEMME. - Soit H(K) c G(K) un sous-groupe Ad-diagonalisable contenant T(K). Alors
H(K) = T(K).

Démonstration. Déjà, H(K) est dans le centralisateur dans G(K) de T(K). Il est en particulier
dans le normalisateur NG(K)(T(K)) qui vaut N(K) puisque K -infini - est assez gros pour
V (BA.1) . .11 stabilise donc .les appartements standard positif et négatif A+ et .A.... , et leurs
réalisations métriques. modelées sur IWlmét.
En outre, c'est un petit sous-groupe par Ad-diagonalisabilité (lO.2.2), contenu dans un nombre
fini de doubles classes positives ou négatives. Ses orbites dans les réalisations métriques des
immeubles et des appartements standard du jumelage sont bornées. Par le théorème de point
fixe de Bruhat-Titspour JWlmét,H{K) fixe une facette sphériqueF positive de A+, et son
opposée-F dans .A.... par. respect .de la codistance.Ainsi, H(K) est dans le .centralisateur
dansM(F)(K) de T(K) . .Comme M(F)(K) est abstraitement isomorphe à un groupe réductif
déployé surK de tore maximalZ'(K), on a H(K) = T(K). 0

10.4.2.. Conjugaison des. sous-groupes de Cartan

La preuve du théorèmesuivaritest exemplaire de la démarche qui sera suivie au cours de la
première étape d'étude des formes des groupes de Kac-Moody (usage de la courbure négative
dans un premier temps, puis de la théorie des groupes algébriques).

THÉORÈME..- On suppose que le corps K est infini.

Iseseons-groupes de Cartan K-déployés du groupe de Kac-MoodyG(K) définis parla cepréeeutetio:
adjointe sont tous conjugués au tore standard T(K).

Démonstration. Partons de H(K) un sous-groupe de Cartan K-déployé. H(K) est en par­
ticulier abélien. Puisqu'il est Ad-diagonalisable, il est petit d'après le critère impliquant la
représentation~djointedeG{K) (lO.2.2). Par conséquent,H(K} est inclus dans le fixateur
de deux facettes sphériques de signes opposés F+ et F_. On sait d'après la décomposition
de Birkhoff, que ces facettes. sont contenues dans un même appartement. Autrement dit, il
.existe gdans G(K) (définimoduloN(K)) tel que F+ uF_ Cg-1A.Posonsn: .g(F+UF_).
O. est la.réunion de. deux facettes sphériques de signes opposés de l'appartement standardA.
D'après ce qui précède,gH{K)g-l.est un sous-groupe Ad-diagonalisable sur K de Fix{n) (K).
Parconséquent, Adn{gHg__1)(K) est un sous-groupe abélien de matrices diagonalisables de
Adn (Fix(n)) (K). Son adhérence de Zariski dans Adn(Fix(n))(K) est donc un sous-groupe
diagonalisable sur K. On peut donc écrire Adn(gHg-l )(K) comme produit

(Adn (gHg-l )) (K)O x F,

226



avec F groupe fini abélien. Par conjugaison des tores maximaux K-déployés ([Bor90], théorème
(20.9) p.228 et note bibliographique), il existe g' dans Fix(Q)(K) tel que Adn(g') conjugue
(Adn(gHg-l))(K)O dans Adn(T)(K). En passant aux images réciproques, sachant que le
noyau de Adn est contenu dans T(K) et est le centre de Fix(Q)(K), on obtient

g'gH(K)(g'g)-l C T(K) X F l
,

pour un sous-groupe F' fini abélien qui commute à T(K). On conclut alors par le même raison­
nement que pour la preuve du lemme précédent (10.4.1): nécessairement g'gH(K)(g'g)-l =
T(K). 0

Ce théorème a l'intérêt de pouvoir établir une bonne correspondance entre le système d'appartements
jumelés de 1J"(K) Ico et une famille de sous-groupes du groupe de Kac-Moody qui possèdent
une définition intrinsèque (contrairement aux appartements définis comme transformés de
l'appartement standard A).

10.4.3. Dictionnaire entre sous..groupes de Cartan et appartements

Il-s'agit d'un simple corollaire du théorème précédent. On écrit ce résultat en toutes lettres
pour souligner un premier lien entre les deux espaces sur lesquels on fait opérer G pour le
dévisser, la K-algèbre (UV)K et l'immeuble jumelé J"(K) (et ses réalisations).

COROLLAIRE. ~ On suppose quele corps K est infini.

Les appartements jumelés de la réalisation conique du jumelage d'un groupe de Kac-Moody
(i{J{)sont eu bijection naturelle avec les sous-groupes de Certeii K-déployés du groupe G(K).
f'our.attacherun appartement jumelé à un sous-groupe de Cartan K-déployé, on considère
le lieu des points fixes sous ce. sous-groupe dans 1J"(K) Ico. Pour attacher un sous-groupe
de Cartan K-déployé à un appartement jumelé, on considère le fixateur dans G(K) de cet
appartement.

Démonstration. C'est une simple combinaison des faits suivants:

Fix(gA) = gT(K)g-l (3.5.4) et (1J"(K)lco)9T (K )g- 1 = gA (10.1.3),

et de la description des sous-groupes de Cartan K-déployés comme les conjugués gT(K)g-l
pour 9 parcourant G(K) (10.4.2). 0

10.4.4. Autres interprétations immobilières: dictionnaires restreints

Nous disposons donc d'un dictionnaire global entre appartements jumelés de 1J"(K) Ico et
sous-groupes de Cartan K-déployés (définis intrinséquement). Nous avons par ailleurs étudié
dans le cadre plus abstrait et général des données radicielles jumelées, deux familles de sous­
groupes particuliers, les sous-groupes paraboliques et les fixateurs de parties équilibrées. Dans
le. cas. Kac-Moody, on peut restreindre le dictionnaire convenablement à ces deux classes de
sous-groupes.
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PROPOSITION. - On suppose que le corps K est infini.

(i) Soit F une facette de 1J(K) Ico. Alors, les sous-groupes de Cartan K-déployés de G(K)
inclus dans P(F)(K) sont en bijection avec les appartements jumelés qui contiennent F (par
le dictionnaire naturel précédent).
(ii) Soit 0 une partie équilibrée de IJ(K) Ico. Alors, les sous-groupes de Cartan K-déployés
de G(K) inclus dans Fix(n)(K) sont conjugués par Fix(n)(K), ce sont les images réciproques
par Adn des tores maximaux K-déployés du groupe algébrique Adn (Fix(n)) (K). Ils sont en
bijec.tionavec les appartements jumelés de IJ(K)lco contenant n.
(iii) Fix(n)(K) opère transitivement sur les appartements qui contiennent n, et U(n)(K) opère
simplement transitivement sur les extensions vectorielles de n.

Démonstration. Preuve de (i). Donnons-nous 9 dans G(K) tel que gT(K)g-l C P(F}(K).
Alors, en passant aux points fixes, on obtient:

gA = (IJlco)gT(K)g-l :J (IJ(K)lco)P(F)(K)= F.
Réciproquement, si F est une facette de l'appartement jumelé gA, alors son fixateur contient
celui de gA. Soit: P(F)(K) = Fix(F)(K) :J Fix(gA) = gT(K)g-l. Ceci montre que le
dictionnaire global entre appartements jumelés et sous-groupes de Cartan K-déployés de G(K)
échange les sous-groupes de CartanK-déployés inclus dans P(F)(K) et les appartements
jumelés qui contiennent la facette F.

Preuve de (iii). Soit A' un appartement jumelé contenant n. Il existe 9 dans G(K) tel que
A' = gA. D'où, en passant au fixateur gT(K)g-l c Fix(n). Par le même raisonnement que
pour la conjugaison des sous-groupes de Cartan K-déployés, on voit que Adn(gT(K)g.... l) est
unsous-groupe de Cartan_K-déployé - au sens des groupes algébriques - de Adn (Fix(n)) (K).
Il existe .donc un élémenth= Adn(h) pour h dans Fix(n)(K) .quile conjugue sur Adg(T)(K).
Par.image réciproque par Adn, .on obtient hgT(K)(hgJ-1 = T, soit gT{K)g-l = h-1yr(K)h.
En passant aux points fixes, on obtient A' = h'A avec h' = h-1E Fix(n). D'où la transitivité
de l'action de.Fix(n)(K) sur les appartements jumelés contenant n.
Que l'action de U(n)(K) est simplement transitive sur les extensions vectorielles tracées dans
les appartements jumelés qui contiennent n provient de ce que, pour un tel appartement jumelé
A', le facteur de Lévi M(n)(K) = Fix(vectA/(n))(K) s'intersecte trivialement avec U(n)(K).

Preuve de (ii). C'est le même argument de G(K)-équivariance du dictionnaire qu'en (i), qui
permet de déduire (H) de (iii). 0

10.4.5. Enveloppes convexes .de parties équilibrées

On isole dans une sous-section ce résultat qui est une conséquence immédiate de ce qui précède.

COROLLAIRE. - Soient K un corps infini et n une partie équilibrée de IJ(K)lco.

(i) La prise d'enveloppe convexe de n dans n'importe quel appartement jumelé de IJ(I()lco
fournit le même résultat, qu'on notera conv(n).
(ii) U(n)(K) ne dépend que de l'enveloppe convexe de 0 et pas de l'appartement jumelé
contenant O.

Démonstration. (i) vient de ce que Fix(O)(K) est transitif sur les appartements contenant n
tout en fixant l'enveloppe convexe de cette partie dans tout appartement jumelé. La seconde
assertion de (ii) et donc (ii) tout entier en découlent. 0
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DÉFINITION. - On écrira indifféremment U(H)(K) ou U(conv(H))(K).
conv(n) s'appelle l'enveloppe convexe de n, sans référence à un appartement jumelé.
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Il. K-Formes des foncteurs de Tits

Dans tout ce qui suit, nous nous donnons d'une part un corps K, •• pour lequel on choisit •une
clôture algébrique K. K, désigne la fermeture séparable de K danscette.clôturealgébrique.
D'autre part, 1) désigne une donnée radicielle de Kac-Moody, à partir de laquelle on définit le
foncteur9v..}?our. tout corps intermédiaire E entreK et K, on noteQv/ E la restriction de
9v auxE-algèbres. On .note r = Gal(K/K) = Gal(Ks/K) le groupe de •Galois de l'extension
algébriqueK/K. Le.problème qui nous intéresse s'énonce de la façon suivante.

PROBLÈME. - Pour l'extension de corps K/K(avec K algébriquement clos), et uuedotuiëe
rsâicielle de Kec-Moody: 1), trouver des conditions d'étude raisonnables des K-formes du
groupe de Kaç...Moody 9v(K), c'est-à,...dire des foncteursK-alg-+ Gr qui coïncident. avec 9v
surla.catégorie.des.K-algèbres (ou plus simplement. sur K).

Une restriction très classique consiste à ne considérer que les formes.pour lesquelles on dispose
d'une bonne théorie. galoisienne, de façon à raisonner en termes d'action d'un groupede Galois.
En pratique, on se limitera aux foncteurs définissurla catégorie Ksext desextensions de corps,
et desséries de conditions d'étude supplémentaires apparaîtront au fur. et à Illesure,e:uportant
justement sur l'action du groupe de Galois. Signalons tout de suite que certaines d'entre elles
serontsuperflues dans des cas favorables comme celui d'une donnée radicielle de Kac-Moody
àbase.libreparexemple.

On sait quelles conditions requérir dans la théorie relative classique des groupes réductifs
algébriques.. Une.condition supplémentaire, propre à la situation •Kac-Moodyet qui.•nous fait
parler exclusivement de formes presque déployées de ces groupes, -enassurera par exemple
l'isotropie. Ces formes ont été introduites et étudiées dans la série d'articles de G.Rousseau
[Rou89], .[Rou90] .etfRou94].

11.1. Généralités sur les formes des groupes <de. Kac-Moody

K-formes fonctorielles 'et préalgébriques

On va tout d'abord énoncer dans cette section des.critères galoisiens.de rationnalité,quivont
justifier une partie .des •approches choisies. Cela concerne tout ce qui. relève destructures
algébriques. On va aussi formuler le problème pour les foncteurs, ce qui permettra de définir
les K-formespréalgébriques.

IJ..l.1.. G:roupes et actions de Galois•.K-formes d'une K-algèbre associative

Rappelons quelques faits à propos du groupe de Galois r = Gal(K/K) = Gal(Ks/K). Tout
d'abord, ce groupe est un groupe topologique pour sa topologie de Krull c'est-à-dire provenant
de la limite projective des groupes de Galois (finis) correspondant aux sous-extensions galoisi­
ennes finies E/K, incluses dans K s . Concrètement, cela signifie qu'une action continue de
T sur un ensemble discret M est caractérisée par le fait que tout point de Ma un fixateur
d'indice fini dans I'.
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M= U MU.
[r:u]<oo

(U désigne un sous-groupe distingué ouvert de T'). Revenons aux K-formes elles-mêmes, pour
le problème le plus simple qu'on puisse imaginer, celui des espaces vectoriels. Ce cas est déjà
instructif et exemplaire à bien des égards.

DÉFINITION. - (i) Une K-forme d'unK-espace vectoriel V est un sous-K-espace vectoriel
VK tel que le morphisme nature1VK ®KK -+ V est un isomorphisme deK-espaces vectoriels.
(ii) Les points de VK sont appelés les points rationnels sur K de V pour la K-formeVK'
(iii) Le morphisme cP : V -+ W de K-espaces vectoriels possédant les K-formes respectives VK
etWK, est dit défini sur K SicP(VK) est inclus dansWK.

Le point de vue qu'à terme nous adopterons est celui des actions de Galois. Si V est un
K-espace vectoriel muni d'une K-forme VK, l'isomorphisme naturel VK ®KK fV V permet de
faire opérer r semi-linéairement et continûment sur V, ou sur VKs = VK ®K K s. Tout élément
a .de r agit par u(v ® k) v ® u(k) (pour v dans V); ainsi, VK s'identifie à l'ensemble V~s

des points .Galois-fixes'. On peut alors se demander dans .quelle mesure une .action de Galois
(sous-entendue semi-liriéaire et continue) permet de travailler avec une K-forme. La réponse
est dans les résultats classiques suivants.

PROPOSITION. - (i) Si un K-espace vectoriel V possède une Ks-forme VKs sur laquelle r opère
semi-linéairement et continûment, alors l'ensemble des points fixes sous-Galois VK .:=V:Js est
une K-formede V.
(ii) ·Si W est un sous....K-espacevectorie1d'un K-espace vectoriel V possédant une K-forme
VK, alors WK:- W n VKest uneK-forme deW si et seulement si WKs :=W n VKs est une
Ks-forme de W et si WKs est stable sous l'action de r sur W.
(iii) Un morphisme cP : V -+ W entre K-espaces vectoriels possédant respectivement VK et
WK pour K-formes, est défini sur K si et seulement s'il est r-équivariant et défini sur K s.

Référence. [BorgO], (AG.Il.l) et (AG.ll.2)p.2l-22.

Finissons par la définition d'uneK-forme dans le cas d'une K-algèbre associative.

o

DÉFINITION. - Soit A une K-algèbre associative. Une K-forme de A est une K-a1gèbre
associative AK telle que le morphisme naturel d 'extension des scalaires AK ®KK -+ A est un
isomorphisme de K-algèbres.

On peut requérir des conditions supplémentaires (respect d'une filtration, ... ) qui entraîne
dans le cas de l'existence d'une forme des propriétés supplémentaires pour l'action de Galois
obtenue.

Il.1.2. K-formes de K-foncteurs

Le cas des foncteurs est une variante compatible avec ce qui a déjà été vu.

232



DÉFINITION. - (i) Étant donné un anneau R, un R-foncteur F est un foncteur de la catégorie
des R-algèbres vers celle des ensembles, F : R-alg --t Ens. Un R-foncteur en groupes est un
R-foncteur à valeurs dans la catégorie des groupes Gr.
(ii) Étant donnée une extension de corps K'/K, une K-forme d'un K' -foncteur F' est un K­
foncteur F telle qu'il existe un isomorphisme fonctoriel entre la restriction de F' à K'-alg et
F, soit F / K' ~ F'. En pratique, on identifiera ces foncteurs.

Il existe une méthode abstraite pour obtenir d'une K-forme d'un K'-foncteur une «action» sur
le foncteur de départ. Partons de la situation du second point de la définition, en conservant
les notations F', F, K' et K. Ce qu'on entend par action sur F' consiste en une action
de r':=Gal(K'/K) sur les valeurs du foncteur F' sur les K'-algèbres RK , obtenues par
extension des scalaires de K à K' à partir d'une K-algèbre R (RK' K' Q9K R), ces actions
étant fonctoriellement liées les unes aux autres. On procède de la •façon suivante.

1.. Actions

SoitR l1neK-algèbre. Pour tout (J de I", (J Q9 IR est un isomorphisme de K-algèbres:

F peut donc s'évaluer dessus, ce qui permet d'obtenir le diagramme commutatif suivant.

F(RK , )

Il

F'(RK')

Il

F'(RK')

On note (J la seconde flèche du diagramme (celle qui implique des valeurs de F') ...On obtient
ainsi une collection d'automorphismes de F'(RK') indexée par I". Par fonctorialité, on obtient
bien une action de I". sur F' (RK') (par automorphismes de groupes si F' est un foncteur en
groupes).

Naturalité

: R --t R' est un morphisme de K-algèbres, la commutativité du diagramme

RK'
lK,0</>

R K,~

0"01R l l 0"01 R,

R~,
lK,0</>

R~,~

pour chaque élément (J du groupe de Galois I", relie naturellement l'action de I" sur F' (RK')
à celle sur F'(R~,). Il suffit pour cela d'évaluer F sur ce diagramme pour obtenir:
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Finissons en donnant une idée du lien entre K-formes de K-algèbres (commutatives) et K­
formes de K-foncteurs. On peut le. voir en considérant le cas des schémas affines..En effet,
étant donnée une K-algèbre associative et commutative A de K-forme AK, le .K-foncteur
HOmK-alg(AK, -) qui est le foncteur des points du schéma affine Spec AK , est une K-forme
du K-foncteur HomK_alg(A, -) qui est le foncteur des points de Spec A = Spec AK XK K.
La théorie des formes et de la descente dans ce dernier cas est bien connue (au moins pour
les schémas algébriques). Une partie des conditions sur les formes des groupes de Kac-Moody
relève d'une généralisation de cette situation.

11.1.3. Formes des groupes de Kac-Moody: condition de préalgébricité

Venons-en précisément au sujet qui nous intéresse, les groupes de Kac-Moody. Nous conservons
les corps K, K et K s . On notera G le groupe obtenu par évaluation du foncteur de Tits 9v sur
K. Rappelons qu'en construisant la représentation adjointe de 9v, nous avons bien pris soin
de vérifier sa naturalité. C'est cette propriété que nous allons utiliser de manière essentielle.
Nous pouvons reformuler provisoirement Ieproblème des formes: il s'agit de déterminer une
classe raisonnable de K-formes du foncteur 9v/K : K-alg -t Gr (foncteur de Tits restreint aux
K-algèbres), en faisant la part de ce qui relève de la généralisation des conditions de géométrie
algébrique et des conditions propres aux groupes de Kac-Moody'.Dans cette sous-section, nous
nous intéressons à la façon de généraliser les conditions du premier type.

DÊFINITION. .= (i) UneK-formefonctorielle du groupe de Kac-Moody G est une K-forme
du foncteur 9V/K'
(ii) Une K-forme préalgébrique du groupe de Kac-Moody G est un couple (9,UK) où 9 est
une K-formefonctorielle de G et UK est une K-forme de l'algèbre associative filtrée (UV)K'
qui vérifie les conditions suivantes.

(PRÉALG1) La représentation adjointe est Galois-équivariante.
(PRÉALG2) La valeur de 9 sur toute inclusion de corps donne lieu à un

plongement de groupes.

REMARQUES. - 1. Comme en (9.4) et (9.5), on sous-entend dans le terme filtré que la K­
algèbre UK s'écrit UK = K œUi(, où ui( est une K-forme de l'idéal U:t 0z K de (UV)K'

2. La généralité du problème qu'on se pose n'est pas vraiment altérée si on se limite à la
catégorie K-ext des extensions de corps de K contenues dans K et même dans K s . En effet,
notre objectif est essentiellement le théorème de structure des points rationnels d'une K-forme
de groupe de Kac-Moody (12.4.3); et pour l'obtenir, on raisonne seulement sur les valeurs du
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foncteur en groupes sur K-ext. Ainsi, pour la suite de ce chapitre, la catégorieK-alg peut
être remplacée par K-ext. Cette possibilité sera en fait une vraie contrainte quand il s'agira
de construire des K-formes de groupes de Kac-Moody (chapitre 13). En effet, c'est le point de
vue des actions galoisiennes qui permettra de mettre en évidence quelques exemples.

EXEMPLE.- Le couple (9V/K, (UV)K) est une K-forme préalgébrique de G. On parlera de
K-forme de Tits ou de K-forme déployée.

La condition de Galois-équivariance s'exprime ainsi. Pour tout (J' dans r = Gal(Ks/K), et
pour toute K-algèbre R, on requiert la commutativité du diagramme:

9v(RK)
Ad

Aut jilt (UV) (RK)--+

<11 1<1

9v(RK)
Ad

Autjilt(UV) (RK ),--+

avec RK := K ®z R.

Il reste à expliciter un peu la seconde flèche (J' du diagramme. Il s'agit d'automorphismes
quiprovienaent eux-aussi d'uneK-forme de foncteur.EIl effet, parler d'une K-forme pour
l'algèbre filtrée (UV)K' signifie qu'il existe une sous-K-algèbre associative UK (filtrée pour la
filtration induite) et telle que le morphisme d'extension des scalaires UK(5)K K.-+ (UV)K est
un isomorphisme de K-algèbres filtrées. Montrons rapidement en quoi l'existence d'une telle
algèbre assure l'existence d'une K-forme pour le foncteur Autjilt(UV)/K'

Partons de la K-forme UK de (UV)K' On peut considérer le foncteur Autjilt (UK) qui attache
à chaque Ksalgèbre R le groupe des automorphismes de K-algèbres de UK (5)K R qui respectent
la filtration héritée de celle de UK. Pour toute K-algèbre R, on a:

UK ®K R ~ UK Q9K (K (5)K R) ~ (UK ®K K) Q9K R

~ (Uv Q9z K) OK R ~ Uv ®z .. (K ®K R) l'V Uv (5)z R.

En passant aux automorphismes, on voit que pour toute K-algèbre R, on a:

Autjilt(UK)(R) .. Autjilt(UK (5)K R) ~ Autjilt( (UV)K Q9K R) = Aut/ilt(Uv)(R),

ce qui fournit un isomorphisme fonctoriel entre Autjilt(UV)/K et Autjilt (UR)/K.ParconséqueIlt,
on obtient bien une action de Galois sur Autjilt(UV)/K' via celle sur Autjilt(UK)/K (au sens
où r agit sur les valeurs du foncteur sur les algèbres de la formeR®K K pourR une K-algèbre).
Plus concrètement, cette action se décrit de la façon suivante.

Si Rest une K-algèbre, si (J'est dans r et si cp est un automorphisme filtré de (UV)K' alors (J'

opère sur RK := R ®K K. On obtient donc un automorphisme filtré semi-Iinéaire:
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Ainsi, les applications

définissent une action de Galois sur le foncteur Autfilt (Uv)/ K'

On peut aussi définir les points sur une extension de K d'une telle K-forme de groupe de
Kac-Moody.

DÉFINITION. - Soit E une sous-extension de K/K. Soient (9,UK) une K-forme préalgébrique
du groupe de Kac-Moody G = 9v(K). Les éléments de 9(E) sont appelés les points rationnels
sur E. En particulier, quand E est la clôture séparable K, de K, on parle de points séparables;
quand E vaut K, on parle simplement de points rationnels de 9.

On peut citer un petit résultat qui exploite le fait qu'une K-forme reproduit les inclusions de
corps.

LEMME. Soit E/Kuneextension de corps avec EcK. Alors, pour tout K-isomorphisme
a de K,on a q.9(E)=9(qE).En particulier, si E/K est une extension normale, 9(E)· est un
sous-groupe stable dans9{K) sous l'action de Gal(K/K).

Justification. Il suffit d'appliquer 9 au diagramme:

u u
E a

--1- o E,

et de se rappeler que 9 (E) et 9 (qE) sont vus comme sous-groupes de G = 9 (K) en vertu de
(PRÉALG2), par évaluation de 9·sur les inclusions des corpscorrespondants dansK. 0

Il.1.4.'' Isomorphismes de formes

Le formalisme fonctoriel pour les K -formes rend les définitions techniques .. mais est nécessaire
pour la définition des extension de déploiement par exemple. On va justement introduire ici
la notion d'isomorphisme de K-formes préalgébriques.
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DÉFINITION. - Soient CQ,UK) et (Q',UI.<:) deux K-formespréalgébriquesdeG .Q;(K).
SoitE/K une extension de corps. On dit que (Q,UK) et (Q',UI.<:) sont isomorphes surE (ou
E-isomorphes) si les conditions suivantes sont vérifiées.

(i) Il existe un isomorphisme de E-algèbres filtrées

cp: UK ®K E':+· UI.<: ®K E.

Il induit une transformation naturelle de E-foncteurs

'Palg : Autjilt(UK ®K E) .:+ Autjilt(UI.<:®KE).

(ii) Il existe un isoiiiotpbisme de E-foncteurs en groupes

'Pgr : QlE .:+ Q'lE.
(iii) On a commutativité du diagramme suivant de transformations n.aturelles.

Q'IE

Il.1.5. Exemple des Kvformes déployées. Extensions dedéploiement

La considération d'extensions intermédiaires permet aussi de parler de déploiement. Le fait
que les foncteurs de Tits jouent le rôle des foncteurs despointsidesschémas{déploy~s).de

Chevalley-Demazureen théorie de Kac-Moody justifie les définitionsde.déploiementadoptées.

DÉFINITION.. •SoitE une sous-extension de K/K. Soient (y,UK)uneK-formepréalgébrique
du groupe de Kac-Moody G . .. Qv(K). On dit que (y,UK) est déployée sur Elsi(Y·,UK) est
E-isomorphe à (QvIE, (UV)E)' .On dit alors que E est une extension de déploiement de {Ç},UK)'

Considérer une K-forme déployée sur une extension intermédiaire entreI\:etl~clôtur~algébrique

K implique la nécessité de spécifier systématiquement le corps sur lequel on évalue le.foncteur
de laK-forme. Ona recours pour cela aux conventions de (8.4.4), et on doit en introduire
d'autres.

CONVENTION.. - Si {Q,UK) .est uneK-forme de G = yv(K)d'extensiondedéploiernentE,
l'identification îotictorielle entre QIK et YV1K sera systématiquement]'iden.tificationinduite

parQ1E ':+Qv1E· De même, l'identification entre UK ®K Ket (Up)Ksera celleobtenue par

extension des scalaires de E à K à partir de l'isomorpbismelig. ®KE ':+<Uv®zE.
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Cette convention a des conséquences sur les différentes actions galoisiennes que l'on va con­
sidérer. Puisqu'on identifie 9v et 9 dès les E-algèbres, l'action de Gal(KjE) sur G est obtenue
par l'évaluation de 9v sur des flèches

Ex -+ RK

k ® v Hu(k) ® v,

pour Rune E-algèbre et a un élément de Gal(KjE). Cette action se traduit simplement par
l'action de ce groupe de Galois vu comme groupe d'automorphismes de corps et éventuellement
d'algèbres, sur les paramètres des relations qui définissent 9v (8.3.3). Par conséquent, tous
les sous-groupes remarquables de G sont .stables sous Gal(KjE), et G(E) est même fixe sous
l'action de ce groupe. L'action intéressante de Gal(KjK) sur G(E) dans cette situation est
donc celle du quotient Gal(KjK)jGal(KjE). Si l'extension EjK est galoisienne, c'est celle du
groupe de Galois f E / K := Gal(EjK). On peut faire exactement les mêmes remarques mutatis
mutandis concernant les formes de (UV)K'

11.2. Propriétés des K-formes préalgébriques. K-formes algébriqu

La situation pour toute cette section est la suivante, elle implique notamment l'usage des
conventions (8.4.4) et (11.1.5).

SITUATION. - On fixe un corps K, K une clôture algébrique de K, et V une donnée radicielle
de Kac-Moody. EjK est une extension avec E C K. On se donne (9,UK) une K-forme

préalgébrique du groupe de Kac-Moody G.. 9v(K), dont E est une extension de déploiement.
On. suppose en outre que le corps E est infini et que l'extension EjK est normale.

Justification. La raison pour laquelle on considère une extension intermédiaire est que l'on veut
imiter la théorie rationnelle des K-groupes réductifs isotropes ([Bor-Tit65] et [Bor90], chapitres
20 et 21). Dans cette situation, les K-groupes réductifs sont déployés sur une extension finie
séparable de K. Ou va chercher à se placer dans ce contexte par hypothèse, et il s'agit de le
formaliser. Enfin, ce qui explique que E est supposé infini est que l'on veut utiliser les résultats
de conjugaison de (10.4); ce qui explique que EjK est supposée normale est que l'on veut que
G(E) soit stable sous I' := Gal(KjK) (11.1.3). En pratique au chapitre suivant, l'hypothèse de
descente galoisienne (DCS) sera celle du déploiement sur la clôture séparable (12.1.1). Cette
hypothèse rentre bien entendu dans ce cadre.

Revenons maintenant au contenu de cette section. On va voir que la condition de préalgébricité
permet déjà de prouver un certain nombre de propriétés relatives notamment aux images de
sous-groupes remarquables comme les sous-groupes de Cartan, les sous-groupes radiciels relat­
ifs à un tel sous-groupe. Pourtant, cette hypothèse est insuffisante pour développer quelques
points importants de l'étude d'une action galoisienne sur un groupe de Kac-Moody. En parti­
culier, on veut être assuré qu'un sous-groupe de Borel est envoyé sur un sous-groupe de Borel
par un automorphisme de Galois. On va donc requérir un lien assez étroit entre les automor­
phismes de Galois du groupe G(E) et ceux de la E-algèbre (UV)E' Pour cela, il faut ajouter
une hypothèse qui s'énonce en termes de graduation abstraite de (UV)E' mais qui s'appuie sur
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des .. analogies avec des considérations algébriques: cette algèbre est moralement vue comme
l'algèbre des distributions supportées à l'origine de G{E).

Répétons enfin une remarque de (11.1.3). On peut se contenter de travailler sur des foncteurs­
groupes définis sur la catégorie K-ext des extensions de corps de K dans K, plutôt que sur
celle des K-algèbres.

Il.2.1. Q-graduation abstraite et représentation adjointe

Nous allons étudier la relation entre l'action adjointe de G{E) et la Q-graduation de (UV)E'
ce-qui sera l'occasion de discuter la condition «V libre». Pour l'instant V est une donnée
radicielle de Kac-MoodyquelconquevPar définition de l'action adjointe de T{E) sur (UV)E'
AdT(:E) est un groupe d'automorphismes diagonaux de .(Uv )E{etde (L.>D)E) dans une base
provenant de la Z-forme Uv, et son action préserve la Q-graduation. Pour ce qui est des
sous-groupes radiciels, on a l'inclusion suivante.

On a même inclusion dans une somme finie par locale nilpotence des dérivations ade; (aE Are).
Par ailleurs, on peut décomposer (UV)E et (.cV)E en espaces-poids sous T(E). Pour tout Q­
degré a, AdT{E) opère sur (Ua)E par le caractère algébrique associé Ca E A, si bien que les
caractères qui interviennent sous-forme d'un espace poids non nul dans (UV)E sont les éléments
de Q{V). Pour tout caractère Cde Q(V), on note U{C)E l'espace-poids. On a:

(UV)E == EB U{C)E et
cEQ(V)

(.cV)E == EB .c(C)E,
cEQ(V)

avec .c(C)E :== U{C)E n (.cV)E' Si on veut pouvoir distinguer les termes de la Q-graduation de
(Uv)Een fonction de l'action de T(E), on est confronté au fait que Q{V) est un quotient de
Q. .Onsera pour ce faire amené à faire alors l'hypothèse «V libre» (i.e., Cinjective).

Finissons en .combinant l'étude de l'action adjointe et la caractérisation des. deux. types de
racines de (.cV)E' Nous utiliserons pour cela la notion de support .(7.4.5). On a alors:

LEMME. - Soient a une racine de Are et b une racine de A. On suppose que le support de
AdUa{E) (Eeb) contient O. Alors, nécessairement les deux racines sont réelles et a == -b.

Démonstration. On a:

AdUa{E)(Eeb) c EB Eeb+na.
n~O

Par conséquent, si 0 est dans le support de AdUa{E) (Eeb) , il existe n dans N tel que b+na == O.
Ceci prouve déjà que b est réelle: dans le cas contraire, on aurait a == {-l/n)b E Aim, d'après
le premier point de la proposition (7.4.2). Enfin, les seuls multiples possibles de b sont 0 et ±b
par le second point de la même proposition. On a donc nécessairement n == -1. 0
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Dans les deux sections qui suivent, on va étudier les images de sous-groupes «algébriques » particuli
de G, qui ont en commun la propriété d'être caractérisable au moyen de la représentation ad­
jointe.

Il.2.2. Image d'un sous-groupe de Cartan. Automorphismes rectifiés

La caractérisation intrinsèque des sous-groupes de Cartan E-déployés a déjà été vue (IDA).
La propriété de stabilité suivante est donc quasiment immédiate:

PROPOSITION.- SoitG- Q;(K) un groupe de Kac-Moody, possédant· une K-forme
préa,lgébrique, déployée .sur une extension E/K, pourE un corps infini et E/K normale.
Aloi», un sous-groupe de Cartan E...déployéT(E) deG(E) est envoyé sur un sous-groupe de
Cartan.E-:déployé deG(E) partout élément 0- du groupe de Galois F.En particulier, pour
tout élément 0- de F, il existe un élément 9 de G(E) (défini modulo N(E)) tel que (intg--1 00-)
stabilise T(E) dans G(E).

Démonstration.···D'après la commutativité du diagramme:

G<=:= Q;(E) Ad
---7 Autfilt (UV)E

G =:=. {lv(E)

il est clair que o-(~(JE))opère diagonalelllentsur (UV)E d~IlsuIle base. imag;epar (J" dela base.de
diagonalisation issue de la construction de. la. Z-forme Uv (en choisissant une base quelconque
de AJ. o-(T(E)) est donc un sous-groupe de Cartan E-déployé, et est égal à gT(E)g-lpour un
9 convenable de G(E), d'après le théorème (1004.2), applicable parce que E est infini. 0

Onen tire quelques définitions techniques.

LEMME/DÉFINITION. - Dans les mêmes conditions que la proposition précédente et avec les
mêmes notations, on parlera de rectificatioIl de l'automorpbisme 0- par l'élément 9 E G(E). On
notera ü l'automorphisme intg-1

0 o-de G(E), qu'on appellera automorphisme rectifié. On
notera également ü l'automorphisme composé (Adg-1 00-) de la E-algèbre (UV)E' Les actions
deô sur .G(E) et (UV)E sont reliées par:

'v'o- EF 'v'g, hE G(E), avec 9 rectifiant 0- 'v'v E(UV)E ü(Adh.v) = Ad(üh).üv.
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Justification. C'est un simple calcul-qui utilise la commutativité du diagramme ci-dessus. Avec
les notations de l'énoncé, on a:

o-(Adh.v) = (Adg-1 00-) (Adh.v) =Adg-1(u(Adh.v)),

ce qui vaut par commutativité du diagramme:

Adg-1(Ad(uh).uv) = (Adg- l
0 Aduho Adg).((Adg- 1

0 u).v)

-Ad(intg-1(uh)).(Adg-1 0 u)(v) = Ad(o-h).o-v.
o

R~Iv1ARQUE.- On rectifie les éléments dugroupe de Galois individuellementL'élémentçqui
rectifie uEfestdéfinimoduloN(E) (8.4.1).< Dans le CaS d'une K-forme presque (léplqyée, on
pour.ra,requérirlastabilité d'un sous-groupe deBoreldonnécontenantT{E). On fera ainsi un
meilleur choix de g, alors défini moduloZ'(E), cequi permettra de définir des actions de (jalois
supplémentaires. Néanmoins, un premier avantage à manipuler des automorphismes rectifiés
individuellement comme ci-dessus, est que 0- stabilise 18, décomposition de (UV)E en espaces
poids. Nous préciserons cette assertion en (11.2.4).

En outre, la rectification des automorphisme de Galois permet aussi de définir des automor­
\phismes du groupe de Weyl W.

LEMME/DÉFINITION. - Dans les mêmes conditions que le lemme précédent, unautomor­
phisme rectifié a- induit un automorphisme de W,qu'onnoteraencoreo-. Les automorphismes
obtenus à partir de deux rectifications différentes se déduisent l'un de l'autre par un automor­
phismeintérieur deW.

Justification. ~uisque E est infini, il est.~ssezgrospour 'D, ce qui donne déjà NG(E)(T(~)) -­
N(E) (8.4.1). Ceci implique à la fois que si <0- stabilise T(E),· il stabilise son normalisateur
.N(E) et opère sur le sous-quotient correspondant W, et que deux rectifications de (7 stabilisant
NeE) se déduisent l'une de l'autre par un automorphisme intérieur intn, avecndansN(E).

On peut traiter par le même type de raisonnement le cas des groupes radiciels.

Il.2.3. Image des sous-groupes radiciels

~apremièreétapepourprouver un résultat de stabilité des sous-groupes radiciels(parrap­
portàT{E)) consiste à mettre en évidence une .. caractérisation de. ceux-ci. Comme])our les
sous-groupes de Cartan, la preuve de la caractérisation fait usage dans un premier temps de
courbure négative dans la réalisation métrique de l'immeuble, puis de raisonnements en termes
de groupes algébriques. On raisonne d'abord sur K.
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LEMME. - On suppose que la donnée radiciellede Kac-MoodyV est:à base libre. .SoitU un
sous-groupe de G vérifiant:

(i) U est normalisé par T et TU est résoluble.
(ii) Il existe un élément u non trivial de U, tel que: U \ {1} = {tut- 1}tET.

(iii) Pour tout sous-espace V de dimension finie de (UV)K stable sous TU, la restriction de
AdU à V est incluse dans un sous-groupe unipotent à un paramètre de GL(V).

Alors, U est un groupe rediciel relstivemeui à T (il existe a dans .6..r e telque U = Ua)'

REMARQUE. - Réciproquement, un groupe radiciel par rapport à T vérifie les trois conditions
ci-dessus, le point (iii) se vérifiant en filtrant V par les poids du sous-groupe à un paramètre
associé à la coracine aY.

Démonstration. On part d'un l'élément u provenant de (ii). D'après la. décomposition de
Bruhat relative à (B+, N). (respectivement (B_, N)), il existe n+ (respectivement n_) dans
N tel que u est dansB+n+B+ (respectivementB_n~B_).T.stabilise par conjugaison les
doubles classes négatives et positives, on obtient donc

ce qui donne enfin
TU C B+ U B+n+B+ et TU c B_ U B~n-B-.

TU est donc un petit sous-groupe (10.2.2). Il fixe une facette sphérique positive F+ et une
facette sphérique négative F_ des réalisations métriques des immeubles du jumelage. Chaque
facetteF~ est notamment fixe. sous T, on a donc (10.l.3):

Fs.C (II+lco)T = A+ et F~ C (II~lco)T - A_.

Notons 0 = F+ U F_ la partie équilibrée de l'appartement jumelé standard qu'on obtient
ainsi, et choisissons comme chambre standard la chambre C+ du procédé (5.4.5), ce qui donne
~m(o)+ U~U(O) C .6..+.
Adn(T) est Zariski-connexe, donc l'orbite {Adn(tUt-l )hET dans GL(W(O)K) qui contient
Adn(U) \ {1} J'est aussi. Finalement, Adn(U) est connexe, et résoluble. Il est donc inclus
dans un sous-groupe de Borel-de Adn(Fix(O)). D'après la décomposition de Lévi de Fix(O),
quitte à conjuguer par un élément de N, on peut supposer que Adn (U) est dans un sous-groupe
unipotent à un paramètre normalisé par T du sous-groupe de Borel

Adn(Bn) := Adn(T. II Ua. II Ua)'
aE~m (n)+ aE~u (n)

Puisque la donnée radicielle de Kac-Moody V est à base libre, deux racines distinctes de cette
partie de racines .ont des caractères de.T associés non proportionnels.Q'est la-condition •• (ii) de
[Bor90], proposition (14.4) p.182.. La condition (i) est immédiatee , D'après ce résultat, Adn(U)
est un produit interne de groupes radiciels du sous-groupe de Borel Adn (Bn). Par le point
(iii), c'est exactement un groupe radiciel. 0

On peut maintenant énoncer le résultat cherché.
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PROPOSITION. - Soit G un groupe de Kac-Moody possédant une K-forme préalgébrique,
déployé sur une extension EjK, avec E infini et E/K normale. On suppose que la donnée
radicielle de Kec-Moody V est à base libre. Soit (J un automorphisme de Galois de G(E),
rectifié en â de telle sorte que O'T(E) = T(E). Alors, 0' envoie un sous-groupe radiciel (relatif
à T(E)) sur un sous-groupe de G(E) du même type.

Démonstration. On vérifie d'abord les critères précédents pour un groupe O'Ua avec a dans
.ôTe, c'est-à-dire sur K. Les deux premières conditions sont évidemment respectées, puisque T
est stable sous (j et que 0' est un automorphisme de groupe. Soit maintenant V un sous-espace
vectoriel de dimension finie de (UV)K stable par O'(TUa ) = T(a-Ua ) . Alors, V:= (j-l(V) est
un sous-espace vectoriel de dimension finie de (UV)K stable par TUa' Par construction de Ad,
Ua est inclus dans un sous-groupe unipotent à un paramètre de GL(V). En retransformant
par ô , il est clair que (jUa est inclus dans un sous-groupe unipotent à un paramètre de GL(V).
Cela règle le cas des groupes radiciels de G.

Pour les groupes Ua(E), il suffit de remarquer que G(E) est stable sous I', et que pour toute
racine a de .ôTe, Ua(K) = G(E) n Ua(K). 0

Ce dernier résultat suggère d'introduire la condition suivante.

HYPOTHÈSE. - Soit G un groupe de Kac-Moody possédant une .K-forme préalgébrique,
déployéisur une extension EjK, avec E infini et EjK normale. On dit qiieG vérifie la
conditi~Il (SGR) si pour tout automorphisme de Galois (J de G(E), toute rectification eii (j
de telle sorte queo-T(E) = T(E), (j envoie un sous-groupe radiciel (relatif à T(E)) sur un
sous-groupe de G(E) du même type.

On suppose jusqu'à la fin cette condition vérifiée. Les automorphismes rectifiés stabilisent
la famille des sous-groupes radiciels relatifs à T(E). Comme pour W, ceci permet de définir
une <permutation - notée encore (j - de .ôTe. En fait, on va s'appliquer à construire d'autres
permutations et automorphismes intéressants à partir des automorphismes rectifiés.

11.2.4. Caractères et cocaractères abstraits

La prochaine étape consiste à définir pour chaque automorphisme rectifié un automorphisme
de Galois 0' (respectivement 0') de X*(T(E))abs (respectivement X*(T(E))abs). Partons donc
d'un automorphisme rectifié 0' du groupe G(E) et de la E-algèbre (UV)E' On définit alors un
automorphisme (j de X" (T(E) )abs de la façon suivante. Pour tout A de X" (T(E) )abs, (jÀ est
le caractère défini par:

V'tET(E) ((jA)(t) = (J(A(O'-lt)).

((J est l'automorphisme évident de K). De la même façon, (jYAYest le cocaractère de X*(T(E))abs
défini par:

Qu'on obtient bien des automorphismes de groupes provient du petit calcul suivant:
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et du même calcul mutatis mutandis pour les cocaractères. On a en outre:

LEMME. - Dans les mêmes conditions que la sous-section précédente, pour tout caractère c
de Q(V), on a:

o-(U(C)E) = U(o-.C)E.

Ainsi, 0- stabilise Q(V) dans X: (T(E) )abs'

Démonstration. Soit v dans U(C)E' Alors, pour tout t de T(E), on a:

Adt.o-v = 0-(0--1(Adt.o-v)) = 0-(Ado--1t.v) = o-((c 1 0--1t)v)

=0-( (c 0 0--1 1 t)v) = (j((c 0 0--1 1 t) )o-v - (o-.c 1 t)o-v

Par conséquent â» est dans U(o-.C)E, d'où:o-(U(c)K) C U(o-,C)E, et on a en fait l'égalité, car
if est un isomorphisme de (UV)E' 0

À<cestade, on sait définirà partir d'un automorphisme rectifié if, une permutation if de Are
sur lui-.même. via les sous-groupes radiciels, un. automorphisme additif 0- de •• X* (T(E))abs .qui
stabilise Q{V) et un autre de X*(T(E))abs' On peut donc se demander ce qu'il en est de la
Q-graduation abstraite, plus fine. En fait, ce point est précisément ce qui permet de compléter
la définition des K-formes préalgébriques pour parler de K-formes algébriques.

11.2.5. K-formes algêbriques

Nous pouvons maintenant passer à la définition des K-formes algébriques d'un groupe de
Kac-Moody. Ce qui distingue les K-formes préalgébriques desK-formes algébriques est une
condition un peu technique qui implique la Q graduation, qu'on justifiera immédiatement
après.

DÊFINITIûN. - Soit (g,UK) uneK-forme préalgébrique d'un groupe de Kac-Moody G =
gv(K), déployée sur E,avecE infini et EjKnormale. On dit que (g,UK) est une K-fQrme
algébrique s'il vérifie la condition (SGR) (11.2.3), et si pour tout o de r et toute rectification
if vérifiant ifT(E) = T(E), on a:

(ALG1) if respecte la décomposition en termes Q-homogènes de (UV)E et la permutation
de Q induite notée encore if - vérifie la condition d'homogénéité suivante.

VaEAre VnEN if(na) = n(ifa).

(ALG2) if stabilise A dans X*(T(E))abs et A-dans X*(T(E))abs.

Pour faire court, on utilisera le terme de K-groupe de Kac-Moody (déployé sur E) pour parler
d'une telle forme de groupe de Ksc-Moody. Comme on l'a déjà dit en (11.1.3), on peut se
limiter à la catégorie K-ext des extensions de corps de K dans K.
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REMARQUES. - 1. Cette définition ne dépend pas du choix de rectification des automor­
phismes a. En effet, ces choix diffèrent d'un automorphisme intérieur intn pour n dans N(E),
qui respecte clairement les conditions requises.

2. D'après le lemme précédent, on a pour tout a dans Q, u(ca) = co-(a)' En particulier, la
condition de (ALG2) portant sur A est superflue si A = Q(V).

3. La condition (SGR) requise d'emblée est probablement vérifiée par toute K-forme préalgébrique,
et on l'a en tout. cas démontré pour celles à base de racines libres dans la donnée radicielle de
Kac-Moody (11.2.3).

4. La démonstration du point (i) de la proposition qui suit montre que la condition d'homogénéité
est superflue en caractéristique O.

Justification. La justification proprement dite de la condition (ALG1) est la suivante. On sait
qu'un automorphisme rectifié if envoie un sous-groupe radiciel relatif à T sur un sous::Kf0upe
radiciel relatif à T. Supposons qu'il existe une structure algébrique sur le foncteur 91), par
exemple que 9v est représentable par une algèbre de Hopf topologique, dont certains quotients
par des idéaux de Hopf soient les algèbres de fonctions des groupes radiciels. Alors, pour a dans

b.re et n dans N, E9 E e~ est moralement l'espace des opérateurs différentiels d'ordre inférieur
j5:n J.

ou égal à n invariants à gauche et tangents à Ua' Pour une action galoisienne algébrique, il est
raisonnable de demander que chaque automorphisme envoie un opérateur différentiel invariant
à gauche tangent à un groupe radiciel sur un opérateur différentiel invariant à gauche tangent
à l'image de ce sous-groupe, les ordres des opérateurs étant respectés. C'est ce que requiert
la condition d'algébricité, puisque toutélément de (UV)E est produit de puissances divisées
correspondant aux racines simples, d'après l'isomorphisme naturel:

(UA+)E ®(UO)E e {UA __)Et"V (UV)E'

Enfin, la condition (ALG2) portant sur A et AV permet. de gérer les sous-tores algébriques. Elle
dit qu'un sous-tore algébrique est envoyé sur un groupe du même type. 0

titre d'exemple, une K-forme préalgébrique de G = Q1)(K) déployée sur E (infini), est une
E-forme algébrique de G.

Nous pouvons maintenant énoncer quelques propriétés.

PROPOSITION. - Soit G = Qv(K) un K-groupe de Kac-Moody déployé sur E, avec E infini
et E/K normale. Alors, l'automorphisme rectifié if (ifT(E) = T(E)) de G(E) possède les
propriétés suivantes.

(i) if est un automorphisme de groupe de Q. u,(UO)E = (UO)E et u(AvE) = AVE.
(ii) if stabilise fi.re et. fi. dans Q, et la permutation obtenue par restriction à fi.re coïncide avec
celle obtenue via les sous-groupes radiciels.
(iii) Pour toute racine réelle a et tout paramètre additifk de E, on a u(ua(k)) = uo-a(ka(ak)),
où ka est l'élément de EX défini par ifea = kaeo-a.
(iv) L'automorphisme u du groupe de Weyl W envoie une réflexion sur une réflexion. Plus
précisément, pour toute racine réelle a, la réflexion Sa par rapport au mur Ba, est envoyée sur
la réflexion So-a par rapport au mur B(ifa).
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(v) iF stabilise Q('Dt dans X*(T(E))abs. Plus précisément, pour toute racine réelle a, le
cocsrsctère ha est envoyé sur le cocaractère hü(a) par ô".

Démonstration. Preuve de (i). Commençons par la Z-linéarité de ü sur Q. D'abord il est clair
que ü(O) = O. Ensuite, on regarde les degrés des valeurs de a sur des éléments test de la forme

n s f msII es , _s__, ' pour ti, et ms des entiers. Un tel élément est de Q-degré .L::sEs(nS - ms)as,
S ns· ms·

sE

le degré de son image est donc ü (I:sEs (ns - ms )as)' Mais puisque ü est un automorphisme
d'algèbre et qu'il vérifie la condition d'homogénéité de (ALGl), le degré de son image est aussi
I:sEs(nS - ms)ü(as).
(UO)E est caractérisé par la propriété suivante: soit v dans (UO)E' alors pour tout v' ho­
mogène, v et vv' sont homogènes de même degré. En transformant ces éléments test par
l'automorphisme a, cette propriété est conservée. L'autre assertion provient du respect de la
filtration par â •

Preuve de (ii) (Lien entre les automorphismes). Le respect de la filtration par ü montre que
a.1l = Il. Pour IlTe, on part de la remarque déjà faite:

VaEIlTe VbEIl AdUa(E).(L:b)E C EB (L:b+na)E'
n;:::O

formule à laquelle on peut appliquer l'automorphisme de E-algèbre â:

n;:::O

Si on choisit au départ a = -b(E Ilre) , alors 0 est dans le support de AdUa(E) ((L:b)E) =
AdUa(E) (Eeb)' Or, on vient de voir que ü(AvE ) = AVE, donc 0 est dans le support de
Ad(aUa)(E) (Eeb). On sait que üUa(E) est un groupe radiciel relativement à T(E) et que
(j'eb est un vecteur homogène pour la Q..graduation. D'après le lemme (11.2.1), en notantëc
la racine réelle telle que aUa(E) :::::: Uüa(E), alors nécessairement üeb est en degré -aa, soit
ü(Ee-a) - Ee_ üa. Cette formule est vraie pour toute racine réelle a. Elle relie l'automorphisme
de E-algèbre rectifié a (membre de gauche) à l'automorphisme de groupe rectifié ü (membre
de droite).

Preuve de (iii) (Paramètres additifs). Pour l'étude des paramètres, il faut raffiner la formule
de l'action adjointe d'un groupe radiciel déjà utilisée:

2 2
où Va = k2 (e; e_a - eae-aea + e_ae;) est le terme de Q-degré a de l'expression. On applique

à nouveau l'automorphisme o-semi-linéaire a de la E-algèbre de Lie (L:D)E' d'où:

VkEE Ad(üua(k)).üe_a = ae_a +ak[üea,ae_aJ +ü(va).

Puisque üUa(E) = Uüa(E), pour k dans E, il existe un paramètre k' - qu'on cherche à calculer­
tel que aua(k) = uüa(k'). Par ailleurs, d'après le point qui précède, on sait que ü(Kea) = Eeüa,
donc on peut écrire üea = kaeüa pour un certain ka de EX. (Les racines réelles sont de
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multiplicité 1 dans une algèbre de Kac-Moody). À partir de l'égalité Ad(aua(k)) .ae_a =
Ad(uo-a(k')).ae_a, on peut expliciter chacun des deux membres comme somme de termes Q­
homogènes. Pour le premier, il suffit de reprendre ce qu'on vient de faire en remplaçant aea
par kaeo-a:

Ad(aua(k)).ae_a = ae_a+ (O"k)ka[eo-a,ae_ a] + a(va).

Pour le second, on revient à la définition de la représentation adjointe pour Ad (uo-a(k') ):

Ad(uo-a(k')).ae_ a = o-e-a+ k'[eo-a,ae_ a] + v~.

Et en identifiant, on obtient bien k' = (O"k)ka.

Preuve de (iv) (Réflexions). On va d'abord faire un retour sur les constantes ka pour montrer
que pour toute racine a de ~re, les constantes ka et k_a sont reliées par k;1 =k-a. C'est un
calcul dans SL2 . En effet, l'égalité

na(l) = ua(1).u-a(l-1).Ua(l)

montre que na(l) est dans N(E)n{Ua(E), U_a(E)). D'où o-na(l) E aN(E)n{aUa(E), aU-aCE)).
Or, aN(E) est N(E) puisque N(E) est le normalisateur de T(E) stable par a. Donc o-na(l)
est dans N(E) n (Uo-a(E), U-o-a(E)). Plus précisément,

a(na(k)) = 'lJ,o-a(ka(o"k) ),u-o-a(k_a(o"k) -1).ue« (ka(O"k))

est dansN(E)n{Uo-a(E), U-o-a(E)), ce qui impose k;;1 = k_ a. Ainsi a(na(k)) vaut

(aua(k) ).(au_a(k-1 ) ) .(o-ua(k)) = Uo-a(ka (O"k) ).u-üa(k;;1 (o"k) -1 ).Uüa(ka(O"k)),

ce qui est no-a(ka(O"k)) , un élément qui relève modulo T(E) la réflexion par rapport à ô(aa).

Preuve-de (v) (Cocaractères). Partons d'un élément h de Q(Vr et de son cocaractère as­
socié {kh}kEEX E X*(T(E))abs. Il s'agit de montrer que l'image de ce cocaractère par
l'automorphisme o-vdeX* (T)abs est encore un cocaractère associé à une coracine. Cette image
est précisément

a':{kh}kEEX a 0 {(0"-1k)h}kEEX = a 0 {kh}kEEX.

Il suffit de traiter le cas où h est une coracine li, pour s dans S, puisqu'on considère le groupe
des cocaractères engendré par ces éléments. On va à nouveau utiliser certaines des relations
de définition d'u.ngroupe de Kac-Moody, À savoir (8.3.3):

\7'k E EX Va' E. Arekhal = na'(k ).nal(1)-1

oÙnat(l) = ua,(l).u __ a,(l-1).Ua,(l) pour tout l dans EX. D'après le raisonnement qui précède,
on a en effet:

a(khs) = a(ns(k )ns(l )- l ) =no-as((O"k )kaJ.no-as(kaJ-1

_ (no-as((O"k)kaJ.nüas(1)-1).(no-as(1).no-as(kaJ-1) = ((O"k)kaJha-as.(k;;s1)ha-as = (O"k)ha-as.

Ceci prouve que o-v({k hs}kEEX ) est un cocaractère de Q(Vr,
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Le caractère raisonnable de la condition qui distingue K-formes préalgébriques et algébriques
est mis en évidence dans le cas d'une donnée radicielle de Kac-Moody libre.

11.2.6. Cas d'une donnée radicielle libre

On a déjà rencontré le cas où la donnée radicielle de Kac-Moody qui définit le groupe est à base
de racines libre. Les simplifications résident dans le fait que la Q-graduation est interprétable
en termes d'action adjointe (diagonale) de T(E). Ceci permet d'écrire:

Du point de vue des actions de Galois, il y a aussi simplification.

PROPOSITION. - Soit G = Q;(K) un groupe de Ksc-Moody possédant une K-forme
préalgébrique déployée sur E, avec E infini et E/K normale. Si la donnée radicielle de Kac­
Moody V est libre, G vérifie (ALG1) (et (SGR), d'après (11.2.3)).

Démonstration. On se donne a un. élément de r rectifié en ij pour avoir ijT(E) = T(E). Le
respect par ij des termes Q-homogènes - i.e., Q(V)-homogènes - est prouvé dans le lemme
(11.2.4). Pour la propriété d'homogénéité, on se donne une racine a de ~re qu'on peut identifier
à son caractère Ca E A. On se donne aussi un entier n de N, et un vecteur v homogène pour
Q(V) = Q de caractère associé nca . Il suffit alors de montrer que ij(v) est un vecteur-poids de
caractère associé n(ijca ) , ce qui établira ij(nca ) = nijca • C'est un calcul du même acabit que
pour (11.2.4). Soit tdans T(E). Alors:

Adt.Ô'(v) =Ô'(Ad(ij-1t).v) = ij({ca 1 ij-1t)v)

= a({ca 1 ij-1t))nij(v) = (a 0 Ca 0 ij-l 1 t)nij(v) = (nijca 1 t)ij(v).
o

Nous pouvons maintenant passer à l'étude des sous-groupe de Borel, ce qui va permettre de
se servir des techniques immobilières pour étudier les actions. de Galois.

11.2.7. Sous-groupes de Borel sous une action de Galois algébrique

Hormis les sous-groupes de Cartan, .il existe une autre classe de sous-groupes importante
pour l'étude des groupes réductifs, et par extension des groupes de. Kac-Moody, à savoir les
sous-groupes de Borel. En théorie de Kac-Moody, la difficulté supplémentaire est que ces sous­
groupes ne bénéficient pas d'une caractérisation praticable. La situation des sous-groupes
de Cartan est par contre plus similaire au cas de la dimension finie. C'est pour cela qu'on
va s'appuyer sur ces sous-groupes pour traiter la classe des sous-groupes de Borel, via le
théorème de conjugaison des bases pour les systèmes de racines de Kac-Moody, Les propriétés
des automorphismes de Galois vis-à-vis de cette notion sont les suivantes:
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PROPOSITION. - SoitG = Qv(K) un K-groupe de.Kac-Moody déployé sur E, avec E/K
normale et E infini. Soit a un élément de G rectifié en â , d'où une permutation (j de Q.

(I) (j permute les composantes de la décomposition are = LJ are(J),d'oùune permuta-
JEno(S)

tioti ô de lIo(S).
(ii) Pour toute partie J de IIo(S), (j({as}sEJ) est une base de ~re((jJ), par conséquent, il
existe une suite de signes ~ = (EJ) JEIIo(S)nsph E {±}IIo(S)nsph et un élément w de W tels que

(j.{as}SES=W. LJ {EJas}sEJ
JEIIo (S)

Démonstration. Preuve de (i). Remarquons d'abord que la permutation a de Q stabilise ~re

et vérifie

Ceci montre que siS est une partie indécomposable de ~re, (jS en est une-également. Donc
pour toute partie J de fio(S), il existe une partie J' de fio(S) telle que (jare(J) c ~re(J').

Enfin,<puisque (j~re ~re, on a égalité.

Preuveê-e (ii). La première assertion concernant les bases provient de la Z-linéarité de â sur
Q.• La seconde assertion provient du théorème de conjugaison des bases (7.4.2). 0

On peut maintenant énoncer le résultat de stabilité des sous-groupes de Borel avec la classe
plus large de sous-groupes définie en (8.3.4).

COROLLAIRE. - Soit G = Qv(K) un K-groupe de Kec-Moody déployé surE.,a.ve.c .:E/K
normale et E infini. Soit a un élément du groupe de Galois r et â une rectification de façon
âavQirijT(E)-- T(:E).

(i) Si Sestconnexe, .1 'imageparij d'un sous-groupe de Borel est un sous-groupe de. Borel, avec
éventuelle opposition.d~.signe. (Il s'agit ici des sous-groupes de Borel positifs ou négatifs au
sens restrictif âeeâoiuiées radicie1les jumelées).
(ii)En général, pour toute famille de signes ~, il existe .tuie.euiretelle famille E' et .un élément
n de N tels que aB!;. < nBe'n-1.. A.insi, un automorphisme de Galois envoie un sous-groupe
de Borel sur un sous-groupe de Borel.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lien entre la permutation (j de Q et
la permutation de sous-groupesradicielsprovenant de l'automorphisme ijde G(E). Pour
revenir ensuite à l'automorphisme. de Galois proprement dit, il suffit de composer par un
automorphisme intérieur, ce qui est par définition des sous-groupes de Borel compatible au
type de résultat qu'on veut prouver. 0
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Avecce dernier résultat, on n'est pas loin d'avoir une action sur les immeubles du jumelage de
G. Le dernier point délicat est qu'à cause des éventuelles oppositions de signe, les ensembles
sous-jacents aux immeubles ne sont pas nécessairement stables. Ceci justifie l'introduction de
la notion de K-forme presque déployée.

Il.3. Formes presque déployées des groupes de Kac-Moody

Nous nous plaçons désormais dans la situation suivante.

SITUATION. - K est un corps de clôture algébrique K. E est une extension normale de K
incluse dans K, avec E corps infini. G = gv(K) est un K-groupe de Kac-Moody déployé sur
E.

Pour l'instant, les hypothèses d'action algébrique ont essentiellement utilisé l'action de Galois
en termes d'action sur une algèbre associative (l'algèbre (UV)E)' Nous pouvons maintenant
passer à l'action sur les immeublesdu jumelage :T(E) du groupe de Kac-Moody G(E), l'autre
espace sur lequel on fait opérer G(E) pour le dévisser. L'objectif principalement en vue pour
cette partie est .. la mise en. placedes conditionsd'application du théorème de. point fixe de
Bruhat-Tits (4.6.2), et une première interprétation pourun petit sous-groupe obtenu à partir
de points fixes. Cette étape est essentielle pour la descente galoisienne à venir, pour laquelle
on se placera dans le cas E = K s .

Les conventions d'écriture de .. (8.4..4) et (11.1.3) sont en vigueur. Le.K-groupe de Kac-Moody
peut être supposé défini simplement sur la catégorie K-ext des extensions de corps de K.
(A, C, -C) désignela standardisation attachée aux sous-groupes (de Cartan et de Borel) stan­
dard de la définition du foncteur de Tits.

11.3.1. K-formes presque déployées. Action sur les ensembles sous-jacents aux
immeubles

Nous allons maintenant passer à la définition des formes presque déployées. Cette définition fait
intervenir une condition propre à la situation Kac-Moody. Par rapport aux groupes réductifs
algébriques, une difficulté supplémentaire vient de ce que la théorie des sous-groupes de Borel
n'estpasaussi riche .. Par exemple, si m est le nombre de composantes connexes de type non
sphérique de V, il y a 2m classes de conjugaison de sous-groupes de Borel à envisager. Or, les
immeubles du jumelage sont définis à partir des seuls sous-groupes de Borelpositifs et négatifs.
D'où l'hypothèse suivante pour parler deK-formes presque déployées.

DÉFINITION. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody déployé sur E, avec E/K normale et E
corps infini. On dit que G est presque déployé (sur K) s'il vérifie la condition suivante.

(PRD) L'action du groupe de Galois r de E/K stabilise la classe de conjugaison dans G(E)
des sous-groupes de Borel positifs (respectivement négatifs) de G(E).
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À titre d'exemple, une K-forme préalgébrique de G = yv(K) déployée sur E·(E infini et E/K
normale), est une E-forme algébrique de G.

REMARQUE. - La condition ne dépend pas de E, elle se vérifie sur K. Il suffit de faire le
même raisonnement qu'à la fin de la preuve de la proposition (11.2.3).

On veut, dans les conditions de la définition, mettre en évidence une action naturelle du
groupe de Galois r sur les immeubles I+(E) et I_(E). Partons d'un petit calcul et de quelques
notations. Pour tout 0" de r, on sait que O"Be(E) est un sous-groupe de Borel de signe €. C'est-à­
dire qu'il existe un élément g(7 dans G(E) défini modulo Be(E), tel que 0"Be(E) = g(7Be(E)g;;l.
On fait un choix de tels g(7 pour tous les éléments 0". Puisqu'on a une action de r, pour 0" et
'T"dans r, on peut calculer (1"O")Be(E) de deux façons. D'abord

mais aussi

Ceci permet d'obtenir une relation de cocycle modulo Be(E):

Revenons à l'action de r sur les immeubles. On la définit par la formule suivante:

Cette définition ne fait pas apparaître les g(7, ce qui prouve son caractère intrinsèque. Il vont
réapparaître dans la vérification du fait qu'on a bien une action. Prenons en effet 0" et 1" deux
éléments de r. Alors, pour 9 dans G, on a:

ce qui vaut (1"O")(g)gT(7Be{E) par la relation de cocycle, ce qui est encore (1"O")(gBe(E)).
On vient donc de définir une action de r surG(E)/B+(E) (respectivernentG(E)IB_(E)),
l'ensemble sous-jacent à l'immeuble I+ (E) (respectivement I_ (E)).· Il reste à vérifer un dernier
point,à savoir la compatibilité entre l'action de GCE) et celle de r sur ces ensembles. On se
donne un élément 0" de r et deux éléments g, h de G(E). On s'intéresseàJ'image par 0" de
hgBe{E). Celle-ci vaut I e(E)(7(hgBf(E)(hg )- l ) , ou encore moins intrinséquement: O"(hg)g(7Be(E).
Ce qui vaut O"(h)O"(g)g(7Be(E) = O"(h)O"(gBe(E)). On peut résumer tout cela en s'exprimant
en termes de chambres:
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LEMME. - Ilexiste naturellement une action de r sur l'ensemble G(E)/Be(E) sous-jacent à
l'immeuble de signe E du jumelage de G(E). Cette action est définie de la façon suivante.

Pour toute chambre D deG(E)/Be(E), pour tout élement (J' de T', (J'(D) = Ie(E)o-(Fix(D))(E).

Cette action est compatible à l'action de G(E) au sens suivant.

Pour toute chambre D de G(E)/Be(E), pour tout (J' de I', et tout élément 9 de G(E),

cr(gD) = (J'(g) ((J'D).
o

Pour l'instant, on dispose seulement d'une action du groupe de Galois par permutations quel­
conques sur les chambres des immeubles. C'est la section suivante qui va mettre en évidence
une certaine compatibilité aux structures d'immeuble.

Il.3.2. Éléments de Galois comme automorphismes du jumelage. Action étoile

Il s'agit tout d'abord d'identifier le groupe de Galois à un groupe d'automorphismes desim­
meubles abstraits positifs et négatifs. Précisons qu'automorphismes est à entendre au sens
d'automorphismes cohérents, c'est-à-dire sans respect individuel des adjacences, mais au sens
d'un respect global de l'adjacence: deux chambres s-adjacentes sont envoyées sur une paire de
chambres t-adjacentes pour un élément t de S, éventuellement distinct de s. Cette vérification
se fait en plusieurs étapes.

LEMME/DÉFINITION. - Soit G un K"groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, déployé
sur E, avecE/K normale et E corps infini. .On dispose d'une action de Galois sur l'ensemble
G(E)/B+(E) (respectivement G(E)/B_(E)) sous-jacent à l'immeuble I+(E) (respectivement
I_ (E)). Alors:

(i) Pour tout élément (J' de I', on peut choisir un élément go- de G(E) (bien défini modulo T(E))
telqueJ'aut0II1.0rphisme composé (J'* := (intg;l o (J') stabilise les sous-groupes standard B+(E)
et B_(E) (et donc T(E)).
(ii) Les éléments (J'* définissent naturellement une action de r sur le groupe de Weyl W qui ne
dépend pas du choix des éléments go- dans leur classe modulo T(E).
(iii) L'action de r sur le groupe de Weyl W par les automorphismes a" est appelée l'action
étoile - action-v pour faire court - de I' sur W (relative à la standardisation (A, C, -C)).

REMARQUE. - L'automorphisme (J'* n'est rien d'autre qu'un automorphisme rectifié partic­
ulier. C'est en quelque sorte un meilleur choix de rectification.

Démonstration. Preuve de (i).Onpart d'un élément (J' du groupe de Galois T .• On sait déjà
qu'il existe un élément 9 deG(E) qui rectifie cr en a = intg-1

0 (J', automorphisme qui stabilise
letore standard .T de G. Par ailleurs, puisqu'on s'est donné une K-forme presque déployée,
le groupe de Galois •envoie un sous-groupe de Borel. sur un sous-groupe de Borel (de même
signe). Par conséquent, aB+(E) vaut nB+(E)n-1 pour un certain n dans N(E).En fait, on
peut aussi écrireuB_(E) = nB_(E)n-1.En effet, comme pourB+(E), on sait qu'il existe nI
dans N(E) tel que aB_(E) = nIB_(E)nl

-
1 • Mais puisque B+(E) n B_(E} = T(E), on a:
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Soit: nB+(E)n--1 n n'B_(E}n'-l - T(E) ou encore: .B+(E) n (n-J.n')B_(E)(n-1n')-1 =
T(E). Vu l'action de N(E) sur les groupes radiciels relatifs à T(E), on a nécessairement
nT(E) = n'T(E). On vient donc de mettre en évidence un élément gn de G(E) qui rectifie
uen un automorphisme o" := (intgn)-l 0 a qui stabilise T(E), B+(E) et B_(E). Soient
maintenant h et h' deux éléments tels que int(h)-l 0 a et int(h')-l 0 a stabilisent B+(E) et
B_(E). Alors:

Ceci montre que h-1h' normalise B+(E). Or, par une propriété bien connue des BN-paires,
onaNG(E)(B+(E)) -B+(E), d'oùh-1h' est dans B+(E).De même, h-1h' appartient aussi
àE_.Finalement, cet élément est dansT(E) =B+(E) nB~(E). En résumé, étant donné un
élémentu de f,leséléments h deG{E) qui rectifient l'action de a de sorte que int(h-1) 0 a
stabilise à la fois B+(E) et B~(E) existent, et sont tous dans la même classe modulo T(E).

Preuve de (ii). On fait le choix pour tout a d'un représentant gu de la classe de G(E)/T(E)
qui permet d'écrire:

Il s'agit de vérifier qu'on obtient bien une action sur le groupe de Weyl. Commençons par une
reillarqu~: si a.et T.sont deux éléments der, pour chaque signe €, on peut calculer de deux
façons différentes. (TO-)(.B€ (E»), Il s'agit du même calcul qu'en (11.3.1), modulo.T(E)cette
fois. D'unepart, le sous-groupe de Borel qu'on obtientest g".uB€(E)y:;:; par ce qp.i précède
appliquédirectement à ra. D'autre part, en faisant les rectifications en deux étapes,il vient:

(ru)(.B€(E») =r(Yu.B€(E)g;;l )r(gu)9".B€(E)(T(gu}y". )-1.

Mais, d'après ce quiprécède,g".uT(E) = r(gu)g".T(E), cette relation de cocycle modulo T(E)
étant vraie pour pour toute paire fr; a} d'élémentsde r~Soit.w .. nwT un élément du groupe
de Weyl. Il est clair que chaque automorphisme u*de 9 fournit un automorphisme du groupe
Wpara.*w:= o-*{nwT(E)) (o-*nw)T(E). Cet automorphisme ne dépend pas de l'élément
gu qui rectifie a puisque celui-ci est bien déterminé modulo T(E). Il reste à voir qu'on définit
ainsi une action sur W.On se donne donc r et rr deux éléments de r. On a, d'une part

D'autre part:

Ces deux expressions coïncident par la relation de cocycle modulo T(E). On a donc bien une
~oo. 0
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On peut encore raffiner la description des actions qu'on a définies,à la fois sur les immeubles
et sur le groupe de Weyl.

PROPOSITION. - (i)L'action étoile de f sur W stabilise l'ensemble de géIlérateurs S.de W;
sutxemeni dit, I' opère par automorphismes de diagramme (cohérents) du système de Goxeter
(~S).

(ii) L'action du groupe de Galois I' sur l'immeuble Ie(E) se fait par automorphismes cohérents.
Précisément, toute. paire {C'; C"} de chambres s-adjacentes pour s dans S, est envoyée sur
une paire de chambres (J* s-adjacentes.

Avant de passer à la démonstration, complétons immédiatement le vocabulaire introduit autour
de l'action étoile.

DÉFINITION. (i) L'action de r sur S déduite de cellesur le groupe de Weyl W.est appelée
l'action * sur S.On note I" le sous-groupe de Se, image.du morphisme f -.tSs. correspondant.
(ii) On appelera aussi action *, l'action de r sur Q =E9Zas déduite de celle sur S ci-dessus.

sES

Démonstration. Preuve de (i). Pour chaque élément (J de I', on notera a" l'automorphisme de
G composé: (J* := intg;l 0 a. Pour la E-algèbre (UV)E' (J* désignera l'automorphisme semi­
linéaire a" := Adg;l 0 (J. Ces deux automorphismes sont liés l'un à l'autre par la formule:

\:IgEG\I(JEf\:lVE (UV)E (J*(Adg.v) Ad(a*g).(J*v,

puisque.a*n'est rien d'autre qu'un meilleur choix •• de rectification. On veut montrer que chaque
autornorphismec" stabilise l'ensemble. de générateurs<S. Ce qui permet. de vérifier«.cela est la
caractérisation suivante. On sait que le sous-groupe .UwCE) <.: •... U+(E) n n~/U_{E)nw pour w
dans W et nw relevant wmodulo T(E), possède une décomposition en écriture unique comme
produit ordonné de l(w) groupes radiciels relatifs àT(E).sest donc caractérisé parmi les
éléments de W par le fait qu'un seul groupe radiciel suffit à décrire tous les éléments de Us (E).
Au titre. d'automorphisme rectifié comme en (11.2.2),a* envoie un .groupe radicielrelatif.àZ'
surungrouperadiciel relatif àT(E) (11.2.3).Enoutre, un tel sous-groupe indexé par une
racine positive sera envoyé sur un sous-groupe du même type. Par conséquent (J*Ue(E) =
lJ~(E), (€::;: ±), d'où: (J*Uw(E) <.<U+CE) n(j*(nw)U_{E)o-*(nw)-l.Dansle cas. où w. est un
élément s del'ensemble S de générateurs.von sait que (J*Us(E) est ungrouperadiciel, donc
U+(E) n o-*(ns)U_{E)(J*(ns) __ l enestun également. Ceci implique que o-*nsT{E) est dans S.
Par conséquent, pour tout (J dans I', l'automorphisme (J* stabilise bien S.

Preuve de (ii).Passonsmaintenant au problème. des adjacences dans les immeubles. Si
hBe(E) et h'Be(E) sont deux chambres s-adjacentes de Ie(E), on a par définition h-lh' E

Be(E)ns.B~(E). Pour tout a der, il existe alors t = (J*S dans Stel quea*nsT(E) = ntT(E),
donc (J*h-l.(J*h' ::;: a*(h-lh') appartient à Be(E)ntBe(E). Autrement dit, (J*(hBe(E)) et
(J* (h'Be(E)) sont des chambres t-adjacentes, avec t = (J* s. 0

Les éléments de G(E) lui-même sont des automorphismes stricts d'immeubles qui respectent
toutes les adjacences. En oubliant la rectification par un élément de G(E), on obtient donc une
permutation (J de l'ensemble G(E)!Be(E) sous-jacent à chaque immeuble Ie(E) pour chaque
(J.
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COROLLAIRE. - (i) Les permutations a de G(E)/B+(E) et G(E)/B_(E) ne respectent
éventuellement pas les fonctions distance de; : T, (E) -+ W, mais respectent les fonctions com­
poeées i 0 de; : Ie;(E) -+ N.
(ii)Pour ce qui est de la codisteace, ou:e respect de.eod* mais pas de la codistance elle-même.
En particulier, une paire de chambres opposées est envoyée sur une paire de chambres opposées
par tout élément a de r.

REMARQUE. - Plus précisément, les applications d+, d_et d* sont W-équivariantes pour les
actions * de r sur X+(E) x I+(E), X_CE) x I_(E), I+(E) x X_CE) U I_CE) xI+(E) et W.

Démonstration. Preuve de (i). On vient de voir que side;(gBe;(E),hBe;(E)) = w, alors
de;(<:r*gBe;(E) , (T*hBe;(E)) - aï in. Mais puisque G(E) opère par isométries des distances com­
binatoires, on a:

Preuve de (ii). C'est le même raisonnement en remplaçant les doubles classes de Bruhat par
les doubles classes de Birkhoff. 0

Il.3.3. Groupe de Galois comme groupe d'isométries

C'est surtout la version métrique du résultat précédent qui nous intéresse, car bien que les
adjacences ne soient pas respectées parle groupe de Galois, la métrique des chemins de la
réalisation métrique de chaque immeuble va elle être conservée.

PROPOSITION. - Soii G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, déployé sur E,
avec E/K normale .etE corps infini. Alors, le groupe de. Galois r = Gal(E/K) est un groupe
d'isométiies.de la réalisation métrique II+(E) Imét (respectivement II-(E) Imét)de l'immeuble
positif (respectivement négatif) du jumelage de G(E).

Démonstration. On atout fait pour se mettre dans les conditions d'application de la proposi­
tion (4.6.3) pour chacun des immeubles positif et négatif. 0

Il reste maintenant à examiner le dernier volet des conditions d'application du théorème de
point fixe de Bruhat-Tits, à savoir une condition d'action bornée.

Il.3.4. Orbites finies sous Galois

Pour pouvoir appliquer le théorème de point fixe, la dernière condition à vérifier est que le
groupe d'isométries considéré est borné. Nous allons voir que dans ce cas précis d'une action
de Galois provenant d'une K-forme presque déployée, les orbites sont bornées et même finies.

PROPOSITION. - Soit G un K-groupe de Kec-Moody presque déployé sur K, déployé sur
E, avec E /K normale et E corps infini. Alors le groupe de Galois I' = Gal(E/K) opère sur
les réalisations métriques des immeubles positifs et négatifs du jumelage par un groupe borné
d'isométries. Plus précisément, l'orbite de tout point de IXe;(E) Imét sous F est finie.
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Démonstration. Il existe un sous-groupe V ouvert d'indice fini de r tel que V fixe une base
donnée de AYE et chaque vecteur es et i, pour s dans S . .Soit o dans V,onregardeAd((jT(E)).
C'est un sous-groupe de AdG(E) formé d'automorphismes diagonaux dans une même base que
AdT(E), d'après la compatibilité entre les automorphismes rectifiés du groupe Getde la E­
algèbre (UV)E' Par conséquent, T(E) et (jT(E) sont des sous-groupes Ad-diagonalisables
de G(E) relativement à une même base. Par maximalité, il coïncident (10.4.1.). On a donc
pour tout a de V: T(E) = (jT(E). La stabilité de T(E) sous a pour tout a de V, implique
plusieurs points. D'abord, on a aussi (j(N(E)) = N(E) pour tout ode V, puisque N(E) est le
stabilisateur deT(E) dans G(E). On a donc directement - sans rectification - une action de
a sur le groupe de Weyl W. L'automorphisme a est son propre rectifié, donc on peut utiliser
la stabilité des groupesradiciels relatifs à T(E) qui s'ensuit, et le fait que les.automorphismes
a de (UV)E etG(E) sont liés, dans le sens où ils induisent une même permutation des racines
réelles. Ceci implique:

\f(jEV \fsES (jUas(E) =Uas(E) et (jU_as(E) =U-as(E).

Toujours parce que ces automorphismes sont liés et parce que ae; = es et a fs = fs (et par
conséquent: kas = k_ as = 1 pour tout s de S avec les notations de (11.2.5)), on a donc:

Autrement dit, (j(nsT(E)) -s, et donc l'action sur W définie en (11.2.2) et (1.1.3.2) est
triviale. Donc, pour chaque racine réelle a = uia, (w E W,SE S), le sous-groupe radiciel
correspondant Ua(E) = nwUas(E)n:;:;:;I est stable sous V. En particulier, on sait déjà que tout
a de V stabilise B+ (E) et B- (E).

Fixons maintenantun point. x de 1Ie(E) .Imét. On veut montrer que l'orbite de x sous F est
finie..•• Il suffit de montrer. que toute chambre possède .. un nombre fini de transformées sous I'
dans 1Ie(E) Imét, puisque de chambre à chambre un automorphisme o établitu~e isoI)1étrie
naturellement définie par un automorphisme de diagramme a": Partons donc d'une chambre
de 1Ie(E) Imét. On sait qu'on peut l'écrire uw·L pour wE .~ la distance combil1(1toire de.cette
chambre à la (réalisation de la) chambre standard L et pour U w dans Uw (E) .On sait que pour
tout a dans V, a.L = L, et qu'on peut écrire Uw = ua! (kt}u a2(k2 ) ••• uae(W) (kl(w)) avec ki dans
E, pour chaque i. Puisque les automorphismes a sont liés, on a d'après (11.2.5):

(j(Uw) = ua! (ka! «(jkt})ua2(ka2«(jk2 ) ) •••uae(W) (kae(W) «(jke(w))),

et même ka i = 1 pour tout i d'après ce qui précède. Il existe donc un sous-groupe d'indice
fini de I' inclus dans V, tel que chacun des éléments ua i (ki ) est fixe sous les éléments de U.
Ceciprouve que la chambre uw.L a au plus #(fIU)(<00) transformées, et donc que l'orbite
<le to'Ut point sous Galois est finie. 0

REMARQUE. - On a également montré que l'action * sur W ou Q ou AYE est continue (son
noyau est ouvert d'indice fini).

Cette proposition achève les préparatifs d'application du théorème de point fixe. La section
suivante est en quelque sorte la première étape de la descente galoisienne.

11.3.5. Conséquence du théorème de point fixe de Bruhat-Tits
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Le résultat est une application classique et simple, mais d'une importance capitale pour la mise
en place de la descente galoisienne. Puisque dans les réalisations métriques des immeubles,
seules les facettes de type sphériques sont représentées, il est logique d'appeler partie équilibrée
deli.Z+(E) Imét U 1I_ (E)lmét une partie rencontrant les moitiés positive et négative de cet
espace, contenue dans les réalisations de deux appartements jumeaux et recouverte par un
nombrefini de facettes (voir (5.4.4) pour la réalisation conique).

THÉORÈME. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, déployé sur E,
avecE/K. normale et E corps infini.

(i) Il existe des points fixes sous Galois dans les immeubles métriques 1I+(E) Imét et 1I_ (E) Imét.
Les facettes ouvertes les contenant sont donc stables sous Galois, ainsi que leur fixateur
Fix(O)(E) dans G(E).
(ii)Onsuppose en outre que E/K est galoisienne. Pour toute partie équilibrée û fixe sous
Galois, le groupe abstrait Fix(O)(E) est stable sous Galois et le sous-espace vectoriel de di­
mension finie W(O)E est défini sur K, ce qui confère à GL(W(O)E) une structure de K-groupe
algébrique. La flèche Adn: Fix(O)(E) --7 GL(W(O)E) est r-équivariante, et l'image de Adn
estunK-sous-groupe de GL(W(O)E)'

REMARQUES. - 1. Le second volet du théorème est non vide en vertu du premier. La réunion
de deux points fixes de signes opposés est en effet une partie équilibrée, puisqu'on peut toujours
trouver.unappartement jumelé les contenant. Ce point (ii) est une version rationnelle de l'étude
des flèches Adn commencée à la section (10.3) dans le cas déployé.

2. La preuve de (ii) montre aussi que l'algèbre de Lie P(O)E est définie sur K.

Démonstration. Preuve de (i). L'existence de points fixes de type sphérique pour chaque signe
provient de l'application du théorème de point fixe pour r vu comme groupe d'isométries de
1I+(E)lmét et 1I_ (E) Imét, en vertu de (11.3.3) et (11.3.4).

Ensuite, la compatibilité entre l'action de Galois sur le groupe et sur l'immeuble fait conclure
pour la partie concernant les groupes de l'énoncé. En effet, si 9 est dans le fixateur de Fe,
alors pour tout a de T', on a: u(gFe) = uFe, et donc u(g)(uFe) = u(g)Fe , d'où: u(g)Fe = Fe.
Par conséquent, u(g) fixe encore Fe, et on a donc la stabilité de Fix(û)(E) sous T.

Preuve de (ii). On fait opérer un élément judicieux de G(E) pour se ramener au cas où
l'appartement A attaché à T(E) contient O. L'espace vectoriel W(Û)E que nous considérons
est celui qui a été défini en (10.3.1), soit l'espace Q-gradué engendré par la somme

Vect( L Ad(Fix(O))ec) + P(O)E'
cE-aU(n)

Donnons-nous a dans r. uT(E) est un sous-groupe de Cartan de G(E) inclus dans Fix(O)(E).
D'après l'étude des sous-groupes de Cartan de Fix(O)(E) (10.4.4), il existe un élément 9
de Fix(O)(E) tel que uT(E) = gT(E)g-l. On peut donc rectifier (J' par un élément de
Fix(O)(E), de façon à avoir a-T(E) = T(E). Alors, un sous-groupe radiciel par rapport à
T(E) de Fix(O)(E) va être envoyé sur un sous-groupe du même type par (SGR):

'Va E ~(O) a-a E ~(O).
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Or, les automorphismes 0" de (UV)E et G(E}sont liés,donco-Eea - Eeo-a, soit encore

(Adg-1
0. 0-) (Eea) Ejeo-a'

On a donc: O"(Eea)--Adg(Eeo-a)' Et puisqueg est dans Fix{n) (E), d'après la définition de
la représentation adjointe par des exponentielles de l'action adjointe d'algèbres de Lie, on a:
O"(Eea) = Adg.Eeüa C p(n)E.·· Pour ce qui est deA'E, on sait queo-respecteleterme de
degré 0 de la Q-graduation. Donc o-AYE = AB, d'où O"AYE = Adg.AYE C p(n)E' Cela prouve
la stabilité sous Galoisdep(n)E' .• Pour la stabilitédeW(n)E, il reste à considérer le cas
d'un terme Q-homogène v d'un élément de la forme Adh.ec , .avecc dans -â'U(n) -et h··dans
Fix(Q)(E). C'est.un terrne<iel~ décomposition en termes.Q-homogèlles 2:i Vi de Adh.ec . En
appliquant 0- à cette décomposition, on obtient

2:i o-(Vi) - o-(Adh.ec) = Ad(g-lO"(h)g)o-(ec )

-Il'U(n).est stablesouslietO"(h).est dans Fix(ü){E) , donc par respectde laQ-graduatioll par
0-( 'Q) est un terme Q-homogèned'un élément de W(n)E' D'où (T(V) Adg.o-(v) E W(n)E'

Pour le corps de définition, il.suffit d'appliquer. les critères.galoisiens classiques de rationnalité
([Bor90], (AG.14) p.29 ou [Ser94], (111.1.1) p.128), en constatant que w(n)Eest Galois-stable
dans (Uv) E définie sur K, avecE/K galoisienne.

Lar-éq~ivariancedelafiècheA<inest évidente puisqu'elle est déduite decelle de Ad. Cette r­
équivariance implique que l'image Adn(Fix(n) (E)) est Galois-stable dansleK-groupeGL(W(n)E
et le fait que Adn (Fix(n) (E) ) est défini surK; à nouveau par les critères galoisiensc1assiques
de rationnalité. 0
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12. Descente galoisienne

Nous. allons gérer la descente. en termes d'actions du groupe de Galois. Pour pouvoir faire
cela, ilfaut s'assurer que cette action ne fait pas per<ire d'inforrnation,ce<.luir~"ientà se
restreindre aux extensions séparables. En fait, la combinaison de deux théorèmes classiques
sur les K-groupes réductifs assure que cette restriction est inutile dans le cas algébrique. Un
théorème de Cartier affirme qu'un K-groupe réductif est déployé sur K dès qu'il possède un
tore maximal déployé sur K. Enfin, un théorème de Grothendieck établit l'existence d'un tore
défiai surK.dans>unteI groupe, qui va donc se déployer sur une extension séparable finie
d'après la théorie des groupes diagonalisables.

On procède à une?escente par voie géométrique (ou immobilière). Celê1 nécessite de nouvelles
vérifications decom~atibilitésentre les actions de Galois et. du groupe deKac-Moodysur la
réalisation-conique, cette fois '-" de l'immeuble jumelé. Les résultats intermédiaires cOmme les
conjugaisons rationnelles sont énoncés dans le vocabulaire des immeubles. Le résultat final est
une propriété de permanence de la structure.de donnée .radiciellejumelée entière. (12.6.3), <mais
un. corollaire de l'approchegéoIIlétrique intermédiaire (12.4.3) est l'obtention de réalisations
géométriques de nouveaux specimens d'immeubles jumelés presque déployés, à l'intérieur ides
immeubles jumelés déployés (12.4.4).

La.référence pour ce Chapitre est la paire d'articles de G. Rousseau [Rou89] et [Rou90], où
est .traitê.le cas<delacaraotéristique 0 et des groupes de Kac-Moody définis COmme groupes
d'automcrphismea d'algèbres de Kae-Moody classiques.

séparable de KdallSl{. <On peutCOmme d'habitude se limiter aux K-groupesde Kac-Moody
dont le foncteur en groupes est défini simplement sur la catégorie K-ext des extensions de
corps.de K dans K. ou/Ks .

1.2.l.·····Hypothèse ••• de ··.descente.K-sous"groupes

Revenons •au.cas. des igroupes. de •. Kac-Moody, pour lesquels on veut justement trouver un
analogue de la prépê1ration à la descente précitée.• Contrairement à ce qui se passe endimen­
sion finie, nous devons faire l'hypothèse de déploiement sur la clôture séparable (hypothèse
évidemment.videencaraotéristiqueO, sur les corps finis, et plus généralement sur les corps par­
faits). Avant .cela,H faut introduire un peu de vocabulaire supplémentaire sur lesK-groupes
deI(ac-Moodyet leurs sous-groupes.

12.1.1. Hypothèse de descente

Commençons par préciserune convention.

CONVENTION. -- Pour toute sous-extension E/K, G(E) désignera le groupe des points E­
rationnels deG , c'est-à-dire Q.(E).
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Cette convention fait simplement jouer un rôle secondaire à la notation Q par rapport à la
définition (11.1.3). Comme on l'a déjà dit, nous allons faire l'hypothèse de déploiement sur la
fermeture séparable.

HYPOTHÈSE. - Dans tout ce qui suit, Q désignera un K-groupe de Kac-Moody, c'est-à-dire
le foncteur d'une K-forme algébrique (Q,UK), vérifiant les conditions de descente suivantes.

(DCS1). Q est déployé sur la fermeture séparable K, (de K dans K).
(DCS2) Pour toute sous-extension séparable E/K, G(Ks)Gal(Ks/E) = G(E).

REMARQUES. - 1. L'hypothèse (DCS1) permet d'appliquer.les résultats du chapitre Il avec
E = K,, ce que l'on va faire. En fait, on pourrait travailler à partir de n'importe quelle
extension galoisienne E/K, avec E infini et déployant G.

2.... L'hypothèse (DCS2) aurait plutôt sa place dans la définition des formes algébriques, mais
j'ignore comment le prouver pour la forme.déployée sans faire usage du théorème (12.4.3). La
preuve de ce fait estdonnée au lemme (13.2.4).

Nous allons maintenant adapter quelques arguments du chapitre Il concernant les réalisations
métriques lIe Imét (€= ±), pour décrire l'action du groupe de GaloisT = Gal(Ks/K) sur
1J'"(Ks)lco.

12.1.2. Action de Galois sur la réalisation conique du jumelage séparable

Nous nous plaçons désormais dans le cas où la K-forme (g,UK) du groupe de Kac-Moody
considéré vérifie la condition (DCS). Alors, la description de l'action du groupe de Galois r
sur.I.J(Ks)!ço est complètement calquée sur cene qu'on définit en (4.6.3) sur une réalisation
métrique IIel.m.ét à partir d'un automorphisme cohérent. On va reprendre le raisonnement pour
cette situation, au moins dans la première partie qui concerne les immeubles simples.

Précisons. On se donne un élément de Galois (J'. On a dévissé l'action de (J' dans le cas d'une
forme presque déployée: on sait qu'en rectifiant l'automorphisme 0" de G par un automor­
phisme intérieur, on obtient un automorphisme (J'* = intg;l 00" qui stabilise la standardisation
(A, C, -C), en induisant un automorphisme de diagramme sur A+ et A-, préservant la codis­
tance restreinte à (A+ x A_) U (A_ X A+). L'action de (J' sur la réalisation conique de Ie(Ks)
est définie par O"[gBe(Ks), x] - [O"(gBe(Ks)), (J'*x]. On a tout fait pour que cette action soit
bien définie et comme pour la réalisation métrique, on peut vérifier qu'on définit en fait une
action du groupe de Galois tout entier sur II+(Ks)lco et II_(Ks)lco (voir (11.3.1) et (11.3.2)).

Passons maintenant aux vérifications propres à la situation jumelée, non nécessaires dans le
cas. métrique. Le fait que rfixe le point origine positif [gB+ (K s),°clet le point origine
négatif [gB_(K s), Oc] permet de passer au joint et d'obtenir une action de T sur 1J'"(Ks)lco.

On reprend l'espace vectoriel V = E9 Ras dans le dual duquel est défini le cône de Tits C.
sES

Rappelons que puisqu'on est dans le cas Kac-Moody, les lettres grecques sont systématiquement
remplacées par des lettres latines. Ceci étant dit, on peut systématiquement renvoyer à (5.1)
pour information sur le cône de Tits. Soit maintenant (J'* un automorphisme de diagramme,
qu'on voit comme une permutation de S qui respecte les symétries du diagramme de Coxeter
de (W, S). On définit (J' l'automorphisme linéaire de V défini par la permutation des vecteurs
de base as H- a(J"*S. Son automorphisme transposé stabilise le double cône Cu -C, permutant
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les chambres et lèss-adjacences par l'automorphisme de diagramme a", Ceci justifie qu'on
désigne encore par a" l'automorphisme cohérent du jumelage mince Cu -C qu'on a ainsi
obtenu. Enfin, l'automorphisme a" du groupe de Weyl W peut aussi se lire géométriquement
sur Cu -Co Il suffit de poser pour tout w de W(C GL(V*)): a*(w) :- a*w(a*)-l. On se
donne maintenant une identification vectorielle:

Cu -C -+ 9 IAleo

€WX 1-7 [gwBe(Ks),x],

pour un appartement 9 IAleo de IJ(Ks)leo. On compose cette.fièehe avec la permutationzr de
1J"(Ks)leo définie ci-dessus pour obtenir:

Cu -C -+ 9 IAleo-+ a(g IAleo) = a(g)go- IAleo

€WX·1-7 [gwBe(Ks), x] 1-7 [a(g)go-a*(w)Be(Ks),a*(x)].

On obtient de cette façon un automorphisme cohérent d'immeubles jumelés minces, qui préserve
l'opposition et permute les s-adjacences par l'automorphime de diagramme a", Cet auto­
morphisme se factorise à travers l'automorphismegéométrique(j*définLprécédemment sur
CU -C et l'application obtenue de Cu -C vers a(g 1 A leo) est l'identification vectorielle
€WX 1-7 [a(g)go-wBe(Ks), x].

En résumé, pour chaque identification vectorielle Cu -C -+ 9 IAleo et chaque élément a du
groupe de Galois; on.a le carré commutatif:

Cu -C '" IAleo-+ 9

a*l l l1a

cu -c '" a(g IAleo)-+

où les flèches verticales sont des automorphismes cohérents d'immeubles jumelés minces, et
les flèches horizontales sont des identifications vectorielles. On résume •cela en disant que le
groupe de Galois opère vectoriellementd'appartement jumelé à appartement jumelé.

12.1.3. K...sous...groupes

Nous pouvons enfin donner les définitions relatives aux K-sous-groupes, qui sont à nouveau
justifiées par des critères galoisiens de rationnalité.

DÉFINITION. - (i) Soit H un sous-groupe du groupe G(Ks) des points séparables de la
K-forme presque déployée (Q,UK), vérifiant (DCS). Alors, on dit que H est défini sur K (ou
est un <K-sous-groupe) s'il est stable par le groupe de Galois.
(ii) Un K-sous-groupe parabolique est un sous-groupe parabolique de G(Ks ) stable sous Galois.
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REMARQUES. - L Un Kvsous-groupe parabolique est évidemment un K-sous-groupe.

2. Notons immédiatement la différence entre être Galois-stable (c'est-à-dire stable.sous l'action
du groupe de Galois) et Galois-fixe (c'est-à-dire fixe sous l'action du groupe de Galois).
Précisément:

DÉFINITION. - Soit H un K -sons-gtoupe de G. Alors, le groupe des points rationnels de H
est le groupe des points Galois-fixes de H( C G(Ks ) ) . On le note H(K).

REMARQUES. - L Pour l'instant on n'a pas de moyen de savoir que certains Kssous-groupes
possèdent des points rationnels.

2. Ce choix de définition des points rationnels de sous-groupes est en accord avec la définition
des points rationnels de G tout entier, en vertu de l'axiome (DCS2).

Nous allons commencer à dévisser l'action de Galois SUl.' la réalisation conique du jumelage
d'une forme presque déployée vérifiant la condition de descente (DCS).

12.2. Existence d'appartements stables sous le <groupe de Galois

K-objets immobiliers

Expliquons d'abord en quoi l'existence d'appartements Galois-stables est précieuse pour ce
qui va suivre. Partons de cette remarque: les raisonnements géométriques de descente font un
usage permanent de la notion de convexité. En particulier, on a souvent besoin de justifier
l'existence de points fixes sous Galois, et pour cela on prend un isobarycentre de l'enveloppe
convexe de points fixes déjà mis en évidence. Ce raisonnement n'est possible que si on est sûr
que le groupe de Galois opère affinement sur une partie possédant une structure vectorielle et
contenant ces points. Étant donnés x et y deux points de (1..7(Ks)lco)r , un élément de Galois
(J" enverra en général un appartement jumelé A contenant x et y sur un autre possédant la
même propriété, sans stabiliser Aa priori. Dans cette situation, l'usage de la convexité est
difficile. L'existence d'appartements jumelés Galois-stables contenant x et y l'autorise.

On va se ramener à un argument de .rationnalité dans les groupes algébriques pour prouver ce
point, ce qui permettrade définir les premiers K-objets immobiliers nécessaires à la mise en
place d'une structure d'immeuble à partir de (I..7(Ks )lco)r .

12.2.1. Existence d'appartements stables sous Galois

Commençons par une convention de notation.

NOTATION. - Si nQ est une partie Galois-fixe de 1..7(Ks )/co, n désigne l'ensemble Galois-stable
des .facettes qui la recouvrent.

Nous aurons besoin d'un résultat plus fort que celui cité dans la justification préliminaire, qui
concernait seulement deux points fixes.
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THÉORÈME. - Soit (g,UK) un K-groupe de Kec-Moody, déployé sur la clôture séparable K s,
de jumelage géométrique associé 1J"(Ks)lco. Soit nQ une partie équilibrée de 1:T(Ks)lco et fixe
sous l'action du groupe de Galois r. Alors, il existe un appartement jumelé contenant n et
(globalement) stable sous l'action du groupe de Galois.

Démonstration. Pour utiliser des résultats concernant les groupes algébriques, nous allons
bien sûr utiliser en permanence les dictionnaires entre sous-groupes de Cartan et appartements
jumelés (10.4.4). La condition de descente (DCS) permet d'appliquer.le théorème (11.3.5). Par
conséquent, W(O)K ainsi que GL(W(O)K) sont définis sur K, et Adn (Fix(O)) est un K-sous­
groupe.de ce dernier (11.3.5). Par un théorème de Grothendieck, Adn (Fix(O)) possède un tore
maximal défini sur K ([BorgO], théorème (18.2) p.218). Ceci fournit un sous-groupe de Cartan
Galois-stable et inclus dans Adn (Fix(O)), et donc un appartement jumelé Galois-stable et
contenant n par le dictionnaire précité (10.4.4). 0

Répétons que l'intérêt essentiel de ce résultat est de pouvoir se ramener à l'inclusion de
parties Galois..fixes dans des appartements Galois-stables, ce qui autorise des raisonnements
géométriques puisque le groupe de Galois y opère vectoriellement.

12.2.2. K-objets immobiliers

Nous pouvons maintenant définir une série d'objets formés de points fixes sous Galois dans
le jumelage géométrique 1:T(Ks) Ico. Pour l'instant, les termes immobiliers employés sont
purement suggestifs. Le point de départ est donné par la définition des K-appartements.

DÉFINITION. - (i) Un K-appartement est un sous-espace de 1J"(Ks)lco Galois-fixe générique,
etmaximaT pour ces deux propriétés.
(ii)iLe K-groupe de Kec-Moody G est dit K-isotrope si son jumelage associé 1:T(Ks)lco possède
un sous-espace générique Galois-fixe.

Le résultat qui précède montre que les K-groupes de Kac-Moody déployés sur K, sont K­
isotropes. En effet, le théorème de point fixe de Bruhat-Tits appliqué à chacun des deux
immeubles assure l'existence de points Galois-fixes de type sphérique (11.3.5), d'où l'existence
de parties équilibrées Galois-fixes et d'appartements Galois-stables qui les contiennent. Sur
ces appartements, le groupe de Galois opère vectoriellement, il suffit donc de passer au lieu
des points fixes dans ces appartements pour obtenir des sous-espaces génériques Galois-fixes.
La mise en place de tous les autres K-objets immobiliers découle de cela puisqu'on peut faire
appel aux constructions de la section (5.5). La situation est cependant plus riche dans le sens
où l'on disposera en général d'une collection de sous-espaces génériques Galois-fixes, et pas
d'un seul tel sous-espace.

DÉFINITION. - (i) Une K-facette (respectivement K-facette sphérique) est l'ensemble des
points fixes d'une facette (respectivement facette sphérique) Galois-stable de 1J"(Ks)lco.
(ii)UneK-chambre est une K-facette sphérique d'adhérence maximale.
(iii) Une K-racine d'un K-appartement AK est une racine relative à A K.
(iv) UnK-demi-appartement d'un K-appartement AK est un demi-appartement relatif à A K.
On notera donc D(a Q

) le K-demi-appartement associé à une K-racine aQ
•

(v) Un K-mur d'un K-appartement AK est un mur relatif à AK.
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REMARQUES. 1. On verra plus tard (12.2.4) qu'uneK-facette d'adherence maximale est
une K -chambre.

2. D'après (11.3.5) et la correspondancebijective entre facettes spheriques .desdeux réalisations
(conique et métrique) d'un immeuble, il existe des K-facettes sphériques dans les immeubles
positif et négatif. En pal.'ticulier, le théorème (12.2.1) est un résultatnon vide.

Justification. UneKcfacette est un côneconvexe non vide. La.nature conique convexedécoule
directement de la définition de l'action de r (12.1.1). Pour justifier qu'une K-facetteestnon
vide,onremarque que sur une facette Galois-stable, r opère par permutations des types suivant
l'action étoile. L'action se fait par un quotient fini de r(11.3.4). On construit un point fixe en
prenant l'isobarycentre de l'orbite de n'importe quel point. Cette description des K-facettes
permet de parler de leur dimension. 0

DEFINITION. - Soient AK un K-appartement et A un appartement jumelé qui le contient.

(i) Une K-racine (respectivement un K-demi-appartement) est réel(le) si son mur relatif est
un sous-espace générique.
(ii)ÂK(AK) (ouÂK si le contexte est clair) désigne l'ensemble de ces K-racines.
(iii)~K(AK) (OU~K si Jecontexteest.clair) désigne J'ensemble des K-demi-appartements
relatifs è: AK associés aux K -rscuies réelles.

On a un résultat dictionnaire immédiat.

LEMME. - La prise .de<fixateur etle passage aux points fixes dans {1J'"(Ks)lco)rétal:>lissentune
correspondance bijective G(K)-équivariante entre K-sous-groupes paraboliques et K-facettes.
o

Donnons aussi un analogue rationnel des relations que peuvent entretenir deux Ksfacettes de
signes opposés.

DÉFINITION. - DeuxK-facettes de signes opposés sont dites géométriquement opposées s'il
existe un appartement jumelé dans lequel elles sont des parties opposées.

D'après (10.4.4), cette condition ne dépend pas de l'appartement jumelé choisi pour les con­
tenir. Montrons maintenant l'intérêt de combiner la notion de convexité avec l'existence
d'appartements stables sous Galois.

12.2.3. Enveloppes .convexes fixes sous Galois

Les parties intéressantes de points fixes de (1 J'"(Ks ) Ico)r vont être définies à partir •. des
opérations de calcul vectoriel qu'on sait effectuer dans un appartement jumelé. L'indépendance
de l'enveloppe convexe de certaines parties de 1J'"(Ks ) Icovis-à-vis de l'appartement jumelé
choisi pour les contenir, permet de prouver quelques propriétés de convexité du lieu de points
fixes (1J'"(Ks)lco)r.
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LEMME. -- (i) L'enveloppe convexe d'une partie équilibrée Galois-fixe est Galois-fixe.
(H) L'enveloppe convexe d'une partie Galois-fixe contenue dans un appartement de signe fixé
de 1J"(Ks)lco, est Galois-fixe.
(iii) Soit EQ une K-facette sphérique. Alors, la prise d'enveloppe convexe établit une bijec­
tion G(K)-équivariante entre les K-facettes géométriquement opposées à EQ et les extensions
vectorielles Galois-fixes de EQ.

Démonstration. Faisons la remarque préliminaire suivante. De manière générale, le barycentre
de deux points dans un appartement jumelé A sera envoyé par un élément de Galois a sur le
barycentre des points images dans aA., pour les mêmes coefficients. Cela découle directement
de la description de l'action de Galois sur 1 J"(Ks ) [co d'appartement jumelé à appartement
jumelé..

Preuve de (i). L'assertion est directement justifiée par la remarque précédente, parce que par
(12.2.1) on peut supposer la partie considérée dans un appartement jumelé Galois-stable (les
barycentres ne sortent pas de cet appartement jumelé, et y sont uniquement déterminés).

Preuve de (ii). La preuve repose à nouveau sur la remarque préliminaire, sachant que deux
points de même signe de 1J"(K s ) Ico n'ont qu'un barycentre pour un système de coefficients
donné.

Preuve de (iii). Il suffit de remarquer que puisque les K-facettes sont des cônes convexes,
l'enveloppe convexe et l'extension vectorielle de deux K-facettes opposées coïncident. D'où la
possibilité d'appliquer le premier point. 0

12.2.4. Dimension commune des K-appartements

Le résultat qui suit est un premier indice de la transitivité de G(K) sur l'ensemble des K­
appartements de (1J"(Ks)lco)r.

PROPOSITION. - Soit (Q,UK) un K-groupe de Ksc-Moody, déployé sur la clôture séparable
Ks,dedumelagegéométrique associé 1J"(Ks)lco. Alors:

(i)'Deux K-facettes sphériques de signes opposés sont toujours dans un même K-appartement.
(H) Il existe un entier d tel que:

UneK-chambre delJ"(Ks)lco est une K-facette de dimension d.
Un K-appartement est un sous-espace générique de dimension d de 1J"(Ks)lco.

Démonstration. Preuve de (i). Ces K-facettes sphériques forment une partie équilibrée et
fixe sous Galois, elles sont donc contenues dans un appartement Galois-stable (12.2.1). Leur
extension. vectorielle est un sous-espace générique fixe sous Galois, à ce titre contenu dans un
K-appart.ement.

Preuve de (ii).Soit d la dimension maximale d'une K-chambre de 1J"(Ks)lco et FQ une chambre
a,yantcette dimension. Par l'application du théorème de point fixe (11.3.5), il existe uneK­
facette sphérique -(F')Q de signe opposé, et par le point précédent, il existe un K-appartement
.A..Kcontenant FQ U -(F')Q. On sait que A K contient une K-chambre de dimension dim AK,
donc par maximalité dim AK = dim FQ = d.

Si au lieu de choisir une K-facette quelconque, on se donne une K-chambre de signe opposé,
on prouve que toutes les K-chambres de signe opposé à celui de FQ ont pour dimension d.
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Enfin, puisqu'un K-appartement est enveloppe convexe de toute paire de K-chambresopposées
qu'il contient, tout K-appartement est de dimension d. 0

COROLLAIRE. - (i) Une K-facette sphérique est une facette relative sphérique pour un
K-appartement de 1J"(Ks}lco.
(ii) Une K-facette est dans l'adhérence d'une K-facette sphérique, et dOllc d'une K-chambre.
En particulier, une K-facette d'adhérence maximale est une K-chambre.

Dêmonstration.Lepoint (i} se déduit immédiatement de la proposition et de (12.2.2), remar­
que 2. Le point (ii) se déduit de (5.2.3) de la façon suivante...On se donne une autreK-facette,
sphérique de même signe. On tend ensuite un segment d'un point de la K-facette à un point
de l'autre. L'intérieur de ce segment est recouvert par un nombre fini de facettes sphériques,
d'après (5.1.5) et (5.2.3)(iii) , et il est Galois-fixe par (12.2.3). 0

REMARQUE. - ... Le principe qu'illustrent ces propriétés est que dans cette situation, on va
remplacer les termes «relatif à un sous-espace générique (donné}» (5.5) par le préfixe K-, qui
exprime l'existence d'unK-appartement par rapport auquel-un objet est relatif. Quand la
donnée d'un K-appartement sera fixée, on emploiera l'exposant Qau lieu de l'indiceK pour les
K-objets immobiliers, ce qui évitera d'alourdir les notations quand on passera aux groupes de
points rationnels définis à .partir de ces parties de (1J"(KsYlco)r. La substitution du symbole
Are à la lettre ~ pour les racines fournit alors les notations suivantes.

DÉFINITION. - (i) Une K-cloison est une cloison relative dans un K-appartement.
(il) Soit EQ une K-cloison de (1J"(Ks)lco)r. Deux K-charnbres de mêmesigiie queEQ partagent
EQ (ou sont dites EQ-adjacentes) si elles contiennent toutes deux EQ dans leur adhérence.

12.2.5. Cas des K-appartements et des K-racines

On peut bien sûr ·appliquer ces résultats aux K-appartements et K-racines, qu'on sait ex­
primer comme enveloppes convexes de parties équilibrées. La prise d'enveloppe convexe per­
met surtout d'établir une correspondance intéressante entre certaines K-chambres et certains
K-appartements.

Soit aQune K-racine réelle d'un.Ksappartement AK. On se donne une Kschambre fositive FQ
et une K-cloison BQ deFQ qui définissent D(aQ) , au sens de (5.5.2). On note enfin P_ l'opposée
dans AK de la K-chambre positive de A K qui partage la K-cloison avec FQ. F: est une K­
chambre de D(a Q) dans la partie négative du double cône AK. On va définir deux applications.
L'une J-L va de l'ensemble des K-chambres partageant EQ avec FQ distinctes de FQ vers celui
des K-appartementscontenant D(aQ) . L'autre v est définie dans le sens inverse. Partons-d'une
K-chambre Ft partageant EQ avec FQ et distincte de FQ. Alors, il existe un K-appartement

Akquicontient lesKcchambres Ft et F:. Déjà, Ak contient l'enveloppe convexe deF:
etEQ., c'est-à-dire D(aQ) . Puisque Ft est une K-chambre, on voit que Akestl'enveloppe
convexe de F:et de Ft, et finalement que At<: est biendéterminé par Ft (et a Q). Cecipermet
de définir l'application J-L annoncée. L'application v est définie plus simplement: elle attache
à chaque K-appartement contenant D(aQ) la K-chambre Ft qui partage la K"cloison EQ avec
FQ. Il est clair que ces applications sont réciproques l'une de l'autre, d'où:
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LEMME. - Soit D(a~) le K-demi-appartement réel défini par la K-chambre F~ et la K­
cloison réelle E~ qui lui est adhérente. Alors, l'application qui attache à chaque K-appartement
contenant D(a~) la K-chambre qui partage la K-cloison E~ avec F~, établit une bijection entre
lesK-appartements contenant D(a~) et les K-chambres distinctes de FQ contenant E~ dans
leur adhérence. 0

On va maintenant décrire l'action du groupe de points rationnels G(K) sur le lieu de points fixes
(IJ(Ks)lco)r. On conserve bien entendu l'hypothèse de déploiement sur la clôture séparable.

12.3. Théorèmes de conjugaison rationnelle

Cette section est consacrée à la preuve .de certains théorèmes de conjugaison de sous-groupes
Galois-stables sous l'action par conjugaison du groupe G(K) des points rationnels du K-groupe
de Kac-Moody G. Les raisonnements sont avant tout géométriques, c'est-à-dire qu'ils ont lieu
dans le jumelage géométrique associé IJ(Ks)lco et qu'ils concernent les K-objets immobiliers
correspondants.

12.3.1. <Action du groupe des points rationnels sur le lieu de points fixes

Nous allons pour l'instant décrire l'action du groupe de points rationnels G(K) sur le lieu
(IJ(Ks)lco)r des points fixes sous Galois du jumelage conique IJ(Ks)lco.

TIiÉORÈME. - Soit (9,UK) un K-groupe de Kac-Moody G = gv(K), de jumelage IJ(Ks)lco.
On suppose la condition (DCS) vérifiée.

(i)Pourtoute K-facetteEQ, le groupe de points rationnels U(E)(K) opère simplement tran­
sitivement sur les extensions vectorielles Galois-fixes de E~.

EDparticulier, pour toute K-chambre F~, le groupe U(F)(K) est simplement transitif sur les
K-appartements contenant F~.

(ii) Pour. toute partie équilibrée QQ Galois-fixe de (IJ(Ks)lco)r, le groupe de points rationnels
U(O)K est simplement transitif sur les extensions vectorielles Galois-fixes de Q.

(iii) Deux K-facettes sphériques (de.. signes quelconques) sont toujours dans un même K­
appartement.
(iv) G(K) opère transitivement sur les K-appartements de IJ(Ks)lco.

Démonstration. D'abord, remarquons que l'assertion (iii) est vraie dans le cas de plusieurs
K-facettes sphériques non toutes de même signe et contenues dans un même appartement
jumelé, d'après la démonstration de (12.2.4)(i).

Preuvede (i). Soit EQune K-facette, et soient VK et V:k deux extensions vectorielles Galois­
fixes de E~. On note E~ (respectivement (E'-)Q la K-facette opposée à E~ dans VK (respective­
ment V:k). Alors, E_ et E'- sont deux facettes opposées à E, par conséquentd'après (6.2.3),
il existe un élément U de U(E)(Ks ) qui envoie E_ sur E'-: E'- = uE_. Si a est un élément
de Galois, on a ((ju)((jE_) = (jE'-. Puisqu'on était parti de K-facettes, on a (jE_ = E_ et
a E'- = E'-, soit (juE_ = E'-; enfin, puisque l'action de U(E)(K s ) est libre sur les facettes
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opposées à E, on obtient (J'U = u. Ceci étant vrai pour tout élément de Galois (J', on a bien
U E U(E)(K).
Pour le cas particulier des K-chambres, il suffit de voir que l'extension vectorielle Galois-fixe
d'une K-chambre est un K-appartement, ce qui est immédiat par un argument de dimension
(12.2.4).

Preuve de (ii). C'est exactement le même raisonnement que précédemment en remplaçant les
K-facettes par des parties équilibrées Galois-fixes, le seul résultat sur le groupe G utilisé étant
un argument de simple transitivité (10.4.4).

Preuve de (iii). Par la remarque préliminaire, il suffit de traiter le cas de deux facettes de
même signe, et par symétrie il suffit de traiter le cas de deux K-chambres FQ et EQ positives.
Le tout est de prouver que ces deuxK-chambres font partie d'une partie équilibrée Galois-fixe:
on fera alors passer un appartement jumelé Galois-stable par cette partie, et le lieu des points
Galois-fixes dans cet appartement jumelé sera contenu dans un K-appartementles contenant.
Pour l'instant, on peut se donner un appartement jumelé A sans stabilité .sous Galois a priori
contenant FQ U EQ(autrement dit Fu E), et un appartement jumelé Galois-stable A' con­
tenant seulement FQ(en faisant intervenir un point sphérique Galois-fixe négatif quelconque).
L'enveloppe convexe conv(FQ U EQ) étant Galois-fixe, la K-chambre EQ est nécessairement
dans l'extension vectorielle vectA(FQ), sinon conv(FQ U EQ) rencontrerait une facette dont
la trace serait de dimension > d. On sait qu'il existe un élément U de U(F)(K s ) tel que
u.vectA/(F) vectA(F). Puisque EQ est dansvectA(FQ), on a l'inclusion u-1E QC vectA/(FQ).
On note DQ la partie opposée à u-1E Qdans vectA/(FQ).DQestune K-chambre parce que c'est
une trace de facette, de dimension d, sur le K-appartement vectA/(FQ).
Par la scholie (6.1.4), on peut décomposer l'élément u de U(F)(Ks ) en u = u'u", avec u',
u" dans U(F)(Ks ) , u' fixant D et u" fixant u-1E. .On va montrer que A" : •••. u'A' est. un
appartement jumelé contenant les K-chambres positives FQ et EQ, et la K-chambre négative
DQ, ce qui achèvera la démonstration par le raisonnement préliminaire. A/contient F (re­
spectivement D), donc u'A' contient u'F - F (respectivement u'D =D). Enfin, A' contient
u-1E _ (U")-l(U')-lE, mais (u")-l(u')-lE est (u')-lE par définition de u".Par conséquent,
A" = u' A' contient E.

Preuve de (iv). Étant donnés deuxK-appartements AK et A!oonpeut choisir une K-chambre
positive dans chacun d'eux - FQ pour AK et (F')Q ·pour A~ et faire passer un troisième
K-appartement A~par celles-ci. On a terminé puisqu'il existe un élément de U(F)(K) qui
envoie A K sur A~, et un élément de U(F')(K) qui envoie A~ sur A~. 0

12.3.2. Standardisations rationnelles et déployées. Noyau K-anisotrope

Par analogie avec le cas déployé, on peut aussi définir une version rationnelle des standardis­
ations.

DÉFINITION. - (i) On parlera de standardisation séparable pour toute standardisatioll. dans
le jumelage 1..7(Ks)lco.
(ii) Une standardisation rationnelle de (1..7(Ks)lco)r est un triplet (A K, FQ, -FQ) où A K est
un K-appartement, contenant les deux K-chambres opposées FQ et - FQ.
(iii) Une standardisation séparable (A, C, -C) et une standardisation rationnelle (AK, FQ, -FQ)
sont dites compatibles si A est un appartement Galois-stable contenant le K-appartement AK
et si FQ est dans l'adhérence de C.
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REMARQUES. - 1. L'existence de standardisation séparables et rationnelles compatibles est
précisément le théorème (12.2.1) appliqué à la réunion de deux K-chambres opposées.

2. Si l'on revient à la définition de l'action * du groupe de Galois, on voit que puisque A est
Galois-stable, il suffit de rectifier les éléments de Galois par des éléments du stabilisateur N
de A, définis modulo B+(Ks ) n B_(Ks ) = T(Ks ) . Autrement dit, seul le groupe de Weyl
intervient pour la rectification de l'action de Galois.

Dans la théorie des K-groupes algébriques réductifs, on fait intervenir le noyau K-anisotrope
d'un tel groupe. En voici un équivalent, défini en termes immobiliers.

DÊFINITION. - Le noyau K-anisotrope associé à une standardisation rationnelle (AK, PQ, -PQ)
est le fixateur dans G du K-appartement de cette standardisation. Il ne dépend que du K­
appartement AK, et on le note Z(AK).

Puisque dans la standardisation rationnelle (AK, PQ, -PQ), le K-appartement A K est l'extension
vectorielle dans un appartement Galois-stable de la réunion PQ U-PQ, on peut voir le noyau K­
anisotrope Z(AK) comme le facteur de Lévi (relatif à AK) commun aux deux K-sous-groupes
paraboliques minimaux Fix(PQ) et Fix(-PQ). Ces décompositions de Lévi s'écrivent:

Fix(PQ) = Z(AK) ~ U(P) et Fix(-PQ) = Z(AK) ~ U( -P),

tous les facteurs étant définis sur K.

Si on revient aux structures algébriques obtenues .par restriction de la représentation adjointe,
on retrouve la notion algébrique de K-anisotropie.

LEMME. - L'image de l'application Adn: Z(AK) -+ GL(W(O)K)' avec OQ = PQ U -PQ, est
un groupe algébrique semi-simple anisotrope sur K.

REMARQUES. - 1. Dans ce cas précis, on a W(O)K = P(O)K = m(O)K'

2. L'image de Adn est essentiellement le semi-simplifié de Z(AK), c'est lui qui est donc
K-anisotrope. Par contre, on verra (12.5.3) que le centre de Z(AK) contient le sous-tore
K-déployé maximal standard de G. Ainsi, Z(AK) n'est pas «K-anisotrope au sens réductif» .

Démonstration. On est dans le cas où le fixateur de la partie équilibrée OQ est égal au facteur
de Lévi (du reste bien déterminé par PQ U -PQ). On a déterminé son image, qui est un groupe
algébrique défini sur K d'après la condition de déploiement sur la fermeture séparable. Par le
calcul du noyau de Adn, c'est un K-groupe réductif de centre trivial, donc un K-groupe semi­
simple adjoint. S'il n'était pas K-anisotrope, il possèderait un K-sous-groupe parabolique
propre non trivial P, de préimage par Adn un sous-groupe parabolique de Z(AK) propre,
et Galois-stable. Dans ce cas, Adn1(P).U(P) serait un sous-groupe parabolique de G(Ks )

Galois-stable et strictement inclus dans Fix(PQ)(Ks ) , ce qui est impossible par maximalité de
PQ. []
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12.3..3.. Groupes radiciels rationnels

Fixons AK un K-appartement contenu dans un appartement jumelé Galois-stable A. On voit
A comme double cône dans le R-espace vectorielV* = (Efj Ras )* ,et LQest le sous-espace

sES

vectoriel de V* engendré parAK.On part.d'uneK-racineréelleaQ=aILb, dont D.(aQ) est
le K-demi-appartement associé. On va adapter la discussion de (6.4.2) à notre situation. En
particulier, on choisit une K-chambre PQ et une K-cloison EQ qui définissent D(aQ) , c'est-à-dire:

La réunion n Q PQ. U --EQ est une partie équilibrée dans. A. On regarde son fixateur. D'une
part; on sait que c'est le fixateur de conv(nQ) qui ne dépend que de n g(10.4.5), d'où Fix(nQ) =
Fix(D(aQ)). D'autre part, il existe une décomposition de Lévi de Fix(nQ) , relativement à A:

Chacun des deux groupes de cette décomposition est Galois-stable. On sait que M(nQ) est le
fixateur de l'extension vectorielle de n Q• Cette extension vectorielle contient une K-chambre,
donc est leK"appartement AK' Ainsi,M(nQ) est le fixateur de A K (i.e., le noyau K-anisotrope
attaché au K-appartement AK). Par ailleurs, U(nQ

) est égal au groupe U(conv(ng) ) . Mais
l'enveloppe convexe de n Qest le K-demi-appartement D(aQ),doncU(nQ

) = U(D(a Q
) ) . Ce

sous-groupe est engendré par une partie nilpotente de racines de ~U(nQ) dont on a vu qu'il
s'agissait de <Pab = {bE~re 1 D(b) nAK = D(aQ) } (5.5.3). Puisque cette partie est stable sous
Galois, U(nQ

) est Galois-stable. On peut résumer tout cela dans le lemme suivant.

LEMME. - Le fixateur de tout K-demi"appartement réel D.(aQ) de AK est le produit semi­
direct du noyau K-anisotrope de AK et du sous-groupe U(D(aQ)) engendré par la partie
nilpotente <Pab des racines de ~re de traceaQsur AK. 0

Ces stabilités sous Galois vont permettre de définir des groupes de points rationnels. Pour ces
définitions, on peut adopter le. point de vue plus précis des K-racines. Pour chaque K-racine
réelle aQ, l'ensemble {b E ~re 1 3À ~ 1 bQ= ÀaQ} est une partie de <P~ Galois-stable; elle est donc
prénilpotente. Elle est en outre N-close, par conséquent on peut lui associer un sous-groupe
unipotent deG(K s ) .

DÉFINITION. - Soit a Q une K-racine réelle.

(i)On désigne par ~~ la partie N-nilpotenteGalois-stable de racines de ~re:

~~ = {bEAr e 13À ~ 1 bQ =>ÀaQ
} .

(ii) Le K-groupe radiciel U(aQ) associé à aQest le K-groupe unipotent engendré par les groupes
radiciels Ub(K s ) pour b dans ~~. On note Vab le groupe de ses points rationnels.
(iii) U(D(aQ))(Ks ) est le K-groupe radiciel associé au K-demi-appartement réel D(aQ). On
note VD(a b) le groupe de ses points rationnels.
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REMARQUE. - On verra en (12.5.4) que À ne peut prendre que les valeurs 1 et 2.

{b ILb 1 D(b) n AK = D(aQ) } est un quotient de <.P~. C'est donc un ensemble fini constitué de
formes linéaires sur LQ, toutes colinéaires les unes aux autres par un nombre réel strictement
positif.

DÉFINITION. - On désigne par a~ la forme linéaire restreinte de {b ILiII bn AK = D(a~)}, telle
que toutes les autres K-racines b~ = b ILQ de cet ensemble en soient multiples par un nombre
réel supérieur à 1.

Ce choix interviendra quand il s'agira de construire un système de racines relatif, pour décrire
la combinatoire de G(K). Par construction de a~, on a le résultat immédiat suivant.

12.3.4. Propriété de Moufang rationnelle

Nous allons maintenant regarder l'action .de Vall sur (1J'(Ks)lco)r et prouver une partie de ce
qu'on pourrait appeler une propriété de Moufang rationnelle.

LEMME. - Le groupe VD(aQ) opère simplement transitivement sur les K-chambres contenant
E~ dans leiu.sâbétenceet distinctes de F~. En outre, VD(a ll) est.non trivial, et même Vall =1= {1}.

Démonstration. Ou sait qu'on aune correspondance bijective entre les Kvchambres partageant
la <I(-doisonEQ avec F~ et distinctes de F~, et les K-appartements contenant le K-demi­
appartement. relatif réel l)(a~) défini parF~ etE~(12.2.5). Soit. Ai<: un tel K-appartement.
C'est une extension vectorielle. Galois-fixe de la K-chambre (F__ )Q opposée à la chambre (F+)~

de AK qui partage E~avec FQ ..Par conséquent, il existe un unique .v dans U (F__ )(K) tel que
vAK = Ai<: (12.3.1). Cet élément fixe EQ (qui est l'opposé dans AK et Ai<: d'une K-facette
adhérente à (F_)~) et donc D(a~) (qui est l'enveloppe convexe fermée de E~ et (F_)~): il est
dans VD(ab). Ainsi, VD(all) est transitif sur les K-cha)11bres proposées.. Un élément de VD{ab)

fixant une quelconque de ces chambres est trivial par décomposition de Lévi, d'où la simple
transitivité.

Pour la non trivialité de Vab et donc de VD(a Q) , on raisonne sur le groupe nilpotent U(aQ)(Ks) ,

en considérant le dernier terme V de sa suite centrale descendante. C'est un groupe abélien
non-trivial et Galois-stable, qu'on peut voir comme un Ks-espace vectoriel sur lequel r opère
semi-linéairementd'après (11.2.5)(iii). Vall contient donc Vr qui est non trivial par un résultat
classique. 0

12.3.5. Diagramme de Tits

On peut conclure cette section par la construction de l'objet pressenti pour classer les K­
groupes de Kac-Moody presque déployés. Donnons-nous (A, C, -C) et (AK, F~, -F~) une
standardisation séparable et une standardisation rationnelle compatibles. Dans la théorie
des groupes algébriques semi-simples définis sur K, on sait que la classe de Kvisomorphisme,
l'action * et le noyau K-anisotrope classifient ces groupes ([Tit66]). Dans notre situation,
on peut envisager de classifier les K-formes algébriques (Q,UK) des groupes de Kac-Moody
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qui vérifient la condition de déploiement sur la clôture séparable (DCS). Cette classification
se ferait en termes d'action de Galois sur le foncteur 9 et la K-algèbre UK, avec les mêmes
invariants. Elle a été établie en caractéristique 0 par G. Rousseau - [Bac-Bar-Ben-Rou95],
théorème (2.8) pour la question de l'unicité, et proposition (2.11) pour la question de l'existence
par réduction au rang l.

Cette remarque suggère de définir l'analogue du diagramme de Tits ([Tit66], [Bac-Bar-Ben­
Rou95]) pour les groupes de Kac-Moody.

DÉFINITION. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condition
(DCS). Le diagramme de Tits (ou indice) de G consiste en la donnée

(i) de sa «classe de 'K.-isomorphisme» , c'est-à-dire la donnée radicielle de Kac-Moody V du
groupe dont il est une forme;
(H) de l'action * du groupe de Galois sur V;
(iii) du noyau K-anisotrope de G.

REMARQUE. - On entend par action * la donnée de l'action de r sur la donnée radicielle
de Kac-Moody par automorphismes de diagrammes, i.e., par automorphismes Z-linéaires de
A stabilisant la base {cs} de V, et la cobase {h s} (pour l'automorphisme de A- déduit par
dualité), en induisant un même automorphisme du diagramme de Dynkin de A. On aura
l'occasion de revenir sur ces notions en (13.2.3).

Les moyens de représenter un diagramme de Tits dans le cas des groupes algébriques semi­
simples sont bien connus ([Tit66], [Sat71]). On «tord» le diagramme de Dynkin de façon à ce
que les sommets d'une même orbite sous * soient Ie plus proche possible, et on encercle les
orbitescontenues dans S\So, où So est le type du noyauK-anisotrope.Une telle représentation
fait perdre de l'information, sauf par exemple dans le cas d'une extension de déploiement
quadratique. Pour un cas non classique, voir [Bac-Bar-Ben-Rou95], chapitre 6 p.83-94. Il
s'agit des formes réelles presque déployées des algèbres de Kac-Moody affines.

12.4. Descente galoisienne

Nous pouvons aborder maintenant le résultat principal de ce chapitre, qui prouve que le groupe
des points •rationnels d'un .K-groupe de Kac-Moody possède encore une donnée radicielle
jumelée .(associée à une standardisation rationnelle (AK, FQ, ......FQ)) ...Oette-structure com­
binatoire se définit à partir. des K-objets immobiliers qu'on a commencé. à mettre en place
et dont on a mis en évidence quelques propriétés. Une partie substantielle a déjà été faite
à l'occasion de l'étude du lieu de points fixes (1..7(Ks ) /co)r , mais on sait que pour parler de
donnée radicielle jumelée, il faut disposer d'un système de Coxeter et de ses racines. C'est ce
qu'on va dégager dans la première sous-section. Dans tout ce qui suit, (AK, FQ, --FQ) est une
standardisation rationnelle.

12.4.1. Groupe de Weyl relatif

Nous allons maintenant mettre en place le groupe de Weyl relatif d'un K-appartement, qui va
opérer sur les K-racines correspondantes.
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DÉFINITION. - Soit (AK, FQ, -FQ) une standardisationrationnelle de 13"(Ks)lco.

(i) On désigne par N(K) ou N(K)(AK) le stabilisateur dans G(K) du K-appartement AK.
(ii) On désigne par Z(K) ou Z(K)(AK) le fixateur dans G(K) du K-appartement AK.
(iii) Le groupe quotient N(K)jZ(K), noté WQ, est appelé le groupe de Weyl relatif de G(K).
C'est un groupe d'automorphismes de AK .

.REMA.R.QUE. - Z(K) n'est rien d'autre que le groupe des points rationnels du noyau K­
anisotrope de AK'

Justification. G(K) opère transitivement sur les K-appartements jumelés, par conséquent tous
les groupes de Weyl relatifs sont isomorphes par conjugaison sous G(K). Enfin, il est clair
queZ(K) est distingué dans N(K), puisque Z(K) C N(K) est l'inclusion du fixateur dans le
stabilisateur d'un même espace. 0

Dans un premier temps, on veut montrer que Wh est un groupe opérant sur le double cône AK,
et qu'il est engendré par des réflexions, i.e., des involutions qui intervertissent les demi-espaces
de la K-racine correspondante. Pour cela, on réinterprète l'action des K-groupes radiciels.

PROPOSITION. - Soit ah une K-racine réelle deAK. Alors:

(i)Pour tout élément v non. trivial de VD(a~)' il existe deux éléments v' et v" de V-D(a~)' tels
quem(v) v'vv" fixe 8a h et intervertisse D{a Q) et -D(aQ).

(ii)Laclasse de m(v) dans WQ ne dépend pas du choix de v dans VD(a~)' et est d'ordre deux.
(iii) La. classe de m(v) dans Wh est la restriction à AK d'un élément stabilisant A K du groupe
deWeylW de A.

Avant de passer à la preuve, introduisons tout de suite le vocabulaire suggéré par ces propriétés.

DÉFINITION. - La classe de m(v) dans WQ est appelée la réflexion relativement à 8aQ, et
est notée rail. On désigne par Sh l'ensemble des réflexions relativement aux murs des K-demi­
appartements simples réels de TIQ (5.5.1).

Démonstration. Preuve de (i). On se donne Fh et (F')Q deux K-chambres partageant la .K­
cloison réelle Eh, avec Fh dans D(aQ), (F')Q dans -D(aQ) et EQ dans8aQ. Puisque l'action de
Va~ est libre, v non trivial envoie (F')h sur une .K-chambre distincte de (F')Q et contenant .Eh
dans son adhérence. Par conséquent, il existe v' dans V-D(a~) \ {l} qui envoie v(F')Q sur FQ.
C'estle lemme (12.3.3) appliqué à -D(aQ), (F')het u(F')Q. Déjà, pour tout u de V- D (a l1 ) , on a
v'vu(F')Q =v'v(F')h = FQ. On veut en outre un élément u de V- D (a l1 ) tel que v'vuFQ -(F')Q,
ou encore uFQ = v-l(v')-l(F')Q = v-1(F')Q. Mais on est assuré de l'existence d'une solution

par le lemme précédent pour -D(aQ) , (F')Q, v-1(F')Q puisquev-1(F')Q "# F'. Ainsi,
m(v)(F')Q v'v(F')Q = FQ et m(v)FQ - (v'v)(v"FQ) = (v'v)(v-l(F')Q) = v'(F')Q == (F')Q.
Enfin, m(v) fixe 8aQcar v, v' et v" fixent ce K-mur, et pour tout signe €, l'interversion des
K-chambres EQ-adjacentes montre que m(v)(€D(aQ)) = -€D(aQ) par connexité.

Preuve de (ii). Pour deux éléments v et v' de V- D (a l1 ) , des éléments m(v) et m(v') opèrent vec­
toriel1ement sur AK en fixant 8aQ et intervertissant D(aQ) et son opposée. Ainsi, m(v)m(v')-l
et m(v)2 fixent AK et sont donc dans Z(K).
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Preuve de (iii). m(v)~l transforme Aenun autre appartement jumelé contenant AK. D'après
(10.4.4), il existe z dans Z(Ks ) , tel que zm(v)-l stabilise A, autrement dit est égal à un élément
n dans N par (10.1.3). Ainsi, puisque z-l fixe AK, m(v) = n-1z opère comme.n"! sur cet
espace. 0

Puisque les éléments m(v) stabilisent AK et envoient point sphériquesur point sphérique, il
est clair que le groupe WQ permute les K-racines réelles relatives à ce Kvappartement. On
va aussi montrer que BQ engendre WQ. Si FQ et la K-cloison EQ (incluse dans FQ)définissent
le Ksdemi-appartement D(aQ), alors raQFQ est la K-chambre de AK qui partage EQ avec FQ.
Ainsi, par le lemme (12.3.3), l'ensemble des K-chambres qui partagent la K-cloison EQ avec
FQ est {vraQ>FQ}vEVaQ,

LEMME. - (i) WQ est engendré par BQ et opère simplement transitivement sur les K-chambres
de signe fixé de AK'
(H).Soit W le groupe de .Weyl de A. Soit W1 (respectivement W2) le. stabilisateur (respec­
tivement fixateur) de AK dans W.Alors, comme groupe d'automorphismes de AK, on a
WQ =Wl!W2.

Démonstration. Preuve de (i). D'abord, il est clair qu'un élément de WQ qui fixe une K­
chambre de. AK, fixe en fait tout le K-appartement AK, puisqu'il y opère vectoriellement.
L'action de WQ est libre, il reste donc à montrer qu'elle est transitive. Outre la K-chambre
positive FQ de la standardisation, on se donne une secondeKcchambre (F')Qet on trace un
segment qui joint un point de FQ à un point de (F')Q. Ce segment est une partie compacte
convexe de l'intérieur du cône de TitsC. Il est ainsi recouvert par un nombre fini de facettes
sphériques. À chaque fois qu'il passe par un point d'une K-facette de codimension .2:: 2, on
peut déformer le segment en une petite ligne polygonale qui ne traverse que des K-facettes
de codimension ::;1.>En étendant cette manipulation à tous les points de ce type, onob­
tient une ligne polygonale dans AK qui définit une galerie rationnelle, au sens d'une suite
((Fo)Q, (EdQ, (F1)Q, ...),avec{EdQK-c1oison partagée parles K..chambres (Fi-dQet(Fi)Q.
On raccourcit éventuellement cette suite en ôtant les bégaiements; on 'note s~ la réflexion 'par
rapport au K-mur réel contenant la K-cloison (Ei)Q,et w~ l'élément deWQw~: s~_l ...s~sL
pour i .2:: .2. Ona .tout fait pour aVQirw~FQ (Fi-dQ,ce qui montre que w~s~(W~)-l .est
une réflexion de BQ ••• En .intercalant de tels .w~ et leurs inverses dans W~+l' on voit que le
sous-groupe de WQ engendré par SQest transitif sur les K-chambres positives. Le.cas .négatif
est rigoureusement identique, et la simple transitivité fait. voir que WQ est engendré par BQ.

Preuve de (H). Par .lapremière partie du point qui précède et le point (iii) de la proposition
ci-dessus, on adéjàWQC W1!W2 • Un élément deW1 permute les K-chambres; et s'il en
stabilise une, il .Iafixepoint par point...Par la simple transitivité du point qui précède, on a
donc l'inclusion réciproque. 0

On obtient ainsi la transitivité de l'action de G(K) sur les standardisations rationnelles de
(I:J(Ks)lco)r.

COROLLAIRE. - Le groupe G(K) opère transitivement sur les standardisations rationnelles
de (1:J(Ks)lco)r.
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Démonstration. C'est une conséquence directe de ce que G(K) opère transitivement sur les
K-appartements de (1J'(Ks)lco)r et que le groupe des points rationnels du stabilisateur d'un K­
appartement est transitif sur les K-chambres de signe fixé, ces actions respectant l'opposition
géométrique. 0

Il ne reste plus qu'à montrer que le couple (WQ, BQ) est un système deCoxeter, ce qui n'est
pas évident à ce stade. On va à cette fin mettre en évidence une structure combinatoire sur
G(K) tout entier.

12.4.2. BN-paireraffinée symétrique relative

Rappelons qu'une BN...paire raffinée symétrique est une combinatoire très proche de la struc­
ture plus fine de donnée radicielle jumelée. On passe par cet intermédiaire pour justifier
l'existence d'un système de Coxeter et de ses racines. On conserve la standardisation ra­
tionnelle (AK , FQ, - F~).

DÉFINITION. - SoitG un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condition
(DCS). Soit (AK , F~,-FQ) une standardisation rationnelle du jumelage associé 1J'(Ks)lco. V+
(respectivement V_) désigne le groupe des points rationnels du K-groupe U(F)(Ks) (respec­
tivement U(- F) ne, )).
Il ne manquait plus que ces sous-groupes pour définir la structure en question. Commençons
par un lemme qui relie la définition déjà donnée des points rationnels de K-groupes radiciels
aveccellequ.i nous sera utile pour la vérification des axiomes de BN-paire raffinée symétrique.

LEMME. - Soit sQ = rab la réflexion simple de BQ associée à la K-racine simple réelle a Q
•

Alors, le groupe V+ n s~V_(sQ)-lest aussi le groupe des points rationnels VD(ab) du K-groupe
U(D(aQ))(Ks).

Démonstration. On note EQ la K-cloison adhérente à FQ qui définit le K-demi-appartement
D(aQ) dans A K . On regarde l'intersection U(F)(Ks) n U(-sQF)(Ks)' Elle vaut

U(F)(Ks) n U(-sQF)(Ks) = (U(F)(Ks) n U(-sQF)(Ks)) n Fix(F U -sQF)(Ks)

puisque U(F)(Ks) fixe F etU(-sQF)(Ks) fixe -sQF. On peut écrire les décompositions de
Lévi de Fix(F U -sQF)(Ks), Fix(F)(Ks) et Fix(-sQF)(Ks)' Soit:

Fix(F U -sQF)(Ks) = Z{Ks) ~ U(D(a~))(Ks),

Fix(F)(Ks) = Z(Ks) ~ U(F)(Ks),

et Fix(-sQF)(Ks) = Z(Ks ) ~ U(-sQF)(Ks).

En revenant à l'intersection précédente, on obtient U(F)(Ks)nU( -sQF)(Ks) = U(D(aQ))(Ks)
qui fournit l'identification annoncée en passant aux points fixes sous Galois. 0

Voici enfin un premier théorème de structure de points rationnels.

THÉORÈME. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condition
(DCS). On fixe (AK, FQ, -FQ) une standardisation rationnelle du jumelage associé 13"(Ks)lco.

Alors, (G(K), N(K), V+, V_, Z(K), BQ) est une BN-paire raffinée symétrique.
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Démonstration. Dans la série d'axiomes (RTl), seules les relations de normalisation et de
génération posent éventuellement problème. Z(K) est le fixateur du K-appartement de la
stan.dardisation rationnelle (AK, F~, -P~), donc il est normalisé par le groupe N(K) défini
comme stabilisateur du même K-appartement et il normalise les groupes V+ et V_ définis
comme fixateurs d'une partie de A K . Il reste la propriété de génération G(K) {N(K), V+)
(respectivement G(K) = {N(I<),V_)) à montrer. Soit 9 un élémentde G(I<).gP~estune
K-chambre positive, à ce titre est une K-facette sphérique, donc il existe un K-appartement
Ai<: qui contient p~ U gP~. Ce K-appartement s'écrit uAK pour un élément u de V+, d'où
u-lgP~ C AK . Enfin, par transitivité de N(K) sur les K-chambresde AK, ilexiste un élément
n de N(K) tel que n-Iu-lgP~ = P~. Ainsi, n-Iu-Ig est dans le groupe Fix(P~) n G(K) =
Fix(p)n G(K) ...Z(K) x V+ .. Finalement, G = V+N(K)V+. L'assertion pour le signe - se
prouve par le même raisonnement.

Vérification de (RT2). Remarquons tout d'abord que tout élément w~ de W~ transforme
un groupe radiciel en un groupe radiciel, par définition géométrique de ces groupes. On a
W~VD(ab)(W~)..-1 = U(w~D{ab))n G(K), et une K-racine réelle est envoyée sur une K-racine
réelle, car N (K) opère vectoriellement sur AK en envoyant point sphérique sur point sphérique.

Pour l'assertion a), il suffit alors de se référer à (12.3.4) pour voir que VD(a b) = V+ n
s~V_(Sb)-1 est non trivial, et de se référer à la proposition (12.4.1)(i) pour la seconde par­
tie. des vérifications.
Pour l'assertion b), il suffit de revenir à la remarque préliminaire et de voir que. VwbD(a b) est
dans V+· ou V_ suivant que le Ksdemi-appartement w~D(a~) contient la K-chambre standard
p~ ou non.
Pour l'assertion c), on se donne un élément v de V+. On note (P~)' = sbp~ la K-chambre
géométriquement sb-adjacente à pb dans AK . On regarde alors l'image par v de (P~)'. Puisque
p~ i= (P~)', on a encore vP~ i= v(P~)'. Mais comme pb n (pb)' C Bab, on a vpb nv(pb)' C Bab.
Par conséquent, il existe v' dans VD(a b) tel que v'-Iv(pb)' = (pb)'. Ainsi, v'-Iv est dans
V+ n (sb)-IV+sb.

Vérification de (RT3). On se donne v+ dans V+, o: dans V_ et n dans N(K) tels que
v..-ny+. __ 1, soit v:1 = nv+. ..On regarde l'image de pb par cet élément à deux écritures.
v=I va envoyer pb sur une K-chambre opposée à - pb dans un K-appartement contenant
_pb U v:1 pb. Mais nv+ envoie F~ sur nP~qui est dans AK, donc nécessairement npbest
opposée à _pb dans le K-appartement AK. Par conséquent, npb est précisément pb, et n fixe
le K-appartement AK tout entier: n E Z(K). On voit donc que nv+ est dans Z(K)V+ et u.:
dans V_. Comme Z(K)V+ n V_ = {1} par décomposition de Lévi de pep), on a finalement
u: = nv+ = 1. Enfin, par la même décomposition de Lévi, on aboutit aussi à n = v+ = 1. 0

Ce résultat justifie que le couple (Wb, Sb) est un système de Coxeter.

COROLLAIRE. - (Wb, S~) est un système de Coxeter. o

12.4.3. Théorème de structure des points rationnels

Nous allons maintenant énoncer le résultat de descente en termes de groupes, pour en faire
ensuite un commentaire géométrique (12.4.4). On veut mettre en évidence une 'structure de
donnée radicielle jumelée (1.5.1), et pour cela on considère le système de Coxeter (Wb, Sb). On

276



prouvera une version plus fine qui mettra en évidence une donnée radicielle jumelée entière à
la sous-section (12.6.3).

LEMME. - La famille des K-demi-appartements réels D(aQ
) deAK est en bijection WQ-

équivariante avec les racines abstraites de (WQ, BQ).

Démonstration. On montrera à la sous-section (12.6.1) que la K-chambre FQ est un cône
simplicial de LQ. La conséquence qui nous intéresse est que la famille des a~ est libre dans
(LQ)*. À une nuance près, BQ = (SQ, (LQ)*, (a~),.(sQ» est une prébase de racines au sens de
J.-Y. Hée (6.2.4). En effet, l'action contragrédiente de WQ sur (LQ)* fait de WQ un groupe
de réflexions. La nuance est que (a~) n'est qu'une famille libre de (LQ)* et pas une base. La
restriction de la partition ~re =.~+ u ~:e à.LQ •. fait vérifier à BQ la condition .qui fait •• d'une
prébase une base de racines non pas au sens de (6.2.4), mais au sens de [Hée91], définition (2.2)
p.SÜ que nous adopterons juste pour cette preuve. Ainsi, la partie positive de AK découpée par
les D(aQ) est le cône de Tits de WQ ([Hée91], sections 1 et J p.93-96). Enfin, la caractérisation
des. K-chambres dans un K-demi-appartement réel donné en fonction de la longueur, fournit
l'identification cherchée ([Hée91], (2.4ü)(a) p.93). D

Ce petit résultat géométrique justifie que dans le théorème qui suit, On adopte le point de vue
des K-demi-appartements réels de AK pour travailler sur le système de racines {PK de WQ.
Ainsi, l'ensemble d'indices de la donnée radicielle jumelée est la farnille{PK'

THÉORÈME. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé .vérifiant la condition
(DeS). On fixe (AK, FQ, -FQ) une standardisation rationnelle du jumelage associé IJ(Ks)lco.
Alors, (G(If) , (VD(aQ) D(aQ)E9?K ' Z(K)) est une donnée radicielle jumelée de type (WQ, BQ) qui
vérifie l'axiome (DRJ1)lin.:

Démonstration. L'axiome du commutateur est le seul à ne pas être impliqué par la structure
de système de .Tits raffiné symétrique (1.6.2). Il suffit donc de prouver (DRJl)lin.' On va
reprendre pour cela la notion d'intervalle linéaire de (5.4.2).

On se donne donc {D(aQ) ; D(bQ)} une paire deK-demi-appartements réels de {PK. Avec ce
point de vue, les intervalles linéaires fermés et ouverts associés sont

[D(aQ);D(bQ)]lin.:= {D(cQ) 13À,j.LE R+ cQ= Àa Q+ j.LbQ}

et ]D(aQ); D(bQ)[lin.:= [D(aQ) ; D(bQ)]lin. \ {D(aQ); D(bQ)}.

Si on suppose maintenant {D(aQ);D(bQ)} prénilpotente, il existe deux K-chambres positives

Ft et F~ telles que

D(aQ) n D(bQ) :) Ft et (-D(aQ» nD(-bQ) :) F~.

On définit alors les parties de racines de ~re suivantes:

{P([D(a
Q);

D(bQ)]lin.) := UD(cQ)E[D(aQ);D(bQ)}lin. {PcQ

et {P(]D(aQ); D(bQ)[lin.) := UD(cQ)E}D(aQ);D(bQ)[lin. {PcQ·

1. Étude des parties de racines
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Soit c une racine d'une telle partie. D(cQ
) et a fortiori D{c) contiennent F+. Puisque

D(c) est réunion de facettes, elle contient d'ailleurs tout le résidu de F+. Symétriquement,
-D(c) contient tout le résidu de F_. Ceci prouve déjà que <p([D(aQ);D(bQ)]lin.) et donc
<p(]D(aQ); D(bQ)[lin.) sont des parties prénilpotentes de racines. En outre, par définition des
intervalles linéaires, on a les implications

c,d E <p([D(aQ); D(bQ)]lin.) :::} [c; d]N C <P([D(aQ); D(bQ)]lin.), et

c E <P([D(aQ); D(bQ)]lin.), d E q>(]D(aQ) ; D(bQ)[lin.) :::} ]C;d[NC <P(]D(aQ); D(bQ)[lin.) ,

ce qui montre que <p(]D(aQ); D(bn[lin.) et <p([D(aQ); D(bQ)hin.) sont N-nilpotentes.

2. Group.es associés

Ce qui précède sur les parties de racines permet de définir les groupes Uq,([D{a~);D{b~)]lin) et
U9?(JD(a~);D(bQ)hin)' et fournit les relations:

L'inclusion de la première assertion provient d'une simple inclusion de parties de racines.
Le reste provient de la dernière remarque sur les parties de racines et de l'axiome (DRJE1)
dans G pour les groupes radiciels indexés par des racines de <p([D(aQ); D(bQ)hin.)' Comme
<p(]D(aQ); D(bQ) [lin.) est N-nilpotente, par le lemme (6.2.5) pour G, on peut écrire en choisissant
un ordre adéquat sur cette partie:

Uq,(]D(aQ);D(bQ)[lin) = II U(D(c
Q

) ) = II (II Ud)'

D{c~ )E)D(aQ);D{b~)[lin. D(cQ)E]D(aQ);D(bQHlin. dEq,cQ

Soit maintenant 9 un élément du groupe des commutateurs [VD(a~)' VD(b Q) ] . Au titre d'élément

de Ucf?(]D(aQ);D(bQ)hin)' 9 s'écrit 9 - II uD(cQ)· En outre, 9 est fixe sous le
D(cQ)E]D(a~ );D(bQHlin.

groupe de Galois r. Donc par unicité d'écriture, pour chaque K-demi-appartement réel D(cQ) ,

uD(c~) est fixe sous Galois. Ainsi, uD(cQ) est dans VD(cQ) et 9 dans II VD(cQ) '

D(cQ)E)D(aQ);D(bQ)[lin.

o

REMARQUES. 1. Ce théorème implique déjà que nous pouvons faire usage d'une partie
des propriétés combinatoires du chapitre 6: décompositions de Bruhat et décomposition de
Birkhoff avec écriture unique, décomposition de Lévi pour les sous-groupes paraboliques.

2. L'étude des rapports de proportionnalité entre K-racines (12.5.4) montrera qu'on peut
mettre en évidence les axiomes d'une donnée radicielle jumelée entière, pour être plus proche
de la combinatoire de donnée rsdicielle génératrice de la théorie de Borel-Tits revue parF.
Bruhat et J. Tits ([Bru-Tit72], section (6.1) p.1ü7-116). Cela donnera droit au reste des
décompositions du chapitre 6, même si le système de racines entier correspondant ne sera pas
réduit.

12.4.4. Fabrication de jumelages presque déployés. Réalisation géométrique
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Nous avons eu recours à des raisonnements géométriques pour aboutir à un résultat de descente
énoncé en termes de combinatoire des groupes. On peut aussi adopter le point de vue des im­
meubles. Pour l'instant, on n'a pas mis en évidence une structure d'immeuble jumelé sur le lieu
depoints fixes (1J"(Ks)lco)r. Précisément, il faut voir cet espace comme une représentation
géométrique particulière, la structure combinatoire de jumelage se déduisant en fait de la
donnée radicielle jumelée associée à une standardisation rationnelle. À partir de cette combi­
natoire de groupe, on obtient un jumelage dont les immeubles de Moufang positif et négatif
sont les enseITlbles {gZ(K)V+}9EG(K) et {gZ(K)V_}9EG(Kr Leurs chambres seront appelées
chambresrationnelles abstraites. Par transitivité de G(K) sur les standardisations rationnelles
de (1J"(Ks)lco)r, on voit que l'ensemble des K-chambres de (IIe(Ks)lco)r est en bijection avec
celui des chambres de l'immeuble abstrait de signe e. L'application gZ(K)~ t-+ €gFQ établit
une bijection entre ces deux ensembles.

Il s'agit de voir qu'on peut lire les relations de sQ-adjacence et d'opposition abstraites sur
l'espa.ce.{I:T(Ks) Ico)r. Commençons par les adjacences, et pour cela donnons-nous sQ dans
SQ.Deux chambres rationnelles abstraites gZ(K)V+ et hZ(K)V+ sont sQ-adjacentes si par
définition g-lh est dans Z(K)V+sQZ(K)V+. La décomposition en écriture unique d'une double
classe de Bruhat dans une donnée radicielle jumelée fait voir que cette condition est équivalente
au fait que g-lh soit dans VD(ab)SQZ(K)V+.
Par G(K)-équivariance, il suffit de considérer le cas des K-chambres standard, et par symétrie
celuideFQ. Or, l'ensemble des K-chambres de (1J"(Ks)lco)r distinctes de FQ et géométriquement
$Q-adjacentes à FQ (i.e., partageant la K-cloison EQ avec FQ) est précisément {vSQFQ}VEVD(ab)
par (12.3.3). Donc, la bijection globale entre les chambres rationnelles abstraites positives (re­
spectivement négatives) et les K-chambres positives (respectivement négatives) de (1J"(Ks)lco
)Frespecte les sQ-adjacences individuellement.

Il reste à parler de la codistance, c'est-à-dire plus simplement de la relation d'opposition
de deux K-chambres. On va faire le même raisonnement que précédemment. Rappelons
qu'on convient de dire que deux K-chambres sont géométriquement opposées s'il existe un
appartement jumelé les contenant dans lequel elles sont opposées. Par G(K)-équivariance et
symétrie, il suffit de déterminer les K-chambres de (1 :T(K s ) Ico)r opposées à la K-chambre
positive standard FQ. Il y en a une par K-appartement contenant FQ, autrement dit par
extension vectorielle Galois-fixe de FQ. Par. simple transitivité de U(F)(K) sur cet ensemble
(12.3.1), on voit donc que l'ensemble des K-chambres de (1 J"(Ks ) Ico)r opposées à FQ est
précisément {v( - FQ)}vEU(F)(K)' Combinatoirement, la décomposition avec écriture unique de
lagrosse cellule de (G(K), (Vab)D(ab)E~K'Z(K)) est

ce qui montre que l'ensemble des chambres rationnelles abstraites combinatoirement opposées
à FQ est précisément {vZ(K)V-}vEU(F)(K)' Les deux notions d'opposition coïncident bien et
oniafinalement montré le résultat suivant.

THEO:RÈME. - Soit (9,UK) une K-forme du groupe de Kec-Moody G = 9v(K), déployé
sur la fermeture séparable K, et de jumelage 1J"(Ks)lco. On note G(K) le groupe des points
rationnels correspondant et on se fixe une standardisation rationnelle (AK, FQ, - FQ), qui four­
nit une donnée indicielle jumelée (G(K), (Vab)D(ab)E~K'Z(K)). Alors, le lieu de points fixes
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(!J"(Ks)lco)r est une représentation géométrique du jumelage abstrait de la donnée radicielle
jumelée, au sens où l'on y lit géométriquement les relations de sQ-adjacence et d'opposition. 0

Il s'agit maintenant d'interpréter les résultats géométriques qu'on vient d'obtenir en termes de
sous-groupes duK-groupe de Kac-Moody.

12.5. K-sous-groupesréductifs et petits sous-jumelages

Application aux tores K-déployés

Précisément, on veut obtenir l'analogue de la conjugaison des tores K-déployés maximaux
pour les K-groupes algébriques. Pour cela, on va étudier les K-sous-groupes réductifs d'un
K-groupe de Kac-Moody, ce qui généralisera l'étude du noyauK-anisotropefaite en (12.3.2).
En outre, l'approche géométrique passe par une étude intéressante en soi des sous-jumelages
de ces groupes, dont l'immeuble de chaque signe sera bien entendu sphérique. Un autre sous­
produit de ce travail est la détermination des rapports de proportionnalité possibles entre
racines relatives.

12.5.1. Structure algébrique des sous-groupes de Cartan. Tores K-déployés

On.sait. d'après lasection .(10.4) que tousles sous-groupes de Cartan de G(Ks) sont conjugués.
Partant de cette remarque, on .peut définir sur tout sous-groupe de .Cartan une structure
algébrique. Pour T(K s ) le tore standard, la structure est donnée au moyen du groupe abélien
libre A par

T(Ks). HomKs-alg(Ks[A], K s),

ce qui signifie que KsIA] est l'algèbre des fonctions régulières sur T(K s ) .

Pour un sous-groupe de Cartan gT(Ks)g-l, on définit une structure algébrique en posant
que les caractères algébriques de ce groupe sont les caractères de (intg-1)*A, où * indique la
précomposition. Cette structure est bien définie pour la raison suivante. Si h est un autre
élément de G(Ks) tel quegT(Ks)g-l = hT(Ks)h-l, alors il existe n dansN = NG(Ks)(T(K s))
(10.1.3) tel que 9 = hn. Par conséquent:

(intg-1)*A = (int(hn)-l)*A = (intn-1 0 inth-1)*A = (inth- 1)* ((intn-1)* A) = (inth-1)*A.

DÉFINITION. - Pour gT(Ks)g-l un sous-groupe de Cartan muni de sa structure algébrique,
on note A(gT(Ks)g-l) :=(intg-1)*A sou gtoupe de caractères algébriques.

Pour ces structures algébriques sur les sous-groupes de Cartan, les automorphismes intérieurs
sont des isomorphismes de groupes algébriques, si bien que ces structures se déduisent de celle
d'un quelconque des sous-groupes de Cartan. Cela permet, pour traiter simplement les K­
structures, de partir d'un sous-groupe de Cartan défini sur K. On suppose donc que T(Ks)
est défini sur K, ce qui implique par (11.2.5) que A est stable sous Galois.

280



LEMME. - (i) Si gT(Ks)g-l est défini sur K, c'est-à-dire Galois-stable, alors sa structure
algébrique est celle d'un tore défini sur K.
(ii) Il Ya bijection entre les sous-groupes de Cartan de G(Ks) définis sur K et les appartements
jumelés Galois-stables de 1J"(Ks)lco. Cette bijection provient du dictionnaire de (1004) (prise
de points fixes et prise de fixateur).

Démonstration. Preuve de (i). L'action de r sur les caractères (non nécessairement algébriques)
cdegT(Ks)g-l est donnée par a(c) := aocoa- 1, pour a dans T vu comme automorphisme de
corps à gauche et comme automorphisme de G(K$} restreint à gT(Ks)g-l à droite. L'énoncé
signifie que cette action de Galois stabilise les caractères. algébriques de gT(Ks)g-l. Soit donc
C un caractère algébrique de gT(Ks)g-l. Ce caractère s'écrit Co ointg-1 , pour Co dans A. Soit a
dans I'; par stabilité de gT(Ks)g-l sous r, on a a(g)-l . .ng pour n dans N = NG(Ks)(T(Ks»
(10.1.3). Alors:

a(c) = (a 0 Co 0 a-1 ) 0 (a 0 intg-1 0 a-1)

(a 0 Co 0 a- 1) 0 inta(g)-l = [(a 0 Co 0 a-1) 0 intn-1) 0 intg- 1 .

(a OCo 0 a- 1 ) est dans A d'après (11.2.5), et N stabilise A par les relations de définition des
groupes de Kac-Moody déployés. Par conséquent, (a 0 Co 0 a-1)

0 intn- 1 est encore dans A
et finalement aCc) est dans A(gT(Ks)g-l). La structure algébrique en question est donc bien
une K-structure.

Preuve de (ii). Il suffit de montrer que si un sous-groupe de Cartan Tf est stable sous Galois,
le lieu des points fixes sous Tf l'est également, et inversement. C'est standard. 0

On peut alors définir les tores K-déployés de G(Ks ) en utilisant les structures algébriques
précédentes.

DÉFINITION. - (i) Un tore de G(Ks) est un tore d'un sous-groupe de Cartan de G(Ks ) .

(ii) Un tore K-déployé de G(Ks) est un sous-tore K-déployé d'un sous-groupe de Cartan défini
surKde G(Ks).

REMARQUE. - Dans le cas classique de dimension finie, un tore K-déployé d'un K-groupe
réductif est contenu dans un tore maximal défini surK. Il suffit d'invoquer l'existence d'un
tore maximal défini sur K dans le centralisateur du tore K-déployé en question.

12.5.2. K-sous-groupes réductifs. Sous-jumelages rationnels associés

On se place maintenant dans la situation suivante. A est un appartement jumelé Galois-stable,
Eet -E sont deux facettes sphériques Galois-stables opposées dans A. On pose 0 := EU(-E).
On s'intéresse aux structures de K-groupealgébrique sur les groupes de la forme Fix(O). On
suppose, quitte à faire opérer G(K), que la facette E est standard (sphérique) de type J.

K-sous-groupes réductifs

ëpm(E)· ëpm(o) est un système de racines fini (5.1.5), {as}sEJ en est même une base. Ce sous­
système définit une donnée radicielle de Chevalley-Demazure à partir de la donnée radicielle de
Kac-Moody'V, à savoir VJ = (J,AIJXJ,A, (cs)s€J., (hshEJ), et par conséquent un Ks-groupe
réductif (déployé)GJ(Ks)' Par les relations de définition d'un groupe de Kac-Moody (8.3.3)
et la présentation d'un groupe réductif déployé ([Spr80), théorème (11.3.2) p.253), on a un
morphisme surjectif de groupes abstraits
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cp : GJ(K s ) -* Fix(Q).

La référence [Spr80] traite le cas. des groupes réductifs sur un corps algébriquement clos, le
cas déployé s'en déduit immédiatement. De part et d'autre de cette flèche, on a des groupes
possédant une combinatoire «standard» de système de Tits jumelés, pour lesquelles cp échange
sous-groupes de Borel de chaque signe, et groupes relevant le (même) groupe de Weyl. D'où
le respect par cp des décompositions de Bruhat, le fait que le noyau de cp est dans le tore
maximal standard de GJ (K s ) associé à la construction de celui-ci. Finalement, on est ramené à
considérer la restriction de cp à ce tore, qui est injective par construction. cp est un isomorphisme
de groupes abstraits, ce qui permet un transportde structure algébrique sur Fix(Q). Pour cette
structure, le sous-groupe de Cartan T(K s ) et les sous-groupes radiciels relatifs à T(K s ) dans
Fix(O) - les sous-groupesUa(Ks) pour a dans q>m(n) - sont des sous-groupes fermés. Les
automorphismes de r = Gal(KsjK) induits sur Fix(n) opèrent sur ce groupe via un quotient
fini d'après (11.3.4). Ils posent un problème de descente de corps de base, dont la solution
fait de Fix(O) un K-groupe réductif ([Ser59], (V.4.20), corollaire 2 p.llO). À la différence de
M(QQ)(K s ) qui désigne un groupe abstrait, M(QQ) désigne le K-groupe réductif ainsi obtenu.

Les sous-groupes de Cartan de M(Q) sont les sous-groupes de G(K s ) inclus dans M(Q). En
effet, ces derniers sous-groupes sont en bijection avec les appartements jumelés contenant Q,
sur lesquels M(Q) est transitif (10.4.4); et M(Q) est transitif sur ses tores maximaux. Ceci
fournit une bijection entre famille de sous-groupes abstraits, mais les structures algébriques
ae correspondent par définition de celles..ci pour les tores des groupes de Kac-Moody, Ce
dictionnaire est en outre. Galois-équivariant, il respecte donc les K-structures. sur les tores.

Petits sous-jumelages rationnels

On peut utiliser la théorie de Borel-Tits pour décrire le groupe des points rationnels dans le cas
où le semi-simplifié d'un K-groupe réductif est isotrope. On va surtout s'attacher à exploiter
géométriquement quelques-uns des renseignements que cette théorie procure ([Bor-Tit65]).

Le résidu de F (respectivement -F) dans I+(Ks ) (respectivement I_(Ks ) ) est un sous­
immeuble de I+(Ks ) (respectivement I_(Ks )) , et on sait que la réunion (disjointe) J"n(Ks )

de ces deux résidus est le jumelage de Fix(Q). Une réalisation géométrique de ce jumelage
J"n(Ks ) dans 1J"lco est donnée par 1 J"n(Ks ) Ico, la réunion des facettes contenant Fou -F dans
leur adhérence (qui est aussi la réunion des facettes contenues dans les chambres des résidus
de F ou - F, et de type inclus dans celui de F). Tout ceci est un rappel des considérations
abstraites de (6.2.3).

Dans notre situation, on considère des résidus stables sous le groupe de Galois, et le dictionnaire
entre sous-groupes paraboliques de M(Q) et facettes de J"n(Ks ) se restreint en un dictionnaire
entre K-sous-groupes paraboliques de M(O) et K-facettesdansJ"n(Ks ) . Ainsi, (1 J"n(Ks ) Ico)r
est une réalisation géométrique du jumelage des points rationnels du K-groupe réductif M(n).

Tore K-déployé attaché à un K-appartement

SiAK est unK-appartement de (/J"(K s ) Ico)r, on peut lui associer un tore K-déployé de la
façon suivante. On sait que le fixateur de AK est abstraitement isomorphe à un K-groupe
réductif de semi-simplifié K-anisotrope, par le même raisonnement sur les K-sous-groupes
paraboliques qu'en (12.3.2). Par conséquent, ce groupe admet un unique tore K-déployé
maximal au sens algébrique, qui n'est autre que la partie déployée de la composante neutre de
son centre. On le note Z~(AK)' On voit que c'est un tore K-déployé de G(K s ) en choisissant
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un appartement jumelé Galois-stable qui contient AK , par (12.2.1) appliqué à une paire de
K-chambres opposées de AK. Ainsi, Z~(AK) est un sous-tore K-déployé du sous-groupe de
Cartan Galois-stable correspondant. On définit ainsi une application

[Ksappartements] -+ {Tores Ksdéployés maximaux}

AK f-+ Z~(AK)

qui est G(K)-équivariante (pour l'action de G(K) par conjugaison sur les tores K-déployés).

12.5.3. Tores K-déployés maximaux et K-appartements

On veut maintenant étudier la classe des sous-tores K-déployés de G(Ks ) .

THÉORÈME. Soit GunK-groupe de Kac-Moody presque déployé· vérifiant la condition
(DCS) .• OnBxe.{AK,FQ, -FQ) une standardisation rationnelle du jumelage associél3"{Ks)/co.
Alors,touttoreK-déployé est conjugué par un élément de G(K) dans legroupeZ~(AK),

qui est lapartie>K..déployée de la composante neutre du centre du noyau anisotrope associé
à (.AK,FQ,-FQ). En particulier, Z~(AK) est K-déployé maximal et .les tores K-déployés
maximauxsont conjugués par G(K).

Démonstration '. On se donne un tore K-déployé H, inclus comme sous-toreK-déployédans un
sous..groupe de Cartan T'(K s ) défini sur K. Alors, le groupe d'automorphismes cohérents r
agitsurl'appartementassocié A(T'(Ks) ) par un quotient fini (11.3.4), en stabilisant l'ensemble
des .. points sphériques; il fixe donc une paire de facettes sphériques opposées.• Par transitivité
deG(K) sur les K-chambres de (13"(Ks ) /co)r et puisque toute K-facette sphérique est par
définition dans. l'adhérence d'une K-chambre, on suppose désormais que H fixe uneK-facette
standard en. le. conjuguant par un élément de G(K). Ainsi, H est dans le fixateur de deux
K-facettes standard opposées EQ et - EQ, et ce fixateur contient le noyau K-anisotrope associé
à la standardisation rationnelle choisie. Il existe donc un élément de Fix( -EQ U EQ)(K) qui
conjugue Hdans Z~(AK) par [Bor90], théorème (20.9) p.228. 0

REMARQUE. - L'utilisation de la réalisation algébrique de l'immeuble de (10.1.1) et (10.1.2),
permet d'obtenir un dictionnaire entre sous-espaces contenus dans les parties de la forme
Im-r" ne des appartements jumelés et sous-tores génériques. Ce dictionnaire échange les sous­
espaces Galois-fixes et les tores K-déployés. Cela doit permettre d'obtenir une démonstration
imm()bilièred.u théorème précédent, sans faire usage d'un résultat algébrique tetque [Bor90],
théqrème(20.9) p.228,au moins dans le cas où il existe des sous-tores génériques. Ceci a
d'ailleurs été effectué pour les algèbres de Kac-Moody dans [Rou89] et [Rou90].

rappeler le petit résultat combinatoire (1.2.5) pour prouver:

COROLLAIRE. - L'application G(K)-équivariante

[Ksappartemeats] -+ {Tores Ksdéployés maximaux}

qui attache à tout K-appartement A~ de (13"(Ks )/co)r le tore K-déployé maximal Z~(.A~)
duK-groupe réductif anisotrope associé (12.5.1), est surjective. Elle est en outre bijective dès
que la condition combinatoire (CENT) de (1.2.5) est vérifiée. 0
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REMARQUE. - La condition (CENT) se vérifie par exemple sur l'action du noyau anisotrope
du K-appartement standard sur les groupes radiciels relatifs. En fait, avec la connaissance du
système de racines, on doit pouvoir montrer que #K 2:: 4 implique (CENT).

12.5.4. Racines relatives proportionnelles

Considérons la relation:

Elle implique d'emblée D(aQ) :::= D(bQ) , si-bien qu'on peut se ramener à l'étude desK-racines
réelles passant par une K-cIoison (sphérique) donnée. Enfin, par transitivité de G(K) sur les
K ..chambres, on suppose sans perte de généralité que la.Kscloison qu'onconsidèreess standard,
de type J.On lanote>EQ:::= (FJ )l',et on introduit son opposée -EQ dans A K , ainsique la
partie équilibrée Galois-fi.xeOQ::::= EQ U(-EQ). Le fixateur M(OQ)(Ks ) est un groupe réductif
admettant une K-structurepour laquelle le groupe de Galois I' est transitifsur ~alîd'une

partet-œalî d'autre part: c'est unK..groupe réductif de rang 1. M(OQ ) contient T.etZ(G)
comme K-sous-groupes fermés. On va plutôt considérer leK-groupe réductifM(OQ)/Z(G), de
rang 1 lui aussi. Il admet T/Z(G) comme sous-groupe de Cartan défini sur K, dont la partie
torique.K..déployée estun tore K-déployé maximal qu'on appellera encore standard. Ce groupe
T/k(G) a pour groupe de caractèresQ(V). LeR-espace vectoriel des points Galois-fi)(esdu
dual .:(Q(V)®z R) * est le tensorisé. par .R du. groupe des cocaractères du tor~ K..déployé
maximal standard de...l\.1(HQ)/Z'(G).•• On .lenote(X~)~. La I'..équivariance de l'application
caractère permet de .définir un diagramme commutatif

QR ~ Q(V)R

-!- -!-

QRILlî ---t Q(V)RI(x~)ft'

où la flèche supérieure horizontale est l'application caractère, et les flèches verticales sont des
applications de restriction. La relation (*) implique que les caractères du toreK-déployé
maximal standard de M(OQ)/Z(G) sont proportionnels de rapport À. Par le résultat classique
sur les rapports de proportionnalité .entre racines relatives, on obtient le premier point du
résultat suivant; le second résultant de l'étude des groupes radiciels relatifs des K-groupes
réductifs ([BorgO], remarque (21.7) p.231-232).

LEMME. - (i) SiaQ est une K-racine réelle, la seille K-racine réelle proportionnelle à a Q

possible pour un.rapport .: > 1, est 2a Q
•

(ii) Vab est isomorphe à un groupe radiciel relatif de K-groupe semi-simple; en particulier,
V 2ab <J Vab. 0
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On va maintenant utiliser les techniques abstraites de passage au quotient des systèmes de
racines ([Bar96], chapitre 6), pour raffiner la détermination de la combinatoire des points
rationnels d'un groupe de Kac-Moody presque déployé.

12.6. Donnée radicielle jumelée entière d'un groupe de

Kac-Moody presque déployé

Nous terminons ce chapitre par une courte section qui consiste à donner une description plus
proche de la théorie de Borel-Tits des points rationnels d'un groupe. de Kac-Moodypresque
déployé. La difficulté majeure consiste à définir l'objet qui-va indexer la combinatoire de ce
groupe.

Dans tout ce qui suit, on se donne.G un K-groupe de Kac-Moodypresque déployévérifiant
(DCS) ..On va.travailler aussi surune .standardisation. rationnelle (AK ,PQ, - PQ )et -unestan­
dardisation séparable (A, C, -0) compatibles. Rappelons enfin qu'on voit A comme double
cône dans le R-espacevectoriel V* :;:: (EB Ras) *,et que LQest le sous-espace vectoriel deV*

sES

engendré parAK.

12.6.1. Géométrie du cône de Tits relatif

Reprenons d'abord un résultat géométrique de [Rou90] (remerque p.Ll ).

LEMME. - Soit (AI<, PQ, - PQ) une standardisation rationnelle. ..Alors:

(i)Le sous-espsce vectoriel LQ est défini par des équationscQmplètement explicites à partir du
diagramme de Tits.Précisément:

LQ = {XE V* 1 as(x) = 0 VsE80 et as(x) = at(x) pour T" s = r*t}.

(ii) p
q

est un cône simplicial de LQ de dimension d ~ #8Q
• Plus précisément, ses K-murs

sont indexés par les orbites sous l'action * de r sur 8 \ 80 , et ces K-murs correspondent àdes
K.-racines réelles (i.e., sont génériques) si et seulement si la réunion de 80 et de cette orbite
est de type sphérique. L'ensemble de ces derniers murs est indexé par.SQ•

Démonstration..p Q
est dans l'adhérence de la chambre standardC.On note 80 letype de

la facette standard contenant PQ...Ona PQ = PIopar définition. Pour chaque (7 de I", on
peut rectifier l'action de (7 par iu EWSo bien déterminé de façon à ce que if := W(7 stabilise C.
Chaque if opère affinement sur Psopar permutation des étiquettes suivant l'action» de r sur
8. En outre, pQ est décrit comme suit.

p
Q = {xEC 1 as(x) = 0 VsE80 et as(x) = at(x) pour r*s = r*t}.

Cela définit un cône de dimension # 8~*So (un degré de liberté Pll,I" orbite de 8 \ 80 sous I"

d'après cette description). Par conséquent, on a d = # S ~*So et l'autre description

p
Q

= {XEAK 1 (as ILQ)(X) ~ 0 VsE 8 \ 80 }
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montre que F Q est l'intersection de d demi-espaces. F
Q

est donc un cône simplicial de A K .

#SQ est le nombre de K-cloisons sphériques de FQ, alors que d est le nombre de toutes les
K-cloisons de cette K-chambre, d'où l'inégalité. On a prouvé ainsi le point (ii), et le point (i)
s'en déduit par linéarité puisque FQ engendre LQ. 0

REMARQUE. La section (13.4) fournira un exemple d'inégalité stricte, où #SQ - 1 et d == 2.

12.6.2. Système de racines entier relatif

Au début de la sous-section (12.4.3), on a utilisé des résultats concernant l'axiomatique de [Hée
91] pour décrire l'ensemble d'indices de la donnée radicielle jumelée relative. On prend cette
foispour point de départ l'axiomatique de [Bar96], afin de montrer que a~ est un système de
racines entier au sens de (6.2.4).

On a déjà remarqué en (7.1.4) que are était un système de racines à base libre, au sens de
[Bar96], section (2.2) p.52-53, et ce avec N, = {I} pour tout s (are est réduit). La section 6
de la référence est tout entière consacrée à la prise de quotient des systèmes de racines infinis,
et c'est ce type de résultat qui nous intéresse. Passer au quotient consiste à partir d'une action
de groupe sur un système de racines (vues comme formes linéaires sur un espace vectoriel L),
et à regarder l'ensemble des restrictions à l'espace des points fixes dans L sous l'action en
question. Le but est de montrer que l'ensemble de ces restrictions de formes linéaires reste un
système de racines.

Il faut pour cela procéder en deux temps, conformément à la démarche de la section 6 de
[Bar96]. La première étape consiste à effectuer le quotient par la partie sphérique So, qui est
le type de la facette contenant la .K-charnbre FQ, ou encore le type du noyau K-anisotrope. La
seconde étape consiste à prendre le quotient par l'action * du groupe de Galois. Dans notre
cas, c'est-à-dire au terme des deux étapes, on obtiendra, d'après [Bar96] (6.1.3) et (6.2.1), une
description des restrictions des racines de are au sous-espace vectoriel de V" des points fixes
sous l'action de W(So) xI", Mais d'après (12.6.1), ce sous-espace est LQ; on obtient autrement
dit une description de al( comme système de racines au sens de [Bar96], section (2.2) p.52-53.

Première étape: quotient PEtr la partie de type sphérique So.

Cette étape nécessite la vérification d'un certain nombre de conditions techniques - conditions
(D) et (E) p.164, condition du lemme (6.2.6) p.168, dé [Bar96]. Ces conditions portent sur la
composante connexe F(s) dans SoU{s} de chaque s de S\So. Dans [Bar96], il est précisé que ces
conditions concernent les F(s) de type sphérique, mais il résulte du raisonnement de (12.5.4)

que Ia réunion d'une orbite de S ~*So et de So participe à l'indice d'un groupe algébrique
semi-simple de rang relatif 1.. Par conséquent, il fautvérifier les trois conditions pour tous les
F(s), mais pour ce faire, il suffit de consulter la classification de [Tit66] (précisément la table
II p.54-61). Les conditions (D) et (E) requièrent ([Bar96],p.164):

(D) que le coefficient nOs de la plus grande racine positive dans le système de type F (s)
soit S 2;

(E) la stabilité de s sous l'automorphisme d'opposition induit par -Ws , où -Ws est l'élément
de plus grande longueur de WF(s)'

On les vérifie effectivement sur les tables précitées. La troisième condition est plus technique
et a elle aussi été vérifiée ([Bar96], remarque (b) p.169). On l'a déjà remarqué, les types F(s)
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sont tous sphériques. Par conséquent, le résultat qui nous fait conclure est [Bar96J,corollaire
(6.2.9) p.169, qui décrit un système de racines réelles.

Seconde étape: quotient par l'action *.

Quotienter par l'action * de I' ne nécessite en revanche pas .de vérification. particulière, on
applique les résultats de la section (6.1) de [Bar96J. Le résultat qui nous concerne est la
proposition (6.1.6) p.158.

Récolte.

Pour >décrire le résultat final, on peut être un peu plus précis. L'enchaînement des deux
passages au quotient permet d'obtenir un système générateur de racines. C'est dans notre cas
le septuplet

qu'on ne va pas expliciter complètement. Il vérifie les six axiomes de [Bar96], définition (4.1)
p.79-80. AQ est une matrice de Kac-Moody relative ([Bar96], .définition (2.1)· p.43). Cette
matrice entière définit l'action d'un groupe. de Coxeter WQ· de la même façon qu'une matrice
de Cartan généralisée définit l'action de son groupe de Weyl sur son réseauQ (7.1.4). On
va le comparer au groupe de Weyl relatif WQ, qui est plus concret dans le. sens où c'est un
sous-quotient de G(K).

De manière générale, on souligne provisoirement les objets provenant de la théorie de N. Bardy
avant de les identifier à ceux qui existent déjà et qui leur correspondent. D'après le lemme
(12.6.1)(ii),les racines simplesa~ sont les racines simples de [Bar96]. Fixons un K-mur réel
de la Kvchambre standard, et considérons les réflexions sQ et ~Qcorrespondantes pour les deux
approches. D 'après [Bar96] (6.1.4) et (6.2.5), §.Q est dansW1/W2qui est aussi WQ (12.4.1),
et ~Q .sQ fixe la K-chambre standard. Par simple transitivité, on obtient §.Q = sQ, et finalement
WQ = WQ. Il en résulte que les deux systèmes de racines (réelles) sont les mêmes.

Revenons alors au vocabulaire de J.-Y. Hée et de (6.2.4). La matrice de Cartan de laprébase
SQest la matrice de Cartan généralisée K(AQ) de [Bar96], section (2.1). C'est une matrice
entière qui vérifie l'implication

2 EN~Q :::} A s Qt QE 2Z 'VtQE SQ.

Pour voir cela, il suffit d'utiliser l'axiome (SGR5) de [Bar96], section (4.1) . Les axiomes
des bases et systèmes de racines entiers sont alors conséquences des propriétés des systèmes
de racines réelles des systèmes générateurs de racines pour une telle matrice. Résumons les
points qui nous intéressent pour la combinatoire du groupe G(:K}.

LEMME/DÉFINITION. - (i) BQ = (SQ, (LQ)*, (a~), (sQ)) est une base de racines, de système de
racines associé <l}K.

(ii) ai( est un système de racines entier pour BQ.

On parlera à propos de ai(, de système de racines entier relatif du K-groupe de Kac-Moody
presque déployé G (vérifiant (DCS)). 0
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12.6.3. Donnée radicielle jumelée entière relative

Voici enfin le théorème de structure fin du groupe des K-points, qui prend en compte via
le système ~I'(, les relations de proportionnalité entre K-racines réelles mises en évidence en
(12.5.4) et l'intégralité des intervalles pour ces K-racines. On est ainsi plus proche des résultats
du 'type «théorie de Borel-Tits » tels qu'ils sont énoncés par exemple dans [Bru-Tit72], exemple
(6.1.3)(c) p.110.

THÉORÈME. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condition
(DCS). On fixe (AK, FQ, -FQ) une standardisation rationnelle du jumelage associé 1:T(Ks)lco.
Alors, (G(K), (V(2b)abE~re,Z(K)) est une donnée reâicielle jumelée entière de type {SQ,.6.1'().

K

Démonstration. Les groupesradiciels de {Vab }abE~K figurent dans la famille {VD(ab)} D(ab)E<I>K'

avec le même signe. (DRJE3) découle de cette remarque et de (12.4.3), ainsi que (DRJE4).
Pour le second point de (DRJEO) , on a besoin en outre du lemme (12.5.4). L'axiome (DRJE2)
est une conséquence de l'axiome (DRJ2) , et de l'étude des K-sous-groupes réductifs de rang
Ide (12.5.4) pour le second point. Il reste l'axiome l'axiome du commutateur {DRJEl} pour
lequel on peut adapter la preuve de (DRJ1) de (12.4.3).

Soient {aQ;bQ} une paire prénilpotente de K-racines réelles de ~I'(, et F~ etF~ deux K­
chambres positives telles que

D(aQ) nD(bQ) ::) F~ et (- D(aQ)) n D(-bQ) ::) F~.

Comme pour (12.4.3), on définit les parties de racines de ~resuivantes:

~([aQ; bQ]N) :== U .6.cb

ct!E[at!;bt!]N,nd
et .6.(]aQ

; bQ[N) := U .6.cb.
ct! E]ab;bb[N.nd

Chaque partie .6.ct! est N-nilpotente et Galois-stable, étudions les deux réunions.

1. Étude des parties de racines

Soit c une racine d'une telle partie. D(cQ) et a fortiori D(c) contiennent F+. PuisqueD(c)
est réunion de facettes, elle contient d'ailleurs tout le résidu de F+. Symétriquement, -D(c)
contient tout le résidu de F_. Ceci prouve déjà que ~([aQ; bQ]N) et donc ~(]aQ; bQ[N) sont
des parties prénilpotentes de racines. En outre, par définition des intervalles entiers, on a les
implications

c, d E ~([aQ; bQ]N) => [c; d]N C ~([aQ; bQ]N), et

c E ~([aQ; bQ]N), d E ~(]aQ; bQ[N) => ]c; d[NC ~(]aQ; bQ[N),

ce qui montre que ~(]aQ; bQ[N) et ~([aQ; bQ]N) sont N-nilpotentes.

2. Groupes associés

Ce qui précède sur les parties de racines permet de définir les groupes U~([at! ;bt!]N) et U~(]at! ;bb[N)'
et fournit les relations:
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L'inclusion de la première assertion provient d'une simple inclusion de parties de racines, le
reste provient de la dernière remarque sur les parties de racines et de l'axiome (DRJEl) pour
G appliqué aux paires de racines de .6.([aQ; bQ]N)' Comme .6.(]aQ; bQ[N) est N-nilpotente, en
choisissant un ordre adéquat sur cette partie, on peut écrire par le lemme (6.2.5) pour G:

Ud(]aQ;bQ[N) = TI U(c
Q

) = TI (TI Ud ) .

cQE]aQ;bQ[N,nd cQE]aQ;bQ[N,nd dEdcQ

Soit maintenant 9 un élément du groupe des commutateurs [VaQ, VbQ]. Au titre d'élément de

Ud(]aQ;bQ[N)' 9 s'écrit 9 = TI UcQ· En outre, 9 est fixe sous le groupe de Galois r. Donc
cQE]aQ;bQ[N

par unicité d'écriture, pour chaque K-racine cQ
, UcQ est fixe sous Galois. Ainsi, UcQ est dans

VcQ et 9 dans TI VcQ' Ceci prouve (DRJEl). 0
cbE]a b;bb[N
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13. Constructions de formes. Actions galoisiennes

Formes quasi-déployées

Descente ·dans un immeuble hyperbolique

Il s'agit de construire des formes de groupes de Kac-Moody qui rentrent dans le cadre de l'étude
théorique faite dans les deux chapitres précédents. On va voir qu'il faut faire une restriction
de<catégorie pour faciliter .ladéfinition pratique. de formes de groupes de .Kac-Moody.··Les
foncteurs des formespréalgébriques cherchées (11.1.3) seront définis seulement sur-la catégorie
des extensions d'uncorpsKcontenuesdans une c1ôtureséparable fixéeKj , et pas sur toute
laca-tégorie. des .. K-aJgèbres. Étant donné .que seuls K .etK, interviellnent.dans la descente
galoi§iennedu chapitre 12, cette restriction n'a aucuneincidence enm~tièredeproduction de
groupes tordus et d'immeubles jumelés non déployés.•• De ce point de vue., l'étude des points
rationnelss'~pparenteplus à la torsion abstraite telle qu'elle est effectuée dans [Ste6~1,qu'à

une <étude de.s pûints.fa.tionnels d'ungroupe algébrique comme.• dans{13or-Tit65] ou []3o~90].

Ce type de torsion a été déjà considéré par J.-Y. Hée dans le cas quasi-déployé ([Hée90D,sans
recours à la géométrie des immeubles.

Après cette étude .• théorique, on s 'intéressera à une classe plus. particulière deformes,à. savoir
lesforrnesquasi"déployées.\Onmontreraqu'elles sont les seules possibles sur un corpsifini, ce
qui constitue une extension d'un théorème de S.Lang.Onfournira aussi un procédé, pratique
cette. fois, de fabrication d'actions galoisiennes conduisant à de telles formes.

On.obtiendra. enfin un exemple illustrant le théorème de descente. On peut pour cela envisager
des classes particulières. de groupes de Kac-Moody, Pour éviter de produire des jumelages
d'irnrneubleseuclidiens déjà connus. (ençonsidérantdes matrices de Cartan généralisées de
typeaffine),on s'est placé dans le cadre des immeubles hyperboliques. On construit ainsi
des espaces hyperboliques au sens de Gromovavec des propriétés rernarquables qu'on ne fera
qu'évoq.uer.. Notreobjectif principal sera. de construire des arbres .jumelés semi-homogènes
pour une sous-famille de ces immeubles.

13.1. Construction théorique d'une K-forme restreinte

aux extensions à partir d'une action galoisienne

On veut juste faire une remarque qui ramène en théorie la construction de K-formes de groupes
de Kac-Moodyà celle d'actions de Galois compatibles sur les points séparables d'un foncteur
de Tits constructifet sur l'extension des scalaires deZ à K, de la Z-forme de .l'algèbre en­
veloppante correspondante.

291



La-situation est donc la suivante.

SITUATION. - On se donne une donnée radicielle de Kac-Moody1J == (8, A, A, (Cs)sES, (hs)sES),
et un corps K dont on choisit une clôture séparable K s. On suppose qu'on dispose en outre
d'une action de r :== Gal(Ks/K) sur G(Ks) Qv(Ks), et d'une action de r sur (UV)K s respec­
tant la filtration, de telle sorte que la représentation adjointe AdKs soit Galois-équivariante.

La prise de points fixes fournit alors une K-forme UK : .. (U1»)~s de (UV)K s Pour chaque

extension E/K (E sera toujours supposé dans K s), on définit Q(E) :- G(Ks)Gal(Ks/E). Cela
fournit un foncteur en groupes défini sur la sous-catégorie pleine K-ext de K-alg formée des
extensions de K contenues dans K s . Toutes les valeurs de ce foncteur sur les flèches de K-ext
sont par définition des inclusions de groupes (condition (PREALG2) restreinte à K-ext). En
outre, la représentation adjointe est r -équivariante par hypothèse. En résumé:

LEMME. - Par le procédé ci-dessus, on produit à partir d'une action galoisienne convenable
(voir situation), une K ...forme préa1gébrique (Q,UK) dont le foncteur est défini sur la catégorie
K-ext formée des extensions deK contenues dans. K, 0

À ce.stade, on a donc fabriqué uneK-forme préalgébrique déployée sur la clôture séparable
K.s . .Pour ce qui est du passage d'une. K-forme préalgébrique à une K-forme algébrique, les
conditions (ALG) ne portent que sur l'action de Galois. Il suffit donc de les requérir avec
E ==.Ks pour l'action de notre situation de départ, afin d'obtenir une K-forme. algébrique. La
dernière étape consiste à vérifier la condition (DCS) pour obtenir une K-forme sur laquelle
pratiquer la descente galoisienne. Mais cette dernière condition est vérifiée par construction.
Finalement:

PROPOSITION. - On se place dans la situation ci-dessus, et on suppose que l'action de
Galois vérifie en outre les conditions (ALG). Alors, le procédé ci-dessus donne naissance à une
K-forme algébrique qui vérifie la condition de descente galoisienne (DCS). 0

Ce procédé est utile pour se ramener à des situations pratiques d'actions galoisiennes, qui
permettent concrètement de construire des groupes tordus, comme dans la sectionqui suit.

REMARQUE. -. On connaît déjà un certain nombre de formes. En caractéristique 0, elles ont
été étudiées via les groupes d'automorphismes des algèbres de Kac-Moody par G. Rousseau
dans [Rou89] et [Rou90]. Cette étude aboutit dans [Bac-Bar-Ben-Rou95] à une classification
théorique complète, analogue à la classification de J. 'I'its des groupes semi-simples en ter­
mes d'indice et de noyau anisotrope ([Tit66]). Une construction concrète des formes presque
déployées d'algèbres de lacets y est présentée, et un tableau exhaustif des formes réelles presque
déployées de ces algèbres de Lie est dressé. De son côté, J.-Y. Hée ([Hée90]) a étudié les torsions
à la Steinberg, à la Ree-Suzuki, des groupes de Kac-Moody,

13.2. Formes quasi-déployées

Les K-formes quasi-déployées fournissent des exemples de K-forme presque déployées. Leur
intérêt réside dans le fait qu'on peut les construire explicitement. Ainsi, pour E/K galoisi­
enne, la simple donnée d'une action du groupe de Galois Gal(E/K) sur la matrice de Cartan
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généralisée A de 1) par automorphismes de diagramme de Dynkin, .permet de mettre en place
une forme presque déployée. Dans le cas d'un corps fini, les valences de cet immeuble n'ont
plus de raison d'être constantes. (Les valences sont les cardinaux des résidus des cloisons). On
montre aussi une extension d'un théorème de Lang qui affirme que toutK-groupe pour K un
corps fini, est quasi-déployé.

13.2.1. Formes quasi-déployées

DÉFINITION. - Une K-forme algébrique de groupe de Kac-Moody est quasi-déployée si
l'action de Galois associée stabilise une paire de sous-groupes de Borel opposés. Dans ce cas,
le K-groupe de Kac-Moody correspondant est dit lui aussi quasi-déployé (sur K).

REMARQUES. - 1. Il est clair qu'unK..groupe de Kac-Moody quasi-déployé est automatique­
ment un K-groupe de Kac-Moody presque déployé puisque. par définition tous les sous-groupes
de Borel de signe fixé se déduisent les uns des autres par conjugaison.

2. Considérons le cas d'un K-groupe algébrique réductif, qu'on voit aussi comme un groupe
deKac-Moody. On a déjà dit qu'il était déployé sur Ks(chapitre 12, introduction ou (Bor90],
corollaire (18.8) p.222). Par conséquent, s'il est quasi-déployé au sens ci-dessus, le groupe de
ses points séparables admet deux sous-groupes de Borel Galois-stables et donc définis sur K.
C'est la définition classique de quasi-déploiement..Réciproquement, supposons que ce groupe
possède un sous-groupe de Borel Bdéfini sur-K. On choisit .un sous-groupe de Cartan T
défini sur K dans le sous-groupe de Borel ([Bor90], théorème (18.2)p.218), ce qui revient à
choisir un appartement Galois-stable. On appelle B_ le sous-groupe de Borel contenantT et
s'intersectant avec B suivant T. Le transformé de B_ par tout automorphisme de Galois est

sous-groupe de Borel contenant T et s'intersectant avec Bsuivant T: c'est B_. B_ est
donc lui aussi stable sous Galois, et on retrouve notre définition d'après l'interprétation de
l'opposition dans le cas algébrique.

Comme le suggère le raisonnement précédent, on a en fait le petit résultat suivant.

LEMME. - Un K-groupe de Kac-Moodypresque dép10ye - vérifiant la condition (DCS) - et
possédant un sous-groupe de Borel Galois-stable, est quasi-déployé.

Démonstration. On considère la chambre Galois-stable correspondante, qu'on peut toujours
supposer contenue dans un appartement Galois-stable (12.2.1). Le respect de l'opposition par
Galois implique que l'opposée de cette chambre dans l'appartement jumelé en question, est
nécessairement Galois-stable. 0

13.2.2. Théorème de Lang

Une autre compatibilité avec le cas algébrique est l'extension à notre situation d'un théorème
de S. Lang ([Hum75], théorème (35.2) p.224).

THÉORÈME. - Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condition
(DCS). On suppose que K est un corps fini: K = F q . Alors, G est quasi-déployé sur Fq •
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Démonstration.. On se donne une standardisation séparable (A, 0, -0) et une standardisation
rationnelle (AK, FQ, -FQ) adaptées.
On regarde le fixateur de f2Q = FQU -FQ, qui-est le noyau anisotrope associé à ces standardisa­
tions. Parle lemme (12.3.2), l'image Adn(Fix(f2Q}) est un Fq-groupe réductif sans sous-groupe
parabolique propre défini sur F q' D'après le théorème de Lang classique, il admet aussi un
sous-groupe de Borel défini sur F q' Ce n'est possible que si ce groupe est un tore. Le facteur
de Lévi Fix(f2 Q) de Fix(FQ) est donc un sous-groupe de Cartan défini sur F q • D'après sa de­
scription théorique (6.2.2), F n'est contenue dans aucun mur, autrement dit est une chambre.
o

13.2.3. Actions. galoisiennes .quasi...déployées

Il s'agit. de mettre en évidence une méthode plus concrète pour construire une action .galoisi­
enne, donc des groupes etimmeubles tordus. Partons d'une donnée radicielle .de Kac-Moody
D dont le diagramme de Dynkin seranoté •D.

DÉFINITION. ~ (i) Un automorphisme de diagramme de la matrice de Cartan généralisée
A deD: est une permutation de BOn ensemble d 'indicesSqui induit un automorphisme du
diagramme deDyukui.deA,
(ii) Un automorphisme de diagramme de Dest un automorphisme Z-linéaire de A qui stabilise
la base {cs} de D, et la. cobase {h s} pour l'automorphisme de A- déduit par dualité, en in­
duisant un même automorphisme de diagrammedeA. On désigne par Diag(V) le groupe des
eutomorpbismeede diagramme de D.

REMARQUE. - . Le-diagrarnmede Dynkin d'une matricedeCartangénéralisée est défini par
exemple dans [Kac90], (4.7) p.51.

On se place dans lasituation suivante.

SITUATION. ~ On dispose d'une extension galoisienne E/K pour laquelle il existe un mor-
phisme

* : Gal(E/K) -+ Diag(D),
0' Ho 0'*.

PuisqueE/K est galoisienne, Gal(E/K) est un quotient de r = Gal(Ks/K), d'où un pro­
longement r -+ Diag(V), encore noté *.

En fait, on veut voir:

PROPOSITION. ~ Dans la situation ci-dessus, il existe une K-forme algébrique quasi-déployée
vérifiant la condition de descente galoisienne (DCS) et dont l'action * est donnée par le mor­
phisme * :r -+Diag(V).
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Démonstration. Il suffit de revenir à,la définition des foncteurs de Tits constructifs et des exten­
sions de Z-formes d'algèbres enveloppantes. Les objets considérés étant définis par générateurs
et relations, un automorphisme de diagramme de V induit un automorphisme Q-linéaire de la
Q-algèbre de Lie.9v par permutation de générateurs qui jouent des rôles symétriques. Celui-ci
induit un automorphisme de son algèbre enveloppante, qui stabilise les puissances divisées des
éléments radiciels associés aux racines simples et les éléments «binômiaux» formés à partir
de A~. Ce procédé peut être appliqué à l'image 0"* d'un élément de Galois 0" de r. On ob­
tient finalement un automorphisme semi-linéaire de (UV)K

s
en faisant le produit tensoriel par

l'automorphisme de corps 0". On obtient ainsi une action de I'. C'est exactemment le même
type de raisonnement pour le foncteur de Tits constructif, et l'équivariance de la représentation
adjointe est immédiate. 0

REMARQUES . - 1. Une situation favorable est par exemple le cas où la donnée radicielle
du •groupe de Kac-Moody est la donnée radicielle adjointe. minimale ou la donnée radicielle
simplement connexe (7.1.2). Un morphisme à valeurs dans le groupe des automorphismes
de diagramme de la matrice A suffit alors à définir une action. Si on veut juste produire
un immeuble tordu, c'est donc une de ces deux données radicielles de Kac-Moody qui est à
considérer en priorité.

2. D'après (13.2.2), les formes presque déployées sur les corps finis des groupes de Kac-Moody
sont déterminées par une donnée radicielle de Kac-Moody et un automorphisme de diagramme,
puisque les extensions de corps finis sont cycliques.

13.2.4. Actions galoisiennes déployées

Un cas particulier d'action quasi-déployée est donné bien entendu par l'action déployée, qui
est caractérisée par la trivialité du morphisme *. Si on applique le théorème de descente
(12.4.3) à chaque extension séparable E/K, on peut déterminer les valeurs du foncteur E 1--7

9v(Ks)Gal(Ks/E) restreint à, K-ext. Par définition de l'action de Galois sur les générateurs
du groupe de Kac-Moody, le groupe de Galois Gal(Ks/E) opère trivialement sur G(E) - soit
G(E) C G(Ks)Gal(Ks/E) - et sur ses immeubles, vus comme sous-immeubles de G(Ks ) (10.1.4).
En particulier, l'appartement jumelé standard est Galois-fixe: c'est un E-appartement, et la
standardisation séparable est une standardisation rationnelle. Les sous-goupes radiciels re­
latifs associés ne sont autres que les valeurs sur E des groupes radiciels déployés; de même,
T(Ks)Gal(Ks/E) = T(E). Ainsi, par (12.4.3), on obtient l'autre inclusion G(E) :) G(Ks)Gal(Ks/E),
et (12.4.4) fait conclure que les immeubles de G(E) sont exactement les points Galois-fixes sous
Gal(Ks/E) dans 1J"(Ks)lco. On a prouvé:

LEMME. - Le foncteur-groupes associé à une action galoisienne déployée coïncide sur la
catégorie K-ext avec le foncteur de Tits constructif. Les jumelages de points fixes sont les
jumelages associés aux valeurs de 91" 0

REMARQUE. - Une autre façon de voir les choses pour le volet «groupes» consiste à dire
que la forme déployée (91" Uv) vérifie la condition (DCS) pour K-ext.

13.3. Construction d'un arbre jumelé semi-homogène

dans un immeuble hyperbolique
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Nous allons maintenant considérer des exemples plutôt concrets d'immeubles de Kac-Moody.
Ils appartiennent à une famille d'immeubles hyperboliques construite et étudiée sous un point
de vue géométrique par M. Bourdon dans [Bou97]: les immeubles Ir,l+q. Ce sont les exem­
ples les plus simples d'immeubles dont .les appartements .peuvent être vus comme des pavages
d'espaces hyperboliques obtenus par le théorème de Poincaré (pour ce théorème, voir parexem­
ple [Mas],théorème (IV.H.11)). Nous allons faire un bref survol de leurs très belles propriétés
géométriques, qui incitent à les voir tantôt comme.des analogues des ·espaces. symétriques
riemanniens de rang 1·non compacts, tantôt comme des analogues des produits d'arbres ho­
mogènesdemême valence. Ce quel'on verra dans un premier temps, est que dès que la valence
commune des cloisons d'un tel immeuble est un c(1rdin.aL(fini) de droite projective, cet im­
meuble provient d'un groupe de Kac-Moody (sur un corps fini). En travaillant •.. sur.des corps
finis,. on obtient des réalisations métriques d'immeubles localement compactes qui cumulent
une nature hyperbolique et une structure d'immeuble de .Kac-Moody, On définira alors des
formes quasi-déployées des groupes de Kac-Moodycorrespondànts dont les immeubles associés
formeront des arbres jumelés, qu'on peut choisir semi-homogènes.

13.3.1. Les immeubles hyperboliques Ir,l+q. Aspects géométriques

Dans cette sous-section, on se limite à une présentation géométrique des immeubles qui nous
intéressent. Il n'est. pas question de théorie. de Kac-Moody, On choisit ici une définition des
immeubles hyperboliques de type R, un peu. plus restreinte que celle proposée dans [Gab­
Pau98], dans le sens où les chambres sont compactes.

Immeubles hyperboliques. Existence et unicité des immeubles Ir,l+q

Notre préférence pour la définition de ces immeubles va logiquement à leur présentation
géométrique.

DÉFINITION. -. .• SoitR un polyèdre hyperbolique de dimension npavant Rn. Un immeuble
hyperbolique de type R est un polyèdre hyperbolique par morceaux, union d'une famille de
sous-complexes qu'on appelle appartements, qui sont tous isomorphes à la cellulation de H"

R et qui vérifient les axiomes d'incidence suivants.

(i} Par deux points passe toujours un appartement.
(ii) SiEetE'sont deux appartements,ilexiste unisomorphisme polyédral fixantE nE'.

On ne s'intéressera plus qu'aux exemples suivants jusqu'à la fin.

PROPOSITION/DÉFINITION. - Soient r et q des entiers, avec r 2:: 5 et q 2:: 2. Soit R le r-gone
régulier à angles droits du plan hyperbolique.R 2 • Alors, à isométrie près, il existe un unique
2-complexe cellulaire simplement connexe caractérisé par .les propriétés suivantes.

(i) Ses 2-cellules sont isométriques à R,. elles sont attachées par leurs arêtes et sommets, et
deux 2-cellules ont au plus un sommet ou une erête en commun.
(H) Le link de chaque sommet est le graphe bipartie complet à (q + 1) + (q + 1) éléments.

On le note Ir,l+q. C'est un immeuble hyperbolique dont les appartements sont isométriques à
H 2•

Référence. [Bou97], proposition (2.2.1).
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REMARQUES. - 1. La version non épaisse de cette définition est pour q = 1 le pavage de H2
par R donné par le théorème de Poincaré, et sur lequel sont modelés les appartements pour q
quelconque 2: 2.

2. Les réalisations de murs sont les géodésiques contenues dans le L-squelette du complexe
cellulaire.

Construction géométrique. Propriétés. Singularité

Il existe aussi un moyen géométrique de construire ces immeubles. Il est basé sur la méthode
de revêtement des complexes de groupes mise au point par A. Heefliger ([Hre91]), qui est une
généralisation en .dimension supérieure de la théorie. des graphes de groupes de J.-P. Serre
([Ser77], p.55). D. Gaboriau et F. Paulin ont identifié les conditions locales pour qu'un com­
plexe de groupes admette un revêtement qui soit un immeuble hyperbolique ([Gab-Pau98]).
Avec ce critère général, on montre l'existence de tous les immeubles Ir,l+qpOUr r2: 5 et q 2: 2.
Une conséquence facile de la définition de ces immeubles est que ce sont des espaces CAT(-1),
par conséquent hyperboliques au sens de Grornov.

Ces considérations concernent pour l'instant une classe beaucoup plus large d'immeubles. Les
propriétés qui vont suivre sont en général prouvées seulement pour les immeubles Ir,l+q, ou
éventuellement pour les.immeubles fuchsiens définis dans [Bou98] etqui les généralisent. Elles
justifient l'analogie citée en introduction avec. les espaces symétriques riemanniens non com­
pacts de rang 1. Précisément, le bord 8Ir,1+q est topologiquement identifié (éponge de Menger},
les dimensions conforme et de Hausdorff du bord sont calculées pour tous les immeubles fuch­
siens (et reliées à la fonction de croissance du groupe de pavage), la mise en place d'un birapport
combinatoire est établie pour prouver une rigidité de type Mostow de ces espaces (on reviendra
plus loin à la construction des réseaux cocompacts qui permet de formuler ce résultat). Enfin,
la structure quasi-conformedu bord 8Ir,1+q est élucidée.

Référence. .IBou97] pour la rigidité de Mostow, le birapport combinatoire, le lien entre la
dimension conforme. et .la .dimension de Hausdorf; [Bou98] pour le lien avec la fonction de
croissance du groupe de Weyl; et [Bou-Paj98] pour la structure quasi-conforme et des inégalités
de Poincaré. 0

Une première remarque s'impose si on commence à penser à la place de ces immeubles parmi
les immeubles hyperboliques, ou vis-à-vis des immeubles de Kac-Moody, Le link d'un som­
met d'immeuble hyperbolique est toujours la réalisation CAT(l) d'un immeuble sphérique.
Dans le cas des immeubles Ir,l+q, il s'agit d'un graphe bipartie complet, autrement dit d'un
2-gone généralisé. Ces immeubles sphériques sont complètement «flexibles» dans le sens où
ils •échappent à la classification des immeubles. sphériques et ••.aux conditions imposées .. par le
théorème de Feit-Higman ([Ron89], théorème (3.4) p.3ü). Ainsi, toutes les valences sont possi­
bles. Cette remarque explique par exemple pourquoi on fabrique relativement peu d'immeubles
Ir,l+q en théorie de Kac-Moody, puisqu'en quelque sorte ces immeubles héritent leur place sin­
gulière parmi les immeubles hyperboliques de celle des immeubles de groupes finis de type Lie
parmi les 2-gones généralisés.

La question des réseaux

La remarque ci-dessus est aussi illustrée en matière de production de réseaux dans les im­
meubles de ce type. Un avantage non évoqué encore de la méthode d'A. Hœfliger est qu'elle
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fourait dans les cas favorables· unrésaucocompact en même temps que l'immeuble hyper­
bolique. En effet, un complexe de groupes est la donnée d'un polyèdre, d'un groupe par
sommet de la subdivision barycentrique de ce polyèdre, d'une flèche par face de cette subdivi­
sion, ces flèches vérifiant des conditions. de. transition naturelles. Dans notre cas, le polyèdre
est le r-gone régulier R, et la valeur 11/2 des angles au sommet - ou encore le fait. de requérir
des 2-gones généralisés comme links aux sommets -·permet un choix très large de groupes pour
mettre en place un complexe de groupes dont le revêtement sera l'immeuble l r,l+q cherché.
Cela explique la grande souplesse avec laquelle on peut fabriquer des réseaux cocompacts, et
justifie la question de la rigidité de lVfostow des Ir,l+q déjà citée.

13.3.2. Immeubles l r ,l+q d u point de .vue de..la théorie de Kae-Moody

Faisons.Intervenir .àprésent •• lashéorie de. Kae-Moody..• .Deux questions s'imposent asezna­
turellement.. La-premièreestcelle de .lapossibilité de. construire des immeubles Ir,l+q via les
groupes de Kac-Moody, et donc de faire intervenir les lr,l+qdansun jumelage de Kac..Moody,
La seconde est l'intérêt de cette construction le .• cas échéant.

Productiot: des l r ,l+ q .par.les .groupes de Kac-Moody

En fonction de la dernière discussion concernant Iesimmeubles l r,l+qdu point devuegéométrique,
on peut s'attendre à ce que la construction de ces irnmeublesen théorie de Kac-Moody soit
aussi lacunaireque la construction des immeubles de rang .2, à cause de la grande flexibilité des
2-gonesgénéralisés. C'estIe cas, mais la situation n'est pas pire, puisque .dès que la valence
est convenable, l'immeuble peut être vu comme partie d'un jumelage de Kac-Moody.

PROPOSITION.-- . Soitlr ,l + q un immeuble hyperbolique, avec r 2: 5 et q2:2.0n suppose
que q estiïoe puissa1J.ce première: q pe, avec pentierprelllier.et e2: 1. Alors, il existe un
groupe de Ksc-Moody G(Fq ) dont les immeubles positifs et négatifs sont des l r ,l + q .

Démonstration. ·.1. Déjà, pour -laconstruction d 'un immeuble abstrait , il suffit de •revenir..à la
définition des foncteurs. de 'I'itsconstructifs.. Lamatrice deCoxeter [Mstls,tES du groupe de
Weyl se déduit de la matrice de Cartan généralisée par la règle (7.1.4)(ii).A.utrement dit:

Mss = 1 pour tout s de 8,
et pour s ;6 t dans 8, AstAts ·.. 0 """'7Mst = 2,

A$tAts=l ~Mst =3, AstAts = 2 """'7Mst = 4,
AstAts- 3·"""'7 M st =6, AstAts 2: 4 """'7Mst = 00.

Dans le .. diagramme de Dynkin.du pavage. de Poincaré d'un r-gone. régulier à angles droits
de H2,n'al'paraissent que des arêtes étiquetées par 00, et la situation est la. même vue de
chaque. somme], Plus.précisément, pour obtenir. ce.diagt;amme, il suffit .de disposer r points
régullèrement.sur un cercle, et de relier chaque point à tous les autres par 00, sauf.à ses voisins
avec lesquels il n'entretient.aucune relation.
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Dessin. (Pour r = 5 et r = 6.)

Ces diagrammes se relèvent donc en n'importe quel diagramme de Dynkin en remplaçant les
arêtes par des âëehes orientées, pourvu que ces ftèches soient·assez épaisses dans le sens où l'on
ait AstAts 2:: 4. Pour un diagramme de Coxeter donné, on a donc une infinité de diagrammes
de Dynkin possibles, dont voici deux exemples.

Dessin. (Pour r = 5 et r = 6.)

On a intérêt pour définir des formes quasi-déployées, à assurer le maximum de symétries à
la matrice de Cartan généralisée. Choisissons donc de relever toute arête~ en une flèche
{:::::}.

Le corps est en fait imposé par la condition de valence. D'après la condition de Moufang (2.5.4),
ce corps est nécessairement le corps fini F q. En choisissant ensuite une donnée .radicielle de
Kac-Moody de matrice de Cartan généralisée A --Èt donnée adjointe minimale par exemple
(7.1.2) - on obtient un groupe de Kac-Moody G = Qv(Fq) dont les immeubles ont pour groupe
de Weyl le groupe de pavage de H2 défini par R, et 1 + q pour valence aux cloisons.

2. Puisqu'on cherche ici un espace métrique, il faut procéder à un recollement pour obtenir
une réalisation convenable. La technique qui suit est classique ([Lan96], lemme (9.1) p.87 ou
[Bru-Tit72]), et on l'effectue pour l'immeuble de chaque signe s. Précisément, on voit H2
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comme réalisation géométrique du complexe de Coxeter associé au groupe de pavage W de
R. N c G y opère via son quotient W = NIT. Chaque point x de H2 est sur une facette
sphérique wFJ de type J, transformée par w E W de la face F de type J du polygone R. On
attache à x le sous-groupe parabolique Gx := wPe,Jw- l . On définit alors l'espace cherché par

GXH2
IIelhyp:= ,

'"
où l'V est la relation d'équivalence définie par (g, x) '" (gl, Xl) si et seulement s'il existe n dans
N tel que Xl = nx etg-lgln E Gx . Il est classique que la décomposition de Bruhat de signe
e de G assure la validité du premier axiome des immeubles Ir,l+q. Le second est vérifié grâce
aux propriétés des rétractions. L'unicité des Ir,l+q (13.3.1) assure que chaque immeuble du
jumelage est un tel immeuble. 0

REMARQUES. - 1. On a fait de nombreux choix - notamment de relèvement, de donnée
radicielle de Kac-Moody - mais on aboutit à une réalisation d'immeuble bien déterminée.

2. Les espaces métriques obtenus sont des réalisations quine représentent que les types
sphériques.

NOTATION. - L'ensemble d'indices de la matrice d'une Cartan généralisée comme ci-dessus
est S = Z1r. Les cloisons de la chambre standard R sont indexées par Z1r, les sommets par
les paires {I; i + 1}. On désigne par Si l'inversion de H 2 par rapport au mur portant la face
de type l de R. On désigne par Ui(Fq) le groupe radiciel correspondant à la racine simple
d'indice I.
La nature «algébrique»c'est-à-dire Kac-Moody de certains immeubles Ir,l+q permet de faire
quelques interprétations.en utilisant les résultats des chapitres précédents.

Link et décomposition de Lévi

Prenons par exemplele cas des links. Le link d'un sommet positifz est l'intersection d'une
petite sphère de distance avec l'immeuble positif Ir,l+q. Il est. décrit par l'intersection d'une
telle sphère avec les chambres qui contiennent x dans leur adhérence. De cette façon, on peut
retrouver le graphe bipartie complet à (q + 1) + (q+ 1) sommets.

Considérons l'appartement jumelé standard A, c'est-à-dire les deux copies de H 2 qui le représenter
Regardons le sommet positif x+ de type {I; i + 1} de la chambre standard R. Le {I; i + 1}­
résidu de la chambre standard positive est l'ensemble des chambres qui contiennent x+ dans
leur adhérence. Par respect du type par le groupe de Kac....Moody G, elles s'écrivent pR
pour p dans Fix(x+). Par décomposition de Bruhat de ce sous-groupe parabolique sphérique,
ce résidu est formé de la chambrestandard R, des q chambres de Ui(Fq )siR, des q chambres
Uit+l (Fq )si+lR, et des q2 chambres de Ui(Fq )Ui+ l (Fq)sisi+lR (si+l commute.à Si et Ui+1(Fq)

commute à Ui(F q) ). Un. autre façon de le décrire consiste. à le voir comme orbite de R sous
l'action du facteur de Lévi de Fix(x+) associé à A puisque U{x+) est contenu dans le fixateur
de R. Un tel facteur de Lévi est engendré par T, et deux paires de groupes radicielscorre­
spondant à deux paires de racines opposées de A, de murs orthogonaux (6.2.2). Ce groupe est
un groupe réductif fini de type Lie Al x Al sur F q, attaché à la matrice de Cartan d'indices
{I; i + 1}, extraite de la matrice de Cartan généralisée A. À ce titre, son immeuble est bien
un graphe bipartie complet à (q+ 1) + (q+ 1) sommets.

Retour aux réseaux
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Il existe un autre type de décomposition de Lévi (section (6.4» qui a lui aussi un intérêt
géométrique. En effet, si x_est un point fixé dans l'immeuble négatif du jumelage, son
fixateur Fix(x._) va opérer proprement discontinûment sur l'immeuble positif, précisément par
décomposition de Lévi des parties équilibrées. En effet, avec chaque point positif x+, le point
:c..... forxne. par définition. une partie équilibrée. Le fixateur de cette partie - qu'on voit comme
fi.x:a.teur de x+ dans Fix(x_) - possède une décomposition de Lévi, dont les deux facteurs sont
des points de groupes algébriques sur F q, donc des groupes finis. En travaillant un peu plus,
Le., en utilisant un critère de type Serre ([Ser77] p.116 ou [Bou98], proposition (l.D.2) pour
notre cas) et une détermination de domaines fondamentaux combinatoires ([Abr97], lemme 6
p.32), on peut prouver:

THÉORÈME.-- On suppose que le cardinal q excède le nombre de côtés du polygone hyper­
boJiqueR:q > #{côtés de. R}. Alors,

(i) Le fixateur d'un point de l'immeuble négatif est un réseau (du groupe d'automorphismes
Aut+) de l'immeuble positif.
(ii) Le groupe de Kac-MoodyG lui-même est un réseau du produit de groupes d'automorphismes
Aut., x Aut., des immeubles positifs et négatifs.
Ces réseaux ne sont pas cocompacts.

Référence. [Rém99a], théorème (3.2.5). 0

REMARQUES. - 1. En fait, le résultat prouvé dans [Rém99a] est plus général et s'applique à la
réalisation de Davis de tout jumelage de Kac-Moody. En outre, l'hypothèse q > #{côtés de R}
n'est pas. optimale.

2. On obtient ainsi un réseau de covolume fini dans un espace hyperbolique au sens de Gro­
mov. Il serait intéressant de.construire par une méthode algébrique (Kac-Moody) des réseaux
çpcornp~cts, qui i seraient ainsi des groupes Gromov-hyperboliques. J'ignore si ce problème
admet. une solution positive.

3..Enrevenant. un instant au cas affine, on est tenté de voir les groupes de Kac-Moody
sur des corps finis (assez.gros pour l'instant) comme des généralisations de groupes {O; 00}­

arithxnétiquespour les corps de fonctions ([Mar90], section (3.1) p.61). Ces groupes con­
stitueraient. donc une famille de groupes discrets sur lesquels tester des propriétés classiques
concernant les réseaux (propriété (T) de Kazhdan, propriétés cohomologiques Fn et FPn

([Abr97]), Gromov-hyperbolicité...). Leur intérêt est qu'ils ne proviennent pas de construc­
tions classiques faisant intervenir les groupes de Lie p-adiques.

4. <Cela incite réciproquement à. interpréter la théorie de ces réseaux arithmétiques en théorie
de Kac-Moody. C'est possible dans une certaine mesure, et c'est d'ailleurs l'objet du livre de

Abramenko [Abr97].

13.3.3. Un arbre jumelé semi-homogène dans Ir,l+q

Passons maintenant à la définition d'exemples de formes, en termes d'action galoisienne con­
formément aux remarques de (13.1). Appelons dans cette sous-section Cox le diagramme de
Coxeter du pavage hyperbolique de H2 par R.

L'action galoisienne
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Le diagramme Cox est toujours stable par permutation circulaire des sommets. Il est en outre
symétrique par rapport à •des. réflexions suivants certains axes. On distingue deux cas suivant
la parité der == #{côtés de. R}.

1.• r est impair. Cox est. alors symétrique par rapport à. tout axe passant à égale distance de
deux sommets voisins et par le sommet opposé au segment en question.
2... rest pair. Cox est alors symétrique par rapport à tout axe joignant deux sommets opposés.
Il est aussi symétrique par rapport à tout axe passant par les milieux de deux segments opposés.

On va. exploiter les symétries par rapport .aux axes. Rappelons qu'on a choiside relever toutes
les arêtes~ du diagramme de ·Coxeter enflèches .Ç:::} dans le diagramme de Dynkin, ce
qui assure autant de symétrie à ce dernier qu'à Cox. L'ordre 2 des symétries nous restreint
aux extensions F q2/Fq. C'est en fait la seule restriction d'après (13.2.3). Ainsi, étant donnée
une réflexion qui stabilise·le polyèdre Ret une extension F q2/Fq,.ilexiste toujours une action
de Galois quasi-déployée deZ/2 == Gal(Fq2/Fq) ,qui stabilise l'appartement jumelé et les
chambres standard; en induisant sur H2.l'inversion du pavage correspondante.

Dessins.

\

L'arbrejumelé semi-bomogène

Dans tous .. les cas, leF'q-app~teIllent.sera une droite .• découpée par les. traces des murs. Le
groupe de Weyl relatif est toujours le groupe diédral infini, et on a systématiquement affaire à
des arbres pour les immeubles de points fixes. Par contre, la forme de la chambre (notamment
la.paritédunom1;>re desescôtés)n'est.pas indifférente. On distingue deux'sortes d'intersection
dec1oisondeRavec le Fq-appartement, ce qui donne lieu à deux calculs différents de valence.

(](l8 1. Le .Fq-appartementcoupe une arête. Le groupe Galois-stable correspondant est un
groupe radicielisoIllorphe à Fq2. Le.groupe des points .Galois-fixes est isomorphe àFq et la
valence est dQnc.l± q.
Cas 2. Le F q-appartement passe. par un sommet, ilya deuxracines de murs orthogonaux
qui laissent la même trace contenant R. Le groupe Galois-stable correspondant est un produit
direct .de••• deux ·•. exemplaires.deFq2"sur •. IequelZ/2·opèrepar.interversion· ·et •Frobenius. La
valence au point. d'intersection est 1 + q x .q.

On voit donc que dans le premier cas du dessin, on produira un arbre homogène de valence
1 + q, alors que dans le second cas, on.obtiendra. un arbre jumelé semi-homogène de valences
1+q et 1 + q2.
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Dessins. [q = 2]

13.4. Une descente qui dégénère

Finissons par la courte étude d'un cas où la prise de points rationnels va faire passer d'un
groupe de Kac-Moody «de dimension infinie» à un groupe'réductif. On va pour cela se donner
un immeuble jumelé dont les appartements sont des plans hyperboliques pavés par' un triangle
idéal. Considérons le diagramme de Dynkin (premier dessin ci-dessous)

1/\
· ( l·

o

choisi pour sa symétrie. Il correspond à la matrice de Cartan généralisée A,= (!2 -;
2 =~),

-2 -2 2
dont on note {o; 1;2} l'ensemble d'indices. Le diagramme de Coxeter associé est un trian­
gle dont les côtés sont indexés par 00 (deuxième dessin ci-dessus). Il existe donc bien une
représentation hyperbolique du groupe de Coxeter par le pavage triangulaire idéal annoncé
(c'est le triangle du contre-exemple de (5.4.2) concernant les intervalles de racines). On va
maintenant considérer l'action quasi-déployée d'une extension quadratique Fq2jFq, qui opère
par interversion des deux symétries étiquetées 1 et 2 (troisième dessin ci-dessus); autrement
dit, l'action * est donnée par le morphisme qui attache à l'élément non trivial de I' = Zj2 la
transposition (12).

Par construction, l'appartement jumelé standard (deux copies de H2) est Galois-stable, ainsi
que les deux chambres standard, qui subissent une symétrie par rapport à la médiatrice coupant
le coté de type O. Les F q-chambres standard sont donc ici de dimension 1 et le Fq-appartement
positif est un rayon du disque de Poincaré, qui traverse exactement deux chambres. Ainsi,
le groupe de Weyl relatif n'est pas plus gros que Zj2: l'immeuble obtenu par descente est
sphérique. Au passage, on voit qu'on est bien dans le cas d'inégalité stricte annoncé en (12.4.3),
c'est-à-dire où il existe une K-cloison non sphérique.
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Dessin.

On vient de faire une description de la descente au niveau des immeubles, il s'agit maintenant
de voir comment elle se traduit sur un groupe de Kac-Moody auquelest associé le jumelage de
départ. À partir de A, choisissons la donnée radiciellede Kac-Moody siI!!Plement connexeV.
D'après les relations de définition (8.3.3), le groupe de Kac-Moody G = Qv(Fq2) est engendré
par ses sous-groupes radiciels, et même par les sous-groupes radiciels indexés par les racines
simples et leurs opposées.

Appliquo:p.s le. théorème de descente (12.4.3).11 s'agit de déterminer. les.deux types .d'objets
qui .intervie.nnentd.ans •. .la•combinatoire •de donnée ..radicielle jumelée..• Le noyau .anisotrope
n'~stautre.'. qlle le .sous-groupe •.de .' Cartan..standard..• ·Vu.I'actiondeGalois.s~le.gJ:oupe de
ses cocaractères, le groupe desespoiIlts .fixes .est un tore •• Jrq-déployédedimension 1. C'est le
groupe associé aucocaractère ho. Il n'y a qu'une F q-racine positive aQ, qui est non multiple.
Le F q-demi-appartement .de .signe positif est l'intersection du demi-espace positif de la racine
de type 0 avec le Fq-appartement positif. Sur le.groupe radiciel de type O,.legroupe de Galois
opère par l'aut0tn.(.)rphis~de Frobenius de F q2/Fq, et les points rationnels sont les points de ce
sous-groupe-radiciel à valeurs dans Fq. Uao(Fq ) et U-ao(Fq ) engendrent le groupe associé au
cocaractère ho,si bien que d'après (12.4.3), ar ;::z/2.. estabstraitement isomorphe à SL2(Fq ) .

REMARQUE. - Le très important rapetissement-dugroupepar pa.Ssageaux K...points est à
rapprocher du résultat sur les relations de commutation entre sous-groupes radiciels indexés
par deux racines neformànt pasunepàire prénilpotente ([Tit90], proposition 5). D'après cette
proposition, le sous-groupe engendré par un telle paire est le produit libre des sous-groupes.
Dans notre exemple, aucune paire de racines simples n'estprénilpotente, et-ilestclair que
dans le produit libre de deux groupes Uet V isomorphes,l'involution quiéchangeU etV n'a
pas de point fixe non trivial.
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INDEX DES DEFINITIONS

Action étoile =action*: (11.3.2).
Adjacentes (chambres): (2.1.1).
Adjointe, adjointe.minimale {donnée radicielle de Kac-Moody}:. (7.1.2).
Admissible (appartement): (2.5.2).
Algèbre de Kac-Moody:(7.3.1).
Algèbre de Kac-Moodyclassique: (7.3), introduction.
Algébrique .(K-form.e):{11.2..5).
Amalgam.e de groupes: (3.3.1).
Anti-involution de Chevalley: (7.2.2).
Appartement: (2.3.2), (2.4.1).
Appartement •géométrique: . (4.2.3).
Appartement jumelé: •(2.5.2).
Argum.ent standard d'unicité: (2.1.1).
Ascendante (bijectivité, injectivité, surjectivité): (3.1.3).

Base derrcines:(6.2.4), (7.4.2).
Base d'unrevêtem.ent: (3.1.3).
Bégayantë; (2.1.1).
BlocdeCoxeter:.(4.3.2) .
.$N-pairè: {1.1.1 ).
BN-pairejumelée: ·(1.3.1).
BN-paire raffinée: •(1.2.1).
BN-paireiraffinée symétrique: (1.2.1).
Bordd'unéracine; (2.2.4).
8-système de racines: (6.2.4).

Caractère algébrique: .(8.4.3).
CAT(x) (inégalité CAT(X)): (4.4.1).
Cellule: .(4.1.1).
Cellule d'un polyèdre: (4.1.1).
Centre de boule circonscrite: (4.6.1).
Chambre: (2.1.1), (2.1.2), (5.1.4).
Chemindansun ensemble ordonné: (3.1.2).
Cloison: .•·(2.1.1).
Close (partie de racines): (1.4.1).
Close (partie dansunimmeuble): (5.4.3).
Cocaractère algébrique: (8.4.3).
Cohérent: (2.1.1), (2.1.2), (2.3.2), (2.4.2).
Complet (système complet d'appartements): •(2.4.4).
Complexe de chambres: (2.1.1).
Complexe deCoxeter: (2.2.1).
Complexe simplicial: (2.1.1).
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Cône de Tits: (5.1.5).
Connexité (au sens des galeries): (2.1.3).
Connexité (au sens des ensembles ordonnés): (3.1.2).
Convexe (partie de racines): (1.4.1).
Convexe (au sens des galeries): (2.1.3).
Corang: (2.1.1).
Courbure négative ou nulle (au sens des espaces métriques): (4.4.1).

Décomposable (partie de racines): (7.1.4).
Décomposition de Birkhoff: (1.3.2).
Décomposition de Birkhoff raffinée: (1.2.4).
Décomposition de Bruhat: (1.1.2).
Décomposition de Bruhat raffinée: (1.2.3).
Décomposition de Lévi: (6.4.1), (6.2.2).
Définition d'une racine relative réelle: (5.5.2).
Demi-espace d'une racine: (5.1.4).
Déployée (K-forme): (11.1.5).
Descendante (bijectivité, injectivité, surjectivité): (3.1.1).
Diagramme de Tits: (12.3.5).
Distance entière (ou numérique): (2.1.3), (2.2.1).
Domaine fondamental: (3.3.2).
Donnée B-radicielle: (1.4.2).
Donnée radicielle de Kac-Moody: (7.1.1).
Donnée radicielle jumelée: (1.5.1).
Donnée radicielle jumelée entière: (6.2.5).
Double base: (7.4.2).

Enclos: (5.4.3).
Ensembles ordonnés (catégorie 0): (3.1.1).
Ensembles ordonnés pointés (catégorie (0, *).): (3.1.4).
Enveloppe convexe: (5.3.3), (10.4.5).
Épais (immeuble): (2.3.1).
Équilibrée (partie équilibrée dans un immeuble jumelé): (5.4.4).
Espace total: (3.1.3).
Étiquetage: (2.1.1).
Extension vectorielle: (5.3.3).

Face: (2.1.1).
Face d'un bloc de Coxeter: (4.3.2).
Facette: (2.4.1), (5.1.4).
Facteur de Lévi: (6.4.1).
Foncteur de Steinberg: (8.3.2).
Foncteur de Tits: (8.2.2) et (8.2.3).
Foncteur de Tits constructif: (8.3.3).
Fonctorielle (K-forme): (11.1.3).
Fortement transitive (action sur un immeuble simple): (2.6.1).
Fortement transitive (action sur un immeuble jumelé): (2.6.2).

Galerie: (2.1.1), (2.1.3).
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Géodésique (courbe géodésique): (4.1.3).
Géodésique (espace géodésique): (4.1.3).
Géodésique fermée: (4.1.3).
Géodésique locale: (4.1.3).
Géométriquement opposées (K-facettes): (12.2.2).
Gradué (sous-groupe): (1.2.5).
Graduée triangulaire déployée (algèbre de Lie): (7.2.3).
Grignotant (ordre): (9.1.2).
Groupe de caractères, de cocaractères: (8.4.3).
Groupe de Weyl: (1.1.1), (7.1.3), (7.1.4).
Groupe de Weyl relatif: (12.4.1).

Homotopie dans un ensemble ordonné: (3.1.2) ..

Imaginaire (racine): (7.4.2).
Immeuble au sens des systèmes de chambres: (2.3.1).
Immeuble au sens des systèmes d'appartements: (2.4.1).
Immeuble jumelé = jumelage: (2.5.1).
Indice: (12.3.5).
Intervalle de racines: (1.4.1).
Intervalle entier de racines: (6.2.4).
Intervalle linéaire de racines: (5.4.2).
Isométrie entre immeubles de type M ou (W, S): (2.3.2).

J-antiréduit: (3.5.1).
J-connexité: (2.1.3).
J-galerie: (2.1.3).
Joint: (4.1.4).
Jumeau: (2.5.3).
Jumelage: (2.5.1).

K-appartement: (12.2.2).
K-ext (catégorie): (11.1.3).
K-facette: (12.2.2).
K-forme d'une K-algèbre associative: (11.1.1).
K-forme d'un K-foncteur: (11.1.2).
K-forme algébrique: (11.2.5).
K-forme déployée: (11.1.5).
K-forme fonctorielle: (11.1.3).
K-forme préalgébrique: (11.1.3).
K-forme (algébrique) presque déployée: (11.3.1).
K-groupe radiciel: (12.3.3).
K-isotrope (K-groupe de Kac-Moody): (12.2.2).
K-mur: (12.2.2).
K-racine: (12.2.2).

Lemme de Tits: (8.3.1).
Libre universelle (donnée radicielle de Kac-Moody): (7.1.2).
Ligne polygonale: (4.1.2).
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Link: (4.1.4).

Matrice de Cartan d'une matrice de Coxeter: (4.3.1).
Matrice de Cartan généralisée: (7.1.1).
Matrice presque négative: (4.3.1).
Mince (immeuble): (2.3.1).
Modèle métrique de chambre: (4.3.3).
Morphisme de systèmes de chambres: (2.1.2).
Morphisme d'immeubles de type M ou (W, S): (2.3.2).
Morphisme d'immeubles au sens des systèmes d'appartements: (2.4.2).
Morphisme de jumelages: (2.6.2).
Moufang (immeuble de Moufang): (2.5.4).
Mur: (2.2.3), (5.1.4).
Mur rationnel: (10.1.1).

~-close: (6.2.4).
Nsnilpotente: (6.2.4).
Nerf: (4.3.1).
Nilpotent: (1.4.1).
Noyau K-anisotrope: (12.3.2).

Ordre cyclique: (1.4.1).
Opposées (chambres): (2.5.1).
Opposées (racines): (2.2.4).

Partager (une K-cloison): (12.2.4).
Petit sous-groupe: (10.2.2).
Plein: (3.1.1).
Pliage: (2.2.4).
Polyèdre euclidien, hyperbolique, sphérique par morceaux: (4.1.1).
Polyèdre métrique par morceaux: (4.1.1).
Polyèdre Mx-par morceaux: (4.1.1).
Polytope: (4.1.1).
Préalgébrique (K-forme): (11.1.3).
Prébase de racines: (6.2.4).
Prénilpotente (partie de racines): (1.4.1).
Presque déployée (K-forme): (11.3.1).
Pseudo-distance des chemins: (4.1.2).

Racine: (1.4.1), (2.2.4), (5.4.1).
R-alg (catégorie): 9, introduction.
Rang: (2.1.1).
Rayon de boule circonscrite: (4.6.1).
Réalisation conique d'un immeuble simple: (5.3.1).
Réalisation conique d'un jumelage: (5.3.2).
Réalisation géométrique d'une structure-miroir: (4.2.1).
Réalisation géométrique d'un morphisme d'immeubles: (4.2.2).
Réalisation métrique d'un immeuble: (4.3.4).
Réduit: (6.2.5).
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Réel (objet immobilier relatif): (5.5.1).
Réelle (racine): (7.4.2).
Réflexion: (2.2.3).
Relatif (objet immobilier): (5.5.1).
Représentation d'un type: (4.2.2).
Représentation adjointe: (9.5.3).
Réseau des coracines: (7.1.3).
Réseau radiciel: (7.1.3), (7.1.4).
Résidus: (2.1.3).
Rétraction: (2.3.3), (2.4.3).
Revêtement d'un ensemble ordonné: (3.1.3).
Revêtement universel pointé: (3.1.4).
R-foncteur: (11.1.2).

s-adjacence: (2.1.2).
Saturée (BN-paire): (1.1.1).
Saturée (BN-paire jumelée): (1.4.6).
Signe (d'une racine): (1.4.1).
Simplement connexe (donnée radicielle de Kac-Moody): (7.1.2).
Simplement connexe (ensemble ordonné): (3.2.1).
Simplexe: (2.1.1), (4.1.1).
Sous-algèbre de Borel: (7.2.2).
Sous-algèbre de Cartan: (7.2.2).
Sous-espace générique: (5.3.3).
Sous-espace rationnel: (10.1.1).
Sous-groupe de Borel: (8.3.4).
Sous-groupe de Cartan: (8.3.4), (10.4.1).
Sous-groupe radiciel: (1.5.1).
Standardisation: (5.3.2).
Standardisation rationnelle: (12.3.2).
Structure-miroir: (4.2.1).
Suspension: (4.1.4).
Système d'appartements: (2.4.1).
Système de chambres: (2.1.2).
Système de racines libre: (7.1.4).
Système de Tits: (1.1.1).
Systole: (4.1.3).

Tendue (galerie): (2.1.3).
Triangulaire déployée (algèbre de Lie): (7.2.1).
Traversée de mur: (2.2.3).
Type: (2.1.1), (2.1.3), (2.2.1), (2.4.5).

W-distance d'un complexe de Coxeter: (2.2.1).
W-distance d'un immeuble de type M ou (wr, S): (2.3.1).

Z-forme: (7.4.3).
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INDEX DES AXIOMES ET CONDITIONS

Axiomes (BN): (1.1.1).
Axiomes (RT): (1.2.1).
Condition (CENT): (1.2.5).
Axiomes (BNJ): (1.3.1).
Axiomes (DR): (1.4.2).
Axiomes (DRJ): (1.5.1).
Axiomes (lM): (2.3.1).
Axiomes (I), (I)' et (I)": (2.4.1).
Axiomes. (JU): (2.5.1).
Axiomes (MO): (2.5.4).
Axiomes (FT): (2.6.1).
Axiomes (DF): (3.3.2).
Inégalité CAT(X): (4.4.1).
Propriété (eN): (4-.6), introduction.
Propriété (FL): (5.2.1).
Axiome (DRJ1)lin.: (6.2), introduction.
Axiomes (DRJE):(6.2.5).
Axiome (NILP): (6.3), introduction.
Axiomes (TD): (7.2.1).
Axiomes (GTD): (7.2.3).
Axiomes (KMG): (8.2.2) et (8.2.3).
Condition «Kassezgros pour 1J» : (8.4.1).
Condition (PREALG): (11.1.3).
Condition (SGR): (11.2.3).
Condition (ALG): (11.2.5).
Condition (DCS): (12.1.2).
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