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Résumé 

Nous proposons dans ce document des techniques de déduction automatique pour effec
tuer des preuves de propriétés par réfutation dans la logique du premier ordre. Ces preuves 
sont réalisées modulo un ensemble d'axiomes formant une théorie régulière E. 

Les systèmes d'inférence définis sont fondés sur les règles de résolution et de paramodu
lation. Nous proposons plusieurs stratégies de sélection de clauses (ordonnée ou positive), et 
de remplacement (paramodulation ou superposition). Nos règles d'inférence évitent la com
binatoire de l'usage des axiomes de par un calcul de contextes de remplacements et un 
algorithme d'unification modulo E. En plus de ces règles 'd'inférence, nous définissons des 
règles de simplification permettant d'éliminer les clauses redondantes. Nous démontrons la 
complétude réfutationnelle de ces systèmes grâce à une extension de la technique des arbres 
sémantiques transfinis. 

Pour le cas des théories associatives et commutatives, nous montrons que l'on peut éviter 
de résoudre les problèmes d'unification. SenIle test d'existence d'une solution est nécessaire. 
Ainsi, tout problème d'unification est ajouté à la clause déduite sous la forme d'une con
trainte, de même que toute autre condition non résolue pour appliquer l'inférence. Cette 
stratégie contrainte simule la stratégie basique et n'engendre qu'une seule clause par étape 
d'inférence, &ou lieu d'autant de clauses que de solutions au problème d'unification rencontré. 

Nous décrivons le logiciel DATAC, implantant les résultats présentés dans ce document, 
pour le cas des théories associatives et commutatives. 

Mots-dés: déduction automatique, théorie équationnelle, résolution, paramodulation, ré
écriture, contraintes symboliques, stratégie basique, arbres sémantiques. 

Abstract 

In this document, we propose techniques of automated deduction for proving properties 
by refutation in first order logic, These proofs are done modulo a set ofaxioms forming a 
regular theory E. 

The Inference systems defined are based on resolution and paramodulation mIes, We 
propose several strategies for selecting clauses (ordered or positive) and for applying repla
cements (paramodulation or superposition). Our Inference ruIes avoid the combinatory of a 
direct use ofaxioms of E by a calculus of replacements contexts and an algorithm for uni
fication modulo E. In addition to these inference ruIes, we define simplification mIes which 
permit the deletion of redundant clauses. These systems are proved refutationally complete 
by an extension of the transfinite semantic trees technique. 

For associative and commutative theories, we show that we can avoid to solve unification 
problems. We only have ta test the existence of a solution, Each unification problem is 
added to the deduced clause as a constraint, and each unsolved condition for applying the 
dedudion IS added as a constraint too. This constrained strategy simulates the basic strategy 
and generates only one clause deduction step, instead of as many as solutions of the 
unification problem. 

We describe the system DATAC, implementing the results presented in this document, for 
associative and commutative theories. 

Keywords: automated deduction, equational theories, resolution, paramodulation, term re
writing, symbolic constraints, basic strategy, semantic trees. 
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Introduction 

La déduction automatique est un rêve très ancien des mathématiciens, qui consiste à vouloir 
mécaniser le raisonnement humain. Dans ce but, des règles de déduction (ou règles d'inférence) 
ont été mises au point, comme le modus ponens. Ces règles permettent entre autres de montrer 
de manière constructive la consistance de spécifications. 

Cette volonté d'effectuer automatiquement des déductions apparaît dans de très nombreux 
domaines. En calcul formel, pour calculer les bases de Grobner par exemple, la tendance est 
d'utiliser des outils automatisant les techniques de réécriture de polynômes ainsi que les cal
culs d'idéaux. Cet intérêt pour la déduction automatique concerne également la validation de 
programmes ou la programmation logique. D'autre part, ces domaines manipulent très souvent 
des fonctions ayant des propriétés équationnelles, telles que Passociativité et la commutativité. 
il est donc intéressant de raisonner modulo ces propriétés. Nous présentons justement dans ce 
document des techniques de déduction modulo une théorie équationnelle, permettant d'effectuer 
des preuves par réfutation. 

Nos travaux sur la déduction automatique, comme beaucoup dans ce domaine, reposent sur 
les résultats logiques fondamentaux introduits par J. Herbrand dans sa thèse [Her30]. Citons 
une conséquence de ses travaux: 

Si S est un ensemble fini de dauses, alors S est insatisfaisable si et seulement si il 
existe un ensemble fini d'instances closes de S formant un système insatisfaisable. 

Ce théorème est un fondement essentiel de nombreuses techniques de preuve réfutationnelles ; il 
a permis de faire évoluer les définitions de systèmes de règles d'inférence, avec le souci permanent 
d'essayer de diminuer l'espace de recherche. 

Résolution et Unification 

La première étape significative a été franchie par J.A. Robinson [Rob65], lorsqu'il a proposé 
la règle de résolution, qui représente une règie de la logique classique, mais a l'avantage d'être 
simple. Elle est fondée sur un algorithme d'unification, qui résout les différences entre deux 
atomes de manière à les rendre identiques. La règle de résolution binaire est définie par 

Al V Dl ,Az V Dz 
DIO' V Dza 

si les atomes Al et Az sont égaux lorsque la substitution a leur est appliquée. 
Cette règle de résolution, combinée avec une règle de factorisation éliminant les occurrences 
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10 Introduction 

multiples d'un atome dans une clause, est réfutationnellement complète, c'est-à-dire engendre 
une contradiction de tout ensemble incohérent. 

Egalité 

Par souci de conCISIOn et d'efficacité, des règles d'inférence dérivées ont été introduites 
(J.R. Slagle [Sla67]). Une seule application de règle correspond à l'enchainement de plusieurs 
étapes de déduction. Par exemple, la théorie de l'égalité est classiquement exprimée par les 
propriétés de réflexivité, symétrie, transitivité et réflexivité fonctionnelle. La présence de ces 
axiomes augmente énormément le nombre de déductions possibles, dont beaucoup sont redon
dantes. G.A. Robinson et L.T. Wos [RW69] ont introduit une règle appelée paramodulation 
qui, combinée avec la résolution et les axiomes de réflexivité fonctionnelle, forme un système de 
déduction complet par réfutation. Cette règle de paramodulation consiste à remplacer un terme 
par un terme égal. Elle est définie par: 

Ch �~� rt) V Dl L2[12] V D2 
L2[rl]0' V DIO' V D20' 

si la substitution 0' est un unificateur des termes Il et [2. Nous dirons alors que la paramodula
tion a été appliquée dans les termes [2. 

D. Brand [Bra75] a montré que seul l'axiome de réflexivité (x �~�x�)� est nécessaire pour la complé
tude. Une amélioration très importante a été montrée par G.E. Peterson [Pet83]: il est inutile 
d'appliquer une paramodulation dans une variable. 

Par la suite, M. Rusinowitch [Rus89] et J. Hsiang [HR91] ont défini une technique de preuve 
dans les arbres sémantiques transfinis pour montrer la complétude réfutationnelle des règles dites 
de factorisation, résolution et paramodulation ordonnées, qui consiste à restreindre les inférences 
aux seuls littéraux maximaux des clauses et, lors d'une paramodulation, à ne pas remplacer un 
terme par un autre plus grand ou égal. 
U ne modification de cette stratégie ordonnée est la stratégie dite positive. Elle précise en ef
fet que toute déduction doit utiliser au moins une clause n'ayant que des littéraux positifs. 
Cette stratégie, proposée pour la résolution par J.A. Robinson dans [Rob65], est définie pour la 
paramodulation dans [Rus89). 

De nombreux raffinements ont ensuite été définis pour la règle de paramodulation, comme la 
règle de superposition interdisant tout remplacement dans le plus petit membre d'une équation, 
ou les règles de simplifications c1ausales [Rus89], inspirées de l'algorithme de D.E. Knuth et 
P.B. Bendix [KB70), éliminant des clauses redondantes. En particulier, une définition générale 
de redondance d'une clause ou d'une inférence a été proposée par L. Bachmair et H. Ganzin
ger [BG94]. 

Insuffisance des techniques classiques 

Les règles d'inférence mentionnées précédemment forment un système complet, mais restent 
inefficaces dans de nombreux cas. En particulier, la présence d'équations non orientables, c'est
à-dire dont les membres ne sont pas comparables, comme la commutativité (J( x, y) �~� f(y, x)), 
gêne considérablement l'application de la règle de paramodulation. D'autres axiomes, comme 
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Passociativité �(�f�(�f�(�x�,�y�)�,�z�)�~�f�(�x�j� z))) combinée avec la commutativité, provoquent la di
vergence des déductions. En effet, si une paramodulation est effectuée dans le sous-terme f(x, y) 
de cet axiome, la dause déduite pourra également être utilisée pour une paramodulation dans 
ce même sous-terme, et ainsi de suite. 

Le traitement de tels axiomes nécessite donc un contrôle important et coû.teux, afin d'éviter 
autant que possible ces nombreuses déductions qui s'avèrent être inutiles. 

Déduction modulo une théorie équationnelle 

La solution proposée par G. Plotkin [Plo72], pour éviter ces déductions redondantes, est 
d'utiliser un algorithme d'unification dans une théorie équationnelle présentée par un ensemble 
fini d'axiomes. J.R. Slagle [Sla74] a montré que la combinaison de règles de réécriture et de 
règles d'inférence utilisant l'unification, comme la résolution et la paramodulation, permet de 
construire des procédures complètes (pour réfuter des conjectures). Le résultat de J.R. Slagle 
portant sur des théories très limitées, D.S. Lankford et A. Ballantyne [LB77a] l'ont étendu aux 
théories permutatives. c'est-à-dire composées d'axiomes tels que tout opérateur apparaissant 
dans un membre d'un axiome apparait aussi dans le second membre de cet axiome. L'exemple 
le plus important étant les théories associatives et commutatives [LB77b]. 

En 1981, G.E. Peterson et M.E. Stickel [PS81] ont proposé une procédure de complétion pour 
les théories présentées comme l'union d'un ensemble de règles de réécriture R et d'un ensemble 
d'équations non orientables E, qui engendre un système canonique de réductions. Cet algorithme 
utilise comme G. Plotkin les axiomes de E de manière implicite, mais il n'a été appliqué qu'aux 
théories associatives et commutatives. 

La déduction modulo une théorie équationnelle E nécessite donc la définition de mécanismes' 
simulant le rôle de ces axiomes, tels que des algorithmes d'unification, de filtrage et d'égalité 
modulo cette théorie E. il faut également tenir compte des éventuelles paramodulations appli
quées dans ces axiomes, engendrant des clauses appelées extensions des clauses initiales i dans 
le cadre purement équationnel, la gestion des extensions est habituellement traitée 

e soit en ajoutant une règle d'inférence correspondant à une paramodulation d'une équation 
dans un axiome de E, ce qui engendre les extensions des équations, 

e soit en associant à chaque équation l'ensemble de ses extensions possibles, qui peuvent être 
utilisées par la règle de paramodulation. 

Nous avons proposé une nouvelle technique pour traiter les extensions dans le cadre dausaI, 
adaptée aux théories associatives et commutatives [RV91, RV95]. Elle consiste à définir deux 
nouvelles règles d'inférence, appelées paramodulation contextuelle et paramodulation étendue, 
simulant l'application d'une paramodulation avec une extension. Ainsi, nous n'avons plus besoin 
de créer explicitement les extensions des dauses. 
Cette action de simuler les extensions a été appliquée pour la complétion équationnelle par 
S. Anantharaman, J. Hsiang et J. Mzali [AHM89] dans l'implantation du système SbReve2, puis 
par C. Marché [Mar93J. 

Dans ce document, nous généralisons cette technique à une théorie équationnelle E, et pro
posons une méthode que l'on pourrait qualifier de «compilatoire». pour gérer les extensions 
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potentielles assonees à la théorie E. Cette méthode consiste à extraire de la théorie E les 
différentes formes (appelées contextes) que pourront prendre les extensions. Un contexte est 
principalement représenté par un couple composé d'un terme et d'une position dans ce terme: 
ainsi, l'extension d'une équation �(�l�~�r�)� pour un contexte (e,p) est �(�e�[�l�]�p�~�e�[�r�l�p�)�.� Ce calcul de 
contextes incorpore un algorithme détectant les éventuelles redondances. 

Les contextes calculés pour la théorie E, avant même de connaître le système de dauses 
à résoudre, sont utilisés dans les règles d'inférence de paramodulation contextuelle et de para
modulation étendue. En conséquence, nous n'engendrons pas explicitement les extensions des 
dauses, mais simulons leur rôle grâce aux règles précédentes. 

Les règles d'inférence définies dans cette thèse décrivent les stratégies de paramodulation et 
de superposition basées sur les stratégies ordonnées et positives; à ces règles viennent s'ajouter 
des règles de simplification permettant d'éliminer des clauses redondantes. Ces systèmes sont 
réfutationnellement complets pour des théories équationnelles vérifiant la propriété de régularité: 

Pour toute équation (el �~� e2) de la théorie l'ensemble des variables du terme 
el doit être égal à l'ensemble des variables du terme e2. 

Cette condition est imposée par les propriétés nécessaires à l'ordre comparant les termes. La 
preuve de complétude est basée sur technique des arbres sémantiques transfinis de J. Hsiang 
et M. Rusinowitch [Rus89, HR91]. 

Nous appliquons et raffinons ces résultats à la classe des théories associatives et commuta
tives. Ces dernières sont très importantes car elles interviennent dans de nombreux domaines 
comme les calculs algébriques, la modélisation de processus concurrents ou la planification. Pour 
ces théories, nous ajoutons dans les règles d'inférence des conditions limitant leurs applications, 
comme par exemple interdire tout remplacement au niveau d'un opérateur associatif et commu
tatif f s'il se trouve juste sous un même opérateur f. D'autres raffinements très importants pour 
restreindre l'espace de recherche interviennent dans les règles de paramodulation contextuelle 
et étendue. En particulier, notre règle de paramodulation étendue peut être vue comme une 
généralisation de la règle de superpositÏon de l'algorithme de B. Buchberger pour construire les 
bases de Grobner [Buc65], ou une simulation du calcul des paires critiques étendues de C. Mar
ché [Mar93]. 

Contraintes symboliques 

La déduction dans une théorie équationnelle E s'appuie sur un algorithme d'unification 
dans cette théorie. Contrairement à la théorie vide où il n'existe qu'un unificateur principal, 
les algorithmes d'unification modulo E peuvent engendrer un très grand nombre d'unificateurs 
principaux, voire une infinité comme pour les théories associatives. Par exemple, E. Domen
joud (Dom92] a montré que l'unification des termes x * x * x * x et YI * Y2 * Y3 * Y4, où l'opérateur 
* est associatif et commutatif, engendrait 34359607481 solutions principales. 

Ainsi, malgré les nombreuses condîtions ajoutées dans les règles d'inférence, l'espace de 
recherche reste énorme pour de nombreuses théories équationnelles. 

Nous proposons donc une amélioration très importante pour la déduction dans des théo
ries associatives et commutatives (AC), permettant de supprimer ces problèmes d'unification. 
Ceux-ci sont conservés sous la forme de contraintes d'unification associées à chaque clause: 
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pour une clause C et une conjonction c de contraintes d'unification (tl �=�~�c� t2), C [c] représente 
l'ensemble des clauses C (j telles que (j est solution des contraintes c. Ainsi, une seule clause est 
déduite lors d'une étape d'inférence, au lieu d'une dause par solution du problème d'unification. 
Ces travaux sont inspirés de la notion de résolution contrainte présentée par G. Huet [Hue72] 
pour la logique d'ordre supérieur, et étendent les résultats de C. Kirchner, H. Kirchner et M. Ru
sinowitch [KKR90] et R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92a, NR92b], développés dans la théorie 
vide. 

La règle de résolution pour les théories AC s'exprime alors par: 

Al V [ cd -.Az V Dz [cz] 
D1 VD 2 �[�C�l�I�\�C�2�1�\�(�A�l�=�~�c�A�z�)�]� 

Ainsi, chaque clause déduite hérite des contraintes de ses dauses parentes, auxquelles s'ajoutent 
les problèmes d'unification AC introduits par la règle utilisée. De la même manière, la règle de 
paramodulation contrainte est définie par: 

(lI �~� rI) V Dl [cd Lz[lz] V Dz [cd 
L 2[rl] V Dl V D 2 [Cl 1\ cz/\ (h �=�~�c� 12)] 

il est à noter que toutes les autres règles d'inférence (factorisation, réflexion, paramodulations 
contextuelle et étendue) peuvent être transformées de la même manière. 

Les problèmes d'unification n'étant pas résolus, la stratégie contrainte permet également de 
simuler la stratégie basique, définie par: 

Tout remplacement appliqué da.ns un terme introduit dans une dause par une 
déduction antérieure est inutile, 

Les solutions des contraintes n'étant pas calculées, aucune substitution n'est appliquée dans la 
clause déduite, La définition initiale de cette stratégie basique présentée par J.-M. Hullot [Hu180J 
pour la règle de surréduction dans la théorie vide, consiste à retenir les positions où une substi
tution a été appliquée, afin d'interdire toute future déduction au niveau de celles-ci. Le principe 
de cette stratégie a été incorporé dans des systèmes d'inférence basés sur les stratégies de para
modulation et de superposition dans la théorie vide par L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et 
W. Snyder [BGLS92], avec cependant une différence significative: les substitutions ne sont plus 
appliquées dans les clauses déduites; à chaque clause est associée une substitution, représentant 
le cumul des substitutions calculées pour déduire cette clause. 

En appliquant la stratégie basique, une amélioration supplémentaire peut être ajoutée dans 
les règles de paramodulation: nous «bloquons» tout futur remplacement dans le terme rI, car 
celui-ci est introduit dans la dause déduite par la règle d'inférence. Cette amélioration n'est pas 
compatible avec la stratégie de superposition. Cependant, les adaptations que nous avons dé
finies pour ces stratégies de paramodulation et de superposition sont optimales (jusqu'à ce jour). 

La stratégie contrainte présentée dans cette thèse met en œuvre d'autres types de contraintes 
symboliques. En fait, toutes les conditions qu'il faut habituellement vérifier pour appliquer une 
règle d'inférence sont codées sous forme de contraintes, les plus importantes étant les contraintes 
d)ordre. En effet, les conditions d'orientation d'une équation ou de maximalité d'un littéral dans 
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une clause restent souvent non résolues, car l'ordre sur des termes avec variables n'est pas total. 
En conséquence, une étape d'inférence est appliquée si ces conditions sont satisfaisables, mais 
il est possible qu'une instance de la clause déduite falsifie l'une de ces conditions. Pour éviter 
ces problèmes d'incohérence dans une succession de déductions, nous ajoutons dans la partie 
contrainte de la clause déduite des contraintes de la forme (tl �~�?� t2). 

Ainsi, une clause est déduite par une étape d'inférence s'il existe une solution de ses con
traintes d'unification satisfaisant les autres contraintes symboliques. 

La stratégie de déduction avec des contraintes symboliques est en quelque sorte un retour à 
l'esprit des travaux de J. Herbrand [Her30] où l'on tente de réduire le calcul des prédicats au 
calcul propositionnel. On peut considérer les formules contraintes comme des approximations des 
formules propositionnelles pouvant intervenir dans une preuve. En particulier, nous n'utilisons 
plus la règle de logique qui, à partir d'une formule '<Ix, p(x), déduit pet) �p�~�u�r� un terme t. Ainsi, 
nous gardons la notion d'existence d'un ensemble fini d'instances closes insatisfaisables, sans 
chercher à les calculer. 

Le système DATAC 

Le logiciel DATAC, pour Déduction Automatique dans des Théories Associatives et Commuta
tives, est l'implantation des travaux réalisés au cours de cette thèse pour les théories associatives 
et commutatives. TI est écrit en CAML Light [LM93], langage fonctionnel de la famille ML, et est 
muni d'une interface développée en Tcl/Tk [Ous94]. Outre les stratégies de paramodulation et de 
superposition, le logiciel offre la possibilité d'utiliser la stratégie contrainte, la stratégie basique, 
ou bien la stratégie standard. Cette implantation nous a permis de comparer ces différentes 
stratégies. 

Plan de la thèse 

Le document est organisé de la façon suivante. Le premier chapitre est consacré à la présenta
tion du cadre de travail, c'est-à-dire des notations et des concepts de base. Nous introduisons les 
ordres de simplification compatibles et décrivons quelques propriétés qui seront fondamentales 
pour la suite. 

Le second chapitre soulève les problèmes rencontrés pour effectuer de la déduction modulo 
une théorie équationnelle E, puis présente des systèmes de règles d'inférence basés sur les stra
tégies de paramodulation et de superposition. Ces systèmes étant définis pour la stratégie or
donnée, nous décrivons ensuite leur adaptation à la stratégie positive. Enfin, nous proposons un 
ensemble de règles de simplification permettant d'éliminer des clauses redondantes. Nous termi
nons ce chapitre par une comparaison avec les travaux de G.D. Plotkin [Plo72], U. Wertz [Wer92] 
et E. Paul [Pau94]. 

Le troisième chapitre est consacré à l'étude des extensions de règles (sous forme de contextes) 
nécessaires à une théorie équationnelle E. Nous y définissons un algorithme de calcul des 
contextes combiné avec une détection de redondance. Nous proposons également un algorithme 
qui, appliqué juste avant d'effectuer une déduction avec un contexte, permet de déterminer si la 
clause déduite ne sera pas redondante par rapport à l'ensemble des clauses disponibles. 
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La preuve de complétude des systèmes d'inférence, décrits dans le deuxième chapitre pour une 
théorie équationnelle E, est détaillée dans le quatrième chapitre. Cette preuve est valable pour 
toute théorie E régulière, c'est-à-dire préservant les variables. La méthode de preuve est fondée 
sur la technique des arbres sémantiques transfinis. Une partie de ces preuves a été transférée 
dans l'Appendice A, afin de faciliter la compréhension de la technique utilisée. 

Dans le cinquième chapitre, nous présentons le cas des théories associatives et commutatives, 
et nous y décrivons des améliorations très importantes dans l'application des règles d'inférence. 

Le sixième chapitre présente la stratégie contrainte. Après avoir retracé l'historique de cette 
stratégie et précisé nos motivations, nous décrivons le langage de contraintes manipulé, puis 
définissons les règles d'inférence et de simplification. La preuve de complétude de cette stratégie 
s'inspire très naturellement de la preuve dans le cas non contraint. Nous présentons ensuite 
quelques règles pour simplifier les ensembles de contraintes engendrés. 

Le septième chapitre est consacré à l'implantation dans le logiciel DATAC des travaux décrits 
dans les chapitres 4, 5 et 6, concernant les théories associatives et commutatives. Nous y dé
taillons les différentes stratégies proposées, accompagnées de quelques exemples de résolution, 
puis comparons ces stratégies. 

Enfin, nous concluons sur des perspectives, des extensions et des applications potentielles de 
notre travaiL 
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Cadre de travail 

Nous présentons dans ce chapitre les principales définitions et notations utilisées dans ce 
document, adaptées pour la déduction modulo une théorie équationnelle E. Nous énonçons 
également les propriétés devant être vérifiées par l'ordre sur les termes, et décrivons les principaux 
ordres existants avec ces propriétés. Ce chapitre se termine par la construction d'ordres totaux 
sur les classes de congruence de termes et d'atomes engendrées par la théorie E, à partir d'un 
ordre total sur les termes dos. 

1.1 Définitions et notations 

Cette section est consacrée à la présentation des principales notations utîlisées tout au long 
de cette thèse. Elles sont conformes aux notations standards définies dans [DJ90]. 

Termes et substitutions 

Soient F un ensemble fini d'opérateurs de fonctions, et X un ensemble fini de variables. 
L'algèbre des termes composée à partir de F et X est notée T(F,X). T(F) désigne l'ensemble 
des termes clos (l'Univers de Herbrand). 

Soit P un ensemble fini d'opérateurs de prédicats, contenant le prédicat d'égalité c::::. L'en
semble des atomes A(P,F,X) est {P(tl, ... ,tn ) 1 PEP et ti E T(F, X)}. L'ensemble des 
atomes dos (la Base de Herbrand) est notée A(P, F). Une équation est un atome dont le sym
bole de prédicat est c::::. Dans ce document, nous supposerons que c:::: est commutatif dans le sens 
où nous ne ferons pas la distinction entre les atomes (s c:::: t) et (t �~� s). Un littéral est un atome 
(A) ou la négation d'un atome (-,A). Une clause C est un multi-ensemble de littéraux, notée 
sous la forme d'une disjonction: C = LI V ... V clause ne contenant aucun littéral est 
appelée clause vide, et notée O. 

L'ensemble des variables d'un terme t est noté Var(t). Une substitution est une fonction e; 
de dans T(F,X). Vom(e;) désigne le sous-ensemble des variables de X telles que e;(x) =/:: x, 
et CoVom( a) est l'ensemble {a(x) 1 x E Vom( an. Une substitution a est appliquée à un terme 
t si toutes les variables x de t sont remplacées par a( x) ; le résultat est noté te;. 

Pour exprimer plus efficacement les sous-termes et les substitutions, nous utilisons des posi
tions (ou occurrences). Imaginons un terme représenté par un arbre: une position dans un terme 
indique un nœud de l'arbre; elle est représentée par une suite d'entiers naturels i1·iz· ... ·in , où, 
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partant de la racine du terme, chaque ij est l'indice de la branche à emprunter pour passer 
j-ième nœud au j + l-ième i la suite vide, notée E, représente la position vide (i.e. racine). 
Soit p une position; nous utiliserons tl p pour le sous-terme de t en p. Plus précisément, tlt = i, 
et f(tt, . .. , tn)li.p = ti/p, Nous noterons s[p +- t] ou s[tJp pour préciser que le sous-terme à la 
position p de s est t. Un sous-terme de t est dit strict s'il est distinct de t. L'opérateur au sommet 
d'un terme t est noté 1i.ead(t), si t n'est pas une variable; sinon, 1iead(t) n'est pas défini. 
L'ensemble des positions non variables d'un terme t, c'est-à-dire des positions p de t telles que 
tl p rt X, est noté FPos(t). 

Théorie équationneHe 

Soit E un ensemble d'équations. La congruence engendrée par cet ensemble E est appelée 
E-égalité et notée =E. Une substitution a est un E-unificateur de deux termes s et t si sa =E ta; 
a est un E-unificateur principal s'il n'existe pas d'autre E-unificateur p de s et t tel que, pour 
toute variable x de Vom(p), cr(x) =ET(p(X)) pour une substitution T. Un problème d'unification 
entre deux termes s et t est noté s =1 t. L'ensemble des substitutions solution d'une conjonction 
c de problèmes d'unification est noté Sol(c). Une substitution a est un filtre (modulo E) d'un 
terme s dans un terme t si S(J' = Et; l'ensemble des filtres de s dans t sera E-match( s, 

La relation de sous-terme modulo E est notée :::l E; s:::l Et s'il existe un terme t', E-égal à t, 
et une position p dans t' tels que t'Ip = ES. Si la position p est stricte, la relation est notée <l E. 

La relation d'inclusion d'un ensemble de termes dans un autre ensemble de termes, utilisant 
la E-égalité pour comparer les termes, est notée ÇE; <ÇE désigne son extension aux multi
ensembles de termes. 

Une théorie E est dite régulière si, pour chacun de ses axiomes (el �~� e2), Var( el) = Var( e2). 

Cohérence et complétude 

Un ensemble de clauses S est cohérent s'il possède au moins un modèle. Un ensemble de 
dauses S est E-incohérent s'il n'a pas de modèle cohérent avec la théorie E. 

Soit INF un ensemble de règles d'inférence et S un ensemble de clauses. INF(S) dénote l'en
semble obtenu en ajoutant à S toutes les clauses engendrées par application de règles de INF aux 
dauses de S. Soit INpo(S) = S, INpn+1(S) = INF(INFn(S)), et INP"(S) = Un?:O INpn(S). 

Un ensemble de règles d'inférence INF est réfutationnellement complet pour une théorie E, 
ou E-complet en abrégeant, pour tout ensemble de clauses SE-incohérent, INF*(S) contient 
la clause vide. 

1.2 Ordres sur les termes 

L'utilisation d'un ordre, relation irrénexive et transitive permettant de mesurer la complexité 
des termes, est indispensable en déduction automatïque. Cela permet d'assurer la terminaison 
des simplifications et de restreindre l'application de règles d'inférence. Les ordres que nous utili
sons doivent être des ordres de simplification totaux, c'est-à-dire avoir les «bonnes" propriétés 
énumérées ci-dessous. 
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Définition LI (Ordre de simplification total) Un ordre> est un ordre de simplification 
total (TSO pour abréger) si 

1. > est bien fondé (ou noethérien): il n'existe pas de suite infinie de termes SI, 82," • teUe 
que Si > Si+! pour tout i �~� l, 

2. > est monotone: étant donnés deux termes s et t tels que s > t, alors w[sJp > w[t]p pour 
tout terme w et toute position p dans 11), 

3. > a la propriété de sous-terme: si s est un sous-terme strict de t, alors t > s, 

4. > est stable par insianciation: pour toute substitution er, et pour tous termes s et t tels 
que s > t, alors ser > ter, 

S. > est total sur l'ensemble des termes clos: pour tous termes clos s et t, on a soit s > i, 
soit t > s, soit s = t. 

Comme nous allons travailler dans une théorie équationnelle E, une autre propriété doit être 
respectée, la E-compatibilité. 

Définition 1.2 (E-compatibilité) Un ordre> est E-compatible si, étant donnés deux termes 
s et t tels que s > t et s =JE i, alors pour tous termes Si et t f respectivement E-égaux à s et t, 
s' > tf. 

La définition d'ordres de simplification totaux dans une théorie E est un problème très 
difficile. Le cas des théories associatives et commutatives (AC) a été traité; E contient l'ensemble 
des axiomes 

(A) f(f(x, y), z) ê:::'.f(x,f(y, (C) f(x,Y)ê:::'.f(y,x) 

pour chaque opérateur f d'un sous-ensemble FAC de F. Dans ces théories, le problème est: 

Comment tenir compte du fait q'lle 
tous les sous-termes d'un opérateur AC peuvent permuter? 

Trois types d'ordres ont été développés pour tenter de résoudre ce problème. Détaillons leurs 
approches. 

1.2.1 Ordres récursifs sur les chemins 

Rappelons la définition d'un ordre récursif sur les chemins, le RPO [Der82]. Pour cela, il 
est nécessaire d'ordonner les opérateurs par préférence et de s'assurer que deux opérateurs sont 
toujours comparables; un tel ordre est appelé une précédence totale sur les opérateurs et noté 
>:F. Une fonction T associe un statut à chaque opérateur pour indiquer la manière de traiter ses 
arguments; il peut être multi-ensemble, lexicographique de la gauche vers droite (Lexico-GD) 
ou de la droite vers la gauche (Lexico-DG). 
L'extension d'un ordre> aux multi-ensembles est définie par: 

Définition 1.3 (Extension multi-ensemble) S = {Sl, ... ,Sm} >mult {tl, .. . ,tn} = T si, 
définissant le multi-ensemble J comme l'intersection des multi-ensembles S et T, pour tout tj 
de T - J, il existe un Si dans S - J tel que Si > tj. 
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L'extension lexicographique d'un ordre> est définie par: 

Définition lA (Extension lexicographique) (Sl, ... ,8m ) >lex (tll ... ,tm) s'il existe un in
dice i E [l,ml tel que: Vj E [l,if, Sj = tj et Si> ti. 

Enonçons la définition de l'ordre RPO, faisant appel à ces extensions multi-ensembles et 
lexicographiques. 

Définition 1.5 (Ordre RPO) S = j(Sll' .. ,sm) >RPO g(t}, ... ,tn) = t si 

lE> soit::Ji E [1, m], Si > RPO t, 

., soit j >:F g et Vj E [1, n], s >RPO tj, 

�~� soit f = 9 (donc 7(1) = 7(g)) et 

sz = Multi-ensemble, {S1, ... ,sm} >RP3 
. (j) - T . GD { . lex (-1 SZ 7 - .uexzco- "Sl, ... , Sm) > RPO "1,"" 

si 7(1) = Lexico-DG, (Sm,"', sd �>�~�P�O� , ... , tl)' 

Rappelons qu'un ordre défini sur les termes dos peut s'étendre sur les termes avec variables de 
la façon suivante: . 

Définition 1.6 (Extension aux termes variables) Soient s et t deux termes de T(:T, X) i 
s > t si, pour toute substitution close (J définie sur Var(s) U Var(t), S(J > t(J. 

Les premières adaptations aux théories AC ont été réalisées sur les ordres récursifs sur les 
chemins, et ont consisté à aplatir les termes au niveau des opérateurs AC et à donner un statut 
multi-ensemble à ceux-ci. 

Définition L 7 (Aplatissement) La fonction aplat T(:T) -+ T(:T), aplatissant un terme 
clos t, est définie par: 

aplat(t) = 

( t si t est une constante 

f( aplat( tl), ' .. ,aplat( tn)) sit = f(tI, ... ,tn ) et f �~� :TAC 

si t = f(t1, . , " ) et f E :TAC 
où, pour chaque i E n], la séquence ti,l, . , . , est 

® soit réduite à aplat( ti) si 1lead(td -::j: f, 

�~� soit définie par 

Un terme t est dit aplati si aplat(t) = t. 

Nous noterons 1UeTms(t, f) le multi-ensemble des arguments de l'opérateur AC j au sommet 
de aplat(t). Si 1lead(t) -::j: j, alors 1lterms(t,f) = {if. 

Le statut multi-ensemble associé aux opérateurs AC est indispensable, car ce sont en fait 
des opérateurs variadiques après aplatissement, c'est-à-dire n'ayant pas une arité fixe. 
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Ainsi, une première proposition d'ordre a été 

s > t si aplat(s) >RPO aplat(t) 

Mais, l'ordre obtenu n'est pas un TSO, comme le montre l'exemple suivant (la propriété de 
monotonie n'est pas respectée). 

Exemple 1.1 Les entiers naturels sont classiquement représentés par les règles x + 0 -+ x et 
x + s(y) -+ s(x + y), orientées grâce à la précédence + >:F 8 >:F O. + est un symbole AC et 
a donc le statut multi-ensemble. Selon la précédence ainsi décrite, le terme seO) + s(O) est plus 
grand que le terme s(s(O)). Cependant, si nous incluons ces deux termes dans un même contexte 
seO) + [.]l'ordre est inversé, c'est-à-dire s(O) -t- S(8(0)) >RPO seO) + seO) + seO). En effet, le 
multi-ensemble {seO), s(s(O))} est supérieur au multi-ensemble {s(O), s(O), s(O)}. • 

Une nouvelle condition doit donc être ajoutée: les opérateurs AC doivent être minimaux pour la 
précédence. Mais, cela veut dire qu'un seul opérateur AC est autorisé, et que la représentation 
des entiers naturels citée dans l'Exemple 1.1 n'est plus orientable dans le sens usuel. 

De nombreux ordres AC-compatibles ont été définis avec pour point commun de ne per
mettre l'utilisation que d'un seul opérateur AC. La principale question a lors été: comment 
faire cohabiter plusieurs opérateurs AC ? 

Bachmair et D. Plaisted [BP85bj ont défini un ordre basé sur le RPO mais permettant 
plusieurs opérateurs AC, l'Associative Path Ordering. Pour cela, ils ont exploité des propriétés 
de distributivité entre ces opérateurs AC. L'ordre RPO n'est appelé qu'après avoir appliqué 
cette distributivité dans les termes à comparer. 

Définition 1.8 (Ordre APO) Etant donnés deux termes clos s et t, 

s >APO t si aplat(distrib(s)) >RPO aplat(distrib(t») 

où la fonction distrib : T( F) -+ T( F), appliquée ci; un terme t, est définie par 

si t est une constante 

si t = f(tll t2), ::Ji E [1,2], ti = g(til, ti2), 

f,g E FAC, f est distributif dans g, et 

el soit i = 1, �t�~� = distrib(f(tll , tz)) et t; = distrib(J(t12, t 2 )) 

<!) soit i = 2, ti = distrib(J (tl, tu)) et ti = distrib(f ( tl, t22)) 

sinon (t = , ... , in) et ti = distrib(ti)) 

La. condition de minimalité des opérateurs pour la précédence est toujours présente, mais 
en plus l'opérateur AC distribué doit être plus grand que l'autre opérateur AC. 

ordre peut traiter plus de deux opérateurs AC 1 mais dans ce cas la précédence n'est plus 
totale, car au plus deux opérateurs AC peuvent être comparables avec cette approche. 

Le principal défaut de cet ordre, outre la limitation du nombre d'opérateurs AC, est la 
minimalité des opérateurs AC pour la précédence. C. Delor et 1. Puel [DP93] ont montré que 
l'ordre APO pouvait être considérablement amélioré: 
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1. il est possible de déclarer des constantes et des opérateurs unaires plus petits que des 
opérateurs AC, 

2. il est possible d'avoir plus de deux opérateurs AC comparables. 

Ces progrès sont possibles à condition d'appliquer des transformations sur les termes; cela se 
traduit par la mise en forme normale des termes à comparer, grâce à un système de réécriture 
représentant les transformations à appliquer. Le lecteur intéressé par plus de détails pourra se 
reporter à [DP93]. 
De telles techniques avaient déjà été utilisées par L Gnaedig et P. Lescanne [Gna86, GL86], sous 
la forme de systèmes de réécriture auxiliaires. 

1.2.2 Interprétations polynômiales 

Les interprétations polynômiales ont été introduites par D. Lankford [Lan 79]. Elles consistent 
à assoder un polynôme à chaque opérateur. Ainsi, un terme est interprété par le polynôme 
résultant de la composition des polynômes associés à chacun de ses opérateurs. A. Ben Cherifa 
et P. Lescanne [BC86, BCL87] ont décrit des techniques assez simples permettant de montrer 
qu'un polynôme Pl est plus grand qu'un polynôme P2 • 

ils ont étendu ces calculs d'interprétations aux opérateurs AC en donnant le profil des poly
nômes à associer à de tels opérateurs. 

Proposition 1.9 L'interprétation de tout opérateur associatif-commutatif f (binaire) doit être 
un polynôme de la forme: 

[fl(X, Y) = aXY + b(X + Y) + c avec ac + b - b2 = 0 (a, b, c E N) 

Ces interprétations sont essentiellement utilisées pour prouver la terminaison d'un système de 
réécriture, c'est-à-dire que, pour chaque règle 1 -+ r de ce système, le terme l est supérieur au 
terme r. En voici un exemple: 

Exemple 1.2 Soit le système suivant, décrivant un anneau: 

x+O -+ x 
x + (-x) -+ 0 

x*(y+z) -+ (x* +(x*z) 
+y)*z -+ *z)+(y*z) 

La terminaison de ce système est prouvée en interprétant opérateurs par 

[+J(X, 
[*](X, Y) XY 

[-](X) 2X 

(OJ 2 

En effet, la première règle donne X + 3 > X, la deuxième 3X + 1 > 2 (car est supérieur ou 
égal à 2, interprétation de 0), la troisième XY + X Z + X > XY + X Z + 1 pour la même raison, 
et la quatrième X Z + Y Z + Z > X Z + Y Z + L • 

Cependant, le principal reproche fait à ces techniques d'interprétation polynômiale est la 
nécessité de chercher des polynômes adéquats pour chaque exemple traité, ce qui est d'autant 
plus complexe lorsque le nombre d'opérateurs manipulés est élevé. 
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1.203 Interprétations AC 

A ce jour, il n'existe que deux ordres ne limitant pas le nombre d'opérateurs AC. n s'agit des 
ordres de Narendran et M. Rusinowitch [NR91], utilisant les interprétations polynômiales, et 
de A. Rubio et R. Nieuwenhuis [RN93, Rub94], basé sur le RPO. 

1 Ordre de P. Narendran et Mo Rusinowitch 

Cet ordre est un ordre de simplification AC-compatible et total sur les classes de congruence 
AC. n est défini sur les termes clos par une interprétation dans les anneaux commutatifs libres. 
Ainsi, à chaque symbole de fonction f est associé une indéterminée X f et l'interprétation lest 
calculée par: 

�~� l(J(tl,.'" tn)) = (Xf + l)((X} + 2Xf )l(td·· .l(tn) + (Xi + l)(l(tl) + ... + l(in)) + 1), 
pour tout opérateur f d'arité n > 0 

@ l( a) = X a + 1, pour toute constante a 

il faut noter que cette interprétation respecte la condition définie par A. Ben Cherifa sur la 
forme des polynômes interprétant un opérateur AC (Proposition 1.9), car les coefficients a, b et 
c sont respectivement (Xi + l)(X; + 2Xf), (Xf + l)(Xf + 1) et (Xf + 1), et ac + b - b2 est bien 
égal à o. 

Utilisant un ordre >N pour comparer deux polynômes, basé sur une précédence totale entre 
les indéterminées X f (J ET), l'ordre sur les termes clos est défini par: 

= t si 

�~� soit les) >N let), 

@ soit les) = I(t) et 

si f E TAC, 1iterms(s,f) >-mult 1iterms(t,f), 

sifrl.TAC, (Sl, ... ,sm) >-Iex (tl, ... ,tn). 

Cet ordre est bien fondé, monotone et total sur les classes d'AC-congruence, ce qui implique la 
propriété de sous-terme. De plus, il est AC-compatible. 

Le seul reproche qui puisse être fait à cet ordre est qu'il nécessite des calculs de polynômes 
pouvant être coûteux. Cependant, il est possible d'utiliser des polynômes plus simples pour 
interpréter des opérateurs non AC, comme Fa fait Marché dans sa thèse [Mar93]. 

II Ordre de A. Rubio et R, Nieuwenhuis 

Contrairement à l'ordre précédent, cet ordre est défini de manière très classique puisqu'il 
est basé sur le RPO (Définition 1.5) et nécessite une précédence totale >:F sur les opérateurs. 
L'interprétation 1 d'un terme clos consiste à l'aplatir au niveau des opérateurs AC, puis à 
le transformer suivant les règles suivantes, où ..L est la plus petite constante pour l'ordre de 
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précédence : 

o f( ... , c, ... ) -.-? f( . .. ; 1-, ... ) 
si f E FAC, c est une constante (;;t 1-), et f >:F C 

@ f(· .. ,g(tl, ... ,tn),··,)-.-?f(,··,tj, ... ) 

1. Cadre de travail 

si f E FAC, f >:F g, et tj est maximal dans {t l , ... , tn} pour l'ordre> RPO 

L'interprétation I( s) d'un terme s consiste donc à lui trouver une forme normale en l'aplatissant 
et en appliquant les deux règles précédentes en suivant la stratégie en profondeur d'abord et 
toujours le plus à gauche possible. L'ordre entre deux termes clos est défini ainsi: 

(II soit I(s) >RPO l(t), 

!l\l soit les) =AC I(t) et 

si f E FAC, Hterms(s, >-muli n, 
sifrJ.FAC, (Sl, ... ,Sm) >-iex , ... ,tn). 

Cet ordre a été étendu aux termes avec variables, en modifiant la seconde règle de réécriture 
dans la transformation: plusieurs termes tj pouvant être susceptibles d'être maximaux dans 
{th"" tn}, il faut créer un terme f( ... , tj,"') pour chacun de ces tj. 

L'interprétation d'un terme donnant un ensemble de formes normales, la définition de l'ordre 
>- doit être modifiée: 

fil) soit, Vt' E I( t), ::Is' E I( s), s' > RPO t ' 

I,y, soit, Vtl E I(t), ::Is' E I(s), Si ?'RPO t l et 

si f E FAC, Hterms(s, 

si f rJ. FAC, (S1,"" sm) 

>-mult Hierms(t, 

L'ordre obtenu est un ordre de simplification total (Définition 1.1). 

Cependant, il possède un inconvénient majeur: étant donnés deux opérateurs AC + et *, 
tels que * >:F + ; Paxiome de distributivité de * par rapport à + est orienté dans le sens inverse 
de ce qui est nécessaire: x * (y + -< (x * + * z)o En effet, I(x * (y + z)) = * y,x * z} 
et I((x * y) + (x * = {(x * y) + * z)}, et le terme * y) + (x * z) est supérieur aux termes 
x * y et x * z, 

Rubio a montré dans sa thèse [Rub94] que cet ordre peut être adapté aux théories asso
ciatives uniquement associatives. 

1.3 Ordre total sur les classes de congruence 

Les ordres sont utilisés pour limiter les applications des règles d'inférence. au long de 
ce document, nous allons utiliser une stratégie dite «ordonnée », qui 'la consister à n'appliquer 
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des déductions que si elles sont effectuées entre les littéraux maximaux des dauses; de plus, 
lorsqu'une égalité sera utilisée pour effectuer un remplacement, nous vérifierons qu'il s'agit bien 
du remplacement du plus grand membre de l'égalité par le plus petit. Nous allons donc devoir 
comparer des termes ou des atomes, et la complétude des règles d'inférence que nous définirons 
sera basée sur l'utilisation cl 'un ordre de simplification total. 

En fait, nous avons besoin d'un ordre total sur les classes de congruence engendrées par la 
théorie E, Voici comment nous le définissons: 

Définition 1.13 (E-TSO sur les termes) Soit> un TSO E-compatible sur les termes. Un 
ordre total sur les classes de congruence engendrées par la théorie E (E-TSO pour abréger), 
noté >-, est défini par: s >- t si s > t et s =f.E t. 

llest aisé de vérifier que cet ordre >- est nœthérien, monotone, stable par instanciation, et 
possède les propriétés de sous-terme et de E-compatibilité. 

Nous avons également besoin d'un ordre sur les atomes, qui est simplement défini par exten
sion de l'ordre> comme suit. Notons que cette extension préserve la propriété d'E-compatibilité 
sur les atomes. 

Définition 1.14 (TSO sur les atomes) Soit >p une précédence totale sur les symboles de 
prédicat, �'�~�"� étant le plus petit. Soit > un TSO E -compatible sur les termes. Nous étendons 
cet ordre> sur l'ensemble des atomes par; 

P(Sl, ... ,Sn) > Q(tll ... ,tm) SZ 

® soit P >p Q, 

III soit P = Q, P n'est pas le prédicat d'égalité, et 

soit (81, ... , Sn) >-lex (il, ' .. , in), 
soit P(Sl"",Sn)=EQ(il, ... ,tn ) et (st"",sn) >iex (t}, ... , 

Il) soit P = Q, P est le prédicat d'égalité, et, en supposant que Sl �~� S2 et tl �~� t2, 

soit {SI,S2} >-mult ,t2}, 
soit {S},SZ}=E{t1,t2} et {SI, 82} >mult {t},t2}. 

TI est facile de vérifier que cet ordre sur les atomes est aussi un TSO. De même, nous 
l'étendons sur les classes de congruence: 

Définition 1.15 (E-TSO sur les atomes) Soit> un TSO sur les atomes défini comme ci
dessus. L'ordre >- est étendu aux atomes par: A >- B si A > B et A =f. E B. 

Nous avons donc défini un ordre permettant de comparer deux atomes. Mais, dans les règles 
d'inférence que nous définirons plus tard, les comparaisons porteront sur des littéraux. En géné
ral, comparer deux littéraux revient à comparer les atomes correspondants. Mais, nous verrons 
que pour la stratégie de superposition, nous aurons besoin d'un ordre spécifique sur les littéraux 
(Définition 2.8). 
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Paramodulation modulo 
une théorie équationnelle 

Nous présentons dans ce chapitre différents systèmes de règles d'inférence pour effectuer de 
la déduction dans une théorie équationnelle Ces systèmes sont basés sur les règles de para
modulation et superposition, et font appel à une stratégie ordonnée obligeant à n'effectuer 
des inférences qu'entre les littéraux maximaux des dauses. Nous montrerons qu'un raffinement 
de cette stratégie ordonnée est également possible; il s'agit de la stratégie positive. 
Nous définissons ensuite des règles de simplification, dont le but est d'éliminer des clauses redon
dantes. Ces règles sont compatibles avec tous les systèmes d'inférence décrits dans ce chapitre. 

Ces systèmes d'inférence sont réfutationnellement complets. La preuve, basée sur la technique 
des arbres sémantiques transfinis [HR91, Rus89], sera décrite dans le Chapitre 4. 

Nous dorons ce chapitre par une présentation des travaux voisins effectués par G.D. Plot
kin [Plo72], U. Wertz [Wer92] et E. Paul [Pau94]. 

Mais, commençons par étudier les différents problèmes soulevés pour effectuer des déductions 
modulo une théorie équationnelle. Notons immédiatement que la théorie E considérée doit être 
régulière. Cette condition n'apparaîtra pas dans les définitions des règles d'inférence, mais elle 
est indispensable pour la complétude de ces systèmes d'inférence comme nous le verrons dans le 
Chapitre 4. 

2.1 Problématique 

Pour travailler dans une théorie équationnelle E, nous avons besoin d'un ordre de simplifica
tion >-, total sur les classes de congruence et E-compatible, défini sur les termes et les atomes, 
comme décrit dans le chapitre précédent (Définition 1.15). Nous avons également besoin d'un 
algorithme de E-unification. 

A partir de cela, nous pouvons définir des règles d'inférence, représentées sous la forme de 
fractions avec les dauses initiales au-dessus de la barre et la clause déduite en-dessous. Ces 
règles, classiques en déduction automatique, sont la résolution 

où a est un E-unificateur principal de Al et Az, 

27 
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(1) 

Figure 2.1: E-Paramodulation 

et la paramodulation 

(h �~� rd V Dl L 2 V D 2 

L 2 [P2 f-- rl]O" V D 10" V D20" 

où 0" est un E-unificateur principal de h et 
du sous-terme à la position P2 de L 2• 

Le rôle de l'étape de E-unification dans cette dernière règle est schématisé dans la Figure 201, 
où deux termes (triangles) ont le même grisé s'ils sont E-unifiables. 

Cependant, cette règle ne permet pas de traduire tous les remplacements possibles modulo 
les axiomes de la théorie E, comme le montre Fexemple suivant: 

Exemple 2.1 Supposons que E représente la propriété d'associativité d'un opérateur f: E = 
{(J(J(x, y), z) �~�f�(�x�,� f(y, z)))}. Le système de clauses suivant 

{ 
(J(a, 

P(J(a, 

. ,P(f( c, 

d)) ) 

) 

(1) 

est E-incohérent, mais les règles de résolution et de paramodulation dont nous disposons ne 
permettent pas de déduire une contradiction. En effet, pour pouvoir appliquer un remplacement 
grâce à la clause (1), il faut savoir que le sous-terme f(a,f(b,d)) de dause (2) est E-égal 
à f(f( a, b), d). Cette information ne peut être gérée par Palgorithme d'unification et la règle 
de paramodulation, car le remplacement n'est pas effectué à la même position que l'étape de 
E-égalitéo + 
La solution est d'appliquer le remplacement à la position de l'étape de E-égalité, en utilisant 
ce qui est appelé une extension de l'équation invoquée. Appliqué à l'exemple précédent, cela 
donne: 
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Il} 

Figure 2,2: E-Paramodulation contextuelle 

Exemple 2.2 (Suite de l'Exemple 2.1) Une extension de la clause (1) est créée en remplaçant 
le sous-terme y) de l'axiome d'associativité par c, après l'avoir unifié avec f(a,b) grâce à la 
substitution {x �~� a, y M b}. 

U( a, b) �~�c�)� (f(f(x, y), z) �~� fex, f(y, z) )) 
(f( c, z) �~� f( a, f(b, z))) 

Notons (lext) cette extension �U�(�a�,�f�(�b�,�z�)�)�~�f�(�c�,�z�)�)�.� Alors, une paramodulation de (lext) dans 
la clause (2) produit la clause PUee, d)) (4), la variable z ayant été instanciée par d. Une étape 
de résolution entre les clauses (3) et engendre alors une contradiction, symbolisée par la 
clause vide 0 (5). t 

Nous rassemblons ces deux étapes, extension puis remplacement, dans une règle, appelée pa
ramodulation contextuelle et schématisée par la Figure 2.2, qui permet donc de ne remplacer 
qu'un sous-terme (modulo -les étapes de E-égalité) du terme à la position choisie. Le contexte 
est le terme étendant le membre gauche de l'équation utilisée; dans l'exemple précédent, �f�(�~�,� d) 
est le contexte du remplacement (le symbole �~� représente un sous-terme vide). 

Ajouter cette nouvelle règle d'inférence ne suffit pas pour traiter complètement la théorie 
E. TI reste encore des déductions que nous n'arrivons pas à dériver comme le montre l'exemple 
suivant. 

Exemple 2.3 L'opérateur f étant toujours associatif, le système suivant est E-incohérent. 

I (J(a, b) �~� 
�(�f�(�b�,�d�)�~�e�)� 

l P(f( c.' d)) 
,P(f( a, e)) 

) 
(2) 
(3) 
'Li) l L 
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(1) (2) 

'\(1) 

(3) 

Figure 2.3: E-Paramodulation étendue 

En effet, l'instance (J(J(a,b),d)':::1.J(a,J(b,d))) de l'axiome d'associativité de J est réductible 
dans son membre gauche par la clause (1) et dans son membre droit par la clause (2), ce qui 
permet de déduire que l'équation (J( c, d) ':::1. J( a, e)) est une conséquence logique du système 
précédent et de E. De cette nouvelle équation, une contradiction peut être dérivée entre les 
clauses (3) et (4). 

Or, nous sommes dans l'impossibilité de montrer cette incohérence, car aucun remplacement 
ne peut être effectué avec nos règles de paramodulation et de paramodulation contextuelle. La 
raison en est simple: la déduction précédente a été faite entre une extension de la clause (1) et 
une extension de la clause (2), ce qui n'est pas prévu par nos règles. • 

La solution est donc d'ajouter une nouvelle règle d'inférence appliquée entre deux clauses éten
dues, qui consiste à unifier les membres gauches des équations étendues pour déduire l'égalité 
des deux membres droits. Nous avons appelé cette règle paramodulation étendue et la Figure 2.3 
schématise son rôle. 
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Voici ce que donne cette nouvelle règle lorsqu'elle est appliquée à l'exemple précédent: 

Exemple 2.4 (Suite de l'Exemple 2.3) Les deux extensions sont créées ainsi: 

�(�j�(�a�,�b�)�~�c�)� (1) �(�j�(�f�(�x�,�y�)�,�z�)�~�f�(�x�,�f�(�y�,�z�)�)�)� 

�(�j�(�c�,�z�)�~�f�(�a�,�f�(�b�,�z�)�)� (lext) 

(j(b, d) �~�e�)� (2) (j(j(x, y), z) �~�f�(�x�,� f(y, z»)) 
(j(j( x, b), d) ::::;f( x, e)) (2ext) 

Ensuite, un remplacement est effectué dans la clause (1ext), en utilisant la clause (2ext), grâce 
à la substitution {x 1---+ a,z 1---+ d} qui unifie les termes f(a,J(b,z)) et f(j(x,b),d). La clause 
engendrée, (j( c, d) �~� fe a, e)) (5), va permettre de trouver une contradiction entre les dauses (3) 
et (4). • 

Finalement, ces deux nouvelles règles de paramodulation simulent le rôle des extensions 
de dauses, engendrées habituellement par les axiomes de Et comme elles évitent de créer 
explicitement ces extensions, elles évitent également la mise en place du contrôle classiquement 
utilisé pour les gérer [PS81, Wer92, Pau94]. D'autre part, comme nous le verrons dans la suite 
de ce chapitre ainsi que dans le chapitre suivant, leur application peut être limitée grâce à des 
conditions assez simples. 

2 Règles d'inférence 

Nous définissons dans cette section les règles d'inférence pour les stratégies de paramo
dulation et de superposition. Elles font appel à un algorithme d'unification dans une théorie 
équationnelle E, et utilisent un ordre de simplification total sur les classes de congruence et 
E-compatible (E-TSO, Définition 1.15). 

2.2.1 Stratégie de paramodulation 

Ces règles d'inférence sont basées sur les règles classiques de résolution [Rob65] et de pa
ramodulation [RW69], et manipulent les extensions engendrées par la théorie équationnelle 
grâce aux règles de paramodulation contextuelle et étendue. La stratégie de déduction est dite 
ordonnée [Rus89] car, grâce à un ordre >-, E-TSO, nous vérifions que chaque étape d'inférence 
est appliquée entre les littéraux maximaux des dauses concernées, et chaque terme remplacé 
doit l'être par un plus petit. 
L'ordre >- n'étant pas total sur les termes et les atomes non clos, deux objets peuvent être in
comparables; donc, nous nous contentons de vérifier que l'objet devant être maximal n'est pas 
inférieur ou égal (noté 25) aux autres. De plus, la notation L 25 D, où Lest 1111 littéral et Dune 
clause, signifie qu'aucun atome de D n'est supérïeur ou égal à l'atome correspondant à L. 
Chaque règle fait appel à des dauses dont les ensembles de variables sont disjoints. Un exemple 
illustre leur application dans lequel la théorie E représente l'associativité d'un opérateur f: 
E = �f�(�x�,�y�)�,�z�)�~�f�(�x�,�f�(�y�,�z�)�)�)�}�;� pour ne pas surcharger ces exemples, nous supposerons 
dans chacun d'eux que les conditions d'ordre sont satisfaites pour un ordre et une précédence 
sur les opérateurs donnés. 

La première règle est la factorisation, ayant pour but d'engendrer des clauses dont le littéral 
maximal ne possède qu'une seule occurrence. 
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Définition 2.1 (E-Factorisation) 

LI V ... V Ln V D 

LlO' V Der 

2. Paramodulation modulo une théorie équationnelle 

Exemple 2.5 Une factorisation de la dause P(f(a, y)) V P(f(j(x,b),x))vQ(x,y) utilisant 
l'unificateur principal {x I-t a, y I-t j(b,a)} produit la clause P(j(a,j(b,a)))V Q(a,j(b,a)) .• 

La règle suivante est la résolution dont nous avons vu une description sommaire au début 
de ce chapitre. Dans ce document, nous utiliserons toujours une règle de résolution binaire, 
c'est-à-dire ne traitant qu'un seul littéral par clause, contrairement à la règle de résolution de 
G.D. Plotkin (cf. Section 2.5.1). 

Définition 2.2 (E-Résolution) 

Notons que toute résolution appliquée sur des littéraux équationnels est inutile, car elle équivaut 
à une paramodulation suivie d'une réflexion (cf. définitions suivantes). 

Exemple 2.6 Si une résolution est effectuée entre la clause P(j(a, y) V Q(y) et la dause 
-,P(f(f(x,h), x») V Q(x), avec la substitution er = {x I-t a, y f-t j(b,a)}, la clause déduite est 
Q(f(b,a))VQ(a). • 

L'utilisation du prédicat d'égalité a entraîné la création de la règle de paramodulation pour 
remplacer les axiomes décrivant les propriétés de ce prédicat. Mais, l'un de ces axiomes n'est 
pas traduit par cette règle; il s'agit de la réflexivité (x �~� x). La règle suivante évite d'ajouter cet 
axiome à l'ensemble initial de clauses. Elle simule une étape de résolution avec (x �~� x). 

Définition 2.3 (E-Réfiexion) 

. { er E Sol ( { 1 = k 
sz 

(l �~� r)er i. Da 

Exemple 2.7 Une réflexion appliquée à la clause -,(f(a, y) �~� j(f(a, b), x)) V (f(x, y) �~� c) pro
duit �(�f�(�x�,�j�(�b�,�x�)�)�~�c�)�,� en utilisant la substitution {y f-t j(b,x)}. • 

il est à noter que seules les règles de résolution et de réflexion peuvent engendrer clause vide 
(D), car ce sont les seules règles qui suppriment des littéraux. 

Définition 2.4 (E-Paramodulation) 

(h �~� rd V Dl L 2 V D 2 

L2[P2 �~� T1]er V DIa V D2er 

aESol({L2Ip2=kh}) où P2EFPos(L2 ) 

Ch �~� Tl)er i: D 1er 

L 2a i. D 2a et L 2a -1< (h �~� T1)a 

i rIO' 
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Une paramodulation est donc appliquée à une position non variable du littéral L2' à condition 
d'avoir bien orienté l'équation (11:::: rI). En plus de la maximalité des littéraux utilisés, une 
condition précise que l'équation servant au remplacement ne doit pas être plus grande que 
l'atome dans lequel le remplacement est effectué. La condition suivante peut être ajoutée: 

Si le littéral L2 est une équation négative '(/2:::: r2), il faut vérifier que le rempla
cement a été appliqué dans le plus grand membre de cette équation, c'est-A-dire, en 
supposant que la position P2 appartient A 12 : [2a �~� r2a. 

Exemple 2.8 Une paramodulation de la dause (f(a,y)::::c) V (g(y)::::d) à la position 1 
littéral P(f( x, j(b, z))) de la clause P(f(f( x, b), z)) V Q( x, z), utilisant la substitution a = {x I---t 

a, yl---tj(b,z)},produitladause P(c)v(g(f(b,z)):::: VQ(a,z). • 

La règle d'inférence suivante est la paramodulation contextuelle, simulant une paramodu
lat ion avec une extension, grâce à la notion de contexte que nous étudierons dans le prochain 
chapitre. Nous avons vu dans la section précédente qu'une extension d'une équation (l:::: r) était 
engendrée grâce à une paramodulation dans un axiome (e:::: e') de E, à une position p; l'ex
tension est alors (e'::::e[rJp)a, pour un E-unificateur (7 de l et elp. Mais, comme les termes e et 
et sont E-égaux, cette extension est équivalente à (e[l]p::::e[r]p)a. Le terme e et la position p 
indiquent donc le contexte de l'extension. Plus formellement, nous définissons un contexte par 
un triplet (e, p, c) où c est une conjonction de problèmes de E-unification apparus lors de la 
construction du terme e. Cont(l) désigne un ensemble de contextes (e[lJp, p, c) associés au terme 
l. Pour simplifier les notations dans les règles d'inférence suivantes, le terme e[l)p du contexte 
sera noté e. 
Nous ne détaillons pas plus cette notion de contexte id, et nous renvoyons le lecteur au Chapitre 3 
entièrement consacré à ce sujet. 

Définition 2.5 (E-Paramodulation contextuelle) 

(lI:::: rd V Dl L 2 V D 2 

L 2[P2 +-- €l[rl]Pl](7 V D I (7 V D 2(7 
sz 

(el, Ph cd E Cont(h), P2 E FPos(L2 ) 

(7 E Sol( {L 2 1p2 =1 ed U cd 
(lI:::: rJ)(7 i Dl (7 

L 2(7 -i. D 2(7 et L 2(7-1-

11 0" i rIa 

Vx E Var(L 2IpJ, �1�1�a�~�E�x�a� 

Les conditions d'application de cette règle sont sensiblement les mêmes que celles de la paramo
dulation. En plus, la substitution utilisée doit satisfaire les contraintes d'unification soulevées 
lors de l'élaboration du contexte utilisé. La dernière condition stipule que le terme à rempla
cer dans L21p2 ne doit pas avoir été introduit par la substitution, c'est-à-dire ne doit pas être 
un sous-terme d'un terme associé à une variable; ce test est très important, car si la condition 
n'est pas vérifiée, l'inférence reviendrait à une paramodulation dans une variable, connue comme 
source d'inefficacité. 
Comme pour la paramodulation, nous pouvons ajouter une condition précisant que toute para
modulation contextuelle doit s'appliquer dans le plus grand membre des équations négatives. 
Bien que Il soit un sous-terme strict de L2' nous avons quand même précisé la condition 
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LzO' -/< (lI �~� rda, car la théorie E peut contenir des axiomes ne préservant pas la propriété 
de sous-terme. 

Exemple 2.9 Une paramodulation contextuelle, appliquée de la dause (J(y, b) �~� c)V(g(y) �~� d) 
dans le sous-terme f(a,J(x,d» de la clause P(J(a,f(x,d))) V Q(x), utilisant le contexte 
(J(J(xt, xz), X3), 1, {f(xI, xz) =1 f(y, b)}) de Cont(f(y, b)) et la substitution {x, X2 H h, y, Xl H 

a, X3 H d}, engendre la clause P(J(e, d)) V (g(a) �~�d�)� V Q(b). • 

La dernière règle d'inférence est la paramodulation étendue, simulant une paramodulation 
entre deux extensions. 

Définition 2.6 (E-Paramodulation étendue) 

(Il �~�r�l�)� V Dl �(�l�2�~�r�Z�)� V D2 
(el h]Pl �~� eZ[rZ]p2)O' V DIO' V D2O' 

(el, Pl, Cl) E Cont( ft), (e2, Pz, cz) E C ont(l2) 
0' E Sole {el =1 ez} U Cl U cz) 
(Zr ê::::: rl)a 1:: DIO' et (l2 �~� rz)a i. Dza 
II a 1:: rIO' et l2a i. 'rza 
Vx E Var(lz), Iw1JEx(j 

Vx E Var(ld, lz(j 1J E X(j 

Cette règle s'applique en unifiant des contextes étendant le plus grand membre de l'équation 
maximale de chacune des deux clauses. Les deux dernières conditions vérifient que le plus 
grand membre d'une équation n'est pas introduit par l'instandation d'une variable dans l'autre 
membre. 

Exemple 2.10 Une paramodulation étendue entre les clauses (J( x, b) c::::: c) V (g( x) c::::: x) et 
(J( h, f(y, d)) ê::::: y) V (h(y) �~� b), utilisant les contextes (f(f( Xl, Xz), X3), 1, {f( Xl, X2) =1 f( x, b)} ) 
de Cont(f(x,b)) et (J(Ybf(Y2'Y3)),2,{f(Y2'Y3)=1fCb,f(y,d))}) de Cont(f(b,f(y,d))), et la 
substitution {Xl, YI H X, X2, Yz H b, X3, Y3 H f(y, , permet de déduire la dause suivante: 
�(�f�(�c�,�f�(�y�,�d�)�)�~�f�(�x�,�y�)�)�V� �(�g�(�x�)�~�x�)� V �(�h�(�y�)�~� • 

Les exemples que nous avons donnés pour chaque règle d'inférence ne considèrent à chaque 
déduction qu'une seule substitution solution, mais plupart d'entre eux possèdent plusieurs 
solutions et, pour préserver la complétude, il est indispensable d'engendrer une dause pour cha
cune de celles-ci. La théorie considérée étant Fassociativité, un problème d'unification peut avoir 
une infinité de solutions; par exemple, f( x, = 1 f( a, x) a pour solutions les instanciations de 
X par a, f(a,a), f(a,f(a,a)), ... 
Pour de telles théories, il est donc nécessaire d'utiliser un semi-algorithme produisant un nombre 
fini de solutions, et d'intercaler la production avec étapes de déduction. 

Soit l'ensemble des règles d'inférence définies dans cette section, pour la stratégie de 
E-paramodulation. Enonçons le théorème de E-complétude de [NF. 

Théorème 2.7 (Complétude de la E-paramodulation) Si S est 1.in ensemble de clauses 
E-incohérent, INF*(S) contient la clause vide, 

Ce théorème sera démontré dans la Section 4.3. 
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2.2.2 Stratégie de superposition 

La stratégie de superposition est une variante très intéressante de la stratégie de paramodula
tion pour faire de la complétion. La principale différence réside dans le fait qu'une superposition 
n'est jamais appliquée dans le plus petit membre ,'un littéral équationnel. La définition de 
cette stratégie se fait donc par l'ajout de règles traitant des remplacements dans les littéraux 
équationnels, et surtout par l'introduction d'un nouvel ordre >-L de comparaison des littéraux 
équationnels, qui ne consiste plus à simplement comparer les atomes correspondants. 

Définition 2.8 (Ordre sur les littéraux) L'ordre >- L entre deux littéraux est défini par: 

@I �(�l�l�~�r�d� >-L �(�l�2�~�r�2�)� si �(�h�~�r�l�)� >- �(�l�2�~�r�2�)�,� 

�~� �(�h�~�r�d� >-L �-�,�(�l�2�~�r�2�)� si �(�h�~�r�d� >- �(�l�2�~�1�2�)� et �(�h�~�r�l�)� >- �(�r�2�~�r�2�)�,� 

�~� �·�(�l�l�~�r�d� >-L �(�l�2�~�r�2�)� si �(�l�l�~�r�I�)� >- �(�l�2�~�.�.�L�)� et �(�h�~�r�l�)� >- �(�r�2�~�.�.�L�)�,� où..L représente 
une constante minimale pour la précédence, n'appartenant pas à 

Toute comparaison entre d'autres littéraux revient à utiliser directement l'ordre >- sur les atomes 
correspondants. 

Cet ordre doit remplacer >- dans les règles d'inférence définies pour la stratégie de paramodu
lation, à chaque fois que des littéraux sont comparés. TI apparaît dans les règles sous la forme 
L i:.L D pour dire qu'aucun littéral de D n'est supérieur ou égal au littéral L. 

-. 
Définissons maintenant les règles de superposition et de superposition contextuelle. Nous ne 

décrivons pas la règle de superposition étendue car la seule différence avec la paramodulation 
étendue (Définition 2.6) est l'utilisation de l'ordre sur les littéraux, modification immédiate dès 
que l'on utilise la stratégie de superposition. 

Définition 2.9 (E-Superposition) Cette règle se substitue à la E-Paramodulation (Défini
tion 2.4) lorsque le littéral L2J dans lequel le remplacement est effectué, est de la forme (12 �~� 1'2) 

ou .( 12 �~� 7(2). Outre la manipulation d'un ordre sur les littéraux, les modifications suivantes sont 
à effectuer; 

• ajouter 12(1 1:. r2(1, en supposant que le remplacement a lieu dans l2, 

Définition 2.10 CE-Superposition contextuelle) Cette règle se substitue à la E-paramodu
tation contextuelle (Définition 2.5) lorsque le L2 J dans lequel le remplacement est effectué, 
est de la forme �~� 7(2) ou .(l2 �~� 7(2). La condition ci ajouter est: 

tlI 12(1 f;. T2a, en supposant que le remplacement a lieu dans l2' 

Une nouvelle règle d'inférence doit être ajoutée au système. Elle s'appelle factorisation équa
tionnelle et a pour but de dériver des dauses dans lesquelles aucun littéral équationnel positif ne 
possède un membre gauche E-unifiable avec le membre gauche de l'équation positive maximale 
de cette dause. 
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Définition 2.11 CE-Factorisation équationneUe) 

{ 
a ESol({11=112}) 

si (lt:::::: rda iL (h:::::: r2)O' V Da 

11(J i rlO' 

Ainsi cette règle remplace l'équation maximale par une diséquation (équation négative) formée 
avec les deux membres droits. 

Soit [NF l'ensemble des règles d'inférence définies dans cette section, pour la stratégie 
de E-superposition, c'est-à-dire les règles de E-factorisation, E-factorÎsation équationnelle, E
résolution, E-réflexion, E-superposition, E-superposition contextuelle et E-superposition éten
due, auxquelles viennent s'ajouter les règles de E-paramodulation et E-paramodulation contex
tuelle applicables uniquement dans des littéraux non équationnels. Enonçons le théorème de 
E-complétude de INF. 

Théorème 2.12 (Complétude de la E-superposition) Si S est un ensemble de clauses E
incohérent, INF*(S) contient la clause vide. 

Ce théorème sera démontré dans la Section 4.4. 

La stratégie de superposition que nous venons de définir utilise les règles de la stratégie de 
paramodulation. Cependant, il est possible de supprimer les règles de factorisation, paramodu
lation et paramodulation contextuelle si le seul prédicat utilisé est le prédicat d'égalité. Nous 
pouvons remarquer dans un premier temps que la règle de factorisation est inutile lorsqu'elle est 
appliquée sur des littéraux équationnels positifs, car des étapes de factorisation équationnelle 
puis de réflexion produisent le même résultat. Les factorisations entre dis équations peuvent être 
évitées en assouplissant les conditions de maximalité des dis équations dans les autres règles d'in
férence: il suffit de remplacer les symboles iL par IL arn de tolérer l'existence de diséquations 
E-égales à celle traitée. 

Ces modifications apportent un gain car elles permettent d'économiser trois règles d'infé
rence, mais elles provoquent souvent le remplacement d'une déduction par plusieurs, comme 
nous venons de le préciser pour la factorisation de littéraux positifs, mais également pour la 
factorisation de littéraux négatifs, car une dause obtenue par paramodulation dans un litté
ral négatif d'une dause factorisée est alors obtenue après autant de paramodulations que de 
littéraux initialement factorisés. L'avantage est donc discutable. 

2.3 Stratégie positive 

La stratégie positive est un raffinement de la stratégie ordonnée utilisée dans la section 
précédente pour définir les règles d'inférence pour E-paramodulation et la E-superposition. 
Cette stratégie s'appelle «positive» car une majorité d'inférences doit utiliser au moins une 
clause positive, c'est-à-dire une clause n'ayant que des littéraux positifs. Ainsi, dans les règles de 
paramodulation et de superposition définies auparavant, clause contenant l'équation utilisée 
pour le remplacement doit être positive, et les remplacements doivent être appliqués en priorité 
dans les littéraux négatifs d'une dause. Définissons plus formellement cette stratégie. 
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Définition 2.13 (Stratégie positive) Si une inférence utilise un littéral positif dans une clause, 
alors cette clause doit être positive, c'est-à-dire ne contenir aucun littéral négatif, est le littéral 
considéré doit être maximal dans la clause. 
Si une inférence utilise un littéral négatif dans une clause, alors ce littéral doit être maximal 
vis-à-vis des autres littéraux négatifs de cette clause. 

Le but de cette stratégie est donc d'éviter l'augmentation du nombre de littéraux négatifs. 
En effet, la dause vide ne pouvant être engendrée que par suppression de littéraux, et comme les 
seules règles d'inférence concernées (résolution et réflexion) n'ôtent que des littéraux négatifs, 
la stratégie permet de savoir de quel ensemble de dauses très restreint la contradiction sera 
dérivée. Notons cependant qu'il existe une règle créant des littéraux négatifs: la factorisation 
équationnelle. 
Cette stratégie offre également l'avantage d'être très explicite sur l'ordre d'application des règles 
d'inférence. Si nous voulons utiliser une équation pour effectuer une paramodulation, il faut 
d'abord éliminer les littéraux négatifs de la clause à laquelle elle appartient. 

Enumérons les modifications à effectuer dans les règles d'inférence des sections précédentes: 

1!1) Factorisation: si les littéraux factorisés sont positifs, alors la clause les contenant doit être 
positive, et ces littéraux doivent être maximaux; si les littéraux factorisés sont négatifs, 
alors ils doivent être maximaux par rapport aux autres littéraux négatifs de la clause, 

�~� Factorisation équationnelle : appliquée uniquement sur une clause positive (les conditions 
de maximalité ne changent pas), 

«> Résolution: la clause contenant le littéral positif utilisé doit être positive et ce littéral doit 
être maximal; le littéral négatif utilisé dans l'autre clause doit être le plus grand littéral 
négatif de celle-ci, 

1'/1 Réflexion: la maximalité de Péquation négative n'est plus vérifiée que par rapport aux 
autres littéraux négatifs de clause. 

fi Paramodulation, Paramodulation contextuelle, Superposition, Superposition contextuelle: 
la clause contenant l'équation utilisée pour le remplacement doit être positive, et cette 
équation doit être maximale dans la clause; si le littéral L2' dans lequel s'effectue le 
remplacement, est positif, alors la clause L 2 V D 2 doit être positive et L 2 doit être maximal 
dans celle-ci; si le littéral L 2 est négatif, alors ce doit être le plus grand littéral négatif de 
la clause L'} V D 2 , 

@ Paramodulation étendue, Superposition étendue: elles ne sont plus appliquées qu'entre les 
équations maximales de deux clauses positives. 

Soit un ensemble de règles d'inférence définies dans cette section, pour la stratégie de 
E-paramodulation ou de E-superposition. Enonçons le théorème de E-complétude de INF. 

Théorème 2.14 (Complétude de la stratégie positive) Si S est un ensemble de clauses 
E-incohérent, INF"(S) contient la clause vide. 

théorème sera démontré dans la Section 405. 
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2.4 Règles de simplification 

Cette section présente des mécanismes indispensables pour Pefficadté des démonstrateurs, 
puisqu'il s'agit de règles permettant d'éliminer des informations redondantes. Ces règles peuvent 
être décomposées en deux groupes: celles qui suppriment une clause, comme la subsomption, et 
celles qui remplacent une clause par une autre, comme les règles de simplification. 

Une notion de redondance plus générale a été définie par L. Bachmair et H. Ganzinger [BG94]. 
Elle permet d'éliminer une dause si celle-ci est redondante par rapport à un ensemble de dauses. 
Nous étudions actuellement l'adaptation de notre technique de preuve de complétude à cette 
notion. 

2.4.1 Subsomption 

La règle de subsomption consiste à supprimer une dause si elle est redondante vis-à-vis d'une 
autre clause. Sa définition, comme toutes les définitions de règles de simplification, fait appel à 
un algorithme de filtrage dans théorie E. 

Définition 2.15 (E-Subsomption) Soient Cl et C2 deux clauses telles qu'il existe une sub
stitution p vérifiant: C1p ÇE C2 (les clauses sont considérées comme des multi-ensembles de 
littéraux). Alors, la clause Cl subsume la clause C2• 

Ainsi, la clause C2 est subsumée par Cl si chaque littéral de C1p apparaît dans C2 avec le même 
nombre d'occurrences. Donc, la dause C2 a au moins autant de littéraux que Cl' 

L'application de la règle de subsomption consiste à supprimer les clauses subsumées. 

Définition 2.16 (Application de la subsomption) Soient Cl et C2 deux clauses. Si Cl sub
sume C2 ! alors la clause C2 est supprimée. 

Considérer les dauses comme des multi-ensembles de littéraux est indispensable, comme le 
montre l'exemple suivant. 

Exemple 2.11 Soit le système de clauses suivant, incohérent dans théorie vide: 

lf �(�f�(�a�,�x�)�~�g�(�x�)�)�V�(�f�(�x�,�a�)�~�g�(�x�)�)� (1) 
(g(a) �~�b�)� (2) 
'(fCa, a) �~� b) 

Supposons que, pour chaque équation, le membre gauche est plus grand que le membre droit. Une 
factorisation la clause (1) engendre la dause (f( a, a) �~� g( a)) (4). Cependant, si la définition 
de la subsomption teste l'inclusion des clauses comme une inclusion d'ensembles, la clause ) 
subsume la dause (4) (en instanciant x par a). La clause (4) est donc supprimée. 
Cependant, il n'est plus possible d'appliquer une seule inférence entre les dause ( (2) et (3), 
car la condition de maximalité littéral utilisé dans la clause (1) ne serait pas respectée. 
L'incohérence du système ne peut être démontrée. • 

Nous montrerons (Théorème 2.21) que l'application de cette règle de subsomption est cor-
recte, bien ne fasse pas intervenir la notion de subsomption stricte, habituellement utilisée. 
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U ne clause est strictement subsumée si elle est subsumée par une dause, mais ne subsume pas 
cette même clause. Par exemple, les dauses P(f(x, y)) et P(z) se subsument mutuellement, si la 
théorie E est formée de Paxiome (f( x, x) c:::: x). La subsomption stricte interdit donc de supprimer 
l'une des deux. 

Ces problèmes de subsomption mutuelle sont résolus par l'application d'une stratégie très 
simple que nous détaillons dans la Section 2.4.4. Ne pas utiliser la subsomption stricte permet de 
supprimer les dauses qui sont E-égales, à un renommage de variable près, à une dause existant 
dans l'ensemble de dauses courant. 

2.4.2 Simplification conditionnelle 

Un deuxième type de règle de simplification est la simplification par remplacement, qui cor
respond en fait à une étape de réécriture dans une clause. Elle ne s'applique que si l'orientation 
de l'équation utilisée est certaine. Les règles que nous définissons sont dites «conditionnelles» 
car la clause permettant la simplification peut posséder d'autres littéraux que l'équation en 
question, à condition bien sûr que ces littéraux apparaissent aussi dans la clause simplifiée. 
L'ordre utilisé pour comparer les littéraux est noté >-, comme pour stratégie de paramodula
tion; mais, lorsque ces règles sont utilisées avec la stratégie de superposition, il faut le remplacer 
par >-L. 

Définition 2.17 (E-Simplification) 

(h '::::' 1'1) V Dl L2 V D 2 

L2(P2 +- 1'lP] V D2 

P E E-match(ll,Lzlp2 ) où Pz E Fpos(Lz) 

hp>- TIP 

D2 = �D�~� V �D�~� et D1P ÇE �D�~� 

(l1 :::::'1't)p -< Lz V �D�~� 

Cette règle s'applique donc si h est filtré dans le sous-terme à la position P2 de L z- L'inclusion 
des littéraux de Dl dans ceux de �D�~� porte sur les ensembles et non sur les multi-ensembles. 
Cela signifie que la simplification est effectuée même si un littéral a un plus grand nombre 
d'occurrences dans D1P que dans �D�~�.� La dernière condition précise qu'un littéral de la clause 
L 2 V D 2 , non utilisé dans �D�~�,� doit être plus grand que l'équation (11'::::' 1'1); ceci est imposé par 
notre technique de preuve de complétude. 

La règle suivante est le pendant de la paramodulation (ou superposition) contextuelle. Son 
énoncé est plus compliqué que la précédente en raison du traitement de l'extension. 

Définition 2.18 (E-Simplification contextuelle) 

(h :::::. 1'1) V Dl L2 V D2 

L2[P2 +- el[rl]Plop] V D2 

(el,Pl1 Cl) E Cont(h), Pz E FPos(L2 ) 

CI E SOI(Cl) et P E E-match( €lCl, IpJ 
hop>- 7'1I7'P 

D'l = �D�~� V �D�~� et �D�I�0�p�Ç�E�D�~� 

(/1:::::'1'1)P -< �L�2�V�D�~� 

Ainsi, il faut d'abord trouver une solution au problème d'extension de Il pour ensuite filtrer le 
terme étendu dans le sous-terme L 2 1p2' Comme pour la règle de E-simplification, nous vérifions 
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qu'un littéral de L2 V �D�~� est plus grand que (lI ::::: 1'1) ; ce test est trivial si la théorie E respecte 
la propriété de sous-terme, mais est indispensable sinon. 

Définition 2.19 (Application des règles de simplification) Soient Cl et C2 deux clauses. 
Si Cl simplifie (contextuellement) C2 en une clause �C�~�,� alors la clause C2 est remplacée par sa 
simplification �C�~�.� 

2.4.3 Autres règles de simplification 

D'autres règles de simplification sont compatibles avec les stratégies de paramodulation et 
de superposition. Par exemple, il est possible de supprimer les tautologies; il en existe deux 
sortes: les dauses contenant un littéral E-égal à une identité (oS::::: s) ; et les dauses contenant 
des littéraux complémentaires, Le. des clauses de la forme L V -.L' V D, où L et sont E-égaux. 
Une autre règle importante est la simplification dausale, qui supprime toutes les instances 
d'un littéral L dans les dauses si -Œ est une clause à part entière. On peut donc supprimer 
toute instance de -,( x::::: x), ce est en quelque sorte une réflexion triviale. En fait 1 une 
simplification dausale revient à appliquer une résolution puis à supprimer l'une des dauses 
parentes par subsomption. 

D'autres transformations sont possibles, comme les simplifications par remplacement 
qui consistent à remplacer une dause -,( s::::: t) V D par -,( s::::: t) V ,où D' correspond à 
D dans lequel tout sous-terme E-égal à s a été remplacé par t, ceci à condition que 05 soit 
strictement plus grand que t, pour assurer la diminution de la complexité de la clause. 

2.4.4 Théorème de complétude 

Soit INF l'un des ensembles de règles d'inférence définis dans les sections précédentes, c'est-à
dire pour la E-paramodulation ou la E-superposition, et pour la stratégie ordonnée ou positive. 
Soit 1NFs le système composé de INF et des règles de simplification définies dans cette section. 

Soit So un ensemble de clauses. Une dérivation de So est une suite d'ensembles de clauses 
50, St, S2,' . . , où chaque Si+! est obtenu après une étape d'inférence ou de simplification de 
1NFs utilisant une ou plusieurs clauses de Si. 

Définition 2.20 INF(S) désignant l'ensemble des clauses pouvant être déduites d'un ensemble 
de clauses 5 en une étape par une règle de INF, une dérivation 50, Sb 52, ... est équitable si 
toute clause C appartenant à ni>j INF(Si) (pour un indice est subsumée par une clause CI 
de Ui>O Si. -

Le problème de subsomption mutuelle de deux clauses est résolu en appliquant une stratégie 
de subsomption des dauses les plus récentes d'abord, Soit deux clauses d'un ensemble 
Si telles que Cl subsume C2, et C2 subsume Ci, Soient JI et les indices minimaux que: 
\/k E [jb il, Cl E Sk et \/k E [jz, il, C2 E Sk. Si 2 12, clause Cl peut être supprimée; 
la clause Cz peut être supprimée. 

Enonçons le théorème de E-complétllde de INF en présence des règles de simplification. 

Théorème 2.21 Soit S un ensemble E-incohérent de clauses. Alors, toute dérivation équitable 
de 5 engendre la clause vide. 

Ce théorème sera démontré dans la Section 4.6. 
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2.5 Comparaison avec des travaux voisins 

Cette section est consacrée à la comparaison de nos travaux avec ce qui a déjà été fait pour 
la déduction automatique modulo une théorie équationnelle< Nous allons plus particulièrement 
étudier les travaux de G<D. Plotkin [Plo72], U, Wertz [Wer92] et E. Paul [Pau94]. 

2.5<1 Travaux de G,D, Plotkin 

Les règles d'inférence définies par G.D. Plotkin dans [Plo72} incluent la factorisation, car 
chacune d'entre elles n'agit pas sur un littéral d'une dause, mais sur un ensemble de littéraux 
E-unifiables. Nous dirons qu'une substitution a est un E-unificateur d'ensembles de termes, 
d'atomes ou de littéraux {Al,l, < < <, AI,n1}' . <., {Am,l, < < ., Am,nm}, si 

Définition 2.22 (Résolution) 

si (J est un E-unificateur de Fensemble d'atomes {Al,. < ., An, Bll < < <, Bm} 

La règle suivante permet d'éliminer des équations négatives dont les deux membres sont 
E-unifiables. Dans les sections précédentes, nous avons appelé cette règle « réflexion ». 

Définition 2.23 (Trivialisation) 

-{ h �~� Tl) V . < < V -,(ln �~� r n) V 

Da 

si a est un �E�-�u�n�~�f�i�c�a�t�e�u�r� de l'ensemble de termes {lb 1'1, ... , ln, rn} 

La définition de la paramodulation fait appel au calcul d'une paire spéciale, notée <x, t>, 
où t est un terme possédant la variable x à une position p et tel que, pour toute position q dans 
i, indépendante de p (p =1- q·o), tlg est une variable. Notons que toute variable de Var(t) n'a 
qu'une seule occurrence dans t. 

Définition 2.24 (Paramodulation) 

(lI �~� rd \/ ... V (ln �~� Tn) V Dl LI V ... V Lm V D2 

�L�~�a� V DI(J V D2(J 

si, li chaque littéral Li, correspond un atome P( ti,l, ... , ii,j, < •• , ti,p), et (J est un E
unificateur des ensembles {( il �~� 1'1), ... , (ln �~� rn)}, {Lb' . <, Lm} et {tl,j, t[x +- ll]}, 
où <x, t> est une paire Spéciale 
Le littéral Li correspond au littéral LI dans lequel le terme tl,j a été remplacé par 
t[x +- Tl]< 
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Ces règles d'inférence, bien que définies pour effectuer des déductions dans une théorie équa
tionnelle E, ne font pas intervenir la notion d'extension ou toute autre notion semblable. Cela 
s'explique par les deux remarques suivantes sur la règle de paramodulation: 

@ Aucune condition d'orientation de Péquation n'est imposée; il est ainsi possible de rem-
placer un terme par un plus grand, ce qui (indirectement) l'introduction d'une règle 
comme la paramodulation étendue. 

@ La construction de la paire spéciale est indépendante du sous-terme dans lequel le rempla
cement est effectué; elle dissimule en fait la construction de contextes. En effet, comme les 
remplacements sont appliqués juste sous le symbole de prédicat, et non à une occurrence 
interne, le terme t de la paire spéciale peut être construit complètement différemment du 
terme t1,j. La version de cette règle de paramodulation pour le cas clos est encore plus 
explicite à ce sujet: G.D. Plotkin précise que le terme t1,j est unifié avec un terme w[h]. 

Notons également que les paramodulations dans des variables sont autorisées. 

2.5.2 Travaux d'V, Wertz 

U. Wertz définit dans sa thèse [Wer92] un ensemble de règles d'inférence basé sur la stratégie 
de superposition pour effectuer de la déduction automatique dans une théorie équationnelle 
régulière E. 

Les règles de base utilisées sont la superposition, la réflexion et la factorisation équationnelle, 
définies pour la stratégie ordonnée. Elles sont complétées par deux approches ME et lvlExt pour 
traiter les extensions. 

Le système ME 

Une nouvelle règle appelée E-closure est introduite; elle consiste à effectuer une superposition 
d'une dause dans un axiome de la théorie E. L'inconvénient immédiat de cette règle est donc 
qu'elle permet d'engendrer des extensions de dauses, ainsi que des extensions de ces extensions, 
sans aucune restriction. 

L'ensemble de ces règles d'inférence est prouvé réfutationnellement complet à condition que 
la théorie E soit simple, c'est-à-dire respecte la propriété suivante: 

Aucun terme ne doit être E-égal à l'un de ses sous-termes stricts. 

Le systeme MExt 

Ce second système ne contient pas règle d'inférence supplémentaire, A chaque clause est 
associé l'ensemble de ses extensÎons et des extensions de ses extensions. il est alors possible 
d'appliquer une superposition d'une dause étendue dans une autre dause, pouvant elle-même 
être étendue sÏ la superposition s'effectue dans une équation positive et au sommet de son 
membre gauche. 

Mettre à disposition du système d'inférence toutes extensions des dauses requiert 
la mise en place d'un contrôle sévère, afin de calculer l'ensemble des extensions pour chaque 
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dause, de modifier l'ensemble de ces extensions lorsqu'une dause est simplifiée, et de vérifier le 
bon usage de ces extensions dans les règles d'inférence. 
D'autre part, lorsqu'une clause étendue est utilisée, la maximalité de l'équation utilisée est testée 
sur la clause étendue, et non sur la clause de départ. 

Ce système est prouvé réfutationnellement complet à condition que la théorie E respecte la 
propriété suivante: 

Si un terme s est E-égal à, l'un de ses sous-termes stricts slp, alors pour tout terme 
i, s[t]p doit être E-égal à, t. 

Nous montrerons dans notre preuve de complétude (preuve du Lemme A.2) le problème ayant 
provoqué l'ajout de cette restriction sur la théorie E, mais nous prouverons que cette condition 
est inutile. La seule condition à retenir sur la théorie E est qu'elle doit être régulière. 
Notons que la propriété imposée par U. Wertz implique que la théorie E est régulière, mais la 
réciproque est fausse. Par exemple, la théorie E = {(J( x, e) �~� x)} est régulière mais ne satisfait 
pas la propriété précédente: f(e,e) =Ee, mais \ft E T(F), f(e,t) =Et est faux. 

La preuve de complétude de ces deux systèmes est basée sur la technique de construction de 
modèles de 1. Bachmair et H. Ganzinger [BG90]. U. Wertz utilise une notion de redondance de 
clauses plus générale que nous; cette notion englobe nos règles de subsomption, simplifications. 

2.5.3 Travaux d'E, Paul 

Les travaux d'E. Paul sont assez proches de ceux décrits par U. Wertz, dans la mesure où il 
définit un système de règles d'inférence ayant à sa disposition l'ensemble des clauses étendues: 
Cependant, une règle d'inférence spéciale, appelée paramodulation étendue, est définie pour 
appliquer une paramodulation entre deux clauses étendues. E. Paul présente en plus un sys
tème de règles d'inférence basé la stratégie positive combinée avec la stratégie de superposition. 
Cette dernière n'est pas totalement appliquée, car certains remplacements dans le plus petit 
membre d'une équation sont permis par une règle spéciale, appelée «merging paramodulation », 

apparaissant dans les travaux de 1. Bachmair et H. Ganzinger [BG90] et M. Haberstau [Hab90). 

Comme pour le second système . Wertz, ce système est prouvé réfutationnellement com-
plet à condition que la théorie E respecte la propriété suivante: 

Si un terme s est E-égal à l'un de ses sous-termes stricts slp, alors pour tout terme 
t, s[tJp doit être E-égal à t, 

La preuve de complétude est basée sur la technique des arbres sémantiques de J. Hsiang et 
Rusinowitch [Rus89, HR91]. La principale différence avec notre technique de preuve est la 

construction de l'arbre sémantique: E. Paul définit un arbre sémantique sur les classes d'équi
valence pour la théorie E, alors que nous utilisons l'arbre sémantique correspondant à la théorie 
vide puis sélectionnons une branche consistante avec E. 
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3 

Extensions de règles 
modulo une théorie équationnelle 

La déduction dans une théorie équationnelle E en évitant l'usage explicite des axiomes 
de E oblige à simuler le rôle de ces axiomes, comme nous venons de le voir dans le chapitre 
précédent. Cela se traduit par l'utilisation d'un algorithme de E-unification, mais surtout par 
la manipulation de dauses étendues. 
Cette technique fut proposée par G.E. Peterson et M.E. Stickel pour la définition d'un algorithme 
de complétion dans les théories équationnelles [PS81]. Elle fut également utilisée dans les travaux 
de H, Kirchner [Kir85] et J .-P. Jouannaud et H. Kirchner [JK86) sous le nom de paires critiques 
de cohérence. 

Deux règles d'inférence pour la stratégie de E-paramodulation utilisent ces clauses étendues: 
la paramodulation contextuelle et la paramodulation étendue. Lors de leur définition, nous avons 
noté C ont( l) l'ensemble des extensions possibles d'une équation (l ':::i. r) par rapport à l; chaque 
élément (e, p, c) de Cont(l), appelé contexte, étend Féquation (l ':::i. r) en (e[l)p':::i. e[r]p). 

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment construire incrémentalement l'ensemble des 
contextes utiles pour une théorie E, en définissant un algorithme détectant la redondance d'un 
contexte par rapport à un ensemble de contextes déjà construits. Ce calcul ne dépend que de la 
théorie E, c'est-à-dire est effectué indépendamment de l'ensemble de clauses à compléter ou à 
résoudre, 

Nous terminerons ce chapitre par une étude de la redondance d'un contexte pour une clause 
donnée, limitant ainsi les applications des règles de paramodulation contextuelle et étendue avec 
cette clause. 

3.1 Les extensions vues par les contextes 

Rappelons par un petit exemple pourquoi étendre des dauses est indispensable. 

Exemple 3.1 Soit E la théorie représentant la propriété d'associativité d'un opérateur f. Soient 
(J(a,b)'::::'.c) (1) et P(f(a,f(b,d))) (2) deux clauses. Aucun remplacement ne peut être effectué 
de (1) dans (2), cependant la clause (2) est E-égale à la clause P(J(J(a,b),d)) (2') dans la
quelle le sous-terme J(a,b) peut être remplacé par c pour obtenir P(J(c,d)). Etendre la dause 
(1) consiste à trouver un terme e[.]p, appelé contexte, tel qu'une paramodulation appliquée de 
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�(�e�[�J�(�a�,�b�)�]�p�~�e�[�c�]�p�)� dans (2) engendre P(f(c,d» (où une clause qui lui est E-égale). Dans cet 
exemple, le contexte est J(·,x). 

Le cas que nous venons de voir est simple car nous n'avons utilisé que des clauses closes. Mais, 
si la clause (2) est P(f(u,v», où u et v sont des variables, la clause P(c) peut être engendrée, 
mais il est également indispensable de pouvoir engendrer les clauses P(f(c, x)), P(f(x,c» et 
P(f(x,j(c, y»)), grâce aux contextes respectifs J(., x), J(x,·) et J(x,j(., y)), car elles seules 
permettent de trouver une contradiction si l'une des clauses suivantes est présente: ,P(f( c, d», 
,P(f( d, c» ou ,P(f( d, J( c, d'))). • 

3.1.1 Construction des contextes 

Un contexte est un triplet composé d'un terme, d'une position non variable dans ce terme, 
et de l'ensemble (Le. la conjonction) des problèmes de E-unification apparus au cours de la 
construction du terme. 

La Figure 3.1 décrit récursivement la construction des contextes par rapport aux axiomes de 
la théorie E. Un premier ensemble de contextes, noté Conto, représente les contextes initiaux, 
c'est-à-dire désigne les positions internes non variables des membres des axiomes de E. Les 
ensembles Contk+1 (où k �~� 0) représentent les contextes issus de l'empilement d'un élément de 
Conto à un contexte de Contk, après renommage des variables. L'ensemble Cont(l) contient les 
triplets (e,p,c) des Contk (k �~� 0) pour lesquels le terme 1 est unifiable avec le sous-terme à la 
position p de e. 
Ainsi, une extension d'une équation (l �~� r), où 1 est supposé plus grand que r, est une équation 
�(�e�[�l�]�p�~�e�[�r�]�p�)� telle que le contexte (e,p,c) appartient à Cont(l); les seules instances de cette 
extension pouvant être utilisées sont celles qui satisfont c. 

Conto = {(e,p,0) 1 �3�(�e�~�e�'�)� ou �(�e�'�~�e�)� E E, p E FPos(e) et p i= €} 

Contk+l = { (el [e2]pl' PI'P2, C2 U {ell p1 =1 e;!}) 1 (el, Pl, O) E Conto, 
(e2,P2,c2) EContk et SOl(c2U{ellp1=1e2})i=0} 

Cont(l) = {(e,p,cu{elp=11}) 1 �(�e�,�p�,�c�)�E�U�k�~�o�C�o�n�t�k�,� Sol(cU{elp=11})i=0} 

Figure 3.1: Construction par récurrence des contextes 

Cet algorithme s'arrête lorsqu'un ensemble de contextes Contn est vide. Mais, pour de très 
nombreuses théories, une infinité de contextes est engendrée par cet algorithme; c'est pour cette 
raison que nous étudierons par la suite une notion de redondance d'un contexte par rapport à 
un ensemble de contextes déjà créés (notion qui devra être intégrée à cet algorithme). 

Donnons un exemple de calcul de contextes. 

Exemple 3.2 Soit E la théorie représentée par les propriétés d'associativité et de commutativité 
d'un opérateur J: 

E = {(f(f(x, y), z) �~�J�(�x�,�j�(�y�,� z»)), (f(x, y) �~�J�(�y�,� x» } 

L'ensemble des contextes initiaux Conto est: 

{ (f(f(x,y),z),1,0), (f(x,J(y,z»,2,0) } 
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Les contextes de ContI calculés à partir du premier contexte de Conta sont: 

{ (J(J(J(x, y), z), z'), 1.1, {f(x', y') =1 f(J( x, y), z)}), 
(J(x', f(J(x, y), z)), 2.1, {f(y', z') =1 f(J(x, y), z)}) } 

Les contextes de ContI calculés à partir du second contexte de Conta sont: 

{ (J(J(x, f(y, z», z'), 1.2, {f(x', y') =1 f(x, f(y, z»)}), 
(J(x', f(x, f(y, z))), 2.2, {f(y', z') =1 f(x, f(y, z))}) } 
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En continuant d'appliquer l'algorithme de la Figure 3.1, nous construisons 8 contextes dans 
Cont2 , 16 dans Cont3, et ainsi de suite. • 

L'algorithme décrit dans la Figure 3.1, appliqué sur la théorie AC de l'exemple précédent en
gendre une infinité de contextes. Cependant, il est bien connu qu.'une seule extension est néces
saire pour cette théorie. Cela montre bien que l'algorithme ne peut être utilisé sous sa forme 
actuelle, et motive ainsi les définitions d'algorithmes détectant la redondance de contextes dans 
les Sections 3.1.4 et 3.2. 

3.1.2 Variante de la construction des contextes 

Le calcul des contextes décrit dans la Figure 3.1 pourrait être syntaxiquement simplifié: 
il n'est pas indispensable de conserver les problèmes de E-unification rencontrés lors de la 
construction; il suffit de tester la E-unifiabilité à chaque étape. Ainsi, pour une équation (1 �~� r), 
tout contexte de Cont(l) est de la forme (e,p,0), et l'extension correspondante est l'équation 
�(�e�[�l�]�p�~�e�[�r�]�p�)�.� 

Cette simplification est correcte, car tout contexte possédant des contraintes d'unificatiolt 
est une instance du même contexte sans ces contraintes. Mais cela signifie qu'une instance d'u'ri. 
contexte peut être utilisée alors qu'elle ne respecte pas les contraintes d'unification accumuléès 
lors de sa construction. De plus, la version non simplifiée a l'avantage de détecter les cas où 
aucune solution n'est utile, comme le montre l'exemple suivant: 

Exemple 3.3 Soit E la théorie représentée par l'axiome (J( x, e ) �~� x). Conta contient le contexte 
(f(x,e),2,0) et ContI contient le contexte (J(x,/(y,e»,2.2,{f(y,e)=1e}), issu de l'appli
cation du contexte (f(y,e),2,0) dans le sous-terme e (position 2) du contexte (J(x,e),2,0). 
Or, la seule solution de la condition de E-unification est {y H- el, et le contexte est en fait 
(J(x, f(e, e», 2·2, O). L'algorithme de redondance que nous développerons dans la Section 3.2 
permettra de montrer la redondance de ce contexte, car le sous-terme f( e, e) est E-égal au 
sous-terme à la position 2·2, e. 

Or, si nous ne tenons pas compte du problème de E-unification posé lors de la construction 
du contexte de ContI, celui-ci devient (J(x,j(y,e)),2·2,0) et n'est pas redondant. • 

Pour les raisons que nous venons d'énumérer, nous conserverons les contraintes de E-unifi
cation dans les contextes. 

3.1.3 Couverture totale des contextes 

Nous avons défini dans la Figure 3.1 un algorithme de construction de contextes à partir 
d'une théorie équationnelle E. L'utilisation de ces contextes dans les règles d'inférence a pour but 
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d'éliminer toute manipulation explicite des équations de E, lors de la construction des extensions 
en particulier. Cependant, nous devons vérifier que ces contextes expriment complètement la 
théorie E ; eest le but de cette section. 

La preuve de cette propriété sera effectuée sur les termes dos, car nous l'utiliserons dans 
preuve de complétude des systèmes d'inférence, preuve réalisée dans le cas clos. La propriété 
que nous voulons montrer est la suivante: si un terme dos t est réduit par une équation close 
(l �~� r) (ou l'une de ses extensions) à une position p Cl étant plus grand que r, pour un ordre 
donné), alors, pour tout terme dos i' E-égal à t, tf et t[r]p peuvent être réduits en deux termes 
E-égaux par l'équation (l �~� r) et ses extensions calculées à partir des contextes. 

Pour rester le plus général possible, nous n'utiliserons pas la notion citée ci-dessus de réduc
tion par une équation bien précise. Nous dirons que le terme t, dont un sous-terme est E-égal à 
un contexte e[np de 1 (où P peut être la position vide E, Le. e[l]p = 1), est transformé (ou réduit) 
en t[e[·]p]; la transformation consiste donc à remplacer le sous-terme de t par le contexte dans 
lequell est remplacé par une nouvelle constante, symbolisée par ".". Nous montrerons alors que, 
pour tout terme tf, E-égal à t, t[e[·]p] et t' peuvent être transformés en deux termes E-égaux. 
Mais introduisons d'abord quelques notations et notions nouvelles. 

Une étape de E-égalité entre deux termes clos tl et tz, à une position Pb utilisant un axiome 
(el �~� ei) de E et une substitution CTl, est décrite ainsi: 

t Pl t 1 .. )r Z 
el �~� ei, 0'1 

Les deux termes tl et t2 étant clos, la substitution CTI instancie toutes les variables de el et ei ; il 
ne s'agit donc pas d'un simple filtrage de el dans tll p1 , mais aussi de ei dans tzlP1 ' car la théorie 
E peut ne pas être régulière et certaines variables de ei ne pas apparaître dans el. Lorsque les 
détails d'une étape de E-égalité ne sont pas importants, nous la notons simplement HE· 

Un ensemble de contextes Cl associé à un terme l est un ensemble de couples (el,PI), où el est 
un terme dos et Pl une position (éventuellement vide) dans el, tels que ellpl = El. Cet ensemble 
contient en fait les instances closes des contextes de Cont(l), ainsi que le couple (i, 

Un algorithme de calcul de contextes est un algorithme qui associe à tout terme clos 1 un 
ensemble de contextes Cl. 

Soit Cl un ensemble de contextes. définissons la relation --+C(,E par: 

tl ------tCI,E t2 si 3(el,pI) E Cl, 3q E :FPOS(tl), t1l q =E ei, tz = tl[el[·Jpzlq 

Cette relation, appliquée à un couple (el,p!) et une position q, est notée: tl ------tfel,pd,E t2· 
Précisons que les clôtures transitive et réflexive transitive d'une relation -+ seront notées --+ + et 
--+ * respectivement. 

Le but de cette section étant de montrer que les contextes expriment totalement théorie 
E, rappelons la propriété que nous allons montrer: 

Si un terme t est réductible en un terme tl par relation ---tC/,E J alors pour tout 
terme t2 E-égal à i, tz et t l sont réductibles par ---tC1,E en deux termes E-égaux. 

Cette propriété est appelée E-fermeture de --+C!,E. Pour prouver qu'elle est vérifiée, nous aurons 
besoin d'une propriété intermédiaire, appelée E-fermeture locale, qui diffère de la E-fermeture 
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par Phypothèse qu'il ne doit exister qu'une étape de E-égalité pour passer de t à t2. Ces deux 
propriétés sont décrites dans la Figure 3.2. 

t >- t 2 t " t2 .. <i '" 
1 

E 1 E 

ChE �~� 
J 

ChE 1 
'f 

t l C1,E .", t l 

ChE: " ChE: '" 
V V 'il 
ti -< '" 'H> �t�~� tl '" . ··>ti <. . ....... 

E l E 

Figure 3.2: E-fermeture locale et E-fermeture de -+cc.E 

Les définitions de ces propriétés sont assez proches des notions de E-cohérence et E-cohérence 
locale données par J.-P. Jouannaud et H. Kirchner dans [JK86]. Les principales différences sont; 

1. Dans nos deux définitions, le terme t2 peut être directement E-égal à ti, alors que les 
définitions de E-cohérence obligent à ce que t2 soit réduit au moins une fois. Comme nous 
le verrons plus tard, cette différence vient du fait que nous ne nous restreignons pas à des 
théories équationnelles régulières, et que la propriété de E-compatibilité n'est pas requise 
pour l'ordre. 

2. Dans la définition de la E-fermeture, nous ne considérons qu'une seule étape de réduction 
entre t et tl, alors que la définition de E-cohérence précise qu'il peut y en avoir plusieurs. 

Un ensemble de contextes C est dit couvrant si, pour tout terme dos i, la relation -+C,E est 
E-fermante. 

Proposition 3.1 L'algorithme de calcul de contextes décrit dans la Figure 3.1 construit un 
ensemble couvrant. 

La preuve de cette proposition est effectuée en deux étapes. La première consiste à montrer 
que, pour tout terme dos l, la relation -+Cz,E est localement E-fermante (Lemme 3.2). La seconde 
étape consiste à montrer la E-fermeture de la relation -+C!,E (Lemme 3.3). 

Lemme 3.2 Pour tout terme clos l, la relation -+C!,E est localement E -fermante. 

Preuve: Selon l'algorithme décrit dans la Figure 3.1, l'ensemble Cl associé au terme lest: 

Ci = EnU ((er,p) 1 (e,p,c) E Cont(l), r E Sol(c)} 

Soient t un terme clos, PI) un élément de et (e:::: el) une équation de E tels que: 

Tout au long de cette preuve, nous omettrons volontairement de préciser que la constante 
"." se trouve cl la position PI de el, a.fin de ne pas surcha.rger les notations. 
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1. Si les positions pet q sont indépendantes: le terme cl la position q dans t[e'a]p peut 
être réduit par -t(el,PI},E' pour obtenir un terme E-égal cl t[e/[']]q' 

t[e'aJp 
1 

( \ El �~� le/,Plj, �~�~� 

t[e[['llq �~�~�-�p�,�-�-�~�~� t[e'aJp[et[·J]q 
e �~� el �~� (T 

2. Si p = q·o (où 0 peut être la position vide E): cela signifie que l'étape de E -égalité 
a été appliquée au niveau, ou en-dessous, du sous-terme à la position q de t. Donc, 
le sous-terme cl la position q de t(e1a]p est toujours E-égal à el, et la réduction peut 
donc y être appliquée. 

3. Si q = p'O (où 0 :f- E): l'étape de E-égalité a été appliquée au-dessus de l'étape 
de réduction dans t. Il faut alors différencier deux cas, selon que la réduction a été 
appliquée à une position variable ou non de e. 

(a) Si p E FPos(e), la réduction a été appliquée cl une position non variable de e. 
Selon notre algorithme de construction de contextes, e[ez] fait partie des contextes 
de Cont(l), et donc le couple (e[ed, a'PI) appartient cl Cl; il peut alors être utilisé 
pour réduire t[e1aJp en t[ez[.J]q. 

"'" 
t[e[[']]q = t[e[etf·]]o]p 

p 

(e[ed,o.pt},E 

(b) Si p rf. FPos( e), la réduction s'est produite dans un terme créé par la substitution 
û. Soit x la variable de e concernée, instanciée par un terme s dont un sous-terme 
est E-égal à el. En réduisant toutes les autres occurrences de la variable x dans 
eû, nous obtenons un terme t[eûIJp, où la substitution a' ne diffère de a que par 
l'affection de s[e/['ll à la variable x, L'étape suivante consiste cl réduire le terme 
t[e'a] en t[e/af ]; mais, si la théorie E n'est pas régulière, il est possible que la 
variable x n'ait aucune occurrence dans er 

1. Si xE, le terme t[efû] peut effectivement étre réduit en t[e'û'], 
est E-égal à t[ea']. 
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11. Si x ft Var(e' ), aucune réduction n'a à être appliquée dans le terme t[e'aJ, et 
comme ne diffère de a que par la valeur associée il, x, les termes t(efa] et 
t[e/a'] sont égaux, et donc E-égaux à t[ea'J. 

Dans chaque cas, nous avons montré que les termes t[el [']]q et t[e' a]p pouvaient être réduits 
par -+CbE en deux termes E-égaux. La relation -+C/oE est donc localement E-fermante, et 
ceci pour un terme l quelconque. 0 

Lemme 3.3 Pour tout terme clos l, la relation -+Ci.E est E-fermante. 

Preuve: La relation -+Cî,E est E-fermante si, étant donné un terme t réductible par -+(e"pd,E 

(où (et,Pl) E CI) en un terme t[e/[']L pour tout terme t' E-égal à i, t' et t[e[[·]] sont réduc
tibles par -+C/,E en deux termes E-égaux. Décrivons la situation de départ en décomposant 
la E-égalité de t et t' en un nombre fini d'étapes de E-égalité. 

P2 
!( )0: 

e2 �~� �e�~�,� (J2 

Pn 
"'" ... 

e'!'l == �e�~�,� CTn 
= tf 

La preuve de la propriété de E-fermeture se fait en appliquant récursivement la propriété 
de E-fermeture locale en partant du terme t, à chaque fois que l'on va rencontrer un terme 
duquel partent une étape de E-égalité et une réduction par -+ct.E ' 

Décrivons la situation après avoir appliqué la propriété de E-fermeture locale sur le terme 
t, selon les cas soulevés dans la preuve du Lemme 3.2: 

Cas L Le terme t l est réductible à la position q par -+(ehPt},E en un terme E-égal à 
t[ei[·]]q. La E-fermeture locale doit alors être appliquée pour il, entre cette réduction 
et la E-égalité avec tz. 

Cas 2. Le terme il est réductible il, la position q par --+(e/,Pl),E en t[q[.]Jq. La E-fermeture 
locale doit alors être appliquée pour tl, entre cette réduction et la E-égalité avec tz. 

Cas 3a. Le terme t l est réductible à la position q par -+(el[ez),o.pd,E en t[edet[·JJO]Pl' La E
fermeture locale doit alors être appliquée pour il. entre cette réduction et la E-égalité 
avec tz. 

Cas 3(b)L Le terme t[el[']]q est réductible par -+(el,pt}.E en un terme �t�[�e�l�a�~�]�p�l�'� Le terme 
tl est réductible en au moins une étape par -+(ez,pt),E en un terme t[ei aUPl ; nous 
noterons �t�~�[�e�l�[�'�]�l�l�e� terme issu de la première réduction par -+(el.pt},E, car la position 
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de la réduction n'est pas connue. propriété de E-fermeture locale doit alors être 
appliquée sur tl, entre la première réduction par ---1-(e!,pd,E et la E-égalité avec t2. 

Pl P2 
t ... "'-------;,.. .. il �"�"�'�~�-�-�-�- .... t2 -- ••• 

1 el �~� �e�~� 1 e2 �~� �e�~� �~� 0"2 
1 

(el,Pl),E t q 

t[q[']]q 

(el,Pl),E 1 * 
"1 

t[ el �O�"�~�J�P�I� 

Etudions les différentes possibilités pour cette E-égalité, car certains cas sont relati
vement complexes. 

Cas 1. Si t 2 est réd ucti ble en un terme �t�~� E -égal à �t�~� [el [.]], les étapes de E -fermetures 
locales suivantes 13 'appliquent sur t2J entre la réduction en �t�~� et la E-égalité avec 
t 3 , ainsi que sur t[ez['llq, entre les éventuelles réductions par --'t(ej,Pl),E et la E
égalité avec �t�~�.� 

Cas 2. et 380. Si t2 est réductible en ti[e/[·]L l'étape de E-fermeture locale suivante 
s'applique sur t2, entre la réduction en ti[ez[·J] et la E-égalité avec t3. 

Cas 3(b)i. La situation est décrite dans le schéma ci-dessous. 

Le problème qui paraît se poser vient de la réduction possible du terme t;[el[']) de 
deux manières �d�i�f�f�é�r�e�n�~�e�s� par -+(ehPt},E> Il semble qu'une propriété de confluence 
soit nécessaire. 
Cependant, ces réductions s'appliquent dans des variables de �e�~� et de ez, au 
niveau sous-termes E-égaux à el. Plus précisément, ces sous-termes sont égaux 
(syntaxiquement, i.e. pas E-égaux) au sous-terme da,ns lequel1a réduction a été 
appliquée pour transformer tl en �t�~�[�e�l�[�'�]�}�'� 

Donc, les termes t[ ei �O�"�~�]�P�l� et fl �[�e�2�0�'�~�l�p�2� réd uits par ---1-(el,pl),E en un 
même terme �t�~�.� 

La propriété de E-fermeture locale doit alors être appliquée sur les termes t2, 
- 1 1] . [ Il tle1 0"1 Pl et tl ezO'z P2" 

Cas 3(b)iL Si t2 est E-égal à �t�~�[�e�l�[�'�J�]�'� l'étape de E-fermeture locale suivante s'ap
plique sur ti[e/L']], entre les éventuelles réductions par --'t(e/,pd,E et la E-égalité 
avec t 2 . Si le terme ti[e/['ll n'est pas réduit par --'t(el,pd,E, alors t 2 est E-égal à 

t[ei O"i]Pl > 
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L'application du cas 3(b)i de E-fermeture locale sur le terme t est donc compatible 
avec tous les cas de E -fermet ure locale applicables sur le terme tl. 

Cas 3{b)ii. Le terme t[ez[']]q est réductible par -1-(ez,pz),E en un terme E-égal à tlJ et donc 
E-égal à tl. La propriété de E-fermeture est donc satisfaite. 

Nous a,vons ainsi montré comment appliquer récursivement la propriété de E-fermeture 
locale pour obtenir finalement que les termes t[el[']] et if se réduisent par -1-(el>pd,E en 
deux termes E-égaux. 0 

Ceci clôt la preuve de couverture de la théorie E par l'ensemble des contextes construits dans 
la Figure 3.1. 

Voici un exemple d'application récursive de la propriété de E-fermeture locale entre deux 
termes E-égaux. Notons que la théorie équationnelle utilisée n'est pas régulière, et que l'ensemble 
des axiomes la représentant n'est pas canonique sur les termes clos. 

Exemple 3.4 Soit E la théorie des groupes représentée par les axiomes suivants: 

(x*y)*z x*(y*z) 
x * 0 '" x (2) 

x * i(x) '" 0 (3) 

Considérons le terme clos 0 * i( i( a)), où a est une constante, et considérons que le sous-terme 
i( a) est réductible. Le problème que l'on se pose est de faire la correspondance entre ce terme 
réductible et le terme a, qui est E-égal à 0 * i(i(a)). Détaillons la preuve de E-fermeture de 
l'ensemble de contextes Ci(a)' 

0* i(i(a)) +> (a * i(a)) * i(i(a)) * a * (i(a) * i(i(a))) 

(i(a),é),E 12.1 (i(a),é),E z.1 (i(a),é),E. 2·2-1 
+ Y , 

1 0* i(-) <> Ca * i(a)) *i(.) <> a * (i(a) * i( 
, ,,(3) 

, l , 
(a*i(a),2),E' "' .... 

(a*·)*i(·) 

(i(a),é),E 2-1 / / 
V jt-

<E - - e - - ... a * (. * i(')) 
(1) 

/ 
2 / 

/' / (3) 
/ 

é 

-- a (2) 

Cette preuve de E-fermeture entre les termes 0 * i(i( a)) et a nous donne en plus la marche à 
suivre pour résoudre des systèmes E-incohérents, comme par exemple 

où nous retrouvons une équation traduisant la réductibilité de i( a), une clause contenant 0 * i( b) 
et une dernière contenant a. 
TI faut donc appliquer une paramodulation contextuelle de (i( a) :::::: b) dans P( 0 *i(b)), à la position 
1·1, avecle contexte (x *i( x), 2, 0) et la substitution {x Ha} ; la clause déduite est P( (Mb )*i(b)). 
Une résolution entre cette dernière clause et ,P(a) engendre alors la clause vide. • 
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3.1,4 Notion de redondance 

La définition du calcul des contextes donnée dans la Figure 3.1 est relativement primaire. Elle 
ne peut être mise en œuvre efficacement sans introduire la notion de contextes inutiles. Cette 
notion est très liée au test de convergence des paires critiques de cohérence de H. Kirchner (Kir85] 
dans les techniques de complétion, mais notre méthode offre l'avantage de les détecter à Pavance, 
c'est-à-dire avec pour seule donnée la théorie E. 

Considérons l'exemple où E contient les propriétés d'associativité et de commutativité d'un 
opérateur f. 

Exemple 3.5 (Associativité et commutativité) Soit E la théorie représentée par Fensemble 
d'axiomes {(f(f(x, y), z) �~�f�(�x�,� f(y, z))), (f(x, y) �~� f(y, x))}, l'ensemble initial des contextes 
est: 

Canto = {(f(f(x,y),z),1,0), (f(x,f(y,z)),2,0)} 

Nous obtenons donc déjà deux solutions, alors qu'il est bien connu qu'une équation (l �~� r) ne 
s'étend que d'une seule manière dans les théories AC, z) �~�f�(�r�,� z)), c'est-à-dire en ajoutant 
une nouvelle variable z liée à l et r par l'opérateur AC 
Les deux solutions trouvées nous disent que cette nouvelle variable peut être ajoutée soit à droite 
(première solution), soit à gauche (seconde solution) du terme 1: f(l, z) et f(x, l). Or, cesdeux 
termes sont AC-égaux à un renommage de variables près. Vune de ces deux solutions est donc 
inutile, et l'ensemble initial des contextes Conto est réduit à { (f(f(x, y), z), 1,O) }. • 

Nous venons donc de montrer que certains contextes sont redondants, car E-égaux à un autre 
contexte, modulo un renommage des variables. Cependant, d'autres contextes sont inutiles, 
comme le montre l'exemple suivant, toujours avec les théories AC. 

Exemple 3.6 (Suite de l'Exemple 3.5) Nous avons montré que Conto était réduit à un seul 
contexte, (f(f(x, y), z), 1,0). Calculons ContI: considérant les contextes (f(f(Xl' YI)' Zl), 1,0) 
et (f(f(X2, Y2), zz), 1,0), renommages de l'élément de Conto, le contexte suivant appartient à 
ContI: 

( f(f(f(X2, Y2), Z2), Zl), 1·1, {f(Xl, YI) =1 f(f(X2, Y2), Z2)} ) 

Or, le terme f(f(f(X2, y'}.), zz), Zl) n'est pas AC-égal à ,y), z) à un renommage de variables 
près. Cependant, nous pouvons remarquer qu'il est AC-égal au terme f(f(x'}., yz), f(zz, Zl)), dans 
lequel le sous-terme f( xz, yz) (où le remplacement doit avoir lieu) est resté inchangé et s'est juste 
déplacé de la position 1·1 à la position 1. Ce terme est moins général que f(f( x, y), z), car il en 
est une instance par la substitution {x t-+ x'}., y t-+ Yz, Z t-+ f(zz, Zl)}. 
Toute extension utilisant le contexte de ContI est donc une instance d'une extension utilisant le 
contexte de Canto. Le contexte calculé pour ContI est ainsi redondant, et il n'existe qu'un seul 
contexte, c'est-a-dire qu'une seule manière d'étendre une équation, pour les théories associatîves 
et commutatives. t 

Ainsi, les contextes redondants ne sont pas simplement définis par un renommage des va
riables, mais par un filtrage. Donnons une définition de la redondance d'un contexte (sans 
contraintes d'unification) lorsqu'elle est détectée à une position P du terme le composant. 

Définition 3.4 Un contexte (el, Pb 0) est redondant à une position p pour un ensemble 
de contextes C si P E FPos(el) et Pl = P'q (où q est une position non vide), et s existe un 
contexte (e')., Pz, cz) dans C et une solution u de C2 tels que: 
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Un contexte (eh Pb 0) est E-redondant pour un ensemble de contextes C si, 

1. soit (eh Pb 0) est redondant au sommet pour C, 

2. soit, pour tout terme ei, E-égal à une instance close el a de et, 

(a) il existe une position �p�~� dans FPos( eD telle que (ei, P;, el) est redondant au 
sommet par (el> Pl. 0), ou bien 

(b) la représentation ei du contexte (ell p1l 0) est E-redondante à une position 
p' pour C. 

Un contexte (el, Pl, cd est E-redondant pour un ensemble de contextes C si, pour toute 
solution al de CI, (elal,Pl,0) est E-redondant pour C. 

Figure 3.3: E-redondance d'un contexte (version simple) 

QI e2[']p2a =E (ell p)[']q, afin de garantir l'équivalence des termes €2 et el!p, 
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�~� (€2IpJa = E €llpli pour s'assurer que les sous-termes où ont lieu les remplacements sont 
bien équivalents. 

( el, PI, 0) est dit redondant en P pour C, par (e2 a, P2, 0). Le contexte (el, Pb 0) est redondant 
au sommet si p = E. Notons que la substitution a, en plus d'être solution de cz, est un filtr(j,ge 
de ez dans el-

La définition suivante introduit une notion de redondance très différente de la précédente, 
puisqu'elle s'applique à un terme dos ei et pour un contexte (el, Pl, 0) donné. Ce terme clos 
est appelé une représentation du contexte, car il représente un terme dans lequel le contexte 
pourrait être appliqué. Dire que �e�~� est E-redondant pour le contexte (el,Ph 0) signifie que ce 
dernier n'a pas besoin d'être appliqué dans un ten'e égal à ei. 

Définition 3.5 Soit (el, Pl, 0) un contexte. Soit �e�~� un terme clos et a une substitution close 
tels que �e�~� est E -égal à el a. La représentation �e�~� du contexte (el> Pl, 0) est dite E- redondante 
à une position p pour un ensemble de contextes C s Jil existe un terme e2 E-égal li �e�~� Ip et une 
position P2 dans FPos( ez) lels que: 

�~� (e2, Pz, 0) est redondant au sommet pour C, par un contexte (e3, P3, 0), 

$ (el a, Pb 1/)) est redondant au sommet par 

Il faut noter que la position P peut être la position vide. 

La Figure 3.3 décrit un algorithme permettant de reconnaître quelques contextes redondants 
pour la théorie E. Cet algorithme est assez simple, mais il n'est efficace que sur des théories 
respectant la propriété de sous-terme, c'est-à-dire telles qu'un terme n'est jamais E-égal à l'un 
de ses sous-termes. Nous détaillerons dans la prochaine section (Section 3.2) un algorithme plus 
complexe permettant d'identifier un grand nombre de contextes redondants supplémentaires, 
particulièrement dans ces théories ne respectant pas la propriété de sous-terme. 
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Lemme 3,,6 L'ensemble de contextes calculé par l'algorithme de la Figure 3.1, muni de la dé
tection des contextes E-redondants décrite dans la Figure 3.3, est couvrant. 

Preuve: Il n'est pas besoin de reprendre en détail la preuve de E-fermeture des ensembles 
de contextes décrite dans la section précédente (Section 3.1.3), car la E-redondance d'un 
contexte exprimée dans la Figure 3.3 peut être interprétée comme suit. 

1. S'il existe un contexte (e2,P2,0) dans C tel que tout remplacement avec le contexte 
(el, Pl, 0) est une instance d'un remplacement avec ce contexte (e2, P2, 0), alors utiliser 
ce contexte (e2,P2,0) au lieu de (el,Pl,0) produit exactement le même résultat. 

2. Portons notre attention sur les termes dans lesquels le contexte (ebPb 0) pourrait 
être appliqué. La première remarque que nous pouvons faire est que ce contexte n'a 
pas besoin d'être utilisé avec les termes qui sont des instances de el, car le remplace
ment peut être effectué directement à la position Pl- Nous pouvons généraliser cette 
remarque en déclarant (eb Ph 0) inutile si tous les termes dans lesquels il pourrait 
être appliqué peuvent être traités sans contexte ou par un autre contexte C. 
effectuer ce test pour tous les termes E-égaux à el ne suffit pas, car un terme E-égal 
à une instance de el peut ne pas être une instance d'un terme E-égal à el. Ainsi, le 
contexte (et, Pl, 0) est E-redondant si, pour tout terme ei E-égal à une instance close 
el Cf de el, 

(a) soit un terme E-égal à ellp1 apparait à une position pi de ei, i.e. le remplacement 
peut être directement effectué à cette position, mais il faut vérifier en plus que 
le résultat est identique à celui obtenu en appliquant le contexte (el, Pl, 0), 

(b) soit un contexte de C peut être appliqué à une position p' de pour obtenir le 
même résultat qu'en appliquant le contexte (el, Pl, 0) au sommet de ei. 

Dans la pratique, vérifier le second point ne consiste pas à étudier toutes les instances 
closes de el, mais plus simplement à énumérer les différentes formes que peuvent prendre 
ces instances. Nous pouvons d'ailleurs noter que, si le contexte (el, p1l0) est redondant à 
une position P =f E par un contexte (e2,p2,(/J), alors toutes les représentations �e�~� =EelCf 
telles que 

3p' E �F�P�o�s�(�e�~�)�,� �e�~�l�p�J�=�E�(�e�l�l�p�)�a� et �e�~�H�p�f�=�E�e�l�[�'�l�p�C�f� 

sont E-redondantes à la position p' par le contexte (e2Cf,P2,0). o 

Le calcul des contextes défini dans la Figure 3.1 doit être appliqué en tenant compte de 
cette définition de redondance. Un algorithme simple seraiL pour chaque contexte nouvellement 
construit, de vérifier qu'il n'est pas E-redondant pour l'ensemble C des contextes déjà construîts, 
puis d'ôter de C les contextes devenus E-redondants par l'ajout de ce nouveau contexte. il 
serait même intéressant, lors d'une inférence avec vérifier que l'instance utilisée du 
contexte, et même la représentation de son terme dans la clause où le remplacement doit avoir 
lieu, n'est pas redondante. 

Détaillons quelques exemples de calculs de contextes utiles. 

Exemple 3. '7 (Associativité) Soit E = {(J(J( x, y), z)::::: f( X, f(y, z)))}. L'ensemble initial des 
contextes est: 

Conto = {(J(J(x, y), 1,0), f(y,z)),2,0) } 
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Aucun des ces contextes n'est E-redondant pour l'autre. Le calcul des contextes au niveau 
suivant donne: 

Les deux premiers sont redondants au sommet pour Conto. Les deux derniers sont équivalents, 
à un renommage de variables près. 
TI faut noter que les problèmes de E-unification peuvent être supprimés, car le membre gauche est 
un terme faisant intervenir des variables qui n'apparaissent plus dans le contexte et n'apportent 
aucune contrainte sur les variables du terme du triplet. 
Le seul contexte utile de l'ensemble ContI est donc (f(f(X2,j(Y2,Z2»,ZI), 1·2, 0), car, bien 
qu'il soit redondant à la position 1 pour le second contexte de Conto, la représentation de son 
terme sous la forme j(f(X2, Y2),J(Z2, ZI» n'est pas redondante. De plus, tout contexte de Cont2 
est redondant au sommet pour ce dernier, car il exprime que l'extension se fait en ajoutant une 
variable de chaque coté du terme à étendre, alors que les contextes de Cont2 expriment qu'il 
peut y avoir plusieurs variables de chaque coté. 
Donc, l'ensemble des contextes possibles pour l'axiome d'associativité est: 

U Contk = {(f(f(x,y),z),1,0), (f(x,j(y,z»,2,0), (f(f(w,j(x,y»,z),1·2,0)} 
k>O 

ce qui signifie qu'une équation s'étend en ajoutant une nouvelle variable soit à droite, �s�o�i�t�~�à� 
gauche, soit de chaque coté.". 

Les deux cas que nous venons de voir (AC et A) sont assez particuliers, car leur nombre de 
contextes utiles est fini. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que de nombreuses théories en 
engendrent un nombre infini. En voici un exemple. 

Exemple 3.8 (Distributivité à droite) Soit E = {(f(x,g(y, z» �~�g�(�f�(�x�,� y),J(x, z»)}. L'en
semble de contextes Conto est composé de trois éléments, tous indispensables: 

En utilisant la notation (i,j) pour désigner le f élément de Conti, et j1(i2,j2) pour indiquer la 
construction d'un contexte à partir du j1e élément de Conto et de (i2,j2), l'ensemble ContI est 
composé des contextes utiles suivants (aux contraintes simplifiées) : 

1(0,1) 
2(0,2) 
3(0,2) 
2(0,3) 
3(0,3) 

( j( XI, j( X2, g( X3, X4»), 2·2, ° ) 
( g(g(f(XI' X2), j(Xl' X3», j(xt, X4», 1·1, ° ) 
( g(f(XI' X2),g(f(Xl, X3), j(x}, X4»), 2·1, ° ) 
(g(g(f(Xt,X2),j(Xt,X3»,j(XllX4», 1·2,0) 
(g(f(Xt,X2),g(f(XI,X3),j(Xt.X4»), 2·2, ° ) 

Les quatres autres contextes calculables sont E-redondants. Par exemple, le contexte construit 
par 2(0,1), 
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se simplifie en (g(f(xt,9(XZ,X3)),f(Xl,Xe)), 1·2, 0), car l'unique solution de la contrainte de 
E-unification est {X4 f---? Xl, X 5 f---? g( Xz, X3)}' Le terme de ce contexte est redondant à la position 
1 pour le contexte (0,1). Ses représentations sont: 

l'Il g(g(f(xt, xz), f(Xl, X3), f(Xl, xe)), terme E-redondant à la position 1 pour (0, 

6' f(xl,g(g(xz1 X3), xe)), terme redondant au sommet pour son contexte 2(0,1). 

Nous avons donc déjà 8 contextes utiles, et en prêtant attention à leur construction, il est 
assez facile de s'apercevoir que l'on peut en engendrer une infinité. Par exemple, le contexte (1, 1) 
a été créé par un plongement du contexte (0,1) dans lui-même. Et, si on applique à nouveau 
(1,1) dans (0,1) pour obtenir (2,1), et ainsi de suite, une chaîne infinie de contextes va être 
engendrée. La forme de ses éléments est la suivante: 

Ces contextes sont indispensables, car ils permettent de retrouver le sous-terme g(Xn+l,X n+2), 
où le remplacement doit avoir lieu, à partir de la représentation 

3.2 Détection de contextes redondants 

L'algorithme donné dans la section précédente pour détecter la redondance de contextes est 
assez simple et efficace pour de nombreuses théories équationnelles, mais il s'avère insuffisant 
pour les théories simples, c'est-à-dire telles qu'un terme est E-égal à l'un de ses sous-termes. 
Etudions quelques exemples pour bien cerner les différents problèmes. 

Exemple 3.9 Soit E la théorie {f(g( x)) �~� g( x)}. La construction des contextes donne: 

Conto 
ContI 

{ 1,0)} 
{(f(f(g(x ,1 0)} 

Or, aucun de ces contextes n'est E-redondant selon l'algorithme décrit dans la Figure 3.3. 
Cependant, en examinant la théorie, on s'aperçoit que seul le contexte de Conto est utile. Voyons 
cela sur le système E-incohérent suivant: 

( (g(a) �~� (1) 
�~� P(b) 
l --'P(f(f(b))) 

En posant que g( a) est plus grand que h, aucune déduction ne peut être effectuée entre la 
(1) et les dauses (2) et (3). Par contre, une paramodulation contextuelle de dans (1), avec 
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le contexte (f(g(x)),1,0) de Conto permet déduire la clause �(�f�(�b�)�~�b�)� (4). Cette dernière 
montre facilement la contradiction entre les clauses (2) et (3). 

Nous pouvons remarquer alors que toute inférence utilisant un contexte pour la clause (1) 
produit une dause dans laquelle le contexte est réduit par (4) en b. Ainsi, toute paramodulation 
étendue, utilisant donc deux contextes de (1), produit une clause qui se simplifie en une tautologïe 
(b �~� b). En ce qui concerne les paramodulations contextuelles possibles il, une position p d'un 
terme, elles peuvent être remplacées par une paramodulation directement il, la position P, car le 
sous-terme il, cette position est E-unifiable avec g(a) (grâce il, la forme de la théorie E), et la 
clause déduite est identique il, celle obtenue par une paramodulation contextuelle, suivie de la 
simplification de la clause déduite par (4). 

Donc, le contexte de Conto sert il, engendrer des clauses comme (4), mais tous les autres 
contextes sont inutiles. • 

Exemple 3,10 Soit E la théorie �{�f�(�f�(�g�(�x�)�)�)�~�f�(�g�(�x�)�)�}�.� construction des contextes donne: 

Conto 
ContI 

{(f(f(g(x))),1,0), (f(f(g(x))),1·1,0), (f(g(x)),1,0)} 
{(f(f(f(g(x)))),1·L0), (f(f(f(g(x)))),1·1-l,0)} 

Aucun contexte de Conto n'est E-redondant. Cependant, les contextes de Cont1 le sont, car on 
retrouve le même problème que dans l'exemple précédent, grâce aux déductions faites par une 
paramodulation contextuelle et une paramodulation étendue. 

En effet, si l'on dispose d'une équation (l �~� où 1 est E-unifiable avec f(g(x)), une paramo
dulation contextuelle de (l �~� r) dans (l �~� r), avecle contexte (f(f(g( x) )),1,0), produit l'équation 
�(�f�(�r�)�~�r�)�.� 

Si l'on dispose d'une équation (g �~� d) où d est E-unifiable avec g(x), une paramodulation 
étendue entre �(�g�~�d�)� et �(�g�~�d�)�,� avec les contextes (f(f(g(x))), 1·1,0) et (f(g(x)), 1,O), produit 
l'équation (f(f( d)) �~� f( d)). 
Grâce à ces deux équations, tous les contextes autres que ceux de Conto sont inutiles. • 

Ainsi, il est possible de détecter la redondance d'un contexte en tenant compte des dauses 
qui seront déduites par des étapes d'inférence. Nous présentons dans la Figure 304 un algorithme 
plus complet que celui de la Figure 3.3, où nous détectons les cas semblables il, ceux décrits dans 
les exemples précédents, c'est-à-dire lorsqu'un contexte produirait systématiquement une clause 
simplifiable en une seconde dause, qui peut être obtenue directement sans contexte, ou avec un 
autre contexte. 

Malheureusement, nous n'avons pas encore réussi à prouver que cet algorithme produit un 
ensemble couvrant. Nous énonçons donc ce résultat comme une conjecture. 

Con je ct ure 3.7 L'algorithme de construction des contextes de la Figure 3.1! muni de la détec
tion des contextes E-redondants décrite dans la Figure 3,4, est couvrant. 

Expliquons cependant en quelques mots nos motivations pour utiliser le cas 2 de la Figure 3.4. 

Si un sOlls-terme à une position p (p i= E) de el est E-redondant pour C, par un 
contexte (€z, P2, 0), et 
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Un contexte (el,Pb 0) est E-redondant pour un ensemble de contextes C si, 

1. soit (e}, Pl, 0) est redondant au sommet pour C, 

2. soit (elJPl,0) est redondant à une position P i= f. pour un contexte (e2,P2,0) de 
C, et 

(a) soit ellp=Eellp1 et le contexte (el[el!Pl]p,p,0) est E-redondant pour C, 

(b) soit (e!,Pl,0) est redondant à une position q, plus interne que P (q = p·o où 
0=1- E), pour un contexte (e3,P3,0) de C, et 

e les termes ellp et ell q sont E-égaux, et 

/) le contexte (el[ell q]p,p·q',0) est E-redondant poure, où ql désigne la 
position non vide telle que Pl = q.qf. 

3. soit, pour tout terme ei, E-égal à une instance close ela de eI, 

(a) il existe une position pi dans FPos(ei) telle que (ei,pi,0) est redondant au 
sommet par (ebPl,0), ou bien 

(b) la représentation ei du contexte (el, Pb 0) est E-redondante à une position 
pl pour C. 

Un contexte (el, Pb cd est E-redondant pour un ensern ble de contextes C si, pour toute 
solution al de Cl, (elat,p1>0) est E-redondant pour C. 

Figure 3.4: E-redondance d'un contexte (version complète) 

(a) si ce sous-terme est E-égal au terme eilpl où le remplacement doit être effectué, 
alors, pour toute équation (1 é:::: où 1 est E-unifiable avec ellpl , une paramodu
lation contextuelle de (l é:::: dans (l é:::: r) avec le contexte (e2,P2, 0) engendrera 
l'équation (e2[r]p2 é:::: 
Ainsi, si le contexte (e!'Pb 0) est utilisé avec (lé::::r), le terme el[r]Pll appa
raissant dans la clause déduite, est simplifiable par (e2[r]p2 é:::: en el[r]p, ce 
qui revient à utiliser directement le contexte (el,p,0). Nous vérifions que le 
problème peut effectivement être ramené à ce dernier contexte par un test de 
E-redondance de [ellpIJp,p, 0) pour Co 

(b) si un autre sous-terme de el, à une position q plus interne que p, est E-redondant 
pour C, par un contexte (e3, P3, 0), et les sous-termes aux positions p et q 
de el sont E-égaux, alors cela. signifie que, pour toute équation (l é:::: r) où l 
est E-unifiable avec ellpp une paramodulation étendue entre (lé:::: et (lé::::r) 
avec les contextes ,P2,0) et (e3,p3,0) de C permet de déduire l'équation 
(e2[r]p2 é:::: e3[r]pJ. 
Donc si le contexte ,pb 0) est utilisé avec (lé::::!.r), le terme el[r]pp apparais
sant dans la dause déduite, est simplifiable par (e2[r]p2 é::::!. e3[rJp3) en el[e3[r]P3]p' 
Cela revient à utiliser directement le contexte [ell q]p,p,0). L'existence de ce 
dernier est testée par sa E-redondance pour C, 
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Donnons maintenant quelques exemples de constructions de contextes pour des théories 
équationnelles courantes. 

Exemple 3.11 Soit E la théorie des monoïdes. 

E = �{�(�J�(�J�(�x�,�y�)�,�z�)�~�J�(�x�,�J�(�y�,�z�»�)�)�,� �(�J�(�x�,�O�)�~�x�)�,� �(�J�(�O�,�x�)�~�x�)�}� 

La construction des contextes donne: 

Conto = {(J(J(x,y),z),1,0), (J(x,J(y,z»,2,0), (J(x,O),2,0), (J(O,x),1,0)} 
ContI = {(J(w,j(J(x,y),z»,2·1,0)} 
Cont2 = ° 

Seuls ces 5 contextes sont utiles lorsque l'on travaille modulo un monoïde. 

Exemple 3.12 Soit E la théorie des groupes, représentée par le système suivant: 

E = �{�(�J�(�J�(�x�,�y�)�,�z�)�~�j�(�x�,�j�(�y�,�z�»�)�,� �(�J�(�x�,�O�)�~�x�)�,� �(�J�(�x�,�i�(�x�»�~�O�)�}� 

La construction des contextes donne: 

Conto {(f(f(x,y),z), 1,O), (f(x,f(y,z»,2,0), (J(x,O),2,0), (J(x,i(x»,2,0)} 
ContI {(J(w,j(J(x,y),z»,2·1,0), (f(x,j(y,i(y»),2·2,0), (f(f(x,i(x»,y),1.2,0)J 
Cont2 = {(f(x,j(f(y,i(y»,z»,2·1·2,0)} 
Cont3 ° 

TI existe donc 8 contextes utiles pour la théorie des groupes. 

Exemple 3.13 Soit E la théorie des groupes abéliens. 

E = {(J(f(x, y), z) �~�j�(�x�,� f(y, z»), (J(x, y) �~�j�(�y�,� x», (f(x,O) �~�x�)�,� (J(x, i(x» �~�O�)� } 

La construction des contextes donne: 

Conto {(J(f(x,y),z), 1,O), (J(x,O),2,0), (J(x,i(x»,2,0)} 
ContI = {(J(f(x,i(x)),y),1·2,0)} 
Cont2 = î/J 

TI n'existe ainsi que 4 contextes utiles pour la théorie des groupes abéliens. 

3.3 Elimination d'inférences utilisant des contextes 

• 

• 

• 

Nous avons défini dans les sections précédentes le calcul des extensions engendrées par la 
théorie E, sous forme de contextes et en tenant compte d'une notion de redondance. Nous avons 
également montré dans la Section 2.2 comment simuler leur rôle grâce à l'utilisation de ces 
contextes dans les règles de paramodulation contextuelle et étendue. Mais, au vu d'un ensemble 
de clauses, il est possible d'associer à chaque clause un ensemble de contextes inutiles, ce qui 
rend inutile les règles de paramodulation contextuelle et étendue avec ces contextes. 
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Cette notion d'extensions inutiles a été définie pour les théories associatives et commutatives 
dans la procédure de G.E. Peterson et M.E. SHekel [PS81] par Bachmair et N. Dershowitz 
dans [BD89], et elle correspond au test de confluence des paires critiques de cohérence [Kir85]. 
Notons qu'elle correspond à la définition de déductions redondantes [BG94], car toute paramo
dulation contextuelle ou étendue avec l'une de ces extensions déclarées inutiles engendre une 
dause redondante. 

Avant de définir cette notion d'extensions inutiles, rappelons que l'extension d'une règle 
(h --+ 1'1) est notée (f(h,z) --+ I(rl,z)), où z est une variable n'apparaissant ni dans II ni 
dans rI, car le seul contexte utile issu des propriétés AC de l'opérateur 1 est (J(J(x, y), z), 1,0) 
(provenant de l'axiome d'associativité (f(f( x, ,z) ':::=. I( x ,J(y, z)))). 

Définition 3.8 (Extension inutile dans les théories AC) Soit R un système de réécriture. 
Soit (lI --+ rd une règle de K L'extension (J( h, z) --+ 1(1'1, est inutile s'il existe une règle 
(l2 --+ 1'2) dans R et une substitution a2 telles que 1(l1, z) = AC 12a2 et le terme I( Tl, z) se réécrit 
par R (et modulo AC) en un terme AC-égal à 1'2a2. 

Nous étendons cela pour définir dans quel cas un contexte est inutile pour une équation 
donnée, dans une théorie équationnelle E. 

Définition 3.9 (Contexte inutile) Soit S un ensemble d'équations et (ll ':::=. rI) d'entre 
elles, telle que h >- rI. Un contexte (el> Pb cd de Cont(ll) est inutile si, pour toute solution al 
de Ct, il existe une équation (l2 ':::=. r2) dans S et une substitution a2 telles que el [lt]Pl al = E l2a2 
et le terme el[7'l]Plal est simplifiable (au sens des règles de simplification définies dans la Sec
tion 2.4.2) en un terme E -égal à 7'2(J2, 

Cette définition est donnée pour un ensemble d'équations S, mais elle peut être facilement 
étendue à un ensemble de clauses, à condition de vérifier en plus que, pour chaque littéral Lz 
appartenant à la même dause que (l2 �~� r2), L2a2 est également un littéral de l'instance par al 
de la dause contenant (h ':::=. rI). 

Preuve: (Correction de la définition des contextes inutiles) 
L'inutilité de ces contextes est montrée très simplement: soit Cl = (h ':::=. Tl)V Dl une clause 
utilisée dans une inférence avec la solution (JI d contexte (el,pl, Cl) de Cont(h), jugé 
inutile par la définition précédente (grâce il, une clause C2 = (l2 ':::=. 7'2) V D2). Détaillons 
chaque inférence possible: 

\li Paramodulation contextuelle de une da use 

(h ':::=. rI) V L3 V D3 
L 3[P3 f- el[rl]Pl)a V DIa V 

Notons d'abord que la substitution a est une instance de substitution al, car a 
utilise (JI comme solution de Cl : '\Ix E Dom(a), xa =E xalP, pour une substitution 
p, 

Comme le contexte est inutile, .la définition nous dit que el [rl]Pl al est simplifiable 
en r2(J2, et D2(!2 est inclus dans Dlal' Donc, la clause déduite est simplifiable de la 
même manière en une clause CE-égale à L3a[r2a2P]p3 V DIa V D3a. 
Or, la définition nous dit également que le terme 12(J2 est E-égal au terme el [h]Pl (JI ; 
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donc, L3lp30' =E el [ldPl 0' =E l20'2P, et une paramodulation de la clause C2 dans C3, 
à la position P3 de L3, est possible: 

(12::::::1'2) V D2 L3 V D3 
L3[P3 t- 1'2]0" V D20" V D30" 

La dause ainsi obtenue est plus générale que (i.e. subsume) la clause C, d'où l'intérêt 
d'éviter la première inférence. 

® Paramodulation étendue entre Cl et une clause C3 = (13:::::: 1'3) V D3. 

(lI:::::: l'x) V Dl Ch:::::: 1'3) V D3 
(elh]pl ::::::e3[r3]P3)0' V DlO' V D30' 

Comme dans le cas précédent, la clause déduite est simplifiable en une dause C E
égale à (r20'2p::::::e3[r3] P3 0') V DIO' V D30'. La définition d'un contexte inutile précise 
que [20'2 =E eIllt]pl al; donc, le terme e3[1'3]P30" E-égal à el [ll]Pl 0', est aussi E-égal 
au terme 120'2p. La clause C est donc subsumée par C2. 

@ Paramodulation étendue entre Cl et une clause C3 = (13:::::: 1'3) V D3, utilisant la 
solution 0'3 d'un contexte (e3, P3, C3) de Cont(h), également jugé inutile à une 
clause C4 = (14:::::: 1'4) V D4' 

(Il:::::: rd V Dl (13:::::: 1'3) V D3 
(el[rl]Pl:::::: e3[1'3]P3)0' V DIO' V D30' 

Pour les même raisons que les cas précédents, la c1ausedéduite est simplifiable en 
une clause CE-égale à (r2(12p::::::r40' 4pf) V DlO' V D3(1. De plus, notant p' la substi
tution telle que 'IIx E Vom(O'), XO'=EX0'3P', les termes 120'2P et 140'4P' sont E-égaux, 
car 120'2 =E el[h]Pl (11 et l40'4 =E e3[l3]P3(13' Une paramodulation appliquée entre les 
clauses C2 et C4 produit la clause 

qui est plus générale que C. 

Ainsi, nous avons montré qu'une clause engendrée par une inférence utilisant un contexte 
dit inutile était redondante. 0 

Donc, à chaque fois que nous voudrons appliquer une paramodulation contextuelle ou étendue 
avec une dause C, il faudra vérifier que le contexte utilisé est bien utile pour l'équation à étendre 
de Co Ce test est très important pour limiter les déductions, comme cela a déjà été montré pour 
les théories associatives et commutatives dont nous donnons un exemple ci-dessous. 

Exemple 3.14 Pour un opérateur f, les équations suivantes n'ont pas besoin d'être utilisées 
dans les règles de paramodulation contextuelle et étendue, car chaque équation étudiée à part 
rend son extension redondante. 

0) 
f( x, 1) 

f(x, o(y)) 

f(x,g(y,z)) 

o 
x 

o(f(x, y)) 

y), f(x, z)) 
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Alors que les extensions des équations suivantes sont indispensables, si elles sont traitées indé
pendamment des équations précédentes: 

f(x, i(x)) 
f(x, s(y)) '" 

1 
g(x, f(x, y)) 

s'étend en 
s'étend en 

f(f(x, z) 
f(f(x,s(y)),z) �~� 

f(l, z) 
f(g(x, f(x, z) 

Cependant, si ces six équations sont rassemblées en un même ensemble de dauses, l'extension 
de la dernière devient redondante: le membre gauche est AC-égal à f(f(x, z), sCy)), instance 
de f(x,s(y)) en remplaçant x par f(x,z); le membre droit, f(g(x,f(x,y),z), est simplifiable 
par l'équation (f(x,g(y, z») �~�g�(�f�(�x�,� y), f(x, z»)) en g(f(x, z), J(f(x, y), z)), terme AC-égal à 
g(f(x,z),f(f(x,z),y), instance de g(x,f(x,y)) toujours en remplaçant x par J(x,z). Toutes 
les conditions sont donc réunies pour affirmer que l'extension de la sixième équation est inutile. 

Dans la pratique, l'extension de la cinquième équation n'est pas utilisée sous la forme don
née ci-dessus. En effet, il est plus avantageux de ne considérer les extensions qu'après avoir 
simplifié au maximum leur membre droit, car cela évite de répéter ces simplifications après 
chaque utilisation de l'extension. Donc, l'extension simplifiée de l'équation (f( x, i( x)) �~� 1) est 
(f(f(x, i(x )), z) �~�z�)�.� • 

La définition des contextes redondants donnée dans la section précédente est en fait très 
proche de cette notion de contexte utile pour une dause. Plus particulièrement, les points 2a 
et 2b de la Figure 3.4 déclarent certains contextes E-redondants en anticipant la déduction de 
dauses par paramodulation contextuelle et étendue. Avec la définition de contexte inutile pour 
une clause, ces contextes auraient également été déclarés inutiles dès que ces dauses auraient 
été effectivement déduites. 
Reprenons l'Exemple 3.9 pour montrer cela. 

Exemple 3.15 Soit E la théorie {f(g(x)) �~�g�(�x� n. 
@ Avec notre définition de contextes E-redondants, seul le contexte (f(g(x)), 1,0) est 

En effet, pour toute équation (l �~� r) telle que lest E-unifiable avec g( x), une paramodula
tion contextuelle de (l �~� dans elle-même avec le contexte précédent engendre l'équation 
�(�f�(�r�)�~�r�)�.� 

iii Avec la définition d'un contexte inutile pour l'équation �(�l�~�r�)�,� dès que �(�f�(�r�)�~�r�)� est en
gendrée, tout contexte (fi(g(x)), ri, 0) utilisé avec (l �~� r) devient inutile: 

Ji(l) =E 1 et le terme ) est simplifié par (J( r) �~� r) en r 

Notons que l'unique contexte non E-redondant devient inutile pour l'équation (l �~� r) dès que 
�~� r) est engendrée. • 

Notre définition de E-redondance des contextes peut paraître faire double emploi dans ces 
cas particuliers, mais elle apporte des avantages essentiels: 

Ill! Les contextes sont déclarés E-redondants avant même de connaître les clauses du système, 
et donc avant que les étapes de paramodulation contextuelle et étendue ne soient appliquées 
pour engendrer les clauses telle que (J( r) �~� dans Pexemple précédent. 
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III Cette détection préventive contextes E-redondants permet de limiter le nombre de 
contextes à notre disposition, et même, comme dans l'exemple 3.9, de ne conserver qu'un 
nombre fini de contextes au d'un nombre infini. 
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4 

Complétude de la 
paramodulation équationnelle 

Le problème consistant à prouver la complétude de stratégies de preuve de théorèmes avec 
égalité est resté essentiel depuis les premiers pas de la déduction automatique. L'une des ques
tions posées était de savoir si le système d'inférence composé de la résolution et de la paramodu
lat ion était complet sans les axiomes de réflexivité fonctionnelle et sans paramoduler dans les va
riables. Une première preuve indirecte de l'inutilité des axiomes de réflexivité fonctionnelle a été 
donnée par D. Brand [Bra75J. La première preuve directe a été décrite par G.E. Peterson [Pet83] 
à l'aide des arbres sémantiques. Cependant, cette preuve nécessite l'utilisation d'un ordre de sim
plification isomorphique à w sur les atomes clos. J. Hsiang et M. Rusinowitch [Rus89, HR91] 
ont développé une nouvelle méthode basée sur les arbres sémantiques transfinis pour éviter cette 
condition et permettre ainsi une plus grande classe d'ordres. Leur méthode a été appliquée à la 
procédure de complétion de Knuth-Bendix [HR87] et à complétion conditionnelle [KR87]. 

D'autres techniques ont été proposées par J. Pais et G.E. Peterson [PP91] et L. Bachmair 
et H. Ganzinger [BG90]. La première est basée sur le forcing et utilise également l'induction 
transfinie pour construire le modèle de Herbrand d'un ensemble de clauses. La seconde est 
basée sur la définition de systèmes de réécriture canoniques pour représenter les interprétations 
équationnelles. 

Nous allons utiliser dans ce chapitre la technique des arbres sémantiques transfinis pour 
prouver la complétude réfutationnelle des règles d'inférence définies dans le Chapitre 2. Dans 
un premier temps, nous avons étendu cette technique aux théories associatives et commuta
tives [RV91, RV95]. Nous présentons dans ce chapitre son extension aux théories équationnelles 
régulières. Cette technique des arbres sémantiques transfinis a également été étendue aux théories 
AC, puis à une théorie équationneiles E, par E. Paul [Pau92, Pau94]. Cependant, les méthodes 
obtenues sont assez différentes puisque Paul construit un arbre sémantique modulo la théorie 
E, puis considère la branche droite de cet arbre, alors que nous utilisons l'arbre sémantique de 
la théorie vide, puis sélectionnons une branche consistante avec la théorie E. 

L'adaptation proposée de la technique des arbres sémantiques à la stratégie de superposition 
permet de montrer la complétude de cette stratégie dans sa totalité. Les adaptations précédem
ment proposées autorisent soit quelques déductions avec des littéraux non maximaux dans leur 
clause [Rus91], soit quelques remplacements dans le plus petit membre d'une équation [Hab90]. 

La preuve de complétude réfutationneile présentée dans ce chapitre n'est valable que si la 
théorie équationnelle utilisée est régulière. Ce résultat étend les travaux d'U. Wertz [Wer92] et 
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d'E. Paul [Pau94]1 qui posent la condition suivante: 

Si un terme,<; est E-égal à l'un de ses sous-termes stricts slp, alors pour tout terme 
t, s[t]p doit être E-égal à t. 

Comme nous l'avons précisé dans la Section 2.5.2, cette condition implique la régularité de E, 
mais la réciproque est fausse. 

4.1 Technique des arbres sémantiques 

Commençons par introduire les principales notions de cette technique, mais nous recomman
dons la lecture de [Rus89, HR91] pour plus de détails. 

Soit> un ordre de simplification total E-compatible défini sur A(P, F, X) U T(F, X) (Dé
finition 1.14), et soit >- l'ordre correspondant total sur les classes de congruence engendrées par 
la théorie E considérée (Définition 1.15). 
La base de Herbrand A(P, F), c'est-à-dire l'ensemble des atomes dos, peut être ordonnée en une 
séquence croissante {Aih<'\ par Pordre > ; i est appelé Fordinal de l'atome Ai et ).. l'ordinalité 
de la séquence. Un ordinal a est un ordinal limite s'il n'admet pas de prédécesseur: l'atome Acl' 
est le plus petit atome supérieur à une séquence croissante infinie d'atomes. successeur d'un 
ordinal a sera noté a + 1, et son prédécesseur a - (s'il existe). 
Etant donné un atome Aco Wa dénote le segment initial formé de l'ensemble des atomes plus 
petits que Aa: WOI = {Ai 1 i < a}. 

Etant donné un ordinal a, une interprétation partielle sur WOt est une fonction l (parfois 
notée la) de Wa dans {V, F} définie par: 

@ Si (s c::: s) E WOil alors l( sc::: s) = 

�~� Si (sc:::t), B[s), B[t] E Wa et l(sc:::t) = V, alors I(B[s]) = l(B[tn. 

Une interprétation est une interprétation partielle définie sur W,\, Le. toute la base de Herbrand. 

Cette définition d'interprétation s'étend naturellement aux dauses par: soient l une inter
prétation (partielle) sur Wc", A un élément de WOIl et C la dause close LI y .. , y Ln dont les 
atomes appartiennent à WOI ' Alors, 

�~� l(--.A) = A), 

= l(Ld Y ... y ). 

l satisfait une clause dose C si l( C) = V. Sinon, l falsifie 

En ce qui concerne les dauses avec variables, une interprétation l satisfait une clause C 
bien C est valide dans I) si, pour toute instance close de C, I( Cf) = V. De même, 

Une clause C est cohérente s'il existe une interprétation pour laquelle elle est valide. 
Sinon, C est incollérente. 
Un ensemble de clauses S est cohérent s'il existe une interprétation satisfaisant toutes 
les dauses de S. Sinon, S est incohérent. 
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Lorsque l'on travaille dans une théorie équationnelle E, on dit qu'un ensemble de dauses S est 
E-incohérent si SUE est incohérent. 

Soient u et v deux atomes clos et l une interprétation sur WC!. u est I-réductible en v par 
l'équation noté u �-�-�+�Î�~�t� v, si c::.t) est un atome de WO! tel que: 

u=u[s], s>t, u> c::.t), [(s::::t)=V et v=u[t] 

Un atome qui n'est pas [-réductible est dit I-irréductible. Au cours des preuves à venir, il 
nous arrivera souvent d'omettre de préciser le nom de l'interprétation pour ne pas surcharger 
l'écriture i nous parlerons donc de réductibilité et d'irréductibilité d'atomes. 

Le théorème suivant énonce que, pour tester la [-réductibilité, il suffit d'utiliser des équations 
qui, elles, sont [-irréductibles. 

Théorème 4.1 (Théorème de la Réduction) Un atome clos est [-réductible si et seulement 
s'il est [-réductible par une équation [-irréductible. 

Cet autre théorème montre que les interprétations peuvent être construites par récurrence, 
comme dans [Pet83]. 

Théorème 4.2 Soit [: -+ {V, F} telle que [ est une interprétation sur WC!, Soit J la 
restriction de l à l'floc. l est une interprétation sur TtV 01+ 1 si et seulement si : 

1. Aoc est J -réductible en un atome B et I( Ac.) = [( B), ou bien 

2. A:> est J -irréductible, de la forme (t:::: et [(Ac.) = V, ou bien 

3. Aoc est J -irréductible mais pas de la forme (t:::: t). 

Dans le théorème précédent, l est une extension (ou successeur) de J. L'ensemble formé par 
toutes les interprétations partielles est appelé arbre sémantique transfini. Un nœud est un élé
ment de cet arbre. Un chemin (ou branche) est une séquence de nœuds {Ii h<Ot telle que Q est 
un ordinal (::; À) et le domaine de Ii est Wi. 

Par convention, lorsqu'une interprétation let admet deux extensions, son successeur gauche 
(ou nœud gauche) satisfait l'atome AC! et son successeur droit (ou nœud droit) falsifie AOt . 

Notre arbre sémantique étant construit dans la théorie vide, une interprétation l peut ne 
pas être un modèle de la théorie E, c'est-à-dire l peut interpréter différemment deux atomes 
E-égaux. Introduisons donc la notion d'inconsistance d'une interprétation pour la théorie E. 

Définition 4.3 (E-(in)consistance) Une interprétation l définie sur fVC! est E-consistante 
pour tout atome A dans WO!! et pour tout atome BE-égal à 

�~� si B E WO!! alors [(A) = I(B), 

�~� si B rf. WO! et B �-�-�+�~�~�r� B' (avec l >- 7'), alors I(A) = [(Bi). 

Sinon, l est dite E-inconsistante. 

Cette définition ne prend pas en compte les atomes B hors de Wc: qui sont [-réductibles en un 
B' par une équation (l ':::: r) où 1 =E T, car cela revient à faire le test sur l'atome B'. De même, si 
l'atome B n'appartient pas à Wc: et est I-irréductible, l'interprétation l est considérée comme 
E-consistante, car elle n'influe pas sur la valeur B. 
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Définition 4.4 (Arbre sémantique cohérent) un arbre sémantique transfini. L'arbre 
sémantique cohérent d'un ensemble de clauses S, noté MCT(S), est le sous-arbre maximal 
r tel que, pour chaque nœud l dans MCT(S), 

@ soit lest E-consistante et, pour toute clause Cf, E-égale à une instance cloBe d'une clause 
C de S et dont les atomes appartiennent au domaine 1, 

e Boit lest E-inconsistante, mais satisfait toute équation 
U=E 

de son domaine telle que 

Un nœud d'échec J est soit un nœud E-consÎstant falsifiant une clause C', E-égale à une 
instance close d'une dause C de S, soit un nœud E-inconsistant falsifiant une équation (u �~� ut) 
où U=EU'; nous dirons que la clause C' (resp. �(�u�~�u�t�)�)� étiquette le nœud d'échec J. 
Si J est le dernier nœud d'un chemin de MCT(S), alors toute extension de J est un nœud 
d'échec. Un chemin maximal dans MCT(S) est un chemin dont les extensions ne sont pas dans 
MCT(S); ces extensions sont donc des nœuds d'échec., 

Le lemme suivant établit que si une interprétation , définie sur �W�~�,� est un nœud d'échec, 
alors a ne peut pas être un ordinal limite. Sa preuve est identique à celle présentée dans [HR91] 
pour la théorie vide. 

Lemme 4.5 (Lemme de Clôture) Soit S un ensemble de clauses. tout chemin maxi-
mal de M CT( S) admet un dernier élément (dans 

second lemme ci-dessous énonce une propriété très importante de MCT(S): aucune 
interprétation E-inconsistante n'est un modèle de S. 

Lemme 4.6 Si une interprétation J de MCT(S) est E-inconsistante, alors tout chemin passant 
par J est maximal. 

il s'agit en fait d'une conséquence immédiate du second point de la construction de 1vICT( 
(Définition 4.4), car dans un chemin, si deux atomes E-égaux sont interprétés différemment, cela 
signifie qu'une équation �(�U�~�U�'�)�,� où U=EU/ , a été (ou sera) falsifiée par un nœud de ce chemin. 
Ainsi, ce nœud est un nœud d'échec et le chemin est maximal, Le. n'est pas défini sur toute la 
base de Herbrand. 

U ne conséquence de ces deux lemmes est: 

Coronaire 4.7 Soit S un ensemble de clauses " S est E -incohérent si et si tout che-
mm de s en un 

li est inutile d'ajouter les axiomes de la théorie E à S, car nous avons vu que les seuls chemins 
pouvant être définis sur toute la base de Herbrand sont E-consistants. 

Void le théorème de complétude de règles d'inférence pour les arbres sémantiques dans une 
théorie équationnelle E : 

Théorème 4.8 (Théorème Fondamental) ensemble règles d'inférence 
complet si et seulement si M CT(IN F* (S)) ne contient que l'interprétation à 
que S est E -incohérent. 
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4.2 Lemme de relèvement 

Le but du lemme de relèvement est de montrer que toute inférence appliquée au niveau clos 
peut être relevée au niveau général, c1est-à-dire qu'une inférence appliquée entre des instances 
doses de clauses peut également être appliquée entre les clauses générales correspondantes. 

Le principal problème est le relèvement de la règle de paramodulation, illustré par l'exemple 
suivant. 

Exemple 4.1 Soient P(x,x,a) et �(�a�~�b�)� deux dauses (a >- b); considérant l'instance close 
P( a, a, de P( x, x, a), une paramodulation dans le troisième argument produit P( a, a, b), et la 
même paramodulation dans la clause générale produit P( x, x, li), qui admet bien P( a, a, pour 
instance. 
Cependant, si la paramodulation est appliquée dans le premier argument, produisant P(b, a, a), 
il est impossible d'engendrer une clause admettant P(b, a, a) pour instance à partir de la dause 
générale. • 

La solution est de ne considérer que les instances doses calculées à partir d'une substitution 
remplaçant les variables par des termes irréductibles, ou plus précisément irréductibles modulo 
la théorie E. Si l'on reprend l'exemple précédent, la seule instance à considérer est P(b,b, 
car a est réductible. Alors, toute clause déduite par paramodulation dans une instance dose de 
P(x,x,a) est une instance d'une dause déduite par paramodulation dans P(x,x,a). 

Enonçons la définition d'irréductibilité d'une substitution: 

Définition 4.9 Soit J une interprétation (partielle) et a et (j deux substitutions closes. a est 
dite J -réductible en e, dénoté a -+1 (), si a est identique à f) sauf pour une variable x, et 
a(x) =Et �-�-�+�~�'�:�:�:�.�r� 8(x), où 1 >- r c'est-à-dire 1 n'est pas E-égal à r. Si a ne peut être réduite, 
elle est dite 1 -irréductible. 

Mais, notre arbre sémantique étant construit dans la théorie vide, l'interprétation 1 de la 
définition précédente peut ne pas être un modèle de la théorie E, et une clause Ca peut ne pas 
avoir la même interprétation que la clause ce. Nous ne pourrons donc appliquer cette définition 
qu'aux interprétations E-consistantes. 

Le théorème suivant énonce que l'on peut ne considérer que les clauses dont la partie sub
stitution est irréductible pour une interprétation E-consÎstante. 

Théorème 4.10 (Théorème de la Substitution Irréductible) SoientI une interprétation 
(partielle) E-consistante et Ca une clause close dont les atomes sont tous dans le domaine de 
J. Alors, il existe une substitution close J-irréductible () telle que J(Ca) = J(CB). 

La preuve de ce théorème, basée sur nœthérianité de la relation -+ [, est détaillée pour la 
théorie vide dans (HR91]. Elle reste valide dans notre cas grâce à la propriété de E-consistance 
de J. Ce théorème permet donc de relever la paramodulation du cas dos au cas général en 
ne tenant compte, dans les clauses closes, que des positions qui existent déjà dans les dauses 
générales correspondantes. 

Plus généralement, nous considérerons à partir de maintenant qu'une clause Cf, E-égale à 
une instance dose Ca d'une clause C de S, étiquette un nœud d'échec J si la substitution a est 
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I-irréductible. Une teUe substitution existe toujours car, par définition, un nœud d'échec étiqueté 
par une dause (et non une équation triviale pour est une interprétation E-consÎstante. 

Revenons au relèvement proprement dit des règles férence; il se fait en deux étapes: 
d'une part montrer que les conditions pour appliquer une règle sont toujours valables au cas 
général, et d'autre part que la dause déduite admet bien ponr instance la dause déduite dans 
le cas dos. Nous allons donc utiliser la propriété suivante, issue de la stabilité par instanciation 
de l'ordre >-. 

Proposition 4.11 Soient A et B deux objets (termes ou atomes). Si AO" >- BO" pour une sub
stitution 0" J alors A �~� B. 

U ne conséquence de cette proposition est: 

Coronaire 4.12 Soit 0" un E -unificateur des objets Al, ... , Am' et Bl et B2 deux objets tels 
que: BIO" >- B 20". Il existe un E -unificateur principal T de , ... ,Am tel que: BI T i Bz r. 

Ce corollaire permet de relever les conditions d'ordre des règles d'inférence. La substitution 
T est définie par: Vom( T) ç Vom( 0"), '\Ix E Vom( (J), X(J =E xrp, pour une substitution dose p. 

Lemme 4.13 (Lemme de Relèvement) Soient " , " Cn des clauses et 0" une substitution 
close définie sur Var(C1)U .. ,UVar(Cn). Si une règle d'inférence R appliquée entre C10", .. " CnO" 
produit une clause C, la même règle R peut être entre les clauses Cl" . "Cn. Elle 
engendre une clause D qui admet C comme instance close, 

Preuve: L'inférence appliquée sur les dauses Cl 0", ,. "CnO" utilise une substitution O"f unifiant 
des objets A10",.,., ArnO" modulo E, et produit une clause C de la forme C'O"O"I. Bien que 
0" soit close, 0"' peut ne pas être l'identité, car certaines règles d'inférence introduisent 
de nouvelles variables (paramodulations contextuelle et étendue). Soit T un E-unificateur 
principal de Al,' .. , Am tel que: '\Ix E Dom(O"') U Vom( a), xaa' =E XTP, pour une substi
tution close p, 
Les conditions d'ordre apparaissant dans les règles d'inférence portent toujours sur des ob
jets des clauses initiales, Comme elles sont valides pour l'inférence R sur les clauses closes et 
comme la substitution 0" est irréductible, le Corollaire 4.12 nous permet d'affirmer qu'elles 
ne sont pas contredites lorsque la substitution T leur est appliquée, 

Si Il est une paramodulation ou une superposition (normale ou contextuelle), position 
p, où J1inférence est appliquée, existe aussi dans la clause générale par irréductibilité de (J. 

La dernière condition devant être vérifiée par T concerne la règle de paramodulation contex
tuelle (le cas de la superposition est identique), el; consiste iL vérifier que le membre gauche 
de l'équation n'a pas introduit dans une variable du sous-terme où le remplacement a 
eu lieu, 

Soient �~� 1'1) V C{ et \/ deux clauses. L'étape de paramodula-
tian contextuelle est appliquée de Cl dans iL la position P2 de L 2 . Nous avons à 
montrer la propriété suivante: "Ix E Var(L21pJ, 11 E Xi. Si une telle variable 
existe, II Tp est également un sous-terme modulo E XTp. Or, le terme XTp est 
égal au terme XO", par définition de T, et il existe donc un terme t, E-égal iL X(J, 

est réductible par �(�l�l�(�J�~�r�l�O�"�)�.� Cela l'hypothèse d'irréductibilité de 
substitution (J, 
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Ainsi, toutes les conditions sont remplies, et la règle R peut être appliquée entre les clauses 
Cl,. o., Cn, pour produire clause DT. La clause C déduite au cas dos étant égale à C1aa' 
et comme =E Tp, la clause Drp est E-égale à C'(TIY', et donc à C. Nous avons ainsi 
montré que la dause C est une instance close de la clause Dr, modulo E. 0 

Ce Lemme de Relèvement est valable pour les stratégies de paramodulation et de superpo-
sition, ainsi que pour stratégie positive. 

4.3 Preuve de complétude 

Dans cette section, nous allons prouver la complétude réfutationnelle des règles d'inférence 
pour la stratégie de paramodulation décrite dans le Chapitre 2 (Section 2.2.1). Les principales 
différences entre cette preuve et la preuve dans la théorie vide sont la construction de la branche 
droite dans l'arbre sémantique, et les nombreux cas supplémentaires introduits par la théorie 
E concernant les nœuds d'échec. TI nous faut montrer que chacun de ces cas est résolu par nos 
règles d'inférence. 

Soit INF l'ensemble des règles d'inférence décrites dans la section 2.2.1, c'est-à-dire les règles 
de E-factorisation, E-résolution, E-réflexion, E-paramodulation, E-paramodulation contextuelle 
et E-paramodulation étendue. Cette section est entièrement consacrée à la preuve du Théorème 
de Complétude de la E-paramodulation (Théorème 2.7). Au cours de ces preuves, nous ne 
manipulerons que des clauses closes, car nous avons montré dans la section précédente comment 
passer au cas général en utilisant le Lemme de Relèvement et le Théorème des Substitutions 
Irréductibles. Traçons d'abord les grandes lignes de la preuve: 

Schéma de Preuve: La preuve se faisant par contradiction, nous supposons que ne 
contient pas la clause vide; alors, MCT(INF'" ( S)) n'est pas vide. Nous définirons (Défini
tion 4.15) par récurrence une suite de nœuds dans MCT(INF*(S)), appelée branche droite, 
et prouverons (Proposition 4.18) que tous ses nœuds sont E-consistants, i.e. compatibles 
avec les axiomes de la théorie E. Dans ce but, nous construirons cette branche droite pour 
qu'elle évite ce que nous appellerons des nœuds de quasi-échec (Définition 4.14). 

Le dernier nœud Q", de cette branche droite s'étend en un ou plusieurs nœuds d'échec 
(ou de quasi-échec). Nous montrerons dans la Proposition 4.19 qu'une étape d'inférence, 
utilisant les clauses étiquetant ces nœuds, peut être appliquée et engendrer une clause 
falsifiée par Q"I' Nous aurons alors une contradiction avec le fait que Q"( appartient à 
MCT( ce qui signifiera que l'arbre sémantique cohérent est vide, et donc que la 

vide appartient à 0 

4.3.1 Construction de la branche droite 

Pour prouver le Théorème de Complétude, nous raisonnons par contradiction. Donc, suppo
sons que S est un ensemble E-incohérent de dauses. mais que INF*(S) ne contient pas la clause 
vide; dans ce cas, MCl'{INP"(S)) n'est pas vide. Définissons les ensembles suivants: 

OS 
E 

{ C 1 3C' E INF*'( 

{ 1 u. E 

pour une instance close Cl a de C' } 
U=E } 
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Ç;S est l'ensemble de toutes les instances closes des clauses de INF*(S), et E est l'ensemble de 
toutes les équations doses triviales pour la théorie Ces deux ensembles contiennent en 
toutes les dauses pouvant étiqueter un nœud d'échec au bout d'un chemin de MCT(INF*(S)), 
selon la définition d'un nœud d'échec (page 70). définition d'un arbre sémantique cohérent, 
MCT(ÇS) est équivalent à MCT(INF*(S)); donc, MCT(ÇS) est également non vide. 

Dans preuves qui vont suivre, une équation (u c.c:: vérifiera implicitement u ::?:: v. D'autre 
part, nous pouvons toujours supposer qu'il existe un unique littéral maximal dans une dause 
dose, car la règle de factorisation permet d'éliminer les autres occurrences de ce littéral. Nous 
n'insisterons pas plus sur ce point car il est identique au cas standard [HR91], c'est-à-dire dans 
la théorie vide. 

La technique utilisée dans la théorie vide consiste à construire une suite d'interprétations 
partielles, par récurrence transfinie, en suivant la branche droite de MCT(ÇS). Ensuite, il est 
montré que cette branche est vide, ce qui contredit le fait que MCT(ÇS) n'est pas vide. Ce
pendant, en ce qui nous concerne, cette branche droite peut être E-Ïnconsistante et donc ne 
pas représenter la théorie dans laquelle nous travaillons. Nous allons ainsi définir et utiliser le 
chemin E-consistant le plus à droite, le le plus à droite dom chaque nœud est 
E-consistant. 

Pour détecter les E-inconsistances le plus tôt possible, nous avons à définir une extension de 
notion de nœud d'échec, les nœuds de quasi-écll€C. Mais, comme ces inconsistances peuvent 

être bien dissimulées, cette notion est assez compliquée. est illustrée par la Figure 4.1. 

Il 1 

1 

1 
1 4iI 

1 
1 

1 
(u2[r]:::v) 

v 1 
�y�~� i 

i 

�v�~� 1 (Ul::: V) 
1 

1 

[, "/ R 
If{ " . ------ -------

A i �~�~�~�_�l�_�?�:�~�:�:�l�l�J�)�J� 
T R ! 
iJ c---- ------, t , 

l ,( ",u), l ,Ul - 2 ; 

1 

(U2 [Il ::: v) 1 
e.. ..: __________ 1 

V 1 1f 
1 \ 

1 �~� 0 
! ! 

Il �~� ____________________ �~�~� ________________________ �~�L� _______________________ �~� 

Figure 4.1: Nœuds quasi-échec 

Définition 4.14 Soit un , tel qUe est un atome 
tionnel irréductible (Ul c::: où Ul >- v; J( admet extensions L et R: L( Ac,,) V et 
R( Ax) == F. Alors, R est un nœud de qua8i-échec s Jil existe un terme U2, E -égal à Ul. tel que; 

@I soit l'atome (U2 c.c:: v) appartient à �~�V�o�"� est et J( (U2 c.c:: = V, 

Q'I soit l'atome (U2 c::: v) est réductible par une équation \ l c.c:: où 1 >- r, et J( 

(u2[r] c.c:: v). 

L'étiquette d'un tel nœud de quasi-échec est (u] c.c:: U2)' 



4.3. Preuve de complétude 75 

Notons qu'un nœud de quasi-échec est E-inconsistant. Dans le cas, nous choisirons U2 

minimal, ce qui garantit que le nœud droit au niveau de l'atome (U2:::: v) est soit un nœud d'échec, 
soit un nœud de quasi-échec satisfaisant le deuxième cas de la définition précédente. Dans le 
second cas de cette définition, nous pouvons supposer ("'le (1:::: r) est un atome irréductible, grâce 
au Théorème de la Réduction. 

Maintenant, définissons la branche droite de MCT(QS), c'est-à-dire le chemin le plus à droite 
qui ne contient pas de nœuds de quasi-échec. Ensuite, nous prouverons qu'il est E-consistant. 

Définition 4,15 La branche droite de MCT(QS) est l'interprétation partielle Q'Yi définie sur 
W'YJ et construite comme suit: Qo est l'interprétation vide; supposant que Qi est définie pour 
tout i < a, QCt est défini (si possible) par: 

�~� Si a est un ordinal limite, comme dans le cas classique [HR91], on définit simplement 
par U<Ct Qi. Alors, par le Lemme de Clôture, QO/ appartient à MCT(QS). 

@ Si a n'est pas un ordinal limite, alors a admet un prédécesseur a-. Plusieurs cas 
se produire: 

Si Q 01- a exactement un successeur 

* Si J appartient à MCT(ÇS), Qc> est l'interprétation 
* J n/appartient pas à l'vfCT(QS), alors le dernier nœud Q'Y de la branche droite 

est Qc>-, 

Si Q 0/- a exactement deux successeurs L et R, L( ACt- ) = V et R( AO/-) = F, alors 

* Si R est un nœud d'échec ou de quasi-échec, 
. Si L est un nœud d'échec, alors 1 est égal à a- . 
. Si L n'est pas un nœud d'échec, alors QO/ est l'interprétation L J 

* Si R n'est ni un nœud d'échec, ni de quasi-échec, alors Qc> est R. 

La proposition suivante est une conséquence Théorème de la Réduction; elle énonce que 
tout atome réductible est réductible (modulo E) par une équation dont le nœud droit est un 
nœud d'échec 

Proposition 4.16 Soit QCt la restriction â WCt de la branche droite Q'Y' Si l'atome AO! est 
réductible par une équation (l c::: , avec l >- T, alors il existe un atome ACt" E -égal à 1'\,,) 
est réductible par une équation (g c::: d) telle que g >- d et le nœud droit de (g c::: d) est un nœud 
d'échec étiqueté par une clause de QS, De plus, Qa(ACt[r]) = QO/(A,,;y/[d]). 

Preuve: Supposons que cette proposition soit vraie pour tous les atomes plus petits que (mais 
non E-égaux 
Le Théorème de la Réduction nous permet de choisir (l c::: r) irréductible; soit Ri son nœud 
droit: RI(lc:::r) = F. 

19 RI est un nœud d'échec, alors il ne peut pas être étiqueté par une équation de E 
puisque 1 >- r implique que l =fi Er. Donc, (l:::: r) est l'équation recherchée. 

e RI est un nœud de quasi-échec, étiqueté par (l::::l') où (l'c::: est irréductible (et 
plus petit que (l c::: r )), il faut alors reprendre tout le raisonnement avec l'atome c::: r) 
et son nœud droit. 
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@ Sinon, RI est un nœud de quasi-échec étiqueté par (l::::::: que l'atome "-' 
est réductible par une équation (a::::::: b) en 
V. L'atome Aa[l'[alL E-égal il Aet[lL est 
Qo,(Aa[l'[b]J) = Qa(Aet[r]). 

>- b); de plus, Rt(ll[b]::::::: r) = 
réductible par en Aa[l'[blL et 

Par hypothèse de récurrence, nous avons supposé que cette proposition était vraie 
pour tout atome plus petit que An. Donc, il existe une équation rv >- b' ), 
dont le nœud droit est un nœud d'échec, réduisant un atome ::::::: r) E -égal il (l[a 1 ::::::: 
en conservant la valeur de l'interprétation de ces atomes. Cela nous permet de dire 
que l'équation (a'::::::: b') est l'atome recherché, puisqu'il réduit l'atome An [l"] , E-égal 
à An, en un atome ayant la même interprétation que An[r]. 

Dans les trois cas nous avons trouvé des atomes An' et (g::::::: d) vérifiant les conditions 
énoncées. o 

Une autre proposition importante est puis prouvée ci-dessous. Elle montre qu'une règle 
de E-paramodulation (contextuelle) peut être appliquée quand deux clauses étiquettent des 
nœuds d'échec et que le littéral maximal de l'une est réductible par le littéral maximal 
l'autre. 

Proposition 4.17 Soient Cl = ::::::: rd V Dl et C2 = L 2 V D 2 clauses de gS étiquetant 
des nœuds d'échec le long la branche de MCT(ÇS), et telles qu'il existe un littéral L, 
E-égal à L2' réductible par �~� rd (11 >- rI). Alors, le dernier nœud de la branche droite Q'Y 
falsifie une clause gS. 

Preuve: Les atomes ::::::: rd et L 2 étant maximaux dans leur clause respective, Q'Y falsifie Dl 
et D2 . D'autre part, L étant réductible à une position q par (h ::::::: rd en L[rtlq et par défini
tion d'un nœud d'échec (propriété de E-consistance respectée), les atomes correspondant 
8,UX littéraux L et L[rllq ont même valeur de vérité (celle de l'atome de L 2 ). 

Soient �C�~� = �~� rD V et �C�~� = 1 V �D�~� les de admettant respective
ment Cl et C2 comme instances closes pour une substitution a. Comme L est réductible 
par (h::::::: 1'1) et la théorie E est régulière, nous avons vu dans le Chapitre 3 sur la gestion 
des extensions que le littéral �L�~�a� est réductible soit par (h �~� rd, soit par une exten
sion de (h::::::: rd (Lemme 3.3: propriété de E-fermeture). Il existe donc une position 0 

dans L2a telle que: 0 E FPos(L;a) et soit L;al o �=�E�l�~�a� et L;a[·Jo=E L[']q) soh il existe 
un contexte (el, Pl, Cl) E ) et une substitution close solution Cl tels que 
fi 1 - 'ri' l JU2(J,o-Eel(J,1(JJPl" 

@ Si L;(Jlo est E-égal à lia, alors une �E�~�p�a�r�a�m�o�d�u�l�a�t�i�o�n� de a dans il 
position 0, permet d'engendrer la clause ri V a \/ �D�~�a�.� La clause déduite 
est E-égale à L[rl]q V Dl V 

@ Si L2(Jio est E-égal à un terme une �E�~�p�a�:�r�a�m�o�d�u�l�a�t�i�o�n� contex-
tuelle de Ci (J dans �C�~�(�J�,� à la utilisant le contexte 
d'engendrer la dause L;(J[elcr ' [riaJpllo V �D�~�a� V Par 
d'échec étiqueté par la clause Cz, le littéral a]pll o a 
tion que 

nœud 
même interpréta-
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Ainsi, dans les deux cas, la clause déduite appartient à OS, mais est falsifiée par Q'Y' Un 
nœud d'échec devrait donc couper la branche droite. Nous en concluons que Q"I ne peut 
pas appartenir à MCT(OS). 0 

il faut noter que, dans la preuve précédente, la position 0 a trouvée dans �L�~�a�,� mais en fait 
il s'agit d'une position de �L�~�,� car le Lemme de Relèvement nous dit qu'il ne faut considérer que 
les substitutions irréductibles. Dans cette preuve, nous n'avons pas mentionné que l'équation 

�~� Tl) ne doit pas être plus grande que l'atome correspondant au littéral L2' mais nous verrons 
dans les preuves à venir que cette condition est toujours vérifiée. 

4.3.2 Consistance de branche droite 

Proposition 4.18 Si MCT(OS) n'est pas vide, sa branche droite Q'Y n'est pas vide et est E
consistante. 

La preuve de cette Proposition, donnée ci-dessous, fait appel à plusieurs lemmes qui seront 
énoncés et démontrés dans l'Appendice A.1. 

Preuve: Premièrement, Q"I n'est pas vide car, par construction J'arbre sémantique, Ao est 
un atome (a �~� a) et Ql(Ao) = V; donc, Q1 ne peut être ni un nœud d'échec ni un nœud 
de quasi-échec. 

Enfin, nous avons à prouver que Q" est E-consistant" Pour cela, nous raisonnons par 
contradiction: si Q", est E-inconsistant, il existe un ordinal minimal a tel que Qa est 
inconsistant, Nécessairement, 0: n'est pas un ordinal limite car, comme dans le cas 
classique [HR91], si a est un ordinal limite, QOI est défini par Ui<OI Qi, et donc l'un des Qi 
est E-inconsistant, ce qui est impossible puisque nous avons choisi a minimal. 

Comme a n'est pas un ordinal limite, il admet un prédécesseur a-. Notons K l'interpré
tation partielle Q 01- et B ratome Aa-. Par minimalité de a, K est E-consistant, et 

3Ae =E B que g soit Ae E et QoJB) =P QOI(Ae) 

e soit �~� WOl , Ae �-�-�-�-�+�~� r A(i[r) où l >- T, et QOI(B) =tf Qa(A,6[r]) 

La preuve qu'une telle interprétation Q a n'existe pas se décompose ainsi: nous prouvons 
dans un premier temps (Lemme A.l) que B est une équation �(�U�2�~�V�)� et A,a une équation 

�~� v), Ul =E U2, Uz >- v et v est irréductible; alors, en supposant que est le plus 
petit atome E-égal à. B permettant de détecter la E-inconsistance de Qa, nous détaillons 
les différents cas possibles: 

6 Si a exactement un successeur, QOI (Section A.l, Paragraphe 1): nous montrons 
d'abord que B est réductible, puis que AJ) est irréductible et enfin que [((Ae) = P. 
Cela signifie qu'un nœud de quasi-échec devrait couper la branche droite au niveau 
du nœud droit de l'atome 

�~� Si J( a exactement deux successeurs L et R, au moins l'un d'entre eux n'est ni un 
nœud d'échec ni un nœud de quasi-échec (Qo,), L(B) = V et R(B) = P. 
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Si Qa est L (Section A.l, Paragraphe II): l'atome A,6, falsifié par K, est réductible 
par une équation Cl ê:::' r) dont le nœud droit est un nœud d'échec; R est un nœud 
de quasi-échec, c'est-à-dire qu'il existe un atome E-égal à B qui est réductible par 
une équation (g ê:::' d) dont le nœud droit est un nœud d'échec. A partir de cela, 
nous en déduisons que Qa ne peut pas appartenir à MCT(ÇS), car elle falsifie 
une clause de ÇS engendrée par une paramodulation étendue entre les clauses 
étiquetant les nœuds droits de (g ê:::' et (l ê:::' 

Si QDL est R (Section A.l, Paragraphe III): l'atome AiJ est valide pour K et, qu'il 
soit réductible ou pas, Q DL devrait être un nœud de quasi-échec. 

Donc, dans tous les cas, nous trouvons une contradiction avec le [ait que Q DL appartient 
à la branche droite de MCT(ÇS). L'unique conclusion est que la branche droite Q'Y est 
E-consistante. 0 

4.3.3 Génération de la clause vide 

Comme nous venons de montrer que, si clause vide n'a pas été engendrée, la branche 
droite Q"I de MCT(ÇS) n'est pas vide et est E-consistante, il nous reste à montrer que Q"f 
falsifie une clause de ÇS, et donc que MCT(ÇS) est vide. Cela clôturera la preuve du Théorème 
de Complétude, car l'unique raison pour laquelle l'arbre sémantique cohérent est vide est que la 
clause vide appartient à OS, et donc à INF*(S). 

Voici donc la dernière proposition qui montre que la branche droite est vide, et donc que la 
clause vide a été engendrée par notre système de règles d'inférence. 

Proposition 4.19 La branche droite est vide, et donc la clause vide appartient cl INF*(S). 

Preuve: Le dernier nœud Q'Y de la branche droite est défini sur t'V"f' c'est-à-dire pour tous 
les atomes Ai tels que i < 1; il appartient à MCT(ÇS) et chacune de ses extensions est 
un nœud d'échec ou de quasi-échec. Comme dans la théorie vide, nous avons trois cas 
principaux à étudier: 

1. Soit Q"I a une seule extension 1 et est irréductible, 

2. Soit Q"f a deux extensions L et 

3. Soit Q'Y a une seule extension l et A-y est réductible. 

Détaillons chacun de ces cas. 

Cas 1: a une extension l et est 

? Q'Y 
�~�u�)� v î 

)., 1 

Par construction de l'arbre sémantique, l satisfait l'atome AAI' qui est en fait une 
équation de la forme (u �~� u), où u est un terme clos irréductible, l étant un nœud 
d'échec, il falsifie une clause C de ÇS, 



4.3. Preuve de complétude 79 

ne falsifiant pas C et 
avons 

et 1 ne différant que par la valeur associée à A'Y' nous 

C et Q...,CD) = F, 

pour une clause D dont les atomes sont plus petits que (u �~� u). 
La clause C appartient il gs et il existe une clause Cf dans INF"'(S) et une substi
tution dose (J' telles que Cfa =E C. 
Par une étape de E-réflexion dans la clause Cfa, nous déduisons une clause E-égale 
il Donc, D appartient à gS, et comme elle est falsifiée par Q,p cette dernière 
interprétation ne peut appartenir à MCT(ÇS), et donc il la branche droite. 

Ce cas ne peut donc pas se produire. 

Cas 2: Q"I a deux extensions L et R (donc A"I est irréductible). 

Le nœud Q"I a deux extensions sont des nœuds d'échec ou de quasi-échec. Comme 
l'extension gauche L satisfait l'atome A"I' L est un nœud d'échec et falsifie une clause 
CL de ÇS. Cette clause est la forme --AI' V DL, où chaque atome de est plus 
petit que A". QI' et L ne différant que par la valeur associée à AI" QI' falsifie également 
DL. 
Notons CL la clause �-�-�A�~� V DL de INF*(S) qui admet CL comme instance close 
(modulo E), pour une substitution (J'. 

Quant à R, il s'agit soit d'un nœud d'échec, soit d'un nœud de quasi-échec. Etudions 
ces deux cas. 

Cas 2.1: Si R est un nœud d'échec. 
La clause CR étiquetant R appartient soit à gS, soit il E. 

Cas 2.1.1: Si CR E gS. 
CR est de la forme V DR et il existe une clause Ch de INF*(S) telle que 
ChO" =E CR. Comme pour DL, Q"! falsifie DR. 
Donc, u:re étFtpe de E-résolution peut être appliquée entre les clauses CI.O" et 
ChO", et déduit une clause E-égale à DL V DR; cette clause appartient ainsi 
à gS, et, comme elle est falsifiée par Q"!, l'interprétation Q"! ne peut pas être 
dans MCT(ÇS). 

Cas 2.1,2: Si CR E 
Cela signifie que est une uation �~� v) où u et v sont E-égaux. 
E-réf1exion dans clause CI.O" permet de déduire clause DLa, E-égale à 

. DL est donc une clause de gS. et nous en concluons que Q"I ne peut être 
un nœud de la branche droite puisqu'elle falsifie DL. 

Cas 2.2: Si R est un nœud de quasi-échec. 
Par définition d'un nœud de quasi-échec, AI' est un atome (uz �~� où Uz >- v, et 
R est étiqueté par une équation (uz �~� Ul) où Uz et Ul sont E-égaux. Différencions 
les deux possibilités pour ce nœud de quasi-échec: 
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Il' si (Ul �~� v) est irréductible, cet atome est validé par Q"(. Or, ,( Ul �~� 1)) V 

DL étant une clause E-égale à CL, elle appartient aussi à 9S et un nœud 
d'échec étiqueté par cette dause devrait couper branche droite au niveau 
de �~� v). 

e si (Ul �~� 1)) est réductible par une équation (g �~� d) (où g >- d) en �~� 1)) 
et Q.,,(ul[d] �~�1�)�)� = V, la Proposition 4.16 nous permet d'affirmer qu'il existe 
une équation (l �~� r), dont le nœud droit est un nœud d'échec, qui réduit un 
atome E-égal à (Ul[g] �~�v�)�,� c'est-à-dire à AT Soit Cl da use étiquetant le 
nœud droit de cet atome (l �~� r). Par la Proposition 4.17, une inférence (E
paramodulation ou E-paramodulation contextuelle) de Cl dans CL engendre 
une clause falsifiée par Q.". 

Dans les deux cas, nous avons montré que Q", falsifiait une clause de 9S. Cette 
interprétation ne peut donc pas appartenir à la branche droite. 

Le cas 2 est également impossible. 

Cas 3: Qry a une extension l et A" est réductible. . . 
Soit (g �~� d) une équation telle que 9 > d, Q.,,(9 �~� d) = V et il existe une position p 
dans A-y telle que 

III A"lp = 9 si A." n'est pas un littéral équationnel, ou bien I(A.,,) = 

e .slp = 9 si A" est une équation 

Dans le second cas, J'existence de (g �~� d) n'est pas immédiate. Nous pouvons prou
ver ainsi: supposons que s est irréductible; alors t doit être réductible en un terme 
e ; mais, il est aisé de vérifier que = V et est plus petit que (s �~� t) ; 
donc (s �~� t) est réductible en s par (s �~� ce qui contredit l'hypothèse de départ, 

Notons que l'extension 1 de Q." est un nœud d'échec, car A"Y est réductible, étiqueté 
par une clause CI de 9S, car autrement serait E-inconsistant: serait un atome 
�(�u�~� où U=EV, �Q�-�y�(�u�~�1�)�)� = Q,( = P, alors que Q." validerait le 
E-égal à (u[d] �~� , puisque en c::::: u[dJ). 

D'autre part, g ne peut être E-égal à d, car une clause E-égale à celle 1 
devrait alors couper branche droite au niveau l'atome 

Donc, l'atome A." est réductible par et 9 ;,.. d. Par la Proposition 4,16. il 
existe un atome A--y' E-égal à. A-y et réductible par une équation irréductible (l �~� 

1 >- dont le nœud droit est un nœud d'échec étiqueté par une clause de 
gS. Une étape de E-paramodulation, ou de E-paramodulation contextuelle, peut 
alors être appliquée de Ci dans CI et engendrer une clause de gS falsifiée par Q-y 
(Proposition 4.1 
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(l �~� r) 

1 
A-yl [1] �-�-�-�-�t�6�~�,�.� [r] 

A-y,[I}=EA-y et Q-y(A-y,[r])=I(A-y) 

Ainsi, dans ce dernier cas nous avons également trouvé une contradiction avec le fait 
que Q-y appartient à la branche droite de MCT(9S). 

Nous venons de détailler tous les cas possibles. Comme ils se concluent tous de la même ma
nière (Q-y ne peut pas appartenir à la branche droite), nous en déduisons que cette branche 
droite est vide, et donc que le sous-arbre MCT(ÇS) l'est également. Or, le seul moyen de 
ne laisser que l'interprétation vide dans MCT(9S) est que la clause vide appartienne à 
INF*(S). Ceci conclut la preuve du Théorème de Complétude. 0 

Stratégie de superposition 

Soit INF l'ensemble des règles d'inférence décrites dans la section 2.2.2, c'est-à-dire les règles 
de E-factorisation, E-factorisation équationnelle, E-résolution, E-réflexion, E-superposition, E
superposition contextuelle et E-superposition étendue, auxquelles viennent s'ajouter les règles de 
E-paramodulation et E-paramodulation contextuelle applicables uniquement dans des littéraux 
non équationnels. 

Cette section est consacrée à la preuve de E-complétude de INF (Théorème 2.12), c'est-à-dire 
à montrer que, pour tout ensemble E- incohérent de clauses S, INF'" (S) contient la clause vide. 
Nous effectuerons la preuve dans le cas clos, grâce au Lemme de Relèvement et au Théorème 
des Substitutions Irréductibles. 

Comme pour la stratégie de paramodulation, la preuve du Théorème de Complétude de la 
E-superposition se fait par contradiction. Supposons que S soit un ensemble E-incohérent de 
clauses, mais que INF"'(S) ne contienne pas la clause vide. Alors, l'arbre sémantique cohérent 
MCT(INF*(S)) n'est pas vide. Pour représenter l'ensemble des clauses pouvant étiqueter un 
nœud d'échec dans cet arbre, nous définissons les ensembles suÎvants : 

ç;s { C ! :lC' E INF*(S), C =E Cf (J, pour une instance close Cf (J de C' } 

[; �{�(�U�~�U�I�)� 1 U,U' E T(F), U=EUI 
} 

OS est l'ensemble de toutes les instances closes des dauses de INF*(S), et [; l'ensemble de toutes 
les équations closes triviales pour la théorie Par définition d'un arbre sémantique cohérent, 
MCT(ÇS) est équivalent à MCT(INF"'( : donc. est également non vide. 

Nous détaillons dans cette section les différentes adaptations nécessaires pour exprimer la 
stratégie de superposition lors de la construction de la branche droite de MCT(ÇS), puis mon-
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trons que cette branche est E-consistante, et enfin qu'elle ne peut être que vide, ce implique 
que le sous-arbre MCT(ÇS) est vide et donc que la clause appartient à 

404.1 Adaptation de la technique des arbres sémantiques 

La stratégie de superposition est différente stratégie de paramodulation par le fait 
qu'elle interdit tout remplacement dans le plus petit membre (membre droit) d'une équation. 
Cependant, lors de la mise en place d'un nœud d'échec dans l'arbre sémantique, il est possible 
que le littéral maxÏmal de la dause étiquetant ce nœud soit une équation réductible dans son 
membre droit. Nous avons déjà vu pour la stratégie de paramodulation que, si ce littéral est 
négatif, la réductibilité du membre droit implique la réductibilité du membre gauche. Mais si ce 
littéral est positif, il nous faut absolument éviter d'appliquer une superposition dans cette clause, 
car elle ne pourrait être appliquée que dans le membre droit. Dans ce but, nous introduisons une 
nouvelle notion de nœud d'échec, appelée nœud d'échec distant et illustrée par la Figure 4.2, 
qui consiste à dévier la branche droite pour qu'elle n'atteigne pas de tels nœuds d'échec. 
N'oublions pas également que la stratégie de superposition met en œuvre un ordre sur 
téraux favorisant les littéraux équationnels négatifs (Définition 2.8). Ainsi, la maximalité d'un 
littéral dans une clause devra être vérifiée car l'ordre n'est plus tout-à-fait celui des atomes dans 
l'arbre sémantique. 

(wc:=v) 

(uc:=v) 

! 
1 r v i 

�~� 
1 

If{ 

�L�Y�~�R� 
! 
i 
1 
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f 
v 1 

i!I 
i 
1 

"" 
�~� 
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Figure 4,2: Nœud d'échec (R) 

Définition 4.20 un nœud de ), sur est un atome 
tionne! (u �~� v), avec u >- v; J( admet deux extensions L et R: ) = F et 
RE. Alors, R est un nœud au niveau d'un atome (u �~� si cette 
interprétation R est la racine d'un sous-arbre de la branche droite se termine 
par un nœud d'échec étiqueté par une clause (u �~� w) V D et tel que: w >- v, J( (w c:::,: = V, 
'<Iv' < w, M(uc:::,:v' ) = 

Pour simplifier, nous dirons qu'un tel nœud R est par la clause �(�u�~�w�)�V� D. Notons que 
les nœuds J(, R et M sont E-consistants puisque A! est E-consistant par définition d'un nœud 
d'échec. 
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Maintenant, définissons branche droite de c'est-à-dire le chemin le plus à droite 
qui ne contient pas de nœuds de quasi-échec ou d'échec distant. Ensuite, nous prouverons qu'elle 
est E-consistante. 

Définition 4,21 La branche droite de MCT(gS) est Finterprétation partielle Q--YJ définie sur 
W-y! et construite comme suit: Qo est l'interprétation vide; supposant que Qi est définie pour 
tout i < a, Q Qi est défini (si possible) par: 

illJ Si a est un ordinal limite, comme dans le cas classique [HR91}, on définit simplement QQi 

par Ui<a Qi. Alors, par le Lemme de Clôture, QOt appartient à MCT(OS). 

@l Si a n'est pas un ordinal limite, alors a admet un prédécesseur a-. Plusieurs cas peuvent 
se produire: 

Si Q Qi- a exactement un successeur J, 

* Si J appartient à MCT(ÇS), alor8 QQi est l'interprétation J, 
* Si J n'appartient pas ci; OS), alors le dernier nœud Q"Y de la branche droite 

est Qo;-, 

Si Q Qi- a exactement deux successeurs L et 

* Si R est un nœud de quasi-échec, d'échec, ou d'échec distant, 
. Si L est un nœud d'échec, alors Î' est égal à a-, 
. Si L n'est pas un nœud d'échec, alors QQi est l'interprétation 

alors 

* Si R n'est ni un nœud de quasi-échec, ni un nœud d'échec, ni un nœud d'échec 
distant, alors Q Clé est R. 

Soit R un nœud d'échec distant comme décrit dans la Définition 4.20, étiqueté par une clause 
C. Détaillons quelques propriétés de cette clause C: 

Propriétés des nœuds d'échec distants 

L C ne peut contenir de littéral .( ut c:::: où =E u. En effet, cela signifie que l'atome 
c:::: w') est valide pour M, mais comme (u c:::: Wl) doit être falsifié par M, l'interprétation 

M serait E-inconsistante. Cette propriété garantit donc que le littéral c:::: w) est bien 
maximal dans la clause C pour l'ordre >-L. 

2. La dause C ne contient pas de littéral positif (u'::::: Wl) où ul =E u et K(wc:::: = V. En 
effet, une étape de factorisation équationnelle sur la clause C = (u c:::: w) V (ut::::: Wl) V D 
produit la dause (ut::::: wi ) V o( w ::::: V D plus petite que C, qui devrait donc étiqueter 
un nœud d'échec au-dessus de 

3. Si dause C contient des littéraux positifs ( où ti l =E u, qui ne satisfont pas la 
propriété précédente, alors ces littéraux peuvent être remplacés dans C par les littéraux 

car (u::::: Wl) est falsifié par définition. 

La propriété suivante présente un cas 
étiquetant un nœud d'échec est garantie. 

Propriété des nœuds d'échec : 

lequel la maximalité d'un littéral dans une dause 
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1. Soit Q a une interprétation E-consistante, restriction de la branche droite à Wa , telle que 
Aa soit irréductible. Si une clause LV étiquette une extension de Qa (L est AQI ou ,Ao,), 
alors L est maximal dans Lv D pour l'ordre >-L. 

Cette propriété est évidente si Aa n'est pas un atome équationnel ou bien si L =: -,AOi . 
Par contre, si L = Aa = (u �~� w) (u >- w), D ne doit pas contenir de littéral -.( ur �~� où. 

= E u. Cette condition est facile à vérifier, car un atome (u' �~� serait valide pour 
Q QI de même que (u �~� v) par E-consistance, et (u �~� w) devrait être réductible par (u �~� v). 
Or, AQI est irréductible. 

La proposition suivante correspond à la Proposition 4.16 pour la stratégie de paramodulation. 
Elle exprime que si un atome AOi est réductible, il existe une équation dont le nœud droit est 
étiqueté par une dause de gs et telle que son équation maximale réduit un atome E-égal à 
Ces clauses de gS pourront servir pour les trois règles de superposition. 

Proposition 4,22 Soit Q Oi la restriction à Wa de la branche droite Q"I' Si l'atome Aa est 
réductible par une équation (1 �~� r) où l >- r, alors il existe un atome Ao:') E -égal à est 
réductible par une équation où 9 >- d et telle que le nœud de (g �~� d) est un 
d'échec ou un nœud d'échec distant étiqueté par une clause Cg de gS. De plus, Qoc(Aoc[r]) = 
QOi(AOiI[dJ) et, si l'interprétation au niveau de l'atome �(�g�~�d�)� est E-consistante, la clause Cg ne 
contient pas de littéral -.(g' �~� dl) où g' est E -égal à g. 

Preuve: La preuve de l'existence des atomes AOi' et (g �~� d) est faite exactement comme dans 
la preuve de la Proposition 4.16, avec en plus la possibilité pour le nœud droit de l'atome 
(g �~� d) d'être un nœud d'échec distant. 

La proposition demande également qu'il n'existe pas de littéral-,(g' �~� d'), où est E-égal 
iL y, dans la clause étiquetant le nœud droit de (g �~� d). Cette propriété est importante, 
car elle permet de garantir que l'atome au niveau duquel se trouve le nœud d'échec (sous 
le nœud droit de �~� d)) est bien maximal dans la clause Cg; cet atome est (g �~� d) si le 
nœud droit de �(�g�~�d�)� est un nœud d'échec, ou bien �(�g�~�w�)� s'il s'agit d'un nœud d'échec 
distant. 
Par définition, cette propriété est vraie si le nœud droit de (g �~� d) est un nœud d'échec 
distant. 
Donc, supposons que le nœud droit de �(�g�~� noté Rg, est un nœud d'échec et qu'il existe 
un atome (g' �~� dt) minimal, tel que g' =E 9 et le littéral-.(g' �~� d') appartient iL Cg. 
Lg le nœud gaudle de (g �~� restriction de branche droite aux atomes inférieurs à 

(g �~� d), ce dernier atome compris: Lg(g' �~� = V. 

«lJ �s�i�L�g�(�d�~� =V,l'atome en il est pour 
et Rg devrait être un nœud de quasi-échec. 

<® si Lg( d �~� dl) = F, l'atome (g' �~� d) est falsifié par QOC) mais les interprétations et 
sont alors E-inconsistantes. 

iiinsi, si l'on suppose que Lg est E-consistante, il n'existe pas de tel atome (g' �~� dl). Lû 
Littéral �~� d) est donc dans Cg pour l'ordre >-- L 0 

La prochaine proposition est l'équivalent de Proposition 4.17 pour stratégie de paramo
dulation. Elle précise que si une superposition ou une superposition contextuelle est appliquée 
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entre deux clauses étiquetant des nœuds d'échec ou d'échec distants le long de la branche droite, 
alors la clause déduite est falsifiée par Q,." ce qui remet en cause l'appartenance de Q,., à la 
branche droite. 

Proposition 4.23 Soit Cl = (11 �~� 1'1) V Dl et C2 = L2 V D2 deux clauses de OS étiquetant des 
nœuds d'échec ou d'échec distant le long de la branche droite de MCT(ÇS), et telles qu'il existe 
un littéral L, E-égal à L2' réductible par (lI �~�r�l�)� où Il >- 1'1- Alors, si les conditions d'ordre 
pour appliquer une superposition (contextuelle) de Cl dans C2 sont vérifiées, Q-y falsifie une 
clause de OS. 

La preuve de cette proposition est similaire à celle de la stratégie de paramodulation. Les condi
tions d'ordre introduites par la stratégie de superposition ne posent pas de problème car elle 
sont supposées correctes. La raison en est simple: à chaque utilisation de cette proposition, nous 
montrerons la correction de ces conditions de maximalité de littéraux et de termes. Mais, nous 
pouvons déjà noter que si la clause Cl étiquette un nœud d'échec distant ou bien un nœud 
d'échec, successeur droit d'un nœud de la branche droite, l'atome Ch �~� 1'1) est maximal dans la 
clause Cl pour l'ordre >-L (propriétés des nœuds d'échec et d'échec distants citées précédem
ment). 

4.4.2 Consistance de la branche droite 

La proposition suivante énonce que la branche droite construite est E-consistante. Sa preuve 
différant quelque peu de celle de la Proposition 4.18, nous allons détailler à nouveau les prinC1-
paux cas. 

Proposition 4.24 Si MCT(OS) n'est pas vide, sa branche droite Q,., n'est pas vide et est Jii:
consistante. 

Les lemmes intermédiaires utilisés dans la preuve de cette proposition sont démontrés dans 
l'Appendice A.2. 

Preuve: La branche droite n'est pas vide car, par construction de l'arbre sémantique, Ao est 
un atome �(�a�~�a�)� et Ql(Ao) = V; donc, QI ne peut être ni un nœud d'échec, ni un nœud 
d'échec distant, ni un nœud de quasi-échec. 

Pour montrer que l'interprétation Q,., est E-consistante, nous raisonnons par contradiction: 
si Q,., est E-inconsistant, il existe un ordinal minimal a tel que Qa est E-inconsistant. Cet 
ordinal ne peut être un ordinal limite car, comme dans le cas de la théorie vide [HR91], si a 
est un ordinal limite, Qa est défini par Ui<a Qi, et donc l'un des Qi doit êtreE-inconsistant, 
ce qui est impossible puisque nous avons choisi a minimal. 

a admet donc un prédécesseur a-. Soit K l'interprétation partielle Q a-, et notons B 
l'atome Aa-. Par minimalité de a, K est E-consistante et 

3A,8 =E B tel que • soit A,e E Wa et Qa(B) # Qa(A,8) 
• soit A,8 rf. Wa, A,8 �-�-�-�-�7�~�r� A,8[r] où 1 >- 1', et Qa(B) # Qa(A,8[r]) 

Il a été prouvé dans le Lemme A.l que B est une équation (U2 �~� v) et A,8 une équation 
(Ul �~� v), où UI =E U2, U2 >- v et v est irréductible. Dès lors, supposons que A,8 est le plus 
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petit atome E-égal à B permettant de détecter la E-inconsistance de Qex. Plusieurs cas 
sont à envisager, mais nous montrerons dans les lemmes qui vont suivre qu'ils sont tous 
impossibles: 

!i' Si K a exactement un successeur, Qex (Section Paragraphe 1): B est réductible, 
AiJ est irréductible et K(A,a) = F. Cela signifie qu nœud de quasi-échec devrait 
couper la branche droite au niveau nœud droit de l'atome AiJ. 

(j) Si K a exactement deux successeurs L et R, au moins l'un d'entre eux (Q ex) n'est 
un nœud d'échec, ni un nœud d'échec distant, ni un nœud de quasi-échec; L(B) = V 
and R(B) = F. 

- Si Q ex est L (Section A.2, Paragraphe II) : l'atome A(:i, falsifié par 1(, est réductible 
par une équation (l �~� r) dont le nœud droit est un nœud d'éc1wc; R est un nœud 
de quasi-échec, c'est-à-dire qu'il existe un atome E-égal à B qui est réductible par 
une équation (g �~� d) dont le nœud droit est un nœud d'échec. A partir de cela, 
nous en déduisons que Qa ne peut pas appartenir à MCT(QS), car elle falsifie 
une clause de engendrée par une paramodulation étendue entre les clauses 
étiquetant les nœuds droits (g �~� d) et (l �~� r). 

Si Qex est R (Section A.2, Paragraphe III) : ratome est valide pour le mais 
Q ex devrait être un nœud quasi-échec 

Donc, dans tous les cas, nous trouvons une contradiction avec le fait que appartient 
à la branche droite de MCT(ÇS). L'unique conclusion est que la branche droite Q"Y est 
E-consistante. 0 

4.4.3 Génération de la dause vide 

La branche droite étant E-consistante, il nous reste à montrer qu'en fait elle est vide. POUf 

cela, nous étudions dans la preuve de la proposition suivante chacun cas possibles pour le 
dernier nœud Q"Y de cette branche, et nous montrons qu'ils sont tous impossibles. 

Proposition 4.25 La branche droite est et donc la clause vide "1I'I''''-'f"J..'J.. à 

Preuve: Le dernier nœud Q"Y branche droite est donc défini sur c'est-à-dire sur tous les 
atomes Ai pour i < Î; il appartient à MCT(ÇS) et chacune de ses extensions est un 
d d distant ou de quasi-échec. pour la 
nous avons trois cas principaux à étudier: 

1. Soit Q", a une seule extension l et est 

2. Soit Q"Y a deux extensions L et 

3. Soit Q"Y a une seule extension l et est réductible. 

Détaillons ces différents cas: 

Cas 1: Q"Y a une extension l et est irréductible. 
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A1' est une équation (u c::: est un terme clos irréductible. La clause C de 
OS étiquetant le nœud d l est la forme .(uc:::u) V D. Ce cas soulève une 
contradiction, car Q'Y falsifie la clause D de OS, produite par une étape de E-réflexion 
surC. 

Cas 2: Q1' a deux extensions L et .Il (donc A'Y est irréductible). 

1 
! Q-y 

�1�J�/�~�F� 
L'/ 'v..R 

1 1 
I--,A,VDLj �.�~� 

�~� 
Le nœud Q'Y a deux extensions qui sont des nœuds d'échec, d'échec distants ou 
quasi-échec. Comme l'extension gauche L satisfait l'atome A1" L est un nœud d'échec 
et falsifie une clause CL de OS. Cette clause est de la forme -.A'")' V DL, où chaque 
atome de DL est plus petit que A-y. Q'Y et L ne différant que par la valeur associée iL 
A-y, Q'Y falsifie également DL. 
Notons �C�~� la clause �-�-�,�A�~� V �D�~� de INF*(S) qui admet CL comme instance close 
(modulo E), pour une substitution (J. 

Quant à .Il, il s'agit soit d'un nœud d'échec, soit d'un nœud d'échec distant, soit d'un 
nœud de quasi-échec. Etudions ces trois cas. 

Cas 2,1: Si R est un nœud d'échec. 
La clause CR étiquetant R appartient alors soit à OS, soit à [. 

Cas 2.1.1: Si CR E OS. 
CR est de la forme V DR et il existe une clause CR de INF*(S) telle que 
CRa =E CR. Comme pour DL, Q", falsifie DR. 
Donc, un étape E-résolution peut être appliquée entre les dauses �C�~�a� et 
CRa, et déduit une clause E -égale à DL V DR; cette clause appartient ainsi 
à OS, et, comme elle est falsifiée par Q-y, l'interprétation Q'Y ne peut pas être 
dans MCT(ÇS). 

Cas 2.1.2: E [. 
Cela signifie que est une uation (u c::: v) où u et v sont E-égaux. Alors, 
une E-réflexion dans clause �C�~�a� permet de déduire la clause �D�~�a�,� E-égale 
à DL. D'où, DL appartient à gS, et nous en concluons que Q'Y ne peut être 
un nœud de la bnwche droite puisqu falsifie 

Cas 2,2: Si R est un nœud d'échec distant. 
Dans ce cas, A'")' est un atome c::: v) et le nœud d'échec MR sous R se trouve 
au niveau d'un atome (uc:::w) et est étiqueté par une clause CR = (uc:::W) V DR; 
de plus, QOL(WC::: 11 existe donc une clause CR dans INF*(S) telle que 
CRa =E CR. Si nous appliquons une E-superposition de la clause CRa dans 
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clause Cier, E-égale à �,�(�u�~� V DL, la clause déduite est E-égale à V 

DL V DR. Cette dernière clause appartient donc à gS et est falsifiée par MR, ce 
qui contredit construction de branche cl car il devrait y avoir un nœud 
d'échec au-dessus de MR. 

Cas 2.3: Si R est un nœud de quasi-échec. 
Par définition d'un nœud de quasi-échec, est un atome où Uz >- v, et 
R est étiqueté par une équation (U2 ::::: uI) où U2 et Ul sont E-égaux. Différencions 
les deux possibilités pour ce nœud de quasi-échec; 

® si (Ul �~� v) est irréductible, cet atome est validé par QT Or, -,( Ul �~� v) V 

DL étant une clause E-égale à CL, elle appartient aussi à gS et un nœud 
d'échec étiqueté par cette clause devrait couper la branche droite au niveau 

::::: v). 

�~� si (Ul ::::: v) est réductible par une équation (g::::: d) (où 9 >- en (uddJ ::::: v) et 
Q')!( U1 rd] �~� v) = V, la Proposition 4.22 nous permet d'affirmer qu'il existe une 
équation (l::::: dont le nœud droit est un nœud d'échec ou d'échec distant, 
qui réduit un atome E-égal à (Ul [g 1 ::::: v), c'est-à-dire à . Soit Cl la clause 
étiquetant le nœud droit de cet atome (l ::::: r). Par la Proposition 4.23, une 
inférence (E-superposition ou E-superposition contextuelle) de Cl dans 
engendre une clause falsifiée par Q'Y' 
Les conditions de maximalité des littéraux pour effectuer cette déduction sont 
satisfaites car le remplacement s'effectue dans un littéral négatif. 

Dans les deux cas, nous avons montré que Q')! falsifiait une clause de gS. Cette 
interprétation ne peut donc pas appartenir à, la branche droite. 

cas 2 est donc impossible. 

Cas 3: Q-y a une extension l et A')! est réductible. 

L'interprétation l ne peut être un nœud de quasi-échec ni un nœud d'échec distant 
car A')! est réductible. Donc, l est un nœud d'échec étiqueté par une clause CI. Cette 
clause ne peut pas appartenir à [; car dans ce cas, A-y serait une équation 
où s et s' sont E-égaux; alors, (s::::: serait réductible par une équation ::::: d) en 
(s[d] :::::s'); or ce dernier atome, falsifié par Q'Y' est E-égal à (s[d] :::::s), atome valid!.' 
dans Q')! car réductible en (s[d] :::::s[d]); cela contredit la E-consistance de Q-y. 
Ainsi, CI est une clause de ÇS. Notons d'autre part que l'atome A')! ne 
en un atome �A�~� E-égal, car une clause Cj de , E-égale à un 
nœud d'échec au niveau de cet atome 

Donc, par la Proposition 4.22, il existe deux atomes et '" 
E-égal à A')!, réductible par (g::::: atome irréductible 9 >- et 
Soit le nœud droit de l'atome (g::::: . Il s'agit soit d'un nœud d 
nœud d'échec distant. Notons Cg = (g::::: V la l'étiquetant est en fait 
le terme d si Rg est un nœud d'échec). 

Détaillons maintenant les différents cas possible: 

Cas 3.1: Si A')! n pas équationnel. 
La clause CI est de la forme V DI, iA')!Î dénote le littéral si l'atome 
A-y est falsifié par 1, et le littéral -.A'Y sinon. 
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avec: 1 = si I(A",!) = F alors 

Le littéral lA." 1 est bien maximal dans la clause Cl, au sens de la stratégie de 
superposition. Ainsi, la Proposition 4.23 nous dit qu'une E-superposition ou une 
E-superposition contextuelle de Cg dans CI produit une clause falsifiée par Q"!. 
Donc, cela contredit la construction effectuée de la branche droite. 

Cas 3.2: Si I(A,,!) = V et A,,! = �(�s�~�t�)�.� 

La clause CI est de forme -.( s �~� t) V DI, et le littéral -,( s �~� t) est bien maximal 
au sens de la stratégie superposition. De plus, la réduction s'applique dans le 
terme s, si t est réductible en un terme t l , l'atome (s �~� est valide pour et 
réduit donc �~� t) dans 8. 

(g :::: 

�~�t�)� 

® Si tout atome de Dg est plus petit que l'atome (s �~� t) alors, comme dans le cas 
précédent, la Proposition 4.23 nous permet d'appliquer une E-superposition 
ou une E-superposition contextuelle de Cg dans Cl pour déduire une clause 
falsifiée par Q.", ce qui contredit l'appartenance de Q-y à la branche droite. 

'" S'il existe un atome plus grand que �(�s�~�t�)� dans Dg, cela signifie que Rg est 
un nœud d'échec distant, s = g, et cet atome supérieur à (g �~� t) est de la 
forme (g �~� w'), falsifié par le nœud d'échec Mg au bout de la branche droite 
�d�e�R�g�:�C�g�=�(�g�~�w�)�\�I�(�g�~� �V�D�~�.� 

Il faut donc montrer que l'on peut dériver une clause falsifiée par Mg, coupant 
branche entre Rg et 

Une E-superposition de Cg dans Cr produit la clause -,( w �~� t)V D1V(g �~� w')V 
�D�~�.� Pour que cette clause soit falsifiée par , il que tout littéral de Dl 
le soit. Mais, il exister un atome (g �~� tel que Dl = -{g c::::: V DI, 
Q,,(g �~� = V et �~� u) = F. Il faut alors appliquer une E-superposition 

Cg dans chacun de ces Littéraux de pour obtenir enfin clause de OS 
recherchée, i.e. falsifiée par : .( w �~� t) V -,( w �~� u) \1 Dj \1 �~� w' ) V �D�~�.� 

Cas 3.3: Si I(A,,!) = �~�t�)� et s est réductible. 
La clause CI est de forme (3 �~� t) \1 Jusqu'à présent, lorsqu'un atome comme 
A,,! était réductible, nous avons utilisé une étape de E-superposition (contex
tuelle) pour trouver une contradiction. Mais dans le cas considéré, le problème 
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de la maximalité de l'atome dans CI se pose. En effet, s'il existe un 
térai -'(s' �~� u) dans Dl tel que SI =E s, nous ne pouvons pas appliquer E-
superposition dans 

(g ê:::: d) 

(8[9J �~�t�)� 

Supposons donc que les clauses CI et Cg sont les plus petites clauses de ÇS 
pouvant étiqueter les nœuds 1 et Rg respectivement, pour l'ordre ;,-mult. 

�~� Supposons qu'il existe au moins un littéral forme .(8 �~� DI; 
notons = --.( s �~� u) V DI' Le (s �~� t) Il donc pas maximal dans 
CI. Mais, si nous appliquons une E -superposition (contextuelle) de dans 
chacun de ces littéraux, clause C déduite. appartenant à ÇS, est ; �~� t) V 

,(s[d] �~� V Dl V Dg. 
Si (s �~� t) > �~� w), clause C est falsifiée par 1 et plus petite que CI ; cela 
contredit le choix de CI minimale. 
Si (s �~� t) :::; (9 �~� w), Rg est un nœud d'échec distant; notons le nœud 
d'échec au bout de la branche droite sous Rg ; la clause C est falsifiée par Mg 
et plus petite que Cg; cela contredit également le choix de Cg minimale. 

@.\ S'il n'existe pas de littéral -,( Si �~� dans tel que SI = E s, le littéral (s �~� t) 
est maximal dans CI, Une E-superposition (contextuelle) de Cg CI 
produit la clause C = �~�t�)� V DI V Dg de ÇS. 
Si (s �~� t) > (9 �~� w), la clause C est falsifiée par ce qui contredit son 
appartenance à la branche droite. 

�(�s�~�t�)� :::; �(�g�~�w�)�,� Rg est un nœud d'échec distant; notons le 
d'échec au bout de la branche droite sous Rg ; clause C est falsifiée par 
et petite que ; cela contredit le minimale, 

Cas 3.4: I(A...,,) = F, A"'( = (s::::::t) et s est 
nœud d'échecI est étiqueté par une dause CI = �(�s�~�t�)�V� DI. Il n'existe aucun 

�n�é�g�a�t�i�f�-�,�(�s�'�~�u�)� dans DI tel que s'est E-égal à 8, par E-consistance de 

Q'Y' 
Soit t' le plus petit terme inférieur à i et que est 
irréductible. �L�'�a�t�o�m�e�(�s�~�t�)� �s�e�r�é�d�u�i�s�a�n�t�p�a�r�(�t�~� en �(�8�~�n�,� ce atome 
(8 �~� t') est falsifié par Q'Y' Soit a l'indice de �~� t') ; Q ex est restriction de Q'Y 
à Wc>' Soit R l'extension droite de Qex : 8 �~� = F. 
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Le nœud R ressemble énormément à un nœud d'échec distant. Pour conclure qu'il 
s'agit en effet cl 'un nœud d'échec distant, il nous suffit de vérifier propriété 
suivante: Vu < t, I( s '::::. = F. Or, aucun terme u ne peut contredire cela, car 
sinon (s '::::. t) serait réductible par ce ce qui est interdit par 1 
d'irréductibilité de s. 

Ainsi, chaque cas mène à une contradiction. 

Comme tous les cas ont montré une incohérence avec la construction de la branche droite, 
nous en déduisons que cette branche droite est vide, et donc que le sous-arbre MCT(9S) 
l'est également. Or, le seul moyen de ne laisser que l'interprétation vide dans MCT(gS) 
est que la clause vide appartienne à INF*(S). Ceci conclut la preuve de complétude. 0 

4.5 Stratégie positive 

Soit INF un ensemble de règles d'inférence défini pour la stratégie positive dans la Section 2.3. 
Rappelons que le but de cette stratégie est de ne faire une inférence que si elle utilise au moins 
une clause positive, c'est-à-dire une dause ne contenant que des littéraux positifs. 

Détaillons la preuve du Théorème de Complétude de la stratégie posïtive (Théorème 2.14), 
qui consiste en fait à montrer quelques propriétés pour ensuite reprendre les preuves de théo
rèmes de complétude de la E-paramodulation (Théorème 2.7 prouvé dans la Section 4.3) et de 
la E-superposition (Théorème 2.12 prouvé dans la Section pour la stratégie ordonnée. 

Preuve: La preuve ce théorème se fait par contradiction. Supposons que 8 est un ensemble 
E-incohérent de clauses, mais que INF'" ) ne contient pas la clause Alors, 
sémantique cohérent (S)) n'est pas vide. Comme pour la stratégie ordonnée, 
définissons les ensembles suivants: 

gs { C 1 :lCI E INF"(S), C =E CIO', pour une instance close C'O' Cf} 

E { (u '::::. ul ) i u, u' E T( F), u = E } 

9S contient toutes les instances closes de clauses de INF*(S), et [ contient toutes les 
équations triviales pour la théorie E. L'arbre sémantique cohérent MCT(QS) est équivalent 
à MCT(INF*(S)); il est donc non vide. 
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Nous construisons la branche droite Q'Y de comme pour stratégie ordon
née, c'est-ii-dire selon la Définition 4.15 pour la stratégie de paramodulation, ou bien la 
Définition 4.21 pour stratégie superposition. 

Rappelons que si U11 nœud Qex de cette branche admet une extension droite R 
n'appartenant pas à la, branche droite, alors rinterprétation R est soit un nœud de quasi
échec, soit un nœud d'échec, soit un nœud d'échec Supposons que nœuds R 
ainsi définis et étiquetés par une dause 9S, le sont par une clause positive. 

Grâce à cette hypothèse de positivité des dauses étiquetant les nœuds droits, les preuves 
de complétude de la stratégie ordonnée pour la paramodulation (Théorème 2.7) et la 
superposition (Théorème 2.12) peuvent être reprises mot pour mot afin de dériver une 
contradiction au fait que MCT(ÇS) n'est pas vide. D'autre toutes les conditions de 
maximalité des littéraux utilisés, apparaissant dans règles d'inférence, découlent 
simplement de l'hypothèse précédente. Rappelons ces conditions: 

�~� Si une inférence {aU appel A une clause 
maximal de cette clause, 

alors elle doit utiliser le littéral 

Il> Si une inférence utilise un littéral négatif d'une alors ce littéral doit être 
maximal vis-A-vis des autres littéraux négatifs de cette clause. 

ces conditions maximalité, l'obligation d'effectuer des remplacements uniquement 
depuis une clause positive, et d'appliquer des paramodulations étendues uniquement entre 
clauses positives, vient du fait que ces déductions utilisent toujours des clauses étiquetant 

nœuds droits. 0 

il nous faut donc montrer le lemme sUIvant; 

Lemme 4.26 Les nœuds d'échec et d'échec distants, extensions droites de nœuds de la branche 
droite, sont étiquetés par des clauses positives gS. 

Preuve: La preuve de ce lemme est réalisée par récurrence sur ces nœuds d'échec et d'échec 
distants R. 

Etape initiale: Soit Q ex la plus petite restriction 
extensions L et R, telles que ) = 
d'échec distant, étiqueté par une clause 
petite clause de Ç;S falsifiée par R pour 

littéraux de >. 

branche droite Q"I qui admet deux 
) = F et R est un nœud d'échec ou 

Supposons que est plus 
extension aux multi-ensembles 

Notons dans un premier temps que R ne peut pas être un nœud 
d'échec distant, car l'atome Aex serait une c:::: v) et da use CR serait de 
la forme (u c:::: w) V DR; l'atome (w c:::: v), ,réduisant c::::w) en (u c::::v), 

Proposition 4.22 affirme qu'il existe un atome irréductible, dont le nœud droit 
est étiqueté par une clause de ÇS, un atome E-égal à (u c:::: w). Or, ceci est 
impossible car nous avons supposé que R était la plus petite interprétation étiquetée 
par une clause de gS. 
La clause CR est donc de forme V tout atome de DR est plus petit que 

pouvons également supposer qu'aucun atome de DR n'est E-égal à , car 
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une étape de factorisation permet d'éliminer ces occurrences multiples de 
Soit CR = �A�~� V DR clause de INF*( telle que CR =E pour une substitution 
close a. 

1 nlQo: 
11 F 

L 'l&R 
1 I-"A'-"o:'-"V-'-D-R---' 

Nous allons montrer dans un premier temps que tout atome de DR est irréductible, 
puis que tout littéral de est positif. 

!;li S'il existe un littéral réductible LR de DR (DR = LR V Dm), alors pal' le Théo
rème de la Réduction, il est réductible par une équation irréductible (l :::= r). 
1 ne peut être E-égal à r, car la clause Aa V LR[r] V D2R appartiendrait également 
à 9S, et comme elle est falsifiée par R et plus petite que CR, cela contredit la 
minimalité de 
Selon les Propositions 4.16 et 4.22, il existe un atome E-égal il LR qui est ré
ductible par une équation irréductible, dont le nœud droit est étiqueté par une 
clause de 9S. Une telle équation ne exister, car R est le plus nœud 
falsifiant une clause gs le de la branche droite. 
Donc, le littéral LR ne peut être réductible, et clause CR est ainsi irréductible. 

G existe un littéral-,A,éI dans DR (DR = -,AeV D2R), l'atome A,e est donc valide 
pour Q (Ji et nous venons de montrer qu'il est irréductible. Ainsi, restriction 
de Qo: à admet soit une seule extension et Ae est une équation de la forme 
(u:::= u), soit deux extensions et le nœud droit de A,éI est un nœud d'échec étiqueté 
par une équation de E, ce qui signifie queAa est une équation (u:::=v) où U=EV, 

ou bien le nœud droit de Ao est un nœud de quasi-échec. 

Si A,a est une équation (u:::= v) où u =E v, et éventuellement u = v, alors une 
étape de E-réflexion sur la clause CRa = �A�~�a� V �-�,�A�~�(�J� V �D�~�R�a� produit la 
clause �A�~�(�J� V D;R(J. La clause V D2R appartient donc à 9S, est falsifiée 
par R et est plus petite que CR. Cela contredit le choix de CR comme la 
clause minimale de 9S falsifiée par 

Le nœud droit de ne peut être un nœud de quasi-échec, car dans ce cas 
les Propositions 4.16 et 4.22 nous disent qu'il existe une équation irréductible 
dont le nœud droit est étiqueté par une clause de 9S, qui réduit un atome 
E-égal il Or, R est le plus petit nœud étiqueté par une clause de 9S. 

R est étiqueté par une clause positive de 9S. 

Etape de récurrence: Soit un nœud la branche droite admettant deux extensions 
Let R telles que R(A::;) = F et R est un nœud d'échec ou d'échec distant, 
étiqueté par une clause CR de gS. Supposons que CR est plus petite clause de 9S 
falsifiée par R pour l'ordre >mult, extension aux multi-ensembles de littéraux de >. 
Supposons également par hypothèse de récurrence que pour tout nœud de branche 
droite, plus petit que Qa et admettant une extension droite étiquetée par une clause 
de OS, cette clause est positive. 
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La da use CR est de la forme AQtI V DR, où AQtI représente soit l'atome Aa si Rest 
un nœud d'échec, soit l'atome sous R au niveau duquel se trouve le nœud d'échec si 
R est un nœud d'échec distant. 

Nous allons montrer que tout littéral de DR est positif en deux étapes: d'abord, s'il 
existe un littéral négatif dans DR, il est irréductible; ensuite, il existe une clause dans 
ÇS ne contenant pas de littéral négatif. 

�~� S'il existe un littéral négatif réductible ...,AO' dans DR, il ne peut être réduit par 
une équation (l �~� r) où les termes l et r sont E-égaux, par minimalité de CR· 
Donc, grâce aux Propositions 4.16 et 4.22, il existe une équation irréductible 
(l �~� r) réduisant un atome A(3, E-égal à AO" dont le nœud droit RI est étiqueté 
par une dause CI de Ç;S. �l�~�y�p�o�t�h�è�s�e� de récurrence, Cl est une clause positive. 
Notons AQt' V ,A(31 V D2R la clause CR, et supposons que le littéral .Ao' a été 
choisi maximal parmi les littéraux négatifs de la clause CR. 

Soient Cf = (l' �~� ri) V �D�~� et V -,Ag, V �D�~�R� deux clauses de INF*(S) 
admettant respectivement et CR pour instance close pour une substitution a: 
Cfa =E CI et CRa = E CR. Etudions les différents cas possibles: 

Si Ao est une équation (u::::: où U =E v, alors une E-réflexion appliquée sur 
la clause CRa produit une clause E-égale à AQtI V D2R; cette dernière clause 
appartient à Ç;S et est plus petite que CR, ce qui contredit minimalité 
deCR. 

Si AO n'est pas une équation 
paramodulation contextuelle 
duire une clause E-égale à 
falsifiée par 
l'atome a été remplacé par un 

une E-paramodulation ou une E· 
appliquée de C{a dans CRa pour pro-

V D2R V appartenant à ÇS et 
petite que CR pour l'ordre >wuit, car 

d'atomes lui sont tous stric-
tement inférieurs. Cela le choix de comme la plus petite clause 
falsifiée par R. 
Pour la stratégie de superposition, si est un atome équationnel, il faut vé
rifier en plus que le remplacement ne s'effectue par dans le plus petit membre 
de cette équation, L'atome étant valide pour QQt, il est toujours possible 
de choisir (l �~� r) réduisant le grand membre de son équation, 

Les deux cas que nous venons d'étudier sont donc impossibles car la clause 
a été choisie minimale dans le sous-ensemble de Ç;S des clauses falsifiées par R. 
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Ainsi, s'ilexiste un littéral négatif dans CR, celui-ci est irréductible. 

f» Supposons maintenant qu'il existe un littéral négatif irréductible .Ap dans DR: 
== .Ap V DzR. Soit CR == �A�~�,� V -.AB V �D�~�R� la clause de INF*(S) telle que 

CR(J ==E CR pour une substitution dose (J, Supposons que le littéral -.A;3 a été 
choisi maximal parmi les littéraux négatifs de la clause CR. 

! 

Aj3 �\�I�~�~� 
/ �~�R�f�j� 

! �~� 
�~

�Q� a '---------' 

11 F 
L'li R 

: \, 
'1 -A-"a-' -V-.....,-A-fj-V-· -D-Z-R"' 
! 

Soit Q j3 la restriction de Q Ci à W,e. L'atome AB étant irréductible, soit Q j3 n'admet 
qu'une seule extension et alors Ap est une équation (u::::: soit Qe admet deux 
extensions; dans ce second cas, son extension droite R,e est soit un nœud d'échec 
ou d'échec distant étiqueté par une clause C(J = Ae V D(J, soit un nœud quasi
échec. Par hypotl1èse de récurrence, nous pouvons supposer que la clause C (3 est 
positive. Etudions ces différents cas: 

Cas 1: Si A!3 est une équation (u:::::v) où U=EV. 

Alors, une étape de E-rétlexion peut être appliquée dans la clause CR(J pour 
engendrer une clause E-égale à Ac)!' V DZR ; cette dernière dause appartient 
donc à OS. Mais, comme elle est falsifiée par R et plus petite que CR, ce cas 
ne peut se produire puisque CR a été choisie minimale. 

Cas 2: Si R(3 est un nœud d'échec. 
Soit �C�~� = AÔ V DO une clause de INF*(S) telle que C{p =E C(3. La clause 
Cé(J étant positive par hypothese de récurrence, une E-résolution peut être 
appliquée entre les clauses �C�i�~�(�J� et CR(J pour engendrer clause �A�~�/�O�'� V 

�D�~�R�(�J� V D'p(J, E-égale à V D2R V DfJ qui appartient donc à ÇS. Cette 
dernière clause étant plus petite que CR et falsifiée par cela contredit le 
choix dA CR. minimale. 

Cas 3: Si Re est un nœud d'échec distant. 
L'atome Ap est une équation et clause Ce étiquette un nœud 
d'échec sous R!3 au niveau d'un atome (u::::: w) tel que Q f3( w::::: = V. 
Soit �C�~� = (u'::::: w') V DO une de INF* telle que �C�~�(�J� =E Une 
E-paramodulation (ou E-superposition) appliquée de �C�~�(�J� dans CR(J produit 
une clause E-égale à A(>!, V -,( w::::: v) V D2R V D(3. Ce'tte clause de ÇS est 

par R et plus petite que CR. 

Cas 4: Si R(3 est un nœud quasi-échec. 
Par définition d'un nœud de quasi-échec, cela signifie qu'il existe un atome 
E -égal à A(3 qui est réd ucti ble par une éq uation (l::::: où 1 >- r. Mais, nous 
retrouvons le cas déjà résolu d'un littéral négatif réductible de DR.. Cette 
situation est donc également impossible. 
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Comme dans tous les cas nous avons trouvé une contradiction, nous en concluons que tout 
nœud d'échec ou d'échec distant R, extension droite d nœud de la branche droite, est 
étiqueté par une clause positive 9S. Ceci conclui la preuve du lemme. 0 

4.6 Règles de simplification 

Soit lNF un ensemble de règles d'inférence défini dans l'une des Sections 2.2.1, 2.2.2 et 2.3, 
c'est-à-dire pour la E-paramodulation ou la E-superposition, et pour la stratégie ordonnée ou 
positive. Soit 1NFs le système composé de INF et des règles de simplification définies dans la 
Section 2.4. 

Nous allons montrer dans cette section que les règles de simplification ajoutées aux règles 
d'inférence préservent la complétude réfutationnelle (Théorème 2.21). 

La méthode de preuve de complétude utilisée dans les sections 4.3 et 4.4 ne peut pas être 
appliquée ici, car, si deux dauses permettent d'en déduire une troisième, rien n'assure que 
ces deux clauses apparaîtront un jour dans le même Si; donc, l'inférence peut ne jamais être 
considérée. Nous allons montrer qu'heureusement cela ne gêne en rien la déduction de la dause 
vide. 

A partir de maintenant, nous supposons que 50 est un ensemble de dauses E-incohérent, et 
que 50, SI, 52, . .. est une dérivation équitable. 5* dénote U>o Si. 

Comme pour prouver la complétude des stratégies de paramodulation et de superposition 
sans règles de simplification, nous définissons les ensembles de clauses suivants: 

QS { C 1 ::lC' E 5" J C = E Cl (7, pour une instance dose C' (7 de C' } 
î {(uc::::u') 1 u,u' E T(F), U=E1L'} 

La construction de la branche droite Q"I de l'arbre sémantique cohérent MCT(ÇS) ne diffère 
pas: Définition 4.15 pour la stratégie paramodulation, Définition 4.21 pour stratégie 
superposition. 

Définition 4.21 Une clause C est persistante dans une dérivation 50,51,52, ... s'il existe un 
indice k tel que C appartient cl ni>,\; 

La preuve de complétude en présence de règles de simplification se fait habituellement en mon
trant que tout nœud d'échec le long de la branche droite de MCT(QS) est étiqueté par une 
dause persistante de QS. Ceci n'est possible que n'existe pas de suite infinie 
de dauses pour l'ordre de subsomption. propriété, montrée par 
l'ordre de subsomption stricte la théorie vide, n'est pas valable pour l'ordre de 
tian. Et même pour l'ordre subsomption cette propriété ne peut être étendue 
théories équationneiles E de congruence tiont hnies. 

Lemme 4028 Soit E une équationnelle ayant des classes de congruence Il nJexiste 
pas séquence infinie Co, que clause E -subsume strictement la clause 
Ci, pour tout i. 

La preuve de ce lemme est très simple. se fait par récurrence sur la taille des dauses" 
Donnons maintenant un exemple de théorie équationnelle ne respectant par le lemme précédent. 
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Exemple 4.2 Soit E la théorie composée de l'axiome �(�f�(�x�,�x�)�~�x�)�.� Les classes de congruence 
définies par E sont infinies. Par exemple, pour une constante a, 

a =E f(a,a) =E f(f(a,a),a) =E f(a,f(a,a)) =E f(f(f(a,a),a),a) =E 

Notons» E 1'ordre de E-subsomption stricte: A» E B si B subsume strictement A. Alors, la 
séquence suivante est infinie 

car, si on instancie la variable Xl de l'un de ces atomes par a, l'atome obtenu est E-égal à 1'atome 
précédent dans la séquence, à un renommage de variables près. • 

Notons »E l'ordre de E-subsomption. Cet ordre n'est pas nœthérien, et nous ne pouvons 
donc pas assurer que si une clause Cl de OS est subsumée par une clause C2, alors il existe une 
clause C3 de OS subsumant Cl mais non subsumée. Nous allons orienter notre raisonnement 
sur la persistance des nœuds d'échec au lieu des clauses. Mais auparavant, définissons quelques 
notations: 

GR(S) ensemble des clauses E-égales à une instance close d'une clause de S, Le. 
{ C 1 3C' ES, C =E C'(7 , pour une substitution close (7 } 

et pour un nœud d'échec K: 

:EK ensemble des clauses de S* falsifiées par K, Le. 
{ C' E S* 1 3C E G R( {C'}) , K (C) = F } 

TGK ensemble des clauses minimales de GR(:EK) pour l'ordre >- (ou >-d 
IIK sous-ensemble des clauses de :EK ayant une instance (modulo E) dans TGK 

Notons que: TGK ç GR(IIK). 

Définition 4.29 Soit K un nœud d'échec de MCT(OS) étiqueté par une clause de OS. K est 
un nœud d'échec persistant s'il existe un indice k tel que: Vi �~� k, 3C E GR(Si), K(C) = F. 

Dans la proposition suivante, nous montrons que tout nœud d'échec K, étiqueté par une 
clause de IIK le long de la branche droite Q..., de MCT(OS), est un nœud d'échec persistant. 
Dans la preuve, nous ne parlerons pas explicitement des nœuds d'échec distants, car ils servent 
à annoncer un nœud d'échec plus bas dans l'arbre, et c'est ce nœud-là que nous considérerons 
en parlant d'un nœud d'échec le long de la branche droite. 

Proposition 4.30 Soit K un nœud d'échec, extension d'un nœud QO/ de la branche droite, ou 
plus précisément extension droite de QO/ ou extension de Q-y. Si K est étiqueté par une clause 
de OS, alors K est un nœud d'échec persistant. 

Preuve: Soit Q 0/ un nœud de la branche droite tel que 

• soit il admet deux extensions L et R, R est un nœud d'échec ou d'échec distant 
étiqueté par une clause de OS (R(AO/) = F) et K = R, 
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1iI soit il s'agit du dernier nœud (Q'Y) de branche droite et K est une extension de 
Q 00 nœud d'échec étiqueté par une clause de OS. 

Par hypothèse de récurrence, supposons que tous les nœuds d'échec le long la branche 
droite sont des nœuds d'échec persistants, ceci jusqu'à K exclus. Pour prouver que 
est également un nœud d'échec persistant, nous allons montrer que la clause CK E TGK 

l'étiquetant ne peut être simplifiée, et que si est subsumée, il existe toujours une autre 
clause de ÇS falsifiée par K. Soit CK une clause de telle que CK = E CKO", pour une 
substitution dose 0". 

Si CK est simplifiée: Il existe un indice j pour lequel CK appartient à Sj mais pas 
à Sj+!. Soit (li �~� ) V Di la clause de Sj simplifiant CK ; par définition des règles 
de simplification et de simplification contextuelle, la réduction est appliquée à une 
position non-variable p d'un littéral LlO à l'aide d'une substitution p; la clause CK 
peut être décomposée en LK V �D�~�K� V DjK' et DIP est inclus dans �D�~�K� modulo 
E, i.e. Dip ÇE �D�~�K�'� La clause C K être décomposée de la même manière en 
LK V DiK V D2K5 où LK =E L'ga, D1K =E �D�~�K�(�j� et DiPO" ÇE D1K =E 

D'autre part, il existe un atome AI dans V �D�~�K� qui est plus grand que �(�l�~�p� �~� 

Par stabilité de l'ordre sur les atomes, A' a est plus grand que �(�l�~�p�O�"� �~� ripO"). clause 
�(�l�i�p�(�j�~�r�~�p�O�"�)�V� est ainsi plus petite que CK' Or, cette clause CK appartenant 
à TG K, K ne peut pas une clause plus petite, et comme J( falsifie déjà 

doit satisfaire l'awme �~� ripa). 
Un autre point important est qu'il existe un littéral L'k, E-égal à LK, réductible par 
�(�l�i�p�a�~�r�~�p�(�j�)�,� et tel que �L�K�[�r�~�p�(�j�]� est falsifié par K. Ceci découle de la réductibilité 
(contextuelle) de Llf{ et de la E-consistance de K (par définition d'un nœud d'échec). 
Une instance close de la clause déduite par J?étape de simplification (contextuelle) de 
(li �~� rDV �D�~� dans CK est �L�'�k�[�r�~�p�(�j�]� V D1f{ V D2K. Cette clause appartient à G R(Sj+!) 
et donc à G R( S*) ; elle est falsifiée par K et plus petite que C K pour l'ordre >-, car 
liPO" >- ripa. Ceci contredit l'appartenance de il, TGK . 

Si CK est subsumée: Il existe un indice j pour lequel CK appartient à 5j mais pas il, 
5j+1. Soit �D�~� la dause de Sj subsumant , Ainsi, il existe une substitution p telle 
que Dip ÇE CK" La clause �D�~�p�O�"� TI ni plus petite que CKa pour l'ordre >-, car 
CK appartient il, nK, ni plus grande que CKO" par définition de la subsomption. Les 
clauses DiPO" et CKa sont donc E-égales. 
La clause �D�~� appartient également li , car �J�(�(�D�~�p�(�j�)� = F. J( falsifie 
même une clause de GR(Sj+l)' 

En conclusion, la dause de nK ne pas être simplifiée Sl est su iL un 
indice j, il existe une clause dans chaque Si (i > j) falsifiée par K. Donc, le nœud d'échec 
K est persistant. 0 

Dans preuve de cette proposition, nous n'avons pas que montrer que était un nœud 
d'échec persistant, mais nous avons montré que la dause CK l'étiquetant est persistante, dans le 
sens où elle étiquettera toujours K même si elle ne sera pas toujours considérée comme l'instance 
d'une même clause. 

Les preuves de compatibilité des autres règles de simplification mentionnées dans Sec-
tion 2.4.3 sont très faciles: 
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Elimination des tautologies: une dause contenant une équation E-égale à (t ':::: ou conte
nant un littéral L et un littéral E-égal à -,L ne peut étiqueter un nœud d'échec par 
définition. 

Simplifications dausales: si une clause -Œ V D étiquette un nœud d'échec, et s'il existe une 
dause réduite à L dans gs, alors dause D étiquette soit ce même nœud d'échec, soit 
un nœud d'échec plus haut dans la branche. 

Réflexion triviale: une dause -,( t ':::: t/) V D, où t et t' sont E-égaux, ne peut pas étiqueter 
un nœud d'échec par définition. 

Simplification par remplacement: si une clause --{l,:::: T)V étiquette un nœud d'échec Jet 
l >- T, cela signifie que l'atome (l,:::: est valide pour J. Donc, si D contient un sous-terme 
E-égal à l (notons-le DU]), D étant falsifié par J, D[r] est également falsifié par J. La 
dause -,(1':::: r) V D [r 1 étiquette donc soit soit une restriction de J. 

Proposition 4.31 La branche droite 
sistante. 

l'arbre sémantique cohérent MCT(gS) eBt 

Preuve: Les seuls points qui peuvent poser un problème dans les preuves pour les stratégies de 
paramodulation (Proposition 4.18) et de superposition (Proposition 4.24) sont étapes 
d'inférence entre des nœuds d ou d'échec distants, extensions droites de nœuds de 
la branche droite. 

Or, nous venons de montrer dans la proposition précédente que tout nœud d'échec étiqueté 
par une clause de gs le long de la branche droite est persistant, sans jamais avoir à supposer 
que cette branche est E -consistante. Nous avons même montré qu'une clause étiquetant 
un tel nœud d'échec est persistante. Donc, toutes les inférences réalisées dans la preuve de 
la E-consistance de Q'Y restent applicables, 0 

Nous n'allons pas reprendre les preuves des Propositions 4.19 et 4.25 pour montrer que 
la branche droite de MCT(ÇS) est vide, et donc que la clause vide a été engendrée dans la 
dérivation 50 ,51, S2,"" car toutes les inférences effectuées dans ces preuves utilisent donc des 
dauses étiquetant des nœuds persistants. Ces inférences seront toujours applicables, et le nœud 
d'échec qu'elles provoquent la branche droite est persistant. 
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5 

éduction dans les théories 
associatives et commutatives 

Les théories associatives et commutatives représentent un cas bien particulier de théories 
équationnelles ; elles ont été très largement étudiées en raison leurs fréquentes applications. 
D'autre part, les récentes définitions d'ordres de simplification totaux sur les classes de AC
congruence ont accentué l'intérêt de ces théories (cf. Section 1.2). 

Le remplacement de ces axiomes d'associativité et de commutativité par des mécanismes. 
tels qu'un algorithme d'unification et des règles d'inférence, a été initialement proposé par 
G.E. Peterson et M.E. Stickel (PS81, Sti84] pour la réécriture, grâce à une extension de la 
procédure de complétion de Knuth-Bendix. Nous présentons dans ce chapitre l'adaptation des 
stratégies de paramodulation et de superposition du Chapitre 2 aux théories AC, travaux parus 
dans [RV91, Vig94b, RV95J. 

Un système de règles d'inférence pour les théories AC a été définis, pour la stratégie de para
modulation, par E. Paul [Pau92] ; sa preuve de complétude est basée sur les arbres sémantiques 
transfinis de M. Rusinowitch [Rus89] et J. Hsiang et M. Rusinowitch [HR91], mais diffère de la 
nôtre par la construction de l'arbre sémantique pour les classes de congruence AC. Les systèmes 
définis pour la stratégie de superposition par U. Wertz [Wer92], L. Bachmair et Ganzin
ger [BG93] sont démontrés réfutationnellement complets grâce à la technique de construction 
de modèles de 1. Bachmair et H. Ganzinger [BG90] ; cependant, les extensions de dauses y sont 
explicitement créées, ce qui nécessite la mise au point d'un contrôle spécial pour les gérer. Notons 
que très récemment, L. Bachmair et H. Ganzinger ont modifié leur technique de preuve pour 
utiliser une autre approche très intéressante, fondée sur la construction d'un modèle équationnel 
à partir de modèles non-équationnels (ayant une relation transitive) [BG93]. 

Le principal avantage des théories AC est qu'elles admettent des «extensions» très simples. 
Nous avons vu dans le Chapitre 3 (Exemple 3 qu'il n'existe en effet qu'un seul contexte utile 
par opérateur J : 

U Contk = { ( 
k>O 

1, i JE 

Ainsi, le seul moyen d'étendre une équation est d'unifier son membre gauche avec le sous-terme 
X, de ce contexte, et l'extension d'une équation (l'::::'. est donc (j(l,z)'::::'.J(r,z»). TI est 

inutile de calculer les extensions des extensions; ce sont des instances de l'extension précédente: 
(f(j(l,.z), z') '::::'.J(j(r,z), Zl)) est l'instance de '::::'.J(r,z)), en substituant J(z,z') à z. 
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montrons dans ce chapitre les différentes améliorations qu'il est possible d'apporter 
aux règles d'inférence définies dans le Chapitre 2. Ces transformations sont compatibles avec les 
stratégies de paramodulation et de superposition, ainsi que stratégie positive et les règles de 
simplification. 

5.1 Notations particulières 

Les théories associatives et commutatives étant des cas très particuliers de théories équa
tionnelles, nous commençons par définir un ensemble de notations adaptées à ces théories. 

Supposons que les opérateurs d'un sous-ensemble :TAc de sont ôossociatifs et commutatifs. 
ce qui signifie que, pour tout opérateur f de :TAC, les axiomes �(�J�(�J�(�x�,�y�)�,�z�)�~�f�(�x�,�f�(�y�,�z�)�)�)� et 
(J(x, �~� f(y, x)) appartiennent à la théorie à considérer. La congruence sur T(F, X) engendrée 
par des axiomes, appelée AC -égalité, est notée = AC. Mentionnons tout de suite que nous n'allons 
pas utiliser la représentation aplatie des termes (cf. Définition 1.7) afin de rester homogène 
avec notre technique de preuve qui, manipulant un ordre total sur les termes clos, a besoin 
différencier tous termes syntaxiquement différents, même s'ils sont AC-égaux. 

Nous notons nAC (resp. ÇAC) l'intersection (resp. l'inclusion) d'ensembles, comparant les 
objets grâce à l'AC-égalité. Par exemple, {a*b, h, c} nAc{lHa, c, d} = {a*b, c}, {a*b, c} ÇAc{b* 
a,b,c}, où * est AC. L'extension de ÇAC aux multi-ensembles est notée ÇAC. Ainsi, {a * 
b, c, c} ÇAc{b * a, c, b, c}, mais {a * b, C, c} �~�A�c�{�b� * a, b, c}. 

MPos(t) désigne l'ensemble des positions non variables p du terme t telles que, si l'opérateur 
f en p est AC, alors il n'est pas sous le même opérateur f dans t. 
Etant donné un terme t et un opérateur AC 1lterms( i, 1) est le multi-ensemble des termes 
sous f au sommet de aplat( t) (Définition 1.7). Par exemple, 1lterms( a * (( a '" x) * g(b)), *) est 
{a, a, x, g(b n. 

5.2 Règles d'inférence 

Les définitions dans des théories associatives et commutatives des d'inf éren ce facto-
risation, de réflexion et de rÉsolution correspondent exactement à ceUes définies dans une théorie 
équationnelle générale (Section 2.2.1). Seules les règles de paramodulation contiennent quelques 
améliorations supplémentaires. 

première de ces améliorations est restriction aux maxi-
males des opérateurs AC, notées pour un terme t. 
avec des termes aplatis au niveau des opérateurs AC La raison de cette 
tion est très simple: 

f un opérateur Si un remplacement peut être appliqué au niveau du sous-
terme 1(t1• t2) terme 1(1(t1, un remplacement avec contexte peut être 
effectué au sommet du terme et donner exactement le mème résultat; le sous-terme 
t3 se trouve alors placé dans le contexte, 

TI est vrai que cette condition oblige à faÎTe appel à de plus gros problèmes d'unification , malS 
ces inférences auraient de toute façon été effectuées. TI s'agit donc d'une amélioration effective, 
proposée par M. Lai [Lai89] et E. Domenjoud [Dom91]. 
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Donnons la définition de la règle de paramodulation. 

Définition 5.1 (AC-Paramodulation) 

l aESol({Lzlp2=1ch}) OÙP2EMPos(L2) 

, (lI::::: 1'1 1: DIa 
8Z l L'l,a i D'l,a et L 2a -A (lI ::::: 1'1 

[1 0- i::. l'la 

Pour définÎr la paramodulation contextuelle, il n'est pas besoin de choisir un contexte pour 
le membre gauche h, car, comme seul le contexte (J(J(x, y), z), 1,0) est utile pour un opérateur 
AC j, il peut être directement utilisé. 

Définition 5.2 (AC-Paramodulation contextuelle) 

(ft ::::: rd V Dl V D2 

L2(p'l, +- j(1'1' z)]a V DIa V D2a 
Sl 

a E !P2 = j(h, 

où jE FAC, P2 E /vtPos(L2) 

et z est une nouvelle variable 

(lI :::::rda 1:: DIa et Lza 15 D'l,a 

lw f:: l'la 

VU! E 1lterms(L2 Ip2,J), 
1lterms( Il a, J) �~�A�C� 1lterms( U!a, J) 

La condition L 2a -A (h ::::: 1'1)0', apparaissant dans le cas d'une théorie générale E, a été supprimée 
car, les théories AC respectant la propriété de sous-terme et le terme ha étant un sous-terme 
strict de L2O', elle est triviale. 

Outre les conditions classiques d'orientation de l'équation et de maximalité des littéraux, 
cette règle fait appel à une condition sur les 1lterms du sous-terme à la position P2 du littéral 
L 2 • Le muIti-ensemble 1lterms(L2 contient 

<Il des termes restreints à une variable; préciser que les 1lterms de Il a ne doivent pas être 
inclus dans les ';{teTms de l'instanciation par a de ces variables signifie que le terme ha 
ne doit pas avoir été créé de toute pièce par l'algorithme d'unification AC dans l'une de 
ces variables: 

<!il des termes dont l'opérateur au sommet n'est pas j; la condition sur les 1iterms signifie 
alors que le terme II a ne doit pas etre AC -égal à l'instance par a de l'un de ces termes; 
ceci revient à interdire le cas où l'opérateur au sommet de ha n'est pas j. 

dernière règle de paramodulation, la paramodulation étendue, applique aussi directement 
l'unique contexte associé à un opérateur AC. Elle met en œuvre des conditions sur les Hterms 
qui apportent un contrôle très sévère sur son application. 
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Définition 5.3 (AC-Paramodulation étendue) 

�(�h�~�r�l�)�V�D�l� �(�1�2�~�r�2�)�V�D�2� 

sz 

(f(rl' Zl) �~� f(r2, Z2))CT V DlCT V D2CT 

CT E Sole {f(lt, zt} �=�~�c� f(12' Z2)}) 
où f E F AC, Zl et Z2 sont de nouvelles variables 

(h �~� rl)CT i. DlCT et (12 �~� r2)CT i. D2CT 

Il CT i. rI CT et 12CT i. r2CT 
1lterms(ll CT, f) nAC 1lterms(12CT, f) t- 0 
1lterms(zlCT,f) nAC 1lterms(z2CT,f) = 0 

La première condition sur les 1lterms précise que les termes h CT et 12CT doivent avoir au moins 
un sous-terme en commun (modulo AC), et la seconde condition précise qu'ils doivent même 
en avoir un maximum, c'est-à-dire qu'aucun sous-terme ne doit apparaître à la fois dans ZlCT et 
dans Z2(J. 

Cette règle de paramodulation étendue peut être vue comme une généralisation de la règle 
de superposition de l'algorithme de B. Buchberger pour construire les bases de Grobner [Buc65]. 
Les conditions sur les 1lterms ont une signification très proche des critères de paires critiques 
assurant un recouvrement des membres gauches de règles [Buc79]. Les relations entre les tech
niques de construction des bases de Grobner et les techniques de réécriture ont d'ailleurs été 
étudiées par F. Winkler [Win84] et R. Bündgen [Bün91], mais surtout par C. Marché [Mar93]. 

Les deux exemples suivants mettent en évidence le rôle de ces conditions sur les 1lterms. lis 
montrent que, lorsque ces conditions ne sont pas respectées, la clause produite est redondante. 

Exemple 5.1 Si 11(J et 12(J n'ont pas de 1lterms communs: 

�(�f�(�a�,�b�)�~�e�)� �(�f�(�d�,�e�)�~�g�)�,� { ) (b)} 
�(�f�(�e�,�f�(�d�,�e�)�)�~�f�(�g�,�f�(�a�,�b�)�)�)� ou CT = Zl �~� f(d,e ,Z2 �~� fa, 

Intuitivement, la clause déduite peut être à nouveau réduite par les deux clauses initiales en une 
tautologie �(�f�(�e�,�g�)�~�f�(�g�,�e�)�)�.� D'autre part, toute inférence utilisant la clause déduite peut être 
remplacée par des inférences utilisant ces deux clauses initiales. < 

Exemple 5.2 Si Zl (J et 12(J ont un 1lterms commun: 

(f(a, f(b,g)) �~�e�)� (f(J(g, d), a) �~�e�)� 

(J(e, f(g, d)) �~�f�(�e�,� f(b,g))) 
où (J = {Zl �~� I(g, d), Z2 t-t f(b, g)} 

Une autre paramodulation étendue peut être appliquée entre ces deux clauses en respectant 
les conditions sur les 1lterms. La clause déduite est �(�f�(�c�,�d�)�~�f�(�e�,�b�)�)�.� Or, la première clause 
déduite (J( c, f(g, d)) �~� f( e, f( b, g))) est en fait une extension de cette seconde déduction; elle 
est donc inutile. • 

Pour montrer l'efficacité de ces deux conditions sur les 1lterms, donnons quelques statis
tiques: 

• Une paramodulation étendue appliquée entre deux équations, dont les membres gauches 
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fait appel au problème d'unific;üÎon AC 

qui admet 265 solutions minimales. Les conditions sur les 1lterms permettent n'en 
retenir que 103. 

Il\! Pour une paramodulation étendue appliquée entre les membres gauches f( xl, f( X2, X3)) et 
f(YI, f(Y2j Y3)), le problème d'unification AC 

admet 41503 solutions minimales. Seules 18456 satisfont les conditions sur les 1lterms. 

Ces deux exemples montrent des cas extrêmes, car le nombre de solutions reste énorme. Ce
pendant, ils donnent une idée du gain apporté, car ces conditions (et plus particulièrement la 
seconde) peuvent être très facilement intégrées dans un algorithme d'unification AC. 

Les systèmes d'inférence INF ainsi formés pour les stratégies de paramodulation et de su
perposition (et en présence des règles de simplifications) sont réfutationnellement complets. 

Théorème 5.4 (Théorème de complétude) Soit S un ensemble AC-incohérent de �r�l�.�l�,�O�l�.�'�~�"�~� 

Alors, toute dérivation équitable de S engendre la clause 

Preuve: La preuve de ce théorème est un cas particulier de la preuve des théorèmes cités 
dans le Chapitre 2, pour déduction modulo une théorie équationnelle régulière, Les 
conditions supplémentaires sur les 1lterms s très naturellement dans ces preuves 
de la manière suivante: 

5.3 

�~� Paramodulation contextuelle: la condition sur les 1lterms est une conséquence de 
l'irréductibilité de la substitution close appliquée aux dauses. 

s Paramodulation étendue: les membres gauches doivent posséder au moins un 1lterms 
en commun, car sinon la clause déduite se réduit en une tautologie (cf. Exemple 5.1), 
ce qui contredit la consistance du morceau de branche droite déjà construit (cf. preuve 
du Lemme A.2). Ces membres gauches doivent partager en plus un maximum de 
Hterms, car sinon une autre paramodulation étendue engendre une clause plus petite 
(cf. Exemple 5.2), également falsifiée par la branche droite. 

Le relèvement au cas général de cette preuve est effectué grâce aux lemmes décrits dans 
section suivante. 0 

Relèvement des condit sur les 1-lterms 

Nous avons montré dans la Section 4.2 comment relever règles d'inférence du cas clos au 
cas général, en n'utilisant que des substitutions irréductibles. Les preuves décrites sont valables 
pour les théorîes associatives et commutatives, mais nous devons nous assurer que les condi
tions ajoutées sur les 1lterms dans les règles de paramodulation contextuelle et paramodulation 
étendue peuvent également être relevées. 
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Lemme 5.5 (Relèvement de la AC-paramodulation contextuelle) Soient deux clauses 
Cl = (h é::: Tl) V Dl et Cz = Lz V Dz et 0' l1ne substitl1tion close. Si une AC -paramod111ation 
contextuelle de CIO' dans CZO', à une position P2 E MPos(LzO'), produit une clause C, 
une pammodulation contextuelle peut être appliquée de Cl dans C 2 à cette même position P2, 
produisant une clause D admettant C pour instance close. 

Preuve: Grâce au Lemme de Relèvement 4.13 et il l'hypothèse d'irréductibilité de la sub
stitution 0', nous savons que la position pz est une position non variable de Lz, 
pz E MPos(Lz). La paramodulation contextuelle de CIO' dans CzO' utilise une substi-
tution 0" telle que: L20'!P2 =AC f(hO') où f est un opérateur AC. 
Il existe une substitution 7, AC -unificateur principal de f(h, z) et Ip2' et une substitu
tion close p telles que: Vx E Vom( 0')) xer = AC X7p, et zer' =AC Z7p. Les conditions d'ordre 
sont relevées comme dans le Lemme 4.13. 

La dernière condition à relever est celle sur les Hterms du sous-terme à la position Pz de 
L 2. Nous savons que: 

Vw E 1-fierms(L2cr!P2' 

c'est-à-dire: Vw E Hterms( L ZO'!P2' f), 
de h cr est Il nous faut montrer que: 

f) g;AC 1-lterms( w, 

f- AC W ; cela assure que l'opérateur au sommet 

Vw E 1-fterms(L2ip2' , 1iterms(llT, g;AC 1-fterms( WT, f) 

Supposons qu'un tel terme W ne satisfasse pas cette dernière condition; W étant issu de 
1-fterms(Lzlp2 ,J), il ne possède pas f en son sommet; il s'agit donc soit d'une variable, 
soit d'un terme avec au sommet un opérateur 9 ; ce dernier cas peut être immédiatement 
éliminé, car il signifierait que 9 est fopérateur au sommet de l17, ce qui est impossible 
(h Tp = AC IW). 
W ne peut donc être qu'une variable. Cependant, le terme Il T étant inclus dans WT, son 
instance ft 7 P est incluse dans wr p; or, les termes W7 p et wer étant AC -égaux et W étant 
une variable, wer est réductible (modulo par é::: rIO'), ce qui contredit l'hypothèse 
d'irréductibilité de 0', 

La condition sur les 1iterms étant ainsi montrée pour la substitution T, nous pouvons 
en déduire de la manière suivante que le terme n'est pas à une variable: si 

= x E X, comme f(X,ZT}=Ac(Lzlp2 cela implique qu'il existe un terme w de 
titerms(L2Ip2,f), que 'WT est soit x, x, pour un terme ,ce contredit la 
propriété précédente sur les titerms 

les conditions sont pour 
assurant que clause déduite par une 
C pour instance close (modulo 

Montrons également le relèvement des 
dulation étendue dans les théories AC 

la suite du Lemme de 
contextuelle Cl 

o 

sur dans la règle de paramo-

Lemme 5,6 (Relèvement de la AC-paramodulation étendue) Soient deux clauses 
(lI é:::rl) V Dl et C2 = (l2é:::T2) V D2' et 0' une substitution close. Si une AC-paramodulation 
étendue entre CIO' et CzO' produit une clause C, alors une paramodulation étendue peut 
appliquée entre Cl et C2, produisant une clause D admettant C pour instance close. 
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Preuve: La paramodulation étendue entre C1(J et utilise une substitution al que: 
f(lla,zl(JI)=Acf(l2(J,Z2(J'), où f est un opérateur AC. 
Comme dans la preuve du lemme précédent, le Lemme de Relèvement 4.13 et il, l'hypothèse 
d'irréductibilité de la substitution a nous gar ntissent l'existence d'une substitution T, 
AC -unificateur principal de f(lll Zl) et f(12. Z2), et une substitution close p telles que: 
\:Ix E Vom(a), X(J =AC XTp, Zl(J1 =AC ZlTp, et Z2(Jf =AC Z2TP. Les conditions d'ordre sont 
relevées comme dans le Lemme 4.13. 

Montrons le relèvement des conditions sur les 1lterms. Nous savons que: 

{ 
1iterms( il (J, nAC 1iterms(l2(J,1) =/: (/) (1) 

1lterms(zl(J'J) nAC 1iterms(z2(J', f) = 0 (2) 

Montrons dans un premier temps que 1itermS(Zl T, nAC 1ltermS(Z2T, = 0. Sup-
posons qu'il existe deux éléments AC -égaux a et b de "7-lterms( Zl T, 1) et 1iterms( Z2T, 
respectivement. Donc les termes ap et bp SOl1t AC -égaux, de même que les multi-ensembles 
1lterms(ap, et 1lterms(bp,1). D'où, 1iterms(zlTp, nAc1iterms(z2Tp, =/: U), 
col1tredit la propriété car Tp =AC aa10 
Ainsi, 1itermS(Zl T, nAC 1itermS(ZzT, = 0. 
Montrol1s maintenant que les termes et 12r partagent au moms un sous-terme. 
définition der, on a: f(hT,zlT) =AC f(lzT,Z2T ). Donc, 

1iterms( Il T, UIAC HtermS(Zl T, 

Nous avons prouvé que 1lterms( Zl T, 1) et 1lterms( Zl T, 1) n'ont aucun élément en commun. 
Donc, 

{ 
1itermS(Zl T,. 1) :ÇAC 1lterms(l2T,1) 
1iterms( Zz T, :ÇAC 1lterms( h T,1) 

Si nous supposons que 1ltermS(Zl T, 1) CAC Hterms(lzT, 1), tous les sous-termes de lZT 
qui ne sont pas dans ZlT, sont dans lIT. Donc, 1lterms(hT,1) et 1lterms{l2T,f) 011t des 
éléments en commun. 

Le second cas est 1-iterms( 21 T, f) =AC 1-lterms(l2T, ; cela signifie que lzT = AC Z1 T et 
lIT =AC 2ZT, et en conséquence: [2(1 =AC ZIa et!t(J =AC Z2(J. La propriété (2) dit que Zl(J 
et Z2(J TI 'ont pas de 1-lterms communs, donc et non plus; cela cOl1tredit la propriété 

Donc, ce cas est aussi impossible. 

Nous pouvons facilement vérifier que ni Il T ni lzr ne sont des variables i el1 effet, si nous 
supposons que II T est une variable x, comme l2r et Il T partagent des 1lterms, variable 
x appartiel1t à 1iterms(l2r, ; d'autre part, cela signifie que ZZT est indus dans zl T, ce 
qui est el1 contradiction avec le [ait que ces deux termes n'ont aUCUll 1iterms en commUll. 
DOlIC, 1iead(ll T) = 1iead(l2T ) = r 
Les conditions sur les 1iterms étant valides pour la substitution T, une paramodula
tiol1 étendue peut effectivement être appliquée entre les clauses Cl et C2, avec T pour 
AC-unificateur pril1cipal, et clause déduite admet la clause C comme instance close 
(Lemme 4.13), modulo AC. 0 
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5 Exemple de résolution 

Nous détaillons dans cette section un exemple djapplication des règles d'inférence définies 
dans ce chapitre, qui consiste à prouver la propriété (xi' xi) dans les Algèbres de Kleene, 
décrites par l'axiomatisation de D. Kozen [Koz91] suivante: 

(K, 0) est un monoïde commutatif idempotent: AC( +) 

(i) (Xl + 0 �~� Xl) 

(2) (Xl + xl �~� Xl) 

(K,., est un monoïde: 

(3) 
(4' 
\ ) 
(5) 

(Xl '(X2' X3) �~� (Xl' X2)' X3) 
(1· Xl �~� xt) 
(Xl ·1 �~� Xl) 

(K, +,',0,1) est un semi-anneau idempotent: 

(6) (Xl'(XZ+X3) �~� (Xl'XZ)+(Xl'X3)) 
((Xl+ X2)'X3 �~� (Xl'X3)+(X2'X3)) 

(8) (0, Xl �~� 0) 
(9) ,0 �~� 

Définition de l'opérateur étoile de Kleene . 

(10) +(Xl 'xi) �~� xi) 
+(xi' xd �~� xi) 

(12) '((Xl· xz) + X2 �~� X2) V ((xi' X2) + X2 X2) 
(13) ,((Xl'XZ)+Xl �~� xd V ((Xl'X2)+Xl Xl) 

montrer la propriété citée précédemment. nous ajoutons au système une clause repré
sentant la négation de cette propriété (où A est une nouvelle constante): 

(C) .(A*· A* �~� A*) 

l'ordre utilisé pour comparer les termes est un ordre récursif sur les chemins, sur 
de L Bachmair et D. Plaisted [BP85b], précédence sur les opérateurs est: . > F + >:.F > F 

l >'F O. 

séquence de déductions suivante montre comment une contradiction peut être dérivée du 
système formé des clauses représentant théorie algèbres de Kleene et clause 
Notons que nous avons utilisé la stratégie de 

Superposition étendue entre 2 et 10 

(14) (1 +(Xl . xi) �~� xi + 1) 

Simplification de 10 dans 14 



5.4. Exemple de résolution 

Superposition étendue entre 14 et 10 

(15) (Xi+(X2'xi)::::: x; + xi) 

Superposition de 14 dans 7 

Simplification de 4 dans 16 

(16) ((XZ'Xt)+Xl::::: xi·xt) 

Simplification de 16 dans 12 

(12) -'((Xl'X2)+X2:::::X2) V 

Superposition de 12 dans C 
(1 ) V 

Réflexion triviale dans 17 

,((A.A*)+A" :::: A") 

Simplification de 15 dans 17 

)+ A") 

Simplification clausale dans 17 grâce à 2 

(17) 0 
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6 

AC-Paramodulation contrainte 

Nous avons défini depuis le début de ce document des ensembles de règles d'inférence pour 
effectuer des déductions modulo une théorie équationnelle E. L'application de ces règles est res
treinte grâce à des conditions d'ordre, et dans le chapitre précédent, consacré aux cas particuliers 
des théories associatives et commutatives (AC), nous avons décrit des mécanismes supplémen
taires permettant de limiter l'espace de recherche. 

Cependant, malgré ces conditions, l'appel d'un algorithme d'unification AC pouvant engen
drer de très nombreuses solutions entame fortement l'efficacité du processus d'inférence. Aussi, 
nous présentons dans ce chapitre une amélioration très importante pour limiter le nombre de 
clauses engendrées, et donc le nombre de déductions possibles. TI s'agit de l'association de con
traintes symboliques à chaque clause, permettant entre autres de retarder, voire d'éviter, la 
résolution des problèmes d'unification AC. 

Un premier type de contrainte symbolique simule la stratégie basique, qui consiste à interdire 
tout remplacement dans un sous-terme introduit dans une clause par une substitution lors 
d'une déduction antérieure. Par exemple, considérant l'étape de paramodulation suivante, avec 
la substitution {x t-+ e, y I-t a}, 

�(�J�(�a�,�x�)�~�b�)� P(J(y,e))VQ(y,b) 
P(b) V Q(@],b) 

le sous-terme f(y,e) est remplacé par b, en supposant que f(a,e) i b (orientation de l'équation) 
et P(J(a, e» i Q(a, b) (maximalité du littéral utilisé). Le sous-terme a ayant été introduit dans 
la clause déduite par l'instanciation de la variable y, tout futur remplacement dans a est interdit. 
L'idée de cette restriction est simple: si un remplacement doit être appliqué dans a, alors il doit 
avoir lieu dans la clause (J( a, x) �~� b), avant d'effectuer l'étape de paramodulation précédente. 
TI est possible de compléter cette définition en interdisant tout futur remplacement dans le 
terme introduit dans la clause déduite par le remplacement (b dans l'exemple précédent). Ceci 
ne s'applique qu'à la stratégie de paramodulation, car elle permet des remplacements dans les 
membres non maximaux des équations. 

Nous traduisons cette stratégie basique par des contraintes d'unification AC, dans la lignée 
des travaux de C. Kirchner, H. Kirchner et M. Rusinowitch [KKR90] et de R. Nieuwenhuis et 
A. Rubio [NR92a, NR92b]. Ainsi, à chaque clause C est associée une conjonction de contraintes, 
notée [c], formée des contraintes d'unification AC posées lors de la déduction de C, ainsi que 
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des contraintes héritées de ses dauses parentes. L'exemple précédent devient: 

�(�f�(�a�,�x�)�~�b�)� [cd P(f(y,c))VQ(y,b) [cz] 
P(b)VQ(y,b) [Cl!\C2,Â,C3] 

OÙ C3 contient la contrainte d'unification AC 

Une dause contrainte ainsi déduite représente autant de dauses qu'il y a de solutions mini
males à ses contraintes d'unification AC. Cela représente un gain considérable en espace, pour 
n'avoir engendré qu'une seule dause, mais le gain est aussi très important en calcul, car recher
cher toutes les solutions minimales d'un problème d'unification AC est doublement exponentiel, 
alors que tester l'existence d'une solution n'est qu'exponentieL 

A ces contraintes d'unification, nous ajoutons des contraintes d'ordre, représentant les condi
tions des règles d'inférence. Ainsi, dans l'exemple précédent, C3 contient également les contraintes 
(f(a,x) >-7 b) et (P(f(y,c)) >-? Q(y,b)). Ces contraintes permettent de transmettre d'une infé
rence à la suivante les hypothèses sur la maximalité des termes. 

Dans la première partie de ce chapitre, nous retraçons la genèse de la stratégie basique 
et des contraintes symboliques. Après avoir introduit quelques notations, nous présentons des 
ensembles de règles d'inférence basés sur les stratégies de paramodulation et de superposition, 
puis détaillons différentes règles de simplification. La preuve de complétude réfutationnelle de ces 
systèmes est dérivée très naturellement de la preuve dans le cas non contraint. Dans la dernière 
section, nous discutons des avantages et des inconvénients d'appliquer la stratégie basique au 
lieu de la stratégie contrainte, c'est-à-dire de résoudre les problèmes d'unification AC, mais de 
ne pas appliquer dans les dauses les substitutions solutions, comme cela a été réalisé pour 
théorie vide par L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et W. Snyder [BGLS92]. 

6.1 Historique et motivations 

Rappelons les travaux ayant conduit à la stratégie basique, et à l'usage des contraintes 
symboliques. Nous montrerons ensuite les avantages essentiels apportés par les contraintes 
les mécanismes de déduction modulo des théories associatives et commutatives. 

6.1.1 Stratégie basique et contraintes symboliques 

L'idée d'interdire tout remplacement dans un terme créé par l'instanciation d'une variable a 
été proposée en premier par SI agIe avec définition d'inférences bloquées, caracté
risées par l'utilisation substitutions associant un terme irréductible (au sens de la réécriture) 
à chaque variable. Cette propriété était également sous-jacente dans la méthode de modification 

D. Brand [Bra75]. 

Ce concept a été étendu aux théories permutatives (incluant les théories AC) par A.M. Bal
lantyne et D.S. Lru'lkford [BL 79]. Son adaptation à la technique de surréduction a été réalisée 
par J.-M. Hullot dans sa thèse [HuI80], dans des dérivations dites basiques, grâce à la définition 
de l'ensemble des positions dans lesquelles les étapes surréduction sont autorisées; la règle 
d'inférence issue de cela fut appelée surréduction basique. 
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Dans une optique différente mais très proche du principe de la stratégie basique, D. Kapur, 
D.R. Musser et P. Narendran [KMN85] ont défini la règle de superposition primale, tenant 
compte du fait que de nombreuses superpositions sont inutiles dans la procédure de D.E. Knuth 
et P.B. Bendix [KB70]. 

La stratégie basique a été adaptée à la paramodulation par W. Snyder et C. Lynch [SL91], 
puis a été complètement définie, pour des systèmes de règles d'inférence basés sur la superposition 
et la paramodulation, par L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et W. Snyder dans [BGLS92]; 
à chaque clause est associée une substitution, représentant le cumul des substitutions calculées 
pour déduire cette clause. Conserver cette substitution hors de la clause évite le calcul les posi
tions dans lesquelles les remplacements sont autorisés. 

Cependant, la plupart de ces travaux sur la stratégie basique ont été motivés initialement 
par l'idée de bloquer tout terme créé par un algorithme d'unification, ce qui fut partiellement 
réalisé dans le cadre de la logique d'ordre supérieur par G. Huet dans sa thèse [Hue72], où une 
règle de résolution, basée sur la résolution de J.A. Robinson [Rob65], fut décrite de telle manière 
que les problèmes d'unification n'aient pas à être résolus, ces derniers étant conservés comme 
contraintes des clauses déduites. Ce principe fut appliqué par C. Kirchner et H. Kirchner [KK89] 
pour définir une règle de superposition et un algorithme de complétion pour le raisonnement 
équationnel contraint. La règle de surréduction basique de J.-M. Hullot [HuI80] fut présentée 
sous une forme contrainte par W. Nutt, P. Rétyet G. Smolka dans [NRS90]. 
R. Caferra et N. Zabel [CZ92] ont défini des règles d'inférence de résolution et de factorisation, 
pour la déduction dans la logique du premier ordre sans égalité; le système d'inférence proposé' 
permet de construire des modèles, en combinant des conjonctions et des disjonctions de con
traintes d'unification, de disunification. Cette technique ne peut être simulée par les mécanismes 
classiques de résolution de contraintes comme ceux décrits dans [JL87, Bür91]. 

Les contraintes d'unification ont été utilisées par R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92a] pour 
définir un ensemble de règles d'inférence basé sur la stratégie de superposition, dans lequel aucun 
unificateur n'a besoin d'être calculé. 

Un second type de contraintes fut utilisé pour la complétion sans échec par G.E. Peter
son [Pet90] et U. Martin et T. Nipkow [MN90]; il s'agit des contraintes d'ordre. Elles permettent 
d'orienter des axiomes tels que la commutativité: x * y -t Y * x si x > y. L'utilisation de telles 
contraintes est également motivée par les résultats sur la décidabilité des contraintes d'ordre de 
H. Comon [Com90] (l'ordre lexicographique sur les chemins (LPO) est décidable) et J.-P. Jouan
naud et M. Okada [J091] (l'ordre lexicographique et multi-ensemble sur les chemins (RPO) est 
décidable) . 

La combinaison de contraintes d'unification et de contraintes d'ordre fut proposée par C. Kir
chner, H. Kirchner et M. Rusinowitch [KKR90] lors de la définition de règles d'inférence pour les 
stratégies de superposition et de paramodulation ; pour être complet, ces systèmes nécessitaient 
soit de résoudre quelques problèmes d'unification, soit d'appliquer des remplacements dans des 
termes appartenant aux contraintes. R. Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92b] ont défini des règles 
d'inférence basées sur la stratégie de superposition qui ne nécessitaient aucun calcul d'unifica
teur, et dans lesquelles les conditions d'ordre (orientation d'équations, maximalité d'un littéral 
dans une clause) étaient conservées. 
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Nous présentons dans ce chapitre l'extension de ce dernier résultat aux théories associatives 
et commutatives. Le système d'inférence ainsi défini est réfutationnellement complet, sans jamais 
nécessiter le calcul d'unificateurs AC. Ce résultat a été présenté dans [Vig94a]. 
Nous devons cependant préciser que le premier système de règles d'inférence ne nécessitant 
aucun calcul d'unificateurs AC est dû à R. Nieuwenhuis et Rubio [NR94, Rub94], car dans 
une première version [Vig93], nous devions calculer des unificateurs dans des cas très restreints. 

6.1.2 Avantages des contraintes symboliques 

Les contraintes symboliques que nous allons manipuler dans la suite de ce chapitre sont donc 
de deux types: contraintes d'unification AC et contraintes d'ordre. 

La déduction dans des théories associatives et commutatives fait appel à un algorithme 
d'unification [Sti81, BHK+S8]. Cet algorithme est décidable et finit aire (Le. il existe un nombre 
fini de solutions à un problème d'unification Cependant, le calcul de l'ensemble des so
lutions minimales étant doublement exponentiel [KN92], il est nécessaire de les éviter. 
les contraintes d'unification nécessitent seulement de tester l'existence d'une solution, ce qui est 
seulement exponentiel. Outre ce calcul simplifié, il n'est plus nécessaire d'engendrer une clause 
pour chaque solution minimale, ce qui a pour effet de diminuer aussi le nombre de déductions 
potentielles. 

Exemple 6.1 Soit * un opérateur AC. Considérons une étape de paramodulation de l'équation 
(x * x * x * x �~� x) dans la clause P(Yl * Yz * Y3 * Y4) V Q(Yb Yz, Y3, Y4), au niveau du sous
terme YI * Y2 * Y3 * V4; une dause doit être engendrée pour chaque AC-unificateur principal, ce 
qui fait 34359607481 nouvelles dauses (toutes indispensables), comme l'a montré E. Domen
joud [Dom92]. 
Cette même étape de paramodulation avec une contrainte d'unification, n'engendre qu'une seule 
clause:P(x)VQ(Vt,Yz,Y3,Y4) �[�x�*�x�*�x�*�X�=�~�C�Y�l�*�Y�2�*�Y�3�*�Y�4�]�.� t 

L'avantage de ce type de contraintes était déjà souligné dans [KK89, KKR90] et [Bür91J. 

En ce qui concerne les contraintes leur but est de conserver une trace des choix 
effectués au cours des déductions, que ce soit pour orienter une équation ou pour chOIsir un 
littéral maximal dans une clause. Ainsi, tout nouveau reste cohérent avec les précédents. 
L'exemple suivant montre le problème soulevé en cas d'absence de ces contraintes. 

Exemple 6.2 Etant donné le système de ,-,H","W'A' 

J 
n ! 

l ,pr a î \ , 

montrons qu'il est incohérent, en utilisant LPO avec la précédence 9 >:F f >:F a >:F b, 

Paramod ulation de (1) dans 

Paramodulation de (2) dans ( 

Résolution entre et 

P(g(y)) (5) 

P(a) 
o 
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Une contradiction a bien été dérivée, mais étudions plus en détail les deux étapes de paramo
dulation. Dans la première, le sous-terme j(b) a été remplacé par y, bien que ces deux termes 
soient incomparables par l'ordre LPO, car la condition testée est j( b) �~� y; cependant, le but 
étant de remplacer un terme par un plus petit, la condition à retenir est j(b) >-? y. 

Dans la seconde étape de paramodulation, la variable y a été instandée par f(a). Or, cette 
instanciation falsifie contrainte précédente (j(b) -< j( a)). 
Cela signifie que la dérivation précédente est incorrecte (et donc inutile), mais cela ne remet 
pas en cause Pincohérence du système initial, car il existe toujours une dérivation correcte de la 
clause vide: 

Paramodulation de (1) dans (2): (g(j(b))'::::.a) (5) {y t-t j(a)}, jCa) >- j(b) 
Paramodulation de (5) dans (3): P(a) (6) 

Résolution entre (4) et (6): 0 

6 Notations et langage de contraintes 

Après avoir présenté quelques notations venant s'ajouter à celles définies dans le chapitre 
précédent (Section 5.1), nous décrirons celles concernant les contraintes symboliques, 

La relation �~� AC représente la propriété sous-terme dans les théories AC, c'est-à-dire 
il �~� AC t2 s'il existe un terme �t�~� AC -égal à t2 et une position p dans �t�~� tels que �t�~� Ip est égal à 
tl. Par exemple, a * b �~�A�C� b * * c), où * est AC, Cette relation est étendue aux ensembles de 
termes: �{�S�l�1�,�"�"�S�m�}�~�A�C�{�t�I�,� ... ,tn} si Vi E [l,ml, 3j E [l,n], �S�i�~�A�C�t�j�.� 

L'ensemble des substitutions CY permettant de filtrer un terme t l dans un terme t2 modulo 
AC (tla =AC t2) est noté AC-match(tl, t2). 

Nos règles d'inférence manipulent des clauses contraintes, notées C [c] comme dans [NR92a], 
où C est une clause et c est une conjonction de contraintes. Les contraintes de base sont des 
formules atomiques du type (8 = �~�C� t) (contrainte d'unification AC) ou (s >-? t) (contrainte 
d'ordre) pour deux objets s et t. Les solutions de contraintes sont des substitutions sur T(:F, X) 
notées SU, Une conjonction de contraintes est dite satisfaisable si elle admet au moins une 
solution. Pour une contrainte c. Sol( c) désigne l'ensemble des solutions définies par: 

<$ �S�o�l�(�i�l�=�~�C�t�2�)� = {CY E SU 1 ilCY=ACiZCY} 

�~� Sot(tl >-7 tz) = {CY E SU 1 tla >- t 2a } 

Des contraintes d'ordre dérivées de la précédente seront utilisées par la suite pour exprimer, soit 
qu'un terme est plus supérieur ou égal à un autre, soit qu littéral est supérieur à tous les 
littéraux d'une clause, 

1 Vi E [l, n], LCY >- } 

D'autres symboles sont ajoutés dans le langage des contraintes, comme 1I\ lF et 1\. ils sont 
interprétés par: 
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�~� Sol('lI') 

@ Sol(lF) 

{ a E SU } 

o 
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Les contraintes définies ci-dessus peuvent faire appel à un algorithme de résolution. Cepen
dant, notre but étant de retenir dans la partie contrainte toutes les conditions d'application des 
règles d'inférence, nous devons définir des contraintes d'un type très différent, dont le test de 
satisfaisabilité sera: il existe une solution aux contraintes d'unification et d'ordre ne contredi
sant pas ces contraintes spécifiques. La première de ces contraintes a pour but de tester que 
l'opérateur au sommet d'un terme t est bien un opérateur donné f; elle n'est pas résolue si test 
une variable, et fait donc appel à la fonction 1-lead. 

@ 1iead(t) =7 f 

Les autres contraintes font appel à la fonction 'Hterms. pour tester l'intersection d'ensembles 
(n?) ou la non inclusion de multi-ensembles (SC), en utilisant l'AC-égalité =AC pour comparer 
les termes. 

\!li 1-lterms( fI, f) n? 1iterms( t z, 1) =? 0 

e 1-lterms( tl , 1) n? 1-lterms(tz, I-? (/) 

'" llterms(tll g? 1-lterms(tz, 

Etant donnée une substitution a, par abus 
trainte C [AxEVom(u)(x �=�~�c� xa) l 

6.3 Règles d'inférence 

notation nous écrirons C [ a] la clause con-

Dans les règles définies dans cette section, nous ne précisons pas que l'ensemble des contrain
tes des clauses déduites doit être satisfaisable, car il existe deux points de vue à ce sujet: 

�~� Vérifier à chaque déduction que les contraintes sont satisfaisables, ce qui est très coûteux 
mais évite de nombreuses déductions inutiles. 

@ Vérifier satisfaisabilité des contraintes lorsqu'une contradiction a été engen-
drée, ce provoque la déduction de nombreuses dauses 

Ces deux stratégies ne sont pas incompatibles et pourraient très bien être combinées. Le choix 
est laissé à Putilisateur. 

6.3.1 Stratégie de paramodulation 

Nous définissons ci-dessous six règles d'inférence qui sont en fait les adaptations à strategle 
contrainte et aux théories AC (Section 5.2) des règles définies dans la Section 2.2.1. Les exemples 
illustrant leur application utilisent l'opérateur AC * et la précédence P >p Q >p ::: sur 
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opérateurs de prédicats, et * >F 9 >F a >F b >:r d >:F e sur les opérateurs de fonctions. Les 
contraintes d'ordre et d'unification AC seront systématiquement simplifiées au moyen de règles 
que nous définirons dans la Section 6.6. 

Définition 6,1 (AC-Factorisation contrainte) 

LI V ... V Ln V D [cd 
LI V [Cl A c:d L 2 ) A ... A 

Exemple 6.3 Si nous appliquons cette règle de factorisation sur la clause P( Xl * y) V P(b * x) V 
Q(x, �[�x�l�=�~�c�a�]�,�n�o�u�s�o�b�t�e�n�o�n�s� P(Xl*y)VQ(x,y) �[�c�]�,�o�ù�c�e�s�t�s�i�m�p�l�i�f�i�é�e�n�(�x�l�=�~�C�a�)�A� 
(Xl * Y = �~�c� b * X), car la contrainte d'ordre (P( Xl * y) >-? Q( X, y)) est triviale et la contrainte 
d'unification AC (P(Xl * y) �=�~�c� P(b * x)) peut être décomposée en (Xl * Y �=�~�c� b * X). .. 

Les deux règles d'inférence suivantes sont les seules pouvant engendrer la clause vide (dé
notée 0), Le. une dause symbolisant une contradiction, sans littéraux et avec un ensemble de 
contraintes satisfaisable. 

Définition 6,2 (AC-Résolution contrainte) 

Al V Dl [cd -,Az V D 2 [cz] 
Dl V D 2 [Cl /\ Cz A C3 ] 

OÙ c3 est 

Exemple 6.4 Une étape de résolution entre les clauses 
-,P( X2 * x) V Q( x) [X2 = �~�G� b] permet de déduire la clause 

? (? ( ? en (Xl =Àc a) 1\ X2 =ÀG b) 1\ Xl * Y=Àc X2 * X). 

Définition 6,3 (AC-Réflexion contrainte) 

P(Xl*y)VQ(y) �[�X�l�=�~�C�a�]� et 
Q(y) V Q( X) [c], où c est simplifié 

• 
-'(1 �~� r) V D [cd 

D [Cl /\ cz] 
OÙ c2 est (l = �~�G� A (( l �~� r) >-? D) 

Exemple 6.5 Une réflexion sur la clause o( Xl * Y �~� b * x) V (x * Y �~� d) [Xl = �~�G� a] permet de 
déduireladause �(�x�*�Y�~� [c],oùcest(a*y=1cb* �A�(�(�a�*�y�~�b�*�x�)�>�-�?�(�x�*�y�:�:�:�:�:�:�d�)�)�.� �~� 

La règle suivante est l'adaptation de la paramodulation à la stratégie contrainte. En plus de 
l'ajout des contraintes d'ordre et d'unification AC, le membre droit rI de l'équation servant au 
remplacement n'est pas inséré dans la clause déduite. il est remplacé par une nouvelle variable 

et la contrainte (x r1 = 1c rI) est ajoutée. 

Définition 6.4 (AC-Paramodulaiion contrainte) 
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Comme pour la règle de paramodulation sans contraintes, si le littéral L 2 est une 
négative -,(l2 �~� T2), et en supposant que la position .P2 appartient à 12, la contrainte 
peut être ajoutée dans C3. 

équation 
>-'7 

Exemple 6.6 Une paramodulation de (Xl * Y �~� d) V (g(y) �~� [Xl = 1c a] dans P( X2 '" z) V 
Q(z) [X2 =1c b], dans le sous-terme X2 * z, produit la clause P(xrJ V (g(y) �~�e�)� V Q(z) [c] 
où l'ensemble de contraintes c est simplifié en (a * y �=�~�c� b * z) /\ (xr1 = �~�c� d). t 

Dans la règle suivante, un nouveau type de variable est introduit; il s'agit de variables 
d'extension, indicées par un opérateur AC, pour représenter les sous-termes non utilisés (le 
contexte) lors d'une étape de paramodulation contextuelle. Le but de ces variables spéciales sera 
décrit dans la prochaine section. 

Définition 6.5 (AC-Paramodulation contextuelle contrainte) 

où est une nouvelle variable, P2 E 
zf est une nouvelle variable d'extension associée il l'opérateur AC 

etc3 est (L2Ip2=1cf(h,z.r))/\ �=�~�c�r�d�/�\� �>�-�?�r�d�/�\�(�(�h�~�r�l�)� Dd/\ >-'1 Dz) 
et �c�~� est la conjonction des contraintes 1iterms(h, f) rq} 1iterms( t, f), pour chaque 

terme t de 1iterms(Lzlp2 , f) qui n'est pas une variable d'extension pour 
à laquelle on ajoute la condition (1iead(lI) =? 

La condition de non inclusion des 1iterms pourrait être remplacée par la conjonction des deux 
problèmes de AC-disunification suivants: 

pour une nouvelle variable x. En effet, 1-lterms(h, g? 1iterms(t, signifie que h ne doit pas 
être AC-égal à t, et que t ne doit pas être AC-égal à un terme f(h, 

Exemple 6.1 Si nous appliquons une paramodulation contextuelle de la clause * b:::: V 

(g(xl):::::e) �[�x�l�=�~�C�a�]� dans la dause P(X2 * * )VQ(u) �[�x�2�=�~�c�b�]�,� dans le sous-terme 
Xz *( u*e), nous déduisons la clause P( xr1 * Z" )V(g(Xl) :::: e VQ(u) [c]. L'ensemble de contraintes 
cestsimplifiéen f\ �*�z�*�=�~�c�'�u�*�e� /\(xr1 = �d�)�/�\�(�{�a�.�b�}�~�?� u,*)) .• 

Définition 6.6 (AC-Paramodulation étendue contrainte) 

, X T2 ' Zl et Zz sont de nouvelles variables, f E FAC 
If(l )? f(' ) \' ? \ ? \ etc3 est", bZl =Â.cnl 2,Z2 }/'\(X q =Â.C'rl;/\ -AC'rz/ 
/\(h >-? rI) i\ (l2 >-: r2) 1\ :::: :rI) ::-7 Dd i\ ((l2 �~� >-7 D2) 
1\(1iterms(h, 1) n? 1iterms(12, 
/\(1iterms(zl, f) n? 1itermS(Z2, 
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Dans la clause déduite, les termes rI et r2 sont remplacés par des variables comme dans les deux 
règles précédentes. Par contre, l'utilisation de variables d'extension est inutile dans cette règle, 
comme nous le montrerons dans la preuve de complétude du système que nous venons de définir. 

Exemple 6.8 Une paramodulation étendue entre les clauses (Xl *b �~� d)V(g(xt) �~� d) [Xl �=�~�c� a] 
et (a * X2 �~� e) V (g(X2) �~� b) [X2 �=�~�c� d] permet de déduire la clause (X2 * X2 �~� Xr2 * Z2) V 
(g(xt) �~� d)V(g(X2) �~�b�)� [c], et la forme simplifiée de c est (Xl �=�~�c� a)/\(X2 �=�~�c� d)/\(xr2 �=�~�c� e)/\ 
(Z2 �=�~�c� b). • 

La section suivante est consacrée à l'explication détaillée des contraintes présentes dans ces 
règles d'inférences. Ensuite, nous montrerons que cette stratégie contrainte s'applique également 
à la stratégie de superposition. 

6.3.2 A propos des conditions dans les règles d'inférence 

Les règles d'inférence décrites dans la section précédente incluent les conditions énoncées 
dans le Chapitre 5, c'est-à-dire: 

• lorsqu'une règle de paramodulation est appliquée au niveau d'un opérateur AC, il s'agit 
toujours d'une position maximale de cet opérateur dans le littéral considéré (MPos), 

• dans la règle de paramodulation étendue, les conditions sur les 1lterms indiquent que 
nous devons considérer que les termes lt et 12 partagent un maximum de sous-termes: ils 
en possèdent au moins un, et les contextes Zl et Z2 ne doivent pas avoir de sous-terme '; 
commun. 

La principale difficulté pour intégrer les contraintes d'unification AC dans les règles porte �s�u�r�~�.� 

le traitement du contexte lors d'une paramodulation contextuelle. Cette règle a pour but de ne 
remplacer qu'une partie du sous-terme dans lequel l'inférence est appliquée. C'est ce qu'exprime 
la contrainte d'unification: L21p2 �=�~�c� j(i 1, zf). Le sous-terme de L2 à la position P2 est divisé 
en deux parties: l'une doit être unifiable avec lt, la seconde contient le contexte représenté par 
la variable zf. 
Pour la stratégie de paramodulation, il est bien connu que tout remplacement dans une variable 
est source d'inefficacité. TI est donc naturel de vérifier que, dans une étape de paramodulation 
contextuelle, le terme lt ne soit pas trouvé dans une variable de L2 1p2 ; c'est le rôle des conditions 
sur les 1lterms. Elles précisent que les seules solutions valables sont celles où toute variable X 

de 1lterms(L2 Ip2' J) n'est pas instanciée par un terme contenant h. En fait, cette condition sur 
les 1lterms est étendue à chaque terme de 1lterms( L2 1p2' J) pour garantir que le symbole de 
tête de lt est bien j. 

Cependant, avec ces conditions sur les 1lterms et comme nous ne calculons pas les unifi
cateurs, les termes constituant le contexte ne peuvent être isolés et ne peuvent donc pas être 
replacés dans la clause déduite. Cela provoque la perte de la propriété de complétude de notre 
système de règles d'inférence, comme le montre l'exemple suivant: 

Exemple 6.9 Etant données trois clauses incohérentes (modulo les propriétés d'associativité et 
de commutativité de l'opérateur *) 

,P(d * d) [1l'] (3) 
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une paramodulation contextuelle de (1) dans (2) dans le sous-terme (a * a) * * b) produit la 
dause P(x '" z)[( x =1c d) J\ (z =1c a * b)] (4). Mais, une paramodulation contextuelle de (1) 
dans (4) au niveau du sous-terme x" z ne peut pas être apI Jquée car le membre gauche a * b de 
l'équation utilisée pour le remplacement serait trouvé dans la variable z. Ainsi, il est impossible 
de dériver une contradiction. 
Cependant, si nous permettons cette paramodulation contextuelle dans 
déduite est pey * z') [( z = 1c a * b) J\ (Zl =1c d) J\ (y = 1c] Alors, une résolution entre (3) 
et (5) engendre la clause vide 0 [(z =1c a * b) J\ (Zf =1c d)]. • 

A partir de cet exemple, une solution pour retrouver l'indispensable propriété de complétude est 
de permettre des paramodulations indirectes dans des variables. Nous restreignons ces applica
tions à des variables spéciales, représentant le contexte dans les paramodulations contextuelles. 
Elles sont appelées variables d'extension et indicées par l'opérateur AC grâce auquel elles ont 
été créées. Dans l'exemple précédent, les variables z et Zl devraient être notées z* et �z�~�.� La dif
férenciation entre ces variables et les autres termes et variables est faite dans les contraintes 
non-inclusion du membre gauche h dans les 1îterms de L2/P2 : ces contraintes sont limitées aux 
termes qui ne sont pas des variables d'extension liées à l'opérateur AC considéré dans l'inférence. 

Dans la règle d'AC -paramodulation contextuelle sans contraintes (Définition 5.2), vérifier 
que h n'était pas inclus dans l'instance d'une variable permettait également de s'assurer que 
l'opérateur au sommet de l'instance de h était bien l'opérateur AC f. Ne plus appliquer cette 
condition sur les 1îterms de LZ!P2 nous oblige à ajouter la contrainte (1îead(h) =7 1). 

En résumé, les variables d'extension sont créées par la règle de paramodulation contextuelle 
et utilisées uniquement par cette même règle. Dans toutes les autres règles, ces variables doivent 
être considérées comme des variables normales, et la règle suivante doit être appliquée dès que 
possible. 

Définition 6.7 (Elimination des variables d'extension) Si une variable d'extension zf de 
l'ensemble de contraintes c d'une clause C [c] n'apparaît pas dans C, alors l'application de la 
règle d'élimination des variables d'extension consiste à remplacer zf par une nouvelle variable 
z> 

Cette définition est motivée par les propriétés suivantes: 

1. Si une variable d'extension Z f apparaît seulement dans les contraintes d'une elle 
ne peut être utilisée pour une étape de paramodulation contextuelle et a donc perdu son 
intérêt. 

20 Toute variable d'extension zf ne peut avoir qu'une occurrence dans UIle est 
créée par une étape de paramodulation contextuelle et ne peut être car 
nécessiterait l'instanciation d'une variable, ce qui est impossible (aucun unificateur 
calculé). 

3. Pour la même raison que précédemment, une variable d'extension ne peut apparaître que 
sous l'opérateur auquel elle est liée. 

TI est à noter que cette notion de d'extension n'apparaît pas dans la règle de para-
modulation étendue, car nous montrerons dans la preuve de complétude que tout futur rempla
cement dans ces contextes est inutile. 
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Dans les règles de paramodulation et de paramodulation contextuelle, un raffinement peut 
être ajouté: si le littéral L2 est une équation négative -'(/2 �~� r2) et en supposant que la position 
p se trouve dans le terme 12 , la contrainte d'ordre'>-? T'2) peut être ajoutée pour spécifier que 
le remplacement doit s'effectuer dans le grand membre de l'équation. 

L'ensemble de règles d'inférence ainsi défini limite fortement l'espace de recherche, grâce 
aux contraintes d'ordre, mais surtout grâce aux contraintes d'unification AC qui permettent de 
rempla.cer les calculs d'unificateurs principaux par un simple test de satisfaisabilité. 

6.3,3 Stratégie de superposition 

L'ensemble de règles d'inférence donné précédemment peut également être adapté à la stra
tégie de superposition. Les principales différences entre les stratégies de superposition et de 
paramodulation, déjà étudiées dans Section sont: 

lIli Toute superposition dans le plus petit membre d'une équation est interdite, 

@ L'ordre >-L comparant 
négatives, 

équationnels est défini pour favoriser les équations 

@ Une règle supplémentaire est indispensable pour conserver la complétude; il s'agit 
factorisation équationnelle. 

Ainsi, les règles de paramodulation et de paramodulation contextuelle ne traitent plus que 
les remplacements dans des littéraux non-équationnels. Les remplacements dans des équations 
sont traités pa.r les règles de superposition et de superposition contextuelle. Comme pour la 
stratégie non contrainte, la règle superposition étendue est identique à la paramodulation 
étendue. 

Cependant, une différence importante entre les stratégies de paramodulation et de superposi
tion lorsque les contraintes d'unification sont introduites est que le membre droit d'une équation 
utilisée pour un remplacement doit être placé dans la dause déduite, et non remplacé par une 
nouvelle variable comme c'était le cas pour la stratégie de paramodulation. Ceci est dû à l'in
terdiction de réduire ce membre droit par les règles de superposition. Donc, dans les deux règles 
de paramodulation et les trois règles de superposition le membre droit de l'équation n'est plus 
abstrait dans la clause déduite. 

Les contraintes représentant la maximalité d'un littéral équationnel (l �~� r) ou -,( l �~� r) (où l 
est supposé plus grand que r) dans une clause sont interprétées ainsi: 

�~� ( �~� r) >- ID se traduit par U ê:::: ,>-? L pour tout littéral positif L de D et, l >-? s et 
l '>-; t pour tout littéral négatif .5 ::::: t) 

o �-�-�,�(�l�~� >-lD se traduit par (Lê:::: ,>-! L pourtoutlittéralnégatifLdeDet, �(�l�~�l�)� >-? L 
pour tout littéral positif L de 

La règle de factorisation équationnelle contrainte, qui a pour but d'engendrer des dauses ne 
possédant pas plusieurs équations positives de membres gauches AC-unifiables, est définie par: 
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Définition 6.8 (AC-Factorisation équationnelle contrainte) 

V D) 

R. Nieuwenhuis et A, Rubio ont défini un système de règles d'inférence similaire pour la 
stratégie de superposition [NR94, Rub94]. Nos deux systèmes ne calculent pas les unificateurs 
AC et permettent d'effectuer indirectement des remplacements dans une variable, dans la règle 
de superposition contextuelle. Mais, ils n'ont pas restreint cela à ce que nous appelons des 
variables d'extension. Ainsi, ils permettent des étapes de déduction inutiles comme nous le 
montrons dans Pexemple suivant. 

Exemple 6.10 Etant donné le système 

P((a * * * c)) ['If] (3) 

la clause P(a * x) [x =1c b * c] est déduite par une superposition de (1) dans (3). Alors, 
R. Nieuwenhuis et Rubio permettent d'appliquer une superposition contextuelle de (2) dans 
(4), ce qui engendre la dause PCc * Y)[y=1ca] (5). En oubliant que nous n'appliquons les 
remplacements qu'aux positions maximales des opérateurs AC, cette dernière étape revient à 
une superposition de (2) dans la variable x, ce qui est bien connu pour être inutile. 
Avec nos contraintes, nous interdisons cela car une dause similaire à la clause (5) peut être 
dérivée par une superposition contextuelle de (2) dans (3), P( c * z*) [z* = �~�c� a * a] (4'), suivie 
d'une superposition de (1) dans (4'), P(a*x)[x=1cc] (51). 
Les dauses (5) et (5') paraissent quelque peu différentes, mais en propageant les sous-termes 
contraints dans les deux séquences de déduction, les termes a et c sont tous les deux bloqués et 
la clause déduite dans les deux cas devrait être P( y * x) [(x =10 c) 1\ (y = 10 a)] (5N ). • 

De plus, R. Nieuwenhuis et A. Rubio n'ont aucune restriction sur les 1iterms dans leurs règles 
de superposition contextuelle et étendue. 

Au vu des définitions des stratégies de paramodulation et de superposition, nous pouvons 
remarquer que la différence entre ces deux stratégies est assez faible: stratégie de paramodu
lation permet des remplacements dans le membre droit d'une équation, mais bloque ce membre 
droit lorsque l'équation sert pour effectuer une paramodulation; la strategie de superposition 
interdit tout remplacement dans le membre mais permet des remplace-
ments dans ce terme, à l'intérieur d'une clause déduite par superposition cette 
Nous détaillerons un peu plus cette comparaison la 7.;3.2. 

6.3.4 Stratégie positive 

Nous avons vu dans la Section 2.3 une stratégie positive. Son principe est le suivant: 

fi!) Si une inférence utilise un littéral positif dans une clause, alors cette clause doit être 
positive, c'est-à-dire ne contenir aucun littéral négatif, est le littéral considéré être 
maximal dans la dause. 
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III une inférence utilise un littéral négatif dans une clause, alors ce littéral être maximal 
vis-à-vis des autres littéraux négatifs de cette clause. 

Les modifications apportées aux systèmes d'inférencr 'Jasés sur les stratégies de paramodulation 
et de superposition sont entièrement compatibles avec l'utilisation de contraintes symboliques. 
Ainsi, nous ne détaillons pas les règles d'inférence obtenues, mais insistons sur le fait que cette 
stratégie est très importante, 

6.4 Règles de simplification 

Dans cette section, nous définissons des règles de simplification compatibles avec la stratégie 
contrainte décrite dans ce chapitre. Comme l'ont montré C. Lynch et W. Snyder [LS93], la 
notion de redondance en présence de contraintes d'unification est très complexe. Les conditions 
d'application des règles présentées ci-dessous sont assez fortes, car une simplification ne peut 
être appliquée sur une dause contrainte que sÏ toutes ses instances peuvent être simplifiées dans 
les mêmes conditions; nous donnons donc d'autres versions de ces règles qui ne s'appliquent que 
sur une instance d'une dause. Ces dernières sont essentielles pour l'efficacité d'un démonstrateur 
de théorèmes. 

6.4.1 Subsomption contrainte 

Le but de la subsomption est d'éliminer une dause redondante. Sa définition classique est 
une clause Cl subsume une clause C2 s'il existe une substitution p telle que C1p ç C2 . Comme 
nous l'avons vu dans la Section 2.4.1, les clauses sont considérées comme des multi-ensembles de 
littéraux, ce qui signifie que Cl n'a pas plus de littéraux que C2• L'extension de cette définition 
au cas contraint se fait ainsi: 

Définition 6.9 �(�A�C�~�S�u�b�s�o�m�p�t�i�o�n� contrainte) Une clause contrainte Cl [Cl] subsume une 
clause contrainte C2 [C2] s'il existe une solution al de Cl teUe que: pour toute solution a2 de 
C2, il existe une substitution p vérifiant que Cl (hP est un sous-ensemble de C2a2J z.e. 

La stratégie contrainte provoque la perte de la complétude, comme cela a été montré par 
L. Bachmair, H. Ganzinger, C. Lynch et Snyder dans (BGLS92]. Cela peut se produire 
lorsqu'un terme xalP associé à une variable x du domaine de al n'est pas inclus (au sens de 
la relation de sous-terme) dans un terme du co-domaine de (72, noté CoVom((72). Nous devons 
donc vérifier que cette condition est satisfaite. 

Définition 6.10 (Application de la subsomption) Si une clause contrainte Cl [Cl] sub
sume une clause contrainte C2 [ C2] et si les substitutions aL, (12 et P définies dans la Défini
tion 6.9 satisfont 

CoVom(al 

alors la clause C2 [ C2] est supprimée. 
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Notons que CoDom( O'lP) désigne l'ensemble des termes du co-domaine de al instanciés par p. 
Cette définition doit être quelque peu modifiée pour tenir compte des variables d'extension in
troduites par les règles de paramodulation et de superposition contextuelles contraintes. Cette 
modification intervient dans le calcul du co-domaine des ai: si une variable d'extension zf appar
tient au domaine d'un ai, et apparaît sous l'opérateur AC f dans Ci, l'ensemble Hterms(zfO'i, f) 
doit remplacer ZjO'i dans CoDom(O'i). 
A partir de maintenant, à chaque fois que nous parlerons du co-domaine d'une substitution, 
nous ferons référence à la définition précédente. 

Comme pour le cas non contraint, l'application de cette règle de subsomption doit être ac
compagnée d'une stratégie de suppression des dauses les plus récemment engendrées en priorité. 

6.4.2 Simplification contrainte 

Une étape de simplification est en fait une étape réécriture: une dause Lz V Dz est 
simplifiée par une équation (Il �~� rd à la position P2 du littéral s'il existe une substitution p 

telle que: L 2!P2 = hp et 11P >- rlP. Cette définition est étendue au cas contraint et pour les 
théories associatives et commutatives par: 

Définition 6.11 (AC-Simplification contrainte) Une clause (h �~� rd V Dl [Cl] simplifie 
une clause Lz V D2 [C2] à une position P2 E J\1Pos(L2) si: 

30'1 E SOI(Cl)' 3Pb V0'2 E Sol(c2), �3�p�~�E� A C-match(ll(Jl Pl , Lzip20'z), tels que 

{ 

Dom(O'l) n Vom(Pl) = 0 
D2(J2 = AC �D�~�O�'�z� V �D�~� (Jz et Dl O'lPIPi ÇAC �D�~�(�J�2� 

llO'lPIPi >- TIO'lPIPi 
(11 �~� �T�d�O�'�l�P�I�P�~� -< L 20'2 V �D�~� (J2 

Nous venons donc de définir une simplification conditionnelle, car la clause permettant la simpli
fication peut contenir d'autres littéraux que l'équation �~� rd, à condition que ceux-ci soient 
également présents dans la clause simplifiée. L'énoncé de cette règle de simplification est assez 
complexe, et plus particulièrement le choix des substitutions, car il nous faut différencier par
tie du filtre qui instanciera la clause déduite ) de celle qui apparaîtra dans la partie contrainte 
(O'lpD, comme nous le verrons un peu plus loin. 

TI est à noter que nous avons utilisé la notion d'inclusion entre ensembles et non multi
ensembles. Cela signifie qu'un littéral peut apparaître plusieurs fois dans D 10'1P et n'apparaître 
qu'une fois dans �D�~�(�J�2�'� De plus, un littéral de C2 , n'apparaissant pas dans Cl, doit être plus 
grand que l'équation (h �~� Tl)' 

Définition 6.12 (AC-Simplification contextuelle contrainte) 
tuelle de �~� '1) V Dl [ Cl] dans L 2 V D2 [ C2] ci unE P2 E 
sz; 

r Z est une nouvelle variable et 
{ Vom( ad n Vom(pd = 0 

l �D�I�O�'�l�P�I�P�~� ÇAC D20''l 
1 ! ' 1 "10'1PIPl ;> rlO'lPlPl 

simplification contex
Pos( L 2 ) est possible 
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Cette règle est la contrepartie la paramodulation (ou superposition) contextuelle. Mais ici, 
nous ne pouvons pas utiliser la notion de variable d'extension pour exprimer le contexte, car ce 
dernier (représenté par ZP1) doit être replacé dans la clause déduite. 
Contrairement à la règle de simplification contrainte, il est inutile de vérifier qu'un atome de 
L20'2 V D20'2 est plus grand que (h:::::: r1 )O'lP, car L20'2 satisfait trivialement cette condition. 

L'exemple suivant montre perte de complétude si la notion de variable d'extension était 
utilisée dans la règle de simplification contextuelle. 

Exemple 6.11 Etant donné le système AC-incohérent suivant, où f est AC et c >-

P(f(f(a,d),f(b,c))) ['Ir] (1) 

-'P(f(f(d, ['Ir] (3) 

(f(a,b)::::::b) ['Ir] (2) 

( c :::::: d) ['Ir] ( 4) 

La dause (1) est simplifiée par (2) en P(f(b, zf)) [zf =AC f(c, d)] (1). Mais alors, il n'y a 
aucun moyen de prouver l'incohérence dans les théories AC. Avec la définition précédente, la 
clause simplifiée est P(f(b,f(c,d))) ['Ir] (1), laquelle peut à nouveau être simplil'iée par (4) en 
P(f(b,f(d,d))) ['Ir] (1). Une étape de résolution entre (1) et (3) dérive une contradiction. • 

En reprenant l'exemple donné au début de cette section, l'application classique de ces règles 
de simplification consiste à remplacer la clause L2 V D2 par L2[rlP]P2 V D'l . Mais, nous rencontrons 
le même problème que pour subsomption; la condition sur les co-domaines des substitutions 
est également nécessaire. 

Définition 6.13 (Application des simplifications contraintes) Si une clause Cl [Cl] sim
plifie une clause C2 [C2] à une position pz et si CoDom(pD U CoDom( 0'1 pD ::1 AC CoDom( 0'2), 

la clause C2 [t2] est remplacée par L2hpl]P2 V D2 [C2 /\ (llIJIPl = �~�C� L2!P2) /\ O'lIVarh)] pour 
la règle de simplification, et L 2[f(r1, Z)Pl]P2 V D 2 [C2/\ (f(hO'l, Z)Pl �=�~�C� L 21p2) /\ O'lIVarh)] 
pour la règle de simplification contextuelle. 

Cette définition de l'application des règles de simplification montre l'intérêt des différentes 
substitutions calculées. La substitution 0'1 représente une solution de l'ensemble de contraintes 
Cl associé à la clause . Ensuite, pour chaque solution 0'2 de C2, il faut trouver un filtre P de 
110'1 dans L2 1p20'2. Nous avons vu que ce filtre devrait être appliqué dans la clause déduite sur 
'1'1. Mais, comme nous vérifions que tout terme du co-domaine de 0'1 (auquel on applique p) est 
inclus dans le co-domaine de 0'2, il est inutile d'appliquer cette substitution O'lP sur r1. il s'agit 
en quelque sorte d'une propagation de contraintes; nous gardons une trace de ces instandations 
en ajoutant AxEvar(rl) (x = �~�c� XO'l) dans les contraintes de la clause déduite, sous la notation 
O'llvar(rJ)-
il reste donc à conSIdérer les variables de rI instanciées directement par le filtre p. Nous dé-
composons substitution P en deux substitutions Pl et pi : le domaine de Pl est constitué des 
variables x de rI instanciées directement par P et telles que xp n'est pas dans CoVom(0'2); 
xp = AC xplpi, et �p�~� extrait les plus gros sous-termes de xp qui appartiennent à CoDom( 0'2). 

Le raisonnement que nous venons de développer a été appliqué pour un filtre p, calculé 
pour une substitution 0'2- il ne faut pas oublier cependant que l'ensemble de contraintes C2 

peut admettre plusieurs solutions 0'2. première possibilité serait de n'appliquer une règle de 
simplification que si chaque solution 0'2 engendre le même filtre P, ce qui est très restrictif. Nous 
avons opté pour une définition plus générale, ce qui explique pourquoi nous ne mentionnons pas 
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l'existence de ce filtre P dans les règles. La substitution Pl 
représente en fait la partie commune de tous les filtres p. 

associe à une variable un terme du co-domaine de cr2. 

6. AC-Paramodulation contrainte 

apparaissant avant le choix de cr2 
substitution �p�~� dépend de 0"2 et 

Pour la règle de simplification contextuelle, la substitution Pl sert en plus à identifier le 
contexte de la simplification. Celui-ci doit donc être similaire pour chaque solution 0"2. 

6.4.3 Simplification par transformation ou application locale 

Nous avons vu que des conditions sur les co-domaines des substitutions devaient être respec
tées pour conserver la complétude de nos règles d'inférence. Mais, elles limitent énormément les 
simplifications. Pour compenser cela, nous donnons ci-dessous quelques modifications à appli
quer sur les définitions de la subsomption et des simplifications pour pouvoir les appliquer même 
si l'inclusion des co-domaines n'est pas vérifiée. il s'agit d'instancier partiellement la clause Cl 
avec la substitution 0"1 jusqu'à ce que (11 soit réduit à une substitution cri respectant la condi
tion d'inclusion des co-domaines. Cette solution a été proposée par L. Bachmair, H. Ganzinger, 
C. Lynch et W. Snyder dans [BGLS92]. 
Cependant, ce n'est pas suffisant car l'ensemble de contraintes Cl peut avoir d'autres solutions 
que 0"1, et instancier partiellement Cl avec (11 peut provoquer la perte des autres solutions. 

Nous proposons donc de créer une nouvelle clause, qui est en fait l'instance de Cl [(11], et 
de transformer Cl [ Cl ] en Cl [ Cl - 0"1 ] pour préciser que crI ne plus être considérée comme 
une solution de Cl' 

La notation Cl - 0"1 peut être interprétée soit par de la AC -disunification, c'est-à-dire en ajou
tant l'ensemble {V xEDom(ud X =I=? xcrd à Cl, soit par des contraintes d'ordre forçant les variables 
x du domaine de (11 à prendre d'autres valeurs que XOl, Le. {V xEDom(ud( X -<? xcrl) V( X >-? xcrl 

Mais cette seconde technique est difficile à gérer en raison des nouvelles variables introduites par 
l'algorithme d'unification AC. Notons que des contraintes de dis unification ont déjà été utilisées 
par T.B. Baird, G.E. Peterson et . Wilkerson [BPW89] ainsi que par J.-P. Jouannaud et 
C. Marché [JM90] pour effectuer de la complétion modulo des théories associatives, commuta
tives avec élément neutre. Ces contraintes permettent de limiter les applications de certaines 
règles de réécriture comme l'opposé d'une somme dans la théorie des groupes Abéliens, grâce à 
Pénoncé suivant de cette règle: 

si x =1= 0 et y"# 0 alors + .• vi-+(-x)+{ d , \ 

où + est AC et 0 est son élément neutre, 

Ainsi, pour règles subsomption et si d'inclusion des 
termes co-domaine de (llP dans ceux de (12 n'est pas respectée, il est quand même possible 
d'appliquer la simplification mais à condition d'effectuer actions suivantes; 

(II Créer la nouvelle clause Cl T [ ], où �(�1�~� est la plus grande substitution et T plus 
substitution vérifiant crI =_4C �T�O�~� et Coûom(oip) ::::1 AC Coûom( 0"2), 

(li Transformer la dause Cl [ Cl ] en Cl [Cl - crI ], 

fè Pour les règles de simplification et de simplification contextuelle, instancier dans la clause 
déduite le membre droit de l'équation Tl par T et �O�"�~� au lieu de 0"1 dans les con-
traintes. 
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Nous appellerons ces règles des règles de simplification par transformation. 

Les règles de simplification définies jusqu'à présent s'appliquent lorsque toutes les instances 
d'une dause peuvent être simplifiées par la même clause et à la même position. Ceci est très 
restrictif et nous pouvons imaginer que si seulement l'une des instances d'une clause peut être 
simplifiée, il serait quand même intéressant d'effectuer cette simplification, C'est ce que nous 
appelons des simplifications locales. L'idée de telles règles a été proposée par C. Kirchner, 
H, Kirchner et M. RusÎnowitch dans [KKR90], puis développée par C. Lynch et W. Snyder 
dans [LS93]. 
Elles se traduisent par l'utilisation de 30"2 E SOl(C2) au lieu de la quantification universelle. 
L'application d'une simplification locale consiste à créer une nouvelle clause, le résultat de l'étape 
de simplification, puis à transformer la clause L2 V D2 [C2] en spécifiant que 0'2 n'est plus une 
solution de C2' 

Exemple 6.12 Une simplification locale de la dause (a * b'::::!.d) [1l'] ( dans la clause P(a * 
y, [y * z = �~�c� e * b ](2), avecla substitution 0"2 = i-'t b. z i-'t , provoque la création de la 
clause P(d,z) �=�~�c� �!�\�(�z�=�~�c�e�)�]�(�3�)�,�e�t�l�e�r�e�m�p�l�a�c�e�m�e�n�t�d�e�l�a�c�l�a�u�s�e� par P(a*y, [c], 
où c est P ensemble de contraintes * z = �~�c� e * b) 1\ {(y:f? b) V (z ::f Te)}, qui se simplifie en 

�=�~�c� e)!\ (z t 

Avec le même principe, il est possible d'appliquer des subsomptions locales, qui consistent à 
ôter une solution d'un ensemble de contraintes si elle est subsumée. 

6.4.4 Autres règles de simplification 

li existe une simplification très importante apportée par la stratégie contrainte; elle s'énonce 
ainsi: étant donnée une clause contrainte C [ c] et une solution 0" de c, si clause C [0"] est 
simplifiable dans un terme de l'ensemble CoVom( a), 0" est une solution redondante. En effet, 
dans notre preuve de complétude de la stratégie contraînte, nous montrons que les instances 
closes de clauses, réductibles dans leur partie contraintes, sont inutiles. Cette propriété peut 
être appliquée localement ou bien sur une dause entière si toutes ses instances sont simplifiables 
dans leur partie contrainte, même par des dauses différentes. 

Enfin, les autres règles ae simplifications classiques, comme l'élimination de dauses triviales, 
la simplification dausale, la réflexion triviale ou les simplifications par remplacement peuvent 
être adaptées à la stratégie contrainte et appliquées localement ou non. 

{L5 Preuve de complétude 

Enonçons le théorème de complétude réfutationnelle des systèmes de règles d'inférence définis 
dans ce chapitre, en présence des règles de simplification. 

Théorème 6.14 (Complétude de la déduction contrainte) Soit S un ensemble AC-inco
hérent de clauses dont la partie contrainte est vide Alors, toute dérivation équitable de S 
engendre la clause 
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Ce théorème s'applique donc pour les stratégies de paramodulation et de superposition. 
preuve ne diffère que très peu de la preuve dans le cas non contraint (Chapitre 4), adaptée aux 
théories AC. En effet, comme nous allons le voir dans ce qui suit, la preuve de complétude de la 
déduction contrainte impose de ne considérer que des substitutions irréductibles pour instancier 
les clauses. Or, cette condition est déjà imposée la stratégie non contrainte par le Lemme 
de Relèvement (Section 4.2). Aussi, nous ne détaillerons pas à nouveau ces preuves, mais nous 
nous contenterons de montrer les quelques propriétés supplémentaires nécessaires. 

Dans l'énoncé de ce théorème, nous avons précisé que toute dause initiale doit contenir 
une partie contrainte vide. Cette condition ne s'applique que si le prédicat d'égalité fait partie 
de l'ensemble des opérateurs, comme l'ont montré Nieuwenhuis et A. Rubio [NR92b]. La 
présence de contraintes symboliques dans les clauses initiales, combinée avec la présence du 
prédicat d'égalité impose l'utilisation de techniques de surréduction comme celles décrites par 
J. Chabin [Cha94] et H. Kirchner et C. Ringeissen [KR94]. 

6.5.1 Technique des arbres sémantiques 

La principale modification intervient dans la définition de l'arbre sémantique cohérent. TI faut 
en effet tenir compte d'une nouvelle condition: étant donnée un clause contrainte C [c], interdire 
tout remplacement dans sa partie contrainte signifie qu'il ne faut retenir que les substitutions 
doses a, solution de c, dont le co-domaine est irréductible. 

Définition 6.15 (Arbre sémantique cohérent) Soit T un arbre sémantique transfini. Nous 
définissons l'arbre sémantique cohérent associé li un ensemble de clauses contraintes S, et noté 
MCT(S), le sous-arbre maximal de tel que, pour chaque nœud J dans MCT(S), 

�~� soit J est AD -consistant et, pour toute clause CI, AC -égale à une instance close Ca 
clause C [c] de S, telle que a appartient à Sol( c) et les atomes de C' appartiennent au 
domaine de l, J( C') = V si 

1. pour chaque variable x atome A de C, 

(a) si x est une variable d'extension à un opérateur AC J, alors pour chaque 
terme 11" AC-égal à un élément de 1iterms(xa, j), il n'existe pas d'équation (l c:::: 
plus petite que A l >- que u �-�-�+�~�:�:�:�:�.� r 11,[1' L 

(b) si x n'est pas une variable alors pour chaque terme 11" AC -égal ci xa, 
il n'existe pas d'équation (l c:::: que A (où 1 >- teUe que 11, �-�-�-�-�-�-�+�~�:�:�:�:�.� r 

u[r]. 

@ soit l est AC -inconsistant, mais 
U=AC 

toute c:::: 11,') de son telle qUé 

La condition précédente l peut être int8rprétée comme l'irréductibilité de la substitution a ,U il 
nœud d'échec se définit alors par: 

Définition 6.16 (Nœud d'échec) nœud d 1 est 

$ soit une interprétation AC -consistante falsifiant une clause C', .AC -égale à une instanCE 
close d June clause C [ c] de S, où la précédente 1 ; J est 
par 
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e soit une interprétation AC -inconsistante falsifiant une équation (u �~� 

est dite étiqueté par (u �~� ur). 
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U=ACUI ; 1 

J est le dernier nœud d'un chemin de MCT(S), alors toute extension de J est un nœud 
d'échec. Un chemin maximal dans MCT(S) est un chemin dont les extensions ne sont pas dans 

S); ces extensions sont donc des nœuds d'échec. 

lemme suivant énonce que, si S est un ensemble AC-incohérent de clauses contraintes, 
aucun chemin de MCT(S) n'est défini sur toute la base Herbrand. 

Lemme 6,17 Soit S un ensemble de clauses contraintes,. S est AC -incohérent Hi et seulement 
si tout chemin maximal de MCT(S) s'étend en un nœud d'échec. 

Pour montrer que les systèmes de règles d'inférence INF définis dans ce chapitre sont réfuta
tionnellement complets en présence des règles de simplification (Théorème 6.14), nous raisonnons 
par contradiction: supposons que So est un ensemble AC-incohérent de dauses dont les con
traintes sont vides (1f), et que So, S1, S2,' .. est une dérivation équitable (Définition 2.20); S* 
dénotant Ui>O Si, supposons que S'" ne contient pas la clause vide. L'arbre sémantique cohérent 
MCT(S") n'est donc pas vide. Définissons les ensembles suivants: 

OS 

AC 

{ [ 0"] 1 :lC' [ c] E 

{ �(�u�~� [1f] 1 u, 

, a close E Sol(e) } 

E T(F), u =AC u' } 

OS est l'ensemble de toutes les instances doses des dauses de S*, et AC est l'ensemble de toutes 
les équations closes triviales pour les théories AC. Ces deux ensembles contiennent en fait toutes 
les dauses pouvant étiqueter un nœud d'échec au bout d'un chemin de MCT(S*). Par définition 
d'un arbre sémantique cohérent, MCT(ÇS) est équivalent à MCT(S"'); donc, MCT(ÇS) est 
également non vide. 

Comme pour la preuve de complétude dans le cas non contraint, nous avons besoÏn de 
définir des nœuds de quasi-échec (Définition 4.14), ainsi que des nœuds d'échec distants pour la 
stratégie de superposition (Définition 4.20). La branche droite Q-y de l'arbre sémantique cohérent 
MCT(OS) est construite comme dans les Définitions 4.15 et 4.21. 
Dans ce qui suit, nous montrons en même temps la complétude des stratégies de paramodulation 
et de superposition. 

5.2 Preuve de complétude 

Pour montrer que l'arbre sémantique cohérent MCT(ÇS) est vide, il faut montrer que la 
droite est vide. Mais dans un premier temps, il s'assurer que les nœuds d'échec 

le long de cette branche droite sont bien persistants. 

Proposition 6.18 Soit un nœud dJéchec, d'un nœud Qrx de la branche droite, ou 
plus précisément extension droite de Q CI ou extension de Q-y. Si est étiqueté par une clause 

OS, alors J( est un nœud d'échec persistant. 

La preuve de cette proposition est identique à celle de la Proposition 4.30. Le seul problème qui 
pourrait se poser vient de la définition des nœuds d'échec, et plus précisément de l'irréductibilité 

la substitution. Cependant, nos règles de simplification (Section 6.4) sont définies de telle 
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manière que si une dause C2 [0'2] étiquetant un nœud d'échec K est subsumée par une dause 
Cl [alPl ], où al désigne une substitution close solution de l'ensemble de contraintes associé à 
Cl et Pl désigne une substitution dose instanciant les variables de Cl qui ne sont pas contraintes, 

@ soit tous les termes du co-domaine de 0"1 sont également dans le co-domaine de (j'l, 

@ soit dause Cl [O"IPI] est transformée en une dause �C�l�c�r�~� [crfpl] (où (jiO"f =AC 0"1) afin 
que cette propriété d'inclusion des co-domaines soit satisfaite par les substitutions �a�~� et 
0"2· 

Nous avons isolé la substitution Pl de la solution al des contraintes car, dans règle de sub
somption, l'inclusion des co-domaines n'est testée que sur les variables apparaissant dans les 
contraintes d'unification. Cependant, nous pouvons remarquer que cette substitution Pl est éga
lement irréductible, car sinon la clause Cl �a�l�P�~� (où pi désigne la substitution irréductible issue 
de Pl) devrait étiqueter un nœud d'échec au niveau ou au-dessus de K. 

Nos autres règles de simplification vérifient que la clause �C�~� �[�O�"�~�]� résultant de la simplifica
tion de C2 [O"d satisfait: CoDom( �O�"�~�)� 51 AC CoDom( 0"2). Si cette propriété n'est pas vérifiée, la 
dause Cl [ 0"1 Pl ] utilisée pour la simplification est transformée en Cl �O�"�~� [ O"r Pl ], comme pour 
subsomption. 

Proposition 6.19 Si MCT(ÇiS) nbt pas 
AC -consistante. 

alors sa branche droite est non et 

La preuve de cette proposition est identique à celle du cas non contraint (Propositions 4.18 
et 4.24). TI reste cependant plusieurs cas à vérifier. La preuve faisant appel à l'application de 
règles d'inférence, il faut s'assurer qu'à chaque foÏs la clause déduite étiquette bien un nœud 
d'échec coupant la branche droite. La preuve montre que la dause déduite est falsifiée par Qco 
mais il faut vérifier en plus que la substitution représentant ses contraintes est irréductible 
(condition 1 dans la Définition 6.15). Montrons dans un premier temps cette propriété pour 
règle de paramodulation étendue contrainte. 

Proposition 6,20 Soit Q (3 une interprétation AC -consistante, restriction de la branche droite 
Q'Y" Soit Qa l et Q0i2 deux restrictions de admettant un nœud d'échec (ou d'échec 
comme extension droite. Si une paramodulation étendue est appliquée entre les clauses étiquetant 
ces nœuds d'échec, et si la clause est falsifiée par Q {3, alors elle étiquette un nœud 
coupant la bronche droite. 

Preuve: Soient Cl = (h c::: rd V Dl et c::: '1'2 V D2 clauses étiquetant les nœuds 
d'échec, extensions droites de Q O!J et Q OiZ' Pour la stratégie de paramodulation, cela signifie 
que (lt c::: 1'1) et (12 c::: r2) sont irréductibles; pour stratégie superposition, cela signifie 
que les termes h et 12 sont irréductibles. 
Soient = (li c::: ) V Di �~�:� Cl] et �C�~� = c::: �r�~�)� V �D�~� [ C2] les deux clauses contraintes de 
S" telle que : Cl est AC -égal à q al et C 2 est AC -égal .à �C�~�0�"�2�,� où les substitutions 0"1 et 
a2 sont doses, irréductibles (condition 1 dans la définition de M CT), et solution de Cl et 
C2 respectivement. Une étape de paramodulation étendue entre les clauses closes Ci [ 0"1 ] 

et �C�~� [ 0"2] engendre une nouvelle clause contrainte C' [ a ]" 
Si nous supposons que l'interprétation Q {3 falsifie une clause C, AC -égale .à C'O", la seule 
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condition à vérifier pOUl' qu'un nœud d'échec 
l'irréductibilité de la substitution (7. 

par C) coupe la branche droite est 

Pour c11aque variable x du domaine de (7 : 

1. Si x appartient au domaine d'un (7i (i E [1,2]), XO'i est égal à X(7 car ai est close, 
est donc tout terme AC-égal à xa est irréductible. Si x est une varia,bie d'extension 
x f sous un opérateur AC f dans CI, elle apparaît également sous f dans C, et la 
condition d'irréductibilité de ses 1lterms reste valide. 

2. Si x est l'une des variables x r1 et xr2 ' xr1 par exemple, introduites par l'étape d'in
férence dans le cas de la stratégie de paramodulation (Définition 6.6): elle apparait 
dans les contraintes par x 

Donc, X(7 est le terme ri a, AC -égal à rl. Il nous faut montrer qu'il n'existe pas de 
terme AC-égal à rl et réductible par une équation (g'.::::.d) (où 9 >- d). 

Si un tel terme existait, l'équation serait réductible par (g '.::::. d) en (h '.::::. 
Comme Q{3 est AC-consistante, satisfait les atomes '.::::. rd, "" et donc 

'.::::. �r�~�[�d�]�)�.� Mais, (11'.::::. 1'1) >- ) et ainsi (h '.::::. rd devrait être réductible en 
(rrld]'.::::.rl); cela contredit de '.::::.rI). 
Ainsi, chaque terme AC -égal à 1'1 est irréductible. Le raisonnement est identique pour 
xr2 et 1'2. 

3. Le dernier cas est que la variable x est l'une des variables Zl et Z2 (cf. Définition 6.6). 
Supposons que x est égal à Zl' Par définition de cette variable, II =AC f(u, zIa), où 
f est l'opérateur AC au sommet de 11, et u un terme clos. S'il existe un terme t, 
AC -égal à zIa, et réductible par une équation (g '.::::. d), où 9 >- d, le terme f( u, t) 
(AC -égal à lI) est lui aussi réductible par (g'.::::. d). Cela signifie que le nœud droit de 
(Il '.::::. Tl) devrait être un nœud de quasi-échec au lieu d'un nœud d'échec ou d'échec· 
distant. Donc, chaque terme AC -égal à Zl a est irréductible par une équation (g '.::::. d) 
où 9 >- d. 
Le raisonnement est identique pour Z2a. 

Ainsi, un nœud 

Le cas de la paramodulation 
possibles. Rappelons auparavant 
falsifie une clause de QS. 

par clause C coupe la branche droite de MCT(QS). 0 

étendue étant traité, il reste à étudier les autres inférences 
proposition énonçant que la branche droite Q'Y de MCT(ÇS) 

Proposition 6.21 Le dernier nœud Q" 
ÇS. 

la droite de MCT(ÇS) falsifie une clause 

preuve est identique à celle des stratégies de AC-paramodulation et AC-superposition pour 
le cas non contraint (Propositions 4.19 et 4.25). 

Le dernier nœud de la branche droite falsifiant une dause de Ç;S, il reste à montrer que cette 
clause peut effectivement étiqueter un nœud d'échec. En effet, comme nous l'avons déjà fait 
pour règle de paramodulation étendue (Proposition 6.20), il faut vérifier que la substitution 
représentant la partie contrainte de cette clause falsifiée est bien irréductible. 
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Proposition 6.22 Si une étape d'inférence est appliquée entre des clauses de OS étiquetant des 
nœuds d'échec ou d'échec distants, extensions de nœuds de la branche droite Q"I de MCT(OS), 
et si la clause déduite est falsifiée par Q"I' alors un nœud d'échec coupe cette branche droite. 

Preuve: Soient Cl,"" Cn (1 �~� n �~� 2) des clause étiquetant des nœuds d'échec (ou d'échec 
distants). Cela signifie qu'il existe des clauses Cacd, ... �,�C�~�[�c�n�]� dans S* telles que 
chaque Ci est AC-égal à. CfO"i, où O"i est une substitution close irréductible (condition 1 
dans la définition de M CT), solution de Ci. L'étape d'inférence est appliquée entre les 
clauses contraintes Cf [0"1],"" �C�~� [O"n], et engendre une clause contrainte C' [0" l Si 
nous supposons que l'interprétation Q"I falsifie une clause C, AC-égale à. C'O", la seule 
condition restant à. vérifier pour que C étiquette un nœud d'échec dans la branche droite 
est l'irréductibilité de la substitution 0". 

Supposons que les O"i ont des domaines disjoints (obtenus en renommant les variables). 
Alors, pour chaque variable x du domaine de 0": 

1. Si x appartient au domaine d'un O"i, XO"i est égal à. XO" car O"i est close, et donc chaque 
terme AC -égal à. XO" est irréductible. Si x est une variable d'extension x 1, comme Ci 
étiquette un nœud d'échec, les llterms de x 10"i doivent être irréductibles. 

2. Si x est la variable d'extension x 1 introduite par la règle de paramodulation (ou su
perposition) contextuelle, et si un terme t de llierms( x 10",1) est réductible par une 
équation (g �~� d) (g >-- d), alors une autre étape de paramodulation (ou superposition), 
éventuellement contextuelle, de la clause étiquetant le nœud droit de (g �~� d) dans C2 

(à. une position dans le terme t) engendre une clause falsifiée par Q"I étiquetant un 
nœud d'échec dans la branche droite. 
Ce raisonnement par récurrence est bien fondé, car cette dernière inférence est appli
quée dans une position plus interne que la première. 

3. La dernière possibilité est la suivante: la variable est introduite par l'étape d'inférence 
dans la clause déduite. Seules trois règles d'inférence créent de nouvelles variables; 
il s'agit des règles de paramodulation, paramodulation contextuelle et paramodu
lation étendue. Le cas de la paramodulation étendue ayant déjà. été traité dans la 
Proposition 6.20, étudions les deux autres règles. 
Les clauses �C�~� et Cl sont respectivement notées �(�l�/�~�r�/�)� V Di et �(�l�~�r�)� V Dl; x est 
décrite par la contrainte x = �~�c� r', produite par l'étape d'inférence; donc, XO" est égal 
à. ri 0"1 (et AC -égal à. r ). Nous devons montrer qu'il n'existe pas de terme r" AC -égal 
à. r et réductible par une équation (g':::!. d) (où g >-- d). Le raisonnement est identique 
à. celui effectué dans le cas 2 de la Proposition 6.20. 

Nous venons donc de montrer que tous les termes du co-domaine de la substitution 0" 
sont irréductibles. Un nœud d'échec peut donc être placé au-dessus de Q"I dans la branche 
droite. 0 

Pour résumer, nous avons montré que la branche droite de l'arbre sémantique cohérent 
MCT(OS) est vide, car sinon elle est coupée par un nœud d'échec, ce qui contredit sa construc
tion. Donc, l'arbre sémantique cohérent MCT(OS) est également vide, de même que MCT(S*). 
La clause vide appartient donc à S*. 
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6.6 Simplification de contraintes 

Nous consacrons cette section à description 
tes symboliques manipulées. 

règles permettant de simplifier les contrain-

6.6.1 Simplification des contraintes d'unification AC 

Les contraintes d'unification AC peuvent être simplifiées grâce à des règles inspirées des al
gorithmes d'unification AC [JK91], combinées avec l'aplatissement (Définition 1.7) systématique 
des termes. Nous décrivons dans un premier temps des règles de décomposition, élimination, sim
plification et instanciation. TI faut remarquer que le symbole �=�~�c� est commutatif, ce qui signifie 
qu'il faut parfois permuter ses arguments pour pouvoir appliquer l'une des règles suivantes. 

Décomposition 

Elimination (8 �=�~�C� t) Â C 

c 

Simplification 1 
(f( Sb' .. , Si, ... , Sm) = �~�C� f( t l , ... , th ... , in) /\ C 

(f (Sb . .. , ... , Sm) = �~�C� /\ c 

Simplification 2 
(f(S) =;4C t) /\ c 

? ' =;4C t )!\c 

lnstanciation 
, ? ) tx =AC t, .1\ c 

Ces règles peuvent être appliquées sans aucune stratégie particulière. 

si S =AC t 

si f E FAC, 

m>l,n>l 
et Si =ACt} 

si x �~�.� Var(t) 
et x E 

@ La règle Décomposition consiste à propager le problème d'unification sur les sous-termes, 
si les deux membres de la contrainte considérée possèdent le même opérateur (non AC) 
au sommet. 

�~� La règle Elimination consiste à ôter une contrainte dont les deux membres sont AC-égaux. 

1} les deux membres d'une contrainte ont le même opérateur AC au sommet et s'ils ont 
des arguments AC-égaux, alors la règle Simplification 1 ôte ces arguments (un par un, afin 
de respecter leur nombre d'occurrences). règle ne s'applique que si les opérateurs 
AC ont au moins deux arguments, afin d'éviter la suppression de tous les arguments. 

1) La règle précédente ôtant des arguments d'un 
opérateur se retrouve avec un seul argument. 
opérateur pour ne conserver que l'argument. 

opérateur AC, il peut arriver qu'un tel 
règle Simplification 2 supprime donc cet 

® La règle lnstanciation consiste à remplacer une variable x par un terme t dans les autres 
contraintes, si la contrainte considérée est �=�~�c� il, à condition que x n'ait pas d'occur-
rence dans t. 
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D'autre règles peuvent être définies pour détecter d'éventuelles incohérences dans con-
traintes. 

Cycle 1 

Cycle 2 

Conflit 

l " ) \x =AC tAc 
lF 

(x = �~�C� J( tl, ... , in)) Ac 

lF 

(f(SI, .. . , sm) �=�~�C� g(tll"" in)) A c 
lF 

Ces incohérences proviennent soit de cydes, soit de conflits symboles: 

si x E 
x i= t et 
1lead( t) if 

si f E FAC, 

xE Var(ti) 
et n > l 

si J f:. 9 et 
- si f E FAC, m > 1 
- si 9 E F AC, n > 1 

�~� La règle Cycle 1 sî une variable doit être unifiée avec un terme contenant cette 
même variable à une position interne, mais à condition que le terme 
AC au sommet. 

pas un opérateur 

® La règle Cycle 2 complète la règle Cycle 1, en précisant que si l'opérateur au sommet du 
terme à unifier avec la variable est AC, alors il doit posséder au moins deux arguments. 
Nous avons vu en effet que la règle Simplification 1 peut engendrer des termes avec un 
opérateur AC à un seul argument. 

œ La règle Conflit s'applique si l'on essaie d'unifier deux termes dont les opérateurs de tête 
sont différents. Pour la même raison que la règle précédente, si un opérateur de tête est 
AC 1 il doit posséder au moins deux arguments, 

Si aucun conflit n'est trouvé, ces règles de simplification engendrent une conjonction de 
contraintes (51 �=�~�C� td /\ ... A �=�~�C� tn) telle que, Vi E [1, n], 

1\\1 soit Si est une variable n'ayant aucune occurrence 
Sn, tI, ... , 

�~� soit ti est une variable n'ayant aucune occurrence dans les termes Sb ... , Sn, tl, ,. ti-l, 

ii+l' ' 0 " 

�~� soit Si et ti sont deux termes avec le même opérateur AC au sommeL 

6.6.2 Simplification des contraintes d'ordre 

TI est également possible de définir des règles de simplification pour les contraintes d'ordre, en 
appliquant aussi loin que possible l'algorithme de comparaison des termes ou atomes. Ces règles 
dépendent donc de l'ordre utilisé: interprétation polynomiale, ordre récursif sur les chemins, .. , 
(cf. Section 1.2). 

Nous ne donnons pas de règles pour simplifier ces contraintes comme nous l'avons 
fait pour les contraintes d'unification, car à éliminer des contraintes triviales ou détecter 
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des conflits, la décomposition de contraintes d'ordre fait appel à un langage de contraintes 
plus complet, mêlant conjonctions et disjonctions de contraintes pour traduire la notion de 
complémentarité. 

Cependant, pour un ordre récursif sur les chemins, il est assez simple de transformer l'algo
rithme afin d'utiliser les informations fournies par les autres contraintes d'ordres accompagnant 
celle qui est testée. La stratégie serait alors de chercher à évaluer les plus petites contraintes 
(par taille) en premier. 

6.6.3 Combinaison de contraintes 

La combinaison de contraintes d'ordre et d'unification AC est un problème très complexe. 
Cependant, chaque type de contrainte peut aider à simplifier l'autre. 

En effet, lorsque des contraintes d'unification AC sont simplifiées par les règles décrites 
précédemment, rien n'interdit la présence de contraintes d'un type différent dans la conjonction; 
ces dernières n'interviennent pas dans simplification, mais elles peuvent être concernées par 
l'application de la substitution dans la règle Instanciation. Cela peut permettre de simplifier ces 
autres contraintes, ou bien de un conflit. 

De même, une contrainte type s >-? t peut servir dans un problème d'unification, car elle 
signifie que 8 et t ne sont pas AC-unifiables, grâce à la propriété d'AC -compatibilité de l'ordre >-. 

Très peu de travaux ont été réalisés sur ce sujet de combinaison de résolveurs de contraintes 
symboliques. Nous ne citerons que ceux de H. Kirchner et C. RingeÎssen [KR94, Rin93], qui ont 
proposé un cadre formel pour la combinaison de résolveurs de contraintes symboliques. 

6.7 Stratégie basique 

Nous avons décrit dans ce chapitre une stratégie contrainte, consistant à associer à chaque 
clause des contraintes d'ordre et d'unification AC. Ces dernières provoquent une très sérieuse 
limitation du nombre de clauses déduites, et par conséquent de l'espace de recherche. En contre
partie, l'un des inconvénients majeurs de cette stratégie contrainte est la difficulté pour appliquer 
les règles de simplification, comme nous l'avons souligné dans la Section 6.6. De telles règles sont 
cependant indispensables pour l'efficacité d'un démonstrateur théorèmes. 

Aussi, il est intéressant de définir une stratégie intermédiaire, conservant la limitation des 
positions dans lesquelles les remplacements peuvent être effectués, mais facilitant l'application 
des règles de simplification. Cette stratégie n'est autre que la stratégie basique, consiste à 
résoudre les problèmes d'unification AC et à engendrer une clause par solution de ces problèmes; 
cependant les substitutions solutions ne sont pas appliquées aux clauses, mais conservées comme 
contraintes. 

Par exemple, la règle de paramodulation devient: 

(h �~� rI) V Dl [cd Lz V Dz [cz] 
LZ[P2 +- xr1 ] V Dl V D 2 [Cl /\ cz/\ C3/\ C4] 
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où xr1 est une nouvelle variable, Pz E MPos(L2 ), (j E Sol(L2 lp2 �=�~�c� h), 
C3 est (xr1 �=�~�c� rI) /\ {l\xE'Dom(o-)(X �=�~�c� XO')}, 
C4 est (h >-? rI) /\ (( h �~� rI) >-? Dd /\ (L2 >-? ) /\ t? (h �~� 

La stratégie basique est théoriquement beaucoup moins intéressante que la stratégie con
trainte, mais nous verrons dans le Chapitre 7, sur l'implantation de ces techniques, qu'elle est 
beaucoup plus efficace dans la pratique, car d'autres paramètres viennent à son secours, comme 
le fait de ne pas conserver toutes les solutions des problèmes d'unification AC. 
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Le système DATAC 

Nous décrivons dans ce chapitre l'implantation des résultats sur les théories associatives 
et commutatives présentés dans ce document. Le logiciel se nomme DATAC, pour Déduction 
Automatique dans des Théories Associatives et Commutatives. Ses fonctionnalités sont de 

@ démontrer des théorèmes par réfutation, 

\Il compléter des systèmes de clauses, 

en présence d'opérateurs commutatifs, ou associatifs et commutatifs. 

TI est écrit en CAML Light [LM93] (environ 15000 lignes de code)! langage fonctionnel de la 
famille ML, et possède une interface graphique 1 réalisée en TdjTk (Ous94] (Xll Toolkit basé 
sur le langage Tel). DATAC est portable sur stations SUN, HP et IBM PC. 

Ualgorithme d'unification AC est celui de M.E. Stickel [Sti81], muni de la technique de 
résolution des équations diophantiennes de A. Fortenbacher [For89]. Deux algorithmes de filtrage 
AC sont disponibles: le premier est inspiré de l'algorithme de J.-M. Huilot [Hu180]; le second 
est dû à S. Eker [Eke93] (écrit en langage C). 

La première section de ce chapitre sera consacrée à la description du logiciel et de son inter
face. Nous présenterons ensuite quelques exemples d'exécution, puis comparerons les différentes 
stratégies proposées dans le logiciel DATAC. 

7.1 Description du logiciel 

L'interface du système DATAC offre la possibilité de saisir la spécification d'un problème de 
manière très conviviale. Ces spécifications sont également stockées dans un fichier, qui peut 
être modifié indépendamment du logiciel. Nous décrivons dans cette section les données d'une 
spécification, puis les différents paramètres pouvant influencer le déroulement de l'exécution. 
Enfin, nous mentionnons les stratégies d'exécution possibles. 

7.1,1 Données principales 

Les principales données pour spécifier un problème sont les dauses. Dans l'implantation, 
elles sont représentées sous la forme de séquents: une dause .AI V ... V .Am V Bl V ... V Bn 

1 L'inierface graphique a été réalisee par V. Bardelang, étudiant à l'Ecole Supérieure d'Informatique Appliquée 
de Lorraine. 
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Figure 7.1: Fenêtre principale de l'interface 

est représentée par Al,"" Am :::} Bl, ... , Bn. En conséquence, chaque règle d'inférence de 
paramodulation ou de superposition est décomposée en deux règles: une règle s'appliquant à 
gauche du symbole:::} (c'est-à-dire dans les littéraux négatifs), et une autre s'appliquant à droite 
de ce symbole (c'est-à-dire dans les littéraux positifs). 

Parmi les données initiales, nous distinguons deux ensembles de dauses : 

@ les dauses décrivant la théorie, 

�~� les clauses représentant la négation de la conjecture à montrer. 

Un autre ensemble de données très important concerne les opérateurs. L'ordre utilisé sur les 
termes étant l'APO de L Bachmair et D. Plaisted [BP85a], avec des adaptations de C. Delor et 
L. Puel [DP93J, il est possible de définir pour chaque opérateur, 

* une propriété: commutativité (C), ou adsodativité et commutativité (AC), 

�~� un statut: lexicographique gauche-droite ou droite-gauche, ou multi-ensemble (par conven
tion, les opérateurs AC et C ont le statut multi-ensemble), 

$ une liste d'opérateurs inférieurs en précédence, 

IS une liste d'opérateurs égaux en précédence. 

En plus de cela, un opérateur peut être désigné Cette information est utilisée dans 
l'algorithme comparant des termes dans le sens où une variable est supérieure ou égale à cet 
opérateur. 

102 Paramètres d'exécution 

Lorsque la spécification du problème a été définie (clauses, opérateurs), Putilisateur a la 
possibilité de faire varier de nombreux paramètres pour l'exécution. 

e Nombre maximal de clauses. il est obligatoire de préciser un nombre maximal de clauses 
à engendrer, afin d'assurer l'arrêt de l'exécution. 
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Figure 7.2: Description des clauses initiales 

o Unification AC optimisée. L'algorithme d'unification AC implanté offre la possibilité 
ne pas calculer toutes les solutions minimales. Les solutions «oubliées» font partie de 
celles qui ajoutent de nouvelles variables. Que cet algorithme soit utilisé dans sa version 
optimisée ou non, nous y avons intégré les conditions sur les 1tterms apparaissant dans la 
règle de paramodulation étendue (Définition 5.3). 

@ Nombre maximal de AC-mgus. Ce paramètre précise le nombre de solutions minimales 
d'un problème d'unification AC à conserver. 

® Règles de simplification. Booléen indiquant si les règles de simplification standard sont 
autorisées. 

@ Algorithme de Subsomption. Si la règle de subsomption est permise, deux algorithmes sont 
proposés. Le premier est une extension de celui de G. Gottlob et A. Leitsch [GL85]. Le 
second est un simple appel au filtrage AC après un petit traitement des dauses. 
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Figure 7.3: Description des opérateurs 

�~� Autres règles de simplification. Booléen indiquant si les règles de simplification, comme la 
simplification clausale, la réflexion triviale ou la simplification par remplacement peuvent 
être utilisées. 

@ Taille limite des clauses. il est possible de préciser une taille maximale pour les dauses à 
engendrer. 

�~� Degré de trace. Lors d'une exécution, les informations affichées peuvent être soit pratique
ment nulles, soit restreintes aux inférences réussies, soit très détaillées (mention de tous 
les essais de déduction). 

lIiI Stratégie de déduction. TI s'agit de préciser s'il utiliser la stratégie de paramodulation 
ou de superposition. En plus, il choisir entre une stratégie dite de Résolution, 
coupe quelques branches de l'arbre de recherche, et une stratégie dite de Complétion, 
n'oublie aucun chemin. 

;li Préférence dans le choix des clauses. il s'agit de d'éventuels poids pOUf avantager le 
choix des clauses issues de la négation de la conjecture à prouver, de la théorie, ou possédant 
des littéraux négatifs; le troisième poids peut être combiné avec les deux autres. 

Ij Simplification avant Subsomption. Booléen indiquant s'il faut d'abord essayer de simplifier 
une clause avant de tester si elle est subsumée. 
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• Littéraux non équationnels. Booléen indiquant s'il faut commencer par un pré-traitement 
des clauses possédant des littéraux non équationnels. 

• Préférence pour les inférences. Saisie d'un ordre de préférence pour appliquer les règles 
d'inférence. 

7.1.3 Stratégies et modes d'exécution 

Figure 7.4: Fenêtre d'exécution 

Avant de lancer une exécution, l'utilisateur a la possibilité de choisir la combinaison de 
plusieurs stratégies: 

• Stratégie ordonnée ou Stratégie positive. La stratégie ordonnée vérifie que chaque inférence 
est effectuée entre les littéraux maximaux des clauses, alors que la stratégie positive oblige 
à utiliser au moins une clause positive, c'est-à-dire sans littéraux négatifs. 
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* Stratégie standard, basique ou contrainte. stratégie standard applique la stratégie 
AC-paramodulation ou AC-superposition en conservant les contraintes �d�~�o�r�d�r�e� non ré
solues. La stratégie basique, en plus de conserver les contraintes d'ordre, n'applique pas les 
substitutions solution des problèmes AC ; elles sont conservées dans partie 
contrainte associée à chaque clause. La stratégie contrainte se contente de décomposer les 
problèmes d'unification AC et de vérifier qu'ils ont au moins une solution. 

Lorsque les stratégies d'exécution sont fixées, le lancement du programme peut se faire de 
deux façons: 

@ l\,fode automatique. L'exécution est alors lancée sans que l'utilisateur puisse intervenir par 
la suite. L'arrêt de l'exécution peut être provoqué 

soit par la découverte d'une contradiction (clause vide), 

soit par le dépassement du nombre maximum de clauses à engendrer, 

soit par l'impossibilité d'appliquer une déduction. 

'" Mode manuel. Chaque inférence doit alors être donnée par l'utilisateur. En plus des règles 
d'inférence et de simplification classiques, il est offert la possibilité de simplifier complète
ment une dause, de supprimer une dause, ou d'ajouter une nouvelle dause. Des statistiques 
sont également disponibles pendant l'exécution; ensemble de clauses courant, liste des in
férences ayant permis d'engendrer une dause donnée, liste de toutes les inférences ayant 
déduit une nouvelle dause, statistiques globales sur les inférences échouées, réussies, le 
nombre d'appels aux algorithmes d'unification et de filtrage. 

En plus, l'utilisateur a la possibilité de stopper définitivement une exécution, d'interrompre 
momentanément le défilement dans la fenêtre (mode automatique). Lorsque l'exécution est finie, 
tout son contenu peut être sauvegardé dans un fichier. 

7.2 Exemples de résolution avec la stratégie basique 

Détaillons deux exemples de résolution et un exemple de complétion avec la stratégie basique. 

7.2.1 Treillis modulaires 

Nous détaillons ci-dessous deux exemples de résolution de problèmes dans les treillis mo-
dulaires. Pour représenter ces treillis, nous utilisons formulation équationnelle de 
Cune [McC88], 

Les opérateurs habituellement appelés et max sont notés" "" et " +" respectivement; 
ils sont tous les deux associatifs et commutatifs. Le de prédicat dénotant 
la propriété de complémentarité, est commutatif. maximal est noté 1, et l'élément 
minimal O. Les treillis sont caractérisés par les clauses à 8, modularité par la clause 9 ; 
complémentarité est décrite par les dauses 10 à 120 

Clause 2: ::} 
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Clause 3: 
Clause 4,' 
Clause 5: 
Clause {J: 

Clause 7: 
Clause 8: 
Clause 9: 
Clause 
Clause 11 : 
Clause 12: 

=> (Xl '(Xl + X2) ::::: Xl) 
=>(Xl+(Xl'X2)::::: xd 
=> (Xl' 0 ::::: 0) 
=>(Xl+ 0 ::::: Xl) 
=> (xI,1::::: xt) 
=> (Xl + l ::::: 1) 
(Xl'X2::::: Xl) => (X2'(Xl+X3)::::: Xl+(X3' X2)) 
COMP(Xl, X2) => (Xl' X2 ::::: 0) 
COMP(xt,x2) => (Xl +X2 ::::: 1) 
(Xl'X2::::: (Xl+X2:::::1) => COMP(Xl,X2) 

1 Premier exemple 

Le de ce premier exemple est de montrer la propriété suivante: 

si x et max(u, sont complémentaires, et y et min(u,v) sont complémentaires, 
alors u et max(x,min(y, sont complémentaires, 
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La négation skolémisée de cette propriété est exprimée par les dauses 13 à 15. La précédence 
sur les symboles de prédicat est COMP >p ::::: et celle sur les symboles de fonction est, >:F 
+ >:F B >:F A >:F R2 >:F RI >:F 1 >:F 0, 

Clause 13: 
Clause 
Clause 15: 

=> COMP(Rl,A+B) 
=> COMP(Rz, A . B) 
COMP(A,R1 +(R2,B)) => 

» Résolution entre 10 et 13 

Clause 1 {J: => (21' 22 ::::: 

» Résolution entre 11 et 13 

Clause 17: => (21 + 22 ::::: 1) [(Z1 = RI) 1\ (Z2 �=�~�c� A + B) ] 
» Résolution entre 10 et 14 

Clause 18: => (21' Z2 ::::: 0) [ 

» Résolution entre 11 et 14 

Clause 19: => (Zl+Z2::::: 1) �[�(�z�l�=�~�c�R�2�)� 1\ �(�z�2�=�~�c�A�.�B�)�]� 

» Résolution entre 12 et 15 

Clause 20: (Zl' Zz ::::: 0), (Zl + Z2 ::::: 1) => 
» Superposition droite de 19 dans 9 

Ir ' ? 
li (Zl =Àc 

Clause 75:(Zl'Xl::::: zt} =? (Zl+(Z2'Xl)::::: xl'l) �[�(�z�l�=�~�c�A�,�B�)� 1\ �(�z�2�=�~�c�R�2�)�]� 

» Simplification droite de 7 dans 75 

Clause 75: (21 . Xl ::::: zr) => (Zl +(Z2 . xd ::::: Xl) [ (Zl �=�~�c� A· B) /\ (Z2 �=�~�c� R2) ] 
» Superposition étendue entre 3 et 9 

Clause 110: (Xl '21 ::::: Xl) => ((Xl+(X4· Zr))·X3::::: X3'Z2) 
�[�(�Z�l�=�~�C�X�2�+�X�3�)� 1\ �(�Z�2�=�~�C�X�4�+�x�d� 1\ HtermS(X3,·)n? {X4+Xl}=?0] 
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» Superposition contextuelle gauche de 3 dans 110 

Clause 151: (Xl'Z,::::::Z3) =? ((Z3+(X4'ZI))'X3::::::X3'Z2) 
[ (Zl �=�~�c� X2 + X3) 1\ (zz =1c X4 +(Xl 'X2)) f\ (Z3 �=�~�c� Xl' xz) 1\ (z. =1c xz) 

1\ 1-ltermS(X3,·)n? {X4+(Xl'XZ)}=?0 1\ {XZ+X3} g;? 1iterms(xt,') 
1\ ((Xl'X2)'(X2+X3):::::: Xl'X2) 

>-? (((Xl' X2)+(X4'(X2+ X3)))'X3:::::: X3'(X4+(Xl' ] 
» Réflexion triviale dans 151 

Clause 151: =? ((Z3+(X4·zd)·X3:::::: X3'Z2) 
[(Zl X2+ X3) 1\ (z2=1cX4+(Xl' 

1\ 1-lterms(x35·)n? {X4+(Xl'X2)}=?0 
1\ ((Xl' X2) '(X2 + X3) :::::: Xl' X2) 

1\ �(�Z�3�=�~�C�X�1�'�X�2�)� 
1\ {X2+X3} g;? 1{terms(Xl,') 

(((Xl'X2)+(X4'(X2+ X3)))'X3 �~� X3'(X4+(Xl' X2)))] 
» Superposition contextuelle gauche de 1 dans 75 

Clause 193: (Z3'Z,:::::: zI) =? (Zl+(Z2'Z3):::::: Z3) 
[ (Zl �=�~�c� A ·B) 1\ (Z2 =1c R2) 1\ (Z3 �=�~�c� 

» Réflexion triviale dans 193 
1\ (z.=1cA) ] 

Clause 193: =? (Zl+(Z2'Z3):::::: Z3) �[�(�z�l�=�~�c�A�.�B�)� 1\ (z2=1cR2) 1\ (z3=1cB) ] 
» Superposition droite de 16 dans 151 

Clause 352: =? (Zl'Z2 :::::: (Z3+0)'Zl) 
[(zl=1c A) lI, (Z2=1cR1+(Xl·B)) 1\ �(�Z�3�=�~�C�X�l�·�B�)� 

1\ {A + B} g;? literms( XI, .) ] 

» Simplification droite de 6 dans 352 

Clause 352: :::!> (Zl' Z2 :::::: Z3' Zl) 
�[�(�z�l�=�~�c�A�)� 1\ �(�z�2�=�~�c�R�l�+�(�X�l�·�B�)�)� /\ (z3=1cXl·B) 

1\ {A+B} g;? 1iterms(xl,') ] 
» Simplification gauche de 352 dans 20 

Clause 20: (Z3' Zl :::::: 0) j (Zl + Z2 �~� 1) :::!> 
[ (Zl =1c A) 1\ (Z2 �=�~�c� RI +(R2· B)) li, (Z3 =1c R2 • B) ] 

» Simplification dausale dans 20 grâce à 18 

Clause 20: (Zl + Z2 :::::: 1) =? [ (Zl = �~�c� 

» Superposition étendue entre 4 et 193 

Clause 457: =? (Z1+Z2:::::: Z3+Zt) �[�(�z�l�=�~�c�A�)� fI �(�z�2�=�~�c�R�2�·�B�)� f, (z3=1cB)] 
» Simplification contextuelle gauche de 457 dans 

Clause 20: (Zl + Z2 + Z3 :::::: 1):::!> [ (Zl =1c 
» Simplification clausale dans 20 grâce à 17 

Clause 20: 0 [1['] 
» Le système initial est AC-incohérent « 

7 

=AC 

Void quelques statistiques sur le déroulement de cette preuve, A partir de 15 dauses initiales, 
240 applications de règles d'inférence et 901 simplifications, 443 clauses ont été engendrées mais 
seules 114 dauses apparaissent dans l'ensemble final. Les autres dauses ont été supprimées soit 
parce qu'elles étaient réductibles dans leur partie contrainte (112), soit parce qu'elles ont été 
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réduites à des dauses triviales (232). plus, l'algorithme subsomption et la détection de 
clauses triviales ont évité d'engendrer 149 dauses. 

II Second exemple: Le Lemme de SAM 

Ce second exemple est le célèbre Lemme de SAM, posé en 1965 par Bumcroft comme un 
problème ouvert dans la théorie des treillis, et extrait de l'article Semi-Automated Mathematics 
de Guard et al, (GOBS69]. A notre connaissance, la seule preuve entièrement automatique de 
cette version a été réalisée par RRL [ZK88J. L'énoncé du lemme est le suivant: 

si x et max(u,v) sont complémentaires, et yet min(u,v) sont complémentaires, 
alors min(max(x,min(y, v)),max(x, min(y,u))) est égal à x. 

La négation skolémisée de ce lemme est exprimée par les dauses 13 à 15. La précédence sur 
les symboles de prédicat est COMP >p �~� et cene sur les symboles de fonction est ' >:r + >:r 
B >:r A >:r R2 >:r RI >:F 1 >F O. 

Clause 13: 
Clause 
Clause 15: 

:::} COMP(R!, A + B) 
:::} COMP(R2, A, B) 
((RI +(R2 • B)) ,(RI +(Rz· A)) :::: Rd :::} 

» Résolution entre 10 et 13 

Clause 1 (j: :::} (Z1' Z2 :::: 

» Résolution entre 10 et 14 

Clause 18: :::} (Z1' Z2 �~� [ 
» Superposition étendue entre 3 et 9 

Clause 106: (Xl'Zl �~� Xl) :::} ((Xl+(X4'zd)'X3 �~� X3'ZZ) 

] 

�[�(�Z�l�=�~�C�X�2�+�X�3�)� 1\ �(�Z�2�=�~�C�X�4�+�x�d� 1\ 1ltermS(X3)·)n? {X4+Xl}='?0] 
» Superposition contextuelle gauche de 3 dans 1C6 

Clause 150: (Xl'Z, �~� Z3) :::} ((Z3+(X4'Zl))'X3 �~� X3'ZZ) 
�[�(�Z�l�=�~�C�X�2�+�X�3�)�!�\� �(�Z�Z�=�~�C�X�4�+�(�X�l�'�X�2�)�)� 1\ �(�Z�3�=�~�C�X�l�'�X�2�)� /\ �(�Z�'�=�~�C�X�2�)� 

1\ 1lterms(x3,·)n? {X4+(Xl'X2)}=?0 1\ {X2+X3} .g? 1lterms(xt,·) 
1\ ((Xl' X2)'( X2 + X3) �~� Xl' xz) 

>-7 (((Xl' X2)+(X4'(XZ+X3)))'X3 �~� X3'(X4+(Xl'X2)))] 
» Réflexion triviale dans 150 

Clause 150: :::} ((Z3+(X4'Zl)'X3 �~� X3'Z2) 
[ (Z1 �=�~�c� X2 + X3) 1\ (Z2 �=�~�c� X4 + . X2)) 1\ (Z3 �=�~�c� Xl' X2) 

/\ 1ltermS(X3,') n? {X4 +(Xl' XZ)} =7 0 1\ {XZ + X3} ç;;? 1lterms(x},.) 
1\ ((Xl'XZ) +X3) �~� Xl'X2) 

>-7 (((Xl'XZ)+(X",'(X2+ ] 
» Superposition gauche de 9 dans 15 

Clause 239: (Z1'Z2:::: Z1), (Zl+(Z3'Z2):::: zd => 
[(Zl �=�~�c� Rd 1\ (Z2 �=�~�c� +(R2· 1\ (Z3 �=�~�c� ,A) ] 

» Simplification dausale dans 239 grâce à 3 
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Clause 239: (Zl +(Z3' 2'2) :::::: zd �~� 

[ (2'1 �=�~�c� Rd 1\ (Z2 �=�~�c� RI +(R2 · B)) /\ (Z3 �=�~�c� R2 · 

» Superposition droite de 16 dans 150 

Clause 260: =} (Z1' Z2 :::::: (Z3 + 0)· zI) 
[ (Zl �=�~�c� A) 1\ (Z2 =1c RI +(Xl . B)) /\ (Z3 �=�~�c� Xl' 

1\ {A + B} g:? 1-ltermS(Xb') ] 
» Simplification droite de 6 dans 260 

Clause 260: =} (Z1' Z2 �~� Z3' Zl) 

[ (2'1 �=�~�c� A) 1\ (Z2 �=�~�c� RI . B)) /\ (Z3 =1c Xl' B) 
1\ {A + B} g;? 1-lterms( x}, .) ] 

» Simplification contextuelle gauche de 260 dans 239 

Clause 239: (2'1 + ( (Z3 . Z2) • Z4) �~� Z1) =} 
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] 

[ (Z1 �=�~�c� RI) /\ (Z2 �=�~�c� 1\ (2'3 �=�~�c� R2 • 1\ (2'4 �=�~�c� Rz) ] 
» Simplification contextuelle gauche de l dans 239 

Clause 239: (2'1 +{Z4 -(Z2' Z3)) ::::: Zl) =} 

[ (Zl =1c Rd 1\ (Z4 �=�~�c� Rd 1\ (Z3 �=�~�c� B) /\ (Z2 �=�~�c� A) ] 

» Simplification gauche de 18 dans 239 

Clause 239: (Z1 + 0 �~� Z1):::} [ (Z1 �=�~�c� Rd ] 
» Simplification dausale dans 239 grâce à 6 

Clause 239: 0 

» Le système initial est AC-incohérent « 

Pour donner quelques statistiques sur cette preuve, à partir de 15 dauses initiales, 132 
applications de règles d'inférence et 475 simplifications, 246 dauses ont été engendrées mais 
seules 66 clauses apparaissent dans l'ensemble final. Les autres clauses ont été supprimées soit 
parce qu'elles étaient réductibles dans leur partie contrainte (54), soit parce qu'elles ont été 
réduites à des dauses triviales ). De plus, l'algorïthme de subsomption et la détection 
dauses trîviales ont évité d'engendrer 106 clauses. 

7.2.2 Groupes Abéliens 

Détaillons maintenant un exemple de complétion, 
par deux axiomes: 

::::::} +0::::: xd 
�~� + i(xd �~� 

groupes Abéliens, Ils sont caractérisés 

L'opérateur + est AC, et la précédence sur opérateurs est i >:F + >:F O. 

Si nous complétons ces axiomes avec la stratégie standard, nous obtenons les 3 clauses sup
plémentaires suivantes: 

::::::} 

�~� ::::: xd 
=} (i( Xl + X2) ::::: l+ 

i 
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Si nous utilisons la stratégie basique pour compléter l'ensemble initial de clauses, les trois 
clauses finales sont les suivantes: 

X2) [(Xl =1c i(O)) 1\ (X2=1cO)] 
X2) [(Xl �=�~�c� i(i(X2)))] 

'" X2+X3) [(Xl=1ci(X4+XS)) 1\ �(�x�2�=�~�c�i�(�X�4�)�)� 

La première chose que nous remarquons est la forte proportion de termes bloqués dans la 
partie contrainte. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que la stratégie basique que nous avons 
implantée ne vérifie pas toutes les conditions lors de l'application d'étapes de simplification. Ces 
trois dauses ne devraient donc certainement pas apparaître sous une forme aussi contrainte. 

Cependant) la présence de termes bloqués dans l'ensemble final de clauses peut être très 
utile lorsque celles-ci serviront à normaliser un terme. En effet, les conditions d'inclusion des 
termes bloqués dans les clauses pour appliquer une règle de simplification guident la mise en 
forme normale. Si nous reprenons les trois équations déduites ci-dessus, leur application impose 
une stratégie en profondeur d'abord. 

3 Comparaison des différentes stratégies 

Dans cette section, nous comparons les différentes stratégies d'exécution, puis celles de rem
placement. 

7.3.1 Stratégies d'exécution 

Le logiciel DATAC propose trois stratégies: standard, basique ou contrainte. Détaillons les 
avantages et inconvénients de chacune d'entre elles, puis donnons quelques statistiques décrivant 
leur effet. 

1 Stratégie standard 

Cette stratégie applique les règles d'inférence et de simplification définies dans le Chapitre 2 
et adaptées aux théories associatives et commutatives (Chapitre 5). Ces règles font appel à 
un algorithme d'unification AC. Et à chaque déduction, pour ne pas perdre la propriété de 
complétude, elles doivent engendrer autant de clauses qu'il y a de solutions minimales au pro
blème d'unification traité. Le nombre de clauses augmente donc très rapidement, ce qui a pour 
conséquence d'accroître le nombre de déductions possibles. 

Des limitations non négligeables sont cependant apportées dans l'espace de recherche. Elles 
proviennent d'une part de la stratégie de sélection des clauses et des termes (stratégies ordonnées 
et positives), et d'autre part du contrôle très strict lors de l'application des règles simulant l'uti
lisation de dauses étendues (paramodulations contextuelles et étendues, Définitions 5.2 et 5.3). 
La manipulation de règles de simplification permet également de supprimer ou de réduite de 
nombreuses clauses redondantes. 
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II Stratégie basique 

Cette stratégie consiste à résoudre les problèmes d'unification et à engendrer une dause par 
solution, comme dans la stratégie précédente, mais les substitutions solution ne sont pas appli
quées dans les dauses déduites. Elles sont conservées sous la forme d'une contrainte associée à la 
clause concernée. Ainsi, cette technique engendre un grand nombre de dauses, mais le nombre 
de déductions applicables avec ces clauses est largement diminué j les substitutions n'étant pas 
appliquées, de nombreux sous-termes ne peuvent être atteints par les règles effectuant des rem
placements. 

Nous n'avons implanté que partiellement les règles de simplification, dans le sens où nous ne 
vérifions pas l'inclusion des co-domaines des substitutions utilisées. La conséquence principale 
est la perte de la complétude du système d'inférence. Cependant, dans la pratique, nous n'avons 
jamais eu d'exemple de preuve de propriété échouant pour cette raison. 

III Stratégie contrainte 

Cette stratégie est la meilleure en théorie, car elle a l'énorme avantage de n'engendrer qu'une 
seule dause par déduction, et de ne nécessiter qu'un algorithme de décidabilité des problèmes 
d'unification. Cependant, dans la pratique, cette stratégie est très difficilement utilisable dans 
l'état dans lequel nous l'avons décrite, car ce qu'elle apporte en limitation d'espace mémoire et 
de calculs est perdu lorsque l'on veut appliquer des règles de simplification. En effet, si nous 
essayons de simplifier une dause C2 [C2] à l'aide d'une clause Cl [Cl]' il faut dans un premier 
temps choisir une instance de Cb ce qui oblige à résoudre l'ensemble de contraintes Cl. De 
plus, soit la simplification peut être appliquée sur toutes les instances de Cz, ce qui est assez 
rare et demande quand même de résoudre C2 afin de vérifier les conditions d'inclusion des co
domaines des substitutions, soit la simplification est appliquée pour une solution de C2, ce qui 
oblige également à résoudre Cz, mais aussi à créer une nouvelle dause (la clause simplifiée) et à 
transformer Cz [C2] en précisant que la solution utilisée dans la simplification ne doit plus être 
prise en compte dans Cz-

Ces différents calculs sont relativement complexes, mais ils doivent en plus être réitérés à 
chaque essai de simplification. La version implantée cette stratégie contrainte n'effectue des 
simplifications que si elles sont triviales, c'est-à-dire s'il n'est pas besoin de calculer les solutions 
des problèmes d'unification. 

Donnons maintenant quelques statistiques sur ces stratégies d'exécution. L'exemple 
considéré porte sur les Algèbres de Kleene décrites par 13 dauses (voir Section 5.4). Nous 
avons effectué deux étapes de complétion linéaire à partir de ces clauses. Cela signifie que, dans 
un premier temps, toutes les déductions possibles entre ces dauses initiales ont été effectuées 
(colonnes #1). Dans un second temps (colonnes #2), nous avons refait la même opération 
mais en partant de l'ensemble de clauses obtenu après la première étape de complétion linéaire. 
Notons que nous avons utilisé la stratégie de superposition positive, et la version optimisée de 
l'algorithme d'unification AC, afin d'obtenir des résultats dans un temps raisonnable. 

Les résultats obtenus sont décrits dans Figure 7 et reflètent complètement les observa-
tions faites sur d'autres exemples. Les statistiques portent sur le nombre d'inférences appliquées. 
le nombre de dauses engendrées et le nombre de clauses L'interprétation de ces résultats 
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Complétion linéaire 

Il 
Basique Il Contrainte 1 

1 

(Algèbres de Kleene) #1 
1 

#2 #1 1 #2 #1 1 #2 
1 

Nbre clauses initiales 13 13 
1 

31 13 52 
1 , 

Nbre inférences Il 1 
231 845 1 Pl 296 51 61 0-,- 1 1 , , 

Nbre clauses engendrées 64 652 64 455 64 1271 

Nbre clauses finales 31 143 31 91 52 1070 

Figure 7,5: Comparaison des stratégies de déduction 

est la suivante: 

1$ Si nous comparons les trois colonnes #1, nous remarquons qu'il n'y a aucune différence 
entre les stratégies standard et basique. Cela s'explique simplement par le fait que chaque 
clause de l'ensemble initial est sans contraintes; il n'existe donc aucun sous-terme bloqué 
dans ces dauses. Pour la stratégie contrainte, un plus grand nombre de règles d'inférence 
a pu être appliqué, car la redondance de certaines clauses déduites n'a pu être montrée. 

® La comparaison des colonnes #2 permet d'observer l'effet de la stratégie basique: comme 
certains sous-termes ont été bloqués dans les clauses issues la première étape de com-
plétion linéaire, le nombre d'inférence possibles lors de la seconde étape est diminué, 
qui entraîne une diminution du nombre de dauses déduites, et donc du nombre de clauses 
finales. Les résultats obtenus pour la stratégie contrainte confirment la difficulté d'appli
cation des règles de simplification. 

7.3.2 Stratégies de remplacement 

Dans le logiciel DATAC comme dans ce document, nous proposons deux techniques de rempla
cement: la paramodulation et la superposition. La seconde étant un raffinement de la première, 
elle est plus efficace pour la déduction non contrainte. Cependant, pour les stratégies basique et 
contrainte, la différence entre ces deux techniques est moins évidente: 

�~� La règle de paramodulation permet d'appliquer des remplacements dans les plus petits 
membres d'équations, mais compense cela en n'insérant pas le membre droit de l'équation 
utilisée pour le remplacement dans la clause déduite. Ce membre droit est abstrait par une 
nouvelle variable. ce qui interdit tout remplacement dans celui-ci. 

fi La règle de superposition n'effectue que des 
d'équations .. 

dans les membres maximaux 

Nous avons ainsi dans chacune de ces règles la notion de remplacement interdit dans un membre 
droit d'une équation. Cependant, sÏ nous étudions plus précisément le comportement de ces deux 
règles, la superposition reste la plus efficace. Montrons cela sur un exemple très schématique. 
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Exemple 7.1 Supposons que l'on dispose d'une clause C et de deux équations 
(l2 �~� r2), telles que: 

® un remplacement peut être effectué de l'équation (h �~� rd dans la dause C, pour déduire 
C[rl], 

�~� un remplacement peut être effectué de l'équation (l2 �~� 1'2) dans le terme 1'1 de l'équation 
(lI �~� Tl), pour déduire (il �~� 1'1[1'2]). 

Avec la stratégie de superposition, la clause Ch] sera déduite, puis la clause Ch[1'2]J. Par 
contre, l'équation (il �~� 1'1[1'2]) ne sera pas déduite car tout remplacement dans un membre droit 
est interdit. 

Avec la stratégie de paramodulation, la dause C[TI] sera déduite, mais pas C[rl[r2]] car le 
sous-terme 1'1 sera bloqué dans la partie contrainte, et ne pourra être atteint pour effectuer le 
remplacement avec (12 �~� Cependant, l'équation (h �~� rdr2]) sera engendrée, et elle servira à 
déduire la dause Ch[r2]] directement à partir de C. 

Pour conclure cet exemple, la stratégie de superposition a engendré deux clauses alors que 
la stratégie de paramodulation en a engendré trois. • 



Conclusion 

Nous nous sommes concentrés au cours de ce travail sur l'étude de techniques déduction 
automatique dans la logique du premier ordre, modulo un ensemble d'équations. Nous avons 
étudié différentes améliorations à apporter, en particulier lors de la gestion des extensions. Ces 
techniques, appliquées aux théories associatives et commutatives, ont permis la définition de 
règles d'inférence optimales en intégrant une stratégie contrainte. Les conséquences de cette 
stratégie sont de ne plus résoudre les problèmes d'unification AC, et de conserver une trace de 
toutes les autres conditions d'application des règles d'inférence qui n'ont pu être résolues. 

Apports 

La déduction automatique modulo une théorie équationnelle étant restreinte au cadre pure
ment équationnel, nous avons étendu cela au cadre dausaI, et avons montré comment gérer les 
clauses étendue par l'ajout de règles d'inférence. Nous avons également défini une procédure de 
calcul des extensions utiles pour une théorie équationnelle E, qui est exécuté avant même de 
connaître les dauses du système à résoudre. 

Nous avons proposé des systèmes d'inférence très variés, puisque nous offrons plusieurs stra
tégies de choix de dauses et de termes pour effectuer des déductions (stratégies ordonnées et 
positives), ainsi que plusieurs stratégies de remplacement (paramodulation et superposition). 
Nous avons démontré que ces systèmes d'inférence sont réfutationnellement complets si la théo
rie E est régulière. Ce résultat généralise les travaux de Wertz [Wer92] et Paul [Pau94], 
car la classe des théories régulières est beaucoup plus grande que celle qu'ils imposaient. 

Le cas des théories associatives et commutatives a été approfondi, et nous avons montré que 
des restrictions très importantes sur les règles d'inférence peuvent être ajoutées, afin de diminuer 
le nombre de déductions possibles. 

Pour ces théories associatives et commutatives, nous avons défini une amélioration très forte, 
qui consiste à ajouter des contraintes symboliques représentant conditions des règles d'in
férence. Ainsi, nous n'avons plus besoin de résoudre les problèmes d'unification AC, mais sim
plement de tester leur satisfaisabilité. Le gain est considérable, car la complexité du calcul 
l'ensemble des substitutions minimales solution d'un problème d'unification AC est doublement 
exponentiel, alors que le test de satisfaisabilité tel problème n'est qu'exponentiel. La stra
tégie contrainte ainsi définie simule la stratégie basique qui précise que tout remplacement dans 
un terme créé dans une dause par une déduction antérieure est inutile. 

Les résultats présentés dans ce document sur les stratégies associatives et commutatives ont 
été implantés dans un logiciel appelé DATAC. Les résultats obtenus avec ce logiciel permettent 

1.51 
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comparer les différentes stratégies, et de cerner les avantages et inconvénients de chacune. 

Perspectives 

Les systèmes d'inférence présentés dans ce document, concernant la déduction modulo une 
théorie équationnelle E, ont été démontrés réfutationnellement complets, mais nous allons nous 
attacher à montrer qu'ils peuvent également servir pour effectuer de la complétion, ainsi que de 
l'unification, grâce à la technique de surréduction. De même, les règles de simplification définies 
permettent d'éliminer un grand nombre de dauses redondantes, mais nous avons d1Î montrer la 
compatibilité de chacun d'entre elles, séparément. Nous allons étudier une notion plus générale 
de redondance, qui permettra ainsi de manipuler toute règle de simplification satisfaisant les 
conditions associées à cette notion, comme l'ont fait U. Wertz et E. Paul dans [Wer92, Pau94]. 

Dans nos règles d'inférence, nous avons besoin d'un ordre de simplification E-compatible 
pour comparer les termes. De tels ordres existent pour un nombre très restreint de théories 
équationnelles, comme nous l'avons précisé dans la Section 1.2. Une de nos préoccupations est 
donc de définir des ordres compatibles avec une classe plus grande de théories E. 

La définition d'une stratégie contrainte n'a été appliquée que pour des théories associatives 
et commutatives. Nous sommes sur le point de généraliser ce résultat aux théories équation
nelles régulières, ce qui apportera un progrès considérable. En effet, nous pourrons traiter des 
théories dont l'unification est soit indécidable, soit infinitaire, car nous n'aurons besoin que de 
la satisfaisabilité des problèmes d'unification. 

Lors de la définition de cette stratégie contrainte, nous avons souligné le problème posé par 
les règles de simplification. Ces règles sont difficilement applicables, mais comme elles sont in
dispensables pour l'efficacité des déductions, leur étude doit être approfondie. 
Plus généralement, l'étude de la redondance de dauses est un sujet important, qui fait appel à 
des mécanismes de résolution et de propagation de contraintes. En partîculier, il serait intéres
sant de définir des procédures incrément ales de résolution et de propagation de contraintes, ceci 
afin de minimiser les temps de calcul. D'autre part, ces procédures devront mettre en œuvre des 
techniques de combinaison de contraintes, car il ne s'agit pas seulement d'étudier des contraintes 
d'unification, mais aussi des contraintes d'ordre" 

Enfin, le logiciel DATAC est un outil appelé à évoluer, et donc à expérimenter ces techniques de 
résolution et de propagation de contraintes. De même, traitant actuellement des théories com
mutatives et associatives-commutatives, il serait intéressant de permettre Putilisation d'autres 
théories équationnelles. 



Appendice A 

Preuves de complétude 

Lors des preuves de complétude des stratégies de paramodulation (Section 4.3) et superposi
tion (Section 4.4) modulo une théorie équationnelle E, nous avons montré comment sélectionner 
une branche de l'arbre sémantique (appelée branche droite), à l'aide de nœuds d'échec, de quasi
échec et d'échec distants. Nous avons également montré que, si cette branche est consistante pour 
la théorie E, elle ne peut être que vide, ce qui signifie qu'une contradiction (la clause vide) est 
toujours engendrée par nos systèmes de règles d'inférence si l'ensemble de clauses initial est 
E-incohérent. 

Cependant, nous n'avons pas détaillé la preuve de consistance modulo E de cette branche 
droite. C'est ce que nous allons faire dans cet appendice, pour les stratégies de paramodulation 
et de superposition. 

A.1 Stratégie de paramodulation 

Commençons par rappeler la situation dans laquelle nous nous trouvons. A partir d'un 
ensemble de clauses E-incohérent S, nous avons défini un ensemble OS, contenant l'ensemble 
des instances closes des clauses pouvant être engendrées à partir de S, par nos règles d'inférence 
(définies dans la Section 2.2.1). Les clauses de OS servent à couper toutes les branches de l'arbre 
sémantique au niveau de nœuds appelés nœuds d'échec. Le sous-arbre élagué est appelé arbre 
sémantique cohérent, et noté MCT(OS). Pour montrer que notre ensemble de règles d'inférences 
est réfutationnellement complet, il faut montrer que ce sous-arbre est vide. Ceci est réalisé 
en sélectionnant une branche de ce sous-arbre, appelée branche droite (Définition 4.15), et en 
démontrant qu'elle ne peut être que vide (Proposition 4.19). 

Cependant, cette branche droite doit être E-consistante (Définition 4.3). Cette propriété a 
été annoncée dans la Proposition 4.18, et nous allons détailler sa preuve dans cette section, sous 
la forme de plusieurs lemmes. 

Soit Q'Y le dernier nœud de la branche droite. Par abus de langage, Q'Y désignera cette 
branche droite toute entière. Dans la preuve de la Proposition 4.18, nous avons montré que Q"Y 
ne peut être vide si MCT(OS) n'est pas vide. Supposons que Q'Y est E-inconsistant; il existe un 
ordinal minimal a tel que Qo: est E-inconsistant. a n'est pas un ordinal limite et admet donc 
un prédécesseur a-. Notons K l'interprétation partielle Q 0:- et B l'atome Ao:-. Par minimalité 
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de a, K est E-consistant, et 

3A,e =E B tel que e soit AB E WO' et QC/(B) =/: QO'(As) 

�~� soit AiJ rt WO" AiJ -----+)fr AiJ[rJ où l>- T, et 

Montrons dans un temps que les atomes B et AiJ sont équationnels et qu'ils possèdent 
un même membre droit irréductible. 

Lemme A.l B est une équation (U2:::::: et A,a est une équation (UI �~� 

et v est irréductible. 

Preuve: Décomposons la preuve de ce lemme en quatre faits: 

1. 1-lead( B) est ",:::::"; si ce n'est pas le cas, B est un atome P( 81, ... , Sn), AB est 
un atome p(tt, . .. , tn), et Si =E li pour tout i. Cependant, B et A,a sont interprétés 
différemment implique qu'il existe au moins un indice j tel que K(sj ::::::tj) = F; donc, 
K serait E-inconsistant, ce qui est faux par hypothèse. 
Ainsi, nous pouvons noter que: B = �~� V2) et A,a = (Ul:::::: VI), avec Uz 2: V2, 

UI 2: V!, UI =E Uz et VI =E V2· 

2. u:;: -lE v2 i en effet, si U2 et "-'2 sont E-égaux, les atomes B et Ae sont tous les deux 
des équations triviales pour la théorie E, dont l'une est falsifiée: 

e! si QO'(B) = F ou bien, QC/(B) = V et AiJ E WC/, QO' ne devrait pas appartenir iL 
MCT(OS), car elle falsifie une équation de f, 

li si QO'(B) = V et Ae rt WO" l'atome Ae est réductible par une équation (l �~� r) (l >
r); supposons que cette réduction s'applique dans le terme Ut (le raisonnement 
serait identique pour VI) : K ( VI �~� Ul [r]) = F. L'atome ( udl] �~� Ul [r]) est satisfait 
par K car il se réduit en un <ttome trivial; (U2 �~� uI[r]) l'est aussi car il lui est 
E-égal. Cependant, :::::: V2) étant valide pour QO', cela signifie que (vz �~� ul[rJ) 
l'est également, ce qui est en contradiction avec E-consistance de K, puisque 
K falsifie (VI �~� ul[r]). 

Donc, U2 >- vz, et par E-compatibilité, Ul >- VI. 

3. On peut choisir AiJ tel que VI = V,;, ; si VI et V2 sont différents, comme est b-
consistant, B ne peut être réduit en un atome E-égal et ainsi VI > V2, K( VI �~� V2) = 
V et (UI:::::: VI) -----+ �~�:�:� V2 (Ul �~� V2). Donc les atomes B et �~� V2) sont toujours 
interprétés différemment et il est possible d'utiliser (Ul :::::: V2) à place de pour 
marquer l'inconsistance avec 
Il faut remarquer que l'atome ::::: V2) est petit que l'atome initialement choisi 
Ae. C'est pour cette raison que nous supposerons dans toutes preuves à venir que 
A,a a été choisi minimal. Notons v les termes VI et Vz. 

4.v est irréductible; si le terme v est réductible en un terme Vi; les équations (Ul �~� 

et (uz :::::: v) sont réductibles en (Ul �~� et (uz �~� Vi) ; or, ces atomes sont toujours E
égaux et interprétés différemment par J( ; cela signifierait que K est E-inconsistanL 

Donc, B est une équation (U2 �~� v) et A,6 une équation (Ul �~� telles que: Ul = E uz, Uz >- 11 

et V est irréductible. 0 
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Le lemme suivant est très important pour prouver la E-consistance de la branche droite. il 
établit que, pour un nœud E-consistant K de cette branche droite, si deux atomes E-égaux et 
différemment interprétés sont réductibles par des équations différentes à des positions différentes, 
alors un nœud d'échec devrait couper la branche droite. Pour démontrer ce lemme, nous nous 
sommes inspiré de la preuve d'une propriété similaire effectuée par E. Paul dans [Pau94]. 

Lemme A.2 Soient (U1::::: v) et (U2::::: atomes ayant les propriétés énoncées dans le 
Lemme A.l et tels que 

(U2 ::::: et 92 >-

Si K est E-consistant et 1«( udd1l::::: v) # K( u2[d2]::::: v), alors K falsifie une clause de gS. 

Preuve: Le Théorème de Réduction nous permet de dire qu'il existe des équations irréduc
tibles réduisant (U1 ::::: et (U2::::: . La Proposition 4.16 nous permet même d'affirmer qu'il 
existe des atomes E-égaux à ::::: v) et (U2::::: conservant les interprétations, réductibles 
par des équations dont les nœuds droits sont des nœuds d'échec étiquetés par des clauses 
de gS. Alors, considérons que les atomes vérifiant ces propriétés sont (WI ::::: (W2 ::::: 

:::::: rI) et (/2:::::: 1'2). 

-------'?';(' Il ê::: Tl (Wl[rl]Pl ::::: v) et ft >- rI 

(W2::::: �-�-�-�-�-�-�-�'�?�~�'� i 2 ê::: T2 (W2[r2]Ql :::::v) et l2>- 1'2 

K(Ul[d1]:::::v) = [rlJ:::::v) # K(W2[r2]:::::v) = K(U2[d'll:::::v) 

Comme K( wl[rd::::: v) # K( W2[r2]::::: vL K falsifie l'atome (wlhJ::::: w2[r2]). 

Etudions la propriété de E-fermeture suivante: 

" W2 �<�,�-�-�-�.�-�-�-�-�-�-�~� ... Wl 
E 

r. f; 1 
L-l 2 ,L:.< t 

w2[r2] 

Cl2JE· *' 
'if 

w;< 

où CI2 désigne l'ensemble des contextes (e2, 
soit il existe un contexte (e;, 02, C2) de 
tels que e2 = �e�~�a�.� 

E 

tE, 
V 

Wl [1'2] 

Cz2 ,E: ,. 
V 

>- �w�~� 

du terme l2 tels que, soit e2 = 12 et 02 = E, 

) et une substitution dose a, solution de C2, 

Dans le diagramme précédent, la réduction de W2 en w2[1'2] est faite par l'équation (l2::::: 1'2) 
à la position Ql' La théorie E étant régulière, le terme Wl est réductible à la position P2 
par une équation (12::::: 1'2)' extension de (12::::: 1"2) pour un contexte (E2, 02) de Clz (02 peut 
être la position vide): l'2 = E où l'2 désigne wll p2 ' 

Les atomes (wl(r2]::::: �(�w�~� ::::: v), ::::: v) et (w2[r2]::::: appartiennent tous au domaine 
de K, et comme cette interprétation est E-consistante, ils sont tous interprétés de la même 
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manière. Cependant, cela signifie que les atomes (WI[T2] �~� v) et (w} [Tl] �~� v) sont interprétés 
différemment, ce qui n'est possible (par construction de l'arbre sémantique) que si l'atome 
(WI �~� v) n'est pas réductible par �(�l�~� �~� T2)' c'est-A-dire si �(�l�~� �~� T2) > (WI �~� v). Nous en 
concluons que les termes �l�~� et WI sont E-égaux. 

Dans la suite de la preuve, nous allons étudier l'extension (12 �~� T2)' Mais, pour faire le 
lien avec le terme w}, il faut montrer que K( WI[T2] �~� T2) = V. U. Wertz [Wer92] et 
E. Paul [Pau94] ont résolu le problème en obligeant la théorie E A vérifier WI[T2] =E T2 (cf. 
Section 2.5). Nous allons montrer que cette restriction sur la théorie E est inutile grâce A 
J'étude de la propriété de E-fermeture suivante: 

En effet, si wI[r 2] et T2 ne sont pas E-égaux, au vu des preuves des Lemmes 3.2 et 3.3 
(E-fermeture locale et E-fermeture de la relation --tCle E), la E-fermeture du graphe 

2' 

précédent ne peut être réalisée que de deux manières: 

• Soit A l'aide d'une réduction au sommet de 12 par --tCle E (Cas 3a), pour obtenir 
2' 

un terme E-égal A WI[T2]' Comme nous étudions le cas A WI[T2] et T2 ne sont pas 
E-égaux, le contexte �(�e�~�,� �o�~�)� utilisé dans la réduction précédente est un vrai contexte, 
i.e. �o�~� :1 €. 

Soit C2 la clause de 9S étiquetant le nœud droit de l'atome (h �~� T2)' Soit �C�~� = 
�(�1�~� �~� �T�~�)� V �D�~� la clause de INF*(S) telle que: C2 =E �C�~�C�T�,� pour une substitution close 
CT. 

Si le contexte (e2, 02) est égal A (12, €), 12 = h, une E-paramodulation contex
tuelle de �C�~�C�T� dans �C�~�C�T�,� avec le contexte �(�e�~�,� �o�~�)�,� engendre une clause E-égale A 
�(�e�~�[�T�~�C�T�]�o�;� �~� �T�~�C�T�)� V �D�~�C�T� V �D�~�C�T�,� où �e�~�[�T�~�C�T�l� est E-égal A WI[T2]. 
Si la position 02 du contexte (e2, 02) n'est pas vide, alors une E-paramodulation 
étendue appliquée entre �C�~�C�T� et �C�~�C�T�,� avec les contextes (e2,02) et �(�e�~�,�o�~�)�,� en
gendre une clause E-égale A �(�e�2�[�T�~�C�T�]�0�2� �~� �e�~�[�T�~�C�T�]�o�~�)� V D2CT V D2CT, où �e�2�[�T�~�C�T�]� =E T2 
et �e�~�[�T�~�C�T�]� =EWI[T2]. 

Si l'atome (WI[T2] �~� T2) est falsifié par K, cette interprétation falsifie la clause déduite 
dans chacun des cas, ce qui contredit la construction de la branche droite . 

• Soit A l'aide d'une réduction dans un sous-terme strict de 12, correspondant A l'occur
rence d'une variable lors d'une étape de E-égalité entre Wl et 12 (Cas 3(b)i). Le terme 
déduit est E-égal A WI[T2] (propriétés de l'ordre sur les termes). Dans ce cas, nous 
pouvons étudier la E-fermeture du graphe formé par cette réduction et la E-égalité 
entre 12 et le sous-terme dans lequel la réduction a été appliquée, E-égalité impliquée 
par les propriétés de l'ordre sur les termes. 
Ce raisonnement récursif est bien fondé, car nous considérons un sous-terme strict de 
12, terme de taille finie. 

En conclusion, l'atome �(�W�l�[�T�2�]�~�T�2�)� est valide pour K. Nous en déduisons que l'atome 
�(�T�2�~�v�)� est interprété différemment de l'atome (Wl �~�v�)�.� 
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- Etudions propriété de E-fermeture suivante: 

" le Wl "" '" E 2 
1 

,EJ Cil,E· 
'if 

Wl[rl] l2[r 1] 
C'l,E' ,. Cil ,E' '" 

V 'if 
w' 

,. 
�·�·�·�·�>�W�~� "" ...... 

l E 

où Ch désigne l'ensemble des contextes (el, od du terme Il tels que, soit el = h et 01 = E, 
soit il existe un contexte �(�e�~�,� Ob Cl) de C ont(ll) et une substitution close (7, solution de CI, 

tels que el = el a. 

Dans le diagramme précédent, la réduction de WI en wl[rl] est faite par l'équation �~� rd 
à la position Pl. La théorie E étant régulière, le terme 12 est réductible à la position qz par 
une équation (lI �~� 1'1), extension de (lI �~� 1'1) pour un contexte (eI, aI) de Ch : II = E lI, où 
II désigne IZ!Q2' 01 ne peut être égal à E, car le nœud droit de Ch �~� 1'1) devrait alors être un 
nœud de quasi-échec au lieu d nœud d'échec (réductible modulo Epar 1z �~� 1'2). Il faut 
noter que les termes �W�~� et n'ont aucun lien avec les termes appelés ainsi plus haut. 

Les atomes (l2(rl1 �~� v), (w; �~� v), (wi �~� v) et (WI hl �~� appartiennent tous au domaine 
de Ki et cette interprétation étant E-consistante, ils sont tous interprétés de la même 
manière. Comme �K�(�W�l�h�l�~� 1= �J�(�(�r�2�~�v�)�,� l'atome �(�l�2�~�v�)� ne peut être réductible par 
(lI �~� ri) (par construction de J'arbre sémantique); l'atome (lI �~� rl) est donc plus grand 
que l'atome (12 �~� v), et les termes 11 et 12 (ainsi que IV sont E-égaux, 

Comme nous l'avons montré auparavant, dans cette situation, il est possible de montrer 
que l'interprétation K satisfait l'atome (l2[rîl �~� rI)' Cela implique que l'atome (1']' �~� v) est 
interprété comme (Wl:::= v), et donc différemment de (1'2 �~� v). D'où, K( rî �~� rî)= F. 

Pour résumer, nous disposons d'une extension (li' �~� rl) de (lt �~� rd, et d'une extension 
(l2 �~� rz) de (l2:::= T2), telles que: il =E lî et K(r1 �~� rî) = F. Notons (ei, 01, cd et �(�e�~�,� 02, C2) 
les contextes de Cont(ld et Cont(l2) respectivement, vérifiant ei 0" = el et �e�~�a� = ez, pour 
une substitution close 0", solution de Cl et C2. 

Soient Cl et Cz les clauses de OS étiquetant les nœuds droits de (lI �~� rd et (lz �~� T2)' Soient 
Ci = (li �~� rD V Di et �C�~� = �(�l�~� �~� �r�~�)� V �D�~� les clauses de INF*( S) telles que: Cl = E �C�~� a et 
C2 =E �C�~�O�"�,� pour une substitution close 0". Une E-paramodulation étendue peut être ap
pliquée entre ces clauses CiO" et �C�~�O�"�.� La clause déduite est C = �(�e�i�a�[�r�~�a�l�o�l� �~�e�~�a�[�r�~�a�J�o�2�)�V� 

�D�~�O�"� V �D�~�a�,� appartenant donc à OS. 

L'atome �(�e�~�a�[�r�i�O�"�l�~�e�;�a�(�r�~�O�"�]�)�,� ou plutôt l'atome �(�e�l�[�r�l�l�~�e�2�[�r�2�]�)� qui lui est E-égal, est 
falsifié par K, car el[rl] = et ez[r2] = T2' Ainsi, l'interprétation K falsifie la clause C 
de gS, produite par cette étape de E-paramodulation étendue. 0 

A partir de maintenant, supposons que est le plus petit atome E-égal à B permettant de 
détecter la E-inconsistance de Q Of' Etudions chacune des trois possibilités pour l'interprétation 

QOf' 
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1 Si K a exactement un successeur (QO!) 

Si Pinterprétation partielle K admet pour unique successeur QO!, nous allons montrer en 
trois lemmes que Q oc ne peut pas appartenir à branche droite. Le premier prouve que B est 
réductible, le second que A,e est irréductible, et le dernier soulève la contradiction finale après 
avoir montré que A,6 était falsifié par 

Preuve: Démontrons ce lemme en deux étapes: 

1. B est réductible par (g �~� d); par construction de l'arbre sémantique (Théo
rème 4.2), K n'a qu'une extension implique que soit B est un atome (u �~� et 
QG/(B) = V, soit B est réductible, Or, comme nous savons que U2 >- V, B ne 
peut être que réductible. Notons (g �~� d) une équation irréductible (Théorème de la 
Réduction) réduisant B ; de plus, v étant irréductible, B est réductible dans U2: 

(U2 �~� �-�-�-�t�k�~� d (u2[dJ �~� v). 

2. 9 =lE d car K étant E-consistant, B ne peut être réduit en un atome E-égal. 

Ainsi, B est réductible par une équation �(�g�~� d) où 9 >- d. o 

Lemme A.4 A,e est irréductible. 

Preuve: Maintenant, nous allons étudier l'atome A,6, prouvant qu'il est irréductible. 
Si A,e est réductible, il est réductible par une équation (l �~� telle que l >- r, car l et r ne 
peuvent être E-égaux, A,e ayant été choisi minimal (Proposition 4.18). Cependant, nous 
savons que B est également réductible par une équation �~� d) où 9 >- d, et dans ce cas 
le Lemme A.2 nous permet de dire que K falsifie une clause de OS, ce qui contredit le fait 
qu'il appartient à MCT(ÇS). 
Nous en déduisons que A(.3 est irréductible et ainsi qu'il appartient à Wa (Définition 4.3 
de la E-inconsistance d'une interprétation). 0 

Lemme A, 5 K falsifie et Q ex ne peut pas être un nœud de la branche droite. 

Preuve: Nous allons montrer qu'un nœud de quasi-échec devrait être placé au niveau 
et donc que QOI ne peut pas appartenir à la branche droite. Mais, montrons d'abord que 
A8 est falsifié par K, car appartient au domaine 
Si nous supposons que est valide dans K, et donc que B est falsifié par j le 
droit R de A,e est 

�~� soit un nœud d'échec étiqueté par une clause = (Ul �~� v) V Dl de gs (car Ul -:j: EV) ; 

B étant réductible par une équation 9 >- la Proposition 4.16 nous permet 
de trouver un atome E-égal à B et réductible par une équation irréductible dont le 
nœud . droit est un nœud d'échec étiqueté par une dause C2 de OS. Alors, par la 
Proposition 4.17, une E-paramodulation (contextuelle) peut être appliquée de C2 dans 
Cl pour produire une clause de ÇS falsifiée par Q'Y' ce qui contredit l'appartenance 
de à MeT(OS). 
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* soit un nœud de quasi-échec étiqueté par une équation (Ul �~� U3) telle que Ul =E U3 ; 

A(3 ayant été choisi minimal, l'atome (U3[ il �~� v) est réductible par une équation (l �~� r), 
où 1 >- r, en (u3[r] ::= v). De plus, par définition d'un nœud de quasi-échec, R( u3[rj ::= v) 
est différent de R(UI �~� v), c'est-à-dire R( u3[r] �~� = V. Mais, nous avons donc deux 
atomes E-égaux B et (U3::= v) interprétés différemment et réductibles. Nous pouvons 
appliquer le Lemme A.2 qui nous dit que K falsifie une dause de OS, et donc ne peut 
pas appartenir à la branche droite. 

Finalement, A(3 est irréductible et K(AB) = F. Mais, comme B est réductible par (g::=d), 
g >- d et Qo,(B) = V, R devrait être un nœud de quasi-échec, et donc QOt ne devrait pas 
appartenir à la branche droite. 0 

II Si J{ a exactement deux successeurs et QOt est son successeur gauche 

Si K admet deux extensions L et R, L(B) = V et R(B) = F, et QOt est l'extension gauche, 
c'est-à-dire L, alors nous montrons ci-dessous que QQ ne pas appartenir à la branche droite. 

Lemme A.6 Qa ne peut pas être un nœud de la branche droite. 

Preuve: Comme QQI est l'extension gauche de K, Qa(B) = V, K(A(3) = F, et l'extension 
droite R est soit un nœud d'échec, soit un nœud de quasi-échec. Alors, nous pouvons en 
déduire les faits suivants: 

1. A,e est réductible: si l'atome A,e est irréductible, il appartient au domaine de K et 

@ soit R est un nœud de quasi-échec, et un même nœud de quasi-échec devrait 
couper la branche droite au niveau du nœud droit de A(3, 

@ soit R est un nœud d'échec étiqueté par une clause (uz::= v) V D2 de gs, et un 
nœud d'échec devrait couper la branche droite au niveau du nœud droit de AB, 
étiqueté par la clause (Ul ::= v) V D2 car elle appartient également à gS. 

Donc, l'atome A(3 est réductible par une équation (l �~� r) en (Ul [r] ::= atome falsifié 
par K, et 1 >- r par minimalité de Ag. Par la Proposition 4.16, il existe un atome 
E-égal à A(3 qui est réductible par une équation dont le nœud droit est étiqueté par 
une clause Cl de OS. 

2. R est un nœud de quasi-échec: si R est un nœud d'échec étiqueté par une clause 
Cz = BV DR de OS, la Proposition 4.17 permet d'en conclure que K falsifie une clause 
de OS, produite par une E-paramodulation ou une E-paramodulation contextuelle 
de Cl dans C2 . 

Ainsi. R est un nœud de quasi-échec étiqueté par une équation (U2 �~� U3) où U2 et U3 
sont E -égaux; le cas où l'atome (U3 �~� est irréductible est impossible, car J( serait 
alors E-inconsistant, validant (U3::= et falsifiant (U1::= v). Donc, (U3 c::: ----+kê:: d 

�(�u�3�[�d�J�~�v�)�,� 9 >- d et K(u3[d]c::: = V. 

Pour résumer, nous savons que: 

@ �-�-�+�~�T�"� (ul[rJc::: et 1 >- r, 

@ (U3::= ----+ij? d (u3[d] c::: v) et g >-
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Le Lemme A.2 peut alors être appliqué, et nous en déduisons que K falsifie une clause de 
OS et ne devrait donc par appartenir ft MCT(OS). En conséquence, QOi ne peut être un 
nœud de la branche droite. 0 

HI Si J{ a exactement deux successeurs et Q Oi est son successeur droit 

Si K admet deux extensions Let R, L(B) = V et R(B) = F, et QOi est l'extension droite, 
c'est-à-dire R, nous montrons dans le lemme ci-dessous que QOi ne peut pas appartenir à la 
branche droite. 

Lemme A.7 Q Œ n'est pas un nœud de la branche droite. 

Preuve: Qex étant l'extension droite de K, Qex(B) = F et K(A,a) = V. Nous avons alors deux 
cas Ji étudier: 

A.2 

@D Si A,a est réductible par une équation (g:::: en [d]:::: 9 et d peuvent être 
choisis tels que 9 >- d, par minimalité de A,a et par définition de la E-inconsistance de 
QD!. Alors, Qex devrait être un nœud de quasi-échec étiqueté par (U2::::Ul[l]) et ainsi 
ne pas appartenir ft la branche droite. 

�~� Si A,a est irréductible, QOi devrait encore un nœud de quasi-échec étiqueté par 
(U2::::Ut) (premier cas de la définition d'un nœud de quasi-échec). 

Dans les deux cas, Q ex ne peut être un nœud de la branche droite. o 

Stratégie de superposition 

Commençons par rappeler la situation dans laquelle nous nous trouvons. A partir d'un 
ensemble de dauses E-incohérent S, nous avons défini un ensemble OS, contenant l'ensemble 
des instances doses des dauses pouvant être engendrées à partir de S, par nos règles d'inférence 
(définies dans la Section 2.2.2). Les dauses de OS servent à couper toutes les branches de l'arbre 
sémantique au niveau de nœuds appelés nœuds d'échec. Le sous-arbre élagué est appelé arbre 
sémantique cohérent, et noté MCT(OS), Pour montrer que notre ensemble de règles d'inférences 
est réfutationnellement complet, il faut montrer que ce sous-arbre est vide. Ceci est réalisé en 
sélectionnant une branche de ce sous-arbre, appelée branche droite (Définition 4.21), principale 
différence avec la preuve de la stratégie de E-paramodulation, et en démontrant ne 
être que vide (Proposition 4.25), 

Cependant, cette branche droite doit (Définition 4.3). Cette propriété a 
été annoncée dans la Proposition 4.24, et nous allons détailler sa preuve dans cette section, sous 
la forme de plusieurs lemmes. Notons que nous utiliserons quelques lemmes démontrés pour la 
stratégie de E-paramodulation (Section A.l). 

Soit Qry le dernier nœud de la branche droite. Par abus de langage, �Q�~�!� désignera cette 
branche droite toute entière. Dans la preuve de Proposition 4.24, nous avons montré que Q'Y 
ne peut vide si MCT(ÇS) n'est pas vide, Supposons que Qry est E-inconsistant ; il existe un 
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ordinal minimal rŒ tel que QCt est E-inconsistanL rŒ n'est pas un ordinal limite et admet donc 
un prédécesseur a-. Notons l'interprétation partielle Q Qi- et B l'atome AQi-' Par minimalité 
de a, K est E-consistant, et 

3A,6 =E B tel que @ soit Ap E WO/ et QQi(B) =/:- Q,:x(A,e) 
�~� soit A{3 �~� W,o Ao r _A{3[r] où l >- r, et Q,:.:CB) -1 QQi(Apfr}) 

Dans le Lemme nous avons montré que les atomes B et A,e sont des équations (U2 c:::: 
et (UIC::::V) respectivement, où Ul=EU2, U2 >- vet v est irréductible. Ce lemme reste valable 
pour la stratégie de E-superposition. A partir de maintenant, supposons que A,a est le plus petit 
atome E-égal à B permettant de détecter la E-inconsÎstance de QO/. 

Le lemme suivant, d'énoncé identique au lemme A.2 pour la stratégie 
reste très important pour prouver la E-consistance de la branche droite. 

paramodulation, 

Lemme A.8 Soient (Ul c:::: v) et (U2 c:::: v) deux atomes tels que Ul = E UZ, Ul >- v et 

Si J( est E -consistant et 

Sa preuve est similaire à celle du Lemme A.2 car elle utilise une étape de E-superposition 
étendue, règle qui est en fait identique à la E-paramodulation étendue; la Proposition 4.22 
ainsi que les propriétés des nœuds d'échec et d'échec distants citées au début de cette Section 
nous garantissent que les conditions de maximalité des littéraux sont bien respectées; la seule 
différence à prendre en compte dans la preuve est que les équations irréductibles c:::: rI) et 
(l2 c:::: T2) peuvent avoir un nœud droit qui est un nœud d'échec distant au lieu d'un nœud 
d'échec. Si c'est le cas par exemple pour c:::: rd, sa branche droite se termine par un nœud 
d'échec étiqueté par une clause Cl, au niveau d'un atome (h c:::: T3)' La preuve devra donc utiliser 
cette équation (11::: r3) au lieu de (lI c:::: rd, ainsi que la clause Cl. 

Etudions chacune des trois possibilités pour l'interprétation Q ex' 

l Si a exactement un successeur (Q Ct) 

Si l'interprétation J( admet pour unique successeur QO/, nous allons montrer que Qex ne 
peut pas appartenir à la branche droite. Grâce à la preuve de complétude de la stratégie de 
paramodulation, nous savons déjà que l'atome (U2 c:::: v) (B) est réductible en (u2[d]c::::v) par 
une équation (gc:::: où g >- d (Lemme A.3), et (Ul c::::v) est irréductible (Lemme A.4) et 
appartient donc au domaine de K. 

Lemme A.9 J( falsiJie A,3 et ne un nœud la "nl,""-"'" droite. 

Preuve: Nous allons montrer qu'un nœud de devrait être placé au niveau de 
et donc que Q Ct ne peut pas appartenir à la branche droite. Mais, montrons d'abord que 
A,6 est falsifié par ,car AB appartient au domaine de 
Si nous supposons que Ae est valide dans K, et donc que B est falsifié par QQiJ le nœud 
droit R de A,e est 
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• soit un nœud d'échec étiqueté par une clause Cl = (UI �~� v) V Dl �d�~� gs (car ul =JE v) ; 
B étant réductible par une équation (g �~� d) où 9 >- d et K étant E-consistante, la 
Proposition 4.22 nous permet de trouver un atome E-égal à B et réductible par 
une équation irréductible dont le nœud droit est un nœud d'échec ou de quasi-échec 
étiqueté par une clause C2 de gS. Alors, par la Proposition 4.23, une E-superposition 
(contextuelle) peut être appliquée de C2 dans Cl pour produire une clause de gS 
falsifiée par Q,.o ce qui contredit l'appartenance de Q"( à MCT(gS). 
Cette étape d'inférence ne peut être faite que si le littéral (UI �~� v) est maximal dans 
la clause Cl' Or, nous avons vu au début de cette Section que cette condition est 
vérifiée si l'atome (UI �~� v) est irréductible et s'il est défini par une interprétation 
E-consistante. Ces deux conditions sont vérifiées (la seconde par K). 

• soit un nœud d'échec distant au niveau d'un atome (UI �~� w), étiqueté par une clause 
Cl = (Ut �~� w) V Dl de gs en une interprétation Ml. Comme B est réductible et K 
étant E-consistante, la Proposition 4.22 nous permet de trouver un atome, E-égal 
à B et interprété comme B, qui est réductible par une équation dont le nœud droit 
est soit un nœud d'échec soit un nœud d'échec distant. Soit C2 la clause étiquetant 
ce nœud. Alors, par la Proposition 4.23, Ml falsifie une clause de gS, obtenue par 
E-superposition de C2 dans Cl. 
Comme dans le cas précédent, la condition de maximalité de (UI �~� w) dans Cl est 
respectée grâce aux propriétés des nœuds d'échec distants. 

• soit un nœud de quasi-échec étiqueté par une équation (UI �~� U3) telle que UI =E U3; 
A.6 ayant été choisi minimal, l'atome (U3[l] �~� v) est réductible par une équation (1 �~� r), 
où 1 >- r, en l'atome (u3[r] �~� v). De plus, par définition d'un nœud de quasi-échec, 
�R�(�u�3�[�r�]�~�v�)� est différent de �R�(�U�I�~�V�)�,� c'est-à-dire �R�(�u�3�[�r�]�~�v�)� = V. Nous avons 
ainsi deux atomes E-égaux B et (U3 �~� v) interprétés différemment et réductibles. 
L'application du Lemme A.8 nous dit que K falsifie une clause de gS, et qu'il ne 
peut donc pas appartenir à la branche droite. 

Finalement, A.6 est irréductible et K(AB) = F. Mais, comme B est réductible par �(�g�~�d�)�,� 

9 >- d et Qo:(B) = V, R devrait être un nœud de quasi-échec, et donc Qo: ne devrait pas 
appartenir à la branche droite. 0 

II Si K a exactement deux successeurs et Q 0: est son successeur gauche 

Si K admet deux extensions L et R, L(B) = Vet R(B) = F, et Qo: est l'extension gauche, 
c'est-à-dire L, alors nous montrons ci-dessous que Qo: ne peut pas appartenir à la branche droite. 

Lemme A.I0 Qo: ne peut pas être un nœud de la branche droite. 

Preuve: Comme Q 0: est l'extension gauche de K, Q 0:( B) = V, K (A.6) = F, et l'extension droite 
R est soit un nœud d'échec, soit un nœud d'échec distant, soit un nœud de quasi-échec. 
Nous pouvons en déduire les faits suivants: 

1. A.6 est réductible: si l'atome AB est irréductible, il appartient au domaine de K et 

• soit R est un nœud de quasi-échec, et un même nœud de quasi-échec devrait 
couper la branche droite au niveau du nœud droit de AB, 
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