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INTRODUCTION

Soit J une algebre de Jordan euclidienne simple de rang r et dimension n, {2
son cone symétrique, T = J + €2 le domaine de type tube associé. On note G
la composante neutre du groupe structurel de J, et soit G(Tq) la composante
neutre du groupe des automorphismes biholomorphes de Tq. Le sous-groupe
U stabilisateur du point-base ie € T est un sous-groupe compact maximal de
G(Tq), et U et G sont deux formes réelles de la composante neutre du groupe
structurel de JC. Si p est une représentation irréductible de U sur un espace
V,, on peut I'étendre en une représentation holomorphe de son complexifié G,
puis restreindre 4 G pour obtenir une représentation de G, notée encore u.
Notons V, l'espace des fonctions holomorphes sur T a valeurs dans V), et
pour g € G(Tg) f €V, z € Tq, posons

Tu(9)f(2) = p(J(g™h2) " fg7"2),

ol on a posé J(g,z) = 3(gz) € G© (facteur canonique d’automorphie). On
définit ainsi une représenta,tzon du groupe G(Tq) sur V,. Lorsque p satisfait
une certaine condition appelée le critére d’'Harish Chandra, cette représentation
est en fait (une réalisation de) la représentation de la série discrete holo-
morphe et on peut décrire le produit hilbertien invariant correspondant. Plus
généralement, on peut chercher s’il existe une représentation unitaire (7, H) de
G(Tq) et une application A : H — V,, qui soit continue lorsqu’on munit V, de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et qui entrelace 7 et
T, La solution de ce probléme est connue (voir [E-H-W], [J]) par des méthodes
algébriques. Une autre attaque de ce probleme, dont I'origine remonte a [R-V]
utilise 'existence d’un noyau reproduisant pour les espaces hilbertiens de fonc-
tions holomorphes. Posons, pour z,w € To,Qu(z,w) = u(P(32))~" ou P
est la représentation quadratique de J (voir [F-K]. Alors on dmt déterminer
les conditions sur p pour que ce noyau (a valeurs dans End(V})) soit défini-
positif. Dans [C] et [H-N], on raméne ce probléme, par transformée de Laplace,
a l'existence d’une mesure R, portée par (1 et & valeurs dans Herm™(V,)
vérifiant :

(i) Idy, = /ﬁ e TTdR,, ()

(44) dR,(g.) = u(g)dR.()u(g)" Vg€ G

([C] Theorem 3.4.).

Typeset by ApS-TEX



Introduction 2

On considére désormais g comme une représentation de G et on la modifie
par le produit avec un caractere de parametre réel o pour obtenir :

u*(g) = (Dét g)7=*u(g)

Des conditions nécessaires sur e pour I'existence d’une mesure dR . solution du
probléme précédent sont obtenues au chapitre II, complétant celles de [C] (voir
aussi [H-NJ]). Lorsqu’elles sont satisfaites, on montre qu’il existe une unique
mesure dR,. & valeurs dans Herm(V,,), & support dans (2, vérifiant (i) et (ii).
De plus, dR, a son support dans l'une des orbites de I'action de G dans Q et
a une densité relativement & la mesure (semi-)invariante sur cette orbite.

On note dR,a(v) = pya(v)dvr(v) (v € Q), lorsque dR est portée par () et
dRya(v) = pga (v)dvp(v) (v € Op) ot Op = Ge, est orbite des éléments de 2
de rang p, lorsque dR,, est portée par O, (1 <p <r—1).

Etudier la positivité de dR = revient & étudier la semi défini positivité de p,= (e)
(e élément neutre de J) ou de pga(ep) (voir [R-V], [C ], [H-N]).

Dans cette thése on étudie les cas ou p est sphérique méme si dans le chapitre
I cette hypothése sur u n’est pas utilisée.

Soit p une représentation irréductible, sphérique, déterminée (& équivalence
prés) par sa signature (s1,...,8,) € R", avec 51 > -+ > s,.

T . o
Soit i, 'entier compris entre 1 et r — 1 tel que s;, > Si o == Sr; dans le
cas ou les (s;)1<i<r sont tous égaux (cas ou p est scalaire), on pose i, = 0.

On note d la constante de structure de J telle que n = r + 5(—%:3(1.
On obtient les résultats suivants : (Corollaire IV.3.4. et Proposition IV.4.3.)

1) pue(e) est défini positif si et seulement si o > (r + ¢, — 1)—3— — Sr.
2)  pu=(e) est semi-défini positif lorsque o = (r + i, — 1)% — Sy et
éventuellement o € {(r + 1, — 1 — p)% — s: }1<p<i -1

Pour ces valeurs discrétes de a: on ne parvient pas toutefois & conclure.

La mesure dR,« est portée par un O, .1 <p <r—1lorsque u(P(z)), z€Q
vérifie une condition algebrique prolongeant le critére de Clerc : o + spy1 =

= a4 s, = p%. Mais elle est peu explicite. Dans le cas général pour u
cette condition a été établie indépendamment par Hilgert J. et Neeb K.H. (voir
[H-NJ).
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On traite complétement le cas o1 i, =r—1 ie. s,_1 > s,.. Dans ce cas Qe
est défini positif si et seulement si @ > (r — 1)d — s,.

Présentons succintement les idées et les lemmes clés de ce travail. Dans le cas
ot & > (r—1)d + 1 — s, la théorie des séries discrétes holomorphes permet
d’établir que Q= est défini positif. Ding H. et Gross K.J. dans [D-G| donnent
une réalisation de ces séries et établissent un théoreme fondamental pour notre
travail :
Pour a > (r—1)d+1—s,, py=(e) est égal & constante pres (dépendant
de a) & {T'ya — 2}~ ot 'y est 'opérateur hermitien de V,, défini
par :

| S :/e“trxua(P(x))d*x
Q

A partir de ce théoréme on établit pour « assez grand des résultats sur p,«(e) en
fonction de représentations de (Str J )o ol1 J désigne une sous algebre de Jordan
de J de rang inférieur a r. Puis on les prolonge analytiquement. Dans le chapitre
I on s’inspire dans le cadre des algebres de Jordan (plus exactement de leurs
__groupes structurels) de la méthode de Gindinkin - Karpelevitch - Schiffmann
permettant la décomposition en produit de la fonction ¢ d’Harisch Chandra.
Le but est d’exprimer l'action de I', sur un vecteur conique v. sous forme
d’'un produit d’opérateurs hermitiens, les Kﬁj(aiﬁj) 1<i<j<r a;;€R,
qu’on peut associer a des algebres de Jordan de rang deux. Les opérateurs
Kgfj (o ;) commutent avec p,=(e) pour tout « ; on montre que Kf’j(ai,vj) est
inversible pour «; ; assez grand. Cela permet d’exprimer I'action de p,«(e) sur
un vecteur de plus bas poids de p noté v, en fonction de 'action sur v, d'un
produit d’opérateurs {Kffj(az‘,j}}“l 1<i<yg<r.

En combinant cette expression avec la décomposition en produit de termes de
la forme < [] H{Kﬁj(ai’j)}qhivw v >, g;; € Z lorsque v appartient a des
sous espaces particuliers de V, (partie I 6)), on établit pour « assez grand les
principaux résultats utilisés sur p,« (e).

Pour que ces résultats soient exploitables il est nécessaire de traiter directement
le cas ou r = 2, ce qui est fait au chapitre III ; on calcule la valeur propre de
pu=(€e) associée au vecteur sphérique ®,,, puis par tensorisation, d'autres valeurs
propres de p,a(e). On en déduit le principal résultat pour 7 = 2 :

i étant sphérique, irréductible, de signature (s;, sp) avec $; > s, si
a E]% —8,,d—s,| alors p,a(€) n’est pas semi défini positif (Proposition I11.3.1).

Utilisant au chapitre II une décomposition de p(P(z))z € (1, en somme
d’opérateurs hermitiens (voir aussi [H-N]) on établit 'analycité de a — p,«(€).
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Les résultats annoncés sur la positivité de p,=(e) sont établis au chapitre IV
par prolongement analytique. Signalons la difficulté suivante : il ne semble pas
possiblie d’identifier (Str J )o OU J est une sous algébre de Jordan de J, & un
sous-groupe de GG. Mais on peut identifier son algebre de Lie a une sous-algebre
de g. Le début du chapitre IV est consacré au contournement de cette difficulté.
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I- GENERALITES

1) Notations et principaux résultats sur les algébres de Jordan.

Les notations et les principaux résultats de ce paragraphe se trouvent dans
[F-K].

Soit J une algebre de Jordan euclidienne simple de rang r et dimension n,
d’élément neutre e, munie du produit scalaire :

(z,y) — (zly) = tr zy

On fixe dans J un systéme complet d’idempotents primitifs orthogonaux, en
abrégé un S.C.IP.O., (¢;)1<i<r et sa décomposition de Pierce associée :

J:@Rcz@( @ Ji’j).
1<i<r 1<i<y<r

Les J;; sont de dimension commune d. Dot n = r + 1@5-3—12(1. On pose
G = (StrJ), ; son algebre de Lie g est réductive, de centre RId;. On note
K = O(J) NG le stabilisateur de e dans G ; K est un sous groupe compact
maximal de G. Il est aussi I’ensemble des points fixes par linvolution de
Cartan 6 de G définie par 6(g) = g*~! (resp. de g définie par §(X) = —X*)
ou le signe * désigne la transposée. On pose a = @;.,.,. RL(¢;). On note
A ={P(ayc1 + -+ +arcr; ai,...,ar € R*") le sous groupe analytique associé,
ou P est la représentation quadratique de J.

On note M = Zg(A) le centralisateur de A dans K et M’ = Nk(A) le
normalisateur de A dans K. On pose W = M’'/M le groupe de Weyl. Le
groupe W agit sur a et s’identifie au groupe des permutations de {1,...,7}.

On note (g;)1<i<r la base duale de (L(c;))1<i<r

Pour 1 < ¢ < j < r on note n;; le sous espace radiciel de g associé¢ a
la racine %(ej — €;), N;; le sous groupe analytique de G associé. On pose
;5 = 0(n;;), N;j= O(N; ;). n=®B1<icj<rnij, N le sous groupe analytique
de G associé, 7 = 6(n) et N = 6(N).

Pour 1 < p < r on pose e, = ¢y + -+ + ¢p. On note J®) la sous algebre de
Jordan d’élément neutre e,. On vérifie que J (P) est simple.
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On note g la sous algébre de g définie par : g = RL(e,) @g'(p) ot g'(P) est
I'algebre de Lie semi-simple engendrée par lesn; ; et lesm; j pour 1 <1 < j <p.
C’est aussi l'algebre de Lie engendrée par les {L(2)},c 5o

On note G le sous groupe analytique de G associé & g,

On pose a, = @ ,<;,RL(ci) ; 0, = Bpr1<icr RL(ci) 5 AP (resp. A}) le
sous groupe analytique de G associé & a, (resp. & a;,). On note X (resp. 7)
I'ensemble des racines restreintes non nulles de (g, a) (resp. positives).

1
Soit wEeW, ng(sj“fé)i#j)
alors
1
(1.0.0.1) W == 5 (Ew(j) - Ew(i)) et Adw go = Gua

Lemme 1.1.1.

Soit R une partie non vide de Zg stable par addition (o, € R, a+ (3 €
(g.a) = a+ [ € R) alors :

(i) n(R) = ®acr 9o est une sous algébre nilpotente de g.

(1) N(R) = exp n(R) est le sous-groupe analytique de G associé a n(R) ; N(R)
est nilpotent, fermé, simplement conneze.

(1) Sin(R) =n1 &---&n, et que pour 1 < i < p chaque n; est égal a une
somme de sous espaces radiciels go « € R, alors ny x -+ x n, — N(R)
(X1,...,Xp) — expX;...exp X, est un difféomorphisme, et en désignant
par dn; la mesure de Lebesgue de  n;,dny...dn, est une mesure de Haar de
N(R).

(voir [W] vol I, p. 133)

Lemme 1.1.2.

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, H et K deuzr sous-
groupes fermés de G, dk wune miesure de Haar a gauche de K,
on suppose que :

1) HK a un complémentaire dans G négligeable pour la (& constante multi-
plicative positive prés) mesure de Haar de G
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2) HN K = {e}, e élément neutre de G

3) La fonction modulaire Ay (¢) = | Dét Adg(¢)|™! se prolonge en un caractére
x de G.

Alors G/H admet une mesure de caractére x (unique a scalaire positif prés)
v-relativement invariante par G telle que,

H(Q)dv(¢) = /K B(k)x(k)dk

G/H

ot pour toute fonction continue ¢ sur G/H & support compact ¢ est défini par
&(k) = ¢(kH) (voir [B] Ch. VII).

Soit Q) le cone symétrique des carrés inversibles de J. On a Q = Ho<p<r Op 0t
O, = G.ep avec par convention Oy = {0}; ainsi pour p =1 S, = K. On pose

= P Pl P ny)

1<i<y<p 1<i<p
p+1<y<r

Proposition 1.1.3

(i) Pour 1 <p <r, n, est une sous algebre nilpotente de G, son sous groupe
analytique associé N, est égal a :

N, = H exp n;; H exp n; ;.

1<i<j<p 1<i<p
p+1<jsr

Une mesure de Haar de N, est égale au produit des mesures de Lebesgue de
chaquen; ; pour1<i<j<p, 1<i<p e p+1<j<r.

(it) La mesure de Haar du groupe commutatif A, est ( a constante positive

prés) :
da® = 301 dop

éﬁi étant la mesure de Haar du groupe R™*. Une mesure de Haar a gauche de
3

T, = A,N, est da'P)dn,, ot dn, est ume mesure de Haar de N,.

(ii1) Le groupe S, désignant le stabilisateur de e,, T,S, a un complémentaire
dans G négligeable pour la mesure de Haar de GG.

(iv) Si€ € S, Dét Ads, & = (Dét€)~"» od h, = Lpd
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(v) En notant dv, une mesure G invariante de ) (0 = G/K) pour toute
fonction f: Q2 — C  dv, - intégrable on a :

Vy e Q / e” YT f(z)dv,(z) = / e~ rwoke) f(gKe)dv, (gK)
Q G/K

= / e~ trwene) f(ane)dadn
AxXN

(vi) Pour 1 < p < r — 1, il existe une mesure (unique d constante positive
prés) dv, de Op(Op = G/Sp) G - semi invariante (i.e. vérifiant pour tout
g € G, dv,(gw) = (Dét g)»dv,(w). Pour toute fonction f : O, — C dv,—
intégrable on a :

Yy e / e VY f(w)dyp(w) = / e tr{ygs”e”)f(gspep)dyp(gsp)
0, G/S,

= / e~ rvenes) f(ane, ) (Dét a)*» da,dn,
Apx Ny

Démonstration

(i) provient facilement du Lemme I.1.1.

(ii) est classique

(1ii) voir [R-V]

(iv) voir [R-V] en utilisant l'identité : si g € G, = € J, dét gz = (Dét g)= détx

(v) et (vi) découlent facilement de (iii) et du Lemme 1.1.2.

2) Position du probléme

Soit u une représentation irréductible holomorphe de G® complexifié de
G dans un C espace vectoriel de dimension finie V,. On munit V,, d’un
produit scalaire hermitien, (v,w) — < v,w >y, noté encore lorsqu’il n’y a
pas ambiguité < v,w > vérifiant p(gy = u(g*) pour tout g € G® le signe *
désignant le conjugé de la transposée. On pose
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ol z,w € T = J+if). @, est défini positif si et seulement si il existe une mesure
positive sur dR,, sur () & valeurs dans Herm™V), le céne des endomorphismes
hermitiens de V|, semi-défini positifs vérifiant :

Quizw) = [ TR, ) (voir [C])

Cette mesure dR,, est unique. Cela revient a 'existence d'une mesure dR,, sur
Q) & valeurs dans Herm™V), vérifiant :

(1.2.0.1) /ﬁ_e't’"”dRy(v) < 400
(1.2.0.2) CWyeQ, wPY) = f_ e~ TVGR, (1),
Q

Proposition 1.2.1.

(i) Si dRyq # 0 il existe p, : @ — Herm™V, de classe C™ tel que :
dR,(v) = pu(v)dvr(v) ot pu(v) € Herm™V,.

(11) Si dR, a son support inclus dans Op pour 1 < p < r — 1 il existe
ph : Op — Herm™V, de classe C* tel que dRu(v) = ph(v)dvy(v) ou
ph(v) € Herm™V,.

(iti) YveQ, Vged

(1.2.1.1) pulgv) = p(g)pu(v)n(g)”

(1.2.1.2.) pour 1<p<r-—1, p'g(gv) = (Détg)"h”u@)ﬂg(v)#(g)*-

Réciproquement si dR,, vérifie (i) ou (it), ces deux cas s’excluant l'un l'autre,
Qu(z,w) est défini positif.

Voir [C].

3) Généralités sur les représentations de dimension finie de G©

Soit 7 une représentation irréductible holomorphe de G® dans un C-espace
vectoriel de dimension finie V.
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Soit t une sous-algebre abélienne maximale dans m. Alors h =t S a (resp.
h® = t© @ a®) est une sous-algebre de Cartan de g (resp. de g©). Toute racine
de (g%, B®) est a valeurs réelles sur a et it.

On peut choisir sur 'ensemble ¥ des racines de (g&, h%) un ordre compatible
avec celui de Xy. Notons ©T le sous ensemble des racines positives de T ; 1
étant la représentation d’algebre de Lie g€ associée & p, il existe A € (h%)* et
vy € Vi tels que

i(H)vx = M(H)v, pour tout H e h®
et de plus

E(Y)v, =0 pourtout Y €g_, ettout ae€X™.

Un tel vecteur v, s’appelle vecteur de plus bas poids de 7, il est unique a
constante pres. On le prend de norme 1.

On a en particulier pour t € AN

(1.3.0.1) (t)vy = xs(t)vy ol s=(sg,...,s.) € C".

ol xs est un caractére de AN défini par : xs(@) = 1 pour @ € N ; xs(a)
1 1

gy is,

= af ...af ai,...ar € R™ pour a = Plaie; + -+ + afcr)
= exp(zgzl loga; L{c;)) € A.

On appelle s = (s1,...,s,) la signature de 7. On a : 8; — s;21 € N pour
1< <r—1.

Si 7 est sphérique, 7 est déterminer a équivalence pres par (1.3.0.1.). On note

Qﬁ:/W(k)vﬁdk
K

ou dk est la mesure de Haar de K. Alors ®, est non nul.

Soit m = (my,...m,) un élémént de N” tel que m; > --- > m,. On note Am
= AT ATUTTTT A, ™ ool les A;1<i<r sont les mineurs
principaux généralisés.

On note Pm(JC) le C espace vectoriel engendré par les Amog, g € G. On
considére la représentation mm de G dans Py (J©) définie par

mm(g9) =pog* pour p€Pm(J),geG"



Chapitre I 11

On montre que 7mm est irréductible, sphérique, de signature
2m = (2m1, ce ,er}.

Toute représentation irréductible, sphérique de dimension finie de signature &
coefficients réels est égale (3 équivalence pres) & (Dét.)37%mm, o € R et sa
signature s’écrit alors :

2m+a=(2m; +a,...,.2m, +a)

Enfin, il est clair que toute représentation 7m est homogene de degré
Sy = mi+ - +m, ie. Tm(Ag) = A**mm(g) pour tout A € R.  Soit =
une représentation de G® dans V, ; considérons la restriction de 7 & G ot G
est considéré comme sous-groupe de G*. Rappelons que l'une est irréductible
si et seulement si autre 'est.  On note pour o € R, 7¢ la représentation de
G dans V, définie par : 7%(g) = (Détg)®2=n(g) sig € G.

Lemme 1.3.1.

Soit p une représentation irréductible de G de signature s = (s1,...,8,).
L’intégrale '), = fﬂ e” U Tu(P(x))d*z est absolument convergeante pour s, >
(r — 1)% et l'opérateur ainsi défini est hermitien défini positif.

1

Si de plus s, > 1+ (r — 1)d, alors py(e) est colinéaire a T
défini positif.
Voir [D.G] 4.7. theorem (7).

On appelle vecteur conique de caractere associé ys dans AN tout vecteur
de V,, défini comme (1.3.0.1).

~ et p,(e) est

4) Une expression de I' v, ou v, est un vecteur conique.

On applique dans ce paragraphe la méthode de Gindinkin - Karpelevich -
Schiffmann permettant la décomposition en produit de la fonction "¢”
d’Harisch-Chandra a I'action de I', sur un vecteur conique v..

On commence par un lemme (classique dans cette méthode) de décomposition
des groupes nilpotents N et N.

Soit p un entier tel que 2 < p < r et v, est un vecteur conique de V,, . On
posepour 1 <k <p

W= P n, B P my)

1<j<k-1 I<i<jsp-1
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en convenant que pour k =1 n,(,l) = n;’fll) = D1<i<j<p-1Mij-

Lemme 1.4.1.

(i) Il existe wy € W tel que :

Adwin® = n; nik) pour 1<k <p-1
P 7P Yo
k<j<p—-1

(1i) Posons :
Nk — k) . &) _ 5
, =expny’ i N~ =exp @ o,
k<j<p-1

on a alors

1) NP = NnwNPor s B = FnweNP ' = Theescpt Nop-

—(k
2) Né’f) et N ; ) sont des groupes nilpotents, fermés, simplement connezes.

3) wr NP ot = NNk et o) NEE = {1d,).
4) Nigpx N¥ — N

(nk‘,p» nék)) E— nk,pn:g)k} pour 1<k<p-—1

est un difféomorphisme et si dny p et dngk) désignent des mesures de Haar de
ar{k+1)

Ni,r et Nék)dn‘;“ =dngp dn,(;k) ol a’n;k} est une mesure de Haar de N,
. - . . . . (k) .
(i11) Soit f : wkN,gp)wk ! — V, invariante ¢ droite par \ ’ " dont la restriction

a Nék) est dnfs,k)——mtégmble, on a alors

F(m)dn@® =

N dvig N,
NI(’k) Lk Nép) w;l /W;k) f(g p ) L’((} P )

N 3 — —(k . . N
ot dv est une mesure de wj Nép’ wkx / Z‘v’;) invariante & gauche par
Wk N;(;p ) wit.

(iv) Soit g € wg Né”} wit, si f vérifie les conditions de (iii), on a :

/N,gw ! (n)dnx/N(k) f (gn)dn.

P
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Démonstration
(i) Raisonnons par récurrence sur k & partirde k =p :
Si k = p c’est trivial.

Sil <k < p—1. Notons 7; ; un élément de W échangeant i et j dans {1,...,7},
il suffit de prendre wy = 7 p 0--- 0 Tp_1,p. En effet, d’apres I'hypothese de
récurrence au rang k + 1, il suffit de vérifier que :

(1411) Ad Tk,p( @ -ﬁi,p@nék+l)) = @ ﬁ,;,p@nék).

k+1<i<p~1 k<i<p—-1

Or,ona:

Ad7ppfyp =ng,; pour k+1<i<p—1

Ad Tk phi p = Tk p- i

Ad7epnip =n;p pour 1<i<k-1.

Ad 7ot =0 o opour: 1L<d< i Sp—-1, i # kety # k.
Admgpnir =1, pour 1<i<k-1

Adrmgpng; =T, pour E+1<i<p-1

11 est alors facile de vérifier (1.4.1.1.).

(i) D’apres le (i) de ce Lemme on peut écrire
n;“ = Adwy nl(,p) N alP
~donc d’aprés le 1) du Lemme I.1.1. on a :
N =y, NP ot 0 NP
= B gaouZ,, ={ees!;wlacst}
aEEwk k

Or, il est clair que Twy, est stable par addition, donc d’apres le 2) a) du Lemme

1.1, Nék) est nilpotent, fermé, simplement connexe.
D’autre part, @Dyc;jcpo1 Wip = Adwg n N 7 donc d’apres le (ii) du Lemme
I.1.1.on a : B ®

— =

N, " =uwy Nép) wg- N N.

Comme les i, , pour k£ < j < p~ 1 commutent deux & deux, on en déduit

-ﬁ(k} = H Nﬂjsp

P
k<j<p-1
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—(k ) ..
et N ; ) est nilpotent, fermé, simplement connexe.

Enfin n,(}p) = Adw,:l(@ﬂﬁp_lﬁj,p) @Adwgln,(f) , donc d’apres le (iii) du
Lemme [.1.1. on a : o

NP = (i Ny won) (w NP
On déduit le 3) puisque NN N = {Id;}.

Comme né’“*” = Ngp @nff) et que X, ., est stable par addition, on déduit
du (iii) du Lemme 1.1.1. les résultats du 4).

(#4i) On utilise le Lemme 1.1.2. avec les données :
G = wp NP wil  H= W;m K = N justifié par le (ii) 2) et 3) précédent et

. ==k . . .
avec x = 1 puisque N 1(3 ) est nilpotent donc unimodulaire.

(iv) C’est une conséquence immédiate de (iii) en utilisant le fait que dv est une
mesure invariante & gauche par wszép )w;c' 1

On a par la Proposition 1.1.3. (v)

r,= / e~ e 1y (an) p (an)*dadn
AxXN

car P(ane) = an(an)*.

Doul, = [, ye Tonce?rlga o (na) p (na)*dadn par le changement de

variable n — a~!na oi1 2p désigne la somme des racines restreintes positives.
Sia=-exp(} i _loga;L(c;)) ,a; € R on a

d .
- -5 (2t—r~1
e 2ploga __ II a, g( )
1<iLr

D’autre part :

u(@)n(a)u(n® e = p(ayve = [ agee
1<i<r

Doncon a:

d .

- ;=2 (2i—r—1

Fuvcz/ g~ trnae H al 75 ) u(n)ve dadn .
AxN 1<i<r
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Onnotepour 2<p<r

Y- 0, TR
T‘ép} 3/ ( }6* trnae, H ags §{2i—r Q,&(n)da(p)dﬂg}}
APXNPP 1<i<p

Ainsi Tyv. = T v,

(p) _ P o = i
Pour n € Ny’ on a nae, = ., a;nc;, nc, = ¢p, on obtient donc

+o0 ; d
— —£(2p—r—1 1
(14.}.2) zﬁp}ﬂc = /o € az’a;p 24PT )———alpp .

— Pl s;—4(2i-r~1 da; da
/ / L e” rliny aimes H PSemt Lol u(n)ve =2 ... Z2dn®@)
(Re+)p-1 NP 1<i<p~1 o %p

Pour g € G on note g = k(g)exp H(g)n(g) la décomposition d’Iwasawa de G,
G = KAN.

Pour 1 < 4 < j < r on rappelle que la sous algébre de g engendrée par
O1(c;—e) = Mg €8 B1(c, ) = Wi est semi-simple et que 'on a alors : Vn € Ny 5
H(n) € R(L(cj —¢;)) et A(n) € N, ; (voir [H e]).

Fixons une mesure de Harr de V; ; et o € R ; on considére I'opérateur que 'on
étudiera au I 5),

Kl (a)= / , eaes Hiny (k(n))dn

ou dn est une mesure de Haar de N, ;.

Proposition 1.4.2.

Sise > (r—1)

H {P(SJ' - 2(23 -7 - 1))}”1@;@‘6

i<jsr

k 2 1
'+-\ 3 . . d
ﬂH H Kx](sz 2?3 “(Z+j~2~r)~é)vc
j=roi=j—1 ‘ “

Spo1+ Sy d
= {Kfml,r(wié““ww(ng)i)O”-o K;‘ir( 5 +—2—)}o
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Sp—1+ 8 d s1+s
o (K1 (B2 _(2p-3-r) D)oo KE(BEZ _po1-nT)jo.

81 + 85

o (Kia(2E2 - (1-n)5)) we

Démonstration

Pour 1 < j < p— 1 posons provisoirement v le caractére de A,_; défini par :

p—1 4 p—1
ba) = H afi_%(zl'”?“—-l) a-= exp (Zlog a; L(Cz')) poura; > 0

=1 i=1

Montrons la relation :
(1.4.2.1) / /N(jm o= T (orztain+he )w(a)“(n;jﬁ-l))vcdap—ldnz(?j+1)
=K, (42— (j+p-2-1)%)o.

/ [\M —tr (T2} a ”m"’*)w(a),u,(ng'})ucda(P“”dng).

D’apres le Lemme [.4.1.(ii) 4) on a :

/ e " (22 ane:) p(n)redn
N}(}}"f’l)

- p=1 (2) i ;
m/ e (T amng C‘)u(nj.pné”ﬂcdm,g,dnéf’
N; px NS
On peut écrire :

(g png) = u(k(ngp))u(expH(ng p)i(n, ,)ny)

et par K-invariance de la trace dans J:

p—1
tr (Zamj pn ) = tr (Z a; exp H(nj’p)'ﬁ(nj’p)ng)ci) .

=1

Remarquons maintenant que U'application f : ij;(,p >wj'71 — V), définie par :

gr— flg) = e (Tl e malae) gy,
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est invariante a droite par F;j}. En effet, d’aprés le Lemme 1.4.1 (7)) 1) :
W—;ﬂ = ngigpulﬁi:P; et pour € N;p avec 1 <i<p—1ona fieg = ¢ pour
1 <1< p—1. On en déduit, d’aprés le Lemme 1.4.1. (i) appliqué a f que pour
Njp € Njp,ona:

/ " e~ tr ( P~ a;exp H(n, »)7(n;, p‘m J a}u(k(nj p)};,z(exp H(nj,p)n(nj p)n(;z})
y N, 7

. .dng)

= /N(,x et (Z —1 @i epo(nj”’)ngj)s‘)#(k(nj,p))ﬂ(eXPH(nj,p)n;j))vcdng)
P

Par le changement de variable : n$’

on obtient :

— expH(n; )™t U)

e (B2 i) gy gD
/N e € p(n)vedn;

/ / —tr Zf_. Lain expﬂ(nJ p;c,) e —2p (J)H(RJ p)
N_; » N(J} :

pk(n;p))u(ndpu(exp Hng ) )ve dnldn; .

Ona:expH(n,,)e; = esHMrlc; et p(expH(n;p))ve = elzspertisies)Hnsp)y
= ez(sp=s)epH(n50) g, car ejH(n;p) = —epH(n;p)
D’autre part, comme

}_ .
=d(eq —e1)H(n;p) si t<gqg

Tr(ad H(n,p), [ne, q) 3

on.a.: : d
2pN£j;H(nj,p) = Z ‘2‘(5q —e)H(njp) ...
t#5,9FPg>1

i=1

+ Z — e H(njp) + Z g(ij —&i)H(n;p)
i=1

z=3+1
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j—1 d p—1 d
+ ; ‘2‘(510 —e)H(n;p) = i;l '2*(53' —&3)H(n;p)

- g—(p — 1= 5)epH(n;p))

Par le changement de variable : a; e":PH("J?P)a,j on obtient alors

L /N(j+U e—tl‘ (Zf;ll a,-;nc:‘)qr/)(a)”(n)vcdadn

_ /N e (Fortan) =4 G4p=2-0) s Bms) k(. V),

/ / e~ (T aned) () u(n)vedadn
Ap_1 JNF

ce qui établit (1.4.2.1.).

D’apres (1.4.1.1.) on obtient en utilisant (1.4.2.1) successivement de j = p—1
aj=1:

(1.4.2.2)
1

dy - : + ) d =
{D(sp=(2p-r-1)3)} "TPve = ] Kffp(f-%—--é-f-’-’-—-(z+p--2—~r)§)fl’ﬁp Uy,
t=p—1 .

Alors en posant par convention Tél)ve = v,, on obtient en raisonnant de proche
en proche de p = r & p = 2 la Proposition 1.4.2..
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5) Etude de K/ ;(a)

Lemme 1.5.1.

/ N e2H() dn converge pour o > g—, et pour dn convenablement normalisé

on a pour tout o > %

Nigs F(a>

La démonstration interviendra aprés quelques lemmes (voir juste avant le
Corrollaire 1.5.6.)

Lemme 1.5.2.

Pour 1 < i < j <r, K/';(e) est unitairement semblable ¢ K1 ,(a) (pour
une normalisation convenable des dn; ;).

Démonstration

Immédiat en utilisant 'élément w; ; € W tel que w; ;(1) =i et w; ;(2) = j.
On obtient

(1.5.2.1) Kl (a) = plwi ) KY s(0)p(ws) ™

Dorénavant Ki',(a) est défini au moyen de la mesure de Haar dn; o nor-
malisée comme au Lemme I5.1. et pour 1 <i<j<r K g’fj(a) est normalisé
afin que I'égalité (1.5.2.1.) soit vérifiée.

Remarquons que si M est le centralisateur de A dans K , on a pourtout
mée M m(i)=1et m(j)=jpourtout i,j 1 <i<j<r.

Donc d’apres (I.5.2.1.) en substituant 1 & 1 et ja2ona:

(1.5.2.2) Kli(e) = pm)K} (e)u(m) ™t pour 1 < i< j<r
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Proposition 1.5.3.

Pour1<i<j <r K{';(a) est absolument convergente pour a > %.

Démonstration
D’apres le Lemme 1.5.2. il suffit d’établir la Proposition pour 1= 1et
j = 2. Or, pour tout n € Ny ||u(k(n))|| = Tr{u(k(n))u(k(n))"}2 = [[Idy, ||

Le résultat provient alors du Lemme 1.5.1.

On considere la décompositon de Pierce de J(?) par rapport & c¢;

1

(2 = 52 . @(p, - = @) (p, -
A CE DEP ID (e ; 2)@J (c1; 0)
1 1
o JP(cy; 1) =Rey ;s JP(eq 5 0) =Reg et JP(ey ; -2-) =J®(cy; ~2~) = Ji 2.
On rappelle que ny» = {220¢; ; 2 € Jio}et que Ny o = {exp(2z0c,) ; z €
J12}. On pose 7(z) = exp(2z00cy). Il est facile de vérifier que 7(z) stabilise J(5)
et J{Q) "L.

Lemme 1.5.4.
Soit z € J12 et n=7(2) alors
k(n) = nexp{—H(n)}d(n)
et i
H(ni2) = log(1 + §llz!¥2)L(61 - c2)
Démonstration
La matrice de nyje relativement a la décomposition Rey & Ji,2 @ Rey est
d’apres [F-K] (Lemme VI.3.1.).
1 0 0
2L(z) Id 0
2L(co)L(2)* 2L(c2)L(2) 1

Fixons une base orthonormé (y1,...,y4) de J12 . Ona:

2L(cs)L(2)2¢; = 202{2%):2) = = cz(%llzllg(cl te)) = %nzu%z
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et pour Y€ Ji2

2L (e2) L(=)y = 2e2(2y) = 23 (5 (2ly)(ex + 2)) = (<lyes

et 2L(z)c; = Zle(ziyi)yi'

La matrice de n ;) dansla base (c1,¥1-..ya,c2) est:

1 0 L 0 0
(ziy;) 1 cee 0 0
el 0 ... 1 0
shal? (ely) -0 (2lya) 1
On en déduit : -
d
(I.5.4.1.) T(2) e (cr+ez) = + Z(zlyi)yz“ +(1+ %Hzng)@, et
=1

d
(e (e ) = 1+ gl + D el

Comme la matrice de exp{log(1 + %}Iz{{Z)L(cl — o)} est

1+3z2 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0
0 0 ... 1 0
0 0 ... 0 (141t

On en déduit que

()2 = exp{log(1 + =PI L(er ~ e2)}r(2) swen.

Il est facile de vérifier que pour 3 < 7 < r chaque ¢; est un point fixe pour
7(2),7(z)* et pour tout a € A,. On en déduit que

{exp{log(1 + %&un%u;;; Dr@fre) e=e.

Do (2)~L exp{—log(1 + %g{zn?)L(Q _e)}r(2) € K
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et par transposition
k. = 7(z) exp{—log(1 + %Hzﬂz)l}(cl —ce)Hr(z2) ™V e K .

Donc, par 'unicité de la décomposition d’Iwasawa de 7(z), on obtient comme
7(z)* € N

K(r(2)) = ks s H(r(2) = log(1 + 5 }2]) L(ex — 2)
Foti k(r(z)) = 7(z) exp{~H(r(=))}6(r(2))
Proposition 1.5.5.

(i) pour a > &, K{,(a) est hermitien

(ii) limaipha—ioo @f Kiy(a) = Idy,

Démonstration

: d
(i) Pour a > £

Kl (e} = gaszllng k(n)™)dny o.
n2 N
1.2

Remarquons que si n = 7(z) avec z € Jio n~ ! = r(—z) : daprés le
Lemme 1.54. (ii) H(n) = H(n7!). daprés le Lemume 154 (i) k(n)® =
n~lexp{—H(n)}n* d’ou k(n)* = k(n~!). Comme N, . est unimodulaire on

en déduit alors par le changement de variable ny 5 — n;é
{KT2(@)}" = Ki'y(a).

(ii) z — 2z[c est un isomorphisme linéaire de .J; » sur n; » donc il existe
c > 0 tel que dny 2 = cdz ou dz désigne la mesure de Lebesgue de Jy 5. Alors
on peut écrire d’apres le Lemme 1.5.4.:

1 -
(1551) Ktalo)=c [ (14 51a1)ulh(r(a)))e:
Et d’apres le Lemme 1.5.1. :

F(am-g‘)

c }—zz“o‘z:w
/M<1+2n )72z = =5
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Dou : / ( d)
F [6 3
WT(Q) Idvp

—c [ ) k() — k(@) car K(r(0)) =1d,.

Kﬁz(a) -

Donc, pour tout 6 > 0 et pour a > a, > %, on peut écrire :

MNa— ~)

ot 2|t y(0) - T

Al

4

<af s [u(k(r(a)) — ukrO))] | 1+ 517z

z€J1,2, ljzll<é 2€J1,2 . }fz]]<é

+ad (145870 [ (1 ) (@) + k() Dz

flzl|26
1 2y —a | F(Qﬁo - %
On a [|(k(7(2))|| = 1 pour tout z € Jy 2, (14 2]|2]2)"%dz <
lzlzs 2 | T'(a,)
et limg— 100 at (1+ %52)”(a«ae) = 0.

D’autre part, on peut écrire, puisque dimJ; o = d

&
1
/ (14 321 ~2dz = b / (14 282y~ p-1gs
Tz, llzli<s 2 5 2

avec b > 0 indépendant de o.

Pour § suffisamment petit on a : et <1+ %tz pour 0 < £ < 6 et par le
changement variable u = £¢? :

§ 52 2d-1
/ —§td-lgy = (/ e 1alu) — .
© o @z

4 1 | d d
/ 1+ §t2)‘“°‘td“1dt < 24“11“(-2»){1"“5

On en déduit :

Dongc, finalement

d
tim sup 2Z Kt (e) - -—(~@—lwv I <b sup [ulk(r(2)) — u(k(r ()] -

o +00 llzli<é
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_d
Donc par continuité de z — u(k(7(2))) en 0 et puisque P—(l—f!(—a—)z-)— ~ o~

[S11%

QL 4 OO

on en déduit limg_ o a% K¥,(a) = Idy, .

Donnons maintenant la démonstration du Lemme 1.5.1. On peut écrire

eaH(n _ lz —o g,
/Nme ( >dn..c/ (1+ 3 lel?)~2d

I 2

avec ¢ indépendant de a. Comme dim J; ; = d, on peut écrire
1 +00 1

/ (1 + _”zliz)_adz = b[ (1+ _t2)-atd~1dt
T2 2 0 2

avec b > 0 indépendant de «. Il est alors clair que pour a > % I'intégrale
f Nyio e2H(")dn est absolument convergente. Par le changement de variable

U = 'i"',"'l'r{g, on obtient
Tz
+oo 1
1 d d
/ (1+ =t?)" ¢4 1dt = 2%“1/ ua”%”l(l - u)%“ld,u = Zg‘“lﬂ(a - =,=)
o 2 o 22

_ I'(a—4)I(9)
['a)

ce qui termine la démonstration du Lemme [.5.1.

Corollaire 1.5.6.

Pour a suffisamment grand les opérateurs hermitiens K';(a), 1 <i<j <r
sont défini - positifs.

Démonstration

D’apres le Lemme (1.5.2.) il suffit d’établir le résultat pour K 2(c). Comme
dans Herm(V,) le cone des endomorphismes hermitiens défini - positifs est
ouvert, il découle immédiatement de la Proposition 1.5.5. (4i) que pour « assez
grand K ,(a) est défini - positif.

On fixe dans la suite un réel af de sorte que, pour a > af Ki'p(a) soit
défini-positif. On va chercher & exprimer pour a > af le scalaire p,a (e)Fua_-%
en fonction des < K} ;(a)v,, vy >, 1<i<j<r
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6) Une expressmn de : < [T/, [z {Kk* (@)}, vy > pour
i ELet a;;>ab ‘

Remarque préalable : en fait on utilisera uniquement les cas o1 ¢; ; € {—1,0,1}.

On identifie la signature s de la représentation p avec le poids restreint
s = 35 i.15 € Soit p€ {2,...,r}. Pour 1 <! < p—1 on note Ej, le

sous-espace de V,, engendré par les vecteurs de poids restreint de la forme

154
(*) s+ 5 Z hi(ep —&;) ou h; € N | les h; non tous nuls.

1=l

On note E’ le sous-espace de Eg p engendré par les vecteurs de poids restreint
de la forme (*) ‘et vérifiant : les h; pour [+ 1 <7 < p—1 ne sont pas tous nuls.
Soit w € W tel que w(1l) = et w(2) = p. On note g, = Adwg® et Gip le

sous groupe analytique de G associé a g;,. On note M NGy, le centralisateur
de Ajp = ANG,p dans G p et my, et a;, les algebres de Lie de M, et 4; ;.

D’autre part, on considere le sous-espace Vé*p de V,, engendré par les u(g)v,
ol g € Gyp. L'action de Gy, dans V;f’;” définit une représentation irréductible
notée (; , (voir [Se] (VII) 9 Proposition 3 (d)).

Lemme 1.6.1.

Pour tout g € Gip p(g) stabilise Ej .

Démonstration

En notant [i la représentation d’algebre de Lie associée a p, il suffit d’établir
que pour tout Y € gy p 1(Y') stabilise £/ . Il suffit de I'établir pour tout Y € ny
et Y €1, puisque g; , est engendrée (en tant qu’algébre) par n;, et .

Soit v € Eg,p un vecteur de poids restreint :

p=1

1 :
o=s+ §Zh“)(€p——si)

1=l

Si Y € n, @(Y)v est un vecteur de poids restreint o + (e, — €;). Donc
aY)v € Ep .

SiY €1, a(Y)v est un vecteur de poids restreint o — 1 (¢, — ¢;). Donc, si
Y £0 a(Y)we Ej ,- Il reste & traiter le cas r® = 0.
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Montrons que dans ce dernier cas i(Y)v = 0 en montrant que o — %(sp — &)
n’est pas un poids restreint de p.

Pour cela, considérons la base suivante de racines de (g, a):

1 .
(G-} 2<i<r.

Les racines appartenant a cette base étant positives, tout poids restreint de p
peut s’écrire sous la forme :

s+ = Zh £j-1) =S+ = { hz€1+Z(h L)e+ E —€541)}

5——2 j=i+1

avec h; eN

Mais pour que o — %(sp — 1) soit de la forme précédente il faudrait avoir :
hy—hiyy=1 et O=hy=---=h;. Dou hj <0

Soit t;, une sous-algebre abélienne maximale dans my,. Alors b,

=t @ay, (resp.hy, = t7,@a},) est une sous-algebre de Cartan de g,
o . o R « ’ .

(resp. deg;“’p). Toute racine de (g, , hj,) est a valeurs réelles sur a;, et it p.

On considere P, 'ensemble des poids non restreint de la représentation. On
note Vﬁf’p(a) le sous-espace des vecteurs de poids o € (h;,)” de p,. On

L, L . LD dee veetorire de moide
note V,;P(oy, ) (resp.V,P(0y, )) le sous-espace de V,* des vecteurs de poids
restreints a 1, U[tt,p(fesp- aapy U[a:,p)-

Ona:

(1.6.1.2.) vie = P Vi*(o)

OE’p[,p

lef Vé*p (o) sont deux a deux orthogonaux et si o,, désigne le poids de v, :
Vu’p(av“) = Cu,
Lemme 1.6.2.

Soit S un endomorphisme de Vj*’ commutant avec p(m) pour tout m € M p.
Alors on a :

(i) S stabilise chaque Vi*p(ati!’p)? o€ Py
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(i) Sv, =< Sv, , v, >v, mod(E,)

Démonstration

(1) Comme S commute avec u(m) pour tout m € M;, , S commute avec i(Y)
pour tout ¥ € ¢, donc S stabilise chaque V77 (o}, ) pour o € Py p.

(i1) D'apres (1.6.1.2.) on peut écrire :

Sv, =< Svy, v >+ Z (Sv,)7 o (Sv,) € Vi (o)
c€Pip
U?éﬂ'vu

D’apres le (i) de ce Lemme Sv, € V}» P(0v,4, } donc pout tout Yey p et tout
cEPp,ona ~

Ty, (YXSU,U»)G = U(Y)(Sv.u)a’ dOﬂC POUI” Tl 7‘4 G'v#m!p (SUI&) o=0 :
‘On en déduit :
Sio € Py vérifie 0y, , = 0y, ,eta # 0y, ona (Sv,)7 =

Si o € Pyp vérifie 0y, , # 04, il est clair que VP (o), ) c E; p. Comme
ViP(o) C ViP(0)a,,), on a établi le (i) du Lemme 1.6.2..

On note A; , la sous-algebre de End V,, engendrée par les u(g) ol g € Gip.
est clair qu'on a

(1.6.2.1) Ki(up)t® € Aip

Comme, d’apres (1.5.2.2.), {K}" (a; 1;,)}‘47z -» commute avec tout u(m)m € M on
dedmt 1mmedlatement du Lemme L.6. 2 ( i) :

(I.6.22.) {K[ (cup)}?ru, =< {K} (ag,?)}q“’v,,, vy > v, mod(Eyy,).
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Proposition 1.6.3.

(i) Pour 1 <1 <p-—1, soit (Si)ici<p—1 une famille d’endomorphismes de V,,
vérifiant pour tout i

1) S € Aip
2)Sivy =< Sivy, v, >v, mod(E;,).
Alors on a

p—1

H Siv, = H <Sivy, v, >v, mod(Ep).

i=1

p—-1

p—1
(@) [T (@ip)}ro, = TT < (KL (@ip)} P vu, v > vy mod(Eyyp).
1=l

1=l

Démonstration

(i) Raisonnons par récurrence sur [ : pour [ = p— 1 le résultat de la Proposition
1.6.3. n’est autre que (1.6.2.1.) appliqué 4 I = p — 1. D’aprés le Lemme 1.6.1, il
est clair que, puisque S5; € A; ,, 5; stabilise Eg,p. Alors, en faisant I'’hypothse
de récurrence au rang ! + 1, et en remarquant que Ej+q, C E{SP C Ejp, on
obtient (i).

(i) Immédiat d’apres le (i) précédent (1.6.2.1.) et (1.6.2.2).

Proposition 1.6.4.

St ; > af pourtouti,j 1<i<j<rona:

< HH{Ku (i)} vy, vp >= HH < {K (i)} v, v >

j=21i=1 j=21i=1

Démonstration

Pour 3 < p < 7, considérons le sous-espace V;fp U de V., engendré par les
1(g)v, ot g € G~V Les racines restreintes positives de (g1 , a,_1) sont

i(ej—e)pour1<i<j<p-—1. V;ﬁ_p =1 est donc engendré par les vecteurs
de poids restreints a a,_; de la forme :

1
s+ 5 Z hij(ej —ei) avec h;; €N

1<i<j<p-1
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Remarquons que pour tout v € E; , vecteur de poids restreint & a de la forme
v=23" v ona: v, > s, Onen déduit

(1.6.4.1.) Eip et V™Y sont orthogonaux.

Donc, d’apres la Proposition 1.6.3., on peut écrire pour 1 < i < p? oy p >
o, g p € Z et pour v EV(p -
(1.6.4.2.) |

~1

P p—1 ;
< H{Kﬁfp(ai,p)}q’*?vu,v > = H < {sz(ai,p)}q*'?vu U > <UL, U >

Orpour1 <i<j<p—1, comme k(n} € G- pour n € N, 3 { pl@ip)}oe

stabilise V(p 1)

Donc, en utihsant (1.6.4.2.) avec v = []° PR Hz—-] AKE (i)} % v, on
obtient (en rappelant que K/ (a ;) est hermitlen)

p Jj-1
< H H {KE (i)Y v,, vy >

=2 i=1
=1 7=1
=< H{ (i) Py, v >< H H{ (0 )} vy, vy >
=2 3=1

En appliquant cette derniere formule successivement de p = 7 & p = 3 on
obtient la formule de la Proposition 1.6.4.

8; + 8

Soit ¥ = sup {1+ (r—1)d~sr,aq— -~(i+j-3)£2l-——1}.

1<i<y<r

7) Une expression de p,.(e)v, pour a > o*

Lemme 1.7.1.

< pusle)vy , vy >= {Tals + @)} ; < puale)vy , vy >converge si et
seulement si a > (r — 1)% - 8

Démonstration
Par définition de pya(z) , = € Q (Proposition 1.2.1. (i) ) on a

(I.7.1.1) <y, Uy >':==]£; HT < ppa(T)vy, v, > A
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On peut écrire pour dn mesure de Haar de N convenablement normalisée :
/ T < pua(@)vy, vy > diz =/ e~ rene < pia(ane)v, , vy > dadn
Q AxN
D’apres (1.2.1.1.)
pu=(ane) = p*(a)u®(n)pu=(e)u®(n")u(a)
d’olt < pu=(ane)v, , vy >= {xstal(a)}’® < pp=(e)vy , vy >

puisque pe(n*)u*(a)v, = xs+ala) pour a€A et neEN

Avec la normalisation précédente de dn, on a :

/ e~ Tenelyg . o(a)yPdadn = / e T Agio(z)d* T =Tq(s + @)
AxN Q

(voir [F-K] Ch. VII 1) ).

On en déduit d’apres (1.7.1.1.) :

1=Tqo(s+a) < pu=(e)vy , vy >

Proposition 1.7.2.

Pour o > ot

Ta(s + a)pue(e)v,
T (ot sits) = (+5-9F-1)!
JI_IzzII<{K (Si*%-Sj)m(z'-{-j_g)%wl)}_.lvﬂ’vu>’l)ﬂ

Démonstration

Puisque @ > 1+ (r — 1)d — s,, d’aprés le Lemme 1.3.1. p,a(e)™! est
colinéaire a I g donc d’apres la Proposztmn 1.4.2. on peut écrire (comme

—-_-1+(7‘~—1) ):

2 1
(1.7.2.1.) pue(€) tv, = bu(a) H H K}, (a

j=ri=j-1

L d
~(3+3-—~3)~2~—-1)vp
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avec b,(a) > 0. Or d’aprés (I1.2.1.1.) pour tout k € K, on a puisque ke = e:
(1.7.2.2.) pue(e) commute avec u(k) pour tout k € K.
Il est alors clair qu’on a :

(1.7.2.3.) pue(e) commute avec K () pour tout 5 > § et tout i,j 1<i<
j<r.

On peut alors déduire de (1.7.2.1.) :

Pue (6)’0” H H{ a+

3 =2i=1
D'ou :
bula) < H;:Z ; g;; Ki(a+ ﬁ%ﬁ —(i+J5- 3‘)% ~ D} tou v, >
D’aprés la proposition 1.6.4. appliquée avec ¢; ; = —l et a;; = o+ 513;-'31 =

(i+7= 3)%— — 1, et d’aprés le Lemme 1.7.1. on peut déduire le résultat de la
Proposition 1.7.2.

On note i, V'entier de {0,...,7 — 1} associé a la signature de p de la fagon
suivante :
siles s; 1< 1¢<r nepassont tous égaux :

5‘@“ > 8’!“%—1 et Szp‘{“’l P o S’l"

sis; =---= s, onposei, =0.

Corollaire 1.7.3.

Pour a>at eti, >1
pu= (€) vy
Kt (o+2552 — (i+5—3)¢ —1)}7!

1 =
e e e [e]
I‘Q(s—%—a)g}:‘g K"“ a+m (+5i—3)2 -1} v, >

H ﬁ (a+m~(z+3 3) -1}

K“" Q+§:i:§;. (i+j-3)¢-1)}1v,v, >

v
y Y
=iy +1 =1
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en convenant que pour i, =1

IITI {KE(a+ 2552 — (i+j-3)2 — 1)} .

B - VM
s <{Kl(a+ 252 —(i+j-3)%-1)} " o, v, >
Démonstration

Montrons d’abord : (I.7.3.1.)sig € G;j et ¢ € Gypavec1 <i <j<r, 1<
t<p<ret{i,j}N{L,p} = ¢ alors g et ¢’ commutent.

Rappelons que g; ; = Ad wi,jg@) (notations du 1.6)) est engendrée en tant
qu’algebre par L(c; —c;) et par n; ; et W; ; notés par 'abréviation g=+ %(sj —&;).
Les égalités suivantes se vériefient immédiatement

- [L{ci+¢5), L{ce + ¢,)] =0

- [Llci+¢;), X] = +2(ee —ep)L(ci +¢;) =0si X € guy

3 (5£“5p)
~[8:1(e;—e0) 21 (e—e,)] = {0} car +1(gj —€i) + =3(e¢ — €p) N'est pas une

racine restreinte de (g,a).

Donc [gi,;, 8¢,p) = {0}, d’otr (1.7.3.1.). On en déduit :
sil<i<j<r,1<{<p<ret{ij}n{lp}=¢, alors K} (a;;) et
K} (czp) commutent (pour oy j > af et agp > af).

On en déduit:

173:2)
iy F-1 r iy
H H{K al] }- H H{Kﬂ Qi j }., H H{Kﬁj(ag,j)}—l...
j=2 i=1 j=2 =1 J=tu+1 i=1

H H {Kf(ai;)} pour a;; > ol .

J=iu+2 i=i,+1
On utilise maintenant :

Siiu<i<j§r,pourai,j>-g-

F(C{i i -(-i*)

1.7.3.3. K (o v, = —=1 27y
T e T
En effet i, <i<j <r s; =s,, donc p;; qui est irréductible, sphérique, de
signature (s, , s,) est équivalente  la représentation de G, ; : g — (Dét g) 7% .
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Comme pour tout n € N; ; Dét k(n) = 1, on en déduit
K (o) ve = / el MWdn, o,
£$j
d’on (1.7.3.2.) en utilisant le Lemme 1.5.1.
Onen déduit sii, <1< j<rT, pour a;; > %,

()
< {Kffj(ai;j)}mlvusﬂu >

p ="

La formule du Corollaire 1.7.3. se déduit alors immédiatement de la Proposition
1.7.2. en utilisant (1.7.3.2.).

Lemme 1.7.4.

Pour2<t<retv €V,

<HH{K (03 )} vy 0" >

3=2 i=1
t—1 7=1
—~HH<{ (00 )} vve >< [T TTEE (0 )} v ' >
j=t-a=1 §=2 i=1 :

avec oy j > a et q;; € Z, en convenant que :
t—1 j—1
H S i . =
H H{Ki,j(aisj)}q 2 =Idy, si t=2
§=21i=1 :

Démonstration
Pour tout p tel que t < p < r, en remarquant que
p—13-1 *
= (T Tkt (i) o v, 00
=2 =1 . :

on peut appliquer (I1.6.4.2.) avec le v précédent successivement dep =rap="t.
On obtient alors la formule du Lemme.
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8) Une expression de p,=(e)®,, a > o*, lorsque p est sphérique

Pour a > (r — 1), comme pya(e) commute avec p(k) pour tout k € K, on
peut écrire, y étant supposé sphérique et pour a > (r — 1)%

(1.8.0.1.) pua(e)ét,,:/Kﬂ(k)dkppa(e)v“

Puisque p est irréductible, [, pu(k)dk est le projecteur orthogonal de V, sur
C®,. Donc p,a(e)®, € CP,.

On note A,(a) la valeur propre de pye,a > (r — 1)
propre ®,,.

g , associée au vecteur

Lemme 1.8.1.

Pour a > ot

J=1 8i+s; - d
Do+ 225 —(i+5—3)%-1)
b ” ” 2 2
pla) = S+Cr o2 el F(Q‘Fﬁg—é‘i—(i%—j—-%gwl)

1
<Kfjla+ 252 =i+ =35 = D} 'ue v >

Démonstration

Remarquons que, pour § > %,, ettouti.j 1<i<yj<r

/ (k)dk K!,(8) = / eBEJH(n)/;z(i;(n)‘)dkdnu
K N K

i

:/ EBEJH(”}dnw / w(k)dk .
N JK

1.7

L . . rg-4 .
On en déduit, en utilisant wa eF g n, = ""EF{T;L}' (Lemme [.5.1.).

(I.8.1.1.) Pour 8 > o¥

| vy DB-9)
() [ ik, = =c=2 [ uiwra

() [ woar o = {REET T gar

On déduit alors de (I.8.1.1.) (i1), d’apres (1.8.0.1.) et d’aprés I'expression de
pue=(e)v, de la Proposition 1.7.2. la formule du Lemme.
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II - ETUDE DES MESURES dR,,
POUR 1 REPRESENTATION SPHERIQUE

On suppose que u est une représentation de G sphérique irréductible de
signature s = (s1,...,8,) € R"s;y > --- > s,. La représentation u est donc
homogeéne de degré 3s, ot s, = s1 + - +s,. On pose s/, = s, — sy, alors :
s, € 2N (on rappelle que s; — s, € 2N pour tout i <i <r).

On peut se ramener a l’étude du cas o dR, est porté parun O, 1<p<r
(voir [C]). D’aprés la Proposition 1.2.1. 'étude des dR,, se raméne & I'étude des
ph(v) (vE€O,)pour 1<p<r—1 (resp.p,(v) v€Q)pourp=r.

Définition I1.0.1

Une application f de G dans C est dite polynomiale homogeéne de degré s
lorsqu’il existe un polynome sur End J homogene de degré s prolongeant f.
Le C-espace vectoriel de dimention finie de ces applications polynomiales est
noté Py (G).

On note pour 8 € R

Pors(G) = {f : f(g) = (Détg)%"p(g) ou pe Ps(G)}

On consideére le sous-espace vectoriel ’PSS;’ (G) de P, (G) des applications
Sprelativement invariantes a droite i.e. vérifiant :

pour 15p< 1,50 € 5.0 € Gg €P(0)

q(gsp) = (Dét 5,)"q(g)

(resp. sip=r, g€ Pﬁi (G), g est K—invariante & droite).

‘1) Généralités sur 733#5” (G)pour t<p<r

On note 7 la représentation de G dans P, (G) de dimension finie, définie
par :
q€Ps,(G),g€G m(g)g=qoLg.
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ot L4 est la multiplication & gauche par g dans G. On vérifie immédiatement
que 7 stabilise P, S (G) pour 1 < p < r. On note encore 7 la restriction a

PP (G). Soit

(I1.1.0.1.) P(G) = €D Per(i)

i€E,

La décomposition de P& 7(G) en somme directe de sous G-—modules
irréductibles par 7. On note

.
o; = (0, - 0) ERT 1> >y

la signature de la restriction de 7 & chacun des sous-espace 'Pf: P (1), 1€ E,,
dont on note p; un vecteur de plus bas poids.

Lemme 11.1.1.

Soit q. est un vecteur conique pour w. Alors pour presque tout g € G
(relativement & la mesure de Haar de G) ot g = tps, avec t, € T, et s, € S,
on a

gc(g) = (Dét Sp)hp X(t;)qcadJ)

(pour p = r, peu importe la valeur de h, puisque S, = K donc Déts, = 1).

Démonstration

Comme t, € T, t; € AN si g = t,s, g.(g9) = (m(t5)gc)(spldy) et
qe(spldy) = ge(spIdy) = (Dét s, ) q.(Idy) car g, est Sp-relativement & droite.

Proposition 11.1.2..

Pour1<p<r

(i) pour tout i € E, p;(Id;) # 0. Dorénavant on normalise chaque p; par
Pi (Id J) = 1.

(ii) Si q. € Pﬁf’(G) est un vecteur eonique de ™ avec & = @, alors q. est
colinéaire a p;.

(z?) Chaque ’Pip(i) est de multiplicité 1. Dorénavant on note Pf;f (7) par
Psrl (o) et p; par pa, -
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(iv) La restriction de © & chaque Ff,f (ti)icE, est sphérique.

Démonstration

(i) et (ii) découlent immédiatement du Lemme IL.1.1. et de la continuité des
polynomes.

(111) Sipour i, j € E, avec i # j PSS:’ (1) et Pf:f’ (j) étaient équivalents, on
aurait o; = a; et donc d’apres le (%) précédent p; = p;.

(iv) 11 suffit d’établir que pour tout m € M on a 7(m)pa, = pa, (voir [Hel).

Posons, pour m € M, gn = 7(m)pa,. Pour tout @ € N on peut écrire
puisque m™!Nm C N

(M) gm = T(m)r(m ™ TAm)pa, = 7(M)pa.

D’autre part pour tout @ € A comme am = ma on a 7(a)g, = Xa,(a)gn. Donc
gm est un vecteur conique pour 7 de caractére X4, et d’aprés le (i) précédent
@m est colinéaire & pq, .

De pluson a:
gm(Id)) = Pa,(m™ 1) = pa,(Id;m™") = po, (1d))

car meS, et Détm™ =1

Proposition I1.1.3. |
Soit1 <p<r—1, pourtouti € E, ;= (air, ...,0;,) vérifie :
Qipt1 =+ =0 =pd ‘
Démonstration
Comme A" = exp(D,,;<;<, RL(c;)) C Sp on a pour o’ € A’
Pa;(Idya’) = (Déta’) " pq, (1d))
mais d’autre part

Pa (IC}'J a’> = (W(a,)pai)(ldj) = Xai(al)pai (Idu’>
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d’ott X4, (a’) = (Déta’)"», cequi se traduit, en posant

7 7 /
a'=Plcr+-+cp+apiicpr1 +- - +agcy)

r®ip+l i ! r\pd \ — — v . =
par a,.; -..0p = (ap41..-a)P° doll aipy1 ==y =pd

2) Une décomposition relativement aux Ps,sj’(ai) pour 1 < p < r de
certains endomorphismes hermitiens de V,,

Soit B € HermV), vérifiant pour 1 < p <7 — 1 et pour tout s, € Sp

(1.2.0.1) p(sp)Bu(sp)* = (Dét s,)"# B.

(I1.2.0.2.) Pour p =r, pour tout kK € K u(k)Bu(k)* =

Ainsi, d’aprés (1.2.1.2.) (resp.(1.2.1.1.)) ph(ep) vérifie (I1.2.0.1.) (resp.p,(e)
vérifie (I1.2.0.2.)). On suppose que B € HermV,, vérifie (11.2.0.1.) ou (I1.2.0.2.).
Considérons dans une base de V), la matrice de p(g)Bu(g)® g € G a
coefficients dans P;, (G). Il est facile de vérifier que ces coefficients sont
Sp—relativement invariants a droite. Soit 3;; € P, (G) I'élément générique
de la matrice de u(g)Bu(g)*. De la décomposition (I1.1.0.1.) de Pi"(G} on
obtient la décomposition suivante :
Bule) = Y 8%(9),  g€G.
i€k,

;f[' € Pff(ai) sont uniques. En notant (57;(g)) pour g € G la
matrice d’élément générique ﬁ"”( ), il est clair que si  est une matrice de

ou les

changement de base, Q~ (Ba’(g))Q est encore a coefficients dans 7’5‘ ().
On en déduit :

(11.2.0.4.) w(g)Bu(g) Z Ba, pour g€G
1€ E,

ou l'opérateur B, (g) a pour matrice dans une base quelconque des éléments
de Pf;f (a,}) 1€ E?.

D’apres (I1.2.0.3.) les Bq, (g) sont déterminés de fagon unique par la donnée de
n(g)Bu(g) g€ G. :

On appelle (I1.2.0.4.) la décomposition de B relativement aux 7335: (o),
i€E,.
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Proposition 11.2.1.

Si B € HermV,, vérifie (11.2.0.1.) ou (I1.2.0.2.), on a pour tout i € E, :
(i) Ba, € HermV,,.
(ii) pour g,9' € G Ba,(g'g) = 1(g9")Ba,(9)u(g')*.

Démonstration

(i) Comme (g)Bp(g)* € HermV,  Ba,(g9)" = Ba,(g) découle immédiatement
de l'unicité des By, (g) dans la décomposition (I1.2.0.4.).

(1) De (I1.2.0.4.) on déduit

u(g'9)Bulg'e) = 3 u(e")Bai(9)ule)"
i€E,

Il est clair que pour ¢’ fixé la matrice dans une base quelconque de

1(g")Ba, (g)u(g")* est encore & coefficients dans Pf: (a;).11 est clair que dans
cette méme base la matrice de By, (g'g) (resp. la matrice de pu(g'g)Bu(g’g)*)

est a coefficients dans P, (G) (pour ¢’ fixé) (resp. dans Pff (G)). Done, d’aprés
(I1.1.0.1.),

Ba,(9'9) = #(9')Ba, (9)1(g')"

3) Une condition nécessaire pour l'existence des Ph #0avec 1 <p<
ro—1

Lemme 11.3.1.

Si B € Herm*™V,,B # 0 et B vérifie (IL.2.0.1.), il existe i, € E, tel que
g —< p(g)Bp(g)* vy, v, > soit un vecteur de plus bas poids la représentation
S, . .
7 de PsP (o, ), et on a a;, = 2s ot s est la signature de .

Démonstration

Remarquons d’abord que < p(9)Bu(g)*vy,v, > n’est pas identiquement
nulle sur G. En effet, dans le cas contraire, on aurait puisque p(g)Bu(g)* €
Herm™V,, Bu(g)*v, = 0 pour tout g € G. Mais alors, on aurait B = 0 car p
étant irréductible, V), est engendré par les u(g*)v,. Posons

B(g) =< u(g)Bu(g) vy, vy > =< Bu(g) vy, u(g) v >
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Donc g € PSS: (G), puisque B vérifie (I1.2.0.1.), et il est immédiat que :

Vte AN (n(t)B)(g) = B(t*g) = Xas(t)B(9)

o1 Xag est le caractére de AN défini au (1.3.0.1.). Donc d’apres la Proposition
I1.1.2. (ii), (B est un vecteur de plus bas poids de ’Pf,f (2s).

Proposition 11.3.2.

s = (Sp,...,8;) €tant la signature de p, on a :

d

Sp—i—l:"'zsr:p'é

Démonstration
C’est immédiat d’apres le Lemme I1.3.1. et la Proposition 11.1.3.

Pour chaque i € Ep, posons

(pai :/ ﬂ(k)paldk‘
K

ou d k est la mesure de Haar normalisée du compact K. D’apres la Proposition
I1.1.2. (iv) on a @g, # 0. Puisque ’Pf: (o) est le G— module engendré par pq,,

pour tout g% € Pf:(ai) S m(k)B*dk est colinéaire avec ¢a,. Si g € G
est tel que @q,(g;) # 0, on peut donc écrire pour tout g € G :

(I1.3.2.1) /K 8% (k1) d k = (%igi) /K ﬂa"(k—lgi)dk>gpai(g)

De (I1.3.2.1.) on déduit d’aprés (I1.2.0.3.) et (I1.2.0.4.) le résultat de cette
Proposition.

Lemme 11.3.3.

Si B € HermV,, et B vérifie (I1.2.0.1.) on a pour tout g € G

[ n o) Butk o) ak = 3= —

B i kulg‘i dk (19: \g) -
Z o) B a8k o)
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Lemme I1.3.4.
(i) g — (Dét g) "4, (g) est Sp—invariant d droite.

(i) Pour dv, mesure semi-invariante de G/S, convenablement normalisée on
a pour toul o

/G/ e trgS"}e”{(I}ét -)h”‘Pm}(QSp)dyp(QSp)
/ SP ‘ ;

: (8 58] @y
— I‘(p) I, R P
ou I“p ) est la fonction gamma du céne Q®) de rang p

S
_1d T
I‘g’}(ml,...,m?)z(k)p@ g ” ?(mj“(J“l)'z'); (my,...,mp) €CP.
j=1

Démonstration
(i) Comme @q, € Pg,sf (G)la vérification est immédiate.

[ 'n) Comme pour tout k € K Détk =1, dy, est K—invariante a gauche,
et on peut alors écrire en utilisant la K —invariance de la trace dans J (par le
changement de vanable 9Sp — kgSp, pour tout k € K) :

/ ewtrgspep{Dét<-)“"?soai}(gSp)dvp(QSp)
G/S,

::/G/S e"grgSPEP{Dét(.)‘thai}(gSp)dvp(gSp)

qui est encore égal d’aprés la Proposition 1.1.3. (vi) a:
/ e” TP py, (apnp)dapdny
A x N,

En posant a, = exp{3_7_, loga;L(c;)} avec a; € R** on a

Do, (apny) = Ha’—’a” ;
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D’autre part, d’aprés la Proposition 1.1.3. (1), en utilisant :

T Jj=1
trane = Zaj (1+ Z 1Yi;|1?) ou Yijen;
j=1 i=1
(voir [K-S] Lemme 7 ou [F-K]) on obtient :

/ e~ rarnetrp (apnp)dapdny
Apx N,y

P +00 a s
: _%g ioyé day
xcvll/ ea’ajz & }2‘*"’2‘..,
j=17e %

=il gy, / e~ IYisll® gy,
H [l ZJ H n 1,7

1<i<j<p 1<i<p pt1<jigr gt

1
; 2Yijpour Y ; € ny ).
Par dY;; on désigne la mesure de Lebesque de n;; qui est de dimension d
et ||Yi;]> = —B(Y;;,0Y; ;) ot B est la forme de Killing de g. On obtient
alors (ii) en choisissant convenablement la constante c,,.

olt ¢, € R** (par le changement de variable : Y ; — a.

Proposition 11.3.5.
Si B € HermV,, et B vérifie (11.2.0.1.) on a :
(i) g+ Dét(g)»u(g)Bu(g)* est S,—invariant a droite.

(41) / e 95 {Dét(.) "F u(.)Bu(.)* }(9S,)dr(gS,)
G/S,

678 az,
- }:rg’>(~§l et / Ba, (k™ 1g;)dk

’ieEp az(gl) .

Démonstration
(i) Vérification immédiate
(ii) Par le changement de variable ¢gS; — k~'¢S, pour tout k € K, on peut

écrire :

/ e~ tr95pes {Dét(*)“h”’u(-}Bﬂ(-)* }(9Sp)d"’p(9‘gp) =
G/S,
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_ / e-tw%%{z}ét(.)'h»] (k1) Bu(k~1)*dk} (95,)dvp(9S,).
G/s, K |

Le résultat de (i) provient alors des Lemmes I1.3.3. et 11.3.4. (%i).

Si la mesure dR,, est porté par un O, pour 1 < p < r — 1, on a d’aprés
(I.20.2.) poury =e

s /O €™ ot (0)dvp(v)

“p

Donc d’apres la Proposition 1.1.3. (vii) on a
dy, :f e%r‘gs”e”Pg(gspep)d"’p(.‘?sp)
G/S,

D’apres (1.2.1.2.)

Ph(9Spep) = {Dét() ™" ul-)ph (ep)n()" }(9Sp)

Comme pf(ep) € HermV), et que d’apries (1.2.1.2.) ph(ep) vérifie (I1.2.0.1.), on

 a d’aprés 13 Proposition I1.3.5. (i), en posant cxﬁp} = (@1, Qip)
1P gal)
I1.3.5.1. Idy, = --———2-—-’——/p“ ep)a: (k7 1g:)dk
L( ) g Z ailgi) Jk plepla (K™ 01)

1€Ep

(On rappelle que d'apres (I1.2.0.4.) : u(g)ph(ep)(9)” = Yick, Ph(ep)ai(9)
pour tout g € G).

; Lemme 11.3.6.

KSz’ pouri € Ey q; € Pi”(czi) 9 — [y ailgk™ g:)dk est un polynome de
’Psﬁ(ai).

Démonstration

Comme Pf;f’ (o) est engendré par-les {7(g)pa, }gec il suffit d’établir le
Lemmell.3.6. pour ces derniers éléments. Il est alors clair qu’il suffit d’établir
que

gr— /K Pa; (k™ g:)dk
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est un vecteur de plus bas poids de ’P';i (o).

Or, il est facile de vérifier que cet élément, est un vecteur conique de 'PSKH (a;) ;
il est non nul car

/K Pe (Idy k™10)dk = e, (g:) # 0.

D’apres la Proposition I1.1.2.(i1), on en déduit le résultat annoncé .
Remarquons qu’il découle immédiatement de la Proposition I1.2.1.(%)
appliquée & pf(e;) que pour tout i € Ej

/ ot (ep)a gk~ g2)dk = u(g) / o (ep)as (K2 £2)ds(g)"
K K

Donc d’apres (11.3.5.1.) on peut écrire :

PQ (P))
(I136.1)  p(g)ldy, p(g)" = Y —22-t
ZEEp @a‘(gl

/ Pl (ep)a., (95~ g:)dk

pour tout g € G. Mais d’aprés le Lemme I1.3.6. il est clair que (I11.3.6.1.) n’est
autre que la décomposition (I1.2.0.4.) de Idy, relativement aux {PSKM (i) }ier,

w(g)1dy, u(g)" = > Tdv,_ (9) 9€G

i€E,

On en déduit d’apres la Proposition 11.1.3. le résultat suivant.

Proposition I1.3.7.

SidR, est porté par O, 1 < p < r—1, alors dans la décomposition (11.2.0.4.)
de dR,, relativement aux {PSK“ (i) bick,

w(g)Idv, u(g) ZIqua (99 g9€G,
’leEr

les a; qui figurent effectivement (c’est-a-dire tels que Idy,  # 0) satisfont la
condition (A1) : Qips1 = = o, = pd.
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4) Une autre formulation de la décomposition (11.2.0.4.) de Idy,
relativement aux {PX (o)},

On note Py (J) l'espace vectoriel de dimension finie des polynomes sur J
homogenes de degré s,,. On a (théoréme de Schmid)

Py = @ Pm()
lml=s

onm=(my,...,m) EN", {m|=my+---+m, et m; >--- >m, . On note
pour B € R

Pe+5(Q) = {f : f(z) = (détz)Pp(z), z€Q, pePs(])}.

Remarquons qu'on peut identifier un ploynome sur J avec sa restriction a £,
puisque €2 est ouvert dans J. On peut écrire :

(I1.4.0.1.) P ()= P Pm(Q)

Imi=s,

Si on note 7 la représentation de G dans Py ((2) définie par : 7(g)q = gog~, g €
Py, (), les Pm(f) sont les sous-espaces engendrés par {7(9)Am}gec. La
restriction de 7a chaque Pm(f2) est irréductible et sphérique . de signature
2m ; Am est un vecteur de plus bas poids. Considérons dans une base de V,
la matrice de u(P(z)), = € Q. Il est clair. puisque P est homogene de degré
2, que les coefficients de la matrice de u(P(x)) sont éléments de P; (€2). De
la décomposition (I1.4.0.1.) on déduit, par la méme démarche qu'au I1.2), la
décomposition de p(P(z)) relativement aux Pm(£2)

(11.4.0.2)  zeQ u(P) = Zﬁ&l (z) ot Idp, #0.
<)

Les f(vi?n (z) sont-déterminés de fagon unique par la donnée de u(P(z)). On
note ¢ le morphisme naturel de P, () dans P£ (G) définie par :

w(g)(g9) =qlge) q€Ps,(Q), g€C.
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Lemme 11.4.1.

(i) @ est injectif

(ii) poT =moyp

(i) o(Am) = pam 0 pom est le vecteur de plus bas poids de PSK“ (2m)
normalisé par pom(Id;) =1

(iv) L’application ¢ induit un isomorphisme de Pm(Q) sur PSI‘; (2m), avec

8
|m =% .
Démonstration

(i)Size N ¢(q(P(z2)) = q(z). Donc ¢(g) = 0 entraine ¢ = 0

(i1) Vérification immédiate

(iii) D’aprés le (ii) précédent, on établit immédiatement que si t € AN
7 (t) pam = X2m(t) pam ce qui suffit & établir (i17) d’apres la Proposition I1.1.2.
(1v) Pm (resp. PSKu(Qm)) est engendré par les {7(g)Am}gec (resp. par les
{m(g)pam}gecc). Le (iv) provient alors des (411) et (ii) précédents.

Si on note g, ,(z) et ¢i(z) (pouri € E) les éléments génériques des

matrices (dans une base quelconque de V) de p(P(z)) et f&i/;n (z) de (11.4.0.2),
ona:

(I1.4.1.1) Guu(z) =) gy (z)
‘ €E

Comme ¢(qy)(g9) g € G. est I'élément générique de la matrice de p(P(ge)) =
w(g) u(g)*, on déduit de (I1.4.1.1.) via ¢ grace au Lemme I1.4.1. (1v) que la
décomposition (I1.2.0.4) de Idy, relativement aux {‘F’f‘;(az}},e £ est de la
forme
ulg)ldv, p(g)" =Y 1y, (9) . ¢g€G
€ E '

avec Iquim, = 0 si et seulement si Iﬁéml = 0. La condition (A;) du
Théoreme I1.3.7 peut donc se reécrire ainsi : dans la décomposition u(P(z)) =
dicE Id};ni (z), les m; tels que Id};nl # 0 vérifient la condition

d
(Az) mi,p+1:~~:mwzp~2~ pour 1 <p<r—1
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Proposition 11.4.2.

(i) Idm,(z) € HermV,, pour tout x € Q et tout i € E.
(#) &y, (92) = p(9)ldm, (2)u(9)" Vi€ B, g€ G, z € Q.

Démonstration

(i) féfn (z) = {Idm (z)}" découle immédiatement de u(P(z)) = u(P(z))* et
de I'unicité des Idm (z) dans la décomposition (11.4.0.2.)

(11) Comme p(P(gz)) = u(g)u(P(z))u(g)* pour g € G on a d’apres (11.4.0.2.) :
u(P(gz)) = 3~ p(9)lden, (@)u(g)"

i€E

Or, il clair qué‘ pour g € G fixé, la matrice de chaque u(g)ffvi?n (x)ulg)*

dans une base de V), est encore & coefﬁcxents dans Pm,(Q). On en déduit la
formule de (i) d’apres I'unicité des Idm (9z) dans la décomposition (11.4.0.2.)
en gz :

~ p
#(P(gz)) = > p(9)ldm, (g7)
icE

5) Une condition nécessaire et suffisante de I’existence des pj # 0
pour 1<p<r-—1

Pour chaque m = (mq,...,m,) € N" avec m; > --- > m, on note ¢m le
polynome sphérique :
dm = / m(k)Amdk
K
ol dk est la mesure de Haar de K normalisée. Pour 3 € R on note ®m.g =

dm(dét(.))?. Pour tout ¢ € Pm.s(Q) on a immédiatement, d’apres [F-K]
Proposition X1.3.1.

(I15.01) / F(k)q dk = qle)®mis
K
Si,pour 1 <p<r—1, pj#0 alors d’apres la Proposition I1.3.7. :
(I1.5.0.2.) u(P(z)) = Zfam (), z€Q
k icE

ou les m; vérifient la condition (As).
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Lemme 11.5.1.

(i) ((dét .)“p“‘%@mi)(m) est un polynome sur J pour tout i € E.
(i) Avec dv, mesure semi-invariante de O, convenablement normalisée on
a pour tout i € E

[ e )i em,  o)duy(o) = 1 (miP).

v

Démonstration
9 (@877 0m}(2) = O pg (o)t pour 1€ B o= s )
avec m;i = > My pr1 = =My = p%.

(i) Comme pour tout k € K Détk = 1,dv est K—invariante & gauche, et
on peut alors écrire en utilisant la K—invariance de la trace dans J (par le
changement de variable : v — kv )

/ e” Tv{(dét .)—p%@mi}(?f}d"’(v) :/O e trv‘ﬁmrp% (v)dv(v)

qui est encore égal d’apres la Proposition 1.1.3. (vi) & :

//; . e"tmf’”f’e”ﬁxm —pd o (apnpe,)(Dét ay) " daydn,,.
X

En posant
P
ap = exp { Zlog a;L(c;)} avec a;>0
=1

on apourn € N,

Mla.

Om,—p apnpep =

:j"ﬁ

P
e ‘%Am _pa (ep) et (Dét a, ) H
j=1 j=1

D’autre part,
&mi'-p% (ep) = ﬁmgm,()-é— Ami-p% (P(CI 4 Cp -+ 5(Cp+l 4o C,-)}@)

= Amimp% (e) = 1 3
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compte tenu que m,; vérifie m;; > -+ > Mip 2 Myipr1 = o0 = My = p‘%‘
Alors, comme pour la derniere formule de la démonstration de I1.3.5.(4i) , on
obtient :

—trapngep M4 h
/ e” P A, —pe (apnpep)(Dét ay) "7 daydny
Apx N, :

P “+oc )
s Mg —{F—1 zda-
:CVH/ e a:,aj ii—(i-1)% 7
j=17e %

: L ARG 11 :
X l ! ! l / e ¥l dy; ;.
<ig i< 1<i< Rij

1si<ysp P*i"i;jgr :

On obtient alors (i) par un choix convenable de c,,.

Proposition I1.5.2.

(i) {(dét )P %I:ij;ni} (z) a dans toute base de V), une matrice 4 coefficients se
prolongeant en polynomes sur J

(i) Soit f Op — HermV,,
oo P - R et
VY h T ;mi’;)-} ((det B 3 Idmi) (v)

On.a.:
1) fOp e” Y fp(v)dr(v) =Idy,.

2) Jo, eV fp(v)dv(v) = w(Ply™)). y€Q
ot dv est normalisée comme au (1) du Lemme IL.5.1.

Démonstration
(i) Les coefficients de ((dét )PE fc:l’;ni) (z) appartiennent a ’Pmi»pg (J)

pour tout ¢ € E avec m; — p% € N puisque m; vérifie la condition (As).
(1i) Comme dv,, est K —invariante, aisni que la trace dans J on peut écrire :

/ e” TV, (v)dv(v) = /op e~ trv /K folk™ ) dk di/{v).

Op

Il est clair d’apres (H.S.O.I,) que l'on a :

| Tin, (k7 )k = @, (0){n, (0
K
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pour tout z € J et tout i € E.
Done, d’apres le Lemme I1.5.1. (ii)

/ e trv f fo(k™ L) dkdy(v) = Zm;;i(e)
On K i€E
On en déduit le 1) de ce (i) d’apres (11.4.0.2) en z = e.
Pour y € Q, on déduit de la Proposition I1.4.2.(ii)

Idp, (P(y/%) ") = u(PyY?) Tdpm, (v)u(PEY?) .

D’apres la Proposition I.1.3 (vii), comme (Dét P‘(yl/z)‘l)hp = (dét y1/2) Pl et
que Dét (P(y!/2)~1v) = (dét y/2)~2détv (voir [F-K| Proposition II1.4.2 (7)),
on obtient grace au 1) de ce (i) par le changement de variable v — P(y/?)~ 1y
dans fop e~ Wi £, (v)dv(v) le résultat du 2) de ce (ii). Par injectivité de la
transformée de Laplace, on en déduit que pour tout v € O, ph(v) = fp(v).
Proposition 11.5.3.

La mesure dR,, (du I 2)) a son support inclus dans un O, 1 <p <r—1
s1 et seulement si :
1) Dans la décompostion de p(P(z)) (z € Q) relativement auz {Pm,()},c5
on a:

(As) Mip+1 =+ =My, =p; pour tout ie E.
1 o ov—pd M 4vs
2) ——  ((dét )7P2 Idy | (e,) € Herm™V,
;I (m”)
i€E i
Démonstration

Nécessité de 1) et 2) : le 1) provient de (I1.5.0.2) et 2) du fait que dR,(v) €
Herm™V,, pour tout v € O, puisque p4(v) = f,(v).

Suffisance de 1) et 2) : Si v € O, il existe g € G tel que v = ge,, donc d’apres
la Propostion I1.4.2. (7i) on a

Fol) = (Dét 9)~ 573 u(g) fy(ep)uale)”

ce qui établit que 2) entraine la semi-défini-positivité de f,(v). Enfin le 2) de
la Proposition I1.5.2. (i) établit que dR,, est porté par Op.
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6) Une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de p, # 0

‘Considérons & nouveau la décomposition (I1.4.0.2.) de pu(P(z)) (z € Q)
relativement aux Pm ().

u(P(z)) =) ldm,(z)  Tdm, #0
i€E
D’apres (11.4.0.1.) on a m; — s, € N” pour tout i € E. En notant m; =

(mi1,...,mir,), on a pour tout i € E

(11.60.1.) mi,?‘ > s'r‘

Remarquons que, d’apreés le Lemme 1.7.1., si p, # 0 alors s, > (r — 1)% )
Proposition I1.6.1.
Si s> (r—1)4 | ~

(i) mir > (r— 1} pour touti € E

‘ (ii) / ~tryz Z Tl Idm (z)dv(z) = u(Py™")) pour y € Q.

Démonstration

(i) C’est immédiat d’aprés (II 6.0.1.)

(i). Comme m; . > (r — 1)4, on peut écrire pour g € Pm,(J) et tout i € E,
d’apres [F-K| Lemme XI.Z?)

(I1611) . / e~ % g(2)du(z) = To(my)q(y™")
Q
La formule de (i) découle alors facilement du fait que :

WP =Y Tm, (7"

icE

- D’autre part, par injectivité de la transformée de Laplace, on déduit de la
Propostion I1.6.1. (i)

(I16.12) z€Q . p#.(x)zzr = )Idmi(m)
i€E my
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Proposition I1.6.2.

(i) Il existe une mesure dR, 4 valeurs dans Herm(V,, portée par Q0 si et
seulement si sp > (r — 1)521— et dans ce cas :

Pu(e) Z T (mz) Idm‘(e)

(ii) lorsque s, > (r — 1)%, Qu est défini positif si et seulement si p,(e) €
Herm™V,,.

Démonstration

(i) Cela se déduit immédiatement de (I1.6.0.2.) de la Proposition IL6.1. (ii) et
de (I1.6.1.3.)

(ii) on remarque que, d’aprés (1.2.1.1.) p,(z) = u(P(z/?))pu(e)u(P(z'/?))*
puisque P(z!/?)e = z.

7) Analyticité de a — p,a(e) pour a € R.

Considérons la décomposition (I1.4.0.2.) de u(P(z)), z € {2, relativement
aux Pm(Q).

p(P()) =" Idm,(z) Idm, #0
icE

Pourae R
p*(P(z)) = (dét z)*u(P(z))

Donc p*(P(x)) = 3 (dét()*Idfy,)(z), z€Q on dét®()idpy, #0
i€eE )

est la décomposition (I1.4.0.2.) de p®*(P(z)), relativement aux Pmo(92). D’on,
d’apres (I1.6.1.3.), pour s, +a > (r — 1)%

(11701) . Pue {6) = Z m Iﬂéﬁnt (6)
icE ’
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Proposition 11.7.1.

L’agﬁplimtim a + pya(e) se prolonge en une application analytique sur R.

Démonstration

- Cela se déduit immeédiatement de (IL.7.0.1.) puisque z — P—(lg}- est analytique
sur R. ‘

8) Quelques propriétés simples des f&“mi (e) 1€ E

Proposition I1.8.1.
. C e e 5 ~ B ~ {1
(i) Pouri# j, i,j € E, 'Fr(ldmiﬁe)Idmj:(~e)) =0
(i) pouri € E Trldm (e) = T%(Id;;h (e))?
(u1) Si }: A Idm € Herm™*V, , X € C, alors tous les \; sont nuls.

zéE
m,; #8

Démonstration

D’apres la Proposition I1.4.2,, comme P(z'/2)e =z pourz € Q,ona:

Iﬁ’;m (z) = u(P(zl/z))ﬁi‘;ni (e)u(P(z'/?))

d’oln

Tridpy (z) = Tr {Idmy (e)u(P(="/?))}
= Tr {fdl, ()Tt (2)} + Tr,cs {ldpm, (e)ldmy, ()} .

Or il est clair que Tr {Idm (e)Idm (x)} € Pm, (Q) On en déduit le (i) et le
(ii) de la proposition en prenant r = e.

(i%i) En considérant la decomposxtion de u(P(z)) z € Q relativement aux
Pm,(Q) icE,onadapres (IL5.0.1.)

/K (P(kz))dk = Z Z{dm (e)®m,(€)®m,(z), zT€Q -
icE

D’aprés le Lemme I1.3.1. avec B = Idy, et le Lemme I1.4.1, I'application
z —< p(P(z))v,, v, > est proportionnel & Ag(z) pour z € Q) (remarquons
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quepour g € G < pu(P(ge)) vy, vy > = < p(g)u(g) vy, vy >). Donc & —<

S u(P(kx))v, ,, v, > dk est colinéaire & ®g(x). On déduit alors de (IL.8.1.1.)

que sim; # s alors < I?i?n (€)vy, v, >=0.Doncsi > X f&‘;L (e), X €C,
i Zs

était semi défini positif, on aurait ¥ A; }{‘(vipmt (e)uy = 0. D’apres la Proposition

11.4.2., puisque ke = e pour tout k € K, Idfm(e) commute avec (k)
pour tout k € K. Comme V, est irréductible, les (u(k)v,)rekx engendrent

V.. On aurait donc \; Idg () = 0. Or d’aprés (i) la famille des
p m;

icE
i, =8

{f&‘;ni (e)} i€ E, est libre, d’ott le (iii).

9) Traitement d’un exemple

Soit p est la représentation canonique de G dans JC définie par : u(g) = g.

Proposition I1.9.1.

La représentation p est irréductible, sphérique, de signature (2,0,...,0).

Démonstration
Les résultats suivants sont tres classiques : (voir [F-K])

SimeN 7icy =ci, Plajey +--- +arc)er = a ey pour (ay,...,a,) € R", si
m € M mc; = ¢;. Cela montre que ¢; est un vecteur de plus bas poids de u.

Soit J' le sous espace de J engendré par les gc;, ¢ € G.

Pour tout : <1 <i<r ¢ € Keci, et pour tout z de J de valeurs propres
Aty .., Ar € R, il existe k; € K tel que z = kz(Acp +-- -+ Ap¢,). Donc z € J'
et J = J’ ce qui établit que u est irréductible.

Lemme I1.9.2.
(i) (Ce)* est p(K)-irréductible

(i) Un endomorphisme hermitien B commute avec u(k) pour tout k € K si et
seulement si :

Be=¢1(B)e ¢1(B)€R
Bi(Ce)J- = (,OQ(B) Id{Ce)-L @2(3) eR
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Démonstration
(i) voir [F.K] exercice 2, p.77.

(ii) Puisque B commute avec p(k) pour tout k € Ke, vecteur sphérique de
est vecteur propre de B; B étant hermitien B stabilise donc (Ce)*. Alors par
le Lemme de Schur Bjc,). est scalaire.

~ De (I1.8.1.1.) on déduit puisque s, = 2

| Plka)de = Wi, (6)8m, (&) + i, () Bm ()

pour z € Q, ot my = (2,0,...,0) et my = (1,1,0,.::,0)

On pose pour £ € J u(z) = [, P(kz)dk, et o1(z) = @1(u(2)), v2(z) =
wa(u(z)) o p1(u(z)) et pa(u(x)) sont définis au Lemme précédent I1.9.2..
11 est clair que ¢1(z), wa(z) € Pa(J).

Proposition 11.9.3.

Soitxz € J, et soit x = a1cq + -+ + ar¢r, ai,...,ar € R sa décomposition
~ spectrale. ‘

(i) ¢i(z) = ;tra?

(i)  p2(z) = 727 {Tr P(z) - pr(2)}

(i) TrP(z)=3; ,a+... +dY, jaay;tre? =300 af.

Démonstration

() :
u(z)e = / kz?dk = (trf kzzdk> £ = Ztrale
K K T T

(ii) Cela provient immédiatement de ce que Tru(z) = Tr P(z) et dim(Ce)* =}
n=1.
(111) Formules classiques (voir [F-K]).

Le polynome en z trz? étant K-invariant, il existe une constante A € R,
telle que

(11.9.3.1.) trz? = \®dm, (:z:)+ (r=XA)®m,(z)

ol my =(2,0,...,0) et my =(1,1,0,...,0).



Chapitre 11 56

Lemme 11.9.4.
Soit z = ajcy + - +arc, € J. Alors dm, () = ;(;%-1—7 Dicj i
(voir [F-K]| Proposition XI1.5.2).

On en déduit que Tr P(z) = tr :}:2+dr—-(-7—.-—;—-}—-)~¢m2 (z) et donc d’apres 11.9.3.1.

Tt P(z) = Mom, (@) + (r = A+ A=), ().

Rappelons que d’apres la Proposition 11.4.2., puisque ke = e pour tout
ke K, I‘:i‘;nl (e) et f{iﬁnz (e) commutent avec u(k) pour tout & € K. On peut
donc appliquer le Lemme I1.9.2. (%) & f&ifm (e) et ﬁ‘;nz (e). D’apres (I1.8.1.1.)
et la Proposition I1.9.3. on peut écrire en utilisant (I1.9.3.1.) ¢ (féfnl (e)) = 2,

@g(ﬂi’;nl (e)) =25 (1 - %)z\ Donc, d’aprés la Proposition I1.8.1. (ii), on a :

A2 2
r=2p 2 (1—-£> A2

r? n-—1 T

D’aprés 'expression de tr z? dans le (iii) de la Proposition I1.8.1. il est clair

R 1+ r-g )
que dans (I1.9.3.1.) A # 0. D’'ou A = T et on obtient :

=
~ 1"}'7’é ~ 4 ~ dl-r
Idy,. (e)) = 2 po(Id = . o(Id = — ,
eillim, ) = 777 ealldin, (0) = 1+ alidin, (@) = 515
~ d 1
@2(Idm2 (e)) == .
21+4¢

Théoréeme I11.9.5.

(1) pour a > (r —1)%

B (27m) "7V (o — )
CT@+a)l(l+a-9(a—d)...[(a~(r-1)%)

P1(pua(e))

(QW)—T(T-l)% a .
F2+a)l(l+a-4I(a—d)...I(a-(r—1)%)

p2(pu=(€)) =

(i) pour p € {2,...,7 — 1}, ce qui suppose T > 3, dR pg est portée par O, et
"
on a
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) (2m)PP-Di(a - pd)

Ep JEy = -

PP T T2t a1 +a-9T(a—d).. Na- (p-1)g) "
e pourz € (Cep)t NJP

%

Opg

pﬁpg'(e Vo = WRRRC..) eSO
PP T2+ al(l+a-9(e-d)...T(a-(p—1)¢

).'L'

avec la convention T(a—d)...T(a—(p—1)%) =1sip=2.
zd :
o pourz € JPLpLT (e )z =0

(i1i) Le noyau Q= est défini positif si et seulement st :

ae{da...,(r—l)g} ou ang

Démonstration

(i) Remarquons que, pour tout a € R, I?i;;l (e) = Iﬁéi‘;ll, (e) pour tout i € E.

Donc d’aprées I1.6.1. (ii) on a

1
24 a,0,...,0)

1 ~ 1

~ p
Idm, (e) + lo(l+a.l+o.a,....q)

- p#"‘ (6) = FQ(

On en déduit le ().

(ii) Remarquons que, pour tout « € R,

.

(dét.)™= Iha‘;ni (z) = f&‘;m (z) pourtout 1€ E et z€J
Donc, d’apres la Proposition I1.5.3.

1

5 1 o
i = d C0)

Cam ((s1+a)®)

~ 4
) 1dm (¢p)

ou s;=1(20,....0) et sy=(1,1,0.....0).

D’apres la Proposition 11.4.2. (i), on a pour tout i € E et tout = € Q
ﬂig}i(P(:I:)e) = P(z) I?i;int (e)P(z). D'ou, par continuité lorsque z € ) tend
Vers e, on a I’Ei;;i(ep) = P(ep)fc“i!;né (e)P(ep). Puisque P(e,) est la projection
orthogonale de J sur J), on vérifie que :

~ b 1+ p
P(ep) Idm; (S)P(Ep} ep == Tﬁ €p

2
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~ dl—-p
P(ep) Idm,(e)P(ep) ep = 1% E €p
Pour z € JP N (Ce,)*
Ple,) Td". (e)Pey)r = —— 2
D ™My P - 1 +%
~ d 1
P(ep) Id,,,(e)P(ep)z = 315 z z

On en déduit (7).

(iii) C’est une conséquence immédiate des Propositions 11.5.3., I1.6.1., du (i)
et du (4i) précédents.
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111 - ETUDE DE LA POSITIVITE DU NOYAU REPRODUISANT Q,
LORSQUE 4 EST SPHERIQUE ET J DE RANG 2

On sait (voir [F-K] Corollaire IV.15. ) que les algebres de Jordan euclidiennes
simples de rang 2 sont isomorphes a l'algébre de Jorda,n suivante : RY ou
v = 2 + d, munie du produit défini par

=Ty oonn) e R y= () ERY
i ;f‘ | :
zy=z=(21,---,2%) Zzzzl’iyi z=n1y+ziyn 25i1<v.

Dans la suite, on note J = R” et G = (StrR¥), . L’eiement neutre est

(10 D) ] (2’2’0” O)etCZ’“((2> 3 10))
forment unCSOPIdeJ Onapourx-—(:cl, IL’L,)EJ(VOII‘{ - }p.31)

(111.0.0.1.) tre =2z, , détzr= ccl Zx
: 12
(111.0.0.2.) sio détz£0 z7'= ! (1, —z —I,)
= Jetg Bl TTz s Ty
(III.0.0.S.) LNq(z)=trzey =x1+22 5 trzca =21 — 23 .

Soit p est représentation irréductible et sphérique de G de signature
(51, 82) € N? 51 > s5. A équivalence prés, u est défini par :
my = 3581

V,=Pm(J) ot m=(m;,my) €N

[T ST I

82

et pour tout g € G, ¢ € Pm(J) wu(g)g = gog*. On prend pour prodmt scalaire
<2y, le produit scalaire de Fischer noté < .

Un vecteur de plus bas poids de p ayant pour norme 1 est :

vy = AT ou Amlz)=2L4(z)™ ™ (détz)™* pour z € J
[Amll



Chapitre III 60

1) Calcul de la valeur propre A (a) de p,=(e) associée au vecteur
sphérique ¢, pour a > %.

On peut écrire \,(a) =< pue®,,®, >, et comme [ p(k)dk est un
projecteur orthogonal, on en déduit :

(I11.1.0.1.) Au(@) = |@,)17F < pua(e)v,, @, >

Par définition de p,« on peut écrire pour y € Q2
< (déty ™) *Amo P(y~Y), &, >= / e~V < pa(z)v,, B, > d*x
Q

ou d*r = (dét x)”l‘%dx, dz étant la restriction de la mesure de Lebesgue
de J a ). Soit" f définie sur et admettant une transformée de Laplace,
notée L(f)(y) = [oe®¥ f(z)dz (y € Q). On a alors par injectivité de la
transformée de Laplace :

IAmll Au(a) = £7H((déty™)* < Amo P(y™'), @ > )(e).
Comme @, = &m, on a d’aprés [F-K] Proposition X1.3.3. (ii) :
<AmoP(y™!), &y >=[PmllAmo P(y~)(e) = | Pmll Am(y~?).

Soit y = (y1,...,Y,) € J et convenons de noter A(y) = dét(y). On vérifie
facilement que

Aly™)*Am(y™2) = Ag(2)™ T A(y) T2

ol z = (Zi‘;z v, =2y192; ..., =21 y,,). D’aprés (I11.0.0.3) Ai(z) =
Sy 1 y? — 2y1yo. D’apres (I11.0.0.1) et (IT1.0.0.3) on peut écrire :

Sy —2up1ye = trytryes — Aly).

i=1
Soit ¢1 2 le polynome homogene sur J de degré 2(my — my) défini par :

ey — 1Mo

Q12(y) = (try tryco — Ay))

On a done

(I11.1.0.2) Aula) = mﬁ(qmﬁ&“?m‘”ﬂ(e)
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Dans ce qui suit on peut se placer & nouveau dans le cadre général de ’algebre
de Jordan J simple euclidienne de rang r et dimension n.

A un polynome p sur J on associe 'opérateur différentiel noté p(9) défini par :
p(8)e®¥) = p(y)e¥).

Dans une base orthonormée de J, si (z;)1 <1 <n constitue un systéme de
coordonnées de z € J si N, est le degré de p et que : ‘

plx)= Y agz’
IBI<Np
ol ' .
B=(i,...,0:) EN",| B|= ) Bi,ap €Ra’ = af* .. .afr
1=1
on a:

Lemme II1.1.1.

Soit p un polynome sur J de degré N, et f une application de classe CNr
sur louvert €} telle que

1) Pour tout y € Q, pour tout 3 € N" tel que | B |< Np. et pour tout
polynome q sur J on ait :

sup

< 00
z el

e (LY s

2) Pour tout B € N™ tel que | B |< Np, (%)5]” tend vers 0 en tout point de
la frontiére OSY de §1. Alors pour tout y € ) on a :

(IT1.1.1.1.). | / ) fé)dz:p(y) / e~ (@) f(z)dé
L§ : Q

C’est un résultat classique.
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Soit p un polynome sur J de degré N, et ¢ € R tel que ¢ > Np. Par
récurrence sur § € N", il est clair que pour | 3 |< N, on a pour = € Q

(%ﬂ%) = 45() 2! (z)

ol gg est un polynome sur J.

Comme A(z) =0siz € 89, il est clair que A¥ vérifie les hypotheses 1) et 2)
du lemme III.1.1. Alors, en utilisant pour ¢ > (r — 1)% I'égalité

/ e~ EWAP~F(2)dz = Ta(p)A™%(y)  pour tout y € Q
Q
(voir [F-K] Proposition VIL.1.2.), on en déduit que pour ¢ > N, + 2

(IT1.1.12) La(@)p(y)A™*(y) = /Q =V p(9) AP~ (z)de

pour tout y € €.
Revenons maintenant au cas r = 2. D’apres (II1.1.1.2.), on déduit de (111.1.0.2.)
quepoura>1+%~sz

_ €12 Zmr{-a—-l—%
(I11.1.1.3) Malo) = gt By 02(0)0 (e)

avec ¢1 9 = ||®m| [|Am] L

Lemme I11.1.2.

(II1.1.2.1.) Pour ¢ € R

my—mo—1

d
= q12(0)A%(e) = H (p—p)(p— 5~ M +me—p) sl myFmy
=0

- q1200)0%(e) =1 si m; =my

Démonstration

! / e~ A=?(2)d*z. Donc d’apres une
Fa(-¢) Jo

propriété classique de la transformée de Laplace

1
Ca(~¢)

Pour ¢ < —% on a A¥(y) =

q12(0) A% (e) = Le“tr”q1,2(~x)A’¢(m)d*x .
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Rappelons que g; o est de degré pair 2(m; —my). D’autre part, on peut écrire :

f e %) 5(~2) AT (2)d"z = / o™ (1% (g 3 A7) (anj pe)dazdny 2
o) Azxf\ﬁ,z

ot A = A, = {a = exp(loga;L(c1) + logasL(cz))a1, a2 € R**} on
da = %%—2 et dnj o est une mesure de Haar sur N = Nj» convenablement
normalisée. On rappelle que Ny 2 = {7(2); z € 12} etdnio =c1dz ¢ > ool
dz est la mesure de Lebesgue de J; 2. Pour a = exp (logai L(c;)+logaz L(c2)) }
et n12 = 7(z) on déduit de (1.5.4.1.) que tr(anjqe) = ai1(1 + 3|2]|?) + ao.
D’autre part, tr((anj se)cz) = (e | n12ac2) = a3 et A(an] ,e) = ajay ; ainsi en
rappelant que q;2(y) = (trytryco — A(y))™ ™™ poury € Qon a

: . 1 -
QI,Z(anl,Ze): (‘2““3“241422 +a§)ml e

D’ou

/ e " o(x) AT (z)d*z =
Q

o | e-mmm=darlel’ (g, 1 Lo, |2y -magp vayerm-ma S0 202
(R*+)2x s 2 2 a; ap

. . Y ‘% .
par le changement de variable : z — (%f) 22, 2 € Jy 2, cette derniére expression
vaut encore :

/ ‘ em o2+ e _ g (g, + Lagle|B)™ ™ .
(R=+)2xJy 2 2

e d - Zdai da
4+ —Mmy+ 1 Glg

...[};15& 2{12@ ! 2 2"““""‘*‘"de
ay az

1 1

d 2
— e & —az(1+ 31102 (1 4 Lpppzymimme
el (—¢ 2)/&%)2%; (14 Sl=0%)

X ,azw (m=ma)+3 892 1.
az

qui est encore égal par le changement de variable a; — ao(1+ 3|z[|%)~! &

d - - - d
al(-¢ - —27) e~02qy AT

Re=tx J}L’z

(L ey H

%)i{:}’?.dz
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d d
=c1l(~¢ — 5)?(—“90 +2my —2mo + “i) A

B e
Ji2 2

On rappelle qu’on a vu au (1.5.5.2.) ue/ 1+ = Hzn )~ 6dz-—}~ s - d)
PP q q 5 - I‘(ﬁ)
I(-¢—9) _4 i
1 >4 C —~ "% (o) (= : our ¢ < —4
orsque 8 > 5. Comme To(=7) (2m (—¢)~ ", on a pour ¢ :

[(—p+my —my) T(—p+ £ +2m; — 2m,)

71,2(0)A%(e) = ¢ I'(=y) (—p+ g“- +my — m2)

Tc ;
ouonaposéc = -zl- (277)“%. Remarquons que si my = mg, alors g 2(9)A¥(e) =

A¥(e) = 1, d’ou 'on déduit que ¢/ = 1. En utilisant l'identité, valable pour
s<OetmeN

(- +m mm——l '
S ey [[6-p s m21

=1 si m=20

on en déduit 1'égalité (I11.1.2.1.) pour ¢ €]—o00, —2[. Mais il est clair que chaque
membre de I'égalité (II1.1.2.1.) est analytique en . Alors, par prolongement
analytique, on en déduit (II[.1.2.1.) pour tout ¢ € R.

m—1
Onposepour feRetmeN (B = [] (B+p) si m>1let(B)o=1
p=0
Proposition I11.1.3.
Pour a > g- — Sy 0N a:
C’f,2 (82 ta- d)%(sxusz)

(II1.1.3.1.) A(a) =

(2m)g¢ T(si+a)l(2F2 +a—9)
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Démonstration

Etablissons d'abord I'égalité pour a > 1 + % — 87. En utilisant le Lemme
IT1.1.2., on déduit de (II1.1.1.3.) le résultat annoncé en remarquant que si
my # ma,

(s + —--‘3)“1”“%2“1 ta-1-2 ) oTmi+meta-H
kk(sl a 2 H (31 o — *z—p)w— (ml"r‘l??,z o -é-

p=0
et ‘
mi—mo—1
[l Gi+ta-1-d-mi+ma—p)=(s2+0a—d)m,m,
p=0 : s s s
Puisque o — p,= est analytique pour o > %——32 (Proposition 1.7.1.), il en est
de méme pour & — Ay (o) =< pua(e)®,, @, >. Or il est clair que le second
membre de (I11.1.3.1.) est aussi analytique en « pour a > Q — 8. Alors, par
prolongement analytique, on déduit (II1.1.3.1.) pour tout a > — — $9 .

2) D’autres valeurs propres de p,=(e)

Soit 7 et 1) deux représentations irréductibles de G dans V; et V- On
considere la représentation 7 ® ¢ de G dans V; @ V. On munit V; ® V,, du
produit scalaire noté << ., . >> défini par

<< Wy ®w1 woy ®w2 >> =< Wy, Wy >n< w},w2 >
ol wy,wp € Vy , wi,wh € Vy, et on a pour tout g € G
<< ﬁ@@){g)v vV >>=<<, 73‘@’{,)( o' >>

pour tout v,v’ € Vx @ V.

Si la signature s = (81, s2) de u est telle que s; = s, p est alors équivalente &
la représentation scalaire de G : g — (Dét g)37°1. Ce cas est traité dans [R-V]
ou [F-K]. On suppose donc : s; > s5. On prend = irréductible, sphérique, de
signature (s; — 2, s2) (on rappelle que s; — s € 2N). On prend 1, irréductible,
sphérique, de signature (2,0). La restriction de 7 ® 1 au sous-espace vectoriel
de V, ®V,, engendré par les {1 ®@v(g)v. ®v,}gec est irréductible. Il est facile de
vérifier qu’elle est sphérique de signature (s, $3) ; donc elle est équivalente a p.
On peut donc prendre cette représentation pour p. Le vecteur Vy = Ux @ Uy est
un vecteur de plus bas poids . Quant au prodmt scalaire, on prend la, restriction
aV,de<<.,.>>

Pour S endomorphlsme et A valeur propre de § on note Vg()x) le sous~espace
propre associé a A.
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Lemme 111.2.1.

Soit o > -‘é — 52 et soit A une valeur propre de KT ,(c), telle que Vir ,(a)(A) €
{Cur}*. Alors X est aussi valeur propre de K{'5(a) et Vgu (o)(A) € {Cu,u}+.

Démonstration

Puisque KT ,(a) € Herm (Vz), on a A € R . Soit vo € Vkr,(a)(A) tel que
< g, Ur >v,# 0. Comme &, est un vecteur fixe de (k) pour tout k € K, on
peut écrire :

/ e 2 B2l @ 4(k(ny 5))dng 200 ® &y = {KT,(a)vo} ® By = Avg ® Oy .
Nia2

D’autre part,si g € G alors g* € G, donc puisque 7®(g*) stabilise V,, , 7®(g)
stabilise Vj. On en déduit que [ Nioa e@e2H(ni2)mr @ 4)(k(ny 2))dn; 2 stabilise
(outre V,) Vlf. Donc, en notant pry la projection orthogonale de Vx> ® Vy, sur
Vi, ona:

K{'y(a) pry, (vo ® y) = Apry, (vo ® Py).
Remarquons que << v ®@ @y, v, >>=< 19, vx >v, < Py, vy >y, # 0. Donc
pry, (vo ® ®y) & {Cuy}+ ce qui établit le Lemme.

Lemme I11.2.2.

Soit S1,S € Herm V, tel que

1) Sy et Sy commutent

2) S1vy = Sou,
et soit A une valeur propre de S telle que Vs, (\) ¢ {Cuv}*. Alors X est aussi
valeur propre de Sy et Vs, (A\) ¢ {Cu,}+.

Démonstration

Il existe une base de V,; formée de vecteurs propres communs & Sy et Ss.
Nécessairement un des éléments de cette base, notons le vg, vecteur propre de
Sy associé a A vérifie : < vg, vy >y, # 0 et donc vy est vecteur propre de Ss.
Notons f la valeur propre associée. On peut écrire :

A< Wg,y Ur >y, =< 5100, Ux Dy, =< Ug, S1Ur >V,

=< Vg, SQUW >Vﬂ-z< SZ,UG‘7 Un >V-,,: !B < Vp, Up >Vﬂ- (
D'ou g = A
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Lemme II1.2.3. ;
Soit A est une valeur propre de pro. Alors V, . (e (A\) ¢ {Cv,}t.
Démonstration

Supposons le contraire. D’apres (1.7.2.2) V), . () (}) est stable par 7(k) pour
tout k € K. Il en est de méme du sous-espace {V,_. () (A)}*. On aurait pour
tout k € K: , ‘ ‘
' T(k)vr € {Vp,ate) ()\)}"L.

Mais V. étant engendré par les {n(k)vs}rek, on aurait donc {V,_. () (A)}+ =
Ve, dot Ve (V) = {0},

Proposition 111.2.4.

Aule)

m est une

Soit a > 1+4+d— sy et A une valeur propre de pra+1(e). Alors A
valeur propre de p,=(e).

Démonstration

- Drapres (1.7.2.3.), (1.7.2.1.) et le Lemme II1.2.3, on peut appliquer le Lemme
11.22. 3 81 = presi(e)”! et 8y = br{o+ DK] (0 + 222 — 1). On peut
ensuite appliquer le Lemme I11.2.1. et on obtient que A~} est valeur propre de
br(a+1)KY 5 (o + 2522 — 1). D’aprés (1.7.2.3.) et (1.7.2.1.) on peut appliquer
le Lemme 1I1.2.2. pour p & S = by (a)KY (o + 2522 — 1) et Sy = puale)™t.
b#(a)
be(a+1)
D’autre part, d’apres (1.7.2.2.) et (1.7.2.1.) on peut écrire

~ On en déduit finalement que A~ est valeur propre de p,a (€)™ 1.

pun(€) 1@, = fK (K)o (€) ~ Mo,k = by(e) /K () KE, (R)dku,

i u(a)/ easzH(ni,ﬁ)dan/ ,u,(k)'v“dk ,
Niza ‘ K e

d’ou ; s
(@)t =belat1) o oelte2magy, ,
& Nig ‘
d’ot1 encore

)\.,,{a)“‘l =b(a+1) k]q e e“ezﬂ(nl'z)dn},z
1,2
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be(a+1)  Au(a)
bua)  Ar(a+1)

donc . On en déduit le résultat cherché.

Proposition II1.2.5.

so+a—d

81 + o — 1
est une valeur propre de p,=(e), oth c > o est une constante indépendante de a.

Soit o > -‘2% — 89 et soit A une valeur propre de pra+1(€). Alors cA

Démonstration

D’apres la Proposition II1.1.3., on peut écrire pour a > % — 82

M) sota-—d

Ar(a+1) ¢ si1+a—1

7

c

ol ¢ = 'C“?l}"z‘ Alors, d’apres la Proposition I11.2.4. on obtient le résultat de la
1,2

Proposition I11.2.5. pour a > 1+ d — s5.

Pour o > g— — 82, notons z1,...,Z¢ les coefficients des matrices de p,a(€) et
pre+1 dans des bases quelconques de V), et V. Notons x e (X) et Xpa+1(X) les
polynomes caractéristiques unitaires de p,=(e) et pra+i(e). On a :

XﬂQ(X),XwG‘Fl(.X) & Z [371, - ,:Eg] {X]
On peut écrire xpa+1(X) = H (X — NP ot Spec pra+i(e) est

A€ Specp atie)
I'ensemble des valeurs propres de pra+1(e) et hy Pordre de multiplicité de

—d
A € Specpra+i(e). Si on pose V(X) = H (X _ cfg_’_f:g____)\>
s1+a—1
AESpecp, a+1le)
—d
il est facile de vérifier que V(X) € Z{xl, . ,xe,cf%gm_ﬂ [X] Ecrivons la
81 e

division enclidienne de {x e« (X)}4™ V" par V(X) :
{Xue (X)}H™ V" = Q(X)V(X) + Ra(X)

ol R, (X) est le reste de la division. Comme V(X) est unitaire,

Sg“f‘()fmd
RQ(X) & Z[Z’l,...,ize,Cm} [X]
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Puisque a — pye(€) et a — pra+1(e) sont analytiques pour o > g— — 85 ainsi

—d
que o+ C::z iz T (rappelons que s; — 1 > s3), les coefficients de R, (X)
X _

sont analytiques en a pour a > % — 85. Or, une conséquence de la proposition
(I11.2.5.) pour & > 1+ d — s est que R,(X) = 0. Donc, par prolongement
analytique, on a : R4(X) = 0 pour a > -‘25 — 83, i.e si A est valeur propre de

prati(e) ¢ %)\ est racine de x,«(X) ; d’olt découle la Proposition I11.2.5.

3) Une condition nécessaire et suffisante pour que (),~ soit défini-
positif

Proposition III.3.1.

Soit o > g— ~——‘52 :
e Si py=(e) € Herm™(V,) alors s, +a > d.
e Si p,a(e) est défini-positif alors s; +a > d.

Démonstration

-D’apres la Proposition 1I1.2.5., en remarquant que s; +a — 1 > 0, il suffit
- d’établir que p,=+1(e) a au moins une valeur propre strictement positive. Or
_cela provient du fait que < pre+1(€)v; . vy >y > 0, puisque d’apres le Lemme
1.7.1 on a < pra+1(€)vy, vz >v.=Talsr +a+1)"! o s, = (51 — 2: s5) et
Ta(sr+a+1)7' > 0.

Proposition 111.3.2.

Si sy +a > d alors pya(e) € Herm™V,.

Démonstration

Ce résultat sera démontré dans la partie IV 3) pour r quelconque. Dans le cas
r = 2 on peut en donner une preuve formellement plus simple mais qui exploite
la méme idée.

Lemme 111.3.3.

(i) Sisy > sg, les (my), & résultant de la décomposition de p(P(z))zeq
obtenue en (I1.4.0.2.) ne peuvent pas vérifier la condition (A;) (avecp =1).

i) Si sy > sg, pour tout « € R dR,a me peut pas étre portée par Oy.
; i
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Démonstration

(i) Dans le cas contraire

4- 52
;L’g'”sz (P(x)) Zidm (z) z€Q
icE

étant la decomposmon de p(P(z)) relatwement aux Pm,, on aurait pour
tout i € E Mio = 2, d'ot m;; = S, $-0p ~ 2 puisque Pm, C Ps |
uz 782

!i_52

Dol m; = s+ g — s5, C'est-a-dire encore pf~%2(P(z)) = Ids+d _s,(z). D’ou
p(P(z)) = ﬁig(x) et Idg = Idy,. On aurait donc, d’aprés I1.6.1.2, pour

o > %—-—52 puele) = -ﬂ—z—(—é—;-(l—)IdV“.Doncpour%-52 < o < d-— sy,

pu=(€) serait défini-positif, ce qui est contradictoire avec la Proposition II1.3.1.

(i)  C’est immédiat d’apres le (i) précédent et la Propositon 11.5.3. 1).

On en déduit

Théoréme 111.3.4.

Pour s; > s3, Qe est défini positif si et seulement si o > d — so.
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IV - ETUDE DE LA POSITIVITE
DU NOYAU REPRODUISANT Q= ,a € R

On suppose  irréductible, sphérique, de signature s = (s1y.--,87) €t i, >1
(voir notations du 1.7.).

1) Relations entre les représentations sphériques de G(P) et les
représentations sphériques de (Str J®)), pour 2<p<r

‘On note i
E®, A0 N®, Nii N® J\T"(p) L
les sous-groupes de (Str J(P)), correspondant & K, A, Nij, Wi,j,N N et M
pour p =r et k@, ale), ﬁg?,%i?, ﬁ(p}:v:'(p),ﬁx(p) leurs algeébres de Lie respectives
dans §® = Lie (Str J®).

On note encore

K® = KnG® ; AP = ANGP) = {expL(alcl-F' +4apcp); a1,...,0p € R},

N® = NnGP = exp @ ni;; MP = M N GP. On note enfin
1i<jsp ‘

@, a®  n®) m  leur algebres de Lie respectives.

Lemme IV.1.1.

(i) Soit res : GP) s (Str J(T’))O‘ ;g = guw» Uapplication de
restriction. Alors res est un épimorphisme.

(ii) L’épimorphisme res induit un momhisme de KP dans K®),

(iii) Le morphisme de a,dans a'P) défini par :
L(e;) — L(ci) g

p:o(u}r 1 < ¢ < p est un isomorphisme ; res induit un isomorphisme de A, sur
AP,
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(iv) L’épimorphisme res induit un isomorphisme de N; ; sur Nf;;), de N, ; sur
=(p) =(p)

N, ;, de N® sur N® et de ﬁ(p) sur N; ; pour1 <i<j<p.

(v) En notant d)\(ﬁg?)une mesure de Haar de Nf’;), d\(resn; ;) est une mesure
de Haar de N; ; pour1 <i < j <p.

(vi) L’épimorphisme res induit un morphisme de M®) dans M®.

Démonstration

SiY € g®, alors exp(Y; g») = (exp Y)E 7 donc pour (1) il suffit d’établir
que :
g{p) iy é(p)

Y — Y0

est un épimorphisme d’algebre. Or g{P) est engendrée (en tant qu’algebre) par
les L(z),z € J® (Lemme 1.1.4. (i) ).

(i) Remarquons que pour tout ¢ € G®) on a ge; = ¢, pour tout £ tel que
p+1<e<T. (En effet on vérifie facilement que pour z € J®  L(z)c, = 0 si
ce & JP)),

Donc si k € K on a ke, = e, puisque ke = e, dou ki ;i € {g €
(Str J®)),; ge, = ep} e ke € K®

(iii)) Les L(c;) 1 < ¢ < p (resp.les L(¢;)) forment une base de a,
(resp. dea(®)).

(iv) Comme l'exponentielle réalise un bijection de n® sur N de 4 sur
N®) de n;j, sur N; ;, de n(p) sur N(p) pour 1 < ¢ < j < p(resp.de 77

=(p) ~(p) =(p) ( =(p) :
sur N ,den  sur N ,def;; sur N”, de m; ; sur N, ) et puisque n(®)

= J<igi<p M (Tesp. P = 1<ici<p Fi) s n(P) = lfii}jﬁp ﬁgf})(resp. 7
= cicicp)i 57 il suffit d’établir que pour
1<Z<?,<p nzjk—-—--)n(i) o nzg*’"‘“‘*ﬁgi}
B B Y — Y0 Y — Y e

sont des isomporphismes. Or n; j = {1 L(2)+[L(z),L(c)]; z € J; ; }, et de méme
39 = {1L(2) g0 +1L() o0 L] = (3 L) +LEL LN o 2 € i)
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et, de maniére symétrique i;; = { — 3 L(2) + [L(2),L(c)}; 2 € J; ; } et
a®) _ (=3 L(z)+[L(2), L(g)}); s 2 € Ji 3} (voir [F-K] Proposition VI.3.3.ii).

.7
De plus dim n; ; = dim ﬁ,gf'}) = dim f;; = dim %IZ) = d ce qui démontre le

résultat annoncé.
(v) Cela provient immédiatement de (iv).

(vi) Comme M P = Zpm(ay) et M® = Zmp}(é(p)) le résultat provient
immeédiatement de (i) et ().

Soit 7, une représentation de G®) irréductible, sphérique, de signature
Sr.(p) de la forme (2n4,...,2np) ot ny,...,n, € N. Soit 7, la représentation

naturelle de (Str J®)), dans Pis, a (J®)) irréductible, sphérique, de signature
aGLP

Sr_(n- 11 est clair que 7 o res est une représentation de GP) irréductibole,
sphérique, de signature Sr(p) d’apres le Lemme IV.1.1 . La représentation
7 o res est donc équivalente & T, c’est-a-dire qu'il existe un isomorphisme
U de P%S”G(p) (J®) dans V; tel que Tge = ¥ o (m, ores)(g) o ¥~ . Donc,

Talp)

pour tout g € Ker(res) on a mge (9) = Idy, i Donc 74 passe au quotient
i el

par Ker(res) en fournissant une représentation de (StrJ®)_dans Vi, notée

, clp
encore Tp, telle que

(#) . Mg = TpOres

pour tout g € GP),
Dorénavant, m, désigne la représentation de ( StrJ (p))o dans V. _ . vérifiant
(*). En fait on ne considére m5 que dans les deux cas suivants :

e la représentation induite par u de G'P) dans le G'?)— module irréductible
VP de signature s, = (s1,...5,)

e la représentation pz;';’j pour 1 < i< j <7 de G?® dans V‘j*j définie par :
i (9) = p(wi gw{j) pour tout g€ G?  oi wy; € W est tel que :

wm»(l) =1 et w@,j(Q) Ij

Il est facile de vérifier que ;4;93- est irréductible, sphérique, de signature
Si,; = (si, s;). Dans ce dernier cas 7, est notée par 7; ;.
Pour g € (Str J®),, on note g = k(g) expH(g) ol k(g) € K®, H(g) € a®

=(p
eti(g) € N ladécomposition d’Iwasawa de g. Pour n € N; ; (1 <i < j < p),
on a ~

(IV.1.2.1) 1) k (R}J(P)) =k (n)um
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2) H (nu(p)) =H (n);,ﬂp)
3) A(nye) =71(n) e
On note (&; P),<;<, la base duale de (L(ci)ugp)).

Lemme IV.1.2..

Pour2<p<r etl>S<t>r
(i) et H(n) = € )H(ngdy(p)), n € Ny
(ii) Kiy(o) = KJG (@), a> %

(iii) KF;(a) = "“*J(a) a>4

Démonstration

(i) Immédiat d’aprés (IV.1.2.1.2)

Iy (p) (p) -
(i) K5 (a) = /ﬁ(p) e HA. (k(n{p))) d’ni{?
ol d A (R} (e }) est une mesure de Haar de N} V) normalisée comme au L5. Par le

changement de variable 7 t) = Ngt OTes vaiable d’apres le Lemme IV.1.1.(w),

on a en utilisant (IV.1.2.1.) K%,(a) = K %(a) pour a > -2~.

(74i) Méme démonstration que pour le (i7), mais en remplagant 75 par p; ;
et en prenant p = 2, en remarquant que

Kff](a) - /\( EQEQH(RI 23”1 ](A(nm))dm:
1.2

d’apres (1.5.2.1).

2) Calcul de la valeur propre \,(a) de p,.(e) associée au vecteur
sphérique ®,, pour a > (r — 1)% — s,

D’aprés le Lemme 1.8.1. appliqué aux représentations m; ; (1<i<j<r)
de (Str J®), (donc pour r = 2) on a pour a > o™

(IV.2.0.1.)
N %E.‘;‘if;‘_ 1)
1 I'(a +ii:°1:-—.-—1)
Am,j (a) = 1

Pom (s +0) < {KTy(a+ 252 1)} Tvn,,, vn,, >v,
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D’apres le lemme 1.8.1. et en utilisant le Lemme IV.1.2. (4ii), on en déduit,
pour a > sup 1<icj<r{0#; o™i + (i +j — 3)%}

1

. d | d
IT II Tow (Si,j ta—(i+j- 3)5)%,-,;- (a —(i+j- 3)5)
J 1

Proposition 1V.2.1.

Pour a > (r — l)g- — &

Cx . . d .;1
- T2 i1t d
: . i1 j L
i [g (83'-%-0:-—(3———1)(1)%(83__2_55) I—‘g I_Il (”‘t"z“_i *}‘Cﬂ‘“('l"{“j —~1)§) T
J= =3 1=

ot ¢y est indépendant de a.

Démonstration

L’égalité (IV,Q.LL) s'obtient pour o suffisamment grand & partir de
(IV.2.0.2.), en utilisant le calcul de A, (o) de la Proposition II1.1.3. avec les
données 7; ; & la place de i, s;,; = (s;; s;) & la place de s = (s1; s2).

Il faut utiliser aussi les simplifications suivantes :

Taw (s +a— (i +35-3)%)
@m)i0(s; +a—(i+j-3))D(35% +a— (i+j—3) - &

d ~1
:{(sj+af-(i+jm2)-—) }
. ? 3(si—s;)

etsifeR, meN,m € Naveem' > m

(ﬁ)m,
(B)m

=(B+mM)m—m
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Pour o > (r—1)4—s,, puisque & — p,= (e) est analytique (Proposition I1.7.1.)
et que A\, () est égal & < pua(e)®,, @, > car ||®,]| =1 alors o — A (@) est
analytique.

D’autre part, il est clair que dans l'ouvert |(r — 1) — s, , +00[ le deuxiéme
membre de (IV.2.1.1.) est analytique en a. Alors, par prolongement analytique
on déduit (IV.2.1.1.) pour tout a > (r — 1)%— — Sr.

3) Une condition suffisante pour que pua(e), @ > (r — 1)¢ — s, soit
défini - positif
Lemme IV.3.1.

(i) Pour o > at, posons
®si i, <r—2

. = ﬁ F(a+3r”(i#+j_2)g"1)“_

" i Do+ s, — (25— 3)% -1)

I1 {P(a+ s;—(j—1)d - 1)}_}}:‘”&“%

1<5<r

e 51, =7—1

I.= ][] {F(Q‘*}“Sj‘“(j"l)d"'l)}WIFM"“‘E

1<5<r
Alors on a :

ip+1

(IV.3.1.1.) Do v =[] H H H K (o + Bi;)vp

j=r i= 2“3 i t=j—1

ou
S; + 85

Bij = 5

o d
——(1,+]-3)-i)—-1
(ii) Pour a > a*
1p+1 1 i+8s . .
H H H ﬁ I‘(a+~s-§-‘-~(z+g~2)g—~1)q}
i ; . . d #H

e
J=rod=iy, j=, d=g— lr(a+528 “(Z+}.—3)§*1)
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Démonstration

(i) D’apres la Proposition 1.4.2.

H {r(a +s;—(j—1)d- 1)}“1%““% vy

15

= H 13 a+i3} 14)0- -0 Kﬁj(a+ﬁl,j)vu

D'aprés(l??»l)pouri<j vl < gy < et iy <8< 8
K} (a—Bij) et K (a—Bey) commutent

On peut donc écrire, si 1, <7 —2:

H 13a+,5’3 15) 00 Ki ;(a+B1;)

Tu+2
H 1jletBiorg) oo Kipgrj (o Birag) -

ip+lo 1

AT IT & tila+Biy)

J=rodmiy j=i, tmg—1

D’autre part, pour o > (r — 1)% I’y commute avec u(k) pour tout k € K. En
effet, on peut vérifier directement que

p(B)Tap(k™1) = /g;e“t”ﬂa(P(kx))d*xx Le“trk-;xpa(f’(k))d*:ﬂ =T

On en déduit, pour tout i,j 1 <i<j<r Kﬁj(a + Bi,;) commute avec
Fuawz&. On peut donc écrire :

(IV.3.1.2.) 1T r(a—g»sj (jml)dwl)l‘;l_%v#

1<5<r

(T aesso)” 0T e mon s

J=2 i=1y j=iyi=j—1 J=lpts i
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Or, d’apres le (1.7.3.3), on peut écrire

+8;—H!
1, 11 tneesan ™= T {(M2557)

J=ip+2 i=iy 41 J=ip+2 =i, +1

Donc, en utilisant & nouveau le fait que {K v+ B:,;)} commute avec [ a-z,
on en déduit le (i) de ce Lemme en remarquant que :

H H F(a+ﬁu -): ﬁ Dla+s —(iy+j—2)%-1)

I'(a+Bi;j) Dla+s,—(2j-3)%-1)

=iy +2 i=i,+1 J=i,+2

(iii) D’apres (IV.3.1.2.)
[, = /Ku(k)dkr;avu

Donc d’apres le (IV.3.1.1.) du (ii) du Lemme, et en utilisant (I1.8.1.1.) (i) on
obtient la formule de ce (7).

Lemme IV.3.2.

L’application o —— F;a se prolonge en une application analytique dans
J(r+i,—2)% — s, +ool.

On note encore ', ce prolongement.

Démonstration

Montrons d’abord que pour 1 <i<j<r

d
(IV.3.2.1.) B+ K} (B)est analytique sur l'ouvert {8 € C; R 8 > _L;} )

En effet, on a :

Kl (8) = /2;} K Be;H(n) ) (k(n))dn

e pesHn) (k(n)) “ =eReP ete;H(n) <0
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pour tout n € N; ; d’apreés le Lemme 1.5.4. Donc pour 8, € {8 € C; Reff > %},
si Vg, est un voisinage compact de [, contenu dans { € C; Ref > %} ona:

Be; H{n) ReBsJH(n}
e pEm) | < e inf |

pour tout n € N; ; et tout 8 € Va,.

Comme n — e infgey, TPeHM st dn; j—intégrable d’aprés le Lemme

1.5.1., on en déduit (IV.3. 2 1, ) d’apres le théoréme de convergence de Lebesgue.

Remarquons que, pour 1 < i < i, < j<r 2Z% > ffi‘? > 1+ s, car

8;, > sy et donc s;, > 2+ s, (on rappelle que : s;, — s, € 2N). Il est alors clair
d’apres (IV~3.2.1.) que :

o2t

J=roi=ty jEiy i1

est é,naiytique sur ] (r+i,—2)% —s,, +oo[. On en déduit alors immédiatement
de (IV.3.1.1.) que & — I/, v, se prolonge anlaytiquement sur | (r+1i, —2)% —
Sry +0o[.

~ Soit E le sous-espace de V,, des vecteurs v tels que o —— F;av se prolonge

analytiquement sur |(r + i, — 2)% — $r, +00[. On vient de voir que v, € E ;
mais d’apres (IV.3.1.2.) on a aussi u(k)v, € E pour tout k € K. Comme V,,
est un G—module irréductible, V,, est engendré par le pu(k)v, k€ K. Ce qui
prouve que E = V. o

Proposition IV.3.3.

(i) Pour o > (r%ip - 2)% ~8p

(IV.3.3.1) | pue (O)Te = Cu() 1dy,
iptl 1 1

| ks B g 4 _
o Gula) = hule) T T I J] Hetpze i 931

88 . . d
Gor imiy jeiy izjo1 D@+ =52 —(+7-3)5 1)

(i) Pour > (r+4,~ 1% Cu(a) >o.
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Démonstration

(i) Pour & > o, on peut écrire d’aprés le Lemme 1.3.1. :
pua(e)la = Cu(a)Idy, Cula)€ R*

Donc, d’apres IV.3.1.(ii4), comme C,(a)®, = pya(e)l,«®,, on en déduit
(IV.3.3.1.) pour o > a*. Pour o > (r + iy, — 2)% — S, a — puale)
et a I‘La sont analytiques d’aprés la Proposition I1.7.1. et le Lemme
IV.3.2.. D’autre part, il est clair que a — C,(a) est analytique pour
o > (r+i, - 2)% — s, d’apres l'expression de A () dans la Proposition
IV.2.1. Done, par prolongement analytique, on déduit (IV.3.3.1.), pour tout
a>(r+i,—2)% —s,.

(ii) La vérification est facile d’aprés I'expression de A,(a) dans la Proposition
Iv.2.1.

Corollaire IV.3.4.

(i) Sia €] (r+i, — 1) — s, , +00[ alors p,«(e) est défini-positif.

(i) Sia = (r+i,—1)€—s, alors pya(e) est semi défini-positif et non inversible.

Démonstration

(1) On note Spec p,=(e) Pensemble des valeurs propres de p,=(e) pour a € R.
Comme o — p,a(€) est analytique, on a donc :

(IV.3.4.1.) a+— infSpec p,a(e) est continu sur J(r — l)g— — 8r, +00 [ .

Pour o > (r —1)d + 1 — s, pue(e) est défini positif (Lemme 1.3.1.) ie.
inf Spec pya(e) > 0. Donc s'il existait @ € [(r +1i, — 1)& — s, +00] tel
que inf Spec p,«(e) < 0, il existerait d’apres (IV.3.4.1.) a € [ (r + 14, — 1)% -
sy, +00 [ tel que inf Spec pya(e) = 0. Mais alors, d’aprés la Proposition IV.3.3.

(i), on aurait C,(a.) = 0. Ce qui est contradictoire avec le (4) de la Proposition
Iv.3.3. : :

(i) D’aprés le (i) précédent par continuité sur |(r — 1) — s, +oo[ de
o — pya(e), pue(e) est semi-défini positif pour a = (r + i, — 1)% — s,.
Pour a = (r +1i, — 1)% — s,, pa(e) est non inversible car \,(a) = 0, comme
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on le vérifie immédiatement d’aprés l'expression de A,(a) dans la Proposition
IV.2.1.

4) Conditions nécessaires pour que p,.(e), avec a > (r — 1)% — Sy, SOIt
semi-défini positif

VT &tant un G; r—module irréductible, pour tout v € VieoT il existe
.u’ o . p‘
1T

un endomorphisme t, de V,*'" de la forme t, = >, App (kg), ot Ap € C et
ke € KNG, 5, tel que v =t,v,.

Proposition IV.4.1.

Pour o > (r+z’ﬂ-—2)g~——3r——~§—%, pour v € V:“” ona:
(IVA4.1.1) < puale)Sa(v), Sa(v) >= Bula) < Pre,  am(r+i,—3)8 (e2)v, v >

ot B, (o) est indépendant de v et on note

1
Salv) = tyo [[ Klda+8.)...

i=1,—1
1u+1 1 2 1
; SH .
oo [T T R@+ae IT T Kb+ su)n.

j=r=114=iy g=dy =yl

$; + S

o d k
ou on a posé fB; ; = —(i+j—=3)==1pour1 <i<j <r etavecla méme
»J 3

convention qu’au Corollaire 1.7.3, afin que Pus(€)Sav = tyo K} (a+0:, ) lu,.
e pouri, <r—2, onaB,(a) >0 poura > (r~§~z‘#-~2}§-sr et Bu(a)=0
pour o = (r +i, —2)% —s,.

e pouri, =7—1o0naB,(a)>0poura>(r+i,—2)%-s,.

Démonstration

Supposons d’abord a > o*. Comme t,, et les K| (a;,;) commutent avec pya(e)
d’apres (1.7.1.2.) et (1.7.1.3.), on peut écrire d’apres le Corollaire 1.7.3 :

< pus {e) Sa(v), S (v) >
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L, (Kt
= ({1, 1y Uy
LFa(s +a) <{K} ir a‘+f3zu P v, v >
1 2 iu+l o o
H K (a+Bir) H H K{(a+ Bi;)
it < KP (et Bir) T s, v joret imi, < K o+ Big)  ou, vy >

S Ki(a+Bi;)
H H <{K" (a—f—ﬂ”)}:’vu,'v >v“>'

D’autre part, p;, . étant sphérique on peut écrire V;“’r c Cu, o+ E;, -
(notations du I. 6)) d’ou

ty th{:,r(a + ﬁimr)“lvu =<t th“ Lo+ 6,“,,») Uy, Uy > vy mod(E;, ) .

Donc, d’apres la Proposition 1.6.3. (i) et en utilisant (1.6.2.1) et (1.6.2.2)

1,—1

H o+ Bt K, (ot Biy ) e, =

H

11

:<t;th“ Ao+ B, ) Ty, v, > H <KF (a+ B )vu. v, >v,

mod(E ;). D’autre part, il est clair que :

T+l 1

H H K CX ' z} H H K (Q’ + 31‘1}1'“ S Vrr_l .

7
j=r—1 i=1i, Jj=1, =51

Comme E, , et V,fr”l) sont orthogonaux d’apres (1.6.4.1.) on peut donc écrire

=1
(IV.4.1.3.) (I Kela+ Bin)tstKE (a+Bi0) oy
i=1
i+l 1
T II &tta+8i;) H H K (o + Bi)v,)
J=r—1 i=1i, J=i, =51

i —1

= <t Kl (a+B8i,,) v tovy > [[ <KEAa+Bir)vp, vu>.
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r=1) -1
< H H{ng(a + B:,1) 19 v, )
j=2 i=1
avecq; ; = 0pouri, < i< j<r—1letg;=1pour les autres couples (i, ) tels
que 1 <i < j <r—1. Donc, d’aprés la Proposition 1.6.4. on a (en remplagant
rparr—1)

r—17—1 r—=1j-1
< H H Ko+ i) " v, vy >= H H <K j(o+Big) ™ v, v >
=2 i=1 j=21i=1 ‘

Montrons maintenant

B i -1
(IV4l4) - <t K. (@+8,,)

Y] : —Vy , LyUy >
s Kéﬁs,r(a*’ﬁiu,r)'lvu o>

) d :
=Toe(si,, +a—(r+iy—3)2) <P acrrip_male2)v,v> .
# : 2 s il

ipr

Pour cela, remarquons qu’on peut écrire :
-1
ti= Z)\e,u (ke) = z A ,ué%r (wi,;,.—kf wi, )
‘ PR

puisque k; € K NGy, . (voir notations du IV.1)).
Donc d’apres le Lemme IV.1.2. (i1) 1)

ty = Z Ae iy, (il kews,, @)
7

avec =
{wz‘;,lrkfwiy,r}fﬂz) e K@

On en déduit d’apres (1.7.2.2.) appliqué a prz, (e2) que :

prz. | (e2)v = toprs, (e2)v,

Donc d’apres la Proposition 1.7.2. appliquée a Pz, (e2) (avec r = 2) en utilisant
le Lemme IV.1.2. (%i) on obtient la formule (IV.4.1.4.).

En utilisant maintenant (IV.4.1.2.’)", (IV.4.1.3.) et (IV.4.1.4.)”0I1 obtient
Pégalité (IV.4.1.1.) pour a > a* avec

: ; ey
Bula) =Tae (s, , +a—(r+iy— 3)-2-) K
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iﬁl <K‘u (a-%-ﬁ“- ’l/p,'()“, ﬁﬁ th“%’ﬁgj)} Jvu Uy> '
=1 <{K} (a—%—;@”) lug, vy > =2 i=1 a+,@13)} vy, vy >

ol g;j =0 pouriy, <i<j<r—1etg,; =1 pour les autres (¢, j) (tels que
1<i<j<r-1).

D’aprés (IV.2.0.1.), en utilisant le Lemme IV.1.2. (7i) on peut écrire pour
1<i<j<r
<{K; (a+5m)} 1%: vy > -1

9!_) T(a+8i;-9)

2 INGE I
(sj+a—(i+j—1)% )s,~s

ma+ﬁ¥i—@+g—m§~)

o d
= FQ@)(Siu,r “+ Qo — (T -+ i# — 3) )\m,j (a — (?, + 7~ 3)5)

= C'1,2

(d’apres la Proposition II1.1.3.).
On a aussi, d’aprés la Proposition 1.4.2, en utilisant encore le Lemme IV.1.2.
(ii3)

<K}, o+ Bi)vu, vy >
. . d —1 . . d -1
:F(a-(z+y-3)§+5j-dw1) I‘(a——(z~i~3—~3)§+si-—1)

¢ Dsita—(i+7-2)%-1)
<T aiioma vy, v, > = (2m)2 — )
o vg Tu Cu (2m) I‘(si+a~(z+j-3)g-—-l)

en utilisant pour 8 > -g—

< Fmg‘jv“, Uy > = / e~z Asi’j.hg (il?)d*.’}? = FQ(Q)(Si,j -+ ,6) .

Q@
Comme
. d . d
(sr+a—(r+i,— 2)-2-)%(%‘ _5T)F(sr +a—(r+i,— 2)~2~)
Si, +8 ) d
:F(a+ Ty 7'_“(7'—}-2““2)‘2“)3
comime Sr T 5 >s,+lpourl1 <i< zﬂ, et que d > 1, il est facile de vérifier que

B, (a) se prolonge naturellement de Ja# , +00[ & R en une fonction méromorphe

dont le plus grand des poles est inférieur ou égal & (r + i, — 2)% — Sy — % . En

notant encore B, (a) ce prolongement & R on vérifie facilement que
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(IV.4.1.5.) pour a > (r+i, - 2)4 —s,  Bu(a) >0

pour & = (r +1i, —2)% — s,
Bu(a)=0 si i,<r-—2
Bu(a)>0 si d,=7-1

D’autre part, il est clair d’aprés (IV.B.Z.L) que pour & > (1 41, — 3)% — s, et
tout v € V", a0 — Squ est analytique. Enfin |

A=< P o (i, d (e2)v, v > est analytique sur R pour tour v € V,;*"
S ; :

d’apres la Propyositionk 11.7.1. Par proiongement analytique on en déduit le (i)
de ce Lemme.

(1) Cela découle immédiatement de (IV.4.1.5).

- Lemme IV.4.2.

Si dRye est d valeurs dans Herm™V), alors dR .4 est aussi @ valeurs dans
i'l’ N

Herm™V,.

Démonstration

Il existe une mesure positive dr a support dans € telle que pour tout y € 1 :

(dét y)~% = / e~ vidr(v)
(2]
voir [F-K] p 137, Theorem VIL.3.1.)
i3

On peut donc écrire pour y € ()

uetd (Py)~t = /ﬁ_ ™Y (d Ry xd7) (v)

ol (dRye xd7)(v) = [_ dRye (z)dT(v—12)
; , Qn(v-9)
i.e: dRu“+§ =dRye*drt

par injectivité de la transformée de Laplace. Le résultat de ce Lemme est alors
clair.
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Proposition IV.4.3.
(i) poura€|(r+i,—2)%—s., (r+i,—1)%~s[ pua(e) & Herm™V,

(ii) pour a €)(r —1)% — s, (r+1i, — 1)% — s.[ sauf peut étre si
ae{(r+i,—1-p)%—srti<p<in-1 pua(€) & Herm™V, .

Démonstration

(i) D’apres la Proposition II1.3.1., pour « E](r+z’p~2)—‘§«s, , (fr+iu-—1)%—sr{

i
P airtiy-nd (€2) & HermTV, =7

i

Donc d’apres la Proposition IV.4.1. p,«(e) € Herm™ V.

(i) il existait oo € Jr=1)% —sp, (r+i,—1)% —s.[et ac # (r+i, —

1- p)g, 1 <p<iy—1 tel que pyes(e) € Herm™V,, alors d’apres le Lemme

IV.4.2, pour tout p € Non aurait p .., 4(e) € Herm™V, | ce qui est clairement
i

contradictoire avec le (i) précédent.

Proposition IV.4.4.

Supposons i, =71 —1; sia €)(r —1)% — s, (r — 1)s — 5.[ alors pye(e) €
Herm™V,.

Démonstration

D’apres la Proposition IV.4.3. (ii) on aurait en supposant le contraire
P rriu-2d—sr (e) € Herm™V,. Mais alors d’aprés la Proposition IV.4.1. on

aurait p 4_, (e2) € Herm™ V;“‘T. Utilisons alors :

e

Lemme IV .4.5.

Si, dans la décomposition p (P(z)) = Zigg’ﬂi?ﬂi (z) relativement aux
Pm, (22), les (m;),. 5 ne vérifient pas la condition (Az) pour p =7 —1, @
savoir m; , = (r — 1)% Vi € E, alors P ir-1rd—ar (e) & Herm™V,,.
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Démonstration

Voir [H-N| Théoréme 8.3. C'est aussi une conséquence immédiate de la Propo-
sition I1.8.1.(71). D’apres ce dernier Lemme appliqué 2 T, ., lesm; 1€ E de
la décomposition de m;, (P(z)) z € Q) vérifieraient la condition A, ce qui
n’est pas possible d’apres I11.3.3.(i).

‘Théoréme IV.4.5.

St $r—1>8r, Que est définit positif si seulement si @ > (r — 1)d — s,.

Démonstration

S'il existait a, < (r — 1)d — s, tel que dRya0 soit a valeurs dans Herm™V,,,
alors d’aprés le Lemme IV.4.2. il existerait a1 €](r—1)% —s,, (r—1)d — s,[ tel
que pye (€) € Herm™V),, ce qui est contradictoire avec la Proposition IV.4.4.

Proposition 1V.4.6. ~
(i) pour2<p<r,a€R, v;,vgeVéP)
(IV.4.6.1)
~ or(pp-1)-r(r-1))¢
[Geps1T(sj+a— (G- D)
(i)  Poura> (r—1)% - s;, si py=(e) € Herm™V,, alors pr=(ep) €

Herm™ VP,

< Pp= (e)vi, vg >= < Pnz (Bp)'vl ; Vg >

Démonstration
(ii) est une conséquence immédiate de (i) puisque s; > - -+ > 5.

(i) puisque V¥ est un GP-module irréductible, il existe t,, de la forme
to, = D pAepu(ke) ot A€ C et kg€ K@ tel que tv, vy = v1. Comme
d’aprés (1.7.2.2.), pour tout k € K® | (k) commute avec p,«(e) et pre(€p) s tu,
commute avec prs (ep). Il suffit alors d’établir (IV.4.6.1.) en remplagant v; par
vy €t vy par ¢} vy, Pour a > o, cela provient facilement du Lemme 1.7.4. (en
prenant p =t — 1,¢;; = —1 pour tout 4,7, v' = t;7'v2) et de la Proposition
1.7.2. appliquée a 1 et & 7, en remarquant que

Lom (s +a) 9p(p(p-1)=r(r—1))4
To(s + a) ey T(si +a— (G —1)%)
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et en utilisant le Lemme IV.1.2.((i1). D’autre part, il est clair d’apres la
Proposition I1.7.1. que les deux membres de 'égalité (IV.4.6.1.) sont analytiques
en a sur R. On en déduit par prolongement analytique (IV.4.6.1.) pour tout
aeR.

Corollaire TV .4.7.

Soit oy = (r+4, —1—p)% — s avec 1 < p < iy — 1. Une condition

nécessaire pour que pyap(e) € Herm*V, est que i, <1 —p— 1.

Démonstration

D’apres la Proposition IV.4.6. (ii) on doit avoir
i+l
pﬂ?‘fﬂ(ei“ +,) € Herm™V »™.

. — - ’ ~ # - >
Comme im,+1 =Ty ona donc d’apres le Théoreme IV.4.5. ap > 7,d—s-.
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