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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs

La théorie des trajectoires rugueuses (ourough paths) a été initiée par Terry Lyons il y a
une dizaine d'années en vue d'o�rir une interprétation des intégrales dites rugueuses, car de la
forme Z t

s
yu dxu ; (1.1)

où x est un processusfractionnaire , c'est-à-dire non di�érentiable mais présentant une certaine
régularité höldérienne 
 2 (0; 1). L'engouement suscité par cette approche, et que viennent
traduire les multiples publications inspirées des travaux de Lyons, trouve essentiellement son
explication à travers deux aspects fondamentaux de la théorie : d'une part, l'élégance du pro-
cédé, qui met en avant toute la légitimité de la construction, d'autre part, la souplessedu
formalisme en jeu, qui permet d'envisager le traitement debruits x très généraux.

Légitimité. L'intégrale rugueuse (1.1), dé�nie au sens des rough paths, est une extension
directe de l'intégrale de Lebesgue usuelle : pour toute suite(xn ) de processus di�érentiables
qui convergerait versx (relativement à une topologie à préciser), la suite des intégrales

Z t

s
yu dxn

u :=
Z t

s
yu _xn

u du

converge vers
Rt

s yu dxu . En d'autres termes, le procédé de construction estcontinu par rapport
au processus qui dirige l'intégrale. La complexité des mécanismes mis en ÷uvre dans la théorie
sera retranscrite par le biais des topologies qui interviennent dans l'énoncé complet de cette
dernière assertion.

Souplesse. L'interprétation de l'intégrale (1.1) n'est permise que pour une classe d'inté-
grants y spéci�que, dont l'expression générale est le plus souvent liée au processusx. L'atout
majeur de la théorie des rough paths réside dans le fait que la classe d'intégrants en question
présente su�samment de stabilité vis-à-vis de l'opération de composition avec un champ de
vecteurs � régulier, mais aussi vis-à-vis du processus d'intégration lui-même, pour permettre
l'interprétation du système di�érentiel rugueux dyt = � (yt ) dxt ; y0 = a, c'est-à-dire

yt = a +
Z t

0
� (yu) dxu ; (1.2)

7
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où a est une condition initiale �xée. L'ensemble des processus intégrables est en outre assez large
pour autoriser la résolution du système (1.2) par le biais d'arguments de point �xe standards.
Le principe évoqué au point précédent s'étend alors à la solutiony du système, qui dépend
ainsi continûment de x : c'est le théorème de la limite universelle.

E�cacité . Aussi performante soit-elle, la méthode développée par Doss et Sussmann [31,
97] a�n d'interpréter et résoudre le système (1.2) ne s'applique qu'à des processusx uni-
dimensionnels, ou lorsque les composantes du champ de vecteurs� satisfont une certaine condi-
tion de commutativité. La théorie des rough paths prend ainsi toute sa valeur et sa spéci�cité
dès quex est à valeurs multi-dimensionnelles, voire in�ni-dimensionnelles, et ce en présence
de champs très généraux. Dans ces circonstances, elle englobe largement l'interprétation four-
nie par Young dans son article [106], et constitue à ce jour la seule approche (déterministe)
disponible lorsque le coe�cient de régularité höldérienne
 est inférieur à 1=2.

La construction proposée par Lyons dans [66] prend source dans les travaux de Chen [12,
13, 14]. Si cette construction a été introduite dans la perspective d'envisager un bruit höldérien,
cette seule hypothèse ne su�t généralement pas à l'analyse du système (1.2). Les conditions
préalables à l'amorce du mécanisme des rough paths peuvent être très grossièrement résumées
par le principe général suivant :

A�n de donner sens au système (1.2) lorsquex est un processus
 -höldérien, puis
résoudre ce système, il su�t de justi�er l'existence des intégrales itérées associées
à x, dé�nies (formellement) pour tous tempss < t comme les éléments de l'algèbre
tensorielle donnés par la relation itérative

x1
s;t = x t  xs ; xn+ 1

s;t =
Z t

s
xn

s;u 
 dxu ; (1.3)

et ce jusqu'à un certain ordre lié au coe�cient 
 .

Si 
 > 1=2, seulx1 entrera en jeu, et aucune hypothèse autre que la régularité höldérienne
n'est alors requise. C'est le cas ditYoung, en référence à la construction proposée par ce dernier
dans [106]. Si
 2 (1=3;1=2], l'analyse du système fera en outre intervenir le processusx2 :
[0; T]2 ! V 
 V (si x est à valeurs dans l'espaceV). Plus généralement, si
 2 (1=(k + 1); 1=k],
il faut être en mesure de prouver l'existence des intégrales itérées jusqu'à l'ordrek.

L'ensemblex = (x 1 ; x2 ; : : : ; xk ) composé du processus et de ses intégrales itérées est alors
appelétrajectoire rugueuse(ou rough path) au-dessus dex. C'est seulement à partir de la donnée
de cet élément de l'algèbre tensorielle que la procédure imaginée par Lyons peut être enclenchée,
pour �nalement aboutir à la résolution de (1.2) et au théorème de la limite universelle.

Pour tenter d'appréhender le mécanisme en jeu (mécanisme sur lequel nous reviendrons
en détail dans la première partie), supposons un instant le processusx di�érentiable et uni-
dimensionnel. Pour toute application� : R ! R su�samment régulière, la solution y du système
(1.2), donnée par le théorème de Cauchy classique, peut être développée entre deux instants
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s < t 2 [0; T] de la façon suivante :

yt  ys =
Z t

s
� (yu) dxu

= � (ys) � (x t  xs) +
Z t

s
[� (yu)  � (ys)] dxu

= � (ys) � (x t  xs) + � 0(ys) �
Z t

s
(yu  ys) dxu + r 1

s;t

= � (ys) � (x t  xs) + � 0(ys) � � (ys) �
Z t

s
(xu  xs) dxu + r 1

s;t + r 2
s;t ; (1.4)

où l'on a noté successivement

r 1
s;t =

Z t

s

� Z 1

0
dr

�
� 0(ys + r (yu  ys))  � 0(ys)

�
� (yu  ys)

�
dxu ;

r 2
s;t = � 0(ys) �

Z t

s

Z u

s
[� (yv)  � (ys)] dxv dxu :

En se référant au formalisme décrit par (1.3), et en notant en outrer s;t := r 1
s;t + r 2

s;t , la
décomposition (1.4) s'écrit également :

yt  ys = � (ys) � x1
s;t + � 0(ys) � � (ys) � x2

s;t + r s;t : (1.5)

Moralement, du point de vue de la régularité vis-à-vis du couple(s; t), � (ys) � x1
s;t (resp. � 0(ys) �

� (ys) � x2
s;t ) représente un terme d'ordre1 (resp. d'ordre 2), tandis que les expressions qui

composentr font apparaître des variations d'ordre3. C'est à ce stade qu'intervient le résultat
qui va régir la construction des intégrales rugueuses (dans le cas
 > 1=3du moins) et que l'on
peut retranscrire, de façon simpli�ée, à travers l'assertion :

Si x et y sont deux processus
 -höldériens, avec
 > 1=3, et si x autorise la
construction d'une intégrale itérée d'ordre deuxx2

s;t =
Rt

s (xu  xs) dxu telle que

�
�x2

s;t

�
� � cx jt  sj2
 pour tous s < t 2 [0; T]; (1.6)

alors le processusr qui apparaît dans (1.5) peut être prolongé en une fonction du
triplet (x1 ; x2 ; y), et ce de façon continue relativement à la topologie issue de la
condition (1.6) pour la seconde variable (et à une topologie plus sophistiquée pour
la troisième variable).

Cette extension permet ainsi de donner sens au membre de droite de l'expression (1.5)
dans ce contexte, pour une classe de processusy assez large. Elle fournit par là même une
interprétation légitime du système (1.2) dans le cas où
 est strictement supérieur à1=3, cette
dernière condition permettant d'envisager le terme résiduelr comme un processus de régularité
höldérienne3
 > 1.

Le procédé peut ensuite être étendu à des processusx moins réguliers encore, en partant
de développements du système similaires à (1.5), mais d'ordres plus élevés.

Les éléments techniques sous-jacents à cette procédure ont plusieurs fois été reprécisés au
cours des dix dernières années, d'abord par Lyons lui-même, en collaboration avec Qian [68], ou



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

dans le cours de Saint-Flour [67], puis par Laure Coutin, Antoine Lejay, Peter Friz et Nicolas
Victoir (entre autres) à travers une série d'articles qui ont poussé le formalisme original jusqu'à
un degré de perfectionnement très élevé [18, 19, 21, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 62, 63, 64]. L'ouvrage
de Friz et Victoir [41] rend compte du haut niveau de maturité désormais atteint par la théorie
dans l'étude du système (1.2).

Le point de vue utilisé dans ce mémoire est celui développé par Massimiliano Gubinelli
dans son article Controlling rough paths [46]. Cette variante de la théorie des rough paths,
proche des conceptions de Feyel et De La Pradelle [33, 34], est généralement désignée par
l'appellation théorie desk-incréments. Elle restitue l'essentiel des idées originales de Lyons, tout
en s'a�ranchissant du cadre d'étude hautement abstrait mis en ÷uvre dans [68], et développé par
Friz et Victoir. A l'approche géométrique de ces derniers auteurs, Gubinelli substitue en outre
un point de vue plus algébriquedu processus d'intégration contre des fonctions höldériennes,
comme est récemment venu le souligner son articleRami�cation of rough paths [49].

L'objectif principal de ma thèse a consisté à illustrer la souplesse des méthodes initiées par
Gubinelli à travers la considération de systèmes di�érentiels moins standards que le système
décrit par (1.2), et ce dans un cadre �ni ou in�ni-dimensionnel. Deux types de travaux avaient
déjà convergé en ce sens :

� Neuenkirch, Nourdin et Tindel s'étaient penchés sur le cas de l'équation avec retard ru-
gueuse, que l'on peut écrire :

(
yt = � 0 +

Rt
0 � (yu ; yu r 1 ; : : : ; yu r k ) dxu pour tout t � 0;

yt = � t si t 2 [ r k ; 0];

où r1 < : : : < r k sont des instants �xés. Leurs résultats ont donné lieu à l'article [75].
� Plusieurs auteurs avaient envisagé la possibilité de dé�nir deséquations aux dérivées

partielles rugueuses, ou plus exactementperturbées par un bruit rugueux, autrement dit
des systèmes de la forme :

dyt = Ay t dt + f (yt ) dxt ;

avecA un opérateur non borné d'un espace de Banach. Nous reviendrons plus en détail
sur ces di�érents travaux, mais citons dès à présent les articles de Gubinelli, Lejay et
Tindel [50, 51].

Nous avons poursuivi ce projet à travers l'étude de deux systèmes : l'équation de Volterra
et l' équation de la chaleur, toutes deux dans leur version rugueuse.

L'équation de Volterra. Il s'agit à l'origine de l'équation intégrale

yt = a +
Z t

0
� (t; u; yu) du;

qui, sous sa forme rugueuse, devient

yt = a +
Z t

0
� (t; u; yu) dxu ; (1.7)

avec x un bruit fractionnaire multidimensionnel. La particularité de ce système tient bien
entendu au fait que l'intégrant � (t; u; yu) dépende de la variable courantet, dépendance qui
induit un comportement global du système radicalement di�érent de celui du système standard
décrit par (1.2).
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L'équation de la chaleur. Ce travail en collaboration avec Gubinelli et Tindel faisait direc-
tement suite à l'article [51] relatif aux équations d'évolution rugueuses. L'objectif du projet
consistait à interpréter et résoudre le système in�ni-dimensionnel

dyt = �y t +
mX

i=1

f i (yt ) dxi
t ; y0 =  ; (1.8)

où � désigne le laplacien sur un espace à préciser, une condition initiale �xée, f une appli-
cation non linéaire, et x un bruit fractionnaire m-dimensionnel.

Dans ces deux situations, c'est-à-dire aussi bien pour l'équation de Volterra que pour l'équa-
tion de la chaleur, l'analyse du système a (le plus souvent) conduit à une véritable reformulation
de la notion de rough paths, basée sur une dé�nition des intégrales itérées plus en accord avec
la forme de l'équation et le comportement algébrique des solutions potentielles.

Ce mémoire soulève également la question del'approximation numérique des solutions de
systèmes rugueux. Un premier travail fondamental avait été entrepris dans cette direction par
Davie, dans son article [25] portant sur l'analyse du système di�érentiel (1.2). Les solutions
du système ne sont plus vues comme des points �xes d'une classe d'intégrants abstraite, mais
comme les limites d'un procédé itératif discret, point de vue qui conduit tout naturellement à
la dé�nition d'un schéma d'approximation.

En collaboration avec Andreas Neuenkirch, nous avons développé cette idée (toujours dans
le cadre de l'analyse du système (1.2)) à travers la conception d'un schéma d'approximation
qui soit en outre facilement implémentable. La démarche initiée pour le système (1.2) a ensuite
été adaptée au cas de l'équation de la chaleur rugueuse, dans un contexte cette fois in�ni-
dimensionnel.

1.2 Application à l'analyse stochastique

En raison de leurs propriétés de régularité trajectorielle, plusieurs processus aléatoires
(continus) constituent des candidats potentiels à l'application de la théorie des rough paths,
ouvrant par là même la voie à une approche trajectorielle des systèmes di�érentiels stochas-
tiques. C'est le cas du processus stochastique le plus connu, le mouvement Brownien, dont les
trajectoires sont presque sûrement
 -höldériennes, et ce pour tout coe�cient 
 < 1=2. C'est
également le cas pour son extension immédiate, lemouvement Brownien fractionnaire, introduit
par Mandelbrot et Van Ness en 1968 dans [69] :

Dé�nition 1.2.1. On appelle mouvement Brownien fractionnaire (abrégé en mBf dans la suite)
d'indice de Hurst H 2 (0; 1) le processus gaussien centréB H dont la covariance est donnée par
la relation

E
�
B H

t B H
s

�
=

1
2

n
s2H + t2H  j t  sj2H

o
:

Lorsque H = 1=2, B H coïncide avec le mouvement Brownien standard.

A partir de cette dé�nition, le critère de Kolmogorov conduit immédiatement au résultat
de régularité escompté :

Proposition 1.2.2. Presque sûrement, les trajectoires d'un mBf d'indice de HurstH sont

 -höldériennes, pour tout
 < H .
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L'intérêt porté à ce processus s'est manifesté au cours des vingt dernières années au travers
de nombreuses applications, dans des registres aussi variés que l'analyse des protéines [60, 61],
la neurobiologie [85] ou la modélisation �nancière [98], en passant par les télécommunications
[105]. Dans toutes ces situations, les propriétés de dépendance à long terme du mBf, associées à
son auto-similarité, en font une alternative tout à fait plausible au mB standard. Ces di�érents
exemples viennent ainsi nourrir l'attente d'une formulation exhaustive d'une théorie du calcul
stochastique associée à ce processus, calcul qui échappe à la théorie d'Itô, dans la mesure où
un mBf d'indice H 6= 1=2n'est pas une (semi)martingale.

La théorie des rough paths pourrait contribuer à l'obtention d'une telle formulation. Toute-
fois, en vue de l'application de ce mécanisme, se pose la question du sens à donner aux intégrales
itérées issues du mBf. Eu égard à la proposition 1.2.2, et conformément au principe général
évoqué dans la partie précédente, il advient en e�et que siB H est un mBf d'indice H , nous
devons être en mesure de justi�er l'existence des intégrales itérées jusqu'à l'ordrek =

� 1
H

�
.

Le cas du mouvement Brownien standard (H = 1=2) ne soulève bien entendu aucune
di�culté sur ce plan, l'intégrale itérée d'ordre 2 (appelée aussiaire de Lévy) pouvant être
dé�nie au sens d'Itô ou de Stratonovich. Ainsi, siB = B 1=2, on dé�nira simplement B 2 comme
le processus de deux variables à valeurs matricielles

B 2;ij
s;t :=

Z t

s
(B (i)

u  B (i)
s ) dB (j )

u ; (1.9)

où l'intégrale est comprise au sens d'Itô ou de Stratonovich. Le calcul stochastique trajectoriel
issu de la méthode des rough paths rejoint alors le calcul de la théorie d'Itô, l'identi�cation des
deux procédés conduisant, via le théorème de la limite universelle, à une preuve élémentaire des
résultats classiques relatifs au support et aux grandes déviations d'une di�usion Brownienne.
Le chapitre IV de [41] rend compte de ce phénomène.

La dé�nition de l'aire de Lévy, et plus généralement des intégrales itérées d'ordres supérieurs
à 2, pour un mBf d'indice H < 1=2, est nettement plus délicate. Comme l'observe Nualart dans
[81], on ne peut par exemple recourir à une dé�nition de l'intégrale comme limite des sommes
de Riemann usuelles, ne serait-ce qu'en raison de la relation : sit i = i

n (i = 0; : : : ; n ),

n 1X

i=0

E
h
B H

t i
(B H

t i +1
 B H

t i
)
i

=
1
2

n 1X

i=0

�
t2H
i+1  t2H

i  (t i+1  t i )2H �

=
1
2

(1  n1 2H ) !  1

lorsquen tend vers l'in�ni, si H < 1=2.

A�n de donner sens à (1.9) dans ce contexte, nous sommes d'abord tentés de nous tourner
vers des approches préexistantes du calcul stochastique par rapport au mBf, telle que l'inter-
prétation donnée par Russo et Vallois dans [93], et qui donne naissance à la notion d'intégrale
symétrique :

Dé�nition 1.2.3. L'intégrale symétrique d'un processusH relativement à un mBf, notéeRT
0 Hu � dBu , est dé�nie comme la limite en probabilité (si elle existe) de l'intégrale

1
2"

Z T

0
Hu(Bu+ "  Bu " ) du; (1.10)

lorsque" tend vers0.
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Par ce dernier biais, il s'avère cette fois possible de dé�nir l'aire de Lévy par la formule :

B 2;ij
s;t :=

Z t

s
(B (i)

u  B (i)
s ) � dB (j )

u ; (1.11)

lorsque B = B H est par exemple un mBf d'indiceH 2 (1=3;1=2). Le mécanisme des rough
paths peut alors prendre appui sur (1.11) pour conduire à l'interprétation et à la résolution du
système (1.2), palliant par là même l'absence d'une méthode de résolution plus directe pour
l'équation

Yt = a +
Z t

0
� (Yu) � dBu

dans un cadre multi-dimensionnel, comme le souligne l'appendix du livre [8] de Biagini, Hu,
Oksendal et Bernt.

Une autre approche visant à l'obtention d'une dé�nition acceptable des intégrales itérées,
consiste à introduire une approximation régulièreB n du mBf, puis à examiner le comportement
asymptotique des intégrales itérées associées àB n , comprises au sens de Lebesgue :

B 2;n
s;t :=

Z t

s
(B n

u  B n
s ) 
 dBn

u ; B k + 1;n
s;t =

Z t

s
B k ;n

s;u 
 dBn
u ; k � 2: (1.12)

Les limites potentielles (relativement à une topologie adéquate) de ces di�érentes suites consti-
tuent alors des candidats naturels à la dé�nition d'une trajectoire rugueuse issue deB . Plusieurs
types d'approximation B n ont été envisagées jusqu'à présent. Citons par exemple :

� L'interpolation linéaire du processus, dé�nie relativement à une partition 0 = t0 < t 1 <
: : : < t n 1 < t n = T par la formule

B n
t = B tk +

t  tk

tk+1  tk

 
B tk +1  B tk

�
si tk � t < t k+1 :

Le comportement asymptotique des intégrales itérées construites à partir deB n a d'abord
été étudié par Coutin et Qian dans leur article [20].

� Une approximation de type Karhunen-Loève, utilisée dans [33] :

B n
t =

X

i� n

Z i ei (t) ;

où B t =
P

i2N Z i ei (t) est le développement de Karhunen-Loève du mBf dans une base
hilbertienne (ei ) de l'espace auto-reproduisant, de telle sorte que les variables aléatoires
(Z i ) correspondent à des gaussiennes centrées indépendantes.

� Une approximation basée sur la représentation intégrale du mBf, et étudiée par Millet et
Sanz-Solé dans [71]. Rappelons que le processus peut être décrit (sur[0;1]) par la formule
B t =

R1
0 K (t; s) dWs, où W est un mouvement Brownien standard et

K (t; s) = K H (t; s) = 1fs<t g

�
cH (t  s)H  1=2 + sH  1=2F1

�
t
s

��
;

F1(u) = 1fu> 1gcH

�
1
2

 H
� Z u 1

0
vH  3=2

�
1  (v + 1) H  1=2

�
dv:

L'approximation B n présentée dans [71] est alors dé�nie, pour une partition0 = t0 <
t1 < : : : < t n = 1 donnée, parB n

t =
R1

0 K n (t; s) dWs, avec

K n (t; s) = 1fs<t g
1

tk+  tk

Z tk +1

tk

K (t; u) du si tk � s < t k+1 :
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� L'approximation dite analytique du mBf, récemment introduite par Unterberger [102], et
sur laquelle nous reviendrons plus en détail au cours du premier chapitre.

L'analyse des trois premiers exemples a été englobée dans une étude plus générale relative
aux processus gaussiens par Friz et Victoir [42], article dans lequel les deux auteurs mettent
en évidence un critère de convergence des intégrales itérées basé sur la fonction de covariance
du processus. Dans les trois cas, il est prouvé que les intégrales itérées associées à chacune de
ces approximations convergent si l'indice de HurstH est supérieur à1=4. Les limites obtenues
sont en outre communes aux trois approximations, et coïncident, presque sûrement, avec les
intégrales dé�nies au sens de Russo-Vallois ((1.11) pour l'aire de Lévy). Nous verrons au cours du
premier chapitre que l'approximation analytique du mBf rejoint (à la limite) cette construction,
toujours sous l'hypothèseH > 1=4, donnant ainsi naissance, via la méthode des rough paths,
au même calcul stochastique.

Les constructions qui apparaissent dans ce mémoire ont d'abord été développées en vue d'une
application au mBf (d'indice de Hurst supérieur à1=4). Nous avons cependant fait le constat,
au cours de l'étude, qu'une modi�cation minime des structures algébriques en jeu permettait
d'étendre une majeure partie de ces constructions à une trajectoire rugueuse d'ordre2 ou 3
(suivant le degré du développement e�ectué) quelconque. Les simulations associées aux schémas
d'approximation numérique mettent quant à elles en scène le Brownien fractionnaire.

Il convient de mentionner que seules les constructions proposées par Unterberger [103,
101] et Tindel et Nualart [84] rendent à ce jour possible le traitement d'un indice de Hurst
H < 1=4, même si le calcul stochastique résultant de ces deux procédures est plus di�cile à
interpréter. Dans ce manuscrit, nous n'envisagerons de toute façon à aucun moment le cas d'un
coe�cient de régularité höldérienne inférieur (ou égal) à 1=4. Nous n'avons cependant guère
de doute quant au fait que les constructions que nous proposons, aussi bien pour l'équation
de Volterra que pour l'équation de la chaleur, pourraient s'étendre à des processus de régularité
höldérienne quelconque, une fois mise en évidence l'existence d'une trajectoire rugueuse associée
à ces processus.

Avant de clore cette section, rappelons que la méthode des rough paths est surtout digne
d'intérêt lors de la considération de bruits multi-dimensionnels et de régularité höldérienne
inférieure à 1=2. La résolution du système (1.2) lorsquex désigne un mBf uni-dimensionnel
(d'indice de Hurst quelconque) est en e�et possible via la méthode de Doss-Sussmann [31,
97], ou, dans un cadre plus général, en faisant appel à la notion d'intégrale de Newton-Côtes
développée dans [43, 45, 78]. Dans leur article [79], Nourdin et Simon mettent d'ailleurs en
évidence les similitudes entre cette dernière approche et une approche basée sur les rough paths,
dans ce contexte uni-dimensionnel. Le casH > 1=2 (pour un mBf de dimension quelconque)
est quant à lui e�cacement traité par le biais de méthodes de calcul fractionnaire trajectoriel,
comme le rapporte Nualart dans son compte-rendu [80].

1.3 Plan et résultats principaux

Le mémoire est divisé en trois parties, chacune d'entre elles correspondant (globalement) à
l'analyse d'un système di�érentiel di�érent.

La 1ère partie viendra servir un objectif double. Elle permettra dans un premier temps (à
travers le chapitre 2) deprésenter les principaux éléments de la théorie desk-incréments, tels
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qu'ils ont été introduits par Gubinelli dans le cadre de l'analyse du système (1.2), et d'évoquer
les constructions et résultats issus de leur mise en ÷uvre. Ces constructions feront en e�et o�ce
de référence lors de développements ultérieurs. L'attention sera essentiellement portée sur le
cas 
 > 1=3, qui véhicule la plupart des principes généraux caractéristiques de la méthode
des rough paths. Dans le contexte du mBf, une précision sera �nalement apportée quant à la
dé�nition de l'aire de Lévy issue de l'approximation analytique du processus.

L'autre objectif de cette première partie (restitué dans le chapitre 3) consistera enl'étude
d'un schéma numériquefacilement implémentable pour le système (1.2), et donné, lorsque
x = ( x(1) ; : : : ; x(m ) ) et � i : R ! R, par la formule

yn
tk +1

= yn
tk

+
mX

i=1

� i (yn
tk

) � (x(i)
tk +1

 x(i)
tk

) +
1
2

mX

i;j =1

� i (yn
tk

)� 0
j (yn

tk
) � (x(i)

tk +1
 x(i)

tk
)(x (j )

tk +1
 x(j )

tk
):

La convergence de ce schéma de type Milstein (car incluant un facteur d'ordre deux) vers
la solution du système, sera établie par le biais d'un raisonnement basé sur le �ot du système,
et valable pour tout coe�cient 
 > 1=3. Le raisonnement en question, qui fait l'objet de [28],
sera repris dans la troisième partie, dans le cadre in�ni-dimensionnel des EDPS.

La 2nde partie sera dédiée à l'étude del'équation de Volterra rugueuse(1.7). Le chapitre
4 mettra d'abord en avant les résultats obtenus lors de l'analyse du système sous sa forme la
plus générale, tels qu'ils apparaissent dans [30]. Il s'agit de résultats du type :

(i) Si le coe�cient de régularité höldérienne 
 de x est supérieur à 1=2, un théorème
d'existence et d'unicité d'une solution globalepour (1.7), pour toute application � :
R+ � R+ � Rd ! L (Rm ; Rd) su�samment régulière vis-à-vis de ses trois variables.

(ii) Si 
 2 (1=3;1=2], et si x permet la construction d'un rough path d'ordre 2 (autrement
dit d'une aire de Lévy), un théorème d'existence et d'unicité d'une solution locale, dé�nie
sur un petit intervalle [0; T0].

Dans ces deux situations, l'interprétation du système prendra appui sur les constructions dites
classiques de l'intégrale rugueuse, issues de l'étude du système ordinaire (1.2). On envisagera
également, à l'aide d'une interprétation plus élémentaire de l'intégrale en termes de sommes
de Riemann, la possibilité d'une singularité dans le système (1.7), c'est-à-dire d'un champ de
vecteurs de la forme

� (t; u; y ) = ( t  u) �  (y);

où  : Rd ! L (Rm ; Rd) est une application régulière et� un paramètre positif corrélé à la
régularité 
 de x.

Pour tenter de remédier aux di�cultés soulevées par l'extension de la solution locale obtenue
dans le cas(ii) , nous élaborerons ensuite, suivant [29], une stratégie visant à un meilleur contrôle
de la solution y, et ce lorsque le système se présente sous la forme

yt = a +
Z t

0
� (t  u) � � (yu) dxu ; avec � (t) =

Z

R
St (� ) � ~� (� ) d�; (1.13)

pour un certain noyau régulier S : R+ � R ! R. Cette dernière opération inclura notamment
les transformées de Laplace et de Fourier. Sous certaines conditions de régularité concernant~�
et � , une solution globalesera cette fois obtenue dans le cas
 > 1=3, via une transformation du
système et une réinterprétation des intégrales itérées en jeu. L'ensemble fera l'objet du chapitre
5.
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En�n, la 3ème partie sera consacrée à l'analyse de l'équation de la chaleur rugueuse (1.8),
et divisée en deux chapitres.

Le chapitre 6 permettra de présenter le contexte théorique de cette étude, autrement dit
les outils et espaces fonctionnelsimpliqués dans la phase d'interprétation du système, et qui
combinent la méthode des rough paths avec la théorie des semigroupes. Nous reprendrons en
cela les principes généraux introduits dans [51] pour une équation d'évolution quelconque, tout
en y adjoignant certaines propriétés spéci�ques à l'équation de la chaleur.

Ce même chapitre rendra par ailleurs compte des résultats obtenus dans [27] dans le cadre de
la résolution de (1.8). Il s'agira d'abord de la mise en évidence d'unesolution globale unique(à
valeurs dans un certain espace de Sobolev fractionnaire) dans le cas Young (
 > 1=2), pour des
champsf i su�samment réguliers, puis d'une analyse du cas rugueux (
 2 (1=3;1=2]) dans les
deux situations suivantes :

� En considérant des champsf i très généraux, ce qui donnera lieu à unthéorème d'existence
et d'unicité d'une solution locale pour (1.8).

� En présence de champsf i issus d'unerégularisation, c'est-à-dire de la formef i (y)(� ) :=R
d� K (�; � ) � gi (y(� )), pour un certain noyau régularisant K . Le procédé conduira alors

à un théorème d'existence et d'unicité globaled'une solution.

Le chapitre 7, tiré de [26], permettra �nalement d'évoquer la question de l'approximation
des solutions de (1.8) via un schéma numérique, dans les deux cas de �gure où l'existence
d'une solution globaleaura été démontrée (cas Young et cas rugueux en présence de champs
régularisés).

Si les trois parties peuvent être envisagées de façon indépendante, l'ensemble suit toutefois
un cheminement global marqué par plusieurs références inter-parties, et voit la mise en scène
de procédés de complexité croissante.
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1.4 Index des notations

1.4.1 Notations générales

Ck;b (V ; W ), k 2 N Espace des applicationsk-fois di�érentiables de V dans W ,
dont les k premières dérivées sont bornées

Ck;b ;� (V ; W ); k 2 N; � 2 (0; 1) Espace des applicationsk-fois di�érentiables de V dans W ,
dont les k premières dérivées sont bornées et dont lak-ième
dérivée est�-höldérienne

Rm1 ;m 2 ;:::;m k Produit tensoriel Rm1 
 Rm2 
 : : : 
 Rmk

Sk (I ), k 2 N� k-ième simplexe sur I (Dé�nition 2.1.1)

Ck (I ; V ), k 2 N Espace desk-incréments sur I à valeurs dansV (Dé�nition
2.1.1)

� Opérateur d'incrément standard (Dé�nition 2.1.2)

C�
k (I ; V ), k 2 f1; 2;3g Espaces höldériens généralisés (Sous-section 2.1.2)

� Opérateur d'inversion standard (Théorème 2.1.1)

Q
;�
x (I ; Rl ) Espace des processus(
; � )-contrôlés parx (Dé�nition 2.2.4)

x = ( x1 ; x2) 2-rough path au-dessus dex (Hypothèse 1)

x = ( x1 ; x2 ; x3) 3-rough path au-dessus dex (Hypothèse 2)

1.4.2 Notations du chapitre 3

X " ou X (") , " > 0 Approximation analytique du mBf (Sous-section 3.1.1)

B n;T Interpolation linéaire du processusB sur [0; T], suivant la
partition de pas T

n (Voir (3.13))

B 2;n;T Aire de Lévy construite à partir de B n;T (Voir (3.14))

Y Solution du système (3.2)

Y n Solution approchée via le schéma (3.5)

Y
n

Approximation de Wong-Zakai associée àB n (voir (3.32))

� (:; :; :) Flot associé au système (3.34)

 n (:; :; :) Flot numérique associé au schéma (3.35)
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1.4.3 Notations du chapitre 4

Yu Voir introduction du chapitre

� t Voir introduction du chapitre

D� , D 2� , ... Opérateurs di�érentiels successifs associés à� (voir intro-
duction du chapitre)

D3� Opérateur de dérivée partielle (Sous-section 4.3.1)

1.4.4 Notations du chapitre 5

�; ~�; S Voir (5.3) et (5.4)

Sk (I ) k-ième simplexe inversé (Sous-section 5.2.1)

L � (V ); L �; ~� (V ), � � 0 Espaces fonctionnels de typeL 1 (Voir (5.11))

~Ck;� (I ; V ), k 2 N� ; � � 0 Espace dek-incréments à valeurs fonctionnelles (Voir (5.12))

~� Opérateur d'incrément convolutionnel (Dé�nition 5.2.1)

~C�
k;� (I ; V ), k 2 f1; 2;3g Espaces de processus höldériens à valeurs fonctionnelles

(Sous-section 5.2.3)

~� Opérateur d'inversion convolutionnel (Proposition 5.2.9)

~X x 1-rough path convolutionnel (Hypothèse 4)

~C

k (I ; V ), k 2 f1; 2;3g Voir (5.39)

~Q

x (I ; Rd) Espace des processus convolutionnels contrôlés (Dé�nition

5.4.1)

X x Voir (5.42)

( ~X x ; ~X ax ; ~X xx ) 2-rough path convolutionnel (Hypothèses 5, 7 et 8)

L ~� Voir (5.45)

X ax Voir (5.45)

A 

x;f (I ; Rk ) Espace a�ne des processus contrôlés localisés (Dé�nition

5.4.7)
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1.4.5 Notations du chapitre 6

� Laplacien sur Rn

S Semigroupe de la chaleur surRn (Voir (6.9))

B�;p , � � 0; p 2 N� Espaces de Sobolev fractionnaires surL p(Rn ) (6.2.1)

' �  Multiplication point par point de ' et  (Notation 6.4.3)

�̂ Opérateur d'incrément twisté (Dé�nition 6.2.6)

Ĉ�
1 (I ; B�;p ) Espace des processus�-höldériens au sens de�̂ (Voir (6.19))

�̂ Opérateur d'inversion twisté (Théorème 6.2.2)

X x 1-rough path associé à l'équation de la chaleur (Hypothèse
9)

Xk , k 2 N� Classe de champs de vecteurs spéci�que (Dé�nition 6.3.5)

f 0(') , f 2 X 1 Voir Notation 6.4.2

M 
 N , M; N 2 L( Bp; Bp) Voir Notation 6.4.3

(X x ; X ax ; X xa ; X xx ) 2-rough path associé à l'équation de la chaleur (Hypothèse
10)

CL
;�;p Espace de chemins rugueux (Hypothèse 10)

Q̂�
�;p (I ) Espace des processus contrôlés twistés (Dé�nition 6.4.6 (
 2

(1=3;1=2]) ou (6.98) (
 2 (1=4;1=3]))

(X x ; X ax ; X xx ) 2-rough path associé à l'équation de la chaleur régularisée
(Hypothèse 11)

~Q�
p(I ) Espace de processus contrôlés (Dé�nition 6.5.3)

(X x ; X ax ; X xx ; X xa ; X axx ; X xxx ) 3-rough path associé à l'équation de la chaleur (Hypothèse
12)

f 00(') , f 2 X 2 Voir Sous-section 6.7.1
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1.4.6 Notations du chapitre 7

� Laplacien surL 2([0; 1]) avec conditions au bord de Dirichlet

S Semigroupe engendré par�

B� , � � 0 Espaces de Sobolev fractionnaires associés à� (Dé�nition
7.2.1)

Q̂�
x (I ) Espace de processus contrôlés (Proposition 7.4.3)

y Solution du système (7.21) (cas Young) ou (7.59) (cas ru-
gueux)

yM;N Approximation de la solution via le schéma (7.25) (cas
Young) ou (7.61) (cas rugueux)

yM Approximation de Wong-Zakai du système (7.2) associée à
l'interpolation linéaire xM de x

X x;M ; X xx;M Chemin rugueux discrétisé (Sous-sections 7.3.2 et 7.4.2)



Première partie

Retour sur le système di�érentiel
rugueux standard
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Chapitre 2

Eléments de la théorie des
k-incréments

Les constructions que nous nous apprêtons à proposer, aussi bien pour l'équation de Vol-
terra que pour l'équation de la chaleur, s'inspirent largement de l'approche mise en avant par
Gubinelli [46] dans le cadre de l'étude du système rugueux standard :

dyi
t = � ij (yt ) dxj

t ; y0 = a 2 Rd; (2.1)

où � : Rd ! L (Rm ; Rd) est une application régulière etx : [0; T] ! Rm un bruit 
 -höldérien,
pour un certain coe�cient 
 2 (0; 1). Aussi nous permettons-nous de consacrer ce premier
chapitre à la présentation des outils et concepts qui ont permis, dans [46], une compréhension
complète du système (2.1). Nous rappellerons notamment que l'interprétation de l'intégraleRt

s � ij (yu) dxj
u passe par une préalabledissection de l'intégrale (de Riemann)

Rt
s � ij (yu) d~x j

u

lorsque~x est un processus di�érentiable (ou à variations bornées), comme la décomposition (1.5)
ébauchée dans l'introduction le suggérait. Ce travail de déconstruction s'e�ectue à l'aide de deux
opérateurs fondamentaux, l'opérateur d'incrément� (voir Dé�nition 2.1.2) et son inverse (en un
sens à préciser, voir Théorème 2.1.1)� , qui conférent à la démarche une tournure essentiellement
algébrique. Pour cette raison, la théorie desk-incréments est d'ailleurs également référencée sous
l'appellation théorie de l'intégration algébrique.

Une fois le système convenablement interprété, nous constaterons que sa résolution ne fait
quant à elle intervenir que des arguments de point �xe relativement standards, qui conduisent
à la mise en évidence d'une unique solution globale lorsque le champ de vecteurs� est su�-
samment régulier. Les propriétés de continuité du �ot, qui constituent l'un des atouts majeurs
de la méthode rough paths, seront ensuite analysées en détail.

Ce premier chapitre est plus exactement divisé en trois sections :
� La première section est dédiée à la dé�nition des deux opérateurs� et � que nous venons

d'évoquer, ainsi qu'à l'énoncé de quelques unes de leurs propriétés. Au cours de cette pré-
sentation sera précisée la notion de régularité höldérienne pour un processus de plusieurs
variables, notion dont nous ferons usage tout au long du chapitre.

� La seconde section verra la construction de l'intégrale rugueuse
Rt

s yu dxu , ou plus exacte-
ment les di�érentes constructions suivant la valeur du coe�cient de régularité höldérienne

 dex. Apparaîtra ici le concept deprocessus contrôlé(Dé�nitions 2.2.4 et 2.2.9), au centre
de la théorie desk-incréments, et qui sera repris dans les chapitres suivants.
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� La troisième section viendra ensuite résumer les résultats d'existence et d'unicité d'une
solution pour le système (2.1), établis dans [46]. Nous reviendrons en détail sur les pro-
priétés de continuité de cette solution vis-à-vis du processusx et de la condition initiale
a (Théorème 2.3.1).

On �xe, et ce pour tout le chapitre, un horizon T �ni.

2.1 Quelques outils

La théorie met en scène des processus continus de1, 2 ou 3 variables temporelles. On dé�nit
plus généralement :

Dé�nition 2.1.1. Soit (V;k:k) un espace vectoriel normé etI un intervalle inclus dans[0; T].
Pour tout k 2 N� , on appelle k-incrément de I (à valeurs dansV) toute fonction continue g
sur le simplexe

Sk = f( t1; : : : ; tk ) 2 I k : t1 � t2 � : : : � tkg;

à valeurs dansV , et telle quegt1 t2 :::t k = 0 s'il existe deux indicesi 6=j pour lesquelst i = t j .
L'ensemble desk-incréments deI à valeurs dansV sera notéCk (I ; V ).

Par exemple, six : [0; T] ! Rm est un processus di�érentiable, l'intégrale itérée d'ordren
xn , dé�nie par la relation itérative (1.3), est un 2-incrément à valeurs dans le produit tensoriel
(Rm ) 
 n .

2.1.1 L'opérateur d'incrément �

Il s'agit du premier objet fondamental associé au formalisme desk-incréments.

Dé�nition 2.1.2. Soit (V;k:k) un espace vectoriel normé etI un intervalle inclus dans[0; T].
On appelle opérateur d'incrément la suite � = (� k )k2N � d'opérateurs dé�nie par : pour tout
k 2 N� ,

� k : Ck (I ; V ) ! C k+1 (I ; V ) ; (� kg)t1 :::t k +1 =
k+1X

i=1

( 1)i gt1 :::t̂ i :::t k +1
;

où la notation t̂ i signi�e que la i -ème variablet i est omise. Pour davantage de clarté, nous
noterons � pour � k , et ce pour tout k 2 N� , l'indice k étant de toute façon implicitement
déterminé par la nature de l'incrément auquel l'opérateur est appliqué.

Ainsi, si g 2 C1(I ; V ), �g 2 C2(I ; V ) est simplement donné par(�g )st = gt  gs pour tous
s � t 2 I , tandis que sih 2 C2(I ; V ), �h 2 C3(I ; V ) est dé�ni par

(�h) sut = hst  hsu  hut pour tous s � u � t 2 I: (2.2)

Si l'intérêt porté à l'opérateur (ou plutôt la notation) � 1 semble évident dans le cadre de la
manipulation de fonctions höldériennes, l'extension de cet opérateur à des processus de plusieurs
variables peut a priori laisser perplexe. Observez cependant qu'une fois munis de la dé�nition
(2.2), la relation de Chasles s'écrit par exemple : six et z sont deux processus réguliers et si
hst :=

Rt
s zu dxu (pour tous s < t), alors �h = 0. C'est ce type de raisonnement algébrique

élémentaire qui sera mis à contribution au cours de l'étude. Rappelons à présent la propriété
fondamentale de l'opérateur� (voir [46]) :
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Proposition 2.1.3. � est un opérateur de cohomologie, c'est-à-dire�� = 0. Plus précisément,
la cohomologie induite par� est exacte, autrement dit Im� k = Ker � k+1 .

Ce résultat signi�e en particulier que pour tout élément h 2 Ck (I ; V ) tel que �h = 0, il
existe un processusf 2 Ck 1(I ; V ) (non unique) tel que h = �f (par exemple, si I = [ a; b],
f t1 :::t k  1 = hat1 :::t k  1 ).

Munissons-nous dès maintenant d'une convention notationnelle pratique lorsqu'apparaissent
des produits d'incréments, et qui restera en vigueur dans le reste du mémoire :

Dé�nition 2.1.4. Soient V et W deux espaces normés etI un intervalle inclus dans[0; T]. Si
g 2 Ck (I ; L (V; W)) et h 2 Cl (I ; W ), pour k; l 2 N� , le produit gh est dé�ni comme le(k + l  1)-
incrément (à valeurs dansW ) donné par la formule : pour toust1 � t2 � : : : � tk+ l  1,

(gh)t1 :::t k +l  1 = gt1 :::t k htk tk +1 :::t k +l  1 : (2.3)

Avec cette convention, le théorème de Riemann-Stieltjes s'écrit par exemple : six est à
variations bornées et siy est continu,

Z T

0
yu dxu = lim

j�j!0

X

t i 2�

(y �x) t i t i +1 ;

où � = f0 = t0 < t 1 < : : : < t n = Tg est une partition de [0; T] dont le pas tend vers0.

Bien qu'élémentaires, les relations algébriques suivantes, qui rendent compte du comporte-
ment de l'opérateur � vis-à-vis de cette structure produit, se révéleront utiles au cours de la
construction de l'intégrale rugueuse :

Proposition 2.1.5. L'opérateur � satisfait les règles de di�érentiation :

1. Si g; h sont deux éléments deC1, alors

� (gh) = �g h + g �h: (2.4)

2. Si g 2 C1 et h 2 C2, alors

� (gh) = �g h + g �h; � (hg) = �h g  h �g: (2.5)

Démonstration. Montrons simplement (2.4), les autres relations étant tout aussi triviales : si
g; h 2 C1, alors

[� (gh)]ts = gt ht  gshs = ( gt  gs)ht + gs(ht  hs) = ( �g )stht + gs(�h) st ;

ce qui, avec la dé�nition 2.1.4 ci-dessus, correspond à l'assertion.

2.1.2 Espaces höldériens

Au concept très général de processus àp-variation �nie utilisé dans [68] ou [41], Gubinelli
substitue une formulation plus élémentaire en vue de quanti�er la notion de régularité pour
des processus de2 ou 3 variables. Cette formulation, qui étend de façon naturelle la dé�nition
classique des fonctions höldériennes à une variable, va (entre autres) permettre une analyse
rigoureuse de la régularité des termes qui composent les développements tels que (1.4).
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Dé�nition 2.1.6. Soit (V;k:k) un espace normé,I un intervalle inclus dans [0; T] et �; �; �
des paramètres positifs. On dé�nitC�

1 (I ; V ), C�
2 (I ; V ) et C(�;� )

3 (I ; V ) par les formules :

C�
1 (I ; V ) = fh 2 C1(I ; V ) : N [h; C�

1 (I ; V )] := sup
s<t 2I

k(�h) stk
jt  sj �

< 1g;

C�
2 (I ; V ) = fh 2 C2(I ; V ) : N [h; C�

2 (I ; V )] := sup
s<t 2I

khstk
jt  sj �

< 1g;

C(�;� )
3 (I ; V ) = fh 2 C3(I ; V ) : N [h; C(�;� )

3 (I ; V )] := sup
s<u<t 2I

khsut k

jt  uj � ju  sj �
< 1g:

En�n, on pose C�
3 (I ; V ) := � 0��� � C(�;� �)

3 (I ; V ), et l'on munit ce dernier espace de la norme

N [h; C�
3 (I ; V )] = inf

(
X

i

N [yi ; C(� i ;� � i )
3 (I ; V ); y =

X

i

yi

)

:

Il est par exemple immédiat que sig 2 C�
2 (I ; L (V; W)) et h 2 C�

2 (I ; V ), alors le produit gh,
tel qu'il est dé�ni par (2.3), est un élément de C�+ �

3 (I ; W ).

Remarque 2.1.7. Dé�nie de cette façon, N [:; C�
1 (I ; V )] n'est bien entendu qu'une semi-norme

sur C�
1 (I ; V ), et l'on aura plutôt recours, par la suite, à la norme :

N [:; C0;�
1 (I ; V )] := N [:; C0

1(I ; V )] + N [:; C�
1 (I ; V )]; où N [h; C0

1(I ; V )] := sup
t2I

kht k:

Remarque 2.1.8. Lorsque l'intervalle de temps I (resp. l'espaceV) considéré est clairement
déterminé par le contexte, on utilisera régulièrement le raccourciC�

k (V ) := C�
k (I ; V ) (resp.

C�
k (I ) := C�

k (I ; V )). Suivant cette même idée, il nous arrivera d'écrire encore plus simplement
C�

k pour C�
k (I ; V ).

2.1.3 L'opérateur �

Interrogeons-nous à présent sur les conditions requises en vue d'inverser l'opérateur� 2,
procédé qui constitue véritablement la pierre angulaire de toutes les constructions de la section
suivante, et qui s'appuie sur le résultat :

Théorème 2.1.1. On �xe un paramètre � > 1. Pour tout h 2 C�
3 ([0; T]; V ) \ Im � , il existe un

unique élément noté� h 2 C�
2 ([0; T]; V ) tel que � (�h) = h. En outre,

k� hk� � c� N [h; C�
3 (V )]; (2.6)

avecc� = 2+2 � P 1
k=1 k � . Cette assertion donne naissance à une application linéaire continue

� : C�
3 ([0; T]; V ) \ Im � ! C �

2 ([0; T]; V )

telle que
� � = IdC�

3 ([0;T ];V )\Im � et � � = IdC�
2 ([0;T ];V ) : (2.7)
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Démonstration. La preuve originale de ce résultat, basée sur le théorème de Stokes, se trouve
dans [46]. Nous fournissons ici une preuve plus élémentaire, qu'il sera facile d'adapter à des
contextes di�érents (voir le théorème 5.2.9). Pour plus de clarté dans les notations, on prend
T = 1.

Unicité. Soient M; M 0 2 C�
2 tels que �M = �M 0 = h. En particulier, � (M  M 0) = 0, et ainsi,

d'après la proposition 2.1.3,M  M 0 = �q , pour une certaine fonctionq 2 C1. Mais alorsq 2 C�
1

avec � > 1, donc q est constante, et par conséquentM = M 0.

Existence.Par hypothèse, nous savons qu'il existeB 2 C2 tel que �B = h. Considérons à présent
la suite (� n )n des partitions dyadiques de[0;1], dé�nie par

� n = f0 = tn
0 � tn

1 � � � � � tn
2n = 1g; avec tn

i =
i

2n ;

et posons, pour touss; t 2 [0;1],

M n
st =

8
><

>:

0 if � n \ (s; t) = ;;

Bst  Bstn
j

 B tn
j t si � n \ (s; t) = ft n

j g;

Bst  Bstn
j

 B tn
l t  

P l  1
i= j B tn

i tn
i +1

si � n \ (s; t) = ft n
j � � � � � tn

l g:

Il est facile de véri�er que l'application M n : s; t 7! M n
st est continue sur [0;1]2. Nous allons

montrer que la suite (M n )n2N converge dans l'espaceC([0; 1]2; V ) des fonctions continues sur
[0;1]2, muni de la normeN [� ; C0

2(V )] (N [y; C0
2(V )] = sup s;t2[0;1] kystkV ).

Soient s; t 2 [0;1], n 2 N. On note

� n \ (s; t) = ft n
j � tn

j +1 � � � � � tn
l g

= ft n+1
2j � tn+1

2j +2 � � � � � tn+1
2l 2 � tn+1

2l g; avec j � l � 2n :

Si s < t n+1
2j  1 et t � tn+1

2l+1 , alors

� n+1 \ (s; t) = ft n+1
2j  1 � tn+1

2j � tn+1
2j +1 � � � � � tn+1

2l 1 � tn+1
2l g;

et dans ce cas

M n+1
st  M n

st = ( �B )stn+1
2j  1 tn+1

2j
+

l  1X

i= j

(�B )tn+1
2i tn+1

2i +1 tn+1
2i +2

;

ce qui, puisque�B = h, mène à

kM n+1
st  M n

stkV � N [h; C�
3 (V )]

�
1

2n+1

� �

(1 + l  j ):

On procède de la même façon dans les cas(s � tn+1
2j  1; t > t n+1

2l+1 ), (s < t n+1
2j  1; t > t n+1

2l+1 ) et
(s � tn+1

2j  1; t � tn+1
2l+1 ), pour �nalement obtenir

kM n+1
st  M n

stkV � N [h; C�
3 (V )]

�
1
2�

� n+1

(2 + l  j )

�
N [h; C�

3 (V )]
2�

�
2

�
1
2�

� n

+
�

1
2� 1

� n �
;

et ainsi

N [M n+1  M n ; C0
2(V )] �

N [h; C�
3 (V )]

2�

�
2

�
1
2�

� n

+
�

1
2� 1

� n �
:
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Dans la mesure où� > 1, ceci prouve que la série
P

n N [M n+1  M n ; C0
2(V )] converge, et doncP

n (M n+1  M n ) converge dansC([0; 1]2; V ) pour la normeN [� ; C0
2(V )], ce dernier espace étant

complet. Or, en invoquant le fait queM 0 = 0, on a M N =
P N  1

n=0 (M n+1  M n ), ce qui entraîne
la convergence uniforme deM N vers un élémentM 2 C([0; 1]2; V ). Nous pouvons dès à présent
observer que pour toutn, M n

tt = 0, d'où M tt = 0, de telle sorte queM 2 C2.

On �xe maintenant 0 � s � u � t � 1 et l'on note � n \ (s; u) = ft n
j ; : : : ; tn

l g, � n \ [u; t) =
ft n

j 0; : : : ; tn
l0g, d'où � n \ (s; t) = ft n

j ; : : : ; tn
l g [ ft n

j 0; : : : ; tn
l0g. De cette façon,

M n
st = Bst  Bstn

j
 B tn

l 0
t  

l  1X

i= j

B tn
i tn

i +1
 

l0 1X

i= j 0

B tn
i tn

i +1
 B tn

l tn
j 0

:

Nous supposerons quetn
j 0 > u , le castn

j 0 = u conduisant à la même relation (2.8). Alors

M n
st = Bst +

2

4Bsu  Bstn
j

 B tn
l u  

l  1X

i= j

B tn
i tn

i +1

3

5 +

2

4But  But n
j 0

 B tn
l 0

t  
l0 1X

i= j 0

B tn
i tn

i +1

3

5

+ B tn
n u + But n

j 0
 Bsu  But  B tn

l tn
j 0

;

ce que l'on peut écrire sous la forme

M n
st = M n

su + M n
ut + hsut  htn

l ut n
j 0

; (2.8)

Puisque h 2 C�
3 , on a limn!1 htn

l ut n
j 0

= 0, et ainsi, en faisant tendre n vers l'in�ni dans (2.8),
on obtient la relation algébrique escomptée, à savoir�M = h.

Montrons en�n que pour tous s; t 2 [0;1] et n 2 N,

kM n
stkV � c� N [h; C�

3 (V )] jt  sj � ; (2.9)

ce qui prouvera l'inégalité (2.6) et par là même, la régulière höldérienne deM . A cette �n,
�xons s; t 2 [0;1], n 2 N. Si � n \ (s; t) = ;, le résulat est évident. Si � n \ (s; t) = ft n

j g,
M n

st = (�B )stn
j t = hstn

j t , d'où kM n
tskV � N [h; C�

3 (V )] jt  sj � � c� N [h; C�
3 (V )] jt  sj � . Si

� n \ (s; t) = ft n
j ; : : : ; tn

l g, on choisit k 2 fj + 1; : : : ; l  1g tel que

jtn
k+1  tn

k 1j �
2

l  j  1
jt  sj :

A ce stade, le critère de sélection que nous venons d'énoncer n'est pas très pertinent, dans la
mesure où les distances entre deux points successifs de� n sont égales. Ce critère ne prend en
fait véritablement sens que lors de l'itération de la procédure. Considérons en e�et la nouvelle
partition �̂ = ft n

j ; : : : ; tn
k 1; tn

k+1 ; : : : ; tn
l g et dé�nissons M̂ n

st suivant le même principe queM n
st ,

en utilisant �̂ au lieu de � n \ (s; t). Alors

M n
st  M̂ n

st = B tn
k  1 tn

k +1
 B tn

k  1 tn
k

 B tn
k tn

k +1
= htn

k  1 tn
k tn

k +1
;

et de ce fait
kM n

st  M̂ n
stkV � N [h; C�

3 (V )]
2�

(l  j  1)� jt  sj � :

On itère ensuite le raisonnement jusqu'à épuisement de la partition, pour obtenir

kM n
stkV � N [h; C�

3 (V )] jt  sj �
 

2 + 2 �
l  j  1X

k=1

1
k�

!

� c� N [h; C�
3 (V )] jt  sj � :
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Le lien entre cet opérateur � et une vision plus classique de la théorie de l'intégration
exprimée à l'aide de sommes de Riemann (éventuellement corrigées) sera donné par le corollaire
suivant :

Corollaire 2.1.9. Soit g 2 C2(V ) tel que �g 2 C�
3 avec � > 1. Si �f := ( Id  � � )g, alors

(�f )st = lim
j� st j!0

X

t i 2� st

gt i t i +1 ;

où � st = ft 0 = s; : : : ; tn = tg est une partition de [s; t] dont le pasj� st j tend vers0.

Démonstration. Il su�t d'écrire

(�f )ts =
X

t i 2� st

(�f )t i t i +1 =
X

t i 2� st

gt i t i +1  
X

t i 2� st

� t i t i +1 (�g );

et d'observer que







X

t i 2� st

� t i +1 t i (�g )







V
�

X

t i 2� st

k� t i t i +1 (�g )kV � N [�(�g ); C�
2 (V )] j� st j

� 1 jt  sj ;

donc lim j� st j!0
P

t i 2� st
� t i +1 t i (�g ) = 0.

2.2 Construction de l'intégrale rugueuse

Comme nous l'avons rappelé en introduction, la construction de l'intégrale rugueuse
Z t

s
zij

u dxj
u ;

lorsquex et z sont deux processus höldériens à valeurs respectivement dansRm et Rd;m , dépend
de façon substantielle de la régularité des deux processus.

Remarque 2.2.1. Lors de cette construction, il faudra garder à l'esprit le fait que la dé�nition
recherchée devra permettre l'interprétation du système (2.1), ce qui signi�e en particulier (même
si l'argument est pour l'instant un peu heuristique) que le coe�cient de régularité höldérienne
� de l'intégrant z ne pourra excéder celui dex (noté, comme jusqu'à présent,
 ). En toute
logique, si y est solution de (2.1), l'intégrant z = � (y) devrait même hériter de la régularité
de x. Cette première remarque coupe ainsi court à toute possibilité d'interprétation via un
argument d'intégration par parties, c'est-à-dire une dé�nition du type

Z t

s
zij

u dxu :=
n

zij
t x j

t  zij
s x j

s

o
 

Z t

s
dzij

u x j
u :

2.2.1 Le cas Young ( 
 > 1=2)

Supposons pour l'instant les processusx et z di�érentiables. L'intégrale
Rt

s zij
u dxj

u est alors
interprétée comme l'intégrale de Lebesgue

Rt
s zij

u dxj
u =

Rt
s zij

u _x j
u du. Observons à présent la

décomposition élémentaire :
Z t

s
zij

u dxj
u = zij

s

Z t

s
dxj

u +
Z t

s
(zij

u  zij
s ) dxj

u = zij
s (�x j )st +

Z t

s
(�z ij )su dxj

u : (2.10)
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En notant r i
st :=

Rt
s (�z ij )su dxj

u , il n'est pas di�cile de véri�er que (�r i )sut =  (�z ij )su(�x j )ut ,
tandis que

�
�r i

st

�
� � k _zk1 ;[0;T ]k _xk1 ;[0;T ] jt  sj2. Ces deux relations permettent d'écrire, grâce à

la seconde égalité de (2.7),

r i
st = � st

"
�r i � =  � st

"
(�z ij )(�x j )

�
:

En revenant à (2.10), on déduit la décomposition :

Z t

s
zij

u dxj
u = zij

s (�x j )st  � st
"
(�z ij )(�x j )

�
: (2.11)

C'est à partir de ce type d'expression qu'apparaissent les possibilités d'extension de l'intégrale
à des processusx et z moins réguliers. En e�et, si l'on se réfère au théorème 2.1.1, le terme
�

"
(�z ij )(�x j )

�
fait sens dès que(�z ij )(�x j ) 2 C�

3 (I ; Rd), pour un certain coe�cient � > 1.
C'est en particulier le cas siz 2 C�

1 (I ; Rd;m ) et x 2 C

1 (I ; Rm ), avec � � 
 tels que � + 
 > 1.

Proposition 2.2.2 ([46]). Soient z 2 C�
1 (I ; Rd;m ) et x 2 C


1 (I ; Rm ), avec 1=2 < � � 
 . On
dé�nit l'intégrale rugueuse J (zij dxj ) par la formule : pour tous s < t 2 I ,

J ts (zij dxj ) = zij
s (�x j )st  � st

"
(�z ij )(�x j )

�
: (2.12)

Alors :
� J (zij dxj ) est bien dé�ni en tant qu'élément deC


2 (I ; Rd) via le théorème 2.1.1, et il existe
A 2 C


1 (I ; Rd), unique à une constante près, tel que�A i = J (zij dxj ).
� J st (zij dxj ) coïncide avec l'intégrale de Riemann

Rt
s zij

u dxj
u quand x est un processus

régulier.
� On dispose de l'estimation :

N [J (z dx); C

2 (I ; Rd)]

�
n

N [z; C0
1(I ; Rd;m )] + jI j � N [z; C�

1 (I ; Rd;m )]
o

N [x; C

1 (I ; Rm )]: (2.13)

� Pour tous s < t 2 I , l'intégrale J st (zij dxj ) peut être décrite par la formule :

J st (zij dxj ) = lim
j� st j!0

X

tk 2� st

(zij �x j )tk tk +1 ; (2.14)

pour toute partition � st = fs = t0 < : : : < t n = tg de [s; t] dont le pas tend vers0.

L'estimation (2.13) est une conséquence directe de la propriété de contraction (2.6). Quant
à (2.14), il su�t d'appliquer le corollaire (2.1.9), en remarquant le fait que

J (zij dxj ) = (Id  � � )(z ij �x j ):

Remarque 2.2.3. Ce cas de �gure est souvent désigné comme lecas Young, en référence à
l'article [106], dans lequel l'auteur établit, de façon plus directe, la convergence de la somme de
Riemann (2.14). Par analogie, les constructions qui, dans la suite du mémoire, n'impliqueront
que des développements à l'ordre un, seront elles aussi référencées sous cette appellation.
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2.2.2 Le cas 
 2 (1=3;1=2]

Si z et x sont 
 -höldériens avec
 2 (1=3;1=2], la décomposition (2.11) ne permet plus
d'étendre la dé�nition de l'intégrale à ces deux processus : un développement plus sophistiqué
de l'intégrale (lorsquex et z sont réguliers) est alors nécessaire.

Surviennent ici deux idées fondamentales, caractéristiques de la méthode rough paths.

La première idée consiste à ne plus envisager l'intégration de processusz 2 C

1 (I ; Rd;m )

quelconques, mais d'une classe plus spéci�que de processus liés àx, appeléeclasse des processus
contrôlés. A�n d'identi�er la structure en question, rappelons-nous que l'intégrale rugueuse est
avant tout construite en vue de l'interprétation du système yi

t  yi
s =

Rt
s � ij (yu) dxj

u , puis de
sa résolution via un argument de point �xe. De cette façon, la solutiony (potentielle) devra
elle-même appartenir à l'ensemble que nous cherchons à cerner. Un développement à l'ordre un
de l'intégrale

Rt
s � (yu) dxu incite à envisager la classe de processus suivante :

Dé�nition 2.2.4. Soit I un intervalle de [0; T] et x 2 C

1 (I ; Rm ) avec 
 > 1=3. Pour tout

l 2 N� , pour tout � > 
 , on dit que y 2 C1(I ; Rl ) est un processus(
; � )-contrôlé (par x) sur I ,
à valeurs dansRl , si ses incréments�y se décomposent sous la forme : pour touss < t 2 I ,

(�y i )st = yx;ij
s (�x j )st + y];i

st ; avecyx 2 C�  

1 (I ; Rl;m ) et y] 2 C�

2 (I ; Rl ): (2.15)

L'ensemble des processus(
; � )-contrôlés (par x) sera notéQ
;�
x (I ; Rl ), et l'on pose, si �y admet

la décomposition (2.15),

N [y; Q
;�
x (I ; Rl )] := N [y; C


1 (I ; Rl )] + N [yx ; C0;�  

1 (I ; Rl;m )] + N [y] ; C�

2 (I ; Rl )]; (2.16)

N [y; Q0;
;�
x (I ; Rl )] := N [y; C0

1(I ; Rl )] + N [y; Q
;�
x (I ; Rl )]: (2.17)

On dé�nit ensuite Q
;�
x (I ; Rk;l ) (k 2 N� ) comme l'ensemble des processusy 2 C1(I ; Rk;l ) tels

que yi = yi: 2 Q 
;�
x (I ; Rl ) pour tout i = 1; : : : ; k , et l'on associe aux éléments de cet ensemble

la quantité

N [y; Q
;�
x (I ; Rk;l )] :=

kX

i=1

N [yi ; Q
;�
x (I ; Rl )]:

En�n, on notera plus simplement Q

x (I ; Rl ) := Q
;2


x (I ; Rl ) et Q

x (I ; Rk;l ) := Q
;2


x (I ; Rk;l ).

Remarque 2.2.5. La décomposition (2.15) n'étant pas nécessairement unique, un processus
contrôlé correspond plus exactement à la donnée d'un couple(y; yx ) 2 C


1 (I ; Rl ) �C �  

1 (I ; Rl;m )

tel que �y  yx (�x) 2 C�
2 (I ; Rl ). La norme N [y; Q0;


x (I ; Rl )] = N [(y; yx ); Q0;

x (I ; Rl )] fait de cet

ensemble un espace de Banach.
Dans un souci de clarté, nous ne mentionnerons pas systématiquement la seconde composante
yx de façon explicite, et résumerons ainsi(y; yx ) à y. Nous reviendrons sur l'aspect quelque peu
arti�ciel de cet "enrichissement" du processus à travers la remarque 2.3.2.

Remarque 2.2.6. L'estimation suivante, immédiate à partir de la décomposition (2.15), sera
plusieurs fois mise à contribution par la suite : siI = [ l1; l2], alors pour tout y 2 Q 


x (I ; Rl ),

N [y; C

1 (I ; Rl )] � f1 + N [x; C


1 (I ; Rm )]g
n�

�yx
l1

�
� + jI j 
 N [y; Q


x (I ; Rl )]
o

: (2.18)

Si cette classe de processus présente tant d'intérêt, c'est d'abord en raison de sa stabilité
vis-à-vis de l'opération de composition avec une application� régulière :
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Proposition 2.2.7 ([46]). Soit I = [ l1; l2] un intervalle de [0; T]. Si y 2 Q 

x (I ; Rd) et � 2

C2;b(Rd; Rd;m ), alors � (y) 2 Q 

x (I ; Rd;m ). Plus exactement,�� ij (y) = � (y)x;ijk (�x k ) + � (y)];ij ,

avec

� (y)x;ijk
s = @l � ij (ys)yx;lk

s ; � (y)];ij
st =

h
� (� ij (y)) st  @l � ij (ys)(�y l )st

i
+ @l � ij (ys)y];l

st ;

et l'on dispose de l'estimation :

N [� (y); Q

x (I ; Rd;m )] � c1

�

n
1 + N [y; Q


x (I ; Rd)]2
o

; (2.19)

avec c1
� = c1(1 + k� k1 + kD� k1 + kD 2� k1 ). En outre, si y; ~y 2 Q 


x (I ; Rd) avec yl1 = ~yl1 , et
si � 2 C3;b(Rd; Rd;m ), alors

N [� (y)  � (~y); Q

x (I ; Rd;m )]

� c2
�

n
1 + N [y; Q


x (I ; Rd)]2 + N [~y; Q

x (I ; Rd)]2

o
N [y  ~y; Q


x (I ; Rd)]; (2.20)

avecc2
� = c2(1 + k� k1 + kD� k1 + kD 2� k1 + kD 3� k1 ).

Démonstration. Il s'agit d'arguments de calcul di�érentiel standards. Par exemple, avec les
hypothèses de la proposition, en écrivant

� (� ij (y)) st  @l � ij (ys)(�y l )st =
Z 1

0
dr r

Z 1

0
dr0@k@l � ij (ys + rr 0(�y )st ) ( �y l )st (�y k )st ;

on obtient
�
�
�
h
� (� ij (y)) st  @l � ij (ys)(�y l )st

i
 

h
� (� ij (~y)) st  @l � ij (~ys)(� ~yl )st

i �
�
�

�
Z 1

0
dr

Z 1

0
dr0

�
�@k@l � ij (ys + rr 0(�y )st )  @k@l � ij (~ys + rr 0(� ~y)st )

�
�
�
�
�(�y l )st (�y k )st

�
�
�

+
Z 1

0
dr

Z 1

0
dr0

�
�@k@l � ij (~ys + rr 0(� ~y)st )

�
�
�
�
�(�y l )st (�y k )st  (� ~yl )st (� ~yk )st

�
�
�

� c� jt  sj2

n

1 + N [y; C

1 (I ; Rd)]2 + N [~y; C


1 (I ; Rd)]2
o

N [y  ~y; C

1 (I ; Rd)]:

Les autres estimations découlent du même type de raisonnement.

Revenons à présent à la décomposition (2.10) de l'intégrale lorsquex et z sont réguliers,
et supposons en outre quez appartienne à Q


x (I ; Rd;m ), autrement dit que ses incréments
admettent une décomposition de la forme

�z ij = zx;ijk (�x k ) + z];ij ; aveczx 2 C

1 (I ; Rd;m;m ) et z] 2 C2


2 (I ; Rd;m ): (2.21)

On obtient dans ce cas :
Z t

s
zij

u dxj
u = zij

s (�x) st + zx;ijk
s

� Z t

s
(�x k )sudxj

u

�
+

Z t

s
z];ij

su dxj
u : (2.22)

Avec les notations (1.3) présentées dans l'introduction, (2.22) s'écrit encore
Z t

s
zij

u dxj
u = zij

s x1;j
st + zx;ijk

s x2;kj
st + r i

st ; (2.23)



2.2. CONSTRUCTION DE L'INTÉGRALE RUGUEUSE 33

avec

r i
st =

Z t

s
z];ij

su dxj
u =

Z t

s
zij

u dxj
u  zij

s x1;j
st  zx;ijk

s x2;kj
st :

A partir de cette dernière expression, il est ensuite facile de montrer, en utilisant la propriété
(2.5), puis les deux relations� x1;j = 0 et � x2;kj = x1;k x1;j (directement véri�ables), que

(�r i )sut = ( �z ij )sux1;j
ut + (�z x;ijk )su x2;kj

ut  zx;ijk
s (x1;k

su x1;j
ut )

= z];ij
su x1;j

ut + (�z x;ijk )su x2;kj
ut :

Comme dans le cas Young, on déduit alors :
Z t

s
zij

u dxj
u = zij

s x1;j
st + zx;ijk

s x2;kj
st + � st

�
z];ij x1;j + �z x;ijk x2;kj

�
: (2.24)

A travers ce raisonnement apparaît l'autre idée fondamentale à la base de l'approche rough
paths (dans le cas
 2 (1=3;1=2]) : pour être en mesure d'étendre la décomposition (2.24), et
par là même l'intégrale

Rt
s zij

u dxj
u , à des processusx et z moins réguliers, il su�t de justi�er

l'existence de l'intégrale itéréex2
st =

Rt
s (�x) su 
 dxu . Plus exactement :

Hypothèse 1. Si x 2 C

1 (I ; Rm ) avec 
 2 (1=3;1=2], on admet que l'on peut construire un

processusx2 2 C2

2 (I ; Rm;m ) tel que � x2 = x1 
 x1 , où x1

st := (�x) st . L'ensemblex = ( x1 ; x2)
est alors appelé2-rough path au-dessus dex, et l'on notera, dans un souci de concision,

kxk
 := N [x1 ; C

2 (I ; Rm )] + N [x2 ; C2


2 (I ; Rm;m )]:

Sous cette condition, et siz 2 Q 

x (I ; Rd;m ) avec
 > 1=3, le termez];ij x1;j + �z x;ijk x2;kj qui

apparaît dans (2.24) satisfait les critères algébrique et analytique du théorème 2.1.1. Il devient
ainsi possible de prolonger cette décomposition et ainsi dé�nir :

Proposition 2.2.8 ([46]). Soit I = [ l1; l2] un intervalle de[0; T]. Sous l'hypothèse 1, on dé�nit,
pour tout z 2 Q 


x (I ; Rd;m ) admettant la décomposition (2.21), l'intégrale J (zij dxj ) par la
formule : pour tous s < t 2 I ,

J st (zij dxj ) = zij
s x1;j

st + zx;ijk
s x2;kj

st + � st

�
z];ij x1;j + �z x;ijk x2;kj

�
: (2.25)

Alors :
� J (zij dxj ) est bien dé�ni via le théorème 2.1.1 et il existe un processus contrôléA 2

Q

x (I ; Rd), unique à une constante près, tel que�A i = J (zij dxj ).

� J st (zij dxj ) coïncide avec l'intégrale de Riemann
Rt

s zij
u dxj

u quand x est un processus
régulier.

� On dispose de l'estimation :

N [A; Q

x (I ; Rd)] � cf 1 + kxk
 g

n
N [z; C0

1(I ; Rd;m )] +
�
�zx

l1

�
� + jI j 
 N [z; Q


x (I ; Rd;m )]
o

:

(2.26)
� L'intégrale J st (zij dxj ) peut être décrite par la formule :

J st (zij dxj ) = lim
j� st j!0

X

t l 2� st

�
zij x1;j + zx;ijk x2;kj

�

t l t l +1

; (2.27)

pour toute partition � st = fs = t0 < : : : < t n = tg de [s; t] dont le pas tend vers0.
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Démonstration. On a �A i = Ax;ij x1;j + A ];i , avecAx;ij := zij et A ];ij := zx;ijk x2;kj +�(z ];ij x1;j +
�z x;ijk x2;kj ). D'après (2.18),

N [Ax ; C0;

1 (I ; Rd;m )] = N [z; C0;


1 (I ; Rd;m )]

� N [z; C0
1(I ; Rd;m )] + f1 + kxk
 g

n�
�zx

l1

�
� + jI j 
 N [z; Q


x (I ; Rd;m )]
o

:

Ensuite,

N [zx;ijk x2;kj ; C2

2 (I ; R)] � kx k
 N [zx ; C0

1(I ; Rd;m;m )] � kx k


n�
�zx

l1

�
� + jI j 
 N [z; Q


x (I ; Rd;m )]
o

;

et en�n, grâce à la propriété de contraction (2.6),

N [�(z ];ij x1;j + �z x;ijk x2;kj ); C2

2 (I ; R)] � j I j 
 N [z];ij x1;j + �z x;ijk x2;kj ; C3


3 (I ; R)]

� 2 jI j 
 kxk
 N [z; Q

x (I ; Rd;m )]:

Ces trois estimations aboutissent à (2.26). Comme dans le cas Young, la relation (2.27) est une
conséquence directe du corollaire 2.1.9, en remarquant l'égalité

J (zij dxj ) = (Id  � � )(z ij x1;j + zx;ijk x2;kj ):

L'écriture (2.27) de l'intégrale comme limite d'une somme sur les points d'une partition
dont le pas tend vers0, o�re un point de vue peut-être plus facile à appréhender sur cette
construction : pour dé�nir l'intégrale rugueuse lorsque 
 2 (1=3;1=2], il su�t de corriger le
terme principal de la somme de Riemann usuelle (zij x1;j ) à l'aide d'un terme d'ordre 2 qui
fait intervenir l'aire de Lévy du processus (zx;ijk x2;kj ). La décomposition (2.25) (à l'aide de� )
permet toutefois une manipulation plus aisée de l'intégrale, ne serait-ce que pour établir, via
la propriété de contraction (2.6), l'estimation (2.26).

Notez en�n que la proposition (2.2.8) fournit une justi�cation supplémentaire en faveur de
l'utilisation de l'espace Q


x . En e�et, non seulement cette dernière structure est invariante lors
de la composition avec une application� régulière (Proposition 2.2.7), mais elle reste également
stable lors du processus d'intégration, ce que l'on peut résumer à travers le schéma élémentaire :

Q

x (I ; Rd)

Prop. 2.2.7
 ! Q 


x (I ; Rd;m )
Prop. 2.2.8

 ! Q 

x (I ; Rd)

y 7 ! � (y) 7 ! J (� (y) dx):

Le système (2.1) est ainsi bien dé�ni dans l'espaceQ

x (I ; Rd) et l'on est en droit d'envisager

sa résolution au sein de cet ensemble par un argument de point �xe (voir la section suivante).

2.2.3 Vers des processus moins réguliers

Si le coe�cient de régularité höldérienne 
 de x est inférieur à1=3, la formule (2.25) perd à
son tour sens, le terme auquel on souhaiterait appliquer� (c'est-à-dire z];ij x1;j + �z x;ijk x2;kj )
ne présentant (au mieux) qu'une régularité3
 < 1. Un développement de l'intégrale (régulière)Rt

s zij
u dxj

u à un ordre supérieur est alors requis.

Pour mener à bien ce développement, puis étendre la décomposition obtenue à des processus
x et z irréguliers, on reprend les ingrédients qui font le succès de la méthode dans le cas

 2 (1=3;1=2], à savoir :
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� L'identi�cation d'un espace de processus contrôlés stable vis-à-vis de la composition et du
procédé d'intégration. La complexité de la structure en question est bien entendu amenée
à croître lorsque la régularité dex décroît.

� L'hypothèse d'existence d'intégrales itérées issues dex.
Nous nous contenterons ici de résumer le résultat issu de cette démarche lorsque
 2

(1=4;1=3]. Une formulation beaucoup plus générale (pour
 2 (0; 1) quelconque) est conte-
nue dans l'article [49] de Gubinelli.

Hypothèse 2. Si x 2 C

1 ([0; T]; Rm ) avec 
 2 (1=4;1=3], on admet que l'on peut construire,

à partir de x, deux processusx2 2 C2

2 ([0; T]; Rm;m ) et x3 2 C3


2 ([0; T]; Rm;m;m ) tels que les
relations algébriques suivantes soient véri�ées :

� x2 = x1 
 x1 ; � x3 = x2 
 x1 + x1 
 x2 ; x2 + ( x2) � = x1 
 x1 ;

où l'on a noté (x2) � la transposée dex2 et x1 := �x.

Dé�nition 2.2.9. Sous l'hypothèse 2, pour toutl 2 N� , on dit que y 2 C1(I ; Rl ) est un
processus
 -contrôlé (par x) sur I , à valeurs dansRl , si l'on peut mettre en évidence les deux
développements :

�z i = yx;ij x1;j + yxx;ijk x2;kj + y];i ; �y x;ij = yxx;ijk x1;k + yx;];ij ; (2.28)

avecyx 2 C

1 (I ; Rl;m ), yxx 2 C


1 (I ; Rl;m;m ), y] 2 C3

2 (I ; Rl ) et en�n yx;] 2 C2


2 (I ; Rl;m ).
On note encoreQ


x (I ; Rl ) l'ensemble de ces processus, etQ

x (I ; Rk;l ) l'ensemble des processus

dont les k composantes appartiennent àQ

x (I ; Rl ).

Proposition 2.2.10. Si y 2 Q 

x (I ; Rd) et � 2 C3;b(Rd; Rd;m ), alors z := � (y) 2 Q 


x (I ; Rd;m ).
On dé�nit ensuite l'intégrale J (zij dxj ) par la formule :

J (zij dxj )

= zij x1;j + zx;ijk x2;kj + zxx;ijkl x3;lkj + �
�

z];ij x1;j + zx;];ijl x2;kj + �z xx;ijkl x3;lkj
�

:

Cette construction coïncide avec l'intégrale de Riemann
R

zij dxj lorsque x est régulier, et il
existe un processusA 2 Q 


x (I ; Rd), unique à une constante près, tel que�A i = J (zij dxj ).

Remarque2.2.11. Dans le reste de ce chapitre, mais aussi dans les chapitres qui suivent, nous
nous concentrerons quasi-exclusivement sur le cas
 > 1=3, en distinguant le cas Young (
 >
1=2) et le cas que l'on quali�era derugueux (
 2 (1=3;1=2]). Seule la section 6.6 évoquera
l'éventualité d'un bruit x 
 -höldérien avec
 2 (1=4;1=3], en faisant intervenir une structure de
processus contrôlés d'ordre2 proche de (2.28).

2.3 Résolution du système

Les constructions mises en avant dans la section précédente sont su�sament souples et
générales pour permettre la résolution du système (2.1). C'est l'objet du résultat suivant, que
nous énonçons, dans un souci de concision, pour
 > 1=3seulement.

Théorème 2.3.1. Soit x 2 C

1 ([0; T]; Rm ) (
 > 1=3) un processus satisfaisant l'hypothèse 1, et

� 2 C3;b(Rd; Rd;m ). Sous ces conditions :
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1. Le système (2.1), interprété grâce aux propositions 2.2.7 et 2.2.8, admet une unique solu-
tion y 2 Q 


x ([0; T]; Rd). Il existe en outre une fonction polynômialeP = PT;
 :! R+ telle
que

N [y; Q

x ([0; T]; Rd) � P (kxk
 ) : (2.29)

2. L'application d'Itô

F
 : Rd � C 

2 ([0; T]; Rm ) � C 2


2 ([0; T]; Rm;m ) ! C 

1 ([0; T]; Rd);

qui, à toute condition initiale a 2 Rd et tout 2-rough pathx = (x 1 ; x2), associe l'unique
solution de (2.1) dansQ


x ([0; T]; Rd), est localement lipschitzienne relativement à la to-
pologie höldérienne. Plus précisement : il existe une fonctionK = K T;
 : (R+ )2 ! R+ ,
croissante par rapport à chacun de ses arguments, telle que

N [F
 (a; x1 ; x2)  F
 (~a; ~x1 ; ~x2); C0;

1 ([0; T]; Rd)]

� K (kxk
 ; k~x1k
 )
n

ja  ~aj + N [x1  ~x1 ; C

2 ([0; T]; Rm )] + N [x2  ~x2 ; C2


2 ([0; T]; Rm;m )]
o

:

(2.30)

Remarque2.3.1. L'inégalité (2.29) implique en particulier

j(�y )st  � (ys)(�x) st j � j t  sj2
 P(kxk
 ); (2.31)

estimation qui sera utilisée dans la preuve du lemme 3.2.7.

Remarque 2.3.2. L'estimation (2.30) vient suggérer une dé�nition équivalente de la notion de
solution pour le système rugueux (2.1), plus en accord avec le point de vue de [41] : Un processus
y 2 C


1 ([0; T]; Rd) est solution de (2.1) si, pour toute suite de processus di�érentiablesxn qui
tend vers x au sens des2-rough paths, c'est-à-dire

N [x1  x1;n ; C

2 ([0; T]; Rm )] + N [x2  x2;n ; C2


2 ([0; T]; Rm;m )] n!1 ! 0; (2.32)

la suite des solutionsyn du système (régulier)dyn;i
t = � ij (yn

t ) dxn
t ; yn

0 = a, converge versy
dans C0;


1 ([0; T]; Rd).
De prime abord, cette seconde formulation peut sembler plus commode, voire plus naturelle,
car elle ne fait plus intervenir la structure intermédiaire des processus contrôlés. En cela, elle
masque cependant toute la spéci�cité du processus de résolution que nous nous apprêtons à
développer, et qui lui met en scène les espacesQ


x dans le cadre d'arguments de point �xe.
Pour cette raison, nous avons privilégié une première interprétation en termes d'intégration de
processus contrôlés, point de vue qui sera d'ailleurs repris dans les chapitres suivants. Notez
que cette approche permet en outre d'envisager des trajectoires rugueuses non géométriques,
c'est-à-dire des trajectoires pour lesquels l'existence d'une suite d'approximationxn véri�ant
(2.32) n'est pas assurée. Nous ne chercherons cependant pas à approfondir cette nuance.

Cette formulation du résultat de continuité des solutions a�ne très légèrement l'énoncé
original de [46], en a�ranchissant la constante de Lipschitz qui apparaît dans (2.30) de sa
dépendance vis-à-vis dey = F
 (a; x1 ; x2) et ~y = F
 (~a; ~x1; ~x2) via l'estimation (2.29). Pour cette
raison, mais aussi pour donner une idée des arguments mis à contribution dans l'établissement
de ce type d'estimation, nous nous permettons de revenir sur les grandes lignes de la preuve
du théorème. Notez qu'un résultat tout à fait similaire est démontré dans [41] (pour un rough
path d'ordre quelconque) à l'aide du formalisme initié par Lyons.
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2.3.1 Existence et unicité de la solution

Il s'agit ici d'établir le point 1 du théorème. Nous nous concentrerons uniquement sur le cas
1=3< 
 � 1=2, le cas
 > 1=2 relevant de toute façon d'arguments beaucoup plus simples, qui
font suite à l'interprétation (2.12) de l'intégrale.

Comme nous l'avons mentionné à plusieurs reprises, la solution du système sera obtenue
par le biais d'un argument de point �xe. Le raisonnement est d'abord mis en ÷uvre localement,
sur un petit intervalle [0; T0], puis étendu à l'intervalle entier [0; T] dans un second temps.

Notations . Avant d'entrer dans les détails de la preuve, précisons que nous travaillons ici en
supposant �xé un horizon T (�ni), à distinguer des temps intermédiaires T0, T1, .... Ceci signi�e
en particulier que les constantes qui vont apparaître dans la preuve pourront dépendre deT
sans mention explicite. Cette dernière remarque vaut d'ailleurs également pour la dépendance
des constantes vis-à-vis du champ de vecteurs� et de ses dérivées.

Raisonnement local. On considère un tempsT0 2 (0; T] qui sera �xé de façon retrospective au
cours de cette première étape. Pour touty 2 Q 


x ([0; T0]), on dé�nit z =  T0 (y) comme l'unique
processus deQ


x ([0; T0]) tel que z0 = y0 et (�z )st = J st (� (y) dx) (en particulier, zx
s = � (ys)).

De cette façon, une solution de (2.1) sur[0; T0] correspond à un point �xe de  T0 .

Si y; ~y 2 Q 

x ([0; T0]) avec (y0; yx

0 ) = (~y0; ~yx
0 ) = ( a; � (a)), et z =  T0 (y); ~z =  T0 (~y), alors en

utilisant successivement (2.26) et (2.19), il est facile d'établir que

N [z; Q

x ([0; T0])] � cx

�
1 + T 


0 N [y; Q

x ([0; T0])]2	

; (2.33)

mais aussi, grâce à (2.20),

N [z  ~z; Q0;

x ([0; T0])]

� cxT 

0 N [y  ~y; Q0;


x ([0; T0])]
�

1 + N [y; Q

x ([0; T0])]2 + N [~y; Q


x ([0; T0])]2	
; (2.34)

avec cx = c(1 + kxk
 ) pour une certaine constantec > 1 (qui dépend éventuellement de
T). On choisit à présent T0 := (16c3

x ) 1=
 et l'on pose RT0 := 2 cx , de telle sorte que, si
N [y; Q


x ([0; T0])] � RT0 , alors par (2.33), N [z; Q

x ([0; T0])] � RT0 , tandis que, si en outre

N [~y; Q

x ([0; T0])] � RT0 , alors par (2.34),

N [z  ~z; Q0;

x ([0; T0])] � N [y  ~y; Q0;


x ([0; T0])] � (16c2
x ) 1 �

1 + 8c2
x

	

�
9
16

N [y  ~y; Q0;

x ([0; T0])]:

Par conséquent, T0 est une contraction stricte du sous-ensemble fermé de

�
Q


x ([0; T0]; Rd); N [:; Q0;

x ([0; T0]; Rd)]

�

suivant :

BT0
(a;� (a));R T0

=
�

y 2 Q 0;

x ([0; T0]); (y0; yx

0 ) = (a; � (a)) ; N [y; Q

x ([0; T0])] � RT0

	
:

La restriction de  T0 à BT0
(a;� (a));R T0

admet par conséquent un point �xe, que nous noterons

yT0 .
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Extension de la solution.Les mêmes arguments (avec le même tempsT0) qu'à l'étape précédente
peuvent être appliqués à l'ensemble

B2T0�
yT0

T0
;�

�
yT0

T0

��
;RT0

=
n

y 2 Q x

 ([T0; 2T0]); (yT0 ; yx

T0
) =

�
yT0

T0
; �

�
yT0

T0

��
; N [y; Qx


 ([T0; 2T0])] � RT0

o
; (2.35)

ce qui fournit une extension de la solution sur[T0; 2T0], notéey2T0 . On répète ensuite la procé-
dure jusqu'à ce que l'intervalle [0; T] soit recouvert, et l'on pose alors :

y =

NT0X

i=1

yiT 0 � 1[(i 1)T0 ;iT 0 ] ; yx =

NT0X

i=1

yiT 0 ;x � 1[(i 1)T0 ;iT 0 ];

où NT0 est le plus petit entier tel que NT0 � T0 � T .

Le processus(y; yx ) est un processus contrôlé. En e�et, sikT0 � s < (k + 1)T 0 < : : : <
lT0 � t < (l + 1)T 0, aveck < l , on peut successivement écrire :

(�y )st

= ( �y )s;(k +1)T 0 +
l  1X

i= k+1

(�y ) iT 0 ;(i+1)T 0 + ( �y ) lT0 ;t

=
h
yx

s (�x) st  ykT0 ;x
s (�x) (k +1)T 0 ;t + ykT0 ;]

s;(k +1)T 0

i

+
l  1X

i= k+1

h
yiT 0 ;x

iT 0
(�x) iT 0 ;t  yiT 0 ;x

iT 0
(�x) (i+1)T 0 ;t + yiT 0 ;]

iT 0 ;(i+1)T 0

i

+

#

ykT0 ;]
s;(k +1)T 0

+
l  1X

i= k+1

yiT 0 ;]
iT 0 ;(i+1)T 0

+ ylT0 ;]
lT0 ;t

$

= yx (�x) st +
h
(�y kT0 ;x )s;(k +1)T 0 (�x) (k +1)T 0 ;t +

l  2X

i= k+1

(�y iT 0 ;x ) iT 0 ;(i+1)T 0 (�x) (i+1)T 0 ;t

+( �y (l  1)T0 ;x )(l  1)T0 ;lT0 (�x) lT0 ;t + ykT0 ;]
s;(k +1)T 0

+
l  1X

i= k+1

yiT 0 ;]
iT 0 ;(i+1)T 0

+ ylT0 ;]
lT0 ;t

i
; (2.36)

et de cette façon, on a bien(�y )st = yx
s (�x) st + y]

st , avecy] 2 C2

2 ([0; T]; Rd).

Il n'est ensuite pas di�cile de constater, en utilisant la décomposition

J st (� ij (y) dxj ) = J s;(k +1)T 0 (� ij (y) dxj ) +
l  1X

p= k+1

J pT0 ;(p+1)T 0 (� ij (y) dxj ) + J lT0 ;t (� ij (y) dxj );

que le processus contrôlé(y; yx ) ainsi dé�ni est solution de (2.1). En�n, à partir de l'expression
(2.36), on obtient :
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N [y; Q

x ([0; T])]

� sup
k=1;:::;N T0

N [ykT0 ; Q

x ([(k  1)T0; kT0])] + f1 + kxk
 g

NT0X

k=1

N [ykT0 ; Q

x ([(k  1)T0; kT0])]

� RT0 + RT0 � NT0 � f1 + kxk
 g � 2cx (1 + (T=T0 + 1) (1 + kxk
 ))

� 2cx

�
1 +

�
1 + 16 � T � c3=


x

�
(1 + kxk
 )

�
;

ce qui donne l'estimation (2.29).

Unicité de la solution. C'est une conséquence de l'estimation (2.34). En e�et, siy et ~y sont
deux solutions du système, alorsz =  T1 (y) = y et ~z =  T1 (~y) = ~y, donc, en notant Ny;~y =
1 + N [y; Q


x ([0; T])]2 + N [~y; Q

x ([0; T])]2, on a, pour tout T1 � T ,

N [y  ~y; Q0;

x ([0; T1])] � cxT 


1 Ny;~y N [y  ~y; Q0;

x ([0; T1])]:

En choisissant par exempleT1 tel que cxT 

1 Ny;~y = 1

2 , on obtient N [y  ~y; Q0;

x ([0; T1])] = 0. On

itère ensuite le procédé sur[T1; 2T1] ,[2T1; 3T1],... jusqu'à ce que l'intervalle[0; T] soit recouvert.

Le point 1 du théorème est ainsi complètement démontré.

2.3.2 Continuité de l'application d'Itô

Abordons à présent le point2 du théorème 2.3.1. Il est clair que six et ~x sont deux processus
directeurs distincts, les espacesQ


x et Q

~x sont eux-mêmes distincts, et l'on ne peut comparer

deux élémentsy 2 Q 

x , ~y 2 Q 


~x relativement à une même norme de processus contrôlés. Un
arti�ce technique supplémentaire doit être ici mis en ÷uvre. Il consiste à faire intervenir, pour
y 2 Q 


x et ~y 2 Q 

~x , la quantité

N [y  ~y; Q

x; ~x ] = N [(y; yx )  (~y; ~yx ); Q


x; ~x ] := N [y  ~y; C

1 ] + N [yx  ~yx ; C0;


1 ] + N [y]  ~y] ; C2

2 ]:

Comme dans la sous-section précédente, la preuve de l'estimation (2.30) est ensuite établie
en deux temps : d'abord localement, sur un petit intervalle[0; T0], puis globalement à l'aide du
lemme de Gronwall.

Raisonnement local. On considère un tempsT0 > 0. A partir de la décomposition

� (y  ~y)st = [� (ys)  � (~ys)] � (�x) st + � (~ys) � � (x  ~x)st +
�
yx

s � 0(ys)  ~yx � 0(~ys)
�

� x2
st

+ ~yx
s � 0(~ys) �

�
x2

st  ~x2
st

�
+ � st

" h
� (y)]  � (~y)]

i
� �x + � (~y)] � � (x  ~x)

+ �
�
yx � 0(y)  ~yx � 0(~y)

�
� x2

st + � (~yx � 0(~y)) �
�
x2  ~x2� �

;

il est facile de déduire l'estimation :

N [y  ~y; Q

x; ~x ([0; T0])]

� cx; ~x;y; ~y

n
T 


0 N [y  ~y; Q

x; ~x ([0; T0])] + kx  ~xk
 + kx2  ~x2k2
 + ja  ~aj

o
(2.37)
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avec
cx; ~x;y; ~y = c

�
1 + kxk
 + k~xk
 + N [y; Q


x ([0; T])]2 + N [~y; Q

~x ([0; T])]2	

;

pour une certaine constantec > 0. Souvenons-nous à présent des deux estimations

N [y; Qx

 ([0; T])] � P(kxk
 ) et N [~y; Q~x


 ([0; T])] � P(k~xk
 );

pour une même fonction polynômialeP. De cette façon,cx; ~x;y; ~y � cx; ~x , où cx; ~x > 0 représente
là encore une expression polynômiale dekxk
 et k~xk
 . En choisissantT0 = (2c x; ~x ) 1=
 , on tire
alors de (2.37) :

N [y  ~y; Q

x; ~x ([0; T0])] � 2cx; ~x

�
kx  ~xk
 + kx2  ~x2k2
 + ja  ~aj

	
:

Extension de l'inégalité. Avec les mêmes arguments qu'à l'étape précédente, on obtient, pour
tout k � 1 tel que kT0 � T ,

N [y  ~y; Q

x; ~x ([kT0; (k + 1)T 0])]

� 2cx; ~x
�

kx  ~xk 
 + kx2  ~x2k2
 + jykT0  ~ykT0 j
	

� 2cx; ~x

(

kx  ~xk
 + kx2  ~x2k2
 + ja  ~aj + T 

0

k 1X

l=0

N [y  ~y; Q

x; ~x ([lT0; (l + 1)T 0])]

)

et par conséquent, en utilisant le lemme de Gronwall (dans sa version discrète),

N [y  ~y; Q

x; ~x ([kT0; (k + 1)T 0])] � 2cx; ~x � ek �

kx  ~xk
 + kx2  ~x2k2
 + ja  ~aj
	

:

L'inégalité (2.30) devient alors une conséquence de l'estimation élémentaire :

N [y  ~y; C

1 ([0; T])] �

NT0  1X

k=0

N [y  ~y; Q

x; ~x ([kT0; (k + 1)T 0])];

où NT0 désigne le plus petit entier tel queNT0 � T0 � T , de telle sorte queNT0 � 1 + T=T0 �
1 + T � (2cx; ~x ) 
 .



Chapitre 3

Un schéma d'approximation dans le
cas du mBf

La solution du système di�érentiel rugueux standard

y0 = a 2 Rd ; dyi
t = � ij (yt ) dxj

t ; (3.1)

interprété au sens des rough paths, a été obtenue dans la sous-section 2.3.1 par le biais d'un
argument de point �xe abstrait, qui ne donne aucune indication quant à la façon de représen-
ter (au moins dans une version approchée) cette solution. L'objectif de la présente section va
consister en la mise en place d'un schéma d'approximation numérique facilement implémen-
table pour le système (1.2), dans le cas particulier oùx = B H est un mouvement Brownien
fractionnaire (abrégé en mBf) d'indice de HurstH > 1=3. On pourra par ailleurs envisager la
présence d'un terme de dérive et ainsi écrire l'équation sous la forme :

Y0 = a 2 Rd ; dY i
t = � i0 (Yt ) dt +

mX

i=1

� ij (Yt ) dB j
t ; (3.2)

où � est une application régulière et(B 1; : : : ; B m ) un mBf m-dimensionnel d'indiceH > 1=3.

Avant de préciser la nature de ce schéma, évoquons brièvement les cas de �gure qui ont été
envisagés jusqu'à présent, sans prétendre fournir une liste exhaustive des travaux relatifs à ce
problème d'approximation numérique.

Dans [73], les auteurs considèrent le cas où l'indiceH est strictement supérieur à1=2. Eu
égard à la proposition 1.2.2, c'est le cas Young, suivant la nomenclature présentée dans la
section précédente. Il est alors (entre autres) établi dans la référence ci-dessus que la solution
du système peut être approchée via le plus élémentaire des schémas, le schéma d'Euler :

Y n
0 = a ; Yn;i

tn
k +1

= Y n;i
tn
k

+ � i0 (Y n
tn
k
) ( tn

k+1  tn
k ) + � ij (Y n

tn
k
) ( �B j )tn

k tn
k +1

; (3.3)

pour une partition Pn;T = f0 = tn
0 < t n

1 < : : : < t n
n = Tg de [0; T] dont le pas est voué

à tendre vers 0. Dans ce même contexte, l'article [74] propose une analyse détaillée du cas
unidimensionnel (m = 1), avec la mise en évidence du taux de convergence exact du schéma
(3.3) et la détermination de la loi de l'erreur asymptotique.

Bien entendu, la situation où H = 1=2 (mouvement Brownien standard) est encore da-
vantage maîtrisée. Il serait vain de tenter de référencer ici l'ensemble de la littérature associée
au problème de l'approximation des di�usions d'Itô, et nous nous contenterons de renvoyer le

41
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lecteur aux deux ouvrages très complets [59] et [72]. Citons également les récentes avancées
contenues dans [22], et qui viennent en partie répondre à la question de l'implémentation du
schéma de Milstein multi-dimensionnel (nous reviendrons sur ce point dans un instant).

LorsqueH < 1=2, il convient d'abord de mentionner les deux articles [77] et [44] relatifs au
cas unidimensionnel (m = 1). Rappelons-nous que dans cette situation, le système (3.2) peut
être interprété via la méthode de Doss-Sussmann et il n'est ainsi pas nécessaire de recourir au
mécanisme des rough paths.

Le cas de �gure oùH < 1=2 en présence d'un bruit multidimensionnel (m � 2) n'avait,
à notre connaissance du moins, pas été traité de façonexplicite, autrement dit n'avait pas vu
la mise en place d'un algorithme concrètement implémentable, à partir de la seule simulation
du processusB ou de ses incréments�B par exemple. C'est ce que nous nous proposons de
réaliser ici, dans le cas oùH > 1=3 (nul doute cependant que la stratégie pourrait s'étendre à
H > 1=4).

Il est facile de constater, et ceci même dans le cas unidimensionnel, que le schéma d'Euler
(3.3) n'est plus approprié lorsqueH < 1=2. Examinons en e�et le cas de l'équation linéaire
impliquant un mBf scalaire

Y0 = 1 ; dYt = Yt dBt ; t 2 [0;1];

équation dont la solution est explicitement donnée, aussi bien par l'approche de Doss-Sussman
qu'au sens des rough paths, parYt = eB t . Le schéma d'Euler (3.3) appliqué à la partition
uniforme tn

k = k
n conduit quant à lui à l'approximation (évaluée au temps1)

Y n
1 =

n 1Y

k=0

 
1 + (�B )k=n;(k +1)=n

�
= exp

!

B1  
1
2

n 1X

k=0

�
�(�B )k=n;(k +1)=n

�
�2 + � n

"

;

avec limn!1 � n = 0 lorsqueH > 1=3. Il est à présent bien connu que

n 1X

k=0

�
�(�B )k=n;(k +1)=n

�
�2 p .s.

 ! 1

si H < 1=2, ce qui impliquelimn!1 Y n
1

p.s.
= 0 6=Y1 et fournit ainsi le contre-exemple recherché.

Pour remédier à cette di�culté, un premier schéma d'approximation, valable pour un 2-
rough path x = ( x1 ; x2) quelconque, a été proposé par Davie dans [25]. Il consiste en la
formule itérative :

yn
0 = a 2 Rd

yn;i
tn
k +1

= yn;i
tn
k

+ � ij (yn
tn
k
) � x1;j

tn
k tn

k +1
+ @p� ij (yn

tn
k
)� pl (yn

tn
k
) � x2;lj

tn
k ;t n

k +1
: (3.4)

Le terme additionnel @p� ij (yn
tn
k
)� pl (yn

tn
k
) est en fait dicté par la construction même de l'inté-

grale rugueuse. En e�et, siy est solution du système, alors nécessairement, avec les notations
de la sous-section 2.2.2,yx;pl = � pl (y) 1, et l'on reconnaît ainsi dans la formule (3.4) le terme
principal de la décomposition (2.25) appliquée ày. La preuve de la convergence du schéma,
établie dans [25], consiste ensuite en une adroite manipulation des termes résiduels de cette

1. Rappelons-nous quey est obtenue comme point �xe d'une application  : Q 

x ! Q 


x ; (y; y x ) 7! (z; � (y))
(voir la preuve du théorème 2.3.1).



3.1. QUELQUES PRÉCISIONS SUR L'AIRE DE LÉVY DU MBF 43

décomposition. Une extension de l'algorithme à un rough path d'ordre quelconque peut être
trouvée dans [41].

Se pose alors la question de l'implémentation de la formule (3.4). Si l'évaluation des in-
créments x1;j

tn
k tn

k +1
= ( �x j )tn

k tn
k +1

ne soulève a priori aucune di�culté, la simulation des termes

x2;lj
tn
k tn

k +1
n'est, d'une façon générale, pas du tout évidente. Le phénomène est depuis longtemps

identi�é dans le cas du mB standard : si l 6=j , on ne connaît pas explicitement la loi de la
variable aléatoireB 2;lj

st =
Rt

s (�B l )us dB j
u (où l'intégrale est par exemple comprise au sens d'Itô).

Notez toutefois le cas particulier où l'hypothèse de commutativité

@p� ij � � pl = @p� il � � pj

est véri�ée (pour tous i; j; l ) : on peut alors s'a�ranchir des termesB 2;lj en faisant apparaître
les sommes

B 2;lj
st + B 2;jl

st = ( �B l )st (�B j )st :

La situation est évidemment tout aussi problématique dans le cas oùH 2 (1=3;1=2). L'aire
de Lévy B 2 est alors interprétée via l'une des approches évoquées en introduction (intégrale
symétrique, approximations du processus,...), mais ses termes non diagonaux ne sont pas da-
vantage implémentables. La méthode que nous nous proposons d'étudier dans cette section
consiste simplement à remplacer, dans l'algorithme (3.4), l'aireB 2;lj

tn
k tn

k +1
par le double incrément

1
2(�B l )tn

k ;t n
k +1

(�B j )tn
k tn

k +1
, donnant ainsi naissance à la dé�nition (on rappelle que l'on prend ici

en compte le terme de dérive) :

Y n
0 = a 2 Rd

Y n;i
tn
k +1

= Y n;i
tn
k

+ � n � � i0 +
�

� ij +
� n

2
� @p� i0 � � pj +

� n

2
� @p� ij � � p0

�
� (�B j )tn

k tn
k +1

+
� 2

n

2
� @p� i0 � � p0 +

1
2

@p� ij � � pl � (�B l )tn
k tn

k +1
(�B j )tn

k tn
k +1

; (3.5)

où � n = T
n désigne le pas de la partition (supposée uniforme) et où l'on a noté, pour plus de

clarté, � ij = � ij (Y n
tn
k
), @p� ij � � pl = @p� ij (Y n

tn
k
)� pl (Y n

tn
k
),...

La stratégie utilisée en vue d'établir la convergence de ce schéma vers la solution de (3.2)
prend essentiellement appui sur les propriétés de continuité du �ot du système (Théorème
2.3.1), comme nous l'expliquerons dans la section 3.2. La section 3.1 rendra quant à elle compte
d'un travail préparatoire à la mise en place de cette stratégie, en abordant la question de la
discrétisation deB 2 . Nous pro�terons en outre de cet espace pour apporter quelques précisions
quant à la dé�nition de cette aire de Lévy pour le mBf d'indice H > 1=3.

3.1 Quelques précisions sur l'aire de Lévy du mBf

Pour être en mesure d'appliquer le théorème 2.3.1 au système (3.2) et ainsi pouvoir a�r-
mer l'existence et l'unicité d'une solution pour ce système (pour� assez régulière), il su�t
de justi�er la validité de l'hypothèse 1, autrement dit l'existence d'une aire de Lévy B 2 2
C2


2 ([0; T]; Rm+1;m+1 ) telle que � B 2 = �B 
 �B , et ce lorsqueB := (Id ; B 1; : : : ; B m ), la pre-
mière composante deB étant ici liée à la présence du terme de dérive.

Comme nous l'avons déjà rapporté dans la section 1.2 de l'introduction, il existe deux fa-
çons d'appréhender la construction de cette aire de Lévy du mBf, qui représente moralement
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l'intégrale
Rt

s �B us 
 dBu : soit l'on utilise une approche préexistante telle que l'intégrale symé-
trique, soit l'on s'appuie sur une approximation du processus (au sens des2-rough paths) en
partant par exemple d'une interpolation linéaire ou de la décomposition de Karhunen-Loève du
Brownien fractionnaire. Un critère très général, énoncé par Friz et Victoir dans [42], montre que
ces trois approches (intégrale symétrique, interpolation linéaire, décomposition de Karhunen-
Loève) conduisent en fait à la même aire de Lévy, et par suite au même calcul stochastique.

Dans ce contexte, l'objectif de cette section est double :
� Montrer d'une part, en utilisant les résultats de [76] associés à des arguments de chan-

gements d'échelle et de stationnarité élémentaires, que l'aire de LévyB 2 introduite par
Unterberger dans [102] coïncide avec les constructions que nous venons d'évoquer.

� Obtenir d'autre part un taux de convergence pour la suite

N [B 1  B 1;n;T ; C

2 ([0; T]; Rm )] + N [B 2  B 2;n;T ; C2


2 ([0; T]; Rm;m )];

où B 1;n;T (resp. B 2;n;T ) représente une discrétisation particulière des incréments du pro-
cessus (resp. une discrétisation de l'aire de Lévy) qui sera exploitée dans le cadre de
l'étude de l'algorithme (3.5).

La proposition 3.1.7 viendra en fait répondre à ces deux objectifs simultanément. Pour
comprendre ce résultat, rappelons d'abord brièvement la dé�nition de l'aire de LévyB 2 obtenue
à partir de l'approximation analytique du mBf.

3.1.1 L'approximation analytique du mBf

Tous les processus stochastiques que nous nous apprêtons à manipuler seront implicitement
dé�nis sur un même espace de probabilité complet(
; F ; P).

Comme expliqué dans [102], une décomposition particulière de la fonction de covariance
du mBf conduit à l'introduction d'un processus gaussien centré analytiqueX + 0

dé�ni sur le
demi-plan supérieur� + = fx + iy 2 C : y > 0g tel que, si l'on dé�nit en outre X  0

sur �  par
X  0

w = �X + 0

w , on ait, pour tous z; w 2 � + ,

E
h
X + 0

z X + 0

w

i
= E

h
X  0

z X  0

w

i
= 0; E

h
X + 0

z X  0

w

i
=

H (1  2H)
2 cos(�H )

( i (z  w))2H  2: (3.6)

Le processusX + 0

z doit être vu comme une approximation analytique de la dérivée du mBf.
Si l'on souhaite ensuite construire une approximation du mBf lui-même, il su�t de choisir,
pour tout t 2 R et tout " > 0, un chemin continu 
 ";t : [0;1] ! � + tel que 
 ";t (0) = i" et

 ";t (1) = t + i", puis de dé�nir X + ;"

t =
R


 ";t
X + 0

z dz. De la même façon, on dé�nit le processus

X  ;"
t par la formule X  ;"

t =
R

~
 ";t
X  0

z dz, où ~
 ";t : [0;1] ! �  est tel que ~
 ";t (0) =  i" et

~
 ";t (1) = t  i" (bien entendu, X  ;"
t = �X + ;"

t ). L'approximation recherchée est alors obtenue en
prenant :

X "
t = 2 Re(X + ;"

t ) = X + ;"
t + X  ;"

t : (3.7)

Il est clair que le processus ainsi dé�ni est di�érentiable ; sa dérivée est même égale à(X " )0
t =

X + 0

t+ i" + X  0

t  i" . Le résultat suivant, tiré de [102], fournit un premier lien entre ce dernier processus
et le mBf (unidimensionnel) usuel indexé parR :

Proposition 3.1.1. Pour tout " > 0, soit X " le processus donné par la relation (3.7). Alors,
pour tous s; t 2 R, on a

lim
"! 0

E [X "
t X "

s ] =
1
2

n
jtj 2H + jsj2H  jt  sj2H

o
:
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Il est également intéressant de noter que le processusX " véri�e des propriétés de stationna-
rité et de changement d'échelle similaires à celles du mBf, propriétés qui seront d'ailleurs mises
à contribution pour établir le lemme 3.1.11.

Lemme 3.1.2. Les égalités en loi suivantes sont satisfaites :

1. (Stationnarité)

f( �X " )s;u+ s; 0 � u � T  sg L= fX "
u ; 0 � u � T  sg; (3.8)

2. (Changement d'échelle)

fX "
c�u ; 0 � u � T=cg L=

n
cH X "=c

u ; 0 � u � T=c
o

: (3.9)

Démonstration. Comme il s'agit de processus gaussiens centrés, il su�t de comparer leurs
fonctions de covariance. Par exemple, pour tousu; v � 0, on a

E [(�X " )s;u+ s(�X " )s;v+ s]

= E
�� Z u+ s

s
(X " )0

x dx
� � Z v+ s

s
(X " )0

y dy
��

=
Z u+ s

s
dx

Z v+ s

s
dy

n
E

h
X + 0

x+i" X  0

y i"

i
+ E

h
X  0

x i" X + 0

y+i"

io

=
H (1  2H)
2 cos(�H )

Z u+ s

s
dx

Z v+ s

s
dy

�
( i(x  y) + 2") 2H  2 + (i(x  y) + 2") 2H  2	

=
H (1  2H)
2 cos(�H )

Z u

0
dx

Z v

0
dy

�
( i(x  y) + 2") 2H  2 + (i(x  y) + 2") 2H  2 	

= E [X "
uX "

v ] ;

ce qui prouve la stationnarité du processus. La propriété de changement d'échelle est ensuite
établie avec les mêmes arguments.

De façon naturelle, la versionm-dimensionnelle de cette approximation est donnée parX " :=
(X ";1 ; : : : ; X ";m ), où les composantesX ";i sont construites à partir de copies indépendantesX + 0

.
On peut alors envisager l'aire de Lévy construite à partir de cette approximation, suivant la
formule : pour tous 0 � s < t � T, 1 � j 1; j 2 � m et " > 0 :

X 2;"
st (j 1; j 2) =

Z t

s
dX ";j 1

u1

Z u1

s
dX ";j 2

u2
; (3.10)

où les intégrales sont simplement comprises au sens de Riemann. Notez que par intégration par
parties, les éléments diagonaux de cette approimation se résument en fait à

X 2;" (j; j )st =
(�X ";j )2

st

2
; j = 1; : : : ; m: (3.11)

Il s'avère que la suiteX 2;" converge relativement à la topologie höldérienne qui intervient dans
l'hypothèse 1. C'est le résultat principal de [102], que nous résumerons par l'énoncé :

Proposition 3.1.3. On �xe un coe�cient 
 2 (1=3; H). Alors, avec les notations précédentes :
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1. Le couple(X " ; X 2;" ) converge dansL p
 

; C


1 ([0; T]; Rm ) � C 2

2 ([0; T]2; Rm;m )

�
pour tout

p � 1 vers un élément(B; B 2), où B est un mBf d'indice de Hurst H .

2. L'incrément B 2 satisfait la relation algébrique� B 2 = �B 
 �B .

Remarque3.1.4. Si l'on a noté X " (plutôt que B " ) l'approximation analytique de B , c'est pour
distinguer ce processus de l'approximationB n;T de B par interpolation linéaire que nous nous
apprêtons à introduire.

Remarque3.1.5. La relation (3.11) passe en particulier à la limite pour donner

B 2
st (j; j ) =

(�B j )2
st

2
; j = 1; : : : ; m:

Remarque 3.1.6. La prise en compte du terme de dérive dans (3.2) nécessite la dé�nition de
composantesB 2

st (i; 0) et B 2
st (0; i) (i = 0; : : : ; m) pour l'aire de Lévy. Les formules suivantes

s'imposent ici naturellement :

B 2
st (i; 0) =

Z t

s
(�B i )su du ; B 2

st (0; i) =
Z t

s
(�B i )ut du; (3.12)

où la deuxième formule est obtenue après intégration par parties. La matrice(B 2
st (i; j ))0�i;j � m

ainsi étendue sera encore notéeB 2 .

Associée à cette dernière remarque, la proposition 3.1.3 nous indique en particulier que le
processusB = (B 1 ; B 2) (où comme précédemmentB 1 := �B ) est un 2-rough path au-dessus
de B = (Id ; B 1; : : : ; B m ), au sens de l'hypothèse 1. On peut ensuite s'appuyer sur cet élément
pour appliquer le théorème 2.3.1, et obtenir ainsi l'interprétation et la résolution trajectorielles
du système (2.1).

Pour faire le lien entre cette approche et les méthodes évoquées ci-dessus, autrement dit entre
B 2 et les constructions plus classiques de l'aire de Lévy, envisageons à présent une discrétisation
de ce processusB limite. A cette �n, on introduit une partition uniforme Pn;T = ft n

k = kT
n ; k =

0; : : : ; ng de l'intervalle [0; T], à partir de laquelle on dé�nit successivement :
� L'approximation B n;T de B par interpolation linéaire : pour tous t 2 [0; T], si k 2

f0; 1; : : : ; n  1g est tel que tn
k � t < t n

k+1 , alors

B n;T
t = B tn

k
+

�
t  tn

k

T=n

�
(�B )tn

k tn
k +1

: (3.13)

� L'aire de Lévy B 2;n;T issue deB n;T , dé�nie au sens de Riemann par :

B 2;n;T
st (i; j ) =

Z t

s

Z u1

s
dBn;T;(i)

u2
dBn;T;(j )

u1
: (3.14)

L'objectif du reste de cette section va alors consister à établir :

Proposition 3.1.7. Soit B = ( B 1 ; B 2) le 2-rough path donné par la proposition 3.1.3 et
B n;T = ( B 1;n;T ; B 2;n;T ) sa discrétisation, suivant le procédé évoqué ci-dessus. Alors, pour tout

 2 (1=3; H), il existe une variable aléatoire positive� 
;H;T , �nie presque sûrement, telle que,
pour tout n 2 N� ,

N [B 1  B 1;n;T ; C

2 ([0; T]; Rm+1 )] + N [B 2  B 2;n;T ; C2


2 ([0; T]; Rm+1;m+1 )] � � 
;H;T �
p

logn
nH  
 :

(3.15)
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Suivant ce résultat, le 2-rough path B = (B 1 ; B 2) issu de l'approximation analytique du
mBf, coïncide avec la limite obtenue en utilisant une interpolation linéaire du processus, et
donc, via les résultats de [42], avec les autres constructions de l'aire de Lévy. Notez que le taux
de convergence fourni par l'estimation (3.15) est comparable à celui qui apparaît dans [42], avec
une légère amélioration en la présence du facteur logarithmique.

3.1.2 Discrétisation du 2-rough path

Nous étudierons d'abord la convergence de la première composante (autrement dit la conver-
gence de l'interpolation linéaire vers le mBf en norme höldérienne), avant d'aborder la question
beaucoup plus délicate de la convergence de l'aire de Lévy approchée.

Convergence du B 1;n;T

On s'appuiera simplement sur le résultat suivant, emprunté à [104, Théorème 3.1] :

Proposition 3.1.8. Il existe une constanteh� > 0 et une variable aléatoire positive� H;h � ;T ,
�nie presque sûrement, telle que

sup
t2[0;T  h]

j(�B )t;t + h j � � H;h � ;T � hH �
p

j log(1=h)j; (3.16)

pour tout h 2 (0; h� ):

Corollaire 3.1.9. Pour tout coe�cient 
 2 (1=3; H), il existe une variable aléatoire positive
� H;
;T , �nie presque sûrement, telle que, pour toutn 2 N� ,

N
�
B 1;n;T  B 1 ; C


2 ([0; T]; Rm+1 )
�

� � H;
;T �
p

log(n) � n (H  
 ) : (3.17)

Démonstration. Il s'agit donc d'estimer la quantité j� (B n;T  B )st j pour s; t 2 [0; T]. Remar-
quons tout d'abord qu'il existe un réel xH;
 > 0 telle que l'application f : (0; T] ! [0;1),
f (x) = xH  


p
j log(1=x)j soit croissante sur(0; xH;
 ). Sans perte de généralité, nous suppose-

rons queT=n � inf(x H;
 ; h� ), où h� est la constante dé�nie par la proposition 3.1.8.

(i) Considérons le cas oùjt  sj � T
n , avec par exempletn

k � s < t n
k+1 � tn

l � t < t n
l+1 pour

k < l (on rappelle quetn
k = kT=n). Ainsi,

B n;T
s = B tn

k
+

�
s  tn

k

T=n

�
�B tn

k tn
k +1

et B n;T
t = B tn

l
+

�
t  tn

l

T=n

�
�B tn

l tn
l +1

;

de telle sorte que

j� (B n;T  B )st j � j �B tn
k sj + j�B t l

n t j + j�B tn
k tn

k +1
j + j�B tn

l tn
l +1

j

� 4� H;T

p
j log(n=T)j

�
T
n

� H

� � H;T jt  sj 

p

j log(n)jn (H  
 )

où l'on a utilisé l'estimation (3.16) pour obtenir la seconde inégalité.

(ii) Si jt  sj < T=n avec tn
k � s < t < t n

k+1 , alors

(�B n;T )st =
t  s
T=n

(�B )tn
k tn

k +1
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et ainsi

j� (B n;T  B )st j � j �B st j + j�B n;T
st j

� � H;T

p
j log(1=(t  s))jj t  sjH + � H;T jt  sj

p
j log(n=T)j

�
T
n

� H  1

� � H;T

p
j log(1=(t  s))jj t  sjH + � H;T jt  sj 


p
j log(n)jn (H  
 ) :

En utilisant la croissance dex 7! xH  

p

j log(1=x)j, on déduit

j� (B n;T  B )st j � � H;T jt  sj 

p

j log(n)jn (H  
 ) :

(iii) Si jt  sj < T=n et tn
k � s < t n

k+1 � t < t n
k+2 , on écrit j� (B n;T  B )st j � j � (B n;T  B )stn

k +1
j +

j� (B n;T  B )tn
k +1 t j pour se ramener ainsi au cas précédent.

L'estimation (3.17) résulte à présent de la combinaison des trois cas (i)-(iii).

Convergence de l'aire de Lévy

La preuve de l'estimation N [B 2  B 2;n;T ; C2

2 ] � � �

p
logn n  (H  
 ) prendra essentiellement

appui sur l'estimation suivante, tirée de l'un des principaux résultats de [76] :

Proposition 3.1.10. Pour tout p � 1, il existe une constanteK p telle que, pour tous1 �
i; j � m,

�
E

�
�
�B 2

0;T (i; j )  B 2;n;T
0;T (i; j )

�
�
�
p� 1=p

� K p � T2H � n 2H +1=2 : (3.18)

Démonstration. Observons tout d'abord que la variable aléatoireB 2
0;T  B 2;n;T

0;T appartient à la
somme des deux premiers chaos de Wiener associésB , et par conséquent tous les moments de
B 2

0;T  B 2;n;T
0;T sont équivalents (voir [81] pour un exposé complet de ces notions). Il su�t donc

de montrer l'existence d'une constanteK > 0 telle que, pour tousi; j = 1; : : : ; m,

�
E

�
�
�B 2

0;T (i; j )  B 2;n;T
0;T (i; j )

�
�
�
2
� 1=2

� K � T2H � n 2H +1=2 : (3.19)

Considérons d'abord les éléments diagonaux deB 2
0;T  B 2;n;T

0;T . On sait que B 2
0;T (j; j ) =

(B (j )
T )2=2, tandis que

B 2;n;T
0;T (j; j ) =

Z T

0
B n;T;(j )

u dBn;T;(j )
u

=
n 1X

k=0

B (j )
tn
k

�B (j )
tn
k tn

k +1
+

n 1X

k=0

Z tn
k +1

tn
k

� n
T

� 2
�

u  
kT
n

� �
�B (j )

tn
k tn

k +1

� 2
du

=
n 1X

k=0

�
B (j )

tn
k

�B (j )
tn
k tn

k +1
+

1
2

�
�B (j )

tn
k tn

k +1

� 2
�

=
1
2

�
B (j )

T

� 2
;

et ainsi B 2
0;T (j; j )  B 2;n;T

0;T (j; j ) = 0.
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Envisageons à présent un terme(i; j ) non-diagonal du processus, et supposons sans perte
de généralité quei > j . En procédant comme ci-dessus, on obtient

Z T

0
B n;T;(i)

u dBn;T;(j )
u =

1
2

n 1X

k=0

 
B (i)

tn
k

+ B (i)
tn
k +1

�
�B (j )

tn
k tn

k +1
:

Nous pouvons alors faire appel à [76, Théorèmes 1.1 et 1.2] pour conclure :

�
E

�
�
�B 2

0;T (i; j )  B 2;n;T
0;T (i; j )

�
�
�
2
� 1=2

� K � T2H � n 2H +1=2 : (3.20)

Il s'agit à présent de passer de l'estimation ponctuelle (3.18) (en normeL p sur 
) à une
estimation en norme höldérienne (presque sûre). Pour cela, nous associerons deux résultats
techniques qui surviennent assez naturellement dans ce contexte : un premier résultat relatif
aux changements d'échelle pour l'aire de LévyB 2 (et son approximation B 2;n;T ), puis une
adaptation du lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey aux processus de deux variables.

Lemme 3.1.11. Pour tout point s 2 P n;T ,

�
(�B )s;u+ s; (�B n;T )s;u+ s); 0 � u � T  s

	 L=
�

(Bu ; B n;T
u ); 0 � u � T  s

	
: (3.21)

Par ailleurs, si c > 0,

�
(Bcu; B n;T

cu ); 0 � u � T=c
	 L=

n
cH (Bu ; B n;T=c

u ); 0 � u � T=c
o

: (3.22)

En�n, si s; t 2 P n;T avecs � t, on a

 
B 2

st (i; j ); B 2;n;T
st (i; j )

� L= (t  s)2H  
B 2

01(i; j ); B 2;n;T=(t  s)
01 (i; j )

�
(3.23)

pour tous i; j = 1; : : : ; m:

Démonstration. C'est une conséquence des propriétés classiques de stationnarité et de chan-
gement d'échelle pour le mBf et son approximation analytique ((3.8) et (3.9)). Toutefois, le
rédaction exhaustive des di�érents arguments successivement mis en ÷uvre est assez longue, et
pour cette raison, nous la reportons en appendice.

Lemme 3.1.12. Soit � > 0, p � 1 et V un espace vectoriel normé quelconque. Il existe une
constanteC�;p;V > 0 telle que pour tout processusR 2 C2([0; T]; V ),

N
�
R; C�

2 ([0; T]; V )
�

� C�;p;V

� Z T

0

Z T

0

jRuv j2p

ju  vj2�p +2 du dv
� 1=(2p)

+ C�;p;V N
�
�R ; C�

3 ([0; T]; V )
�
:

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à [46] pour la preuve originale de ce résultat, qui
généralise le lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (obtenu en prenantR = �f ). Une
version un peu plus générale du lemme sera de toute façon établie dans le chapitre 5 (voir
Proposition 5.5.7).
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Munis de ces deux lemmes techniques, nous sommes en mesure d'établir le taux de conver-
gence escompté :

Proposition 3.1.13. Pour tout coe�cient 
 2 (1=3; H), il existe une variable aléatoire positive
� H;
;T , �nie presque sûrement, telle que, pour toutn 2 N� ,

N
�
B 2;n;T  B 2 ; C2


2 ([0; T]; Rm+1;m+1 )
�

� � H;
;T �
p

log(n) � n (H  
 ) :

Démonstration. Dans un souci de clarté, les constantes qui apparaîtront dans cette preuve
pourront dépendre de
 et T, mais aussi des paramètres intermédiairesp et ", sans mention
explicite. Ces constantes seront d'ailleurs toutes désignées par la même notationK . Nous
noterons égalementAn;T := B 2  B 2;n;T .

Considérons tout d'abord les termes impliquant la première composante deB : on a par
exemple, à partir des expressions (3.12),

�
�
�An;T

st (i; 0)
�
�
� � j t  sj1+
 N [B n;T  B ; C


1 ([0; T]; Rm+1 )];

ce qui donne l'estimation attendue grâce à (3.17). Le traitement deAn;T
st (0; i) est ensuite simi-

laire. Pour les termesAn;T
st (i; j ), avec1 � i; j � m, on procède en plusieurs étapes.

Etape 1. Cherchons tout d'abord à établir l'estimation : pour tous p � 1,

�
E

�
�
�An;T

st (i; j )
�
�
�
p� 1=p

� K jt  sj2
 �
 
n 2(H  
 ) + n H �

; s; t 2 [0; T]; (3.24)

et ce pour tousi; j = 1; : : : ; m, ou plutôt, par symétrie, pour tous 1 � j � i � m. A cette �n,
nous distinguerons trois cas.

(i) Si jt  sj � T
n et s; t 2 P n;T , i.e. s = kT

n et t = lT
n aveck < l . Alors, d'après le lemme 3.1.11,

An;T
st (i; j ) L= B 2

01(i; j )  B 2;n;T=(t  s)
01 (i; j ):

Or, puisque T
t s = n

l  k , B 2;n;T=(t  s)
01 (i; j ) = B 2;l  k;1

01 (i; j ), et donc, d'après le proposition 3.1.10,

�
E

�
�
�An;T

st (i; j )
�
�
�
p� 1=p

� K � jt  sj2H � j l  kj 2H +1=2 � K � jt  sj1=2 � n 2H +1=2

� K � jt  sj2
 � n 2(H  
 ) ; (3.25)

où nous avons en outre utilisé le fait que
 > 1=4.

(ii) Si (t  s) � T
n avec tn

k � s < t n
k+1 � tn

l � t < t n
l+1 , alors, en utilisant la relation

cohomologique� (�A n;T (i; j )) stn
k +1 tn

l t = 0, on obtient la décomposition

An;T
st (i; j ) = An;T

stn
k +1

(i; j ) + An;T
tn
k +1 tn

l
(i; j ) + An;T

tn
l t (i; j )

+ � (An;T (i; j )) stn
k +1 t + � (An;T (i; j )) tn

k +1 tn
l t : (3.26)

Le terme An;T
tn
k +1 tn

l
(i; j ) est estimé à l'aide du cas (i) :

�
E

�
�
�An;T

tn
k +1 tn

l
(i; j )

�
�
�
p� 1=p

� K �
�
� tn

l  tn
k+1

�
�2
 � n 2(H  
 ) � K � jt  sj2
 � n 2(H  
 ) :
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Pour traiter les deux derniers termes de (3.26), souvenons-nous de la relation algébrique

� (An;T (i; j )) = �B (i) � �B (j )  �B n;T;(i) � �B n;T;(j ) ; (3.27)

qui entraîne ici

j� (An;T (i; j )) stn
k +1 t j � j (�B (i) )stn

k +1
j � j (�B (j ) )tn

k +1 t j + j(�B n;T;(i) )stn
k +1

j � j (�B n;T;(j ) )tn
k +1 t j;

estimation à partir de laquelle on déduit aisément, en appliquant par exemple l'inégalité de
Cauchy-Schwartz,

�
E

�
�
� � (An;T (i; j )) stn

k +1 t

�
�
�
p� 1=p

� K � jt  sjH � (T=n)H � K � jt  sj2
 �
 
n 2(H  
 ) + n H �

:

Le moment E[j� (An;T (i; j )) tn
k +1 tn

l t jp]1=p peut bien sûr être majoré de la même façon.

Quant au terme An;T
stn

k +1
(i; j ) , remarquons d'une part que

�
E

�
�
�B 2

stn
k +1

(i; j )
�
�
�
p� 1=p

=
�
�tn

k+1  s
�
�2H  

E
�
�B 2

01

�
�p� 1=p

� K � jt  sj2
 � n 2(H  
 ) ; (3.28)

tandis que, d'autre part,
�
�
�
�

Z tn
k +1

s
�B n;T;(i)

su dBn;T;(j )
u

�
�
�
� =

�
�
� �B n;T;(i)

tn
k tn

k +1
�B n;T;(j )

tn
k tn

k +1

�
�
�
Z tn

k +1

s

(u  tn
k )

(T=n)2 du �
�
�
� �B n;T;(i)

tn
k tn

k +1
�B n;T;(j )

tn
k tn

k +1

�
�
� :

cette dernière estimation conduisant là encore facilement à
!

E

�
�
�
�

Z tn
k +1

s
(�B n;T;(i) )su dBn;T;(j )

u

�
�
�
�

p
" 1=p

� K � jt  sj2
 � n 2(H  
 ) : (3.29)

L'association de (3.28) et (3.29) donne e�ectivement

(E[jAn;T
stn

k +1
(i; j )jp])1=p � K jt  sj2
 � n 2(H  
 ) :

Le raisonnement est également valable pourAn;T
tn
l t (i; j ).

(iii) Il reste à analyser le cas(t  s) < T
n . Pour tn

k � s < t < t n
k+1 , on a

�
E

�
�
�
�

Z t

s
(�B (i) )su dB (j )

u

�
�
�
�

p� 1=p

� K � jt  sj2H � K � jt  sj2
 � n 2(H  
 ) ;

et �
�
�
�

Z t

s
�B n;T;(i)

su dBn;T;(j )
u

�
�
�
� �

(t  s)2

2(T=n)2

�
�
� �B n;T;(i)

tn
k tn

k +1

�
�
�

�
�
� �B n;T;(j )

tn
k tn

k +1

�
�
� ;

d'où �
E

�
�
�
�

Z t

s
(�B n;T;(i) )su dBn;T;(j )

u

�
�
�
�

p� 1=p

� K � jt  sj2
 � n 2(H  
 ) :

Le cas ((t  s) < T
n , tn

k � s < t n
k+1 � t < t n

k+2 ) donne lieu à un traitement et un résultat
similaires, ce qui achève la preuve de (3.24).
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Etape 2.Pour appliquer le lemme 3.1.12, il faut (d'abord) être en mesure de contrôler la norme
N

�
� (B 2  B 2;n;T ); C2


3

�
de façon presque sûre. Pour cela, remarquons que la relation (3.27)

s'écrit également

� (B 2  B 2;n;T ) =
�
�

 
B  B n;T ��


 �B + �B n;T 

�
�

 
B  B n;T ��

:

Par conséquent,

j� (B 2  B 2;n;T )sut j

� j t  uj 
 js  uj 

 
2N [�B ; C


2 ] � N [� (B  B n;T ); C

2 ] + (N [� (B  B n;T ); C


2 ])2�

et ainsi

N
�
� (B 2  B 2;n;T ); C2


3

�
� 2N [�B ; C


2 ] � N [� (B  B n;T ); C

2 ] + (N [� (B  B n;T ); C


2 ])2:

En utilisant le lemme 3.1.9, on déduit à présent

N
�
� (B 2  B 2;n;T ); C2


3

�
� � H;
;T �

p
log(n) � n (H  
 ) : (3.30)

Etape 3. Associé à (3.30), le lemme 3.1.12 entraîne

N
�
(B 2  B 2;n;T ); C2


2 ([0; T]
�

� K
� Z T

0

Z T

0

j(B 2  B 2;n;T )uv j2p

ju  vj4
p +2 du dv
� 1=(2p)

+ K � � H;
;T �
p

log(n) � n (H  
 ) :

pour tout p � 1. Il reste donc à montrer que

jRn;p j � � 
;H;T �
p

log(n) � n (H  
 ) (3.31)

où

Rn;p :=
� Z T

0

Z T

0

j(B 2  B 2;n;T )uv j2p

ju  vj4
p +2 du dv
� 1=(2p)

:

Pour cela, on commence par utiliser l'estimation (3.24) (en remplaçant
 par 
 + "=2, pour "
assez petit), pour déduire

EjRn;p j2p �
Z T

0

Z T

0

Ej(B 2  B 2;n;T )uv j2p

ju  vj4
p +2 du dv

� K
Z T

0

Z T

0

ju  vj4
p +2"p

ju  vj4
p +2 du dv �
 
n 4(H  
  "=2)p + n 2Hp �

;

et donc, en choisissantp > 1
" ,

EjRn;p j2p � K
 
n 4(H  
 )p+2"p + n 2Hp �

:

Posons� = minf2( H  
 )  "; H g. D'après l'inégalité de Tchebychev, on a, pour tout� > 0,

P(n� " jRn;p j > � ) �
EjRn;p j2p

� 2p n2p(� ") � K
n 2p"

� 2p :
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d'où, puisque p > 1=",
1X

n=1

P(n� " jRn;p j > � ) < 1:

Le lemme de Borel-Cantelli implique alorsn� " jRn;p j ! 0 p.s. lorsquen ! 1, ce qui conduit
à (3.31) en choisissant" > 0 de façon appropriée, dans la mesure où

�  " = minf2( H  
  ") ; H  "g > H  
:

3.2 Etude du schéma

La stratégie visant à établir la convergence du schéma (3.5) vers la solution de (3.2) est
basée sur l'observation suivante : la formule (3.5) correspond au schéma de Milsteinclassique
(en présence de processus réguliers) appliqué à l'approximation de Wong-Zakaï du système
dirigée par B n;T , autrement dit au système régulier

dY
n;i
t = � i0 (Y

n
t ) dt + � ij (Y

n
t ) dBn;T;j

t ; Y
n
0 = a 2 Rd; (3.32)

où, on le rappelle,B n;T est dé�ni par (3.13). Il est en e�et facile de constater que(�B n;T )tn
k tn

k +1
=

(�B )tn
k tn

k +1
, tandis que

B 2;n;T
tn
k tn

k +1
=

Z tn
k +1

tn
k

(�B n;T;l )tn
k u dBn;T;j

u =
1
2

(�B l )tn
k tn

k +1
(�B j )tn

k tn
k +1

:

Cette observation n'est évidemment valable que lorsque l'on fait coïncider le pas� n = T
n du

schéma avec le pas de discrétisation deB .

La convergence du schéma est alors établie en deux temps : on e�ectue une première tran-
sition entre la solution Y du système initial et la solution Y

n
du système approché (3.32), puis

l'on analyse du passage deY
n

à sa discrétisationY n via l'algorithme de Milstein.

La première étape n'est en fait qu'une conséquence directe de l'association du théorème de
continuité du �ot (inégalité (2.30)) et de l'estimation (3.15). L'ensemble aboutit à :

Proposition 3.2.1. Supposons que� 2 C3;b(Rd; Rd;m+1 ) et soit 
 2 (1=3; H). Alors, avec les
notations ci-dessus, il existe une variable aléatoire positive� 
;H;�;T , �nie p.s., telle que

N [Y  Y
n
; C


1 ([0; T]; Rd)] � � 
;H;�;T

p
logn

nH  
 : (3.33)

Remarque 3.2.2. On ne peut malheureusement pas transformer cette estimation presque sûre
en une estimation dansL 1(
). C'est l'un des inconvénients de la méthodes rough paths : elle
fait apparaître des constantes aléatoires (ici� 
;H;�;T ) non intégrables, comme le montrerait une
rapide analyse de la preuve du théorème 2.3.1.

Le passage deY
n

à Y n va quant à lui nécessiter une étude relativement approfondie de
la procédure de discrétisation de Milstein dans le cas où le processus directeurx est régulier.
C'est l'objet de la section qui suit.
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3.2.1 Le schéma de Milstein pour les EDO dirigées par un processus régulier

Nous considérons ici le système général :

yt0 = a 2 Rd ; dyi
t = � ij (yt ) dxj

t ; t 2 [t0; 1[ ; (3.34)

lorsquex = ( x1; : : : ; x l ) est un processus continu, di�érentiable par morceaux, et� 2 C3;b (Rd; Rd;l ).
Le �ot associé à ce système sera noté�(a ; t0; :), ou en d'autres termes :

yt = �(a ; t0; t) () yt est l'évaluation en t de la solution de(3.34):

Le schéma de Milstein associé à (3.34) (lorsque l'équation est envisagée sur[0; T]) est dé�ni
par

yn;i
tk +1

= yn;i
tk

+ � ij (yn
tk

) � (�x j )tk tk 1 + @p� ij (yn
tk

)� pl (yn
tk

) �
Z tk +1

tk

(�x l )tk u dxj
u ; (3.35)

où tk = tn
k = kT

n . On notera 	 n (a; tp; :) le �ot numérique induit par ce schéma, c'est-à-dire la
suite (yn

tk
)k� p telle que yn

tp
= a et pour tout k � p, la relation itérative (3.35) est véri�ée.

Commençons par examiner la divergence des �ots exacts et numériques entre deux temps
successifstk et tk+1 de la partition :

Lemme 3.2.3. Avec les notations précédentes, on a, pour touta 2 Rd, pour tout k = 0; : : : ; n ,

j�(a ; tk ; tk+1 )  	 n (a; tk ; tk+1 )j � c� M x
tk tk +1

; avecM x
st :=

� Z t

s
j _xu j du

� 3

: (3.36)

Démonstration. Il su�t de partir du développement de Taylor : si y := �( a; tk ; :),

�(a ; tk ; tk1)  	 n (a; tk ; tk+1 )

=
Z tk +1

tk

du
Z 1

0
dr

�
@p� ij (a + r (�y )tk u)  @p� ij (a)

�
� pl (a)(�x l )tk u _x j

u

+
Z tk +1

tk

du
Z 1

0
dr @p� ij (a + r (�y )tk u)

� Z u

tk

� (� pl (y)) tk v dxv

�
_x j
u ;

et l'on utilise ensuite le fait que

�
�(�y i )st

�
� =

�
�
�
�

Z t

s
� ij (yu) dxj

u

�
�
�
� � k� k1

Z t

s
j _xu j du:

En considérant le couplex = ( x1 := �x; x2 :=
R

�x 
 dx) comme un2-rough path, l'inégalité
(2.30) implique par ailleurs :

Lemme 3.2.4. Soit 
 2 (1=3;1). On rappelle que

kxk
 := N [x1 ; C

2 ([0; T]; Rl )] + N [x2 ; C2


2 ([0; T]; Rl;l )]: (3.37)

Il existe une fonction croissanteCT : R ! R+ telle que

j(�(z ; s; t)  �(~z; s; t))  (z  ~z)j
jt  sj 


� CT (kxk
 ) � jz  ~zj (3.38)

et

j�(z ; s; t)  �(~z; s; t)j � CT (kxk
 ) � jz  ~zj (3.39)

pour tous s; t 2 [0; T] et z; ~z 2 Rd.
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Forts de ces deux résultats préliminaires, nous sommes en mesure de mettre en ÷uvre un
raisonnement classique d'analyse numérique visant à contrôler la di�érence entre la solutiony
du système (3.34) et le �ot numériqueyn issu du schéma (3.35). Ce sont ces estimations qui
assureront dans un instant la transition entreY

n
à Y n .

Proposition 3.2.5. Soit x : [0; T] ! Rl un processus continu, di�érentiable par morceaux,� 2
C3;b(Rd; Rd;l ) et a 2 Rd. On considère le �ot � associé au système (3.34) et le �ot numérique
	 n dé�ni par la relation (3.35). On rappelle que pour tout k = 0; : : : ; n , tk = tn

k = kT=n, et l'on
poseytk = �( a; 0; tk ) et yn

tk
= 	 n (a; 0; tk ). Avec ces notations, il existe une fonction croissante

~CT : R ! R+ telle que l'on ait, pour tous0 � p < q � n,

jytq  yn
tq

j � ~CT (kxk
 ) �
q 1X

k=0

M x
tk tk +1

(3.40)

j� (y  yn )tp tq j � ~CT (kxk
 ) �

8
<

:

q 1X

k= p

M x
tk tk +1

+ jtq  tpj 
 �
p 1X

k=0

M x
tk tk +1

9
=

;
(3.41)

où l'incrément M x est dé�ni dans (3.36).

Démonstration. Par dé�nition, yn
tk

= �(y n
tk

; tk ; tk ) et ytk = �( yn
t0

; t0; tk ), et donc

ytq  yn
tq

=
q 1X

k=0

 
�(y n

tk
; tk ; tq)  �(y n

tk +1
; tk+1 ; tq)

�
:

Remarquons à présent la relation

�(y n
tk

; tk ; tq) = �(�(y n
tk

; tk ; tk+1 ); tk+1 ; tq);

qui implique, grâce à (3.39),

�
� �(y n

tk
; tk ; tq)  �(y n

tk +1
; tk+1 ; tq)

�
� � CT (kxk
 ) �

�
�
� �(y n

tk
; tk ; tk+1 )  yn

tk +1

�
�
� :

On utilise ensuite (3.36) pour a�rmer que
�
�
� �(y n

tk
; tk ; tk+1 )  yn

tk +1

�
�
� =

�
� �(y n

tk
; tk ; tk+1 )  	 n (yn

tk
; tk ; tk+1 )

�
� � C � M x

tk tk +1
;

ce qui permet de déduire (3.40). Siq � p, on écrit

� (y  yn )tp tq =
 
�(y tp ; tp; tq)  ytp

�
 

�
	 n (yn

tp
; tp; tq)  yn

tp

�

=
 
�(y tp ; tp; tq)  ytp

�
 

�
�(y n

tp
; tp; tq)  yn

tp
)
�

 
�

	 n (yn
tp

; tp; tq)  �(y n
tp

; tp; tq)
�

:

En utilisant les mêmes arguments que ci-dessus, on peut ensuite montrer

j	 n (zn
p ; tp; tq)  �(z n

p ; tp; tq)j � CT (kxk
 ) �
q 1X

k= p

M x
tk tk +1

: (3.42)

(3.41) est �nalement obtenu en combinant (3.38) et (3.40).
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3.2.2 Application au mBf

Sous l'hypothèse� 2 C3;b (Rd; Rd;m+1 ) (qui sera dorénavant adoptée), on rappelle queY n

désigne la suite dé�nie par le schéma (3.2), tandis queY
n

représente la solution du système
approché (3.32). La proposition 3.2.5, appliquée à ce dernier système, conduit à un premier
contrôle :

Proposition 3.2.6. Pour tout 
 2 (1=3; H), il existe une variable aléatoire� 
;H;T , �nie p.s.,
telle que, pour toutn 2 N� ,

sup
p;q=0;:::;n  1; p<q

�
� � (Y

n
 Y n )tp tq

�
�

jtq  tpj 

� � 
;H;T

p
logn

nH  
 : (3.43)

Démonstration. Pour faire apparaître
�
� � (Y

n
 Y n )tp tq

�
� , il su�t de prendre x = B n;T dans

la proposition 3.2.5, où n est le même pas de discrétisation que dans le schéma numérique
(3.5), puisque, comme nous l'avons souligné au début de cette section,Y n coïncide avec la
discrétisation de Milstein du système (3.2.5). En utilisant (3.16), on sait en outre que

M x
tk tk +1

=
�
�(�B )tk tk +1

�
�3 � � H;T

(log n)3=2

n3H ;

et donc, d'après (3.40) et (3.15),

�
� � (Y

n
 Y n )tp tq

�
� � � 
;H;T CT

 
kB n;T k


�
(

jq  pj
n3H (log n)3=2 + jtq  tpj 


p � (log n)3=2

n3H

)

� � 
;H;T jtq  tpj 

(log n)3=2

n3H  1 ;

où l'expression de la variable aléatoire� 
;H;T varie d'une ligne à l'autre. (3.43) est maintenant
une conséquence de l'inégalité stricte3H  1 > H  
 .

Le reste de cette section va consister à établir que l'estimation (3.43) reste valable sur
l'intervalle entier [0; T] (et plus seulement sur les pointstp; tq de la partition) lorsque Y n est
étendu sur [0; T] par interpolation linéaire des points Y n

t0
; Y n

t1
; : : : ; Y n

tn
.

Intervient ici un premier résultat technique, hérité de (3.16) via l'estimation (2.29), relatif
au comportement local des variations deY

n
:

Lemme 3.2.7. Il existe une constanteh�� > 0 et une variable aléatoire positive� H;h �� ;�;T , �nie
p.s., telle que pour touth 2 (0; h�� ) et tout n � T

h�� ,

sup
t2[0;T  h]

j(� Y
n
)t;t +h j � � H;h �� ;�;T � hH �

p
j log(1=h)j:

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, on notexH > 0 la constante telle que
l'application x 7! xH

p
j log(1=x)j soit croissante(0; xH ]. On pose ensuiteh�� = min( xH ; h� ),

où h� désigne la constante dé�nie par le lemme 3.1.8. Soients; t 2 [0; T] tels que jt  sj � h�� .

(i) De (2.31), on tire
�
�(� Y

n
)st  � (Y

n
s )(�B n;T )st

�
� � j t  sj2
 G(kB n;T k
 )
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pour 1=3< 
 < H et une certaine fonction croissanteG : R ! R+ . En choisissant
 su�sam-
ment proche deH , on obtient

�
�(� Y

n
)st  � (Y

n
s )(�B n;T )st

�
� � � H;h � ;�;T jt  sjH

s

log
�

1
jt  sj

�
:

(ii) Supposons d'abord quet l � s � t � t l+1 . On a
�
�� (Y

n
s )(�B n;T )st

�
� � � H;h � ;�;T � j t  sj � (n=T)1 H

p
j log(n=T)j;

et puisque jt  sj � T=n, i.e. n=T � 1=(t  s), il en découle
�
� � (Y

n
s )(�B n;T )st

�
� � � H;h � ;�;T � (t  s)H �

p
j log(1=(t  s))j :

(iii) Si t l  1 � s � t l � tp � t � tp+1 avec l � p, alors

(�B n;T )st = ( B n;T
t  B tp ) + (�B )t l tp + (B t l  B n;T

s ): (3.44)

Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, cette relation mène facilement, lorsquejt  sj � T=n, à
�
�� (Y

n
s )(�B n;T )st

�
� � � H;h � ;�;T � (t  s)H �

p
j log(1=(t  s))j (3.45)

Si jt  sj > T=n , la décomposition (3.44) implique

�
�� (Y

n
s )(�B n;T )st

�
� � 2� H;h � ;�;T � (T=n)H

p
j log(n=T)j + � H;h � ;�;T � (tp  t l )H �

q
j log(1=(tp  t l ))j :

et l'on retrouve l'estimation (3.45) grâce à la croissance dex 7! xH
p

j log(1=x)j.

(iv) L'assertion est maintenant obtenue en combinant les étapes (i)-(iii).

Proposition 3.2.8. Soit fY n
t ; t 2 [0; T]g le processus obtenu par interpolation linéaire des

points Y n
t0

; Y n
t1

; : : : ; Y n
tn

. Pour tout 
 2 (1=3; H), il existe une variable aléatoire positive� 
;H;T ,
�nie p.s., telle que pour tout n > 1,

N [Y n  Y
n
; C


1 ([0; T]; Rd)] � � 
;H;T �
p

log(n) � n (H  
 ) :

Démonstration. On introduit tout d'abord l'interpolation linéaire Un de Y
n

associée à la par-
tition uniforme de pas T=n. A partir du résultat du lemme 3.2.7, on peut procéder comme dans
la preuve du lemme 3.1.9 pour obtenir

N [Un  Y
n
; C


1 ([0; T]; Rd)] � � H;
;T �
p

log(n) � n (H  
 ) :

Il su�t donc d'examiner la di�érence entre les deux processus linéaires par morceauxUn et
Y n . Si s 2 [t l ; t l+1 ] et t 2 [tk ; tk+1 ] pour l � k, on a

� (Un  Y n )st = � (Y
n

 Y n )t l tk +
t  tk

T=n
� (Y

n
 Y n )tk tk +1  

s  t l

T=n
� (Y

n
 Y n )t l t l +1 : (3.46)

(i) Si l + 1 < k , alors en appliquant (3.43) aux trois termes de (3.46), on obtient, puisque
(s  t l ) � T=n et (t  tk ) � T=n,

j� (Un  Y n )st j � � H;
;T jt  sj 
 � n (H  
 )
p

log(n): (3.47)
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(ii) Si l = k, (3.46) se simpli�e en

� (Un  Y n )st =
t  s
T=n

� (Y
n

 Y n )tk tk +1

et ainsi (3.43), associée au fait quejt  sj � T=n, fournit à nouveau l'estimation (3.47).

Le cask = l + 1 peut ensuite être traité de façon similaire, ce qui achève la preuve de la
proposition.

En associant les estimations des propositions 3.2.1 et 3.2.8, on obtient le résultat de conver-
gence escompté :

Théorème 3.2.1. Supposons que� 2 C3;b(Rd; Rd;m+1 ) et soit fY n
t ; t 2 [0; T]g le processus

obtenu par interpolation linéaire des pointsY n
t0

; Y n
t1

; : : : ; Y n
tn

issus du schéma (3.5). Pour tout
coe�cient 
 2 (1=3; H), il existe une variable aléatoire positive� 
;H;�;T telle que, siY désigne
la solution du système (3.2), alors pour toutn � 2,

N [Y  Y n ; C

1 ([0; T]; Rd)] � � 
;H;�;T

p
logn

nH  
 : (3.48)

3.2.3 Résultats de simulation numérique

Pour apprécier l'e�cacité de l'algorithme (3.5), envisageons l'exemple élémentaire

Y0 = a 2 R ; dYt = Yt � (dB1
t + dB2

t ); (3.49)

pour lequel nous disposons de la solution expliciteYt = eB 1
t + B 2

t . La �gure 3.2.3, qui rend compte
à la fois de l'application du schéma d'Euler et du schéma de type Milstein (3.5), vient illustrer
le phénomène que nous évoquions en introduction : lorsqueH < 1=2 (ici H = 0:4), le schéma
d'Euler ne converge plus vers la solution du système et il devient ainsi nécessaire d'inclure des
termes d'ordre deux dans l'algorithme.

Il eut été ensuite intéressant de pouvoir comparer le taux de convergence qui apparaît
dans (3.48) avec des taux plus classiques lorsqueB est un mB standard ou lorsqueB est
unidimensionnel (voir par exemple [77]). Survient ici l'un des inconvénients de l'approche rough
paths que nous avons suivie (outre celui mentionné dans la remarque 3.2.2) : cette méthode
ne met en évidence qu'une estimation en norme höldérienne de la di�érence entre la solution
exacte et la solution approchée. Le coe�cient 
 dans (3.48) est en e�et supposé strictement
supérieur à1=3et il n'est pas envisageable, eu égard aux arguments utilisés dans la preuve de
ce résultat, de faire converger
 vers 0 pour obtenir un taux de convergence étroit en norme
in�nie.

Permettons-nous cependant une conjecture quant à la vitesse de convergence dekY  
Y nk1 ;[0;T ], conjecture que viendront dans un instant appuyer deux exemples numériques.

Conjecture : On suppose l'indice de HurstH strictement supérieur à1=3. SoitY la solution
du système (3.2) etY n le processus obtenu par interpolation linéaire des pointsY n

t0
; Y n

t1
; : : : ; Y n

tn

issus du schéma (3.5). Il existe une variable aléatoire positive� H;T , �nie p.s., telle que, pour
tout n � 2,

kY  Y nk1 ;[0;T ] � � H;T �
p

logn �
�

n H + n 2H +1=2
�

: (3.50)
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Figure 3.1 � Application du schéma d'Euler (en rouge) et du schéma (3.5) (en bleu) à l'ap-
proximation de la solution de (3.49) (en pointillés).

Remarque3.2.9. L'estimation (3.50) est conforme aux résultats établis dans le cas du Brownien
standard (H = 1=2). Il est en e�et prouvé dans [15] que le schéma (3.5) appliqué au système
particulier

Y 1
0 = Y 2

0 = 0 ; dY1
t = dW1

t ; dY2
t = Y 1

t dW2
t ;

est exactement d'ordre n 1=2, résultat qui souligne par ailleurs le coût de l'approximation
W 2

st � 1
2(�W )st 
 (�W )st (on sait que le schéma de Milstein original est d'ordren 1).

Pour tenter d'appréhender la normekY  Y nk1 ;[0;T ], nous avons appliqué l'algorithme au
système :

Y0 = 1; dYt = cos(Yt ) dB1
t + sin( Yt ) dB2

t ; t 2 [0;1]: (3.51)

Observons que pour montrer (3.50), il su�rait en fait d'établir l'inégalité

sup
k=0;:::;n

�
�
�Ytn

k
 Y n

tn
k

�
�
� � � H;T

p
logn

n2H  1=2
:

En e�et, si Y P n;T
désigne l'interpolation linéaire de Y relativement à la partition Pn;T =

ft n
k ; k = 0; : : : n g, il est facile de prouver en utilisant les mêmes arguments que dans la preuve

du lemme 3.2.7, que

kY  Y P n;T
k1 ;[0;T ] � 2 sup

k=0;:::;n
sup

tn
k � s<t � tn

k +1

j(�Y )st j � � H;T

p
logn
nH ;
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pour une certaine variable aléatoire� H;T �nie p.s. Ainsi,

kY  Y nk1 ;[0;T ] � � H;T

p
logn
nH + kY P n;T

 Y nk1 ;[0;T ]

� � H;T

p
logn
nH + sup

k=0;:::;n

�
�
�Ytn

k
 Y n

tn
k

�
�
� :

Les �gures 3.2.3 et 3.2.3 représentent justement la fonction

n 7! log2

!

sup
k=0;:::;2 n

�
�
�Y k

2n
 Y 2n

k
2n

�
�
�

"

; (3.52)

pour le système (3.51). Chacun des points matérialise en fait l'erreur moyenne commise sur 50
réalisations du mBf.

1 2 3 4 5 6 7 8
 3

 2.8

 2.6

 2.4

 2.2

 2

 1.8

 1.6
Conv.ord.2H 1/2
Scheme!error

Figure 3.2 � Représentation de la fonction n 7! log2

�
supk=0;:::;2 n

�
�
�
�Y k

2n
 Y 2n

k
2n

�
�
�
�

�
associée au

système (3.51) lorsqueH = 0:35.

Remarque3.2.10. Comme il est de coutume dans l'analyse des erreurs commises par un schéma
numérique, la solution exacteY , dont nous ne connaissons pas explicitement la loi, est en fait
remplacée dans (3.52) par une approximationY N0 très �ne elle-même obtenue via l'algorithme,
pour un certain paramètre N0 très grand �xé.

3.3 Appendix

Preuve du lemme 3.1.11.On rappelle que les points de la partitionPn;T sont donnés partn
k =

kT
n pour tout k 2 N. Introduisons à présent deux applicationsF n;T

 et F n;T
+ associées à cette
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Figure 3.3 � Représentation de la fonction n 7! log2

�
supk=0;:::;2 n

�
�
�
�Y k

2n
 Y 2n

k
2n

�
�
�
�

�
associée au

système (3.51) lorsqueH = 0:8.

partition : pour tout u 2 R+ , F n;T
 (u) := tn

i et F n;T
+ (u) := tn

i+1 si tn
i � u < t n

i+1 . Avec ces
notations, on peut écrire B n;T

u = Gn;T (B )u , où l'application mesurable Gn;T : C(R+ ; Rm ) !
C(R+ ; Rm ) est dé�nie par

Gn;T (y)u := yF n;T
 (u) +

u  F n;T
 (u)

T=n

�
yF n;T

+ (u)  yF n;T
 (u)

�
; u 2 R+ : (3.53)

A�n d'établir (3.21), observons que F n;T
� (u + s) = F n;T

� (u) + s si s 2 P n;T . Il est alors facile de
constater que

((�B )s;�+s ; (�B n;T )s;�+s ) = ((�B )s;�+s ; Gn;T ((�B )s;�+s );

et ainsi, grâce à la propriété de stationnarité du mBf, on a :

((�B )s;�+s ; (�B n;T )s;�+s ) L= ( B; Gn;T (B )) = ( B; B n;T ):

La preuve de (3.22) est tout à fait similaire. On part de la relationF n;T
� (c� u) = c� F n;T=c

� (u)
pour écrire B n;T

cu = Gn;T=c(Bc�)u . En utilisant cette fois la propriété de changement d'échelle
du mBf, on déduit

(Bc�; B n;T
c� ) = (B c�; Gn;T=c(Bc�))

L= ( cH B; Gn;T=c(cH B ));

et (3.22) est à présent une conséquence de la linéarité deGn;T=c.

Pour montrer (3.23), commençons par remarquer que, p.s.,

(B 2
st ; B 2;n;T

st ) = lim
� ! 0

�
X (� )2

st ; X (� )2;n;T
st

�
;
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où X (� )2;n;T est l'aire de Lévy associée à la discrétisationX (� )n;T de X (� ). La convergence
de la première composante est une conséquence de la proposition 3.1.3, tandis que, pour éta-
blir X (� )2;n;T

st ! B 2;n;T
st , il su�t d'observer que X (� )2;n;T

st peut s'écrire à l'aide d'évaluations
de X (� ) en des points �xés de la partition, puis d'utiliser à nouveau la proposition 3.1.3. En
faisant maintenant appel à la notation Gn;T dé�nie par (3.53), ainsi qu'aux propriétés de sta-
tionnarité et de changement d'échelle deX (� ) (Lemme 3.1.2), on déduit successivement, pour
toute fonction continue bornée' : (Rm 
 Rm )2 ! R :
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E
h
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�
B 2

st ; B 2;n;T
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= lim
� ! 0

E
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o
;

mX

i=0

�
X (� )n;T
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�
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�
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��
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�

�
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� 2

01
; (t  s)2H X

�
�

t  s
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01

"$

= E
h
'

�
(t  s)2H B 2

01; (t  s)2H B 2;n;T=(t  s)
01

�i
;

et la propriété (3.23) est ainsi démontrée.
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Deuxième partie

L'équation de Volterra rugueuse
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Présentation

La méthode des rough paths ayant conduit à une compréhension et un traitement très com-
plets du système di�érentiel rugueux standard (2.1), il est à présent naturel de s'interroger sur
la �exibilité de cette approche déterministe à travers la considération de systèmes di�érentiels
moins classiques.

Un premier pas en cette direction a été franchi par [75], article dans lequel les auteurs
envisagent l'équation avec retard rugueuse:

(
yi

t = � 0 +
Rt

0 � ij (yu ; yu r 1 ; : : : ; yu r k ) dxj
u pour tout t � 0;

yt = � t si t 2 [ r k ; 0];
(3.54)

où r1 < : : : < r k sont des instants �xés. Le principe général qui a guidé leur analyse, et dont
nous nous inspirerons notamment dans le chapitre 5, peut être résumé de la façon suivante :
pour o�rir une interprétation raisonnable du système (3.54), puis le résoudre, il su�t d'adapter
les outils utilisés dans le cas standard (processus contrôlés, intégrales itérées,...) à ce contexte
"avec retard", en partant de l'observation du comportement algébrique des solutions du système
lorsquex est un processus régulier. Il est par exemple montré (dans le cas
 2 (1=3;1=2]) qu'en
tenant compte de la particularité du problème, une version modi�ée de l'aire de Lévy, décrite
(moralement) par l'expression

x2;retard
st (� ) :=

Z t

s
dxu 


Z u+ �

s+ �
dxv ; � 2 [ r k ; 0];

s'impose spontanément lors de la construction de l'intégrale
Rt

0 � (yu ; yu r 1 ; : : : ; yu r k ) dxu .

Dans les deux chapitres qui suivent, nous nous proposons de poursuivre ce projet d'extension
de la méthode rough paths en envisageant le cas de l'équation de Volterra rugueuse :

yi
t = ai +

Z t

0
� ij (t; u; yu) dxj

u ; (3.55)

où a 2 Rd est une condition initiale donnée. La spéci�cité de ce système, par rapport à (2.1),
tient bien sûr à la dépendance de l'intégrant� (t; u; yu) vis-à-vis de la variable courantet.
L'équation ne peut d'ailleurs se mettre sous la forme di�érentielle classiquedyt = � (yt ) dxt , et
l'on parle plutôt d' équation intégrale.

La version régulière du système (lorsquex est di�érentiable) a été introduite par Volterra
mais surtout étudiée par Traian Lalescu dans son mémoire de thèse "Sur les équations de
Volterra" (1908) (repris en 1911 dans l'ouvrage "Introduction to the Theory of Integral Equa-
tions" de l'auteur). Elle a depuis été fréquemment employée dans le cadre de modèles issus de
la biologie ou de la physique. Le livre [90] fournit une collection de solutions explicites pour des
fonctions � particulières, ainsi que de nombreuses méthodes de résolution du système.

La situation où x = W désigne un mouvement Brownien standard et� est déterministe a
été traitée de façon exhaustive par Berger et Mizel à travers les deux articles [5, 6] (voir aussi
[65]), dans lesquels l'intégrale

Rt
0 � (t; u; yu) dWu est comprise au sens d'Itô. Leurs résultats ont

ensuite été étendus au cas des semi-martingales dans [91].
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Si la fonction � est elle-même aléatoire, ce qui semble davantage plausible dans un certain
nombre de modèles, et si cette fonction s'écrit par exemple

� (t; u; Yu) = ~� (H t ; t; u; Yu);

pour un processus(H t )t2R + donné, l'intégrant n'est plus nécessairement adapté à la �ltration
du Brownien : il faut alors faire appel à des méthodes de calcul anticipant comme le calcul de
Malliavin. C'est ce qui est entrepris dans [3, 16, 17, 86, 83, 87]. Il est intéressant de noter que
dans cette dernière référence, le système de Volterra étudié vient modéliser le taux de croissance
d'un actif �nancier, et va ainsi au-delà des applications classiques inspirées par la biologie ou
la physique.

Eu égard à l'ensemble des travaux que nous venons de citer, il semble assez légitime d'aspirer
à une extension des résultats à un processusx plus général encore, avec notamment à l'esprit
le cas du mBf. La démarche que nous adopterons à cet e�et, inspirée comme nous l'annoncions
de la théorie des rough paths, sera restituée en deux temps :

� Une première étape, retranscrite dans le chapitre 4, consistera à envisager le système via
l'interprétation standard de l'intégrale rugueuse

Rt
0 � (t; u; yu) dxu , telle qu'elle est présen-

tée dans la section 2.2 (on "�xe" simplement la variable t). On constatera notamment
que si cette approche générale permet un traitement satisfaisant du cas Young (
 > 1=2),
elle se révèle malheureusement limitée lorsque
 � 1=2 : le raisonnement standard ne
permet en e�et pas d'établir l'existence d'une solution globale du système, dé�nie sur
tout intervalle [0; T] donné.

� Pour tenter de remédier à cette di�culté technique, le chapitre 5 proposera ensuite une
analyse approfondie du cas particulier où le noyau se présente sous la forme particulière

� (t; u; y ) = � (t  u) ~� (y);

avec � et ~� des fonctions régulières. Dans ce contexte, une réorganisation astucieuse du
système conduira à la mise en place d'un formalisme particulier, ditconvolutionnel, basé
sur une version du2-rough path mieux adaptée au problème.

Remarquons dès à présent que dans les deux cas, le caractère déterministe de la construction
permettra de passer outre la distinction que nous évoquions ci-dessus entre intégrants adaptés
et anticipants.

A notre connaissance, les considérations des deux chapitres qui suivent constituent la pre-
mière tentative d'application de la méthode rough paths à l'équation de Volterra (3.55). Dans
la situation où x = B H est un mBf d'indice de Hurst H > 1=4, il s'agit ainsi des premiers ré-
sultats d'existence et d'unicité (p.s) d'une solution pour (3.55). Comme dans le cas du système
standard, l'approche rough paths ne prend véritablement tout son sens que lorsqueH � 1=2.
Le cas YoungH > 1=2sera néanmoins examiné dans un premier temps, ne serait-ce que parce
qu'il amorce généralement la décomposition algébrique qui intervient dans le cas rugueux. No-
tez qu'une analyse plus approfondie de ce casH > 1=2 a récemment été donnée dans [7], à
partir des idées de [82].



Chapitre 4

Une première approche

L'équation de Volterra rugueuse

yt = a +
Z t

0
� (t; u; yu) dxu ; (4.1)

sera ici analysée dans les trois contextes suivants :
(i) Le cas Young(Section 4.1) : Lorsquex est un processus
 -höldérien avec
 > 1=2, et en

supposant l'application � : [0; T] � [0; T] � Rd ! Rd;m su�samment régulière vis-à-vis de
ses trois variables, nous verrons qu'il est possible d'interpréter le système (4.1) au sens
de Young, c'est-à-dire à partir des constructions de la sous-section 2.2.1.

(ii) Le cas Young avec singularité(Section 4.2) : Toujours lorsque
 > 1=2, nous évoquerons
ensuite la possibilité de traiter la présence d'une singularité au niveau des deux variables
temporelles, c'est-à-dire un noyau de la forme

� (t; u; y ) = (t  u) �  (y);

pour un certain coe�cient � > 0 et une fonction  : Rd ! Rd;m assez régulière. Il
n'est alors plus possible de faire directement appel à la décomposition (2.12), et l'in-
terprétation au sens de Young passe par l'analyse attentive des sommes de Riemann
associées à l'intégrale

Rt
0 � (t; u; yu) dxu . Le raisonnement conduit globalement à l'hypo-

thèse 
  � > 1=2. Sous cette condition, le système (4.1) peut être interprété et résolu
dans l'espaceC�

1 ([0; T]; Rd), pour tout � 2 (1=2; 
 ).
(iii) Le cas rugueux(Section 4.3) : Lorsque
 2 (1=3;1=2], les éléments caractéristiques

de la méthode des rough paths (processus contrôlés, intégrales itérées,...) doivent entrer
en scène pour permettre de donner sens à l'intégrale

Rt
0 � (t; u; yu) dxu . Comme dans la

section 2.3.1, la résolution du système s'e�ectue ensuite via un argument de point �xe dans
l'espace des processus contrôlés (Dé�nition 2.2.4), et mène à l'obtention d'une solution
locale, dé�nie sur un petit intervalle [0; T0], 0 < T 0 � T . Nous mettrons par ailleurs en
évidence les di�cultés techniques qui surviennent lorsque l'on cherche à étendre cette
solution locale en une solution globale dé�nie sur[0; T].

Dans la mesure où il s'agit à notre connaissance de résultats nouveaux, nous nous e�orcerons
de fournir dans les trois cas une rédaction exhaustive des raisonnements et des estimations
utilisés. On pourra ainsi trouver à travers les preuves de ce chapitre les quelques détails passés
sous silence dans les démonstrations du chapitre 2.
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Evoquons succintement la stratégie générale que nous avons adoptée pour obtenir les dif-
férents résultats à venir. Comme dans le cas du système di�érentiel rugueux standard (2.1), il
semble naturel de chercher à interpréter et à résoudre l'équation (4.1) dans un espace höldérien.
C'est l'approche suggérée par le formalisme desk-incréments, à travers l'intervention des deux
opérateurs� et � . Dans ce contexte, la grande di�érence entre le système standard et l'équation
de Volterra (d'un point de vue pour l'instant heuristique) tient au fait que les incréments de la
solution potentielle y de (4.1) entre deux instantss < t dépendent de toute la trajectoire (de0
à t), et pas seulement de son comportement entres et t. En e�et, si s < t, on a

(�y )st =
Z t

s
� (t; u; yu) dxu +

Z s

0
[� (t; u; yu)  � (s; u; yu)] dxu : (4.2)

De façon prévisible, la première intégrale qui apparaît dans (4.2) peut être traitée comme dans
le cas des di�usions. Autrement dit, sous certaines conditions de régularité pour� , la variable
supplémentairet dans l'intégrale ne joue ici aucun rôle proéminent. C'est la seconde intégrale
de (4.2) qui constitue véritablement la spéci�cité de l'analyse de l'équation de Volterra, en
impliquant l'intégralité du passé des trajectoires dex et y. Pour récupérer des incréments de la
forme jt  sj � de l'estimation de ce second terme, et ouvrir ainsi la voie à des arguments de points
�xes classiques, il faut alors recourir aux propriétés de régularité de� vis-à-vis de sa première
variable. Dans tous les cas, l'estimation du membre de droite de (4.2) ne pourra s'e�ectuer
qu'en faisant apparaître la norme dey sur l'intervalle [0; t] entier. Lorsque 
 2 (1=3;1=2],
cette dépendance va se révéler rédhibitoire dans la mise en place de l'argument classique de
prolongement de la solution ; seule l'existence d'une solution locale pourra ainsi être établie
dans la section 4.3. Comme nous l'annoncions dans la présentation de cette partie, nous ne
sommes parvenus à surmonter ce problème d'extension que dans le cas particulier développé
dans le chapitre suivant, par le biais d'une transformation du système et d'un procédé technique
de localisation.

Concluons cette introduction en précisant plusieurs notations spéci�ques à ce chapitre.
Comme nous venons de l'évoquer, la première variable temporellet de � sera amenée à jouer
un rôle bien distinct des deux autres variables(u; y) 2 [0; T] � Rd. Pour cette raison, nous
noterons fréquemmentYu := ( u; yu) 2 [0; T] � Rd et � t (Yu) := � (t; Yu). Par ailleurs, pour
éviter toute confusion dans la notation des indices, nous ne ferons pas directement apparaître
les dérivées partielles@l � par rapport à chacune des(d+2) variables réelles de la fonction, mais
plutôt les opérateurs di�érentiels associés à� , notés

D� : [0; T] � [0; T] � Rd ! L (Rd+2 ; Rd;m );

D 2� : [0; T] � [0; T] � Rd ! Bil (Rd+2 ; Rd;m ); : : :

En�n, on rappelle que si U est un ouvert d'un espace norméE, la notation Cn;b (U; Rk;l ) désigne
l'ensemble des fonctions� : U ! Rk;l n-fois di�érentiables, à dérivée bornées. En vue d'a�ner
les hypothèses de régularité sur� , on fera en outre intervenir les espaces intermédiaires dé�nis
pour tout � 2 (0; 1) par

Cn;b;� (U; Rk;l ) := f� 2 Cn;b (U; Rk;l ) : sup
x6=y

sup
i;j

�
�D n � ij (x)  D n � ij (y)

�
�

kx  yk�
E

< 1g:
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4.1 Le cas Young

Dans cette section, nous supposerons que le coe�cient de régularité höldérienne
 de x est
supérieur à1=2. Rappelons brièvement la dé�nition de l'intégrale qui s'impose dans ce contexte
(voir la sous-section 2.2.1) :

Proposition 4.1.1. Si z 2 C�
1([0; T]; Rd;n ) pour un certain � > 0 tel que� + 
 > 1, alors, pour

tous s; t 2 [0; T], l'intégrale de Riemann
Rt

s zu d~xu (~x di�érentiable) s'étend au processusx à
travers la formule :

J st (z dx) := zs(�x) st  � st (�z �x) : (4.3)

En outre, J (z dx) 2 C

2 ([0; T]; Rd) et

N [J (z dx); C

2 ([0; T]; Rd)] � cx

n
N [z; C0

1([0; T]; Rd;n )] + T � N [z; C�
1([0; T]; Rd;n )]

o
: (4.4)

Munis de cette dé�nition, on souhaiterait pouvoir écrire le système de Volterra rugueux
(4.1) sous la forme

yt = a + J 0t (� (t; :; y :) dx): (4.5)

Le lemme élémentaire suivant vient garantir la validité de cette écriture :

Lemme 4.1.2. Si y 2 C

1 ([0; T]; Rd) et � 2 C1;b([0; T]2 � Rd; Rd;n ), alors, pour tout t � 0,

� (t; :; y :) 2 C

1 ([0; T]; Rd;n ) et

N [� (t; :; y :); C

1 ] � c� (T1 
 + N [y; C


1 ]): (4.6)

Démonstration. Il s'agit d'une estimation évidente : si 0 � u < v � T,

j� (t; v; yv)  � (t; u; yu)j � kD� k1 (jv  uj + N [y; C

1 ]jv  uj 
 ) ;

et donc N [� (t; :; y :); C

1 ] � kD� k1 (T1 
 + N [y; C


1 ]).

Le résultat principal de cette section est à présent le suivant :

Théorème 4.1.1. On suppose que le processusx est un élément deC

1 ([0; T]; Rm ) avec
 > 1=2.

Soit � 2 (0; 1) tel que �(1 + 
 ) > 1, a 2 Rd, � 2 C2;b;� ([0; T]2 � Rd; Rd;m+1 ). Alors l'équation
(4.5) admet une unique solution dansC


1 ([0; T]; Rd).

Evidemment, ce théorème peut être appliqué aux trajectoires d'un mBf pour donner :

Corollaire 4.1.3. Soit B un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=2dé�ni sur espace
de probabilité complet(
; F ; P). Soit 
 2 (1=2; H) et � 2 (0; 1) tels que�(1 + 
 ) > 1, a 2 Rd,
� 2 C2;b;� ([0; T]2 � Rd; Rd;m+1 ). Alors le système

Y i
t = a +

Z t

0
� i0 (t; u; Yu) du +

mX

j =1

Z t

0
� ij (t; u; Yu) dB j

u ;

interprété de façon trajectorielle grâce à la proposition 4.1.1, admet (p.s) une unique solution
dans C


1 ([0; T]; Rd).
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Dans un souci de clarté, nous diviserons la preuve du théorème 4.1.1 en deux propositions :
nous mettrons d'abord en évidence l'existence et l'unicité d'une solution locale, dé�nie sur un
petit intervalle [0; T0] avec0 < T 0 � T , puis nous ferons appel à des arguments de recollement
succesifs pour étendre cette solution sur[0; T].

On rappelle que les notationsY et � t ont été précisées au cours de l'introduction de ce
chapitre, et que l'on a posé, dans le chapitre 2,

N [y; C0;

1 ] := sup

t2[0;T ]
jyt j + N [y; C


1 ]:

Proposition 4.1.4 (Existence et unicité locales). Sous les hypothèses du théorème 4.1.1, il
existe un tempsT0 2 (0; T] tel que l'équation (4.5) admet une unique solution dansC


1 ([0; T0]; Rd).

Démonstration. C'est le même type d'argument de point �xe que dans la preuve du théorème
2.3.1. Pour le mettre en ÷uvre, on associe à chaquey 2 C


1 ([0; T0]) l'élément z =  ( y) dé�ni
par

zt =  ( y)t = y0 + J 0t (� t (Y:) dx):

La solution que nous cherchons apparaîtra comme un point �xe de à l'intérieur d'une boule
invariante.

Etape 1 : Invariance d'une boule. On �xe un temps T1 2 (0; T] (T1 sera précisé de façon
rétrospective). Soit y 2 C


1 ([0; T1]) tel que y0 = a et posonsz :=  ( y), où, bien entendu,
l'application  est adaptée à l'intervalle [0; T1].

A ce stade, souvenons-nous de la spéci�cité de l'équation de Volterra. Comme dans (4.2),
l'incrément (�z )ts peut être décomposé en une somme de deux termes qui recevront un trai-
tement distinct : I 1

st = J st (� t (Y) dx) et I 2
st = J os([� t  � s](Y) dx). Le point de départ pour

estimer ces deux intégrales est bien sûr l'inégalité (4.4). Toutefois, en ce qui concerneI 2
st , il est

clair que cette dernière estimation ne su�ra pas à faire émerger des incréments enjt  sj (on
cherche une estimationN [z; C


1 ], donc une relation de la forme
�
�I 2

st

�
� � j t  sj 
 f (y)). C'est ici

qu'entre en jeu le résultat technique suivant, qui amorce en outre l'argument de contraction de
l'étape 2 :

Lemme 4.1.5. Soit I = [ a; b] � [0; T] et y; ~y 2 C

1 (I ; Rd) tels queya = ~ya. Alors, sous les

hypothèses du théorème 4.1.1, on a, pour touss; t 2 I ,

N [[� t  � s](Y); C

1 (I )] � c� jt  sj f1 + N [y; C


1 (I )]g ; (4.7)

N [� t (Y)  � t ( ~Y); C

1 (I )] � c� f1 + N [y; C


1 (I )] + N [~y; C

1 (I )]g N [y  ~y; C


1 (I )]; (4.8)

N [[� t  � s](Y)  [� t  � s]( ~Y); C�

1 (I )]

� c� jt  sj f1 + N [y; C

1 (I )]� + N [~y; C


1 (I )]� g N [y  ~y; C

1 (I )]: (4.9)

Démonstration. Voir Appendix.



4.1. LE CAS YOUNG 73

Entrons à présent dans le détail des estimations. Pour traiterI 1, on utilise (4.4) pour déduire

�
�I 1

st

�
� � cx jt  sj 


�
N [� t (Y); C0

1([0; T1])] + T 

1 N [� t (Y); C


1 ([0; T1])]
	

� cx;� jt  sj 
 f1 + T 

1 N [� t (Y); C


1 ([0; T1])]g ;

et ainsi, grâce au lemme 4.1.2,N [I 1; C

2 ] � cx;� f1 + T 


1 N [y; C

1 ([0; T1])]g.

On décompose ensuiteI 2 en I 2 = I 2;1 + I 2;2, avec

I 2;1
st = [ � t  � s](Y0) ( �x) 0s et I 2;2

st = � 0s(� ([� t  � s](Y)) �x) :

Remarquons d'abord que
�
�
�I 2;1

st

�
�
� � kD� k1 jt  sj N [x; C


1 ]T 

1 , et donc N [I 2;1; C


2 ([0; T1])] �

cx;� T1. Quant à I 2;2, on utilise la propriété de contraction (2.6) et l'estimation (4.7) pour
obtenir

�
�
� I 2;2

st

�
�
� � cx N [[� t  � s](Y); C


1 ([0; T1])] T 

1

� cx;� jt  sj f1 + N [y; C

1 ([0; T1])]gT2


1 ;

de telle sorte queN [I 2;2; C

2 ([0; T1])] � cx;� T1+


1 (1 + N [y; C

1 ([0; T1])]).

En rassemblant ces di�érentes estimations, on déduit

N [z; C

1 ([0; T1])] � cx;� f1 + T 


1 N [y; C

1 ([0; T1])]g :

On choisit alors T1 2 (0; T] tel que pour tout 0 < T 0 � T1, il existe un rayon AT0 pour lequel
la boule

B
A T0
T0 ;a = fy 2 C


1 ([0; T0]) : y0 = a; N [y; C

1 ([0; T0])] � AT0 g

est invariante par  . Le rayon AT0 est par ailleurs choisi comme fonction croissante deT0, ce
qui sera utilisé dans l'étape suivante.

Etape 2 : Propriété de contraction. On �xe un temps T0 2 (0; T1] et soit y; ~y 2 B
A T0
T0 ;a. On pose

z :=  ( y); ~z :=  (~y) et l'on décompose à nouveau� (z  ~z) en � (z  ~z) = J 1;1 + J 1;2 + J 2, avec

J 1;1
st = ( � t (Ys)  � t ( ~Ys)) (�x) st ; J 1;2

st = � st

�
� (� t (Y)  � t ( ~Y)) �x

�
;

J 2
st = � 0s

�
� ([� t  � s](Y)  [� t  � s]( ~Y)) �x

�
:

Estimons maintenant la norme
 -höldérienne de chacun de ces trois termes.

Cas de J 1;1 : On a N [J 1;1; C

2 ([0; T0])] � kD� k1 N [y  ~y; C0

1([0; T0])] N [x; C

1 ]. Cependant,

puisque y0 = ~y0 = a, ys  ~ys = ys  ~ys  (y0  ~y0), donc N [y  ~y; C0
1([0; T0])] � N [y  

~y; C

1 ([0; T0])] T 


0 et ainsi

N [J 1;1; C

2 ([0; T0])] � cx;� N [y  ~y; C


1 ([0; T0])] T 

0 :

Cas deJ 1;2 : Les inégalités (2.6) et (4.8) fournissent :
�
�
�J 1;2

st

�
�
� � cN [� t (Y)  � t ( ~Y); C


1 ([0; T0])] N [x; C

1 ] jt  sj2


� cx;� jt  sj 
 (1 + N [y; C

1 ([0; T0])] + N [~y; C


1 ([0; T0])]) N [y  ~y; C

1 ([0; T0])]T 


0 ;
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ce qui donne

N [J 1;2; C

2 ([0; T0])] � cx;� (1 + N [y; C


1 ([0; T0])] + N [~y; C

1 ([0; T0])]) N [y  ~y; C


1 ([0; T0])]T 

0 :

Cas deJ 2 : Par (2.6) et (4.9),

�
�J 2

st

�
� � cN [[� t  � s](Y)  [� t  � s]( ~Y); C�


1 ([0; T0])] N [x; C

1 ] T 
 (1+ �)

0

� c�;x jt  sj 
 T1+
�
0 N [y  ~y; C


1 ([0; T0])] f 1 + N [y; C

1 ([0; T0])]� + N [~y; C


1 ([0; T0])]� g;

ou en d'autres termes

N [J 2; C

2 ([0; T0])] � c�;x T1+
�

0 N [y  ~y; C

1 ([0; T0])] f 1 + N [y; C


1 ([0; T0])]� + N [~y; C

1 ([0; T0])]� g:

Par conséquent,N [z  ~z; C

1 ([0; T0])] � c�;x T 


0 N [y  ~y; C

1 ([0; T0])] f 1 + AT0 g et puisque l'on

a supposéz0 = ~z0, N [z  ~z; C0;

1 ([0; T0])] � c�;x T 


0 N [y  ~y; C0;

1 ([0; T0])] f1 + AT0 g. Le rayon

AT0 décroissant lorsqueT0 tend vers 0, il existe un tempsT0 2 (0; T1] tel que l'application  ,

restreinte à la boule invariante B
A T0
T0 ;a, est une contraction stricte. D'où l'existence d'un point

�xe dans cet ensemble.

L'unicité de cette solution locale est facile à établir à partir des estimations de l'étape 2.
En e�et, si y et ~y sont deux solutions dansC


1 ([0; T0]), on a, pour tout T0;0 � T0,

N [y ~y; C0;

1 ([0; T0;0])] � c�;x T 


0;0N [y ~y; C0;

1 ([0; T0;0])] f 1 + N [y; C


1 ([0; T0])] + N [~y; C

1 ([0; T0])]g ;

ce qui permet d'a�rmer que yj[0;T0;0 ] = ~yj[0;T0;0 ] pour T0;0 assez petit. On itère ensuite la
démarche sur[T0;0; 2T0;0], [2T0;0; 3T0;0],...jusqu'à ce que l'intervalle [0; T0] soit recouvert.

Proposition 4.1.6 (Extension de la solution). Sous les hypothèses du théorème 4.1.1, la solu-
tion locale y(1) dé�nie par la proposition précédente peut être prolongée en une unique solution
globale dansC


1 ([0; T]; Rd).

Démonstration. Nous allons en fait montrer l'existence d'une constante" > 0, indépendante
de y(1) , telle quey(1) puisse être prolongée en une solution sur[0; T0+ "] . La conclusion découlera
ensuite d'une simple itération de la procédure.

A cette �n, on introduit la fonction  dé�nie pour tout z 2 C

1 ([0; T0+ "]) tel quezj[0;T0 ] = y(1)

par

ẑt =  ( z)t =

(
y(1)

t si t 2 [0; T0]

a + J 0t (� t (Z ) dx) si t 2 [T0; T0 + "]
:

Comme dans la preuve précédente, nous cherchons un point �xe de .

Etape 1 : Invariance d'une boule.Pour estimer N [ẑ; C

1 ([0; T0 + "])] , on considère séparément

les trois cas (s; t 2 [0; T0]), (s; t 2 [T0; T0 + "] ) et (s � T0 � t � T0 + ").

Dans le premier cas, on a simplementN [ẑ; C

1 ([0; T0])] � N [y(1) ; C


1 ([0; T0])]. Si s; t 2
[T0; T0 + "] , on décompose(� ẑ)st comme précédemment, c'est-à-dire(� ẑ)st = I 1;1

st + I 1;2
st +

I 2;1
st + I 2;2

st , avec
I 1;1

st = � t (Z s) ( �x) st ; I 1;2
st = � st (� (� t (Z )) �x) ;

I 2;1
st = [ � t  � s](Z 0) ( �x) 0s ; I 2;2

st = � 0s(� ([� t  � s](Z )) �x) :
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Majorons individuellement chacun de ces termes : d'abord, en utilisant (2.6) et (4.6), on déduit
�
�
� I 1;2

st

�
�
� � cN [� t (Z ); C


1 ([0; T0 + "])] N [x; C

1 ] jt  sj2


� c�;x f1 + N [z; C

1 ([0; T0 + "])] g jt  sj2
 ;

ce qui permet d'a�rmer N [I 1;2; C

2 ([T0; T0 + "])] � c�;x " 
 f1 + N [z; C


1 ([0; T0 + "])] g. Grâce à
(2.6) et (4.7), nous disposons ensuite de l'estimation suivante pourI 2;2

st :
�
�
� I 2;2

st

�
�
� � cN [[� t  � s](Z ); C


1 ([0; T0 + "])] N [x; C

1 ] T2


� c�;x jt  sj f1 + N [z; C

1 ([0; T0 + "])] g ;

d'où N [I 2;2; C

2 ([T0; T0 + "])] � c�;x "1 
 f1 + N [z; C


1 ([0; T0 + "])] g.
Puisque trivialement N [I i;1 ; C


2 ([T0; T0 + "])] � c�;x pour i = 1; 2, on déduit ainsi

N [ẑ; C

1 ([T0; T0 + "])] � c�;x

�
1 + "1 
 N [z; C


1 ([0; T0 + "])]
	

:

En�n, l'estimation dans le troisième cas 0 � s � T0 � t � T0 + " est une conséquence des deux
cas précédents : en e�et,

j( � ẑ)st j = j( � ẑ)sT0 + ( � ẑ)T0 t j

� N [y(1) ; C

1 ([0; T0])] jT0  sj 
 + N [ẑ; C


1 ([T0; T0 + "])] jt  T0j 


�
n

N [y(1) ; C

1 ([0; T0])] + N [ẑ; C


1 ([T0; T0 + "])]
o

jt  sj 
 :

En rassemblant ces di�érentes estimations, on obtient :

N [ẑ; C

1 ([0; T0 + "])] � c1

�;x

n
1 + N [y(1) ; C


1 ([0; T0])] + "1 
 N [z; C

1 ([0; T0 + "])]

o
:

Il est alors naturel de poser

" = (2c 1
�;x ) 1=(1 
 ) (" ne dépend pasy(1) ) et N1 = 2c1

�;x

n
1 + N [y(1) ; C


1 ([0; T0])]
o

;

de telle sorte que siN [z; C

1 ([0; T0 + "])] � N1, alors N [ẑ; C


1 ([0; T0 + "])] � N1
2 + N1

2 = N1. En
d'autres termes, la boule

B N1
y(1) ;T0 ;"

=
n

z 2 C

1 ([0; T0 + "]) : zj[0;T0 ] = y(1) ; N [z; C


1 ([0; T0 + "])] � N1

o

est stable par .

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons dans un premier temps chercher à mettre en
évidence l'existence d'une constante� 2 (0; "] telle que l'application  précédemment dé�nie
(adaptée à l'intervalle [0; T0 + � ]) satisfait une propriété de contraction une fois restreinte à une
certaine boule (invariante).

Soit z(1) ; z(2) 2 B N 1
y(1) ;T0 ;�

et posonsẑ(1) =  ( z(1) ), ẑ(2) =  ( z(2) ). Bien entendu, puisque,

par dé�nition de  , ẑ(1) et ẑ(2) coïncident sur [0; T0], on a N [ẑ(1)  ẑ(2) ; C

1 ([0; T0 + � ])] =

N [ẑ(1)  ẑ(2) ; C

1 ([T0; T0 + � ])]. Si T0 � s < t � T0 + � , on utilise, comme dans la preuve de la

proposition 4.1.4, la décomposition� (ẑ(1)  ẑ(2) )st = J 1;1
st + J 1;2

st + J 2
st , où

J 1;1
st = ( � t (Z (1)

s )  � t (Z (2)
s )) (�x) st ; J 1;2

st = � st (� (� t (Z (1) )  � t (Z (2) )) �x) ;
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J 2
st = � 0s(� ([� t  � s](Z (1) )  [� t  � s](Z (2) )) �x) ;

et l'on estime ensuite chacun de ces termes séparément. PourJ 1;1, on a
�
�
�J 1;1

st

�
�
� � kD� k1 kz(1)

s  z(2)
s kN [x; C


1 ] jt  sj 
 :

Or
�
�
�z(1)

s  z(2)
s

�
�
� =

�
�
� [z(1)

s  z(2)
s ]  [z(1)

T0
 z(2)

T0
]
�
�
� � N [z(1)  z(2) ; C


1 ([0; T0 + � ])] � 
 ; (4.10)

et donc
N [J 1;1; C


2 ([T0; T0 + � ])] � cx;� � 
 N [z(1)  z(2) ; C

1 ([0; T0 + � ])]: (4.11)

Le terme J 1;2
st peut quant à lui être majoré de la façon suivante : d'après (2.6) et (4.8),

�
�
�J 1;2

st

�
�
� � cN [� t (Z (1) )  � t (Z (2) ); C


1 ([0; T0 + � ])]N [x; C

1 ] jt  sj2


� c�;x jt  sj 
 � 
 f1 + 2N 1g N [z(1)  z(2) ; C

1 ([0; T0 + � ])]:

En�n, il découle de la conjugaison de (2.6) et (4.9) :
�
�J 2

st

�
� � cN [[� t  � s](Z (1) )  [� t  � s](Z (2) ); C�


1 ([0; T0 + � ])]N [x; C

1 ] T 
 (1+ �)

� c�;x jt  sj 
 � 1 
 f1 + 2N �
1 g N [z(1)  z(2) ; C


1 ([0; T0 + � ])]:

Ces di�érentes bornes surJ 1;1
st , J 1;2

st et J 2
st conduisent à l'inégalité :

N [ẑ(1)  ẑ(2) ; C

1 ([0; T0 + � ])] � c�;x � 1 
 f1 + N �

1 + N1g N [z(1)  z(2) ; C

1 ([0; T0 + � ])];

puis, en utilisant à nouveau l'estimation (4.10),

N [ẑ(1)  ẑ(2) ; C0;

1 ([0; T0 + � ])] � c1

�;x � 1 
 f1 + N �
1 + N1g N [z(1)  z(2) ; C0;


1 ([0; T0 + � ])]:

On peut à présent choisir� 2 (0; "] tel que c1
�;x � 1 
 f1 + N �

1 + N1g � 1
2 , et l'application  

devient ainsi une contraction stricte surB N1
y(1) ;T0 ;�

. Il est facile de véri�er que la bouleB N1
y(1) ;T0 ;�

est elle aussi invariante par , d'où l'existence d'un point �xe dans cet ensemble, noté y(1);� .

Remarquons à présent que les arguments que nous venons d'utiliser s'appliquent aux en-
sembles stables (voir le lemme 4.1.7 ci-dessus)

n
z 2 C


1 ([0; T0 + 2� ]) : zj[0;T0+ � ] = y(1);� ; N [z; C

1 ([0; T0 + 2� ])] � N1

o
:

Par exemple, pour établir l'équivalent de la relation (4.11) sur cet intervalle étendu, il su�t
d'écrire, si s 2 [T0 + �; T 0 + 2� ],

�
�
�z(1)

s  z(2)
s

�
�
� =

�
�
� [z(1)

s  z(2)
s ]  [z(1)

T0+ �  z(2)
T0+� ]

�
�
� � N [z(1)  z(2) ; C


1 ([0; T0 + 2� ])] � 
 :

Ce constat permet d'étendrey(1);� en une solution y(1);2� sur [0; T0 + 2� ], puis y(1);3� sur
[0; T0 + 3� ],... jusqu'à ce que[0; T0 + "] soit recouvert, comme nous le souhaitions initialement.

La question de l'unicité de cette solution peut ensuite être traitée comme dans la preuve de
la proposition 4.1.4, à partir des estimations mises en évidence dans l'argument de contraction.
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Lemme 4.1.7. Avec les notations de la preuve précédente, les ensembles
n

z 2 C

1 ([0; T0 + l� ]) : zj[0;T0+(l  1)� ] = y(1);(l  1)� ; N [z; C


1 ([0; T0 + l� ])] � N1

o

sont stables par .

Démonstration. Si z appartient à un tel ensemble, on dé�nit

~zt =

(
zt if t 2 [0; T0 + l� ]

zT0+ l� if t 2 [T0 + l�; T 0 + "]
:

Clairement, ~z 2 B N1
y(1) ;T0 ;"

, et donc, grâce à la première étape de la preuve précédente, (~z) 2

B N1
y(1) ;T0 ;"

. A présent, puisquey(1);(l  1)� est solution sur[0; T0 +(l  1)� ], on a  (~z) j[0;T0+(l  1)� ] =

y(1);(l  1)� , ce qui signi�e que  (~z) est un prolongement de ( z), et de ce fait

N [ ( z); C

1 ([0; T0 + l� ])] � N [ (~z); C


1 ([0; T0 + "])] � N1:

Nous l'avons souligné dans le chapitre 2 et utilisé dans le chapitre 3 : l'un des résultats
fondamentaux de la théorie des rough paths (appliquée au système di�érentiel standard) est la
continuité de l'application d'Itô associée au système, telle qu'elle est retranscrite par l'inégalité
2.30. Dans ce contexte de l'équation de Volterra-Young, nous disposons du résultat analogue
suivant :

Proposition 4.1.8. On dé�nit l'application d'Itô F par F (a; x) = y, où y est l'unique solution
(donnée par le théorème 4.1.1) du système de Volterra (4.5). AlorsF est localement lipschit-
zienne. Plus précisément, il existe une applicationC : (R+ )2 ! R+ , bornée sur tout ensemble
compact, telle que pour touta; ~a 2 Rd, x; ~x 2 C


1 ([0; T]),

N [F (a; x)  F (~a; ~x); C

1 ([0; T])] � C

 
N [x; C


1 ([0; T])]; N [~x; C

1 ([0; T])]

�

fj a  ~aj + N [x  ~x; C

1 ([0; T])]g : (4.12)

Démonstration. L'inégalité (4.12) découle en fait facilement des di�érentes estimations établies
au cours des preuves des propositions 4.1.4 et 4.1.6. Nous n'esquisserons ainsi que les grandes
lignes du raisonnement.

On �xe deux éléments (a; x); (~a; ~x) 2 Rd � C 

1 ([0; T]) et l'on posey = F (a; x), ~y = F (~a; ~x).

Etape 1 : inégalité locale. On considère un tempsT0 � T qui sera �xé à la �n de cette
première étape. Dans un souci de concision, on introduit la notation

R = f1 + N [y; C

1 ] + N [~y; C


1 ]g f1 + N [x; C

1 ] + N [~x; C


1 ]g :

Par dé�nition de y; ~y, on a yt = a + J 0t (� t (Y) dx) et ~yt = ~a + J 0t (� t ( ~Y) d~x), donc, pour tous
s; t 2 [0; T0], � (y  ~y)st = I 1;1;�

st + I 1;2;�
st + I 2;1;�

st + I 2;2;�
st , avec

I 1;1;�
st = � t (Ys)(�x) st  � t ( ~Ys)(� ~x)st ; I 1;2;�

st = � st

�
� (� t (Y))�x  � (� t ( ~Y))� ~x

�
;

I 2;1;�
st = [ � t  � s](Y0)(�x) 0s  [� t  � s]( ~Y0)(� ~x)0s;
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I 2;2
st = � 0s

�
� ([� t  � s](Y))�x  � t  � s]( ~Y))� ~x

�
:

En écrivant par exemple

I 1;1;�
st = � t (Ys)� (x  ~x)st + [ � t (Ys)  � t ( ~Ys)](� ~x)st ; (4.13)

des estimations similaires à celles de la preuve de la proposition 4.1.4 conduisent à

N [I 1;1;� ; C

2 ([0; T0])] � c� R fT 


0 N [y  ~y; C

1 ([0; T0])] + ja  ~aj + N [x  ~x; C


1 ]g :

On procède ensuite de la même façon pourI 1;2;� ; I 2;1;� ; I 2;2;� pour �nalement obtenir

N [y  ~y; C

1 ([0; T0])] � c1

� R fT 

0 N [y  ~y; C


1 ([0; T0])] + ja  ~aj + N [x  ~x; C

1 ]g :

On choisit à présentT0 = (2c 1
� R) 1=
 , ce qui permet d'a�rmer

N [y  ~y; C

1 ([0; T0])] � 2c1

� R fj a  ~aj + N [x  ~x; C

1 ]g :

Etape 2 : Prolongement de l'inégalité. En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve
de la proposition 4.1.6, conjointement à des décompositions telles que (4.13), il n'est pas di�cile
d'établir : pour tout " > 0,

N [y  ~y; C

1 ([0; T0 + "])]

� c2
� R

�
N [y  ~y; C


1 ([0; T0])] + ja  ~aj + N [x  ~x; C

1 ] + "1 
 N [y  ~y; C


1 ([0; T0 + "])]
	

:

Par conséquent, en prenant" = (2c 2
� R) 1=(1 
 ) , on obtient

N [y  ~y; C

1 ([0; T0 + "])] � 2c2

� R(2c1
� R + 1) fj a  ~aj + N [x  ~x; C


1 ]g :

On répète ensuite la démarche sur[0; T0 +2"] ; [0; T0 +3"] ; : : : ; [0; T0 + l(R)"] où T0 + l(R)" = T,
et �nalement N [y  ~y; C


1 ([0; T])] � D (R) fj a  ~aj + N [x  ~x; C

1 ]g pour une certaine fonction

croissanteD : [1;1[ ! R+ .

Etape 3 : Conclusion. Il reste à observer que le même type de raisonnement permet de
montrer que N [y; C


1 ] � G(N [x; C

1 ]) et N [~y; C


1 ] � G(N [~x; C

1 ]) pour une certaine fonction

G : R+ ! R+ bornée sur tout ensemble compact (nous aurions également pu mettre en
évidence cette estimation à partir de la preuve du théorème 4.1.1). Ainsi,

R � f1 + G(N [x; C

1 ]) + G(N [~x; C


1 ])g f1 + N [x; C

1 ] + N [~x; C


1 ]g

et l'inégalité (4.12) est véri�ée avecC(a; b) = D(f1 + G(a) + G(b)g f1 + a + bg).

4.2 Le cas Young en présence d'une singularité

4.2.1 Interprétation du système

Cette section est consacrée à l'étude d'un cas particulier du système (4.1), dans lequel le
champ de vecteurs� présente une singularité en(t; u) sur la diagonale. Plus précisément, nous
considérerons ici l'équation

yt = a +
Z t

0
(t  u) �  (yu) dxu ; (4.14)
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avec  : Rd ! Rd;n une application su�samment régulière, x 2 C

1 ([0; T]; Rn ) avec 
 > 1=2 et

� est un coe�cient positif dans un intervalle à préciser. Ainsi, l'application � qui apparaît dans
(4.1) aura tendance à exploser aux abords de la diagonale

D � Rd =
n

(t; t; y ); t 2 [0; T]; y 2 Rd
o

:

La présence de cette singularité nous empêche d'utiliser directement la décomposition (2.10)
pour dé�nir l'intégrale rugueuse

Rt
0 (t  u) �  (yu) dxu . Une dé�nition au sens de Young, c'est-

à-dire comme limite de sommes de Riemann, demeure néanmoins possible si� est assez petit :

Lemme 4.2.1. On �xe t 2 [0; T] et l'on suppose que les trois coe�cients�; �; 
 sont tels que


 > 1=2 ; � < � < 
 ; 
 + �  � > 1:

En�n, soit y 2 C�
1 ([0; T]; Rd) et  2 C1;b(Rd; Rd;m ). Alors, pour toute suite de partitions

� k ([0; t)) := f0 = t0 < t 1 < : : : < t k < tg dont le pas tend vers0 et telle quetk ! t, la
somme de Riemann X

� k ([s;t ))

(t  t i ) �  (yt i ) ( �x) t i t i +1

converge lorsquek tend vers l'in�ni. On dé�nit alors naturellement
Z t

s
(t  u) �  (yu) dxu := lim

k!1

X

� k ([s;t ))

(t  t i ) �  (yt i ) ( �x) t i t i +1 : (4.15)

Démonstration. Il su�t de traduire, en termes de sommes de Riemann, la décomposition (a
priori formelle)

Z t

0
(t  u) �  (yu) dxu =

Z t

0

 (yu)   (yt )
(t  u) � dxu +  (yt )

�
x t

t � + �
Z t

0

xu  x t

(t  u) �+1 du
�

: (4.16)

La convergence de la somme associée à
Rt

0
xu  x t

(t  u) �+1 du est évidente, tandis que la convergence

de la somme associée à
Rt

0
 (yu )  (y t )

(t  u) � dxu est une conséquence du théorème de Young. En e�et,

la fonction ' : u !  (y t )  (yu )
(t  u) � appartient à C� �

1 ([0; t]; Rd;m ), puisque, si0 < u < v < t,

j' v  ' u j

� j (yt )   (yv)j
�
�(t  v) �  (t  u) �

�
�

+
�
�(t  u) �

�
� j (yt )   (yv)  ( (yt )   (yu))j

� c1 N [y; C�
1 ] jt  vj �

�
1

jt  vj �

� 1 (� �) �
jv  uj

jt  vj �+1

� � �

+
c2

jv  uj �
N [y; C�

1 ] jv  uj �

� c1 N [y; C�
1 ] jv  uj � � + c2 N [y; C�

1 ] jv  uj � � ;

et si u < v = t, comme ' t = 0,

j' v  ' u j =
j (yv)   (yu)j

j(v  u) � j
� cN [y; C�

1 ] jv  uj � � :

Le critère de convergence de Young est ainsi véri�é puisque l'on a supposé
 + �  � > 1.
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Remarque4.2.2. Suivant la dé�nition (4.15), nous allons établir les estimations nécessaires à la
résolution du système (4.14) à l'aide de manipulations de sommes de Riemann. Nous aurions
également pu prendre appui sur la décomposition (4.16) et ainsi se ramener à des intégrales de
Young plus classiques. Les calculs sont en fait tout aussi laborieux dans les deux cas. Ces calculs
permettront ainsi de prendre conscience de la convivialité du cadre o�ert par les mécanismes
de l'intégration algébrique (lorsque ces mécanismes peuvent être directement appliqués).
Une autre approche du problème eut consisté à faire appel à une procédure de régularisation
de la singularité (remplacer(t  u) � par (t  u + ")  � ) pour utiliser les résultats de la sec-
tion précédente. Toutefois, comme nous l'expliquerons dans la remarque 4.2.7, cette méthode
requiérerait elle aussi, dans l'argument de passage à la limite sur", plusieurs estimations de
sommes de Riemann similaires à celles que nous nous apprêtons à montrer.

Pour amorcer la résolution du système (4.14), il est primordial de contrôler la norme höl-
dérienne de l'intégrale dé�nie par (4.15) (en tant que processus det), comme nous l'avions fait
dans le cas régulier à travers l'estimation (4.4). Avant d'aborder cette tâche, permettons-nous
d'étiqueter, en vue de références ultérieures, l'estimation élémentaire suivante :

Lemme 4.2.3. Soit 0 < s < t � T. Pour tout � 2 [0;1], il existe une constantec� telle que
pour tout u 2 (0; s),

�
�(t  u) �  (s  u) �

�
� � c� js  uj � � jt  sj � : (4.17)

Démontrons à présent le résultat de régularité escompté :

Proposition 4.2.4. Sous les mêmes hypothèses que dans le lemme 4.2.1, et en supposant en
outre que� < 
  � , on posezt :=

Rt
0 (t  u) �  (yu) dxu pour tout t 2 [0; T]. Alors, pour tout

T0 � T , le processusz est un élément deC�
1 ([0; T0]), et l'estimation suivante est véri�ée :

N [z; C�
1 ([0; T0])] � c ;x T 
  � �

0 f1 + N [y; C�
1 ([0; T0])]g : (4.18)

Démonstration. Comme dans la section précédente, on part de la décomposition(�z )st = I st +
II st , avec

I st =
Z t

s
(t  u) �  (yu)dxu et II st =

Z s

0

�
(t  u) �  (s  u) � �

 (yu) dxu ; (4.19)

et l'on estime chacun de ces deux termes séparément.
Cas deI : L'intégrale est en particulier obtenue comme limite (lorsquen tend vers l'in�ni) de
la suite

Jn =
2n  1X

i=0

(t  si
n ) �  (ysi

n
)(�x) si

n ;si +1
n

; avecsi
n = s +

i (t  s)
2n :

Il est facile de véri�er que

Jn+1  Jn =
2n  1X

i=0

h
(t  s2i+1

n+1 ) �  (ys2i +1
n+1

)  (t  s2i
n+1 ) �  (ys2i

n+1
)
i

(�x) s2i +1
n+1 ;s2+2

n+1

=
2n  1X

i=0

�
(t  s2i+1

n+1 ) �  (t  s2i
n+1 ) � �

 (ys2i +1
n+1

)(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

+
2n  1X

i=0

(t  s2i
n+1 ) �

h
 (ys2i +1

n+1
)   (ys2i

n+1
)
i

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

:= A + B: (4.20)
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Or

jAj � k k1 N [x; C

1 ]

jt  sj 


(2n+1 ) 


2n  1X

i=0

�
�(t  s2i+1

n+1 ) �  (t  s2i
n+1 ) �

�
� ;

et en faisant apparaître une somme télescopique adéquate,

2n  1X

i=0

�
�(t  s2i+1

n+1 ) �  (t  s2i
n+1 ) �

�
� (4.21)

= ( t  s) �
2n  1X

i=0

( �
1  

2i + 1
2n+1

�  �

 
�

1  
2i

2n+1

�  �
)

� (t  s) �
�

1  
2n+1  1

2n+1

�  �

� (t  s) � (2n+1 ) � :

D'où

jAj � c ;x jt  sj 
  �
�

1
2
  �

� n+1

� c ;x jt  sj � T 
  � �
0

�
1

2
  �

� n+1

: (4.22)

En ce qui concerneB , on a

jB j �

!
2n  1X

i=0

(t  s2i
n+1 ) �

"

k 0k1 N [y; C�
1 ]

jt  sj �

(2n+1 ) � N [x; C

1 ]

jt  sj 


(2n+1 ) 
 ;

avec

2n  1X

i=0

(t  s2i
n+1 ) � = ( t  s) �

2n  1X

i=0

�
1  

2i
2n+1

�  �

�
2n+1

(t  s) �

Z 1

0

du
(1  u) �

�
2n+1

1  �
(t  s) � ;

et ainsi

jB j � c ;x N [y; C�
1 ] jt  sj �+ 
  �

�
1

2�+ 
  1

� n+1

(4.23)

� c ;x jt  sj � N [y; C�
1 ]T 
  �

0

�
1

2�+ 
  1

� n+1

:

En revenant à (4.20) , on obtient

jJn+1  Jn j � T 
  � �
0 jt  sj � f1 + N [y; C�

1 ]g vn ;

où vn est le terme général d'une série convergente. On écrit ensuiteJN = J0+
P N  1

n=0 (Jn+1  Jn ),
de telle sorte qu'en laissantN tendre vers l'in�ni, on déduit

�
�
�
�

Z t

s
(t  u) �  (yu)dxu

�
�
�
� � j J0j + T 
  � �

0 jt  sj � f1 + N [y; C�
1 ]g :

Il su�t maintenant de remarquer que

jJ0j =
�
�(t  s) �  (ys)(�x) st

�
� � k k1 N [x; C


1 ] jt  sj 
  � � c ;x jt  sj � T 
  � �
0 (4.24)
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pour conclure
jI st j � T 
  � �

0 jt  sj � f1 + N [y; C�
1 ]g :

Cas deII : On utilise la même stratégie qu'avecI , en partant cette fois de la partition si
n = is

2n

et de la suite

Jn =
2n  1X

i=0

f s;t (si
n ) (ysi

n
)(�x) si

n ;si +1
n

; où f s;t (u) :=
�
(t  u) �  (s  u) � �

:

Alors

Jn+1  Jn =
2n  1X

i=0

n
f s;t (s2i+1

n+1 ) (ys2i +1
n+1

)  f s;t (s2i
n+1 ) (ys2i

n+1
)
o

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

=
2n  1X

i =0

�
f s;t (s2i+1

n+1 )  f s;t (s2i
n+1 )

	
 (ys2i +1

n+1
)(�x) s2i +1

n+1 ;s2i +2
n+1

+
2n  1X

i=0

f s;t (s2i
n+1 )

n
 (ys2i +1

n+1
)   (ys2i

n+1
)
o

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

:= D + E: (4.25)

Pour traiter D , remarquons que la fonctionu 7! f s;t (u) est décroissante[0; s), d'où

2n  1X

i=0

�
� f s;t (s2i+1

n+1 )  f s;t (s2i
n+1 )

�
� �

2n+1  1X

i=0

�
� f s;t (si+1

n+1 )  f s;t (si
n+1 )

�
� �

�
�
�
� f s;t

�
2n+1  1

2n+1 s
� �

�
�
� : (4.26)

En outre, suivant l'estimation élémentaire (4.17) appliquée à� = �, on a jf s;t

�
2n+1  1

2n+1 s
�

j �
c

s�+� jt  sj � (2�+ � )n+1 , et ainsi

jD j � ck k1 N [x; C

1 ]s
  � � jt  sj �

�
1

2
  � �

� n+1

� c ;x T 
  � �
0 jt  sj �

�
1

2
  � �

� n+1

: (4.27)

Quant à E , on fait à nouveau appel à (4.17) mais ici avec� = 
  � pour déduire

jE j � ck 0k1 N [y; C�
1 ]N [x; C


1 ]s� jt  sj 
  �
�

1
2�+ 


� n+1 2n  1X

i=0

�
1  

2i
2n+1

�  


� c ;x N [y; C�
1 ]s� jt  sj 
  �

�
1

2�+ 
  1

� n+1 Z 1

0

dx
(1  x) 


� c ;x N [y; C�
1 ] jt  sj � jt  sj 
  � � T �

0

�
1

2�+ 
  1

� n+1

; (4.28)

et donc

jE j � c ;x N [y; C�
1 ]T 
  �

0 jt  sj �
�

1
2�+ 
  1

� n+1

:



4.2. LE CAS YOUNG EN PRÉSENCE D'UNE SINGULARITÉ 83

Avec les mêmes arguments que pourI , ces estimations permettent d'a�rmer que
�
�
�
�

Z s

0

�
(t  u) �  (s  u) � �

 (yu) dxu

�
�
�
� � j J0j + c ;x T 
  � �

0 jt  sj � f1 + N [y; C�
1 ]g :

Puisque jt  �  s � j � c s � � jt  sj � , le terme J0 peut être majoré par :

jJ0j =
�
� � t  �  s � 	

(�x) 0s
�
� � N [x; C


1 ]s
  � � jt  sj � ; (4.29)

de telle sorte que

jII st j =

�
�
�
�

Z s

0

�
(t  u) �  (s  u) � �

 (yu) dxu

�
�
�
� � c ;x T 
  � �

0 jt  sj � f1 + N [y; C�
1 ]g :

Finalement, en revenant à la décomposition (4.19), les estimations deI et II que nous
venons de mettre en évidence fournissent

N [z; C�
1 ] � c ;x T 
  � �

0 (1 + N [y; C�
1 ]);

ce qui constitue le résultat annoncé.

4.2.2 Résolution de l'équation

Grâce aux considérations de la sous-section précédente, nous sommes en mesure de donner
sens au système (4.14), et l'on sait en outre que, sous les hypothèses de la proposition 4.2.4,
si y 2 C�

1 , le processusz =
R:

0(:  u) �  (yu) dxu appartient lui-même à C�
1 . Cette propriété

de stabilité va permettre la mise en place d'un argument de point �xe et ainsi nous mener au
résultat principal de cette section :

Théorème 4.2.1. On suppose quex 2 C

1 ([0; T]; Rn ) pour un certain coe�cient 
 2 (1=2;1),

et que  2 C2;b(Rd; Rd;n ). Si � 2 (0; 1=2) est tel que 
  � > 1=2, alors pour tout � 2
(1  (
  � ); 
  � ), l'équation (4.14), interprétée grâce au lemme 4.2.1, admet une unique
solution dansC�

1 ([0; T]; Rd).

On �xe � 2 (1  (
  � ); 
  � ). Comme dans la section 4.1, nous résoudrons le système en
identi�ant sa solution avec le point �xe de l'application  dé�nie, pour tout y 2 C�

1 ([0; T]; Rd),
par

zt =  ( y)t = a +
Z t

0
(t  u) �  (yu) dxu : (4.30)

Nous diviserons à nouveau la preuve en deux propositions, avec une résolution d'abord locale,
puis un argument de prolongement.

Proposition 4.2.5 (Existence locale). Sous les hypothèses du théorème 4.2.1, il existe un temps
T0 2 (0; T] tel que l'équation (4.14) admet une unique solutiony(1) dans C�

1 ([0; T0]; Rd).

Démonstration. Etape 1 : Invariance d'une boule. C'est une conséquence immédiate de la pro-
position 4.2.4 : pour tout temps T0 assez petit, il existe un rayonAT0 tel que l'ensemble

Ba;T0 = fy 2 C� ([0; T0]); y0 = a; N [y; C�
1 ] � AT0 g

est invariant par  .
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Etape 2 : Propriété de contraction. Soit y; ~y 2 Ba;T0 , à partir desquels on dé�nit, suivant (4.30),
z :=  ( y), ~z :=  (~y). Ainsi, � (z  ~z)st = III st + IVst , avec

III st =
Z t

s
(t  u) � [ (yu)   (~yu)] dxu (4.31)

IVst =
Z s

0

�
(t  u) �  (s  u) � �

[ (yu)   (~yu)] dxu :

Pour estimer ces deux termes, nous ferons appel à la même stratégie que dans la preuve de
la proposition 4.2.4, stratégie qui consiste à faire intervenir les sommes de Riemann dyadiques
associées à chacune des intégrales.

Cas deIII : On introduit

si
n = s +

i (t  s)
2n ; Jn =

2n  1X

i=0

(t  si
n ) � �

 (ysi
n
)   (~ysi

n
)
�

(�x) si
n ;si +1

n
:

Alors

Jn+1  Jn

=
2n  1X

i=0

n�
(t  s2i+1

n+1 ) �  (t  s2i
n+1 ) � � h

 (ys2i +1
n+1

)   (~ys2i +1
n+1

)
io

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

+
2n  1X

i=0

n
(t  s2i

n+1 ) �
h
 (ys2i +1

n+1
)   (~ys2i +1

n+1
)   (ys2i

n+1
) +  (~ys2i

n+1
)
io

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

:= F + G: (4.32)

Pour F , on a, puisque(y  ~y)0 = 0,

jF j � N [x; C

1 ]

jt  sj 


(2n+1 ) 
 k 0k1 N [y  ~y; C�
1 ]T �

0

2n  1X

i=0

j(t  s2i+1
n+1 ) �  (t  s2i

n+1 ) � j;

qui, grâce à (4.21), entraîne

jF j � c ;x N [y  ~y; C�
1 ] jt  sj 
  � � jt  sj �

�
1

2
  �

� n+1

T �
0 : (4.33)

En ce qui concerneG, l'inégalité (4.8) permet d'abord d'a�rmer que

�
�
� (ys2i +1

n+1
)   (~ys2i +1

n+1
)   (ys2i

n+1
) +  (~ys2i

n+1
)
�
�
�

� c f1 + N [y; C�
1 ] + N [~y; C�

1 ]g N [y  ~y; C�
1 ]

jt  sj �

(2n+1 ) � :

Par ailleurs,
2n  1X

i=0

(t  s2i
n+1 ) � �

2n+1

(t  s) �

Z 1

0

du
(1  u) � ;

et ainsi

jGj � c ;x N [y  ~y; C�
1 ] f1 + 2A T0 g jt  sj �

�
1

2
 + � 1

� n+1

jt  sj 
  � : (4.34)
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L'association de (4.33) et (4.34) conduit à

jIII st j � j J0j +
1X

i=0

jJn+1  Jn j � j J0j + c ;x T 
  �
0 f 1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�

1 ] jt  sj � :

En outre,

jJ0j =
�
�(t  s) � [ (ys)   (~ys)] (�x) st

�
� (4.35)

� jt  sj � jt  sj 
  � � N [x; C

1 ]kD k1 N [y  ~y; C�

1 ]s� ;

� c ;x T 
  � �
0 jt  sj � N [y  ~y; C�

1 ]

ce qui induit �nalement

jIII st j � c ;x T 
  � �
0 f1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�

1 ] jt  sj � :

Cas deIV : La suite des approximations en jeu ici est donnée par :

si
n =

is
2n ; Jn =

2n  1X

i=0

f s;t (si
n )

�
 (ysi

n
)   (~ysi

n
)
�

(�x) si
n ;si +1

n
:

Avec ces notations, la di�érenceJn+1  Jn peut être décomposée en :

Jn+1  Jn

=
2n  1X

i=0

n�
f s;t (s2i+1

n+1 )  f s;t (s2i
n+1 )

� h
 (ys2i +1

n+1
)   (~ys2i +1

n+1
)
io

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

+
2n  1X

i=0

n
f s;t (s2i

n+1 )
h
 (ys2i +1

n+1
)   (~ys2i +1

n+1
)   (ys2i

n+1
) +  (~ys2i

n+1
)
io

(�x) s2i +1
n+1 ;s2i +2

n+1

:= H + K: (4.36)

Pour estimer ces deux termes, on introduit un paramètre� 2 (�; 
  � ). A partir de (4.26), et
en invoquant (4.17) avec� = �, on obtient

2n  1X

i=0

�
� f s;t (s2i+1

n+1 )  f s;t (s2i
n+1 )

�
� � c jt  sj �

(2�+ � )n+1

s�+ � ;

qui, associé à l'estimation
�
�
� (ys2i +1

n+1
)   (~ys2i +1

n+1
)
�
�
� � k 0k1 N [y  ~y; C�

1 ] s� , fournit

jH j � c ;x jt  sj � jt  sj �  � N [y  ~y; C�
1 ]s
 + � � �

�
1

2
  � �

� n+1

(4.37)

� c ;x jt  sj � T 
  �
0 N [y  ~y; C�

1 ]
�

1
2
  � �

� n+1

:

En vue d'estimer jK j, souvenons-nous que

�
�
� (ys2i +1

n+1
)   (~ys2i +1

n+1
)   (ys2i

n+1
) +  (~ys2i

n+1
)
�
�
�

� c f1 + N [y; C�
1 ] + N [~y; C�

1 ]g N [y  ~y; C�
1 ]

s�

(2n+1 ) � :
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A l'aide de (4.17) appliqué à� = 
  � , il découle

jK j � c ;x jt  sj 
  � f1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�
1 ]s�

�
1

2�+ 


� n+1 2n  1X

i=0

�
1  

2i
2n+1

�  


� c ;x jt  sj � jt  sj 
  � � f1 + 2A T0 g

N [y  ~y; C�
1 ]T �

0

�
1

2�+ 
  1

� n+1 Z 1

0

du
(1  u) 
 (4.38)

� c ;x jt  sj � T 
  �
0 f1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�

1 ]
�

1
2�+ 
  1

� n+1

:

En rassemblant les estimations deH et K , on déduit, suivant le même principe qu'avec
III ,

jIVst j � j J0j + c ;x f1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�
1 ] jt  sj � T 
  �

0 :

Or J0 = [ t  �  s � ] [ (y0)   (~y0)] ( �x) 0s = 0, et ainsi

jIV st j � c ;x T 
  �
0 f1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�

1 ] jt  sj � :

Nous venons ainsi de prouver que

N [z  ~z; C�
1 ] � c ;x T 
  � �

0 f1 + 2A T0 g N [y  ~y; C�
1 ]:

La propriété de contraction escomptée est donc clairement satisfaite lorsque est restreinte
à l'ensemble invariant Ba;T0 , pour T0 su�samment petit. D'où l'existence et l'unicité d'une
solution pour (4.14) sur [0; T0].

Proposition 4.2.6 (Existence globale). Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 4.2.1,
la solution localey(1) 2 C�

1 ([0; T0]) peut être prolongée de façon unique en une solution globale
dans C�

1 ([0; T]).

Démonstration. Nous utilisons le même schéma général que dans la preuve de la proposition
4.1.6, en insérant les estimations de la preuve précédente.

Etape 1 : Invariance d'une boule.Soit " > 0 et y 2 C� ([0; T0 + "]) tel que yj[0;T0 ] = y(1) . On pose

zt =  ( y)t =

(
y(1)

t si t 2 [0; T0]

a +
Rt

0 (t  u) �  (yu) dxu si t 2 [T0; T0 + "] :

Pour s; t 2 [T0; T0 + "] , on considére la décomposition (4.19) de(�z )st . En ce qui concerne
I , on utilise (4.20), ainsi que les estimations (4.22), (4.23) et (4.24), pour établir

�
�
�
�

Z t

s
(t  u) �  (yu) dxu

�
�
�
� � c ;x jt  sj �

�
1 + " 
  � N [y; C�

1 ]
	

:

Quant à II , on déduit de (4.25), (4.27), (4.28) et (4.29) l'estimation
�
�
�
�

Z s

0

�
(t  u) �  (s  u) � �

 (yu) dxu

�
�
�
� � c ;x jt  sj �

�
1 + " 
  � � N [y; C�

1 ]
	

:
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Par conséquent,
N [z; C�

1 ([T0; T0 + "])] � c ;x
�

1 + " 
  � � N [y; C�
1 ]

	
:

En suivant les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6, on obtient alors l'existence d'une
constante ", indépendante dey(1) , et d'un rayon N1, tels que la boule

By(1) ;T0 ;" :=
n

y 2 C�
1 ([0; T0 + "]) : yj[0;T0 ] = y(1) ; N [y; C�

1 ] � N1

o

est invariante par  .

Etape 2 : Propriété de contraction. Soit � � ", et considéronsy; ~y 2 C�
1 ([0; T0 + � ]) tels que

yj[0;T0 ] = ~yj[0;T0 ] = y(1) , N [y; C�
1 ] � N1 et N [~y; C�

1 ] � N1. On posez =  ( y), ~z =  (~y).

Pour s; t 2 [T0; T0 + � ], on reprend cette fois la décomposition (4.31) de� (z  ~z)st . En vue
de traiter III , on utilise (4.32), (4.33), (4.34) et (4.35), ce qui conduit à

jIII st j � c ;x � 
  � � jt  sj � f1 + 2N 1g N [y  ~y; C�
1 ]:

Pour le termeIV , la décomposition (4.36), associée à (4.37), (4.38) et au fait que (y0) =  (~y0),
fournit

jIVst j � c ;x � �  � jt  sj � f1 + 2N 1g N [y  ~y; C�
1 ]:

Ainsi,
N [z  ~z; C�

1 ([T0; T0 + � ])] � c ;x � �  � f1 + 2N 1g N [y  ~y; C�
1 ]:

La �n de la preuve suit à présent le même schéma que la preuve de la proposition 4.1.6.

Remarque 4.2.7. Une autre approche naturelle pour cette équation de Volterra-Young singu-
lière eut consisté à remplacer dans un premier temps le noyauK ts = jt  sj � par K "

ts =
jt  s + "j  � . Le système associé à cette régularisation

y"
t = a +

Z t

0
K "

tu  (y"
u) dxu (4.39)

peut alors être résolu dansC

1 ([0; T]) en utilisant le théorème 4.1.1. On établit dans un second

temps la convergence de l'approximationy" dans C�
1 ([0; T0]) à partir des arguments de la pro-

position 4.2.4. En e�et, si l'on suit la preuve de (4.18) (ce qui implique l'étude de sommes de
Riemann), il n'est pas di�cile de véri�er que

N [y" ; C� 0
1 ([0; T0])] � c ;x jT0j 
  � � 0 f1 + N [y" ; C� 0

1 ([0; T0])]g

uniformément en " 2 (0; 1], pourvu que 
  �  � 0 > 0. En particulier, si T0 est assez petit,
la suite (y" ) est bornée dansC� 0

1 ([0; T0]), et donc elle converge (au moins le long d'une sous-
suite) vers un élémenty 2 C�

1 ([0; T0]), pour tout � < � 0. Pour voir que y est e�ectivement
solution du problème sur[0; T0], il su�t ensuite de justi�er le passage à la limite dans (4.39).
Là encore, ceci peut être fait en suivant les arguments de la preuve du lemme 4.2.1, sous la
condition supplémentaire
 + �  � > 1, qui viendra garantir la bonne dé�nition de l'intégraleRt

s K tu  (yu) dxu .

Cette procédure de régularisation ne fournit cependant qu'une solution locale (et à ce stade
non nécessairement unique) de (4.14). Le prolongement de la solution requiert ensuite un traite-
ment spéci�que : même à l'aide d'un argument de compacité, la preuve devrait suivre le schéma
général qui nous a mené au théorème 4.2.1, et il semble ainsi di�cile d'éviter la manipulation
de sommes de Riemann.
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Remarque 4.2.8. Dans la mesure où nous avons suivi les mêmes étapes que dans la preuve du
théorème 4.1.1, il est clair que la propriété de régularité (4.12) de l'application d'Itô reste vraie
pour l'équation en présence d'une singularité.

4.3 Le cas rugueux

Dans cette section, nous revenons à l'étude de l'équation de Volterra sous la forme (4.1) avec
� une application régulière de ses trois variables, mais en supposant cette fois que le coe�cient
de régularité 
 de x appartient à l'intervalle (1=3;1=2]. Cette dernière hypothèse implique
en particulier que nous ne pouvons plus nous tourner vers une interprétation de l'intégraleRt

0 � (t; u; yu) dxu au sens de Young ; le mécanisme des rough paths doit ainsi entrer en jeu.

4.3.1 Interprétation du système

Pour être en mesure de s'appuyer sur les constructions de la sous-section 2.2.2, on rappelle
qu'il faut au préalable admettre l'existence d'une aire de Lévy associée au processusx :

Hypothèse 3. On suppose que le processusx 2 C

1 ([0; T]; Rm ) (
 2 (1=3;1=2]) qui dirige

l'équation (4.1) permet la construction d'une aire de Lévyx2 2 C2

2 ([0; T]; Rm;m ) telle que

� x2 = x1 
 x1 (x 1 := �x).

Se pose ensuite la question de l'applicabilité de la proposition 2.2.8 dans le contexte de
l'équation (4.1). Un premier élément de réponse est apporté par le résultat suivant, dans le-
quel on fera usage des notations� t : u; y 7! � (t; u; y ), Yu := ( u; yu) et D3� (t; u; y )(h) :=
D� (t; u; y )(0; 0; h) pour h 2 Rd.

Proposition 4.3.1. On �xe un temps T0 2 [0; T]. Soit y 2 Q 

x ([0; T0]; Rd) (Dé�nition 2.2.4)

admettant la décomposition�y i = yx;ij x1;j + y];i . Si � 2 C2;b([0; T]2 � Rd; Rd;m ), alors, pour
tout t 2 [0; T0], � t (Y) 2 Q 


x ([0; T0]; Rd;m ), avec � t (Y)x;ijk
u = D3� ij (t; Yu)(y x;:k

u ). En outre,

N [� t (Y); Q

x ([0; T]; Rd;m )] � c�

n
1 + N [y; Q


x ([0; T]; Rd)]2
o

: (4.40)

Démonstration. Puisque l'on a supposé� 2 C2;b ([0; T]2 � Rd; Rd;m ), il s'agit d'une consé-
quence de la proposition 2.2.7. Il n'est en e�et pas di�cile d'identi�er Y en tant qu'élément
de Q


x (I ; Rd+1 ) en prenant Yx;0j := 0, Y ];0 := t  s, Yx;ij := yx;ij , Y ];i := y];i (i = 1; : : : ; d,
j = 1; : : : ; m). Avec cette identi�cation,

N [Y; Q

x (I ; Rd+1 )] � c

n
1 + N [y; Q


x (I ; Rd)]
o

: (4.41)

La proposition 2.2.7 entraîne alors� t (Y) 2 Q 

x (I ; Rd;m ) et

N [� t (Y); Q

x (I ; Rd;m )] � c� t

n
1 + N [y; Q


x (I ; Rd)]2
o

;

avecc� t = c
�

1 + kD� t k1 + kD 2� t k1
	

� c
�

1 + kD� k1 + kD 2� k1
	

.

Ce résultat permet d'appliquer la construction (2.25) à l'intégrant � ij
t (Y) (lorsque y 2

Q

x ([0; T0]; Rd)) pour tout t 2 [0; T0] �xé, et par là même d'a�rmer l'existence d'un processus

~zt 2 C

1 ([0; T0]; Rd) tel que ~zt

0 = 0 et pour tous 0 � u < v � T0,

(� ~zt )uv = J uv (� ij
t (Y) dxj ):
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Avec ces notations, on dé�nit de façon naturelle l'intégrale qui intervient dans l'équation (4.1),
lorsquey 2 Q 


x ([0; T0]; Rd), par la formule

J 0t (�
ij
t (Y) dxj ) := ~zt;i

t ;

et le système devient
yi

t = ai + J 0t (�
ij
t (Y) dxj ) ; a 2 Rd: (4.42)

Le résultat de la proposition 2.2.8 nous garantit alors que l'équation ainsi dé�nie coïncide
avec l'équation de Volterra (régulière) six est di�érentiable, ce qui témoigne de la légitimité
de cette interprétation.

4.3.2 Résolution du système

Une série de manipulations algébriques élémentaires permet d'établir que la décomposition
(4.2), qui constituait le point de départ de notre raisonnement dans les deux sections précé-
dentes, reste vraie pour l'intégrale rugueuse : sizi

t = ai + J 0t (�
ij
t (Y) dxj ), alors

(�z i )st = J st

�
� ij

t (Y) dxj
�

+ J 0s

�
[� ij

t  � ij
s ](Y) dxj

�
: (4.43)

Pour résoudre le système (4.1), nous souhaiterions nous inspirer de la méthode adoptée
dans le cas des di�usions, et ainsi chercher à mettre en place un argument de point �xe dans
l'espaceQ


x . Bien entendu, cette démarche requiert en premier lieu l'identi�cation du processus
z ci-dessus en tant que processus contrôlé. A cette �n, observons qu'à partir de (4.43), on peut
écrire (�z i )st = � ij

s (Ys)x1;j
st + z];i

st , avec

z];i
st := [ � ij

t (Ys)  � ij
s (Ys)] x1;j

st + � ij
t (Y)x;ijk

s x2;kj
st + � st

�
� ij

t (Y)] x1;j + �� ij
t (Y)x;ijk x2;kj

�

+ J 0s

�
[� ij

t  � ij
s ](Y) dxj

�
:

Par conséquent, en posantzx;ij
s := � ij

s (Ys) pour tous s 2 [0; T0], le couple (z; zx ) dé�nira
un processus contrôlé (dansQ


x ([0; T0]; Rd)) si l'on parvient à montrer que zx 2 C

1 ([0; T0]; Rd)

et z] 2 C2

2 ([0; T0]; Rd). Ces deux résultats de régularité seront en fait véri�és au cours de la

preuve du théorème 4.3.1. Une solution de (4.42) sur l'intervalle[0; T0] (0 � T0 � T) correspond
ensuite à un point �xe de l'application

 : Q

x ([0; T0]; Rd) ! Q 


x ([0; T0]; Rd); (y; yx ) 7! (z; zx ): (4.44)

Nous sommes à présent en mesure d'énoncer le résultat d'existence et d'unicitélocales que
nous avions annoncé dans l'introduction de ce chapitre :

Théorème 4.3.1. Soit � 2 (0; 1) tel que
 (� + 2) > 1, � 2 C3;b;� ([0; T]2 � Rd; Rd;m ) et a 2 Rd.
Alors il existe un tempsT0 2 (0; T] tel que l'équation (4.42) admet une unique solution dans
Q


x ([0; T0]; Rd).

Comme dans le cas Young, nous allons montrer que l'application dé�nie par (4.44) est une
contraction stricte (Proposition 4.3.4) une fois restreinte à un certain sous-ensemble invariant
(Proposition 4.3.3). Les estimations suivantes seront pour cela mises à contribution :
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Lemme 4.3.2. On �xe un temps T0 2 [0; T]. Soit y; ~y 2 Q 

x ([0; T0]; Rd) tels quey0 = ~y0 et

yx
0 = ~yx

0 . Alors, sous les hypothèses du théorème 4.3.1, on a, pour touss; t 2 [0; T0],

N [[� t  � s](Y); Q

x ([0; T0]; Rd;m )] � c� jt  sj

n
1 + N [y; Q


x ([0; T0]; Rd)]2
o

; (4.45)

N [� t (Y)  � t ( ~Y); Q

x ([0; T0]; Rd;m )] (4.46)

� c�

n
1 + N [y; Q


x ([0; T0]; Rd)]2 + N [~y; Q

x ([0; T0]; Rd)]2

o
N [y  ~y; Q


x ([0; T0]; Rd)];

et

N [[� t  � s](Y)  [� t  � s]( ~Y); Q
;
 + 
�
x ([0; T0]; Rd;m )] � c� jt  sj (4.47)

�
n

1 + N [y; Q

x ([0; T0]; Rd)]1+� + N [~y; Q


x ([0; T0]; Rd)]1+�
o

N [y  ~y; Q

x ([0; T0]; Rd)]:

Démonstration. Voir Appendix.

La première étape du raisonnement consiste à mettre en évidence l'existence d'un ensemble
de boules (relativement à la semi-norme des processus contrôlés) stables par :

Proposition 4.3.3 (Invariance d'une boule). Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, il existe
un tempsT0 2 (0; T] tel que pour tout tempsT1 2 (0; T0], la boule

B
A T1
T1

= fy 2 Q 
 ([0; T1]; Rd) : y0 = a; yx
0 = � (0; 0; a); N [y; Q


x ([0; T1]; Rd)] � AT1 g

est invariante par l'application  dé�nie par (4.44), pour un certain rayon AT1 assez grand.

Démonstration. On �xe (temporairement) un temps T0 � T et un rayon AT0 . Soit y 2 B
A T0
T0

admettant la décomposition �y i = yx;ij x1;j + y];i , et posons(z; zx ) :=  ( y; yx ). Nous avons vu
que �z i = zx;ij x1;j + z];i , aveczx;ij

s := � ij
s (Ys) et

z];i = z];i;0 + z];i;1;1 + z];i;1;2 + z];i;2;1 + z];i;2;2 ; (4.48)

avec

z];0;i
st :=

h
� ij

t  � ij
s

i
(Ys)x1;j

st ; z];1;1;i
st := � t (Y)x;ijk

s x2;kj
st

z];1;2;i
st := � st

 
� t (Y)];ij x1;j + � (� t (Y)x;ijk ) x2;kj �

;

et

z];2;1;i
st :=

h
� ij

t  � ij
s

i
(Y0)x1;j

0s + [ � t  � s] (Y )x;ijk
0 x2;kj

0s

z];2;2;i
st := � 0s

�
[� t  � s] (Y )];ij x1;j + � [� t  � s] (Y )x;ijk x2;kj

�
:

Véri�ons que cette décomposition identi�e e�ectivement z en tant qu'élément deQ

x , c'est-

à-dire zx 2 C

1 et z] 2 C2


2 . Pour zx , observons que si0 � s < t � T1,
�
�(�z x;ij )st

�
� =

�
� � ij (t; Yt )  � ij (s;Ys)

�
�

�
�
� � ij (t; Yt )  � ij (s;Yt )

�
� +

�
� � ij (s;Yt )  � ij (s;Ys)

�
�

� kD� k1 jt  sj +
�
� � (� ij

s (Y)) st
�
� :
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Or, en se référant à (2.18),

�
� � (� ij

s (Y)) st
�
� � cx jt  sj 


n�
�
�D3� ij (s;Y0)(y x;:k

0 )
�
�
� + T 


0 N [� s(Y); Q

x ]

o

� cx;� jt  sj 
 f1 + T 

0 N [� s(Y); Q


x ]g ;

ce qui, associé à l'estimation (4.40), donneN [zx ; C

1 ] � cx;�

�
1 + T 


0 N [y; Q

x ]2

	
.

Estimons à présent la norme2
 -höldérienne du terme résiduel.

Cas dez];0;i : Clairement, N [z];0;i ; C2

2 ] � kD� k1 N [x; C


1 ]T1 

0 � c�;x .

Cas dez];1;1;i : Puisque
�
�
� � t (Y)x;ijk

0

�
�
� =

�
�
�D3� ij (t; Y0)(y x;:k

0 )
�
�
� � c� , on a, grâce à (4.40),

�
�
�z];1;1;i

st

�
�
� � c� jt  sj2
 N [x2 ; C2


2 ] f1 + T 

0 N [� t (Y)x ; C


1 ]g

� c�;x jt  sj2
 �
1 + T 


0 N [y; Q

x ]2

	
:

Cas dez];1;2;i : En utilisant (2.6) et (4.40), on obtient
�
�
�z];1;2;i

�
�
� � c jt  sj3


n
N [� t (Y)] ; C2


2 ]N [x; C

1 ] + N [� t (Y)x ; C


1 ]N [x2 ; C2

2 ]

o

� cx jt  sj3
 N [� t (Y); Q

x ] � cx;� jt  sj2
 T 


0

�
1 + N [y; Q


x ]2
	

:

Cas dez];2;1;i :
�
�
�z];2;1;i

st

�
�
� � kD� k1 jt  sj T 


0 N [x; C

1 ] + jD3� (t; Y0)  D3� (s;Y0)j jy x

0 j N [x2 ; C2

2 ]T2


0

� cx;� jt  sj2
 :

Cas dez];2;2;i : En se référant successivement à (2.6) et (4.45), il découle
�
�
�z];2;2;i

�
�
�

� c T3

0

n
N [[� t  � s](Y)] ; C2


2 ]N [x; C

1 ] + N [[� t

i  � s
i ](Y)x ; C


1 ]N [x2 ; C2

2 ]

o

� cx T3

0 N [[� t

i  � s
i ](Y); Q


x ] � cx;� T3

0 jt  sj

�
1 + N [y; Q


x ]2
	

:

L'association de ces di�érentes estimations conduit àN [z] ; C2

2 ] � c�;x

�
1 + T 


0 N [y; Q

x ]2

	
.

Ceci achève de montrer que(z; zx ) 2 Q 

x , et l'on dispose en outre de l'estimationN [z; Q


x ] �
cx;�

�
1 + T 


0 N [y; Q

x ]2

	
. Pour garantir la propriété de stabilité annoncée, il su�t maintenant

de dé�nir T0 comme le plus grand temps� 2 (0; T] tel que l'équation c�;x
�

1 + � 
 A2
	

= A
admette une unique solutionA � .

Passons à présent à la propriété de contraction, qui viendra achever la preuve de l'existence
et de l'unicité d'une solution locale pour le système (4.42).

Proposition 4.3.4 (Propriété de contraction). Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, et avec
les notations de la proposition 4.3.3, il existe un tempsT1 2 (0; T0] tel que pour toutT2 < T 1,

l'application  est une contraction stricte sur la boule (invariante)B
A T2
T2

.
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Démonstration. Soit y; ~y deux éléments deB
A T1
T1

, et posonsz =  (y ), ~z =  (~y). Ainsi,

� (zi  ~zi ) = (z x;ij  ~zx;ij )x1;j + (z ];i  ~z];i );

où zx;ij
s = � ij

s (Ys), ~zx;ij
s = � ij

s (Ys), et z];i est donné par (4.48), avec une expression similaire
pour ~z];i . Estimons chacun des termes de

N [z  ~z; Q

x ([0; T1])] = N [zx  ~zx ; C0

1([0; T1])] + N [zx  ~zx ; C

1 ([0; T1])]

+ N [z]  ~z] ; C2

2 ([0; T1])] + N [z  ~z; C


1 ([0; T1])]:

Cas deN [zx  ~zx ; C0
1([0; T1])] : Si s 2 [0; T1],
�
�zx;ij

s  ~zx;ij
s

�
� =

�
� � ij

s (Ys)  � ij
s (Ys)

�
� � kD� k1 jys  ~ysj :

Or y0 = ~y0, donc jys  ~ysj � T 

1 N [y  ~y; C


1 ([0; T1])] et N [zx  ~zx ; C0
1([0; T1])] � c� T 


1 N [y  
~y; Q


x ([0; T1])].

Cas deN [zx  ~zx ; C

1 ([0; T1])] : Si 0 � s < t � T1,

�
�
�(zx;ij

t  ~zx;ij
t )  (zx;ij

s  ~zx;ij
s )

�
�
� =

�
�
� � ij

t (Yt )  � ij
t ( ~Yt )  � ij

s (Ys) + � ij
s ( ~Ys)

�
�
�

�
�
�
� [� ij

t  � ij
s ](Yt )  [� ij

t  � ij
s ]( ~Yt )

�
�
� +

�
�
� � (� ij

s (Y)  � ij
s ( ~Y)) st

�
�
� :

Ensuite,
�
�
� [� ij

t  � ij
s ](Yt )  [� ij

t  � ij
s ]( ~Yt )

�
�
� � kD (� t  � s)k1 jyt  ~yt j

� kD 2� k1 jt  sj N [y  ~y; C

1 ([0; T1])]T 


1

� c� jt  sj 
 N [y  ~y; Q
 ([0; T1])]T1;

tandis que, d'après (2.18) et (4.46),
�
�
� � (� ij

s (Y)  � ij
s ( ~Y)) st

�
�
�

� jt  sj 
 N [� ij
s (Y)  � ij

s ( ~Y); C

1 ([0; T1])]

� cx jt  sj 

n�

�
�(� s(Y)  � s( ~Y)) x

0

�
�
� + T 


1 N [� s(Y)  � s( ~Y); Q

x ([0; T1])]

o

� cx;� jt  sj 
 T 

1

�
1 + N [y; Q


x ([0; T1])]2 + N [~y; Q

x ([0; T1])]2	

N [y  ~y; Q

x ([0; T1])]

puisque (� s(Y)  � s( ~Y)) x
0 = 0. Ainsi, en tenant compte du fait que y; ~y 2 B

A T1
T1

, on obtient
N [zx  ~zx ; C


1 ([0; T1])] � cx;�
�

1 + A2
T1

	
N [y  ~y; Q


x ([0; T1])]T 

1 .

Cas deN [z]  ~z] ; C2

2 ([0; T1])] : Comme(y0; yx

0 ) = (~y0; ~yx
0 ), (z  ~z)] := z]  ~z] se résume en fait

à la somme de

(z  ~z)];0;i
st := f[ � ij

t  � ij
s ](Ys)  [� ij

t  � ij
s ]( ~Ys)gx1;j

st

(z  ~z)];1;1;i
st := [ � t (Y)x;ijk

s  � t ( ~Y)x;ijk
s ] x2;kj

st

(z  ~z)];1;2;i
st := � st ((� t (Y)  � t ( ~Y)) ];ij x1;j + � (� t (Y)  � t ( ~Y)) x;ijk x2;kj )

(z  ~z)];2;i
st := � 0s([[� t  � s](Y)];ij  [� t  � s]( ~Y)];ij ]x1;j

+ � ([� t  � s](Y)x;ijk  [� t  � s]( ~Y)x;ijk x2;kj ):
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Etude de(z  ~z; )];0
st : On a

�
�
�(z  ~z)];0;i

st

�
�
�

� cx jt  sj 
 kD(� t  � s)k1

�
�
�Ys  ~Ys

�
�
�

� cx jt  sj1+
 kD 2� k1 jys  ~ysj

� cx;� jt  sj2
 N [y  ~y; C

1 ([0; T1])]T1 


1 � cx;� jt  sj2
 N [y  ~y; Q

x ([0; T1])]T1 


1 :

Etude de(z  ~z)];1;1
st : Puisque (� t (Y)  � t ( ~Y)) x

0 = 0, on obtient, grâce à (4.46),
�
�
�(z  ~z)];1;1;i

st

�
�
�

� cx jt  sj2

�
�
�(� t (Y)  � t ( ~Y)) x

s

�
�
� � cx jt  sj2
 N [� t (Y)  � t ( ~Y); Q


x ([0; T1])]T 

1

� cx jt  sj2
 �
1 + N [y; Q


x ([0; T1])]2 + N [~y; Q

x ([0; T1])]2	

N [y  ~y; Q

x ([0; T1])]T 


1 :

Etude de(z  ~z)];1;2 : Par (2.6) et (4.46),
�
�
�(z  ~z)];1;2;i

st

�
�
�

� cx jt  sj3
 N [� t (Y)  � t ( ~Y); Q

x ([0; T1])]

� c�;x jt  sj2
 �
1 + N [y; Q


x ([0; T1])]2 + N [~y; Q

x ([0; T1])]2	

N [y  ~y; Q

x ([0; T1])]T 


1 :

Etude de(z  ~z)];2 : D'après (2.6) et (4.47),
�
�
�(z  ~z)];2;i

st

�
�
� � cxT 
 (�+2)

1 N [[� t
i  � s

i ](Y)  [� t
i  � s

i ]( ~Y); Q
;
 (1+ �)
x ([0; T1])]

� cx;� T 
 (�+2)
1 jt  sj

�
1 + N [y; Q


x ([0; T1])]1+� + N [~y; Q

x ([0; T1])]1+� 	

N [y  ~y; Q

x ([0; T1])]:

En rassemblant ces di�érentes estimations, on obtient �nalementN [(z  ~z)] ; C2

2 ([0; T1])] �

cx;�
�

1 + A2
T1

	
N [y  ~y; Q


x ([0; T1])]T 

1 , qui, associé à la précédente majoration deN [(z  

~z)x ; C

1 ([0; T1])], donne

N [z  ~z; Q

x ([0; T1])] � cx;�

�
1 + A2

T1

	
N [y  ~y; Q


x ([0; T1])]T 

1 :

Si l'on dé�nit T1 2 (0; T0] comme le plus grand temps tel quecx;�
�

1 + A2
T1

	
T 


1 � 1=2, il est à
présent clair que la propriété de contraction recherchée est satisfaite sur[0; T1].

Nous savons, grâce aux résultats contenus dans [20] ou [102] (rappelés en introduction et
dans le chapitre 3), que le processsB := ( Id; B 1; : : : ; B m ), où (B 1; : : : ; B m ) est un mBf m-
dimensionnel d'indice de HurstH > 1=3, satisfait l'hypothèse 3. Nous sommes donc en mesure
d'appliquer le résultat du théorème 4.3.1 dans ce contexte pour obtenir :

Corollaire 4.3.5. Soit (B 1; : : : ; B m ) un mBf m-dimensionnel d'indice de Hurst H > 1=3,
a 2 Rd. Soit 
 > 1=3 et � tel que 
 (� + 2) > 1. Si � 2 C3;b;� ([0; T]2 � Rd; Rd;m+1 ), alors il
existe un temps aléatoireT0 2 (0; T] tel que, p.s, le système

Y i
t = ai +

Z t

0
� i0 (t; u; Yu) du +

mX

j =1

Z t

0
� ij (t; u; Yu) dB j

u ; i = 1; : : : ; d;

interprété de façon trajectorielle grâce aux propositions 4.3.1 et 2.2.8, admet une unique solution
dans l'espace des processus
 -contrôlés sur [0; T0] associé àB := ( Id; B 1; : : : ; B m ).
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4.3.3 Prolongement de la solution

Pour clore ce chapitre, évoquons brièvement les di�cultés techniques qui surgissent lorsque
l'on cherche à prolonger la solution localey(1) donnée par le théorème 4.3.1 via la méthode
utilisée dans le cas Young (Proposition 4.1.6).

Une première étape consisterait à mettre en évidence l'existence d'une constante" > 0,
indépendante dey(1) , et un rayon N1, tels que la boule

fy 2 Q 
 ([0; T0 + "]) : (y; y x ) j[0;T0 ] = ( y(1) ; (y(1) )x ); N [y; Q

x ([0; T0 + "])] � N1g

soit stable par  . En réalité, si z :=  ( y) pour un élément y dans cette boule, une série
d'estimations standards, similaires à celles établies dans la preuve de la proposition 4.3.3, montre
que

N [z; Q

x ([0; T0 + "])] � c1N [y(1) ; Q


x ([0; T0])] + c2

n
1 + " � N [y; Q


x ([0; T0 + "])] 2
o

; (4.49)

pour un certain coe�cient � > 0 et deux constantesc1; c2 avec c1 � 2. Il est alors clair
qu'en raison de la présence de l'exposant2 dans cette dernière expression, la constante" qui
assurerait la stabilité de l'ensemble doit dépendre dey(1) , ce qui est contraire à la règle que
l'on s'est prescrite.

Imaginons plus précisément que les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6 restent
valables en partant de (4.49), ce qui signi�erait que l'on ait pu trouver une constante" > 0 et
une suite de rayons(N i ) tels que

c1N i + c2

n
1 + " � N 2

i+1

o
� N i+1 : (4.50)

En particulier, N i+1 � c1 N i � 2Ni , donc la suite(N i ) diverge vers l'in�ni. Par ailleurs, pour que
l'inégalité (4.50) admette e�ectivement une solution N i+1 positive, la relation 1 4" � c2(c1N i +
c2) � 0 doit être satisfaite, de telle sorte que(N i ) doit être bornée, d'où la contradiction.

Il convient également de remarquer que même si l'on autorise" à varier d'un intervalle à
l'autre pour devenir une suite " i telle que

P
i " i = 1 (condition qui garantit le recouvrement

de [0; T]), alors les mêmes arguments que ci-dessus aboutissent à l'inégalitéN 1
2 2i � N i � c

" �
i +1

,

de telle sorte que" i � c
(21=� ) i , ce qui contredit bien sûr l'hypothèse

P
i " i = 1.

C'est cette faille dans notre appréhension du système général (4.1) qui nous a poussés
vers l'analyse d'un cas particulier de l'équation de Volterra, pour lequel une modi�cation du
formalisme classique (basé sur� ) permet d'éliminer, en un sens à préciser, le terme qui lie(�y )st

à son passé sur[0; s] dans la décomposition (4.2). Cette étude fait l'objet du chapitre suivant.

4.4 Appendix

Nous avons réuni dans cette section les quelques preuves de résultats de régularité qui
restaient en suspens.

Preuve du lemme 4.1.5.Pour (4.7), il su�t bien sûr d'observer que si u < v ,

j[� t  � s](Yv)  [� t  � s](Yu)j � kD (� t  � s)k1 jYv  Y u j

� kD 2� k1 jt  sj (jv  uj + N [y; C

1 ] jv  uj 
 ) ;
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ce qui donne le résultat.

A�n d'établir (4.8), on introduit l'opérateur R dé�ni pour tout ' 2 C1;b(Rd+1 ) et tous
�; � 0 2 Rd+1 , par

R'( �; � 0) :=
Z 1

0
D'( �� + (1  � )� 0) d�:

Clairement, kR'k 1 � kD'k 1 et kR'( � 1; � 0
1)  R'( � 2; � 0

2)k � kD 2'k 1 (j� 1  � 2j + j� 0
1  � 0

2j).
Avec cette notation, si u < v ,

�
�
� [� t (Yv)  � t ( ~Yv)]  [� t (Yu)  � t ( ~Yu)]

�
�
�

=
�
�
�R� t (Yv ; ~Yv)(Y v  ~Yv)  R� t (Yu ; ~Yu)(Yu  ~Yu)

�
�
�

�
�
�
�R� t (Yv ; ~Yv)([Y v  ~Yv ]  [Yu  ~Yu ])

�
�
� +

�
�
� [R� t (Yv ; ~Yv)  R� t (Yu ; ~Yu)](Yu  ~Yu)

�
�
�

� kD� t k1 j[yv  ~yv ]  [yu  ~yu ]j

+ kD 2� t k1 (2 jv  uj + jyv  yu j + j~yv  ~yu j) jyu  ~yu j

� N [y  ~y; C

1 ] jv  uj 


�
kD� k1 + kD 2� k1 (2T1 
 + N [y; C


1 ] + N [~y; C

1 ])T 
 	

;

où, dans la dernière inégalité, on a utilisé le fait queyu  ~yu = [ yu  ~yu ]  [y0  ~y0]. L'estimation
(4.8) est ainsi démontrée.

En ce qui concerne (4.9), remarquons tout d'abord qu'il ne s'agit pas d'une conséquence
de (4.8), dans la mesure où nous ne disposons pas nécessairement d'une inégalité du type
kD 2(� t  � s)k1 � c jt  sj. Un argument un peu plus �n doit donc être mis en ÷uvre. Pour
cela, introduisons l'opérateurL dé�ni pour tout ' 2 C2;b;� (Rd+2 ) et tous s; t 2 R, �; � 0 2 Rd+1

par

L'(s; t; �; � 0) :=
Z 1

0

Z 1

0
D 2'( s + �( t  s); � + �( � 0 � )) d� d�:

Ainsi, L'(s; t; �; � 0) est une application bilinéaire deR � (R � Rd) telle que kL'k 1 � kD 2'k 1

et kL'(s; t; � 1; � 0
1)  L'(s; t; � 2; � 0

2)k � kD 2'k � (j� 1  � 2j � + j� 0
1  � 0

2j � ).
Avec cette notation, il est facile de véri�er que

� (t; � )  � (s; � )  � (t; � 0) + � (s; � 0) = L� (s; t; �; � 0)((t  s; 0); (0; � 0 � ))

pour tous s; t 2 [0; T], �; � 0 2 [0; T] � Rd, de telle sorte que
�
�
�[� t  � s](Yu)  [� t  � s]( ~Yu)  [� t  � s](Yv) + [ � t  � s]( ~Yv)

�
�
� (4.51)

=
�
�L� (s; t; Yu ; ~Yu)((t  s; 0); (0; Yu  ~Yu))

 L� (s; t; Yv ; ~Yv)((t  s; 0); (0; Yv  ~Yv))
�
�

�
�
�
�L� (s; t; Yu ; ~Yu)((t  s; 0); (0; [Yu  ~Yu ]  [Yv  ~Yv ]))

�
�
�

+
�
�
� [L� (s; t; Yu ; ~Yu)  L� (s; t; Yv ; ~Yv)]((t  s; 0); (0; Yv  ~Yv))

�
�
�

� kD 2� k1 jt  sj j [yu  ~yu ]  [yv  ~yv ]j

+ kD 2� k� (2 ju  vj � + kyu  yvk� + j~yu  ~yv j � ) jt  sj jyv  ~yv j

� c� jt  sj
�

N [y  ~y; C�
1 ] ju  vj 


+ (2 ju  vj � + ju  vj �
 fN [y; C

1 ]� + N [~y; C


1 ]� g) N [y  ~y; C

1 ] T 
 	

;

ce qui conduit au résultat escompté.
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Preuve du lemme 4.3.2.Les normes que nous envisagerons dans ce qui suit seront (implicite-
ment) relatives à l'intervalle [0; T0]. Les estimations (4.45) et (4.46) sont une conséquence de
la proposition 2.2.7. En e�et, en identi�ant Y en tant qu'élément deQ


x comme dans la preuve
de la proposition 4.3.1 et en utilisant (4.41), on déduit de (2.19) :

N [[� t  � s](Y); Q

x ] � c� t  � s f1 + N [y; Q


x ]g ;

avec

c� t  � s = c
�

1 + k� t  � sk1 + kD(� t  � s)k1 + kD 2(� t  � s)k1
	

� c jt  sj
�

1 + kD� k1 + kD 2� k1 + kD 3� k1
	

;

tandis que, d'après (2.20),

N [� t (Y)  � t ( ~Y); Q

x ] � c� t

�
1 + N [y; Q


x ]2 + N [~y; Q

x ]2

	
N [y  ~y; Q


x ];

avec

c� t = c
�

1 + k� t k1 + kD� t k1 + kD 2� t k1 + kD 3� t k1
	

� c
�

1 + k� k1 + kD� k1 + kD 2� k1 + kD 3� k1
	

:

Cherchons à présent à établir l'inégalité (4.47). A cette �n, notons� ij
st := D2(� ij

t  � ij
s ), de

telle sorte que[(� t  � s)(Y )]x;ijk = � ij
st (Y)(y x;:k ): Ainsi, � ([(� t  � s)(Y )]  [(� t  � s)( ~Y)])x;ijk

uv =
Ast;ijk

uv + B st;ijk
uv + Cst;ijk

uv + D st;ijk
uv , avec

Ast;ijk
uv := � (� ij

st (Y))uv ([y  ~y]x;:k
v ) ; B st;ijk

uv := � ij
st (Yu)(� ([y  ~y])x;:k )uv ;

Cst;ijk
uv := [ � ij

st (Yv)  � ij
st ( ~Yv)]((� ~yx;:k )uv ) ; D st;ijk

uv := � ([� ij
st (Y)  � ij

st ( ~Y)])uv (~yx;:k
u ):

Etant donnée la régularité supposée de� , nous pouvons utiliser le résultat du lemme 4.1.5 pour
a�rmer

N [Ast ; C�

2 ] � N [D2(� t  � s)(Y ); C


1 ]T 
 (1 �) N [y  ~y; Q

x ]

� c� jt  sj f1 + N [y; Q

x ]g N [y  ~y; Q


x ];

et

N [D st ; C�

2 ] � N [D2(� t  � s)(Y )  D2(� t  � s)( ~Y); C�


1 ]N [~y; Q

x ]

� c� jt  sj f1 + N [y; Q

x ]� + N [~y; Q


x ]� g N [y  ~y; Q

x ]N [~y; Q


x ]:

Il est par ailleurs facile de constater queN [B st ; C�

1 ] � c� jt  sj N [y  ~y; Q


x ], tandis que
N [Cst ; C�


1 ] � c� jt  sj N [~y; Q
 ]N [y  ~y; Q

x ], d'où

N [([� t
i  � s

i ](Y)  [� t
i  � s

i ]( ~Y)) x ; C�

1 ]

� c� jt  sj
�

1 + N [y; Q

x ]1+� + N [~y; Q


x ]1+� 	
N [y  ~y; Q


x ]: (4.52)

En ce qui concerner st
uv := ([ � t  � s](Y)  [� t  � s]( ~Y)) ] , nous savons que son expression est

donnée, en notant' uv (r ) := Yu + r (Yv  Y u), ~' uv (r ) := ~Yu + r ( ~Yv  ~Yu) et � st := � t  � s, par
r st

uv = r st;1
uv + r st;2

uv + r st;3
uv , avec

r st;1;ij
uv =

Z 1

0
dr [D1� ij

st (' uv (r ))  D1� ij
st ( ~' uv (r ))](v  u);
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r st;2;ij
uv = D2� ij

st (Yu)(y ]
uv )  D2� ij

st ( ~Yu)(~y]
uv );

r st;3;ij
uv =

Z 1

0
dr f[ D2� ij

st (' uv (r ))  D2� ij
st (Yu)]((�y )uv )  [D2� ij

st ( ~' uv (r ))  D2� ij
st ( ~Yu)]((� ~y)uv )g:

Il est tout d'abord aisé d'établir N [r st;1 ; C
 + 
�
2 ] � c� jt  sj N [y  ~y; Q


x ]. Pour estimer r st;2 , on
utilise l'écriture

r st;2;ij
uv = [ D2� ij

st (Yu)  D2� ij
st ( ~Yu)](y ]

uv ) + D2� ij
st ( ~Yu)([y ]

uv  ~y]
uv ]);

qui mène directement àN [r st;2 ; C
 + 
�
2 ] � c� jt  sj f1 + N [y; Q


x ]g N [y  ~y; Q

x ]. En�n, on dé-

composer st;3 en r st;3 = r st;3;1 + r st;3;2 , avec

r st;3;1;ij
uv =

Z 1

0
dr [D2� ij

st (' uv (r ))  D2� ij
st )(Yu)](� (y  ~y)uv );

r st;3;2;ij
uv =

Z 1

0
dr

h
D2� ij

st (' uv (r ))  D2� ij
st (Yu)  D2� ij

st ( ~' uv (r )) + D2� ij
st ( ~Yu)

i
((� ~y)uv ):

Clairement, N [r st;3;1 ; C
 + 
�
2 ] � c� jt  sj f1 + N [y; Q


x ]g N [y  ~y; Q

x ]. Pour conclure, il su�t

d'observer que l'incrément double qui apparaît entre crochets dansr st;3;2
uv peut être traité exac-

tement comme (4.51) (on remplace[� t  � s] par D2[� t  � s] et Yv par ' uv (r )), ce qui conduit
à

N [r st;3;2 ; C
 + 
�
2 ] � c� jt  sj f1 + N [y; Q


x ]� + N [~y; Q

x ]� g N [y  ~y; Q


x ]N [~y; Q

x ]:

Nous venons ainsi de prouver que l'inégalité

N [r st ; C
 + 
�
2 ] � c� jt  sj

�
1 + N [y; Q


x ]1+� + N [~y; Q

x ]1+� 	

N [y  ~y; Q

x ];

qui, associée à (4.52), entraîne (4.47).
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Chapitre 5

Le cadre convolutionnel

5.1 Introduction

Nous poursuivons notre analyse de l'équation de Volterra rugueuse

yi
t = ai +

Z t

0
� ij (t; u; yu) dxj

u ; t 2 [0; T]; (5.1)

avec x un bruit 
 -höldérien m-dimensionnel, en nous concentrant sur le cas particulier où le
champ de vecteurs� se décompose en

� ij (t; u; y ) = � (t  u)  ij (y); i = 1; : : : ; d; j = 1; : : : ; m; (5.2)

avec
�  : Rd ! Rd;m une application régulière,
� � : R+ ! R un noyau que l'on peut écrire sous la forme

� (v) =
Z

A
d� Sv(� ) ~� (� ); (5.3)

pour une certaine fonctionS : R+ � A ! C qui satisfait les trois conditions : pour tout
� 2 A, pour tous t; t 0 � 0, pour tout � 2 [0;1],

jSt (� )j � 1 ; jSt (� )  1j � c� j� j � t � ; St+ t0(� ) = St (� ) � St0(� ): (5.4)

Notez que les trois conditions (5.4) sont en particulier satisfaites par le noyau de Laplace
(A = R+ , St (� ) = e �t ) et le noyau de Fourier (A = R; St (� ) = e 2i�� ), qui sont, à vrai dire,
les deux exemples que nous avons à l'esprit.

L'objectif de ce chapitre est de montrer que pour ce modèle particulier, les di�cultés tech-
niques liées au prolongement de la solution donnée par le théorème 4.3.1 peuvent être surmon-
tées pour donner naissance à une solutionglobaledé�nie sur un intervalle [0; T] quelconque. A
cette �n, nous avons d'abord pris appui sur les deux observations élémentaires successives (on
suppose pour l'instant x di�érentiable) :

� Si � est donnée par (5.2), alors en appliquant le théorème de Fubini, le système (5.1) peut
s'écrire sous la forme (

yi
t = ai +

R
A ~yi

t (� ) ~� (� ) d�

~yi
t (� ) =

Rt
0 St  v(� )dxj

v  ij (yv):
(5.5)

99
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� Avec ces notations, et à � 2 A �xé, les incréments de ~yi (� ) se décomposent en

~yi
t (� )  ~yi

s(� ) =
Z t

s
St  u(� ) dxj

u  ij (yu) +
Z s

0
[St  u(� )  Ss u(� )] dxj

u  ij (yu)

=
Z t

s
St  u(� ) dxj

u  ij (yu) + [S t  s(� )  1]
Z s

0
Su s(� ) dxj

u  ij (yu);

où pour obtenir cette dernière relation, on a mis à contribution la propriété d'additivité
St+ t0(� ) = St (� ) � St0(� ). En posant ats (� ) := St  s(� )  1, on obtient

~yi
t (� )  ~yi

s(� ) =
Z t

s
St  u(� ) dxj

u  ij
�

a +
Z

A
d� ~� (� ) ~yu(� )

�
+ ats (� ) ~ys(� ): (5.6)

Si l'on compare le système (4.2) à la formulation (5.6), il apparaît immédiatement que la
dépendance des variations du processus inconnu (ici~y) entre deux temps s < t vis-à-vis de
son "passé" (sur[0; s]) est réduite à une dépendance vis-à-vis du seul "présent"s. C'est cette
observation heuristique qui va permettre la mise en évidence d'une solution cette foisglobale
pour le système, d'abord sous la forme (5.6), puis, en posant simplementyt :=

R
A d� ~� (� ) ~yt (� ),

sous la forme initiale (5.1), et ce lorsquex est un processus
 -höldérien avec
 > 1=3.

Bien entendu, la transformation du système (5.1) en (5.6) présente un coût non négligeable :
le processus inconnu n'est plus à valeurs �ni-dimensionnelles mais à valeurs fonctionnelles, ce
qui nous conduira à manipuler, outre les espaces de processus höldériens introduits dans la
sous-section 2.1.2, des espaces de fonctions particuliers liés à~� . Sous l'hypothèse d'intégrabilitéR

A d� (1+ j� j � )j ~� (� )j < 1, avec � un paramètre à préciser, nous serons ainsi incités à introduire
l'espace

L � = L �; ~� := fh : A ! R :
Z

A
d� (1 + j� j � )j ~� (� )j jh(� )j < 1g: (5.7)

La résolution du système (5.6) s'e�ectuera ensuite dans un espace de processus höldériens à
valeurs dansL � .

L'autre idée fondamentale qui va guider notre analyse de l'équation (5.6) est inspirée des
considérations développées dans [51] dans le cadre des EDPS (nous reviendrons en détail sur
ces considérations dans la partie suivante). Elle consiste à introduire un nouvel opérateur d'in-
crément, noté ~� , qui agit sur les processus de deux variables à valeurs fonctionnelles de la façon
suivante : si s < t,

(~� ~h) ts (� ) := (� ~h) ts (� )  ats (� ) ~hs(� ): (5.8)

Avec cette notation, le système (5.6) devient alors

(~� ~yi )ts (� ) =
Z t

s
St  u(� ) dxj

u  ij
�

a +
Z

A
d� ~� (� )~yu(� )

�
: (5.9)

En réalité, si nous nous permettons de substituer à l'incrément classique� une formulation
"convolutionnelle" basée sur ~� , c'est parce que ce dernier objet rend lui aussi possible la
construction d'une théorie de l'intégration, par le biais d'un opérateur d'inversion que l'on
notera ~� (voir Section 5.2). En cela, notre démarche est à rapprocher des idées contenues dans
[75] : le traitement du système va passer par une préalable adaptation des outils classiques de
la théorie (� , � , espaces höldériens, intégrales itérées) aux comportements algébriques induits
par ~� , avec notamment la mise en avant d'un chemin~x = ( ~x1 ; ~x2) mieux adapté au problème
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que le 2-rough path usuel x = ( x1 ; x2). L'aire de Lévy standard x2 =
RR

dx 
 dx sera par
exemple remplacée par l'aire de Lévy "convolée"

~x2
ts (� ) :=

Z t

s
St  u(� ) dxu 
 (�x) us: (5.10)

Comme dans le cas des di�usions, ce type de dé�nition est dans un premier temps purement
formel si x est höldérien ; l'existence et la régularité de ce processus sont admises pour conduire
à l'interprétation de l'intégrale

Rt
s St  u(� ) dxj

u  ij (yu) qui intervient dans le système. Le sens à
donner à la dé�nition (5.10) lorsque x est 
 -höldérien (
 > 1=3) ne sera examiné que dans un
second temps.

Vous l'aurez sans doute remarqué à travers les expressions (5.8) et (5.10) : la formulation
(5.9) de l'équation nous incite à adopter une convention notationnelle inversée pour les variables
temporelles, avec des indices qui apparaîtront dans l'ordre décroissant. Nous noterons ainsi par
exemple, sis < u < t, f 2 C1, g 2 C2,

(�f )ts = f t  f s ; (�g )tus = gts  gtu  gus:

Le chapitre est organisé de la façon suivante :
� La section 5.2 est consacrée à l'étude de l'opérateur d'incrément~� , dé�ni par (5.8) pour

les processus de deux variables temporelles et étendu de façon naturelle aux processus de
n variables temporelles, à valeurs fonctionnelles. Cette section verra ainsi se déployer la
même démarche que lors de la présentation de� (Section 2.1), pour aboutir à l'existence
de l'opérateur d'inversion ~� associé à~� jC3 (Théorème 5.2.9).

� Dans la section 5.3, nous revisiterons le cas Young (
 > 1=2) à partir du formalisme
issu de ~� . Ce premier exemple nous permettra avant tout de nous familiariser avec les
outils présentés dans la section 5.2 dans le cadre de l'interprétation du système (5.9).
Le résultat d'existence et d'unicité d'une solution contenu dans le théorème 5.3.2 est à
mettre en parallèle avec les résultats de la section 4.1.

� La section 5.4 abordera quant à elle le cas
 2 (1=3;1=2], qui restait problématique avec le
formalisme classique. Dans ce contexte, le théorème 5.4.1 constitue à notre connaissance
le premier résultat d'existence et d'unicité d'une solution globale pour le système (5.1).

� Dans la section 5.5, nous montrerons que ces di�érents résultats, exprimés sous des hy-
pothèses relativement abstraites surx, peuvent en fait être appliqués, sous certaines
conditions d'intégrabilité pour ~� , à un 2-rough path x = (x 1 ; x2) standard. L'approche
que nous développerons dans ce chapitre est ainsi valable lorsque l'équation (5.1) est par
exemple dirigée par un mBf multi-dimensionnel, d'indiceH > 1=3.

� En�n, l'appendix contient la preuve de la proposition 5.5.7, preuve dont l'aspect technique
aurait pu nuire à la lisibilité de la section 5.5.

5.2 L'opérateur d'incrément ~�

Comme nous venons de le voir, l'analyse (heuristique) du système (5.1) lorsque� est donné
par (5.2), fait apparaître un opérateur ~� , perturbation de � par le noyau S via

ats (� ) := St  s (� )  1:
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Dans cette section, nous allons constater que grâce aux hypothèses surS contenues dans (5.4),~�
conserve certaines propriétés fondamentales de� , à partir desquelles nous avions pu introduire,
dans la section 2.1, les outils permettant une analyse e�cace des systèmes rugueux.

5.2.1 Incréments

Nous l'avons déjà évoqué en introduction : eu égard à l'ordre d'apparition des indices dans
le membre de droite de (5.9), il se révèle plus commode d'inverser la convention notationnelle
que nous utilisions jusqu'à présent pour les variables temporelles. Pour tout intervalleI de
R+ , pour tout k 2 N� et pour tout espaceV , la notation Ck (I ; V ) désignera donc désormais
l'ensemble des processush continus, à valeurs dansV , dé�nis sur le simplexe

Sk (I ) := f( t1; : : : ; tk ) 2 I k : t1 � t2 � : : : � tkg;

et tels queht1 :::t k = 0 s'il existe i 6=j pour lesquelst i = t j .

Notez que cette convention pré�gure en outre le formalisme qui sera adopté dans la partie
III.

5.2.2 Espaces fonctionnels sous-jacents

Conformément à la (première) dé�nition (5.8), ~� sera amené à agir sur des processus à valeurs
fonctionnelles. Anticipons ici sur les sections suivantes en présentant les espaces fonctionnels
qui vont s'imposer assez naturellement dans l'analyse de (5.9) (voir par exemple la proposition
5.3.1). Il s'agit des espaces de typeL 1 induits par la norme

N [~g; L � (V )] = N [~g; L �; ~� (V )] :=
Z

A
d� j ~� (� )j(1 + j� j � )k~g(� )kV ; (5.11)

où � > 0 est un paramètre �xé et V un espace euclidien. On dé�nit ensuite

~Ck;� (I ; V ) := Ck (I ; L � (V )): (5.12)

L'opérateur d'incrément classique� agit naturellement sur ces espaces à travers la formule :

Si ~h 2 ~Ck;� (I ; V ); (� ~h) t1 :::t k +1 (� ) := � (~h(� )) t1 :::t k +1 ; � 2 A: (5.13)

L'opérateur ~� est quant à lui étendu à ~Ck;� (I ; V ) (k 2 N� ) de la façon suivante :

Dé�nition 5.2.1. Soit I un intervalle de R+ , V un espace euclidien. Pour tout� > 0 on
dé�nit la suite d'opérateurs ~� k : ~Ck;� (I ; V ) ! ~Ck+1;� (I ; V ) par la formule : si ~h 2 ~Ck;� (I ; V ),
alors pour tout � 2 A,

(~� k
~h) t1 :::t k +1 (� ) := ( � k

~h) t1 :::t k +1 (� )  at1 t2 (� ) ~ht2 :::t k +1 (� ); (t1; : : : tk+1 ) 2 Sk+1 (I ): (5.14)

En particulier, si s < u < t 2 I ,

(~� 1~h) ts (� ) = ~ht (� )  St  s (� ) ~hs(� ) ; (~� 2~h) tus (� ) = ~hts (� )  ~htu (� )  St  u(� ) ~hus(� ):

Dans un souci de clarté, nous utiliserons une même notation~� pour désigner tous les opérateurs
~� k ; k 2 N� .
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Remarque5.2.2. Dans le reste de ce chapitre, nous ne mentionnerons explicitement la variable
dite spatiale (en référence au vocabulaire des EDP)� que dans de rares cas où une confusion
aurait été possible. La plupart du temps, nous écrirons ainsi plus simplement~� ~h = � ~h  a � ~h.

La convention pour les produits d'incréments donnée par (2.3) sera par ailleurs conservée
dans les contextes suivants :

Lemme 5.2.3. Soit ~M 2 ~Cn;� (I ; Rk;l ) et L 2 Cm (I ; Rl ). Alors le produit ~ML , dé�ni par la
relation

( ~ML )t1 :::t m+n 1 (� ) = ~M t1 :::t n (� ) L tn :::t m+n 1 ;

appartient à ~Cm+ n 1;� (I ; Rk ). En outre, lorsque n = 2, les relations algébriques suivantes sont
véri�ées :

� ( ~ML ) = � ~M L  ~M �L; et ~� ( ~ML ) = ~� ~M L  ~M �L: (5.15)

Démonstration. La première partie de l'assertion est une conséquence évidente de l'estimation
élémentaire

j ~M t1 :::t n (� ) L tn :::t m+n 1 jRk � j ~M t1 :::t n (� )jRk;l jL tn :::t m+n 1 jRn :

Quant aux relations algébriques, la première découle simplement de la proposition 2.1.5, tandis
que pour la deuxième, il su�t d'observer que

~� ( ~ML )t1 :::t m+2

= � ( ~ML )t1 :::t m+2  at1 t2
~M t2 t3 L t3 :::t m+2

= ( � ~M )t1 t2 t3 L t3 :::t m+2  ~M t1 t2 (�L) t2 :::t m+2  at1 t2
~M t2 t3 L t3 :::t m+2

= [( � ~M )t1 t2 t3  at1 t2
~M t2 t3 ]L t3 :::t m+2  ( ~M �L) t1 :::t m+2 :

Munis de ces notations et résultats préliminaires, nous sommes en mesure de prouver que
la propriété de cohomologie�� = 0, qui amorçait les constructions de la théorie de l'intégration
algébrique standard, reste vraie pour~� :

Proposition 5.2.4. ~� ~� = 0. On a même, pour tout � > 0 et tout k 2 N� , Im ~� j ~Ck;� (I ;V ) =

Ker ~� j ~Ck +1;� (I ;V ) .

Démonstration. Si ~F 2 ~Ck;� (I ; V ), alors en utilisant la relation �� = 0 et le résultat du lemme
5.2.3, on déduit

~� ~� ~F = ( �  a) [( �  a) ~F ] = �� ~F  � (a ~F )  a � ~F + a a ~F

=  �a ~F + a � ~F  a � ~F + a a ~F = a a ~F  �a ~F :

Il n'est ensuite pas di�cile de véri�er, à partir de l'addivité St � St0 = St+t 0, que

(�a) tus = atu aus; (t; u; s) 2 S3(I );

ce qui donne~� ~� ~F = 0.

La relation Im ~� j ~Ck;� (I ;V ) = Ker ~� j ~Ck +1;� (I ;V ) peut être prouvée comme dans la proposition

2.1.3 : si ~A 2 ~Ck+1;� (I ; V ) est tel que ~� ~A = 0, on pose ~B t1 :::t n = ~A t1 :::t n s, avec s un temps
arbitraire dans I . Alors

[~� ~B ]t1 :::t n+1 = [ � ~B ]t1 :::t n+1 s + ( 1)n+1 ~A t1 :::t n+1  at1 t2
~A t2 :::t n s

= [ ~� ~A]t1 :::t n+1 s + ( 1)n+1 ~A t1 :::t n+1 = (  1)n+1 ~A t1 :::t n+1 :
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Ainsi, en posant ~C = (  1)n+1 ~B , on obtient ~� ~C = ~A.

Remarque 5.2.5. A partir de la relation ~� ~� = 0, une récurrence immédiate conduit à la for-
mule : pour toute partition fs = t0 < t 1 < : : : < t n = tg de l'intervalle [s; t], pour tout
~f 2 ~C1;� ([s; t]; V ),

(~� ~f )ts =
n 1X

i=0

St  t i +1 � (~� ~f )t i +1 t i : (5.16)

Ce type de décomposition sera plusieurs fois mis à contribution par la suite, notamment dans
les preuves du lemme 5.2.8 et du corollaire 5.2.10. Il s'agit en quelque sorte de l'analogue de la
formule télescopique usuelle(�f )ts =

P n 1
i=0 (�f )t i +1 t i dans le formalisme convolutionnel.

Le complexe de cochaîne( ~Ck;� (I ; V ); ~� ) représentera la structure à la base de toutes les
constructions de ce chapitre. Essayons de donner un aperçu de la pertinence de cette structure
dans le cadre de l'analyse du système (5.9). Pour ce faire, on pose, pour tous processus lisses
f : [0; T] ! W , g : [0; T] ! L (W; V ),

J ts ( ~dg f )(� ) :=
Z t

s
St  u(� ) dgu f u ; � 2 A; (5.17)

et pour tout h : [0; T]2 ! W lisse,

J ts ( ~dg h)(� ) :=
Z t

s
St  u (� ) dgu hus: (5.18)

La relation de Chasles usuelle�
 R

f dg
�

= 0 devient alors :

Proposition 5.2.6. Avec les notations (5.17) et (5.18), on a, sif : [0; T] ! W et g : [0; T] !
L (W; V ) sont deux applications lisses,

~�
�

J ( ~dg f )
�

= 0 ; ~�
�

J ( ~dg �f )
�

= J ( ~dg) �f: (5.19)

Démonstration. Les deux relations sont immédiates : sis < u < t,

~�
�

J ( ~dg f )
�

tus
= J ts ( ~dg f )  J tu ( ~dg f )  St  u � J us( ~dg f );

et St  u � J us( ~dg f ) =
Ru

s St  v dgv f v , tandis que, à partir de cette dernière observation,

~�
�

J ( ~dg �f )
�

=
Z t

u
St  v dgv (�f )vs  

Z t

u
St  v dgv (�f )vu =

� Z t

u
St  v dgv

�
(�f )us:

5.2.3 Espaces höldériens et application ~�

Il s'agit ici d'adapter les espaces de processus introduits dans la sous-section 2.1.2 au
contexte convolutionnel que nous venons de présenter. Si�; �; 
 > 0 sont trois paramètres
�xés, I un intervalle de R+ et V un espace euclidien, on commence par dé�nir

~C�
2;� (I ; V ) := f ~y 2 ~C2;� (I ; V ) : N [~y; ~C�

2;� (I ; V )] := sup
s<t 2I

N [~yts ; L � (V )]
jt  sj �

< 1g;
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~C�
1;� (I ; V ) := f ~y 2 ~C1;� (I ; V ) : ~� ~y 2 ~C�

2;� (I ; V )g: (5.20)

Ensuite, en ce qui concerne les processus de3 variables, on dé�nit d'abord, comme dans le cas
standard, l'espace intermédiaire~C(
;� )

3;� (I ; V ) associé à la norme

N [~h; ~C(
;�)
3;� (I ; V )] := sup

s<u<t 2I

N [~htus ; L � (V )]
jt  uj 
 ju  sj �

;

puis ~C�
3;� (I ; V ) := � 0��� � ~C(�;� �)

3;� (I ; V ). On munit en�n ce dernier espace de la norme

N [~h; ~C�
3;� (I ; V )] := inf

(
X

i

N [hi ; ~C(� i ;� � i )
3;� (I ; V )]; h =

X

i

hi ; 0 < � i < �

)

:

On remarquera notamment les deux di�érences substantielles par rapport aux espaces höl-
dériens dé�nis dans la sous-section 2.1.2 :

� L'espace d'arrivée est ici supposé fonctionnel ; il dépend en outre d'un paramètre� > 0.
� La dé�nition (5.20) de ~C�

1;� (I ; V ) fait appel à l'incrément convolutionnel ~� .

Remarque 5.2.7. Comme dans les sections précédentes, il nous arrivera d'utiliser les raccorcis
~C�
k;� (I ), ~C�

k;� (V ) ou même ~C�
k;� lorsque l'intervalle de tempsI et/ou l'espace V sont clairement

déterminés par le contexte.

Il est intéressant de noter que le résultat élémentaire qui stipule que Im� 1 \ C �
2 (V ) = f0g

si � > 1, admet l'analogue direct :

Lemme 5.2.8. Soit � > 0. Si � > 1, alors Im ~� j ~C1;� (I ;V ) \ ~C�
2;� (V ) = f0g.

Démonstration. Soit ~M = ~� ~f 2 Im ~� j ~C1;� (I ;V ) \ ~C�
2;� (V ). Suivant (5.16), on peut écrire, pour

tous s < t, ~M ts =
P n 1

i=0 St  t i +1 � ~M t i +1 t i , et ce pour toute partition � ts = fs = t0 < t 1 < : : : <
tn = tg de l'intervalle [s; t]. En utilisant cette fois l'hypothèse jSt (� )j � 1 contenue dans (5.4),
on déduit

N [ ~M ts ; L � (V )] �
n 1X

i=0

N [ ~M t i +1 t i ; L � (V )] � N [ ~M ; ~C�
2;� (V )] jt  sj j � ts j � 1 ;

et ce dernier terme tend vers0 lorsque le pasj� ts j tend vers 0.

Forts de ces di�érents constats, il est maintenant possible de reprendre les idées de la preuve
du théorème 2.1.1 en vue d'établir l'existence d'un opérateur d'inversion~� adapté au formalisme
induit par ~� :

Proposition 5.2.9. Soit � > 1; � > 0, I un intervalle de R+ et V un espace euclidien.
Pour tout ~h 2 Ker ~� j ~C3;� (I ;V ) \ ~C�

3;� (I ; V ), il existe un unique élément~� ~h 2 ~C�
2;� (I ; V ) tel que

~� ( ~� ~h) = ~h. Cet élément véri�e en outre la propriété de contraction :

N [~� ~h; ~C�
2;� (I ; V )] � c� N [~h; ~C�

3;� (I ; V )]; (5.21)

avec c� une constante qui ne dépend que de�. Cette assertion donne ainsi naissance à une
application linéaire continue

~� : Ker ~� j ~C3;� (I ;V ) \ ~C�
3;� (I ; V ) ! ~C�

2;� (I ; V )
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telle que
~� ~� = IdKer ~� j ~C3;� ( I ;V ) \ ~C�

3;� (I ;V ) et ~� ~� = Id ~C�
2;� (I ;V ) : (5.22)

Démonstration. Unicité. Soit ~M; ~M 0 2 ~C�
2;� (I ; V ) tels que ~� ~M = ~� ~M 0 = ~h. En particulier,

~� ( ~M  ~M 0) = 0, donc ~M  ~M 0 2 Im ~� j ~C1;� (I ;V ) \ ~C�
2;� (I ; V ). En appliquant le résultat du lemme

5.2.8, on déduit ~M = ~M 0.
Existence. On suit point par point la preuve du théorème 2.1.1. On considère d'abord~B 2
~C2;� (I ; V ) tel que ~� ~B = ~h et l'on construit

~M n
ts :=

(
0 si � n \ (s; t) = ;

(~� ~B )tt n
j s si � n \ (s; t) = ft n

j g

et si � n \ (s; t) = ft n
j � ::: � tn

l g,

~M n
ts := ~B ts  ~B tt n

l
 

l  1X

i= j

St  tn
i +1

� ~B t i +1 t i  St  tn
j

� ~B tn
j s;

où � n représente une partitionn-dyadique deI .
Il est facile de véri�er que ~M n est continu de S2(I ) dans L � (V ). Par ailleurs, si par exemple
� n \ (s; t) = ft n+1

2j � tn+1
2j +2 � ::: � tn+1

2l g, avecs < t n+1
2j  1 et t > t n+1

2l+1 , alors

~M n+1
ts  ~M n

ts = ( ~� ~B )tt n+1
2l +1 tn+1

2l
+ St  t n+1

2j
� (~� ~B )tn+1

2j tn+1
2j  1s +

l  1X

i= j

St  t n+1
2i +2

� (~� ~B )tn+1
2i +2 tn+1

2i +1 tn+1
2i

;

et puisque ~� ~B = ~h, on déduit

N [ ~M n+1
ts  ~M n

ts ; L � (V )] �
N [~h; ~C�

3;� (I ; V )]

2�

�
2

�
1
2�

� n

+
�

1
2� 1

� n �
:

L'estimation reste valable pour les autres cas d'intersection de� n avec (s; t). En utilisant les
mêmes arguments que pour� , on obtient l'existence d'une limite ~M de ~M n dans ~C2;� (I ; V ).

La relation ~� ~M = ~h peut ensuite être établie suivant le procédé développé dans la preuve
du théorème 2.1.1, tout comme l'estimation

N [ ~M n
ts ; L � (V )] � c� N [~h; ~C�

3;� (I ; V )] jt  sj � :

Nous disposons également d'un équivalent du corollaire 2.1.9, pour relier les expressions
basées sur~� à des formulations plus classiques en termes de sommes de Riemann :

Corollaire 5.2.10. Soit ~g 2 ~C2;� (I ; V ) tel que ~� ~g 2 ~C�
3;� (I ; V ), pour un certain coe�cient

� > 1. Si ~� ~f := ( Id  ~� ~� )~g, alors

(~� ~f )ts = lim
j� ts j!0

nX

i=0

St  t i +1 � ~gt i +1 t i in L � ;

où la limite est relative à toute partition � ts = ft 0 = s; : : : ; tn = tg de [s; t] dont le pas tend
vers 0.

Démonstration. Ce sont les mêmes arguments que dans le cas standard (voir Corollaire 2.1.9),
à partir de la décomposition(~� ~f )ts =

P
i St  t i +1 � (~� ~f )t i +1 t i :
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5.3 Le cas Young

On rappelle que l'on souhaite résoudre le système sous la forme (5.9), qui s'écrit aussi, avec
la notation (5.17),

~y0 := 0; ~� ~y = J
�

~dx  
�

a +
Z

A
d� ~� (� )~y(� )

��
: (5.23)

Cette expression n'a pour l'instant de sens que lorsquex est di�érentiable. L'objectif de cette
section est d'étendre, grâce aux outils introduits dans la section précédente, la dé�nition du
système à un processusx 
 -höldérien avec
 > 1=2, puis de résoudre le système à partir de
cette interprétation. Nous suivrons à cette �n la même démarche que dans le cas standard (sous-
section 2.2.1), et commencerons ainsi par une dissection de l'intégrale lorsquex est régulier.

5.3.1 Considérations heuristiques et interprétation du système

On suppose pour l'instant x et ~y di�érentiables (en temps) et l'on pose successivement
yi := ai +

R
A d� ~� (� ) ~yi (� ), zij :=  ij (y). Avec ces notations, l'intégrale à interpréter correspond

à J ( ~dxj zij ).

La première question à se poser, avant de chercher à décomposer cette intégrale, est celle
de la régularité escomptée de l'intégrantz, et donc de y (on supposera régulier), si x et ~y
deviennent moins réguliers. Pour répondre à cette question, on observera la décomposition

(�y i )ts =
Z

A
d� ~� (� ) ( � ~y)ts (� ) =

Z

A
d� ~� (� ) ( ~� ~yi )ts (� ) +

Z

A
d� ~� (� ) ats (� ) ~yi

s(� ): (5.24)

Comme ~y désigne la solution (potentielle) du système (5.23) et quejSt (� )j � 1, on peut s'at-

tendre à ce que~� ~y hérite de la régularité de x, autrement dit
�
�
�(~� ~y)ts (� )

�
�
� � cx jt  sj 
 (uni-

formément en � ), ce qui conduirait, sous la condition d'intégrabilité
R

A d� j ~� (� )j < 1, à une

estimation du premier terme de (5.24) du type :
�
�
�
R

A d� ~� (� ) ( ~� ~yi )ts (� )
�
�
� � cx jt  sj 
 .

Pour récupérer des incréments de la formejt  sj 
 du terme
R

A d� ~� (� ) ats (� ) ~yi
s(� ), nous solli-

citerons la troisième hypothèse contenue dans (5.4), à savoir

jats (� )j = jSt  s(� )  1j � c
 jt  sj 
 j� j 
 : (5.25)

C'est ici qu'interviennent les espacesL � (V ) introduits dans la sous-section 5.2.2. Il découle en
e�et de (5.25) �

�
�
�

Z

A
d� ~� (� ) ats (� )~ys(� )

�
�
�
� � c
 jt  sj 
 N [~ys; L 
 (Rd)]: (5.26)

En revenant à la décomposition (5.24), il apparaît ainsi qu'à partir d'un processus~y évoluant
dans L 
 (Rd), on devrait récupérer un processusy, puis un processusz, höldériens au sens
classique.

Ces considérations (que quanti�era plus précisément la proposition 5.3.1) vont nous guider
dans le processus de dissection de l'intégraleJ ( ~dxj zij ), puisque nous n'aurons désormais aucun
scrupule à faire apparaître l'incrémentstandard �z . On partira ainsi simplement, comme dans
le cas des di�usions, de la décomposition (on suppose toujoursx régulier)

J ts ( ~dxj zij ) = J ( ~dxj ) zij
s + J ts ( ~dxj �z ij ); (5.27)

avec J ts ( ~dxj ) := J ts ( ~dxj 1) =
Rt

s St  u dxj
u . Si x est seulement höldérien, une première hypo-

thèse, directement inspirée par la méthodologie des rough paths, s'impose donc naturellement :
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Hypothèse 4. Soit x 2 C

1 ([0; T]; Rm ), avec 
 > 1=2. On suppose qu'il existe une suitex" de

processus di�érentiables véri�ant

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

et telle que la suite des processus

~X x " ;i
ts (� ) :=

Z t

s
St  u(� ) dx";i

u

converge vers un élémentX x relativement à la topologie de l'espace~C

2;
 ([0; T]; Rm ). En parti-

culier,
~X x 2 C


2;
 ([0; T]; Rm ) et ~� ~X x = 0:

Si x est di�érentiable, on choisit systématiquementx" := x.

Théorème 5.3.1. Soit x : [0; T] ! Rm un processus qui satisfait l'hypothèse 4,I un intervalle
de [0; T]. Pour tout z 2 C


1 (I ; Rd;m ), on pose, pour tout� 2 A,

J ( ~dxj zij )(� ) := ~X x;j (� ) zij + ~�( ~X x;j �z ij )(� ) = ( Id  ~� ~� )( ~X x;j zij )(� ): (5.28)

Alors

1. J ( ~dxj zij ) est bien dé�ni en tant qu'élément de~C

2;
 (I ; Rd), et coïncide avec l'intégrale de

Riemann
Rt

s St  v(� ) dxv zv quandx est di�érentiable.

2. On dispose de l'estimation :

N [J ( ~dx z); ~C

2;
 (I ; Rd)] � cx

n
N [z; C0

1(I ; Rd;m )] + jI j 
 N [z; C

1 (I ; Rd;m )]

o
; (5.29)

où on rappelle que l'on a dé�niN [z; C0
1(I ; Rd;m )] := sup s2I jzsj.

3. Pour tous s < t 2 I ,

J ts ( ~dxj zij ) = lim
j� ts j!0

n 1X

k=0

St  tk +1 � ~X x;j
tk +1 ;t k

zij
tk

dans L 
 ; (5.30)

où la limite est relative à toute partition � ts = ft 0 = s; : : : ; tn = tg de [s; t] dont le pas
tend vers0.

Démonstration. Pour montrer que l'intégrale dé�nie par (5.28) coïncide avec l'intégrale de
Riemann

Rt
s St  u(� ) dxj

u zij
u lorsquex est di�érentiable, revenons à la décomposition (5.27), qui

s'écrit aussi
J ts ( ~dxj �z ij ) = J ts ( ~dxj zij )  ~X x;j

ts zij
s :

En appliquant l'opérateur ~� aux deux membres de cette relation, et en utilisant (5.19) et (5.15),
on obtient

~�
�

J ( ~dxj zij )
�

=  ~� ~X x;j zij + ~X x;j �z ij = ~X x;j �z ij ;

et donc, via (5.22),

J ( ~dxj �z ij ) = ~�
�

~X x;j �z ij
�

;
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ce qui permet de retrouver (5.28).
Le fait que la formule (5.28) soit bien dé�nie dans ~C


2;
 lorsque z 2 C

1 est une conséquence de

l'hypothèse 4. En e�et, grâce à cette hypothèse, on sait que~X x �z 2 C2

3;
 (I ; Rd) \ Ker ~� jC2;
 (I ;Rd ) ,

et l'on est de cette façon en droit d'appliquer~� . L'estimation (5.29) est ensuite une conséquence
immédiate de la propriété de contraction (5.21). En�n, l'écriture (5.30) découle du corollaire
5.2.10.

A�n de donner pleinement sens au système (5.23) par l'intermédiaire de la dé�nition (5.28),
nous prendrons appui sur la proposition suivante, qui vient préciser les considérations précédant
le théorème 5.3.1 :

Proposition 5.3.1. Soit I = [ l1; l2] un intervalle de [0; T],  2 C2;b(Rd; Rd;m ). Pour tout ~y 2
~C

1;
 (I ; Rd), on posey := a+

R
A d� ~� (� )~y(� ). On introduit par ailleurs la notation supplémentaire

N [~y; ~C0;

1;
 (I ; Rd)] := N [~y; ~C0

1;
 (I ; Rd)] + N [~y; ~C

1;
 (I ; Rd)];

avecN [~y; ~C0
1;
 (I ; Rd)] := sup s2I N [~ys; L 
 (Rd)]. Alors  (y) 2 C


1 (I ; Rd;m ) et

N [ (y); C

1 (I ; Rd;m )] � c N [~y; ~C0;


1;
 (I ; Rd)]: (5.31)

En outre, si ~y(1) ; ~y(2) 2 ~C

1;
 (I ; Rd) sont tels que~y(1)

l1
= ~y(2)

l1
, alors

N [ (y(1) )   (y(2) ); C0
1(I ; Rd;m )] � c jI j 
 N [~y(1)  ~y(2) ; ~C0;


1;
 (I ; Rd)]; (5.32)

N [ (y(1) )   (y(2) ); C

1 (I ; Rd;m )] � c 

n
1 + N [~y(2) ; ~C0;


1;
 (I ; Rd)]
o

N [~y(1)  ~y(2) ; ~C0;

1;
 (I ; Rd)]:

(5.33)

Démonstration. On reprend les arguments évoqués lors de l'analyse de (5.24) et basés sur
l'hypothèse (5.25) : Ainsi,

j� ( (y)) ts j � kD k1

Z

A
d� j ~� (� )j j (� ~y)ts (� )j

� kD k1

� Z

A
d� j ~� (� )jj (~� ~y)ts (� )j +

Z

A
d� j ~� (� )j jats (� )j j ~ys(� )j

�

� c
 kD k1 jt  sj 

n

N [~y; ~C

1;
 ] + N [~y; ~C0

1;
 ]
o

;

ce qui correspond à (5.31).

L'inégalité (5.32) peut être obtenue de la même façon, après avoir remarqué que, pour tout
s 2 I , �

�
�  (y(1)

s )   (y(2)
s )

�
�
� � kD k1

Z

A
d� j ~�(� )j

�
�
� � (~y(1)  ~y(2) )s`1 (� )

�
�
� :

En ce qui concerne (5.33), il su�t d'invoquer l'estimation classique

�
�
� � ( (y(1) )   (y(2) )) ts

�
�
� � kD k1

�
�
� � (y(1)  y(2) )ts

�
�
� + kD 2 k1

�
�
� � (y(2) )ts

�
�
�

� �
�
�y(1)

t  y(2)
t

�
�
� +

�
�
�y(1)

s  y(2)
s

�
�
�
�

:
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5.3.2 Résolution de l'équation

Le théorème 5.3.1, associé à la proposition 5.3.1, fournit, sous l'hypothèse 4, une interpréta-
tion légitime du système (5.23). Dans ce contexte, le résultat principal de cette section s'énonce
de la façon suivante :

Théorème 5.3.2. Soit x un processus qui satisfait l'hypothèse 4 et 2 C2;b(Rd; Rd;m ). Alors
l'équation (5.23), interprétée grâce au théorème 5.3.1 et à la proposition 5.3.1, admet une unique
solution dans ~C


1;
 ([0; T]; Rd).

Démonstration. Soit " > 0 (nous �xerons cette constante dans un instant),l 2 N, et supposons
que nous ayons déjà construit une solution~y(l ) 2 ~C


1;
 ([0; l"]). Si l = 0, alors ~y(0) = ~y(0)
0 = 0. La

preuve va consister à montrer que l'on peut étendre~y(l ) en une solution~y(l +1) 2 ~C

1;
 ([0; (l+1)"]) ,

par l'intermédiaire d'un argument de point �xe.

Etape 1 : Existence de boules invariantes.Soit ~y 2 ~C

1;
 ([0; (l + 1) "]) telle que ~yj[0;l"] = ~y(l ) et

notons ~z =  (~y) l'élément de ~C1;
 ([0; (l + 1) "]) caractérisé par~zj[0;l"] = ~y(l ) et pour tous s; t 2

[0; (l+1)"] , (~� ~z)ts = J ts

�
~dx  (y)

�
, où, comme dans la proposition 5.3.1,y := a+

R
A d� ~� (� )~y(� ).

L'estimation (5.29) nous indique d'abord que

N [~z; ~C

1;
 ([l"; (l + 1)"])] � cx

�
N [ (y); C0

1([0; (l + 1)"])] + " 
 N [ (y); C

1 ([0; (l + 1)"])]

	
;

ce qui, avec (5.31), donne

N [~z; ~C

1;
 ([l"; (l + 1)"])] � c1

x; 

n
1 + " 
 N [~y; ~C0;


1;
 ([0; (l + 1)"])]
o

:

Si 0 � s � l" � t � (l + 1)", on utilise la relation ~� ~� = 0 pour déduire

0 = ( ~� ~� ~z)t;l";s = ( ~� ~z)ts  (~� ~z)t;l"  St  l" � (~� ~z) l";s ;

d'où

N [(~� ~z)ts ; L 
 ] � N [(~� ~z)t;l" ; L 
 ] + N [(~� ~z) l";s ; L 
 ]

� 2 max
�

N [~z; ~C

1;
 ([l"; (l + 1)"]) ; N [~y(l ) ; ~C


1;
 ([0; l"])]
�

jt  sj 
 :

Par ailleurs, pour tout s 2 [0; (l + 1)"] , ~zs = ( ~� ~z)s0, et donc

N [~z; ~C0
1;
 ([0; (l + 1)"])] � N [~z; ~C0;


1;
 ([0; (l + 1)"])] T 
 :

Nous sommes ainsi invités à poser

" :=
 
4c1

x; (1 + T 
 )
�  1=


N l+1 := max
�

2(1 + T 
 )N [~y(l ) ; ~C

1;
 ([0; l"])]; 4c1

x; (1 + T 
 )
�

:

En e�et, pour de telles valeurs, il est facile de véri�er, à partir de ce qui précède, que si
N [~y; ~C0;


1;
 ([0; (l + 1) "])] � N l+1 , alors N [~z; ~C

1;
 ([0; (l + 1) "])] � N l +1

1+T 
 et N [~z; ~C0
1;
 ([0; (l + 1) "])] �

N l +1
1+T 
 T 
 , d'où N [~z; ~C0;


1;
 ([0; (l + 1)"])] � N l+1 . En d'autres termes, la boule

B N l +1

~y( l ) ;(l +1)"
= f ~y 2 ~C0;


1;
 ([0; (l + 1)"]) : ~yj[0;l"] = ~y(l ) ; N [~y; ~C0;

1;
 ([0; (l + 1)"])] � N l+1 g
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est stable par .

L'indépendance de" par rapport à la condition initiale ~y(l ) nous permettra de répéter le
procédé (avec le même") et ainsi d'obtenir une suite de rayons(Nk )k� 1 telle que les ensembles
B N k

k ~y;k" sont invariants par  . La dé�nition de cette dernière application devra bien sûr être
adaptée à chacun de ces ensembles.

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons à présent chercher une division de l'intervalle
[l"; (l + 1) "] en sous-intervalles[l"; l" + � ]; [l" + �; l" + 2� ]; : : : de même longueur� (qui pourra
dépendre de" et l ), et sur lesquels la propriété de contraction de est véri�ée.

Soit ~ya; ~yb 2 ~C

1;
 ([0; l" + � ]) tels que ~ya

j[0;l"] = ~yb
j[0;l"] = ~y(l ) , N [~ya; ~C0;


1;
 ([0; l" + � ])] � N l+1 ,

N [~yb; ~C0;

1;
 ([0; l" + � ])] � N l+1 et notons ~za =  (~ya), ~zb =  (~yb), où  est dé�nie comme à

l'étape 1, mais restreinte à ~C

1;
 ([0; l" + � ]). En se référant à nouveau à (5.29), on déduit

N [~za  ~zb; ~C

1;
 ([l"; l" + � ]) � c
;x

�
N [ (ya)   (yb); C0

1([l"; l" + � ])]

+ � 
 N [ (ya)   (yb); C

1 ([l"; l" + � ])]

	
;

puis, d'après (5.32) et (5.33),

N [~za  ~zb; ~C

1;
 ([l"; l" + � ])] � c2

x; f1 + N l+1 g� 
 N [~ya  ~yb; ~C0;

1;
 ([l"; l" + � ])]:

Puisque les processus~ya  ~yb, ~za  ~zb s'annulent sur [0; l"] , il en découle

N [~za  ~zb; ~C

1;
 ([0; l" + � ])] � c2

x; f1 + N l+1 g� 
 N [~ya  ~yb; ~C

1;
 ([0; l" + � ])]:

En outre, (~za  ~zb)s = ~� (~za  ~zb)s;l" , de telle sorte queN [~za  ~zb; ~C0
1;
 ([0; l" + � ])] � N [~za  

~zb; ~C0;

1;
 ([0; l" + � ])]� 
 . On obtient �nalement

N [~za  ~zb; ~C0;

1;
 ([0; l" + � ])] � c2

x; f1 + N l+1 g(1 + T 
 )� 
 N [~ya  ~yb; ~C0;

1;
 ([0; l" + � ])]:

On �xe � = inf
�

"; (2c2
x; f1 + N l+1 g(1 + T 
 ))  1=


�
.  devient alors une contraction stricte sur

l'ensemble

f ~y 2 ~C0;

1;
 ([0; l" + � ]) : ~yj[0;l"] = ~y(l ) ; N [~y; ~C0;


1;
 ([0; l" + � ])] � N l+1 g:

En utilisant l'invariance de B N l +1

~y( l ) ;(l +1)"
, il est facile de constater que ce dernier ensemble est

lui-même invariant par  (voir le lemme 5.3.2 ci-dessous). Par conséquent, il existe un unique
point �xe dans cet ensemble, que nous noterons~y(l );� . Dans la mesure où� ne dépend pas de
~y(l ) , le même calcul reste ensuite vrai sur l'ensemble (invariant)

f ~y 2 ~C0;

1;
 ([0; l" + 2� ]) : ~yj[0;l"+ � ] = ~y(l );� ; N [~y; ~C0;


1;
 ([0; l" + 2� ])] � N l+1 g:

Ainsi, ~y(l );� peut être prolongé en une solution~y(l );2� dé�nie sur [0; l" + 2� ] et en itérant la
démarche jusqu'à ce que l'intervalle[l"; (l + 1)"] soit recouvert, on obtient le prolongement
~y(l +1) escompté.

Lemme 5.3.2. Avec les notations de la preuve précédente, l'ensemble

f ~y 2 ~C0;

1;
 ([0; l" + � ]) : ~yj[0;l"] = ~y(l ) ; N [~y; ~C0;


1;
 ([0; l" + � ])] � N l+1 g

est stable par .
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Démonstration. On considère un élément~y dans cet ensemble et~z :=  (~y). Dé�nissons

ŷt =

(
~yt si t � l" + �

St  (l"+ � ) � ~yl"+ � si t 2 [l" + �; (l + 1)"] :

Le processuŝy est clairement continu et appartient ainsi à ŷ 2 ~C1;
 ([0; (l + 1)"]) . En outre, si
s; t 2 [l" + �; (l + 1)"] , (~� ~y)ts = 0, tandis que si s � l" + � � t, (~� ŷ)ts = St  (l"+ � ) � (~� ~y) l"+ �;s ,
de telle sorte queN [ŷ; ~C


1;
 ([0; (l + 1)"])] � N [~y; ~C

1;
 ([0; l" + � ])]. Puisque N [ŷ; ~C0

1;
 ([0; (l +

1)"])] � N [~y; ~C0
1;
 ([0; l" + � ])], on déduit N [ŷ; ~C0;


1;
 ([0; (l + 1) "])] � N [~y; ~C0;

1;
 ([0; l" + � ])] � N l+1 ,

ce qui signi�e que ŷ 2 B N l +1

~y( l ) ;(l +1)"
. Or nous savons, d'après la première étape de la preuve

précédente, queB N l +1

~y( l ) ;(l +1)"
est stable par , et donc, si ẑ :=  (^y), N [ẑ; ~C0;


1;
 ([0; (l +1) "])] � N l+1 .

Il est ensuite évident que ~z = ẑj[0;l"+ � ], ce qui mène �nalement à N [~z; ~C0;

1;
 ([0; l" + � ])] �

N [ẑ; ~C0;

1;
 ([0; (l + 1)"])] � N l+1 .

Pour clore cette section, nous pouvons �nalement revenir à la formulation originale de
l'équation de Volterra :

Corollaire 5.3.3. Sous l'hypothèse 4, et en supposant que 2 C2;b(Rd; Rd;m ), le système

yi
t = ai +

Z

A
d� ~� (� )

Z t

0
St  u(� ) dxj

u  ij (yu); t 2 [0; T]; (5.34)

interprété grâce au théorème 5.3.1, admet une unique solution dansC

1 ([0; T]; Rd). En outre,

si x(1) et x(2) sont deux processus qui satisfont l'hypothèse 4, et si l'on notey(1) et y(2) les
solutions de (5.34) associées à ces deux processus (de même condition initialea), alors

N [y(1)  y(2) ; C

1 ([0; T]; Rd)] � K x (1) ;x (2) N [ ~X x (1)

 ~X x (2)
; ~C


2;
 ([0; T]; Rm )]; (5.35)

avecK x (1) ;x (2) := K (N [ ~X x (1)
; ~C


2;
 ]; N [ ~X x (2)
; ~C


2;
 ]), pour une certaine fonction K croissante en
ses deux arguments.

Démonstration. Si ~y désigne la solution du système (5.23) donnée par le théorème 5.3.2, il su�t
de poser, pour tout t 2 [0; T], yt := a +

R
A d� ~� (� ) ~yt (� ).

Le caractère lipschitzien de l'application d'Itô peut être établi avec les mêmes arguments que
dans la preuve de la proposition 4.1.8, d'abord appliqués à~y, puis à y.

5.4 Le cas rugueux

Notre objectif est toujours de résoudre l'équation sous la forme (5.23) (puis (5.34)), mais
nous supposerons cette fois le coe�cient de régularité höldérienne
 de x dans l'intervalle
(1=3;1=2]. La dé�nition (5.28) n'est alors plus valable et, comme dans la section 4.3, des dé-
veloppements d'ordre deux deviennent nécessaires en vue d'interpréter le système. Nous adop-
terons pour cela la même stratégie que dans le cas des di�usions (sous-section 2.2.2), stratégie
caractérisée par deux étapes :

� Une première phase d'identi�cation de la structure algébrique de la solution potentielle
~y, qui aboutira à l'introduction d'un espace ~Q de processus contrôlés.

� L'extension de l'intégrale qui intervient dans le système au cas oùx 2 C

1 et ~y 2 ~Q.
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5.4.1 Processus convolutionnels contrôlés

Commençons par quelques considérations heuristiques. Comme dans le cas Young, le sys-
tème sera étudié sous la forme

~yi
t (� ) =

Z t

0
St  u (� ) dxj

u  ij (yu) ; yi
u = a +

Z

A
d� ~� (� )~yi

u(� ): (5.36)

On suppose pour l'instant x di�érentiable. L'équation (5.36) admet dans ce cas une unique
solution ~y, dont les incréments (convolutionnels) peuvent être décomposés en

(~� ~yi )ts (� ) =
Z t

s
St  u(� ) dxj

u  ij (yu) = ~X x;j
ts (� ) ij (ys) + ~r i

ts (� ); (5.37)

avec
~X x;j

ts (� ) =
Z t

s
St  u(� ) dxj

u ; ~r i
ts (� ) =

Z t

s
St  u(� ) dxj

u (� ij (y))us : (5.38)

Cette décomposition élémentaire fait d'ores et déjà apparaître la structure amenée à jouer
le rôle de Q


x (Dé�nition 2.2.4) dans l'étude du système (5.36). Approfondissons légèrement
l'analyse de (5.37) : six et y sont 
 -höldériens (
 2 (1=3;1=2]), on s'attend à ce que, d'une
part, ~X x évolue dans un espace du type~C


2;� ([0; T]; Rm ), pour un certain coe�cient � > 0, et

d'autre part, ~r 2 ~C2

2;� ([0; T]; Rd). Pour des raisons techniques qui émergeront dans la preuve du

théorème 5.4.1, nous serons en fait incités à prendre� = 1 pour obtenir une solution globale
pour le système (5.36). Comme dans la section précédente, étiquetons l'hypothèse d'existence
et de régularité du processus~X x , qui représente moralement

Rt
s St  u dxu :

Hypothèse 5. Soit x 2 C

1 ([0; T]; Rm ), avec 
 2 (1=3;1=2]. On suppose qu'il existe une suite

x" de processus di�érentiables véri�ant

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

et telle que la suite des processus

~X x " ;i
ts (� ) :=

Z t

s
St  u(� ) dx";i

u

converge vers un élémentX x relativement à la topologie de l'espace~C

2;
 ([0; T]; Rm ). En parti-

culier,
~X x 2 C


2;
 ([0; T]; Rm ) et ~� ~X x = 0:

Si x est di�érentiable, on choisit systématiquementx" := x.

Notations : Dans un souci de concision, nous utiliserons désormais le raccourci

~C

k (I ; V ) := ~C


k;1(I ; V ); k 2 f1; 2;3g: (5.39)

Fixons également dès à présent l'hypothèse d'intégrabilité sur~� qui nous permettra de
mener le raisonnement à terme :

Hypothèse 6. On supposera dans cette section que
Z

A
d� j ~� (� )j(1 + j� j) < 1:
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Eu égard aux considérations ci-dessus, le cadre de résolution du système (5.36) s'impose
assez naturellement :

Dé�nition 5.4.1. On suppose l'hypothèse 5 satisfaite. Pour tout intervalleI de [0; T], on
appellera processus convolutionnel contrôlé (par~X x ) sur I , à valeurs dansRd, tout élément ~y
dans ~C


1 (I ; Rd) dont les incréments convolutionnels se décomposent sous la forme

(~� ~yi )ts = ~X x;j
ts ~yx;ij + ~y];i

ts ; avec ~yx 2 C

1 (I ; Rd;m ) et ~y] 2 ~C2


2 (I ; Rd); (5.40)

L'ensemble des processus convolutionnels contrôlés surI sera noté ~Q

x (I ; Rd) et l'on munit cet

espace de la semi-norme

N [~y; ~Q

x (I ; Rd)] := N [~y; ~C


1 (I ; Rd)]+ N [~yx ; C0
1(I ; Rd;m )]+ N [~yx ; C


1 (I ; Rd;m )]+ N [~y] ; ~C2�
2 ]: (5.41)

Remarque5.4.2. Il convient de souligner qu'en dépit de sa notation, le processus~yx qui inter-
vient dans la décomposition (5.40) est à valeurs �ni-dimensionnelles, et non fonctionnelles.

A�n de donner sens au système (5.36) lorsque~y 2 ~Q

x (I ; Rk ), il est à présent important

d'identi�er la structure algébrique de l'intégrant  (yu), où yu := a +
R

A d� ~� (� )~yu(� ). A cette
�n, remarquons tout d'abord que, si ~� ~y admet la décomposition (5.40), les incréments dey
s'écrivent :

(�y i )ts =
Z

A
d� ~� (� )(� ~yi )ts (� )

=
Z

A
d� ~� (� )( ~� ~yi )ts (� ) +

Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� )

=
Z

A
d� ~� (� ) ~X x;j

ts (� )~yx;ij
s +

Z

A
d� ~� (� )~y];i

ts (� ) +
Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� )

= X x;j
ts ~yx;ij

s +
Z

A
d� ~� (� )~y];i

ts (� ) +
Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� ); (5.42)

où X x;j
ts :=

R
A d� ~� (� ) ~X x;j

ts (� ) est bien dé�ni en tant qu'élement de C

2 ([0; T]; Rm ), grâce à

l'hypothèse 5.

Essayons d'analyser la décomposition (5.42) du point de vue de la régularité höldérienne. En
ce qui concerne le dernier terme de cette décomposition, rappelons-nous l'inégalitéjats (� )j �
c j� j jt  sj, qui induit �

�
�
�

Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� )

�
�
�
� � jt  sj N [~ys; L 1];

et laisse par là même entendre que le terme en question est très régulier. Par ailleurs, la dé�nition
de ~y];i permet d'a�rmer que

�
�
�
�

Z

A
d� ~� (� )~y];i

ts (� )

�
�
�
� � jt  sj2
 N [~y; ~Q


x ]:

Forts de ces deux constats, il serait tentant d'envisager (et ce fut notre première idée) une
structure algébrique du type

fy : (�y i )ts = X x;j
ts yx;ij

s + y];i
ts ; avecyx 2 C


1 (Rm;l ) et y] 2 C2

2 (Rk )g:
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Il est en e�et possible de montrer que cette structure est stable vis-à-vis de l'opération de
composition avec une application régulière, ce qui assurerait la transition entrey et  (y).

Un développement un peu plus subtil de la décomposition (5.42) conduit toutefois à des ma-
nipulations algébriques plus élémentaires. Il su�t pour cela d'observer que l'opérateur~X x se
décompose lui-même en

~X x
ts (� ) =

Z t

s
St  u(� ) dxu = ( �x) ts +

Z t

s
atu (� ) dxu :

Lorsque x 2 C

1 (Rm ), cette dernière opération est à ce stade purement formelle, et pour cette

raison, nous ne la retranscrivons qu'au travers de l'hypothèse abstraite (on rappelle quex1 :=
�x) :

Hypothèse 7. Sous l'hypothèse 5, on admettra que la suite des processus

~X ax " ;i
ts (� ) :=

Z t

s
atu (� ) dx";i

u ;

relativement à la topologie de l'espace~C1+

2;0 (Rm ) (on rappelle que ce type d'espace a été dé�ni

dans la sous-section 5.2.3). En particulier

~X ax 2 ~C1+

2;0 (Rm ) et ~X x

ts (� ) = x1
ts + ~X ax

ts (� ): (5.43)

Remarque5.4.3. L'hypothèse de régularité qui apparaît dans (5.43) est bien entendu suggérée
par l'estimation jats (� )j � cj� j j t  sj, en ayant parallèlement à l'esprit le fait que l'on travaille
avec l'espaceL 1.

En revenant à présent à (5.42), les incréments dey peuvent être développés en

(�y i )ts = x1;j
ts (L ~� ~yx;ij

s ) +
�
X ax;j

ts ~yx;ij
s +

Z

A
d� ~� (� )~y];i

ts (� ) +
Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� )
�

; (5.44)

où l'on a noté

L ~� :=
Z

A
d� ~� (� ) et X ax

ts :=
Z

A
d� ~� (� ) ~X ax

ts (� ): (5.45)

Nous sommes ainsi ramenés, grâce à l'hypothèse de régularité (5.43), à la même structure
de processus contrôlés que dans l'analyse des systèmes ordinaires, et nous venons d'établir la
transition suivante :

Proposition 5.4.4. Sous les hypothèses 5 et 7, si~y 2 ~Q

x (I ; Rd) admet la décomposition~� ~yi =

~X x;j ~yx;ij + ~y];i , alors le processusy dé�ni par y := a +
R

A d� ~� (� )~y(� ) est un processus contrôlé
standard (au sens de la dé�nition 2.2.4), qui admet la décomposition�y i = x1;j yx;ij + y];i , avec

yx;ij
t = L ~� ~yx;ij

t ; y];i
ts = X ax;j

ts ~yx;i
s +

Z

A
d� ~� (� )~y];i

ts (� ) +
Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� ): (5.46)

La structure recherchée pour l'intégrant (y) découle immédiatement de ce dernier résultat.
On dispose en e�et, grâce à la proposition 2.2.7, de la propriété : siy 2 Q 


x (I ; Rd) et  2
C2;b (Rd; Rd;m ), alors z :=  (y) 2 Q 


x (I ; Rd;m ), où l'espaceQ

x (I ; Rd;m ) a lui aussi été introduit

dans la dé�nition 2.2.4.
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5.4.2 Intégration convolutionnelle des processus contrôlés

En tenant compte des transitions qui ont été établies dans la sous-section précédente, l'inter-
prétation du système (5.36) se résume désormais à l'obtention d'un prolongement de l'intégrale
J ( ~dxj zij ) lorsque x est 
 -höldérien (
 2 (1=3;1=2]) et z 2 Q 


x (I ; Rd;m ). Dans la perspective
d'un argument de point �xe, il est par ailleurs primordial que ce prolongement donne naissance
à un élément de l'espace~Q


x (I ; Rd).

Pour construire l'intégrale en question, nous nous appuierons, comme dans le cas standard,
sur l'existence a priori d'une aire de Lévy convolutionnelleadaptée au problème :

Hypothèse 8. Sous l'hypothèse 5, on admettra que la suite des processus

~X x " x " ;ij
ts (� ) :=

Z t

s
St  u(� ) dx";i

u (�x ";j )us

converge vers un élément~X xx relativement à la topologie de l'espace~C2

2 (Rm;m ). En particulier,

~X xx 2 ~C2

2 (I ; Rm;m ) et (~� ~X xx )tus = ~X x

tu 
 (�x) us: (5.47)

Une fois munis de l'hypothèse 8, voici la façon naturelle d'envisager l'intégration d'un pro-
cessus contrôlé :

Proposition 5.4.5. On suppose les hypothèses 5 et 8 satisfaites, et soitI = [ l1; l2] un intervalle
�xé de [0; T]. Pour tout processusz 2 Q 


x (I ; Rd;m ) admettant la décomposition

�z ij = x1;k zx;ijk + z];ij ; (5.48)

on pose, pour touss < t 2 I ,

J ts ( ~dxj zij ) := ~X x;j
ts zij

s + ~X xx;jk
ts zx;ijk

s + ~� ts

�
~X x;j z];ij + ~X xx;jk �z x;ijk

�
: (5.49)

Alors :

1. J ( ~dxj zij ) est bien dé�ni en tant qu'élément de~C

2 (I ; Rd) et pour tout � 2 A, J ts ( ~dxj zij )(� )

coïncide avec l'intégrale de Riemann
Rt

s St  u(� ) dxj
u zij

u lorsquex est di�érentiable.

2. Pour tout ~h 2 L 1, il existe un unique processus~A 2 ~Q

x (I ; Rd) tel que ~A l1 = ~h et

~� ~A i = J ( ~dxj zij ).

3. Pour tous s < t 2 I , � 2 A, J ts ( ~dxj zij ) peut être décrit par la formule :

J ts ( ~dxj zij ) = lim
j� ts j!0

nX

l=0

h
~X x;j

t l +1 ;t l
zij

t l
+ ~X xx;jk

t l +1 ;t l
zx;ijk

t l

i
dans L 1; (5.50)

où la limite est relative à toute partition � ts = ft 0 = s; : : : ; tn = tg de [s; t] dont le pas
tend vers0.

Démonstration. (1) Si x est une fonction di�érentiable, alors, comme dans le cas Young, on
commence par écrire

J ts ( ~dxj zij )(� ) =
Z t

s
St  v(� ) dxj

v zij
v = ~X x;j

ts (� ) zij
s +

Z t

s
St  v (� ) dxj

v (�z ij )vs:
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En injectant la décomposition (5.48) de(�z ij )vs dans cette relation, on obtient

J ts ( ~dxj zij )(� ) = ~X x;j
ts (� ) zij

s +
Z t

s
St  v(� ) dxj

v

h
x1;k

vs zx;ijk
s + z];ij

vs

i

= ~X x;j
ts (� ) zij

s + ~X xx;jk
ts (� ) zx;ijk

s +
Z t

s
St  v (� )dxv z];ij

vs ;

et ainsi, avec la notation (5.18),

J ts ( ~dxj z];ij ) = J ts ( ~dxj zij )  ~X x;j
ts zij

s  ~X xx;jk
ts zx;ijk

s : (5.51)

Appliquons à présent l'opérateur ~� aux deux membres de cette égalité : grâce aux relations
(5.19), (5.15), (5.48) et (5.47), on déduit successivement

~�
�

J ( ~dxj z];ij )
�

= ~X x;j �z ij  ~� ~X xx;jk zx;ijk + ~X xx;jk �z x;ijk

= ~X x;j (x1;k zx;ijk ) + ~X x;j z];ij  ( ~X x;j x1;k ) zx;ijk + ~X xx;jk �z x;ijk

= ~X x;j z];ij + ~X xx;jk �z x;ijk ;

et l'on est donc en droit décrire, via (5.22),

J ( ~dxj z];ij ) = ~�
�

~X x;j z];ij + ~X xx;jk �z x;ijk
�

:

En revenant à (5.51), on récupère la décomposition (5.49). Le prolongement de la décomposi-
tion à un processusx irrégulier n'est ensuite qu'une conséquence des conditions algébriques et
analytiques contenues dans l'hypothèse 8.

Quant à (3), il su�t d'appliquer le corollaire 5.2.10, après avoir observé la relation algébrique

~� ~A i = ( Id  ~� ~� )( ~X x;j zij + ~X xx;jk zx;ijk ):

Remarque5.4.6. Comme nous l'avons déjà évoqué, une autre idée, en vue d'identi�er la struc-
ture de l'intégrant, aurait consisté à s'a�ranchir de l'hypothèse 7 et d'envisager l'espace alter-
natif Q
;alt

x = fz : �z ij
ts = X x;k

ts zx;ijk
s + z];ij

ts g, avecX x
ts =

R
A d� ~� (� ) ~X x

ts (� ). Un raisonnement
similaire à celui de la preuve de la proposition 5.4.5 aurait alors conduit à une décomposition
de l'intégrale de la forme

J alt ( ~dxj zij ) = ~X x;j zij + ~X xx;alt ;jk zx;ijk + ~�
�

~X x;j z];ij + ~X xx;alt ;jk �y x;ijk  ~X 3;alt;jk zx;ijk
�

;

(5.52)
où les deux processus~X xx;alt et ~X 3;alt sont dé�nis, lorsque x est régulier, par les formules :
pour tout � 2 A,

~X xx;alt
ts (� ) :=

Z t

s
St  v(� ) dxv 
 X x

vs ; ~X 3;alt
tus (� ) :=

Z t

s
St  v(� ) dxv 
 (�X x )vus : (5.53)

D'une certaine façon, l'aire de Lévy ~X xx;alt ainsi dé�nie semble plus en accord avec le forma-
lisme convolutionnel utilisé dans ce chapitre, puisqu'elle est construite à partir de l'itération de
l'incrément (convolutionnel) élémentaire ~X x . Cette observation est plus claire encore lorsque
l'on applique le théorème de Fubini pour écrire ~X xx;alt

ts (� ) =
R

A d� ~� (� ) X̂ xx;alt (�; � ), avec

X̂ xx;alt (�; � ) :=
Z t

s
St  v(� ) dxv 


Z v

s
Sv w(� ) dxw :

Deux inconvénients majeurs viennent cependant contrarier cette impression :
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� D'un point de vue algébrique, le recours à ~X xx;alt entraîne l'apparition du processus
supplémentaire ~X 3;alt dans la décomposition (5.52), processus issu de la relation

(~� ~X xx;alt )tus = ~X x
tu 
 X x

us + ~X 3;alt
tus :

� En termes d'applications, l'extension des formules (5.53) à certains processusx höldériens
seulement est beaucoup plus di�cile (notez que, dans le cas du mBf notamment, elle est
toutefois possible, en utilisant par exemple l'approximation analytique du mBf). Nous
verrons dans la section 5.5 que l'extension de~X xx ne fait quant à elle appel qu'à un
argument d'intégration par parties élémentaire, grâce aux résultats préexistants sur les
trajectoires rugueuses.

Pour ces deux raisons, nous avons privilégié ici une formulation qui fait apparaître l'hypo-
thèse supplémentaire 7.

5.4.3 Processus contrôlés localisés

A ce stade, nous sommes pleinement en mesure de donner sens au système (5.36) sous les
hypothèses 7 et 8, comme vient le résumer la boucle :

~Q

x

Prop. 5.4.4
 ! Q


x
Prop. 2.2.7

 ! Q 

x

Prop. 5.4.5
 ! ~Q


x

~yi 7 ! yi = ai +
R

A d� ~� (� )~yi (� ) 7 !  ij (y) 7 ! (~� ~zi ) = J ( ~dxj  ij (y)):

La preuve de l'existence (et de l'unicité) d'une solutionglobalepour ce système va résulter
d'une succession d'arguments de point �xe dans les espaces~Q


x (I n ), pour une certaine suiteI n

d'intervalles qui couvrent [0; T]. Le recollement de ces di�érentes solutions locales nécessitera
un contrôle simultané des normes de~y et de la condition initiale ~hn = ~yln sur chaque intervalle
I n = [ ln ; ln+1 ], lors de la procédure décrite par le schéma ci-dessus.

L'idée la plus naturelle consiste à décomposer la recherche d'un tel contrôle en trois esti-
mations successives, correspondant aux trois opérations qui apparaissent dans la procédure, et
ce lorsque l'espace intermédiaireQ


x (I ) est muni de sa norme usuelleN [:; Q

x (I )], dé�nie par

(2.16).

L'utilisation de cette dernière norme ne permet malheureusement pas d'obtenir un contrôle
su�samment optimal, exprimé en termes de N [~y; ~Q


x (I n )] et N [~yln ; L 1], et un argument tech-
nique supplémentaire doit être mis en ÷uvre. Cet argument passe par l'introduction d'un sous-
espace (a�ne) particulier de Q


x (I n ), qui permettra essentiellement d'isoler les termes dépendant
de la condition initiale ~yln .

On supposera dans cette sous-section que le processusx satisfait l'hypothèse 8, et l'on �xe
un intervalle I = [ l1; l2] arbitraire de [0; T].

Dé�nition 5.4.7. Soit k 2 N� , f 2 C1
2(I ; Rk ). Un processusy 2 C


1 (I ; Rk ) sera dit 
 -contrôlé
(par x) autour de f sur I si ses incréments se décomposent de la façon suivante : pour tous
s < t 2 I ,

(�y i )ts  f i
ts = x1;j

ts yx;ij
s + y[;i

ts avecyx 2 C

1 (I ; Rm;k ) et y[ 2 C2


2 (I ; Rk ): (5.54)

On notera A 

x;f (I ; Rk ) l'ensemble de ces processus, et à touty 2 A 


x;f (I ; Rk ), on associe la
quantité

M [y; A 

x;f (I ; Rk )] := N [yx ; C0

1(I ; Rk;m )]+ N [yx ; C

1 (I ; Rk;m )]+ N [y[ ; C2


2 (I ; Rk;m )]+ N [y; C

1 (I ; Rk )]:
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Comme dans le cas des processus contrôlés standards, on dé�nit ensuite, pour toutf 2
C1

2(I ; Rk;l ), A 

x;f (I ; Rk;l ) comme l'ensemble des processusy 2 C


1 (I ; Rk;l ) tels que, pour tout
j = 1; : : : ; l , y:j 2 A 


x;f (I ; Rk ), et l'on associe à ces éléments la quantité

M [y; A 

x;f (I ; Rk;l )] :=

lX

j =1

N [y:j ; A 

x;f (I ; Rk )]:

Evidemment, A 

x;0 (I ) = Q


x (I ) et plus généralement, pour tout f 2 C1
2(I ; Rk ), A 


x;f (I ) �
Q


x (I ). Le point essentiel de cette procédure de localisation autour def réside dans le fait que
ce dernier incrément n'intervient pas (directement) dans le calcul deM [y; A �

x;h (I ; Rk )].

Observons de quelle manière les ensemblesA 

x;f apparaissent lors de l'intégration (contre

� ) d'un processus convolutionnel contrôlé :

Proposition 5.4.8. On suppose les hypothèses 5 et 7 satisfaites. Soit~y 2 ~Q

x (I ; Rk ) tel que

~yl1 = ~h 2 L 1 et ~� ~y = ~X x;j ~yx;ij + ~y];i . On posey := a +
R

A d� ~� (� ) ~y(� ). Alors y 2 A 

x;f (I ; Rk ),

avec f ts :=
R

A d� ~� (� ) ats (� )Ss l1 (� )~h(� ). En outre,

M [y; A 

x;f (I ; Rd)] � cx

n
N [~y; ~Q


x (I ; Rd)] + jI j1 
 N [~h; L 1]
o

: (5.55)

Démonstration. A partir de (5.44), on peut écrire, pour tous s < t 2 I ,

(�y i )ts = x1;j
ts (L ~� ~yx;ij

s ) + ~X ax;j
ts ~yx;ij

s +
Z

A
d� ~� (� ) ~y];i

ts (� ) +
Z

A
d� ~� (� )ats (� )~yi

s(� )

= x1;j
ts (L ~� ~yx;ij

s ) + ~X ax;j
ts ~yx;ij

s +
Z

A
d� ~� (� ) ~y];i

ts (� ) +
Z

A
d� ~� (� )ats (� )( ~� ~yi )sl1 (� ) + f i

ts :

On pose alorsyx;ij
s := L ~� ~yx;ij

s , y[;i
ts := ~X ax;j

ts ~yx;ij
s +

R
A d� ~� (� )

n
~y];i

ts (� ) + ats (� )( ~� ~yi )sl1 (� )
o

. Clai-
rement,

N [y[ ; C2

2 ] � cx

n
N [~yx ; C0

1 ] + N [~y] ; ~C2

2 ] + N [~y; ~C


1 ]
o

� cx N [~y; ~Q

x ];

et j( �y )ts j � jf ts j + jt  sj 
 N [X x ; C

2 ]N [~yx ; C0

1 ] + jt  sj2
 N [y[ ; C2

2 ]. Or jf ts j � jt  sj N [~h; L 1],

d'où N [y; C

1 ] � j I j1 
 N [~h; L 1] + cxN [~y; ~Q


x ], et (5.55) est ainsi prouvé.

Le résultat qui suit constitue l'analogue de la proposition 2.2.7 dans le contexte des processus
contrôlés localisés :

Proposition 5.4.9. Soit y 2 A 

x;f (I ; Rd) avecyl1 = h et �y i  f i = x1;j yx;ij + y[;i , et considé-

rons une fonction  2 C3;b(Rd; Rd;m ). Alors  (y) 2 A 

x;D (h)f (I ; Rd;m ) et l'estimation suivante

est véri�ée :

M [ (y); A 

x;D (h)f (I )]

� cx; 

n
1 + M [y; A 


x;f (I )]2 + jI j1 
 M [y; A 

x;f (I )]N [f ; C1

2(I )] + jI j1 
 N [f ; C1
2(I )]

o
: (5.56)

En outre, si y(1) ; y(2) 2 A 

x;f (I ; Rd;m ) avecy(1)

l1
= y(2)

l1
, alors

N [ (y(1) )   (y(2) ); Q

x (I )]

� cx; N [y(1)  y(2) ; Q

x (I )]

�
1 + M [y(1) ; A 


x;f (I )]2 + M [y(2) ; A 

x;f (I )]2

+ jI j1 
 N [f ; C1
2(I )](1 + N [y(1) ; C


1 (I )] + N [y(2) ; C

1 (I )])

	
: (5.57)
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Démonstration. Pour tous s; t 2 I ,

� ( ij (y)) ts =
Z 1

0
d� @l  ij (ys + �( �y )ts )(�y l )ts

=
Z 1

0
d� @l  ij (ys + �( �y )ts )f l

ts +
Z 1

0
d� @l  ij (ys + �( �y )ts )(x 1;k

ts yx;lk
s + y[;l

ts )

= D (h)f ts + x1;k
ts  (y)x;ijk

s +  (y)[;1;ij
ts +  (y)[;1;ij

ts ; (5.58)

où l'on a noté  (y)x;ijk
s := @l  ij (ys) yx;lk ,

 (y)[;1;ij
ts := x1;k

ts

Z 1

0
d�

�
@l  ij (ys + �( �y )ts )  @l  ij (ys)

�
yx;lk

s +
Z 1

0
d� @l  ij (ys + �( �y )ts )y[;l

ts ;

 (y)[;2;ij
ts :=

Z 1

0
d�

�
@l  ij (ys + �( �y )ts )  @l  ij (ys)

�
f l

ts +
�
@l  ij (ys)  @l  ij (yl1 )

�
f l

ts :

Une succession d'arguments de calcul di�érentiel standard permet aisément d'établir

N [ (y)x ; C0
1 ] + N [ (y)x ; C


1 ] + N [ (y)[;1 ; C2

2 ] � cx; 

n
1 + M [y; A 


x;f ]2
o

:

Par ailleurs,
�
�
�  (y)[;2

ts

�
�
� � kD 2 k1 N [y; C


1 ]N [f ; C1
2 ]

n
jt  sj1+
 + js  l1j 
 jt  sj

o
;

d'où N [ (y)[;2 ; C2

2 ] � c M [y; A 


x;f ]N [f ; C1
2 ] jI j1 
 . En revenant �nalement à la décomposition

(5.58), on obtient :

j� ( (y)) ts j

� kD k1 jt  sj N [f ; C1
2 ] + jt  sj 
 N [x; C


1 ]M [y; A 

x;f ]kD k1 + jt  sj2
 N [ (y)[ ; C2


2 ];

de telle sorte queN [ (y); C

1 ] � c ;x

n
jI j1 
 N [f ; C1

2 ] + M [y; A 

x;f ] + N [ (y)[ ; C2


2 ]
o

, ce qui

achève la preuve de (5.56).

En ce qui concerne (5.57), commençons par écrire, avec les notations de (5.58),

� ( ij (y(1) )   ij (y(2) )) ts

= x1;k
ts [ (y(1) )x;ijk

s   (y(2) )x;ijk
s ] + [  (y(1) )[;1;ij

ts   (y(2) )[;1;ij
ts ] + [  (y(1) )[;2;ij

ts   (y(2) )[;2;ij
ts ]:

Si l'on se réfère à la preuve de la proposition 2.2.7, on déduit sans e�ort

N [ (y(1) )x   (y(2) )x ; C0
1(I )]+ N [ (y(1) )x   (y(2) )x ; C


1 (I )]+ N [ (y(1) )[;1   (y(2) )[;1 ; C2

2 (I )]

� cx; 

n
1 + M [y(1) ; A 


x;f (I )]2 + M [y(2) ; A 

x;f (I )]2

o
N [y(1)  y(2) ; Q


x (I )]:

Pour le terme  (y(1) )[;2   (y(2) )[;2 , remarquons d'abord l'estimation
�
�
� (y(1) )[;2   (y(2) )[;2

�
�
� � j t  sj N [f ; C1

2(I )]

n Z 1

0
d�

�
�
�D (y(1)

s + �( �y (1) )ts )  D (y(1)
s )  D (y(2)

s + �( �y (2) )ts ) + D (y(2)
s )

�
�
�

+
�
�
�D (y(1)

s )  D (y(1)
l1

)  D (y(2)
s ) + D (y(2)

l1
)
�
�
�
o

:
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En faisant à nouveau appel aux arguments de la preuve de la proposition 2.2.7, il est facile de
véri�er à partir de cette dernière écriture que

N [ (y(1) )[;2   (y(2) )[;2 ; C2

2 (I )]

� c jI j1 
 N [f ; C1
2(I )]

n
1 + N [y(1) ; C


1 (I )] + N [y(2) ; C

1 (I )]

o
N [y(1)  y(2) ; C


1 (I )]:

L'inégalité (5.57) est ensuite immédiate.

Soulignons à nouveau le fait queA 

x;f est un sous-ensemble deQ


x ; ceci signi�e en parti-

culier que pour tout élément z 2 A 

x;f (I ; Rd;m ), l'intégrale J ( ~dxj zij ) peut être dé�nie via la

proposition 5.4.5. Dans ce contexte particulier, nous disposons de l'estimation suivante :

Proposition 5.4.10. On suppose les hypothèses 5 et 8 satisfaites. Siz 2 A 

x;f (I ; Rd;m ), alors

la semi-norme du processus~z 2 ~Q

x (I ; Rd) dé�ni par ~zl1 = ~h 2 L 1 et ~� ~zi = J ( ~dxj zij ) peut être

majorée par

N [~z; ~Q

x (I ; Rd)]

� cx

n
N [z; C0

1(I ; Rd;m )] +
�
�zx

l1

�
� + jI j 
 M [z; A 


x;f (I ; Rd;m )] + jI j1 
 N [f ; C1
2(I ; Rd;m )]

o
: (5.59)

Démonstration. D'après la proposition 5.4.5, la décomposition de~z en tant que processus convo-
lutionnel contrôlé est donnée par~� ~zi = ~X x;j ~zx;ij + ~z];i , avec ~zx = z et ~z] = ~z];1 + ~z];2 , où

~z];1;i = ~X xx;jk zx;ijk et ~z];2;i = ~�( ~X x;j (z[;ij + f ij ) + ~X xx;jk �z x;ijk ):

Puisque (�z ij )ts = f ij
ts + x1;k

ts zx;ijk
s + z[;ij

ts = f ij
ts + x1;k

ts zx;ijk
l1

+ x1;k
ts (�z x;ijk )sl1 + z[;ij

ts ,

N [� ~z; C

1 (I )] = N [z; C


1 (I )] � cx

n
jI j1 
 N [f ; C1

2(I )] +
�
�zx

l1

�
� + jI j 
 M [z; A 


f;h (I )]
o

:

Quant au terme résiduel, en écrivant~z];1;i
ts = ~X xx;jk

ts zx;ijk
l1

+ ~X xx;jk
ts (�z x;ijk )sl1 , on a d'abord

N [~z];1 ; ~C2

2 ] � cx

n�
�zx

l1

�
� + jI j 
 M [z; A 


x;f (I )]
o

, tandis que, grâce à la propriété de contraction

(2.6),

N [~z];2 ; ~C2

2 (I )] � cx

n
jI j 
 M [z; A 


x;h (I )] + jI j1 
 N [f ; C1
2(I )]

o
:

Finalement, comme~� ~zi = ~X x;j ~zx;ij + ~z];i ,

N [~z; ~C

1 (I )] � cx

n
N [z; C0

1(I )] +
�
�zx

l1

�
� + jI j 
 M [z; A 


f;h (I )] + jI j1 
 N [f ; C1
2(I )]

o
;

ce qui achève la preuve de (5.59).

5.4.4 Résolution de l'équation

Nous sommes à présent en mesure de résoudre le système :

Théorème 5.4.1. On suppose les hypothèses 5, 7 et 8 satisfaites. Si 2 C3;b(Rd; Rd;m ),
alors l'équation (5.23), interprétée grâce à la proposition 5.4.5, admet une unique solution dans
~Q


x ([0; T]; Rd).
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Démonstration. Comme nous l'annoncions, la preuve va consister en une succession d'argu-
ments de point �xe sur une suite d'intervalles (I n )n qui recouvrent [0; T]. Nous considérerons
plus exactement la suite donnée par :

I N
n = [ lNn ; lNn+1 ] avec lN0 = 0 et "n = "N

n = lNn+1  lNn =
1

N + n
; (5.60)

où N est un paramètre qui sera �xé au cours de la preuve.

Sur chacun de ces intervalles, la procédure se déroule (comme d'habitude) en deux temps :
nous commençons par établir l'existence de sous-ensembles invariants pour l'application as-
sociée au système, puis nous montrons que , restreinte à certains de ces sous-ensembles, est
une contraction stricte.

Les résultats établis dans la sous-section 5.4.3 montrent que pour contrôler l'image~z :=  (~y)
d'un processus~y 2 ~Q


x (I N
n ), il est important de disposer d'une estimation de la norme de~y dans

~Q

x (I N

n ), mais aussi de la norme de la condition initiale~hn := ~ylNn . C'est ce principe général qui
va guider notre raisonnement.

Etape 1 : Invariance de boules.On �xe momentanément le paramètre N qui intervient
dans la dé�nition (5.60) des intervalles I N

n , et l'on introduit deux paramètres supplémentaires
� 1; � 2 > 0 dont les valeurs seront déterminées dans un instant. On considère les ensembles

B
~hn
n := f ~y 2 ~Q


x (I N
n ) : ~ylNn = ~hn ; ~yx

lNn
=  (hn ); N [~y; ~Q


x (I N
n )] � (N + n) � 2 g;

où ~hn 2 L 1 est tel que N [~hn ; L 1] � (N + n) � 1 et hn := a +
R

A d� ~� (� )~hn (� ). Si ~y 2 B ~hn
n ,

~z :=  (~y) désigne l'élément de~Q

x (I N

n ) dé�ni par les deux conditions : ~zlNn = ~hn et pour tous
s; t 2 I N

n , (~� ~z)ts = J ts ( ~dxj  ij (y)), où y := a +
R

A d� ~� (� )~y(� ).

Avec ces notations, nous allons prouver que� 1 et � 2 peuvent être choisis de telle sorte que,
d'une part, les ensemblesB ~hn

n soient stables par , et, d'autre part, que la propriété suivante
soit véri�ée :

(H) Si ~y 2 B ~hn
n , alors N [~ylNn+1

; L 1] � (N + n + 1) � 1 .

Cette dernière condition permettra de garantir la possibilité de recoller les points �xes successifs,
comme nous le verrons à la �n de la preuve.

Soit ~y 2 B ~hn
n , ~z :=  (~y). En vue d'appliquer les résultats de la sous-section 5.4.3, on notera,

pour tous s < t 2 I N
n ,

yt := a +
Z

A
d� ~� (� )~yt (� ) ; f n

ts :=
Z

A
d� ~� (� )ats (� )Ss l N

n
(� )~hn (� ) ; gn

ts := D (ylNn ) f n
ts : (5.61)

L'estimation (5.59) montre tout d'abord que

N [~z; ~Q

x (I N

n )]

� cx

n
N [ (y); C0

1(I N
n )] +

�
�
�  (y)x

lNn

�
�
� + " 


n M [ (y); A 

x;gn (I N

n )] + "1 

n N [gn ; C1

2(I N
n )]

o
: (5.62)

Or, d'après les propositions 5.4.9 et 5.4.8, on sait que

 (y)x;ijk
lNn

= @p ij (ylNn ) yx;pk
lNn

= @p ij (ylNn ) (L ~� ~yx;pk
lNn

) = L ~� @p ij (ylNn )  pk(hn );
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et donc
�
�
� (y)x

lNn

�
�
� � c . Par ailleurs, il est évident que

N [gn ; C1
2(I N

n )] � kD k1 N [f n ; C1
2(I N

n )] � c N [~hn ; L 1]:

Il découle ainsi de (5.62)

N [~z; ~Q

x (I N

n )] � cx; 

n
1 + " 


n M [ (y); A 

x;gn (I N

n )] + "1 

n N [~hn ; L 1]

o
:

En mettant ensuite à contribution les estimations (5.56) et (5.55), on obtient

N [~z; ~Q

x (I N

n )]

� c1
x; 

n
1 + "1 


n N [~hn ; L 1] + " 

n N [~y; ~Q


x (I N
n )]2 + "n N [~y; ~Q


x (I N
n )] N [~hn ; L 1] + "2 


n N [~hn ; L 1]2
o

:

(5.63)

Pour établir la stabilité de B ~hn
n , c'est-à-dire prouver queN [~z; ~Q


x (I N
n )] � (N + n) � 2 (pour N

assez grand), une première série de conditions s'imposent alors naturellement :
8
>>>><

>>>>:

� 1  (1  
 ) < � 2

2� 2  
 < � 2

� 1 + � 2  1 < � 2

2� 1  2 + 
 < � 2;

(5.64)

système qui se résume en fait à (
� 2 < 


� 1 < 1  
 + � 2:
(5.65)

Si � 1; � 2 > 0 véri�ent ces conditions et N est su�samment grand, la propriété de stabilité
de B ~hn

n est alors véri�ée. En e�et, à partir de (5.63), on déduit N [~z; ~Q

x (I N

n )] � 6c1
x; (N +

n) � 3 , où � 3 désigne le plus grand élément parmi les membres de gauche du système (5.64).
Comme � 3 < � 2, on peut choisir N tel que pour tout n � 0, (N + n) � 2  � 3 � 6c1

x; , et donc

N [~z; ~Q

x (I N

n )] � (N + n) � 2 .

Il reste à analyser la condition (H). Pour cela, écrivons

~yi
lNn+1

= S" n ~yi
lNn

+ ( ~� ~yi ) lNn+1 lNn
= S" n

~hi
n + ~X x;j

lNn+1 lNn
 ij (hn ) + ~y];i

lNn+1 lNn
;

ce qui conduit à
�
�
� ~ylNn+1

�
�
� �

�
�
�~hn

�
�
� + cx; " 


n + "2

n N [~y; ~Q


x (I N
n )] � (N + n) � 1 + cx; (N + n) 
 +(N + n) � 2  2
 : (5.66)

Observons ensuite l'équivalentcx; m  
 + m � 2  2


(m +1) � 1  m � 1 � m!1
cx; m  
 + m � 2  2


� 1 m � 1  1 , qui nous indique qu'en
ajoutant à (5.65) la condition (compatible)

� 1 > 1  
; (5.67)

on peut trouver N su�samment grand tel que, pour tout n 2 N� ,

(N + n) � 1 + cx; (N + n) 
 + (N + n) � 2  
 � (N + n + 1) � 1 :
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On choisit donc N de cette façon pour obtenir, à partir de (5.66), la propriété (H).
Etape 2 : Propriété de contraction. Soit ~y(1) ; ~y(2) 2 B ~hn

n , ~z(1) :=  (~y(1) ); ~z(2) :=  (~y(2) ), et
l'on dé�nit y(1) ; y(2) comme dans (5.61). La propriété recherchée va là encore découler des
estimations de la sous-section 5.4.3. Pour cela, il convient d'abord d'observer que siy(1) ; y(2) 2
A 


x;f (I ), alors y(1)  y(2) 2 A 

x;0 (I ) et N [y(1)  y(2) ; A 


x;0 (I )] = N [y(1)  y(2) ; Q

x (I )]. Ainsi,

d'après (5.59),

N [~z(1)  ~z(2) ; ~Q

x (I N

n )]

� c
n

N [ (y(1) )   (y(2) ); C0
1(I N

n )] +
�
�
�  (y(1) )x

lNn
  (y(2) )x

lNn

�
�
� + " 


n N [ (y(1) )   (y(2) ); Q

x (I N

n )]
o

:

Or  (y(1) )x
lNn

=  (y(2) )x
lNn

et N [ (y(1) )   (y(2) ); C0
1(I N

n )] � " 

n N [ (y(1) )   (y(2) ); Q


x (I N
n )]. En

associant ces deux observations aux estimations (5.57) et (5.55), on déduit aisément

N [~z(1)  ~z(2) ; ~Q

x (I N

n )] � cx; JN +n N [~y(1)  ~y(2) ; ~Q

x (I N

n )];

avec
Jn = n 
 + n 
 +2� 2 + n2� 1  (2 
 ) + n� 1  1 + n� 1+ � 2  1;

et l'on est cette fois amenés à envisager, pour quelimN !1 JN = 0, le système
8
>>>><

>>>>:

2� 2  
 < 0

2� 1  2 + 
 < 0

� 1  1 < 0

� 1 + � 2  1 < 0:

(5.68)

Ce système, intersecté avec les conditions (5.65) et (5.67), fournit alors l'hypothèse �nale
(

0 < � 2 < 

2

1  
 < � 1 < 1  
 + � 2:

Une fois munis de tels coe�cients, il su�t de prendre N assez large pour que la propriété de
contraction et la propriété (H) soient simultanément satisfaites sur les ensembles invariants
B ~hn

n .

Etape 3 : Recollement des solutions.La construction de la solution ~y 2 ~Q

x ([0; T]) annoncée est

à présent réduite à une procédure de recollement, que nous nous proposons de détailler.

On dé�nit tout d'abord la suite (~y(n ) ; ~y(n );x )n� 0 suivant la procédure itérative :(~y(0) ; ~y(0);x ) 2
~Q� (I N

0 ) est le point �xe de  dans B 0
0 et pour tout n � 1, (~y(n ) ; ~y(n );x ) 2 ~Q� (I N

n ) est le point

�xe de  dans B
~y( n 1)

l Nn
n . Cette construction est bien entendu rendu possible grâce aux deux

premières étapes. On pose ensuite, pour toutt 2 [0; T],

~yt =
N TX

n=0

~y(n )
t 1I N

n
(t) ; ~yx

t =
N TX

n=0

~y(n );x
t 1I N

n
(t) ;

où NT désigne le plus petit entier tel que
P NT

n=0 jI N
n j � T .

Si lNk 1 < s � lNk < : : : < l N
k0 � t < l N

k0+1 , on utilise la décomposition

(~� ~y)ts = St  lNk
� (~� ~y) lNk s + ( ~� ~y)tl N

k 0
+

k0 1X

i=k

St  lNi +1
� (~� ~y) lNi +1 lNi

; (5.69)
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ainsi que la relation ~� ~X x = 0, pour déduire (~� ~yi )ts = ~X x;j
ts ~yx;ij

s + ~y];i
ts , avec ~y];i

ts = ~y];1;i
ts + ~y];2;i

ts ,

~y];1;i
ts := ~X x;j

tl N
k

h
~y(k );x;ij

lNk
 ~y(k  1);x;ij

s

i
+

k0X

p= k+1

~X x;j
tl N

p

�
~y(p);x;ij

lNp
 ~y(p 1);x;ij

lNp 1

�
;

~y];2
ts := St  lNk

� ~y(k  1);];i
lNk s

+ ~y(k 0);];i
tl N

k 0
+

k0 1X

p= k

St  lNp+1
� ~y(p);];i

lnp+1 lNp
:

A partir de ces expressions, et en raison de la régularité de chaque~y(k );x , il est facile de voir
que (~y; ~yx ) appartient e�ectivement à ~Q


x ([0; T]).

Revenons �nalement à la décomposition (5.69) pour déduire

(~� ~yi )ts = St  lNk
� J lNk s( ~dxj  ij (y)) + J tl N

k 0
( ~dxj  ij (y)) +

k0 1X

p= k

St  lNp+1
� J lNp+1 lNp

( ~dxj  ij (y)):

En invoquant à présent la relation ~�
�

J ( ~dxj zij )
�

= 0, on obtient :

J tl N
k 0 1

( ~dxj  ij (y)) = J tl N
k 0

( ~dxj  ij (y)) + St  l N
k 0

� J lN
k 0l

N
k 0 1

( ~dxj  ij (y));

d'où

(~� ~yi )ts = St  lNk
� J lNk s( ~dxj  ij (y)) + J tl N

k 0 1
( ~dxj  ij (y)) +

k0 2X

p=k

St  lNp+1
� J lNp+1 lNp

( ~dxj  ij (y)):

En itérant ce procédé, on aboutit à la relation(~� ~yi )ts = J ts ( ~dxj  ij (y)) pour tous s; t 2 [0; T],
et ~y constitue bien une solution globale de (5.23).

L'unicité de cette solution est ensuite facile à établir en reprenant les estimations de l'étape
2, comme dans la preuve du théorème 2.3.1.

Corollaire 5.4.11. Sous les hypothèses 5, 7 et 8, et en supposant que 2 C3;b(Rd; Rd;m ), le
système

yi
t = ai +

Z

A
d� ~� (� )

Z t

0
St  u(� ) dxj

u  ij (yu); (5.70)

interprété grâce aux propositions 5.4.5 et 5.4.8, admet une unique solution dansQ

x ([0; T]; Rd).

Démonstration. Comme dans le cas Young, il su�t de poser, pour tout t 2 [0; T],

yt := a +
Z

A
d� ~� (� ) ~yt (� );

où ~y est le processus donné par le théorème 5.4.1.

Remarque5.4.12. Il est possible de véri�er, en utilisant les arguments de la sous-section 2.3.2,
que la propriété de continuité de l'application d'Itô est satisfaite pour le système (5.70). Nous
reviendrons de toute façon sur ce type d'arguments à travers la preuve de la proposition 7.4.6.
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5.5 Application aux trajectoires rugueuses

L'objectif consiste à présent à montrer que les hypothèses égrenées au cours des deux sections
précédentes sont e�ectivement véri�ées par une large classe de processusx. Si l'on recoupe ces
di�érentes hypothèses (hypothèses 4, 5, 7 et 8), il s'agit globalement de prouver l'existence d'un
triplet de processus( ~X x ; ~X ax ; ~X xx ) qui viendrait étendre les trois dé�nitions (valables lorsque
x est régulier)

~X x
ts (� ) =

Z t

s
St  u(� ) dxu ; ~X ax

ts (� ) =
Z t

s
at  u(� ) dxu ; (5.71)

~X xx
ts (� ) =

Z t

s
St  u(� ) dxu 
 x1

us; (5.72)

à un processusx 
 -höldérien, où 
 > 1=3.

Les trois extensions seront établies via un argument d'intégration par parties élémentaire,
suivant l'exemple général

Z t

s
St  u(� ) dxu =

Z t

s
St  u(� ) d(xu  x t ) = St  s(� )x1

ts +
Z t

s

d
du

(St  u(� ))x 1
tu du: (5.73)

Pour plus de précision dans la mise en ÷uvre du procédé, nous envisagerons de façon séparée
les deux situations qui nous préoccupent : le cas de la transformée de Laplace et celui de la
transformée de Fourier.

5.5.1 Cas de la transformée de Laplace

Ici, A = R+ , St (� ) = e �t . Commençons par évoquer le cas Young (
 > 1=2), pour lequel
seule la dé�nition de ~X x est requise :

Proposition 5.5.1. Soit x 2 C

1 ([0; T]; Rm ), avec 
 > 1=2. Si

R1
0 d� j ~� (� )j(1 + � 
 ) < 1, alors

toute suite de processus di�érentiablesx" telle que

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

satisfait l'hypothèse 4.

Démonstration. Pour tout processus~x di�érentiable, on a, grâce à (5.73),

j ~X ~x
ts (� )j � j e � (t  s)~x1

ts j +
Z t

s
� e  � (t  u) j~x1

tu j du

� cN [~x; C

1 ]

�
jt  sj 
 +

Z t

s
jt  uj 
  1 du

�
� c jt  sj 
 N [~x; C


1 ]; (5.74)

où l'on a utilisé la majoration élémentaire j� e  �� j � (�e)  1 , valable pour tout � � 0 et tout
� > 0. Puisque

R1
0 d� j ~� (� )j(1 + � 
 ) < 1, (5.74) permet d'étendre ~X x "

à x, et l'on déduit la
formule ponctuelle : pour tout x 2 C


1 ,

~X x
ts (� ) = e � (t  s)x1

ts + �
Z t

s
e � (t  u) x1

tu du: (5.75)



5.5. APPLICATION AUX TRAJECTOIRES RUGUEUSES 127

Remarque 5.5.2. Il ne semble pas évident que l'on puisse convertir la condition d'intégrabilitéR1
0 d� j ~� (� )j(1 + � 
 ) < 1 en termes de régularité pour la fonction� (t) :=

R1
0 d� e �t ~� (� )

d'origine. Il est simplement possible d'a�rmer que cette condition implique � 2 C

1 ([0; T]; R),

la réciproque n'étant (a priori) pas systématique. Dans ce contexte, il paraît délicat de chercher
à comparer les hypothèses du théorème 4.3.1 (� 2 C3;b ;� ([0; T]2� Rd; Rd;m )) à celles du théorème
5.4.1 et de la proposition 5.5.1 (

R1
0 d� j ~� (� )j(1 + � 
 ) < 1 et  2 C3;b (Rd; Rd;m )).

L'extension des deux processus~X ax et ~X xx , nécessaire à l'application des résultats de la
section 5.4, c'est-à-dire lorsque
 2 (1=3;1=2], va résulter du même type d'argument. Il su�t
de remarquer que, six est un processus régulier,

~X ax
ts (� ) =

Z t

s

d
du

(St  u(� ))x 1
us du; (5.76)

tandis que, six2 désigne en outre l'aire de Lévystandard de x (x 2 :=
Rt

s dxv 
 x1
vs),

~X xx
ts (� ) =

Z t

s
St  u(� )

d
du

(x2
us  x2

ts ) du

= St  s(� )x2
ts  

Z t

s

d
du

(St  u(� ))(x 2
us  x2

ts ) du

= St  s (� )x2
ts +

Z t

s

d
du

(St  u(� ))
�

x2
tu + x1

tu 
 x1
us

	
;

où, pour obtenir la dernière égalité, nous avons utilisé la relation de Chen� x2 = x1 
 x1 . D'où
le résultat :

Proposition 5.5.3. Soit x un processus permettant la construction d'un2-rough path x =
(x1 ; x2) 2 C


2 (Rm )�C 2

2 (Rm;m ), pour un certain coe�cient 
 > 1=3. Si

R1
0 d� j ~� (� )j(1+ � ) < 1,

alors toute suitex" de processus di�érentiables telle que

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] + N [x ";2  x2 ; C2


2 ([0; T]; Rm;m )] "! 0 ! 0

satisfait simultanément les hypothèses 5, 7 et 8.

Démonstration. C'est le même argument de prolongement que dans la proposition 5.5.1. Il
donne naissance aux trois expressions :

~X x
ts (� ) = e � (t  s)x1

ts + �
Z t

s
e � (t  u) x1

tu du ; ~X ax
ts (� ) = �

Z t

s
e � (t  u) x1

us du; (5.77)

~X xx
ts (� ) = e � (t  s) x2

ts + �
Z t

s
e � (t  u) �

x2
tu + x1

tu 
 x2
us

	
du: (5.78)

Observons en particulier l'estimation

jX ax j =

�
�
�
�

Z 1

0
d� ~� (� ) ~X ax

ts (� )

�
�
�
� � N [~� ; L 1]

Z t

s
jx1

us j du � N [~�; L 1]N [x; C

1 ] jt  sj1+
 ;

tandis que

j ~X xx
ts (� )j � c

�
jx2

ts j +
Z t

s
jt  uj 1 �

jx2
tu j + jx1

tu j j x1
us j

�
du

�

� c
n

1 + N [x; C

1 ]2 + N [x2 ; C2


2 ]
o

�
�

jt  sj2
 +
Z t

s
jt  uj 1+2
 du +

Z t

s
jt  uj 1+
 ju  sj 
 du

�
;
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où l'on a à nouveau utilisé l'estimation j� e  �� j � (�e)  1.

Nous sommes ainsi en mesure de formuler une version plus explicite du corollaire 5.4.11 :

Théorème 5.5.1. Soit x : [0; T] ! Rm un processus
 -höldérien (
 > 1=3) permettant la
construction d'un 2-rough path géométriquex = ( x1 ; x2) 2 C


2 (Rm ) � C 2

2 (Rm;m ), et supposons

la condition d'intégrabilité
R1

0 d� j ~� (� )j(1 + � ) < 1 véri�ée. Alors, si  2 C3;b(Rd; Rd;m ),
l'équation

yi
t =

Z

A
d� ~� (� )

Z t

0
St  u(� ) dxj

u  ij (yu); (5.79)

interprétée grâce aux propositions 2.2.7, 5.4.5, 5.4.4 et 5.5.3, admet une unique solution dans
l'espace ~Q


x ([0; T]; Rd) des processus contrôlés.

5.5.2 Cas de la transformée de Fourier

Ici, A = R, St (� ) = e 2i��t . Il est là encore possible de recourir à un argument d'intégration
par parties, basé (pour ~X x ) sur la décomposition (5.73). La seule di�érence notable, par rapport
au raisonnement de la sous-section précédente, est l'absence de l'estimationj� e  �t j � c t 1.
Nous ne pouvons alors faire apparaître que des estimations du type

j ~X x
ts (� )j =

�
�
�
�e

 2i�� (t  s)x1
ts + 2i ��

Z t

s
e 2i�� (t  u )x1

tu du

�
�
�
�

� N [x; C

1 ]

n
jt  sj 
 + j� j jt  sj1+


o
� cx jt  sj 
 f1 + j� jg ;

qui conduisent tout naturellement aux analogues des propositions 5.5.1 et 5.5.3 :

Proposition 5.5.4. Soit x 2 C

1 ([0; T]; Rm ), avec 
 > 1=2. Si

R
R d� j ~� (� )j(1 + j� j1+
 ) < 1,

alors toute suite de processus di�érentiablesx" telle que

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

satisfait l'hypothèse 4.

Proposition 5.5.5. Soit x un processus permettant la construction d'un2-rough path x =
(x1 ; x2) 2 C


2 (Rm ) � C 2

2 (Rm;m ), pour un certain coe�cient 
 > 1=3. Si

R
R d� j ~� (� )j(1 + j� j2) <

1, alors toute suite x" de processus di�érentiables telle que

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] + N [x ";2  x2 ; C2


2 ([0; T]; Rm;m )] "! 0 ! 0

satisfait simultanément les hypothèses 5, 7 et 8.

Remarque5.5.6. Il est intéressant de noter que la condition (d'existence et) d'intégrabilité sur
~� est par exemple induite par l'hypothèse� 2 C4(( "; T + "); R) dans (5.2), pour un petit
" > 0. En e�et, il su�t alors de prolonger � en un élément� T de C4(R; R) à support compact,
puis d'écrire, si F désigne la transformation de Fourier,

� T = F ~� T ; avec ~� T (� ) := (F  1 � T )(� ) = c
Z

R
e2i�t� � T (t) dt:

Puisque ~� T 2 L 2(R), on déduit alors
Z

R
d� j ~� T (� )j(1 + j� j2) � 2

Z

j� j�1
d� j ~� T (� )j + c

Z

j� j�1

(1 + j� j2)
j� j4

Z

R
dt j� (4)

T (t) j

� c
n

k~� T kL 2 + k� (4)
T k1

o
< 1:
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Une autre façon de dé�nir ~X x lorsque x = B H est un mBf, consiste à envisager une in-
terprétation au sens de Wiener de l'intégrale

Rt
s St  u(� ) dBH

u . C'est ce que nous souhaitons
développer dans le reste de cette section, pour un indice de HurstH > 1=2donné. Au-delà de
l'amélioration (minime) apportée à la condition d'intégrabilité dans le cas Young (la conditionR

R d� j ~� (� )j(1 + j� j 
 ) < 1 viendra remplacer
R

R d� j ~�(� )j(1 + j� j1+
 ) < 1), ces considérations
illustreront surtout la �exibilité du formalisme convolutionnel, qui permet une adaptation des
critères de régularité standards. Il est ainsi possible d'obtenir une version "convolutionnelle"
du lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey :

Proposition 5.5.7. Soit (V;k:k) un espace de Banach et �xons� 2 R. A tout ~R : S2 � R ! V
tel que ~R::(� ) 2 C2(V ), on associe la quantité

~U(� ) :=
ZZ

0<v<w<T
 

 
k ~Rwv (� )k
� (jw  vj)

!

dvdw;

où  ; � : R+ ! R+ sont des fonctions strictement croissantes et� (0) = 0. Supposons qu'il
existe ~C(� ) � 0 tel que, pour touss < t 2 [0; T],

sup
s�u �t

k(~� ~R)tus (� )k �   1

 
4 ~C(� )

jt  sj2

!

� (t  s): (5.80)

Alors pour tous s < t 2 [0; T],

k ~Rts (� )k � 4
Z jt  sj

0

"

  1

 
4 ~U(� )

r 2

!

+   1

 
4 ~C(� )

r 2

!#

d�( r ):

Démonstration. Voir Appendix.

Remarque 5.5.8. A partir de ce résultat, le lemme 3.1.12 est obtenu en prenant simplement
� = 0.

Rappelons à présent quelques éléments relatifs à la construction de l'intégrale de Wiener
d'un mBf B d'indice de Hurst H > 1=2 (voir [81] ou [8] pour davantage de détails). On
supposera que l'espace de probabilité sous-jacent(
; F ; P) sur lequel B est dé�ni, est tel que

 corresponde à l'espace de BanachC0(R; Rm ) des fonctions continues qui s'annulent en0,
muni de la norme du supremum sur les ensembles compacts.P est alors la seule mesure de
probabilité telle que le processus canoniquefB t ; t 2 Rg soit un mBf m-dimensionnel d'indice
H et la � -algèbreF est la complétion de la� -algèbre borélienne de
 par rapport à P.

On considère l'espaceH obtenu comme la complétion de l'ensembleE des fonctions élémen-
taires de Rm vis-à-vis du produit scalaire



(1[0;t1 ]; : : : ; 1[0;tm ]); (1[0;s1 ]; : : : ; 1[0;sm ])

�
=

mX

i=1

RH (si ; t i ); si ; t i 2 R;

RH désignant la fonction de covariance du mBf unidimensionnel. L'isométrie

B : E  ! L 2(
; Rm )
(1[0;t1 ]; : : : ; 1[0;tm ]) 7 ! (B 1

t1
; : : : ; B m

tm
)
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est ensuite étendue àH et l'on dé�nit l'intégrale de Wiener d'un élément h 2 H par

Z T

0
hu dBu := B (h):

Il est en fait établi (voir les références ci-dessus) que le produit scalaire de deux fonctions
f; g 2 H est donné par la formule

E [hB (h); B (g)i ] = hf; g i H = cH

mX

i=1

Z

R

Z

R
f (i)

u g(i)
v ju  vj2H  2 dudv; avec cH = H (2H  1):

(5.81)

Munis de ces éléments, il est naturel de dé�nir ~X x de la façon suivante : pour tous� 2
R; s; t 2 R+ et i � n,

~X x;(i )
ts (� ) =

Z t

s
e 2i�� (t  v)dB (i)

v := B (h1(t; s; � ))  i B (h2(t; s; � )); (5.82)

avec

h1
v(t; s; � ) := cos(2�� (t  s))1 [s;t ](v) ei ; h2

v(t; s; � ) := sin(2�� (t  s))1 [s;t ](v) ei ;

ei désignant le i-ème élément de la base canonique deRn . Nous allons montrer que ce pro-
cessus satisfait l'hypothèse 4, et ce sous la même condition d'intégrabilité (sur~� ) que dans la
proposition 5.5.1.

Remarquons tout d'abord que la relation algébrique~� ~X x = 0 est immédiate. Pour montrer
que ~X x 2 C


2;
 presque sûrement, nous appliquerons la proposition 5.5.7. Une étape préliminaire
consiste alors à établir qu'à� �xé, le processus ~X x (� ) est un élément deC2(Rm ). On dispose
plus exactement du résultat :

Lemme 5.5.9. Le processus~X x dé�ni par la formule (5.82) admet une modi�cation ~X x;� telle
que, presque sûrement,~X x;�

:: (� ) 2 C2(Rm ) pour tout � 2 R.

Démonstration. Nous nous appuierons sur le critère de continuité de Kolmogorov, dans la
version suivante : si f ~Z ts (� ); s; t 2 [0; T]; � 2 Rg est un processus évoluant dans l'un des
chaos de Wiener associés àB , et si l'on dispose, pour tousN 2 N, (s1; t1; � 1); (s2; t2; � 2) 2
[0; T]2 � [ N; N ], d'une estimation du type

E
� �
�
� ~Z t1s1 (� 1)  ~Z t2s2 (� 2)

�
�
�
2
�

� cN fj s1  s2j � 1 + jt1  t2j � 2 + j� 1  � 2j � 3 g; (5.83)

avec � 1; � 2; � 3 > 0, alors ~Z admet une modi�cation ~Z � telle que, p.s., ~Z �
::(� ) est continu pour

tout � 2 R.

Pour montrer que ~X x satisfait e�ectivement (5.83), supposons par exemples2 < s 1 < t 2 <
t1. Alors

~X x
t1s1

(� 1)  ~X x
t2s2

(� 2)

=
Z t1

s1

[e 2i�� 1 (t 1  u)  e 2i�� 2 (t 2  u) ] dBu +
Z t1

t2

e 2i�� 1 (t 1  u) dBu  
Z s1

s2

e 2i�� 2 (t 2  u) dBu :
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Or, d'après (5.81),

E

" �
�
�
�

Z t1

t2

e 2i�� 1 (t 1  u) dBu

�
�
�
�

2
#

=


h1; h1�

H +


h2; h2�

H

� c
Z t1

t2

du
Z t1

t2

dv ju  vj2H  2 � c jt 1  t2j2H

et de même

E

" �
�
�
�

Z s1

s2

e 2i�� 2 (t 2  u) dBu

�
�
�
�

2
#

� cjs1  s2j2H :

Par ailleurs, toujours grâce à (5.81), on a

E

" �
�
�
�

Z t2

s1

[e 2i�� 1 (t 1  u)  e � 2 (t 2  u) ] dBu

�
�
�
�

2
#

� c
Z t1

s1

du
Z t1

s1

dv jcos(2�� 1(t1  u))  cos(2�� 2(t2  u))j j u  vj2H  2

jcos(2�� 1(t1  v))  cos(2�� 2(t2  v))j

+ c
Z t1

s1

du
Z t1

s1

dv jsin(2�� 1(t1  u))  sin(2�� 2(t2  u))j ju  vj2H  2

jsin(2�� 1(t1  v))  sin(2�� 2(t2  v))j ;

ce qui, associé à l'estimation élémentaire

jcos(2�� 1(t1  u))  cos(2�� 2(t2  u))j

� j cos(2�� 1(t1  u))  cos(2�� 1(t2  u))j + jcos(2�� 1(t2  u))  cos(2�� 2(t2  u))j

� c fj � 1j j t1  t2j + jt2  uj j� 1  � 2jg

� cfN jt 1  t2j + T j� 1  � 2jg ;

conduit à

E

" �
�
�
�

Z t2

s1

[e 2i�� 1 (t 1  u)  e 2i�� 2 (t 2  u) ] dBu

�
�
�
�

2
#

� cN fj t1  t2j + j� 1  � 2jg2 :

Nous sommes alors en mesure de prouver le résultat escompté :

Proposition 5.5.10. Pour tout indice de Hurst H > 1=2 et tout coe�cient 
 2 (1=2; H) tel
que

R
R d� j ~� (� )j(1 + j� j 
 ) < 1, le processus ~X x dé�ni par (5.82) satisfait presque sûrement les

critères de l'hypothèse 4.

Démonstration. Comme nous l'avons déjà mentionné, il su�t de véri�er la condition de régu-
larité ~X x 2 C


2;
 (Rm ). Grâce au lemme 5.5.9, nous sommes en droit d'utiliser la proposition

5.5.7, avec (x) = x2p et � (x) = x 
 +1=p , pour a�rmer que
�
�
� ~X x

ts (� )
�
�
� � c jt  sj 
 ( ~U
;2p (� ))1=2p,

où p est un nombre entier positif quelconque et

~U
;2p (� ) :=
Z

T � T

k ~X x
wv (� )k2p

jw  vj2
p +2 dvdw: (5.84)
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Il reste à prouver queN [ ~U1=2p

;2p ; L 
 ] =

R
R d� j ~� (� )j(1 + j� j 
 )( ~U
;2p (� ))1=2p < 1 p.s., puisqu'alors

N [ ~X x ; ~C

2;
 ] � cN [ ~U1=2p


;2p ; L 
 ] < 1 p.s. Montrons en fait queE[N [ ~U1=2p

;2p ; L 
 ]] < 1.

Pour cela, on commence par appliquer l'inégalité de Jensen :

E [N [ ~U1=2p

;2p ; L 
 ]] �

Z

R
d� j ~� (� )j(1 + j� j 
 )E [ ~U
;2p (� )]1=2p:

Remarquons à présent que nous avons établi, au cours de la preuve du lemme 5.5.9, l'estimation

E [j ~X x
wv (� )j2p] � c jw  vj2Hp ; (5.85)

ce qui conduit ici à E [ ~U
;2p (� )] � c
R

T �T jw  vj2Hp 2
p +2 dwdv: En particulier, si l'on choisit
p > 1=(H  
 ), E [ ~U
;2p (� )] � M pour une certaine constanteM indépendante de� , et par
conséquent

E [N [ ~U1=2p

;2p ; L 
 ]] � M 1=2p

Z

R
d� j ~� (� )j(1 + j� j 
 ) < 1:

5.6 Appendix

Preuve de la proposition 5.5.7.Il s'agit d'une adaptation de la preuve de Stroock de l'inégalité
classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (voir [96]).

Soit s < t 2 [0; T]. Pour toute suite décroissante(sk ) dans [s; t], on déduit de

(~� ~R)sk sk +1 s(� ) = ~Rsk s(� )  ~Rsk sk +1 (� )  Ssk  sk +1 (� ) ~Rsk +1 s(� ) (5.86)

l'estimation k ~Rsk s(� )k � k ~Rsk +1 s(� )k + k ~Rsk sk +1 (� )k + k(~� ~R)sk sk +1 s(� )k. En itérant le procédé
à partir de s0 = t, on obtient, pour tout n 2 N,

k ~Rts (� )k � k ~Rsn+1 s(� )k +
nX

k=0

h
k ~Rsk sk +1 (� )k + k(~� ~R)sk sk +1 s(� )k

i
: (5.87)

Pour tout v � s, on poseI (v) :=
Rv

s  
�

k ~Rv (� )jk
�(v  u)

�
du, et l'on dé�nit une suite particulière

(sk ) de la façon suivante. Tout d'abord, s0 = t. Ensuite, étant donné sk 2 (s; t], on écrit
sk = s + � k (� k 2 (0; t  s]) et l'on dé�nit � k < � k par la relation 2� (� k ) = � (� k ). On pose
alors sk+1 = s + � k+1 , où � k+1 2 (0; � k ) est tel que

I (s + � k+1 ) �
2 ~U(� )

� k
and  

 
k ~Rsk ;s+ � k +1 (� )k
� (� k  � k+1 )

!

�
2 I (sk )

� k
: (5.88)

Un tel élément existe toujours car si l'on noteAk (resp. Bk ) � (0; � k ) l'ensemble sur lequel la

première (resp. la seconde) inégalité n'est pas véri�ée, on a~U(� ) �
R

A k
I (s+ u) du > 2 ~U(� )

� k
�( Ak ),

tandis que

I (sk ) =
Z � k

0
 

 
k ~Rsk ;s+ u(� )k

� (� k  u)

!

du �
Z

B k

 

 
k ~Rsk ;s+ u(� )k

� (� k  u)

!

du >
2I (sk )

� k
�( Bk ):

Ces deux inégalités conduisent à�( Ak ) < � k=2 et �( Bk ) < � k=2, et donc�( Ak [ Bk ) < � k . Il
est ensuite facile de constater que(sk ) tend vers s.
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Remarquons à présent l'inégalité

� (� k  � k+1 ) � � (� k ) = 2�( � k ) = 4
�

� (� k )  
� (� k )

2

�

� 4
�

� (� k )  
� (� k+1 )

2

�
= 4( � (� k )  � (� k+1 )):

En associant cette observation à (5.88), on obtient :

k ~Rsk sk +1 (� )k � � (� k  � k+1 )  1
�

2 I (sk )
� k

�
� 4(� (� k )  � (� k+1 ))  1

 
4 ~U(� )
� k � k 1

!

� 4
Z � k

� k +1

  1

 
4 ~U(� )

r 2

!

d�( r );

où l'on a utilisé le fait que   1 est une fonction croissante. Par ailleurs, la condition (5.80)
implique :

k(~� ~R)sk sk +1 s(� )k �   1

 
4 ~C(� )

� 2
k

!

� (� k ) � 4   1

 
4 ~C(� )

� 2
k

!

(� (� k )  � (� k+1 ))

� 4
Z � k

� k +1

  1

 
4 ~C(� )

r 2

!

d�( r ):

Puisque ~R (� ) 2 C2, on déduit, en faisant tendren vers l'in�ni dans (5.87) :

k ~Rts (� )k � 4
Z jt  sj

0

"

  1

 
4 ~U(� )

r 2

!

+   1

 
4 ~C(� )

r 2

!#

d�( r );

ce qui constitue l'estimation escomptée.
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Troisième partie

L'équation de la chaleur rugueuse
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Présentation

Nous poursuivons dans cette partie notre travail d'extension du champ d'application de la
méthode rough paths, en considérant cette fois la perturbation du modèle in�ni-dimensionnel
des équations d'évolution.

L'objectif de l'étude est double :
� Fournir une interprétation trajectorielle de l'équation

dyt = Ay t dt + dX t (yt ); t 2 [0; T]; (5.89)

où T désigne (toujours) un horizon positif �xé, A est un opérateur non borné dé�ni sur
un sous-espace (dense) d'un BanachV et X 2 C([0; T] � V ; V ) est un bruit irrégulier en
temps, qui évolue dans l'ensemble des champs de vecteurs agissant sur l'espaceV en jeu.

� Résoudre le système avec cette interprétation, puis développer une méthode d'approxi-
mation de la solution.

Comme dans le cas des systèmes rugueux ordinaires, le but implicite de cette démarche
est d'obtenir une interprétation et une analyse trajectorielles des équations d'évolution sto-
chastiques dirigées par un mBf. Dans ce contexte, il est important d'avoir à l'esprit les très
nombreux résultats obtenus lorsque le processus est un mB standard, et au sujet desquels nous
nous contenterons de mentionner [23] pour la formulation in�ni-dimensionnelle et [24] pour
l'approche multi-paramétrique. Dans le cas particulier de l'équation de la chaleur avec pertur-
bation Brownienne, des résultats très �ns d'existence et d'unicité ont été obtenus dans [89] dans
un contexte hilbertien et dans [9] pour l'équation considérée dans un espace de Banach plus
général. Il convient également de citer, pour un bruit fractionnaire, les récents travaux relatifs à
l'interprétation et la résolution du système au sens de Young, pour des équations paraboliques
[70, 50] ou de type équation des ondes [92], ainsi que l'analyse approfondie contenue dans [100]
dans le cas spéci�que d'un bruit additif. Mentionnons �nalement une application des idées is-
sues de la théorie des rough paths à l'étude des équations KdV (déterministes et stochastiques)
en présence d'une condition initiale de faible régularité [47].

A notre connaissance, deux types d'approches ont jusqu'à présent été envisagés en vue de
donner sens à (5.89) via la méthodologie rough paths :

� Une première approche consiste (essentiellement) à se ramener, par le biais de transfor-
mations astucieuses de l'équation, à un système rugueux standard, de la forme générale
(2.1). Il est ensuite possible de faire appel à la multitude de résultats établis pour ce der-
nier système. Citons ici les travaux de Caruana et Friz [10], Caruana, Friz et Oberhauser
[11], ainsi que l'approche de Teichmann dans [99]. Nous reviendrons dans un instant sur
ces di�érents travaux.

� La seconde approche est due à Gubinelli et Tindel et contenue dans [51] : elle repose sur
une adaptation du formalisme standard desk-incréments (présenté dans le chapitre 2) aux
particularités de l'équation (5.89), et combine les mécanismes classiques des rough paths
avec des propriétés issues de la théorie des semigroupes analytiques. Le principe de base
est ainsi similaire à celui utilisé dans le chapitre 5 : pour analyser (5.89), les instruments
"classiques" que sont les opérateurs� et � ou l'espaceQ


x , ne sont plus appropriés et
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doivent être remplacés par des outils qui tiennent compte du comportement algébrique
et analytique des solutions (potentielles) de l'équation.

C'est cette seconde approche que nous nous proposons de développer dans les deux chapitres
qui suivent, en nous concentrant (pour plus de simplicité) sur le cas de l'équation de la chaleur

dyt = �y t dt + dX t (yt ); y0 =  ; t 2 [0; T]; (5.90)

avec  un élément �xé d'un certain espace fonctionnel et� l'opérateur de Laplace sur un
espaceL p(Rn ) (dans le chapitre 6) ou surL 2([0; 1]) avec conditions au bord de Dirichlet (dans
le chapitre 7). Comme il est de coutume dans le contexte des équations d'évolution, l'équation
sera en fait analysée sous sa formemild

yt = St  +
Z t

0
St  u dX u(yu); t 2 [0; T]; (5.91)

où S : [0; T] ! L (V ) (V = L p(Rn ) ou V = L 2([0; 1])) désigne le semigroupe de la chaleur
associé àV .

Plusieurs types d'améliorations seront apportés par rapport aux résultats de [51] : (1) Nous
envisagerons le cas d'un bruitX non-linéaire très général au lieu d'une perturbation polynô-
miale ; (2) Les résultats pourront être appliqués au cas oùX est un mBf (en temps) d'indice
de Hurst H > 1=4, et plus seulementH � 1=2; (3) Nous mettrons en évidence l'existence d'un
schéma d'approximation dans plusieurs cas de �gure. Le principal coût de ces améliorations
réside dans le fait que nous ne considérerons dans les deux chapitres que des bruits à valeurs
dans un espace de dimension �nie, générés par un processusx = ( x1; : : : ; xn ) 
 -höldérien. X
sera plus exactement décrit par la formule : pour tout' 2 V , pour tout t 2 [0; T],

X t (') :=
mX

i=1

x i
t f i (') ; (5.92)

où les champs de vecteurs(f i ) i=1:::;m sont des applications �xées et régulières deV dans V .

Cette hypothèse relative à la dimension �nie du bruit est également admise dans [10], [11]
et [99]. Précisons par ailleurs que n'est envisagé dans [10, 11] que le cas d'une perturbation
linéaire, tandis que les conditions d'application des résultats contenus dans [99] conduisent
à des hypothèses de régularité relativement abstraites sur les champs de vecteurs. Dans le
contexte qui nous intéresse, et avec la notation (5.92), les hypothèses en question peuvent être
(globalement) traduites de la façon suivante : il existe une approximation du semigroupeS par
un groupe S" telle que les applications ~f "

i (') t := S"
 t f i (S"

t ') puissent être prolongées en une
fonction régulière du couple(t; ') . Nous nous appuierons pour notre part sur des conditions de
régularité bien plus élémentaires, en notant toutefois qu'il est sans doute possible de rapprocher
cette dernière hypothèse du modèle étudié dans les sections 6.5 et 7.4.

Pour clore cette présentation, soulignons la ressemblance de la formulation (5.91) avec
l'équation de Volterra �ni-dimensionnelle (5.1) et (5.2), ressemblance que viendront con�rmer
les nombreuses similarités avec les raisonnements utilisés dans le chapitre 5.Nous reprendrons
d'ailleurs, dans cette partie, la convention utilisée dans le chapitre 5 pour les variables tem-
porelles, et qui consiste à faire �gurer les indices dans le sens décroissant.D'un point de vue
"chronologique", il convient de rappeler que ce sont en fait les considérations du chapitre 5 qui
ont été inspirées par le formalisme développé dans [51] pour les EDP rugueuses, et que nous
nous apprêtons à rappeler.



Chapitre 6

Interprétation et résolution

6.1 Introduction

Nous nous intéresserons dans ce chapitre à l'analyse de l'équation de la chaleur rugueuse
sur Rn , sous la forme mild :

yt = St  +
Z t

0
St  u dX u(yu); t 2 [0; T]; (6.1)

où T est un horizon �ni �xé, St : L p(Rn ) ! L p(Rn ) (p � 1 à préciser) est le semigroupe de
la chaleur sur Rn ,  une condition initiale dans L p(Rn ) et, comme nous l'annoncions dans la
présentation, X est un bruit rugueux donné par l'expression

X t (') :=
mX

i=1

x i
t f i (') ; (6.2)

avec x = ( x1; : : : ; xm ) un processus
 -höldérien et f i : L p(Rn ) ! L p(Rn ) des éléments �xés.
Spéci�ons encore davantage ce cadre d'étude en choisissant les élémentsf i de la forme

f i (')(� ) = � i (�; '( � )); (6.3)

pour des fonctions� i : Rn � R ! R su�samment régulières. En d'autres termes, les champs de
vecteurs f i correspondent aux opérateurs de Nemytskii associés aux fonctions� i .

Evoquons en quelques mots les principes qui vont guider notre analyse de l'équation.

(a) Comme dans le cas des di�usions �ni-dimensionnelles, l'interprétation de (6.1) passe
d'abord par l'observation du comportement algébrique de la solution du système lorsquex est
di�érentiable. En notant y cette solution, on a, pour touss < t 2 [0; T],

(�y )ts = yt  ys = St   Ss +
Z s

0
[St  u  Ss u ] dX u(yu) +

Z t

s
St  u dX u(yu):

Or, en utilisant la propriété d'additivité du semigroupe,

St   Ss +
Z s

0
[St  u  Ss u ] dX u(yu) = [S t  s  Id]

�
Ss +

Z s

0
Ss u dX u(yu)

�
= atsys;

avec la notation que l'on adoptera désormais

ats := St  s  Id :

139
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Apparaît ici, et ce comme dans le chapitre 5, l'idée d'introduire un nouvel opérateur̂� , dit
incrément "modi�é", dé�ni par

(�̂y )ts := ( �y )ts  atsys: (6.4)

Avec cette notation, (6.1) prend la forme plus familière

(�̂y )ts =
Z t

s
St  u dX u(yu) ; y0 =  : (6.5)

Une première section, comparable à la section 5.2, viendra résumer les propriétés de ce nouvel
opérateur �̂ (étendu aux k-incréments, pour tout k � 1), telles qu'elles sont établies dans [51].
Nous rappelerons en particulier qu'il est là encore possible d'envisager l'inversion dê� par
l'intermédiaire d'un opérateur �̂ , procédé qui ouvre la voie à une théorie de l'intégration basée
sur �̂ . Dans un souci de cohérence, la notion de processus höldérien devra par ailleurs être
reprécisée dans ce contexte : un processusy 2 C2(I ; V ) sera ainsi dit 
 -höldérien au sens dê�
(sur I ) si k�̂y )tskV � c jt  sj 
 pour tous s; t 2 I .

(b) Munis de ces di�érents outils, l'interprétation de l'intégrale rugueuse de l'équation
résultera à nouveau d'un préalable exercice de dissection de

Rt
s St  u dX u(yu) lorsque le pro-

cessusx qui intervient dans (6.2) est di�érentiable (l'intégrale est alors interprétée au sens de
Riemann). Comme dans les chapitres précédents, cette démarche fera apparaître di�érentes
possibilités d'extension aux processus
 -höldériens, pour
 2 (1=4;1). Si 
 > 1=2(Section 6.3),
nous constaterons qu'à l'instar du cas �ni-dimensionnel, seul un développement à l'ordre un
est requis : c'est le cas Young. Pour
 � 1=2(Sections 6.4, 6.5 et 6.7), la machinerie des rough
paths doit entrer en scène et il est ainsi nécessaire d'introduire à la fois des espaces de pro-
cessus contrôlés, mais aussi un chemin rugueux modi�éX construit à partir de x, et amené à
jouer un rôle analogue à celui de la trajectoire standardx dans l'étude de (2.1). Dans le cas

 2 (1=3;1=2]par exemple, le cheminX en question sera composé de trois incrémentsX x , X xa

et X xx à valeurs dans des espaces d'opérateurs, et donnés, lorsquex est di�érentiable, par les
formules : si ';  2 L p(Rn ),

X x;i
ts (') =

Z t

s
Stu (') dxi

u ; X xa;i
ts (';  ) =

Z t

s
Stu dxi

u [aus(') �  ] ; (6.6)

X xx;ij
ts (') =

Z t

s
Stu (') dxi

u x1;j
us ; (6.7)

pour i; j = 1; : : : ; m, où ' �  désigne la fonction obtenue en multipliant point par point ' et  .
Une fois l'intégrale correctement dé�nie, la résolution de l'équation (6.1) pourra être envisagée
par le biais d'arguments de point �xe standards.

(c) Au cours du raisonnement, il se révèlera indispensable de pouvoir contrôler la régularité
de u 7! f i (yu) en fonction de la régularité dey. Nous n'aurons pour cela d'autres choix que
de nous tourner vers la formule de Taylor et les estimations du calcul di�érentiel ordinaire,
méthodes qui ne prennent évidemment pas en considération le formalisme basé sur l'incrément
�̂ . Il serait par exemple vain de chercher un équivalent à la règle

� (f i (y)) ts (� ) =
Z 1

0
dr � 0

i (�; y s(� ) + r (�y )ts (� ))(�y )ts (� ); (6.8)

exprimé en termes dê� . Cette observation évidente nous obligera à alterner l'usage des deux
opérateurs � et �̂ , procédé qui n'est pas sans poser quelques di�cultés quant à la régularité
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höldérienne des processus en jeu : un processus höldérien au sens de�̂ ne l'est en e�et pas
nécessairement au sens classique, c'est-à-dire au sens de� (le même type de problème avait
été soulevé dans la section 5.3). Dans une telle situation, et si l'on se réfère à la dé�nition
(6.4) de �̂ ((�y )ts = ( �̂y )ts + atsys), on souhaiterait alors récupérer des incréments de la forme
jt  sj � de l'estimation du terme katsysk. C'est là qu'intervient l'un des grands principes de
notre approche, à savoir l'utilisation d'espaces de Sobolev fractionnairesB�;p (� 2 [0;1=2))
basés surBp := L p(Rn ) (la dé�nition exacte de ces espaces sera précisée dans la section 6.2).
On dispose e�ectivement de la relation (Proposition 6.2.2) : pour tout' 2 B �;p ,

kats 'k Bp � c� jt  sj � k'k B�;p :

Il faudra bien entendu être attentif au fait que ce gain de régularité en temps s'opère au
détriment de la régularité en espace.
Notez que les questions soulevées par la formule (6.8) sont spéci�ques au cas non linéaire que
nous envisageons ici. Si les champs de vecteursf i sont linéaires, aucun recours à la formule
de Taylor n'est nécessaire et la décomposition de l'intégrale

Rt
s St  u dxi

u f i (yu) peut s'e�ectuer
en ne faisant appel qu'à�̂ et �̂. C'est ce qui a été réalisé dans [51], avec une extension de la
méthode au cas polynômial à l'aide d'intégrales itérées indexées par des arbres (voir aussi [49]
et [48] à ce sujet).

(d) Commentons à présent le rôle joué par le paramètrep. Pour cela, commençons par ob-
server que le développement de Taylor des champs de vecteursf i fait immédiatement apparaître
des produits (point par point) d'éléments de L p(Rn ) - comme le montre la règle élémentaire
(6.8) -, autrement dit des éléments deL p=k(Rn ), pour un certain entier k � 2. Dans un souci
de stabilité générale de l'équation (6.1), il importera de revenir à l'espace courantL p(Rn ) en
utilisant l'e�et "régularisant" de St  u (Corollaire 6.2.3), qui permet par exemple d'a�rmer :
pour tout ' 2 L p=2(Rn ),

kSt  u(') kL p (Rn ) � c jt  uj n=(2p) k'k L p=2 (Rn ) :

Nous jouerons alors sur le paramètrep (et nous éloignerons de cette façon du cadre hilbertien
de [51]) pour minimiser la singularité (en temps) issue de cette procédure de régularisation.
Dans ce contexte, le fait de choisirp assez large nous permettra par ailleurs de supposer que
l'espaceB�;p , où � > 0 est un paramètre �xé, est une algèbre de Banach.

(e) En vue d'appliquer nos résultats à des situations concrètes, nous nous interrogerons
�nalement sur le sens à donner aux expressions du type (6.6) et (6.7) lorsquex devient irrégulier.
Comme dans la section 5.5, un argument élémentaire d'intégration par parties, combiné à des
résultats classiques de régularité pourS et a, permettra en fait de se ramener au rough path
standard x issu dex. Le procédé viendra en particulier garantir que notre raisonnement peut
être appliqué à un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=4.

Le chapitre est organisé de la façon suivante : La section 6.2 viendra d'abord rappeler les
principes de l'intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur, tels qu'ils �gurent
(pour l'essentiel) dans [51]. La section 6.3 verra ensuite la mise en ÷uvre de ces di�érents
principes dans le cas où le coe�cient de régularité höldérienne
 est strictement supérieur à
1=2. Le premier cas "rugueux" (
 2 (1=3;1=2]) sera traité dans la section 6.4. Nous devrons alors
à nouveau faire face, comme dans la section 4.3, à un problème de prolongement de la solution
sur l'intervalle [0; T] entier, problème qui ne sera résolu, dans la section 6.5, qu'en régularisant
les champs de vecteursf i du système par l'intermédiaire d'un opérateur supplémentaire. La
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section 6.6 sera ensuite consacrée à la traduction des di�érentes hypothèses admises surx en
termes du 2-rough path x. La section 6.7 viendra �nalement conforter la validité de notre
approche à travers une brève analyse du cas
 2 (1=4;1=3].

6.2 Intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur
sur Rn

Cette première section est destinée à introduire le cadre général de notre étude, ainsi que
les di�érents outils évoqués en introduction. Le plus important de ces outils est l'opérateur
d'incrément modi�é �̂ , auquel on associera, suivant la démarche de [51], un inverse�̂ tout aussi
fondamental. Rappelons au préalable quelques propriétés du semigroupe de la chaleur surRn ,
propriétés qui seront mises à contribution tout au long de notre étude.

6.2.1 Cadre d'étude

Nous nous concentrerons donc sur l'équation de la chaleur surL p(Rn ), pour un certain entier
p qui sera précisé au cours de l'étude. Nous noterons� = � p l'opérateur de Laplace, dé�ni
sur l'espace de Sobolev (classique)W 2;p(Rn ), et St le semigroupe associé, dont l'expression est
donnée par la formule de convolution

St ' = gt � ' ; avecgt (� ) :=
1

(2�t) n=2
e j� j2=2t: (6.9)

Comme nous avons tenté de l'expliquer dans le point(c) de l'introduction, le caractère non
linéaire de la perturbation nous invite à faire intervenir des espaces de Sobolev fractionnaires,
pour lesquels nous utiliserons la dé�nition :

Notation 6.2.1. Pour tout � > 0, pour tout p 2 N� , on appellera espace de Sobolev fraction-
naire d'ordre � basé surL p(Rn ), et l'on notera B�;p , l'image (Id  �)  � (L p(Rn )), munie de la
norme

k'k B�;p := k'k L p (Rn ) + k( �) � 'k L p (Rn ) :

On posera par ailleursBp = B0;p := L p(Rn ) pour tout p 2 N� [ f1g.

L'espaceB�;p est également souvent appelépotentiel de Besseld'ordre (2�; p). Les livres
d'Adams ([2]) ou de Stein ([94]) o�rent une description très complète de ces espaces. Rapportons
ici deux propriétés particulières qui seront abondamment exploitées par la suite :

� Inclusions de Sobolev: Si 0 � � � 2�  n
p , alors B�;p est continûment inclus dans l'espace

C0;� (Rn ) des fonctions bornées,�-höldériennes sur Rn .
� Algèbre : Si 2�p > n , alors B�;p est une algèbre de Banach relativement à la multiplica-

tion point par point, autrement dit, avec les notations de l'introduction, k' �  kB�;p �
k'k B�;p k kB�;p .

La théorie générale des puissances fractionnaires d'opérateurs, contenue par exemple dans
[88] ou [32], fournit ensuite des estimations très �nes pour le semigroupeSt :

Proposition 6.2.2. Pout tout temps T > 0 �xé, le semigroupeS donné par (6.9) satisfait les
propriétés suivantes :

� Contraction : Pour tout t � 0, � � 0, St est un opérateur de contraction surB�;p .
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� Régularisation : Pour tout t 2 (0; T], � � 0, St envoie Bp sur B�;p et

kSt 'k B�;p � c�;T t  � k'k Bp : (6.10)

� Régularité höldérienne. Pour tout t 2 (0; T], ' 2 B �;p ,

kSt '  'k Bp � c�;T t � k'k B�;p : (6.11)

k�S t 'k Bp � c�;T t  1+� k'k B�;p : (6.12)

Revenons à présent au point(d) de l'introduction, qui mettait en avant la nécessité de
"régulariser", via le semigroupe, les éléments deBp=k, k � 2. Cette propriété est en fait une
conséquence immédiate du théorème de Riesz-Thorin, dont nous nous permettons de rappeler
l'énoncé :

Théorème 6.2.1 (Riesz-Thorin). Soit (p; q; s) trois entiers liés par la relation p 1 + q 1 =
1 + s 1. Si f 2 L p(Rn ) et g 2 L q(Rn ), alors f � g 2 L s(Rn ) et

kf � gkBs � kf kBp kgkBq : (6.13)

Corollaire 6.2.3. Pour tous t > 0, k 2 f1; : : : ; pg , ' 2 Bp=k, on dispose des estimations :

kSt 'k Bp � ck;n t  n( k  1)
2p k'k Bp=k ; (6.14)

k�S t 'k Bp � ck;n t  1 n( k  1)
2p k'k Bp=k : (6.15)

Démonstration. D'après (6.13), pour tout ' 2 Bp=k,

kSt 'k Bp � kg t � 'k Bp � kg t kBp=( p k +1) k'k Bp=k � ck;n t  n( k  1)
2p k'k Bp=k :

La seconde inégalité peut être prouvée de la même façon, puisque�S t ' =
 dSt

dt

�
' = @t gt � '.

Soulignons �nalement le résultat suivant, du à Strichartz [95] (voir aussi [54] pour des
résultats plus généraux), et qui permettra d'établir les estimations cruciales (6.29) et (6.30) :

Proposition 6.2.4. Pour tout � 2 (0; 1=2) et tout p > 1, on pose

T� f (� ) :=

0

@
Z 1

0
r  1 4�

" Z

j � j�1
jf (� + r� )  f (� )j d�

#2

dr

1

A

1=2

:

Alors f 2 B �;p si et seulement sif; T � f 2 Bp, et

kf kB�;p � kf kBp + kT� f kBp : (6.16)

Remarque 6.2.5. C'est cette dernière propriété d'équivalence, indispensable pour nos estima-
tions futures (à travers la proposition 6.3.8), qui induit la contrainte systématique� 2 [0;1=2)
pour les espacesB�;p susceptibles d'apparaître dans notre étude.
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6.2.2 L'incrément modi�é �̂

On �xe, dans toute cette sous-section, un intervalleI de [0; T]. On rappelle que l'on tra-
vaillera dans ce chapitre (et dans le suivant) sur les simplexes

Sn (I ) = f( s1; : : : ; sn ) 2 I n ; s1 � s2 � � � � � sng:

Nous noterons ainsiCn (I ; V ) l'ensemble des fonctions continues surSn (I ). Ces considérations
sont ici d'autant plus justi�ées que l'opérateur St  u n'est dé�ni que pour t � u (i.e. sur S2

T ).
Notez à ce propos que nous aurons parfois recours à la notationSts pour désignerSt  s, et ce
dans un souci de cohérence avec notre convention de notation des indices.

Dans le point (a) de l'introduction, nous avons (brièvement) expliqué en quoi l'opérateur d'in-
crément standard � n'était plus tout à fait adapté pour étudier (6.5). Nous lui préférerons une
version modi�ée, notée�̂ , et dé�nie par :

Dé�nition 6.2.6. Pour tous n 2 N� ; y 2 Cn (I ; B�;p ), pour tous t1 � : : : � tn+1 ,

(�̂y )tn+1 :::t 1 := ( �y )tn+1 :::t 1  atn+1 tn ytn :::t 1 ; avecats := St  s  Id si s � t: (6.17)

Les propriétés de�̂ ont été analysées en détail dans [51]. Le reste de cette sous-section
rassemble quelques uns de ces résultats, en commençant par la propriété fondamentale liée à
l'additivité du semigroupe :

Proposition 6.2.7 ([51]). L'opérateur �̂ satisfait la relation de cohomologie�̂ �̂ = 0. Plus
exactement, Ker�̂ jCn+1 (B �;p ) = Im �̂ jCn (B �;p ) .

Evoquons à présent un résultat plus trivial (sa preuve est immédiate), dont nous ferons
usage au cours de manipulations algébriques ultérieures :

Proposition 6.2.8. Si L 2 Cn 1(V ) et M 2 C2(L (V )), alors

�̂ (ML ) = ( �̂M )L  M (�L) : (6.18)

La relation de Chasles usuelle admet dans ce contexte l'équivalent :

Proposition 6.2.9. Soit x un processus di�érentiable. Siyts :=
Rt

s Stu dxu f u , alors (�̂y )tus = 0
pour tous s � u � t.

Comme nous l'annoncions en introduction, il convient ensuite d'adapter le notion de régu-
larité höldérienne à ce formalisme : on dé�nira ainsi, pour tous� 2 [0;1=2), p 2 N� , � 2 (0; 1),
l'espace

Ĉ�
1 (I ; B�;p ) :=

(

y 2 C1(I ; B�;p ) : sup
s<t 2I

N [(�̂y )ts ; B�;p ]
jt  sj �

< 1

)

: (6.19)

On reprendra par ailleurs les notations de la sous-section 2.1.2, à savoirC�
i (I ; V ), i = 1; 2;3,

� > 0, V = B�;p .

Enonçons en�n le résultat principal de cette sous-section, qui va permettre d'envisager
l'inversion de l'incrément modi�é �̂ jC2 (I ;B�;p ) . Il s'agit en cela de l'analogue du théorème 2.1.1
ou du théorème 5.2.9.
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Théorème 6.2.2. On �xe deux paramètres � � 0 et � > 1. Pour tout h 2 C�
3 (I ; B�;p ) \

Ker �̂ jC3 (B �;p ) , il existe un unique élément

�̂h 2 \ �2[0;�) C� �
2 (I ; B�+ �;p )

tel que �̂ (�̂ h) = h. �̂ h satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout� 2 [0; �) ,

N [�̂ h; C� �
2 (I ; B�+ �;p )] � c�;�;T N [h; C�

3 (I ; B�;p )]: (6.20)

Remarque6.2.10. Notez en particulier l'e�et de régularisation spatiale (potentiel) de �̂ : l'opé-
rateur permet plus exactement de convertir un surplus de régularité temporelle en un gain de
régularité spatiale. Ce phénomène sera exploité dans les sections 6.3, 6.4 et 6.7.

6.3 Le cas Young

Comme dans les chapitres précédents, l'appellation "cas Young" renvoie au fait que seul
des développements d'ordre un de l'intégrant seront utilisés dans cette section. Bien que ce
type de considérations ait déjà été analysé de façon approfondie dans [50] sous des conditions
de régularité spatiale plus générales sur le bruit (pourn = 1), nous avons estimé qu'il était
souhaitable d'illustrer, dans ce contexte simple, la méthode dedissectionde l'intégrale que nous
souhaitons mettre en ÷uvre à partir des outils de la section 6.2. Nous verrons que le résultat
du théorème 6.3.1 peut être appliqué à un processusx 
 -höldérien, pour tout 
 > 1=2, ce qui
constitue d'ailleurs une amélioration par rapport à [51], où la condition
 > 5=6 devait être
supposée.

On �xera, dans toute cette section, un paramètre
 2 (1=2;1), qui représente donc (mora-
lement) la régularité de x.

6.3.1 Interprétation de l'intégrale

L'objectif consiste à transposer le raisonnement de la sous-section 2.2.1 pour donner sens
à l'intégrale modi�ée

Rt
s Stu dxi

u zi
u , où z est ici un processus à valeurs dans(B�;p )m , pour un

certain coe�cient � 2 [0;1=2). On supposera ainsi, dans un premier temps, les processusx et z
réguliers, et l'on cherchera un développement d'ordre un de cette dernière intégrale (interprétée
au sens de Riemann) à l'aide de l'opérateur̂�. La formule obtenue nous permettra dans un
second temps d'étendre la dé�nition de

Rt
s Stu dxu zu à des processus höldériens.

Supposons doncx et z réguliers en temps (lipschitziens ou même di�érentiables) et observons
la décomposition

Z t

s
Stu dxu zu =

� Z t

s
Stu dxu

�
zs +

Z t

s
Stu dxu (�z )us: (6.21)

En posant r ts :=
Rt

s Stv dxv (�z )vs, on a

(�̂r )tus =
Z t

s
Stv dxv (�z )vs  

Z t

u
Stv dxv (�z )vu  Stu

Z u

s
Suv dxv (�z )vs;

ce qui, en utilisant la relation Stu Suv = Stv , se résume à

(�̂r )tus =
� Z t

u
Stv dxv

�
(�z )us: (6.22)



146 CHAPITRE 6. INTERPRÉTATION ET RÉSOLUTION

Cette première étape élémentaire fait d'ores et déjà émerger l'objet qui fera o�ce d'incré-
ment fondamental d'ordre un associé à l'équation de la chaleur (rôle que jouaitx1 pour le
système standard), à savoir

X x;i
ts :=

Z t

s
Stv dxi

v :

Nous sommes par ailleurs en mesure d'inverser̂� dans (6.22) grâce au théorème 6.2.2. En e�et,
puisque l'on a supposéx et z réguliers, il est clair que

X x (�z ) 2 C2
3(B�;p ):

On déduit de cette façon la décomposition
Z t

s
Stu dxu zu = X x;i

ts zi
s + �̂ ts

 
X x;i �z i � : (6.23)

Rétrospectivement, interrogeons-nous sur les conditions à réunir pour que cette dernière
décomposition conserve un sens avec des processus moins réguliers :

� D'un point de vue analytique. L'hypothèse de régularité du théorème 6.2.2 impose une
condition du type :

X x;i �z i 2 C�
3 (B� 0;p) avec � 0 2 [0;1=2) et � > 1:

Nous serons ainsi amener à supposerz �-höldérien (au sens classique) en tant que
processus à valeurs dans un espaceB� 0;p à préciser, autrement dit zi 2 C�

1 (B� 0;p), et
X x;i 2 C


2 (L (B� 0;p; B� 0;p)), avec � + 
 > 1. Notez que ce paramètre� 0 peut être inférieur
à � (on rappelle que l'on a supposé que le processusz évoluait dans B�;p ) : la propriété
de régularisation spatiale de�̂ (voir la remarque 6.2.10) permettra ensuite de ramener
�̂(X x;i �z i ) dans l'espace initialB�;p .

� D'un point de vue algébrique. On sait que �̂ est dé�ni sur les espacesC�
3 (B�;p ) \ Ker �̂ ,

ce qui nous contraint à supposer̂� (X x;i �z i ) = 0. En utilisant (6.18), cette relation est en
particulier satisfaite si �̂X x;i = 0.

Rassemblons ces deux conditions sous l'hypothèse abstraite :

Hypothèse 9. Soit x 2 C

1 ([0; T]; Rm ), 
 > 1=2. On admettra qu'il existe une suitex" de

processus di�érentiables véri�ant

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

telle que la suite des processus

X x " ;i
ts :=

Z t

s
St  u dx";i

u

converge vers un élémentX x;i relativement à la topologie de l'espaceC

2 ([0; T]; L (B�;p ; B�;p )),

et ce pour tout � 2 [0;1=2) tel que2�p > n. En particulier,

X x;i 2 C

2 ([0; T]; L (B�;p ; B�;p )) et �̂X x;i = 0: (6.24)

Lorsque x est di�érentiable, on choisit systématiquementx" := x.

Remarque6.3.1. La condition 2�p > n est en fait super�ue dans cette dernière hypothèse. Nous
ne l'avons ajoutée qu'en vue de fusionner, dans la section 6.6, l'hypothèse 9 avec l'hypothèse
10 plus générale de la section 6.4.
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Nous sommes alors en mesure de prolonger la décomposition (6.23) à un intégrantz irré-
gulier :

Proposition 6.3.2. On �xe un intervalle I = [ l1; l2] de [0; T]. Sous l'hypothèse (9), on dé�nit,
pour tout processusz tel quezi 2 C0

1(I ; B�;p ) \ C �
1 (I ; Bp), i = 1; : : : ; m, avec � � 
 et � + 
 > 1,

l'intégrale
J ts (d̂xi zi ) := X x;i

ts zi
s + �̂ ts

 
X x;i �z i � ; s < t 2 I: (6.25)

Alors :
� J (d̂xi zi ) est bien dé�ni en tant qu'élément deC


2 (I ; B�;p ), et coïncide avec l'intégrale de
Riemann

Rt
s St  u dxi

uzi
u lorsquex est di�érentiable.

� Pour tout h 2 B �;p , il existe un unique processuŝz 2 Ĉ

1 (I ; B�;p ) tel que zl1 = h et

�̂ ẑ = J (d̂xi zi ).
� On dispose de l'estimation

N [ẑ; Ĉ

1 (I ; B�;p )] � cx

�
N [z; C0

1(I ; B�;p )] + N [z; C�
1 (I ; Bp)]

	
; (6.26)

avec

cx � c fN [X x ; C

2 ([0; T]; L (Bp; Bp))] + N [X x ; C


2 ([0; T]; L (B�;p ; B�;p )]g (6.27)

Démonstration. La validité de la dé�nition de J ts (d̂xi zi ) est une conséquence immédiate de
l'hypothèse 9, tandis que la relation de Chasleŝ� J (d̂xi zi ) = 0, qui vient justifer l'existence de
ẑ, est facilement véri�able à partir de (6.18).

En ce qui concerne le troisième point, il su�t d'abord d'observer que

N [J (d̂xi zi ); C

2 (B�;p )]

� N [X x;i ; C

2 (L (B�;p ; B�;p ))] N [zi ; C0

1(B�;p )] + N [�̂( X x;i �z i ); C

2 (B�;p )];

puis, grâce à la propriété de contraction (6.20) dê� ,

N [�̂( X x;i �z i ); C

2 (B�;p )] � cN [X x;i ; C


2 (L (Bp; Bp))] N [zi ; C�
1 (Bp)];

ce qui achève la preuve de (6.26).

Remarque6.3.3. Si, dans cette dernière proposition, nous nous sommes permis une telle hypo-
thèse de régularité sur l'intégrant z (z 2 C0

1(I ; B�;p ) \ C �
1 (Bp)), c'est aussi en anticipant sur le

résultat de la proposition 6.3.9, que nous détaillerons dans un instant.

Remarque 6.3.4. On peut s'étonner de voir apparaître une décomposition de l'intégrale qui
fasse intervenir l'incrément standard � et non l'incrément modi�é �̂ , a priori mieux adapté à
la formulation générale du problème. De prime abord, il semble peut-être plus approprié de
remplacer l'amorce (6.21) par

Z t

s
Stu dxi

u zi
u =

� Z t

s
Stu dxi

u Sus

�
zs +

Z t

s
Stu dxu (�̂z )us: (6.28)

L'opérateur fondamental d'ordre un deviendrait alors ~X x;i
ts :=

Rt
s Stu dxi

u Sus = Sts (�x i )ts . Tou-
tefois :
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� Il faut garder à l'esprit la forme particulière de l'intégrant du système (6.5), à savoir
zi = f i (y), pour une certaine fonction f i non linéaire. Or, comme nous l'avons évoqué
au point (c) de l'introduction, le contrôle de la régularité höldérienne au sens dê� de
f i (y) passe de toute façon par l'estimation de la régularité höldérienne au sens de� . Dans
ce contexte, les décompositions (6.21) et (6.28) donnent lieu à des considérations et des
calculs similaires.

� La dé�nition de l'opérateur ~X x ci-dessus, certes plus explicite, est peut-être moins na-
turelle d'un point de vue algébrique : la relation �̂X x = 0 n'est en e�et pas véri�ée par
~X x . Nous verrons dans la section 6.6 qu'il est de toute façon très simple de dé�nirX x à

partir d'un processusx höldérien.

6.3.2 Résolution du système di�érentiel

En utilisant le formalisme que nous venons d'introduire, nous allons montrer l'existence et
l'unicité d'une solution globale pour l'équation (6.5). Présentons tout d'abord avec davantage
de précisions la classe de champ de vecteurs sur laquelle nous nous concentrerons.

Dé�nition 6.3.5. Pour tout k � 0, on dé�nit l'espace Xk = Xk (p; n) comme l'ensemble des
applications f : Bp ! B p de la forme f (y)(� ) = � (�; y (� )), où � : Rn � R ! R est une
application telle que :

1. � est à support uniformément compact vis-à-vis de la première variable, c'est-à-dire� 7!
� (�; y ) est nulle en dehors d'une bouleBRn (0; M ), indépendemment dey 2 R.

2. � est k-fois di�érentiable et

sup
� 2R n ;y2R

�
max

l=0;:::;k
j@l

y � (�; y )j + max
l=0;:::;k  1

j@� @l
y � (�; y )j

�
< 1:

Remarque 6.3.6. Un champ de vecteursf donné par f (y)(� ) := � (� ) ~f (y(� )), où � est une
fonction di�érentiable de Rn à support compact et ~f 2 Ck;b (R; R), correspond par exemple à
un élément deXk .

Remarque 6.3.7. La condition 1 vise en fait à garantir que si� : Rn � R ! R est borné, alors
le champ de vecteursf associé est uniformément borné dansL p(Rn ). Pour s'a�ranchir de cette
condition, il pourrait être intéressant d'envisager travailler avec des espacesL p(Rn ; �) , où � est
une mesure �nie surRn (c'est par exemple ce qui est entrepris dans [89] pour le mB standard).
Il n'est pas évident cependant que les di�érentes propriétés recensées dans la sous-section 6.2.1
puissent trouver leurs équivalents dans ce contexte.
Dans le chapitre suivant, l'équation sera analysée sur un espace compact, et l'on pourra alors
véritablement prendre en considération (dans certains cas de �gure du moins) les opérateurs
de Nemytskii f (y)(� ) := ~f (y(� )).

Evidemment, si f 2 X 0, alors kf (') kBp � cf pour toute fonction ' (mesurable) deRn .
Cette propriété n'est plus valable pour les espacesB�;p dès que� > 0. Grâce à la proposition
6.2.4, on dispose dans ce cas du résultat suivant (qui anticipe par ailleurs sur l'argument de
contraction de la preuve du théorème 6.3.1) :

Proposition 6.3.8. Soit � 2 [0;1=2). Si f 2 X 1, alors pour tout ' 2 B � , f (') 2 B �;p et

kf (') kB�;p � cf
�

1 + k'k B�;p

	
: (6.29)

En outre, si f 2 X 2 et '; ~' 2 B �;p \ B 1 ,

kf (')  f ( ~' )kB�;p � cf
�

1 + k'k B�;p + k ~'k B�;p

	 �
k'  ~'k B�;p + k'  ~'k B1

	
: (6.30)
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Démonstration. Dans les deux cas, on utilise la norme équivalente (6.16). Pour (6.29), il su�t
ensuite d'observer que

j� (� + r�; '( � + r� ))  � (�; '( � ))j

� j � (� + r�; '( � + r� ))  � (�; '( � + � ))j + j� (�; '( � + r� ))  � (�; '( � ))j

� cf fj �  � j + j'( � + r� )  '( � )jg :

Quant à (6.30), on part de la décompositionf (')(� + r� )  f ( ~' )(� + r� )  f (')(� ) + f ( ~' )(� ) =
A + B + C, avec

A :=
Z 1

0
dr0

�
@y � (� + r�; (1  r 0)'( � + r� ) + r 0'( � + r� ))  @y � (�; (1  r 0)'( � + r� ) + r 0'( � + r� ))

�

['( � + r� )  ~'( � + r� )]

B :=
Z 1

0
dr0 �

@y � (�; (1  r 0)'( � + r� ) + r 0'( � + r� ))  @y � (�; (1  r 0)'( � ) + r 0'( � ))
�

['( � + r� )  ~'( � + r� )]

C :=
Z 1

0
dr0@y � (�; r 0'( � ) + (1  r 0) ~'( � )) � ['( � + r� )  ~'( � + r� )  '( � ) + ~'( � )] :

Il est alors clair que jAj � c� jr� j k'  ~'k B1 ,

jB j � c� fj '( � + r� )  '( � )j + j ~'( � + r� )  ~'( � )jg k'  ~'k B1 ;

jCj � c� j'( � + r� )  ~'( � + r� )  '( � ) + ~'( � )j ;

ce qui conduit aisément à (6.30).

Justi�ons à présent le fait que la proposition 6.3.2, qui donne sens à l'intégrale rugueuse,
peut être appliquée aux intégrants du système :

Proposition 6.3.9. Soit I un intervalle de [0; T], � 2 [0;1=2). Si y 2 C�
1 (I ; B�;p ) et f 2 X 1,

alors f (y) 2 C0
1(I ; B�;p ) \ C �

1 (I ; Bp) et

N [f (y); C0
1(I ; B�;p )] + N [f (y); C�

1 (I ; Bp)] � cf

n
1 + N [y; Ĉ0;�

1 (I ; B�;p )]
o

; (6.31)

où l'on a noté, conformément aux chapitres précédents,

N [:; Ĉ0;�
1 (I ; B�;p )] := N [:; C0

1(I ; B�;p )] + N [:; Ĉ�
1 (I ; B�;p )]:

Démonstration. L'estimation de N [f (y); C0
1(I ; B�;p )] est une conséquence évidente de (6.29),

tandis que pour majorerN [f (y); C�
1 (I ; Bp)], il su�t d'écrire, pour tous s < t 2 I ,

k� (f (y)) tskBp � cf k(�y )tskBp � cf

n
k(�̂y )tskBp + katsyskBp

o
;

puis d'appliquer la propriété (6.11).
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Avec cette proposition, le système (6.5) fait parfaitement sens et l'on est en droit d'envisager
sa résolution :

Théorème 6.3.1. On suppose l'hypothèse 9 véri�ée, et l'on considère un champ de vecteurs
f = ( f 1; : : : ; f m ) constitué d'éléments deX2. Pour tous � < 1=2 et p 2 N� tels que
 + � > 1
et 2�p > n , le système

(�̂y )ts = J ts (d̂xi f i (y)) ; y0 =  2 B �;p ; (6.32)

interprété grâce aux propositions 6.3.2 et 6.3.9, admet une unique solution globaley dans
Ĉ0;�

1 ([0; T]; B�;p ). En outre,

N [y; Ĉ0;�
1 ([0; T]; B�;p )] � F� (k kB�;p ; N [X x ; C


2 (L (Bp; Bp))]; N [X x ; C

2 (L (B�;p ; B�;p ))]); (6.33)

pour une certaine fonction F� : (R+ )3 ! R+ croissante en ses trois arguments, et l'application
d'Itô ( ; X x ) 7! y associée au système est lipschitzienne.

Remarque 6.3.10. Dans ce dernier énoncé, l'opérateurX x;i est considéré en tant qu'élément
de C


2 (L (Bp; Bp)) \ C 

2 (L (B�;p ; B�;p )). La régularité de l'application d'Itô par rapport à X x est

donc relative à la norme

N [:; CL�;
;p ] := N [:; C

2 (L (Bp; Bp))] + N [:; C


2 (L (B�;p ; B�;p ))]:

Remarque 6.3.11. Il peut être intéressant d'observer que la solutiony donnée par le théorème
est en fait un élément deC


1 ([0; T]; B�;p ), comme le montre l'application de (6.26) et (6.31)
à y. Rien ne nous indique en revanche que cette solution évolue dansB
;p , et l'on ne peut
ainsi s'a�ranchir du paramètre supplémentaire � (par rapport à l'énoncé du théorème 5.3.2 par
exemple).

Démonstration. C'est le même argument général que dans la preuve du théorème 5.3.2. Nous
n'établirons que l'existence d'une solution locale, et renvoyons le lecteur à cette dernière preuve
pour les détails relatifs à la procédure de prolongement.

On considère un intervalle I = [0; T � ] avec T� un temps amené à évoluer au cours de la
preuve, et l'application  : Ĉ0;�

1 (I; B�;p ) ! Ĉ0;�
1 (I; B�;p ) dé�nie par  ( y)0 =  et (�̂  ( y)) ts =

J ts (d̂xi f i (y)).

Invariance d'une boule. Soit y 2 Ĉ0;�
1 (I; B�;p ) tel que y0 =  , et z :=  ( y). En associant (6.26)

et (6.31), on obtient

N [z; Ĉ�
1 (I; B�;p )] � cx;f jI j 
  �

n
1 + N [y; Ĉ0;�

1 (I; B�;p )]
o

:

Par ailleurs, zs = ( �̂z )s0 + Ss , et donc, puisqueSs est un opérateur de contraction surB�;p ,

N [z; C0
1(I; B�;p )] � jI j � N [z; Ĉ�

1 (I; B�;p )] + k kB�;p ;

d'où
N [z; Ĉ0;�

1 (I; B�;p )] � k kB�;p + cx jI j 
  �
n

1 + N [y; Ĉ0;�
1 (I; B�;p )]

o
:

On choisit alors T1 tel que cxT 
  �
1 � 1

2 pour s'assurer de l'invariance par des boules

B R
T0 ; = fy 2 Ĉ0;�

1 ([0; T0]; B�;p ) : y0 =  ; N [y; C0;�
1 ([0; T0]; B�;p )] � Rg;
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pour tout T0 � T1, avec (par exemple)R = 1 + 2k kB�;p .

Propriété de contraction. Soit y; ~y 2 Ĉ0;�
1 (I; B�;p ) tels quey0 = ~y0 =  , et z :=  ( y); ~z :=  (~y).

Par (6.26), on sait d'abord que

N [z  ~z; Ĉ�
1 (B�;p )] � cx jI j 
  � �

N [f i (y)  f i (~y); C0
1(B�;p )] + N [f i (y)  f i (~y); C�

1 (Bp)]
	

: (6.34)

Pour estimer N [f i (y)  f i (~y); C�
1 (Bp)], on s'appuie sur la décomposition

� i (�; y t (� ))  � i (�; ~yt (� ))  � i (�; y s(� )) + � i (�; ~ys(� ))

= � (y  ~y)ts (� )
Z 1

0
dr @y � i (�; y s(� ) + r (�y )ts (� ))

+ ( � ~y)ts (� )
Z 1

0
dr f@y � i (�; y s(� ) + r (�y )ts (� ))  @y � i (�; ~ys(� ) + r (� ~y)ts (� ))g ;

qui conduit aisément à

N [f i (y)  f i (~y); C�
1 (Bp)] � cf

n
N [y  ~y; Ĉ0;�

1 (B�;p )] + N [~y; Ĉ0;�
1 (B�;p )] N [y  ~y; C0

1(B1 )]
o

:

C'est ici qu'intervient l'hypothèse 2�p > n, qui permet de faire appel à l'inclusion de Sobolev
continue B�;p � B 1 pour a�rmer N [y  ~y; C0

1(B1 )] � N [y  ~y; C0
1(B�;p )] et par conséquent

N [f i (y)  f i (~y); C�
1 (Bp)] � cN [y  ~y; Ĉ0;�

1 (B�;p )]
n

1 + N [~y; Ĉ0;�
1 (B�;p )]

o
:

Grâce à cette inclusion de Sobolev, on déduit également de (6.30) l'estimation

N [f i (y)  f i (~y); C0
1(B�;p )] � cN [y  ~y; Ĉ0;�

1 (B�;p )]
n

1 + N [y; Ĉ0;�
1 (B�;p )] + N [~y; Ĉ0;�

1 (B�;p )]
o

;

En revenant à (6.34), ces estimations fournissent un contrôle deN [z  ~z; Ĉ�
1 (B�;p )] en termes

de y et ~y. Par ailleurs, commez0 = ~z0 =  ,

N [z  ~z; C0
1(B�;p )] � j I j � N [z  ~z; Ĉ�

1 (B�;p )]:

A présent, si y; ~y appartiennent tous deux à l'une des boules invariantesB R
T0 ; , avec T0 � T1,

les résultats ci-dessus aboutissent à

N [z  ~z; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B�;p )] � cxT 
  �

0 f1 + 2R g N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B�;p )]:

Il su�t �nalement de choisir T0 � T1 tel que cxT 
  �
0 f1 + 2R g � 1

2 a�n d'obtenir la propriété
de contraction escomptée pour l'application : B R

T0 ; ! B R
T0 ; , et partant l'existence d'un

point �xe.

6.4 Le cas rugueux

L'objectif de cette section consiste à franchir l'étape suivante dans la méthodologie rough
paths : Nous souhaiterions ainsi mettre en ÷uvre des développements plus sophistiqués de
l'intégrale pour être en mesure de traiter le bruit généré par un processus
 -höldérien avec

 2 (1=3;1=2].
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6.4.1 Considérations heuristiques

La stratégie visant à fournir une interprétation (raisonnable) de l'intégrale
Rt

s Stu dxi
u f i (yu)

est cette fois inspirée par le raisonnement de la sous-section 2.2.2. Dans un premier temps, on
suppose ainsi le processusx di�érentiable pour enclencher la procédure usuelle, marquée par
deux temps :

� Une première étape consiste à identi�er la structure de l'espaceQ des processus contrôlés
susceptible d'accueillir la solution du système.

� On décompose ensuite
Rt

s Stu dxi
u f i (yu) en tant qu'élément deQ, et ce lorsquey appartient

lui-même àQ, jusqu'à l'obtention d'une expression qui puisse être étendue à un processus
x moins régulier.

Ce raisonnement heuristique aura essentiellement pour but l'appréhension des structures
algébriques en jeu ici. Les détails relatifs aux conditions analytiques ne seront quant à eux
examinés qu'a posteriori.

Remarque 6.4.1. Dans un souci de concision, et contrairement à la section ou au chapitre
précédent, nous ne chercherons pas à déterminer explicitement la structure de l'espace "in-
termédiaire" dans lequel évolue les champsf i (y). Nous passerons ainsi plus directement à la
décomposition de

Rt
s St  u dxi

u f i (yu).

On rappelle que le bruit X est donné par la relation

X t (') =
mX

i=1

x i
t f i (') ; avec f i (')(� ) = � i (�; '( � )):

On suppose dès à présent que les applicationsf i sont ici des éléments de l'espaceX2 (voir la
dé�nition 6.3.5).

Etape 1 : Identi�cation des processus contrôlés. Une première décomposition élémentaire consiste
à écrire Z t

s
Stu dxi

u f i (yu) =
� Z t

s
Stu dxi

u

�
f i (ys) +

Z t

s
Stu dxi

u � (f i (y))us : (6.35)

A partir de cette décomposition, et en ayant à l'esprit les considérations de la sous-section 2.2.2,
il est naturel d'imaginer que la solution (hypothétique) y de (6.5) est amenée à évoluer dans
un espace structuré par la relation

(�̂y )ts =
� Z t

s
Stu dxi

u

�
yx;i

s + y]
ts ;

où le termey] admet une régularité höldérienne deux fois supérieure à celle dey. Pour la solution
elle-même, on aurait yx;i

s = f i (ys), y]
ts =

Rt
s Stu dxi

u � (f i (y))us . D'où la structure algébrique
potentielle de processus contrôlés

Q = fy : �̂y = X x;i
ts yx;i

s + y]
tsg; avecX x;i

ts =
Z t

s
Stu dxi

u : (6.36)

Souvenons-nous que ce dernier opérateur satisfait en particulier la relation

�̂X x;i = 0: (6.37)

Il se révèlera par ailleurs utile, dans ce qui suit, d'écrireX x;i comme

X x;i = X ax;i + �x i ; avecX ax;i
ts =

Z t

s
atv dxi

v : (6.38)
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Moralement, X ax;i admet une régularité höldérienne plus élevée quex si l'on met à contribution
la propriété (6.11) du semigroupe. Cette observation nous permettra d'incorporer les expres-
sions qui mettent en scèneX xa au sein du terme résiduel. Nous reviendrons sur l'utilité de la
décomposition (triviale) (6.38) à travers la remarque 6.4.4.

Etape 2 : Décomposition de
Rt

s Stu dxu f i (yu) lorsquey 2 Q . En revenant à l'expression (6.35),
c'est désormais l'intégrale

Rt
s Stu dxu � (f i (y))us qu'il s'agit de disséquer lorsquey 2 Q , autre-

ment dit lorsque les incréments modi�és dey se décomposent en(�̂y )ts = X x;i
ts yx;i

s + y]
ts . A cette

�n, introduisons une nouvelle notation, récurrente dans les calculs à venir :

Notation 6.4.2. Pour tout f 2 X 2, on pose

[f 0(')](� ) := @y � (�; '( � ))

La fonction f 0 est ainsi vue comme une application deBp dans Bp, pour tout p � 1.

Avec cette convention, observons le développement

� (f i (y)) ts = ( �y )ts � f 0
i (ys) +

Z 1

0
dr

�
f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (ys)

�
� (�y )ts

= ( atsys) � f 0
i (ys) + ( �̂y )ts � f 0

i (ys) + f i (y)];1
ts

= ( atsys) � f 0
i (ys) + ( X x;j

ts yx;j
s ) � f 0

i (ys) + f i (y)];1
ts + f i (y)];2

ts

= ( atsys) � f 0
i (ys) + ( �x j )ts � yx;j

s � f 0
i (ys) + f i (y)];1

ts + f i (y)];2
ts + f i (y)];3

ts ; (6.39)

où l'on a successivement introduit les notations

f i (y)];1
ts :=

Z 1

0
dr

�
f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (ys)

�
� (�y )ts ; f i (y)];2

ts := y]
ts � f 0

i (ys); (6.40)

f i (y)];3
ts := ( X ax;j

ts yx;j
s ) � f 0

i (ys): (6.41)

On rappelle par ailleurs que la notation' �  fait référence au produit point par point de '
et  . Reprécisons ce type de convention :

Notation 6.4.3. Soit ';  deux éléments deBp. Alors ' �  correspond à l'élément deBp=2
dé�ni ponctuellement par [' �  ](� ) := '( � )  (� ). Si M; N sont deux éléments deL (Bp; Bp), on
dé�nit ensuite la forme bilinéaire M 
 N par :

M 
 N : Bp � B p ! B p=2; (';  ) 7! (M 
 N )(';  ) := M (') � N ( ):

On pose par ailleurs, dans un contexte plus général,(M � N )(';  ) := (M'; N ).

Munis de ces notations, la décomposition algébrique (6.39) de�f i (y) s'écrit plus distincte-
ment :

� (f i (y)) ts = ( ats 
 Id)(y; f 0
i (y)) s + ( �x j )ts � yx;j

s � f 0
i (ys) + f i (y)]

ts : (6.42)

Si l'on analyse la régularité des termes de cette expression, il paraît raisonnable de considérer
les deux premiers termes comme des éléments d'ordre un, etf i (y)] comme un élément d'ordre
deux. Nuançons toutefois cette intuition à travers les deux commentaires suivants :

(i) Pour a�rmer que (ats 
 Id)(y; f 0
i (y)) s admet une régularité höldérienne strictement

positive, autrement dit pour récupérer des incrémentsjt  sj � de l'opérateur ats , on doit
utiliser la propriété (6.11) du semigroupe. Ceci signi�e en particulier qu'un changement
d'espace doit s'opérer : siys 2 B �;p , alors (ats 
 Id)(y; f 0

i (y)) s devra être majoré en tant
qu'élément deBp. Cette remarque est également valable pourf i (y)];3

ts = ( X ax;j
ts yx;j

s )�f 0
i (ys).
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(ii) Le terme f i (y)];1 est perçu comme un élément d'ordre deux dans la mesure où il peut
facilement être majoré (point par point) par cf j(�y )ts j2. Toutefois, en ce qui concerne la
régularité spatiale, ceci suppose quef i (y)];1 soit vu comme un élément deBp=2, si y 2 Bp.
Pour revenir à l'espace courantBp, nous prendrons appui sur la propriété de régularisation
(6.14) du semigroupe par le biais de l'opérateurX x (voir l'hypothèse (6.50)).

Injectons à présent la décomposition (6.42) dans (6.35) pour obtenir

Z t

s
Stu dxi

u f i (yu) = X x;i
ts f i (y)s + X xa;i

ts (y; f 0
i (y)) s + X xx;ij

ts (yx;j � f 0
i (y)) s

+
Z t

s
Stu dxi

u f i (y)]
us ; (6.43)

où l'on a introduit les opérateurs d'ordre deux (relativement à des espaces fonctionnels à pré-
ciser) :

X xa;i
ts :=

Z t

s
Stu dxi

u (aus 
 Id) et X xx;ij
ts :=

Z t

s
Stu dxi

u (�x j )us: (6.44)

L'opérateur X xa;i est par exemple destiné à agir sur des couples(';  ) d'un produit d'espaces
de Sobolev suivant la formule

X xa;i
ts (';  ) =

Z t

s
Stu dxi

u [aus(') �  ]

Puisque nous avons supposé quef i (y)] admettait une régularité "double", le terme r ts :=Rt
s Stu dxi

u f i (yu)] est ensuite légitiment considéré comme un terme d'ordre trois, dont la ré-
gularité est strictement supérieure à 1 dès que la régularité dex est supérieure à1=3. Nous
sommes ainsi dans la même position que celle induite par (6.21), et comme dans cette dernière
situation, r va être interprété grâce à�̂ .

A�n de calculer �̂r , réécrivonsr à partir de (6.43) :

r ts =
Z t

s
Stu dxi

u f i (yu)  X x;i
ts f i (ys)  X xa;i

ts (y; f 0
i (y)) s  X xx;ij

ts (yx;j � f 0
i (y)) s:

Par conséquent, à l'aide de la formule algébrique (6.18), on obtient

(�̂r )tus = X x;i
tu � (f i (y))us  (�̂X xa;i )tus (y; f 0

i (y)) s + X xa;i
tu � (y; f 0

i (y))us

 (�̂X xx;ij )tus (yx;j � f 0
i (y)) s + X xx;ij

tu � (yx;j � f 0
i (y))us :

En revenant à la dé�nition même de X xa;i et X xx;ij , il est facile de montrer que les deux
relations algébriques suivantes sont véri�ées :

(�̂X xa;i )tus = X xa;i
tu (aus � Id) + X x;i

tu (aus 
 Id); (6.45)

(�̂X xx;ij )tus = X x;i
tu (�x j )us: (6.46)

En associant ces deux relations à (6.42), on déduit

(�̂r )tus = X x;i
tu (f i (y)]

us) + X xa;i
tu (( �̂y )us ; f 0

i (ys)) + X xa;i
tu (yu ; � (f 0

i (y))us)

+ X xx;ij
ts � (yx;j � f 0

i (y))us := Jtus : (6.47)
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Tous les termes de cette décomposition sont (moralement du moins) d'ordre trois. Souvenons-
nous que nous souhaitons traiter dans cette section le cas3
 > 1, de telle sorte qu'il semble
e�ectivement sage d'inverser�̂ à ce stade, pour obtenir

Z t

s
Stu dxi

u f i (yu) = X x;i
ts f i (ys) + X xa;i

ts (y; f 0
i (y)) s + X xx;ij

ts (yx;j � f 0
i (y)) s + �̂ ts (J ); (6.48)

où Jtus est donné par (6.47).

De façon naturelle, nous utiliserons (6.48) comme point de départ de notre procédé d'exten-
sion de l'intégrale dans le contexte que nous nous sommes prescrit. Pour clore ce raisonnement
heuristique, résumons les di�érentes hypothèses mises en avant lors de cette dissection :

� Le processusx génére quatre opérateursX x , X ax , X xa et X xx , qui satisfont les relations
algébriques (6.37), (6.45) et (6.46). Quant à la régularité höldérienne de ces opérateurs,
X x admet la même régularité quex, X xx une régularité double par rapport à x, tout
comme X ax et X xa (quitte à changer d'espace, conformément à ce qui est évoqué au
point (i) ).

� Les incréments (�̂y )ts peuvent être décomposés en(�̂y )ts = X x
tsyx

s + y]
ts , où y] admet une

régularité double par rapport à y. Par ailleurs, toujours suivant le point (i) , le processus
y se doit d'évoluer dans un espaceB�;p , avec � > 0. Ces deux observations donneront
dans un instant naissance à l'espaceQ�

�;p .
� Les fonctions � i sont su�samment régulières.

Remarque6.4.4. Il peut sembler plus naturel, de prime abord, de chercher une décomposition
de l'intégrale basée sur l'intégrale (modi�ée) itérée

~X xx;ij
ts :=

Z t

s
Stu dxi

u (X x;j
us 
 Id) =

Z t

s
Stu dxi

u

� Z u

s
Suv dxj

v 
 Id
�

; (6.49)

plutôt que sur l'aire X xx
ts que nous avons introduit dans (6.44). C'est d'ailleurs ce qui est proposé

dans [51] pour le mB standard. D'une certaine façon, la dé�nition de ~X xx
ts est plus en accord

avec le mécanisme général d'itération de la procédure rough paths. Toutefois, lorsqu'il s'agit
d'appliquer ces constructions à un mBfx d'indice de Hurst H 2 (1=3;1=2), il semble di�cile de
justi�er l'existence de l'intégrale itérée (6.49) (contrairement à ce qui se produit pour l'équation
de Volterra convolutionnelle, voir la remarque 5.4.6). D'après nos calculs, cette di�culté serait
due au manque de régularité du termeSuv dans (6.49). En e�et, si l'on se réfère par exemple
à [4], la dé�nition de l'intégrale nécessiterait un contrôle de la forme

N [Suv  Suu ; L (B�;p ; B�;p )] � c ju  vj � ;

pour un certain � > 0. Or on sait que ce type d'inégalité ne peut être satisfait sans changer
d'espace (cf la propriété (6.11). Pour cette raison, nous nous sommes tournés vers une décom-
position basée surX xx

ts , approche rendue possible par l'introduction de l'opérateurX ax
ts dans la

décomposition (6.39). Comme nous le verrons dans la section 6.6, la dé�nition et l'estimation
de la régularité deX xx sont quant à elles très faciles à établir pour le mBf, et plus généralement
pour tout 2-rough path.

6.4.2 Dé�nition de l'intégrale

Cette sous-section ne vient que formaliser les hypothèses et constructions que nous venons
d'évoquer. On �xe désormais un coe�cient 
 > 1=3, qui représente (moralement) la régularité
höldérienne dex. Conformément aux considérations précédentes, nous dé�nirons la "trajectoire
rugueuse au-dessus dex pour l'équation de la chaleur" de la façon suivante :
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Hypothèse 10. Soit x 2 C

1 (Rm ), 
 > 1=3. On admettra l'existence d'une suitex" de processus

di�érentiables véri�ant

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

telle que le quadruplet(X x " ;i ; X ax " ;i ; X x " a;i ; X x " x " ;ij ) (i; j 2 f1; : : : ; mg) dé�ni via (6.36), (6.38)
et (6.44), converge vers un quadruplet(X x;i ; X ax;i ; X xa;i ; X xx;ij ) relativement à la topologie des
espaces :

Pour X x;i : C

2 (L (Bp; Bp)) \ C 


2 (L (B�;p ; B�;p )) \ C 
  n=(2p)
2 (L (Bp=2; Bp)); (6.50)

Pour X ax;i : C
 +�
2 (L (B�;p ; Bp)); (6.51)

Pour X xa;i : C
 +� n=(2p)
2 (L (B�;p � B p; Bp)) \ C 


2 (L (B�;p � B �;p ; B�;p )); (6.52)

Pour X xx;i : C2

2 (L (Bp; Bp)) \ C 2


2 (L (B�;p ; B�;p )) \ C 2

2 (L (B�;p ; Bp)); (6.53)

et ce pour tout� tel que2�p > n. Par passage à la limite, on récupère en particulier les relations
algébriques (souvenons-nous des notations 6.4.3) :

�̂X x;i = 0 (6.54)

X x;i = X ax;i + �x i (6.55)

�̂X xa;i = X xa;i (a � Id) + X x;i (a 
 Id) (6.56)

�̂X xx;ij = X x;i (�x j ): (6.57)

Nous noterons X = (X x ; X ax ; X xa ; X xx ) le chemin ainsi dé�ni. Suivant (6.50)-(6.53),
X appartient à un produit d'espaces d'opérateurs, notéCL
;�;p , muni d'une norme naturelle
construite à partir de la norme de chaque espace.

Remarque6.4.5. Comme dans l'hypothèse 9, on prend systématiquementx" := x lorsquex est
di�érentiable. Cette remarque vaut d'ailleurs également pour les hypothèses 11 et 12 à venir.

Dans ce contexte, la dé�nition des processus contrôlés en jeu prend la forme suivante :

Dé�nition 6.4.6. On �xe un intervalle I de [0; T]. Pour tous � 2 (0; 1=2), � 2 (0; 1), on
dé�nit

Q̂�
�;p (I ) := fy 2 Ĉ�

1 (I; B�;p ) : ( �̂y )ts = X x;i
ts yx;i

s + y]
ts ;

yx;i 2 C0
1(I; B�;p ) \ C �

1 (I; Bp); y] 2 C

2 (I; B�;p ) \ C 2�

2 (I; Bp)g:

On appelleraQ̂�
�;p (I ) l'espace des processus�-contrôlés de B�;p (sur I ), et l'on associe bien sûr

à cet ensemble la seminorme

N [y; Q̂�
�;p (I )] := N [y; Ĉ�

1 (I ; B�;p )] +
mX

i=1

�
N [yx;i ; C0

1(I ; B�;p )] + N [yx;i ; C�
1 (I ; Bp)]

	

+ N [y] ; C

2 (I ; B�;p )] + N [y] ; C2�

2 (I ; Bp)]:

Dans ce qui suit, nous ne manipulerons en fait que des espaces du typeQ̂�
�;p , avec2�p > 1.

Nous pouvons à présent montrer de quelle façon les champs de vecteurs donnés par la
dé�nition 6.3.5 agissent sur ces processus contrôlés.
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Lemme 6.4.7. On �xe un intervalle I de [0; T]. On suppose quef i 2 X 2 (i = 1; : : : ; m) et soit
� 2 (1=3; 
 ). Sous l'hypothèse 10, siy 2 Q̂�

�;p (I ) admet pour décomposition̂�y = X x;i yx;i + y] ,
alors l'incrément (standard) �f i (y) peut s'écrire

� (f i (y)) ts = ( ats 
 Id)(y; f 0
i (y)) s + ( �x j )ts � (yx;j � f 0

i (y)) s + f i (y)]
ts ; (6.58)

avec f i (y)] := f i (y)];1 + f i (y)];2 + f i (y)];3 , où les élémentsf i (y)];k sont donnés par (6.40) et
(6.41). En outre,

N [f i (y)];1 ; C2�
2 (Bp=2)] � cf;X

n
N [y; C0

1(B�;p )]2 + N [y; Q̂�
�;p ]2

o
(6.59)

N [f i (y)];2 ; C2�
2 (Bp)] � cf;X N [y; Q̂�

�;p ] ; N [f i (y)];3 ; C2�
2 (Bp)] � cf;X N [y; Q̂�

�;p ]: (6.60)

Démonstration. L'écriture (6.58) fait référence à la décomposition (6.39). L'estimation def i (y)];2

est évidente, tandis que l'estimation def i (y)];3 est une conséquence directe de l'hypothèse
(6.51). Quant à f i (y)];1 , il su�t d'observer que

kf i (y)];1
ts kBp=2 � cf k(�y )2

tskBp=2 � cf k(�y )tsk2
Bp

� cf

n
k(�̂y )tsk2

Bp
+ katsysk2

Bp

o
;

et le résultat découle ensuite de la propriété (6.11).

Nous sommes dès lors en mesure de justi�er l'utilisation de la formule (6.48) comme dé�ni-
tion de l'intégrale rugueuse :

Proposition 6.4.8. On �xe un intervalle I = [0; T0] de [0; T] et l'on suppose l'hypothèse
10 satisfaite. Soit y 2 Q̂�

�;p (I ) admettant pour décomposition�̂y = X x;i yx;i + y] , où � et p
sont choisis tels que� 2 (1=3; 
 ) et 
  � > n=(2p). On suppose que le champ de vecteurs
f = (f 1; : : : ; f m ) est composé d'élémentsf i 2 X 2. Sous ces conditions, on pose, pour tous
s < t 2 I ,

J ts (d̂xi f i (y)) = X x;i
ts f i (ys) + X xa;i

ts (y; f 0
i (y)) s + X xx;ij

ts (yx;j � f 0
i (y)) s + �̂ ts (J ); (6.61)

avec

Jtus := X x;i
tu (f i (y)]

us) + X xa;i
tu (( �̂y )us ; f 0

i (ys)) + X xa;i
tu (yu ; � (f 0

i (y))us)

+ X xx;ij
ts � (yx;j � f 0

i (y))us ; (6.62)

le terme f (y)] étant dé�ni par la décomposition (6.58). Alors :

1. J (d̂xi f i (y)) est bien dé�ni en tant qu'élément deC

2 (I ; B�;p ) et coïncide avec l'intégrale

de Riemann
Rt

s St  u dxi
u f i (yu) lorsquex est di�érentiable.

2. Pour tout  2 B �;p , il existe un unique élémentz 2 Q̂�
�;p (I ) tel que z0 =  et �̂z =

J (d̂xi f i (y)).

3. On dispose de l'estimation

N [z; Q̂�
�;p (I )] � cf;X

n
1 + N [y; C0

1(I ; B�;p )]2 + jI j � N [y; Q̂�
�;p ]2

o
; (6.63)

pour un certain paramètre � > 0.
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Démonstration. Le fait que J ts (d̂x f (y)) coïncide avec l'intégrale de Riemann lorsquex est
régulier, correspond à ce qui a été établi dans la sous-section précédente, à travers (6.48).
Quant à la validité de cette expression pour des processus irréguliers et à l'estimation (6.63), ce
ne sont que des conséquences directes de la dé�nition 6.3.5 et de l'hypothèse 10, associées aux
estimations du lemme 6.4.7. Véri�ons par exemple la régularité deJ (on travaille implicitement
sur l'intervalle I ) :

� pour X x;i (f i (y)] ), on a, par (6.50) et (6.60),

N [X x;i (f i (y)];2 + f i (y)];3 ); C
 +2�
3 (Bp)] � cf;X N [y; Q̂�

�;p ];

tandis que, grâce à (6.50) et (6.59),

N [X x;i f i (y)];1 ; C
 +2� n=(2p )
3 (Bp)] � cf;X

n
N [y; C0

1(B�;p )]2 + N [y; Q̂�
�;p ]

o
:

� pour X xa;i (( �̂y ); f 0
i (y)), l'hypothèse (6.52) entraîne

N [X xa;i (( �̂y ); f 0
i (y)); C
 +2� n=(2p )

3 (Bp)] � cf;X N [y; Ĉ�
1 (B�;p )] � cf;X N [y; Q̂�

�;p ]:

� pour X xa;i (y; � (f 0
i (y))), on obtient, à nouveau via (6.52),

N [X xa;i (y; � (f 0
i (y))); C
 +2� n=(2p )

3 (Bp)]

� cf;X N [y; C0
1(B�;p )]N [y; C�

1 (Bp)]

� cf;X N [y; C0
1(B�;p )]

n
N [y; C0

1(B�;p )] + N [y; Q̂�
�;p ]

o
:

� pour X xx;ij � (yx;j � f 0
i (y)), on déduit de (6.53) les majorations successives

N [X xx;ij � (yx;j � f 0
i (y)); C2
 + �

3 (Bp)]

� cf;X
�

N [yx;j ; C�
1 (Bp)] + N [yx;j ; C0

1(B�;p )]N [y; C�
1 (Bp)]

	

� cf;X

n
1 + N [y; C0

1(B�;p )]2 + N [y; Q̂�
�;p ]2

o
:

Par ailleurs, grâce aux relations algébriques contenues dans l'hypothèse 10 et à la décomposition
(6.58), il est facile de constater que

J =  �̂
 
X x;i (f i (y)) + X xa;i (y; f 0

i (y)) + X xx;ij (yx;j � f 0
i (y))

�
:

Par conséquent,J 2 Ker �̂ \ C �
3 (Bp), avec � = 
 + 2�  n=(2p) = 3� + ( 
  �  n=(2p)) >

1, et nous sommes e�ectivement en droit d'appliquer�̂ . En utilisant ensuite la propriété de
contraction (6.20), on obtient

N [�̂( J ); C
 +2� n=(2p )
2 (Bp)] � cf;X

n
1 + N [y; C0

1(B�;p )]2 + N [y; Q̂�
�;p ]2

o
;

mais aussi

N [�̂( J ); C
 + � n=(2p)
2 (B�;p )] � cf;X

n
1 + N [y; C0

1(B�;p )]2 + N [y; Q̂�
�;p ]2

o
:

La régularité des autres termes de la décomposition (6.61) peut être établie par le biais d'ar-
guments similaires.
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Une fois munis de la dé�nition de l'intégrale pour les processus contrôlés, la mise en évidence
d'une solution locale unique pour le système (6.5) ne pose aucune di�culté :

Théorème 6.4.1. On suppose l'hypothèse 10 satisfaite, et le champ de vecteursf = ( f 1; : : : ; f m )
composé d'élémentsf i 2 X 3. Pour toute paire (�; p) 2 (1=3; 
 ) � N� véri�ant 
  � > n

2p, et
toute condition initiale  2 B �;p , il existe un tempsT0 > 0 tel que le système

(�̂y )ts = J ts (d̂xi f i (y)) ; y0 =  2 B �;p ; (6.64)

interprété grâce à la proposition 6.4.8, admet une unique solutiony dans Q̂�
�;p ([0; T0]).

Démonstration. Comme dans les chapitres précédents, cette solution locale est obtenue via un
argument de point �xe. Si I := [0; T0], la stabilité d'une boule (bien choisie) deQ̂�

�;p (I ) est
facile à établir à partir de (6.63), en remarquant que cette dernière estimation entraîne (avec
les notations de la proposition 6.4.8)

N [z; Q̂�
�;p (I )] � cf;X

n
1 + k k2

B�;p
+ jI j � N [y; Q̂�

�;p (I )]
o

; (6.65)

pour un certain coe�cient � > 0.

La propriété de contraction découle quant à elle de calculs certes longs mais élémentaires, et
(pour la plupart) tout à fait similaires aux estimations de la preuve du théorème 6.3.1. On
écrira par exemple, siy; ~y 2 Q̂�

�;p (I ) sont tels quey0 = ~y0 =  ,

X xa;i
ts (y; f 0

i (y)) s  X xa;i
ts (~y; f 0

i (~y)) s = X xa;i
ts (y  ~y; f 0

i (y)) s + X xa;i
ts (~y; f 0

i (y)  f 0
i (~y)) s;

et par (6.52),

N [X xa;i (y  ~y; f 0
i (y)); C
 + � n=(2p)

2 (I ; Bp)]

� cX N [y  ~y; C0
1(I ; B�;p )]N [f 0

i (y); C0
1(Bp)] � cX ;f jI j � N [y  ~y; Q̂�

�;p (I )];

tandis que

N [X xa;i (~y; f 0
i (y)  f 0

i (~y)); C
 + � n=(2p)
2 (I ; Bp)]

� cX ;f N [~y; C0
1(I ; B�;p )]N [y ~y; C0

1(I ; B�;p )] � cX ;f; jI j �
n

1 + N [~y; Q̂�
�;p (I )]

o
N [y ~y; Q̂�

�;p (I )]:

En raisonnant de même avec les autres termes de la décomposition de

�̂ (z  ~z) = J
�

d̂xi [f i (y)  f i (~y)]
�

;

on déduit

N [z  ~z; Q̂�
�;p (I )] � cX ;f; jI j � N [y  ~y; Q̂�

�;p (I )]
n

1 + N [y; Q̂�
�;p (I )]2 + N [~y; Q̂�

�;p (I )]2
o

pour un certain � > 0, ce qui permet e�ectivement de faire valoir un argument de contraction
sur un intervalle I = [0; T0] assez petit.

La question du prolongement de cette solution locale pose ensuite le même type de di�cultés
que dans la sous-section 4.3.3 : le contrôle de l'intégrale sur un intervalleI donné dépend
trop fortement de la condition initiale. Pour comprendre ce phénomène, il su�t de comparer
l'estimation (6.65) avec les estimations (2.26)-(2.19).
Par ailleurs, nous ne pouvons malheureusement transposer ici le raisonnement de la section 5.4,
qui avait permis de faire face à une situation semblable. L'inégalité (6.65) se révèle en e�et très
vite insu�sante dans la perspective d'un contrôle simultané de l'intégrale et de la condition
initiale sur des intervalles successifs.
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6.5 Régularisation du champ et solution globale

Nous revenons dans cette section sur le cas
 2 (1=3;1=2), mais en envisageant l'éventualité
d'un champ de vecteurs régularisé par l'intermédiaire d'un opérateur supplémentaire. De façon
plus spéci�que, nous nous intéresserons au système

(�̂y )ts =
Z t

s
Stu dx(i)

u S" f i (yu) ; y0 =  ; (6.66)

où f i 2 X k ,  2 B �;p pour des paramètresk et � à préciser, et" est un paramètre strictement
positif �xé. Nous allons constater qu'en jouant sur l'e�et régularisant de S" , le système (6.66)
est bien plus simple à appréhender que le système (6.64) : le raisonnement de la section 5.4 (et
plus spéci�quement de la preuve du théorème 5.4.1) sera cette fois applicable et conduira à la
mise en évidence d'une unique solutionglobale.

Remarque 6.5.1. Ce n'est que pour plus de simplicité (et aussi pour se rapprocher du cadre
d'étude de [99]) que nous avons choisi ici un opérateur régularisant de la formeS" . Il apparaîtra
cependant assez clairement, dans les calculs qui suivent, que nous aurions pu opter pour un
champ plus général

[ ~f i (y)](� ) :=
Z

Rn
K (�; � ) f i (y)(� ) d�; � 2 Rn ;

avecK un noyau su�samment régulier et f i 2 X 3.

6.5.1 Considérations heuristiques

La propriété de régularisation (6.10) du semigroupeS" nous permet de nous ramener à
une décomposition de l'intégrale

Rt
s Stu dx(i)

u S" f i (yu) similaire à la décomposition (2.25) de
l'intégrale standard, autrement dit à une écriture qui ne fait plus intervenir l'opérateur "mixte"
X xa . Revenons en e�et à l'expression (6.39) :

� (f i (y)) ts = ( �x) tsyx
s � f 0

i (ys) +
�
atsys � f 0

i (ys)

+ y]
ts � f 0

i (ys) + ( X ax;i
ts yx;i

s ) � f 0
i (ys) +

Z 1

0
dr

�
f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (ys)

�
� (�y )ts

�
; (6.67)

mais considérons cette fois le terme entre crochets comme terme résiduel, en tant que processus
évoluant dansBp (ou éventuellementBp=2), et notons ce termef i (y)] . Ce point de vue est par
exemple légitime si le processusy évolueB1;p, puisque l'on sait que, pour touss; t 2 I ,

katsys � f 0
i (ys)kBp � c jt  sj kf 0

i k1 kyskB1;p � c jt  sj2� jI j1 2� kf 0
i k1 kyskB1;p :

Pour des raisons de stabilité évidentes, il importera ensuite que l'intégrale
Rt

s Stu dx(i)
u S" f i (yu)

(et en particulier le terme résiduel issu de la décomposition de cette intégrale) soit vu comme
un élément deB1;p, ce qui sera bien entendu rendu possible grâce à l'action deS" . Par exemple,
par (6.10), on a

kS" (f (y)] )kB1;p � c " 1 kf (y)] kBp :
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6.5.2 Dé�nition de l'intégrale

En se référant aux considérations précédentes, il advient que seuls les processusX x;i , X ax;i

et X xx;i entrent ici en jeu. Nous nous contenterons ainsi d'une version simpli�ée de l'hypothèse
10 :

Hypothèse 11. Soit x 2 C

1 (Rm ), 
 > 1=3. On admettra l'existence d'une suitex" de processus

di�érentiables véri�ant

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0;

telle que le triplet (X x " ;i ; X ax " ;i ; X x " x " ;ij ) (i; j 2 f1; : : : ; mg) dé�ni par

X x " ;i
ts :=

Z t

s
St  u dx";i

u ; X ax " ;i
ts :=

Z t

s
atu dx";i

u ; X x " x " ;ij
ts :=

Z t

s
St  u dx";i

u (�x ";j )us;

converge vers un triplet(X x;i ; X ax;i ; X xx;ij ) relativement à la topologie des espaces :

Pour X x;i : C

2 (L (Bp; Bp)) \ C 


2 (L (B1;p; B1;p)) \ C 
  n=(2p)
2 (L (Bp=2; Bp)) (6.68)

Pour X ax;i : C1+

2 (L (B1;p; Bp)) (6.69)

Pour X xx;ij : C2

2 (L (Bp; Bp)) \ C 2


2 (L (B1;p; B1;p)): (6.70)

Par passage à la limite, on récupère en particulier les relations algébriques (souvenons-nous des
notations 6.4.3) :

�̂X x;i = 0 (6.71)

X x;i = X ax;i + �x i (6.72)

�̂X xx;ij = X x;i (�x j ): (6.73)

Les opérateursX x;i et X xx;ij commutent avecS" . (6.74)

Remarque6.5.2. On fera appel à la propriété de commutativité dans les preuves des propositions
6.5.4 et 6.5.5.

Les processus contrôlés de la section précédente laissent ici place à une structure plus élé-
mentaire :

Dé�nition 6.5.3. Soit I un intervalle de [0; T]. Pour tout 1=3< � < 
 , on dé�nit l'espace

~Q�
p(I ) :=

n
y 2 Ĉ


1 (I ; B1;p) : ( �̂y )ts = X x;i
ts yx;i

s + y]
ts ; yx;i 2 C�

1 (I ; B1;p) \ C 0
1(I ; B1;p); y] 2 C2�

2 (I ; B1;p)
o

;

et l'on associe à cette espace la norme

N [y; ~Q�
p(I )] := N [yx;i ; C0

1(I ; B1;p)] + N [yx;i ; C�
1 (I ; B1;p)] + N [y] ; C2�

2 (I ; B1;p)]:

En particulier, N [y; Ĉ

1 (B1;p)] � cx N [y; ~Q�;p ]. La dé�nition de l'intégrale s'impose ensuite

naturellement :
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Proposition 6.5.4. On �xe un intervalle I = [ l1; l2] de [0; T]. Soit y 2 ~Q�
p(I ) admettant pour

décomposition�̂y = X x;i yx;i + y] , avec (�; p) 2 (1=3; 
 ) � N� tels que
  � > n=(2p). Sous ces
conditions, on pose

J ts (d̂xi S" f i (y)) := X x;i
ts S" f i (ys) + X xx;ij

ts S" (yx;j
s � f 0

i (ys))

+ �̂ ts

�
X x;i S" f i (y)] + X xx;ij S" � (yx;j � f 0

i (y))
�

; (6.75)

où f i (y)] désigne le terme entre crochets dans (6.67). Alors :

� J ts (d̂xi S" f i (y)) est bien dé�ni en tant qu'élément deC

2 (I ; B1;p) et coïncide avec l'intégrale

de Riemann
Rt

s Stu dxi
u S" f i (yu) lorsquex est di�érentiable.

� Pour tout  2 B1;p, il existe un unique élémentz 2 ~Q�
p(I ) tel que z1 =  et �̂z =

J (d̂xi S" f i (y)).
� On dispose de l'estimation :

N [z; ~Q�
p(I )] � c " 1

n
1 + jI j2(
  �) N [y; ~Q�

p(I )]2 + jI j2(1 �) k k2
B1;p

o
; (6.76)

pour une certaine constantec > 0.

Démonstration. Il s'agit du même raisonnement que dans la section précédente. Véri�ons par
exemple l'estimation du terme résiduel

z]
ts := X xx;ij

ts S" (yx;j
s � f 0

i (ys)) + �̂ ts

�
X x;i S" f i (y)] + X xx;ij S" � (yx;j � f 0

i (y))
�

:

En utilisant tout d'abord (6.70) et (6.10), on obtient

kX xx;ij
ts S" (yx;j

s � f 0
i (ys))kB1;p � cx jt  sj2
 "  1kyx;j

s � f 0
i (ys)kBp

� c jt  sj2
 "  1kyx;j
s kB1;p

� c jt  sj2
 "  1 N [y; ~Q�
p(I )]:

Ecrivons ensuitef i (y)] = f i (y)];1 + f i (y)];2 , avecf i (y)];1
ts := atsys �f 0

i (ys)+ y]
ts �f 0

i (ys)+( X ax;i
ts yx;i

s ) �
f 0

i (ys), f i (y)];2
ts :=

R1
0 dr [f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (ys)] � (�y )ts , puis observons les deux estimations :

kX x;i
tu S" f i (y)];1

us kB1;p

� c jt  uj 
 "  1kf i (y)];1
us kBp

� c jt  uj 
 "  1
n

k(ausys) � f 0
i (ys)kBp + k(X ax;i

us yx;i
s ) � f 0

i (ys)kBp + ky]
us � f 0

i (ys)kBp

o

� cjt  uj 
 "  1
n

ju  sj kyskB1;p + ju  sj1+
 kyx;i
s kB1;p + ky]

uskB1;p

o

� cjt  uj 
 "  1
n

ju  sj2� N [y; ~Q�
p(I )] + ju  sj

n
N [y; ~Q�

p(I )] + k kB1;p

oo

� cjt  sj 
 +2� "  1
n

N [y; ~Q�
p(I )] + jI j1 2� k kB1;p

o
;
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tandis que, grâce à (6.74),

kX x;i
tu S" f i (y)];2

us kB1;p = kS" X x;i
tu f i (y)];2

us kB1;p

� c jt  uj 
  n=(2p) "  1kf i (y)];2
us kBp=2

� c jt  uj 
  n=(2p) "  1k(�y )usk2
Bp

� c jt  uj 
  n=(2p) "  1
n

k(�̂y )usk2
Bp

+ kausysk2
Bp

o

� cjt  uj 
  n=(2p ) "  1
n

ju  sj2
 N [y; ~Q�
p(I )]2 + ju  sj2

n
N [y; ~Q�

p(I )]2 + k k2
B1;p

oo

� cjt  sj3
  n=(2p) "  1
n

N [y; ~Q�
p(I )]2 + jI j2(1 
 ) k k2

B1;p

o
:

Une série d'estimations plus élémentaires encore, basées sur (6.70), donne par ailleurs

kX xx;ij
tu S" � (yx;j � f 0

i (y))uskB1;p

� c jt  sj2
 +� "  1
n

1 + N [y; ~Q�
p(I )]2 + jI j1 � N [y; ~Q�

p(I )] � k kB1;p

o
:

En utilisant la propriété de contraction (6.20), on déduit à présent facilement

N [z] ; C2�
2 (I )] � c " 1

n
1 + jI j2(
  �) N [y; ~Q�

p(I )]2 + jI j2(1 �) k k2
B1;p

o
:

L'estimation de N [zx;i ; C0;�
1 (I ; B1;p)] peut être établie avec le même type d'arguments.

Evoquons à présent la propriété de contraction qui va nous permettre de transposer sans
e�ort le principe de la preuve du théorème 5.4.1.

Proposition 6.5.5. On �xe un intervalle I = [ l1; l2] de [0; T]. Sous les hypothèses de la propo-
sition 6.5.4, soit y; ~y 2 ~Q�

p(I ) tels queyl1 = ~yl1 =  , et notons z; ~z les deux éléments de~Q�
p(I )

dé�nis par
zl1 = ~zl1 =  et �̂z = J (d̂xi S" f i (y)) ; �̂ ~z = J (d̂xi S" f i (~y)):

Alors

N [z  ~z; ~Q�
p(I )] � cx "  1 jI j 
  � N [y  ~y; ~Q�

p(I )]
n

1 + jI j2(
  �) fN [y; ~Q�
p(I )]2 + N [~y; ~Q�

p(I )]2g + jI j2(1 �) khk2
B1;p

o
: (6.77)

Démonstration. Pour tous s; t 2 I , on a par dé�nition

�̂ (z  ~z)ts = X x;i
ts S" (f i (ys)  f i (~ys)) + X xx;ij

ts S" (yx;j
s � f 0

i (ys)  ~yx;j
s � f 0

i (~ys))

+ �̂ ts

�
X x;i S" (f i (y)]  f i (~y)] ) + X xx;ij � (yx;j � f 0

i (y)  ~yx;j � f 0
i (~y))

�
:

Concentrons-nous uniquement sur le terme le plus di�cile à appréhender, ieX x;i S" (f i (y)];2  
f i (~y)];2 ), où, suivant les notations de la preuve de la proposition 6.5.4,

f i (y)];2
ts :=

Z 1

0
dr

�
f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (ys)

�
� (�y )ts :
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On commence pour cela par écrire

f i (y)];2
ts  f i (~y)];2

ts =
Z 1

0
dr

�
f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (ys)

�
� � (y  ~y)ts

+ (� ~y)ts � � (y  ~y)ts �
Z 1

0
dr r

Z 1

0
dr0f 00

i (ys + rr 0(�y )ts )

+ ( � ~y)2
ts �

Z 1

0
dr r

Z 1

0
dr0 �

f 00
i (ys + rr 0(�y )ts )  f 00

i (~ys + rr 0(� ~y)ts )
�

;

de telle sorte que

kf i (y)];2
ts  f i (~y)];2

ts kBp=2 � c1 k� (y  ~y)tskBp

�
k(�y )tskBp + k(� ~y)tskBp

	

+ c2 k(� ~y)tsk2
Bp

fky s  ~yskB1 + kyt  ~yt kB1 g:

Observons ensuite que

k� (y  ~y)tskBp � k �̂ (y  ~y)tskB1;p + jt  sj k(ys  ~ys)  Ssa(ya  ~ya)kB1;p

� c jt  sj 
 N [y  ~y; ~Q�
p(I )];

puis

k(�y )tskBp � k( �̂y )tskB1;p + kats (�̂y )sakBp + katsSsahkBp

� c jt  sj �
n

jI j 
  � N [y; ~Q�
p(I )] + jI j1 � khkB1;p

o

et en�n

kys  ~yskB1 � ckys  ~yskB1;p � ckys  ~ys  Ssa(ya  ~ya)kB1;p

� c jI j 
  � N [y  ~y; ~Q�
p(I )]:

Ces di�érentes estimations conduisent aisément à

N [f i (y)];2  f i (~y)];2 ; C2�
2 (Bp=2)] � c jI j 
  � N [y  ~y; ~Q�

p(I )]
n

1 + jI j2(
  �)
n

N [y; ~Q�
p(I )]2 + N [~y; ~Q�

p(I )]2
o

+ jI j2(1 �) khk2
B1;p

o
:

Le reste de la preuve découle ensuite de calculs standards, essentiellement basés sur l'hypo-
thèse 11.

Nous sommes �nalement en mesure de prouver le résultat d'existence globale que nous
annoncions :

Théorème 6.5.1. On suppose l'hypothèse 11 satisfaite. Soitf = ( f 1; : : : ; f m ) un champ de
vecteurs composé d'éléments deX3, et (�; p) 2 (1=3; 
 ) � N� tels que
  � > n=(2p). Alors,
pour tout  2 B1;p, le système

(�̂y )ts = J ts (d̂x(i) S" f i (y)) ; y0 =  ;

interprété via la proposition 6.5.4, admet une unique solution globaley dans ~Q�
p([0; T]). En

outre,
N [y; ~Q�

p([0; T])] � K (k kB1;p ; kX kCL
;�;p ); (6.78)

où K = K " : (R+ )2 ! R+ est une fonction croissante de ses deux arguments.
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Démonstration. Il su�t de copier la preuve du théorème 5.4.1 en s'appuyant sur (6.76) et
(6.77). Par exemple, avec les notations de la preuve en question, on écrira, grâce à (6.76),

N [z; ~Q�
p(I N

n )] � cx;f;"

n
1 + "2(
  �)

n N [y; ~Q�
p(I N

n )]2 + "2(1 �)
n k nk2

B1;p

o
; (6.79)

puis, grâce à (6.77),

N [z(1)  z(2) ; ~Q�
p(I N

n )] � cx;f;" JN + nN [y(1)  y(2) ; ~Q�
p(I N

n )]; (6.80)

où

Jn := n (
  �) + n 3(
  �)+2� 2 + n (
  �+2(1 �))+2� 1 :

Les propriétés de stabilité d'un sous-ensemble et de contraction sont ensuite traduites sous la
forme de deux systèmes dont il est facile d'exhiber un couple solution(� 1; � 2). Pour montrer la
propriété (H) (qui permet le recollement des solutions), il su�t d'adapter (5.66) à l'opérateur �̂ .
L'estimation (6.78) est une conséquence directe du choix deN , en tenant en particulier compte
de la condition d'initialisation de la procédure : k kB1;p � N � 1 .
Nous aurons de toute façon l'occasion de revenir sur cette démarche dans le chapitre suivant,
dans le cadre d'une approche discrète du système (Proposition 7.4.10).

6.6 Construction du chemin rugueux associé à l'équation de la
chaleur

Comme nous l'annoncions en introduction, l'objectif consiste à présent à appliquer les ré-
sultats abstraits des sections 6.3, 6.4 et 6.5 au bruit généré (via la formule (5.92)) par un
processusx 
 -höldérien, avec
 > 1=3. Il s'agit donc de donner sens, dans ce contexte, au
chemin X = ( X x ; X ax ; X xa ; X xx ) qui apparaît dans l'hypothèse 10 (cette hypothèse couvrant
clairement l'hypothèse 9). A cette �n, nous aurons recours à la même idée générale que dans
la section 5.5, autrement dit à des arguments élémentaires d'intégration par parties.

On rappelle que lorsquex est un processus di�érentiable, les opérateursX x ; X ax ; X xa et
X xx sont dé�nis par les formules

X x;i
ts (')(� ) :=

Z t

s
Stu (')(� ) dxi

u ; X ax;i
ts (')( � ) :=

Z t

s
atu (')(� ) dxi

u ; (6.81)

X xa;i
ts (';  )(� ) :=

Z t

s
Stu ((aus ') �  )(� ) dxi

u (6.82)

X xx;ij
ts (')( � ) :=

Z t

s
Stu (')(� ) dxi

u (�x j )us: (6.83)

En introduisant l'aire de Lévy x2;ij
ts :=

Rt
s dxi

u (�x j )us, il n'est pas di�cile de constater que ces
expressions sont équivalentes à
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X x;i
ts = x1;i

ts +
Z t

s
�S tu x1;i

us du (6.84)

X ax;i
ts =

Z t

s
�S tu x1;i

us du (6.85)

X xa;i
ts =

Z t

s
X x;i

tu (�S us 
 Id) du (6.86)

X xx;ij
ts = x2;ij

ts +
Z t

s
�S tu x2;ij

us du: (6.87)

C'est ce type de formulation qui laisse entrevoir les possibilités d'extension des opérateurs
à un processus höldérien. Il faudra bien entendu prendre garde au fait que l'estimation de
l'opérateur �S tu est susceptible d'entraîner l'apparition d'une singularité (enjt  uj 1 � , � �
0) sous l'intégrale.

Précisons brièvement comment obtenir (6.86). Il su�t en fait de remarquer que

Z t

s
Stu ((aus ') �  ) dxi

u =  
Z t

s
du @u(X x;i

tu )((a us ') �  );

où, dans cette dernière intégrale, la dérivée partielle@u ne s'applique qu'à l'opérateur X x;i
tu .

Ensuite,

 
Z t

s
du @u(X x;i

tu )((a us ') �  ) =
h
 X x;i

tu ((aus ') �  )
i t

s
+

Z t

s
du X x;i

tu (@u(aus ') �  )

=
Z t

s
du X x;i

tu ((�S us ') �  ):

Remarque6.6.1. A ce stade, il n'est pas tout à fait évident que les intégrales
Rt

s �S tu (�x i )us du,...
donnent e�ectivement naissance à des opérateurs agissant surB�;p . Nous ne considérons pour
le moment ces expressions qu'en tant qu'opérateurs agissant sur l'espaceC1

c des fonctions lisses
à support compact. Le prolongement aux espacesB�;p résultera d'un argument de continuité
(voir la preuve de la proposition 6.6.2).

Proposition 6.6.2. Soit x un processus permettant la construction d'un2-rough path x =
(x1 ; x2) 2 C


2 (Rm ) � C 2

2 (Rm;m ), pour un certain coe�cient 
 > 1=3. Alors toute suitex" de

processus di�érentiables telle que

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] + N [x ";2  x2 ; C2


2 ([0; T]; Rm;m )] "! 0 ! 0

satisfait l'hypothèse 10.

Démonstration. Nous nous contenterons d'estimer la norme des opérateurs dé�nis par (6.84)-
(6.87) relativement aux topologies en jeu dans l'hypothèse 10, pour un processus di�érentiable
noté égalementx (pour plus de clarté). Le résultat de convergence recherchée découlera ensuite
immédiatement de ces estimations.

Cas deX x;i . Les normes concernées ici sont les suivantes

N [X x;i ; C

2 (L (Bp; Bp))] (6.88)
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N [X x;i ; C

2 (L (B�;p ; B�;p ))] (6.89)

N [X x;i ; C
  n=2p
2 (L (Bp=2; Bp))]: (6.90)

Réécrivons (6.84) sous la forme :

X x;i
ts = Stsx1;i

ts  
Z t

s
�S tu x1;i

tu du: (6.91)

A partir de cette expression, on déduit aisément

kX x;i
ts (') kB�;p � kS ts (') kB�;p jx1;i

ts j +
Z t

s
k�S tu (') kB�;p jx1;i

tu jdu

� ck'k B�;p kx i k


�
jt  sj 
 +

Z t

s
jt  uj 1+
 du

�
� ck'k B�;p kx i k
 jt  sj 
 ;

inégalité d'ailleurs valable pour tout � � 0, ce qui prouve à la fois (6.88) et (6.89). Pour (6.90),
on repart de (6.91) en ayant à l'esprit les deux propriétéskSts (') kBp � ck'k Bp=2 jt  sj n=2p et

k�S ts (') kBp � ck'k Bp=2 jt  sj 1 n=2p , ce qui donne

kX x;i
ts (') kBp � ck'k Bp=2 kx i k
 jt  sj 
  n=2p

pour tout p tel que 
  n=2p > 0. Cette estimation correspond à la norme (6.90).

Cas deX ax;i . La norme est dictée par (6.51). Là encore, commençons par observer queX ax;i

s'écrit aussi

X ax;i
ts = atsx1;i

ts  
Z t

s
�S tu x1;i

tu du:

Dès lors,

kX ax;i
ts (') kBp � ka ts (') kBp jx1;i

ts j +
Z t

s
k�S tu (') kBp jx1;i

tu jdu;

estimation qui, associée aux deux propriétés

kats (') kBp � ck'k B�;p jt  sj � k�S tu (') kBp � ck'k B�;p jt  uj 1+�

permet e�ectivement d'a�rmer

N [X ax;i
ts ; L (B�;p ; Bp)] � cx jt  sj 
 + � : (6.92)

Cas deX xa;i . Si l'on se réfère à (6.52), l'objectif consiste à contrôler les normes suivantes :

N [X xa;i ; C
 + � n=(2p)
2 (L (B�;p � B p; Bp))] et N [X xa;i ; C


2 (L (B�;p � B �;p ; B�;p ))]: (6.93)

A cette �n, exprimons X xa;i
ts sous la forme

X xa;i
ts = X x;i

ts (ats 
 Id)  
Z t

s
Stu X x;i

us (�S us 
 Id) du: (6.94)

On déduit alors

kX xa;i
ts (';  )kBp � c1 jt  sj 
  n=(2p) �

N [X x;i ; C
  n=(2p)
2 (L (Bp=2; Bp))]k( ats ') �  kBp=2
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+ c2 N [X x;i ; C
  n=(2p)
2 (L (Bp=2; Bp))]

Z t

s
ju  sj 
 k(�S us ') �  kBp=2 du

	
:

Or
k(ats ') �  kBp=2 � ka ts 'k Bp k kBp � c jt  sj � k'k B�;p k kBp

et
k(�S us ') �  kBp=2 � ck�S us 'k Bp k kBp � c ju  sj 1+ � k'k B�;p k kBp ;

ce qui permet de conclure

kX xa;i
ts (';  )kBp � cN [X x;i ; C
  n=(2p)

2 (L (Bp=2; Bp))]k'k B�;p k kBp jt  sj 
 + � n=(2p) ;

et la première estimation relative à (6.93) est ainsi véri�ée. En ce qui concerne la seconde, on
a, toujours à partir de (6.94),

kX xa;i
ts (';  )kB�;p � c1 N [X x;i ; C


2 (L (B�;p ; B�;p ))]k( ats ') �  kB�;p

+ c2 N [X x;i ; C

2 (L (B�;p ; B�;p ))]

Z t

s
ju  sj 
 k(�S us ') �  kB�;p du:

En utilisant le fait que B�;p est une algèbre de Banach, on déduit ensuite

k(ats ') �  kB�;p � k'k B�;p k kB�;p ;

mais aussi

k(�S us ') �  kB�;p � k�S us 'k B�;p k kB�;p � c ju  sj 1 k'k B�;p k kB�;p ;

d'où

kX xa;i
ts (';  )kBp � cN [X x;i ; C


2 (L (B�;p ; B�;p ))]k'k B�;p k kB�;p (jt  sj 
 +
Z t

s
ju  sj 
  1du);

ce qui conduit à l'estimation recherchée.

Cas deX xx;ij . Il s'agit de contrôler les normes

N [X xx;ij ; C2

2 (L (Bp; Bp))]; (6.95)

N [X xx;ij ; C2

2 (L (B�;p ; B�;p ))] et N [X xx;ij ; C2


2 (L (B�;p ; Bp))]. Nous nous concentrerons unique-
ment sur (6.95), les autres estimées pouvant être obtenues de façon similaire.

Ecrivons d'abord X xx;ij
ts sous la forme

X xx;ij
ts = Stsx2;ij

ts  
Z t

s
�S tu

h
x2;ij

tu + x1;i
tu x1;j

us

i
du:

A partir de cette expression, on obtient immédiatement

N [X xx;ij
ts ('); Bp]

� cx

�
kSts (') kBp jj t  sj2
 +

Z t

s
k�S tu (') kBp [jt  uj2
 + jt  uj 
 ju  sj 
 j]du

�

� cx

�
k'k Bp jj t  sj2
 + k'k Bp

Z t

s
jt  uj 1 [jt  uj2
 + jt  uj 
 ju  sj 
 j]du

�

� cx k'k Bp jt  sj2
 ;

ce qui constitue la relation escomptée.
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Grâce à cette proposition, nous sommes en mesure de retranscrire les théorèmes abstraits
6.3.1 et 6.4.1 dans le cadre plus familier des rough paths standards :

Théorème 6.6.1. Soit x = (x 1 ; x2) 2 C

2 (Rm ) � C 2


2 (Rm;m ) (
 > 1=3) un 2-rough path
géométrique, à partir duquel on dé�nit un bruit X via la formule

X t (') :=
mX

i=1

x i
t f i (') ;

pour des élémentsf i que l'on suppose dans l'espaceX3. Dans ce contexte, l'équation de la
chaleur rugueuse surRn

(�̂y )ts =
Z t

s
Stu dX u(yu); y0 =  2 B �;p ; (6.96)

interprétée grâce à la proposition 6.3.2 si
 > 1=2 et à la proposition 6.4.8 si 
 2 (1=3;1=2],
admet :

� Une unique solution globale dansĈ0;�
1 ([0; T]; B�;p ) si 
 > 1=2, où le couple(�; p) 2

(0; 1=2)� N� est tel que
 + � > 1 et 2�p > n .
� Une unique solution locale dansQ̂�

�;p ([0; T � ]) si 
 2 (1=3;1=2], où le couple (�; p) 2
(1=3; 
 ) � N� est tel que
  � > n=(2p) , et où T � est un temps strictement positif qui
dépend de la condition initiale et (accessoirement) des paramètres
; �; p; n.

En reprenant les arguments de la preuve de la proposition 6.6.2, il n'est ensuite pas di�cile
de se convaincre que les expressions (6.84), (6.85) et (6.87) (qui font sens dès quex permet la
construction d'un 2-rough path) viennent également répondre aux critères de l'hypothèse 11,
et l'on est là encore en mesure de traduire le théorème 6.5.1 :

Théorème 6.6.2. On �xe un paramètre " > 0. Soit x = ( x1 ; x2) 2 C

2 (Rm ) � C 2


2 (Rm;m )
(
 > 1=3) un 2-rough path géométrique, à partir duquel on dé�nit un bruitX " via la formule

X "
t (') :=

mX

i=1

x i
t S" f i (') ;

pour des élémentsf i que l'on suppose dans l'espaceX3. Alors l'équation de la chaleur rugueuse
sur Rn

(�̂y )ts =
Z t

s
Stu dX "

u(yu); y0 =  2 B �;p ; (6.97)

interprétée grâce à la proposition 6.5.4, admet une unique solution globale dans~Q�
p([0; T]), où

le couple(�; p) 2 (1=3; 
 ) � N� est tel que
  � > n=(2p).

6.7 Le cas rugueux d'ordre 3

Pour clore ce chapitre, nous nous proposons d'évoquer le cas où le coe�cient de régularité

de x est compris entre1=4et 1=3, situation que nous quali�ons d'ordre3 en référence à l'étude
du système standard (voir la sous-section 2.2.3), pour laquelle l'intervention du volume de Lévy
x3 est nécessaire.

Ces quelques considérations nous permettront de conforter la viabilité de notre approche du
système (6.5). Dans un souci de concision, les constructions qui suivent ne seront pas détaillées
avec autant de précision que dans les sections précédentes et nous nous restreindrons aux
grandes lignes du raisonnement.
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6.7.1 Construction de l'intégrale

On �xe un coe�cient 
 2 (1=4;1=3], qui représente donc implicitement la régularité de
x. En se référant à la démarche impulsée dans les sections précédentes, nous savons que pour
être mesure d'inverser�̂ via �̂ , nous devons ici chercher à identi�er un terme "d'ordre 4" lors
de la dissection de l'intégrale, ou plus exactement d'ordre
 + 3�, avec � un coe�cient tel
que � < 
 et 
 + 3� > 1. Dans ce contexte, le point crucial, à la base des constructions
de cette section, est l'existence (évidente) d'un élément� 2 (0; 1=4) qui satisfait ces deux
dernières conditions. L'espaceB2�;p conserve alors la propriété fondamentale retranscrite par la
proposition 6.2.4, et l'on peut envisager l'éventualité d'une solution évoluant dans cet espace.
L'opérateur X xa;i introduit dans la section 6.4, et qui représente moralement l'intégraleX xa;i

ts =Rt
s Stu dxi

u (aus 
 Id), devient un opérateur d'ordre 3 :

X xa;i 2 C
 +2�
2 (B2�;p � B p; Bp):

En tenant compte de cette observation, mais aussi en ayant à l'esprit les considérations de la
sous-section 2.2.3, il semble approprié d'introduire l'espace de processus contrôlés suivant :

Q�
2�;p := fy 2 Ĉ�

1 (B2�;p ) : ( �̂y )ts = X x;i
ts yx;i

s + X xx;ij
ts yxx;ij

s + y]
ts ;

(�y x;i )ts = ( �x j )ts � yxx;ji
s + yx;];i

ts ;

yx;i 2 C0
1(B2�;p ) \ C �

1 (Bp) ; yxx;ij 2 C0
1(B2�;p ) \ C �

1 (Bp) ; y] 2 C

2 (B2�;p ) \ C 3�

2 (Bp) ;

yx;];i 2 C2�
2 (Bp)g; (6.98)

avec la norme naturelle qui lui est associée.

Suivant la procédure usuelle, on suppose dans un premier temps le processusx di�érentiable
et l'on dé�nit les opérateurs X x;i et X xx;ij par les formules

X x;i
ts :=

Z t

s
Stu dxi

u ; X xx;ij
ts :=

Z t

s
Stu dxj

u (�x i )us: (6.99)

Par ailleurs, comme dans la section 6.4, l'entierp est choisi tel que4�p > n , et de cette façon,
B2�;p est une algèbre de Banach. On suppose en�n quef i 2 X 3 (voir la dé�nition 6.3.5) et l'on
pose[f 00

i (')](� ) := @2
y � i (�; '( � )).

Avec ces notations, siy 2 Q �
2�;p , un développement de Taylor élémentaire fournit

(�f i (y))us = ( X x;j
us yx;j

s ) � f 0
i (ys) + ( X xx;jk yxx;jk

s ) � f 0
i (ys) + ausys � f 0

i (ys) +
1
2

(�y )2
us � f 00

i (ys)

+ y]
us � f 0

i (ys) +
Z 1

0
dr r

Z 1

0
dr0 �

f 00
i (ys + rr 0(�y )us)  f 00

i (ys)
�

� (�y )2
us

= x1;j
us � yx;j

s � f 0(ys) + x2;jk
us � yxx;jk

s � f 0
i (ys) + ausys � f 0

i (ys) +
1
2

(�y )2
us � f 00

i (ys)

+ ( X ax;j
us yx;j

s ) � f 0
i (ys) + X axx;jk (yxx;jk

s ) � f 0
i (ys)

+ y]
us � f 0

i (ys) +
Z 1

0
dr r

Z 1

0
dr0 �

f 00
i (ys + rr 0(�y )us)  f 00

i (ys)
�

� (�y )2
us
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et donc, en isolant les termes d' "ordre 3",

(�f i (y))us = x1;j
us � yx;j

s � f 0(ys) + x2;jk
us � yxx;jk

s � f 0
i (ys) + ausys � f 0

i (ys)

+
1
2

(�x j )usyx;j
s � (�x k )usyx;k

s � f 00
i (ys) + f i (y)]

us :

= x1;j
us � yx;j

s � f 0
i (ys) + x2;jk

us �
n

yxx;jk
s � f 0

i (ys) + yx;j
s � yx;k

s � f 00
i (ys)

o
+ ausys � f 0

i (ys)

+ f i (y)]
us ; (6.100)

où f i (y)]
ts est un terme résiduel relativement long (mais facile) à expliciter, et que l'on peut

décomposer enf i (y)]
ts =

P 3
k=1 f i (y)];k

ts , avec (lorsque l'on revient à un processusx 
 -höldérien)

N [f i (y)];k
ts ; Bp=k] � cx;f jt  sj3�  

1 + N [y; Q�
2�;p ]3

�
: (6.101)

Il convient bien sûr de préciser que dans le calcul qui nous a menés à (6.100), nous avons
introduit les opérateurs

X ax;i
ts :=

Z t

s
atu dxi

u ; X axx;ij
ts :=

Z t

s
atu dxj

u (�x i )us; (6.102)

et utilisé la relation de symétrie

x2;jk
us + x2;kj

us = ( �x j )us(�x k )us:

Quant à l'estimation (6.101), elle est (en partie) obtenue grâce aux hypothèses de régularité
naturelles :

X ax;i 2 C
 +2�
2 (L (B2�;p � B p; Bp)); et X axx;ij 2 C2
 +2�

2 (L (B2�;p ; Bp)): (6.103)

A présent, en vue d'interpréter J ts (d̂xi f i (y)) en présence de processus irréguliers, il su�t
d'injecter l'expression (6.100) dans la décomposition

Z t

s
Stu dxi

u f i (yu) = X x;i
ts f i (ys) +

Z t

s
Stu dxi

u �f i (y)us ;

pour obtenir

Z t

s
Stu dxi

u f i (yu) = X x;i
ts f i (ys) + X xx;ij

ts (yx;i
s � f 0

j (ys)) + X xa;i
ts (ys; f 0

i (ys))

+ X xxx;ijk
ts (yxx;ij

s � f 0
k (ys) + yx;i

s � yx;j
s � f 00

k (ys)) + r ts ; (6.104)

avecr ts :=
Rt

s Stu dxi
u f i (y)]

us . L'opérateur X xxx;ijk est ici dé�ni par

X xxx;ijk
ts :=

Z t

s
Stu dxk

u x2;ij
us ; (6.105)

et l'on associe à cet opérateur l'hypothèse de régularité légitime

X xxx;ijk 2 C3

2 (L (B2�;p ; B2�;p )) \ C 3


2 (L (Bp; Bp)): (6.106)

Conformément aux considérations de la section 6.4.1, il reste uniquement à établir le fait quê�r
est un terme d'ordre 4, en tant que processus à valeurs dansBp. Nous allons plus précisément
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montrer que �̂r 2 C
 +3� n=p
3 (Bp). Il su�ra ensuite de choisir p assez grand pour que
 + 3�  

n=p > 1.

Pour calculer �̂r , nous supposerons l'ensemble des conditions algébriques de l'hypothèse 10
satisfaites, et nous ajouterons à ces relations le comportement algébrique deX xxx :

(�̂X xxx;ijk )tus = X x;k
tu x2;ij

us + X xx;jk
tu x1;i

us : (6.107)

En ce qui concerne les conditions analytiques, nous avons déjà mentionné l'hypothèse (6.106),
à laquelle nous ajoutons une version légèrement modi�ée des conditions de l'hypothèse 10 :

X x;i 2 C

2 (L (Bp; Bp)) \ C 


2 (L (B2�;p ; B2�;p )) (6.108)

X x;i 2 C
  n=(2p)
2 (L (Bp=2; Bp)) \ C 
  n=p

2 (L (Bp=3; Bp)) (6.109)

X xx;ij 2 C2

2 (L (Bp; Bp)) \ C 2


2 (L (B2�;p ; B2�;p )) \ C 2
  n=(2p)
2 (L (Bp=2; Bp)): (6.110)

Par ailleurs, en vue de clari�er la présentation du développement, nous aurons recours à la
notation � pour signi�er "congru à un terme d'ordre au moins 
 + 3�  n=p", ou en d'autres
termes : pour toush; l 2 C3(Bp), h � l , h  l 2 C
 +3� n=p

3 (Bp). Avec cette convention, notre
objectif est donc d'établir la relation �̂r � 0.

En revenant à (6.104), on a, par (6.18),

 (�̂r )tus

=  X x;i
tu � (f i (y))us + ( �̂X xx;ij )tus (yx;i

s � f 0
j (ys))  X xx;ij

tu � (yx;i � f 0
j (y))us

+( �̂X xxx;ijk )tus (yxx;ij
s � f 0

k (ys) + yx;i
s � yx;j

s � f 00
k (ys))

 X xxx;ijk
tu � (yxx;ij � f 0

k (y) + yx;i � yx;j � f 00
k (y))us

+( �̂X xa;i )tus (ys; f 0
i (ys))  X xa;i

tu ((�y )us ; f 0
i (ys))  X xa;i

tu (yu ; � (f 0
i (y))us):

On peut d'ores et déjà observer que les cinquième et huitième termes de cette dernière somme
admettent la régularité escomptée. En utilisant les relations algébriques satisfaites par les opé-
rateurs, ainsi que la décomposition (6.100), on déduit ensuite

 (�̂r )tus

�  X xx;ij
tu ((�y x;i )us � f 0

j (ys))  X xx;ij
tu (yx;i

u � � (f 0
i (y))us)

+ X xx;jk
tu

 
x1;i

us �
�

yxx;ij
s � f 0

k (ys) + yx;i
s � yx;j

s � f 00
k (ys)

	�

+ X xa;i
tu (ausys; f 0

i (ys))  X xa;i
tu ((�y )us ; f 0

i (ys))

�  X xx;ij
tu (yx;];i

us � f 0
j (ys))  X xa;i

tu (( �̂y )us; f 0
i (ys))

 X xx;ij
tu

�
yx;i

u � � (f 0
j (y))us  x1;k

us � yx;k
s � yx;i

s � f 00
j (ys)

�

�  X xx;ij
tu

�
yx;i

u �
n

� (f 0
j (y))us  x1;k

us � yx;k
s � f 00(ys)

o�
:

Finalement, il est facile de voir que(�f 0
i (y))us = x1;k

us � yx;k
s � f 00

i (ys) + f 0
i (y)]

us , où f 0
i (y)] est tel

que
N [f 0

i (y)]
ts ; Bp=2] � cx;f jt  sj2� N [y; Q�

2�;p ]2;

En se référant à l'hypothèse (6.110), cette inégalité permet de conclurê�r � 0, ce qui achève
le raisonnement.

Formalisons à présent ces résultats, en �xant tout d'abord les conditions relatives àx :
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Hypothèse 12. Soit x 2 C

1 (Rm ), 
 2 (1=4;1=3]. On admet qu'il existe une suitex" de

processus di�érentiables véri�ant

N [x"  x; C

1 ([0; T]; Rm )] "! 0 ! 0

telle que les opérateurs

X x " ;i ; X ax " ;i ; X x " x " ;ij ; X x " a;i ; X ax " x " ;ij ; X x " x " x " ;ijk

dé�nis par (6.99), (6.102) et (6.105), convergent relativement aux normes associées aux condi-
tions (6.108)-(6.110), (6.103) et (6.106), et ce pour un triplet (
; �; p) tel que


 2 (1=4;1=3] ; � 2 (0; 1=4) ; p 2 N� ; � > n=p ; 
  � > n=p ; 
 + 3�  n=p > 1:

Les processus limites, notés

X x;i ; X ax;i ; X xx;ij ; X xa;i ; X axx;ij ; X xxx;ijk ;

véri�ent alors les relations algébriques qui apparaissent dans l'hypothèse 10, ainsi que la relation
(6.107).

Nous venons alors de prouver :

Proposition 6.7.1. On �xe un intervalle I = [ l1; l2] de [0; T]. Sous l'hypothèse 12 et en
supposant quef = ( f 1; : : : ; f m ) avec f i 2 X 3, on pose, pour touty 2 Q �

2�;p (I ), J (d̂xi f i (y)) :=

(Id  �̂ �̂ )(J ), où, pour tous s < t,

Jts := X x;i
ts f i (ys) + X xx;ij

ts (yx;i
s � f 0

j (ys)) + X xa;i
ts (ys; f 0

i (ys))

+ X xxx;ijk
ts (yxx;ij

s � f 0
k (ys) + yx;i

s � yx;j
s � f 00

k (ys)): (6.111)

Alors :

1. J (d̂xi f i (y)) est bien dé�ni en tant qu'élément deC

2 (I ; B2�;p ) et coïncide avec l'intégrale

de Riemann
Rt

s Stu dxi
u f i (yu) lorsquex est un processus di�érentiable.

2. Pour tout  2 B2�;p , il existe un unique processusz 2 Q �
2�;p (I ) tel que zl1 =  et

(�̂z )ts = J ts (d̂xi f i (y)) si s < t 2 I .

3. On dispose de l'estimation

N [z; Q�
2�;p (I )] � cf;X

�
1 + N [y; C0

1(I ; B2�;p )]3 + T � N [y; Q�
2�;p (I )]3	

; (6.112)

pour un certain coe�cient � > 0.

6.7.2 Résolution du système di�érentiel

Une fois munis de l'estimation (6.112), la résolutionlocaledu système découle des arguments
de point �xe standards, et aboutit à l'énoncé :

Théorème 6.7.1. On suppose l'hypothèse 12 satisfaite et le champf = (f 1; : : : ; f m ) composé
d'éléments deX4. Pour tout  2 B2�;p , il existe un tempsT0 > 0 tel que le système

(�̂y )ts = J ts (d̂xi f i (y)) ; y0 =  ; (6.113)

interprété grâce à la proposition 6.7.1, admet une unique solutiony dans Q�
2�;p ([0; T0]).
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L'application de ce théorème abstrait passe ensuite par le prolongement du chemin

X " := ( X x " ;i ; X ax " ;i ; X x " x " ;ij ; X x " a;i ; X ax " x " ;ij ; X x " x " x " ;ijk )

à tout 3-rough path géométriquex = (x 1 ; x2 ; x3) 2 C

2 (Rm ) � C 2


2 (Rm;m ) � C 3

2 (Rm;m;m ) (voir

l'hypothèse 2). On suit pour cela la même stratégie que dans la section 6.6, en reprenant les
formules (6.84)-(6.87), auxquelles s'ajoutent les deux expressions

X axx;ij
ts :=

Z t

s
�S tu x2;ij

us du;

X xxx;ijk
ts := x3;ijk

ts +
Z t

s
�S tu x3;ijk

us du:



Chapitre 7

Schémas d'approximation

7.1 Introduction

On poursuit dans ce chapitre l'analyse de l'équation de la chaleur rugueuse (5.91), en adop-
tant cette fois un point de vue plus "discret", à travers la mise en place de schémas numériques
facilement implémentables visant à approcher la solutiony. L'e�cacité de ces schémas va ré-
sulter du rapprochement de deux types d'idées : D'une part, les considérations relatives à la
discrétisation du système rugueux standard, telles qu'elles apparaissent dans le chapitre 3 ou
dans [25] ; d'autre part, des méthodes classiques d'approximation de solutions d'EDPS dirigées
par un bruit de Wiener, et en particulier la méthode de Galerkin. Il serait vain de tenter de
fournir une liste exhaustive des très nombreux travaux a�érents à ce dernier sujet, et nous nous
contenterons de citer les références que constituent [52] ou [53].

Comme nous le verrons dans les sections 7.3 et 7.4, la structure des schémas sera en fait
directement dictée par les constructions de l'intégrale rugueuse

Rt
s St  u dxi

u f i (yu) établies dans
le chapitre précédent. Si l'on se réfère par exemple à (6.25) ou à (6.75), il apparaît dans les
deux cas que l'intégrale se décompose sous la forme

(�̂y )ts =
Z t

s
St  u dxi

u f i (yu) = M ts + Rts ; (7.1)

avecM un terme "principal" et R = �̂(J ) un terme "résiduel" (à ne pas confondre cependant
avec le résidu associé à la structure de processus contrôlé pour (6.75)) caractérisé par une grande
régularité vis-à-vis du couple(s; t). De façon tout à fait naturelle, les schémas que nous nous
apprêtons à étudier ne retiendrons que le terme principal entre deux temps de discrétisation,
pour s'écrire :

yn
tn
i +1

= Stn
i +1 tn

i
yn

tn
i

+ M tn
i +1 tn

i
; yn

0 =  ;

où 0 = tn
0 < t n

1 < : : : < t n
n = T est une partition de [0; T] dont le pas tend vers 0. Le

raisonnement est en cela proche des récents travaux de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] pour
le traitement d'un bruit de Wiener : pour obtenir des schémas numériques particulièrement
e�caces, les deux auteurs prennent en e�et appui sur un développement de Taylor de la solution
du système, ce qui correspond exactement à une décomposition de la forme (7.1).

A la di�érence du chapitre précédent, l'équation sera ici considérée surL 2([0; 1]), avec des
conditions au bord de type Dirichlet, et ce pour pro�ter de la diagonalisabilité du semigroupe
associé. Il n'est pas di�cile de constater (ce que nous ferons dans la section 7.2) qu'une grande

175



176 CHAPITRE 7. SCHÉMAS D'APPROXIMATION

partie des propriétés et du formalisme présentés dans la section 6.2 trouve son équivalent dans
ce contexte, ce qui permettra en particulier de transposer sans justi�cation supplémentaire
les résultats des sections 6.3 et 6.5. On ne pourra en revanche retranscrire les résultats des
sections 6.4 et 6.7, pour lesquels il importait que le paramètrep (dans L p(Rn )) soit très grand.
L'étude de schémas d'approximation n'est de toute façon véritablement permise que lorsque
l'on dispose au préalable d'un résultat d'existenceglobaled'une solution, que ne fournissent pas
les théorèmes 6.4.1 et 6.7.1. Nous serons ainsi contraints de nous limiter aux deux situations
suivantes :

(i) Cas Young : le système se présente sous la forme

(�̂y )ts =
Z t

s
St  u dxi

u f i (yu); y0 =  ; (7.2)

avec une condition initiale dans un espace de Sobolev à préciser,x un processus
 -höldérien
pour un certain coe�cient 
 > 1=2, et f i les opérateurs de Nemytskii associés à des fonctions
~f i : R ! R régulières, c'est-à-dire

f i (y)(� ) := ~f i (y(� )) pour tout y 2 L 2([0; 1]):

(ii) Cas rugueux en présence d'un champ régularisé: Le système s'écrit

(�̂y )ts =
Z t

s
St  u dxi

u S" f i (yu); y0 =  ; (7.3)

où les notations ont la même signi�cation que ci-dessus, mais où
 2 (1=3;1=2] et " est un
paramètre supplémentaire strictement positif �xé.

La stratégie que nous allons adopter dans les deux cas sera divisée en trois étapes, chacune
d'entre elles correspondant à un type de discrétisation di�érent :

(a) D'abord, une discrétisation du processus directeurx, rendue possible grâce aux propriétés
de continuité de l'application d'Itô associée au système. Nous reviendrons d'ailleurs en détail
sur ce dernier point, quelque peu négligé dans le chapitre précédent.

(b) Ensuite, une discrétisation en temps suivant la décomposition (7.1), comme nous l'avons
évoqué ci-dessus. Les systèmes (7.2) et (7.3) recevront à cette étape des traitements bien dis-
tincts : pour (7.2), la simplicité de la construction (6.25) de l'intégrale pousse à l'étude d'un
prolongement continu du schéma, tandis que pour (7.3), nous aurons plutôt recours à un rai-
sonnement discret, plus proche des preuves de [25].

(c) En�n, une discrétisation en espace, qui consiste globalement à projeter le système sur un
espace de dimension �nie, conformément à la méthode de Galerkin. L'e�cacité de la procédure
sera ici assurée par la régularité (en espace) de la solution.

A notre connaissance, il s'agit là de la première tentative de mise en place de schémas
d'approximation pour des EDP impliquant un bruit fractionnaire. Grâce aux estimations du
chapitre 3, nous serons en outre en mesure d'exhiber un taux de convergence explicite pour cha-
cun de ces schémas lorsquex désigne un mBf. Dans l'énoncé de ces résultats, la distance entre
la solution exactey et son approximation yM;N sera comme dans les chapitres précédents expri-
mée à l'aide d'une norme höldérienne, topologie inhérente à la méthodologie rough paths. Ceci
rend malheureusement délicate la comparaison avec les taux obtenus par Jentzen et Kloeden
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ou Hausenblas dans le cas d'un bruit de Wiener (voir les références ci-dessus), leurs résultats
faisant appel à la norme du supremum sur[0; T]. Nous devrons pour notre part nous contenter
de conjectures basées sur l'observation de l'erreur empirique pour quelques simulations (voir
les sous-sections 7.3.6 et 7.4.6).

Le chapitre est organisé de la façon suivante : La section 7.2 viendra très brièvement préciser
le cadre dans lequel s'incrit notre analyse ; elle soulignera surtout les analogies avec le modèle
étudié dans le chapitre précédent. La section 7.3 est dédiée à l'étude d'un schéma numérique
pour le système dans la con�guration(i) ; seule une discrétisation basée sur un développement
d'ordre 1 sera ici requise, de telle sorte que l'algorithme pourra être perçu comme une simple
adaptation du schéma d'Euler classique. Nous traiterons ensuite, dans la section 7.4, la con�-
guration (ii) ; le schéma associé mettra logiquement en scène un développement d'ordre 2, et
ressemblera ainsi davantage, comme dans le chapitre 3, au schéma de Milstein standard. En�n,
l'appendix contient la preuve détaillée du résultat fondamental de la section 7.4.

7.2 Cadre d'étude

On considérera l'opérateur laplacien� sur l'espace hilbertien l'espace hilbertienB :=
L 2([0; 1]) avec conditions au bord de Dirichlet. Cet opérateur est diagonalisable, et l'on �xe
d'ailleurs dès à présent une base orthonormée deB constituée de vecteurs propres :

en (� ) :=
p

2 sin(�n� ) (n 2 N� ); et les valeurs propres relatives� n := � 2n2:

On notera (dans cette section du moins)(yn )n les coe�cients d'une fonction y dans cette
base. Pour tout N 2 N� , PN désignera l'opérateur de projection sur le sous-espaceVN :=
Vect fe n ; 1 � n � N g.

Munis de ces notations, les espaces de Sobolev fractionnaires construits surB deviennent
très faciles à caractériser :

Dé�nition 7.2.1. Pour tout � � 0, on notera B� l'espace de Sobolev associé à l'opérateur
fractionnaire ( �) � , espace que l'on peut caractériser par

B� = fy 2 L 2([0; 1]) :
1X

n=1

� 2�
n (yn )2 < 1g; (7.4)

et l'on munit cet espace de sa norme naturelle

kyk2
B�

= k( �) � yk2
B =

1X

n=1

� 2�
n (yn )2: (7.5)

En outre, pour tout � < 0, on poseB� := ( B � )0, et B = B0 = L 2([0; 1]).

Les propriétés élémentaires de ces espaces sont tout à fait analogues à celles du chapitre
précédent :

Proposition 7.2.2. Avec les notations ci-dessus, on dispose des propriétés :
� Inclusions de Sobolev : Si� > 1=4 et 0 < � < 2�  1=2, alors B� est inclus de façon

continue dans l'espaceC� ([0; 1]) des fonctions�-höldériennes sur [0;1].
� Algèbre de Banach : Si � > 1=4, alors B� est une algèbre de Banach, c'est-à-direk' �

 kB� � k'k B� k kB� pour tous ';  2 B � .
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� Projection : Pour tous 0 � � < 
 et tout ' 2 B 
 ,

k'  PN 'k B� � �  (
  �)
N k'k B
 : (7.6)

Démonstration. Les deux premières propriétés sont des résultats classiques, que l'on peut trou-
ver dans [2]. La dernière propriété est quant à elle immédiate : si' =

P
n ' n en 2 B 
 ,

k'  PN 'k 2
B�

=
X

n� N +1

� 2�
n (' n )2 =

X

n� N +1

� 2(� 
 )
n � 2


n (' n )2 � � 2(� 
 )
N k'k 2

B

:

Dans ce contexte, on sait que l'action du semigroupe de la chaleur prend la tournure élé-
mentaire : si ' =

P
n ' nen 2 B, alors pour tout t � 0, St ' =

P
n e t� n ' nen . Il n'est alors pas

di�cile d'établir, par un calcul direct, les propriétés qui font le succès du formalisme �̂ :

Proposition 7.2.3. On dispose des propriétés :
� Contraction : Pour tout � � 0, pour tout t � 0, St est un opérateur de contraction sur

B� .
� Régularisation : Pour tout t > 0 et tous  1 < � < � < 1, St envoie B� sur B� et

kSt 'k B� � c�;� t  (� �) k'k B� : (7.7)

� Régularité höldérienne : Pour tous t > 0; � > 0 et tout ' 2 B � ,

kSt '  'k B � c� t � k'k B� ; (7.8)

k�S t 'k B � c� t  1+� k'k B� : (7.9)

Démonstration. Par exemple, pour (7.9), on sait que si' =
P

n ' n en , alors

�S t ' =
X

n

(� ne t� n ' n ) en ;

et donc

k�S t 'k 2
L 2 =

X

n

(� ne t� n ' n )2

=
X

n

(� 1 �
n e t� n )2(� �

n ' n )2

� c� (t  1+� )2
X

n

(� �
n ' n )2 = c� (t  1+� )2k'k 2

B�
;

où nous avons fait usage de l'inégalité élémentaire� � e t� � c� t  � , valable pour tous�; �; t > 0.
Les autres propriétés peuvent être établies avec des arguments similaires.

On rappelle que ce sont ces propriétés qui ont permis la mise en place du formalisme basé sur
l'opérateur d'incrément modi�é �̂ et surtout la construction de l'opérateur inverse (potentiel)
�̂ (voir [51]). La proposition 7.2.3 autorise ainsi une transposition immédiate de ces résultats,
et en particulier du théorème 6.2.2 :
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Théorème 7.2.1. On �xe un intervalle I de [0; T] et deux paramètres� � 0 et � > 1. Pour
tout h 2 C�

3 (I ; B� ) \ Ker �̂ jC3 (B � ) , il existe un unique élément

�̂ h 2 \ �2[0;�) C� �
2 (I ; B�+ � )

tel que �̂ (�̂ h) = h. �̂ h satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout� 2 [0; �) ,

N [�̂ h; C� �
2 (I ; B�+ � )] � c�;�;T N [h; C�

3 (I ; B� )]: (7.10)

Il peut être intéressant de remarquer que les principaux arguments techniques qui inter-
viennent dans la construction de�̂ (voir [51]) feront leur apparition au travers des preuves des
propositions 7.3.12 et 7.4.10. Notez par ailleurs que nous serons plusieurs fois amenés à mettre
à contribution la relation télescopique : pour touss = t0 < t 1 < : : : < t n = t,

(�̂y )ts =
n 1X

i=0

Stt i +1 (�̂y )t i +1 t i : (7.11)

Souvenons-nous à présent que pour toute fonctionf : R ! R, on dé�nit l'opérateur de Nemyts-
kii N f associé àf par la formule : pour tout y 2 B , pour tout � 2 [0;1], N f (y)(� ) := f (y(� )).
Si f est assez régulier, il est ici possible de contrôler la normekN f (y)kB� sans transiter par une
quelconque classeXk :

Proposition 7.2.4. Si 0 � � < 1=2 et f 2 C1;b(R; R), alors pour tout y 2 B � ,

kN f (y)kB� � cf f1 + kykB� g: (7.12)

Démonstration. Comme dans le chapitre précédent, l'inégalité est obtenue en utilisant une
norme équivalente, en l'occurrence (voir [2])

kyk2
W �

:= kyk2
B +

Z 1

0
d�

Z 1

0
d�

jy(� )  y(� )j2

j�  � j1+4� :

Remarque7.2.5. Désormais, nous noterons plus simplementf pour N f .

La propriété (6.14), qui prenait appui sur un argument de convolution lié à la nature du
semigroupe, n'a pas d'équivalent direct dans le cadre qui nous intéresse. Nous lui substituerons,
au cours du raisonnement de la section 7.4, une relation basée sur l'inclusion suivante :

Proposition 7.2.6. Pour tout � > 1=4, on dispose de l'inclusion continue

L 1(0; 1) � B  � : (7.13)

Démonstration. C'est une retombée directe des inclusions de Sobolev rappelées ci-dessus. En
e�et, si u 2 L 1(0; 1), alors pour tout ' 2 B � ,

�
�
�
�

Z 1

0
u(� )'( � ) d�

�
�
�
� � k'k 1 kukL 1 (0;1) � k'k B� kukL 1 (0;1) :
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7.3 Le cas Young

L'objectif de cette section consiste à introduire et analyser un schéma numérique d'approxi-
mation dans la con�guration (i) décrite en introduction. Nous nous permettons au préalable de
rassembler les di�érents outils et résultats théoriques tirés des sections 6.3 et 6.6. Pour davan-
tage de simplicité, nous travaillerons dans toute section sur l'intervalle de temps[0; T] = [0; 1].

7.3.1 Résultats précédents

On �xe donc dès à présent un processusx 
 -höldérien, pour un certain coe�cient 
 > 1=2.
On supposera que ce processus peut être approché par son interpolation linéaire, hypothèse que
nous étiquetons en vue de références ultérieures :

Hypothèse 13. Soit xM le processus obtenu par interpolation linéaire dex de pas1=M, au-
trement dit : si k

M � t < k+1
M ,

xM;i
t := x i

k
M

+ M
�

t  
k
M

�
(�x) k +1

M ; k
M

: (7.14)

On admettra alors le résultat de convergence

uM := N [x  xM ; C

1 (Rm )] ! 0 (7.15)

lorsqueM tend vers l'in�ni.

Comme expliqué dans la section 6.3, la compréhension du système (7.2) passe alors par
l'identi�cation d'un processus X x particulier :

Lemme 7.3.1. Sous l'hypothèse 13, la suiteX x;i;M des processus à valeurs opérationnelles
dé�nis par

X ~x;i;M
ts :=

Z t

s
Stu d~xM;i

u ; (7.16)

converge vers un élémentX x relativement à la topologie da l'espace

C

2 (L (B� ; B� )) \ C 
  �

2 (L (B; B� ));

et ce pour tout 0 � � < 
 . L'opérateur X x satisfait en outre les deux propriétés :

�̂X x;i = 0 ; PN X x = X xPN (N 2 N� );

où l'opérateur de projection PN a été dé�ni dans la section 7.2.

Démonstration. On reprend l'argument d'intégration par parties de la section 6.6, qui aboutis-
sait à la formule explicite :

X x;i
ts := Sts (�x i )ts  

Z t

s
�S tu (�x i )tu du: (7.17)

Notez que la convergence relative à la normeN [:; C
  �
2 (L (B; B� ))], qui sera mise à contribution

au cours de la procédure de discrétisation en espace, n'apparaissait pas dans l'hypothèse 9. Elle
est cependant facile à véri�er à partir de (7.17).
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Notation 7.3.2. Pour tout coe�cient � 2 (0; 1) �xé, on dé�nira dans ce qui suit la norme
associée àX x par la formule :

kX xk
;� :=
mX

i=1

n
N [X x;i ; C


2 (L (B� ; B� ))] + N [X x;i ; C

2 (L (B; B))] + N [X x;i ; C
  �

2 (L (B; B� ))]
o

: (7.18)

Réécrivons la proposition 6.3.2 dans ce contexte :

Proposition 7.3.3. Pour tout processusz = (z 1; : : : ; zm ) tel que zi 2 C0
1(B� ) \ C �

1 (B) avec
0 < � < 1=2 et 
 + � > 1, on dé�nit l'intégrale

J ts (d̂xi zi ) := X x;i
ts zi

s + �̂ ts
 
X x;i �z i � : (7.19)

Alors :
� J (d̂x z) est bien dé�nie via le théorème 7.2.1, et coïncide avec l'intégrale de RiemannRt

s Stu dxi
u zi

u lorsquex est un processus di�érentiable.
� On dispose de l'estimation :

N [J (d̂x z); C

2 (B� )] � ckX xk
;�

�
N [z; C0

1(B� )] + N [z; C�
1 (B)]

	
: (7.20)

Le résultat principal de la section 6.3 admet à présent l'équivalent suivant :

Théorème 7.3.1. Si f i 2 C2;b(R; R) pour tout i 2 f1; : : : ; mg, le système

(�̂y )ts = J ts (d̂xi f i (y)) ; y0 = h 2 B � ; (7.21)

interprété grâce à la proposition précédente, admet une unique solution globale dansĈ�
1 (B� ), et

ce pour tout � tel que
1=4< � < 1=2 ; 
 + � > 1: (7.22)

On dispose en outre du contrôle :

N [y; Ĉ0;�
1 (B� )] � C (khkB� ; kX xk
;� ) ; (7.23)

pour une certaine fonction C croissante en ses deux arguments. On rappelle que la notation
N [:; Ĉ0;�

1 (B� )] renvoie à

N [y; Ĉ0;�
1 (B� )] := N [y; C0

1(B� )] + N [y; Ĉ�
1 (B� )]: (7.24)

Remarque7.3.4. Il convient d'observer que (7.23) et (7.20) entraînent en particulier

N [y; Ĉ

1 (B� )] � ch;x :

En e�et, puisque y est solution du système, on a

k(�̂y )tskB� � kJ ts (d̂x f (y))kB�

� cx jt  sj 

�

N [f (y); C0
1(B� )] + N [f (y); C�

1 (B)]
	

:

Ensuite, grâce à (7.12) et (7.8), on déduit

N [f (y); C0
1(B� )] � c

�
1 + N [y; C0

1(B� )])]
	

;

puis N [f (y); C�
1 (B)] � cN [y; Ĉ0;�

1 (B� )].
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7.3.2 Schéma et résultat principal

La procédure en trois temps évoquée en introduction, et qui sera analysée en détail dans
les sous-sections qui suivent, conduit de façon naturelle au schéma d'approximation suivant :
si tk = tM

k := k
M ,

yM;N
0 = PN h; yM;N

tk +1
= Stk +1 tk yM;N

tk
+ X x;i;M

tk +1 tk
PN f i (y

M;N
tk

); (7.25)

où, conformément à (7.16),X x;i;M
tk +1 tk

:=
Rtk +1

tk
Stk +1 u dxM;i

u .

Munis de l'hypothèse 13, nous sommes à présent en mesure d'énoncer le résultat de conver-
gence associé au schéma (7.25) :

Théorème 7.3.2. On �xe un paramètre � 2 (1=4;1=2) tel que 
 + � > 1 et 2� > 
 , et l'on
suppose quef i 2 C2;b(R; R) pour tout i 2 f1; : : : ; mg. Sous l'hypothèse 13, il existe une constante
ch;x = ch;x;
;� > 0 telle que, siy désigne la solution de (7.21) donnée par le théorème 7.3.1 et
yM;M le processus dé�ni par le schéma discret (7.25) en prenantN = M ,

sup
0�p<q � M

k�̂ (y  yM;M )tq tp kB�

jtq  tpj �
� ch;x

�
kh  PM hkB� + uM +

1
M 
 + � 1

�
: (7.26)

Les trois sous-sections suivantes sont dédiées à la preuve de ce résultat ; chacune d'entre
elles correspond à l'analyse d'un type de discrétisation.

Remarque 7.3.5. L'hypothèse 2� > 
 ne sera utilisée que pour simpli�er certaines estimations
au cours de la preuve. On peut néanmoins facilement s'en a�ranchir, au prix d'un terme sup-
plémentaire c

M 
  � dans (7.26).

Remarque 7.3.6. Le choix particulier N = M n'a été fait qu'en vue de rendre la forme de
l'estimation plus agréable. Il n'est pas di�cile d'obtenir un résultat plus général avec deux
entiers N et M éventuellement distincts, en reprenant un à un les arguments de la preuve qui
suit.

7.3.3 Discrétisation du processus directeur

On peut de prime abord s'interroger sur la pertinence théorique de cette première étape,
qui va en quelque sorte consister à remplacerX x;i par X x;i;M dans la décomposition (7.19) de
l'intégrale. L'intérêt de la procédure va en fait se révèler lors de l'implémentation concrète de
l'algorithme, dans la mesure oùX x;i;M

tk +1 tk
se résume à

X x;i;M
tk +1 tk

=
Z tk +1

tk

Stk +1 u dxi;M
u = M � (�x i )tk +1 tk �

Z tk +1

tk

Stk +1 u du;

et ainsi, seule la simulation de l'incrément(�x i )tk +1 tk sera requise. Notez dès à présent que
ce commentaire sur à l'aspect pratique d'une discrétisation deX x viendra également justi�er
l'importance de la sous-section 7.4.3 dans l'étude de (7.61).

Notation 7.3.7. Pour tout M 2 N� , on notera yM l'approximation de Wong-Zakaï associée à
xM (de même condition initiale h), autrement dit la solution du système (7.21) lorsquex est
remplacé par son interpolationxM .

La transition entre y et yM est rendue possible par le résultat de continuité suivant :
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Proposition 7.3.8. L'application d'Itô associée au système (7.21) est localement lipschitzienne
vis-à-vis deh et X x . En d'autres termes, si y (resp. ~y) représente la solution dirigée parX x

(resp. X ~x ), de condition initiale h (resp. ~h), alors

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 (B� )] � C

�
khkB� ; k~hkB� ; kX xk
;� ; kX ~xk
;�

� n
kh  ~hkB� + kX x  X ~xk
;�

o
;

(7.27)
pour une certaine fonction C croissante par rapport à chacun de ses arguments.

Démonstration. C'est le même type d'argument que dans la preuve de la proposition 4.1.8.
De façon usuelle, l'inégalité est d'abord établie localement, sur un petit intervalle[0; T0], puis
étendue sur[0;1] en utilisant la version discrète du lemme de Gronwall.

Raisonnement local: Considérons un petit intervalle [0; T0]. En écrivant, pour tous s < t 2
[0; T0],

�̂ (y  ~y)ts = J ts

�
d̂x [f (y)  f (~y)]

�
+ J ts

�
d̂ [x  ~x] f (~y)

�
;

l'inégalité (7.20) entraîne immédiatement

N [y  ~y; Ĉ�
1 ([0; T0]; B� )] � c1T 
  �

0 kX xk
;�

n
N [f i (y)  f i (~y); C0

1([0; T0]; B� )]

+ N [f i (y)  f i (~y); C�
1 ([0; T0]; B)]

o

+ c2kX x  X ~xk
;�
�

N [f i (~y); C0
1(B� )] + N [f i (~y); C�

1 (B)]
	

: (7.28)

D'après (7.23),

N [f i (~y); C0
1(B� )] + N [f i (~y); C�

1 (B)] � cN [~y; Ĉ0;�
1 (B� )] � c~x;~h :

Par ailleurs, à partir de l'expression

[f i (yt )  f i (~yt )]  [f i (ys)  f i (~ys)] =
Z 1

0
dr f 0

i (ys + r (�y )ts ) � � (y  ~y)ts

+
Z 1

0
dr

�
f 0

i (ys + r (�y )ts )  f 0
i (~ys + r (� ~y)ts )

�
� (� ~y)ts ;

on déduit facilement, en utilisant en outre (7.23) et l'inclusion continueB� � L 1 (0; 1),

N [f i (y)  f i (~y); C�
1 ([0; T0]; B)] � c1N [y  ~y; Ĉ0;�

1 ([0; T0]; B� )]

+ c2N [~y; Ĉ0;�
1 (B� )] fky t  ~yt k1 + kys  ~ysk1 g

� c~h;x; ~x

n
N [y  ~y; Ĉ0;�

1 ([0; T0]; B� )] + kh  ~hkB�

o
:

En�n, puisque B� est une algèbre de Banach, on a, pour toutt 2 [0; T0],

kf i (yt )  f i (~yt )kB� = k
Z 1

0
dr f 0

i (~yt + r (yt  ~yt )) � (yt  ~yt )kB�

� ckyt  ~yt kB� fky t kB� + k~ykB� g;

et donc, à nouveau grâce à (7.23),

N [f i (y)  f i (~y); C0
1([0; T0]; B� )] � cx; ~x;h; ~h

n
N [y  ~y; Ĉ0;�

1 ([0; T0]; B� )] + kh  ~hkB�

o
:
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En revenant à (7.28), on peut à présent a�rmer que

N [y  ~y; Ĉ�
1 ([0; T0]; B� )]

� ch;~h;x; ~x

n
T 
  �

0 N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )] + kX x  X ~xk
;� + kh  ~hkB�

o
;

puis, commeyt  ~yt = �̂ (y  ~y)t0 + St0(h  ~h),

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )]

� c1
h;~h;x; ~x

n
T 
  �

0 N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )] + kX x  X ~xk
;� + kh  ~hkB�

o
:

Par conséquent, en choisissantT0 2 (0; 1] tel que c1
h;~h;x; ~x

T 
  �
0 = 1

2 , on obtient

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )] � 2c1

h;~h;x; ~x

n
kX x  X ~xk
;� + kh  ~hkB�

o
:

Prolongement du résultat. Avec les mêmes arguments que dans la première étape, on déduit
facilement, pour tout k 2 N� ,

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([kT0; (k + 1)T 0]; B� )] � 2c1

h;~h;x; ~x

�
kX x  X ~xk
;� + kykT0  ~ykT0 kB�

	
;

et donc, puisqu'en raison de (7.11),

ykT0  ~ykT0 = SkT0 ;0[h  ~h] +
k 1X

l=0

SkT0 ;(l +1)T 0 �̂ (y  ~y)(l +1)T 0 ;lT0 ;

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([kT0; (k + 1)T 0]; B� )]

� 2c1
h;~h;x; ~x

n
kX x  X ~xk
;� + kh  ~hkB� + T �

0

k 1X

l=0

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([lT0; (l + 1)T 0]; B� )]

o
:

Le lemme de Gronwall permet alors d'a�rmer

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([kT0; (k + 1)T 0]; B� )] � c2

h;~h;x; ~x
e

c3
h; ~h;x; ~x

k
n

kX x  X ~xk
;� + kh  ~hkB�

o
:

L'inégalité (7.27) découle �nalement de la relation (consécutive là encore de (7.11))

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([0; 1]; B� )] �

JT0X

k=0

N [y  ~y; Ĉ0;�
1 ([kT0; (k + 1)T 0]; B� )];

où JT0 désigne le plus petit entier tel queJT0 � T0 � 1.

Il su�t maintenant d'utiliser l'hypothèse 13 via le résultat élémentaire :

Lemme 7.3.9. Il existe une constantec
;� telle que

kX x  X x;M k
;� � c
;� N [x  xM ; C

1 (Rm )] � c
;� uM :
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Démonstration. A partir de (7.17), on a, pour toute fonction-test ',

k(X x;i
ts  X x;i;M

ts )'k B�

� kS ts 'k B�

�
� � (x i  xM;i )ts

�
� +

Z t

s
k�S tu 'k B�

�
� � (x i  xM;i )tu

�
� du

� N [x  xM ; C

1 (Rm )] k'k B�

�
jt  sj 
 +

Z t

s
jt  uj 1+
 du

�

� 2N [x  xM ; C

1 (Rm )] k'k B� jt  sj 
 ;

ce qui permet d'étendre l'estimation à tout élément deB� et ainsi d'a�rmer

N [X x;i  X x;i;M ; C

2 (L (B� ; B� ))] � 2N [x  xM ; C


1 (Rm )]:

On utilise ensuite le même type d'argument pour majorer les normes

N [X x;i  X x;i;M ; C

2 (L (B; B))] et N [X x;i  X x;i;M ; C
  �

2 (L (B; B� ))]:

Corollaire 7.3.10. Avec les notations précédentes, il existe une constantech;x telle que, pour
tout M 2 N� ,

N [y  yM ; Ĉ0;�
1 (B� )] � ch;x uM : (7.29)

7.3.4 Discrétisation en temps

Nous souhaitons étudier, dans cette sous-section, le schéma in�ni-dimensionnel intermé-
diaire :

yM
tk +1

= Stk +1 tk yM
tk

+ X x;i;M
tk +1 tk

f i (yM
tk

) ; yM
0 = h: (7.30)

Commençons par prolonger continûmentyM sur [0;1], suivant la formule : si t 2 [tk ; tk+1 ),

yM
t := Stt k yM

tk
+ X x;i;M

tt k
f i (yM

tk
): (7.31)

Observons à présent qu'en posantr M
ts := �̂ ts

 
X x;i;M �f i (yM )

�
, on peut écrire, pour tout

k 2 f0; : : : ; M  1g,

yM
tk +1

= Stk +1 tk yM
tk

+
Z tk +1

tk

Stk +1 u dxi;M
u f i (yM

u )  r M
tk +1 tk

: (7.32)

Le prolongement de cette expression à tous tempss < t 2 [0;1] conduit aux deux formules :

Lemme 7.3.11. Si tp � s < t p+1 < : : : < t q � t < t q+1 , alors

(�̂y M )ts =
Z t

s
Stu dxi;M

u f i (yM
u )  yM;]

ts ; (7.33)

avec

yM;]
ts := r M

tt q
 Sts r M

stp
+

q 1X

k= p

Stt k +1 r M
tk +1 tk

; (7.34)

tandis que sitp � s < t < t p+1 ,

(�̂y M )ts = X x;i
ts f i (yM

tp
): (7.35)
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Démonstration. La formule (7.35) est une conséquence directe de la relation̂�X x;i;M = 0.
Quant à la relation (7.33), elle découle de l'association de (7.32) et de la relation algébrique
(7.11), qui donne ici

(�̂y M )ts =
q 1X

k= p+1

Stt k +1 (�̂y M )tk +1 tk + ( �̂y M )tt q + Stt p+1 (�̂y M )tp+1 s

=

2

4
Z tq

tp+1

Stu dxi;M
u f i (yM

u )  
q 1X

k= p+1

Stt k +1 r M
tk +1 tk

3

5

+

" Z t

tq

Stu dxi;M
u f i (yM

u )  r M
tt q

#

+ Stt p+1 (�̂y M )tp+1 s (7.36)

Or

(�̂y M )tp+1 s

= ( �̂y M )tp+1 tp  Stp+1 s(�̂y M )stp

=

" Z tp+1

tp

Stp+1 u dxi;M
u f i (yM

u ) + r M
tp+1 tp

#

 Stp+1 s

" Z s

tp

Ssu dxi;M
u f i (yM

u )  r M
stp

#

;(7.37)

et il su�t d'injecter (7.37) dans (7.36) pour obtenir (7.33).

Nous allons nous appuyer sur les deux expressions (7.33) et (7.35) pour obtenir un contrôle
uniforme (vis-à-vis de M ) de N [yM ; Ĉ0;�

1 ([0; 1]; B� ))], ce qui constitue le résultat principal de
cette sous-section :

Proposition 7.3.12. Il existe une constantech;x telle que pour toutM 2 N� ,

N [yM ; Ĉ0;�
1 ([0; 1]; B� )] � ch;x : (7.38)

Démonstration. En utilisant un procédé de récurrence surl , nous allons plus précisément mon-
trer l'assertion : Il existe une constante" = "( x) et un réel N l = N l (h; x) tel que

N [yM ; Ĉ0;�
1 ([0; l"])] � N l :

Pour l = 0, on prend bien sûr N0 = khkB� . Supposons à présent la propriété véri�ée pour un
entier l donné, et soit s; t 2 [0; (l + 1)"] .

1er cas : s; t 2 [l"; (l + 1)"] .

1er sous-cas: tp � s < t p+1 < : : : < t q � t < t q+1 , avec jt  sj � 1
M . Alors, d'après (7.33),

(�̂y M )ts =
Z t

s
Stu dxi;M

u f i (yM
u )  yM;]

ts :

En utilisant l'estimation (7.20) (appliquée avec X x;M ), associée au fait quekX x  X x;M k
;�

tende vers0, on déduit d'abord aisément

k
Z t

s
Stu dxi;M

u f i (yM
u )kB� � cx jt  sj � " 
  �

n
1 + N [yM ; Ĉ0;�

1 ([0; (l + 1)"])]
o

:
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Par ailleurs, grâce à la propriété de contraction (7.10) dê� , on obtient, pour tout v < w 2
[0; (l + 1)"]

kr M
wvkB � cx jw  vj 
 + �

n
1 + N [yM ; Ĉ0;�

1 ([0; (l + 1)"])]
o

;

mais aussi
kr M

wvkB� � cx jw  vj 

n

1 + N [yM ; Ĉ0;�
1 ([0; (l + 1)"])]

o
:

Ainsi,

kyM;]
ts kB� � kr M

tt q
kB� + kr M

stp
kB� + kr M

tq tq 1
kB� + c�

q 2X

k= p

jt  tk+1 j � kr M
tk +1 tk

kB

� cx

n
1 + N [yM ; Ĉ0;�

1 ([0; (l + 1)"])]
o

�
8
<

:
jt  sj 
 +

1
M 
 + � 1

0

@ 1
M

q 2X

k= p

jt  tk+1 j �

1

A

9
=

;

� cx

n
1 + N [yM ; Ĉ0;�

1 ([0; (l + 1)"])]
o

(

jt  sj 
 +
jt  sj1 �

M 
 + � 1

)

� cx jt  sj 

n

1 + N [yM ; Ĉ0;�
1 ([0; (l + 1)"])]

o
:

2ème sous-cas: tp � s < t < t p+1 . Alors (�̂y M )ts = X x;i;M
ts f i (yM

tp
), et donc

k(�̂y M )tskB� � cx jt  sj 

n

1 + N [yM ; Ĉ0;�
1 ([0; (l + 1)"])]

o
:

3ème sous-cas: tp � s < t p+1 � t < t p+2 avec jt  sj � 1=M. Il su�t d'observer que
k(�̂y M )tskB� � k( �̂y M )tt p+1 kB� + k(�̂y M )tp+1 skB� , puis de se ramener au second sous-cas.

Conclusion du 1er cas :

N [yM ; Ĉ�
1 ([l"; (l + 1)"])] � cx " 
  �

n
1 + N [yM ; Ĉ0;� ([0; (l + 1)"])]

o
:

2ème cas : s < l" � t � (l + 1)". On a k(�̂y M )tskB� � k( �̂y M )t;l" kB� + k(�̂y M ) l";s kB� , et
donc, grâce à l'hypothèse de récurrence,

k(�̂y M )tskB� � j t  sj �
n

N [yM ; Ĉ�
1 ([l"; (l + 1)"])] + N l

o
:

L'association des deux cas de �gure conduit à

N [yM ; Ĉ�
1 ([0; (l + 1)"])] � cx " 
  �

n
1 + N [yM ; Ĉ0;�

1 ([0; (l + 1)"])]
o

+ N l :

Puisque, pour tout t 2 [0; (l + 1)"] , kyM
t kB� � khk B� + N [yM ; Ĉ�

1 ([0; (l + 1)"])] , on déduit
ensuite

N [yM ; Ĉ0;�
1 ([0; (l + 1)"])] � khk B� + 2N l + 2cx " 
  �

n
1 + N [yM ; Ĉ0;� ([0; (l + 1)"])]

o
:

A partir de cette estimation, il apparaît clairement qu'il su�t de choisir " tel que 2cx " 
  � = 1=2
et de poser

N l+1 := 2khk B� + 4N l + 1:
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Remarque7.3.13. Cette majoration uniforme permettrait sans aucun doute de montrer, via un
un argument de compacité, la convergence deyM vers la solutiony de (7.21), comme dans [25].
Nous établirons pour notre part directement la convergence de l'approximationyM;M dé�nie
par (7.25).

7.3.5 Discrétisation en espace

Il s'agit de la dernière étape. On revient ainsi à l'étude du processusyM;N issu du schéma
général (7.25), processus que l'on prolonge continûment sur[0;1] comme dans la sous-section
précédente, en adaptant légèrement (7.31). Grâce au corollaire 7.3.10, on sait qu'il su�t de
contrôler la norme N [yM  yM;M ; C


1 ([0; 1]; B� )], où l'on rappelle que la notation yM désigne
l'approximation de Wong-Zakai, telle qu'elle a été dé�nie dans la sous-section 7.3.3.

Commençons par observer que (7.25) est un cas particulier de (7.30), obtenu en remplaçant
le champ (y 7! f i (y)) par le champ (y 7! PN f i (y)). Ceci signi�e en particulier que les deux
décompositions (7.33) et (7.35) restent valables pouryM;N , en substituant bien entendu àr M

et yM;] les processus
r M;N

ts := �̂ ts
 
X x;i;M PN (�f i (yM;N ))

�
;

yM;N;]
ts := r M;N

tt q
 Sts r M;N

stp
+

q 1X

k= p

Stt k +1 r M;N
tk +1 tk

;

pour tp � s < t p+1 < : : : < t q � t < t q+1 . Par ailleurs, dans la mesure où l'opérateurPN est
une contraction sur chaqueB� , il est clair que les arguments mis en ÷uvre dans la preuve de
la proposition 7.3.12 restent vrais dans ce contexte, ce qui permet directement d'a�rmer :

Proposition 7.3.14. Il existe une constantecx;h telle que pour tousM; N 2 N� ,

N [yM;N ; Ĉ0;�
1 ([0; 1])] � cx;h :

Supposons à présent les hypothèses du théorème 7.3.2 satisfaites, avec en particulier2� > 

et M = N . La comparaison entreyM;M et yM va faire appel aux deux résultats préliminaires
suivants :

Lemme 7.3.15. Il existe une constantech;x telle que sitp � s < t p+1 < : : : < t q � t < t q+1 ,
avec jt  sj � 1=M, alors

kyM;M;]
ts kB� �

ch;x

M 
 + � 1 jt  sj � :

Démonstration. On utilise les mêmes arguments que dans la preuve de la proposition 7.3.12,
auxquels on associe le résultat uniforme de la proposition 7.3.14, ce qui donne

kyM;N;]
ts kB� � kr M;N

tt q
kB� + kr M;N

stp
kB� + kr M;N

tq tq 1
kB� + c�

q 2X

k= p

jt  tk+1 j � kr M;N
tk +1 tk

kB

� ch;x

8
<

:
1

M 
 +
1

M 
 + � 1

0

@ 1
M

q 1X

k= p

jt  tk+1 j �

1

A

9
=

;

� ch;x

(
jt  sj �

M 
  � +
jt  sj1 �

M 
 + � 1

)

� cx;h
jt  sj �

M 
 + � 1

où, pour la dernière inégalité, on s'est appuyé sur le fait que1=4< � < 1=2< 
 < 1.
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Lemme 7.3.16. Il existe une constantech;x telle que sitp � s < t p+1 < : : : < t q � t < t q+1 ,
avec jt  sj � 1=M, alors

k
Z t

s
Stu dxi;M

u (PM  Id)f i (yM;M
u )kB� �

ch;x

M 2(
  �)
jt  sj � :

Démonstration. PuisquePM commute avec le semigroupe, on peut écrire

Z t

s
Stu dxi;M

u (PM  Id)f i (yM;M
u )

= X x;i;M
ts (PM  Id)f i (yM;M

s ) + ( PM  Id) �̂ ts (X x;i;M �f i (yM;M )):

En utilisant à présent le lemme 7.3.9, ainsi que le contrôle uniforme donné par la proposition
7.3.14, on obtient facilement

kX x;i;M
ts (PM  Id)f i (yM;M

s )kB� � cx jt  sj 
  � k(PM  Id)f i (yM;M
s )kB

� cx
jt  sj 
  �

M 2� kf i (yM;M
s )kB�

� ch;x
jt  sj �

M 
 ;

puis

k(PM  Id)�̂ ts (X x;i;M �f i (yM;M ))kB� �
1

M 2(
  �)
k�̂ ts (X x;i;M �f i (yM;M ))kB
 � ch;x

jt  sj �

M 2(
  �)
:

Nous sommes désormais en mesure d'établir le résultat principal de cette sous-section, ré-
sultat qui, associé au corollaire 7.3.10, achève la preuve du théorème 7.3.2.

Proposition 7.3.17. Il existe une constantech;x telle que pour toutM 2 N� ,

N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 (B� )] � ch;x

�
kh  PM hkB� +

1
M 
 + � 1

�
: (7.39)

Démonstration. Résultat local. On considère d'abord un intervalleI 0 = [0; T0], avecT0 un temps
que nous préciserons à la �n de cette première étape. Soits; t 2 [0; T0].

1er cas : si tp � s < t < t p+1 , alors

�̂ (yM  yM;M )ts = ( �̂ yM )ts  X x;i;M
ts PM f i (y

M;M
tp

);

d'où

k�̂ (yM  yM;M )tskB� � ch;x jt  sj 
 � ch;x
jt  sj �

M 
  � :

2ème cas : si tp � s < t p+1 � t < t p+2 , on revient au cas précédent après avoir remarqué
que

k�̂ (yM  yM;M )tskB� � k �̂ (yM  yM;M )tt p+1 kB� + k�̂ (yM  yM;M )tp+1 skB� :
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3ème cas : tp � s < t p+1 < : : : < t q � t < t q+1 avec jt  sj � 1=M. Alors

�̂ (yM  yM;M )ts =
Z t

s
Stu dxi;M

u

�
f i (yM

u )  PM f i (yM;M
u )

�
+ yM;M;]

ts

=
Z t

s
Stu dxi;M

u

�
f i (yM

u )  f i (yM;M
u )

�

+
Z t

s
Stu dxi;M

u (Id  PM )f i (yM;M
u ) + yM;M;]

ts :

En se référant aux deux lemmes précédents, on peut d'abord a�rmer que

k
Z t

s
Stu dxi;M

u (Id  PM )f i (yM;M
u ) + yM;M;]

ts kB� � ch;x
jt  sj �

M 
 + � 1 :

Il n'est par ailleurs pas di�cile de constater que

k
Z t

s
Stu dxi;M

u

�
f i (yM

u )  f i (yM;M
u )

�
kB� � c1

h;x jt  sj � T 
  �
0 N [yM  yM;M ; Ĉ0;� ([0; T0]; B� )];

pour une certaine constantec1
h;x que l'on �xe pour le reste de la preuve.

L'association des trois cas de �gure mène à

N [yM  yM;M ; Ĉ�
1 ([0; T0]; B� )] �

c2
h;x

M 
 + � 1 + c1
h;x T 
  �

0 N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )]:

Pour majorer N [yM  yM;M ; C0
1([0; T0]; B� )], il su�t ensuite d'observer que yM

s  yM;M
s =

�̂ (yM  yM;M )s0 + Ss0(h  PM h), et donc

N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )]

� kh  PM hkB� +
2c2

h;x

M 
 + � 1 + 2 c1
h;x T 
  �

0 N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )]:

On choisit par conséquentT0 tel que 2c1
h;x T 
  �

0 = 1=2 pour obtenir

N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 ([0; T0]; B� )] � 2kh  PM hkB� +

4c2
h;x

M 
 + � 1 : (7.40)

Prolongement du résultat: En suivant les mêmes étapes que dans le raisonnement local, on
obtient, pour tout � > 0,

N [yM  yM;M ; Ĉ�
1 ([T0; T0 + � ]; B� )] �

c2
h;x

M 
 + � 1 + c1
h;x � 
  � N [yM  yM;M ; Ĉ0;�

1 ([0; T0 + � ]; B� )];

ce qui, associé à (7.40), entraîne

N [yM  yM;M ; Ĉ�
1 ([0; T0 + � ]; B� )]

� 2kh  PM hkB� +
5c2

h;x

M 
 + � 1 + c1
h;x � 
  � N [yM  yM;M ; Ĉ0;�

1 ([0; T0 + � ]; B� )];
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puis

N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 ([0; T0 + � ]; B� )]

� 5kh  PM hkB� +
10c2

h;x

M 
 + � 1 + 2 c1
h;x � 
  � N [yM  yM;M ; Ĉ0;�

1 ([0; T0 + � ]; B� )]:

En prenant � = T0, on déduit alors

N [yM  yM;M ; Ĉ0;�
1 ([0; 2T0]; B� )] � 10kh  PM hkB� +

20c2
h;x

M 
 + � 1 :

Il su�t ensuite de répéter la procédure jusqu'à ce que l'intervalle [0;1] soit recouvert.

7.3.6 Résultats numériques pour le mBf

Pour être en mesure d'appliquer le théorème 7.3.2 à un processusx 
 -höldérien (
 > 1=2),
la seule condition à véri�er est la convergence (7.15) de l'interpolation linéaire de ce processus.
Grâce aux résultats du chapitre 3, nous savons que cette hypothèse est en particulier (p.s)
satisfaite lorsquex = X est un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=2. En injectant
le résultat du corollaire 3.1.9, l'estimation (7.26) prend la forme plus précise :

Théorème 7.3.3. Soit X un mBf d'indice de Hurst H > 1=2. On �xe deux paramètres� 2
(1=4;1=2) et 
 2 (1=2; H) tels que
 + � > 1 et 2� > 
 , et l'on suppose quef i 2 C2;b(R; R),
i = 1; : : : ; m. Soit Y la solution du système

(�̂Y )ts = J ts (d̂X f (Y )) ; Y0 = h 2 B � ;

interprété de façon trajectorielle grâce à la proposition 7.3.3, etY M;M le processus issu du
schéma numérique (7.25). Alors il existe une variable aléatoirec
;�;h;X �nie p.s telle que, pour
tout M 2 N� ,

sup
0�p<q � M

k�̂ (Y  Y M;M )kB�

jtq  tpj �
� c
;�;h;X

(

kh  PM hkB� +

p
log(M )

M H  
 +
1

M 
 + � 1

#

: (7.41)

En pratique, le fait que le semigroupe soit diagonalisable dans la baseen considérée (voir les
notations de la section 7.2) rend l'implémentation du schéma (7.25) très simple. En e�et, en

posant Y M;M;l
tk

:=
D

Y M;M
tk

; el

E
, on a, pour tout l 2 f1; : : : ; M g,

Y M;M;l
tk +1

= e � l =M Y M;M;l
tk

+
M 2

� l

n
1  e � l =M

o mX

i=1

(�X i )tk +1 tk

D
f i (Y

M;M
tk

); el

E
: (7.42)

Le code Matlab qui suit rend compte d'une possible implémentation de l'algorithme, pour
laquelle on a prism = 1, et comme dans [58],

h(� ) =
1
2

sin(�� ) +
3
5

sin(3�� ) ( � 2 [0;1]); f k (x) =
k � (1  x)

1 + x2 (x 2 R): (7.43)

Le paramètre k est ici destiné à observer l'in�uence de la perturbation (voir la �gure 7.3.6).

La procédure simule plus précisément l'évolution en temps du processus à valeurs fonctionnelles
Y M;M . A chaque pas, les coe�cients de Fourier

D
f i (Y

M;M
tk

); el

E
sont approchés via la fonction
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de transformation en sinus discrètedst (et son inverseidst). Quant aux incréments du mBf,
ils sont calculés à l'aide (d'une version convenablement translatée) de la fonctionwfbm, qui
repose sur la décomposition du processus sur une base d'ondelettes, suivant la méthode proposée
par Abry et Sellan dans [1]. Soulignons en�n le fait qu'il est possible de nuancer l'action du
semigroupe en remplaçant le semigroupe de la chaleurS� par St := S�

�t , pour un certain
paramètre �. Les résultats théoriques de cette section restent bien entendu valables pour le
système modi�é.

function [ l ]= e i g v a l (N)
l = [ ] ; for i =1:N, l ( i )=( p i � i ) ^2 ; end

function [ S]= semigr (M,N, l , kappa )
S = [ ] ; for i =1:N, v ( i )= exp ( l ( i )^2/( kappa � M) ) ; end

function =simulyoung (H,M,N, k , kappa )
l=e i g v a l (N) ; S=semigr (M,N, l , kappa ) ;
X=(1/M)^H � wfbm(H,M+1);
A=[1/2 ,0 ,3 /5 , zeros (1 ,N 3 ) ] ;
u= zeros (1 ,N) ; fy= zeros (1 ,N) ;
for i =1:M

u=dst (A( i , : ) ) ; f y =0.5 � i d s t ( k � (1 u ) . / (1+u . ^ 2 ) ) ;
A( i +1 ,:)=S . � A( i , : )

+((kappa . / l ) . � (1  S ) ) � M� (X( i +1)  X( i ) ) . � f y ;
end

E= [ ] ; for j =1:M+1, E( j , : ) = dst (A( j , : ) ) ; end
plot ( l inspace (0 ,1 ,N+2) ,

[ 0 , ds t ( [ 1 / 2 ,0 ,3 /5 , zeros (1 ,N 3 ) ] ) , 0 ] ) ;
F(1)= get f rame ; for p=1:M

plot ( l inspace (0 ,1 ,N+2) , [0 ,E(p + 1 , : ) , 0 ] ) ;
hold o f f ;
F(p+1)=get f rame ; end

movie (F, 1 , 2 )

Comme nous l'avons déjà évoqué dans l'introduction, il semble di�cile de comparer le
taux de convergence (7.41) aux résultats de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] ou Hausenblas
[53] (pour un processus de Wiener), tous exprimés à l'aide de la norme du supremum (en
temps). Etant données les contraintes sur les deux paramètres� et 
 , (7.41) permet simplement
d'a�rmer : si h 2 VM ,

sup
p2f0;:::;M g

kYtp  Y M;M
tp

kB� � c
log(M )

M
1
2 (H  1=2)

; (7.44)

estimation dont la non-optimalité ne fait aucun doute.

En vue d'observer le taux de convergence e�ectif de l'algorithme, nous avons représenté, sur
la �gure 7.3.6, une simulation (moyennée sur 20 réalisations du mBf) de la fonction

n 7! log2kY M 0 ;M 0
1  Y 2n ;2n
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