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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs

La théorie des trajectoires rugueuses (owough pathg a été initiée par Terry Lyons il y a
une dizaine d'années en vue d'o rir une interprétation des intégrales dites rugueuses, car de la
forme Z,

Yu dXu; (1.1)

S

ou x est un processudractionnaire, c'est-a-dire non di érentiable mais présentant une certaine
régularité holdérienne 2 (0;1). L'engouement suscité par cette approche, et que viennent
traduire les multiples publications inspirées des travaux de Lyons, trouve essentiellement son
explication a travers deux aspects fondamentaux de la théorie : d'une part, I'élégance du pro-
cédé, qui met en avant toute lalégitimité de la construction, d'autre part, la souplessedu
formalisme en jeu, qui permet d'envisager le traitement dédruits x trés généraux

Légitimité. L'intégrale rugueuse (1.1), dé nie au sens des rough paths, est une extension
directe de l'intégrale de Lebesgue usuelle : pour toute suitéx") de processus di érentiables
qui convergerait versx (relativement a une topologie a préciser), la suite des intégrales

Z Zy

yudx) = yyxgdu
S S

converge versRSt yu dxy. En d'autres termes, le procédé de construction estontinu par rapport

au processus qui dirige l'intégrale. La complexité des mécanismes mis en +uvre dans la théorie
sera retranscrite par le biais des topologies qui interviennent dans I'énoncé complet de cette
derniere assertion.

Souplesse. L'interprétation de l'intégrale (1.1) n'est permise que pour une classe d'inté-
grants y spéci que, dont I'expression générale est le plus souvent liée au processusl. 'atout
majeur de la théorie des rough paths réside dans le fait que la classe d'intégrants en question
présente susamment de stabilité vis-a-vis de l'opération de composition avec un champ de
vecteurs régulier, mais aussi vis-a-vis du processus d'intégration lui-méme, pour permettre
l'interprétation du systéme di érentiel rugueux dy; = (y¢) dx¢; Yo = a, c'est-a-dire

Z t
yt= a+ (Yu) dXy; (1.2)
0
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ou a est une condition initiale xée. L'ensemble des processus intégrables est en outre assez large
pour autoriser la résolution du systéme (1.2) par le biais d'arguments de point xe standards.
Le principe évoqué au point précédent s'étend alors a la solutiog du systeme, qui dépend
ainsi continlment de x : c'est le théoreme de la limite universelle

E cacité . Aussi performante soit-elle, la méthode développée par Doss et Sussmann [31,
97] an d'interpréter et résoudre le systéeme (1.2) ne s'appligue qu'a des processis uni-
dimensionnels, ou lorsque les composantes du champ de vecteursatisfont une certaine condi-
tion de commutativité. La théorie des rough paths prend ainsi toute sa valeur et sa spéci cité
dés quex est a valeurs multi-dimensionnelles, voire in ni-dimensionnelles, et ce en présence
de champs tres généraux. Dans ces circonstances, elle englobe largement l'interprétation four-
nie par Young dans son article [106], et constitue a ce jour la seule approche (déterministe)
disponible lorsque le coe cient de régularité holdérienne est inférieur a 1=2.

La construction proposée par Lyons dans [66] prend source dans les travaux de Chen [12,
13, 14]. Si cette construction a été introduite dans la perspective d'envisager un bruit holdérien,
cette seule hypothése ne sut généralement pas a l'analyse du systeme (1.2). Les conditions
préalables a I'amorce du mécanisme des rough paths peuvent étre trés grossiérement résumées
par le principe général suivant :

A n de donner sens au systeme (1.2) lorsqu& est un processus -holdérien, puis
résoudre ce systeme, il sut de justi er I'existence des intégrales itérées associées
a x, dé nies (formellement) pour tous tempss <t comme les éléments de l'algebre
tensorielle donnés par la relation itérative

Zt
— . n+1 _ n .
Xgt = Xt Xs 5 Xgp = Xgu  OXy; (1.3)
S

et ce jusqu'a un certain ordre lié au coe cient

Si > 1=2, seulx! entrera en jeu, et aucune hypothése autre que la régularité héldérienne
n'est alors requise. C'est le cas diYoung, en référence a la construction proposée par ce dernier
dans [106]. Si 2 (1=3;1=2] l'analyse du systéme fera en outre intervenir le processus® :
[0;T]?! V V (six estavaleurs dans I'espac¥). Plus généralement, si 2 (1=(k +1); 1=K],

il faut étre en mesure de prouver I'existence des intégrales itérées jusqu'a l'ordke

appelétrajectoire rugueuse(ou rough path) au-dessus de. C'est seulement a partir de la donnée
de cet élément de l'algébre tensorielle que la procédure imaginée par Lyons peut étre enclenchée,
pour nalement aboutir a la résolution de (1.2) et au théoréme de la limite universelle.

Pour tenter d'appréhender le mécanisme en jeu (mécanisme sur lequel nous reviendrons
en détail dans la premiere partie), supposons un instant le processusdi érentiable et uni-
dimensionnel. Pour toute application : R! R susammentréguliere, la solution y du systéme
(1.2), donnée par le théoreme de Cauchy classique, peut étre développée entre deux instants
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s<t 2 [0;T] de la fagon suivante :

Z t
Yo Ys = (Yu) dxy
s Z,
= (Ys) (Xt Xs)+ [ (yu) (ys)] dxy
s
Z t
= (ys) (Xt Xs)*+ Ays) (Yu Ys)dxy+ rsl;t
s z,
= (Ys) (Xt Xs)+ O(YS) (Ys) (Xu  Xs)dxy + ré;t + rg;t; (1.4)
s
ou I'on a noté successivement
Z t Z 1
1 _ .
Mgt = . dr O(Ys +r(Yu VYs)) O(YS) (Yu Ys) dXu;
s
Z tZ u

o= qys) [ (W) (¥s)] dxy dxy:

S

En se référant au formalisme décrit par (1.3), et en notant en outrers; = ri, + rg;t, la

décomposition (1.4) s'écrit également :

Vi Ys= (¥s) Xert A¥s)  (¥s) X&i+ rsi (1.5)

Moralement, du point de vue de la régularité vis-a-vis du couplé€s;t), (ys) xé;t (resp. qys)

(ys) xg;t) représente un terme d'ordrel (resp. d'ordre 2), tandis que les expressions qui
composentr font apparaitre des variations d'ordre 3. C'est & ce stade qu'intervient le résultat
qui va régir la construction des intégrales rugueuses (dans le cas 1=3du moins) et que I'on
peut retranscrire, de facon simpli ée, a travers l'assertion :

Si x et y sont deux processus -héldériens, avec 1=3, et six autorise la
construction d'une intégrale itérée d'ordre deuxxg;t = St(xu Xs) dxy telle que
xZ, o jt sj® pourtouss<t 2 [0;T]; (1.6)
alors le processug qui apparait dans (1.5) peut étre prolongé en une fonction du
triplet (x*;x?;y), et ce de fagon continue relativement & la topologie issue de la

condition (1.6) pour la seconde variable (et a une topologie plus sophistiquée pour
la troisieme variable).

Cette extension permet ainsi de donner sens au membre de droite de I'expression (1.5)
dans ce contexte, pour une classe de processysassez large. Elle fournit par la méme une
interprétation légitime du systéme (1.2) dans le cas ou est strictement supérieur al1=3, cette
derniére condition permettant d'envisager le terme résiduet comme un processus de régularité
holdérienne3 > 1.

Le procédé peut ensuite étre étendu a des processksnoins réguliers encore, en partant
de développements du systéme similaires a (1.5), mais d'ordres plus élevés.

Les éléments techniques sous-jacents a cette procédure ont plusieurs fois été reprécisés au
cours des dix derniéres années, d'abord par Lyons lui-méme, en collaboration avec Qian [68], ou
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dans le cours de Saint-Flour [67], puis par Laure Coutin, Antoine Lejay, Peter Friz et Nicolas
Victoir (entre autres) a travers une série d'articles qui ont poussé le formalisme original jusqu'a

un degré de perfectionnement trés élevé [18, 19, 21, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 62, 63, 64]. L'ouvrage
de Friz et Victoir [41] rend compte du haut niveau de maturité désormais atteint par la théorie
dans I'étude du systeme (1.2).

Le point de vue utilisé dans ce mémoire est celui développé par Massimiliano Gubinelli
dans son article Controlling rough paths [46]. Cette variante de la théorie des rough paths,
proche des conceptions de Feyel et De La Pradelle [33, 34], est généralement désignée par
I'appellation théorie desk-incréments. Elle restitue I'essentiel des idées originales de Lyons, tout
en s'a ranchissant du cadre d'étude hautement abstrait mis en +uvre dans [68], et développé par
Friz et Victoir. A l'approche géométrique de ces derniers auteurs, Gubinelli substitue en outre
un point de vue plus algébriquedu processus d'intégration contre des fonctions héldériennes,
comme est récemment venu le souligner son articlRami cation of rough paths [49].

L'objectif principal de ma thése a consisté a illustrer la souplesse des méthodes initiées par
Gubinelli a travers la considération de systemes di érentiels moins standards que le systeme
décrit par (1.2), et ce dans un cadre ni ou in ni-dimensionnel. Deux types de travaux avaient
déja convergé en ce sens :

Neuenkirch, Nourdin et Tindel s'étaient penchés sur le cas de équation avec retard ru-
gueuse que l'on peut écrire :
( R,
Ye= o+ o (YusYu r5iiiiYu r)dXy pourtout t O;
Vi tSit2[ rg;0];

ourp <:::<r i sontdes instants xés. Leurs résultats ont donné lieu a l'article [75].
Plusieurs auteurs avaient envisagé la possibilité de dé nir deséquations aux dérivées
partielles rugueusesou plus exactementperturbées par un bruit rugueux autrement dit
des systémes de la forme :

dyt = Aypdt+ f (yr) dxi;

avec A un opérateur non borné d'un espace de Banach. Nous reviendrons plus en détalil
sur ces di érents travaux, mais citons des a présent les articles de Gubinelli, Lejay et
Tindel [50, 51].

Nous avons poursuivi ce projet a travers I'étude de deux systemes étjuation de Volterra
et I'équation de la chaleurtoutes deux dans leur version rugueuse.
L'égquation de Volterra. Il s'agit a l'origine de I'équation intégrale
z t
Yo = a+ (tu;yu) du;
0
qui, sous sa forme rugueuse, devient
Z t
yi = a+ (t;u;yy) dxy; a.7)
0
avec X un bruit fractionnaire multidimensionnel. La particularité de ce systéme tient bien
entendu au fait que l'intégrant (t;u;y,) dépende de la variable courantd, dépendance qui
induit un comportement global du systéme radicalement di érent de celui du systéme standard
décrit par (1.2).
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L'équation de la chaleur Ce travail en collaboration avec Gubinelli et Tindel faisait direc-
tement suite a l'article [51] relatif aux équations d'évolution rugueuses. L'objectif du projet
consistait a interpréter et résoudre le systéme in ni-dimensionnel

X0 .
dyr =y ¢+  filypdxy ; Yo= ; (1.8)
i=1

ol désigne le laplacien sur un espace a préciser,une condition initiale xée, f une appli-
cation non linéaire, etx un bruit fractionnaire m-dimensionnel.

Dans ces deux situations, c'est-a-dire aussi bien pour I'équation de Volterra que pour I'équa-
tion de la chaleur, I'analyse du systeme a (le plus souvent) conduit a une véritable reformulation
de la notion de rough paths, basée sur une dé nition des intégrales itérées plus en accord avec
la forme de I'équation et le comportement algébrique des solutions potentielles.

Ce mémoire souléve également la question dapproximation numérique des solutions de
systemes rugueuxUn premier travail fondamental avait été entrepris dans cette direction par
Davie, dans son article [25] portant sur I'analyse du systeme di érentiel (1.2). Les solutions
du systéme ne sont plus vues comme des points xes d'une classe d'intégrants abstraite, mais
comme les limites d'un procédé itératif discret, point de vue qui conduit tout naturellement a
la dé nition d'un schéma d'approximation.

En collaboration avec Andreas Neuenkirch, nous avons développé cette idée (toujours dans
le cadre de l'analyse du systéme (1.2)) a travers la conception d'un schéma d'approximation
qui soit en outre facilement implémentable. La démarche initiée pour le systéme (1.2) a ensuite
été adaptée au cas de I'équation de la chaleur rugueuse, dans un contexte cette fois in ni-
dimensionnel.

1.2 Application a lI'analyse stochastique

En raison de leurs propriétés de régularité trajectorielle, plusieurs processus aléatoires
(continus) constituent des candidats potentiels a I'application de la théorie des rough paths,
ouvrant par la méme la voie a une approche trajectorielle des systemes di érentiels stochas-
tiques. C'est le cas du processus stochastique le plus connu, le mouvement Brownien, dont les
trajectoires sont presque sldrement -héldériennes, et ce pour tout coe cient < 1=2. C'est
également le cas pour son extension immédiate, lrouvement Brownien fractionnaire, introduit
par Mandelbrot et Van Ness en 1968 dans [69] :

Dé nition 1.2.1.  On appelle mouvement Brownien fractionnaire (abrégé en mBf dans la suite)
d'indice de HurstH 2 (0;1) le processus gaussien centi®" dont la covariance est donnée par
la relation n 0

1 : .
E BfBH = 5 S+t jt g
LorsqueH =1=2, B" coincide avec le mouvement Brownien standard.

A partir de cette dé nition, le critére de Kolmogorov conduit immédiatement au résultat
de régularité escompté :

Proposition 1.2.2. Presque sOrement, les trajectoires d'un mBf d'indice de HursH sont
-holdériennes, pour tout <H
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L'intérét porté a ce processus s'est manifesté au cours des vingt derniéres années au travers
de nombreuses applications, dans des registres aussi variés que l'analyse des protéines [60, 61],
la neurobiologie [85] ou la modélisation nanciére [98], en passant par les télécommunications
[105]. Dans toutes ces situations, les propriétés de dépendance a long terme du mBf, associées a
son auto-similarité, en font une alternative tout a fait plausible au mB standard. Ces di érents
exemples viennent ainsi nourrir I'attente d'une formulation exhaustive d'une théorie du calcul
stochastique associée a ce processus, calcul qui échappe a la théorie d'ltd, dans la mesure ou
un mBf d'indice H 6= 1=2X'est pas une (semi)martingale.

La théorie des rough paths pourrait contribuer a I'obtention d'une telle formulation. Toute-
fois, en vue de l'application de ce mécanisme, se pose la question du sens a donner aux intégrales
itérées issues du mBf. Eu égard a la proposition 1.2.2, et conformément au principe général
évoqué dans la partie précédente, il advient en e et que sB" est un mBf d'indice H, nous

devons étre en mesure de justi er I'existence des intégrales itérées jusqu'a l'ordke= Hi :

Le cas du mouvement Brownien standard Kl = 1=2) ne souléve bien entendu aucune
di culté sur ce plan, l'intégrale itérée d'ordre 2 (appelée aussiaire de Lévy) pouvant étre
dé nie au sens d'lté ou de Stratonovich. Ainsi, siB = B2, on dé nira simplement B2 comme
le processus de deux variables a valeurs matricielles
z t
BSY = (B8 BY)dBY; (1.9)
S
ou l'intégrale est comprise au sens d'ltd ou de Stratonovich. Le calcul stochastique trajectoriel
issu de la méthode des rough paths rejoint alors le calcul de la théorie d'ltd, I'identi cation des
deux procédés conduisant, via le théoréme de la limite universelle, a une preuve élémentaire des
résultats classiques relatifs au support et aux grandes déviations d'une di usion Brownienne.
Le chapitre IV de [41] rend compte de ce phénomeéne.
La dé nition de l'aire de Lévy, et plus généralement des intégrales itérées d'ordres supérieurs
a 2, pour un mBf d'indice H < 1=2, est nettement plus délicate. Comme I'observe Nualart dans
[81], on ne peut par exemple recourir a une dé nition de l'intégrale comme limite des sommes

de Riemann usuelles, ne serait-ce qu'en raison de la relation :tgi= r'T (i=0;:::;n),
X 1 h i 1 X 1
E BI(BL, BY) = 5 1 " (o )
i=0 i=0

1
= 5(1 nt2Hy 1 1

lorsquen tend vers l'inni, si H < 1=2.

A n de donner sens a (1.9) dans ce contexte, nous sommes d'abord tentés de nous tourner
vers des approches préexistantes du calcul stochastique par rapport au mBf, telle que l'inter-
prétation donnée par Russo et Vallois dans [93], et qui donne naissance a la notion d'intégrale
symétrique :

Qé nition 1.2.3. L'intégrale symétrique d'un processusH relativement a un mBf, notée

OT Hy dBy, est dé nie comme la limite en probabilité (si elle existe) de l'intégrale

1ZT

2" o

Hu(Bu+“ Bu ")du, (110)

lorsque" tend versO.
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Par ce dernier biais, il s'avére cette fois possible de dé nir l'aire de Lévy par la formule :
z

; t ) ! .
B3 = (B BY) dB); (1.11)
S

lorsque B = BH est par exemple un mBf d'indiceH 2 (1=3;1=2). Le mécanisme des rough
paths peut alors prendre appui sur (1.11) pour conduire a l'interprétation et a la résolution du
systeme (1.2), palliant par la méme l'absence d'une méthode de résolution plus directe pour
I'équation zZ,

0

dans un cadre multi-dimensionnel, comme le souligne I'appendix du livre [8] de Biagini, Hu,
Oksendal et Bernt.

Une autre approche visant a I'obtention d'une dé nition acceptable des intégrales itérées,
consiste a introduire une approximation réguliereB" du mBf, puis a examiner le comportement
asymptotique des intégrales itérées associéesBd', comprises au sens de Lebesgue :

z t yA t
B := (B! B} dB] ; BE Y= BKD dBl;k 2 (1.12)
S S
Les limites potentielles (relativement a une topologie adéquate) de ces di érentes suites consti-
tuent alors des candidats naturels a la dé nition d'une trajectoire rugueuse issue dB . Plusieurs
types d'approximation B" ont été envisagées jusqu'a présent. Citons par exemple :
L'interpolation linéaire du processus, dé nie relativement a une partition 0 = tp <t <
i<ty 1<tnp=T parlaformule
t tx
tke1 Tk
Le comportement asymptotique des intégrales itérées construites a partir d@" a d'abord

été étudié par Coutin et Qian dans leur article [20].
Une approximation de type Karhunen-Loeve, utilisée dans [33] :

K Btk+l B'[k Sity t<tysr:

X .
Bl= Z'a(V);

in
ou B¢ = P i2N Z'e(t) est le développement de Karhunen-Loéve du mBf dans une base
hilbertienne (&) de I'espace auto-reproduisant, de telle sorte que les variables aléatoires
(Z") correspondent & des gaussiennes centrées indépendantes.
Une approximation basée sur la représentation intégrale du mBf, et étudiée par Millet et
Sanz1§ole dans [71]. Rappelons que le processus peut étre décrit (§ud]) par la formule
B: = K (t;s) dWs, ou W est un mouvement Brownien standard et

= = t
K(ts)= KF(t8)= L g cu(t )7 12+ s 172F s

Z
1 ul . -
Fi(U) = 1> 1004 5 H vio3=2 1 (v+)H 72 gy
0
L'approximation B" présentée dang [71] est alors dé nie, pour une partitiord = to <
t;1 <:::<t =1 donnée, parB{ = OlKn(t; s) dWs, avec
1 Z t+1

Kn(t;s): Lt gﬁ K(t;u)du si tk S<ts1:
+ ty
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L'approximation dite analytique du mBf, récemment introduite par Unterberger [102], et
sur laquelle nous reviendrons plus en détail au cours du premier chapitre.

L'analyse des trois premiers exemples a été englobée dans une étude plus générale relative
aux processus gaussiens par Friz et Victoir [42], article dans lequel les deux auteurs mettent
en évidence un critere de convergence des intégrales itérées basé sur la fonction de covariance
du processus. Dans les trois cas, il est prouvé que les intégrales itérées associées a chacune de
ces approximations convergent si l'indice de HursH est supérieur al=4. Les limites obtenues
sont en outre communes aux trois approximations, et coincident, presque slrement, avec les
intégrales dé nies au sens de Russo-Vallois ((1.11) pour I'aire de Lévy). Nous verrons au cours du
premier chapitre que I'approximation analytique du mBf rejoint (a la limite) cette construction,
toujours sous I'hypothéseH > 1=4, donnant ainsi naissance, via la méthode des rough paths,
au méme calcul stochastique.

Les constructions qui apparaissent dans ce mémoire ont d'abord été développées en vue d'une
application au mBf (d'indice de Hurst supérieur a1=4). Nous avons cependant fait le constat,
au cours de I'étude, qu'une modi cation minime des structures algébriques en jeu permettait
d'étendre une majeure partie de ces constructions a une trajectoire rugueuse d'ord2ou 3
(suivant le degré du développement e ectué) quelconque. Les simulations associées aux schémas
d'approximation numérique mettent quant a elles en scéne le Brownien fractionnaire.

Il convient de mentionner que seules les constructions proposées par Unterberger [103,
101] et Tindel et Nualart [84] rendent a ce jour possible le traitement d'un indice de Hurst
H < 1=4, méme si le calcul stochastique résultant de ces deux procédures est plus dicile a
interpréter. Dans ce manuscrit, nous n‘envisagerons de toute fagon a aucun moment le cas d'un
coe cient de régularité holdérienne inférieur (ou égal) a 1=4. Nous navons cependant guére
de doute quant au fait que les constructions que nous proposons, aussi bien pour I'équation
de Volterra que pour I'équation de la chaleur, pourraient s'étendre a des processus de régularité
héldérienne quelconque, une fois mise en évidence l'existence d'une trajectoire rugueuse associée
a ces processus.

Avant de clore cette section, rappelons que la méthode des rough paths est surtout digne
d'intérét lors de la considération de bruits multi-dimensionnels et de régularité holdérienne
inférieure a 1=2. La résolution du systeme (1.2) lorsquex désigne un mBf uni-dimensionnel
(d'indice de Hurst quelconque) est en e et possible via la méthode de Doss-Sussmann [31,
97], ou, dans un cadre plus général, en faisant appel a la notion d'intégrale de Newton-Cotes
développée dans [43, 45, 78]. Dans leur article [79], Nourdin et Simon mettent d'ailleurs en
évidence les similitudes entre cette derniere approche et une approche basée sur les rough paths,
dans ce contexte uni-dimensionnel. Le cabl > 1=2(pour un mBf de dimension quelconque)
est quant a lui e cacement traité par le biais de méthodes de calcul fractionnaire trajectoriel,
comme le rapporte Nualart dans son compte-rendu [80].

1.3 Plan et résultats principaux

Le mémoire est divisé en trois parties, chacune d'entre elles correspondant (globalement) a
I'analyse d'un systéme di érentiel di érent.

La 1°® partie viendra servir un objectif double. Elle permettra dans un premier temps (a
travers le chapitre 2) deprésenter les principaux éléments de la théorie ddsincréments, tels
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gu'ils ont été introduits par Gubinelli dans le cadre de I'analyse du systeme (1.2), et d'évoquer
les constructions et résultats issus de leur mise en +uvre. Ces constructions feront en e et o ce
de référence lors de développements ultérieurs. L'attention sera essentiellement portée sur le
cas > 1=3, qui véhicule la plupart des principes généraux caractéristiques de la méthode
des rough paths. Dans le contexte du mBf, une précision sera nalement apportée quant a la
dé nition de l'aire de Lévy issue de I'approximation analytique du processus.

L'autre objectif de cette premiéere partie (restitué dans le chapitre 3) consistera efiétude
d'un schéma numériquefacilement implémentable pour le systéme (1.2), et donné, lorsque
x=(x®::::xMyet ;:R! R, par laformule

Ve =ver o ol x0T e o o, O, <Oy
i=1 ij =1
La convergence de ce schéma de type Milstein (car incluant un facteur d'ordre deux) vers
la solution du systeme, sera établie par le biais d'un raisonnement basé sur le ot du systéme,
et valable pour tout coe cient > 1=3. Le raisonnement en question, qui fait I'objet de [28],
sera repris dans la troisieme partie, dans le cadre in ni-dimensionnel des EDPS.

La 2" partie sera dédiée a I'étude dd'équation de Volterra rugueuse(1.7). Le chapitre
4 mettra d'abord en avant les résultats obtenus lors de l'analyse du systéme sous sa forme la
plus générale, tels qu'ils apparaissent dans [30]. Il s'agit de résultats du type :
(i) Si le coecient de régularité holdérienne de x est supérieur a1=2, un théoreme
d'existence et d'unicité d'une solution globalepour (1.7), pour toute application
R* R* RYIL (R™;RY susamment réguliére vis-a-vis de ses trois variables.
(i) Si 2 (1=3;1=2] et si x permet la construction d'un rough path d'ordre 2 (autrement
dit d'une aire de Lévy), un théoréeme d'existence et d'unicité d'une solution localedé nie
sur un petit intervalle [O; To].
Dans ces deux situations, l'interprétation du systéme prendra appui sur les constructions dites
classiques de l'intégrale rugueuse, issues de I'étude du systéme ordinaire (1.2). On envisagera
également, a l'aide d'une interprétation plus élémentaire de l'intégrale en termes de sommes
de Riemann, la possibilité d'une singularité dans le systéme (1.7), c'est-a-dire d'un champ de
vecteurs de la forme
Guy)=(t u ()

ou :RIIL (R™;RY estune application réguliére et un paramétre positif corrélé a la
régularité  dex.

Pour tenter de remédier aux di cultés soulevées par I'extension de la solution locale obtenue
dans le caqii) , nous élaborerons ensuite, suivant [29], une stratégie visant a un meilleur contréle
de la solutiony, et ce lorsque le systeme se présente sous la forme

Z, z
yi = a+ (t u) (yu)dxy; avec ()= S() ()d; (1.13)
0 R

pour un certain noyau régulierS : R*  R! R. Cette derniere opération inclura notamment
les transformées de Laplace et de Fourier. Sous certaines conditions de régularité concernant
et , unesolution globalesera cette fois obtenue dans le cas> 1=3, via une transformation du
systéeme et une réinterprétation des intégrales itérées en jeu. L'ensemble fera I'objet du chapitre
5.
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Enn, la 3°™ partie sera consacrée a l'analyse de I'équation de la chaleur rugueuse (1.8),
et divisée en deux chapitres.

Le chapitre 6 permettra de présenter le contexte théorique de cette étude, autrement dit
les outils et espaces fonctionnelsmpliqués dans la phase d'interprétation du systéme, et qui
combinent la méthode des rough paths avec la théorie des semigroupes. Nous reprendrons en
cela les principes généraux introduits dans [51] pour une équation d'évolution quelconque, tout
en y adjoignant certaines propriétés spéci ques a I'équation de la chaleur.

Ce méme chapitre rendra par ailleurs compte des résultats obtenus dans [27] dans le cadre de
la résolution de (1.8). Il s'agira d'abord de la mise en évidence d'unsolution globale uniquea
valeurs dans un certain espace de Sobolev fractionnaire) dans le cas Young ( 1=2), pour des
champsf; su samment réguliers, puis d'une analyse du cas rugueux ( 2 (1=3;1=2) dans les
deux situations suivantes :
En considérant des champsf; trés généraux, ce qui donnera lieu & uthéoreme d'existence
et d'unicité d'une solution locale pour (1.8).
présence de champd; issus d'unerégularisation, c'est-a-dire de la formef;(y)( ) :=
d K (; ) gl(y()), pour un certain noyau régularisant K. Le procédé conduira alors
a un théoreme dexistence et d'unicité globaled'une solution.

Le chapitre 7, tiré de [26], permettra nalement d'évoquer la question de I'approximation
des solutions de (1.8) via un schéma numérique, dans les deux cas de gure ou l'existence
d'une solution globale aura été démontrée (cas Young et cas rugueux en présence de champs
régularisés).

Si les trois parties peuvent étre envisagées de facon indépendante, I'ensemble suit toutefois
un cheminement global marqué par plusieurs références inter-parties, et voit la mise en scéne
de procédés de complexité croissante.
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1.4 Index des notations

1.4.1 Notations générales

cb(v;W), k2 N

cbi (V;W); k2 N; 2 (0;1)

Sk(1), k 2 N

G(1;V), k2 N

G (V) k2f1; 2,39

Qx (IR
x = (x1;x?)

x = (x1;x?;x3)

Espace des applicationk-fois di érentiables de V dansW,
dont les k premieres dérivées sont bornées

Espace des applicationgk-fois di érentiables de V dansW,
dont les k premiéres dérivées sont bornées et dont lle-ieme
dérivée est -hdldérienne

Produit tensoriel R™* RM2  ::: RM«

k-ieme simplexe sur | (Dé nition 2.1.1)

Espace des-incréments surl a valeurs dansV (Dé nition
2.1.1)

Opérateur d'incrément standard (Dé nition 2.1.2)
Espaces holdériens généralisés (Sous-section 2.1.2)
Opérateur d'inversion standard (Théoréme 2.1.1)

Espace des processys; )-contrdlés parx (Dé nition 2.2.4)
2-rough path au-dessus de (Hypothése 1)

3-rough path au-dessus de (Hypothése 2)

1.4.2 Notations du chapitre 3

X" ouX("),"> 0 Approximation analytique du mBf (Sous-section 3.1.1)

BT Interpolation linéaire du processusB sur [0; T], suivant la
partition de pas & (Voir (3.13))

B2nT Aire de Lévy construite & partir de B™T (Voir (3.14))

Y Solution du systéme (3.2)

yn Solution approchée via le schéma (3.5)

v Approximation de Wong-Zakai associée 8" (voir (3.32))
() Flot associé au systeme (3.34)

(o) Flot numérique associé au schéma (3.35)
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1.4.3 Notations du chapitre 4

Yu Voir introduction du chapitre

t Voir introduction du chapitre

D ,D? ,.. Opérateurs diérentiels successifs associés a (voir intro-
duction du chapitre)

D3 Opérateur de dérivée partielle (Sous-section 4.3.1)

1.4.4 Notations du chapitre 5

S

Sk(l)
L(V)iL.(V), O
G. (I;V),k2N; 0

q(; (1;V), k2f1; 2;3¢g

XX
G (:V), k2fl1; 2,39

Qx(1;RY)

XX
(X~X;)(~ax;)(~XX)
L-
an

A (15R9)

Voir (5.3) et (5.4)

k-ieme simplexe inversé (Sous-section 5.2.1)

Espaces fonctionnels de typé.; (Voir (5.11))

Espace de&k-incréments a valeurs fonctionnelles (Voir (5.12))
Opérateur d'incrément convolutionnel (Dé nition 5.2.1)

Espaces de processus holdériens a valeurs fonctionnelles
(Sous-section 5.2.3)

Opérateur d'inversion convolutionnel (Proposition 5.2.9)
1-rough path convolutionnel (Hypothese 4)
Voir (5.39)

Espace des processus convolutionnels contrdlés (Dé nition
5.4.1)

Voir (5.42)
2-rough path convolutionnel (Hypothéses 5, 7 et 8)
Voir (5.45)
Voir (5.45)

Espace ane des processus contrdlés localisés (Dé nition
5.4.7)
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1.4.5 Notations du chapitre 6

Laplacien surR"
S Semigroupe de la chaleur suR" (Voir (6.9))
B, O;p2 N Espaces de Sobolev fractionnaires swP(R") (6.2.1)
' Multiplication point par point de ' et (Notation 6.4.3)
Opérateur d'incrément twisté (Dé nition 6.2.6)
Cl(l 'Bp) Espace des processushéldériens au sens de” (Voir (6.19))

Opérateur d'inversion twisté (Théoreme 6.2.2)

XX 1-rough path associé a I'équation de la chaleur (Hypothese
9)
Xk, K2 N Classe de champs de vecteurs spéci que (Dé nition 6.3.5)
fqQ) ,f 2X1 Voir Notation 6.4.2

M N, M;N 2L(Bp;Bp) Voir Notation 6.4.3

(XX, X ax, xxa, X xx) 2-rough path associé a I'équation de la chaleur (Hypothese
10)
CL:P Espace de chemins rugueux (Hypothése 10)
o) o (1) Espace des processus contrblés twistés (Dé nition 6.4.6 2

(1=3;1=2) ou (6.98) ( 2 (1=4;1=3))

(XX, X &, X *X) 2-rough path associé a I'équation de la chaleur régularisée
(Hypothése 11)

Qp(1) Espace de processus contrélés (Dé nition 6.5.3)

(XX, X ax, XXX X xa, xax. X xxx)  3-rough path associé a I'équation de la chaleur (Hypothése
12)

fO) ,f 2X, Voir Sous-section 6.7.1
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1.4.6 Notations du chapitre 7

Laplacien surL?([0; 1]) avec conditions au bord de Dirichlet

S Semigroupe engendré par
B, 0  Espaces de Sobolev fractionnaires associés a(Dé nition
7.2.1)
QX(I ) Espace de processus contrblés (Proposition 7.4.3)
y Solution du systéme (7.21) (cas Young) ou (7.59) (cas ru-
gueux)
yMiN Approximation de la solution via le schéma (7.25) (cas

Young) ou (7.61) (cas rugueux)

yM Approximation de Wong-Zakai du systéme (7.2) associée a
l'interpolation linéaire xM de x

XXM XXM Chemin rugueux discrétisé (Sous-sections 7.3.2 et 7.4.2)



Premiere partie

Retour sur le systeme di érentiel
rugueux standard
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Chapitre 2

Eléments de la théorie des
k-incréments

Les constructions que nous nous apprétons a proposer, aussi bien pour I'équation de Vol-
terra que pour I'équation de la chaleur, s'inspirent largement de I'approche mise en avant par
Gubinelli [46] dans le cadre de I'étude du systéme rugueux standard :

dyi= T(y)dxl ; yo=a2RY (2.1)

ot :RIIL (R™;RY est une application réguliére etx : [0;T]! R™ un bruit -héldérien,
pour un certain coe cient 2 (0;1). Aussi nous permettons-nous de consacrer ce premier
chapitre a la présentation des outils et concepts qui ont permis, dans [46], une compréhension
mplete du systeme (2.1). Nous rappellerons notamment que ImterpretatloQ de lintégrale

i (yy )dxu passe par une préalablalissection de l'intégrale (de Riemann) | (yu)dxJ
Iorsquex est un processus di érentiable (ou a variations bornées), comme la decomposmon (1.5)
ébauchée dans l'introduction le suggérait. Ce travail de déconstruction s'e ectue a l'aide de deux
opérateurs fondamentaux, l'opérateur d'incrément (voir Dé nition 2.1.2) et son inverse (en un
sens a préciser, voir Théoréme 2.1.1), qui conférent a la démarche une tournure essentiellement
algébrique. Pour cette raison, la théorie de&-incréments est d'ailleurs également référencée sous
I'appellation théorie de l'intégration algébrique

t

Une fois le systéme convenablement interprété, nous constaterons que sa résolution ne fait
guant a elle intervenir que des arguments de point xe relativement standards, qui conduisent
a la mise en évidence d'une unique solution globale lorsque le champ de vecteurgst su -
samment régulier. Les propriétés de continuité du ot, qui constituent I'un des atouts majeurs
de la méthode rough paths, seront ensuite analysées en détalil.

Ce premier chapitre est plus exactement divisé en trois sections :
La premiére section est dédiée a la dé nition des deux opérateurs et que nous venons
d'évoquer, ainsi qu'a I'énoncé de quelques unes de leurs propriétés. Au cours de cette pré-
sentation sera précisée la notion de régularité holdérienne pour un processus de plusieurs
variables, notion dont nous ferons usage tout au long du chaprgre
La seconde section verra la construction de l'intégrale rugueuse Yu dXy, ou plus exacte-
ment les di érentes constructions suivant la valeur du coe cient de régularité héldérienne

dex. Apparaitra ici le concept deprocessus contrdlgDé nitions 2.2.4 et 2.2.9), au centre

de la théorie desk-incréments, et qui sera repris dans les chapitres suivants.

23
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La troisieme section viendra ensuite résumer les résultats d'existence et d'unicité d'une
solution pour le systéme (2.1), établis dans [46]. Nous reviendrons en détail sur les pro-
priétés de continuité de cette solution vis-a-vis du processus et de la condition initiale

a (Théoreme 2.3.1).

On xe, et ce pour tout le chapitre, un horizon T ni.

2.1 Quelques ouitils

La théorie met en scene des processus continus He2 ou 3 variables temporelles. On dé nit
plus généralement :

Dé nition 2.1.1.  Soit (V;k:k) un espace vectoriel normé et un intervalle inclus dans|0; T].
Pour tout k 2 N , on appellek-incrément de | (a valeurs dansV) toute fonction continue g
sur le simplexe

Sc=f(tyint) 218t to it

a valeurs dansV, et telle queg,t,:.t, = 0 S'il existe deux indicesi 6=] pour lesquelst; = tj.
L'ensemble desk-incréments del a valeurs dansV sera noté G(l;V).

Par exemple, six : [0;T]! R™ est un processus di érentiable, l'intégrale itérée d'ordren
x", dé nie par la relation itérative (1.3), est un 2-incrément a valeurs dans le produit tensoriel
(R™) ™.

2.1.1 L'opérateur d'incrément

Il s'agit du premier objet fondamental associé au formalisme dek-incréments.

Dé nition 2.1.2.  Soit (V;k:k) un espace vectoriel normé et un intervalle inclus dans|0; T].
On appelle opérateur d'incrément la suite = ( k)kon d'Opérateurs dé nie par : pour tout
k2N,
Xl .
kK IG(V)IC k() 5 (kD = ( 1)Igt1111f\illitk+l ;
i=1

ou la notation f} signie que la i-eme variablet; est omise. Pour davantage de clarté, nous
noterons pour , et ce pour toutk 2 N, l'indice k étant de toute facon implicitement
déterminé par la nature de l'incrément auquel I'opérateur est appliqué.

Ainsi, si g2 Cy(1;V), g 2 Cy(I;V) est simplement donné par( g)st = ¢ s pour tous
s t21,tandis que sih 2 Cy(I;V), h 2 C3(l;V) est dé ni par

Si l'intérét porté a l'opérateur (ou plutdt la notation) 1 semble évident dans le cadre de la
manipulation de fonctions héldériennes, I'extension de cet opérateur a des processus de plusieurs
variables peut a priori laisser perplexe. Observez cependant qu'une fois munis de la dé nition
(2.2), Iahrelation de Chasles s'écrit par exemple : sx et z sont deux processus réguliers et si
het = Stzu dxy (pour tous s < t), alors h = 0. C'est ce type de raisonnement algébrique
élémentaire qui sera mis a contribution au cours de I'étude. Rappelons a présent la propriété
fondamentale de l'opérateur (voir [46]) :
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Proposition 2.1.3. est un opérateur de cohomologie, c'est-a-dire = 0. Plus précisément,
la cohomologie induite par est exacte, autrement dit Im y = Ker 41 .

Ce résultat signi e en particulier que pour tout élémenth 2 C(l;V) tel que h =0, il
existe un processug 2 C¢ 1(I;V) (non unique) tel queh = f (par exemple, sil = [a;b]
ftlzz:tk .= hatlzz:tk 1)-

Munissons-nous dés maintenant d'une convention notationnelle pratique lorsqu'apparaissent
des produits d'incréments, et qui restera en vigueur dans le reste du mémoire :

Dé nition 2.1.4.  SoientV et W deux espaces normés ét un intervalle inclus dans[0; T]. Si
g2 C(l;L(V;W)) eth2C(l;W), pourk;l 2 N , le produit gh est dé ni comme le(k+ 1 1)-
incrément (a valeurs dansW) donné par la formule : pour toust; ty i teer 1,

(Ot 1 = Gt Nt it 1 (2.3)

Avec cette convention, le théoreme de Riemann-Stieltjes s'écrit par exemple : gi est a
variations bornées et siy est continu,

Z 1

X
Yu dxy = lim (Y X) titie s
jj'o

0 ti 2

oo = f0= tg<ti<:::<t,= Tgestune partition de [0; T] dont le pas tend vers0.

Bien qu'élémentaires, les relations algébriques suivantes, qui rendent compte du comporte-
ment de l'opérateur vis-a-vis de cette structure produit, se révéleront utiles au cours de la
construction de l'intégrale rugueuse :

Proposition 2.1.5. L'opérateur satisfait les régles de di érentiation :
1. Sig;h sont deux éléments d&;, alors

(gh)= gh+ g h: (2.4)
2. Sig2Cyeth2Cy, alors
(gh)= gh+g h; (hg)= hg hag: (2.5)

Démonstration. Montrons simplement (2.4), les autres relations étant tout aussi triviales : si
g;h2 Cy, alors

[ ()]s = aht  gshs=(a  gs)ht + gs(hy  hs) = ( g)stht + gs( h) st;

ce qui, avec la dé nition 2.1.4 ci-dessus, correspond a l'assertion.

2.1.2 Espaces holdériens

Au concept trés général de processus @rvariation nie utilisé dans [68] ou [41], Gubinelli
substitue une formulation plus élémentaire en vue de quanti er la notion de régularité pour
des processus d@ ou 3 variables. Cette formulation, qui étend de facon naturelle la dé nition
classique des fonctions hoéldériennes a une variable, va (entre autres) permettre une analyse
rigoureuse de la régularité des termes qui composent les développements tels que (1.4).
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Dé nition 2.1.6. Soit (V;k:k) un espace normé| un intervalle inclus dans[0;T] et ; ;
des parametres positifs. On dé nitC, (I;V), G (1;V) et Q? )(I V) par les formules :

CU;V)=1th 2C(I;V): N[h;C (I;V)]:= sup w < 1g;
s<t2l JU 8
G (1;V)=th 2C,(1;V): N[h;C(1;V)] = su Khsik ;
s<t21 JU 8
& V)= h 2G05v): NGy (V)= sup sk g,
s<u<t 21 jt  Uj ju S
Enn, on pose G(I;V):= o Cé; ) (I;V), et I'on munit ce dernier espace de la norme
( X : L X .)
N [h; G, (13 V)] = inf N ;G vy y= Y

i i
Il est par exemple immédiat que sig2 C, (I ;L(V;W)) eth2C,(I;V), alors le produit gh,
tel qu'il est dé ni par (2.3), est un élément de C; (I;W).

Remarque 2.1.7. Dé nie de cette fagon, N [;; C (1; V)] n'est bien entendu qu'une semi-norme
sur C, (I;V), et I'on aura plutét recours, par la suite, a la norme :

NEC (V= NEQEWIIF NEG VL od NI G5 V)] = sup khik:

Remarque 2.1.8 Lorsque lintervalle de temps| (resp. I'espaceV) considéré est clairement
déterminé par le contexte, on utilisera régulierement le raccourcG (V) := G (I;V) (resp.
G (1) := G (I,V)). Suivant cette méme idée, il nous arrivera d'écrire encore plus simplement

G pour G (I;V).

2.1.3 L'opérateur

Interrogeons-nous a présent sur les conditions requises en vue d'inverser l'opérateyr,
procédé qui constitue véritablement la pierre angulaire de toutes les constructions de la section
suivante, et qui s'appuie sur le résultat :

Théoreme 2.1.1. On xe un parametre > 1. Pour tout h2 C;([0; T];V)\ Im , il existe un
unique élément noté h 2 C,([0; T]; V) tel que (h)= h. En outre,

k hk ¢ N[h; G(V)] (2.6)
P
avecc =2+2 |, k . Cette assertion donne naissance a une application linéaire continue
P GIOTEV)V Im - 1C L (0 TLV)

telle que

= ld¢, qo:T3v)ium et = ldc, qorTyv) (2.7)
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Démonstration. La preuve originale de ce résultat, basée sur le théoreme de Stokes, se trouve
dans [46]. Nous fournissons ici une preuve plus élémentaire, qu'il sera facile d'adapter a des
contextes di érents (voir le théoréme 5.2.9). Pour plus de clarté dans les notations, on prend
T=1

Unicité. SoientM;M %2 C, tels que M = M %= h. En particulier, (M M9 =0, et ainsi,
d'apres la proposition 2.1.3M M %= q, pour une certaine fonctiong 2 C;. Mais alorsq 2 C,
avec > 1, doncq est constante, et par conséqueny = M2

Existence.Par hypothése, nous savons qu'il exist® 2 C, tel que B = h. Considérons a présent
la suite ( "), des partitions dyadiques de[0; 1], dé nie par

"=fo=ty t] t, =1g; avect = ZI—n;
et posons, pour touss;t 2 [0;1],
8 .
20 it "\ (st =5
Mg = o Bst Bstn Bt P si. "\ (s;f) = ft]'g;
" Bst Bsr By =i Bum, si "\ (s;f)= ft] thg:

| i+l

Il est facile de véri er que l'application M " : s;t 7! M{ est continue sur[0;1]°. Nous allons
montrer que la suite (M ")on converge dans I'espac€([0; 1]%; V) des fonctions continues sur

[0; 1F%, muni de la normeN [ ; Q(V)] (N [y; (V)] = sup szj0:1 Kystkv ).
Soients;t 2 [0;1], n 2 N. On note

"\ (s =t tly t'g
= ft n+1 tn+1 tn+1 tn+1 . veci I 2n.
= 2] 2j+2 20 2 70, avec) -

Sis<tj'] ett 3}, alors

n+1 . —_ n+1 n+1 n+1 n+1 n+l .
\(si) = fty ™yt o1 iy g
et dans ce cas "
1
n+1 n — .
Ma™ Ma=(Blagngn * (Bl g

i= |
ce qui, puisque B = h, méne a
1 .
kM3 MIky N [h; G(V)] o @+ )

On procéde de la méme fagon dans les cgs 5™t > t577), (s <t ;t >t 1) et
(s 5t t553), pour nalement obtenir

1 n+1
kMG M3k N GV 5 @+ )
. n n
N[ GMvI , 2 7, 1 :
2 2 2 1

et ainsi

2 = 4+

N [h; G (V)] 1" 1"
2 2 2 1

NM™ M"QV)]
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=]
Qans la mesure ou > 1, ceci prouve que la série , N[M N+l MM Q(V)] converge, et donc
(M1 M M) converge dans([0; 1%; V) pour la normelg\l [ ; C(V)], ce dernier espace étant
complet. Or, en invoquant le fait queM®=0,onaMN =" N t(M™1 MM, ce quientraine
la convergence uniforme dé N vers un élémentM 2 C([0; 1]%; V). Nous pouvons dés & présent
observer que pour toutn, M{ =0, d'ou My =0, de telle sorte queM 2 C;.

On xe maintenant 0 s u t letlonnote "\ (s;u)= ft;:::;t'g, "\ [u;t) =
ftfo; i tpg, diou M\ (sit) = ftfiiistlg [ft oo tpg. De cette fagon,
X1 R 1
Mg = Bst Bstp  Bing Birtn,, Bitr,  Bypuy!

i= ] i= J 0
Nous supposerons quq-”o >u,le castj”o = u conduisant a la méme relation (2.8). Alors
2 3 2 3
X1 K1
M& = Bst + 4By Bstn  Biruy Bintn,, 5+ 4By Butjn0 Bingt Bngn O

i ti+l
i= i=j0

+ Btnu+ Buny, Bsu But Bt
i I
ce que I'on peut écrire sous la forme
Mg = Mg, + M + hsu ht{‘utjnoi (2.8)
Puisqueh 2 C5, on alimpig htlnut.”o = 0, et ainsi, en faisant tendre n vers l'in ni dans (2.8),
J

on obtient la relation algébrique escomptée, a savoiM = h.
Montrons en n que pour tous s;t 2 [0;1] et n 2 N,

kMgky ¢ N[h; G(V)Ijt s ; (2.9)
ce qui prouvera l'inégalité (2.6) et par la méme, la réguliére héldérienne disl. A cette n,
xons s;t 2 [0;1], n 2 N. Si "\ (s;t) = ;, le résulat est évident. Si "\ (s;t) = ftj”g,
M = (B )strt = sy, d'oll kMgky N [h; G(V)]jt  s] c N[h; G(V)]jt sj . Si
"\ (s;t)= ft];:::;t'g, on choisitk 2f) +1;:::;1  1gtel que
. . 2 :
Jther T4 Ijiljt S):

A ce stade, le critére de sélection que nous venons d'énoncer n'est pas trés pertinent, dans la
mesure ou les distances entre deux points successifs de sont égales. Ce critere ne prend en
fait véritablement sens que lors de l'itération de la procédure. Considérons en e et la nouvelle

en utilisant ~ au lieu de "\ (s;t). Alors

Mg M&=By g, By .p Buyy, = hy iy,
et de ce fait 5
kM4 MIky N [h; Q(V)]mjt Sj
On itere ensuite le raisonnement jusqu'a épuisement de la partition, pour obtenir
Iy 1 1!
kM&ky N [h; G(V)Ijt s 2+2 = N GWt s

k=1
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Le lien entre cet opérateur et une vision plus classique de la théorie de l'intégration
exprimée a l'aide de sommes de Riemann (éventuellement corrigées) sera donné par le corollaire
suivant :

Corollaire 2.1.9. Soitg2 Cy(V) telque g 2C; avec > 1. Si f :=(Id )g, alors

. X
(f )St = ||rr_]|0 g’(iti+1 ;
sth ti2 s

ou = ftg=s;:::;t, = tg est une partition de[s;t] dont le pasj sj tend versO.

Démonstration. Il sut d'écrire

X X X
(f )ts = (f )titi+1 = Otitisg titien ( g);
ti2 st ti2 st ti2 st
et d'observer que
X X . .1 .
tw i (9) y Kt (9)kv N [(9 ) GV s Tt S);
ti2 st ti2 st
. P
donclim; _jo 2 o twt(9)=0. [

2.2 Construction de l'intégrale rugueuse

Comme nous l'avons rappelé en introduction, la construction de l'intégrale rugueuse
z) dxl;
S

lorsquex et z sont deux processus holdériens a valeurs respectivement daR$ et R4™, dépend
de facon substantielle de la régularité des deux processus.

Remarque 2.2.1 Lors de cette construction, il faudra garder a I'esprit le fait que la dé nition
recherchée devra permettre l'interprétation du systeme (2.1), ce qui signi e en particulier (méme
si I'argument est pour l'instant un peu heuristique) que le coe cient de régularité holdérienne
de l'intégrant z ne pourra excéder celui dex (noté, comme jusqu'a présent, ). En toute
logique, siy est solution de (2.1), lI'intégrant z = (y) devrait méme hériter de la régularité
de x. Cette premiére remarque coupe ainsi court a toute possibilité d'interprétation via un
argument d'intégration par parties, c'est-a-dire une dé nition du type
Zt_. n . 0 Z,
z)dxy = ' xt zZdxl dz! xi;:
S S

2.2.1 Lecas Young ( > 1=2)

R .
Supposons pour l'instant les processus ﬁt zdi érentialgles. L'intégrale Stzl'j dx}, est alors

interprétée comme l'intégrale de Lebesguestzﬂ dxl, = stzﬂ >§u du. Observons a présent la
décomposition élémentaire :
Z, Z, Z, Z,
zp =z i+ (2] zZ)dd =z () (27)sudX: (2.10)

S S S S
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En notant r; := st( 21 )y dxl, il n'est pas dicile de vérierque (rDsut =  (2")su( Xut,
tandis que rk Kk zk; 0:T1KXK1 [0;77]t sj2. Ces deux relations permettent d'écrire, grace a
la seconde égalité de (2.7),

rgg= st ' = st (z")(x7)) :

En revenant a (2.10), on déduit la décomposition :
z, .
i dd = 2 (xD)e s (2Z0)(x)) (2.11)

S

C'est a partir de ce type d'expression qu'apparaissent les possibilités d'extension de l'intégrale
a «des processux et z moins réguliers. En e et, si I'on se réfere au théoréme 2.1.1, le terme
(zV)(x 1) fait sens dés que(z")(x)) 2 Cy(1;RY), pour un certain coe cient > 1.

C'est en particulier le cas siz 2 C, (I ;R%™) et x 2 C, (I ;R™), avec tels que + > 1.

Proposition 2.2.2  ([46]). Soientz 2 C,(l ;RI™) et x 2 C,(I;R™M), avec 1=2< . On
dé nit I'intégrale rugueuse J (z" dx') par la formule : pour touss <t 2 I,

Jis(Z) dxl) = z8 (x))g st"(z” )(x Dy (2.12)

Alors :
J (z' dxl) est bien dé ni en tant qu'élément deC, (1 ; RY) via le théoreme 2.1.1, et il existe
A 2 C,(I;RY), unique & une constante pres, tel qLﬁA J (2" dx)).
Jst(2" dx) coincide avec lintégrale de Riemann ¢ b dxl, guand x est un processus
régulier.
On dispose de l'estimation :

N [J (zdx); G (I ; Rd)]
N[z; (R + jlj N[z;C(; Rdm)] N[x;C (1;R™M]: (2.13)

Pour tous s<t 2 |, lintégrale J (2" dx) peut étre décrite par la formule :

o X o
Jat(2" dx!) = J Imjm (2" X )tetenr s (2.14)
st
tk2 st

pour toute partition g« = fs = tp<:::<t, = tg deJs;t] dont le pas tend ver9.

L'estimation (2.13) est une conséquence directe de la propriété de contraction (2.6). Quant
a (2.14), il sut d'appliquer le corollaire (2.1.9), en remarquant le fait que

J (2" dxl)=(d )zZh x1):

Remarque 2.2.3 Ce cas de gure est souvent désigné comme kgas Young en référence a
l'article [106], dans lequel I'auteur établit, de fagon plus directe, la convergence de la somme de
Riemann (2.14). Par analogie, les constructions qui, dans la suite du mémoire, n'impliqueront
gue des développements a l'ordre un, seront elles aussi référencées sous cette appellation.
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222 lLecas 2 (1=3;1=2]

Si z et x sont -hdldériens avec 2 (1=3;1=2] la décomposition (2.11) ne permet plus
d'étendre la dé nition de l'intégrale a ces deux processus : un développement plus sophistiqué
de l'intégrale (lorsquex et z sont réguliers) est alors nécessaire.

Surviennent ici deux idées fondamentales, caractéristiques de la méthode rough paths.

La premiére idée consiste & ne plus envisager l'intégration de processus? C, (I ;R%M)
guelconques, mais d'une classe plus spéci que de processus liés appeléeclasse des processus
controlés A n d'identi er la structure en question, rappelons-nous que Iintégrale rugueuse est
avant tout construite en vue de linterprétation du systemey! yi = [ ¥ (y,)dxl, puis de
sa résolution via un argument de point xe. De cette facon, la solutiony (potentielle) devra
elle-méme apgartenir a I'ensemble que nous cherchons a cerner. Un développement a l'ordre un

de l'intégrale st (yu) dxy incite a envisager la classe de processus suivante :

Dé nition 2.2.4.  Soit | un intervalle de [0;T] et x 2 C,(I;R™) avec > 1=3. Pour tout
| 2 N, pour tout > ,onditquey 2 Cy(l;R') est un processug ; )-contrdlé (par x) sur I,
a valeurs dansR!, si ses incrémentsy se décomposent sous la forme : pour tows<t 2 I,

(yDst = y5 (xD)s+ yi; avecy*2C;, (1;R™) ety 2C,(1;R): (2.15)

L'ensemble des processus; )-controlés (par x) sera noté Qy (1:R'), et I'on pose, si y admet
la décomposition (2.15),

NIy; Q¢ (3R = Ny;G(I;R)+ Ny C (15R™)]+ NIy G(GR) (2.16)

NIy; Q¥ (5R):= NIy QR+ N[y Q) (15 R)]: (2.17)
On dé nit ensuite Qx (I;R¥') (k 2 N') comme I'ensemble des processys2 Cy(I; R') tels
quey' = y* 2 Qy (I;R") pourtouti =1;:::;k, et I'on associe aux éléments de cet ensemble

la quantité

NIy;Qi (I;RNI:= Ny;Q; (I3R):

i=1
En n, on notera plus simplement Qx(1;R") := Qx? (1;R") et Qx(I;RK!) := Q& (I;R¥).

Remarque 2.2.5 La décomposition (2.15) n'étant pas nécessairement unique, un processus
contrélé correspond plus exactement a la donnée d'un couplg; y*) 2 C,(l R C . ( REM)
telque y y*(x) 2C,(I;R'). LanormeN[y; Q¥ (1;R)] = N[(y;y*); Q¥ (I;R")] fait de cet
ensemble un espace de Banach.

Dans un souci de clarté, nous ne mentionnerons pas systématiqguement la seconde composante
y* de facon explicite, et résumerons aindiy; y*) ay. Nous reviendrons sur l'aspect quelque peu
arti ciel de cet "enrichissement" du processus a travers la remarque 2.3.2.

Remarque 2.2.6. L'estimation suivante, immédiate a partir de la décomposition (2.15), sera
plusieurs fois mise a contribution par la suite : sil =[I4;12], alors pour tout y 2 Q« (I ;R'),
n 0
NIy;G(GR) fL+ NGG(RMIG vy + il NIiQR) = (2.18)

Si cette classe de processus présente tant d'intérét, c'est d'abord en raison de sa stabilité
vis-a-vis de l'opération de composition avec une application réguliére :
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Proposition 2.2.7  ([46]). Soit | = [I1;12] un intervalle de [0;T]. Si'y 2_'QX(I;Rd) et 2
C?P(RY% RE™M) alors (y) 2 Qx(I;RY™). Plus exactement, U (y)= (y)<k (xK)y+ (y)i,
avec

h

WMk =@ T (yy™* 5 WE = (T)e @ (ys)(y st + @ 7 (ys)Yh;

et I'on dispose de l'estimation :
n 0
N[ (9);Qe(RT™] ¢ 1+ N[y; QIR (2.19)

avecc! = c'(1+ k k; + kD k; + kD? ky ). En outre, si y;¥ 2 Q«(I;RY) avecy, = ¥,,, et
si 2 C¥P(RY;RI™) alors

N[ (y) (9 Q(l ;an;m)] o
A 1+ N[y;Qu(RDIZ+ N[ Qu(1:RDI2 NIy ¥ Q. (1;RY] (2.20)

avecc? = C2(1+ k ki + kD k; + kD2 ki + kD3 k1 )

Démonstration. Il s'agit d'arguments de calcul di érentiel standards. Par exemple, avec les
hypothéses de la proposition, en écrivant
Z 1 Z 1
("Ost @)y )se= drr dr@@ T (ys + A y)s) (Y )st(yF)sts
0 0

on obtient
h ) i h )
( ”Z(Y))stz @ " (ys)(y I)st ("W)st @ " (ys)( yj)st
1 1 B .
d d@@ " (ys+rmrAy)s) @@ " (¥s+ A Wer) (yst(¥Y")st
v dr ) dri® @@ " (vs+ A Ws) (YHst(y st ( ¥)st( ¥)st
n (0]
cijt si® 1+N[;C(RHZ+ NEC;RYZ NIy wC (R

Les autres estimations découlent du méme type de raisonnement. O

Revenons a présent a la décomposition (2.10) de l'intégrale lorsqueet z sont réguliers,
et supposons en outre quez appartienne a Qy(l;R%™), autrement dit que ses incréments
admettent une décomposition de la forme

2 = 260k (xky+ 28 aveczX 2 C (1;RY™M) et 2l 2 C5 (1;R4™M): (2.21)
On obtient dans ce cas :
z t z t z t
2 dd = A (st (XYl + 2 dx; (2.22)
S S S

Avec les notations (1.3) présentées dans l'introduction, (2.22) s'écrit encore
Z t

ij i — Si w1 X;ijk 2;kj i
2l dx, = 20 xE + 290K M+ el (2.23)
S
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avec Z, Z,

i iyl = iyl ij L ik 23K
o= Al dd = zZhdd, Zdxg 2 xg:
S S
A partir de cette derniére expression, il est ensuite facile de montrer, en utilisant la propriété

(2.5), puis les deux relations x5 =0 et x2K = xLk x1i (directement véri ables), que

i 1 2;kj ik Lij
(z" )quutJ +(z xik )su Xt ) Zé'”k (XéL’Jk XutJ )

i oL X;ijk 2;kj .
Z]qu Xgr (2 " )suxgp

(r i)sut

Comme dans le cas Young, on déduit alors :
YA t
zZldxl, = Z0 xB o+ zlik ) 2K o gy L g gk 2k (2.24)
S
A travers ce raisonnement apparait I'autre idée fondamentale a la base de I'approche rough
paths (dans le cas 2 (}73;1=2) : pour étre en mesure d'étendre la décomposition (2.24), et
par la méme l'intégrale Stzl'ﬂ dxl, ages processux et z moins réguliers, il sut de justier
I'existence de l'intégrale itéréex?, = ;( X) su  dXy. Plus exactement :

Hypothése 1. Six 2 C;(I;R™) avec 2 (1=3;1=2] on admet que l'on peut construire un
processusx2 2 C3 (1;R™M) tel que x2 = x1 x1, ot x} 1= (x) &. L'ensemblex = (x1;x?2)
est alors appelé2-rough path au-dessus de, et I'on notera, dans un souci de concision,

kxk = N[x% G (1;R™]+ N[x% G (1;R™M)]:

Sous cette condition, et siz 2 Qx (1 ; R¥™) avec > 1=3, le termezll x1i + zXik x2K qui
apparait dans (2.24) satisfait les criteres algébrique et analytique du théoréme 2.1.1. Il devient
ainsi possible de prolonger cette décompaosition et ainsi dé nir :

Proposition 2.2.8  ([46]). Soit | =[I1;l2] un intervalle de[0; T]. Sous I'hypothese 1, on dé nit,
pour tout z 2 Qx(l;R%™M) admettant la décomposition (2.21), l'intégrale J (zI dxl) par la
formule : pour touss<t 21,

Je(Z) dxi) = zI x4 Zuik 2Ky g g g ik 2k (2.25)

Alors :
J (ZV dx/) est bien dé ni via le théoréme 2.1.1 et il existe un processus control&é 2
Qx(I;RY), unique & une constante prés, tel queA 'z J (2! dx)).
Jst(zV dx)) coincide avec lintégrale de Riemann |z dxl quand x est un processus
régulier.
On dispose de l'estimation :

n o
N[A; Qe(I:RY] cfi+kxk g N[z QLRI+ ) +jIj N[z Qu(1;R™)
o (2.26)
L'intégrale J (2" dx') peut étre décrite par la formule :
Jst(Z" dxl) = lim Z0 x Bl 4 Zxik y 2k : (2.27)
J st]l0 42 o titi+1

pour toute partition ¢ =1fs = tg<:::<t , = tg de[s;t] dont le pas tend ver.
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Démonstration. On a Al = AN xB+ Al avecAXi = Zi et AbI = Z%ik 2K 4 (z T x1i +
z %k x2K), D'aprés (2.18),

N[A% G (EREM] = N[z Q' (1;R™)]
N [z CQ(RI™]+ fl+ kxk gz +jlj N[zQu(I;R™™)]

(0]

Ensuite,

n 0]
N[z x2K G (15R)] kx k N[Z5CQ(RY™™)] kx k- z% +jlIj N[z;Qu(I;RY™)]

et enn, grace a la propriété de contraction (2.6),

N[ (z Bi L 4z Xk y 2K ): @ (1:R)] ilj N [Z];ij xLi 4 zxik w2k ;Q (1:R)]
2j1j kxk N[z;Qy(I;R*™)]:

Ces trois estimations aboutissent a (2.26). Comme dans le cas Young, la relation (2.27) est une
conséquence directe du corollaire 2.1.9, en remarquant I'égalité

J@ dxd)=(d )@ xM + ¥k x2K);
O

L'écriture (2.27) de l'intégrale comme limite d'une somme sur les points d'une partition
dont le pas tend versO, ore un point de vue peut-étre plus facile a appréhender sur cette
construction : pour dé nir l'intégrale rugueuse lorsque 2 (1=3;1=2] il sut de corriger le
terme principal de la somme de Riemann usuellezf x) & l'aide d'un terme d'ordre 2 qui
fait intervenir l'aire de Lévy du processus ¢k xZk ). La décomposition (2.25) (a l'aide de )
permet toutefois une manipulation plus aisée de l'intégrale, ne serait-ce que pour établir, via
la propriété de contraction (2.6), I'estimation (2.26).

Notez en n que la proposition (2.2.8) fournit une justi cation supplémentaire en faveur de
l'utilisation de I'espace Qx. En e et, non seulement cette derniére structure est invariante lors
de la composition avec une application réguliere (Proposition 2.2.7), mais elle reste également
stable lors du processus d'intégration, ce que I'on peut résumer a travers le schéma élémentaire :

Qu(I:RY PRZ2H  1Rem) PR 228 (1:RY)
y 7! (y) 7t 3 ((y)dx):

Le systéme (2.1) est ainsi bien dé ni dans I'espac®y(l ; RY) et I'on est en droit d'envisager
sa résolution au sein de cet ensemble par un argument de point xe (voir la section suivante).

2.2.3 \Vers des processus moins reguliers

Si le coe cient de régularité holdérienne de x est inférieur a1=3, la formule (2.25) perd a
son tour sens, le terme auquel on souhaiterait appliquer (c'est-a-dire zZM xbi + zXik x 2k
ﬂ(te pi)jrésentant (au mieux) q_u‘une régularité3 < 1. Un développement de l'intégrale (réguliere)
s Zu dx}, & un ordre supérieur est alors requis.
Pour mener a bien ce développement, puis étendre la décomposition obtenue a des processus
X et z irréguliers, on reprend les ingrédients qui font le succés de la méthode dans le cas
2 (1=3;1=2] a savoir :
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L'identi cation d'un espace de processus controlés stable vis-a-vis de la composition et du
procédé d'intégration. La complexité de la structure en question est bien entendu amenée
a croitre lorsque la régularité dex décroit.
L'hypothése d'existence d'intégrales itérées issues de.
Nous nous contenterons ici de résumer le résultat issu de cette démarche lorsque2
(1=4;1=3] Une formulation beaucoup plus générale (pour 2 (0;1) quelconque) est conte-
nue dans l'article [49] de Gubinelli.

Hypothése 2. Six 2 C,([0;T];R™) avec 2 (1=4;1=3] on admet que l'on peut construire,
a partir de x, deux processus?2 2 C5 ([0; T];R™™) et x3 2 C3 ([0; T];R™™™) tels que les
relations algébriques suivantes soient veri ées :

x2=xt xt ; x3=x2 xt+xt x? ; x2+(x?) =xt x4
ol I'on a noté (x?) la transposée dex? et x! := x.

Dé nition 2.2.9.  Sous I'hypothése 2, pour toul 2 N, on dit quey 2 Ci(I;R') est un
processus -contrélé (par x) sur |, & valeurs dansR', si I'on peut mettre en évidence les deux
développements :

1=y L g ek g2 Byl =ik y ko T (2.28)

avecy* 2 C,(I;R™), y* 2. C,(1;RM™M) yI 2CJ (I;R") etenn y¥1 2C3 (I;R"™).
On note encoreQy (I ;R') I'ensemble de ces processus, € (I ; R¥!) I'ensemble des processus
dont lesk composantes appartiennent &y (I ; R").

Proposition 2.2.10.  Siy 2 Qx(I;RY) et 2 C¥P(R%RY™M), alors z :=  (y) 2 Qx(I;RI™).
On dé nit ensuite l'intégrale J (2" dx!) par la formule :

J (2" dx)

— Zij Xl;j + Zx;ijk X2;kj + Zxx;ijkl X3;ij + Z];ij Xl;j + Zx;];ijI X2;kj + Zxx;ijkl X3;ij

R .
Cette construction coincide avec l'intégrale de Riemann z" dx! lorsque x est régulier, et il
existe un processusA 2 Qy(I;RY), unique a une constante pres, tel queA' = J (2! dx).

Remarque 2.2.11 Dans le reste de ce chapitre, mais aussi dans les chapitres qui suivent, nous
nous concentrerons quasi-exclusivement sur le cas> 1=3, en distinguant le cas Young (>
1=2) et le cas que l'on quali era derugueux (2 (1=3;1=2). Seule la section 6.6 évoquera
I'éventualité d'un bruit x -hoéldérien avec 2 (1=4;1=3] en faisant intervenir une structure de
processus contr6lés d'ordr& proche de (2.28).

2.3 Reésolution du systeme

Les constructions mises en avant dans la section précédente sont su sament souples et
générales pour permettre la résolution du systeme (2.1). C'est I'objet du résultat suivant, que
nous énoncgons, dans un souci de concision, pour 1=3seulement.

Théoreme 2.3.1. Soitx 2 C,([0; T];R™) ( > 1=3) un processus satisfaisant I'nypothése 1, et
2 C3P(RY; RE™M) . Sous ces conditions :
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1. Le systéme (2.1), interprété grace aux propositions 2.2.7 et 2.2.8, admet une unique solu-
tion y 2 Q«([0; T]; RY). Il existe en outre une fonction polynémialeP = Py, :I R* telle
que

N [y; Qu([0; TERY) P (kxk ): (2.29)

2. L'application d'ltd
F iRY CL(0:TER™) Co ([0:TLR™™)1C 4 ([0;TIRY);

qui, & toute condition initiale a 2 RY et tout 2-rough pathx = (x 1;x2), associe l'unique
solution de (2.1) dansQy([0; T]; RY), est localement lipschitzienne relativement & la to-
pologie holdérienne. Plus précisement : il existe une fonctiok = K. : (R*)?2! R*,
croissante par rapport a chacun de ses arguments, telle que

NIF (@xhx?) F (ax'%%);Q" (0;T]RY)

0
K (kxk ske'k ) ja &+ Nx* GO, TER™]+ N[x? x%,G ([0;TR™™)]
(2.30)

Remarque 2.3.1 L'inégalité (2.29) implique en particulier

i(Y)st (Ys)(X) st §t si® P(kxk ); (2.31)

estimation qui sera utilisée dans la preuve du lemme 3.2.7.

Remarque 2.3.2 L'estimation (2.30) vient suggérer une dé nition équivalente de la notion de
solution pour le systeme rugueux (2.1), plus en accord avec le point de vue de [41] : Un processus
y 2 C,([0; T];RY) est solution de (2.1) si, pour toute suite de processus di érentiableg" qui
tend vers x au sens def-rough paths, c'est-a-dire

NxE GO TERMI+ NI X6 (O TER™M) M 0 (2.32)

la suite des solutionsy” du systeme (régulier)dy,” = 1 (y!")dx{ ; y§ = a, converge versy
dansC ([0; T]; RY).

De prime abord, cette seconde formulation peut sembler plus commode, voire plus naturelle,
car elle ne fait plus intervenir la structure intermédiaire des processus controlés. En cela, elle
masque cependant toute la spéci cité du processus de résolution que nous nous apprétons a
développer, et qui lui met en scéne les espac€¥ dans le cadre d'arguments de point xe.
Pour cette raison, nous avons privilégié une premiére interprétation en termes d'intégration de
processus contrélés, point de vue qui sera d'ailleurs repris dans les chapitres suivants. Notez
gue cette approche permet en outre d'envisager des trajectoires rugueuses non geometriques,
c'est-a-dire des trajectoires pour lesquels I'existence d'une suite d'approximatior” véri ant
(2.32) n'est pas assurée. Nous ne chercherons cependant pas a approfondir cette nuance.

Cette formulation du résultat de continuité des solutions a ne trés légerement I'énoncé
original de [46], en aranchissant la constante de Lipschitz qui apparait dans (2.30) de sa
dépendance vis-a-vis dg = F (a;x1;x?) ety = F (&;%%;%?) via l'estimation (2.29). Pour cette
raison, mais aussi pour donner une idée des arguments mis a contribution dans I'établissement
de ce type d'estimation, nous nous permettons de revenir sur les grandes lignes de la preuve
du théoréme. Notez qu'un résultat tout a fait similaire est démontré dans [41] (pour un rough
path d'ordre quelconque) a l'aide du formalisme initié par Lyons.



2.3. RESOLUTION DU SYSTEME 37

2.3.1 Existence et unicité de la solution

Il s'agit ici d'établir le point 1 du théoréme. Nous nous concentrerons uniguement sur le cas
1=3< 1=2, le cas > 1=2relevant de toute facon d'arguments beaucoup plus simples, qui
font suite a l'interprétation (2.12) de l'intégrale.

Comme nous l'avons mentionné a plusieurs reprises, la solution du systéeme sera obtenue
par le biais d'un argument de point xe. Le raisonnement est d'abord mis en +uvre localement,
sur un petit intervalle [0; Tg], puis étendu a l'intervalle entier [0; T] dans un second temps.

Notations . Avant d'entrer dans les détails de la preuve, précisons que nous travaillons ici en
supposant xé un horizonT ( ni), & distinguer des temps intermédiaires Ty, T4, .... Ceci signi e
en particulier que les constantes qui vont apparaitre dans la preuve pourront dépendre de
sans mention explicite. Cette derniére remarque vaut d'ailleurs également pour la dépendance
des constantes vis-a-vis du champ de vecteurs et de ses dérivées.

Raisonnement local On considére un tempsTy 2 (0; T] qui sera xé de facon retrospective au
cours de cette premiere étape. Pour touyy 2 Qx([0; To]), on dénit z=,(y) comme l'unique
processus deQyx ([0; To]) tel que zp = yo et (z)st = Jst( (y) dx) (en particulier, z¥ = (ys)).

De cette fagon, une solution de (2.1) sufO; To] correspond a un point xe de T,.

Siy;y 2 Qx([0; To]) avec(yo;¥p) = (Yo ¥9) = (&; (), et z= 1o(y);z= 7,(y), alors en
utilisant successivement (2.26) et (2.19), il est facile d'établir que

N[z, Qu([0; ToDl o 1+ TyNI[y; Qe([0; ToD]? ; (2.33)
mais aussi, grace a (2.20),
N[z 2zQY ([0;Tol)]
TN  ¥QY ((0;Tol] 1+ N[y; Qu([0; ToD]? + N [y Qx([0; To])]* ; (2.34)

aveccy, = c(1 + kxk ) pour une certaine constantec > 1 (qui dépend éventuellement de
T). On choisit & présent To := (16c3) = et l'on pose Ry, := 2 ¢, de telle sorte que, si
N [y; Qx([0; Tol)] Rt,, alors par (2.33), N [z; Qx([0; To])] Rt,, tandis que, si en outre
N [ Qu([0; To)]  Rr,, alors par (2.34),

Niz zQF (0:To)] N Iy QY (0:To)] (166) * 1+8cf
NIy Q¥ (10 TaD):
Par conséquent, 1, est une contraction stricte du sous-ensemble fermé de
Qx([0; Tol; RY): N [ Q5" ([0; Tol; R)]
suivant :
B aprs, = Y2Q% (0:Tol): (Yoiye) =(a () i NIy:Qx([0: ToD] R,

To

La restriction de 1, a B(a; @)R 1,

y'o.

admet par conséquent un point xe, que nous noterons
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Extension de la solution.Les mémes arguments (avec le méme tempg) qu'a I'étape précédente
peuvent étre appliqués a I'ensemble

2To
B y1% y10 R,
0 n 0 0

= y2QX([To:2Tal); (Yroi¥%) = Y%  y1° i N[y;Q*((To;2Tol)] Ry, ; (2.35)

ce qui fournit une extension de la solution sufTo; 2Tg], notéey?To. On répéte ensuite la procé-
dure jusqu'a ce que lintervalle[0; T] soit recouvert, et I'on pose alors :

&To ) &To )
y= YT L iyroiter s Y= YT L6 yyroito):
i=1 i=1

ou N, est le plus petit entier tel queNt, To T.

Le processuqy;y*) est un processus controlé. En eet, skTg s< (k+1)Tg<::: <
ITo t< (I+1)To, aveck <I, on peut successivement écrire :

(Y)st
K 1
(Y)s+n)To + (Y)ito:i+n)T o + ( Y)imort
i= k+1 .
h kTo; kTo:] I
= Ys(Q st Y5 KON T ot Vs
Xt h . o i
| X | X | )
* Yirg  (X) iot Yire” (X) (+1)T ot ¥ Yiroi(e1)T o
i= k+1
i ‘. $
KTo:] o] Tol
* YsminTo T Yiro )T o T YiTou
i= k+1
h . xz
= V(X stt (YT) ka7 ol X) T ot + (YT it n)T o( X) )T ot
i= k+1
| KToll Xt o 1 o]
; ; iTo; 1.
+yC TN 1 yroamo( X) moi + YskinTo YiroiienT o * Yo+ (2:36)
i= k+1

et de cette facon, on a bien( y)st = Y5( X) st + ylst, avecy! 2 C§ ([0; T]; RY).
Il n'est ensuite pas di cile de constater, en utilisant la décomposition

K1

Jst( T (y)dx) = Jguano( " (y)dx)+ JoToiprn)T o D (W) AX) + Jirou( 1 (y) dx));
p=k+1

gue le processus controléy; y*) ainsi dé ni est solution de (2.1). En n, a partir de I'expression
(2.36), on obtient :
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N [y; Qx([0; T])]
XTo

L SUp NDTQuIk DTorkTol]+ f1+ lok g N Qu([k  1)To; KTo])]
T To k=1

Rt,+ Ry, N1, f1+ kxk g 2c(1+(T=To+1)(1+ kxk))
26, 1+ 1+16 T & (1+kxk) ;

ce qui donne l'estimation (2.29).

Unicité de la solution. C'est une conséquence de l'estimation (2.34). En e et, sy et y sont
deux solutions du systeme, alorz = 1,(y) = yetz= 1,(¥) = ¥, donc, en notant Ny, =
1+ N[y; Qx([0; TDI + N [y; Qx([0; T])]?, on a, pour tout Ty T,

NIy wQY ([0;Ti)] TyNyyNly QY ([0; Tl

En choisissant par exempleT; tel que ¢, T; Ny:y = % onobtient N[y QQ; ([0; T1)] =0. On
itere ensuite le procédeé sufTy; 2T1] ,[2Ty; 3Ty],... jusqu'a ce que l'intervalle[0; T] soit recouvert.

Le point 1 du théoréme est ainsi complétement démontré.

2.3.2 Continuité de l'application d'Itd

Abordons a présent le point2 du théoreme 2.3.1. Il est clair que sk et x sont deux processus
directeurs distincts, les espaceQx et Q, sont eux-mémes distincts, et I'on ne peut comparer
deux élementsy 2 Qy, ¥ 2 Q, relativement a une méme norme de processus contr6lés. Un
arti ce technique supplémentaire doit étre ici mis en =+uvre. |l consiste a faire intervenir, pour
y2Qx ety 2Q,, la quantite

NI %Qud = NIW:Y)  (¥):Quud = NIy wCI+ NI ¥5C' 1+NY ¥G I

Comme dans la sous-section précédente, la preuve de I'estimation (2.30) est ensuite établie
en deux temps : d'abord localement, sur un petit intervalle[O; Tp], puis globalement a I'aide du
lemme de Gronwall.

Raisonnement local On considéere un tempsTy > 0. A partir de la décompaosition

(y wWst=[ (ys) (7s)] (X) sttt (¥s) --(IZI( X)st + yéi O(YS) ¥ O(YS) th
+y5 qys) & XA+ s ) o x+ W x ¥
+ oy qy) U XG0 A X2 %

il est facile de déduire I'estimation :

N[y w Qx;x([O;To])r]] o
Coxyiy ToNIY ¥ Qu (0 ToDI+ kx  xk + kx® x%k, +ja & (237)
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avec
Cxy;y = € 1+ kxk + kxk + N [y; Qu([0; TDI* + N[y Qx([OJT])]Z :

pour une certaine constantec > 0. Souvenons-nous a présent des deux estimations
Ny;Q*([0;TD]  P(kxk ) et N[yQ*(0;TD] P (kxk );

pour une méme fonction polyndmialeP . De cette fagon,Cyxy:y  Cx;x, OU Cx;x > O représente
la encore une expression polyndmiale dexk et kxk . En choisissantTo = (2Cx.x) 1~ , on tire
alors de (2.37) :

N % Que0iTal]  264x kx xk +kx® x*k2 +ja 8

Extension de l'inégalité Avec les mémes arguments qu'a I'étape précédente, on obtient, pour
tout k 1telquekTy T,

NIy ¥ Qux([kTo; (k +1)To])]
2cx;x(kx xk + kx?  x%ky + JYkTo  YkTol

)
5( 1
26cx kx  xk +kx® x%kp +ja &+ Ty, NIy ¥Qu.([ITo(I+1)Ta])]
1=0

et par conséquent, en utilisant le lemme de Gronwall (dans sa version discréte),
NIy ¥ QuullkTo;(K+1)Tao)] 26cx € kx xk +kx? x%k, +ja &
L'inégalité (2.30) devient alors une conséquence de I'estimation élémentaire :

Ngo 1
NIy wG(0;T] NIy ¥ Qux([KTo; (k+1)Tol)l;
k=0

ou N1, désigne le plus petit entier tel queNt, To T, de telle sorte queNt, 1+ T=Tp



Chapitre 3

Un schéma d'approximation dans le
cas du mBf

La solution du systéme di érentiel rugueux standard
yo=a2 R ; dyi= " (y)dx; (3.1)

interprété au sens des rough paths, a été obtenue dans la sous-section 2.3.1 par le biais d'un
argument de point xe abstrait, qui ne donne aucune indication quant a la fagon de représen-
ter (au moins dans une version approchée) cette solution. L'objectif de la présente section va
consister en la mise en place d'un schéma d'approximation numérique facilement implémen-
table pour le systéme (1.2), dans le cas particulier o&x = B est un mouvement Brownien
fractionnaire (abrégé en mBf) d'indice de HurstH > 1=3. On pourra par ailleurs envisager la
présence d'un terme de dérive et ainsi écrire I'équation sous la forme :

Yo=a2RY ; dY/'= O¢y)dt+ U (Y;) dB!; (3.2)
i=1

ol est une application réguliere et(B1;::::B™) un mBf m-dimensionnel d'indiceH > 1=3.

Avant de préciser la nature de ce schéma, évoquons brievement les cas de gure qui ont été
envisagés jusqu'a présent, sans prétendre fournir une liste exhaustive des travaux relatifs a ce
probleme d'approximation numérique.

Dans [73], les auteurs considérent le cas ou l'indidd est strictement supérieur al=2. Eu
égard a la proposition 1.2.2, c'est le cas Young, suivant la nomenclature présentée dans la
section précédente. Il est alors (entre autres) établi dans la référence ci-dessus que la solution
du systéme peut étre approchée via le plus élémentaire des schémas, le schéma d'Euler :

—_ : i i i0 ij ' :
Yo=a o Yol = Yel e POt )+ TOWD(B gy, (33)
pour une partition P™T = f0 = t§ <t} <::: <t = Tgde[0;T] dont le pas est voué
a tendre vers0. Dans ce méme contexte, l'article [74] propose une analyse détaillée du cas
unidimensionnel (m = 1), avec la mise en évidence du taux de convergence exact du schéma
(3.3) et la détermination de la loi de I'erreur asymptotique.

Bien entendu, la situation ou H = 1=2 (mouvement Brownien standard) est encore da-
vantage maitrisée. Il serait vain de tenter de référencer ici I'ensemble de la littérature associée
au probléme de l'approximation des di usions d'lté, et nous nous contenterons de renvoyer le

41
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lecteur aux deux ouvrages tres complets [59] et [72]. Citons également les récentes avancées
contenues dans [22], et qui viennent en partie répondre a la question de I'implémentation du
schéma de Milstein multi-dimensionnel (nous reviendrons sur ce point dans un instant).

LorsqueH < 1=2, il convient d'abord de mentionner les deux articles [77] et [44] relatifs au
cas unidimensionnel (h = 1). Rappelons-nous que dans cette situation, le systeme (3.2) peut
étre interprété via la méthode de Doss-Sussmann et il n'est ainsi pas nécessaire de recourir au
mécanisme des rough paths.

Le cas de gure ouH < 1=2en présence d'un bruit multidimensionnel (n  2) n‘avait,
a notre connaissance du moins, pas été traité de facaxplicite, autrement dit n'avait pas vu
la mise en place d'un algorithme concrétement implémentable, a partir de la seule simulation
du processusB ou de ses incrémentsB par exemple. C'est ce que nous nous proposons de
réaliser ici, dans le cas olH > 1=3(nul doute cependant que la stratégie pourrait s'étendre a
H > 1=4).

Il est facile de constater, et ceci méme dans le cas unidimensionnel, que le schéma d'Euler
(3.3) n'est plus approprié lorsqueH < 1=2. Examinons en e et le cas de I'équation linéaire
impliquant un mBf scalaire

Yo=1; dY; = Y{dBy; t 2 [0;1];

éguation dont la solution est explicitement donnée, aussi bien par l'approche de Doss-Sussman
gu'au sens des rough paths, pail; = €®t. Le schéma d'Euler (3.3) appliqué a la partition
uniforme ty = % conduit quant a lui a l'approximation (évaluée au temps1)
! n
. Tyl 1 X 1 5
Yy = 1+(B Jk=nk+1=n =€Xp B1 5 (B))k=nik+1=n * n

k=0 2 k=0

aveclimy, =0 lorsqueH > 1=3. Il est a présent bien connu que

X 1
2p.s
( B )k=n;(k +1)=n e

k=0

siH < 1=2, ce qui impliquelimpi; Y] =0 6=Y et fournit ainsi le contre-exemple recherché.

Pour remédier a cette di culté, un premier schéma d'approximation, valable pour un 2-
rough path x = (x!;x?) quelconque, a été proposé par Davie dans [25]. Il consiste en la
formule itérative :

a2 RY
ya t TR xide @ VO PO xgh (3.4)

n.n
tk ’tk+l

Yo
Yir

k+1

Le terme additionnel @ ! (vh) p'(y{‘E) est en fait dicté par la construction méme de l'inté-
grale rugueuse. En e et, siy est solution du systéme, alors nécessairement, avec les notations
de la sous-section 2.2.2y%P! = Pl(y)1 et I'on reconnait ainsi dans la formule (3.4) le terme
principal de la décomposition (2.25) appliquée &. La preuve de la convergence du schéma,
établie dans [25], consiste ensuite en une adroite manipulation des termes résiduels de cette

1. Rappelons-nous quey est obtenue comme point xe d'une application : Q, !'Q ,; (y;¥*) 7! (z; (y))
(voir la preuve du théoréme 2.3.1).
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décomposition. Une extension de l'algorithme a un rough path d'ordre quelconque peut étre
trouvée dans [41].

Se pose alors la question de l'implémentation de la formule (3.4). Si I'évaluation des in-
crémentsxtlé‘%1 =( xj)tg%1 ne souléve a priori aucune di culté, la simulation des termes
xtzé'{E+1 n'est, d'une facon générale, pas du tout évidente. Le phénoméne est depuis longtemps
identi é dans le cas du B standard : sil 6=j, on ne connait pas explicitement la loi de la

variable aléatoireBgt;Ij = st( B us dB), (ou l'intégrale est par exemple comprise au sens d'lt6).
Notez toutefois le cas particulier ou I'hypothése de commutativité

@i P=@" "
est véri ée (pour tous i;j;1 ) : on peut alors s'a ranchir des termesB 2! en faisant apparaitre
les sommes

B2 + B =( B)a(B)s:

La situation est évidemment tout aussi problématique dans le cas ol 2 (1=3;1=2). L'aire
de Lévy B? est alors interprétée via l'une des approches évoquées en introduction (intégrale
symétrique, approximations du processus,...), mais ses termes non diagonaux ne sont pas da-
vantage implémentables. La méthode que nous nous proposons d'étudier dans cette section
consiste simplement a remplacer, dans l'algorithme (3.4), l'airé3 tzﬂ'{ﬂl par le double incrément
%( B I)tE?tE+l (B! )iptp,, » donnant ainsi naissance a la de nition (on rappelle que I'on prend ici
en compte le terme de dérive) :

Y = a2Rd
YtE;jl — YtE;i + 0 4 i 7” @ i0 Pi 4+ 7“ @ ij po (Bj)tEtEﬂ
A i0 o, Lo [ [ '
t5 @0 PHs@? " (Bgy, (Bgg,: (3.5)

ol p= % désigne le pas de la partition (supposée uniforme) et ou I'on a noté, pour plus de
clarte, 1 = 1 (YIE)’ @' P=@? (YIE) p'(YIE),...

La stratégie utilisée en vue d'établir la convergence de ce schéma vers la solution de (3.2)
prend essentiellement appui sur les propriétés de continuité du ot du systeme (Théoréme
2.3.1), comme nous l'expliquerons dans la section 3.2. La section 3.1 rendra quant a elle compte
d'un travail préparatoire a la mise en place de cette stratégie, en abordant la question de la
discrétisation de B 2. Nous pro terons en outre de cet espace pour apporter quelques précisions
guant a la dé nition de cette aire de Lévy pour le mBf d'indice H > 1=3.

3.1 Quelques précisions sur l'aire de Lévy du mBf

Pour étre en mesure d'appliquer le théoreme 2.3.1 au systeme (3.2) et ainsi pouvoir a r-
mer l'existence et l'unicité d'une solution pour ce systéeme (pour assez réguliere), il sut
de justier la validité de I'hypothése 1, autrement dit I'existence d'une aire de LévyB? 2
G ([0;T];R™*Lm1 ) telle que B2 = B B, et ce lorsqueB := (Id ;BL;:::;B™), la pre-
miére composante deB étant ici liée a la présence du terme de dérive.

Comme nous l'avons déja rapporté dans la section 1.2 de l'introduction, il existe deux fa-
cons d'appréhender la construction de cette aire de Lévy du mBf, qui représente moralement
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l'intégrale Rst B s dBy : soit I'on utilise une approche préexistante telle que l'intégrale symé-
trique, soit I'on s'appuie sur une approximation du processus (au sens desrough paths) en
partant par exemple d'une interpolation linéaire ou de la décomposition de Karhunen-Loéve du
Brownien fractionnaire. Un critere trés général, énoncé par Friz et Victoir dans [42], montre que
ces trois approches (intégrale symétrique, interpolation linéaire, décomposition de Karhunen-
Loéve) conduisent en fait a la méme aire de Lévy, et par suite au méme calcul stochastique.

Dans ce contexte, l'objectif de cette section est double :
Montrer d'une part, en utilisant les résultats de [76] associés a des arguments de chan-
gements d'échelle et de stationnarité élémentaires, que l'aire de LéW§? introduite par
Unterberger dans [102] coincide avec les constructions que nous venons d'évoquer.
Obtenir d'autre part un taux de convergence pour la suite

N[B' BT G0 TER™I+ N[B® BTG (0;TLR™™));

ou BI™T (resp.BZMT) représente une discrétisation particuliére des incréments du pro-
cessus (resp. une discrétisation de l'aire de Lévy) qui sera exploitée dans le cadre de
I'étude de l'algorithme (3.5).
La proposition 3.1.7 viendra en fait répondre a ces deux objectifs simultanément. Pour
comprendre ce résultat, rappelons d'abord briévement la dé nition de l'aire de LévyB 2 obtenue
a partir de I'approximation analytique du mBf.

3.1.1 L'approximation analytique du mBf

Tous les processus stochastiques que nous nous apprétons a manipuler seront implicitement
dé nis sur un méme espace de probabilité complet; F;P).

Comme expliqgué dans [102], une décomposition particuliére de la fonction de covariance
du mBf conduit a l'introduction d'un processus gaussien centré analytiqueX +° dé ni sur le
demi-plan supérieur * = fx + iy 2 C:y > Ogtel que, si I'on dé nit en outre X ®sur par
XW0 = X%o, on ait, pour tous z;w2 *,

h i h [ h [
40, 40 _ o, 0 _ +o, o _H@ 2H)

E X; Xy =E X, Xy =0, E X; Xy = Zcos(H)

( iz w) 2 (3.6)
Le processusxz+0 doit étre vu comme une approximation analytique de la dérivée du mBf.
Si I'on souhaite ensuite construire une approximation du mBf lui-méme, il sut de choisir,
pour tout t 2 R et tout " > 0, un cheggin continu - : [0;1] ! " tel que - (0) = i" et
w (1) = t+ i", puis de dé nir X, = " X;Odz. De la méme facon, on dé nit le processus
X, par la formule X, ' = 0 Xz °dz, ol ~; :[0;1] ! est tel que ~((0) = " et
~¢(1)=t i" (bien entendu, X, ' = X{'; ). L'approximation recherchée est alors obtenue en

prenant . . § i}
Xy =2Re(X; )= X"+ X{ (3.7)

Il e§t clair que le processus ainsi dé ni est di érentiable ; sa dérivée est méme égale(¥ )P =
X+ X, . Le résultat suivant, tiré de [102], fournit un premier lien entre ce dernier processus
et le mBf (unidimensionnel) usuel indexé parR :

Proposition 3.1.1.  Pour tout " > 0, soit X le processus donné par la relation (3.7). Alors,
pour touss;t 2 R, on a
IMmE X Xsl= 5 J§7" +jsi™ jt 7
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Il est également intéressant de noter que le processXs Vvéri e des propriétés de stationna-
rité et de changement d'échelle similaires a celles du mBf, propriétés qui seront d'ailleurs mises
a contribution pour établir le lemme 3.1.11.

Lemme 3.1.2. Les égalités en loi suivantes sont satisfaites :
1. (Stationnarité)

f( X Ysurs; 0 U T sg=EfX;0 u T sg; (3.8)

2. (Changement d'échelle)

n 0
fXoy 0 u T=gg: 'X™;0 u T=c : (3.9)

Démonstration. Comme il s'agit de processus gaussiens centrés, il sut de comparer leurs
fonctions de covariance. Par exemple, pour tous;v 0, on a

EN(X Dsurs( X Dsves]

uts Z s "
= E (X )2 dx (X )3dy
ZLH'SSZV+S n hso Oi h 0 OIO
- S dx . dy E Xjgp X, ¢ +E X p X
z z
H(1 2H u+s v+s . " | "
2(cos(H)) dx dy (i(x y)+292" 2+(x y)+2m2H 2
H(1 2|-|)Zsu z,°
2cos(H) dx . dy (i(x y)+29) 2 24(i(x y)+27) 22
= EX X

ce qui prouve la stationnarité du processus. La propriété de changement d'échelle est ensuite
établie avec les mémes arguments.
]

De facon naturelle, la versiorm-dimensionnelle de cette approximation est donnée paX " :=
(X"1:::1:X M) ol les composanteX " sont construites & partir de copies indépendanteX *°.
On peut alors envisager l'aire de Lévy construite a partir de cette approximation, suivant la
formule : pourtous0 s<t T,1 ji1;j2 met"> 0:

. Z, Z,,
Xsf (11;12) = qu’il qu’izi (3-10)
S S

ou les intégrales sont simplement comprises au sens de Riemann. Notez que par intégration par
parties, les éléments diagonaux de cette approimation se résument en fait a
( NRY:

M; j=1;m: (3.11)

2" iy =
X (J!J )St 2

Il s'avere que la suiteX %" converge relativement a la topologie héldérienne qui intervient dans
I'nypothése 1. C'est le résultat principal de [102], que nous résumerons par I'énoncé :

Proposition 3.1.3.  On xe un coe cient 2 (1=3;H). Alors, avec les notations précédentes :
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1. Le couple(X ;X 2") converge dansLP ; C ([0;T];R™) C 35 ([0;T];R™™) pour tout
p 1 vers un élément(B; B?), ot B est un mBf d'indice de HurstH.

2. L'incrément B? satisfait la relation algébrique B2= B B.
Remarque3.1.4 Sil'on a noté X" (plutét que B") I'approximation analytique de B, c'est pour

distinguer ce processus de l'approximatiorB™T de B par interpolation linéaire que nous nous
apprétons a introduire.

Remarque 3.1.5 La relation (3.11) passe en particulier a la limite pour donner
( B J )gt . J — Qe
— e

Remarque 3.1.6 La prise en compte du terme de dérive dans (3.2) nécessite la dé nition de

B2(ij)=

s'imposent ici naturellement :
Z t Z t
B2(;0)= (B"sdu ; BZ%(0;i)= (Bhyduy (3.12)
S S

ou la deuxiéme formule est obtenue aprés intégration par parties. La matriceB 2 (i; j )Noij m
ainsi étendue sera encore notéB 2.

Associée a cette derniere remarque, la proposition 3.1.3 nous indique en particulier que le
processusB = (B 1:B?) (ol comme précédemmenB! := B) est un 2-rough path au-dessus

pour appliquer le théoréme 2.3.1, et obtenir ainsi l'interprétation et la résolution trajectorielles
du systéme (2.1).

Pour faire le lien entre cette approche et les méthodes évoquées ci-dessus, autrement dit entre
B? et les constructions plus classiques de l'aire de Lévy, envisageons a présent une discrétisation
de ce processuB limite. A cette n, on introduit une partition uniforme Pt = ft | = "TT; k =

0;:::;ng de l'intervalle [0;T], a partir de laquelle on dé nit successivement :
L'approximation B™T de B par interpolation linéaire : pour tous t 2 [0;T], si k 2
f0; 1;:::;n  1gesttel quety t<ty,,, alors
nT bt .
By = BtE + Ton (B )tEtEﬂ : (3.13)

L'aire de Lévy B2™T jssue deB™T, dé nie au sens de Riemann par :
2nT 4o £l T(i T3]
B (i) = dB ;" dB}i"0 ) (3.14)
S S

L'objectif du reste de cette section va alors consister a établir :

Proposition 3.1.7. Soit B = (B';B?) le 2-rough path donné par la proposition 3.1.3 et
B™T = (BL"T:B2MT) sa discrétisation, suivant le procédé évoqué ci-dessus. Alors, pour tout
2 (1=3;H), il existe une variable aléatoire positive .41 , nie presque sirement, telle que,

pour toutn 2 N

P logn
ER
(3.15)

N [B 1 B LnT : C:Z([O, T], Rm+l )] + N [BZ BZ;I’];T : C’g ([O, T], Rm"'l;m"'l )] HT
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Suivant ce résultat, le 2-rough path B = (B 1;B?) issu de l'approximation analytique du
mBf, coincide avec la limite obtenue en utilisant une interpolation linéaire du processus, et
donc, via les résultats de [42], avec les autres constructions de l'aire de Lévy. Notez que le taux
de convergence fourni par I'estimation (3.15) est comparable a celui qui apparait dans [42], avec
une légére amélioration en la présence du facteur logarithmique.

3.1.2 Discrétisation du  2-rough path

Nous étudierons d'abord la convergence de la premiére composante (autrement dit la conver-
gence de l'interpolation linéaire vers le mBf en norme holdérienne), avant d'aborder la question
beaucoup plus délicate de la convergence de l'aire de Lévy approchée.

Convergence du BLnT

On s'appuiera simplement sur le résultat suivant, emprunté a [104, Théoréme 3.1] :

Proposition 3.1.8. Il existe une constanteh > 0 et une variable aléatoire positive y:n T,
nie presque slrement, telle que
sup j(B)u+nj wh 7 h" O jlog(1=h); (3.16)
t2[0;T h]

pour tout h 2 (0;h ):

Corollaire 3.1.9. Pour tout coe cient 2 (1=3;H), il existe une variable aléatoire positive
H.-T , Nie presque slrement, telle que, pour toun 2 N ,

N BET BLGOTER™Y)  r logn) n ¢ ) (317)

Démonstration. |l s'agit donc d'estimer la quantité j (B™T  B)gj pour s;t 2 [0; T]. Remar-
quons tout dbabord qu'il existe un réel xy. > O telle que I'application f : (0;T] ! [0;1),
f(x)= x" jlog(1=x)j soit croissante sur(0; xy:. ). Sans perte de généralité, nous suppose-
rons queT=n inf(xy. ;h ), ouh estla constante dé nie par la proposition 3.1.8.

(i) Considérons le cas oljit  §j % avec par exemplety s<ty,, t' t<t],; pour

k <1 (on rappelle quety = kT=n). Ainsi,

g |
T:n B t|nt|n+1 !

BQ;T = BtE + BtEtn et Btn;T = Btln +

k+1

T=n
de telle sorte que

j B™  B)ej ] BuwsitiBud+iBugw, j+tiBog,]
H

4nr jlog(n=T)j — wTit s jlog(n)jn )

ou l'on a utilisé I'estimation (3.16) pour obtenir la seconde inégalité.
(i) Si jt sj<T=n avecty, s<t<t},,alors

t s

B n;T -
( )st T

(B,
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et ainsi

i B™ B)sj j Bsj+iBg']

H 1
H T
n

T jlog(A=(t s))it sj" + nprijt si jlog(n=T)j

P - — . . P
wro jlog(1=(t st s+ wrjt s jlog(n)jn ® )
En utilisant la croissance dex 7! x" P j log(1=x)j, on déduit
j B™ B)sj writ s jlog(n)jn © .

(i) Si jt sj<T=nett] s<tp,, t<tp,,onécritj (B™ B)«j j (B™ Bsn, i+

j (B™T B)tp,, tJ pour se ramener ainsi au cas précedent.
L'estimation (3.17) résulte a présent de la combinaison des trois cas (i)-(iii).
]
Convergence de l'aire de Lévy
La preuve de I'estimationN [B2 B2"T:C | P lognn ™ ) prendra essentiellement

appui sur l'estimation suivante, tirée de I'un des principaux résultats de [76] :

Proposition 3.1.10. Pour tout p 1, il existe une constanteK, telle que, pour tousl
i m,

. p1 _
EBZr(i;i) BATF (i) Kp, T2 n 2H+1=2, (3.18)

Démonstration. Observons tout d'abord que la variable aléatoireB2; B3"" appartient & la
somme des deux premiers chaos de Wiener assodigset par conséquent tous les moments de
BS.T Bé:?’T sont équivalents (voir [81] pour un exposé complet de ces notions). Il sut donc

de montrer I'existence d'une constanteK > O telle que, pour tousi;j =1;:::;m,
2 (i 2nT 2 0 2H 2H+1=2
E Bor(i5j) Boy (i5)) K T n w (3.19)
Considérons d'abord les éléments diagonaux dB.; BS?Q;T. On sait que B3 (j;j ) =
(Bg ))2=2, tandis que
Z
2nT iy — T T
Bor' (1) = BYTO)dByTO)
X1 X 1Z e 2 i 2
_ () "N kT i)
= By Bmin  + - u — B nin du
K0 ty et K0 - T n Rt
7(1 . . 1 2 1 2
_ i) g ) 1 - 1 o0 c.
~ By’ Bow, * 5 Buau, > Br'

etainsiB3:(G;j) Bgy' (ij)=0.
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Envisageons a présent un terméi;j ) non-diagonal du processus, et supposons sans perte
de généralité que > . En procédant comme ci-dessus, on obtient

BNT0) ggnTii) = 17 g0 L g0 g
0 u u 2 ~
k=0
Nous pouvons alors faire appel a [76, Théorémes 1.1 et 1.2] pour conclure :

. 2 1= _
E B3:(ij) BEY (is)) K T2H p 2H+1=2, (3.20)

O

Il s'agit a présent de passer de I'estimation ponctuelle (3.18) (en norm&P sur ) a une
estimation en norme holdérienne (presque slre). Pour cela, nous associerons deux résultats
techniques qui surviennent assez naturellement dans ce contexte : un premier résultat relatif
aux changements d'échelle pour l'aire de LéwB? (et son approximation B2™T), puis une
adaptation du lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey aux processus de deux variables.

Lemme 3.1.11. Pour tout point s2 PpT,

(B)surs; (B™M)suss); 0 u T s = (BiB™);0 u T s (3.21)
Par ailleurs, si ¢ > 0,
. n 0
(Beu;BET);0 u T=c = "By;BY™™%); 0 u T=c: (3.22)
Enn,si s;t2P,7 avecs t ona
.. ‘n: .. L .. n:T= -
BZ(ij):BE" (i) =t 9 BHG kBT " V(i) (3.23)

Démonstration. C'est une conséquence des propriétés classiques de stationnarité et de chan-
gement d'échelle pour le mBf et son approximation analytique ((3.8) et (3.9)). Toutefois, le
rédaction exhaustive des di érents arguments successivement mis en +uvre est assez longue, et
pour cette raison, nous la reportons en appendice. Ol

Lemme 3.1.12. Soit > 0,p 1etV un espace vectoriel normé quelconque. Il existe une
constanteC .,y > O telle que pour tout processu®k 2 Cy([0; T]; V),

N R;G([0;T]; V)
Z1Zg 1=(2p)

- .2p
IRwI™ 4 dy +Cpv N R:;G(O0;TLV) :

PV o du vjEe2
Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [46] pour la preuve originale de ce résultat, qui
généralise le lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (obtenu en prenBnt f ). Une
version un peu plus générale du lemme sera de toute facon établie dans le chapitre 5 (voir
Proposition 5.5.7).

]
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Munis de ces deux lemmes techniques, nous sommes en mesure d'établir le taux de conver-
gence escompté :

Proposition 3.1.13.  Pour tout coe cient 2 (1=3;H), il existe une variable aléatoire positive
H.-T , hie presque slrement, telle que, pour toun 2 N ,

N BZ;n;T Bz;cf ([O;T];Rm+l;m+1) He T pm n H ):

Démonstration. Dans un souci de clarté, les constantes qui apparaitront dans cette preuve
pourront dépendre de et T, mais aussi des parametres intermédiairep et ", sans mention
explicite. Ces constantes seront d'ailleurs toutes désignées par la méme notatiéh. Nous
noterons égalementA™T := B2 B2nT

Considérons tout d'abord les termes impliquant la premiére composante dB : on a par
exemple, a partir des expressions (3.12),

ce qui donne l'estimation attendue grace a (3.17). Le traitement deng (0;1) est ensuite simi-
laire. Pour les termesAQt;T (i;j),avecl i;j  m, on procéde en plusieurs étapes.

Etape 1.Cherchons tout d'abord a établir I'estimation : pour tousp 1,
: p 1=p
E Ag (i) Kjit s n2H danH.  st2[0T] (3.24)

et ce pour tousi;j =1;:::;m, ou plutbt, par symétrie, pour tous 1 j i m. A cette n,
nous distinguerons trois cas.

()Sijt si Tetsjt2Pnr,ie.s= X ett='T aveck <I.Alors, d'aprés le lemme 3.1.11,
. .. L - 2:nT=(t sy,
AL () = BSG) B Y (i)
n

or, puisque = = 2, B5* " 9(i;j) = B2 “(i;j), et donc, d'aprés le proposition 3.1.10,

T, .. P 1 . . . . - . 1= -
E AQ';T (l,J ) K Jt SJZH JI k] 2H +1=2 K Jt 511—2 n 2H+1=2
K jt sz n 20 ) (3.25)
ou nous avons en outre utilisé le fait que > 1=4.

(i) Si (t s) L avect] s<tp, tf t <t} alors, en utilisant la relation

cohomologique ( A ™7 (i;] ))sty,, tnt = 0, on obtient la décomposition

AT (1) = AGE 1)+ AL g (51)+ ARG
(AT Dstp,, et (AYT () e, e (3.26)

Le terme A[ET1 i (it]) est estimé & l'aide du cas () :

T iy PP 2 Y :
EAtnEﬂtln(l,j) K tf tfh,° n2H ) K jt s n2H )
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Pour traiter les deux derniers termes de (3.26), souvenons-nous de la relation algébrique
(An;T (;j)= B n g0 B "T:() g nTi ); (3.27)
qui entraine ici

JAYT @ Dstpy,d 1 (BD)s 5 5(B D) oj+ i(B™ 0 g j j(B TN

k+1 k+1 k+1 k+1

estimation a partir de laquelle on déduit aisément, en appliquant par exemple l'inégalité de
Cauchy-Schwartz,
T g P 1%p - H H - 2 2H ) H .
E (A% (5] )stp,, t Kojt s’ (T=n) Kojt s” n +n 7o

Le moment E[j (A™T (i;j )

no tlntjp]lzp peut bien sar étre majoré de la méme fagon.

Quant au terme A;‘tg _(i;) , remarquons d'une part que

. P 1Fp 2H p 1=p
E By, (i) = tl,;, s E B3
K jt siZ n 20 ) (3.28)
tandis que, d'autre part,
Z i Zn N
Ko nTi) qrniTil) — nTi) pnTiG) Kt (U 1) nTi0) R nTi6) .
, BT BT = Byl Byyn o gemz U B By
cette derniére estimation conduisant la encore facilement a
' Zy, . N
E (B"T0)g,dB)T0) K jt s n20 ). (3.29)

S
L'association de (3.28) et (3.29) donne e ectivement
(EGAZT GDPD™ Kijt s? n 20 )

Le raisonnement est également valable pouA['lriI (i;)-
(ii) Il reste a analyser le cas(t s) < % Pourty; s<t<t},,ona

Ze L
E  (B®)gdBf) K jt s K jt s n20 )
S
et z
t 2
nTi) ggnTi6) (L ST paTo N1
s Bsu dBu 2(T=n)2 BtEtEu BtEtEﬂ ’
d'ou Z, | b 1
E (Bn;T:(I))SudBS;T;(J) K jt sj® n 2H ).
S

Lecas (t s) < &, th s<tl, t<tp,) donne lieu a un traitement et un résultat
similaires, ce qui achéeve la preuve de (3.24).
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Etape 2. Pour appliquer le lemme 3.1.12, il faut (d'abord) étre en mesure de contrdler la norme
N (B2 B2"T); C§ de facon presque sdre. Pour cela, remarquons que la relation (3.27)
s'écrit également

(B2 B2nT)= B BT B+ BNT B BNT
Par conséquent,
j (B% BZ"T)suj
jt uijs ui 2N[B;G] N[ (B B" ) GI+(N[(B B"T);G])?
et ainsi
N (B2 B2"T);,C  2N[B;G] N[ (B B"™M):GJ+(N[(B B"T) G
En utilisant le lemme 3.1.9, on déduit a présent

- p——
N (B2 B2") G w.r  logn) n ® (3.30)
Etape 3. Associé a (3.30), le lemme 3.1.12 entraine

N (B2 BZ"T), G ([0;T]
Z1Zq j(B2 B2nT),j%P 1=(2p)

P
K dudv + K jor log(n) n " ):

0 o ju vj4p*2

pour tout p 1. Il reste donc a montrer que

) ) p—
jRpj w7 log(n) n ) (3.31)
ou
B B n;T 2p
Rnp = I - - Juv] dudv
’ 0 0 ju vj4p+2

Pour cela, on commence par utiliser I'estimation (3.24) (en remplagant par + "=2, pour"
assez petit), pour déduire

YA T z T EJ(BZ BZ;n;T )uijp

EjRn;pj - TR dudv
ZTZT iu V'4p+2“p
K B - dudy n 4 PPy 2
o o Ju VP

et donc, en choisissanp > %,
EjRn;ijp K n 4(H )p+2"p +n 2Hp :
Posons = minf2( H ) ";H g. D'aprés l'inégalité de Tchebychev, on a, pour tout > 0,

. -2 2 "
EjRn;pj anp( ") Kn "

P(n "J'Rn;pj> ) 7p —2p
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d'ou, puisquep > 1=",

P(n "jRpi> )< 1L
n=1
Le lemme de Borel-Cantelli implique alorsn  "jRnpj! 0 p.s. lorsquen ! 1, ce qui conduit
a (3.31) en choisissant' > 0 de facon appropriée, dans la mesure ou

" =minf2( H ;H "g>H

3.2 Etude du schéma

La stratégie visant a établir la convergence du schéma (3.5) vers la solution de (3.2) est
basée sur l'observation suivante : la formule (3.5) correspond au schéma de Milsteitassique
(en présence de processus réguliers) appliqué a l'approximation de Wong-Zakai du systéme
dirigée parB"T, autrement dit au systéme régulier

v = O ydi+ T(YH)dBMT ; Yh = a2 RY; (3.32)
ou, on le rappelle,B™T est dé ni par (3.13). Il est en e et facile de constater que( B ™" e, =
(B)p,, , tandis que

T % nT;l nTi - Lol j
By, =, (BT gudBe™ = 508 aaq., (BNqgq,
k

Cette observation n'est évidemment valable que lorsque I'on fait coincider le pas, = % du
schéma avec le pas de discrétisation d&.

La convergence du schéma est alors établie en deux temps : on e ectue une premiére tran-
sition entre la solution Y du systéme initial et la solution Y" du systeme approché (3.32), puis
I'on analyse du passage d¥" a sa discrétisationY" via l'algorithme de Milstein.

La premiére étape n'est en fait qu'une conséquence directe de I'association du théoréme de
continuité du ot (inégalité (2.30)) et de I'estimation (3.15). L'ensemble aboutit a :

Proposition 3.2.1.  Supposons que 2 C3P(RY;REM*1) et soit 2 (1=3;H). Alors, avec les
notations ci-dessus, il existe une variable aléatoire positive.y. .1 , nie p.s., telle que

pIogn_

NIY YU TERY et g

(3.33)

Remarque 3.2.2 On ne peut malheureusement pas transformer cette estimation presque slre
en une estimation dansL!(). C'est I'un des inconvénients de la méthodes rough paths : elle
fait apparaitre des constantes aléatoires (ici -.y. .1 ) non intégrables, comme le montrerait une
rapide analyse de la preuve du théoréme 2.3.1.

Le passage dé&/" a Y" va quant a lui nécessiter une étude relativement approfondie de
la procédure de discrétisation de Milstein dans le cas ou le processus directeuest régulier.
C'est I'objet de la section qui suit.
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3.2.1 Le schéma de Milstein pour les EDO dirigées par un processus régulier
Nous considérons ici le systéme général :
Vo= a2RY 5 dyl= T(y)dxd t2[te;1]; (3.34)

Le ot associé a ce systéme sera notéa ;top;:), ou en d'autres termes :
yi = (@ ;to;t) 0 y: estl'évaluation ent de la solution de(3.34):

Le schéma de Milstein associé a (3.34) (lorsque I'équation est envisagée KyIT]) est dé ni
par

z t
. . k+1
Yoo = Voo + OR) OXDyea + @ ' 1) Py (X Dt dxy; (3.35)
9%
ol ty = tf = kTT On notera "(a;tp;:) le ot numérique induit par ce schéma, c'est-a-dire la
suite (yf, )k p telle que yt”p = a et pour tout k p, la relation itérative (3.35) est véri ée.
Commencons par examiner la divergence des ots exacts et numériques entre deux temps
successifgy et ty+1 de la partition :

Z, 3

j@ ;te;tes1) "(@t;tke1)i C Mgy, s avecM := jXuj du (3.36)
S

Démonstration. Il sut de partir du développement de Taylor : si y:= ( a;tg;:),

(a ;tk;tk1) "(a;ty; ke )
tk+]_ 1 . . .
du dr @ "(@a+r(y)) @ "(a) P@(x")ux,
0
Z tye1 z 1 . VA u _
+ du dr@ "(a+ r(y)yu) ( Py v dxy X
0

tk tk

tk

et I'on utilise ensuite le fait que
z t VA t

(yHst = Ty)dx, k ki jxyj du:

S S

O]
En considérant le couplex = (x! := x; x? := R X dx) comme un2-rough path, l'inégalité
(2.30) implique par ailleurs :
Lemme 3.2.4. Soit 2 (1=3;1). On rappelle que
kxk = N[x: G0, TR+ N [x% G ([0, TER™)]: (3.37)
Il existe une fonction croissanteCy : R! R, telle que

i@z ;1) (Zsiy) (z 3)j
jt sj

Cr(kxk ) jz 7 (3.38)
et

j@ sy (zsi))  Cr(kxk) jz 7 (3.39)
pour tous s;t 2 [0; T] et z; 22 RC.
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Forts de ces deux résultats préliminaires, nous sommes en mesure de mettre en +uvre un
raisonnement classique d'analyse numérique visant a contréler la di érence entre la solution
du systeme (3.34) et le ot numériquey" issu du schéma (3.35). Ce sont ces estimations qui
assureront dans un instant la transition entreY" a'Y".

Proposition 3.2.5. Soitx : [0;T]! R' un processus continu, di érentiable par morceaux, 2
C3b(RY; R%) et a2 RY. On considére le ot associé au systéme (3.34) et le ot numérique

poseyr, = ( & 0;tc) ety] = "(a 0;tc). Avec ces notations, il existe une fonction croissante
Cr :R! R" telle que I'on ait, pour tousO p<qg n,

& 1
VYR Crlkek) M (3.40)
0 9
< ¥ 1 X 1 =
O YDt Cr(kxk ) : M{it,, +itg  tpj Mt (3.41)
k=p k=0 ’

ou l'incrément M * est dé ni dans (3.36).
Démonstration. Par dé nition, yi = (v {,;tk;tk) ety = ( yiy:to;tk), et donc
& 1
Yoo Yiy = ¥ gotte) (Y o, itkenitg)
k=0
Remarquons a présent la relation
¥ fotcte) = (ot teen); toen s tg)s

qui implique, grace a (3.39),
vV fitkote) 6., itkeastg)  Cr(kxk ) (Y gitkitess) Vi,
On utilise ensuite (3.36) pour a rmer que
¥ fotiotker) Y., = O otots)  "Ohotiotksr)  C M s
ce qui permet de déduire (3.40). Sq p, on écrit
O Yte = Y tpitpite) Vi, "5 tpite) Vi,
= ¥ tpiteite) Vi v itpit) Vi) "o itpitg) (Y 1itpitg)

En utilisant les mémes arguments que ci-dessus, on peut ensuite montrer

Xl
| "(Ziteity) @ pitpitg] Crkxk ) M (3.42)
k=p

(8.41) est nalement obtenu en combinant (3.38) et (3.40). O
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3.2.2 Application au mBf

Sous I'hypothése 2 C3P(RY; R¥™*1) (qui sera dorénavant adoptée), on rappelle qu&/"
désigne la suite dé nie par le schéma (3.2), tandis qué?n représente la solution du systéme
approché (3.32). La proposition 3.2.5, appliquée a ce dernier systéme, conduit a un premier
contréle :

Proposition 3.2.6.  Pour tout 2 (1=3;H), il existe une variable aléatoire .4t , nie p.s.,
telle que, pour toutn 2 N ,

p

n

Y Y M),
pP;g=0;::;;n  1;p<q jtq tpj

logn

s (3.43)

HT

Démonstration. Pour faire apparaitre (Y Y Moty » il SUt de prendre x = B™T dans

la proposition 3.2.5, oun est le méme pas de discrétisation que dans le schéma numérique
(3.5), puisque, comme nous l'avons souligné au début de cette sectiowi” coincide avec la
discrétisation de Milstein du systéme (3.2.5). En utilisant (3.16), on sait en outre que

— 3 (Iog n)3:2.
Mt):(tk+l - ( B )tktk+1 H,T nT,
et donc, d'aprés (3.40) et (3.15),
- : 0 )3_2)
v ' =2, , ogn)3=
7 ¥ nr Cr KBk ansHpJ(logn)3‘2+th to] %
. (logn)®2

HT Jtg  tp) T3 1

ou l'expression de la variable aléatoire .yt varie d'une ligne a l'autre. (3.43) est maintenant
une conséquence de l'inégalité strict8H 1>H
O

Le reste de cette section va consister a établir que I'estimation (3.43) reste valable sur
lintervalle entier [0; T] (et plus seulement sur les pointstp; tq de la partition) lorsque Y" est

Intervient ici un premier résultat technique, hérité de (3.16) via l'estimation (2.29), relatif
au comportement local des variations der” :

Lemme 3.2.7. |l existe une constanteh > 0 et une variable aléatoire positive 4., .1, nie

p.s., telle que pour touth 2 (0;h ) et tout n hi

sup j( YNetshi  wh o7 h™ 7 jlog(1=h)j:
t2[0:T h]

Démonstration. Compme dans la preuve du lemme 3.1.9, on notey > 0 la constante telle que
l'application x 7! x" " jlog(1=x)j soit croissante(0;xy]. On pose ensuiteh = min(xy;h ),
ou h désigne la constante dé nie par le lemme 3.1.8. Soies;t 2 [0; T] tels quejt sj h

(i) De (2.31), on tire

(YMs  (YO(B™M)s  jt si? GKB™k)
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pour 1=3< <H et une certaine fonction croissanteG : R! R*. En choisissant su sam-
ment proche deH, on obtient

(YDst  (Yo)(B ") wh ST g G
(i) Supposons d'abord quet; s t t+1.0na

(VDB ™ wn i it s (0=T)*" " jlog(n=T)j
et puisquejt sj T=n,i.e.n=T 1=t 9), il en découle

(YO(B "™t wn;r (6 9" IoJ'|09(1=(t S)E

(ii)Sity 1 s t tp t tyg avecl p,alors

(B")st = (B By,)+(B )y, +(By, BIT): (3.44)
Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, cette relation méne facilement, lorsgite sj T=n, a

. , p - y

(YO(B™)st  wnr (9" 7 jlog(=(t s)) (3.45)

Sijt sj>T=n, la décomposition (3.44) implique

. q
(YO(B"st 2 pn o7 (T=n)Hpj|09(n=T)j+ wh ot (T jlog(l=(t, )i

. . A ~ . p 1 7A__ \N-
et I'on retrouve I'estimation (3.45) grace a la croissance de& 7! x™ " jlog(1=x)j.

(iv) L'assertion est maintenant obtenue en combinant les étapes (i)-(ii).
]

Proposition 3.2.8.  Soit fY,";t 2 [0; T]g le processus obtenu par interpolation linéaire des
points Yy ; Y111, Yl . Pour tout 2 (1=3;H), il existe une variable aléatoire positive 4.1 ,
nie p.s., telle que pour toutn > 1,

NIY? YGAOTERY]  wr  fog(m) n ® )

Démonstration. On introduit tout d'abord l'interpolation linéaire U" de Y" associée a la par-
tition uniforme de pas T=n. A partir du résultat du lemme 3.2.7, on peut procéder comme dans
la preuve du lemme 3.1.9 pour obtenir

NIUY YGOTERY  war dog(n) n ¢

Il sut donc d'examiner la di érence entre les deux processus linéaires par morceauwJ" et
YN.Sis2 [t;ti41] ett 2 tx;te+r] pourl  k,ona

t ty S

T=n

n n

(U™ YMs= (Y Y + Y Y

Yn)tktkﬂ

Yn)t|t|+l . (346)

(i) Si I +1 < k, alors en appliquant (3.43) aux trois termes de (3.46), on obtient, puisque
(s t) T=net(t tx) T=n,

. . o P
j U™ YN wr it osion ® )7 log(n): (3.47)
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(i) Si | = k, (3.46) se simplie en

t S _—n
Y
T=n (

(Un Yn)St = Yn)tktk+1

et ainsi (3.43), associée au fait qu@g sj T=n, fournit & nouveau l'estimation (3.47).

Le cask = | +1 peut ensuite étre traité de facon similaire, ce qui acheve la preuve de la
proposition.
O

En associant les estimations des propositions 3.2.1 et 3.2.8, on obtient le résultat de conver-
gence escompté :

Théoréme 3.2.1. Supposons que 2 C3P(RY;RI™M*1) et soit fY,"; t 2 [0;T]g le processus

coecient 2 (1=3;H), il existe une variable aléatoire positive ...t telle que, siY désigne
la solution du systeme (3.2), alors pour toun 2,

P
logn
N[Y Y”;Cl([O;T]; Rd)] HT nHi: (3.48)
3.2.3 Résultats de simulation numérique
Pour apprécier I'e cacité de l'algorithme (3.5), envisageons I'exemple élémentaire
Yo=a2R ; dY,=Y, (dB!+ dB?); (3.49)

pour lequel nous disposons de la solution explicit¥; = eBi*Bf La gure 3.2.3, qui rend compte

a la fois de l'application du schéma d'Euler et du schéma de type Milstein (3.5), vient illustrer

le phénoméne que nous évoquions en introduction : lorsqué < 1=2(ici H = 0:4), le schéma
d'Euler ne converge plus vers la solution du systeme et il devient ainsi nécessaire d'inclure des
termes d'ordre deux dans l'algorithme.

Il eut été ensuite intéressant de pouvoir comparer le taux de convergence qui apparait
dans (3.48) avec des taux plus classiques lorsqu® est un mB standard ou lorsqueB est
unidimensionnel (voir par exemple [77]). Survient ici I'un des inconvénients de I'approche rough
paths que nous avons suivie (outre celui mentionné dans la remarque 3.2.2) : cette méthode
ne met en évidence gu'une estimation en norme hdldérienne de la di érence entre la solution
exacte et la solution approchée. Le coe cient dans (3.48) est en e et supposé strictement
supérieur al=3et il n'est pas envisageable, eu égard aux arguments utilisés dans la preuve de
ce résultat, de faire converger vers 0 pour obtenir un taux de convergence étroit en norme
in nie.

Permettons-nous cependant une conjecture quant a la vitesse de convergence kdé
YKy .j0:7], COnjecture que viendront dans un instant appuyer deux exemples numériques.

Conjecture : On suppose l'indice de HurstH strictement supérieur a1=3. SoitY la solution

issus du schéma (3.5). Il existe une variable aléatoire positivey.t, nie p.s., telle que, pour

tout n 2,

H

P — _
KY Y"1 w1 logn n M4 22 (3.50)
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Figure 3.1 Application du schéma d'Euler (en rouge) et du schéma (3.5) (en bleu) a I'ap-
proximation de la solution de (3.49) (en pointillés).

Remarque3.2.9 L'estimation (3.50) est conforme aux résultats établis dans le cas du Brownien
standard (H = 1=2). Il est en e et prouvé dans [15] que le schéma (3.5) appliqué au systéme
particulier

Yo=Y5=0 ; dY'=dw!; dY?= Y dwg,

est exactement d'ordren 172, résultat qui souligne par ailleurs le colt de l'approximation
WES %( W)st (W)t (on sait que le schéma de Milstein original est d'ordren 1).

Pour tenter d'appréhender la normekY Y "k; .o.r], Nous avons appliqué I'algorithme au
systeme :
Yo=1; dY;=cos(Y;)dB} +sin(Y;)dBZ; t2 [0;1]; (3.51)

Observons que pour montrer (3.50), il su rait en fait d'établir l'inégalité

P ogn
ogn

sup Yo o YR HT 55 155
t " p2H 1=2

En eet, si YP"' désigne l'interpolation linéaire deY relativement a la partiton P™T =
ft; k=0;:::ng, il est facile de prouver en utilisant les mémes arguments que dans la preuve
du lemme 3.2.7, que

P ogn
ogn .

’

nT . .
KY YP" Ky qo1; 2 sup sup  j(Y)sth  HT —p
k=0;:5n ty s<t tp,, n
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pour une certaine variable aléatoire .1 nie p.s. Ainsi,

p__
logn nT
kY Ynkl 0:T] HT F + kYP Ynkl 0:T]
p___
logn )
HT —H + k:SoL-J:E-n Yip YtE :

n7'log, sup Yi Y2 (3.52)
k_ snm

pour le systéme (3.51). Chacun des points matérialise en fait I'erreur moyenne commise sur 50
réalisations du mBf.

Conv.ord.2H 1/2
Schemelerror

n

Figure 3.2 Représentation de la fonctionn 7! 109, SUp=p;:2n Yk Y? associée au
2

----- K
on
systeme (3.51) lorsqueH = 0: 35.

Remarque3.2.10 Comme il est de coutume dans l'analyse des erreurs commises par un schéma
numérique, la solution exacteY, dont nous ne connaissons pas explicitement la loi, est en fait
remplacée dans (3.52) par une approximatiory No trés ne elle-méme obtenue via l'algorithme,
pour un certain parametre Ng trés grand xé.

3.3 Appendix

Preuve du lemme 3.1.11.0n rappelle que les points de la partitionP,.t sont donnés part} =
KT pour tout k 2 N. Introduisons & présent deux applicationsF ™" et F*" associées & cette
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Conv.ord.2H 1/2
Schemelerror

Figure 3.3 Représentation de la fonctionn 7! log, Supcp--2n Y« Y2 associée au
2m

..... k
2m

systeme (3.51) lorsqueH = 0:8.

partition : pour tout u 2 Ry, F™T(u) := t" et FT(u) := t, sit" u<th, . Avec ces
notations, on peut écrire BJ'" = G"T(B),, ou l'application mesurable G"T : C(R*;R™) !
C(R*;R™M) est dé nie par

T — . .
C™ Wu= Yt o * — gz Ve Ve 5 U2RT (3.53)

A n d'établir (3.21), observons que T (u+s)= S (u)+ ssis2Ppt. Il est alors facile de
constater que
(B )s;+s:(B n;T)s;+s) =((B )s;+s GMT((B )s; +s);

et ainsi, grace a la propriété de stationnarité du mBf, on a :
((B)sis:(B")s4s) £ (B;G™T(B)) = (B;B"T):

La preuve de (3.22) est tout a fait similaire. On part de la relationF ™" (c u) = ¢ F™~%(u)
pour écrire B&' = G"T=¢(B.),. En utilisant cette fois la propriété de changement d'échelle
du mBf, on déduit

(Be:BT) = (B ¢;G"T(B)) = (¢'B; G" (¢ B));

et (3.22) est & présent une conséquence de la linéarité @&T=C.
Pour montrer (3.23), commengons par remarquer que, p.s.,

(B&:BE) =lim X ()&:X(OFT
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ol X ( )#™T est l'aire de Lévy associée a la discrétisatioiX ( )™T de X ( ). La convergence

de la premiére composante est une conséquence de Ia proposition 3.1.3, tandis que, pour éta-
blir X ( )2nT ! B2nT il sut d'observer que X( )St peut s'écrire a l'aide d'évaluations

de X ( ) en des points xés de la partition, puis d'utiliser a nouveau la proposition 3.1.3. En
faisant maintenant appel a la notation G™" dé nie par (3.53), ainsi qu'aux propriétés de sta-
tionnarité et de changement d'échelle dex ( ) (Lemme 3.1.2), on déduit successivement, pour
toute fonction continue bornée' : (R™ R™M)?2! R:
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et la propriété (3.23) est ainsi démontrée.
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Deuxieme partie

L'équation de Volterra rugueuse
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Présentation

La méthode des rough paths ayant conduit & une compréhension et un traitement trés com-
plets du systeme di érentiel rugueux standard (2.1), il est a présent naturel de s'interroger sur
la exibilité de cette approche déterministe a travers la considération de systemes di érentiels
moins classiques.

Un premier pas en cette direction a été franchi par [75], article dans lequel les auteurs
envisagent léquation avec retard rugueuse

(. R
yi= o+ t U (YuiYu ryiii0iYu 1) dxh pour tout t O;

Vi tsit2[ rc; Of;

(3.54)

olry <:::<r y sontdes instants xés. Le principe général qui a guidé leur analyse, et dont
nous nous inspirerons notamment dans le chapitre 5, peut étre résumé de la fagon suivante :
pour o rir une interprétation raisonnable du systéme (3.54), puis le résoudre, il su t d'adapter
les outils utilisés dans le cas standard (processus contrblés, intégrales itérées,...) a ce contexte
"avec retard", en partant de I'observation du comportement algébrique des solutions du systeme
lorsquex est un processus régulierll est par exemple montré (dans le cas 2 (1=3;1=2) qu'en
tenant compte de la particularité du probléme, une version modi ée de l'aire de Lévy, décrite
(moralement) par I'expression

Z, Z .

xarerrd y= dx, T 2 [ ;0
S S

R
s'impose spontanément lors de la construction de Imtegrale0 (YusYu ri5:55Yu ) dXy.

Dans les deux chapitres qui suivent, nous nous proposons de poursuivre ce projet d'extension
de la méthode rough paths en envisageant le cas de I'équation de Volterra rugueuse :
VA t
yl=a + It upyy) dx); (3.55)
0

ol a 2 RY est une condition initiale donnée. La spéci cité de ce systéme, par rapport a (2.1),
tient bien sdr a la dépendance de lintégrant (t;u;yy) vis-a-vis de la variable courantet.
L'équation ne peut d'ailleurs se mettre sous la forme di érentielle classiquely; = (y;) dx, et
I'on parle plutdt d' équation intégrale

La version réguliére du systéme (lorsque est di érentiable) a été introduite par Volterra
mais surtout étudiée par Traian Lalescu dans son mémoire de thése "Sur les équations de
Volterra" (1908) (repris en 1911 dans l'ouvrage "Introduction to the Theory of Integral Equa-
tions" de l'auteur). Elle a depuis été fréquemment employée dans le cadre de modéles issus de
la biologie ou de la physique. Le livre [90] fournit une collection de solutions explicites pour des
fonctions particuliéres, ainsi que de nombreuses méthodes de résolution du systéme.

La situation ot x = W désigne un mouvement Brownien standard et est déterministe a
été traitée de fagon exhaustlv,g par Berger et Mizel a travers les deux articles [5, 6] (voir aussi
[65]), dans lesquels lintégrale ; (t;u;yy) dW, est comprise au sens d'ltd. Leurs résultats ont
ensuite été étendus au cas des semi-martingales dans [91].
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Si la fonction est elle-méme aléatoire, ce qui semble davantage plausible dans un certain
nombre de modeles, et si cette fonction s'écrit par exemple

(tu;Yy) =~(Hetbu Yy);

pour un processugH¢)yr+ donné, l'intégrant n'est plus nécessairement adapté a la Itration

du Brownien : il faut alors faire appel a des méthodes de calcul anticipant comme le calcul de
Malliavin. C'est ce qui est entrepris dans [3, 16, 17, 86, 83, 87]. Il est intéressant de noter que
dans cette derniére référence, le systeme de Volterra étudié vient modéliser le taux de croissance
d'un actif nancier, et va ainsi au-dela des applications classiques inspirées par la biologie ou
la physique.

Eu égard a I'ensemble des travaux que nous venons de citer, il semble assez Iégitime d'aspirer

a une extension des résultats a un processusplus général encore, avec notamment a I'esprit
le cas du mBf. La démarche que nous adopterons a cet e et, inspirée comme nous l'annoncions
de la théorie des rough paths, sera restituée en deux temps :

Une premiere étape, retranscrite dans le chapltng 4, consistera a envisager le systeme via

l'interprétation standard de I' mtegrale rugueuse , (t;u;yy)dxy, telle qu'elle est présen-

tée dans la section 2.2 (on " xe" simplement la variablet). On constatera notamment

gue si cette approche générale permet un traitement satisfaisant du cas YoungX 1=2),

elle se révéle malheureusement limitée lorsque  1=2: le raisonnement standard ne

permet en e et pas d'établir I'existence d'une solution globale du systéme, dé nie sur

tout intervalle [0; T] donneé.

Pour tenter de remédier a cette di culté technique, le chapitre 5 proposera ensuite une

analyse approfondie du cas particulier ou le noyau se présente sous la forme particuliére

(tuwy)= (t u-~(y),

avec et ~ des fonctions réguliéres. Dans ce contexte, une réorganisation astucieuse du

systeme conduira a la mise en place d'un formalisme particulier, ditonvolutionnel, basé

sur une version du2-rough path mieux adaptée au probléme.
Remarquons dés a présent que dans les deux cas, le caractére déterministe de la construction
permettra de passer outre la distinction que nous évoquions ci-dessus entre intégrants adaptés
et anticipants.

A notre connaissance, les considérations des deux chapitres qui suivent constituent la pre-
miére tentative d'application de la méthode rough paths a I'équation de Volterra (3.55). Dans
la situation ou x = B est un mBf d'indice de HurstH > 1=4, il s'agit ainsi des premiers ré-
sultats d'existence et d'unicité (p.s) d'une solution pour (3.55). Comme dans le cas du systéme
standard, I'approche rough paths ne prend véritablement tout son sens que lorsqu¢  1=2.
Le cas YoungH > 1=2sera néanmoins examiné dans un premier temps, ne serait-ce que parce
qu'il amorce généralement la décomposition algébrique qui intervient dans le cas rugueux. No-
tez qu'une analyse plus approfondie de ce cdd > 1=2a récemment été donnée dans [7], a
partir des idées de [82].



Chapitre 4

Une premiere approche

L'équation de Volterra rugueuse
z t

ye= a+ (tu;yy) dxy; (4.1)
0

sera ici analysée dans les trois contextes suivants :

() Le cas Young(Section 4.1) : Lorsquex est un processus -holdérien avec > 1=2, et en
supposant l'application :[0;T] [0;T] RY! R%™ susamment réguliére vis-a-vis de
ses trois variables, nous verrons qu'il est possible d'interpréter le systeme (4.1) au sens
de Young, c'est-a-dire a partir des constructions de la sous-section 2.2.1.

(i) Le cas Young avec singularit§Section 4.2) : Toujours lorsque > 1=2, nous évoquerons
ensuite la possibilité de traiter la présence d'une singularité au niveau des deux variables
temporelles, c'est-a-dire un noyau de la forme

(tuwy)=@ u (y)

pour un certain coecient > 0 et une fonction : RY ! RYM assez réguliére. |l
n'est alors plus possible de faire directement appel a la décomposition (2.12), et l'in-
terprétation au sens géa Young passe par l'analyse attentive des sommes de Riemann
associées a Ilntegrale (t;u;yy) dxy. Le raisonnement conduit globalement a I'hypo-
these > 1=2. Sous cette condition, le systéme (4.1) peut étre interprété et résolu
dans I'espaceC, ([0; T];RY), pour tout 2 (1=2; ).

(i) Le cas rugueux(Section 4.3) : Lorsque 2 (1=3;1=2] les éléments caractéristiques
de la méthode des rough paths (processus controlesRlntegraIes itérées,...) doivent entrer
en scene pour permettre de donner sens a Ilntegralq) (t;u;yy) dx,. Comme dans la
section 2.3.1, la résolution du systéme s'e ectue ensuite via un argument de point xe dans
I'espace des processus contrdlés (Dé nition 2.2.4), et méne a l'obtention d'une solution
locale, dé nie sur un petit intervalle [0;Tg], 0<To T. Nous mettrons par ailleurs en
évidence les di cultés techniques qui surviennent lorsque I'on cherche a étendre cette
solution locale en une solution globale dé nie suf0; T].

Dans la mesure ou il s'agit & notre connaissance de résultats nouveaux, nous nous e orcerons
de fournir dans les trois cas une rédaction exhaustive des raisonnements et des estimations
utilisés. On pourra ainsi trouver a travers les preuves de ce chapitre les quelques détails passés
sous silence dans les démonstrations du chapitre 2.

69



70 CHAPITRE 4. UNE PREMIERE APPROCHE

Evoquons succintement la stratégie générale que nous avons adoptée pour obtenir les dif-
férents résultats a venir. Comme dans le cas du systeme di érentiel rugueux standard (2.1), il
semble naturel de chercher a interpréter et a résoudre I'équation (4.1) dans un espace holdérien.
C'est l'approche suggérée par le formalisme dédsincréments, a travers l'intervention des deux
opérateurs et . Dans ce contexte, la grande di érence entre le systéme standard et I'équation
de Volterra (d'un point de vue pour l'instant heuristique) tient au fait que les incréments de la
solution potentielle y de (4.1) entre deux instantss <t dépendent de toute la trajectoire (de0
at), et pas seulement de son comportement entre ett. En e et, si s<t,ona

Z, Z
(Y)st = (tusyy) dxy + . [ (tusyy) (s;u;yu)] dxy: (4.2)

S

De facon prévisible, la premiére intégrale qui apparait dans (4.2) peut étre traitée comme dans
le cas des di usions. Autrement dit, sous certaines conditions de régularité pour, la variable
supplémentairet dans l'intégrale ne joue ici aucun réle proéminent. C'est la seconde intégrale
de (4.2) qui constitue véritablement la spéci cité de l'analyse de I'équation de Volterra, en
impliquant l'intégralité du passé des trajectoires dex et y. Pour récupérer des incréments de la
formejt sj del'estimation de ce second terme, et ouvrir ainsi la voie a des arguments de points
xes classiques, il faut alors recourir aux propriétés de régularité de vis-a-vis de sa premiere
variable. Dans tous les cas, l'estimation du membre de droite de (4.2) ne pourra s'e ectuer
gu'en faisant apparaitre la norme dey sur lintervalle [0O;t] entier. Lorsque 2 (1=3;1=2]
cette dépendance va se révéler rédhibitoire dans la mise en place de l'argument classique de
prolongement de la solution; seule I'existence d'une solution locale pourra ainsi étre établie
dans la section 4.3. Comme nous l'annoncions dans la présentation de cette partie, nous ne
sommes parvenus a surmonter ce probleme d'extension que dans le cas particulier développé
dans le chapitre suivant, par le biais d'une transformation du systeme et d'un procédé technique
de localisation.

Concluons cette introduction en précisant plusieurs notations spéciques a ce chapitre.
Comme nous venons de I'évoquer, la premiéere variable temporeltede sera amenée a jouer
un réle bien distinct des deux autres variable(u;y) 2 [0;T] RY. Pour cette raison, nous
noterons fréquemmentYy := (u;yy) 2 [0;T] RY et (Yy) := (tYy). Par ailleurs, pour
éviter toute confusion dans la notation des indices, nous ne ferons pas directement apparaitre
les dérivées partielles® par rapport a chacune deqd+2) variables réelles de la fonction, mais
plutbt les opérateurs di érentiels associés a , notés

D :[0;T] [0;T] RYrL (R%?;R4M):

D2 :[0;T] [0;T] RY! Bil (R™?;R%M);

En n, on rappelle que siU est un ouvert d'un espace normé , la notation C*? (U; RK!) désigne
I'ensemble des fonctions : U ! RK! n-fois di érentiables, a dérivée bornées. En vue d'a ner
les hypothéses de régularité sur, on fera en outre intervenir les espaces intermédiaires dé nis
pour tout 2 (0;1) par

- ) ] ' D" ij D" ij
" (U;RMYy = f 2™ (U;RM) 1 supsup 09 W)
X6y iij kx  ykg

1g:
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4.1 Le cas Young

Dans cette section, nous supposerons que le coe cient de régularité holdériennede x est
supérieur a1=2. Rappelons brievement la dé nition de l'intégrale qui s'impose dans ce contexte
(voir la sous-section 2.2.1) :

Proposition 4.1.1. Siz 2 C([0;T]; Rd”hpour un certain > Otel que + > 1, alors, pour
tous s;t 2 [0; T], l'integrale de Riemann _ z, dx, (x di érentiable) s'étend au processusx a
travers la formule :

Jst(zdx) == zs( X) st st(z X) : (4.3)
En outre, J (zdx) 2 C,([0; T];RY) et
n (0]
N[J (zdx); G(O; TERY] o N[z Q0 TR+ T N[z, G (0; TR« (4.4)

Munis de cette dé nition, on souhaiterait pouvoir écrire le systeme de Volterra rugueux
(4.1) sous la forme

ye=a+ Jo( (t5y:)dx): (4.5)
Le lemme élémentaire suivant vient garantir la validité de cette écriture :

Lemme 4.1.2. Siy 2 C,([0;T;RY) et 2 CYP([0;T]? RY;RYM), alors, pour toutt 0,
(t5y) 2C ([0, TERY™) et

N[ (t:5y); Gl c(Th +N[y;G): (4.6)

Démonstration. Il s'agit d'une estimation évidente : si0 u<v T,
j (tviyy)  (Gusyw)j kD ki (jv uj+ N[y;CGliv uj);

etdoncN[ (t:y.);C] kD ki (T? + N[y;CD.

Le résultat principal de cette section est a présent le suivant :

Théoréme 4.1.1. On suppose que le processusest un élément deC, ([0; T[; R™) avec > 1=2.
Soit 2 (0;1) telque (L+ )>1,a2RY, 2C2P» ([0;T]? RYRI™L). Alors I'équation
(4.5) admet une unique solution dansC, ([0; T]; RY).

Evidemment, ce théoréme peut étre appliqué aux trajectoires d'un mBf pour donner :

Corollaire 4.1.3.  Soit B un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=2dé ni sur espace
de probabilité complet(; F:P). Soit 2 (1=2;H) et 2 (0;1)telsque (1+ )> 1,a2 RY,
2.C%b ([0;T]? RY;RE™1) Alors le systéme
| Ze xw i |
Y, = a+ O(t;u; Yy) du+ U (t;u; Yy) dBY;
0 j=1 O

interprété de facon trajectorielle grace a la proposition 4.1.1, admet (p.s) une unique solution
dans C, ([0; T]; RY).
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Dans un souci de clarté, nous diviserons la preuve du théoréme 4.1.1 en deux propositions :
nous mettrons d'abord en évidence I'existence et I'unicité d'une solution locale, dé nie sur un
petit intervalle [0; Tg] avecO< T T, puis nous ferons appel a des arguments de recollement
succesifs pour étendre cette solution suiO; T].

On rappelle que les notationsY et  ont été précisées au cours de l'introduction de ce
chapitre, et que I'on a posé, dans le chapitre 2,

N[y;CG' 1:= sup jwij+ N[y;Gl:
t2[0;T ]

Proposition 4.1.4  (Existence et unicité locales) Sous les hypothéses du théoreme 4.1.1, il
existe un tempsTg 2 (0; T] tel que I'équation (4.5) admet une unique solution dang, ([0; To]; RY).

Démonstration. C'est le méme type d'argument de point xe que dans la preuve du théoréme
2.3.1. Pour le mettre en +uvre, on associe a chaqug 2 C, ([0; To]) I'élément z = ( y) dé ni
par

ze= (Y)t=Yo+ Jot( ¢(Y:)dx):

La solution que nous cherchons apparaitra comme un point xe de a l'intérieur d'une boule
invariante.

Etape 1 : Invariance d'une boule On xe un temps T; 2 (0;T] (T, sera précisé de facon
retrospective). Soity 2 C,([0; T1]) tel que yo = a et posonsz := ( y), ou, bien entendu,
I'application  est adaptée a l'intervalle [0; Ty].

A ce stade, souvenons-nous de la spéci cité de I'équation de Volterra. Comme dans (4.2),
l'incrément ( z)is peut étre décomposé en une somme de deux termes qui recevront un trai-
tement distinct : 14 = Jg( ((Y)dx) et 135 = Jos([ sJ(Y) dx). Le point de départ pour
estimer ces deux intégrales est bien sir l'inégalité (4.4). Toutefois, en ce qui concering, il est
clair que cette derniére estimation ne sura pas a faire émerger des incréments gh sj (on
cherche une estimationN [z; C ], donc une relation de la forme 13 j t sj f(y)). C'estici
gu'entre en jeu le résultat technique suivant, qui amorce en outre I'argument de contraction de
I'étape 2 :

Lemme 4.1.5. Soit | =[a;b] [0;T] ety;y 2 C;(I; RY) tels queya = ¥a. Alors, sous les
hypothéses du théoréme 4.1.1, on a, pour tosst 2 1,

NIt $I(Y):CWU)] cjt sifi+ N[y;C(1)]g; (4.7)
N[ «(Y) «Y)GU)] cfl+ N[y;G(D]l+ N[y C(D]g N[y wC () (4.8)

NI sIY) [e si(Y)G ()]
cjt sifi+ N[y;G()] + NG gNly wG(1)]: (4.9)

Démonstration. Voir Appendix. O



4.1. LE CAS YOUNG 73

Entrons & présent dans le détail des estimations. Pour traitet 1, on utilise (4.4) pour déduire

| & cjt s N[ (Y); GO T+ Ty N[ «(Y); G ([0; Ta)]
Ce Jjt o sj f1+ TyN[ «(Y); C([0; T1])]g;

et ainsi, grace au lemme 4.1.2N[11;,G] ¢ fl+ T, N[y;C ([0; T1])]g.
On décompose ensuité? en |2 = 121+ |22 avec

1ZY=1 ¢ YO (X)os et 122= o( (¢ s)Y)) x):

Remarquons d'abord que 12" kD kp jt sjN[x;G]T;, et donc N [I2%;C,([0; Tq])]
cx T1. Quant a 1%2, on utilise la propriété de contraction (2.6) et I'estimation (4.7) pour
obtenir
182 &NIe YL GOTDIT,
Go jt sifi+ Ny;C([0; TiDIgT? ;

de telle sorte queN [1 22;C,([0; Ta])] o Ti+ (1+ N[y;C ([0; T1]).
En rassemblant ces di érentes estimations, on déduit

N[z C(0;Ta)] o fl+ TyN[y; G ([0; Ta])]g:

On choisit alors T1 2 (0; T] tel que pour tout 0< T Ty, il existe un rayon Ay, pour lequel

la boule A
Broa =1 2C([0;To]) : yo=a N[y;C([0;To)] Ao

est invariante par . Le rayon Ar, est par ailleurs choisi comme fonction croissante d&y, ce

qui sera utilisé dans I'étape suivante.

Etape 2 : Propriété de contraction On xe un temps Tg 2 (0; T1] et soit y;y 2 BTAOT;Oa. On pose

z:= (y);z:= (~y) et l'on décompose a nouveau(z D en (z =I5+ IV2+ 32 avec

IV = Y)Y (0 s I2= o (YY) (D) x

JZ= 05 [t SHY) [t slY) x

Estimons maintenant la norme -holdérienne de chacun de ces trois termes.
Cas deJ¥ : On a N[I¥L G ([0;To)] kD ki N[y yC(0; To)IN [x; C]. Cependant,

puisqueyo = ¥o = & ¥s Ys = ¥s ¥s (Yo Yo), donc N[y yC(0;To)] N [y
¥ C ([0; To)] T, et ainsi

NEY G0 To)] o NIy ¥ C([0:ToDl Ty

Cas deJ%? : Les inégalités (2.6) et (4.8) fournissent :

NF SN[ «(Y) (P GO TDINKX: Cljt s
S jt s 1+ N[y;C(0;To)]+ N[y C([0;ToDD N[y ¥ C ([0; ToDI Ty
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ce qui donne
NP G0 ToD]l o (1+ N[y;G(0; ToDl + N[ G (0 ToD) N[y ¥ C ([0; ToD)] Ty :
Cas deJ? : Par (2.6) et (4.9),

32 SN[« &(Y) [t <(7):C (0 ToDIN[x; G]T,*)
cx jt s To" NIy ¥ C(0;ToDIf1+ Ny; G (10; To)] + N[y C ([0; To]] g;

ou en d'autres termes
N[PZG(0;ToDl cxTo" NIy wC(0;ToDIf1+ N[y; G ([0; oDl + N[y C ([0; To])] g:

Par conséquentN [z #C ([0;To])] cx Ty N[y ¥ C([0;To])]f1+ At,g et puisque I'on

a supposézo = 2o, N[z zC" ([0;Tol)] cx Ty N[y wC ((0;To)lfL+ Ar,g. Le rayon
AT, décroissant lorsqueTy tend vers 0, il existe un tempsTg 2 (0; T1] tel que l'application

. R . . A . . o , .
restreinte a la boule invariante BTOT.‘;, est une contraction stricte. D'ou I'existence d'un point
xe dans cet ensemble.

L'unicité de cette solution locale est facile a établir a partir des estimations de I'étape 2.
En e et, si y et y sont deux solutions dansC, ([0; To]), on a, pour tout To,p  To,

NIy %C ([0 Tool)] Cx TooNIY ¥CF ([0;TooD] 1+ N[y; C (10; ToDl + N [y G, ([0; To])]g;

ce qui permet d'armer que Yjor.,] = Yio:Too] POUr Too assez petit. On itere ensuite la
démarche sur[To.0; 2To:0], [2To:0; 3To:0],---jusqu'a ce que l'intervalle [0; To] soit recouvert.
O

Proposition 4.1.6  (Extension de la solution). Sous les hypothéses du théoréme 4.1.1, la solu-
tion locale yM dé nie par la proposition précédente peut étre prolongée en une unique solution
globale dansC, ([0; T]; RY).

Démonstration. Nous allons en fait montrer I'existence d'une constante > 0, indépendante
de y®  telle quey™® puisse étre prolongée en une solution sii®; To+ "]. La conclusion découlera
ensuite d'une simple itération de la procédure.

A cette n, onintroduit la fonction  dé nie pour tout z 2 C, ([0; To+"]) tel que zj.1, = Y
par (

) sit 2 [0; To]

2= (2= S
a+ Joi( t(Z)dx) sit2[To;To+ "]
Comme dans la preuve précédente, nous cherchons un point xe de

Etape 1 : Invariance d'une boule.Pour estimer N [2; C, ([0; To + ")], on considére séparément
les trois cas 6;t 2 [0; To]), (S;t 2 [To; To+ "D et(s Tog t To+").

Dans le premier cas, on a simplement [2;C, ([0; To])] N [y®;C ([0; To])]. Si s;t 2
[To; To + "], on décompose( 2)s; comme précédemment, c'est-a-dird 2)g = 1531+ 152+
121+ 127, avec

li' = (Z) (st 5 1§87= s («(2) 9

1221 ¢ dZo)(Nos ; 1322 os(([ 1 S)Z) x:
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Majorons individuellement chacun de ces termes : d'abord, en utilisant (2.6) et (4.6), on déduit

2 cN[ (Z): G (0 To+ "DINX;Cljt s
cx fl+ N[z, C(0;To+ "Dgjt  si* ;

ce qui permet darmer N[1%%C([To;To+ )] cx " fl+ N[z C([0;To+ ")]g. Grace a
(2.6) et (4.7), nous disposons ensuite de I'estimation suivante podrszt;2

152 CNl ¢ <J(Z)C(0;To+ "DIN[X;G]T?
cx Jt sjfl+ N[z;C ([0;To+ "D]g;

dou N[I %%, G([To;To+ D] cx "t fl+ N[zC([0;To+ "]g.
Puisque trivialement N[I1 1, C,([To; To+ )] ¢ pouri =1; 2, on déduit ainsi

NG (ToTo+ D cx 1+ NZG(O0:To+ "]

En n, I'estimation dans le troisieme cas0 s Tp t Tg+ " estune conséquence des deux
cas précedents : en e et,

IC 2)st) = J( 2)sTo + ( 2)10t]
N G0 ToITo s + N[&C(ToiTg+ "DIit  To
N[y®; C ([0; ToD)]+ N[2C ([To;To+ "] jt s :

En rassemblant ces di érentes estimations, on obtient :

n o
NEZG(0:To+ D ¢ 1+ NP GO ToDI+ " N[z G ([0 To+ "]

Il est alors naturel de poser

n 0
"=(2ct) ¢ (" ne dépend pay™) et Ny =2ch, 1+ N[y™W;C ([0;To])] ;

de telle sorte que siN [z;C, ([0; To+ )] Ny, alorsN[2,C ([0;To+ "])] St + Nt = Ni. En
d'autres termes, la boule
n 0

B;l(ll) 1o = 22C ([0 To* ") 1 Zjorg) = y& N[z,G([0;To+ "] N1

est stable par .

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons dans un premier temps chercher a mettre en
évidence l'existence d'une constante 2 (0;"] telle que l'application  précédemment dé nie
(adaptée a l'intervalle [0; To+ ]) satisfait une propriété de contraction une fois restreinte a une
certaine boule (invariante).

Soit zW;z@ 2 BN et posons2®) = ( zW), 2@ = ( z@). Bien entendu, puisque,
y® ;To;

par dé nition de , 2M et 2@ coincident sur [0;To], on aN[2  2@:C ([0;To+ ])] =

N[2D 22, C([To;To+ 1. SiTo s<t To+ ,on utilise, comme dans la preuve de la

proposition 4.1.4, la décomposition (20 2@)g = 351+ 312+ 32 o

I =0.2Z®) (@@« ;I (2D (Z29) %
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&= o( (¢ @) [ $ZP) x;
et I'on estime ensuite chacun de ces termes séparément. Palit?, on a

Jit kD ki kz? Z@KN[x; Gl §

Or
Zél) ZéZ) = [Zél) Z§2)] [z%) z%)] N [z 2(2);61([0;1-04. N (4.10)
et donc
NI G(ToTo+ D o N2 225G (0 To+ DI (4.11)

Le terme J;‘{Z peut quant a lui étre majoré de la fagcon suivante : d'apres (2.6) et (4.8),

I8 eN[(Z®)  (@@)C(0To+ DIN:CIIt s
Cx jt 5§ fL+2NigN[z® 2@ (0;To+ D)
En n, il découle de la conjugaison de (2.6) et (4.9) :

I& cNI[ ¢ $1Z®) [ $Z2@)C ([0;To+ DIN[CGIT &)
cxjt s 1 fl+2N  gN[z® z®;Cc (0;To+ DI

Ces di érentes bornes surd 2, 3% et J2 conduisent a l'inégalité :

N[O 22 ([0 To+ D ox ' fl+ Ny + NigNEz®  z2@;C([0:To+ D;
puis, en utilisant a nouveau I'estimation (4.10),

N[2D 200 ([0To+ DI e ' ofL+ Ny + NuigNEZ® 200 ([0, To+ )

On peut a présent choisir 2 (0;"] tel quect, * fl+ N, + Ni;g 3, et l'application

devient ainsi une contraction stricte surB\ _ . Il est facile de véri er que la bouleBN;
y& 5 To; y® ;To;

est elle aussi invariante par, d'ou I'existence d'un point xe dans cet ensemble, noté y(Y): .

Remarquons a présent que les arguments que nous venons d'utiliser s'appliquent aux en-
sembles stables (voir le lemme 4.1.7 ci-dessus)

n (0]
z22C([0;To+2 D) zjorer 1= YY s N[Z,G([0;To+2 1)1 Ny

Par exemple, pour établir I'équivalent de la relation (4.11) sur cet intervalle étendu, il sut
d'écrire, sis2 [To+ ;To+2 ],
1 2
2 2 = 7Y ) ), 1 N Y 22g(0Te+2 D)

Ce constat permet d'étendrey: en une solution y®2 sur [0;Tp + 2 ], puis y13 sur
[0; To+3 ].... jusqu'a ce que[0; To + "] soit recouvert, comme nous le souhaitions initialement.

La question de l'unicité de cette solution peut ensuite étre traitée comme dans la preuve de
la proposition 4.1.4, a partir des estimations mises en évidence dans l'argument de contraction.
]
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Lemme 4.1.7. Avec les notations de la preuve précédente, les ensembles

n (0]
22C ([0 To+ 1 )t Zioreeg 1y 1= YO D NZ QIO To+ I D] Ny

sont stables par.

Démonstration. Si z appartient a un tel ensemble, on dé nit

Z ift2[0;To+ | ]

2= Zrge)  Mft2[To+ 1;To+ "’

Clairement, z 2 BN(ll)_

y&H To;
B)';'(ll) 1o+ A présent, puisquey®:( D est solution sur[0; To+(I 1) ], ona (D)jote+q 1) 1=
yW: 1 “ce qui signi e que () est un prolongement de ( z), et de ce fait

N[(2);C(0;To+ 1 D] N [(2);C(0;To+ "] Ni:

, et donc, grace a la premiére étape de la preuve précédenté;z) 2

O

Nous l'avons souligné dans le chapitre 2 et utilisé dans le chapitre 3 : I'un des résultats
fondamentaux de la théorie des rough paths (appliquée au systéme di érentiel standard) est la
continuité de l'application d'ltd associée au systeme, telle qu'elle est retranscrite par l'inégalité
2.30. Dans ce contexte de I'équation de Volterra-Young, nous disposons du résultat analogue
suivant :

Proposition 4.1.8.  On dé nit I'application d'ltd F par F(a;X) = y, ouy est l'unique solution

(donnée par le théoreme 4.1.1) du systeme de Volterra (4.5). AlorE est localement lipschit-
zienne. Plus précisément, il existe une applicatiol€ : (R*)?! R*, bornée sur tout ensemble
compact, telle que pour tout; & 2 RY, x; x 2 C,([0;TD,

N[F(a;x) F(a;%);CG(0;T)] C N[x;C([0; TDI;N ¥ C([0; T])]
fia &+ N[x xC(0;TDlg: (4.12)

Démonstration. L'inégalité (4.12) découle en fait facilement des di érentes estimations établies
au cours des preuves des propositions 4.1.4 et 4.1.6. Nous n'esquisserons ainsi que les grandes
lignes du raisonnement.

On xe deux éléments (a;x); (a;%) 2 R4 C 1([0; T]) et l'on posey = F(a;x), y= F(a;%).
Etape 1 : inégalité locale On considéere un tempsTg T qui sera xé a la n de cette
premiére étape. Dans un souci de concision, on introduit la notation

R=1fl+ N[y;G]+ N[¥Clgfl+ N[x;C ]+ N[ Clg:

Par dé nition de y;y, onay; = a+ Jor( t(Y)dx) et yy =a+ Jot( (Y)dx), donc, pour tous
St2[0Tol, (v We=lgh +157 +155 +15%  avec

| 1;1;
st

= (Y)() st (Y ¥st 5 g7 = & ((Y)x ( () x;

1ZY% =1 ¢ (YoM os [t s(Yo)( %os;
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182= 0 (v SYDX o Sl(T) x
En écrivant par exemple

1G5 = (Ys) (X Wa+[ (Ys) (TN Wt (4.13)

des estimations similaires a celles de la preuve de la proposition 4.1.4 conduisent a

N[IHY G0, ToDl ¢ RfTGNLy %G (0;ToDl+ ja &+ N[x xC]lg:

On procéde ensuite de la méme fagon pourt% :12% ;122  pour nalement obtenir

NIy ¥G(O0;To)]l c'RfTGNly wG(O0;To)l+ja &+ N[x xClg:

On choisit & présentTo = (2ctR) 1, ce qui permet d'a rmer

NIy wG(0To)]l 2c'Rfia &+ N[x xClg:

Etape 2 : Prolongement de l'inégalité En utilisant les mémes arguments que dans la preuve
de la proposition 4.1.6, conjointement a des décompositions telles que (4.13), il n'est pas di cile
d'établir : pour tout "> 0,

NIy wG(0:To+ "I
®R N[y wC(0;Todl+ja &+ N[x »xCl+"" N[y wC([0;To+ "]

Par conséquent, en prenant' = (2c2R) ¥ ), on obtient
Nly ¥C(@0;To+")] 2FR(2c!R+1)fia &+ N[x xC]g:

On répete ensuite la démarche sujO; To+2"];[0; To+3"];:::;[0; To+ I(R)"T ou To+ I(R)" = T,
et nalement N[y wC([0;T))] D(R)ffa &+ N[x x;C]gpour une certaine fonction
croissanteD : [1;1[ ! R*.

Etape 3 : Conclusion Il reste a observer que le méme type de raisonnement permet de
montrer que N [y; G ] G(N[x;C]) et N[w;C] G(N [ C]) pour une certaine fonction
G : R* I R* bornée sur tout ensemble compact (nous aurions également pu mettre en
évidence cette estimation a partir de la preuve du théoreme 4.1.1). Ainsi,

R fl+ G(N[X;CG)+ GNP Cgfl+ N[x;C]+ N[xClg
et l'inégalité (4.12) est véri ée avecC(a;b) = D(f1 + G(a) + G(b)gfl+ a+ bg.

4.2 Le cas Young en présence d'une singularité

4.2.1 Interprétation du systeme

Cette section est consacrée a I'étude d'un cas particulier du systéeme (4.1), dans lequel le
champ de vecteurs présente une singularité er(t;u) sur la diagonale. Plus précisément, nous
considérerons ici I'équation

z t

yi = a+ O(t u)  (Yu) dxy; (4.14)
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avec :RY! RYM une application susamment réguliére, x 2 C,([0;T];R") avec > 1=2et
est un coe cient positif dans un intervalle a préciser. Ainsi, I'application  qui apparait dans
(4.1) aura tendance a exploser aux abords de la diagonale

n (0]
D RY= (tty); t2[0;Tly2 R

La présence de cette singularitg{ nous empéche d'utiliser directement la décomposition (2.10)
pour dé nir l'intégrale rugueuse é(t u) (Yu) dxy. Une dé nition au sens de Young, c'est-
a-dire comme limite de sommes de Riemann, demeure néanmoins possible sist assez petit :

Lemme 4.2.1. On xe t 2 [0;T] et I'on suppose que les trois coe cients; ; sont tels que

> 1=2 @ < < + > 1

Enn, soit y 2 C,([0;T;RY) et 2 CYP(RY;RY™). Alors, pour toute suite de partitions

k([0;1) = fO = top <ty <:::<tyg <tg dontle pas tend versO et telle quety ! t, la
somme de Riemann X

(t ti) (yh)( X) titisn
k(sit)
converge lorsquek tend vers I'in ni. On dé nit alors naturellement
Z, _ X
(t u  (w)dx,:= lim (t ) ) () it (4.15)
' k(sit))

S

Démonstration. Il sut de traduire, en termes de sommes de Riemann, la décomposition (a
priori formelle)
z t YA t

_ (Yu) (W)
0(t u)  (yu)dxy = N T

Zt
Xt Xu Xt

. mdu . (4.16)

dxu + (Vi)
R . .

La convergence de la somme associée é‘a% du est évidente, tandis que la convergence
de la somme associée ag W dx, est une conséquence du théoreme de Young. En e et,
la fonction ' :u! W appartient a C,  ([0;t]; R%™), puisque, si0 <u<v <t,

I'v uj

o) i (V) (t v
s COR) R B 0 B 029 B QR 0 1) B )

i) -

IV C . .
. . —_— + - . N X Vv u
it v it vt v oy Gl :
aN[y;Gliv ui  +ceNy;Gliv u

caN[y;Glit vj

etsiu<v =t, comme' =0,

I (w) (Yu)i
j(v. u)j

Le critere de convergence de Young est ainsi véri é puisque I'on a supposér > 1.

v o tu=

cCNIy;Gliv ]
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Remarque4.2.2 Suivant la dé nition (4.15), nous allons établir les estimations nécessaires a la
résolution du systeme (4.14) a l'aide de manipulations de sommes de Riemann. Nous aurions
également pu prendre appui sur la décomposition (4.16) et ainsi se ramener a des intégrales de
Young plus classiques. Les calculs sont en fait tout aussi laborieux dans les deux cas. Ces calculs
permettront ainsi de prendre conscience de la convivialité du cadre o ert par les mécanismes
de l'intégration algébrique (lorsque ces mécanismes peuvent étre directement appliqués).

Une autre approche du probléme eut consisté a faire appel a une procédure de régularisation
de la singularité (remplacer(t u) par(t u+ ") ) pour utiliser les résultats de la sec-
tion précédente. Toutefois, comme nous l'expliquerons dans la remarque 4.2.7, cette méthode
requiérerait elle aussi, dans lI'argument de passage a la limite sur plusieurs estimations de
sommes de Riemann similaires a celles que nous nous apprétons a montrer.

Pour amorcer la résolution du systéme (4.14), il est primordial de contrbler la norme hol-
dérienne de l'intégrale dé nie par (4.15) (en tant que processus dg, comme nous l'avions fait
dans le cas régulier a travers l'estimation (4.4). Avant d'aborder cette tache, permettons-nous
d'étiqueter, en vue de références ultérieures, I'estimation élémentaire suivante :

Lemme 4.2.3. Soit0<s<t T. Pour tout 2 [0;1], il existe une constantec telle que
pour tout u 2 (0;s),

(t u (s u Cjs uj jit s (4.17)
Démontrons a présent le résultat de régularité escompté :

Proposition 4.2.4.  Sous les mémes hypotheses que dans le lemme 4.2.1, et en supposant en

outre que < , ON posez; .= g(t u) (yu) dxy pour tout t 2 [0; T]. Alors, pour tout
To T, le processusz est un éléement deC, ([0; To]), et I'estimation suivante est véri ée :
N[z;G(0;To)] cix T f1+ Ny; G ([0; ToDlg: (4.18)

Démonstration. Comme dans la section précédente, on part de la décompositigre )st = I +
Il s, avec
Z, Z
lst = . (t uw (yo)dxy et Il g = . (t uw (s uw (Yu) dxy;  (4.19)
et I'on estime chacun de ces deux termes séparément.
Cas del : L'intégrale est en particulier obtenue comme limite (lorsquen tend vers I'in ni) de
la suite

_ X i . i i(t s).
Jn = (t sy (s, )(X) o sil; Avecs, = s+ o
i=0
Il est facile de veéri er que
xh 2i+1 2i |
— +
I In = (Csn) - Oag) (U sha) - Os) (0
i=0
X1 . .
= (t si)  (t stha)  ep)() g
i=0
X1 ” h i
+ (t Snl+l (ysﬁ:_zl ) (ySﬁLl ) ( X) sﬁ!&l ;sﬁi_*]'.z

i=0
= A+ B: (4.20)
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Or
L jit g i i
Ak NKGIGmry- @ S s
i=0
et en faisant apparaitre une somme télescopique adéquate,
X1 _ .
(t sii (t st
i=0
( )
X1 2i+1 2i
=(t s) 1 Sl 1 ot
i=0
2n+l 1
(t s) 1 T (t s) (") :
D'ou
. L 1 " L 1 "
JAj  cx jt g > Cx jt s T, >
En ce qui concerneB, on a
I n
. ! . . : .
o i L~ S L~ s
i=0
avec
%1 X1 ; ni1 21 d
t $2.) =(t 9 R 2 u
o o 2t (t 9 o@ u
2n+1
1 (t
et ainsi
) ) ) ) 1 n+1
jBj cx NIy;Gljt sj” I
1 n+1

C.x Jt Sj N [y7C.|.]T0 2+ 1

En revenant a (4.20) , on obtient

jdner Jnj Ty jtsj f1+ NJ[y;C]lg Vn;

81

(4.21)

(4.22)

(4.23)

ou v, est le terme général d'une série convergente. On écrit ensuilg = Jo+ ::I:Ol(\]n+1 Jn),

de telle sorte qu'en laissantN tendre vers I'in ni, on déduit
YA t
(t wu (yo)dxy j Joj+ Ty jt sj f1+ NJ[y;C]lg:

S

Il sut maintenant de remarquer que

JJoj= (t s)  (¥s)(¥) st k ki N[X;Gjt ] Cx jt s T

(4.24)
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pour conclure
ilsti T jt s f1+ N[y;Glg:

Cas dell : On utilise la méme stratégie qu'aved , en partant cette fois de la partition s}, = '2%
et de la suite

XK1 .
In= falsh) (0g)(0) ggmi OUfsu):= (€ W) (5w
i=0
Alors
2 1n | | 0
VERIE for(snin) Ogp)  fax(Siha) sz, ) (0 @n e
i=0
%1 | |
i=0
X1 n 0
+ fS;t(Sﬁl+l) (ysrz]:_l ) (ysﬁ:-l ) ( X) sﬁi:il ;Sﬁi:iz
i=0
= D+ E: (4.25)

Pour traiter D, remarquons que la fonctionu 7! fs.1(u) est décroissantg0;s), d'ou

X1 yi1 . 281 - : o+l g
fst(Shrt fst(Shs1) fst(sni1)  Fsit(Snaa) fsit Tondl S - (4.26)
i=0 i=0
En outre, suivant I'estimation élémentaire (4.17) appliquée a = , on a jfgy %s j
~—jt sj (2% )", etainsi
- L 1
iDj ck ki N[x;C]s jt s 5
1 n+1
cx Ty jt s 5 (4.27)
Quant a E, on fait & nouveau appel a (4.17) mais ici avec = pour déduire
1 MR 2i
B ck W NNGINXGIs jt s 5o 1 or
i=0
VA
. . 1 M7l gx
«x NTY; t
cx N[y;Gls jt s o+ 1 . @ %
L 1
cx N[y;Gljt s jt s To o1 ; (4.28)
et donc
1 n+1

JE] cx N;GIT, jt s



4.2. LE CAS YOUNG EN PRESENCE D'UNE SINGULARITE 83

Avec les mémes arguments que podr, ces estimations permettent d'a rmer que

Z S
(t u) (s u) (Yu)dxu ] Joj+ cx Ty jt sj fl+ N[y;Glg:
0
Puisqueijt S j cs jt sj,leterme Jg peut étre majoré par :
jJoj =t s (Xos N [x;G]s jt s (4.29)
de telle sorte que
Z S
i1 stj = (t u (s wu) (Yyu)dxu  cx Ty jt s f1+ N[y;Glg:

0

Finalement, en revenant a la décomposition (4.19), les estimations de et Il que nous
venons de mettre en évidence fournissent

N[z;C] cx T, 1+ N[y;G]);

ce qui constitue le résultat annoncé.

4.2.2 Résolution de I'équation

Grace aux considérations de la sous-section précédente, nous sommes en mesure de donner
sens au systeme (4.14), et Fpn sait en outre que, sous les hypothéses de la proposition 4.2.4,
siy 2 Cy, le processusz = (: u) (yu) dxy appartient lui-méme a C,. Cette propriété
de stabilité va permettre la mise en place d'un argument de point xe et ainsi nous mener au
résultat principal de cette section :

Théoréme 4.2.1. On suppose que 2 C, ([0; T]; R") pour un certain coe cient 2 (1=2;1),
et que 2 CZP(RY:RYM). Si 2 (0;1=2) est tel que > 1=2, alors pour tout 2
@ ( ); ), I'équation (4.14), interprétée grace au lemme 4.2.1, admet une unique
solution dansC, ([0; T]; RY).

Onxe 211 ( ); ). Comme dans la section 4.1, nous résoudrons le systeme en
identi ant sa solution avec le point xe de I'application  dé nie, pour tout y 2 C, ([0; T]; RY),

par Z,
z=(yh=a+ 0(t u)  (Yu)dxy: (4.30)

Nous diviserons a nouveau la preuve en deux propositions, avec une résolution d'abord locale,
puis un argument de prolongement.

Proposition 4.2.5 (Existence locale) Sous les hypothéses du théoreme 4.2.1, il existe un temps
To 2 (0; T] tel que I'équation (4.14) admet une unique solutioy® dans C, ([0; To]; RY).

Démonstration. Etape 1 : Invariance d'une boule C'est une conséquence immédiate de la pro-
position 4.2.4 : pour tout temps To assez petit, il existe un rayonAr, tel que I'ensemble

Bato = fy 2C ([0;To]); Yo=a; N[y;G] Ar1,0

est invariant par .
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Etape 2 : Propriété de contraction Soity;y 2 Ba1,, a partir desquels on dé nit, suivant (4.30),

z:=(y),z:= (). Ainsi, (z &g =1l &+ Vg, avec
z t
st = t u [ () ()ldxy (4.31)
AR
Vst = . (t u (s u [ () (rldxy

Pour estimer ces deux termes, nous ferons appel a la méme stratégie que dans la preuve de
la proposition 4.2.4, stratégie qui consiste a faire intervenir les sommes de Riemann dyadiques
associées a chacune des intégrales.

Cas delll : On introduit
. 1
- it s) X -
Sh=S+ =~ JIn= (t sp) (vs.)  (¥s) (X)) g gt
2 i=0 e
Alors
Jn+1 Jn
R 1n -~ _ h io
- (s s ) Og) (g
i=0
XK 1n _ h io
+ (t sih (Yez)  (F2in) ez, )+ (2, ) (X)) @ ie
i=0
= F+G: (4.32)

Pour F, on a, puisque(y o =0,

o it S X 1. i ; .
jFi N [X:Q]ﬁk % NIy wGIT, it si (t sih) i
i=0
qui, grace a (4.21), entraine
o L L 1
JF] cx NIy wGljt s jt s > To: (4.33)

En ce qui concerneG, l'inégalité (4.8) permet d'abord d'a rmer que

(Yezi)  (F2n) (2, )+ (¥, )

n+1

c f1+ N[y;G]+ N[ GIgN[y Y';Cl]étznﬂsj) :
Par ailleurs, . 7
% (t st 2 e ;
i (t s) o (@
et ainsi
n+1l

iG] cx NIy wG]fl+2A 1,gjt s jt s (4.34)
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L'association de (4.33) et (4.34) conduit a

*
st j Joj+ JInea Jnj J Joj*t e Ty fL+2A7,gN[y WGt s :
i=0

En outre,
Joj = (t s) [ (ys)  (¥)I(X) st (4.35)
t st s N[x;GIkD ki N[y wGls;
Cx To jt si Ny wGl

ce qui induit nalement
MEstj cx Ty f1+2A 1,gN[y ¥ Gljt s

Cas delV : La suite des approximations en jeu ici est donnée par :

S, = 27n, Jn = fS;t(Sn) (Ys'n) (ys'n) ( X) s gt -
i=0

Avec ces notations, la di érenceJn+1  Jn peut étre décomposée en :

Jn+l Jn
2X1ln _ . h io
= fse(siri)  Fse(shh (ysﬁi;ll ) (ysﬁiél ) (%) g2+l g2+
i=0
X 1n ~h io
+ fS;t (S%I-Fl (ysﬁ'_',;-l ) (yS§L;1 ) (ySﬁLl ) + (ysﬁLl ) ( X) SﬁL;_I ;SﬁL-IZ
i=0
= H+K: (4.36)
Pour estimer ces deux termes, on introduit un parameétre 2 (; ). A partir de (4.26), et
en invoquant (4.17) avec = , on obtient
x1 _ _ o+ n+l
foasd) o) cit s &0
i=0
qui, associé a I'estimation (y52i+11) (ysqu) k % N[y wC]s, fournit
1 n+1
Hj cxjt sijt s N[y wGls” (4.37)

n+1

cxit STy NI %Gl 5

En vue d'estimer jK j, souvenons-nous que

(Yez)  (yan)  (yer, )+ (¥s,)
s

c fi+ N[y;G]+ N[y CGlgN[y y;CL]W:
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A l'aide de (4.17) appliqué a = , il découle
X1 2i
jKj Cx Jt s fl+2A7gNly ¥Gls o5 1 ot
i=0
Cx jt sjjt s f1+2A 1,9
1 ™ Z1 du
NIy wGlTy o+ 1 o ﬁ(4-38)
1 n+1
Cx jt s To f1+2A 1, gN[y wG] >+ 1

En rassemblant les estimations deH et K, on déduit, suivant le méme principe qu'avec
",
IWstj J Jojtcx f1+2A 7, gNly wGljt s Ty

Or Jo =t s I[ (yo)  (¥0)I(x)os =0, et ainsi
jWstj cx Ty fL+2A1,gNly wGljt s :
Nous venons ainsi de prouver que
N[z zG] cxTg fl+2A r,gNly wGl:

La propriété de contraction escomptée est donc clairement satisfaite lorsque est restreinte
a I'ensemble invariant B,.1,, pour To susamment petit. D'ou I'existence et l'unicité d'une
solution pour (4.14) sur[0; To].

O

Proposition 4.2.6 (Existence globale) Sous les mémes hypotheses que dans le théoréme 4.2.1,
la solution localey® 2 C, ([0; To]) peut étre prolongée de fagon unique en une solution globale
dansC, ([0; T]).

Démonstration. Nous utilisons le méme schéma général que dans la preuve de la proposition

4.1.6, en insérant les estimations de la preuve précédente.
Etape 1 : Invariance d'une bouleSoit"> Oety 2 C ([0; To+"]) tel que yjo.1,] = Y. On pose
(
1) ; .
sit2 [0;T
Zt = ( y)t = yt Rt H [ . 0] n.
a+ (t u) (Yyu)dxy sit2 [To;To+ ']:

Pour s;t 2 [Tp; To + "], on considére la décomposition (4.19) déz)s. En ce qui concerne
I, on utilise (4.20), ainsi que les estimations (4.22), (4.23) et (4.24), pour établir

Z
(t u (Yu) dxy Cx jt sj 1+" N[y;G]
S
Quant a Il , on déduit de (4.25), (4.27), (4.28) et (4.29) I'estimation
z

S

. (t u) (s u) (Yo)dxu Cx jt s 1+" NIy:G]
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Par conséquent,

N[z G([To;To+ "] cx 1+" NIy:G] :
En suivant les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6, on obtient alors I'existence d'une
constante”, indépendante dey, et d'un rayon N4, tels que la boule

n 0
Byw 1o = Y2C([0;To+ "D 1 Yjorre) = yd Ny; Gl Ng
est invariante par .
Etape 2 : Propriété de contraction. Soit ", et considéronsy;y 2 C,([0; To + ]) tels que

Yio:To] = Yio:mo] = Y. N[y; Gl NietN[y Gl Ni. Onposez= (y), z= (~y).
Pour s;t 2 [To; To + ], on reprend cette fois la décomposition (4.31) de(z ). En vue
de traiter 111 , on utilise (4.32), (4.33), (4.34) et (4.35), ce qui conduit &

i st cx jt s f1+2NgN[y wGI:

Pour le termelV , la décomposition (4.36), associée a (4.37), (4.38) et au fait qugyg) =  (Yo),
fournit
jIVstj]  Cx jt s f1+2N1gN[y wGl:
Ainsi,
Nz zG(To;Tot+ )] cCx f1+2N1gN[y w Gl
La n de la preuve suit a présent le méme schéma que la preuve de la proposition 4.1.6.
O

Remarque 4.2.7. Une autre approche naturelle pour cette équation de Volterra-Young singu-
liere eut consisté a remplacer dans un premier temps le noyakiis = jt sj par K =
jt s+ "] .Le systéme associé a cette régularisation
z t

e = a+t . Kw  (Yu) dXy (4.39)
peut alors étre résolu dan<C, ([0; T]) en utilisant le théoreme 4.1.1. On établit dans un second
temps la convergence de I'approximatiory’ dans C, ([0; To]) & partir des arguments de la pro-
position 4.2.4. En e et, si I'on suit la preuve de (4.18) (ce qui implique I'étude de sommes de
Riemann), il n'est pas di cile de véri er que

N [y" ;C°([0; To)] ¢ jToj °fl1+ N [y" C.°([0; ToD)lg

uniformément en" 2 (0; 1], pourvu que o > 0. En particulier, si Tp est assez petit,

la suite (y") est bornée dansC,°([0; To]), et donc elle converge (au moins le long d'une sous-
suite) vers un élémenty 2 C, ([0; To]), pour tout < . Pour voir que y est e ectivement
solution du probléme sur[0; To], il sut ensuite de justi er le passage a la limite dans (4.39).

La encore, ceci peut étre fait en suivant les arguments de la preuve du lemme 4.2.1, sous la
gendition supplémentaire + > 1, qui viendra garantir la bonne dé nition de l'intégrale

s K (Yu) dxy.

Cette procédure de régularisation ne fournit cependant qu'une solution locale (et a ce stade
non nécessairement unique) de (4.14). Le prolongement de la solution requiert ensuite un traite-
ment spéci que : méme a l'aide d'un argument de compacité, la preuve devrait suivre le schéma
général qui nous a mené au théoreme 4.2.1, et il semble ainsi di cile d'éviter la manipulation
de sommes de Riemann.
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Remarque 4.2.8 Dans la mesure ol nous avons suivi les mémes étapes que dans la preuve du
théoréme 4.1.1, il est clair que la propriété de régularité (4.12) de I'application d'Ité reste vraie
pour I'équation en présence d'une singularité.

4.3 Le cas rugueux

Dans cette section, nous revenons a |'étude de I'équation de Volterra sous la forme (4.1) avec
une application réguliére de ses trois variables, mais en supposant cette fois que le coe cient
de régularité de x appartient a l'intervalle (1=3;1=2] Cette derniére hypothése implique
en particulier que nous ne pouvons plus nous tourner vers une interprétation de l'intégrale

é (t;u;yy) dxy au sens de Young; le mécanisme des rough paths doit ainsi entrer en jeu.

4.3.1 Interprétation du systeme

Pour étre en mesure de s'appuyer sur les constructions de la sous-section 2.2.2, on rappelle
qu'il faut au préalable admettre I'existence d'une aire de Lévy associée au processus

Hypothése 3. On suppose que le processus 2 C, ([0; T];R™) (2 (1=3;1=2) qui dirige
I'équation (4.1) permet la construction d'une aire de Lévyx? 2 C§ ([0; TT; R™M) telle que
x2=x1 x!x!:= x).

Se pose ensuite la question de l'applicabilité de la proposition 2.2.8 dans le contexte de
I'équation (4.1). Un premier élément de réponse est apporté par le résultat suivant, dans le-
qguel on fera usage des notations; : u;y 7! (t;u;y), Yy := (u;yy) et D3 (t;u;y)(h) =
D (t;u;y)(0;0;h) pour h 2 RY.

Proposition 4.3.1.  On xe un temps To 2 [0; T]. Soit 'y 2 Qx([0; To]; RY) (Dé nition 2.2.4)
admettant la décompositiony' = y*i x1i + yl_si 2 C2P([0;T]? RYR%M), alors, pour
tout t 2 [0; To], ¢(Y) 2 Qx([0; Tol; R%™), avec (Y = D3 I (t; Yu)(y&™). En outre,
n 0
N[ e(Y) QO TERY™] ¢ 1+ N[y; Qu([O; TR - (4.40)

Démonstration. Puisque l'on a supposé 2 C%P([0;T]? RY;RYM), il s'agit d'une consé-
guence de la proposition 2.2.7. Il n'est en e et pas dicile d'identier Y en tant qu'élément

de Qx(I;R¥1) en prenant YXO := 0, YIO := t s yXi = y¥i vl o=yl =1::::0d,
j =1;:::;m). Avec cette identi cation,
n o}
NIY;Q (1;RY™)] ¢ 1+ N[y;Q.(I;RY] : (4.41)

La proposition 2.2.7 entraine alors ¢(Y) 2 Qx(I;RY™) et
n 0
N[ (V) Qu(ERT™T c 1+ NIy Qe(iRY?

avecc, = Cc 1+ kD (k; + kD? kg c 1+KkD k; +kD? k; . O

Ce résultat permet d'appliquer la construction (2.25) a l'intégrant P (Y) (lorsquey 2
Qx([0; To; RY)) pour tout t 2 [0; Tg] xé&, et par la méme d'a rmer |'existence d'un processus
# 2 C,([0; Tol; RY) tel que 25 =0 et pour tous0 u<v T,

( z“t)uv = Juv( {j (Y) dxj):
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Avec ces notations, on dé nit de facon naturelle l'intégrale qui intervient dans I'équation (4.1),
lorsquey 2 Q«([0; To]; RY), par la formule

Jor( Jyydx) = 2"

et le systéeme devient _ _ ) _
yi=a+Jg( {(Y)dd) ; a2R%: (4.42)

Le résultat de la proposition 2.2.8 nous garantit alors que I'équation ainsi dé nie coincide
avec |'équation de Volterra (réguliere) six est di érentiable, ce qui témoigne de la Iégitimité
de cette interprétation.

4.3.2 Résolution du systeme

Une série de manipulations algébriques élémentaires permet d'établir que la décomposition
(4.2), qui constituait le point de départ de notre raisonnement dans les deux sections préce-
dentes, reste vraie pour l'intégrale rugueuse : sil = a' + Joi( ¢ (Y)dx)), alors

(z)st=Jdst PN +J0s [{  DIV)aX (4.43)

Pour résoudre le systéme (4.1), nous souhaiterions nous inspirer de la méthode adoptée
dans le cas des di usions, et ainsi chercher a mettre en place un argument de point xe dans
I'espaceQx. Bien entendu, cette démarche requiert en premier lieu l'identi cation du processus
z ci-dessus en tant que processus controle. A cette n, observons qu'a partir de (4.43), on peut
écrire (z')st = 4 (Yo)x& + 2 | avec

P ) L ) ik 2k i ) ) »
i =0 Ys) LYalxg! + TN G + o T enhX () e
+Jos [{ L)Y)dX
Par conséquent, en posang‘;ij = 2 (Ys) pour tous s 2 [0; To], le couple(z;Z*) dé nira
un processus controlé (dany ([0; To]; RY)) si l'on parvient & montrer que z* 2 C, ([0; To]; RY)
etz 2 C§ ([0; To]; RY). Ces deux résultats de régularité seront en fait véri és au cours de la

preuve du théoreme 4.3.1. Une solution de (4.42) sur l'intervall0; To] (0  Tp  T) correspond
ensuite a un point xe de l'application

 Qu([0; To, RY 1Q (I0; Tol; RY); (v;¥) 7! (z;2): (4.44)

Nous sommes a présent en mesure d'énoncer le résultat d'existence et d'unidivéales que
nous avions annoncé dans l'introduction de ce chapitre :

Théoréme 4.3.1. Soit 2 (0;1) telque ( +2) > 1, 2C3% ([0;T]? RYRIM) eta2 RY.
Alors il existe un tempsTy 2 (0; T] tel que I'équation (4.42) admet une unique solution dans
Qx([0; To]; RY).

Comme dans le cas Young, nous allons montrer que l'application dé nie par (4.44) est une
contraction stricte (Proposition 4.3.4) une fois restreinte a un certain sous-ensemble invariant
(Proposition 4.3.3). Les estimations suivantes seront pour cela mises a contribution :
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Lemme 4.3.2. On xe un temps To 2 [0; T]. Soit y; ¥ 2 Qx([0; Tol; RY) tels queyg = ¥o et
Y5 = ¥p-. Alors, sous les hypotheses du théoréme 4.3.1, on a, pour tosig 2 [0; To],

n (0]
NIt sl(Y); Qe(0; T, RE™)] ¢ jt  sj 1+ N[y; Qe(0; To; RN ; (4.45)
N [ t(rT) 1(Y); Q4 ([0; Tol; RE™M)] o (4.46)
¢ 1+ NI[y;Q,([0; Tol; RYIZ+ N [; Qu([0; T, RDI? Ny ¥ Qx([0; Tol; RY);
et
Nrg[t JOY) e ST Q0 T ([0 Tol; RE™)] cojt sj (4.47)
1+ NIy; Qu([0; Tol ROI*™  + N[y Q([0; T, RHIY NIy v Q,([0; Tol; RYI:
Démonstration. Voir Appendix. O

La premiére étape du raisonnement consiste a mettre en évidence l'existence d'un ensemble
de boules (relativement a la semi-norme des processus contrdlés) stables par

Proposition 4.3.3 (Invariance d'une boule). Sous les hypothéses du théoréme 4.3.1, il existe
un temps Ty 2 (0; T] tel que pour tout tempsTy 2 (0; To], la boule

By, = fy 2Q (O;TiiRY: yo= & v§ = (0:0:8) N;Qu(0TuiRYl  Aryg

est invariante par |'application  dé nie par (4.44), pour un certain rayon A1, assez grand.

Démonstration. On xe (temporairement) un temps To T et un rayon Ar,. Soity 2 B¢OT°
admettant la décomposition y' = y*i x5 + yIi et posons(z;z¥) := ( y;y*). Nous avons vu

que z' = 261 xLi + ZW  aveczd = I (vg) et
20 = W0 ZIELL  SLiL2 IRy SlE22 (4.48)
avec
10 h i 1 oy i 2
0 . i j. Ll - ;
Zgp = ¢ & (Ye)Xgt; Zg = d(N)E xge
Z]s;tl;z;i =g (Y X ()X ) x2H
et
- h i 1 i o
2L . i ; Xi ;
Z!c,t = tJ d (YO)XOSJ +[ ¢ s] (Y)oJ XOSJ
I S (VL SR SR (O

Véri ons que cette décomposition identi e e ectivement z en tant qu'élément de Qy, c'est-
a-direz* 2C, etzl 2 C§ . Pour z¥, observons que sD s<t Ty,

(%)) = U (tYy) I (s;Ys)
ThY)  T(sY) + T(siY) U(siYs)
kD kijt si+ (3(Y)« :
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Or, en se référant a (2.18),

.. n .. .. 0
(1Y) ot si Dz T(s;Yo)y§™ ) + ToN[ s(Y): Qyl

C, jt sj fl+ ToN[ s(Y); Qxlg;
ce qui, associé a l'estimation (4.40), donnd&l [2*;C;] ¢ 1+ TyN[y;Qx]? .
Estimons a présent la norme2 -holdérienne du terme résiduel.
Cas dezl% : Clairement, N[ZF%:CG | kD ki N[x;G]To Cix .
Cas dezlBti : puisque (V)5 = D3 I (t; Yo)(y§™ c , on a, grace a (4.40),

2 c it si2 N3G Ifl+ ToN[ «(Y)%Clg

cx jt §* 1+ ToN[;i Q)% -
Cas dez!'h21 : En utilisant (2.6) et (4.40), on obtient

) n o
Zit2i cit si® N[ (MG INKGl+ N[ «(Y)GINX%G ]
ot Si® N[ (Y)Qul o jt s Ty 1+ N[y;Q,

Cas dezl2i .

225 kD kg jt STyN[X;Gl+ D3 (tYo) Da (s;Yo)ilydiN [x% G |2
o jt o Si°

Cas dezl%2i : En se référant successivement a (2.6) et (4.45), il découle

Z1:2:2;i
n

0
cTe N[ ¢ SMLESGINKCI+NIT  FIY)SGINKE G ]
GTENT ! SIYVNQd o Tt s 1+N[y;QP

L'association de ces di érentes estimations conduit &N [z!; C‘Q2 ] cx 1+ ToNI[y;Qx]? .
Ceci acheve de montrer qudz;z*) 2 Qy, et I'on dispose en outre de I'estimationN [z; Qx]
C 1+ TyNly; Qx]? . Pour garantir la propriété de stabilité annoncée, il sut maintenant
de dé nir To comme le plus grand temps 2 (0;T] tel que I'équation c.x 1+ AZ = A
admette une unique solutionA .

O]

Passons a présent a la propriété de contraction, qui viendra achever la preuve de I'existence
et de l'unicité d'une solution locale pour le systéeme (4.42).

Proposition 4.3.4  (Propriété de contraction). Sous les hypothéses du théoréme 4.3.1, et avec
les notations de la proposition 4.3.3, il existe un temp3; 2 (0; To] tel que pour toutT, < T 1,

_— : . , . A
l'application  est une contraction stricte sur la boule (mvarlante)BTsz.
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Démonstration. Soit y; y deux éléments deBTAlTl, et posonsz = (y ), 2= (~y). Ainsi,

(Zi Z") =(z X;j 2l )Xl;j +(z HEAH );
o 21 = Tvg), 20 = T(vy), et ZV est donné par (4.48), avec une expression similaire
pour 2/ . Estimons chacun des termes de

N[z zQu0;Ta)]= N[z* 2Z5C(0;TaDl+ N[22 C ([0;Ta])]
+N[Z 2:G (0; T+ N[z 2C (0; To]):
Cas deN[z* 2, C([0;T1])] : Sis2 [0; Ty,
Z;(;ij Z‘g;ij = Q(Ys) E(Ys) KD Ki jys V¥si:
Or yo = %o, doncjys ¥sj TNy ¥C(0;Ti)] et N[z* 2C(0;Ti)] ¢ T;N[y
¥ Qx ([0; T1])].
Cas deN[z* 2 C([0;T1])] :Si0 s<t Ty,
@0 FZY) @ &) = vt L)+ 1w
ol 1) D+ (B Bm)e

Ensuite,

ooy [V Tiv) kD (0 Ok iy wi
kD 2 ki jt siN[y G (0;TIT,
cit s NIy wQ ([0;TaDIT;

tandis que, d'aprés (2.18) et (4.46),

(i) M«
it s NLIY) 207 G0 Ta)]
it s (s(Y)  s(PN§ + TANL s(Y) (¥ Qu([0; Ta])]
G JtSi Ty 1+ Ny;Qe([0; TaD)]? + N[y Qu([0; TiDI* N[y ¥ Qyu([0; Ta])]

o

puisque ( s(Y) s(Y))5 = 0. Ainsi, en tenant compte du fait que y;y 2 B?Il, on obtient
N[z 2CG(0;Ta])] o 1+AF NIy wQx([0;TiIT,.

CasdeN [zl #;C ([0;Ta])] : Comme(yo;y%) = (Yo;¥5), (z 2! := 2z 2 se résume en fait
a la somme de

z A=A Uivs) 1) Tr)oxy

(z DET = () (r)Eik xG9

(z DEH = () (DT XM (V) ()T xPH)
z DI = ol ¢ SN [ ST xH

+ ([0 Sl GJr)NIk x 2K
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Etude de(z z-;)]s;t0 :Ona

;05
(z Z“)]st I

Cjt  sj kD( ¢ ki Ys Ys

cjt st kD? ki jys  ¥s]

¢ jt si® NIy wC(0;Ta)T, c jt s NIy ¥ Q(0; TiDITy
Etude de(z  2)iM! : Puisque( ((Y)  «(¥))% =0, on obtient, grace a (4.46),

L
(z Z“)]s,t I

Gt si® (oY) o(T)E ot si® N[ (YY) (7)) Qu(0; TaDIT,
cjt  si® 1+ N[y; Qu([0; Ta)]? + N[y Qu([0; Ta)]? Ny ¥ Qu([0; TaDI Ty :
Etude de(z 212 : Par (2.6) et (4.46),

1520
(z Z’)]st I

it si® N[ (YY) (7 Qu([0; Ta)]

Cx jt % 1+ N[y;Qu(0;TaD? + N[y Qu([0; Ta)]®> NIy ¥ Q,([0; T])]T,:
Etude de(z 2)1? : D'aprés (2.6) et (4.47),
z o NIE S TSIy &) (0Tl

o TP 0t s 1+ N[y; QO Tl + N QO TaDI™ NIy ¥ Qy([0; Ta])l:

En rassemblant ces di érentes estimations, on obtient nalementN [(z z)];cg ([0; T1])]
Cx 1+ A%l N[y v Qx([0; T1])IT,, qui, associé a la précédente majoration déN [(z
2)*; C ([0; T1])], donne

N[z zQ(0;Ti)] ¢ 1+A% NIy yQ,(0TITy:

Si l'on dénit Ty 2 (0; Tp] comme le plus grand temps tel ques,. 1+ A%l T, 1=2/ilesta
présent clair que la propriété de contraction recherchée est satisfaite s{@; T;].
O

Nous savons, grace aux résultats contenus dans [20] ou [102] (rappelés en introduction et

dimensionnel d'indice de HurstH > 1=3, satisfait I'nypothése 3. Nous sommes donc en mesure
d'appliquer le résultat du théoréme 4.3.1 dans ce contexte pour obtenir :

Corollaire 4.3.5. Soit (Bl;:::;Bm) un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=3,
a2 RY. Soit > 1=3et telque ( +2) > 1.Si 2C%» ([0;T]? RYRI™1) alors il
existe un temps aléatoirelTy 2 (0; T] tel que, p.s, le systéme
o x Lo |
Y =a + O (t;u; Yy) du + Y(tbuYy)dBl; i=1;500d;
0 ., 0
j=1

interprété de fagon trajectorielle grace aux propositions 4.3.1 et 2.2.8, admet une unique solution
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4.3.3 Prolongement de la solution

Pour clore ce chapitre, évoquons brievement les di cultés techniques qui surgissent lorsque
I'on cherche a prolonger la solution localey™ donnée par le théoréme 4.3.1 via la méthode
utilisée dans le cas Young (Proposition 4.1.6).

Une premiére étape consisterait & mettre en évidence l'existence d'une constarite> O,
indépendante dey, et un rayon N, tels que la boule

fy 2Q (0;To+ "N : (v;¥¥ioro = (Y5 (YP)); NIy; Qu([0; To+ "D Nig

soit stable par . En réalité, si z := ( y) pour un élémenty dans cette boule, une série
d'estimations standards, similaires a celles établies dans la preuve de la proposition 4.3.3, montre
que
n 0
N[z Qx([0;To+ "D eaN YD Q([0; Toll+ c2 1+ NIy;Qu([0: To+ DI 5 (4.49)

pour un certain coe cient > 0 et deux constantesc;;c, avec c; 2. 1l est alors clair
gu'en raison de la présence de I'exposark dans cette derniére expression, la constanté qui
assurerait la stabilité de I'ensemble doit dépendre dg®, ce qui est contraire a la régle que
I'on s'est prescrite.

Imaginons plus précisément que les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6 restent
valables en partant de (4.49), ce qui signi erait que I'on ait pu trouver une constante' > 0 et
une suite de rayons(N;) tels que

n (0]
ciNi+ ¢ 1+" Nfy  Nia: (4.50)

En particulier, Nix1s ¢ Nj  2N;, donc la suite(N;) diverge vers I'in ni. Par ailleurs, pour que
l'inégalité (4.50) admette e ectivement une solution Ni;; positive, la relation 1 4" cy(ciN; +
c;) 0 doit étre satisfaite, de telle sorte que(N;) doit étre bornée, d'ou la contradiction.

Il convient également de remarquer Qe méme si l'on autorisé a varier d'un intervalle a
l'autre pour devenir une suite "; telle que ;"; = 1 (condition qui garantit le recouvrement
de [0; T]), alors les mémes arguments que ci-dessus aboutissent & I'inégalHQéZ' Ni &,

i+1
"=

de telle sorte que”; ce qui contredit bien s0r I'hypothése

_c
(2= )Hi’ i
C'est cette faille dans notre appréhension du systéme général (4.1) qui nous a poussés
vers l'analyse d'un cas particulier de I'équation de Volterra, pour lequel une modi cation du
formalisme classique (basé sur) permet d'éliminer, en un sens a préciser, le terme qui li€y )st

a son passé suf0; s] dans la décomposition (4.2). Cette étude fait I'objet du chapitre suivant.

4.4 Appendix

Nous avons réuni dans cette section les quelques preuves de résultats de régularité qui
restaient en suspens.

Preuve du lemme 4.1.5.Pour (4.7), il sut bien sdr d'observer que si u<v,

e &YW [t slYwi kD (¢ ski jYy Y uj
kD 2 ki jt sj(v uj+ N[y;Gliv uj);
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ce qui donne le résultat.
An d'établir (4.8), on introduit I'opérateur R dé ni pour tout ' 2 CLP(RI*1) et tous
02 R¥*L par ~
1

R(; 9= 1D( +@ )9d:

0
Clairement, kR'’k 1 kDk 1 etkR'( 19 R( 20 9k kD 2k 1 (1 2+j2 9.
Avec cette notation, siu<v,

[ (Y)W [ e(Yu) (V)]
= R ¢(Yu;iY )Yy Yv) R ¢(Yu;Yu)(Yu Yu)

R t«(Yy;, YUYy Y] [Yu Yul) + [R t«(Yv:Vy) R «(Yu; YOI(Yu Yu)

kD tky jlyv  wl Do wuli
+kD? (kg jv uj+jyy Yt iw  Yul)iYu o Yul
N [y wGliv ui kD ki +kD? ki 2T* + N[; G+ NECDT
ou, dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait qugy  yu =[Yu Yu]l [Yo ¥o]. L'estimation
(4.8) est ainsi démontrée.

En ce qui concerne (4.9), remarquons tout d'abord qu'il ne s'agit pas d'une conséquence
de (4.8), dans la mesure ou nous ne disposons pas nécessairement d'une inégalité du type
kD?( ¢ s)ka cjt sj. Un argument un peu plus n doit donc étre mis en +uvre. Pour
cela, introduisons l'opérateurL dé ni pour tout ' 2 C%P: (R%2) ettous s;t 2 R, ; 22 R¥*!

par lel

Uit s 9= D¥(s+ (t s + (° )dd:

Ainsi, L'(s;t; ;9 est une application bilinéaire deR (R RY) telle quekL'k ;1 kD 2k 1
etkl's;t; 13 ) Lt 20 Dk kD 2k (1 20 +i 9 S).
Avec cette notation, il est facile de véri er que

) () 9+ (s:9=L (sst;; KN s:0050 % )
pour tous s;t 2 [0; T], ; 02 [0;T] RY, de telle sorte que

[ slYu) [e sI(Yu) [o sIiYw+[ ¢ (W) (4.51)
= L (YY)t s:0);(0;Yy )
L (it Yy, Y s:0);,(05Yy YY)
L (sit; Yy, Yu)(t  s;0);(0;[Yu Yol [Yv YD)

+ [L (555Yu;Yu) L (s5Yy; YOI s;0);0,Yy Yy)

kD 2 ki jtosjibbu vyl v wli
+kD? k (2ju Vi +kyy Wk +iyu wi)it sy Wi
cjt s Ny wGlju v
+(@2ju Vi +ju v IN[y;G] + NGl 9Ny wGIT |
ce qui conduit au résultat escompté.
]
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Preuve du lemme 4.3.2.Les normes que nous envisagerons dans ce qui suit seront (implicite-
ment) relatives a l'intervalle [0; Tp]. Les estimations (4.45) et (4.46) sont une conséquence de
la proposition 2.2.7. En e et, en identiant Y en tant qu'élément de Qx comme dans la preuve
de la proposition 4.3.1 et en utilisant (4.41), on déduit de (2.19) :

NIt sl(Y):Qx ¢, (fl+ N[y;Qlg;
avec

C, ¢ = Cl+k ski + KD( ¢ ki + sz( t s)k1
cjit sj 1+kD ki + kD? ki + kD3 kq

tandis que, d'aprés (2.20),

N[ «(Y) «7);QJd ¢, 1+N[y;Q P+ N[¥Q,> NIy wQl

avec
c, = ¢ 1+k tk; +kD (k; + kD? tky + kD3 (kg
c 1+k ki +kD kg + kD? ky + kD? k;
Cherchons a présent a établir I'inégalité (4.47). A cette n, notons isjt = Do ! ) d), de

tele sorte quel( ¢ IOV = (V) Ansi, (O] K (TN =
Astuk + Bstuk + Cstuk + Dstlj , avec

A = (T )Wy ¥R BSHIK = Et(vu)( Ty ¥ );

Col = &) LTI ¥ )w) - DR = &Y LMW )
Etant donnée la régularité supposée de, nous pouvons utiliser le résultat du lemme 4.1.5 pour
armer

N[AS,C, 1T N Do« $)(Y):GIT @ INLy wQl
cjt sifl+ N[y;QuoaN[y QI

et

N[D%;C, ] N [D2( ¢+ $)(Y) Da(t¢ s)Y)C IN[yQ4l
cjt sifl+ N[y;Qu] + N[¥;Qu] gN[y ¥ QyIN [y Qyl:

Il est par ailleurs facile de constater queN [BS';C, ] c jt sjN[y ¥ Qx], tandis que
N[C;C ] cjt siN[EQIN[y wQx], dou

NICT YY) [F 5 c ]
cit si L+ N[y;QJ" + N¥EQJI™ Ny wQl (452

Ence quiconcernad, :=( « sI(Y) [t sl(Y))!, nous savons que son expression est
donnée, en notant' y(r):= Yy+r(Yy Y u), ~w(r):= Yo+ r(Yy Yy et g:= ¢ s, par
rst = PS4 S 4 s3] avec

Z,

reebil = _ drios L0 w() D1 L=V u);
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r20 = Dy L(Y)ol) D2 L(ru)(yh):
z 1

rovai = NCCE LCw() D2 ZOYOI(y)w) [D2 LC~w(r) D2 LYol Yuw)o:

Il est tout d'abord aisé d'établir N[rst1;C," ] ¢ jt siN[y ¥ Qx]. Pour estimerrst?, on
utilise I'écriture

rSE20 =D, L(Yy) D2 L(YIylh)+ D2 LYoyl v

qui mene directement aN [rSTiZ;CZJ' ] cijt sifi+ N[y;QxJgN[y ¥ Qx]. Enn, on dé-
composerst3 enrst3 = rst3l 4 yst32 gyec
2y ) )
et = drDz g€ w() P2 VW (Y Vw);

Z1 h ) ) o
r353;2;" = dr D> gt(I w(r)) Do gt(Yu) D2 gt(l"'uv(r))'i' D2 gt(Y‘u) (( Vuv):
0
Clairement, N [rSt?3?1;CZ+ ] cjt sifl+ N[y;QxlgN[y ¥ Qx]. Pour conclure, il sut
d'observer que l'incrément double qui apparait entre crochets dansSi>? peut étre traité exac-
tement comme (4.51) (on remplacd <] parDo[ ¢ <] etYy par' w(r)), ce qui conduit
a
N[rs32,G" 1 cjt sifi+ N[y;Qu] + N[¥:Q,] gN[y ¥ Q,IN [ Q,l:

Nous venons ainsi de prouver que l'inégalité
NG 1 et s L+ N[y;QJY + N[EQJIY™ NIy wQl

qui, associée a (4.52), entraine (4.47).
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Chapitre 5

Le cadre convolutionnel

5.1 Introduction

Nous poursuivons notre analyse de I'équation de Volterra rugueuse
Z t
yi=a + Y(tuyyy)dxd,;; t2[0;T); (5.1)
0

avec x un bruit -héldérien m-dimensionnel, en nous concentrant sur le cas particulier ou le
champ de vecteurs se décompose en

Tuy)= (t uw Ty, i=1ndjo =10 m (5.2)
avec
:RY1 RY™ une application réguliére,
:R* I R un noyau que I'on peut écrire sous la forme
z
(v) = . d Sv() () (5.3)
pour une certaine fonctionS : R* A!  C qui satisfait les trois conditions : pour tout

2 A, pour tous t;t® 0, pour tout 2 [0;1],
1ISS()i L5 is() 1 ocjjt 5 Swro( )= S() So( ): (5.4)

Notez que les trois conditions (5.4) sont en particulier satisfaites par le noyau de Laplace
(A =R", S()==e ') etle noyau de Fourier A = R;S;( )= e 2 ), qui sont, & vrai dire,
les deux exemples que nous avons a l'esprit.

L'objectif de ce chapitre est de montrer que pour ce modeéle particulier, les di cultés tech-
nigues liées au prolongement de la solution donnée par le théoréme 4.3.1 peuvent étre surmon-
tées pour donner naissance a une solutioglobaledé nie sur un intervalle [0; T] quelconque. A
cette n, nous avons d'abord pris appui sur les deux observations élémentaires successives (on

suppose pour l'instantx di érentiable) :
Si  estdonnée par (5.2), alors en appliquant le théoreme de Fubini, le systeme (5.1) peut

s'écrire sous la forme ( R .
g+ aw()()d (5.5)

Yi __
yi() (;St v(O)axt T (w):

99
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Avec ces notations, eta 2 A xé, les incréments dey ( ) se décomposent en
Z, o Zs S
St u()axy, " (yu)+ [St u( ) Ss u()IdX, " (yu)
z° 0 z
St u()adx, "(yu)*+[St s() 11 Sy s()dx, Y (yu);
0

Yi() ¥i()

S

ou pour obtenir cette derniére relation, on a mis a contribution la propriété d'additivité
St+10( )= St( ) Sto( ). En posantas( )= St s( ) 1, on obtient
Z, z
wi) ()= . St u()dx, ' a+ Ad O wu() +as()ys(): (5.6)
Si I'on compare le systéme (4.2) a la formulation (5.6), il apparait immédiatement que la
dépendance des variations du processus inconnu (ig) entre deux tempss < t vis-a-vis de
son "passé" (sur[0; s]) est réduite a une dépendance vis-a-vis du seul "présens. C'est cette
observation heuristique qui va permettre la mise en évidence d'une solutioricette foglobale
pour le systeme, d'abord sous la forme (5.6), puis, en posant simplemept:= , d () w( ),
sous la forme initiale (5.1), et ce lorsquex est un processus -holdérien avec > 1=3.

Bien entendu, la transformation du systeme (5.1) en (5.6) présente un colt non négligeable :
le processus inconnu n'est plus a valeurs ni-dimensionnelles mais a valeurs fonctionnelles, ce
qui nous conduira a manipuler, outre les espaces de processus hdldériens introduits dans la
ppus-section 2.1.2, des espaces de fonctions particuliers liés.a&ous I'hypothese d'intégrabilité

Ad (1+)j)ji7()j < 1,avec unparametre a préciser, nous serons ainsi incités a introduire
l'espace 7

L =L.-:=fh:Al R: d @+jj)~O)jjih()j < 1g: (5.7)
A

La résolution du systéeme (5.6) s'e ectuera ensuite dans un espace de processus héldériens a
valeurs dansL .

L'autre idée fondamentale qui va guider notre analyse de I'équation (5.6) est inspirée des
considérations développées dans [51] dans le cadre des EDPS (nous reviendrons en détail sur
ces considérations dans la partie suivante). Elle consiste a introduire un nouvel opérateur d'in-
crément, noté ~, qui agit sur les processus de deux variables a valeurs fonctionnelles de la fagon
suivante : sis <t,

(Mis()=( Mis() as()hs(): (5.8)
Avec cette notation, le systéme (5.6) devient alors
_ Z, o z
(W)s()= St u()dx;, ' a+ Ad Oyu() (5.9)

En réalité, si nous nous permettons de substituer a l'incrément classique une formulation
“convolutionnelle" basée sur ~, c'est parce que ce dernier objet rend lui aussi possible la
construction d'une théorie de l'intégration, par le biais d'un opérateur d'inversion que I'on
notera ~ (voir Section 5.2). En cela, notre démarche est a rapprocher des idées contenues dans
[75] : le traitement du systéme va passer par une préalable adaptation des outils classiques de
la théorie (, , espaces holdériens, intégrales itérées) aux comportements algébriques induits
par =, avec notamment la mise en avant d'un chemin¢ = ( x; x?) mieux adapté au probléme
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RR
que le 2-rough path usuelx = (x!;x?). L'aire de Lévy standard x> =  dx dx sera par
exemple remplacée par l'aire de Lévy "convolée"
Z t
X'tzs( )= St u( )dxy  (X) us: (5.10)
S
Comme dans le cas des diusions, ce type de dé nition est dans un premier temps purement
formel six est holdérien; I'existgnce et la régularité de ce processus sont admises pour conduire
a l'interprétation de l'intégrale StSt u( )dxh U (yy) quiintervient dans le systéme. Le sens a
donner a la dé nition (5.10) lorsque x est -holdérien ( > 1=3) ne sera examiné que dans un
second temps.

Vous l'aurez sans doute remarqué a travers les expressions (5.8) et (5.10) : la formulation
(5.9) de I'équation nous incite a adopter une convention notationnelle inversée pour les variables
temporelles, avec des indices qui apparaitront dans I'ordre décroissant. Nous noterons ainsi par
exemple, sis<u<t, f 2Cq, g2CGCy,

(F)xs="Ft fs 7 (Qus =% Gu Gus:

Le chapitre est organisé de la fagon suivante :
La section 5.2 est consacrée a I'étude de I'opérateur d'incrémerit, dé ni par (5.8) pour
les processus de deux variables temporelles et étendu de fagon naturelle aux processus de
n variables temporelles, a valeurs fonctionnelles. Cette section verra ainsi se déployer la
méme démarche que lors de la présentation de(Section 2.1), pour aboutir a I'existence
de l'opérateur d'inversion ~ associé a’jc, (Théoreme 5.2.9).
Dans la section 5.3, nous revisiterons le cas Young (> 1=2) a partir du formalisme
issu de ™. Ce premier exemple nous permettra avant tout de nous familiariser avec les
outils présentés dans la section 5.2 dans le cadre de l'interprétation du systéme (5.9).
Le résultat d'existence et d'unicité d'une solution contenu dans le théoreme 5.3.2 est a
mettre en paralléle avec les résultats de la section 4.1.
La section 5.4 abordera quant a elle le cas 2 (1=3;1=2] qui restait problématique avec le
formalisme classique. Dans ce contexte, le théoréme 5.4.1 constitue & notre connaissance
le premier résultat d'existence et d'unicité d'une solution globale pour le systeme (5.1).
Dans la section 5.5, nous montrerons que ces di érents résultats, exprimés sous des hy-
pothéses relativement abstraites surx, peuvent en fait étre appliqués, sous certaines
conditions d'intégrabilité pour ~, & un 2-rough path x = (x 1;x?) standard. L'approche
gue nous développerons dans ce chapitre est ainsi valable lorsque I'équation (5.1) est par
exemple dirigée par un mBf multi-dimensionnel, d'indiceH > 1=3.
En n, I'appendix contient la preuve de la proposition 5.5.7, preuve dont I'aspect technique
aurait pu nuire a la lisibilité de la section 5.5.

~

5.2 L'opérateur d'incrément

Comme nous venons de le vair, I'analyse (heuristique) du systéme (5.1) lorsqueest donné
par (5.2), fait apparaitre un opérateur ~, perturbation de par le noyau S via

as():=Ss () L
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Dans cette section, nous allons constater que grace aux hypothéses Sutontenues dans (5.4);”
conserve certaines propriétés fondamentales de a partir desquelles nous avions pu introduire,
dans la section 2.1, les outils permettant une analyse e cace des systémes rugueux.

5.2.1 Incréments

Nous l'avons déja évoqué en introduction : eu égard a I'ordre d'apparition des indices dans
le membre de droite de (5.9), il se révele plus commode d'inverser la convention notationnelle
gue nous utilisions jusqu'a présent pour les variables temporelles. Pour tout intervallé de
R™, pour tout k 2 N et pour tout espaceV, la notation G(l;V) désignera donc désormais
I'ensemble des processus continus, a valeurs dansV, dé nis sur le simplexe

Sc(1):= f(ty ) 215ty to 1 4o,

et tels queh,..x, =0 s'il existei 6= pour lesquelst; = t;.

Notez que cette convention pré gure en outre le formalisme qui sera adopté dans la partie
II.

5.2.2 Espaces fonctionnels sous-jacents

Conformément a la (premiére) dé nition (5.8), ~sera amené a agir sur des processus a valeurs
fonctionnelles. Anticipons ici sur les sections suivantes en présentant les espaces fonctionnels
qui vont s'imposer assez naturellement dans l'analyse de (5.9) (voir par exemple la proposition
5.3.1). Il s'agit des espaces de typé&?! induits par la norme

Z

N[gL (V)I= N[gL.(V)]:= Ad J7ON@+ ] j ke( kv, (5.11)
ol > 0 estun paramétre xé etV un espace euclidien. On dé nit ensuite
G (1;V):= G(I;L (V)): (5.12)
L'opérateur d'incrément classique agit naturellement sur ces espaces a travers la formule :
Sin2G; (hV): ( Mzt ()= (A Nyt s 2A (5.13)
L'opérateur ~est quant a lui étendu aG.. (1;V) (k 2 N ) de la fagon suivante :

Dé nition 5.2.1.  Soit | un intervalle de R*, V un espace euclidien. Pour tout > 0 on
dé nit la suite d'opérateurs 7§ : G (I;V) ! Gu1. (1;V) par la formule @ sih 2 G. (I;V),
alors pour tout 2 A,

(CkMtten () =0 kMgt () @) Mo, () (tnriiitesr) 2Sk+a (1) (5.14)
En particulier, si s<u<t 21,

(M) = M) Ss ()Ns() 5 (2Muws() = Ms() () Sou()Mus():

Dans un souci de clarté, nous utiliserons une méme notation pour désigner tous les opérateurs
T« k2N .
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Remarque5.2.2 Dans le reste de ce chapitre, nous ne mentionnerons explicitement la variable
dite spatiale (en référence au vocabulaire des EDP) que dans de rares cas ou une confusion
aurait été possible. La plupart du temps, nous écrirons ainsi plus simplemenfi= h a h.

La convention pour les produits d'incréments donnée par (2.3) sera par ailleurs conservée
dans les contextes suivants :

Lemme 5.2.3. Soit M 2 G, (I;RK!") et L 2 Cy(I;R'). Alors le produit ML, dé ni par la
relation
(ML )tytmen ()= Mg, O) Lt tmen 10

appartient & G+ 1: (1;R¥). En outre, lorsquen = 2, les relations algébriques suivantes sont
Véri ées :

(ML)= ML ML, et (ML)= "ML ML (5.15)
Démonstration. La premiéere partie de I'assertion est une conséquence évidente de I'estimation
élémentaire

thl:::tn( )I—tn:::tm+n 1ij J Mtlz::tn( )ij;'jI—tn:::tmm 1jR”:

Quant aux relations algébriques, la premiere découle simplement de la proposition 2.1.5, tandis
gue pour la deuxieme, il sut d'observer que

(ML)t

(ML) tytmee Atita Mitats Ltgzt s
( Mtuttsbtsitme Mt (L) totne 8t Mits Lt
[( Mttty AutMutslbtgmtn, (ML)t

O]

Munis de ces notations et résultats préliminaires, nous sommes en mesure de prouver que
la propriété de cohomologie = 0, qui amorgait les constructions de la théorie de l'intégration
algébrique standard, reste vraie pour™:

Proposition 5.2.4. = = 0. On a méme, pour tout > Oettoutk 2 N, Im755 .y =
Ker NJTCkJrl; (V)"
Démonstration. SiF 2 G.. (I;V), alors en utilisant la relation =0 et le résultat du lemme

5.2.3, on déduit
Bl =

( a)[( aF]= F (aF) a F+ aaF
= aF+a F a F+aaF=aaF aF:

Il n'est ensuite pas di cile de véri er, a partir de l'addivité S; Sio = Si4to, que
(@) s = aw aus; (t;u;s) 2 S3(l);
ce qui donne™F = 0.

La relation Im *Jq vy = Ker ~jq<+1; (:v) peut étre prouvée comme dans la proposition
213 :siA 2 G41. (I;V) est tel que "A = 0, on pose Bt,:.t, = At;:t,s, QV€CS UN temps
arbitraire dans | . Alors

[Blustrn, = [ Blustin s+ ( D" At @utAttes
[~R]t1:::tn+1 S +( l)n+1 Rtl:::tn+1 = ( 1)n+1 Rtlllltn+1 :
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Ainsi, en posantC = ( 1)"*1 B, on obtient C = A.
O

Remarque 5.2.5 A partir de la relation = 0, une récurrence immédiate conduit a la for-
mule : pour toute partition fs = to <t; < ::: <t, = tg de lintervalle [s;t], pour tout
72 G, ([s;t]; V),

K 1

(ﬁts = St ti+1 (—T_)tiﬂ i - (516)

i=0
Ce type de décomposition sera plusieurs fois mis a contribution par la suite, notamment dans
les preuves du lemme 5.2.8 et du co,gpllalre 5.2.10. Il s'agit en quelque sorte de lI'analogue de la
formule télescopique usuellé f )is = (f )ti., t; dans le formalisme convolutionnel.

Le complexe de cochainéG. (I;V);") représentera la structure a la base de toutes les
constructions de ce chapitre. Essayons de donner un apercu de la pertinence de cette structure
dans le cadre de l'analyse du systéeme (5.9). Pour ce faire, on pose, pour tous processus lisses
f.[0;T]! W,qg:[0;T]!L (W;V),

z t
Jis(@@f)( )= St u()daufu; 2A (5.17)
et pour tout h: [0; T]2! W lisse,
z t
Jis(dgh)( )= Stu ()dghus: (5.18)

S
R
La relation de Chasles usuelle  fdg =0 devient alors :

Proposition 5.2.6.  Avec les notations (5.17) et (5.18), on a, sif : [0;T]! W etg:[0;T]!
L (W;V) sont deux applications lisses,

~ J(dgf) =0 ; T Jd(dagf) =J (dyg) f: (5.19)
Démonstration. Les deux relations sont immédiates : s6 < u < t,
T I(@gf) = Js(@gf) I w(@@f) Stu Jus(dyih);

R
etS; ¢ Jys(dgf) = S“ S vdg, fy, tandis que, a partir de cette derniere observation,
Z, Z, Z,
~J(dg f) = St vdgy (f)vs St vdgy (f ) = St vdg, (f )us:

u u u

~

5.2.3 Espaces holdériens et application

Il s'agit ici d'adapter les espaces de processus introduits dans la sous-section 2.1.2 au
contexte convolutionnel que nous venons de présenter. Si; > 0 sont trois paramétres
xés, | un intervalle de R* et V un espace euclidien, on commence par dé nir

N [ys; L (V)]
s<t 2I jt Sj

G (hV)=1fy2G (1;V): NG, (1;V)]:= < 1g;
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G, (13V):= fy2 G (1;V): ¥2 G, (13V)g: (5.20)
Ensuite, en ce qui concerne les processus 8evariables, on dé nit d'abord, comme dans le cas
standard, l'espace intermédiaire(éj )(I ;V) associé a la norme

N [Mws; L (V)]

Nr:SD (1:V)]:= sup - AN .
[ Cg ( )] s<u<tp2I Jt u ju s

puisG. (1;V):= o Q; ) (I';V). On munit en n ce dernier espace de la norme
(y o y )
N[ G, (1;V)]:=inf NG (V) h= hi;0< <
i [
On remarquera notamment les deux di érences substantielles par rapport aux espaces hol-

dériens dé nis dans la sous-section 2.1.2 :

L'espace d'arrivée est ici supposé fonctionnel ; il dépend en outre d'un parametre> 0.

La de nition (5.20) de C. (I;V) fait appel a l'incrément convolutionnel ~.

Remarque 5.2.7. Comme dans les sections précédentes, il nous arrivera d'utiliser les raccorcis
C. (1), G. (V) oumémeC,. lorsque l'intervalle de tempsl et/ou I'espaceV sont clairement
déterminés par le contexte.

Il est intéressant de noter que le résultat élementaire qui stipule que Imy\C, (V) = fOg
si > 1, admet I'analogue direct :

Lemme 5.2.8. Soit > 0.Si > 1, alors Im*jcl; ( ;V)\ G. (V)= fog.

Démonstration. Soit M = T2 Im Ta ;V)\ G. (V). Suivant (5.16), on peut écrire, pour

tous s <t, My = i”:OlSt tiss Mt t;, €t ce pour toute partition s = fs = tp<ty<:::<
tn = tg de lintervalle [s;t]. En utilisant cette fois I'hypothése jS;( )j 1 contenue dans (5.4),
on déduit

9(1
N [Mis; L (V)] N[V, oL (V] NCINGG (VI sij o)
i=0

et ce dernier terme tend vers) lorsque le pas j tend versO. O

Forts de ces di érents constats, il est maintenant possible de reprendre les idées de la preuve
du théoréme 2.1.1 en vue d'établir I'existence d'un opérateur d'inversio adapté au formalisme
induit par ~

Proposition 5.2.9. Soit > 1; > 0, | un intervalle de R* et V un espace euclidien.
Pour tout i 2 Ker TG ;V)\ G. (I;V), il existe un unique €lément™h 2 C,. (1;V) tel que

T(Th) = n. Cet élément véri e en outre la propriété de contraction :
NG, (15V)] e NI G, (15 V) (5.21)

avecc une constante qui ne dépend que de Cette assertion donne ainsi naissance a une
application linéaire continue

ToKerTe o\ G (V)G (1Y)
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telle que

~= |d et ~~=1d (5.22)

Ker ~1'03; (1 ;V)\ Cs; (V) C?: (1:V) .

Démonstration. Unicité. Soit NI; M2 C, (I;V) tels que Wr = "M% = h. En particulier,
M M9 =0,donc M MO2 Im T ;V)\ G. (1;V). En appliquant le résultat du lemme
5.2.8, on déduitNt = NrC

Existence. On suit point par point la preuve du théoréme 2.1.1. On considére d'abord3 2
G: (1;V) tel que "B = R et I'on construit

(
vn = O si "\ (s;it)=;
CT (Blygs si "\ (sin= ft]g
etsi "\ (s;t)= ft! = tlg,
K1
IVT{Q = Bis B-ttln St th, Bttt St tr Bftj“s;

i=j
ou " représente une partitionn-dyadique del .
Il est facile de véri er que M" est continu de Sy(l) dansL (V). Par ailleurs, si par exemple

"\ (sif)= 5Tt 5, o thhg, avecs <tft ett>t 5], alors
K1
n+l n _ .
Mis™ Mis = (Blagt g * Seegr (Bl st Seepn, (Bl g gt

i=]

et puisque "B = R, on déduit

2 2 1
L'estimation reste valable pour les autres cas d'intersection de" avec (s;t). En utilisant les
mémes arguments que pour , on obtient I'existence d'une limite M de M" dansG:. (I;V).

La relation "M = R peut ensuite étre établie suivant le procédé développé dans la preuve
du théoréme 2.1.1, tout comme I'estimation

N[MgL (V)] ¢ NG (I5V)]jt s

N[M{:’l Mg, L (V)] N[h;C;(I;V)] 2 ! n+ i "

L]
Nous disposons également d'un équivalent du corollaire 2.1.9, pour relier les expressions
basées sur~ a des formulations plus classiques en termes de sommes de Riemann :

Corollaire 5.2.10. Soit g 2 G, (I;V) tel que g 2 C,. (I;V), pour un certain coe cient
> 1.Si T :=(ld 77)g, alors

X
(s = lim St tiy Gy INL
j 1s]0 i=0
ou la limite est relative a toute partition = ftg = s;:::;ty = tg de [s;t] dont le pas tend
vers 0.
Démonstration. Ce sont les mémes grguments que dans le cas standard (voir Corollaire 2.1.9),
a partir de la décomposition()is = St t.n (Mt
]
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5.3 Le cas Young

On rappelle que I'on souhaite résoudre le systeme sous la forme (5.9), qui s'écrit aussi, avec

la notation (5.17),
Z

Yo :=0; w=J dx a+t d ()y() (5.23)
A

Cette expression n'a pour l'instant de sens que lorsqur est di érentiable. L'objectif de cette
section est d'étendre, grace aux outils introduits dans la section précédente, la dé nition du
systeme a un processus -holdérien avec > 1=2, puis de résoudre le systéme a partir de
cette interprétation. Nous suivrons a cette nla méme démarche que dans le cas standard (sous-
section 2.2.1), et commencerons ainsi par une dissection de l'intégrale lorsguesst régulier.

5.3.1 Considérations heuristiques et interprétation du systeme

~ On sugpose pour linstant x et y di érentiables (en temps) et 'on pose successivement
yli=a+ ,d T()¥() 2" == Y(y). Avec ces notations, l'integrale a interpréter correspond
ald(ax z).
La premiere question a se poser, avant de chercher a décomposer cette intégrale, est celle
de la régularité escomptée de l'intégraniz, et donc dey (on supposera régulier), si x et y

deviennent moins réguliers. Pour répondre a cette question, on observera la décompaosition
Z Z Z

(¥ = Ad OOs()= Ad O (F)s() + Ad “(as( )y ): (5.24)

Comme y désigne la solution (potentielle) du systéme (5.23) et qués:( )j 1, on peut s'at-
tendre a ce que~y hérite de la régularité dex, autrement dit ("¥)s( ) cjt sj (uni-
formément en ), ce qui conduirait, sous la condition d'intégrabilit¢ , d j~( )j < 1, a une
estimation du premier terme de (5.24) dutype : , d 7( )( Ns( ) &jt s .

Pour récupérer des incréments de la formg sj duterme , d () as( )¥5( ), nous solli-
citerons la troisieme hypothese contenue dans (5.4), a savoir

jas()i=S s() L cjt s jj: (5.25)

C'est ici gqu'interviennent les espaced. (V) introduits dans la sous-section 5.2.2. Il découle en
e et de (5.25) 7

Ad (as(ys()  cjt s Ny;L (R (5.26)

En revenant a la décomposition (5.24), il apparait ainsi qu'a partir d'un processus évoluant
dans L (RY), on devrait récupérer un processus, puis un processusz, héldériens au sens
classique.

Ces considérations (que quanti era plus précisément la proposition 5.3.1) vont nous guider
dans le processus de dissection de l'intégrale(dx! z' ), puisque nous n'aurons désormais aucun
scrupule a faire apparaitre l'incrémentstandard z . On partira ainsi simplement, comme dans
le cas des di usions, de la décomposition (on suppose toujoussrégulier)

Jis(ax 20y = J(ax)z) + Js(ax z); (5.27)

: . R -
avec J(aX) = J(ax 1) = StSt u dxl. Six est seulement héldérien, une premiére hypo-
thése, directement inspirée par la méthodologie des rough paths, s'impose donc naturellement :
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Hypothése 4. Soit x 2 C, ([0; T];R™), avec > 1=2. On suppose qu'il existe une suite’ de
processus di érentiables véri ant

NIx" x; GO TER™] T °o;

et telle que la suite des processus
v z t
Xig ()= St )dx

S

converge vers un élémenk ™ relativement a la topologie de I'espac€,. ([0; T];R™). En parti-
culier,
XX2C, ([0;T];R™) et X*=0:

Si x est di érentiable, on choisit systématiquementx” := x.

Théoréme 5.3.1. Soitx : [0;T]! R™ un processus qui satisfait I'hypothése 4, un intervalle
de [0; T]. Pour tout z 2 C, (1;R%™), on pose, pour tout 2 A,

(@ 2)()=x ()2 rxd 2h)()=(d T () (5.28)

Alors
1. J (axi Z! )Rest bien dé ni en tant qu'élément deC,. (I;RY), et coincide avec l'intégrale de
Riemann StSt v( ) dxy z, quandx est di érentiable.
2. On dispose de I'estimation :

n 0
N[ (0X2); G (ERY] o NIz QL RI™]+ jij N[z G(RI™)] 5 (5.29)

ou on rappelle que I'on a dé niN [z; (1 ; R¥™)] := sup ¢y jzs).
3. Pourtouss<t 21,
- X1 ; )
Jis(ax) 2") = lim St ot Xt 4, Z, dansL (5.30)
j tsj!o k:O +1
ou la limite est relative a toute partition = ftg = s;:::;ty, = tg de[s;t] dont le pas
tend versO.

Démonstrgtion. Pour montrer que l'intégrale dé nie par (5.28) coincide avec lintégrale de
Riemann StSt u( )dxl z! lorsquex est di érentiable, revenons a la décomposition (5.27), qui
s'écrit aussi o o o

Jis(@x z")= J(ax 2¥) x7 2L
En appliquant I'opérateur ~aux deux membres de cette relation, et en utilisant (5.19) et (5.15),

on obtient
~ ] (dxl' Zii) SIS < LD < Zij;

et donc, via (5.22),
J(@ax zh)y=~ x* z¥
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ce qui permet de retrouver (5.28).
Le fait que la formule (5.28) soit bien dé nie dansC,. lorsquez 2 C; est une conséquence de
I'nypothése 4. En e et, grace a cette hypothése, on sait qu&™ z 2 C§; (1; R\ Ker TG (1:RY)
et I'on est de cette fagon en droit d'appliquer™. L'estimation (5.29) est ensuite une conséquence
immédiate de la propriété de contraction (5.21). En n, I'écriture (5.30) découle du corollaire
5.2.10.

O

A n de donner pleinement sens au systeme (5.23) par l'intermédiaire de la dé nition (5.28),
nous prendrons appui sur la proposition suivante, qui vient préciser les considérations précédant
le théoreme 5.3.1 :

Proposition 5.3.1.  Soit | 5 [l1;12] un intervalle de[0; T], 2 C#P(RY;R4™). Pour tout y 2
C. (; RY), on posey := a+ A d T()y( ). Onintroduit par ailleurs la notation supplémentaire
NG (15RY] = N[ G (3R] + Ny C. (15 RY);

avecN [y, & (1R :=supgy Nlys;L (RY]. Alors  (y) 2 C, (I;R%™) et
N[ ()G (GRY™)] ¢ NEQ (1;RY): (5.31)
En outre, si ¥V;y? 2 C. (1;RY) sont tels queyl(ll) = yl(lz), alors
N[ P @5 QURI™] ¢ jij NFY @i (15RY); (5.32)
N[ W) ¢@naR*™)] c n1+N[y12>;cf; (3R N ¥l (1 RY):
(5.33)

Démonstration. On reprend les arguments évoqués lors de l'analyse de (5.24) et basés sur
I'hypothése (5.25) : Ainsi,
Z

i (sl kD ke d 7O Wis( )i
y Z

kD ki d j"ONiwes()i+  d j70)jjas()iys( )i
A n Ao
ckD ki jt s N[¥C.1+N[R¥C ] ;

ce qui correspond a (5.31).

L'inégalité (5.32) peut étre obtenue de la méme facon, apres avoir remarqué que, pour tout
s21, z

v®)  y?) kD ke R D ¥e ()

En ce qui concerne (5.33), il sut dinvoquer I'estimation classique

(") s kD ko Py + kD2 ki (V)i

2
y oy ey Y@
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5.3.2 Résolution de I'équation

Le théoréme 5.3.1, associé a la proposition 5.3.1, fournit, sous I'nypothése 4, une interpréta-
tion Iégitime du systeme (5.23). Dans ce contexte, le résultat principal de cette section s'énonce
de la fagon suivante :

Théoréme 5.3.2. Soit x un processus qui satisfait I'hypothése 4 et 2 CZP(RY; R4™M). Alors
I'équation (5.23), interprétée grace au théoreme 5.3.1 et a la proposition 5.3.1, admet une unique
solution dansC,. ([0; T]; RY).

Démonstration. Soit" > 0 (nous xerons cette constante dans un instant),l 2 N, et supposons
que nous ayons déja construit une solution") 2 C,. ([0;1"). Si | =0, alors ¥ = y@ =o0.La
preuve va consister & montrer que I'on peut étendrg{) en une solutiony! 1) 2 C. ([0;(1+1)"] ,
par l'intermédiaire d'un argument de point xe.

Etape 1 : Existence de boules invariantesSoit y 2 C.. ([0; (I +1)"]) telle que Yo = ¥O) et
notons z= (~y) I'élément de G; ([0; (I +1)"]) caractérisé parzjo, = ¥{) et pour tous s;t 2
[0;(1+1)"], (&) = Js dx (y) ,ou, comme dans la proposition 5.3.1y := a+ , d ~( )y( ).

L'estimation (5.29) nous indique d'abord que

N[ZC. (%5 0+ o N[ ();C@0;(+21) DI+ " N[ (v); G0 (1 +1)7)]

ce qui, avec (5.31), donne
n

(0]
NG (@5 (+DD & 1+" NS (©:(0+DD

Si0 s " t (I+1)" on utilise la relation =0 pour déduire

0=("Buris =(Bs (BAur St (D
d'ou
N[(2ws;L 1T N [(BgriL T+ N[(TD)rs; L]
2max N[zC. (I (1+1)7 ;N[ C. (0] jt s :
Par ailleurs, pour tout s 2 [0;(I +1)", 2z = ( "#)s0, €t donc
N[z [0+ N [5G (O(1+1)DT :

Nous sommes ainsi invités a poser

4. a+T ) ¥

Nita = max 21+ T )ON;C. (0] 4ck 1+ T )

En eet, pour de telles valeurs, il est facile de vérier, a p’)\lartir de ce qui précede, que Ssi
N[ G (0;(1+1)"D]  Nywg,alorsN [z G, ([0;(1+1)"])] g et N[z Q. ([0;(1+1)"])]
1N+';1 T ,dou N [ C‘f; (0; (1+21)D]  Ny+1. En d'autres termes, la boule

N|+1

By(l);(| +1)" =fy2 d (0; (1 +2)7) : Yoy = ‘y(l); N [y, d;; ([0; (I +1)"D)] Ni+1 0
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est stable par .

L'indépendance de" par rapport a la condition initiale y{!) nous permettra de répéter le
procédé (avec le mémé) et ainsi d'obtenir une suite de rayons(Ng)x 1 telle que les ensembles

BL\'y'f_k" sont invariants par . La dé nition de cette derniere application devra bien sdr étre

adaptée a chacun de ces ensembles.

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons a présent chercher une division de l'intervalle
[I"; (I +1)"] en sous-intervallegl";I" + T;[I" + ;1" +2 ];::: de méme longueur (qui pourra
dépendre de" et ), et sur lesquels la propriété de contraction de est véri ée.

Soit Y4 ¥° 2 G ([0;1" + ) tels queyyy = Yoo = ¥, NI (01" + DI Niwa,
N [yb;C‘ff ([0;I"+ 7] Njs1 et notons 22 = (~y?), 22 = (~yP), ol est dé nie comme &
I'etape 1, mais restreinte aC;. ([0;1" + ). En se référant a nouveau a (5.29), on deduit

N[ 225G ([ + ) cx N[ (Y Q@ + D
+ NLOY o aEsr + D

puis, d'aprées (5.32) et (5.33),

Nz 2%C (@51" + DI & fl+ Npg N° Yb;cf;; s+ Dk
Puisque les processug?® y°, 22 2P s'annulent sur [0;1"], il en découle

N2 225G (O0:I"+ D] ¢ f1+ Nuag N yiC (1" + DI:
Enoutre, (22 2)s= (22 2)g, de telle sorte queN [ 2°;Q. ([0;I"+ )] N [Z
2°;C) ([0;1"+ )] . On obtient nalement

N[ 22Q (01 + D & fl+ Npag(@+T) NI¥# v (01" + D:

On xe =inf (203; fl+ Ni4zag(l+ T )) ¥ . devientalors une contraction stricte sur
I'ensemble

fy2 G @1+ D wor =y NG (01" + D] Niag:

.. - . N+ . . .
En utilisant l'invariance de By(:),l(lﬂ),, , Il est facile de constater que ce dernier ensemble est

lui-méme invariant par  (voir le lemme 5.3.2 ci-dessous). Par conséquent, il existe un unique
point xe dans cet ensemble, que nous noterong{): . Dans la mesure ot ne dépend pas de
y{), le méme calcul reste ensuite vrai sur I'ensemble (invariant)

fy2 Q01" +2 D o 1=y NG (01 +2 D] N @

Ainsi, ¥')' peut étre prolongé en une solutiony):2 dé nie sur [0;I" + 2 ] et en itérant la
démarche jusqu'a ce que lintervalle[l"; (I + 1)"] soit recouvert, on obtient le prolongement
W+ escompté.

]

Lemme 5.3.2. Avec les notations de la preuve précédente, I'ensemble
fy2 & (01" + D worp =¥ NIEC (01" + D] Niag

est stable par.
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Démonstration. On considéere un élément+ dans cet ensemble e := (~y). Dé nissons

( .
Vi sit "+

T S ey e sit2[M e (42T

Le processus} est clairement continu et appartient ainsi a2 G. ([0; (I + 1)"]) . En outre, si
s;t2 1"+ 5 (1+1)7, ("Yis =0, tandis que sis  I" + L (Wis =St ¢+ ) (Wr+ sy
de telle sorte queN [¢;C. ([0;(1 +1)D] N [y C. ([0;1" + ])]. Puisque N [¢; C‘l’; ([0; (1 +
DD N Q"+ DI ondéduit N [g;C: ([0:(1+1)"D] N [y G} (01" + DI Npsa,

.. N , N Ly .
ce qui signie que ¢ 2 By‘:;l(l 1y Or nous savons, d'aprés la premiere étape de la preuve
N1

W71y €Ststable par, etdonc, si 2:= ("y), N [2 Cl ([0;(1+1)" D] Nijaq.
Il est ensuite évident quez = 2 1, C€ qui méne nalement aN [Z C‘f o; 1" + i

N[2C ([0;(1+1) D] Nisa.

précédente, queB

O

Pour clore cette section, nous pouvons nalement revenir a la formulation originale de
I'équation de Volterra :

Corollaire 5.3.3.  Sous I'hypothése 4, et en supposant que2 CZP(RY: R4M) |e systéme
z Z,
yp=a+ d () S u()dx, "(yu); t2[0;TI (5.34)
A 0

interpréteé grace au théoreme 5.3.1, admet une unique solution darg ([0; T]; RY). En outre,
si xM et x@ sont deux processus qui satisfont I'hypothése 4, et si I'on not!) et y@ les
solutions de (5.34) associées a ces deux processus (de méme condition initalealors

NYD Y@ GO TERY] Kew wo NIX* X756, (10 TER™); (5.35)

avecK @ 4@ = K(N [X“X“) ;G IN [)Cx(z) ;G. 1), pour une certaine fonctionK croissante en
ses deux arguments.

Démonstration. Siy désigne la solutionglu systéme (5.23) donnée par le théoreme 5.3.2, il su't
de poser, pour toutt 2 [0;T], yr := a+ ,d ~()wn().

Le caractere lipschitzien de I'application d'ltd peut étre établi avec les mémes arguments que
dans la preuve de la proposition 4.1.8, d'abord appliqués &, puis ay. Ol

5.4 Le cas rugueux

Notre objectif est toujours de résoudre I'équation sous la forme (5.23) (puis (5.34)), mais
nous supposerons cette fois le coe cient de régularité holdérienne de x dans l'intervalle
(1=3;1=2] La dé nition (5.28) n'est alors plus valable et, comme dans la section 4.3, des dé-
veloppements d'ordre deux deviennent nécessaires en vue d'interpréter le systéme. Nous adop-
terons pour cela la méme stratégie que dans le cas des di usions (sous-section 2.2.2), stratégie
caractérisée par deux étapes :

Une premiére phase d'identi cation de la structure algébrique de la solution potentielle
¥, qui aboutira a l'introduction d'un espace Q de processus contrblés.
L'extension de l'intégrale qui intervient dans le systéme au cas ok 2 C; ety 2 Q.
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5.4.1 Processus convolutionnels controlés

Commencons par quelques considérations heuristiques. Comme dans le cas Young, le sys-
teme sera étudié sous la forme
Z, z
yi( )= OStu()dXJu Yy 5 oy = a+t Ad O ): (5.36)

On suppose pour linstant x di érentiable. L'équation (5.36) admet dans ce cas une unique
solution y, dont les incréments (convolutionnels) peuvent étre décomposés en
Z, _
(Ws()= Stu()dx " (ya)= X () " (ys) + +is( ) (5.37)

S

avec Z, Z,

X ()= SuOdd 5 HO= SO (T O)ust (5.38)

S S

Cette décomposition élémentaire fait d'ores et déja apparaitre la structure amenée a jouer
le rble de Qx (Dé nition 2.2.4) dans I'étude du systeme (5.36). Approfondissons légérement
analyse de (5.37) : six ety sont -holdériens ( 2 (1=3;1=2), on s'attend a ce que, d'une
part, X* évolue dans un espace du typ€,. ([0;T]; R™), pour un certain coe cient > 0, et
d'autre part, 2 CQZ; ([0; T]; RY). Pour des raisons techniques qui émergeront dans la preuve du
théoréme 5.4.1, nous serons en fait incités a prendre = 1 pour obtenir une solution globale
pour le systeme (5.36). Comme dans la section précédentes etiquetons 'hypothese d'existence
et de régularité du processusK*, qui représente moralement st St udxy

Hypothése 5. Soit x 2 C,([0; T];R™), avec 2 (1=3;1=2] On suppose qu'il existe une suite
x" de processus di érentiables véri ant

N xG(TERMIT %o;
et telle que la suite des processus

Zt .
X '():= S u()dx]

S

converge vers un élémenk* relativement a la topologie de I'espac€,. ([0; T];R™). En parti-
culier,
XX2C, ([0;T];R™) et X*=0:

Si x est di érentiable, on choisit systématiquementx” := x.

Notations : Dans un souci de concision, nous utiliserons désormais le raccourci

G (15V)i= G.(1;V);, k2f1; 2;3g: (5.39)

Fixons également dés a présent I'hypothése d'intégrabilité sur~ qui nous permettra de
mener le raisonnement a terme :

Hypothése 6. On supposera dans cette section que
z

dj"Oid+jjp<l
A
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Eu égard aux considérations ci-dessus, le cadre de résolution du systéme (5.36) s'impose
assez naturellement :

Dé nition 5.4.1.  On suppose I'hypothése 5 satisfaite. Pour tout intervallé de [0;T], on
appellera processus convolutionnel contrélé (paX™*) sur |, & valeurs dansRY, tout élément y
dans C, (I ;RY) dont les incréments convolutionnels se décomposent sous la forme

(Vs = X0 il + 9l avec y2C(1;RIM) ety 2 G (1;RY; (5.40)

L'ensemble des processus convolutionnels contrdlés dussera noté Qy (I ; RY) et I'on munit cet
espace de la semi-norme

N[y Q(1;RN] := N[y C (1 RO+ N [y G RE™)+ N [y C (1 R+ N [ G 0 (5.41)

Remarque5.4.2 1l convient de souligner qu'en dépit de sa notation, le processug qui inter-
vient dans la décomposition (5.40) est a valeurs ni-dimensionnelles, et non fonctionnelles.

An de donner sens au systéme (5.36) lorsquer 2 Qyx(I:RY), il gst a présent important
d'identi er la structure algébrique de lintégrant  (yy), oluyy := a+ ,d ~( )yu( ). A cette
n, remarquons tout d'abord que, si “y admet la décomposition (5.40), les incréments dg
s'écrivent :

(y')s = d 7C) ¥)s()
= d TO)C¥)s( )+ d T(as( )ys( )
= d TOXPTOT + d TOlEO+ d TOas()vi()
A Z A Z A
= XI i+ 4 )y () + 4 Oas( YA ); (5.42)
ot XX = RA d ~()XX () est bien déni en tant qu'élement de C,([0; T];R™), grace a

I'hypothese 5.
Essayons d'analyser la décomposition (5.42) du point de vue de la régularité holdérienne. En
ce qui concerne le dernier terme de cette décomposition, rappelons-nous l'inégaljsgs ( )]
cj jjt sj, qui induit 7
L4 TOasO) it SN il

et laisse par la méme entendre que le terme en question est trés régulier. Par ailleurs, la dé nition
de ' permet d'a rmer que
VA

4 W) it si? N[y Qyl:

Forts de ces deux constats, il serait tentant d'envisager (et ce fut notre premiéere idée) une
structure algébrique du type

fy : (y s = XFySl + gl avecy* 2 ¢, (R™) ety 2 C2 (R¥)g:
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Il est en e et possible de montrer que cette structure est stable vis-a-vis de l'opération de
composition avec une application réguliére, ce qui assurerait la transition entrg et (y).
Un développement un peu plus subtil de la décomposition (5.42) conduit toutefois a des ma-
nipulations algébriques plus élémentaires. Il sut pour cela d'observer que l'opérateurX* se
décompose lui-méme en
z t z t
Xis( )= St u( )dxy =( X) s + aw () dxy:

S S

Lorsquex 2 C, (R™), cette derniére opération est & ce stade purement formelle, et pour cette
raison, nous ne la retranscrivons qu'au travers de I'hypothése abstraite (on rappelle que- :=
X) :

Hypothése 7. Sous I'hypothése 5, on admettra que la suite des processus
" z t
X ()= aw()dx;

S

relativement a la topologie de I'espacéé;g (R™M) (on rappelle que ce type d'espace a été dé ni
dans la sous-section 5.2.3). En particulier

X2 Go (R™) et XE()=xg+ XZ(): (5.43)

Remarque5.4.3 L'hypothése de régularité qui apparait dans (5.43) est bien entendu suggérée
par I'estimation jais( )j ¢ jjt sj, en ayant parallelement a I'esprit le fait que l'on travaille
avec l'espace. ;.

En revenant a présent a (5.42), les incréments dg peuvent étre développés en
(YDs = xid (L& )+ XDyl + . d (vl () + . d (as()ys() ;5 (5.44)

ou I'on a noté 7 7
Lo:= d () et XF:= d ()XF(): (5.45)
A A

Nous sommes ainsi ramenés, grace a I'hypothése de régularité (5.43), a la méme structure
de processus contrélés que dans l'analyse des systémes ordinaires, et nous venons d'établir la
transition suivante :

Proposition 5.4.4.  Sous les hypotheéses 5 et 7, $i2 @x(l :RY) admet la décompositiony =

XXI gyl + ¢l alors le processusy dé ni par y = a+ A d ~()y( ) estun processus controlé

standard (au sens de la dé nition 2.2.4), qui admet la décompositiory ' = x%I y%i + yIi avec
A Z

Lt oy E I d OO d TOasOn(): (546)

La structure recherchée pour l'intégrant (y) découle immédiatement de ce dernier résultat.
On dispose en e et, grace a la proposition 2.2.7, de la propriété : si 2 Qx(I;RY) et 2
CZP(RY:REM) alorsz :=  (y) 2 Qx(l;RY™), ou I'espaceQy (I ; R¥™M) a lui aussi été introduit
dans la dé nition 2.2.4.
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5.4.2 Intégration convolutionnelle des processus controlés

En tenant compte des transitions qui ont été établies dans la sous-section précédente, l'inter-
prétation du systéme (5.36) se résume désormais a I'obtention d'un prolongement de l'intégrale
J (ax) z1) lorsque x est -héldérien ( 2 (1=3;1=2) et z 2 Qy(I ;R®™). Dans la perspective
d'un argument de point xe, il est par ailleurs primordial que ce prolongement donne naissance
a un élément de l'espacedy (I ; RY).

Pour construire l'intégrale en question, nous nous appuierons, comme dans le cas standard,
sur I'existence a priori d'une aire de Lévy convolutionnelleadaptée au probleme :

Hypothése 8. Sous I'hnypothése 5, on admettra que la suite des processus
- Z
Xt);x'”():: St u()dxy (x 1 )us

S

converge vers un élémenk™ relativement a la topologie de I‘espacé‘% (R™M). En particulier,
X2 G (;R™) et (X %)us = X%, (X) us: (5.47)

Une fois munis de I'hypothése 8, voici la facon naturelle d'envisager l'intégration d'un pro-
cessus controlé :

Proposition 5.4.5.  On suppose les hypothéses 5 et 8 satisfaites, et doit [I1;1>] un intervalle
xé de [0; T]. Pour tout processusz 2 Qy(I ; R¥™M) admettant la décomposition

7 = xbk ik 4 ki (5.48)
on pose, pour touss <t 2 1|,
Jis(axd 20y 1= XX 2 4 ik ik g~ o Zhi 4 ook g ik (5.49)

Alors :

1. J (ax) z!) est bien dé ni en tant qu elﬁment deC, (1; Rd) etpourtout 2 A, J(dx z1)()
coincide avec l'intégrale de Riemann St u( ) dxly zIJ lorsquex est di érentiable.

2. Pour tout 1 2 L4, il existe un unique processusA” 2 Qx(l :RY) tel que A, = het
~A = J (6% 2i).
3. Pourtouss<t 21, 2A, J(ax z) peut étre décrit par la formule :

_ [
2+ XK 29 dansly;  (5.50)

[SFSn

o x h
Jis(ax) 2') = lim Xl
jsio o

ou la limite est relative a toute partition = fto = s;:::;t, = tg de[s;t] dont le pas
tend versO.

Démonstration. (1) Si x est une fonction di érentiable, alors, comme dans le cas Young, on
commence par écrire
Z, _ Z,
Ja@ 2)()= SvO)ddz =XT Oz + Sy (O (27

S
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En injectant la décomposition (5.48) de( z' )ys dans cette relation, on obtient
Z, h i
X ()2 + S dd xgE ™ + 2l
S
X )zl + ) O™+ sy (dxezld
S

Jis(ax 2')( )

et ainsi, avec la notation (5.18),

Jis(A 2y = Jig(axd 21) X Z1 xk gxike (5.51)
Appliquons a présent l'opérateur ~ aux deux membres de cette égalité : grace aux relations

(5.19), (5.15), (5.48) et (5.47), on déduit successivement

~ ] (d'Xj 2L ) XXi 21 ~xxike oxiik oyexxik S ik

— X—x;j (Xl;k Zx;ijk )+ X—x;j Z];ij (X-x;j Xl;k)zx;ijk + X—xx;jk Zx;ijk
= XX A0 4 ok g ik
et I'on est donc en droit décrire, via (5.22),
J (de 2zl )= ~ Xl gl 4 ek 5 xijk

En revenant a (5.51), on récupére la décomposition (5.49). Le prolongement de la décomposi-
tion a un processusx irrégulier n'est ensuite qu'une conséquence des conditions algébriques et
analytigues contenues dans I'hypothese 8.

Quant a (3), il sut d'appliquer le corollaire 5.2.10, apres avoir observé la relation algébrique
~A = (Id ~~)(X~x;j 2l 4 xeoxxik Xk ):
O

Remarque5.4.6. Comme nous l'avons déja évoqué, une autre idée, en vue d'identi er la struc-
ture de l'intégrant, aurait consisté a s'a ranchir de 'hypothese 7 et d'envisager I'espace alter-
natif Q¢ = fz 1 z{ = XFZ™ + 2 g, aveex =, d () X%(). Un raisonnement
similaire a celui de la preuve de la proposition 5.4.5 aurait alors conduit a une décomposition
de l'intégrale de la forme
J alt(d'Xj Zij ) — X—x;j Zij + X—xx;alt ik Zx;ijk + ~ X—x;j Z];ij + X—xx;alt H1 yx;ijk X—3;alt;jk Zx;ijk
(5.52)
ol les deux processu ™t et X-3alt sont dé nis, lorsque x est régulier, par les formules :
pour tout 2 A,
z t z t
;al — . 3;al — :
X ()= SvO)d XJ 5 Xge ()= Stv()dxe (X wst  (5.53)
S S
D'une certaine facon, l'aire de LévyX>%alt ainsi dé nie semble plus en accord avec le forma-
lisme convolutionnel utilisé dans ce chapitre, puisqu'elle est construite a partir de I'itération de
l'increment (convolutionnel) élémentaire X™*. Cette observagpn est plus claire encore lorsque
l'on applique le théoréme de Fubini pour écrirexXa! () = A d ()Xt o) avec
z t z \Y
XA )= Sev() dx Sy w( ) dxw:

S S
Deux inconvénients majeurs viennent cependant contrarier cette impression :



118 CHAPITRE 5. LE CADRE CONVOLUTIONNEL

D'un point de vue algébrique, le recours aX>%at entraine I'apparition du processus
supplémentaire X3 dans la décomposition (5.52), processus issu de la relation
;alt — 3alt .
(XA s = XY X+ X

tus

En termes d'applications, I'extension des formules (5.53) a certains processusholdériens
seulement est beaucoup plus di cile (notez que, dans le cas du mBf notamment, elle est
toutefois possible, en utilisant par exemple I'approximation analytique du mBf). Nous
verrons dans la section 5.5 que I'extension d&** ne fait quant a elle appel qu'a un
argument d'intégration par parties élémentaire, grace aux résultats préexistants sur les
trajectoires rugueuses.

Pour ces deux raisons, nous avons privilégié ici une formulation qui fait apparaitre I'nypo-

thése supplémentaire 7.

5.4.3 Processus controlés localisés

A ce stade, nous sommes pleinement en mesure de donner sens au systéeme (5.36) sous les
hypotheses 7 et 8, comme vient le résumer la boucle :

Q'>§ ProH. 544 F\QX Proq.. 2.2.7 o ol

y 7! yl=a+ ,d (Oy() 7! "y 7! (F)=3(@x V()

Prop. 545

La preuve de l'existence (et de I'unicité) d'une solutionglobalepour ce systéme va résulter
d'une succession d'arguments de point xe dans les espac€(ln), pour une certaine suitel
d'intervalles qui couvrent [0; T]. Le recollement de ces di érentes solutions locales nécessitera
un contr6le simultané des normes de- et de la condition initiale " = ¥y, sur chaque intervalle
Ihn =[Ih;ln+1], lors de la procédure décrite par le schéma ci-dessus.

L'idée la plus naturelle consiste a décomposer la recherche d'un tel contréle en trois esti-
mations successives, correspondant aux trois opérations qui apparaissent dans la procédure, et
ce lorsque l'espace intermédiairéy (I ) est muni de sa norme usuelléN [:; Qx(l)], dé nie par
(2.16).

L'utilisation de cette derniére norme ne permet malheureusement pas d'obtenir un contrble
su samment optimal, exprimé en termes de N [y; Qx(In)] et N [y, ;L1], et un argument tech-
nique supplémentaire doit étre mis en +uvre. Cet argument passe par l'introduction d'un sous-

espace (a ne) particulier de Qx(In), qui permettra essentiellement d'isoler les termes dépendant
de la condition initiale y,, .

On supposera dans cette sous-section que le processusatisfait I'hypothése 8, et I'on xe
un intervalle | =[ly; 1] arbitraire de [0; T].

Dé nition 5.4.7.  Soitk 2 N, f 2 C3(I;R¥). Un processusy 2 C, (I ;R¥) sera dit -controlé
(par x) autour de f sur | si ses incréments se décomposent de la facon suivante : pour tous
s<t 21,

(ys Tl =xg vy + yl avecy* 2C (1I;R™) etyl 2G5 (1;RY):  (5.54)

On notera A ¢ (I :RX) I'ensemble de ces processus, et a toyt2 Al :RX), on associe la
guantité

M Iy Ay (15RO = NIy G RS™)I+ NIy G (1 RS™I+ N YL G (1 RS+ Ny; C (13 RY)]:
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Comme dans le cas des processus contrblés standards, on dé nit ensuite, pour téut2
G(1;R ), AL (1;R®) comme I'ensemble des processys 2 Cy(I;R*!) tels que, pour tout

j =100, y9 2A 4 (1;RY), et 'on associe a ces éléments la quantité
X _
MIy; Ay (GR]:= Ny AL (1GR9
=1

Evidemment, A, (1) = Qx(I) et plus géneralement, pour toutf 2 Ci(1;RY), Ay (1)
Qx(1). Le point essentiel de cette procédure de localisation autour de réside dans le fait que
ce dernier incrément n'intervient pas (directement) dans le calcul deM [y; A, (I ‘R

Observons de quelle maniére les ensemblfs; apparaissent lors de l'intégration (contre
) d'un processus convolutionnel controlé :
Proposition 5.4.8.  On suppose les hypotheses 5 ety satisfaites. Sgi2 Qx(l :RY) tel que
w, = N2 Lhet = X%yl + ybl . On posey := a+ Aad T()y(). Alorsy2A 4 (1;RX),
avecfi = ,d ()as( )Ss 1,( )A( ). En outre,

n o]
MIy; Ak (GRD] oo NIEQ(LERYI+jHT N[ Ly (5.55)
Démonstration. A partir de (5.44), on peut écrire, pour touss <t 2 |,
Z Z
(Vs = xd (L) + X9+ d Oy O+ d "OasOx()
z z

X Loy )+ @ il 4 4 )W () + 4 TOas( )V)sn () + Fis:

. . . R n ] 0 )
On pose alorsys” := L-w¥ ,yll = XTI ¥ + ', d () ¥E()+ as()(¥)su() . Clai-
rement,

n 0
NYGS ] o NS+ NG I+ NECG]  aoNEQ

etji(y)sj if si+jt s§ NXNGINQ+jt si° NYL G 1 Orjfssj jt sjN [ L),
dou N[y;C] j i N[ L]+ oN [y Qx], et (5.55) est ainsi prouve.
O

Le résultat qui suit constitue lI'analogue de la proposition 2.2.7 dans le contexte des processus
controlés localisés :

Proposition 5.4.9.  Soity 2 A (I ;RY avecy;, = hety' fi=xb ysi +yli et considé-
rons une fonction 2 C3P(R%RYM). Alors  (y) 2A (1 :RYM) et l'estimation suivante
est véri ée :
ML) Ao gy () )
G LEMIA (DPP+iY My A, (DINF GO+ I NIF;G()] © (5.56)

En outre, si y®;y@ 2 A . (1;R%™M) avecyl(ll) = yl(f), alors
N[ (@) (@) Qu(1)]
o NIyD  y@:Q(1)] 1+ M yD; A (NP + M [y@ A (1))
+jljt NGO+ Ny®; )]+ Ny@;c (1)« (5.57)
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Démonstration. Pour tous s;t 2 |,

Z 1
("W)s = d@ "(ys+ ( ¥)s)Y s
Zol B Z 1 .
= 4@ s+ ( Y )is)f s + 4@ s ( Y )is) (X yEk + iy
= D (Wfes+xg Ik + T+ i, (5.58)
oufonanoté (y)s™ = @ I (ys) y,
) Z, ) ) Z,4 )
WY = xg" 4@t (V)e) @) yok + 4@ s ( Y)Y
Z

& = 4@t (V) @' () fls+ @0 (ys) @ (y,) fis:

Une succession d'arguments de calcul di érentiel standard permet aisément d'établir
n 0

N[ )SC+ N[ SCI+ N WG T o 1+ My;A, TP

Par ailleurs,
o]

n

WE kD ? kN GINIF G jt s +js laj jt s
dou N[ (y)I2;G ] ¢ M [y; A IN[F; G jlit . Enrevenant nalement a la décomposition
(5.58), on obtient :

J O O)s]

KD kijt SNIF;GI+jt s NDGGIMIyiA KD ki +jt s> N[ GG ]
n 0
de telle sorte queN[ (y);C] cx jljit NTf G+ M [YiA 1+ NI (y)[;C‘Q2 ] , ce qui
achéve la preuve de (5.56).
En ce qui concerne (5.57), commencons par écrire, avec les notations de (5.58),

(TeyW)y Ty
R (A (Al R B (R N (GO T R (A0 S (RO L
Si I'on se réfere a la preuve de la proposition 2.2.7, on déduit sans e ort
N[ (@) @)+ NL (@) @)+ N[ (YD) (v G ()]
n 0
o L+ MDA P+ MDA NYD  y®Q:
Pour le terme (yM)E2  (y@)l2 remarquons d'abord I'estimation
(@ jt SN[ G
nZi
d D P+ (yP)y) D () D @+ (y@))+ D (&)

0
(0]
+D ) D) D Y?)+D () :
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En faisant a nouveau appel aux arguments de la preuve de la proposition 2.2.7, il est facile de
Véri er a partir de cette derniére écriture que

N[ (y®)i2 (y<2>)[:2;c§(|>]n .
c jljit NIF;GM)] 1+NyD; )]+ Ny?;c ()] Ny®  y@:c )

L'inégalité (5.57) est ensuite immédiate.
O

Soulignons a nouveau le fait queA,; est un sous-ensemble d@ ; ceci signi e en parti-
culier que pour tout élémentz 2 A (1;R%™), l'intégrale J (dx! z ) peut étre dé nie via la
proposition 5.4.5. Dans ce contexte particulier, nous disposons de I'estimation suivante :

Proposition 5.4.10. On suppose les hypothéses 5 et 8 satisfaites. 2 Ayl :RY™), alors
la semi-norme du processug 2 Qx(I;RY) dénipar z, = 2L et 2 = J (dx z!) peut étre
majorée par

N [z Qy(1:RY)] o
o Nz QURIMI+ 25 + 1] Mz A (ERY™)]+ I NIFiG(IRT™)] & (5.59)
Démonstration. D'apres la proposition 5.4.5, la décomposition de en tant que processus convo-
lutionnel contr6lé est donnée par 2 = XX 241 + 2l avecz* = z et = 21 + 22 ou
Z];l;i — X—xx;jk Zx;ijk et Z];Z;i - -( X—x;j (Z[;ij + fij)+ X—xx;jk Zx;ijk ):
Puistue (21 )is = 11 + x4 2K 4 20 = £+ xE 2 1 b (2296 )y, + 20
n 0
N[5C (= N[ZC ()] o jlit NG+ 25 +jlj M[zAq (1)]
Quant au terme résiduel, en écrivantz{,"” E X Z9M 4 g (z%ik g, on a d'abord
N [zl?l;cﬁ 1 oz +jlj M[z;A,;(1)] , tandis que, grace a la propriété de contraction
(2.6), n 0
NG (] o jli M[ZiAL M1+ 1 NIFiG()]

Finalement, comme ™2 = XX 2% + zli
n (0]
N[ZCGM)] o NG+ Z0 +jlj M[zAL, D1+ NGO

ce qui achéve la preuve de (5.59). O]

5.4.4 Résolution de I'équation

Nous sommes a présent en mesure de résoudre le systeme :

Théoréme 5.4.1. On suppose les hypothéses 5, 7 et 8 satisfaites. Si2 C3P(RY: REM),
alors l'équation (5.23), interprétée grace a la proposition 5.4.5, admet une unique solution dans

Qx([0; T];RY).
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Démonstration. Comme nous l'annoncions, la preuve va consister en une succession d'argu-
ments de point xe sur une suite d'intervalles (I,)n qui recouvrent [0; T]. Nous considérerons
plus exactement la suite donnée par :

N —rN.|N N _— n _ oN —_ [N —
In =[lq;lhe1] avecly =0et"n =", =1lg4 Iy =

: (5.60)

ou N est un paramétre qui sera xé au cours de la preuve.

Sur chacun de ces intervalles, la procédure se déroule (comme d'habitude) en deux temps :
nous commencons par établir I'existence de sous-ensembles invariants pour I'applicationas-
sociée au systéme, puis nous montrons querestreinte a certains de ces sous-ensembles, est
une contraction stricte.

Les résultats établis dans la sous-section 5.4.3 montrent que pour contrbler I'image= (~y)
d'un processusy 2 Qx (1)), il estimportant de disposer d'une estimation de la norme de+ dans
Qx(IN), mais aussi de la norme de la condition initiald, := ¥n . C'est ce principe geneéral qui
va guider notre raisonnement.

Etape 1 : Invariance de boulesOn xe momentanément le parameétre N qui intervient
dans la dé nition (5.60) des intervalles| ), et I'on introduit deux paramétres supplémentaires
1; 2> 0dont les valeurs seront déterminées dans un instant. On considere les ensembles

BA = fy2 Qu(In): wiy = s v = ()i N[ Q1A (N + n) 2g;

R
ol iy 2 Ly esttel queN[y;Ly] (N +n)tethy, = a+ ,d ~()i(). Siy2 B,
z:= (~y) désigne I'élément deQy (I ) dé ni p?_{ les deux conditions : zy = M, et pour tous
Sit2 10, (B = (@ T(y)), ouy:=a+ ,d (¥ ).

Avec ces notations, nous allons prouver que; et » peuvent étre choisis de telle sorte que,
d'une part, les ensemblesB/" soient stables par , et, d'autre part, que la propriété suivante
Soit véri ée :

(Hy Siy2BI, alorsN [y, ;L (N +n+1) o
Cette derniére condition permettra de garantir la possibilité de recoller les points xes successifs,
comme nous le verrons a la n de la preuve.

Soity¥ 2 B, z:= (~y). En vue d'appliquer les résultats de la sous-section 5.4.3, on notera,
pour touss<t 2 IN,
z z

yoi=at Ad ()5 fis = Ad T(Nas()Ssi y ()M() 5 gs =D (yy)fs: (5.61)
L'estimation (5.59) montre tout d'abord que

N[Z;Qﬁ(lﬁ')] .
o NL QU+ O + "ML () Aggn(IAO1+ "8 NGB GUN] @ (5.62)

Or, d'aprés les propositions 5.4.9 et 5.4.8, on sait que

W =@ Ty = @ T (L-vP) = L-@ Tlny) P(hn);
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et donc ()i c . Par allleurs, il est évident que

N[g";G(N) kD ki N[ CUMN] ¢ N[Mn;Lal:

Il découle ainsi de (5.62)

n (0]
NZQUANI o 1+ " ML (¥)iAggn(Ia)]+ "5 N[Mn;La]

En mettant ensuite a contribution les estimations (5.56) et (5.55), on obtient
N[z (n?x(l )

. 1+ N[ Lad+ "y NI QN2+ "n NI QI N)IN[Mn; Lad+ "2 N [Fn;Lq]?
(5.63)

(0]

Pour établir la stabilit¢ de Bfn, c'est-a-dire prouver queN [z Qx(IN)] (N + n) 2 (pour N
assez grand), une premiére série de conditions s'imposent alors naturellement :

8
% 1 (1 )< 2
2 <
2 2 (5.64)
1t 2 1< o
' 2 1 2 + < 2;
systeme qui se résume en fait a (
2 <
(5.65)

1<1 + !

Si 1; 2 > 0 vérient ces conditions et N est susamment grand, la propriété de stabilité
de B/ est alors véri ée. En e et, a partir de (5.63), on déduit N [z Qx(I1N)] 6ct. (N +
n) 3, ou 3 désigne le plus grand élément parmi les membres de gauche du systéme (5.64).
Comme 3 < 5, on peut choisirN tel que pourtoutn 0O, (N +n) 2 3 60; , et donc

N[z Qx(IA)] (N +n) 2.
Il reste a analyser la condition (H). Pour cela, écrivons

y-lir’:tf1 = S"n y-llr’}‘ + ( ny—i)lr’;t1 IN = S"n h:’] + X@il I ! (hn) + -yl]§+1 IN ;

ce qui conduit &

Yiv,  Pntoe "R NBEQUIA) (N+n) t+ce (N+n) +(N +n) 2 ?: (5.66)
2 2
Observons ensuite I'équivalentCX?(mTl) LA % qui nous indique quen

ajoutant a (5.65) la condition (compatible)
1>1 ; (5.67)
on peut trouver N su samment grand tel que, pour tout n 2 N ,

(N+n)t+c (N+n) +(N +n)? (N+n+1) %
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On choisit donc N de cette fagon pour obtenir, & partir de (5.66), la propriété (H).

Etape 2 : Propriété de contraction. Soit ¥ ;¢ 2 Bfn 21 = (~yM); 22 = (~y@), et
l'on dénit y®;y® comme dans (5.61). La propriété recherchée va la encore découler des
estimations de la sous-section 5.4.3. Pour cela, il convient d'abord d'observer queysb ; y@ 2
A (1), alorsy®  y@ 2 A (1) et N[yD  y@iA ()] = NYD  y@;Qx(1)]. Ainsi,
d'aprés (5.59),

Nﬁ:ﬂ) 22, Q (1] o
c N[ ¢vP) @i+ oOn ) + " NL D) (@) -

Or (Y = () etN[ () (@3 QU] N[ (vP)  (v®); Qu(1)]. En
associant ces deux observations aux estimations (5.57) et (5.55), on déduit aisément

NED 220,001 o Inen NP ¥25Q, (0]

avec
Jn:n +n +22+n21(2 )+n11+n1+21;

et I'on est cette fois amenés a envisager, pour quenyi;  Jy =0, le systéeme

8

%22 <0
241 2+ <0
E 1 1<0
o1+ o 1< O

(5.68)

Ce systeme, intersecté avec les conditions (5.65) et (5.67), fournit alors I'nypothése nale

0< 2<3
1 < <1 + o

Une fois munis de tels coe cients, il sut de prendre N assez large pour que la propriété de
contraction et la propriété (H) soient simultanément satisfaites sur les ensembles invariants
Bfn,
Etape 3 : Recollement des solutiond.a construction de la solutiony 2 Qx([0; T]) annoncée est
a présent reduite & une procédure de recollement, que nous nous proposons de détailler.

On dé nit tout d'abord la suite (y¥("); ¥")X),, ¢ suivant la procédure itérative : (y©@ ; y0x) 2
Q (1)) estle point xe de dansBJ et pour tout n 1, (¥™);¢Mx) 2 @ (1)) est le point

(n 1)
xe de dans Bn'w . Cette construction est bien entendu rendu possible grace aux deux
premiéres étapes. On pose ensuite, pour tout2 [0; T],

W

X ()
n n);x .
= ¥ Ln(@® 5 W= w0 L (D)
n=0 n=0

=]
ou Nt désigne le plus petit entier tel que ,’:'go jiNg T,

Sil, <s I¥<:ii<If t<If,,, on utlise la décomposition

R 1
(Wi =S Pys+(Wung+ S, (i, (5.69)

i+1 i
i=k
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ainsi que la relation ~X* = 0, pour déduire (W) = X7 & + yl | avecyll =yl + g2
1 1 o L e e i
= X, X5 X X; X5 X5 .
Y = thé‘ Yiy Lo Xy yl,%‘p Lo 1 L
p=k+1 )
(k1)1 (k%] X1 ()]
2 . il T [OHH I
y%s SR S yIE s + y“’k\lo + St I";'Jrl y-3+1 1N
p=k

A partir de ces expressions, et en raison de la régularité de chaqy&)™, il est facile de voir
que (y; y¥*) appartient e ectivement a Qx([0; T]).

Revenons nalement a la décomposition (5.69) pour déduire

(W)s =Sy p Jyps@ D)+ Jyn(@ TN+ S I (@ T )
p=k

En invoquant & présent la relation~ J (dx! z') =0, on obtient :

Jtl’k\‘O 1(d7(j I (y)) = Jtl’k\‘o(dxj U (y)) + S N, J'EOIL\IO 1(d}(j U (y);
d'ou

(Whs = Sy Jps(@ T+ Iy (X TN+ S
p=k

I, (@ T )

|N
p+1

En itérant ce procédé, on aboutit & la relation("¥ )i = Js(dx 1 (y)) pour tous s;t 2 [0; T],
et y constitue bien une solution globale de (5.23).

L'unicité de cette solution est ensuite facile a établir en reprenant les estimations de I'étape
2, comme dans la preuve du théoréme 2.3.1. O

Corollaire 5.4.11. Sous les hypothéses 5, 7 et 8, et en supposant qu@ C3P(R%; R™), |e
systeme 7 7
t

yi=a+ d () Sou()dd () (5.70)
A 0
interprété grace aux propositions 5.4.5 et 5.4.8, admet une unique solution da ([0; T]; RY).

Démonstration. Comme dans le cas Young, il sut de poser, pour toutt 2 [0; T],
Z

ye=a+ o d T()wn();
A
ou y est le processus donné par le théoréme 5.4.1. Ol

Remarque5.4.12 1l est possible de véri er, en utilisant les arguments de la sous-section 2.3.2,
gue la propriété de continuité de I'application d'ltd est satisfaite pour le systéme (5.70). Nous
reviendrons de toute facon sur ce type d'arguments a travers la preuve de la proposition 7.4.6.
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5.5 Application aux trajectoires rugueuses

L'objectif consiste a présent a montrer que les hypothéses égrenées au cours des deux sections
précédentes sont e ectivement véri ées par une large classe de processusSi I'on recoupe ces
di érentes hypotheses (hypothéses 4, 5, 7 et 8), il s'agit globalement de prouver l'existence d'un
triplet de processus(X™*; X@; XXX} qui viendrait étendre les trois dé nitions (valables lorsque
X est régulier) z, z,
Xis()= St u()dxy ; XE()= ar u( ) dxy; (5.71)

S S

Zt
XY= Stu()dxy X (5.72)

S
a un processux -holdérien, ou > 1=3.
Les trois extensions seront établies via un argument d'intégration par parties élémentaire,
suivant I'exemple général
YA t YA t YA t d
Stu()dxu= St u()dxu x)= Sts( s+ L (Seu(Dxgdu (573

S S S

Pour plus de précision dans la mise en +uvre du procédé, nous envisagerons de facon séparée
les deux situations qui nous préoccupent : le cas de la transformée de Laplace et celui de la
transformée de Fourier.

5.5.1 Cas de la transformée de Laplace

Ici, A = R*, Si( ) = e '. Commencons par évoquer le cas Young & 1=2), pour lequel
seule la dé nition de X* est requise :

R
Proposition 5.5.1.  Soitx 2 C, ([0; T];R™), avec > 1=2. Si 01 dj=()j@a+ ) <1, alors

toute suite de processus di érentiablex” telle que
NX" xC(o;TER™T ©o;
satisfait I'hypothése 4.

Démonstration. Pour tout processusx di érentiable, on a, grace a (5.73),
Zt
XEON je U9+ e U Wik jdu
S
z t
cNDpGl jt sf + jt uj 'du cit sj NGl (5.74)

S

ou l'on a utiliseda majoration élémentairej e j  (e) 1 valable pour tout 0 et tout
> 0. Puisque 01 dj7()ja+ ) <1, (5.74) permet d'étendre X* a x, et I'on déduit la
formule ponctuelle : pour tout x 2 C,,
Z t
XX()=e © 9xL + e ¢ Wxl du: (5.75)

S

O
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ﬁemarqueS 5.2 Il ne semble pas évident que I'on puisse convertir la condlthjg d'intégrabilité
dj()jd+ ) < 1 en termes de régularité pour la fonction (t) := de ')

d origine. Il est simplement possible d'a rmer que cette condition implique 2 C1 ([0; T, R),

la réciproque n'étant (a priori) pas systématique. Dans ce contexte, il parait délicat de chercher

a comparer les hypothéses du trlw_goreme 4.3.1@ C3b: ([0; T]? RY:;RYM)) A celles du théoréme

5.4.1 et de la proposition 55.1 (3 d j<()j(l+ ) <1 et C3b(Rd RAEMY),

L'extension des deux processu¥X ® et XX nécessaire a l'application des résultats de la
section 5.4, c'est-a-dire lorsque 2 (1=3;1=2] va résulter du méme type d'argument. Il sut
de remarquer que, s est un processus régulier,

Zt
XE()= (S (D du (5.76)

R
= dxy X\%s)l

. . 2 r = s ’ 2
tandis que, six< désigne en outre 'aire de Levystandard de x (x S

Z, q
XRO) = S u()g (s xE)du
S Zt d
= St s )ths (St u( ))(X us ths) du
Z

= Sis (Oxk+ df(st a0 X+ X Xus
s au

ou, pour obtenir la derniére égalité, nous avons utilisé la relation de Cherx? = x1  x. D'ou
le résultat :

Proposmon 5.5.3. SO|t X Un processus permettant la constructloQ d'un2-rough pathx =
(x1;x?) 2C2(Rm) C 2 (R™M), pour un certain coe cient > 1=3.Si ; d j7( )j(1+ ) < 1,
alors toute suitex de processus di érentiables telle que

NI ;GO TER™I+ NIX?  x%G (0, TER™™)] T °
satisfait simultanément les hypothéses 5, 7 et 8.

Démonstration. C'est le méme argument de prolongement que dans la proposition 5.5.1. I
donne naissance aux trois expressions :
VA t z t
XX()=e © 9L+ e © Uxldu; Xx&()= e ¢ Wxl dy; (5.77)
S Z t S
XX()=e 9 x2 + e T W x2 +xl xZ du (5.78)
S
Observons en particulier I'estimation
Z, z,
X®G= 0 d TOXEO) N Gl jaeidu N7 LINKG Gt ST
S
tandis que
Z t
XEON o ixEi+ QU b ixgi+ ixijixgsd du
S
n o]
c 1+ N[ GP+N[X%C ]
z t VA t
it siZ2+ gt ou Y2 du+ jt u Y ju s du ;
S S
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ou l'on a & nouveau utilisé l'estimationj e j (e) L O
Nous sommes ainsi en mesure de formuler une version plus explicite du corollaire 5.4.11 :

Théoréme 5.5.1. Soit x : [0;T] ! R™ un processus -hdldérien ( > 1=3) permettant la
construction d'un 2-rough p@th géométriquex = (x1;x?) 2 C,(R™) C (R™™M), et supposons
la condition d'intégrabilité dj7()jd+ ) < 1 vériée. Alors, 3| 2 C3P(RY; REM),
I'équation

yi= d ()  Sou()axy "y (5.79)

A 0

interprétée grace aux propositions 2.2.7, 5.4.5, 5.4.4 et 5.5.3, admet une unique solution dans
l'espace Qy ([0; T]; RY) des processus controlés.

5.5.2 Cas de la transformée de Fourier

Ici, A= R, S()=e 2!  llestlaencore possible de recourir & un argument d'intégration
par parties, basé (pourX™) sur la décomposition (5.73). La seule di érence notable, par rapport
au raisonnement de la sous-section précédente, est 'absence de l'estimatioe 'j ct 1.
Nous ne pouvons alors faire apparaitre que des estimations du type

X = e® 92 e ® (W du
n S )
N DGl gt s +jjit s cjt sj fl+ jjg;
qui conduisent tout naturellement aux analogues des propositions 5.5.1 et 5.5.3 :

R
Proposition 5.5.4.  Soit x 2 C,([0; T];R™), avec > 1=2. Si d j~()jL+jj* ) < 1,
alors toute suite de processus di érentiables” telle que

NIX" x;G(O;TER™I T °
satisfait I'hypothése 4.

Proposmon 5.5.5. SO|t X un processus permettant la construction gl'un2-rough path x
(x1;x2) 2 C,(R™) 02 (R™™), pour un certain coe cient > 1=3.Si d j7()j(1+]j j?) <
1, alors toute suite x de processus di érentiables telle que

NX" x;G(O;TER™]+ Nx?  x%CG (O TER™™) 1 °
satisfait simultanément les hypothéses 5, 7 et 8.

Remarque5.5.6. Il est intéressant de noter que la condition (d'existence et) d'intégrabilité sur
~ est par exemple induite par I'hypothése 2 C*( " T + "); R) dans (5.2), pour un petit
"> 0.Eneet, il sutalors de prolonger  en un élément 1 de C*(R;R) & support compact,
puis d'écrire, siF désigne la transformation de Fourier,

TR aeeT()=FE D ()=c @ or@d

Puisque ~1 2 L2(R), on déduit alors
z z a+ip”
dj7O)i+jj? 2 dj=()i+c —
R i1 i1 ]
n
Cc k~TkL2 + k gfl)kl < 1:

dtj ()]
R
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Une autre fagon de dé nir X* lorsque x =RBH est un mBf, consiste a envisager une in-
terprétation au sens de Wiener de l'intégrale stSt u( )dB/!. C'est ce que nous souhaitons
développer dans le reste de cette section, pour un indice de Hurkt > 1=2donné. Au-dela de
Egmélioration (minime) apportée a la conditigh d'intégrabilité dans le cas Young (la condition

rd J7()j@+jj) <1 viendraremplacer od jT )j(1+ ] j** ) < 1), ces considérations
illustreront surtout la exibilité du formalisme convolutionnel, qui permet une adaptation des
criteres de régularité standards. Il est ainsi possible d'obtenir une version "convolutionnelle”
du lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey :

Proposition 5.5.7.  Soit (V;k:k) un espace de Banach et xons 2 R. Atout R:S, R! V
tel queR-.( ) 2 Cx(V), on associe la quantité
I

zZ :
o():= KRR
O<v<w<T (JW VJ)
ou ; :R* ! R* sont des fonctions strictement croissantes et (0) = 0. Supposons qu'il
existeC( ) O tel que, pour touss <t 2 [0;T],
!
4C
spk(Rus(Ok + ~C ¢ ), (5.80)
su t t g
Alors pour touss <t 2 [0;T],
" ! I#
Zis o an() |, 4c()
kRis( )k 4 . 2 + = d(r):
Démonstration. Voir Appendix. O

Remarque 5.5.8 A partir de ce résultat, le lemme 3.1.12 est obtenu en prenant simplement
=0.

Rappelons a présent quelques éléments relatifs a la construction de l'intégrale de Wiener
d'un mBf B d'indice de Hurst H > 1=2 (voir [81] ou [8] pour davantage de détails). On
supposera que l'espace de probabilité sous-jacefit F;P) sur lequelB est dé ni, est tel que

corresponde a l'espace de BanacBy(R;R™) des fonctions continues qui s'annulent erD,
muni de la norme du supremum sur les ensembles compactB. est alors la seule mesure de
probabilité telle que le processus canoniquéB ¢;t 2 Rg soit un mBf m-dimensionnel d'indice
H etla -algebreF estla complétion de la -algébre borélienne de par rapport a P.

On considére l'espacéd obtenu comme la complétion de I'ensembl& des fonctions élémen-
taires de R™ vis-a-vis du produit scalaire

xn
Loty 225 Yiotm ) (Losap 255 Losm) = Ru(Siti); siiti 2 R;
i=1
Ry désignant la fonction de covariance du mBf unidimensionnel. L'isométrie

B : E I L%(; R™)
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est ensuite étendue &H et I'on dé nit l'intégrale de Wiener d'un élément h 2 H par
Z 1
hy, dBy := B(h):

Il est en fait établi (voir les références ci-dessus) que le produit scalaire de deux fonctions
f;g 2 H est donné par la formule

Z Z
E [B(h);B(g)i]= H; giy = cH f0g® ju vi?" 2dudv; avec oy = H(2H 1):
i R R
- (5.81)
Munis de ces éléments, il est naturel de dé nirX* de la fagon suivante : pour tous 2
R;s;t2 Ry eti n,
z t
Xe'l()=  e? MdB) = B(h'(ys; ) iB(h(ts: )); (5.82)
S

avec
hi(t;s; ):=cos2 (t SNlgv)e h2(t;s; ):=sin(2 (t SN1s(Vv) &

e désignant le i-eme élément de la base canonique @&'. Nous allons montrer que ce pro-
cessus satisfait I'hypothése 4, et ce sous la méme condition d'intégrabilité (suf que dans la
proposition 5.5.1.

Remarquons tout d'abord que la relation algébrigue™X* = 0 est immédiate. Pour montrer
queX™* 2 C,. presque slrement, nous appliquerons la proposition 5.5.7. Une étape preliminaire
consiste alors a établir qu'a xé, le processusX™*( ) est un élément deG(R™). On dispose
plus exactement du résultat :

Lemme 5.5.9. Le processusX* dé ni par la formule (5.82) admet une modi cation X* telle
que, presque sdrementX” () 2 Co(R™) pour tout 2 R.

Démonstration. Nous nous appuierons sur le critére de continuité de Kolmogorov, dans la
version suivante : sifZis( );s;t 2 [0;T]; 2 Rg est un processus évoluant dans l'un des
chaos de Wiener associés B, et si I'on dispose, pour tousN 2 N, (s1;t1; 1);(S2;t2; 2) 2
[0:T]? [ N;NJ, dune estimation du type

2
E Zius( 1) Ziys( 2) onfisy spf "ty to) P+ )1 2 %0; (5.83)

avec 1; 2; 3> 0, alorsZ admet une modi cation Z telle que, p.s.,Z..( ) est continu pour
tout 2 R.

Pour montrer que X* satisfait e ectivement (5.83), supposons par exemples; <sj3 <t, <
t1. Alors

thlsl(zl)t X{;Sz( 2) Z . Z
1 S1

- [e 2 q(t1 u) e 2i af(t2 u)]dBu+ 1e 2i 1(tg U)dBu e 2i a(t2 U)dBu:
S1 t2 S2
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Or, d'apres (5.81),

n Ztl 2#
2i t — 1. Kl 2. W2
E e 't WgB, = hliht + h%h?
Zt Zt
1 1
c du dvju vi*" 2 cjty
to to
et de méme "5 #
S1 . 2
E e 2 202 Ugpg, cjs1 S2j?:
S2
Par ailleurs, toujours grace a (5.81), on a
n Zt2 2#
E [e 2 4t v g 2(t2 u)]dBu
S1
Ztl Ztl
c du dvjcos(2 i(t1 u)) cos(2 ofta u)jju vj? 2
S1 S1
jcos(2 1(t1 v)) cos(Z2 o(t2 V)i
Ztl Ztl
+c du  dvjsin 1(t1 u)) sin@ otz uw)jju vt 2
S1 S1

jsin(2 1(ty  Vv)) sin(2 (tz  V))j;
ce qui, associé a l'estimation élémentaire

jeos(2 1(t1 u)) cos(2 otz u))j
jcos(2 a(ts u)) cos(2 a(tz u))j+jcos(2 a(tz u)) cos(2 otz
cff ajjts  toj+jtz ujj 1 2jg
ciN jtu toj+ Tj1  2jg;

conduit a
Z th 2#

E - [e? @9 e 22 ydB,  onfiti tj+j1 g%

S1

Nous sommes alors en mesure de prouver le résultat escompté :

131

tszH

u));

Propgsition 5.5.10.  Pour tout indice de Hurst H > 1=2et tout coe cient 2 (1=2;H) tel
que od j7()j(1+jj) <1, le processus X* dé ni par (5.82) satisfait presque srement les

criteres de I'hnypothése 4.

Démonstration. Comme nous l'avons déja mentionné, il sut de véri er la condition de régu-
larité X* 2 C,. (R™). Grace au lemme 5.5.9, nous sommes en droit d'utiliser la proposition

5.5.7, avec (x) = x® et (x)= x *'*P, pour armer que X%() cjt s (Tzp( ),

ou p est un nombre entier positif quelconque et

Z R OK

LW vee2 dvdw:

O.op():=

(5.84)
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_ R
Il reste a prouver queN [U%z‘sp;L 1= gd J7O)IA+] ] )02 ( )P < 1 p.s., puisqu'alors
N[X*;C. ] cN [U%Z:sp;L ]< 1 p.s. Montrons en fait que E[N [U?zzgp;L < 1.
Pour cela, on commence par appliquer l'inégalité de Jensen :
z

EIN[O35%L 1] Rd 17O+ )E[D 2p ()2

Remarquons a présent que nous avons établi, au cours de la preuve du lemme 5.5.9, l'estimation
E[Xu()i®]  ciw  vj*™P; (5.85)

. e s R . .2H 2p+2 . . . ..
ce qui conduit ici aE[U 2 ()] ¢+ jw vj“ P “P* dwdv: En particulier, si I'on choisit
p> 1=(H ), E[02p ()] M pour une certaine constanteM indépendante de , et par
consequent 7

EIN[OSPL )] M2 AT i) < x

5.6 Appendix

Preuve de la proposition 5.5.7.1l s'agit d'une adaptation de la preuve de Stroock de l'inégalité
classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (voir [96]).

Soit s <t 2 [0; T]. Pour toute suite décroissante(sx) dans[s;t], on déduit de
(R)syscars( ) = Res() Rseser () Sse sear ( IR s() (5.86)

l'estimation kRs s( )k K Rs,,; s( )k+ KRs, 5., ( )k+ K("R)s, s,., s( )k. En itérant le procédé
a partir de sp = t, on obtient, pour tout n 2 N,

X h i
KRis( )k k Rg,y s( )k+ KRs 5.1 ( K+ K(TR)gs00s( )K - (5.87)

k=0

R :
Pour tout v s, on posel (v) := SV k(F\(/v( l)JJ)k du, et I'on dé nit une suite particuliere

(sk) de la facon suivante. Tout d'abord, s = t. Ensuite, étant donné s 2 (s;t], on écrit
sk = s+ (k2 (O;t s])etlondénit < parlarelaton?2 ( x)= ( k). On pose
alorssg+1 = S+ k+1, 00 k41 2 (0; ) est tel que

I

20() and KR s+ .0 (DK 21 (Sk):
K (k k1) K

I(s+ k1) (5.88)
Un tel élément existe toujours car si I'on noteAy (resp. By) (OF.{ k) I'ensemble sur lequel la
premiére (resp. la seconde) inégalité n'est pas véri ée, onGi( ) A (s+u)du> &E) ( Ax),

tandis que
[ |

C MRasOk KRy seu kg 21 (80
0 (x U By (x U k

Z
I (sk) =

( By):

Ces deux inégalités conduisent & Ax) < =2et ( Byx) < =2, etdonc ( Ax[ Bx) < «. Il
est ensuite facile de constater quésy) tend verss.
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Remarquons a présent l'inégalité

(k k1) (W=2( W=4 (w

( k+1)
2

=4( (W) (kn)):

En associant cette observation a (5.88), on obtient :
!
40()

k k1

kRSk5k+1( )k ( k+1) 1 21(sk)
|

Z .
4 ! 4%) d(r);

k+1

40Kk (k1))

ou l'on a utilisé le fait que ! est une fonction croissante. Par ailleurs, la condition (5.80)
implique :
I !

K(R)sesen s( K 1 4Cé) () 4 ! 4Cé) (0 ()
z !
4 L 4?2 ) d(r):

PuisqueR ( ) 2 Cy, on déduit, en faisant tendren vers I'in ni dans (5.87) :
z " ! I#
s 40() 1 4C()

+

kRis( )k 4 = = d(r);

0

ce qui constitue I'estimation escomptée. Ol
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Troisieme partie

L'équation de la chaleur rugueuse
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Présentation

Nous poursuivons dans cette partie notre travail d'extension du champ d'application de la
méthode rough paths, en considérant cette fois la perturbation du modeéle in ni-dimensionnel
des équations d'évolution.

L'objectif de I'étude est double :
Fournir une interprétation trajectorielle de I'équation

dyr = Aycdt+ dXi(yt); t2[0;T]; (5.89)

ou T désigne (toujours) un horizon positif xé, A est un opérateur non borné dé ni sur
un sous-espace (dense) d'un Banactt et X 2 C([0; T] V;V) est un bruit irrégulier en
temps, qui évolue dans I'ensemble des champs de vecteurs agissant sur I'espécen jeu.
Résoudre le systéme avec cette interprétation, puis développer une méthode d'approxi-
mation de la solution.

Comme dans le cas des systémes rugueux ordinaires, le but implicite de cette démarche
est d'obtenir une interprétation et une analyse trajectorielles des équations d'évolution sto-
chastiques dirigées par un mBf. Dans ce contexte, il est important d'avoir a I'esprit les tres
nombreux résultats obtenus lorsque le processus est un mB standard, et au sujet desquels nous
nous contenterons de mentionner [23] pour la formulation in ni-dimensionnelle et [24] pour
I'approche multi-paramétrique. Dans le cas particulier de I'équation de la chaleur avec pertur-
bation Brownienne, des résultats trés ns d'existence et d'unicité ont été obtenus dans [89] dans
un contexte hilbertien et dans [9] pour I'équation considérée dans un espace de Banach plus
général. Il convient également de citer, pour un bruit fractionnaire, les récents travaux relatifs a
l'interprétation et la résolution du systéme au sens de Young, pour des équations paraboliques
[70, 50] ou de type équation des ondes [92], ainsi que I'analyse approfondie contenue dans [100]
dans le cas spéci que d'un bruit additif. Mentionnons nalement une application des idées is-
sues de la théorie des rough paths a I'étude des équations KdV (déterministes et stochastiques)
en présence d'une condition initiale de faible régularité [47].

A notre connaissance, deux types d'approches ont jusqu'a présent été envisagés en vue de
donner sens a (5.89) via la méthodologie rough paths :

Une premiére approche consiste (essentiellement) a se ramener, par le biais de transfor-
mations astucieuses de I'équation, a un systéme rugueux standard, de la forme générale
(2.1). Il est ensuite possible de faire appel a la multitude de résultats établis pour ce der-
nier systeme. Citons ici les travaux de Caruana et Friz [10], Caruana, Friz et Oberhauser
[11], ainsi que l'approche de Teichmann dans [99]. Nous reviendrons dans un instant sur
ces di érents travaux.
La seconde approche est due a Gubinelli et Tindel et contenue dans [51] : elle repose sur
une adaptation du formalisme standard degk-incréments (présenté dans le chapitre 2) aux
particularités de I'équation (5.89), et combine les mécanismes classiques des rough paths
avec des propriétés issues de la théorie des semigroupes analytiques. Le principe de base
est ainsi similaire a celui utilisé dans le chapitre 5 : pour analyser (5.89), les instruments
"classiques" que sont les opérateurs et  ou l'espaceQy, ne sont plus appropriés et



138

doivent étre remplacés par des outils qui tiennent compte du comportement algébrique
et analytique des solutions (potentielles) de I'équation.
C'est cette seconde approche que nous nous proposons de développer dans les deux chapitres
qui suivent, en nous concentrant (pour plus de simplicité) sur le cas de I'équation de la chaleur

dy; = y tdt+ dXe(yt); yo= ; t 2[0;T[; (5.90)

avec un élément xé d'un certain espace fonctionnel et I'opérateur de Laplace sur un
espacel P(R") (dans le chapitre 6) ou surL?([0; 1]) avec conditions au bord de Dirichlet (dans
le chapitre 7). Comme il est de coutume dans le contexte des équations d'évolution, I'équation
sera en fait analysée sous sa formmild
z t
yo=3S + . St udXu(yu); t2[0;T]; (5.91)

ouS :[0;T]!'L (V) (V = LP(R") ouV = L?([0;1])) désigne le semigroupe de la chaleur
associé av.

Plusieurs types d'améliorations seront apportés par rapport aux résultats de [51] : (1) Nous
envisagerons le cas d'un bruitX non-linéaire tres général au lieu d'une perturbation polyn6-
miale; (2) Les résultats pourront étre appliqués au cas oXX est un mBf (en temps) d'indice
de Hurst H > 1=4, et plus seulementd  1=2; (3) Nous mettrons en évidence I'existence d'un
schéma d'approximation dans plusieurs cas de gure. Le principal colt de ces améliorations
réside dans le fait que nous ne considérerons dans les deux chapitres que des bruits a valeurs
dans un espace de dimension nie, générés par un processus (x1;:::;x") -holdérien. X
sera plus exactement décrit par la formule : pour tout 2 V, pour tout t 2 [0; T],

X
Xe()= X (5.92)
i=1

ou les champs de vecteur§fi)i=1-m sont des applications xées et réguliéres d& dansV.

Cette hypothése relative a la dimension nie du bruit est également admise dans [10], [11]
et [99]. Précisons par ailleurs que n'est envisagé dans [10, 11] que le cas d'une perturbation
linéaire, tandis que les conditions d'application des résultats contenus dans [99] conduisent
a des hypothéses de régularité relativement abstraites sur les champs de vecteurs. Dans le
contexte qui nous intéresse, et avec la notation (5.92), les hypothéses en question peuvent étre
(globalement) traduites de la fagcon suivante : il existe une approximation du semigroup® par
un groupe S telle que les applicationsf; (') « := S; fi(S;{") puissent étre prolongées en une
fonction réguliére du couple(t;") . Nous nous appuierons pour notre part sur des conditions de
régularité bien plus élémentaires, en notant toutefois qu'il est sans doute possible de rapprocher
cette derniére hypothése du modeéle étudié dans les sections 6.5 et 7.4.

Pour clore cette présentation, soulignons la ressemblance de la formulation (5.91) avec
I'équation de Volterra ni-dimensionnelle (5.1) et (5.2), ressemblance que viendront con rmer
les nombreuses similarités avec les raisonnements utilisés dans le chapitréNeus reprendrons
d'ailleurs, dans cette partie, la convention utilisée dans le chapitre 5 pour les variables tem-
porelles, et qui consiste a faire gurer les indices dans le sens décroissai.un point de vue
"chronologique", il convient de rappeler que ce sont en fait les considérations du chapitre 5 qui
ont été inspirées par le formalisme développé dans [51] pour les EDP rugueuses, et que nous
nous apprétons a rappeler.



Chapitre 6

Interprétation et résolution

6.1 Introduction

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a I'analyse de I'équation de la chaleur rugueuse
sur R", sous la forme mild :
z t
ye=S + S odXu(yu); t2[0;T]; (6.1)
0

ou T est un horizon ni xé, S;:LP(R") ! LP(R") (p 1 a préciser) est le semigroupe de
la chaleur surR", une condition initiale dans LP(R") et, comme nous l'annoncions dans la
présentation, X est un bruit rugueux donné par l'expression

X i
Xi() = Xt £i(") (6.2)
i=1
avecx = (x%;:::;x™) un processus -holdérien etf; : LP(R") | LP(R") des éléments xés.
Spéci ons encore davantage ce cadre d'étude en choisissant les élémdntsle la forme

O )= G0 ) (6.3)

pour des fonctions ; : R" R! R susamment régulieres. En d'autres termes, les champs de
vecteursf; correspondent aux opérateurs de Nemytskii associés aux fonctions.

Evoquons en quelques mots les principes qui vont guider notre analyse de I'équation.

(@) Comme dans le cas des diusions ni-dimensionnelles, l'interprétation de (6.1) passe
d'abord par I'observation du comportement algébrique de la solution du systéme lorsque est
di érentiable. En notant y cette solution, on a, pour touss <t 2 [0; T],

z S yA t
(Y)s=Yt Ys=$ Ss + [St v Ss u] dXu(yu) + St uwdXy(Yu):
0

S
Or, en utilisant la propriété d'additivité du semigroupe,
Zg Zs
St Ss + [St v Ss u]dXu(yu) =[St s Id] Ss + Ss udXyu(Yu) = asys;
0 0
avec la notation que I'on adoptera désormais
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Apparait ici, et ce comme dans le chapitre 5, l'idée d'introduire un nouvel opérateur’, dit
incrément "modi ", dé ni par

Vs =(Y)s  asys: (6.4)
Avec cette notation, (6.1) prend la forme plus familiére
Z t
Vs= St udXulys) 5 Yo= : (6.5)
S

Une premiére section, comparable a la section 5.2, viendra résumer les propriétés de ce nouvel
opérateur " (étendu aux k-incréments, pour toutk 1), telles qu'elles sont établies dans [51].
Nous rappelerons en particulier qu'il est Ia encore possible d'envisager l'inversion de par
l'intermédiaire d'un opérateur ", procédé qui ouvre la voie & une théorie de l'intégration basée
sur . Dans un souci de cohérence, la notion de processus héldérien devra par ailleurs étre
reprécisée dans ce contexte : un processy® Cy(l;V) sera ainsi dit -hdldérien au sens de’
(sur1)sik’y)wsky cjt sj pourtouss;t2l.

(b) Munis de ces diérents outils, l'interprétation de Ilnpggrale rugueuse de l'équation
résultera a nouveau d'un préalable exercice de dissection dg St uwdXy(yu) lorsque le pro-
cessusx qui intervient dans (6.2) est di érentiable (I'intégrale est alors interprétée au sens de
Riemann). Comme dans les chapitres précédents, cette démarche fera apparaitre di érentes
possibilités d'extension aux processus-holdériens, pour 2 (1=4;1). Si > 1=2(Section 6.3),
nous constaterons qu'a l'instar du cas ni-dimensionnel, seul un développement a I'ordre un
est requis : c'est le cas Young. Pour  1=2(Sections 6.4, 6.5 et 6.7), la machinerie des rough
paths doit entrer en scéne et il est ainsi nécessaire d'introduire a la fois des espaces de pro-
cessus contrélés, mais aussi un chemin rugueux modiX construit & partir de x, et amené a
jouer un réle analogue a celui de la trajectoire standarck dans I'étude de (2.1). Dans le cas

2 (1=3;1=2]par exemple, le cheminX en question sera composé de trois incrémenk*, X *@
et X** a valeurs dans des espaces d'opérateurs, et donnés, lorsquest di érentiable, par les
formules : si'; 2 LP(R"),

z t YA t
X&' () = Sw() dxy 5 X' (5 )= Swdx, [aus() 1 (6.6)
S S
) Z
X! ()= Stu() dx, X3 ; (6.7)
pouri;j =1;:::;m,ou’ désigne la fonctlon obtenue en multipliant point par point' et

Une fois Ilntegrale correctement dé nie, la résolution de I'équation (6.1) pourra étre envisagée
par le biais d'arguments de point xe standards.

(c) Au cours du raisonnement, il se révélera indispensable de pouvoir contrdler la régularité
deu 7! fi(yy) en fonction de la régularité dey. Nous n'aurons pour cela d'autres choix que
de nous tourner vers la formule de Taylor et les estimations du calcul di érentiel ordinaire,
méthodes qui ne prennent évidemment pas en considération le formalisme basé sur l'incrément
"l serait par exemple vain de chercher un équivalent a la régle

Z,
(fiys() = . dr XGysO)+ r(Y)s( DY s ); (6.8)

exprimé en termes de”. Cette observation évidente nous obligera & alterner l'usage des deux
opérateurs et ", procédé qui n'est pas sans poser quelques dicultés quant a la régularité
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holdérienne des processus en jeu : un processus holdérien au sens dae l'est en e et pas
nécessairement au sens classique, c'est-a-dire au sens dge méme type de probléme avait
été soulevé dans la section 5.3). Dans une telle situation, et si I'on se réfere a la dé nition
6.4) de ™ ((y )is = (V) + awsYs), on souhaiterait alors récupérer des incréments de la forme
jt sj de l'estimation du terme kagysk. C'est la qu'intervient I'un des grands principes de
notre approche, a savoir I'utilisation d'espaces de Sobolev fractionnaireB., (2 [0;1=2))
basés surB, := LP(R") (la dé nition exacte de ces espaces sera précisée dans la section 6.2).
On dispose e ectivement de la relation (Proposition 6.2.2) : pour tout' 2B,y ,

kas'k g, C jt sj kKkp,:

Il faudra bien entendu étre attentif au fait que ce gain de régularité en temps s'opére au
détriment de la régularité en espace.

Notez que les questions soulevées par la formule (6.8) sont spéci ques au cas non linéaire que
nous envisageons ici. Si les champs de vecteurs sont I|ne§|res aucun recours a la formule
de Taylor n'est necessalre et Ia décomposition de Ilntegrale St udx|, fi(yy) peut s'e ectuer

en ne faisant appel qu'a” et " C'est ce qui a été réalisé dans [51], avec une extension de la
méthode au cas polyndmial a l'aide d'intégrales itérées indexées par des arbres (voir aussi [49]
et [48] a ce sujet).

(d) Commentons a présent le rble joué par le paramétrp. Pour cela, commencons par ob-
server que le développement de Taylor des champs de vectet@irdait immeédiatement apparaitre
des produits (point par point) d'éléments de LP(R") - comme le montre la régle élémentaire
(6.8) -, autrement dit des éléments delP=¥(R"M), pour un certain entier k 2. Dans un souci
de stabilité générale de I'équation (6.1), il importera de revenir a l'espace courartP(R") en
utilisant I'e et "régularisant” de S; , (Corollaire 6.2.3), qui permet par exemple d'armer :
pour tout ' 2 LP72(R"M),

kSt u(’) kiomny cjt  uj "GP Kk Lp=2 ®):

Nous jouerons alors sur le paramétre (et nous éloignerons de cette fagon du cadre hilbertien

de [51]) pour minimiser la singularité (en temps) issue de cette procédure de régularisation.
Dans ce contexte, le fait de choisip assez large nous permettra par ailleurs de supposer que
l'espaceB ., , ou > 0 estun parametre xé&, est une algebre de Banach.

(e) En vue d'appliquer nos résultats a des situations concrétes, nous nous interrogerons
nalement sur le sens a donner aux expressions du type (6.6) et (6.7) lorsquedevient irrégulier.
Comme dans la section 5.5, un argument élémentaire d'intégration par parties, combiné a des
résultats classiques de régularité poufs et a, permettra en fait de se ramener au rough path
standard x issu dex. Le procédé viendra en particulier garantir que notre raisonnement peut
étre appliqué a un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=4.

Le chapitre est organisé de la facon suivante : La section 6.2 viendra d'abord rappeler les
principes de l'intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur, tels qu'ils gurent
(pour l'essentiel) dans [51]. La section 6.3 verra ensuite la mise en +uvre de ces di érents
principes dans le cas ou le coe cient de régularité holdérienne est strictement supérieur a
1=2. Le premier cas "rugueux" ( 2 (1=3;1=2) sera traité dans la section 6.4. Nous devrons alors
a nouveau faire face, comme dans la section 4.3, a un probleme de prolongement de la solution
sur l'intervalle [0; T] entier, probléme qui ne sera résolu, dans la section 6.5, qu'en régularisant
les champs de vecteur$; du systéeme par l'intermédiaire d'un opérateur supplémentaire. La
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section 6.6 sera ensuite consacrée a la traduction des di érentes hypothéses admisesxs@n
termes du 2-rough path x. La section 6.7 viendra nalement conforter la validité de notre
approche a travers une bréve analyse du cas2 (1=4;1=3]

6.2 Intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur
sur R"

Cette premiére section est destinée a introduire le cadre général detr® étude, ainsi que
les di érents outils évoqués en introduction. Le plus important de ces outils est l'opérateur
d'incrément modi é ", auquel on associera, suivant la démarche de [51], un inverSetout aussi
fondamental. Rappelons au préalable quelques propriétés du semigroupe de la chaleur BUr,
propriétés qui seront mises a contribution tout au long de notre étude.

6.2.1 Cadre d'étude

Nous nous concentrerons donc sur I'équation de la chaleur suP(R"), pour un certain entier
p qui sera précisé au cours de I'étude. Nous noterons= p 'opérateur de Laplace, dé ni
sur I'espace de Sobolev (classiquay 2P(R"), et S; le semigroupe associé, dont I'expression est
donnée par la formule de convolution

1
(2 t) n=2
Comme nous avons tenté de I'expliquer dans le poinfc) de l'introduction, le caractére non

linéaire de la perturbation nous invite a faire intervenir des espaces de Sobolev fractionnaires,
pour lesquels nous utiliserons la dé nition :

S =g ' ; avecg():= el 1722t (6.9)

Notation 6.2.1. Pour tout > 0, pour tout p2 N , on appellera espace de Sobolev fraction-
naire d'ordre  basé surLP(R"), et I'on notera B , , limage (Id )  (LP(R")), munie de la
norme

k'k B = k'k LP(R") + k( ) 'k Lp(Rn):

On posera par ailleursBy = Bo;p := LP(R") pour tout p2 N [flg.

L'espaceB ., est également souvent appel@otentiel de Besseld'ordre (2 ;p). Les livres
d'Adams ([2]) ou de Stein ([94]) o rent une description trés compléte de ces espaces. Rapportons
ici deux propriétés particuliéres qui seront abondamment exploitées par la suite :

Inclusions de Sobolev Si0 2 % alorsB ., est contindment inclus dans l'espace
% (R") des fonctions bornées-héldériennes sur R".

Algebre: Si2p>n , alorsB ., est une algéebre de Banach relativement a la multiplica-
tion point par point, autrement dit, avec les notations de l'introduction, k' kg 0

kk g, kK ks, -

La théorie générale des puissances fractionnaires d'opérateurs, contenue par exemple dans
[88] ou [32], fournit ensuite des estimations trés nes pour le semigroup®; :

Proposition 6.2.2.  Pout tout tempsT > 0 xé, le semigroupe S donné par (6.9) satisfait les
propriétés suivantes :
Contraction : Pour tout t 0, 0, St est un opérateur de contraction surB ;, .
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Régularisation : Pour tout t 2 (0; T], 0, St envoie By sur B, et
kSt'k g, C1 t Kkapg,: (6.10)
Regularité holdérienne. Pour toutt 2 (0;T], " 2B
kS 'k, cittkkp,: (6.11)
kS kg, cr1t™kkeg,: (6.12)

Revenons a présent au point(d) de lintroduction, qui mettait en avant la nécessité de
"régulariser”, via le semigroupe, les éléments d&,-, k 2. Cette propriété est en fait une
conséquence immédiate du théoréme de Riesz-Thorin, dont nous nous permettons de rappeler
I'énonce :

Théoréme 6.2.1 (Riesz-Thorin). Soit (p;q;s) trois entiers liés par la relationp *+ q ! =
1+s 1. Sif 2LP(R") etg2 LIR"), alorsf g2 LS(R") et

kf  gks, kf kg kgkg,: (6.13)
Corollaire 6.2.3. Pourtoust> 0,k 2fl;:::;pg, "' 2 Bp=k, ON dispose des estimations :
KStk s, Gent B Kk g.; (6.14)
1 Ntk 1)

kS t'k B, Cnt % KK By (6.15)
Démonstration. D'apres (6.13), pour tout' 2 By,

n(k 1)

kSt 'k Bp kg ¢t 'k Bp kg thp:(p k1) k'k Bpk Cknt 2 k'k Bp:k:

La seconde inégalité peut étre prouvée de la méme facon, puisq&e' = dd% "z @y . O

Soulignons nalement le résultat suivant, du a Strichartz [95] (voir aussi [54] pour des
résultats plus généraux), et qui permettra d'établir les estimations cruciales (6.29) et (6.30) :

Proposition 6.2.4. Pour tout 2 (0;1=2)et tout p > 1, on pose
0 Z, 4 #s 1=

Tf()::@or“ ‘_1jf(+r) f()jd drA
I

Alors f 2B, si et seulement sif; T f 2 By, et
kfkg, Kkf kg, + KT fkg,: (6.16)
Remarque 6.2.5 C'est cette derniere propriété d'équivalence, indispensable pour nos estima-

tions futures (a travers la proposition 6.3.8), qui induit la contrainte systématique 2 [0;1=2)
pour les espace8 ., susceptibles d'apparaitre dans notre étude.
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6.2.2 L'incrément modi é

On xe, dans toute cette sous-section, un intervallel de [0; T]. On rappelle que l'on tra-
vaillera dans ce chapitre (et dans le suivant) sur les simplexes

Sh(1)= f(sg;::580)21M 81 s Sng:

Nous noterons ainsiG,(l;V) lI'ensemble des fonctions continues su8, (). Ces considérations
sont ici d'autant plus justi ées que l'opérateur S; , n'est dé ni que pour t  u (i.e. sur S2).

Notez a ce propos que nous aurons parfois recours a la notati@s pour désignerS; s, et ce
dans un souci de cohérence avec notre convention de notation des indices.

Dans le point (a) de l'introduction, nous avons (brievement) expliqué en quoi I'opérateur d'in-
crément standard n'était plus tout a fait adapté pour étudier (6.5). Nous lui préférerons une
version modi ée, notée”, et dé nie par :

Dé nition 6.2.6. Pourtousn2 N ;y2Cy(l;Bp ), pour tousty :::  theq,
(AY)tn+1 vty = (Y s ith Btper th Ytnutys aVeCa = St s Id sis (6.17)

Les propriétés de” ont été analysées en détail dans [51]. Le reste de cette sous-section
rassemble quelques uns de ces résultats, en commencant par la propriété fondamentale liée a
I'additivité du semigroupe :

Proposition 6.2.7 ([51]). L'opérateur " satisfait la relation de cohomologie™ = 0. Plus
N N
exactement, Ker jCi1 Bp ) = Im iCh(Bp )

Evoquons a présent un résultat plus trivial (sa preuve est immédiate), dont nous ferons
usage au cours de manipulations algébriques ultérieures :

Proposition 6.2.8. SiL 2C, 1(V) etM 2 Cy(L(V)), alors
"MLY=(M)IL M(L): (6.18)
La relation de Chasles usuelle admet dans ce contexte I'équivalent :

R
Proposition 6.2.9.  Soit x un processus di érentiable. Siyis = StStu dx, fy, alors ('\y)tus =0
pour touss u t.

Comme nous l'annoncions en introduction, il convient ensuite d'adapter le notion de régu-
larité holdérienne a ce formalisme : on dé nira ainsi, pour tous 2 [0;1=2),p2 N, 2 (0;1),
I'espace (

G(:Bp) = y2CilliBy): sup MWeiBal g

- : 6.19
s<t 2| jt s ( )

On reprendra par ailleurs les notations de la sous-section 2.1.2, a sav@jr(l;V), i =1; 2;3,
> 0,V=Byp.
Enongons enn le résultat principal de cette sous-section, qui va permettre d'envisager

l'inversion de l'incrément modi é ’\jcz(. B, )- Il s'agit en cela de l'analogue du théoreme 2.1.1
ou du théoreme 5.2.9.
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Théoreme 6.2.2. On xe deux parametres Oet > 1. Pourtout h 2 Cy(I;Bp)\
Ker “icys , ). il existe un unique élément

h 2\ 50y G (15Bs p)
tel que"(“h) = h. "“h satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout 2 [0; ),
N[*hiG  (1iB+ p)] cr NGByl (6.20)

Remarque6.2.10 Notez en particulier I'e et de régularisation spatiale (potentiel) de " : 'opé-
rateur permet plus exactement de convertir un surplus de régularité temporelle en un gain de
régularité spatiale. Ce phénomeéne sera exploité dans les sections 6.3, 6.4 et 6.7.

6.3 Le cas Young

Comme dans les chapitres précédents, I'appellation "cas Young" renvoie au fait que seul
des développements d'ordre un de l'intégrant seront utilisés dans cette section. Bien que ce
type de considérations ait déja été analysé de facon approfondie dans [50] sous des conditions
de régularité spatiale plus générales sur le bruit (poun = 1), nous avons estimé qu'il était
souhaitable d'illustrer, dans ce contexte simple, la méthode ddissection de l'intégrale que nous
souhaitons mettre en +uvre a partir des outils de la section 6.2. Nous verrons que le résultat
du théoreme 6.3.1 peut étre appliqué a un processus -holdérien, pour tout > 1=2, ce qui
constitue d'ailleurs une amélioration par rapport a [51], ou la condition > 5=6 devait étre
supposeée.

On xera, dans toute cette section, un parametre 2 (1=2;1), qui représente donc (mora-
lement) la régularité de x.

6.3.1 Interprétation de l'intégrale

L'objectif conS|stng transposer le raisonnement de la sous-section 2.2.1 pour donner sens
a l'intégrale modi ée Stu dxi, z!,, ol z est ici un processus a valeurs dan€B ., )™, pour un
certain coe cient 2 [O 1=2). On supposera ainsi, dans un premier temps, les processust z
réguliers, et I'on cherchera un développement d'ordre un de cette derniére intégrale (interprétée
au sens de Riemann) a l'aide de Iopq{Qateur La formule obtenue nous permettra dans un
second temps d'étendre la dé nition de Stu dxy z, & des processus héldériens.

Supposons donx et z réguliers en temps (lipschitziens ou méme di érentiables) et observons

la décomposition

YA t Z t z t

Sw dXyzy = Swdxy zs+ Stw dXu ( 2)us: (6.21)
S S S
Rt

En posantrs := Sy dxy (Z)vs, ON @

YA t Z t z u

(/}' Jus = Stv dXy ( Z)vs SwdXv(Z)w Sw Suv dXy ( Z)vs;

S u S

ce qui, en utilisant la relation Sy, Syy = Sy, Se résume a
z t
(Mws = Swdxy (2)us: (6.22)

u
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Cette premiére étape élémentaire fait d'ores et déja émerger l'objet qui fera o ce d'incré-
ment fondamental d'ordre un associé a I'‘équation de la chaleur (rdle que jouai?® pour le
systeme standard), a savoir 7

t

XE = sydx:
S

Nous sommes par ailleurs en mesure d'inversérdans (6.22) grace au théoréme 6.2.2. En e et,
puisque lI'on a supposé& et z réguliers, il est clair que

X*(2)2C3(Bp):
On déduit de cette fagon la décomposition

Zy

_ X0 i
S dxyzy = Xig zg +
S

N

s X%z (6.23)

Rétrospectivement, interrogeons-nous sur les conditions a réunir pour que cette derniére
décomposition conserve un sens avec des processus moins réguliers :
D'un point de vue analytique L'hypothése de régularité du théoréme 6.2.2 impose une
condition du type :

X%l z12Cy(B op) avec °2[0;1=2)et > 1:

Nous serons ainsi amener a supposer -holdérien (au sens classique) en tant que
processus a valeurs dans un espad o, a préciser, autrement dit Z 2 C/(B 0p), €t
XX 2C,(L(B op;B op)), avec + > 1. Notez que ce parametre Opeut étre inférieur
a (on rappelle que I'on a supposeé que le processasevoluait dansB . ) : la proprieté
de régularisation spatiale de” (voir la remarque 6.2.10) permettra ensuite de ramener
X % z1) dans l'espace initialB . .

D'un point de vue algébrique On sait que " est dé ni sur les espaces; (Bp )\ Ker N
ce qui nous contraint a supposef\(x xi 71y =0. En utilisant (6.18), cette relation est en
particulier satisfaite si "X % = 0.

Rassemblons ces deux conditions sous I'hypothése abstraite :

Hypothése 9. Soit x 2 C,([0;T;R™), > 1=2. On admettra qu'il existe une suitex' de
processus di érentiables véri ant

NI x;C(0;TER™T °o0;
telle que la suite des processus " Z,
Xa'i= S gdx
S
converge vers un élémenk X' relativement & la topologie de I'espac€, ([0; T]; L(B:p:Bp)),
et ce pour tout 2 [0;1=2)tel que2 p > n. En particulier,
XX 2C,(0;TIL(Bp:Byp)) et X* =0 (6.24)
Lorsque x est di érentiable, on choisit systématiquementx” := X.

Remarque6.3.1 La condition 2 p > n est en fait super ue dans cette derniére hypothése. Nous
ne l'avons ajoutée qu'en vue de fusionner, dans la section 6.6, I'nypothése 9 avec I'hypothese
10 plus générale de la section 6.4.
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Nous sommes alors en mesure de prolonger la décomposition (6.23) a un intégranirré-
gulier :

Proposition 6.3.2. On xe un intervalle | =[I;1,] de[0; T]. Sous I'hypothése (9), on dé nit,

pour tout processusz tel quez' 2 CY(l ;B:p)\C(I;Bp), i =1;:::;m, avec et + > 1,
l'intégrale o o o

Jis(@' Z) = XEZh+ Mg XX 21 s<t 21 (6.25)
Alors :

J (4 2 Isst bien dé ni en tant qu'élément deC, (I ;B ), et coincide avec l'intégrale de
Riemann | S ydxl,z, lorsquex est di érentiable.
Pour tout h 2 By, il existe un unique processug 2 Cl(l ;Byp) tel quez, = h et

"= (éX 7).
On dispose de I'estimation
N[2C(15Bp)]l o N[zCQ(:Bp)+ N[z, C(1;Bp)] ; (6.26)
avec
& CfN XG0 TEL(By B+ NIX G0 TEL(Bp:Byp)lg  (6.27)

Démonstration. La validité de la dé nition de Jts(c'i\xli z_‘) est une conséquence immédiate de
I'hypothése 9, tandis que la relation de Chasle8J (dx' z') = 0, qui vient justifer I'existence de
2, est facilement véri able a partir de (6.18).

En ce qui concerne le troisieme point, il sut d'abord d'observer que

N[J (X' Z'); G (B p )]
N [X¥;C(L(Byp;Bp DIN[Z;CB )+ N[T XX z2'),G(Byp)]

puis, grace & la propriété de contraction (6.20) d€",
NLT XX 21 GBIl eNIX*;C(L(Bp; Bp)I N [2'; C (By)l;

ce qui achéve la preuve de (6.26).
L]

Remarque 6.3.3 Si, dans cette derniére proposition, nous nous sommes permis une telle hypo-
thése de régularité sur l'intégrantz (z 2 CY(1;B )\ C,(Bp)), c'est aussi en anticipant sur le
résultat de la proposition 6.3.9, que nous détaillerons dans un instant.

Remarque 6.3.4 On peut s'étonner de voir apparaitre une décomposition de l'intégrale qui
fasse intervenir l'incrément standard et non lincrément modi é ”, a priori mieux adapté &
la formulation générale du probléme. De prime abord, il semble peut-étre plus approprié de
remplacer I'amorce (6.21) par
VA t Z t z t
Sw dx!, Z, = Swdx,Sus zs+  Swdxy(Z)us: (6.28)

S S S

.- R ) )
L'opérateur fondamental d'ordre un deviendrait anrsX“t’;' = stStu dxy, Sus = Sis( X')ts. Tou-
tefois :
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Il faut garder a l'esprit la forme particuliere de l'intégrant du systéme (6.5), a savoir

z' = f;(y), pour une certaine fonctionf; non linéaire. Or, comme nous l'avons évoqué
au point (c) de lintroduction, le contrdle de la régularité holdérienne au sens dé de
fi(y) passe de toute facon par I'estimation de la régularité holdérienne au sens deDans

ce contexte, les décompositions (6.21) et (6.28) donnent lieu a des considérations et des
calculs similaires.

La dé nition de l'opérateur X™* ci-dessus, certes plus explicite, est peut-étre moins na-
turelle d'un point de vue algébrique : la relation X * = 0 n'est en e et pas véri ée par
X*. Nous verrons dans la section 6.6 qu'il est de toute facon trés simple de dé nK* a
partir d'un processusx holdérien.

6.3.2 Reésolution du systeme di érentiel

En utilisant le formalisme que nous venons d'introduire, nous allons montrer I'existence et
l'unicité d'une solution globale pour I'équation (6.5). Présentons tout d'abord avec davantage
de précisions la classe de champ de vecteurs sur laquelle nous nous concentrerons.

Dé nition 6.3.5.  Pour tout k 0, on dé nit lI'espace Xx = Xk(p;n) comme l'ensemble des
applicationsf : B, ! B , de la formef(y)( ) = (;y()),ou :R" R! R estune
application telle que :
1. est a support uniformément compact vis-a-vis de la premiére variable, c'est-a-dire7!
(;y) est nulle en dehors d'une boul8gn (0; M), indépendemment dey 2 R.

2. estk-fois di érentiable et

ZRS':J;)F/)ZR |=r(r)];f’j:1:);§< J@ Gy Izénax 11@@ Gy <t
Remarque 6.3.6. Un champ de vecteursf donné parf(y)( ) := ()f(y()), o0 est une
fonction di érentiable de R" & support compact etf~2 CkP (R;R), correspond par exemple &
un élément deX.

Remarque 6.3.7. La condition 1 vise en fait a garantir que si : R" R! R est borné, alors

le champ de vecteurs associé est uniformément borné danksP(R"). Pour s'a ranchir de cette
condition, il pourrait étre intéressant d'envisager travailler avec des espacds’(R"; ) , ou est
une mesure nie surR" (c'est par exemple ce qui est entrepris dans [89] pour le mB standard).

Il n'est pas évident cependant que les di érentes propriétés recensées dans la sous-section 6.2.1
puissent trouver leurs équivalents dans ce contexte.

Dans le chapitre suivant, I'équation sera analysée sur un espace compact, et I'on pourra alors
véritablement prendre en considération (dans certains cas de gure du moins) les opérateurs
de Nemytskii f (y)( ) := f{y()).

Evidemment, sif 2 Xo, alors kf (') ks, ¢ pour toute fonction ' (mesurable) deR".
Cette propriété n'est plus valable pour les espaceB., des que > 0. Grace a la proposition
6.2.4, on dispose dans ce cas du résultat suivant (qui anticipe par ailleurs sur lI'argument de
contraction de la preuve du théoréme 6.3.1) :

Proposition 6.3.8.  Soit 2 [0;1=2). Sif 2 X4, alors pour tout’ 2B ,f() 2B, et
ki() ke, & 1+kkp, - (6.29)
Enoutre, sif 2Xset’; '~2Bp \B 1,
ki() f(-)ke, & 1+kkp, +kkp, Kk kg, +k kg, (6.30)

P
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Démonstration. Dans les deux cas, on utilise la norme équivalente (6.16). Pour (6.29), il sut
ensuite d'observer que

JC+ryCo+r)) GC
o+ +r ) GO+ N+ G0+ GO
C ] j+iC +r ) ' )ig:
Quant a (6.30), on part de la décompositionf ()( +r ) f(~)( +r ) () )+ f(~)()=
A+ B+ C, avec
Z,

A = dr©
0

@ (+r; (@ rYC +r)+r°C +r ) @ (@ Y +r)+r° +r)
[C +r) ¢ +r)

Zl
Odro@(;(l rYC +r)+r%C +r ) @ (5@ rYC)+r°C )

[C +r) ¢ +r)

w
i

Zl
Ci= %@ (ir’( )+ ¢ ) [ +r) ¢ +r) ()+

Il est alors clair quejAj ¢ jr jk' 'k, ,
jBj cfi'C +r) 'C)j+jt +r) 't )igk ks ;
iICj cjC +r) ¢ +r) '()+% )
ce qui conduit aisément a (6.30). O

Justi ons a présent le fait que la proposition 6.3.2, qui donne sens a l'intégrale rugueuse,
peut étre appliguée aux intégrants du systéme :

Proposition 6.3.9.  Soit | un intervalle de [0;T], 2 [0;1=2). Siy 2 C;(I;B,) etf 2 Xy,
alors f (y) 2C9(1;Bp)\C,(1;Bp) et

n 0
NI () QB+ NGB o 1+ N[ (15Bp)] (6.31)
ou l'on a noté, conformément aux chapitres précédents,
NEE (5B = NGB+ NEE(5Bp)I:

Démonstration. L'estimation de N [f (y); C( ;B:p )] est une conséquence évidente de (6.29),
tandis que pour majorerN [f (y); C (I ;Bp)], il sut d'écrire, pour tous s<t 21,

n (0]
k (f(V)sks, ok(Y)isks, © K(V)sks, + kasysks, ;

puis d'appliquer la propriété (6.11). O
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Avec cette proposition, le systéme (6.5) fait parfaitement sens et I'on est en droit d'envisager
sa résolution :

Théoreme 6.3.1. On suppose I'hypothese 9 véri ée, et I'on considere un champ de vecteurs

et2p>n, le systeme
V)is = Js(@ Fi(y) ;5 Yo= 2By; (6.32)

interprété grace aux propositions 6.3.2 et 6.3.9, admet une unique solution globayedans
&’ ([0;T];B ). En outre,

NIy; & (0 TEBp)l  F (k ks, sNIXG(L(B Bo)l NIX ;G (L(B p ;B yp))); (6:33)

pour une certaine fonctionF : (R*)3! R croissante en ses trois arguments, et l'application
d'té (;X *) 7!y associée au systeme est lipschitzienne.

Remarque 6.3.1Q Dans ce dernier énoncé, l'opérateuiX % est considéré en tant qu'élément
de C,(L(Bp;Bp)) \C,(L(Bp;B)). La régularité de I'application d'lté par rapport a X* est
donc relative a la norme

N[;CL P ]:= N[ G(L(Bp;Bp))l+ N[ G(L(Byp;Byp))l:

Remarque 6.3.11 |l peut étre intéressant d'observer que la solutiony donnée par le théoréeme
est en fait un élément deC, ([0; T];B.p ), comme le montre l'application de (6.26) et (6.31)
a y. Rien ne nous indique en revanche que cette solution évolue dals,;, , et I'on ne peut

ainsi s'a ranchir du parameétre supplémentaire (par rapport a I'énoncé du théoréme 5.3.2 par
exemple).

Démonstration. C'est le méme argument général que dans la preuve du théoreme 5.3.2. Nous
n'établirons que I'existence d'une solution locale, et renvoyons le lecteur a cette derniére preuve
pour les détails relatifs a la procédure de prolongement.

On considére un intervallel = [0;T ] avec T un temps amené a évoluer au cours de la
preuve, et lapplication : & (I;Bp)! & (I;Bp) dénie par (y)o= et ("(y)s =
Jis (@ fi(y).

Invariance d'une boule Soit y 2 C‘f; (I Bp)telqueyp= ,etz:= (y). Enassociant (6.26)
et (6.31), on obtient

n 0
NZGUiBp)l crili L+ N:E (15Bp)]
Par ailleurs, zs = (Z)so+ Ss , et donc, puisqueSs est un opérateur de contraction surB D

N[z;C(1;Bp)] il § N[z&(1;Bp)l+ K ks, ;

d'ou , n . 0
NiZE (1;Bp)] k ks, +ijli  1+Ny;E (15Byp)]

On choisit alors Ty tel que ¢ T, % pour s'assurer de l'invariance par des boules

BR. =ty 2& (10;Tal;Byp): Yo= ; N[ (0;Tol;Bp)l Rg;
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pour tout To Ty, avec (par exemple)R =1+2k kg, .

Propriété de contraction. Soit y; y 2 C‘f; (I;Byp)telsqueyg=¥o= ,etz:= (y)z:= (~y).
Par (6.26), on sait d'abord que

Nz %GB oil] NIFi() fi); QB )+ NFi(y) fi(¥):C(Bp)l : (6.34)

Pour estimer N [fi(y) fi(y); C (Bp)], on s'appuie sur la decomposition

iGye()) iGw()) iGys( ))Z+ i ys())

1

= (Y W) o dr@ i(;ys( )+ r(ys())
Zl
+( Pis( ) . drf@ i(;ys( )+ r(y)s()) @ i(5ys( )+ r( Yis( )g;

qui conduit aisément a

n (0]
NIFi(y) fi:CB)l o Ny wE Bp)l+ NHE (Bp)INy wC(B1)] :

C'est ici qu'intervient I'nypothése 2 p > n, qui permet de faire appel a l'inclusion de Sobolev
continueB.,, B 1 pourarmer N[y wC(B1) N [y wyCYB.p)] etpar conséquent

n (0]
NIfily) fi(¥)iCGBp)l cNly wE& Bp) 1+N[EE Byp)l

Grace a cette inclusion de Sobolev, on déduit également de (6.30) I'estimation
n 0
NIFi(y) i QBp)] NIy %E Bp)l 1+Ny G Bp)l+ NG (Bp)l

En revenant a (6.34), ces estimations fournissent un contrble dd [z Z CL(B;p )] en termes
dey et y Par ailleurs, commezg = 2o =

N[z zQBp) jli Nz z&B):

A présent, siy;y appartiennent tous deux a I'une des boules invarianteﬁ?o. ,avecTyg Ty,
les résultats ci-dessus aboutissent a

Nz 2 (0:ToliBp)] oTy fl+2RgNl &' ([0;Tol:Byp )l

Il sut nalement de choisir To Ty telquecT, fl+2Rg % a n d'obtenir la propriété
de contraction escomptée pour l'application : B%; ! B%; , et partant I'existence d'un
point xe.

O

6.4 Le cas rugueux

L'objectif de cette section consiste a franchir I'étape suivante dans la méthodologie rough
paths : Nous souhaiterions ainsi mettre en +uvre des développements plus sophistiqués de
l'intégrale pour étre en mesure de traiter le bruit généré par un processus-holdérien avec

2 (1=3;1=2]
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6.4.1 Considérations heuristiques

La stratégie visant a fournir une interprétation (raisonnable) de I'intégraler\)st St dx, fi(yu)
est cette fois inspirée par le raisonnement de la sous-section 2.2.2. Dans un premier temps, on
suppose ainsi le processus di érentiable pour enclencher la procédure usuelle, marquée par
deux temps :

Une premiére étape consiste a identi er la structure de I'espac&) des processus controlés
susceptible d' accuellllﬁa solution du systéme.

On décompose ensuite Stu dx!, fi(yu) en tant qu'élément deQ, et ce lorsquey appartient
lui-méme aqQ, jusqu'al obtentlon d'une expression qui puisse étre étendue a un processus
X moains régulier.

Ce raisonnement heuristique aura essentiellement pour but I'appréhension des structures

algébriques en jeu ici. Les détails relatifs aux conditions analytiques ne seront quant a eux
examinés qu'a posteriori.
Remarque 6.4.1 Dans un souci de concision, et contrairement a la section ou au chapitre
précédent, nous ne chercherons pas a déterminer explicitement la structure de I'espace "in-
termédiaire” dansliequel évolue les champs;(y). Nous passerons ainsi plus directement a la
décomposition de St dx!, fi(yu).

On rappelle que le bruit X est donné par la relation

X
X1() = xifi() 5 avec fi()( )= i(;'C )
i=1
On suppose deés a présent que les applicatioris sont ici des éléments de l'espac¥, (voir la
dé nition 6.3.5).
Etape 1 : Identi cation des processus controlésUne premiére décomposition élémentaire consiste
a écrire Z, Z, Z,
Sudx,fily)=  Swdxy filys)+  Swdxy (fi(y)us: (6.35)
S S S

A partir de cette décomposition, et en ayant a I'esprit les considérations de la sous-section 2.2.2,
il est naturel d'imaginer que la solution (hypothétique) y de (6.5) est amenée a évoluer dans
un espace structuré par la relation
Z
(Vs = Swdxl, y&' +yk;
S
ou le termey! admet une régularité holderlep(,ne deux fois supérieure a celle gePour la solution
elle-méme, on auraitys' = fi(ys), yts = Stu dx!, (fi(y))us. D'oU la structure algébrique
potentielle de processus contrblés
Z t
Q=fy : V= XSy +ylg; aveex ¥ = sy dxl;: (6.36)
S

Souvenons-nous que ce dernier opérateur satisfait en particulier la relation
X X =0: (6.37)

Il se révelera par ailleurs utile, dans ce qui suit, d'écrireX X! comme
z t
XX = X4 xt o aveeX @ = gy dx): (6.38)
S
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Moralement, X ' admet une régularité héldérienne plus élevée quesi I'on met & contribution

la propriété (6.11) du semigroupe. Cette observation nous permettra d'incorporer les expres-
sions qui mettent en sceneX *@ au sein du terme résiduel. Nous reviendrons sur I'utilité de la
décomposition (triviale) (6. 3|§) a travers la remarque 6.4.4.

Etape 2 : Décomposition dﬁ ' Sy dxy fi (Yu) lorsquey 2 Q. En revenant a I'expression (6.35),

c'est désormais l'intégrale ' Sy dxy (fi(y))us qu'il s'agit de disséquer lorsquey 2 Q autre-

ment dit lorsque les incréments modi és dey se décomposent ey )is = X X' y& + yL . A cette

n, introduisons une nouvelle notation, récurrente dans les calculs a venir :

Notation 6.4.2. Pour tout f 2 X5, on pose
O )=@ (;'( )

La fonction f © est ainsi vue comme une application d8, dans By, pour tout p 1.

Avec cette convention, observons le développement
z 1
(¥)s flys)+ o fys+ r(y)s)  filys) (¥

(asys) FAys)+ (Vs FAys)+ fi(y)d
(asys) filys) + (X ysh) fys) + fimi + fiie
(asys) TAys)+( xI)s Y& fRys)+ Fi(Y)E + fi(IE + fi(y)id;(6.39)

ou l'on a successivement introduit les notations
Z
1

fi(y)ly = Lo FAys+ r(y)s) FAYs) (y)s o B2 = vk fAys);  (6.40)

(Fi(Y)s

iR = (XETyd) fys): (6.41)
On rappelle par ailleurs que la notation’ fait référence au produit point par point de
et . Reprécisons ce type de convention :

Notation 6.4.3. Soit';  deux éléments deB,. Alors correspond a I'élément deB,-,
dé ni ponctuellement par["  ]J( ):="'( ) ().SiM;N sont deux eéléments d& (Bp; Bp), on
dé nit ensuite la forme bilinéaire M N par :

M N:Bp Bp!B pp5 (5 )7'(M N)G )=M() N()
On pose par ailleurs, dans un contexte plus générgdlM  N)(; ):=(M" N ).

Munis de ces notations, la décomposition algébrique (6.39) dé ;(y) s'écrit plus distincte-
ment :

Fi)s = (as  1d)E:FAY)s+( X s ¥ £3ys) + fi(y)k: (6.42)

Sil'on analyse la régularité des termes de cette expression, il parait raisonnable de considérer
les deux premiers termes comme des éléments d'ordre un,fe(y)! comme un élément d'ordre
deux. Nuancons toutefois cette intuition a travers les deux commentaires suivants :

(i) Pour armer que (as ld)(y;f dy))s admet une régularité holdérienne strictement
positive, autrement dit pour récupérer des incrémentgt sj de I'opérateur ais, on doit
utiliser la propriété (6.11) du semigroupe. Ceci signi e en particulier qu'un changement
d'espace doit s'opérer : sys 2B ., , alors (ais  1d)(y; f Ay))s devra étre majoré en tant
qu'élément deB,,. Cette remarque est également valable poufr ()i = (X & y& ) £ Ays).
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(i) Le termef;(y)! est percu comme un élément d'ordre deux dans la mesure ou il peut
facilement étre majoré (point par point) par ¢ j( y )wsj?. Toutefois, en ce qui concerne la
régularité spatiale, ceci suppose qug(y)''! soit vu comme un élément deBp-p, Siy 2 By.
Pour revenir a I'espace couranBp, nous prendrons appui sur la propriété de regularisation
(6.14) du semigroupe par le biais de l'opérateuX * (voir I'hypothése (6.50)).

Injectons a présent la décomposition (6.42) dans (6.35) pour obtenir
Z : . )
Sw dx fi(yn) = Xog' fi)s + X (v FyDs + X (9 1y))s
S
Z t
+ Sudx fils (6.43)

S

ou l'on a introduit les opérateurs d'ordre deux (relativement a des espaces fonctionnels a pré-
ciser) : | z, “ Z,
Xoah = Sydx) (ags 1d) et X" = Syodx| (x))us: (6.44)

S S

L'opérateur X *&1 est par exemple destiné & agir sur des coupl¢s ) d'un produit d'espaces
de Sobolev suivant la formule
Z

X )= SedX [aws() ]

Ruisque nous avons supposé qui (y)! admettait une régularité "double”, le terme r :=
StStu dx!, fi(yu)! est ensuite légitiment considéré comme un terme d'ordre trois, dont la ré-
gularité est strictement supérieure a 1 dés que la régularité de est supérieure al=3. Nous
sommes ainsi dans la méme position que celle induite par (6.21), et comme dans cette derniére
situation, r va étre interprété grace a".

An de calculer 't , réécrivonsr & partir de (6.43) :
Z . : )
s = Swax filys) X' filys) X' (GFAY)s X (9 fFly)s:

S

Par conséquent, a l'aide de la formule algébrique (6.18), on obtient
(Mws = X8 EWus (X% s (v A + X0 (v F W) us
(X Y (v fAy)s + X (y fAY)) us:

En revenant & la dé nition méme de X &1 et X X% | | est facile de montrer que les deux
relations algébriques suivantes sont véri ées :

(IX xai Jus = Xt)ija;i (us 1d)+ thu;i (aus 1d); (6.45)
(X0 Y us = X (X )us: (6.46)

En associant ces deux relations a (6.42), on déduit

(Pus = X' (i) + X (V)usi F YN + X (i (FX)us)
+ Xéx;u (yx;j fio(y))us = Jus: (6.47)
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Tous les termes de cette décomposition sont (moralement du moins) d'ordre trois. Souvenons-
nous que nous souhaitons traiter dans cette section le c& > 1, de telle sorte qu'il semble
e ectivement sage dinverser” a ce stade, pour obtenir
Z t
Swdx filyw) = Xig' filys) + X (it A9)s + X (9 FAyDs+ ") (6.48)
S
ou Jys est donné par (6.47).

De fagon naturelle, nous utiliserons (6.48) comme point de départ de notre procédé d'exten-
sion de l'intégrale dans le contexte que nous nous sommes prescrit. Pour clore ce raisonnement
heuristique, résumons les di érentes hypotheses mises en avant lors de cette dissection :

Le processusx génére quatre opérateursK *, X & X *a et X ** | qui satisfont les relations
algébriques (6.37), (6.45) et (6.46). Quant a la régularité holdérienne de ces opérateurs,
X* admet la méme régularité quex, X** une régularité double par rapport ax, tout
comme X & et X*@ (quitte a changer d'espace, conformément a ce qui est évoqué au
point (i) ).

Les incréments ('Y )is peuvent étre décomposés e(iy ) = XEys + yﬂs, ouy! admet une
régularité double par rapport ay. Par ailleurs, toujours suivant le point (i) , le processus
y se doit d'évoluer dans un espac® ., , avec > 0. Ces deux observations donneront
dans un instant naissance a l'espac® ., .

Les fonctions  sont su samment réguliéres.

Remarque 6.4.4. 1l peut sembler plus naturel, de prime abord, de chercher une décomposition
de l'intégrale basée sur l'intégrale (modi ée) itérée
YA t VA t YA u
X = Sydx, (XX 1d)= Sy dx] Swdx, 1d ; (6.49)
S S S

plutdt que sur l'aire X & que nous avons introduit dans (6.44). C'est d'ailleurs ce qui est proposé
dans [51] pour le mB standard. D'une certaine facon, la dé nition deXiy est plus en accord
avec le mécanisme général d'itération de la procédure rough paths. Toutefois, lorsqu'il s'agit
d'appliquer ces constructions a un mBix d'indice de Hurst H 2 (1=3;1=2), il semble di cile de
justi er I'existence de l'intégrale itérée (6.49) (contrairement a ce qui se produit pour I'équation
de Volterra convolutionnelle, voir la remarque 5.4.6). D'aprés nos calculs, cette di culté serait
due au manque de régularité du termeS,, dans (6.49). En e et, si I'on se réfere par exemple
a [4], la dé nition de l'intégrale nécessiterait un contrdle de la forme

N[Sw Suw;L(Byp;Bp)l cju vj;

pour un certain > 0. Or on sait que ce type d'inégalité ne peut étre satisfait sans changer
d'espace (cf la propriété (6.11). Pour cette raison, nous nous sommes tournés vers une décom-
position basée suiX Y, approche rendue possible par l'introduction de l'opérateutX & dans la
décomposition (6.39). Comme nous le verrons dans la section 6.6, la dé nition et l'estimation
de la régularité deX ** sont quant a elles tres faciles a établir pour le mBf, et plus généralement
pour tout 2-rough path.

6.4.2 Dé nition de l'intégrale

Cette sous-section ne vient que formaliser les hypothéses et constructions que nous venons
d'évoquer. On xe désormais un coe cient > 1=3, qui représente (moralement) la régularité
hdldérienne dex. Conformément aux considérations précédentes, nous dé nirons la "trajectoire
rugueuse au-dessus de pour I'équation de la chaleur" de la fagcon suivante :
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Hypothése 10. Soitx 2 C;(R™), > 1=3. On admettra I'existence d'une suitex” de processus
di érentiables véri ant

N xC(0;TLR™] T °0;

et (6.44), converge vers un quadrupletX *'; X ai . x xai - x Xii  relativement & la topologie des
espaces :

Pour X ¥ : G, (L(Bp;Bp) \C,(L(Bp ;Bip))\Cp PP (L(Byepi Bp)); (6.50)
Pour X &1 :  C," (L(By ;Bp)); (6.51)
Pour X : G," "B, B piBp)\Cy(L(Bp B p;iByp)); (6.52)
Pour X ¥ : G (L(Bp;Bp) \C3 (L(Bip:Bp))\C3 (L(BypBp)); (6.53)

et ce pour tout tel que2 p > n. Par passage a la limite, on récupére en particulier les relations
algébriques (souvenons-nous des notations 6.4.3) :

X X =0 (6.54)

XM= X @4 k] (6.55)

X &= X 1d)+ X* (a  Id) (6.56)
Xl = x> (x (6.57)

Nous noterons X = (X *; X &;XX*a: XXX) |e chemin ainsi dé ni. Suivant (6.50)-(6.53),
X appartient a un produit d'espaces d'opérateurs, notéCL:' P , muni d'une norme naturelle
construite & partir de la norme de chaque espace.

Remarque6.4.5 Comme dans I'hypothése 9, on prend systématiquement := x lorsquex est
di érentiable. Cette remarque vaut d'ailleurs également pour les hypothéses 11 et 12 a venir.
Dans ce contexte, la dé nition des processus contrdlés en jeu prend la forme suivante :
Dé nition 6.4.6. On xe un intervalle | de [0;T]. Pour tous 2 (0;1=2), 2 (0;1), on
dé nit
Qp)=ty 28(1Bp): (Vs = XEVe + yi;
y< 2C(1;Byp)\Cy(l; Bp)i ¥ 2C,(1; Byp ) \C3 (15 Bp)g:

On appellera® o (1) I'e_space des processuscontrolés de B, (sur |), et I'on associe bien sar
a cet ensemble la seminorme

ny | |
N:Qp (=N GBI+ NGB p)+ N C(I;Bp)

i=1

+ N[y G (1B p)I+ NIy G (1;Bp):

Dans ce qui suit, nous ne manipulerons en fait que des espaces du tyﬁe;p ,avec2p> 1.

Nous pouvons a présent montrer de quelle facon les champs de vecteurs donnés par la
dé nition 6.3.5 agissent sur ces processus controlés.
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Lemme 6.4.7. On xe un intervalle | de|0; T]. On suppose qud; 2 X, (i =1;:::;m) et soit
2 (1=3; ). Sous I'hypothése 10, sy 2 & o (I') admet pour décomposition’y = XX'yX' + yl,
alors l'incrément (standard) f ;(y) peut s'écrire

(i) = (as 1Y TA)s+(xDs (Y9 Fy)s + fiy)is; (6.58)

avect;(y)! := fi(y)* + fi(y)}2 + fi(y)}3, ou les élémentsf;(y) sont donnés par (6.40) et
(6.41). En outre,

n (0]
NI G Byl crx Ny (B p)°+ N[y; @, 1P (6.59)

NG Bl ox NIviQpl 5 NIFiW®:G (Bp)]l ax Ny;Q,p1: (6.60)

Démonstration. L'écriture (6.58) fait référence a la décomposition (6.39). L'estimation dé ; (y)!2
est évidente, tandis que l'estimation def;(y)’® est une conséquence directe de I'hypothése
(6.51). Quant af;(y)'t, il sut d'observer que

n 0
Kfi(y)hike,, ok(y)ike,, ck(y)skd, o k(V)ikd, + kasyskd

et le résultat découle ensuite de la propriété (6.11).
0

Nous sommes dés lors en mesure de justi er l'utilisation de la formule (6.48) comme dé ni-
tion de l'intégrale rugueuse :

Proposition 6.4.8. On xe un intervalle | = [0;Tg] de [O; T] et I'on suppose I'hypothese
10 satisfaite. Soity 2 Q (1) admettant pour décomposition’y = X*iyxi + yl ou etp

sont choisis tels que 2 (l 3; ) et > n=(2p). On suppose que le champ de vecteurs
f = (fq;:::;fm) est composé d'élément; 2 X,. Sous ces conditions, on pose, pour tous

Iis (X Fi(y) = X Filys) + X&' (v ) s + X2P (9 FAy)s + "s(); (6.61)

avec

Jis = Xt)u(,ll (fi (y)us) + X il (( y)USvf O(Ys)) + X a (Yu; (f iO(Y))us)
X ¢ FAY)esi (6.62)
le termef (y)! étant dé ni par la décomposition (6.58). Alors :

1. J (8X fi(y)) |sst bien dé ni en tant qu'élément deC,(l;B ) et coincide avec l'intégrale
de Riemann St dx!, fi(yy) lorsquex est di érentiable.

2. Pour tout 2 B, il existe un unique élémentz 2 Q;p (1) tel quezo = etz =
3 (X Fi(y)).
3. On dispose de I'estimation
n o
N[zQp (D] cx 1+N;CQU:Bp)P+jlj Ny;Qpl* ; (6.63)

pour un certain paramétre > 0.
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Démonstration. Le fait que J(dXf (y)) coincide avec l'intégrale de Riemann lorsquex est
régulier, correspond a ce qui a été établi dans la sous-section précédente, a travers (6.48).
Quant a la validité de cette expression pour des processus irréguliers et a I'estimation (6.63), ce
ne sont que des conséquences directes de la dé nition 6.3.5 et de I'hypothése 10, associées aux
estimations du lemme 6.4.7. Véri ons par exemple la régularité dd (on travaille implicitement

sur l'intervalle 1) :
pour XX (fi(y)), on a, par (6.50) et (6.60),

N DX )P+ Fi)2) 6™ (Bl ox NIViQp
tandis que, grace a (6.50) et (6.59),
_ B n 0
NIX9H ()G B ax NGB )+ Ny Q]
pour X &l ((Ay);fio(y)), I'nypothese (6.52) entraine
NDPCB (V) A G2 B ox NGB ) ox NIYiQp )
pour X &l (y: (f qy))), on obtient, & nouveau via (6.52),

N DO (y; (FAy)); 2 % ) (Bp)]
cix N (B )IN i G (Bp)]
cx NIy;G(Bp)l NIy;G(Bp)+ Ny;Q,

pour XXXl (yXi f{y)), on déduit de (6.53) les majorations successives
NDCXE (v £y G T (Bp)]
ox NIy G (Bp)]+ NIy i (B )N [y: Gy (Bp)]
Gx 1+N[yiGB )P+ Ny:Q,P

Par ailleurs, grace aux relations algébriques contenues dans I'hypothése 10 et a la décomposition
(6.58), il est facile de constater que

J= "X () + XNy )+ XD (v fl)y))

Par conséquent,J 2 Ker"\C;(Bp), avec = +2 n=(2p) =3 +( n=(2p)) >
1, et nous sommes e ectivement en droit d'appliquer”. En utilisant ensuite la propriété de
contraction (6.20), on obtient

n (0]
N[RIKGZ™® )By)]l ox 1+ Ny; QB2+ Ny;Q, P ;

mais aussi
n

(0]
N[TIkGT "B ox 1+Ny; QB2+ Ny;Q P

La régularité des autres termes de la décomposition (6.61) peut étre établie par le biais d'ar-

guments similaires.
]
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Une fois munis de la dé nition de l'intégrale pour les processus contrblés, la mise en évidence
d'une solution locale unique pour le systeme (6.5) ne pose aucune di culté :

Théoreme 6.4.1. On suppose I'hypothese 10 satisfaite, et le champ de vecteturs (fq;:::;fm)
composé d'éléments; 2 X 3. Pour toute paire (;p) 2 (1=3; ) N vériant > zlp et
toute condition initiale 2B,y , il existe un tempsTp > O tel que le systeme

(Vs = Is(@ Fi(y) : Yo= 2By (6.64)

interprété grace a la proposition 6.4.8, admet une unique solutiog dans @ - ([0; To)).

Démonstration. Comme dans les chapitres précédents, cette solution locale est obtenue via un
argument de point xe. Si | := [0;To], la stabilité d'une boule (bien choisie) de® o () est
facile a établir a partir de (6.63), en remarquant que cette derniére estimation entraine (avec
les notations de la proposition 6.4.8)

n (0]
NZQ, () cx 1+k kg, +jlj Ny;Q,()] ; (6.65)

pour un certain coe cient > O.
La propriété de contraction découle quant a elle de calculs certes longs mais élémentaires, et
(pour la plupart) tout a fait similaires aux estimations de la preuve du théoreme 6.3.1. On
écrira par exemple, siy;y2 O o (1) sont tels queyo = ¥o =,

X&' yify)s X' it)s = X&' (v wE)s+ X & tly)  fAy)s:
et par (6.52),

NIy wfdy) G P8y
NIy wC(:B)INEAY) QB oxirili NIy wQ., (1]

tandis que

NDOSH(yfRy)  fO9): G5 (5B .
i NECB)INLY ¥CQ(5Bp) oy jli 1+N[EQ, (1) NIy @, ()

En raisonnant de méme avec les autres termes de la décomposition de
"z =3 &Iy fiy)]
on déduit
n 0
Niz Q1] o 1] NIy %@, 1+N[y;Q (D2 + N[y Q, (1)

pour un certain > 0, ce qui permet e ectivement de faire valoir un argument de contraction
sur un intervalle | =[0; To] assez petit. O

La question du prolongement de cette solution locale pose ensuite le méme type de di cultés
gue dans la sous-section 4.3.3 : le contrble de lintégrale sur un intervalle donné dépend
trop fortement de la condition initiale. Pour comprendre ce phénomene, il sut de comparer
I'estimation (6.65) avec les estimations (2.26)-(2.19).

Par ailleurs, nous ne pouvons malheureusement transposer ici le raisonnement de la section 5.4,
qui avait permis de faire face a une situation semblable. L'inégalité (6.65) se révéle en e et tres
vite insu sante dans la perspective d'un contréle simultané de l'intégrale et de la condition
initiale sur des intervalles successifs.



160 CHAPITRE 6. INTERPRETATION ET RESOLUTION

6.5 Reégularisation du champ et solution globale

Nous revenons dans cette section sur le cas2 (1=3;1=2), mais en envisageant |I'éventualité
d'un champ de vecteurs régularisé par l'intermédiaire d'un opérateur supplémentaire. De fagon
plus spéci que, nous nous intéresserons au systéme

Zy
(Vs = Swdx( Sfily) ; Yo= ; (6.66)

S

ouf; 2 Xy, 2B pourdes paraméetresk et a préciser, et" est un parametre strictement
positif xé. Nous allons constater qu'en jouant sur l'e et régularisant de S-, le systéme (6.66)
est bien plus simple a appréhender que le systeme (6.64) : le raisonnement de la section 5.4 (et
plus spéci guement de la preuve du théoreme 5.4.1) sera cette fois applicable et conduira a la
mise en évidence d'une unique solutioglobale

Remarque 6.5.1 Ce n'est que pour plus de simplicité (et aussi pour se rapprocher du cadre
d'étude de [99]) que nous avons choisi ici un opérateur régularisant de la fornge. Il apparaitra
cependant assez clairement, dans les calculs qui suivent, que nous aurions pu opter pour un
champ plus général 7

[FFWIC) = R”K(; )fiy)()d; 2 RT

avecK un noyau su samment régulier et f; 2 X 3.

6.5.1 Considérations heuristiques

La propriété de regularisation(6.10) du semigroup€eS- nous permet de nous ramener a
une décomposition de l'intégrale ;Stu dxﬂ) S-fi(yy) similaire & la décomposition (2.25) de
l'intégrale standard, autrement dit a une écriture qui ne fait plus intervenir I'opérateur "mixte"

X*2_ Revenons en e et a I'expression (6.39) :

i =( x) tsyg in(YS)+ aisYs in(YS)
o Z,
+yl Foys) + (XY £ qys) + ) dr fXys+r(y)s) fldys) (Y)s ; (6.67)

mais considérons cette fois le terme entre crochets comme terme résiduel, en tant que processus
évoluant dansBy, (ou éventuellementB,-,), et notons ce termef;(y)!. Ce point de vue est par
exemple légitime si le processug évolue By, puisque I'on sait que, pour touss;t 2 |,

kasys fdys)ke, cit  sikfky kysks,, cit si® jIji*? kfkq kysks,,:

Pour des raisons de stabilité évidentes, il importera ensuite que I'intégralel?st Sw dxfj) Sfilyw)
(et en particulier le terme résiduel issu de la décomposition de cette intégrale) soit vu comme
un élement deBy;p, ce qui sera bien entendu rendu possible grace a I'action & . Par exemple,
par (6.10), on a

kS (f (y))key, c" ‘kf(y) ke,



6.5. REGULARISATION DU CHAMP ET SOLUTION GLOBALE 161

6.5.2 Dé nition de l'intégrale

En se référant aux considérations précédentes, il advient que seuls les process$us, X &
et X! entrent ici en jeu. Nous nous contenterons ainsi d'une version simpli ée de I'hypothese
10 :

Hypothése 11. Soitx 2 C,(R™), > 1=3. On admettra I'existence d'une suitex’ de processus
di érentiables véri ant

N xC(0;TE;R™] T °0;

z, z, z

Xl R ax ;i ._ o X X0 .
Xis ' = Spoudx) 5 X&'i=oagdx) ;0 XU = Soudxg (x T )uss
S S s

converge vers un triplet(X %1 ; X @i : X XXl ) relativement & la topologie des espaces :

Pour X*' : C,(L(Bp;Bp)) \C»(L(B1p;B1p)) \C, "P(L(Bpez; By)) (6.68)
Pour X1 : G (L(Byyp;Bp)) (6.69)
Pour XU : G (L(Bp;Bp)) \C3 (L(B1;p;Buiyp)): (6.70)

Par passage a la limite, on récupere en particulier les relations algébriques (souvenons-nous des
notations 6.4.3) :

XX =0 (6.71)

XX = x4yl (6.72)

X = X (x 1) (6.73)

Les opérateursX ¥ et X I commutent avecS-. (6.74)

Remarque6.5.2 On fera appel a la propriété de commutativité dans les preuves des propositions
6.5.4 et 6.5.5.

Les processus controlés de la section précédente laissent ici place a une structure plus élé-
mentaire :

Dé nition 6.5.3.  Soit | un intervalle de[0; T]. Pour tout 1=3< < |, on dé nit I'espace

Qp(l) =
n _ ; 0
y2 E(15Bp) t (Vs = X y& + vl vy 2C1(1:Bup) \C2(1:Bp); ¥ 2C5 (1:Byy)
et I'on associe a cette espace la norme
NIy; Qp(D] = NIy Q1 Bup)] + N[y C(13Brp)l + N[y G (13 Byyp)l:

En particulier, N [y; Ci(Bl;p)] ¢ N[y; Q. ]. La dé nition de l'intégrale s'impose ensuite
naturellement :
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Proposition 6.5.4.  On xe un intervalle | =[l1;l2] de[0;T]. Soity 2 Q,(l) admettant pour
décompositiony = XXTy%i + yl avec(;p) 2 (1=3; ) N tels que > n=(2p). Sous ces
conditions, on pose

Jis(@X Si(y)) = XL S Fi(ys) + X220 s (y8 £ qys))

N

+ Ns XX Sy + X s (v £y)) 5 (6.75)

ou fi(y)! désigne le terme entre crochets dans (6.67). Alors :
Jis(AX S (}Q) est bien dé ni en tant qu'élément deC, (I ; B1p) et coincide avec l'intégrale
de Riemann StStu dx!, Sf;(y,) lorsquex est di érentiable.
Pour tout 2 By, il existe un unique €lémentz 2 Qy(l) tel quez, = etz =
3 (8 S ti(y)).
On dispose de l'estimation :

n (0]
N[z:Qy()] ¢ b 1+j1?0 I Ny;Qu()IP+j1j**) k K, (6.76)

pour une certaine constantec > 0.

Démonstration. Il s'agit du méme raisonnement que dans la section précédente. Véri ons par
exemple I'estimation du terme résiduel

N

2 = XX sy fQye)) + Ns XN SHi(y)] + XX s (v £qy))

En utilisant tout d'abord (6.70) et (6.10), on obtient

kKXo S (y5T £ Ays)Key, ot si2 " Tyl fXys)ks,
cit si® " tky¥ ke,
cit s " IN[y; Q)

ax;i . Xi
)

Ecrivons ensuitef &y)! = 11(y) + ()12, avect i () = awsys FAys)+ Vi FAys)+( Xy
f Qys), fi(y)i2 = 01 dr[f Xys+ r(y)ws) fAys)] (¥)is, puis observons les deux estimations :

kX' S fi (y) ke,

K ks,
cit uj "1 k(ausys) Tys)ks, + K(XZ'yXt) fys)ks, + kyls fAYs)ks,
(0]

cjt u
] | o

n .
CJt Uj nl ju Sj kySkBl;p + jU Sj1+ ky)S(;I kBl;p + kyLSkBl;p
. . n. ) . . n 00
cit up "t ju S® NIy;Qu(DI+ju sj N[y;Qu(D)]+ k ke,
n 0

cit s " N;QuDI+ilit? Kk key,
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tandis que, grace a (6.74),

kX txu;i S"f i (y)]L’é kBl;p = kS“ x txl.,l;i f i (y)]l,’lg kBl;p
cit uj " ki (y)lZks

cit uj "M M(y)yska,
B n (0]
cit uj "L k(Y)uskd, + kausyskd
o n ) 2n 00
cit uj "Il ju s N[y;Qu(IP+ju si® N[yiQu()]?+ k K3
n (0]
CJt Sj3 n=2p) » 1 N [y.Qp(I)]2+ Jl j2(1 )k k%l;p

Une série d'estimations plus élémentaires encore, basées sur (6.70), donne par ailleurs

kXU S (v £Ay)) uskes, ] )
cit s®T "t 1+Ny; QP+t N[y;Qu()] k Ksy,

En utilisant la propriété de contraction (6.20), on déduit & présent facilement

n (0]
NG ()] e b 1+jj20 I NIy Qo2+ ¢ Kk kg,

L'estimation de N [2%; df; (I';By;p)] peut étre établie avec le méme type d'arguments.
O

Evoquons a présent la propriété de contraction qui va nous permettre de transposer sans
e ort le principe de la preuve du théoreme 5.4.1.

Proposition 6.5.5.  On xe un intervalle | =[l;1,] de[0; T]. Sous les hypothéeses de la propo-

sition 6.5.4, soit y; 2 Qy(l) tels quey;, = ¥, = , et notons z;z les deux éléments d& (1)
dé nis par _ ‘

z,=7,= et 72=J3@Sfiy); "z=J3 @ Sfiy):
Alors

NIz zQp()]  &* Ny wQp()] o
14120 VN [y Q1% + N[ Qp(D1Pg+ 124 ) khikd, : (6.77)

Démonstration. Pour tous s;t 2 |, on a par dé nition

Nz D= XTS(Filys) Filys)+ X sy £3ys) ¥ fAw))
+Me XXS(Fiy)) fih+ Xy i Jy) w9 Edy)

Concentrons-nous uniquement sur le terme le plus di cile & appréhender, i&X %' S. (f (y)}2
fi(y)'?), ou, suivant les notations de la preuve de la proposition 6.5.4,

Zl
fyIZ = o FAys+r(y)s)  FAYs)  (Y)ss:
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On commence pour cela par écrire

Z 1
fi(yy2  fi(pl? = N fAys+ r(y)s) fAys) (Y s
Z 1 z 1
+(Ws (Y Wis  drr dro%f Rys+ A y)s)
0 0
z 1 Z 1

+( V& Jdr dr® £8ys+ ry)s)  Flys+ A W)
de telle sorte que
Kfi(WIZ  fi(P Kg,-, ck (Y Wisks, K(Y)iske, + k( Pisks,
+ K Wiskg, fkys  ysks, + kyr  yiks, 9

Observons ensuite que

k(y Yisks, k(v Wiskey, +it sik(ys ¥s) SsalYa Ya)ke,,
cit sj N[y wQu()l;
puis
K(y)iske, k(Y )iskey, + kas ('Y )saks, + kas Ssahks,
cjt s jlj  NI;Qu(1+ it khke,,

(0]

etenn
Kys Y¥sKp, ckys Y“skBl;p ckys ¥s Ssa(Ya VYa) kBl;p
cjilti N[y wQu(:

Ces di érentes estimations conduisent aisément a

NIEMY 1) G (Bpal  cili - NIy % Qp(1)] .
1+j1j%0 ) NIy Qp(DIP+ N[ Qp(1)1? + I 2% khk3,
Le reste de la preuve découle ensuite de calculs standards, essentiellement basés sur I'hypo-

these 11.
O

Nous sommes nalement en mesure de prouver le résultat d'existence globale que nous
annoncions :

Théoreme 6.5.1. On suppose I'hypothése 11 satisfaite. Soft = (f1;:::;fm) un champ de
vecteurs composé d'éléments d¥s, et (;p) 2 (1=3; ) N tels que > n=(2p). Alors,
pour tout 2By, le systeme

(/S/)ts = Jts(ax(i) Sfi(y)) 5 Yo=

interprété via la proposition 6.5.4, admet une unique solution globalg dans Q,([0;T]). En
outre,
Ny;Qp(0;TD]  K(k Kgy,; kKXkeLin ); (6.78)

ou K = K« :(R*)2! R* est une fonction croissante de ses deux arguments.
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Démonstration. Il sut de copier la preuve du théoreme 5.4.1 en s'appuyant sur (6.76) et
(6.77). Par exemple, avec les notations de la preuve en question, on écrira, grace a (6.76),

n 0
NZQuUA]  oxrr 1+"30 INI;QuUA )2+ "3 k nkg,, (6.79)
puis, grace a (6.77),
Nz® 201N e InenN YD y@ Q1AL (6.80)

ou

3( )2 +2(1 ))+2 1

Jo=n ) +n 24 (
Les propriétés de stabilité d'un sous-ensemble et de contraction sont ensuite traduites sous la
forme de deux systemes dont il est facile d'exhiber un couple solutiop 1; 2). Pour montrer la
propriété (H) (qui permet le recollement des solutions), il su t d'adapter (5.66) a I'opérateur .
L'estimation (6.78) est une conséquence directe du choix d¢, en tenant en particulier compte
de la condition d'initialisation de la procédure :k kg, N 1.

Nous aurons de toute facon l'occasion de revenir sur cette démarche dans le chapitre suivant,
dans le cadre d'une approche discréte du systéme (Proposition 7.4.10). Ol

6.6 Construction du chemin rugueux associé a I'équation de la
chaleur

Comme nous l'annoncions en introduction, I'objectif consiste a présent a appliquer les ré-
sultats abstraits des sections 6.3, 6.4 et 6.5 au bruit généré (via la formule (5.92)) par un
processusx -hdldérien, avec > 1=3. Il s'agit donc de donner sens, dans ce contexte, au
chemin X = ( X*; X & X*&: XXX} qui apparait dans I'hnypothése 10 (cette hypothése couvrant
clairement I'nypothése 9). A cette n, nous aurons recours a la méme idée générale que dans
la section 5.5, autrement dit & des arguments élémentaires d'intégration par parties.

On rappelle que lorsquex est un processus di érentiable, les opérateurX *; X &; X *2 et
X** sont dé nis par les formules

. Zy , . Zy ,
X (O )= Sw() )dxy 5 Xg O )= aa()( )dxy; (6.81)

S

Z t
X&' )= Swlaws)  )()dx (6.82)
S
. Z t
X (0 )= Sw() ) dxy (x)ys: (6.83)
S
En introduisant l'aire de Lévy xi° = _ dx|, ( x!)ys, il n'est pas di cile de constater que ces

expressions sont équivalentes a
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z t
X&' = xg+ S wuxidu (6.84)
Z S
. t _
XZ = S wxildu (6.85)
ZS
. t
X = X' (S us Id)du (6.86)
4
X = & S w X2V du: (6.87)

S

C'est ce type de formulation qui laisse entrevoir les possibilités d'extension des opérateurs
a un processus hdoldérien. Il faudra bien entendu prendre garde au fait que l'estimation de
l'opérateur S y, est susceptible d'entrainer I'apparition d'une singularité (enjt  uj o

0) sous l'intégrale.
Précisons brievement comment obtenir (6.86). Il sut en fait de remarquer que
Z t VA t
CSu@s) o= du@E)(@ws) )

ou, dans cette derniére intégrale, la dérivée partielle@ ne s'applique qu'a I'opérateurXtlei.
Ensuite,
‘ ! X;i h X;i it ‘ ! X;i
du@(Xy )((@us) ) = X ((@us) ) . + duXy (@(aus') )
S Z . - S
= duxtxljl (S us) ):
S
: e o . Ry -

Remarque6.6.1 A ce stade, il n'est pas tout a fait évident que les intégrales, S (X ')us du,...
donnent e ectivement naissance a des opérateurs agissant sBr., . Nous ne considérons pour
le moment ces expressions qu'en tant qu'opérateurs agissant sur I'espa@e des fonctions lisses
a support compact. Le prolongement aux espaceB ., résultera d'un argument de continuité
(voir la preuve de la proposition 6.6.2).

Proposition 6.6.2.  Soit X un processus permettant la construction d'un2-rough pathx =
(x1;x2) 2 C,(R™) C 2 (R™™M), pour un certain coe cient > 1=3. Alors toute suitex” de
processus di érentiables telle que

N %GO TER™I+ N[x"2  x%,¢& (0;T;R™™)] T %0
satisfait I'hypothése 10.

Démonstration. Nous nous contenterons d'estimer la norme des opérateurs dé nis par (6.84)-
(6.87) relativement aux topologies en jeu dans I'hypothése 10, pour un processus di érentiable
noté égalementx (pour plus de clarté). Le résultat de convergence recherchée découlera ensuite
immédiatement de ces estimations.

Cas deX %I, Les normes concernées ici sont les suivantes

N [X*'; G, (L (Bp; Bp))] (6.88)
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N [X Xi ;Q(L(B P B P NI (6.89)
N [X¥;C, "?P(L(Bpesi Bp))I: (6.90)
Réécrivons (6.84) sous la forme :
) ) Z t )
Xig' = SwsXid S wXy du: (6.91)

S

A partir de cette expression, on déduit aisément
Z t
kXig'() ke, kS () ke, ixid i+ kS w() ke, ixy jdu
Z, s
ckk g, kx'k jt s + jt uj ¥ du  ckkpg, ki'kjt sj;
S

inégalité d'ailleurs valable pour tout 0, ce qui prouve a la fois (6.88) et (6.89). Pour (6.90),
on repart de (6.91) en ayant a I'esprit les deux propriétekSis(') ks, ckk szzjt sj "2 et
kS s() ks, ckkp,,jt sj ", ce qui donne

kX' () ks, ckk g, kxkjt s ™2

pour tout p tel que n=2p > 0. Cette estimation correspond a la norme (6.90).

Cas deX . La norme est dictée par (6.51). La encore, commencons par observer gé*
s'écrit aussi 7
XET = aexiy S wxg du:
S
Des lors, | | z, |
KXS7 () ke, Ka is() ke,ixig i+ kS w() ke,ixy jdu;
S

estimation qui, associée aux deux propriétés
kais(') ks, ckkp,jt s kS w() ks, ckkg,jt uj '
permet e ectivement d'a rmer
NXZL(Byp;By)] ojt sf* : (6.92)

Cas deX *@l  Sj|'on se référe a (6.52), I'objectif consiste & contrdler les normes suivantes :

+

NDORH G "By B B et NIX*G(L(Bp B piBp)l  (6.93)
A cette n, exprimons Xt’;"’“i sous la forme
. . Z t

S

On déduit alors

KX ke, cHjt sj T N[XM G TEPN(L(By By)Ik(as)  Ke,,

167
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Z t
+ENX G "N (L(Byi Bl ju S| k(S us) ke, du :
S

Or
k(as") ke,., ka s’k g,k kg, cjt sj kkg,k kg,
et
k(S us") ke,., ¢ckS us'k g,k kg, cju s *okk B, K Ka,;
ce qui permet de conclure

KX (5 ke, CN[X G "L (Byopi By)Ikk B, k ke jt s T "R,

et la premiére estimation relative a (6.93) est ainsi véri ée. En ce qui concerne la seconde, on
a, toujours a partir de (6.94),

G2 ke,  CENIXG(L(Byp ;B yp )k as) ke,
"'CZN[XX;i;Cz(L(B;p;B;p))] tjU S| k(S us) kg, du:

P
En utilisant le fait que B, est une algebre de Banach, on deduit ensuite
k(aws") ke, kk B,k ks, ;
mais aussi

K(S us) ke, kS uwke,k ks, cju s ‘kkg,k ks, ;

Y
d'ou
. z t
KX (0 ks,  CN[X*XG(L(BypiByp)IKk 5, k ke, (it 5] +  ju s *du);
S
ce qui conduit & I'estimation recherchée.

Cas deX i || s'agit de contrler les normes
N X ;G (L (Bpi Bp)l; (6.95)

N [X i ;G (L(Byp;Byp))] et N[X* ;G (L(B:p ;Bp))]. Nous nous concentrerons unique-
ment sur (6.95), les autres estimées pouvant étre obtenues de facon similaire.

Ecrivons d'abord X" sous la forme
Z

. t o]
Xéx:lj - Stthzsj” S w thd” + thd'Xﬁé du:
S
A partir de cette expression, on obtient immédiatement

NIX e (); Byl

Z t
o kSis() ke,jit  si® + kS w() kgt uj® +jt ujju s jldu

Y4

t

o kkgit siZ +kkp, jt u [t ui® +jt ujju sjjldu
S
ckk g, it si°

ce qui constitue la relation escomptée.
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Grace a cette proposition, nous sommes en mesure de retranscrire les théoremes abstraits
6.3.1 et 6.4.1 dans le cadre plus familier des rough paths standards :

Théoréme 6.6.1. Soit x = (x 1;x2) 2 C,(R™) C 2 (R™™) ( > 1=3) un 2-rough path
géométrique, a partir duquel on dé nit un bruit X via la formule

X
Xi()=  xtfi() ;
i=1
pour des élémentsf; que I'on suppose dans l'espacXs. Dans ce contexte, I'équation de la
chaleur rugueuse suR"
Y4 t
(Vs = Sw dXu(Yu); Yo= 2By, (6.96)
S
interprétée grace a la proposition 6.3.2 si > 1=2et a la proposition 6.4.8 si 2 (1=3;1=2]
admet :
Une unigue solution globale dans@,‘f; ([0;T;Byp) si > 1=2, ou le couple(;p) 2
(0;1=2) N esttelque + > let2p>n.
Une unique solution locale dans(ﬁ;p (O;T ]) si 2 (1=3;1=2] ou le couple(;p) 2
(1=3; ) N esttel que >n=(2p) , et ou T est un temps strictement positif qui
dépend de la condition initiale et (accessoirement) des parametres ;p;n.

En reprenant les arguments de la preuve de la proposition 6.6.2, il n'est ensuite pas di cile
de se convaincre que les expressions (6.84), (6.85) et (6.87) (qui font sens dés xjyeermet la
construction d'un 2-rough path) viennent également répondre aux criteres de I'hypothése 11,
et I'on est la encore en mesure de traduire le théoréme 6.5.1 :

Théoréme 6.6.2. On xe un paramétre " > 0. Soit x = (x1;x2) 2 C,(R™) C 3 (R™™M)
( > 1=3) un 2-rough path géométrique, a partir duquel on dé nit un bruitX * via la formule

. X
X ()= xi Sfi() 5
i=1
pour des élémentd; que I'on suppose dans I'espacés. Alors I'équation de la chaleur rugueuse
sur R" Z,
N

(Vs = SwdXy(y); Yo= 2Byp; (6.97)

interprétée grace a la proposition 6.5.4, admet une unique solution globale da@s([0; T]), ou
le couple(;p) 2 (1=3; ) N esttel que > n=(2p).

6.7 Le cas rugueux d'ordre 3

Pour clore ce chapitre, nous nous proposons d'évoquer le cas ou le coe cient de régularité
de x est compris entrel=4et 1=3, situation que nous quali ons d'ordre3 en référence a I'étude
du systéme standard (voir la sous-section 2.2.3), pour laquelle l'intervention du volume de Lévy
x3 est nécessaire.

Ces quelques considérations nous permettront de conforter la viabilité de notre approche du
systéme (6.5). Dans un souci de concision, les constructions qui suivent ne seront pas détaillées
avec autant de précision que dans les sections précédentes et nous nous restreindrons aux
grandes lignes du raisonnement.
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6.7.1 Construction de l'intégrale

On xe un coe cient 2 (1=4;1=3] qui représente donc implicitement la régularité de
X. En se référant a la démarche impulsée dans les sections précédentes, nous savons que pour
étre mesure d'inverser” via ’\, nous devons ici chercher a identi er un terme "d'ordre 4" lors
de la dissection de l'intégrale, ou plus exactement d'ordre + 3, avec  un coe cient tel
que < et +3 > 1. Dans ce contexte, le point crucial, a la base des constructions
de cette section, est l'existence (évidente) d'un élément 2 (0;1=4) qui satisfait ces deux
derniéres conditions. L'espacd, ;, conserve alors la propriété fondamentale retranscrite par la
proposition 6.2.4, et I'on peut envisager I'éventualité d'une solution évoluant dans cet espace.
kopérateur X *&! introduit dans la section 6.4, et qui représente moralement lintégraleX ;&' =

stS[u dx, (ays 1d), devient un opérateur d'ordre 3 :

En tenant compte de cette observation, mais aussi en ayant a l'esprit les considérations de la
sous-section 2.2.3, il semble approprié d'introduire I'espace de processus contrdlés suivant :

Qzp =1y 2 G (B2 p)! (Vs = ths;i ys + Xt);x;ij yl 4+ y%s;
(Vs = (x)is y&9 + il
Y 2C(B2;p)\C1(Bp) ; Y™ 2CY(B2;p)\C1(Bp) 5 ¥ 2C,(B2p) \C3 (By) ;

y“I 2.C3 (Bp)g; (6.98)

avec la norme naturelle qui lui est associée.

Suivant la procédure usuelle, on suppose dans un premier temps le processud érentiable
et I'on dé nit les opérateurs X *' et X **! par les formules

Z, Z,
X o= Swdx, ; X o= St dxd, (X ) ys: (6.99)
S

S

Par ailleurs, comme dans la section 6.4, I'entiep est choisi tel que4 p > n , et de cette facon,
B>.p est une algebre de Banach. On suppose en n gqug 2 X3 (voir la dé nition 6.3.5) et I'on

pose[fP)( )= @ i(;'( ).

Avec ces notations, siy 2 Q, ., , un développement de Taylor €lémentaire fournit

(Fi(Y))us = (X y&Ty £ys) + (XK yXxiIky £ Qys) + ausys FAys) + S(Y)is Ptys)
Z 1 Z 1

+yls Tlys) + i drr ) dro fRys+ A y)us)  F%ys) ()3
=xid yel Fqye)+ G VT Fly) + ausys Ty + ()G Rtys)
+ (X2 yxly f§(ys)+ >Z<aXX”'k (&Y £ ys)

1 1
+yhs FAys)+ UL dro f%ys+ A y)us) F2Rys)  (v)3%
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et donc, en isolant les termes d' "ordre 3",
(fi(y)us = Xy J )s(;j fO(VS) + XZJk )s(x;jk in(YS) + ausYs f'o(ys)
1 . .
+ Q( XJ)USY;('J (X k)ustk fO?Ys) + f (Y)

n
= x3yE fys) + xZ yk £ Rys) + yE o yXk fo?ys) + aysys fys)
+ fi(y)s: (6.100)

ou fj (y)tS est un terme |ge&duel relativement long (mais facile) a expliciter, et que l'on peut
décomposer erf; (y)tS = k 1 fi (y)tS , avec (lorsque l'on revient a un processus -holdérien)

N ()R Bpad Ot it S° 1+ N[Y;Qup I (6.101)

Il convient bien sOr de préciser que dans le calcul qui nous a menés a (6.100), nous avons
introduit les opérateurs
Z, Z,
XE = agdx, ;0 XU = gy dxd, (x)us (6.102)
S S

et utilisé la relation de symétrie

Xﬁgk + Xﬁ;skj =( x))us( XI()us:

Quant a l'estimation (6.101), elle est (en partie) obtenue grace aux hypotheses de régularité
naturelles :

X 2C," (L(B2yp B piBp) et X™ 2G5 ™ (L(Byyp:By)): (6.103)

A présent, en vue dinterpréter J(dx' f;(y)) en présence de processus irréguliers, il sut
d'injecter I'expression (6.100) dans la décomposition

Zt . ' Zt )
Sw dxy filyu) = X' fily)+ Swdxy Fi(y)us;
S

S
pour obtenir
St dxy filyu) = ths;l fi(ys) + XéX:IJ (ys" O(ys)) + Xis i (ys;fio(YS))

S
XM 1 Ays) + vE v FRys) + rs; (6.104)
R : ;
avecCry = StStu dx'ufi(y)]us. L'opérateur X ¥k est ici dé ni par

z t
Xt);XX;Ijk - S dxK x 2 ; (6.105)

S

et I'on associe a cet opérateur I'hypothése de régularité 1égitime
XXk 2 C3 (L(Byp;Bayp)) \C3 (L(Bp;By)): (6.106)

Conformément aux considérations de la section 6.4.1, il reste uniquement & établir le fait qlie
est un terme d'ordre 4, en tant que processus a valeurs darB. Nous allons plus précisément
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montrer que t 2 (:3+3 n=p (Bp). Il sura ensuite de choisir p assez grand pour que +3
n=p> 1.
Pour calculer ¥ , nous supposerons I'ensemble des conditions algébriques de I'hypothése 10
satisfaites, et nous ajouterons a ces relations le comportement algébrique He™* :
(X 0K yg = X X2+ X ok i (6.107)

us

En ce qui concerne les conditions analytiques, nous avons déja mentionné I'hypothese (6.106),
a laquelle nous ajoutons une version légérement modi ée des conditions de I'hypothése 10 :

X1 2 Cy(L(BpiBp)) \C,(L(B2ypiB2ayp)) (6.108)
XX 2.C, "L (BpeiBp)) \C, "P(L(Bp=s; By)) (6.109)
X0 2.5 (L(BpiBp) \CJ (L(BaipiB2p)\C; "™ (L(Bpesi Bp)): (6.110)

Par ailleurs, en vue de clari er la présentation du développement, nous aurons recours a la
notation  pour signi er "congru a un terme d'ordre au moins +3 n=p", ou en d'autres
termes : pour toush;1 2 C3(Bp), h |, h 12 C3+3 n=p (Bp). Avec cette convention, notre
objectif est donc d'établir la relation t 0.

En revenant a (6.104), on a, par (6.18),

(Ar )tus ‘ )
= X s + X us (ve £Ays) X (v FAY))us
XK Y (v £y + yE VS i Rys))
| X oty + vy £ RY))us
+( X s (Vs iO(YS)) Xt)fja,I ((y )us;in(YS)) Xt)l:a’l (Yu; (f iO(Y)) us):
On peut d'ores et déja observer que les cinquieme et huitiéeme termes de cette derniére somme
admettent la régularité escomptée. En utilisant les relations algébriques satisfaites par les opé-
rateurs, ainsi que la décomposition (6.100), on déduit ensuite
(/} )tus ) )
X ((y s FAYs) X o () us)
XXy s+ v v 1)
+ xtﬁa;r‘ (ausy§; f iO(YS)) Xt)l(,la;l (( Y )us: f iO(YS))
X 58 1Ays) X (V)usi Flys))
XU (s X yE yE 1 %Rys)
} on . ' 0
Xa v Ayes xGE vEC %)
Finalement, il est facile de voir que( f Ay))us = Xi& Y& £ %ys) + fAy)ls, ot fAy)! est tel
que
NIFAW:Bpal et it 2 NIyi Qo1

En se référant a I'hypothése (6.110), cette inégalité permet de conclufe 0, ce qui achéve
le raisonnement.

Formalisons a présent ces résultats, en xant tout d'abord les conditions relatives X :
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Hypothése 12. Soit x 2 C;(R™), 2 (1=4;1=3} On admet qu'il existe une suitex  de
processus di érentiables véri ant

NX" x;G(O;TER™] T °
telle que les opérateurs
X X" X ax’;i. X x"x"5j . X x"a;i. X ax' x"ij . X x"x"x";ijk
dé nis par (6.99), (6.102) et (6.105), convergent relativement aux normes associées aux condi-
tions (6.108)-(6.110), (6.103) et (6.106), et ce pour un triplet( ; ;p) tel que
2 (1=4;1=3]; 2 (0;1=4); p2N ; >n=p; >n=p; +3 n=p > 1:
Les processus limites, notés

X X;i X ax;i X XX;ij X xa;i X axx;ij X Xxxijk .

véri ent alors les relations algébriques qui apparaissent dans I'hypothése 10, ainsi que la relation
(6.107).

Nous venons alors de prouver :

Proposition 6.7.1. On xe un intervalle | = [l3;I2] de [0; T]. Sous I'hypothese 12 et en
supposant quef = (fq1;:::;fm) avecf; 2 X3, on pose, pour touty 2 Q,., (1), J (d\x fi(y)) =
(1d  ""™)(@), ou, pour touss < t,

Jis 1= xt);lf (ys) + thu (y O(Ys))"' anl(YS;f'O(YS))
£ XM (il £ ys) + v yE f Rye)): (6.111)

Alors :

1.J (él\x fi(y)) |sst bien dé ni en tant qu'élément deC, (I ;B> ., ) et coincide avec l'intégrale
de Riemann Stu dx fi(yu) lorsquex est un processus di érentiable.

2. Pour tout 2 B2, il existe un unique processuz 2 Q, ., () tel quez, = et
("Z)s = Jis (@ fi(y)) sis<t 21.
3. On dispose de I'estimation
N[Z;Qap (N Cx 1+ N[ CQUiB2p)P+ T N[y;Qupp (D° (6.112)

pour un certain coe cient > 0.

6.7.2 Reésolution du systeme di érentiel

Une fois munis de I'estimation (6.112), la résolutiorlocale du systéeme découle des arguments
de point xe standards, et aboutit a I'énoncé :

Théoreme 6.7.1. On suppose I'hypothese 12 satisfaite et le chanfip= (f 1;:::;fm) composé
d'éléments deX4. Pour tout 2By, il existe un tempsTo > O tel que le systeme

(Vs = Js (@ Fi(y)) 5 yo= ; (6.113)

interpreté grace a la proposition 6.7.1, admet une unique solutioy dans Q, ., ([0; To]).
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L'application de ce théoréme abstrait passe ensuite par le prolongement du chemin
X" = (X X" X ax":i. X x"x"j - X x"ai. X ax" x"ij . X x"x"x"ijk )

a tout 3-rough path géométriquex = (x 1;x2;x3) 2 C,(R™) C 3 (R™M) C 3 (R™™M) (voir
I'hypothése 2). On suit pour cela la méme stratégie que dans la section 6.6, en reprenant les
formules (6.84)-(6.87), auxquelles s'ajoutent les deux expressions
Z t
XEHH =g, X2 du;
S
Z t
+ S g xSk du:
S

xxxijk ., 3iijk
X = Xie

ts



Chapitre 7

Schémas d'approximation

7.1 Introduction

On poursuit dans ce chapitre I'analyse de I'équation de la chaleur rugueuse (5.91), en adop-
tant cette fois un point de vue plus "discret”, a travers la mise en place de schémas numériques
facilement implémentables visant a approcher la solutiory. L'e cacité de ces schémas va ré-
sulter du rapprochement de deux types d'idées : D'une part, les considérations relatives a la
discrétisation du systeme rugueux standard, telles qu'elles apparaissent dans le chapitre 3 ou
dans [25]; d'autre part, des méthodes classiques d'approximation de solutions d'EDPS dirigées
par un bruit de Wiener, et en particulier la méthode de Galerkin. Il serait vain de tenter de
fournir une liste exhaustive des trés nombreux travaux a érents a ce dernier sujet, et nous nous
contenterons de citer les références que constituent [52] ou [53].

Comme nous le verrons dans les sections 7.3 et 7.4, la ﬁructure des schémas sera en fait
directement dictée par les constructions de l'intégrale rugueuse St o dx|, fi(yy) établies dans
le chapitre précédent. Si I'on se référe par exemple a (6.25) ou a (6.75), il apparait dans les
deux cas que l'intégrale se décompose sous la forme

Z t
(AY)ts = Stu dxlu fi(yu) = Mg + Rys; (7.1)

S

avecM un terme "principal” et R = 1J ) un terme "résiduel" (& ne pas confondre cependant
avec le résidu associé a la structure de processus contr6lé pour (6.75)) caractérisé par une grande
régularité vis-a-vis du couple(s;t). De facon tout a fait naturelle, les schémas que nous nous
apprétons a étudier ne retiendrons que le terme principal entre deux temps de discrétisation,
pour s'écrire :

n . n— .
Yih, = Syt t Mo,es Vo=

i+1

ou0 =ty <t] <::<t) = T estune partition de [0;T] dont le pas tend versO. Le
raisonnement est en cela proche des récents travaux de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] pour
le traitement d'un bruit de Wiener : pour obtenir des schémas numériques particulierement

e caces, les deux auteurs prennent en e et appui sur un développement de Taylor de la solution
du systéme, ce qui correspond exactement a une décomposition de la forme (7.1).

A la di érence du chapitre précédent, I'équation sera ici considérée sukr?([0; 1]), avec des
conditions au bord de type Dirichlet, et ce pour pro ter de la diagonalisabilité du semigroupe
associé. Il n'est pas di cile de constater (ce que nous ferons dans la section 7.2) qu'une grande

175



176 CHAPITRE 7. SCHEMAS D'APPROXIMATION

partie des propriétés et du formalisme présentés dans la section 6.2 trouve son équivalent dans
ce contexte, ce qui permettra en particulier de transposer sans justi cation supplémentaire
les résultats des sections 6.3 et 6.5. On ne pourra en revanche retranscrire les résultats des
sections 6.4 et 6.7, pour lesquels il importait que le paramétrp (dans LP(R")) soit trés grand.
L'étude de schémas d'approximation n'est de toute facon véritablement permise que lorsque
I'on dispose au préalable d'un résultat d'existencglobaled'une solution, que ne fournissent pas
les théoréemes 6.4.1 et 6.7.1. Nous serons ainsi contraints de nous limiter aux deux situations
suivantes :

(i) Cas Young: le systeme se présente sous la forme
Z t
(Yts = Stu dxyfilyu); Yo= ; (7.2)
S
avec une condition initiale dans un espace de Sobolev a préciser,un processus -holdérien

pour un certain coe cient > 1=2, etf; les opérateurs de Nemytskii associés a des fonctions
f7:R! R réguliéres, c'est-a-dire

fi(y)( )= fi(y( )) pour tout y 2 L2([0; 1]):

(i) Cas rugueux en présence d'un champ régularisé_e systéme s'écrit
YA t
Vs = St udxSfilyu); yo= ; (7.3)
S

ou les notations ont la méme signi cation que ci-dessus, mais ou 2 (1=3;1=2]et " est un
paramétre supplémentaire strictement positif xé.

La stratégie que nous allons adopter dans les deux cas sera divisée en trois étapes, chacune
d'entre elles correspondant a un type de discrétisation di érent :

(a) D'abord, une discrétisation du processus directeux, rendue possible grace aux propriétés
de continuité de I'application d'ltd associée au systéme. Nous reviendrons d'ailleurs en détalil
sur ce dernier point, quelque peu négligé dans le chapitre précédent.

(b) Ensuite, une discrétisation en temps suivant la décomposition (7.1), comme nous l'avons
évoqué ci-dessus. Les systemes (7.2) et (7.3) recevront a cette étape des traitements bien dis-
tincts : pour (7.2), la simplicité de la construction (6.25) de l'intégrale pousse a I'étude d'un
prolongement continu du schéma, tandis que pour (7.3), nous aurons plutét recours a un rai-
sonnement discret, plus proche des preuves de [25].

(c) En n, une discrétisation en espace, qui consiste globalement a projeter le systéme sur un
espace de dimension nie, conformément a la méthode de Galerkin. L'e cacité de la procédure
sera ici assurée par la régularité (en espace) de la solution.

A notre connaissance, il s'agit 1a de la premiere tentative de mise en place de schémas
d'approximation pour des EDP impliquant un bruit fractionnaire. Grace aux estimations du
chapitre 3, nous serons en outre en mesure d'exhiber un taux de convergence explicite pour cha-
cun de ces schémas lorsquedésigne un mBf. Dans I'énoncé de ces résultats, la distance entre
la solution exactey et son approximationyM:N sera comme dans les chapitres précédents expri-
mée a l'aide d'une norme hdldérienne, topologie inhérente a la méthodologie rough paths. Ceci
rend malheureusement délicate la comparaison avec les taux obtenus par Jentzen et Kloeden
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ou Hausenblas dans le cas d'un bruit de Wiener (voir les références ci-dessus), leurs résultats
faisant appel a la norme du supremum sufO; T]. Nous devrons pour notre part nous contenter
de conjectures basées sur I'observation de l'erreur empirique pour quelques simulations (voir
les sous-sections 7.3.6 et 7.4.6).

Le chapitre est organisé de la fagon suivante : La section 7.2 viendra trés brievement préciser
le cadre dans lequel s'incrit notre analyse; elle soulignera surtout les analogies avec le modéle
étudié dans le chapitre précédent. La section 7.3 est dédiée a I'étude d'un schéma numérique
pour le systéme dans la con guration(i) ; seule une discrétisation basée sur un développement
d'ordre 1 sera ici requise, de telle sorte que Il'algorithme pourra étre percu comme une simple
adaptation du schéma d'Euler classique. Nous traiterons ensuite, dans la section 7.4, la con -
guration (ii) ; le schéma associé mettra logiquement en scene un développement d'ordre 2, et
ressemblera ainsi davantage, comme dans le chapitre 3, au schéma de Milstein standard. En n,
I'appendix contient la preuve détaillée du résultat fondamental de la section 7.4.

7.2 Cadre d'étude

On considérera I'opérateur laplacien sur l'espace hilbertien I'espace hilbertienB :=
L2([0; 1]) avec conditions au bord de Dirichlet. Cet opérateur est diagonalisable, et I'on xe
d'ailleurs des a présent une base orthonormée d& constituée de vecteurs propres :

2,2

en():= IOisin(n ) (n 2 N); etles valeurs propres relatives , ;= “n<:

On notera (dans cette section du moins)(y"), les coe cients d'une fonction y dans cette
base. Pour tout N 2 N, Py désignera l'opérateur de projection sur le sous-espadé :=
Vectfen; 1 n Ng.

Munis de ces notations, les espaces de Sobolev fractionnaires construits 8udeviennent
trés faciles a caractériser :

Dé nition 7.2.1.  Pour tout 0, on notera B I'espace de Sobolev associé a l'opérateur
fractionnaire () , espace que l'on peut caractériser par
3
B =fy 2 L%([0;1]): 5 (y"? < 1g; (7.4)
n=1

et I'on munit cet espace de sa norme naturelle

R
kykg = k( ) ykg= h M= (7.5)

n=1
En outre, pour tout < 0, on poseB :=(B )% et B = Bg= L?([0;1]).

Les propriétés élémentaires de ces espaces sont tout a fait analogues a celles du chapitre
précédent :

Proposition 7.2.2.  Avec les notations ci-dessus, on dispose des propriétés :
Inclusions de Sobolev : Si > 1=4et0< < 2 1=2, alorsB est inclus de facon
continue dans I'espaceC ([0; 1]) des fonctions -héldériennes sur [0; 1].
Algébre de Banach : Si > 1=4, alorsB est une algébre de Banach, c'est-a-dir&'
ks kk g k kg pourtous';, 2B .
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Projection : Pour tous 0 < ettout' 2B ,

k  Pyks ) Kk (7.6)
Démonstration. Les deux premiéres propriétés sont des résultats cIa§§iques, que I'on peut trou-
ver dans [2]. La derniére propriété est quant a elle immédiate : si= ' "e, 2B ,
X X
K Pukg = A= ARemr R kkg
n N+1 n N+1

O]

Dans ce contexte, on sait que l'action du semigroupe dqgla chaleur prend la tournure élé-
mentaire : si' = ' "e, 2B, alors pour toutt 0,S' = e tn' Ne,. Il n'est alors pas

di cile d'établir, par un calcul direct, les propriétés qui font le succes du formalisme " :

Proposition 7.2.3.  On dispose des propriétés :
Contraction : Pour tout 0, pour toutt 0, S; est un opérateur de contraction sur
B .
Régularisation : Pour tout t> OQettous 1 < < < 1, S; envoieB surB et

kStkg ¢ t( Jkkg: (7.7)

Régularité holdérienne : Pour toust> 0; > Oettout' 2B ,

kS;' 'kg ctkkgpg; (7.8)
kS¢kg ct ! kkg: (7.9)
P
Démonstration. Par exemple, pour (7.9), on sait que sl = ' "ey, alors
X
S¢ = (netn'n)en;

et donc

kS 'k 2 (ne 't m?
X'
= T (E et
" X
c (t 1+ )2 ( nl n)2 = ¢ (t 1+ )2k|k2 :

n

ol nous avons fait usage de l'inégalité élémentaire e ! c t ,valable pourtous; ;t> O.
Les autres propriétés peuvent étre établies avec des arguments similaires. Ol

On rappelle que ce sont ces propriétés qui ont permis la mise en place du formalisme basé sur
l'opérateur d'incrément modi é " et surtout la construction de I'opérateur inverse (potentiel)
N . . . . . . . P ,
(voir [51]). La proposition 7.2.3 autorise ainsi une transposition immédiate de ces résultats,
et en particulier du théoréme 6.2.2 :
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Théoreme 7.2.1. On xe un intervalle | de [0; T] et deux paramétres Oet > 1. Pour
tout h2 C;(1;B )\ Ker Ang(B ), il existe un unique élément

"h2\ 50y G (I;B: )
tel que"(“h) = h. "“h satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout 2 [0; ),
N[*hC  (15B+ )] c.r N[NG(;B): (7.10)

Il peut étre intéressant de remarquer que les principaux arguments techniques qui inter-
viennent dans la construction de” (voir [51]) feront leur apparition au travers des preuves des
propositions 7.3.12 et 7.4.10. Notez par ailleurs que nous serons plusieurs fois amenés a mettre
a contribution la relation télescopique : pour touss = tg <ty <::: <t =1,

X 1
(Vs = St (Vi t: (7.11)
i=0

Souvenons-nous a présent que pour toute fonctioh: R! R, on dé nit I'opérateur de Nemyts-
kii Nt associé & par la formule : pour tout y 2 B, pour tout 2 [0;1], Nt (y)( ) := f(y()).
Sif est assez régulier, il est ici possible de contréler la normiéN (y)kg sans transiter par une
guelconque class&Xy :

Proposition 7.2.4. Si0 < 1=2etf 2 CL®(R;R), alors pour touty 2B ,
kNt (y)ks ¢ f1+ kykg g: (7.12)

Démonstration. Comme dans le chapitre précédent, l'inégalité est obtenue en utilisant une
norme équivalente, en l'occurrence (voir [2])
Z, Z,4

. .2
Wie, =kykg+ d g MO YO
o o ]

Remarque 7.2.5 Désormais, nous noterons plus simplemerit pour N .

La propriété (6.14), qui prenait appui sur un argument de convolution lié & la nature du
semigroupe, n'a pas d'équivalent direct dans le cadre qui nous intéresse. Nous lui substituerons,
au cours du raisonnement de la section 7.4, une relation basée sur l'inclusion suivante :

Proposition 7.2.6. Pour tout > 1=4, on dispose de l'inclusion continue
LY0;1) B (7.13)

Démonstration. C'est une retombée directe des inclusions de Sobolev rappelées ci-dessus. En
eet, si u2 LY0;1), alors pour tout' 2B ,
Z,
u( )'( )d  kk 1 kuk 11 Kk B Kukiiqy:
0
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7.3 Le cas Young

L'objectif de cette section consiste a introduire et analyser un schéma numérique d'approxi-
mation dans la con guration (i) décrite en introduction. Nous nous permettons au préalable de
rassembler les di érents outils et résultats théoriques tirés des sections 6.3 et 6.6. Pour davan-
tage de simplicité, nous travaillerons dans toute section sur l'intervalle de temp§0; T] = [O; 1].

7.3.1 Résultats précédents

On xe donc dés a présent un processus -hdldérien, pour un certain coe cient > 1=2.
On supposera que ce processus peut étre approché par son interpolation linéaire, hypothese que
nous étiquetons en vue de références ultérieures :

Hypothése 13. Soit x le processus obtenu par interpolation linéaire dex de pas1=M, au-

it o K k+1
trement dit : si - t< TG,

; . k
=X+ MOt (X) ek (7.14)
M M MM
On admettra alors le résultat de convergence
uv = Nx xM;Cq(RM]! © (7.15)

lorsqueM tend vers I'in ni.

Comme expliqgué dans la section 6.3, la compréhension du systéme (7.2) passe alors par
l'identi cation d'un processus X * particulier :

Lemme 7.3.1. Sous I'hypothése 13, la suiteX "M des processus a valeurs opérationnelles
dé nis par 7

) t )
XM = sy e (7.16)

S
converge vers un élémenX * relativement a la topologie da I'espace

GL(B ;B )\C, (L(B;B));
et ce pour tout0 < . L'opérateur X * satisfait en outre les deux propriétés :
XX =0 ; PyX*=X*Py (N 2N);
ou l'opérateur de projectionPy a été dé ni dans la section 7.2.

Démonstration. On reprend I'argument d'intégration par parties de la section 6.6, qui aboutis-
sait a la formule explicite :

. z t

X = Ss(x)is S tw(x ") du: (7.17)
S

Notez que la convergence relative a la norml [:;C, (L(B;B ))], qui sera mise a contribution
au cours de la procédure de discrétisation en espace, n'apparaissait pas dans I'hypothese 9. Elle
est cependant facile a véri er a partir de (7.17). Ol
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Notation 7.3.2. Pour tout coe cient 2 (0;1) xé, on dé nira dans ce qui suit la norme
associée axX * par la formule :

kX *k. =
Xnn ) ) , 0

N[X*G(L(B ;B )]+ N[X*;G(L(B;B)]+ N[X*;C, (L(B;B))] : (7.18)
i=1

Réécrivons la proposition 6.3.2 dans ce contexte :

Proposition 7.3.3.  Pour tout processusz = (z%;:::;z™) tel quez' 2 C}(B )\ C,(B) avec
0< < 1=2et + > 1, on dénit l'intégrale

N

Jis(@ Z') = XS zh+ Mg XX 2T (7.19)

Alors :
r;la((’i\x z) est bien dé nie via le théoreme 7.2.1, et coincide avec l'intégrale de Riemann
StStu dxy, z, lorsquex est un processus di érentiable.
On dispose de I'estimation :

N[ (@x2);G(B )] ckX*k; N[zC(B )+ N[zG(B)] : (7.20)
Le résultat principal de la section 6.3 admet a présent I'équivalent suivant :
Théoréme 7.3.1. Sif; 2 CZP(R;R) pour tout i 2 f1;:::;mg, le systéme
(Vs = Jis(d@ fi(y) ; yo=h2B; (7.21)

interprété grace a la proposition précédente, admet une unique solution globale daéis{B ), et
ce pour tout tel que
1=4< < 1=2 ; + > 1: (7.22)

On dispose en outre du controle :
NIy; & (B)]  C(khkg ;kX*k; ); (7.23)

pour une certaine fonction C croissante en ses deux arguments. On rappelle que la notation
N [:;@3 (B )] renvoie a

NIy; & (B )= NIy;CX(B I+ NIy; & (B )I: (7.24)
Remarque 7.3.4. Il convient d'observer que (7.23) et (7.20) entrainent en particulier

N [y; C_L(B )] Ch;x:

En e et, puisque y est solution du systéme, on a

k('Y isks kd (X (y)ks
ot s NIf(y); Q(B )]+ NIf(y); C.(B)]

Ensuite, grace a (7.12) et (7.8), on déduit
NIf(y);CQ(B) c 1+N[y;GB)) ;
puis N [f (y); G (B)]  cN[y; &' (B)].
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7.3.2 Schéma et résultat principal

La procédure en trois temps évoquée en introduction, et qui sera analysée en détail dans
les sous-sections qui suivent, conduit de facon naturelle au schéma d'approximation suivant :
. — k
sitg = tM =

M
yorN = Puh; vt = s N XM PRy (7.25)
R .
ou, conformément & (7.16)X "V, = ttkk*l Sty u X

Munis de I'hypothese 13, nous sommes a présent en mesure d'énoncer le résultat de conver-
gence associé au schéma (7.25) :

Théoreme 7.3.2. On xe un parametre 2 (1=4;1=2)tel que + > 1let2 > , etlon

Chx = Chx:: > Otelle que, siy désigne la solution de (7.21) donnée par le théoréme 7.3.1 et
yM:M e processus dé ni par le schéma discret (7.25) en prenartl = M,

A .
sup k' (y _ yMM ?tqtpkB

(7.26)
Op<g M th tp]

Les trois sous-sections suivantes sont dédiées a la preuve de ce résultat; chacune d'entre
elles correspond a l'analyse d'un type de discrétisation.

Remarque 7.3.5 L'hypothése2 >  ne sera utilisée que pour simpli er certaines estimations
au cours de la preuve. On peut néanmoins facilement s'en a ranchir, au prix d'un terme sup-

plémentaire “— dans (7.26).

Remarque 7.3.6 Le choix particulier N = M n'a été fait qu'en vue de rendre la forme de
I'estimation plus agréable. Il n'est pas dicile d'obtenir un résultat plus général avec deux
entiersN et M éventuellement distincts, en reprenant un a un les arguments de la preuve qui
suit.

7.3.3 Discrétisation du processus directeur

On peut de prime abord s'interroger sur la pertinence théorique de cette premiére étape,
qui va en quelque sorte consister & remplacet *' par X **M dans la décomposition (7.19) de
lintégrale. L'intérét de la procédure va en fait se réveler lors de l'implémentation concrete de
l'algorithme, dans la mesure otX "™ se résume a

tr+1 tk
iM Z e+ M ) Z tke1
i — M i .
th+1 te Stk+1 u qu =M ( X )tk+1 tk S'[k+1 u du;

tk tk

et ainsi, seule la simulation de l'incrément( x i)tkﬂtk sera requise. Notez dés a présent que
ce commentaire sur a l'aspect pratique d'une discrétisation d&X * viendra également justi er
l'importance de la sous-section 7.4.3 dans I'étude de (7.61).

Notation 7.3.7. Pour tout M 2 N , on notera yM l'approximation de Wong-Zakai associée a
xM (de méme condition initiale h), autrement dit la solution du systéme (7.21) lorsquex est
remplacé par son interpolationx™ .

La transition entre y et yM est rendue possible par le résultat de continuité suivant :
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Proposition 7.3.8.  L'application d'ltd associée au systéme (7.21) est localement lipschitzienne
vis-a-vis deh et X*. En d'autres termes, siy (resp. y) représente la solution dirigée parX*
(resp. X *), de condition initiale h (resp. h), alors

n o]
N [y y;(‘,‘f; (B) C khkg ;khkg ;kX*k. ;kX*k. kh hkg + kX* X*k. ;
(7.27)
pour une certaine fonction C croissante par rapport a chacun de ses arguments.

Démonstration. C'est le méme type d'argument que dans la preuve de la proposition 4.1.8.
De fagon usuelle, I'inégalité est d'abord établie localement, sur un petit intervallg0; To], puis
étendue sur[0; 1] en utilisant la version discréte du lemme de Gronwall.

Raisonnement local: Considérons un petit intervalle [O; Tg]. En écrivant, pour touss <t 2
[0; Tol,

Ny W =ds dXIFY) F] + s dx xf(y)
l'inégalité (7.20) entraine immédiatement

n
Niy w&(I0ToiB) Ty kX*k, NIfi(y) fi(y); Q(0; Tol;B )]
(0]

+ N[fi(y) fi(y); G([0; To]; B)]
+ kXX X*k;  NI[fi(y); C(B )+ N[fi(¥); C(B)] : (7.28)
D'apres (7.23),

Nfi(9: (B )+ N[fi(W: G(B)] cN[EE (B)]  cpy
Par ailleurs, a partir de l'expression
Z 1

[Fily) fitr)l [filys) filys)l = 0olrfP(ys+r(y)ts) v Wi
Z

1
+ . dr fio(yS"‘ r(ys) fio(yS"‘ r( W) (Vs

on déduit facilement, en utilisant en outre (7.23) et l'inclusion continueB Lt (0;1),

NIFiy) fi): GO TaliB)]  aNly wE ([0:Tol;B )]
FON[EE (B)Ifky: wki +kys  yoki g
Crcx NIV ¥ & (0Tl B )+ kh ke
En n, puisque B est une algébre de Banach, on a, pour tout 2 [0; To],
z 1
kfi(y) fiwks = k drffn+riye w) (i wke
0
ckyt wiks fkyiks + kyks g;
et donc, a nouveau grace a (7.23),

n (0}
NIi(y) fi QO ToliB )] Ceenn NIy % & (0;ToliB )]+ kh hkg
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En revenant a (7.28), on peut a présent a rmer que

NIy wG(0;TolB )] o
Cumcx To NIy % & (0:ToliB )+ kKX*  X*k, +kh nkg

puis, commey; ¥t = (y Wi+ Swo(h ),

Ny w& (0;Tol;B )] ]

0
Gk To NIV & (0:ToliB )+ kX*  X*k, +kh ke
Par conséquent, en choisissanty 2 (0; 1] tel que cﬁ_h_x_ Jo = % on obtient
‘ n 0
NIy w& (0:ToiB) 2¢ kx* X*k, +kh fkg

Prolongement du résultat Avec les mémes arguments que dans la premiére étape, on déduit
facilement, pour tout k 2 N ,

N & (KTo(k+ DTOEB L 20, KX X7k +kyire iroks

et donc, puisqu'en raison de (7.11),

K 1
YiTo  YiTo = Sktoolh A1+ Siroanto Y Wa+1)T oiTos
1=0

NIy wE (kTo;(k+1)Tol;B )]

n I 1

(0]
2¢t o KX X"k, +kh Pkg +To NIy w& (IToi(+DTeliB)] -
=0

Le lemme de Gronwall permet alors d'a rmer

n (0)
N & (KToi(k+ DTOB ] G €5 X Xk, +kh ks

L'inégalité (7.27) découle nalement de la relation (consécutive la encore de (7.11))

To

Ny & (0;1]B )] Ny wE& (KT (k+1)TolB )
k=0

ou Jt, désigne le plus petit entier tel queJt, To 1.

Il sut maintenant d'utiliser I'nypothése 13 via le résultat élémentaire :

Lemme 7.3.9. |l existe une constantec. telle que

kx* X*Mg.¢c. Nx xM;CQ(R™] c. um:
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Démonstration. A partir de (7.17), on a, pour toute fonction-test ',
k(XS XXM yk g
Zt
kKSiske (X xM)s+ kSuks (X xM)y du
S Zt
N x xM;G(RM]kkg jt s + jt uj ™ du

2N[x  xM; G (RMIKkk g jt s ; s
ce qui permet d'étendre l'estimation a tout élément deB et ainsi d'a rmer
NIX¥ XM GL(B ;B )] 2N xMiC(R™):
On utilise ensuite le méme type d'argument pour majorer les normes
NIX¥ X*¥Moc(L(B;B)] et N[X* XxX*M.c, (L(B;B)):
0

Corollaire 7.3.10.  Avec les notations précédentes, il existe une constantg.x telle que, pour
tout M 2 N,

Ny y":i& (B)  onxum: (7.29)
7.3.4 Discrétisation en temps

Nous souhaitons étudier, dans cette sous-section, le schéma in ni-dimensionnel intermé-
diaire :

Y = SteatYh * thk;flMtkfi(yt“f) ;Yo = h (7.30)
Commencons par prolonger continimeny™ sur [0; 1], suivant la formule : sit 2 [ty; tk+1),
v = St XEM () (7.31)

AN

Observons a présent qu'en posant) := " XXM f(yM) | on peut écrire, pour tout
k2f0;::::M 1g,
tk+1 .
Yoo = Steat¥iy + StequdXi” iyl ri g (7.32)

9%

Le prolongement de cette expression a tous temps<t 2 [0;1] conduit aux deux formules :

Lemme 7.3.11. Sity, sS<tpy <::i<tgq t<tgq,alors

t N .
YM)ys = SwddM fiyM) vt (7.33)
S
avec
M; X !
il = rt'\t"q Stsrgfp + St Mo (7.34)
k=p

tandis que sit, s<t<t pi1,

(VM) = X Fi(yM): (7.35)
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Démonstration. La formule (7.35) est une conséquence directe de la relatiolX '™ = 0.
Quant a la relation (7.33), elle découle de I'association de (7.32) et de la relation algébrique
(7.11), qui donne ici

& 1
Sttk+1 (Ay M )tk+1 tk + ( ISI M )ttq + Sttp+1 (Ay M )tp+l S
5P 3
‘1t M M Xt M
4 St dXIL] fi(yu ) Sttk+1 rtkﬂ tk5
et k=p+1
Z,
0 SwdM fil) i+ S (VM (7.36)

tq

(Ay M )ts

Or

(YMtpr s

= (,Ay M )tp+1 tp Stp+1 S(Ay M )Stp

tp+l

7 " #
. S .
Sty u @G )+ 1, Steus  Ssadx(” filyy)  rd, i(7.37)

tp tp

et il sut d'injecter (7.37) dans (7.36) pour obtenir (7.33).
O

Nous allons nous appuyer sur les d_eux expressions (7.33) et (7.35) pour obtenir un contréle
uniforme (vis-a-vis deM) de N [yM ;& ([0; 1];B ))], ce qui constitue le résultat principal de
cette sous-section :

Proposition 7.3.12. Il existe une constantecy.x telle que pour toutM 2 N ,

NyM;E (0;1B )] cnx: (7.38)

Démonstration. En utilisant un procédé de récurrence sut, nous allons plus précisément mon-
trer I'assertion : Il existe une constante" = "(x) et un réelN; = N,(h;x) tel que

NG oD N
Pour | = 0, on prend bien sir Ng = khkg . Supposons a présent la propriété véri ée pour un
entier | donné, et soits;t 2 [0;(l +1)"] .
1" cas:s;t2[I'; (1+1)17.
1% sous-cas: tp S<tpg <:ii<tgq t<tqi,avecjt sj . Alors, daprés (7.33),
Z t
YMis = Swdd™ i)y
S
En utilisant I'estimation (7.20) (appliquée avec X *M ), associée au fait quekX* X*M k.
tende versO, on déduit d'abord aisément
Z ) n _ 0
k  Swdx(™ fi(yl)ke  ojt s " 1+ Ny & (0 (1 + 1))

S
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Par ailleurs, grace a la propriété de contraction (7.10) d€”, on obtient, pour tout v < w 2
[0;(1 +1)1]

n (0]
keke  ojw vi T 1+ NME 00+ 1]

mais aussi n ‘ o)
kiibke  ojw vi 1+ NRMEY (0 1+ 1))
Ainsi,
9(2
kyM? kg ke ¥ke + kil ke + kit ks +¢ jt tea) k! ke
n . o F
o 1+ N™; & ([0;(+ 1))
8 0 19
< 1 1 X2 AT
s @t e A
k=p !
n 0( . -1 )
M . . . R J'[ SJ
o L+NYMIG @+ Qs+

n _ 0
ot sj 1+ NRME (00 +1)T)]

28Me sous-cas:t, S<t<t pep. Alors (VM) = XM fi(yil), et donc

n (0]
K(YM)ske ot s 1+ NM G 01+ 1))

3Me sous-cas: tp S <tpa  t<tpp avecjt sj  1=M. Il sut d'observer que
K(YM)ske  k( YM)ip ke + k(Y M)1,., sks , puis de se ramener au second sous-cas.
Conclusion du ¥ cas:

n 0
NG AT 0+ o 1 NDMIE 00+ 1))

2me cas:s< "t (I+1)"0Ona k(YM)ske k( YM)ur ke + k(YM)rsks , et
donc, grace a I'hypothése de récurrence,
n

(0]
k(YM)sks jt si Ny";& @ 0+1)D+ N -

L'association des deux cas de gure conduit a
n 0
NY": G+ o 1+ N™; (01 +21)D]  + Np:

Puisque, pour toutt 2 [0;(I +1)", kyMkg khk g + N[yM; & ([0;(I +1)'])] , on déduit
ensuite

n 0

NG (O +2)D] khk g +2Np+2c" 1+ N E% ([0; (1 + 1))

A partir de cette estimation, il apparait clairement qu'il su t de choisir " tel que 2¢," =1=2
et de poser
Ni+1 :=2khkg +4N, +1:
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Remarque7.3.13 Cette majoration uniforme permettrait sans aucun doute de montrer, via un
un argument de compacité, la convergence dg" vers la solutiony de (7.21), comme dans [25].
Nous établirons pour notre part directement la convergence de I'approximatiory™M dé nie
par (7.25).

7.3.5 Discrétisation en espace

Il s'agit de la derniére étape. On revient ainsi a I'étude du processug™N issu du schéma
général (7.25), processus que I'on prolonge contindment sfi®; 1] comme dans la sous-section
précédente, en adaptant Iégerement (7.31). Grace au corollaire 7.3.10, on sait qu'il sut de
contrdler la norme N [yM  yMM - C ([0; 1];B )], ou I'on rappelle que la notationy™ désigne
I'approximation de Wong-Zakai, telle qu'elle a été dé nie dans la sous-section 7.3.3.

Commencons par observer que (7.25) est un cas particulier de (7.30), obtenu en remplacant
le champ (y 7! fi(y)) par le champ(y 7! Pnfi(y)). Ceci signie en particulier que les deux
décompositions (7.33) et (7.35) restent valables pouy™N | en substituant bien entendu ar™
et yM les processus

e = N XM Py (Fi(yMN)
% 1
Vit = Swfeh t St Ty 1
k=p
pourt, sS<tp <:::<tgq t<tg.Parailleurs, dans la mesure ou l'opérateuiPy est
une contraction sur chaqueB , il est clair que les arguments mis en ~uvre dans la preuve de
la proposition 7.3.12 restent vrais dans ce contexte, ce qui permet directement d'a rmer :

Proposition 7.3.14. Il existe une constantec,, telle que pour tousM;N 2 N ,

NMNSE ([0;1D)]  cen:

Supposons a présent les hypothéses du théoréme 7.3.2 satisfaites, avec en partica@lier
et M = N. La comparaison entreyMM et yM va faire appel aux deux résultats préliminaires
suivants :

Lemme 7.3.15. |l existe une constantec,x telle que sit, sS<tpy <:::i<tgq t<tgu,
avecjt sj 1=M, alors

Ch;x
M+ 1
Démonstration. On utilise les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 7.3.12,
auxquels on associe le résultat uniforme de la proposition 7.3.14, ce qui donne

kym ™M kg it s

- . . . X2 .
kym N kg kr o ke + kg kg + ki kg +Cojt ot krg ke

k=

8 0 fo

<1 1 1 Xt AT

Chix M + M+ I°M Jt ke :

k=p

c ) L
]t S| + jt SJ Jt S

Ch;x M M+ 1 Cxh M + 1

ou, pour la derniere inégalité, on s'est appuyé sur le fait qué=4< < 1=2< < 1. O
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Lemme 7.3.16. |l existe une constantec,, telle que sity s <tp <:ii<tg t<tg,
avecjt sj 1=M, alors
Z t

. . Cph-
kK SydxdiM Py 1d)fi(yMM kg nix

Xt g
. M2 )

Démonstration. Puisque Py, commute avec le semigroupe, on peut écrire
z t
Swdx™ (Pu Id)f i(yy™)
S
= XM Py 1A (A )+ (P 1) M (M (yMM)):

En utilisant a présent le lemme 7.3.9, ainsi que le contrble uniforme donné par la proposition
7.3.14, on obtient facilement

XM Py 1D MM ks ot s k(P 1) (VMM ke
it s :
CX%kfi(yy'M )Ks
.
Ch;xJ - ] :
puis
M ts ity B YEGR R ity B hx 2 )

O

Nous sommes désormais en mesure d'établir le résultat principal de cette sous-section, ré-
sultat qui, associé au corollaire 7.3.10, achéve la preuve du théoréme 7.3.2.

Proposition 7.3.17. Il existe une constantecy.x telle que pour toutM 2 N ,
- . : 1
NyM yMM.E& (B) ocwx kh Pyhks + T (7.39)

Démonstration. Résultat local On considére d'abord un intervallel o = [O; T¢], avecTy un temps
gue nous préciserons a la n de cette premiere étape. Satt 2 [0; To].

1%" cas:sity, s<t<t psy1, alors
v ; M MM y.
"M = (Y XEM Pufilyg " );

d'ou _ _
it s .
Chix M :

kA(VM yM;M s ks Chx jt S

2°Me cas:sit, S<tp1 t<tpe, 0N revient au cas précédent aprés avoir remarqué
que

K'o™  yMMyske k"M yMM)gn ke + KM yMM )L sk
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FMecasity, S<tpg <:ii<tq t<tgqq avecjt sj 1=M. Alors
Zt
Sud" figy)  Pufiol™) + y™

A(VM yM;M )ts
S
Z°, '. |
SwaxgM fi(yy)  fieyd™)
S
0 Sud™ (d Pw)fi(™ )+ v

S

En se référant aux deux lemmes précédents, on peut d'abord a rmer que
z t

- ) M- it s
o suad 10 POROE ) WM e o

Il n‘est par ailleurs pas di cile de constater que
Z t
k  Sud” fid) fioW™) ke ot s To NIV yMMEY ([0:Tol B ));
S
pour une certaine constantecﬁ;x gue l'on xe pour le reste de la preuve.
L'association des trois cas de gure mene a

N MM GOTB )t G To NI VMM G (0Tl B )

MM _
Ys =

Pour majorer N [yM  yMM - CP([0; Tol; B )], il sut ensuite d'observer que yM
A(VM yMMYso+ Sso(h Py h), et donc

NyM  yMM Y ([0;ToliB )]

2¢2. , .
kh  Pwhkg + W"'Xlu GyTo NIM  yMM:E ([0;To); B )]

On choisit par conséquentTy tel que Zcﬁ;x Ty, = 1=2 pour obtenir

| 422
NEM MG (0Tl B )] 2kh Puhke + g (7.40)

Prolongement du résultat: En suivant les mémes étapes que dans le raisonnement local, on
obtient, pour tout > 0,

NY  yMY & ([ToiTo+ 1B )] qul;xﬁ Gy  NM  yMMEY ([0;To+ 1B

ce qui, associé a (7.40), entraine
Ny G0 To+ 1B )]

5¢2. , .
2kh  Puhks + "Wtk NM O yMMLE (0 To+ 1B
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puis
N[g™  yMM & ([0 To+ 1B )]
100%.)( 1 M M;M ;
Skh Puhks + =g +2c0,  NpMyMMIG ([0iTo+ 1B

En prenant = Tg, on déduit alors

: : 20G2.
NyM  yMM & ([0;2To;B )] 10kh Pyhks + Mixl
Il sut ensuite de répéter la procédure jusqu'a ce que l'intervalle [0; 1] soit recouvert. O

7.3.6 Reésultats numériques pour le mBf

Pour étre en mesure d'appliquer le théoréme 7.3.2 a un processxis -hdldérien ( > 1=2),
la seule condition a véri er est la convergence (7.15) de l'interpolation linéaire de ce processus.
Grace aux résultats du chapitre 3, nous savons que cette hypothése est en particulier (p.s)
satisfaite lorsquex = X est un mBf m-dimensionnel d'indice de HurstH > 1=2. En injectant
le résultat du corollaire 3.1.9, I'estimation (7.26) prend la forme plus précise :

Théoréme 7.3.3. Soit X un mBf d'indice de Hurst H > 1=2. On xe deux paramétres 2
(1=4;1=2) et 2 (1=2;H) telsque + > 1et2 > , etlon suppose que; 2 CZ°(R;R),
i =1;:::;m. Soit Y la solution du systeme

(Y )is = Js(@XF(Y)) ; Yo=h2B ;

interprété de facon trajectorielle grace a la proposition 7.3.3, ety ™M |e processus issu du
schéma numérique (7.25). Alors il existe une variable aléatoire..,.x ~ nie p.s telle que, pour
toutM 2 N,

( #

pi
log(M
c.nx  kh Pyhkg + —c9M) 1

K*Y YMM)kg
sup . . VH VIS

Op<g M th tp]

(7.41)

En pratique, le fait que le semigroupe soit diagonalisable dans la basg considérée (voir les

notations de la sggtion 7.2)gend limplémentation du schéma (7.25) tres simple. En e et, en
posanth';";M;' = Yt';";'v' @ ,ona,pourtout!2fl;::::M g,

~ o M 2N ~ o xn ] D . E

My ML 21 e 1M (X Vet Y My: g (7.42)

M;M;l
Y, ty
' i=1

tk+1 =€

Le code Matlab qui suit rend compte d'une possible implémentation de l'algorithme, pour
laquelle on a prism = 1, et comme dans [58],

szx) (X 2 R): (7.43)

h():%sin( )+gsin(3 ) ( 2[0:1]);  fu(x) = 1+

Le parametrek est ici destiné a observer I'in uence de la perturbation (voir la gure 7.3.6).
La procédure simule plus précisément I'évolutiopyen temps dygprocessus a valeurs fonctionnelles
YMM "A chaque pas, les coe cients de Fourier fi(Ytt";M ); & sont approchés via la fonction
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de transformation en sinus discrétedst (et son inverseidst). Quant aux incréments du mBf,

ils sont calculés a l'aide (d'une version convenablement translatée) de la fonctionfbm, qui
repose sur la décomposition du processus sur une base d'ondelettes, suivant la méthode proposée
par Abry et Sellan dans [1]. Soulignons en n le fait qu'il est possible de nuancer l'action du
semigroupe en remplacant le semigroupe de la chale® par S; := S;, pour un certain
paramétre . Les résultats théoriques de cette section restent bien entendu valables pour le
systeme modi é.

function [l]=eigval(N)
[=[]; for i=1:N, I(i)=(pi i)"2;end

function [S]=semigr(M,N, |, kappa)
S=[];for i=L:N, v(i)= exp( I(i)*2/(kappa M)); end

function =simulyoung (H,M,N, k, kappa)
I=eigval (N);S=semigr(M,N, | ,kappa);
X=(AIM"H  wfbm(H,M+1);
A=[1/2,0,3/5, zeros(1,N 3)];
u=zeros (1,N); fy=zeros (1,N);
for i=1M
u=dst(A(i,:)); fy=0.5 idst(k (1 u)./(1+u.”2));
A(i+1,:)=S. A(i,:)
+((kappa./1). (1 S)) M (X(i+l) X(i)). fy;
end
E=[]; for j=1M+1, E(j,:)=dst(A(j,:)); end
plot (linspace (0,1,N+2),
[0,dst([1/2,0,3/5, zeros(1,N 3)]),0]);
F(1)=getframe; for p=1M
plot (linspace (0,1,N+2),[0,E(p+1,:),0]);
hold off;
F(p+l)=getframe; end
movie(F,1,2)

Comme nous l'avons déja évoqué dans l'introduction, il semble dicile de comparer le
taux de convergence (7.41) aux résultats de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] ou Hausenblas
[53] (pour un processus de Wiener), tous exprimés a l'aide de la norme du supremum (en
temps). Etant données les contraintes sur les deux paramétreset , (7.41) permet simplement
darmer:si h2 VWV,

log(M)

M;M
Sup kYtp Ytp kB CW,

p2f0;::;M g

(7.44)

estimation dont la non-optimalité ne fait aucun doute.

En vue d'observer le taux de convergence e ectif de I'algorithme, nous avons représenté, sur
la gure 7.3.6, une simulation (moyennée sur 20 réalisations du mBf) de la fonction

n 7! log,kYMoMo  y 22
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